
 

EΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ 

ΣΧΟΛΗ ΝΑΥΠΗΓΩΝ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ 
ΔΠΜΣ ΝΑΥΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΘΑΛΑΣΣΙΑΣ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑΣ ΚΙ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ 

 

 
 

 

 

 

 

Frame 001  16 Jul 2012  nacaFrame 001  16 Jul 2012  naca

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αθήνα, Ιούλιος 2012                ΑΝΔΡΕΑΣ ΤΡΙΑΝΤΑΦΥΛΛΟΥ 

 Διπλ. Μηχανολόγος Μηχανικός 

andreas.triantafyllou@yahoo.com 

+30 6944626824 

+30 2108063652 

 

Αριθμητική διερεύνηση της διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε 

περιβάλλον με ιξώδες  
 

Διπλωματική εργασία 
 

Επιβλέπων Καθηγητής : Γεώργιος Τζαμπίρας 

 



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 1 - 
 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

Εισαγωγή          σελ.3 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

Απλοί αρμονικοί κυματισμοί       σελ.4 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

Αρχές Διατήρησης – Θεµελιώδεις Διαφορικές Εξισώσεις   σελ.9 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

Υπολογιστικές μέθοδοι και διακριτοποίηση    σελ.11 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

Μέθοδος πεπερασμένων όγκων ελέγχου     σελ.18 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

Κινούμενα πλέγματα        σελ.24 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 

Συνοριακές συνθήκες        σελ.30 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8 

Περιπτώσεις- Test cases        σελ.39 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α’         σελ.93 

ΜΕΡΟΣ Β’ 

Quadratic interpolation in non uniform Grids   σελ.115  



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 2 - 
 

 

  



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 3 - 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

Εισαγωγή 

Τα  τελευταíα  χρóνια  έχει  αποκτήσει  ιδιαíτερο  ενδιαφέρον , η  

προσομοίωση της ροής γύρω  από  αεροτομές  αξονοσυμμετρικά σώματα, 

πλοία για  στρατιωτικές  και  πολιτικές  εφαρμογές καθώς και γενικά η 

προσομοίωση υδροδυναμικών φαινομένων όπως είναι τα κύματα .  

Σε αυτή την κατεύθυνση η ανάπτυξη της ισχύος των Ηλεκτρονικών 

Υπολογιστών έχει ανοίξει το δρόµο για ένα πλήθος νέων επιστηµών και 

επιστηµονικών εφαρµογών. 

Μία από τις νέες επιστήµες είναι και η Υπολογιστική Ρευστοδυναµική    

(Computational    Fluid    Dynamics,    CFD).  

Αντικείµενό της είναι η επίλυση των διαφορικών εξισώσεων που διέπουν 

την κίνηση των ρευστών σε πεδία όπου η αναλυτική επίλυση είναι 

αδύνατη. Η παρούσα εργασία εντάσσεται στα πλαίσια της Υπολογιστικής 

Ρευστοδυναµικής και έχει σαν αντικείµενο την Αριθµητική Πρόσοµοίωση 

αρμονικών κυµατισµών. Στόχος µας είναι η προσοµοίωση της παραγωγής 

και διάδοσης ενός αρμονικού κύµατος μέσα από μία περιοχή υψηλής 

συνεκτικότητας καθώς και η προσομοίωση αρμονικού κυματισμού με 

ανύψωση πυθμένα. 

Για την παραγωγή του κύµατος,   κατασκευάσθηκε µία αριθµητική 

δεξαµενή συνδυάζοντας τη θεωρία αρμονικών κυµατισµών, και τις αρχές 

και τεχνικές της Υπολογιστικής Ρευστοδυναµικής. Αυτό έγινε με τη 

χρήση ενός κώδικα ηλεκτρονικού υπολογιστή σε γλώσσα FORTRAN για 

την προσοµοίωση της δεξαµενής και την επίλυση του πεδίου ροής.         

Ο κώδικας αυτός είναι ο Wgen που έχει αναπτυχθεί από τον Καθηγητή 

του Εθνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου,  Γεώργιο Τζαµπίρα. 

Κατά τη διαδικασία αυτή γίνεται μοντελοποίηση ενός εμβόλου η κίνηση 

του οποίου παράγει έναν αρμονικό κυματισμό ο οποίος διαδίδεται κατά 

μήκος της δεξαμενής εως ότου συναντήσει το κατάντι στερεό σύνορο. 

Σ’ αυτό το σημείο θα ήθελα να ευχαριστήσω τον υποψήφιο διδάκτορα 

Πολύζο Στυλιανό για την καθοδήγησή του και φυσικά τον καθηγητή 

κύριο Τζαμπίρα Γεώργιο για την πολύτιμη βοήθειά του. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

Απλοί αρμονικοί κυματισμοί 

 

Θεωρούμε απλό αρμονικό κυματισμό με περίοδο T και μήκος κύματος 
λ, που μεταδίδεται σε θαλάσσιο νερό σταθερού βάθους h  Η κατεύθυνση 

μετάδοσης είναι παράλληλη με τον άξονα x . Η κυκλική συχνότητα  και 

ο κυματαριθμός k του κυματισμού ορίζονται από τις σχέσεις 2 /T  , 

και 2 /k   . Η μετατόπιση της ελεύθερης επιφάνειας έχει την μορφή: 

 
 cos( )a kx t    

 
Οπου a  είναι το πλάτος ταλάντωσης του κύματος. Το ύψος του κύματος 

H ορίζεται σαν η κατακόρυφη απόσταση ανάμεσα σε μιά κορυφή και μιά 

κοιλάδα του κύματος. Γιά κυματισμούς του τύπου που περιγράφεται 
παραπάνω 2H a  

 
 

 

Το δυναμικό της ροής έχει την μορφή 

 
 sin( ) ( )kx t F z    

 

Οπου ( )F z  είναι συνάρτηση τέτοια ώστε: 

 

 
2

2

2
0

d F
k F

dz
   

 

Η ανωτέρω διαφορική εξίσωση ικανοποιείται από οποιονδήποτε 

γραμμικό συνδυασμό των συναρτήσεων kze . Επειδή η λύση πρέπει να 

ικανοποιεί την οριακή συνθήκη στον πυθμένα, που τώρα είναι 

/ ( ) 0dF dz h   επιλέγουμε τον ακόλουθο γραμμικό συνδυασμό:  
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 cosh( ( )) sinh( ( ))F A k z h B k z h     

 
Οπου Α,Β σταθερές. Η οριακή συνθήκη στον πυθμένα επιβάλλει 0B  , 

ενώ από άλλη οριακή συνθήκη επιβάλλεται: 

 

 
sinh( )

a
A

k kh


  

 

Κατά συνέπεια το δυναμικό της ροής δίνεται από την ακόλουθη σχέση 

 

 
cosh( ( ))

sin( )
sinh( )

a k z h
kx t

k kh


 


   

 

 

Αντικαθιστώντας την την δυναμική συνθήκη στην ελεύθερη επιφάνεια 
καταλήγουμε στην ακόλουθη σχέση: 

 

 2 tanh( )gk kh   

 

Η παραπάνω εξίσωση συνδέει την συχνότητα και τον κυματαριθμό και 
είναι η εξίσωση διασποράς των θαλασσίων κυμάτων. 

 

Γιά μεγάλα βάθη εν σχέσει με το μήκος του κύματος ( 1kh  ) έχουμε ότι 

tanh( ) 1kh , οπότε η προηγούμενη εξίσωση παίρνει την μορφή 

 

 2 gk   

 
Αντίθετα γιά μικρά βάθη εν σχέσει με το μήκος του κύματος ( 1kh  ) 

έχουμε ότι tanh( )kh kh , οπότε η (2.7) παίρνει την μορφή 

 

 2 2ghk   

 

Γιά μεγάλα μήκη κύματος παρατηρούμε ότι η ταχύτητα μετάδοσης του 

κυματισμού είναι ίση με 1/ 2( )gh , δηλαδή είναι ανεξάρτητη του 

κυματαριθμού. Γιά μικρά μήκη κύματος η ταχύτητα μετάδοσης του 

κυματισμού είναι ίση με 1/ 2( / )g k , δηλαδή η ταχύτητα μετάδοσης είναι 

αντιστρόφως ανάλογη με την ρίζα του μήκους κύματος. Στην γενική 

περίπτωση λόγω της ανισότητας tanha   έχουμε την ακόλουθη σχέση 

γιά την ταχύτητα μετάδοσης 

 

 gh
k


  

 

Οι όροι «βαθύ» ή «ρηχό» νερό είναι σχετικοί και έχουν να κάνουν με το 
πως συγκρίνεται το μήκος του κύματος με το βάθος της θάλασσας. 
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Συγκεκριμένα αν / 62.8h   έχουμε ρηχό νερό, ενώ αν / 0.5h    έχουμε 

βαθύ νερό. Ετσι ακόμα και στο βαθύτερο σημείο της θάλασσας το νερό 
φαίνεται ρηχό γιά τα σεισμικά κύματα που έχουν πολύ μεγάλο μήκος 

κύματος, ενώ στα κύματα που δημιουργεί ένα μοντέλο σε δεξαμενή το 

νερό της δεξαμενής φαίνεται βαθύ.  
 

Αντίστοιχα, σε βαθύ νερό η έκφραση γιά το δυναμικό παίρνει την 

ακόλουθη κάπως απλούστερη μορφή 
 

 sin( )kza
e kx t

k


    

 

Σε ρηχό νερό 0kh  έχουμε ότι cosh( ( )) 1k z h  , sinh( )kh kh , οπότε 

μεταχειριζόμενοι ότι γιά ρηχό νερό 1/2/ ( )k gh  , βρίσκουμε ότι η ροή 

τείνει σε μιά μονοδιάστατη ροή παράλληλη με τον άξονα των x : 

 

 sin( )
ag

kx t 


   

 

Το δυναμικό στο όριο του ρηχού νερού δεν εξαρτάται από το z , οπότε 
ικανοποιεί την εξίσωση του Laplace μόνο προσεγγιστικά, με την έννοια 

ότι, επειδή το μήκος κύματος είναι μεγάλο, ο κυματαριθμός k  είναι 

μικρός, οπότε 2 2 2 2/ 0x k         . Το δυναμικό δεν χρησιμοποιείται 

γιά τα κύματα του ρηχού νερού, αλλά μεταχειριζόμαστε κατ’ευθείαν τις 

εξισώσεις του Euler. 

 
Τροχιές σωματιδίων 
 

Οι ταχύτητες που προκαλεί το κύμα είναι περιοδικές χρονικά, όπως 
φαίνεται με παραγώγιση του δυναμικού: 

 

 
cosh( ( ))

cos( )
sinh( )

k z h
u a kx t

x kh


 

 
  


 

 

 
sinh( ( ))

sin( )
sinh( )

k z h
w a kx t

z kh


 

 
  


 

 

Η μέση ταχύτητα είναι παντού ίση με μηδέν, και κατά συνέπεια τα 
σωματίδια του νερού εκτελούν μικρές ταλαντώσεις γύρω από την θέση 

ισορροπίας τους. 

 

Εστω ( , )x z  η θέση του σωματιδίου όταν δεν υπάρχει κύμα ( 0a  ). και

( , )x z   η στιγμιαία θέση του σωματιδίου όταν υπάρχει κύμα. Εξ 

ορισμού τα ( , )   ικανοποιούν τις ακόλουθες διαφορικές εξισώσεις: 
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cosh( ( ))

cos( ( ) )
sinh( )

d k z h
a k x t

dt kh

 
  

 
    

 

 
sinh( ( ))

sin( ( ) )
sinh( )

d k z h
a k x t

dt kh

 
  

 
    

 

Οι εξισώσεις αυτές είναι μη γραμμικές ως προς ξ και ζ,  και κατά 

συνέπεια η επίλυση τους είναι δυσχερής. Σε συνέπεια με τις παραδοχές 
της γραμμικής θεωρίας όμως μπορούμε υποθέσουμε ότι οι μετατοπίσεις 

των σωματιδίων είναι μικρές, και κατά συνέπεια μπορούμε να 

αγνοήσουμε τα ( , )   όπου εμφανίζονατι στο δεξιό μέλος. Οι εξισώσεις 

τότε ολοκληρώνονται άμεσα ως προς χρόνο και έχουμε ότι: 

 

 
cosh( ( ))

sin( )
sinh( )

k z h
a kx t

kh
 


    

 

 
sinh( ( ))

cos( )
sinh( )

k z h
a kx t

kh
 


   

 
Βλέπουμε επομένως ότι τα σωματίδια διαγράφουν ελλειπτικές τροχιές με 

μεγάλο ημιάξονα παράλληλο με τον άξονα x  και ίσο με 

cos( ( )) / sinh( )a k z h kh , και μικρό ημιάξονα παράλληλο με τον άξονα z και 

ίσο με sinh( ( )) / sinh( )a k z h kh . 

 
Στο βαθύ νερό kh  και οι δύο ημιάξονες γίνονται ίσοι με exp( )a kz , 

δηλαδή οι τροχιές γίνονται κύκλοι με ακτίνα που μειώνεται εκθετικά με 

το βάθος. 

Σε βάθος μεγαλύτερο από το μισό μήκος κύματος τα σωματίδια του 
νερού κινούνται ελάχιστα και μπορούμε να θεωρήσουμε ότι παραμένουν 

ακίνητα. Στο ρηχό νερό, όπου 0kh , ο μεγάλος ημιάξονας τείνει στην 

τιμή 2/agk   ενώ ο μικρός άξονας τείνει στο μηδέν. Το πέρασμα δηλαδή 

ενός μεγάλου μήκους κύματος προκαλεί μιά γραμμική ταλάντωση των 

σωματιδίων του ρευστού στην x  κατεύθυνση σε όλο το βάθος του 

ρευστού. 
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Τροχιές σωματιδίων κάτω από απλό αρμονικό κύμα σε βαθύ νερό. Οι τροχιές είναι κύκλοι 

με κέντρο τη θέση ισορροπίας του σωματιδίου και ακτίνα που μειώνεται εκθετικά με το 
βάθος. 

 
 

Σημειώνεται οτι τα προηγούμενα ισχύουν με βάση την γραμμική 

θεωρία των κυματισμών. Στην πραγματικότητα, λόγω των μή γραμμικών 
όρων στις οριακές συνθήκες, η μέση ταχύτητα των σωματιδίων του 

ρευστού στην x  κατεύθυνση έχει μη μηδενική τιμή. Αποδεικνύεται ότι η 

μέση ταχύτητα είναι ανάλογη με 2a , είναι επομένως πολύ μικρότερη από 

την στιγμιαία ταχύτητα, και δικαιολογημένα αγνοείται στην γραμμική 
θεωρία. Η μέση ταχύτητα των σωματιδών του ρευστού είναι όμως πολύ 

σημαντική γιά γεωφυσικά φαινόμενα, επειδή προκαλεί μιά μέση 

μεταφορά μάζας νερού παράλληλα με την κατεύθυνση μετάδοσης του 
κύματος. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

Αρχές Διατήρησης  –  Θεµελιώδεις Διαφορικές Εξισώσεις .  

Θέλουµε να εξετάσουµε την αρχή διατήρησης µίας  φυσικής ποσότητας Φ 

σε ένα πεδίο ασυµπίεστης µη µόνιµης ροής:  

Συσσώρευση + (Εκροή - Εισροή) = Παραγωγή - Κατανάλωση 

Στη συνέχεια θα εξετάσουµε τις εκφράσεις που λαµβάνουν η αρχή 

διατήρησης της µάζας και η αρχή διατήρησης της ορµής σε ένα πεδίο 

όπως αυτό που προαναφέραµε.  

Αρχή Διατήρησης Μάζας.  

Η αρχή διατήρησης της μάζας σε ένα πεδίο ασυµπίεστης µη µόνιµης 

ροής,  μπορεί να εκφραστεί ως εξής:  

 

Χρησιμοποιώντας καρτεσιανό σύστημα  συντεταγμένων,  η μαθηματική 

έκφραση,  υπό μορφή διαφορικής εξίσωσης,   της προηγούμενης 

ισότητας θα είναι: 

 

Όπου συμβολίζουμε µε ρ την πυκνότητα του ρευστού, u η ταχύτητα στην 

x- Διεύθυνση και v η ταχύτητα στην y-διεύθυνση.  

Η σχέση αυτή μπορεί να απλουστευθεί κάνοντας ορισμένες παραδοχές.  

Έτσι,  αν θεωρήσουμε ότι το πεδίο είναι μόνιμο,  τότε η εξίσωση παίρνει 

την μορφή: 

 

Επιπλέον, αν θεωρήσουµε ότι η πυκνότητα του ρευστού είναι σταθερή σε 

όλο τον όγκο του,  πράγµα που συµβαίνει στα ασυµπίεστα ρευστά που θα 

µελετήσουµε, τότε η εξίσωση λαµβάνει την απλούστερη µορφή: 
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Αρχή Διατήρησης Ορµής  

Η αρχή διατήρησης της ορµής σε ένα πεδίο ασυµπίεστης µη µόνιµης 

ροής,  µπορεί να εκφραστεί ως εξής: 

 

Η µαθηµατική έκφραση,   υπό µορφή διαφορικής εξίσωσης,   της 

προηγούµενης ισότητας είναι η ακόλουθη: 

Du
g gradp u

Dt
       

Όπου συµβολίζουµε µε g την επιτάχυνση της βαρύτητας, µε p την πίεση 

του ρευστού, µε µ την δυναµική συνεκτικότητα του, µε ∆ τον τελεστή 

Laplace και µε 
Du

Dt
  την υλική ή ουσιώδη παράγωγο.  Οι δύο τελευταίοι 

συµβολισµοί αναλύονται, για καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων δύο 

διαστάσεων (x και y- διευθύνσεις), ως εξής: 

Du u u u
u v

Dt t x y

   
   
   

 

Du v v v
u v

Dt t x y

   
   
   

 

Έτσι, µπορούµε να γράψουµε τη διαφορική εξίσωση της αρχής 

διατήρησης της ορµής , σε καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων, ως 

ακολούθως: 

2 2

2 2

u u u p u u
u v g

t x y x x y
  

       
       

        
2 2

2 2

v v v p v v
u v g

t x y y x y
  

       
       

        
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ ΚΑΙ ΔΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗ.  

Διακριτοποίηση Φυσικού Χώρου.  

Για να επιλύσουµε τις διαφορικές εξισώσεις των προβληµάτων που 

αντιµετωπίζουµε,  το πρώτο βήµα που απαιτείται να κάνουµε είναι να 

διακριτοποιήσουµε τον φυσικό χώρο στον οποίο λαµβάνει χώρα το 

φυσικό φαινόµενο που µελετάµε. Η διακριτοποίηση επιτυγχάνεται µε την 

τοποθέτηση ενός αριθµητικού πλέγµατος πάνω στο πεδίο ροής.  Για την 

απλούστερη περίπτωση όπου το πεδίο ροής είναι ένας ορθογώνιος 

παραλληλόγραµµος χώρος, το αριθµητικό πλέγµα έχει τη µορφή ευθειών 

σταθερού x και σταθερού y.   Η τοµή των ευθειών αυτών καλείται 

υπολογιστικός κόµβος.   Ένα παράδειγµα υπολογιστικού πλέγµατος 

φαίνεται στο σχήμα που ακολουθεί. 

 

Η τοποθέτηση των ευθειών που απαρτίζουν το αριθµητικό πλέγµα µπορεί 

να είναι αυθαίρετη,  αν και προσπαθούµε,  όσο αυτό είναι δυνατό,  να τις 

κατανέµουµε οµοιόµορφα. Με αυτό τον τρόπο απλοποιούµε όσο 

περισσότερο γίνεται τις αλγεβρικές εξισώσεις, εξοικονοµώντας έτσι 

υπολογιστικό χρόνο και υπολογιστική µνήµη. Πάντως στις περιοχές όπου 

οι εξαρτηµένες µεταβλητές παρουσιάζουν µεγάλες κλίσεις ή κοντά σε 

στερεά σύνορα ή σε µέρη όπου έχουµε έντονη αλλαγή γεωµετρίας, 

είµαστε υποχρεωµένοι να πυκνώσουµε το αριθµητικό πλέγµα.  

Τις γραµµές σταθερού x τις συµβολίζουµε χρησιµοποιώντας τον δείκτη I,  

ενώ για τις σταθερού y τις συµβολίζουµε χρησιµοποιώντας τον δείκτη J.  

Το πλήθος των ευθειών κατά την διεύθυνση x είναι NI  (δηλαδή I = 

1,2,3,... .,ΝI), ενώ το πλήθος των ευθειών κατά την διεύθυνση y  είναι ΝJ  

(δηλαδή J  = 1,2,3,....,ΝJ) . Η τοµή της ευθείας σταθερού x, Χ(I), µε την 

ευθεία σταθερού y,  Υ(J),  είναι ο κόµβος  (I,J),  που έχει συντεταγµένες  



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 12 - 
 

(x,  y))  ή  (Χ(I),Υ(I  ,J)).  Ο κόµβος αυτός συµβολίζεται ως Ρ(I,J)  και στην 

περίπτωση που έχουµε πρόβληµα δύο διαστάσεων περιβάλλεται από 

τέσσερις κόµβους. Οι κόµβοι αυτοί συµβολίζονται µε Ε(I+1,J) (από την 

λέξη East), W(I-1,J) (από την λέξη West), Ν(I,J+1) (από την λέξη North) 

καιS(I,J-1) (από την λέξηSouth).  

 

Σε αρκετές περιπτώσεις,  η µορφολογία του πεδίου της ροής κάνει πιο 

συµφέρουσα την χρήση κυλινδρικού συστήµατος συντεταγµένων. Αυτό 

απαιτεί να εκφρασθούν οι διαφορικές µας εξισώσεις σε πολικές 

συντεταγµένες.  

Τέλος, υπάρχουν περιπτώσεις  όπου ούτε το καρτεσιανό ούτε το 

κυλινδρικό σύστηµα συντεταγµένων µπορούν να µας δώσουν 

αποτελέσµατα. Στις περιπτώσεις αυτές εκφράζουµε τις διαφορικές µας 

εξισώσεις σε ένα καµπυλόγραµµο σύστηµα συντεταγµένων,  που έχουµε 

προσαρµόσει κατάλληλα στην γεωµετρία και χρησιµοποιούµε για την 

διακριτοποίηση του χώρου καµπυλόγραµµο σύστηµα συντεταγµένων.  

Διακριτοποίηση Διαφορικών Εξισώσεων.  

Η διακριτοποίηση των διαφορικών εξισώσεων µπορεί να γίνει µε έναν από 

τους ακόλουθους τρόπους:  

1.        Προσέγγιση των παραγώγων µε πολυώνυµα παρεµβολής,  

2.        Προσέγγιση των παραγώγων µε χρήση σειρών Taylor,  

3.        Ολοκλήρωση της διαφορικής εξίσωσης µε χρήση κάποιου 

κριτηρίου ελαχιστοποίησης και 

P EW

S

N

II-1 I+1

J-1

J

J+1

Frame 001  03 Jul 2012  No DatasetFrame 001  03 Jul 2012  No Dataset
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4.        Με τη µέθοδο πεπερασµένων όγκων,  δηλαδή µε ολοκλήρωση της 

διαφορικής εξίσωσης σε υποχώρους του πεδίου ροής µε κατάλληλες 

παραδοχές.  

Παρόλο που δεν έχει αποδειχτεί η ανωτερότητα µίας εκ των παραπάνω 

µεθόδων,  η µέθοδος πεπερασµένων όγκων παρουσιάζει δύο σηµαντικά 

πλεονεκτήµατα.   Το πρώτο είναι η αποφυγή ιδιόµορφων σηµείων των 

διαφορικών εξισώσεων.  Το δεύτερο αφορά την ικανοποίηση της 

συντηρητικότητας του σχήµατος διαφορών, που είναι µία βασική ιδιότητα 

των φυσικών εξισώσεων και που θα αναλύσουµε στην συνέχεια. Η 

µέθοδος των πεπερασµένων όγκων είναι η µέθοδος που έχει 

χρησιµοποιηθεί στην παρούσα εργασία. 

Ακρίβεια Προσέγγισης Παραγώγου.  

Όταν οι διαφορικές εξισώσεις ολοκληρωθούν πάνω σε πεπερασµένους 

όγκους ελέγχου, που περιβάλουν κάθε σηµείο του υπολογιστικού 

πλέγµατος,  σχηµατίζονται οι εξισώσεις πεπερασµένων διαφορών.   

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τρία σχήµατα διαφορών για την 

προσέγγιση αυτή:  

1.        το άναντες σχήµα διαφορών,  

2.        το κάταντες σχήµα διαφορών και 

3.         το σχήµα κεντρικών διαφορών.  

Έστω ότι έχουµε διακριτοποιήσει ένα φυσικό µέγεθος Φ όπως φαίνεται 

στο παρακάτω σχήμα.   Η προσεγγιστική έκφραση της παραγώγου του 

φυσικού µεγέθους,  ανάλογα µε το σχήµα διαφορών που θα 

χρησιµοποιήσουµε,  θα είναι:  

Ανάντι Σ.∆.:    

Κεντρικές ∆.:  

Κατάντι Σ.∆.:   
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Ο πρώτος όρος του δεύτερου σκέλους των παραπάνω σχέσεων αποτελεί 

την προσεγγιστική έκφραση της παραγώγου,   ενώ οι υπόλοιποι όροι 

αποτελούν το σφάλµα αποκοπής της προσέγγισης.  Εποµένως µπορούµε 

να ορίσουµε το σφάλµα αποκοπής µε τον ακόλουθο τρόπο:  

T.E. = P.D.E. – F.D.E. 

Όπου:  T.E. : Total Error  

P.D.E. : Partial Differential Equation 

F.D.E. : Finite Differential Equation  

Η πληροφορία που δίνει το σφάλµα αποκοπής αφορά την περίπτωση της 

οριακής συµπεριφοράς για ∆x →  0.  Αν και το σφάλµα αποκοπής τείνει 

στο µηδέν µε ρυθµό ανάλογο της ν-ιοστής δύναµης του ∆x, τότε η 

προσέγγιση του σχήµατος διαφορών έχει ακρίβεια τάξης ν.  Οι ανάντι και 

κατάντι διαφορές έχουν πρώτης τάξης ακρίβεια,  ενώ οι κεντρικές 

διαφορές έχουν δεύτερης τάξης ακρίβεια.  

Μία προσέγγιση πεπερασµένων διαφορών της αρχικής διαφορικής 

εξίσωσης,  που περιγράφει τη µεταβολή µιας φυσικής ποσότητας,  

θεωρείται συνεπής,  όταν µπορούµε να δείξουµε ότι το σφάλµα αποκοπής 

τείνει στο µηδέν,  καθώς το αριθµητικό πλέγµα γίνεται πυκνότερο,  Τα 

συστήµατα στα οποία καταλήγουν οι διακριτοποιήσεις των µη γραµµικών 

αρχικών διαφορικών εξισώσεων είναι επίσης µη γραµµικά και απαιτούν 

επαναληπτικές διαδικασίες επίλυσης.  

Μία επαναληπτική διαδικασία είναι ευσταθής, όταν τα λάθη από 

οποιαδήποτε πηγή (στρογγύλευσης ή αποκοπής) δεν αυξάνονται πάνω 

από ένα επίπεδο καθώς η επίλυση προχωράει από το ένα βήµα στο 

επόµενο.  Παρόλο που η ευστάθεια αφορά συστήµατα παραβολικά,  έχει 

έννοια και σε επαναληπτικές λύσεις µέσα στο χώρο.  

Για παραβολικά προβλήµατα,  ισχύει το ισοδύναµο θεώρηµα του Lax 

σύµφωνα µε το οποίο, για ένα καλώς τεθειµένο πρόβληµα αρχικών τιµών 

που προσεγγίζεται από ένα σχήµα που είναι συνεπές, η ευστάθεια είναι 

ικανή και αναγκαία συνθήκη για την επίτευξη σύγκλισης.  

x direction

  
I-2 I-1 I I+1 I+2

x

Frame 001  03 Jul 2012  No DatasetFrame 001  03 Jul 2012  No Dataset
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Απαιτήσεις από ένα Σχήµα Διαφορών.  

Προκειµένου η προσέγγιση που κάνουµε µε ένα σχήµα πεπερασµένων 

διαφορών να ανταποκρίνεται στην πραγµατικότητα,  το σχήµα διαφορών 

θα πρέπει να έχει κάποιες ιδιότητες.  Οι απαραίτητες αυτές ιδιότητες 

είναι η συντηρητικότητα, οι φραγµένες τιµές και η µεταφορά.  

1)  Συντηρητικότητα.  

Η αριθµητική ολοκλήρωση µιας µεταβλητής Φ οδηγεί σε εκφράσεις 

παροχής που περιέχουν τη µεταφορά και τη διάχυση της Φ δια µέσου 

των εδρών των όγκων ελέγχου.  Ένα σχήµα διαφορών συντηρεί τη 

µεταβλητή Φ όταν η προσέγγιση της παροχής µέσω µεταφοράς και 

διάχυσης εσωτερικά και εξωτερικά µιας έδρας καταλήγει στην ίδια 

έκφραση.  Σε γειτονικούς όγκους ελέγχου η συντηρητικότητα απαιτεί να 

προσεγγίζεται η παροχή της Φ µέσα από την κοινή έδρα µε αµετάβλητο 

τρόπο και από τους δύο υπολογιστικούς κόµβους. Για παράδειγµα, η 

κεντρική διαφόριση είναι συντηρητικό σχήµα.   

2)  Φραγµένες τιµές.  

Η αριθµητική επίλυση του γραµµικού συστήµατος γίνεται µε 

επαναληπτική µέθοδο.  Μια ικανή συνθήκη για να είναι συγκλίνουσα η 

επαναληπτική διαδικασία επίλυσης εκφράζεται µέσω των τιµών των 

συντελεστών της µεταβλητής Φ σε κάθε κόµβο ελέγχου. 

Αυτή η συνθήκη εξασφαλίζει ότι το σχήµα διαφορών είναι φραγµένο, και 

ο πίνακας των συντελεστών του γραµµικού συστήµατος έχει διαγώνια 

υπεροχή αφού η διαγώνιος του αποτελείται από τους συντελεστές ΑP .  

Αν αγνοήσουµε την παρουσία πηγών,   το φραγµένο σχήµα διαφορών 

εξασφαλίζει τον περιορισµό της τιµής της Φ µεταξύ των µεγίστων και 

ελαχίστων τιµών της  στα σύνορα υπολογισµού.  Έστω,  για παράδειγµα,  

ότι υπολογίζεται η κατανοµή θερµοκρασίας Τ µίας ράβδου χωρίς πηγές,  

µε θερµοκρασίες Τ1 και Τ2 στα άκρα της. Η χρήση φραγµένου σχήµατος 

έχει ως αποτέλεσµα η θερµοκρασία (ΤΑ) µέσα στην ράβδο να µην ξεπερνά 

τα όρια Τ1 και Τ2 , που είναι η απαραίτητη φυσική συνθήκη.  Στην 

περίπτωση που δεν ικανοποιείται η συνθήκη του φραγµένου σχήµατος,  

εµφανίζονται στη λύση απότοµες ανωµαλίες µε τη µορφή ακµών χωρίς 

φυσικά αίτια,   και σε ορισµένες περιπτώσεις δεν επιτυγχάνεται η 

σύγκλιση.  Το σχήµα κεντρικής διαφόρισης δεν εξασφαλίζει την ιδιότητα 

αυτή.  Αυτό συµβαίνει γιατί είναι δυνατό οι συντελεστές Αi να λάβουν 

αντίθετα πρόσηµα,  ανάλογα µε τις σχετικές τιµές των συντελεστών 

µεταφοράς και διάχυσης. Έτσι, προκειµένου να ενισχύσουµε τον 
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συντελεστή Αp ,  µετασχηµατίζουµε την αλγεβρική εξίσωση µεταφοράς.  

∆ηλαδή,  ενώ η 

Αρχική µορφή της είναι:  

A P ⋅ Φ P  = A E ⋅ Φ Ε + A W ⋅ Φ W  + A N ⋅ Φ Ν + Α S ⋅ Φ S  + S U ⋅ ∆V  

την φέρνουµε στην µορφή:  

  (A P + S P ) ⋅ Φ P  = A E ⋅ Φ Ε + A W ⋅ Φ W  + A N ⋅ Φ Ν + Α S ⋅ Φ S  + SΦ ⋅ ∆V  

Όπου ο όρος S P περιέχει τους αρνητικούς όρους του συντελεστή πηγής 

S U. Υπάρχει έτσι το επιπλέον όφελος ότι ενισχύεται ο πεπλεγµένος 

χαρακτήρας της εξίσωσης µεταφοράς ως προς τη µεταβλητή Φ.  

3)  Μεταφορά.  

Η ιδιότητα της µεταφοράς αναφέρεται στον τρόπο µε τον οποίο µια 

πληροφορία (για παράδειγµα η τιµή της µεταβλητής Φ) διαδίδεται µεταξύ 

των σηµείων του πεδίου ροής. Οι δύο µηχανισµοί διάδοσης της 

πληροφορίας είναι η µεταφορά και η διάχυση.  Ορίζεται ο αδιάστατος 

τοπικός αριθµός Peclet, που για την διεύθυνση x είναι: 

ά u x
Pe

ά



  

 
 

 
 

όπου ∆x  είναι η απόσταση µεταξύ των υπολογιστικών κόµβων.  Αν 

θεωρήσουµε µια σηµειακή πηγή της Φ στο σηµείο Ρ, ανάλογα µε τον 

αριθµό Peclet  οι καµπύλες σταθερής Φ παίρνουν τις µορφές που 

φαίνονται στο επόμενο σχήμα. Αν Ρe = 0,  έχουµε καθαρή διάχυση της Φ 

και η τιµή της σε έναν κόµβο εξαρτάται από τους ανάντι και τους κατάντι 

κόµβους. Η καµπύλη σταθερής Φ είναι κύκλος.  

Με την αύξηση του Ρe, η καµπύλη σταθερής Φ µετατρέπεται σε έλλειψη 

και κινείται κατάντι.  Η τιµή στον Ρ-κόµβο εξαρτάται κυρίως από τους 

ανάντι κόµβους, και µονάχα από τους πολύ κοντινούς κατάντι κόµβους.  

Όταν Ρe→∞  (περίπτωση καθαρής µεταφοράς),  η καµπύλη παίρνει τη 

µορφή ευθείας αφού κάθε πληροφορία του πεδίου ροής διαδίδεται 

µονάχα µέσω µεταφοράς. Τότε η τιµή της Φ στον κόµβο Ρ εξαρτάται 

µονάχα από τους ανάντι κόµβους δηλαδή τον W, και καθόλου από τους 

κατάντι (εδώ Ε). 
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Αυτή η σχέση µεταξύ του αριθµού Peclet και του τρόπου διάδοσης των 

πληροφοριών σε ένα πεδίο ροής ονοµάζεται ιδιότητα της µεταφοράς.  Ένα 

σχήµα διαφορών έχει την ιδιότητα της µεταφοράς όταν αναγνωρίζει την 

επικρατούσα διεύθυνση ενός πεδίου ροής,  και τη λαµβάνει υπ'  όψιν 

στον υπολογισµό των συντελεστών Α i .  

Στο σηµείο αυτό δίνονται δύο ορισµοί για το πεδίο ροής,  χωρίς να 

θεµελιώνονται µαθηµατικά:  

Ένα πεδίο ροής ονοµάζεται ελλειπτικό όταν δεν υπάρχει επικρατούσα 

διεύθυνση διάδοσης των φυσικών πληροφοριών, δηλαδή χαρακτηρίζεται 

από µικρό αριθµό Peclet.  Αντίθετα,  ένα πεδίο ροής ονοµάζεται 

παραβολικό όταν έχει µια κύρια διεύθυνση διάδοσης και σχετικά µεγάλο 

αριθµό Peclet. Το σχήµα κεντρικής διαφόρισης δεν έχει την ιδιότητα της 

µεταφοράς,  και είναι κατάλληλο για ελλειπτικά πεδία ροής. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

ΜΕΘΟΔΟΣ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΌΓΚΩΝ ΕΛΕΓΧΟΥ .  

Ολοκληρωµατική µορφή της Εξίσωσης Μεταφοράς .  

Η εξίσωση της ορµής µπορεί εναλλακτικά να γραφεί µε τον ακόλουθο 

τρόπο: 

 

Το αριστερό µέρος της ανωτέρω εξίσωσης εκφράζει τους όρους µεταφοράς 

του µεγέθους Φ από τη µέση ροή.  Ο πρώτος όρος του δεξιού µέρους της 

εξίσωσης εκφράζει τους όρους διάχυσης του µεγέθους Φ.  Ο δεύτερος 

όρος του δεξιού µέρους της εξίσωσης εκφράζει τους όρους πηγής του 

µεγέθους Φ και µπορεί να είναι µία συνάρτηση του µεγέθους Φ.  Σκοπός 

µας είναι να ολοκληρώσουµε την ανωτέρω εξίσωση σε στοιχειώδεις 

όγκους ελέγχου,  εφαρµόζοντας το θεώρηµα της απόκλισης και 

µεταφέρεται σε εξίσωση που περιέχει τις τιµές των µεταβλητών στο όριο S 

του όγκου V.  

Η ολοκληρωτική µορφή της γενικής εξίσωσης µεταφοράς πάνω στον όγκο 

ελέγχου V, µε σύνορο την επιφάνεια S, είναι: 

 

όπου µε (η) συµβολίζουµε το µοναδιαίο διάνυσµα που είναι κάθετο στην 

επιφάνεια S.  

Ο συντελεστής διάχυσης ΓΦ ονοµάζεται και ενεργός συνεκτικότητα,  και 

ανάλογα µε το µέγεθος που εξετάζουµε και το µοντέλο τύρβης που 

χρησιµοποιείται λαµβάνει διαφορετικές τιµές.   Στην περίπτωση µας δεν 

χρησιµοποιήθηκε µοντέλο τύρβης.  Έτσι η τιµή του θεωρείται ίση µε την 

κινηµατική συνεκτικότητα του ρευστού. 

Υπολογιστικό Πλέγμα  –  Όγκοι Ελέγχου .  

Προκειµένου να µπορέσουµε να κατασκευάσουµε και να αριθµήσουµε το 

υπολογιστικό πλέγµα πρέπει να κάνουµε κάποιες θεωρήσεις. Έτσι, 

θεωρούµε ότι οι κύριοι κόµβοι του αριθµητικού πλέγµατος σχηµατίζουν 

τους υπολογιστικούς όγκους της πίεσης, Ρ, ενώ οι αντίστοιχοι όγκοι 

ελέγχου για τις ταχύτητες u  και ν προκύπτουν από τα µέσα των εδρών 

του πλέγµατος.  
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Εποµένως, οι όγκοι ελέγχου της ταχύτητας είναι µετατοπισµένοι σε σχέση 

µε αυτούς της πίεσης.  

Στο σχήμα που ακολουθεί βλέπουµε τη διάταξη ενός απλού ορθογωνίου 

πλέγµατος καθώς και του τρόπου κατανοµής των όγκων ελέγχου των 

διαφόρων µεγεθών. 

 

Η διακριτοποίηση της εξίσωσης µεταφοράς επιτυγχάνεται µε βάση τις 

ακόλουθες παραδοχές:  

1.   Οµοιόµορφη κατανοµή των διαφόρων ποσοτήτων στον όγκο ελέγχου.  

2.   Οµοιόµορφη κατανοµή των διαφόρων ποσοτήτων στις ακµές του 

όγκου ελέγχου.  

Προκειμένου να υπολογίσουμε την τιμή μίας μεταβλητής Φ στα σημεία 

των εδρών του όγκου ελέγχου,  χρησιμοποιούμε γραμμικές παρεμβολές 

μεταξύ των κόμβων του πλέγματος. Έτσι, γενικά έχουμε: 

 

Όπου: 
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Σχήματα Διαφορών .  

Είναι προφανές, ότι οι συντελεστές Αi , μπορεί να είναι αρνητικοί ή 

θετικοί, ανάλογα µε τη τιµή που παίρνει ο αριθµός Peclet: 

 

όπου στην παραπάνω εξίσωση,  έχουµε τα µεγέθη που αναφέρονται στη 

δεξιά έδρα του υπολογιστικού όγκου.   

Ο συντελεστής ΑE είναι θετικός µόνο όταν ισχύει: 

 

Στην περίπτωση που ισχύει: 

 

Τότε είναι Α E  < 0 και για Α i  > 0, i = Ν, S, W δεν ισχύει η σχέση: 

 

που είναι ικανή συνθήκη  (για τις εξισώσεις ορµής σε καρτεσιανό πλέγµα)  

για να έχουµε φραγµένο σχήµα διαφορών.  Η αδυναµία αυτή οδηγεί είτε 

σε αδυναµία επίλυσης των συστηµάτων των εξισώσεων µεταφοράς,  είτε σε 

λύσεις που εµφανίζουν αφύσικες ταλαντώσεις στις κοµβικές τιµές. Γι' 

αυτό το λόγο,  η εφαρµογή των κεντρικών διαφορών  (που είναι δεύτερης 

τάξης ακρίβειας), είναι αποδοτική µόνο όταν έχουµε τόσο πυκνά 

πλέγµατα, ώστε να ικανοποιείται η παραπάνω ανισότητα δηλαδή: 

 

Η αδυναµία των κεντρικών διαφορών να παράγουν φραγµένες λύσεις,  

οδήγησε στην εφαρµογή άλλων σχηµάτων τα οποία ουσιαστικά 

προσεγγίζουν τους όρους µεταφοράς,  αφού οι όροι διάχυσης είναι 

πάντοτε θετικοί και εποµένως η έκφραση τους µε κεντρική διαφόριση 

είναι ικανοποιητική.  Το απλούστερο από αυτά τα σχήµατα αντιστοιχεί 

στην ανάντι διαφόριση, στην οποία διατηρούνται µόνο οι θετικοί όροι Α i 

, δηλαδή τίθεται: Α i  = 0, όπου: Α i  < 0.  
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Είναι προφανές ότι το σχήµα αυτό είναι φραγµένο. Παρόλο που το σχήµα 

των ανάντι διαφορών ικανοποιεί τις δύο θεµελιώδεις ιδιότητες  (φραγµένο 

και συντηρητικό),  προϋποθέτει ότι το πλέγµα είναι προσανατολισµένο µε 

τις γραµµές ροής,  το οποίο είναι αδύνατο να συµβαίνει σε κάθε σηµείο 

του πεδίου υπολογισµού,  ιδίως όταν εξετάζονται πολύπλοκα φαινόµενα.  

Όσο µεγαλύτερη είναι η απόκλιση από τις τοπικές γραµµές ροής, τόσο 

µεγαλύτερη είναι και η πιθανότητα του σφάλµατος αριθµητικής 

διάχυσης, όπως ονοµάζεται το αριθµητικό σφάλµα που εµφανίζεται λόγω 

της τυχαιότητας του πλέγµατος. 

Μη µόνιµες Διδιάστατες Ροές .  

Όταν εξετάζουµε µη µόνιµες διδιάστατες ροές,  στις αρχικές εξισώσεις 

µεταφοράς στο αριστερό µέλος,  προστίθεται ο όρος:  DΦ/Dt, ο οποίος 

περιλαµβάνει ουσιαστικά και την επίδραση της χρονικής µεταβολής η 

οποία αγνοείται για τις µόνιµες ροές.  Όταν εξετάζουµε µη µόνιµα 

προβλήµατα,  ο 

όρος  
t




 ολοκληρώνεται στους όγκους ελέγχου ως εξής: 

 

όπου Φn
P είναι η τιµή της µεταβλητής στο κέντρο του όγκου Ρ κατά τη 

τρέχουσα χρονική στιγµή και Φ0
P η αντίστοιχη τιµή της στην 

προηγούµενη χρονική στιγµή.  

Οι εξισώσεις µεταφοράς παίρνουν τη µορφή: 

 

όπου: C(Φ), είναι οι όροι µεταφοράς χωρίς το χρονικό όρο: 

 

Στη πρώτη από τις προηγούµενες εξισώσεις, έχουµε την πλήρως 

πεπλεγµένη µορφή των διακριτοποιηµένων εξισώσεων, όπου όλοι οι όροι 

στο δεξί µέλος εκφράζονται στη νέα χρονική στιγµή. Αυτό σηµαίνει ότι 

απαιτείται επαναληπτική διαδικασία σε κάθε χρονικό βήµα για να 

επιτευχθεί σύγκλιση.  
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Στη δεύτερη εξίσωση,   όλοι οι όροι στο δεξί µέλος εκφράζονται στη 

προηγούµενη χρονική στιγµή και η µόνη άγνωστη προς επίλυση είναι η 

Φ",  που προκύπτει άµεσα.  Στην πρώτη περίπτωση δεν έχουµε 

προβλήµατα ευστάθειας και σύγκλισης αλλά απαιτείται σηµαντικά 

µεγαλύτερη υπολογιστική ισχύς,  ενώ στη δεύτερη απαιτούνται ιδιαίτερα 

κριτήρια για να προκύψουν ευσταθείς λύσεις. Στις περισσότερες 

περιπτώσεις, ορισµένοι από τους όρους του δεξιού µέλους της: 

 

εκφράζονται ως συναρτήσεις του Φ n ή ακολουθούνται ιδιαίτερες 

τεχνικές που αφορούν την εφαρµογή της εξίσωσης της συνέχειας για να 

προκύψουν ευσταθείς λύσεις. Για να αποφύγουµε τα µειονεκτήµατα που 

εισάγονται µε την εφαρµογή των ρητών µεθόδων χρησιµοποιούµε εδώ 

µόνο την εξίσωση: 

 

Που και από φυσική άποψη είναι πιο σωστή: ό,τι συµβαίνει τώρα, 

υπακούει στις γενικές µας εξισώσεις τώρα και εξαρτάται από το ότι 

συνέβη στις προηγούµενες στιγµές.  

Η παραπάνω εξίσωση υπό ολοκληρωµένη µορφή µετατρέπεται στην: 

 

Όπου οι AP , AN , …, Sn
Φ εκφράζονται όπως και στη περίπτωση των 

µόνιµων ροών.  Ο όρος SΦ χωρίζεται σε δύο οµάδες,  την S’1Φ · ΦΡ που 

µεταφέρεται στο πρώτο µέλος και την S’ 2Φ η οποία παραµένει στο 

δεύτερο µέλος.  Στο δεύτερο µέλος προστίθεται ο όρος 0

P

V

t




  όπου δV  

είναι όγκος ελέγχου και:  δt = tn-t0 και συµπεριλαµβάνεται στον όρο S’2Φ 

επειδή αναφέρεται στη προηγούµενη χρονική στιγµή και στο πρώτο µέλος 

ο ορός ΑP ενισχύεται από τον ορό ο οποίος συµπεριλαµβάνεται στον όρο 

S’1Φ επειδή αναφέρεται στη τρέχουσα χρονική στιγµή. Όσο πιο µικρό 

είναι το δt, τόσο ο συντελεστής του πρώτου µέρους µεγαλώνει και 

ενισχύει τη σύγκλιση του συστήµατος της εξίσωσης: 
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Εποµένως στη πλήρως πεπλεγµένη µέθοδο, η µείωση του δt συνεπάγεται 

γρήγορη σύγκλιση και  επιτρέπει την αύξηση των συντελεστών 

υποχαλάρωσης.   Πολύ µικρές όµως τιµές του δt, εισάγουν σηµαντικά 

σφάλµατα στρογγυλεύσεως και χρειάζεται ιδιαίτερη προσοχή στην 

εφαρµογή τους. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

ΚΙΝΟΥΜΕΝΑ ΠΛΕΓΜΑΤΑ .  

Λόγοι χρήσης Κινούµενων Πλεγµάτων .  

Στο πρόβληµα που είχαµε να αντιµετωπίσουµε, ήταν επιτακτική η 

ανάγκη χρησιµοποίησης κινουµένων πλεγµάτων.  Αυτό συνέβαινε γιατί 

είχαµε να αντιµετωπίσουµε ένα πρόβληµα µε ύπαρξη διεπιφάνειας δύο 

ρευστών (νερού και αέρα δηλαδή   -ελεύθερης επιφάνειας). Το 

αποτέλεσµα είναι στο διαχωριστικό σύνορο των δύο επιφανειών να µην 

µπορούµε να βασιστούµε στις τιµές που υπολογίσαµε στο προηγούµενο 

χρονικό βήµα,  αφού έχουµε µετακίνηση των υπολογιστικών κόµβων.  

Πράγµατι, εάν θεωρήσουµε ένα σταθερό σηµείο παρατήρησης του 

κυµατισµού, καθώς µε την πάροδο του χρόνου το κύµα «προχωρά», 

αλλάζει συνεχώς η στάθµη του ρευστού.  Αυτό έχει ως αποτέλεσµα,  µε 

την πάροδο του χρόνου,  εάν βρισκόµαστε σε φάση µείωσης της στάθµης 

του ρευστού,  εκεί που στο προηγούµενο χρονικό βήµα είχαµε υγρό,  

στην τωρινή χρονική στιγµή υπάρχει αέρας.  Αντίστοιχα,  εάν 

βρισκόµαστε σε φάση αύξησης της στάθµης του ρευστού, εκεί που στο 

προηγούµενο χρονικό βήµα είχαµε αέρα,  στην τωρινή χρονική στιγµή 

υπάρχει υγρό.  

Γίνεται λοιπόν αντιληπτό, ότι πρέπει σε κάθε χρονικό βήµα να αλλάζει 

όλη η γεωµετρία του πλέγµατος, αφού αλλάζει η ελεύθερη επιφάνεια 

(δηλαδή το όριο του χωρίου που εξετάζουµε). Έτσι, πρέπει να 

υπολογίζουµε αρχικά την καινούργια ελεύθερη επιφάνεια και στη 

συνέχεια,  αφού κατασκευάσουµε το καινούργιο πλέγµα, να 

υπολογίσουµε τις τιµές των µεταβλητών στους νέους κόµβους του 

πλέγµατος.  

Οι τιµές των µεταβλητών στους νέους κόµβους του πλέγµατος µπορούν να 

υπολογιστούν µε δύο διαφορετικούς τρόπους:  

•     Είτε µε τη µέθοδο των κινούµενων πλεγµάτων,  

•     είτε κάνοντας διαδοχικές γραµµικές παρεµβολές αρχικά στην x- 

διεύθυνση και στη συνέχεια στην y-διεύθυνση.  

Στην παρούσα εργασία εφαρµόζουµε τη δεύτερη µέθοδο.  

Υπολογισµός Νέας Ελέυθερης Επιφάνειας .  

Την νέα ελεύθερη επιφάνεια µπορούµε να την υπολογίσουµε µε δύο 

τρόπους: είτε µε τη θεώρηση κατά Lagrange είτε µε τη θεώρηση κατά 

Euler.  
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Η θεώρηση κατά Lagrange συσχετίζει τις συνιστώσες της ταχύτητας µε τις 

θέσεις που ακολουθεί ένα στοιχείο της ελεύθερης επιφάνειας στο χρόνο. 

Έτσι,  εάν η συνάρτηση h(x 1 ,t) περιγράφει ένα σηµείο της ελεύθερης 

επιφάνειας, η σχέση εκφράζεται ως εξής: 

 

Στη συνέχεια,  αφού έχουµε υπολογίσει τη νέα θέση του σηµείου της 

ελεύθερης επιφάνειας,  h(x1 +dx1 ,t+dt)    υπολογίζουµε την ελεύθερη 

επιφάνεια στις θέσεις των κόµβων του πλέγµατος µε γραµµική 

παρεµβολή.  

Η θεώρηση κατά Euler είναι ουσιαστικά µία πιο απλοποιηµένη µορφή 

των ανωτέρω αρχικών εξισώσεων.  Χρησιµοποιώντας Ανάπτυγµα Taylor 

πρώτης τάξης για τα µεγέθη h(x1+δx1 ,t+δt)   και x1(t+δt)  προκύπτει 

ότι: 

 

Τα γεωµετρικά µεγέθη που προαναφέραµε,  επεξήγονται στο σχήµα  που 

ακολουθεί. 

 

 

M

U2M

U1M

h(x1,t)

h(x1+dx1,t)

h(x1+dx1,t+dt)

h(x1+dx1',t)

dx1'

dx1

Frame 001  03 Jul 2012  No DatasetFrame 001  03 Jul 2012  No Dataset
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Θεωρητικά,  δεν υπάρχει πρόβληµα ώστε να χρησιµοποιηθεί η θεώρηση 

κατά Euler  τόσο σε µόνιµες όσο και σε µη µόνιµες ροές, εφόσον η 

ακρίβεια της εξαρτάται από την επιλογή του χρονικού βήµατος.  

Παρόλα αυτά, χρησιµοποιήσαµε την προσέγγιση της ελεύθερης 

επιφάνειας κατά Lagrange, αφού είναι ακριβέστερη. 

Μέθοδος Κινούµενων Πλεγµάτων .  

Με απλά λόγια,  θα µπορούσαµε να πούµε ότι τεχνικές στις οποίες 

«αφήνουµε» το πλέγµα να κινηθεί καθώς κινείται το όριο ή η διεπιφάνεια, 

είναι πιο αποτελεσµατικές από τις τεχνικές οι οποίες χρησιµοποιούν 

σταθερό- ακίνητο πλέγµα και αφήνουν το όριο ή τη διεπιφάνεια να 

περνάει µέσα από αυτό.  

Προκειµένου να εξηγήσουµε την µέθοδο αυτή,  θα εξετάσουµε αρχικά την 

χρονική παράγωγο µεγεθών που εκφράζονται σαν ολοκληρώµατα σε όγκο 

V=V(t), που εξαρτάται από το χρόνο (χωρίς κατ’ ανάγκη να είναι υλικός 

όγκος).  

Έστω λοιπόν όγκος: V(t), και έστω: S(t) η επιφάνεια που περιβάλλει τον 

όγκο V(t). Όταν η διαφορική εξίσωση µεταφοράς ολοκληρωθεί στον 

πεπερασµένο όγκο,  το ολοκλήρωµα του όρου
t




 προσεγγίζεται 

ακολουθώντας το θεώρηµα µεταφοράς του Reynolds, πρώτης τάξης: 

 

όπου: V(t) είναι ο όγκος ελέγχου στο χρόνο t, V(t+δt) είναι ο όγκος 

ελέγχου στο χρόνο t+δt, Φ S είναι η οριακή τιµή πάνω στη περιβάλλουσα 

επιφάνεια S του V(t), ug είναι η ταχύτητα του πλέγµατος και dS είναι το 

κάθετο διάνυσµα στην επιφάνεια S.  

Ο όρος του αριστερού µέλους σύµφωνα µε το θεώρηµα της µέσης τιµής, 

µπορεί να προσεγγισθεί ως εξής: 

 

όπου: ΦΡ είναι η τιµή στο κέντρο του όγκου ελέγχου V(t+δt), ενώ Φ0 

είναι η αντίστοιχη στον όγκο V(t).  
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Όταν το πλέγµα µεταβάλλεται µόνο σε µία διεύθυνση,  το επιφανειακό 

ολοκλήρωµα στο θεώρηµα µεταφοράς του Reynolds, µπορεί να 

υπολογιστεί εφαρµόζοντας το θεώρηµα της µέσης τιµής: 

 

όπου: δx είναι το µήκος του όγκου ελέγχου στον x-άξονα, Φn , Φs είναι 

οι µέσες τιµές στη βόρεια και τη νότια πλευρά του υπολογιστικού όγκου 

και ugn , ugs είναι οι αντίστοιχες ταχύτητες πλέγµατος οι οποίες 

ορίζονται ως εξής: 

 

Εποµένως,  το ολοκλήρωµα της χρονικής παραγώγου τη χρονική στιγµή 

(t+δt), υπολογίζεταιωςεξής: 

 

Ο πρώτος όρος του δεξιού µέλους της παραπάνω εξίσωσης,  

συµπεριλαµβάνεται στον όρο πηγής S’1Φ, που βρίσκεται στο πρώτο 

µέλος της διακριτόποιηµένης εξίσωσης µεταφοράς,  επειδή αναφέρεται 

στη παρούσα χρονική στιγµή. Οι υπόλοιποι όροι, συµπεριλαµβάνονται 

στον όρο πηγής S’2Φ, που βρίσκεται στο δεύτερο µέλος της 

διακριτοποιηµένης εξίσωσης µεταφοράς,  επειδή αναφέρονται στη 

προηγούµενη χρονική στιγµή. 

Μέθοδος Γραµµικών Παρεµβολών .  

Στη µέθοδο αυτή χρησιµοποιούµε γραµµικές παρεµβολές κατά τη x- 

διεύθυνση αρχικά (και όπου χρειάζεται) και στη συνέχεια στην y-

διεύθυνση σε όλο το πεδίο ροής που εξετάζουµε.  

Προκειµένου να κάνουµε γραµµική παρεµβολή κατά τη x-διεύθυνση,θα 

πρέπει να µεταβληθεί η οριζόντια θέση των κόµβων του πλέγµατος. 

Εφόσον έχουµε οριζόντια κίνηση του πιστονιού, είναι λογικό οι κόµβοι 

του πλέγµατος να µετατοπίζονται κατά τη x-διεύθυνση. Όµως, για λόγους 

τόσο εξοικονόµησης πράξεων όσο και για καλύτερη αντιµετώπιση του 

προβλήµατος,  περιορίζουµε την επίδραση αυτής της µετατόπισης µόνο 

σε ένα µέρος του πεδίου, δηλαδή κοντά στο πιστόνι. Έτσι, οι 
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προσεγγίσεις που κάνουµε είναι λιγότερες και τα αποτελέσµατα που 

λαµβάνουµε είναι πιο «σταθερά», ενώ επιτυγχάνεται γρηγορότερα η 

σύγκλιση του προβλήµατος. Η λογική µε την οποία πραγµατοποιούνται 

οι γραµµικές παρεµβολές στην x- διεύθυνση φαίνεται στο παρακάτω 

σχήµα . 

 

 

Η γραµµική παρεµβολή κατά τη x-διεύθυνση γίνεται σε όλους τους 

κόµβους του πεδίου κατά την y-διεύθυνση, χωρίς να λαµβάνεται 

καθόλου υπ' όψιν το γεγονός ότι το κύµα έχει «προχωρήσει». Από τη νέα 

γεωµετρία της ελεύθερης επιφάνειας, χρησιµοποιούµε σε αυτό το σηµείο 

µόνο τις νέες οριζόντιες θέσεις των υπολογιστικών κόµβων του πλέγµατος 

και µόνο για τους κόµβους εκείνους που επηρεάζονται από την κίνηση 

του πιστονιού.  

Στη συνέχεια, έπεται η γραµµική παρεµβολή κατά την y-διεύθυνση σε 

όλο το πεδίο της ροής.  Στο σηµείο αυτό λαµβάνουµε υπ'  όψιν την 

κατακόρυφη µετακίνηση των υπολογιστικών κόµβων του πλέγµατος από 

τη νέα γεωµετρία της ελεύθερης επιφάνειας. Ουσιαστικά, λαµβάνουµε υπ' 

όψιν το πύκνωµα και την αραίωση των υπολογιστικών κόµβων του 

πλέγµατος κατά την y-διεύθυνση. Η διαδικασία αυτή λαµβάνει χώρα σε 

όλο το πεδίο ροής, καθώς το κύµα προχωρά σε όλο το µήκος του πεδίου.  

Η λογική µε την οποία πραγµατοποιούνται οι γραµµικές παρεµβολές στην 

y-διεύθυνση φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 
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Θα πρέπει να συµπληρώσουµε σε αυτό το σηµείο ότι όσον αφορά την 

παρεµβολή κατά την y-διεύθυνση,  µπορούµε να κάνουµε και 

πολυωνυµική παρεµβολή.   Όµως,   η διαδικασία αυτή καθυστερεί την 

επίλυση του προβλήµατος, χωρίς να προσφέρει κάποια αξιοσηµείωτη 

βελτίωση σε σχέση µε την γραµµική παρεµβολή. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 

ΣΥΝΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ.  

Είδη Συνοριακών Συνθηκών.  

Οι συνοριακές,  συνθήκες είναι απαραίτητες την επίλυση των γραµµικών 

συστηµάτων που προκύπτουν,   καθώς χάρη σε αυτές αποκτούµε τις 

απαραίτητες σχέσεις ώστε τα γραµµικά συστήµατα να «κλείσουν», δηλαδή 

να έχουµε τόσες σχέσεις όσες είναι και οι άγνωστες ποσότητες που 

θέλουµε να υπολογίσουµε.  

Στα προβλήµατα που εξετάζουµε, υπάρχουν δύο κύριοι τύποι 

συνοριακών συνθηκών που χρησιµοποιούνται:  

•     Συνοριακές συνθήκες τύπου Dirichlet και 

•     Συνοριακές συνθήκες τύπου Neumann.  

Προκειµένου να εφαρµόσουµε συνοριακές συνθήκες τύπου Dirichlet για 

µία µεταβλητή φ που θέλουµε να υπολογίσουµε, είναι απαραίτητο να 

γνωρίζουµε την τιµή της, έστω φ0 , στο σύνορο (όριο) του υπολογιστικού 

πεδίου.  

Για να µπορέσουµε να εφαρµόσουµε συνοριακές συνθήκες τύπου 

Neumann για µία µεταβλητή φ που θέλουµε να υπολογίσουµε, είναι 

απαραίτητο να γνωρίζουµε την τιµή, έστω f0 , της συνάρτησης: 

 

Κάθετα στο σύνορο (όριο) του υπολογιστικού πεδίου.  

Στη συνέχεια, θα περιγράψουµε τις συνοριακές συνθήκες που 

χρησιµοποιήθηκαν στα σύνορα του υπολογιστικού πεδίου.  Τα σύνορα 

αυτά είναι τα ακόλουθα:  

•    Πυθµένας κυµατιστήρα – σύνορο S,  

•    Ελεύθερη επιφάνεια – σύνορο Ν,  

•    Αριστερό όριο κυµατιστήρα (πιστόνι) – σύνορο W και 

•    ∆εξιό όριο κυµατιστήρα (έξοδος πεδίου ροής) – σύνορο Ε.  

Πυθµένας Δεξαµενής, Σύνορο S.  

Οι συνοριακές συνθήκες που χρησιµοποιούµε για τον πυθµένα είναι οι 

ακόλουθες:  
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•    Για την ταχύτητα στην x-διεύθυνση, u, είναι: u=0 (συνοριακή 

συνθήκη τύπου Dirichlet). 

•     Για την ταχύτητα στην y-διεύθυνση, v, είναι: v=0 (συνοριακή 

συνθήκη τύπου Dirichlet)  

•     Για την πίεση, p, είναι: 

 

(συνοριακή συνθήκη τύπου Neumann) 

Ελεύθερη Επιφάνεια, Σύνορο Ν.  

Οι συνοριακές συνθήκες που χρησιµοποιούµε για την ελεύθερη 

επιφάνεια του ρευστού είναι οι ακόλουθες:  

•    Για την ταχύτητα στην x-διεύθυνση, u, θεωρούµε ότι είναι ίση µε την 

τιµή που έχει στον κόµβο J=(NJ-1)  (συνοριακή  συνθήκη  τύπου 

Neumann)  

•     Για την ταχύτητα στην y-διεύθυνση, v, υπολογίζουµε την τιµή της 

από την επίλυση της εξίσωσης ορµής.  

•       Για την πίεση,  p, θεωρούµε ότι ισχύει:  p=0,  αφού στην ελεύθερη 

επιφάνεια έχουµε ατµοσφαιρική πίεση. 

Αριστερό Όριο – Έµβολο, Σύνορο W.  

Στην παρούσα εργασία για την παραγωγή των κυµάτων χρησιµοποιείται 

ένα έµβολο στο αριστερό άκρο της δεξαµενής.  Υπάρχουν τρεις 

διαφορετικοί τρόποι λειτουργίας του πιστονιού οι οποίοι επιλέγονται 

µέσω της µεταβλητής PADDLE. 

 Η µεταβλητή αυτή µπορεί να πάρει είτε θετικές είτε αρνητικές τιµές,   

είτε να είναι ίση µε το µηδέν.  Η απόλυτη τιµή της όµως πρέπει να είναι 

µικρότερη από το βάθος του ρευστού στη δεξαµενή.  Το βάθος του 

ρευστού εισάγεται µε την µεταβλητή DEPTH. Θα πρέπει δηλαδή να 

ισχύει:  

PADDLE DEPTH  

Η µεταβλητή PADDLE ορίζει από ποιό ύψος και µετά θα κινείται το 

αριστερό σύνορο της δεξαµενής, προκειµένου να δηµιουργηθεί ο 

κυµατισµός. Με άλλα λόγια ορίζει το µέγεθος του πιστονιού και κατά 

συνέπεια πόσο µεγάλη θα είναι η διαταραχή που θα προκληθεί.  
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Η επίδραση των διαφόρων τιµών της µεταβλητής PADDLE  φαίνονται 

παρακάτω: 

•     PADDLE = 0:  Κινείται όλο το αριστερό σύνορο του κυµατιστήρα.  

•     PADDLE > 0:   Κινείται το αριστερό σύνορο από ύψος ίσο µε 

PADDLE  και πάνω,  αφήνοντας την ροή ελεύθερη στην y-διεύθυνση.  

•     PADDLE < 0:   Κινείται το αριστερό σύνορο από ύψος ίσο µε την 

απόλυτη τιµή του PADDLE και πάνω, θεωρώντας ότι υπάρχει ένας 

λεπτός και λείος σωλήνας-οδηγός, µέχρι µήκος ίσο µε την τιµή της 

µεταβλητής DPISTV,  ο οποίος αποτρέπει την κατακόρυφη κίνηση του 

ρευστού (v=0). 

 

Στη συνέχεια θα δούµε τις οριακές συνθήκες που αντιστοιχούν σε κάθε 

τιµή της PADDLE.  

Στην περίπτωση που η µεταβλητή PADDLE είναι ίση µε µηδέν, ισχύουν 

οι ακόλουθες συνοριακές συνθήκες:  

•       Για την ταχύτητα στην x-διεύθυνση, u,  θεωρούµε ότι είναι ίση µε 

την παράγωγο της συνάρτησης κίνησης του κυµατιστήρα (πιστονιού).  

•       Για την ταχύτητα στην y-διεύθυνση, v, θεωρούµε ότι είναι ίση µε 

την τιµή που έχει στον κόµβο I=(2)  (συνοριακή  συνθήκη  τύπου 

Neumann)  

•    Για την πίεση, p, θεωρούµε ότι είναι ίση µε την τιµή που έχει στον 

κόµβο I=(2) (συνοριακή συνθήκη τύπουNeumann).    

Αυτές είναι οι οριακές συνθήκες για το πιστόνι  ( y PADDLE )  και για 

τις δύο άλλες περιπτώσεις.  

Για την περίπτωση που η µεταβλητή PADDLE λαµβάνει µη αρνητική 

τιµή, ισχύουν οι ακόλουθες συνοριακές συνθήκες,  για το τµήµα κάτω 

από το πιστόνι ( y PADDLE ): 
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•       Για την ταχύτητα στην x-διεύθυνση, u, είναι: u=0 (συνοριακή 

συνθήκη τύπου Dirichlet).  

•       Για την ταχύτητα στην y-διεύθυνση, v, είναι: v =0 (συνοριακή 

συνθήκη τύπου Dirichlet).  

•       Για την πίεση, p, θεωρούµε ότι είναι ίση µε την τιµή που έχει στον 

κόµβο  I=(2) (συνοριακή συνθήκη τύπουNeumann)  

Για την περίπτωση που η µεταβλητή PADDLE  λαµβάνει αρνητική τιµή, 

ισχύουν οι ακόλουθες συνοριακές συνθήκες, για την περιοχή του λεπτού 

και λείου σωλήνα-οδηγού ( y PADDLE  ):  

•    Για την ταχύτητα στην x-διεύθυνση, u, θεωρούµε ότι είναι ίση µε την 

τιµή που έχει στον κόµβο I=(2)  (συνοριακή συνθήκη   τύπου Neumann).  

•       Για την ταχύτητα στην y-διεύθυνση, v, είναι: ν=0 (συνοριακή 

συνθήκη τύπου Dirichlet).  

•       Για την πίεση, p, θεωρούµε ότι είναι ίση µε την τιµή έχει στον 

κόµβο I=(2) (συνοριακή συνθήκη τύπου Neumann) 

Δεξί Όριο – Έξοδος Πεδίου Ροής, Σύνορο Ε.  

Ο κώδικας δίνει τη δυνατότητα να επιλέξουµε τέσσερις διαφορετικές 

συνοριακές συνθήκες για την έξοδο της δεξαµενής.  Η επιλογή της 

οριακής συνθήκης εξόδου στο αρχείο εισαγωγής µεταβλητών γίνεται µε 

την µεταβλητη NEAS  η οποία µπορεί να παίρνει δύο τιµές,  0  και  1.  

Οι τιµές αυτές αντιστοιχούν στις εξής περιπτώσεις:  

•     NEAS =0:   Συνοριακή συνθήκη µη ανάκλασης    (non-reflecting  

boundary condition).  

•     NEAS =1:   Συνοριακή συνθήκη δηµιουργίας στάσιµου κύµατος.  

Η τρίτη επιλογή αφορά στη χρήση συνθήκης µη ανάκλασης,   σε 

συνδυασµό µε χρήση ρευστού υψηλής συνεκτικότητας στο δεξί άκρο της 

δεξαµενής. Στην επιλογή αυτή θα αναφερθούµε στο επόµενο εδάφιο.  

Η τέταρτη επιλογή αφορά στη χρήση συνθήκης µη ανάκλασης,  σε 

συνδυασµό µε χρήση ακτής κυµατοειδούς µορφής µε ή χωρίς ρευστό 

υψηλής συνεκτικότητας στο δεξί άκρο της δεξαµενής.   Στην επιλογή 

αυτή θα αναφερθούµε στο επόµενο εδάφιο.  

Για την περίπτωση της συνοριακής συνθήκης µη ανάκλασης  (NEAS  =0),  

εφαρµόζονται οι συνοριακές συνθήκες:  
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•       Για την ταχύτητα στην x-διεύθυνση,  u,  υπολογίζουµε την τιµή της 

µέχρι και τον τελευταίο υπολογιστικό κόµβο του πλέγµατος.  

•       Για την ταχύτητα στην y-διεύθυνση, v, θεωρούµε ότι είναι ίση µε 

την τιµή που έχει στον κόµβο I=(NI-1)  (συνοριακή συνθήκη  τύπου 

Neumann). 

•    Για την πίεση,   p,   υπολογίζουµε την τιµή της στον τελευταίο 

υπολογιστικό κόµβο του πλέγµατος κάνοντας γραµµική παρεκβολή στους 

δύο προ-τελευταίους κόµβους.  

Για την περίπτωση της συνοριακής συνθήκης δηµιουργίας στάσιµου 

κύµατος (NEAS =1), εφαρµόζονται οι συνοριακέςσυνθήκες:  

•       Για την ταχύτητα στην x-διεύθυνση,  u,  υπολογίζουµε την τιµή της 

µέχρι και τον τελευταίο υπολογιστικό κόµβο του πλέγµατος.  

•       Για την ταχύτητα στην y-διεύθυνση, v, θεωρούµε ότι είναι ίση µε 

την τιµή που έχει στον κόµβο I=(NI-1)  (συνοριακή συνθήκη τύπου 

Neumann).  

•       Για την πίεση,   p,   υπολογίζουµε την τιµή της στον τελευταίο 

υπολογιστικό κόµβο του πλέγµατος κάνοντας γραµµική παρεκβολή στους 

δύο προ-τελευταίους κόµβους.  

Ο τρόπος που γίνεται η γραµµική παρεκβολή για τον υπολογισµό της 

πίεσης φαίνεται στο σχήμα που ακολουθεί. 

 

Απόσβεση Κυµατισµών µέσω Συνεκτικότητας.  

Οι δύο τύποι συνοριακών συνθηκών για το δεξί όριο της δεξαµενής που 

περιγράφηκαν παραπάνω παρουσιάζουν προβλήµατα.  
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Στην περίπτωση συνθήκης µη ανάκλασης,  εµφανίζονται ανακλάσεις,  

δηλαδή κύµατα που αλλάζουν διεύθυνση και επιστρέφουν προς τον 

κυµατιστήρα, αλλοιώνοντας τη µορφή της ελεύθερης επιφάνειας.  

Στην περίπτωση συνθήκης στάσιµου κύµατος εµφανίζεται µείωση της 

στάθµης του ρευστού.  

Αποδοτικότερες συνοριακές συνθήκες είναι αυτές του πρώτου τύπου,  

όµως πρέπει να βρεθεί ένας τρόπος να αποφευχθούν οι ανακλάσεις.  

Σε µία πραγµατική δεξαµενή κατασκευάζεται µία τεχνητή ακτή στην 

οποία διαχέεται η ενέργεια των κυµάτων.    

Στην παρούσα μεθοδολογία εκµεταλλευόμαστεε το φαινόµενο της 

απόσβεσης των κυµάτων λόγω συνεκτικότητας. Θεωρούµε ότι η δεξαµενή 

είναι γεµάτη µε δύο µη αναµίξηµα και σταθερά διαχωρισµενα ρευστά,  το 

πρώτο έχει ίδια συνεκτικότητα µε το νερό ενώ το δεύτερο έχει 

συνεκτικότητα πολλαπλάσια κατά ένα συντελεστή,  σταθερή η 

αυξανόµενη γραµµικά ή εκθετικά.  

Τα κύµατα διαδίδονται κανονικά µέσω του πρώτου ρευστού µε ελάχιστες 

απώλειες. Όταν περάσουν στο δεύτερο ρευστό, αποσβένονται ταχύτατα 

και η ενέργειά τους έχει πρακτικά µηδενιστεί πριν συναντήσουν τον τοίχο 

στο δεξί άκρο της δεξαµενής. Με αυτό τον τρόπο αποφεύγονται οι 

ανακλάσεις χωρίς να αυξάνεται ο χρόνος σύγκλησης.   

Η χρήση της µεθόδου αυτής ελέγχεται από πέντε µεταβλητές στο αρχείο 

εισόδου δεδοµένων.  

-    VISINF:  Είναι ο παράγοντας επί τον οποίο πολλαπλασιάζεται η 

συνεκτικότητα τουνερού. 

•   VISINF >0:      Πολλαπλασιαστής της κινηµατικής συνεκτικότητας, 

•   VISINF <0:      VISINF    =   Μέγιστη τιµή του πολλαπλασιαστή της 

κινηµατικής συνεκτικότητας.  

-    XVIS1:  Ορίζει τη θέση µετάβασης από το ένα ρευστό στο δεύτερο:  

•   XVIS1=0:        Υπάρχει µόνο ένα ρευστό στη δεξαµενή, 

•   XVIS1>0:        Το δεύτερο ρευστό ξεκινάει από τη θέση XVIS1, 

•   XVIS1<0:        Το δεύτερο ρευστό ξεκινάει από το ποσοστό του 

µήκους της δεξαµενής - XVIS1, 

-    XVIS2:  Ορίζει τη θέση µετάβασης από το δεύτερο ξανά στο πρώτο:  
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•   XVIS2>0:        Το δεύτερο ρευστό σταµατάει στη θέση XVIS2, 

•   XVIS2<0:        Το δεύτερο ρευστό σταµατάει στο ποσοστό του µήκους 

της δεξαµενής – XVIS2, 

-    DEPVIS:  Ορίζει το ύψος µετάβασης από το ένα ρευστό στο δεύτερο: 

•   DEPVIS =0:    Το δεύτερο ρευστό εκτείνεται καθ’ όλο το βάθος της 

δεξαµενής, 

•   DEPVIS >0:    Το δεύτερο ρευστό ξεκινάει από βάθος DEPVIS και 

εκτείνεται µέχρι την ελεύθερη επιφάνεια, 

•   DEPVIS <0:    Το δεύτερο ρευστό ξεκινάει από το ποσοστό βάθους –

DEPVIS και εκτείνεται µέχρι την ελεύθερη επιφάνεια, 

-    IEXP:  Βαθµός της καµπύλης αύξησης της συνεκτικότητας όταν 

VISINF <0: 

 

Απόσβεση Κυµατισµών µε χρήση Ακτής.  

Στις πραγµατικές πειραµατικές δεξαµενές χρησιµοποιούνται διατάξεις 

απόσβεσης των κυµατισµών,  υπό µορφή ακτής από µεταλλικό πλέγµα.  

Σκοπός της ακτής είναι η αύξηση της στροβιλότητας του ρευστού, η 

δηµιουργία τυρβώδους ροής και τελικά καταστροφή της ενέργειας.  

Ο κώδικας παρέχει τη δυνατότητα δηµιουργίας ακτής,  δηλαδή ενός 

κεκλιµένου επιπέδου µε ηµιτονοειδή επιφάνεια. 

 Η ακτή λειτουργεί µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο όπως και σε µια 

πειραµατική δεξαµενή,  δηλαδή αυξάνει τη στροβιλότητα του ρευστού και 

επιτυγχάνει την καταστροφή της ενέργειας. Σε συνδυασµό µε ρευστό 

υψηλής συνεκτικότητας, επιτυγχάνεται η αποτελεσµατική απόσβεση των 

κυµατισµών. 

Η χρήση της µεθόδου αυτής ελέγχεται από οκτώ µεταβλητές στο αρχείο 

εισόδου δεδοµένων.  

-    NWAB:  Αριθµός κυµάτων στην επιφάνεια των δύο τµηµάτων της 

ακτής . 

-    AKTI:  Μήκος ακτής από δεξιό άκρο δεξαµενής. 
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-    XABS1:  Μήκος πρώτου τµήµατος ακτής. 

-    XABS2:  Μήκος δεύτερου τµήµατος ακτής. 

-    HABS1:  Ύψος πρώτου τµήµατος ακτής ύ. 

-    HABS2:  Ύψος δεύτερου τµήµατος ακτής. 

-    AMP1:  Πλάτος ηµιτονοειδούς επιφάνειας στο πρώτο τµήµα της 

ακτής. 

-    AMP2:  Πλάτος ηµιτονοειδούς επιφάνειας στο δεύτερο τµήµα της 

ακτής. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8 

ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ –TEST CASES 

 

Περίπτωση 1 (Amorgos v1 ): 

Τα δεδομένα εισόδου είναι: 

NI=3000 NJ=80   (Μή ορθογώνιο πλέγμα 3000χ80) 

VELIN=0     (Μηδενική ταχύτητα ρευστού) 

PERIOD=-3     (Περίοδος αρμονικού κυματισμού) 

XFIRST=0 XLAST=200   (Μήκος δεξαμενής 200 μέτρα) 

PISTON=+3 PADDLE=0   (Κίνηση εμβόλου βάθους 3 μέτρα) 

VISINF=+1e6  (Σταθερή συνεκτικότητα ίση με Visinf*10E-06) 

XVIS1=20 XVIS2=40 (Συνεκτικότητα στην περιοχή από 20 ώς 40m) 

 Στην περίπτωση αυτή εξετάζουμε τη διάδοση του κύματος μέσα 

απο περιοχή συνεκτικότητας ίση με 1χ106 φορές τη συνεκτικότητα του 

νερού όταν κινείται όλο το αριστερό σύνορο με συχνότητα κίνησης του 

εμβόλου 3rad/sec. Τα αποτελέσματα φαίνονται στα παρακάτω 

διαγράμματα: 
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Σχήμα(1.1) Ανύψωση της επιφάνειας 

 

Σχήμα(1.2)  Χρονική εξέλιξη της στιγμιαίας ισχύος 
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Σχήμα(1.3) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=20m 

 

Σχήμα(1.4) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=40m 
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Σχήμα(1.5) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=20m 

 

Σχήμα(1.6) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=40m 
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Σχήμα(1.7) Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της επιφάνειας για x=20m και x=40m 

 

Σχήμα(1.8) Σύγκριση ανάλυσης συχνότητας κύματος για x=20m και x=40m 
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Από τα προηγόυμενα διαγράμματα προκύπτει πως με τη συγκεκριμένη 

τιμή της συνεκτικότητας το κύμα δεν διαδίδεται. Από το διάγραμμα της 

στιγμιαίας ισχύος παρατηρούνται κάποιες μικρές αρνητικές τιμές για 

x=20m αλλά χωρίς όμως αυτό να συνεπάγεται εκτεταμένες ανακλάσεις. 
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Περίπτωση 2 (Amorgos v2) : 

Τα δεδομένα εισόδου είναι: 

NI=3000 NJ=80   (Μή ορθογώνιο πλέγμα 3000χ80) 

VELIN=0     (Μηδενική ταχύτητα ρευστού) 

PERIOD=-3     (Περίοδος αρμονικού κυματισμού) 

XFIRST=0 XLAST=200   (Μήκος δεξαμενής 200 μέτρα) 

PISTON=+3 PADDLE=0   (Κίνηση εμβόλου βάθους 3 μέτρα) 

VISINF=+1e4  (Σταθερή συνεκτικότητα ίση με Visinf*10E-06) 

XVIS1=20 XVIS2=40 (Συνεκτικότητα στην περιοχή από 20 ώς 40m) 

Στην περίπτωση αυτή εξετάζουμε τη διάδοση του κύματος μέσα 

απο περιοχή συνεκτικότητας ίση με 1χ104 φορές τη συνεκτικότητα του 

νερού όταν κινείται όλο το αριστερό σύνορο με συχνότητα κίνησης του 

εμβόλου 3rad/sec. Τα αποτελέσματα φαίνονται στα παρακάτω 

διαγράμματα: 

 

Σχήμα(2.1) Ανύψωση της επιφάνειας 
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Σχήμα(2.2)  Χρονική εξέλιξη της στιγμιαίας ισχύος 

 

Σχήμα(2.3) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=20m 
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Σχήμα(2.4) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=40m 

 

Σχήμα(2.5) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=20m 

Time

S
u

rf
a

c
e

0

0

10

10

20

20

30

30

40

40

2.5 2.5

2.6 2.6

2.7 2.7

2.8 2.8

2.9 2.9

3 3

3.1 3.1

3.2 3.2

3.3 3.3

3.4 3.4

3.5 3.5

Frame 001  30 Jun 2012 Frame 001  30 Jun 2012 

Frequency

M
a

g
n

it
u

d
e

10
-1

10
-1

10
0

10
0

10
1

10
1

10
2

10
2

0.025 0.025

0.05 0.05

0.075 0.075

0.1 0.1

0.125 0.125

0.15 0.15

0.175 0.175

0.2 0.2

0.225 0.225

0.25 0.25

0.275 0.275

0.3 0.3

0.325 0.325

0.35 0.35

Frame 001  30 Jun 2012 Frame 001  30 Jun 2012 



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 48 - 
 

 

Σχήμα(2.6) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=40m 

 

Σχήμα(2.7) Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της επιφάνειας για x=20m και x=40m 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 49 - 
 

 

 

Σχήμα(2.8) Σύγκριση ανάλυσης συχνότητας κύματος για x=20m και x=40m 

 

Από τα προηγόυμενα διαγράμματα προκύπτει πως με τη συγκεκριμένη 

τιμή της συνεκτικότητας το κύμα διαδίδεται. Από το διάγραμμα της 

στιγμιαίας ισχύος δεν παρατηρούνται αρνητικές τιμές που συνεπάγεται 

οτι δεν έχουμε ανακλάσεις λόγω της συνεκτικότητας. Από τα σχήματα 

(2.7) και (2.8) φαίνεται οτι το κύμα μεταδίδεται με την ίδια συχνότητα 

πρίν και μετά την περιοχή της αυξημένης συνεκτικότητας με μικρή όμως 

ελλάτωση στο ύψος του κύματος. Και σ’ αυτή την περίπτωση έχουμε 

απώλεια ενέργειας. 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 50 - 
 

Περίπτωση 3 (Amorgos v2a) : 

Τα δεδομένα εισόδου είναι: 

NI=3000 NJ=80   (Μή ορθογώνιο πλέγμα 3000χ80) 

VELIN=0     (Μηδενική ταχύτητα ρευστού) 

PERIOD=-3     (Περίοδος αρμονικού κυματισμού) 

XFIRST=0 XLAST=200   (Μήκος δεξαμενής 200 μέτρα) 

PISTON=+3 PADDLE=-2   (Κίνηση εμβόλου βάθους 1 μέτρo) 

VISINF=+1e4  (Σταθερή συνεκτικότητα ίση με Visinf*10E-06) 

XVIS1=20 XVIS2=40 (Συνεκτικότητα στην περιοχή από 20 ώς 40m) 

Στην περίπτωση αυτή εξετάζουμε τη διάδοση του κύματος μέσα 

απο περιοχή συνεκτικότητας ίση με 1χ104 φορές τη συνεκτικότητα του 

νερού όταν κινείται μόνο ένα μέρος του αριστερού συνόρου 

(επιφανειακός κυματισμός) με συχνότητα κίνησης του εμβόλου 

3rad/sec. Τα αποτελέσματα φαίνονται στα παρακάτω διαγράμματα: 

 

Σχήμα(3.1) Ανύψωση της επιφάνειας 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 51 - 
 

 

Σχήμα(3.2)  Χρονική εξέλιξη της στιγμιαίας ισχύος 

 

Σχήμα(3.3) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=20m 

Time

P
o

w
e

r

0

0

10

10

20

20

30

30

40

40

50

50

60

60

0 0

0.25 0.25

0.5 0.5

0.75 0.75

1 1

1.25 1.25

1.5 1.5
x=20

x=40

Frame 001  05 Jul 2012 Frame 001  05 Jul 2012 

Time

S
u

rf
a

c
e

0

0

10

10

20

20

30

30

40

40

50

50

2.5 2.5

2.6 2.6

2.7 2.7

2.8 2.8

2.9 2.9

3 3

3.1 3.1

3.2 3.2

3.3 3.3

3.4 3.4

3.5 3.5

Frame 001  30 Jun 2012 Frame 001  30 Jun 2012 



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 52 - 
 

 

Σχήμα(3.4) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=40m 

 

Σχήμα(3.5) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=20m 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 53 - 
 

 

Σχήμα(3.6) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=40m 

 

Σχήμα(3.7) Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της επιφάνειας για x=20m και x=40m 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 54 - 
 

 

Σχήμα(3.8) Σύγκριση ανάλυσης συχνότητας κύματος για x=20m και x=40m 

 

Από τα προηγόυμενα διαγράμματα προκύπτει πως με τη συγκεκριμένη 

τιμή της συνεκτικότητας το κύμα διαδίδεται. Από το διάγραμμα της 

στιγμιαίας ισχύος δεν παρατηρούνται αρνητικές τιμές που συνεπάγεται 

οτι δεν έχουμε ανακλάσεις λόγω της συνεκτικότητας. Από τα σχήματα 

(3.7) και (3.8) φαίνεται οτι το κύμα μεταδίδεται με την ίδια συχνότητα 

πρίν και μετά την περιοχή της αυξημένης συνεκτικότητας με μικρή όμως 

ελλάτωση στο ύψος του κύματος. Και σ’ αυτή την περίπτωση έχουμε 

απώλεια ενέργειας. Παρατηρούμε οτι σε σχέση με την περίπτωση που 

κινείται το έμβολο καθ’ όλο το ύψος του αριστερού συνόρου έχουμε 

μεγαλύτερη μείωση του ύψους του κύματος και μεγαλύτερη καταστροφή 

της ενέργειας. Συμπεραίνουμε οτι η επίδραση της συνεκτικότητας είναι 

μεγαλύτερη σε επιφανειακούς κυματισμούς. 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 55 - 
 

Περίπτωση 4 (Amorgos v3) : 

Τα δεδομένα εισόδου είναι: 

NI=3000 NJ=80   (Μή ορθογώνιο πλέγμα 3000χ80) 

VELIN=0     (Μηδενική ταχύτητα ρευστού) 

PERIOD=-3     (Περίοδος αρμονικού κυματισμού) 

XFIRST=0 XLAST=200   (Μήκος δεξαμενής 200 μέτρα) 

PISTON=+3 PADDLE=0   (Κίνηση εμβόλου βάθους 3 μέτρα) 

VISINF=+1e3  (Σταθερή συνεκτικότητα ίση με Visinf*10E-06) 

XVIS1=20 XVIS2=40 (Συνεκτικότητα στην περιοχή από 20 ώς 40m) 

 

Στην περίπτωση αυτή εξετάζουμε τη διάδοση του κύματος μέσα 

απο περιοχή συνεκτικότητας ίση με 1χ103 φορές τη συνεκτικότητα του 

νερού όταν κινείται όλο το αριστερό σύνορο με συχνότητα κίνησης του 

εμβόλου 3rad/sec. Τα αποτελέσματα φαίνονται στα παρακάτω 

διαγράμματα: 

 

Σχήμα(4.1) Ανύψωση της επιφάνειας 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 56 - 
 

 

Σχήμα(4.2)  Χρονική εξέλιξη της στιγμιαίας ισχύος 

 

Σχήμα(4.3) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=20m 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 57 - 
 

 

Σχήμα(4.4) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=40m 

 

Σχήμα(4.5) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=20m 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 58 - 
 

 

Σχήμα(4.6) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=40m 

 

Σχήμα(4.7) Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της επιφάνειας για x=20m και x=40m 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 59 - 
 

 

Σχήμα(4.8) Σύγκριση ανάλυσης συχνότητας κύματος για x=20m και x=40m 

 

Από τα προηγόυμενα διαγράμματα προκύπτει πως με τη 

συγκεκριμένη τιμή της συνεκτικότητας το κύμα διαδίδεται χωρίς 

ιδιέταιρη μεταβολή. Από το διάγραμμα της στιγμιαίας ισχύος δεν 

παρατηρούνται αρνητικές τιμές που συνεπάγεται οτι δεν έχουμε 

ανακλάσεις λόγω της συνεκτικότητας. Από τα σχήματα (4.7) και (4.8) 

φαίνεται οτι το κύμα μεταδίδεται με την ίδια συχνότητα πρίν και μετά 

την περιοχή της αυξημένης συνεκτικότητας χωρίς όμως να  ελαττώνεται 

το ύψος του κύματος. Σ’ αυτή την περίπτωση φαίνεται οτι δεν έχουμε 

απώλεια ενέργειας . Συμπεραίνουμε οτι η επίδραση της συνεκτικότητας 

είναι ελάχιστη έως μηδενική παρ’ όλο που το έμβολο κινείται καθ’ όλο το 

ύψος της δεξαμενής. 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 60 - 
 

Περίπτωση 5 (Amorgos v4) : 

Τα δεδομένα εισόδου είναι: 

NI=3000 NJ=80   (Μή ορθογώνιο πλέγμα 3000χ80) 

VELIN=3      (Ταχύτητα ρευστού 3m/s) 

PERIOD=-3            (Συχνότητα αρμονικού κυματισμού) 

XFIRST=0 XLAST=200   (Μήκος δεξαμενής 200 μέτρα) 

PISTON=3 PADDLE=0   (Κίνηση εμβόλου βάθους 3 μέτρα) 

VISINF=+1e4  (Σταθερή συνεκτικότητα ίση με Visinf*10E-06) 

XVIS1=20 XVIS2=80 (Συνεκτικότητα στην περιοχή από 20 ώς 80m) 

 

Στην περίπτωση αυτή εξετάζουμε τη μεταβολή της ελεύθερης 

επιφάνειας μέσα απο περιοχή συνεκτικότητας ίση με 1χ104 φορές τη 

συνεκτικότητα του νερού όταν εισάγεται ελεύθερη ομοιόμορφη ροή 

ταχύτητας 3m/s. Τα αποτελέσματα φαίνονται στα παρακάτω 

διαγράμματα: 

 

Σχήμα(5.1) Ανύψωση της επιφάνειας 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 61 - 
 

 

Σχήμα(5.2)  Χρονική εξέλιξη της στιγμιαίας ισχύος 

 

Σχήμα(5.3) Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της επιφάνειας για x=20m και x=89m 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 62 - 
 

Από τα προηγούμενα διαγράμματα φαίνεται η ανύψωση της 

στάθμης της ελεύθερης επιφάνειας ανάντι της περιοχής υψηλής 

συνεκτικότητας και μείωση της στάθμης κατάντι. Αυτό συμβαίνει λόγω 

της ανάκλασης της ελεύθερης ροής δηλαδή η συνεκτικότητα λειτουργεί 

ως τείχος ανυψώνοντας έτσι τη στάθμη ανάντι και παράλληλα λόγω της 

διατήρησης της μάζας μειώνεται η στάθμη κατάντι. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 63 - 
 

Περίπτωση 6 (Kavala v1) : 

Τα δεδομένα εισόδου είναι: 

NI=3000 NJ=80   (Μή ορθογώνιο πλέγμα 3000χ80) 

VELIN=3     (Ταχύτητα ρευστού 3m/s) 

PERIOD=-5            (Συχνότητα αρμονικού κυματισμού) 

XFIRST=0 XLAST=200   (Μήκος δεξαμενής 200 μέτρα) 

PISTON=0 PADDLE=-2   (Κίνηση εμβόλου βάθους 1 μέτρο) 

VISINF=+1e4  (Σταθερή συνεκτικότητα ίση με Visinf*10E-06) 

XVIS1=20 XVIS2=80 (Συνεκτικότητα στην περιοχή από 20 ώς 80m) 

Στην περίπτωση αυτή εξετάζουμε τη διάδοση του κύματος μέσα 

απο περιοχή συνεκτικότητας ίση με 1χ104 φορές τη συνεκτικότητα του 

νερού όταν κινείται μόνο ένα μέρος του αριστερού συνόρου 

(επιφανειακός κυματισμός) με συχνότητα κίνησης του εμβόλου 5rad/sec 

και παράλληλα εισάγεται και ελεύθερη ροή ταχύτητας 3m/sec. Τα 

αποτελέσματα φαίνονται στα παρακάτω διαγράμματα: 

 

Σχήμα(6.1) Ανύψωση της επιφάνειας 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 64 - 
 

 

Σχήμα(6.2)  Χρονική εξέλιξη της στιγμιαίας ισχύος 

 

Σχήμα(6.3) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=20m 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 65 - 
 

 

Σχήμα(6.4) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=89m 

 

Σχήμα(6.5) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=20m 

Time

S
u

rf
a

c
e

5

5

10

10

15

15

2.5 2.5

2.6 2.6

2.7 2.7

2.8 2.8

2.9 2.9

3 3

3.1 3.1

3.2 3.2

3.3 3.3

3.4 3.4

3.5 3.5

Frame 001  30 Jun 2012 Frame 001  30 Jun 2012 

Frequency

M
a

g
n

it
u

d
e

0

0

2

2

4

4

6

6

0 0

0.025 0.025

0.05 0.05

0.075 0.075

0.1 0.1

0.125 0.125

0.15 0.15

0.175 0.175

0.2 0.2

Frame 001  30 Jun 2012 Frame 001  30 Jun 2012 



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 66 - 
 

 

Σχήμα(6.6) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=89m 

 

Σχήμα(6.7) Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της επιφάνειας για x=20m και x=89m 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 67 - 
 

 

Σχήμα(6.8) Σύγκριση ανάλυσης συχνότητας κύματος για x=20m και x=89m 

 

Από τα προηγόυμενα διαγράμματα προκύπτει πως με τη 

συγκεκριμένη τιμή της συνεκτικότητας και την εισαγωγή ομοιόμορφης 

ταχύτητας του ρευστού το κύμα διαδίδεται με μια άκρως ιδιέταιρη 

μεταβολή. Παρατηρούμε οτι στο αριστερό άκρο της δεξαμενής υπάρχει 

μία ανύψωση της μέσης στάθμης του νερού.Απ’ την άλλη στο δεξί άκρο 

της δεξαμενής υπάρχει μείωση της στάθμης που μειώνει και την 

δυναμική ενέργεια και κατά συνέπεια προκύπτουν αρνητικές τιμές της 

στιγμιαίας ισχύος, παρ’ όλα αυτά από το διάγραμμα στιγμιαίας ισχύος δε 

μπορούμε να συμπεράνουμε αν υπάρχουν ανακλάσεις του κύματος ούτε 

για το αριστερό άκρο ούτε για το δεξιό. Η ανύψωση της στάθμης στο 

αριστερό άκρο πιθανόν προκύπτει από την ανάκλαση λόγω της 

ταχύτητας της ροής που ανακλάται στο στρώμα της συνεκτικότητας και η 

μείωση της στάθμης στο δεξί άκρο προκύπτει λόγω συνέχειας. Στο δεξι 

άκρο παρατηρούμε οτι η τιμή της συνεκτικότητας καθώς και το μεγάλο 

εύρος της έχουν μειώσει αρκετά το ύψος του κύματος. 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 68 - 
 

Περίπτωση 7 (Samos v1) : 

Τα δεδομένα εισόδου είναι: 

NI=3000 NJ=80   (Μή ορθογώνιο πλέγμα 3000χ80) 

VELIN=0     (Μηδενική αχύτητα ρευστού) 

PERIOD=-3            (Συχνότητα αρμονικού κυματισμού) 

XFIRST=0 XLAST=200   (Μήκος δεξαμενής 200 μέτρα) 

PISTON=+3 PADDLE=+2  (Κίνηση εμβόλου βάθους 1 μέτρο) 

VISINF=+1e4  (Σταθερή συνεκτικότητα ίση με Visinf*10E-06) 

XVIS1=20 XVIS2=80 (Συνεκτικότητα στην περιοχή από 20 ώς 80m) 

 

Στην περίπτωση αυτή εξετάζουμε τη διάδοση του κύματος μέσα 

απο περιοχή συνεκτικότητας ίση με 1χ104 φορές τη συνεκτικότητα του 

νερού όταν κινείται μόνο ένα μέρος του αριστερού συνόρου 

(επιφανειακός κυματισμός) με συχνότητα κίνησης του εμβόλου 3rad/sec 

και παράλληλα εισάγεται και ελεύθερη ροή ταχύτητας 3m/sec. Τα 

αποτελέσματα φαίνονται στα παρακάτω διαγράμματα: 

 

Σχήμα(7.1) Ανύψωση της επιφάνειας 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 69 - 
 

 

Σχήμα(7.2)  Χρονική εξέλιξη της στιγμιαίας ισχύος 

 

Σχήμα(7.3) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=20m 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 70 - 
 

 

Σχήμα(7.4) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=89m 

 

Σχήμα(7.5) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=20m 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 71 - 
 

 

Σχήμα(7.6) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=89m 

 

Σχήμα(7.7) Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της επιφάνειας για x=20m και x=89m 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 72 - 
 

 

Σχήμα(7.8) Σύγκριση ανάλυσης συχνότητας κύματος για x=20m και x=89m 

 

Από τα προηγόυμενα διαγράμματα προκύπτει πως με τη 

συγκεκριμένη τιμή της συνεκτικότητας το κύμα διαδίδεται χωρίς να 

μεταβάλλεται η συχνότητα του κύματος  όμως το ύψος του κύματος 

μειώνεται. Από το διάγραμμα της στιγμιαίας ισχύος δεν παρατηρούνται 

αρνητικές τιμές που συνεπάγεται οτι δεν έχουμε ανακλάσεις λόγω της 

συνεκτικότητας. Σ’ αυτή την περίπτωση φαίνεται φανερά οτι έχουμε 

απώλεια ενέργειας λόγω της ελάττωσης του ύψους του κύματος  όπως 

δείχνει το διάγραμμα ισχύος .  
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 73 - 
 

Περίπτωση 8 (wgen c1) : 

Τα δεδομένα εισόδου είναι: 

NI=3000 NJ=80   (Μή ορθογώνιο πλέγμα 3000χ80) 

VELIN=0     (Μηδενική αχύτητα ρευστού) 

PERIOD=-3            (Συχνότητα αρμονικού κυματισμού) 

XFIRST=0 XLAST=200   (Μήκος δεξαμενής 200 μέτρα) 

PISTON=+3 PADDLE=-2   (Κίνηση εμβόλου βάθους 1 μέτρο) 

 

Στην περίπτωση αυτή εξετάζουμε τη διάδοση του κύματος όταν 

στον πυθμένα υπάρχει τυχαία ανύψωση του στερεού ορίου και κινείται 

μόνο ένα μέρος του αριστερού συνόρου (επιφανειακός κυματισμός) με 

συχνότητα κίνησης του εμβόλου 3rad/sec. Τα αποτελέσματα φαίνονται 

στα παρακάτω διαγράμματα: 

 

 

Σχήμα(8.1) Απεικόνιση του πλέγματος 



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 74 - 
 

 

Σχήμα(8.2) Ανύψωση της επιφάνειας 

 

Σχήμα(8.3)  Χρονική εξέλιξη της στιγμιαίας ισχύος 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 75 - 
 

 

Σχήμα(8.4) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=10m 

 

Σχήμα(8.5) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=60m 
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Σχήμα(8.6) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=10m 

 

Σχήμα(8.7) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=60m 
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Σχήμα(8.8) Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της επιφάνειας για x=10m και x=60m 

 

Σχήμα(8.9) Σύγκριση ανάλυσης συχνότητας κύματος για x=10m και x=60m 
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Από τα προηγόυμενα διαγράμματα προκύπτει το κύμα διαδίδεται 

χωρίς να μεταβάλλεται ούτε η συχνότητα ούτε το ύψος του Αυτό 

οφείλεται στο γεγονός οτι η κίνηση του εμβόλου δημιούργησε ένα 

επιφανειακό κύμα το οποίο όμως δεν επηρεάστηκε καθόλου από την 

ανύψωση του πυθμένα εφόσον αυτή βρισκόταν σε σχετικά μεγάλο βάθος. 

Σ’ αυτό το συμπέρασμα συντελεί και το γεγονός πως απ το διάγραμμα 

ισχύος δεν παρατηρείται απώλεια ενέργειας ισχύος ούτε αρνητικές τιμές. 

Παρατηρούμε δηλαδή οτι το κύμα στη θέση χ=60 έχει ακριβώς την ίδια 

μορφή με το κύμα στη θέση χ=10 απλά είναι μετατοπισμένο χρονικά.  
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Περίπτωση 9 (wgen c2) : 

Τα δεδομένα εισόδου είναι: 

NI=3000 NJ=80   (Μή ορθογώνιο πλέγμα 3000χ80) 

VELIN=0     (Μηδενική αχύτητα ρευστού) 

PERIOD=-2            (Συχνότητα αρμονικού κυματισμού) 

XFIRST=0 XLAST=100   (Μήκος δεξαμενής 100 μέτρα) 

PISTON=+3 PADDLE=-2   (Κίνηση εμβόλου βάθους 1 μέτρο) 

 

Στην περίπτωση αυτή εξετάζουμε τη διάδοση του κύματος όταν στο 

δεξιό σύνορο υπάρχει βαθμιαία ανύψωση του πυθμένα (ακτή) και 

κινείται μόνο ένα μέρος του αριστερού συνόρου (επιφανειακός 

κυματισμός) με συχνότητα κίνησης του εμβόλου 2rad/sec. Τα 

αποτελέσματα φαίνονται στα παρακάτω διαγράμματα: 

 

 

 

 

Σχήμα(9.1) Απεικόνιση του πλέγματος 
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Σχήμα(9.2) Ανύψωση της επιφάνειας 

 

Σχήμα(9.3)  Χρονική εξέλιξη της στιγμιαίας ισχύος 
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Σχήμα(9.4)  Μεγέθυνση της χρονικής εξέλιξης της στιγμιαίας ισχύος 

 

 

 

Σχήμα(9.5) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=10m 
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Σχήμα(9.6) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=89m 

 

Σχήμα(9.7) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=10m 
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Σχήμα(9.8) Ανάλυση συχνότητας κύματος για x=89m 

 

Σχήμα(9.9) Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της επιφάνειας για x=10m και x=89m 
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Σχήμα(9.10) Σύγκριση ανάλυσης συχνότητας κύματος για x=10m και x=89m 

 

Από τα προηγόυμενα διαγράμματα προκύπτει οτι το κύμα όταν 

φτάσει κοντά στην ακμή της ακτής σπάει σε μικρότερους κυματισμούς 

μικρότερου ύψους , μήκους αλλά μεγαλύτερς συχνότητας. Παρατηρείται 

επίσης σημαντική πτώση της στιγμιαίας ισχύος (που εφείλεται κυρίως 

στην ελάττωση του βάθους και κατα συνέπεια της δυναμικής ενέργειας) 

εν τούτοις όμως δεν παρατηρείται κάποια σημαντική ανύψωση της 

στάθμης όπως θα ήταν αναμενόμενο αν και ο κυματισμός είναι 

επιφανειακός. Απο το διάγραμμα της ισχύος βλέπουμε οτι 

δημιουργούνται στο δεξί άκρο κάποιες αμελητέες ανακλάσεις ενώ ητο 

διάγραμμα των συχνοτήτων τείνει να επιβεβαιώσει την αύξηση της 

συχνότητας του κυματισμού. 
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Περίπτωση 10 (wgen c6) : 

Τα δεδομένα εισόδου είναι: 

NI=2000 NJ=80   (Μή ορθογώνιο πλέγμα 2000χ80) 

VELIN=0     (Μηδενική  ταχύτητα ρευστού) 

PERIOD=-5            (Συχνότητα αρμονικού κυματισμού) 

XFIRST=0 XLAST=100   (Μήκος δεξαμενής 100 μέτρα) 

PISTON=0 PADDLE=0   (Κίνηση εμβόλου βάθους  μέτρο) 

 

Στην περίπτωση αυτή εξετάζουμε τη διάδοση του κύματος μεγάλου 

μήκους όταν στο δεξιό σύνορο υπάρχει βαθμιαία ανύψωση του πυθμένα 

(ακτή) και κινείται μόνο όλο το αριστερό σύνορο με συχνότητα κίνησης 

του εμβόλου 5rad/sec. Τα αποτελέσματα φαίνονται στα παρακάτω 

διαγράμματα: 

 

 

 

 

Σχήμα(10.1) Απεικόνιση του πλέγματος 
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Σχήμα(10.2) Μεγέθυνση του πλέγματος στο δεξί άκρο 

 

Σχήμα(10.3) Ανύψωση της επιφάνειας 
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Σχήμα(10.4)  Χρονική εξέλιξη της στιγμιαίας ισχύος 

 

Σχήμα(10.5)  Χρονική εξέλιξη της στιγμιαίας ισχύος 
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Σχήμα(10.6) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=10m 

 

Σχήμα(10.7) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=50m 
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Σχήμα(10.8) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=60m 

 

Σχήμα(10.9) Χρονική εξέλιξη της επιφάνειας για x=99m 
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Σχήμα(10.10) Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της επιφάνειας για 

x=10m,χ=50,χ=60,x=99m 

Από τα προηγόυμενα διαγράμματα παρατηρούμε οτι αρχικά 

κινείται το έμβολο παράγοντας ένα αρχικό κύμα μεγάλου μήκους το 

οποίο φτάνει αρκετά γρήγορα στο δεξιό άκρο δημιουργώντας αρχικά μία 

απότομη ανύψωση της στάθμης (τσουνάμι) και εν συνεχεία ανακλάται 

απο το δεξιό σύνορο και δημιουργούνται τυχαίοι κυματισμοί οι οποίοι 

επανανακλώνται στο έμβολο και εν τέλει το αρχικό κύμα μεγάλου 

μήκους σπάει σε αρκετά μικρότερου μήκους. Οι ανακλάσεις είναι 

ακανόνιστες κάτι που φαίνεται ενδεικτικά στο διάγραμμα ισχύος. 
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Συνοπτικά Συμπεράσματα : 

 Από τις προηγούμενες περιπτώσεις που τρέξαμε προέκυψε το 

συμπέρασμα ότι για μικρές τιμές της συνεκτικότητας ο κυματισμός δεν 

αντιλαμβάνεται την ύπαρξή της κάτι που γίνεται πιό αισθητό όσο 

ανεβαίνει η τιμή της.  

Πιο συγκεγριμένα αρχικά για τιμές της τάξης του 1χ10-3 η επίδραση 

είναι πολύ μικρή, για ν=1χ10-2 η επίδραση είναι φανερή ,δηλαδή το 

ύψος του κύματος μειώνεται αρκετά και για ν=1 το κύμα καταστρέφεται 

τελείως. 

 Επίσης στην περίπτωση που είχαμε συνδυασμένη ροή με κύμα 

προέκυψε οτι το πρόβλημα συμπεριφέρεται σαν επαλληλία δύο 

ξεχωριστών περιπτώσεων , μίας ελεύθερης ροής δίχως κύμα και ενός 

κυματισμού χωρίς το ένα να επηρεάζει το άλλο.  

Σε όλες τις περιπτώσεις η συχνότητα του κύματος παρέμεινε αναλοίωτη 

μετά τη διέλευσή του από την περιοχή της αυξημένης συνεκτικότητας 

ενώ παρατηρήσαμε οτι όσο μεγαλώνει σε εύρος η περιοχή της 

συνεκτικότητας τόσο περισσότερο μειώνεται το ύψος του κύματος δηλαδή 

το τελευταίο αποσβαίνεται. Εν τέλει λοιπόν συμπεραίνουμε οτι όσο 

αυξάνεται η τιμή και το εύρος της περιοχής της συνεκτικότητας τόσο 

μεγαλύτερη είναι η απόσβεση. 

 Στις περιπτώσεις που είχαμε ακτή στο δεξιό άκρο της δεξαμενής 

παρατηρήθηκε μια μικρή στιγμιαία αύξηση του ύψους του κύματος και 

στη συνέχεια αυτό κατακερματίστηκε σε μικρότερα κύματα μεγαλύτερης 

συχνότητας τα οποία μάλιστα μετά τις ανακλάσεις απ’ το δεξιό συνορο 

είχαν ακανόνιστη μορφή. Και πάλι παρατηρήθηκε η καταστροφή της 

ενέργειας του κύματος (πτώση της στιγμιαίας ισχύος) όπως και στις 

περιπτώσεις της αυξημένης συνεκτικότητας κάτι που άλλωστε ήταν 

αναμενόμενο. 

 Στην περίπτωση του μεταβλητου πυθμένα- εμπόδιο δεν 

παρατηρήθηκε κάποια μεταβολή και αυτό οφείλεται στο γεγονός οτι ο 

κυματιςμός ήταν επιφανειακός και το στερεό σύνορο του εμποδίου ήταν 

σε σχετικά μεγαλύτερο βάθος. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ  ΜΕΡΟΥΣ Α’ 

 

-Αρχεία εισαγωγής δεδομένων Dgenw 

-Βιβλιογραφία  
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Αρχείο Εισαγωγής Δεδοµένων Dgenw  

 

U:             Εντολή επίλυσης της U ταχύτητας:  

     U =0:  Μη επίλυση.  

     U=1:  Επίλυση.  

P:             Εντολή επίλυσης της διόρθωσης της πίεσης:  

     P =0:  Μη επίλυση.  

     P =1:  Επίλυση.  

V:             Εντολή εφαρµογής µοντέλου τύρβης.  

     V =0:  Στρωτή ροή.  

     V =1:  Τυρβώδης ροή.  

K:             Εντολή επίλυσης της κινητικής ενέργειας της τύρβης:  

     K=0:   Μη επίλυση.  

     K=1:   Επίλυση.  

E:             Εντολή επίλυσης της καταστροφής της κινητικής ενέργειας 

της τύρβης:  

     E=0:   Μη επίλυση.  

     E=1:   Επίλυση.  

T:             Εντολή χρήσης κινούµενου πλέγµατος:  

     T=1:   Παρεµβολή.  

     T=2:   Κινούµενο πλέγµα.  

****************************************************************************** 

NI:            Αριθµός κόµβων στη x-διεύθυνση.  

NJ:           Αριθµός κόµβων στη y-διεύθυνση.  

IGEX:      Εντολή τοποθέτησης των κόµβων κατά την y-διεύθυνση:  

     IGEX =0:  Γραµµικά.  

     IGEX =1:  Εκθετικά.  
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JCUT:      Ορίζει τη θέση του κόµβου, άνωθεν του οποίου εφαρµόζεται η 

IGEX.  

**************************************************************************** 

IPIST:      Ορίζει τον τελευταίο κόµβο κατά τη x-διεύθυνση όπου το 

πλέγµα κινείται λόγω του πιστονιού.  

IEAS:       Ορίζει τον κόµβο έπειτα από τον οποίο πυκνώνει το πλέγµα.  

INTP:       Εντολή χρήσης γραµµικών παρεµβολών για τον υπολογισµό 

των των νέων τιµών των µεταβλητών:  

     INTP =0:  Μη χρήση παρεµβολών.  

     INTP =1:  Χρήση παρεµβολών (αδύνατος συνδυασµός Τ=2 και INTP 

=1).  

NWAB:    Αριθµός κυµάτων στην επιφάνεια των δύο τµηµάτων της ακτής 

****************************************************************************** 

ISUR:      Τρόπος υπολογισµού ελεύθερης επιφάνειας:  

     ISUR =0:  Euler.  

     ISUR =1:  Lagrange.  

ISPL:       Τρόπος υπολογισµού µορφής ελεύθερης επιφάνειας:  

     ISPL =0:  Γραµµική παρεµβολή.  

     ISPL =1:  Spline.  

LINV:       Μεταβλητή υπολογισµού της  v-ταχύτητας στον πρώτο κόµβο 

του πλέγµατος:  

     LINV =0:  V=0.  

     LINV =1:  V(J =1)= V(J =2), Συνθήκη τύπου Neumann.  

     LINV =2:  V(J =1)= V(J =2) καιη(J =1)=η(J =2), Συνθήκη τύπου 

Neumann.  

NORC:    Συνθήκη υπολογισµού της παροχής στην ελεύθερη επιφάνεια:  

     NORC =0:          V(NJ), από ισότητα παροχών.  

     NORC =1:          V(NJ)= V(NJ -1), Συνθήκη τύπου Neumann.  

IPRI:        Τρόπος εκτύπωσης των αποτελεσµάτων στην οθόνη:  
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****************************************************************************** 

NORU:    Μεταβλητή καθορισµού οριακής συνθήκης για τη U-ταχύτητα:  

     NORU =0:          U(NJ), υπολογίζεται µέχρι τον τελευταίο κόµβο.  

     NORU =1:          U(NJ)= U(NJ -1), Συνθήκη τύπου Neumann.  

NORP:     Μεταβλητή καθορισµού οριακής συνθήκης για την πίεση:  

     NORP =1:          P(NJ)= P(NJ -1), Συνθήκη τύπου Neumann.  

     NORP =2:          οριακή συνθήκη για την πίεση.  

IPIS, ISTR, IPER:    Χρήση του αλγόριθµου PISO  για τον υπολογισµό 

της εξίσωσης διόρθωσης της πίεσης.  

****************************************************************************** 

NWES:    Οριακή συνθήκη στο αριστερό σύνορο:  

     NWES =0:          Συνοριακή συνθήκη τύπου Neumann   για όλες τις 

µεταβλητές.  

     NWES =1:          Συνοριακή συνθήκη τύπου Dirichlet    για όλες τις 

µεταβλητές.  

NEAS:     Οριακή συνθήκη στο δεξιό σύνορο:  

     NEAS =0:            Συνοριακή συνθήκη µη ανάκλασης.  

     NEAS =1:            Συνοριακή συνθήκη στάσιµου κύµατος.  

NSOT:     Οριακή συνθήκη πυθµένα:  

     NSOT =0:            Στερεό σύνορο.  

     NSOT =1:            Ελεύθερο σύνορο.  

LASP:      Οριακή συνθήκη για την πίεση στο δεξί άκρο της δεξαµενής:  

     LASP =0: P(NI), από γραµµική προεκβολή.  

     LASP =1: P(NI), οι καθ’ ύψος µεταβολές της πίεσης,  ίδιες µε NI-1.  

     LASP =2: P(NI), από ανάπτυγµα Taylor.  

NOSL:     Οριακή συνθήκη για την V-ταχύτητα στο δεξί άκρο της 

δεξαµενής:  
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     NOSL =0:            V(NI)=0.  

     NOSL =1: .          V(NI)= V(NI -1), Συνθήκη τύπου Neumann 

****************************************************************************** 

NSU:       Αριθµός των κλίσεων της υπορουτίνας  LISOLV για την επίλυση 

του γραµµικού συστήµατος για την U-ταχύτητα.  

NSV:        Αριθµός των κλίσεων της υπορουτίνας  LISOLV για την 

επίλυση του γραµµικού συστήµατος για την V-ταχύτητα.  

NSP:        Αριθµός των κλίσεων της υπορουτίνας LISOLV για την επίλυση 

του γραµµικού συστήµατος για την πίεση.  

****************************************************************************** 

MAXI:      Αριθµός επαναλείψεων γιαt=0.  

MAST:     Μέγιστος αριθµός χρονικών βηµάτων.  

MAX1:     Αριθµός επαναλείψεων για t>0.  

NOBR:     Μεταβλητή προστασίας από θραύση των κυµάτων:  

     NOBR =0:          Ελεύθερα κύµατα.  

     NOBR ≠0:          Προστασία έναντι θραύσης.  

MODV:    Μεταβλητή χρήσης εναλλακτικού τρόπου για τον υπολογισµό 

της ταχύτητας στην ελεύθερη επιφάνεια:  

****************************************************************************** 

ISAV:       Αριθµός εσωτερικών επαναλήψεων για  την αποθήκευση 

δεδοµένων.  

KSAV:     Αριθµός χρονικών βηµάτων για την αποθήκευση της ελεύθερης 

επιφάνειας.  

MSAV:     Αριθµός χρονικών βηµάτων για την αποθήκευση ολόκληρου 

του 

****************************************************************************** 

JPRE:      ∆είκτης j  της θέσης όπου η πίεση έχει σταθερή τιµή.  

IMON:      ∆είκτης i του σηµείου παρατήρησης των τιµών των 

µεταβλητών.  

JMON:     ∆είκτης j του σηµείου παρατήρησης των τιµών των µεταβλητών.  
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KCRT:     Μεταβλητή που ορίζει αν θα τυπώνεται στην οθόνη η τρέχουσα 

υπορουτίνα:  

     KCRT =0:            Μη εµφάνιση υπορουτίνας.  

     KCRT =1:            Εµφάνιση στην οθόνη της τρέχουσας υπορουτίνας.  

****************************************************************************** 

GRAV:     Επιτάχυνση της βαρύτητας σε συµβατό σύστηµα µονάδων:         

9.81 [m/sec2] 

VELIN:     Ταχύτητα εισόδου του ρευστού.  

SORMAX:     Μέγιστη τιµή κανονικοποίησης των υπολοίπων U, V, Μ.  

******************************************************************************

FACTOP: Συντελεστής ισχυροποίησης διαγωνίου,  του συντελεστή A P 

στην εξίσωση της πίεσης.  

TANMAX: Μέγιστη γωνία κλίσης σε µοίρες,  µεταξύ του οριζόντιου 

επιπέδου και της ελεύθερης επιφάνειας για την αποφυγή θραύσης του 

κύµατος,  

VOLSUR: Μεταβλητή για τη διατήρηση του όγκου του νερού σταθερού:  

     VOLSUR =0:      Ελεύθερος όγκος.  

     VOLSUR ≠0:      ∆ιατήρηση όγκου.  

DYMAX:  Μέγιστη επιτρεπόµενη µετακίνηση κόµβου.  

****************************************************************************** 

DT0:        Σηµείο έναρξης µέτρησης χρόνου.  

DELTAT: Χρονικό βήµα.  

PERIOD: Περίοδος ταλάντωσης εµβόλου 

     PERIOD >0:       Περίοδος σε [sec].  

     PERIOD <0:  PERIOD =γωνιακή ταχύτητα [rad/sec].  

TIMEL:    Χρονική στιγµή διακοπής της κίνησης του εµβόλου.  

TANIM:    Χρονικό βήµα για καταγραφή της ελεύθερης επιφάνειας.  

****************************************************************************** 

XFIRST:  ∆ιαµήκης θέση του πρώτου υπολογιστικού κόµβου.  
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XLAST:    ∆ιαµήκης θέση του τελευταίου υπολογιστικού κόµβου.  

DEAST:   Απόσταση του κόµβου µε θέση IEAS (record3) έως το XLAST.  

DPISTV:  Μήκος σωλήνα- οδηγού του εµβόλου (όταν PADDLE <0,  

****************************************************************************** 

AMPL0:   Πλάτος ταλάντωσης εµβόλου.  

TSUNAM:     Μεταβλητή για την προσοµοίωση κυµάτων λόγω σεισµών,  

προκαλεί στιγµιαία µετακίνηση του πυθµένα,  

PISTON:  Απόσταση του κόµβου µε θέση  XFIRST  (record  14)  έως το  

IPST  

PADDLE: Θέση κατώτερου άκρου εµβόλου:  

     PADDLE ≥0:      Θέση κατώτερου άκρου εµβόλου.  

     PADDLE <0:      Θέση κατώτερου άκρου εµβόλου  = PADDLE +  

ύπαρξη σωλήνα- οδηγού.  

PHASE:   Αρχική φάση εµβόλου, σε µοίρες.  

****************************************************************************** 

URFU:     Συντελεστής υποχαλάρωσης για την U-ταχύτητα.  

URFV:     Συντελεστής υποχαλάρωσης για την V-ταχύτητα.  

URFP:     Συντελεστής υποχαλάρωσης για την πίεση.  

****************************************************************************** 

DEPTH:   Βάθοςνερού.  

DSUR:     Απόσταση του ανώτατου κόµβου από την ελεύθερη επιφάνεια.  

DBOT:     Απόσταση κατώτατου κόµβου από τον πυθµένα.  

DSIDE:    Απόσταση του εγγύτερου στην πλευρά κόµβου, από αυτή.  

YMINT:    Ελάχιστη επιτρεπόµενη απόσταση του πυθµένα από την 

ελεύθερη επιφάνεια.  

****************************************************************************** 

AKTI:       Μήκος ακτής από δεξιό άκρο δεξαµενής.  

XABS1:   Μήκος πρώτου τµήµατος ακτής  
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XABS2:   Μήκος δεύτερου τµήµατος ακτής.  

HABS1:   Ύψος πρώτου τµήµατος ακτής.  

HABS2:   Ύψος δεύτερου τµήµατος ακτής.  

****************************************************************************** 

AMP1:     Πλάτος ηµιτονοειδούς επιφάνειας στο πρώτο τµήµα της ακτής.  

AMP2:     Πλάτος ηµιτονοειδούς επιφάνειας στο δεύτερο τµήµα της 

ακτής.  

****************************************************************************** 

VISCOS:  Κινηµατική συνεκτικότητα.  

****************************************************************************** 

VISINF:   Πολλαπλασιαστής της κινηµατικής συνεκτικότητας για την 

απόσβεση των κυµατισµών:  

     VISINF >0:         Πολλαπλασιαστής της κινηµατικής συνεκτικότητας.  

VISINF <0:  VISINF =   Μέγιστη τιµή του πολλαπλασιαστή της 

κινηµατικής συνεκτικότητας.  

XVIS1:     ∆ιαµήκης απόσταση πρώτου κόµβου µε αυξηµένη 

συνεκτικότητα από το έµβολο:  

     XVIS1>0:            Απόσταση από το έµβολο.  

     XVIS1<0:   1     XVIS  =ποσοστό επί του µήκους της δεξαµενής.  

XVIS2:     ∆ιαµήκης απόσταση τελευταίου κόµβου µε αυξηµένη 

συνεκτικότητα από το έµβολο:  

     XVIS2>0:            Απόσταση από το έµβολο.  

     XVIS2<0:   2      XVIS  =ποσοστό επί του µήκους της δεξαµενής.  

DPISV:    Απόσταση από τον πυθµένα κατώτατου κόµβου µε αυξηµένη 

συνεκτικότητα:  

     DPISV >0:          Απόσταση από τον πυθµένα.  

     DPISV <0:  DPISV  =ποσοστό επί του βάθους της δεξαµενής.  

****************************************************************************** 
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IDAT:  Αριθµός των σηµείων στα οποία καταγράφεται η χρονική ιστορία 

της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας.  

IEXP:       Βαθµός της καµπύλης αύξησης της συνεκτικότητας όταν 

VISINF <0   

****************************************************************************** 

XDAT:     ∆ιαµήκης θέση κόµβου καταγραφής της χρονικής ιστορίας της 

ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας. 
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Amorgos v1 

 

UVPVKET 

113   1 

NI___NJ___IGEX_JCUT_ 

3000  080   1   -1 

IPST_IEAS_INTP_NWAB_ 

100   500   +0  +80 

ISUR_ISPL_LINV_NORC_IPRI_ 

1     00   +1    +1  -002 

NORU_NORP_IPIS_ISTR_IPER_ 

1     +2    4    03  001 

NWES_NEAS_NSOT_LASP_NOSL_ 

1    +1    0     -2   +0 

NSU__NSV__NSP__LAXU_LAXV_ 

2     2    60   +1    +1 

MAXI_MAST_MAX1_NOBR_MODV_ 

500  70000  030  +3  +0 

ISAV_KSAV_MSAV_ 

1000  050 100   

JPRE_IMON_JMON_KCRT_ 

0     00   005  0000 

GRAV______VELIN_____SORMAX____ 

9.81        0.00     -0.04 

FACTOP____TANMAX____VOLSUR____DYMAX_____ATTN______ 

1.005       60.        +2.0     0.00500  +0.0   

DT0_______DELTAT____PERIOD____TIMEL_____TANIM_____ 

 -.000      0.003     -3.        -0.000    +100. 

XFIRST____XLAST_____DEAST_____DPISTV____ 

0.          200.      100.0      0.00 

AMPL0_____TSUNAM____PISTON____PADDLE____PHASE_____ 

0.20       +0.0        +3.     0.00        -00. 

URFU______URFV______URFP______ 

0.5          0.5     +0.3   

DEPTH_____DSUR______DBOT______DSIDE_____YMINT_____ 

3.04       0.005      0.020     0.        0.005 

AKTI______XABS1_____XABS2_____HABS1_____HABS2_____ 

00.          20.      10.        2.8      2.8 

AMP1______AMP2______ 

0.1         0.05 

VISCOS____ 

1.00000E-6 

VISINF____XVIS1_____XVIS2_____DEPVIS____ 

+1.e6         20.        40.     +0. 

IDAT_IEXP_ 

7      2 

XDAT 

10. 

20. 

30. 

40. 

50. 

60. 

89. 

 

 

  



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 103 - 
 

Amorgos v2 

 

UVPVKET 

113   1 

NI___NJ___IGEX_JCUT_ 

3000  080   1   -1 

IPST_IEAS_INTP_NWAB_ 

100   500   +0  +80 

ISUR_ISPL_LINV_NORC_IPRI_ 

1     00   +1    +1  -002 

NORU_NORP_IPIS_ISTR_IPER_ 

1     +2    4    03  001 

NWES_NEAS_NSOT_LASP_NOSL_ 

1    +1    0     -2   +0 

NSU__NSV__NSP__LAXU_LAXV_ 

2     2    60   +1    +1 

MAXI_MAST_MAX1_NOBR_MODV_ 

500  70000  030  +3  +0 

ISAV_KSAV_MSAV_ 

1000  050 100   

JPRE_IMON_JMON_KCRT_ 

0     00   005  0000 

GRAV______VELIN_____SORMAX____ 

9.81        0.00     -0.04 

FACTOP____TANMAX____VOLSUR____DYMAX_____ATTN______ 

1.005       60.        +2.0     0.00500  +0.0   

DT0_______DELTAT____PERIOD____TIMEL_____TANIM_____ 

 -.000      0.003     -3.        -0.000    +100. 

XFIRST____XLAST_____DEAST_____DPISTV____ 

0.          200.      100.0      0.00 

AMPL0_____TSUNAM____PISTON____PADDLE____PHASE_____ 

0.20       +0.0        +3.     0.00        -00. 

URFU______URFV______URFP______ 

0.5          0.5     +0.3   

DEPTH_____DSUR______DBOT______DSIDE_____YMINT_____ 

3.04       0.005      0.020     0.        0.005 

AKTI______XABS1_____XABS2_____HABS1_____HABS2_____ 

00.          20.      10.        2.8      2.8 

AMP1______AMP2______ 

0.1         0.05 

VISCOS____ 

1.00000E-6 

VISINF____XVIS1_____XVIS2_____DEPVIS____ 

+1.e4         20.        40.     +0. 

IDAT_IEXP_ 

7      2 

XDAT 

10. 

20. 

30. 

40. 

50. 

60. 

89. 

 

 

  



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 104 - 
 

Amorgos v2a 

 

UVPVKET 

113   1 

NI___NJ___IGEX_JCUT_ 

3000  080   1   -1 

IPST_IEAS_INTP_NWAB_ 

100   500   +0  +80 

ISUR_ISPL_LINV_NORC_IPRI_ 

1     00   +1    +1  -002 

NORU_NORP_IPIS_ISTR_IPER_ 

1     +2    4    03  001 

NWES_NEAS_NSOT_LASP_NOSL_ 

1    +1    0     -2   +0 

NSU__NSV__NSP__LAXU_LAXV_ 

2     2    60   +1    +1 

MAXI_MAST_MAX1_NOBR_MODV_ 

500  70000  030  +3  +0 

ISAV_KSAV_MSAV_ 

1000  050 100   

JPRE_IMON_JMON_KCRT_ 

0     00   005  0000 

GRAV______VELIN_____SORMAX____ 

9.81        0.00     -0.04 

FACTOP____TANMAX____VOLSUR____DYMAX_____ATTN______ 

1.005       60.        +2.0     0.00500  +0.0   

DT0_______DELTAT____PERIOD____TIMEL_____TANIM_____ 

 -.000      0.003     -3.        -0.000    +100. 

XFIRST____XLAST_____DEAST_____DPISTV____ 

0.          200.      100.0      0.00 

AMPL0_____TSUNAM____PISTON____PADDLE____PHASE_____ 

0.20       +0.0        +3.    -2.00        -00. 

URFU______URFV______URFP______ 

0.5          0.5     +0.3   

DEPTH_____DSUR______DBOT______DSIDE_____YMINT_____ 

3.04       0.005      0.020     0.        0.005 

AKTI______XABS1_____XABS2_____HABS1_____HABS2_____ 

00.          20.      10.        2.8      2.8 

AMP1______AMP2______ 

0.1         0.05 

VISCOS____ 

1.00000E-6 

VISINF____XVIS1_____XVIS2_____DEPVIS____ 

+1.e4         20.        40.     +0. 

IDAT_IEXP_ 

7      2 

XDAT 

10. 

20. 

30. 

40. 

50. 

60. 

89. 

 

 

  



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 105 - 
 

Amorgos v3 

 

UVPVKET 

113   1 

NI___NJ___IGEX_JCUT_ 

3000  080   1   -1 

IPST_IEAS_INTP_NWAB_ 

100   500   +0  +80 

ISUR_ISPL_LINV_NORC_IPRI_ 

1     00   +1    +1  -002 

NORU_NORP_IPIS_ISTR_IPER_ 

1     +2    4    03  001 

NWES_NEAS_NSOT_LASP_NOSL_ 

1    +1    0     -2   +0 

NSU__NSV__NSP__LAXU_LAXV_ 

2     2    60   +1    +1 

MAXI_MAST_MAX1_NOBR_MODV_ 

500  70000  030  +3  +0 

ISAV_KSAV_MSAV_ 

1000  050 100   

JPRE_IMON_JMON_KCRT_ 

0     00   005  0000 

GRAV______VELIN_____SORMAX____ 

9.81        0.00     -0.04 

FACTOP____TANMAX____VOLSUR____DYMAX_____ATTN______ 

1.005       60.        +2.0     0.00500  +0.0   

DT0_______DELTAT____PERIOD____TIMEL_____TANIM_____ 

 -.000      0.003     -3.        -0.000    +100. 

XFIRST____XLAST_____DEAST_____DPISTV____ 

0.          200.      100.0      0.00 

AMPL0_____TSUNAM____PISTON____PADDLE____PHASE_____ 

0.20       +0.0        +3.     0.00        -00. 

URFU______URFV______URFP______ 

0.5          0.5     +0.3   

DEPTH_____DSUR______DBOT______DSIDE_____YMINT_____ 

3.04       0.005      0.020     0.        0.005 

AKTI______XABS1_____XABS2_____HABS1_____HABS2_____ 

00.          20.      10.        2.8      2.8 

AMP1______AMP2______ 

0.1         0.05 

VISCOS____ 

1.00000E-6 

VISINF____XVIS1_____XVIS2_____DEPVIS____ 

+1.e3         20.        40.     +0. 

IDAT_IEXP_ 

7      2 

XDAT 

10. 

20. 

30. 

40. 

50. 

60. 

89. 

 

 

  



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 106 - 
 

Amorgos v4 

 

UVPVKET 

113   1 

NI___NJ___IGEX_JCUT_ 

3000  080   1   -1 

IPST_IEAS_INTP_NWAB_ 

100   500   +0  +80 

ISUR_ISPL_LINV_NORC_IPRI_ 

1     00   +1    +1  -002 

NORU_NORP_IPIS_ISTR_IPER_ 

1     +2    4    03  001 

NWES_NEAS_NSOT_LASP_NOSL_ 

2    +2    0     -2   +0 

NSU__NSV__NSP__LAXU_LAXV_ 

2     2    60   +1    +1 

MAXI_MAST_MAX1_NOBR_MODV_ 

500  70000  030  +3  +0 

ISAV_KSAV_MSAV_ 

1000  050 100   

JPRE_IMON_JMON_KCRT_ 

0     00   005  0000 

GRAV______VELIN_____SORMAX____ 

9.81        3.00     -0.04 

FACTOP____TANMAX____VOLSUR____DYMAX_____ATTN______ 

1.005       60.        +2.0     0.00500  +0.0   

DT0_______DELTAT____PERIOD____TIMEL_____TANIM_____ 

 -.000      0.003     -3.        -0.000    +100. 

XFIRST____XLAST_____DEAST_____DPISTV____ 

0.          200.      100.0      0.00 

AMPL0_____TSUNAM____PISTON____PADDLE____PHASE_____ 

0.00       +0.0        +3.    -0.00        -00. 

URFU______URFV______URFP______ 

0.5          0.5     +0.3   

DEPTH_____DSUR______DBOT______DSIDE_____YMINT_____ 

3.04       0.005      0.020     0.        0.005 

AKTI______XABS1_____XABS2_____HABS1_____HABS2_____ 

00.          20.      10.        2.8      2.8 

AMP1______AMP2______ 

0.1         0.05 

VISCOS____ 

1.00000E-6 

VISINF____XVIS1_____XVIS2_____DEPVIS____ 

-1.e4         20.        80.     +0. 

IDAT_IEXP_ 

7     -2 

XDAT 

10. 

20. 

30. 

40. 

50. 

60. 

89. 

 

  



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 107 - 
 

Kavala v1 

 

UVPVKET 

113   1 

NI___NJ___IGEX_JCUT_ 

3000  080   1   -1 

IPST_IEAS_INTP_NWAB_ 

000   500   +0  +80 

ISUR_ISPL_LINV_NORC_IPRI_ 

1     00   +1    +1  -002 

NORU_NORP_IPIS_ISTR_IPER_ 

1     +2    4    03  001 

NWES_NEAS_NSOT_LASP_NOSL_ 

2    +2    0     -2   +0 

NSU__NSV__NSP__LAXU_LAXV_ 

2     2    60   +1    +1 

MAXI_MAST_MAX1_NOBR_MODV_ 

030  70000  030  +3  +0 

ISAV_KSAV_MSAV_ 

1000  050 100   

JPRE_IMON_JMON_KCRT_ 

0     00   005  0000 

GRAV______VELIN_____SORMAX____ 

9.81        3.00     -0.04 

FACTOP____TANMAX____VOLSUR____DYMAX_____ATTN______ 

1.005       60.        +2.0     0.00500  +0.0   

DT0_______DELTAT____PERIOD____TIMEL_____TANIM_____ 

 -.000      0.005     -5.        -0.000    +100. 

XFIRST____XLAST_____DEAST_____DPISTV____ 

0.          200.      100.0      0.00 

AMPL0_____TSUNAM____PISTON____PADDLE____PHASE_____ 

0.20       +0.0        +0.     -2.00        -00. 

URFU______URFV______URFP______ 

0.5          0.5     +0.3   

DEPTH_____DSUR______DBOT______DSIDE_____YMINT_____ 

3.00       0.005      0.020     0.        0.005 

AKTI______XABS1_____XABS2_____HABS1_____HABS2_____ 

00.          20.      10.        2.8      2.8 

AMP1______AMP2______ 

0.1         0.05 

VISCOS____ 

1.00000E-6 

VISINF____XVIS1_____XVIS2_____DEPVIS____ 

+1.e4         20.        80.     +0. 

IDAT_IEXP_ 

7      2 

XDAT 

10. 

20. 

30. 

40. 

50. 

60. 

89. 

 

 

  



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 108 - 
 

Samos v1 

UVPVKET 

113   1 

NI___NJ___IGEX_JCUT_ 

3000  080   1   -1 

IPST_IEAS_INTP_NWAB_ 

100   500   +0  +80 

ISUR_ISPL_LINV_NORC_IPRI_ 

1     00   +1    +1  -002 

NORU_NORP_IPIS_ISTR_IPER_ 

1     +2    4    03  001 

NWES_NEAS_NSOT_LASP_NOSL_ 

1    +1    0     -2   +0 

NSU__NSV__NSP__LAXU_LAXV_ 

2     2    60   +1    +1 

MAXI_MAST_MAX1_NOBR_MODV_ 

030  70000  030  +3  +0 

ISAV_KSAV_MSAV_ 

1000  050 100   

JPRE_IMON_JMON_KCRT_ 

0     00   005  0000 

GRAV______VELIN_____SORMAX____ 

9.81        0.00     -0.04 

FACTOP____TANMAX____VOLSUR____DYMAX_____ATTN______ 

1.005       60.        +2.0     0.00500  +0.0   

DT0_______DELTAT____PERIOD____TIMEL_____TANIM_____ 

 -.000      0.005     -3.        -0.000    +100. 

XFIRST____XLAST_____DEAST_____DPISTV____ 

0.          200.      100.0      0.00 

AMPL0_____TSUNAM____PISTON____PADDLE____PHASE_____ 

0.20       +0.0        +3.    +2.00        -00. 

URFU______URFV______URFP______ 

0.5          0.5     +0.3   

DEPTH_____DSUR______DBOT______DSIDE_____YMINT_____ 

3.04       0.005      0.020     0.        0.005 

AKTI______XABS1_____XABS2_____HABS1_____HABS2_____ 

00.          20.      10.        2.8      2.8 

AMP1______AMP2______ 

0.1         0.05 

VISCOS____ 

1.00000E-6 

VISINF____XVIS1_____XVIS2_____DEPVIS____ 

+1.e4         20.        80.     +0. 

IDAT_IEXP_ 

7      2 

XDAT 

10. 

20. 

30. 

40. 

50. 

60. 

89. 

 

 

 

  



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 109 - 
 

Wgen c1 

 

UVPVKET 

113   1 

NI___NJ___IGEX_JCUT_ 

3000  080   2   -2 

IPST_IEAS_INTP_NWAB_ 

100   500   +0  +80 

ISUR_ISPL_LINV_NORC_IPRI_ 

1     00   +1    +1  -002 

NORU_NORP_IPIS_ISTR_IPER_ 

1     +2    4    03  001 

NWES_NEAS_NSOT_LASP_NOSL_ 

1    +1    0     -2   +0 

NSU__NSV__NSP__LAXU_LAXV_ 

2     2    60   +1    +1 

MAXI_MAST_MAX1_NOBR_MODV_ 

030  70000  030  +3  +0 

ISAV_KSAV_MSAV_ 

1000  050 100   

JPRE_IMON_JMON_KCRT_IPLO_ 

0     00   005  0000  +1 

GRAV______VELIN_____SORMAX____ 

9.81        0.00     -0.04 

FACTOP____TANMAX____VOLSUR____DYMAX_____ATTN______ 

1.005       60.        +2.0     0.00500  +1.0   

DT0_______DELTAT____PERIOD____TIMEL_____TANIM_____ 

 -.000      0.005     -3.        -0.000    +100. 

XFIRST____XLAST_____DEAST_____DPISTV____ 

0.          200.      100.0      0.00 

AMPL0_____TSUNAM____PISTON____PADDLE____PHASE_____ 

0.20       +0.0        +3.0    -2.00        -00. 

URFU______URFV______URFP______ 

0.5          0.5     +0.3   

DEPTH_____DSUR______DBOT______DSIDE_____YMINT_____ 

3.00       0.005      0.020     0.        0.005 

AKTI______XABS1_____XABS2_____HABS1_____HABS2_____ 

00.          20.      10.        2.8      2.8 

AMP1______AMP2______ 

0.1         0.05 

VISCOS____ 

1.00000E-6 

VISINF____XVIS1_____XVIS2_____DEPVIS____ 

-0.e9         60.        90.     +0. 

IDAT_IEXP_ 

7      0 

XDAT 

10. 

20. 

30. 

40. 

50. 

60. 

89. 

 

 

  



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 110 - 
 

Wgen c2 

UVPVKET 

113   1 

NI___NJ___IGEX_JCUT_ 

3000  080   2   -2 

IPST_IEAS_INTP_NWAB_ 

100   000   +0  +00 

ISUR_ISPL_LINV_NORC_IPRI_ 

1     00   +1    +1  -002 

NORU_NORP_IPIS_ISTR_IPER_ 

1     +2    4    03  001 

NWES_NEAS_NSOT_LASP_NOSL_ 

1    +1    0     -2   +0 

NSU__NSV__NSP__LAXU_LAXV_ 

2     2    60   +1    +1 

MAXI_MAST_MAX1_NOBR_MODV_ 

030  70000  030  +3  +0 

ISAV_KSAV_MSAV_ 

1000  050 100   

JPRE_IMON_JMON_KCRT_IPLO_ 

0     00   005  0000  +1 

GRAV______VELIN_____SORMAX____ 

9.81        0.00     -0.04 

FACTOP____TANMAX____VOLSUR____DYMAX_____ATTN______ 

1.005       60.        +2.0     0.00500  +1.0   

DT0_______DELTAT____PERIOD____TIMEL_____TANIM_____ 

 -.000      0.005     -2.        -0.000    +100. 

XFIRST____XLAST_____DEAST_____DPISTV____ 

0.          100.      000.0      0.00 

AMPL0_____TSUNAM____PISTON____PADDLE____PHASE_____ 

0.10       +0.0        +3.0    -2.00        -00. 

URFU______URFV______URFP______ 

0.5          0.5     +0.3   

DEPTH_____DSUR______DBOT______DSIDE_____YMINT_____ 

3.00       0.005      0.020     0.        0.005 

AKTI______XABS1_____XABS2_____HABS1_____HABS2_____ 

50.          20.      00.        2.8      2.8 

AMP1______AMP2______ 

0.0         0.00 

VISCOS____ 

1.00000E-6 

VISINF____XVIS1_____XVIS2_____DEPVIS____ 

-0.e9         60.        90.     +0. 

IDAT_IEXP_ 

7      0 

XDAT 

10. 

20. 

30. 

40. 

50. 

60. 

89. 

 

 

  



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 111 - 
 

Wgen c6 

 

UVPVKET 

111   1 

NI___NJ___IGEX_JCUT_ 

2000  100   2   -2       

IPST_IEAS_INTP_NWAB_ 

50    00   +1  +40 

ISUR_ISPL_LINV_NORC_IPRI_ 

1     00   +1    +1  -002 

NORU_NORP_IPIS_ISTR_IPER_ 

1     +2    4    02  001 

NWES_NEAS_NSOT_LASP_NOSL_ 

1    +1    0     -2   +1 

NSU__NSV__NSP__LAXU_LAXV_ 

2     2    60   +0    +0 

MAXI_MAST_MAX1_NOBR_MODV_ 

030  70000  030  +3  +0 

ISAV_KSAV_MSAV_ 

1000  050 100   

JPRE_IMON_JMON_KCRT_IPLO_ 

0     00   005  0000  +1 

GRAV______VELIN_____SORMAX____ 

9.81        0.00     -0.04 

FACTOP____TANMAX____VOLSUR____DYMAX_____ATTN______ 

1.005       60.        +2.0     0.00500  +0.0 

DT0_______DELTAT____PERIOD____TIMEL_____TANIM_____ 

 -0.005     0.0050    -5.        -0.500    +200. 

XFIRST____XLAST_____DEAST_____DPISTV____ 

0.           100.      0.0      1.0 

AMPL0_____TSUNAM____PISTON____PADDLE____PHASE_____ 

0.4         5.         0.        0.             0. 

URFU______URFV______URFP______ 

0.5          0.5     +0.3   

DEPTH_____DSUR______DBOT______DSIDE_____YMINT_____ 

3.00       0.005      0.020     0.000      0.000  

AKTI______XABS1_____XABS2_____HABS1_____HABS2_____ 

50.          50.      00.        2.8      2.8 

AMP1______AMP2______ 

0.0         0.0 

VISCOS____ 

1.00000E-6 

VISINF____XVIS1_____XVIS2_____DEPVIS____ 

-0.e5         00.        00.     +0. 

IDAT_IEXP_ 

7      04 

XDAT 

10. 

20. 

30. 

40. 

50. 

60. 

99. 

 

 

  



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 112 - 
 

 

  



Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 113 - 
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Αριθμητική διερεύνηση διάδοσης διδιάστατων κυματισμών σε περιβάλλον με ιξώδες 

 

ΔΠΜΣ Ναυτικής και θαλάσσιας τεχνολογίας κι επιστήμης Σελίδα - 114 - 
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Πολυωνυμική παρεμβολή σε ανομοιόμρφα πλέγματα 



A.Triantafyllou ΔΠΜΣ Ναυτική και Θαλάσσια Τεχνολογία M.Papadopoulos 

Quadratic Interpolation Σελίδα 1 
 

 

Σ’ αυτό το μέρος της διπλωματικής εργασίας γίνεται διερεύνηση της μεθόδου των 

πεπερασμένων όγκων ελέγχου με σχήματα ανώτερης τάξης μέσω της πολυωνυμικής 

προσέγγισης σε μη ισαπέχοντα πλέγματα.  

Τα μη ισαπέχοντα πλέγματα χρησιμοποιούνται πολλές φορές σε περίπλοκες 

γεωμετρίες ή σε περιπτώσεις όπου εφαρμόζεται πύκνωση ή αραίωση έτσι ώστε να 

υπάρχει καλή προσέγγιση γύρω από ένα σώμα που θέλουμε να εξετάσουμε τη ροή που 

το περιβάλει  κοντά σε αυτό αλλά θα ήταν υπολογιστικά ασύμφορο να διατηρήσουμε την 

ίδια πυκνή διαμέρηση μακριά απ το σώμα που τα φαινόμενα δεν είναι έντονα και οι 

κλίσεις των μεγεθών που προσεγγίζουμε είναι πολύ μικρές.  

Το σχήμα που διερευνάται είναι παρόμοιο με το σχήμα QUICK (Quadratic 

Upstream Interpolation for Convective Kinetics) του Leonard (1979) με τη διαφορά ότι 

οι κόμβοι του διακριτοποιημένου πεδίου δεν είναι ισαπέχοντες. Το γεγονός ότι στη 

βιβλιογραφία δεν υπάρχουν εκτενείς αναφορές για αυτό το σχήμα είχε ως αποτέλεσμα 

να «χτίσουμε» αυτό το σχήμα από την αρχή. 

Στη συνέχεια έγινε μια επιφανειακή διερεύνηση για το αν αυτό το σχήμα μπορεί να 

εισαχθεί υπό  TVD (Total Variation Diminishing) περιορισμούς όπου καταφέραμε να 

εκφράσουμε το σχήμα με τη γραμμική μορφή που απαιτείται , δεν έχει γίνει όμως 

έλεγχος για τα όρια (TVD Limiters) αν δηλαδή αυτά αλλάζουν σε μη ισαπέχοντα 

πλέγματα. 

Στη συνέχεια έγινε μία πρώτη δοκιμή σε μία απλή μονοδιάστατη περίπτωση συναγωγής 

(μεταφοράς)- διάχυσης όπου περιγράφονται οι αλγεβρικές πράξεις , η εύρεση των 

συντελεστών, τα διαγράμματα των περιπτώσεων και τα συνοπτικά σχόλια. 

Η ακόλουθη διερεύνηση έγινε από κοινού με το συνάδελφο κο  Παπαδόπουλο Μάρκο.  
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QUADRATIC  INTERPOLATION 

Αναζητούμε ένα πολυώνυμο παρεμβολής τέτοιο ώστε : 

( )c cp x   '( ) 'c cp x   και ''( ) ''c cp x   

Προκύπτει λοιπόν (Taylor) ότι: 

2''
( ) ( ) ' ( )

2

c
c cp x x c x c


      

 

 

Στην περίπτωσή μας : 

 

22
( ) 1( ) 0

2
e e p e p

D
x x D x x D       
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Όπου D2,D1,D0 η δεύτερη, η πρώτη και η μηδενική παράγωγος στο σημείο e. 

Αντικαθιστώντας όπου xe τις τιμές xE , xP και xW αντίστοιχα προκύπτουν οι παράγωγοι: 

 

1
2 2 E P P W

E P P W E W

D
x x x x x x

    
  

   
 

 

 
2

1
2

E P
E P

E P

D
D x x

x x

  
   

 
    

 

1 E P E P P W E P

E P E P P W E W

x x
D

x x x x x x x x

        
    

     
 

 

0 PD   

 

Τελικά για upstream διαφόριση προκύπτει ότι: 

 

21
( )

( )

E P P W
e e P

E P P W E W

E P E P P W E P
e P P

E P E P P W E W

x x
x x x x x x

x x
x x

x x x x x x x x

    
     

   

        
      

     

  

 

 

 



A.Triantafyllou ΔΠΜΣ Ναυτική και Θαλάσσια Τεχνολογία M.Papadopoulos 

Quadratic Interpolation Σελίδα 4 
 

 

( )( ) ( )( ) ( )( )
1

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

( )( )

e P e W e P e E e P e W
e E P

E P E W P W E W E P E W

e P e E
W

P W E W

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x

x x x x

        
         

        

  
  

  

 

 

Και αντίστοιχα: 

( )( ) ( )( ) ( )( )
1

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

( )( )

w W w WW w W w P w W w WW
w P W

P W P WW W WW P WW P W P WW

w W w P
WW

W WW P WW

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x

x x x x

        
         

        

  
  

  

 

 

Θέτοντας: 

( )( )
1

( )( )

e P e W

E P E W

x x x x
UE

x x x x

 


    

( )( )
2

( )( )

e P e E

P W E W

x x x x
UE

x x x x

 


     

 

 1 1 1 2 2e E P WUE UE UE UE            

 

και 

( )( )
1

( )( )

w W w WW

P W P WW

x x x x
UW

x x x x

 


   

( )( )
2

( )( )

w W w P

W WW P WW

x x x x
UW

x x x x

 


     

 

 1 1 1 2 2w P W WWUW UW UW UW            
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Θεωρώντας ότι τα σημεία e ,w βρίσκονται στο μεσοδιάστημα μεταξύ των κόμβων P-E και 

W-P αντίστοιχα δηλαδή 

 E Px x x     και  
2

e P

x
x x


   

 P Wx x x    και  
2

w W

x
x x


   

Προκύπτουν οι μεταβλητοί συντελεστές UE1,UE2,UW1 και UW2 

1
1 1

4

P W

E W

x x
UE

x x

 
  

 
    , 

21 ( )
2

4 ( )( )

E P

P W E W

x x
UE

x x x x


 

   

1
1 1

4

W WW

P WW

x x
UW

x x

 
  

 
    , 

21 ( )
2

4 ( )( )

P W

W WW P WW

x x
UW

x x x x


 

   

 

Όπου φαίνεται ότι οι παραπάνω συντελεστές είναι ανεξάρτητοι των e και w όπως ήταν 

αναμενόμενο. 

Κατ’ αντιστοιχία τα ίδια ισχύουν και για downstream διαφόριση: 
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( )( ) ( )( ) ( )( )
1

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

( )( )

e E e EE e E e P e E e EE
e P E

P E P EE E EE P EE P E P EE

e E e P
EE

E EE P EE

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x

x x x x

        
         

        

  
  

  
 

 

( )( ) ( )( ) ( )( )
1

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

( )( )

w P w E w P w W P w E w
w W P

W P W E P E W E P W E W

w P w W
E

P E W E

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x

x x x x

        
         

        

  
  

  
 

 

 

( )( )
1

( )( )

e E e EE

P E P EE

x x x x
DE

x x x x

 


      ,  

( )( )
2

( )( )

e E e P

E EE P EE

x x x x
DE

x x x x

 


 
 

1 [1 ( 1 2)] 2e P E EEDE DE DE DE          

 

( )( )
1

( )( )

w P w E

W P W E

x x x x
DW

x x x x

 


 
    ,  

( )( )
2

( )( )

w P w W

P E W E

x x x x
DW

x x x x

 


 
 

 

1 [1 ( 1 2)] 2w W P EDW DW DW DW          

 

Θεωρώντας ότι τα σημεία e ,w βρίσκονται στο μεσοδιάστημα μεταξύ των κόμβων P-E και 

W-P αντίστοιχα δηλαδή 

 P Ex x x  
  

 
2

e E

x
x x


  

  
 W Px x x  

  
 

2
w P

x
x x


    
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1
1 1

4

E EE

P EE

x x
DE

x x

 
  

 
  , 

21 ( )
2

4 ( )( )

E P

E EE P EE

x x
DE

x x x x


 

 
 

 

1
1 1

4

P E

W E

x x
DW

x x

 
  

 
    , 

21 ( )
2

4 ( )( )

W P

P E W E

x x
DW

x x x x


 

 
 

 

Αν θεωρήσουμε ότι το Δx είναι σταθερό καθ’ όλη τη διαδρομή οι μεταβλητοί συντελεστές 

γίνονται σταθεροί. 

UE1=3/8 UE2=-1/8 UW1=3/8 UW2=-1/8 

DE1=3/8 DE2=-1/8 DW1=3/8 DW2=-1/8 

Προκύπτει λοιπόν η προσέγγιση QUICK: 

UPSTREAM: 

3 6 1

8 8 8
e E P W      

 

 

3 6 1

8 8 8
w P W WW        

 

DOWNSTREAM: 

3 6 1

8 8 8
e P E EE      

 

 

3 6 1

8 8 8
w W P E      
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Upstream 

east Μεταβλητό Δχ Μεταβλητό Δχ στο κέντρο Σταθερό Δχ 

UE1 ( )( )

( )( )

e P e W

E P E W

x x x x

x x x x

 

 
 

1
1

4

P W

E W

x x

x x

 
 

 
 

3

8  

UE2 ( )( )

( )( )

e P e E

P W E W

x x x x

x x x x

 

 
 

21 ( )

4 ( )( )

E P

P W E W

x x

x x x x




 
 

1

8
  

 1 1 1 2 2e E P WUE UE UE UE            

west Μεταβλητό Δχ Μεταβλητό Δχ στο κέντρο Σταθερό Δχ 

UW1 ( )( )

( )( )

w W w WW

P W P WW

x x x x

x x x x

 

 
 

1
1

4

W WW

P WW

x x

x x

 
 

 
 

3

8
 

UW2 ( )( )

( )( )

w W w P

W WW P WW

x x x x

x x x x

 

 
 

21 ( )

4 ( )( )

P W

W WW P WW

x x

x x x x




 
 

1

8
  

 1 1 1 2 2w P W WWUW UW UW UW            

 

Downstream 

east Μεταβλητό Δχ Μεταβλητό Δχ στο κέντρο Σταθερό Δχ 

DE1 ( )( )

( )( )

e E e EE

P E P EE

x x x x

x x x x

 

   
1

1
4

E EE

P EE

x x

x x

 
 

 
 

3

8  

DE2 ( )( )

( )( )

e E e P

E EE P EE

x x x x

x x x x

 

   

21 ( )

4 ( )( )

E P

E EE P EE

x x

x x x x




 
 

1

8
  

1 [1 ( 1 2)] 2e P E EEDE DE DE DE          

west Μεταβλητό Δχ Μεταβλητό Δχ στο κέντρο Σταθερό Δχ 

DW1 ( )( )

( )( )

w P w E

W P W E

x x x x

x x x x

 

   
1

1
4

P E

W E

x x

x x

 
 

 
 

3

8  

DW2 ( )( )

( )( )

w P w W

P E W E

x x x x

x x x x

 

 
 

21 ( )

4 ( )( )

W P

P E W E

x x

x x x x




 
 

1

8
  

1 [1 ( 1 2)] 2w W P EDW DW DW DW          

 

Πίνακας Μεταβλητών Συντελεστών 
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Για Upstream μεταβολές θέτοντας 
P W

E W

x x
a

x x





  προκύπτουν οι συντελεστές Σταθερού 

Δχ στο κέντρο: 

1
1

4
UE

 
  και 

21 1
2 2

4

a
UE

a

 
  

 
 

Εν τέλει: 

 
22 11

4 4 4
e E P W

aa a a

a a a

 
          για  

P W

E P

r
 


 

 

 
 

2
11 1

2 2 2
e P E P

aa
r

a

 
      

  
 

Δηλαδή 

 
 

2
11

2 2

aa
r r

a


    

Τα όρια για TVD σχήματα δεύτερης τάξεως είναι: 

Για  0 1r   ,   2r r r      και    1r   

Για  1r   ,  r r     και   1 2r    

Προκύπτουν λοιπόν τα παρακάτω διαγράμματα  Ψ(r)-r  και  α-r : 
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Από τα προηγούμενα διαγράμματα βλέπουμε ότι η μόνη περίπτωση όπου πληρείται η 

συνθήκη Ψ(1)=1 είναι για α=0.5 δηλαδή στο σχήμα QUICK ενώ στις υπόλοιπες 

περιπτώσεις παρουσιάζεται ασυνέχεια κοντά στην περιοχή του (1,1). Επίσης για α 

μικρότερο της τιμής 0.33 δεν υπάρχει καμία περιοχή που να ανταποκρίνεται. 

Σημειώνεται ότι για r<0.4 βρισκόμαστε εκτός σχήματος TVD ανεξαρτήτου α. 

Από την πρώτη στήλη του προηγούμενου πίνακα παίρνουμε: 

e P

E P

x x

x x





  

 

 
 

2
2 (1 ) 11

2 ( )
2

e P E P

a
r

a

 
   

  
        

  
 

Δηλαδή: 

 
2

2 (1 ) 1
( ) 2 ( )

a
r r

a

 
   

  
     

  
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Απουσία πηγών η μόνιμη συναγωγή και διάχυση κάποιας ιδιότητας Φ σε δεδομένο 

μονοδιάστατο πεδίο ροής ταχύτητας u είναι: 

( ) ( )
d d d

u
dx dx dx


   

 

Και για να διατηρείται η συνέχεια: 

( ) 0
d

u
dx

 
 

 

 

( ) ( )e w

e w

d d
u u

dx dx

 
   

   
        

     

Ολοκληρώνοντας την εξίσωση της συνέχειας παίρνουμε: 

( ) ( ) 0e wu u      

Θέτοντας δύο μεταβλητές F και D  για να εκφράσουμε τη συναγωγική διακύμανση και 

διάχυση αντίστοιχα παίρνουμε: 

F u  και D
x


  

w

WP

D
x


  e

PE

D
x


   , w wF u  e eF u
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Υπολογισμός συντελεστών για ενδιάμεσους κόμβους: 

( ) ( )e e w w e E P w P WF F D D          

P P W W E E WW WWa a a a        

Από τις εκφράσεις των e  και w  προκύπτει ο παρακάτω πίνακας συνελεστών. 

Wa  Ea  WWa  Pa  

[1 ( 1 2)] 2w w eF UW UW D FUE   

 

1e eD FUE

 

2wF UW

 

( )E W WW e wa a a F F   

 

 

Όπου οι τιμές των 1UE  , 2UE  , 1UW  , 2UW  μπορούν να βρεθούν από τον προηγούμενο 

πίνακα μεταβλητών συντελεστών (μεταβλητό Δχ στο κέντρο). 
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Για να υπολογίσουμε τον πρώτο κόμβο κάνουμε προεκβολή στο εσωτερικό του συνόρου 

χρησιμοποιώντας γραμμική παρεμβολή έτσι ώστε: 

0 2W A P     , P w w Wx x x x    

Προκύπτει λοιπόν:  

1 (1 1 2 2) 2 2e E P AUE UE UE UE          

Για τον προσδιορισμό της κλίσης στο σύνορο πρέπει να ικανοποιείται η εξίσωση του 

πολυωνύμου: 

2

0 1 2( )x x x     
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0

( ) ( )

( )( ) ( )( )

E W P w P W E w
w

P W E P E W E P

x x x x

x x x x x x x x


   
  

     

1

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

E W P w P W E w

P W E P E W E P

x x x x

x x x x x x x x


     
 

     

2

( ) ( )

( )( ) ( )( )

E w P w

E W E P P W E Px x x x x x x x


   
 

   
 

Προκύπτει λοιπόν: 

 

( )( 2 ) ( )(2 )

( )( ) ( )( )

P w E W i E w i P W

i P W E P E W E P

x x x x x x

x x x x x x x x x

        
 

    

 

Και αντίστοιχα για τα σύνορα ανάντι και κατάντι (Α και Β αντίστοιχα): 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

P A E A E A P A

A P A E P E A E P

x x x x

x x x x x x x x x

      
 

      

 

 

( )(2 ) ( )( )

( )( ) ( )( )

B W B P W P W B W

B B W B P P W B P

x x x x x

x x x x x x x x x

       
 

    
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Έχουμε λοιπόν:

 

 1 (1 1 2 2) 2 2e P A A AF UE UE UE UE F           

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )

P A E A E A P A
e P A

P A E P E A E P

x x x x
D D

x x x x x x x x


      
     

    
 

 

2 ( )
1 2 2

( )

P

A E A
e e e e P

E P

a

D x x
F FUE FUE D

x x

 
      

   

22 ( )
1 2 1 2 2

( )( )

E P

A P A P A
e e E A A e A

E A E P E A

a S

D x x x x
D FUE F D FUE

x x x x x x



     
          

        

( )P E e A Pa a F F S     

 

 

 

Για τον δεύτερο κόμβο προκύπτει αντίστοιχα: 

 

 

 

   1 2 1 2 2 2 2

PE W

e e w w e w w W w A

Sa a

D FUE D F FUE F UW F UW F UW



         

 

( )P W E e A Pa a a F F S      

 1 2 1

P

e e e w e w P

a

F FUE FUE F UW D D      
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Στον τελευταίο κόμβο πρίν το σύνορο έχουμε: 

 1 1 1 2 2B B w P W WWF F UW UW UW UW             

  
  

  
  

 
2B W B P W P W B W

B w P W

B W B P P W B P

x x x x x
D

x x x x x x x x

       
      

    
 

 

 

Οπότε προκύπτει: 

2 ( )
1

P

B B W
W W P

P W

a

D x x
D F UW

x x

 
    

   

 

2 ( ) 2 (2 )
1 2

2 (2 )
2

W

WW

P

B B W B B P W
W w w W W

P W B W

a

B B P W
w WW B B

B W
a

S

D x x D x x x
D F UW F UW F

x x x x

D x x x
F UW F

x x



   
        

  

  
     

 

 

Προκύπτει λοιπόν ο παρακάτω πίνακας συντελεστών: 
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Node Type αWW αW αE -SP 

1 

Non 
Uniform 

0 

 

0 

 

22 ( )
1

( )( )

A P A
e e

E A E P

D x x
D FUE

x x x x


 

 

 

2 1 2 2P A
A A e

E A

x x
F D FUE

x x

 
   

 

 

QUICK 0 0 
1 3

3 8
e A eD D F   

8 1

3 4
A A eF D F   

2 

Non 
Uniform 

0 2 1 2 2w w e w wD F FUE F UW F UW     1e eD FUE  2 2wF UW  

QUICK 0 
1 7

8 8
w e wD F F   

3

8
e eD F  

1

4
wF  

3÷ 

n-1 

Non 
Uniform 

2wF UW

 
[1 ( 1 2)] 2w w eF UW UW D FUE     1e eD FUE  0 

QUICK 
1

8
wF  

1 3

8 4
w e wD F F   

3

8
e eD F  0 

n 

Non 
Uniform 

2wF UW

 

2 ( ) 2 (2 )
1 2B B W B B P W

W w w W

P W B W

D x x D x x x
D F UW F UW F

x x x x

  
    

 

 

0 
2 (2 )B B P W

B

B W

D x x x
F

x x

 



 

QUICK 
1

8
wF  

1 3

3 4
w B wD D F   0 

8

3
B BD F  
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Θεωρούμε την περίπτωση απλής μόνιμης μονοδιάστατης ροής με τα ακόλουθα 

δεδομένα: 

ρ=1kg/m3  

Γ=0.1kg/m x s 

ΦΑ=1 

ΦΒ=0 

Προσπαθούμε λοιπόν να βρούμε τις τιμές της μεταβλητής Φ για διάφορες τιμές της 

ταχύτητας και για διάφορες τιμές του γεωμετρικού συντελεστή (α) όπου 
P W

E W

x x
a

x x





 

 

 

Η ακριβής λύση (Exact Solution) είναι η λύση της διαφορικής εξίσωσης και είναι: 

( / )

( / )

1
( ) ( )

1

ux

uL

e
x

e







   

 
      

 
 

Προκύπτουν λοιπόν τα διαγράμματα για U=0.1 ,0.5, 1,1.5 m/s αντίστοιχα. 

  

U

U

U







Frame 001  10 Jul 2012  No DatasetFrame 001  10 Jul 2012  No Dataset
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Διάγραμμα ισοσταθμικών μεγίστου σφάλματος 

 

Από τα προηγούμενα διαγράμματα παρατηρούμε οτι για μικρές τιμές της ταχύτητας 

έχουμε αρκετά καλή σύγκλιση σε όλα τα πλέγματα ενώ όσο αυξάνεται η τιμή της 

ταχύτητας παρατηρούμε αξιόπιστες προσεγγίσεις μόνο για τιμές του συντελεστή (α) 

μεγαλύτερες του 0.45. 

Από το διάγραμμα των ισοσταθμικών του μεγίστου λογαριθμικού σφάλματος 

προκύπτει οτι υπάρχει μία περιοχή για (α) μεταξύ 0.55 έως 0.65 όπου η προσέγγιση 

διατηρείται σε αρκετά καλά επίπεδα ακρίβειας ανεξαρτήτως της ταχύτητας. 

Ακολουθούν τα συγκριτικά διαγράμματα με το άναντες σχήμα διαφορών ‘οπου είναι 

εμφανής η ανάγκη το σχήμα να είναι φραγμένο: 
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