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1. Εισαγωγή 
 

Ως υδροστρόβιλοι δράσης ορίζονται οι υδροστρόβιλοι στους οποίους όλη η µεταβολή πίεσης 

συµβαίνει στο στάτορα. Πρακτικά ο στάτορας είναι ακροφύσιο/α στο οποίο σχηµατίζεται µια δέσµη 

νερού που κατευθύνεται στο δροµέα. Ο δροµέας µεταβάλλει την κατεύθυνση της ροής και, κατά 

συνέπεια, αναπτύσσεται ροπή και µεταφέρεται ενέργεια από το ρευστό στον άξονα του 

υδροστροβίλου. Η λειτουργία γίνεται σε ατµοσφαιρικό περιβάλλον, παρουσία αέρα. Τέτοιοι 

υδροστρόβιλοι είναι οι Pelton και Turgo. Αντίθετα, στους υδροστρόβιλους αντίδρασης η πίεση 

αλλάζει πριν και µετά το δροµέα, ο δροµέας είναι πλήρως εµβαπτισµένος σε νερό και το περίβληµα 

σφραγισµένο. Η µελέτη υδροστροβίλων απαιτεί την κατανόηση των µηχανισµών και των ροϊκών 

φαινοµένων που αναπτύσσονται κατά την λειτουργία τους και αυτό µπορεί να γίνει µε τρεις τρόπους, 

που συχνά επικαλύπτονται και αλληλοσυµπληρώνονται: 

- Με χρήση αναλυτικών προσεγγιστικών µοντέλων 

- Με προσοµοίωση των ροϊκών φαινοµένων 

- Με πειραµατικές δοκιµές και µετρήσεις 

Στην παρούσα εργασία αποδίδεται ιδιαίτερη βαρύτητα στην προσοµοίωση της ροής. 

Η προσοµοίωση ροών απαιτεί την επίλυση των εξισώσεων ροής που εκφράζουν την διατήρηση 

της µάζας, της ορµής και την ενέργειας. Η επίλυση των εξισώσεων ροής µπορεί να γίνει 

χρησιµοποιώντας δυο διαφορετικές θεωρήσεις: µε θεώρηση κατά Euler ή κατά Lagrange. Στη 

θεώρηση Euler τα υπολογιστικά στοιχεία παραµένουν ακίνητα στον χώρο. Αντίθετα στην θεώρηση 

κατά Lagrange τα υπολογιστικά στοιχεία κινούνται παρακολουθώντας την ροή. Ένας άλλος τρόπος 

κατηγοριοποίησης των µεθόδων επίλυσης της ροής είναι σε πλεγµατικές και µη πλεγµατικές. Στις 

πλεγµατικές µεθόδους τα υπολογιστικά στοιχεία είναι συνδεδεµένα µεταξύ τους µε προκαθορισµένο 

τρόπο, ο οποίος καθορίζει και τις διακριτοποιηµένες προσεγγιστικές σχέσεις που χρησιµοποιούνται 

για την επίλυση των εξισώσεων. Αντίθετα, στις µη πλεγµατικές µεθόδους δεν υπάρχει συνδεσιµότητα 

µεταξύ των υπολογιστικών στοιχείων, ή τουλάχιστον δεν ορίζεται ρητά·  οι προσεγγιστικές σχέσεις 

υπολογίζονται µε βάση το ασύνδετο σύνολο υπολογιστικών στοιχείων. Οι κλασικές µέθοδοι της 

υπολογιστικής ρευστοµηχανικής, όπως πεπερασµένες διαφορές, πεπερασµένα στοιχεία και 

πεπερασµένοι όγκοι είναι πλεγµατικές µέθοδοι µε θεώρηση κατά Euler, παρόλα αυτά η µέθοδος 

πεπερασµένων στοιχείων χρησιµοποιείται και µε θεώρηση κατά Lagrange για την επιστήµη αντοχής 

υλικών.  

Η θεώρηση κατά Lagrange παρουσιάζει ορισµένα πλεονεκτήµατα σε σχέση µε τη θεώρηση κατά 

Euler. ∆εδοµένου ότι δεν χρειάζεται να υπολογιστεί η παράγωγος συναγωγής, ο υπολογιστικός 

αλγόριθµος είναι απλούστερος. Η παρακολούθηση διεπιφανειών / ασυνεχειών είναι απλούστερη 

δεδοµένου ότι τα ίδια τα υπολογιστικά στοιχεία ακολουθούν τα εν λόγω χαρακτηριστικά. Παρόλα 

αυτά, η θεώρηση κατά Lagrange είναι προβληµατική όταν παρουσιάζονται µεγάλες παραµορφώσεις. 

Αυτός είναι και ο λόγος που θεώρηση κατά Lagrange χρησιµοποιείται ως επί το πλείστον στην 

υπολογιστική µηχανική στερεών. Μια πλεγµατική Lagrangian µέθοδος για την προσοµοίωση ροών θα 

ήταν προβληµατική λόγω της έντονης σχετική κίνησης των στοιχείων ρευστού, που θα παραµόρφωνε 

το υπολογιστικό πλέγµα, απαιτώντας τεχνική ανακατασκευής του πλέγµατος.  

Προσοµοίωση υδροστροβίλων ή τµηµάτων υδροστροβίλων ξεκίνησε από το 1978, αρχικά σε 

απλές γεωµετρίες αγωγών απαγωγής, χρησιµοποιώντας θεώρηση δυναµικής ροής και 2-διάστατη ροή, 

και µε την πάροδο του χρόνου χρησιµοποιώντας όλο και πιο πολύπλοκα αριθµητικά µοντέλα σε 

πλήρως 3-διάστατες και κινούµενες γεωµετρίες. Για τις προσοµοιώσεις αυτού του είδους 

χρησιµοποιήθηκαν πλεγµατικές υπολογιστικές τεχνικές µε θεώρηση κατά Euler.  

Η προσοµοίωση υδροστροβίλων δράσης µε τη χρήση πλεγµατικών Eulerian µεθόδων έγινε 

πρακτικά δυνατή µετά το 2000. Ο κύριος λόγος έχει να κάνει µε την πολυπλοκότητα των ροϊκών 
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φαινοµένων. Σε αντίθεση µε τους υδροστροβίλους αντίδρασης η ροή είναι διφασική, µε ελεύθερη 

επιφάνεια, µη-µόνιµη, ενώ περιλαµβάνει και κινούµενες γεωµετρίες. Παρόλο που πλέον υπάρχουν οι 

διαθέσιµες τεχνικές για την αντιµετώπιση των παραπάνω φαινοµένων, η προσοµοίωση ενός τέτοιου 

υδροστροβίλου είναι αρκετά χρονοβόρα και απαιτεί σηµαντική υπολογιστική ισχύ.  

Μια ενδιαφέρουσα εναλλακτική πρόταση  είναι η χρήση µη πλεγµατικής µεθόδου µε θεώρηση 

κατά Lagrange. Σε αυτήν την περίπτωση είναι δυνατή η αξιοποίηση των πλεονεκτηµάτων της 

θεώρησης κατά Lagrange, χωρίς να υπάρχουν προβλήµατα λόγω της παραµόρφωσης του 

υπολογιστικού πλέγµατος από την κίνηση των υπολογιστικών στοιχείων. Η θεώρηση κατά Lagrange 

δίνει την δυνατότητα εύκολης παρακολούθησης της ελεύθερης επιφάνειας - καθόσον δεν απαιτεί 

κάποια ειδική µεθοδολογία για την παρακολούθησή της- και χειρισµού κινούµενων γεωµετριών. 

Επιπροσθέτως η απουσία υπολογιστικού πλέγµατος και η χρήση ασύνδετων υπολογιστικών στοιχείων 

για τις προσεγγίσεις που απαιτούνται για την επίλυση των εξισώσεων ροής, επιτρέπει την 

προσοµοίωση φαινοµένων µε έντονες παραµορφώσεις, όπως για παράδειγµα κυµάτων. Ακόµα 

απλοποιεί την όλη διαδικασία της προσοµοίωσης, δεδοµένου ότι η κατασκευή πλέγµατος δεν είναι 

απλή υπόθεση, ειδικά για πολύπλοκες γεωµετρίες.  

Η παρούσα εργασία έχει σαν κύριο στόχο την ανάπτυξη της µη πλεγµατικής µεθόδου Smoothed 

Particle Hydrodynamics (που θα υποδηλώνεται στο εξής απλά µε την συντοµογραφία SPH), καθώς 

και των πιο σύγχρονων παραλλαγών της, για την προσοµοίωση διαφόρων τύπων ροών µε ή χωρίς 

ιξώδες. Η συγκεκριµένη µέθοδος έχει τα πλεονεκτήµατα που αναφέρθηκαν παραπάνω, δηλαδή είναι 

µη πλεγµατική και υιοθετεί Lagrangian θεώρηση. Η εν λόγω µέθοδος αναπτύχθηκε το 1977 και από 

τότε έχει εφαρµοστεί σε διάφορα ερευνητικά πεδία (συµπεριλαµβανοµένης και της µηχανικής 

ρευστών), κατά συνέπεια υπάρχει θεωρητικό υπόβαθρο και εµπειρία στη χρήση της, χωρίς να 

παραβλέπεται ότι υπάρχει ακόµη σηµαντικό περιθώριο ερευνητικής δραστηριότητας, δεδοµένου ότι 

υπάρχουν σηµεία της µεθόδου που χρήζουν βελτίωσης, όπως για παράδειγµα ο χειρισµός των ορίων.    

Ιδιαίτερη έµφαση δόθηκε στην προσοµοίωση ροών µε ελεύθερη επιφάνεια, καθώς η περιγραφή 

αυτού του τύπου ροής αποτελεί και το µεγαλύτερο πλεονέκτηµα της µεθόδου. Επιπλέον η µέθοδος 

SPH εφαρµόστηκε στην προσοµοίωση υδροστροβίλων δράσης, όπως Pelton και Turgo, και 

χρησιµοποιήθηκε για τη βελτιστοποίηση υδροστροβίλου Turgo, µε σκοπό την αύξηση του βαθµού 

απόδοσης του υδροστροβίλου.  

Τα πρωτότυπα σηµεία της παρούσας εργασίας συνοψίζονται παρακάτω: 

• Ανάπτυξη υπολογιστικών αλγορίθµων µε βάση τη µέθοδο SPH και των παραλλαγών της.  

• Εφαρµογή της µεθόδου για την προσοµοίωση υδροστροβίλων δράσης και το σχεδιασµό 

υδροστροβίλου Turgo.  

• Ανάπτυξη σχήµατος ακρίβειας δεύτερης τάξης για τις µεθόδους SPH που περιλαµβάνουν 

επιλύτες Riemann.  

Στα πλαίσια αυτής της εργασίας οι µέθοδοι που αναπτύχθηκαν, πιστοποιήθηκαν και 

δοκιµάστηκαν χρησιµοποιώντας αναλυτικές λύσεις (όπου ήταν διαθέσιµες), πειραµατικά και 

αριθµητικά αποτελέσµατα από την βιβλιογραφία, αλλά και αριθµητικά αποτελέσµατα από το 

εµπορικό υπολογιστικό πακέτο Fluent. Με τη χρήση του Fluent δεν υπονοείται ότι το εν λόγω 

πρόγραµµα προσφέρει την απόλυτη ακρίβεια·  το συγκεκριµένο πρόγραµµα έχει χρησιµοποιηθεί από 

πολλούς χρήστες ανά τον κόσµο για την προσοµοίωση διαφόρων ροϊκών φαινοµένων, 

συµπεριλαµβανοµένων και πολυφασικών ροών, κατά συνέπεια έχει πιστοποιηθεί, άρα είναι 

κατάλληλο στο να δώσει µια ενδεικτική λύση που χρησιµοποιείται σαν αναφορά. Παράλληλα το 

υπολογιστικό πρόγραµµα Fluent είναι διαθέσιµο στους φοιτητές του ΕΜΠ µέσω του κεντρικού 

υπολογιστή της σχολής. 
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Η παρούσα εργασία είναι δοµηµένη ως εξής: 

- Το 2
ο
 κεφάλαιο πραγµατεύεται τις βασικές αρχές για την εξαγωγή των προσεγγιστικών σχέσεων 

της µεθόδου, καθώς επίσης και την ανάλυση της ακρίβειας της µεθόδου 

- Το 3
ο
 κεφάλαιο αφορά την έκφραση των εξισώσεων Navier-Stokes σύµφωνα µε τις προσεγγίσεις 

της µεθόδου SPH.  

- Το 4
ο
 κεφάλαιο αφορά δοκιµές πιστοποίησης της µεθόδου SPH που αναπτύχθηκε. Το κεφάλαιο 

αυτό χωρίζεται σε τρεις ενότητες. Η πρώτη αφορά τη δοκιµή βασικών ιδιοτήτων της µεθόδου 

SPH, όπως διατήρηση της στροφορµής. Η δεύτερη ενότητα αφορά την προσοµοίωση ροών µε 

ιξώδες. Η τρίτη ενότητα αφορά ροές µε ελεύθερη επιφάνεια. 

- Στο 5
ο
 κεφάλαιο περιλαµβάνονται πρακτικές εφαρµογές της µεθόδου σε υδροστροβίλους δράσης. 

- Στα κεφάλαια 6 και 7 παρουσιάζονται παραλλαγές της µεθόδου SPH, βασισµένες σε επιλύτες 

Riemann, που αναπτύχθηκαν στα πλαίσια της παρούσας εργασίας. Στα ίδια κεφάλαια 

παρουσιάζονται και εφαρµογές/δοκιµές των εν λόγω παραλλαγών. 

- Το 8
ο
 κεφάλαιο αποτελεί έναν επίλογο που συνοψίζει τα συµπεράσµατα της παρούσας εργασίας.  
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2. Βασικές αρχές της µεθόδου SPH  
 

 

Η µέθοδος Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) επινοήθηκε από τους Lucy, Gingold και 

Monaghan το 1977, αρχικά για την προσοµοίωση αστροφυσικών προβληµάτων στον 3-διάστατο 

ανοικτό χώρο. Ωστόσο σύντοµα επεκτάθηκε καλύπτοντας τη συµπεριφορά ρευστών και στερεών.  

Η µέθοδος επινοήθηκε για την επίλυση προβληµάτων υδροδυναµικής φύσεως που µπορούν να 

εκφραστούν µε τη µορφή µερικών διαφορικών εξισώσεων. Αναλυτικές λύσεις αυτών των 

προβληµάτων εν γένει δεν υπάρχουν, οπότε είναι αναγκαία η διακριτοποίηση του προβλήµατος και η 

διατύπωση προσεγγίσεων για τους τελεστές των διαφορικών εξισώσεων.  

Ο περιγραφόµενος χώρος αντιπροσωπεύεται από ένα σύνολο αυθαίρετα κατανεµηµένων 

υπολογιστικών στοιχείων τα οποία καλούνται σωµατίδια. Μεταξύ των σωµατιδίων δεν υπάρχει 

συνδεσιµότητα (δεν υφίσταται υπολογιστικό πλέγµα). Τα σωµατίδια κινούνται ακολουθώντας το 

πεδίο ροής (Lagrangian θεώρηση), κατά συνέπεια η τοπική κατανοµή σωµατιδίων προσαρµόζεται 

στα χαρακτηριστικά του περιγραφόµενου φαινοµένου. Αυτό επιτρέπει την εύκολη περιγραφή 

ασυνεχειών και διεπιφανειών.   

Η διατύπωση των προσεγγίσεων της µεθόδου SPH βασίζεται σε δυο βήµατα: το πρώτο 

περιλαµβάνει την ολοκληρωµατική προσέγγιση ενώ το δεύτερο τη σωµατιδιακή.  

 

Ολοκληρωµατική προσέγγιση 

 

Η ολοκληρωµατική προσέγγιση βασίζεται στην ταυτότητα [1]:  

 ( ) dr''-ff  rr rr ∫
Ω

= δ)'()(  (2.1) 

όπου f(r) είναι µια οποιαδήποτε συνάρτηση ενός 3D διανύσµατος θέσης r και δ είναι η συνάρτηση δ-

Dirac. Η ταυτότητα 2.1 µπορεί να προσεγγιστεί αντικαθιστώντας τη συνάρτηση δ-Dirac µε µια 

συνάρτηση οµαλοποίησης W (αλλιώς συνάρτηση πυρήνα). Χαρακτηριστικό της συνάρτησης 

οµαλοποίησης είναι το µήκος οµαλοποίησης h, καθώς καθορίζει την ακρίβεια των προσεγγίσεων της 

µεθόδου.  

 ( )dr'h'-Wff  rr rr ∫
Ω

≡ ,)'()(  (2.2) 

Προκειµένου να ισχύει η παραπάνω σχέση 2.2, πρέπει η συνάρτηση οµαλοποίησης να πληροί 

ορισµένες προϋποθέσεις, όπως: 

• να είναι θετική, φθίνουσα, άρτια και κανονικοποιηµένη στο χωρίο υποστήριξης, 

• να είναι συµπαγής, οµαλή και 

• να τείνει στη συνάρτηση δ-Dirac όσο το µήκος οµαλοποίησης τείνει στο µηδέν.  

 

Είναι δυνατό να διατυπωθεί µια αντίστοιχη έκφραση για την παράγωγο της συνάρτησης f, 

αντικαθιστώντας όπου f την )(rf∇  
στην 2.2. Τελικά, µετά από πράξεις: 

 
( )dr'h'-WfdSh)'-W(ff

S

 rrrnrrrr ∫∫
Ω

∇−>=∇< ,)'(,)'()(  (2.3) 

Το επιφανειακό ολοκλήρωµα στην εξίσωση 2.3 είναι µηδέν εάν το όριο του χωρίου υποστήριξης 

είναι εντός του υπολογιστικού χώρου, οπότε και µπορεί να παραλειφθεί. Σε αντίθετη περίπτωση 

απαιτείται ιδιαίτερη µεταχείριση ούτως ώστε να αντισταθµιστεί η επίδρασή του.  
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Σωµατιδιακή προσέγγιση 

 

Ο υπολογιστικός χώρος αντιπροσωπεύεται από ένα πεπερασµένο σύνολο σωµατιδίων που 

καταλαµβάνουν χώρο και φέρουν µάζα καθώς και όλες τις χαρακτηριστικές ιδιότητες του 

περιγραφόµενου µέσου. Εποµένως, οι ολοκληρωµατικές προσεγγίσεις µετατρέπονται σε αθροίσµατα 

πεπερασµένων όρων. Έτσι η σχέση 2.2 µπορεί να προσεγγιστεί ως: 

 ∑
=

>=<
N

j

ijj

j

j
Wf

m
f

1

)()( rr
ρ

 (2.4) 

Αντίστοιχη είναι και η προσέγγιση της παραγώγου: 

 ∑
=

∇>=∇<
N

j

ijij

j

j
Wf

m
f

1

)()( rr
ρ

 (2.5) 

 
Σχ. 2.1.Το χωρίο υποστήριξης της συνάρτησης οµαλοποίησης.  

 

Στις παραπάνω σχέσεις mj και ρj συµβολίζουν τη µάζα και την πυκνότητα του σωµατιδίου j 

(βλέπε και σχήµα 2.1), ενώ ως 
ijW  ορίζεται το ( )h-W ji ,rr . 

Είναι δυνατό, µε κατάλληλους χειρισµούς, να εξαχθούν επιπλέον συσχετίσεις για την παράγωγο 

µιας συνάρτησης, όπως:  

 
[ ]∑

=

∇−>=∇<
N

j

ijiijj

i

Wffmf
1

)()(
1

)( rrr
ρ

 (2.6) 
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∇
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




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
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



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





+













>=∇<

N

j

iji

i

i

j

j

ji W
ff

mf
1

22

)()(
)(

ρρ
ρ

rr
r  (2.7) 

Η εξίσωση 2.6 παρουσιάζει αρκετά καλύτερη συµπεριφορά και ακρίβεια, σε σχέση µε την 2.5, 

δεδοµένου ότι είναι σε θέση να αναπαράγει ακριβώς την κλίση πολυωνύµων µηδενικού βαθµού, για 

οποιαδήποτε κατανοµή σωµατιδίων.  

Χρησιµοποιώντας αντίστοιχες προσεγγίσεις είναι δυνατό να εξαχθεί σχέση για τον υπολογισµό 

της Λαπλασιανής.  

 

Εκτίµηση σφαλµάτων των προσεγγίσεων SPH 

 

Το σφάλµα των εκφράσεων της µεθόδου SPH αποτελείται από το σφάλµα της ολοκληρωµατικής 

και της σωµατιδιακής προσέγγισης.  

Χρησιµοποιώντας ανάπτυγµα κατά Taylor είναι δυνατό να υπολογιστεί το σφάλµα 

ολοκληρωµατικής προσέγγισης. Τελικά, εάν ισχύουν οι δυο ακόλουθες συνθήκες [1]:  
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τότε είναι δυνατή η ολοκληρωµατική προσέγγιση µιας συνάρτησης και της παραγώγου µέχρι k-τάξης 

µε ακρίβεια n τάξης. Με βάση αυτές τις συνθήκες είναι δυνατή η κατασκευή συναρτήσεων 

οµαλοποίησης υψηλής ακριβείας. Ωστόσο, εδώ πρέπει να επισηµανθεί ότι, συνάρτηση οµαλοποίησης 

µε ολοκληρωµατική προσέγγισης ακρίβειας πάνω από 2
η
 τάξη, αναγκαστικά θα έχει αρνητικές τιµές 

σε κάποια περιοχή του χωρίου υποστήριξης. Αυτό θα έχει ως συνέπεια τον υπολογισµό αφύσικων 

λύσεων, όπως αρνητική πυκνότητα/ενέργεια.   

Ο υπολογισµός του σφάλµατος σωµατιδιακής προσέγγισης είναι αρκετά πιο πολύπλοκος, καθώς 

εξαρτάται από την κατανοµή των σωµατιδίων στο χωρίο υποστήριξης, η δε κατανοµή µε τη σειρά της 

εξαρτάται από τη δυναµική της ροής. Ένας τρόπος είναι να εκτιµηθεί το σφάλµα από σωµατίδια τα 

οποία τοποθετήθηκαν αρχικά σε ένα καρτεσιανό πλέγµα, αλλά στη συνέχεια µετακινήθηκαν κατά µια 

τυχαία µετατόπιση συγκεκριµένου πλάτους. Αυτός ο τρόπος υπερεκτιµά το σφάλµα γιατί, στην 

πράξη, δεν εµφανίζονται τέτοιες κατανοµές. Με άλλα λόγια, η κατανοµή των σωµατιδίων µπορεί να 

εµφανίζει ανοµοιοµορφίες αλλά αυτές παρουσιάζονται ακολουθώντας ένα πρότυπο, ανάλογα µε το 

πεδίο ροής. Ο Monaghan [2] απέδειξε ότι η οµαλότητα της συνάρτησης W µειώνει το σφάλµα 

σωµατιδιακής προσέγγισης. Επίσης έδειξε ότι το σφάλµα είναι αµελητέο για σωµατίδια 

τοποθετηµένα σε καρτεσιανό πλέγµα, εάν το µήκος οµαλοποίησης είναι µεγαλύτερο από την 

απόσταση µεταξύ των σωµατιδίων.  

Εδώ πρέπει να τονιστεί ότι, παρόλο που η οµοιόµορφη κατανοµή παρουσιάζει αµελητέο σφάλµα 

σωµατιδιακής προσέγγισης, µια τέτοια κατανοµή ενδέχεται να µην είναι προτιµητέα. Αυτό οφείλεται 

στη φύση της µεθόδου SPH και στην τάση που έχουν τα σωµατίδια να κινούνται σε χαρακτηριστικές 

κατευθύνσεις. Αυτό έχει ως συνέπεια τα σωµατίδια να κινούνται σχηµατίζοντας χαρακτηριστικές 

γραµµές και τελικά προκαλούνται συσσωµατώµατα, επηρεάζοντας την ακρίβεια των προσεγγίσεων 

και δίνοντας µη φυσικές λύσεις. Εποµένως, στην πράξη πρέπει να γίνει ένας συµβιβασµός και τα 

σωµατίδια να µην είναι οµοιόµορφα διατεταγµένα, ούτως ώστε να κρατηθεί το σφάλµα στο ελάχιστο.  

 

Η συνάρτηση οµαλοποίησης 

 

Όπως παρουσιάστηκε παραπάνω, η συνάρτηση οµαλοποίησης παίζει πολύ σηµαντικό ρόλο στη 

µέθοδο SPH επηρεάζοντας την ακρίβεια των προσεγγίσεων της µεθόδου. Η µορφή µιας συνάρτησης 

οµαλοποίησης είναι η ακόλουθη: 
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 Η συνάρτηση οµαλοποίησης είναι το γινόµενο ενός σταθερού όρου )(
d

hA  µε µια συνάρτηση f 

που εξαρτάται από το λόγο της απόστασης µεταξύ των σωµατιδίων προς το µήκος οµαλοποίησης h. Ο 

εκθέτης d δηλώνει τη διάσταση του προβλήµατος. Ο σταθερός όρος χρειάζεται προκειµένου η 

συνάρτηση πυρήνα να είναι κανονικοποιηµένη, δηλαδή:  

 ( ) 1=∫
Ω

drW r  (2.11) 

Στην παρούσα εργασία χρησιµοποιήθηκε αποκλειστικά η Spline 4
ης

 τάξης (quartic), καθώς έχει 

συνεχή παράγωγο δεύτερης τάξης, σε αντίθεση µε την κυβική Spline, ενώ ταυτόχρονα το χωρίο 

υποστήριξης είναι µικρότερο της Gaussian. Η εξίσωσή της είναι η ακόλουθη   
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Σχ. 2.2. Αριστερά: 3D µορφή της συνάρτησης Spline 4ης τάξης. ∆εξιά: γράφηµα της συνάρτησης και της παραγώγου της. 
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3. Η µέθοδος SPH για την προσοµοίωση ροών 
 

Στο παρόν κεφάλαιο αναλύεται η µέθοδος SPH που αναπτύχθηκε για την προσοµοίωση 

ασυµπίεστων ροών. Η ροή αντιµετωπίζεται ως ασθενώς συµπιεστή·  εκφράσεις για πραγµατικά 

ασυµπίεστη ροή είναι δυνατό να εξαχθούν, αλλά ο τελικός αλγόριθµος είναι προβληµατικός στον 

παραλληλισµό του, ενώ αντιµετωπίζει αστάθειες. Οι εκφράσεις της µεθόδου SPH απορρέουν από τις 

βασικές εξισώσεις ροής της ρευστοµηχανικής, δηλαδή τις αρχές διατήρησης: 

• της µάζας, 

• της ορµής και 

• της ενέργειας  

Στη θεώρηση κατά Lagrange υπολογίζεται η ολική χρονική παράγωγος που αποτελείται από το 

άθροισµα της χρονικής παραγώγου και της παραγώγου συναγωγής (convection derivative). Με άλλα 

λόγια ισχύει για τη χρονική παράγωγο κατά Lagrange ενός βαθµωτού µεγέθους f : 

 z

f
w

y

f
v

x

f
u

t

f
f

t

f

Dt

Df

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
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∂

∂
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∂

∂
= u  (3.1) 

όπου  

• 
Dt

Df
 η χρονική παράγωγος κατά Lagrange (αλλιώς υλική παράγωγος), 

• 
t

f

∂

∂
 η χρονική παράγωγος κατά Euler, 

• ( )wvu ,,=u  το διάνυσµα ταχύτητας του σωµατιδίου που παρακολουθείται, 

• 
x

f

∂

∂
, 

y

f

∂

∂
, 

z

f

∂

∂
 χωρική παράγωγος του µεγέθους f ως προς x, y, z αντίστοιχα 

Στη θεώρηση κατά Lagrange ο όγκος ελέγχου κινείται ακολουθώντας τη ροή, µε συνέπεια η 

ποσότητα ρευστού να µένει εντός του όγκου ελέγχου. Με άλλα λόγια, ο όγκος ελέγχου µπορεί να 

παραµορφωθεί, αλλά η µάζα του µένει ίδια.  

 
Σχ. 3.1. Ένας όγκος ελέγχου κατά Lagrange.  

 

Η συνολική µεταβολή του όγκου κατά Lagrange ενός όγκου ελέγχου, µπορεί να υπολογιστεί ως: 

 
( )

u⋅∇=
Dt

δVD

δV

1
 (3.2) 

Εξίσωση συνέχειας 

 

Η εξίσωση της συνέχειας εκφράζει τη διατήρηση της µάζας: 

 ( )u⋅∇−= ρ
Dt

Dρ
 (3.3) 
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Εξίσωση ορµής 

 

Η εξίσωση της ορµής ουσιαστικά εκφράζει τον 2
ο
 νόµο του Νεύτωνα, δηλαδή η συνισταµένη 

δύναµη πάνω στον Lagrangian όγκο ελέγχου ισούται µε τη µάζα του επί την επιτάχυνσή του.  

 
Σχ. 3.2. Οι δυνάµεις που ασκούνται σε ένα κελί κατά Lagrange.  

 

Οι δυνάµεις που ασκούνται στον παραπάνω όγκο ελέγχου είναι επιφανειακές δυνάµεις και 

δυνάµεις σώµατος. ∆υνάµεις σώµατος είναι η βαρύτητα, µαγνητικές δυνάµεις ή άλλες δυνάµεις που 

ασκούνται σε όλο τον όγκο ελέγχου του ρευστού. Η εξίσωση της ορµής σε κάθε άξονα (x, y, z) είναι: 
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Για Νευτώνειο ρευστό, η τάση τ είναι ανάλογη της παραµόρφωσης ε µέσω του δυναµικού ιξώδους µ, 

δηλαδή: 

 abab ετ  µ=  (3.7) 

όπου  

 
( ) ab
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a

a

b
ab
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v
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v
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3

2
 (3.8) 

 

Εξισώσεις Navier – Stokes εκφρασµένες κατά SPH 

 

Η προσέγγιση της πυκνότητας είναι πολύ σηµαντική για τη µέθοδο SPH, καθώς καθορίζει την 

κατανοµή σωµατιδίων. Υπάρχουν δύο τρόποι για τον υπολογισµό της πυκνότητας στο κλασικό SPH. 

Ο πρώτος που ονοµάζεται αθροιστική πυκνότητα, βασίζεται στην εφαρµογή της σχέσης 2.4 για την 

πυκνότητα: 

 ∑
=

=
N

j

ijjWm 
1

 ρ  (3.9) 

Μια άλλη δυνατότητα για προσέγγιση της πυκνότητας, είναι µέσω της εξίσωσης της συνέχειας. 

Ξεκινώντας από την εξίσωση 3.3 και χρησιµοποιώντας την προσέγγιση 2.5, καταλήγουµε στην 

ακόλουθη σχέση: 
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Με κατάλληλους χειρισµούς είναι δυνατό να εξαχθεί µια εναλλακτική σχέση που χρησιµοποιεί 

σχετικές ταχύτητες, ως προς το σωµατίδιο i. Η σχέση αυτή παρουσιάζει καλύτερη συµπεριφορά, 

καθώς δίνει ακριβέστερα αποτελέσµατα.  
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µε 
jiij uuu −= (γενικά ως 

ijφ  ορίζεται η διαφορά 
ji φφ − ) 

Μια ακόµα πιο δηµοφιλής µορφή της εξίσωσης της συνέχειας είναι η ακόλουθη: 
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Οι προηγούµενες σχέσεις έχουν πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα. Η προσέγγιση αθροιστικής 

πυκνότητας διατηρεί τη µάζα ακριβώς, αλλά υποεκτιµά την πυκνότητα όταν χρησιµοποιείται κοντά 

στο σύνορο του υπολογιστικού χώρου. Επίσης απαιτείται ο υπολογισµός της πριν από τον 

υπολογισµό των υπολοίπων µεγεθών. Αντίθετα, στην περίπτωση χρήσης της εξίσωσης της συνέχειας 

δεν υπάρχει αυτός ο περιορισµός, κάτι που ευνοεί την µείωση υπολογιστικού κόστους και την 

παράλληλη επεξεργασία.   

Για την έκφραση των εξισώσεων της ορµής ακολουθείται παραπλήσια διαδικασία µε την εξίσωση 

της συνέχειας. Τελικά η εξίσωση της ορµής µπορεί να εκφραστεί (για περισσότερες πληροφορίες ο 

αναγνώστης παραπέµπεται στο πλήρες κείµενο της εργασίας), χρησιµοποιώντας συµβολισµό 

Einstein, ως: 
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Η παραµόρφωση του στοιχείου ρευστού υπολογίζεται από την σχέση: 
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Πρακτικά, οι ερευνητές που ασχολούνται µε το SPH σπανίως χρησιµοποιούν την έκφραση 3.13 

σε συνδυασµό µε την 3.14, καθώς απαιτείται ξεχωριστός υπολογισµός της παραµόρφωσης των 

στοιχείων ρευστού και στη συνέχεια της εξίσωσης ορµής. Ακόµα απαιτείται κατάλληλη προεκβολή 

της παραµόρφωσης στο όριο για να προσοµοιωθούν σωστά ροές µε ιξώδες. Αντί λοιπόν της σχέσης 

3.13 & 3.14, είναι προτιµότερη η παρακάτω σχέση η οποία λαµβάνει υπόψη την συνεισφορά του 

ιξώδους χρησιµοποιώντας την SPH προσέγγιση για την Λαπλασιανή του πεδίου ταχυτήτων [3, 4]: 
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Η σχέση 3.16 είναι σε θέση να αντιµετωπίσει προβλήµατα όπου αλληλεπιδρούν δυο ή περισσότερα 

ρευστά µε διαφορετικό ιξώδες, µη Νευτώνεια ρευστά και φαινόµενα τύρβης, ενώ τα αποτελέσµατά 

της είναι παραπλήσια µε της 3.14.  
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Οι σχέσεις 3.13-3.16 αποτελούν εναλλακτικές για τη µοντελοποίηση του φυσικού ιξώδους. 

Παρόλα αυτά σε προσοµοιώσεις που περιλαµβάνουν κύµατα κρούσης είναι αναγκαία η προσθήκη 

ενός άλλου όρου ιξώδους, που ονοµάζεται τεχνητό ιξώδες ή τεχνητή συνεκτικότητα. Χωρίς τη χρήση 

του όρου τεχνητού ιξώδους θα ήταν αδύνατη η προσοµοίωση τέτοιων φαινοµένων, καθώς θα 

προκαλούνταν έντονες αριθµητικές ταλαντώσεις. Ο όρος τεχνητής συνεκτικότητας που προτάθηκε 

από τον Monaghan [2] είναι ο ακόλουθος: 
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Οι όροι 0c και 0ρ αντιστοιχούν στην ταχύτητα του ήχου και στην πυκνότητα σε κατάσταση 

αναφοράς, όταν χρησιµοποιηθεί η καταστατική εξίσωση Tait. Για την προσοµοίωση αερίων 

απαιτείται κατάλληλη τροποποίηση, προκειµένου να ληφθεί υπόψη η αντίστοιχη καταστατική 

εξίσωση (π.χ. τελείου αερίου). Οι παράµετροι αΠ, βΠ είναι σταθερές µε τιµή ~1. 

 

Καταστατική εξίσωση Tait 

 

Η επίλυση ασυµπίεστων ροών µε τη µέθοδο SPH είναι δυνατή, αλλά παρουσιάζει αρκετές 

δυσκολίες όπως θα αναλυθεί στην συνέχεια. Γι’ αυτό το λόγο οι ασυµπίεστες ροές αντιµετωπίζονται 

ως ασθενώς συµπιεστές χρησιµοποιώντας κατάλληλη καταστατική εξίσωση, συνήθως 

χρησιµοποιώντας την εξίσωση Tait [5]: 

 













−








= 1

0

γ

ρ

ρ
Bp  (3.18) 

όπου γ είναι µια σταθερά µε τιµή 7, ρ0 είναι η πυκνότητα στην κατάσταση αναφοράς και Β είναι ο 

συντελεστής δυσκαµψίας, που καθορίζει το κατά πόσο το ρευστό θα συµπεριφερθεί σαν ασυµπίεστο 

και είναι ίσος µε γ
ρ

2

00c . Ο συντελεστής c0 είναι η ταχύτητα του ήχου για την πυκνότητα αναφοράς 

ρ0. Εν γένει δεν χρησιµοποιείται η πραγµατική ταχύτητα του ήχου, καθώς θα είχε ως συνέπεια να 

απαιτούνται µικρά χρονικά βήµατα για την ολοκλήρωση στον χρόνο. Πρακτικά, λοιπόν, 

χρησιµοποιείται µια «τεχνητή» τιµή της ταχύτητας του ήχου που πρέπει να είναι τουλάχιστον 10 

φορές η µέγιστη ταχύτητα που εµφανίζεται στην προσοµοίωση, ώστε η πυκνότητα να µη 

µεταβάλλεται πάνω από 1%, σύµφωνα µε τη σχέση: 
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Το χρονικό βήµα που απαιτείται προκειµένου η µέθοδος να είναι ευσταθής µπορεί να υπολογιστεί 

από την παρακάτω σχέση [4]: 
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όπου γi είναι το µέτρο της επιτάχυνσης και µi το δυναµικό ιξώδες του σωµατιδίου i. Εδώ πρέπει να 

τονιστεί ότι, ακόµα και µε την χρήση των κατάλληλων τιµών για την ταχύτητα του ήχου και το 

χρονικό βήµα, οι κατανοµές της πυκνότητας και της πίεσης παρουσιάζουν διακυµάνσεις. Αυτές 

οφείλονται στην καταστατική εξίσωση, καθώς για µικρές µεταβολές της πυκνότητας προκαλεί 

µεγάλες µεταβολές της πίεσης. Προκειµένου να εξοµαλυνθούν αυτές οι διακυµάνσεις απαιτείται 

κάποιο φίλτρο πυκνότητας, επίλυση της συνθήκης Poisson ή χρήση επιλυτών Riemann. 

 

∆ιατύπωση ασυµπίεστου ρευστού για τη µέθοδο SPH 

 

Η επιβολή της συνθήκης ασυµπιεστότητας είναι δυνατή στη µέθοδο SPH µε δυο τρόπους: µε τη 

µέθοδο προβολής ή µε διόρθωση πίεσης.  

Η µέθοδος προβολής βασίζεται στον υπολογισµό ενός ενδιάµεσου πεδίου ταχυτήτων το οποίο 

διορθώνεται µε κατάλληλο πεδίο πίεσης ούτως ώστε να ικανοποιεί τη συνθήκη µη απόκλισης. Η 

λογική της µεθόδου φαίνεται στις παρακάτω σχέσεις:  

 
nn

n

ρdt
fu

uu
+∇=

− 2
* µ

 (3.21) 

 
*n

∆t

ρ
p u⋅∇=∆ +1

 (3.22) 

 

1
*1 1 +

+

∇−=
− n

n

p
dt ρ

uu
 (3.23) 

Από τη σχέση 3.21 υπολογίζεται το ενδιάµεσο πεδίο ταχυτήτων u
*
, από το οποίο υπολογίζεται 

ένα πεδίο πιέσεων (3.22), που τελικά χρησιµοποιείται για τη διόρθωση του ενδιάµεσου πεδίου 

ταχυτήτων (3.23). Η σχέση 3.22 αποτελεί ουσιαστικά ένα σύστηµα Ν×Ν, όπου Ν ο αριθµός των 

σωµατιδίων της προσοµοίωσης. Το σύστηµα έχει τη µορφή BP A = , µε άγνωστο το διάνυσµα 

πιέσεων P. Οι πίνακες Α και Β είναι οι ακόλουθοι (για τον υπολογισµό των πινάκων αυτών ο 

αναγνώστης παραπέµπεται στο πλήρες κείµενο):  
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όπου ο όρος Αij δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 
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∆εδοµένου ότι ο πίνακας Α είναι αραιός, απαιτούνται κατάλληλες µέθοδοι αποθήκευσης και επίλυσης 

προκειµένου να επιτευχθεί η υψηλή απόδοση του αλγορίθµου. 

Η µέθοδος που περιγράφηκε είναι σε θέση να δώσει ικανοποιητικά αποτελέσµατα, αλλά η 

πρακτική της εφαρµογή είναι προβληµατική, δεδοµένου ότι, καθώς οι θέσεις των σωµατιδίων 

αλλάζουν, ο πίνακας Α πρέπει να ανανεώνεται σε κάθε χρονικό βήµα. Επιπλέον είναι προβληµατική 

η διαχείριση των οριακών συνθηκών µε αυτόν τον τρόπο, εκτός και εάν χρησιµοποιηθούν κατοπτρικά 

σωµατίδια. Ακόµα αυτή η µέθοδος παρουσιάζει αστάθειες κοντά στην ελεύθερη επιφάνεια, ενώ 

απαιτείται συνδυασµός µε την τεχνική της ανακατανοµής σωµατιδίων για τη σωστή εφαρµογή σε 

έγκλειστες ροές.  

Η µέθοδος διόρθωσης της πίεσης είναι αρκετά απλούστερη στην εφαρµογή της. Η βασική ιδέα 

είναι να υπολογιστεί µια διόρθωση πίεσης η οποία διαδίδεται στο χώρο, στο τρέχον χρονικό βήµα, 

διορθώνοντας την ταχύτητα. Αρχικά υπολογίζεται ένα ενδιάµεσο πεδίο ταχυτήτων. Καθώς αυτό το 

πεδίο ταχυτήτων δεν ικανοποιεί τη συνθήκη µη απόκλισης, υπολογίζεται µια διόρθωση της πίεσης για 

κάθε σωµατίδιο. Από τη διόρθωση της πίεσης υπολογίζεται και µια διόρθωση της ταχύτητας. Οι 

διορθώσεις πίεσης και ταχύτητας εφαρµόζονται στα ενδιάµεσα πεδία πίεσης και ταχύτητας 

αντίστοιχα, µέχρις ότου η απόκλιση του πεδίου ταχύτητας πέσει κάτω από µια προκαθορισµένη τιµή. 

Η διαδικασία φαίνεται στα παρακάτω βήµατα: 
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 Το βήµα 3.25 είναι ο υπολογισµός του ενδιάµεσου πεδίου ταχυτήτων, στη συνέχεια υπολογίζεται 

η διόρθωση πίεσης από τη σχέση 3.26 η οποία εφαρµόζεται στο πεδίο πιέσεων µε ένα συντελεστή 

υποχαλάρωσης ω. Η διόρθωση πίεσης χρησιµοποιείται για τη διόρθωση του πεδίου ταχυτήτων µε τη 

σχέση 3.28 µε τη χρήση κατάλληλου συντελεστή υποχαλάρωσης Ω. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται, 

συνεχίζοντας από τη σχέση 3.26. 

Η µέθοδος αυτή µπορεί να παραλληλιστεί µε ευκολία. Ωστόσο σε πρακτικές εφαρµογές η 

διάδοση της διόρθωσης πίεσης είναι πολύ αργή, µε αποτέλεσµα να απαιτούνται πολλές επαναλήψεις. 

Τελικά ακόµα και εκτελούµενη παράλληλα, η µέθοδος αυτή είναι αρκετά αργή για πολλά σωµατίδια. 

Ακόµα είναι δύσκολος ο καθορισµός των συντελεστών υποχαλάρωσης, ώστε να εξασφαλιστεί η 

ευστάθεια της µεθόδου.  

Λόγω των παραπάνω προβληµάτων, στην παρούσα εργασία, το ρευστό θεωρήθηκε ασθενώς 

συµπιεστό, ενώ δοκιµάστηκαν τρόποι για την εξοµάλυνση των πεδίων πυκνότητας και πίεσης.  
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Οµαλοποίηση των πεδίων πίεσης και πυκνότητας 

 

Προκειµένου να αντιµετωπιστούν οι ταλαντώσεις των πεδίων πυκνότητας και πίεσης, έχουν 

αναπτυχθεί φίλτρα που αποσκοπούν στην εξοµάλυνση των εν λόγω πεδίων. Τέτοια φίλτρα είναι: 

- 0
ης

 τάξης (φίλτρο Shepard): ουσιαστικά αποτελεί σταθµισµένο µέσο όρο των πυκνοτήτων στη 

γειτονιά του σωµατιδίου i. Η στάθµιση γίνεται µε βάση τη συνάρτηση πυρήνα.  
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 τάξης (MLS φίλτρο): το εν λόγω φίλτρο βασίζεται στην µέθοδο Moving Least Squares και 

είναι δυνατό να αναπαράγει ακριβώς τις γραµµικές µεταβολές του πεδίου πυκνότητας.  
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Ο όρος WMLS υπολογίζεται από την σχέση: 
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όπου β0, βx, βy, βz διορθωτικοί συντελεστές υπολογιζόµενοι από: 
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Ο πίνακας A ορίζεται ως: 
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Η αντιστροφή του πίνακα Α µπορεί να γίνει µε αναλυτικές σχέσεις, καθώς ο πίνακας είναι 4×4 

για 3-διάστατα προβλήµατα. Ωστόσο πρέπει να ληφθεί υπόψη το γεγονός ότι όταν ένα σωµατίδιο 

είναι αποµακρυσµένο, δηλ. έχει λίγα γειτονικά σωµατίδια, τότε ο πίνακας A
~

 θα είναι κοντά στο 

µηδέν µε αποτέλεσµα η διόρθωση να είναι αφύσικα µεγάλη. 

Σε προσοµοιώσεις ασθενώς συµπιεστών ρευστών είναι ευεργετικό να οµαλοποιηθούν και οι 

µετατοπίσεις των σωµατιδίων. Αυτό µπορεί να γίνει µε την τεχνική XSPH [1, 2]: 
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όπου η τιµή της παραµέτρου e παίρνει τιµές ~0.3.  
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Μια εναλλακτική τροποποίηση από τα φίλτρα πυκνότητας είναι να χρησιµοποιηθεί ένας όρος 

διάχυσης στην εξίσωση της συνέχειας [6], ώστε να µετασχηµατιστεί στην ακόλουθη µορφή: 
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Ο πρώτος όρος είναι ο όρος απόκλισης του πεδίου ταχύτητας, ενώ ο δεύτερος όρος είναι ο όρος 

διάχυσης, βασισµένος στη Λαπλασιανή της πυκνότητας. Στην σχέση 3.37: 

- nij είναι το µοναδιαίο διάνυσµα από το σωµατίδιο j στο i, δηλ.
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- cij είναι η µέγιστη ταχύτητα του ήχου µεταξύ των σωµατιδίων i και j. Η ταχύτητα του ήχου µπορεί 

να υπολογιστεί από την σχέση: 
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Αστάθεια υπό τάση και διόρθωση πυρήνα 

 

Είναι γνωστό ότι η µέθοδος SPH είναι επιρρεπής σε ένα φαινόµενο που καλείται αστάθεια υπό 

τάση. Το φαινόµενο αυτό εµφανίζεται λόγω της συµπεριφοράς των παραγώγων της συνάρτησης 

οµαλοποίησης, οδηγεί σε σχηµατισµό συσσωµατωµάτων σωµατιδίων ή σε «έκρηξη» των σωµατιδίων 

και τελικά στην κατάρρευση της προσοµοίωσης. Για την αντιµετώπισή της υπάρχουν τρεις τρόποι: 

- Χρήση κατάλληλης συνάρτησης πυρήνα, της οποίας η δεύτερη παράγωγος να είναι µηδέν. 

Ωστόσο µια τέτοια συνάρτηση πυρήνα δεν είναι αρκετά οµαλή, οδηγώντας σε άλλου είδους 

προβλήµατα.  

- Ενσωµάτωση µιας µικρής απωστικής δύναµης στην εξίσωση της ορµής, δίνοντας τελικά την 

ακόλουθη εξίσωση: 
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Η τιµή του όρου ε τίθεται ~0.2.  

 

- ∆ιόρθωση της παραγώγου της συνάρτησης πυρήνα. Με αυτή τη µέθοδο, αποφεύγεται η 

χρήση κάποιας επιπρόσθετης αφύσικης δύναµης, ενώ αυξάνεται και η ακρίβεια των 

προσεγγίσεων. Αντί της παραγώγου 
ijW∇  χρησιµοποιείται η διορθωµένη παράγωγος ijW

~
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Ο πίνακας Μ είναι δυνατό να αντιστραφεί αναλυτικά, καθώς έχει µέγεθος 3×3, για 3-

διάστατες προσοµοιώσεις. Παρόλα αυτά απαιτείται προσοχή στον υπολογισµό της διόρθωσης 

σε αποµακρυσµένα σωµατίδια, καθώς ο πίνακας θα είναι εκφυλισµένος. 

 

 

Επιβολή οριακών συνθηκών 

 

Η κύρια αδυναµία της µεθόδου SPH έχει να κάνει µε την επιβολή των οριακών συνθηκών. Το 

πρόβληµα µπορεί να γίνει κατανοητό από το σχήµα 3.3. Στο σχήµα φαίνεται το σωµατίδιο i του 

οποίου το χωρίο υποστήριξης περικόπτεται από το όριο. Σε αυτήν την περίπτωση µόνο τα σωµατίδια 

εντός του υπολογιστικού χώρου Ω συνεισφέρουν στις σωµατιδιακές αλληλεπιδράσεις, µε αποτέλεσµα 

να µειώνεται η ακρίβεια των προσεγγίσεων. Οι τεχνικές που θα περιγραφούν στη συνέχεια για την 

επιβολή των ορίων αποσκοπούν στην κάλυψη του τµήµατος του χωρίου υποστήριξης που αποκόπηκε 

µε σωµατίδια συγκεκριµένων χαρακτηριστικών, ούτως ώστε να επιβληθεί η αντίστοιχη οριακή 

συνθήκη.  

 
Σχ. 3.3. Το πρόβληµα των οριακών συνθηκών 

 

Οι κύριες τεχνικές που υπάρχουν για την επιβολή των οριακών συνθηκών είναι οι ακόλουθες: 

- Κατοπτρικά σωµατίδια (σχ. 3.4α): πρόκειται για σωµατίδια που δηµιουργούνται συµµετρικά 

ως προς το όριο. Η πίεση και η πυκνότητα ενός κατοπτρικού σωµατιδίου είναι ίδια µε του 

αντίστοιχου σωµατιδίου ρευστού. Η κάθετη, ως προς το όριο, ταχύτητα είναι αντίθετη από 

αυτήν του αντίστοιχου σωµατιδίου, ενώ η παράλληλη είναι ίδια, σε περίπτωση τοιχώµατος µε 

ολίσθηση, ή η αντίθετη για τοίχωµα χωρίς ολίσθηση. Το κύριο µειονέκτηµα αυτού του τύπου 
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οριακών συνθηκών είναι ότι αδυνατεί να περιγράψει πολύπλοκες γεωµετρίες, ενώ δεν 

εγγυάται την µη διαπερατότητα ενός τοίχου από σωµατίδια ρευστού. Αυτός ο τύπος 

χρησιµοποιείται κυριότερα για την επιβολή συνθηκών συµµετρίας.  

- ∆υναµικά σωµατίδια: αυτός ο τύπος οριακής συνθήκης περιλαµβάνει την τοποθέτηση 

σωµατιδίων σε στρώσεις κατάλληλα διατεταγµένων πέρα από το όριο. Τα χαρακτηριστικά 

των σωµατιδίων αυτών υπολογίζονται από την εξίσωση της συνέχειας ενώ η κίνησή τους 

είναι προκαθορισµένη.  

- Συνοριακές δυνάµεις: αυτός ο τύπος εξυπηρετεί µόνο την επιβολή οριακών συνθηκών 

τοιχώµατος. Ουσιαστικά τοποθετείται ένα στρώµα σωµατιδίων πάνω στο όριο τα οποία 

ασκούν απωστικές δυνάµεις, εµποδίζοντας τα σωµατίδια ρευστού να διαπεράσουν το 

τοίχωµα. Η απωστική δύναµη έχει τη µορφή: 
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και προστίθεται στην εξίσωση της ορµής 3.15 των σωµατιδίων ρευστού. Με βάση αυτήν τη 

δύναµη είναι δυνατό να υπολογιστεί η συνολική δύναµη που τελικά ασκείται στο τοίχωµα, 

αλλά και η ροπή σε περιστρεφόµενες γεωµετρίες. Κύριο πλεονέκτηµα της µεθόδου είναι η 

δυνατότητα περιγραφής πολύπλοκων γεωµετριών. Ωστόσο οι υπολογιζόµενες δυνάµεις 

παρουσιάζουν έντονες διαταραχές.  

 

(α)   (β)  (γ)   

Σχ. 3.4. Επιβολή οριακών συνθηκών µε: (α) κατοπτρικά σωµατίδια, (β) δυναµικά σωµατίδια, (γ) συνοριακές δυνάµεις  

 

Εύρεση γειτονικών σωµατιδίων 

 

Για να γίνει ο υπολογισµός των προσεγγίσεων SPH είναι απαραίτητο να βρεθούν οι 

αλληλεπιδράσεις µεταξύ των σωµατιδίων. Ένας τρόπος για να γίνει αυτό είναι να υπολογιστούν 

ευθέως οι αλληλεπιδράσεις µεταξύ όλων των σωµατιδίων, αυτό όµως έχει ως συνέπεια αυξηµένο 

υπολογιστικό κόστος, καθώς θα πρέπει να υπολογιστούν Ν×Ν αλληλεπιδράσεις, όπου Ν ο αριθµός 

των σωµατιδίων. Αντ’ αυτού, είναι δυνατό να εκµεταλλευτούµε το γεγονός ότι η συνάρτηση πυρήνα 

είναι συµπαγής, δηλ. έχει περιορισµένη ακτίνα αλληλεπίδρασης. Άρα, για να βρεθούν οι 

αλληλεπιδράσεις ενός σωµατιδίου i, δεν έχει νόηµα να βρεθούν οι αλληλεπιδράσεις µε όλα τα 

υπόλοιπα, παρά µόνο µε όσα βρίσκονται στην κοντινή γειτονιά του i, σε απόσταση µικρότερη ή ίση 

µε την ακτίνα αλληλεπίδρασης της συνάρτησης οµαλοποίησης.  

Εποµένως, πρακτικά κατασκευάζεται ένα πλέγµα που χωρίζει τον υπολογιστικό χώρο σε κελιά. 

Το κάθε κελί έχει διάσταση όση η ακτίνα αλληλεπίδρασης της συνάρτησης W και τα σωµατίδια 

κατηγοριοποιούνται σε κελιά, ανάλογα µε την θέση τους στο χώρο. Οπότε, αν χρειαστεί να βρεθούν 

οι αλληλεπιδράσεις του σωµατιδίου i, τότε αρκεί να βρεθεί σε ποιο κελί ανήκει και στη συνέχεια να 

υπολογιστούν οι αλληλεπιδράσεις µε τα σωµατίδια που ανήκουν στα γειτονικά κελιά.  
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hκ⋅  
Σχ. 3.5. Πλέγµα για την εύρεση των γειτονικών σωµατιδίων.  

 

Παραλληλοποίηση  

 

Με τη µέθοδο SPH είναι δυνατό να προσοµοιωθούν πολύπλοκα προβλήµατα. Ωστόσο, η µέθοδος 

είναι, εν γένει, αρκετά απαιτητική από πλευράς υπολογιστικού χρόνου, ιδιαίτερα για 3-διάστατες 

προσοµοιώσεις. Ένα σηµαντικό χαρακτηριστικό της µεθόδου είναι ότι οι αλληλεπιδράσεις του κάθε 

σωµατιδίου µπορούν να υπολογιστούν ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα. Αυτό το χαρακτηριστικό 

επιτρέπει τον εύκολο παραλληλισµό του αλγορίθµου, προκειµένου να αξιοποιηθεί η επεξεργαστική 

ισχύς σύγχρονων υπολογιστών και ταυτόχρονα να µειωθεί ο απαιτούµενος χρόνος για την 

ολοκλήρωση µιας προσοµοίωσης.   

Στην παρούσα εργασία χρησιµοποιήθηκε παραλληλισµός κοινής µνήµης µε την χρήση OpenMP 

[7]. Ο αλγόριθµος χωρίζεται σε κοµµάτια που εκτελούνται σειριακά και σε κοµµάτια που εκτελούνται 

παράλληλα (βλέπε σχ. 3.6). Η σειριακή περιοχή εκτελείται από ένα νήµα εντολών. Όταν το 

πρόγραµµα φτάνει σε µια παράλληλη περιοχή, τότε δηµιουργούνται επιπλέον νήµατα και το καθένα 

εκτελείται σε ξεχωριστό επεξεργαστή. Η µετατροπή ενός σειριακού αλγορίθµου SPH σε παράλληλο 

µε OpenMP είναι σχετικά απλή, αλλά απαιτείται προσοχή ούτως ώστε να αποφευχθούν συνθήκες που 

οδηγούν σε καταστροφή των δεδοµένων της µνήµης (αλλιώς data race condition). Οι περιοχές που 

παραλληλίστηκαν είναι αυτές µε το µεγαλύτερο υπολογιστικό κόστος, όπως: ο υπολογισµός των 

χρονικών παραγώγων των πεδίων ταχύτητας και πυκνότητας, το φίλτρο πυκνότητας κλπ. Η απόδοση 

του παραλληλισµού είναι αρκετά κοντά στο 100%.  

  

 
Σχ. 3.6. ∆ιάγραµµα εκτέλεσης ενός παράλληλου αλγορίθµου.  
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4.  Πιστοποίηση της µεθόδου SPH 
 

4.1. Βασικές δοκιµές 

 

Σε αυτό το τµήµα θα παρουσιαστούν ορισµένες βασικές δοκιµές της µεθόδου SPH που έχουν 

σκοπό να προσοµοιώσουν τη βασική συµπεριφορά των εξισώσεων Euler ή τη διατήρηση βασικών 

ιδιοτήτων, όπως της στροφορµής. Οι δοκιµές που θα παρουσιαστούν είναι:  

- ∆οκιµή Shock tube 

- Περιστροφή ποσότητας ρευστού που σχηµατίζει τετράγωνο  

- Παραµόρφωση ρευστού που σχηµατίζει κύκλο  

 

∆οκιµή σωλήνα κυµάτων κρούσης (shock tube)  

 

Η δοκιµή Shock tube αποσκοπεί στην αναπαραγωγή της κυµατικής συµπεριφοράς που είναι 

εγγενής στις εξισώσεις Euler. Μια ασυνέχεια χωρίζει δυο διακριτές καταστάσεις µε διαφορετική 

πυκνότητα/πίεση και ταχύτητα. Η εν λόγω ασυνέχεια οδηγεί στο σχηµατισµό τριών χαρακτηριστικών 

κυµάτων: δυο µη-γραµµικών κυµάτων, που µπορεί να είναι κύµατα κρούσης ή αραίωσης και 

οριοθετούν µια νέα κατάσταση, και ενός εκφυλισµένου κύµατος που ονοµάζεται ασυνέχεια επαφής. 

Η µέθοδος SPH χρησιµοποιήθηκε για την προσοµοίωση της εν λόγω συµπεριφοράς, ξεκινώντας από 

την ακόλουθη κατάσταση:  
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Το πρόβληµα είναι µονοδιάστατο, ενώ η λύση του συγκρίθηκε µε την ακριβή επίλυση του 

προβλήµατος Riemann (ο αναγνώστης παραπέµπεται στο πλήρες κείµενο της εργασίας). Σηµειώνεται 

ότι για την επίλυση απαιτείται η χρήση του όρου τεχνητού ιξώδους (εξ. 3.17). Ο µονοδιάστατος 

χώρος περιγράφεται από 200 σωµατίδια, τοποθετηµένα πυκνότερα στην περιοχή υψηλής πυκνότητας.  

Από τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στη σχ. 4.1 φαίνεται ότι η µέθοδος SPH είναι σε θέση 

να αναπαράγει σωστά τις ταχύτητες των µη-γραµµικών κυµάτων, καθώς και την ενδιάµεση 

κατάσταση. Παρόλα αυτά υπάρχει ανακρίβεια στο πεδίο της πυκνότητας κοντά στην ασυνέχεια 

επαφής, που έχει παρατηρηθεί και από άλλους ερευνητές [1].  

0  

Σχ. 4.1. Προσοµοίωση σωλήνα κυµάτων κρούσης µε την µέθοδο SPH. Αριστερά η ταχύτητα και δεξιά η πυκνότητα. Με 

συνεχή γραµµή είναι η αναλυτική λύση, ενώ µε κόκκινα τετράγωνα η λύση της µεθόδου SPH. 
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Περιστροφή ρευστού σε µορφή τετράγωνου 

 

Αυτή η δοκιµή περιλαµβάνει την περιστροφή ποσότητας ρευστού, διατεταγµένης µε τέτοιον 

τρόπο ώστε να σχηµατίζει τετράγωνο (πλευράς 0.4m αποτελούµενο συνολικά από 10201 σωµατίδια). 

Λόγω της φυγόκεντρης δύναµης ο σχηµατισµός παραµορφώνεται δηµιουργώντας κλάδους που ιδεατά 

πρέπει να ακολουθήσουν τις διακεκοµµένες γραµµές (σχ. 4.2). Επιπλέον η δοκιµή αυτή αποσκοπεί 

και στην εξέταση του φαινοµένου αστάθειας υπό τάση, καθώς στο εσωτερικό του τετραγώνου θα 

αναπτυχθεί αρνητική πίεση. Αν δεν αντιµετωπιστεί το εν λόγω φαινόµενο, θα προκληθούν 

συσσωµατώµατα και τελικά η προσοµοίωση καταρρέει (σχ. 4.2). Η διόρθωση του Monaghan είναι σε 

θέση να το αντιµετωπίσει. Η διόρθωση πυρήνα δίνει ακόµα καλύτερη συµπεριφορά και οµαλότερη 

κατανοµή των πεδίων.  

  
Σχ. 4.2. Προσοµοίωση περιστροφής τετράγωνης ποσότητας ρευστού. Αριστερά: χωρίς αντιµετώπιση της αστάθειας. Κέντρο: 

χρησιµοποιώντας τη διόρθωση του Mongahan. ∆εξιά: διόρθωση συνάρτησης πυρήνα. 

 

Παραµόρφωση ρευστού σε µορφή κύκλου 

 

Σε αυτήν τη δοκιµή µια κυκλική ποσότητα ρευστού υποβάλλεται σε κατάλληλο πεδίο ταχυτήτων, 

ώστε να µετασχηµατιστεί σε έλλειψη. ∆εδοµένου ότι το ρευστό θεωρείται ασθενώς συµπιεστό, το 

εµβαδό του κύκλου πρέπει να είναι (περίπου) ίδιο µε αυτό της έλλειψης. Στο συγκεκριµένο πρόβληµα 

υπάρχουν αναλυτικές σχέσεις που δίνουν τις διαστάσεις των αξόνων της έλλειψης σε σχέση µε το 

χρόνο. Στο σχήµα 4.3 φαίνεται η µεταβολή των διαστάσεων της έλλειψης ως προς το χρόνο σε σχέση 

µε την αναλυτική λύση. Η αρχική ακτίνα του κύκλου ήταν 1m και αποτελείτο από 5000 σωµατίδια.  

 
Σχ. 4.3. Μεταβολή ως προς το χρόνο των διαστάσεων της έλλειψης 
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4.2. Πιστοποίηση σε ροές µε ιξώδες 

 

Σε αυτό το τµήµα θα αναλυθούν περιπτώσεις στις οποίες θα εξεταστεί το φαινόµενο της 

συνεκτικότητας, χρησιµοποιώντας τη µέθοδο SPH. Στις περιπτώσεις που θα εξεταστούν 

περιλαµβάνονται απλές δοκιµές, όπως ροές Couette και Poisseuille, αλλά και πιο πολύπλοκες ροές 

όπως ροή σε ανάποδο σκαλοπάτι για µικρούς και µεγάλους Reynolds. Θα εξεταστεί επίσης και η 

χρήση µοντέλων τύρβης στη µέθοδο SPH.   

 

Ροή Couette  

 

Η ροή Couette είναι η αναπτυσσόµενη ροή µεταξύ δυο παράλληλων επίπεδων άπειρων πλακών. 

Η µια πλάκα είναι ακίνητη, ενώ η άλλη κινείται µε συγκεκριµένη ταχύτητα. Είναι δυνατό να 

εκφραστεί αναλυτική σχέση που δίνει την κατανοµή της ταχύτητας στο χώρο και χρόνο: 
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Η σχέση 4.1 θα χρησιµοποιηθεί για τη σύγκριση των αποτελεσµάτων της µεθόδου SPH. Όπως 

φαίνεται και από το σχήµα 4.1 οι υπολογιζόµενες ταχύτητες από τη µέθοδο SPH και την αναλυτική 

σχέση είναι παραπλήσιες. Για την προσοµοίωση της επίδρασης του ιξώδους χρησιµοποιήθηκε ο όρος 

ιξώδους του Morris [4] (εξ. 3.16), ενώ χρησιµοποιήθηκαν περιοδικές συνθήκες για την προσοµοίωση 

των άπειρων πλακών. Στην εγκάρσια κατεύθυνση, µεταξύ των πλακών, τοποθετήθηκαν 100 

σωµατίδια. 

 

 
Σχ. 4.4. Κατανοµή της ταχύτητας στον y-άξονα για διάφορες χρονικές στιγµές, χρησιµοποιώντας τον όρο ιξώδους του 

Morris.  
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Ροή Poisseuille 

 

Η ροή Poisseuille είναι παραπλήσια µε τη ροή Couette, µε τη διαφορά ότι και οι δυο πλάκες είναι 

ακίνητες, ενώ η ροή προκαλείται από µια διαφορά πίεσης. Η αναλυτική σχέση που δίνει την 

κατανοµή της ταχύτητας στο χώρο και χρόνο είναι η ακόλουθη: 
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 (4.2) 

Και εδώ η συµφωνία της αναλυτικής λύσης µε τη λύση της µεθόδου SPH είναι ικανοποιητική για 

όλες τις χρονικές στιγµές, χρησιµοποιώντας 100 σωµατίδια µεταξύ των πλακών. 

 

 
Σχ. 4.5. Κατανοµή της ταχύτητας στον y-άξονα για διάφορες χρονικές στιγµές, χρησιµοποιώντας τον όρο ιξώδους του 

Morris.  

 

Ροή σε τετράγωνη κοιλότητα 

 

Η εν λόγω δοκιµή εξετάζει τη ροή που αναπτύσσεται εντός τετραγωνικής κοιλότητας, της οποίας 

όλες οι πλευρές, εκτός από την πάνω, είναι ακίνητες. Η πάνω πλευρά κινείται µε µια προκαθορισµένη 

ταχύτητα. Η µέθοδος SPH χρησιµοποιήθηκε για να επιλυθεί το πεδίο ροής, χρησιµοποιώντας δυο 

αναλύσεις: µε 3600 σωµατίδια και µε 22500 σωµατίδια. ∆εδοµένου ότι δεν υπάρχει αναλυτική λύση, 

τα αποτελέσµατα της µεθόδου συγκρίθηκαν µε αντίστοιχα της βιβλιογραφίας [1], για τις ίδιες 

συνθήκες.  

Στο σχήµα 4.6 φαίνονται τα αποτελέσµατα για του πεδίου ροής. Εδώ πρέπει να επισηµανθεί ότι 

κατά την διάρκεια της προσοµοίωσης παρατηρείται µια αφύσικη συγκέντρωση σωµατιδίων στην 

πάνω δεξιά γωνία της κοιλότητας, που οφείλεται στην εγγενή συµπεριφορά της µεθόδου, δηλαδή 

στην προσανατολισµένη κίνηση των σωµατιδίων, όπως αναφέρθηκε και στο κεφάλαιο 2. Παρόλα 

αυτά η κατανοµή ταχυτήτων είναι παραπλήσια µε αυτήν της βιβλιογραφίας (σχ. 4.7). 
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Σχ. 4.6. Πεδίο ροής εντός της κοιλότητας.  

 
Σχ. 4.7. Κατανοµή ταχυτήτων στην γραµµή Χ=0.5. 

 

Στρωτή ροή σε κυλινδρικό αγωγό  

 

Η ροή αυτή είναι παραπλήσια µε τη ροή Poisseuille µε τη διαφορά ότι το ρευστό κινείται εντός 

απείρου κυλινδρικού αγωγού, λόγω διαφοράς πίεσης. Για την προσοµοίωση µε τη µέθοδο SPH 

χρησιµοποιήθηκαν περιοδικές συνθήκες αλλά και συνθήκες συµµετρίας. Το πεδίο ταχυτήτων που 

προκύπτει είναι παραβολικό, όπως υπαγορεύεται και από την αναλυτική λύση [8]:  
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Στη σχέση 4.8 το r αναπαριστά την απόσταση από τον άξονα του κυλίνδρου στην ακτινική 

διεύθυνση και όχι το 3D διάνυσµα θέσης.  
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Fig. 4.8. Σύγκριση της κατανοµής αξονικής ταχύτητας στη διάµετρο του κυλίνδρου. 

 

 

Στρωτή ροή σε ανάποδο σκαλοπάτι  

 

Η ροή σε ανάποδο σκαλοπάτι είναι η ροή που αναπτύσσεται σε µια απότοµη διεύρυνση αγωγού, 

περιλαµβάνοντας αποκόλληση, ανακυκλοφορία και επανακόλληση. Η γεωµετρία που 

προσοµοιώθηκε βασίζεται σε πειράµατα του Armaly [8, 9] για αριθµό Reynolds 389. Σε πρώτη φάση 

δεν χρησιµοποιήθηκε ακριβώς η ίδια γεωµετρία, αλλά προστέθηκε και µια στένωση στην έξοδο (σχ. 

4.9), προκειµένου να αποφευχθεί ο σχηµατισµός κενών µέσα στον αγωγό. Χρησιµοποιήθηκαν δυο 

αναλύσεις, µια πυκνότερη µε µέγεθος σωµατιδίων 0.125mm και µια αραιότερη µε µέγεθος 0.2mm. 

Τα αποτελέσµατα της µεθόδου SPH συγκρίθηκαν µε αντίστοιχα αποτελέσµατα από το υπολογιστικό 

πακέτο Fluent (σχ. 4.11), δίνοντας παραπλήσια πεδία ροής. 

 

Σχ. 4.9. Σχήµα της γεωµετρίας. 

 

 
Σχ. 4.10. Ροή σε ανάποδο σκαλοπάτι. Αναπτυσσόµενο πεδίο ροής. 
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Σχ. 4.11. Ροή σε ανάποδο σκαλοπάτι. Κατανοµές ταχύτητας σε διάφορες θέσεις. 

 

 

 

0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Y
(m

)

U (m/sec)

X=0.01m

Fluent

SPH coarse

SPH fine

-0.006

-0.004

-0.002

0

0.002

0.004

0.006

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Y
(m

)

U (m/sec)

X=0.015m

Fluent

SPH coarse

SPH fine

-0.006

-0.004

-0.002

0

0.002

0.004

0.006

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Y
(m

)

U (m/sec)

X=0.02m

Fluent

SPH coarse

SPH fine
-0.006

-0.004

-0.002

0

0.002

0.004

0.006

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Y
(m

)

U (m/sec)

X=0.025m

Fluent

SPH coarse

SPH fine

-0.006

-0.004

-0.002

0

0.002

0.004

0.006

-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Y
(m

)

U (m/sec)

X=0.035m

Fluent
SPH coarse
SPH fine

-0.006

-0.004

-0.002

0

0.002

0.004

0.006

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Y
(m

)

U (m/sec)

X=0.05m

Fluent

SPH coarse

SPH fine



Κεφάλαιο 4: Πιστοποίηση της µεθόδου SPH 

32 

 

Ανακατανοµή σωµατιδίων 

 

Προκειµένου να αντιµετωπιστεί η συσσώρευση σφαλµάτων λόγω της ανοµοιογενούς κατανοµής 

σωµατιδίων, είναι δυνατό να χρησιµοποιηθεί η τεχνική της ανακατανοµής σωµατιδίων [10]. Η 

βασική ιδέα της εν λόγω τεχνικής είναι να επαναφέρονται περιοδικά τα σωµατίδια σε µια κανονική, 

οµοιογενή κατανοµή. Μετά τη µεταφορά, τα χαρακτηριστικά τους υπολογίζονται µε παρεµβολή µε 

βάση τα χαρακτηριστικά και τις θέσεις που είχαν πριν τη µεταφορά. Τα βασικά πλεονεκτήµατα της 

τεχνικής είναι:  

- ελεγχόµενη κατανοµή σωµατιδίων, εποµένως δεν µπορούν να σχηµατιστούν αφύσικα κενά, 

- αποφεύγεται η εισχώρηση σωµατιδίων στο τοίχωµα, 

- αυξάνεται η ακρίβεια των αποτελεσµάτων. 

Το κύριο µειονέκτηµα είναι η εισαγωγή αριθµητικής διάχυσης, λόγω της αριθµητικής παρεµβολής.  

Με την τεχνική ανακατανοµής σωµατιδίων είναι δυνατή η προσοµοίωση της ακριβούς 

γεωµετρίας των πειραµάτων του Armaly χρησιµοποιώντας διαµορφωµένο προφίλ εσόδου (σχ. 4.12). 

Η µέθοδος SPH δίνει αποτελέσµατα κοντά στα πειραµατικά, ενώ υπολογίζει το µήκος 

ανακυκλοφορίας στην σωστή έκταση.  

  

 

 

Σχ. 4.12.Γεωµετρία του πειράµατος του Armaly.  

 

 

 

 
Σχ. 4.13. Προσοµοίωση πειράµατος του Armaly. Σύγκριση των κατανοµών ταχύτητας.  
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Σχ. 4.14. Προσοµοίωση πειράµατος του Armaly. Σύγκριση των κατανοµών ταχύτητας.  
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Προσοµοίωση φαινοµένων τύρβης µε τη µέθοδο SPH 

 

Ως τυρβώδης καλείται η µη µόνιµη, ακανόνιστη, χαοτική ροή. Τυρβώδης θα µπορούσε να 

χαρακτηριστεί η πλειοψηφία των ροών που εµφανίζονται σε βιοµηχανικές αλλά και καθηµερινές 

πρακτικές εφαρµογές. Παρόλα αυτά είναι σχετικά δύσκολο να αναλυθούν, λόγω του ότι είναι εγγενώς 

µη-µόνιµες. Ακόµα οι δοµές της ροής εκτυλίσσονται σε ένα ευρύ πεδίο κλιµάκων χώρου και χρόνου, 

που πρέπει να συµπεριληφθούν προκειµένου µια προσοµοίωση να είναι ακριβής. Αυτού του είδους η 

προσοµοίωση καλείται Direct Numerical Simulation, είναι δε αρκετά πολύπλοκη για να είναι 

πρακτική η εφαρµογή. Αντ’ αυτού συνήθως γίνεται η επίλυση των εξισώσεων Navier-Stokes 

εκφρασµένων σε µορφή µέσου όρου ως προς το χρόνο (Reynolds Averaged Navier Stokes - RANS). 

Με αυτόν τον τρόπο είναι δυνατή η έκφραση κατάλληλων µοντέλων για την προσοµοίωση της 

επίδρασης της τύρβης στη ροή.  

Η ενσωµάτωση κλασικών µοντέλων τύρβης στη µέθοδο SPH είναι δυνατή, τροποποιώντας 

κατάλληλα τις µέσες εξισώσεις Navier-Stokes χρησιµοποιώντας κατάλληλες προσεγγίσεις SPH (εξ. 

2.4-2.7). Οι µέσες εξισώσεις Navier-Stokes είναι οι ακόλουθες: 
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Για την ολοκλήρωση του µοντέλου τύρβης χρειάζονται επιπλέον σχέσεις για τον υπολογισµό του 

όρου τυρβώδους συνεκτικότητας που µοντελοποιεί τα φαινόµενα τύρβης. Στα πλαίσια της παρούσας 

εργασίας, η µοντελοποίηση αυτή θα γίνει µέσω µοντέλων δύο εξισώσεων, των µοντέλων k-ε και k-ω 

[11]. Οι εξισώσεις των k, ε και ω είναι οι ακόλουθες:  
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Οι όροι που εµφανίζονται στις παραπάνω εξισώσεις είναι οι ακόλουθοι: 
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Ακόµα, οι παράµετροι των µοντέλων είναι:  

• Cµ=0.09 

• Cε1=1.44 

•  Cε2=1.92 

•  σk=1 

•  σε=1.3 

•  β
*
=0.09 

•  Cω1=5/9 

•  Cω2=3/40 

• σk=2 

• σω=2 

 

Πέραν των παραπάνω εξισώσεων απαιτείται κατάλληλη αντιµετώπιση της ροής κοντά στο 

τοίχωµα. Κοντά στο τοίχωµα οι κλίσεις είναι πολύ µεγάλες και για την προσοµοίωσή τους απαιτείται 

πολύ µεγάλη ανάλυση. Αντ’ αυτού η ροή κοντά στο τοίχωµα συνήθως προσοµοιώνεται 

χρησιµοποιώντας κατάλληλες συναρτήσεις τοιχώµατος.  

Με βάση τα παραπάνω είναι δυνατή η προσοµοίωση της τυρβώδους ροής σε ανάποδο σκαλοπάτι 

µε τη χρήση της µεθόδου SPH µε τα µοντέλα k-ε και k-ω για Re=69610. Εδώ πρέπει να τονιστεί ότι 

απευθείας προσοµοίωση υψηλών Reynolds µε την µέθοδο SPH µε ή χωρίς µοντέλα τύρβης οδηγεί σε 

αφύσικη συµπεριφορά της ροής. Πέραν του σχηµατισµού κενών εντός του υπολογιστικού χώρου, η 

αταξία των σωµατιδίων προκαλεί υπερεκτίµηση των οριακών στρωµάτων και δευτερεύοντες 

στροβίλους που δεν εµφανίζονταν στα πειράµατα. Εποµένως για την προσοµοίωση φαινοµένων 

τύρβης είναι αναγκαστική η χρήση της τεχνικής ανακατανοµής σωµατιδίων.  

Στο σχήµα 4.15 φαίνεται το µήκος ανακυκλοφορίας της ροής. Το µοντέλο k-ω είναι σε θέση να 

υπολογίσει καλύτερα την έκταση της ανακυκλοφορίας σε σχέση µε το k-ε, κάτι που είναι γνωστό και 

από τη βιβλιογραφία.  

 

  

 
Σχ. 4.15. Μήκος ανακυκλοφορίας όπως υπολογίζεται από τα δυο µοντέλα τύρβης.  

 

Στη συνέχεια φαίνονται συγκριτικά κατανοµές ταχύτητας σε διάφορες θέσεις. Αποκλίσεις 

υπάρχουν σε σχέση µε τα πειραµατικά, κάτι που είναι ως ένα σηµείο αναµενόµενο. Απ’ την άλλη η 

συµφωνία µεταξύ των αριθµητικών είναι ικανοποιητική.  
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 k-ε µοντέλο τύρβης 

 

 
 

 
 

 
Σχ. 4.16. Τυρβώδης ροή σε ανάποδο σκαλοπάτι. Κατανοµές ταχύτητας σε διάφορες θέσεις υπολογισµένα µε τη µέθοδο SPH, 

σε σύγκριση µε αριθµητικά από το πρόγραµµα Fluent και πειραµατικά. 

 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

y
/h

U/Uref

x/h=1.33

Experiment

SPH k-e

Fluent k-e
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

-0.5 0 0.5 1 1.5

y
/h

U/Uref

x/h=2.67

Experiment

SPH k-e

Fluent k-e

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

-0.5 0 0.5 1 1.5

y
/h

U/Uref

x/h=5.33

Experiment

SPH k-e

Fluent k-e
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

y
/h

U/Uref

x/h=6.22

Experiment

SPH k-e

Fluent k-e

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y
/h

U/Uref

x/h=7.11

Experiment

SPH k-e

Fluent k-e

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y
/h

U/Uref

x/h=8

Experiment

SPH k-e

Fluent k-e



Κεφάλαιο 4: Πιστοποίηση της µεθόδου SPH 

 

37 

 

k-ω µοντέλο τύρβης 

 

 
 

 
 

 
 

Σχ. 4.17. Τυρβώδης ροή σε ανάποδο σκαλοπάτι. Κατανοµές ταχύτητας σε διάφορες θέσεις υπολογισµένα µε τη µέθοδο SPH, 

σε σύγκριση µε αριθµητικά από το πρόγραµµα Fluent και πειραµατικά. 
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4.3. Ροές µε ελεύθερες επιφάνειες 

 

Το κύριο πλεονέκτηµα της µεθόδου SPH είναι η προσοµοίωση ροών ελεύθερης επιφάνειας, 

καθώς δεν απαιτείται κάποια τεχνική για την παρακολούθηση της διεπιφάνειας, ή επιβολή οριακών 

συνθηκών στην ελεύθερη επιφάνεια. Σε πρώτη φάση έγινε η προσοµοίωση πρόσκρουσης δέσµης 

νερού πάνω σε επίπεδη πλάκα για διάφορες γωνίες. Η ταχύτητα της δέσµης ήταν 20m/s, ενώ το 

περιγραφόµενο ρευστό ήταν νερό. Η προσοµοίωση θεωρήθηκε ατριβής. Ένα διάγραµµα της 

προσοµοίωσης δίνεται στο σχήµα 4.18. 

 
Σχ. 4.18. ∆ιάγραµµα της πρόσκρουσης δέσµης σε επίπεδη πλάκα. 

  

Τα σωµατίδια τοποθετήθηκαν χρησιµοποιώντας κυλινδρικό σύστηµα συντεταγµένων, 

σχηµατίζοντας δακτυλίους και µε κατάλληλο τρόπο ώστε να αποφευχθεί κατά το δυνατό το 

φαινόµενο της προσανατολισµένης κίνησης σωµατιδίων (ο αναγνώστης παραπέµπεται στο πλήρες 

κείµενο της εργασίας). Επιπλέον χρησιµοποιήθηκαν οριακές συνθήκες συµµετρίας όπου ήταν δυνατό, 

για την επιτάχυνση των υπολογισµών.  

Αρχικά πραγµατοποιήθηκε ανάλυση ανεξαρτησίας σωµατιδίων αναφορικά µε την περιγραφή της 

ελεύθερης επιφάνειας και της κατανοµής πίεσης πάνω στο τοίχωµα. Από τα αποτελέσµατα προέκυψε 

ότι ανάλυση 1mm επαρκεί για την περιγραφή του φαινοµένου, όπως φαίνεται και από τα σχήµατα 

4.19 και 4.20.  

 
Σχ. 4.19. Πρόσκρουση δέσµης σε επίπεδη πλάκα (γωνία 90ο). Κατανοµή του συντελεστή πίεσης στην ακτινική κατεύθυνση. 
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Σχ. 4.20. Ύψος

 

Χρησιµοποιώντας την ανάλυση

Από τα αποτελέσµατα φαίνεται ότι

ελεύθερη επιφάνεια του φύλλου νερού

µε µέσο όρο ως προς τον χρόνο

υπάρχουν ορισµένες ανακρίβειες

ανακοπής.  

 

Σχ. 4.21. Ελεύθερη επιφάνεια (αριστερά
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Κεφάλαιο 4: Πιστοποίηση

. Ύψος ελεύθερης επιφάνειας στην ακτινική κατεύθυνση. 

την ανάλυση 1mm, προσοµοιώθηκαν και οι υπόλοιπες γωνίες

φαίνεται ότι η µέθοδος SPH είναι σε θέση να περιγράψει

του φύλλου νερού µετά την πρόσκρουση. Η κατανοµή της πίεσης

τον χρόνο, για να εξοµαλυνθούν οι διαταραχές της πί

ανακρίβειες, όπως η υποεκτίµηση του συντελεστή πίεσης
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υπόλοιπες γωνίες πρόσκρουσης. 

περιγράψει αρκετά καλά την 

κατανοµή της πίεσης υπολογίζεται 

διαταραχές της πίεσης. Παρόλα αυτά 

συντελεστή πίεσης µετά το σηµείο 

 

πρόσκρουση υπό γωνία 30o.   

 
πρόσκρουση υπό γωνία 45o.   
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Σχ. 4.23. Ελεύθερη επιφάνεια (αριστερά

Σχ. 4.24. Κατανοµή πίεσης πάνω

Πιστοποίηση της µεθόδου SPH 

 

 

 
επιφάνεια (αριστερά) και κατανοµή πίεσης (δεξιά) για την πρόσκρουση υπό

 

 

Κατανοµή πίεσης πάνω στην πλάκα. Από πάνω προς τα κάτω, πρόσκρουση 60

 
πρόσκρουση υπό γωνία 30o.   

 

 

 
πρόσκρουση 60 ο, 45 ο, 30ο.  
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5. Εφαρµογές σε υδροστροβίλους δράσης  
 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται εφαρµογές της µεθόδου SPH σε εξαρτήµατα 

υδροστροβίλων δράσης. Πιο συγκεκριµένα µελετήθηκαν η ροή σε ακροφύσιο, σε εκτροπέα κα σε 

δροµείς Pelton και Turgo. 

 

 

5.1. Ροή σε ακροφύσιο υδροστροβίλου Pelton 

 

Στο ακροφύσιο υδροστροβίλου δράσης λαµβάνει χώρα η µετατροπή της πίεσης του νερού σε 

κινητική ενέργεια, διαµορφώνοντας µια δέσµη νερού µε µεγάλη κινητική ενέργεια. Η ρύθµιση της 

παροχής δια µέσου του ακροφυσίου γίνεται χρησιµοποιώντας κινητή βελόνα. Στο σχήµα 5.1 φαίνεται 

η γεωµετρία του ακροφυσίου που προσοµοιώθηκε.  

 

 
Σχ. 5.1. Σχεδιάγραµµα ενός ακροφυσίου Pelton µε την ρυθµιστική βελόνα (διαστάσεις σε mm) 

 

∆εδοµένου ότι το πρόβληµα είναι αξονο-συµµετρικό, η 3-διάστατη γεωµετρία διαµορφώθηκε 

σχηµατίζοντας ένα 2-διάστατο περίγραµµα το οποίο περιστράφηκε κατά τον άξονα συµµετρίας, 

διαµορφώνοντας τις επιφάνειες των τοιχωµάτων. Η τελική προσοµοίωση έγινε θεωρώντας 3-

διάστατη γεωµετρία µε δυο επίπεδα συµµετρίας κάθετα µεταξύ τους.  

Στην είσοδο του ακροφυσίου επιβλήθηκε σταθερή ολική πίεση, που αντιπροσωπεύει το ολικό 

ύψος υδατόπτωσης. Η στατική πίεση υπολογίστηκε µέσω της ολικής πίεσης, αφαιρώντας τη συµβολή 

της κινητικής ενέργειας του νερού. Για τον καθορισµό της κατάλληλης ανάλυσης έγινε ανάλυση 

ανεξαρτησίας σωµατιδίων, απ’ όπου φάνηκε ότι ανάλυση 1mm είναι αρκετή για την περιγραφή του 

ακροφυσίου. Στη συνέχεια, η ροή προσοµοιώθηκε για διάφορα ανοίγµατα ακροφυσίου, ενώ τα 

αποτελέσµατα της ροής συγκρίθηκαν µε πειραµατικά (σχ. 5.2). Ακόµα συγκρίθηκε και η διάµετρος 

της δέσµης για διάφορα ανοίγµατα, όπως υπολογίστηκε από τη µέθοδο SPH και από το πρόγραµµα 

Fluent (σχ. 5.3). Γενικά η µέθοδος SPH δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα όσον αφορά την παροχή 

και τη διάµετρο της δέσµης. Επίσης είναι σε θέση να περιγράψει αρκετά καλά και το µεταβατικό 

φαινόµενο στην αρχή λειτουργίας του ακροφυσίου.   
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Σχ. 5.2. Χαρακτηριστική καµπύλη ακροφυσίου – συγκριτικά µεταξύ µεθόδου SPH, πειραµατικών και αριθµητικών 

αποτελεσµάτων.    

 

 

 

 
Σχ. 5.3. Μεταβολή της διαµέτρου της δέσµης σε σχέση µε το άνοιγµα του ακροφυσίου.    
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5.2. Εκτροπέας δέσµης  

 

Εν γένει, η ρύθµιση του φορτίου στους υδροστροβίλους δράσης γίνεται µέσω της βελόνας του 

ακροφυσίου. Ωστόσο αυτή η ρύθµιση δεν είναι τόσο γρήγορη ώστε να χρησιµοποιηθεί σε 

καταστάσεις έκτακτης ανάγκης, εκτός του ότι µπορεί να οδηγήσει σε φαινόµενα υδραυλικού 

πλήγµατος. Εποµένως σε τέτοιες περιπτώσεις χρησιµοποιείται εκτροπέας δέσµης.  

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται η προσοµοίωση της λειτουργίας ενός εκτροπέα δέσµης (όπως 

στο σχήµα 5.4), ούτως ώστε να διαπιστωθεί το κατά πόσο είναι δυνατή η χρήση του στη ρύθµιση 

φορτίου πέραν από την εκτροπή στις καταστάσεις ανάγκης.  

 

 
Σχ. 5.4. Εκτροπέας δέσµης. 

 

Σε πρώτη φάση έγινε προσοµοίωση της ροής σε απλούστερες 2-διάστατες γεωµετρίες. Στο σχήµα 

5.5 φαίνεται η ροή που σχηµατίζεται λόγω της αλληλεπίδρασης του νερού µε τον ακίνητο εκτροπέα 

σε δύο ενδεικτικά στιγµιότυπα. Η ελεύθερη επιφάνεια του νερού προσδιορίζεται µε ακρίβεια σε 

σύγκριση µε αριθµητικά αποτελέσµατα από το πρόγραµµα Fluent.  

 

 

 
Σχ. 5.5. Ροή σε ακίνητο εκτροπέα. Η λύση της µεθόδου SPH αναπαρίσταται µε χρωµατισµένα σωµατίδια, σύµφωνα µε 

το µέτρο της ταχύτητας. Η συνεχής γραµµή δείχνει την ελεύθερη επιφάνεια υπολογισµένη µε το Fluent.  
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Στη συνέχεια, έγιναν δοκιµές σε 2-διάστατες και 3-διάστατες γεωµετρίες µε κινούµενο εκτροπέα. 

Και στις δυο περιπτώσεις διαπιστώθηκε ότι το υπόλοιπο τµήµα της δέσµης, παραµορφώνεται αρκετά 

και φαίνεται να εκτρέπεται και αυτό εν µέρει, ακόµα και για µικρά ποσοστά εκτροπής (25-40%)– το 

φαινόµενο αυτό είναι πιο έντονο στην 2D προσοµοίωση (σχ. 5.6).  

 

 
Σχ. 5.6. Ροή σε κινούµενο εκτροπέα (2D).  

 

 
Σχ. 5.7. Ροή σε κινούµενο εκτροπέα (3D).  

 

Από την 3-διάστατη προσοµοίωση φαίνεται ότι υπάρχει σηµαντική διασπορά της δέσµης µετά 

την αλληλεπίδραση µε τον εκτροπέα, κάτι που θα έχει αρκετά σηµαντική επίδραση στην απόδοση του 

υδροστροβίλου, δεδοµένου ότι η επίδραση του περιβάλλονται αέρα αναµένεται να χειροτερεύσει 

ακόµα περισσότερο την ποιότητα της δέσµης. Τελικά, διαπιστώνεται ότι το συγκεκριµένο σχήµα του 

εκτροπέα δεν είναι κατάλληλο για την ρύθµιση του φορτίου.  
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5.3. Προσοµοιώσεις υδροστροβίλων δράσης 

 

Η αρχή λειτουργίας των υδροστροβίλων δράσης βασίζεται στην αλληλεπίδραση µιας δέσµης 

νερού µε µεγάλη ταχύτητα µε δροµέα κατάλληλης γεωµετρίας. Ο δροµέας µεταβάλλει την 

κατεύθυνση της δέσµης µε αποτέλεσµα να αναπτύσσεται ροπή στο δροµέα. Η πίεση µεταβάλλεται 

µόνο στο ακροφύσιο του υδροστροβίλου, µε αποτέλεσµα να είναι δυνατή η λειτουργία σε 

ατµοσφαιρικό περιβάλλον παρουσία αέρα, χωρίς την ανάγκη σφραγισµένου περιβλήµατος.  

Ο δροµέας του υδροστροβίλου Pelton διαθέτει πτερύγια κατάλληλης γεωµετρίας, ονοµαζόµενα 

και σκαφίδια. Η ροή προσκρούει στο µέσο του σκαφιδίου, χωρίζεται στα δύο, ακολουθεί την 

επιφάνεια του σκαφιδίου και τελικά εξέρχεται µε αντίθετη κατεύθυνση σε σχέση µε την κατεύθυνση 

της δέσµης. Ο υδροστρόβιλος Pelton είναι σχεδιασµένος για µικρές παροχές και µεγάλα υδραυλικά 

ύψη. 

Ο υδροστρόβιλος Turgo είναι κατάλληλος για εφαρµογές µέσου υδραυλικού ύψους. Ο δροµέας 

του µοιάζει µε το δροµέα του υδροστροβίλου Pelton χωρισµένο στη µέση. Το νερό εισέρχεται από 

την µια πλευρά του δροµέα και εξέρχεται από την άλλη, κάτι που επιτρέπει τον χειρισµό µεγάλων 

παροχών, χωρίς να αλληλεπιδρά το εξερχόµενο µε το εισερχόµενο νερό.  

 

 

 
Σχ. 5.8. Σκαφίδιο Pelton (αριστερά) και πτερύγιο Turgo (δεξιά). 

 

 

Κοινό χαρακτηριστικό των υδροστροβίλων δράσης είναι ότι η αναπτυσσόµενη ροή είναι 

διφασική, καθώς περιλαµβάνει και νερό και αέρα. Επίσης είναι µη-µόνιµη και περιλαµβάνει 

κινούµενες γεωµετρίες. Τα παραπάνω καθιστούν χρονοβόρα την προσοµοίωση µε τη χρήση 

συµβατικών προγραµµάτων προσοµοίωσης βασισµένα σε Eulerian περιγραφή. Απ’ την άλλη η 

µέθοδος SPH έχει το πλεονέκτηµα της εύκολης περιγραφής κινούµενων γεωµετριών και ελεύθερης 

επιφάνειας.  

Η γεωµετρία των σκαφιδίων/πτερυγίων Pelton και Turgo αντίστοιχα είναι αρκετά πολύπλοκη. Ο 

αποτελεσµατικότερος τρόπος για την περιγραφή τους είναι χρησιµοποιώντας NURBS. Οι γεωµετρίες 

των υδροστροβίλων Turgo δηµιουργήθηκαν χρησιµοποιώντας κατάλληλο λογισµικό του 

εργαστηρίου. Η γεωµετρία του Pelton δηµιουργήθηκε µε παραπλήσιο λογισµικό, αλλά είναι 

βασισµένη στη γεωµετρία υπάρχοντος υδροστροβίλου. Και στις δυο περιπτώσεις η γεωµετρία του 

σκαφιδίου/πτερυγίου αναπαρίσταται από µια 3-διάστατη καµπύλη επιφάνεια που µπορεί να 

περιγραφεί χρησιµοποιώντας κατάλληλο πλέγµα. Στη συνέχεια, αυτό το πλέγµα χρησιµοποιήθηκε για 

να τοποθετηθούν σωµατίδια πάνω στην επιφάνεια του πτερυγίου, αντιπροσωπεύοντας το τοίχωµα. 

Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε την παραµετροποίηση της γεωµετρίας των 

υδροστροβίλων, ο αναγνώστης παραπέµπεται στο πλήρες κείµενο.  
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5.3.1. Υδροστρόβιλος Turgo 

    

Σε πρώτη φάση έγιναν 2-διάστατες προσοµοιώσεις µε ακίνητο/κινούµενο πτερύγιο. Οι διαστάσεις 

του πτερυγίου υπολογίστηκαν µε βάση τη µέση ακτίνα υδροστροβίλου Turgo. Στην περίπτωση του 

ακίνητου πτερυγίου, τα αποτελέσµατα των αναπτυσσόµενων δυνάµεων συγκρίθηκαν µε τις δυνάµεις 

προσδιοριζόµενες αναλυτικά από την διατήρηση της ορµής. Στην περίπτωση του κινούµενου 

πτερυγίου, τα αποτελέσµατα συγκρίθηκαν µε τα αποτελέσµατα του Fluent. Το πεδίο ροής ήταν 

πρακτικά πανοµοιότυπο, ωστόσο οι αναπτυσσόµενες δυνάµεις παρουσιάζουν ταλαντώσεις (σχ. 5.9). 

Παρόλα αυτά, η απόκλιση στο συνολικά αποδιδόµενο έργο είναι λιγότερη από 3%.  

 

 

 
Σχ. 5.9. ∆υνάµεις πάνω στο πτερύγιο: πάνω δύναµη στον x-άξονα, κάτω δύναµη στον y-άξονα. 

 

Στην συνέχεια µελετήθηκε η 3-διάστατη ροή σε ακίνητο πτερύγιου Turgo, για διάφορες γωνίες 

πρόσκρουσης. Οι διαστάσεις του πτερυγίου ήταν: 

- Πλάτος 332mm 

- Μήκος 412mm 

- Βάθος 265mm 
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Μετά από ανάλυση ανεξαρτησίας σωµατιδίων βρέθηκε ότι µέγεθος σωµατιδίων ίσο µε 5mm είναι 

αρκετό για την περιγραφή της ροής, δίνοντας ικανοποιητικά αποτελέσµατα δυνάµεων πάνω στο 

πτερύγιο, όπως φαίνεται και στον πίνακα 5-Ι. Σε όλες τις περιπτώσεις που προσοµοιώθηκαν µε την 

µέθοδο SPH, τα αποτελέσµατα των δυνάµεων ήταν αρκετά κοντά στα αντίστοιχα που υπολογίστηκαν 

µε το Fluent (πίνακες 5-ΙΙ και 5-ΙΙΙ). Η περιγραφή της ελεύθερης επιφάνειας ήταν ακριβής ακόµα και 

στην πιο περίπλοκη περίπτωση της πρόσκρουσης των 60
ο
, όπου παρουσιάζεται αλληλεπίδραση του 

εξερχόµενου νερού µε την δέσµη που προσκρούει στο πτερύγιο (σχ. 5.10).  

 

Πίνακας 5-I. ∆υνάµεις στο πτερύγιο για την πρόσκρουση δέσµης µε γωνία 30ο  

Calculated forces Fx [N] Fy [N] Fz [N] 

Fluent 5425.575 -8614.56 -25216.4 

SPH: fine 5338.143 -8476.81 -24802.1 

SPH: intermediate 5199.245 -8577.67 -24623.3 

SPH: coarse 3516.502 -7333.66 -21243.8 

 

Πίνακας 5-IΙ. ∆υνάµεις στο πτερύγιο για την πρόσκρουση δέσµης µε γωνία 47ο  

47° jet 

impingement 
Fx [N] Fy [N] Fz [N] 

SPH 4885.766 -12173.4 -22985.4 

Fluent 5019.615 -12424.7 -22986.1 

% deviation 2.66 2.02 0.01 

 

Πίνακας 5-IΙΙ. ∆υνάµεις στο πτερύγιο για την πρόσκρουση δέσµης µε γωνία 60ο  

60° jet 

impingement 
Fx [N] Fy [N] Fz [N] 

SPH 3745.34 -15280.2 -16882.9 

Fluent 3927.32 -15720.2 -16695.8 

% deviation 4.63 2.79 -1.12 

 

 

 
Σχ. 5.10. Σύγκριση ελεύθερης επιφάνειας υπολογισµένης µε τη µέθοδο SPH και το πρόγραµµα Fluent. Αριστερά: 

πρόσκρουση 47ο. ∆εξιά: πρόσκρουση 60ο. Η ελεύθερη επιφάνεια υπολογισµένη µε το Fluent αναπαρίσταται µε συνεχή 

µαύρη γραµµή.  

 

 

Επιπλέον η µέθοδος SPH είναι σηµαντικά ταχύτερη, σε σχέση µε το υπολογιστικό πακέτο Fluent, 

λόγω της φύσης της που επιτρέπει αποδοτικότερο παραλληλισµό και λόγω του ότι δεν 

προσοµοιώνεται η αέρια φάση.  
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Χρησιµοποιώντας την ανάλυση 5mm που προέκυψε από την ανάλυση ανεξαρτησίας σωµατιδίων, 

έγιναν προσοµοιώσεις περιστρεφόµενου δροµέα υδροστροβίλου Turgo. Ο δροµέας είχε 22 πτερύγια 

µε ακτίνα βάσης 260mm, ακτίνα κορυφής 500mm (ονοµαστική διάµετρος 770mm). Για την 

επιτάχυνση των υπολογισµών θεωρήθηκε η ροή µόνο µεταξύ δύο διαδοχικών πτερυγίων, θεωρώντας 

περιοδικές συνθήκες ροής – κάτι που διαπιστώθηκε ότι ισχύει µε αρκετά καλή ακρίβεια από τα 

αποτελέσµατα προσοµοίωσης ενός µεγαλύτερου τµήµατος του δροµέα (σχ. 5.11).  

 

  
Σχ. 5.11. Αριστερά: γράφηµα ροπής των τριών πρώτων πτερυγίων δροµέα Turgo. ∆εξιά: σύγκριση της υπολογιζόµενης 

ροπής από την προσοµοίωση δυο πτερυγίων και µεγαλύτερου τµήµατος του δροµέα Turgo.  

 

∆υο διαφορετικές γεωµετρίες πτερυγίου προσοµοιώθηκαν, ενώ τα αποτελέσµατα συγκρίθηκαν µε 

αντίστοιχα αριθµητικά από το πρόγραµµα Fluent. Οι εν λόγω γεωµετρίες είχαν προκύψει από µια 

προκαταρτική βελτιστοποίηση µε τον αλγόριθµο FLS. Και για τις δυο γεωµετρίες τα αριθµητικά 

αποτελέσµατα ήταν αρκετά κοντά, όσον αφορά: 

- Τη διαµόρφωση/διασπορά της ροής πάνω στο πτερύγιο (σχ. 5.13). 

- Την αναπτυσσόµενη ροπή πάνω στο πτερύγιο. Ωστόσο, εδώ πρέπει να επισηµανθεί ότι ροπή 

αναπτύσσεται και στα δυο πτερύγια, στο ένα λόγω πρόσκρουσης της δέσµης και στο άλλο 

λόγω υποπίεσης. Η υποπίεση αυτή είναι αδύνατο να υπολογιστεί µε τις οριακές συνθήκες που 

χρησιµοποιήθηκαν στη µέθοδο SPH, οδηγώντας σε υποεκτίµηση της συνολικής ροπής του 

δροµέα.  

Από τις προσοµοιώσεις εντοπίστηκε η καλύτερη από τις δυο γεωµετρίες η οποία χρησιµοποιήθηκε 

για τις περαιτέρω δοκιµές.  

 
Σχ. 5.12. Γράφηµα ροπής πάνω στο πτερύγιο δροµέα Turgo που προσκρούει η δέσµη – σύγκριση διαφορετικών γεωµετριών 

πτερυγίου. 
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Time: 12.6ms 

 

 
Time: 21ms 

Σχ. 5.13. ∆ιασπορά της δέσµης πάνω στο πτερύγιο.  

 

 

Χρησιµοποιώντας την καλύτερη γεωµετρία πτερυγίου έγιναν δυο παραµετρικές δοκιµές, µε 

σκοπό να διαπιστωθούν οι καλύτερες δυνατές συνθήκες εισόδου της δέσµης στον δροµέα: 

- Εύρεση βέλτιστης γωνίας εισόδου της δέσµης. ∆οκιµάστηκαν διάφορες γωνίες εισόδου, 

ξεκινώντας από 20
ο
 ως 40

ο
. ∆ιαπιστώθηκε ότι όσο η γωνία εισόδου αυξάνεται, τόσο η 

καµπύλη ροπής στενεύει και αποκτά µεγαλύτερη µέγιστη τιµή (σχ. 5.14). Ωστόσο ο βαθµός 

απόδοσης µεγιστοποιείται στις ~30
ο
. 

- Βέλτιστη θέση της δέσµης. Η δέσµη µετατοπίστηκε παράλληλα κατά απόσταση D=-Rjet, 0, 

+Rjet. Για αρνητικές µετατοπίσεις η καµπύλη ροπής ξεκινά νωρίτερα και είναι στενότερη µε 

µεγαλύτερη µέγιστη τιµή. Το αντίστροφο ισχύει όταν η απόσταση γίνεται θετική (σχ. 5.15). 

Ο µέγιστος βαθµός απόδοσης διαπιστώθηκε ότι εµφανίζεται για µετατόπιση κοντά στο 0. 

  

 
Σχ. 5.14. Γράφηµα ροπής πάνω στο πτερύγιο δροµέα Turgo που προσκρούει η δέσµη – σύγκριση διαφορετικών γεωµετριών 

πτερυγίου. 
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Σχ. 5.15. Γράφηµα ροπής πάνω στο πτερύγιο δροµέα Turgo που προσκρούει η δέσµη – σύγκριση διαφορετικών γεωµετριών 

πτερυγίου. 

 

Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο SPH έγινε ρύθµιση του υπολογιστικού αλγορίθµου FLS, ώστε να 

περιγράφει ικανοποιητικά τη διασπορά της δέσµης πάνω στο πτερύγιου του υδροστροβίλου [14]. Η 

µέθοδος FLS έχει το πλεονέκτηµα ότι είναι σηµαντικά πιο γρήγορη από τη µέθοδο SPH, δεδοµένου 

ότι απαιτεί µόλις µερικά δευτερόλεπτα για την εκτέλεσή της σε έναν σύγχρονο υπολογιστή. Μετά τη 

ρύθµιση ο αλγόριθµος FLS χρησιµοποιήθηκε για τη βελτιστοποίηση της γεωµετρίας µοντέλου 

υδροστροβίλου. Η αρχική γεωµετρία του υδροστροβίλου βασίστηκε στη καλύτερη γεωµετρία που 

προέκυψε από τις προσοµοιώσεις που περιγράφηκαν παραπάνω. Από τη βελτιστοποίηση µε τη χρήση 

του προγράµµατος EASY (βασισµένο σε γενετικούς αλγορίθµους [15]) και του αλγορίθµου FLS 

προέκυψε ένα νέο σύνολο βέλτιστων γεωµετριών, οι οποίες δοκιµάστηκαν µε τη µέθοδο SPH 

προσδιορίζοντας την τελική βέλτιστη γεωµετρία. 

Τελικά η εν λόγω γεωµετρία χρησιµοποιήθηκε για την κατασκευή των πτερυγίων και του δροµέα 

του υδροστροβίλου. Παράλληλα, µε την µέθοδο SPH προσδιορίστηκαν και τα φορτία των εδράνων 

του άξονα του υδροστροβίλου (πίνακας 5-IV). Τα φορτία αυτά επαληθεύτηκαν χρησιµοποιώντας το 

θεώρηµα διατήρησης της ορµής (βλέπε το πλήρες κείµενο).  

  

 
Σχ. 5.16. Αριστερά: Σχέδιο CAD του πτερυγίου του υδροστροβίλου Turgo. ∆εξιά: Σχέδιο CAD του δροµέα του 

υδροστροβίλου. 
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Πίνακας 5-ΙV. ∆υνάµεις κατά τη λειτουργία του υδροστροβίλου.  

Forces in (N) Upper jet Lower jet Both jets 

Fx -693.7 -693.7 -1387.5 

Fy 122.1 -122.1 0.0 

Fz 2205.8 -2205.8 0.0 

Weight (y-axis) -402.2 -402.2 -402.2 

Faxial -693.7 -693.7 -1387.5 

Fradial 2223.5 2267.3 402.2 

 

Επίσης, έγιναν προσοµοιώσεις της συνολικής γεωµετρίας του δροµέα Turgo 

συµπεριλαµβανοµένου και του κελύφους, για να διαπιστωθεί τυχόν αλληλεπίδραση του εξερχόµενου 

νερού µε το τοίχωµα και/ή τη δέσµη. Μελετήθηκε η ροή σε λειτουργία ενός και δυο ακροφυσίων (σχ. 

5.17). Τελικά διαπιστώθηκε ότι τόσο σε λειτουργία ενός αλλά και δυο ακροφυσίων τα εξερχόµενα 

φύλλα νερού αποµακρύνονται από το δροµέα δίχως να επηρεάζουν αυτόν ή τη δέσµη του νερού.  

 

 
Σχ. 5.17. Αριστερά: Προσοµοίωση πλήρους δροµέα Turgo µε λειτουργία ενός ακροφυσίου. Με συνεχή γραµµή φαίνεται η 

έκταση στην οποία απλώνονται τα φύλλα νερού. ∆εξιά: προσοµοίωση δροµέα µε λειτουργία δυο ακροφυσίων. Τα βέλη 

δείχνουν την κατεύθυνση κίνησης µέρους της ροής που προσκρούει στα τοιχώµατα.  

 

 

5.3.2. Υδροστρόβιλος Pelton 

 

Αρχικά πραγµατοποιήθηκαν 3-διάστατες προσοµοιώσεις για ακίνητο σκαφίδιο Pelton για 

διάφορες γωνίες, που αντιπροσωπεύουν διαφορετικές φάσεις αλληλεπίδρασης της δέσµης νερού µε 

τον δροµέα Pelton. Η ανάλυση που χρησιµοποιήθηκε ήταν 1mm, ενώ επιβλήθηκαν οριακές συνθήκες 

συµµετρίας στο µέσο του σκαφιδίου, ούτως ώστε να επιταχυνθούν οι υπολογισµοί. Παράλληλα η 

κατανοµή των σωµατιδίων πάνω στη δέσµη ήταν τέτοια ώστε να αποφευχθεί η στοίχιση σωµατιδίων 

στο επίπεδο συµµετρίας (καθώς θα παγιδεύονταν στον επίπεδο συµµετρίας), κάτι που θα οδηγούσε σε 

αφύσικες λύσεις. Ενδεικτικά στο σχήµα 5.18 φαίνεται η ροή που αναπτύσσεται, υπολογισµένη µε τη 

µέθοδο SPH και το Fluent: το πεδίο ροής είναι παραπλήσιο, η διασπορά της δέσµης αντίστοιχη καθώς 

επίσης και η κατανοµή ταχυτήτων. Παρόµοια είναι και η ελεύθερη επιφάνεια, όπως φαίνεται σε µια 

ενδεικτική τοµή στην σχ. 5.18. 
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Σχ. 5.18. Προσοµοίωση πρόσκρουσης σε σκαφίδιο Pelton υπό γωνία 120ο. Αριστερά: σύγκριση του πεδίο ροής 

υπολογισµένο µε τη µέθοδο SPH και το υπολογιστικό πακέτο Fluent. ∆εξιά σύγκριση της ελεύθερης επιφάνειας.  

 

Η κατανοµή πίεσης πάνω στο σκαφίδιο µπορεί να υπολογιστεί µέσω των οριακών δυνάµεων 

τοιχώµατος (εξ. 3.43). Η κατανοµή είναι η αναµενόµενη και αντίστοιχη µε αυτήν του υπολογιστικού 

πακέτου Fluent, µε εξαίρεση την περιοχή κοντά στο splitter όπου παρατηρείται υπερεκτίµηση της 

πιέσεως. Στον πίνακα 5-V παρουσιάζονται οι υπολογισµένες δυνάµεις πάνω στο σκαφίδιο, όπου 

παρατηρούνται αποκλίσεις. Αυτές οι αποκλίσεις εντοπίζονται στην επίδραση της διάχυσης του 

φίλτρου πυκνότητας.  

 
Σχ. 5.19. Κατανοµή πίεσης πάνω στο σκαφίδιο για πρόσκρουση δέσµης µε γωνία 90ο. 

 

Πίνακας 5-V. ∆υνάµεις πάνω στο ακίνητο σκαφίδιο 

Impingement 

angle 
Method Fx [N] Fy [N] Fz [N] 

60° 
Fluent -38.2 -102.9 -253.9 

SPH sym. -35.1 -99.4 -236.8 

90° 
Fluent -21.9 -32.1 -278.8 

SPH sym. -17.7 -30.5 -260.6 

120° 
Fluent -21.43 22.3 -219.5 

SPH sym. -15.5 23.3 -207.5 
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Επίσης αναλύθηκε και η ροή σε κινούµενο δροµέα Pelton. Οι διαστάσεις του δροµέα είναι: 

- Ακτίνα βάσης: 177mm 

- Ακτίνα κορυφής: 293mm 

- Ονοµαστική ακτίνα: 224mm 

Η προσοµοίωση του κινούµενου δροµέα Pelton έγινε µε παραπλήσιο τρόπο µε την προσοµοίωση 

του δροµέα Turgo. Και σε αυτήν την περίπτωση αναλύθηκε η ροή µεταξύ δυο διαδοχικών σκαφιδίων, 

θεωρώντας περιοδική ροή, καθώς φάνηκε ότι η επίδραση των επόµενων σκαφιδίων δεν είναι 

σηµαντική (σχ. 5.20). Επίσης χρησιµοποιήθηκαν οριακές συνθήκες συµµετρίας στο µέσο των 

σκαφιδίων. Τέλος, τα σκαφίδια περιγράφηκαν µόνο χρησιµοποιώντας µια στρώση σωµατιδίων, για 

απλότητα και επιτάχυνση των υπολογισµών.  

 

 
Σχ. 5.20. Συγκριτικό σχήµα µεταξύ της αναπτυσσόµενης ροπής στο πρώτο και στο δεύτερο σκαφίδιο. Η προσοµοίωση έγινε 

θεωρώντας τρία διαδοχικά σκαφίδια.  

 

Από τις προσοµοιώσεις φάνηκε ότι η µέθοδος SPH είναι σε θέση να εντοπίσει σηµαντικές 

λεπτοµέρειες της ροής, όπως την αλληλεπίδραση του εξερχόµενου φύλλου νερού µε το επόµενο 

σκαφίδιο (σχ. 5.21 – παρόλα αυτά η συγκεκριµένη αλληλεπίδραση δεν επηρεάζει σηµαντικά την 

καµπύλη ροπής). Εκτός αυτού δίνει ρεαλιστικά αποτελέσµατα σχετικά µε την εξάπλωση του νερού 

πάνω στο σκαφίδιο κατά τη διάρκεια της αλληλεπίδρασης δέσµης-σκαφιδίου (σχ. 5.22). 

 

 

 
Σχ. 5.21. Σύγκριση ροής που αναπτύσσεται σε υδροστρόβιλο Pelton. Αριστερά: προσοµοίωση µε τη µέθοδο SPH. ∆εξιά: 

προσοµοίωση µε το υπολογιστικό πακέτο Fleunt.  
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Σχ. 5.22. Εξέλιξη της ελεύθερης επιφάνειας πάνω στο σκαφίδιο Pelton.  

 

Όσον αφορά την αναπτυσσόµενη ροπή, τα αποτελέσµατα της µεθόδου SPH είναι πολύ κοντά στα 

αντίστοιχα του πακέτου Fluent. Η µέθοδος SPH περιγράφει αρκετά καλά τη ροπή κατά την εκκίνηση 

της αλληλεπίδρασης µέχρι τη µέγιστη τιµή, εν συνεχεία όµως υποεκτιµά τη ροπή. Παραπλήσια 

συµπεριφορά εµφανίζεται και στην αξονική δύναµη του µισού σκαφιδίου (ο συνολικός δροµέας δεν 

δέχεται αξονική δύναµη). Εδώ πρέπει να σηµειωθεί ότι αύξηση της ανάλυσης δεν βελτιώνει τα 

αποτελέσµατα.  

 

 

  
Σχ. 5.23. Σύγκριση της καµπύλης ροπής (αριστερά) και της αξονικής δύναµης (δεξιά) στο µισό σκαφίδιο.  

 

 

Μεταβάλλοντας την ταχύτητα περιστροφής του δροµέα είναι δυνατό να µελετηθεί η 

συµπεριφορά του υδροστροβίλου σε σηµεία λειτουργίας εκτός του κανονικού. Όπως φαίνεται στη σχ. 

5.24, για περιφερειακή ταχύτητα του δροµέα περίπου ίση µε τη µισή ταχύτητα δέσµης εµφανίζεται η 

µέγιστη απόδοση, καθώς η υπολειπόµενη κινητική ενέργεια του νερού µετά την αλληλεπίδραση είναι 

ελάχιστη. Επίσης η περιοχή στην οποία εµφανίζεται η ελάχιστη ταχύτητα είναι η ονοµαστική ακτίνα 

του δροµέα. Για µικρότερες ή µεγαλύτερες ταχύτητες περιστροφής η περιοχή ελάχιστης κινητικής 

ενέργειας µετακινείται προς το χείλος αποκοπής ή τη βάση του σκαφιδίου αντίστοιχα. Επίσης από το 

γράφηµα στο σχήµα 5.25 φαίνεται ότι για µεγαλύτερες ταχύτητες περιστροφής µεγαλώνει το εύρος 

της καµπύλης ροπής, ενώ µειώνεται η µέγιστη τιµή της.  
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(α) Γωνιακή ταχύτητα: 37rad/s     (β) Γωνιακή ταχύτητα: 57rad/s 

 
(γ) Γωνιακή ταχύτητα: 73rad/s (βέλτιστο σηµείο λειτουργίας)    (δ) Γωνιακή ταχύτητα: 94rad/s 

Σχ. 5.24. Προσοµοίωση υδροστροβίλου Pelton για διάφορες ταχύτητες περιστροφής.  

 

 

 

 
Σχ. 5.25. Καµπύλη ροπής σε σχέση µε την ταχύτητα περιστροφής του δροµέα.  
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Τέλος έγινε και προσοµοίωση του πλήρους δροµέα, όπως φαίνεται και στο σχήµα 5.26. Όπως 

είναι αναµενόµενο, µετά την αρχική µεταβατική κατάσταση, διαµορφώνεται µια περιοδική 

συµπεριφορά, τόσο στο πεδίο ροής όσο και στην καµπύλη ροπής.  

 

 

 

   
Σχ. 5.26. Προσοµοίωση του συνολικού δροµέα Pelton.  

 

 

 

Σύνοψη από την εφαρµογή της µεθόδου SPH σε υδροστροβίλους δράσης 

 

Από τα παραπάνω συµπεραίνεται ότι η µέθοδος SPH είναι σε θέση να προσοµοιώσει 

αποτελεσµατικά τα φαινόµενα ροής που εµφανίζονται σε υδροστροβίλους δράσης, καθώς επίσης και 

τις λεπτοµέρειες της ροής. Σε όλες τις περιπτώσεις, η εκτέλεση του αλγορίθµου SPH είναι πιο 

γρήγορη από του προγράµµατος Fluent (έχοντας λάβει υπόψη την παράλληλη επεξεργασία). Ακόµα 

µε τη µέθοδο SPH είναι προσιτή η προσοµοίωση πλήρους δροµέα Turgo και Pelton σε ένα σύγχρονο 

πολυπύρηνο επεξεργαστή, κάτι που δεν θα ήταν εφικτό µε τη χρήση πλεγµατικών µεθόδων καθώς θα 

απαιτείτο πολύ πυκνό πλέγµα ακόµα και µακριά από το δροµέα.  

Παρόλα αυτά υπάρχουν ορισµένες ανακρίβειες, καθώς στις περιπτώσεις που δοκιµάστηκαν 

υπήρχε υποεκτίµηση της ροπής µέχρι και 5%, τόσο σε αριθµητικά όσο και πειραµατικά. Αυτό 

οφείλεται εν µέρει στην αντιµετώπιση των οριακών συνθηκών µε τη χρήση απωστικών σωµατιδίων 

και στο φίλτρο πυκνότητας καθώς εισάγει αριθµητική διάχυση.  
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6. Ενσωµάτωση επιλυτών Riemann στη µέθοδο SPH (SPH-R) 
 

Στα προηγούµενα κεφάλαια παρουσιάστηκε η µέθοδος SPH, καθώς επίσης και κάποιες από τις 

αδυναµίες της µεθόδου, όπως οι διαταραχές του πεδίου πυκνότητας και πίεσης. Μια εναλλακτική της 

χρήσης φίλτρων πυκνότητας είναι η ενσωµάτωση επιλυτών Riemann για την επίλυση των 

σωµατιδιακών αλληλεπιδράσεων [16]. Στο παρόν κεφάλαιο γίνεται αναφορά στη χρήση επιλυτών 

χρησιµοποιώντας µη συντηρητικές µεταβλητές. 

Οι εξισώσεις 3.12 και 3.15 µπορούν να γραφούν ως εξής: 
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όπου proj

iU είναι η προβολή της ταχύτητας του σωµατιδίου i στο µοναδιαίο διάνυσµα που ξεκινά από 

το σωµατίδιο j και καταλήγει στο i.  
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Σχ. 6.1. Αλληλεπίδραση µεταξύ σωµατιδίου i και j.  

  

Η επίλυση του προβλήµατος Riemann γίνεται θεωρώντας ότι τα σωµατίδια i και j είναι οι δύο 

καταστάσεις του προβλήµατος Riemann (L και R αντίστοιχα). Από την επίλυση προκύπτει µια 

ενδιάµεση κατάσταση που συµβολίζεται µε αστερίσκο, η οποία µπορεί να υπολογιστεί 

χρησιµοποιώντας τις παρακάτω σχέσεις: 
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Γενικά, η επίλυση ενός προβλήµατος Riemann είναι πιο πολύπλοκη, αλλά στη συγκεκριµένη 

περίπτωση γνωρίζουµε εκ των προτέρων τη λύση, καθώς θεωρήθηκε ασθενώς συµπιεστή ροή. 

Το πλεονέκτηµα που έχει η παραπάνω διατύπωση των εξισώσεων SPH είναι ότι απαιτείται µια 

σχετικά µικρή αλλαγή του αλγορίθµου για την ενσωµάτωση του επιλύτη Riemann, ενώ πλέον δεν 

απαιτείται φίλτρο/διόρθωση. Ωστόσο το σχήµα που προκύπτει έχει µεγάλη αριθµητική διάχυση, λόγω 

του ότι βασίζεται στη µέθοδο Godunov (1
ης

 τάξης). Σε πρακτικές εφαρµογές απαιτείται ένα σχήµα 
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µεγαλύτερης ακρίβειας, όπως το σχήµα MUSCL 2
ης

 τάξης [17] που βασίζεται στην ανακατασκευή 

των δεδοµένων στη διεπιφάνεια µεταξύ των δυο σωµατιδίων. Για την ανακατασκευή 

χρησιµοποιούνται οι χωρικές παράγωγοι µε κατάλληλο περιορισµό για να αποφευχθούν φαινόµενα 

αριθµητικής διασποράς. Η διαδικασία είναι η ακόλουθη: 

- Υπολογισµός χωρικών παραγώγων (εµπρός και πίσω): 
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Στις παραπάνω σχέσεις Φ είναι το διάνυσµα των µη συντηρητικών µεταβλητών [ρ, u, v, w]
Τ
 

- Υπολογισµός κλίσεων για κάθε σωµατίδιο, λαµβάνοντας υπόψη την κατεύθυνση του τοπικού 

συστήµατος συντεταγµένων, οριζόµενου από το rij: 
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 (6.9) 
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  (6.10) 

- Περιορισµός κλίσεων: 
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- Ανακατασκευή δεδοµένων: 
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jjjL ∆ΦΦ
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jjjR ∆ΦΦ

2
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- Επίλυση του προβλήµατος Riemann χρησιµοποιώντας την κατάσταση iRΦ  και 
jLΦ  αντί 

των iΦ , 
jΦ . 

Το σχήµα που προκύπτει είναι ακριβές, χωρίς αριθµητική διασπορά, όπως φαίνεται και από την 

προσοµοίωση shock tube στην σχ. 6.2. 

  
Σχ. 6.2. Αποτελέσµατα των σχηµάτων SPH-R για τη δοκιµή shock tube. Σύγκριση µε την αναλυτική λύση και τη µέθοδο 

SPH. 
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Η µέθοδος SPH-R είναι σε θέση να υπολογίσει ακριβή πεδία πίεσης, όπως για παράδειγµα στην 

περίπτωση 2-διάστατης πρόσκρουσης δέσµης νερού σε επίπεδη πλάκα υπό γωνία 60
ο
 (σχ. 6.3). Εδώ 

πρέπει να σηµειωθεί ότι η κατανοµή πίεσης είναι πιο οµαλή και πλησιέστερη στην αναλυτική σε 

σχέση µε την αντίστοιχη υπολογισµένη από τη µέθοδο SPH χρησιµοποιώντας φίλτρα πυκνότητας ή 

όρους διάχυσης.  

 

 
Σχ. 6.3. Κατανοµή πίεσης πάνω στην πλάκα (2-διάστατη προσοµοίωση) – σύγκριση µε την αναλυτική λύση.  

 

Μπορεί να γίνει εφαρµογή της µεθόδου SPH-R χρησιµοποιώντας σωµατίδια απωστικών 

δυνάµεων για οριακή συνθήκη τοιχώµατος. ∆ιακυµάνσεις συνεχίζουν να παρουσιάζονται στις 

αναπτυσσόµενες δυνάµεις, αλλά έχουν µικρότερο εύρος (σχ. 6.4).  

 

 
Σχ. 6.4. Ιστορικό δυνάµεων πάνω στο κινούµενο 2D πτερύγιο Turgo.  

 

Σε πρακτικές 3-διάστατες εφαρµογές παρατηρήθηκε ότι, παρόλο που χρησιµοποιήθηκε σχήµα 2
ης

 

τάξης ακρίβειας, η παρουσία της αριθµητικής διάχυσης ήταν αισθητή. Για παράδειγµα στο σχήµα 6.5 

είναι εµφανές ότι η ταχύτητα των φύλλων νερού που διαµορφώνονται µετά από την πρόσκρουση της 

δέσµης στις αντίστοιχες γεωµετρίες είναι υποεκτιµηµένη. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα την επακόλουθη 

υποεκτίµηση των υπολογιζόµενων δυνάµεων.  
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Σχ. 6.5. Αριστερά: πρόσκρουση δέσµης πάνω σε πτερύγιο Turgo. ∆εξιά: πρόσκρουση δέσµης σε σκαφίδιο Pelton. 

 

Κατά την προσοµοίωση κινούµενων δροµέων υδροστροβίλων δράσης παρατηρήθηκε ότι η 

µέθοδος SPH-R είναι δυνατό να περιγράψει καλύτερα ορισµένες φάσεις λειτουργίας του 

υδροστροβίλου, καθώς: 

- Οι διακυµάνσεις της ροπής µειώνονται αισθητά σε σχέση µε τη µέθοδο SPH 

- Υπολογίζεται ακριβέστερα η ροπή σε συγκεκριµένες φάσεις λειτουργίας, όπως στο άδειασµα 

του σκαφιδίου Pelton. 

 
Σχ. 6.6. Αναπτυσσόµενη ροπή σε υδροστρόβιλο Turgo (αριστερά) και Pelton (δεξιά). 

 

Ένα σηµαντικό µειονέκτηµα της µεθόδου SPH-R είναι ότι απαιτεί σηµαντικά περισσότερο χρόνο 

για την επίλυση, δεδοµένου ότι σε κάθε χρονικό βήµα απαιτείται υπολογισµός των παραγώγων, 

περιορισµός των κλίσεων κλπ. (εξ. 6.7-6.15).  

Ένα άλλο πλεονέκτηµα της µεθόδου SPH-R είναι η επιβολή των οριακών συνθηκών 

χρησιµοποιώντας την επίλυση ενός µερικού προβλήµατος Riemann [18, 19]. Σε αυτήν την περίπτωση 

το όριο αντιπροσωπεύεται από ένα σύνολο στοιχείων επιφανείας, τα οποία χαρακτηρίζονται από 

εµβαδό και την τοπική κάθετο. Όταν ένα σωµατίδιο ρευστού αλληλεπιδρά µε το όριο, τότε µπορεί να 

υπολογιστεί η λύση του µερικού προβλήµατος Riemann, ανάλογα µε την οριακή συνθήκη και να 

χρησιµοποιηθεί µέσω του όρου επιφάνειας της εξίσωσης 2.3: 
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Σχ. 6.7. Επιβολή οριακών συνθηκών. 

 

 Με αυτόν τον τρόπο µπορούν να µοντελοποιηθούν οριακές συνθήκες ανεξαρτήτως τύπου, χωρίς 

την ανάγκη προεκβολής των αριθµητικών δεδοµένων πέρα από τον υπολογιστικό χώρο, ενώ είναι 

δυνατή και η επέκταση και µε σχήµα 2
ης

 τάξης.  

Άλλη µια δυνατότητα είναι η κατασκευή ενός υβριδίου µεταξύ SPH και SPH-R, όπου για τα 

εσωτερικά σωµατίδια του υπολογιστικού χώρου χρησιµοποιείται η µέθοδος SPH µε όρο διάχυσης 

πυκνότητας (εξ. 3.37), ενώ για την αλληλεπίδραση µε το τοίχωµα  επιλύεται το µερικό πρόβληµα 

Riemann. Οι εξισώσεις της υβριδικής µεθόδου είναι οι ακόλουθες:  
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Η µέθοδος αυτή έχει το πλεονέκτηµα της ακριβούς αντιµετώπισης οριακών συνθηκών, 

περιορισµένης αριθµητικής διάχυσης, λόγω του ότι η µέθοδος Godunov χρησιµοποιείται µόνο κατά 

την αλληλεπίδραση µε το τοίχωµα, ενώ η ταχύτητα εκτέλεσης είναι παραπλήσια της µεθόδου SPH, 

καθώς δεν χρειάζεται σχήµα 2
ης

 τάξης. Η υβριδική µέθοδος είναι σε θέση να δώσει ακριβή 

αποτελέσµατα κατανοµής πίεσης στη δοκιµή κατάρρευσης υδάτινης στήλης (dam break – σχ. 6.8), 

κάτι που το κλασικό SPH αδυνατεί.  

 

 
Σχ. 6.8. Ενδεικτικά στιγµιότυπα κατάρρευσης υδάτινης στήλης µε την χρήση του υβριδίου SPH/SPH-R. 
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7. Η µέθοδος SPH-ALE  
 

Μια παραλλαγή της µεθόδου SPH βασίζεται στη διακριτοποίηση των εξισώσεων Euler σε 

συντηρητική µορφή, εκφρασµένες χρησιµοποιώντας περιγραφή ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) 

[20]. Πλέον τα σωµατίδια θεωρούνται κινούµενοι πεπερασµένοι όγκοι, που κινούνται ακολουθώντας 

ένα µεταφορικό πεδίο, όχι κατ’ ανάγκη ίδιο µε το ροϊκό πεδίο. Αυτό δίνει το πλεονέκτηµα ελέγχου 

της κίνησης των σωµατιδίων.  

Οι εξισώσεις της µεθόδου είναι: 
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 (7.1-7.6) 

 

 

 

Στις παραπάνω εξισώσεις o όγκος του «σωµατιδίου» συµβολίζεται µε ωi, ενώ δείκτης Ε 

χρησιµοποιείται για να δείξει την λύση του προβλήµατος Riemann. Η επίλυση του προβλήµατος 

Riemann γίνεται µεταξύ των αλληλεπιδρώντων σωµατιδίων i και j, χρησιµοποιώντας την µέθοδο του 

Roe. Για τον υπολογισµό της πίεσης χρησιµοποιείται και πάλι η εξίσωση Tait. 

Και εδώ απαιτείται σχήµα 2
ης

 τάξης για την πρακτική εφαρµογή της µεθόδου. Το σχήµα 2
ης

 τάξης 

είναι παραπλήσιο µε αυτό που περιγράφηκε παραπάνω στις εξ. 6.7-6.15 µε τη διαφορά ότι υπάρχει 

ένα επιπλέον βήµα, το βήµα εξέλιξης (evolution step) [17]. 
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Ουσιαστικά η διαδικασία είναι παραπλήσια µε τη δοκιµασµένη µέθοδο MUSCL-Hancock που 

χρησιµοποιείται κατά κόρον στη µέθοδο των πεπερασµένων όγκων.  

Η επιβολή των οριακών συνθηκών γίνεται χρησιµοποιώντας την επίλυση µερικού προβλήµατος 

Riemann στο όριο και προσθέτοντας τη συµβολή του επιφανειακού όρου στις εξισώσεις 7.1-7.6, 

δίνοντας τελικά:  
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Μια ακόµα τεχνική που µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε τη µέθοδο SPH-ALE είναι η χρήση 

προσταθεροποίησης χαµηλών ταχυτήτων (low speed preconditioning), η οποία συµβάλλει στη 

βελτίωση του πεδίου πυκνότητας/πιέσεων ιδιαίτερα στην περίπτωση που η ροή είναι ασθενώς 

συµπιεστή. Χρησιµοποιώντας τον preconditioner του Turkel [21, 22], κατάλληλα διαµορφωµένο για 

συντηρητικές µεταβλητές:  
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είναι δυνατό να µειωθεί σηµαντικά ο αριθµητικός θόρυβος, όπως φαίνεται και από την απλή δοκιµή 

2-διάστατης πρόσκρουσης δέσµης στην σχ. 7.1. 

 

 
Σχ. 7.1. Σύγκριση της κατανοµής πίεσης µε και χωρίς τη χρήση preconditioning. 

 

Η µέθοδος µπορεί να προσοµοιώσει αποτελεσµατικά προβλήµατα όπως Shock tube ή ροή Green 

Taylor, χρησιµοποιώντας το πλεονέκτηµα της θεώρησης ALE, χωρίς να χρειάζεται να µετακινούνται 

τα σωµατίδια, κάτι που θα είχε ως συνέπεια την εισαγωγή σφαλµάτων λόγω ανοµοιόµορφης 

κατανοµής των σωµατιδίων.  
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Σχ. 7.2. ∆οκιµή Shock tube χρησιµοποιώντας Eulerian θεώρηση µε την µέθοδο SPH-ALE.  

 

 
Σχ. 7.3. Επίλυση των δινών Green Taylor µε τη µέθοδο SPH-ALE.  

 

Επιπλέον είναι σε θέση να προσοµοιώσει βίαια φαινόµενα, όπως εκρήξεις/καταρρεύσεις, 

δίνοντας παραπλήσια αποτελέσµατα µε τη µέθοδο πεπερασµένων όγκων (αναπτύχθηκε αλγόριθµος 

πάνω στη συγκεκριµένη µέθοδο για τα εν λόγω προβλήµατα, βλέπε το κείµενο της πλήρους 

εργασίας), όπως φαίνεται στα σχ. 7.4 και 7.5.  

 
Σχ. 7.4. Λύση 2-διάστατης έκρηξης χρησιµοποιώντας τη µέθοδο SPH-ALE 2ης τάξης.  
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Σχ. 7.5. Λύση 2-διάστατης κατάρρευσης χρησιµοποιώντας τη µέθοδο SPH-ALE 2ης τάξης. Αριστερά το κύµα κρούσης 

κινείται προς το κέντρο του σχήµατος. ∆εξιά έχει συµβεί συγκέντρωση του κύµατος κρούσης, το οποίο πλέον κινείται προς 

τα έξω.  

 

Παράλληλα είναι δυνατή η εφαρµογή της µεθόδου και σε φαινόµενα αλληλεπίδρασης στερεού / 

ρευστού (fluid / rigid body interaction), χωρίς την ανάγκη κατασκευής/χειρισµού κινούµενου 

πλέγµατος που θα απαιτούσε µια κλασική Eulerian µέθοδος. Εν προκειµένω, προσοµοιώθηκε η 

πρόσκρουση σφήνας στην επιφάνεια νερού, ενώ τα αποτελέσµατα συγκρίθηκαν µε αντίστοιχα 

πειραµατικά. Στο σχήµα 7.6 φαίνεται η ταχύτητα σφήνας µάζας 94kg µε γωνία 25
o
, που προσκρούει 

µε ταχύτητα ~5m/s σε νερό, όπως υπολογίστηκε από τη µέθοδο SPH-ALE σε σύγκριση µε 

αποτελέσµατα της βιβλιογραφίας. Αντίστοιχα αποτελέσµατα, για άλλες συνθήκες, φαίνονται και στα 

σχήµατα 7.7-7.9.  

 

 

 

 

 
Σχ. 7.6. Ταχύτητα της σφήνας κατά την πρόσκρουση.  
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Σχ. 7.7. Ταχύτητα της σφήνας κατά την πρόσκρουση. Εξάρτηση από το ύψος πτώσης.  

 

 
Σχ. 7.8. Ταχύτητα της σφήνας κατά την πρόσκρουση. Εξάρτηση από την µάζα της σφήνας.  

 

 

 
Σχ. 7.9. Ταχύτητα της σφήνας κατά την πρόσκρουση. Εξάρτηση από την γωνία της σφήνας.  
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Σε προσοµοιώσεις δέσµης σε επίπεδη πλάκα (3D) η µέθοδος SPH-ALE έδωσε αισθητά καλύτερα 

αποτελέσµατα από τη µέθοδο SPH, δεδοµένου ότι είναι σε θέση να προσδιορίσει την ακριβή θέση της 

ελεύθερης επιφάνειας, ενώ ταυτόχρονα υπολογίζει λογικές ακριβείς κατανοµές πίεσης, δίχως 

υπερεκτιµήσεις ή υποεκτιµήσεις (σχ. 7.10).  

 

 

 
Σχ. 7.10. Πρόσκρουση δέσµης σε επίπεδη επιφάνεια για διάφορες γωνίες. Αριστερά: θέση ελεύθερης επιφάνειας. ∆εξιά: 

Κατανοµή πίεσης.  
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Τέλος, έγιναν προσοµοιώσεις και σε γεωµετρίες υδροστροβίλων δράσης. ∆ιαπιστώθηκαν 

αντίστοιχα ευρήµατα µε τη µέθοδο SPH-R, δηλαδή ότι η επίδραση της αριθµητικής διάχυσης οδηγεί 

σε υποεκτίµηση των δυνάµεων, αλλά η απόκλιση ήταν µικρότερη χρησιµοποιώντας την µέθοδο SPH-

ALE. Το στιγµιαίο πεδίο πίεσης έχει λογικές τιµές και παραπλήσιες µε αυτές που υπολογίστηκαν από 

το Fluent (σχ. 7.12).  

 

 
Σχ. 7.11. Μορφή της αναπτυσσόµενης ροής σε πτερύγιο Turgo και σκαφίδιο Pelton. 

 

 

 
Σχ. 7.12. Σύγκριση του πεδίου πιέσεων µεταξύ SPH-ALE και Fluent. 
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8. Επίλογος 
 

Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η ανάπτυξη αλγορίθµων βασισµένων στη µέθοδο SPH, 

αλλά και στις παραλλαγές της, για την προσοµοίωση ροών µε ελεύθερη επιφάνεια. Το ενδιαφέρον 

εστιάστηκε στην προσοµοίωση ροών που εµφανίζονται σε υδροστροβίλους δράσης, 

συµπεριλαµβανοµένου και του σχεδιασµού µε χρήση τεχνικών βελτιστοποίησης ενός υδροστροβίλου 

Turgo. Ένας επιµέρους στόχος της εργασίας είναι η πιστοποίηση της µεθόδου σε διάφορες ροές, 

περιλαµβάνοντας ροές µε ελεύθερη επιφάνεια αλλά και έγκλειστες ροές, µε ή χωρίς ιξώδες.  

Σε πρώτη φάση αναπτύχθηκε η κλασική µέθοδος SPH. Η µέθοδος SPH δοκιµάστηκε σε 

συνδυασµό µε διάφορα φίλτρα πυκνότητας και λοιπές διορθώσεις, σε ροές µε/χωρίς ιξώδες για 

µικρούς και µεγάλους Reynolds. Φαινόµενα τύρβης είναι δυνατό να προσοµοιωθούν µε τη µέθοδο 

SPH αλλά απαιτείται αντιµετώπιση της αταξίας των σωµατιδίων, όπως η τεχνική ανακατανοµής 

σωµατιδίων.  

Ακόµα, η µέθοδος SPH εφαρµόστηκε και σε ροές µε ελεύθερες επιφάνειες και διαπιστώθηκε ότι 

µπορεί να προβλέψει ικανοποιητικά τη θέση της ελεύθερης επιφάνειας, ωστόσο οι κατανοµές πίεσης 

δεν είναι ακριβείς, ενώ και το ιστορικό των δυνάµεων/ροπών πάνω στα τοιχώµατα παρουσιάζει 

έντονες διακυµάνσεις. Απ’ την εφαρµογή σε υδροστροβίλους δράσης διαπιστώθηκε µια συστηµατική 

υποεκτίµηση του βαθµού απόδοσης, η οποία δεν φάνηκε να βελτιώνεται µε την αύξηση της 

ανάλυσης. Παρόλα αυτά η µέθοδος είναι σε θέση να προλέξει σωστά σχετικές διαφορές µεταξύ δυο 

υποψήφιων σχεδιασµών, κατά συνέπεια ήταν δυνατή η βελτιστοποίηση δροµέα Turgo σε συνδυασµό 

µε την µέθοδο FLS. Επιπλέον, λόγω της φύσης της, η µέθοδος SPH εκτελείται αποδοτικά 

χρησιµοποιώντας παράλληλη επεξεργασία, µε αποτέλεσµα να απαιτεί λιγότερο χρόνο σε σχέση µε το 

υπολογιστικό πακέτο Fluent που χρησιµοποιήθηκε για λόγους σύγκρισης. 

Για την αντιµετώπιση των θεµάτων που εµφανίζονται στη µέθοδο SPH, εξετάστηκε η χρήση 

επιλυτών Riemann για τις αλληλεπιδράσεις σωµατιδίων, αναπτύσσοντας κατάλληλους αλγορίθµους. 

Με αυτόν τον τρόπο δεν απαιτείται η χρήση αυθαίρετων φίλτρων ή διορθωτικών συντελεστών, ενώ 

ταυτόχρονα υπολογίζονται ρεαλιστικά πεδία πίεσης. Ωστόσο η αυξηµένη αριθµητική διάχυση απαιτεί 

χρήση σχηµάτων 2
ης

 τάξης ακρίβειας. Ένα νέο σχήµα ακριβείας 2
ης

 τάξης αναπτύχθηκε. Το τελικό 

σχήµα δίνει καλύτερα αποτελέσµατα σε αρκετές εφαρµογές, ωστόσο σε 3-διάστατες δοκιµές 

παρουσιάζει σηµαντική αριθµητική διάχυση και είναι πιο αργό στην εκτέλεση σε σχέση µε την 

µέθοδο SPH. 

Μια άλλη παραλλαγή που αναπτύχθηκε ήταν η µέθοδος SPH-ALE, η οποία χρησιµοποιεί µια 

εντελώς διαφορετική οπτική. Η παραλλαγή αυτή δίνει την δυνατότητα τα σωµατίδια να κινούνται µε 

αυθαίρετο τρόπο, επιτρέποντας την προσοµοίωση προβληµάτων που θα ήταν αδύνατο 

χρησιµοποιώντας µόνο Lagrangian περιγραφή (π.χ. ροή Green Taylor). Σε πρακτικές εφαρµογές 

παρουσιάζει σηµαντική αριθµητική διάχυση, όπως και η µέθοδος SPH-R, ωστόσο δίνει σχετικά 

καλύτερα αποτελέσµατα. 

Μια ενδιαφέρουσα παραλλαγή που αναπτύχθηκε και περιγράφηκε στην παρούσα εργασία είναι η 

υβριδική µέθοδος SPH/SPH-R στην οποία αποφεύγεται η χρήση της µεθόδου Godunov για τις 

αλληλεπιδράσεις µεταξύ σωµατιδίων –χρησιµοποιείται µόνο στην αλληλεπίδραση µε το τοίχωµα. Η 

µέθοδος αποφεύγει τη χρήση σχήµατος 2
ης

 τάξης που είναι πιο χρονοβόρο, δεδοµένου ότι απαιτείται 

η διαδικασία υπολογισµού παραγώγων, περιορισµού κλίσεων κλπ, ενώ τα αποτελέσµατα είναι 

συγκρίσιµα µε αυτά των µεθόδων SPH-R/SPH-ALE 2
ης

 τάξης.  
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Τα σηµαντικότερα σηµεία της παρούσας εργασίας µπορούν να συνοψιστούν στα παρακάτω: 

• Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας αναπτύχθηκαν αλγόριθµοι µε βάση την µέθοδο SPH και 

τις παραλλαγές της. Οι αλγόριθµοι αυτοί ελέγχθηκαν σε βασικές δοκιµές, όπως την 

αναπαραγωγή της κυµατικής συµπεριφοράς των εξισώσεων Euler ή τη διατήρηση της 

στροφορµής. 

 

• Ο αλγόριθµος SPH χρησιµοποιήθηκε για την προσοµοίωση ροών µε ιξώδες για µικρούς και 

µεγάλους αριθµούς Reynolds. Το πεδίο ροής υπολογίζεται σωστά σε σχέση µε τις αναφορές 

για τους µικρούς αριθµούς Reynolds. Η ανακατανοµή των σωµατιδίων µπορεί να βελτιώσει 

την ποιότητα των αποτελεσµάτων. Ροές σε µεγάλους Reynolds (τυρβώδεις ροές) είναι δυνατό 

να προσοµοιωθούν, υπό την προϋπόθεση ότι η κατανοµή των σωµατιδίων ελέγχεται.  

 

•  Η προσοµοίωση µε ελεύθερη επιφάνεια είναι πολύ εύκολη µε τη µέθοδο SPH. Σε όλες τις 

περιπτώσεις η ελεύθερη επιφάνεια που υπολογίστηκε από τη µέθοδο SPH ήταν πανοµοιότυπη 

µε αυτήν που υπολογίστηκε από το πρόγραµµα Fluent. Ωστόσο το πεδίο της πίεσης 

παρουσιάζει διαταραχές, επιβάλλοντας την χρήση χρονικού µέσου όρου για την εξαγωγή 

αποτελεσµάτων. 

 

• Η µέθοδος SPH είναι σε θέση να προλέξει τη µεταβατική κατάσταση της ροής σε ακροφύσιο 

Pelton, αλλά και τη µορφή της ελεύθερης επιφάνειας στη µόνιµη κατάσταση. Ακόµα η 

χαρακτηριστική καµπύλη του ακροφυσίου, που συνδέει την παροχή µάζας µε το άνοιγµα του 

ακροφυσίου προσδιορίστηκε µε ακρίβεια σε σχέση µε τις πειραµατικές µετρήσεις.  

 

• Με τη χρήση της µεθόδου SPH εξετάστηκε η αλληλεπίδραση της δέσµης νερού µε εκτροπέα 

κυλινδρικού σχήµατος, επιδιώκοντας τη ρύθµιση του φορτίου υδροστροβίλου. Από την 

αλληλεπίδραση διαπιστώθηκε ότι ο εκτροπέας αυτού του σχήµατος προκαλεί έντονη 

διαταραχή στη δέσµη, µε λογικό επακόλουθο τον αντίκτυπο στην απόδοση του 

υδροστροβίλου.  

 

• Κατά την προσοµοίωση ροών σε υδροστροβίλους δράσης, σε κινούµενες και ακίνητες 

γεωµετρίες, η µέθοδος SPH δίνει παραπλήσια αποτελέσµατα µε το πρόγραµµα Fluent, όσον 

αφορά την ελεύθερη επιφάνεια, αλλά και την καµπύλη ροπής. 

 

• Η µέθοδος SPH χρησιµοποιήθηκε σε συνδυασµό µε τον αλγόριθµο FLS για τη 

βελτιστοποίηση της γεωµετρίας υδροστροβίλου Turgo. Ο αλγόριθµος FLS χρησιµοποιήθηκε 

µετά από ρύθµιση, σαν πρώτο στάδιο για την αξιολόγηση των υποψήφιων γεωµετριών. Στη 

συνέχεια χρησιµοποιήθηκε η µέθοδος SPH για την αξιολόγησή τους. Επιπλέον, µε τη µέθοδο 

SPH υπολογίστηκαν τα αξονικά και ακτινικά φορτία του δροµέα, τα οποία λήφθηκαν υπόψη 

για την επιλογή των εδράσεων της ατράκτου του δροµέα. 

 

•  Η µέθοδος SPH χρησιµοποιήθηκε για την προσοµοίωση πλήρους δροµέα υδροστροβίλου 

Turgo και Pelton. Στην περίπτωση του υδροστροβίλου Turgo συµπεριλήφθηκε και το 

πραγµατικό περίβληµα και αποδείχθηκε ότι ο υδροστρόβιλος λειτουργεί χωρίς σηµαντικές 

παρεµβολές από το εξερχόµενο νερό.  

 

• Παραλλαγές βασισµένες στους επιλύτες Riemann αναπτύχθηκαν και εξετάστηκαν, 

προκειµένου να αντιµετωπιστούν τα εγγενή προβλήµατα της µεθόδου (διαταραχές πεδίου 
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πίεσης και επιβολή οριακών συνθηκών). Αναπτύχθηκε ένα νέο σχήµα 2
ης

 τάξης βασισµένο 

στην µέθοδο MUSCL-Hancock.  

 

• Η µέθοδος SPH-ALE έχει το πλεονέκτηµα της θεώρησης Arbitrary Lagrangian Eulerian, που 

επιτρέπει στα υπολογιστικά στοιχεία να κινούνται µε αυθαίρετο τρόπο. Κατάλληλη επιλογή 

του µεταφορικού πεδίου αντιµετωπίζει δυο σηµαντικές αστάθειες της µεθόδου: την αστάθεια 

υπό τάση και την προσανατολισµένη κίνηση των σωµατιδίων.  

 

• Μια νέα µέθοδος, που ουσιαστικά αποτελεί υβρίδιο των µεθόδων SPH και SPH-R 

αναπτύχθηκε, συνδυάζοντας τα δυνατά χαρακτηριστικά τους, δηλαδή µικρή αριθµητική 

διάχυση και ακριβή επιβολή οριακών συνθηκών.  

 

 

8.1. Συνεισφορά της παρούσας εργασίας 

 

 

Πρωτότυπα στοιχεία 

 

Σχετικά µε την αριθµητική µέθοδο SPH: 

• Ανάπτυξη υπολογιστικών αλγορίθµων βασισµένων στη µέθοδο SPH και τις παραλλαγές της. 

Κατά την διάρκεια της παρούσας εργασίας αναπτύχθηκαν υπολογιστικοί αλγόριθµοι βασισµένοι 

στην οικογένεια µεθόδων SPH (standard SPH, SPH-R, SPH-ALE, υβρίδιο SPH/SPH-R), σε 

γλώσσα Fortran. Επίσης αναπτύχθηκαν και παράλληλες εκδόσεις των αλγορίθµων, 

χρησιµοποιώντας παραλληλισµό κοινής µνήµης µε το OpenMP. 

 

• Ανάπτυξη ενός σχήµατος ακρίβειας 2ης τάξης, βασισµένο στη µέθοδο MUSCL-Hancock. Η 

χρήση επιλυτών Riemann εισάγει αριθµητική διάχυση, λόγω της φύσης του σχήµατος Godunov. 

Το νέο σχήµα χρησιµοποιεί εκφράσεις εµπρός και πίσω παραγώγων, ενώ είναι παραπλήσιο µε το 

σχήµα MUSCL-Hancock, που είναι δοκιµασµένο στη µέθοδο των πεπερασµένων όγκων.  

 

• Ανάπτυξη µιας νέας υβριδικής µεθόδου SPH που συνδυάζει την µέθοδο SPH µε την SPH-R για 

την αντιµετώπιση των ορίων. Προκειµένου να αντιµετωπιστεί η εγγενής αριθµητική διάχυση των 

παραλλαγών SPH, βασισµένων σε επιλύτες Riemann, και η προβληµατική επιβολή οριακών 

συνθηκών της µεθόδου SPH, συντέθηκε µια νέα υβριδική µέθοδος που συνδυάζει τα δυνατά 

σηµεία της κάθε µεθόδου. Το υβρίδιο SPH/SPH-R αντιµετωπίζει τις σωµατιδιακές 

αλληλεπιδράσεις µε το κλασικό σχήµα SPH, ενώ τα όρια αντιµετωπίζονται µε την επίλυση του 

µερικού προβλήµατος Riemann. Με αυτόν τον τρόπο η αριθµητική διάχυση είναι µειωµένη, ενώ 

η επιβολή ορίων ακριβής.  

 

 

Σχετικά µε την προσοµοίωση ροών µε ελεύθερη επιφάνεια: 

• Εφαρµογή της µεθόδου SPH για την επίλυση της ροής σε υδροστροβίλους δράσης. Η πλειοψηφία 

των προσοµοιώσεων υδροστροβίλων δράσης γίνεται µε τη χρήση κλασικών τεχνικών 

υπολογιστικής µηχανικής, υιοθετώντας θεώρηση κατά Euler και κινούµενα πλέγµατα. Αντ' 

αυτού, στην παρούσα εργασία χρησιµοποιείται µη-πλεγµατική σωµατιδιακή µέθοδος.  
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• Προσοµοίωση και βελτιστοποίηση της γεωµετρίας ενός υδροστροβίλου Turgo. Οι υδροστρόβιλοι 

Turgo κατασκευάζονται από λίγες εταιρίες ανά τον κόσµο, ενώ ο σχεδιασµός τους βασίζεται σε 

πειραµατικές µετρήσεις και εµπειρικές σχέσεις. Στην παρούσα εργασία, η µέθοδος SPH 

χρησιµοποιήθηκε για την προσοµοίωση και βελτιστοποίηση ενός τέτοιου υδροστροβίλου. Η 

βέλτιστη γεωµετρία χρησιµοποιήθηκε για την κατασκευή ενός εργαστηριακού υδροστροβίλου.  

 

 

∆ηµοσιεύσεις σε διεθνή περιοδικά 

 

• Koukouvinis. P., Anagnostopoulos J., Papantonis. D., «Turbulence Modeling in Smoothed 

Particle Hydrodynamics Methodology: Application in Nozzle Flow», AIP Conference 

Proceedings vol. 1168, p. 248-251, 2009. DOI: 10.1063/1.3241439 

 

• Koukouvinis. P., Anagnostopoulos J., Papantonis. D., «SPH method used for flow predictions at a 

Turgo impulse turbine: comparison with Fluent», World Academy of Science Engineering and 

Technology, vol. 79, p. 659-666, 2011.  

 

• Koukouvinis. P., Anagnostopoulos J., Papantonis. D., “An improved MUSCL treatment for the 

SPH-ALE method: comparison with the standard SPH method for the jet impingement case” 

Journal of Numerical Methods in Fluids. In press. DOI: 10.1002/fld.3706. 

 

• Koukouvinis. P., Anagnostopoulos J., Papantonis. D., “Simulation of 2d wedge impacts on water 

using the SPH-ALE method” European Journal of Mechanics B/Fluids. Under review. 

 

Συµµετοχή σε συνέδρια 

 

• Σταµατέλος Φ., Κουκουβίνης Φ., Αναγνωστόπουλος Ι., Παπαντώνης ∆., «Αριθµητική 

προσοµοίωση ασυµπίεστης ροής µε την χρήση της µεθόδου Smoothed Particle Hydrodynamics 

method», Ηµερίδα Ροή 2008, Κοζάνη, Ελλάδα, 28 Νοεµβρίου 2008. 

 

• Koukouvinis. P., Anagnostopoulos J., Papantonis. D., «Flow modelling in the injector of a Pelton 

turbine», Proceedings of the 4
th
 Spheric Workshop, Nantes, France, 27 - 29 May 2009. 

 

• Koukouvinis. P., Anagnostopoulos J., Papantonis. D., «Flow modeling in a Turgo turbine using 

SPH», Proceedings of the 5
th
 Spheric Workshop, Manchester, United Kingdom, 23 - 25 June 

2010. 

 

• Koukouvinis. P., Anagnostopoulos J., Papantonis. D., «Flow analysis inside a Pelton turbine 

bucket using smoothed particle hydrodynamics», Hydro 2010 conference, Lisbon, Portugal, 27 - 

29 September 2010. 

 

• Koukouvinis. P., Anagnostopoulos J., Papantonis. D., «Ανάπτυξη και εφαρµογή της µεθόδου 

SPH για υδροστροβίλους δράσης», Συνέδριο Ροή 2010, Θεσσαλονίκη, Ελλάδα, 12-13 Νοεµβρίου 

2010.  

 

• Koukouvinis. P., Anagnostopoulos J., Papantonis. D., «Numerical Computation of the 

performance curve of a Pelton turbine using the smoothed particle hydrodynamics method», 7
th
 



Κεφάλαιο 8: Επίλογος 

75 

 

GRACM International Conference on Computational Mechanics, Athens, Greece, 30 June - 2 

July 2011.  

 

• Anagnostopoulos J., Koukouvinis P., Stamatelos F., Papantonis D., «Optimal design and 

experimental validation of a Turgo model Hydro turbine», Proceedings of the 11
th
 Conference on 

Engineering Systems Design and Analysis (ESDA 2012), Nantes, France, 2012.  

 

 

8.2. Γενικές σκέψεις περί των µεθόδων SPH/προτάσεις για περαιτέρω έρευνα 

 

 

Το σηµαντικότερο πλεονέκτηµα της µεθόδου SPH είναι το γεγονός ότι δεν απαιτείται κάποιο 

υπολογιστικό πλέγµα για τον υπολογισµό παραγώγων. Αντ’ αυτού χρησιµοποιείται ένα σύνολο 

ασύνδετων υπολογιστικών στοιχείων για την προσέγγιση της παραγώγου, επιτρέποντας την 

προσοµοίωση φαινοµένων µε µεγάλες παραµορφώσεις. Ωστόσο η κατανοµή των υπολογιστικών 

στοιχείων επιδρά σηµαντικά στην ακρίβεια των προσεγγίσεων και επιπλέον η κατανοµή τους αλλάζει 

κατά την διάρκεια µιας προσοµοίωσης. ∆ιαφορετικές κατανοµές σωµατιδίων ενδέχεται να οδηγήσουν 

σε σηµαντικές διαφορές στα αποτελέσµατα.  

Οι προσεγγίσεις της µεθόδου SPH δεν είναι το ίδιο επιρρεπείς σε σφάλµατα. Ένας τρόπος που 

βελτιώνει την ακρίβεια των προσεγγίσεων είναι µε τη διόρθωση της παραγώγου της συνάρτησης 

πυρήνα (εξ. 3.40-3.42), που εξασφαλίζει την ακριβή αναπαράσταση πολυωνύµων 1
ου

 βαθµού. Η 

διόρθωση όµως αυτή εισάγει επιπλέον υπολογιστικό κόστος, ενώ η εφαρµογή της απαιτεί προσοχή σε 

αποµακρυσµένα σωµατίδια. ∆ιορθώσεις µεγαλύτερης ακρίβειας δεν έχουν διερευνηθεί, ωστόσο 

ενδέχεται να έχουν ακόµα µεγαλύτερο κόστος ή να εµφανίζουν αστάθειες.  

Η θεώρηση κατά Lagrange της µεθόδου SPH είναι ακόµα ένα ελκυστικό στοιχείο, καθώς δίνει 

την δυνατότητα παρακολούθησης ελεύθερων επιφανειών. Ωστόσο φαίνεται ότι µια εντελώς 

Lagrangian θεώρηση δεν είναι πάντα ευεργετική, καθώς υπό συνθήκες, ενδέχεται να διαµορφωθούν 

αφύσικες κατανοµές. Μια λύση είναι η ανακατανοµή σωµατιδίων. Εναλλακτική λύση είναι η 

υιοθέτηση της ALE θεώρησης που επιτρέπει στα σωµατίδια να κινούνται µε οποιοδήποτε τρόπο. 

Προτείνεται περαιτέρω διερεύνηση των δυνατοτήτων της θεώρησης ALE, ούτως ώστε τα σωµατίδια 

να κινούνται µε τέτοιον τρόπο ώστε να παρακολουθούν τα σηµαντικά στοιχεία της ροής, όπως 

ελεύθερες επιφάνειες, αλλά ταυτόχρονα να µην εµφανίζουν τα προβλήµατα που υπάρχουν λόγω 

Lagrangian θεώρησης. Έλεγχος της θέσης των σωµατιδίων απαιτείται και σε προσοµοιώσεις 

µεταβαλλόµενης ανάλυσης, καθώς είναι επιθυµητό τα σωµατίδια που περιγράφουν την περιοχή 

ενδιαφέροντος να µείνουν σε συγκεκριµένη θέση και να µην παρασυρθούν από την ροή.  

Ένα άλλο σηµαντικό στοιχείο της µεθόδου SPH είναι ότι οι προσεγγίσεις επηρεάζονται τόσο από 

την απόσταση µεταξύ των σωµατιδίων (σωµατιδιακή προσέγγιση), όσο και από το µήκος 

οµαλοποίησης (ολοκληρωµατική προσέγγιση). Προκειµένου να επιτευχθεί αποδεκτή σωµατιδιακή 

προσέγγιση θα πρέπει το κάθε σωµατίδιο να αλληλεπιδρά µε 50 γειτονικά σωµατίδια. Εν γένει, οι 

προσεγγίσεις της µεθόδου SPH είναι αρκετά ακριβές από υπολογιστικής άποψης, µε αποτέλεσµα να 

απαιτούνται παράλληλοι αλγόριθµοι ειδικά για 3D εφαρµογές. Υπάρχει η δυνατότητα χρήσης 

µεταβλητής ανάλυσης, αλλά απαιτείται συνυπολογισµός επιπλέον όρων στις προσεγγίσεις 

παραγώγου, αλλιώς υπάρχουν σηµαντικοί περιορισµοί.  

∆εδοµένου ότι η µέθοδος SPH είναι υπολογιστικά ακριβή, απαιτούνται κατάλληλοι αλγόριθµοι 

που θα αξιοποιήσουν στο µέγιστο τη διαθέσιµη επεξεργαστική ισχύ. Η χρήση OpenMP για 

παραλληλισµό είναι µεν απλή, αλλά επιβάλλει χρήση ενός µόνο πολυπύρηνου υπολογιστή. Απ’ την 

άλλη η χρήση παραλληλισµού διανεµηµένης µνήµης απαιτεί κατάλληλο προγραµµατισµό για την 
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αποδοτική επικοινωνία µεταξύ των συνεργαζόµενων υπολογιστών. Η χρήση καρτών γραφικών 

(GPGPUs) είναι µια πολλά υποσχόµενη τεχνική παραλληλισµού µε µεγάλες δυνατότητες επιτάχυνσης 

της εκτέλεσης του αλγορίθµου.  

Σε πρακτικές βιοµηχανικές εφαρµογές απαιτείται η χρήση κατάλληλων µοντέλων για την 

προσοµοίωση των φαινοµένων τύρβης. Παρ’ όλο που η ενσωµάτωση κλασικών µοντέλων τύρβης 

είναι δυνατή στη µέθοδο SPH, εµφανίζονται επιπλοκές/διαταραχές σε µεγάλους Reynolds. Για την 

αντιµετώπιση των επιπλοκών αυτών, απαιτείται έλεγχος της θέσης των σωµατιδίων. Η ανακατανοµή 

σωµατιδίων είναι µια δυνατότητα αλλά δεν µπορεί να εφαρµοστεί εύκολα σε ροές µε ελεύθερες 

επιφάνειες. Η µέθοδος SPH-ALE, έχει σηµαντική αριθµητική διάχυση που ενδεχοµένως αποκρύψει 

τα φαινόµενα τύρβης. Απ’ την άλλη, έχουν αναπτυχθεί µοντέλα τύρβης ειδικά διαµορφωµένα για την 

µέθοδο SPH, ωστόσο δεν έχουν δοκιµαστεί ιδιαίτερα στην υπολογιστική ρευστοµηχανική.  

Η ενσωµάτωση επιλυτών Riemann δίνει τη δυνατότητα να αντιµετωπιστούν µερικές από τις 

εγγενείς αδυναµίες της µεθόδου SPH. Σε συνδυασµό µε την αντιµετώπιση οριακών συνθηκών µε τη 

χρήση µερικού προβλήµατος Riemann είναι δυνατή η διαµόρφωση µιας στιβαρής µεθόδου. Ωστόσο η 

επίδραση της αριθµητικής διάχυσης είναι εµφανής, ακόµα και µε τη χρήση σχηµάτων ακρίβειας 2
ης

 

τάξης. Ανάπτυξη σχηµάτων ακόµα µεγαλύτερης ακρίβειας αποτελεί ένα πεδίο ενδιαφέροντος, αλλά 

είναι άγνωστο εάν το τελικό σχήµα θα είναι ευσταθές σε περιπτώσεις που η κατανοµή σωµατιδίων 

παραµορφωθεί. Η υβριδική µέθοδος SPH/SPH-R ενδεχοµένως να αποτελεί µια λύση, καθώς δεν 

χρησιµοποιείται η µέθοδος Godunov παρά µόνο στις αλληλεπιδράσεις µε το τοίχωµα. Πέραν της 

µεθόδου SPH-ALE, µια εναλλακτική µέθοδος µε παραπλήσιες δυνατότητες είναι και η Finite Volume 

Particle Method (FVPM), η οποία εξασφαλίζει καλύτερη ακρίβεια.       
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