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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

Η παρούσα εργασία  έχει ως αντικείμενο της τις καμπύλες Λειτουργικού 

Χαρακτηριστικού Δέκτη (ROC) και την εφαρμογή τους στην Διαγνωστική Ιατρική. Οι ROC 

καμπύλες αποτελούν  χρήσιμη τεχνική για την απεικόνιση, την οργάνωση και την επιλογή 

ταξινομητών με βάση την απόδοση τους. Η εργασία ασχολείται με τα θέματα της 

προσαρμογής μιας λείας καμπύλης ROC, της συμπερασματολογίας στην ανάλυση των 

καμπυλών ROC και την εκτίμηση τους μέσα από τα Γενικευμένα Γραμμικά Μοντέλα.  

Στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται αναφορά στα Γενικευμένα Γραμμικά Μοντέλα σαν 

μέλη της εκθετικής οικογένειας κατανομών καθώς και σε μέτρα καταλληλότητας του 

μοντέλου. Στα κεφάλαια 2 και 3 παρουσιάζονται αναλυτικά η παλινδρόμηση Poisson και η 

λογιστική παλινδρόμηση αντίστοιχα με κάποια χαρακτηριστικά τους όπως η εκτίμηση 

συντελεστών του μοντέλου, οι στατιστικές συναρτήσεις και η ανάλυση υπολοίπων.  

Το δεύτερο μέρος της εργασίας αποτελεί και το κύριο μέρος αυτής και αφορά στις 

καμπύλες ROC. Το πρώτο κεφάλαιο του δευτέρου μέρους της εργασίας είναι εισαγωγικό και 

περιγράφει βασικές έννοιες και γενικά τη χρήση των καμπυλών ROC. Περιγράφεται η έννοια 

και η χρήση του εμβαδού κάτω από την καμπύλη ενώ δίνεται ιδιαίτερη έμφαση στην επιλογή 

του βέλτιστου Διαχωριστικού Ορίου. Στο δεύτερο κεφάλαιο γίνεται προσπάθεια ερμηνείας 

των ROC καμπυλών και εξαγωγή συμπερασμάτων με χρήση μεθοδολογίας Γενικευμένων 

Γραμμικών Μοντέλων. 
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ABSTRACT 
 

Receiver Operating Characteristic curves (ROC) and their applications on 

Diagnostic Medicine are the main issues studied in this thesis. ROC graphs are a useful 

technique for organizing classifiers and visualizing their performance. This paper addresses 

the issue of a smooth adjustment Receiver Operating Characteristic curve (ROC), the 

inference in the analysis of ROC curves and their estimation through Generalized Linear 

Models.  

The first chapter refers to Generalized Linear Models as members of the exponential 

family of distributions as well as measures of model fitness. In Chapters 2 and 3 show in 

detail the Poisson regression and logistic regression respectively, with some characteristics 

such as the evaluation of the model coefficients, statistical functions and other analysis.  

The second part is the main part of the paper which deals with the curves ROC. The 

first chapter of the second part is introductory and describes the basic concepts and generally 

the use of curves ROC. The meaning and the utility of the Area under the ROC Curve are also 

described. Moreover, strong emphasis is given on the procedures followed for the best cut off 

value choice. In the second chapter we attempt an interpretation of ROC curves and draw 

conclusions using the methodology of generalized linear models. 
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ΜΕΡΟΣ Α΄ 

 

ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΑ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ 

 

Κεφάλαιο 1 

 

Γενικευμένα Γραμμικά Μοντέλα 

 

Τα Γενικευμένα Γραμμικά Μοντέλα (Generalized Linear Models), που εισήχθησαν 

από τους Nelder και Wedderburn (1972), είναι μια φυσική γενίκευση των κλασσικών 

γραμμικών μοντέλων. Περιλαμβάνουν σαν ειδική περίπτωση, την γραμμική παλινδρόμηση, 

την ανάλυση διασποράς, τα logit και probit μοντέλα, τα λογαριθμικά και πολυωνυμικά 

μοντέλα καθώς και κάποια μοντέλα της ανάλυσης επιβίωσης. Αποδεικνύεται ότι τα μοντέλα 

αυτά μοιράζονται κάποιες κοινές ιδιότητες, καθώς και ότι έχουν κοινή μέθοδο εκτίμησης 

παραμέτρων. Αυτές οι κοινές ιδιότητες μας επιτρέπουν να μελετήσουμε μέσω των 

Γενικευμένων Γραμμικών Μοντέλων (Γ.Γ.Μ.) μια ευρεία ομάδα στατιστικών μοντέλων παρά 

το καθένα από αυτά χωριστά. 

 

1.1 Περιληπτική περιγραφή του γενικού μοντέλου 

Στην κλασσική ανάλυση παλινδρόμησης θεωρούμε Υ1, Υ2, ...,Υn μεταβλητές 

απόκρισης (dependent variables) και 1 2, ,..., nX X X  επεξηγηματικές ανεξάρτητες  

μεταβλητές   1 2 , 11, , ,...,i i i i pX X X X


 με την υπόθεση ότι υπάρχουν παράμετροι β0, β1, 

..., βp-1   ώστε  2,i iY N    όπου  0 1 1 1 , 1

T

i i p i p i             . 

Σκοπός μας ήταν η μελέτη του παραπάνω μοντέλου (εκτίμηση των βi, έλεγχος καλής 

προσαρμογής κτλ). 
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Γενικότερα τώρα, θεωρούμε ότι οι μεταβλητές απόκρισης Υi είναι δυνατό να 

προέρχονται από μία γενικότερη οικογένεια κατανομών. Και σε αυτή την περίπτωση, 

θεωρούμε ότι η μέση τιμή μi του Υi εξαρτάται από ένα σύνολο παραμέτρων β0, β1, ...,βp-1. 

Συγκεκριμένα θεωρούμε ότι 

( ) T

i i ig X      

για κάποια συνάρτηση g (στο κλασσικό μοντέλο είναι g(μi) = μi) την οποία ονομάζουμε 

συνάρτηση σύνδεσης (link function). 

 

1.2 Εκθετική οικογένεια κατανομών 

 Μία αρκετά ευρεία κλάση κατανομών η οποία περιλαμβάνει την κανονική, την 

διωνυμική, την Poisson, την αντίστροφη Κανονική, την Γάμμα κατανομή κ.α. είναι η 

εκθετική οικογένεια κατανομών. Θεωρούμε λοιπόν ότι οι μεταβλητές απόκρισης Υ1, Υ2, ...,Υn 

προέρχονται από την εκθετική οικογένεια κατανομών, δηλαδή η Υi έχει σ.π.π. (ή σ.π.) της 

μορφής 

   
( )

; , exp ;  
( )

i i i
i i i

i

y b
f y c y

a

 
  



 
  

 
 

όπου y A  και το A  δεν εξαρτάται από ,  i  . 

Σύμφωνα με τα παραπάνω, τα θi, i=1,2,...,n εξαρτώνται από ένα μικρότερο σύνολο 

παραμέτρων β0,β1, ...,βp-1, δηλαδή  ( )i i    διότι    T

i ig b X     (στην κανονική 

κατανομή θi = μi).  

Για την εκθετική οικογένεια έχουμε ότι 

i

i

db( )
(y)

d


   


 

                                          
2

i

2

i i

d b( ) d
Var(y) ( ) ( )

d d

 
     

 
                                      

                                                 
i

Var(y) d
V( )

( ) d


  

  
                                          (1.1) 
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 όπου το V( )  δηλώνει τη σχέση μεταξύ της διασποράς της αποκριτικής μεταβλητής και του 

μέσου. Αυτό είναι χαρακτηριστικό όλων των κατανομών που ανήκουν στην εκθετική 

οικογένεια εκτός της Κανονικής κατανομής. Από την εξίσωση (1.1) έχουμε ότι: 

id 1

d V( )




 
 

 

1.3 Συναρτήσεις σύνδεσης και επεξηγηματικές μεταβλητές  

 

             Η βασική ιδέα των γενικευμένων γραμμικών μοντέλων είναι η ανάπτυξη ενός 

γραμμικού μοντέλου για μία κατάλληλη συνάρτηση της αναμενόμενης τιμής της μεταβλητής 

απόκρισης. Έστω i  οι επεξηγηματικές μεταβλητές που ορίζονται ως 

 i i i ig (y ) g( ) x        

Η αναμενόμενη τιμή της απόκρισης είναι 

1 1

i i i(y ) g ( ) g (x )        

Η συνάρτηση g καλείται συνάρτηση σύνδεσης (link function). Υπάρχουν αρκετές επιλογές 

για την συνάρτηση σύνδεσης. Αν όμως επιλέξουμε  

i i    

τότε  το i  ονομάζεται canonical link. Στον Πίνακα 1 αναγράφονται τα canonical links για 

τις πιο συνηθισμένες επιλογές κατανομών που σχετίζονται με τα γενικευμένα γραμμικά 

μοντέλα.  

Κατανομή Canonical link 

Κανονική          i i    (identity link) 

Διωνυμική 
i

i

i

p
ln

1 p

 
   

 
 (logit link) 
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Poisson          
i ln( )    (log link) 

Εκθετική           
i

i

1
 


 (reciprocal link) 

Γάμμα           
i

i

1
 


 (reciprocal link) 

Πίνακας 1. Canonical links για Γενικευμένα Γραμμικά Μοντέλα 

 

Υπάρχουν και άλλες συναρτήσεις σύνδεσης που χρησιμοποιούνται στα γενικευμένα 

γραμμικά μοντέλα όπως 

1. Το probit link, 

 1

i i(y )    

όπου Φ η σωρευτική συνάρτηση της τυποποιημένης Κανονικής κατανομής.  

Το probit μιας πιθανότητας p  ορίζεται ως η τιμή ξ για την οποία ισχύει 

2

0

1 1
exp u du p

22


 
  

  
  

Το ολοκλήρωμα αυτό είναι η συνάρτηση κατανομής μιας τυχαίας μεταβλητής Z που 

ακολουθεί Τυποποιημένη Κανονική κατανομή. Δηλαδή 
1(p)  . 

2. Το complementary log-log link 

  i iln ln 1     

3. Power family link (Σύνδεση εκθετικής οικογένειας) 

i

i

i

, 0

ln[ ], 0

  
  

    

              Το logit, probit και complementary log-log link χρησιμοποιούνται για διωνυμικά 

δεδομένα. Σε σχέση με το probit και logit link, η χρήση του complementary log-log link 

περιορίζεται σε περιπτώσεις όπου χρειάζεται να αντιμετωπιστούν οι πιθανότητες επιτυχίας 
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όχι με συμμετρικό τρόπο, διότι η συνάρτηση complementary log-log link δεν είναι 

συμμετρική στο p 0.5  όπως οι άλλες δύο. Οι μετασχηματισμοί logit και probit είναι 

σχεδόν πανομοιότυποι, όμως προτιμάται ο logit διότι είναι πιο πλεονεκτικός από 

υπολογιστικής πλευράς και έχει άμεση ερμηνεία όντας ο λογάριθμος του λόγου 

συμπληρωματικών πιθανοτήτων (odds). Επίσης τα μοντέλα που βασίζονται στον 

συγκεκριμένο μετασχηματισμό είναι κατάλληλα για ανάλυση δεδομένων που έχουν 

συλλεχτεί αναδρομικά και οι διωνυμικές μεταβλητές απόκρισης μπορούν να συνοψιστούν σε 

ποσότητες γνωστές ως επαρκή στατιστικά (Collett, 2003). 

             Μια βασική ιδέα στα γενικευμένα γραμμικά μοντέλα είναι ότι υπάρχουν δυο 

συνιστώσες: Η κατανομή της μεταβλητής απόκρισης και η συνάρτηση σύνδεσης. Μπορούμε 

να θεωρήσουμε την επιλογή της συνάρτησης σύνδεσης ισοδύναμη με την επιλογή του 

μετασχηματισμού της μεταβλητής απόκρισης. Η συνάρτηση σύνδεσης εκμεταλλεύεται την 

κατανομή της εξαρτημένης μεταβλητής. Έτσι η μη σωστή επιλογή μετασχηματισμού μπορεί 

να προκαλέσει προβλήματα στην προσαρμογή του γραμμικού μοντέλου, ενώ ακατάλληλη 

επιλογή συνάρτησης σύνδεσης προκαλεί προβλήματα και στο γενικευμένο γραμμικό 

μοντέλο. 

 

1.4  Εκτίμηση Παραμέτρων 

             Η μέθοδος της Μέγιστης Πιθανοφάνειας αποτελεί την θεωρητική βάση για την 

εκτίμηση των παραμέτρων των γενικευμένων γραμμικών μοντέλων. Ο λογάριθμος της 

συνάρτησης πιθανοφάνειας είναι ο ακόλουθος: 

  
n

i i i i

i 1

L log l(y, ) y b( ) ( ) c(y , )


           

Αν υποθέσουμε ότι χρησιμοποιούμε canonical link έχουμε i i ig[ ] x     . Τότε 

n
i

i i

i 1 i

db( )L 1
y x

( ) d

 
  

    
  

                                                 
n

i i i

i 1

1
(y )x

( )

 
 

                                            (1.2) 
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 Για να βρούμε τις εκτιμήτριες μέγιστης πιθανοφάνειας ̂  αρκεί να λύσουμε την παρακάτω 

εξίσωση ως προς  . 

n

i i i

i 1

1
(y )x 0

( )

 
 

  

 

Σε πολλές περιπτώσεις το ( )   είναι σταθερά οπότε η εξίσωση γίνεται 

n

i i i

i 1

(y )x 0


   

Ουσιαστικά είναι ένα σύστημα p k 1   εξισώσεων που επιλύονται με επαναληπτικό τρόπο 

(McCullagh and Nelder,1989) και είναι οι ίδιες εξισώσεις που θα δούμε αργότερα στην 

περίπτωση της λογιστικής και Poisson παλινδρόμησης. 

Αποδεικνύεται ότι ασυμπτωτικά ισχύει ότι ˆE( )    και 
1 2ˆVar( ) [ VX] [ ( )]      με 

2

i

i i

1
V diag

Var(y )

  
   
   

. 

 

1.5  Μελέτη σημαντικότητας και ανάλυση υπολοίπων  

            Για να ελέγξουμε την σημαντικότητα μεμονωμένων συντελεστών χρησιμοποιείται ο 

έλεγχος του Wald. Υπό την 
0 jH : 0   έχουμε 

2

j 2

1

j

ˆ
~

ˆse( )

 
 

  

 

 

Η ελεγχοσυνάρτηση deviance του μοντέλου δίνεται από τον τύπο 

L( )
D( ) 2ln

L( )

 
    

 
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Όπου L( )  η πιθανοφάνεια του τρέχοντος μοντέλου και  L( )  η πιθανοφάνεια ενός 

υποθετικού κορεσμένου (saturated) μοντέλου. Η ελεγχοσυνάρτηση deviance χρησιμοποιείται 

στην μελέτη καταλληλότητας του μοντέλου (goodness-of-fit) και ακολουθεί την κατανομή 

2

n p . 

             Ένα άλλο στατιστικό που χρησιμοποιείται στα γενικευμένα γραμμικά μοντέλα είναι ο 

2X  έλεγχος καλής προσαρμογής του Pearson που δίνεται από τον τύπο 

2

n
2 i i

i 1
i

ˆy
X

V̂(y )

 
 
 
 

  

1.5.1 Υπόλοιπα 

              Στα γενικευμένα γραμμικά μοντέλα δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τα 

συνηθισμένα υπόλοιπα i i
ˆy y  εφόσον η διασπορά των iy  δεν είναι σταθερή. Ο 

τύπος των υπολοίπων που χρησιμοποιείται είναι τα υπόλοιπα Pearson: 

i i
p

i

ˆy
r

V̂(y )


  

 

        Ένας άλλος τύπος υπολοίπων που χρησιμοποιείται είναι τα υπόλοιπα deviance 

που ορίζονται ως i,r i i i
ˆd [sgn(y )] d  ,  i 1,2,..,n . 

Τα υπόλοιπα deviance έχουν το ίδιο πρόσημο με την ποσότητα i i
ˆy   και το 

άθροισμα των τετραγώνων τους δίνει την ελεγχοσυνάρτηση deviance. 

n
2

i,r

i 1

d D( )


   

 

1.6 Κριτήρια επιλογής μεταβλητών 

              Ένα σημαντικό μέτρο για την επιλογή ενός μοντέλου και την μελέτη 

σημαντικότητας των μεταβλητών αποτελεί το κριτήριο πληροφορίας AIC (Akaike’s 

Information Criterion) που εισήγαγε ο Akaike (1973,1977) και δίνεται από τον παρακάτω 

τύπο 
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                                                    ˆAIC L 2p                                                          (1.3) 

Όπου L̂  ο λογάριθμος της συνάρτησης πιθανοφάνειας του προσαρμοσμένου μοντέλου και  p 

το πλήθος των συμμεταβλητών στο μοντέλο. 

Στην περίπτωση όπου έχουμε γενικευμένα γραμμικά μοντέλα το κριτήριο AIC παίρνει την 

εξής μορφή (Konishi et al., 2008) 

 
n

i i i i

i 1

ˆ ˆ ˆ ˆAIC 2 y x b(x ) ( ) c(y , ) 2(p 2)


           
   

 

Το μοντέλο με τη μεγαλύτερη τιμή AIC θεωρείται καταλληλότερο. 

 

Ένα άλλο κριτήριο που χρησιμοποιείται για την επιλογή μοντέλου είναι το κριτήριο του 

Schwartz, γνωστό ως Bayesian Information Criterion (BIC) που δίνεται από τον τύπο 

                                                  ˆBIC L (1/ 2)pln(n)                                             (1.4) 

Όπου L̂  ο λογάριθμος της συνάρτησης πιθανοφάνειας του προσαρμοσμένου μοντέλου και  p 

το πλήθος των συμμεταβλητών στο μοντέλο και n το μέγεθος του δείγματος. Επιλέγεται το 

μοντέλο με τη μεγαλύτερη τιμή BIC. 

              Η βασική ιδέα αυτών των κριτηρίων είναι ότι προτιμούνται τα απλά στατιστικά 

μοντέλα. Κατά συνέπεια παρόλο που ένα μοντέλο με την προσθήκη συμμεταβλητών 

βελτιώνεται, υπό την έννοια ότι αυξάνεται η συνάρτηση πιθανοφάνειας, υπάρχει ωστόσο 

απώλεια της απλότητας και γι’ αυτό εισάγεται η ποινή. Η ποινή είναι το δεύτερο μέλος των 

εξισώσεων  (1.3) και (1.4). 

Τα κριτήρια αυτά είναι κατάλληλα και για τη σύγκριση μοντέλων που δεν είναι 

εμφωλευμένα. 

Πρέπει σε αυτό το σημείο να τονίσουμε ότι  στη βιβλιογραφία και στα περισσότερα 

στατιστικά πακέτα (R, Stata, SPSS και SAS), όπως θα δούμε παρακάτω, συναντάμε τα 

κριτήρια AIC, BIC με τροποποιημένη μορφή. 

                                                 

                                              ˆAIC 2L 2p                                                             (1.5) 
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                                              ˆBIC 2L plog(n)                                                     (1.6) 

 

Όταν τα AIC και BIC υπολογίζονται με βάση τους τύπους (1.5) και (1.6), τότε καλύτερο 

μοντέλο θεωρείται αυτό με τη μικρότερη τιμή των κριτηρίων. 

Αξίζει να σημειωθεί ότι υπάρχει μια κλίμακα (Raftery’s scale), που ανάλογα με την απόλυτη 

διαφορά στις τιμές των κριτηρίων BIC μεταξύ δύο μοντέλων, κρίνεται κατά πόσο το ένα 

μοντέλο είναι καλύτερο από το άλλο  (Hardin and Hilbe, 2007). Η κλίμακα αυτή 

αναγράφεται στον Πίνακα 2. 

 

ά  Ένδειξη 

0-2 Ασθενής (Weak) 

2-8 Θετική (Positive) 

6-10 Ισχυρή (Strong) 

>10 Πολύ Ισχυρή (Very Strong) 

Πίνακας 2. Κλίμακα τιμών BIC 
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Κεφάλαιο 2 

 

Παλινδρόμηση Poisson 

 

2.1 Μοντέλο Παλινδρόμησης Poisson 

               Ας υποθέσουμε ότι η εξαρτημένη μεταβλητή 
iy  είναι διακριτή και παίρνει τιμές 

0,1,2,.., τότε μια κατανομή κατάλληλη για την περιγραφή τέτοιων δεδομένων είναι η Poisson 

με συνάρτηση πιθανότητας 

i iy

i

e
f (y)

y !




  ,   y 0,1,...  

Όπου η παράμετρος μ είναι θετική, 0  . Η μέση τιμή και η διασπορά της κατανομής 

Poisson είναι ίσες με μ. 

    (y)     

και   Var(y)    

Το μοντέλο παλινδρόμησης Poisson μπορεί να γραφεί ως 

i i iy E(y )  ,    i 1,2,...,n  

Η συνάρτηση που συνδέει τον μέσο των αποκρίσεων με τις επεξηγηματικές μεταβλητές είναι 

η 

i i 0 1 1 k k ig( ) x ... x x          

Η συνάρτηση g καλείται συνάρτηση σύνδεσης (βλ. παρ. 1.1). H πιο συνηθισμένη επιλογή για 

την συνάρτηση σύνδεσης είναι  

i i ig( ) ln( ) x     , ix1

i ig (x ) e
      

Η προσαρμογή του μοντέλου στα δεδομένα στην παλινδρόμηση Poisson γίνεται με την 

μέθοδο της μέγιστης πιθανοφάνειας (βλ. παρ. 1.2). 

H συνάρτηση πιθανοφάνειας n  τιμών της αποκριτικής μεταβλητής y , 1 2 ny , y ,..., y  είναι 
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i iyn n

i i

i 1 i 1 i

e
L(y, ) f (y )

y !



 


   

i

n n
y

i i

i 1i 1

n

i

i 1

exp

y !





 
   

 




 

Όπου 
1

i ig (x )    . Ο λογάριθμος της συνάρτησης πιθανοφάνειας είναι 

n n n

i i i i

i 1 i 1 i 1

ln L(y, ) y ln( ) ln(y !)
  

          

i

n
x

i i i

i 1

y x e ln(y !)




   
   

Τότε                                        i

n
x

i i

i 1

ln L(y, )
x (y e )





 
  
 

  

Οι εκτιμήτριες μέγιστης πιθανοφάνειας ̂  υπολογίζονται βάσει των εξισώσεων  

n

i i i

i 1

(y )x 0


   

Οι οποίες υπολογίζονται θέτοντας ( ) 1    στον τύπο 1.2, και σε μορφή πινάκων γράφονται 

ως 

                                                       ( )  X y 0                                                      (2.1) 

Η εξίσωση (2.1) λύνεται με αριθμητικές μεθόδους. 

 

2.2 Έλεγχος συντελεστών στην παλινδρόμηση Poisson 

            Ο πίνακας πληροφορίας είναι ο VX . Όπως είδαμε στην παράγραφο 1.2 

2

i

i i

1
V diag

Var(y )

  
   
   

 και έχουμε ότι i

i

V( )


 


 (από σχέση 1.1 και εφόσον στην 

παλινδρόμηση Poisson ισχύει i i   ). 

Επομένως  i i
i

i

Var(y )
Var(y )

( )


 

  
.  

Τελικά    i

2
xi

i

i

Var(y )
V diag diag Var(y ) diag(e )

Var(y )

 
   

 
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Το τυπικό σφάλμα των εκτιμητριών βρίσκεται από τον πίνακα  
1ˆ( )VX
 . Ο πίνακας V̂  

προκύπτει αν στον πίνακα V αντικαταστήσουμε τα   με τις εκτιμήτριες ̂ . Ο V̂X  είναι ο 

παρατηρούμενος πίνακας πληροφορίας και συμβολίζεται με  ˆ( ) . Η αναμενόμενη διασπορά 

της εκτιμήτριας  j̂ , j
ˆV̂( )  είναι το j ό  διαγώνιο στοιχείο του 

1 ˆ( )
  . 

               Για να κρίνουμε αν ένας συντελεστής 
i  είναι στατιστικά σημαντικός ή όχι, 

χρησιμοποιούμε το γεγονός ότι οι εκτιμήτριες μέγιστης πιθανοφάνειας ακολουθούν 

ασυμπτωτικά την Κανονική κατανομή, εκτελώντας τον έλεγχο Wald.  Έχουμε ότι 

j

1 1/2

jj

ˆ
~ N(0,1)

ˆ( ( ) ) 



 
 

 

2.3  Μελέτη σημαντικότητας του Μοντέλου 

2.3.1  Έλεγχος  
2  καλής προσαρμογής του Pearson 

              Για την μελέτη καταλληλότητας του μοντέλου μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε  το 

στατιστικό Pearson που δίνεται από τον παρακάτω τύπο 

 
2

n
i i2

i 1 i

ˆy
X

ˆ

 
  

  
  

Το στατιστικό Pearson ακολουθεί ασυμπτωτικά την 
2

n p  κατανομή, όπου p  ο αριθμός των 

άγνωστων παραμέτρων προς εκτίμηση. 

 

2.3.2 Έλεγχοσυνάρτηση Deviance 

              Στην περίπτωση της παλινδρόμησης Poisson η εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας 

των i  για το κορεσμένο μοντέλο είναι τα iy , διότι το κορεσμένο μοντέλο προϋποθέτει ότι 

οι n  στο πλήθος μέσοι είναι ανεξάρτητοι και δεν επηρεάζονται από τις συμμεταβλητές. 

Συνεπώς η μεγιστοποιημένη τιμή του λογαρίθμου πιθανοφάνειας για το κορεσμένο μοντέλο 

είναι 
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n n n

i i i i

i 1 i 1 i 1

ln L( ) y y ln y y !
  

        

Η αντίστοιχη μεγιστοποιημένη τιμή για το μοντέλο παλινδρόμησης Poisson είναι 

n n n

i i i i

i 1 i 1 i 1

ˆ ˆ ˆln L( ) y ln y !
  

          

Όπου i̂  είναι η εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας των συντελεστών παλινδρόμησης. 

Ορίζουμε 

ˆD( ) 2ln[L( ) / L( )]       

 
n n n n

i
i i i i i i i i

i 1 i 1 i 1 i 1 i

y
ˆ ˆ ˆ2 y y (ln y ln ) 2 (y ) y ln

ˆ   

   
                 

        (2.2) 

Η εξίσωση (2.2) μπορεί να απλοποιηθεί διότι 

X (y ) 0    

Έτσι η εξίσωση (2.2) γίνεται   
n

i
i

i 1 i

yˆD( ) 2 y ln
ˆ

 
   

 
 , η ελεγχοσυνάρτηση deviance του 

μοντέλου. Ουσιαστικά η ελεγχοσυνάρτηση deviance μετρά την απώλεια προσαρμογής του 

μοντέλου όταν  ix

i e


  . 

Επίσης με την ελεγχοσυνάρτηση deviance μπορούμε να συγκρίνουμε δύο εμφωλευμένα 

μοντέλα. Έστω  ̂  και 
1̂  οι εκτιμήτριες μέγιστης πιθανοφάνειας των μοντέλων Μ και Μ1 

αντίστοιχα. Το μοντέλο Μ1 είναι εμφωλευμένο στο μοντέλο Μ, 1  . 

Τότε ο έλεγχος των λόγων μεγιστοποιημένων πιθανοφανειών είναι  

1
ˆ ˆ2 ln L( ) ln L( )    

 
 

και ακολουθεί προσεγγιστικά την 
2

q  κατανομή. 

Όπου q είναι το πλήθος των μεταβλητών που διαφέρουν τα δύο μοντέλα. Ισοδύναμα, 
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2

1 q
ˆ ˆD( ) D( ) ~     

 

2.3.3 Υπόλοιπα 

Για την περίπτωση της παλινδρόμησης Poisson τα υπόλοιπα Pearson ορίζονται ως (βλ. παρ. 

1.3.1) 

i i
i

i

ˆy
r

ˆ





 

Η ονομασία των υπολοίπων οφείλεται στο γεγονός ότι το άθροισμα των τετραγώνων των 

υπολοίπων ισούται με 

 
2

n
i i

i 1 i

ˆy

ˆ




  

Όπου είναι ο έλεγχος   
2  καλής προσαρμογής του Pearson. 

Ένας άλλος τύπος υπολοίπων είναι τα υπόλοιπα  Deviance που ορίζονται ως 

 
1/2

i i i i
ˆˆd sign(y ) D ( )    
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Κεφάλαιο 3 

 

Λογιστική Παλινδρόμηση 

 

3.1  Το Γραμμικό Λογιστικό Μοντέλο 

              Ας υποθέσουμε ότι έχουμε n διωνυμικές παρατηρήσεις της μορφής  i iy / n  για 

i 1,2,...,n  , όπου η αναμενόμενη τιμή τις τυχαίας μεταβλητής που σχετίζεται με την i-οστή 

παρατήρηση iy , δίνεται από τον τύπο i i iE(Y ) n p , όπου ip  είναι η αντίστοιχη πιθανότητα 

απόκρισης. Το γραμμικό λογιστικό μοντέλο για την εξάρτηση των ip  από τις τιμές 

1i 2i kix ,x ,..., x , των k  επεξηγηματικών μεταβλητών, 1 2 kX ,X ,...,X , είναι το  

i
i 0 1 1i ki

i

p
logit(p ) log x ... x

1 p


 
      

 
. 

 

                                    Όπου        
0 1 1 ki

0 1 1 ki

x ... x

i x ... x

e
p

1 e

 

  

   

   



                                         (3.1) 

   ή αν θέσουμε  
k

i j jij 0
x


     με  0ix 1    το ip  γίνεται   

i

i
i

e
p

1 e







 

               Εφόσον το iy  είναι μια παρατήρηση της τυχαίας Διωνυμικής μεταβλητής iY  με 

μέση τιμή i in p , ένα αντίστοιχο μοντέλο για την αναμενόμενη τιμή του iY  είναι   

i

i

i
i

n e
E(Y )

1 e







. 
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3.2 Προσαρμογή  του  Γραμμικού Λογιστικού Μοντέλου σε 

Δυαδικές μεταβλητές 

            Έστω ότι η μεταβλητή απόκρισης σε ένα πρόβλημα παλινδρόμησης παίρνει τιμές 0 ή 

1. Υποθέτουμε ότι το μοντέλο είναι της μορφής  i i iy x   .  

 όπου i i1 i2 ikx [1,x ,x ,..., x ]  , 0 1[ , ,..., ]      και ότι η μεταβλητή απόκρισης iy  

ακολουθεί την κατανομή Bernoulli . 

 

iy  Πιθανότητα 

1 i iP(y 1) p   

0 i iP(y 0) 1 p    

 

Επειδή iE( ) 0   η αναμενόμενη τιμή της μεταβλητής απόκρισης θα είναι 

i i iE(y ) 1(p ) 0(1 p ) p      , επομένως  i iE(y ) x p    . 

Αυτό σημαίνει ότι  η μέση τιμή της μεταβλητής απόκρισης iE(y )  ισούται με την πιθανότητα 

το iy  να παίρνει την τιμή 1. 

             Αν η μεταβλητή είναι δυαδική, τότε το σφάλμα παίρνει μόνο δυο τιμές 

i i1 x      όταν iy 1  

   i ix       όταν  iy 0   

Η συνάρτηση μέγιστης πιθανοφάνειας όταν η μεταβλητή απόκρισης ακολουθεί κατανομή 

Bernoulli είναι  

 
n

i i i i

i 1

ˆ ˆ ˆlog L y log p (1 y ) log(1 p )


     
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3.3 Προσαρμογή του Γραμμικού Λογιστικού Μοντέλου σε 

Διωνυμικά Δεδομένα 

              Ας υποθέσουμε ότι έχουμε iy  παρατηρήσεις (επιτυχίες) που ακολουθούν Διωνυμική 

κατανομή και  
in  δοκιμές,  i 1,2,...,n . Τότε έχουμε ότι        

i 0 1 1i k kilogit(p ) x ... x     

              Οι παρατηρήσεις iy  εφόσον ακολουθούν Διωνυμική κατανομή έχουν μέση τιμή  

i in p  και μπορούν να γραφτούν ως i i i iy n p  . Τα υπόλοιπα i i i iy n p    έχουν μέση 

τιμή μηδέν και δεν ακολουθούν πια τη Διωνυμική κατανομή, αλλά την μετατοπισμένη 

Διωνυμική κατανομή. Παρόλο που δεν υπάρχει σχέση μεταξύ της κατανομής των 

παρατηρήσεων και αυτής των υπολοίπων, η Διωνυμική είναι η μόνη κατανομή που είναι 

σημαντική στην προσαρμογή του μοντέλου (model fitting) σε αντίθεση με την Κανονική 

κατανομή.    

 

3.3.1  Εκτίμηση παραμέτρων  

            Για να προσαρμοστεί ένα γραμμικό λογιστικό μοντέλο σε ένα σύνολο δεδομένων 

πρέπει να εκτιμηθούν οι k 1  στο πλήθος άγνωστοι παράμετροι 0 1 k, ,...,   . Η εκτίμηση 

των παραμέτρων αυτών θα γίνει με τη μέθοδο μέγιστης πιθανοφάνειας. 

Η συνάρτηση πιθανοφάνειας δίνεται από τη σχέση  

i i i

n
i y n y

i i

i 1 i

n
L( ) p (1 p )

y





 
   

 
  

              Η πιθανοφάνεια εξαρτάται από τις άγνωστες πιθανότητες επιτυχίας ip , οι οποίες με 

την σειρά τους εξαρτώνται από τα   μέσω της σχέσης (3.1). Έτσι η συνάρτηση 

πιθανοφάνειας μπορεί να θεωρηθεί ως συνάρτηση του . Το πρόβλημα τώρα συνίσταται στο 

να βρούμε τις τιμές  0 1 k
ˆ ˆ ˆ, ,...,    οι οποίες μεγιστοποιούν το L( )  ή ισοδύναμα το 

log L( ) . 

Ο λογάριθμος της συνάρτησης πιθανοφάνειας είναι ο εξής: 
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n
i

i i i i i

i 1 i

n
log L( ) log y log p (n y ) log(1 p )

y

   
       

   
 ,                                        (3.2) 

n
i i

i i i

i 1 i i

n p
log y log n log(1 p )

y 1 p

    
      

     
  

i

n
i

i i i

i 1 i

n
log y n n log(1 e )

y





   
     

   
  , 

Όπου  
k

i j jij 0
x


    με 

0ix 1   για όλες τις τιμές του i . 

Η μερική παράγωγος  της συνάρτησης πιθανοφάνειας ως προς   είναι 

 

i i

n n
1

i ji i ji

i 1 i 1j

log L( )
y x n x e (1 e ) , j 0,1,..., k

  

 

 
   


  . 

 

              Εξισώνοντας με μηδέν τη μερική παράγωγο παίρνουμε ένα σύστημα από k 1  μη 

γραμμικές εξισώσεις το οποίο λύνεται μόνο με αριθμητικές μεθόδους. Η λύση του 

συστήματος μας δίνει τις τιμές των εκτιμητριών ̂ . Εφόσον το ̂  έχει εκτιμηθεί, η σχέση 

μεταξύ της εκτιμώμενης πιθανότητας απόκρισης και των τιμών  των 1 2 kx , x ,..., x  

επεξηγηματικών μεταβλητών μπορεί να εκφραστεί ως 0 1 1 k k
ˆ ˆ ˆˆlogit(p) x ... x        ή 

ισοδύναμα   

0 1 1 k k

0 1 1 k k

ˆ ˆ ˆx ... x

ˆ ˆ ˆx ... x

e
p̂

1 e

   

   



. 

 

Η εκτιμώμενη τιμή του συστηματικού μέρους του μοντέλου  για την i-οστή παρατήρηση 

είναι   i 0 1 1i k ki
ˆ ˆ ˆˆ x ... x     . 

 

H προσαρμοσμένη πιθανότητα είναι   

i

i

ˆ

i ˆ

e
p̂

1 e







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Η αντίστοιχη εκτίμηση του αριθμού των επιτυχιών είναι  i i i
ˆŷ n p . 

 

3.3.2 Τυπικό σφάλμα των εκτιμώμενων παρα μέτρων  

            Ύστερα από την εκτίμηση των παραμέτρων ̂ , του λογιστικού γραμμικού μοντέλου 

θα χρειαστούν πληροφορίες σχετικά με την ακρίβεια των εκτιμητριών. Την πληροφορία αυτή 

μας την παρέχει το τυπικό σφάλμα των εκτιμητριών ˆse( ) , το οποίο ισούται με τα διαγώνια 

στοιχεία του πίνακα   i i iV diag n p 1 p   (βλ. παρ. 2.2). Για να κρίνουμε αν μία 

παράμετρος είναι σημαντική πραγματοποιούμε τον έλεγχο Wald που δίνεται από τον τύπο 

 
j

j

ˆ
~ N(0,1)

ˆs.e




 

 Ένα  100(1 )%  διάστημα εμπιστοσύνης για το   είναι το 
a

2

ˆ ˆz se( )  , όπου με 
2

z  

συμβολίζουμε  το 
2

 -εκατοστιαίο σημείο της Τυποποιημένης Κανονικής κατανομής. 

3.3.4 Μελέτη σημαντικότητας για Διωνυμικά δεδομένα  

            Υπάρχουν πολλές στατιστικές συναρτήσεις που εξετάζουν την ασυμφωνία μεταξύ 

των παρατηρούμενων διωνυμικών αναλογιών, i iy / n  και των προβλεπόμενων αναλογιών ip̂ . 

Από αυτές τις στατιστικές συναρτήσεις η πιο διαδεδομένη είναι αυτή που βασίζεται στη 

συνάρτηση πιθανοφάνειας του υποθετικού μοντέλου. Η συνάρτηση πιθανοφάνειας περικλείει 

την πληροφορία που παρέχουν τα δεδομένα  σχετικά με τις άγνωστες παραμέτρους του 

μοντέλου. Θεωρούμε δυο μοντέλα, το τρέχον και το κορεσμένο. Ένα κορεσμένο μοντέλο 

είναι αυτό που περιέχει τόσες παραμέτρους όσα και τα δεδομένα. Η μέγιστη  πιθανοφάνεια 

του τρέχοντος μοντέλου συμβολίζεται με CL̂  ενώ αυτή του κορεσμένου μοντέλου 

συμβολίζεται  με fL̂ . Για να συγκρίνουμε τα CL̂ και fL̂  χρησιμοποιούμε την 

ελεγχοσυνάρτηση Deviance. 

 

C f C f
ˆ ˆ ˆ ˆD 2log(L L ) 2{log L log L }      
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     Μεγάλες τιμές του D, τις οποίες συναντάμε όταν το CL̂  είναι μικρό σε σχέση με το fL̂ , 

υποδηλώνουν ότι  το τρέχον μοντέλο δεν είναι τόσο καλό. Εν αντιθέσει μικρές τιμές του D , 

όταν το CL̂  είναι σχεδόν ίδιο με το fL̂ , υποδηλώνουν ότι το τρέχον μοντέλο είναι καλό. 

Ουσιαστικά η deviance μετράει το πόσο αποκλίνει  το τρέχον μοντέλο από το κορεσμένο (βλ. 

παράγραφο 1.3) 

Στην περίπτωση που έχουμε n  διωνυμικές παρατηρήσεις, όπου ip  είναι η πιθανότητα 

απόκρισης που αντιστοιχεί στην i-οστή παρατήρηση, i iy / n , i 1,2,...,n , η συνάρτηση 

πιθανοφάνειας είναι       i i i

n
i y n -y

i i

i 1 i

n
p (1- p )

y

 
 
 

 . 

Όταν προσαρμόσουμε στα δεδομένα ένα μοντέλο λογιστικής παλινδρόμησης με k 1   

άγνωστες παραμέτρους 0 1, ,...,     παίρνουμε τις προσαρμοσμένες τιμές ip̂  όπου 

i 0 1 1i k ki
ˆ ˆ ˆˆlogit(p ) x ... x     

Από την εξίσωση  (3.2) έχουμε  ότι η μέγιστη πιθανοφάνεια του τρέχοντος μοντέλου είναι 

 
n

i i i i

i 1

ˆ ˆ ˆlog L y log p (1 y ) log(1 p )


     

Στο κορεσμένο μοντέλο οι προσαρμοσμένες πιθανότητες θα είναι ίδιες με τις 

παρατηρούμενες αναλογίες, i i ip y n , i 1,2,...,n , έτσι η μέγιστη πιθανοφάνεια για το 

κορεσμένο μοντέλο θα είναι    

 

 

 

Η συνάρτηση Deviance τότε θα είναι 

n
i i

C f i i i

i 1 i i

p 1 pˆ ˆD 2{log L log L } 2 y log (n y ) log
ˆ ˆp 1 p

     
         

     
  

 

Αν ο προσαρμοσμένος αριθμός επιτυχιών στο τρέχον μοντέλο είναι, i i i
ˆŷ n p  έχουμε 

n
i

f i i i i i

i 1 i

n
ˆlog L log y log p (n y ) log(1 p )

y

   
      

   

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n
i i i

i i i

i 1 i i i

y n y
D 2 y log (n y ) log

ˆ ˆy n y

     
      

     
  

              

 Δηλαδή η ελεγχοσυνάρτηση deviance συγκρίνει τις παρατηρήσεις iy  με τις 

προσαρμοσμένες τιμές iŷ , υπό το τρέχον μοντέλο. Η κατανομή που ακολουθεί 

προσεγγιστικά η deviance είναι η 
2  με (n p)  βαθμούς ελευθερίας όπου n  είναι το 

πλήθος των διωνυμικών παρατηρήσεων και p  ο αριθμός των άγνωστων παραμέτρων στο 

τρέχον μοντέλο λογιστικής παλινδρόμησης. 

 

3.4 Σύγκριση Μοντέλων Λογιστικής Παλινδρόμησης 

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε δύο γραμμικά λογιστικά μοντέλα, το Μοντέλο (1) και το Μοντέλο 

(2). 

Μοντέλο (1):   i 0 1 1i h hilogit(p ) x ... x     

Μοντέλο (2):   
i 0 1 1i h hi h 1 h 1,i kilogit(p ) x ... x x ... x          

 

Συμβολίζουμε τη συνάρτηση deviance για το Μοντέλο (1) ως 1D  και αντίστοιχα για το 

Μοντέλο (2) 2D . Η 1D  έχει  (n h 1)   βαθμούς ελευθερίας, ενώ η 2D  έχει (n k 1)   

βαθμούς ελευθερίας, όπου n  το πλήθος των Διωνυμικών παρατηρήσεων. Το Μοντέλο (1) 

είναι εμφωλευμένο στο Μοντέλο (2) και εφόσον έχει περισσότερους όρους από το Μοντέλο 

(1) το 2D  θα είναι μικρότερο από το 1D . Η διαφορά 1 2D D  μετρά την επίδραση των 

μεταβλητών h 1 h 2 kX ,X ,....,X   εφόσον τα 1 2 hX ,X ,....,X  υπάρχουν ήδη στο μοντέλο. 

            Για να συγκρίνουμε δυο εμφωλευμένα μοντέλα δεν υπάρχει κάποια συγκεκριμένη 

κατανομή. Όμως εφόσον η συνάρτηση deviance του κάθε μοντέλου ακολουθεί την 
2  

κατανομή, τότε και η διαφορά τους  1 2D D  θα ακολουθεί επίσης  την 
2  κατανομή. 

Παραδείγματος χάρη, ας υποθέσουμε  ότι έχουμε δυο μοντέλα, όπου το Μοντέλο (1) είναι 

εμφωλευμένο στο Μοντέλο (2). Έστω 1D  με 1  βαθμούς ελευθερίας  η συνάρτηση deviance 
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για το Μοντέλο (1), και αντίστοιχα 
2D  με 

2  βαθμούς ελευθερίας η συνάρτηση deviance 

για το Μοντέλο (2). Επισημαίνοντας ότι η μέγιστη πιθανοφάνεια  του Μοντέλου (1) 

συμβολίζεται με C1L̂  και του Μοντέλου (2) με C2L̂  έχουμε 

1 c1 f
ˆ ˆD 2log{log L log L }     , 2 c2 f

ˆ ˆD 2log{log L log L }    

Όπου fL̂  η μέγιστη πιθανοφάνεια  του κορεσμένου μοντέλου. Εφόσον η 1D  και η  
2D  

ακολουθούν την 
2  κατανομή με 1  και 2  βαθμούς ελευθερίας αντίστοιχα, η διαφορά  

τους 1 2D D  θα ακολουθεί  την 
2  κατανομή με 1 2   βαθμούς ελευθερίας. Όπως 

αναφέραμε πιο πάνω, για μη ομαδοποιημένα δυαδικά δεδομένα η ελεγχοσυνάρτηση deviance 

δεν ακολουθεί την 
2  κατανομή. Αυτό γίνεται διότι στην deviance περικλείεται η 

συνάρτηση πιθανοφάνειας του κορεσμένου μοντέλου. Όμως όταν συγκρίνουμε δύο μοντέλα 

στην έκφραση της συνάρτησης deviance δεν υπάρχει ο όρος fL̂  διότι 

1 2 c1 c2
ˆ ˆD D 2{log L log L }    . Έτσι μπορούμε να συγκρίνουμε εμφωλευμένα μοντέλα 

τόσο για διωνυμικά όσο και για δυαδικά δεδομένα. 

 

Να συμπληρώσουμε σε αυτό το σημείο ότι για την σύγκριση δύο μοντέλων χρησιμοποιούμε 

και τα κριτήρια AIC, BIC που αναλύθηκαν στην παράγραφο 1.4.  

Στην περίπτωση της λογιστικής παλινδρόμησης το κριτήριο AIC παίρνει τη μορφή (Konishi 

et al.,2008) 

 i

n
ˆx

i i

i 1

ˆAIC 2 log 1 e y x 2(p 1)




      
   

 

3.5  Έλεγχος  2  καλής προσαρμογής του Pearson 

              Για τη μελέτη της καταλληλότητας του μοντέλου εκτός από την ελεγχοσυνάρτηση 

deviance χρησιμοποιείται και το στατιστικό Pearson που δίνεται από τον παρακάτω τύπο 
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2n
2 i i i

i 1 i i i

ˆ(y n p )
X

ˆ ˆn p (1 p )





  

              Η deviance καθώς και το στατιστικό Pearson ακολουθούν την ίδια 
2   

κατανομή, 

όταν το προσαρμοσμένο μοντέλο είναι σωστό. Οι αριθμητικές τιμές των στατιστικών αυτών 

γενικά διαφέρουν, όμως σπάνια αυτή η διαφορά είναι σημαντική. Μεγάλες διαφορές μεταξύ 

των δύο στατιστικών μπορεί να θεωρηθεί ως ένδειξη του ότι η 
2  

προσέγγιση της 

κατανομής δεν είναι επαρκής. Όταν συγκρίνουμε δύο εμφωλευμένα μοντέλα, η διαφορά στη 

συνάρτηση deviance μεταξύ των δύο μοντέλων χρησιμοποιείται για να μελετηθεί η 

σημαντικότητα των επιπρόσθετων όρων. Το στατιστικό του Pearson δεν μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί με αυτόν τον τρόπο, όμως η τιμή του αυξάνεται όταν προστίθενται όροι στο 

μοντέλο. 

 

 3.6 Έλεγχος  2  καλής προσαρμογής των  Hosmer-Lemeshow 

              Σε αντίθεση με την deviance το στατιστικό Hosmer-Lemeshow (1980) είναι ένα 

μέτρο καταλληλότητας του μοντέλου που μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε μη ομαδοποιημένα 

δυαδικά δεδομένα. Για να υπολογιστεί ο έλεγχος οι παρατηρήσεις διατάσσονται κατά 

αύξουσα σειρά εκτιμώμενης πιθανότητας και χωρίζονται σε τρείς ή περισσότερες ομάδες του 

ίδιου περίπου αριθμού παρατηρήσεων. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν im  παρατηρήσεις στην 

i-οστή από τις g  συνολικά ομάδες, όπου ο παρατηρούμενος αριθμός επιτυχιών είναι io , και 

ο αντίστοιχος αναμενόμενος αριθμός επιτυχιών είναι ie . Έστω i
i

i

e
ˆ

m
   η μέση πιθανότητα 

επιτυχίας της  i-οστής ομάδας. Τότε ο έλεγχος 
2X  καλής προσαρμογής των Hosmer-

Lemeshow δίνεται από τον τύπο 

2g
2 i i i

HL

i 1 i i i

ˆ(o m )
X

ˆ ˆm (1 )

 


 
  

              Ακολουθεί προσεγγιστικά την 
2  κατανομή με (g 1)  βαθμούς ελευθερίας. Όμως 

εφόσον η τιμή του στατιστικού εξαρτάται από το χωρισμό των παρατηρήσεων σε ομάδες και 

τον αριθμό τους σε καθεμία απ’ αυτές θεωρείται ανεπίσημο μέτρο αξιολόγησης προσαρμογής 

του μοντέλου (Collett, 2003). 
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3.7 Υπόλοιπα 

 3.7.1 Υπόλοιπα Pearson 

           Τα υπόλοιπα είναι μέτρα συμφωνίας  μεταξύ των παρατηρήσεων της μεταβλητής 

απόκρισης  και των αντίστοιχων προσαρμοσμένων τιμών. Τα υπόλοιπα παρέχουν 

πληροφορίες σχετικά με την καταλληλότητα του μοντέλου. 

              Ας υποθέσουμε ότι ένα μοντέλο λογιστικής παλινδρόμησης είναι προσαρμοσμένο σε 

n  διωνυμικές παρατηρήσεις της μορφής i iy / n , i 1,2,...,n , και η αντίστοιχη 

προσαρμοσμένη τιμή των iy  είναι i i i
ˆŷ n p . Το i-οστό υπόλοιπο είναι η διαφορά i i

ˆy y , 

και παρέχει πληροφορίες για την προσαρμογή του μοντέλου σε κάθε παρατήρηση. Τα 

υπόλοιπα γίνονται πιο συγκρίσιμα αν τα διαιρέσουμε με το τυπικό σφάλμα  

i i i i
ˆ ˆse(y ) {n p (1 p )}   , δίνοντας 

 
i i i

i

i i i

ˆy n p
r

ˆ ˆn p (1 p )





 

Αυτού του τύπου τα υπόλοιπα είναι γνωστά ως υπόλοιπα Pearson, εφόσον η 

ελεγχοσυνάρτηση του Pearson ισούται με 
2 2

iX r  και είναι ασυμπτωτικά ισοδύναμη με 

την ελεγχοσυνάρτηση deviance. Προσεγγιστικά η 
2X  ακολουθεί την 

2  κατανομή με n p  

βαθμούς ελευθερίας. Τα τυποποιημένα υπόλοιπα Pearson ορίζονται μέσω της σχέσης  

i i i i
Pi

i i ii

ˆy n p r
r

ˆ{v (1 h )} 1 h


 

 
 

Όπου i i i i
ˆ ˆv̂ n p (1 p )   και ih  είναι το διαγώνιο στοιχείο του n n  πίνακα 

1 1
12 2H V X(X VX) X V  , X ο πίνακας σχεδιασμού και V ο διαγώνιος σταθμισμένος 

πίνακας, του οποίου τα στοιχεία είναι i i i
ˆ ˆn p (1 p ) , που αποτελεί την εκτιμηθείσα διασπορά 

της απόκρισης iy . Επίσης iE(r ) 0  και iV(r ) 1  αλλά ενδέχεται η κατανομή των 

υπολοίπων να μην είναι κανονική. 
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3.7.2 Υπόλοιπα Deviance  

              Ένας άλλος τύπος υπολοίπων μπορεί να κατασκευαστεί από την ελεγχοσυνάρτηση 

deviance 

i i i
i i i

i i i i

y n y
D 2 y log (n y ) log

ˆ ˆy n y

     
      

     
  

Η προσημασμένη τετραγωνική ρίζα της συμβολής της i-οστής παρατήρησης στην 

ελεγχοσυνάρτηση deviance είναι 

1
2

i i i
i i i i i i

i i i

y n y
ˆd sgn(y y ) 2y log 2(n y ) log

ˆ ˆy n y

     
       

     
 

Όπου i i
ˆsgn(y y )  είναι η συνάρτηση που κάνει το id  θετικό όταν i i

ˆy y  και αρνητικό 

όταν i i
ˆy y . Η ποσότητα id  είναι γνωστή ως υπόλοιπα deviance και 

2

iD d . Τα 

τυποποιημένα υπόλοιπα deviance δίνονται από τον τύπο i
Di

i

d
r

(1 h )



. Τα υπόλοιπα 

deviance ακολουθούν προσεγγιστικά την Κανονική κατανομή.  

Γενικά  τα υπόλοιπα Deviance και τα Pearson πρέπει να ερμηνεύονται με επιφύλαξη, όσον 

αφορά την καταλληλότητα ενός μοντέλου . 

3.8 Εκθετική και Γάμμα κατανομή 

              Εκτός από την παλινδρόμηση Poisson και τη λογιστική παλινδρόμηση υπάρχουν και 

άλλες δύο σημαντικές κατανομές που ανήκουν στην οικογένεια των γενικευμένων γραμμικών 

μοντέλων, η Εκθετική και η Γάμμα. 

              Η Εκθετική κατανομή  χρησιμοποιείται κυρίως σε προβλήματα ανάλυσης επιβίωσης 

και σε βιοιατρικές εφαρμογές. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εν λόγω κατανομής 

είναι η ακόλουθη 

y1
f (y) e 


, y 0 , 0   

Χρησιμοποιώντας το canonical link έχουμε ότι i i   , δηλαδή 
1

x 


. Έτσι η συνάρτηση 

σύνδεσης είναι της μορφής 
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1
x 


. 

Η κατανομή Γάμμα επίσης εφαρμόζεται κυρίως σε προβλήματα αξιοπιστίας και η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας είναι η εξής 

r

y r 11 1
f (y) e y

(r)

   
  
  

,  y 0 , r 0 , 0   

Το canonical link x   , δίνει το ακόλουθο μοντέλο για το μέσο: 
1

x
 


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ΜΕΡΟΣ Β’ 
 

ΚΑΜΠΥΛΕΣ ROC 

 

Κεφάλαιο 1 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗΝ ΚΑΜΠΥΛΗ ROC 

 

1.1 ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑΔΡΟΜΗ 

 

Η πραγματοποίηση προβλέψεων αποτελεί μέλημα ζωτικής σημασίας κάθε 

επιχείρησης και επιστημονικού πεδίου όσον αφορά την αναζήτηση πληροφορίας και την 

περαιτέρω έρευνα. Είναι λοιπόν αναγκαία η πραγματοποίηση προβλέψεων και η εξασφάλιση 

προγνωστικής ακρίβειας στον σχεδιασμό και την σύγκριση μοντέλων, αλγορίθμων και 

τεχνολογιών που παράγουν προβλέψεις. Οι ROC (Receiver Operating Characteristic: 

Λειτουργικό Χαρακτηριστικό Δέκτη) καμπύλες συμβάλλουν στην εξασφάλιση της 

επιθυμητής ακρίβειας στις προβλέψεις. Αποτελούν χρήσιμη τεχνική για την απεικόνιση, την 

οργάνωση και την επιλογή ταξινομητών με βάση την απόδοση τους. 

 

Η καμπύλη ROC ορίζεται ως το μοναδιαίο τετράγωνο [0,1] × [0,1] και ξεκινά από το 

σημείο (0,0) (όταν το σημείο απόφασης είναι μεγαλύτερο από όλες τις μετρήσεις θορύβου 

και σήματος) για να καταλήξει στο (1,1) ) (για την περίπτωση που το σημείο απόφασης είναι 

μικρότερο από όλες τις μετρήσεις). Το εμβαδόν που ορίζεται κάτω από την καμπύλη 

αποτελεί ένα μέτρο της ποιότητας διαχωρισμού θορύβου – σήματος και χρησιμοποιείται 

συχνά στη στατιστική συμπερασματολογία των καμπυλών ROC. 

 

Η σύλληψη των καμπύλων ROC έχει τις ρίζες τις στις αρχές της δεκαετίας του 1950 

όταν προτάθηκαν από τους μεταπτυχιακούς φοιτητές WW Peterson και TG Birdsall του 

Τμήματος Ηλεκτρολόγων Μηχανικών του Πανεπιστημίου του Michigan, οι οποίοι 
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εφάρμοσαν τη στατιστική θεωρία αποφάσεων σε προβλήματα της θεωρίας λήψης σημάτων 

(signal detection theory). Οι καμπύλες ROC προτάθηκαν αρχικά ως γραφική μέθοδος 

μέτρησης της ποιότητας λήψης σήματος από ένα δέκτη σε ατελή διαγνωστικά συστήματα. 

Συγκεκριμένα, όταν για ένα δέκτη οι κατανομές του εξωτερικού θορύβου και του σήματος 

(στόχου της λήψης) συμπίπτουν σε κάποιο διάστημα (και έστω ότι χωρίς βλάβη της 

γενικότητας οι μετρήσεις σήματος έχουν υψηλότερες μετρήσεις γενικά από αυτές του 

θορύβου), η καμπύλη ROC που αντιστοιχεί δείχνει τη συμμεταβολή των ποσοστών «ορθής 

λήψης σήματος» από τις πραγματικές μετρήσεις σήματος και «εσφαλμένου συναγερμού» από 

τις πραγματικές μετρήσεις θορύβου, συναρτήσει του σημείου απόφασης – δηλαδή της 

μέτρησης με βάση την οποία ο δέκτης θεωρεί ότι κάθε άλλη μέτρηση μεγαλύτερη αυτής 

αποτελεί σήμα. 

Στον τομέα της διαγνωστικής Ιατρικής, οι ROC καμπύλες αποτελούν χρήσιμο 

εργαλείο για την λήψη ιατρικών αποφάσεων στα προβλήματα που ανακύπτουν. Η εισαγωγή 

τους στα πλαίσια της ιατρικής έρευνας έγινε από τον Lusted (1971), ο οποίος περιέγραψε πως 

μια μέθοδος που συχνά χρησιμοποιούνταν στην ψυχοφυσική θα μπορούσε να υιοθετηθεί και 

στην λήψη ιατρικών αποφάσεων. Η μέθοδος αυτή ξεπερνούσε τους περιορισμούς που 

ανέκυπταν από ένα ζεύγος μόνο ευαισθησίας – ειδικότητας καθώς περιλάμβανε όλα τα όρια 

αποφάσεων. Μια ROC καμπύλη αποτελεί μια μέθοδο περιγραφής της εγγενούς ακρίβειας 

ενός τεστ καθώς παρέχει τη δυνατότητα οπτικής και ποσοτικής εκτίμησης της συνολικής 

διαγνωστικής αποτελεσματικότητας μιας δοκιμασίας ανεξάρτητα από το επιλεγμένο 

διαχωριστικό όριο. Η ιατρική κοινότητα στη λήψη αποφάσεων έχει εκτεταμένη βιβλιογραφία 

σχετικά με τη χρήση των ROC γραφημάτων για τις διαγνωστικές δοκιμές (Ζου, 2002).Οι 

Swets, Dawes και Monahan (2000a) πρόσφατα έφεραν τις ROC καμπύλες στην προσοχή του 

ευρύτερου κοινού με το άρθρο τους «Scientific American».  

Πέρα από τον τομέα της Ιατρικής, η χρήση των καμπύλων επεκτάθηκε και 

προσαρμόστηκε και σε άλλες επιστήμες όπως η Ψυχολογία, η Πληροφορική, η Ραδιολογία η 

Μετεωρολογία και η Οικονομία. Η Ατμοσφαιρική Φυσική και η μηχανική μάθηση είναι 

άλλοι δυο τομείς όπου βρίσκουν εφαρμογή οι ROC καμπύλες. Ένας από τους πρώτους που 

υιοθέτησαν τα ROC γραφήματα ήταν o Spackman (1989), ο οποίος απέδειξε την αξία των 

ROC καμπυλών στην αξιολόγηση και σύγκριση των αλγορίθμων. Τα τελευταία χρόνια 

παρατηρείται μια αύξηση στη χρήση των ROC γραφημάτων.  Εκτός του ότι είναι γενικά μια 

χρήσιμη γραφική μέθοδος απόδοσης,  έχουν ιδιότητες που τα καθιστούν ιδιαίτερα χρήσιμα σε 

πεδία ασύμμετρων κατανομών  και άνισα ταξινομημένων σφαλμάτων. Καθώς η έρευνα 

συνεχίζεται σε πεδία όπου έχουμε παρουσία ασύμμετρων κλάσεων και (areas of cost-

sensitive learning) τα παραπάνω χαρακτηριστικά των ROC καμπυλών τις καθιστούν 

απαραίτητο εργαλείο των στατιστικών. 
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Τα ROC γραφήματα είναι εννοιολογικά απλά, αλλά υπάρχουν κάποιες μη προφανείς 

περιπλοκές που προκύπτουν όταν χρησιμοποιούνται στην έρευνα. Υπάρχουν επίσης κοινές 

παρερμηνείες και  παγίδες κατά τη χρήση τους στην πράξη.  

Τα τελευταία χρόνια έχουν συντελέσει σημαντικά στην ανάπτυξη της Στατιστικής 

Θεωρίας με εφαρμογές κυρίως στη μη-παραμετρική στατιστική, τα λεγόμενα U-statistics, 

τους ελέγχους καλής προσαρμογής, τα γενικευμένα γραμμικά μοντέλα, τους τυχαίους 

περίπατους και την ανάλυση επιβίωσης. Η χρήση τους αφορά κυρίως την εκτίμηση της 

ποιότητας διαγνωστικών εργαλείων, τη σύγκριση μεταξύ τους, τη βέλτιστη επιλογή 

μοντέλων, τον ποιοτικό έλεγχο, τη σύγκριση αλγορίθμων μηχανικής μάθησης, την επιλογή 

βέλτιστων σημείων απόφασης και τη θεωρία αποφάσεων. 

Η βιβλιογραφία που σχετίζεται με την εξόρυξη δεδομένων και τη μηχανική μάθηση 

περιλαμβάνει μια συνοπτική μόνο περιγραφή της μεθόδου των ROC καμπύλων με 

αποτέλεσμα να ανακύπτουν δυσκολίες και πολυπλοκότητες κατά την ερευνητική διαδικασία 

καθώς και παρανοήσεις όταν χρησιμοποιούνται στην πράξη. Ωστόσο στατιστικά πακέτα 

όπως το SAS, το STATA και το SPSS έχουν έτοιμες ρουτίνες ανάλυσης καμπύλων ενώ στο 

δίκτυο αλλά και στη βιβλιογραφία υπάρχουν δημοσιευμένες συναρτήσεις για τα πακέτα S-

plus, Matlab και Mathematica. 

Κυκλοφορούν επίσης και εξειδικευμένα λογισμικά ανάλυσης καμπύλων ROC με 

δημοφιλέστερο αυτό του τμήματος Ραδιολογίας του Πανεπιστημίου του Chicago, που είναι 

διαθέσιμο μέσω δικτύου (www-radiology.uchicago.edu/krl/toppagell.htm). Οι κυριότερες 

σειρές που αποτελούν το επιστημονικό forum ανάπτυξης της θεωρίας των καμπύλων ROC 

είναι οι: ‘Statistics in Medicine’, ‘Biometrics’, ‘Biometrica’, ‘Medical Decision Making’ και 

‘Academic Radiology’, ενώ κλασσικά εγχειρίδια είναι των Green, Swets (1974), Egan (1975) 

και Swets, Pickett (1982). Σημειώνουμε εδώ ότι οι καμπύλες ROC μελετώνται διεξοδικά από 

τη σκοπιά της διαγνωστικής Ιατρικής σε βιβλίο που εκδόθηκε μόλις τον Αύγουστο του 2002 

(Zhou et al 2002) 
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1.2. ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

 

Διαγνωστικοί έλεγχοι (diagnostic tests) ή προσυμπτωτικοί έλεγχοι (screening tests) 

ονομάζονται διάφοροι ιατρικοί έλεγχοι που γίνονται με σκοπό τον εντοπισμό και την 

πρόληψη ασθενειών (πχ σειρά ετήσιων Ιατρικών (check up), αιματολογικές εξετάσεις, τεστ 

Παπανικολάου και διάφορες ακτινογραφίες). 

 

Σκοπός των ελέγχων αυτών είναι ο εντοπισμός ασθενειών που δεν μπορούν να 

φανούν με άλλο τρόπο ή ο εντοπισμός της νόσου σε πρώιμο στάδιο (πριν την εμφάνιση 

συμπτωμάτων) ώστε να αντιμετωπιστεί εγκαίρως και αποτελεσματικά. 

 

Αν κάποιος εμφανίσει θετικό αποτέλεσμα τότε πιθανό να έχει την υπό εξέταση νόσο 

και να  υποβληθεί σε επιπλέον (και πιο μεγάλης ακρίβειας) εξετάσεις ή κατευθείαν σε 

θεραπεία (αν το διαγνωστικό τεστ είναι πολύ ακριβές). 

 

1.2.1 GOLD STANDARD 

Υποθέτουμε αρχικά ότι με βάση κάποιον ατελή ιατρικό έλεγχο (τεστ) μια ομάδα 

ανθρώπων δίνει κλινικές μετρήσεις σε συνεχή κλίμακα για την ανίχνευση κάποιας ασθένειας. 

Έστω επίσης ότι με κάποια ασφαλή διαδικασία (Gold Standard) η ομάδα αυτή μπορεί να 

διαχωριστεί με μοναδικό τρόπο σε ασθενείς (D+) και υγιείς (D-).  

Eίναι προφανές ότι η εξέταση της ακρίβειας μιας διαγνωστικής εξέτασης 

προϋποθέτει τη σίγουρη γνώση της ομάδος των ασθενών. Η γνώση αυτή συνήθως 

εξασφαλίζεται μέσω μιας εξαιρετικά ακριβούς διαγνωστικής εξέτασης , μιας εξέτασης 

αναφοράς, που την ονομάζουμε Gold Standard. Μερικές φορές, αυτό το test της μεγίστης 

ακρίβειας, είναι σχετικώς απλό και φθηνό. Πχ. η εύρεση της μόλυνσης από την βάκιλο του 

Koch (φυματίωση) είναι εφικτός εύκολα με την δερμοαντίδραση Mantoux. Το ίδιο ισχύει και 

για την ορολογική εξέταση ανεύρεσης των αντισωμάτων του ιού του AIDS. 

 

Τις περισσότερες φορές όμως το Gold Standard είναι μια εξέταση περίπλοκη, 

δύσκολη, ακριβή ή και επικίνδυνη. Παραδείγματα αυτών των εξετάσεων είναι βιοψίες μέσω 

επεμβατικών τεχνικών, αυτοψίες ή επεμβατικές απεικονιστικές τεχνικές. Λόγω αυτών των 

προβλημάτων επί χρόνιων νοσημάτων, πολλές φορές είναι προτιμητέο να παρακολουθηθεί ο 

ασθενής για κάποιο διάστημα και να επαναληφθούν οι εξετάσεις του παρά να καταφύγει 

κανείς αμέσως σε επεμβατικές επικίνδυνες ή δύσκολες τεχνικώς εξετάσεις. Στην περίπτωση 

αυτή η επανεξέταση (Followup) θεωρείται Gold Standard. 
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Χαρακτηριστικά αναφέρουμε το εξής παράδειγμα: Ασθενής με καρδιακή ανεπάρκεια 

σταδίου ΙΙΙ κατά NYHA παρουσιάζει σε τυχαία εξέταση αξονικής θώρακα πνευμονικό όζο 

διαμέτρου 3 χιλιοστών. Ο αποκλεισμός καρκίνου του πνεύμονα απαιτεί επεμβατικού τύπου 

εξέταση και βιοψία. Αυτό θεωρείται επικίνδυνο για τον συγκεκριμένο ασθενή (σοβαρού 

βαθμού καρδιοπάθεια) και αποφασίζεται η επανάληψη της αξονικής μετά τρίμηνο για τον 

έλεγχο της βλάβης.  

 

Επειδή λοιπόν οι διαγνωστικές εξετάσεις που παρέχουν ακρίβεια στην διάγνωση 

είναι συνήθως πολύπλοκες, επεμβατικές και κοστίζουν, τόσο οι γιατροί όσο και οι ασθενείς 

προτιμούν κατ’ αρχήν τις πιο απλές εξετάσεις έστω και αν δεν είναι τόσο ακριβείς στην 

διάγνωση. Για παράδειγμα,. η ακτινογραφία θώρακα και η μικροβιολογική εξέταση είναι 

αρκετές στην αρχική προσέγγιση της πνευμονίας, παρότι η βιοψία πνευμονικού 

παρεγχύματος θα ήταν η ιδανικώς αποδεικτική εξέταση αλλά και σημαντικά επικίνδυνη. 

 

Από την άλλη μεριά όμως η απλότητα μιας εξέτασης θα πρέπει να ελέγχεται σε 

σχέση με την ανακρίβεια της διάγνωσης που μπορεί να προκύψει. Σε κάποιες περιπτώσεις 

παρά την εκπληκτική πρόοδο της Ιατρικής μια Gold Standard εξέταση δεν έχει ανευρεθεί. 

Χαρακτηριστικά αναφέρουμε την στεφανιογραφία η οποία και θεωρείται gold standard στην 

διάγνωση της στεφανιαίας νόσου. Παρ’ όλα αυτά όμως περιπτώσεις εμφραγμάτων λόγω 

σπασμού των στεφανιαίων αγγείων ή μη αθηρωματικής θρόμβωσης μπορεί να υπάρξει με 

στεφανιογραφία αρνητική. 

 

Γενικώς όμως, αν κανείς θέλει να συγκρίνει τις δυνατότητες μιας διαγνωστικής 

εξέτασης πρέπει να μπορεί να την εκτιμήσει έναντι μιας πολύ ακριβούς εξέτασης, ιδανικής 

κατά κάποιον τρόπο που θα παριστά το Gold Standard. Σε κάθε περίπτωση που αυτό δεν 

συμβαίνει δεν μπορεί να εκτιμηθούν με ακρίβεια οι διαγνωστικές δυνατότητες μιας νέας 

εξέτασης. Πχ. Αν το νέο υπό δοκιμή test διαγνώσει με μεγαλύτερη ακρίβεια τους νοσούντες 

από ότι το υποτιθέμενο Gold Standard τότε αυτοί θα ταξινομούνται λανθασμένα σαν ψευδώς 

θετικοί (False positive) όπως εύκολα θα γίνει κατανοητό παρακάτω . Αν αντιθέτως το νέο test 

είναι περισσότερο ακριβές στο να διαγνώσει πιο πολλούς υγιείς από ότι η εξέταση Gold 

Standard τότε θα έχει ως αποτέλεσμα δυσταξινόμηση με περισσότερους ψευδώς αρνητικούς 

(False negative) απ’ ότι κανονικά (Πίνακας 1.1). 
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1.2.2 BΑΣΙΚΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ  

 

Δεδομένου ενός ταξινομητή και ενός παραδείγματος, υπάρχουν τέσσερα πιθανά 

αποτελέσματα. Αν η περίπτωση είναι θετική και είναι ταξινομημένη ως θετική, υπολογίζεται 

ως μια αληθώς θετική; εφόσον έχει ταξινομηθεί ως αρνητική, αυτό υπολογίζεται ως ψευδώς 

αρνητική. Αν η περίπτωση είναι αρνητική και έχει ταξινομηθεί ως αρνητική, αυτή 

υπολογίζεται ως μια αληθώς αρνητική; εφόσον έχει ταξινομηθεί ως θετική, προσμετράται ως 

ψευδώς θετική. Δεδομένου ενός ταξινομητή και μια σειρά από περιπτώσεις (το σύνολο 

δοκιμής), ένας 2x2 πίνακας (ονομάζεται επίσης πίνακας έκτακτης ανάγκης) μπορεί να 

κατασκευαστεί αντιπροσωπεύοντας τις διατάξεις του συνόλου των περιπτώσεων. Αυτή η 

μήτρα αποτελεί τη βάση για πολλές μετρήσεις. 

Οι αριθμοί κατά μήκος των κυρίων διαγωνίων αντιπροσωπεύουν τις σωστές αποφάσεις, και 

οι αριθμοί εκτός της διαγωνίου αντιπροσωπεύουν τα λάθη -τη σύγχυση- μεταξύ των 

διαφόρων κατηγοριών. Το Αληθώς Θετικό ποσοστό (True Possitive rate)  (ονομάζεται επίσης 

ποσοστό επιτυχίας και ανάκληση) ενός ταξινομητή υπολογίζεται ως εξής: 

 

 
αληθώς θετικά 

TP rate  
σύνολο θετικών

  

Το Ψευδώς Θετικό ποσοστό (False Posotive rate) ενός ταξινομητή είναι:  

                                   
ψευδώς θετικά 

FP rate  
σύνολο αρνητικών

  
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Πίνακας 1.1: Τετράπτυχος πίνακας που δείχνει την σχέση των αποτελεσμάτων μιας 

εξέτασης και την παρουσία ή μη της νόσου 

 

 

 TP rate : το ποσοστό των θετικών ενδείξεων στους ασθενείς, δηλαδή το ποσοστό 

των πασχόντων από ένα συγκεκριμένο νόσημα που έχουν θετικό το αποτέλεσμα της 

δοκιμασίας. 

 FP rate : το ποσοστό των θετικών ενδείξεων στους υγιείς, δηλαδή το ποσοστό των 

μη  πασχόντων από ένα συγκεκριμένο νόσημα που έχουν θετικό το αποτέλεσμα της 

δοκιμασίας. 

 TN rate : το ποσοστό των αρνητικών ενδείξεων στους υγιείς, δηλαδή το ποσοστό 

των μη πασχόντων από ένα συγκεκριμένο νόσημα που έχουν αρνητικό το 

αποτέλεσμα της δοκιμασίας. 

 FN rate : το ποσοστό των αρνητικών ενδείξεων στους ασθενείς, δηλαδή το ποσοστό 

των πασχόντων από ένα συγκεκριμένο νόσημα που έχουν αρνητικό το αποτέλεσμα 

της δοκιμασίας. 

 

Tαυτόχρονα γίνεται η υπόθεση ότι γενικά οι ασθενείς καταγράφουν υψηλότερες 

κλινικές μετρήσεις από τους υγιείς.  

Επιλέγοντας ένα σημείο στη συνεχή κλίμακα (σημείο απόφασης) ο ιατρός ταξινομεί 

ως υγιείς όλους όσους έχουν κλινικές μετρήσεις μικρότερες του σημείου απόφασης (ένδειξη 

αρνητική) και ως ασθενείς όλους όσους έχουν κλινικές μετρήσεις μεγαλύτερες του σημείου 

απόφασης (ένδειξη θετική). Λόγω της ατέλειας του ιατρικού ελέγχου θα υπάρχουν ασθενείς 

που ταξινομήθηκαν ως υγιείς και το αντίθετο. Για κάθε σημείο απόφασης ορίζεται ένας 2×2 

πίνακας της μορφής: 

GS\Test D+                                                  D- 

D+ TΡ                                                  FP 

D- FΝ                                                  TΝ 

            

Πίνακας 1.2: Πίνακας για κάθε σημείο απόφασης 

όπου:  FP=1-TN (δηλαδή FP είναι το ποσοστό των θετικών ενδείξεων στους υγιείς)       και  

           FN=1-TP (δηλαδή FN είναι το ποσοστό των αρνητικών ενδείξεων στους ασθενείς).  
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1.2.3 ΕΥΑΙΣΘΗΣΙΑ ΚΑΙ ΕΙΔΙΚΟΤΗΤΑ 

 

Η κλινική χρησιμότητα μιας διαγνωστικής δοκιμασίας ( εργαστηριακό αποτέλεσμα ή 

κλινικό εύρημα) προσδιορίζεται κατά κύριο λόγο από την διακριτική της ικανότητα, δηλαδή 

από την ακρίβεια με την οποία διακρίνει αρρώστους με ή χωρίς το υπό διερεύνηση νόσημα , 

για το οποίο αυτή επιτελείται. 

Στο εξής θα συμβολίζουμε με Α και   το ενδεχόμενο παρουσίας ή απουσίας μιας 

ασθένειας και με D
και D

τη θετική ή αρνητική διάγνωση ενός τεστ ως προς την παρουσία 

της ίδιας ασθένειας. 

Πολλές φορές στη θέση του διαγνωστικού ελέγχου μπορεί να είναι και το σύμπτωμα 

μιας ασθένειας. 

Οι συχνότερα χρησιμοποιούμενες και αναφερόμενες συνιστώσες της διαγνωστικής 

ποιότητας μιας δοκιμασίας, που καθορίζουν τη διακριτική της ικανότητα είναι, όπως 

προαναφέρθηκε, το ποσοστό των αληθώς θετικών αποτελεσμάτων, το ποσοστό δηλαδή των 

θετικών ενδείξεων στον πληθυσμό των ασθενών (true positive rate, ΤPR) ή η νοσολογική 

ευαισθησία της δοκιμασίας, δηλαδή η πιθανότητα το τεστ να είναι θετικό (ή να εμφανίζεται 

το σύμπτωμα) δεδομένου ότι κάποιος έχει τη νόσο που εξετάζουμε (sensitivity) και δίνεται 

από τον τύπο: 

 

#  ατόμων με θετικό τεστ και νόσο
SE=TPR=P(D /A)=

#  ατόμων με νόσο

TP TP
                             = =  

P TP + FN

 

 

 

και το ποσοστό των αληθώς αρνητικών αποτελεσμάτων, δηλαδή το ποσοστό των αρνητικών 

ενδείξεων στον πληθυσμό των υγιών (true negative rate, TNR) ή η νοσολογική ειδικότητα 

(specificity) της δοκιμασίας, δηλαδή η πιθανότητα το τεστ να ειναι αρνητικό (ή να μην 

εμφανίζεται το σύμπτωμα) δεδομένου ότι κάποιος δεν έχει τη νόσο που εξετάζουμε και 

υπολογίζεται ως εξής: 
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#  ατόμων αρνητικό τεστ και χωρίς νόσο
SPC =TNR=P(D /A)=

#  ατόμων χωρίς νόσο

TN TN
                                  = =

N FP + TN

 

 

 

Είναι:    TPR = 1 – FΝR , όπου 
FN FN

FNR = =
TP + FN  

 

Τα ποσοστά αυτά, καθώς και τα συμπληρωματικά τους (ποσοστό ψευδώς αρνητικών 

(FNR) και ψευδώς θετικών αποτελεσμάτων (FPR), αντίστοιχα) ονομάζονται πιθανοφάνειες 

(likelihood) ή, αλλιώς, λειτουργικά χαρακτηριστικά (operating characteristics) της 

διαγνωστικής δοκιμασίας και μελετώνται αναλυτικά παρακάτω. 

Για τον υπολογισμό των λειτουργικών χαρακτηριστικών της δοκιμασίας , το 

αποτέλεσμα αυτής εκφράζεται, κατ’ανάγκη, διχοτομικά, δηλαδή θετικό (παθολογικό) ή 

αρνητικό (φυσιολογικό).  

Προτού όμως να προχωρήσουμε στην εκτενέστερη ανάλυσή τους ας διασαφηνίσουμε 

κάτι πολύ σημαντικό: την αντίστροφη σχέση ευαισθησίας και ειδικότητας. Είναι προφανές ότι 

το ιδανικό θα ήταν να διαθέτουμε διαγνωστικές εξετάσεις που να διαθέτουν ταυτόχρονα 

υψηλή ευαισθησία και ειδικότητα. Όμως αυτό είναι εκ των πραγμάτων αδύνατο. Ιδιαιτέρως 

σε εξετάσεις μετρήσιμου, ποσοτικού χαρακτήρα όπου και να τοποθετηθεί το παθολογικό 

όριο (cutoff value)-το όριο αυτό είναι συγκεκριμένο, αυστηρά καθορισμένο και συχνά 

αναφέρεται δίπλα στην συγκεκριμένη εξέταση σαν φυσιολογικά όρια (referent 

value/critical value), και για αυτό όμως θα μιλήσουμε αναλυτικότερα στη συνέχεια- η 

ευαισθησία και η ειδικότητα θα βελτιώνονται η μία σε βάρος της άλλης. 
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Εικόνα 1.1 :Απεικόνιση της αντίστροφης σχέσης Ευαισθησίας και 

Ειδικότητας υπό την μορφή Receiver Operator Characteristic (ROC) curve 

 

 

1.2.4 ΘΕΤΙΚΗ ΚΑΙ ΑΡΝΗΤΙΚΗ ΠΡΟΓΝΩΣΤΙΚΗ ΑΞΙΑ  

Άλλες δύο χρήσιμες έννοιες που αφορούν στους διαγνωστικούς ελέγχους θα πρέπει 

να εισάγουμε σε αυτό το σημείο. Η θετική προγνωστική (ή διαγνωστική ή προβλεπόμενη) 

αξία ( positive predictive value) που συμβολίζεται με PPV ,  εκφράζει την πιθανότητα 

κάποιος να είναι ασθενής όταν ο διαγνωστικός έλεγχος έχει βρεθεί θετικός, δηλαδή  

 

( / )
TP

PPV P A D
TP FP

 


 

 

Παρόμοια ορίζεται και η αρνητική προγνωστική (ή διαγνωστική ή προβλεπόμενη) 

αξία ( negative predictive value) που συμβολίζεται με NPV, εκφράζει την πιθανότητα 

κάποιος να μην είναι ασθενής όταν ο διαγνωστικός έλεγχος έχει βρεθεί αρνητικός, δηλαδή  
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( / )
TN

NPV P A D
TN FN

 


 

 

Τα PPV και NPV είναι αντίστοιχα με τα σφάλματα τύπου Ι και ΙΙ στους αντίστοιχους 

ελέγχους υποθέσεων. 

 

Παράδειγμα 

 

Έστω η πιθανότητα εμφάνισης μιας νόσου είναι ίση με: 

i. Ένα άτομο στα 10.000 όταν ένας έλεγχος βρεθεί αρνητικός και 

ii. Ένα άτομο στα 100 όταν βρεθεί ο ίδιος έλεγχος θετικός. 

 Δηλαδή: PPV = 1/100 = 0.01 

  NPV = 1- 1/10.000 = 0.9999 

 

Ένας καλός διαγνωστικός έλεγχος συνεπάγεται ότι και οι δύο προγνωστικές τιμές 

είναι υψηλές και κοντά στο 1. Συνήθως όμως μόνο η μια από τις προγνωστικές τιμές είναι 

υψηλή, οπότε χρησιμοποιούμε τον έλεγχο για να αποκλείσουμε κάποιες περιπτώσεις. 

Στο παράδειγμά μας, αν κάποιος έχει αρνητικό έλεγχο είμαστε σίγουροι ότι δεν έχει 

τη νόσο. Αντίθετα αν έχει θετικό έλεγχο, δεν μπορούμε να αποφανθούμε με σιγουριά ότι έχει 

και τη νόσο (επειδή ΡΡV πολύ μικρό). Ο γιατρός οφείλει να παραπέμψει τον ασθενή για 

επιπλέον εξετάσεις με μεγαλύτερη διαγνωστική ακρίβεια (δηλαδή υψηλότερο  ΡΡV). 

 

 

 

1.2.5 ΕΠΙΠΟΛΑΣΜΟΣ  

 

Ως επιπολασμό (prevalence) ορίζουμε το ποσοστό των ατόμων που έχουν την νόσο 

προς το σύνολο των ατόμων ενός πληθυσμού και υπολογίζεται ως εξής: 

 

  

# ατόμων που έχουν τη νόσο TP+FN
=PRV=

 P+N
A

ύ ύ  
 
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Προκειμένου να γίνουν περισσότερο κατανοητές οι παραπάνω έννοιες ας 

υποθέσουμε ότι ένας κλινικός γιατρός αντιμετωπίζει ένα περιστατικό σε πρώτη φάση με 

βάση την εμπειρία του και τις γνώσεις για τον επιπολασμό των νοσημάτων που υποπτεύεται 

ότι ευθύνονται για την κατάσταση του ασθενούς του και φτιάχνει την πρώτη διαγνωστική 

λίστα του. Στη συνέχεια χρειάζεται να επιλέξει τις διαγνωστικές εξετάσεις που θα του είναι 

χρήσιμες. Αναλόγως μπορεί να χρειάζεται ένα ευαίσθητο (για να αποκλείσει μια νόσο – rule 

out) ή ένα ειδικό τεστ (για να διαγνώσει μια νόσο – rule in) και με τον τρόπο αυτό προτείνει 

τις διαγνωστικές εξετάσεις του.  

 

Από την στιγμή όμως που στέλνει τις εξετάσεις παύει να τον ενδιαφέρει η 

ευαισθησία και ειδικότητα γιατί οι ιδιότητες αυτές δεν του χρησιμεύουν πια. Αυτό που τον 

ενδιαφέρει πλέον είναι το αποτέλεσμα των εξετάσεων. Στην περίπτωση που είναι παθολογικό 

(θετικό) αυτό που θα είναι χρήσιμο είναι να ξέρουμε σε τι ποσοστό μια παθολογική εξέταση 

του συγκεκριμένου τεστ σημαίνει και νόσο. Η πιθανότητα λοιπόν του ασθενούς με θετική 

(παθολογική) εξέταση να πάσχει από τη νόσο λέγεται Θετική Διαγνωστική Αξία (Positive  

PredictiveValue ‐ PPV). Επειδή η πιθανότητα αυτή εκφράζεται μετά την λήψη των 

απαντήσεων της διαγνωστικής εξέτασης που έχει σταλεί ονομάζεται και μετά την εξέταση 

πιθανότητα (Post‐Test Probability). 

Στην περίπτωση τώρα που η απάντηση της εξέτασης που έχει παραγγελθεί είναι 

αρνητική τότε αυτό που ενδιαφέρει είναι να ξέρουμε σε τι ποσοστό η αρνητική απάντηση 

αποκλείει τη νόσο. Εκφράζει λοιπόν την πιθανότητα ένα άτομο που δεν νοσεί να έχει 

αρνητική απάντηση στο τεστ. Η πιθανότητα λοιπόν του ασθενούς με αρνητική (φυσιολογική) 

την εξέταση να μη πάσχει δηλαδή από τη νόσο λέγεται Αρνητική Διαγνωστική Αξία 

(Negative Predictive Value ‐ NPV). Και σε αυτήν την περίπτωση επειδή η πιθανότητα αυτή 

εκφράζεται μετά την λήψη των απαντήσεων των διαγνωστικών εξετάσεων που έχουν σταλεί 

ονομάζεται και μετά τις εξετάσεις πιθανότητα (Post‐Test Probability). 

Θα μπορούσαμε να πούμε ότι οι διαγνωστικές έννοιες λειτουργούν συμπληρωματικά 

με τον επιπολασμό της νόσου, ο οποίος και χρησιμεύει για να εκφράσει την προ των 

εξετάσεων πιθανότητα (Pretest Probability), πιθανότητα που τροποποιείται μετά την 

απάντηση των διαγνωστικών εξετάσεων. Επί θετικής απάντησης, στην περίπτωση 

παθολογικής εξέτασης, ή αρνητικής, στην περίπτωση φυσιολογικής εξέτασης, η 

τροποποιημένη αυτή νέα πιθανότητα λέγεται Post-Test Probability. 

 

Eπιπλέον οι τιμές των διαγνωστικών εννοιών εξαρτώνται από την ευαισθησία, την 

ειδικότητα και τον επιπολασμό της νόσου, για την οποία ενδιαφερόμαστε, στον πληθυσμό 

που εξετάστηκε. Ο επιπολασμός της νόσου στις μελέτες υπολογισμού της διαγνωστικής αξίας 

είναι καθορισμένος συνήθως από τους ερευνητές και δεν αντιπροσωπεύει τον επιπολασμό σε 
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πρακτικό κλινικό επίπεδο. Αυτό πρέπει να λαμβάνεται υπόψη όταν κάποιος γιατρός θέλει να 

χρησιμοποιήσει μια διαγνωστική εξέταση και να επωφεληθεί από την διαγνωστική αξία της. 

Δηλαδή με άλλα λόγια η διαγνωστική αξία μιας εξέτασης μπορεί να είναι μεγαλύτερη ή 

μικρότερη από ότι περιγράφεται σε μια μελέτη και μάλιστα αυτή η μεταβολή είναι ανάλογη 

της μεταβολής του επιπολασμού μεταξύ της μελέτης και του πληθυσμού στο πρακτικό 

κλινικό καθημερινό περιβάλλον, όπως αναλυτικά παρουσιάζεται στην επόμενη παράγραφο. 

 

1.2.6 YΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΡΟΓΝΩΣΤΙΚΩΝ ΤΙΜΩΝ ΣΕ ΜΕΛΕΤΗ ΑΣΘΕΝΩΝ – 

ΜΑΡΤΥΡΩΝ 

 

Εφόσον έχουν διασαφηνιστεί οι παραπάνω έννοιες αξίζει να παρατηρηθεί εδώ ότι 

υπάρχει μαθηματική έκφραση που τις συνδέει και μάλιστα έχει την βάση της στο θεώρημα 

του Bayes και είναι διαφορετική για την Θετική (PPV) και την Αρνητική (NPV) Διαγνωστική 

Αξία όπως φαίνεται παρακάτω: 

 

   
       

     
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Όπου  P A   δηλαδή ο επιπολασμός της νόσου.  
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  
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   

 

 

Συνήθως η ευαισθησία και η ειδικότητα υπολογίζονται από μελέτες ασθενών- 

μαρτύρων, παίρνοντας έναν προκαθορισμένο αριθμό αυτών και ,πραγματοποιώντας τον 

διαγνωστικό έλεγχο που επιθυμούμε, εκτιμούμε άμεσα τις ποσότητες αυτές από τις 
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αντίστοιχες πιθανότητες. Όπως όμως παρατηρούμε και από τις παραπάνω μαθηματικές 

σχέσεις, μπορούμε να υπολογίσουμε και τις προγνωστικές τιμές σε μελέτες ασθενών-

μαρτύρων, με βασική προϋπόθεση να γνωρίζουμε τον επιπολασμό της νόσου που 

εξετάζουμε.  

 

Από τις εξισώσεις ευκόλως συνάγεται ότι όσο πιο ευαίσθητο είναι το τεστ τόσο 

μεγαλύτερη είναι η αρνητική διαγνωστική αξία του (NPV), δηλαδή όσο πιο μεγάλη 

ευαισθησία συνεπώς και ψηλή NPV έχει μια εξέταση τόσο πιο ασφαλής αισθάνεται ο γιατρός 

να αποκλείσει μια νόσο όταν πάρει αρνητικά αποτελέσματα. Αντίθετα όσο πιο ειδικό είναι 

ένα τεστ τόσο μεγαλύτερη PPV έχει, δηλαδή όσο πιο ειδικό ένα τεστ τόσο μεγαλύτερη θετική 

διαγνωστική αξία διαθέτει και ο γιατρός αισθάνεται ασφαλής να θέσει την διάγνωση επί 

θετικού αποτελέσματος. Από τις εξισώσεις είναι όμως ιδιαίτερα εμφανής η καθοριστική 

επίδραση του επιπολασμού στην διαγνωστική αξία. Όσο αυξάνει ο επιπολασμός η θετική 

διαγνωστική αξία αυξάνεται ενώ η αρνητική διαγνωστική αξία μειώνεται. Αυτό γίνεται 

άμεσα κατανοητό από τα γραφήματα που παραθέτονται παρακάτω: 

 

 

 

Εικόνα 1.2: Η επίδραση τριών επιπέδων (70, 80 & 90%) Se, Spc & του P της 

νόσου στην PPV 
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Εικόνα 1.3: Η επίδραση τριών επιπέδων (70, 80 & 90%) Se, Spc & του P της 

νόσου στην ΝPV 

 

Στις εικόνες 1.2 και 1.3 παρουσιάζεται η σχέση της διαγνωστικής αξίας, θετικής και 

αρνητικής, με τον επιπολασμό για μια διαγνωστική εξέταση με ψηλή ακρίβεια (καλή 

ευαισθησία και ειδικότητα). Από την εικόνα 1.2 είναι εμφανές ότι καθώς ο επιπολασμός 

προσεγγίζει το 0% η θετική διαγνωστική αξία πρακτικά μηδενίζεται ανεξάρτητα από την 

Ευαισθησία και την Ειδικότητα. Αυτό πρακτικά σημαίνει ότι σε πολύ χαμηλό επιπολασμό 

ενός νοσήματος ένα διαγνωστικό τεστ όσο ψηλή ειδικότητα και εάν διαθέτει, δεν έχει 

χρησιμότητα διότι το μόνο που προσφέρει είναι μερικά, έστω λίγα, ψευδώς θετικά τεστ. 

 

Η εικόνα 1.3 αναφέρεται στην αρνητική διαγνωστική αξία και είναι ένας περίπου 

αντικατοπτρισμός της εικόνας 1.2. Είναι και εδώ εμφανής η αντίστροφη σχέση του 

επιπολασμού και της αρνητικής διαγνωστικής αξίας. Όσο μικρότερος ο επιπολασμός, δηλαδή 

όσο πιο σπάνιο το νόσημα, τόσο μεγαλύτερη η αρνητική διαγνωστική αξία (NPV). 
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1.2.7 ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΕΠΙΠΟΛΑΣΜΟΥ ΑΠΟ ΔΙΑΓΝΩΣΤΙΚΕΣ ΜΕΛΕΤΕΣ  

 

Στην προηγούμενη παράγραφο επισημάνθηκε η καθοριστική επίδραση του 

επιπολασμού στη διαγνωστική αξία. Έτσι λοιπόν, οι διαγνωστικές μελέτες μπορούν να 

χρησιμοποιηθούν και για τον υπολογισμό του επιπολασμού. 

 

     
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  
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 
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    

  

      

 
 
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Όταν ο επιπολασμός είναι πολύ μικρός (σπάνια ασθένεια) ο εκτιμητής αυτός δεν 

είναι αξιόπιστος και μπορεί να δώσει αρνητική τιμή. 

 

Παράδειγμα 

 

Έστω τα ακόλουθα δεδομένα από μια διαγνωστική μελέτη ασθενών-μαρτύρων: 

 

Διαγνωστικό 

Τεστ 

Nόσος Περ. Κατ. 

Χ Α A  

D+ 90 180 270 

D- 10 720 730 

Περ.Κατ. Υ 100 900 1000 

  

Από τον παραπάνω πίνακα έχουμε: 

 

SE = 90/100 = 0.9 

SPC = 720/900 = 0.8 

 
 

270 /1000 0.27

0.27 1 0.8
0.07 / 0.7 0.1

0.9 0.8 1
A

P D  

 
   

 
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Συνεπώς το 10% του συνολικού πληθυσμού έχει την υπό εξέταση νόσο. 

  

1.2.8 ΛΟΓΟΙ ΠΙΘΑΝΟΦΑΝΕΙΩΝ 

 

Ο λόγος του ποσοστού των αληθώς θετικών προς το ποσοστό των ψευδώς θετικών 

αποτελεσμάτων της δοκιμασίας ονομάζεται θετικός λόγος πιθανοφανειών ή λόγος 

πιθανοφανειών του θετικού αποτελέσματος της δοκιμασίας (likelihood ratio for a positive test 

result: LR+ ή L) και εκφράζει πόσες φορές πιο συχνά εμφανίζεται το θετικό αποτέλεσμα 

στους πάσχοντες σε σχέση με τους μη πάσχοντες από το νόσημα που διερευνάται. Αντίστοιχα 

ορίζεται και ο αρνητικός λόγος πιθανοφανειών (likelihood ratio for a negative test result: LR- 

ή λ) και εκφράζει πόσες φορές πιο συχνά εμφανίζεται το αρνητικό αποτέλεσμα στους μη 

πάσχοντες σε σχέση με τους πάσχοντες από το νόσημα. Οι σχέσεις που συνδέουν τους λόγους 

πιθανοφάνειας με τα λειτουργικά χαρακτηριστικά της διαδικασίας είναι οι παρακάτω: 

 
TPR FNR

L=LR+= LR-=
FPR TNR

    

Στην προσπάθεια μας να αξιολογήσουμε τους λόγους πιθανοφάνειας προκύπτουν τα 

παρακάτω πολύ χρήσιμα συμπεράσματα: 

Όσον αφορά τον θετικό λόγο πιθανοφάνειας, LR+, θα λέγαμε ότι: 

 Ένας LR+ μεγαλύτερος από την μονάδα σημαίνει ότι ένα θετικό τεστ (παθολογικό) 

έχει μεγαλύτερη πιθανότητα να παρουσιαστεί σε άτομα πάσχοντα παρά σε υγιή. 

 Απ’ την άλλη μεριά ένας LR+ μικρότερος από την μονάδα σημαίνει ότι το τεστ είναι 

θετικό πιο συχνά σε υγιείς από ότι σε νοσούντες,  

 Ενώ ένας LR+ ίσος με την μονάδα σημαίνει ότι πιθανότητες είναι ίδιες. 

¨Έτσι αν υποθέσουμε ότι ο θετικός λόγος πιθανοφάνειας για μια γυναίκα που έχει 

κάνει μαστογραφία είναι 11LR   συμπεραίνουμε ότι γυναίκα με καρκίνο του μαστού έχει 

11 φορές μεγαλύτερη πιθανότητα να προκύψει θετικό το τεστ μαστογραφίας από μία γυναίκα 

που δεν πάσχει. 

Σε γενικές γραμμές θα λέγαμε ότι ένα θετικό τεστ που διαθέτει ένα LR+ πάνω από 

10 είναι μια ισχυρή ένδειξη διάγνωσης (rule in, πιστοποίηση της διάγνωσης), ενώ αν είναι 

μικρότερος από 0.1 είναι ισχυρή ένδειξη απόρριψης (rule out) μιας διάγνωσης στις 

περισσότερες των περιπτώσεων. Οι ενδιάμεσες τιμές (μεταξύ 0.1 έως 10) είναι αμφίβολες 
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και δεν βοηθούν στην διάγνωση με αποτέλεσμα ο ασθενής να χρήζει περαιτέρω 

διερεύνησης. 

 

Όσον αφορά τώρα τον αρνητικό λόγο πιθανοφανειών παραθέτουμε το εξής 

διαφωτιστικό παράδειγμα: 

Έστω 0.16LR   ο αρνητικός λόγος πιθανοφανειών μιας γυναίκας που έχει κάνει 

μαστογραφία. Αυτό σημαίνει ότι η πιθανότητα μιας γυναίκας με καρκίνο του μαστού να έχει 

αρνητική την εξέταση είναι 0,16 φορές (περίπου 1/6 φορές μικρότερη) μικρότερη από μια 

γυναίκα που δεν πάσχει από την νόσο. Αν το αναστρέψουμε για να γίνει πιο κατανοητό θα 

πούμε το ίδιο πράγμα ως εξής: Μια γυναίκα χωρίς καρκίνο του  μαστού έχει 6 φορές 

μεγαλύτερη πιθανότητα να έχει αρνητική μαστογραφία από μια πάσχουσα γυναίκα. Από το 

παράδειγμα είναι εμφανές ότι: 

 

 Όταν ένα τεστ σε έναν ασθενή προκύψει αρνητικό και διαθέτει ένα LR‐   

μεγαλύτερο από 10 αυτό είναι ισχυρή ένδειξη διάγνωσης. 

 

 Ενώ αν είναι αρνητικό και κάτω του 0.1 είναι ισχυρή ένδειξη μη νόσου. 

 

 Οι ενδιάμεσες τιμές (μεταξύ 0.1 έως 10) είναι αμφίβολες και δεν βοηθούν στην 

διάγνωση. Εν τέλει, ο ασθενής χρήζει περαιτέρω διερεύνησης. 

 

Το μεγάλο πλεονέκτημα του LR είναι ότι δεν επηρεάζεται από τον επιπολασμό του 

νοσήματος.
 
Επομένως, οι κλινικοί γιατροί μπορούν να χρησιμοποιήσουν το LR 

αδιαφορώντας για το αν το κλινικό περιβάλλον της μελέτης από την οποία αντλήθηκαν οι 

λόγοι πιθανοφανείας (LR) μοιάζει με το δικό τους καθημερινό κλινικό περιβάλλον ως προς 

τον επιπολασμό.
 

 

Ένα επίσης σημαντικό πλεονέκτημα της αξιολόγησης και χρήσης ενός τεστ μέσω του 

LR είναι ότι έχουμε να κάνουμε με έναν αριθμό αντί για δύο, σε αντίθεση με την ευαισθησία 

και την ειδικότητα. Επίσης δεν χρειάζεται κάθε φορά να σκεφτόμαστε με βάση την 

ευαισθησία και την ειδικότητα, έννοιες οι οποίες απλά διαχωρίζουν τους φυσιολογικούς από 

τους παθολογικούς με βάση ένα cutoff value κάθε φορά. Σαν αποτέλεσμα δίνεται η 

δυνατότητα να υπολογίσουμε την LR σε διάφορα cutoffs και έτσι να αντλήσουμε πολύτιμες 

κλινικές πληροφορίες συγκρίνοντας τις διάφορες τιμές LR. Αυτό γίνεται επειδή 

χρησιμοποιώντας τον LR μπορούμε να εκμεταλλευτούμε κάθε φορά την κλινική πληροφορία 
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που παρέχει το αριθμητικό επίπεδο βαρύτητας μιας παθολογικής εξέτασης και όχι 

ταξινομώντας την αδρά σε παθολογική ή φυσιολογική. 

 

1.2.9 Μεθοδολογικά προβλήματα μεροληψίας και καμπύλες ROC 

 

Συχνά στην εφαρμογή των θεωρητικών αποτελεσμάτων υπεισέρχονται σφάλματα 

μεροληψίας. Στις μελέτες που αφορούν τη χρήση των καμπυλών ROC αυτά αφορούν δύο 

κύριες κατηγορίες, το πρόβλημα της μεροληψίας επιβεβαίωσης (verification or selection 

bias) και το πρόβλημα του ατελούς διαχωριστικού ελ  χο  (imperfect gold standard) (Begg 

1991). 

Το πρόβλημα της μεροληψίας επιβεβαίωσης υπεισέρχεται στην έρευνα όταν ο τελικός 

διαχωρισμός του δείγματος σε ασθενείς και υγιείς είναι εφικτός μόνο για ένα μέρος του 

δείγματος           ). Αυτό συμβαίνει στις κλινικές μελέτες όταν η επαλήθευση της 

ασθένειας (ώστε να γνωρίζουμε ασφαλώς ότι κάθε μέτρηση προέρχεται από ασθενή η 

υγιή) μπορεί να γίνει πολύ δύσκολα ή με μεγάλο κόστος  π.χ. βιοψία). Τις περισσότερες 

φόρες ο έλεγχος επιβεβαίωσης γίνεται κατά κύριο λόγο στους πραγματικά ασθενείς. Έχουν 

προταθεί αρκετές λύσεις σε αυτό το πρόβλημα που αφορούν βελτιωμένες σχέσεις για τα 

σημεία    ,   ) και το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη (Begg, Greenes 1983, Diamond 1987, 

Zhou 1993, Baker, Pinsky 2001). 

             Το πρόβλημα του ατελούς διαχωριστικού ελέγχου αφορά την περίπτωση που το 

δείγμα δεν μπορεί να διαχωριστεί ασφαλώς σε ασθενείς και υγιείς  ο διαχωρισμός γίνεται 

με σφάλμα). Αυτό συμβαίνει όταν δεν υπάρχει ιατρική μέθοδος που μπορεί να κατανείμει 

το δείγμα με βεβαιότητα αλλά ο καταμερισμός γίνεται με τη βοήθεια περισσότερων 

ιατρικών ελέγχων. ∆ιάφορες λύσεις έχουν προταθεί και σε αυτήν την περίπτωση (Hui, 

Walter 1980, Nagelkerke et al 1988, Henkelman et al 1990, Phelps, Hutson 1995, Torrance-

Rynard, Walter 1997, Alonzo, Pepe 1999, Schisterman, Rotnitzky 2001). 

             πάρχει και η περίπτωση μεροληψίας λόγω σφαλμάτων μέτρησης στον ατελή 

διαγνωστικό έλεγχο, όπου το δείγμα είναι μεν ασφαλώς διαχωρισμένο σε ασθενείς και 

υγιείς αλλά οι μετρήσεις στο δείγμα έχουν γίνει με σφάλμα. Η αντιμετώπιση του 

προβλήματος αυτού έχει μελετηθεί επίσης      ,     a        ,  a a  i     ). Τέλος, 

πολύ πρόσφατα μελετήθηκαν μερικές ε ειδικευμένες περιπτώσεις μεροληψίας που 

αφορούν συγκεκριμένα πρακτικά προβλήματα (Vardi et al 2001, Lu et al 2002). 
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 1.3 Διαχωριστικό Όριο 

 

Συνήθως τα αποτελέσματα ενός διαγνωστικού ελέγχου δίνονται σε συνεχείς τιμές και 

σκοπός του είναι να βρεθεί ένα σημείο διαχωρισμού (cut-off point) πέρα από το οποίο το τεστ 

θα θεωρείται θετικό. Δηλαδή αν με Τ συμβολίσουμε τη μέτρηση του διαγνωστικού τεστ, τότε 

ψάχνουμε την τιμή t για την οποία: 

 Αν    T t η νόσος δεν είναι παρούσα, δηλαδή το τεστ είναι αρνητικό 

 Αν    T t η νόσος είναι παρούσα, δηλαδή το τεστ είναι θετικό 

Για την επιλογή του σημείου διαχωρισμού χρησιμοποιούμε τις καμπύλες ROC 

(Receiver Operating Characteristic curves)  ή καμπύλες λειτουργικών χαρακτηριστικών 

,που παριστάνουν τη σχέση του ποσοστού των αληθώς θετικών και ψευδώς θετικών 

αποτελεσμάτων της διαγνωστικής δοκιμασίας, καθώς μεταβάλλεται προοδευτικά προς 

μια κατεύθυνση το διαχωριστικό όριο αυτής . 

 

1.3.1 ΕΠΙΛΟΓΗ ΤΟΥ ΔΙΑΧΩΡΙΣΤΙΚΟΥ ΟΡΙΟΥ ΜΕ ΒΑΣΗ ΤΗ ROC ΚΑΜΠΥΛΗ 

Κάθε διαγνωστική δοκιμασία έχει δύο χαρακτηριστικά: (α) τη διαχωρίζουσα 

μεταβλητή (separator variable), δηλαδή μια «μετρήσιμη» ιδιότητα σε μια ποιοτική, διατάξιμη 

ή μετρική (συνεχή ή διακριτή) κλίμακα που σχετίζεται με ένα συγκεκριμένο νόσημα και (β) 

το διαχωριστικό όριο ή σημείο διαμερισμού ή γραμμή διαμερισμού ή κριτήριο θετικότητας 

(cut-off point ή dividing line ή positivity criterion). 

Το διαχωριστικό όριο είναι μία συγκεκριμένη τιμή της διαχωρίζουσας μεταβλητής, 

που επιλέγεται στην κλίμακα μέτρησής της, πέραν της οποίας οι τιμές της μεταβλητής (ή, 

καλύτερα, τα αποτελέσματα της δοκιμασίας) θεωρούνται «θετικές» ή «παθολογικές» και 

κάτω της οποίας «αρνητικές» ή «φυσιολογικές». Πρόκειται, ουσιαστικά, για την τιμή της 

διαχωρίζουσας μεταβλητής που διακρίνει τους αρρώστους σε πάσχοντες και μη από το υπό 

διερεύνηση νόσημα. 

Παριστάνεται από το σημείο της καμπύλης ROC που βρίσκεται πλησιέστερα προς 

την άνω αριστερή γωνία του τετραγώνου (όπου το TP και το TN είναι ίσα με 1). Η 

χρησιμοποίηση του δίνει το μέγιστο άθροισμα αληθώς θετικών και αληθώς αρνητικών 

αποτελεσμάτων και, επομένως, το ελάχιστο άθροισμα ψευδώς θετικών και ψευδώς 

αρνητικών αποτελεσμάτων. Το σημείο αυτό παρέχει και τη μέγιστη πληροφορία.  
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Για την διάγνωση, π.χ. της μόλυνσης από το μυκοβακτήριο της φυματίωσης, ως 

διαχωρίζουσα μεταβλητή λαμβάνεται το μέγεθος της διήθησης σε mm, που αναπτύσσεται 

μετά από ένεση στο χόριο του δέρματος φυματίνης (δερμοαντίδραση φυματίνης κατά 

Μantoux ) και ως διαχωριστικό όριο ή κριτήριο θετικότητας μια συγκεκριμένη τιμή αυτής, 

π.χ. 10 mm. 

Η επιλογή του διαχωριστικού ορίου είναι κρίσιμης σημασίας, αφού καθορίζει τη 

διακριτική ικανότητα της δοκιμασίας, την ικανότητα δηλαδή αυτής να διακρίνει τους 

πάσχοντες από τους μη πάσχοντες από το συγκεκριμένο νόσημα. 

Οι βιολογικές μεταβλητές εμφανίζουν, συνήθως, μεγάλη διασπορά των τιμών σε 

νοσούντες και μη πληθυσμούς. Παράλληλα, υφίσταται μερική επικάλυψη των κατανομών των 

τιμών της μεταβλητής στις δύο ομάδες (νοσούντες και μη). Αυτό έχει ως αποτέλεσμα να μην 

είναι εφικτός ο καθορισμός ενός διαχωριστικού ορίου που θα ξεχωρίζει πλήρως και 

απολύτως όλους τους πάσχοντες από τους μη πάσχοντες από το υπό διερεύνηση νόσημα και 

συνεπώς αποκλείει τη τέλεια διακριτική ικανότητα της δοκιμασίας.  

Απώτερος σκοπός είναι η επιλογή του βέλτιστου διαχωριστικού ορίου, μεταξύ όλων 

των δυνατών, σε συνάρτηση με το κλινικό πλαίσιο μέσα στο οποίο πρόκειται να 

χρησιμοποιηθεί η συγκεκριμένη δοκιμασία για τη λήψη της απόφασης. Εύλογο είναι το 

γεγονός ότι η επιλογή του βέλτιστου διαχωριστικού ορίου προϋποθέτει τη γνώση του τρόπου 

με τον οποίο η μετατόπισή του επιδρά στη διαγνωστική ποιότητα της δοκιμασίας. 

Στην παρακάτω εικόνα απεικονίζεται η συμβατική διάκριση «φυσιολογικών ή 

αρνητικών» και «παθολογικών ή θετικών» τιμών μιας βιολογικής μεταβλητής με μερική 

επικάλυψη των κατανομών των τιμών της στους πάσχοντες και μη πάσχοντες από ορισμένο 

νόσημα. Οι κανονικές κατανομές συχνότητας αντιστοιχούν στα αποτελέσματα μιας 

δοκιμασίας σε δυο υποθετικούς πληθυσμούς νοσούντων (Ν+) και μη νοσούντων (Ν-) ή υγιών 

ατόμων. Η καμπύλη πάνω από τον οριζόντιο άξονα (αποτελέσματα της δοκιμασίας), που 

αφορά στις μεγαλύτερες τιμές, αντιστοιχεί στον πληθυσμό των νοσούντων, ενώ η καμπύλη 

κάτω από τον οριζόντιο άξονα, που αφορά στις μικρότερες τιμές, αντιστοιχεί στον πληθυσμό 

των μη νοσούντων. Η μερική επικάλυψη των δυο κατανομών αποκλείει την τέλεια διακριτική 

ικανότητα της δοκιμασίας. 
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Εικόνα 1.4: Κατανομές συχνότητας των αποτελεσμάτων μιας                                                           

δοκιμασίας σε νοσούντα (Ν+) και υγιή (Ν-) άτομα. Στα τρία διαχωριστικά όρια (ΔΟ) 

αντιστοιχεί διαφορετικό ποσοστό αληθώς θετικών (%ΤΡ), ψευδώς θετικών (%FP=1-%TN), 

αληθώς αρνητικών (%ΤΝ) και ψευδώς αρνητικών (%FN=1-%TP) αποτελεσμάτων. 

 

 

Η ολική επιφάνεια που περιλαμβάνεται κάτω από καθεμία καμπύλη συχνοτήτων 

είναι ίση με 1 ή (100%). Για καθένα από τα πιθανά διαχωριστικά όρια (ΔΟ), το 
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γραμμοσκιασμένο τμήμα της ολικής επιφάνειας δεξιά του ΔΟ (οπού το αποτέλεσμα της 

δοκιμασίας θεωρείται θετικό) και πάνω από τον οριζόντιο άξονα απεικονίζει το ποσοστό των 

αληθώς θετικών (%ΑΘ) και κάτω από τον οριζόντιο άξονα το ποσοστό των ψευδώς θετικών 

(%ΨΘ) αποτελεσμάτων.  

Κατά τον ίδιο τρόπο, το τμήμα της ολικής επιφάνειας αριστερά του ΔΟ (όπου το 

αποτέλεσμα της δοκιμασίας θεωρείται αρνητικό) και πάνω από τον οριζόντιο άξονα 

απεικονίζει το ποσοστό των ψευδώς αρνητικών (%ΨΑ=1-%ΑΘ) και κάτω από τον οριζόντιο 

άξονα το ποσοστό των αληθώς αρνητικών (%ΑΑ=1-%ΑΘ) αποτελεσμάτων. Έτσι, δίνεται μια 

«οπτική εντύπωση» της διαγνωστικής ποιότητας που αντιστοιχεί σε κάθε πιθανό ΔΟ στο 

συγκεκριμένο πληθυσμό. 

Χρησιμοποιώντας διαφορετικές τιμές ως ΔΟ, πάνω από τις οποίες το αποτέλεσμα της 

δοκιμασίας χαρακτηρίζεται ως θετικό και κάτω από τις οποίες αρνητικό, υπάρχει ταυτόχρονη 

μεταβολή του ποσοστού των αληθώς θετικών, ψευδώς θετικών, αληθώς αρνητικών και 

ψευδώς αρνητικών αποτελεσμάτων της δοκιμασίας. 

Το  (εικ. 1.4 α) εξασφαλίζει το μέγιστο άθροισμα αληθώς θετικών και αληθώς 

αρνητικών αποτελεσμάτων της δοκιμασίας. 

Όταν το ΔΟ μετατοπίζεται προς τα δεξιά στον οριζόντιο άξονα ( ) (εικ. 1.4 β), 

δηλαδή προς τις «παθολογικές τιμές» (εδώ, υψηλές τιμές), μειώνεται το %ΑΘ 

αποτελεσμάτων της δοκιμασίας, δηλαδή το ποσοστό των πασχόντων που χαρακτηρίζονται με 

βάση το αποτέλεσμα της δοκιμασίας ως πάσχοντες. Κατά συνέπεια, αυξάνει το (%ΨΑ=1-

%ΑΘ) αποτελεσμάτων, δηλαδή το ποσοστό των πασχόντων που χαρακτηρίζονται ως μη 

πάσχοντες. Συγχρόνως, όμως, με τη μείωση του %ΑΘ μειώνεται και το %ΨΘ 

αποτελεσμάτων (ποσοστό των μη πασχόντων που χαρακτηρίζονται με βάση το αποτέλεσμα 

της δοκιμασίας ως πάσχοντες) και επομένως αυξάνει το %ΑΑ (1-%ΨΘ), δηλαδή το ποσοστό 

των μη πασχόντων που χαρακτηρίζονται ως μη πάσχοντες. 

Η μετατόπιση του ΔΟ προς τα αριστερά στον οριζόντιο άξονα ( ) (εικ. 1.4 γ), 

δηλαδή προς τις «φυσιολογικές τιμές» (εδώ, χαμηλές τιμές) έχει το αντίθετο ακριβώς 

αποτέλεσμα. Το %ΑΘ αποτελεσμάτων αυξάνει και, κατά συνέπεια, μειώνεται το %ΨΑ (1-

%ΑΘ) αποτελεσμάτων. Συγχρόνως, όμως, με την αύξηση του %ΑΘ αυξάνει και το %ΨΘ 

αποτελεσμάτων και επομένως μειώνεται το %ΑΑ (1-%ΨΘ). 
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1.3.2 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Από μελέτη 360 αρρώστων με ή χωρίς έμφραγμα του μυοκαρδίου, με σκοπό την 

εκτίμηση της διαγνωστικής ποιότητας του ενζύμου κρεατινοφωσφοκινάση (creatine kinase, 

CPK) ορού για την διάγνωση του εμφράγματος του μυοκαρδίου σε αρρώστους που 

προσέρχονται με προκάρδιο άλγος, προέκυψαν τα αποτελέσματα που περιλαμβάνονται στον 

παρακάτω πίνακα (Πίνακας 1.3) και τα οποία έχουν ομαδοποιηθεί σε 5 επίπεδα συνεχών 

τιμών (αριστερό τμήμα πίνακα). Μεταθέτοντας το ΔΟ σε διαφορετικά επίπεδα τιμών του 

ενζύμου προκύπτουν οι απλοί τετράπτυχοι πίνακες που φαίνονται το δεξιό τμήμα του πίνακα. 

Είναι προφανές ότι αν το ΔΟ τοποθετηθεί στο επίπεδο των 280 IU/L και άνω, τότε στους 97 

πάσχοντες από έμφραγμα του μυοκαρδίου το αποτέλεσμα της δοκιμασίας θα είναι θετικό, 

ενώ στους 133 (118+13+2=133) θα είναι αρνητικό. Επίσης, σε ένα μόνο από τους μη 

πάσχοντες από έμφραγμα του μυοκαρδίου το αποτέλεσμα της δοκιμασίας θα είναι θετικό, 

ενώ στους 129 (=15+26+88) θα είναι αρνητικό. Κατά τον ίδιο τρόπο έχουν προκύψει και οι 

λοιποί τετράπτυχοι πίνακες. 

Στο κάτω μέρος του πίνακα φαίνονται οι πιθανοφάνειες , καθώς και ο θετικός (L) και 

ο αρνητικός (λ) λόγος πιθανοφανειών που αντιστοιχούν σε καθένα από τα διαχωριστικά όρια. 

Από την σύγκριση των πιθανοφανειών και των λόγων τους προκύπτει ότι, καθώς το 

ΔΟ μετατοπίζεται σταδιακά προς τις «φυσιολογικές» τιμές (εδώ, χαμηλές τιμές), (α) το %ΑΘ 

και το %ΨΘ αποτελεσμάτων αυξάνουν, ενώ το %ΑΑ και το %ΨΑ αποτελεσμάτων 

μειώνονται, (β) ο θετικός λόγος πιθανοφανειών (L) , από τις πολύ υψηλές τιμές που έχει 

αρχικά, μειώνεται προοδευτικά μέχρι να πάρει την τιμή 1 ( όταν το %ΑΘ είναι ίσο με 1 και 

το %ΑΑ ίσο με 0) και (γ) ο αρνητικός λόγος πιθανοφανειών (λ) επίσης μειώνεται 

προοδευτικά και από τις πολύ υψηλές τιμές που έχει αρχικά παίρνει τελικά την τιμή 0 (όταν 

το %ΑΘ είναι ίσο με 1 και το %ΑΑ ίσο με 0). Τα αντίστροφα ακριβώς ισχύουν κατά τη 

σταδιακή μετατόπιση του ΔΟ προς τις «παθολογικές» τιμές. 

Συνοπτικά, κατά τη μετατόπιση του ΔΟ μιας δοκιμασίας, το %ΑΘ (νοσολογική 

ευαισθησία) και το %ΨΘ αποτελεσμάτων αυξάνουν ή μειώνονται συγχρόνως. Το ίδιο ισχύει 

και για το %ΑΑ (νοσολογική ειδικότητα) και το %ΨΑ αποτελεσμάτων. Επίσης, η αύξηση 

του %ΑΘ (ή του %ΨΘ) συνεπάγεται αναπόφευκτα μείωση του %ΑΑ αποτελεσμάτων (ή του 

%ΨΑ) και αντιστρόφως. Δεν είναι δυνατό, δηλαδή, μεταθέτοντας κάποιος το ΔΟ να 

βελτιώσει ταυτόχρονα τη νοσολογική ευαισθησία και ειδικότητα της δοκιμασίας ή , αλλιώς, 

να μειώσει ταυτόχρονα το ποσοστό των ψευδώς θετικών και ψευδώς αρνητικών 

αποτελεσμάτων της. 
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Η διακύμανση της διαγνωστικής ποιότητας της δοκιμασίας σε συνάρτηση με τη 

μετατόπιση του ΔΟ παριστάνεται γραφικά με την καμπύλη ROC. 

 

 

Πίνακας 1.3 : Διακύμανση της διαγνωστικής ποιότητας της κρεατινοφωσφοκινάσης (creatine kinase, 

CPK) ορού για τη διάγνωση εμφράγματος του μυοκαρδίου σε συνάρτηση με τη μετατόπιση του 

διαχωριστικού ορίου. 

 

1.4 ΚΑΜΠΥΛΗ ROC 

 

Όπως προαναφέρθηκε, η σχέση του ποσοστού των αληθώς θετικών και ψευδώς 

θετικών αποτελεσμάτων της διαγνωστικής δοκιμασίας, καθώς μεταβάλλεται προοδευτικά 

προς μια κατεύθυνση το διαχωριστικό όριο αυτής, παριστάνεται γραφικά με την καμπύλη 

ROC (Receiver Operating Characteristic Curve) ή καμπύλη λειτουργικών χαρακτηριστικών. 

 

Η θέση κάθε σημείου της «εμπειρικής» καμπύλης ROC προσδιορίζεται από ένα 

ορισμένο %ΑΘ και %ΨΘ αποτελεσμάτων της δοκιμασίας, που αντιστοιχεί σε συγκεκριμένο 

διαχωριστικό όριο. Η καμπύλη αυτή εγγράφεται μέσα σε ένα τετράγωνο, στις τέσσερις 

γωνίες του οποίου αντιστοιχούν οι ακραίες τιμές (0 και 1) του %ΑΘ και του %ΨΘ 

αποτελεσμάτων, καθώς και των συμπληρωματικών αυτών ποσοστών (%ΨΑ και %ΑΑ). 
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1.4.1 ROC γραφήματα και ερμηνεία   

Tα ROC γραφήματα είναι δισδιάστατα διαγράμματα στα οποία το TP ποσοστό 

σχεδιάζεται στον Y άξονα και το FP ποσοστό σχεδιάζεται στον Χ 

άξονα. Ένα γράφημα ROC  απεικονίζει τη σχετική μεταβολή μεταξύ του κέρδους (αληθώς 

θετικά) και του κόστους (ψευδώς θετικά). Το Σχήμα 1.1 

δείχνει ένα γράφημα ROC με πέντε ταξινομητές χαρακτηρισμένους με Α έως Ε. 

Ένας διακριτός ταξινομητής είναι αυτός που έχει  ως αποτέλεσμα μόνο μια τιμή κλάσης. 

Κάθε επιμέρους ταξινομητής παράγει ένα (FP rate, TP rate) 

ζευγάρι, το οποίο αντιστοιχεί σε ένα μόνο σημείο στο χώρο ROC. Οι ταξινομητές στο σχήμα 

1.1 είναι όλοι διακριτοί ταξινομητές. 

 

Σχήμα 1.1 : Ένα βασικό ROC γράφημα με 5 διακριτούς ταξινομητές 

 

Αρκετά σημεία στο χώρο ROC είναι σημαντικό να επισημανθούν. Το κάτω αριστερά 

σημείο (0,0) αντιπροσωπεύει μια ταξινόμηση η οποία δε δεσμεύει κανένα ψευδώς θετικό 

αποτέλεσμα αλλά και κανένα αληθώς θετικό .  Η αντίθετη στρατηγική, της άνευ όρων 

έκδοσης θετικών ταξινομήσεων, αντιπροσωπεύεται από το ανώτερο δεξιό σημείο  (1,1). Το 

σημείο (0,1) αντιπροσωπεύει την τέλεια ταξινόμηση. Η απόδοση του σημείου D είναι τέλεια, 

όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.1.  

Άτυπα, ένα σημείο στο ROC χώρο είναι καλύτερο από ένα άλλο αν είναι στα 

βορειοδυτικά (όπου το TP ποσοστό είναι υψηλότερο, το FP ποσοστό είναι χαμηλότερο, ή και 

τα δύο) του πρώτου. Ταξινομητές που εμφανίζονται στην αριστερή πλευρά του γραφήματος 

ROC, κοντά στον άξονα Χ, μπορούν να θεωρηθούν ως «συντηρητικοί»: κάνουν θετικές 

ταξινομήσεις μόνο με ισχυρές ενδείξεις , ώστε να κάνουν ελάχιστα ψευδώς θετικά λάθη, 
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αλλά συχνά έχουν χαμηλά αληθώς θετικά ποσοστά, επίσης. Ταξινομητές στην επάνω δεξιά 

πλευρά του ROC γραφήματος μπορεί να θεωρηθούν ως "φιλελεύθεροι": κάνουν θετικές 

ταξινομήσεις με ασθενή στοιχεία, έτσι ώστε να ταξινομούν σχεδόν όλα τα θετικά σωστά, 

αλλά συχνά έχουν υψηλά ποσοστά ψευδώς θετικών. Στο Σχήμα 1.1, το Α είναι πιο 

συντηρητικό από το Β. 

Η διαγώνιος y = x αντιπροσωπεύει τη στρατηγική της τυχαίας πρόβλεψης μιας 

κλάσης. Για παράδειγμα, αν ένας ταξινομητής τυχαία μαντεύει τη θετική κλάση τις μισές 

φορές, μπορεί να αναμένεται ότι θα ταξινομήσει το ήμισυ των θετικών και το ήμισυ των 

αρνητικών σωστά.  Από αυτά προκύπτει το σημείο (0.5,0.5) στην καμπύλη ROC. Αν αυτός 

βρίσκει τη θετική κλάση στο 90% του χρόνου, τότε μπορεί να προβλεφθεί ότι θα πάρει το 

90% των αληθώς θετικών, αλλά και τα ψευδώς θετικά αποτελέσματα της θα αυξηθούν στο 

90%, αποδίδοντας το (0.9,0.9) στο ROC χώρο. Έτσι, ένας τυχαίος ταξινομητής θα παράγει 

ένα σημείο ROC το οποίο θα "γλιστρά" πότε εμπρός και πότε πίσω στη διαγώνιο με βάση την 

συχνότητα με την οποία βρήκε τη θετική κλάση. Για να φύγουμε από τη διαγώνιο, μέσα στην 

πάνω τριγωνική περιοχή, ο ταξινομητής πρέπει να εκμεταλλευτεί κάποιες πληροφορίες όσον 

αφορά τα δεδομένα. Στο Σχήμα 1.1, η απόδοση του σημείου C είναι σχεδόν τυχαία. Στο 

(0.7,0.7),  το C μπορεί να θεωρηθεί σαν μια πρόβλεψη της θετικής κλάσης στο 70% των 

περιπτώσεων. Κάθε ταξινομητής που εμφανίζεται στο κατώτερο δεξί τρίγωνο  έχει χειρότερη 

απόδοση από μια τυχαία εικασία. Αυτό το τρίγωνο είναι ως εκ τούτου συνήθως άδειο στα 

ROC γραφήματα. Ωστόσο, αξίζει να σημειωθεί ότι ο χώρος απόφασης είναι συμμετρικός ως 

προς τη διαγώνιο που χωρίζει τα δύο τρίγωνα. Αν αναιρέσουμε έναν ταξινομητή- δηλαδή, αν 

αντιστρέψουμε τις αποφάσεις ταξινόμησης σε κάθε περίπτωση-οι αληθώς θετικές 

ταξινομήσεις γίνονται ψευδώς θετικές, και τα ψευδώς θετικά αποτελέσματα της γίνονται 

αληθώς θετικά. Ως εκ τούτου, κάθε ταξινομητής που παράγει ένα σημείο στο κάτω δεξιά 

τρίγωνο μπορεί να εξαλειφθεί για να παράγει ένα σημείο στο επάνω αριστερό 

τρίγωνο. Στο  Σχήμα 1.1, το σημείο E έχει πολύ χειρότερη απόδοση από ό, τι ένα τυχαίο, και 

στην πραγματικότητα είναι η άρνηση του Α. Δεδομένου ενός γραφήματος ROC στο οποίο η 

απόδοση ενός ταξινομητή φαίνεται να είναι ελαφρώς καλύτερη από έναν τυχαίο, είναι φυσικό 

να αναρωτηθεί κανείς αν  αυτή η απόδοση του ταξινομητή είναι πραγματικά σημαντική ή 

μήπως είναι μόνο καλύτερη από την τυχαία . Δεν υπάρχει αποτελεσματικό τεστ για αυτή, 

αλλά ο Forman (2002) έχει δείξει μια μεθοδολογία η οποία αντιμετωπίζει το ζήτημα αυτό με 

ROC καμπύλες. 
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Σχήμα 1.2: Η ROC "καμπύλη" που δημιουργήθηκε από το κατώτατο όριο ενός 

συνόλου δοκιμών. Ο πίνακας στα δεξιά δείχνει είκοσι δεδομένα και την τιμή 

που αποδίδεται σε κάθε  ένα ταξινομητή βαθμολόγησης. Το γράφημα στα αριστερά δείχνει 

την αντίστοιχη καμπύλη ROC με κάθε σημείο χαρακτηρισμένη 

από το όριο που το παράγει. 

 

Παράδειγμα 

Επιστρέφουμε στο παράδειγμα της παραγράφου 1.3.2. Στην παρακάτω εικόνα 

φαίνεται η καμπύλη ROC των τιμών της CPK για τη διάγνωση του εμφράγματος του 

μυοκαρδίου, η οποία έχει κατασκευαστεί σύμφωνα με τα δεδομένα του Πίνακα 1.3. Τα 

σημεία πάνω στην καμπύλη παριστούν τα τέσσερα διαχωριστικά όρια, στα οποία 

αντιστοιχούν διαφορετικά ζεύγη %ΑΘ και %ΨΘ αποτελεσμάτων. 

Όπως φαίνεται στην Εικόνα 1.8, καθώς το ΔΟ μετατοπίζεται σταδιακά προς τις 

«παθολογικές» τιμές (σημεία της καμπύλης κάτω αριστερά), το %ΑΑ και το %ΨΑ αυξάνουν 

σε βάρος του %ΑΘ και του %ΨΘ αποτελεσμάτων. Το αντίθετο ακριβώς ισχύει κατά τη 

μετατόπιση του ΔΟ προς τις «φυσιολογικές» τιμές (σημεία καμπύλης πάνω δεξιά). 
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Εικόνα 1.8: Καμπύλη ROC των τιμών της κρεατινοφωσφοκινάσης (CPK) στο έμφραγμα του 

μυοκαρδίου. 

 

Τo σημείo της καμπύλης ROC που βρίσκεται πλησιέστερα προς την άνω αριστερή 

γωνία του τετραγώνου (όπου το %ΑΘ και το %ΑΑ είναι ίσα με 1) παριστά το ΔΟ (εδώ 80 

IU/L), η χρησιμοποίηση του οποίου δίνει το μέγιστο άθροισμα αληθώς θετικών και αληθώς 

αρνητικών αποτελεσμάτων  και, επομένως, το ελάχιστο άθροισμα ψευδώς θετικών  και 

ψευδώς αρνητικών αποτελεσμάτων. Αντιστοιχεί, δηλαδή, στο ΔΟ που παρέχει τη μέγιστη 

πληροφορία. 

Συνοψίζοντας, η καμπύλη ROC που αντιστοιχεί σε έναν ιατρικό έλεγχο είναι το 

συνεχές γράφημα που ορίζουν τα σημεία (FP, TP) για όλα τα δυνατά σημεία απόφασης στο 

μοναδιαίο τετράγωνο [0,1]×[0,1] και ξεκινά από το σημείο (0,0) για να καταλήξει στο σημείο 

(1,1). Για μια επαρκή κλίμακα σημείων απόφασης (αρκετά μεγάλη ώστε να περιλαμβάνει 

όλες τις κλινικές μετρήσεις που έχουν καταγραφεί) ορίζονται αντίστοιχοι πίνακες του Πίνακα 

1.1 και τα αντίστοιχα σημεία (FP, TP) τα οποία ενώνονται με ευθύγραμμα τμήματα και 

ορίζουν την καμπύλη ROC. 

Σημεία στην άνω αριστερή γωνία του διαγράμματος αποτελούν τιμές κατάλληλες ως 

σημεία διαχωρισμού, μιας και έχουν χαμηλό αριθμό ψευδώς θετικών περιπτώσεων και υψηλή 

ευαισθησία. Συνεπώς οι καμπύλες ROC είναι η διαγραμματική απεικόνιση των 

χαρακτηριστικών ενός ποσοτικού διαγνωστικού τεστ και μας βοηθούν στην εξέταση της 
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απόδοσης του τεστ για διαφορετικά σημεία προγνωστικού ελέγχου καθώς επίσης και στην 

επιλογή του σημείου απόφασης όσον αφορά αν ένας έλεγχος θεωρείται θετικός ή αρνητικός.  

 

1.4.2 Το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη ROC  

Το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη ROC χρησιμοποιείται ως δείκτης διαχωρισμού 

των κατανομών υγιών και ασθενών κα υπολογίζεται μη–παραμετρικά σύμφωνα με τον 

κανόνα του τραπεζίου με βάση τα σημεία (FP, TP) που έχουν υπολογιστεί. Η ελάχιστη τιμή 

που μπορεί να πάρει είναι 0.5 όταν οι δύο κατανομές συμπίπτουν απόλυτα και η μέγιστη 1.0 

όταν οι δύο κατανομές δε συμπίπτουν πουθενά (με την κατανομή των ασθενών να 

καταγράφει μεγαλύτερες μετρήσεις από αυτήν των υγιών πάντα (Swets 1996)). 

 

Εικόνα 1.9: a. Κατανομές υγιών – ασθενών και ποσοστά αποφάσεων 

                    b. Kαμπύλη ROC που αντιστοιχεί 
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Το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη (AUC – area under curve) εκφράζει δηλαδή την 

πιθανότητα η τιμή του τεστ για έναν ασθενή  AT να είναι μεγαλύτερη από την τιμή του τεστ 

για ένα άτομο που δεν έχει την ασθένεια   AT , δηλαδή  

 A AAUC P T T   

και εκτιμάται από  
1 1

1 1
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A A
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A A
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Όταν το διαγνωστικό τεστ συνδέεται αρνητικά με τη νόσο ( δηλαδή μικρές τιμές του τεστ 

υποδεικνύουν μεγάλη πιθανότητα εμφάνισης της νόσου) τότε : 

 Υπολογίζουμε την ποσότητα 1w w    ή απλά 

 Μετασχηματίζουμε το τεστ έτσι ώστε να συνδέεται θετικά με τη νόσο (για 

παράδειγμα πολλαπλασιάζουμε με το μείον ένα). 

 

1.4.3 Eφαρμογή 

Συχνά τα αποτελέσματα ενός ιατρικού ελέγχου δίνονται σε διακριτή, διαβαθμισμένη 

κλίμακα, ανάλογα με την πεποίθηση του ιατρού για την ύπαρξη ασθένειας ή όχι (για 

παράδειγμα, διαβάζοντας μια ακτινογραφία), όπως παρακάτω: 
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Πίνακας 1.4: Ταξινόμηση 109 ακτινογραφιών σε κλίμακα 5 σημείων ‘--‘: σίγουρα 

υγιής, ‘++’: σίγουρα ασθενής. 

 

Σε τέτοιες περιπτώσεις, από ένα πίνακα διπλής εισόδου (διαστάσεων 2×n), όπως ο 

παραπάνω ορίζονται n+1 2×2 πίνακες μεταβάλλοντας σταδιακά το σημείο απόφασης από 

κατηγορία σε κατηγορία (περιλαμβάνοντας και τις ακραίες περιπτώσεις, ‘όλες οι κατηγορίες 

ενδεικτικές ασθένειας’, και ‘καμιά κατηγορία ενδεικτική ασθένειας’ ώστε να περιληφθούν τα 

σημεία (1,1) και (0,0) αντίστοιχα στα ζεύγη σημείων (FP,TP)). Για παράδειγμα θεωρώντας 

ότι όλες οι μετρήσεις από την Τρίτη κατηγορία (‘-/+’) και πάνω είναι ενδεικτικές ασθένειας 

ορίζουμε το παρακάτω 2×2 πίνακα: 

 

Πίνακας 1.5: Συχνότητες που αντιστοιχούν στην απόφαση και ποσοστά για τον 

ορισμό του σημείου της καμπύλης ROC 

  

--,- -/+,+,++ 

 

D- 

 

39   (TN=39/54) 

 

15   (FP=15/54) 

 

D+ 

 

5   (FN=5/55) 

 

50   (TP=50/55) 
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Παρακάτω παραθέτουμε και την καμπύλη ROC που αντιστοιχεί στον πίνακα 1.5: 

 

Εικόνα 1.10: Καμπύλη ROC αντιστοιχεί στον Πίνακα 1.5 

 

 

1.5 ΛΟΓΟΙ ΠΙΘΑΝΟΦΑΝΕΙΩΝ ΚΑΙ ΚΑΜΠΥΛΗ ROC 

 

Σε κάθε σημείο της καμπύλης ROC αντιστοιχεί ένα ζεύγος ποσοστών αληθώς 

θετικών και ψευδώς θετικών αποτελεσμάτων, επομένως και ένα ζεύγος των 

συμπληρωματικών αυτών ποσοστών ψευδώς αρνητικών και αληθώς αρνητικών 

αποτελεσμάτων. Όμως, όταν τα αποτελέσματα μιας δοκιμασίας εκφράζονται διχοτομικά, ο 

λόγος του %ΑΘ προς το %ΨΘ αποτελεσμάτων είναι ο θετικός λόγος πιθανοφανειών της 

δοκιμασίας (L) , ενώ ο λόγος του %ΨΑ προς το %ΑΑ ο αρνητικός λόγος πιθανοφανειών (λ). 

Έτσι, σε κάθε σημείο της καμπύλης αντιστοιχούν ένας θετικός και ένας αρνητικός λόγος 

πιθανοφανειών, οι οποίοι απεικονίζονται γραφικά στο παρακάτω σχήμα:   

 

 

 
 (15/54, 50/55) 
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Εικόνα 1.11: Γραφική απεικόνιση του θετικού και αρνητικού λόγου πιθανοφανειών που 

αφορούν στο διαχωριστικό όριο Α (όταν τα αποτελέσματα της δοκιμασίας εκφράζονται 

διχοτομικά). 

 

 

Έστω ένα σημείο Α της καμπύλης ROC. Από το σημείο αυτό φέρουμε τις ευθείες 

ΖΖ΄ και ΗΗ΄ κάθετες στους άξονες των συντεταγμένων. Η απόσταση ΒΖ=Η΄Α είναι ίση με 

το %ΑΘ που αντιστοιχεί στο σημείο Α της καμπύλης, ενώ η απόσταση ΒΗ΄=ΑΖ ίση με το 

%ΨΘ. Ο λόγος Η΄Α/ΒΗ΄, δηλαδή η εφαπτομένη της γωνίας ω (εφω) του τριγώνου ΒΑΗ΄, 

ισούται με το θετικό λόγο πιθανοφανειών στο σημείο Α (LA). Δεδομένου όμως ότι τα δύο 

ορθογώνια τρίγωνα ΒΑΗ΄ και ΒΚΓ είναι όμοια(LA=ΗΆ/ΒΗ΄=ΓΚ/ΒΓ=ΓΚ, αφού ΒΓ=1), 

έχουμε ότι: 

%

%
AL 

    
      

    
 

Δηλαδή η απόσταση ΓΚ παριστάνει γραφικά το θετικό λόγο πιθανοφανειών. Κατά 

τον ίδιο τρόπο, η απόσταση ΘΕ παριστάνει γραφικά τον αρνητικό λόγο πιθανοφανειών: 

%

%
 

    
      

    . 

 Στην εικόνα φαίνεται η καθοριστική επίδραση του %ΑΑ (νοσολογική ειδικότητα) 

στο θετικό λόγο πιθανοφανειών (L) και του %ΑΘ (νοσολογική ευαισθησία) στον αρνητικό 

λόγο πιθανοφανειών της δοκιμασίας (λ).  Καθώς αυξάνει το %ΑΑ της δοκιμασίας (σημεία 

της καμπύλης ROC αριστερά του σημείου Α) αυξάνει και η κλίση της ευθείας ΒΚ (εφω), 
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δηλαδή ο L. Όταν το %ΑΑ προσεγγίζει το 1, ο L αυξάνει ταχέως και τείνει προς το άπειρο. 

Παρομοίως, καθώς αυξάνει το %ΑΘ της δοκιμασίας (σημεία της καμπύλης ROC δεξιά του 

σημείου Α), η κλίση της ευθείας ΔΘ (εφω΄), δηλαδή ο λ, μειώνεται, έως ότου πάρει τελικά 

την τιμή μηδέν, όταν το %ΑΘ γίνει ίσο με 1. 

 

Όταν τα αποτελέσματα μιας δοκιμασίας διακρίνονται σε πολλαπλά επίπεδα τιμών, η 

κλίση της καμπύλης ROC μεταξύ δυο διαδοχικών σημείων (διαχωριστικών ορίων της 

δοκιμασίας) εκφράζει τη μεταβολή του %ΑΘ προς τη μεταβολή του %ΨΘ μεταξύ αυτών.  

 

Έτσι, όσον αφορά στο παράδειγμα με τη CPK, η κλίση της καμπύλης ROC (εφγ) 

μεταξύ δύο σημείων που παριστούν το ΔΟ των 280 και των 80 IU/L (Εικόνα 1.12  

) ισούται με τη διαφορά του %ΑΘ [d(%ΑΘ)] προς τη διαφορά του %ΨΘ [d(%ΨΘ)] μεταξύ 

των δύο σημείων: 

 

 

 

%

%

d

d






             (1) 

 

Η μεταβολή του %ΑΘ [d(%ΑΘ)] από το  ένα σημείο στο άλλο ισούται με την 

πιθανότητα του αποτελέσματος (Δ) της δοκιμασίας που ανήκει στο συγκεκριμένο εύρος 

τιμών (80-279 IU/L) δεδομένης της παρουσίας του νοσήματος [p(Δ/Ν+)], ενώ η μεταβολή 

του %ΨΘ [d(%ΨΘ)] με την πιθανότητα του συγκεκριμένου αποτελέσματος δεδομένης της 

απουσίας του νοσήματος [p(Δ/Ν-)]. Οπότε η σχέση (1) γίνεται: 

 

 

 

 

δυο παραπάνω πιθανοτήτων είναι ο λόγος πιθανοφανειών (ΛΠ)
1
 που αντιστοιχεί στο 

συγκεκριμένο εύρος τιμών (80-279 IU/L) του αποτελέσματος της δοκιμασίας. Δηλαδή: 

                                                           
1
 Λόγος Πιθανοφανειών: ΛΠ  likelihood ratio) του αποτελέσματος  Δ) μιας δοικιμασίας, είναι ο λόγος 

της πιθανότητας του αποτελέσματος της δοκιμασίας δεδομένης της παρουσίας του νοσήματος  Ν+) 

προς την πιθανότητα του αποτελέσματος της δοκιμασίας δεδομένης της απουσίας του νοσήματος 

 Ν-):  

 

 

/

/

p

p

  
 

  
 

Εκφράζει πόσες φορές πιο συχνά εμφανίζεται το αποτέλεσμα της δοκιμασίας στους πάσχοντες σε 

σχέση με τους μη πάσχοντες από το νόσημα που διερευνάται.  

 

 

/

/

p

p


  


  
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    

 

Έτσι, η κλίση της καμπύλης ROC (εφγ) μεταξύ των δυο ΔΟ, σύμφωνα με τα 

δεδομένα του Πίνακα 1.6 , ισούται με 4.63. 

 

 

Εικόνα 1.12: Κλίση της καμπύλης ROC. Όταν τα αποτελέσματα μιας δοκιμασίας ομαδοποιούνται σε 

πολλαπλά επίπεδα τιμών, η κλίση της καμπύλης ROC μεταξύ δύο διαδοχικών ΔΟ εκφράζει το λόγο 

πιθανοφανειών (ΛΠ) για το συγκεκριμένο επίπεδο τιμών. d(%ΑΘ): Μεταβολή του ποσοστού των 

αληθώς θετικών, d(%ΨΘ) : Μεταβολή του ποσοστού των ψευδώς θετικών αποτελεσμάτων.  

 

 

Όταν το αποτέλεσμα της δοκιμασίας είναι μια συνεχής ποσοτική μεταβλητή, η 

απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών σημείων της καμπύλης ROC είναι απειροελάχιστη. Έτσι, η 

κλίση της καμπύλης σε κάθε σημείο ισούται με την κλίση της εφαπτομένης στο σημείο αυτό 

ευθείας και εκφράζει το ΛΠ για το συγκεκριμένο αποτέλεσμα της δοκιμασίας. 
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Εικόνα 1.13: Κλίση της καμπύλης ROC. Όταν το αποτέλεσμα της δοκιμασίας είναι μια συνεχής 

ποσοτική μεταβλητή, η κλίση της καμπύλης ROC σε ένα σημείο ισούται με την κλίση της 

εφαπτομένης στο σημείο αυτό ευθείας και εκφράζει το λόγο πιθανοφανειών για το συγκεκριμένο 

αποτέλεσμα της δοκιμασίας. 

 

Όπως φαίνεται στις Εικόνες 1.12, 1.13  και τον Πίνακα 1.6 , καθώς προχωράμε προς 

τις περισσότερο «παθολογικές τιμές» ( σημεία της καμπύλης ROC κάτω αριστερά) , η κλίση 

της καμπύλης ROC – και επομένως – ο ΛΠ μεγαλώνει. Αντίθετα, καθώς μετακινούμαστε 

προς τις περισσότερο «φυσιολογικές τιμές» (σημεία της καμπύλης ROC πάνω δεξιά), η κλίση 

της καμπύλης ROC και ο ΛΠ μικραίνουν. 

 

Πίνακας 1.6: Λόγοι Πιθανοφανειών (ΛΠ) για τα διάφορα επίπεδα τιμών CPK σε πάσχοντες 

και μη από έμφραγμα του μυοκαρδίου. 

 

 

1.6  Η ΑΚΡΙΒΕΙΑ ΤΩΝ ΔΙΑΓΝΩΣΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΑΣΙΩΝ  

Η ακριβής διάγνωση μιας νόσου μέσω μιας διαγνωστικής εξέτασης (test) τις 

περισσότερες φορές είναι δύσκολη, εμπεριέχει πιθανολόγηση μιας νόσου και αρκετή 
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αβεβαιότητα. Συχνά είμαστε αναγκασμένοι να δράσουμε (θεραπεία) με δεδομένο μια πιθανή 

παρά μια βεβαία διάγνωση. Ένας τρόπος να παρουσιαστεί η αβεβαιότητα περί την διάγνωση 

απεικονίζεται στην εικόνα 1.14. 

 

Η υποτιθέμενη εξέταση Χ μετριέται σε ένα πληθυσμό ασθενών και υγιών και μπορεί 

να είναι παθολογική ή φυσιολογική με βάση ένα παθολογικό όριο (Positivity criterion). 

Υπάρχουν 4 ομάδες ταξινόμησης του πληθυσμού που εξετάστηκε με βάση αν είχαν 

παθολογική την εν λόγω εξέταση και την ύπαρξη ή όχι της νόσου. Δύο από αυτές είναι 

σωστές (οι ομάδες TP‐True Positive, TN‐True Negative) και οι δύο λανθασμένες (οι ομάδες 

FP‐False Positive, FN‐False Negative).  Με βάση τα παραπάνω ορίζεται η ακρίβεια μιας 

διαγνωστικής εξέτασης ως εξής: 

 

TP TN
ACC

P N





 

 

Συγκρίνοντας τα σχήματα (Α) και (Β) της παρακάτω εικόνας θα παρατηρήσουμε ότι 

ακόμη και αν διαφοροποιήσουμε το παθολογικό όριο και το κάνουμε αυστηρότερο η 

δυσταξινόμηση δεν απαλείφεται αλλά απλά ανακατανέμονται οι ομάδες η μία σε βάρος της 

άλλης. Αυτό συμβαίνει για τον απλούστατο λόγο ότι μέρος έστω μικρό των ασθενών έχουν 

φυσιολογικές τιμές της εξέτασης Χ (False negative) ενώ ένα αντίστοιχο ποσοστό υγιών έχουν 

παθολογικές τιμές (False positive). Υπάρχει δηλαδή επικάλυψη τιμών μεταξύ υγιών/ασθενών 

γεγονός που προσδίδει σοβαρή αβεβαιότητα και καθορίζει την σχετική ακρίβεια της εξέτασης 

Χ. Στην εικόνα 1.14 απεικονίζεται αυτή ακριβώς η σχέση των αποτελεσμάτων μιας 

διαγνωστικής εξέτασης και της ύπαρξης πραγματικώς ή μη της νόσου. 
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Εικόνα 1.14: Κατανομή συχνοτήτων ομάδας ασθενών και υγιών σε ένα test Χ 

 

ΑΚΡΙΒΕΙΑ ΕΚΤΙΜΗΣΗΣ ΕΥΑΙΣΘΗΣΙΑΣ ΚΑΙ ΕΙΔΙΚΟΤΗΤΑΣ, ΕΠΙΔΡΑΣΗΣ 

ΜΕΓΕΘΟΥΣ ΔΕΙΓΜΑΤΟΣ 

 

Οι υπολογισμοί της Ευαισθησίας και Ειδικότητας συνήθως προέρχονται από μελέτες 

σε μικρό αριθμό πασχόντων από την νόσο που μας ενδιαφέρει καθώς και μη πασχόντων. Για 

λόγους τυχαίας διακύμανσης, μικροί αριθμοί μελετώμενου πληθυσμού συνοδεύονται από 

στατιστική αβεβαιότητα σχετικώς με τον αν οι ευρεθείσες τιμές αντιπροσωπεύουν την 

πραγματική τιμή Ευαισθησίας και Ειδικότητας στον γενικό πληθυσμό. Έτσι λοιπόν είναι 

προτιμότερο να λαμβάνεται υπόψη η ακρίβεια υπολογισμού των τιμών της Ευαισθησίας και 

Ειδικότητας με την παράθεση των τιμών συνοδευόμενων με τα 95% CI. Ο υπολογισμός των 

95% CI (διαστημάτων εμπιστοσύνης) είναι εύκολος μέσω της εξίσωσης του διωνυμικού 

θεωρήματος και ισούται με:  

(1 )
1,96

p p
p

N


  

 

όπου p είναι το ευρεθέν ποσοστό Ευαισθησίας ή Ειδικότητας και Ν ο αριθμός των ατόμων 

που παρακολουθήθηκαν στην μελέτη. Στην παρακάτω εικόνα παρουσιάζεται η επίδραση του 



 73 

αριθμού των ατόμων της μελέτης στην ακρίβεια (διάστημα εμπιστοσύνης) της ευρεθείσας 

τιμής Ευαισθησίας στα επίπεδα του 80%. 

 

 

Εικόνα 1.15 : Υπολογισμός της Ευαισθησίας στο επίπεδο του 80% και τα 95% διαστήματα 

εμπιστοσύνης αυτής (95%CI). Σημειώνονται τα 95%CI σε μελέτη 15 ατόμων 

 

 

1.7  ΕΠΙΛΟΓΗ ΒΕΛΤΙΣΤΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ ΑΠΟΦΑΣΗΣ ΜΕ ΒΑΣΗ ΤΗΝ 

ΚΑΜΠΥΛΗ  

Η συνεχής καµπύλη ROC είναι το γράφηµα της συµµεταβολής των ζευγών 

εσφαλµένα θετικών και ορθώς θετικών αποφάσεων (FP, TP) για όλα τα σηµεία απόφασης. 

Συχνά όµως στην ιατρική έρευνα ο ερευνητής πρέπει να επιλέξει ένα συγκεκριµένο σηµείο 

απόφασης -χρησιµοποιώντας κάποιο κριτήριο για αυτήν την επιλογή- ως λειτουργικό σηµείο 

του ιατρικού διαγνωστικού ελέγχου, σύµφωνα µε το οποίο θα κατατάσσει τους 

εξεταζόμενους σε ασθενείς και υγιείς µε το µικρότερο κόστος (ή µε το µικρότερο σφάλµα). 

Η καµπύλη ROC µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την επιλογή του βέλτιστου σηµείου 

απόφασης. 

Ανάλογα µε τη φύση του διαγνωστικού ελέγχου υπάρχουν τρία κριτήρια επιλογής του 

σηµείου απόφασης. 



 74 

 Το αυστηρό κριτήριο είναι αυτό που χρησιµοποιείται στον βιοµηχανικό ποιοτικό 

έλεγχο και µε βάση αυτό επιλέγεται το σηµείο απόφασης που αντιστοιχεί σε FP=0.01 

ή 0.05 (δηλαδή επιλογή του σφάλµατος τύπου Ι σύµφωνα µε τη µεθοδολογία των 

στατιστικών ελέγχων υποθέσεων). Σύµφωνα µε το αυστηρό κριτήριο µόνο µετρήσεις 

στα άκρα της κατανοµής των φυσιολογικών θα χαρακτηρίζονται ως µη-αποδεκτές.  

 Με βάση το επιεικές κριτήριο το σηµείο απόφασης επιλέγεται ώστε το κλάσµα ΤΡ 

να είναι κοντά στη µονάδα. Οι συσκευές εντόπισης βλαβών στα αεροσκάφη 

λειτουργούν µε αυτό το κριτήριο. 

 Το δηµοφιλέστερο κριτήριο σε ότι αφορά την επιλογή του σηµείου απόφασης µε 

χρήση της καµπύλης ROC βρίσκεται µεταξύ των δύο προηγούµενων και στηρίζεται 

στην µεγιστοποίηση των ορθών αποφάσεων (θετικών και αρνητικών). Το σηµείο της 

καµπύλης ROC στο οποίο µεγιστοποιούνται οι ορθές αποφάσεις δηλαδή όπου  

TN+TP=max (αντίστοιχα ελαχιστοποιούνται οι εσφαλµένες αποφάσεις µε 

FN+FP=min) είναι αυτό µε τη µέγιστη απόσταση από την κύρια διαγώνιο. Αυτό 

αντιστοιχεί στο σηµείο απόφασης που ορίζεται από το σηµείο τοµής των 

συναρτήσεων πιθανότητας των κατανοµών υγιών και ασθενών. 

Συγκεκριµένα, έστω ότι οι συντεταγµένες του σηµείου Α στην εικόνα 1.16 είναι (FP, 

TP) = (1-TN, TP). Το ευθύγραµµο τµήµα ΟΗ έχει κλίση 1 και ικανοποιεί την y=x. Το ΑΒ 

είναι κάθετο στο ΟΗ και θα ικανοποιεί την TP=-(1-TN)+λ, όπου λ ο σταθερός όρος. 

Λύνοντας ως προς λ έχουµε, λ=TP-TN+1. Το Β ανήκει και στις δύο ευθείες οπότε οι 

συντεταγµένες του θα είναι: 

1 1
,

2 2

TP TN FP TN    
 
 

 

 

Άρα το µήκος του ΑΒ: 

 
2 2

1 1 2
1 ( 1)

2 2 2

TP TN TP TN
TN TP TP TN

      
         

   
 

γίνεται µέγιστο όταν η ποσότητα ΤΝ+TP είναι µέγιστη. 
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Εικόνα 1.16: Βέλτιστο σηµείο απόφασης µε βάση την καµπύλη ROC. 

 

Όταν υγιείς και ασθενείς προέρχονται από κανονικές κατανοµές Ν(µ1, σ1
2
) και N(µ2, 

σ2
2
) αντίστοιχα, το βέλτιστο σηµείο απόφασης t δίνεται από τη σχέση: 

    2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

1

2 2

2 1

2 ln

t


             



 

       




, 

 

ενώ όταν σ1
2
=σ2

2
, τότε:                            

1 2

2
t

 
  

Όταν έχουµε στη διάθεσή µας ένα απλό τυχαίο δείγµα από έναν πληθυσµό, το 

ποσοστό εσφαλµένων αποφάσεων συνολικά (misclassification rate – MR) δίνεται από τη 

σχέση:  

MR = Prev(1 − TP) + (1 − Prev)(1 − TN) 

όπου Prev ο επιπολασµός της ασθένειας στον πληθυσµό – δηλαδή το ποσοστό του 

πληθυσµού που έχει την ασθένεια σε συγκεκριµένη χρονική στιγµή. Το ζητούµενο είναι το 

σηµείο απόφασης που ελαχιστοποιεί την παραπάνω συνάρτηση: 

Pr (1 Pr )
dMR dTP

ev ev
dFP dFP

     
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και εξισώνοντας µε το 0 έχουµε:  

1 Pr

Pr

dTP ev

dFP ev


  

∆ηλαδή, το βέλτιστο σηµείο απόφασης πάνω στην καµπύλη ROC είναι αυτό στο 

οποίο η καµπύλη έχει κλίση S =
1 Pr

Pr

ev

ev


. Η τελευταία σχέση είναι χρήσιµη για την επιλογή 

του σηµείου απόφασης µε χρήση της καµπύλης ROC σε µελέτες επιπολασµού µιας 

ασθένειας σε έναν πληθυσµό. Όταν στα ποσοστά ορθών και εσφαλµένων επιλογών 

υπεισέρχονται κόστη και κέρδη ανάλογα µε την απόφαση το σηµείο της καµπύλης ROC µε 

τη βέλτιστη κλίση είναι: 

1 Pr

Pr

TN FP
opt

TP FN

B Cev
S

ev B C


 


, 

όπου ΒΤΡ, ΒΤΝ τα κέρδη από τις ορθές αποφάσεις και CFP, CFN τα κόστη από τις εσφαλµένες 

αποφάσεις. Η βέλτιστη κλίση θα είναι σχετικά µεγάλη και το κριτήριο σχετικά αυστηρό όταν 

ο επιπολασµός είναι µικρός ή όταν ο αριθµητής της διαφοράς κέρδους-κόστους είναι 

µεγαλύτερος από τον παρονοµαστή, δηλαδή όταν η ορθή απόφαση είναι πιο σηµαντική στις 

ορθώς αρνητικές αποφάσεις. Αντίθετα, η βέλτιστη κλίση θα είναι µικρή και το κριτήριο 

επιεικές είτε όταν έχουµε µεγάλο επιπολασµό είτε όταν ο παρονοµαστής της διαφοράς 

κόστους-κέρδους είναι µεγάλος σε σχέση µε τον αριθµητή, δηλαδή όταν είναι σηµαντικό να 

εντοπιστεί ορθώς η ασθένεια. 

 

1.8 ΛΟΓΟΙ ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΗΣΗΣ ΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΗΣ ROC 

Με τη βοήθεια της καμπύλης ROC είναι δυνατή η εκτίμηση της διακριτικής 

ικανότητας μια δοκιμασίας, η σύγκριση της διακριτικής ικανότητας δύο ή περισσοτέρων 

δοκιμασιών για τη διάγνωση του ίδιου νοσήματος, καθώς και η επιλογή του βέλτιστου 

διαχωριστικού ορίου μιας δοκιμασίας. 

1.8.1 ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΗΣ ΔΙΑΚΡΙΤΙΚΗΣ ΙΚΑΝΟΤΗΤΑΣ ΜΙΑΣ ΔΟΚΙΜΑΣΙΑΣ 

Η καμπύλη ROC παρέχει τη δυνατότητα οπτικής και ποσοτικής εκτίμησης της 

συνολικής διαγνωστικής αποτελεσματικότητας μιας δοκιμασίας ανεξάρτητα από το 

επιλεγμένο διαχωριστικό όριο. 
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Στην εικόνα 1.17 φαίνονται οι κατανομές συχνότητας των αποτελεσμάτων (συνεχής 

ποσοτική μεταβλητή) τριών διαγνωστικών δοκιμασιών με διαφορετική διακριτική ικανότητα 

και οι αντίστοιχες καμπύλες ROC. Τα σημεία πάνω στις καμπύλες παριστούν ορισμένα από 

τα άπειρα δυνατά διαχωριστικά όρια των δοκιμασιών. 

Οι κατανομές συχνότητας των αποτελεσμάτων της δοκιμασίας 1 σε νοσούντα (Ν+) 

και μη νοσούντα (Ν-) άτομα εμφανίζουν πλήρη επικάλυψη. Για κάθε τιμή του ΔΟ (πχ. 

σημείο Α), το %ΑΘ (TP) αποτελεσμάτων συμπίπτει με το %ΨΘ (FP) αποτελεσμάτων και ο 

λόγος πιθανοφανειών ισούται με 1. Δηλαδή το αποτέλεσμα της διαδικασίας (θετικό ή 

αρνητικό) εμφανίζεται με την ίδια συχνότητα στους πάσχοντες και μη πάσχοντες από το 

νόσημα, επομένως δεν αποτελεί πληροφορία (δεν βελτιώνει την προηγούμενη από τη λήψη 

του γνώση του κλινικού σχετικά με την πραγματική κατάσταση του αρρώστου) και η 

δοκιμασία στερείται οποιασδήποτε διαγνωστικής χρησιμότητας (<<άχρηστη>>). Η καμπύλη 

ROC, που περιγράφει τα λειτουργικά χαρακτηριστικά μιας τέτοιας δοκιμασίας, συμπίπτει με 

τη διαγώνιο του τετραγώνου. 

Όσον αφορά στη δεύτερη δοκιμασία, υπάρχει ένα εύρος τιμών του ΔΟ (πχ. σημείο 

Γ), οι οποίες επιτυγχάνουν πλήρη και απόλυτη διάκριση των πασχόντων από τους μη 

πάσχοντες. Η αντίστοιχη καμπύλη ROC ανέρχεται κατακόρυφα από την κάτω αριστερή 

γωνία έως την άνω αριστερή (όπου το %ΑΘ και το %ΑΑ είναι ίσα με 1) και συνεχίζει 

παράλληλα προς τον οριζόντιο άξονα του %ΨΘ αποτελεσμάτων. Αυτό είναι μια ιδανική 

κατάσταση και σπάνια (εάν ποτέ) παρατηρείται στην καθημερινή κλινική πράξη. 

Τέλος, ένας πιο ρεαλιστικός χαρακτηρισμός της αποτελεσματικότητας των 

διαγνωστικών δοκιμασιών φαίνεται στις κατανομές συχνότητας και την καμπύλη ROC των 

αποτελεσμάτων της δοκιμασίας 3 (Eικόνα 1.17). Η μερική επικάλυψη των κατανομών 

αποκλείει την τέλεια διακριτική ικανότητα της δοκιμασίας. Η αντίστοιχη καμπύλη ROC 

κείται μεταξύ των καμπυλών της <<άχρηστης >> και της <<τέλειας>> δοκιμασίας. Το 

σημείο Ζ΄ καθώς και όλα τα σημεία της καμπύλης ROC κάτω από αυτό (δεξιά του Ζ) έχουν 

%ΑΑ ίσο με 1, ενώ το σημείο Ε΄ καθώς και όλα τα σημεία δεξιά αυτού (αριστερά του Ε) 

έχουν %ΑΘ ίσο με 1. Τα δύο αυτά σημεία αποτελούν τα όρια της περιοχής 

αλληλοεπικάλυψης των κατανομών (μεταξύ των δύο σημείων), της καλούμενης «γκρίζας 

ζώνης». 

Το σχήμα λοιπόν και η θέση της καμπύλης παρέχουν πληροφορία σχετικά με τη 

διακριτική ικανότητα της δοκιμασίας (οπτική εκτίμηση). Όσο μεγαλύτερη είναι η κυρτότητα 

της καμπύλης ROC προς την αριστερή άνω γωνία του τετραγώνου, τόσο μεγαλύτερη είναι η 

διακριτική ικανότητα. Όταν η καμπύλη βρίσκεται κοντά στη διαγώνιο, η δοκιμασία έχει 

μικρή ή καμιά διακριτική ισχύ, ενώ η καμπύλη ROC που βρίσκεται κάτω από τη διαγώνιο 
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αφορά σε ευρήματα, των οποίων η απουσία και όχι η παρουσία συνδέεται προς το 

μελετώμενο νόσημα. 

Το εμβαδόν της περιοχής κάτω από την καμπύλη ROC αποτελεί ένα ενδεικτικό 

μέτρο του συνολικού πληροφοριακού περιεχομένου της διαγνωστικής δοκιμασίας 

ανεξάρτητα από το επιλεγμένο διαχωριστικό όριο (ποσοτική εκτίμηση), ανεξάρτητα ,δηλαδή, 

από τον επιπολασμό του νοσήματος και το κόστος και όφελος των εκβάσεων της δοκιμασίας. 

Δεδομένου ότι μια διαγνωστική δοκιμασία δεν είναι κλινικά χρήσιμη εάν δεν μπορεί να 

διακρίνει τους πάσχοντες από τους μη πάσχοντες από το συγκεκριμένο νόσημα για το οποίο 

επιτελείται, η εκτίμηση της συνολικής διακριτικής ικανότητας της δοκιμασίας αποτελεί ένα 

σημαντικό βήμα πριν από τον καθορισμό του βέλτιστου διαχωριστικού ορίου αυτής. 

Το εμβαδόν της περιοχής κάτω από την καμπύλη ROC εκφράζει την πιθανότητα που 

υφίσταται να ταξινομήσει η δοκιμασία ορθά ένα τυχαίο ζεύγος ενός πάσχοντος και ενός μη 

πάσχοντος από το συγκεκριμένο νόσημα ατόμου και λαμβάνει τιμές από 0-1. Μια περιοχή 

ίση με 1 (εμβαδόν του τετραγώνου) αντιπροσωπεύει μια «τέλεια» δοκιμασία και, αντίθετα μα 

περιοχή ίση με 0,5 μια «άχρηστη» δοκιμασία. Η συνολική διακριτική ικανότητα της 

δοκιμασίας είναι τόσο μεγαλύτερη, όσο η περιοχή κάτω από την καμπύλη είναι μεγαλύτερη 

από 0,5 και πλησιάζει το 1. 
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Εικόνα 1.17: Κατανομές συχνότητας των αποτελεσμάτων τριών δοκιμασιών με διαφορετική     

διακριτική ικανότητα και οι αντίστοιχες καμπύλες 

 

1.8.2  ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΔΙΑΓΝΩΣΤΙΚΩΝ ΔΟΚΙΜΑΣΙΩΝ  

Με τη βοήθεια των καμπυλών ROC είναι δυνατή η οπτική και ποσοτική σύγκριση, 

τόσο της συνολικής (ανεξάρτητα από το επιλεγμένο όριο) διακριτικής ικανότητας δύο ή 

περισσοτέρων δοκιμασιών που χρησιμοποιούνται για τη διάγνωση του ίδιου νοσήματος, όσο 

και της διαγνωστικής ποιότητας που αντιστοιχεί σε ένα συγκεκριμένο –στο επιλεγμένο- 

διαχωριστικό όριο κάθε δοκιμασίας. 

Η δοκιμασία της οποίας η καμπύλη ROC εμφανίζει μεγαλύτερη κυρτότητα προς την 

άνω αριστερή γωνία (οπτική εκτίμηση) και επομένως η περιοχή (εμβαδόν) κάτω από αυτή 
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είναι μεγαλύτερη (ποσοτική εκτίμηση), εμφανίζει και τη μεγαλύτερη συνολική διακριτική 

ικανότητα (εικόνα 1.18). 

 

 

Εικόνα 1.18: Συγκριτική αξιολόγηση των δοκιμασιών βάσει των καμπύλων ROC 

 

Για τη σύγκριση διαφορετικών δοκιμασιών, όσον αφορά στη διαγνωστική ποιότητα 

που αντιστοιχεί σε ένα συγκεκριμένο –στο επιλεγμένο- διαχωριστικό όριο κάθε δοκιμασίας, η 

χρησιμοποίηση του θετικού και αρνητικού λόγου πιθανοφανειών είναι πλεονεκτικότερη 

έναντι του παραδοσιακού τρόπου σύγκρισης, που λαμβάνει υπόψη του το %ΑΘ και το %ΑΑ 

αποτελεσμάτων κάθε δοκιμασίας. Παρακάτω περιγράφονται αναλυτικά και γραφικά οι δυο 

μέθοδοι σύγκρισης: 

Έστω, ένα σημείο Α ( Εικόνα 1.19) της καμπύλης ROC, το οποίο αντιστοιχεί στο 

%ΑΘ και %ΑΑ μιας δοκιμασίας (δοκιμασία 1). Από το σημείο αυτό φέρουμε δυο ευθείες 

κάθετες στους άξονες των συντεταγμένων. Όλα τα σημεία που βρίσκονται πάνω στην ευθεία 

ΖΖ΄αντιστοιχούν σε δοκιμασίες των οποίων το %ΑΘ είναι ίδιο και ίσο με αυτό του σημείου 

Α. Τα σημεία πάνω από την ευθεία ΖΖ΄έχουν μεγαλύτερο %ΑΘ από το σημείο Α, ενώ τα 

σημεία κάτω από αυτή μικρότερο.  

Παρομοίως, όλα τα σημεία που βρίσκονται πάνω από την ευθεία ΗΗ΄αντιστοιχούν σε 

δοκιμασίες των οποίων το %ΑΑ είναι ίδιο και ίσο με αυτό του σημείου Α. τα σημεία δεξιά 
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της ευθείας ΗΗ΄έχουν μικρότερο %ΑΑ από το σημείο Α, ενώ τα σημεία αριστερά αυτής 

μεγαλύτερο. 

 

Εικόνα 1.19: Σύγκριση σημείων καμπυλών ROC βάσει των %ΑΘ και %ΑΑ αποτελεσμάτων 

              

 

Εικόνα 1.20: Σύγκριση σημείων καμπυλών ROC βάσει του θετικού (L) και αρνητικού (λ) 

λόγου πιθανοφανειών 
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Όπως φαίνεται στην εικόνα 1.19 οι ευθείες ΖΖ΄ και ΗΗ΄ ορίζουν τέσσερις περιοχές:  

α) Κάθε σημείο Β που βρίσκεται στο τετράπλευρο Ι ανήκει σε μια δεύτερη 

δοκιμασία, η οποία έχει μεγαλύτερο %ΑΘ και %ΑΑ αποτελεσμάτων από τη δοκιμασία 1 

(σημείο Α), οπότε έχει σαφώς μεγαλύτερη διακριτική ικανότητα. 

β) Κάθε σημείο Γ που βρίσκεται στο τετράπλευρο ΙV ανήκει σε μια τρίτη δοκιμασία 

η οποία έχει μικρότερο %ΑΘ και %ΑΑ αποτελεσμάτων από τη δοκιμασία 1, οπότε έχει 

σαφώς μικρότερη διακριτική ικανότητα.  

γ) Σε κάθε σημείο Δ που ανήκει στο τετράπλευρο ΙΙ αντιστοιχεί μεγαλύτερο %ΑΘ 

και μικρότερο %ΑΑ αποτελεσμάτων από εκείνα του σημείου Α. 

δ) Αντίστοιχα για κάθε σημείο Ε που βρίσκεται στο τετράπλευρο ΙΙΙ ισχύει ακριβώς 

το αντίστροφο. 

Τα σημεία Δ και Ε μπορεί να ανήκουν στην ίδια δοκιμασία με το σημείο Α (της 

οποίας η διαγνωστική ποιότητα έχει μεταβληθεί λόγω μετατόπισης του διαχωριστικού ορίου) 

ή σε διαφορετική δοκιμασία. Στην περίπτωση αυτή, βάσει μόνο του %ΑΘ και %ΑΑ 

αποτελεσμάτων δεν είναι ξεκάθαρο ποια δοκιμασία είναι προτιμότερη. 

Με τη χρησιμοποίηση του θετικού (L) και του αρνητικού (λ) λόγου πιθανοφανειών 

αντί των πιθανοφανειών, η σύγκριση της διαγνωστικής ποιότητας που αντιστοιχεί στα 

διάφορα σημεία καθίσταται ευκολότερη και ακριβέστερη. 

Στην εικόνα 1.20 απεικονίζονται γραφικά οι λόγοι πιθανοφανειών που αντιστοιχούν 

στο σημείο Α. Όλα τα σημεία που βρίσκονται πάνω στην ευθεία ΘΘ΄ αντιστοιχούν σε 

δοκιμασίες των οποίων ο L είναι ίδιος και ίσος με αυτόν του σημείου Α. Τα σημεία δεξιά της 

ευθείας έχουν μικρότερο L από το σημείο Α (η κλίση της ευθείας είναι μικρότερη) ενώ τα 

σημεία αριστερά αυτής μεγαλύτερο. 

Παρομοίως, όλα τα σημεία που βρίσκονται πάνω στην ευθεία ΚΚ΄αντιστοιχούν σε 

δοκιμασίες των οποίων ο λ είναι ίδιος και ίσος με αυτόν του σημείου Α. Τα σημεία πάνω από 

την ευθεία ΚΚ΄έχουν μικρότερο λ από το σημείο Α, ενώ τα σημεία κάτω από αυτή 

μεγαλύτερο. 

Όπως φαίνεται στην εικόνα 1.20, οι ευθείες ΘΘ΄ και ΚΚ΄ ορίζουν τέσσερις νέες πολύ 

σημαντικές περιοχές, τις Ι΄, ΙΙ΄, ΙΙΙ΄, ΙV΄. Από τη σύγκριση (οπτική) των λόγων πιθανοφάνειας 

στα σημεία Β, Γ, Δ, Ε που βρίσκονται σε καθεμιά από αυτές τις περιοχές με τους λόγους 

πιθανοφάνειας στο Α, προκύπτουν οι σχέσεις και ερμηνείες που περιλαμβάνονται στον 
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πίνακα παρακάτω. Επισημαίνεται ότι όσο μεγαλύτερη είναι η τιμή του L , τόσο μεγαλύτερη 

είναι η διαγνωστική συμβολή του θετικού αποτελέσματος της δοκιμασίας. Αντίθετα, η 

διαγνωστική συμβολή του αρνητικού αποτελέσματος της δοκιμασίας είναι τόσο μεγαλύτερη, 

όσο μικρότερη είναι η τιμή του λ (όσο προσεγγίζει το 0). 

 

Περιοχή Λόγοι     

πιθανοφανειών 

Ερμηνεία 

Η διακριτική ικανότητα της συγκρινόμενης με  

την «Α» δοκιμασία («Β, Δ, Ε, Γ») είναι: 

Ι΄ LB>LA και λΒ<λΑ Γενικά μεγαλύτερη 

ΙΙ΄ LΔ<LΑ και λΔ<λΑ Μεγαλύτερη για την επιβεβαίωση της απουσίας  

του νοσήματος 

ΙΙΙ΄ LΕ>LΑ και λΕ<λΑ Μεγαλύτερη για την επιβεβαίωση της παρουσίας 

του νοσήματος 

IV΄ LΓ<LΑ και λΓ>λΑ Γενικά μικρότερη 

Πίνακας 1.7: Σύγκριση διαφορετικών δοκιμασιών όσον αφορά στη διαγνωστική ποιότητά 

τους, που αντιστοιχεί σε συγκεκριμένο ΔΟ, βάσει των L και λ. 

 

Μια δοκιμασία είναι δυνατόν να έχει μικρότερο %ΑΑ ή %ΑΘ (περιοχή Ι΄) από τη 

συγκρινόμενη με αυτή δοκιμασία (σημείο Α)  και παρόλα’ αυτά να έχει γενικά μεγαλύτερη 

διακριτική ικανότητα (όσον αφορά στη διάγνωση τόσο της παρουσίας όσο και της απουσίας 

του νοσήματος). Οι δοκιμασίες αυτές (σημεία) βρίσκονται στις περιοχές σ και 

σ΄(παρατίθενται στο παρακάτω σχήμα).  

Σε σχέση με το σημείο Α, η διακριτική ικανότητα που αντιστοιχεί στα σημεία 

(δοκιμασίες) της περιοχής σ είναι γενικά μεγαλύτερη, καθώς το κέρδος από την αύξηση του 

%ΑΘ είναι αρκετό για να αντισταθμίσει την απώλεια λόγω μείωσης του %ΑΑ. Παρομοίως, 

σε σχέση με το σημείο Α, η διακριτική ικανότητα που αντιστοιχεί στα σημεία (δοκιμασίες) 
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της περιοχής σ΄είναι γενικά μεγαλύτερη, καθώς το κέρδος από την αύξηση του %ΑΑ είναι 

αρκετό για να αντισταθμίσει την απώλεια λόγω μείωσης του %ΑΘ. Αντίθετα στις περιοχές τ, 

τ΄ η απώλεια σε σχέση με το κέρδος από τη μεταβολή στη διαγνωστική ποιότητα της 

δοκιμασίας είναι αρκετά μεγάλη, έτσι ώστε η διακριτική ικανότητα αυτής να είναι σημαντικά 

μικρότερη. 

 

Εικόνα 1.21: Περιοχές «διαπραγμάτευσης» του %ΑΘ και %ΑΑ αποτελεσμάτων 

 

1.8.3 ΕΠΙΛΟΓΗ ΤΟΥ ΒΕΛΤΙΣΤΟ Υ ΔΙΑΧΩΡΙΣΤΙΚΟΥ ΟΡΙΟΥ ΜΙΑΣ 

ΔΟΚΙΜΑΣΙΑΣ 

 

Η χρήση της καμπύλης ROC γίνεται συναρτήσει της θεωρίας λήψης των κλινικών 

αποφάσεων και τη θεωρία της προσδοκώμενης χρησιμότητας για την επιλογή του βέλτιστου 

διαχωριστικού ορίου μιας δοκιμασίας. 

Το βέλτιστο ΔΟ συνίσταται σε εκείνον το συνδυασμό του ποσοστού των αληθώς 

θετικών και του ποσοστού των ψευδώς θετικών αποτελεσμάτων της δοκιμασίας που 

μεγιστοποιεί την προσδοκώμενη χρησιμότητα (expected utility) όταν εφαρμόζεται σε ένα 

συγκεκριμένο κλινικό πρόβλημα. ¨Εχει ήδη αναφερθεί ότι η επιλογή του βέλτιστου 

διαχωριστικού ορίου είναι ισοδύναμη με την επιλογή ενός σημείου πάνω στην καμπύλη ROC 

το οποίο βρίσκεται πλησιέστερα στην άνω αριστερή γωνία του τετραγώνου (όπου το %ΑΘ 

και το %ΑΑ είναι ίσα με 1), η χρησιμοποίηση του οποίου δίνει το μεγαλύτερο αριθμό 

αληθών αποτελεσμάτων (θετικών ή αρνητικών) και το μικρότερο αριθμό ψευδών 

αποτελεσμάτων (θετικών ή αρνητικών). Το ΔΟ αυτό αποτελεί το βέλτιστο θεωρητικά ΔΟ της 
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δοκιμασίας, εάν σκοπός είναι απλά η μεγιστοποίηση του αριθμού των αληθών 

αποτελεσμάτων ή αλλιώς η ελαχιστοποίηση του αριθμού των ψευδών αποτελεσμάτων. 

Ωστόσο όμως για τον καθορισμό του βέλτιστου ΔΟ που πρόκειται να χρησιμοποιηθεί 

στην κλινική πράξη, λαμβάνονται υπόψη και άλλοι παράγοντες, όπως: 

1. Ο επιπολασμός του νοσήματος ή αλλιώς η πιθανότητα του νοσήματος 

πριν από την εφαρμογή της διαδικασίας. Εάν για παράδειγμα ο επιπολασμός του 

νοσήματος είναι μικρός και η διαθέσιμη θεραπεία δαπανηρή και με σοβαρές 

ανεπιθύμητες ενέργειες, είναι προτιμότερη η μετακίνηση του ΔΟ προς τα κάτω-

αριστερά, δηλαδή προς τις περισσότερο «παθολογικές» τιμές, σε μια προσπάθεια να 

μειωθεί ο αριθμός των ψευδώς θετικών αποτελεσμάτων. Αντίθετα, εάν ο 

επιπολασμός είναι μεγάλος και οι συνέπειες από τη μη χορήγηση θεραπείας σοβαρές, 

είναι προτιμότερη η μετακίνηση του ΔΟ προς τα πάνω δεξιά, δηλαδή προς τις 

περισσότερο «φυσιολογικές» τιμές ώστε να μειωθεί ο αριθμός των ψευδώς 

αρνητικών αποτελεσμάτων. 

 

2. Το αναμενόμενο «καθαρό όφελος» (net benefit) από τη θεραπεία των 

νοσούντων ατόμων που σχετίζεται με τα ψευδώς αρνητικά αποτελέσματα  

 

3. Το αναμενόμενο «καθαρό κόστος» (net cost) από τη θεραπεία των μη 

νοσούντων που σχετίζεται με τα ψευδώς θετικά αποτελέσματα της δοκιμασίας. 

 

Οι παραπάνω παράγοντες συνδυάζονται σε έναν τύπο με βάση τον οποίο 

υπολογίζεται η κλίση της καμπύλης ROC στο σημείο όπου αντιστοιχεί το βέλτιστο 

διαχωριστικό όριο. Για την παραγωγή αυτού του τύπου χρησιμοποιείται το παρακάτω 

δένδρο απόφασης: 
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Εικόνα 1.22: Δέντρο απόφασης για την επιλογή του βέλτιστου ΔΟ. 

 

Ως Δ+ ορίζεται το θετικό αποτέλεσμα μιας δοκιμασίας, οπότε και ο άρρωστος θα 

πρέπει να υποβληθεί σε θεραπεία (Θ+). Αντίστοιχα ορίζεται το αρνητικό αποτέλεσμα μιας 

διαδικασίας Δ- οπότε και ο άρρωστος δεν υποβάλλεται σε θεραπεία (Θ-). Σε κάθε περίπτωση 

τα ενδεχόμενα ως προς την πραγματική κατάσταση του αρρώστου είναι να πάσχει ο 

άρρωστος από το νόσημα (Ν+) ή να μην πάσχει (Ν-). Η πιθανότητα παρουσίας του 

νοσήματος δεδομένου του αποτελέσματος Δ της δοκιμασίας παριστάνεται με p(N+/Δ) ενώ η 

πιθανότητα απουσίας του νοσήματος με p(N-/Δ). 

 

Ως Χ(Δ+,Θ+/Ν+) ορίζεται η χρησιμότητα να χαρακτηριστεί ο άρρωστος από την 

δοκιμασία ως πάσχων (Δ+) και να του χορηγηθεί θεραπεία (Θ+), δεδομένου ότι πραγματικά 

πάσχει από το νόσημα (Ν+), ή, αλλιώς, είναι η χρησιμότητα του αληθώς θετικού 

αποτελέσματος της δοκιμασίας ΧΑΘ. 

 

Παρόμοια ορίζονται και η χρησιμότητα του ψευδώς θετικού αποτελέσματος ΧΨΘ, 

Χ(Δ+,Θ+/Ν-), η χρησιμότητα ΧΨΑ του ψευδώς αρνητικού αποτελέσματος Χ(Δ-,Θ-/Ν+), και η 

χρησιμότητα ΧΑΑ του αληθώς αρνητικού αποτελέσματος της δοκιμασίας Χ(Δ-,Θ-/Ν-). 

 

Είναι φανερό ότι όφελος από τη χορήγηση της θεραπείας θα έχουν μόνο οι άρρωστοι 

που πάσχουν από το συγκεκριμένο νόσημα. Αντίθετα η χορήγηση θεραπείας σε μη πάσχοντες 

ή η μη χορήγηση σε πάσχοντες, συνοδεύεται από κόστος
2
.  

Η διαφορά μεταξύ της χρησιμότητας χορήγησης θεραπείας σε πάσχοντες (αληθώς 

θετικό αποτέλεσμα) και της χρησιμότητας μη χορήγησης θεραπείας σε πάσχοντες (ψευδώς 

αρνητικό αποτέλεσμα) εκφράζει το «καθαρό όφελος» της δοκιμασίας: 

«καθαρό όφελος»: Ο= Χ(Δ+,Θ+/Ν+) - Χ(Δ-,Θ-/Ν+)= Χ
ΑΘ

 - Χ
ΨΑ        (1) 

Η διαφορά μεταξύ της χρησιμότητας μη χορήγησης θεραπείας σε μη πάσχοντες 

(αληθώς αρνητικό αποτέλεσμα) και της χρησιμότητας χορήγησης θεραπείας σε μη πάσχοντες 

(ψευδώς θετικό αποτέλεσμα) εκφράζει το «καθαρό κόστος» της δοκιμασίας: 

 

                                                           
2
 Η έννοια του κόστους είναι γενικότερη και αφορά σε συνέπειες από τη μη θεραπεία του 

νοσήματος, τις ανεπιθύμητες ενέργειες των φαρμάκων, την υποβάθμιση της ποιότητας ζωής του 

αρρώστου και το οικονομικό κόστος. 
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«καθαρό κόστος»: Κ= Χ(Δ-,Θ-/Ν+) - Χ(Δ+,Θ+/Ν-)= Χ
ΑΑ

 - Χ
ΨΘ       (2) 

 

Η προσδοκώμενη χρησιμότητα (ΠΧ) κάθε κόμβου τύχης υπολογίζεται 

πολλαπλασιάζοντας τη χρησιμότητα με την αντίστοιχη πιθανότητα κάθε έκβασης και 

αθροίζοντας στη συνέχεια τα γινόμενα αυτά. Έτσι, η προσδοκώμενη χρησιμότητα ορισμού 

του αποτελέσματος της δοκιμασίας ως θετικού [ΠΧ(Δ+)] ισούται με: 

 

ΠΧ(Δ+)= Χ
ΑΘ

   p(N+/Δ) + Χ
ΨΘ

   p(N-/Δ)             (3) 

 

Ανάλογα ορίζεται η προσδοκώμενη χρησιμότητα του αρνητικού αποτελέσματος της 

δοκιμασίας και ισούται με: 

 

ΠΧ(Δ-)= Χ
ΨΑ

   p(N+/Δ) + Χ
ΑΑ

   p(N-/Δ)               (4) 

 

Η τιμή του αποτελέσματος Δ της δοκιμασίας για την οποία είμαστε αδιάφοροι μεταξύ 

των δυο εναλλακτικών επιλογών, δηλαδή μεταξύ της απόφασης να οριστεί το αποτέλεσμα 

της δοκιμασίας θετικό και να χορηγηθεί θεραπεία ή να οριστεί αρνητικό και να μην 

χορηγηθεί θεραπεία, αποτελεί το βέλτιστο διαχωριστικό όριο της δοκιμασίας. Στο σημείο 

αυτό, η προσδοκώμενη χρησιμότητα του θετικού αποτελέσματος της δοκιμασίας ισούται με 

την προσδοκώμενη χρησιμότητα του αρνητικού αποτελέσματος. Έτσι εξισώνοντας τις δύο 

τελευταίες σχέσεις προκύπτει: 

 

( )( / )
(5)

( / ) ( )

p N

p N

 

 

  


   
 

 

Με αντικατάσταση των (1), (2) στην (5) προκύπτει ότι: 

 

( / )

( / )

p N

p N

  


  
                              (6) 

 

Ο αριστερός όρος της σχέσης (5) αποτελεί το odds της εκ των υστέρων πιθανότητας 

του νοσήματος δεδομένου του αποτελέσματος Δ της δοκιμασίας, το οποίο δίνεται από τον 

τύπο του Bayes ως εξής: 

 

( / ) ( )

( / ) ( )

p N p N

p N p N

  
 

  
                (7) 
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όπου ΛΠ ο λόγος πιθανοφανειών του αποτελέσματος Δ της δοκιμασίας. 

 

Από την εξίσωση των σχέσεων (5), (6) προκύπτει ότι: 

 

( )

( )

p N

p N

 
  

 
                            (8) 

 

Ωστόσο όμως ο λόγος πιθανοφανειών του αποτελέσματος Δ της δοκιμασίας που 

αντιστοιχεί σε ένα συγκεκριμένο σημείο της καμπύλης ROC ισούται με την κλίση της 

καμπύλης ROC (εφγ) στο σημείο αυτό. Έτσι ο προηγούμενος τύπος γράφεται τελικά ως εξής: 

 

1 ( )

( )

p N K

p N O


 
 


 

 

Από τον τελευταίο τύπο προκύπτει ότι το βέλτιστο διαχωριστικό όριο της δοκιμασίας 

αντιστοιχεί στο σημείο όπου η κλίση της καμπύλης ROC, δηλαδή η κλίση της εφαπτομένης 

στο σημείο αυτό της ευθείας, ισούται με το γινόμενο του odds της απουσίας του νοσήματος 

επί το λόγο του καθαρού κόστους από τη θεραπεία των μη νοσούντων (κόστος των ψευδώς 

θετικών αποτελεσμάτων), προς το καθαρό όφελος από τη θεραπεία των νοσούντων (κόστος 

των ψευδώς αρνητικών αποτελεσμάτων). Αυτό το διαχωριστικό όριο εξασφαλίζει τη 

βέλτιστη αναλογία ψευδώς θετικών και ψευδώς αρνητικών αποτελεσμάτων της δοκιμασίας, 

δεδομένου του επιπολασμού του νοσήματος και του σχετικού βαθμού προτίμησης των 

ψευδώς θετικών έναντι των ψευδώς αρνητικών αποτελεσμάτων, ο οποίος εκφράζεται από το 

λόγο Κ/Ο. 

 

1.8.4  ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Έστω ότι ο επιπολασμός ενός νοσήματος είναι ίσος με 0,23 και ο λόγος του κόστους 

προς το όφελος μιας υποθετικής δοκιμασίας για την διάγνωση του συγκεκριμένου νοσήματος 

είναι Κ/Ο=1/4. Τότε η κλίση της εφαπτομένης στην καμπύλη ROC ευθείας, στο σημείο όπου 

αντιστοιχεί το βέλτιστο ΔΟ της δοκιμασίας, ισούται με: 

  1 0,23/ 0,23 1/ 4 0,84      
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Η ευθεία με κλίση 0,84 εφάπτεται στην καμπύλη ROC στο σημείο Α στο οποίο 

αντιστοιχούν %ΑΘ=0,74 ,%ΨΘ=0,34, θετικός λόγος πιθανοφάνειας L = 2.2  και αρνητικός 

λόγος πιθανοφάνειας λ = 0,39. 

Παρατηρούμε ότι: 

1. Όταν ο λόγος Κ/Ο παραμένει σταθερός, όσο μικραίνει ο 

επιπολασμός του νοσήματος, η κλίση της γωνίας γ μεγαλώνει. Δηλαδή, το ΔΟ 

μετακινείται προς τις «παθολογικές» τιμές (σημεία καμπύλης κάτω αριστερά), οπότε 

μειώνεται ο αριθμός των ψευδώς θετικών αποτελεσμάτων. Αντίθετα, όσο μεγαλώνει 

ο επιπολασμός του νοσήματος, η κλίση της γωνίας γ μικραίνει. Δηλαδή, το ΔΟ 

μετακινείται προς τις ¨φυσιολογικές» τιμές (σημεία καμπύλης πάνω δεξιά), οπότε 

μειώνεται ο αριθμός των ψευδώς αρνητικών αποτελεσμάτων. 

2. Όταν ο επιπολασμός του νοσήματος παραμένει σταθερός, όσο 

μεγαλώνει ο λόγος Κ/Ο, δηλαδή όσο αυξάνει το κόστος των ψευδώς θετικών σε 

σχέση με το κόστος των ψευδώς αρνητικών, η κλίση της γωνίας γ μεγαλώνει. Οπότε 

το ΔΟ μετακινείται προς τις «παθολογικές» τιμές , με συνέπεια τη μείωση του 

αριθμού των ψευδώς θετικών αποτελεσμάτων. Αντίθετα, όσο μικραίνει ο λόγος Κ/Ο, 

δηλαδή όσο αυξάνει το κόστος των ψευδώς αρνητικών σε σχέση με το κόστος των 

ψευδώς θετικών, η κλίση της γωνίας γ μικραίνει. Οπότε το ΔΟ μετακινείται προς τις 

«φυσιολογικές» τιμές , με συνέπεια τη μείωση του αριθμού των ψευδώς αρνητικών 

αποτελεσμάτων. 

 

Σχήμα 1.3. Προσδιορισμός του βέλτιστου ΔΟ μιας υποθετικής δοκιμασίας. Εάν από το άκρο Γ ενός 

διαστήματος ΒΓ μήκους , έστω 30mm, που βρίσκεται πάνω στην προέκταση του οριζόντιου άξονα, 

φέρουμε ένα διάστημα ΓΔ κάθετο προς τον οριζόντιο άξονα μήκους ίσου με 0,84*30=25 mm, τότε η 
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ευθεία ΒΔ θα έχει κλίση ίση με 0,84 ( αφού εφγ=ΓΔ/ΒΓ). Επομένως η εφαπτομένη στην καμπύλη 

ROC ευθεία με κλίση 0,84 θα είναι μια ευθεία παράλληλη προς τη ΒΔ που εφάπτεται της καμπύλης 

στο Α. Το σημείο Α (%ΑΘ=0,74, %ΨΘ=0,34) αποτελεί το βέλτιστο διαχωριστικό όριο της 

δοκιμασίας. 

 

1.9 ΣΥΝΔΕΣΗ ΤΩΝ ΚΑΜΠΥΛΩΝ ROC ΜΕ ΤΗΝ ΚΛΑΣΙΚΗ 

ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

Η σχέση των καμπυλών ROC με την κλασσική Στατιστική Θεωρία των ελέγχων 

υποθέσεων είχε γίνει αντιληπτή από τους πρωτεργάτες της ανάλυσης καμπύλων ROC (Swets 

1996). 

Συγκεκριμένα, στο πρόβλημα του ελέγχου μιας απλής στατιστικής υπόθεσης 

0 0:H f f  έναντι μιας απλής εναλλακτικής υπόθεσης :A AH f f , αν αντιστοιχίσουμε 

στην κατανομή της μηδενικής υπόθεσης αυτήν των υγιών και στην κατανομή της 

εναλλακτικής υπόθεσης αυτήν των ασθενών, τότε το σημείο απόφασης αντιστοιχεί στο 

σημείο που ορίζει το επίπεδο σημαντικότητας (ή σφάλμα τύπου Ι) το οποίο είναι,  

0 0 0( ) ( )
C

a P ό H H f x dx     

όπου C η κρίσιμη περιοχή (Lindgren 1993) ή αλλιώς η περιοχή δεξιά του σημείου απόφασης, 

αντίστοιχα:  

( ) ( )D

C

FP P έ έ D D f x dx          

Όμοια, για την απλή εναλλακτική υπόθεση AH  μπορεί να οριστεί το σφάλμα τύπου 

ΙΙ και η ισχύς: 

1 ( ) ( )A A A

C

P ό H H f x dx         

που αντιστοιχεί στο κλάσμα TP: 

( ) ( )D

C

TP P έ έ D D f x dx          

Μεταβάλλοντας το επίπεδο σημαντικότητας και παίρνοντας το γράφημα που ορίζουν 

τα (α,1-β) ορίζουμε την αντίστοιχη της ROC καμπύλης για τον έλεγχο της απλής μηδενικής 
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υπόθεσης 
0H  έναντι της εναλλακτικής υπόθεσης 

AH . Η αντιστοίχιση των δύο παράλληλων 

ορισμών φαίνεται στον παρακάτω πίνακα: 

 

 

Απόφαση   

  

 

GS 

Ιατρικός έλεγχος 

       Μη-απόρριψη      Απόρριψη  

 

    D- 

 

     

D+ 

      

Ηο 

Ηο 

 

 

 

1-α 

 

β 

Ηο 

 

 

 

α 

 

1-β 

 

 TN 

 

   FN 

 

FP 

 

TP 

ΑΛΗΘΗΣ 

 

ΨΕΥΔΗΣ 

D- 

 

D+ 

 

Πίνακας 1.8. Αντιστοιχία ελέγχων υποθέσεων με τις καμπύλες ROC 

 

Μια αναλυτική προσέγγιση στο θέμα της αναλογίας της ανάλυσης των καμπύλων 

ROC και της κλασικής στατιστικής θεωρίας υπάρχει στην εργασία των Browner, Newman 

(1987).  

 

1.10 Η KAMΠΥΛΗ ROC ΩΣ ΤΥΧΑΙΟΣ ΠΕΡΙΠΑΤΟΣ  

Ας επανέλθουμε στην κατασκευή µιας καµπύλης ROC στη συνεχή περίπτωση µε ένα 

παράδειγμα. Έστω οι µετρήσεις 2, 3, 5 για n=3 υγιείς και οι µετρήσεις 1, 4, 7, 9 για m=4 

ασθενείς. Η εμπειρική καµπύλη ROC κατασκευάζεται ως εξής: 

 ∆ιατάσσουµε το δείγµα όλων των µετρήσεων 1, 2, 3, 4, 5, 7, 9 (µε έντονα οι υγιείς) 

 Παίρνουµε από ένα σηµείο απόφασης µεταξύ κάθε ζεύγους µετρήσεων και δύο 

επιπλέον σηµεία πριν και µετά από όλες τις µετρήσεις, π.χ. c = (0.5, 1.5, 2.5, 3.5, 4.5, 

5.5, 7.5, 9.5). 
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 Ορίζονται σε αυτήν την περίπτωση τα ζεύγη των εσφαλµένα θετικών και ορθώς 

θετικών ποσοστών (FP, TP) για το διάνυσµα c των σηµείων απόφασης: {(1, 1), (1, 

0.75), (0.66, 0.75), (0.33, 0.75), (0.33, 0.5), (0, 0.5), (0, 0.25), (0, 0)}. 

 Η πολυγωνική γραµµή που ορίζουν τα ζεύγη (FP, TP) είναι η καµπύλη ROC που 

προκύπτει : 

 

Εικόνα 1.23: Εμπειρική καμπύλη ROC 

 

Η καµπύλη ROC της εικόνας 1.23 είναι ένας τυχαίος περίπατος από το σηµείο (1, 1) 

στο (0, 0), µε βήµα 1/4 προς τα κάτω όταν η επόµενη µέτρηση προέρχεται από ασθενή και 

βήµα 1/3 προς τα αριστερά όταν η επόµενη µέτρηση προέρχεται από υγιή. 

Στη γενική περίπτωση, για δείγµατα µεγέθους n, m που προέρχονται από υγιείς και 

ασθενείς αντίστοιχα, η εµπειρική καµπύλη ROC είναι ο τυχαίος περίπατος από το σηµείο (1, 

1) στο σηµείο (0, 0) µε βήµα 1/m προς τα κάτω όταν η επόµενη µέτρηση (από τις 

διατεταγµένες, συνολικές µετρήσεις) προέρχεται από το δείγµα των ασθενών και βήµα 1/n 

προς τα αριστερά όταν η επόµενη µέτρηση προέρχεται από το δείγµα των υγιών. 

 

 

1.11 ΕΜΒΑΔΟΝ ΚΑΤΩ ΑΠΟ ΤΗΝ ΚΑΜΠΥΛΗ ROC  

1.11.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Έστω Χ1, Χ2,…, Χn και Y1, Y2,…,Ym οι μετρήσεις των υγιών και ασθενών που 

προκύπτουν από έναν διαγνωστικό έλεγχο και F1, F0 οι αντίστοιχες συναρτήσεις κατανομής. 

Για ένα συγκεκριμένο διαχωριστικό σημείο c ορίζονται οι 1( ) 1 ( )TP c q F c    και 
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0( ) 1 ( )FP c p F c   . Η θεωρητική καμπύλη ROC είναι το γράφημα των 

0 1(1 ( ),1 ( ))F c F c   για όλες τις πιθανές τιμές του c,  ,c   . Ισοδύναμα ορίζεται ως 

το γράφημα των ( , )p q  όπου το p κυμαίνεται από το 0 εώς το 1 και  

11 ( (1 ))q F G p      (1) 

Το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη ROC ορίζεται ως η περιοχή κάτω από την 

προαναφερθείσα καμπύλη.  

Ο δείκτης αυτός του εμβαδού (ΑUC) χρησιμοποιείται για την περιγραφή της 

ικανότητας διαχωρισμού υγιών – ασθενών ενός διαγνωστικού ελέγχου. Οι εκτιμητές 

ποικίλουν ανάλογα με τη μέθοδο προσαρμογής που ακολουθείται. Παρακάτω περιγράφονται 

συνοπτικά οι μέθοδοι αυτοί: 

 

1.11.2 ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΠΕΡΙΟΧΗΣ ΚΑΤΩ ΑΠΟ ΤΗ ΚΑΜΠΥΛΗ ROC- 

ΜΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 

 

Για τη μη-παραμετρική περίπτωση το εμβαδόν υπολογίζεται από τον κανόνα του 

τραπεζίου ή ισοδύναμα από το στατιστικό   των  ilcoxon – Mann –  hitney σύμφωνα με 

τη σχέση:  

U

mn
   

Έστω Χ1, Χ2,…, Χn οι ανεξάρτητες μεταξύ τους μετρήσεις των υγιών από συνεχή 

συνάρτηση κατανομής F0 και Y1, Y2,…,Ym οι ανεξάρτητες μεταξύ τους μετρήσεις των 

ασθενών από συνεχή συνάρτηση κατανομής F1. Τότε, FP(c)=1-F0(c) και TP(c)=1-F1(c), 

 ,c   και η καμπύλη ROC ορίζεται από τα σημεία (1-F0(c), 1-F1(c)). Το εμβαδόν 

κάτω από την καμπύλη ROC ορίζεται ως εξής: 

   
1

0 1

0

( )F c dF c P X Y   

Δηλαδή, θ= Ρ(Χ<Υ). Οι κατανομές F0, F1 εκτιμώνται από τις εμπειρικές τους 

κατανομές. 
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Στην πράξη το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη ROC μπορεί να υπολογιστεί από το 

συνολικό αριθμό των ζευγών Χ<Υ (έστω U) προς το συνολικό πλήθος των ζευγών (Χ, Υ) 

που ισούται με mn. Αν Ι η δείκτρια συνάρτηση, τότε 

 
1 1ˆ

n m

i j

i j

I X Y
U

mn mn


 



 


 

Ο ̂  είναι ένας αμερόληπτος εκτιμητής του θ και αν F0, F1 εντελώς άγνωστες, τότε ο 

̂  έχει ελάχιστη διασπορά μεταξύ των εκτιμητών του θ. Ο αριθμητής U είναι το στατιστικό 

Wilcoxon-Mann-Whitney. Εν τέλει το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη ROC όπως αυτό 

υπολογίζεται από τον κανόνα του τραπεζίου με βάση τα σημεία ( , )i iFP TP , 1,2,...,i k  στο 

τετράγωνο [0,1] [0,1]  είναι ακριβώς ̂ . 

Διάφορες εκφράσεις για τη διακύμανση του ̂  έχουν δοθεί. Η πιο εύχρηστη στην 

περίπτωση των καμπυλών ROC είναι η εξής: 

 
       2 2

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 1

ˆ
m Q n Q

Var
mn

   


      
    (2) 

όπου  1 ,i j i lQ P X Y X Y   ,  2 ,i j k jQ P X Y X Y   , , 1,...,i k n , και 

, 1,...,j l m  όπως αυτή προκύπτει από την απόδειξη του Lehmann για τη διακύμανση του 

στατιστικού Mann-Whitney υπό την υπόθεση Η1. 

Επιπλέον 

 
 

ˆ
~ 0,1

ˆ
N

Var

 




 καθώς ,n m και η ασυμπτωτική κανονικότητα 

ισχύει ικανοποιητικά για , 8n m  . Ένα άνω φράγμα για τη διακύμανση του ̂  δίνεται από τη 

σχέση  
 
 

max

ˆ ˆ1
ˆ

max ,
Var

n m

 



 .  

 

Μια επεξήγηση για το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη ROC είναι ότι εκφράζει την 

πιθανότητα ένα ζεύγος μετρήσεων, μιας από τους υγιείς και μιας από τους ασθενείς, να 

ταξινομηθεί με τη σωστή σειρά, δηλαδή η μέτρηση του ασθενούς να είναι υψηλότερη από αυτή 

του υγιούς. Αντίστοιχα η ποσότητα Q1 στην έκφραση της διακύμανσης εκφράζεται ως η 

http://translate.googleusercontent.com/translate_c?hl=el&sl=en&tl=el&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Mann%25E2%2580%2593Whitney_U&rurl=translate.google.gr&usg=ALkJrhjca9Ire4N6cd8z_R2gv1hnWeEU2Q
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?hl=el&sl=en&tl=el&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Mann%25E2%2580%2593Whitney_U&rurl=translate.google.gr&usg=ALkJrhjca9Ire4N6cd8z_R2gv1hnWeEU2Q
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πιθανότητα δύο τυχαία επιλεγμένες μετρήσεις ασθενών να είναι υψηλότερες από μια μέτρηση 

υγιούς και η ποσότητα Q2 ως η πιθανότητα μια τυχαία επιλεγμένη μέτρηση ασθενούς να είναι 

υψηλότερη από δύο τυχαία επιλεγμένες μετρήσεις υγιών. Οι ποσότητες 1Q , 2Q  έχουν αρκετά 

περίπλοκη έκφραση ανάλογα με τις υπεισερχόμενες κατανομές 0F , 1F . 

Όταν οι τελευταίες είναι εκθετικές κατανομές τότε αποδεικνύεται ότι, 1
2

Q






 και 

2

2

2

1
Q







. Χρησιμοποιώντας τις τελευταίες σχέσεις για τα 1Q , 2Q  προσεγγίζονται 

ικανοποιητικά οι πραγματικές τιμές των διακυμάνσεων για ένα μεγάλο εύρος κατανομών 0F , 

1F  και είναι αυτές που χρησιμοποιούνται συχνότερα στην πράξη. 

Υπό τη μηδενική υπόθεση για το στατιστικό Mann- hitney η διακύμανση είναι: 

( 1)

12

mn m n
VarU

 
  

οπότε για το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη θα ισχύει: 

1

12

m n
Var

mn


 
  

1.11.3 ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΜΕ ΤΟ ΔΙΚΑΝΟΝΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ  

 

Το δικανονικό μοντέλο είναι ευρέως διαδεδομένο και χρησιμοποιείται τόσο για 

διακριτά όσο και για συνεχή δεδομένα. Έχει αποδειχθεί εμπειρικά ότι η λεία καμπύλη     με 

βάση αυτό το μοντέλο προσαρμόζεται πολύ ικανοποιητικά στα δεδομένα άσχετα με τις 

πραγματικές κατανομές προέλευσης υγιών και ασθενών και αυτό γιατί το δικανονικό μοντέλο 

μπορεί να δώσει ως αποτέλεσμα μεγάλη ποικιλία σχημάτων για την καμπύλη, ιδιότητα πολύ 

σημαντική για την καλή προσαρμογή του μοντέλου  καθώς το σχήμα της καμπύλης ROC 

εξαρτάται από τις υπεισερχόμενες κατανομές υγιών – ασθενών. 

Όσον αφορά τώρα το δικανονικό μοντέλο, οι παρατηρήσεις είναι ανεξάρτητες μεταξύ 

τους, περιορίζονται σε μια βαθμολογημένη κλίμακα διακριτών αποτελεσμάτων 

1 2 1, ,..., nR R R   και ότι για κάθε παρατήρηση γνωρίζουμε αν αυτή προέρχεται από υγιή ή 

ασθενή.  
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Έστω Χ~Ν(μ0, σ0
2
) η κατανομή που ακολουθούν οι υγιείς και Υ~Ν(μ1, σ1

2
) οι 

ασθενείς. Αν και καταγράφονται μόνο τα αποτελέσματα , 1,..., 1jR j n   στη διακριτή 

κλίμακα θεωρείται ότι αυτά προέρχονται από τις προηγούμενες συνεχείς κανονικές 

κατανομές ή μπορούν να μετασχηματιστούν κατάλληλα ώστε να προέρχονται από αυτές. 

Υπάρχει δηλαδή ένα σύνολο σημείων απόφασης , 1,...,jz j n  τέτοιο ώστε: 

a) Aν 1z   το αποτέλεσμα είναι 1R  

b) Aν nz   το αποτέλεσμα είναι 1nR   

c) Aν 
1j jz z     το αποτέλεσμα είναι 

1,jR j n   

και όμοια για τα Υ (αναφέρουμε ότι προστίθενται και τα σημεία απάφασης 0z    και 

1nz    ). Συμβολίζουμε με 0F  την κατανομή των υγιών και με 1F  την κατανομή των 

ασθενών αντίστοιχα. Έστω, ( ) , 0,1 1,..., 1j i ijP R F P i j n     και ο 

καταγεγραμμένος αριθμός των παρατηρήσεων στα κελιά του πίνακα διπλής εισόδου 

διαστάσεων (2   n+1) που ορίζεται είναι 
ijr . Σύμφωνα με το πολυωνυμικό μοντέλο η 

συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι: 

1 1 i jrn

ij

i j

L P


  

1
1

0
log log

n

ij iji
j

l L r P



    

Όμως : 

0 1( ) ( )j j jP z z    και 
1 1( ) ( )j j jP bz a bz a     

 

όπου 1 0

1

a
 




  και 0

1

b



  αφού Χ~Ν(μ0, σ0

2
) και Υ~Ν(μ1, σ1

2
) τότε 

0

0

X
Z






 ~ (0,1)N  και 0

1

0

Y
Z






 ~

2

1 0 1

2

0 0

,N
  

 

 
 
 

, δηλαδή 
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1 0
1

0

1

0

Z
 










~ (0,1)N 0 1 0
1

1 1

[ ]Z
  

 


  ~ (0,1)N  

Τελικά,  

 
1

0 1 1 1

1

log( ( ) ( )) log( ( ) ( ))
n

j j j j j j

j

l r z z r bz a bz a


 



         

 

Μεγιστοποιώντας την παραπάνω σχέση παίρνουμε επαρκείς εκτιμητές για τα α, b και 

, 1,...,jz j n  οι οποίες δίνονται παρακάτω: 

1

0( )j jz   όπου 
1 .

0,1
k

ij

ik

j i

r
i

r




   

και για τα α, b από τις εκτιμήσεις τους από την παλινδρόμηση: 

1

0( )k kbz a    

Συνεπώς έχοντας περιγράψει συνοπτικά πως προκύπτουν οι εκτιμητές του 

δικανονικού μοντέλου αναφέρουμε ότι όταν η καμπύλη προσαρμόζεται με το δικανονικό 

μοντέλο το εμβαδόν της περιοχής κάτω από αυτήν δίνεται από τον παρακάτω τύπο: 

21
N

a

b


 
  

 
 

 

1.11.4 ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΕΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ 

 

Έστω Χ και Υ ανεξάρτητες μεταβλητές που ακολοθούν κανονική κατανομή. Έτσι, 

2 2~ ( , ) ~ ( , )X X Y YX Y       

Συνεπώς, έχουμε: 
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, Y

Y

c c
q p

 

 




    
     

   
 

Εν τέλει η ROC καμπύλη υπολογίζεται από το γράφημα των p και q για όλα τα 

πιθανά c με τις άγνωστες παραμέτρους να αντικαθίστανται από τις συνήθεις μετρήσεις τους. 

Επιπλέον 

2 2
AUC

 

 

 

 

 
  
  

   (3) 

η οποία και μπορεί να υπολογιστεί αντικαθιστώντας τους μέσους και τις τυπικές 

αποκλίσεις στην παραπάνω σχέση. Προτείνονται και κάποιοι εναλλακτικοί εκτιμητές από 

τους Reiser και Guttman κάτω από υποθέσεις κανονικότητας που όμως αποδεικνύονται 

κατώτεροι.  

Σε περίπτωση που η ανάλυση δεδομένων υποδεικνύει ότι υπόθεση κανονικότητας 

είναι αστήρικτη, προτείνεται ένας ad hoc μετασχηματισμός όπως ο λογάριθμος. Μέχρι 

πρόσφατα πολλοί συγγραφείς έχουν προτείνει την αξιοποίηση των δεδομένων για την 

προσαρμογή ενός δυναμικού μετασχηματισμού του Βox-Cox μοντέλου και έπειτα την 

εφαρμογή του Ν εκτιμητή στα μετασχηματισμένα δεδομένα. Σε αυτήν την κατάσταση, 

θεωρείται ότι οι Χ και Υ μεταβλητές δεν ακολουθούν κανονική κατανομή αλλά οι 

μετασχηματισμένες εκδοχές αυτών. Πιο συγκεκριμένα ορίζουμε  

( )

1
0

log( ) 0

X

X

X



 




 


 
 

 

 

όπου υποθέτουμε ότι: 

( ) 2 ( ) 2

1 1 2 2~ ( , ) ~ ( , )X Y        

Παρατηρούμε ότι: 

( ) ( )( ) ( )AUC P X Y P X Y     (4) 

Με βάση τις παρατηρήσεις των υγιών και των ασθενών, μπορεί να κατασκευαστεί 

κατάλληλη συνάρτηση πιθανοφάνειας με τη μεγιστοποίηση της οποίας προκύπτει το  , η 

μέγιστη πιθανοφάνεια εκτίμησης του λ. Από την (4) διαπιστώνεται ότι η AUC μπορεί να 
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εκτιμηθεί από τον μετασχηματισμό των δεδομένων χρησιμοποιώντας το   και έπειτα 

εφαρμόζοντας τη μέθοδο που περιγράφεται παραπάνω (σχέση 6). 

 

1.11.5 ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΜΕ ΕΚΘΕΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΚΑΙ ΜΟΝΤΕΛΟ PARETO 

Για το εκθετικό μοντέλο ισχύει, 
1

E

E
 


 όπου Ε η παράμετρος ασυμμετρίας της 

προσαρμοσμένης καμπύλης ROC. 

Ενώ για το μοντέλο Pareto με παραμέτρους k1, k2, θ2 είναι: 

21
1 2 1 2 2

1 2

( ,1; 1;1 )p

k
F k k k

k k
    


 

όπου 
2

1F  η υπεργεωμετρική συνάρτηση. 

 

Σημειώνουμε εδώ ότι για όλα τα παραπάνω μοντέλα μπορεί να χρησιμοποιηθεί ο 

τύπος της διακύμανσης που προαναφέραμε: 

 

 
       2 2

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 1

ˆ
m Q n Q

Var
mn

   


      


       (2) 

 

Επιπλέον κάνοντας χρήση της ασυμπτωτικής κανονικότητας είναι δυνατόν να 

ελεγχθούν οι υποθέσεις που αφορούν το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη ROC. 

Συγκεκριμένα για τον έλεγχο της σημαντικότητας ενός ιατρικού διαγνωστικού ελέγχου 

εξετάζεται η ισχύς της 0 : 0.5   έναντι της : 0.5  . Για το λόγο ότι θεωρούμε ότι 

οι υγιείς έχουν μικρότερες μετρήσεις από τους ασθενείς. 
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1.12 Η XΡΗΣΗ ΤΗΣ ΛΟΓΙΣΤΙΚΗΣ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗΣ ΣΤΗΝ 

ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΗΣ ROC ΚΑΜΠΥΛΗΣ 

Η πρώτη προσπάθεια επέκτασης των καμπύλων ROC σε διαγνωστικούς κανόνες 

αφορούσε τη λογιστική παλινδρόμηση. Στόχος του μοντέλου της (δίτιμης) λογιστικής 

παλινδρόμησης είναι η σύνδεση κ 1 ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών Χ1,...,Χκ με μια 

εξαρτημένη μεταβλητή Υ (δείκτρια) μέσω μιας σχέσης της μορφής: 

'

'
( ) ( )

1

X

X

e
E Y X x

e




 


 

όπου 0' [ ,..., ]    διάνυσμα συντελεστών, 1' [1 ... ]     και 0 ( ) 1E Y X  . 

Για συγκεκριμένες τιμές του διανύσματος των συντελεστών (που υπολογίζεται με τη 

μέθοδο μέγιστης πιθανοφάνειας) η π(x) αντιπροσωπεύει την πιθανότητα εμφάνισης του 

γεγονότος που εκφράζει η εξαρτημένη μεταβλητή Υ. Το μοντέλο της λογιστικής 

παλινδρόμησης ανάγεται λοιπόν σε έναν διαγνωστικό κανόνα σύμφωνα με τον οποίο σε ένα 

αντικείμενο με μετρήσεις Χ1,...,Χκ αντιστοιχεί μια πιθανότητα εμφάνισης του γεγονότος. 

Πιο συγκεκριμένα, στον τομέα της Βιοστατιστικής σε πολλά προβλήματα οι 

ανεξάρτητες μεταβλητές αφορούν μετρήσεις ατόμων σε διαγνωστικούς ελέγχους 

(εργαστηριακές μετρήσεις) και χαρακτηριστικά όπως η ηλικία, το φύλο και άλλες κλινικές 

μετρήσεις, ενώ η ανεξάρτητη μεταβλητή κωδικοποιεί την ύπαρξη μιας συγκεκριμένης 

ασθένειας. Η πρόβλεψη της πιθανότητας ύπαρξης ασθένειας από το μοντέλο είναι το 

αποτέλεσμα του διαγνωστικού κανόνα (του μοντέλου δηλαδή της λογιστικής 

παλινδρόμησης). Θεωρώντας ως σημείο απόφασης μια τιμή p στο [0, 1] κάθε πιθανότητα που 

προκύπτει από το μοντέλο μεγαλύτερη της p θα εκλαμβάνεται ως πρόβλεψη ‘ασθενής’ και 

κάθε αποτέλεσμα του μοντέλου μικρότερο του p θα εκλαμβάνεται ως πρόβλεψη ‘υγιής’. Άρα 

ορίζονται οι έννοιες της ευαισθησίας και της ειδικότητας του διαγνωστικού κανόνα και 

μεταβάλλοντας το σημείο απόφασης μπορεί να οριστεί η καμπύλη ROC που αντιστοιχεί στο 

μοντέλο. 

Η σημαντικότητα του μοντέλου μπορεί να υπολογιστεί από τη σημαντικότητα της 

καμπύλης ROC που αντιστοιχεί ενώ μπορεί να υπολογιστεί η συνεισφορά στο μοντέλο για 

καθεμιά από τις σημαντικές μεταβλητές του υπολογίζοντας (για παράδειγμα) το εμβαδόν 

κάτω από την καμπύλη που αντιστοιχεί στο περιορισμένο (χωρίς την υπό έλεγχο μεταβλητή) 

και το πλήρες μοντέλο.Η άμεση ανάγκη για την επιλογή των καλύτερων μοντέλων 
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παλινδρόμησης οδήγησε στη χρήση δεικτών όπως αυτός του εμβαδού κάτω από την καμπύλη 

ROC. 

Έστω Χ1, Χ2,…, Χn και Y1, Y2,…, Ym οι ανεξάρτητες μεταξύ τους μετρήσεις των 

υγιών και των ασθενών αντίστοιχα οι οποίες ακολουθούν τις συνεχείς συναρτήσεις 

κατανομών F και G. Η ROC καμπύλη δίνεται από τη σχέση: 

1( ) 1 [ (1 )] [0,1]R s F G s s     

Το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη ROC ορίζεται ως εξής: 

1

0

( ) ( )i iA R s ds P Y X    

Τώρα όσον αφορά τον υπολογισμό του ( )R s  εισάγεται μια εναλλακτική 

ημιπαραμετρική προσέγγιση του. Έτσι αντί να προχωρήσουμε απευθείας στη μοντελοποίηση 

των συναρτήσεων κατανομών F, G για τα αποτελέσματα του τεστ, δεδομένης της 

κατάστασης υγείας του ασθενή, προχωράμε στη μοντελοποίηση της πιθανότητας εμφάνισης 

ασθένειας για ένα συγκεκριμένο αποτέλεσμα. Αν και τα μοντέλα της λογιστικής 

παλινδρόμησης χρησιμοποιούνται κατά κόρων για τέτοιου είδους μοντελοποιήσεις, ωστόσο η 

σχέση τους με τις ROC καμπύλες δεν είναι ξεκάθαρη. 

Παρακάτω αναλύεται μια μέθοδος που γεφυρώνει το χάσμα μεταξύ παραμετρικών 

και μη παραμετρικών προσεγγίσεων του υπολογισμού της ROC καμπύλης. 

Θεωρούμε λοιπόν D=1 ή D=0 τις καταστάσεις του ασθενούς ή υγιούς αντίστοιχα. Για 

ένα συγκεκριμένο αποτέλεσμα του τεστ όπου X=x, το μοντέλο λογιστικής παλινδρόμησης 

είναι το: 

exp{ ( )}
( 1/ ) (7)

1 exp{ ( )}

T

T

a r x
P D X x

a r x










  

   

όπου α μία βαθμιδωτή παράμετρος, β ένα 1p  διάνυσμα παράμετρος και r(x) μια 1p  

ομαλή διανυσματική συνάρτηση του x. Τότε ( ) ( / 1)F x P X x D    και 

( ) ( / 0)G x P X x D   . Αν f(x), g(x) οι αντίστοιχες συναρτήσεις πυκνότητας 

πιθανότητας, ισχύει ότι: 

( )
exp{ * ( )}

( )

Tf x
a r x

g x
   
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όπου * log[{1 ( 1)}/ ( 1)]a a P D P D    

 

Αν 
2

1 1~ ( , )F N   , 
2

2 2~ ( , )G N   , το μοντέλο (7) ικανοποιείται για r(x) = x. Η 

αθροιστική κατανομή του τεστ για τον υγιή και τον ασθενή πληθυσμό, δίνεται αντίστοιχα 

από τις σχέσεις: 

( ) / 0)
1

x

x

e
P X x D

e
  


      και 

( ) / 1)
1

a x

a x

e
P X x D

e





 

 
  


     (8). 

 

Επιπλέον: 
2 1

a
 


   και 

2

2

2

1

1

 
 . 

Αν λ το Διαχωριστικό Όριο του τεστ, τότε σύμφωνα με το μοντέλο (8) η πιθανότητα 

ενός Ψευδώς Θετικού αποτελέσματος είναι 
1

1

e

e








, δηλαδή log ( )it FPR   . Όμοια 

έχουμε ότι log ( )it TPR a   . 

Αναφέρουμε εδώ ότι logit είναι εντολή στο περιβάλλον του STATA που εκτελεί 

λογιστική παλινδρόμηση. 

Προχωρώντας σε περαιτέρω ανάλυση της παραπάνω μεθόδου καταλήγουμε στo 

ακόλουθοo ημιπαραμετρικό μοντέλο (δύο δειγμάτων) στα οποίο οι δύο άγνωστες 

συναρτήσεις πυκνότητας f  και g  συνδέονται μεταξύ τους εκθετικά ως εξής:  

 Χ1,...,Χn0 είναι ανεξάρτητες με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ( )g x   

                

και 

 

 Υ1,...,Υn1 είναι ανεξάρτητες με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 

 ( ) exp ( ) ( )f x a r x g x              (9) 

Όπως έχουμε προαναφέρει τo παραπάνω μοντέλο ικανοποιείται για ( )r x x  εάν οι 

F  και G  ακολουθούν κανονικές κατανομές με την ίδια τυπική απόκλιση αλλά 
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διαφορετικούς μέσους. Στην περίπτωση όμως που οι αποκλίσεις διαφέρουν, τότε είναι 

απαραίτητος ένας τετραγωνικός όρος έτσι ώστε το μοντέλο να ικανοποιείται για 

 2( ) ,r x x x


 . Αξίζει να σημειωθεί εδώ ότι για τον υπολογισμό του R(s) υπό το μοντέλο 

(9), η G  μοντελοποιείται μη παραμετρικά ενώ η F  ημιπαραμετρικά. Συμπερασματικά 

αναμένουμε, ότι για τον υπολογισμό της ROC καμπύλης, η προσέγγιση με το μοντέλο 

λογιστικής παλινδρόμηση θα είναι πολύ πιο δυναμική από την προσέγγιση που χρησιμοποιεί 

κανονική κατανομή. Επιπλέον η παραπάνω προσέγγιση θα είναι πιο επαρκής από μια πλήρως 

μη παραμετρική προσέγγιση. 

Οι Green και Swets επισήμαναν ότι η κλίση της ROC καμπύλης είναι η συνάρτηση 

του λόγου πιθανοφάνειας. Οι Eguchi-Copas (2002) και οι McIntosh-Pepe (2002) 

παρουσίασαν αυτή την ιδιότητα υπό το μοντέλο λογιστικής παλινδρόμησης. Παραγωγίζοντας 

το ( )R s  ως προς s υπό το μοντέλο (9) παίρνουμε: 

 
 

 
1

1

1

(1 )( )
'( ) exp[ (1 ) ]

(1 )

f G sdR s
R s a r G s

ds g G s




 




    


 

έτσι ώστε  

 1

0 0

( ) '( ) exp[ (1 ) ] ( , , )

s s

R s R t dt a r G t dt G           

Συμπερασματικά κάτω από αυτές τις συνθήκες η κλίση της ROC καμπύλης είναι η 

ημιπαραμετρική συνάρτηση του λόγου πιθανοφάνειας ή εκθετική ημιπαραμετρική κλίση  

 1exp[ (1 ) ]a r G s    . Επιπλέον μέσω του παραπάνω μοντέλου εκφράζουμε την 

καμπύλη ROC ως συνάρτηση των α και β και της συνάρτησης κατανομής G που είναι ήδη 

γνωστά. Αυτό έρχεται σε αντίθεση με το κλασσικό διωνυμικό μοντέλο και το γενικευμένο 

γραμμικό μοντέλο το οποίο βασίζεται στο ROC μοντέλο παλινδρόμησης του Pepe στο οποίο 

η ROC καμπύλη μοντελοποιείται παραμετρικά με κάποια συνδετική συνάρτηση γνωστή και 

ως βασική συνάρτηση. Χαρακτηριστική ιδιότητα της ROC καμπύλης είναι η αστάθεια που 

την χαρακτηρίζει κάτω από γνησίως αύ ουσες μετασχηματισμένες μεταβλητές διάγνωσης. 

Παρόλο που το μοντέλο   ) υστερεί αυτής της ιδιότητας, ωστόσο είναι ημιασταθές υπό την 

έννοια ότι τα δυο μετασχηματισμένα δείγματα: m Χ1),...,m Χn0) και m  1),...,m  n1), 

χρησιμοποιώντας μια γνησίως αύ ουσα συνάρτηση m .) έχουν λόγο πυκνότητας  density 

ratio)  1exp[ ( ) ]a r m x    όπου 1(.)m  η αντίστροφη συνάρτηση της m(.).  
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1.13 ROC CONVEX HULL 

1.13.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Kατά την εξόρυξη δεδομένων με επαγωγικές μεθόδους, συχνά πειραματιζόμαστε με 

μια μεγάλη ποικιλία από αλγορίθμους μάθησης, χρησιμοποιώντας διαφορετικές αλγοριθμικές 

παραμέτρους και εκπαιδευτικές διαδικασίες καθώς και επιλέγοντας διαφορετικά κάθε φορά 

διαχωριστικά όρια. Τέτοιοι πειραματισμοί έχουν ως αποτέλεσμα τον υπολογισμό και την 

αξιολόγηση μεγάλου αριθμού εκτιμητών. Με σκοπό να συγκρίνουμε τους εκτιμητές είναι 

απαραίτητο να γνωρίζουμε τις συνθήκες κάτω από τις οποίες χρησιμοποιούνται. Είναι 

ανεπαρκές να λαμβάνεται υπόψη μόνο η ακρίβεια γιατί τα σφάλματα από την κατανομή 

κλάσεων και την κακή ταξινόμηση είναι σπανίως ομοιόμορφα. 

Οι θεωρητικές αρχές για την λήψη απόφασης μπορούν να χρησιμοποιηθούν μόνο 

όταν η κατανομή των κλάσεων και των σφαλμάτων είναι απολύτως γνωστά. Δυστυχώς όμως 

σε πραγματικά προβλήματα αυτό δεν μπορεί να επιτευχθεί με αποτέλεσμα τα παραπάνω να 

υπόκεινται σε αλλαγές. Για παράδειγμα, στη διαδικασία ανίχνευσης απάτης δε μπορούμε να 

αγνοήσουμε κανένα τύπο κατανομής ούτε να υποθέσουμε ότι τα χαρακτηριστικά της 

δεδομένης κατανομής είναι στατικά ή ακριβή. Είναι επιτακτική λοιπόν η ανάγκη εύρεσης 

μιας μεθόδου για τη διαχείριση και τη σύγκριση πολλαπλών ταξινομητών η οποία να 

προσαρμόζεται σε ανακριβή περιβάλλοντα που συνεχώς αλλάζουν. 

Κάτω από αυτές τις συνθήκες εισάγεται η μέθοδος του ROC convex hull, η οποία 

συνδυάζει τεχνικές της ROC ανάλυσης, της ανάλυσης αποφάσεων και της υπολογιστικής 

γεωμετρίας. Η μέθοδος αποσυνδέει την απεικόνιση του ταξινομητή από κατανομές κλάσεων 

και σφαλμάτων και μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να προσδιορίσει το υποσύνολο των 

μεθόδων που είναι βέλτιστες κάτω από διαφορετικές υποθέσεις. 

Η μέθοδος του ROC convex hull είναι αποδοτική και έτσι εξασφαλίζει τη σύγκριση 

μεγάλου αριθμού ταξινομητών. Ελαχιστοποιεί το χρόνο διαχείρισης των δεδομένων καθώς 

προσδιορίζει ακριβώς ποιοί από τους ταξινομητές είναι βέλτιστοι. Είναι μια αυξητική 

μέθοδος καθώς ενσωματώνει εύκολα νέους και ποικίλους ταξινομητές. Παρακάτω δίνεται 

ένα ROC γράφημα από τέσσερις ταξινομητές. 
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Εικόνα 1.24: ROC γράφημα από τέσσερις ταξινομητές 

 

1.13.2 ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΤΟΥ ROC CONVEX HULL 

Όπως προαναφέρθηκε η μέθοδος του ROC convex hull βασίζεται στο συνδυασμό της 

ανάλυσης αποφάσεων και της ROC ανάλυσης και τις υιοθετεί για τη σύγκριση ενός πλήθους 

γνωστών ταξινομητών. Η μέθοδος βασίζεται σε τρεις ύψιστης σημασίας αρχές: 

 

1. Πρώτον, ο ROC χώρος χρησιμοποιείται για να ξεχωρίσει την απόδοση της 

ταξινόμησης από την πληροφορία της τάξης και την πληροφορία του κόστους 

κατανομής. 

2. Δεύτερον, η πληροφορία για την λήψη απόφασης απεικονίζεται μέσω της ROC 

καμπύλης.  

3. Τρίτον, χρησιμοποιούμε την κυρτή θήκη (convex hull) του ROC χώρου 

προκειμένου να προσδιοριστεί το υποσύνολο των βέλτιστων μεθόδων. 

 

Ορίζονται πρωτύτερα κάποιες βασικές έννοιες οι οποίες θα χρειαστούν παρακάτω. 

Έστω λοιπόν c μια κλάση-ταξινόμηση για την οποία ορίζονται τα εξής: 

 

1. Το κόστος από το σφάλμα ενός ψευδώς θετικού αποτελέσματος και συμβολίζεται 

ως ( , )c Y n  

2. Το κόστος από το σφάλμα ενός ψευδώς αρνητικού αποτελέσματος και 

συμβολίζεται ως ( , )c N p  
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Εάν ένας ταξινομητής παράγει πιθανότητες που προκύπτουν εκ των υστέρων, η 

ανάλυση αποφάσεων εξασφαλίζει ευαίσθητες στο κόστος ταξινομήσεις. Έστω ένα γεγονός Ι, 

για την απόφαση να πραγματοποιηθεί θετική ταξινόμηση ισχύει το εξής: 

 

[1 ( )] ( , ) ( ) ( , )p p I c Y n p p I c N p   
 

 

όπου ( )p p I  η εκ των υστέρων πιθανότητα το γεγονός Ι να είναι θετικό. 

 

Άσχετα από το είδος των ταξινομήσεων, το κανονικοποιημένο κόστος ενός τεστ 

μπορεί να εκτιμηθεί εμπειρικά ως εξής: 

 

( , ) ( , )Cost FP c Y n FN c N p     

 

Έστω λοιπόν ( )p p  η εκ των προτέρων πιθανότητα ενός θετικού παραδείγματος και 

( ) 1 ( )p n p p   η πιθανότητα ενός αρνητικού αποτελέσματος. Το κόστος των ψευδώς 

θετικών και αληθώς αρνητικών σφαλμάτων δίνονται από τις ( , )c Y n  και ( , )c N p  

αντίστοιχα. 

 

Το αναμενόμενο κόστος της ταξινόμησης ενός ταξινομητή που αντιπροσωπεύεται 

από ένα σημείο ( , )TP FP  στο ROC χώρο δίνεται από: 

 

( ) (1 ) ( , ) ( ) ( , )p p TP c N p p p FP c Y n       

 

Συνεπώς δύο σημεία 1 1( , )TP FP ) και 2 2( , )TP FP  έχουν την ίδια αναπαράσταση όταν: 

 

2 1

2 1

( ) ( , )

( ) ( , )

TP TP p n c Y n

FP FP p p c N p

 


 
 

 

Αυτή η εξίσωση ορίζει την κλίση μιας ισόμορφης καμπύλης. Όλοι οι ταξινομητές 

που αντιστοιχούν σε σημεία πάνω σε αυτήν την καμπύλη έχουν το ίδιο αναμενόμενο κόστος. 

Κάθε σύνολο από κατανομές κλάσεων και κόστους ορίζει μια οικογένεια από ισομορφικές 

καμπύλες. Οι καμπύλες που βρίσκονται πιο βόρεια -έχουν μεγαλύτερο TP δείκτη-είναι 

καλύτερες καθώς αντιστοιχούν σε ταξινομητές με χαμηλότερο αναμενόμενο κόστος. 
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Kάθε πιθανό σύνολο κατανομών ορίζει μια οικογένεια από ισομορφικές καμπύλες 

και για μια δεδομένη οικογένεια οι βέλτιστες μέθοδοι είναι αυτές που βασίζονται στην πιο 

βορειοδυτική ισομορφική καμπύλη. Έτσι, ένας ταξινομητής είναι πιθανά βέλτιστος όταν και 

μόνο όταν βρίσκεται στο βορειοδυτικό σύνορο (πάνω από την ευθεία y x ) της κυρτής 

θήκης. Επιπλέον μπορεί κανείς να διαπιστώσει ότι όταν κάποιο σημείο βρίσκεται στην κυρτή 

θήκη τότε υπάρχει μια καμπύλη που διέρχεται από αυτό το σημείο τέτοια ώστε καμία άλλη 

καμπύλη με την ίδια κλίση που διέρχεται από οποιοδήποτε σημείο δεν έχει μεγαλύτερο TP-

δείκτη, και έτσι ο ταξινομητής που αντιπροσωπεύεται από αυτό το σημείο είναι βέλτιστος 

κάτω από οποιεσδήποτε υποθέσεις κατανομής σε αντιστοιχία με την κλίση. Σε περίπτωση 

που το σημείο δε βρίσκεται πάνω στη κυρτή θήκη τότε για κάθε οικογένεια από ισομορφικές 

καμπύλες υπάρχει ένα άλλο σημείο πάνω σε μία από αυτές με την ίδια κλίση αλλά 

μεγαλύτερο TP-δείκτη. Έτσι ο ταξινομητής δε μπορεί να χαρακτηριστεί ως βέλτιστος. 

 

Καλούμε την κυρτή θήκη του συνόλου των σημείων του ROC χώρου ως ROC 

convex hull του αντίστοιχου συνόλου των ταξινομητών. Στο παρακάτω σχήμα απεικονίζονται 

οι καμπύλες με το ROC convex hull (σκιαγραφημένο τμήμα). Προφανώς ο D ταξινομητής δεν 

είναι βέλτιστος. Παρομοίως ο Β δε θα μπορούσε να είναι βέλτιστος καθώς κανένα από τα 

σημεία που αντιστοιχούν στην ROC καμπύλη του δεν ανήκουν στην κυρτή θήκη. 

 

Eπίσης δε λαμβάνουμε υπόψη μας τους Α και C καθώς δεν βρίσκονται επί της θήκης. 

Θεωρούμε για αυτούς τους δύο ταξινομητές δύο πιθανά σενάρια κατανομών. Σε καθένα από 

αυτά, τα αρνητικά παραδείγματα ξεπερνούν τα θετικά με αναλογία 10:1. Όσον αφορά το 

σενάριο Α τα ψευδώς θετικά και τα ψευδώς αρνητικά σφάλματα έχουν το ίδιο κόστος. Τώρα 

όσον αφορά το σενάριο Β ένα ψευδώς αρνητικό αποτέλεσμα έχει εκατό φορές μεγαλύτερο 

κόστος από ένα ψευδώς θετικό (για παράδειγμα ένα χαμένο ψευδές δεδομένο είναι πολύ 

χειρότερο από ένα ψεύτικο σήμα κινδύνου). 

 

Κάθε ένα από τα σενάρια ορίζει μια οικογένεια από ισόμορφες καμπύλες. Οι 

καμπύλες που αντιστοιχούν στο σενάριο Α έχουν κλίση 10 ενώ εκείνες που ανήκουν στο Β 

έχουν κλίση 1/10. Το παρακάτω σχήμα δείχνει την κυρτή θήκη και τις α και β καμπύλες. Η 

καμπύλη α είναι η καλύτερη καμπύλη με κλίση 10 που τέμνει την κυρτή θήκη ενώ αντίστοιχα 

η καμπύλη β είναι ή καλύτερη καμπύλη με κλίση 1/10 που τέμνει την κυρτή θήκη. Καθεμία 

από αυτές τις καμπύλες πιστοποιεί τον καλύτερο ταξινομητή δεδομένης της κατανομής. 
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Εικόνα 1.25 : Η ROC κυρτή θήκη αναδεικνύει τους πιθανούς βέλτιστους τα ινομητές. 

 

 

Εικόνα 1.26: Οι ευθείες α και β προσδιορίζουν τους βέλτιστους ταξινομητές υπό διαφορετικές 

συνθήκες. 

Γεννάται λοιπόν το ερώτημα πώς παράγεται αυτή η μέθοδος σύγκρισης ταξινομητών. 

Τα βήματα που ακολουθούνται είναι τα παρακάτω: 

 

1. Για κάθε ταξινομητή κάνουμε τη γραφική παράσταση των ΤP και FP επιλέγοντας 

κατάλληλο διαχωριστικό όριο. 

2. Βρίσκουμε την κυρτή θήκη του συνόλου των σημείων που αντιστοιχούν στους 

ταξινομητές που μας ενδιαφέρουν. Για n ταξινομητές αυτό μπορεί να γίνει σε 

χρονικό διάστημα ίσο με Ο(n log(n)) μέσω του QuickHull αλγόριθμου. 

3. Για κάθε κατανομή που μας ενδιαφέρει βρίσκουμε την κλίση των αντίστοιχων 

ισόμορφων καμπυλών. 
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4. Για κάθε σύνολο κατανομών ο βέλτιστος ταξινομητής θα είναι το σημείο της 

κυρτής θήκης που τέμνει την ισομορφική καμπύλη με το μεγαλύτερο ΤP. Οι 

διακυμάνσεις των κλίσεων προσδιορίζουν hull τμήματα. 

 

 

1.13.3 ΧΡΗΣΗ ΤΟΥ ROC CONVEX HULL 

 

Η μέθοδος του ROC convex hull εφαρμόζεται και σε δίτιμους αλλά και σε συνεχείς 

ταξινομητές. Οι δίτιμοι ταξινομητές αναπαριστώνται από χωριστά σημεία στο ROC χώρο. Οι 

συνεχείς ταξινομητές παράγουν αριθμητικά αποτελέσματα στα οποία εφαρμόζεται ένα 

διαχωριστικό όριο και έτσι παράγεται μια σειρά από ζεύγη τιμών ( , )FP TP  τα οποία 

συνθέτουν την ROC καμπύλη. Κάθε σημείο είτε συνεισφέρει είτε όχι στη ROC κυρτή θήκη. 

Στην Εικόνα 1.27 απεικονίζονται οι δίτιμοι εκτιμητές Ε, F και G. O E μπορεί να είναι 

βέλτιστος κάτω από συγκεκριμένες συνθήκες καθώς ξεπερνάει την κυρτή θήκη ενώ οι F και 

G δε μπορούν να είναι καθώς δεν την ξεπερνούν. 

 

 

 

Εικόνα 1.27: Ο ταξινομητής Ε μπορεί να είναι βέλτιστος επειδή βρίσκεται πάνω από 

την κυρτή θήκη σε αντίθεση με τους F και G 

 

Νέοι ταξινομητές μπορεί να προστεθούν στην ανάλυση όπως απεικονίζεται 

παραπάνω. Κάθε νέος ταξινομητής είτε υπερέχει της κυρτής θήκης είτε όχι. Στην πρώτη 

περίπτωση η θήκη πρέπει να επαναϋπολογιστεί λαμβάνοντας υπόψη τον νέο εκτιμητή ενώ 

στη δεύτερη ο νέος εκτιμητής μπορεί να αγνοηθεί. 
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Συμπερασματικά, η μέθοδος του ROC convex hull -όταν τίθεται ζήτημα σύγκρισης 

κάτω από νέα κατανομή- απαιτεί μόνο τον υπολογισμό των κλίσεων των αντιστοίχων 

ισομορφικών καμπύλων και την τομή αυτών με τη θήκη, όπως φαίνεται στην εικόνα 1.26. 

Επιπλέον η συγκεκριμένη μέθοδος εξασφαλίζει ακρίβεια οποιουδήποτε βαθμού στον 

καθορισμό των κατανομών κλάσεων και κόστους. Ακόμα και στην περίπτωση που τίποτα δεν 

είναι γνωστό για μια κατανομή η μέθοδος του ROC convex hull εξασφαλίζει τους βέλτιστους 

ταξινομητές κάτω από οποιεσδήποτε συνθήκες. Η εικόνα 1.25 δείχνει ότι δεδομένων των 

ταξινομητών Α, Β, C και D στην εικόνα 1.24 μόνο Α και C μπορούν να θεωρηθούν 

βέλτιστοι. 

Επιπρόσθετα παρατηρείται ότι ταξινομητής Α είναι βέλτιστος με δεδομένο το 

σενάριο Α και ο C υπό το σενάριο Β. 
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Κεφάλαιο 2 

 

Ερμηνεία ROC καμπυλών και εξαγωγή 

συμπερασμάτων με χρήση μεθοδολογίας 

Γενικευμένων Γραμμικών Μοντέλων.  

 

Η ακρίβεια ενός ιατρικού διαγνωστικού τεστ συχνά συνοψίζεται σε μια καμπύλη 

ROC. Σε αυτό το κεφάλαιο θα γίνει προσπάθεια να ερμηνευτεί   κάθε σημείο της καμπύλης 

ROC ως μια δεσμευμένη πιθανότητα του αποτελέσματος ενός τεστ που προέρχεται από τον 

πληθυσμό των ασθενών και  υπερβαίνει εκείνη που προέρχεται από τον υγιή πληθυσμό. 

Αυτή η ερμηνεία οδηγεί σε νέες μεθόδους για την εξαγωγή  συμπερασμάτων που 

αφορούν στις  ROC καμπύλες. Αποδεικνύεται ότι μπορούμε να καταλήξουμε στα 

συμπεράσματα με τεχνικές παλινδρόμησης για δυαδικές μεταβλητές που εφαρμόζονται στις 

δείκτριες μεταβλητές κατασκευασμένες από ζεύγη των αποτελεσμάτων των δοκιμών,όπου το 

ένα από τα στοιχεία του ζευγαριού είναι από ένα δείγμα των ασθενών και το άλλα από ένα 

δείγμα υγιών.  Μέσα από τα Γενικευμένα Γραμμικά Μοντέλα (GLM), στο πλαίσιο της 

δυαδικής παλινδρόμησης, οι ROC καμπύλες μπορούν να εκτιμηθούν, και τονίζουμε ένα νέο 

ημιπαραμετρικό εκτιμητή. Τα GLM μοντέλα μπορούν επίσης να αξιολογήσουν την επίδραση 

των συμμεταβλητών. Η μεθοδολογία εφαρμόζεται  σε ένα σύνολο δεδομένων που αφορούν 

στον καρκίνο του παγκρέατος ,όπου χρησιμοποιούμε το πλαίσιο παλινδρόμησης για να 

συγκρίνουμε δύο διαφορετικούς  βιοδείκτες. 

Η ασυμπτωτική θεωρία κατανομής έχει αναπτυχθεί για τη διευκόλυνση της εξαγωγής 

συμπερασμάτων και για την κατανόηση των παραγόντων που επηρεάζουν την 

μεταβλητότητα των εκτιμώμενων παραμέτρων του μοντέλου. 

 

2.1 Εισαγωγή 

Οι βιοδείκτες, όπως για παράδειγμα τα αντιγόνα καρκίνου σε ορό, μπορούν 

ενδεχομένως να χρησιμοποιηθούν για την έγκαιρη ανίχνευση της νόσου. Το ειδικό  αντιγόνο 

για τον προστάτη (PSA), π.χ., χρησιμοποιείται ευρέως ως βιοδείκτης για την ανίχνευση του 

καρκίνου του προστάτη. Για την ανάπτυξη προγραμμάτων προσυμπτωτικού ελέγχου, είναι 
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σημαντικό να επιλέξουμε δείκτες με τη μεγαλύτερη ικανότητα στη διάκριση μεταξύ ασθενών 

και υγιών. Eπιπλέον, είναι σημαντικό να επιλέξουμε συνθήκες και πληθυσμούς όπου οι 

δοκιμές ελέγχου των βιοδεικτών έχουν καλές επιδόσεις. Το PSA ,για παράδειγμα, έχει 

καλύτερες επιδόσεις σε νεότερους άντρες παρά σε μεγαλύτερους. Σε αυτό το κεφάλαιο, θα 

αναπτύξουμε μια μέθοδο παλινδρόμησης για την ταυτοποίηση των παραγόντων που μπορούν 

να επηρεάσουν την διακριτική ικανότητα μιας δοκιμασίας προσυμπτωτικού ελέγχου για 

βιοδείκτες ή, γενικότερα, αυτή ενός ιατρικού διαγνωστικού τεστ. Εφαρμόζουμε την 

μεθοδολογία για το ιδιαίτερο πρόβλημα της σύγκρισης δύο ορών με δείκτες αντιγόνου για 

τον καρκίνο του παγκρέατος. 

Την ακρίβεια ενός διαγνωστικού τεστ μπορούμε να την συνοψίσουμε σε μια 

καμπύλη χαρακτηριστικού δέκτη (ROC), ένα γράφημα των ζευγών εσφαλμένα θετικών (FP) 

και ορθώς θετικών αποφάσεων (ΤΡ) που συνδέονται με ποικίλα κατώτατα όρια c για το 

αποτέλεσμα της εξέτασης :  

: ( ) [ παρούσα ασθένεια]

( ) [ πούσα ασθένεια]

Y TP c P Y c

FP c P Y c

  

   
        και 

Οι ROC καμπύλες έχουν αποδειχτεί καλώς αποδεκτά μέτρα της ακρίβειας ενός 

διαγνωστικού τεστ (Hanley, 1989; Begg, 1991). Eμφανίζουν το αντιστάθμισμα ανάμεσα στην 

αύξηση των αληθώς θετικών και στην αύξηση των ψευδώς θετικών ποσοστών καθώς το 

διαχωριστικό όριο ποικίλλει.  Περιγράφουν την έμφυτη ικανότητα ενός τεστ για τη διάκριση 

ασθενών και υγιών ατόμων, χωρίς να συνδέουν το τεστ με κάθε συγκεκριμένο διαχωριστικό 

όριο. Οι ROC καμπύλες είναι ιδιαίτερα χρήσιμες  στην σύγκριση διαγνωστικών τεστ , με την 

προϋπόθεση ότι τα τεστ αυτά τίθενται στην ίδια κλίμακα (ακόμη και αν οι ίδιες οι μεταβλητές 

του αποτελέσματος της εξέτασης είναι σε εντελώς διαφορετικές κλίμακες) καθώς επίσης και 

ότι η κλίμακα αυτή σχετίζεται άμεσα με την έννοια της ακρίβειας. 

Μέθοδοι για την εκτίμηση και σύγκριση ROC καμπυλών είναι εδώ και καιρό 

διαθέσιμες. Η μεθοδολογία της ROC παλινδρόμησης προσφέρει την δυνατότητα διερεύνησης 

του τρόπου με τον οποίο παράγοντες, όπως τα ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ του πληθυσμού που 

μελετάμε ή το περιβάλλον του τεστ,  επηρεάζουν την ακρίβεια της δοκιμής. Έχουν προταθεί 

τρεις μέθοδοι για την παλινδρόμηση. Για τα τεστ με αριθμητικά αποτελέσματα, οι Tosteson 

και Begg (1988) πρότειναν τη χρήση τακτικών μοντέλων παλινδρόμησης για την επαγωγή 

μοντέλων παλινδρόμησης για ROC καμπύλες. Μοντέλα που ποσοτικοποιούν τις συνέπειες 

της συμμεταβλητής , δηλαδή η περιοχή κάτω από την ROC καμπύλη (A C), έχουν προταθεί 

από τους Thompson και Zucchini (1989). Τέλος, η Pepe προτείνει την άμεση μοντελοποίηση 

των ROC καμπυλών  (Pepe, 1997) . Mια λεπτομερής ποιοτική και ποσοτική σύγκριση των 
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προσεγγίσεων αυτών εμφανίζεται στη μελέτη της  Pepe (1998). Η προσέγγιση με την μέθοδο 

της άμεσης μοντελοποίησης περιλαμβάνει ένα πολύ ευρύτερο φάσμα  ρυθμίσεων και  

ερωτήσεων που αφορούν  στην έρευνα. Για παράδειγμα, διαφορετικοί τύποι  δοκιμών 

μπορούν να συγκριθούν σε αυτό το πλαίσιο, σε αντίθεση  με την μέθοδο των Tosteson και 

Begg. Η άμεση μοντελοποίηση περιλαμβάνει συνεχείς μεταβλητές , σε αντίθεση με τη 

μέθοδο A C. Το βασικό μειονέκτημα της μεθόδου της άμεσης μοντελοποίησης αφορά στις 

επαγωγικές διαδικασίες. Οι παράμετροι του μοντέλου υπολογίζονται με τη χρήση εξισώσεων 

που είναι δύσκολο να επιλυθούν αριθμητικά, και η θεωρία κατανομής για τους εκτιμητές 

είναι αόριστη. 

Η παρατήρηση- κλειδί στο τρέχον κεφάλαιο είναι ότι κάθε σημείο της καμπύλης 

ROC μπορεί να ερμηνευθεί ως μια δεσμευμένη προσδοκία μιας τυχαίας δυαδικής 

μεταβλητής. Αυτό βασίζεται στην ιδέα της χρήσης μεθόδων γενικευμένων γραμμικών 

μοντέλων (GLM) για δυαδικά δεδομένα με σκοπό την μοντελοποίηση των ROC καμπυλών 

και την εκτίμηση των παραμέτρων των μοντέλων. Τόσο η εκτίμηση των ROC καμπυλών όσο 

και  ,γενικότερα, η προσαρμογή των μοντέλων παλινδρόμησης μπορεί να αντιμετωπιστούν σε 

αυτό το πλαίσιο. Με ενδιαφέρον παρατηρούμε ότι τα γενικευμένα γραμμικά μοντέλα ROC 

παλινδρόμησης συνδέονται στενά με την τάξη των άμεσων ROC μοντέλων που προτάθηκαν 

από την Pepe (Pepe , 1997). To πλεονέκτημα της μεθόδου που παρουσιάζεται σε αυτό το 

κεφάλαιο είναι ότι παρέχει μια απλή προσέγγιση για την εξαγωγή συμπερασμάτων. Η 

εκτίμηση είναι εύκολο να πραγματοποιηθεί με τη χρήση τυποποιημένου λογισμικού για την 

προσαρμογή γενικευμένων γραμμικών μοντέλων. Επιπλέον, η ασυμπτωτική θεωρία είναι 

εύκολο να αναπτυχθεί. 

Στην δεύτερη παράγραφο του τρέχοντος κεφαλαίου, η εκτίμηση της καμπύλης ROC  

γίνεται μη λαμβάνοντας υπόψη τις συμμεταβλητές . Ως μια εφαρμογή, προτείνουμε έναν νέο 

ημιπαραμετρικό εκτιμητή της καμπύλης ROC και να τον εφαρμόζουμε σε δεδομένα από την 

μελέτη των δεικτών για τον καρκίνο του παγκρέατος . Τέλος, στην τρίτη παράγραφο, το 

πλαίσιο παλινδρόμησης έχει αναπτυχθεί και χρησιμοποιείται για τη σύγκριση ROC 

καμπυλών για δύο βιοδείκτες στα δεδομένα του καρκίνου του παγκρέατος. 
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2.2 Εκτιμώντας μια ROC καμπύλη 

2.2.1 Ερμηνεία μιας ROC καμπύλης 

 

Ας θέσουμε ως DY  και 
D

Y τις ανεξάρτητες  τυχαίες μεταβλητές από τον πληθυσμό 

των ασθενών και των υγιών, αντίστοιχα. Αν δηλώσουμε τις συναρτήσεις επιβίωσης ως  DF  

και 
D

F  αντίστοιχα , και επισημάνουμε ότι    DTP c F c  και    D
FP c F c , τότε η 

ROC καμπύλη μπορεί να γραφεί ως εξής:  

    1 ,     ,D D
ROC t F F t t T   

όπου  Τ είναι το σύνολο των πιθανών FP ποσοστών που παίρνουμε για κάθε μεταβολή της c 

στο   ,  , δηλαδή ,     , ,
D

T F c c    . Παρατηρούμε ότι η δεσμευμένη 

πιθανότητα D D
Y Y  δοθέντος του ποσοστού ψευδώς θετικών t που συνδέονται με την τιμή 

του διαχωριστικού ορίου 
D

Y είναι : 

   

 

    

1

1

1

                                    

                                    .

D DD D D D D D

D D

D D

P Y Y F Y t P Y Y Y F t

P Y F t

F F t ROC t







       
   

    

 

 

 

Έτσι, η βασική παρατήρηση μας είναι ότι η καμπύλη ROC μπορεί να θεωρηθεί ως το 

σύνολο των δεσμευμένων πιθανοτήτων όπου η DY  υπερβαίνει την  
D

Y  δεδομένου ότι είναι η 

D
Y  είναι το (1-t)ό ποσοστιαίο σημείο της κατανομής του αποτελέσματος του τεστ στον 

πληθυσμό των υγιών, δηλαδή,    D D D D
ROC t P Y Y F Y t   

 
 για t T . Η ερμηνεία 

της καμπύλης ROC σε t ως μια δεσμευμένη πιθανότητα που συνδέεται με ένα ζευγάρι των 

αποτελεσμάτων ενός τεστ, μία παρατήρηση από έναν ασθενή και μια από έναν υγιή, δείχνει 

ότι η συμπερασματολογία που αφορά σε μια καμπύλη ROC μπορεί να βασίζεται σε τέτοια 

ζεύγη παρατηρήσεων. 

Ένα σχετικό αποτέλεσμα ήταν γνωστό στη βιβλιογραφία για μεγάλο χρονικό 

διάστημα, ότι δηλαδή η μη δεσμευμένη πιθανότητα της ορθής διάταξης είναι ίση με την 
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περιοχή κάτω από την καμπύλη ROC, δηλαδή  D D
P Y Y ROC t dt     . Αυτό οδηγεί σε 

μια εκτίμηση της περιοχής κάτω από την καμπύλη ROC που βασίζεται στις δείκτριες 

συναρτήσεις της μορφής D D
I Y Y    (Hanley και McNeil, 1982). Η δεσμευμένη πιθανότητα 

τώρα μας επιτρέπει να εκτιμήσουμε την ίδια την καμπύλη ROC , και όχι μόνο την περιοχή 

κάτω από αυτήν. 

 

2.2.2 Εκτίμηση των εξισώσεων  

 

Υποθέτουμε ότι η καμπύλη ROC μοντελοποιείται παραμετρικά με τον εξής τρόπο:  

   
1

K

k k

k

ROC t g h t 


 
  


  

για κάποια καθορισμένη συνάρτηση σύνδεσης g, συναρτήσεις βάσης 1, , Kh h , και άγνωστη 

παράμετρο γ. Για παράδειγμα, με τον σύνδεσμο probit , g  , την αθροιστική συνάρτηση 

κανονικής κατανομής και συναρτήσεις βάσης τις  1 1h t  και    1

2h t t , η καμπύλη 

ROC είναι της κλασσικής δικανονικής οικογένειας   1

1 2ROC t      . Για να 

προσαρμόσουμε το μοντέλο στα δεδομένα του πληθυσμού των ασθενών και των υγιών, που 

συμβολίζονται με  , , 1, ,D i DY i n και  ,
, 1, ,

D j D
Y j n  αντίστοιχα, προτείνουμε την 

κατασκευή δείκτριων συναρτήσεων  , 1, , , 1, ,ij D D
U i n j n  ,  χρησιμοποιώντας όλα 

τα D D
n n  πιθανά ζεύγη αποτελεσμάτων του τεστ , , ,ij D i D j

U I Y Y    .  Το αποτέλεσμα  

της παραγράφου αυτής είναι ότι , υπό την συνθήκη  , jD D j
F Y t , τα 

ijU  έχουν 

αναμενόμενη τιμή  jROC t . ‘Έτσι , σύμφωνα με το ROC μοντέλο μας, η δεσμευμένη 

μέση τιμή  ijU  παίρνει την μορφή ενός γενικευμένου γραμμικού μοντέλου με προβλέπουσες 

   , 1, ,k jh t k K . Οι παράμετροι   1, K   μπορούν επομένως να εκτιμηθούν 

χρησιμοποιώντας κλασσικές μεθόδους για ΓΓΜ (McCullagh και Nelder, 1989), δηλαδή, 

επιλύοντας την παρακάτω εξίσωση: 
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     
1 1 1

0
D D

nn K

j j ij k k j

i j k

h t w t U g h t 
  

   
   

 
               (1) 

όπου       1 , ,
T

j j K jh t h t h t   

και           / / 1j j j j jw t l g l g l g l
    
 

        με     
1

K

j k k j

k

l h t


 . 

Η εκτιμώμενη εξίσωση, ωστόσο, περιέχει τα ποσοστά των ψευδώς θετικών που 

παρατηρήθηκαν στον πληθυσμό των υγιών , δηλαδή,  ,j D D j
t F Y . Αυτά δεν είναι συνήθως 

γνωστά αλλά μπορούν να εκτιμηθούν από τις παρατηρήσεις που αφορούν στους υγιείς. Αν 

υποθέσουμε ότι ˆ
D

F είναι μια συνεπής εκτιμήτρια της συνάρτησης επιβίωσης 
D

F , όπως ο 

εμπειρικός μη παραμετρικός εκτιμητής ή ένας παραμετρικός εκτιμητής βασισμένος σε 

υποθέσεις κατανομής. Θέτουμε  ˆˆ
j jD

t F Y . Η πρόταση μας είναι να προσεγγίσουμε την 

εκτιμώμενη εξίσωση (1) με  

       
1 1 1

ˆ ˆ ˆ 0
D D

nn K
N

j j ij k k j

i j k

S h t w t U g h t 
  

   
    

 
         (2) 

και να εκτιμήσουμε το γ με την λύση της (2). Η συνέπεια των εκτιμήσεων των παραμέτρων 

προκύπτει από το ότι, σε μεγάλα δείγματα, το ˆjt  συγκλίνει στο 
jt . Η μεταβλητότητα στις 

εκτιμήσεις της παραμέτρου γ πρέπει να αντιπροσωπεύει την μεταβλητότητα του ˆjt ,καθώς και 

των δυαδικών δεικτών 
ijU . 

Εν ολίγοις, η ακολουθία των βημάτων που προτείνουμε για την εκτίμηση της γ είναι 

η εξής: 

1. Υπολογίζουμε τον εκτιμητή ˆ
D

F  χρησιμοποιώντας  τις  ,
, 1, ,

D j D
Y j n  

2. Υπολογίζουμε τον εκτιμητή  ,
ˆˆ ,    1, ,j D D j D

t F Y j n   

3. Χρησιμοποιώντας τα D D
n n  ζεύγη  , ,

,D i D j
Y Y , υπολογίζουμε τις  

            , 1, , , 1, ,ij D D
U i n j n   και 
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4. Προσαρμόζουμε στις δυαδικές μεταβλητές 
ijU  το γενικευμένο γραμμικό  

            μοντέλο με συνάρτηση σύνδεσης g και εκτιμητές    ˆ , 1, ,k jh t k K . 

 

Αυτός ο αλγόριθμος μπορεί να εφαρμοστεί στα κλασσικά στατιστικά πακέτα. 

Σε μερικές εφαρμογές, όπου οι κριτικές τιμές συνδέονται με τα ποσοστά των ψευδών 

θετικών που είναι μεγαλύτερα από μια τιμή  0t , δεν έχουν κανένα πρακτικό ενδιαφέρον. 

(Thompson και Zucchini, 1989; Wieand et al.,1989). Σε τέτοιες περιπτώσεις, η εκτίμηση της 

καμπύλης ROC μπορεί να περιοριστεί στο διάστημα  00, t  , συμπεριλαμβανομένων των 

παρατηρήσεων στο ΓΓΜ , προσαρμοσμένο μόνο εάν 0
ˆ
jt t , δηλαδή, η εκτιμώμενη εξίσωση 

(2) αντικαθίσταται με την  

     0

1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ 0
D D

nn K

j j j ij k k j

i j k

I t t h t w t U g h t 
  

   
      

 
       (3) 

 

2.2.3 Παράδειγμα 

 

Όπως αναφέρθηκε στο Wieand et al. (1989), δύο μονοκλωνικά αντισώματα, τα CA-

125 και CA19-9, θεωρήθηκαν πιθανοί δείκτες του καρκίνου στο πάγκρεας. Αυτά τα 

αντισώματα μετρήθηκαν στον ορό του αίματος 90Dn   ασθενών που πάσχουν από την εν 

λόγω μορφή καρκίνου και 51
D

n  ατόμων που είχαν παγκρεατίτιδα χωρίς να έπασχαν από 

καρκίνο. Το ιατρικό ενδιαφέρον για την διακριτική ικανότητα των δύο δεικτών 

επικεντρώθηκε στα ψευδώς θετικά ποσοστά κάτω του 20%. Το Σχήμα 3.1 εμφανίζει τις 

εμπειρικά εκτιμημένες καμπύλες ROC για τους δείκτες. 

Ένας ημιπαραμετρικός εκτιμητής  μπορεί να καθοριστεί χρησιμοποιώντας την 

μεθοδολογία μας. Θέτουμε με ˆ
D

F  την εμπειρική συνάρτηση επιβίωσης για τον δείκτη στο 

σύνολο των υγιών ατόμων. Μοντελοποιούμε την ROC καμπύλη ως μια δικανονική καμπύλη 

    1

1 2ROC t t     . Ο αλγόριθμος που περιγράφεται στην ενότητα 2.2.2  μας 

δίνει εκτιμήσεις των παραμέτρων 1  και 2  και κατ 'επέκταση της  ROC t . Παρατηρούμε 
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ότι αυτός ο εκτιμητής βασίζεται μόνο στις τάξεις των δεδομένων και κατ’ επέκταση είναι 

αναλλοίωτος κάτω από μονότονα αυξανόμενους μετασχηματισμούς των δεδομένων. Και για 

τους δυο δείκτες, προσαρμόζουμε το μοντέλο χρησιμοποιώντας την εξίσωση (3) με 

0 20%t   (Σχήμα 3.1). Η εκτιμώμενη δικανονική σταθερά και οι παράμετροι κλίσης ήταν 

0.91 και 1.35, αντίστοιχα, για τα αντισώματα CA19-9 και 1.14 και 0.44, αντίστοιχα, για τα 

CA-125. Επειδή οι κλίσεις είναι σημαντικά διαφορετικές ενώ οι σταθερές είναι παρόμοιες, οι 

καμπύλες ROC διαφέρουν σε όλο το διάστημα  0,0.2t . Οι ημιπαραμετρικοί εκτιμητές 

ακολουθούν τα πρωτογενή δεδομένα, γεγονός που υποδηλώνει ότι το δικανονικό μοντέλο 

προσαρμόζεται καλά σε αυτά τα δεδομένα. 

Ένας άλλος ημιπαραμετρικός εκτιμητής της ROC καμπύλης έχει προταθεί από τους 

Metz, Herman και Shen (1998). Eφαρμόζει τυπικές μεθόδους για την προσαρμογή 

παραμετρικών δικανονικών καμπυλών ROC  σε δεδομένα με τακτικό χαρακτήρα , 

επεξεργαζόμενος τα παρατηρούμενα δεδομένα ως τακτικά με πολλές κατηγορίες. Θα ήταν 

ενδιαφέρον να συγκρίναμε την αποτελεσματικότητα των δυο αυτών εκτιμητών. 

 

Σχήμα 3.1. Εκτιμώμενες διωνυμικές  ROC καμπύλες,     1

1 2ROC t t     , για τα CA-125 

και  CA19-9 ως δείκτες του καρκίνου στο πάγκρεας. Οι εκτιμώμενες παράμετροι είναι 

 1̂ 0.91  0.64SE    και  2
ˆ 1.35  0.44SE    για το CA19-9 και  1̂ 1.14  0.28SE    

και  2
ˆ 0.44  0.17SE    για το CA-125. 
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2.3. ROC Aνάλυση παλινδρόμησης  

2.3.1. Το Γενικευμένο Γραμμικό Μοντέλο (GLM)  

 

Μια ROC καμπύλη ορίζεται από τη σύγκριση των κατανομών των αποτελεσμάτων 

της εξέτασης για τον πληθυσμό των υγιών και των ασθενών. Μπορεί να ποικίλλει ανάλογα με 

τα χαρακτηριστικά ή τις συνθήκες κάτω από τις οποίες πραγματοποιείται το τεστ. Έστω οι 

,D D
Z Z  υποδηλώνουν τις συμμεταβλητές για τους ασθενείς και τους υγιείς αντίστοιχα, και 

έστω ,D D
Z ZROC η σχετική ROC καμπύλη. Μία από αυτές θα είναι συνήθως πιο 

ενδιαφέρουσα για την εξαγωγή συμπερασμάτων για τις  ROC καμπύλες ,όπου D D
Z Z Z  ,  

οπότε η έμφαση δίνεται στην επίδραση της κοινής Z στην καμπύλη ROC. Ωστόσο, 

επιτρέποντας στις ,D D
Z Z  να διαφέρουν είναι χρήσιμο, ειδικά όταν οι συμμεταβλητές είναι 

συγκεκριμένες σε μια ομάδα (σε αυτήν των ασθενών ή σε αυτήν των υγιών) ή όταν οι 

συμμεταβλητές είναι συνεχείς. Ως παράδειγμα του προηγουμένου, αν DZ υποδηλώνει την 

παρουσία της ασθένειας και 0
D

Z  , τότε το ROC μοντέλο που περιλαμβάνει την DZ , το 

 
DZROC t ,  συγκρίνει άτομα που παρουσιάζουν διαφορετικούς βαθμούς της ασθένειας με 

άτομα υγιή.  ‘Όπως φαίνεται και στο πλαίσιο του προσυμπτωτικού ελέγχου για προβλήματα 

ακοής από την Pepe (1998), άτομα που πάσχουν από μια πιο σοβαρή μορφή της νόσου θα 

είναι συχνά πιο εύκολο να διακριθούν από ελέγχους, σε σχέση με άτομα με μια ήπια μορφή 

της νόσου, και ως εκ τούτου η επίδραση αυτής της συμμεταβλητής ,ειδικά για άρρωστα 

άτομα, θα είναι σημαντική . Σαν ένα παράδειγμα του τελευταίου, θεωρούμε μια συνεχή 

συμμεταβλητή όπως η ηλικία. Προκειμένου να διερευνήσουμε την επίδραση της ηλικίας στην 

ROC καμπύλη, θα ήταν απαραίτητο να μοντελοποιήσουμε τα δεδομένα για τους δυο 

πληθυσμούς, των ασθενών και των υγιών, για διαφορετικές ηλικίες δεδομένου ότι σχεδόν όλα 

τα ζεύγη σε μια τυπική μελέτη θα διαφέρουν ηλικιακά (εκτός κι αν η ηλικιακή αντιστοιχία 

αποτελεί μέρος του σχεδιασμού της μελέτης ). Αν οι ,D D
Z Z  υποδηλώνουν τις 

συμμεταβλητές ηλικίας, ένα μοντέλο ROC καμπύλης το οποίο περιλαμβάνει τόσο την 
D

Z  

όσο και την διαφορά D D
Z Z , μπορεί να προσαρμοστεί. Από αυτά προκύπτει η επίδραση 

μιας από κοινού  συμμεταβλητής ηλικίας στην ακρίβεια θέτοντας D D
Z Z = 0  στο 

προσαρμοσμένο μοντέλο για ,D D
Z ZROC . 

Aς θεωρήσουμε τώρα μια καμπύλη ROC σε επίπεδα συμμεταβλητών  ,D D
Z Z  και 
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ας θέσουμε ως X τις μεταβλητές οι οποίες υπολογίζονται από τις ,D D
Z Z  και δείχνουν πώς  

οι επιδράσεις των συμμεταβλητών θα μοντελοποιηθούν. Το ROC μοντέλο παλινδρόμησης 

είναι 

   ,D D
Z Z k k

k

ROC t g h t X 
 

  


              (4) 

για ειδικές συναρτήσεις g και  1, , Kh h h . Γενικά, αλληλεπιδράσεις μεταξύ των 

συμμεταβλητών και των ψευδώς θετικών ποσοστών μπορούν να συμπεριληφθούν, 

επιτρέποντας στις συμμεταβλητές  να έχουν αποτελέσματα που να διαφέρουν για 

διαφορετικές τιμές των ψευδώς θετικών ποσοστών. Η Pepe σε άρθρο της (1997, 1998) 

εξέτασε ειδικότερες φόρμες του μοντέλου, ως μέλη της ευρύτερης οικογένειας των μοντέλων 

που πρότεινε.  

 

2.3.2. Προσαρμόζοντας το ΓΓΜ μοντέλο παλινδρόμησης  

 

Επικαλούμενοι επιχειρήματα ανάλογα αυτών της ενότητας 2.2.1, μπορούμε να 

γράψουμε: 

   , ,
, ,   ,  για 

D D DD
Z Z D D ZD D Z D D

ROC t P Y Y F Y t Z Z t T    
 

 

όπου  ,
D

D Z D D
F y P Y y Z     

και     ,
, ,

D D
Z D Z

T t F c c     . 

Η ερμηνεία της  ,D D
Z ZROC t  οδηγεί σε μια στρατηγική προσαρμογής του μοντέλου 

παλινδρόμησης (4) που είναι παρόμοια με αυτή που περιγράφεται για την εκτίμηση. Το 

πρώτο βήμα είναι η εκτίμηση των ειδικών συναρτήσεων επιβίωσης για συμμεταβλητές στον 

πληθυσμό των υγιών,  ,
D

D Z
F y . Για να υπολογίσουμε την 

,
D

D Z
F , τυπικά παραμετρικά 

μοντέλα για την 
D

Y ,παραδείγματος χάρη, τα Γενικευμένα Γραμμικά Μοντέλα, μπορούν να 

χρησιμοποιηθούν. Έχουμε προηγουμένως χρησιμοποιήσει τακτικά μοντέλα παλινδρόμησης 

και γραμμικά μοντέλα (Pepe, 1997, 1998). Εναλλακτικά, μπορούν να χρησιμοποιηθούν μη 

παραμετρικές μέθοδοι , όπως εμπειρικές κατανομές (αν η 
D

Z είναι διακριτή) ή ποσοστιαίες  
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μέθοδοι παλινδρόμησης. (Heagerty και Pepe, 1999). Ο εκτιμητής, που συμβολίζεται 
,

ˆ
D

D Z
F , 

οδηγεί στις εκτιμηθείσες ψευδώς θετικές πιθανότητες που συνδέονται με τις παρατηρούμενες 

τιμές της 
D

Y  και συμβολίζονται με  , ,
ˆˆ

D
j D Z D j

t F Y . Έπειτα, οι δυαδικές τυχαίες 

μεταβλητές , ,ij D i D j
U I Y Y    υπολογίζονται χρησιμοποιώντας όλα τα δυνατά ζεύγη 

 ,,
, D iD j

Y Y . Επειδή    , ,, , ,
, ,

D DD
ij j D j Z Z jD Z D j D j

E U F Y t Z Z ROC t  
 

, όπου είναι η 

μορφή ενός ΓΓΜ στο     1 , , ,j K j ijh t h t X , oι παράμετροι γ και β θα μπορούσαν να 

εκτιμηθούν χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις εκτίμησης των ΓΓΜ αν οι τιμές των 
jt  ήταν 

γνωστές. Αντ 'αυτού, θα αντικαταστήσουμε με  ˆjt  τις 
jt  και θα χρησιμοποιήσουμε τις  

εξισώσεις εκτίμησης     

 
 

   ,

1 1 1

ˆ
ˆ ˆ, 0

D D
nn K

jN

j ij k k j ij

i j kij

h t
S w t U g h t X

X
    

  

    
            

   

όπου          , / / 1w t l g l g l g l         με  
1

K

k k

k

l h t X 


  . Τα 

μοντέλα παλινδρόμησης μπορούν να προσαρμοστούν σε ένα κλειστό διάστημα Τ 

συμπεριλαμβάνοντας μόνο τα σημεία   ˆ, ,ij ij jU X h t  με ˆjt T .  

Η μοντελοποιημένη συμμεταβλητή ijX ποσοτικοποιεί το πώς τα χαρακτηριστικά 

 ,,
, D jD j

Z Z   που συνδέονται με το ζευγάρι των αποτελεσμάτων του τεστ 

 ,,
, D jD j

Y Y επηρεάζουν τη σύγκριση , ,D i D j
I Y Y   . Αν η συμμεταβλητή είναι διακριτή, 

αναφέρεται τόσο σε παρατηρήσεις ασθενών όσο και υγιών, και έχει και τους δυο τύπους 

παρατηρήσεων σε κάθε επίπεδο 1, ,V m  της συμμεταβλητής , τότε η εκτίμηση μπορεί να 

τροποποιηθεί ώστε να περιλαμβάνει μια στρωματοποίηση της V. Aυτό μειώνει το πλήθος 

των απαραίτητων μοντελοποιήσεων. Σε αυτήν την περίπτωση, μόνο ζεύγη από ξεχωριστά 

στρώματα κατασκευάζονται και η εξίσωση εκτίμησης είναι: 

 

 
   , ,

1 1 1 1

ˆ

ˆ ˆ, , 0

VV
D D

j
nnm K

N

V a j ij k k j V ij

V i j k

ij

h t

S a X w t U g h t aX X

X

    
   

 
    

         
    

 
 

   (6) 
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όπου με  και  V V

D D
n n  συμβολίζουμε τον αριθμό των ασθενών και υγιών παρατηρήσεων σε 

επίπεδο στρώματος V και με VX συμβολίζουμε την τάση με την οποία η επίδραση της 

στρωματοποίησης της συμμεταβλητης V μοντελοποιείται. Παρατηρούμε ότι, σε αυτήν την 

προσέγγιση, μοντελοποιούμε μόνο τις RoC καμπύλες που συνδέονται με τον πληθυσμό των 

ασθενών και των υγιών ομογενοποιημένες σε σχέση με το V και ότι το α περιγράφει το πως 

οι ROC καμπύλες μεταβάλλονται με το VX  όταν και οι δυο πληθυσμοί μεταβάλλονται κατά 

τον ίδιο τρόπο. Οι μη στρωματοποιημένες συμμεταβλητές 
ijX , από την άλλη πλευρά, είναι 

πιο γενικές, και όπως προαναφέρθηκε, μπορούν να αφορούν χαρακτηριστικά που σχετίζονται 

μόνο με έναν από τους πληθυσμούς, η σοβαρότητα της νόσου για παράδειγμα, ή 

χαρακτηριστικά που δεν επιτρέπουν στρωματοποίηση, όπως είναι οι συνεχείς 

συμμεταβλητές. 

Ένα παράδειγμα του τύπου στρωματοποίησης της συμμεταβλητής προκύπτει όταν 

διάφορες διαγνωστικές εξετάσεις είναι υπό διερεύνηση. Στο στρωματοποιημένο μοντέλο, τα 

ζεύγη είναι κατασκευασμένα για κάθε δοκιμή ξεχωριστά. Αν VX είναι μια βουβή μεταβλητή 

για το V-οστό τύπο τεστ, 2, , VV n , ο συντελεστής που συνδέεται με την VX σχετίζεται 

με την επίδραση του τύπου του τεστ V σε σχέση με το τεστ τύπου 1 στην ROC καμπύλη. 

Χωρίς αυτήν την προσέγγιση της στρωματοποίησης, θα χρειαζόταν να μοντελοποιήσουμε το 

πως τα αποτελέσματα του τεστ για τις παρατηρήσεις που αφορούν στον πληθυσμό των 

ασθενών στο πρώτο τεστ συγκρίνονται με αυτά για τον πληθυσμό των υγιών στο άλλο τεστ, 

μια διαδικασία η όποια θα ήταν εκτός ενδιαφέροντος.  Συστήνεται λοιπόν η χρησιμοποίηση 

στρωματοποίησης, όταν είναι δυνατόν, διότι μειώνει την ποσότητα των μοντελοποιήσεων 

που απαιτούνται.  

2.3.3 Παράδειγμα 

 

Επιστρέφοντας στα δεδομένα που αφορούν στον καρκίνο του προστάτη, εξετάζουμε 

με ποιον τρόπο το πλαίσιο παλινδρόμησης μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την σύγκριση ROC 

καμπυλών για τους δυο δείκτες. Με Z θα συμβολίζουμε τον τύπο του δείκτη και με X μια 

αντίστοιχη δείκτρια  μεταβλητή, ίση με 1 για τον δείκτη CA19-9. Γράφουμε  

       1 1

1 2 1 2ZROC t t X X t           

χρησιμοποιώντας τον τύπο του δείκτη σαν μια στρωματοποιημένη συμμεταβλητή, η οποία 

είναι φυσική σε αυτό το πρόβλημα. Επιτρέπουμε η διαφορά μεταξύ των ROC καμπυλών σε 
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μια κλίμακα probit να αλλάζει με το t. Πράγματι, το μοντέλο παλινδρόμησης είναι απλά μια 

αναπαράσταση των δυο ξεχωριστών παραμετρικών δικανονικών μοντέλων προσαρμοσμένων 

στις ROC καμπύλες για τους δυο δείκτες στην ενότητα 2.2.3. Οι παράμετροι 1  και 2  

αφορούν την καμπύλη για τον δείκτη CA-125 και οι παράμετροι 1  και 2 χαρακτηρίζουν το 

πως η καμπύλη για τον δείκτη CA19-9 αποκλίνει από αυτήν για τον δείκτη CA-125.  

Εμπειρικές συναρτήσεις επιβίωσης για τους δυο δείκτες χρησιμοποιώντας 

παρατηρήσεις από τον υγιή πληθυσμό χρησιμοποιήθηκαν για την εκτίμηση της ,
ˆ
D ZF .Οι 

παράμετροι του μοντέλου εκτιμήθηκαν χρησιμοποιώντας την εξίσωση (6) και το εύρος του t 

περιορίστηκε σε 0.2 . Μια νέα επαναδειγματοληψία, με το υπό εξέταση αντικείμενο ως 

μονάδα δειγματοληψίας, απέδωσε τα τυπικά σφάλματα και τους εκτιμητές διακύμανσης – 

συνδιακύμανσης. 

Τα αποτελέσματα (Πίνακας 3.1) υποδεικνύουν ότι η προσαρμοσμένη ROC καμπύλη 

για το  CA-125 είναι   10.91 1.35 t   , όπως προηγουμένως. Το μέγεθος του 1  είναι 

μικρό, υποδεικνύοντας μικρή διαφορά στους δικανονικούς ROC δείκτες. Ωστόσο, η μεγάλη 

αρνητική τιμή του 2 δείχνει ότι,  πάνω από την περιοχή ενδιαφέροντος   0,0.02t , 

όπου η  1 t  είναι αρνητική, η καμπύλη για το CA19-9 κυριαρχεί αυτής για το CA-125. 

Όσο το t αυξάνεται, όμως, η σχετική διαφορά μειώνεται. Επιστρέφοντας τώρα στο στατιστικό 

έλεγχο, ένας συνολικός έλεγχος για την ισοδυναμία των δυο ROC καμπυλών βασίστηκε στην 

υπόθεση 0 1 2: 0H     και απέδωσε μια p-value μικρότερη του 0,001 χρησιμοποιώντας 

μια διαδικασία Wald.  

Επίσης ελέγξαμε αν οι ROC καμπύλες ήταν ίσες σε κάποια συγκεκριμένα ψευδώς 

θετικά ποσοστά 
*t , δηλαδή, όταν οι οριακές τιμές των δυο δεικτών που ορίστηκαν έτσι ώστε 

τα ψευδώς θετικά ποσοστά να είναι ίσα, δηλαδή 
*t , ελέγξαμε αν τα αληθώς θετικά ποσοστά 

διαφέρουν. Αυτοί οι έλεγχοι έχουν βασιστεί σε κάποιους ελέγχους Wald για τις διαφορές στα 

αληθώς θετικά ποσοστά που χαρακτηρίζονται από  1 *

1 2 t    . Οι αντίστοιχες  p-values 

για την υπόθεση  1 *

0 1 2: 0H t     ήταν 0.015, 0.0001 και <0.0001 για τις 
*t τιμές των 

0.2 , 0.1 , και 0.05, αντίστοιχα. Έτσι, συμπεραίνουμε ότι , σε όλο το διάστημα που 

χρησιμοποιείται για το προσαρμοσμένο μοντέλο,  0,0.2t , ο δείκτης CA19-9 είναι 

περισσότερο ακριβής από τον CA-125. 
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Πίνακας 2.2: Εκτίμηση παραμέτρων για το μοντέλο παλινδρόμησης των ROC καμπυλών για τα 

δεδομένα του καρκίνου στο πάγκρεας. Τα τυπικά σφάλματα είναι βασισμένα σε μεθόδους 

επαναδειγματοληψίας 

Παράμετρος  Εκτίμηση Τυπικό σφάλμα 

1  0,91 0,66 

2  1,35 0,44 

1  0,23 0,71 

2  -0,91 0,46 
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