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ApagoreÔetai h antigraf , apoj keush kai dianom  thc paroÔsac ergasÐac, ex olokl rou
  tm matoc aut c, gia emporikì skopì. Epitrèpetai h anatÔpwsh, apoj keush kai dianom 
gia skopì mh kerdoskopikì, ekpaideutik c   ereunhtik c fÔshc, upì thn proôpìjesh
na anafèretai h phg  proèleushc kai na diathreÐtai to parìn m numa. Erwt mata pou
aforoÔn th qr sh thc ergasÐac gia kerdoskopikì skopì prèpei na apeujÔnontai proc ton
suggrafèa.

Oi apìyeic kai ta sumper�smata pou perièqontai se autì to èggrafo ekfr�zoun
ton suggrafèa kai den prèpei na ermhneujeÐ ìti antiproswpeÔoun tic epÐshmec jèseic tou
EjnikoÔ Metsìbiou PoluteqneÐou.





EuqaristÐec

Ja  jela katarq n na euqarist sw ton kajhght  k. St�jh Z�qo gia thn eukairÐa pou
mou èdwse na ekpon sw th diplwmatik  mou ergasÐa sto ergast rio Logik  kai Epist mhc
Upologist¸n, kaj¸c kai gia to gegonìc ìti me èkane na agap sw to antikeÐmeno thc
Plhroforik c apì to pr¸to ètoc mou sth sqol . Epiplèon ja  jela na pw èna meg�lo
euqarist¸ ston lèktora k. Dhm trh Fwt�kh gia thn kajoristik c shmasÐac bo jeia
kai sumpar�stash pou mou prosèfere kat� thn ekpìnhsh thc ergasÐac aut c. Tèloc,
euqarist¸ jerm� ìla ta mèlh tou ergasthrÐou, thn oikogèneia kai touc fÐlouc mou gia thn
kajod ghsh kai thn hjik  sumpar�stash pou mou prosèferan ìla aut� ta qrìnia.
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PerÐlhyh

H diplwmatik  aut  èqei san antikeÐmeno th melèth thc epÐdrashc thc egwistik c
sumperifor�c sta paÐgnia sumfìrhshc. Arqik� prospajoÔme na upologÐsoume to tÐmhma
thc anarqÐac sta paÐgnia sumfìrhshc, to opoÐo ousiastik� posotikopoieÐ to kìstoc
pou epifèrei h egwistik  kai idiotel c sumperifor� twn paikt¸n sto koinwnikì sÔnolo.
Sto upìloipo thc diplwmatik c exet�zoume mejìdouc pou mporoÔme na efarmìsoume
prokeimènou na mei¸soume to tÐmhma thc anarqÐac. Sto plaÐsio autì arqik� melet�me thn
idèa thc epibol c kat�llhla epilegmènwn fìrwn stouc paÐktec gia th qr sh twn pìrwn tou
sust matoc kai exet�zoume upì poiec proôpojèseic eÐnai dunatìn na exaleÐyoume pl rwc
to tÐmhma thc anarqÐac. Sth sunèqeia exet�zoume thn efarmog  strathgik¸n Stackelberg
apì to diaqeirist  tou sust matoc kai upologÐzoume to beltiwmèno tÐmhma thc anarqÐac
gia di�forec tètoiec strathgikèc. Tèloc melet�me thn idèa twn Coordination Mechanisms
san ènan trìpo sqedÐashc paignÐwn ta opoÐa èqoun qamhlì tÐmhma thc anarqÐac.

9





Abstract

This thesis studies the effects of selfish behavior in congestion games. Firstly, we try to
find bounds on the price of anarchy of congestion games, which quantifies the inefficiency
caused to the system by the selfish behavior of its users. Later on, we consider methods
of reducing the price of anarchy. In this context we initially study the idea of imposing
taxes to the players for using the resources of the game and we analyze under which
conditions this method eliminates the price of anarchy. Then we proceed to study the
idea of Stackelberg strategies that are implemented by a central coordinator and we
are able to prove improved bounds on the price of anarchy for various such strategies.
Finally we consider the notion of Coordination Mechanisms as a means of designing
games with small price of anarchy.
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Kef�laio 1

Eisagwg 

1.1 Basikèc 'Ennoiec kai ParadeÐgmata

1.1.1 JewrÐa PaignÐwn

H JewrÐa PaignÐwn èqei san skopì thn an�lush katast�sewn ìpou èna sÔnolo ontot twn
(paikt¸n) allhlepidr� me tètoio trìpo ¸ste h apìfash enìc ephre�zei ta apotelèsmata
twn upoloÐpwn. BrÐskei efarmog , metaxÔ �llwn, stouc kl�douc twn oikonomik¸n, thc
biologÐac, thc mhqanik c kai thc epist mhc twn upologist¸n.

Mia apì tic basikèc upojèseic thc JewrÐac PaignÐwn eÐnai ìti oi paÐktec
sumperifèrontai orjologik�   egwistik�. Dhlad  k�je paÐkthc prospajeÐ na
megistopoi sei to atomikì tou ìfeloc, dedomènwn twn epilog¸n pou k�noun oi upìloipoi
paÐktec, adiaforìntac gia to p¸c h epilog  tou ephrre�zei to sÔsthma (dhlad  touc
�llouc paÐktec). Kentrikìc skopìc thc JewrÐac PaignÐwn eÐnai h melèth katast�sewn
isorropÐac se tètoiec sunj kec kai apotelesm�twn pou prokÔptoun wc sunèpeia thc aut c
thc egwistik c sumperifor�c.

H Algorijmik  JewrÐa PaignÐwn eÐnai h melèth twn parap�nw fainomènwn apì thn
optik  gwnÐa thc Plhroforik c. Dhlad , ektìc apì thn Ôparxh katast�sewn isorropÐac,
asqoleÐtai me jèmata ìpwc h dunatìthta eÔres c touc se apodotikì qrìno, h taqÔthta
sÔgklishc se isorropÐa, h sÔgkrish diaforetik¸n katast�sewn isorropÐac kai h sqedÐash
mhqanism¸n pou ephre�zoun to paiqnÐdi proc ìfeloc tou sust matoc.

1.1.2 ParadeÐgmata PaignÐwn

Xekin�me perigr�fontac dÔo polÔ gnwst� paÐgnia kai parousi�zontac mèsa apì aut�
orismèna apì ta basik� qarakthristik� kai ènnoiec pou emfanÐzontai sta strathgik�
paÐgnia.

To DÐlhmma tou Fulakismènou

DÔo Ôpoptoi sullamb�nontai apì thn astunomÐa kai kratoÔntai xeqwrist�. H astunomÐa
gnwrÐzei ìti eÐnai kai oi dÔo ènoqoi, ìmwc den up�rqoun arket� enoqopoihtik� stoiqeÐa gia
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16 KEF�ALAIO 1. EISAGWG�H

na katadikastoÔn. O kajènac apì touc dÔo èqei na k�nei mia epilog . An diathr soun kai
oi dÔo th siwp  touc, h astunomÐa den ja eÐnai se jèsh na uposthrÐxei me epark  stoiqeÐa
tic kathgorÐec enantÐon touc kai ja katadikastoÔn se 1 qrìno ful�kish o kajènac touc gia
plhmmel mata. An ìmwc ènac apì touc dÔo omolog sei kai deqteÐ na katajèsei enantÐon
tou �llou sto dikast rio, tìte ja afejeÐ eleÔjeroc, en¸ o �lloc ja katadikasteÐ se 10
qrìnia fulak . An kai oi dÔo deqtoÔn na mil soun, tìte to dikast rio ja deÐxei k�poia
epieÐkeia epeid  sunerg�sthkan me tic arqèc kai o kajènac touc ja katadikasteÐ se 5 qrìnia
ful�kishc.

Kajènac apì touc dÔo upìptouc prèpei na apofasÐsei an ja siwp sei   an ja mil sei,
qwrÐc na gnwrÐzei thn apìfash tou �llou. Up�rqoun tèssera diaforetik� sen�ria,
an�loga me thn apìfash tou kajenìc. MporoÔme na sunoyÐsoume thn poin  gia ton k�je
Ôpopto se kajèna apì ta tèssera sen�ria me ton parak�tw 2× 2 pÐnaka kìstouc.

Sq ma 1.1: PÐnakac kìstouc gia To DÐlhmma tou FulakismenoÔ

O k�je Ôpoptoc èqei dÔo dunatèc dr�seic (epilogèc), na �mil sei� (M)   na �siwp sei�
(S). Oi dr�seic tou upìptou U1 antistoiqoÔn stic dÔo grammèc kai oi dr�seic tou upìptou
U2 stic dÔo st lec tou parap�nw pÐnaka.

JewroÔme ìti o k�je Ôpoptoc sumperifèrtai egwistik�, dhlad  epijumeÐ na
elaqistopoi sei to kìstoc tou (dhlad  thn poin  pou ja deqteÐ), adiaforìntac gia to
kìstoc tou �llou. Me b�sh aut  thn upìjesh, up�rqei mìno mÐa kat�stash isorropÐac se
autì to paÐgnio, aut  ìpou kai oi dÔo paÐktec mil�ne. Se k�je �llh perÐptwsh toul�qiston
ènac apì touc paÐktec mporeÐ na mei¸sei to kìstoc tou, all�zontac thn epilog  tou apì
�siwp¸� se �mil�w�. Apì thn �llh, to apotèlesma ja  tan polÔ kalÔtero kai gia touc
dÔo paÐktec an sunerg�zontan kai epilègane na siwp soun. H lÔsh aut  ìmwc den eÐnai
eustaj c (lÔsh isorropÐac) afoÔ kai oi dÔo Ôpoptoi ja èmpainan ston peirasmì na all�xoun
th strathgik  touc kai na mil soun, prokeimènou na apofÔgoun th fulak .
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Chicken Game

DÔo oq mata kinoÔntai me meg�lh taqÔthta kai ft�noun tautìqrona sthn Ðdia diastaÔrwsh.
O k�je odhgìc èqei dÔo epilogèc, na stamat sei   na epiqeir sei na diasqÐsei th
diastaÔrwsh. Upojètoume ìti an o odhgìc diasqÐsei epituq¸c th diastaÔrwsh èqei
wfèleia 1, an stamat sei 0, all� se perÐptwsh sÔgkroushc oi dÔo odhgoÐ èqoun kìstoc
100. To paÐgnio autì perigr�fetai apì ton parak�tw pÐnaka wfeleÐac:

Sq ma 1.2: PÐnakac wfeleÐac gia to Chicken Game

Oi eustajeÐc katast�seic tou paignÐou autoÔ parousi�zoun arketì endiafèron kai ja
tic exet�soume parak�tw.

1.1.3 Strathgik� PaÐgnia Tautìqronhc KÐnhshc

D¸same parap�nw dÔo paradeÐgmata paignÐwn tautìqronhc kÐnhshc, ìpou ìloi oi paÐqtec
dialègoun tautìqrona th strathgik  touc, apì èna sÔnolo dunat¸n dr�sewn. 'Eqoume  dh
anaferjeÐ se ènnoiec ìpwc kìstoc, wfèleia, dr�sh, strathgik  kai isorropÐa. Parak�tw
dÐnoume ton tupikì orismì enìc paignÐou kai ton ennoi¸n aut¸n.

Orismìc 1.1: 'Ena strathgikì paÐgnio tautìqronhc kÐnhshc (  paÐgnio se kanonik 
morf ) qarakthrÐzetai apì èna peperasmèno sÔnolo N = {1, 2, ..., n} apì n paÐktec, ìpou
k�je paÐkthc i ∈ N èqei èna peperasmèno sÔnolo Si apì dunatèc dr�seic. Gia na paÐxei,
o k�je paÐkthc epilègei mÐa strathgik , h opoÐa gia thn ¸ra upojètoume ìti tautÐzetai
me mÐa dr�sh si ∈ Si. To di�nusma twn strathgik¸n pou di�lexan oi paÐktec (  profÐl
strathgik¸n) orÐzetai wc s = (s1, s2, ..., sn) kai to sÔnolo ìlwn twn profÐl strathgik¸n
wc S = ∪iSi, to opoÐo tautÐzetai me to sÔnolo twn dunat¸n ekb�sewn tou paÐgniou.
OrÐzoume epÐshc to sÔnolo S−i = ∪j 6=iSj .

Gia na orÐsoume pl rwc èna paÐgnio qrei�zetai na prosdiorÐsoume gia k�je paÐkth mia
sqèsh protÐmhshc p�nw sto sÔnolo twn pijan¸n ekb�sewn tou paÐgniou. Aut  h protÐmhsh
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sun jwc dÐnetai mèsw miac sun�rthshc wfeleÐac ui : S → R. Dedomènwn dÔo pijan¸n
ekb�sewn s, s′ ∈ S lème ìti o i protim�ei to s apì to s′ an ui(s) ≥ ui(s′). Lème ìti protim�ei
gnhsÐwc to s apì to s′ an ui(s) > ui(s

′). Gia paÐgnia dÔo paikt¸n oi wfèleiec tou k�je
paÐkth sun jwc dÐnontai apì dÔo pÐnakec wfeleÐac tou paÐgniou, A,B, diast�sewn m×m,
ìpou m to pl joc twn dunat¸n dr�sewn tou k�je paÐkth (upojètwntac koinì sÔnolo
dr�sewn). O pÐnakac A dÐnei tic wfèleiec tou paÐkth 1 gia k�je pijan  èkbash kai o
pÐnakac B dÐnei tic wfèleiec tou paÐkth 2. Sta paradeÐgmata pou parousi�same parap�nw
emfanÐsame touc pÐnakec A,B se ènan koinì di-pÐnaka (bimatrix).

Pollèc forèc prosdiorÐzoume tic protim seic tou k�je paÐqth mèsw thc sun�rthshc
kìstouc ci : S → R antÐ thc sun�rthshc wfeleÐac. Profan¸c, mporoÔme na enall�xoume
metaxÔ twn dÔo sunart sewn, afoÔ ui(s) = −ci(s).

Tèloc, na anafèroume ìti èna paÐgnio onom�zetai summetrikì ìtan den up�rqei di�krish
metaxÔ twn paikt¸n, dhlad  h wfèleia tou k�je paÐkth exert�tai apì tic strathgikèc pou
efarmìzoun oi �lloi paÐktec, all� ìqi apì to poioc paÐzei thn k�je strathgik . Dhlad 
to paÐgnio paramènei to Ðdio an enall�xoume opoiousd pote dÔo paÐktec. Gia ta summetrik�
paÐgnia dÔo paikt¸n isqÔei A = BT , ìpou A,B oi pÐnakec wfeleÐac twn dÔo paikt¸n.

Se antÐjeth perÐptwsh to paÐgnio onom�zetai mh-summetrikì.

ParadeÐgmata

Me b�sh ton orismì enìc paÐgniou tautìqronhc kÐnhshc, mporoÔme t¸ra na orÐsoume
tupik� ta paÐgnia �To DÐlhmma tou Fulakismènou� kai �Chicken Game� pou parousi�same
parap�nw.

1. To paÐgnio �To DÐlhmma tou Fulakismènou� apoteleÐtai apì dÔo paÐktec {1, 2}.
Ta sÔnola dr�sewn touc tautÐzontai: S1 = S2 = {M,Σ}, ìpou to M antistoiqeÐ sto
�Mil�ei� kai to Σ sto �SiwpeÐ�. H sun�rthsh kìstouc tou paÐkth 1 eÐnai: c1(M,M) = 5,
c1(M,Σ) = 0, c1(Σ,M) = 10, c1(Σ,Σ) = 1 kai tou paÐkth 2: c2(M,M) = 5,
c2(M,Σ) = 10, c2(Σ,M) = 0, c2(Σ,Σ) = 1. ParathroÔme ìti prìkeitai gia summetrikì
paÐgnio.

2. To paÐgnio �Chicken Game� apoteleÐtai ki autì apì dÔo paÐktec {1, 2}. Ta
sÔnola dr�sewn touc tautÐzontai: S1 = S2 = {∆,Σ}, ìpou to ∆ antistoiqeÐ sthn
�DiasqÐzei� kai to Σ antistoiqeÐ sto �Stamat�ei�. H sun�rthsh wfeleÐac tou paÐkth 1
eÐnai: u1(∆,∆) = −100, u1(∆,Σ) = 1, u1(Σ,∆) = 0, u1(Σ,Σ) = 0 kai gia ton paÐkth 2:
u2(s) = −u1(s). Ki autì to paÐgnio eÐnai summetrikì.

1.1.4 Katast�seic IsorropÐac se PaÐgnia

Stic parak�tw enìthtec èstw si ∈ Si h strathgik  pou epilègei o paÐkthc i kai s−i ∈ S−i
to di�nusma (n − 1) diast�sewn me tic strathgikèc pou epilègoun oi upìloipoi paÐktec.
QrhsimopoioÔme to sumbolismì ui(si, s−i) antÐ gia ui(s) gia na upodhl¸soume thn wfèleia
tou paÐkth i.
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LÔsh KurÐarqhc Strathgik c

'Ena paÐgnio lème ìti diajètei lÔsh kurÐarqhc strathgik c an k�je paÐkthc èqei mÐa
monadik  bèltisth strathgik , anex�rthta apì tic strathgikèc pou epilègoun oi upìloipoi
paÐktec. Parak�tw dÐnoume ton tupikì orismì.

Orismìc 1.2: 'Ena profÐl strathgik¸n s ∈ S apoteleÐ lÔsh kuri�rqhc strathgik c
an gia k�je paÐkth i ∈ N kai k�je �llo profÐl strathgik¸n s′ ∈ S èqoume:

ui(si, s−i) ≥ ui(s′i, s′−i).

Ta perissìtera paÐgnia den diajètoun lÔsh kurÐarqhc strathgik c. To DÐlhmma tou
Fulakismènou pou parousi�same parap�nw apoteleÐ exaÐresh. ParathreÐste ìti mia lÔsh
kurÐarqhc strathgik c den eÐnai kat' an�gkh bèltisth wc proc thn wfèleia twn paikt¸n.
M�lista sto DÐlhmma tou Fulakismènou, h lÔsh isorropÐac, dhlad  to di�nusma (M,M),
eÐnai Pareto mh-bèltisth, dhlad  up�rqei �llh lÔsh ìpou ìloi oi paÐktec èqoun austhr�
megalÔterh wfèleia.

Amig c IsorropÐa Nash

Mia Amig c IsorropÐa Nash (Pure Nash Equilibrium) eÐnai mia eustaj c lÔsh ìpou kaneÐc
apì touc paÐktec den mporeÐ na metab�lei monomer¸c th strathgik  tou kai na aux sei thn
wfèlei� tou. Parak�tw dÐnoume ton tupikì orismì thc amigoÔc isorropÐac Nash.

Orismìc 1.3: 'Ena profÐl strathgik¸n s ∈ S apoteleÐ mia Amig  IsorropÐa
Nash an gia k�je paÐkth i ∈ N kai k�je �llo profÐl strathgik¸n s′i ∈ Si èqoume:

ui(si, s−i) ≥ ui(s′i, s−i).

Me �lla lìgia, kanènac paÐkthc den mporeÐ na all�xei th strathgik  tou apì si se s′i kai
na aux sei thn wfèlei� tou, dedomènou ìti oi upìloipoi paÐktec diathroÔn thn strathgik 
pou epÐlexan.

Profan¸c mia lÔsh kuri�rqhc strathgik c eÐnai kai Amig c IsorropÐa Nash kai eÐnai
m�lista h monadik  Amig c IsorropÐa Nash an h lÔsh eÐnai gnhsÐwc kurÐarqh. Wstìso, eÐnai
pijanì gia èna paÐgnio na up�rqoun parap�nw apì mÐa isorropÐec Nash. 'Eqei apodeiqjeÐ
ìti gia summetrik� paÐgnia dÔo paikt¸n me dÔo dunatèc strathgikèc up�rqei p�nta Amig c
IsorropÐa Nash.

Gia par�deigma, to Chicken Game diajètei dÔo AmigeÐc IsorropÐec Nash, tic (∆,Σ) kai
(Σ,∆), dhlad  tic katast�seic ìpou o ènac apì touc dÔo odhgoÔc diasqÐzei th diastaÔrwsh
kai o �lloc stamat�ei. EÐnai profanèc ìti sthn kat�stash aut  kanènac odhgìc den mporeÐ
na metab�lei th strathgik  tou proc ìfelìc tou. To sunolikì koinwnikì ìfeloc eÐnai kai
stic dÔo peript¸seic 1, wstìso mporoÔme na poÔme ìti oi isorropÐec autèc eÐnai koinwnik�
�dikec kaj¸c se k�je perÐptwsh mìno o ènac odhgìc èqei k�poio ìfeloc.

Meikt  IsorropÐa Nash

Den diajètoun ìla ta paÐgnia Amig  IsorropÐa Nash. Gia to lìgo autì, prokeimènou na
mporoÔme na melet soume katast�seic isorropÐac se ìla ta paÐgnia, prèpei na eis�goume
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mia pio genik  ènnoia isorropÐac, autìn thc Meikt c IsorropÐac Nash (Mixed Nash
Equilibrium). H diafor� eÐnai ìti t¸ra epitrèpoume stouc paÐktec prèpei na tuqaiopoi soun
th strathgik  touc. 'Etsi h strathgik  enìc paÐkth eÐnai t¸ra mia katanom  pijanìthtac
sto sÔnolo twn dunat¸n tou dr�sewn, dhlad  èna di�nusma si ∈ D(Si) me si =
(p1i , p

2
i , ...p

mi
i ), ìpou D(Si) eÐnai to sÔnolo twn katanom¸n pijanìthtac p�nw stic dr�seic

tou Si, mi = |Si| eÐnai to pl joc twn dunat¸n dr�sewn kai pji h pijanìthta o paÐkthc i
na epilèxei thn dr�sh j. H wfèleia tou k�je paÐkth gia dosmèno profÐl strathgik¸n
jewroÔme ìti tautÐzetai me thn anamenìmenh wfèleia thc (meikt c) strathgik c pou
epÐlexe. Me b�sh touc parap�nw orismoÔc, h Meikt  IsorropÐa Nash, orÐzetai kat� trìpo
Ðdio me thn amig  isorropÐa Nash.

Sto paiqnÐdi �Chicken Game� ektìc apì tic AmigeÐc IsorropÐec Nash pou anafèrame
parap�nw, up�rqei kai mia trÐth, Meikt  IsorropÐa Nash, ìpou o k�je paÐkthc paÐzei th
strathgik  ( 1

101 ,
100
101), dhlad  epilègei k�je for� na diasqÐsei me pijanìthta 1

101 . Aut 
h isorropÐa eÐnai pio �dÐkaih� apì tic dÔo amigeÐc isorropÐec Nash pou eÐdame parap�nw,
afoÔ eÐnai summetrik  kai oi paÐktec èqoun akrib¸c to Ðdio anamenìmeno ìfeloc. Wstìso
eÐnai qeirìterh afoÔ to anamenìmeno kèrdoc tou k�je paÐkth, kaj¸c kai to anamenìmeno
koinwnikì ìfeloc eÐnai 0, antÐ gia 1 pou eÐnai stic �llec dÔo issoropÐec Nash.

To 1951 o Nash [Nash51] apèdeixe to parak�tw polÔ shmantikì je¸rhma:

Je¸rhma 1.4: K�je paÐgnio me peperasmèno arijmì paikt¸n kai peperasmèno
pl joc dunat¸n dr�sewn diajètei meikt  isorropÐa Nash.

An kai gnwrÐzoume ìti k�je peperasmèno paÐgnio diajètei mia mikt  isorropÐa Nash
o upologismìc thc eÐnai sth genik  perÐptwsh dÔskolo prìblhma, sugkekrimèna PPAD-
pl rec ìpwc èqei apodeiqjeÐ ([DGP06], [CD05]) akìma kai gia paÐgnia dÔo paikt¸n.
Up�rqoun bèbaia kathgorÐec paignÐwn gia ta opoÐa o upologismìc miac kat�stashc
isorropÐac mporeÐ na gÐnei se poluwnumikì qrìno. Tètoia eÐnai, metaxÔ �llwn, ta paÐgnia
dÔo paikt¸n mhdenikoÔ ajroÐsmatoc ta opoÐa orÐsame parap�nw kai ta paÐgnia sumfìrhshc
sta opoÐa ja anaferjoÔme ekten¸c sth sunèqeia.

Tèloc na anafèroume ìti k�je summetrikì paÐgnio èqei mia summetrik  meikt  isorropÐa
Nash (dhlad  èna profÐl strathgik¸n ìpou k�je paÐkthc ekteleÐ thn Ðdia strathgik ),
qwrÐc autì na apokleÐei thn Ôparxh mh-summetrik¸n isorropi¸n.

'Alla EÐdh IsorropÐac

Up�rqoun kai �lla eÐdh isorropÐac Nash, h pio shmantik  ek twn opoÐwn eÐnai h
Susqetistik  IsorropÐa Nash (Correlated Nash Equilibrium), pou apoteleÐ peretaÐrw
genÐkeush thc meikt c isorropÐac Nash. H onomasÐa ofeÐletai sto gegonìc ìti oi (meiktèc)
strathgikèc pou epilègoun oi paÐktec den eÐnai anex�rthtec , all� up�rqei susqètish
metaxÔ touc. Gia na gÐnei pio katanoht  h ènnoia thc Susqetistik c IsorropÐac Nash, ja
doÔme èna par�deigma sto �Chicken Game� pou parousi�same parap�nw.

Upojètoume ìti up�rqei mia kentrik , èmpisth arq  h opoÐa anajètei k�poia pijanìthta
se kajèna apì ta tèssera dunat� profÐl strathgik¸n, {Σ,Σ}, {Σ,∆}, {∆,Σ}, {∆,∆} apì
mÐa pijanìthta (tic pijanìthtec autèc tic gnwrÐzoun oi paÐktec) kai epilègei tuqaÐa èna
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apì aut� me b�sh autèc tic pijanìthtec. Sth sunèqeia enhmer¸nei ton k�je paÐkth gia thn
dr�sh pou epÐlexe gia autìn, ìqi ìmwc gia tic dr�seic pou epÐlexe gia touc �llouc paÐktec.
Se perÐptwsh pou oi paÐktec protimoÔn na akolouj soun thn prìtash thc èmpisthc arq c,
dhlad  den èqoun megalÔtero anamenìmeno ìfeloc an den upakoÔsoun, tìte to di�nusma
pijanot twn pou an�jese h èmpisth arq  sta profÐl strathgik¸n orÐzei mÐa susqetistik 
isorropÐa Nash.

Sto �Chicken Game� up�rqoun pollèc susqetistikèc isorropÐec Nash. Gia par�deigma
h èmpisth arq  mporeÐ na epilègei mÐa ek twn {Σ,Σ}, {Σ,∆} kai {∆,Σ} me pijanìthta
1/3. Se aut  thn perÐptwsh o paÐkthc apì ton opoÐo h èmpisth arq  zht�ei na (D)iasqÐsei
(an up�rqei tètoioc) gnwrÐzei ìti ja èqei ìfeloc 1 afoÔ apì ton �llo paÐkth ja zhthjeÐ
na (S)tamat sei, en¸ an den upakoÔsei ki epilèxei na (S)tamat sei ja èqei ìfeloc 0. O
paÐkthc apì ton opoÐo zhteÐtai na (S)tamat sei gnwrÐzei ìti apì ton �llo paÐkth èqei
zhthjeÐ eÐte na (D)iasqÐsei eÐte na (S)tamat sei me pijanìthta 1/2. Se perÐptwsh pou
upakoÔsei èqei ìfeloc 0, en¸ se perÐptwsh pou den upakoÔsei ki epilèxei na (D)iasqÐsei,
èqei anamenìmeno ìfeloc −49, 5. Blèpoume loipìn ìti kai se aut  thn perÐptwsh eÐnai
proc ìfeloc tou paÐkth na upakoÔsei. Opìte h lÔsh aut  apoteleÐ susqetistik  isorropÐa
Nash.

Tèloc, eÐnai shmantikì na anaferjoÔme sthn ènnoia thc ε-proseggistik c isorropÐac
Nash, dhlad  miac kat�stashc ìpou kanènac paÐkthc den mporeÐ na metab�lei monomer¸c
th strathgik  tou kai na aux sei thn wfèlei� tou kat� ènan par�gonta megalÔtero tou
ε. H ènnoia aut  eÐnai idiaÐtera shmantik  sthn Algorijmik  JewrÐa PaignÐwn, eidik� apì
th stigm  pou h eÔresh miac (kanonik c) isorropÐac Nash eÐnai genik� dÔskolo prìblhma
se pollèc kathgorÐec paignÐwn. Sun jwc ìtan mil�me gia proseggistik  isorropÐa
Nash anaferìmaste se amigeÐc isorropÐec, afoÔ aut  eÐnai h kathgorÐa isorropi¸n pou
mac endiafèrei na prospaj soume na upologÐsoume (  èstw na proseggÐsoume) sta
perissìtera paÐgnia. O tupikìc orismìc thc ε-proseggistik c isorropÐac Nash gia amigeÐc
strathgikèc eÐnai o akìloujoc:

Orismìc 1.5: 'Ena profÐl strathgik¸n s ∈ S apoteleÐ mia ε-proseggistik  isorropÐa
Nash an gia k�je paÐkth i ∈ N kai k�je �llo profÐl strathgik¸n s′i ∈ Si èqoume:

(1 + ε)(ui(si, s−i)) ≥ ui(s′i, s−i).

1.1.5 To TÐmhma thc AnarqÐac

'Opwc eÐdame parap�nw, to apotèlesma thc egwistik c sumperifor�c twn paikt¸n eÐnai
na odhgeÐtai to sÔsthma se mÐa kat�stash isorropÐac h opoÐa den eÐnai h bèltisth gia
to koinwnikì sÔnolo. PosotikopoioÔme to kìstoc thc egwistik c kai mh sunergatik c
sumperifor�c twn paikt¸n me thn ènnoia tÐmhma thc anarqÐac (Price of Anarchy - PoA)
[KP99]. San tÐmhma thc anarqÐac orÐzetai o lìgoc tou megalÔterou koinwnikoÔ kìstouc se
kat�stash isorropÐac Nash proc to el�qisto dunatì koinwnikì kìstoc. Tupik� orÐzetai
wc

PoA = max
s,sNE

∑n
i=1 ci(s

NE)∑n
i=1 ci(s)

,
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ìpou sNE èna profÐl strathgik¸n pou apoteleÐ isorropÐa Nash gia to sÔsthma kai s èna
tuqaÐo profÐl strathgik¸n.

Gia par�deigma, sto DÐlhmma tou Fulakismènou èqoume: sNE = (M,M) me kìstoc
C(sNE) = c1(s

NE) + c2(s
NE) = 10 kai sopt = (Σ,Σ) me kìstoc C(sopt) = 1 + 1 = 2.

Opìte to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai PoA=5
1 = 5.

An gia to Ðdio paÐgnio jètame c1(M,M) = t, c1(M,Σ) = 0, c1(Σ,M) = t+1, c1(Σ,Σ) =
1, c2(M,M) = t, c2(M,Σ) = t + 1, c2(Σ,M) = 0, c2(Σ,Σ) = 1, tìte p�li kat�stash
isorropÐac ja  tan to di�nusma (M,M) kai bèltisth lÔsh to (Σ,Σ), ìmwc t¸ra to tÐmhma
thc anarqÐac ja ginìtan PoA= t

1 = t, dhlad  mporeÐ na gÐnei aujaÐreta meg�lo kaj¸c
t → ∞. Blèpoume loipìn ìti eÐnai dunatìn na kataskeu�soume paÐgnia sta opoÐa to
tÐmhma thc anarqÐac eÐnai mh-fragmèno.

'Opwc èqoume dei, up�rqoun paÐgnia pou diajètoun perissìterec apì mia katast�seic
isorropÐac Nash. Stic peript¸seic autèc, ektìc apì to tÐmhma thc anarqÐac, èqei nìhma
kai h ènnoia tÐmhma thc stajerìthtac (Price of Stability - PoS ), pou eÐnai o lìgoc tou
el�qistou koinwnikoÔ se kat�stash thc anarqÐac proc to el�qisto dunatì koinwnikì
kìstoc genik�. Tupik� orÐzetai wc

PoS = min
sNE

,max
s

∑n
i=1 ci(s

NE)∑n
i=1 ci(s)

,

ìpou sNE èna profÐl strathgik¸n pou apoteleÐ isorropÐa Nash gia to sÔsthma kai s èna
tuqaÐo profÐl strathgik¸n.

Sto DÐlhmma tou Fulakismènou ìpou up�rqei mìno mÐa isorropÐa Nash, oi dÔo timèc
PoA kai PoS tautÐzontai. To Ðdio sumbaÐnei kai sto Chicken Game an exet�soume
mìno amigeÐc isorropÐec Nash, diìti kai oi dÔo katast�seic isorropÐac èqoun to Ðdio
koinwnikì kìstoc. Wstìso up�rqoun paÐgnia, ìpwc ja doÔme parak�tw sta atomik� paÐgnia
sumfìrhshc, sta opoÐa to tÐmhma thc stajerìthtac eÐnai Ðso me th mon�da, en¸ to tÐmhma
thc anarqÐac mporeÐ na eÐnai aperiìrista meg�lo.
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1.2 PaÐgnia Sumfìrhshc kai PaÐgnia DunamikoÔ

1.2.1 PaÐgnia Sumfìrhshc

Ta PaÐgnia Sumfìrhshc eÐnai mia kl�sh paignÐwn pou parousi�sthke pr¸th for� apì ton
Rosenthal sto [Ros73]. Basik  touc idiìthta eÐnai ìti diajètoun p�nta amig  isorropÐa
Nash. QarakthrÐzontai apì èna sÔnolo paikt¸n kai èna sÔnolo pìrwn, ìpou k�je
efikt  strathgik  enìc paÐkth eÐnai uposÔnolo aut¸n twn pìrwn kai h wfèlei� tou
exart�tai mìno apì to pl joc twn �llwn paikt¸n pou qrhsimopoioÔn ton k�je pìro pou
perilamb�netai sth strathgik  tou. AkoloujeÐ o tupikìc orismìc.

Orismìc 1.6: 'Ena paÐgnio sumfìrhshc qarakthrÐzetai apì èna sÔnolo N = {1, 2, ..., n}
apì n paÐktec kai apì èna sÔnolo pìrwn E. Gia k�je paÐkth i to Si eÐnai to sÔnolo
efikt¸n strathgik¸n tou kai k�je strathgik  si ∈ Si eÐnai èna mh kenì uposÔnolo
twn pìrwn, dhlad  Si ⊆ 2E . Gia k�je pìro e ∈ E orÐzetai mia sun�rthsh kìstouc  
kajustèrhshc `e : N → R+, ìpou to `e(k) upodhl¸nei to kìstoc qr shc tou pìrou
e gia k�je paÐkth, ìtan autìc qrhsimopoieÐtai apì k paÐktec. Gia èna dosmèno profÐl
strathgik¸n s ≡= (si, s−i) to kìstoc gia ton paÐkth i eÐnai ci(s) =

∑
e∈si `e(ne(s)), ìpou

ne(s) = |{j ∈ N : e ∈ sj}|.

1.2.2 PaÐgnia DunamikoÔ

H Akrib c Sun�rthsh DunamikoÔ

Basikì qarakthristikì twn paÐgniwn dunamikoÔ eÐnai h Ôparxh miac sun�rthshc dunamikoÔ.
Parak�tw dÐnoume ton tupikì orismì thc sun�rthshc dunamikoÔ.

Orismìc 1.7: Gia èna paÐgnio, ìpwc autì orÐsthke sthn Enìthta 1.3, mia sun�rthsh
Φ : S → R onom�zetai sun�rthsh dunamikoÔ, an gia k�je paÐkth i kai ∀s−i ∈ S−i isqÔei:

ci(si, s−i)− ci(s′i, s−i) = Φ(si, s−i)− Φ(si, s−i)∀si, s′i ∈ Si.

'Ena paÐgnio pou diajètei sun�rthsh dunamikoÔ onom�zetai paÐgnio dunamikoÔ. H sun�rthsh
aut  suqn� onom�zetai kai akrib c sun�rthshc dunamikoÔ gia na th diakrÐnoume apì �lla
eÐdh sunart sewn dunamikoÔ sta opoÐa ja anaferjoÔme sth sunèqeia.

ParathroÔme ìti h sun�rthsh dunamikoÔ ousiastik� �parakoloujeÐ� th metabol  sto
kìstoc tou paÐkth pou metab�llei monomer¸c th strathgik  tou. 'Otan èna paÐgnio
brÐsketai se mia kat�stash isorropÐac tìte kanènac paÐkthc den mporeÐ na metab�lei
monomer¸c th strathgik  tou belti¸nontac to kìstoc tou. SumperaÐnoume loipìn apì
ton parap�nw orismì ìti èna shmeÐo isorropÐac tou paignÐou ja apoteleÐ anagkastik�
(topikì   olikì) el�qisto thc sun�rthshc dunamikoÔ. Upojètontac ìti o q¸roc twn
profÐl strathgik¸n eÐnai peperasmènoc, h sun�rthsh dunamikoÔ èqei p�nta el�qisto, ta
paÐgnia dunamikoÔ diajètoun p�nta mia amig  isorropÐa Nash.

O trìpoc pou orÐsthke h sun�rthsh dunamikoÔ mac dÐnei mia mèjodo eÔreshc miac
amigoÔc isorropÐac Nash. Xekin¸ntac apì mÐa tuqaÐa diamìrfwsh s = (s1, s2, ..., sn)



24 KEF�ALAIO 1. EISAGWG�H

tou paignÐou, jewroÔme mia akoloujÐa diamorf¸sewn (s1, s2, ..., sk, ...) tètoia ¸ste se
k�je b ma thc akrb¸c ènac paÐkthc metab�llei th strathgik  tou epilègontac k�je for�
aut  pou elaqistopoieÐ (  èstw belti¸nei apl�) to kìstoc tou me b�sh thn up�rqousa
diamìrfwsh. Tìte profan¸c ja isqÔei Φ(s1) > Φ(s2) > ... > Φ(sk) > ... ki epeid  o
q¸roc twn profÐl strathgik¸n eÐnai peperasmènoc, h akoloujÐa aut  ja termatÐzei se
k�poio topikì el�qisto thc sun�rthshc dunamikoÔ, dhlad  se mÐa isorropÐa Nash. Dhlad 
o fusikìc trìpoc exèlixhc enìc paignÐou sumfìrhshc me orjologikoÔc paÐktec sugklÐnei
se amig  isorropÐa Nash met� apì peperasmèno arijmì bhm�twn.

'Alla 'Eidh Sunart sewn DunamikoÔ

Gia na up�rqei sÔkglish se isorropÐa Nash, me ton trìpo pou perigr�yame parap�nw arkeÐ
na isqÔei mia sunj kh pio asjen c apì aut  tou orismoÔ q. Sugkekrimèna arkeÐ na up�rqei
mia sun�rthsh Φ : S → R tètoia ¸ste gia k�je paÐkth i kai ∀s−i ∈ S−i isqÔei:

ci(si, s−i)− ci(s′i, s−i) ≥ 0 <=> Φ(si, s−i)− Φ(si, s−i) ≥ 0∀si, s′i ∈ Si.

Se aut  thn perÐptwsh h sun�rthsh Φ onom�zetai diataktik  sun�rthsh dunamikoÔ kai
ta antÐstoiqa paÐgnia diataktik� paÐgnia dunamikoÔ. Gia touc lìgouc pou perigr�yame
parap�nw IsqÔei h parak�tw prìtash:

Prìtash 1.8: K�je peperasmèno diataktikì paÐgnio dunamikoÔ diajètei amig 
isorropÐa Nash.

Tèloc, an w = (wi), i ∈ N eÐnai èna di�nusma jetik¸n arijm¸n ta opoÐa onom�zoume b�rh.
Mia sun�rthsh Φ : S → R tètoia ¸ste gia k�je paÐkth i kai ∀s−i ∈ S−i isqÔei:

ci(si, s−i)− ci(s′i, s−i) = wi(Φ(si, s−i)− Φ(si, s−i))∀si, s′i ∈ Si

onom�zetai w-stajmismènh sun�rthsh dunamikoÔ kai to antÐstoiqo paÐgnio w-stajmismèno
paÐgnio dunamikoÔ. An ta sugkekrimèna b�rh w den mac endiafèroun, tìte h sun�rthsh
onom�zetai apl� stajmismènh sun�rthsh dunamikoÔ. O orismìc thc stajmismènhc
sun�rthshc dunamikoÔ eÐnai pio isqurìc apì autìn thc diataktik c sun�rthshc dunamikoÔ,
opìte profan¸c kai ta stajmismèna paÐgnia dunamikoÔ diajètoun amig  isorropÐa Nash.
Tèloc, mia akrib c sun�rthsh dunamikoÔ eÐnai mia w-stajmismènh sun�rthsh dunamikoÔ me
wi = 1 ∀i ∈ N .

Sun jwc, ìtan jèloume na melet soume kat� pìso èna paÐgnio diajètei amig  isorropÐa
Nash, prospajoÔme na kataskeu�soume gia to paÐgnio autì mia sun�rthsh pou èqei mÐa
apì tic parap�nw morfèc (diataktik , stajmismènh   akrib c sun�rthsh dunamikoÔ).

1.2.3 ParadeÐgmata

To paÐgnio �To DÐlhmma tou Fulakismènou� pou perigr�yame sthn enìthta 1.1 èqei pÐnaka
kìstouc ton (

(5, 5) (0, 10)
(10, 0) (1, 1)

)
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ìpwc eÐqame dei. Mia sun�rthsh dunamikoÔ gia to paÐgnio autì eÐnai h

Φ =

(
0 5
5 6

)
,dhlad  Φ(M,M) = 0, Φ(M,Σ) = 5, Φ(Σ,M) = 0 kai Φ(Σ,Σ) = 6. EÔkola mporeÐ
k�poioc na diapist¸sei ìti h sun�rthsh aut  eÐnai pr�gmati mia akrib c sun�rthsh
dunamikoÔ gia to paÐgnio autì. EpÐshc parathroÔme ìti to el�qisto thc sun�rthshc
dunamikoÔ, dhlad  to Φ(M,M) eÐnai kai h monadik  kat�stash isorropÐac Nash tou
paignÐou.

AntÐstoiqa, to �Chicken Game�, me pÐnaka kìstouc ton(
(−100,−100) (1, 0)

(0, 1) (0, 0)

)
èqei sun�rthsh dunamikoÔ:

Φ =

(
1 0
0 100

)
ParathroÔme ìti h sun�rthsh dunamikoÔ èqe dÔo el�qista, stic katast�seic (∆,Σ), (Σ,∆)
pou eÐnai kai oi dÔo katast�seic (amigoÔc) isorropÐac Nash tou paignÐou.

1.2.4 Sqèsh MetaxÔ PaignÐwn Sumfìrhshc kai DunamikoÔ

Anafèrame parap�nw ìti k�je paÐgnio sumfìrhshc diajètei amig  isorropÐa Nash. Sthn
enìthta aut  ja to apodeÐxoume kataskeu�zontac mia sun�rthsh dunamikoÔ gia ta paÐgnia
sumfìrhshc, ìpwc ta orÐsame sthn upoenìthta 1.2.1.

Je¸rhma 1.9: 'Estw h sun�rthsh Φ : S → R+ h opoÐa orÐzetai wc ex c [Ros73]:

Φ(s) =
∑
e∈E

ne(s)∑
i=1

ce(i)

H sun�rthsh aut  eÐnai akrib c sun�rthsh dunamikoÔ gia k�je paÐgnio sumfìrhshc,
dhlad  k�je paÐgnio sumfìrhshc eÐnai kai paÐgnio dunamikoÔ kai kat' epèktash k�je
paÐgnio sumfìrhshc diajètei amig  isorropÐa Nash.

Apìdeixh: 'Estw s ≡ (si, s−i) kai s′ ≡ (s′i, s−i). Tìte:

Φ(s)− Φ(s′) =
∑
e∈E

ne(s)∑
i=1

`e(i)−
∑
e∈E

ne(s′)∑
i=1

`e(i) =

=
∑

e∈si−s′i

ne(s)∑
i=1

`e(i)−
∑

e∈si−s′i

ne(s′)∑
i=1

`e(i)−

 ∑
e∈s′i−si

ne(s′)∑
i=1

`e(i)−
∑

e∈si−s′i

ne(s)∑
i=1

`e(i)

 =
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=
∑

e∈si−s′i

ne(s)∑
i=1

`e(i)−
ne(s)−1∑
i=1

`e(i)

+
∑

e∈s′i−si

ne(s)∑
i=1

`e(i)−
ne(s)+1∑
i=1

`e(i)

 =

=
∑

e∈si−s′i

`e(ne(s))−
∑

e∈s′i−si

`e(ne(s) + 1) = ci(s)− ci(s′) �

M�lista èqei apodeiqjeÐ [MS96] kai to parak�tw polÔ isqurìtero apotèlesma, to
opoÐo eÐnai ousiastik� to antÐstrofo tou parap�nw jewr matoc:

Je¸rhma 1.10: K�je peperasmèno paÐgnio dunamikoÔ eÐnai isomorfikì me èna
paÐgnio sumfìrhshc.



Kef�laio 2

To TÐmhma thc AnarqÐac sta
PaÐgnia Sumfìrhshc

Sto kef�laio autì ja prospaj soume na upologÐsoume to tÐmhma thc anarqÐac sta paÐgnia
sumfìrhshc. Ja exet�soume dÔo kathgorÐec paignÐwn sumfìrhshc gia tic opoÐec ta
apotelèsmata diafèroun arket�, an kai ìpwc ja doÔme oi teqnikèc pou qrhsimopoioÔntai
eÐnai parapl siec. Kai gia tic dÔo kathgorÐec paignÐwn, ja prospaj soume na exet�soume
thn ex�rthsh tou tÐmhmatoc thc anarqÐac apì th morf  pou èqoun oi sunart seic
kajustèrhshc stouc pìrouc tou diktÔou. Ja ekfr�soume dhlad  ta ìria sto tÐmhma thc
anarqÐac wc sun�rthsh enìc sunìlou L sto opoÐo an koun oi sunart seic kajustèrhshc
tou diktÔou kai ja parousi�soume trìpouc upologismoÔ aut¸n twn orÐwn gia orismènec
sunhjismènec kathgorÐec sunart sewn kajustèrhshc.

2.1 Mh-atomik� PaÐgnia Sumfìrhshc DiktÔou

'Ena paÐgnio sumfìrhshc sto opoÐo oi pìroi E antistoiqoÔn stic akmèc enìc gr�fou kai
gia k�je paÐkth i to sÔnolo twn dunat¸n strathgik¸n tou Si perilamb�nei akrib¸c ìla ta
monop�tia metaxÔ dÔo kìmbwn si− ti, qarakthrhstik¸n gia ton paÐkth, onom�zetai paÐgnio
sumfìrhshc diktÔou. Parak�tw ja melet soume èna tètoio paÐgnio.

2.1.1 To Montèlo kai BasikoÐ OrismoÐ

JewroÔme èna dÐktuo to opoÐo anaparistoÔme me ènan kateujunìmeno polugr�fo
G = (V,E) kai k zeÔgh koruf¸n thc morf c {si, ti} ta opoÐa onom�zoume ait mata
(commodities). Se k�je aÐthma i = 1, ..., k, antistoiqoÔme mia apaÐthsh exuphrèthshc
di, pou genik� afor� k�poia posìthta (kÐnhshc, plhroforÐac,...) pou prèpei na metaferjeÐ
apì to si sto ti. EpÐshc sumbolÐzoume me Pi to sÔnolo twn apl¸n si − ti monopati¸n kai
orÐzoume P = ∪iPi. Gia k�je aÐthma upojètoume ìti h apaÐthsh exuphrèthshc mporeÐ
na diameristeÐ aujaÐreta se perissìtera apì èna monop�tia. Ousiastik� k�je aÐthma
apoteleÐtai apì èna polÔ meg�lo pl joc qrhst¸n (paikt¸n), ìpou o kajènac epilègei èna
monop�ti kai to b�roc tou eÐnai apeiroel�qisto, dhlad  h apìfash enìc mìno qr sth den

27
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ephre�zei ousiastik� to sÔsthma. Autìc eÐnai o lìgoc pou to montèlo autì onom�zetai
mh-atomikì (non-atomic). An up�rqei mìno èna aÐthma, dhlad  ìloi oi paÐktec èqoun
koinoÔc kìmbouc ekkÐnhshc kai termatismoÔ, opìte èqoun kai koin� diajèsima monop�tia,
dhlad  strathgikèc, tìte to paÐgnio eÐnai summetrikì. Se diaforetik  perÐptwsh eÐnai
mh-summetrikì.

Mia ro  (flow) eÐnai mia sun�rthsh f : P → R+. SumbolÐzoume me fP th sunolik 
sumfìrhsh (  fortÐo) se èna monop�ti P ∈ P. Mia ro  f onom�zetai efikt  (feasible) an
∀i = 1, ..., k,

∑
P∈Pi fP = di. Gia k�je akm  e ∈ E kai gia mÐa sugkekrimènh ro  f orÐzoume

th sumfìrhsh se mia akm  e wc fe =
∑

P :e∈P fP . Lème ìti h ro  f prokaleÐ th sumfìrhsh
(fe). EpÐshc antistoiqoÔme se k�je akm  mia suneq , jetik  kai aÔxousa sun�rthsh
kajustèrhshc `e h opoÐa antistoiqeÐ se k�je tim  tou fortÐou thc akm c e thn kajustèrhsh
pou ufÐstatai o qr sthc gia na th diasqÐsei. JewroÔme ìti h sunolik  kajustèrhsh
enìc monopatÐou P gia dosmènh ro  f isoÔtai me to �jroisma twn kajuster sewn ìlwn
twn akm¸n tou P (prosjetikì montèlo) kai sumbolÐzetai me `P =

∑
e∈P `e(fe). 'Ena

stigmiìtupo enìc mh-atomikoÔ paignÐou sumfìrhshc perigr�fetai pl rwc apì thn tri�da
(G, d, `).

OrÐzoume to koinwnikì kìstoc (social cost) miac ro c f wc C(f) =
∑

P∈P `P (f)fP .
Enallaktik�, mporoÔme na ajroÐsoume p�nw se ìlec tic akmèc tou gr�fou kai na p�roume
ton parak�tw tÔpo:

C(f) =
∑
e∈E

`e(fe)fe

Mia bèltisth ro  (optimal flow) gia èna stigmiìtupo (G, d, `) eÐnai mia efikt  ro  f∗ h
opoÐa elaqistopoieÐ to C(f). Tupik�, mia bèltisth ro  f∗ orÐzetai wc h lÔsh tou parak�tw
mh grammikoÔ progr�mmatoc, upì ton ìro h sun�rthsh `e(fe)fe na eÐnai kurt  (¸ste ta
topik� kai ta olik� bèltista na sumpÐptoun):

min
∑
e∈E

`e(fe)fe

s.t.
∑
P :e∈P

fP = fe ∀e ∈ E

∑
P∈Pi

fP = di ∀i = 1, ..., k

fP ≥ 0 ∀P ∈ P

'Ef' ìson h sun�rthsh `e(fe)fe eÐnai kurt , k�ti pou sthn pr�xh isqÔei gia tic sun jeic
sunart seic kajustèrhshc (p.q. polu¸numa orismènou bajmoÔ), to parap�nw prìgramma
èqei monadik  lÔsh h opoÐa mporeÐ na upologisteÐ se poluwnumikì qrìno.

2.1.2 Ro  se IsorropÐa Nash

MÐa efikt  ro  f lème ìti eÐnai ro  se isorropÐa Nash an kanènac paÐkthc den èqei kÐnhtro
na parekklÐnei apì to monop�ti pou èqei epilèxei, dhlad  k�je paÐkthc brÐsketai sto
suntomìtero diajèsimo monop�ti wc proc tic timèc `e(fe).
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AkoloujeÐ o tupikìc orismìc miac ro c se isorropÐa Nash.

Orismìc 2.1: Mia efikt  ro  f gia èna dÐktuo (G, d, `) eÐnai se isorropÐa Nash
an ∀i = 1, ..., k, P1,P2 ∈ Pi, me fP1 > 0 kai δ ∈ (0, fP1 ], èqoume `P1(f) ≤ `P2(f̂), ìpou

f̂P =


fP − δ if P = P1

fP + δ if P = P2

fP if P 6= {P1, P2}

To sÔmbolo f̂ antiproswpeÔei mia ro  thc opoÐac h mình diafor� apì thn f eÐnai
ìti mia polÔ mikr  posìthta fortÐou δ apì to monop�ti P1 èqei metaferjeÐ se èna �llo
monop�ti P2. O parap�nw orismìc upainÐssetai ìti gia mia ro  f se isorropÐa Nash, kamÐa
tètoia posìthta δ den ja �protimoÔse� na metaferjeÐ apì to monop�ti P1 sto P2.

H ènnoia thc isorropÐac Nash tou sugkekrimènou montèlou tautÐzetai me aut  thc
isorropÐac Wardrop, exaitÐac thc suneisfor�c tou Wardrop [War52], o opoÐoc  tan o
pr¸toc pou melèthse to montèlo autì kai tic katast�seic isorropÐac tou.

AkoloujeÐ o tupikìc orismìc thc isorropÐac Wardrop pou eÐnai ousiastik� isodÔnamoc
me ton parap�nw orismì thc isorropÐac Nash.

Prìtash 2.2: Mia efikt  ro  f gia èna dÐktuo (G, d, `) eÐnai se isorropÐa Wardrop ( 
Nash) ann ∀i = 1, ..., k, P1,P2 ∈ Pi me fP1 > 0, `P1(f) ≤ `P2(f).

'Amesh sunèpeia thc parap�nw prìtashc eÐnai ìti, an h f eÐnai se isorropÐa Nash,
tìte ìla ta si− ti monop�tia pou metafèroun fortÐo èqoun Ðdia kajustèrhsh. An aut  thn
kajustèrhsh th sumbolÐsoume me Li(f), mporoÔme na ekfr�soume to koinwnikì kìstoc
miac ro c se isorropÐa Nash wc: C(f) =

∑k
i=1 Li(f)di.

Mia epiplèon sunèpeia tou gegonìtoc ìti se mia kat�stash isorropÐac oi paÐktec
epilègoun ta suntomìtera monop�tia wc proc tic kajuster seic twn akm¸n `e(fe) eÐnai h
parak�tw polÔ shmantik  prìtash:

Prìtash 2.3: Mia efikt  ro  f gia èna dÐktuo (G, d, `) eÐnai se isorropÐa Nash
ann ∑

e∈E
`e(fe)fe ≤

∑
e∈E

`e(fe)f
∗
e gia ìlec tic efiktèc roèc f∗

Apìdeixh:

∑
e∈E

`e(fe)fe = C(f) =
k∑
i=1

Li(f)di ≤
k∑
i=1

∑
P∈Pi

`P (f)f∗P =
∑
e∈E

`e(fe)f
∗
e

efìson Li(f) ≤ `P (f) ∀i, P ∈ Pi kai
∑

P∈Pi f
∗
P = di ∀i kai gia ìlec tic efiktèc roèc f∗.
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AntÐstrofa: 'Estw f mia orismènh ro  kai orÐzoume th sun�rthsh

Cf (x) =

k∑
i=1

∑
P∈Pi

`P (f)xP =
∑
e∈E

`e(fe)xe

sto sÔnolo twn efikt¸n ro¸n. Apì ton deÔtero orismì parathroÔme ìti mporoÔme
isodÔnama na deÐxoume ìti an mia ro  f elaqistopoieÐ to Cf (·) tìte h ro  aut  eÐnai ro 
isorropÐac Nash.

Apì ton pr¸to orismì blèpoume ìti, gia k�je aÐthma i, h ro  f∗ elaqistopoieÐ to Cf (·)
ìtan f∗P > 0 mìno gia monop�tia pou elaqistopoioÔn to `P (f) sto sÔnolo twn si − ti
monopati¸n. 'Otan h ro  f ikanopoieÐ aut  th sunj kh tìte eÐnai ro  se isorropÐa Nash.
�

2.1.3 H Sun�rthsh OriakoÔ Kìstouc

'Enac �lloc trìpoc na qarakthrÐsoume mÐa bèltisth ro  eÐnai o ex c: Mia ro  f∗ eÐnai
bèltisth an to oriakì ìfeloc (marginal benefit) thc mei¸shc tou fortÐou se èna monop�ti
eÐnai to polÔ ìso to oriakì kìstoc (marginal cost) thc aÔxhshc tou fortÐou se èna �llo
monop�ti. Autì to oriakì kìstoc mporeÐ na sumbolisteÐ me thn sun�rthsh kajustèrhshc
`∗e(x) = d

dy (y · `e(y))(x) = `e(x) + x · `′e(x).

Sth sunèqeia, kat' antistoiqÐa me thn prìtash 2.2 gia mia ro  se isorropÐa Nash,
isqÔei h parak�tw prìtash gia mÐa bèltisth ro .

Prìtash 2.4: Mia efikt  ro  f∗ eÐnai bèltisth gia èna dÐktuo (G, d, `) ann
∀i = 1, ..., k, P1,P2 ∈ Pi me fP1 > 0, `∗P1

(f) ≤ `∗P2
(f), ìpou `∗P (f) =

∑
e∈P `

∗
e(fe) kai h

sun�rthsh x · `e(x) eÐnai kurt .

Apì tic prot�seic 2.2 kai 2.4 prokÔptei to parak�tw arket� qr simo pìrisma.

Pìrisma 2.5: 'Estw èna dÐktuo kai mia efikt  ro  f h opoÐa eÐnai bèltisth gia èna
stigmiìtupo (G, d, `) . Tìte h f eÐnai ro  se isorropÐa Nash gia to Ðdio stigmiìtupo, ìpou
oi sunart seic kajustèrhshc `e(x) èqoun antikatastajeÐ me tic `∗e(x) = `e(x) + x · `′e(x).

2.1.4 'Uparxh, Monadikìthta kai Poluplokìthta thc IsorropÐac
Nash

Gia na deÐxoume ìti up�rqei p�nta ousiastik� monadik  ro  se isorropÐa Nash, ja
qrhsimopoi soume ta apotelèsmata thc prohgoÔmenhc upoenìthtac kai sugkekrimèna thn
sqèsh metaxÔ twn prot�sewn 2.2 kai 2.4, prokeimènou na kataskeu�soume èna mh-grammikì
prìgramma, parìmoio me autì thc upoenìthtac 2.1.1 gia th bèltisth ro , ta topik� bèltista
tou opoÐou ja apoteloÔn roèc se isorropÐa Nash. AnazhtoÔme dhlad  mia sun�rthsh he(x)
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pou ja paÐzei to rìlo pou eÐqe h x`e(x) ston orismì thc bèltisthc ro c kai gia thn opoÐa
ja isqÔei h

′
e(x) = `e(x).

EÐnai eÔkolo na diapist¸soume ìti to h epijumht  sun�rthsh eÐnai h h
′
e(x) =

∫ x
0 `e(fe).

'Etsi to mh-grammikì prìgramma tou opoÐou h bèltisth lÔsh eÐnai h ro  isorropÐac
Nash tou diktÔou eÐnai ousiastik� Ðdio me autì thc upoenìthtac q, me th diafor� ìti
h antikeimenik  sun�rthsh

∑
e∈E `e(fe)fe èqei antikatastajeÐ apì thn

∑
e∈E

∫ x
0 `e(fe).

ParathroÔme ìti, efìson h `e(·) eÐnai p�nta suneq c, jetik  kai aÔxousa, h
∑

e∈E
∫ x
0 `e(fe)

eÐnai mia kurt  sun�rthsh. Katal goume loipìn sthn parak�tw prìtash.

Prìtash 2.6: K�je stigmiìtupo enìc mh-atomikoÔ paignÐou sumfìrhshc epidèqetai
monadik  isorropÐa Nash. H monadik  aut  ro  mporeÐ na upologisteÐ se poluwnumikì
qrìno lÔnontac to parak�tw kurtì prìgramma:

min
∑
e∈E

∫ x

0
`e(fe)

s.t.
∑
P :e∈P

fP = fe ∀e ∈ E

∑
P∈Pi

fP = di ∀i = 1, ..., k

fP ≥ 0 ∀P ∈ P

H lÔsh eÐnai monadik  upì thn ènnoia ìti, gia dÔo diaforetikèc roèc f , f ′ se isorropÐa
Nash ja isqÔei `e(fe) = `e(f

′
e) ∀e ∈ E. EpÐshc h sun�rthsh

∫ x
0 `e(fe), apoteleÐ kai

(akrib c) sun�rthsh dunamikoÔ gia to sugkekrimèno montèlo.

To parap�nw apotèlesma eÐnai polÔ shmantikì diìti exasfalÐzei th dunatìthta
upologismoÔ, apodotik�, miac isorropÐac Nash gia opoiod pote stigmiìtupo enìc mh-
atomikoÔ diktuakoÔ paignÐou sumfìrhshc tou opoÐou oi sunart seic kajustèrhshc plhroÔn
orismènec basikèc sunj kec (dhlad  na eÐnai suneqeÐc, jetikèc kai aÔxousec). 'Opwc
ja doÔme parak�tw, autì den eÐnai genik� efiktì se pollèc �llec kathgorÐec paignÐwn
sumfìrhshc.

2.1.5 ParadeÐgmata

'Ena apì ta pio apl� dÐktua eÐnai autì tou sq matoc 2.1 parak�tw, to opoÐo eÐnai gnwstì
wc to par�deigma tou Pigou [Pig20].
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Sq ma 2.1: To par�deigma tou Pigou

Sto dÐktuo autì up�rqei èna mìno aÐthma, s − t, kai prèpei na metaferjeÐ mÐa mon�da
fortÐou. Up�rqoun dÔo diadromèc, h p�nw me stajer  kajustèrhsh `1(x) = 1, anex�rthta
apì th sumfìrhsh kai h k�tw, sthn opoÐa h kajustèrhsh eÐnai Ðsh me th sumfìrhsh p�nw
sthn akm , `2(x) = x. Sthn kat�stash isorropÐac (ro  f) olìklhro to fortÐo ja brejeÐ
sthn k�tw akm  (fe1 = 0, fe2 = 1) kai ìloi oi paÐktec ja upostoÔn kajustèrhsh Ðsh me
1, �ra kai to sunolikì kìstoc ja eÐnai Ðso me C(f) = 1 (sq ma 2.2.a). Pr�gmati, an mia
posìthta fortÐou ε > 0 brejeÐ sthn p�nw akm , tìte ja èqei kajustèrhsh Ðsh me 1 opìte
ja epilèxei na metaferjeÐ sthn k�tw akm  sthn opoÐa ja �blèpei� kajustèrhsh 1− ε.

An ìmwc mporoÔsame na moir�soume to fortÐo kat� trìpo tètoio ¸ste na
elaqistopoi soume to koinwnikì kìstoc, ja topojetoÔsame 1

2 mon�da fortÐou sthn
p�nw akm  kai thn upìloiph 1

2 sthn k�tw akm . EÐnai eÔkolo na doÔme ìti aut  eÐnai
pr�gmati h bèltisth ro . Pr�gmati an antikatast soume tic sunart seic kajustèrhshc
`1(·) kai `2(·) me tic antÐstoiqec sunart seic oriakoÔ kìstouc `∗1(x) = 1 kai `∗2(x) = 2x
h ro  f∗ me f∗e1 = 0, 5 kai f∗e2 = 0, 5 apoteleÐ ro  isorropÐac gia to nèo dÐktuo (sq ma
2.2.b). To sunolikì kìstoc thc bèltisthc ro c eÐnai C(f∗) = 1

2 · 1 + 1
2 ·

1
2 = 3

4 . Dhlad  to
tÐmhma thc anarqÐac sto stigmiìtupo autì eÐnai Ðso me 4

3 . 'Opwc ja doÔme parak�tw h tim 
aut  den eÐnai tuqaÐa, all� eÐnai to qeirìtero dunatì tÐmhma thc anarqÐac sta mh-atomik�
paÐgnia sumfìrhshc me grammikèc sunart seic kajustèrhshc.

(aþ) H ro  se isorropÐa Nash (bþ) H bèltisth ro 

Sq ma 2.2: H lÔsh isorropÐac kai h bèltisth lÔsh sto par�deigma tou Pigou
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An sto parap�nw par�deigma antikatast soume thn sun�rthsh `2(x) = x me th
mh-grammik  sun�rthsh `2(x) = xp gia k�poio meg�lo p > 1, tìte h ro  isorropÐac Nash
eÐnai Ðdia ìpwc prin, me olìklhro to fortÐo na brÐsketai sthn k�tw akm  kai to koinwnikì
kìstoc eÐnai p�li Ðso me 1 (sq ma 2.3.a). An ìmwc exet�soume to Ðdio dÐktuo me tic
sunart seic oriakoÔ kìstouc aut  th for�, h ro  pou dioqeteÔei f∗e2 = (p+1)−1/p mon�dec
fortÐou sthn k�tw akm  kai f∗e1 = 1− (p+ 1)−1/p sthn p�nw, isofarÐzei to oriakì kìstoc
twn dÔo akm¸n (Ðso me 1 kai stic dÔo peript¸seic), eÐnai dhlad  h bèltisth ro  tou arqikoÔ
diktÔou (sq ma 2.3.b). To kìstoc aut c thc ro c eÐnai C(f∗) = 1 − p · (p + 1)−(p+1)/p,
opìte C(f∗)→ 0 kaj¸c p→∞. Blèpoume dhlad  ìti mporoÔme na kataskeu�soume èna
aplì dÐktuo dÔo kìmbwn kai dÔo akm¸n sto opoÐo to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai ìso meg�lo
jèloume.

(aþ) H ro  se isorropÐa Nash (bþ) H bèltisth ro 

Sq ma 2.3: H mh-grammik  èkdosh tou paradeÐgmatoc tou Pigou

2.1.6 Upologismìc tou Tim matoc thc AnarqÐac

Sthn enìthta aut  ja prospaj soume na broÔme genikìtera apotelèsmata gia to tÐmhma
thc anarqÐac gia to montèlo pou exet�zoume. 'Opwc eÐdame sto 2o par�deigma, autì mporeÐ
na eÐnai mh fragmèno se orismènec peript¸seic. Ja doÔme parak�tw ìti to tÐmhma thc
anarqÐac eÐnai anex�rthto apì thn topologÐa tou diktÔou kai exart�tai mon�qa apì thn
morf  twn sunart sewn kajustèrhshc twn akm¸n [Rou02a]. Ja parousi�soume èna genikì
tÔpo pou dÐnei to tÐmhma thc anarqÐac kai ja upologÐsoume tic timèc pou paÐrnei gia merikèc
sun jismènec kl�seic sunart sewn. San tÐmhma thc anarqÐac gia mia kl�sh sunart sewn
orÐzoume to qeirìtero dunatì tÐmhma thc anarqÐac pou mporeÐ na prokÔyei se dÐktuo oi
sunart seic kajustèrhshc tou opoÐou an koun sthn kl�sh aut .

Grammikèc Sunart seic Kajustèrhshc

'Otan oi sunart seic kajustèrhshc twn akm¸n eÐnai grammikèc, `e(x) = ae(x) + be,
∀e ∈ E tìte xèroume  dh apì to par�deigma tou Pigou ìti to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai
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toul�qiston 4
3 . Ed¸ ja parousi�soume mia apìdeixh [CSS08] ìti den mporeÐ na eÐnai

parap�nw, dhlad  to �nw kai to k�tw ìrio tautÐzontai kai to tÐmhma thc anarqÐac sthn
perÐptwsh pou oi sunart seic kajustèrhshc eÐnai grammikèc eÐnai akrib¸c 4

3 .

Je¸rhma 2.7: 'Estw f mia ro  se isorropÐa Nash se èna dÐktuo me grammikèc
sunart seic kajustèrhshc stic akmèc tou (`e(x) = aex + be) kai èstw fopt h bèltisth
ro  gia to dÐktuo autì. Tìte C(f) ≤ 4

3C(fopt).

Apìdeixh: 'Estw f∗ mia aujaÐreth efikt  ro . Lìgw thc prìtashc q èqoume:

C(f) =
∑
e∈E

`e(fe)fe ≤
∑
e∈E

`e(fe)f
∗
e =

∑
e∈E

`e(f
∗
e )f∗e +

∑
e∈E

(`e(fe)− `e(f∗e ))f∗e .

Efìson k�je `e(·) eÐnai aÔxousa, arkeÐ na exet�soume thn perÐptwsh ìpou f∗e ≤ fe
gia na broÔme èna �nw fr�gma gia ton teleutaÐo ìro. Sthn perÐptwsh aut  h èkfrash
(`e(fe) − `e(f∗e ))f∗e eÐnai Ðsh me to embadì tou grammoskiasmènou orjogwnÐou sto sq ma
2.4 parak�tw kai mporoÔme eÔkola na diapist¸soume ìti

(`e(fe)− `e(f∗e ))f∗e ≤
1

4
`e(fe)fe.

Aut  h anisìthta mporeÐ na prokÔyei ki apì to gegonìc ìti (f∗e − fe/2)2 ≥ 0.

Opìte C(f) ≤ C(f∗) +
1

4
C(f) => C(f) ≤ 4

3
C(f∗) gia k�je efikt  ro  f∗

'Ara, gia f∗ = fopt: C(f) ≤ 4
3C(fopt). �

Sq ma 2.4: H gewmetrik  epex ghsh thc apìdeixhc tou jewr matoc 2.7
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Genikèc Sunart seic Kajustèrhshc

H sqèsh C(f) ≤
∑

e∈E `e(f
∗
e )f∗e +

∑
e∈E(`e(fe) − `e(f

∗
e ))f∗e apì thn apìdeixh tou

jewr matoc 2.7 isqÔei anex�rthta apì to eÐdoc twn sunart sewn kajustèrhshc. 'Etsi
kat' analogÐa me thn perÐptwsh twn grammik¸n sunart sewn kajustèrhshc, sth genik 
perÐptwsh mac endiafèrei o lìgoc twn embad¸n tou grammoskiasmènou orjogwnÐou proc
to meg�lo orjog¸nio tou sq matoc 2.5 parak�tw, ìpou ìmwc t¸ra h sun�rthsh `e(·) eÐnai
k�poia aujaÐreth suneq c, jetik  kai aÔxousa sun�rthsh. An sumbolÐsoume ton lìgo
autì twn dÔo embad¸n me λ, tìte to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai to polÔ Ðso me (1 − λ)−1.
H mègisth tim  pou mporeÐ na l�bei o lìgoc λ exart�tai apokleistik� apì thn sun�rthsh
`e(·) kai orÐzetai wc par�metroc thc sun�rthshc:

Sq ma 2.5: O orismìc tou β gia genikèc sunart seic kajustèrhshc

β(`e) = sup
0≤y≤x

y · (`e(x)− `e(y))

x · `e(x)
.

AntÐstoiqa, gia mia kl�sh sunart sewn kajustèrhshc L, orÐzoume

β(L) = sup
`e∈L

sup
0≤y≤x

y · (`e(x)− `e(y))

x · `e(x)

kai to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai to polÔ ρ(L) = (1− β(L))−1.
Sth sunèqeia ja deÐxoume ìti up�rqoun dÐktua kai m�lista polÔ apl c morf c, sta

opoÐa to tÐmhma thc anarqÐac dÐnetai akrib¸c apì ton parap�nw tÔpo, dhlad  ta �nw kai
k�tw ìria tautÐzontai.

'Estw loipìn èna dÐktuo dÔo kìmbwn s, t kai dÔo s−t akm¸n, e1, e2 kai èstw èna aÐthma
(s, t, d), ìpou d h apaÐthsh exuphrèthshc. Tèloc èstw oi sunart seic kajustèrhshc twn
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dÔo akm¸n `1(x) stajer  sun�rthsh kai Ðsh pantoÔ me `2(d) kai `2(x) ∈ L aujaÐreth
sun�rthsh gia thn opoÐa isqÔei β(`) = β(L). EpÐshc upojètoume ìti to L perièqei tic
stajerèc sunart seic. Tìte sthn kat�stash isorropÐac Nash ìlo to fortÐo brÐsketai
sthn e2 kai to sunolikì kìstoc eÐnai d·`2(d). 'Estw t¸ra mia efikt  ro  h opoÐa dioqeteÔei
d − y mon�dec fortÐou sthn e1 kai tic upìloipec y sthn e2 me sunolikì kìstoc (d − y) ·
`2(d) + y · `2(y). O lìgoc tou kìstouc twn dÔo aut¸n ro¸n eÐnai

d · `2(d)

y · `2(y) + (d− y) · `2(d)
=

(
y · `2(y) + (d− y) · `2(d)

d · `2(d)

)−1
=

(
1− y · (`2(d)− `2(y)

d · `2(d)

)−1
Gia aujaÐreta epilegmèno d, an to y eÐnai epilegmèno ètsi ¸ste na megistopoieÐ ton lìgo

autì, tìte o ìroc y·(`2(d)−`2(y)
d·`2(d) tautÐzetai me to β(`) kai �ra me to β(L). Dhlad  to tÐmhma

thc anarqÐac gia to stigmiìtupo autì eÐnai toul�qiston (1 − β(L))−1, tautÐzetai dhlad 
me to �nw ìrio pou br kame parap�nw.

2.1.7 'Alla Apotelèsmata kai Parathr seic

Sthn par�grafo aut  ja doÔme p¸c, basizìmenoi sta parap�nw apotelèsmata, mporoÔme
na upologÐsoume to tÐmhma thc anarqÐac gia di�fora sun jh sÔnola sunart sewn, dhlad 
p¸c ja broÔme thn par�metro β twn sunìlwn aut¸n.

Ja prospaj soume na upologÐsoume to β(Lp), ìpou Lp, to sÔnolo pou perièqei ìla
ta polu¸numa bajmoÔ to polÔ p. Kat' arq�c parathroÔme ìti mporoÔme na ergastoÔme me
èna mikrìtero sÔnolo, to L̃p = {axi : a ∈ R, i ≤ p}. Pr�gmati, se èna dÐktuo (G, d, `)
me sunart seic kajustèrhshc pou an koun sto Lp, mporoÔme na antikatast soume mia
akm  e me `e(x) =

∑p
i=0 aix

i me èna kateujunìmeno monop�ti apì p+ 1 akmèc, sto opoÐo h

i-ost  akm  ja èqei sun�rthsh kajustèrhshc ˜̀e,i(x) = aix
i. To nèo dÐktuo (G, d, ˜̀) eÐnai

profan¸c isodÔnamo me to arqikì.
Kataskeu�zoume loipìn èna dÐktuo dÔo kìmbwn kai dÔo akm¸n, ìpwc autì sthn

apìdeixh q, ki epilègoume d = a, `2(x) = axi mia aujaÐreth sun�rthsh tou L̃p, kai
`1(x) = a h stajer  sun�rthsh, Ðsh pantoÔ me to `2(1). To stigmiìtupo autì isodÔnamo
me autì tou paradeÐgmatoc q, gia to opoÐo èqoume deÐ ìti to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai
[1 − i · (i + 1)−(i+1)/i]−1 = [1 − β(`2)]

−1. H èkfrash aut  eÐnai anex�rthth tou a kai
aÔxousa sto i, opìte th mègisth dunat  tim  tou tim matoc thc anarqÐac thn paÐrnoume
ìtan i = d, dhlad  apì tic sunart seic thc morf c `(x) = axp, gia tic opoÐec isqÔei
β(`) = β(Lp) = β(L̃p) = p · (p+ 1)−(p+1)/p, opìte ρ(Lp) = [1− p · (p+ 1)−(p+1)/p]−1. Me
parìmoio trìpo mporoÔme na ergastoÔme kai gia �lla sÔnola sunart sewn.

Up�rqoun wstìso orismènec eidikèc peript¸seic stic opoÐec to tÐmhma thc anarqÐac
eÐnai p�nta mikrìtero apì to �nw ìrio pou dÐnei o parap�nw tÔpoc. Gia par�deigma sthn
perÐptwsh twn grammik¸n sunart sewn kajustèrhshc me mhdenikì stajerì ìro, dhlad 
`e(x) = aex, to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai akrib¸c 1 antÐ gia 4

3 . Autì prokÔptei �mesa
apì tic prot�seic 2.2 kai 2.4 ki apì to gegonìc ìti `∗(x) = 2 · `(x). AntÐstoiqa, gia
polu¸numa megalÔterou bajmoÔ qwrÐc stajerì ìro, dhlad  ìtan `e(0) = 0 ta �nw ìria
pou èqoun brejeÐ eÐnai shmantik� qamhlìtera apì autì thc genik c perÐptwshc [CSS05].
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Mia �llh perÐptwsh sthn opoÐa ta �nw fr�gmata tou tim matoc thc anarqÐac eÐnai
kalÔtera apì autì tou genikoÔ tÔpou eÐnai aut  sthn opoÐa h tim  k�je sun�rthshc
kajustèrhshc se perÐptwsh mhdenik c sumfìrhshc eÐnai mh amelhtèa wc proc thn tim 
thc sun�rthshc kajustèrhshc sthn isorropÐa Nash, dhlad  `e(0) ≥ η`e(fNE) gia k�poio
η ∈ [0, 1). 'Otan sumbaÐnei autì, to �nw ìrio sto tÐmhma thc anarqÐac eÐnai mikrìtero kat�
èna par�gonta (1 − η)−1. Pr�gmati èstw èna stigmiìtupo me sunart seic kajustèrhshc
apì to sÔnolo L kai èstw f h ro  isorropÐac tou. 'Opwc kai prohgoumènwc, exet�zoume
to parak�tw di�gramma (pou eÐnai ousiastik� Ðdio me to sq ma 2.5) kai parathroÔme ìti
to embadì tou grammoskiasmènou orjogwnÐou eÐnai to polÔ β(L) forèc to embadì tou
orjogwnÐou me p�nw arister� gwnÐa thn (0, `e(f)) kai k�tw dexi� thn (fe, `e(0)), to opoÐo
me th seir� tou èqei embadì to polÔ (1− η)`e(fe) · fe. 'Amesa prokÔptei ìti to tÐmhma thc
anarqÐac eÐnai to polÔ (1− η)(1− β(L))−1 sthn perÐptwsh aut  [CSS05].
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2.2 Atomik� PaÐgnia Sumfìrhshc

2.2.1 To Montèlo kai BasikoÐ OrismoÐ

Se antÐjesh me to montèlo pou melet same parap�nw, ed¸ upojètoume ìti to pl joc twn
paikt¸n eÐnai peperasmèno kai to b�roc tou k�je paÐkth (pou antistoiqeÐ sthn apaÐthsh
exuphrèthshc tou mh-atomikoÔ montèlou) eÐnai èna mh amelhtèo posostì tou sunolikoÔ
b�rouc ìlwn twn paikt¸n. EpÐshc den periorizìmaste se èna paÐgnio diktÔou all� ja
melet soume èna paÐgnio sumfìrhshc sthn pio genik  tou morf . 'Opwc ja doÔme, ta
apotelèsmata pou ja parousi�soume isqÔoun genik� sta paÐgnia sumfìrhshc, all� kai
eidik� sta diktuak� paÐgnia sumfìrhshc.

O tupikìc orismìc tou paignÐou eÐnai ousiastik� o Orismìc 1.6 thc enìthtac 1.2 me
th diafor� ìti se k�je paÐkth i antistoiqoÔme epiplèon mia tim  wi > 0 pou eÐnai to
b�roc tou. 'Etsi t¸ra h sun�rthsh kajustèrhshc (ja qrhsimopoioÔme ton ìro autì
gia tic sunart seic kìstouc qr shc twn pìrwn akìma kai sta mh diktuak� paÐgnia) tou
pìrou e orÐzetai wc `e : R → R+, ìpou to `e(x) upodhl¸nei to kìstoc qr shc tou
pìrou e an� mon�da fortÐou, ìtan autìc qrhsimopoieÐtai apì paÐktec sunolikoÔ b�rouc x.
AntÐstoiqa, gia èna dosmèno profÐl strathgik¸n s ≡ (si, s−i) to kìstoc gia ton paÐkth
i eÐnai ci(s) = wi ·

∑
e∈si `e(ne(s)), ìpou ne(s) =

∑
e∈sj wj . To paÐgnio autì onom�zetai

paÐgnio sumfìrhshc me b�rh. An wi = 1 ∀i ∈ N tìte onom�zetai paÐgnio sumfìrhshc
qwrÐc b�rh. Ja parousi�soume apotelèsmata kai gia tic dÔo peript¸seic.

To koinwnikì kìstoc orÐzetai wc to �jroisma apì ta kìsth ìlwn twn paikt¸n, dhlad 
C(s) =

∑n
i=1 ci(s). 'Ena profÐl strathgik¸n onom�zetai bèltisto ìtan elaqistopoieÐ to

koinwnikì kìstoc. 'Ena profÐl strathgik¸n apoteleÐ amig  isorropÐa Nash an isqÔei h
sunj kh tou orismoÔ 1.3.

2.2.2 'Uparxh, Poluplokìthta kai SÔgklish se IsorropÐa Nash

PaÐgnia QwrÐc B�rh

'Ena atomikì paÐgnio sumfìrhshc qwrÐc b�rh, ìpwc eÐdame sthn enìthta 1.2, diajètei

sun�rthsh dunamikoÔ thn Φ(s) =
∑

e∈E
∑ne(s)

i=1 `e(i). Wc ek toÔtou k�je atomikì paÐgnio
sumfìrhshc qwrÐc b�rh diajètei amig  isorropÐa Nash. 'Omwc, h Ôparxh miac sun�rthshc
dunamikoÔ den mac dÐnei kamÐa epiplèon plhroforÐa sqetik� me th monadikìthta (  mh)
thc isorropÐac Nash, oÔte exasfalÐzei thn Ôparxh enìc apodotikoÔ trìpou upologismoÔ
thc. 'Opwc ja doÔme, ta apotelèsmata aut� gia ta atomik� paÐgnia sumfìrhshc diafèroun
shmantik� apì ta antÐstoiqa apotelèsmata gia ta mh-atomik� paÐgnia.

EÐdame ìti sta mh-atomik� paÐgnia sumfìrhshc, up�rqei ousiastik� monadik  isorropÐa
Nash, upì thn ènnoia ìti opoiesd pote dÔo roèc f, f

′
se isorropÐa Nash prokaloÔn thn Ðdia

kajustèrhsh se ìlec tic akmèc (`e(f) = `e(f
′
)) kai kat' epèktash èqoun kai to Ðdio kìstoc.

Sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc autì den sumbaÐnei genik� kai up�rqoun stigmiìtupa pou
epidèqontai dÔo   perissìterec isorropÐec Nash diaforetikoÔ kìstouc. Gia par�deigma,
sto stigmiìtupo tou sq matoc 2.7 thc upoenìthtac 2.2.3, h bèltisth ro  eÐnai kai ro 
se isorropÐa Nash, ìmwc blèpoume ìti up�rqei kai mia deÔterh ro  se isorropÐa Nash,
megalÔterou kìstouc. Mia �llh diafor� apì ta mh atomik� paÐgnia eÐnai ìti t¸ra oi
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ènnoiec thc isorropÐac Nash kai thc isorropÐac Wardrop den tautÐzontai kai mia ro  se
isorropÐa Nash eÐnai pijanì na mhn plhroÐ tic arqèc tou Wardrop kai genik� mporeÐ èna
atomikì paÐgnio sumfìrhshc na mh diajètei kamÐa isorropÐa Wardrop.

EpÐshc, sta mh-atomik� paÐgnia sumfìrhshc eÐdame ìti, an isqÔoun k�poiec aplèc
proôpojèseic gia tic sunart seic kajustèrhshc, eÐnai eÔkolo na upologisteÐ h kat�stash
isorropÐac Nash enìc stigmiìtupou. Sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc, autì den isqÔei
genik�. Sthn enìthta 1.2.2 perigr�yame mia diadikasÐa sÔgklishc se isorropÐa Nash. H
er¸thsh pou mac apasqoleÐ ed¸ eÐnai to pìso gr gora mporeÐ na epiteuqjeÐ h sÔgklish
se isorropÐa Nash xekin¸ntac apì mÐa aujaÐreth arqik  kat�stash, dhlad  pìso eÐnai
to m koc thc akoloujÐac diadoqik¸n diamorf¸sewn h opoÐa katal gei se mia isorropÐa
Nash. Se perÐptwsh pou h sÔgklish epituqg�netai gr gora (se poluwnumikì wc proc to
mègejoc tou stigmiìtupou qrìno), tìte profan¸c mporoÔme na upologÐsoume apodotik� mia
isorropÐa Nash. H ap�nthsh ìmwc eÐnai ìti up�rqoun stigmiìtupa paignÐwn kai antÐstoiqec
arqikèc katast�seic tètoiec ¸ste to pl joc twn bhm�twn pou apaiteÐtai prokeimènou to
sÔsthma na odhghjeÐ se isorropÐa Nash eÐnai ekjetikì wc proc to mègejoc tou diktÔou.
Sugkekrimèna, oi [FPT04] apèdeixan ìti o upologismìc miac amigoÔc isorropÐac Nash sta
atomik� paÐgnia sumfìrhshc mporeÐ na gÐnei se poluwnumikì qrìno mìno sthn perÐptwsh
twn summetrik¸n, diktuak¸n paignÐwn sumfìrhshc. Se diaforetik  perÐptwsh, dhlad  sta
genik� mh-diktuak� paÐgnia sumfìrhshc (summetrik    mh) kai sta mh-summetrik� paÐgnia
sumfìrhshc diktÔou, o upologismìc miac amigoÔc isorropÐac Nash eÐnai genik� dÔskolo
prìblhma (sugkekrimèna PLS-complete). Akìma kai sthn perÐptwsh twn summetrik¸n
paignÐwn sumfìrhshc diktÔou eÐnai dÔskolo prìblhma h eÔresh thc kalÔterhc   thc
qeirìterhc (apì �poyh koinwnikoÔ kìstouc) isorropÐac Nash.

Ta arnhtik� aut� apotelèsmata od ghsan sthn prosp�jeia upologismoÔ ε-
proseggistik¸n amig¸n isorropi¸n Nash. Sto plaÐsio autì orÐzoume thn ènnoa thc
ε-sÔgklishc, h opoÐa epitugq�netai ìtan oi paÐktec odhgoÔntai se mia kat�stash ε-
proseggistik c isorropÐac Nash ektel¸ntac se k�je b ma kin seic pou belti¸noun to
ìfelìc touc kat� èna par�gonta megalÔtero   Ðso tou ε. 'Eqei apodeiqjeÐ [CS07]
ìti sta summetrik� paÐgnia sumfìrhshc h ε-sÔgklish epitugq�netai, apì opoiad pote
arqik  kat�stash, se poluwnumikì pl joc bhm�twn wc proc ton arijmì twn paikt¸n
kai to 1/ε, arkeÐ oi sunart seic kìstouc twn pìrwn na ikanopoioÔn thn ex c sunj kh:
`e(t+ 1) ≤ α`e(t) gia k�je t ≥ 1, ìpou to α = O(poly(n)). H sunj kh aut  problèpei ìti
ìtan ènac paÐkthc prostÐjetai se ènan pìro, to kìstoc twn upoloÐpwn qrhst¸n tou pìrou
aux�netai to polÔ kat� α. To jetikì autì apotèlesma paÔei na isqÔei ìtan to paÐgnio
eÐnai mh-summetrikì   ìtan den isqÔei h parap�nw sunj kh.

PaÐgnia Me B�rh

'Otan oi paÐktec èqoun diaforetik� b�rh, tìte to paÐgnio xefeÔgei apì ton austhrì orismì
tou paignÐou sumfìrhshc. 'Etsi eÐnai arket� pijanì èna atomikì paÐgnio sumfìrhshc
me b�rh na mhn diajètei sun�rthsh dunamikoÔ kai kat' epèktash na mhn diajètei amig 
isorropÐa Nash, ìpwc gia par�deigma to stigmiìtupo tou sq matoc 2.6 parak�tw.
'Ef' ìson sth genik  perÐptwsh ta apotelèsmata eÐnai arnhtik�, to basikì er¸thma
eÐnai poiec upokathgorÐec twn paignÐwn sumfìrhshc me b�rh diajètoun amig  isorropÐa
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Nash. PeriorismoÐ mporoÔn na tejoÔn eÐte sth dom  tou paignÐou eÐte sthn morf  twn
epitrepìmenwn sunart sewn kajustèrhshc stouc pìrouc. 'Eqoun brejeÐ ta parak�tw
jetik� apotelèsmata [FKKMS02], [HK10]:

1. Sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc me b�rh ìpou dÐktuo èqei th morf  par�llhlwn
akm¸n (  isodÔnama k�je strathgik  qrhsimopoieÐ mìno ènan pìro) up�rqei p�nta
amig c isorropÐa Nash kai m�lista mporeÐ na upologisteÐ se poluwnumikì qrìno.

2. Sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc me b�rh sta opoÐa oi sunart seic kajustèrhshc
eÐnai grammikèc up�rqei p�nta amig c isorropÐa Nash. Sugkekrimèna, ìtan elle(x) =
ae(x) + be h sun�rthsh Φ(s) =

∑
e(ae(we(s) + be)we(s) +

∑n
i=1

∑
e∈si(aewi + be)wi

apoteleÐ b-stajmismènh sun�rthsh dunamikoÔ me bi = 1
2wi

.

3. Sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc me b�rh sta opoÐa oi sunart seic kajustèrhshc
eÐnai ekjetikèc up�rqei p�nta amig c isorropÐa Nash. Sugkekrimèna, ìtan `e(x) = ex

h sun�rthsh Φ(s) =
∑

e∈E e
(we(s)) apoteleÐ b-stajmismènh sun�rthsh dunamikoÔ me

bi = ewi
ewi−1 . Sthn pio genik  perÐptwsh oi sunart seic kajustèrhshc mporoÔn na

èqoun th morf  `(x) = a` · eφx + b`, ìpou ta a`, b` ∈ R mporeÐ na exart¸ntai apì th
sun�rthsh `(·), en¸ to φ ∈ R eÐnai anex�rthto thc `(·).

4. 'Otan oi sunart seic kajustèrhshc èqoun opoiad pote �llh morf  apì aut  twn
peript¸sewn (2) kai (3), tìte h Ôparxh amigoÔc isorropÐac Nash sta aomik� paÐgnia
sumfìrhshc me b�rh den eÐnai exasfalismènh kai m�lista to prìblhma thc apìfashc
an up�rqei   ìqi amig c isorropÐa Nash se èna sugkekrimèno stigmiìtupo eÐnai NP-
Complete.

Sq ma 2.6: Sto dÐktuo autì èqoume dÔo paÐktec, b�rouc 1 kai 2 antÐstoiqa kai me koin 
diadrom  s → t . Me prosektik  an�lush tou diktÔou prokÔptei ìti den up�rqei kamÐa
amig c isorropÐa Nash.

2.2.3 To TÐmhma thc AnarqÐac gia Grammikèc Sunart seic
Kajustèrhshc

Lìgw thc Ôparxhc genik� perissìterwn apì mia isorropi¸n Nash, sta atomik� paÐgnia
sumfìrhshc èqei nìhma h melèth ìqi mìno tou tim matoc thc anarqÐac, all� kai tou
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tim matoc thc stajerìthtac, dhlad  tou lìgou tou kìstouc thc bèltisthc isorropÐac
Nash proc to kìstoc thc bèltisthc lÔshc. Wstìso, mac endiafèrei kurÐwc na melet soume
thn arnhtik  epÐdrash thc egwistik c sumperifor�c twn paikt¸n se èna dÐktuo kai aut 
ekfr�zetai kalÔtera apì to tÐmhma thc anarqÐac, opìte se autì ja esti�soume thn prosoq 
mac parak�tw.

'Opwc kai sthn prohgoÔmenh enìthta, ja xekin soume apì thn pio apl  perÐptwsh
ìpou oi sunart seic kajustèrhshc twn pìrwn eÐnai grammikèc, `e(x) = ae(x) + be. Ja
exet�soume dÔo peript¸seic, atomik� paÐgnia sumfìrhshc me b�rh kai qwrÐc b�rh.

'Anw Fr�gma sta PaÐgnia QwrÐc B�rh

'Otan oi sunart seic kajustèrhshc eÐnai grammikèc, tìte to qeirìtero dunatì tÐmhma
thc anarqÐac sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc dÐqwc b�rh to polÔ 5

2 [CK05]. Gia na to
apodeÐxoume ja qreiasteÐ kat' arq�c h parak�tw apl  arijmhtik  idiìthta.

L mma 2.8: Gia k�je zeÔgoc jetik¸n akeraÐwn k, ` isqÔei:

k(`+ 1) ≤ 1

3
`2 +

5

3
k2

AkoloujeÐ t¸ra h apìdeixh:

Je¸rhma 2.9 [CK05]: Se k�je grammikì atomikì paÐgnio sumfìrhshc qwrÐc b�rh to
tÐmhma thc anarqÐac eÐnai to polÔ 5

2 .

Apìdeixh: 'Estw s mia isorropÐa Nash kai s∗ èna bèltisto profÐl strathgik¸n.
Sthn isorropÐa Nash o paÐkthc i èqei kìstoc ci(s) =

∑
e∈si(ae(ne(s)) + be), ìpou ne(s),

to pl joc twn paikt¸n pou qrhsimopoioÔn ton pìro e sth lÔsh s. Opìte to koinwnikì
kìstoc ja eÐnai

C(s) =
∑
i

ci(s) =
∑
e∈E

(ae(n
2
e(s)) + bene(s)).

IsqÔei ìti ci(s) =
∑
e∈si

(ae(ne(s))+be) ≤
∑
e∈s∗i

(ae(ne(s
∗
i , s−i))+be) ≤

∑
e∈s∗i

(ae(ne(s)+1)+be)

opìte gia to koinwnikì kìstoc ja isqÔei

C(s) ≤
n∑
i=1

∑
e∈s∗i

(ae(ne(s) + 1) + be) =
∑
e∈E

(ae(ne(s) + 1)ne(s
∗) + bene(s

∗))

Apì to L mma 2.8 èqoume ìti (ne(s) + 1)ne(s
∗) ≤ 1

3n
2
e(s) + 5

3n
2
e(s
∗). Opìte

C(s) ≤
∑
e∈E

(
1

3
aen

2
e(s) + bene(s

∗) +
5

3
aen

2
e(s
∗) + bene(s

∗))
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'Opwc kai sthn apìdeixh tou jewr matoc 2.7, arkeÐ na epikentrwjoÔme stouc pìrouc gia
touc opoÐouc isqÔei ne(s) ≥ ne(s∗), opìte mporoÔme na gr�youme

C(s) ≤
∑
e∈E

(
1

3
aen

2
e(s) + bene(s) +

5

3
aen

2
e(s
∗) + bene(s

∗))⇒

⇒ C(s) ≤ 1

3
C(s) +

5

3
C(s∗)→ C(s) ≤ 5

2
C(s∗). �

K�tw Fr�gma sta PaÐgnia QwrÐc B�rh

Ja parousi�soume t¸ra èna stigmiìtupo grammikoÔ atomikoÔ paignÐou sumfìrhshc qwrÐc
b�rh ìpou to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai akrib¸c 5

2 .

Je¸rhma 2.10: Sta grammik� atomik� paÐgnia sumfìrhshc qwrÐc b�rh to tÐmhma
thc anarqÐac eÐnai akrib¸c 5

2 .

'Estw to parak�tw aplì dÐktuo (sq ma 2.7). 'Eqoume 4 paÐktec me monop�tia b → c,
b → d, c → d kai d → c. Blèpoume ìti o k�je paÐkthc èqei dÔo dunatèc diadromèc,
aut  pou qrhsimopoieÐ mÐa akm  ki aut  pou qrhsimopoieÐ dÔo akmèc. Sth bèltisth
lÔsh k�je paÐkthc epilègei thn ap' eujeÐac diadrom  (sq ma 2.8.a) me atomikì kìstoc 1,
dhlad  koinwnikì kìstoc 4. An ìmwc ìloi oi paÐktec epilèxoun thn enallaktik  diadrom ,
katal goume se mia kat�stash isorropÐac Nash (sq ma 2.8.b) me koinwnikì kìstoc 10.
Opìte to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai akrib¸c 5

2 . �

Sq ma 2.7: 'Ena dÐktuo me PoA = 5
2
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(aþ) H ro  se isorropÐa Nash (bþ) H bèltisth ro 

Sq ma 2.8: H lÔsh isorropÐac kai h bèltisth lÔsh sto par�deigma tou sq matoc 2.7

'Anw Fr�gma sta PaÐgnia Me B�rh

'Otan oi paÐktec èqoun diaforetik� b�rh to tÐmhma thc anarqÐac gia grammikèc sunart seic

kajustèrhshc eÐnai to polÔ 1 + φ = 3+
√
5

2 [AAE05]. H apìdeixh moi�zei arket� me aut 
twn paignÐwn qwrÐc b�rh. Arqik� qrei�zetai h parak�tw idiìthta:

L mma 2.11 (Anisìthta Cauchy-Schwartz): Gia k�je zeÔgoc dianusm�twn x, y
isqÔei:

|
m∑
i=1

xiyi|2 ≤
m∑
i=1

|x2i |+
m∑
i=1

|y2i |

AkoloujeÐ t¸ra h apìdeixh:

Je¸rhma 2.12 [AAE05]: Se k�je grammikì atomikì paÐgnio sumfìrhshc me b�rh to

tÐmhma thc anarqÐac eÐnai to polÔ 3+
√
5

2 .

Apìdeixh: 'Estw s mia isorropÐa Nash kai s∗ èna bèltisto profÐl strathgik¸n.
Sthn isorropÐa Nash o paÐkthc i èqei kìstoc ci(s) =

∑
e∈si(ae(we(s)) + be), ìpou

we(s) =
∑

j:e∈sj wj , to sunolikì b�roc twn paikt¸n pou qrhsimopoioÔn ton pìro e sth
lÔsh s. Opìte to koinwnikì kìstoc ja eÐnai

C(s) =
∑
i

ci(s) =
∑
e∈E

(ae(w
2
e(s)) + bewe(s)).

IsqÔei ìti ci(s) =
∑
e∈si

(ae(we(s))+be) ≤
∑
e∈s∗i

(ae(we(s
∗
i , s−i))+be) ≤

∑
e∈s∗i

(ae(we(s)+wi)+be)
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opìte gia to koinwnikì kìstoc ja isqÔei

C(s) ≤
n∑
i=1

∑
e∈s∗i

(ae(we(s) + wi) + be)

Mac endiafèrei mìno h perÐptwsh ìpou wi ≤ we(s∗), opìte mporoÔme na gr�youme

C(s) =
∑
e∈E

(aewe(s) + be)we(s) ≤
n∑
i=1

∑
e∈s∗i

(ae(we(s) + we(s
∗)) + be)⇒

⇒ C(s) ≤
∑
e∈E

(ae(we(s)+we(s
∗))+be)we(s

∗) =
∑
e∈E

aewe(s)we(s
∗)+

∑
e∈E

(aewe(s
∗)+be)we(s

∗)

K�nontac qr sh thc anisìthtac Cauchy-Schwartz èqoume:

∑
e∈E

(aewe(s) + be)we(s) ≤
√∑
e∈E

aew2
e(s)

∑
e∈E

aew2
e(s
∗) +

∑
e∈E

(aewe(s
∗) + be)we(s

∗)⇒

⇒
∑
e∈E

(aewe(s)+be)we(s) ≤
√∑
e∈E

(aewe(s) + be)we(s)
∑
e∈E

(aewe(s∗) + be)we(s∗)+
∑
e∈E

(aewe(s
∗)+be)we(s

∗).

An orÐsoume

x =

√
C(s)

C(s∗)
=

√ ∑
e∈E(aewe(s) + be)we(s)∑
e∈E(aewe(s∗) + be)we(s∗)

tìte h parap�nw anisìthta isodunameÐ me thn x2 ≤ x+ 1 h lÔsh thc opoÐac eÐnai gnwst ,

sugkekrimèna x2 ≤ 1 + φ ⇒ x2 ≤ 3+
√
5

2 . To x2 isoÔtai me to tÐmhma thc anarqÐac C(s)
C(s∗) ,

opìte h apìdeixh oloklhr¸jhke. �

K�tw Fr�gma sta PaÐgnia Me B�rh

Je¸rhma 2.13: Sta grammik� atomik� paÐgnia sumfìrhshc me b�rh to tÐmhma thc

anarqÐac eÐnai akrib¸c 3+
√
5

2 .

Apìdeixh: TropopoioÔme to dÐktuo tou sq matoc 2.7, prosjètwntac b�rh stouc paÐktec
wc ex c: Oi paÐktec me diadromèc b→ c kai b→ d èqoun w = φ kai oi paÐktec me diadromèc
c → d kai d → c èqoun w = 1 (sq ma 2.9). P�li sth bèltisth lÔsh o k�je paÐkthc
epilègei th diadrom  pou apoteleÐtai apì mÐa mìno akm  (sq ma 2.10.a) kai to koinwnikì
kìstoc eÐnai 2φ2 +2. An k�je paÐkthc epilèxei th diadrom  pou apoteleÐtai apì dÔo akmèc,
tìte èqoume kat�stash isorropÐac Nash (sq ma 2.10.b) me sunolikì kìstoc 4φ2 + 4φ+ 2.

To tÐmhma thc anarqÐac epomènwc eÐnai 4φ2+4φ+2
2φ2+2

= 8φ+6
2φ+4 = 1+ 6φ+2

2φ+4 = 1+ 2φ2+4φ
2φ+4 = 1+φ,

epeid  φ2 = φ+ 1. �
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Sq ma 2.9: 'Ena dÐktuo me PoA = 3+
√
5

2

(aþ) H ro  se isorropÐa Nash (bþ) H bèltisth ro 

Sq ma 2.10: H lÔsh isorropÐac kai h bèltisth lÔsh sto par�deigma tou sq matoc 2.9

2.2.4 H 'Ennoia tou OmaloÔ PaignÐou

Sthn upoenìthta aut  ja eis�goume thn ènnoia tou omaloÔ paignÐou (smooth game)
[Rou01], h opoÐa ja mac qrhsimeÔsei parak�tw prokeimènou na epekteÐnoume ta
apotelèsmata thc prohgoÔmenhc upoenìthtac kai na upologÐsoume mia èkfrash gia to
tÐmhma thc anarqÐac twn atomik¸n paignÐwn sumfìrhshc h opoÐa ja exart�tai mìno apì
thn kl�sh twn sunart sewn kajustèrhshc, kat' antistoiqÐa me thn enìthta 2.1.6. O
parak�tw orismìc afor� opoiod pote paÐgnio elaqistopoÐhshc kìstouc.

Orismìc 2.14 [Rou01]: 'Ena paÐgnio G onom�zetai (k,m)-omalì an gia k�je dÔo
katast�seic tou s, s∗ isqÔei

n∑
i=1

ci(s
∗
i , s−i) ≤ k · C(s∗) +m · C(s).
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An èna paÐgnio eÐnai (k,m)-omalì me k ≥ 0 kai m < 1, eÔkola parathroÔme ìti to
tÐmhma thc anarqÐac eÐnai to polÔ k/(1−m). EÐnai dunatìn èna paÐgnio na eÐnai omalì gia
pollèc diaforetikèc timèc tou zeÔgouc (k,m). An orÐsoume

ρ(G) = inf

{
k

1−m
: (k,m) tètoia ¸ste to paÐgnio eÐnai(k,m)-omalì

}
tìte to ρ(G) apoteleÐ �nw fr�gma gia to tÐmhma thc anarqÐac sto paÐgnio G.

EpÐshc èna (k,m)-omalì paÐgnio diathreÐ thn idiìthta tou OrismoÔ q, akìma ki an sth
jèsh tou s jewr soume mia katanom  pijanot twn p�nw stic dunatèc katast�seic, ìpou
sth jèsh tou koinwnikoÔ kìstouc jewroÔme thn anamenìmenh tim  tou, dhlad  isqÔei

n∑
i=1

Es−i∼σi [ci(s
∗
i , s−i)] ≤ k · C(s∗) +m ·Es∼σ[C(s)].

Autì èqei san sunèpeia tic parak�tw shmantikèc prot�seic.

Prìtash 2.15: Gia èna (k,m) omalì paÐgnio G to ρ(G) apoteleÐ �nw ìrio sto
tÐmhma thc anarqÐac ìtan jewroÔme meiktèc isorropÐec Nash.

Prìtash 2.16: Gia èna (k,m) omalì paÐgnio G to ρ(G) apoteleÐ �nw ìrio sto
tÐmhma thc anarqÐac ìtan jewroÔme susqetistikèc isorropÐec Nash.

ParathroÔme dhlad  ìti ta ìria sto tÐmhma thc anarqÐac tautÐzontai stic peript¸seic twn
amig¸n, meikt¸n kai susqetistik¸n  isorropi¸n Nash.

Tèloc, gia mia kl�sh paignÐwn G orÐzoume A(G) na eÐnai to sÔnolo twn zeug¸n (k,m)
gia ta opoÐa k�je paÐgnio sto G eÐnai (k,m)-omalì. Mac endiafèroun tight kl�seic
paignÐwn, dhlad  autèc gia tic opoÐec

sup
G∈G

ρ(G) = inf
(k,m)∈A(G)

k

1−m
.

Sthn enìthta aut  ja prospaj soume na broÔme genikìtera apotelèsmata gia to
tÐmhma thc anarqÐac gia to montèlo pou exet�zoume. Ja doÔme parak�tw ìti to tÐmhma
thc anarqÐac exart�tai p�li apì thn morf  twn sunart sewn kajustèrhshc twn akm¸n.
Ja parousi�soume èna genikì tÔpo pou dÐnei to tÐmhma thc anarqÐac kai ja upologÐsoume
tic timèc pou paÐrnei gia merikèc sunhjismènec kl�seic sunart sewn. Ousiastik�, san
tÐmhma thc anarqÐac gia mia kl�sh sunart sewn jewroÔme to qeirìtero dunatì tÐmhma
thc anarqÐac pou mporeÐ na prokÔyei se dÐktuo oi sunart seic kajustèrhshc tou opoÐou
an koun sthn kl�sh aut .

2.2.5 To TÐmhma thc AnarqÐac gia Genikèc Sunart seic
Kajustèrhshc

Sthn upoenìthta aut  ousiastik� ja deÐxoume ìti ta atomik� paÐgnia sumfìrhshc
apoteloÔn mia tight kl�sh paignÐwn, dhlad  ta �nw kai k�tw ìria sto tÐmhma thc anarqÐac
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tautÐzontai. Ja exet�soume ta paÐgnia me b�rh kai ta paÐgnia qwrÐc b�rh xeqwrist�, ìpwc
k�name kai gia tic grammikèc sunart seic kajustèrhshc. H eÔresh twn �nw orÐwn eÐnai
idiaÐtera apl , h duskolÐa ègkeitai sthn kataskeu  stigmiìtupwn pou petuqaÐnoun akrib¸c
aut� ta ìria.

'Anw Fr�gma sta PaÐgnia QwrÐc B�rh

'Estw L mia kl�sh sunart sewn kajustèrhshc kai G(L) to sÔnolo twn atomik¸n paignÐwn
sumfìrhshc qwrÐc b�rh oi sunart seic kajustèrhshc twn opoÐwn an koun sto L. IsqÔei
h parak�tw prìtash.

Prìtash 2.17: [Rou01] A(G(L)) = {(k,m) tètoia ¸ste `(x + 1)x∗ ≤
k · `(x∗)x∗ + m · `(x)x}, gia ìlouc touc akèraiouc x ≥ 0, x∗ ≥ 1,m < 1 kai gia
ìlec tic ` ∈ L. Dhlad  k�je paÐgnio G ∈ G eÐnai (k,m)-omalì gia ta zeÔgh (k,m) pou
orÐzei h parap�nw sqèsh.

Apìdeixh: Pr�gmati isqÔei

n∑
i=1

ci(s
∗
i , s−i) ≤

∑
e∈E

`e(ne(s) + 1)n∗e(s)

≤
∑
e∈E

[k · `e(n∗e(s))n∗e(s) +m · `e(ne(s))ne(s)] = k · C(s∗) +m · C(s). �

'Amesa prokÔptei ìti to tÐmhma thc anarqÐac sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc qwrÐc
b�rh me sunart seic kajustèrhshc apì èna sÔnolo L eÐnai to polÔ

ρ(L) = inf{ k

1−m
: (k,m) ∈ A(G(L))}

ìpou to A(G(L)) orÐsthke parap�nw.
Genik� den up�rqei k�poioc eÔkoloc trìpoc gia ton upologismì twn tim¸n pou

paÐrnei h parap�nw par�stash gia di�forec kl�seic L sunart sewn kajustèrhshc, me
apotèlesma k�je perÐptwsh na prèpei na exetasteÐ xeqwrist�. Oi [ADGMS05] melèthsan
thn perÐptwsh pou oi sunart seic kajustèrhshc eÐnai polu¸numa bajmoÔ to polÔ d.
H eÔresh tou tim matoc thc anarqÐac sthn perÐptwsh aut  an�getai sthn eÔresh twn
k,m pou beltistopoioÔn thn parap�nw par�stash upì ton periorismì ìti `(x + 1)x∗ ≤
k · `(x∗)x∗ +m · `(x)x}, ìtan oi sunart seic `(·) eÐnai polu¸numa bajmoÔ to polÔ d.

OrÐzontac th genÐkeush Φd tou qrusoÔ lìgou φ wc th lÔsh thc exÐswshc (x+ 1)d =
xd + 1 kai k = bΦdc to tÐmhma thc anarqÐac ìtan oi sunarthseic kajustèrhshc eÐnai
polu¸numa bajmoÔ to polÔ d fr�ssetai �nw apì ton ìro:

(k + 1)2d+1 − kd+1(k + 2)d

(k + 1)d+1 − (k + 2)d + (k + 1)d − kd + 1
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K�tw Fr�gma sta PaÐgnia QwrÐc B�rh

Ja jèlame na kataskeu�soume gia opoiod pote sÔnolo L, èna stigmiìtupo G ∈ G(L) sto
opoÐo to tÐmhma thc anarqÐac mporeÐ na ft�sei ìso kont� jèloume sto ρ(L) (ousiastik�
teÐnei sto ρ(L) kaj¸c to pl joc twn paikt¸n kai twn pìrwn teÐnei sto �peiro). H
kataskeu  aut  [Rou01] eÐnai arket� polÔplokh kai teqnik  ìpwc ja doÔme parak�tw.

Arqik� upojètoume ìti to L eÐnai peperasmèno kai ta x, x∗ fr�ssontai apì k�poion
akèraio n kai sumbolÐzoume me A(L, n) to uposÔnolo tou A(G(L)) gia to opoÐo isqÔei
x ≤ n, x∗ ≤ n. Ousiastik� fr�ssoume to mègisto epitrepìmeno fortÐo se k�je pìro.
To A(L, n) gewmetrik� eÐnai èna hmiepÐpedo pou prokÔptei apì thn tom  tou hmiepipèdou
m < 1 me peperasmèno pl joc hmiepipèdwn, èna gia k�je diaforetikì zeÔgoc tim¸n x, x∗.
'Estw epÐshc ρ(L, n) = inf{ k

1−m : (k,m) ∈ A(L, n)}. Stìqoc mac eÐnai na kataskeu�soume
èna paÐgnio sto opoÐo to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai Ðso me ρ(L, n). AkoloujeÐ èna l mma
pou perigr�fei sugkekrimènec idiìthtec twn tim¸n (k,m) pou orÐzoun to ρ(L, n).

L mma 2.18 [Rou01]: Gia peperasmèna L kai n, èstw ìti up�rqoun k̂, m̂ gia ta

opoÐa k̂
1−m̂ = ρ(L, n). Tìte up�rqoun `1, `2 ∈ L, x1, x2 ∈ {0, 1, ..., n}, x∗1, x∗2 ∈ {1, ..., n}

kai η ∈ [0, 1] tètoia ¸ste `i(xi + 1)x∗i = k̂`i(x
∗
i )x
∗
i + m̂`i(xi)xi gia i = 1, 2 kai

η · `1(x1 + 1)x∗1 + (1− η) · `2(x2 + 1)x∗2 = η · `1(x1)(x1) + (1− η) · `2(x2)(x2).

Ja perigr�youme sunoptik� ta basik� shmeÐa thc apìdeixhc. Arqik� èstw
H`,x,x∗ = {(k,m) : `(x+ 1)x∗ ≤ k · `(x∗)x∗ +m · `(x)x}} to hmiepÐpedo pou antistoiqeÐ
sta `, x, x∗ kai θH`,x,x∗ to sÔnorì tou. Gia kajorismèna `, x, x∗ orÐzoume

β`,x,x∗ =
`(x)x

`(x+ 1)x∗

kai gia x ≥ 1 mporoÔme na gr�youme

k

1−m
=
`(x+ 1)

`(x∗
1− (β`,x,x∗)m

1−m

gia ìla ta shmeÐa (k,m) ∈ A(L, n) ∩ θH`,x,x∗
Sth sunèqeia exet�zoume se poia perioq  tou A(L, n)∩θH`,x,x∗ an kei to shmeÐo (k̂, m̂)

gia tic di�forec pijanèc timèc tou β`,x,x∗ .

1. Gia β(`, x, x∗) = 1 h tim  tou k/(1−m) eÐnai Ðdia gia ìla ta shmeÐa tou hmiepipèdou.

2. Gia β(`, x, x∗) < 1 kai x ≥ 1 to shmeÐo pou elaqistopoieÐ to k/(1−m) eÐnai autì me
thn el�qisth dunat  tim  tou k kai th mègisth dunat  tim  tou m, dhlad  to dexiì
�kro tou A(L, n) ∩ θH`,x,x∗ .

3. Gia β(`, x, x∗) > 1 to shmeÐo pou elaqistopoieÐ to k/(1−m) eÐnai autì me thn mègisth
dunat  tim  tou k kai thn el�qisth dunat  tim  tou m, dhlad  to aristerì �kro tou
A(L, n) ∩ θH`,x,x∗ .
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4. To shmeÐo tou tm matoc A(L, n)∩ θH`,0,1 pou elaqistopoieÐ to k/(1−m) eÐnai autì
me k = 1 kai thn el�qisth dunat  tim  tou m, dhlad  to k�tw �kro.

Apì upìjesh, up�rqei èna zeÔgoc (k̂, m̂) me k
1−m = ρ(L, n). To shmeÐo (k̂, m̂) ja an kei

se mÐa gramm  θH`,x,x∗ , ìpou ta `, x, x∗ ikanopoioÔn thn pr¸th sunj kh tou l mmatoc. An
β`,x,x∗ = 1 tìte paÐrnoume `1 = `2 = `, x1 = x2 = x, x∗1 = x∗2 = x∗ kai opoiod pote
η ∈ [0, 1] kai h apìdeixh oloklhr¸jhke.

'Otan β`,x,x∗ 6= 1 tìte apì ta (2)− (4) parap�nw prokÔptei ìti up�rqei ki èna deÔtero

hmiepÐpedo H`′ ,y,y∗ ìpou (k̂, m̂) ∈ θH`′ ,y,y∗ . To (k̂, m̂) ja eÐnai to dexiìtero (aristerìtero)
�kro tou A(L, n) ∩ θH`,x,x∗ kai to aristerìtero (dexiìtero) tou A(L, n) ∩ θH`′ ,y,y∗ . Gia
na oloklhr¸soume thn apìdeixh metonom�zoume ta `, `

′
, x, x∗, y, y∗ ètsi ¸ste to (k̂, m̂) na

eÐnai to aristerì �kro tou H`1,x1,x∗1 kai to dexÐ �kro tou H`2,x2,x∗2 . IsqÔei tìte β`1,x1,x∗1 < 1
kai β`2,x2,x∗2 > 1. H pr¸th sunj kh tou l mmatoc ikanopoieÐtai. Epilègoume to kat�llhlo
η ∈ [0, 1] gia na ikanopoihjeÐ kai h deÔterh kai h apìdeixh oloklhr¸jhke.

MporoÔme t¸ra na kataskeu�soume to stigmiìtupo wc ex c: Gia kajorismèna L, n èstw

ìti up�rqoun timèc (k̂, m̂) tètoiec ¸ste k̂
1−m̂ = ρ(L, n). Dialègoume `1, `2, x1, x2, x∗1, x

∗
2

ìpwc sto l mma 2.18. 'Eqoume E = E1 ∪ E2 me E1 ∩ E2 = kai |E1| = |E2| = κ =
max {x1 + x∗1, x2 + x∗2}. K�je pìroc e1 ∈ E1 èqei sun�rthsh kìstouc η · `1(x) kai k�je
e2 ∈ E2 (1 − η) · `1(x). Up�rqoun κ paÐktec, o kajènac me dÔo dunatèc strathgikèc. An
fantastoÔme ta E1, E2 san dÔo kÔklouc κ stoiqeÐwn o kajènac tìte h pr¸th strathgik 
si tou paÐkth i qrhsimopoieÐ x1 diadoqik� stoiqeÐa tou E1 kai x2 diadoqik� stoiqeÐa tou E2

xekin¸ntac apì to i-ostì stoiqeÐo k�je kÔklou. H deÔterh strathgik  vi qrhsimopoieÐ x∗j
diadoqik� stoiqeÐa tou Ej (j = 1, 2) telei¸nontac sto (i− 1)-ostì stoiqeÐo k�je kÔklou.
'Eqoume dialèxei arket� meg�lo κ ¸ste oi dÔo strathgikèc na mhn qrhsimopoioÔn koinoÔc
pìrouc.

'Estw y h kat�stash sthn opoÐa ìloi oi paÐktec epilègoun thn pr¸th strathgik  kai
y∗ aut  sthn opoÐa epilègoun ìloi th deÔterh. IsqÔei ye1 = x1 kai y∗e1 = x∗1 kai antÐstoiqa
ye2 = x2 kai y∗e2 = x∗2 gia ta stoiqeÐa twn E1 kai E2 antÐstoiqa. Gia ton paÐkth i 'Eqoume:

ci(y) =
∑

e∈si∩E1

η · `1(ye) +
∑

e∈si∩E2

(1− η) · `2(ye) =

η · x1 · `1(x1) + (1− η) · x2 · `2(x2) =

η · x∗1 · `1(x1 + 1) + (1− η) · x22 · `2(x2 + 1) =∑
e∈vi∩E1

η · `1(ye + 1) +
∑

e∈vi∩E2

(1− η) · `2(ye + 1) = ci(y
∗
i , y−i)

Dhlad  h kat�stash y eÐnai isorropÐa Nash gia to stigmiìtupo autì. Tèloc èqoume:

C(y) =

κ∑
i=1

ci(y) = κ · [η · x∗1 · `1(x1 + 1) + (1− η) · x∗2 · `2(x2 + 1)] =

κη ·
(
k̂`1(x

∗
1)x
∗
1 + m̂`1(x1)x1

)
+ κ(1− η) ·

(
k̂`2(x

∗
2)x
∗
2 + m̂`2(x2)x2

)
=
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k̂ · κ (η · `1(x∗1)x∗1 + (1− η) · `2(x∗2)x∗2) + m̂ · κ (η · `1(x1)x1 + (1− η) · `2(x2)x2) =

k̂ · C(y∗) + m̂ · C(y)

Opìte C(y)
C(y∗)

k̂
1−m̂ = ρ(L, n)

Ac doÔme thn kataskeu  tou k�tw fr�gmatoc sthn polÔ apl  perÐptwsh ìpou
L = {`x = x} kai n = 2. Tìte to A(L, 2) orÐzetai apì thn tom  twn hmiepipèdwn
k+m ≥ 2 (gia x = x∗ = 1) kai k+ 4m ≥ 3 (gia x = 2, x∗ = 1). IsqÔei β`,1,1 < 1 < β`,2,1
kai to shmeÐo pou elaqistopoieÐ to k

1−m eÐnai h tom  twn eujei¸n pou fr�ssoun ta dÔo

hmiepÐpeda, dhlad  to (k̂, m̂)=(53 ,
1
3), opìte ρ(L, 2) = 5

2 .

Tèloc, exet�zoume thn perÐptwsh pou den up�rqei kanèna zeÔgoc tim¸n (k,m),
tètoio ¸ste k

1−m = ρ(L, n). Autì mporeÐ na sumbaÐnei mìno sthn perÐptwsh (2)
thc apìdeixhc tou parap�nw l mmatoc kai mìno gia x = n, x∗ = 1. Tìte isqÔei

ρ(L, n) = β`,n,1 · `(n+1)
`(1) = n·`(n)

`(1) . EpÐshc β`,n,1 < 1⇒ `(n+ 1) > n · `(n).

Tìte èstw E = {e1, ..., en+1} kai n + 1 paÐktec, ìpou o paÐkthc i èqei dÔo dunatèc
strathgikèc, thn {ei} kai thn E\ {ei}. 'Otan ìloi epilègoun thn pr¸th strathgik  C(f) =
(n+ 1) · `(1). 'Otan ìloi epilègoun th deÔterh C(f) = n(n+ 1) · `(n). Epeid  `(n+ 1) >

n · `(n) h kat�stash aut  eÐnai isorropÐa Nash. 'Ara PoA ≥ n·`(n)
`(1) = ρ(L, n).

'Anw Fr�gma sta PaÐgnia Me B�rh

'Estw p�li L mia kl�sh sunart sewn kajustèrhshc ìpou t¸ra G(L) eÐnai to sÔnolo twn
atomik¸n paignÐwn sumfìrhshc me b�rh oi sunart seic kajustèrhshc twn opoÐwn an koun
sto L. IsqÔei t¸ra h parak�tw prìtash.

Prìtash 2.19: [BGR10] A(G(L)) = {(k,m) tètoia ¸ste `(x + x∗)x∗ ≤
k · `(x∗)x∗ +m · `(x)x}, gia ìlouc touc pragmatikoÔc arijmoÔc x ≥ 0, x∗ ≥ 1,m < 1 kai
gia ìlec tic ` ∈ L. Dhlad  k�je paÐgnio G ∈ G eÐnai (k,m)-omalì gia ta zeÔgh (k,m)
pou orÐzei h parap�nw sqèsh.

Apìdeixh: Pr�gmati isqÔei

n∑
i=1

ci(s
∗
i , s−i) ≤

∑
e∈E

`e(we(s) + wi)w
∗
e(s) ≤

∑
e∈E

`e(we(s) + we(s
∗))w∗e(s) ≤

≤
∑
e∈E

[k · `e(w∗e(s))w∗e(s) +m · `e(we(s))we(s)] = k · C(s∗) +m · C(s). �

Opìte, to tÐmhma thc anarqÐac sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc me b�rh me sunart seic
kajustèrhshc apì èna sÔnolo L eÐnai to polÔ

ρ(L) = inf{ k

1−m
: (k,m) ∈ A(G(L))}.
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K�tw Fr�gma sta PaÐgnia Me B�rh

H kataskeu  tou k�tw fr�gmatoc sthn perÐptwsh twn paignÐwn me b�rh [BGR10], basÐzetai
ki aut  se èna teqnik c fÔsewc l mma, parìmoio se morf  me to l mma 2.18. Arqik�
parathroÔme ìti to sÔnolo A(G(L)) prokÔptei apì èna mh metr simo sÔnolo periorism¸n,
ènan gi� k�je tri�da ` ∈ L kai x, x∗ ∈ R+. ApodeiknÔetai ìti to A(G(L)) mporeÐ isodÔnama
na prokÔyei apì èna diaforetikì sÔnolo periorism¸n to opoÐo eÐnai metr simo. 'Estw mia
di�taxh sto sÔnolo autì ki èstw An ⊇ A(G(L)) to sÔnolo twn zeug¸n (k,m) ta opoÐa
ikanopoioÔn touc pr¸touc n periorismoÔc.

EpÐshc orÐzoume ρn = inf{ k
1−m : (k,m) ∈ An}. To ρn eÐnai mia fjÐnousa akoloujÐa

pou teÐnei sto ρ(L). IsqÔei to parak�tw l mma:

L mma 2.20 [BGR10]: Gia orismèno n èstw ìti up�rqei èna zeÔgoc tim¸n (kn,mn),
tètoio ¸ste ρn = kn

1−mn . Tìte up�rqoun x1, x2 tètoia ¸ste gia k�je w ≥ 0 up�rqoun
`1, `2 ∈ L, η ∈ [0, 1] ¸ste:

`i(w · (xi + 1)) = kn`i(w) +mn`i(w · xi) · xi, i = 1, 2 kai

η · `1(w · (x1 + 1)) + (1− η) · `2(w · (x2 + 1)) = η · `1(w · x1) · x1 + (1− η) · `2(w · (x2) · x2.

Arqik� upojètoume ìti up�rqoun timèc (kn,mn) tètoiec ¸ste ρn = kn
1−mn . Tìte to

parap�nw l mma mac dÐnei ta x1, x2, `1, `2, ta opoÐa ja qrhsimopoi soume sthn kataskeu 
tou epijumhtoÔ stigmiìtupou wc ex c: 'Estw N to sÔnolo twn paikt¸n kai E to sÔnolo
twn pìrwn. Fantazìmaste touc pìrouc na sqhmatÐzoun èna duadikì dèntro b�jouc κ to
opoÐo eÐnai pl rec ektìc apì to proteleutaÐo epÐpedo, oi kìmboi tou opoÐou èqoun èna mìno
paidÐ. Gia k�je kìmbo v pou den apoteleÐ fÔllo tou dèntrou up�rqei ènac paÐkthc v me
dÔo strathgikèc: eÐte ton kìmbo v eÐte ìla ta paidi� tou v. O paÐkthc pou antistoiqeÐ sth
rÐza èqei b�roc 1 kai k�je �lloc paÐkthc v pou eÐnai to aristerì (dexÐ) paidÐ enìc paÐkth q
èqei b�roc wv = wq · x1 (wv = wq · x2). Tèloc èstw NL ⊂ N to sÔnolo twn paikt¸n pou
èqoun gia paidÐ èna fÔllo.

OrÐzoume tic sunart seic kajustèrhshc twn pìrwn anadromik�. H rÐza èqei sun�rthsh
kajustèrhshc k�poia ` ∈ L me `(1) = 1. K�je pìroc fÔllo èqei Ðdia sunart sh me
ton gonèa tou. Tèloc, èstw ènac pìroc e pou den an kei sta dÔo teleutaÐa epÐpeda tou
dèntrou ki èstw l, r ta paidi� tou, `e h sun�rthsh kajustèrhshc kai we to b�roc tou
paÐkth pou antistoiqeÐ ston pìro autì. IsqÔei wl = z1we kai wr = z2we. Apì ìla ta
zeÔgh (`1, `2) pou dÐnei to l mma 2.20 gia x∗ = we epilègoume ekeÐna gia ta opoÐa isqÔei
epÐshc `i(we · zi) · zi = `e(we), gia i ∈ {1, 2}. 'Estw ηe h tim  tou η pou mac dÐnei se aut 
thn perÐptwsh to l mma 2.20. OrÐzoume tìte `l = ηe`1 kai `r = (1− ηe)`2. Sth bèltisth
lÔsh ìloi oi paÐktec epilègoun th strathgik  aut  oi pìroi thc opoÐac brÐskontai ìso to
dunatìn pio makri� apì th rÐza. Sthn perÐptwsh pou ìloi oi paÐktec ìmwc epilèxoun th
strathgik  pou qrhsimopoieÐ ton pìro pou brÐskete ìso to dunatìn kontÔtera sth rÐza
katal goume se kat�stash isorropÐac Nash me kìstoc kn

1−mn forèc megalÔtero.

Tèloc, sthn perÐptwsh pou den up�rqoun timèc (kn,mn) gia tic opoÐec ρn = kn
1−mn , èna

lÐgo diaforetikì stigmiìtupo dÐnei to epijumhtì k�tw fr�gma.
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2.2.6 H perÐptwsh twn diktÔwn par�llhlwn akm¸n

Exet�zoume thn kathgorÐa twn paignÐwn sta opoÐa ìloi oi pìroi eÐnai diajèsimoi se ìlouc
touc paÐktec kai k�je dunat  strathgik  enìc paÐkth qrhsimopoieÐ akrib¸c ènan pìro. To
diktuakì isodÔnamo aut¸n twn paignÐwn eÐnai ta dÐktua dÔo kìmbwn kai |E| par�llhlwn
akm¸n.

IsqÔoun ta ex c endiafèronta apotelèsmata sthn perÐptwsh aut :

1. Ta paÐgnia qwrÐc b�rh sumperifèrontai ìpwc ta antÐstoiqa mh-atomik� paÐgnia wc
proc to tÐmhma thc anarqÐac. Dhlad  to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai ρ(L) = 1

1−β(L) ,

ìpou to β(L) èqei oristeÐ sthn enìthta 1.2.6. [Fot07]

2. Sta paÐgnia me b�rh kai me sunart seic kajustèrhshc polu¸numa bajmoÔ to polÔ
d to tÐmhma thc anarqÐac tautÐzetai me autì twn diktÔwn genik c morf c, to opoÐo
èqei brejeÐ ìti eÐnai Φd+1

d . [BGR10], [ADGMS05]

2.2.7 Sumper�smata kai Parathr seic

EÐdame ìti tìso sta mh-atomik� ìso kai sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc eÐnai dunatìn
na ekfr�soume to qeirìtero dunatì tÐmhma thc anarqÐac mèsw genikeumènwn tÔpwn pou
exart¸ntai mìno apì thn kl�sh sunart sewn kajustèrhshc pou qrhsimopoioÔntai sto
dÐktuo. Wstìso, se antÐjesh me ta mh-atomik� paÐgnia, sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc den
up�rqei p�nta k�poioc eÔkoloc trìpoc na upologisteÐ akrib¸c to tÐmhma thc anarqÐac gia
sugkekrimènh kl�sh sunart sewn kajustèrhshc. Ja prèpei na exetasteÐ k�je diaforetik 
perÐptwsh xeqwrist� kai na brejeÐ o kat�llhloc majhmatikìc tÔpoc pou ja epitrèyei na
fr�xoume to kìstoc thc isorropÐac Nash wc proc to bèltisto kìstoc.

Tèloc eÐdame ìti sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc shmantikì rìlo paÐzei h topologÐa
tou diktÔou. En¸ sta dÐktua par�llhlwn akm¸n to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai genik�
mikrì kai sugkekrimèna Ðdio me autì twn mh-atomik¸n paignÐwn, se pio polÔploka dÐktua
autì aux�netai kai telik�, ìpwc eÐdame, to qeirìtero dunatì apotèlesma epitugq�netai
asumptwtik� kaj¸c to pl joc twn paikt¸n kai to mègejoc tou diktÔou teÐnei sto �peiro.



Kef�laio 3

Mèjodoi Antimet¸pishc thc
Egwistik c Sumperifor�c

To tÐmhma thc anarqÐac, to opoÐo melet same sto prohgoÔmeno kef�laio, eÐnai apotèlesma
thc egwistik c sumperifor�c twn paikt¸n sta paÐgnia sumfìrhshc. Sto kef�laio autì
ja melet soume dÔo basikèc teqnikèc oi opoÐec prospajoÔn na periorÐsoun to fainìmeno
autì.

H pr¸th teqnik  afor� thn epibol  epiplèon fìrwn stouc paÐktec gia th qr sh tou
k�je pìrou prospaj¸ntac na �anagk�sei� touc paÐktec na epilèxoun strathgikèc kalÔterec
gia to koinwnikì sÔnolo, mei¸nontac ètsi to tÐmhma thc anarqÐac. Idanik� ja jèlame na
broÔme pìso fìro prèpei na epib�loume se k�je pìro prokeimènou na wj soume touc
paÐktec na epilèxoun tic strathgikèc autèc pou apoteloÔn th bèltisth lÔsh gia to sÔsthma.
'Ena tètoio di�nusma fìrwn onom�zetai bèltisto di�nusma fìrwn   apl� bèltistoi fìroi.

H �llh teqnik  sqetÐzetai me thn ènnoia twn paignÐwn Stackelberg . Sta paÐgnia aut�
up�rqei ènac paÐkthc - hgèthc (leader) pou paÐzei pr¸toc, enw oi upìloipoi paÐktec
(followers) paÐzoun sth sunèqeia diadoqik�. Sta plaÐsia twn paignÐwn sumfìrhshc
upojètoume ìti èna mèroc tou sunolikoÔ fortÐou sto dÐktuo elègqetai kai dioqeteÔetai
kentrik� apì k�poion diaqeirist  tou diktÔou (leader). Gia to upìloipo fortÐo epilègoun oi
qr stec (followers) autìnoma p¸c ja to dioqeteÔsoun. En¸ o k�je qr sthc qrhsimopoieÐ
kajar� idiotel  krit ria gia to p¸c ja dioqetreÔsei to fortÐo tou, o diaqeirist c tou
sust matoc epijumeÐ na dioqeteÔsei to fortÐo pou elègqei kat� trìpo ¸ste na petÔqei to
bèltisto apotèlesma gia to sÔsthma. Pr¸toc paÐzei o diaqeirist c, opìte h epilog  tou
ephre�zei tic apof�seic twn upìloipwn paikt¸n. Thn strathgik  tou kentrikoÔ diaqeirist 
thn onom�zoume strathgik  Stackelberg. Stìqoc eÐnai na brejeÐ h politik  pou prèpei
na akolouj sei o diaqeirist c ¸ste na wj sei touc qr stec na epilèxoun strathgikèc
pou epifèroun ìso to dunatìn kalÔtero apotèlesma gia to sÔsthma. Aut  eÐnai mia
diaforopoÐhsh apì ton klasikì orismì twn paignÐwn Stackelberg, sta opoÐa leader kai
followers eÐnai antÐpaloi.

Sto kef�laio autì ja melet soume p¸c mporoÔn na efarmostoÔn autèc oi teqnikèc
tìso sta atomik� ìso kai sta mh-atomik� diktuak� paÐgnia sumfìrhshc.

53
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3.1 Epibol  Fìrwn stic Akmèc tou DiktÔou

To prìblhma pou kaloÔmaste na antimetwpÐsoume to ex c. 'Eqoume èna dÐktuo (G, d, `)
gia to opoÐo gnwrÐzoume mia bèltisth ro  f∗, dhlad  mia ro  pou elaqistopoieÐ to
koinwnikì kìstoc C(f). KaloÔmaste na broÔme èna di�nusma bèltistwn fìrwn, dhlad  thn
kat�llhlh tim  te tou fìrou pou prèpei epib�lloume (an� mon�da fortÐou) stouc qr stec
gia th qr sh thc akm c e tou diktÔou, prokeimènou sto nèo dÐktuo h ro  f∗ na apoteleÐ
ro  se isorropÐa Nash. Lème ìti oi fìroi t �exanagk�zoun� th ro  f∗.

'Eqoume dÔo trìpouc na orÐsoume touc bèltistouc fìrouc kai gi' autì to lìgo k�noume
di�krish metaxÔ thc ènnoiac twn asjen¸c kai twn gnhsÐwc bèltistwn fìrown. 'Ena
di�nusma fìrwn t onom�zetai asjen¸c bèltisto an k�poia ro  se isorropÐa Nash gia
to dÐktuo met� thn epibol  twn fìrwn elaqistopoieÐ to koinwnikì kìstoc dhlad  apoteleÐ
bèltisth ro  gia to arqikì dÐktuo. H orismìc twn gnhsÐwc bèltistwn fìrwn eÐnai pio
austhrìc kai apaiteÐ k�je isorropÐa Nash tou dÐktuou met� thn epibol  twn fìrwn na
elaqistopoieÐ to koinwnikì kìstoc. Sthn perÐptwsh twn mh-atomik¸n diktuak¸n paignÐwn
sumfìrhshc, èqoume dei apì thn par�grafo 2.1.2 ìti h apl  paradoq  ìti oi sunart seic
kajustèrhshc `(x) eÐnai gnhsÐwc aÔxousec arkeÐ gia na exasfalÐsei th monadikìthta
thc ro c se isorropÐa Nash. Sthn perÐptwsh aut  h ènnoia twn asjen¸c bèltistwn
fìrwn tautÐzetai me aut  twn gnhsÐwc bèltistwn gi' autì sun jwc touc apokaloÔme apl�
bèltistouc fìrouc.

EÐnai logikì k�je qr sthc enìc diktÔou na axiologeÐ diaforetik� ton lìgo tou kìstouc
twn fìrwn wc proc thn kajustèrhsh pou ufÐstatai. Gia to lìgo autì ja antistoiqÐsoume
se k�je paÐkth j mÐa par�metro a(j) pou ja ekfr�zei thn euaisjhsÐa tou stouc fìrouc
dhlad  to p¸c axiologeÐ ton lìgo qr ma/qrìnoc. 'Etsi t¸ra to kìstoc qr shc miac akm c
e apì ton paÐkth j ja eÐnai `e(x) + a(j) · te.

EpÐshc ja upojèsoume ìti proteraiìtht� mac eÐnai na elaqistopoi soume thn sunolik 
sumfìrhsh tou diktÔou, dhlad  ton ìro

∑
e∈E `e(fe) · fe kai ìqi to sunolikì kìstoc twn

paikt¸n, sto opoÐo perilamb�nontai kai oi fìroi.

3.1.1 Mh-atomik� paÐgnia sumfìrhshc

To montèlo eÐnai ousiastik� to Ðdio me autì thc paragr�fou 2.1.1. 'Eqoume èna
kateujunìmeno dÐktuo G = (V,E) ìpou se k�je akm  e ∈ E antistoiqeÐ mia sun�rthsh
kajustèrhshc `e(·). 'Eqoume epÐshc èna (polÔ meg�lo) pl joc qr stwn tou diktÔou ìpou
o kajènac èqei na metafèrei mia apeirost  posìthta fortÐou apì k�poion arqikì kìmbo se
k�poion telikì. Epiplèon se k�je qr sth x antistoiqeÐ mia tim  a(x) > 0 pou ekfr�zei
thn euaisjhsÐa tou stouc fìrouc wc proc thn kajustèrhsh.

K�noume thn upìjesh ìti h par�metroc a(x) paÐrnei peperasmèno pl joc tim¸n, opìte
qwrÐzoume touc qr stec se om�dec pou antistoiqoÔn sta ait mata pou orÐsame sthn
par�grafo 2.1.1 ètsi ¸ste sthn Ðdia om�da i an koun qr stec me koinì zeÔgoc arqikoÔ-
telikoÔ kìmbou si − ti kai koin  euaisjhsÐa a(i). 'Etsi t¸ra k�je aÐthma i qarakthrÐzetai
apì th diadrom  si − ti, thn apaÐthsh exuphrèthshc di, all� kai mia par�metro a(i) pou
ekfr�zei thn euaisjhsÐa twn paikt¸n tou ait matoc autoÔ wc proc touc fìrouc.

Me b�sh ta parap�nw, an èqoume mia ro  f sto dÐktuo ki epib�loume se k�je akm  e
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fìro te an� mon�da fortÐoutìte ènac qr sthc pou an kei sthn om�da i kai qrhsimopoieÐ
to monop�ti P ∈ Pi ufÐstatai kìstoc∑

e∈P
`e(fe) + a(i)

∑
e∈P

te

EpÐshc gia k�je P ∈ Pi orÐzoume wc tP = a(i)
∑

e∈P te to fìro an� mon�da fortÐou pou
prèpei na plhr¸sei o qr sthc tou monopatioÔ P . Ja sumbolÐzoume me Gt to nèo dÐktuo
met� thn epibol  twn fìrwn.

Kat' analogÐa me thn prìtash 2.2, mia ro  f gia to dÐktuo Gt eÐnai ro  se isorropÐa
Nash (  Wardrop) ann ∀i = 1, ..., k, P1,P2 ∈ Pi me fP1 > 0, `P1(f) + a(i)tP1 ≤
`P2(f)a(i)tP2 .

Kat' antistoiqÐa me thn par�grafo 2.1.4, eÔkola apodeiknÔetai ìti gia k�je dÐktuo Gt

up�rqei k�poia ro  f se isorropÐa Nash h opoÐa eÐnai ousiastik� monadik  (dhlad  an
f, f

′
roèc se isorropÐa Nash tìte `e(fe) = `e(f

′
e) gia k�je akm  e).

Ja deÐxoume sth sunèqeia p¸c, gia mia dosmènh ro  f∗, mporoÔme na upologÐsoume
apodotik� èna di�nusma bèltistwn fìrwn gia th ro  aut , dhlad  touc fìrouc pou
exanagk�zoun th ro  f∗. Oi bèltistoi autoÐ fìroi ja doÔme ìti upologÐzontai lÔnontac
èna zeÔgoc duðk¸n grammik¸n programm�twn [KK04], [FJM04]. Ja xekin soume apì
èna majhmatikì prìgramma pou perigr�fei tic isorropÐec Wardrop enìc diktÔou kai,
prosjètontac touc kat�llhlouc periorismoÔc, ja katal xoume telik� sto epijumhtì
apotèlesma.

'Estw èna dÐktuo (G, d, `) gia to opoÐo f∗ eÐnai mia bèltish ro  kai (f∗e )e∈E eÐnai
h sumfìrhsh pou prokaleÐ h bèltisth ro . Sthn enìthta q eÐdame p¸c h f∗ mporeÐ
na upologisteÐ apodotik� an isqÔoun orismènoi periorismoÐ gia tic sunart seic `e(·) tou
diktÔou. Sthn enìthta aut  den ja mac apasqol sei autì to jèma, all� ja upojèsoume
ìti h bèltisth ro  f∗ eÐnai gnwst  kai mac èqei dojeÐ. EpÐshc upojètoume ìti oi `e(·) eÐnai
gnhsÐwc aÔxousec kai jetikèc. 'Estw to parak�tw sÔsthma exis¸sewn:

(cP (f)− ui)fP = 0 ∀P ∈ Pi, i = 1, ..., k

cP (f)− ui ≥ 0 ∀P ∈ Pi, i = 1, ..., k (MP)

∑
P∈Pi

fP = di ∀i = 1, ..., k

f, u ≥ 0 ∀P ∈ P, ∀i = 1, ..., k

ui eÐnai to kìstoc thc pio sÔntomhc diadrom c gia to aÐthma i. EÐnai eÔkolo na doÔme
ìti oi lÔseic tou parap�nw sÔsthma eÐnai akrib¸c oi isorropÐec Wardrop tou diktÔou.
Pr�gmati, oi pr¸tec dÔo exis¸seic perigr�foun thn arq  tou Wardrop, dhlad  ìti ìla ta
monop�tia pou metafèroun fortÐo èqoun to Ðdio kìstoc, to opoÐo eÐnai mikrìtero (  Ðso to
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polÔ) apì to kìstoc k�je �llou monopatioÔ pou den metafèrei fortÐo. H trÐth exÐswsh
eÐnai h ikan  kai anagkaÐa sunj kh ¸ste h ro  f na eÐnai efikt . Se èna dÐktuo qwrÐc
fìrouc to kìstoc cP (f) tautÐzetai me thn kajustèrhsh `P (f) sto monop�ti P . Se èna
dÐktuo me fìrouc, to kìstoc cP (f), perilamb�nei epiplèon kai ton ìro tP = a(i)

∑
e∈P te.

'Otan oi sunart seic cP eÐnai jetikèc, mporoÔme na xanagr�youme to parap�nw
sÔsthma kat� trìpo tètoio ¸ste na p�rei th morf  enìc mh-grammikoÔ probl matoc
sumplhrwmatikìthtac (non-linear complementarity problem).

'Ena mh grammikì prìblhma sumplhrwmatikìthtac orÐzetai wc ex c. Mac dÐnetai mia
sun�rthsh F : Rn → Rn kai kaloÔmaste na broÔme èna di�nusma x tètoio ¸ste xTF (x) =
0, x ≥ 0, F (x) ≥ 0.

Metatrèpoume loipìn to (MP ) sto parak�tw prìblhma sumplhrwmatikìthtac

(cP (f)− ui)fP = 0 ∀P ∈ Pi, i = 1, ..., k

cP (f)− ui ≥ 0 ∀P ∈ Pi, i = 1, ..., k

ui(
∑
P∈Pi

fP − di) = 0 ∀i = 1, ..., k (NCP1)

∑
P∈Pi

fP ≥ di ∀i = 1, ..., k

f, u ≥ 0 ∀P ∈ P, ∀i = 1, ..., k

Em�c mac endiafèrei h perÐptwsh ìpou cP (f) =
∑

e∈P `e(fe) + a(i)
∑

e∈P te. Wstìso,
gia lìgouc pou ja gÐnoun katanohtoÐ parak�tw, eÐnai protimìtero na jewr soume

cP (f) =

∑
e∈P `e(fe)

a(i)
+
∑
e∈P

te

,dhlad  to cP (f) ekfr�zei to kìstoc se qrhmatikèc mon�dec antÐ gia qronikèc. EÔkola
parathroÔme ìti an (fP1 , ..., fPP , u1, ..., uk) eÐnai mia lÔsh tou sust matoc q me ton pr¸to
orismì tou cP , tìte (fP1 , ..., fPP ,

u1
a(1) , ...,

uk
a(k)) eÐnai h antÐstoiqh lÔsh me ton deÔtero

orismì tou cP .
To prìblhma pou èqoume na lÔsoume eÐnai to ex c: KaloÔmaste na broÔme èna

di�nusma fìrwn t ∈ R|E|+ , tètoio ¸ste an f̄ eÐnai mia lÔsh tou (NCP1) me cP (f) =∑
e∈P `e(fe)

a(i) +
∑

e∈P te, tìte f̄e = f∗e , ∀e ∈ E. IsodÔnama, kaloÔmaste na apodeÐxoume

ìti , (i) ìlec oi lÔseic tou (NCP1) prokaloÔn thn Ðdia sumfìrhsh stic akmèc kai (ii)
up�rqei toul�qiston mÐa lÔsh f̄ tou (NCP1) me f̄e = f∗e , ∀e ∈ E. H isqÔc thc sunj khc
(i) eÐnai profan c. Oi sunart seic cP (·) eÐnai profan¸c gnhsÐwc aÔxousec kai jetikèc, oi
lÔseic tou (NCP1) eÐnai akrib¸c oi isorropÐec Wardrop (  Nash) tou diktÔou kai, ìpwc
anafèrame kai parap�nw, opoiesd pote dÔo roèc se isorropÐac Nash prokaloÔn thn Ðdia
sumfìrhsh stic akmèc tou diktÔou.
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Gia na broÔme touc fìrouc t pou �exanagk�zoun� th bèltisth ro , epekteÐnoume to
(NCP1) prosjètwntac dÔo akìma periorismoÔc, diathr¸ntac to par�llhla sth morf 
enìc probl matoc sumplhrwmatikìthtac. 'Eqoume loipìn:

(cP (f)− ui)fP = 0 ∀P ∈ Pi, i = 1, ..., k

cP (f)− ui ≥ 0 ∀P ∈ Pi, i = 1, ..., k

ui(
∑
P∈Pi

fP − di) = 0 ∀i = 1, ..., k

∑
P∈Pi

fP ≥ di ∀i = 1, ..., k (NCP2)

te(fe − f∗e ) = 0 ∀e ∈ E

fe ≤ f∗e ∀e ∈ E

fP , ui, te ≥ 0 ∀P ∈ P, ∀i = 1, ..., k, ∀e ∈ E

'Etsi an (f̄ , t̄, ū) eÐnai mia lÔsh tou (NCP1), tìte (f̄ , ū) eÐnai lÔsh tou (NCP2) me

cP (f) =
∑
e∈P `e(fe)

a(i) +
∑

e∈P t̄e.
Epiplèon h lÔsh aut  èqei tic idiìthtec pou perigr�fei h parak�tw shmantik  prìtash.

Prìtash 3.1: 'Estw (f̄ , t̄, ū) mÐa lÔsh tou (NCP2). Tìte

1.
∑

P∈Pi f̄P = di, ∀i = 1, ..., k.

2. f̄e = f∗e , ∀e ∈ E.

Apìdeixh: Gia to (1) upojètoume ìti
∑

P∈Pi f̄P > di ≥ 0 gia k�poio i. Tìte epeid 
isqÔei ūi(

∑
P∈Pi f̄P − di) = 0 èqoume ūi = 0. Up�rqei k�poio P ∈ Pi me f̄P > 0, opìte

cP (f̄) > 0 = ūi. EpÐshc (cP (f̄)− ūi)f̄P = 0, dhlad  f̄P = 0 opìte katal goume se �topo.
Gia to (2) èstw p�li ìti f̄e < f∗e gia k�poia akm  e ∈ E. Tìte ja isqÔei∑
e f̄e · `e(f̄e) <

∑
e f
∗
e · `e(f∗e ) to opoÐo eÐnai �topo apì ton orismì thc f∗ wc h bèltisth

ro  (par�grafoc 2.1.1). �

H shmasÐa thc parap�nw prìtashc ègkeitai sthn ex c parat rhsh. AfoÔ gia k�je
lÔsh (f̄ , t̄, ū) tou (NCP2) isqÔei f̄e = f∗e , ∀e ∈ E, mporoÔme na antikatast soume ton
ìro `e(fe) me ton `e(f∗e ). Me thn antikat�stash aut  epitugq�noume na grammikopoi soume
to prìblhma qwrÐc na all�xei to sÔnolo twn lÔse¸n tou. Katal goume loipìn sto
parak�tw grammikì prìblhma sumplhrwmatikìthtac:
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(∑
e∈P `e(f

∗
e )

a(i)
+
∑
e∈P

te − ui

)
fP = 0 ∀P ∈ Pi, i = 1, ..., k

∑
e∈P `e(f

∗
e )

a(i)
+
∑
e∈P

te − ui ≥ 0 ∀P ∈ Pi, i = 1, ..., k

ui(
∑
P∈Pi

fP − di) = 0 ∀i = 1, ..., k

∑
P∈Pi

fP ≥ di ∀i = 1, ..., k (NLP)

te(fe − f∗e ) = 0 ∀e ∈ E

fe ≤ f∗e ∀e ∈ E

fP , ui, te ≥ 0 ∀P ∈ P, ∀i = 1, ..., k, ∀e ∈ E

To (NLP ) eÐnai isodÔnamo me to parak�tw zeÔgoc duðk¸n grammik¸n programm�twn:

min
∑
i

∑
P∈Pi

fP
`P (f∗)

ai
s.t.

∑
P∈Pi

fP ≥ di ∀i = 1, ..., k

fe =
∑

P∈P:e∈P
fP ∀e ∈ E (LP)

fe ≤ f∗e ∀e ∈ E

fP ≥ 0 ∀P

kai
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max
∑
i

diui −
∑
e

f∗e te s.t.

ui −
∑
e∈P

te ≤
`P (f∗)

ai
∀i,∀P ∈ Pi (DP)

te, ui ≥ 0 ∀e ∈ E,∀i

Dedomènhc thc bèltisthc ro c f∗ gia na broÔme touc bèltistouc fìrouc den èqoume par�
na epilÔsoume to (DP ).

Sthn eidik  perÐptwsh ìpou ìloi oi paÐktec èqoun thn Ðdia euaisjhsÐa (gia aplìthta
mporoÔme na upojèsoume ìti a(i) = 1, ∀i) to prìblhma eÔreshc twn bèltistwn fìrwn
aplopoieÐtai arket�. Sthn perÐptwsh aut  lème ìti oi paÐktec eÐnai omoiogeneÐc (diaforetik�
lème ìti eÐnai eterogeneÐc) kai eÐnai gnwstì ed¸ kai poll� qrìnia [BMW56] ìti oi fìroi
pou prèpei na topojet soume se k�je akm  gia na exanagk�soume mia ro  f∗ eÐnai oi
te = f∗e · `

′
e(f
∗
e ). ìpou `

′
e(x) eÐnai h par�gwgoc thc `e(x). Oi fìroi autoÐ eÐnai gnwstoi

¸c fìroi oriakoÔ kìstouc (marginal cost taxes). O ìroc `
′
e(f
∗
e ) antistoiqeÐ sthn oriak 

aÔxhsh tou kìstouc qr shc thc akm c e pou prokaleÐ ènac qr sthc kai f∗e eÐnai to
sunolikì fortÐo pou ufÐstatai thn aÔxhsh aut . Sthn pr�xh oi fìroi oriakoÔ kìstouc
anagk�zoun touc qr stec tou diktÔou na plhr¸soun antÐtimo Ðso me thn epiprìsjeth
kajustèrhsh pou prokaleÐ to fortÐo touc sto upìloipo dÐktuo.

3.1.2 Atomik� paÐgnia sumfìrhshc

Ja exet�soume t¸ra th strathgik  thn epibol  fìrwn sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc.
GnwrÐzoume ìti eÐnai pijanì èna atomikì paÐgnio sumfìrhshc na diajètei perissìterec apì
mÐa isorropÐec Nash. Wc ek toÔtou sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc prèpei na k�noume
di�krish metaxÔ asjen¸c bèltistwn kai gnhsÐwc bèltistwn fìrwn.

OmoiogeneÐc PaÐktec

Arqik� je exet�soume thn apl  perÐptwsh twn summetrik¸n paignÐwn sumfìrhshc me
omoiogeneÐc paÐktec. Upojètoume loipìn ìti to kìstoc qr shc thc akm c e se mia
kat�stash f eÐnai apl� `e(fe + te). Sthn perÐptwsh twn atomik¸n paignÐwn sumfìrhshc
oi fìroi oriakoÔ kìstouc apotugq�noun na exanagk�soun th bèltisth ro , èstw kai
asjen¸c. Wstìso, apodeiknÔetai [FS10] ìti asjen¸c bèltistoi fìroi up�rqoun p�nta kai
eÐnai eÔkolo na upologistoÔn. Oi fìroi autoÐ onom�zontai fìroi exisorrìphshc kìstouc
(cost-balancing taxes) kai m�lista se orismènec peript¸seic ìpwc ja doÔme eÐnai gn siwc
bèltistoi. AkoloujeÐ o tupikìc orismìc touc.
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Orismìc 3.2 [FS10]: OrÐzoume gia èna monop�ti P : fminP = mine∈P fe. 'Ena
sÔnolo fìrwn (te)e∈E onom�zontai fìroi exisorrìphshc kìstouc gia mia efikt  ro  f an
gia k�je monop�ti P me fminP > 0 kai k�je �llo monop�ti Q isqÔei:∑

e∈P
(`e(fe) + te) ≤

∑
e∈Q

(`e(fe) + te)

Ousiastik� oi fìroi exissorìphshc kìstouc metatrèpoun k�je monop�ti to opoÐo èqei
fortÐo se monop�ti el�qistou kìstouc. 'Amesh sunèpeia aut c thc idiìthtac eÐnai ìti an h
f eÐnai mia efikt  ro  h opoÐa epidèqetai èna sÔnolo fìrwn exisorrìphshc kìstouc t tìte
sto nèo dÐktuo met� thn epibol  twn fìrwn t h f ja eÐnai ro  se isorropÐa Nash. Dhlad 
oi fìroi exisorrìphshc kìstouc mporoÔn na exanagk�soun asjen¸c opoiad pote efikt 
ro .

To mìno pou apomènei eÐnai na perigr�youme mia apodotik  mèjodo upologismoÔ enìc
tètoiou sunìlou fìrwn exisorrìphshc kìstouc gia èna stigmiìtupo. Autì to petuqaÐnei o
parak�tw algìrijmoc, o opoÐoc onom�zetai BALANCE. O algìrijmoc dèqetai wc eÐsodo
èna dÐktuo G = (V,E), tic sunart seic kajustèrhshc (`e) kai mia akuklik  ro  f apì ènan
arqikì kìmbo s se ènan telikì kìmbo t, h opoÐa eÐnai h ro  pou jèloume na exanagk�soume
me touc fìrouc èxisorrìphshc kìstouc.

1. 'Estw Ef = {e ∈ E : fe > 0} to sÔnolo twn akm¸n stic opoÐec prokaleÐ k�poia mh
mhdenik  sumfìrhsh h ro  f ki èstw Gf = (V,Ef ) ⊆ G.

2. DÐnoume se k�je akm  e èna mh-arnhtikì m koc `e(fe) kai sth sunèqeia upologÐzoume
to makrÔtero monop�ti apì ton kìmbo s proc k�je �llo kìmbo tou Gf proasb�simo
apì to s.

3. Jètoume ds = 0 kai gia k�je kìmbo v ∈ V \ {s} prosb�simo apì ton s, èstw dv to
m koc tou makrÔterou s− v monopatioÔ ston Gf .

4. Gia k�je e = (u, v) ∈ Ef jètoume te = dv − (du + `e(fe)). Gia k�je e /∈ Ef jètoume
te = maxP∈P

∑
e∈P `e(n) + δ gia aujaÐreta mikrì δ > 0.

O algìrijmoc trèqei se qrìno O(|V | + |Ef |), dhlad  grammikì wc proc to mègejoc
tou diktÔou. AkoloujeÐ h apìdeixh thc orjìthtac tou algorÐjmou.

Prìtash 3.3: Oi fìroi pou upologÐzei o algìrijmoc BALANCE gia mia ro  f
apoteloÔn fìrouc exissorìphshc kìstouc gia th ro  aut .

Apìdeixh: Arqik� deÐqnoume ìti te ≥ 0, ∀e ∈ E. 'Otan e /∈ Ef eÐnai profanèc.
'Otan e ∈ Ef jètoume se k�je akm  m koc −de. 'Etsi t¸ra gia k�je kìmbo v
prosb�simo apì ton s, −dv eÐnai to m koc tou suntomìterou monopatioÔ sto gr�fo
(V,Ef , (−`e(fe)e∈Ef ). 'Etsi gia k�je akm  e = (u, v) ∈ Ef isqÔei −dv ≤ −du − `e(fe),
opìte te = dv − (du + `e(fe)) ≥ 0.

'Estw t¸ra P = (s = v0, v1, ..., vk = t) èna s − t monop�ti to opoÐo metafèrei
fortÐo, dhlad  fe > 0, gia k�je e ∈ P . Gia k�je e = (vi, vi+1) ∈ P isqÔei
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te = dvi+1 − (dvi + `e(fe)). Opìte
∑

e∈P (`e(fe) + te) = dt. AntÐjeta to kìstoc k�je s− t
monopatioÔ Q me fminQ = 0 eÐnai toul�qiston tmax ≥ dt. �

Ja jèlame na xèroume an up�rqoun peript¸seic stic opoÐec oi fìroi exisorrìphshc
kìstouc eÐnai gnhsÐwc bèltistoi. ApodeiknÔetai ìti autì sumbaÐnei sthn perÐptwsh pou to
dÐktuo eÐnai seiriakì-par�llhlo:

Je¸rhma 3.4 [FS10]: 'Estw èna summetrikì diktuakì paÐgnio sumfìrhshc ìpou
to dÐktuo eÐnai seiriakì-par�llhlo ki èstw f mia akuklik  ro  h opoÐa epidèqetai fìrouc
exisorrìphshc kìstouc t. Tìte sto nèo dÐktuo pou prokÔptei apì thn epibol  twn fìrwn
t, k�je isorropÐa Nash s prokalèi sumfìrhsh se = fe, ∀e ∈ E.

Apìdeixh: Upojètoume ìti up�rqei mia ro  se isorropÐa Nash g pou prokaleÐ sumfìrhsh
ge 6= fe se k�poia akm  e ∈ E. Oi f, g eÐnai kai oi dÔo akèraiec, akuklikèc roèc ìgkou
n. Ja apokaloÔme jetikèc akmèc autèc gia tic opoÐec ge > fe kai arnhtikèc autèc gia tic
opoÐec ge < fe. Profan¸c up�rqei toul�qiston mÐa jetik  kai toul�qiston mÐa arnhtik 
akm . IsqÔei ge ≥ fe + 1 gia tic jetikèc akmèc kai ge + 1 ≤ fe gia tic arnhtikèc.

'Estw t¸ra ìti H ⊆ G eÐnai h mikrìterh dunat  sunist¸sa tou gr�fou G h opoÐa
perièqei tìso jetikèc ìso kai arnhtikèc akmèc. 'Estw epÐshc H1 mia sunist¸sa tou H
pou perièqei toul�qiston mia jetik  akm , all� kamÐa arnhtik  kai H2 mia sunist¸sa tou
H pou perièqei toul�qiston mÐa arnhtik  all� kamÐa jetik  akm . O arijmìc twn paikt¸n
pou pern�ne mèsa apì th sunist¸sa H1 sth lÔsh g eÐnai loipìn megalÔteroc apì ton
arijmì twn paikt¸n pou pern�ne mèsa apì ton H1 sth lÔsh f . To antÐstrofo akrib¸c
isqÔei gia th sunist¸sa H2. Autì shmaÐnei ìti oi sunist¸sec H1 kai H2 den mporeÐ na
sundèontai seiriak� kai kat' epèktash o H apoteleÐ par�llhlh sÔndesh twn sunistws¸n
tou H1, H2, ...,Hk. 'Estw sH , tH ta koin� �kra tou H kai twn sunistws¸n tou H1, ...,Hk.

'Estw t¸ra e+ ∈ H1 mia jetik  akm  kai i ènac paÐkthc pou qrhsimopoieÐ thn akm 
e+ sth lÔsh g. Up�rqei p�nta toul�qiston ènac tètoioc paÐkthc, afoÔ ge+ ≥ 1. 'Estw
epÐshc P+ o periorismìc thc ro c g sth sunist¸sa H1. Epeid  h H1 den perièqei arnhtikèc
akmèc isqÔei ge ≥ fe, ∀e ∈ P+ kai ge+ > fe+ . Epeid  oi sunart seic kajustèrhshc eÐnai
aÔxousec paÐrnoume

∑
e∈P+ (`e(ge) + te) >

∑
e∈P+ (`e(fe) + te).

Epeid  h ro  f eÐnai akuklik  kai h sunist¸sa H2 den perièqei jetikèc akmèc, ja prèpei
na up�rqei èna sH − tH monop�ti P− ∈ H2 to opoÐo na apoteleÐtai apokleistik� apì
arnhtikèc akmèc. Dhlad  ge + 1 ≤ fe, gia k�je e ∈ P−, opìte

∑
e∈P− (`e(ge + 1) + te) ≤∑

e∈P− (`e(fe) + te)
∑

e∈P+ (`e(fe) + te). H teleutaÐa anisìthta prokÔptei apì ton orismì
twn fìrwn exisorrìphshc kìstouc kai to gegonìc ìti fminP− ≥ 1.

Telik� paÐrnoume
∑

e∈P+ (`e(ge) + te) >
∑

e∈P− (`e(ge + 1) + te) opìte o paÐkthc i
mporeÐ na mei¸sei to kìstoc tou an metaxÔ twn sH kai tH qrhsimopoi sei to monop�ti P−

antÐ tou P+. Autì èrqetai se antÐjesh me thn upìjesh ìti h ro  g eÐnai isorropÐa Nash.
�
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EterogeneÐc PaÐktec

Ja asqolhjoÔme t¸ra me thn pio genik  perÐptwsh ìpou oi paÐktec eÐnai etetrogeneÐc.
M�lista den ja perioristoÔme sta summetrik� paÐgnia, all� ja exet�soume thn perÐptwsh
ìpou o paÐkthc i, èqei euaisjhsÐa stouc fìrouc a(i), kai epijumeÐ na metafèrei fortÐo
ìgkou di = 1 apì ènan kìmbo s (koinì gia ìlouc touc paÐktec) se ènan kìmbo ti. O lìgoc
pou jèloume oi paÐktec na èqoun koinì arqikì kìmbo kai monadiaÐa apaÐthsh exuphrèthshc
eÐnai ìti qreiazìmaste autèc tic sunj kec na isqÔoun ¸ste h bèltisth ro  gia to dÐktuo
na eÐnai akuklik .

'Estw loipìn ìti isqÔoun oi parap�nw sunj kec. Sthn perÐptwsh twn mh-atomik¸n
paignÐwn eÐdame ìti mporoÔme na upologÐsoume se poluwnumikì qrìno èna di�nusma fìrwn
(t∗e)e∈E , tètoio ¸ste ìtan to kìstoc qr shc thc akm c e apì ènan qr sth x eÐnai `e(fe) +
a(x)t∗e, tìte h bèltisth ro  f∗ prokÔptei wc isorropÐa Wardrop tou diktÔou me touc
fìrouc.

Ac upojèsoume t¸ra ìti akoloujoÔme thn Ðdia diadikasÐa upologismoÔ enìc
dianÔsmatoc fìrwn (t∗e)e∈E (dhlad  lÔnoume to prìblhma NCP1), ìpou ìmwc t¸ra to
paÐgnio eÐnai atomikì. EÔkola apodeiknÔetai kai se aut  thn perÐptwsh ìti an mac
dwjeÐ h bèltisth atomik  ro  f∗, tìte to di�nusma fìrwn (t∗e)e∈E pou upologÐzoume (se
poluwnumikì qrìno) dhmiourgeÐ èna atomikì paÐgnio sumfìrhshc sto opoÐo up�rqei wc
isorropÐa Wardrop mia ro  f̄ tètoia ¸ste f̄e = f∗e , ∀e ∈ E.

Autì shmaÐnei ìti mporoÔme na exanagk�soume asjen¸c th bèltisth ro , dhlad 
apodeikÔnetai h Ôparxh asjen¸c bèltistwn fìrwn sthn perÐptwsh twn atomik¸n paignÐwn
me eterogeneÐc paÐktec.

Wstìso, ìpwc perigr�yame kai parap�nw, h epibol  asjen¸c bèltistwn fìrwn den mac
exasfalÐzei ìti to dÐktuo ja odhghjeÐ sthn epijumht  isorropÐa Nash h opoÐa tautÐzetai
me th bèltisth lÔsh. M�lista, apodeiknÔetai [FKK10] ìti akìma kai sthn apl  perÐptwsh
twn paignÐwn sumfìrhshc se dÐktua par�llhlwn akm¸n me grammikèc sunart seic
kajustèrhshc mporoÔme na sunant soume stigmiìtupa ta opoÐa den epidèqontai gnhsÐwc
bèltistouc fìrouc.

Aut  eÐnai kai h pr¸th diaforopoÐhsh sth sumperifor� k�poioi mhqanismoÔ meÐwshc
tou tim matoc thc anarqÐac metaxÔtwn atomik¸n kai twn mh-atomik¸n paignÐwn se dÐktua
par�llhlwn akm¸n. 'Opwc eÐdame parap�nw, sta dÐktua par�llhlwn akm¸n ta atomik� kai
ta mh-atomik� paÐgnia èqoun to Ðdio tÐmhma thc anarqÐac en¸ parak�tw, ìtan ja melet soume
strathgikèc Stackelberg ja doÔme p�li ìti h basik  strathgik  pou efarmìzetai sta dÐktua
par�llhlwn akm¸n epifèrei ta Ðdia apotelèsmata se atomik� kai mh-atomik� paÐgnia.

3.1.3 Sumper�smata kai Parathr seic

EÐdame ìti to prìblhma eÔreshc twn bèltistwn fìrwn antimetwpÐzetai epituq¸c sta mh-
atomik� paÐgnia sumfìrhshc. AntÐjeta, sta atomik� paÐgnia autì den isqÔei genik�, ex'
aitÐac tou gegonìtoc ìti endèqetai na diajètoun parap�nw apì mÐa isorropÐa Nash. 'Etsi h
efarmog  twn asjen¸c bèltistwn fìrwn (touc opoÐou mporoÔme na upologÐsoume eÔkola)
den mac exasfalÐzei ìti to sÔsthma ja odhghjeÐ sthn epijumht  isorropÐa Nash kai ìqi
se k�poia �llh me megalÔtero kìstoc. Eidik� sthn perÐptwsh twn eterogen¸n paikt¸n,



3.2. STRATHGIK�ES STACKELBERG 63

h opoÐa eÐnai kai h pio endiafèrousa perÐptwsh apì praktik  �poyh, oÔte sta pio apl�
dÐktua par�llhlwn akm¸n den mporoÔme na exasfalÐsoume thn Ôparxh gnhsÐwc bèltistwn
fìrwn.

Tèloc, mia endiafèrousa perÐptwsh pou den exet�same ed¸ eÐnai to an kai kat� pìso
mporeÐ h efarmog  fìrwn na belti¸sei to koinwnikì kìstoc an se autì sunupologÐsoume
tic epiplèon qre¸seic pou ufÐstantai oi paÐktec lìgw aut¸n twn fìrwn. To prìblhma
autì èqei melethjeÐ mìno gia thn perÐptwsh ìpou oi paÐktec eÐnai omoiogeneÐc. [CDR03].

3.2 Strathgikèc Stackelberg

Exet�zoume p�li ta diktuak� paÐgnia sumfìrhshc. 'Estw d to sunolikì fortÐo pou prèpei
na metakinhjeÐ. K�noume thn ex c upìjesh: 'Ena mèroc ad, a ∈ [0, 1] tou sunolikoÔ
fortÐou to elègqei k�poioc kentrikìc diaqeirist c tou sust matoc kai to upìloipo (1−a)d
oi qr stec. O kentrikìc diaqeirist c epilègei pr¸toc th diadrom  pou ja akolouj sei to
fortÐo pou elègqei kai en suneqeÐa oi upìloipoi paÐktec antidroun idiotel¸c, me gn¸mona
thn elaqistopoÐhsh tou kìstouc touc kai odhgoÔn to sÔsthma se mia kat�stash isorropÐac
Nash. Stìqoc tou kentrikoÔ diaqeirist  eÐnai na epilèxei th diadrom  aut  h opoÐa ja
odhg sei en tèlei to sÔsthma sth bèltisth wc proc to koinwnikì kìstoc kat�stash
isorropÐac. Gia arq  ja exet�soume ta summetrik� mh-atomik� paÐgnia sumfìrhshc.
AkoloujeÐ ènac pio tupikìc orismìc.

3.2.1 Orismìc tou Montèlou PaignÐwn Stackelberg

'Estw èna summetrikì, mh-atomikì diktuakì paÐgnio sumfìrhshc (G, d, `) kai mia tim 
a ∈ [0, 1] h opoÐa ekfr�zei to posostì tou sunolikoÔ fortÐou pou elègqei o kentrikìc
diaqeirist c. Lègontac summetrikì ennooÔme ìti up�rqei èna mìno aÐthma (s, t, d). H
strathgik  pou akoloujeÐ o kentrikìc diaqeirist c onom�zetai Strathgik  Stackelberg kai
eÐnai mia efikt  ro  y sunolikoÔ ìgkou ad. Oi upìloipoi paÐktec epilègoun strathgikèc
pou prokaloÔn mia ro  z h opoÐa eÐnai ro  isorropÐac gia to dÐktuo (G, (1− a)d, ˆ̀), ìpou
ˆ̀
e(x) = `e(ye + x) kai ye eÐnai h sumfìrhsh pou prokaleÐ h ro  y. Lème ìti h ro  y + z
epifèretai apì th ro  y. EpÐshc thn kat�stash isorropÐac pou prokÔptei thn apokaloÔme
suqn� isorropÐa Stackelberg.

3.2.2 H Bèltisth Strathgik  Stackelberg

AntÐjeta apì touc paÐktec oi opoÐoi droun idiotel¸c, o kenrtikìc diaqeirist c tou
sust matoc èqei stìqo na petÔqei to mikrìtero dunatì koinwnikì kìstoc. Gia na to
petÔqei autì prospajeÐ na �problèyei� p¸c ja antidr�soun oi paÐktec sthn strathgik 
pou ja epilèxei o Ðdioc kai idanik� ja  jele na eÐnai se jèsh na upologÐsei th bèltisth
strathgik  Stackelberg dhlad  mia ro  y∗ ìgkou ad h opoÐa epifèrei mia ro  z∗ ìgkou
(1− a)d tètoia ¸ste isqÔei gia to koinwnikì kìstoc ìti C(y∗ + z∗) ≤ C(y + z) gia k�je
�llh strathgik  Stackelberg y h opoÐa epifèrei ro  z. Shmei¸noume ìti to koinwnikì
kìstoc C(y∗ + z∗) mporeÐ na eÐnai megalÔtero apì to kìstoc C(f∗) thc bèltisthc ro c,
ìpwc aut  orÐsthke sthn par�grafo 2.1.1.
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'Eqoume loipìn na antimetwpÐsoume to ex c prìblhma. Mac dÐnetai èna dÐktuo (G, d, `)
kai to posostì a tou sunolikoÔ fortÐou to opoÐo elègqoume emeÐc. KaloÔmaste na
broÔme bèltisth strathgik c Stackelberg y∗. To prìblhma autì apodeiknÔetai ìti eÐnai
genik� dÔskolo.

Je¸rhma 3.5 [Rou01]: To prìblhma eÔreshc thc bèltisthc strathgik c Stackelberg
se èna stigmiìtupo enìc mh-atomikoÔ diktuakoÔ paignÐou sumfìrhshc eÐnai NP-hard.

Apìdeixh: Ja k�noume anagwg  apì to prìblhma 1
3 −

2
3 -PARTITION to opoÐo

eÐnai NP-Complete kai orÐzetai wc ex c: 'Estw èna sÔnolo jetik¸n akeraÐwn {a1, ..., an}.
Up�rqei k�poio uposÔnolì tou S ⊆ {a1, ..., an} tètoio ¸ste

∑
i∈S ai = 1

3

∑n
i=1 ai; An

h ap�nthsh eÐnai jetik  tìte to stigmiìtupo autì tou 1
3 −

2
3 -PARTITION onom�zetai

alhjèc stigmiìtupo, allÐwc onom�zetai yeudèc.

'Estw èna tuqaÐo stigmiìtupo I tou 1
3 −

2
3 -PARTITION, to opoÐo orÐzetai apì

èna sÔnolo n jetik¸n akeraÐwn {a1, ..., an} kai èstw A =
∑n

i=1 ai. Kataskeu�zoume
èna stigmiìtupo I ′ enìc diktuakoÔ paignÐou Stackelberg wc ex c: 'Eqoume èna dÐktuo
G = (V,E) me V = {s, t} kai |E| = n + 1 par�llhlec akmèc. H akm  i èqei sun�rthsh
kajustèrhshc `i(x) = x

ai
+ 4, i = 1, ..., n kai `n+1(x) = 3x

A . H sunolik  apaÐthsh
exuphrèthshc eÐnai d = 2A. H apìdeixh ja èqei oloklhrwjeÐ an deÐxoume ìti to I eÐnai
èna alhjèc stigmiìtupo an kai mìno an up�rqei mia strathgik  Stackelberg gia I ′ h opoÐa
epifèrei ro  sunolikoÔ kìstouc to polÔ 35

4 A.

Arqik� upojètoume ìti to I eÐnai èna alhjèc stigmiìtupo ki èstw S ⊆ {a1, ..., an} me∑
i∈S ai = 2

3A. Exet�zoume th strathgik  Stackelberg pou jètei yi = 3
4ai, gia i ∈ S kai

yi = 0 alli¸c. H strathgik  aut  epifèrei ro  z me zi = 0, gia i ∈ S, zi = 1
4ai, gia

i ∈ {a1, ..., an} \S kai zn+1 = 17
12A. To sunolikì kìstoc C(y + z) eÐnai Ðso me 35

4 A.

Tèloc upojètoume ìti to I eÐnai èna yeudèc stigmiìtupo. Qrei�zetai na exet�soume
arketèc upopeript¸seic, all� telik¸c apodeiknÔetai ìti gia k�je strathgik  Stackelberg
y pou epifèrei sunolik  ro  y + z, isqÔei C(y + z) ≥ 35

4 A. �

3.2.3 Euretikèc Strathgikèc Stackelberg

EÐdame parap�nw ìti o upologismìc thc bèltisthc strathgik c Stackelberg eÐnai genik�
dÔskolo prìblhma. Gia to lìgo, se mia prosp�jeia na proseggÐsoume th bèltisth lÔsh,
ja exet�soume orismènec aplèc strathgikèc kai ja doÔme pìso kal� apodÐdoun se di�forec
kathgorÐec diktÔwn. ja esti�soume th melèth mac se dÔo aplèc euretikèc strathgikèc, h
perigraf  twn opoÐwn akoloujeÐ.

SCALE

'Estw f∗ h bèltisth ro  gia èna dÐktuo. H strathgik  SCALE gia ton kentrikì diaqeirist 
eÐnai apl� h ze = af∗e . Aut  h polÔ apl  strathgik  ja doÔme ìti eÐnai idiaÐtera apodotik 
se arketèc peript¸seic.
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LLF (Largest Latency First)

'Estw p�li f∗ h bèltisth ro  gia èna dÐktuo. H strathgik  LLF dioqeteÔei to fortÐo
pr¸ta sta monop�tia ekeÐna ta opoÐa sth bèltisth lÔsh èqoun to megalÔtero kìstoc.
To fortÐo pou dioqeteÔei eÐnai Ðso me autì pou brÐsketai sto monop�ti sth bèltisth
lÔsh, ektìc Ðswc apì to teleutaÐo monop�ti to opoÐo qrhsimopoieÐ h strathgik  LLF.
Prìkeitai gia mia strathgik  pou pronoeÐ gia thn idiotel  sumperifor� twn paikt¸n
kai dÐnei proteraiìthta sta monop�tia ta opoÐa oi upìloipoi paÐktec teÐnoun na mhn ta
epilègoun. H strathgik  aut  tupik� orÐzetai wc h lÔsh tou ex c grammikoÔ progr�mmatoc:
max

{∑
e∈E ye · `e(f∗e ) : ye ≤ f∗e

}
, ìpou y eÐnai mia efikt  ro  ìgkou ad.

ParadeÐgmata

Parak�tw blèpoume thn efarmog  twn strathgik¸n SCALE kai LLF sto aplì dÐktuo tou
Pigou. Ta mplè bèlh sumbolÐzoun th strathgik  tou kentrikoÔ diaqeirist  kai ta kìkkina
aut  twn idotel¸n paikt¸n.

Sq ma 3.1: Efarmog  thc strathgik c LLF.
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Sq ma 3.2: Efarmog  thc strathgik c SCALE.

Sthn perÐptwsh thc LLF, ìtan a < 1
2 to sunolikì kìstoc eÐnai a2 − a + 1, en¸ ìtan

a ≥ 1
2 h strathgik  LLF epifèrei th bèltisth lÔsh kìstouc 3

4 .

Sthn perÐptwsh thc SCALE, to sunolikì kìstoc eÐnai a
2

4 −
a
2 + 1. ParathroÔme ìti

h strathgik  SCALE apotugq�nei sthn perÐptwsh aut  na epifèrei th bèltisth lÔsh gia
opoiod pote a < 1 kai akìma kai gia a ∈ (0, 12) ìpou kamÐa strathgik  den katafèrnei
na epifèrei th bèltisth lÔsh, h SCALE apodÐdei qeirìtera apì LLF. AkoloujeÐ grafik 
anapar�stash thc apìdoshc twn dÔo strathgik¸n sunart sei tou a.

Sq ma 3.3: SÔgkrish twn LLF kai SCALE sto par�deigma tou Pigou

AkoloujeÐ èna akìma par�deigma efarmog c twn LLF kai SCALE sto dÐktuo tou
sq matoc 3.4 parak�tw.
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Sq ma 3.4: 'Ena aplì summetrikì dÐktuo me grammikèc sunart seic kajustèrhshc.
Upojètoume sunolikì fortÐo d = 1.

(aþ) H ro  se isorropÐa Nash me kìstoc 2 (bþ) H bèltisth ro  me kìstoc 39
20

Sq ma 3.5: PoA = 40
39

(aþ) Gia a = 1
2
èqoume PoA = 1 (bþ) Gia a = 1

4
èqoume PoA = 239

234

Sq ma 3.6: Efarmog  thc strathgik c LLF. H pr¸th tim  sumbolÐzei to fortÐo tou
kentrikoÔ diaqeirist  kai h deÔterh autì twn idiotel¸n paikt¸n
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(aþ) Gia a = 1
2
èqoume PoA = 397

390
(bþ) Gia a = 1

4
èqoume PoA = 477

468

Sq ma 3.7: Efarmog  thc strathgik c SCALE. H pr¸th tim  sumbolÐzei to fortÐo tou
kentrikoÔ diaqeirist  kai h deÔterh autì twn idiotel¸n paikt¸n

Apodotikìthta twn strathgik¸n SCALE kai LLF

Sthn upoenìthta aut  ja melet soume th sumperifor� twn strathgik¸n SCALE kai LLF
se di�forec kathgorÐec diktÔwn kai ja prospaj soume fr�xoume to sunolikì kìstoc
thc isorropÐac Stackelberg pou prokÔptei wc proc to bèltisto koinwnikì kìstoc. Ton
lìgo aut¸n twn dÔo posot twn ja ton apokaloÔme tÐmhma thc anarqÐac thc strathgik c
Stackelberg. Xekin�me me mia prìtash pou perigr�fei mia apl  epijumht  idiìthta twn
strathgik¸n Stackelberg pou ja melet soume.

Prìtash 3.6 [Swa07], [CSN07]: 'Estw èna dÐktuakì paÐgnio Stackelberg ìpou oi
sunart seic kajustèrhshc eÐnai epilegmènec apì èna sÔnolo L. An gia th strathgik 
Stackelberg y isqÔei 0 ≤ ye ≤ f∗e , ∀e ∈ E tìte C(y + z) ≤ ρ(L) · C(f∗).

Apìdeixh: Gia th ro  z kai gia k�je �llh ro  x Ðdiou ìgkou isqÔei
∑

e(ye+ze)·`e(ye+ze) ≤∑
e(ye + xe) · `e(ye + ze) (blèpe prìtash 2.3). H prìtash prokÔptei �mesa an jumhjoÔme

ton orismì tou β(`) apì thn par�grafo 2.1.6.

β(L) = sup
`e∈L

sup
0≤b≤c

b · (`e(c)− `e(b))
c · `e(c)

Pr�gmati mporoÔme na p�roume b = y + z, c = y + x kai tìte isqÔei∑
e(ye + xe) · `e(ye + ze) ≤ β(L)C(y + z) + C(y + x). Jètwntac x = f∗ − y èqoume

C(y+z) ≤ β(L)C(y+z)+C(f∗), opìte C(f) ≤ (1−β(L))−1 ·C(f∗) = ρ(L) ·C(f∗) �

H prìtash 3.6 ousiastik� perigr�fei th sunj kh pou prèpei na plhroÐ mia strathgik 
Stackelberg, prokeimènou na mhn up�rqei o kÐndunoc h efarmog  thc na odhg sei
to sÔsthma se mia kat�stash isorropÐac me kìstoc megalÔtero apì to kìstoc thc
isorropÐac Nash sthn opoÐa ja katal xoun oi paÐktec se perÐptwsh pou den paremboÔme
kajìlou. ParathroÔme ìti oi strathgikèc SCALE kai LLF pou ja melet soume plhroÔn
th sunj kh thc prìtashc 3.6.
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Strathgik  LLF

Ja melet soume t¸ra thn apodotikìthta thc strathgik c LLF se paÐgnia sta opoÐa
èqoume jèsei periorismì wc proc tic epitrepìmenec topologÐec twn diktÔwn. Sugkekrimèna
ja mac apasqol soune ta dÐktua par�llhlwn akm¸n kai ta seiriak�-par�llhla dÐktua.
Arqik� anafèroume dÔo idiìthtec twn seiriak¸n-par�llhlwn gr�fwn oi opoÐec ja mac
qreiastoÔn parak�tw.

Prìtash 3.7: 'Estw ènac seiriakìc - par�llhloc gr�foc kai s, t ta �kra tou.

1. 'Estw f, g dÔo rìec pou metafèroun d, r mon�dec fortÐou antÐstoiqa apì to s sto t,
me d ≥ r, d > 0. Tìte up�rqei k�poio èna s− t monop�ti P me fP > 0 gia to opoÐo
ge ≤ fe, ∀e ∈ P .

2. 'Estw P èna s − t monop�ti, f mia s − t ro  ki èstw e1, ..., ek to uposÔnolo twn
akm¸n tou P gia tic opoÐec isqÔei fe > 0. Tìte up�rqei èna monop�ti Q to opoÐo
perilamb�nei tic e1, ..., ek, me fQ > 0.

AkoloujoÔn sugkekrimèna apotelèsmata.

Je¸rhma 3.8: IsqÔoun ta parak�tw:

1. Sta dÐktua par�llhlwn akm¸n h strathgik  LLF epifèrei isorropÐa Stackelberg
kìstouc to polÔ 1

a · C(f∗). [Rou01]

2. Sta seiriak�-par�llhla dÐktua h strathgik  LLF epifèrei isorropÐa Stackelberg
kìstouc to polÔ (1 + 1

a) · C(f∗). [Swa07], [CSN07]

3. Sta dÐktua par�llhlwn akm¸n h strathgik  LLF epifèrei isorropÐa Stackelberg
kìstouc to polÔ (a+ (1− a) · ρ(L)) · C(f∗). [Swa07]

Apìdeixh: 'Estw f = y+ z. Ja prospaj soume na fr�xoume xeqwrist� to kìstoc thc
ro c Stackelberg, Cy(f) =

∑
e ye ·`e(fe) kai to kìstoc thc ro c z, Cz(f) =

∑
e ze ·`e(fe).

Gia to (1), arqik� topojetoÔme tic akmèc se fjÐnousa wc proc to `e(f
∗
e ) di�taxh

ki èstw k to index thc teleutaÐac akm c pou qrhsimopoieÐ o kentrikìc diaqeirist c.
OrÐzoume Ly = `k(f

∗
k ). EpÐshc sumbolÐzoume me L thn koin  kajustèrhsh ìlwn twn akm¸n

pou qrhsimopoioÔn oi paÐktec sthn isorropÐa Stackelberg, dhlad  aut¸n me ze > 0. IsqÔei
L ≤ Ly. Pr�gmati, an upojèsoume ìti L > Ly, tìte ∀i ≥ k, `i(fi) ≥ L > Ly ≥ `i(f

∗
i ),

dhlad  fi > f∗i , gia k�je i ≥ k, en¸ gia i < k isqÔei yi = f∗i , gegonìc pou eÐnai �topo
afoÔ oi f kai f∗ eÐnai roèc Ðdiou ìgkou.

IsqÔei loipìn L ≤ Ly kai gia i ≤ k èqoume Ly ≤ `i(f
∗
i ), �ra gia i ≤ k,

`i(fi) ≤ `i(f
∗
i ). Autì sunep�getai ìti Cy(f) =

∑
e ye · `e(fe) ≤ C(f∗). EpÐshc isqÔei

C(f∗) ≥ a · Ly ≥ a · L kai Cz(f) =
∑

e ze · `e(fe) = (1− a) · L ≤ (1− a) · C(f∗). Opìte

C(f) = Cy(f) + Cz(f) ≤ C(f∗) + (1−a)
a C(f∗) = 1

aC(f∗). �
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Gia to (2) efarmìzoume arqik� to pr¸to mèroc thc prìtashc 3.7 gia tic roèc f∗ − y kai
z kai paÐrnoume èna monop�ti P me (f∗ − y)P > 0 gia to opoÐo isqÔei (ye + ze) ≤ f∗e , gia
k�je e ∈ P . OrÐzontac ta L kai Ly ìpwc parap�nw isqÔei L ≤ `P ≤ Ly, opìte èqoume
Cz(f) =≤ (1− a) · Ly.

Sth sunèqeia efarmìzoume to deÔtero mèroc thc prìtashc 3.7 gia th ro  z kai gia
k�poio monop�ti P me yP > 0 kai paÐrnoume èna monop�ti Q me zQ > 0, to opoÐo perièqei
k�je akm  e ∈ P me ze > 0. H sunistamènh kajustèrhsh ìlwn aut¸n twn akm¸n eÐnai to
polÔ `Q(f) ≤ Ly. Opìte `P (f) ≤

∑
e∈P :ze=0 `e(ye) +Ly, �ra Cy(f) ≤ a ·Ly +C(f∗) kai

telik� C(f) = Cy(f) + Cz(f) ≤ Ly + C(f∗) ≤ ( 1a + 1) · C(f∗). �

Tèloc gia to (3) èstw A =
∑

e ye`e(f
∗
e ) kai B =

∑
e(f
∗
e −ye)`e(f∗e ). Tìte C(f∗) = A+B

kai AB ≥
a

1−a . Apì thn apìdeixh tou (1) xèroume ìti Cy(f) ≤ A kai apì thn prìtash 3.6

paÐrnoume Cz(f) ≤ ρ(L) ·B. Opìte C(f) ≤ A+ ρ(L) ·B. O lìgoc C(f)
C(f∗) megistopoieÐtai

ìtan A
B = a

1−a kai h mègisth tim  pou paÐrnei tìte eÐnai to polÔ a+ (1− a)ρ(L). �

Parat rhsh: 'Otan ρ(L) ≤ 2 isqÔei a + (1 − a) · ρ(L) ≤ 1
a kai to ìrio tou

trÐtou skèlouc tou jewr matoc 3.8 eÐnai kalÔtero apì autì tou pr¸tou skèlouc. Autì
sumbaÐnei p.q. ìtan oi sunart seic kajustèrhshc eÐnai polu¸numa to polÔ trÐtou bajmoÔ.

Genikeumèna Apotelèsmata twn LLF kai SCALE

Sth sunèqeia ja prospaj soume na broÔme genikeumèna ìria gia to tÐmhma thc anarqÐac,
ta opoÐa ja exart¸ntai mìno apì thn par�metro a kai thn morf  twn sunart sewn
kajustèrhshc (dhlad  ousiastik� apì thn tim  tou ρ(L)) kai ìqi apì th sugkekrimènh
topologÐa tou diktÔou. Ja ergastoÔme me trìpo parìmoio me autì thc enìthtac q. Arqik�
ja mac faneÐ qr simh h parak�tw prìtash.

Prìtash 3.9 [Swa07]: 'Estw èna dÐktuakì paÐgnio Stackelberg ìpou oi sunart seic
kajustèrhshc eÐnai epilegmènec apì èna sÔnolo L. An gia th strathgik  Stackelberg y
isqÔei 0 ≤ ye ≤ f∗e , Cz(f) ≤ ρ(L) ·

∑
e(f
∗
e − ye)`e(f∗e ).

Apìdeixh: 'Estw p�li ˆ̀
e(x) = `e(ye + x). IsqÔei

∑
e ze · ˆ̀

e(ze) ≤
∑

e(f
∗
e − ye) ˆ̀

e(ze).

Gr�foume (f∗e − ye) ˆ̀
e(ze) = (f∗e − ye) ˆ̀

e(f
∗
e − ye) + (f∗e − ye)( ˆ̀

e(ze) − ˆ̀
e(f
∗
e − ye)) ≤

(f∗e − ye) ˆ̀
e(f
∗
e − ye) + β(ˆ̀) · ze ˆ̀

e(ze) ≤ (f∗e − ye) ˆ̀
e(f
∗
e − ye) + β · ze ˆ̀

e(ze).
Opìte (1 − β)

∑
e ze`e(ye + ze) ≤

∑
e(f
∗
e − ye)`e(f

∗
e ) kai telik� Cz(f) ≤

ρ(L) ·
∑

e(f
∗
e − ye)`e(f∗e ). �

Apì tic prot�seic 3.6 kai 3.9 xèroume ìti ìtan ye ≤ f∗e tìte mporoÔme na fr�xoume
tic posìthtec

∑
e ye · `e(f∗e ) kai

∑
e ze · `e(fe) wc proc to C(f∗). Stìqoc mac eÐnai na

ekfr�soume to ye · `e(fe) sunart sei twn ye · `e(f∗e ) kai ze · `e(fe). Apì ìla ta zeÔgh
tim¸n (k,m) gia ta opoÐa isqÔei ye · `e(fe) ≤ kye · `e(ye) +mze · `e(fe) mac endiafèrei autì
gia to opoÐo elaqistopoieÐtai o lìgoc C(f)

C(f∗) .
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OrÐzoume loipìn gia k�je b ≥ 0 tic parak�tw ekfr�seic:

λLLF (L, b) = sup
`∈L

sup
x,w≥0

(x− bw) · `(x+ w)

x · `(x)
kai

λSC(L, a, b) = sup
`∈L

sup
x,w≥0

(ax− bw) · `(ax+ w)

ax · `(x)

Oi ekfr�seic eÐnai sqediasmènec ètsi ¸ste gia x = ye, w = ze paÐrnoume

ye · `e(fe) ≤ λLLF (L, b) · ye · `e(ye) + bze · `e(fe)

kai gia x = f∗e , w = ze paÐrnoume

ye · `e(fe) ≤ λSC(L, a, b) · ye · `e(f∗e ) + bze · `e(fe)

Epilègontac sth sunèqeia thn tim  tou b pou elaqistopoieÐ ton lìgo C(f)
C(f∗) prokÔptei to

parak�tw je¸rhma, h apìdeixh tou opoÐou paraleÐpetai.

Je¸rhma 3.10:

1. To tÐmhma thc anarqÐac thc strathgik c LLF eÐnai to polÔ
min {ρ(L), infb≥0(a · λLLF + ρ(1− a)(1 + b))}

2. To tÐmhma thc anarqÐac thc strathgik c SCALE eÐnai to polÔ
min {ρ(L), infb≥0(a · λSC + ρ(1− a)(1 + b))}

Parat rhseic:

1. Gia ta parap�nw ìria isqÔei p�nta λSC ≤ λLLF opìte to ìrio pou br kame gia
th strathgik  SCALE eÐnai kalÔtero apì autì gia th strathgik  LLF. Autì
den shmaÐnei ìti h strathgik  SCALE eÐnai kalÔterh genik� apì thn LLF, afoÔ
(i), den èqoun brejeÐ k�tw ìria pou na tautÐzontai me ta ìria aut� kai (ii),
ta ìria aut� perigr�foun th qeirìterh dunat  apìdosh pou mporeÐ na èqoun oi
strathgikèc SCALE kai LLF kai ìqi thn anamenìmenh mèsh apìdos  touc s' èna
tuqaÐo stigmiìtupo.

2. 'Otan oi sunart seic kajustèrhshc eÐnai polu¸numa bajmoÔ to polÔ d, o parap�nw
tÔpoc gia th strathgik  SCALE aplopoieÐtai kai gÐnetai a+ρ(Ld)(1−a)(1+b(d, a))

ìpou b(d, a) ≥ 0 eÐnai h monadik  lÔsh tou ad
(
b(d,a)+1
d+1

)d+1
=
(
b(d,a)
d

)d
.

Grammikèc Sunart seic Kajustèrhshc

Ja asqolhjoÔme t¸ra me thn eidik  perÐptwsh ìpou oi sunart seic kajustèrhshc tou
diktÔou eÐnai polu¸numa pr¸tou bajmoÔ, dhlad  grammikèc sunart seic thc morf c
`e(x) = pex + qe. Arqik� ja anafèroume ìti sthn akìma pio eidik  perÐptwsh ìpou
epitrèpoume mìno dÐktua par�llhlwn akm¸n h strathgik  LLF apodÐdei kalÔtera apì thn
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SCALE. Sugkekrimèna sto [Rou01] apodeÐqjhke ìti to kìstoc thc isorropÐac Stackelberg
pou epifèrei h strathgik  LLF sthn perÐptwsh aut  eÐnai to polÔ 4

3+aC(f∗). To ìrio

autì eÐnai kalÔtero apì to 4−a
3 C(f∗), èkfrash pou prokÔptei apì to je¸rhma q, gia

ρ(L) = 4
3 . Gia na doÔme ìti h SCALE apodÐdei ìntwc qeirìtera sthn perÐptwhsh aut ,

arkeÐ na exet�soume to parak�tw aplì par�deigma (sq ma 3.8). Sth bèltisth lÔsh (gia
sunolikì fortÐo d = 1) èqoume 2

3 mon�dec fortÐou sthn p�nw akm  kai 1
3 sthn k�tw akm ,

me sunolikì kìstoc 5
6 . Gia a = 1

2 h strathgik  SCALE loipìn topojeteÐ 1
3 mon�dec

fortÐou sthn p�nw akm  kai 1
6 sthn k�tw. Sth sunèqeia ìloi oi paÐktec ja epilèxoun

thn k�tw akm  kai ja katal xoume sthn kat�stash pou apoteleÐ kai isorropÐa Nash tou
diktÔou qwrÐc kentrik  parèmbash me sunolikì kìstoc 1.

Sq ma 3.8: 'Ena kakì stigmiìtupo gia th strathgik  SCALE

'Otan epitrèpoume pio genikèc topologÐec diktÔwn èqei apodeiqjeÐ to parak�tw
je¸rhma gia thn apodotikìthta thc strathgik c SCALE [KK06] :

Je¸rhma 3.11: To tÐmhma thc anarqÐac thc strathgik c SCALE ìtan oi sunart seic

kajustèrhshc eÐnai grammikèc eÐnai to polÔ 4
3 −

X
3 , ìpou X = (1−

√
1−a)(3

√
1−a+1)

2
√
1−a+1

.

Gia th melèth thc strathgik c LLF qreiazìmaste tic ènnoiec tou �kaloÔ� kai tou �kakoÔ�
monopatioÔ. Kalì onom�zoume èna monop�ti P gia to opoÐo zP > 0, kai kakì an zP = 0.
Up�rqei tìte èna λ ∈ [0, 1] tètoio ¸ste

∑
P kakì f

∗
P [
∑

e∈P (pef
∗
e + qe)] = (1 − λ)C(f∗)

kai
∑

P kalì f
∗
P [
∑

e∈P (pef
∗
e + qe)] = λC(f∗). IsqÔei tìte to parak�tw je¸rhma:

Je¸rhma 3.12: To tÐmhma thc anarqÐac thc strathgik c LLF ìtan oi sunart seic
kajustèrhshc eÐnai grammikèc eÐnai to polÔ{

4
3 an λ ∈ [0, 13)

( 2(1−λ)2
2−λ−

√
4λ−3λ2 ) an λ ∈ [13 , 1]

IsqÔei p�nta λ ≥ a. MporoÔme loipìn na jèsoume λ = a kai to �nw ìrio exakoloujeÐ na
isqÔei (an λ > a tìte apl� paÐrnoume akìma kalÔtero ìrio). Tìte paÐrnoume to parak�tw
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gr�fhma to opoÐo deÐqnei thc kampÔlec tou �nw orÐou tou tim matoc thc anarqÐac gia tic
strathgikèc LLF kai SCALE sunart sei tou a:

Sq ma 3.9: 'Anw fr�gmata sto tÐhmhma thc anarqÐac twn strathgik¸n LLF kai SCALE
gia grammikèc sunart seic kajustèrhshc

ParathroÔme ìti h strathgik  SCALE moi�zei na eÐnai pio apodotik  apì thn LLF.
Autì ìmwc den eÐnai al jeia diìti oi ekfr�seic pou èqoume brei den eÐnai par� ta �nw ìria
pou èqoume brei wc t¸ra, gia ta opoÐa den èqoume brei isodÔnama k�tw ìria (gia thn akrÐbeia
gia th strathgik  SCALE èqei brejeÐ èna sqedìn isodÔnamo k�tw ìrio). 'Etsi se poll�
stigmiìtupa to tÐmhma thc anarqÐac twn strathgik¸n SCALE kai LLF eÐnai mikrìtero apì
autì pou dÐnoun oi parap�nw kampÔlec.

Sthn pr�xh m�lista apodeiknÔetai ìti kamÐa strathgik  den eÐnai kalÔterh apì thn
�llh. Se orismèna stigmiìtupa h SCALE epitugq�nei kalÔtera apotelèsmata, en¸ se
�lla h LLF eÐnai kalÔterh.

Wc t¸ra exet�same thn apodotikìthta orismènwn strathgik¸n Stackelberg wc proc
to kìstoc thc bèltisthc lÔshc. T¸ra ja epiqeir soume mia diaforetik  prosèggish kai
ja prospaj soume na sqedi�soume mÐa strathgik  h opoÐa proseggÐzei ìso to dunatìn
perissìtero th bèltisth strathgik  Stackelberg, qwrÐc na mac apasqoleÐ an aut  epifèrei
th bèltisth lÔsh   pìso apèqei apì aut . Ja dìume ìti, par' ìti o upologismìc thc
bèltisthc strathgik c Stackelberg eÐnai genik� dÔskolo prìblhma, sthn perÐptwsh
twn diktÔwn par�llhlwn akm¸n mporoÔme na ekmetalleutoÔme orismènec idiìthtec thc
sugkekrimènhc topologÐac gia na broÔme mia kal  prosèggish thc bèltisthc strathgik c
apodotik�. Sugkekrimèna ja perigr�youme sunoptik� thn kataskeu  enìc FPTAS
algìrijmou gia th bèltisth strathgik  Stackelberg. [KM02]

'Estw loipìn y∗ h bèltisth ro  Stackelberg kai z∗ h ro  pou epifèrei h y∗. 'Estw
epÐshc E0 = {e : z∗e = 0} kai E+ = {e : z∗e > 0}, en¸ me Y ∗0 = y∗(E0) sumbolÐzoume
to sunolikì fortÐo pou topojeteÐ h ro  y∗ stic akmèc tou E0. Tèloc upojètoume ìti
oi sunart seic kajustèrhshc eÐnai polu¸numa orismènou bajmoÔ. Autì ìpwc ja doÔme
ja mac faneÐ qr simo parak�tw. H bèltisth strathgik  Stackelberg èqei tic parak�tw
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idiìthtec.

1. 'Olec oi akmèc e ∈ E+ èqoun koin  kajustèrhsh. Autì eÐnai profanèc afoÔ h ro  z∗

eÐnai isorropÐa Nash gia to dÐktuo met� thn efarmog  thc strathgik c Stackelberg.
'Estw L∗ h koin  aut  kajustèrhsh.

2. Oi akmèc e ∈ E0 eÐnai oi mìnec tic opoÐec qrei�zetai na qrhsimopoi sei h bèltisth ro 
Stackelberg kai se autèc pragmatopoieÐ th bèltisth an�jesh. 'Ara to oriakì kìstoc
aÔxhshc tou fortÐou stic akmèc autèc eÐnai to Ðdio. 'Estw D∗ autì to koinì oriakì
kìstoc.

3. Tèloc, prèpei ∀e ∈ E0 na isqÔei `e(y∗e) ≥ L∗.

Ac upojèsoume t¸ra ìti gnwrÐzoume tic timèc twn L∗, D∗, Y ∗0 . Tìte gia na broÔme
th bèltisth strathgik  Stackelberg h mình duskolÐa eÐnai na apofasÐsoume an h akm 
e an kei sto E0   sto E+. Epeid  den eÐmaste se jèsh na to gnwrÐzoume autì ek twn
protèrwn, upologÐzoume gia k�je akm  e èna zeÔgoc tim¸n (ye, ue) wc ex c: To ue to
brÐskoume lÔnontac thn exÐswsh `e(ue) = L∗, en¸ to ye orÐzetai wc ex c: 'Estw x̄ h lÔsh
tou (x`e(x))

′
= D∗. An `e(x̄) ≥ L∗, tìte ye = x̄, allÐwc ye = ∞. To zeÔgoc (ye, ue)

mac dÐnei thn an�jesh fortÐou sthn akm  e afìtou apofasÐsoume an aut  an kei sto E0

  sto E+. Tèloc èstw U∗ =
∑

e∈E ue kai U
∗
+ =

∑
e∈E+

ue = d − Y ∗0 . Gia na broÔme th
bèltisth strathgik  Stackelberg qrhsimopoioÔme to parak�tw l mma:

L mma 3.13: 'Estw X ⊆ E tètoio ¸ste elaqistopoieÐ thn èkfrash
∑

e∈X ye`e(ye),
en¸ par�llhla ikanopoieÐ tic ekfr�seic

∑
e∈X ye = Y ∗0 kai

∑
e∈X ue = U∗ − U∗0 . 'Estw

h strathgik  Stackelberg w pou orÐzetai wc ex c: we = ye an e ∈ X kai we = 0
diaforetik�. Tìte C(w) = C(y∗).

Gia na upologÐsoume loipìn th bèltisth strathgik  Stackelberg den èqoume par�
na broÔme èna tètoio X. ParathroÔme ìti to prìblhma pou kaloÔmaste na lÔsoume
eÐnai sthn ousÐa to poludi�stato prìblhma tou sakidÐou (Multidimensional Knapsack
Problem), gia to opoÐo up�rqei yeudopoluwnumikìc algìrijmìc o opoÐoc sthn perÐptws 
mac eÐnai poluwnumikìc.

Profan¸c den èqoume trìpo na upologÐsoume akrib¸c ta L∗, D∗, Y ∗0 (afoÔ tìte
ja eÐmastan se jèsh na broÔme th bèltisth strathgik  Stackelberg pou ìpwc eÐdame
eÐnai NP-Complete prìblhma), mporoÔme ìmwc na tic proseggÐsoume kat� èna par�gonta
(1 + δ) to polÔ gia k�poio δ pou ja exart�tai apì thn par�metro ε tou FPTAS. Autì to
epitugq�noume dokim�zontac wc upoy fiec timèc ìlec tic dun�meic tou (1 + δ). An ta L∗,
D∗, Y ∗0 eÐnai poluwnumik� fragmèna tìte apaiteÐtai poluwnumikì pl joc dokim¸n. Sth
sunèqeia efarmìzoume to parak�tw l mma to opoÐo apoteleÐ tropopoÐhsh tou l mmatoc
3.13.

L mma 3.14: 'Estw X ⊆ E tètoio ¸ste elaqistopoieÐ thn èkfrash∑
e∈X ye`e(ye), en¸ par�llhla isqÔei

∑
e∈X ye ∈ [(1 − δ)Y ∗0 , (1 + δ)Y ∗0 ] kai
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∑
e∈X ue ∈ [(1 − δ)(d − Y ∗0 ), (1 + δ)(d + Y ∗0 )]. 'Estw h strathgik  Stackelberg w

pou orÐzetai wc ex c: An y(X) =
∑

e∈X ye ≤
ad

1+2δ tìte we = (1 + 2δ)ye, alli¸c

we = ad
y(X)ye. Tìte C(w) ≤ (1 + ε)C(y∗).

H sunolik  diadikasÐa pou efarmìzoume eÐnai ex c. Dokim�zoume k�je dunatì sunduasmì
twn L∗, D∗, Y ∗0 kai upologÐzoume ta zeÔgh (ye, ue) gia k�je akm . Sth sunèqeia brÐskoume
èna epijumhtì uposÔnolo X efarmìzontac ton algìrijmo dunamikoÔ programmatismoÔ gia
to prìblhma tou sakidÐou kai to l mma q mac dÐnei mia strathgik  Stackelberg. Apì ìlec
tic upoy fiec tÐmec twn L∗, D∗, Y ∗0 krat�me autèc pou dÐnoun th fjhnìterh lÔsh.

Tèloc, parousi�zoume mia �llh endiafèrousa idèa. Exet�zoume p�li thn idèa thc
epibol c fìrwn stic akmèc tou diktÔou. EÐdame sthn enìthta 3.1 p¸c aut  h mèjodoc
mporeÐ na epifèrei th bèltisth ro . Wstìso, se perÐptwsh pou èna posostì twn qrhst¸n
tou diktÔou katafèrnei epilègei na forodiafeÔgei kai na mhn plhr¸nei to prìsjeto
kìstoc te gia th qr sh thc akm c e, tìte profan¸c ta apotelèsmata thc enìthtac 3.1 den
isqÔoun kai h idèa thc epibol c fìrwn apotugq�nei na epifèrei th bèltisth ro .

Wstìso, ìpwc ja doÔme ed¸, sthn perÐptwsh pou èna posostì a twn qrhst¸n tou
diktÔou eÐnai �nomotageÐs� kai epilègoun na plhr¸noun touc fìrouc pou jètoume stic akmèc
tou diktÔou, en¸ oi upìloipoi forodiafeÔgoun, eÐnai dunatìn na broÔme fìrouc t tètoiouc
¸ste na exanagk�soume touc paÐktec pou plhr¸noun fìrouc na efarmìsoun th strathgik 
SCALE. [KK06].

Gia k�je aÐthma i qwrÐzoume th ro  metaxÔ si kai ti se dÔo mèrh. H ro  f̄ i, ìgkou adi
antistoiqeÐ stouc paÐktec pou plhr¸noun fìrouc kai h f i, ìgkou (1− a)di se autoÔc pou
forodiafeÔgoun. MporoÔme epÐshc na upojèsoume ìti oi paÐktec pou plhr¸noun fìrouc
eÐnai eterogeneÐc kai k�je aÐthma i qarakthrÐzetai epiplèon apì thn euaisjhsÐa α(i) twn
paikt¸n tou stouc fìrouc.

Oi paÐktec pou plhr¸noun fìrouc antilamb�nontai kìstoc `e(fe + f̄e) + α(i)te, en¸
autoÐ pou forodiafeÔgoun `e(fe+ f̄e). EpÐshc sthn kat�stash isorropÐac prèpei na isqÔei∑

i f̄
i
e = af∗e , ∀e ∈ E. Gia na broÔme touc epijumhtoÔc fìrouc te apodeiknÔetai ìti arkeÐ
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na lÔsoume to parak�tw prìblhma sumplhrwmatikìthtac:(∑
e∈P `e(fe + af∗e )

α(i)
+
∑
e∈P

te − ūi

)
f̄ iP = 0 ∀P ∈ Pi, i = 1, ..., k

(∑
e∈P

`e(fe + af∗e )− ui

)
f iP = 0 ∀P ∈ Pi, i = 1, ..., k

∑
e∈P `e(fe + af∗e )

α(i)
+
∑
e∈P

te − ūi ≥ 0 ∀P ∈ Pi, i = 1, ..., k

∑
e∈P

`e(fe + af∗e ) +
∑
e∈P

te − ui ≥ 0 ∀P ∈ Pi, i = 1, ..., k

ūi(
∑
P∈Pi

f̄ iP − adi) = 0 ∀i = 1, ..., k

ui(
∑
P∈Pi

f iP − (1− a)di) = 0 ∀i = 1, ..., k

∑
P∈Pi

f̄ iP ≥ adi ∀i = 1, ..., k

∑
P∈Pi

f iP ≥ (1− a)di ∀i = 1, ..., k

te(
∑
i

f̄ ie − af∗e ) = 0 ∀e ∈ E

∑
i

f̄ ie ≤ af∗e ∀e ∈ E

f iP , f̄
i
P , ui, ūi, te ≥ 0 ∀P ∈ P, ∀i = 1, ..., k, ∀e ∈ E

To parap�nw prìblhma ousiastik� orÐzei tautìqrona dÔo isorropÐec Nash, mÐa gia
touc paÐktec pou plhr¸noun fìrouc kai mÐa gia autoÔc pou forodiafeÔgoun. AntÐstoiqa
me thn enìthta 3.1 mporeÐ na deiqjeÐ ìti to parap�nw prìblhma eÐnai isodÔnamo me èna
zeÔgoc duðk¸n grammik¸n programm�twn, opìte èqei p�nta lÔsh thn opoÐa mporoÔme na
upologÐsoume.

3.2.4 Strathgikèc Stackelberg se atomik� paÐgnia sumfìrhshc

Sthn enìthta aut  ja doÔme ìti oi strathgikèc Stackelberg pou melet same mporoÔn na
efarmostoÔn exÐsou kal� kai sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc, belti¸nontac shmantik� to
tÐmhma thc anarqÐac. Arqik� perigr�foume to montèlo p�nw sto opoÐo ja ergastoÔme.
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Orismìc tou Montèlou Atomik¸n PaignÐwn Stackelberg

'Eqoume èna paÐgnio sumfìrhshc N to sÔnolo twn paikt¸n tou kai |N | = n. Upojètoume
ìti èna uposÔnolo L ⊆ N , |L| = ns apì apì autoÔc touc paÐktec den epilègoun mìnoi
touc th strathgik  touc, all� touc suntonÐzei o kentrikìc diaqeirist c o opoÐoc paÐzei th
strathgik  Stackelberg. Oi upìloipoi k = n− ns paÐktec eÐnai idioteleÐc. Oi paÐktec den
èqoun b�rh, opìte a = ns

n .
Ja sumbolÐzoume me y(L) th diamìrfwsh Stackelberg, kaj¸c kai th sumfìrhsh pou

aut  prokaleÐ. Epeid  to paÐgnio eÐnai atomikì, endèqetai na up�rqoun perissìterec apì mÐa
isorropÐec Stackelberg. Me z(L) loipìn ja sumbolÐzoume th qeirìterh dunat  isorropÐa
Stackelberg pou epifèrei h strathgik  y(L). Tèloc, gr�foume f = y + z.

Ja asqolhjoÔme mìno me strathgikèc Stackelberg gia tic opoÐec isqÔei y(L) = (f∗i )i∈L,
ìpou f∗ = (f∗1 , ..., f

∗
n) eÐnai h bèltisth diamìrfwsh. Autèc tic strathgikèc tic apokaloÔme

optimal-restricted
Oi strathgikèc pou ja melet soume eÐnai oi LLF kai SCALE, tic opoÐec eÐdame  dh sta

mh-atomik� paÐgnia, kaj¸c kai mia trÐth strathgik , h opoÐa onom�zetai COVER kai afor�
mìno sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc. AkoloujeÐ sunoptik  perigraf  twn strathgik¸n
aut¸n sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc.

LLF

H strathgik  LLF orÐzetai me ton Ðdio akrib¸c trìpo pou thn orÐsame kai sta mh-atomik�
paÐgnia sumfìrhshc parap�nw. Sugkekrimèna, an taxinom soume touc paÐktec se aÔxousa
di�taxh wc proc to kìstoc touc sth bèltisth lÔsh, dhlad  c1(f∗) ≤ ... ≤ cn(f∗), tìte h
strathgik  LLF epilègei L = {k + 1, ..., n}.

SCALE

Lìgw thc fÔshc twn atomik¸n paignÐwn sumfìrhshc, h strathgik  SCALE ìpwc orÐsthke
parap�nw den mporeÐ na efarmosteÐ ed¸. Ja prèpei na qrhsimopoi soume mia pijanotik 
èkdosh thc SCALE, sthn opoÐa k�je sÔnolo L ⊆ N , me |L| = ns epilègetai me pijanìthta
1/
(
n
ns

)
kai jètoume y(L) = (f∗i )i∈L. 'Etsi k�je paÐkthc epilègetai me pijanìthta a = ns

n
kai h anamenìmenh sumfìrhsh se k�je pìro e lìgw thc y (dhlad  o anamenìmenoc arijmìc
suntonismènwn paikt¸n pou qrhsimopoioÔn ton pìro e) eÐnai af∗e .

COVER

H strathgik  COVER mporeÐ na efarmosteÐ mìno ìtan o arijmìc twn suntonismènwn
paikt¸n eÐnai arket� meg�loc ¸ste k�je pìroc na mporeÐ na �kalufjeÐ� apì toul�qiston
ènan tètoio paÐkth. Gia eukolÐa ja upojèsoume apl� ìti isqÔei ns ≥ |E| ki èstw
λ = b ns|E|c. Gia na efarmìsoume th strathgik  COVER epilègoume èna sÔnolo L ⊆ N me

|L| ≤ ns, ètsi ¸ste eÐte ye(L) ≥ λ   ye(L) = f∗e , ∀e ∈ E. Up�rqoun poll� tètoia sÔnola
L pou ikanopoioÔn tic sunj kec autèc. EmeÐc ja upojèsoume ìti epilègoume to sÔnolo
pou upologÐzei o �plhstoc λ-covering algìrijmoc.
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Ja exet�soume t¸ra thn apìdosh twn tri¸n strathgik¸n pou perigr�yame se
atomik� paÐgnia sumfìrhshc sta opoÐa k�je pìroc e èqei sun�rthsh kajustèrhshc
`e(x) = pex + qe. Ta apotelèsmata pou ja parousi�soume kai ta opoÐa ofeÐlontai ston
[b] basÐzontai sto parak�tw l mma.

L mma 3.15 [Fot07]: 'Estw y mia optimal-restricted diamìrfwsh kai f = y + z
h qeirìterh dunat  diamìrfwsh pou epifèrei h y. Tìta gia k�je v ∈ (0, 1)

1. C(f) ≤
∑

e∈E [pefef
∗
e + pe(f

∗
e − ye) + qef

∗
e ].

2. (1− v) · C(f) ≤ 1
4v

∑
e∈E pe(f

∗
e )2 +

∑
e∈E pe(f

∗
e − ye) +

∑
e∈E qef

∗
e − v

∑
e∈E qefe.

3. (1− v) · C(f) ≤ 1
4vC(f∗) +

∑
e∈E pe(f

∗
e − ye) + (1− 1

4v )
∑

e∈E qe(f
∗
e − ye).

AkoloujoÔn t¸ra ta kÔria apotelèsmata.

Je¸rhma 3.16 [Fot07]: To sunolikì kìstoc thc qeirìterhc dunat c diamìrfwshc
pou epifèrei h strathgik  LLF sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc eÐnai to polÔ

min
{

20−11a
8 , 3−2a+

√
5−4a

2

}
· C(f∗)

Apìdeixh: Gia to pr¸to ìrio arqik� parathroÔme ìti gia ìlouc touc jetikoÔc akeraÐouc
x, y, z me y ≤ z, xy+y−z ≤ 1

3x
2+ 5

3y
2− 11

12z. Efarmìzoume th sqèsh aut  sto pr¸to mèroc
tou l mmatoc 3.15 me x = fe, y = f∗e , z = ye kai lamb�nontac up' ìyh ìti ye ≤ fe, ye ≤ f∗e
paÐrnoume C(f) ≤ 1

3C(f) + 5
3C(f∗) − 11

12

∑
e ye(pef

∗
e + qe). Apì ton orismì thc LLF

isqÔei
∑

e ye(pef
∗
e + qe) =

∑
i∈: ci(f

∗) ≥ a · C(f∗) opìte C(f) ≤ 1
3C(f) + 20−11a

12 C(f∗)

kai telik� C(f)
C(f∗) ≤

20−11a
8 .

To deÔtero ìrio prokÔptei apì to trÐto mèroc tou l mmatoc 3.15, lamb�nontac
up' ìyh ìti gia k�je pìro e, f∗e − ye ≤ f∗e (f∗e − ye). 'Etsi paÐrnoume
(1 − v) · C(f) ≤ 1

4vC(f∗) +
∑

e∈E(f∗e − ye)pe(f
∗
e + qe) ≤ ( 1

4v + 1 − a) · C(f∗).

Gia th bèltisth tim  tou v, pou eÐnai
√
5−4a−1
4(1−a) prokÔptei ìti C(f)

C(f∗) ≤
3−2a+

√
5−4a

2 .

Sqetik� me to k�tw ìrio, sto qeirìtero gnwstì stigmiìtupo, to tÐmhma thc anarqÐac thc
strathgik c LLF eÐnai 5−2a

4+a − ε gia ε ìso mikrì jèloume.

Je¸rhma 3.17 [Fot07]: To anamenìmeno kìstoc thc qeirìterhc dunat c diamìrfwshc
pou epifèrei h strathgik  SCALE sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc eÐnai to polÔ

max
{

5−3a
2 , 5−4a3−2a

}
· C(f∗)

Apìdeixh: Efarmìzontac to pr¸to mèroc tou l mmatoc 3.15 èqoume: E[C(f)] ≤∑
e∈E [pe(E[fe] + 1− a)f∗e + qef

∗
e ]. Gia na oloklhr¸soume thn apìdeixh qreiazìmaste

thn parak�tw prìtash, h opoÐa isqÔei gia k�je jetikì akèraio y, a ∈ [0, 1] kai jetik ,
akèraia tuqaÐa metablht  X:

(E[X] + 1− a)y ≤
{

1
3E[X2] + (53 − a)y2 for all a ∈ [0, 56 ]
(a− 1

2)E[X2] + (52 − 2a)y2 for all a ∈ (56 , 1]
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ParathroÔme ìti 5−3a
2 ≥ 5−4a

3−2a gia k�je a ∈
[
0, 56
]
kai antistrìfwc. Qrhsimopoi¸ntac

thnc parap�nw prìtash deÐqnoume ìti isqÔei E[C(f)] ≤ 5−3a
2 C(f∗) gia k�je a ∈

[
0, 56
]

kai E[C(f)] ≤ 5−4a
3−2aC(f∗) gia k�je a ∈

(
5
6 , 1
]
kai to zhtoÔmeno prokÔptei �mesa.

Gia to k�tw ìrio isqÔei h parak�tw endiafèrousa prìtash:

Je¸rhma 3.18 [Fot07]:

1. Gia k�je ε > 0 up�rqei summetrikì atomikì paÐgnio sumfìrhshc me grammikèc
sunart seic kajustèrhshc sto opoÐo gia k�je optimal-restricted strathgik 
Stackelberg (nteterministik    pijanotik ) to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai 2

1+a − ε.

2. Gia k�je a ∈ [0, 12), ε > 0 up�rqei summetrikì atomikì paÐgnio sumfìrhshc
me grammikèc sunart seic kajustèrhshc sto opoÐo gia k�je optimal-restricted
strathgik  Stackelberg (nteterministik    pijanotik ) to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai
5−5a+2a2

2 − ε.

Gia k�je a ∈ [0, 12) isqÔei 5−5a+2a2

2 > 2
1+a , opìte to parap�nw je¸rhma dÐnei kai to

parak�tw qeirìtero gnwstì k�tw ìrio gia th strathgik  SCALE:{
5−5a+2a2

2 a ∈ [0, 12)
2

1+a a ∈ [12 , 1]

Je¸rhma 3.19 [Fot07]: 'Otan ns > |E| kai λ = b ns|E|c, to kìstoc thc qeirìterhc
dunat c diamìrfwshc pou epifèrei h strathgik  COVER sta atomik� paÐgnia sumfìrhshc
eÐnai to polÔ 4λ−1

3λ−1 .

Apìdeixh: 'Estw y h diamìrfwsh thc strathgik c COVER kai f = y + z h
qeirìterh dunat  isorropÐa Nash pou epifèrei h y. Epeid  eÐte ye = f∗e   ye ≥ λ,
isqÔei f∗e − ye ≤ 1

4λ(f∗e )2. Efarmìzwntac to trÐto mèroc tou l mmatoc q paÐrnoume
(1 − v)C(f∗) ≤ 1

4vC(f∗) + max
{

1
4λ , 1−

1
4v

}
C(f∗) = max

{
1
4λ + 1

4v , 1
}
C(f∗). Gia

v = λ
4λ−1 paÐrnoume to zhtìumeno. �

ParathroÔme ìti ìtan o lìgoc λ twn suntonismèmwn paikt¸n wc proc to pl joc
twn pìrwn megal¸nei, to parap�nw ìrio teÐnei se autì twn mh atomik¸n paignÐwn
sumfìrhshc, dhlad  4

3 . Autì eÐnai anamenìmeno, kaj¸c ìtan to pl joc twn paikt¸n
eÐnai meg�lo, ta atomik� paÐgnia sumfìrhshc proseggÐzoun ta mh-atomik� wc proc th
sumperifor�.

Tèloc anafèroume ìti eÐnai dunatìn h strathgik  COVER na sunduasteÐ me mÐa ek
twn LLF   SCALE gia na epiteuqjoÔn akìma kalÔtera apotelèsmata. Autì mporeÐ na
gÐnei wc ex c:
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SUMPERIFOR�AS

LLF kai COVER

Arqik� efarmìzoume th strathgik  LLF gia na anajèsoume |LL| = ns− λ|E| paÐktec sta
monop�tia me to megalÔtero kìstoc sth lÔsh f∗. En suneqeÐa efarmìzoume th strathgik 
COVER stouc upìloipouc λ|E| paÐktec wc ex c. 'Estw LC ⊆ N\LL, |LC | ≤ lambda|E|
to sÔnolo twn paikt¸n pou anajètei o COVER ètsi ¸ste min

{
λ, f∗e − ye(LL)

}
≤

ye(L
C) ≤ f∗e − ye(L

L), gia k�je e ∈ E. H sunolik  diamìrfwsh Stackelberg eÐnai
y = (f∗i )i∈LL∪LC .

SCALE kai COVER

Arqik� efarmìzoume th strathgik  COVER gia na anajèsoume to polÔ λ|E| paÐktec.
'Estw LC ⊆ N, |LC | ≤ λ|E| to sÔnolo twn paikt¸n aut¸n. Gia k�je e ∈ E isqÔei
min {λ, f∗e } ≤ ye(L

C) ≤ f∗e . Sth sunèqeia efarmìzoume th strathgik  SCALE ki
epilègoume èna tuqaÐo LS ⊆ N\LC , |LS | = ns − λ|E| ki jètoume y(LS) = (f∗i )i∈LS .
H sunolik  diamìrfwsh Stackelberg eÐnai y(LC ∪ LS) = (f∗i )i∈LC∪LS .

H Strathgik  LLF sta DÐktua Par�llhlwn Akm¸n

Sthn eidik  perÐptwsh twn diktÔwn par�llhlwn akm¸n èqoume  dh (par�grafoc q) dei
ìti ta atomik� paÐgnia sumfìrhshc sumperifèrontai ìpwc kai ta mh atomik� wc proc to
tÐmhma thc anarqÐac, to opoÐo eÐnai akrib¸c ρ(L) ìtan oi sunart seic kajustèrhshc eÐnai
epilegmènec apì èna sÔnolo L.

EÔkola apodeiknÔetai ìti kai gia th strathgik  LLF ta apotelèsmata twn mh-atomik¸n
paignÐwn isqÔoun kai sta atomik� paÐgnia sthn perÐptwsh twn diktÔwn par�llhlwn akm¸n.
Pr�gmati gia genikèc sunart seic kajustèrhshc isqÔei to parak�tw je¸rhma:

Je¸rhma 3.20 [Fot07]:

1. Sta dÐktua par�llhlwn akm¸n me atomikoÔc paÐktec to tÐmhma thc anarqÐac thc
strathgik c LLF eÐnai to polÔ 1

a · C(fopt).

2. Sta dÐktua par�llhlwn akm¸n me atomikoÔc paÐktec kai sunart seic kajustèrhshc
epilegmènec apì èna sÔnolo L to tÐmhma thc anarqÐac thc strathgik c LLF eÐnai to
polÔ (a+ (1− a)ρ(L)) · C(fopt).



Kef�laio 4

Coordination Mechanisms

Oi mèjodoi pou perigr�yame wc t¸ra sthn prosp�jeia periorismoÔ tou tim matoc thc
anarqÐac èqoun èna koinì qarakthristikì. ApaitoÔn thn parousÐa enìc kentrikoÔ
diaqeirist  tou sust matoc o opoÐoc eÐnai upeÔjunoc gia thn efarmog  touc sunolik� sto
sÔsthma. Kat' epèktash apaitoÔn pl rh gn¸sh ìlwn twn qarakthristik¸n tou sust matoc
apì k�poio �tomo   diaforetik� apaitoÔn polÔ meg�lh diakÐnhsh plhrofori¸n eswterik�
sto sÔsthma prokeimènou na efarmostoÔn.

Sthn pr�xh autì polÔ suqn� den isqÔei gegonìc pou kajist� autèc tic teqnikèc
praktik� anef�rmostec se orismènec peript¸seic. Ja  tan loipìn polÔ bolikì an
mporoÔsame na anaptÔxoume mia mèjodo periorismoÔ tou tim matoc thc anarqÐac h efarmog 
thc opoÐac mporeÐ na gÐnei topik� apì orismènec epimèrouc mon�dec tou sust matoc, qwrÐc
na apaiteÐtai h epèmbash enìc kentrikoÔ diaqeirist . Sto pneÔma autì anaptÔqjhke h idèa
twn Coordination Mechanisms [CKN09], oi opoÐoi ja mac apasqol soun sto kef�laio
autì.

4.1 To Montèlo

To plaÐsio sto opoÐo ja exet�soume touc Coordination Mechanisms eÐnai pio periorismèno
apì autì twn genik¸n paignÐwn sumfìrhshc. Ousiastik� apoteleÐ mia diaforetik  ekdoq 
twn diktuak¸n paignÐwn sumfìrhshc par�llhlwn akm¸n. Sugkekrimèna jewroÔme ìti
èqoume èna sÔnolo M = {1, ...,m} mhqan¸n oi opoÐec paÐzoun ton rìlo twn pìrwn/akm¸n
ki èna sÔnolo = Ns {1, ...n} ergasi¸n pou prèpei na ektelestoÔn stic mhqanèc autèc ki oi
opoÐec paÐzoun ton rìlo twn paikt¸n. AntÐ gia sunart seic kajustèrhshc qrhsimopoioÔme
èna sÔnolo tim¸n pij, i ∈ N, j ∈M ìpou pij eÐnai o qrìnoc pou qrei�zetai h mhqan  j gia
na ektelèsei thn ergasÐa i. Gia par�deigma ìtan pij = wi

sj
ìpou wi o ìgkoc th sergasÐac

i (  to b�roc tou paÐkth i)kai sj eÐnai h taqÔthta thc mhqan c j to montèlo autì eÐnai
isodÔnamo m' èna paÐgnio sumfìrhshc me b�rh se dÐktuo par�llhlwn akm¸n me `j(x) = 1

sj
x.

81
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4.1.1 H idèa twn Coordination Mechanisms

Gia na mporèsoume na efarmìsoume thn idèa twn Coordination Mechanisms qrei�zetai
na all�xoume touc kanìnec tou paignÐou kai na to sqedi�soume lÐgo diaforetik�.
UpenjumÐzoume ìti mia basik  arq  twn paignÐwn sumfìrhshc  tan to gegonìc ìti to
kìstoc qr shc enìc pìrou  tan koinì gia ìlouc touc paÐktec pou ton qrhsimopoioÔsan.
Sto kef�laio autì ja parabi�soume aut  thn arq  kai ja upojèsoume ìti to kìstoc
qr shc thc mhqan c j eÐnai mia genikeumènh sun�rthsh pou apodÐdei diaforetik  tim  se
k�je paÐkth (  ergasÐa), dhlad  cj : Rn → Rn kai cj(w1, ..., wn) = (cij(w1, ..., wn))i∈N .
Sugkekrimèna k�noume thn upìjesh ìti h mhqan  j exuphreteÐ touc paÐktec (  ekteleÐ
tic ergasÐec) me mia seir� pou apofasÐzei h Ðdia kai ìqi ìlouc tautìqrona. Par�llhla
prèpei na isqÔei maxi∈S c

i
j(w1, ..., wn) ≥

∑
i∈S wi. Autì shmaÐnei ìti h mhqan  j mporeÐ na

ektelèsei tic ergasÐec me ìpoia seir� jèlei, all� den mporeÐ na epitaqÔnei thn ektèles 
touc.

'Enac Coordination Mechanism den eÐnai par� èna tètoio sÔnolo genikeumènwn
sunart sewn   politik¸n qronodromolìghshc, mÐa gia k�je mhqan . Gia sugkekrimèno
Coordination Mechanism k�je diaforetikì sÔnolo tim¸n pij orÐzei èna diaforetikì
paÐgnio. H k�je ergasi� epilègei mình thc se poia mhqan  ja ektelesteÐ kai to sÔsthma
eustajeÐ se mia kat�stash isorropÐac Nash. To koinwnikì kìstoc sthn isorropÐa Nash
to sugkrÐnoume me to el�qisto koinwnikì kìstoc, to opoÐo eÐnai k�poia sun�rthsh twn cij
kai to opoÐo epituqg�netai me thn epilog  twn bèltistwn politik¸n qronodromolìghshc,
kai o lìgoc aut¸n twn dÔo eÐnai gnwstìc wc to tÐmhma thc anarqÐac. K�noume di�krish
metaxÔ tou tim matoc thc anarqÐac enìc paignÐou kai tou tim matoc thc anarqÐac enìc
Coordination Mechanism pou eÐnai to qeirìtero tÐmhma thc anarqÐac apì to sÔnolo twn
paignÐwn pou mporoÔn na prokÔyoun apì ton mhqanismì autì gia ta di�fora sÔnola tim¸n
pij . Stìqoc mac eÐnai na broÔme Coordination Mechanisms me qamhlì tÐmhma anarqÐac.
Ed¸ blèpoume to pleonèkthma twn Coordination Mechanisms ènanti twn mejìdwn pou
melet same sto prohgoÔmeno kef�laio. To mìno pou qrei�zetai na gnwrÐzoume ek twn
protèrwn eÐnai oi kanìnec tou paignÐou. Me b�sh autoÔc epilègoume èna sÔnolo politik¸n
qronodromolìghshc tic opoÐec en suneqeÐa oi mhqanèc tic ulopoioÔn katanemhmèna qwrÐc na
apaiteÐtai h parèmbas  mac   antallag  meg�lou ìgkou plhrofori¸n gia to dÐktuo metaxÔ
twn mhqan¸n.

Mia ousiastik  diafor� thc idèac twn Coordination Mechanisms se sÔgkrish me thn
epibol  fìrwn   tic strathgikèc Stackelberg eÐnai ìti ed¸ den prospajoÔme na epèmboume
sto dÐktuo prokeimènou na mei¸soume to tÐmhma thc anarqÐac, all� prospajoÔme na
sqedi�soume to dÐktuo kat� trìpo tètoio ¸ste to tÐmhma thc anarqÐac na eÐnai qwrÐc
na apaiteÐtai exwterik  epèmbash.

Ta paÐgnia pou prokÔptoun apì thn efarmog  twn Coordination Mechanisms eÐnai
gnwst� wc paÐgnia qronodromolìghshc   sceduling games. H diafor� touc apì ta
antÐstoiqa probl mata qronodromolìghshc (sceduling problems) eÐnai ìti sta teleutaÐa
mac dÐnontai ta qarakthristik� tou paignÐou, dhlad  ta N , M , (pij) kai emeÐc kaloÔmaste
na broÔme th bèltisth lÔsh, dhlad  tic politikèc qronodromolìghshc twn mhqan¸n pou
epituqg�noun to el�qisto koinwnikì kìstoc. AntÐjeta sta sceduling games epilègoume
tic politikèc qronodromolìghshc qwrÐc na gnwrÐzoume tic timèc (pij) ek twn protèrwn ki
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af noume thn k�je ergasÐa, h opoÐa ousiastik� eÐnai ènac pl rwc enhmerwmènoc idiotel c
paÐkthc pou gnwrÐzei thn politik  qronodromolìghseic pou akoloujeÐ h k�je mhqan ,
na epilèxei mình thc pou ja ektelesteÐ. Thn apodotikìthta enìc mhqanismoÔ gia èna
scheduling game thn metr�me me to tÐmhma thc anarqÐac, en¸ thn apodotikìthta enìc
algorÐjmou gia to antÐstoiqo scheduling problem th metr�me me to approximation ratio.
'Opwc ja doÔme, pollèc forèc up�rqei �mesh sqèsh metaxÔ enìc Coordination Mechanism
kai tou antÐstoiqou algìrijmou gia to scheduling problem kai to tÐmhma thc anarqÐac tou
enìc tautÐzetai me to approximation ratio tou �llou.

4.1.2 KathgorÐec Scheduling Games

An�loga me th sqèsh metaxÔ twn qrìnwn ektèleshc pij kaj¸c kai an�loga me ton trìpo
pou orÐzoume to koinwnikì kìstoc prokÔptoun diaforetikoÐ tÔpoi scheduling games.
Daneizìmaste ton sumbolismì α|β|γ pou qrhsimopoieÐtai gia ta antÐstoiqa scheduling
problems.

H pr¸th par�metroc prosdiorÐzei th sqèsh metaxÔ twn mhqan¸n kai paÐrnei mÐa apì tic
parak�tw timèc.

1. P : ìtan prìkeitai gia panomoiìtupec mhqanèc, dhlad  gia k�je i: pij = pik = pi,
∀j, k ∈M .

2. Q: ìtan prìkeitai gia omoiìmorfec mhqanèc, dhlad  gia k�je i: pij = pi
sj
, ìpou sj h

taqÔthta thc mhqan c j.

3. R: EÐnai h pio genik  perÐptwsh ìtan ta pij eÐnai pl rwc asusqètista metaxÔ touc.

4. B: SumbolÐze thn periorismènh an�jesh. Gia k�je ergasÐa i up�rqei èna sÔnolo
Si ⊆M tètoio ¸ste pij = pi an j ∈ Si   pij =∞ diaforetik�.

H deÔterh par�metroc den ja mac apasqol sei, en¸ tèloc h trÐth par�metroc
prosdiorÐzei thn sun�rthsh koinwnikoÔ kìstouc kai paÐrnei mÐa apì tic parak�tw timèc.

1. Cmax: ìtan stìqoc eÐnai na elaqistopoi soume to kìstoc thc ergasÐac me to
megalÔtero kìstoc (makespan).

2.
∑
ci ìtan stìqoc eÐnai na elaqistopoi soume to �jroisma apì ta kìsth twn

ergasi¸n.

3.
∑
wici ìtan stìqoc eÐnai na elaqistopoi soume to stajmismèno �jroisma apì ta

kìsth twn ergasi¸n.

4.2 MhqanismoÐ gia di�forec kathgorÐec scheduling
games

Ed¸ ja exet�soume mhqanismoÔc gia di�forouc tÔpouc paignÐwn qronodromolìghshc kai
ja prospaj soume na upologÐsoume to tÐmhma thc anarqÐac se k�je perÐptwsh. Epiplèon
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ja mac apasqol soun jèmata ìpwc h Ôparxh kai h taqÔthta sÔgklishc se isorropÐa Nash
sta paÐgnia pou prokÔptoun.

4.2.1 MhqanismoÐ gia to P ||Cmax
Arqik� ja melet soume to pio aplì apì ta paÐgnia qronodromolìghshc ta opoÐa ja
exet�soume, to P ||Cmax. 'Eqoume n ergasÐec kai m mhqanèc kai o qrìnoc ektèleshc thc
ergasÐac i eÐnai pi, anex�rthta apì th mhqan  sthn opoÐa ekteleÐtai. Wc koinwnikì kìstoc
lamb�noume to qeirìtero makespan apì ìlec tic mhqanèc, dhlad  th qronik  stigm  kat�
thn opoÐa oloklhr¸nei thn teleutaÐa ergasÐa h mhqan  me ton megalÔtero fìrto ergasi¸n.

To antÐstoiqo prìblhma qronodromolìghshc P ||Cmax eÐnai gnwstì ìti eÐnai NP-Hard.
'Eqoun protajeÐ di�foroi proseggistikoÐ algìrijmoi gia thn epÐlus  tou. Apì autoÔc
ton kalÔtero lìgo prossègishc èqei o algìrijmoc LPT-Schedule [Gra66]. O algìrijmoc
autìc, ìtan mia mhqan  eÐnai eleÔjerh, epilègei apì tic ergasÐec pou den èqoun ektelesteÐ
akìma aut  me to megalÔtero qrìno ektèleshc kai thn anajètei sth mhqan  aut . O lìgoc
prosèggishc tou algorÐjmou autoÔ èqei brejeÐ ìti eÐnai 4

3 −
1
3m .

Epistrèfoume t¸ra sth melèth tou antÐstoiqou paignÐou ìpou ja exet�soume dÔo
aploÔc mhqanismoÔc touc ShortestFirst(SF) kai LongestFirst(LF). H politik  SF
problèpei ìti k�je mhqan  ekteleÐ pr¸ta tic ergasÐec ekeÐnec pou èqoun ton mikrìtero
qrìno ektèleshc, en¸ h politik  LF k�nei to akrib¸c antÐjeto kai dÐnei proteraiìthta stic
pio qronobìrec ergasÐec.

Gia na eÐnai kal¸c orismènoi oi mhqanismoÐ autoÐ prèpei na jespÐsoume èna antikeimenikì
krit rio me b�sh to opoÐo k�je mhqan  epilègei an�mesa se dÔo   perissìterec ergasÐec oi
opoÐec apaitoÔn ton Ðdio qrìno ektèleshc (tie-breaking rule). Se diaforetik  perÐptwsh
pijanèc isoyhfÐec endèqetai na odhg soun se �kakès� lÔseic. 'Enac aplìc trìpoc na
antimetwpÐsoume autì to endeqìmeno eÐnai na upojèsoume ìti k�je ergasÐa èqei èna
monadikì anagnwristikì kai ìti up�rqei mia kajolik  di�taxh ìlwn twn ergasi¸n me b�sh
to anagnwristikì touc (p.q. alfabhtik ). Ektìc an anaferjeÐ diaforetik�, sth sunèqeia
upojètoume ìti k�je nteterministikìc mhqanismìc qrhsimopoieÐ aut  thn kajolik  di�taxh
twn anagnwristik¸n. Wstìso axÐzei na anafèroume ìti èna arnhtikì twn mhqanism¸n pou
qrhsimopoioÔn aut  th mèjodo eÐnai h adunamÐa touc na qeiristoÔn an¸numec ergasÐec,
dhlad  peript¸seic ìpou oi ergasÐec den diajètoun k�poio anagwnristikì.

O mhqanismìc LongestFirst

EÐnai profanèc ìti up�rqei mia antistoiqÐa metaxÔ tou mhqanismoÔ LF kai tou �plhstou
algìrijmou qronodromolìghshc LPT Schedule gia to antÐstoiqo scheduling problem.
Pr�gmati isqÔei to parak�tw je¸rhma:

Je¸rhma 4.1 [ILMS09]: To sÔnolo twn isorropi¸n Nash pou prokÔptoun apì
thn efarmog  tou mhqanismoÔ LongtestFirst tautÐzetai me to sÔnolo twn lÔsewn pou
ex�gei o algìrijmoc LPT Schedule.

Apìdeixh: 'Estw x mÐa lÔsh pou èqei exaqjeÐ apì ton �plhsto algìrijmo LPT
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Schedule. Tìte profan¸c se k�je mhqan  oi ergasÐec ekteloÔntai sÔmfwna me thn
politik  LF. 'Estw ìti up�rqei k�poia ergasÐa i h opoÐa ja epwfelhjeÐ an fÔgei apì th
mhqan  x(i) ki èstw j h mhqan  sthn opoÐa ja ektelesteÐ pio gr gora. Tìte o �plhstoc
algìrijmoc ja eÐqe topojet sei thn ergasÐa i sth mhqan  j opìte katal goume se �topo.

'Estw t¸ra x mia isorropÐa Nash pou proèkuye apì thn efarmog  thc politik c
LF. Ja apodeÐxoume me anagwg  ston arijmì twn ergasi¸n ìti h lÔsh x mporeÐ na
eklhfjeÐ kai wc proðìn tou �plhstou algìrijmou LPT Schedule. Gia n = 1 den èqoume
na apodeÐxoume k�ti. 'Estw loipìn x mia isorropÐa Nash enìc stigmiìtupou me n + 1
ergasÐec ki èstw i h ergasÐa me to mikrìtero qrìno ektèleshc, dhlad  pi = mink∈N pk.
Profan¸c h ergasÐa i ekteleÐtai teleutaÐa se k�je mhqan , opìte an thn afairèsoume apì
to stigmiìtupo h isorropÐa Nash diathreÐtai sth nèa lÔsh x

′
pou prokÔptei. Apì upìjesh

loipìn h lÔsh x′ mporeÐ na exaqjeÐ apì ton �plhsto algìrijmo. Epeid  h ergasÐa i èqei
to mikrìtero qrìno ektèleshc o �plhstoc algìrijmoc ja thn topojet sei teleutaÐa sthn
mhqan  j = x(i). Opìte kai h lÔsh x mporeÐ na exaqjeÐ apì ton �plhsto algìrijmo. �

'Amesh sunèpeia tou jewr matoc 4.1 eÐnai h parak�tw prìtash:

Prìtash 4.2: To tÐmhma thc anarqÐac tou mhqanismoÔ LF gia to prìblhma P ||Cmax
eÐnai Ðdio me to lìgo prosèggishc tou �plhstou algìrijmou LPT Schedule gia to
antÐstoiqo prìblhma qronodromolìghshc, dhlad  4

3 −
1
3m .

'Ena akìma jetikì qarakthristikì tou mhqanismoÔ LF eÐnai ìti ta paÐgnia pou
prokÔptoun apì thn efarmog  tou diajètoun p�nta amig  isorropÐa Nash, o upologismìc
thc opoÐac eÐnai eÔkoloc.

O Mhqanismìc ShortestFirst kai h 'Ennoia tou Truthfulness

To gegonìc ìti sto mhqanismì LongestFirst oi pio qronobìrec ergasÐec ekteloÔntai pr¸tec
endèqetai na d¸sei kÐnhtro se k�poion paÐkth na pei yèmata sqetik� me ton ìgko thc
ergasÐac tou. Sugkekrimèna mporoÔn k�poioi paÐktec na projèsoun perittèc diergasÐec
sthn ergasÐa pou epijumoÔn na ektelèsoun, prokeimènou aut  na faneÐ pio qronobìra ap'
ìti pragmatik� eÐnai ¸ste na ektelesteÐ nwrÐtera apì k�poiec �llec ergasÐec.

'Enac mhqanismìc pou exasfalÐzei ìti autì den ja sumbeÐ eÐnai o mhqanismìc
ShortestFirst, ìpou k�je mhqan  ekteleÐ pr¸ta tic ligìtero qronobìrec ergasÐec. 'Enan
mhqanismì me thn idiìthta aut  ton onom�zoume filalhj  (truthful). O mhqanismìc autìc
èqei parapl siec idiìthtec me ton LF pou melet same parap�nw. Sugkekrimèna mporeÐ
eÔkola na apodeiqjeÐ kai sthn perÐptwsh tou SF ìti up�rqei p�nta mia 1 − 1 antistoiqÐa
metaxÔ twn isorropi¸n Nash twn paignÐwn pou prokÔptoun apì thn efarmog  tou kai twn
lÔsewn pou ex�gei o �plhstoc algìrijmoc SPT-Schedule gia to antÐstoiqo scheduling
problem. 'Amesh sunèpeia tou gegonìtoc autoÔ eÐnai ìti to tÐmhma thc anarqÐac tou
mhqanismoÔ SF tautÐzetai me ton lìgo prosèggishc tou algìrijmou SPT-Schedule o
opoÐoc eÐnai 2 − 1

m . Blèpoume ìti o SF èqei qeirìtero tÐmhma thc anarqÐac apì ton
LF èqei ìmwc to jetikì ìti eÐnai ènac truthful mhqanismìc. H diafor� aut  eÐnai to
tÐmhma thc filal jeiac (price of truthfulness), dhlad  to epiplèon kìstoc pou plhr¸noume
prokeimènou o mhqanismìc na eÐnai filalhj c.
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'Alloi mhqanismoÐ

'Enac �lloc mhqanismìc pou èqei melethjeÐ arket� eÐnai o mhqanismìc Makespan. Ston
mhqanismì autì k�je mhqan  ektelei par�llhla ìlec tic ergasÐec pou thc èqoun anatejeÐ
kai o qrìnoc pou qrei�zetai gia na oloklhrwjeÐ h ektèlesh miac ergasÐac i eÐnai o Ðdioc
gia ìlec tic ergasÐec pou èqoun anatejeÐ sth mhqan  j kai Ðsoc me to makespan Mj thc
mhqan c.

O mhqanismìc autìc den ekmetalleÔetai to gegonìc ìti all�xame touc kanìnec tou
paignÐou, afoÔ to kìstoc tou k�je paÐkth tautÐzetai me autì sthn perÐptwsh tou
antÐstoiqou paignÐou sumfìrhshc. To tÐmhma thc anarqÐac tou mhqanismoÔ autoÔ gia to
P ||Cmax eÐnai 2− 2

m+1 [ILMS09].
Tèloc, anafèroume kai ton mhqanismì Randomized, ìpou k�je mhqan  taxinomeÐ tic

ergasÐec pou èqei na ektelèsei se pl rwc tuqaÐa seir�. Kai autìc o mhqanismìc èqei
tÐmhma thc anarqÐac Ðso me 2− 2

m+1 gia to P ||Cmax. [ILMS09]

4.2.2 MhqanismoÐ gia ta Q||Cmax kai B||Cmax
To prìblhma Q||Cmax orÐzetai wc ex c: 'Eqoume n ergasÐec kai m mhqanèc. K�je
mhqan  j qarakthrÐzetai apì mia par�metro sj pou eÐnai h taqÔtht� thc. K�je ergasÐa
i qarakthrÐzetai apì mia par�metro pi pou ekfr�zei apaÐthsh epexergasÐac. O qrìnoc
ektèleshc thc ergasÐac i sth mhqan  j eÐnai pij = pi

sj
.

Sthn perÐptwsh tou B||Cmax k�je ergasÐa i mporeÐ na ektelesteÐ mìno se èna
uposÔnolo Si twn mhqan¸n. 'O qrìnoc ektèles c eÐnai Ðdioc se ìlec autèc thc mhqanèc,
dhlad  pij = pi an j ∈ Si, en¸ pij =∞ diaforetik�.

Gia tic dÔo autèc kathgorÐec paignÐwn qronodromolìghshc ja exet�soume thn
apodotikìthta twn mhqanism¸n ShortestFirst kai LongestFirst. Wstìso, ja doÔme ìti ta
perissìtera apì ta apotelèsmata pou ja parousi�soume isqÔoun gia k�je nteterministikì
mhqanismì.

To paÐgnio Q||Cmax

Xekin�me me thn perÐptwsh tou Q||Cmax kai apodeiknÔoume to parak�tw je¸rhma:

Je¸rhma 4.3 [ILMS09]: To tÐmhma thc anarqÐac k�je nteterministikoÔ mhqanismoÔ gia
to Q||Cmax eÐnai O(logm).

Apìdeixh: Upojètoume ìti s1 ≥ ... ≥ sm. 'Estw o h bèltisth lÔsh me kìstoc
(makespan) Co ki èstw µ mia amig c isorropÐa Nash kìstouc kCo ≤ C ≤ (k + 1)Co gia
k�poion akèraio k. Tèloc èstw Mj to (makespan) thc mhqan c j sth lÔsh µ.

'Estw ìti m` eÐnai to mikrìtero index mhqan c tètoio ¸ste to makespan thc mhqan c
m` + 1 eÐnai mikrìtero apì (k − `)Co, dhlad  gia k�je j ≤ m`, Mj ≥ (k − `)Co, en¸
Mm`+1 < (k − `)Co. Arqik� deÐqnoume ìti M1 ≥ (k − 1)Co, opìte m1 ≥ 1. Pr�gmati,
èstw ìtiM1 < (k−1)Co. 'Estw i h ergasÐa pou kajorÐzei to makespan, dhlad  èqei qrìno
olokl rwshc ci = C ≥ kCo. Ef' ìson h mhqan  1 eÐnai h grhgorìterh isqÔei pi

s1
≤ Co,
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�ra h ergasÐa i ja oloklhrwjeÐ grhgorìtera an metakinhjeÐ sth mhqan  1, afoÔ tìte ja
èqei qrìno olokl rwshc ci < (k− 1)Co + pi

s1
≤ kCo. Autì ìmwc eÐnai �topo, afoÔ h lÔsh

µ eÐnai isorropÐa Nash. 'Ara M1 ≥ (k − 1)Co kai m1 ≥ 1.

Sth sunèqeia apodeiknÔoume ìti isqÔei h ex c sqèsh: m` ≥ (`− t− 1)mt gia 1 ≤ t <
` ≤ k − 1. Tìte ja isqÔei mk−1 ≥ 2mk−4 ≥ 2i ·mk−3i−1 ≥ 2

k−4
3 m1. Lìgw twn sqèsewn

m ≥ mk−1 kai m1 ≥ 1 paÐrnoume k = O(logm) kai h apìdeixh oloklhr¸netai.

'Estw loipìn W to sÔnolo twn ergasi¸n oi opoÐec èqoun qrìno olokl rwshc
megalÔtero apì (k − ` + 1)Co kai ekteloÔntai se mÐa ek twn 1, 2, ...,mt sth lÔsh µ ki
èstw i ∈ W . Isqurizìmaste ìti h ergasÐa i ekteleÐtai se mÐa ek twn 1, 2, ...,m` sth
bèltisth lÔsh o. Pr�gmati an h ergasÐa i ekteleÐtai se mia mhqan  j > m` sth lÔsh o,
tìte pi

sm`+1
≤ pi

sj
≤ Co, opìte sth lÔsh µ h ergasÐa i mporeÐ na metakinhjeÐ sth mhqan 

m` + 1 kai na èqei qrìno olokl rwshc ci < (k − `)Co + pi
sm`+1

≤ (k − ` + 1)Co. Opìte

ìlec oi ergasÐec tou sunìlou W ekteloÔntai se mÐa ek twn 1, 2, ...,m` sth bèltisth lÔsh.

'Amesh sunèpeia tou jewr matoc 4.3 eÐnai h parak�tw prìtash:

Prìtash 4.4: To tÐmhma thc anarqÐac tou mhqanismoÔ ShortestFirst gia to Q||Cmax
eÐnai O(logm).

IsqÔei m�lista ìti to tÐmhma thc anarqÐac tou mhqanismoÔ ShortestFirst gia to
Q||Cmax eÐnai Θ(logm), dhlad  ta �nw kai k�tw fr�gmata tautÐzontai. Autì prokÔptei
apì gnwst� apotelèsmata gia ton algìrijmo SPT-Schedule sto prìblhma Q||Cmax [b]
kai to gegonìc ìti h isqÔc tou jewr matoc 4.1 mporeÐ na epektajeÐ kai sth perÐptwsh twn
omoiìmorfwn mhqan¸n.

Parìmoia, apì gnwst� apotelèsmata gia ton LPT-Schedule prokÔptei ìti to je¸rhma
q den dÐnei to kalÔtero dunatì �nw ìrio tou tim matoc thc anarqÐac tou mhqanismoÔ
LongestFirst gia to Q||Cmax. Pr�gmati apodeiknÔetai [b] ìti to tÐmhma thc anarqÐac tou
LF gia to Q||Cmax fr�ssetai apì mia stajer�.

To paÐgnio B||Cmax

Gia thn perÐptwsh tou B||Cmax isqÔei èna apotèlesma antÐstoiqo me autì tou jewr matoc
4.3:

Je¸rhma 4.5 [ILMS09]: To tÐmhma thc anarqÐac k�je nteterministikoÔ mhqanismoÔ gia
to B||Cmax eÐnai O(logm).

EpÐshc, apodeiknÔetai ìti ta �nw kai k�tw ìria tautÐzontai, dhlad :

Je¸rhma 4.6 [ILMS09]: To tÐmhma thc anarqÐac k�je nteterministikoÔ mhqanismoÔ gia
to B||Cmax eÐnai Ω(logm).

Apìdeixh: Kataskeu�zoume èna stigmiìtupo tou B||Cmax me m ergasÐec kai m
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mhqanèc. H ergasÐa i mporeÐ na ektelesteÐ mìno stic mhqanèc 1, ...,m − i + 1 me qrìno
ektèleshc pi = 1. Upojètoume epÐshc ìti m = 2k.

'Estw h parak�tw an�jesh ergasi¸n se mhqanèc. Oi ergasÐec 1 wc 2k−1 = m
2

ekteloÔntai stic mhqanèc 1 wc m
2 antÐstoiqa. Oi ergasÐec m

2 + 1 wc 3m
4 ekteloÔntai

stic mhqanèc 1 wc m
4 antÐstoiqa kai oÔtw kaj' ex c. H an�jesh aut  apoteleÐ isorropÐa

Nash me kìstoc k = log2m. Sth bèltisth an�jesh h ergasÐa i ekteleÐtai sth mhqan 
m− 1 + 1 me kìstoc 1. 'Ara to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai toul�qiston log2m. �

4.2.3 MhqanismoÐ gia to R||Cmax
To prìblhma R||Cmax eÐnai to pio genikì apì aut� pou melet same parap�nw. Ed¸ gia
k�je ergasÐa i kai gia k�je mhqan  j up�rqei mia tim  pij pou prosdiorÐzei to qrìno pou
qrei�zetai h mhqan  j gia na ektelèsei thn ergasÐa i. Ta pij eÐnai aujaÐretoi jetikoÐ arijmoÐ
(epitrèpoume epÐshc na p�roun thn tim  +∞) pl rwc asusqètistoi metaxÔ touc.

NteterministikoÐ, isqur� topikoÐ, mh proekqwrhtikoÐ mhqanismoÐ

Arqik� ja melet soume thn apìdosh thc politik c SF gia thn perÐptwsh tou R||Cmax.
IsqÔei kai t¸ra ìti to gegonìc ìti to sÔnolo twn isorropi¸n Nash pou prokÔptoun apì
thn efarmog  thc politik c SF antistoiqeÐ akrib¸c sto sÔnolo twn lÔsewn pou ex�gei o
antÐstoiqoc �plhstoc algìrijmoc. O algìrijmoc autìc epilègei se k�je b ma thn ergasÐa
pou mporeÐ na petÔqei ton kalÔtero dunatì qrìno olokl rwshc, apì autèc pou den èqoun
anatejeÐ akìma se k�poia mhqan , kai thn topojeteÐ sth mhqan  ìpou petuqaÐnei ton qrìno
autì.

Anamenìmena loipìn, to �nw fr�gma tou tim matoc thc anarqÐac thc politik c SF
antistoiqeÐ sto lìgo prosèggishc tou �plhstou algìrijmou Shortest-First, o opoÐoc eÐnai
Ðsoc me m. AntÐstoiqa prokÔptei ìti to tÐmhma thc anarqÐac tou mhqanismoÔ LF eÐnai
mh-fragmèno kai gia ton lìgo autì den ja ton exet�soume ed¸.

Je¸rhma 4.7 [ILMS09]: To tÐmhma thc anarqÐac tou mhqanismoÔ ShortestFirst
gia to R||Cmax eÐnai to polÔ m.

Apìdeixh: 'Estw µ mia isorropÐa Nash ki ac upojèsoume ìti diat�ssoume tic ergasÐec se
aÔxousa seir� wc proc to qrìno olokl rwshc. Aut  h di�taxh tautÐzetai me th seir� me thn
opoÐa tic epilègei o �plhstoc algìrijmoc Shortest-First. 'EstwM i to qeirìtero makespan
sthn isorropÐa µ an l�boume up' ìyh mìno tic ergasÐec 1 wc i. 'Estw epÐshc pi = minj pij .
Tìte M i ≤M i−1 + pi. IsqÔei C = Mn =

∑
i(M

i −M i−1) ≤
∑

i pi ≤ m · Co. �

'Ena jetikì qarakthristikì tou mhqanismoÔ SF eÐnai ìti ta paÐgnia pou prokÔptoun
diajètoun p�nta amig  isorropÐa Nash. Autì apodeiknÔetai me apì thn Ôparxh
miac diataktik c sun�rthshc dunamikoÔ. M�lista h sÔgklish se isorropÐa Nash
pragmatopoieÐtai met� apì to polÔ n2 metabolèc kat�stashc. Parak�tw perigr�foume
thn kataskeu  thc sun�rthshc dunamikoÔ.



4.2. MHQANISMO�I GIA DI�AFORES KATHGOR�IES SCHEDULING
GAMES 89

Je¸rhma 4.8 [ILMS09]: Ta paÐgnia pou prokÔptoun apì thn efarmog  tou mhqanismoÔ
ShortestFirst gia to R||Cmax eÐnai paÐgnia dunamikoÔ.

Apìdeixh: 'Estw mia kat�stash u kai c(u) = (c1, ..., cn) to di�nusma twn qrìnwn
olokl rwshc taxinomhmèno se aÔxousa seir�. Upojètoume ìti h sun�rthsh dunamikoÔ
eÐnai orismènh ètsi ¸ste an gia dÔo ergasÐec i, k, pij = pkj kai h ergasÐa i ekteleÐtai
prin thn k sth mhqan  j tìte h sun�rthsh dunamikoÔ upologÐzetai qrhsimopoi¸ntac timèc
p
′
ij , p

′
kj tètoiec ¸ste p

′
ij < p

′
kj .

'Estw t¸ra ìti h ergasÐa i metabaÐnei se mia nèa mhqan , thn j
′
kai mei¸nei to

qrìno olokl rws c thc. 'Estw v h nèa kat�stash kai c(v) = c
′
1, ..., c

′
n. 'Estw c

′
k < ci o

nèoc qrìnoc olokl rwshc thc ergasÐac i. H metakÐnhsh thc ergasÐac i prok�lese aÔxhsh
tou qrìnou olokl rwshc twn ergasi¸n pou èqoun anatejeÐ sth mhqan  j

′
kai eÐqan qrìno

olokl rwshc megalÔtero tou c
′
k sthn kat�stash u. Dhlad  sthn kat�stash v mei¸same

thn tim  enìc stoiqeÐou tou dianÔsmatoc apì ci se c
′
k kai den aux same thn tim  kanenìc

stoiqeÐou mikrìterou tou c
′
k. 'Ara lexikografik� isqÔei c(v) < c(u), opìte to di�nusma c

apoteleÐ diataktik  sun�rthsh dunamikoÔ. �

Sta arnhtik� tou mhqanismoÔ SF eÐnai ìti den eÐnai arket� apodotikìc. Autì ofeÐletai
ìpwc ja doÔme se sugkekrimèna qarakthristik� pou diajètei o mhqanismìc. Genik�
mporoÔme na kathgoriopoi soume ènan mhqanismì me b�sh sugkekrimèna qarakthristik�
pou diajètei. 'Etsi ènac mhqanismìc mporeÐ na qarakthristeÐ wc:

1. Nteterministikìc   mh-nteterministikìc (ìpwc p.q. o mhqanismìc Randomized)

2. Isqur� topikìc   apl� topikìc. 'Oloi oi mhqanismoÐ pou perigr�foume eÐnai topikoÐ me
thn ènnoia ìti k�je mhqan  taxinomeÐ tic ergasÐec pou tic èqoun anatejeÐ lamb�nwntac
up' ìyh mon�qa tic paramètrouc twn ergasi¸n aut¸n kai ìqi twn ergasi¸n pou
èqoun anatejeÐ se �llec mhqanèc. 'Opwc exhg same kai sthn arq  tou kefalaÐou to
gegonìc ìti mporoÔn na ulopoihjoÔn topik� kai qwrÐc na apaiteÐtai meg�lh antallag 
plhrofori¸n eÐnai èna apì ta basik� pleonekt mata twn coordination mechanisms
san mèjodoc antimet¸pishc tou tim matoc thc anarqÐac. Wstìso mporeÐ mia mhqan 
na lamb�nei up' ìyh ìlec tic paramètrouc twn ergasi¸n pou tic èqoun anatejeÐ  
mon�qa ton qrìno ektèles c touc sth sugkekrimènh mhqan . MhqanismoÐ gia touc
opoÐouc isqÔei h teleutaÐa perÐptwsh onom�zontai Ðsqur� topikoÐ. Tètoioi eÐnai oi
mhqanismoÐ SF kai LF pou èqoume dei.

3. Proekqwrhtikìc   mh-proekqwrhtikìc. ProekqwrhtikoÐ onom�zontai oi mhqanismoÐ
pou epitrèpoun stic mhqanèc na eis�goun kajuster seic kai nekr� qronik� diast mata
kat� thn ektèlesh twn ergasi¸n, en¸ epitrèpoun th diakop  thc ektèleshc
miac ergasÐac prin aut  oloklhrwjeÐ. AntÐjeta oi mh-proekqwrhtikoÐ mhqanismoÐ
epib�lloun na ekteloÔntai oi ergasÐec adi�lleipta me b�sh mia orismènh seir�.
Wc t¸ra èqoume exet�sei mon�qa mh-proekqwrhtikoÔc mhqanismoÔc, ektìc apì mia
parallag  twn LF kai SF pou eÐdame sthn enìthta q, h opoÐa eis�gei kajuster seic.
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O mhqanismìc ShortestFirst eÐnai nteterministikìc, isqur� topikìc kai mh-proekqwrhtikìc.
Gia touc mhqanismoÔc me aut� ta qarakthristik� isqÔei to parak�tw apotèlesma.

Je¸rhma 4.9 [AJM08]: To tÐmhma thc anarqÐac k�je nteterministikoÔ, isqur�
topikoÔ, mh-proekqwrhtikoÔ mhqanismoÔ eÐnai Ω(m), sugkekrimèna eÐnai toul�qiston m

2 .

To parap�nw je¸rhma sunep�getai ìti to tÐmhma thc anarqÐac tou mhqanismoÔ SF
eÐnai Θ(m).

NteterministikoÐ, topikoÐ, mh proekqwrhtikoÐ mhqanismoÐ

Gia na belti¸soume to tÐmhma thc anarqÐac sthn perÐptwsh tou R||Cmax ja exet�soume sth
sunèqeia topikèc politikèc stic opoÐec oi mhqanèc lamb�noun up' ìyh ìlec tic paramètrouc
twn ergasi¸n oi opoÐec touc anatÐjentai. Parak�tw ja perigr�youme mia tètoia politik 
thn IB (Inefficiency-Based).

'Estw loipìn pi = minj pij gia k�je ergasÐa i. OrÐzoume tìte thn
anapotelesmatikìthta (inefficieny) thc ergasÐac i sth mhqan  j wc eij =

pij
pi
. Sthn

politik  IB oi ergasÐec se k�je mhqan  ekteloÔntai se aÔxousa seir� wc proc thn
anapotelesmatikìthta.

Je¸rhma 4.10 [ILMS09]: To tÐmhma thc anarqÐac tou mhqanismoÔ IB gia to
R||Cmax eÐnai Ologm.

Apìdeixh: Gia èna sÔnolo S ⊆ N orÐzoume WS =
∑

i∈S pi. EpÐshc W =
∑

i∈N pi.
'Exet�zoume mia amig  isorropÐa Nash µ. Se k�je mhqan  qwrÐzoume tic ergasÐec pou thc
èqoun anatejeÐ se om�dec. Gia th mhqan  j kai gia k�je k ≥ 0, Mkj eÐnai to sÔnolo twn
ergasi¸n pou ekteloÔntai sth mhqan  aut  met� apì qrìno 2k ·Co. EpÐshc Mk = ∪jMkj .

'Estw Rkj = WMkj
=
∑

i∈Mkj
pi. An mìno èna mèroc miac ergasÐac i ekteleÐtai sth

mhqan  j gia qrìno x met� th qronik  stigm  2k · Co tìte h suneisfor� thc sto Rkj
eÐnai pi

x
pij

= x
eij

. OrÐzoume epÐshc Rk =
∑

j Rkj , en¸ isqÔei R0 = W . Qreiazìmaste to

parak�tw l mma.

L mma 4.11 [ILMS09]: Gia k�je k ≥ 1, Rk ≤ 1
2Rk−1.

Apìdeixh: 'Estw Oj to sÔnolo twn ergasi¸n pou ekteleÐ h mhqan  j sth bèltisth
lÔsh kai Okj = Oj ∩ Mk. EpÐshc èstw fkj h mikrìterh anapotelesmatikìthta apì to
sÔnolo twn ergasi¸n tou Okj sth lÔsh µ. An to sÔnolo Okj den eÐnai kenì, tìte h
mhqan  j ekteleÐ ergasÐec me anapotelesmatikìthta to polÔ fkj mèqri th qronik  stigm 
(2k − 1) · Co, diaforetik� h ergasÐa pou orÐzei to fkj mporeÐ na metakinhjeÐ sth mhqan  j
kai na oloklhrwjeÐ to argìtero th qronik  stigm  (2k − 1) · Co + Co = 2k · Co.

Autì shmaÐnei ìti h mhqan  j ekteleÐ ergasÐec me anapotelesmatikìthta to polÔ fkj
metaxÔ twn qronik¸n stigm¸n (2k − 2) · Co kai (2k − 1) · Co, opìte Rk−1,j −Rkj ≥ Co

fkj
.

P�r�llhla, sth bèltisth lÔsh, ìlec h ergasÐec tou sunìlou Okj ekteloÔntai sth
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mhqan  j me anapotelesmatikìthta toul�qiston fkj , opìte
∑

i∈Okj pi ≤
Co
fkj

. AjroÐzontac

gia ìlec tic mhqanèc kai lamb�nwntac up' ìyh ìti Mk = ∪jOkj paÐrnoume telik�
Rk−1 −Rk ≥ Rk, dhlad  Rk−1 ≥ 2Rk. �

Efarmìzoume t¸ra to l mma q b = dlogme forèc paÐrnoume Rb ≤ 1
mR0 = W

m ≤ Co.
Autì shmaÐnei ìti o sunolikìc qrìnoc ektèleshc ergasi¸n tou Mb me monadiaÐa
anapotelesmatikìthta eÐnai to polÔ Co. 'Ara ìlec autèc oi ergasÐec èqoun oloklhrwjeÐ
mèqri th qronik  stigm  (2b + 1) · Co. 'Estw t¸ra mia ergasÐa pou den èqei oloklhrwjeÐ
th qronik  stigm  2b ·Co. Aut  h ergasÐa èqei th dunatìthta na ektelesteÐ se mia mhqan 
ìpou ja èqei monadiaÐa anapotelesmatikìthta. Se aut  thn perÐptwsh ja xekin sei na
ekteleÐtai to argìtero th qronik  stigm  (2b + 1) · Co kai ja oloklhrwjeÐ to argìtero
th qronik  stigm  (2b+ 2) · Co. AfoÔ h perÐptwsh pou exet�zoume eÐnai isorropÐa Nash,
to qeirìtero dunatì kìstoc eÐnai to polÔ (2b+ 1) · Co ≤ (2logm+ 4) · Co. �

To ìrio pou upologÐsame eÐnai kai to kalÔtero dunatì gia k�je nteterministikì,
topikì, mh-proekqwrhtikì mhqanismì [b] Opìte, an jèloume na belti¸soume peretaÐrw to
tÐmhma thc anarqÐac ja prèpei na exet�soume proekqwrhtikoÔc mhqanismoÔc.

Epiplèon, o mhqanismìc IB endèqetai na odhg sei se paÐgnia ta opoÐa den diajètoun
amig  isorropÐa Nash. Wstìso, up�rqei mia elafr¸c tropopoihmènh èkdosh tou
mhqanismoÔ IB, me tÐmhma thc anarqÐac Ðso me O(log2m) h opoÐa odhgeÐ se paÐgnia sta
opoÐa eÐnai exasfalismènh h gr gorh sÔgklish se k�poia amig  isorropÐa Nash.

H idèa thc eisagwg c kajuster sewn

Ja epanexet�soume tic politikèc LF kai SF, prosjètwntac wstìso ènan epiplèon kanìna o
opoÐoc prosdÐdei stouc mhqanismoÔc autoÔc orismènec endiafèrousec idiìthtec. OrÐzoume
loipìn ton ex c mhqanismì: [Kou04]

• K�je mhqan  taxinomeÐ tic ergasÐec me b�sh thn politik  LF (  SF) qrhsimopoi¸ntac
thn kajolik  di�taxh twn ergasi¸n gia na antimetwpÐsei pijanèc isoyhfÐec.

• Sth sunèqeia h mhqan  j eis�gei orismènec kajuster seic (ìso mikrèc jèloume) sthn
ektèlesh twn ergasi¸n ètsi ¸ste k�je ergasÐa na oloklhr¸netai mìno se qronikèc
stigmèc t tètoiec ¸ste t ≡ j(modn).

MporoÔme na upojèsoume ìti oi kajuster seic pou eis�gontai eÐnai amelhtèec se
sÔgkrish me touc qrìnouc ektèleshc twn ergasi¸n, ètsi ¸ste na mhn aux�noun to
koinwnikì kìstoc.

O parap�nw mhqanismìc, me ton trìpo pou èqei oristeÐ, èqei merikèc wraÐec idiìthtec.
Sugkekrimèna èstw ìti oi mhqanèc efarmìzoun thn politik  LF ki emeÐc taxinomhmoÔme tic
n ergasÐec se fjÐnousa seir� wc proc ton apaitoÔmeno qrìno ektèleshc, qrhsimopoi¸ntac
thn di�taxh twn alfarijmhtik¸n touc se perÐptwsh isoyhfÐac. Tìte h pr¸th ergasÐa sth
seir� aut  ja ekteleÐtai pr¸th se k�je mhqan . Lìgw ìmwc twn kajuster sewn pou
eis�goume, ja up�rqei akrib¸c mÐa mhqan  sthn opoÐa ja oloklhr¸netai grhgorìtera kai
thn opoÐa ja epilèxei. Aut  h epilog  eÐnai gnwst  ek twn protèrwn kai stic upìloipec
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ergasÐec, opìte kai h deÔterh ergasÐa, me parìmoia krit ria ja epilèxei th monadik  mhqan 
sthn opoÐa epitugq�nei th grhgorìterh dunat  ektèlesh kai oÔtw kaj' ex c. Blèpoume
dhlad  ìti o parap�nw mhqanismìc odhgeÐ se paÐgnia ta opoÐa diajètoun akrib¸c mÐa
isorropÐa Nash.

O mhqanismìc autìc prot�jhke sto [Kou04] gia to prìblhma P ||Cmax. Sthn
perÐptwsh aut , se sÔgkrish me ton antÐstoiqo mhqanismì qwrÐc tic kajuster seic, to mìno
pleonèkthma eÐnai   monadikìthta thc isorropÐac Nash. Den mporeÐ dhlad  na belti¸sei to
koinwnikì kìstoc. Sugkekrimèna to taxminomhmèno di�nusma (M1, ...,Mm) me to makespan
ìlwn twn mhqan¸n sthn isorropÐa eÐnai Ðdio kai stic dÔo peript¸seic.

Wstìso èqei xeqwristì endiafèron h melèth tou mhqanismoÔ autoÔ sthn perÐptwsh tou
R||Cmax. Autì sumbaÐnei epeid  o mhqanismìc endèqetai na �empodÐsei� mia ergasÐa h opoÐa
qwrÐc tic kajuster seic ja eÐqe dÔo   parap�nw isodÔnamec gia thn Ðdia epilogèc na k�nei
thn koinwnik� qeirìterh epilog . P�ntwc den èqei brejeÐ an o mhqanismìc autìc mporeÐ
pr�gmati na petÔqei kalÔterec isorropÐec Nash apì ton antÐstoiqo mh-proekqwrhtikì se
orismèna stigmiìtupa.

Amèswc parak�tw ja doÔme p�ntwc ìti h eisagwg  kajuster sewn eÐnai èna polÔ
isqurì ergaleÐo to opoÐo ja qrhsimopoi soume gia na sqedi�soume mhqanismoÔc me
qamhlìtero �nw fr�gma sto tÐmhma thc anarqÐac se sÔgkrish me touc mh-proekqwrhtikoÔc
mhqanismoÔc. Sugkekrimèna ja perigr�youme mia seir� apo proekqwrhtikoÔc mhqanismoÔc,
oi opoÐoi parousi�sthkan sto [Car09], sthn prosp�jeia na belti¸soume to tÐmhma thc
anarqÐac gia to paÐgnio R||Cmax. Oi mhqanismoÐ pou ja parousi�soume kajusteroÔn na
apodesmeÔsoun tic ergasÐec pèran thc qronik c stigm c kat� thn opoÐa oloklhr¸jhke h
ektèles  touc.

Oi mhqanismoÐ autoÐ eÐnai arket� diaforetikoÐ apì ìsouc èqoume dei parap�nw wc proc
ton orismì kai thn ulopoÐhs  touc. Wc t¸ra oi mhqanismoÐ pou eÐqame dei  tan apl�
k�poiec politikèc taxinìmhshc twn ergasi¸ pou èqoun anatejeÐ se mia mhqan . T¸ra ja
orÐsoume touc mhqanismoÔc diaforetik�. Gia mia ergasÐa i mia mhqan  j kai mia an�jesh
µ ja parousi�soume mia èkfrash pou prosdiorÐzei thn qronik  stigm  kat� thn opoÐa h
ergasÐa i oloklhr¸netai kai apodesmeÔetai apì th mhqan  j kai thn opoÐa ja sumbolÐsoume
me c(i, µj), ìpou µj eÐnai to sÔnolo twn ergasi¸n pou ekteleÐ h mhqan  j sth lÔsh µ. Den
ja mac apasqol sei h sugkekrimènh seir� me thn opoÐa oi mhqanèc ekteloÔn tic ergasÐec.
Mac arkeÐ ta c(i, µj) na exasfalÐzoun thn Ôparxh efikt¸n schedules ta opoÐa na eÐnai
dunatìn na upologistoÔn apotelesmatik�. Autì sumbaÐnei ìtan gia k�je ergasÐa i ∈ µj ,
o sunolikìc apaitoÔmenoc qrìnoc ektèleshc twn ergasi¸n pou oloklhr¸nontai mèqri th
stigm  c(i, µj) eÐnai to polÔ c(i, µj).

O pr¸toc mhqanismìc pou ja doÔme, o ACOORD, qrei�zetai na gnwrÐzei thn kajolik 
di�taxh twn ergasi¸n me b�sh ta monadik� anagwnristik� touc. EpÐshc, gia mia an�jesh
µ, èstw µi o periorismìc thc stic i pr¸tec ergasÐec sthn di�taxh aut . Tèloc me
M(µj) =

∑
i∈µj pij sumbolÐzoume th sunolik  apaÐthsh epexergasÐac apì th mhqan  j

sth lÔsh µ, en¸ upenjumÐzoume ìti eij = pi
pij

eÐnai h anapotelesmatikìthta thc ergasÐac i

ìtan ekteleÐtai sth mhqan  j

Orismìc 4.12 [Car09]: O mhqanismìc ACOORD orÐzetai ètsi ¸ste h ergasÐa i
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oloklhr¸netai sth mhqan  j th qronik  stigm 

c(i, µj) = (eij)
1/kM(µij)

, ìpou k eÐnai mia par�metroc pou ja prosdiorÐsoume argìtera kai M(µij) =
∑

i∈µij
pij .

Epeid  eij ≥ 1 o mhqanismìc autìc dÐnei p�nta efikt� schedules.
Ac upojèsoume t¸ra ìti o mhqanismìc ACOORD eÐnai se isqÔ kai oi n paÐktec (pou

antistoiqoÔn stic n ergasÐec) ekteloÔn diadoqik� apì mÐa kÐnhsh, xekin¸ntac apì autìn me
to mikrìtero anagwnristikì. O paÐtkhc epilègei th mhqan  ekeÐnh pou elaqistopoieÐ thn
èkfrash (eij)

1/kM(µij). ParathroÔme ìti o qrìnoc olokl rwshc thc ergasÐac i exart�tai
mìno apì ergasÐec pou prohgoÔntai sth kajolik  di�taxh. Autì shmaÐnei ìti h akoloujÐa
n kin sewn pou perigr�foume parap�nw ja odhg sei se mia kat�stash amigoÔc isorropÐac
Nash. Dhlad  o mhqanismìc ACOORD odhgeÐ se paÐgnia pou diajètoun p�nta amig 
isorropÐa Nash kai h sÔgklish se aut  gÐnetai se grammikì qrìno.

EpÐshc to kìstoc thc isorropÐac Nash fr�ssetai wc proc th nìrma `k+1 twn fortÐwn
twn mhqan¸n kai to kìstoc thc bèltisthc lÔshc o:

L mma 4.13: maxj,i∈µj c(i, µj) ≤
(∑

jM(µj)
k+1
) 1
k+1

+ maxjM(oj).

K�nwntac qr sh tou parap�nw l mmatoc eÐnai dunatìn na upologisteÐ to tÐmhma
thc anarqÐac tou mhqanismoÔ ACOORD. ApodeiknÔetai ìti h kalÔterh epilog  gia thn
par�metro k eÐnai k = Θ(logm) kai sthn perÐptwsh aut  to tÐmhma thc anarqÐac eÐnai
O(logm).

O mhqanismìc ACOORD èqei to Ðdio tÐmhma thc anarqÐac me ton IB pou perigr�yame
parap�nw, èqei wstìso to pleonèkthma ìti epifèrei paÐgnia dunamikoÔ sta opoÐa
epitugq�netai gr gorh sÔgklish se isorropÐa. Wc ek toÔtou o mhqanismìc autìc eÐnai
kalÔteroc apì ton IB.

Sth sunèqeia ja parousi�soume ènan lÐgo diaforetikì mhqanismì, ton BCOORD,
o opoÐoc den qrhsimopoieÐ k�poia kajolik  di�taxh twn ergasi¸n kai wc ek toÔtou èqei th
dunatìthta na qronodromolog sei an¸numec ergasÐec, dhlad  ergasÐec pou den diajètoun
anagnwristik�. Sthn perÐptwsh aut  mia mhqan  den èqei trìpo na diakrÐnei metaxÔ dÔo
ergasi¸n pou èqoun Ðdiouc qrìnouc ektèleshc.

Orismìc 4.14 [Car09]: O mhqanismìc BCOORD orÐzetai ètsi ¸ste h ergasÐa i
oloklhr¸netai sth mhqan  j th qronik  stigm 

c(i, µj) = (eij)
1/kM(µj)

H mình diafor� me ton orismì tou ACOORD eÐnai ìti t¸ra o qrìnoc olokl rwshc
miac ergasÐac den exart�tai apì to anagnwristikì tou. EpÐshc h isqÔc tou l mmatoc
q diathreÐtai kai sthn perÐptwsh tou BCOORD.

To tÐmhma thc anarqÐac tou mhqanismoÔ BCOORD elaqistopoieÐtai an epilèxoume
k = Θ(logm) kai tìte gÐnetai O( logm

loglogm). Wstìso ta paÐgnia pou prokÔptoun apì thn
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efarmog  tou BCOORD den eÐnai paÐgnia dunamikoÔ kai endèqetai na mhn diajètoun
amig  isorropÐa Nash. Par' ìla aut�, to parap�nw apotèlesma deÐqnei ìti eÐnai
dunatìn na belti¸soume to ìrio Θ(logm) tou tim matoc thc anarqÐac me thn efarmog 
proekqwrhtik¸n mhqanism¸n.

Sto [Car09] parousi�zetai ki ènac trÐtoc mhqanismìc, o CCOORD, o opoÐoc eÐnai
epÐshc ikanìc na qeiristeÐ an¸numec ergasÐec kai epiplèon diajètei sun�rthsh dunamikoÔ,
exasfalÐzontac ètsi thn Ôparxh amigoÔc isorropÐac Nash. Ta paÐgnia pou epifèrei o
mhqanismìc autìc èqoun tÐmhma thc anarqÐac O(log2m) kai tÐmhma thc stajerìthtac
O(logm). EÐnai o kalÔteroc gnwstìc mhqanismìc pou mporeÐ na qeiristeÐ an¸numec
ergasÐec.

Anoiqtì paramènei to prìblhma eÔreshc mhqanism¸n me akìma kalÔtero tÐmhma thc
anarqÐac. Prwtarqikìc stìqoc ja  tan na kataskeuasteÐ mhqanismìc me tÐmhma thc
anarqÐac o(logn) o opoÐoc na epifèrei paÐgnia dunamikoÔ.

4.2.4 MhqanismoÐ gia to R||
∑

iwici

Ja exet�soume t¸ra mhqanismoÔc gia paÐgnia qronodromolìghshc ìpou antikeimenikìc
stìqoc den eÐnai plèon na elaqistopoi soume to mègisto makespan miac mhqan c, all�
to stajmismèno �jroisma twn qrìnwn olokl rwshc twn ergasi¸n (  isodÔnama to
stajmismèno mèso qrìno olokl rwshc miac ergasÐac). Gia to lìgo autì antistoiqoÔme
se k�je ergasÐa i èna b�roc   spoudaiìthta wi. H par�metroc aut  qarakthrÐzei to pìso
shmantik  jewroÔme thn ergasÐa i se sqèsh me tic upìloipec ergasÐec kai den èqei kamÐa
sqèsh me thn apaÐthsh epexergasÐac thc.

To antÐstoiqo prìblhma qronodromolìghshc R||
∑

iwici eÐnai NP-Hard, akìma kai
sthn apl  perÐptwsh twn panomoiìtupwn mhqan¸n (P ||

∑
iwic). Opìte, ènac deÔteroc

stìqoc thc melèthc coordination mechanisms gia to R||
∑

j wjcj eÐnai h pijanìthta na
mac bohj sei sthn kataskeu  k�poiou kaloÔ proseggistikoÔ algorÐjmou.

Ja exet�soume mia seir� apì mhqanismoÔc pou parousi�sthkan sto [b]. 'Opwc ja
doÔme, gia thn eÔresh �nw fragm�twn sto tÐmhma thc anarqÐac twn mhqanism¸n aut¸n
akoloujeÐtai h sun jhc apodeiktik  teqnik  pou eÐdame kai sto kef�laio 2. Dhlad  arqik�
fr�ssoume to koinwnikì kìstoc thc isorropÐac Nash k�nwntac qr sh thc sunj khc pou
prèpei na isqÔei gia na eÐnai mia kat�stash isorropÐa Nash kai sth sunèqeia qrhsimopoieÐtai
mia kat�llhla epilegmènh majhmatik  sqèsh pou mac epitrèpei na ekfr�soume to koinwnikì
kìstoc wc grammikì sunduasmì tou kìstouc thc isorropÐac Nash kai tou kìstouc thc
bèltisthc lÔshc. H kainoÔria idèa pou qrhsimopoieÐtai ed¸ eÐnai ìti gia na ta petÔqoume
ìla aut� k�noume qr sh miac apeikìnishc apì ton q¸ro twn katast�sewn tou paignÐou
se ènan q¸ro me eswterikì ginìmeno kat�llhla epilegmèno ¸ste to koinwnikì kìstoc na
antistoiqeÐ sth nìrma sto q¸ro autì.

Gia th sunèqeia orÐzoume ρij =
pij
wi
. O pr¸toc mhqanismìc pou ja exet�soume

onom�zetai SmithRule (SR). Sthn perÐptwsh aut  h mhqan  j ekteleÐ tic ergasÐec pou
thc èqoun anatejeÐ diadoqik� se aÔxousa seir� wc proc ta ρij . O mhqanismìc autìc eÐnai
nteterministikìc, topikìc kai mh-proekqwrhtikìc. ParathroÔme ìti ìtan oi ergasÐec den
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èqoun b�rh (wi = 1, ∀i) tìte o mhqanismìc tautÐzetai me ton ShortestFirst.
EÐnai shmantikì na anafèroume ìti gia mia sugkekrimènh an�jesh ergasi¸n se mhqanèc,

h politik  SmithRule, epitugq�nei th bèltisth qronodromolìghsh sthn k�je mhqan  ìtan
stìqoc eÐnai na elaqistopoi soume to stajmismèno �jroisma twn qrìnwn olokl rwshc.
Autì shmaÐnei ìti kai sth sunolik� bèltisth lÔsh h politik  SmithRule eÐnai se isqÔ.
Autì dieukolÔnei th sÔgkrsh tou kìstouc miac kat�stashc isorropÐac Nash gia thn
pìlitik  SmithRule me to kìstoc thc bèltisthc an�jeshc.

Je¸rhma 4.15 [CCGMO11]: To tÐmhma thc anarqÐac tou mhqanismoÔ SR gia to
R||
∑

iwici eÐnai to polÔ 4.

Apìdeixh: Arqik� orÐzoume thn apeikìnish φ : MN → L2(R+)M h opoÐa antistoiqeÐ mia
diamìrfwsh tou paignÐou se èna di�nusma sunart sewn oi opoÐec orÐzontai wc ex c: Gia
mia diamìrfwsh x, an f = φ(x), tìte fj(y) =

∑
i∈Xj :ρij≥y wi, ìpou Xj eÐnai to sÔnolo twn

ergasi¸n pou epilègoun th mhqan  j sth lÔsh x. OrÐzoume epÐshc 〈f ,g〉 :=
∑

j∈M 〈fi, gi〉,
ìpou 〈fi, gi〉 :=

∫∞
0 fi(y)gi(y)dy eÐnai to eswterikì ginìmeno ston q¸ro L2. H nìrma sto

q¸ro autì orÐzetai wc gnwstìn wc ‖||x||‖ =
√
〈x, x〉. Tèloc, èstw η(x) =

∑
iwipixi .

Arqik� deÐqnoume to parak�tw l mma:

L mma 4.16: Gia k�je diamìrfwsh x, C(x) = 1
2 〈φ(x), φ(x)〉+ 1

2η(x).

Apìdeixh: 'Estw f = φ(x). IsqÔei

〈φ(x), φ(x)〉 =
∑
j

∫ ∞
0

fi(y)2dy =
∑
j

∑
i∈Xj

∑
k∈Xj

wiwk

∫ ∞
0

1ρij≥y1ρkj≥ydy

=
∑
j

∑
i∈Xj

∑
k∈Xj

wiwk min {ρij , ρik} =
∑
j

∑
i∈Xj

wi

2 · (
∑
k∈Xj
ρkj≤ρij

pkj)− pij


= 2C(x)− η(x). �

'Estw t¸ra x mia isorropÐa Nash kai x∗ mia �llh diamìrfwsh kai f = φ(x), (f∗) =
φ(x∗). Gia to qrìno olokl rwshc thc ergasÐac i sthn lÔsh x isqÔei

ci =
∑

k:xk=xi
ρkxk<ρixi

pkxk + pixi ≤
∑

k:xk=x
∗
i

ρkxk<ρix∗i

pkxk + pix∗i

Opìte C(x) =
∑
i

wici ≤
∑
j

∑
i∈X∗j

 ∑
k∈Xj
ρkj<ρij

wiwk
pkj
wk

+ pijwi
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=
∑
j

∑
i∈X∗j

∑
k∈Xj

wiwk

∫ ∞
0

1ρij≥y1ρkj≥ydy + η(x∗) = 〈f∗, f〉+ η(x∗)

K�nwntac qr sh thc anisìthtac twn Cauchy-Schwartz kai thc idiìthtac
ab ≤ a2 + 1

4b
2, a, b ≥ 0 èqoume:

C(x) ≤ ‖f∗‖ ‖f‖ + η(x∗) ≤ ‖f∗‖2 + 1
4 ‖f‖

2 + η(x∗) ≤ 2C(x∗) + 1
2C(x), opìte

C(x) ≤ 4C(x∗). C(x∗) eÐnai to kìstoc thc diamìrfwshc x∗ upologismèno me b�sh thn
politik  SmithRule h opoÐa ìpwc exhg same parap�nw dÐnei to bèltisto kìstoc gia
sugkekrimènh diamìrfwsh. �

ApodeiknÔetai ìti to ìrio autì den mporeÐ na beltiwjeÐ apì kanènan nteterministikì,
topikì kai mh-proekqwrhtikì mhqanismì. 'Opwc ja doÔme ìmwc sth sunèqeia, mporoÔme
na petÔqoume kalÔtera apotelèsmata me thne farmog  proekqwrhtik¸n mhqanism¸n.
Parak�tw ja melet soume ènan tètoio mhqanismì, ton ProportionalSharing (PS). 'Otan
mia mhqan  ulopoieÐ thn politik  PS ekteleÐ tic ergasÐec pou thc èqoun anatejeÐ par�llhla
kai k�je stigm  mia ergasÐa pou den èqei oloklhrwjeÐ lamb�nei èna posostì tou qrìnou
thc mhqan c Ðso me to b�roc thc (  th spoudaiìtht� thc) proc to sunolikì b�roc ìlwn
twn ergasi¸n thn ektèlesh twn opoÐwn den èqei oloklhr¸sei akìma h mhqan . IsodÔnama,
mporoÔme na jewr soume ìti h k�je mhqan  ekteleÐ tic ergasÐec me b�sh thn politik  SR,
all� sth sunèqeia kajustereÐ na apodesmeÔsei thn k�je ergasÐa gia qronikì di�sthma
Ðso me thn kajustèrhsh pou aut  prok�lese stic ergasÐec pou sÔmfwna me thn politik 
SR ekteloÔntai met� apì aut .

EÐnai endiafèron ìti, dedomènhc miac diamìrfwshc, h politik  PS epifèrei se k�je
ergasÐa megalÔtero kìstoc ap' ìti h politik  SR. Wstìso, ìpwc ja doÔme, odhgeÐ se lÔseic
me kalÔtero koinwnikì kìstoc, par� tic epiplèon kajuster seic. Autì sumbaÐnei diìti o
mhqanismìc PS, b�zontac touc paÐktec ousiastik� na plhr¸soun gia tic kajuster seic pou
h strathgik  touc prokaleÐ se �llouc paÐktec, prokaleÐ kat� k�poio trìpo mia taÔtish twn
sumferìntwn tou k�je paÐkth me aut� tou koinwnikoÔ sunìlou. H idèa aut  eÐnai parìmoia
me aut  twn fìrwn oriakoÔ kìstouc pou eÐdame sto kef�laio 3.1. Kai se ekeÐnh thn
perÐptwsh anagk�zame touc paÐktec na plhr¸soun gia to epiplèon kìstoc pou proakloÔn
sto koinwnikì sÔnolo, odhg¸ntac ètsi to sÔsthma se kalÔterec lÔseic.

Apì ton orismì tou mhqanismoÔ PS prokÔptei �mesa to parak�tw l mma:

L mma 4.17: Gia mia diamìrfwsh x ìpou h ergasÐa i ekteleÐtai sth mhqan  j
isqÔei:

ci =
∑

k∈Xj\{i}
ρkj≤ρij

pkj +
∑
k∈Xj
ρkj>ρij

wk
wi
pkj + pij

, opìte

wici =
∑

k∈Xj\{i}

wiwk min {ρij , ρkj}+ wipij .

To basikì apotèlesma eÐnai to ex c:
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Je¸rhma 4.18 [CCGMO11]: To tÐmhma thc anarqÐac tou mhqanismoÔ PS gia to

R||
∑

iwici eÐnai to polÔ 1 + φ = 3+
√
5

2 .

Apìdeixh: Ja qrhsimopoi soume to sumbolismì CPS(x) gia to kìstoc thc diamìrfwshc x
upologismèno me b�sh thn politik  PS kai CSR(x) gia to kìstoc thc diamìrfwshc
x upologismèno me b�sh thn politik  SR. Apì to l mma q parathroÔme ìti
CPS(x) = ‖φ(x)‖2. EpÐshc gia mia isorropÐa Nash x kai k�je �llh diamìrfwsh
x∗ isqÔei

CPS(x) ≤
∑
i

 ∑
k:xk=x

∗
i

wiwk min
{
ρix∗i , ρkx∗i

}
+ pix∗i

 = 〈φ(x), φ(x∗)〉+ η(x∗).

'Estw loipìn p�li f = φ(x), f∗ = φ(x∗), x mia isorropÐa Nash kai x∗ mia bèltisth
an�jesh. 'Eqoume CPS(x) ≤ ‖f‖ ‖f∗‖ + η(x∗) ≤ a ‖f∗‖2 + 1

4a ‖f‖
2 + η(x∗) ≤

2aCSR(x∗) + 1
4aC

PS(x) + (1 − a)η(x∗) ≤ (1 + a)C(SR(x∗) + 1
4aC

PS(x), epeid 

η(x∗) ≤ CSR(x∗). Gia a = 1+
√
5

4 paÐrnoume CPS(x)
CSR(x∗)

≤ 3+
√
5

2 . �

Mia epiplèon jetik  idiìthta tou mhqanismoÔ PS eÐnai ìti epifèrei p�nta paÐgnia dunamikoÔ.
Pr�gmati eÐnai eÔkolo na deÐxei k�poioc ìti h sun�rthsh ΦPS(x) = 1

2C
PS(x) + 1

2η(x)
eÐnai akrib c sun�rthsh dunamikoÔ gia ta paÐgnia pou prokÔptoun apì thn efarmog  tou
mhqanismoÔ PS. AntÐjeta, o mhqanismìc SR pou perigr�yame parap�nw den odhgeÐ p�nta
se paÐgnia pou diajètoun isorropÐa Nash.

Tèloc anafèroume ìti ìtan wi = 1, ∀i o mhqanismìc ProportionalSharing metatrèpetai
ston EqualSharing kai mporeÐ na deiqjeÐ ìti to tÐmhma thc anarqÐac tou eÐnai 5

2 .
Sth sunèqeia ja doÔme ìti eÐnai dunatìn na petÔqoume akìma kalÔtera apotelèsmata

me thn efarmog  mh-nteterministik¸n mhqanism¸n. 'Enac tètoioc eÐnai o mhqanismìc Rand
gia ton opoÐo ja mil soume ki o opoÐoc orÐzetai wc ex c: Gia dÔo ergasÐec i, i′ pou èqoun
anatejeÐ sth mhqan  j, h pijanìthta h ergasÐa i na ektelesteÐ prin thn i′ eÐnai P {i ≺ i′} =
ρi′j

ρij+ρi′j
.

O mhqanismìc autìc mporeÐ na ulopoihjeÐ wc ex c: 'Estw Xj to sÔnolo twn ergasi¸n
pou èqoun anatejeÐ sth mhqan  j. H ergasÐa i ∈ Xj epilègetai tìte me pijanìthta

ρij∑
k∈Xiρkj

gia na ektelesteÐ teleutaÐa. Sth sunèqei afairoÔme thn ergasÐa i apì to sÔnolo

ki epanalamb�noume th diadikasÐa mèqri na p�roume èna pl rec schedule.
ApodeiknÔetai to parak�tw:

Je¸rhma 4.19 [CCGMO11]: To tÐmhma thc anarqÐac tou mhqanismoÔ Rand gia
to R||

∑
iwici eÐnai to polÔ 32

15 . Epiplèon, ìtan to �jroisma twn qrìnwn epexergasÐac
eÐnai amelhtèo se sqèsh me to koinwnikì kìstoc thc bèltisthc lÔshc, to parap�nw ìrio
mei¸netai se π

2 . Tèloc, ta paÐgnia pou prokÔptoun apì thn efarmog  tou Rand diajètoun
akrib  sun�rthsh dunamikoÔ, thn ΦR(x) = 1

2C
R(x) + 1

2η(x).
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