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ΠΔΡΗΛΖΦΖ 

 

Σν κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox είλαη ην πην δηαδεδνκέλν κνληέιν ζηελ 

αλάιπζε επηβίσζεο θαη ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ εύξεζε ηεο ζρέζεο κεηαμύ κηαο 

κεηαβιεηήο πνπ δειώλεη ην ρξόλν επηβίσζεο ελόο αηόκνπ θαη άιισλ ζπκκεηαβιεηώλ. Οη 

παξαηεξήζεηο πνπ εθθξάδνπλ ην ρξόλν επηβίσζεο ηνπ αηόκνπ κπνξεί λα είλαη 

απνθνκκέλεο ή θαη πιήξεηο. Σν κνληέιν ηνπ Cox κνληεινπνηεί ηε ζπλάξηεζε 

δηαθηλδύλεπζεο ζε ζρέζε κε άιιεο κεηαβιεηέο θαη είλαη έλα εκηπαξακεηξηθό κνληέιν. Ζ 

εθηίκεζε ησλ ζπληειεζηώλ παιηλδξόκεζεο επηηπγράλεηαη κέζσ ηεο ζπλάξηεζεο κεξηθήο 

πηζαλνθάλεηαο. 

ην πξώην θεθάιαην γίλεηαη κηα εηζαγσγή ζηελ αλάιπζε επηβίσζεο όπσο θαη ηα 

απνθνκκέλα δεδνκέλα θαη ηα είδε ηνπο. ην δεύηεξν θεθάιαην αλαπηύζζεηαη ην κνληέιν 

αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox, νξίδνληαη νη βαζηθέο ηνπ ζπλαξηήζεηο όπσο θαη ε 

έλλνηα ηεο κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο.  ην επόκελν θεθάιαην νξίδνληαη ηα ππόινηπα γηα ην 

κνληέιν ηνπ Cox θαη αλαθέξνληαη νη δηάθνξνη έιεγρνη πνπ αθνξνύλ ηελ θαηαιιειόηεηα 

ηνπ κνληέινπ.  

ην ηέηαξην θεθάιαην εηζάγεηαη ε έλλνηα ησλ απόκαθξσλ ζεκείσλ θαζώο θαη νη κέζνδνη 

κέζσ ππνινίπσλ πνπ ππάξρνπλ γηα ηελ αλίρλεπζή ηνπο ζην κνληέιν ηνπ Cox. Σν ζέκα 

ηνπ πέκπηνπ θεθαιαίνπ είλαη ν νξηζκόο θαη ε αλαγλώξηζε ησλ ζεκείσλ επηξξνήο γηα ην 

κνληέιν ηνπ Cox θαη αλαθέξνληαη νη κέζνδνη πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ αλαγλώξηζή 

ηνπο. ην ηειεπηαίν θεθάιαην δίλεηαη έλα παξάδεηγκα επηβίσζεο θαη εθαξκόδνληαη νη 

παξαπάλσ κέζνδνη γηα ηελ ζηαηηζηηθή αλάιπζή ηνπ. 
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ABSTRACT 

The Cox proportional hazards model is the most well-recognised model in 

survival analysis for exploring the relationship between a variable that shows the 

survival time of a person and other covariates. The observations that show the 

survival time of a person might be censored or uncensored. The Cox model is a 

semiparametric model the hazard function . The regression coefficients are 

estimated by the partial likelihood function. 

The first chapter is an introduction to reliability analysis as also uncensored data 

and their types. In the second chapter the Cox proportional hazards model is 

developed, its basics functions and the meaning of partial likelihood as well. In the next 

chapter are referred the residuals for Cox model and  for several tests that concern 

the validity of the model. 

 

In the fourth chapter introduces the meaning of outliers and the methods through 

residuals that are available for outlier detection for Cox model. The subject of the fifth 

chapter is the definition and the influence detection for Cox and are referred for their 

detection. On the last chapter is given an example of survival analysis and all these 

methods are applied for its statistical analysis. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1 

ΔΗΑΓΧΓΖ ΣΖΝ ΑΝΑΛΤΖ  

ΔΠΗΒΗΧΖ 

1.1 Γενικά  

Ζ αλάιπζε επηβίσζεο (survival analysis) αλαθέξεηαη ζηελ αλάιπζε δεδνκέλσλ 

πνπ αθνξνύλ ζην ρξόλν πνπ κεζνιαβεί κέρξη θάπνην ζπγθεθξηκέλν ζπκβάλ. 

Αξρηθά, ε αλάιπζε αλαθεξόηαλ ζην ρξόλν κεηαμύ ηεο ζεξαπείαο κέρξη ην ζάλαην 

θαη γηα απηό ην ιόγν πήξε θαη ην ζπγθεθξηκέλν όλνκα. Ζ αλάιπζε επηβίσζεο 

όκσο κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε αξθεηέο πεξηπηώζεηο, όπσο γηα παξάδεηγκα ζηε 

κεραλνινγία, γηα ηελ αλάιπζε ηνπ ρξόλνπ κέρξη ηελ εκπινθή ελόο κεραλήκαηνο 

ή ηε γεσξγία, γηα ηελ αλάιπζε ηνπ ρξόλνπ κέρξη ηελ ζηηγκή λα βγάιεη θαξπό έλα 

δέληξν. ηελ πεξίπησζε ηεο κεραλνινγίαο ε αλάιπζε αλαθέξεηαη θαη σο ζεσξία 

αμηνπηζηίαο (reliability theory).  

Σν επίπεδν γλώζεο πνπ θαηέρνπκε ζήκεξα γηα ηελ Αλάιπζε Δπηβίσζεο 

πξνθύπηεη από µία δηαδηθαζία εμέιημεο πνπ δηήξθεζε αξθεηά ρξόληα θαη ε νπνία 

είρε ηδηαίηεξε αλάπηπμε ηα ηειεπηαία ρξόληα.  Γηάθνξνη ηνκείο έξεπλαο,  όπσο 

Βηνινγία, Ηαηξηθή, Φαξκαθεπηηθή αθόκα θαη θιάδνη ηεο Βηνκεραλίαο θ.α. 

ζπλέβαιαλ ζε απηή ηελ αλάπηπμε,  πξνζπαζώληαο λα βξνπλ ιύζε γηα λα 

αληηκεησπίζνπλ ηα δηάθνξα πξνβιήκαηά ηνπο.  

Σν 1662  ζηελ Μ. Βξεηαλία δεκνζηεύηεθε ην πξώην βηβιίν,  ην νπνίν είρε 

θαηαγεγξακκέλνπο θαηαιόγνπο  µε γελλήζεηο θαη ζαλάηνπο,  πνπ αλαθέξνληαλ 

ζηηο πξνεγνύκελεο δεθαεηίεο θη έηζη ήηαλ ε πξώηε θνξά πνπ νη  “ζάλαηνη”  

αληηκεησπίζηεθαλ σο “γεγνλόηα”,  γηα ηα νπνία έγηλαλ αλαιπηηθέο κειέηεο.  

Οη παγθόζκηνη πόιεκνη πνπ αθνινύζεζαλ,  έδσζαλ ην έλαπζκα γηα αλάπηπμε ηεο 

έξεπλαο ζηνλ ηνκέα ηεο αμηνπηζηίαο θαη ζηε  κειέηε ηεο δηάξθεηαο δσήο ησλ 

ζηξαηησηηθώλ ζηξαηεπκάησλ,  αιιά θαη αξγόηεξα ε έξεπλα επηθεληξώζεθε ζηε 

κειέηε θάπνησλ ηδηαίηεξσλ πηζαλνζεσξεηηθώλ πξνβιεκάησλ ζρεηηδνκέλσλ µε 
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ηελ  “παύζε ιεηηνπξγίαο”  θαη ηελ  “αληηθαηάζηαζε”  εμαξηεκάησλ  κεραληθώλ ή 

ειεθηξηθώλ θπθισκάησλ,  όπσο θάπνηαο βαιβίδαο ή ελόο ζεξκνζηάηε ζε έλα  

κεραληθό θύθισκα,  κίαο ιπρλίαο ή κίαο αληίζηαζεο ζε έλα ειεθηξηθό. Τπήξμε 

δειαδή κεγάιε πξόνδνο ζηε Βηνκεραλία ησλ ειεθηξνληθώλ ζπζθεπώλ.  

Έπεηηα νη  κέζνδνη ηεο Αλάιπζεο Δπηβίσζεο είραλ ηεξάζηηεο εθαξκνγέο ζε 

θιηληθά δεδνκέλα θαη ζθνπόο ήηαλ λα απαληεζνύλ εξσηήκαηα όπσο πνηα είλαη ε 

πηζαλόηεηα έλαο αζζελήο λα δήζεη κέρξη µηα ζπγθεθξηκέλε ρξνληθή ζηηγκή ή µε 

πνην ξπζκό ζα πεζάλνπλ θάπνηνη αζζελείο,  νη νπνίνη έρνπλ ήδε επηβηώζεη  κέρξη 

έλα ζπγθεθξηκέλν ρξνληθό ζεµείν, θ.α. Ζ αλάπηπμε ησλ επηρεηξεζηαθώλ εξεπλώλ 

θαηέδεημε όηη ππάξρνπλ θαη πνιιά άιια πξνβιήκαηα θαη κνληέια δηαθνξεηηθήο 

πθήο,  ζηα νπνία ε Αλάιπζε Δπηβίσζεο µπνξεί λα εθαξκνζηεί θαη λα πξνζθέξεη 

ιύζεηο.  Αθόµα πεξηζζόηεξν  µε ηελ εμέιημε ησλ ειεθηξνληθώλ ππνινγηζηώλ ε 

εθαξµνγή θαη ε αλάπηπμε ηεο γίλεηαη νινέλα θαη κεγαιύηεξε, θαζώο παξάγνληαη 

όιν θαη πεξηζζόηεξα ινγηζµηθά παθέηα γηα ην ζθνπό απηό.  

1.2 Διζαγωγικέρ έννοιερ 

1.2.1 Υπόνορ επιβίωζηρ 

Ζ αλάιπζε επηβίσζεο είλαη κηα πεξηνρή έξεπλαο ζηε ζηαηηζηηθή, ε νπνία δεκηνπξγήζεθε 

γηα ηελ αλάιπζε δεδνκέλσλ ηα νπνία δε κπνξνύλ λα επεμεξγαζηνύλ από ηηο 

ζπλεζηζκέλεο ζηαηηζηηθέο κεζόδνπο. Σα δεδνκέλα απηά δίλνπλ ηε ρξνληθή δηάξθεηα 

κέρξη λα ζπκβεί έλα ζπγθεθξηκέλν γεγνλόο. Ο ρξόλνο επηβίσζεο ή ρξόλνο απνηπρίαο 

(survival time ή failure time), αλαθέξεηαη ζε κηα κεηαβιεηή πνπ κεηξάεη ην ρξόλν 

(εκέξεο, εβδνκάδεο, κήλεο, θιπ) κέρξη λα ζπκβεί έλα ζπγθεθξηκέλν γεγνλόο.  Σν 

γεγνλόο  κπνξεί λα είλαη ε εκθάληζε κηαο αζζέλεηαο,  ε εμέιημε ή ε επηηπρία  

κηαο ζεξαπείαο ζε θάπνηα αζζέλεηα, ν ζάλαηνο ηνπ αζζελνύο, ε παύζε 

ιεηηνπξγίαο κηαο ειεθηξηθήο κεραλήο θ.α. Ο ρξόλνο επηβίσζεο νλνκάδεηαη θαη 

ρξόλνο σο ην “γεγνλόο” ή ηελ “απνηπρία”.  Ο ρξόλνο επηβίσζεο είλαη ην βαζηθό 

ζεκείν ελδηαθέξνληνο ζε πνιιέο βηνρεκηθέο εθαξκνγέο (π.ρ. ν ρξόλνο κέρξη ηελ 

αληίδξαζε ελόο νξγαληζκνύ ζε έλα θάξκαθν), ζε θνηλσληθέο (π.ρ. ν ρξόλνο κέρξη ηελ 

εγθπκνζύλε), νηθνλνκηθέο επηζηήκεο (π.ρ. ν ρξόλνο κέρξη έλαο δείθηεο λα μεπεξάζεη έλα 
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όξην) θαζώο θαη ζηε κεραληθή (π.ρ. ν ρξόλνο κέρξη λα ραιάζεη έλα εμάξηεκα κηαο 

κεραλήο). Δλδερόκελα εξσηήκαηα πνπ κπνξεί λα πξνθύςνπλ είλαη ν ραξαθηεξηζκόο ηεο 

θαηαλνκήο ηνπ ρξόλνπ επηβίσζεο, θαζώο θαη ε ζύγθξηζε απηνύ ηνπ ρξόλνπ κεηαμύ 

δηαθνξεηηθώλ νκάδσλ ή αθόκε ε κνληεινπνίεζε ηεο ζρέζεο ηνπ ρξόλνπ επηβίσζεο ζε 

ζρέζε κε άιιεο κεηαβιεηέο. 

Παπάδειγμα 1.1 :  

Έζησ όηη ζεσξνύκε έλαλ πιεζπζκό,  ν νπνίνο απνηειείηαη από όκνηα 

εμαξηήκαηα, π.ρ. ειεθηξηθνύο ιακπηήξεο.  Κάζε έλα από ηα όκνηα απηά 

εμαξηήκαηα ραξαθηεξίδεηαη από µηα κε-αξλεηηθή ηπραία κεηαβιεηή T, πνπ 

παξηζηάλεη ην ρξνληθό δηάζηεκα από ηε ζηηγκή πνπ ην ζπγθεθξηκέλν εμάξηεκα 

ηίζεηαη ζε ρξήζε  κέρξη ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ απηό παύεη λα ιεηηνπξγεί.  

Παπάδειγμα 1.2 :   

ε µηα θιηληθή έξεπλα εμεηάδεηαη έλαο πιεζπζκόο αζζελώλ µε θαξθίλν. Ζ µε- 

αξλεηηθή ηπραία κεηαβιεηή T παξηζηάλεη ην ρξόλν ηαηξηθήο παξαθνινύζεζεο 

ηνπ θάζε αζζελή από ηε ζηηγκή εθδήισζεο ηεο λόζνπ κέρξη ην ζάλαηό ηνπ.  

1.2.2 ςνάπηηζη επιβίωζηρ 

Ζ ηπραία κεηαβιεηή ηνπ ρξόλνπ T κπνξεί λα είλαη είηε δηαθξηηή είηε ζπλερήο.  

 πλερήο ηπραία κεηαβιεηή 

ηελ πεξίπησζε ζπλερνύο  κεηαβιεηήο,  ε fT(t) παξηζηάλεη ηε ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο,  ε νπνία νλνκάδεηαη θαη ππθλόηεηα απνηπρίαο,  όπνπ    

t ≥ 0 ελώ ε FT(t) = ∫ fT(x)dx
t

 
 = P(T  ≤ t) ,  t  ≥ 0  παξηζηάλεη ηε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο ηεο ηπραίαο  κεηαβιεηήο T,  ή αιιηώο ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 

απνηπρίαο. 

ε  µηα έξεπλα ελδηαθεξόκαζηε γηα ηελ πηζαλόηεηα ε ζπληζηώζα ηνπ ζπζηήκαηνο 

λα  µελ έρεη  “απνηύρεη”  έσο ηε ρξνληθή ζηηγκή t. Ζ ζπλάξηεζε πνπ θαζνξίδεη 

απηή ηελ πηζαλόηεηα νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε επηβίσζεο (survivor function) θαη 

ζπκβνιίδεηαη σο S(t) = P(T ≥ t) = 1 – FT(t) , t ≥ 0.   

Πξνθαλώο αθνύ FT(0)=0 θαη FT(1)= 0 ζα είλαη S(0)=1 θαη S(1)=0.  
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 Γηαθξηηή ηπραία κεηαβιεηή 

ηελ πεξίπησζε δηαθξηηήο  κεηαβιεηήο,  ε  pT(t) = P(T = t) παξηζηάλεη ηε 

ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο, πνπ νλνκάδεηαη θαη ππθλόηεηα απνηπρίαο, όπνπ t = 0, 1, 

2,… ελώ ε FT(t) =  P(T  ≤ t) = ∑ pT(x)x ≤ t ,  t  ≥ 0  παξηζηάλεη ηε ζπλάξηεζε  

θαηαλνκήο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο  T. 

1.3 Αποκομμένα Γεδομένα 

ηηο πεξηπηώζεηο όπνπ ν ρξόλνο απνηπρίαο δελ είλαη δπλαηό λα παξαηεξεζεί 

πεηξακαηηθά, (γηα παξάδεηγκα ιόγσ βίαηεο δηαθνπήο ηνπ πεηξάκαηνο), ηόηε ε 

παξαηήξεζε ζεσξείηαη απνθνκκέλε (censored)   (Klein θαη Moeschberger, 1997). 

Ζ πιεξνθνξία γηα ην ρξόλν επηβίσζεο ελόο αηόκνπ ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη κεξηθή 

(αθνύ γλσξίδνπκε κόλν έλα θάησ θξάγκα ηνπ ρξόλνπ επηβίσζεο). 

Ζ έλλνηα ησλ απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα πξώηε θνξά από 

ηνλ Hald (1949). Σα δεδνκέλα πνπ δελ είλαη απνθνκκέλα νλνκάδνληαη κε-

απνθνκκέλα ή πιήξε δεδνκέλα. 

Γεληθά απνθνκκέλεο  παξαηεξήζεηο πξνθύπηνπλ όηαλ κεξηθέο από ηηο κνλάδεο  

ηνπ πεηξάκαηνο ράλνληαη θαηά ηε δηάξθεηά ηνπ.  

Τπάξρνπλ νη παξαθάησ θαηεγνξίεο απνθνκκέλσλ παξαηεξήζεσλ:  

1. Όηαλ ν εξεπλεηήο επηιέγεη λα πξνθαζνξίζεη ηε ρξνληθή δηάξθεηα ηεο έξεπλαο,  

νη ρξόλνη επηβίσζεο ησλ ππό εμέηαζε κνλάδσλ πνπ  “θαηέιεμαλ”  εληόο ηεο 

ζπγθεθξηκέλεο πξνθαζνξηζκέλεο δηάξθεηαο είλαη νη αθξηβείο θαη νλνκάδνληαη 

µε απνθνκκέλνη ρξόλνη. Αληηζέησο νη πξαγκαηηθνί ρξόλνη ησλ  ππό εμέηαζε 

κνλάδσλ πνπ δελ “θαηέιεμαλ” ζηε δηάξθεηα ηεο έξεπλαο δελ είλαη γλσζηνί  

(ή αθόκα θαη αλ είλαη γλσζηνί είλαη  κεγαιύηεξνη από ηε δηάξθεηα ηεο 

έξεπλαο) θαη νλνκάδνληαη απνθνκκέλνη (censored). Οη ρξόλνη απηνί 

ζεσξνύληαη ίζνη µε ην ρξόλν πνπ δηαξθεί ην πείξακα, όκσο δελ αληηζηνηρνύλ 

ζην ρξόλν ζαλάηνπ,  αιιά ζην γεγνλόο όηη ήηαλ  “δσληαλνί”  κέρξη εθείλε ηε 

ζηηγκή. 

2. Πάιη ζηελ πεξίπησζε πνπ είλαη πξνθαζνξηζκέλε ε ρξνληθή δηάξθεηα ηεο 

έξεπλαο, αιιά θάπνηεο κνλάδεο “θαηαιήγνπλ” εληόο ηεο ζπγθεθξηκέλεο 
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δηάξθεηαο γηα άιινπο ιόγνπο π.ρ. έλαο αζζελήο απνθαζίδεη λα  µε ζπκκεηέρεη 

άιιν ζηελ έξεπλα θαη απνρσξεί πξηλ απηή ηειεηώζεη. Δδώ νη παξαηεξνύκελνη 

ρξόλνη είλαη κηθξόηεξνη από ηνπο πξαγκαηηθνύο ρξόλνπο επηβίσζεο θαη 

νλνκάδνληαη θαη απηνί απνθνκκέλνη.   

3. ηελ πεξίπησζε πνπ ν εξεπλεηήο επηιέγεη λα πξνθαζνξίζεη έλα ζπγθεθξηκέλν 

πνζνζηό επηηπρίαο θαη  κόιηο ην επηηύρεη λα ζηακαηήζεη ηελ έξεπλα, νη 

απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο ζεσξνύληαη ίζεο  µε ην ρξόλν επηβίσζεο ηεο 

κεγαιύηεξεο µε απνθνκκέλεο παξαηήξεζεο.  

1.3.1. Δίδη αποκομμένων δεδομένων  

Τπάξρνπλ 3 είδε απνθνπήο, όπσο αλαθέξακε θαη πξνεγνπκέλσο. Ζ δεμηά απνθνπή (right 

censoring), ε αξηζηεξή απνθνπή (left censoring) θαη ε απνθνπή δηαζηήκαηνο (interval 

censoring). Δπηπιένλ, ε δεμηά απνθνπή ρσξίδεηαη ζε 3 θαηεγνξίεο, ηελ απνθνπή ηύπνπ Η 

(Type I censoring), ηελ απνθνπή ηύπνπ ΗΗ (Type II censoring) θαη ηελ ηπραία απνθνπή 

(random censoring), όπσο επίζεο ππάξρνπλ θαη παξαιιαγέο ησλ παξαπάλσ θαηεγνξηώλ. 

Θεσξνύκε όηη Σi είλαη ν ρξόλνο επηβίσζεο ή ρξόλνο απνηπρίαο ηνπ αηόκνπ i θαη u ν 

ρξόλνο ζηνλ νπνίν ζηακαηά ε κειέηε. 

• Γεμηά απνθνπή (right censoring): 

 ηελ πεξίπησζε απηή, ν ρξόλνο επηβίσζεο Σi, είλαη κεγαιύηεξνο από ην ρξόλν u. 

Γειαδή, δε γλσξίδνπκε ηνλ αθξηβή ρξόλν επηβίσζεο ηνπ i- νζηνύ αηόκνπ, γλσξίδνπκε 

κόλν όηη ν ρξόλνο επηβίσζεο ηνπ είλαη ζην δηάζηεκα (u,U ). H δεμηά απνθνπή, είλαη ε πην 

ζπλεζηζκέλε κνξθή απνθνπήο. Παξαηεξείηαη ζε πεξηπηώζεηο όπνπ έλα άηνκν ράλεηαη ή 

απνζύξεηαη από ηελ παξαθνινύζεζε, ή αθόκε όηαλ ε κειέηε ηεξκαηίδεηαη ζε έλα 

πξνθαζνξηζκέλν ρξόλν. 

 Απνθνπή ηύπνπ Η (Type I censoring): 

 Όηαλ από ηελ αξρή ηεο έξεπλαο πξνθαζνξίδεηαη ν ρξόλνο δηάξθεηάο ηεο, έζησ u, ηόηε 

έρνπκε απνθνπή ηύπνπ Η. Ο ρξόλνο u νλνκάδεηαη ρξόλνο απνθνπήο (censoring time). 

Έηζη, ν εξεπλεηήο θαηαγξάθεη ηνπο ρξόλνπο απνηπρίαο ή επηβίσζεο ησλ αηόκσλ πνπ 

απέηπραλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο έξεπλαο, ελώ γηα ηα ππόινηπα άηνκα ην κόλν πνπ είλαη 

γλσζηό είλαη όηη νη ρξόλνη επηβίσζεο ηνπο είλαη κεγαιύηεξνη από u. ηελ απνθνπή ηύπνπ 

Η, όηαλ δελ ππάξρνπλ απώιεηεο από αηπρήκαηα, όιεο νη απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο 

ηζνύληαη κε ην κήθνο ηεο πεξηόδνπ ηεο κειέηεο. 
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Παπάδειγμα 1.3: 

Θεσξνύκε 8 πνληίθηα (A,B,C,D,E,F,G,H) πνπ ππνβάιινληαη ζε δηαδηθαζία 

θαξθηλνγέλεζεο κε εκβνιηαζκό θαξθηληθώλ θπηηάξσλ ηελ ίδηα ρξνληθή ζηηγκή. Μαο 

ελδηαθέξεη ν ρξόλνο πνπ απαηηείηαη γηα ηελ αλάπηπμε όγθνπ πξνθαζνξηζκέλνπ κεγέζνπο. 

Ο εξεπλεηήο απνθαζίδεη λα ηεξκαηίζεη ην πείξακα κεηά από 40 εβδνκάδεο (u=40). Από 

ην ρήκα 1.1, βιέπνπκε όηη νη πνληηθνί Β, C, D, F θαη G αλέπηπμαλ όγθν ζηνπο ρξόλνπο 

25, 22, 24, 8 θαη 38 αληίζηνηρα (νη ρξόλνη απηνί είλαη νη ρξόλνη απνηπρίαο), ελώ νη 

πνληηθνί A,E θαη Ζ δελ αλέπηπμαλ όγθν θαηά ηε δηάξθεηα ηεο κειέηεο, άξα νη ρξόλνη 

επηβίσζεο ηνπο δελ είλαη γλσζηνί. Έηζη, ηα δεδνκέλα επηβίσζεο είλαη 40+, 25, 22, 24, 

40+, 8, 38 θαη 40+ εβδνκάδεο. Σα απνθνκκέλα δεδνκέλα ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη 

ηύπνπ Η. 

 

 

σήμα 1.1: Έλα παξάδεηγκα απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ηύπνπ Η 

 Απνθνπή ηύπνπ ΗΗ (Type II censoring): 

ηελ απνθνπή ηύπνπ ΗΗ, ε κειέηε ζπλερίδεηαη κέρξη λα „απνηύρνπλ‟ r άηνκα. Ο αξηζκόο r 

θαζνξίδεηαη πξηλ ηελ έλαξμε ηεο κειέηεο. Έηζη, αλ έρνπκε n άηνκα ππό κειέηε, ηόηε ζην 

ηέινο ηεο κειέηεο, γλσξίδνπκε ηνπο ρξόλνπο απνηπρίαο r αηόκσλ, ελώ γηα ηα ππόινηπα n-
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r άηνκα, γλσξίδνπκε κόλν όηη ν ρξόλνο επηβίσζεο ηνπο είλαη κεγαιύηεξνο από ην ρξόλν 

επηβίσζεο ησλ r αηόκσλ πνπ απέηπραλ. Γειαδή, ζηελ απνθνπή ηύπνπ ΗΗ, νη απνθνκκέλεο 

παξαηεξήζεηο ηζνύληαη κε ηε κεγαιύηεξε κε-απνθνκκέλε παξαηήξεζε. 

Γηα παξάδεηγκα, ζην πείξακα κε ηα 8 πνληίθηα, αλ ν εξεπλεηήο ήζειε λα ηεξκαηίζεη ηελ 

έξεπλα όηαλ 4 (r=4) από ηνπο πνληηθνύο εκθαλίζνπλ όγθν, ηα δεδνκέλα πνπ ζα έπαηξλε 

ζα ήηαλ: 25, 22, 24, 8, 25+, 25+, 25+, 25+. 

 Σπραία Απνθνπή (Random censoring): 

ηελ πεξίπησζε απηή, ν ρξόλνο απνθνπήο πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε ππό παξαθνινύζεζε 

άηνκν δελ είλαη ζηαζεξόο, αιιά είλαη ηπραίνο. Γηα παξάδεηγκα, ζε θιηληθέο κειέηεο, ελώ 

νη ρξνληθέο ζηηγκέο έλαξμεο θαη ιήμεο ηεο έξεπλαο είλαη πξνθαζνξηζκέλεο, νη αζζελείο 

εηζέξρνληαη ζε απηή ζε δηαθνξεηηθέο (ηπραίεο) ρξνληθέο ζηηγκέο, κε απνηέιεζκα νη 

ρξόλνη απνθνπήο ηνπο λα είλαη ηπραίνη. 

• Αξηζηεξή Απνθνπή (left censoring):  

Σν κόλν πνπ είλαη γλσζηό ζηελ πεξίπησζε απηή, είλαη όηη ν ρξόλνο επηβίσζεο, Σ είλαη 

κηθξόηεξνο από έλα ρξνληθό δηάζηεκα. Ο αθξηβήο ρξόλνο επηβίσζεο δελ είλαη γλσζηόο. 

Παπάδειγμα 1.4: 

ηελ πηζαλή εξώηεζε „Πόηε θάπληζεο γηα πξώηε θνξά;‟, ζα παίξλακε ηξηώλ εηδώλ 

απαληήζεηο: 

1. Αθξηβήο ειηθία ζηελ νπνία ην άηνκν θάπληζε γηα πξώηε θνξά → κε-απνθνκκέλε 

παξαηήξεζε. 

2. „Γελ θάπληζα πνηέ‟→ δεμηά απνθνκκέλε παξαηήξεζε (δηόηη κπνξεί λα αξρίζεη ην 

θάπληζκα κεηά ην ηέινο ηεο κειέηεο) θαη „Κάπληζα (ή θαπλίδσ), αιιά δε ζπκάκαη πόηε 

ήηαλ ε πξώηε θνξά‟ → αξηζηεξά απνθνκκέλε παξαηήξεζε (αθνύ ν αθξηβήο ρξόλνο 

επηβίσζεο δελ είλαη γλσζηόο θαη είλαη κηθξόηεξνο από ηελ ειηθία ηνπ εξσηόκελνπ). 

• Απνθνπή ζε δηάζηεκα (Interval censoring):  

ηελ απνθνπή ζε δηάζηεκα, γλσξίδνπκε κόλν όηη ν ρξόλνο επηβίσζεο Σ, βξίζθεηαη ζε 

έλα δηάζηεκα (U1,U2). Απηνύ ηνπ είδνπο ε απνθνπή, παξαηεξείηαη ζπλήζσο όηαλ 

έρνπκε πεξηνδηθή παξαθνινύζεζε. 

Παπάδειγμα 1.5: 

„Έζησ όηη κηα νκάδα αηόκσλ πνπ είραλ κηα αζζέλεηα θαη είλαη ηώξα ζε ύθεζε κεηά από 

ρεηξνπξγηθή επέκβαζε, εμεηάδεηαη αλά ηαθηά ρξνληθά δηαζηήκαηα (έζησ θάζε κήλα), γηα 
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ηπρόλ ππνηξνπίαζε ηεο αζζέλεηαο (ρξόλνο απνηπρίαο =ρξόλνο ππνηξνπίαζεο). Σόηε ν 

αθξηβήο ρξόλνο απνηπρίαο δε ζα είλαη γλσζηόο, αιιά ην κόλν πνπ ζα γλσξίδνπκε είλαη ην 

ρξνληθό δηάζηεκα ζην νπνίν παξνπζηάζηεθε ην „γεγνλόο‟, π.ρ. αλ γηα έλα αζζελή πνπ 

εμεηάδεηαη θάζε κήλα βξέζεθε ηνλ ηξίην κήλα πνπ εμεηάζηεθε όηη ππνηξνπίαζε, 

γλσξίδνπκε κόλν όηη ν ρξόλνο απνηπρίαο γηα ηνλ αζζελή απηό είλαη κεηαμύ 61 θαη 90 

εκέξεο, ρσξίο λα είλαη γλσζηόο ν αθξηβήο ρξόλνο. 

1.4 Μέζη Τπολειπόμενη Εωή 

Ζ ηπραία κεηαβιεηή Σ εθθξάδεη ην ρξόλν  µέρξη ηελ  “απνηπρία” µίαο 

ζπληζηώζαο ελόο ζπζηήµαηνο. Ζ θαηαλνµή ηνπ ρξόλνπ έρεη ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηελ fT(t).   

Ωο Mέζε ππνιεηπόκελε δσή (Mean residual life at time t) νξίδεηαη ε ζπλάξηεζε 

µT(t) = E( T-t | T > t), όπνπ t ≥ 0 θαη εθθξάδεη ηελ αλαµελόµελε δσή µηαο 

κνλάδαο πνπ έρεη ήδε ειηθία t, δειαδή έρεη επηβηώζεη σο ηε ρξνληθή ζηηγµή t θαη 

εμαθνινπζεί λα ιεηηνπξγεί. Δίλαη δειαδή δείθηεο γήξαλζεο ελόο αηόµνπ ή ελόο 

εμαξηήµαηνο.  

Ζ µέζε ππνινηπόµελε δσή µT(t) = E( T-t |  T > t) µπνξεί λα ππνινγηζηεί µέζσ 

ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο S(t).   

ηελ πεξίπησζε πνπ ν ρξόλνο Σ είλαη ζπλερήο µεηαβιεηή ηζρύεη                    

κT(t) = 
1

S(t)
 ∫ S(x)dx

 

t
 ,  γηα t ≥ 0,   

ελώ ζηελ πεξίπησζε πνπ είλαη δηαθξηηή µεηαβιεηή ηζρύεη:                            

κT(t) = 
1

S(t)
 ∑ S(t) 

x=t ,  γηα t = 0, 1, 2,……. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2 

ΣΟ ΖΜΗ-ΠΑΡΑΜΔΣΡΗΚΟ ΜΟΝΣΔΛΟ 

ΑΝΑΛΟΓΗΚΖ ΓΗΑΚΗΝΓΤΝΔΤΖ ΣΟΤ 

COX 

2.1 Διζαγωγή ζηο μονηέλο αναλογικήρ διακινδύνεςζηρ ηος 

Cox 

Ζ εύξεζε ηεο ζρέζεο κεηαμύ κηαο κεηαβιεηήο πνπ δειώλεη ην ρξόλν επηβίσζεο 

ελόο αηόκνπ θαη άιισλ ζπκκεηαβιεηώλ, επηηπγράλεηαη ζπλήζσο κέζσ ελόο 

κνληέινπ παιηλδξόκεζεο. Όηαλ έρνπκε  δεμηά απνθνκκέλα δεδνκέλα επηβίσζεο, 

έλα από ηα κνληέια πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζπλήζσο είλαη ην κνληέιν 

παιηλδξόκεζεο ηνπ Cox (Cox regression model) ή δηαθνξεηηθά ην κνληέιν 

αλαινγηθήο  δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox (Cox proportional hazards model).  

Σν κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox, ή ζε ζπληνκία ην PH κνληέιν 

ηνπ Cox, παξνπζηάζηεθε από ηνλ Cox ην 1972. Σν κνληέιν αλαινγηθήο 

δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox, είλαη έλα κνληέιν παιηλδξόκεζεο πνπ επηηξέπεη ηελ 

εμέηαζε ησλ επεμεγεκαηηθώλ κεηαβιεηώλ, ώζηε λα γίλεη δπλαηή ε επηινγή ησλ 

ζηαηηζηηθά ζεκαληηθόηεξσλ εμ‟ απηώλ. πγθεθξηκέλα, εμεηάδεη ηελ επίδξαζή 

ηνπο ζηε δηάξθεηα δσήο ηνπ αηόκνπ ή αληηθεηκέλνπ θαη ρξεζηκνπνηείηαη, όπσο 

ήδε αλαθέξακε, ζε δεδνκέλα πνπ πεξηιακβάλνπλ εθηόο από πιήξεηο θαη 

απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο. 

Σν κνληέιν απηό ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο ζήκεξα ζηελ αλάιπζε απνθνκκέλσλ 

δεδνκέλσλ επηβίσζεο. Αθόκε, καο επηηξέπεη λα εθηηκήζνπκε ηνλ θίλδπλν 

ζαλάηνπ ελόο αηόκνπ, ή ηελ απνηπρία ε επηηπρία ελόο γεγνλόηνο πνπ καο 

ελδηαθέξεη δεδνκέλνπ ησλ πξνγλσζηηθώλ ηνπο κεηαβιεηώλ. 
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Δίλαη αλακθηζβήηεηα έλα από ηα δεκνθηιέζηεξα κνληέια πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη 

ζηελ αλάιπζε επηβίσζεο, ιόγσ ηεο απιήο εθαξκνγήο ηνπ θαη αλήθεη ζηελ 

νηθνγέλεηα ησλ κνληέισλ αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο. 

2.2 Οπιζμόρ βαζικών ζςναπηήζεων 

Γηα ηελ θαηαλόεζε ηνπ κνληέινπ ηνπ Cox πξέπεη πξώηα λα νξίζνπκε ηηο 

ζπλαξηήζεηο S(t), h(t), H(t). Γηα ηηο νπνίεο έρνπκε: 

2.2.1 ςνάπηηζη διακινδύνεςζηρ ( hazard function)  

Ζ ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο, h(t) , εθθξάδεη ηνλ ζηηγκηαίν, αλά κνλάδα ρξόλνπ, 

ξπζκό κεηαβνιήο ηεο δηαθηλδύλεπζεο (ιόγσ ηνπ νξίνπ) δειαδή ηελ ζηηγκηαία 

πηζαλόηεηα λα ζπκβεί ην γεγνλόο ηε ζπγθεθξηκέλε  ρξνληθή ζηηγκή. 

Οξίδεηαη σο : 

                                          h(t)=    δt→0 *
  S(t)-S(t+δt) S(t)⁄

δt
+= 

f(t)

S(t)
 

Ο ξπζκόο δηαθηλδύλεπζεο κπνξεί λα απμάλεηαη, λα κεηώλεηαη, λα κέλεη ζηαζεξόο 

ή λα δειώλεη κηα πην πεξίπινθε δηαδηθαζία. ην ρήκα 2.1 θαίλνληαη δηάθνξεο 

κνξθέο ηεο ζπλάξηεζεο δηαθηλδύλεπζεο.  

Ζ ζπλάξηεζε h1(t) είλαη κηα θζίλνπζα ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο πνπ ζεκαίλεη 

όηη ε ζηηγκηαία πηζαλόηεηα λα ζπκβεί ην γεγνλόο κεηώλεηαη κε ην πέξαζκα ηνπ 

ρξόλνπ, θάηη πνπ γεληθά δελ αλακέλεηαη λα ζπκβεί. Γείρλεη όηη ζε αξρηθνύο 

ρξόλνπο ε δηαθηλδύλεπζε είλαη κεγάιε, ελώ όζν πεξλάεη ν ρξόλνο ε 

δηαθηλδύλεπζε κεηώλεηαη. Ζ h2(t) είλαη ε “δηαθηλδύλεπζε κπαληέξαο” (bathtub 

hazard) όπσο νλνκάδεηαη, πνπ απνηειεί ην πην ξεαιηζηηθό κνληέιν 

δηαθηλδύλεπζεο, αθνύ μεθηλά κε πησηηθή ηάζε, ζπλερίδεη κε κηα παξνδηθή 

ζηαζεξνπνίεζε ηεο δηαθηλδύλεπζεο θαη κε ην πέξαζκα ηνπ ρξόλνπ απνθηά 

έληνλα απμεηηθή ηάζε θαη πεξηγξάθεη ηελ εμέιημε ηεο αλζξώπηλεο δσήο. Ζ h3(t) 

είλαη κηα ζηαζεξή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο, δειαδή ε δηαθηλδύλεπζε 

παξακέλεη ζηαζεξή. Ζ h4(t) είλαη κηα αύμνπζα ζπλάξηεζε , ε νπνία ζπλαληάηαη 

ζπρλά. Με ηελ πάξνδν ηνπ ρξόλνπ ν ξπζκόο ηεο δηαθηλδύλεπζεο απμάλεηαη.  
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ρήκα 2.1 

Γηάθνξεο κνξθέο ηεο ζπλάξηεζεο δηαθηλδύλεπζεο  

Ζ ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο γηα ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ 

Cox, κε κεηαβιεηή απόθξηζεο t θαη δηάλπζκα επεμεγεκαηηθώλ κεηαβιεηώλ x 

θαίλεηαη παξαθάησ: 

                                                    h(t,x) = h0(t)e
β΄x

  (2.1) 

όπνπ h0(t) είλαη κηα βαζηθή ζπλάξηεζε  δηαθηλδύλεπζεο, ε νπνία εθθξάδεη ηνλ 

θίλδπλν ζαλάηνπ, απνηπρίαο ή επηηπρίαο, όηαλ όιεο νη επεμεγεκαηηθέο 

κεηαβιεηέο xj, γηα j=1,2,….,p, όπνπ p ν αξηζκόο ησλ επεμεγεκαηηθώλ 

κεηαβιεηώλ, είλαη ίζεο κε κεδέλ θαη β = (β1,…,βp) έλα δηάλπζκα p ζπληειεζηώλ, 

νη νπνίνη εθθξάδνπλ πνζνηηθά ηελ επίδξαζε ηεο θαζεκίαο ησλ ζπκκεηαβιεηώλ x.   

Γεληθά, ε ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο h(t,x), εμαξηάηαη από ην ρξόλν θαη ηηο 

ζπκκεηαβιεηέο, αιιά κέζσ δύν δηαθνξεηηθώλ παξαγόλησλ. Ο πξώηνο 

παξάγνληαο, h0(t), είλαη κηα ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ κόλν, πνπ αθήλεηαη 

αθαζόξηζηε, αιιά ζεσξείηαη ε ίδηα θαη γηα ηα N άηνκα. Ο δεύηεξνο παξάγνληαο 

είλαη κηα πνζόηεηα πνπ εμαξηάηαη από ηηο ζπκκεηαβιεηέο κόλν κέζσ ηνπ 

δηαλύζκαηνο β. 
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Γηα ην ιόγν απηό, ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο  ηνπ Cox ζεσξείηαη 

εκη-παξακεηξηθό (semiparametric), αθνύ δελ θαζνξίδεη ηε κνξθή ηεο h 0(t) , αιιά 

ππνζέηεη όηη νη επηδξάζεηο ησλ κεηαβιεηώλ παξακέλνπλ ζηαζεξέο ζην ρξόλν θαη 

είλαη πξνζζεηηθέο ζε κηα ζπγθεθξηκέλε θιίκαθα.  

Όπσο ζηε γξακκηθή παιηλδξόκεζε, έλαο ζηαηηζηηθόο ζηόρνο ηεο αλάιπζεο 

επηβίσζεο είλαη λα ιάβεη έλα κέηξν επηξξνήο, πνπ ζα πεξηγξάθεη ηε ζρέζε 

αλάκεζα ζηελ πξόγλσζε γηα ηε κεηαβιεηή πνπ καο ελδηαθέξεη  θαη ζην ρξόλν 

νινθιήξσζεο ηνπ γεγνλόηνο, κεηά ηελ πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ γηα ηηο άιιεο 

κεηαβιεηέο πνπ έρνπκε αλαγλσξίζεη ζηελ έξεπλα θαη ζπκπεξηιακβάλνληαη ζην 

κνληέιν. ηε γξακκηθή παιηλδξόκεζε, ην κέηξν ηεο επηξξνήο είλαη ζπλήζσο ν 

ζπληειεζηήο παιηλδξόκεζεο. ηελ αλάιπζε επηβίσζεο, ην κέηξν ηεο επηξξνήο 

είλαη ε αλαινγία δηαθηλδύλεπζεο (HR).   

Από ηελ εμίζσζε (2.1), παξαηεξνύκε όηη αλ ζεσξήζνπκε x=0, ηόηε πξνθύπηεη: 

h(t,0) = h0(t)  

Γειαδή ε αλαθνξηθή ζπλάξηεζε θηλδύλνπ κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ε ζπλάξηεζε 

θηλδύλνπ ελόο αηόκνπ κε ηηκή όισλ ησλ ζπκκεηαβιεηώλ ίζε κε 0, xi=0, i=1,…,p. 

Γηα λα δνύκε πώο νη κεηαβιεηέο είλαη πξνζζεηηθέο ζε κηα ζπγθεθξηκέλε 

θιίκαθα, ζεσξνύκε γηα δύν νπνηαδήπνηε άηνκα κε δηαλύζκαηα κεηαβιεηώλ x 1 

θαη x2, ηελ αλαινγία δηαθηλδύλεπζεο (HR(t)) (hazard ratio), δειαδή ην ιόγν  

HR(t)  =   
 (  x1)

 (  x2)
  =  

h0e
β΄x

 

      h0eβ΄x2         
  =  e

β΄(x
1
-x

2)
      (2.2) 

Σν δηάλπζκα x i αληηζηνηρεί ζην δηάλπζκα ησλ p επεμεγεκαηηθώλ κεηαβιεηώλ γηα 

ην i-νζηό άηνκν πνπ ζπκκεηέρεη ζην πείξακα.  

Δθόζνλ ε ηηκή ησλ επεμεγεκαηηθώλ κεηαβιεηώλ δελ εμαξηάηαη από ην ρξόλν t, ε 

πνζόηεηα  e
β΄(x1-x2)   είλαη ζηαζεξή θαη γηα απηό ην κνληέιν ηνπ Cox είλαη γλσζηό 

σο κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο.  

Ηζνδύλακε έθθξαζε ηνπ κνληέινπ είλαη ε εμήο :  
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                                *
h(t,x)

h0(t)
+ = β1x1 +……+βpxp 

Ζ ηειεπηαία κνξθή απινπνηεί ζεκαληηθά ηελ εξκελεία ησλ ζπληειεζηώλ. 

πγθεθξηκέλα, ην β i ηζνδπλακεί κε ην ινγάξηζκν ηεο ζρεηηθήο δηαθηλδύλεπζεο  

όηαλ έρνπκε αύμεζε κηαο κνλάδαο ζηε κεηαβιεηή x i, ελώ νη άιιεο παξακέλνπλ 

ζηαζεξέο. Με άιια ιόγηα, ε ζρέζε e
βi εθθξάδεη ην ζρεηηθό ξίζθν πνπ ιακβάλεηαη 

όηαλ ε επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή x i απμάλεηαη θαηά κηα κνλάδα, ελώ νη 

ππόινηπεο κεηαβιεηέο παξακέλνπλ ζηαζεξέο.  

Ζ γεληθή κνξθή ελόο κνληέινπ αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο (proportional hazards 

model) είλαη: 

h(t,x) = h0(t,x) g(x) 

όπνπ g(x) είλαη κία ζπλάξηεζε ηνπ δηαλύζκαηνο x. 

ηελ πεξίπησζε ηνπ κνληέινπ αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox, ε g(x) είλαη 

ε ζπλάξηεζε 

e
β΄x 

= e 
β1x1+……..+βpxp 

Αλ ινγαξηζκήζνπκε ηε ζρέζε (2.2), πξνθύπηεη: 

ln[ h(t,x1)] – ln[ h(t,x2)] = β΄(x1 - x2) 

πνπ δείρλεη όηη ην κνληέιν ζεσξεί κηα ζηαζεξή δηαθνξά κεηαμύ ησλ ινγάξηζκσλ 

ηεο δηαθηλδύλεπζεο ησλ δύν αηόκσλ.  

2.2.2 ωπεςηική ζςνάπηηζη διακινδύνεςζηρ  

Ζ ζσξεπηηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο (cumulative hazard function), 

ζπκβνιίδεηαη κε Ζ(t) θαη νξίδεηαη σο :  

                             H(t) = ∫ h(u)du
t

0
 

θαη είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκε γηα ηελ επηινγή ηνπ θαηαιιειόηεξνπ ζηαηηζηηθνύ 

κνληέινπ επηβίσζεο θαηά ηελ αλάιπζε ελόο ζπλόινπ δεδνκέλσλ.  

Ζ ζσξεπηηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο γηα ην κνληέιν ηνπ Cox νξίδεηαη σο 

εμήο: 
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H(t,x) = ∫  0( ) x ΄β
 

 
 du = H0(t)  x ΄β 

2.2.3 ςνάπηηζη αξιοπιζηίαρ ή ζςνάπηηζη επιβίωζηρ 

(survival function) 

Ζ ζπλάξηεζε αμηνπηζηίαο ή αιιηώο ζπλάξηεζε επηβίσζεο νξίδεηαη σο εμήο:  

S(t) = P( T > t) = 1- F(t) 

θαη είλαη ε πηζαλόηεηα έλα άηνκν λα επηβηώζεη γηα ρξόλν κεγαιύηεξν από ρξόλν 

t. 

Έπεηαη, ινηπόλ, άκεζα όηη πξόθεηηαη γηα κηα θζίλνπζα ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία 

ηζρύεη όηη γηα ηε ρξνληθή ζηηγκή κεδέλ (t=0), ε πηζαλόηεηα επηβίσζεο είλαη ίζε 

κε ηε κνλάδα (S(t)=1), ελώ γηα άπεηξν ρξόλν (t→ ) ε πηζαλόηεηα επηβίσζεο 

είλαη κεδεληθή (S(t)=0).  

H γξαθηθή παξάζηαζε ηεο S(t) ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ t, νλνκάδεηαη θακπύιε 

επηβίσζεο (survival curve).  

Ζ ζπλάξηεζε αμηνπηζηίαο γηα ην κνληέιν ηνπ Cox νξίδεηαη σο εμήο:                 

S(t) =  e
-H(t)  

=  e-H0(t)e
  β

  =   S0(t) e
x΄β

 

Πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε γηα ηε ζπλάξηεζε επηβίσζεο ηνπ ρξόλνπ t, θαη από 

απηή κπνξεί λα εθηηκεζεί ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο νπνηνπδήπνηε αηόκνπ πνπ 

ζπκκεηέρεη ζηε κειέηε. 

∫ hi(z)dz 
t

0
 =   ∫ h0(z)ex ΄β

t

0
 dz        ή        Hi(t) = e

βx΄
 H0(t)        ή  e

-Hi(t) =  -  ( ) e
βx 

      ή       

Si(t) =    ( ) e
β  

 

όπνπ S0(t) = e 
[- H0(t)] 

 είλαη ε αλαθνξηθή ζπλάξηεζε επηβίσζεο (baseline survival 

function). 

Θεσξνύκε ηώξα, όηη έρνπκε κόλν κία κεηαβιεηή, ηε Υ, πνπ αληηπξνζσπεύεη ην 

είδνο ηεο ζεξαπείαο θαη ζεσξνύκε επίζεο όηη παίξλεη ηελ ηηκή 1 (x 1=1) αλ ην 

άηνκν ιακβάλεη ηε ζεξαπεία Α θαη 0 (x2=0) αλ ιακβάλεη ηε ζεξαπεία Β. Σόηε, ε 

ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο γηα ηα άηνκα πνπ αλήθνπλ ζηελ πξώηε νκάδα (Α), 
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είλαη  h(t,1) = h0(t)e
β
 , ελώ γηα ηα άηνκα ηεο νκάδαο Β ζα είλαη  h(t,0) = h0(t)e

0
 = 

h0(t) . 

Σόηε ν ιόγνο ησλ ζπλαξηήζεσλ δηαθηλδύλεπζεο γηα ηα δύν άηνκα ζα είλαη:  

HR = 
h(t,1)

h(t,0)
 = e

β
 ,   θαη επνκέλσο    S1(t) =    ( )  

β

       (2.3) 

Έηζη, αλ: 

 β> 0 ή e
β
 > 1 θαη ε δηαθηλδύλεπζε ελόο αηόκνπ πνπ ιακβάλεη ηε 

ζεξαπεία Α ζα είλαη κεγαιύηεξε από ηε δηαθηλδύλεπζε ελόο  αηόκνπ πνπ 

ιακβάλεη ηε ζεξαπεία Β ελώ ε πηζαλόηεηα επηβίσζεο ελόο αηόκνπ ηεο 

νκάδαο Α ζα είλαη κηθξόηεξε από ηελ πηζαλόηεηα επηβίσζεο ελόο αηόκνπ 

ηεο νκάδαο Β, όπσο πξνθύπηεη από ηελ (2.3) (αθνύ S0(t) < 1 ή S1(t) = 

 S ( )  
β

< S0(t) 

 β=0 ή h(t,1)=h(t,0) θαη S1(t)=S0(t), δειαδή νη δύν ζεξαπείεο ζεσξνύληαη 

ηζνδύλακεο. 

 β<0 ή 0 < e
β
 < 1 θαη ε δηαθηλδύλεπζε ελόο αηόκνπ πνπ ιακβάλεη ηε 

ζεξαπεία Α ζα είλαη κηθξόηεξε από ηε δηαθηλδύλεπζε ελόο αηόκνπ πνπ 

ιακβάλεη ηε ζεξαπεία Β ελώ ε πηζαλόηεηα επηβίσζεο ελόο αηόκνπ ηεο  

νκάδαο Α ζα είλαη κεγαιύηεξε από ηελ πηζαλόηεηα επηβίσζεο ελόο 

αηόκνπ ηεο νκάδαο Β. 

2.3 Δκηίμηζη ηων ζςνηελεζηών β ηος μονηέλος ηος Cox 

2.3.1 Μέθοδορ μέγιζηηρ πιθανοθάνειαρ 

Αθνύ νξίζηεθε ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox, απηό πνπ 

αθνινπζεί είλαη ε εθηίκεζε ησλ ζπληειεζηώλ παιηλδξόκεζεο β ηνπ κνληέινπ. Ζ 

κέζνδνο πνπ δόζεθε πξώηε θαη ρξεζηκνπνηείηαη αθόκα θαη ζήκεξα, νθείιεηαη 

ζηνλ Cox θαη βαζίδεηαη ζηε ζπλάξηεζε κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο.  

Δπεηδή ε αλαθνξηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο  h0(t) δελ θαζνξίδεηαη 

παξακεηξηθά, δελ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ε ζπλεζηζκέλε ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ δηαλύζκαηνο β. Ο ζθνπόο είλαη λα εθηηκεζεί 
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ην β κε βάζε ηελ πιεξνθνξία πνπ πξνθύπηεη από ηα παξαηεξνύκελα δεδνκέλα, 

ρσξίο λα ρξεηάδεηαη λα εκπιαθεί ε h0(t). 

Θεσξνύκε έλα ζύλνιν N αηόκσλ θαη ππνζέηνπκε όηη ππάξρνπλ ζπλνιηθά k 

πιήξεηο, δηαθεθξηκέλνη ρξόλνη θαη N-k απνθνκκέλνη ρξόλνη. Έζησ t (1) , t(2) ,....,  

t(k) νη k ηαμηλνκεκέλνη πιήξεηο ρξόλνη θαη R(t(j)) ή Rj ην ζύλνιν ησλ αηόκσλ πνπ 

βξίζθνληαη ζε θίλδπλν ζην ρξόλν t(j), δειαδή ην ζύλνιν ησλ αηόκσλ πνπ είλαη 

ππό παξαθνινύζεζε ηε ρξνληθή ζηηγκή t (j).  πκβνιίδνπκε κε x (j)  =( x(j)1, x(j)2 ,...., 

x(j)p) ,  1<j< k  ην δηάλπζκα ησλ ζπκκεηαβιεηώλ πνπ αληηζηνηρεί ζην άηνκν κε 

πιήξε ρξόλν δσήο  t(j) , 1< j < k . 

O Cox (1975), εηζεγήζεθε ηελ αθόινπζε ζπλάξηεζε γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ β: 

L(β) = ∏ {
e
β΄xj 

∑ e
β΄xi  i Rj

}k
j=1    (2.4) 

ηελ νπνία νλόκαζε κεξηθή πηζαλνθάλεηα (partial likelihood).  

Παξόιν πνπ ε παξαπάλσ πηζαλνθάλεηα δελ είλαη κηα πηζαλνθάλεηα κε ηε 

ζπλεζηζκέλε έλλνηα (αθνύ δελ πξνθύπηεη από ηελ πηζαλόηεηα θάπνηνπ 

παξαηεξνύκελνπ απνηειέζκαηνο), έρεη απνδεηρηεί από ηνλ Cox όηη ε L(β) κπνξεί 

λα ρξεζηκνπνηεζεί ζαλ κία ζπλεζηζκέλε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο, 

επηηξέπνληαο έηζη ηελ εθηίκεζε ηνπ β κε ηηο ζπλεζηζκέλεο δηαδηθαζίεο. πλεπώο 

ε εθηηκήηξηα β̂ ηνπ β πνπ πξνθύπηεη είλαη ακεξόιεπηε, ζπλεπήο θαη αζπκπησηηθά 

Καλνληθή θαηαλνκή, ελώ ην δηάλπζκα score u(β), ε παξαηεξνύκελε πιεξνθνξία 

I(β) (information matrix), ν ιόγνο ηεο πηζαλνθάλεηαο ι (likelihood ratio) θαζώο 

θαη νη έιεγρνη ππνζέζεσλ πνπ βαζίδνληαη ζηελ πνζόηεηα L(β) ζπκπεξηθέξνληαη 

αθξηβώο όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο ζπλεζηζκέλεο πηζαλνθάλεηαο.  

Οη ζπληειεζηέο παιηλδξόκεζεο β, εθηηκώληαη (όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο 

πηζαλνθάλεηαο), από ηηο ηηκέο β̂ πνπ κεγηζηνπνηνύλ ηε κεξηθή πηζαλνθάλεηα L(β) 

ή ηζνδύλακα ην ινγάξηζκν ηεο. Ο ινγάξηζκνο ηεο κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο (log-

partial likelihood), δίλεηαη από ηε ζρέζε:  

l(β) = ln( L(β)) = ∑  β΄xjk
j=1  - ∑   {∑ e

β΄xi i Rj
}k

j=1  
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Ζ εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο β̂, βξίζθεηαη από ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

ησλ εμηζώζεσλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηε ζρέζε:    

Us(β) = 
  (β)

 βs
 = 0,   s=1,2,…,k 

Έηζη πξνθύπηεη ε παξαθάησ ζρέζε, πνπ είλαη έλα ζύζηεκα p-εμηζώζεσλ: 

Us(β) = ∑    
k
j=1  - ∑ [

∑ xis e
β΄xi

i Rj

∑ e
β΄xi

i Rj

]k
j=1  = 0       (2.5) 

Γηα λα ιπζεί ην ζύζηεκα απηό ρξεηάδνληαη επαλαιεπηηθέο δηαδηθαζίεο, όπσο ε 

κέζνδνο Newton-Raphson πνπ ρξεζηκνπνηείηαη θαη από δηάθνξα πξνγξάκκαηα. 

Ξεθηλώληαο από κηα αξρηθή ιύζε β̂
(0)

, ν αιγόξηζκνο ππνινγίδεη επαλαιεπηηθά ην 

β̂
(n+1)

 από ηελ παξαθάησ  ζρέζε, κέρξη λα ζπγθιίλεη. 

β̂
(n+1)

 = β̂
(n+1)

 + Η
-1

(β̂
(n)

)U(β̂
(n)

) 

Παξαγσγίδνληαο ηε ζρέζε (2.5) σο πξνο βs, παίξλνπκε: 

-
 
2
 

 β  βs
  =  ∑ ∑  xir [xis - 

∑ x se
β΄  

  Rj   

∑ e
β΄x

  Rj   

  
]   

e
β΄x      

∑ e
β΄x

  Rj   

 
    i Rj

k
j=1  s,l=1,2,…,p  

Ο πίλαθαο πιεξνθνξίαο, I(β) , ππνινγίδεηαη γεληθά από ηε ζρέζε:  

I(β) = -Δ*
d
2
 (β)

dβdβ΄
+  ,  αιιά ζηελ πεξίπησζε καο ηζρύεη  -Δ*

d
2
 (β)

dβdβ΄
+  = 

d
2
 (β)

dβdβ΄
 

Ζ κεξηθή πηζαλνθάλεηα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί όηαλ δελ ππάξρνπλ ηζόηηκεο 

παξαηεξήζεηο (ties) ζηα δεδνκέλα καο, δειαδή αλ θάζε πιήξεο  ρξόλνο 

εκθαλίδεηαη κία κόλν θνξά. Αλ ζηα δεδνκέλα ππάξρνπλ ηζόηηκεο παξαηεξήζεηο, 

ηόηε γηα ηε ζπλάξηεζε κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο ρξεζηκνπνηνύληαη πξνζεγγίζεηο 

πνπ πξνηάζεθαλ θπξίσο από ηνλ Breslow θαη από ηνλ Efron.  

2.3.1.1 Πιθανοθάνεια ηος Breslow 

πλήζσο, ρξεζηκνπνηείηαη ε απιή πξνζέγγηζε ηνπ Breslow  

L(β) = ∏ {
e
β΄zj

    {∑  e
β΄xm

m Rj
}
dj}k

j=1   (2.6) 
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όπνπ  zj = ∑   

dj

m=1   θαη xm ην δηάλπζκα ζπκκεηαβιεηώλ ηεο κνλάδαο m, κε 

δηαθνπή ηε ζηηγκή t(j),  m=1,…,dj θαη dj ην πιήζνο ησλ απνηπρηώλ ζην ρξόλν t(j). Ζ 

ζπγθεθξηκέλε πξνζέγγηζε ζεσξείηαη αθξηβήο, όηαλ ε πνζόηεηα d j/nj είλαη κηθξή.  

2.3.1.2 Πιθανοθάνεια ηος Efron 

Ζ πξνζέγγηζε ηνπ Efron δίλεηαη από ηε ζρέζε  

L(β) = ∏
e
β΄zj

∏ ∑ eβ΄xm

m Rj
  -  

i-1

dj

 ∑ eβ΄xm

m Rj    dj
   

k
j=1        eβ΄zi 

όπνπ xm ην δηάλπζκα ησλ ζπκκεηαβιεηώλ ηνπ m-αηόκνπ θαη dj ην ζύλνιν ησλ αηόκσλ 

πνπ απνηπγράλνπλ ζην ρξόλν tj. 

2.3.1.3  Γιακπιηή Πιθανοθάνεια  

Όηαλ ην dj/nj δελ είλαη κηθξό ρξεζηκνπνηνύκε κηα πξνζέγγηζε ηνπ Cox, γηα ηελ 

νπνία ν Cox έθαλε ηελ ππόζεζε όηη ηα δεδνκέλα πξνέξρνληαη από κηα δηαθξηηή 

θαηαλνκή ρξόλνπ δσήο. Ζ κέζνδνο απηή πεξηιακβάλεη ηελ θαηακέηξεζε ησλ 

πηζαλώλ αηόκσλ πνπ είλαη ζε ξίζθν R j, ζε θάζε ηζόπαιν πιήξε ρξόλν.  

Ζ πξνζέγγηζε ηνπ Cox δίλεηαη από ηελ ζρέζε:  

L(β) = ∏
     

  ∑  e
β΄zq   

q  j

dj

j=1
  

όπνπ  j είλαη ην ζύλνιν όισλ ησλ ππνζπλόισλ ηνπ ζπλόινπ ξίζθνπ  R j κεγέζνπο 

dj. Σν πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ζπλόινπ  j είλαη  | j| = (
  

dj
)  όπνπ  nj   είλαη ην 

πιήζνο ηνπ ζπλόινπ R j  θαη κε | j| ζπκβνιίδνπκε ην πιήζνο ηνπ ζπλόινπ  j.   

ηελ πεξίπησζε πνπ δελ ππάξρνπλ ηζόηηκεο παξαηεξήζεηο ζηνπο ρξόλνπο 

επηβίσζεο, ηόηε θαη νη ηξεηο πξνζεγγίζεηο γηα ηελ εύξεζε ηεο πηζαλνθάλεηαο 

είλαη νη ίδηεο θαη δίλνπλ ην ίδην απνηέιεζκα κε ηε κεξηθή πηζαλνθάλεηα. Όηαλ 

ππάξρνπλ πνιύ ιίγεο ηζόηηκεο παξαηεξήζεηο ζηνπο ρξόλνπο επηβίσζεο, ηόηε νη 

ηηκέο ησλ ηξηώλ πξνζεγγίζεσλ ζα είλαη πνιύ θνληηλέο.  
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2.4 Έλεγσοι Τποθέζεων 

Σέζζεξηο από ηνπο πην δεκνθηιείο ηξόπνπο ειέγρνπ ππνζέζεσλ είλαη νη 

παξαθάησ: 

2.4.1 Έλεγσοι λόγος πιθανοθάνειαρ (Likelihood Ratio tests)  

Θεσξνύκε ηε κεδεληθή ππόζεζε: H0 : βj = β0 ≠ 0  κε ελαιιαθηηθή ππόζεζε ηελ: 

H1 : βj = 0  

Θεσξνύκε ηε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε:  

L(β0) = -2  
L(β0)

L(β̂)
  = 2l(β̂) – 2l(β0) 

όπνπ l(β̂)  ν ινγάξηζκνο πηζαλνθάλεηαο γηα ην ελαιιαθηηθό κνληέιν, δειαδή γηα 

ην κνληέιν ρσξίο ηε ζπκκεηαβιεηή β j θαη l(β0) ν ινγάξηζκνο ηεο πηζαλνθάλεηαο 

γηα ην κνληέιν ηεο κεδεληθήο ππόζεζεο, δειαδή γηα ην κνληέιν όπνπ β j = β0 . 

Σέινο, ειέγρνπκε γηα ηελ L(β0) αλ αθνινπζεί θαηαλνκή   p
2 κε βαζκό ειεπζεξίαο 

p, ίζν κε ην ζύλνιν ησλ ζπκκεηαβιεηώλ ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ κειεηάηαη.  

2.4.2 Έλεγσορ Wald 

Θεσξνύκε ηε κεδεληθή ππόζεζε: H0 : β = β0  κε ελαιιαθηηθή ππόζεζε ηελ:         

H1 : β ≠ β0 

Θεσξνύκε ηελ ειεγρνζπλάξηεζε Wald, ε νπνία νξίδεηαη γηα θάζε κεηαβιεηή j 

σο εμήο:                

                         W = ,
βĵ    βj(0)

se(βĵ)
-
2

       θαη ηελ ζπγθξίλνπκε κε ηελ θαηαλνκή    

2
. 

πλήζσο εμεηάδνπκε ηελ H0: β = 0. 

2.4.3 Έλεγσοι Score  

Θεσξνύκε ηε κεδεληθή ππόζεζε: H0 : β = β0. Θεσξνύκε ηε ζηαηηζηηθή 

ζπλάξηεζε: 
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S = 
U΄(β0) (β )

Η(β0)
   =   

  (β )

Η(β0)
     όπνπ    U(β0) = 

  ln L(β0) 

 β0
   θαη ε παξαηεξνύκελε πιεξνθνξία 

δίλεηαη από ηελ ζρέζε   I(β0) = - 
  2 ln L(β0)

 β0
2  . 

Σν score test αθνινπζεί πξνζεγγηζηηθά  1
2 θαηαλνκή κε 1 βαζκό ειεπζεξίαο, 

όηαλ ε Ζ0 είλαη αιεζήο. 

Οη ηξεηο απηνί έιεγρνη είλαη αζπκπησηηθά ηζνδύλακνη, αιιά ζε κηθξά δείγκαηα 

κπνξεί λα δηαθέξνπλ. Όηαλ δηαθέξνπλ, ν έιεγρνο ιόγνπ πηζαλνθάλεηαο ζεσξείηαη 

ν πην αμηόπηζηνο, ελώ ν έιεγρνο ηνπ Wald ζεσξείηαη ν ιηγόηεξν αμηόπηζηνο 

έιεγρνο. Γηα κηθξόηεξεο ηηκέο ηνπ β̂, νη 3 έιεγρνη είλαη ζρεδόλ νη ίδηνη, ελώ γηα 

κεγαιύηεξεο ηηκέο ηνπ β̂ ε δηαθνξά κεηαμύ ησλ ειέγρσλ κεγαιώλεη.  

2.4.4 Γιάζηημα εμπιζηοζύνηρ  

Σα δηαζηήκαηα εκπηζηνζύλεο δεκηνπξγνύληαη ζπλήζσο βάζε ηνπ ζηαηηζηηθνύ 

Wald. 

Σν δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο ηνπ  β̂ είλαη ην: 

(e (β̂-za 2se(β̂)) , e (β̂+za 2se(β̂))) 

2.5 ύγκπιζη δύο καηανομών επιβίωζηρ 

Έζησ όηη έρνπκε θάπνηα δεδνκέλα επηβίσζεο, ζηα νπνία πξνζαξκόδνπκε ην κνληέιν 

αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox, σο πξνο κία δείθηξηα κεηαβιεηή Υ, ε νπνία παίξλεη 

ηηο ηηκέο 1 θαη 0 : 

Υ = {
1, αλ ην άηνκν αλήθεη ζηελ θαηεγνξία 1, κε θαηαλνκή επηβίσζεο S1(t)
0, αλ ην άηνκν αλήθεη ζηελ θαηεγνξία 2, κε θαηαλνκή επηβίσζεο S2(t)

 

πλεπώο ην κνληέιν ηνπ Cox γίλεηαη : 

h(t,x) = h0(t)e
βx

 θαη h(t,1) = h0(t)e
β 

Δπεηδή ε αλαθνξηθή ζπλάξηεζε h0(t) πξνθύπηεη από ηε ζπλάξηεζε θηλδύλνπ γηα όιεο ηηο 

ζπκκεηαβιεηέο ίζεο κε 0, πξνθύπηεη όηη h0(t) = h2(t) ή S0(t) = S2(t) θαη έρνπκε : S1(t) = 

 S2(t) 
e
β

. πλεπώο, ν έιεγρνο ηεο ππόζεζεο Ζ0 : S1(t) = S2(t), είλαη ηζνδύλακνο κε ηνλ 
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έιεγρν Ζ0 : β=0 ( αθνύ από ηελ παξαπάλσ ζρέζε πξνθύπηεη όηη S1(t) = S2(t) γηα β=0). 

Γηα ηνλ έιεγρν ηεο παξαπάλσ ππόζεζεο κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλαλ από ηνπο 

ειέγρνπο πνπ αλαθέξζεθαλ πξνεγνπκέλσο. 

Αλ έρνπκε κόλν κία κεηαβιεηή πνπ παίξλεη ηηο ηηκέο 0 θαη 1, ε ζπλάξηεζε score ζα καο 

δώζεη έλαλ απιό έιεγρν, αθνύ ζα είλαη 1x1, δειαδή ζα είλαη έλαο αξηζκόο, όπσο ε 

παξαηεξνύκελε πιεξνθνξία. 

Δπνκέλσο έρνπκε όηη p = 1 θαη έζησ όηη xi, i =1,2,…,N είλαη ε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο Υ 

πνπ αληηζηνηρεί ζην γεγνλόο κε πιήξε ή απνθνκκέλν ρξόλν ti , ελώ x(j), j = 1,2,…,k είλαη 

ε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο Υ πνπ αληηζηνηρεί ζην γεγνλόο κε πιήξε ρξόλν t(j) όπνπ t(1) < t(2) < 

… < t(k) νη πιήξεηο ρξόλνη. Σν δηάλπζκα score γίλεηαη :  

U(β) = ∑   
k
j=1  - ∑ *

∑ xi e
β΄xi

i Rj

∑ e
β΄xi

i Rj

+k
j=1   (2.7).  

ηε ζπλέρεηα ηαμηλνκνύκε ηνπο ρξόλνπο θαηά αύμνπζα θαη κεηά ππνινγίδνπκε ηηο 

πνζόηεηεο d1j, dj , N1j θαη N2j. 

Οξίδνπκε  

d1j = I( tj είλαη έλαο πιήξεο ρξόλνο ηεο νκάδαο 1 κε ζπλάξηεζε επηβίσζεο S1(t) ) 

dj = I( tj είλαη έλαο πιήξεο ρξόλνο )   

N1j : ην πιήζνο ησλ αηόκσλ ηεο νκάδαο 1 κε ζπλάξηεζε επηβίσζεο S1(t)  πνπ είλαη ζε 

θίλδπλν ζηνλ πιήξε ρξόλν tj 

N2j : ην πιήζνο ησλ αηόκσλ ηεο νκάδαο 2 κε ζπλάξηεζε επηβίσζεο S2(t) πνπ είλαη ζε 

θίλδπλν ζηνλ πιήξε ρξόλν tj 

Δπεηδή xi = 0 ή 1, ν αξηζκεηήο ζηε ζρέζε (2.7) ζα γίλεη e
β
 + e

β
 + …+ e

β
 , n1t – θνξέο. 

Όηαλ ην xi = 0, δειαδή όηαλ ην άηνκν αλήθεη ζηε δεύηεξε νκάδα κε ζπλάξηεζε 

επηβίσζεο S2(t), ηόηε κεδελίδεηαη ν όξνο xie
βxi θαη δε ζπκβάιιεη ζην άζξνηζκα ηνπ 

αξηζκεηή.  Έηζη, ν παξνλνκαζηήο ηεο ζρέζεο (2.7) κπνξεί λα γξαθεί σο ην άζξνηζκα ησλ 

όξσλ ηνπ αξηζκεηή ζπλ ην πιήζνο ησλ αηόκσλ ηεο δεύηεξεο νκάδαο πνπ είλαη ζε 

θίλδπλν ζην ρξόλν tj, αθνύ ζηνλ παξνλνκαζηή έρνπκε ην άζξνηζκα ησλ όξσλ e
βxi αληί 

xie
βxi

 θαη όηαλ ζα είλαη xi =0, ζα έρνπκε e
βxi  = 1. Βάζε ησλ ζπκβνιηζκώλ, ην δηάλπζκα 
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score ζηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε κία κόλν κεηαβιεηή κε ηηκέο 0 θαη 1, ε ζρέζε (2.7) 

γίλεηαη : 

U(β) = ∑ d1j   
d1j N1je

β 

 N2j N1je
β 

N
j=1  

Ζ παξαηεξνύκελε πιεξνθνξία, είλαη ζηελ πεξίπησζε απηή, ε πνζόηεηα  - 
d
2
 (β) 

 β2
   θαη έηζη 

έρνπκε 

I(β) =  - 
d
2
 (β) 

 β2
 =   ∑

∑ e
βxi 

i Rj
∑ xi

2
 e
βxi

i Rj 
 - (∑ xi e

βxi
i Rj

)
 2

(∑ e
βxi

i Rj
)
2

k
j=1   = 

∑
dj(N1je

β
 + N2j) N1je

β
 – (N1je

β
)
2

(N1je
β
 + N2j)

2

k
j=1  = ∑

dj (N1je
β
)
2
 +N1j N2je

β
)
2
 –  (N1je

β
)
2
  

(N1je
β
 + N2j)

2

k
j=1    ή                               

I(β) = ∑
djN1jN2je

β

(N1je
β
 + N2j)

2

k
j=1  

 

Γηα ηνλ έιεγρν ηεο Ζ0 : β = 0, έρνπκε όηη Q = 
U(0)

2

I(0)

  
θαη επνκέλσο έρνπκε                        

U(0) = ∑ d1j-  
djN1j

N1j + N2j

k
j=1     θαη     Η(0) = ∑

djN1jN2j

(N1j + N2j)
2

k
j=1    . 

Ζ Q αθνινπζεί πξνζεγγηζηηθά ηελ Υ(1)
2  θαηαλνκή θαη έηζη βξίζθνπκε ηε p-ηηκή ηνπ 

ειέγρνπ θαη αλ ε ηηκή απηή είλαη κηθξή, ηόηε ε κεδεληθή ππόζεζε ηεο ηζόηεηαο ησλ δύν 

θαηαλνκώλ απνξξίπηεηαη. 

2.6 Έλεγσοι ηηρ  ςπόθεζηρ αναλογικήρ διακινδύνεςζηρ ζηο 

μονηέλο ηος Cox 

2.6.1 Γενικά  

Γηα λα έρνπλ λόεκα ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ πξνζαξκνγή ηνπ 

κνληέινπ αλαινγηθήο  δηαθηλδύλεπζεο  ηνπ Cox, πξέπεη πξηλ από απηό, λα 

ειέγρνπκε αλ ε ππόζεζε ηεο αλαινγηθόηεηαο ησλ θηλδύλσλ ηζρύεη, δειαδή αλ ν 

ιόγνο 

h (t)

hj(t)
 = 

h0(t)e
β΄x 

h0(t)e
β΄xj

  = eβ΄(xl
-x

j
) 

κεηαμύ ησλ ζπλαξηήζεσλ δηαθηλδύλεπζεο δύν κνλάδσλ l θαη j, είλαη αλεμάξηεηνο 

ηνπ ρξόλνπ. 
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Ο έιεγρνο απηόο κπνξεί λα γίλεη είηε γξαθηθά  (Hess, 1995), είηε κε δηάθνξεο 

ειεγρνζπλαξηήζεηο πνπ ππάξρνπλ γηα ηνλ έιεγρν απηό (παξόιν πνπ νη 

ειεγρνζπλαξηήζεηο δελ ρξεζηκνπνηνύληαη επξέσο). Σν δεύηεξν βήκα ζηελ 

πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ είλαη, ζηελ πεξίπησζε πνπ ππάξρνπλ πνιιέο 

ππνςήθηεο κεηαβιεηέο, λα νξίζνπκε έλα βαζηθό πιάλν γηα ηελ επηινγή ησλ 

κεηαβιεηώλ πνπ ζα ζπκπεξηιεθζνύλ ζην κνληέιν. Αθνύ βξνύκε ηηο θαηάιιειεο 

κεηαβιεηέο γηα ην κνληέιν θαη πξνζαξκόζνπκε ζηα δεδνκέλα απηώλ ην κνληέιν 

παιηλδξόκεζεο ηνπ Cox, πξέπεη ζηε ζπλέρεηα (3ν βήκα) λα εμεηάζνπκε θαηά 

πόζν ην κνληέιν είλαη ηθαλνπνηεηηθό ή αλ ζέιεη βειηίσζε.  

ηελ πεξίπησζε πνπ βξνύκε όηη ε ππόζεζε ηεο αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο δελ 

ηζρύεη, ηόηε είηε θάλνπκε κεηαζρεκαηηζκνύο ησλ δεδνκέλσλ έηζη ώζηε λα 

ηθαλνπνηείηαη ε ππόζεζε ηεο αλαινγηθόηεηαο ή ζα πξέπεη λα επηιέμνπκε κία 

ελαιιαθηηθή θιάζε κνληέισλ πνπ λα είλαη πην θαηάιιειε γηα ηα δεδνκέλα καο.  

Έλαο ηξόπνο γηα ηνλ έιεγρν ηεο ππόζεζεο ηεο αλαινγηθήο  δηαθηλδύλεπζεο είλαη 

ε πξόζζεζε κηαο ρξνληθά εμαξηώκελεο κεηαβιεηήο ζην κνληέιν.  

Θεσξνύκε κία κειέηε επηβίσζεο ζηελ νπνία θάζε  κπαηαξία έρεη ηνπνζεηεζεί ζε 

κία από δύν νκάδεο, αλάινγα κε ην ηη κάξθα είλαη ε Α ή  ε Β. Μαο ελδηαθέξεη αλ 

ν ιόγνο δηαθηλδύλεπζεο ζηνλ ρξόλν t ηεο κηαο νκάδαο ζε ζρέζε κε ηελ άιιε, 

είλαη αλεμάξηεηνο ηνπ ρξόλνπ επηβίσζεο.  

Σν κνληέιν ηνπ Cox γηα ηελ ζπγθεθξηκέλε κειέηε γηα ηελ i κπαηαξία είλαη:  

hi(t) = exp(β1x1i) h0(t), 

όπνπ x1i είλαη ε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο x1, ε νπνία είλαη 0 γηα ηελ νκάδα Α θαη 1 

γηα ηελ νκάδα Β. Ο ιόγνο δηαθηλδύλεπζεο κηαο κπαηαξίαο πνπ αλήθεη ζηελ 

νκάδα Β, ζε ζρέζε κε έλαλ πνπ αλήθεη ζηελ νκάδα Α είλαη  e
β1, ν νπνίνο είλαη 

αλεμάξηεηνο ηνπ ρξόλνπ επηβίσζεο.  

Σώξα νξίδνπκε κηα ρξνληθά εμαξηεκέλε επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή x 2, όπνπ  x2 = 

x1t. Αλ απηή ε κεηαβιεηή πξνζηεζεί ζην κνληέιν, ε ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο 

γίλεηαη  
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hi(t) = exp(β1x1i + β2x2i)h0(t) 

όπνπ x2 = x1t. Ο λένο  ιόγνο δηαθηλδύλεπζεο γηα ρξόλν t είλαη exp(β 1 + β2t), όπνπ 

x2= t, όηαλ ε κπαηαξία αλήθεη ζηελ νκάδα Β θαη 0 δηαθνξεηηθά. Παξαηεξνύκε 

όηη ν ιόγνο δηαθηλδύλεπζεο εμαξηάηαη από ην ρξόλν θαη ην παξαπάλσ κνληέιν 

δελ είλαη πηα κνληέιν αλαινγηθήο  δηαθηλδύλεπζεο. πγθεθξηκέλα, αλ β2<0 ν 

ιόγνο  δηαθηλδύλεπζεο κεηώλεηαη κε ην ρξόλν. Απηό ζεκαίλεη όηη ε ζπλάξηεζε 

δηαθηλδύλεπζεο ηεο νκάδαο Β ζε ζρέζε κε ηελ Α κεηώλεηαη κε ην ρξόλν. Αλ β1<0  

ζα κπνξνύζακε λα πνύκε όηη ε νκάδα Β γίλεηαη θαιύηεξε, όζν πεξλάεη ν ρξόλνο. 

Από ηελ άιιε, αλ β2>0 ν ιόγνο δηαθηλδύλεπζεο ηεο νκάδαο Β απμάλεη κε ην 

ρξόλν, αληαλαθιώληαο έλα απμεκέλν ζύλνιν νινθιήξσζεο ησλ γεγνλόησλ ηεο 

νκάδαο Β ζε ζρέζε κε ηελ Α. Σέινο, αλ β2=0 , ν ιόγνο δηαθηλδύλεπζεο είλαη e
β1, 

δειαδή ζηαζεξόο. 

2.6.2 Γπαθικέρ μέθοδοι για ηον έλεγσο ηηρ αναλογικόηηηαρ 

ηων κινδύνων 

Όπσο αλαθέξακε θαη παξαπάλσ, ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο, γηα ην κνληέιν ηνπ 

Cox, ελόο αηόκνπ κε δηάλπζκα ζπκκεηαβιεηώλ x=(x1,x2,…,xp) νξίδεηαη σο: 

S(t,x) = S0(t)
  ΄    

Λνγαξηζκίδνληαο ηελ παξαπάλσ εμίζσζε πξνθύπηεη ε ζρέζε  

- ln(S(t,x)) = e
β΄x

[- ln(S0(t))] 

θαη ινγαξηζκίδνληαο  μαλά ηελ παξαπάλσ ζρέζε πξνθύπηεη ε αθόινπζε  

ln[- ln(S(t,x))] = β΄x + ln[- ln(S0(t))] 

Θεσξνύκε x1 θαη x2 ηα δηαλύζκαηα ησλ ζπκκεηαβιεηώλ δύν αηόκσλ. Κάησ από 

ηελ ππόζεζε ηεο αλαινγηθόηεηαο (Καξώλε, 2009), νη ζπλαξηήζεηο ln[- ln(S(t,x1))]         

θαη ln[- ln(S(t,x2))] ζα έρνπλ κηα ζηαζεξή απόζηαζε, β΄x1 θαη β΄x2 αληίζηνηρα, από 

ηνλ αλαθνξηθό αζξνηζηηθό θίλδπλν  ln[- ln(S0(t))]. Γηα ηηο δύν απηέο ζπλαξηήζεηο 

ηζρύεη ln[- ln(S(t,x1))] =   ln[- ln(S(t,x2))  + β΄(x1 – x2). Δπνκέλσο, αλ ζρεδηάζνπκε ηηο 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ln[- ln(S(t,x))] ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ, νη δύν 
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θακπύιεο πνπ ζα πξνθύςνπλ ζα είλαη παξάιιειεο θαη ζα  απέρνπλ κεηαμύ ηνπο 

απόζηαζε ζηαζεξή θαη ίζε κε β (x1 – x2). Έηζη, έλαο πξώηνο έιεγρνο πνπ ζα 

κπνξνύζε λα γίλεη γηα ηνλ έιεγρν ηεο αλαινγηθόηεηαο ηεο δηαθηλδύλεπζεο, είλαη 

ε γξαθηθή παξάζηαζε απηή. Αλ νη θακπύιεο πνπ ζα πξνθύςνπλ είλαη 

παξάιιειεο ή ζρεδόλ παξάιιειεο, ηόηε ζεσξνύκε όηη ηζρύεη ε ππόζεζε ηεο 

αλαινγηθόηεηαο. 

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο πνπ δεκηνπξγνύκε, βαζίδνληαη ζηελ εθηίκεζε ησλ 

πνζνηήησλ S(t,x) κε κεζόδνπο πνπ δε ρξεζηκνπνηνύλ ηελ ππόζεζε ηεο 

αλαινγηθόηεηαο ησλ θηλδύλσλ. Σέηνηεο κέζνδνη είλαη ε εθηίκεζε ηεο ζπλάξηεζεο 

επηβίσζεο κε ηε κέζνδν ησλ Kaplan-Meier (ηελ νπνία ζα νξίζνπκε παξαθάησ). 

Χζηόζν ε εθηηκήηξηα Kaplan-Meier δελ ιακβάλεη ππόςε ηηο ηηκέο ησλ άιισλ 

ζπκκεηαβιεηώλ πνπ πεξηιακβάλνληαη ζηελ αλάιπζε, πέξα από απηήλ πνπ 

θαζνξίδεη ηηο νκάδεο. Δπνκέλσο, αλαδεηνύκε κηα πην βειηησκέλε κνξθή απηνύ 

ηνπ γξαθηθνύ ειέγρνπ. Γη‟ απηό ην ιόγν ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ εθηηκήηξηα 

Breslow ζηελ ζέζε ηεο , δειαδή ηελ  

Ŝ0(t) = e-Ĥ0(t)       κε    H0(t) = ∑
 dj

∑ eβ̂΄xii Rj

t(j) ≤ t  

ιακβάλνληαο ππόςε όιεο ηηο ζεκαληηθέο ζπκκεηαβιεηέο ελόο 

ζηξσκαηνπνηεκέλνπ  κνληέινπ ηνπ Cox. Όηαλ ρξεηάδεηαη λα κειεηεζεί ε 

επίδξαζε ελόο επηπέδνπ κηαο θαηεγνξηθήο κεηαβιεηήο Ε, ζε ζρέζε κε άιιεο 

κεηαβιεηέο ρσξίο λα ελδηαθέξεη ε επίδξαζε ηεο Ε ζην απνηέιεζκα, ηόηε 

ρξεζηκνπνηείηαη κηα επέθηαζε ηνπ κνληέινπ αλαινγηθνύ θηλδύλνπ ηνπ Cox. 

Δπίζεο, όηαλ κηα κεηαβιεηή έρεη επίπεδα πνπ δεκηνπξγνύλ ζπλαξηήζεηο 

θηλδύλνπ νη νπνίεο δελ ηθαλνπνηνύλ ηελ ππόζεζε ηεο  αλαινγηθόηεηαο, ηόηε 

ζηξσκαηνπνηνύκε σο πξνο ηε κεηαβιεηή απηή. Σν κνληέιν πνπ πξνθύπηεη 

νλνκάδεηαη ζηξσκαηνπνηεκέλν κνληέιν ηνπ Cox (stratified Cox model) θαη 

εθαξκόδεηαη αθνύ ζεσξήζνπκε ηε ζηξσκαηνπνίεζε ησλ δεδνκέλσλ ηεο Ε ζε 

ππννκάδεο, θάζε κία από ηηο νπνίεο ραξαθηεξίδεηαη από έλα επίπεδν ηνπ 

παξάγνληα. Σν ζηξσκαηνπνηεκέλν κνληέιν επηηξέπεη ζηε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο 

θηλδύλνπ λα αιιάδεη αλάκεζα ζηα επίπεδα ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο κεηαβιεηήο. 

Ζ κεηαβιεηή Ε κπνξεί εθηόο από θαηεγνξηθή λα είλαη ην απνηέιεζκα ρσξηζκνύ 
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κίαο πνζνηηθήο κεηαβιεηήο ζε νκάδεο. Έηζη έλαο γξαθηθόο έιεγρνο ηεο ππόζεζεο 

ηεο αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο, πξνθύπηεη αληηθαζηζηώληαο ηελ παξαπάλσ 

εθηηκήηξηα Kaplan-Meier κε ηελ θαηά ζηξώκαηα εθηηκήηξηα ηεο ζπλάξηεζεο 

επηβίσζεο. 

2.6.2.1 Δκηιμήηπια Kaplan-Meier 

Όηαλ νη εθαξκνγέο εκπεξηέρνπλ από δεμηά απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο 

ρξεζηκνπνηείηαη ε εθηηκήηξηα Kaplan-Meier ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο, ε νπνία 

έρεη απνθηήζεη πνιύ κεγάιε ρξεζηηθή αμία. Έζησ ηπραίν δείγκα N κνλάδσλ, 

κεξηθέο εθ ησλ νπνίσλ θαηαζηξέθνληαη θαηά ηηο δηαθεθξηκέλεο ρξνληθέο ζηηγκέο  

t(1)<t(2)< … <t(k), k N. Έζησ όηη θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή t (j) θαηαζηξέθνληαη dj 

κνλάδεο, ελώ ακέζσο πξηλ από ηε ζηηγκή απηή ιεηηνπξγνύζαλ Nj κνλάδεο. Ο 

αξηζκόο Nj πεξηιακβάλεη όιεο ηηο κνλάδεο πνπ γλσξίδνπκε όηη ιεηηνπξγνύλ 

εθείλε ηε ζηηγκή, δειαδή απηέο κε ρξόλν ιεηηνπξγίαο t    t(j), αλεμάξηεηα από ην 

αλ ζηε ζπλέρεηα ζα δηαθνπεί ε ιεηηνπξγία ηνπο ή ζα ζπλερίδνπλ λα ιεηηνπξγνύλ 

κεηά ην πέξαο ηνπ πεηξάκαηνο (απνθνκκέλεο ηηκέο). Γελ πεξηιακβάλεη ηηο 

κνλάδεο πνπ έρνπλ ήδε θαηαζηξαθεί, νύηε ηηο κνλάδεο κε απνθνκκέλεο ηηκέο 

πξηλ ηε ζηηγκή t(j). 

Ζ εθηηκήηξηα Kaplan-Meier νξίδεηαη σο εμήο: 

Ŝ(t) = 
N1 - d1

N1

  
 2 - d2

N2

……… 
Ni - di

Ni

 

όπνπ ni ν αξηζκόο ησλ κνλάδσλ πνπ ήηαλ ζε ιεηηνπξγία αθξηβώο πξηλ από ηε 

ρξνληθή ζηηγκή ti θαη  i : ti  ≤ t <  ti+1. 

Δπνκέλσο  

Ŝ(t) = {       
∏  

   -    

  
j: t(j) ≤ t    όηαλ  t   t(1)                 

1      όηαλ    t   t(1)                  
(2.8) 

θαη 

                                 se(Ŝ(t)) = Ŝ(t) ,∑
dj

Nj(Nj - dj)
t(j)≤ t -

1 2
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 3 

ΤΠΟΛΟΗΠΑ ΣΟ ΜΟΝΣΔΛΟ ΣΟΤ COX 

3.1 Γενικά 

Σα ππόινηπα ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηνλ έιεγρν δηαθνξεηηθώλ ζεκάησλ πνπ 

αθνξνύλ ηελ θαηαιιειόηεηα ηνπ κνληέινπ ηνπ Cox, όπσο γηα ηνλ έιεγρν ηεο 

ππόζεζεο αλαινγηθόηεηαο ηεο δηαθηλδύλεπζεο , γηα ηνλ έιεγρν ηεο 

θαηαιιειόηεηαο ηνπ κνληέινπ θαζώο θαη γηα ηελ εύξεζε άηππσλ ζεκείσλ. 

Δπίζεο ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ εύξεζε ηεο ζπλαξηεζηαθήο κνξθήο κηαο 

εξκελεπηηθήο κεηαβιεηήο πνπ ζα εηζαρζεί ζην κνληέιν όηαλ ππάξρνπλ ήδε 

άιιεο κεηαβιεηέο (Collett, 2003). 

ηα γξακκηθά κνληέια ηα ζθάικαηα θαηαλέκνληαη θαλνληθά θαη αλ ην κνληέιν 

πνπ πξνζαξκόδνπκε ζηα δεδνκέλα είλαη ζσζηό, ηα ππόινηπα ζα έρνπλ 

πξνζεγγηζηηθά Καλνληθή θαηαλνκή. Τπάξρνπλ αξθεηέο ειεγρνζπλαξηήζεηο 

θαζώο θαη δηαγλσζηηθά γξαθήκαηα όπσο ην  Q plot γηα λα εμαθξηβσζεί ε 

Καλνληθόηεηα. Σν αλάινγν ηνπ κνληέινπ ηνπ Cox είλαη ε ζύγθξηζε ηνπ 

ππνινίπνπ ηνπ Cox-Snell κε κία Δθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν 1. Απηό 

ζπκβαίλεη, αθνύ αλ ε ηπραία κεηαβιεηή Σ πνπ εθθξάδεη ην ρξόλν επηβίσζεο 

έρεη ζπλερή θαηαλνκή S(t), ηόηε ε S(T) αθνινπζεί Οκνηόκνξθε θαηαλνκή ζην 

(0,1) θαη ε Ζ(Σ) αθνινπζεί Δθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν 1.  

Σα ππόινηπα ππνινγίδνληαη γηα θάζε άηνκν ηεο έξεπλαο θαη δείρλνπλ θαηά πόζν 

ηα δεδνκέλα ζπκθσλνύλ κε ηηο πξνϋπνζέζεηο θαη ηηο πξνβιέςεηο ηνπ κνληέινπ, 

ζπλνιηθά θαη κεκνλσκέλα. Σα πην γλσζηά ππόινηπα ζην κνληέιν ηνπ Cox είλαη 

ηα ππόινηπα ησλ Cox-Snell (Cox-Snell residuals), ηα ηξνπνπνηεκέλα Cox-Snell 

ππόινηπα (Modified Cox-Snell residuals), ηα ππόινηπα Schoenfeld (Schoenfeld 

residuals), ηα ππόινηπα martingale (Martingale residuals), ηα ππόινηπα Score  

θαη ηα ππόινηπα απόθιηζεο (Deviance residuals). Κάζε έλα από  απηά 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα ειέγμεη θάπνην από ηα ζέκαηα πνπ πξναλαθέξζεθαλ.  
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3.2 Τπόλοιπα Cox-Snell (Cox-Snell residuals) 

Σα ππόινηπα Cox-Snell (Cox-Snell, 1968), ηα νπνία είλαη απηά πνπ 

ρξεζηκνπνηνύληαη πεξηζζόηεξν ζηελ αλάιπζε επηβίσζεο, είλαη νπζηαζηηθά νη 

εθηηκώκελεο ηηκέο ηεο αζξνηζηηθήο ζπλάξηεζεο θηλδύλνπ γηα ηελ i -νζηή 

παξαηήξεζε, ζηνλ αληίζηνηρν ρξόλν t i.  

Σα ππόινηπα Cox-Snell δίλνληαη από ηνλ ηύπν  

rci=  Ĥ0(ti) exp( β̂'xi ) = Ĥ( ti | xi) ,   i=1,2,…,N 
 
όπνπ    Ĥ0(ti)   είλαη ε εθηηκώκελε αλαθνξηθή αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θηλδύλνπ ε 

νπνία, ζηελ πεξίπησζε ηνπ κνληέινπ ηνπ Cox, ππνινγίδεηαη από ηε ζρέζε       

Ĥ0(ti) = -log Ŝ0(t)  = ∑
di

∑ exp β̂ xj j Ri

i:t(i)<t   ε νπνία είλαη ε εθηηκήηξηα Breslow 

(ζρέζε 2.6), όπνπ, xi = (x  1i,x 2i,…,x pi)  είλαη ην δηάλπζκα ησλ ζπκκεηαβιεηώλ ηνπ 

i αηόκνπ,  β̂΄=(β̂1,...,β̂p) είλαη νη εθηηκώκελνη ζπληειεζηέο παιηλδξόκεζεο, N είλαη 

ην πιήζνο ησλ παξαηεξήζεσλ θαη t i είλαη ν πιήξεο ή ν απνθνκκέλνο ρξόλνο ηνπ 

αηόκνπ i. 

Αλ T είλαη ε ηπραία κεηαβιεηή πνπ ζρεηίδεηαη κε ην ρξόλν επηβίσζεο ηνπ αηόκνπ 

θαη S(t) είλαη ε αληίζηνηρε ζπλάξηεζε επηβίσζεο, ηόηε ε ηπραία κεηαβιεηή Y= -

logS(t) αθνινπζεί ηελ Δθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν 1, αλεμάξηεηα από ηνλ 

ηύπν ηεο S(t). Αλ ην κνληέιν είλαη θαηάιιειν γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο η.κ. Σ, ηα 

ππόινηπα απηά ζα πξέπεη λα θαηαλέκνληαη πξνζεγγηζηηθά ζηελ Δθζεηηθή 

θαηαλνκή κε παξάκεηξν 1. Γηα ηνλ έιεγρν ηεο θαηαιιειόηεηαο ελόο κνληέινπ 

αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο, αξθεί λα ειεγρζεί αλ ηα ππόινηπα  Y θαηαλέκνληαη 

πξνζεγγηζηηθά από κηα Δθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν ι=1. Γηα ηελ Δθζεηηθή 

θαηαλνκή κε παξάκεηξν ι έρνπκε όηη  

H(y) = -log S(y) = -log(e
-ιy

) = ιy,            y ≥ 0 

θαη 

log H(y) = log[- log S(y)] = logι + logy,  y ≥ 0. 

Έηζη κία γξαθηθή παξάζηαζε ηεο πνζόηεηαο log  -log(S(rci))  = log  Ĥ(rci)] 

έλαληη ηεο πνζόηεηαο  log(rci) ζα πξέπεη λα πξνζεγγίδεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε 

κηαο επζείαο πνπ πεξλά από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ κε θιίζε κνλάδα ( επζεία y = 

x ). Δλαιιαθηηθά ζα κπνξνύζακε λα θάλνπκε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο πνζόηεηαο 
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Ĥ(rci)  έλαληη ηεο πνζόηεηαο rci  θαη λα ηε ζπγθξίλνπκε πάιη  κε ηελ επζεία y = x. 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο πνζόηεηαο Ĥ(rci) κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί είηε ε 

Kaplan-Meier  εθηηκήηξηα ηεο αζξνηζηηθήο ζπλάξηεζεο δηαθηλδύλεπζεο (ζρέζε 

2.8). 

Σα Cox-Snell ππόινηπα γεληθώο δελ πξνηείλνληαη γηα ην κνληέιν αλαινγηθήο 

δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox, αιιά ρξεζηκνπνηνύληαη θπξίσο γηα ηα παξακεηξηθά 

κνληέια επηβίσζεο όπνπ ε βαζηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο h0(t) θαζνξίδεηαη 

ή κνληεινπνηείηαη. Έρνπλ ηδηόηεηεο πνπ είλαη αξθεηά δηαθνξεηηθέο από απηέο 

πνπ έρνπλ ηα ππόινηπα πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηελ γξακκηθή παιηλδξόκεζε. 

πγθεθξηκέλα, δελ είλαη ζπκκεηξηθά θαηαλεκεκέλα γύξσ από ην κεδέλ θαη δελ 

κπνξνύλ λα είλαη αξλεηηθά ( παίξλνπλ ηηκέο ζην δηάζηεκα  0,   ). Δπηπιένλ, από 

ηελ ζηηγκή πνπ ηα ππόινηπα ππνηίζεληαη όηη αθνινπζνύλ ηελ Δθζεηηθή 

θαηαλνκή, όηαλ έρεη πξνζαξκνζηεί έλα θαηάιιειν κνληέιν, έρνπλ κηα πνιύ ινμή 

θαηαλνκή θαη ε κέζε ηηκή θαη ε δηαζπνξά γηα θάζε ππόινηπν ζα είλαη θαη νη δύν 

κνλάδεο.                                 

3.3 Σποποποιημένα Cox-Snell ςπόλοιπα (Modified Cox-

Snell residuals) 

Σα Cox-Snell ππόινηπα πνπ αληηζηνηρνύλ ζε απνθνκκέλνπο ρξόλνπο δε 

ιακβάλνληαη ππόςε ζηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο γηα ηνλ έιεγρν ηεο 

θαηαιιειόηεηαο ηνπ παξακεηξηθνύ κνληέινπ δηάξθεηαο δσήο. Γη‟ απηόλ ην ιόγν 

(γηα λα ιακβάλνπλ ππόςε ηνπο θαη ηνπο απνθνκκέλνπο ρξόλνπο) ηξνπνπνηνύκε 

ηα Cox-Snell ππόινηπα, πξνζζέηνληαο κία ζεηηθή ζηαζεξά Γ.  

Δπνκέλσο έρνπκε : 

rˈci ={

rci ,    γηα πιήξεηο ρξόλνπο

           rci +Γ,    γηα απνθνκκέλνπο ρξόλνπο.
                                 

Γηα ηνλ θαζνξηζκό ηεο πνζόηεηαο Γ ( >0 ) πνπ είλαη ηπραία κεηαβιεηή πνπ 

δειώλεη ηνλ ππνιεηπόκελν ρξόλν δσήο ηνπ αηόκνπ i (γηα ην νπνίν γλσξίδνπκε 

όηη έρεη δήζεη κέρξη ηε ρξνληθή ζηηγκή rci) ρξεζηκνπνηνύκε ηελ ηδηόηεηα 

έιιεηςεο κλήκεο ηεο Δθζεηηθήο θαηαλνκήο πνπ νδεγεί  ζην ζπκπέξαζκα όηη ε 

πνζόηεηα Γi αθνινπζεί ηελ Δθζεηηθή θαηαλνκή  κε παξάκεηξν ι=1.  
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Χο εθ ηνύηνπ, ε κέζε ηηκή ηεο Γ είλαη κνλάδα ( Δ(Γ)=1) θαη ρξεζηκνπνηώληαο 

ηελ σο ηηκή ηεο  Γ, ηα ηξνπνπνηεκέλα ππόινηπα Cox-Snell ππνινγίδνληαη από ηε 

παξαθάησ ζρέζε : 

                               rˈci ={

rci ,    γηα πιήξεηο ρξόλνπο

           rci +1,    γηα απνθνκκέλνπο ρξόλνπο.
                                             

Δηζάγνληαο έλα δείθηε δi, ν νπνίνο είλαη κεδέλ (δi = 0), αλ ν ρξόλνο είλαη 

απνθνκκέλνο θαη κνλάδα δηαθνξεηηθά, ηα ηξνπνπνηεκέλα ππόινηπα  Cox-Snell 

ππνινγίδνληαη από ηε ζρέζε: 

r΄ci  = 1-δi + rci 

Σα ηξνπνπνηεκέλα Cox-Snell ππόινηπα πνπ αληηζηνηρνύλ ζε απνθνκκέλνπο 

ρξόλνπο είλαη κεγαιύηεξα ηνπ 1, ελώ ηα ηξνπνπνηεκέλα Cox-Snell ππόινηπα πνπ 

αληηζηνηρνύλ ζε πιήξεηο ρξόλνπο παίξλνπλ κε αξλεηηθέο ηηκέο (δειαδή, γεληθά 

ηα ηξνπνπνηεκέλα Cox-Snell ππόινηπα παίξλνπλ ηηκέο ζην δηάζηεκα   0,   ) ).  

3.4 Τπόλοιπα Schoenfeld (Schoenfeld residuals ή Partial 

residuals) 

Σα ππόινηπα Schoenfeld, ηα νπνία πξόηεηλε ν Schoenfeld ην 1982 γηα ην κνληέιν 

ηνπ Cox, πιενλεθηνύλ έλαληη ησλ άιισλ ππνινίπσλ γηαηί ππνινγίδνπλ έλα 

μερσξηζηό ππόινηπν γηα θάζε άηνκν γηα θάζε κεηαβιεηή, δειαδή γηα p 

κεηαβιεηέο ζα έρνπκε p Schoenfeld ππόινηπα γηα θάζε άηνκν θαη επίζεο δε 

ρξεηάδεηαη ε εθηίκεζε ηεο αζξνηζηηθήο ζπλάξηεζεο δηαθηλδύλεπζεο H( t i | xi). 

Με ην γξάθεκα ησλ ππνινίπσλ Schoenfeld ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ κπνξνύκε λα 

ειέγμνπκε ηελ ππόζεζε ηεο αλαινγηθόηεηαο ηεο δηαθηλδύλεπζεο (PH ππόζεζε). 

Αλ ην γξάθεκα έρεη κηα ηπραία κνξθή ησλ ππνινίπσλ έλαληη ηνπ ρξόλνπ ηόηε 

ηθαλνπνηείηαη ε PH ππόζεζε. Αληίζεηα, ζεκαίλεη όηη δελ ηθαλνπνηείηαη ε 

ππόζεζε.  

Σν ππόινηπν Schoenfeld γηα ηε κεηαβιεηή x j   δίλεηαη από ηνλ ηύπν : 

rPji  =  xji-âji                (3.1) 

Παξόια απηά, κπνξνύλ λα δνζνύλ θαη από ηελ ζρέζε  rPji  =  δi{ xji-âji} ε νπνία 

ρξεζηκεύεη ζηνλ νξηζκό ησλ Score ππνινίπσλ (Παξάγξαθνο 3.7), όπνπ xji είλαη ε 
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ηηκή ηεο ζπκκεηαβιεηήο xj γηα ην i άηνκν (δειαδή ε ηηκή x ji),  âji=
∑ xj exp( β̂ˈxj)i Ri

∑ exp( β̂ˈxj)i Ri

 

i=1,…,Ν, j=1,…,p (3.2) είλαη ε αλακελόκελε ηηκή ηεο ζπκκεηαβιεηήο γηα ηα 

άηνκα πνπ βξίζθνληαη ζε ξίζθν ζην ρξόλν t i, Ν ην πιήζνο ησλ αηόκσλ θαη p ην 

πιήζνο ησλ κεηαβιεηώλ θαη δ i=0, αλ ti απνθνκκέλνο θαη δ i=1, αλ ti πιήξεο 

ρξόλνο. 

Γηα απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο (δειαδή δi=0) βιέπνπκε όηη ηα ππόινηπα 

Schoenfeld είλαη 0 γηα όιεο ηηο κεηαβιεηέο. Δπηπιένλ, αλ ε κεγαιύηεξε 

παξαηήξεζε ζε έλα δείγκα είλαη κε απνθνκκέλε, ε ηηκή ηεο âji  γη‟ απηήλ ηελ 

παξαηήξεζε, ζα είλαη ίζε κε ηελ x ji θαη έηζη rPji=0.  

Σα ππόινηπα Schoenfeld είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκα ζηνλ έιεγρν ηεο ππόζεζεο ηεο 

αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ κνληέινπ ηνπ Cox. Οη Grambsch θαη Therneau   

(1994) πξόηεηλαλ κία ηξνπνπνηεκέλε έθδνζε ησλ ππνινίπσλ Schoenfeld. Έζησ 

όηη ην δηάλπζκα rPi = (rP1i,rP2i,…,rPpi)΄ παξηζηάλεη ηα ππόινηπα Schoenfeld ηνπ i-

νζηνύ αηόκνπ, ηόηε ηα ηππνπνηεκέλα ππόινηπα Schoenfeld (scaled Schoenfeld) 

ζπκβνιίδνληαη κε r
*

Pji θαη είλαη ηα ζηνηρεία ηνπ δηαλύζκαηνο r*Pj = r V
-1

(rPj) rPj, 

όπνπ r είλαη ν αξηζκόο ησλ ζαλάησλ αλάκεζα ζηα N άηνκα θαη V
-1

(rPj)   rV(β̂), 

κε V(β̂) λα είλαη ν πίλαθαο δηαζπνξάο ησλ εθηηκήζεσλ ησλ παξακέηξσλ ζην 

πξνζαξκνζκέλν κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox. Απηά ηα ππόινηπα 

είλαη αξθεηά απιά λα ππνινγηζζνύλ.  

Οη Grambsch θαη Therneau(1994) έδεημαλ όηη ε κέζε ηηκή ηνπ i-νζηνύ scaled 

Schoenfeld ππνινίπνπ, γηα ηελ j-νζηή επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή  x j, δίλεηαη από 

ηελ ζρέζε : 

E(r
*

Pji)   βj(t(i)) - β̂j 

όπνπ βj(t(i)) είλαη ε πξαγκαηηθή ηηκή ηνπ ζπληειεζηή ηεο ζπκκεηαβιεηήο  ηνπ xj, 

ηελ ζηηγκή t(i) πνπ ζπκβαίλεη ην γεγνλόο i, θαη β̂j είλαη ε εθηίκεζε ηνπ β j κεηά ηελ 

πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ.  

Δπνκέλσο, ε γξαθηθή παξάζηαζε ησλ r
*
Pji ή ησλ r

*
Pji + β̂j σο πξνο ηνλ ρξόλν ζα 

δώζεη πιεξνθνξίεο γηα ηνλ ηύπν ηνπ β j(t). πγθεθξηκέλα, αλ ε παξαπάλσ 

γξαθηθή παξάζηαζε είλαη νξηδόληηα γξακκή, έπεηαη όηη ην β j(t) είλαη ζηαζεξό θαη 
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αλεμάξηεην ηνπ ρξόλνπ, επνκέλσο ηθαλνπνηείηαη ε ππόζεζε ηεο αλαινγηθήο 

δηαθηλδύλεπζεο.  

3.5 Τπόλοιπα Martingale (Martingale residuals)  

Σα martingale ππόινηπα (Therneau, Grambsch θαη Fleming, (1990)) 

ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ εύξεζε άηππσλ ζεκείσλ αιιά θπξίσο γηα ηελ εύξεζε 

ηεο ζπλαξηεζηαθήο κνξθήο κηαο κεηαβιεηήο πνπ πξόθεηηαη λα εηζαρζεί ζην 

κνληέιν ηνπ Cox θαη ππνινγίδνληαη από ηε ζρέζε:  

r Mi =δi - rci 

 όπνπ        δi = {      
0,     γηα κε απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο
1 ,   γηα απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο  .

           

Σα martingale ππόινηπα παίξλνπλ ηηκέο από -   κέρξη 1, κε ηα ππόινηπα γηα 

απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο λα είλαη αξλεηηθά. Δπίζεο δελ θαηαλέκνληαη 

ζπκκεηξηθά γύξσ από ην κεδέλ, αθόκα θαη όηαλ ην πξνζαξκνζκέλν κνληέιν 

είλαη ζσζηό. Σν άζξνηζκά ηνπο είλαη κεδέλ. ε κεγάια δείγκαηα δε, είλαη 

αλεμάξηεηα ην έλα κε ην άιιν θαη ε αλακελόκελε ηνπο ηηκή είλαη κεδέλ. Αλ 

θάπνην martingale ππόινηπν έρεη κηα πςειή  αξλεηηθή ηηκή ηόηε ην αληίζηνηρν 

άηππν ζεκείν (outlier) δελ εξκελεύεηαη θαιά από ην κνληέιν καο.  

Έλαο άιινο ηξόπνο λα δνύκε ηα martingale ππόινηπα είλαη ζαλ ηελ απόζηαζε 

αλάκεζα ζηνλ παξαηεξνύκελν αξηζκό πξαγκαηνπνίεζεο ησλ γεγνλόησλ ζην 

δηάζηεκα (0, ti) θαη ζηνλ αληίζηνηρν αξηζκό πνπ εθηηκάηαη κε βάζε ην κνληέιν.  

3.6 Τπόλοιπα Score ( Score residuals) 

Έλαο άιινο ηύπνο ππνινίπσλ πνπ είλαη ρξήζηκνο γηα ηελ εμέηαζε θάπνησλ 

πιεπξώλ ηνπ κνληέινπ ηνπ Cox είλαη ηα ππόινηπα Score. Απηά ηα ππόινηπα 

ππνινγίδνληαη, όπσο ηα ππόινηπα Schoenfeld, από ηελ πξώηε παξάγσγν σο πξνο 

βj, j=1,…,p, ηνπ ινγαξίζκνπ ηεο ζπλάξηεζεο ηεο κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο. Ζ 

παξάγσγνο ηεο κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο  είλαη :  

 logL(β)

 βj
 = ∑ ,δi(xji –âji) + exp(β΄xi) ∑

(âjr – xji)δr

∑ exp(β΄x )  Rr

tr≤ti -N
i=1  ,  (3.3) 
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όπνπ xji είλαη ε i-νζηή ηηκή ηεο j επεμεγεκαηηθήο κεηαβιεηήο,                             

δi = {     
  0 ,   γηα κε απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο
1 ,   γηα απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο  

  , âji  δίλεηαη από ηε ζρέζε (3.2) θαη 

Rr είλαη ηα δεδνκέλα πνπ βξίζθνληαη ζε θίλδπλν ηε ζηηγκή tr. 

Από ηελ εμίζσζε (3.3) ην i-νζηό ππόινηπν Score, i=1,…,N, γηα ηελ j-νζηή 

επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή ηνπ κνληέινπ, xj, δίλεηαη από ηε ζρέζε :  

rSji = δi(xji – âji) + exp(β̂΄xi) ∑
(âjr – xji)δr)

∑ exp(β̂΄x )  Rr

tr≤ti  

Υξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (3.1), ε παξαπάλσ ζρέζε γξάθεηαη ζηε κνξθή     

rSji = rPji + exp(β̂΄xi) ∑
(âjr – xji)δr)

∑ exp(β̂΄x )  Rr

tr≤ti      (3.4) 

ε νπνία δείρλεη όηη ηα ππόινηπα Score είλαη ηξνπνπνηήζεηο ησλ ππνινίπσλ 

Schoenfeld. 

 

3.7 Τπόλοιπα Deviance 

Σα ππόινηπα deviance πξνθύπηνπλ από ηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια, 

σζηόζν ζρεηίδνληαη ζηελά κε ηα martingale ππόινηπα, έηζη ώζηε λα είλαη 

ζπκκεηξηθά θαηαλεκεκέλα γύξσ από ην κεδέλ, όηαλ ην πξνζαξκνζκέλν κνληέιν 

είλαη θαηάιιειν θαη έηζη είλαη ρξήζηκα γηα ηελ αλίρλεπζε ησλ άηππσλ ζεκείσλ.  

Τπνινγίδνληαη από ηε ζρέζε :       

r Di = sgn(r Mi) [-2[r Mi + δi log(δi – rMi)]]
 1/2

,     1 ≤ i ≤ Ν 

όπνπ                  sgn(rMi)= {
   1,       γηα rMi>0

-1,     γηα rMi <0
 

Αθνύ ηα martingale ππόινηπα παίξλνπλ ηηκέο ζην δηάζηεκα ( - , 1  από ηελ 

παξαπάλσ ζρέζε πξνθύπηεη όηη αλ ην rMi  παίξλεη ηηκέο ζην δηάζηεκα ( - , 0) 

ηόηε ην αληίζηνηρν rDi κεηαηνπίδεηαη πξνο ηελ θαηεύζπλζε ηεο ηηκήο 0, θαη αλ ην 

rMi  παίξλεη ηηκέο ζην δηάζηεκα (0,1) ηόηε ην  αληίζηνηρν κεηαηνπίδεηαη πξνο ηελ 

θαηεύζπλζε ηεο ηηκήο + . πλεπώο κπνξνύκε λα πνύκε όηη ηα deviance 

ππόινηπα απνηεινύλ κηα εμνκάιπλζε ησλ martingale ππνινίπσλ πξνο ηελ 

θαηεύζπλζε ηεο ζπκκεηξηθόηεηαο γύξσ από ηελ ηηκή κεδέλ. 

Παξόιν πνπ ηα ππόινηπα deviance αλακέλνληαη λα είλαη ζπκκεηξηθά 

θαηαλεκεκέλα γύξσ από ην κεδέλ, όηαλ πξνζαξκνζηεί έλα θαηάιιειν κνληέιν, 

ην άζξνηζκά ηνπο δελ είλαη απαξαίηεηα κεδέλ.  
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4 

Ανίσνεςζη απόμακπων παπαηηπήζεων      

(Outlier detection) 

4.1 Οπιζμόρ απόμακπων παπαηηπήζεων (outliers) 

Σα απόκαθξα ή άηππα ζεκεία (outliers) είλαη δεδνκέλα πνπ δηαθέξνπλ πνιύ από 

ην ππόινηπν ελόο ζπλόινπ. Ζ δηαθνξά κπνξεί λα εληνπηζηεί ζηηο ηηκέο κηαο 

κεηαβιεηήο ή ζην ζπλδπαζκό ηηκώλ ζε πνιπδηάζηαηα δεδνκέλα. Ηδηαίηεξε 

ζεκαζία έρεη ην γεγνλόο όηη ελδερνκέλσο ε παξνπζία απόκαθξσλ ζεκείσλ 

επεξεάδεη αηζζεηά ηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ελόο κνληέινπ, νδεγώληαο ζε 

ιαλζαζκέλα ζπκπεξάζκαηα θαη κε αθξηβείο πξνβιέςεηο.  

Σα απόκαθξα ζεκεία ελδέρεηαη λα είλαη θαη ιάζε, σζηόζν κπνξεί θάπνηεο θνξέο  

λα πεξηέρνπλ ζεκαληηθέο πιεξνθνξίεο.  

Κάπνηεο  ζπλεζηζκέλεο αηηίεο γηα ηελ εκθάληζε ησλ απόκαθξσλ ηηκώλ (outlier) 

είλαη : 

1) θάικαηα θαηά ηελ θαηαρώξηζε δεδνκέλσλ  

 Όηαλ ςάρλνπκε γηα άηππα ζεκεία, πξώηα ειέγρνπκε γηα ιάζε αληηγξαθήο ή 

εηζόδνπ δεδνκέλσλ. Απηό κπνξεί λα απαηηεί λα ζπγθξίλνπκε ηηο ηηκέο πνπ 

εηζήρζεθαλ ζην θάθειν ησλ δεδνκέλσλ καο, κε ηηο ηηκέο πνπ ππήξραλ ζην 

θάθειν από ηνλ νπνίν ηηο πήξακε.  

1) Αβάζηκεο ηηκέο  

Έλαο ηύπνο ιαζώλ θαηά ηελ θαηαρώξηζε δεδνκέλσλ είλαη νη „αβάζηκεο‟ ή 

„απίζαλεο‟ ηηκέο, νη νπνίεο δελ έρνπλ θακία ζρέζε κε απηέο πνπ πεξηκέλακε 

αλάινγα κε ην εύξνο ησλ δεδνκέλσλ. Γηα παξάδεηγκα, όηαλ έρνπκε κία 

ζεξκνθξαζία 420 βαζκώλ Κειζίνπ ελώ αλακέλνπκε έλα εύξνο ηηκώλ 2-40, είλαη 

θαλεξό όηη είλαη „απίζαλε ηηκή‟. Μία ηηκή εθηόο εύξνπο δεδνκέλσλ είλαη ζπρλά 

εύθνιν λα αλαγλσξηζηεί, εθ‟ όζνλ ζα είλαη αξθεηά καθξηά από ην θύξην κέξνο 

ησλ δεδνκέλσλ. 

2) πάληα γεγνλόηα  
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Μία άιιε αηηία γηα ηελ εκθάληζε άηππσλ ζεκείσλ είλαη ην ζύλδξνκν ησλ 

„ζπάλησλ‟ γεγνλόησλ, δειαδή άηππα ζεκεία πνπ γηα θάπνην ζεκηηό ιόγν είλαη 

ζεκαληηθέο, αιιά δελ ηαηξηάδνπλ κέζα ζην ηππηθό εύξνο ησλ ππόινηπσλ 

παξαηεξήζεσλ.  

Όια απηά ηα γεγνλόηα κπνξεί λα ζεσξνύληαη ζρεηηθά ζπάληα, αιιά ζα πξέπεη λα 

ζεσξνύληαη κέξνο ηεο ζπλνιηθήο εηθόλαο.  

ην ρήκα 4.1 βιέπνπκε ηελ απεηθόληζε ησλ ππνινίπσλ ελόο ζπλόινπ 

δεδνκέλσλ, ζην νπνίν ππάξρνπλ ζεηηθά θαη αξλεηηθά απόκαθξα ζεκεία.  

 

 

 

κεγαιύηεξα ζεηηθά 

άηππα ζεκεία 

 

 

 

κεγαιύηεξα αξλεηηθά 

άηππα ζεκεία 

 

                                            

 

 

                         ρήκα 4.1 

                Γεδνκέλα κε άηππα ζεκεία 

 

Σα κνληέια δηάξθεηαο δσήο εθαξκόδνληαη ζηε κειέηε επηβίσζεο θαη αμηνπηζηίαο 

(ρξόλνο κέρξη ην ζάλαην αηόκνπ ή ρξόλνο κέρξη ηε δηαθνπή ιεηηνπξγίαο κεραλήο 

ή πίεζε πνπ πξνθαιεί ζξαύζε πιηθνύ). Άηππα ζεκεία είλαη κνλάδεο κε 

εμαηξεηηθά κηθξή ή αζπλήζηζηα κεγάιε δηάξθεηα δσήο, ελδερνκέλσο κε 

ζεκαληηθή επίδξαζε ζηε δηακόξθσζε ηνπ κνληέινπ θαη ηελ εθηίκεζε ησλ 

παξακέηξσλ ηνπ.   
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Ο Hawkins (1980) όξηζε σο άηππν ζεκείν κία παξαηήξεζε πνπ απνθιίλεη ηόζν 

πνιύ από ηηο άιιεο παξαηεξήζεηο, ώζηε, λα καο εμεγείξεη ηηο ππνςίεο όηη 

δεκηνπξγήζεθε από δηαθνξεηηθό κεραληζκό. Οη Barnet t θαη Lewis (1994) 

ππέδεημαλ όηη άηππν ζεκείν είλαη ε παξαηήξεζε πνπ θαίλεηαη  λα απνθιίλεη 

ζεκαληηθά από ηηο ππόινηπεο παξαηεξήζεηο ηνπ δείγκαηνο. ηελ αλάιπζε 

επηβίσζεο, ην άηππν ζεκείν νξίδεηαη ειαθξώο δηαθνξεηηθά από ηα πξνβιήκαηα 

γξακκηθήο παιηλδξόκεζεο. Ο Collet (2003) αλαθέξζεθε ζηα άηππα ζεκεία ζηελ 

αλάιπζε επηβίσζεο σο παξαηεξήζεηο πνπ έρνπλ εμαηξεηηθά κεγάιν ρξόλν 

επηβίσζεο, αιιά νη ηηκέο ησλ επεμεγεκαηηθώλ κεηαβιεηώλ δείρλνπλ όηη ζα 

έπξεπε λα είραλ ζπκβεί λσξίηεξα θαη ην αληίζηξνθν . Οη Nardi θαη Schemper 

(1999) έδσζαλ ηνλ νξηζκό όηη άηππα ζεκεία είλαη νη παξαηεξήζεηο, ησλ νπνίσλ 

ν ρξόλνο επηβίσζεο είλαη πνιύ κηθξόο ή πνιύ κεγάινο, ζε ζρέζε κε ηελ 

εθηηκώκελε πηζαλόηεηα επηβίσζεο, όπσο πξνβιέπεηαη από ην κνληέιν ηνπ Cox. 

ηελ αλάιπζε επηβίσζεο, ηα άηππα ζεκεία κπνξνύλ λα επεξεάζνπλ ηελ 

εθηίκεζε παξακέηξσλ ησλ κνληέισλ, λα κεηαβάιινπλ ηηο αληίζηνηρεο αλαινγίεο 

δηαθηλδύλεπζεο (hazard ratios) θαη ίζσο λα αιιάμνπλ ην επηιεγόκελν κνληέιν.  

4.2 Μέθοδοι για ηην αναγνώπιζη ηων απόμακπων 

παπαηηπήζεων 

Οη κέζνδνη γηα ηελ αλαγλώξηζε ησλ άηππσλ ζεκείσλ κπνξνύλ λα δηαρσξηζηνύλ 

ζε κνλνδηάζηαηεο θαη πνιπδηάζηαηεο  (Ben-Gal, 2005). Μία άιιε βαζηθή 

ηαμηλόκεζε είλαη ζε παξακεηξηθέο (ζηαηηζηηθέο) κεζόδνπο θαη ζε κε 

παξακεηξηθέο κεζόδνπο πνπ δελ αθνινπζνύλ θάπνην κνληέιν. Οη ζηαηηζηηθέο 

παξακεηξηθέο κέζνδνη είηε ππνζέηνπλ όηη νη παξαηεξήζεηο αθνινπζνύλ κία 

γλσζηή θαηαλνκή, είηε ηνπιάρηζηνλ βαζίδνληαη ζε ζηαηηζηηθέο εθηηκήζεηο 

αγλώζησλ παξακέηξσλ ηεο θαηαλνκήο.  

Απηέο νη κέζνδνη ππνδεηθλύνπλ σο άηππα ζεκεία ηηο παξαηεξήζεηο πνπ 

απνθιίλνπλ από ηηο ππνζέζεηο ηνπ κνληέινπ.  

Οη κέζνδνη γηα ηελ αλαγλώξηζε ησλ άηππσλ παξαηεξήζεσλ  βαζίδνληαη θπξίσο 

ζηα ππόινηπα. πλήζσο γίλεηαη κέζσ ησλ martingale, ησλ deviance, ησλ normal 

deviate ή ησλ log-odds ππνινίπσλ 
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4.2.1 Martingale ςπόλοιπα 

ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox έλαο ηύπνο ππνινίπσλ πνπ 

κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί είλαη ηα martingale ππόινηπα. Όπσο έρνπκε αλαθέξεη 

απηά ηα ππόινηπα δελ είλαη ζπκκεηξηθά θαηαλεκεκέλα γύξσ από ην κεδέλ, 

αθόκα θαη αλ ην πξνζαξκνζκέλν κνληέιν είλαη ζσζηό, κε απνηέιεζκα λα 

ππάξρεη δπζθνιία ζηνλ εληνπηζκό ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ πξνβιέπνληαη 

αλεπαξθώο από ην κνληέιν. Γηα παξάδεηγκα, ην ρήκα 4.2 ησλ ππνινίπσλ 

martingale από ηελ πξνζνκνίσζε ελόο ζπλόινπ 200 παξαηεξήζεσλ, όπσο 

θαίλεηαη παξαθάησ δείρλεη θαζαξά απηή ηελ ηδηόηεηα. Απηή ε αζπκκεηξία θάλεη 

ην γξάθεκα ησλ ππνινίπσλ δύζθνιν λα εξκελεπζεί. Σα ππόινηπα ησλ 

παξαηεξήζεσλ πνπ „πξαγκαηνπνηνύληαη πνιύ λσξίο‟ ζα έρνπλ ζπκπηεζηεί ζην 

+1, ελώ ηα ππόινηπα εθείλσλ πνπ „πξαγκαηνπνηνύληαη πνιύ θαζπζηεξεκέλα‟ ζα 

παίξλνπλ κεγάιεο ηηκέο θνληά ζην -  .   

Πνιύ κεγάιεο ή πνιύ κηθξέο ηηκέο ησλ ππνινίπσλ δείρλνπλ όηη νη αληίζηνηρεο 

παξαηεξήζεηο ίζσο είλαη άηππα ζεκεία θαη ρξεηάδνληαη ηδηαίηεξε πξνζνρή. 

 

ρήκα 4.2 

Σα martingale ππόινηπα σο πξνο ην risk score plot ζε δείγκα 200 παξαηεξήζεσλ 

ρσξίο απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο  
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4.2.2 Deviance ςπόλοιπα 

Σα deviance ππόινηπα πξνηάζεθαλ γηα ηελ αλίρλεπζε άηππσλ ζεκείσλ ζε 

γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια θαη ζηελ αλάιπζε επηβίσζεο γηα λα μεπεξαζηεί 

ην πξόβιεκα ηεο αζπκκεηξίαο. Παξόιν πνπ δελ έρεη απνδεηρζεί όηη  ηα deviance 

ππόινηπα είλαη ζπκκεηξηθά θαηαλεκεκέλα, ε θαηαλνκή ηνπο είλαη πην θνληά ζηελ 

Καλνληθή απ‟ όηη ησλ άιισλ ππνινίπσλ πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηελ αλάιπζε 

επηβίσζεο. Υξεζηκνπνηνύληαη ζηελ αλίρλεπζε άηππσλ ζεκείσλ κε ηελ ππόζεζε 

όηη είλαη θαηαλεκεκέλα γύξσ από ην κεδέλ θαη κε ηππηθή απόθιηζε πεξίπνπ 1. 

Δίλαη αξλεηηθά γηα παξαηεξήζεηο πνπ έρνπλ κεγαιύηεξν ρξόλν επηβίσζεο από 

ηνλ αλακελόκελν θαη ζεηηθά γηα παξαηεξήζεηο κε ρξόλν επηβίσζεο κηθξόηεξν 

από ηνλ αλακελόκελν. Πνιύ κεγάιεο ή πνιύ κηθξέο ηηκέο δείρλνπλ όηη ε 

αληίζηνηρε παξαηήξεζε ίζσο είλαη άηππν ζεκείν. Σα ππόινηπα κπνξνύλ λα 

παξαζηαζνύλ γξαθηθά σο πξνο ηηο ζπκκεηαβιεηέο θαη νπνηαδήπνηε αζπλήζηζηα 

ζρέδηα κπνξεί λα ππνδεηθλύνπλ ηδηόηεηεο ησλ δεδνκέλσλ πνπ δελ έρνπλ  

πξνζαξκνζηεί θαηάιιεια από ην κνληέιν. Χζηόζν, απνθνκκέλα δεδνκέλα ίζσο 

δεκηνπξγήζνπλ „πεξίεξγα‟ ζρέδηα ηα νπνία δελ ζπλεπάγνληαη θαη‟ αλάγθε όηη 

ππάξρεη πξόβιεκα κε ην κνληέιν.  

 

ρήκα 4.3: Τπόινηπα Deviance 

Γξάθεκα ησλ deviance ππνινίπσλ 

Γηαγλσζηηθά γηα outlier θαη ζεκεία επηξξνήο 
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Σν ρήκα 4.3 δείρλεη ηα deviance ππόινηπα από ηελ πξνζνκνίσζε ελόο ζπλόινπ 

329 αζζελώλ, νη νπνίνη έρνπλ βγεη από κία ςπρηαηξηθή θιηληθή θαη κειεηάηαη ε 

θαηάζηαζή ηνπο κεηά από έμη θαη δώδεθα κήλεο, ηα νπνία πεξηέρνπλ ζεκεία 

επηξξνήο θαη άηππα ζεκεία. Όπσο βιέπνπκε, νη παξαηεξήζεηο κε ηα λνύκεξα 

197, 168 θαη 67 είλαη άηππα ζεκεία.  Οη παξαηεξήζεηο κε ζρεηηθά κεγάιεο 

„θνύζθεο‟ ζεσξνύληαη σο ζεκεία επηξξνήο. Οη κεγάιεο „θνύζθεο‟ αλάκεζα ζηηο 

δύν γξακκέο δελ είλαη άηππα ζεκεία, αιιά αζθνύλ κεγάιε επηξξνή.  

4.2.3 Normal deviate και Log-odds ςπόλοιπα 

4.2.3.1 Διζαγωγή 

Χζηόζν, νη Fleming θαη Harrington (1991) επεζήκαλαλ όηη ηα deviance ππόινηπα 

δελ έρνπλ γλσζηή θαηαλνκή θαη ε πξνζέγγηζή ηνπο από ηελ Καλνληθή θαηαλνκή, 

θαίλεηαη κε ηθαλνπνηεηηθή αθόκα θαη ρσξίο απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο ζην 

ζύλνιν δεδνκέλσλ. Αξγόηεξα νη Nardi θαη Schemper (1999), γηα λα μεπεξάζνπλ 

απηό ην πξόβιεκα, πξόηεηλαλ δύν λέα είδε  ππνινίπσλ κε θύξην ζθνπό ηελ 

αλίρλεπζε ησλ άηππσλ ζεκείσλ ζην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ 

Cox. Έπεηηα επέθηεηλαλ ηε ζεσξία ζε αξθεηά παξακεηξηθά κνληέια. Απηά ηα 

ππόινηπα είλαη γλσζηά σο log-odds ππόινηπα (log-odds residuals) θαη normal 

deviate ππόινηπα (normal deviate residuals) θαη δεκηνπξγήζεθαλ 

κεηαζρεκαηίδνληαο ηελ πηζαλόηεηα επηβίσζεο, ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο logit θαη 

probit κεηαζρεκαηηζκνύο, αληίζηνηρα. Πξνβάιιεηαη ν ηζρπξηζκόο όηη νη 

δηαδηθαζίεο πνπ βαζίδνληαη ζε απηά ηα λέα ππόινηπα έρνπλ θαιύηεξα 

απνηειέζκαηα ζην ζσζηό εληνπηζκό ησλ απόκαθξσλ ηηκώλ (outliers). Απηά ηα 

δύν ππόινηπα είλαη ζπκκεηξηθά θαηαλεκεκέλα γύξσ από ην κεδέλ θαη αθνύ 

έρνπλ ηελ απαξαίηεηε θαηαλνκή, κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα ηελ 

αλίρλεπζε άηππσλ ζεκείσλ.  

4.2.3.2 Normal deviate ςπόλοιπα 

Σα  normal deviate ππόινηπα, όπσο αλαθέξακε, εηζάγνληαη από ηνπο Nardi θαη 

Schemper (1999) θαη ζπκβνιίδνληαη κε rNi. Ζ δεηγκαηηθή θαηαλνκή αλαθνξάο 

ησλ ππνινίπσλ είλαη ε ηππνπνηεκέλε Καλνληθή θαηαλνκή. Δπεηδή S(T)~U[0,1], 

ηόηε Z=Φ
-1

[S(T) ~Ν(0,1), όπνπ Φ ε ζπλάξηεζε ηεο ηππνπνηεκέλεο Καλνληθήο 

θαηαλνκήο. Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηελ άγλσζηε ζπλάξηεζε επηβίσζεο κε ηελ 



48 
 

εθηίκεζή ηεο θαη ππνζέζνπκε έλα ζσζηά θαζνξηζκέλν κνληέιν, ην  ̂ = Φ
-1

[Ŝ(T)] 

ζπγθιίλεη ζηελ πηζαλόηεηα Z. Οη ηηκέο ησλ ππνινίπσλ είλαη ẑi =    Φ
-1

{Ŝi (ti)}. Ζ 

πηζαλόηεηα επηβίσζεο S i(ti) γηα απνθνκκέλα δεδνκέλα είλαη άγλσζηε. Τπάξρνπλ 

πνιινί ηξόπνη γηα λα δηεπθνιύλνπκε ηνλ ππνινγηζκό ησλ ππνινίπσλ γηα 

απνθνκκέλνπο ρξόλνπο επηβίσζεο. Ο πξαγκαηηθόο ρξόλνο επηβίσζεο είλαη 

κεγαιύηεξνο από ηνλ αληίζηνηρν  παξαηεξνύκελν, απνθνκκέλν θαη ε θαηαλνκή 

ησλ άγλσζησλ πξαγκαηηθώλ ππνινίπσλ ζρεηίδεηαη κε ηελ Οκνηόκνξθε θαηαλνκή 

ηνπ Si(Ti) ζην  0 ,Ŝi(ti) . Έηζη, ην Ŝi(ti) ζα αληηθαηαζηαζεί από ηελ κέζε ηηκή 
Ŝi(ti

*)

2
, 

όπνπ ti
* είλαη νη ρξόλνη γηα ηηο απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο . πλεπώο ηα normal 

deviate ππόινηπα, ηα νπνία ζπκβνιίδνληαη κε  rZi γηα απνθνκκέλν ρξόλν είλαη 

z 
*= Φ

-1
{
Ŝi(ti

*)

2
} όπνπ z 

* είλαη ε κέζε ηηκή ησλ rZi γηα απνθνκκέλν ρξόλν, ή κπνξεί 

λα αληηθαηαζηαζεί από ην zi
m = 

exp(-0.5(zi
*
)
2
)

√2πŜi(ti
*)

   όπνπ zi
m είλαη ε δηάκεζνο ησλ rZi 

γηα απνθνκκέλν ρξόλν. 

 

ρήκα 4.4 

Σα Normal deviate ππόινηπα σο πξνο ην risk score plot ζε δείγκα 200 δεδνκέλσλ 

ρσξίο απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο  
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Όπσο βιέπνπκε ζην ρήκα 4.4 ηα normal deviate ππόινηπα, πνπ πξνθύπηνπλ από 

ηελ πξνζνκνίσζε ελόο ζπλόινπ 200 παξαηεξήζεσλ, είλαη ζπκκεηξηθά 

θαηαλεκεκέλα γύξσ από ην κεδέλ.  

4.2.3.3 Log-odds ςπόλοιπα  

Οη Nardi and Schemper (1999) εηζήγαγαλ ηα Log-odds ππόινηπα θαη ηα 

ζπκβόιηζαλ κε rLi. Ζ δεηγκαηνιεπηηθή θαηαλνκή αλαθνξάο ησλ ππνινίπσλ είλαη 

ε Λνγηζηηθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή E(L i) = 0 θαη δηαθύκαλζε var(L i)= (π 3)
2
. 

Έρνληαο ην ζσζηά θαζνξηζκέλν κνληέιν θαη αληηθαζηζηώληαο ηελ άγλσζηε 

ζπλάξηεζε επηβίσζεο από ηελ εθηίκεζε ηεο, έρνπκε ην L̂i λα ζπγθιίλεη ζηελ 

πηζαλόηεηα Li . Χο εθ ηνύηνπ, έρνπκε 

Li = log[Si(Ti)/{1 – Si(Ti)}] 

 θαη  

 ̂i = log[Ŝi(ti) / {1 – Ŝi(ti)}]. 

Ζ πηζαλόηεηα επηβίσζεο Si(ti
*) γηα απνθνκκέλν ρξόλν είλαη άγλσζηε. Δπνκέλσο, 

γηα λα δηεπθνιύλνπλ ηνλ ππνινγηζκό ησλ ππνινίπσλ κε απνθνκκέλν ρξόλν 

επηβίσζεο, νη Nardi θαη Schemper πξόηεηλαλ ηελ αληηθαηάζηαζε ηεο Ŝi(ti
*)  κε 

ηελ  
Ŝi(ti

*)

2
 . Έηζη, ε δηάκεζνο   i

*
 θαη ε κέζε ηηκή    

  ησλ ηηκώλ ησλ log-odds 

ππνινίπσλ δίλνληαη από ηνπο ηύπνπο   i
*
 = log[ Ŝi(ti

*) / {2 – Ŝi(ti
*)}]     θαη    i

m
 =   

 i
*
  – 

1 + exp( i
*
)

exp( i
*
)

 log{1 + exp(  
 )}    αληίζηνηρα. 
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ρήκα 4.5 

Σα Log-odds ππόινηπα σο πξνο ην risk score plot ζε δείγκα 200 δεδνκέλσλ ρσξίο 

απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο  

 

Όπσο βιέπνπκε ζην ρήκα 4.5 ηα log-odds ππόινηπα, πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ 

πξνζνκνίσζε ελόο ζπλόινπ 200 παξαηεξήζεσλ, είλαη ζπκκεηξηθά θαηαλεκεκέλα 

γύξσ από ην κεδέλ. 

Παξαηεξνύκε όηη θαη ηα δύν ππόινηπα είλαη κεδέλ, όηαλ ν παξαηεξνύκελνο 

ρξόλνο επηβίσζεο ζπκπίπηεη κε ηνλ εθηηκώκελν κέζν ρξόλν επηβίσζεο, ν νπνίνο 

ζεσξείηαη σο ρξόλνο αλαθνξάο. Ζ αύμεζε ησλ απνθιίζεσλ από ηνλ 

πξνβιεπόκελν κέζν ρξόλν αληαλαθιάηαη από ηελ αύμεζε ησλ απνιύησλ ηηκώλ. 

Μεγάιεο ηηκέο αξλεηηθώλ θαη ζεηηθώλ ππνινίπσλ νδεγνύλ ζε πνιύ κεγάινπο ή 

πνιύ κηθξνύο ρξόλνπο επηβίσζεο.   

Τπνζέηνληαο όηη ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο είλαη γλσζηή, ηα  L θαη Ε  αθνινπζνύλ 

ηελ ηππνπνηεκέλε Λνγηζηηθή θαη ηππνπνηεκέλε Καλνληθή θαηαλνκή, αληίζηνηρα. 

Απηό έρεη σο απνηέιεζκα όηη  U i = S(Ti), i = 1,...,N  αληηπξνζσπεύνπλ έλα 

πιήζνο N αλεμάξηεησλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ, από ηηο νπνίεο ε θαζεκία 

αθνινπζεί κία  0, 1   Οκνηόκνξθε θαηαλνκή. Σα δύν απηά ππόινηπα κπνξνύλ λα 

ζεσξεζνύλ σο γεληθεπκέλα ππόινηπα ζηε ινγηθή ησλ Cox -Snell. πγθξηλόκελα 
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κε ηα θιαζηθά Cox-Snell ππόινηπα έρνπλ δύν ζεκαληηθά πιενλεθηήκαηα. 

Μπνξνύλ δηαηζζεηηθά λα εξκελεπζνύλ ζαλ ηελ απόζηαζε αλάκεζα ζηελ 

πξνβιεπόκελε κέζε ηηκή ηνπ ρξόλνπ θαη ηνλ παξαηεξνύκελν ρξόλν επηβίσζεο. 

Δπηπιένλ, ε ζπκκεηξία ησλ αλαθεξόκελσλ θαηαλνκώλ, ε νπνία κνηάδεη κε ηελ 

ηδηόηεηα ησλ ππνινίπσλ ζην γεληθό γξακκηθό κνληέιν, βνεζάεη ζε νπνηαδήπνηε 

γξαθηθή δηαδηθαζία. ηελ πξαγκαηηθόηεηα, απηό απνθεύγεη ηελ ππεξβνιηθή 

νπηηθή επίδξαζε ζηελ πάλσ νπξά ηεο θαηαλνκήο ησλ ππνινίπσλ Cox -Snell, ην 

νπνίν πξνθύπηεη από ηελ εθαξκνγή ηνπ ινγαξηζκηθνύ κεηαζρεκαηηζκνύ πάλσ 

ζηελ ζπλάξηεζε επηβίσζεο. 

πλεπώο, νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο γηα ηελ αλίρλεπζε άηππσλ ζεκείσλ κπνξνύλ 

λα γίλνπλ κε βάζε  απηνύο ηνπο ηξεηο ηύπνπο ππνινίπσλ : ηα deviance, ηα normal 

deviate, θαη ηα log-odds ππόινηπα. Ζ γξαθηθή ηερληθή γίλεηαη θάλνληαο ηελ 

γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ππνινίπσλ σο πξνο ηνλ πξνγλσζηηθό δείθηε ( β̂ i) γηα 

όια ηα άηνκα, όπσο θαίλεηαη ζηα ρήκαηα 4.3, 4.4, 4.5.   
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 5 

Δπιπποή (influence) 

5.1 Οπιζμόρ 

Ο Therneau (1990) θαη νη Nardi θαη Schemper (1999) ζπζρέηηζαλ ηα 

απνκνλσκέλα ζεκεία κε παξαηεξήζεηο πνπ „πξαγκαηνπνηνύληαη πνιύ ζύληνκα‟ 

ή „αξγνύλ πνιύ λα πξαγκαηνπνηεζνύλ‟. Αλ απηέο νη παξαηεξήζεηο , επεξεάδνπλ 

ηα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ κε βάζε ην κνληέιν, ηόηε νη παξαηεξήζεηο 

πξνζδηνξίδνληαη σο ζεκεία επηξξνήο (influential observations). Πνιινί 

ζπγγξαθείο επεζήκαλαλ όηη ηα ζεκεία επηξξνήο ζηελ αλάιπζε επηβίσζεο ζπρλά 

βξίζθνληαη αλάκεζα ζε κεγάινπο ρξόλνπο δσήο.  

Σα άηππα ζεκεία ίζσο πξνθαινύλ ππεξβνιηθή επίδξαζε ζηα ζπκπεξάζκαηα πνπ 

γίλνληαη κε βάζε ην κνληέιν. Απηά ηα άηππα ζεκεία θαινύληαη ζεκεία επηξξνήο.  

ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox, ηα ζεκεία επηξξνήο επηδξνύλ 

ζηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ θαη ζπλεπώο αιιάδνπλ ηηο αλαινγίεο 

δηαθηλδύλεπζεο. 

εκεία επηξξνήο είλαη νη παξαηεξήζεηο ησλ νπνίσλ ε δηαγξαθή νδεγεί ζε 

ζεκαληηθέο αιιαγέο ζηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ, ζηηο πξνζαξκνζκέλεο ηηκέο 

ή ζηνπο ειέγρνπο ησλ ππνζέζεσλ, ζε δηαθνξεηηθά ζπκπεξάζκαηα ζηελ αλάιπζε 

θαη ίζσο ζε δηαθνξεηηθό κνληέιν ηνπ Cox.  

Δπηξξνή είλαη ην κέηξν ηνπ πόζν κία παξαηήξεζε επεξεάδεη ηελ εθηίκεζε ησλ 

παξακέηξσλ. 

O Belsley (1980) όξηζε σο ζεκείν επηξξνήο (influential observation) εθείλε ηελ 

παξαηήξεζε πνπ, κόλε ηεο ή καδί κε άιιεο παξαηεξήζεηο, έρεη κία αξθεηά 

κεγάιε επίδξαζε ζηηο εθηηκήζεηο πνπ ππνινγίδνπκε γηα δηάθνξεο ηηκέο 

(ζπληειεζηέο, ηππηθά ζθάικαηα, t-ηηκέο θ.η.ι). 
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5.2 Μέθοδοι για ηον πποζδιοπιζμό ζημείων επιπποήρ 

(influential observations) 

5.2.1 Γενικά  

Πέξα από ην πξόβιεκα ηεο αλίρλεπζεο ησλ άηππσλ ζεκείσλ (outlier detection), 

ππάξρεη επίζεο ε αλάγθε λα αλαπηπρζεί κία δηαδηθαζία γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό 

ησλ ζεκείσλ επηξξνήο. ηα πξνβιήκαηα παιηλδξόκεζεο, νη Belsley (1980), Hadi 

(1992) θαη Imon (2005), όπσο θαη νη Wang, Jones θαη Storer (2006)εληόπηζαλ ηα 

ζεκεία επηξξνήο ζε γξακκηθά πξνβιήκαηα παιηλδξόκεζεο ρξεζηκνπνηώληαο ηελ  

κέζνδν delete-case. Από ηελ άιιε πιεπξά, παξόκνηεο κέζνδνη, όπσο ε delta-beta 

δηαδηθαζία έρνπλ επίζεο πξνηαζεί γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ ζεκείσλ επηξξνήο  ζε 

πξνβιήκαηα επηβίσζεο. 

Δθηόο από ηελ delta-beta δηαδηθαζία (delta-beta procedure), νη  Cain and Lange (1984) 

and Reid and Crépeau (1985) ρξεζηκνπνίεζαλ ηε ζπλάξηεζε επηξξνήο (influence 

function (IF)) ζηε δηεξεύλεζε ηνπ πξνβιήκαηνο, ελώ νη Storer and Crowley (1985) 

πξόηεηλαλ ηελ επαπμεκέλε πξνζέγγηζε (augmented approach(AUG)). Ο Wang (2006) 

ζύγθξηλε όιεο ηηο παξαπάλσ πξνζεγγίζεηο θαη έδεημε όηη ε AUG approach 

ππεξηεξεί ζαθώο από ηηο ππόινηπεο. 

Δλ ησ κεηαμύ, νη  Atkinson θαη Riani (2000) πξόηεηλαλ κία ελαιιαθηηθή κέζνδν 

γηα ηελ αλαγλώξηζε ησλ ζεκείσλ επηξξνήο ζην κνληέιν παιηλδξόκεζεο, ε νπνία 

νλνκάδεηαη forward search κέζνδνο. Απηή ε πξνζέγγηζε μεθηλάεη κε έλα αξρηθό 

ππνζύλνιν δεδνκέλσλ, ην νπνίν ππνηίζεηαη όηη δελ πεξηέρεη απνκνλσκέλα 

ζεκεία. Σα ζεκεία επηξξνήο πξνζδηνξίδνληαη εμεηάδνληαο ηηο αιιαγέο πνπ 

πξνθύπηνπλ ζηελ παξάκεηξν γηα ηελ νπνία ελδηαθεξόκαζηε.   

 

5.2.2 Delta-beta διαδικαζία (delta-beta procedure) 

Ζ delta-beta δηαδηθαζία είλαη ε ηππνπνηεκέλε δηαδηθαζία πνπ ρξεζηκνπνηείηαη 

γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ ζεκείσλ επηξξνήο ζηε γεληθή γξακκηθή 

παιηλδξόκεζε. Δηζήρζεζαλ από ηνλ Belsley (1980) θαη ε δηαδηθαζία παξαηεξεί 

ηηο αιιαγέο πνπ γίλνληαη ζηηο εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ πνπ ελδηαθεξόκαζηε, 

θάζε θνξά πνπ αθαηξνύκε κία παξαηήξεζε. Αλ ε αθαίξεζε κίαο παξαηήξεζεο 
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νδεγήζεη ζε ζεκαληηθέο αιιαγέο, ηόηε ε παξαηήξεζε ζα είλαη ζεκείν επηξξνήο  

(Καξώλε, 2010). 

  

Ζ ίδηα δηαδηθαζία κπνξεί λα επεθηαζεί θαη ζην κνληέιν ηνπ Cox (Collett, 2003 

θαη Therneau θαη Grambsch (2000)). Θέινπκε λα ειέγμνπκε ηελ επηξξνή θάζε 

παξαηήξεζεο ζηελ εθηίκεζε β̂ ηνπ β. Έζησ β̂i ην δηάλπζκα κε ηηο εθηηκήζεηο ησλ 

ζπληειεζηώλ πνπ έρνπλ ππνινγηζηεί, έρνληαο αθαηξέζεη ηελ i-νζηή παξαηήξεζε. 

Έπεηηα, ειέγρνπκε πνηνη όξνη ηνπ δηαλύζκαηνο  β ̂-β̂i έρνπλ αδηθαηνιόγεηα 

κεγάιεο απόιπηεο ηηκέο. Απηό ην θάλνπκε γηα θάζε κία από ηηο N παξαηεξήζεηο. 

Απηό ην κέηξν είλαη παξόκνην κε ηα  dfbetas γηα ηελ γξακκηθή παιηλδξόκεζε, ηα 

νπνία πεξηιακβάλνπλ ηελ πξνζαξκνγή N+1 κνληέισλ ηνπ  Cox, ην νπνίν είλαη 

ππνινγηζηηθά ρξνλνβόξν, εθηόο αλ ην δείγκα είλαη κηθξό. Δπηπρώο, ππάξρεη κία 

πξνζέγγηζε, πνπ βαζίδεηαη ζην κνληέιν ηνπ Cox, ε νπνία ιακβάλεηαη από όια ηα 

δεδνκέλα θαη κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα παξαθακθζεί απηή ε 

ππνινγηζηηθή δαπάλε. Έζησ rSi λα ζπκβνιίδεη ην δηάλπζκα ησλ ηηκώλ ησλ 

ππνινίπσλ Score γηα ηελ i-νζηή παξαηήξεζε, δειαδή   rSi
 = (rS1i,rS2i,…,rSpi), όπνπ rSji  

, j=1,2,…,p, είλαη ην i-νζηό ππόινηπν Score ην νπνίν δίλεηαη από ηελ εμίζσζε (3.4). Μία 

πξνζέγγηζε ηνπ β̂j – β̂j(i), όπνπ β̂j είλαη ε j-νζηή παξάκεηξνο ζην πξνζαξκνζκέλν 

κνληέιν ηνπ Cox θαη ην β̂j(i) ιακβάλεηαη από ηελ πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ κεηά 

ηελ αθαίξεζε ηεο παξαηήξεζεο i, είλαη ην j-νζηό ζηνηρείν ηνπ δηαλύζκαηνο rSi
  

var(β̂), όπνπ var(β̂) είλαη ν πίλαθαο δηαζπνξάο ηεο εθηίκεζεο ησλ παξακέηξσλ ηνπ 

πξνζαξκνζκέλνπ κνληέινπ αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox. Σν j-νζηό ζηνηρείν 

απηνύ ηνπ δηαλύζκαηνο, ην νπνίν θαιείηαη delta-beta, ζπκβνιίδεηαη κε Γiβ̂(j) θαη ηζρύεη 

όηη  

Γiβ̂(j)  β̂j – β̂j(i). 

Οη παξαηεξήζεηο πνπ επεξεάδνπλ κία ζπγθεθξηκέλε εθηίκεζε παξακέηξνπ, αο 

ζεσξήζνπκε ηελ j-νζηή, είλαη εθείλεο νη ηηκέο ησλ Γ iβ̂(j), δειαδή ηα delta-beta γηα 

εθείλεο ηηο παξαηεξήζεηο, νη νπνίεο είλαη κεγαιύηεξεο θαη‟ απόιπηε ηηκή απ‟ όηη ησλ 
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ππνινίπσλ παξαηεξήζεσλ ηνπ ζπλόινπ. Σν γξάθεκα ησλ  delta-beta γηα θάζε κεηαβιεηή 

ηνπ κνληέινπ ηνπ Cox ζα δείμεη αλ ππάξρνπλ παξαηεξήζεηο πνπ έρνπλ κεγάιε επίδξαζε 

ζηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ γηα θάπνηα ζπγθεθξηκέλε κεηαβιεηή. Δπηπιένλ, έλα 

γξάθεκα ησλ ηηκώλ Γiβ̂(j) σο πξνο ηνπο ηαμηλνκεκέλνπο ρξόλνπο επηβίσζεο δίλεη 

πιεξνθνξίεο γηα ηε ζρέζε αλάκεζα ζην ρξόλν επηβίσζεο θαη ηελ επηξξνή (Qi, 

2009). 

 

5.2.3 Influence function (IF) 

Έλαο άιινο ηξόπνο αμηνιόγεζεο ηεο επηξξνήο θάζε παξαηήξεζεο ηεο 

θαηαιιειόηεηαο ηνπ κνληέινπ ηνπ Cox είλαη λα εμεηάζνπκε ηε κεηαβνιή ηεο 

ηηκήο ηνπ κείνλ ηνπ δηπιάζηνπ ηνπ ινγαξίζκνπ ηεο κεγηζηνπνηεκέλεο κεξηθήο 

πηζαλνθάλεηαο , -2logL̂ ,θάησ από ην πξνζαξκνζκέλν κνληέιν ηνπ Cox, όηαλ 

θάζε παξαηήξεζε κε ηε ζεηξά ηεο, αθαηξείηαη. Ζ ηηκή όηαλ ην κνληέιν ηνπ Cox 

πξνζαξκόδεηαη κε όιεο ηηο παξαηεξήζεηο είλαη -2logL(β̂) θαη όηαλ ε εθηίκεζε 

ηεο παξακέηξνπ ππνινγίδεηαη κεηά ηελ αθαίξεζε ηεο i-νζηήο παξαηήξεζεο, 

αληίζηνηρε ηηκή είλαη -2logL(β̂(i)). Ζ δηαγλσζηηθή ζπλάξηεζε                            

2{ logL(β̂) - logL(β̂(i))} είλαη πνιύ ρξήζηκε γηα ηελ επηξξνή. 

Οη Pettitt θαη Bin Daud (1989) έδεημαλ όηη κία πξνζέγγηζε ηεο παξαπάλσ 

πνζόηεηαο είλαη                 

LDi = rSi
  var(β̂) rSi   (5.1) 

όπνπ rSi  είλαη ην p 1 είλαη ην δηάλπζκα ησλ ππνινίπσλ Score, ηνπ νπνίνπ ην j-νζηό 

ζηνηρείν δίλεηαη από ηελ εμίζσζε (3.4) θαη var(β̂) είλαη ν πίλαθαο δηαζπνξάο ηεο 

εθηίκεζεο ησλ παξακέηξσλ ηνπ πξνζαξκνζκέλνπ κνληέινπ αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο 

ηνπ Cox. Οη ηηκέο ηεο  ζρέζεο (5.1) κπνξνύλ λα ππνινγηζζνύλ επζέσο από ηα delta-beta 

θάζε κεηαβιεηήο ηνπ κνληέινπ ηνπ Cox. Έλα γξάθεκα ηεο πνζόηεηαο (5.1) σο πξνο ηνπο 

ηαμηλνκεκέλνπο ρξόλνπο επηβίσζεο καο δείρλεη ηα ζεκεία επηξξνήο, ηα νπνία είλαη νη 

παξαηεξήζεηο νη νπνίεο έρνπλ κεγάιεο ηηκέο ζην γξάθεκα.     
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5.2.4 Augmented (AUG) approach 

Οη Storer θαη Crowley (1985) πξόηεηλαλ ηελ επαπμεκέλε πξνζέγγηζε (augmented 

(AUG) approach) ζπκπεξηιακβάλνληαο ρξνληθά εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο γηα ηελ 

αλαγλώξηζε ησλ ζεκείσλ επηξξνήο ζην κνληέιν ηνπ Cox. 

Ζ δηάγλσζε ηεο επαπμεκέλεο πξνζέγγηζεο πνπ ζπκβνιίδεηαη κε Γiβ̂(j)
AUG

 

ιακβάλεηαη εμαιείθνληαο ηελ j-νζηή παξαηήξεζε από ηα δεδνκέλα. Γηα λα δνύκε 

ηελ επίδξαζε, ρξεζηκνπνηνύκε ην γξάθεκα ηεο  Γiβ̂(j)
AUG

κε ην j,  γηα  j = 1,2,...,p.  

Αλ παξαηεξήζνπκε κεγάιεο αιιαγέο ζε θάπνην από ηα γξαθήκαηα, ηόηε ε 

αληίζηνηρε παξαηήξεζε πξνζδηνξίδεηαη σο ζεκείν επηξξνήο. Ζ απόδνζε ησλ 

ηξηώλ ηύπσλ ησλ κεζόδσλ case-deletion ζπγθξίζεθε από ηνλ Wang (2006). 

Άιιεο πξνζεγγίζεηο πεξηιακβάλνπλ ηα added variable plot θαη ηα  variable plot.   

5.2.5 Forward Search Method 

 Οη Atkinson and Riani (2000) πξόηεηλαλ κία πνιύ ηζρπξή κέζνδν, γλσζηή σο 

forward search κέζνδν γηα ηελ αλίρλεπζε ζεκείσλ επηξξνήο ζε απιά θαη 

πνιιαπιά  πξνβιήκαηα γξακκηθήο  παιηλδξόκεζεο. Βαζηδόκελνη  ζηα ππόινηπα 

πνπ παίξλνπκε από ην πξνζαξκνζκέλν κνληέιν, έλα αξρηθό ππνζύλνιν κεγέζνπο 

m<n ην νπνίν δελ πεξηέρεη απνκνλσκέλα ζεκεία ζρεκαηίδεηαη από ηα δεδνκέλα. 

Ζ επίδξαζε ηεο πξνζζήθεο κίαο κεηαβιεηήο ηε θνξά ζην αξρηθό ππνζύλνιν γηα 

ηα ζηαηηζηηθά πνπ ελδηαθεξόκαζηε παξαθνινπζείηαη ζπλερώο όζν όιεο νη 

παξαηεξήζεηο βξίζθνληαη ζην ππνζύλνιν. Σν λα ζπκπεξηιάβνπκε ζεκεία 

επηξξνήο (influential observations) αλακέλεηαη λα πξνθαιέζεη κεξηθέο 

ζεκαληηθέο αιιαγέο ζηηο εθηηκήζεηο ησλ ζηαηηζηηθώλ . 

Ζ FS κέζνδνο επεθηείλεηαη θαη ζην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox 

από ηνλ Nor Akmal (2010). Απηή ε FS κέζνδνο δεκηνπξγήζεθε γηα λα επεθηείλεη 

θαη λα βειηηώζεη ηε κέζνδν ησλ Atkinson θαη Riani (2000), ε νπνία ρξεζηκνπνηεί 

ηα deviance ππόινηπα γηα ηελ αλαγλώξηζε ησλ ζεκείσλ επηξξνήο ζε έλα κνληέιν 

παιηλδξόκεζεο. Ζ FS κέζνδνο πνπ πξνηάζεθε γηα ην κνληέιν ηνπ Cox, 

ρξεζηκνπνηεί ηξηώλ εηδώλ ππόινηπα, ηα ππόινηπα deviance rDi,  ηα normal 

deviate ππόινηπα rZi θαη ηα log-odds ππόινηπα rLi.  
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Ζ FS κέζνδνο γηα ην κνληέιν ηνπ Cox πεξηιακβάλεη  ηα ηξία παξαθάησ βήκαηα:  

1)Σελ επηινγή ελόο αξρηθνύ ππνζπλόινπ από ην πιήξεο ζύλνιν  δεδνκέλσλ.  

2)Σελ πξόζζεζε παξαηεξήζεσλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο αλαδήηεζεο.  

3)Σελ παξαθνινύζεζε ηεο αλαδήηεζεο  

 

Βήκα 1
ν 

:
  

 Δπηινγή ελόο  αξρηθνύ ππνζπλόινπ από ην πιήξεο  ζύλνιν  

δεδνκέλσλ. 

Ζ FS κέζνδνο γηα ην κνληέιν ηνπ Cox μεθηλά κε ηελ πξνζαξκνγή ηνπ αξρηθνύ 

ζπλόινπ δεδνκέλσλ κε ην κνληέιν ηνπ Cox θαη νλνκάδνληαο ην „θαιύηεξν‟ 

πξνζαξκνζκέλν κνληέιν, κνληέιν Α. Έπεηηα, επηιέγνπκε θάπνηα από ηηο 

παξαθάησ ηερληθέο γηα λα δηακνξθώζνπκε ην αξρηθό ππνζύλνιν. πκβνιίδνπκε 

ην αξρηθό ππνζύλνιν κε S*
(m)
, όπνπ m είλαη ην κέγεζνο ηνπ αξρηθνύ ππνζπλόινπ.  

Τεχνική 1: Πξνζαξκόδνπκε ην κνληέιν Α ζην αξρηθό ζύλνιν δεδνκέλσλ θαη 

παξαηεξνύκε ηηο ηηκέο ησλ rDi
2 . Έπεηηα, δηαηάζζνπκε ηα δεδνκέλα κε βάζε ηηο 

ηηκέο ησλ rDi
2   Σν αξρηθό ππνζύλνιν ζρεκαηίδεηαη δηαιέγνληαο ηνπιάρηζηνλ ην 

50% ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ έρνπλ ηηο κηθξόηεξεο ηηκέο ησλ rDi
2   

Τεχνική 2: Ζ ηερληθή είλαη παξόκνηα κε ηελ ηερληθή 1, κε ηε δηαθνξά όηη αληί γηα 

ηα ππόινηπα rDi ρξεζηκνπνηνύκε ηα rZi. 

Τεχνική 3: Δπίζεο είλαη παξόκνηα κε ηελ 1, αιιά ζηε ζέζε ησλ rDi 

ρξεζηκνπνηνύκε ηα rLi. 

Τεχνική 4: Δθαξκόδνπκε ηε κέζνδν case-deletion ζηα αξρηθά δεδνκέλα καο. 

Αθαηξνύκε κία παξαηήξεζε ηελ θνξά. Έπεηηα, ηα δεδνκέλα πνπ απνκέλνπλ ηα 

πξνζαξκόδνπκε ρξεζηκνπνηώληαο ην κνληέιν Α. ηελ ζπλέρεηα, θαηαγξάθεηαη ε 

εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ (β̂1,β̂2,…,β̂p). Απηό επαλαιακβάλεηαη γηα θάζε 

παξαηήξεζε ηνπ ζπλόινπ δεδνκέλσλ καο. Φηηάρλνπκε ην δηάζηεκα ηεο δηακέζνπ                        

( β̂
j( )

)   γ MAD( β̂
j( )
)  όπνπ  β̂

j( )
 είλαη ε εθηίκεζε ηεο παξακέηξνπ β j όπνπ 

j=1,2,…p όηαλ ε i-νζηή παξαηήξεζε αθαηξείηαη, MAD( β̂
j( )
) ε δηάκεζε απόιπηε 

απόθιηζε θαη γ=1,2,… . Αλ ην β̂
j

(-i)
 βξίζθεηαη έμσ από ην δηάζηεκα, ηόηε ε i-νζηή 

παξαηήξεζε δελ ζα πεξηέρεηαη ζην αξρηθό ππνζύλνιν γηα όια ηα j=1,2,…p.  
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Τεχνική 5: Πξνζαξκόδνπκε ην κνληέιν Α ζην ζύλνιν κε όια ηα δεδνκέλα θαη 

ππνινγίδνπκε ηα rDi. Σόηε ην αξρηθό ππνζύλνιν ζρεκαηίδεηαη δηαιέγνληαο ηηο 

παξαηεξήζεηο ησλ νπνίσλ νη ηηκέο ησλ rDi θπκαίλνληαη αλάκεζα ζην -1 θαη ζην 

3. 

Τεχνική 6: Δίλαη παξόκνηα κε ηελ ηερληθή 5. Χζηόζν, ηα ππόινηπα rZi 

ρξεζηκνπνηνύληαη ζηε ζέζε ησλ rDi.  

Τεχνική 7: Πξνζαξκόδνπκε ην κνληέιν Α ζην πιήξε ζύλνιν δεδνκέλσλ θαη 

ππνινγίδνπκε ηα rLi. Σόηε ην αξρηθό ππνζύλνιν απνηειείηαη από ηηο 

παξαηεξήζεηο ησλ νπνίσλ ηα νη ηηκέο ησλ rLi θπκαίλνληαη αλάκεζα ζην -1 θαη 

ζην 6. 

Βήκα 2
ν 

:
  
 Πξόζζεζε παξαηήξεζεο  

Σν επόκελν βήκα είλαη λα δηαιέμνπκε κία παξαηήξεζε γηα λα ζπκπεξηιεθζεί ζην 

S*
(m)
. Γηα παξάδεηγκα, εθαξκόδνπκε ηελ ηερληθή 1 από παξαπάλσ. 

Πξνζαξκόδνπκε ην κνληέιν Α ζην αξρηθό ππνζύλνιν S*
(m)
. Σόηε νη εθηηκήζεηο 

ησλ ζηαηηζηηθώλ πνπ καο ελδηαθέξνπλ, όπσο ε  εθηίκεζε ηεο παξακέηξνπ β̂ θαη 

ηεο δηαθύκαλζεο ζe
2, πνπ ζπκβνιίδνληαη κε β̂

(m)
 θαη ζe

2
(m)

, θαηαγξάθνληαη 

αληίζηνηρα. Έπεηηα, ε εθηίκεζε ηεο παξακέηξνπ  β̂
(m)

 ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ησλ θαηλνύξησλ rDi γηα ην πιήξεο ζύλνιν δεδνκέλσλ θαη ζηε 

ζπλέρεηα ηαμηλνκνύκε ηα δεδνκέλα κε βάζε ηηο ηηκέο ησλ θαηλνύξησλ rDi
2 . 

πλεπώο, ζρεκαηίδεηαη έλα θαηλνύξην ππνζύλνιν S*
(m+1)

  κεγέζνπο m+1, 

δηαιέγνληαο ηηο m+1 παξαηεξήζεηο κε ηηο κηθξόηεξεο ηηκέο ζηα rDi
2 .  

Απηή ε δηαδηθαζία επαλαιακβάλεηαη κέρξη όιεο νη παξαηεξήζεηο λα είλαη ζην 

ππνζύλνιν S*
(n)
, όπνπ N είλαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο από ηα πιήξε δεδνκέλα. 

Παξόκνηα βήκαηα αθνινπζνύληαη όηαλ ηα rLi ή  ηα  rZi ρξεζηκνπνηνύληαη αληί 

ησλ rDi. 

Βήκα 3
ν 
:  Παξαθνινύζεζε ηεο αλαδήηεζεο  

Οπνηεζδήπνηε αιιαγέο ζην β̂
   

 θαη  ζe
2
( )

 γηα l=m,m+1,…,N εληνπίδνληαη θάλνληαο 

ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ β̂
   

 σο πξνο ην δείθηε l δίλνληαο έλα δηάγξακκα 

πξνόδνπ (progression plot).  
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Παπάδειγμα 5.1 

Έρνπκε έλα ζύλνιν δεδνκέλσλ πνπ αθνξά 310 αζζελείο πνπ πάζρνπλ από 

θαξθίλν ηνπ πξνζηάηε (Andrews and Herzberg, 1985). Σα δεδνκέλα πεξηέρνπλ 

αζζελείο θάησ ησλ 75 ρξνλώλ θαη έρνπκε ηηο εμήο κεηαβιεηέο.  

1. ην είδνο ηεο ζεξαπείαο, Treatment  

2. ηνλ δείθηε βάξνπο, Wt  

3. ηελ αηκνζθαηξίλε, Haemo  

4. ην κέγεζνο ηεο πξσηνγελνύο βιάβεο, Size  

5. ην ζηάδην ηνπ όγθνπ, Tumour  

6. ην ηζηνξηθό θαξδηαγγεηαθήο λόζνπ, History  

ην ρήκα 5.1 έρνπκε ην progression plot ηεο κεηαβιεηήο ΄βάξνο΄ γηα ηα 

παξαπάλσ δεδνκέλα. Από ην ζρήκα, κπνξνύκε λα  αλαγλσξίζνπκε ηελ 

παξαηήξεζε πνπ πξνθαιεί κεγάιε αιιαγή θαη ζπλεπώο κπνξνύκε λα 

πξνζδηνξίζνπκε ηνλ αληίζηνηρν αζζελή.   

 

ρήκα 5.1 

Progression plot ζηνλ παξάγνληα wt αζζελώλ κε θαξθίλν ηνπ πξνζηάηε κε ηελ 

FS κέζνδν  
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5.2.6 Added variable plot (ππόζθεηων μεηαβληηών 

γπάθημα) 

Σν γξάθεκα πξόζζεησλ κεηαβιεηώλ είλαη ρξήζηκν γηα ηελ εμέηαζε ηεο 

επίδξαζεο ηεο ζπκκεηαβιεηήο ζε κνληέια παιηλδξόκεζεο. Σν γξάθεκα παξέρεη 

πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηελ έληαμε ηεο ζπκκεηαβιεηή θαη είλαη ρξήζηκν γηα ηελ 

αλαγλώξηζε ησλ ζεκείσλ επηξξνήο γηα ηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ. Οη  Chen 

θαη Wang (1991)  πξόηεηλαλ ηα γξαθήκαηα πξόζζεησλ κεηαβιεηώλ γηα ην 

κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox πνπ πξνέξρνληαη από ην κεησκέλν 

κνληέιν, δειαδή ην κνληέιν κε ηηο ιηγόηεξεο κεηαβιεηέο. Ο Hall (1996), κε ηε 

ζεηξά ηνπ, ηα επέθηεηλε γηα γξαθήκαηα πνπ πξνέξρνληαη από ην πιήξεο κνληέιν. 

Υξεζηκνπνίεζε ηελ πξνζέγγηζε ησλ O‟Hara Hines θαη Carter (1993), ε νπνία 

νδεγεί ζε γξαθήκαηα κα ηδηόηεηεο παξόκνηεο κε απηέο ησλ added variable plots 

γηα ηα γξακκηθά κνληέια. Απηά ηα γξαθήκαηα εθαξκόδνληαη επίζεο ζε κνληέια 

κε ρξνληθά εμαξηώκελεο κεηαβιεηέο.  

Γηα λα εμάγνπκε ην γξάθεκα πξόζζεησλ κεηαβιεηώλ, ην νπνίν πξνηάζεθε από ηνλ Hall 

(1996), γηα ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox ζεσξνύκε ηε ζπλάξηεζεο 

δηαθηλδύλεπζεο  

h(t|x(j),xj) = h0(t) exp(x( )
T β(j) + xjβj)                   (5.2)  

όπνπ xj είλαη ε κεηαβιεηή πνπ καο ελδηαθέξεη, δειαδή εθείλε ηεο νπνίαο ζέινπκε λα 

εμεηάζνπκε ηελ επίδξαζε ζην κνληέιν ηνπ Cox, β(j) θαη x(j) είλαη ην β θαη ην x, 

αληίζηνηρα, έρνληαο αθαηξέζεη ηελ j-νζηή παξαηήξεζε (Lindkvist, 2000). Ζ εθηίκεζε 

ηνπ β=(β
(j)

T
 , βj)

Σ
 κπνξεί λα γξαθεί σο   

β̂ = (R
*

T

 R
*
)

-1
R
*

T

z
* 
όπνπ R

*
 = W

1/2
R θαη z

*
 = W

1/2
z, W=diag(p) 

κε p=(p
 1 
T ,p 2 

T ,…, p
 N 
T )

T
, ηα ζηνηρεία pik αληηζηνηρνύλ ζηα pi ηεο παξαηήξεζεο k, 

όπνπ pik είλαη ε πηζαλόηεηα δηαθνπήο ηεο ιεηηνπξγίαο ηεο κνλάδαο k 

 pik = 
exp(xk

Tβ) 

∑ exp(x 
Tβ)  l Ri

 

ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη θαη ζηε ζρέζε (2.3). Ο πίλαθαο ζπλδηαθύκαλζεο γηα ην 

β̂ είλαη (R
*

T

 R
*
)

-1 
. Οξίδσ ην R

*
(j) λα είλαη ην  R

*
 κε ηελ αθαίξεζε ηεο j ζηήιεο, ην 
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r.j
*  είλαη ε j ζηήιε ηνπ  R*

,          

 H
* 

= R
*
 (R

*
T

 R
*
)

-1
R
*

T

  θαη   H
*

(j) = R
*

(j) ( R
*
(j)

T

 R
*

(j))
-1
R
*
(j)

T

. 

Σν γξάθεκα πξόζζεησλ κεηαβιεηώλ γηα ην xj ηεο ζρέζεο (5.2), είλαη ην γξάθεκα 

ησλ    z̃
*
 = (I - H(j)

* )z σο πξνο   r̃.j
* = (I - H(j)

* ) r.j
* . 

Κάζε ζεκείν ζην γξάθεκα αληηζηνηρεί ζε κία παξαηήξεζε ζε έλα ζπγθεθξηκέλν 

ζύλνιν θηλδύλνπ ζε έλαλ ζπγθεθξηκέλν ρξόλν απνηπρίαο.  

Σν παξαπάλσ γξάθεκα εληνπίδεη ηα ζεκεία επηξξνήο θαη από εθεί βγάδνπκε 

ζπκπεξάζκαηα γηα ην αλ ζα ζπκπεξηιάβνπκε θάπνηεο κεηαβιεηέο ή όρη.  

Παξόιν πνπ ην γξάθεκα πξόζζεησλ κεηαβιεηώλ είλαη πνιύ ζεκαληηθό, δελ 

ππάξρεη έηνηκνο θώδηθαο ζηελ R γηα ηελ απεηθόληζε ηνπ.  
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 6 

ΣΑΣΗΣΗΚΖ ΑΝΑΛΤΖ 

6.1 Δκηίμηζη ηων ζςνηελεζηών παλινδπόμηζηρ β   

Σα δεδνκέλα αθνξνύλ 51 αζζελείο πνπ πάζρνπλ από νμεία κπεινβιαζηηθή ιεπραηκία θαη 

ππνβάιινληαη ζε κία ζεξαπεία, ζηεο νπνίαο ην ηέινο βιέπνπκε αλ έρνπλ αληαπνθξηζεί ή 

όρη (Lee, 1980). Έρνπκε ηηο εμήο έμη κεηαβιεηέο : 

1. ηελ ειηθία ηνπ αζζελή, Age, 

2. ην πνζνζηό επίζηξσζεο ησλ βιαζηνθπηηάξσλ, Smear  

3. ην πνζνζηό ησλ θπηηάξσλ ζην κπειό ησλ νζηώλ, Infiltrate 

4. ην πνζνζηό ησλ θπηηάξσλ πνπ πξνήιζαλ από ην κπειό ησλ νζηώλ, Index 

5. ηα απόιπηα βιαζηνθύηηαξα, Blasts 

6. ηε ζεξκνθξαζία ηνπ ζώκαηνο, Temperature 

 Age Smear Infiltrate Index Blasts Temperature Time Status 

1 20 78 39 7 0.6 990 18 0 

2 25 64 61 16 35.0 1030 31 1 

3 26 61 55 12 7.5 982 31 0 

4 26 64 64 16 21.0 1000 31 0 

5 27 95 95 6 7.5 980 36 0 

 

Απόζπαζκα δεδνκέλσλ κε πεγή αλαθνξάο : Lee  (1980).  

Δπίζεο, έρνπκε ηνλ ρξόλν επηβίσζεο ηνπ αζζελή, Time, θαη ηε κεηαβιεηή Status, ε νπνία 

δείρλεη αλ ε παξαηήξεζε είλαη απνθνκκέλε (status=1) ή όρη (status=0).  ηε ζπλέρεηα, 

ζέινπκε λα εμεηάζνπκε ην πόζν ζεκαληηθέο είλαη νη έμη παξαπάλσ κεηαβιεηέο ζηνλ 
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ρξόλν επηβίσζεο. Γηα απηόλ ην ιόγν ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην κνληέιν αλαινγηθήο 

δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox (Zhou). 

ςνάπηηζη coxph 

H ζπλάξηεζε coxph είλαη ίζσο ε βαζηθόηεξε εληνιή ηεο R όζνλ αθνξά ην κνληέιν 

αλαινγηθνύ θηλδύλνπ ηνπ Cox, αθνύ κέζσ απηήο ηεο εληνιήο γίλεηαη ε πξνζαξκνγή ηνπ 

κνληέινπ ζηα δεδνκέλα. Ζ γεληθή ηεο κνξθή είλαη ε αθόινπζε: 

                                            coxph(formula,...., method="efron",....) 

όπνπ ζην formula βάδνπκε ζηα αξηζηεξά ηελ απόθξηζε πνπ πξέπεη λα είλαη έλα 

„αληηθείκελν‟ πνπ λα είλαη απνηέιεζκα ηεο Surv ( ). Μεηά ηελ απόθξηζε ηνπνζεηείηαη ην 

ζύκβνιν ~ θαη ζηα δεμηά ηνπ ~ ηνπνζεηνύληαη νη ππόινηπεο κεηαβιεηέο (σο πξνο ηηο 

νπνίεο ζα γίλεη ε κνληεινπνίεζε). 

ην method βάδνπκε ηε κέζνδν πνπ ζέινπκε λα ρξεζηκνπνηεζεί όηαλ ππάξρνπλ ηζόπαιεο 

παξαηεξήζεηο. Πηζαλέο επηινγέο είλαη νη κέζνδνη „efron‟ πνπ είλαη θαη ε πξνεπηιεγκέλε, 

ε „breslow‟, ε νπνία νξίδεηαη ζηελ Παξάγξαθν 2.3.1.1  θαη ε „exact‟. 

ςνάπηηζη Surv 

Ζ ζπλάξηεζε Surv δεκηνπξγεί έλα αληηθείκελν επηβίσζεο. Ζ γεληθή ηεο κνξθή είλαη ε 

αθόινπζε: 

Surv(time,event) 

Όπνπ ζην time βάδνπκε ην ρξόλν κέρξη ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηνπ γεγνλόηνο ή ηνλ 

απνθνκκέλν ρξόλν θαη ζην event βάδνπκε κία κεηαβιεηή κε ηηκή 0, αλ ε παξαηήξεζε 

είλαη απνθνκκέλε θαη ηηκή 1, αλ όρη. 

Γηα λα γίλεη απηό ζην ζηαηηζηηθό παθέην R, ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε 

βηβιηνζήθε survival, κέζα ζηελ νπνία βξίζθνληαη νη ζπλαξηήζεηο πνπ ρξεηαδόκαζηε. 

Δπνκέλσο, εθαξκόδνπκε ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox, κε ρξήζε ηεο 

εληνιήο coxph, ζηα δεδνκέλα καο κε ηηο έμη επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο θαη παίξλνπκε 

ηνλ παξαθάησ Πίλαθα : 
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  n= 51, number of events= 45  

 Coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z|) 

Ζιηθία 0.03198 1.03249 0.01035 3.090 0.0020 ** 

Smear 0.01356 1.01365 0.01528 0.888 0.3747 

Infiltrate -0.01709 0.98306 0.01232 -1.387 0.1654 

Index -0.07222 0.93032 0.03926 -1.840 0.0658 . 

Βιαζηνθύηηαξα -0.01685 0.98329 0.02268 -0.743 0.4573 

Θεξκνθξαζία  0.02212 1.02236 0.01353 1.635 0.1021 

 

                              

 exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95 

Ζιηθία 1.0325 0.9685 1.0118 1.054 

Smear 1.0137 0.9865 0.9838 1.044 

Infiltrate 0.9831 1.0172 0.9596 1.007 

Index 0.9303 1.0749 0.8614 1.005 

Βιαζηνθύηηαξα 0.9833 1.0170 0.9405 1.028 

Θεξκνθξαζία 1.0224 0.9781 0.9956 1.050 

 

Rsquare         =   0.328 (max possible= 0.996 )  

Likelihood ratio test = 20.26 on 6 df, p=0.002486 

Wald test                  = 19.31 on 6 df, p=0.003676 

Score (logrank) test =   20.88 on 6 df, p=0.001929 

 

Πίλαθαο 6.1 

Από ηνλ Πίλαθα 6.1, από ηελ p-ηηκή ηεο κεηαβιεηήο Age, πνπ είλαη ίζε κε 0.0020, 

ζπκπεξαίλνπκε όηη ε κεηαβιεηή Age είλαη ε πην ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή. Δπνκέλσο, ην 

επόκελν βήκα είλαη λα πξνζαξκόζνπκε ην κνληέιν ηνπ Cox κόλν γηα ηε κεηαβιεηή Age 

θαη παίξλνπκε ηα παξαθάησ Πίλαθα: 

  n= 51, number of events= 45  

 Coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z|) 

Ζιηθία  0.032397 1.032927 0.009521 3.403 0.000667 *** 

 

 exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95 

Ζιηθία  1.033 0.9681 1.014 1.052 

 

Likelihood ratio test = 11.85 on 1 df, p=0.000577 

Wald test                  = 11.58 on 1 df, p=0.0006675 

Score (logrank) test  = 12.29 on 1 df, p=0.0004562 

Πίλαθαο 6.2 
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Άξα ν ζπληειεζηήο όπσο βιέπνπκε από ηνλ Πίλαθα 6.2 είλαη 0.032397 πνπ ζεκαίλεη όηη 

όηαλ ε κεηαβιεηή απμάλεηαη θαηά κία κνλάδα ηόηε ε ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο 

απμάλεηαη θαηά 3%. 

6.2 Τπόλοιπα Martingale  

Σα ππόινηπα Martingale είλαη ρξήζηκα ζηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο θαιύηεξεο 

ζπλαξηεζηαθήο κνξθήο ησλ επεμεγεκαηηθώλ κεηαβιεηώλ. Δίλαη κία κηθξή ηξνπνπνίεζε 

ησλ Cox-Snell ππνινίπσλ. Όπσο αλαθέξακε θαη πξνεγνπκέλσο ζηελ Παξάγξαθν 3.6 

ππνινγίδνληαη από ηνλ ηύπν rMi =δi - rci  όπνπ rci είλαη ηα Cox-Snell ππόινηπα. Έζησ ην 

δηάλπζκα ηεο κεηαβιεηήο x ην νπνίν ρσξίδεηαη ζην x
(2)
, γηα ην νπνίν  γλσξίδνπκε ηε 

ζπλαξηεζηαθή κνξθή θαη ζε κία εληαία ζπλερή κεηαβιεηή x
(1)
, γηα ηελ νπνία δελ 

γλσξίδνπκε ηε ζπλαξηεζηαθή ηεο κνξθή (Tableman, 2008). Τπνζέηνπκε όηη ην x
(1)

 είλαη 

αλεμάξηεην ηνπ x
(2)

. Έζησ ηώξα όηη ε g() είλαη ε θαιύηεξε ζπλάξηεζε ηνπ x
(1)
, γηα λα 

εμεγήζεη ηελ επίδξαζε ηεο κεηαβιεηήο. Γηα λα βξνύκε ηελ g(), πξνζαξκόδνπκε ην 

κνληέιν ηνπ Cox ζηα δεδνκέλα πνπ βαζίδνληαη ζην x
(2)

 θαη ππνινγίδνπκε ηα martingale 

ππόινηπα. Έπεηηα, θάλνπκε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε απηώλ ησλ ππνινίπσλ σο πξνο ηηο 

ηηκέο x
(1)

i γηα i=1,…,Ν. πλήζσο, ρξεζηκνπνηείηαη κηα νκαινπνηεκέλε πξνζαξκνγή ηνπ 

scatter plot. Ζ νκαινπνηεκέλε θακπύιε δίλεη θάπνηα έλδεημε γηα ηε ζπλάξηεζε g(). Αλ ε 

γξαθηθή παξάζηαζε είλαη γξακκηθή ηόηε δε ρξεηάδεηαη θάπνηνο κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ 

x
(1)
. Αλ θαίλεηαη λα ππάξρεη θάηη δηαθνξεηηθό ζην γξάθεκα, ηόηε ελδείθλπηαη έλαο 

κεηαζρεκαηηζκόο ηεο κεηαβιεηήο. 

Αξρηθά θαηαζθεπάδνπκε ην γξάθεκα ησλ ππνινίπσλ martingale σο πξνο ηελ ειηθία ην 

νπνίν θαίλεηαη ζην ρήκα 6.1. Από ηε γξακκή εμνκάιπλζεο, παξαηεξνύκε όηη ίζσο ζα 

πξέπεη λα δηαρσξίζνπκε ηνπο αζζελείο κε ειηθία άλσ θαη θάησ ησλ 50 θαη όηη ίζσο 

πξέπεη λα ζπκπεξηιεθζεί θαη ε κεηαβιεηή Age
2
 ζην κνληέιν. 
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ρήκα 6.1 

Σα ππόινηπα martingale σο πξνο ηελ ειηθία κε ηελ γξακκή εμνκάιπλζεο 

Έηζη μαλαπξνζαξκόδνπκε ην κνληέιν ηνπ Cox κε ηηο κεηαβιεηέο Age θαη Age
2
 θαη 

πξόθύπηνπλ ηα παξαθάησ απνηειέζκαηα : 

  n= 51, number of events= 45  

 Coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z|) 

Ζιηθία  0.1379612 1.1479310 0.0673332 2.049 0.0405 * 

(Ζιηθία)
2
 -0.0010158 0.9989847 0.0006378 -1.593 0.1113 

 

 exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95 

Ζιηθία  1.148 0.8711 1.0060 1.31 

(Ζιηθία)
2
 0.999 1.0010 0.9977 1.00 

 

Likelihood ratio test = 14.51 on 2 df, p=0.0007073 

Wald test                  = 11.79 on 2 df,       p=0.002748 

Score (logrank) test  = 13.09 on 2 df, p=0.001439 

Πίλαθαο 6.3 
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Από ηνλ Πίλαθα 6.3 βιέπνπκε όηη ηειηθά ε κεηαβιεηή Age
2
, αθνύ ε p-ηηκή ηεο είλαη 

0.1113, δελ είλαη ηειηθά ζεκαληηθή. 

6.3 Τπόλοιπα Score 

Σα ππόινηπα Score ππνινγίδνπλ ηε δηαθνξά αλάκεζα ζηελ ηηκή ηεο δνζκέλεο 

κεηαβιεηήο θαη ηεο κέζεο ηηκήο ηεο ζην ζύλνιν θηλδύλνπ. Σν γξάθεκα ηνπο σο 

πξνο ηελ κεηαβιεηή πνπ καο ελδηαθέξεη, πξνζδηνξίδεη σο ζεκεία επηξξνήο ηηο 

παξαηεξήζεηο πνπ ην αληίζηνηρν ππόινηπν Score δηαθέξεη από ηνλ κέζν όξν ηνπ 

δείγκαηνο ζε κεγάιν βαζκό. Σα ππόινηπα Score δίλνληαη από ηνλ ηύπν :  

rSji = rPji + exp(β̂΄xi) ∑
(âjr – xji)δr)

∑ exp(β̂΄x )  R(tr)
tr≤ti     όπνπ rPji είλαη ηα ππόινηπα Schoenfeld, ηα 

νπνία δίλνληαη από ηε ζρέζε (3.1).  

Καηαζθεπάδνπκε ην γξάθεκα ησλ ππνινίπσλ Score σο πξνο ηελ ειηθία ην νπνίν 

θαίλεηαη ζην ρήκα 6.2 θαη από ην νπνίν παξαηεξνύκε όηη ίζσο λα ππάξρνπλ θάπνηα 

ζεκεία επηξξνήο, ηα νπνία πηζαλόλ λα είλαη ηα δύν πην αξλεηηθά ππόινηπα, ηα νπνία 

είλαη αληηζηνηρνύλ ζηελ 6
ε
, ε νπνία είρε πνιύ κηθξό ρξόλν επηβίσζεο θαη ζηελ 50

ε
 

παξαηήξεζε, ε νπνία είρε αληίζηνηρα ζρεηηθά κεγάιν. 
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ρήκα 6.2 

Σα ππόινηπα Score σο πξνο ηελ ειηθία κε ηελ γξακκή εμνκάιπλζεο 

6.4 Τπόλοιπα Deviance 

Έλα  ζεκαληηθό κεηνλέθηεκα ησλ ππνινίπσλ martingale είλαη ε αζύκκεηξε θαηαλνκή 

ηνπο θαη γη‟ απηόλ ηνλ ιόγν ηα κεηαζρεκαηίδνπκε ώζηε λα μεπεξάζνπκε απηό ηo 

πξόβιεκα. Έηζη πξνθύπηνπλ ηα ππόινηπα deviance, ηα νπνία νξίδνπκε ζηελ Παξάγξαθν 

3.8 θαη δίλνληαη από ηνλ ηύπν : 

rDi = sgn(r mi) [-2[r mi + δi log(δi – rmi)]]
 1/2

,     1 ≤ i ≤ N 

όπνπ rmi  είλαη ηα ππόινηπα martingale θαη   sgn(rmi)= {
   1,   γηα rmi>0

-1,  γηα rmi <0
. 

Από ην ρήκα 6.3 βιέπνπκε όηη ηα ππόινηπα είλαη ζπκκεηξηθά θαηαλεκεκέλα γύξσ από 

ην κεδέλ. Πηζαλά άηππα ζεκεία αληηζηνηρνύλ ζε κεγάιεο θαη‟ απόιπηε ηηκή ηηκέο ησλ 

ππνινίπσλ deviance. Βιέπνληαο ην ζρήκα, απηό είλαη ην ππόινηπν πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 
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22
ε
 παξαηήξεζε θαη είλαη αζζελήο κε κεδεληθό ρξόλν επηβίσζεο. Δπεηδή, ππάξρεη κόλν 

κηα πηζαλή άηππε ηηκή δελ πξνθαιείηαη αλεζπρία ζρεηηθά κε ηελ επάξθεηα ηνπ κνληέινπ. 

 

 

ρήκα 6.3 

Σα ππόινηπα deviance σο πξνο ηελ ειηθία κε ηελ γξακκή εμνκάιπλζεο 

6.5 Τπόλοιπα Schoenfeld 

Σα ππόινηπα Schoenfeld ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηνλ έιεγρν ηεο ππόζεζεο ηεο αλαινγηθήο  

δηαθηλδύλεπζεο (PH ππόζεζε). Οξίδνληαη ζε θάζε ρξόλν απνηπρίαο t(i)  σο  rPji = δi{ xji-

âji}, όπνπ xji είλαη ε ηηκή ηεο ζπκκεηαβιεηήο xj γηα ην i άηνκν (δειαδή ε ηηκή 

xji),  âji=
∑ xj exp( β̂ˈxj)i Ri

∑ exp( β̂ˈxj)i Ri

 i=1,…,Ν, j=1,…,p (3.2) είλαη ε αλακελόκελε ηηκή ηεο 
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ζπκκεηαβιεηήο γηα ηα άηνκα πνπ βξίζθνληαη ζε ξίζθν ζην ρξόλν ti, Ν ην πιήζνο ησλ 

αηόκσλ θαη p ην πιήζνο ησλ κεηαβιεηώλ θαη δi=0, αλ ti απνθνκκέλνο θαη δ i=1, αλ ti 

πιήξεο ρξόλνο. 

Σα ππόινηπα Schoenfeld ππνινγίδνληαη κόλν γηα πιήξεηο παξαηεξήζεηο. Αλ ε ππόζεζε 

ηεο αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηζρύεη, ηόηε ηα ππόινηπα Schoenfeld σο πξνο ηελ ειηθία 

ζα πξέπεη λα έρνπλ ηπραία κνξθή. Γηαθνξεηηθά, ην γξάθεκα ζα δείρλεη πνιύ κεγάια 

ππόινηπα γηα θάπνηεο ειηθίεο. 

Από ην ρήκα 6.4 βιέπνπκε όηη όζν κεγαιώλεη ε ειηθία νη ηηκέο ησλ ππνινίπσλ 

Schoenfeld γίλνληαη όιν θαη πην αξλεηηθέο.  

 

 

ρήκα 6.4 

Σα ππόινηπα Schoenfeld σο πξνο ηελ ειηθία καδί κε ηελ γξακκή εμνκάιπλζεο 
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Από ην ρήκα 6.5 (Therneau, Grambsch and Fleming, 1990) παξαηεξνύκε κία κηθξή 

ηάζε ησλ αζζελώλ κε κηθξνύο ρξόλνπο επηβίσζεο, λα έρνπλ αξλεηηθά ππόινηπα. Απηό 

δείρλεη όηη ην κνληέιν ππεξεθηηκά ηελ πηζαλόηεηα, νη αζζελείο λα πεζάλνπλ κεηά από 

κηθξό ρξνληθό δηάζηεκα. Δπίζεο, βιέπνπκε όηη όζν κεγαιώλεη ν ρξόλνο επηβίσζεο νη 

ηηκέο ησλ ππνινίπσλ Schoenfeld γίλνληαη όιν θαη πην αξλεηηθέο θαη όηη απηέο νη ηηκέο 

αληηζηνηρνύλ ζε άηνκα κηθξόηεξεο ειηθίαο, επνκέλσο έλαο δηαρσξηζκόο ησλ αζζελώλ 

θαηά ειηθία ζα ήηαλ ρξήζηκνο, όπσο ζπκπεξάλακε θαη από ηα martingale ππόινηπα.   

 

ρήκα 6.5 

Σα ππόινηπα Schoenfeld σο πξνο ηνλ ρξόλν καδί κε ηελ γξακκή εμνκάιπλζεο 

6.5.1 Σςποποιημένα ςπόλοιπα Schoenfeld  

πκβνιίδνπκε ηα ηππνπνηεκέλα Schoenfeld ππόινηπα κε r
*

Pji θαη είλαη ηα ζηνηρεία ηνπ 

δηαλύζκαηνο σο r*Pj = r V(β̂) rPj . Χο ελαιιαθηηθή ιύζε γηα ηελ ππόζεζε ηεο 
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αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο νη Grambsch θαη Therneau (1994) ζεώξεζαλ ρξνληθά 

κεηαβαιιόκελνπο ζπληειεζηέο β(t) = β + ζg(t), όπνπ g(t) είλαη κία ζπλάξηεζε ηνπ 

ρξόλνπ. Γεδνκέλνπ όηη ην g(t) είλαη γλσζηό, αλέπηπμαλ έλαλ score έιεγρν γηα ηελ Ζ0 : 

ζ=0, βαζηζκέλν ζηελ εθηηκήηξηα ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ ηνπ ζ, ν νπνίνο έιεγρνο γίλεηαη 

κε ηελ ειεγρνζπλάξηεζε  

Tj = 
{∑ (gj-g̅) r*Pjj }

2

rIj∑ (gj-g̅)j

2  

όπνπ j είλαη ε κεηαβιεηή πνπ καο ελδηαθέξεη, gj είλαη ν κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ ρξόλνπ, g̅ 

είλαη ε κέζε ηηκή ηνπ g, r είλαη ν αξηζκόο ησλ γεγνλόησλ θαη Ij είλαη ε παξαηεξνύκελε 

πιεξνθνξία γηα ηελ κεηαβιεηή j. H Σj αθνινπζεί πξνζεγγηζηηθά ηελ  
2
 θαηαλνκή κε έλα 

βαζκό ειεπζεξίαο. ηελ ζπλέρεηα, έδεημαλ όηη ην i-νζηό ηππνπνηεκέλν ππόινηπν 

Schoenfeld, ηα νπνία αλαθέξνληαη ζηελ Παξάγξαθν 3.4 έρεη κέζε ηηκή πεξίπνπ ζg(tj), 

δειαδή E(r
*

Pji)   ζg(ti). Παξαθηλνύκελνη από απηά ηα απνηειέζκαηα, αλέπηπμαλ επίζεο, 

κία γξαθηθή κέζνδν. Έδεημαλ όηη ην γξάθεκα ησλ β̂(ti), ην i-νζηό ηππνπνηεκέλν 

ππόινηπν Schoenfeld ζπλ ην β̂ (ε εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ β), σο πξνο ην 

ρξόλν ti απνθαιύπηεη ηε ζπλαξηεζηαθή κνξθή ηνπ β(t). Κάησ από ηελ ππόζεζε ηεο Ζ0, 

πεξηκέλνπκε κία ζηαζεξή ζπλάξηεζε σο πξνο ην ρξόλν. 

Σν ρήκα 6.6 δείρλεη όηη ηθαλνπνηείηαη ε ππόζεζε ηεο αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο, αθνύ 

ε γξακκή κπνξεί λα ζεσξεζεί νξηδόληηα, δειαδή ν ζπληειεζηήο ηνπ κνληέινπ δε δείρλεη 

εμάξηεζε από ην ρξόλν. Απηό εληζρύεηαη θαη από ην όηη ν ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο ηνπ 

Pearson, ν νπνίνο εμεηάδεη αλ ηα ηππνπνηεκέλα ππόινηπα Schoenfeld ζρεηίδνληαη κε ην 

ρξόλν, είλαη ρακειόο (ξ=0.0763). Δπίζεο από ηα απνηειέζκαηα πξνθύπηεη όηη ε ηηκή ηεο 

ειεγρνζπλάξηεζεο ηνπ παξαπάλσ ειέγρνπ γηα ηελ ππόζεζε Ζ0: ζ=0 είλαη T= 0.214 (p-

ηηκή =0.643), θαη έηζη πάιη ζπκπεξαίλνπκε όηη ηθαλνπνηείηαη ε ππόζεζε ηεο αλαινγηθήο 

δηαθηλδύλεπζεο. 
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ρήκα 6.6 

Οη εθηηκήηξηεο β̂(t) σο πξνο ηνλ ρξόλν επηβίσζεο, καδί κε ηελ spline smooth θαη ηα   2 

δηαζηήκαηα εκπηζηνζύλεο γηα ηελ  spline smooth 

6.6 Normal deviate ςπόλοιπα 

Οη Nardi θαη Schemper (1999) πξόηεηλαλ ηε ρξήζε ησλ log-odds ή ησλ normal deviate 

ππνινίπσλ γηα ηνλ έιεγρν ησλ ζεκείσλ επηξξνήο, ηα νπνία θαίλεηαη λα έρνπλ θαιύηεξεο 

ηδηόηεηεο από ηα ππόινηπα Deviance. Σα normal deviate ππόινηπα ππνινγίδνληαη κε 

βάζε ηελ εθηηκώκελε ζπλάξηεζε επηβίσζεο θαη ην ρξόλν επηβίσζεο, απνθνκκέλν ή κε. 

Ζ εθηίκεζε ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο ζεσξείηαη θαιή, αλ Ŝi(ti)=0.5 . Απηά ηα ππόινηπα 

δε κεηξάλε επζέσο ηε δηαθνξά αλάκεζα ζηνλ παξαηεξνύκελν θαη ζηνλ εθηηκώκελν 

ρξόλν επηβίσζεο. Αληί γη‟ απηό, ζπγθξίλνπλ ηελ εθηηκώκελε πηζαλόηεηα επηβίσζεο ζε 

ρξόλν t (απνθνκκέλν ή κε) κε ηελ ηηκή 0.5 .   

Σα normal deviate ππόινηπα νξίδνληαη σο ν probit κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ Ŝi(ti) :    
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                zi =  {
Φ

-1
{Ŝi(ti)}, όπνπ ti πιήξεο ρξόλνο 

            Φ
-1
{
Ŝi(ti

*)

2
}, όπνπ ti

* απνθνκκέλνο ρξόλνο  
   

όπνπ Φ είλαη ε ζσξεπηηθή ζπλάξηεζε θαλνληθήο θαηαλνκήο.  

ην ρήκα 6.8 απεηθνλίδνληαη ηα normal deviate ππόινηπα καδί κε ηηο ηξεηο νξηδόληηεο 

γξακκέο. Οη γξακκέο πνπ βξίζθνληαη ζην  1.96 ππνινγίζηεθαλ ζην Minitab. Από ην 

γξάθεκα ζπκπεξαίλνπκε όηη έλα πηζαλό ζεκείν επηξξνήο είλαη εθείλν ην νπνίν 

αληηζηνηρεί ζηελ 17
ε
  παξαηήξεζε θαη βξίζθεηαη πάλσ από ηελ νξηδόληηα γξακκή 1.96 

θαη ην νπνίν θνηηάδνληαο ηα δεδνκέλα καο, βιέπνπκε όηη έρεη ζρεηηθά κεγάιν ρξόλν 

επηβίσζεο ζε ζρέζε κε ηελ ειηθία ηνπ.  

 

ρήκα 6.8  

Σα normal deviate ππόινηπα σο πξνο ηελ ειηθία 
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6.7 Log-odds ςπόλοιπα 

Σα log-odds ππόινηπα όπσο αλαθέξακε θαη ζηελ Παξάγξαθν 4.2.3.3 ππνινγίδνληαη θαη 

απηά κε βάζε ηελ εθηηκώκελε ζπλάξηεζε επηβίσζεο θαη ην ρξόλν επηβίσζεο, 

απνθνκκέλν ή κε. 

Οξίδνληαη σο ν logit κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ Ŝi(ti) :                                                                

li =  {
log{

Ŝi(ti)

1-Ŝi(ti)
}, όπνπ ti πιήξεο ρξόλνο 

            log{
Ŝi(ti

*)

2- Ŝi(ti
*)
}, όπνπ ti

* απνθνκκέλνο ρξόλνο  
   

ην ρήκα 6.9 απεηθνλίδνληαη ηα log-odds ππόινηπα καδί κε ηηο ηξεηο νξηδόληηεο 

γξακκέο. Οη γξακκέο πνπ βξίζθνληαη ζην  3.66 ππνινγίζηεθαλ ζην Μinitab. 

Παξαηεξνύκε όηη ην γξάθεκα log-odds ππνινίπσλ θαη ησλ normal deviate ππνινίπσλ 

κνηάδνπλ αξθεηά. Από ην γξάθεκα θαηαιήγνπκε ζηα ίδηα ζπκπεξάζκαηα ηα νπνία 

πξνθύπηνπλ από ηα normal deviate ππόινηπα. 
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ρήκα 6.9 

Σα Log-odds ππόινηπα σο πξνο ηελ ειηθία 

6.8 Γιασωπιζμόρ ηηρ μεηαβληηήρ Age 

Παξαηεξώληαο ηα γξάθεκα ησλ ππνινίπσλ martingale θαη Schoenfeld, θαηαιήγνπκε ζην 

ζπκπέξαζκα όηη ζα πξέπεη λα δηαρσξίζνπκε ηνπο αζζελείο ζε δύν νκάδεο, αλάινγα κε 

ηελ ειηθία ηνπο. Ζ κία ζα είλαη νη αζζελείο κε ειηθία κηθξόηεξε ησλ 50 εηώλ θαη ε άιιε 

νη αζζελείο κε ειηθία κεγαιύηεξε ησλ 50 εηώλ. ηε ζπλέρεηα θαηαζθεπάδνπκε ην 

γξάθεκα ησλ δύν θακππιώλ επηβίσζεο, γηα ηηο δύν θαηεγνξίεο ειηθηώλ θαη πξνθύπηεη ην 

ρήκα 6.10. Παξαηεξνύκε όηη όλησο ππάξρεη δηαθνξά αλάκεζα ζηηο δύν θακπύιεο 

επηβίσζεο. 
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ρήκα 6.10 

Οη δύν θακπύιεο επηβίσζεο γηα αζζελείο θάησ θαη πάλσ ησλ 50 ρξνλώλ 

6.9 Σα dfbetas για ηον πποζδιοπιζμό ζημείων επιπποήρ   

Σα dfbetas ηα νπνία νξίδνληαη θαη ζηελ Παξάγξαθν 5.2.2 είλαη ρξήζηκα γηα ηνλ έιεγρν 

ηεο επηξξνήο ηεο θάζε παξαηήξεζεο γηα θάζε παξάκεηξν μερσξηζηά. 

ηελ R κε ηελ εληνιή residuals(datacox,type="dfbetas") ππνινγίδεηαη ε αιιαγή ζε θάζε 

ζπληειεζηή/ παιηλδξόκεζεο, όηαλ θάζε παξαηήξεζε αθαηξείηαη από ηα δεδνκέλα. 

Έπεηηα, ζπγθξίλνληαο ηηο κεγαιύηεξεο, θαη‟ απόιπηε ηηκή, ηηκέο ησλ dfbeta κε ηνπο 

ζπληειεζηέο παιηλδξόκεζεο θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα αλ ππάξρνπλ ζεκεία 

επηξξνήο ή όρη ζηα δεδνκέλα καο. 

Από ην ρήκα 6.11, πνπ δείρλεη όηη νη πεξηζζόηεξεο αιιαγέο ζηνπο ζπληειεζηέο 

παιηλδξόκεζεο είλαη κέζα ζην .3 s.e ησλ ζπληειεζηώλ, ζπκπεξαίλνπκε όηη δελ ππάξρνπλ 

ζεκεία επηξξνήο ζηα δεδνκέλα καο. 
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ρήκα 6.11 

Σα  dfbetas γηα ηελ αλίρλεπζε ησλ ζεκείσλ επηξξνήο  

6.10 ςμπεπάζμαηα 

Αξρηθά πξνζαξκόδνπκε ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox ζηα 

δεδνκέλα καο κε όιεο ηηο κεηαβιεηέο. Από ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ 

βιέπνπκε όηη ζεκαληηθή είλαη κνλάρα ε κεηαβιεηή Age θαη μαλαπξνζαξκόδνπκε 

ζηα δεδνκέλα καο κόλν κε εθείλε ηελ κεηαβιεηή. ηελ ζπλέρεηα από ην γξάθεκα 

ησλ ππνινίπσλ martingale παξαηεξνύκε όηη ζα πξέπεη λα δηαρσξίζνπκε ηνπο 

αζζελείο κε ειηθία άλσ θαη θάησ ησλ 50 θαη όηη ίζσο πξέπεη λα ζπκπεξηιεθζεί θαη ε 

κεηαβιεηή Age
2
 ζην κνληέιν. Έηζη μαλαπξνζαξκόδνπκε ην κνληέιν ηνπ Cox κε ηηο 

κεηαβιεηέο Age θαη Age
2
 θαη βιέπνπκε όηη ηειηθά ε κεηαβιεηή Age

2
 δελ είλαη ηειηθά 

ζεκαληηθή. Καηαζθεπάδνπκε ην γξάθεκα ησλ ππνινίπσλ Score σο πξνο ηελ ειηθία θαη 

παξαηεξνύκε όηη ίζσο λα ππάξρνπλ θάπνηα ζεκεία επηξξνήο, ηα νπνία πηζαλόλ λα είλαη 

ηα δύν πην αξλεηηθά ππόινηπα, ηα νπνία είλαη αληηζηνηρνύλ ζηελ 6
ε
, ε νπνία είρε πνιύ 
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κηθξό ρξόλν επηβίσζεο θαη ζηελ 50
ε
 παξαηήξεζε, ε νπνία είρε αληίζηνηρα ζρεηηθά 

κεγάιν. Από ηα ππόινηπα deviance βιέπνπκε όηη ε 22
ε
 παξαηήξεζε είλαη άηππν ζεκείν 

θαη έρεη κεδεληθό ρξόλν επηβίσζεο θαη από ηα log-odds θαη ηα normal deviate ε 17
ε
 

παξαηήξεζε ηεο νπνίαο ν αζζελήο έρεη ζρεηηθά κεγάιν ρξόλν επηβίσζεο ζε ζρέζε κε ηελ 

ειηθία ηνπ, είλαη πηζαλό ζεκείν επηξξνήο. Σέινο, από ηα ππόινηπα Schoenfeld θαη ηα 

ηππνπνηεκέλα ππόινηπα Schoenfeld ζπκπεξαίλνπκε όηη ηθαλνπνηείηαη ε ππόζεζε 

ηεο αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο.  

Μεηά από ηελ παξαπάλσ ζηαηηζηηθή αλάιπζε, βιέπνπκε όηη ζηελ R ππάξρνπλ  

εύρξεζηεο δηαγλσζηηθέο ηερληθέο όπσο ηα ππόινηπα deviance γηα ηελ αλαγλώξηζε 

άηππσλ ζεκείσλ, ηα ππόινηπα Schoenfeld γηα ηελ ππόζεζε ηεο αλαινγηθήο 

δηαθηλδύλεπζεο. Παξόια απηά δελ ππάξρεη έηνηκνο θώδηθαο γηα κία πνιύ 

απνθαιππηηθή δηαγλσζηηθή ηερληθή γηα ηελ αλίρλεπζε ζεκείσλ επηξξνήο, ην 

γξάθεκα πξόζζεησλ κεηαβιεηώλ, ην νπνίν καο πξνζθέξεη αξθεηέο πιεξνθνξίεο 

θαη είλαη δύζθνιν λα θαηαζθεπαζηεί κε εληνιέο.  
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Α 

 
Πξνγξάκκαηα πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηελ R 

 

1)Πξόγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.1 

 

#Πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ ηνπ Cox ζηα δεδνκέλα κε όιεο ηηο κεηαβιεηέο  

 

library(survival) 

data<-read.table("C://Users/admin/Desktop/amldata.txt") 

names(data)<-

c('Age','Smear','Infiltrate','Index','Blasts','Temperature','Response','Time','Status') 

time<-data [,'Time']  

status<-1-data [,"Status"   #επεηδή ν απνθνκκέλνο πξέπεη λα είλαη 0 

attach(data)  #γηα  άκεζα πξνζβάζηκεο  πιεξνθνξίεο δεδνκέλσλ 

datacox<-coxph(Surv(time,status)~Age+Smear+Infiltrate+Index+Blasts+Temperature) 

summary(datacox) 

 

#Πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ ηνπ Cox κόλν κε ηελ ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή κεηαβιεηή Age 

 

dataagecox<-coxph(Surv(time,status)~Age) 

summary(dataagecox) 

 

 

 

2)Πξόγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.2 

  

#Τπνινγηζκόο ησλ Martingale Τπνινίπσλ θαη ε γξαθηθή ηνπο παξάζηαζε  

 

Age<-data [,'Age'] 

dataagemartin<-residuals(dataagecox,type=c("martingale")) 

plot(Age,dataagemartin,ylab="Martingale Residuals") 

abline(h=0,col=4) 

lines(lowess(Age,dataagemartin),col=2) #γξακκή εμνκάιπλζεο 

 

#Πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ ηνπ Cox κόλν κε ηηο κεηαβιεηέο Age θαη Age
2
 

 

y=Age^2 

dataagecox2<-coxph(Surv(time,status)~Age+y) 

summary(dataagecox2) 

 

 

 

3)Πξόγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.3 
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#Τπνινγηζκόο ησλ Score Τπνινίπσλ θαη ε γξαθηθή ηνπο παξάζηαζε  

 

dataagescore<-residuals(dataagecox,type=c("score")) 

plot(Age,dataagescore,ylab="Score Residuals") 

abline(h=0,col=4) 

lines(lowess(Age,dataagescore),col=2) #γξακκή εμνκάιπλζεο 

 

 

4)Πξόγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.4 

 

# Τπνινγηζκόο ησλ Deviance Τπνινίπσλ θαη ε γξαθηθή ηνπο παξάζηαζε 

 

 dataagedev<-residuals(dataagecox,type=c("deviance")) 

plot(Age,dataagedev,ylab="Deviance Residuals")  

abline(h=0,col=4) 

lines(lowess(Age,dataagedev),col=2) 

 

 

 

5)Πξόγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.5 
 

# Τπνινγηζκόο ησλ Schoenfeld Τπνινίπσλ θαη ε γξαθηθή ηνπο παξάζηαζε 

 

dataageschoen<-residuals(dataagecox,type=c("schoenfeld")) 

plot(Age[status==1],dataageschoen,xlab="Ζιηθία",ylab="Schoenfeld Residuals") 

abline(h=0,col=4) 

lines(lowess(Age[status==1],dataageschoen),col=2) 

 

# Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ππνινίπσλ Schoenfeld  σο πξνο ηνλ ρξόλν  

plot(time status==1 ,dataageschoen,xlab="Υξόλνο",ylab="Schoenfeld Residuals") 

abline(h=0,col=4) 

lines(lowess(time[status==1],dataageschoen),col=2) 

 

# Έιεγρνο ηεο ππόζεζεο αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο κε ηνλ έιεγρν ησλ Grambsch θαη 

Therneau 

cox.zph(dataagecox, transform='identity') 

 plot(cox.zph(dataagecox, transform='identity')) 
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6)Πξόγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.6 

 

7)Πξόγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.7 
 

 

 

 

 

 

 

 

8)Πξόγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.8 

#Γηαρσξηζκόο ησλ αζζελώλ κε βάζε ηελ ειηθία θαη γξαθηθή παξάζηαζε ησλ θακππιώλ 

επηβίσζεο  

  

omada<-data[,'Age']-50 

omada[omada>=0]<-1 

omada[omada<0]<-0 

plot(survfit(Surv(time,status)~omada),xlab="Υξόλνο επηβίσζεο", 

+ ylab="Κακπύιε επηβίσζεο",lty=1:2,col=1:4) 

legend(30,1,c("Κάησ ησλ 50","Άλσ ησλ 50"),lty=1:2,col=1:2) 

 

 

#Σα  normal deviate ππόινηπα  γηα ηελ αλίρλεπζε ζεκείσλ επηξξνήο  

 

library(gbm) 

b<-gbm(Surv(time,status)~Age,distribution="coxph") 

h<-basehaz.gbm(time,status,b$fit) 

s<-exp(-h) 

s1<-s[status==1 # γηα κε απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο  

s2<-s[status==0 # γηα απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο   

z1<-qnorm(s1) 

z2<-qnorm(s2/2) 

z<-c(z1,z2) 

plot(Age,z, ylim=c(-2,2),ylab=" Normal deviate ππόινηπα",xlab="Ζιηθία") 

abline(h=1.96,col=4) 

abline(h=0) 

abline(h=-1.96,col=2) 

 

#Σα  Log-odds ππόινηπα  γηα ηελ αλίρλεπζε ζεκείσλ επηξξνήο  

 

l1<-log(s1/(1-s1)) 

l2<-log(s2/(2-s2)) 

l<-c(l1,l2) 

plot(Age,l,ylim=c(-4,4),ylab=" Log-odds ππόινηπα",xlab="Ζιηθία") 

abline(h=3.66,col=4) 

abline(h=0) 

abline(h=-3.66,col=2) 
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9)Πξόγξακκα γηα ηελ Παξάγξαθν 6.9 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

#Σα  dfbetas γηα ηελ αλίρλεπζε ζεκείσλ επηξξνήο  

 

databeta<- residuals(dataagecox,type="dfbetas") 

plot(databeta,type="h",ylab="influence for Age",xlab="observation") 
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