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Εισαγωγή

Βασικός σκοπός αυτής της εργασίας είναι η ανάλυση και η μοντελοποί-
ηση συγκεκριμένων προβλημάτων από διάφορους τομείς χρησιμοποιώντας
μεθόδους ασυμπτωτικής ανάλυσης. Οι μέθοδοι αυτές έχουν γνωρίσει μεγάλη
ανάπτυξη καθώς όχι μόνο μπορούν να εφαρμοστούν σε ένα ευρύ πεδίο προ-
βλημάτων αλλά επιπλέον προσφέρουν ικανοποιητικές λύσεις εκεί όπου άλ-
λες μέθοδοι (όπως η αριθμητική ανάλυση) αποτυγχάνουν.

Στο πρώτο κεφάλαιο μελετάται η εξίσωση Duffing και παρουσιάζεται η
μέθοδος Poincare-Lindstedt. Στο κεφάλαιο 2 παρουσιάζονται τρεις χαρακτη-
ριστικές εφαρμογές και αντιμετωπίζονται με κανονικές διαταραχές σε μερι-
κές διαφορικές εξισώσεις. Ο ταλαντωτής van der Pol μελετάται στο κεφά-
λαιο 3 και ταυτόχρονα παρουσιάζεται η μέθοδος των πολλαπλών κλιμάκων.
Στο επόμενο κεφάλαιο (4) παρουσιάζεται ένα κλασσικό παράδειγμα, αυτό
της δημιουργίας κυμάτων στο νερό, μέσω της θεωρίας ακτινών. Μία εφαρ-
μογή η οποία συνδυάζει σχεδόν όλα τα παραπάνω εξετάζεται στο κεφάλαιο
5, ενώ στο κεφάλαιο 6 παρουσιάζονται εφαρμογές από τη Μηχανική, τη Χη-
μεία και τη Βιολογία. Τέλος, στο παράρτημα (κεφάλαιο 7) γίνεται μία εισα-
γωγή στο θεωρητικό υπόβαθρο της ασυμπτωτικής ανάλυσης και παρουσιά-
ζονται ασυμπτωτικές μέθοδοι υπολογισμού ολοκληρωμάτων οι οποίες χρη-
σιμοποιούνται στο υπόλοιπο κείμενο.
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1. Μη γραμμική ταλάντωση -
Εξίσωση Duffing

Σκοπός του κεφαλαίου αυτού είναι να μελετηθεί μία περίπτωση μη γραμ-
μικής ταλάντωσης η οποία εμφανίζεται πολύ συχνά στις εφαρμογές. Ας θε-
ωρήσουμε έναν μηχανικό ταλαντωτή, π.χ. ένα σύστημα μάζας - ελατηρίου.
Η μάζα m βρίσκεται συνδεδεμένη με ένα ελατήριο το οποίο της ασκεί μία
μη γραμμική δύναμη επαναφοράς ίση με F = ku + au3, όπου τα k και a εί-
ναι θετικές σταθερές που εξαρτώνται από τα χαρακτηριστικά του ελατηρίου.
Στην περίπτωσή μας θα υποθέσουμε ότι το μη γραμμικό μέρος της F είναι
πολύ μικρότερο από το γραμμικό και επομένως a << k. Για κάποια δεδο-
μένη αρχική μετατόπιση A, η κίνηση της μάζας με μηδενική αρχική ταχύτητα
περιγράφεται από την εξίσωση

md2u
dτ2 = −ku− au3

με τις παρακάτω αρχικές σνθήκες:

u(0) = A, du
dτ (0) = 0.

Προφανώς το συγκεκριμένο πρόβλημα δεν λύνεται αναλυτικά. Λόγω της
ύπαρξης της μικρής παραμέτρου a, θα επιχειρήσουμε να βρούμε λύση με κα-
νονική διαταραχή. Το πρώτο βήμα είναι να κλιμακοποιήσουμε τις μεταβλη-
τές του προβλήματος. Η μετατόπιση από τη θέση ισορροπίας u(τ) θα κλιμα-
κοποιηθεί με την αρχική μετατόπιση A. Για να βρούμε έναν χαρακτηριστικό
χρόνο και να κλιμακοποιήσουμε το τ, θα θεωρήσουμε το αντίστοιχο γραμ-
μικό πρόβλημα αγνοώντας τον όρο αu3. Λύνοντάς το θα δούμε πως η περί-
οδος της κίνησης ισούται με

√
m/k. Οι νέες αδιάστατες μεταβλητές είναι

y = u
A , t = τ√

m/k
,

και το αδιαστατοποιημένο πρόβλημα γράφεται στη μορφή

y′′ + y+ εy3 = 0, (Εξίσωση Duffing)

y(0) = 1, y(0)′ = 0,
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όπου θέσαμε

ε = aA2

k .

Βλέπουμε δηλαδή ότι για να υπάρχει η μικρή παράμετρος στο πρόβλημα και
να ισχύει η ανάλυση που θα κάνουμε, δεν αρκεί η συνθήκη a << k αλλά θα
πρέπει να ισχύει aΑ2 << k. Ας αναπτύξουμε τώρα ασυμπτωτικά την άγνω-
στη συνάρτηση

y(t) = y0(t) + εy1(t) + ε2y2(t) + . . .

και ας αντικαταστήσουμε στις εξισώσεις του προβλήματος. Συγκρίνοντας
συντελεστές ίδιων δυνάμεων του ε και κρατώντας μόνο τους δύο πρώτους
όρους βρίσκουμε

y′′0 + y0 = 0, y0(0) = 1, y′0(0) = 0,

y′′1 + y1 = −y30, y1(0) = 0, y′1(0) = 0.

H λύση του πρώτου προβλήματος είναι η y0 = cos t και επομένως το δεύ-
τερο πρόβλημα γίνεται

y′′1 + y1 = − cos3 t, y1(0) = 0, y′1(0) = 0. (1.1)

Χρησιμοποιούμε την τριγωνομετρική ταυτότητα

cos3 t = 3

4
cos t+ 1

4
cos 3t

και εφαρμόζοντας τη μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών βρίσκουμε
την γενική λύση του προβλήματος (1.1) είναι

y1 = a cos t+ b sin t+ cos 3t
32

− 3t sin t
8

και μετά την εφαρμογή των αρχικών συνθηκών καταλήγουμε στην εξής προ-
σεγγιστική λύση:

yπροσ = cos t+ ε
(

1

32
(cos 3t− cos t)− 3t sin t

8

)
+O(ε2).

Εξετάζοντας τη λύση που βρήκαμε παρατηρούμε ότι o δεύτερος όρος δεν εί-
ναι απαραίτητα μικρός. Συγκεκριμένα, αν θέσουμε t = ε−1 βλέπουμε ότι ο
όρος 3t sin t/8 παραμένει μεγάλος και μάλιστα είναι ίδιας τάξης μεγέθους με
τον πρωτεύοντα όρο, γεγονός που αντιβαίνει στον ορισμό του ασυμπτωτι-
κού αναπτύγματος. Όροι με αυτήν την ιδιότητα ονομάζονται αιώνιοι. Επι-
πλέον, είναι αδύνατο να βελτιώσουμε την προσεγγιστική λύση υπολογίζο-
ντας περισσότερους διορθωτικούς όρους καθώςαν το επιχειρήσουμε θα δούμε
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ότι κι αυτοί περιέχουν αιώνιους όρους. Είναι λοιπόν εμφανές ότι η μέθοδός
μας έχει αποτύχει να λύσει το πρόβλημα στο διάστημα [0,+∞). Αν φυσικά
περιοριστούμε σε κάποιο μικρότερο διάστημα και επιλέξουμε το ε αρκετά μι-
κρό, ο δεύτερος όρος δεν είναι αιώνιος και επομένως δεν υπάρχει πρόβλημα.
Το φυσιολογικό ερώτημα που προκύπτει είναι το ακόλουθο: μπορούμε να
βρούμε μία προσεγγιστική λύση για t οσοδήποτε μεγάλο;

Στο σημείο αυτό θα αναφερθούμε στη μέθοδο Poincare-Lindstedt. Έστω
μία διαφορική εξίσωση της μορφής

y′′ + ω2
0y = εf(y, y′), ε μικρό

με f μία αυθαίρετη συνάρτηση. Η εξίσωση αυτή υποθέτουμε ότι περιγρά-
φει τις (μη γραμμικές) ταλαντώσεις ενός μη γραμμικού συστήματος. Το ω0

συμβολίζει τη συχνότητα του αντίστοιχου γραμμικού συστήματος. Εύκολα
βλέπουμε ότι η προαναφερθείσα εξίσωση Duffing ανήκει στην κατηγορία
αυτή. Αν επιχειρήσουμε να τη λύσουμε θα διαπιστώσουμε την εμφάνιση αιώ-
νιων όρων. Για να αποφευχθεί αυτό θα καταφύγουμε στη μέθοδο Poincare-
Lindstedt. Είναι γνωστό ότι η μη γραμμικότητα αλλάζει τη συχνότητα ενός
συστήματος έχοντας ως βάση μία αρχική συχνότητα ω0 και φτάνοντας μέχρι
τη διαταραγμένη συχνότητα ω(ε). Ο Lindstedt ήταν ένας Σουηδός αστρο-
νόμος ο οποίος βασίστηκε στην παρατήρηση αυτή και εισήγαγε τη διατα-
ραγμένη συχνότητα ω(ε) στην αρχική εξίσωση μέσω του μετασχηματισμού
τ = ω(ε)t . Στη συνέχεια ανέπτυξε σε ασυμπτωτική σειρά όχι μόνο την άγνω-
στη συνάρτηση y αλλά και τη συχνότητα ω:

y(τ) = y0(τ) + εy1(τ) + ε2y2(τ) + . . . ,

ω(ε) = ω0 + εω1 + ε2ω2 + . . .

Ημέθοδος ονομάζεται και μέθοδος των προεκτειμένων παραμέτρων καθώς το
ω(ε) είναι ουσιαστικά μία “προέκταση” της βασικής συχνότητας ω0. Οι συ-
ντελεστές ωi επιλέγονται κατά τρόπο τέτοιο ώστε να εξαφανίζονται οι ανε-
πιθύμητοι αιώνιοι όροι και να εξασφαλίζεται ότι το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα
είναι ομοιόμορφο.

Επιστρέφουμε τώρα στην εξίσωση τουDuffing. Εκτελώντας τον μετασχη-
ματισμό που περιγράψαμε παραπάνω το πρόβλημα γίνεται

ω2ÿ(τ) + y(τ) + εy(τ)3 = 0, τ ≥ 0

y(0) = 1, ÿ(0) = 0,

Η αυστηρή απόδειξη ότι η αλλαγή κλίμακας είναι ασυμπτωτική έγινε από τον H.
Poincare
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όπου ẏ = dy/dτ με y = y(τ). Αν αντικαταστήσουμε τα y και ω με τα ασυμ-
πτωτικά αναπτύγματά τους παίρνοντας μόνο τους δύο πρώτους όρους το
πρόβλημα γράφεται στην εξής μορφή:

(1 + 2εω0ω1)(ÿ0 + εÿ1) + (y0 + εy1) + ε(y30 + 3εy20y1) = 0,

y0(0) + εy1(0) = 1,

ẏ0(0) + εẏ1(0) = 0.

Εξισώνουμε τους συντελεστές και βρίσκουμε

ÿ0 + y0 = 0, y0(0) = 1, ẏ0(0) = 0,

ÿ1 + y1 = −2ω1ÿ0 − y30, y1(0) = 0, ẏ0(0) = 0.

To πρώτο από τα παραπάνω προβλήματα έχει λύση y0(τ) = cos t. Αντικαθι-
στώντας στο δεύτερο πρόβλημα προκύπτει

ÿ1 + y1 = 2ω1 cos τ− cos3 τ =
(
2ω1 −

3

4

)
cos τ− cos 3τ

4
.

Αν λύσουμε την εξισωση αυτή θα δούμε ότι ο αιώνιος όρος παράγεται από
τον όρο που είναι ανάλογος του cos τ. Για να τον εξαφανίσουμε επιλέγουμε
ω1 = 3/8 και η εξίσωση γίνεται

ÿ1 + y1 = −cos 3τ
4

,

η οποία λύνεται με τη μέθοδο προσδιοριστέων συντελεστών. Έπειτα και από
την εφαρμογή των οριακών συνθηκών βρίσκουμε ότι

y1 =
cos 3τ− cos τ

32
+O(ε2).

Επομένως η προσεγγιστική λύση είναι

y(τ) = cos τ+ εcos 3τ− cos τ
32

και αν αντιστρέψουμε τον αρχικό μετασχηματισμό προκύπτει ότι:

y(t) = cos
(
t+ 3εt

8

)
+ ε

cos(3t+ 9εt
8
)− cos(t+ 3εt

8
)

32
+O(ε2).

Με τον τρόπο αυτό βρήκαμε ανάπτυγμα που παραμένει ομοιόμορφο όταν
ο χρόνος γίνει της τάξης του ε−1. Περισσότερες λεπτομέρειες υπάρχουν στο
[7].
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Σχήμα1.1: Διάγραμμα της λύσης υπολογισμένης αριθμητικά (τελείες) μαζί με
την προσέγγιση που υπολογίσαμε θέτοντας ε = 0.05.



2. Εφαρμογές σε μερικές διαφορικές
εξισώσεις

Σε γενικές γραμμές τα περισσότερα προβλήματα που περιλαμβάνουν με-
ρικές διαφορικές εξισώσεις είναι αδύνατον να λυθούν με κανονικές διατα-
ραχές και απαιτούν πιο εξειδικευμένες μεθόδους. Στο συγκεκριμένο κεφά-
λαιο θα αρκεστούμε στην παρουσίαση τριών σχετικά απλών προβλημάτων
τα οποία μελετώνται στο [4].

2.1 Δυναμικό στο εξωτερικό μίας σχεδόν
σφαιρικής επιφάνειας

Θεωρούμε μία σχεδόν σφαιρική επιφάνεια της οποία η ακτίνα r περιγρά-
φεται από την εξίσωση

r = R(θ, ε) = 1 + εP2(cos θ),

όπου P2 είναι μία συνάρτηση Legendre. Σκοπός μας είναι να υπολογίσουμε
το δυναμικό έξω από τη σφαίρα. Είναι γνωστό ότι η συνάρτηση δυναμικού φ
είναι η λύση του παρακάτω προβλήματος

∇2φ(r, θ, ε) = 0, r > R(θ, ε)
φ(r, θ, ε) = 1, r = R(θ, ε)
φ(r, θ, ε) → 0, r → ∞.

Αρχικά αναπτύσσουμε τη συνάρτηση δυναμικού σε ασυμπτωτική δυναμο-
σειρά

φ(r, θ, ε) ∼ φ0(r, θ) + εφ1(r, θ) + ε2φ2(r, θ) +O(ε3)
όπου ο πρωτεύων όρος φ0 αναμένουμε ότι θα είναι ίσος με το δυναμικό έξω
από μία μη διαταραγμένη (τέλεια) σφαίρα ακτίνας r, δηλαδή

φ0 =
1

r .

10
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Αντικαθιστώντας το ανάπτυγμα στις εξισώσεις του προβλήματος και συγκρί-
νοντας όρους τάξης εn βρίσκουμε ότι

∇2φn(r, θ, ε) = 0, r ≥ R(θ, ε)
φn(r, θ, ε) → 0, r → ∞.

Το επόμενο βήμα είναι να εφαρμόσουμε τη συνοριακή συνθήκηφ(R, θ, ε) = 1
στη διαταραγμένη σφαιρική επιφάνεια. Χάριν απλότητας θα μεταφέρουμε τη
συνοριακή συνθήκη από το σύνορο r = R στο r = 1. Αναπτύσσουμε την
συνάρτηση δυναμικού σε σειρά Taylor γύρω από το 1

φ(r, θ, ε)
∣∣∣∣
r=R(θ,ε)

=
+∞∑
n=1

(εP2)
n

n! φr···r

∣∣∣∣
r=1

= 1,

όπου φr···r =
∂nφ
∂rn . Αντικαθιστούμε στην παραπάνω σχέση το ασυμπτωτικό

ανάπτυγμα της φ και βρίσκουμε ότι

1 ∼ φ0(1, θ) + ε (φ1(1, θ) + P2(cos θ)φ0,r(1, θ))+

ε2
(
φ2(1, θ) + P2(cos θ)φ1,r(1, θ) +

P2
2

2
(cos θ)φ0,rr(1, θ)

)
,

όπου με φi,r···r συμβολίζουμε την
∂nφi

∂rn . Συγκρίνουμε τώρα όρους τάξης ε
n και

βρίσκουμε

ε0 : φ0(1, θ) = 1,

ε1 : φ1(1, θ) + P2(cos θ)φ0,r(1, θ) = 0,

ε2 : φ2(1, θ) + P2(cos θ)φ1,r(1, θ) +
P2
2

2
(cos θ)φ0,rr(1, θ) = 0.

Η πρώτη από τις δύο εξισώσεις επιβεβαιώνει την αρχική μας υπόθεση ότι
φ0 = 1/r. Με γνωστή την φ0 η δεύτερη εξίσωση δίνει φ1(1, θ) = P2(cos θ)
και επομένως η συνάρτησηπου ικανοποιεί αυτή τη συνοριακή συνθήκη , είναι
αρμονική και επιπλέον τείνει στο 0 για μεγάλα r είναι η

φ1 =
P2(cos θ)

r3 .

Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε ότι η συνοριακή συνθήκη για την
φ2 είναι

φ2 = 2P2
2(cos θ) =

36

35
P4 +

4

7
P2 +

2

5
P0,



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΕ ΜΕΡΙΚΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 12

λόγω των ιδιοτήτων των συναρτήσεων Legendre. Επομένως η συνάρτηση φ2

θα είναι η

φ2 =
36

35

P4(cos θ)
r5 +

4

7

P2(cos θ)
r3 +

2

5r
και τελικά η ζητούμενη συνάρτηση δυναμικού είναι η

φ(ρ, θ, ε) = 1

r

(
1 +

2

5
ε2 + . . .

)
+

P2(cos θ)
r3

(
ε+ 4

7
ε2 + . . .

)
+ . . . .

2.2 Παραμόρφωση περιστρεφόμενης υγρής
μάζας

Θαμελετήσουμε τώρα τοπρόβλημα της παραμόρφωσης μίας υγρής μάζας
που περιστρέφεται αργά υπό την επίδραση του βάρους της. Θα χρησιμοποιή-
σουμε κανονική διαταραχή όχι μόνο για τη συνοριακή συνθήκη αλλά και για
τη θέση που βρίσκεται το σύνορο. Αρχικά θεωρούμε ότι το απαραμόρφωτο
σχήμα της μάζας είναι μία σφαίρα με ακτίνα r = 1. Ονομάζουμε ω > 0 την
μικρή παράμετρο που συμβολίζει την αργή περιστροφή που παραμορφώνει
ελαφρά την επιφάνεια της μάζας από το r = 1 στο r = R(θ,ω). Το βαρυτικό
δυναμικό, έστω φ = φ(r, θ,ω) σε υγρό σταθερής πυκνότητας είναι γνωστό
ότι ικανοποιεί την εξίσωση

∇2φ =

{
1, r < R
0, r > R

φ → 0, r → +∞.

Oι συναρτήσεις φ και φn πρέπει να είναι συνεχείς στο r = R. Επιβάλλουμε
μία επιπλέον συνθήκη κανονικοποίησης για να εξασφαλίσουμε ότι η παρα-
μορφωμένη σφαίρα έχει τον ίδιο όγκο με την απαραμόρφωτη, δηλαδή∫

r≤R
dV =

4π
3
.

Hυγρήμάζα θαβρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας ενώπεριστρέφεται ομαλά
αν η επιφάνειά της είναι ισοδυναμική του αθροίσματος του βαρυτικού δυνα-
μικού και του δυναμικού περιστροφής, δηλαδή

φ− 1

2
ω2r2 sin2 θ

∣∣∣∣
r=R(θ,ω)

= A, A = σταθερό.
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Πρώτο μας βήμα είναι να αναπτύξουμε την άγνωστη συνάρτηση φ καθώς
και την R σε ασυμπτωτική σειρά. Επειδή η μικρή παράμετρος ω εμφανίζεται
στο πρόβλημά μας μόνο ως ω2, οι συντελεστές στα ασυμπτωτικά αναπτύγ-
ματα θα είναι δυνάμεις του ω2 αντί για του ω.

φ(r, θ,ω) ∼ φ0(r, θ) + ω2φ1(r, θ) + . . . ,

R(θ,ω) ∼ 1 + ω2R1(θ) + . . . .

Μεταφέρουμε πρώτα το σύνορο από τη θέση r = R στη θέση r = 1 μέσω
της σειράς Taylor όπως στο προηγούμενο πρόβλημα. Για να συνεχίσουμε θα
χρειαστούμε και μία έκφραση για την κανονική παράγωγο στην παραμορ-
φωμένη επιφάνεια

∂φ
∂n =

φr −
1

R2
Rθφθ√

1 +
1

R2
R2
θ

.

Μπορούμε μάλιστα να θεωρήσουμε ότι φn ∼ φr με ακρίβεια τάξης O(ω2).
Επιπλέον, εφόσον έχουμε απαιτήσει συνέχεια για τις φ, φn στο r = R, μπο-
ρούμε να θεωρήσουμε ότι οι φ και φr πρέπει να είναι συνεχείς στο r = R.

Αντικαθιστούμε τα αναπτύγματα στις εξισώσεις του προβλήματος και συ-
γκρίνουμε όρους τάξης ω2n. Προκύπτουν τα παρακάτω προβλήματα

1. ω0 :

∇2φ0 =

{
1, r < 1

0, r > 1
,

με τις συναρτήσεις φ0 και
∂φ0

∂r να είναι συνεχείς στο νέο σύνορο r = 1.
Επιπλέον, η φ πρέπει να είναι ανεξάρτητη του θ στο σύνορο. Με βάση
τις συνθήκες αυτές βρίσκουμε τη λύση του προβλήματος για τη μη δια-
ταραγμένη σφαιρική επιφάνεια.

φ0 =


1

2

(
r2
3
− 1

)
, μέσα στην επιφάνεια

− 1

3r , έξω από την επιφάνεια.

2. ω2 :
∇2φ1 = 0,
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με τη συνάρτηση

φ1(1, θ) + R1(θ)φ0,r(1, θ)−
1

2
sin2 θ

να είναι συνεχής και ανεξάρτητη του θ και τη συνάρτηση

φ1,r(1, θ) + R1φ0,rr(1, θ)

να είναι συνεχής. Επειδή 1
2
sin2 θ = 1

3
− 1

3
P2(cos θ) όπου P2 η συνάρτηση

Legendre, θέτουμε

R1 = aP2(cos θ),

φ1 =

{
br2P2(cos θ), r < 1
c
r3P2(cos θ), r > 1

.

Εφαρμόζοντας τις παραπάνω συνθήκες βρίσκουμε ότι a = −5
2
και b =

c = 1
2
.

H λύση του προβλήματος είναι

R(θ,ω) ∼ 1− 5

2
r2P2(cos θ)

φ(r, θ,ω) ∼


1

2

(
r2
3
− 1

)
+

ω2r2
2

P2(cos θ) + . . . , r < R

− 1

3r +
ω2

2r3P2(cos θ) + . . . , r > R.

2.3 Αδρανειακή ροή (σχεδόν ομοιόμορφη) σε
κύλινδρο

Στο πρόβλημα αυτό η διαταραχή θα εκτελεστεί στη διαφορική εξίσωση
του χωρίου. Θεωρούμε μία σχεδόν ομοιόμορφη ροή της οποίας η διαταραχή
περιγράφεται από την εξίσωση

u = 1 + εy2, y → ∞.

Είναι γνωστό ότι αν η ροή εξαρτάται αποκλειστικά από την αδράνεια (ιδε-
ατή περίπτωση), ο στροβιλισμός, έστω ω, είναι σταθερός κατά μήκος μίας
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γραμμής. Επομένως η συνάρτηση ροής ψ = ψ(x, y, ε) θα είναι η λύση του
παρακάτω προβλήματος:

∇2ψ = −ω(ψ, ε), r > 1,

ψ = 0, r = 1,

ψ → y+ ε
3
y3, r → ∞.

Ξεκινάμε προσδιορίζοντας τη συνάρτησηστροβιλισμούω. Για rμεγάλο έχουμε
ότι

ω = −∇2ψ = −2εy.
Βρίσκουμε ότι

ω = −2εψ+
2

3
ε2ψ2 +O(ε3ψ5).

Συνεχίζουμε αναπτύσσοντας σε ασυμπτωτική σειρά τη συνάρτηση ψ:

ψ(r, θ, ε) = ψ0(r, θ) + εψ1(r, θ) + . . .

Αντικαθιστούμε το ανάπτυγμα στις εξισώσεις του προβλήματος και συγκρί-
νουμε όρους τάξης εn. Προκύπτουν τα παρακάτω προβλήματα:

1. ε0:

∇2ψ0 = 0, r > 1,

ψ0 = 0, r = 1,

ψ0 → r sin θ, r → ∞.

Εύκολα βρισκουμε ότι η λύση του προβλήματος είναι η

ψ0 = sin θ
(
r− 1

r

)
.

2. ε1:

∇2ψ1 = 2ψ0, r > 1,

ψ1 = 0, r = 1,

ψ1 →
r3
3
sin3 θ, r → ∞.

H λύση του προβλήματος είναι

ψ1 =
r3
3
sin3 θ− r ln r sin θ− sin θ

4r +
sin 3θ
12r3 .
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Με τη μέθοδο των κανονικών διαταραχών μπορέσαμε να βρούμε μία ομοιό-
μορφα ασυμπτωτική λύση με ένα διορθωτικό όρο. Αν επιχειρούσαμε να υπο-
λογίσουμε και δεύτερο διορθωτικό όρο θα βλέπαμε ότι δεν υπάρχει συνάρ-
τησηπου να ικανοποιεί το αντίστοιχο πρόβλημακαι να συμπεριφέρεται “καλά”
στο άπειρο. Ένδειξη για την παρουσία αυτού του προβλήματος αποτελεί ο
όρος του r ln r ο οποίος αν και ανήκει στον διορθωτικό όρο, εντούτοις με-
γαλώνει πιο γρήγορα από τον πρωτεύοντα όρο sin θ(r − 1/r). Αυτό σημαί-
νει ότι αν αρκεστούμε στην πρώτη προσέγγιση, τότε οι κανονικές διαταρα-
χές δίνουν ικανοποιητική απάντηση. Αν όμως θέλουμε καλύτερη προσέγγιση
οι κανονικές διαταραχές δεν συμπεριφέρονται ασυμπτωτικά και απαιτείται
άλλη τεχνική.



3. Ταλαντωτής van der Pol -
Μέθοδος πολλαπλών κλιμάκων

3.1 Εξίσωση van der Pol
Μία συνηθισμένη τεχνική σε προβλήματα μοντελοποίησης είναι αυτή του

οριακούστρώματος (λεπτομέρειες στο [2]). Βασικήπροϋπόθεση για την εφαρ-
μογή της είναι να υπάρχει κάποια μεταβλητή (όπως π.χ. ο χρόνος t) η οποία
να μπορεί να χωριστεί σε δύο ή και περισσότερα υποδιαστήματα στα οποία
να διαφέρει ως προς την τάξη μεγέθους. Έτσι, έχουμε τη δυνατότητα να χρη-
σιμοποιήσουμε μία κλιμακοποίηση της μορφής t = t/ε με ε → 0. Μετασχη-
ματίζουμε δηλαδή τον “κανονικό” χρόνο t σε κάποιον πιο “γρήγορο” τ.

Υπάρχει μία μεγάλη κατηγορία προβλημάτων στα οποία δεν είναι εύκολο
να γίνει ο παραπάνω διαχωρισμός. Αυτό συμβαίνει γιατί ο “κανονικός” και
ο “γρήγορος” χρόνος δεν παρουσιάζονται σε διαφορετική περιοχή ο καθέ-
νας αλλά ταυτόχρονα. Είναι απαραίτητο λοιπόν να βρεθεί μία προσέγγιση η
οποία θα περιλαμβάνει και τις δύο διαφορετικές χρονικές βαθμίδες καθώς σε
διαφορετική περίπτωση είναι δυνατόν να θεωρήσουμε ως αμελητέα κάποια
φαινόμενα τα οποία με το πέρασμα του χρόνου συσσωρεύονται. Οι παρατη-
ρήσεις αυτές θα γίνουν πιο ξεκάθαρες με ένα κλασσικό παράδειγμα.

Θεωρούμε το παρακάτω πρόβλημα αρχικών τιμών:

x′′ + ε(x2 − 1)x′ + x = 0, ε → 0,

x(0) = 1, x′(0) = 0, t ≥ 0.

Οι εξισώσεις αυτές προτάθηκαν από τον B. van der Pol στην προσπάθειά του
να περιγράψει τη λειτουργία ενός ηλεκτρικού κυκλώματος το οποίο περι-
λάμβανε λυχνίες κενού αέρα στις αρχές του 1920. Από τότε το συγκεκριμένο
μοντέλο έχει μελετηθεί ιδιαιτέρως και έχει χρησιμοποιηθεί ευρύτατα σε το-
μείς όπως η σεισμολογία (μοντελοποίηση γεωγραφικών πλακών) και η βιο-
λογία (μοντελοποίηση διέγερσης νευρώνων). Για περισσότερες λεπτομέρεις
σχετικά με την εμφάνιση και τη χρήση του συγκεκριμένου μοντέλου, ο ανα-
γνώστης μπορεί να δει τα [10] και [4]. Το παραπάνω πρόβλημα περιγράφει
την κίνηση ενός μονοδιάστατου ταλαντωτή με απόσβεση η οποία οφείλεται
σε κάποια μη γραμμική τριβή της μορφής ε(x2−1). Είναι προφανές ότι ο όρος
αυτός είναι αρνητικός όταν |x| < 1 και θετικός διαφορετικά με αποτέλεσμα

17
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Σχήμα3.1: Γραφική παράσταση της λύσης του προβλήματος για ε = 0.1.

το σημείο ισορροπίας x = 0 να είναι ασταθές. Η λύση του προβλήματος θα
πρέπει να είναι κάποια εξίσωση η οποία τείνει σε κάποιο συγκεκριμένο πλά-
τος της ταλάντωσης καθώς t → +∞. Η παρατήρηση αυτή στηρίζεται στο
γεγονός ότι το σύστημα κερδίζει ενέργεια όταν ο όρος της τριβής είναι αρ-
νητικός, δηλαδή όταν το σύστημα πλησιάζει στο 0. Η ενέργεια αυτή χάνεται
όταν το σύστημα απομακρυνθεί από το ±1 και ο όρος της τριβής είναι θετι-
κός. Ο όρος της τριβής δηλαδή είναι τέτοιος που να αποτρέπει το σύστημα
από το να πλησιάσει το 0, δίνοντάς του ενέργεια, και επιπλέον το αποτρέπει
να φύγει προς το άπειρο όταν αυτό περάσει το±1, αφαιρώντας του ενέργεια.
Το τελικό αποτέλεσμα είναι η ενέργεια να ανακυκλώνεται και το σύστημα
να καταλήξει μετά από κάποιο χρονικό διάστημα σε μία σταθερή κατάσταση
(οριακός κύκλος). Το συμπέρασμα αυτό μπορεί να αποδειχθεί και με χρήση
του θεωρήματος Lienard. Το συγκεκριμένο φαινόμενο διέγερσης - χαλάρω-
σης εμφανίζεται σε πολλούς τομείς όπως για παράδειγμα στη διέγερση της
χορδής ενός βιολιού από το δοξάρι.

Επιστρέφοντας στο πρόβλημά μας, θα δοκιμάσουμε αρχικά μία λύση με
κανονική διαταραχή. Αναπτύσσουμε κατά τα γνωστά την x(t) σε δυναμο-
σειρά του ε και αντικαθιστούμε στις εξισώσεις του προβλήματος. Συγκρίνο-
ντας όρους ίδιας τάξης και κρατώντας μέχρι και τον πρώτο διορθωτικό όρο,
η λύση που προκύπτει είναι η εξής:

x(t) ∼ cos t+ ε
(
3

8
(t cos t− sin t)− 1

32
(sin 3t− 3 sin t)

)
.

To παραπάνω ανάπτυγμα είναι ομοιόμορφο για πεπερασμένο t, είναι όμως
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εμφανές ότι ο όρος του t cos t είναι αιώνιος καθώς γίνεται μεγάλος όταν ο
χρόνος αποκτήσει μία τιμή της τάξης του ε−1, όπως φαίνεται και στο σχήμα
3.1. Το πρόβλημα με την προσέγγιση που ακολουθήσαμε είναι το εξής: στον
ταλαντωτή που μελετάμε διεξάγονται ταυτόχρονα δύο διαφορετικές διαδι-
κασίες αλλά με διαφορετική χρονική κλίμακα η καθεμία. Προφανώς η βασική
ταλάντωση, η οποία είναι απλή αρμονική και περιγράφεται αν στην παρα-
πάνω εξίσωση θέσουμε ε = 0, εξελίσσεται σε μία χρονική κλίμακα τάξης 1.
Υπάρχει όμως και μία διαδικασία η οποία οφείλεται στον όρο της τριβής και
εξελίσσεται σε μία χρονική κλίμακα τάξης ε−1. Η διαδικασία αυτή αρχικά αυ-
ξάνει το πλάτος της ταλάντωσης καθώς ο όρος της τριβής είναι αρνητικός .
Η αύξηση αυτή όμως δεν είναι απεριόριστη καθώς με το πέρασμα του χρόνου
συσσωρεύονται οι αποσβέσεις που συμβαίνουν όταν το πλάτος ξεπερνά το 1
και ο όρος της τριβής γίνεται θετικός. Αποτέλεσμα αυτού είναι η ταλάντωση
να φθίνει σε κάποιο πεπερασμένο πλάτος όταν t → +∞.

Για να εισάγουμε την παρατήρηση αυτή στο πρόβλημά μας θα εισάγουμε
δύο νέες χρονικές μεταβλητές μέσω του μετασχηματισμού

τ = t, T = εt.

Ο χρόνος τ είναι ο χρόνος που περιγράφει τη μη διαταραγμένη ταλάντωση
και είναι τάξης της μονάδας. Θα αναφερόμαστε σε αυτόν ως ο γρήγορος χρό-
νος. Ο χρόνος T περιγράφει την αλλαγή του πλάτους λόγω της τριβής και
επομένως είναι ο αργός χρόνος. Αναζητούμε λοιπόν μία λύση της μορφής
x = x(τ,T). Αρχικά υπολογίζουμε τις παραγώγους x′ και x′′. Είναι προφανές
ότι καθώς αυξάνεται ο χρόνος t, ο γρήγορος χρόνος τ = t θα αυξάνεται με
τον ίδιο ρυθμό ενώ ο αργός χρόνος T = εt θα αυξάνεται αργά. Επομένως
έχουμε

x′ = xτ + εxT,
x′′ = xττ + 2εxτT + ε2xTT.

Αναπτύσσουμε την άγνωστη συνάρτηση με τις νέες μεταβλητές

x(t) = x0(τ,T) + εx1(τ,T)

και απαιτούμε το ανάπτυγμα αυτό να είναι ασυμπτωτικό για μεγάλους χρό-
νους, δηλαδή όταν τ = O(ε−1). Αντικαθιστούμε στις εξισώσεις του προβλή-
ματος και εξισώνουμε συντελεστές τάξης εn.

ε0:

x0ττ + x0 = 0,

x0|t=0 = 1, x0τ|t=0 = 0.
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Θεωρώντας το T σταθερό εύκολα βρίσκουμε τη λύση:

x0 = A(T) cos(τ+ θ(T)),

όπου A το πλάτος και θ η φάση της ταλάντωσης. Προφανώς αυτά θεωρού-
νται σταθερά ως προς το γρήγορο χρόνο αλλά μεταβάλλονται ως προς τον
αργό χρόνο T. Εφαρμόζοντας τις αρχικές συνθήκες βρίσκουμε ότι

A(0) = 1, θ(0) = 0.

Προς το παρόν δεν είμαστε σε θέση να βρούμε κάποια παραπάνω πληροφο-
ρία για τα A, θ.

ε1:
x1ττ + x1 = −x0τ(x20 − 1)− 2x0τT .

Αντικαθιστώντας το x0 βρίσκουμε

x1ττ + x1 = 2AθT cos(τ+ θ) +
(
2AT +

A3

4
− A

)
sin(τ+ θ) + A3

4
sin 3(τ+ θ),

x1|t=0 = 0, x1τ|t=0 = −x0T|t=0 = −AT.

Καθώς σκοπός μας είναι να δούμε πως συμπεριφέρεται το πλάτος A όταν
t → +∞, δεν είναι απαραίτητο να υπολογίσουμε το διορθωτικό όρο x1. Αν
παρατηρήσουμε το δεύτερο μέλος της παραπάνω εξίσωσης θα δούμε ότι ο
όρος του sin 3(τ + θ) της δύναμης εξαναγκασμού θα προκαλέσει μία αντί-
δραση στο x1 η οποία θα είναι φραγμένη από το sin 3(τ+θ). Οι άλλοι δύο όροι
όμως της δύναμης συμπεριλαμβάνουν τα sin(τ+θ) και cos(τ+θ) με αποτέλε-
σμα η αντίδραση που θα δημιουργηθεί στο x1 να μεγαλώνει όπως μεγαλώνει
ο γρήγορος χρόνος τ. Επομένως, ο όρος x1 γίνεται μεγάλος όταν ο χρόνος
t γίνει της τάξης του ε−1 και επομένως το ανάπτυγμά μας δεν είναι πλέον
ασυμπτωτικό. Για να αποφευχθεί το φαινόμενο αυτό θα χρησιμοποιήσουμε
τις άγνωστες συναρτήσειςA (πλάτος) και θ (φάση) για να εξαφανίσουμε τους
δύο ανεπιθύμητους όρους της δύναμης εξαναγκασμού οι οποίοι θα δημιουρ-
γήσουν αιώνιους όρους στη λύση μας. Απαιτούμε λοιπόν να ισχύει

θT = 2AT +
A3

4
− A = 0.

Απότηνπαραπάνωσχέση και με εφαρμογή τωναρχικώνσυνθηκώνβρίσκουμε

θ = 0, Α =
2√

1 + 3e−T
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και επομένως επιβεβαιώνεται η αρχική μας υποψία καθώς βλέπουμε ότι

A T→+∞−−−−→ 2.

Αν θέλουμε μπορούμε να υπολογίσουμε αναλυτικά το διορθωτικό όρο
x1. Θα προκύψουν πάλι δύο άγνωστες συναρτήσεις για το πλάτος και τη
φάση οι οποίες θα προσδιοριστούν απαιτώντας το ανάπτυγμα (με το δεύ-
τερο διορθωτικό όρο x2) να παραμένει ασυμπτωτικό όταν το t μεγαλώνει.
Η διαδικασία αυτή μπορεί να συνεχιστεί μέχρι κάποιο σημείο όπου πλέον
δε θα υπάρχουν αρκετές απροσδιόριστες συναρτήσεις ώστε να εξασφαλιστεί
η ασυμπτωτικότητα του αναπτύγματος. Η δυσκολία αυτή στο παράδειγμά
μας μπορεί να ξεπεραστεί αν προσθέσουμε ένα πολύ αργό χρόνο όπως τον
T̃ = ε2t.

3.2 Η προσέγγισηWKBJ
Ας εξετάσουμε τώρα ένα γενικότερο πρόβλημα. Επιθυμούμε να προσεγ-

γίσουμε ασυμπτωτικά το παρακάτω πρόβλημα:

x′′(t) + f(εt)x = 0, ε → 0.

Ας υποθέσουμε αρχικά ότι η f είναι παντού θετική. Θέτουμε f = ω2, ω > 0
και πλέον η εξίσωση περιγράφει έναν ταλαντωτή του οποίου η συχνότητα ω
εξαρτάται από τη μικρή παράμετρο ε. Καθώς η συχνότητα δεν είναι σταθερή,
είναι λογικό να περιμένουμε ότι το πλάτος Α και η φάση θ της ταλάντωσης
θα είναι μεταβλητά και μάλιστα θα τείνουν σε κάποιες συγκεκριμένες τιμές
καθώς ο χρονος μεγαλώνει.

Εισάγουμε αρχικά όπως παραπάνω δύο μεταβλητές που παριστάνουν δύο
διαφορετικές χρονικές κλίμακες η οποίες εξελίσσονται ταυτόχρονα.Ορίζουμε
τ = t να είναι ο γρήγορος χρόνος κατά τον οποία ο ταλαντωτής εκτελεί απλή
αρμονική ταλάντωση και T = εt να είναι ο αργός χρόνος του οποίου η επί-
δραση οδηγεί στη μεταβολή του πλάτους και της φάσης όταν ο χρόνος μεγα-
λώσει αρκετά. Με βάση τις υποθέσεις αυτές, θεωρούμε μία λύση της οποίας
ο πρωτεύων όρος θα είναι της μορφής

x(τ,T) = A(T) cos(ω(T)τ+ θ(T)).

Με αντίστοιχα επιχειρήματα όπως παραπάνω βλέπουμε πως αν αναπτύξουμε
τη λύση μας σε ασυμπτωτικό ανάπτυγμα και απαιτήσουμε αυτό να παραμένει
ασυμπτωτικό όταν ο χρόνος γίνει μεγάλος θα χρειαστεί να εφαρμόσουμε τη
συνθήκη

θT = −τωT.
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Στην εξίσωση αυτή ειναι εμφανές ότι κάτι δεν πάει καλά καθώς, ενώ η συν-
θήκη περιλαμβάνει τις παραγώγους ως προς τον αργό χρόνο, εμφανίζεται
και ο γρήγορος χρόνος τ. Παρατηρούμε όμως το εξής: αν η φάση θ ήταν αρ-
κετά μεγάλη (της τάξης του ε−1), θα μπορούσαμε να πολλαπλασιάσουμε την
παραπάνω εξίσωση με το ε και να εξαφανίσουμε τον γρήγορο χρόνο. Για να
το πετύχουμε αυτό, θα υποθέσουμε ότι ο πρωτεύων όρος της λύσης μας είναι
της μορφής

x(τ,T) = A(T) cos θ, θ =
Θ0(T)

ε +Θ1(T).

Η μορφή της λύσης αυτής δεν μας δείχνει αμέσως ότι η λύση όντως ταλα-
ντώνεται και στον γρήγορο χρόνο καθώς αυτός απουσιάζει από το όρισμα
του cos θ. Αν υπολογίσουμε τη χρονική μεταβολή της φάσης ως προς τον
γρήγορο χρόνο τ = t βρίσκουμε

θτ = Θ0T + εΘ1T

και προφανώς είναι τάξης 1. Επομένως μία μικρή αλλαγή (τάξης ε) του αργού
χρόνου T σε μία μεγάλη ποσότητα όπως η φάση (τάξης ε−1) προκαλεί μία
αλλαγή κατά απόλυτη τιμή τάξης 1 στο όρισμα του cos θ. Μπορούμε τώρα
να υπολογίσουμε εκφράσεις για τα x′, x′′. Κρατώντας όρους τάξης έως και ε
έχουμε

x′′(t) = −AΘ2
0T
cos θ+ ε

(
(−2AΤΘ0T − AΘ0TT) sin θ− 2AΘ0TΘ1T cos θ

)
.

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση του προβλήματος βρίσκουμε (ε0)

Θ0T = ω.

Συνεχίζοντας με όρους τάξης ε βλέπουμε ότι για να παραμένει το ανάπτυγμά
μας ασυμπτωτικό πρέπει να απαιτήσουμε να εξαφανίζονται οι όροι του x′′(t)
τάξης ε, δηλαδή

2AΤΘ0T + AΘ0TT = 2AΘ0TΘ1T = 0,

από όπου εύκολα βρίσκουμε ότι

A2ω = c1, Θ1 = c2, c1, c2 σταθερά

Παρατηρούμε ότι οι παραπάνω συνθήκες ,γνωστές και σαν συνθήκες αιω-
νιότητας, δεν επιβάλλουν κάποιες συνθήκες για τον πρώτο διορθωτικό όρο
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αλλά για τον δεύτερο x2. Μπορούμε τώρα να γράψουμε τη λύση για f > 0 η
οποία είναι ασυμπτωτική όταν ο χρόνος γίνει της τάξης του ε−1:

x(t) ∼ a cos θ+ b sin θ
4
√
f(εt)

, θ =

∫ t

0

√
f(εu)du, a, b σταθερές.

Με παρόμοιο τρόπο μπορούμε να δούμε ότι στην περίπτωση που η f είναι
παντού αρνητική, η λύση είναι

x(t) ∼ Aeφ + Be−φ

4
√

−f(εt)
, φ =

∫ t

0

√
−f(εu)du, A,B σταθερές.

Συνεχίζουμε τώρα με όρους υψηλότερης τάξης. Αντίθετα με τα όσα ανα-
φέρθηκαν στην προηγούμενη ενότητα, δε θα εισάγουμε επιπλέον πιο αργούς
χρόνους αλλά θα εφαρμόσουμε μία διαφορετική τακτική η οποία είναι και η
ουσία της προσέγγισης WKBJ. Εκτελούμε τον μετασχηματισμό

x(t, ε) = R
(
r(εt, ε)ei

∫ t
t0

σ(εu,ε)du
)
, r, c ∈ R

και συνεχίζουμε με τον υπολογισμό των παραγώγων:

x′ = irσei
∫ t
t0

σ(εu,ε)du
+ εrTei

∫ t
t0

σ(εu,ε)du
,

x′′ = −rσ2ei
∫ t
t0

σ(εu,ε)du
+ iε(2rTσ+ rσΤ)ei

∫ t
t0

σ(εu,ε)du
+ ε2rTTei

∫ t
t0

σ(εu,ε)du
.

Αντικαθιστούμε την έκφραση της x′′ στην αρχική εξίσωση και εξισώνουμε
πραγματικά και φανταστικά μέρη:

2rTσ+ rσΤ = 0,

ε2rTT + r(f− σ2) = 0.

Η πρώτη από τις παραπάνω εξισώσεις ολοκληρώνεται εύκολα και δίνει

σρ2 = c, c σταθερά.

Η δεύτερη είναι δύσκολο να λυθεί αναλυτικά καθώς είναι μη γραμμική. Για να
προχωρήσουμε θα αναπτύξουμε τις άγνωστες συναρτήσεις σε δυναμοσειρά
του ε2:

σ ∼ σ0(T) + ε2σ1(T),
r ∼ r0(T) + ε2r1(T)
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Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση και συγκρίνοντας συντελεστές βρί-
σκουμε τη λύση:

σ ∼
√
f(et) + ε

√
f(εt)

(
5f ′(ετ)2
32f(εt)3 − f ′′(εt)

8f(εt)2

)
,

r ∼ K
4
√
f(εt)

− εK
4
√
f(εt)
2

(
5f ′(ετ)2
32f(εt)3 − f ′′(εt)

8f(εt)2

)
.

3.3 Σημεία εναλλαγής
Στρέφουμε τώρα την προσοχή μας στην περίπτωση όπου f = 0. Χάριν

απλότητας θα θεωρήσουμε ότι αυτό συμβαίνει στην αρχή των αξόνων, επο-
μένως f(0) = 0. Αρχικά θα υποθέσουμε επιπλέον ότι η παράγωγος είναι θε-
τική στο μηδέν. Σύμφωνα με τα αποτελέσματα της προηγούμενης ενότητας,
όταν βρισκόμαστε μακριά από το 0, δηλαδή όταν ο χρόνος είναι της τάξης του
ε−1, η λύση είναι ταλαντούμενη όταν t > 0 και εκθετική όταν t < 0. Σκοπός
μας είναι να δούμε τι γίνεται κοντά στο 0 όπου η συχνότητα μηδενίζεται (και
επομένως το πλάτος της ταλάντωσης απειρίζεται) και να συνδέσουμε τις δύο
λύσεις χρησιμοποιώντας τις απροσδιόριστες σταθερές a, b, A και B. Καθώς
βρισκόμαστε κοντά στην αρχή των αξόνων, μπορούμε να προσεγγίσουμε την
f με χρήση της παραγώγου και να γράψουμε

x′′ + εtf ′(0)x = 0.

Εκτελούμε τώρα το μετασχηματισμό

t = −t 3

√
εf ′(0)

και μετά την αντικατάσταση καταλήγουμε στην παρακάτω εξίσωση:

xττ − τx = 0 (Εξίσωση Airy.)

Οι λύσεις της τελευταίας είναι της μορφής

x = cAi(τ) + dBi(τ),

όπου με Ai και Bi συμβολίζουμε τις συναρτήσεις Airy ενώ τα c, d είναι σταθε-
ρές. Για μεγάλα τ οι τιμές των συναρτήσεων αυτών προσεγγίζονται ασυμπτω-
τικά με τύπους οι οποίοι προκύπτουν με χρήση της μεθόδου της απότομης
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καθόδου για ολοκληρώματα (βλ. παράρτημα). Για τ < 0 η εσωτερική προ-
σέγγιση (κοντά στο 0) και η εξωτερική προσέγγιση (|τ| μεγάλο) είναι

xεσ =
1

4
√
τπ2

( c
2
e− 2

3 τ
3/2

+ de 2
3 τ

3/2
)
,

xεξ =
1

4
√
−εtf ′(0)

(
Aem + Be−m) , m = −2

3

√
−t3εf ′(0).

Για να επιτευχθεί η συναρμογή αρκεί να πάρουμε

c = 2
√
π

6
√
εf ′(0)

A, d =

√
π

6
√
εf ′(0)

B.

Συνεχίζουμε με τον ίδιο τρόπο για τ > 0:

xεσ =
1

4
√
−τπ2

(c cosΘ+ d sinΘ), Θ =
2

3
2
√
−τ3 + π

4
,

xεξ =
1

4
√
εtf ′(0)

(a cos θ+ b sin θ), θ =
2

3
2

√
εt3f ′(0).

Για να έχουμε συναρμογή πρέπει να ισχύει:

a =
6
√
εf ′(0)√
2π

(c+ d), b =
6
√
εf ′(0)√
2π

(c− d).

Χρησιμοποιώντας και τις δύο συνθήκες που βρήκαμε μπορούμε να υπολογί-
σουμε τους τύπους που συνδέουν τις άγνωστες σταθερές:

A =
a+ b
2
√
2
, B =

a− b√
2

.

Αν επομένως το t είναι πολύ μικρό και αρνητικό, βλέπουμε εύκολα ότι B = 0
και η λύση κατά τη μετάβαση στα θετικά t είναι

x =
2A
4
√
f
sin
(∫ t

0

√
f(eu)du+

π
4

)
δηλαδή υπάρχει αλλαγή φάσης π/4 όταν περνάμε από το 0.

Αν ισχύει f ′(0) < 0, απλά αντιστρέφουμε τη μεταβλητή t και ακολου-
θούμε την ίδια διαδικασία. Σημειώνουμε ότι όλα τα παραπάνω ισχύουν και
σε προβλήματα που έχουν τη γενικότερη μορφή

x′′ + εf(εt)x′ + g(εt)x = 0,
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καθώς αν θέσουμε

x = y exp
(
ε
2

∫ t

t0
f(εu)du

)
,

η εξίσωσή μας γράφεται στη μορφή

y′′ +
(
g− ε2

2
f ′′ − ε2

4
f 2
)
y = 0

που είναι η μορφή που μελετήσαμε.



4. Κύματα στο νερό - θεωρία
ακτινών

Θα ασχοληθούμε τώρα με ένα πολύ γνωστό φαινόμενο. Εύκολα παρατη-
ρεί κανείς πως, όταν ένα πλοίου μετακινείται στην επιφάνεια του νερού με μία
συγκεκριμένη ταχύτητα, δημιουργείται ένα τριγωνικό μοτίβο κυμάτων στο
πίσω μέρος του πλοίου. Το φαινόμενο αυτό φυσικά δεν περιορίζεται σε πλοία
αλλά παρατηρείται σε οποιδήποτε κινητό που διασχίζει νερό με σταθερή τα-
χύτητα. Τα κύματα που δημιουργούνται διαφέρουν αναλόγως το μέσο και
την ταχύτητα αλλά το τριγωνικό σχήμα που έχουν μένει πάντα το ίδιο, ανε-
ξαρτήτως μεγέθους, σχήματος κλπ. Ο λόρδος Kelvin απέδειξε πρώτος ότι η
τριγωνική αυτή σφήνα που δημιουργείται έχει πάντα γωνία ίση με περίπου
38o56′ ή ακριβέστερα με 2 arcsin 1/3 (βλ. [5]).

Ας υποθέσουμε πως η κίνηση γίνεται μακριά από οποιαδήποτε όχθη και
το νερό είναι μεγάλου βάθος. Θεωρούμε ορθοκανονικό σύστημα x, y, z έτσι
ώστε το νερό να καταλαμβάνει την περιοχή z < 0. Αφού είμαστε μακριά από
την ακτή θα θεωρήσουμε ότι−∞ < x, y < +∞. Έστω πως ένα πλοίο κινείται
σε τροχιά παράλληλη πχ. με τον άξονα x με κάποια σταθερή ταχύτηταV. Υπό
αυτές τις συνθήκες το δυναμικό της ταχύτητας φ = φ(x, y, z, t) θα ικανοποιεί
τις παρακάτω συνθήκες:

Δφ = 0, κάτω από την επιφάνεια
∥∇φ∥ → 0, x2 + y2 + z2 → ∞.

Θα πρέπει επίσης να ικανοποιείται η εξίσωση Bernoulli
∂φ
∂t + gh = 0, z = 0,

όπου h = h(x, y, t) είναι το ύψος της επιφάνειας του νερού. Τέλος, η υλική πα-
ράγωγος θα πρέπει να είναι μηδέν, αφού τα σωματίδια δεν φεύγουν καθόλου
από την επιφάνεια, και επομένως αρκετά μακριά από το πλοίο θα ισχύει

∂φ
∂x =

∂h
∂t , z = 0.

Από τις δύο παραπάνω σχέσεις μπορούμε να απαλείψουμε το h και να βρούμε
ότι αρκετά μακριά από το πλοίο θα ισχύει

g∂φ
∂z +

∂2φ
∂t2 = 0, z = 0.

27
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Θα αναζητήσουμε λύσεις οι οποίες είναι σταθερές σε ένα σύστημα συ-
ντεταγμένων το οποίο κινείται μαζί με το πλοίο, έτσι ώστε το δυναμικό της
ταχύτητας να γράφεται ως φ = φ(x−Vt, y, z). Θεωρούμε ότι οι όποιες μετα-
βολές γίνονται σε μεγάλη κλίμακα, τόσο χωρική (άξονας x) όσο και χρονική.
Για τον λόγο αυτό κλιμακοποιούμε ως εξής:

x− Vt = X
ε , y = Y

ε , t = T
ε , ε << 1.

Η μικρή παράμετρος ε απεικονίζει τη διαφορά μεγέθους ανάμεσα στις απο-
στάσεις που εμφανίζονται στο πρόβλημα (πχ. την απόσταση που διανύει το
πλοίο) και το μήκος του πλοίου έτσι ώστε το δεύτερο να είναι πολύ μικρό σε
σχέση με το πρώτο. H συνάρτηση του δυναμικού είναι πλέον Φ(X,Y, z) και
το αρχικό μας πρόβλημα πλέον γράφεται στην παρακάτω μορφή.

ε2∂
2Φ

∂X2
+ ε2∂

2Φ
∂Y2

+
∂2Φ
∂z2 = 0, z < 0.

Επίσης, αρκετά μακριά από το πλοίο θα ισχύει

g∂Φ
∂z + ε2V2∂

2Φ
∂X2

= 0, z = 0.

Θα αντιμετωπίσουμε το πρόβλημα που προέκυψε χρησιμοποιώντας την
θεωρία ακτινών, η οποία ουσιαστικά συνίσταται σε μία επέκταση της μεθόδου
WKBJ σε μερικές διαφορικές εξισώσεις (βλ. [5]). Ας ξεκινήσουμε εξετάζοντας
την εξίσωση κύματος

∂2φ
∂t2 = c2Δφ.

Θέτουμε φ(x, y, z, t) = e−iωtψ(x, y, z) και αντικαθιστώντας στην πρώτη εξί-
σωση θα βρούμε

Δψ+ k2ψ = 0, (Εξίσωση Helmholtz)

όπου k = ω/c είναι ο κυματάριθμος. Αν το μήκος κύματος είναι πολύ μικρό
σε σχέση με την κλίμακα μεγέθους L της λύσης (πχ φως όπου το μήκος κύμα-
τος κυμαίνεται μεταξύ = 400 − 700 nm) μπορούμε να αδιαστατοποιήσουμε
διαιρώντας με το L2 και θέτοντας ε = 1/Lk να καταλήξουμε στην εξίσωση

ε2Δψ+ ψ = 0, ε << 1.

Κινούμαστε τώρα σύμφωνα με τη μέθοδο WKBJ αλλά σε δύο διαστάσεις.
Ψάχνουμε λύση που να ταλαντώνεται γρήγορα και επομένως να είναι της
μορφής

ψ(x, y) ∼ A(x, y)eiu(x,y)/ε.
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Αντικατάσταση στην εξίσωσή μας θα δώσει

ε2
(
− A |∇u|2

ε2 +
i
ε (2∇A · ∇u+ AΔu) + ΔA

)
+ A = 0.

Aναπτύσσουμε τώρα τοπλάτοςA ∼ A0+εA1+O(ε2) και για τον πρωτεύοντα
όρο βρίσκουμε

|∇u|2 = 1,

2∇A0 · ∇u+ A0Δu = 0.

H πρώτη εξίσωση ονομάζεται εξίσωση εικόνας και μας δείχνει πως μεταβάλ-
λεται η φάση ενώ η δεύτερη λέγεται εξίσωση μεταφοράς και προσδιορίζει
τον πρωτεύοντα όρο του πλάτους. Αρχικά θα λύσουμε την εξίσωση εικόνας
χρησιμοποιώντας τη μέθοδο Charpit (λεπτομέρειες στο [3]). Ας θεωρήσουμε
γνωστά τα u0(s), A0(s) πάνω σε μία καμπύλη x = x0(s), y = y0(s). Παραμε-
τροποιώντας με το t και θέτοντας ux = p, uy = q οι εξισώσεις που προκύ-
πτουν είναι

dx
dt = 2p, dy

dt = 2q, dp
dt =

dq
dt = 0,

du
dt = 2.

Μπορούμε να θέσουμε τ = 2t για να απλοποιηθούν τα δυάρια και τελικά να
βρούμε

p = p0(s), q = q0(s), u = u0(s) + τ
x = x0(s) + τp0(s), y = y0(s) + τq0(s).

Βρήκαμε δηλαδή ότι η κατεύθυνση των ακτινών είναι

∇u = (p, q) = (p0(s), q0(s)).

Μπορούμε να συνεχίσουμε με την εξίσωση μεταφοράς η οποία γράφεται

∂u
∂x

∂A0

∂y +
∂u
∂y

∂A0

∂y = −A0

2
∇2u.

Είναι δυνατόν να υπολογίσουμε το∇2u και να λύσουμε την εξίσωση ως προς
u ωστόσο στην περίπτωσή μας δε θα μας χρειαστεί.

Επιστρέφουμε τώρα στο αρχικό μας πρόβλημα.

ε2∂
2Φ

∂X2
+ ε2∂

2Φ
∂Y2

+
∂2Φ
∂z2 = 0, z < 0,

g∂Φ
∂z + ε2V2∂

2Φ
∂X2

= 0, z = 0.
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Ακολουθώντας την μέθοδο που περιγράψουμε, ψάχνουμε γρήγορα ταλα-
ντούμενες λύσεις της μορφής

Φ(X,Y, z) ∼ A(X,Y, z)eiu(X,Y,z)/ε.

Αντικαθιστώντας στην πρώτη εξίσωση του προβλήματος βρίσκουμε

ε2
(

− A
ε2

(
∂u
∂X

)2

+ · · · − A
ε2

(
∂u
∂Y

)2

+ · · ·

)

− A
ε2

(
∂u
∂z

)2

+
i
ε

(
2
∂A
∂z

∂u
∂z + A∂2u

∂z2

)
+

∂2A
∂z2 = 0,

όπου οι τελείες είναι στη θέση όρων μικρότερης τάξης. Αναπτύσσουμε τώρα
τη συνάρτηση A

A ∼ A0 +O(ε)
και παίρνοντας όρους τάξης ε−2 καταλήγουμε στην εξίσωση

∂u
∂z = 0.

Συνεχίζοντας με όρους τάξης 1 βρίσκουμε

∂2A0

∂z2 − (p2 + q2)A = 0,

όπου θέσαμε p = uX, q = uY. Αυτή είναι μία συνήθης διαφορική εξίσωση την
οποία αν λύσουμε και χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι η λύση της πρέπει
να τείνει στο μηδέν όταν z → −∞ θα βρούμε

A0 = a0(x, y)e
√

z(p2+q2).

Αντικαθιστώντας τη λύση που βρήκαμε στη δεύτερη εξίσωση του προβλήμα-
τος θα προκύψει

V4p4 = g2(p2 + q2).
Η συγκεκριμένη εξίσωση είναι μη γραμμική ως προς u, μπορούμε ωστόσο να
χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο Charpit για να βρούμε ότι ισχύει

dy
dx =

−pq
p2 + 2q2 =

−λ
λ2 + 2

,

με λ = p/q. Είναι τώρα πολύ εύκολο να δείξουμε ότι

−1

2
√
2
<

dy
dx <

1

2
√
2
,
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δηλαδή η κλίση βρίσκεται πάντα ανάμεσα σε αυτές τις τιμές ή γεωμετρικά
μέσα σε ένα τρίγωνο γωνίας 2 arcsin 1/3. Το τελικό αποτέλεσμα είναι όντως
ανεξάρτητο της ταχύτητας του πλοίου V. Περαιτέρω ανάλυση του προβλή-
ματος μπορεί να βρεθεί στο [5].



5. Τοποθέτηση σωλήνα σε υγρό

Ας υποθέσουμε ότι ένας ανοιχτός στα άκρα του σωλήνας με (κάθετη)
τομή Ω ⊂ R2 τοποθετείται κάθετα μέσα σε δεξαμενή με υγρό (πχ. νερό) με-
γάλων διαστάσεων. Ως γνωστόν, η επιφανειακή τάση κάνει το υγρό να ανε-
βαίνει μέσα στο σωλήνα και να δημιουργεί ένα μηνίσκο, δηλαδή μία καμπύλη
η οποία φτάνει σε ψηλότερα σημεία του σωλήνα κοντά στα τοιχώματά του
και σε χαμηλότερα καθώς κινούμαστε προς το κέντρο του. Σκοπός μας είναι
να υπολογίσουμε το σχήμα της καμπύλης αυτής σε κατάσταση ισορροπίας
καθώς και το ύψος που θα φτάσει το υγρό.

Σύμφωνα με τη θεωρία Laplace-Young, εμφανίζεται μία μεταβολή πίεσης
Δp στην επιφάνεια του υγρού η οποία είναι ανάλογη της μέσης καμπυλότη-
τας κ της επιφάνειας με συντελεστή αναλογίας τον συντελεστή επιφανειακής
τάσης σ, δηλαδή

Δp = σκ.
Θεωρούμε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων με οριζόντιες συντεταγ-
μένες (x, y) και κάθετη z όπου το z μετριέται ως η απόσταση από τη μη διατα-
ραγμένη επιφάνεια του υγρού αρκετά μακριά από το σωλήνα με πίεση p από
την αντίστοιχη ατμοσφαιρική πίεση. Αν το υγρό βρίσκεται σε φάση υδροστα-
τικής ισορροπίας, τότε η πίεση μιας στήλης υγρού ύψους z θα είναι ρgz, όπου
ρ η (σταθερή) πυκνότητα του υγρού και g η επιτάχυνση της βαρύτητας.

Αν υποθέσουμε ότι η επιφάνεια του υγρού περιγράφεται από το γράφημα
της συνάρτησης z = u(x, y), η μέση καμπυλότητα δίνεται από τον τύπο

κ = −∇ ·

(
∇u√

1 + |∇u|2

)
,

όπου ∇u = (ux,uy) και αντίστοιχα ∇ · u = ux + uy. Επιλέγοντας κατάλ-
ληλα το πρόσημο της μεταβολής της πίεσης [p] μπορούμε να δείξουμε ότι η
u ικανοποιεί την ακόλουθη εξίσωση στο Ω:

σ∇ ·

(
∇u√

1 + |∇u|2

)
= ρgu.

Η συνοριακή συνθήκη προκύπτει από τη σταθερή γωνία θ που σχηματίζει το
υγρό με τα τοιχώματα του δοχείου. Επομένως, στο σύνορο ∂Ω θα ισχύει

∂u
∂n = tan θ0

32
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με θ0 = π/2− θ, 0 < θ0 < π/2.
Ας υποθέσουμε τώρα ότι το α είναι μία χαρακτηριστική κλίμακα μεγέ-

θους του σωλήνα (πχ. η ακτίνα του, αν είναι κυκλικός). Αδιαστατοποιούμε
τις μεταβλητές

ū =
u
α , x̄ =

x
α , ȳ = y

α .

Αν παραλείψουμε τις γραμμές, το αδιαστατοποιημένο πρόβλημα γίνεται

ε2∇ ·

(
∇u√

1 + |∇u|2

)
= u, u ∈ Ω

έχοντας θέσει
ε2 = σ

ρgα2
.

Ορίζουμε ως κλίμακα μεγέθους

l =
√ σ

ρg ,

η οποία “ισοσταθμίζει” την επίδραση της επιφανειακής τάσης και της βαρύ-
τητας. Για το λόγο αυτό, η άνοδος του υγρού μέσα στο σωλήνα θα είναι ένα
ποσοστό του l. Το ε τώρα γράφεται ως ε = l/α, δηλαδή ο λόγος του “νέου”
μήκους προς το πλάτος του σωλήνα. Επομένως, ε << 1 σημαίνει πως ο σω-
λήνας είναι πολύ φαρδύς και αντίστοιχα για ε >> 1 πως είναι πολύ στενός.

Από εδώ και πέρα θα μελετήσουμε την περίπτωση ενός κυλινδρικού σω-
λήνα με κυκλική τομή. Λόγω της συμμετρίας του προβλήματος, το ύψος z =
u(r, ε) της επιφάνειας θα εξαρτάται από την ακτινική συντεταγμένη r για την
οποία ισχύει r =

√
x2 + y2. Το πρόβλημά μας τώρα καταλήγει στη (συνήθη)

διαφορική εξίσωση

ε2
r

(
ru′√

1 + (u′)2

)′

= u, 0 < r < 1,

u′(0) = 0, u′(1) = tan θ0,
όπου οι παραγωγίσεις είναι ως προς r. Προφανώς η πρώτη συνοριακή συν-
θήκη προέκυψε από την ανάγκη η επιφάνεια να έχει μηδενική κλίση στο r = 0
για να είναι ομαλή στην αρχή των αξόνων.

Σκοπός μας τώρα είναι να βρούμε μία ασυμπτωτική λύση για ένα φαρδύ
κυκλικό σωλήνα, δηλαδή όταν ε → 0 . Στην περίπτωση αυτή, η επιφάνεια

Η περίπτωση όπου ο σωλήνας είναι πολύ λεπτός, δηλαδή ε → ∞ αντιμετωπίζεται πιο
εύκολα καθώς η διαταραχή είναι κανονική.
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του υγρού θα είναι σχεδόν επίπεδη στο μεγαλύτερο μέρος του εσωτερικού
του σωλήνα (δηλαδή ∥u′∥ << 1) και θα ανεβαινει κοντά στο σύνορο r = 1
για να ικανοποιήσει τελικά τη συνοριακή συνθήκη. Θα βρούμε και στη συνέ-
χεια θα ενώσουμε τρεις ασυμπτωτικές λύσεις (για τον πρωτεύοντα όρο):

1. Μία εσωτερική λύση κοντά στο r = 0

2. Μία ενδιάμεση λύση όταν 0 < r < 1

3. Μία λύση στο οριακό στρώμα που βρίσκεται κοντά στο r = 1

Πριν πάμε να βρούμε τις τρεις παραπάνω λύσεις, θα υπενθυμίσουμε τη θεω-
ρία οριακού στρώματος. Ας θεωρήσουμε το πρόβλημα

εy′′(t) + y′(t) + y(t) = 0, 0 ≤ t ≤ 1,

y(0) = 0, y(1) = 1.

Η δεύτερη παράγωγος είναι πολλαπλασιασμένη με τον μικρό όρο ε, γεγονός
που αποτελεί ένδειξη κινδύνου καθώς στην οριακή περίπτωση όπου ε = 0,
το πρόβλημα μετατρέπεται σε πρώτης τάξης. Αν λύσουμε αναλυτικά το πα-
ραπάνω πρόβλημα θα βρούμε

y(t) = ec2t − ec1t
ec2 − ec1 , ci =


−1 +

√
1− 4ε

2ε , i = 1

−1−
√
1− 4ε

2ε , i = 2.

Στο σχήμα 5.1 απεικονίζεται η γραφική παράσταση της y′′(t) στο [0, 1]. Παρα-
τηρούμε ότι υπάρχει οριακό στρώμα σε κάποιο διάστημα της μορφής [0, δ(ε)]
όπου η δεύτερη παράγωγος μεγαλώνει πολύ γρήγορα.

Ας υπολογίσουμε πρώτα την εξωτερική προσέγγιση. Αναπτύσσουμε την
y(t) σε ασυμπτωτική δυναμοσειρά:

y(t, ε) = y0(t) + εy1(t) + . . . , δ(ε) ≤ t ≤ 1.

Αντικαθιστούμε στην αρχική εξίσωση και συγκρίνουμε όρους ίδιας τάξης.
Προκύπτει η εξής ακολουθία προβλημάτων:

y′0 + y0 = 0, y0(1) = 1,

y′1 + y1 = −y′′0, y1(1) = 0.

Λύνοντας τα προβλήματα βρίσκουμε την εξωτερική προσέγγιση η οποία είναι

yεξ = e1−t + ε(1− t)e1−t +O(ε2).
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Σχήμα5.1: Διάγραμμα της y′′(t) για ε = 0.01.

Στρέφουμε τώρα την προσοχή μας στην περιοχή όπου 0 ≤ t ≤ δ(ε). Εκτε-
λούμε την εξής κλιμακοποίηση:

τ = t
δ(ε) , Y(τ) = y(t).

Πλέον το αρχικό μας πρόβλημα γράφεται στη μορφή

ε
δ2 Ÿ+

1

δẎ+ Y = 0.

Είναι εύκολο να δούμε ότι, για να είναι σωστά ισοσταθμισμένοι οι όροι στην
παραπάνω σχέση, θα πρέπει τα δ και ε να είναι ίδιας τάξης μεγέθους. Το πρό-
βλημα επομένως γίνεται

Ÿ+ Ẏ+ Y = 0, Y(0) = 0.

Αναπτύσσουμε πάλι την Y(τ) σε ασυμπτωτική σειρά της μορφής

Y(τ, ε) = Y0(τ) + εY1(τ) + . . .
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και αντικαθιστούμε στην εξίσωση του προβλήματος.Μετά τη σύγκριση όρων
τάξης εn λαμβάνουμε τα παρακάτω προβλήματα :

Ÿ0 + Ẏ0 = 0, Y0(0) = 0,

Ÿ1 + Ÿ1 = −Y0, Y1(0) = 0.

Οι συναρτήσεις που ικανοποιούν το πρώτο πρόβλημα είναι οι

Y0(τ) = C1

(
1− e−τ) ,

καθώς δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη συνοριακή συνθήκη στο t = 1
για να προσδιορίσουμε τη σταθερά ολοκλήρωσης αφού βρισκόμαστε στην
περιοχή [0, ε].Με γνωστή τηνY0 μπορούμε να υπολογίσουμε τονπρώτοδιορ-
θωτικό όρο

Y1(τ) = C2

(
1− e−τ)+ C1t

(
1 + e−τ)

και επομένως η εσωτερική προσέγγιση είναι

yεσ = C1

(
1− e−τ)+ ε

[
C2

(
1− e−τ)+ C1t

(
1 + e−τ)] .

Είδαμε λοιπόν πως στο συγκεκριμένο πρόβλημα η εξωτερική προσέγγιση
δεν είναι μοναδική. Για να μπορέσουμε να συγκεκριμενοποιήσουμε την εσω-
τερική λύση θα πρέπει να την “συρράψουμε” με την εσωτερική με κάποιο
τρόπο. Η διαδικασία αυτή ονομάζεται συναρμογή. Αποτέλεσμα της συναρ-
μογής είναι μια λύση η οποία προσεγγίζει ομοιόμορφα την πραγματική λύση
σε ολόκληρο το διάστημα που μας ενδιαφέρει και επιπλέον εξαφανίζει τυχόν
ιδιομορφίες ή ανωμαλίες που μπορεί να έχουν οι δύο προσεγγίσεις. Ανεξάρ-
τητα από τη μέθοδο με την οποία επιτυγχάνεται, η συναρμογή βασίζεται στην
εξής παρατήρηση: Το εσωτερικό (ασυμπτωτικό) ανάπτυγμα του εξωτερικού
αναπτύγματος ισούται με το εξωτερικό ανάπτυγμα του εσωτερικού αναπτύγ-
ματος.

Στην περίπτωση του προβλήματος που μόλις μελετήσαμε, ο παραπάνω
κανόνας μπορεί να απλοποιηθεί ως εξής: Το εσωτερικό όριο (ε → 0) του εξω-
τερικού ορίου είναι ίσο με το εξωτερικό όριο του εσωτερικού ορίου. Ας ξεκινή-
σουμε υπολογίζοντας το εξωτερικό όριο, δηλαδή το limε→0 yεξ:

lim
ε→0

y(t)εξ = lim
ε→0

e1−t + ε(1− t)e1−t = e1−t.

Συνεχίζουμε υπολογίζοντας το εσωτερικό όριο του παραπάνω ορίου, δηλαδή
το εξής:

lim
ε→0

y(t)εξ = lim
ε→0

y(ετ)εξ = lim
ε→0

e1−ετ = e.
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Υπολογίζουμε τώρα το εσωτερικό όριο, δηλαδή το limε→0 yεσ:

lim
ε→0

y(τ)εσ = lim
ε→0

C1

(
1− e−τ)+ε [C2

(
1− e−τ)+ C1t

(
1 + e−τ)] = C1

(
1− e−τ) .

Τέλος, βρίσκουμε το εξωτερικό όριο του εσωτερικού ορίου:

lim
ε→0

y(τ)εσ = lim
ε→0

y
(
t
ε

)
εσ
= lim

ε→0
C1

(
1− e− t

ε
)
= C1.

Συγκρίνοντας τα δύο όρια βλέπουμε ότι C1 = e.
Με την διαδικασία αυτή “συνδέσαμε” τον πρωτεύοντα όρο της εξωτερι-

κής και της εσωτερικής προσέγγισης. Για να υπολογίσουμε απροσδιόριστες
σταθερές που εμφανίζονται σε όρους μεγαλύτερης τάξης, όπως στην περί-
πτωσή μας το C2, θα χρειαστούμε μία γενίκευση της παραπάνω διαδικασίας.

Κανόνας του Van Dyke: Ο m-όρος από το εσωτερικό ανάπτυγμα του n-όρου
του εξωτερικού αναπτύγματος ισούται με τον n-όρο του εξωτερικού αναπτύγ-
ματος του m-όρου του εσωτερικού αναπτύγματος. Εναλλακτικά μπορούμε να
το παρουσιάσουμε στην εξής μορφή:(

ynεξ
)m

εσ
=

(
ymεσ
)n

εξ

Στο παράδειγμά μας έχουμε n = m = 2 προκειμένου να υπολογίσουμε τα
C1 (που βρέθηκε παραπάνω) και C2. Για να υπολογιστεί το εσωτερικό ανά-
πτυγμα του y2εξ, δηλαδή του δεύτερου όρου του εξωτερικού αναπτύγματος,
θα γράψουμε την εξωτερική προσέγγιση με χρήση της εσωτερικής μεταβλη-
τής t. ’Ετσι έχουμε

y(ετ)εξ = e1−ετ + ε(1− ετ)e1−ετ.

Για ε αρκετά μικρό και τ σταθερό μπορούμε να θεωρήσουμε ότι ετ ∼ 0 και
επομένως η παραπάνω σχέση γίνεται

y(ετ)εξ = e1−ετ + εe1−ετ = e(e−ετ + εe−ετ) ∼ e(e−ετ + ε).

Αν αναπτύξουμε σε Taylor την παραπάνω σχέση και κρατήσουμε μόνο τους
δύο πρώτους όρους βρίσκουμε τελικά ότι(

y2εξ
)2
εσ = e(1 + ε− ετ).

Συνεχίζουμε τώρα με την εύρεση του (y2εσ)
2

εξ . Γράφουμε την εσωτερική
προσέγγιση χρησιμοποιώντας την εξωτερική μεταβλητή t:

yεσ = C1

(
1− e− t

ε
)
+ ε
[
C2

(
1− e− t

ε
)
+ C1

t
ε

(
1 + e− t

ε
)]

.
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Αναπτύσσοντας σε Taylor και κρατώντας μόνο τους δύο όρους που χρειαζό-
μαστε προκύπτει:(

y2εσ
)2
εξ = C1 − C1e−

t
ε + εC2 − εC2e−

t
ε + C1t+ C1te−

t
ε

= C1(1− t) + εC2 + . . . .

Στους παραπάνω υπολογισμούς αγνοήσαμε όρους που είναι εκθετικά μικροί
και επομένως δεν βλάπτουν την ακρίβεια της προσέγγισης. Για να εφαρμό-
σουμε τώρα τον κανόνα Van Dyke αρκεί να γράψουμε τους όρους που υπο-
λογίσαμε χρησιμοποιώντας την ίδια μεταβλητή προκειμένου να τους εξισώ-
σουμε. Στο παράδειγμά μας έχουμε ότι

C1(1− t) + εC2 = e(1 + ε− t)

και εύκολα βρίσκουμε ότι
C1 = C2 = e.

Η εσωτερική προσέγγιση επομένως είναι

yεσ = e
(
1− e−τ)+ ε

[
e
(
1− e−τ)+ et

(
1 + e−τ)] .

Επιστρέφουμε τώρα στο αρχικό μας πρόβλημα.

Εσωτερική λύση
Ψάχνουμε μία εσωτερική λύση κοντά στο r = 0 της μορφής

u(r, ε) = λU(R, ε), R =
r
δ ,

με τα λ = λ(ε), δ = δ(ε) να είναι συντελεστές κλιμακοποίησης οι οποίοι θα
προσδιοριστούν. H κλίση u′ της επιφάνειας είναι τάξης a = λ/δ. Αντικαθι-
στώντας στην εξίσωση του προβλήματος παίρνουμε

ε2
δ2

1

R

(
RU′√

1 + a2(U′)2

)′

= U,

με την παραγώγιση να γίνεται ως προς R. Για να είναι το πρώτο μέλος τάξης
1 παίρνουμε δ = ε και επομένως η εσωτερική λύση ισχύει σε μία περιοχή
ακτίνας τάξης ε γύρω από το 0. Η εσωτερική εξίσωση επομένως απλοποιείται

1

R

(
RU′√

1 + a2(U′)2

)′

= U.
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Επειδή η επιφάνεια είναι σχεδόν επίπεδη στα σημεία που εξετάζουμε, υπο-
θέτουμε ότι a = o(1) καθώς ε → 0. Αναπτύσσοντας την λύση σε ασυμπτω-
τική σειρά θα ισχύει για τον πρωτεύοντα όρο

1

R(RU
′
0)

′ = U0,

U′
0(0) = 0.

H συνοριακή συνθήκη στο r = 1 δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί τώρα καθώς
δεν είναι μέσα στην περιοχή που εξετάζουμε.

Επιλέγουμε τώρα την παράμετρο λ έτσι ώστε U0(0) = 1. Με τον τρόπο
αυτό, το λ θα είναι το ύψος του υγρού στο κέντρο του σωλήνα. Λύνοντας το
παραπάνω πρόβλημα προκύπτει ότι

U0(R) = I0(R),

όπου I0 είναι η τροποποιημένη συνάρτηση Bessel τάξης 0.Μπορούμε να γρά-
ψουμε τη λύση σε μορφή ολοκληρώματος

I0(R) =
1

π

∫ π

0

eR cos tdt

και είναι εύκολο να ελέγξουμε με απευθείας παραγώγιση ότι πράγματι ικα-
νοποιεί τη διαφορική εξίσωση του προβλήματος.

Για να εξετάσουμε τώρα την ασυμπτωτική συμπεριφορά της I0(R) καθώς
R → ∞ θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο Laplace. H φάση cos t έχει μέγιστο
στο 0 και επομένως

I0(R) ∼
1

π

∫ ∞

0

eR(1− 1
2 t

2)dt

∼ eR
π

∫ ∞

0

e−Rt2/2dt

∼ eR√
2πR

και τελικά το εξωτερικό ανάπτυγμα της εσωτερικής λύσης είναι

U0(R) ∼
eR√
2πR

, R → ∞.
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Ενδιάμεση λύση
Εξετάζουμε τώρα την περιοχή 0 < r < 1 όπου πάλι αναμένουμε να ισχύει

∥u′∥ << 1. Αναπτύσσοντας πάλι την λύση u(r, ε) σε ασυμπτωτική δυναμο-
σειρά παίρνουμε για τον πρωτεύοντα όρο την παρακάτω εξίσωση:

ε2
r (ru

′
0)

′ = u0, 0 < r < 1.

Παρατηρούμε ότι η εξίσωση είναι ακριβώς η ίδια με την εξίσωση για την
εσωτερική λύση που εξετάσαμε παραπάνω και επομένως η λύση που βρήκαμε
ισχύει και σε αυτήν την περιοχή. Παρ’ όλα αυτά, θα επιχειρήσουμε να βρούμε
την ασυμπτωτική συμπεριφορά της λύσης απ’ ευθείας από τη διαφορική εξί-
σωση.

Όταν βρισκόμαστε μακριά από το r = 0, οι λύσεις της παραπάνω εξί-
σωσης εξαρτώνται από δύο διαφορετικές κλίμακες μήκους. Υπάρχει μία εκ-
θετική εξάρτηση από μία κλίμακα μήκους τάξης ε καθώς και μία εξάρτηση
από μία πιο “αργή” κλίμακα τάξης 1 η οποία προκύπτει από την εξάρτηση
των συντελεστών της διαφορικής εξίσωσης από το r λόγω της κυλινδρικής
γεωμετρίας. Για να λάβουμε υπ’ όψιν μας τη συμπεριφορά αυτή, θα χρησιμο-
ποιήσουμε τη μέθοδο WKBJ και θα ψάξουμε για λύσεις της μορφής

u0(r, ε) = α(r, ε)eφ(r)/ε.

Η επιλογή της συγκεκριμένης μορφής έγινε με βάση το εξής σκεπτικό. Aν
στη διαφορική εξίσωση σταθεροποιήσουμε ένα συγκεκριμένο μη μηδενικό r
θα πάρουμε την εξίσωση

ε2u′′
0 = u0

η οποία βέβαια έχει λύσεις τις

u0 = αe±r/ε,

όπου το α είναι σταθερά. Επειδή οι συντελεστές της διαφορικής εξίσωσης
εξαρτώνται από το r, εισάγουμε τη συνάρτηση φ(r)ώστε να επιτρέψουμε στο
πλάτος α και τη φάση ±r να μεταβάλλονται συναρτήσει του r.

Συνεχίζουμε αντικαθιστώντας τη μορφή της λύσης που ψάχνουμε στην
εξίσωση του προβλήματος η οποία γίνεται

α(φ′)2 + ε
(
2α′φ′ + α1r (rφ

′)′
)
+ε21r (rα

′)′ = α.

Αναπτύσσουμε τώρα το α σε ασυμπτωτική δυναμοσειρά του ε και αντικαθι-
στούμε στην εξίσωση. Αν κρατήσουμε όρους ανεξάρτητους του ε θα βρούμε

α0[(φ′)2 − 1] = 0
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και προφανώς για να είναι μη μηδενικός ο πρωτεύων όρος θα πρέπει να ισχύει

(φ′)2 = 1.

Αν παραλείψουμε τη σταθερά ολοκλήρωσης ( η οποία μπορεί να ενσωματω-
θεί στο α) οι λύσεις είναι

φ(r) = ±r.
Συνεχίζουμε τη διαδικασία με όρους τάξης ε. Προκύπτει η παρακάτω εξίσωση:

α′
0 +

α0

2r = 0.

Ολοκληρώνοντας βρίσκουμε

α0(r) =
A√
r

και τελικά, η προσέγγιση της λύσης μας είναι

u0(r) ∼
A+√
r e

r/ε +
A−√
r e

−r/ε.

Θα ενώσουμε τώρα την παραπάνω λύση με την εσωτερική που βρήκαμε αρ-
χικά. Εξετάζουμε την λύση μας όταν r → 0+ και με δεδομένο ότι R = r/ε,
U0 = λu0 βρίσκουμε ότι δεν υπάρχουν όροι που αυξάνονται εκθετικά καθώς
r → 0+ και επομένως θα πρέπει να ισχύει

A+ = λ
√

ε
2π , A− = 0.

Άρα, το εξωτερικό ανάπτυγμα της εσωτερικής λύσης ισχύει όταν ε → 0 στο
εσωτερικό 0 < r < 1 και η συμπεριφορά του πρωτεύοντα όρου είναι η εξής:

u(r, ε) ∼ λ
√

ε
2πre

r/ε, ε → 0.

Το μόνο που μένει να υπολογιστεί είναι το ύψος λ της επιφάνειας στην αρχή
των αξόνων, το οποίο θα γίνει με συναρμογή της λύσης στο οριακό στρώμα.

Λύση εσωτερικού στρώματος
Μετακινούμαστε τώρα κοντά στο r = 1 όπου ισχύει u′(1, ε) = tan θ0 > 0.

Για το λόγο αυτό, είναι λογικό να υποθέσουμε ότι η κλίση u′ της επιφάνειας
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είναι τάξης της μονάδας σε ένα οριακό στρώμα κοντά στο r = 1. Ψάχνουμε
επομένως λύση οριακού στρώματος της μορφής

u(r, ε) = δU(X, ε), X =
1− r
δ .

Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση θα βρούμε και πάλι ότι πρέπει να
πάρουμε δ = ε. Πλέον, το U ικανοποιεί τη (συνήθη) διαφορική εξίσωση

1

1− εX

(
(1− εX)U′√
1 + (U′)2

)′

= U,

με τις παραγωγίσεις να είναι ως προςX. Οι συνοριακές συνθήκες είναι οι εξής:

U′(0, ε) = − tan θ0, U′(X, ε) X→∞−→ 0.

Αναπτύσσουμε τώρα τοU σε ασυμπτωτική σειρά του ε και παίρνουμε για
τον πρωτεύοντα όρο το εξής πρόβλημα συνοριακών τιμών:(

U′
0√

1 + (U′
0)

2

)′

= U0, 0 < X < ∞,

U′
0(0) = − tan θ0, U′

0(X)
X→∞−→ 0.

Για να λυθεί το πρόβλημα, εισάγουμε τη μεταβλητή ψ > 0 η οποία εκφράζει
τη γωνία της επιφάνειας και ορίζεται ως

tanψ = −U′
0.

Θα χρησιμοποιήσουμε την ψ ως ανεξάρτητη μεταβλητή και θα λύσουμε το
πρόβλημα ως προς U0 = U0(ψ) και X = X(ψ). Η αλλαγή συντεταγμένων
είναι καλά ορισμένη καθώς η U′

0 είναι γνησίως φθίνουσα. Προφανώς τα νέα
άκρα είναι

X = 0 7→ ψ = θ0, X = ∞ 7→ ψ = 0.

Αν παραγωγίσουμε την παραπάνω σχέση ως προς X βρίσκουμε

dψ
dX = −d2U0

dX2
cos2 ψ.

Από τη διαφορική εξίσωση προκύπτει ότι

dψ
dX = −U0 secψ.
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Χρησιμοποιώντας αυτό καθώς και τον ορισμό του ψ βρίσκουμε ότι οι δύο
άγνωστοι U0,X ικανοποιούν το εξής σύστημα:

dU0

dψ =
sinψ
U0

,

dX
dψ = −cosψ

U0

,

με συνοριακές συνθήκες για το Χ

X(θ0) = 0, X(ψ) ψ→0+−→ ∞.

Η λύση για το U0 είναι

U0(ψ) =
√

2(k− cosψ),

όπου το k είναι σταθερά ολοκλήρωσης. Η λύση για το X είναι

X(ψ) = 1√
2

∫ θ0

ψ

cos t√
k− cos t

dt,

όπου χρησιμοποιήσαμε τη συνοριακή συνθήκη X(θ0) = 0. Από τη συνθήκη
X(ψ) ψ→0+−→ ∞ παίρνουμε k = 1 και επομένως

U0(ψ) = 2 sin ψ
2
, Χ(ψ) = 1

2

∫ θ0

ψ

cos t
sin t

2

dt.

Υπολογίζοντας το ολοκλήρωμα προκύπτει

X(ψ) = − log tan ψ
4
− 2 cos ψ

2
+ log tan θ0

4
+ 2 cos θ0

2
.

Τέλος, μένει η συναρμογή των λύσεων. Εξετάζοντας την ασυμπτωτική συ-
μπεριφορά των X και U0 όταν ψ → 0+ βρίσκουμε ότι

U0(ψ) = ψ+ o(1),

X(ψ) = log tan θ0
4

+ 2 cos θ0
2

− log tan ψ
4
− 2 + o(1).

Τελικά προκύπτει ότι το εξωτερικό ανάπτυγμα του πρωτεύοντα όρου της λύ-
σης του οριακού στρώματος είναι

U0(X) ∼ 4 tan
(
θ0
4

)
e−4 sin2(θ0/4)e−X, X → ∞.
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Γράφοντας το παραπάνω ανάπτυγμα στις αρχικές μεταβλητές, u ∼ εU0, r =
1− εX, βρίσκουμε

u(r, ε) ∼ 4ε tan
(
θ0
4

)
exp

(
−4 sin2 θ0

4
+

r− 1

ε

)
.

To εσωτερικό ανάπτυγμα του πρωτεύοντα όρου καθώς r → 1− είναι

u(r, ε) ∼ λ
√

ε
2πe

r/ε

και για να ενωθούν θα πρέπει να ισχύει

λ = 4 tan
(
θ0
4

)
e−4 sin2(θ0/4)

√
2πεe−1/ε.



6. Εφαρμογές από Mηχανική,
Χημεία, Βιολογία

6.1 Κιβώτιο ταχυτήτων
Στο συγκεκριμένο παράδειγμα θα μελετήσουμε τη λειτουργία ενός κιβω-

τίου ταχυτήτων. Όπως είναι γνωστό, η κύρια λειτουργία ενός κιβωτίου τα-
χυτήτων είναι να αλλάζει την γωνιακή ταχύτητα ανάμεσα σε κάποια εξαρτή-
ματα και να μεταδίδει την ισχύ πχ. του κινητήρα στο σύστημα κίνησης ενός
αυτοκινήτου. Θα εξετάσουμε ένα απλό κιβώτιο με ένα μόνο σύστημα τροχού
- γραναζιού. Υποθέτουμε αρχικά ότι ο κινητήρας έχει ροπή αδράνειας I1 και
περιστρέφει ένα γρανάζι με ροπή αδράνειας I2 μέσω κάποιας σύνδεσης την
οποία θα μοντελοποιήσουμε εισάγοντας τη σταθερά K1, η οποία εκφράζει
στροφική ακαμψία. Τότε η γωνιακή μετατόπιση θ1 του κινητήρα συνδέεται
με τη γωνιακή μετατόπιση θ2 του γραναζιού ως εξής:

I1θ̈1 = K1(θ2 − θ1).

Στη συνέχεια το γρανάζι περιστρέφει τον τροχό του κιβωτίου με ροπή P και
επομένως προκύπτει η σχέση

I2θ̈2 = K1(θ1 − θ2) + P.

Ας υποθέσουμε αρχικά ότι το γρανάζι είναι ιδανικό με συντελεστή γ = R/r
όπου R η ακτίνα του τροχού και r η ακτίνα του γραναζιού. Τότε, αν θ3 είναι η
γωνιακή μετατόπιση του τροχού, θα ισχύει

θ2 + γθ3 = 0

και επιπλέον η ροπή που ασκείται στον τροχό θα ειναι γP. Θεωρώντας το
γρανάζι ιδανικό υποθέτουμε ότι είναι εντελώς κυκλικό και βρίσκεται συνεχώς
σε επαφή με τον τροχό μέσω ενός μεγάλου αριθμού δοντιών.

Αντίστοιχα με τα παραπάνω, αν ονομάσουμε I4 τη ροπή αδράνειας του
συστήματος κίνησης, I3 τη ροπή αδράνειας του τροχού και K2 τη στροφική
ακαμψία της σύνδεσής τους, τότε θα ισχύει

I3θ̈3 = K2(θ4 − θ3) + gP,
I4θ̈4 = K2(θ3 − θ4).

45
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Απαλείφοντας τα K1,K2 και P βρίσκουμε

γ(I1θ1 + I2θ2)− I3θ3 − I4θ4 = kt,

όπου t ο χρόνος και k σταθερά. Στην περίπτωση του ιδανικού γραναζιού, αν
θεωρήσουμε όλες τις γωνιακές ταχύτητες σταθερές, μία λύση είναι η παρα-
κάτω:

θ1 = θ2 = −γΩt, θ3 = θ4 = Ωt,
όπου Ω σταθερά και

k = −[γ2(I1 + I2) + I3 + I4]Ω

Το σύστημα των παραπάνω εξισώσεων είναι γραμμικό. Αναζητώντας περιο-
δικές λύσεις της μορφής Θj = ajeiωt, j = 1, 2, 3, 4 προκύπτει η παρακάτω
εξίσωση:

K1 − ω2I1 −K1 0 0
0 1 γ 0
0 0 −K2 K2 − ω2I4
γI1 γI2 −I3 −I4



a1
a2
a3
a4

 = 0

Προφανώς για να υπάρχει μη μηδενική λύση του συστήματος θα πρέπει η
ορίζουσα του παραπάνω πίνακα να είναι μηδενική. Από τη σχέση αυτή μπο-
ρούμε να υπολογίσουμε τις φυσικές συχνότητες ταλάντωσης ω. Αν όλες οι
σταθερές ειναι θετικές, η παραπάνω σχέση δiνει δύο πραγματικές συχνότη-
τες ω1 και ω2.

Η παραπάνω ανάλυση του προβλήματος βασίστηκε στην παραδοχή ότι
το γρανάζι είναι ιδανικό. Θα εξετάσουμε τώρα μία πιο ρεαλιστική εκδοχή,
υποθέτοντας ότι ο τροχός δεν συνδέεται ιδανικά με το γρανάζι. Το γεγονός
αυτό μπορεί να οφείλεται σε μία σειρά από λόγους όπως κατασκευαστικά
προβλήματα στα δόντια του τροχού ή/και του γραναζιού, παραμορφώσεις
λόγω τριβής ή θερμοκρασίας καθώς και μη παράλληλη τοποθέτηση του τρο-
χού με το γρανάζι. Για να μοντελοποιήσουμε τα αποτελέσματα που προκύ-
πτουν από τις παραπάνω αιτίες, θα υποθέσουμε ότι η εξίσωση του γραναζιού
είναι της μορφής

θ2 + γθ3 = εf(θ3), 0 < ε << 1,

όπου η f είναι συνάρτηση με περίοδο 2π και το ε είναι μία μικρή παράμε-
τρος που υποδεικνύει την τάξη μεγέθους του σφάλματος. Αναλύοντας την f
σε σειρά Fourier είναι λογικό να περιμένουμε ότι η μεγαλύτερη συνεισφορά
στο σφάλμα θα προέρχεται από τον πρωτεύοντα όρο. Επομένως, θα ασχο-
ληθούμε μόνο με τον όρο ε sin θ3 και θα τον αναπτύξουμε σε δυναμοσειρά
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του ε. Όπως είδαμε στην αρχική περίπτωση του ιδανικού γραναζιού (ε = 0)
για τη γωνιακή μετατόπιση του τροχού θα ισχύει θ3 = Ωt και άρα δημιουρ-
γείται ένας όρος εξαναγκασμού ανάλογος του sinΩt. Όταν οι συχνότητες
ω1 και ω2 είναι αρκετά διαφορετικές του Ω, το σφάλμα είναι τάξηςO(ε), δη-
λαδή αμελητέο. Όταν όμως κάποια από τις συχνότητες πλησιάζει τα ω1 και
ω2 θα υπάρχουν αλλαγές στην κίνηση μεγαλύτερης τάξης από O(ε). Για το
λόγο αυτό, θα εξετάσουμε τιμές κοντά στο Ω χρησιμοποιώντας τη μέθοδο
πολλαπλών χρονικών κλιμάκων.

Πριν εισάγουμε τις χρονικές κλίμακες, θα γράψουμε τις εξισώσεις του
προβλήματος σε μία ελαφρώς διαφορετική μορφή η οποία επιτρέπει τη γενί-
κευση της προσέγγισης και σε συστήματα με περισσότερα γρανάζια. Κατη-
γοριοποιούμε τις μεταβλητές ως εξής:

• Εξωτερικές μεταβλητές Θ1, Θ4 οι οποίες εμφανίζονται στo σύστημά
μας μαζί με τις παραγώγους τους έως και δεύτερης τάξης και τις οποίες
αναπαριστούμε με τη μεταβλητή x

• Εσωτερικές μεταβλητές Θ2, Θ3 οι οποίες δεν παραγωγίζονται στο σύ-
στημά μας και τις οποίες αναπαριστούμε με τη μεταβλητή y

Είμαστε τώρασε θέση ναπεριγράψουμε τοπρόβλημαστην εξής γενική μορφή:

ẍ+ εμẋ+ Ax+ By = 0,

υπό τη συνθήκη
Cx+Dy = εf(y, t),

όπου προσθέσαμε το μικρό όρο απόσβεσης εμẋ. Αν τα x και y είναι διάστασης
n καιm αντίστοιχα τότε οι διαστάσεις των παραπάνω είναι

fm, An×n, Bn×m, Cm×n, Dm×m

με όλους τους πίνακες πραγματικούς και τον D αντιστρέψιμο. Στην περί-
πτωσή μας έχουμε

m = n = 2, y =

(
Θ2

Θ3

)
, f =

(
0

sin(Ωt+Θ3)

)
, D =

(
γI2 −I3
1 γ

)
,

και προφανώς ο D είναι αντιστρέψιμος. Στην ιδανική περίπτωση (ε = 0)
έχουμε y = D−1Cx και η διαφορική εξίσωση γίνεται ομογενής με σταθερούς
συντελεστές

ẍ+ (A− BD−1C)x = 0

όπου οι φυσικές συχνότητες ω1 και ω2 είναι οι ρίζες της εξίσωσης

det(A− BD−1C− ω2I) = 0
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και είναι πραγματικοί αριθμοί.
Για να εξετάσουμε την απόκριση του συστήματος όταν Ω ∼ ω1 ή ω2 θα

πάρουμε ως χρονική κλίμακα το ωit, i = 1, 2. Με την αλλαγή αυτή τα στοι-
χεία στους πίνακες A και Β αλλάζουν κατά παράγοντα ω2

i και η παραπάνω
ορίζουσα έχει ρίζα το ωi = 1. Επιλέγουμε επίσης Ω = 1+. Ως δεύτερη (πιο
“αργή”) χρονική κλίμακα παίρνουμε την τ = εt και ο τελεστής d/dt αντικα-
θίσταται από τον ∂/∂t+ ε(∂/∂t). Η διαφορική εξίσωση γίνεται:

∂2x
∂t2 + 2ε ∂

2x
∂t∂τ + εμ∂x

∂t + Ax+ By = O(ε2).

Αν τώρα αναπτύξουμε ασυμπτωτικά τις μεταβλητές (x = x0 + εx1 + . . . ,
y = y0 + εy1 + . . . ) και κρατήσουμε όρους ανεξάρτητους του ε βρίσκουμε

∂2x0
∂t2 + Ax0 + By0 = Cx0 +Dx0 = 0.

Λύνοντάς την υπολογίζουμε το x0:

x0 = (a(τ) cos t+ b(τ) sin t)e,

όπου e είναι το μοναδικό μοναδιαίο ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιο-
τιμή ω = 1 και ικανοποιεί τη σχέση

(A− BD−1C− I)e = 0.

Συνεχίζοντας με τους όρους τάξηςO(ε) βρίσκουμε ότι

∂2x1
∂t2 + Ax1 + By1 + 2

∂2x0
∂t∂τ + μ∂x0

∂t = 0,

Cx1 +Dy1 = f(y0, t).
Αν απαλείψουμε τα y0, y1 προκύπτει η εξίσωση

∂2x1
∂t2 + (A− BD−1C)x1 = −BD−1f(−D−1Cx0, t)− 2

∂2x0
∂t∂τ − μ∂x0

∂t .

Για να αποφύγουμε την εμφάνιση αιώνιων όρων στο ανάπτυγμα του x (συ-
γκεκριμένα στο x1) θα πρέπει ο όρος του δεξιού μέλους κατά την κατεύθυνση
του ιδιοδιανύσματος e να μην περιέχει όρους με sin t ή cos t όταν αναπτυχθεί
κατά Fourier. Επομένως θα πρέπει

da
dτ +

μa
2

=
1

2π

∫ π

−π
BD−1f · e sin tdt,

db
dτ +

μb
2

= − 1

2π

∫ π

−π
BD−1f · e cos tdt.
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Είναι φανερό ότι ανεξάρτητα από τις διαστάσεις, δηλαδή την πολυπλοκό-
τητα, του συστήματος, η προσέγγιση με διαταραχές καταλήγει στη λύση δύο
διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης, οι λύσεις των οποίων δίνουν τα πλάτη
των ταλαντώσεων a και b. Οι λύσεις αυτές μάλιστα εξαρτώνται αποκλειστικά
από τη (βαθμωτή) συνάρτηση (BD−1f) · e. Βλέπουμε λοιπόν ότι η λύση του
προβλήματος είναι μία μη αμελητέα (τάξης O(1)) ταλάντωση η οποία συ-
νεχίζεται σε κάθε χρονική στιγμή. Στην περίπτωσή μας έχουμε μόνο μικρές
αποκλίσεις από το ιδανικό και άρα μας ενδιαφέρουν καμπύλες στο επίπεδο
(a, b) οι οποίες όταν τ = 0 έχουν μικρές τιμές τα a και b.

Στο παράδειγμά μας όπου n = m = 2 η συνάρτηση έχει τη μορφή

(BD−1f) · e = c sin[t+ κτ+ da(τ) cos t+ db(τ) sin t],

όπου τα c, d είναι σταθερές που υπολογίζονται από τους πίνακες A,B,C και
D ενώ οι παράμετροι κ, μ αναπαριστούν τις επιδράσεις που έχουν φαινόμενα
“αποσυντονισμού” της σύνδεσης ανάμεσα στα δόντια και απόσβεσης αντί-
στοιχα στο σύστημα. Είναι λογικό να υποθέσουμε ότι η μεγαλύτερη διατα-
ραχή στο σύστημα θα συμβαίνει όταν κ = μ = 0. Θα εξετάσουμε τώρα το
πεδίο φάσεων για σταθερές τιμές των κ, μ. Αλλάζοντας τις συντεταγμένες σε
πολικές

a =
r
d sinψ, b =

r
d cosψ,

ο πρωτεύων όρος παίρνει τη μορφή

x0 =
r
d sin(t+ ψ)e

και οι διαφορικές εξισώσεις του συστήματος γίνονται

dr
dτ +

μr
2

= − cd
2π

∫ π

−π
cos(t+ ψ) sin[t+ κτ+ r sin(t+ ψ)]dt,

rdψdt =
cd
2π

∫ π

−π
sin(t+ ψ) sin[t+ κτ+ r sin(t+ ψ)]dt.

Κάνοντας αλλαγή μεταβλητών t′ = t+ ψ και χρησιμοποιώντας τους τύπους
αθροίσματος του ημίτονου δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι οι παραπάνω εξι-
σώσεις γράφονται ως εξής:

dr
dτ +

μr
2

= −cd sin(ψ− κτ)J1(r),

rdψdt = −cd cos(ψ− κτ)J1(r),
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όπου J1(r) είναι η συνάρτηση Bessel. Αν τώρα πάρουμε την περίπτωση κ =
μ = 0 μία απλή ολοκλήρωση θα δώσει

cosψJ1(r) = σταθ.

Αν σχεδιάσουμε το πεδίο φάσεων θα δούμε ότι όλες οι καμπύλες που περ-
νάνε αρκετά κοντά από την αρχή των αξόνων βρίσκονται μέσα σε στον κύ-
κλο ακτίνας r0 , όπουJ1(r0) = 0, δηλαδή r0 = 3.83. Επομένως, αν τη χρονική
στιγμή τ = 0 η διαταραχή είναι αρκετά μικρή, θα δημιουργήσει μία ταλά-
ντωση x0 της οποίας το πλάτος σε κάθε περίοδο θα είναι σχεδόν όσο το r0/d.
Η ταλάντωση αυτή θα δημιουργήσει (περιοδικές) αλλαγές στην ροπή P που
ασκείται στον τροχό των οποίων τη μέγιστη τιμή μπορούμε να υπολογίσουμε
(λεπτομέρειες υπάρχουν στο [11]).

Εξετάζοντας την περίπτωση όπου κ ̸= 0, μ = 0 οι καμπύλες θα έχουν τη
μορφή

cos(ψ− κτ)J1(r)−
κr2
2

= σταθ.

και το μέγιστο πλάτος της ταλάντωσης θα βρίσκεται από τη ρίζα της εξίσω-
σης

J1(r)±
κr2
2

= 0.

Μεπαρόμοιο τρόπομπορεί να αντιμετωπιστεί και η περίπτωση μ ̸= 0ωστόσο
πλέον είναι αδύνατον να βρεθεί ολοκλήρωμα σε κλειστή μορφή.

6.2 Αντίδραση μέσα σε κλίβανο
Ένας τρόπος να αναλυθούν οι ιδιότητες ενός δεδομένου χημικού δείγ-

ματος είναι να το θερμάνουμε συνεχώς μέσα σε έναν κλίβανο μέχρις ότου
φτάσει σε μία θερμοκρασία όπου γίνεται μία αντίδραση και στη συνέχεια να
συγκρίνουμε το θερμικό προφίλ του δείγματος με αυτό του κλιβάνου. H μέ-
θοδος αυτή είναι πολύ διαδεδομένη και έχει αναλυθεί εκτενώς (πχ. στο [11]).
Ιδιαίτερα σημαντική στη διαδικασία αυτή είναι η μετάδοση της θερμότη-
τας. Σκοπός μας είναι να προσδιορίσουμε τις σταθερές που περιγράφουν την
αντίδραση που εκτελείται, δηλαδή τη θερμότητα της αντίδρασης (λ), την
ενέργεια ενεργοποίησης (E) και τη σταθερά μεταβολής (A). Θεωρούμε γνω-
στά τη σταθερά θερμικής αγωγιμότητας (k) και τη σταθερά θερμικής διάχυ-
σης (κ2). Χάριν απλότητας, θα ασχοληθούμε με μία απλή αντίδραση η οποία
περιγράφεται από μία διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης με μία σταθερά με-
ταβολής. Αν ονομάσουμε a το ποσοστό μάζας (επομένως 0 ≤ a ≤ 1) του
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αντιδρώντος υλικού, τότε θα ισχύει

da
dt = −Aae−E/RT,

όπου Τ είναι η απόλυτη θερμοκρασία και το R γνωστή σταθερά. Θα υποθέ-
σουμε επιπλέον ότι το μοντέλο μας είναι μονοδιάστατο, δηλαδή το δείγμα
έχει άπειρο μήκος, πλάτος 2L και θερμαίνεται μόνο στις δύο άκρες του χωρίς
μεταφορά θερμότητας στις παράλληλες πλευρές. Με τις προϋποθέσεις αυτές
το a θα είναι συνάρτηση του μήκους x και του χρόνου t. Όταν ξεκινά η αντί-
δραση, δημιουργείται θερμότητα στο δείγμα και από την αρχή διατήρησης
της ενέργειας παίρνουμε τη σχέση:

k∂
2T

∂x2 = ρc∂T
∂t + ρλ∂a

∂t ,

όπου ρ είναι η πυκνότητα του δείγματος. Ως συνοριακές συνθήκες θα πά-
ρουμε το γεγονός ότι δεν έχει εκτελεστεί αντίδραση τη χρονική στιγμή t = 0
και άρα a|t=0 = 1. Ας υποθέσουμε ότι έχουμε αρχική θερμοκρασία T0 και επι-
πλέον ότι στο ένα άκρο (x = 0) ισχύει ∂T/∂x = 0. Για τη θέρμανση από τον
κλίβανο στο άλλο άκρο (χ = L) μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε ένα απλό
μοντέλο Newton της μορφής

k∂T
∂x = −h̄[T− Tκ(t)],

όπου Τκ είναι η θερμοκρασία του κλιβάνου και θεωρούμε γνωστό το συντε-
λεστή μεταφοράς θερμότητας από τον κλίβανο στο δείγμα (h̄). Πάλι χάριν
απλότητας θα θεωρήσουμε ότι ο κλίβανος θερμαίνεται σύμφωνα με τον ακό-
λουθο τρόπο:

Tκ = T0 + βt, β γνωστό (όχι απαραίτητα σταθερό).

Το πρώτο μας βήμα είναι να κανονικοποιήσουμε το πρόβλημα κλιμακο-
ποιώντας το μήκος με το L

x̄ =
x
L ,

το χρόνο με το χρόνο διεξαγωγής

t̄ = κ2t
L2

,

και τη θερμοκρασία με το λ/c

T̄ =
c(T− T0)

λ .
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Οι δύο παραπάνω εξισώσεις γράφονται με χρήση των νέων μεταβλητών (και
παράλειψη της παύλας όπου δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης) ως εξής:

∂2T
∂x2 =

∂T
∂t +

∂a
∂t ,

∂a
∂t = −Āa exp

(
−1

ε(1 + δT)

)
,

όπου θέσαμε Ā = AL2/κ2, ε = RT0/E, δ = λ/cT0. Οι συνοριακές συνθήκες
πλέον είναι

∂T
∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂T
∂x

∣∣∣∣
x=1

= −h(T− ωt), T|a=1
t=0

= 0,

με h = h̄L/k και ω = β(L2c/κ2λ). Μετά την παραπάνω ανάλυση καταλή-
ξαμε σε πέντε αδιάστατες παραμέτρους εκ των οποίων η μία είναι γνωστή
(h), άλλη μία είναι άγνωστη αλλά μπορεί να μεταβληθεί (ω) και τρεις που
θέλουμε να προσδιορίσουμε. Αν και οι τρεις παράμετροι είναι της ίδιας τάξης
μεγέθους το πρόβλημα είναι δύσκολο και δεν μπορούμε να προχωρήσουμε.
Για το λόγο αυτό, θα εξετάσουμε την περίπτωση όπου ο κλίβανος θερμαίνε-
ται αργά, δηλαδήω << 1. Κλιμακοποιούμε το χρόνο τ = ωt και το προβλημά
μας γίνεται

∂2T
∂x2 = ω

(
∂a
∂τ +

∂T
τ

)
,

−∂a
∂τ = Aa exp

(
−1

ε(1 + δT)

) (
θέσαμε A =

Ā
ω

)
,

με συνοριακές συνθήκες τις παρακάτω:

∂T
∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂T
∂x

∣∣∣∣
x=1

= −h(T− τ), T|a=1
τ=0

= 0.

Αναπτύσσουμε τώρα τα T και a σε ασυμπτωτική δυναμοσειρά του ω

T(x, τ) = T0(x, τ) + ωT1(x, τ) +O(ω2),

a(τ) = α0(τ) +O(ω),
απαιτώντας το A να μην είναι πολύ μικρό (και επομένως Ā = O(ω)). Ολο-
κληρώνοντας βρίσκουμε ότι T0 = τ και

a0(τ) = exp
[
−A

∫ τ

0

exp
(

−1

ε(1 + δy)

)
dy
]
.
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Αν τώρα αντικαταστήσουμε στην πρώτη εξίσωση τους όρους τάξης έως και
O(ω2) προκύπτει

∂2T1

∂x2 = 1 +
da0
dτ

και οι συνοριακές συνθήκες γίνονται

∂T1

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂T
∂x

∣∣∣∣
x=1

= −hT1.

Με ολοκλήρωση της εξίσωσης και χρήση των δύο παραπάνω συνθηκών θα
βρούμε τελικά

T1 =

(
1 +

da0
dτ

)(
x2 − 1

2
− 1

h

)
.

Το μόνο πρόβλημα που παραμένει είναι το γεγονός ότι το ανάπτυγμα που
βρήκαμε για το T δεν ικανοποιεί τη συνοριακή συνθήκη ότι T = 0 όταν τ = 0
(παρόλο που ικανοποιείται όταν α = 1). Θα μπορούσαμε να κλιμακοποιή-
σουμε κοντά στο τ = 0 για να διορθωθεί το πρόβλημα, ωστόσο στην πράξη
είναι ουσιαστικά αμελητέο καθώς για τόσο μικρούς χρόνους η αντίδραση
δεν έχει καν αρχίσει. Οι μετρήσεις του πειράματος κατά την κατασκευή του
θερμικού προφίλ θα δώσουν δύο σχέσεις που συνδέουν τις ζητούμενες πα-
ραμέτρους Α, δ, ε ενώ μία τρίτη σχέση μπορεί να βρεθεί από τη γραφική πα-
ράσταση του θερμικού προφίλ. Τέλος, αλλάζοντας τις τιμές του ω μπορούμε
να διαπιστώσουμε κατά πόσο το μοντέλο μας συμβαδίζει με τα πειραματικά
δεδομένα.

6.3 Περιστροφή αυγών κατά την επώαση
Στο παράδειγμα αυτό θα ακολουθήσουμε μία διαφορετική προσέγγιση,

αποφεύγοντας πολλούς υπολογισμούς και έχοντας σαν βασικό στόχο να κα-
τανοήσουμε μία συγκεκριμένη διαδικασία μοντελοποιώντας την μαθηματικά.
Στην περίπτωσή μας, η διαδικασία αυτή είναι η επώαση των αυγώνΑφρικανι-
κού πιγκουίνου. Πιο συγκεκριμένα, έχει παρατηρηθεί πως οι συγκεκριμένοι
πιγκουίνοι γεννούν κάθε φορά ένα αυγό το οποίο στη συνέχεια επωάζουν
στη φωλιά τους, όπου το περιστρέφουν γύρω από τον εαυτό του κάθε 20 πε-
ρίπου λεπτά. Καθώς η διαδικασία αυτή είναι ιδιαίτερα σημαντική τις πρώτες
μέρες μετά τη γέννηση του αυγού, θα επικεντρωθούμε σε αυτή τη χρονική
περίοδο.

Αρχικά είναι απαραίτητο να καταλάβουμε τη δομή ενός αυγού, χρησι-
μοποιώντας ένα απλοποιημένο μοντέλο. Προφανώς στο κέντρο του αυγού
υπάρχει ο κρόκος, ο οποίος είναι σφαιρικός και περικλείεται σε μία λεπτή
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μεμβράνη. Έξω από τη μεμβράνη υπάρχει το ασπράδι, το οποίο χωρίζεται
μέσω μίας δεύτερης μεμβράνης από το εξωτερικό μέρος του αυγού. Τέλος,
το έμβρυο είναι κλεισμένο σε μία μικρή κάψουλα πάνω στην επιφάνεια του
κρόκου και (αρχικά) έχει μικρότερη πυκνότητα σε σχέση με το ασπράδι και
τον κρόκο.

Ας υποθέσουμε αρχικά ότι η θηλυκή πιγκουίνος περιστρέφει το αυγό προ-
κειμένου να διατηρήσει τη θερμοκρασία του σε κάποιο σχετικά σταθερό επί-
πεδο, καθώς η θερμοκρασία του σώματός της είναι υψηλότερη από αυτή του
δαπέδου της φωλιάς. Θα υπολογίσουμε προσεγγιστικά το χρόνο θερμικής
διάχυσης td = R2/κ για ένα αυγό με ακτίνα R = 2 cm. Η σταθερά διάχυσης
κ είναι περίπου ίση με αυτή του νερού, δηλαδή κ ≃ 1.410−7 m2/s και επο-
μένως ο χρόνος διάχυσης είναι περίπου td ≃ 3000 s. Ο χρόνος αυτός είναι
συγκρίσιμος με τα 20 λεπτά που μεσολαβούν ανάμεσα στις περιστροφές και
επομένως η υπόθεση ότι αυτή γίνεται για να σταθεροποιηθεί η θερμοκρασία
δεν είναι παράλογη. Ωστόσο, θα πρέπει να λάβουμε υπ’ όψιν ότι η εσωτερική
θερμοκρασία του αυγού θα διαφέρει από τη διαφορά θερμοκρασίας του πάνω
από το κάτω μέρος του αυγού κατά ένα παράγοντα τάξης της μονάδας. Αν η
περιστροφή γινόταν πολύ πιο συχνά σε σχέση με το χρόνο διάχυσης, η εσω-
τερική θερμοκρασία θα ήταν πολύ πιο ομοιόμορφη. Έχει παρατηρηθεί όμως
ότι αυγά που βρίσκονται σε εκκολαπτήρια (και επομένως έχουν ομοιόμορφη
θερμοκρασία παντού) χρειάζονται επίσης περιστροφή προκειμένου να εκκο-
λαφθούν επιτυχώς και άρα η περιστροφή πρέπει να εξυπηρετεί (και) κάποιον
άλλο σκοπό.
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Μία εναλλακτική πιθανή επίδραση που έχει η περιστροφή στο αυγό μπο-
ρεί να είναι η δημιουργία ροής του υγρού μέσα στο αυγό. Καθώς ο κρόκος
έχει μικρότερη πυκνότητα από το ασπράδι, θα επιπλέει στο πάνω μέρος του
αυγού, το δε έμβρυο, το οποίο έχει τη μικρότερη πυκνότητα, θα υποχρεώ-
σει τον κρόκο να περιστραφεί ώστε να βρεθεί εκείνο στην κορυφή. Το τελικό
αποτέλεσμα είναι να έρθει το έμβρυο αρκετά κοντά στο περίβλημα του αυ-
γού. Είναι επομένως πιθανό η περιστροφή του αυγού να αντιτίθεται το φαι-
νόμενο αυτό.

Πρέπει να τονιστεί αρχικά ότι το ασπράδι δεν μπορεί να θεωρηθεί ως νευ-
τώνειο ρευστό. Για να το μοντελοποιήσουμε, θα θεωρήσουμε ότι αν το αυγό
περιστραφεί σχετικά γρήγορα, τότε το ασπράδι περιστρέφεται κι αυτό σαν να
ήταν στερεό. Το ασπράδι έχει πάχος που συνήθως φτάνει το 25 % της ακτί-
νας του αυγού και το κυρίως μέρος του είναι περίπου το 15% της ακτίνας του
αυγού ενώ το υπόλοιπο 10 % είναι μοιρασμένο στην εσωτερική και την εξω-
τερική μεμβράνη που περικλείουν τον κρόκο και το ασπράδι αντίστοιχα. Οι
μεμβράνες αυτές έχουν μικρότερο ιξώδες από το ασπράδι, περίπου 10 προς
1, ενώ ο κρόκος έχει το μεγαλύτερο ιξώδες μέσα στο αυγό. Η διαφορά ιξώ-
δους μας οδηγεί στο να θεωρήσουμε τον κρόκο καθώς και το κύριο μέρος
από το ασπράδι μαζί με την εσωτερική μεμβράνη ως στερεά σώματα και να
εξετάσουμε τη ροή μόνο στην εξωτερική μεμβράνη.

Υποθέτουμε τώρα ότι η ροή στο εξωτερικό στρώμα καθορίζεται από δύο
δυνάμεις: την άνωση του κρόκου, η οποία τον σπρώχνει προς τα πάνω και
την άνωση του εμβρύου η οποία έχει σαν αποτέλεσμα την περιστροφή του
κρόκου ώστε να βρεθεί το έμβρυο στην κορυφή. Μπορούμε να θεωρήσουμε
ότι οι πυκνότητες κρόκου, ασπραδιού και εμβρύου είναι ίσες με αυτή του νε-
ρού (ρw) καθώς διαφέρουν μόνο κατά 0.5 % και προφανώς η διαφορά στην
πυκνότητα είναι Δρ = 0.005ρw. Η άνωση για τον (σφαιρικό) κρόκο ακτίνας
ry είναι

Fb =
4

3
πr3ygΔρ

και οδηγεί τη ροή του ασπραδιού, με ιξώδες μa, προς το κενό με πάχος ha.
Είναι εύκολο να δούμε ότι το πάχος ha είναι πολύ μικρότερο από το μήκος
του κενού, το οποίο είναι συγκρίσιμο με το ry. Με την προϋπόθεση αυτή,
μπορεί να δειχθεί ότι η πίεση που δημιουργείται σε μία τέτοια ροή είναι της
τάξης του

μaVyr2y
h3a

,

όπου Vy είναι η κάθετη ταχύτητα του κρόκου. Πολλαπλασιάζουμε με r2y για
να πάρουμε ένα τυπικό μέγεθος για τη δύναμη πίεσης και εφόσον η δύναμη
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αυτή αντισταθμίζεται από την άνωση, θα έχουμε ότι

μaVyr2y
h3a

αντισταθμίζεται από r3ygΔρ

και επομένως η τάξη μεγέθους της ταχύτητας θα είναι O(h3agΔρ/μary). Αντι-
καθιστώντας τα μεγέθη με τις τιμές ha ≃ 10−3 m, μa = 410−3 kg/ms, Δρ ≃
5 kgm−3 βρίσκουμε Vy ≃ 610−4ms−1, δηλαδή ο κρόκος χρειάζεται λίγα δευ-
τερόλεπτα για να ανέβει 1-2 χιλιοστά πρός το πάνω μέρος του αυγού. Ο χρό-
νος αυτός είναι πολύ μικρότερος από το χρόνο που μεσολαβεί ανάμεσα στις
περιστροφές και επομένως μας αποτρέπει από το να θεωρήσουμε ότι η περι-
στροφή γίνεται για να δημιουργηθεί ροή μέσα στο αυγό.

Ας εξετάσουμε τώρα πως ο κρόκος περιστρέφεται πάλι στη θέση όπου το
έμβρυο είναι στο πάνω μέρος. Στην κίνηση αυτή, η άνωση του εμβρύου δη-
μιουργεί μία ροπή στον κρόκο τάξης μεγέθους rygΔm, όπου Δm είναι η δια-
φορά μάζας του εμβρύου. Η ροπή αυτή αντισταθμίζεται από μία διατμητική
δύναμη μaryωy/ha ανά μονάδα επιφάνειας, όπουωy είναι η γωνιακή ταχύτητα
του κρόκου. Πολλαπλασιάζοντας πάλι με r2y για να πάρουμε την τάξη μεγέ-
θους και ξανά με ry για να βρούμε την ροπή, καταλήγουμε στην προσέγγιση

1

ωy
= O

(
μar3y

hagΔm

)
από την οποία, αν αντικαταστήσουμε τα μεγέθη όπως παραπάνω και υποθέ-
σουμε ότι το έμβρυο είναι μεγέθους ενός χιλιοστού, βρίσκουμε μία χρονική
κλίμακα τάξεως εκατοντάδων με χιλιάδων δευτερολέπτων, η οποία βλέπουμε
πως είναι άμεσα συγκρίσιμη με το διάστημα ανάμεσα στις περιστροφές.

Το επόμενο βήμα είναι να αναρωτηθούμε γιατί να είναι η περιστροφή
αυτή σημαντική. Μία πιθανή εξήγηση είναι η εξής: μετά την περιστροφή, το
έμβρυο ανεβαίνει στο ψηλότερο μέρος του αυγού και, καθώς ο κρόκος έχει
ήδη φτάσει εκεί πολύ πιο σύντομα (όπως είδαμε παραπάνω), το έμβρυο βρί-
σκεται πολύ κοντά στο περίβλημα του αυγού. Με την επόμενη περιστροφή
μετατοπίζεται αμέσως σε κάποια ασφαλέστερη θέση στο πλάι του αυγού.Μία
άλλη εξήγηση, την οποία θα εξετάσουμε αμέσως, είναι πως η περιστροφή
διευκολύνει την παροχή θρεπτικών ουσιών στο έμβρυο.

Το ασπράδι περιέχει θρεπτικές καθώς και αντισηπτικές ουσίες οι οποίες
προστατεύουν το έμβρυο και βοηθούν στην ανάπτυξή του. Στα αρχικά όμως
στάδια, δηλαδή πριν το έμβρυο αποκτήσει κυκλοφορικό σύστημα, ο μονα-
δικός τρόπος με τον οποίο οι ουσίες αυτές μπορούν να φτάσουν στο έμβρυο
είναι μέσω διάχυσης. Υποθέτοντας ότι η σταθερά διάχυσηςDa έχει μία τυπική
τιμή της τάξης του 10−9 m2s−1, σε μία χρονική κλίμακα τ = 1000 s το μέγε-
θος της περιοχής από όπου έχουν φύγει οι ουσίες είναι τάξης

√
Dτ ≃ 1 mm.
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Καθώς ο χρόνος περνά, οι φρέσκες ουσίες χρειάζεται να διανύσουν όλο και
μεγαλύτερη απόσταση για να φτάσουν στο έμβρυο. Όταν όμως το αυγό πε-
ριστρέφεται, στο ασπράδι εμφανίζονται διατμητικές τάσεις με αποτέλεσμα η
περιοχή από όπου έχουν φύγει οι θρεπτικές ουσίες να παραμορφώνεται και
επομένως να δημιουργείται πρόσβαση για νέες θρεπτικές ουσίες για το έμ-
βρυο. H συγκεκριμένη αιτιολόγηση αποτελεί άλλη μία πιθανή εξήγηση στο
ερώτημά μας. Προφανώς για να μπορέσει κανείς να καταλήξει σε κάποια ή
κάποιες από τις εξηγήσεις που είδαμε και να απορρίψει τις άλλες θα χρεια-
στεί περαιτέρω θεωρητική και πειραματική μελέτη, ωστόσο η σύντομη και
σχετικά απλοϊκή προσέγγιση που είδαμε είναι χαρακτηριστικό παράδειγμα
του πως μία προτεινόμενη εξήγηση μπορεί να γίνει αποδεκτή ή να απορρι-
φθεί μέσω ποσοτικής ανάλυσης .

6.4 Συνεχής χύτευση χάλυβα
Ητελευταία εφαρμογή που θα συζητήσουμε είναι η παρακάτω.Μία σημα-

ντική τεχνική στην κατασκευή χάλυβα (ατσάλι) είναι η παραγωγή μίας συνε-
χούς μπάρας, χωρίς κενά ή ενώσεις τμημάτων, μέσω συνεχούς χύτευσης. Το
λιωμένο ατσάλι χύνεται σε ένα σκεύος το οποίο έχει μία οπή στον πάτο του
από την οποία διοχετεύεται στο καλούπι. Μόλις το ατσάλι μπει στο καλούπι
αρχίζει να ψύχεται, αρχικά μεσω αγωγών με νερό στα άκρα του καλουπιού
και, μόλις βγει από αυτό, με πίδακες νερού. Κατά την εξαγωγή του από το
καλούπι το ατσάλι έχει ένα λεπτό στερεό περίβλημα το οποίο αυξάνει σε πά-
χος καθώς το ατσάλι συνεχίζει να βγαίνει. Προφανώς το μεγαλύτερο τμήμα
του ατσαλιού που βρίσκεται μέσα στο καλούπι είναι ακόμα σε υγρή μορφή.
Αυτό που είναι ιδιαίτερα σημαντικό είναι να μπορέσουμε να ελέγξουμε το ση-
μείο όπου βρίσκεται το σύνορο του υγρού με το στερεό ατσάλι, αφ’ ενός μεν
για να γίνει σωστά η κατασκευή και αφ’ ετέρου για λόγους ασφαλείας καθώς
το λιωμένο ατσάλι δεν πρέπει να χυθεί. Με τη δεύτερη παράμετρο δεν θα
ασχοληθούμε στη συγκεκριμένη περίπτωση καθώς η μελέτη είναι περίπλοκη
στην περιοχή κοντά στο καλούπι όπου υπάρχει το ενδεχόμενο να χυθεί το
λιωμένο ατσάλι εκτός καλουπιού. Θα επικεντρώσουμε την προσοχή μας στο
ζήτημα της σωστής κατασκευής χρησιμοποιώντας ένα δισδιάστατο μοντέλο.

Αρχικά είναι απαραίτητο να αναφέρουμε το μοντέλο Stefan το οποίο πε-
ριγράφει την στερεοποίηση ενός υλικού (ο χάλυβας είναι βέβαια κράμα και
όχι καθαρό μέταλλο ωστόσο αυτό θα αγνοηθεί). Συγκεκριμένα, έχει παρα-
τηρηθεί πειραματικά ότι απαιτείται μία σταθερή ποσότητα ενέργειας ανά μο-
νάδα μάζας προκειμένου να λιώσει ένα στερεό μέταλλο χωρίς να μεταβλη-
θεί η θερμοκρασία του και αντιστοίχως η ίδια ποσότητα ενέργειας πρέπει να
αφαιρεθεί από το μέταλλο προκειμένου αυτό να στερεοποιηθεί. Η ενέργεια
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Σχήμα6.1: Σύνορο στερεής - υγρής επιφάνειας

αυτή (θερμότητα) διοχετεύεται ή αφαιρείται μέσω της διαφοράς ανάμεσα στη
ροή θερμότητας προς τα μέσα και προς τα έξω από τη στερεή-υγρή επιφά-
νεια. Η παρατήρηση αυτή περιγράφεται στο σχήμα 6.1. Αν θεωρήσουμε πως
η επιφάνεια (το σύνορο υγρού - στερεού χάλυβα) έχει μετακινηθεί κατά δx σε
χρονικό διάστημα δt τότε η λανθάνουσα θερμότητα που απορροφάται (όταν
η επιφάνεια λιώνει, δηλαδή δx < 0 ή εκλύεται (όταν η επιφάνεια στερεοποιεί-
ται, δηλαδή δx > 0 από το μέρος του υλικού που αλλάζει κατάσταση θα είναι
ίση με

ρλδx
και θα πρέπει η ποσότητα αυτή να ισούται με τη διαφορά στην ροή θερμότη-
τας μέσα στο χρονικό διάστημα δt η οποία είναι[

−k∂T
∂x

]L
S
δt.

Από την παρατήρηση αυτή προκύπτει η παρακάτω συνθήκη Stefan για την
ταχύτητα της επιφάνειας:

ρλdxdt =

[
−k∂T

∂x

]L
S
.

Το αριστερό μέλος της παραπάνω σχέσης περιγράφει το ρυθμό με τον οποίο
καταναλώνεται (ή εκλύεται) θερμότητα καθώς κινείται η επιφάνεια ενώ το
δεξί μέλος περιγράφει το ρυθμό με τον οποίο παρέχεται (ή αφαιρείται) θερ-
μότητα στην επιφάνεια. Η συνθήκη αυτή μπορεί να γενικευθεί και σε περισ-
σότερες διαστάσεις. Αν υποθέσουμε ότι η επιφάνεια έχει μοναδιαίο εξωτερικό
κάθετο διάνυσμα n και κανονική ταχύτητα (ταχύτητα προς της κατεύθυνση
τουn) Vn, τότε η παραπάνω σχέση τροποποιείται ως εξής:

ρλVn = [−kn · ∇T]LS
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.
Θα κατασκευάσουμε τώρα το μοντέλο μας που θα περιγράφει σταθερή

ροή θερμότητας σε ένα κομμάτι του χάλυβα. Θα θεωρήσουμε ότι ο χάλυβας
έχει σχήμα παραλληλογράμου, έχει μήκος L και μεταβλητό πάχος h(x) με κά-
ποιο τυπικό πάχος H0. Μπορούμε δηλαδή να γράψουμε

h(x) = H0H
(x
L

)
για κάποια συνάρτηση H(x) με την προϋπόθεση ότι H = O(1). Θεωρούμε
επιπλέον ότι η όποια καμπυλότητα εμφανίζεται είναι αμελητέα. Ονομάζουμε
U την ταχύτητα με την οποία κινείται η υγρή - στερεή επιφάνεια. Άμεσα προ-
κύπτει ότι ο αριθμός Peclet

Pe = ρcUH2
0kL

είναι μικρός στην περίπτωσή μας και επομένως μπορούμε να θεωρήσουμε ότι
η θερμοκρασία ικανοποιεί την εξίσωση Laplace. Υποθέτουμε επιπλέον ότι ο
υγρός χάλυβας έχει θερμοκρασία ακριβώς ίση με την θερμοκρασία τήξης του
έτσι ώστε να χρειαστεί να βρούμε τη θερμοκρασία του στερεού χάλυβα μόνο.
Για να μοντελοποιήσουμε την επίδραση της ψύξης από το νερό θεωρούμε το
μοντέλο Newton

−k∂T
∂n

∣∣∣∣
σύνορο

= Γ(T− T∞),

όπου k είναι ο συντελεστής θερμικής αγωγιμότητας, Γ ο συντελεστής μετά-
δοσης θερμότητας και T∞ η θερμοκρασία περιβάλλοντος. Τέλος, πρέπει να
βρεθεί και η στερεή - υγρή επιφάνεια την οποία αγνοούμε και θα ονομάσουμε
y = ±f(x).

Η θερμοκρασία του στερού TS θα ικανοποιεί την εξίσωση

∂2TS

∂x2 +
∂2TS

∂y2 = 0

στη στερεή περιοχή, με συνοριακή συνθήκη

±k∂TS

∂y + Γ(TS − T∞) = 0, y = ±H.

Στην υγρή - στερεή επιφάνεια y = ±f(x) θα ισχύει

TS = TM,

όπου TM είναι η θερμοκρασία τήξης. Η συνθήκη Stefan θα έχει τη μορφή

−k∂TS

∂n = ρλU cos θ,
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όπου θ είναι η γωνία μεταξύ του εξωτερικού κάθετου διανύσματος n της επι-
φάνειας και του άξονα x έτσι ώστε η κανονική ταχύτητα της επιφάνειας να
είναι ίση με U cos θ. Μπορούμε να γράψουμε τη συνθήκη αυτή στην εξής
μορφή:

−k
(
∂TS

∂y − df
dt

∂TS

∂x

)
= −ρλU df

dx .

Τέλος, επιβάλουμε τη συνοριακή συνθήκη

TS → T∞, όταν x → ∞.

Θα προχωρήσουμε τώρα στην αδιαστατοποίηση του προβλήματος. Κλι-
μακοποιούμε το y (και επομένως και το f) με τοH και μία αντίστοιχη επιλογή
κλιμακοποίησης για το x θα ήταν το μήκος L. Αντί αυτού όμως, θα επιχειρή-
σουμε να βρούμε την κλίμακα του μήκους μέσω του ισοζυγίου παρεχόμενη
θερμότητα - ψύξη. Με τον τρόπο αυτό μπορούμε επιπλέον να μάθουμε κατά
πόσο είναι σωστή η προσέγγισή μας και επίσης πόσο θα είναι το μήκος της
λιωμένης περιοχής. Επομένως έχουμε

x = LX, y = HY, Y = ±F(X),

όπου βέβαια δεν γνωρίζουμε το μήκος L αλλά υποθέτουμε ότι ε = H/L << 1.
Κλιμακοποιούμε επίσης τη θερμοκρασία ως εξής:

TS = TM + (TM − T∞)T(X,Y).

Το αδιαστατοποιημένο μοντέλο τώρα έχει ως εξής:

∂2T
∂Y2

+ ε2 ∂
2T

∂Χ2
= 0

στο στερεό χάλυβα, με τις συνθήκες στην επιφάνεια Y = ±F(X) να είναι

Τ = 0,
∂T
∂Y + ε dFdX

∂T
∂X = ελ̄ dFdX ,

όπου θέσαμε

λ̄ =
ρλU

k(TM − T∞)

H

.

Η συγκεκριμένη ποσότητα δείχνει το λόγο της απελευθέρωσης θερμότητας
από την επιφάνεια που κινείται με ταχύτητα U με τη μεταφορά θερμότητας
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λόγω της διαφοράς θερμοκρασίας TM − T∞ σε μια απόσταση O(H). Τέλος,
οι κλιμακοποιημένες συνοριακές συνθήκες στο στερεό είναι

∂T
∂Y ± a(T+ 1) = 0, Y = ±1,

όπου θέσαμε a = ΓH(TM − T∞). Προκειμένου το a να παραμένει μικρό θα
πρέπει και ο ρυθμός ψύξης να είναι μικρός ούτως ώστε να εξισορροπεί το
ρυθμό απώλειας θερμότητας. Για τον λόγο αυτό επιλέγουμε

ε = a

και από τη συνθήκη αυτή μπορεί να προσδιοριστεί και το L και να βρεθεί ότι
είναι λ̄L.

Επικεντρωνόμαστε τώρα στο τμήμα του χάλυβα που δεν έχει ακόμα πλή-
ρως στερεοποιηθεί και αναπτύσουμε ασυμπτωτικά τη θερμοκρασία:

T(X,Y) ∼ T0(X,Y) + εT1(X,Y) + . . .

Λόγω συμμετρίας, θα περιοριστούμε μόνο στα πάνω μέρος της μπάρας χά-
λυβα. Αντικατάσταση του αναπτύγματος στις εξισώσεις του προβλήματος θα
δώσει τον πρωτεύοντα όρο

T0 = A0(X) + B0(X)Y

και από τις συνοριακές συνθήκες βρίσκουμε A0 = B0 = 0. Το ανάπτυγμα της
θερμοκρασίας πλεόν γίνεται

T(X,Y) ∼ εT1(X,Y) + . . .

και αμέσως βλέπουμε ότι η ζητούμενη θερμοκρασία είναι κοντά (απέχειO(ε))
στη θερμοκρασία τήξης TM. Συνεχίζουμε με όρους τάξης ε και βρίσκουμε

T1 = C1(X)(Y− F(X))

και η συνοριακή συνθήκη στο στερεό θα δώσειC1(X) = −1ώστε να πάρουμε
τελικά

T1 = F(X)− Y.
Τέλος, από τη συνοριακή συνθήκη στην επιφάνεια βρίσκουμε

dF
dX = −1

λ̄
,

έτσι ώστε αν η επιφάνεια ξεκινά από την θέσηX = 0 σε ύψος Y = 1, να ισχύει

F(X) = 1− X
λ̄
.
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Βλέπουμε τελικά ότι το μήκος της υγρής περιοχής είναι λ̄L ενώ η επι-
φάνεια είναι γραμμική. Προφανώς η παραπάνω ανάλυση αντιμετωπίζει πρό-
βλημα κοντά στην άκρη της μπάρας όπου ενώνονται η πάνω και η κάτω ελεύ-
θερες επιφάνειες και η ροή της θερμότητας είναι προφανώς δισδιάστατη.Μία
σκιαγράφηση της αντιμετώπισης για την περίπτωση αυτή υπάρχει στο [5].



7. Παράρτημα - Ασυμπτωτική
ανάλυση

Στοκεφάλαιο αυτόπαρουσιάζονται κάποιες θεμελιώδεις έννοιες της ασυμ-
πτωτικής ανάλυσης καθώς και ορισμένες μέθοδοι προσέγγισης ολοκληρωμά-
των με ασυμπτωτικές τεχνικές οι οποίες χρησιμοποιούνται στο κυρίως κεί-
μενο. Για περισσότερες λεπτομέρειες ο αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στα
[2], [7], [9], [12] και στις αναφορές του [12].

7.1 Τάξη μεγέθους
Ένας από τους βασικούς σκοπούς της ασυμπτωτικής ανάλυσης είναι να

βρεθεί μία λύση σε ένα πρόβλημα η οποία να είναι συμβατή με τα μεγέθη που
έχουν οι όροι του προβλήματος. Για το λόγο αυτό προέκυψε η ανάγκη της δη-
μιουργίας μίας μεθόδου προκειμένου δύο ποσότητες (συνήθως συναρτήσεις)
να μπορούν να συγκριθούν ως προς το ποιά είναι “μεγαλύτερη” ή εναλλα-
κτικά ως προς την ταχύτητα με την οποία τείνουν σε κάποια συγκεκριμένη
τιμή (συνήθως το 0). Για παράδειγμα είναι προφανές ότι οι παρακάτω συναρ-
τήσεις είναι απειροστά μικρές όταν ε → 0 αφού ισχύει ότι

lim
ε→0

ε2 = lim
ε→0

sin ε = lim
ε→0

tan ε
10

= lim
ε→0

ln(ε3 + 1) = lim
ε→0

(1− eε) = 0

Εύκολα βλέπει όμως κανείς ότι η ταχύτητα προσέγγισης του 0 δεν είναι η
ίδια για τις παραπάνω συναρτήσεις. Στο σχήμα παρουσιάζονται ορισμένες
από αυτές.

Αρχικά θα υπενθυμίσουμε τα σύμβολα του Landau τα οποία διευκολύ-
νουν πολύ στη σύγκριση συναρτήσεων.

Ορισμός. Έστω δύο συναρτήσεις f(ε), g(ε) ορισμένες σε μία περιοχή του μη-
δενός. Θα γράφουμε ότι

f(ε) = O(g(ε))
για ε → 0 αν για κάποιοM με 0 < |M| < +∞ ισχύει

lim
ε→0

f(ε)
g(ε) = M

63
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Σχήμα7.1: Γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ε2 (παχιά γραμμή), sin ε
(παύλες), ln(1 + ε3) (τελείες) και 1− eε.

και θα γράφουμε ότι
f(ε) = o(g(ε))

για ε → 0 αν

lim
ε→0

f(ε)
g(ε) = 0.

Αν ισχύει f(ε) = O(g(ε)) θα λέμε ότι οι f, g έχουν ίδια τάξη μεγέθους.

Στον παραπάνωορισμό αλλά και σε όσα θα ακολουθήσουν μπορεί το όριο
ε → 0 να αντικατασταθεί με κάποιο πλευρικό όριο ή με το όριο ε → ε0 με
ε0 ∈ R∗, ανάλογα με τα πεδία ορισμού των f, g, χρησιμοποιώντας κατάλληλη
κλιμακοποίηση. Το ε0 μπορεί να είναι και το±∞. Στην περίπτωση αυτή απλά
θέτουμε δ = ε−1. Επίσης, είναι δυνατόν οι συναρτήσεις να έχουν ως όρισμα
και κάποια άλλη μεταβλητή πχ t που ανήκει σε κάποιο διάστημα Ι. Στην πε-
ρίπτωση αυτή οι ορισμοί έχουν ως εξής:

Ορισμός. Έστω δύο συναρτήσεις f(t, ε), g(t, ε) ορισμένες για κάθε t ∈ I και
για κάθε ε σε μία περιοχή του μηδενός. Θα γράφουμε ότι f(t, ε) = O(g(t, ε))
για ε → 0 αν υπάρχει σταθεράM με 0 < Μ < +∞ τέτοια ώστε

lim
ε→0

∣∣∣∣ f(t, ε)g(t, ε)

∣∣∣∣ = M
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σημειακά στο I. Αν η σύγκλιση προς το 0 γίνεται ομοιόμορφα, θα γράφουμε
ότι

f(t, ε) = o(g(t, ε))
καθώς ε → 0 ομοιόμορφα στο I. Επίσης, αν υπάρχειM(t) > 0 για όλα τα t ∈ I
τέτοια ώστε

|f(t, ε)| < M(t)|g(t, ε)|
για κάθε t ∈ I και για κάθε ε σε μία περιοχή του μηδενός, γράφουμε ότι

f(t, ε) = O(g(t, ε))

όταν ε → 0 και λέμε ότι οι f, g έχουν ίδια τάξη μεγέθους. Αν ηM είναι επιπλέον
φραγμένη, λέμε ότι:

f(t, ε) = O(g(t, ε))
όταν ε → 0 ομοιόμορφα στο I.

Οι συμβολισμοί αυτοί αποτελούν ένα εύχρηστο εργαλείο σύγκρισης συ-
ναρτήσεων καθώς ο πρώτος ορισμός ουσιαστικά αναφέρει ότι καθώς το ε →
0, η f τείνει στο μηδέν με την ίδια ταχύτητα που τείνει και η g στο μηδέν. Στον
δεύτερο ορισμό η f πλησιάζει το μηδέν ταχύτερα από την g.
Παράδειγμα. Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι η f(ε) = ε2 ln ε τείνει στο 0
γρηγορότερα από την g(ε) = ε. Πράγματι, χρησιμοποιώντας τον κανόνα L’
Hospital έχουμε

lim
ε→0+

ε2 ln ε
ε = 0

και επομένως ε2 ln ε = o(ε). Παρόμοια μπορούμε να δείξουμε ότι η συνάρ-
τηση sin ε τείνει στο μηδέν με την ίδια ταχύτητα με την ε, η αλλιώς sin ε =
O(ε) όταν ε → 0.

Οι συναρτήσεις που χρησιμοποιούνται για να συγκριθούν με τη συνάρ-
τηση την οποία εξετάζουμε ονομάζονται συναρτήσεις σύγκρισης. Η απλού-
στερη και πιο συνηθισμένη από αυτές είναι οι δυνάμεις ακέραιου εκθέτη της
παραμέτρου ε. Είναι προφανές ότι για μικρό ε ισχύει . . . > ε−1 > ε0 >
ε1 > ε2 > . . . Οι συγκεκριμένες συναρτήσεις καλύπτουν μια αρκετά με-
γάλη γκάμα προβλημάτων, αδυνατούν ωστόσο να συγκριθούν με κάποιες
απλές συναρτήσεις όπως πχ την ln ε−1. Αυτό συμβαίνει επειδή ο συγκεκρι-
μένος λογάριθμος τείνει στο 0 γρηγορότερα από οποιαδήποτε δύναμη του ε.
Για τον λόγο αυτό γενικότερα χρησιμοποιούνται οι λογαριθμο-εκθετικές συ-
ναρτήσεις (γνωστές και σαν συναρτήσεις του Hardy), οι οποίες προκύπτουν
με (πεπερασμένη τον αριθμό) εφαρμογή των τεσσάρων πράξεων καθώς και
των τελεστών e και log και με την προϋπόθεση όλες οι ενδιάμεσες ποσότητες
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που προκύπτουν να είναι πραγματικοί αριθμοί. Οι συναρτήσεις αυτές έχουν
την ιδιότητα ότι κάθε ζευγάρι από αυτές μπορεί να διαταχτεί, δηλαδή μπο-
ρούμε πάντα να αποφανθούμε αν f = o(g) ή f = O(g).

7.2 Ασυμπτωτικές ακολουθίες
Στη προηγούμενη ενότητα είδαμε ότι για μικρά ε ισχύει ε > ε2 > ε3 > . . .

H ιδιότητα που έχει η συγκεκριμένη ακολουθία εn κάθε όρος της να είναι
μικρότερος από τον προηγούμενο δίνει την βασική ιδεά της ασυμπτωτικής
ανάλυσης. Ξεκινάμε με έναν βασικό ορισμό.

Ορισμός. Έστω gn(ε), n = 1, 2, . . . μία ακολουθία συναρτήσεων. Αν ισχύει

gn+1(ε) = o(gn(ε)) καθώς ε → 0 για n = 1, 2, . . .

τότε λέμε ότι η gn(ε) είναι μία ασυμπτωτική ακολουθία. Δηλαδή κάθε ακο-
λουθία συναρτήσεων της οποίας κάθε όρος συγκλίνει στο 0 ταχύτερα από
τον προηγούμενό του όρο είναι ασυμπτωτική.

Στις εφαρμογές, τις περισσότερες φορές, χρησιμοποιούμε αρχικά μία από
τις συνήθεις ασυμπτωτικές ακολουθίες που αναφέρθηκαν παραπάνω και αν
απαιτείται στην πορεία κάνουμε τις απαραίτητες τροποποιήσεις. Οι παρα-
κάτω συναρτήσεις σύγκρισης παρουσιάζονται κατά αύξουσα τάξη μεγέθους.

eε−1
, ε−n, ln 1

ε , 1, ε ln ε, ε, ε
2 ln ε, εn, e−ε−1

.

Είμαστε τώρα σε θέση να ορίσουμε το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα.

Ορισμός. Έστω μία συνάρτηση f(t, ε) ορισμένη σε μία περιοχή του μηδενός
για το ε και t ∈ I, όπου I κάποιο διάστημα. Έστω επίσης η ασυμπτωτική ακο-
λουθία gn(ε) και an(t) συναρτήσεις ανεξάρτητες του ε. Αν για οποιοδήποτε
N ∈ N ισχύει

Ν∑
n=0

an(t)gn(ε) = f(t, ε)− o(gN(ε)) όταν ε → 0

τότε η σειρά
∑∞

n=0 an(t)gn(ε) θαονομάζεταιασυμπτωτικό ανάπτυγμα της f(t, ε)
όταν ε → 0 και θα γράφουμε ότι

f(t, ε) ∼
∞∑
n=0

an(t)gn(ε) καθώς ε → 0.
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Αν τα παραπάνω όρια είναι ομοιόμορφα, η σειρά ονομάζεται ομοιόμορφα
ασυμπτωτικό ανάπτυγμα της g. Τέλος, η ποσότητα

f(t, ε)−
Ν∑

n=0

an(t)gn(ε)

ονομάζεται σφάλμα.

Ο παραπάνω ορισμός μας εξασφαλίζει ότι μπορούμε να πάρουμε όσους
όρους από το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα μιας συνάρτησης θέλουμε γνωρίζο-
ντας ότι το υπόλοιπο έχει μικρότερη τάξη μεγέθους από τον τελευταίο όρο.
Πρέπει να σημειώσουμε επίσης ότι δεν εξετάζουμε καθόλου τη συμπεριφορά
της σειράς ως προς τη σύγκλιση, καθώς δεν μας ενδιαφέρει να προσεγγί-
σουμε κάποια τιμή με μεγάλο πλήθος όρων. Αντίθετα, σκοπός μας είναι να
κατασκευαστεί μία σειρά της οποίας ο πρώτος όρος θα είναι χοντρικά ίσος με
την τιμή που ψάχνουμε ενώ οι επόμενοι (διορθωτικοί) όροι απλά θα μειώνουν
το σφάλμα. Η στρατηγική αυτή εμφανίζεται στο παρακάτω πολύ γνωστό πα-
ράδειγμα.
Παράδειγμα. Θεωρούμε την συνάρτηση σφάλματος

Erf(z) = 2√
π

∫ z

0

e−t2dt

To ολοκλήρωμα βέβαια δεν υπολογίζεται με στοιχειώδεις μεθόδους. Για τον
λόγο αυτό αναπτύσσουμε την συνάρτηση σε σειρά MacLaurin

Erf(z) = 2√
π

∞∑
0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)n! = z− z3
3
+

z5
10

− z7
42

+ · · ·

η οποία συγκλίνει για όλα τα z ∈ C. Οι τιμές της συνάρτησης για μικρά z
μπορούν να υπολογιστούν εύκολα καθώς η παραπάνω σειρά συγκλίνει τα-
χύτατα. Αν όμως θέλουμε να υπολογίσουμε σχετικά μεγάλες τιμές του Erf(z)
με μία ικανοποιητική ακρίβεια οι τιμές που προκύπτουν από τη σειρά είναι
πολύ μεγάλες με αποτέλεσμα όχι μόνο μεγάλο υπολογιστικό κόστος αλλά
και αυξημένο κίνδυνο λάθους αποτελέσματος λόγω σφαλμάτων στρογγυλο-
ποίησης του υπολογιστή. Για παράδειγμα αν επιχειρήσουμε να υπολογίσουμε
το Erf(5) παίρνοντας τους δέκα πρώτους όρους της σειράς, θα προκύψουν
ποσότητες που θα είναι της τάξης του 106. Είναι πολύ πιο αποτελεσματικό
στην περίπτωση αυτή να κατασκευάσουμε μία σειρά η οποία θα πλησιάζει
με μεγάλη ακρίβεια την πραγματική τιμή μόνο με 3-4 όρους. Αυτό μπορεί να
επιτευχθεί γράφοντας τη συνάρτηση στη μορφή

Erf(z) = 1− 2√
π

∫ ∞

z
e−t2dt
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και ολοκληρώνοντας διαδοχικά κατά παράγοντες παίρνουμε

Erf(z) = 1− e−z2

z
√
π

(
1 +

∞∑
n=1

(−1)n
1 · 3 · . . . · (2n− 1)

(2z2)n

)
.

Η ακολουθία με γενικό όρο

gn(z) =
(−1)n · 1 · 3 · . . . · (2n− 1)

(2z2)n

είναι ασυμπτωτική καθώς εύκολα μπορούμε να δούμε ότι limz→∞

∣∣∣ gn+1(z)
gn(z)

∣∣∣ =
0 και επομένως gn+1(z) = ο(gn(z)) καθώς το z μεγαλώνει απεριόριστα. Επο-
μένως

Erf(z) = 1− e−z2

z
√
π

(
1− 1

2z2 +
3

4z4 − 15

8z6 +O(z−8)

)
.

Για να υπολογίσουμε τώρα το Erf(5) με ακρίβεια της τάξης του 10−5 αρκεί
να πάρουμε μόνο τους δύο πρώτους όρους της σειράς. Το πλεονέκτημα της
ασυμπτωτικής σε σχέση με την αριθμητική προσέγγιση είναι φανερό.

Για οποιαδήποτε συνάρτηση είναι δυνατό να κατασκευάσουμε άπειρα δια-
φορετικά ασυμπτωτικά αναπτύγματα. Για παράδειγμα

sin 2ε ∼ 2ε− 4

3
ε3 + · · · ∼ 2 tan ε− 2 tan3 ε+ · · · .

Αντίθετα, για δεδομένη συνάρτηση f και δεδομένη ασυμπτωτική ακολουθία
gn το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα της f είναι μοναδικό και οι συντελεστές υπο-
λογίζονται από τους τύπους

ao = lim
ε→0

f(t, ε)
g0(ε)

,

an = lim
ε→0

f(t, ε)−
∑n−1

i=0 aigi(ε)
gn(ε)

.

Είναι δυνατό όμως μία σειρά να αποτελεί το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα δύο η
και περισσότερων διαφορετικών συναρτήσεων, όπως φαίνεται παρακάτω:

eε ∼
∞∑
n=0

en
n! καθώς ε → 0,

eε + e−1/ε ∼
∞∑
n=0

en
n! καθώς ε → 0+.
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Οι συγκεκριμένες συναρτήσεις έχουν άπειρους όρους κοινούς με αποτέλε-
σμα να έχουν και το ίδιο ασυμπτωτικό ανάπτυγμα. Το συμπέρασμα αυτό γε-
νικεύεται για οποιεσδήποτε συναρτήσεις που έχουν κοινή ασυμπτωτική δυ-
ναμοσειρά, με την προϋπόθεση ότι η ποσότητα κατά την οποία διαφέρουν
δεν είναι ολόμορφη, αφού ως γνωστόν δύο ολόμορφες συναρτήσεις με κοινή
δυναμοσειρά ταυτίζονται.

Θα ορίσουμε τώρα την έννοια του ομοιόμορφου ασυμπτωτικού αναπτύγ-
ματος. Σε μερικές εφαρμογές της θεωρίας διαταραχών τα ασυμπτωτικά ανα-
πτύγματα των συναρτήσεων που χρησιμοποιούνται έχουν την ιδιότητα το
σφάλμα τους να είναι ομοιόμορφα μικρό σε σχέση με τα ορίσματα της συ-
νάρτησης, τα οποία μπορεί να είναι χωροχρονικές συντεταγμένες ή οποιοσ-
δήποτε άλλος παράγοντας, μαζί βέβαια με τον παράγοντα διαταραχής ε. Τα
αναπτύγματα αυτά ονομάζονται ομοιόμορφα ακριβή ή απλούστερα ομοιό-
μορφα.

Ορισμός (Ομοιόμορφοασυμπτωτικό ανάπτυγμα). Έστωμία συνάρτηση f(t, ε)
όπου το t μπορεί να είναι βαθμωτό ή διάνυσμα και ανεξάρτητο του παράγο-
ντα διαταραχής ε. Έστω gn(ε) ασυμπτωτική ακολουθία όταν ε → 0. Το ασυμ-
πτωτικό ανάπτυγμα

f(t, ε) ∼
∞∑
n=0

an(t)gn(ε)

ονομάζεται ομοιόμορφο αν το ανάπτυγμα

f(t, ε) =
N∑

n=0

an(t)gn(ε) + RN+1(t, ε)

είναι ομοιόμορφο για όλα τα t. Διαφορετικά λέμε ότι το ανάπτυγμα είναι ιδιό-
μορφο και η περιοχή του t στην οποία το παραπάνω ανάπτυγμα δεν είναι
ομοιόμορφο ονομάζεται περιοχή ιδιομορφίας.

Είναι προφανές από τον ορισμό πως για να χαρακτηρίζεται ένα ασυμ-
πτωτικό ανάπτυγμα ως ομοιόμορφο πρέπει κάθε όρος του να είναι μικρός
σε σχέση με τον προηγούμενο. Για να επιτευχθεί αυτό, και με δεδομένο πως
gn(ε) = o(gn+1(ε)) καθώς ε → 0 για όλα τα n ∈ N, αρκεί η ποσότητα an(t) να
είναι φραγμένη ή τουλάχιστον λιγότερο ιδιόμορφη από την an+1(t) για όλα
τα t. Με τον τρόπο αυτό εξασφαλίζουμε ότι κάθε επιπλέον όρος βελτιώνει
την προσέγγιση των προηγούμενων.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ - ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ 70

Παράδειγμα. Θέτουμε f(t, ε) = sin(t+ ε) και έχουμε ότι

sin(t+ ε) = sin t cos ε− cos t sin ε

= sin t
(
1− ε2

2!
+

ε4
4!

− · · ·
)
− cos t

(
ε− ε3

3!
+

ε5
5!

)
= sin t− ε cos t− ε2

2!
sin t+ ε3

3!
cos t+O(ε4).

Eδώηασυμπτωτική ακολουθία είναι η gn(ε) = εn και οι συναρτήσεις-συντελεστές
είναι οι a2n = sin t, a2n+1 = cos t. Προφανώς |an| ≤ 1 για όλα τα t και επομέ-
νως το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα

f(t, ε) =
∞∑
n=0

an(t)gn(ε)

είναι ομοιόμορφο.
Ας εξετάσουμε τώρα το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα της συνάρτησης f(t, ε) =

sin ε
t . Έχουμε ότι

f(t, ε) = sin ε
t =

ε
t −

ε3
t3 · 3! +

ε5
t5 · 5! +O(t−7).

Eδώ η ασυμπτωτική ακολουθία είναι η gn(ε) = ε2n+1. Είναι προφανές ότι οι
συναρτήσεις an(t) = 1/(tn ·n!) όχι μόνο δεν είναι φραγμένες αλλά κάθε όρος
της ακολουθίας an είναι πιο ιδιόμορφος από τον προηγούμενό του καθώς
t → 0. To ασυμπτωτικό ανάπτυγμα

∞∑
n=0

an(t)gn(ε)

είναι ιδιόμορφο κοντά στο t0 = 0.

7.3 Πράξεις ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων
Κατά την επίλυση ενός προβλήματος είναι προφανές ότι η ανάπτυξη μιας

συνάρτησης σε ασυμπτωτικό ανάπτυγμα από μόνη της δεν φτάνει προκειμέ-
νου να οδηγηθούμε στη λύση. Θα πρέπει το ανάπτυγμα να αντικατασταθεί
στις εξισώσεις τους προβλήματος και βέβαια να γίνουν κάποιες πράξεις. Στο
σημείο αυτό χρειάζεται προσοχή καθώς η απρόσεχτη χρήση των ασυμπτω-
τικών αναπτυγμάτων μπορεί εύκολα να οδηγήσει σε λανθασμένα αποτελέ-
σματα. Συνήθης πρακτική είναι να εκτελούνται “φορμαλιστικά” όλες οι πρά-
ξεις που απαιτούνται και στη συνέχεια να ελέγχεται η ορθότητα αυτών που
τελικά χρησίμευσαν στην εύρεση της λύσης.
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Σε κάθε περίπτωση μπορούμε να προσθέσουμε ασυμπτωτικά αναπτύγ-
ματα. Πιο συγκεκριμένα, αν f(t, ε), g(t, ε) είναι δύο συναρτήσεις , φn(ε) ασυμ-
πτωτική ακολουθία και an(t), bn(t) συναρτήσεις τέτοιοες ώστε

f(t, ε) ∼
∞∑
n=0

an(t)φn(ε) και g(t, ε) ∼
∞∑
n=0

bn(t)φn(ε)

καθώς ε → 0 τότε για σταθερά c, d ισχύει

cf(t, ε)± dg(t, ε) ∼
∞∑
n=0

[can(t)± dbn(t)]φn(ε) καθώς ε → 0.

Αντίθετα, πολλαπλασιασμός ασυμπτωτικώνακολουθιών δεν ορίζεται γενικά,
εκτός από περιπτώσεις όπου το ανάπτυγμα-γινόμενο που προκύπτει είναι κι
αυτό ασυμπτωτικό. Η πιο συνηθισμένη τέτοια περίπτωση είναι όταν φn(ε) =
εn. Αν υποθέσουμε ότι

f(t, ε) ∼
∞∑
n=0

an(t)εn και g(t, ε) ∼
∞∑
n=0

bn(t)εn

τότε μπορούμε να κατασκευάσουμε το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα

f(t, ε)g(t, ε) ∼
∞∑
n=0

cn(t)εn όπου

c0 = a0b0,

cn =
n∑

i=0

aibn−i.

Μεπαρόμοιο τρόπο (σύγκριση συντελεστών) μπορούμε να εκτελέσουμε διαί-
ρεσηαναπτυγμάτων υπό την ίδια προϋπόθεση, δηλαδή τοανάπτυγμα–πηλίκο
να είναι ασυμπτωτικό.

Σε γενικές γραμμές δεν επιτρέπεται να υψώνουμε ένα ασυμπτωτικό ανά-
πτυγμα σε μία δύναμη. Η ακολουθία που θα προκύψει μπορεί να είναι ασυμ-
πτωτική, υπάρχει περίπτωση όμως να μην είναι ομοιόμορφη. Ως παράδειγμα
αναφέρουμε τη συνάρτηση f(t, ε) = (t + ε)1/2 της οποίας ένα ασυμπτωτικό
ανάπτυγμα είναι

f(t, ε) =
√
t
(
1 +

ε
2t −

ε2
8t2 +O(t−3)

)
το οποίο είναι ιδιόμορφο καθώς κάθε όρος της ακολουθίας είναι πιο ιδιόμορ-
φος από τον προηγούμενο για t κοντά στο 0.
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Τέλος, μπορούμε να ολοκληρώσουμε τα αναπτύγματα όρο προς όρο με
την προϋπόθεση ότι οι συναρτήσεις είναι ολοκληρώσιμες. Πιο συγκεκριμένα,
αν οι f(t, ε) και an(t) είναι ολοκληρώσιμες ως προς t ισχύει∫ t

t0
f(t, ε)dt ∼

∞∑
n=0

φn(ε)
∫ t

t0
an(s)ds καθώς ε → 0

και αν οι f(t, ε) και φn(t) είναι ολοκληρώσιμες ως προς ε ισχύει∫ ε

0

f(t, ε)dε ∼
∞∑
n=0

an(t)
∫ ε

0

φn(s)ds καθώς ε → 0

Αντίθετα δεν ορίζεται γενικά παραγώγιση ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων
όρο προς όρο ως προς τη μεταβλητή t ή τον παράγοντα διαταραχής ε. Ο βα-
σικότερος λόγος είναι πως μια συνάρτηση μπορεί να διαφέρει σε τάξη μεγέ-
θους από την παράγωγό της σε όλο το πεδίο ορισμού της ή στο χωρίο που
δουλεύουμε. Πιο συγκεκριμένα, είναι δυνατό μία διαταραγμένη συνάρτηση
να είναι “μικρή” για όλα τα t αλλά οι παράγωγοί της να παίρνουν μεγάλες
τιμές και να καταστρέφεται η ασυμπτωτικότητα. Επειδή όμως η παραγώγιση
ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων είναι συχνά απαραίτητη για τη λύση προβλη-
μάτων, ιδιαίτερα σε εφαρμογές που περιλαμβάνουν διαφορικές εξισώσεις,
συχνά υποθέτουμε ότι οι συναρτήσεις που μας ενδιαφέρουν είναι ίδιας τάξης
μεγέθους με τις παραγώγους τους (κάθε τάξης) και παραγωγίζουμε όρο προς
όρο. Το αποτέλεσμα που θα προκύψει είναι πολύ πιθανό να έχει χάσει την αρ-
χική ομοιομορφία του και επομένως απαιτείται προσεκτική μελέτη ώστε να
αποφευχθούν λάθη. Ο κλάδος που ασχολείται με το φαινόμενο αυτό ονομά-
ζεται θεωρία ιδιόμορφων διαταραχών και θα αναφερθούμε πιο συγκεκριμένα
σε αυτόν στη συνέχεια. Για παράδειγμα, αναφέραμε ήδη ότι οι συναρτήσεις
f(ε) = eε και g(ε) = eε+e−ε−1 έχουν το ίδιο ασυμπτωτικό ανάπτυγμα. Αν όμως
υπολογίσουμε τις f ′(ε) = eε και g ′(ε) = (1 + ε−2)exp(ε − ε−1) βλέπουμε ότι
η ιδιότητα αυτή δεν ισχύει για τις παραγώγους. Ειδική περίπτωση που επι-
τρέπεται η παραγώγιση όρο προς όρο είναι όταν δουλεύουμε σε χωρία όπου
οι συναρτήσεις που μας ενδιαφέρουν είναι ολόμορφες. Θα συνοψίσουμε τα
παραπάνω παρουσιάζοντας ένα παράδειγμα.
Παράδειγμα. Θέλουμε να υπολογίσουμε τους πρώτους μη μηδενικούς όρους
ενός ασυμπτωτικού αναπτύγματος για την συνάρτηση f(t, e) = cos(

√
(1− εt)3)
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καθώς ε → 0. Έχουμε:

cos(
√

(1− εt)3) = cos((1− εt)3/2)

∼ cos
(
1− 3

2
εt+ 3

8
ε2t2 +O(t3)

)
∼ 1−

(
1− 3

2
εt+ 3

8
ε2t2
)2

2
+

(
1− 3

2
εt+ 3

8
ε2t2
)4

24
+ · · ·

∼ 1− (
1

2
− 3

2
εt+ 3

2
ε2t2 + · · · ) +

(
1

24
− 1

4
εt+ 5

8
ε2t2 + · · ·

)
∼ 13

24
+

5

4
εt− 7

8
ε2t2 +O(t3)

7.4 Ολοκλήρωμα Laplace
H θεωρία διαταραχών μπορεί να χρησιμεύσει στον υπολογισμό ολοκλη-

ρωμάτων ταοποία δεν υπολογίζονται στοιχειωδώς.Ηαπλούστερηπερίπτωση
από αυτές είναι τα ολοκληρώματα Laplace. Θεωρούμε το ολοκλήρωμα

Ι(λ) =
∫ b

a
f(t)eλg(t)dt

όπου f και g είναι συνεχείς συναρτήσεις, η g ′(t) είναι συνεχής και δεν μηδε-
νίζεται στο διάστημα ολοκλήρωσης και λ >> 1. Μας ενδιαφέρει να εξετά-
σουμε τη συμπεριφορά του ολοκληρώματος καθώς λ → +∞. Το I(λ) μπορεί
να γραφτεί στη μορφή

I(λ) = 1

λ

∫ b

a

f(t)
g ′(t)

(
eλg(t)

)′ dt
και ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες παίρνουμε

I(λ) = f(t)
λg ′(t)e

λg(t)
∣∣∣∣b
a︸ ︷︷ ︸

οριακός όρος

− 1

λ

∫ b

a

f(t)
g ′(t) e

λg(t)dt︸ ︷︷ ︸
όρος ολοκληρώματος

Αν τώρα υποθέσουμε ότι ο οριακός όρος είναι μεγάλος σε σχέση με τον ολο-
κληρωτικό όρο, δηλαδή ότι

f(t)
λg ′(t)eλg(t)

∣∣∣∣b
a
= ο

(
1

λ

∫ b

a

f(t)
g ′(t) e

λg(t)dt
)

καθώς λ → ∞
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τότε ισχύει ότι

Ι(λ) ∼ f(t)
λg ′(t)e

λg(t)
∣∣∣∣b
a

καθώς λ → ∞

με την προϋπόθεση ότι |f(a)| + |f(b)| ̸= 0. Με τον τρόπο αυτό μπορούμε να
υπολογίσουμε προσεγγιστικά το αρχικό ολοκλήρωμα. H μέθοδος αυτή μας
δίνει την ιδέα του πως να χειριστούμε ολοκληρώματα τέτοιας μορφής χωρίς
τις αρκετά αυστηρές υποθέσεις που απαιτήσαμε αρχικά να ισχύουν σχετικά
με τις f και g. Οι υποθέσεις αυτές μας εξασφαλίζουν αφενός ότι ο όρος του
ολοκληρώματος παραμένει φραγμένος και αφετέρου ότι είναι “μικρός” σε
σχέση με τον οριακό όρο. Πολύ συχνά όμως οι υποθέσεις παραβιάζονται, πχ
η g′ μηδενίζεται κάπου μέσα στο διάστημα ολοκλήρωσης. Η μέθοδος Laplace
μας επιτρέπει να υπολογίσουμε προσεγγιστικά ολοκληρώματα της μορφής
(4.1) όταν η ολοκλήρωση κατά παράγοντες που χρησιμοποιήσαμε δεν είναι
εφικτή. Η βασική της ιδέα βασίζεται στην εξής παρατήρηση: Αν η συνάρτηση
g(t) έχει (ολικό μέγιστο) στο c ∈ (a, b) και f(c) ̸= 0, τότε η κύρια συνεισφορά
στο ασυμπτωτικό ανάπτυγμα του I(λ) προέρχεται από μία περιοχή του c, κα-
θώς λ → ∞. Ακολουθούμε τα ακόλουθα βήματα:

1. Αρχικά περιορίζουμε το ολοκλήρωμα σε μία περιοχή του c και προσεγ-
γίζουμε το ολοκλήρωμα αντικαθιστώντας το f(t) με την τιμή της συ-
νάρτησης στο c.

I(λ, ε) =



∫ a+ε

a
f(t)eλg(t)dt αν c = a∫ c+ε

c−ε
f(t)eλg(t)dt αν a < c < b∫ b

b−ε
f(t)eλg(t)dt αν c = b

Μπορούμε τώρα να αντικαταστήσουμε το Ι(λ) με το Ι(λ, ε) καθώς εί-
ναι εύκολο να δειχθεί πως η τιμή του ολοκληρώματος στο τμήμα του
διαστήματος που απομένει είναι εκθετικά μικρή σε σχέση με το I(λ, ε)
αν επιλέξουμε αρκετά μικρό ε. Αυτό γίνεται εμφανές αν σκεφτούμε ότι
η ποσότητα eλg(t) είναι εκθετικά μικρή αν t ∈ (a, c− ε)∪ (c+ ε, b) λόγω
του μέγιστου της g στο c. Με άλλα λόγια, το σφάλμα που προκύπτει αν
αλλάξουμε τα άκρα ολοκλήρωσης είναι εκθετικά μικρό.

2. Τώρα μπορούμε να αντικαταστήσουμε το g(t) στην ολοκληρωτέα συ-
νάρτηση με κάποιο ανάπτυγμά της, ασυμπτωτικό ή Taylor και όμοια να
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βάλουμε το f(c) στη θέση του f(t). Για παράδειγμα

g(t) ≃ g(c) + g′(c)(t− c)︸ ︷︷ ︸
0, αν a<c<b

+
g′′(c)
2

(t− c)2

3. Έχοντας αντικαταστήσει τις τιμές των συναρτήσεων, επόμενο βήμα εί-
ναι να αφήσουμε τα όρια ολοκλήρωσης να πάνε στο άπειρο. Σημειώ-
νουμε ότι το σφάλμα δεν αυξάνεται καθώς και πάλι προσθέτουμε εκ-
θετικά μικρούς όρους και ως γνωστόν o(f(x)) + o(f(x)) = o(f(x)). Αν
a < c < b, έχουμε

Ι(λ) ∼
∫ c+ε

c−ε
f(c)e

λ
[
g(c)+ g′′(c)

2 (t−c)2
]
dt

∼ f(c)eλg(c)
∫ +∞

−∞
eλ

g′′(c)
2 (t−c)2dt

και αν θέσουμε s = (t− c)
√

−λg′′(c)
2

=

√
2f(c)eλg(c)√
−λg′′(c)

∫ +∞

−∞
e−s2ds

και επειδή
∫ +∞
−∞ e−s2ds =

√
π παίρνουμε τελικά ότι

Ι(λ) =
√
2πf(c)eλg(c)√
−λg′′(c)

καθώς λ → ∞

Αν τώρα g′(a) = 0 ή g′(b) = 0 ισχύει ο τύπος (4.5) πολλαπλασιασμένος
με το 1

2
. Αυτό συμβαίνει γιατί όταν αφήνουμε τα όρια ολοκλήρωσης να

πάνε στο άπειρο αυτό γίνεται μόνο προς μία κατεύθυνση. Την ίδια δια-
δικασία ακολουθούμε σε περίπτωση που το μέγιστο της g λαμβάνεται
σε κάποιο από τα άκρα του διαστήματος (a, b). H μόνη αλλαγή είναι
στον τύπο Taylor που χρησιμοποιήσαμε.

Σημειώνουμε πως τα παραπάνω ισχύουν και όταν f : C → C με την προ-
ϋπόθεση να είναι ολόμορφη εκτός ίσως από κάποιο z0 όπου όμως υπάρχει
ασυμπτωτικό ανάπτυγμα της f(z) καθώς z → z0.
Παράδειγμα. Θα υπολογίσουμε για λ → +∞ το

Ι(λ) =
∫ 1

0

√
t+ 1eλ(2t−t2)
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Η συνάρτηση f(t) =
√
t+ 1 είναι συνεχής και η g(t) = 2t − t2 είναι λεία στο

[0, 1] και έχει ολικό μέγιστο το g(c = 1) = 1. Επειδή το μέγιστο λαμβάνεται
στο άκρο του διαστήματος έχουμε ότι

Ι(λ) ∼
√
2πf(c)eλg(c)√
−λg′′(c)

=

√
2πf(1)eλg(1)√
−λg′′(1)

= eλ
√

π
2λ .

7.5 Το λήμμαWatson
Το συγκεκριμένο λήμμα είναι σε θέση να μας δώσει ασυμπτωτικές προ-

σεγγίσεις για μια μεγάλη κλάση ολοκληρωμάτων, συμπεριλαμβανομένων και
τωνολοκληρωμάτωνLaplace.Πριν προχωρήσουμε στον ορισμό του, θα υπεν-
θυμίσουμε τη συνάρτηση Γάμμα.

Ορισμός. Έστω t > 0. Η συνάρτηση Γ ορίζεται ως

Γ(t) =
∫ ∞

0

e−xxt−1dx.

Ορισμένες ιδιότητές της είναι

Γ(t+ 1) = tΓ(t)

Γ
(
1

2

)
=

√
π

Γ(n) = (n− 1)! με n ∈ N.

Όπως είναι προφανές από τις ιδιότητές της η συνάρτηση Γ μας επιτρέπει
να προεκτείνουμε τον ορισμό του παραγοντικού και για n /∈ N.

Λήμμα (Watson). Έστω η συνάρτηση f(t) η οποία έχει κάθε τάξης παραγώγους
σε μια περιοχή του 0 και f(0) ̸= 0. Θεωρούμε επίσης το ολοκλήρωμα∫ T

0

|txf(t)|dt, T > 0

και υποθέτουμε ότι συγκλίνει για x > −1. Τότε θα συγκλίνει και το ολοκλή-
ρωμα

I(λ) =
∫ T

0

e−λttxf(t)dt

για κάθε λ > 0 και μάλιστα ισχύει ότι

I(λ) ∼
∞∑
n=0

g(n)(0)Γ(x+ n+ 1)

n!λx+n+1
, λ → ∞.
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O παραπάνω τύπος μπορεί να χρησιμοποιηθεί και για την προσέγγιση
ολοκληρωμάτων Laplace όπου τα άκρα ολοκλήρωσης (πχ a, b) είναι τυχαίοι
αριθμοί. Αρκεί να κάνουμε την αλλαγή μεταβλητής s = g(t)− g(a) οπότε το
ολοκλήρωμα θα γίνει

e−λg(a)
∫ g(b)−g(a)

0

f(t(s))
g ′(t(s))e

−λsds

που είναι η μορφή που αναφέρεται στο λήμμα για x = 0.
Παράδειγμα. Θα κατασκευάσουμε μία ασυμπτωτική προσέγγιση για τη συ-
μπληρωματική συνάρτηση σφάλματος

erfc(a) = 2√
π

∫ ∞

a
e−x2dx.

Αρχικά θα κάνουμε την αλλαγή μεταβλητής t = x − a προκειμένου το
κάτω άκρο του ολοκληρώματος να γίνει 0. Έχουμε ότι

erfc(a) = 2√
π e

−a2
∫ ∞

0

e−t2e−2atdt = 1√
π e

−a2
∫ ∞

0

e−t2/4e−atdt

και σύμφωνα με το λήμμα Watson θα ισχύει

erfc(a) = 2√
π e

−a2
(

1

2a − Γ(3)
8a3 + · · ·

)
.

Όπως φαίνεται και στο σχήμα, η κύρια συνεισφορά στην τιμή του ολοκληρώ-
ματος προέρχεται από μία μικρή περιοχή κοντά στο 0. Έξω από την περιοχή
αυτή και έως το άπειρο, η συνεισφορά είναι αμελητέα.

7.6 Μέθοδος στάσιμης φάσης
H συγκεκριμένη μέθοδος γενικεύει τη μέθοδο προσέγγισης ολοκληρω-

μάτων Laplace και σε ολοκληρώματα της μορφής

Ι(λ) =
∫ b

a
f(t)eiλg(t)dt, f(t), g(t), a, b, λ ∈ R (Γενικευμένο ολοκ. Fourier)

Η απ’ ευθείας εφαρμογή της μεθόδου Laplace είναι αδύνατη γιατί ο εκθετι-
κός όρος της ολοκληρωτέας συνάρτησης ταλαντώνεται συνεχώς. Αν όμως
το λ είναι μεγάλο, η ταλάντωση θα είναι πολύ γρήγορη και επομένως οι πε-
ρισσότεροι θετικοί όροι θα ακυρώνουν τη συνεισφορά των αντιστοίχως αρ-
νητικών σε γειτονικά διαστήματα. Η παρατήρηση αυτή φαίνεται στο σχήμα
7.2 και διατυπώνεται στο παρακάτω λήμμα .
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Σχήμα7.2: Γραφική παράσταση του
∫ +∞
a e−x2dx με 0 ≤ a ≤ 4.

Λήμμα (Riemann–Lebesgue). Έστωηπραγματική συνάρτηση f(t) τέτοιαώστε
η |f(t)| να είναι ολοκληρώσιμη. Θεωρούμε επίσης την πραγματική και συνε-
χώς διαφορίσιμη συνάρτηση g(t), t ∈ (a, b), για την οποία υποθέτουμε ότι δεν
υπάρχει υποδιάστημα του (a, b) στο οποίο να είναι σταθερή. Τότε ισχύει

Ι(λ) =
∫ b

a
f(t)eiλg(t)dt → 0, λ → +∞.

Εκτελούμε αρχικά ολοκλήρωση κατά παράγοντες ώστε να κατασκευά-
σουμε ασυμπτωτικό ανάπτυγμα του Ι(λ) για μεγάλα λ.

Ι(λ) = f(t)
iλg ′(t)e

iλg(t)
∣∣∣∣b
a︸ ︷︷ ︸

οριακός όρος

− 1

iλ

∫ b

a

(
f(t)
g ′(t)

)′

eiλg(t)dt︸ ︷︷ ︸
όρος ολοκληρώματος

.

Η διαδοχική ολοκλήρωση έχει νόημα αν οι διαδοχικοί οριακοί όροι είναι πε-
περασμένοι και δεν μηδενίζονται στα άκρα του (a, b) και τα εκάστοτε ολο-
κληρώματα υπάρχουν. Σύμφωνα με το παραπάνω λήμμα o όρος του ολοκλη-
ρώματος είναι ο(1λ) και έχουμε ότι

Ι(λ) ∼ f(t)
iλg ′(t)e

iλg(t)
∣∣∣∣b
a
.

Είναι προφανές όμως ότι η παραπάνω μέθοδος δε δουλεύει αν η g(t) έχει
κρίσιμο σημείο στο (a, b). Για το λόγο αυτό θα χρησιμοποιήσουμε μια πα-
ραλλαγή της μεθόδου Laplace με την ίδια κεντρική ιδέα, δηλαδή ότι αν το
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c ∈ (a, b) είναι κρίσιμο σημείο της g, τότε η κύρια συνεισφορά στο ολοκλή-
ρωμα προέρχεται από μία περιοχή του c. Ξεκινάμε γράφοντας

Ι(λ) ∼
∫ c+ε

c−ε
f(t)eiλg(t)dt, ε μικρό

και υποθέτοντας ότι δεν υπάρχει άλλο κρίσιμο σημείο της g στο διάστημα
ολοκλήρωσης και ότι g ′′(c) ̸= 0. Οι όροι που προκύπτουν από την ολοκλή-
ρωση στο διάστημα (a, c−ε)∪(c+ε, b) είναι o(1x), συμπέρασμα που προκύπτει
από εφαρμογή του λήμματος Riemann–Lebesgue στην ένωση των διαστημά-
των. Στη συνέχεια εκτελούμε τις γνωστές αντικαταστάσεις

f(t) ≃ f(c)

g(t) ≃ g(c) + g ′(c)(t− c)︸ ︷︷ ︸
0, c κρίσιμο σημείο

+g ′′(c)(t− c)2
2

.

Το ολοκλήρωμα γίνεται

Ι(λ) ∼
∫ c+ε

c−ε
f(c)e

iλ
(
g(t)+g ′′(c) (t−c)2

2

)
, λ → +∞.

Επόμενο βήμα είναι να επεκτείνουμε το διάστημαολοκλήρωσης προς τοάπειρο
και προς τις δύο κατευθύνσεις. Οι όροι που προκύπτουν από το “επεκτει-
μένο” ολοκλήρωμα είναι και αυτοί o

(
1
λ
)
. Κάνουμε τώρα την αλλαγή μετα-

βλητών

u = (t− c)
√

λ|g′′(c)|
2

και λαμβάνουμε

Ι(λ) ∼ f(c)eiλg(c)
√

2

λ|g ′′(c)|

∫ +∞

−∞
eiu2sgn(g′′(c))du,

όπου sgn(x) είναι η συνάρτηση πρόσημο. Τέλος χρησιμοποιούμε το αποτέ-
λεσμα

∫ +∞
−∞ e±iu2du = e± iπ

4
√
π για να καταλήξουμε στην προσέγγιση που μας

ενδιαφέρει

Ι(λ) ∼ f(c)ei(λg(c)+ π
4 )sgn(g′′(c))

√
2π

λ|g′′(c)| , λ → +∞.

Αν το κρίσιμο σημείο της g εμφανίζεται στα άκρα του διαστήματος (a, b)
τότε (όπως και στη μέθοδο Laplace) πολλαπλασιάζουμε τον παραπάνω τύπο
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με το 1
2
. Aν υπάρχουν περισσότερα του ενός κρίσιμα σημεία στο διάστημα

ολοκλήρωσης, τότε τα απομονώνουμε σε κατάλληλα υποδιαστήματα και ερ-
γαζόμαστε με τον ίδιο τρόπο.
Παράδειγμα. Θα εκτιμήσουμε προσεγγιστικά για μεγάλες τιμές του λ το ολο-
κλήρωμα

I(λ) =
∫ 3

0

t cos λ
(
t3
3
− t
)
dt.

Πρώτα γράφουμε το ολοκλήρωμα στην κατάλληλη μορφή

I(λ) = R

(∫ 3

0

te
iλ
(

t3
3 −t

)
dt
)

= R(I ′(λ))

και μελετάμε την g(t) = t3
3
− t. To μοναδικό κρίσιμο σημείο της στο διάστημα

ολοκλήρωσης είναι το t0 = 1 και επειδή g′′(t0) = 2, η g(t) έχει (ολικό) ελά-
χιστο στο t0. Περιορίζουμε το ολοκλήρωμα σε μία περιοχή του t0 ώστε να
θέσουμε g(t) = g(t0) + g′′(t0)

2
(t− t0)2 και t = f(t) = f(t0) και έπειτα αφήνουμε

τα όρια ολοκλήρωσης να πάνε στο άπειρο. Το I ′(λ) γίνεται

I′(λ) ∼ f(t0)eiλg(t0)
∫ +∞

−∞
eiλg ′′(t0)

(t−t0)
2

2 dt.

Μένει τώρα να γίνει η αντικατάσταση u = (t− t0)
√

λg ′′(t0)
2

η οποία δίνει

I ′(λ) ∼ f(t0)eiλg(t0)
√

2

λg ′′(t0)

∫ +∞

−∞
eiu2du︸ ︷︷ ︸

=e
iπ
4
√
π

= f(t0)ei(λg(t0)+
π
4 )

√
2

λg ′′(t0)
.

Τελικά αντικαθιστούμε τις τιμές των f, g, g ′′ στο t0 και βρίσκουμε

I(λ) = R(I ′(λ)) =
√

π
λ cos

(
π
4
− 2λ

3

)
.

7.7 Μέθοδος απότομης καθόδου
Η συγκεκριμένη μέθοδος, γνωστή και ως μέθοδος σαγματικού σημείου,

γενικεύει τη μέθοδο Laplace και σε μιγαδικά ολοκληρώματα επί μίας καμπύ-
λης. Η γενική ιδέα ουσιαστικά παραμένει η ίδια: να εντοπίσουμε το τμήμα
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του πεδίου ορισμού της συνάρτησης το οποίο συνεισφέρει κυρίως στο ολο-
κλήρωμα. Πιο συγκεκριμένα, θεωρούμε το ολοκλήρωμα

I(λ) =
∮
γ
f(z)eλg(z)dz

όπου οι f, g : C → C είναι ολόμορφες σε μια περιοχή της καμπύλης γ του
μιγαδικού επιπέδου. Επιθυμούμε να εξετάσουμε τη συμπεριφορά του ολο-
κληρώματος καθώς λ → ∞. Αρχικά θα εξετάσουμε τη συμπεριφορά της
g(z) = φ(z) + iψ(z) με R(g) = φ(z) και I(g) = ψ(z). Αν υποθέσουμε ότι
το z είναι θετικό και μεγάλο, η ολοκληρωτέα συνάρτηση και επομένως και
το ολοκλήρωμα μεγιστοποιούνται στην περιοχή όπου τοR(g) = φ(z) γίνεται
μέγιστο. Αυτό προκύπτει εύκολα καθώς

|Ι(λ)| ≤
∫ z=b

z=a
|f(z)eλg(z)||dz| και αν |dz| = ds

≤
∫ b

a
|f(z)|eλφ(z)ds

και σύμφωνα με τη μέθοδο Laplace, |I(λ)| = O(eλφ) αν το
∫ b
a |f(z)|ds είναι

φραγμένο. Αν η |γ| είναι φραγμένη, προκύπτει από την ML-ανισότητα ότι
|I(λ)| ≤ |γ|maxγ{|f(z)eλg(z)|}.

Κατ’ αντιστοιχία με τη μέθοδο Laplace, θέλουμε να μετασχηματίσουμε
την καμπύλη γ σε μία ισοδύναμή της, έστω γ′. Εδω υπάρχουν δύο λόγοι για
να προχωρήσουμε σε αυτήν την κίνηση. Ο πρώτος και πιο προφανής λόγος
είναι ότι θέλουμε η συνάρτηση φ να “φεύγει” από το σημείο μεγίστου της
με τον ταχύτερο δυνατό ρυθμό έτσι ώστε το μεγαλύτερο τμήμα της ποσό-
τητας eλφ(z) να είναι συγκεντρωμένο σε μία μικρή περιοχή της καμπύλης για
μεγάλες τιμές του λ. Η διαδρομή αυτή που περνά από το μέγιστο του eλφ(z)
ονομάζεται καμπύλη πιο απότομης καθόδου. Ο δεύτερος λόγος είναι ότι επι-
θυμούμε το I(g(z)) = ψ(z) να είναι σταθερό ώστε να αποφύγουμε πιθανές
απότομες ταλαντώσεις της ολοκληρωτέας συνάρτησης για μεγάλα λ. Με τον
τρόπο αυτό εξασφαλίζουμε ότι το

I(λ) = eiλψ
∮
γ′
f(z)elφ(z)dz

μπορεί να προσεγγιστεί με την μέθοδο Laplace καθώς eλφ(z) ∈ R. Ορίζουμε
τώραως καμπύλη σταθερής φάσης της eλg(z) μία καμπύληστην οποία τοI(g(z))
είναι σταθερό. Ορίζουμε επίσης ως καμπύλη απότομης καθόδου μία καμπύλη
με εφαπτομένη παράλληλη στην∇eλg(z) που είναι παράλληλη στο∇φ(z), δη-
λαδή μία καμπύλη στην οποία η eλg(z) μεταβάλλεται με τον ταχύτερο ρυθμό.
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Είναι εύκολο να δείξουμε ότι αν g′(z) ̸= 0 τότε οι καμπύλες σταθερής φάσεις
είναι καμπύλες απότομης καθόδου. Αυτό ισχύει γιατί η ψ είναι σταθερή σε
καμπύλες των οποίων οι εφαπτομένες είναι παράλληλες στο∇φ (προκύπτει
άμεσα από τις συνθήκες Cauchy–Riemann και τον ορισμό της παραγώγου
κατά κατεύθυνση).

Επόμενο βήμα είναι να προσδιορίσουμε τη συμπεριφορά του I(λ) παρα-
τηρώντας τη συμπεριφορά της ολοκληρωτέας συνάρτησης στην περιοχή του
(τοπικού) μεγίστου της φ, η οποία μπορεί να βρίσκεται μέσα ή στα άκρα της
καμπύλης γ′. Θα υποθέσουμε πρώτα ότι αυτό συμβαίνει στο εσωτερικό της
γ΄. Λόγω των συνθηκών Cauchy–Riemann έχουμε ∇φ = ∇ψ = 0 και επο-
μένως g′(z0) = 0 στο σημείο αυτό. Το z0 είναι σαγματικό σημείο καθώς είναι
αδύνατον η g να έχει μέγιστο στις περιοχές που είναι ολόμορφη σύμφωνα με
την αρχή μεγίστου μέτρου.

Στη συνέχεια αναπτύσσουμε την gσε σειράTaylor γύρωαπό τοσαγματικό
σημείο

g(z) = g(z0) + g′(z0)(z− z0)︸ ︷︷ ︸
0 λόγω σαγματικού σημείου

+
g′′(z0)
2

(z− z0)2 +O((z− z0)3)

και μετασχηματίζουμε την καμπύλη γ ώστε να βρίσκεται πάνω στη διαδρομή
της πιο απότομης καθόδου . Σύμφωνα με τα προαναφερθέντα αυτό επιτυγ-
χάνεται θέτοντας το ψ(z0) στη θέση του ψ(z). Πάνω στη διαδρομή αυτή θα
ισχύει

φ(z)− φ(z0) = g(z)− g(z0) +
g′′(z0)
2

(z− z0)2 κοντά στο z0.

Επιστρέφουμε τώρα στο I(λ) εκτελώντας την αλλαγή μεταβλητής g(z)−
g(z0) = −τ2 ∈ R. Το ολοκλήρωμα γίνεται

I(λ) = eλg(z0)
∫ τb

τa
f(z(t))e−λτ2 dz

dτdτ τa, τb > 0

και επομένως σύμφωνα με τη μέθοδο Laplace έχουμε ότι

I(λ) = eλg(z0)
∫ +∞

−∞
f(z(t))e−λτ2 dz

dτdτ.

Υπολογίζουμε τώρα το z(τ):

g(z)− g(z0) =
g′′(z0)
2

(z− z0)2 +O((z− z0)3) = −τ2
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και επομένως

z− z0 = τ
√

−2

g′′(z0)
+O(τ2).

Συνεχίζουμε αναπτύσσοντας την f(t)

f(t) = f(z(τ))
= f(z0) + f(z0)′(z− z0) + . . .

= f(z0) + f(z0)′τ
√

−2

g′′(z0)
+O(τ2)

και τελικά βρίσκουμε ότι

I(λ) ∼ eλg(z0)f(z0)
√

−2

g′′(z0)

∫ +∞

−∞
e−λτ2dτ

ή αλλιώς

I(λ) = eλg(z0)f(z0)
√

−2

g′′(z0)
+O

(
eλg(z0)
λ

)
.

Aν τώρα το σαγματικό σημείο είναι τάξης m, δηλαδή g(i)(z0) = 0 για
i = 0, 1, . . . ,m και g(m+1)(z0) ̸= 0 τότε απλά αναπτύσσουμε πάλι την g(z) σε
Taylor γύρω από το z0 χρησιμοποιώντας τους πρώτους μη μηδενικούς όρους,
δηλαδή

g(z) = g(z0) +
g(m+1)(z0)
(m+ 1)!

(z− z0)m+1 +O
(
(z− z0)m+2

)
και συνεχίζουμε όπως παραπάνω.
Παράδειγμα. Θα εξετάσουμε τη συμπεριφορά της συνάρτησης Γ για μεγάλες
τιμές του a με a ∈ C

Γ(a+ 1) =

∫ ∞

0

e−ttadt.

Εδώ η καμπύλη ολοκλήρωσης είναι ο θετικός πραγματικός ημιάξονας και
υποθέτουμε επιπλέον ότι |arg(a)| < π

2
. Πρώτα πρέπει να φέρουμε το ολο-

κλήρωμα σε μορφη κατάλληλη για να εφαρμοστεί η μέθοδος της απότομης
καθόδου. Εκτελούμε την αντικατάσταση

t = λ(1 + z)eiu, λ > 0, |u| < π
2
, z ∈ C
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και το ολοκλήρωμα γίνεται

Γ(a+ 1) = aa+1e−a
∮
γ
eλ(eiu(log(1+z)−z))dz

όπου γ καμπύλη από το z = −1 στο z = (∞)e−iu με |u| < π
2
. Μελετάμε

λοιπόν την ασυμπτωτική συμπεριφορά για μεγάλα λ του

Ι(λ) =
∮
γ
eλg(z)dz.

Εύκολα βρίσκουμε ότι το μοναδικό κρίσιμο σημείο της g(z) είναι στο z0 = 0
και επιπλέον ισχύει g′′(z) = −1, άρα το z0 είναι σαγματικό σημείο πρώτης τά-
ξης. Συνεχίζουμε βρίσκοντας τις διαδρομές πιο απότομης καθόδου και ανό-
δου. Έχουμε ότι

I(g(z0)) = 0

και αναπτύσσοντας της g(z) σε Taylor γύρω από το z0 = 0 παίρνουμε ότι

I(−z2
2
eiu) ≃ 0.

Θέτουμε z = reiθ και επομένως

−r2
2
sin(u+ 2θ) ≃ 0.

Άρα, οι διαδρομές που μας ενδιαφέρουν θα είναι

1. θ = u
2
και στη συνέχεια θ = π − u

2

2. θ = −u+π
2

και στη συνέχεια θ = π−u
2
.

Μένει να βρούμε ποια είναι η άνοδος και ποια η κάθοδος. Υπολογίζουμε (για
z κοντά στο 0)

R(g(z)) ≃ −r2
2
cos(u+ 2θ) < R(g(z0))

και επομένως η πρώτη σχέση είναι η κάθοδος και η δεύτερη η άνοδος. Το
τελευταιο βήμα είναι να μετασχηματίσουμε την καμπύλη γ στην γ΄ κοντά
στο σαγματικό σημείο. Εκτελούμε την αντικατάσταση

g(z)− g(0) = −τ2 ↔ eiu(log(1 + z)− z) = −τ2
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και αναπτύσσουμε γύρω από το z0 = 0 προκειμένου να βρεθεί το z = z(τ)

−τ2 = −eiu z
2

2
+ eiu z

3

3
+O(z4)z(τ) = ±τe−iu

2
√
2 +O(τ2).

Στη διαδρομή της απότομης καθόδου έχουμε θ = u
2
και επομένως θα κρατή-

σουμε τη θετική ρίζα της παραπάνω εξίσωσης για να εξασφαλίσουμε ότι το τ
είναι θετικό. Τελικά βρίσκουμε οτι

Ι = e− iu
2
√
2

∫ +∞

−∞
e−λτ2dτ = e− iu

2

√
2π
λ

t=λ(1+z)eiu
=

√
2π
u

και επομένως

Γ(a+ 1) = aa+1e−aI = aa+ 1
2 e−a√2π καθώς a → ∞.

7.8 Τοπική και ολική συνεισφορά
Μέχρι στιγμής επιχειρήσαμε να εκτιμήσουμε ασυμπτωτικά ολοκληρώματα

στα οποία η κύρια συνεισφορά προέρχεται μόνο από κάποια μικρή περιοχή
ενός σημείου στο οποίο η ολοκληρωτέα συνάρτηση (ή κάποιος όρος της) με-
γιστοποιείται ή ελαχιστοποιείται. Επόμενο βήμα είναι να προσπαθήσουμε να
ξεπεράσουμε αυτόν τον περιορισμό, μελετώντας ολοκληρώματα μίας πολύ
μεγαλύτερης γκάμας. Στις περιπτώσεις που θα εξετάσουμε η συνεισφοράστον
πρωτεύοντα ή σε κάποιους από τους διορθωτικούς όρους μπορεί να προέρ-
χεται από ολόκληρη την περιοχή ολοκλήρωσης. Θα παρουσιάσουμε δύο δια-
φορετικές μεθόδους, ξεκινώντας με ένα παράδειγμα.

Ας θεωρήσουμε το ολοκλήρωμα

I(ε) =
∫ 1

0

1√
t+ ε

dt = 2(
√
t+ ε−

√
ε).

Θα εκτιμήσουμε τη συνεισφορά της κάθε περιοχής στο ολοκλήρωμα εξετά-
ζοντας ξεχωριστά δύο περιπτώσεις:

1. Σε μία μικρή περιοχή κοντά στο 0, δηλαδή με t = O(ε) η ολοκλη-
ρωτέα συνάρτηση f(t, ε) = 1√

t+ε συμπεριφέρεται όπως η
1√
ε , δηλαδή

f(t, ε) = O( 1√
ε). Για να εκτιμήσουμε τη συνεισφορά στο ολοκλήρωμα,

πολλαπλασιάζουμε την τάξη μεγέθους της ολοκληρωτέας με το πλάτος
του διαστήματος ολοκλήρωσης και βρίσκουμε ότι

∫ 1

0
f(t, ε)dt = O(ε 1√

ε)

και άρα ∫ 1

0

f(t, ε)dt = O(
√
ε).
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2. Αν τώρα εξετάσουμε ολόκληρο το διάστημα [0, 1] με t = O(1) για την
ολοκληρωτέα θα ισχύει f(t, ε) = O(1) και επομένως∫ 1

0

f(t, ε)dt = O(1).

Απο τις εκτιμήσεις αυτές συμπεραίνουμε ότι ο πρωτεύων όρος είναι ολικής
συνεισφοράς όπου η ολοκληρωτέα συνάρτηση μπορεί να προσεγγιστεί από
την 1√

t και ως διάστημα ολοκλήρωσης να πάρουμε το [0, 1] εκτός από την
μικρή περιοχή κοντά στο 0. Επομένως

I(ε) =
∫ 1

0

1√
t+ ε

dt ∼ I(ε) =
∫ 1

ε

1√
t
dt = 2 καθώς ε → 0.

Για να υπολογίσουμε τον πρώτο διορθωτικό όρο, αφαιρούμε από την ολο-
κληρωτέα μία συνάρτηση g(t) της οποίας το ολοκλήρωμα να μπορούμε να
υπολογίσουμε και μάλιστα να ισούται (ασυμπτωτικά) με τον πρωτεύοντα
όρο. Στοπαράδειγμάμας προφανής επιλογή είναι η g(t) = 1√

t αφού
∫ 1

0
g(t)dt =

2. Επομένως

I(ε) =
∫ 1

0

1√
t+ ε

dt =
∫ 1

0

1√
t
dt︸ ︷︷ ︸

=2

+

∫ 1

0

(
1√
t+ ε

− 1√
t

)
dt︸ ︷︷ ︸

I1

.

Εκτιμούμε τώρα όπως παραπάνω τη συνεισφορά στο I1. Αν t = O(ε) τότε(
1√
t+ε −

1√
t

)
= O( 1√

ε) και επομένως Ι1 = O(ε 1√
ε) = O(

√
ε). Αν t = O(1)

τότε η ολοκληρωτέα είναι O(ε) και άρα Ι1 = O(ε). Βλέπουμε τώρα ότι η
κύρια συνεισφορά προέρχεται από μία μικρή περιοχή κοντά στο 0. Για να
εστιάσουμε στην περιοχή αυτή εκτελούμε την κλιμακοποίηση T = t/ε και
το ολοκλήρωμα γίνεται

Ι1 =
∫ 1

0

(
1√
t+ ε

− 1√
t

)
dt ∼

√
ε
∫ +∞

0

(
1√

1 + T
− 1√

T

)
dT = −2

√
ε

και επομένως
Ι(ε) = 2(1−

√
ε) + . . . .

H προφανής αδυναμία της συγκεκριμένης μεθόδου είναι η δυσκολία του
υπολογισμού περισσότερων διορθωτικών όρων λόγω των ολοκληρωμάτων.
Μία εναλλακτική μέθοδος που χρησιμοποιείται πολύ συχνά για να προσεγγι-
στούν ολοκληρώματα με ολική και τοπική συνεισφορά είναι ο χωρισμός της
περιοχής ολοκλήρωσης σε κάποιο σημείο δ. Σκοπός είναι η μία περιοχή που
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θα προκύψει να είναι μεγάλη σε σχέση με την άλλη αλλά μικρή σε σχέση με
την αρχική περιοχή, δηλαδή ε << δ << 1. Στη συνέχεια κατασκευάζουμε ξε-
χωριστά ασυμπτωτικές προσεγγίσεις του ολοκληρώματος που μελετάμε στις
δύο περιοχές, εκτελώντας κατάλληλη κλιμακοποίηση στην μικρή περιοχή.
Για να είμαστε σε θέση να συγκρίνουμε τα σφάλματα που προκύπτουν από
τις δύο προσεγγίσεις, συνήθως επιλέγουμε τέτοιο δ ώστε να υπακούει στην
αρχική υπόθεση ε << δ << 1.

Θα εξετάσουμε το ολοκλήρωμα

I(ε) =
∫ π

4

0

dθ
ε2 + sin2 θ

=
1

ε
√
1 + ε2

arctan
(√

1 + ε2
ε

)
.

Αρχικά επιλέγουμε δ = O(
√
ε) και προσεγγίζουμε το I(ε) σε μία μικρή πε-

ριοχή του μηδενός. Επειδή βρισκόμαστε στη “μικρή” περιοχή εκτελούμε την
κλιμακοποίηση Θ = θ/ε και επιπλέον αναπτύσσουμε το ημίτονο για θ << δ.
Βρίσκουμε ότι

I(ε) =
∫ δ

0

dθ
ε2 + sin2 θ

=
1

ε

∫ δ
ε

0

(
1

1 +Θ2
+

ε2Θ4

3(1 +Θ2)2
+ (O)(ε4)

)
dΘ.

Θέτοντας Θ = tanφ υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα

I(ε) = 1

ε

(
arctan δ

ε +
ε2
3

(
δ
ε − 3

2
arctan δ

ε +
1

2

δ
ε

1 + δ2
ε2

)
+O(δε3)

)
.

Στη συνέχεια αναπτύσσουμε τους όρους με arctan με ε/δ μικρό και

arctan δ
ε ∼ π

2
− ε

δ +
ε3
3δ3 .

Μαζεύοντας τους όρους ίδιας τάξης και τοποθετώντας τους σε φθίνουσα
σειρά τάξης μεγέθους βρίσκουμε τελικά ότι

I(ε) = π
2ε −

1

δ +

(
ε2
3δ3 +

δ
3

)
− επ

4
+O(

√
ε3).

Επόμενο βήμα είναι να προσεγγίσουμε το I(ε) στην περιοχή από το δ έως
το π

4
. Αναπτύσσουμε το 1/(ε2 + sin2 θ) για ε << δ ≤ θ.

I(ε) =
∫ π

4

δ

dθ
ε2 + sin2 θ

=

∫ π
4

δ

(
1

sin2 θ
− ε2

sin4 θ
+O

(
ε4
θ6

))
dθ

= cot δ− 1− ε2
(

cos δ
3 sin3 δ

+
2 cos δ
3 sin δ − 4

3

)
+O

(
ε4
δ5

)
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Τέλος αναπτύσσουμε τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις για μικρά δ και μα-
ζεύοντας τους όρους ίδιας τάξης και τοποθετώντας τους σε φθίνουσα σειρά
τάξης μεγέθους βρίσκουμε

I(ε) = 1

δ − 1−
(

ε2
3δ3 +

δ
3

)
+O(

√
ε3)

και τελικά προσθέτοντας τους όρους και των δύο προσεγγίσεων καταλή-
γουμε στο

I(ε) = π
2ε − 1− επ

4
+O(

√
ε3).

Παρατηρούμε ότι όλοι οι όροι που περιείχαν το σημείο δ απλοποιήθηκαν.
Αυτή η παρατήρηση ισχύει γενικά στη συγκεκριμένη μέθοδο, ανεξάρτητα
από την επιλογή του δ.
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