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ΕΙΑΓΨΓΗ: 

ΕΠΙΦΕΙΡΗΙΑΚΗ  ΕΡΕΤΝΑ 
 

Σι εύναι Επιχειρηςιακό  Έρευνα? 

 

Γενικϊ  η  Επιχειρηςιακό  Ϊρευνα  ςυχνϊ  αναφϋρεται  και  ωσ  η επιςτόμη  

των  αποφϊςεων  ό  ωσ  η  επιςτόμη  τησ  διαχεύριςησ. Εύναι μια  διεπιςτημονικό  

μαθηματικό  επιςτόμη  που  επικεντρώνεται  ςτην αποτελεςματικό  χρόςη  τησ  

τεχνολογύασ  από  τισ  οργανώςεισ. Βϋβαια ο  όροσ  «Επιχειρηςιακό» (Οperational 

ό Operations ) ϋχει  την  ϋννοια τησ  διαδικαςύασ  ό  τησ  λειτουργύασ  και  όχι  τησ  

εταιρεύασ  καθ’αυτόσ. Αντύθετα , ϊλλοι  τεχνολογικού  και  μηχανολογικού  κλϊδοι, 

ϋχουν  ωσ εςτύαςη  την  ανϊπτυξη  αυτόσ  τησ  επιςτόμησ  για  την  παραγωγό 

μοντϋλων-λύςεων. 

 

Παρακϊτω  παρατύθενται  οριςμού  που  ϋχουν  διατυπωθεύ  για την 

Επιχειρηςιακό   Ϊρευνα: 

 

Οριςμόσ Εταιρεύασ Επιχειρηςιακόσ Έρευνασ  UK: 

Η  Επιχειρηςιακό  Ϊρευνα  εύναι  η  εφαρμογό  τησ  ςύγχρονησ  επιςτόμησ  
πϊνω  ςε  πολύπλοκα  προβλόματα  που  ανακύπτουν  ςτη  διεύθυνςη  και  
διούκηςη  μεγϊλων  ςυςτημϊτων, αποτελούμενων  από  ανθρώπουσ,  μηχανϋσ,  
υλικϊ  και  κεφϊλαια  ςτισ  επιχειρόςεισ. 
              Η  χαρακτηριςτικό  τησ  μεθοδολογύα  ςυνύςταται  ςτην ανϊπτυξη 
επιςτημονικού   μοντϋλου  του  υπό  μελϋτη  ςυςτόματοσ  που  περιλαμβϊνει  
μετρόςεισ  τυχαύων  παραγόντων  και  με  το  οπούο  προβλϋπει  και  ςυγκρύνει  
τα  αποτελϋςματα  εναλλακτικών αποφϊςεων,  ςτρατηγικών  και  ελϋγχων. 
Ο  ςκοπόσ  τησ  εύναι  να  βοηθόςει  τη  διούκηςη  να  καθορύςει  την πολιτικό  και  
τισ  ενϋργειϋσ  τησ  επιςτημονικϊ. 
 
 

Οριςμόσ  Αckoff - Sasienni 

Επιχειρηςιακό  Ϊρευνα  μπορεύ  να  θεωρηθεύ  ότι  εύναι:η  εφαρμογό  
επιςτημονικών  μεθόδων  από  μικτϋσ  ομϊδεσ  ςε  προβλόματα  που  αφορούν  
τον  ϋλεγχο  οργανωμϋνων  ςυςτημϊτων (αποτελούμενων  από  ανθρώπουσ  και  
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μηχανϋσ)  κατϊ  τρόπο  ώςτε να  παρϋχουν  λύςεισ  που  εξυπηρετούν  κατϊ  τον  
καλύτερο  δυνατό τρόπο  τουσ  ςκοπούσ  του  οργανιςμού  ωσ  ςυνόλου. 
  

Ο Ελληνικόσ Οριςμόσ τησ Επιχειρηςιακόσ Ερευνασ 

Επιχειρηςιακό  Ϊρευνα  εύναι  η  επιςτημονικό  προετοιμαςύα  των 
Αποφϊςεων  τησ  Διοικόςεωσ  (με  την  επιςτημονικό  ανϊλυςη  των Δεδομϋνων  
και  τη  δημιουργύα  μαθηματικών  προτύπων). 

 

Προϋλευςη  Επιχειρηςιακόσ  Έρευνασ: 

 

Από την ϋλευςη τησ βιομηχανικόσ επανϊςταςησ,ο κόςμοσ γνώριςε μια 

αξειοςημεύωτη ανϊπτυξη, ςτο μϋγεθοσ και ςτην πολυπλοκότητα των 

οργανιςμών.Σα μικρϊ μαγαζιϊ των τεχνιτών παλαιοτϋρων εποχών εξελύχθηκαν 

ςτισ επιχειρηςεισ διςεκατομμυρύων του ςόμερα.Ϊνα αναπόςπαςτο κομμϊτι 

αυτόσ τησ επαναςτατικόσ αλλαγόσ  όταν μύα απύςτευτη αύξηςη ςτο τομϋα τησ 

εργαςύασ και η κατϊτμηςη των ευθυνών διαχεύριςησ ς’αυτϋσ τισ επιχειρόςεισ.Σα 

αποτελϋςματα όταν θεαματικϊ.Παρ’όλα αυτϊ,η αυξανόμενη εξειδύκευςη 

δημιούργηςε καινούργια προβλόματα ,τα οπούα απαςχολούν ακόμα πολλϋσ 

επιχειρόςεισ.Ϊνα πρόβλημα εύναι η τϊςη πολλών μελών μιασ επιχεύρηςησ να 

αναπτύςςονται ςε ςχετικϊ αυτόνομεσ αυτοκρατορύεσ με τουσ δικούσ τουσ 

ςτόχουσ και ςυςτόματα αξιολόγηςησ,με αποτϋλεςμα να μην αντιλαμβϊνονται 

πωσ οι δικϋσ τουσ δραςτηριότητεσ και ςτόχοι μπλϋκουν με αυτϋσ τησ υπόλοιπησ 

επιχεύρηςησ.Ϊνα ϊλλο ςχετικό πρόβλημα εύναι το ότι καθώσ η πολυπλοκότητα 

και η εξειδύκευςη ςε ϋναν οργανιςμό αυξϊνονται,γύνεται όλο και πιο δύςκολη η 

κατανομό των διαθϋςιμων πηγών ςτισ διϊφορεσ δραςτηριότητεσ με τϋτοιο 

τρόπο ώςτε να εύναι αποτελεςματικό για την επιχεύρηςη ςαν ςύνολο.Αυτού του 

εύδουσ τα προβλόματα και η ανϊγκη ενόσ καλύτερου τρόπου για να λυθούν και 

μϊλιςτα ϊμεςα,δημιούργηςε την ανϊγκη τησ επιχειρηςιακόσ 

ϋρευνασ(operational research). 

Oι ρύζεσ τησ Επιχειρηςιακόσ Ϊρευνασ  μπορούν να ανιχνευθούν πολλϋσ 

δεκαετύεσ πύςω,όπου πρώιμεσ προςπϊθειεσ ϋγιναν για την χρηςιμοπούηςη 

επιςτημονικών προςεγγύςεων ςτην διαχεύριςη των επιχειρόςεων.Παρ’όλα αυτϊ 

,η αρχό τησ Επιχιερηςιακόσ Ϊρευνασ ϋχει γενικϊ αποδοθεύ  ςτισ ςτρατιωτικϋσ 

υπηρεςύεσ ςτισ αρχϋσ του 2ου  Παγκοςμύου Πολϋμου.Εξαιτύασ  του πολϋμου 

υπόρχε μια επεύγουςα ανϊγκη να διανεμηθούν διαςκορπιςμϋνεσ πηγϋσ ςτισ 

διϊφορεσ ςτρατιωτικϋσ επιχειρόςεισ με αποτελεςματικό τρόπο.Γι’αυτό το λόγο 

η βρετανικό και  η αμερικανικό ςτρατιωτικό διαχεύριςη ,κϊλεςε ϋνα μεγϊλο 

αριθμό επιςτημόνων για να εφαρμόςουν μια επιςτημονικό προςϋγγιςη  για να 

αντιμετωπύςουν κι ϊλλα προβλόματα ςτρατηγικόσ και τακτικόσ.Για την 
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ακρύβεια τουσ  ζητόθηκε  να κϊνουν ϋρευνα πϊνω ςε (ςτρατιωτικϋσ) 

επιχειρόςεισ.Αυτϋσ οι επιςτημονικϋσ ομϊδεσ όταν οι πρώτεσ ομϊδεσ 

Επιχειρηςιακόσ Ϊρευνασ. Αναπτύςςοντασ αποτελεςματικϋσ μεθόδουσ 

χρηςιμοποιώντασ το καινούργιο εργαλεύο του ραντϊρ,αυτϋσ οι ομϊδεσ ϋπαιξαν 

καθοριςτικό  ρόλο  ςε αρκετϋσ πολεμικϋσ επιχειρόςεισ. 

Όταν ο πόλεμοσ τελεύωςε , η επιτυχύα τησ Επιχειρηςιακόσ Ϊρευνασ  ςτην 

πολεμικό προςπϊθεια κινητοπούηςε το ενδιαφϋρον για την εφαρμογό τησ εκτόσ 

του ςτρατιωτικού τομϋα.Καθώσ η βιομηχανικό «ϋκρηξη»  ςυνϋχιζε  την πορεύα 

τησ μετϊ το τϋλοσ του πολϋμου,τα προβλόματα που προκαλούνταν απ’την 

αυξημϋνη πολυπλοκότητα και εξειδύκευςη ςτισ επιχειρόςεισ  ϋρχονταν πϊλι ςτο 

προςκόνιο.Γινόταν προφανϋσ ς’ϋνα μεγϊλο αριθμό αθρώπων ότι αυτϊ τα 

προβλόματα όταν ςχεδόν ταυτόςιμα με αυτϊ που εύχαν αντιμετωπύςει κατϊ τη 

διϊρκεια του πολϋμου ςτον ςτρατιωτικό τομϋα απλϊ ςε ϋνα διαφορετικό 

πλαύςιο.Από τισ αρχϋσ του 1950 ,αυτϊ τα ϊτομα,τα οπούα εύχαν υπηρετόςει μόνα 

τουσ ό με τισ ομϊδεσ τησ Ε.Ε. κατϊ τη διϊρκεια του πολϋμου,ςύςτηςαν τη χρόςη 

τησ Ε.Ε. ςε μια ποικιλύα οργανιςμών ςτον επιχειρηματικό,βιομηχανικό και 

κυβερνητικό τομϋα.Η ταχεύα διϊδοςη τησ Επιχειρηςιακόσ Ϊρευνασ ακολούθηςε 

ςύντομα. 

Σουλϊχιςτον δύο ϊλλοι  παρϊγοντεσ ϋπαιξαν ςημαντικό ρόλο ς’αυτό την 

γρόγορη ανϊπτυξη τησ  Ε.Ε.  κατϊ τη διϊρκεια αυτόσ τησ περιόδου .Ο ϋνασ όταν η  

ουςιώδησ  πρόοδοσ που ϋγινε για  την βελτύωςη των μεθόδων τησ Ε.Ε.Μετϊ τον 

πόλεμο,πολλού απ’τουσ επιςτόμονεσ που εύχαν ςυμμετϊςχει ςτισ ομϊδεσ τησ Ε.Ε.   

ό που εύχαν ακούςει ςχετικϊ με αυτό απϋκτηςαν κύνητρο για να διεξϊγουν 

ϋρευνα ςχετικό με τον τομϋα αυτό κϊτι το οπούο οδόγηςε ςε εξελύξεισ.Ϊνα 

πρώιμο παρϊδειγμα εύναι η μϋθοδοσ simplex για τη λύςη γραμμικών 

προγραμματιςτικών προβλημϊτων,η οπούα αναπτύχθηκε από τον George 

Dantzig το 1947.Πολλϊ από τα βαςικϊ εργαλεύα τησ Ε.Ε. ,όπωσ ο γραμμικόσ 

προγραμματιςμόσ,ο δυναμικόσ προγραμματιςμόσ,ο δυναμικόσ προγραμματιςμόσ 

η θεωρύα ουρών αναμονόσ και η θεωρύα απογραφών αναπτύχθηκαν ςχετικϊ 

ολοκληρωμϋνα πριν  τα τϋλη τησ δεκαετύασ του ’50. 

Ϊνασ δεύτεροσ παρϊγοντασ που ϋδωςε ώθηςη ςτην ανϊπτυξη του τομϋα 

τησ Ε.Ε. όταν η επανϊςταςη των ηλεκτρονικών υπολογιςτών.Ϊνα μεγϊλο 

κομμϊτι υπολογιςμών απαιτεύται ςυνόθωσ για την αποτελεςματικό 

αντιμετώπιςη πολύπλοκων προβλημϊτων που αφορούν την Ε.Ε.Γι’ αυτό το λόγο 

η ανϊπτυξη ηλεκτρονικών,ψηφιακών υπολογιςτών με την ικανότητα τουσ να 

διεξϊγουν αριθμητικούσ υπολογιςμούσ χύλιεσ ό και εκατομμύρια φορϋσ πιο 

γρόγορα από ϋναν ϊνθρωπο όταν ϋνα τερϊςτιο δώρο για την Ε.Ε.Μύα ακόμα 

μεγαλύτερη ώθηςη  όρθε την δεκαετύα του ’80 με την ανϊπτυξη αυξανόμενα 

δυνατών,προςωπικών υπολογιςτών ςυνοδευόμενων από καλϊ,λογιςμικϊ 

πακϋτα για την  υλοπούηςη τησ Ε.Ε.Αυτό ϋκανε πιο μαζικό τη χρόςη τησ Ε.Ε.  από 

μεγϊλο αριθμό ανθρώπων.όμερα κυριολεκτικϊ εκατομμύρια ϊτομα ϋχουν 
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ϋτοιμη πρόςβαςη ςε λογιςμικό Επιχειρηςιακόσ Ϊρευνασ.αν ςυνϋπεια μια 

μεγϊλη ποικιλύα υπολογιςτών χρηςιμοποιούνται ςυνεχώσ για την λύςη 

προβλημϊτων Ε.Ε. 

Η  Υύςη  τησ  Επιχειρηςιακόσ   Έρευνασ:    

 

Όπωσ  δηλώνει και το όνομϊ τησ,η Ε.Ε. περιλαμβϊνει «ϋρευνα των 

επιχειρόςεων».Ϊτςι η Ε.Ε.  εφαρμόζεται ςε προβλόματα που αφορούν τη 

διεξαγωγό και τον ςυντονιςμό των επιχιερόςεων(δηλαδό των δραςτηριοτότων) 

μϋςα ς’ϋναν οργανιςμό . Η φύςη του οργανιςμού ουςιατικϊ δεν παύζει ρόλο 

καθώσ η Ε.Ε. ϋχει εφαρμοςθεύ εκτενώσ ςε τόςο διαφοροποιημϋνουσ τομεύσ όπωσ 

αυτόσ των καταςκευών,των μεταφορών,των τηλεπικοινωνιών,των οικονομικών 

,τησ υγεύασ,του ςτρατού  και των δημόςιων υπηρεςιών κ.ϊ.Γι’αυτό το λόγο και 

το πλϊτοσ των εφαρμογών τησ εύναι αςυνόθιςτα ευρύ. 

Σο κομμϊτι  τησ ϋρευνασ ςημαύνει  ότι η  Ε.Ε.  χρηςιμοποιεύ μύα 

προςϋγγιςη  που μοιϊζει με τον τύπο ϋρευνασ που διεξϊγεται  ςε εδραιωμϋνα  

επιςτημονικϊ πεδύα (ςυχνϊ χρηςιμοποιεύται και ο όροσ «management science» 

αντύ του όρου «operational research»).υγκεκριμϋνα η διαδικαςύα ξεκινϊ με την 

προςεκτικό παρατόρηςη και μοντελοπούηςη του προβλόματοσ.τη ςυνϋχεια 

καταςκευϊζεται ϋναν επιςτημονικό (ςυνόθωσ μαθηματικό) μοντϋλο που ςτόχο 

ϋχει να απομονώςει την ουςύα του πραγματκού προβλόματοσ.Αυτό το μοντϋλο 

θεωρεύται ότι εύναι επαρκώσ  ακριβϋσ για την αναπαρϊςταςη των βαςικών 

ςυςτατικών του προβλόματοσ ώςτε τα αποτελϋςματα που προκύπτουν απ’αυτό  

εύναι επύςησ αξιόπιςτα.Μετϊ διεξϊγονται κατϊλληλα πειρϊματα για να εξεταςθεύ 

αυτό η υπόθεςη και εν τϋλει να επαληθευθεύ κϊποια μορφό τησ αρχικόσ 

υπόθεςησ (επαλόθευςη μοντϋλου).Βϋβαια  πρϋπει να ςημειωθεύ ότι πϋρα από 

την επιςτημονικό ϋρευνα ςε θεμελιώδη πεδύα των επιχειρόςεων,η Ε.Ε. αφορϊ 

την πρακτικό διαχεύριςη  ενόσ οργανιςμού .Γι’αυτό το λόγο για να εύναι επιτυχόσ 

πρϋπει να παρϋχει θετικϊ ,κατανοητϊ αποτελϋςματα. 

Ϊνα ακόμη χαρακτηριςτικό τησ Επιχειρηςιακόσ Ϊρευνασ  εύναι η ευρεύα 

τησ ϊποψη,καθώσ υιοθετεύ  μύα οργανωτικό αντιμετώπιςη των πραγμϊτων.Ϊτςι 

προςπαθεύ να λύςει τα αντικρουόμενα ςυμφϋροντα ανϊμεςα ςτα μϋλη ενόσ 

οργανιςμού με τϋτοιο τρόπο που να ωφελεύ τον οργανιςμό ςαν ςύνολο.Αυτό 

βϋβαια δεν ςημαύνει ότι η μελϋτη κϊθε προβλόματοσ πρϋπει να λαμβϊνει υπ’όψιν 

τησ εξονυχιςτικϊ όλεσ τισ πτυχϋσ του οργανιςμού αλλϊ θα πρϋπει να εύναι 

ςυνεπόσ με τουσ ςτόχουσ τησ επιχεύρηςησ ςαν ςύνολο. 

Ϊνα επιπρόςθετο χαρακτηριςτικό τησ Επιχειρηςιακόσ Ϊρευνασ  εύναι  ότι 

ςυχνϊ προςπαθεύ να βρει μια «καλό»  λύςη (ςυχνϊ αναφερόμενη ωσ βϋλτιςτη 

λύςη) για το τρϋχον πρόβλημα.(Λϋμε μια καλό ό μια βϋλτιςτη λύςη κι όχι ΣΗΝ 

βϋλτιςτη λύςη διότι μπορεύ να υπϊρχουν πολλϋσ «βϋλτιςτεσ λύςεισ» ). 
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Όλα αυτϊ τα χαρακτηριςτικϊ  οδηγούν φυςικϊ ς’ϋνα ακόμα 

χαρακτηριςτικό.Εύναι προφανϋσ ότι κανϋνα ϊτομο μεμονωμϋνα δεν πρϋπει να 

θεωρεύται ωσ ειδικό ς’όλεσ τισ πτυχϋσ τησ Ε.Ε.Αυτό απαιτεύ μια ομϊδα- ςύνολο   

ατόμων  τα οπούα ϋχουν διαφορετικό υπόβαθρο και ικανότητεσ.Γι’αυτό κι όταν 

διεξϊγεται μια μελϋτη Επιχειρηςιακόσ Ϊρευνασ ςχετικϊ με κϊποιο νϋο 

πρόβλημα,εύναι ςυχνϊ απαραύτητο να χρηςιμοποιηθεύ μια «ομϊδα 

προςϋγγιςησ»(team approach).Αυτό η ομϊδα χρειϊζεται να περιλαμβϊνει ϊτομα 

που εύναι υψηλϊ εκπαιδευμϋνα  ςτα μαθηματικϊ,ςτη ςτατιςτικό και ςτη θεωρύα 

πιθανοτότων,ςτισ κοινωνικϋσ επιςτόμεσ και τισ ειδικϋσ τεχνικϋσ τησ Ε.Ε.Η ομϊδα 

χρειϊζεται επύςησ την απαραύτητη εμπειρύα αλλϊ και ποικιλύα ικανοτόυων ώςτε 

να δώςει την πρϋπουςα εξϋταςη ςτα πολλϊ «παρακλϊδια» ενόσ προβλόματοσ 

μϋςα ςτην επιχεύρηςη. 

 

Ο  Αντύκτυποσ  τησ  Επιχειρηςιακόσ  Έρευνασ 

 

Η  Επιχειρηςιακό Ϊρευνα ϋχει ϋναν εντυπωςιακό αντύκτυπο  ςτη 

βελτύωςη τησ αποτελεςματικότητασ πολλών οργανιςμών  ς’όλο τον κόςμο.την 

πορεύα ,η Ε.Ε. ςυνεύςφερε ςημαντικϊ ςτην αύξηςη τησ παραγωγικότητασ των 

οικονομιών διαφόρων χωρών.όμερα υπϊρχουν μερικϋσ δεκϊδεσ χώρεσ – μϋλη  

ςτη Διεθνό Ομοςπονδύα Κοινωνιών-Κοινοτότων(?) Επιχειρηςιακόσ Ϊρευνασ 

(International  Federation of Operational  Research  Societies),με την κϊθε χώρα 

να ϋχει διεθνό κοινότητα Ε.Ε.Και η Ευρώπη και η Αςύα ϋχουν ομοςπονδύεσ Ε.Ε. 

για να ςυντονύζουν διεθνό ςυνϋδρια και να εκδύδουν διεθνό Σύπο ςε αυτϋσ τισ 

ηπεύρουσ. 

 

 

Ένα   Παρϊδειγμα   (Μεγιςτοπούηςησ  ενόσ  προώόντοσ) 

Ϊνασ  παραγωγόσ  παρϊγει  ϋνα  προώόν  ϋςτω  με  την ονομαςύα  Wozac   ςε  

τερϊςτιεσ  ποςότητεσ  θερμαύνοντασ  ϋνα  χημικό μεύγμα  ςε  κοντϋινερ υψηλόσ 

πύεςησ.Κϊθε φορϊ που μια  παρτύδα  βρύςκεται  ςε εξϋλιξη  μια διαφορετικό  

ποςότητα   Wozac  παρϊγεται.Σο  ποςό  που  παρϊγεται  εύναι  η  παρτίδα  

διαδικαςίασ  (η  οπούα μετρϊται  ςε λύβρεσ) .Ο  παραγωγόσ  ενδιαφϋρεται  να 

καταλϊβει  τουσ παρϊγοντεσ  που  επηρεϊζουν  την  παρτύδα  Wozac  που  

παρϊγεται. 

 Η  λύςη  μϋςω  μιασ  μοντελοπούηςησ  τησ  διαδικαςύασ  εύναι: 
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Ο  παραγωγόσ  πρώτα ενδιαφϋρεται  να προςδιορύςει τουσ  παρϊγοντεσ που 

επηρεϊζουν  την παρτύδα  που παρϊγεται από την όλη διαδικαςύα.Αυτό μπορεύ  

ν’αναφϋρεται  ςαν ϋνα  «περιγραφικό  μοντϋλο»  καθώσ περιγρϊφει την 

ςυμπεριφορϊ του πραγματικού  προώόντοσ που παρϊγεται  ςαν  ςυνϊρτηςη 

διαφόρων  παραγόντων. 

Ο παραγωγόσ  μπορεύ  να προςδιορύςει (μϋςω κατϊλληλων  μεθόδων)ότι οι 

ακόλουθοι  παρϊγοντεσ επηρεϊζουν την παραγόμενη παρτύδα. 

 Ο όγκοσ των κοντϋινερ ςε λύτρα (V). 

 Η πύεςη του κοντϋινερ ςε  ml(milliliters) (P) 

 Η θερμοκραςύα του κοντϋινερ ςε βαθμούσ Κελςύου(Σ) 

 Η χημικό ςύνθεςη του επεξεργαςμϋνου χημ.μεύγματοσ 

Αν  θεωρόςουμε  A,B,C  το ποςοςτό του μεύγματοσ που φτιϊχνουν τα χημικϊ   

A,B,C  τότε ο παραγωγόσ μπορεύ να βρει για παρϊδειγμα ότι: 

 

(1) παρτύδα= 300  +0.8V + 0.01P + 0.06T + 0.001T*P – 0.01T^2 – 0.001P^2 + 

11.7A + 9.4B + 16.4C + 19A*B + 11.4A*C – 9.6B*C 

 

Για  να  προςδιορύςει  αυτό  τη  ςχϋςη ,η  παρτύδα  προώόντοσ  που  παρϊγεται  

θα  πρϋπει  να  μετρηθεύ  για  πολλούσ  διαφορετικούσ  ςυνδυαςμούσ  των  

προαναφερόμενων  παραγόντων.Η  γνώςη  αυτόσ  τησ  εξύςωςησ  θα  δώςει  τη  

δυνατότητα ςτον  παραγωγό  να  περιγρϊψει  το  ποςό  του  παραγόμενου  

προώόντοσ  όταν  εύναι  γνωςτϊ  τα  μεγϋθη  του  όγκου,τησ  πύεςησ, τησ  

θερμοκραςύασ  και  τησ  χημικόσ  ςύνθεςησ. 
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ΘΕΨΡΙΑ  ΟΤΡΨΝ  ΑΝΑΜΟΝΗ 

 

Οι  ουρϋσ  αναμονόσ  εύναι  μϋροσ  τησ  καθημερινότητϊσ μασ.Όλοι μασ  εύμαςτε 

αναγκαςμϋνοι  ςυχνϊ  να  περιμϋνουμε  ςε  ουρϋσ  για να  αγορϊςουμε ,για 

παρϊδειγμα, ϋνα  ειςητόριο , να  κϊνουμε  μια  κατϊθεςη  ςε μια  τρϊπεζα,να  

πληρώςουμε  για  ψώνια κ.ϊ.Ϊχουμε  ςυνηθύςει  λοιπόν  τισ  πολλϋσ  ώρεσ  

αναμονόσ,αλλϊ  παρ’όλα αυτϊ  ενοχλούμαςτε  πολύ  από  αυτϋσ. 

Σο  να  περιμϋνεισ  ςε  μια  ουρϊ  δεν  εύναι  απλϊ  θϋμα  προςωπικόσ  μόνον  

ενόχληςησ.Σο  ποςό  του  χρόνου  που  ξοδεύει  ςτην  αναμονό  ο  πληθυςμόσ  

ενόσ  ϋθνουσ,εύναι  μϋγιςτοσ  παρϊγοντασ  για  την  ποιότητα  τησ  ζωόσ  καθώσ  

και  για  την  αποτελεςματικότητα  τησ  εθνικόσ  οικονομύασ. 

Μεγϊλα  προβλόματα  ςτην  αποτελεςματικότητα  προκαλούνται  επύςησ  και  ςε  

ϊλλουσ  τομεύσ , οι  οπούοι  δεν  αφορούν  την  αναμονό  ανθρώπων.Για  

παρϊδειγμα , μηχανϋσ  οι  οπούεσ  περιμϋνουν  ςε «ουρϊ»  για  να  επιςκευαςθούν  

μπορεύ  να  προκαλϋςει  μεγϊλη  απώλεια  χρόματοσ.Αεροπλϊνα  που  

περιμϋνουν  να  απογειωθούν  ό  να  προςγειωθούν  μπορεύ  να  διαταρϊξουν   το  

πρόγραμμα  επόμενων  προγραμματιςμϋνων  δρομολογύων. 

Η  Θεωρύα  Ουρών  Αναμονόσ  λοιπόν,  εύναι  η  μελϋτη  τησ  «αναμονόσ»  ςε όλεσ 

αυτϋσ  και  όχι  μόνο  τισ    καταςτϊςεισ.Φρηςιμοποιεύ  μοντέλα  ουρών  για   να  

αναπαραςτόςει  τουσ  διϊφορουσ  τύπουσ  ςυςτημάτων  ουρών  (ςυςτόματα  

που  περιλαμβϊνουν  κϊποιο  ϋιδοσ  ουρών αναμονόσ) τα  οπούα  προκύπτουν  

ςτην  πρϊξη.Οι  φόρμουλεσ  κϊθε  μοντϋλου  υποδεικνύουν  πώσ  το  τρϋχον  

ςύςτημα  ουρϊσ  θα  πρϋπει  να  λειτουργόςει, περιλαμβϊνοντασ  ϋνα  μϋςο  

χρόνο  αναμονόσ  που  θα  προκύψει  κϊτω  από  ποκύλλεσ,  πιθανϋσ  

καταςτϊςεισ. 

Γι’αυτό  το  λόγο  αυτϊ  τα  μοντϋλα  ουρών  αναμονόσ  εύναι  πολύ  βοηθητικϊ  

ςτον  προςδιοριςμό  του  τρόπου  λειτουργύασ  ενόσ  ςυςτόματοσ  ουρϊσ  

αναμονόσ  ώςτε  να  εύναι ο  πιο  αποτελεςματικόσ. Δεδομϋνου  ότι  μεγϊλη  

εξυπηρϋτηςη  για  να λειτουργόςει  το  ςύςτημα  απαιτεύ  πολύ  μεγϊλο  κόςτοσ. 

Αλλϊ  και  ϋλλειψη  επαρκούσ  εξυπηρϋτηςησ  ϋχει  ωσ  αποτϋλεςμα  πολύ  μεγϊλη  

αναμονό  και  όλεσ  φυςικϊ  τισ  ςυνϋπειϋσ  τησ. Σα  μοντϋλα  παρϋχουν  την  

δυνατότητα  εύρεςησ  τησ  κατϊλληλησ  ιςορροπύασ  μεταξύ  κόςτουσ  

εξυπηρϋτηςησ  και  χρόνου  αναμονόσ. 
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Παρϊδειγμα: 

Ϊνα  εςτιατόριο  fast-food ϋχει 3 υπαλλόλουσ  ςτο  γκιςϋ  που  εξυπηρετούν.Ο  

υπεύθυνοσ  του  εςτιατορύου  ϋκανε  μια  μελϋτη  για  να  ερευνόςει  κϊποια 

παρϊπονα  που  ϋγιναν ςχετικϊ  με  το  γεγονόσ  ότι  η  εξυπηρϋτηςη  εύναι  

αργό.Η  μελϋτη  ϋδειξε  την  παρακϊτω  ςχϋςη  μεταξύ  του  αριθμού  των  

υπαλλόλων που  παύρνουν  παραγγελύα  ςτο  γκιςϋ  και  του  χρόνου  αναμονόσ  

για την  εξυπηρϋτηςη  των  πελατών. 

 

 

 

 

Μύα  μελϋτη  λοιπόν  αυτών  των  δεδομϋνων  μασ  δεύχνει  ϋνα  μϋςο  χρόνο  

αναμονόσ  7  λεπτών για  τον  τρϋχον  αριθμό  των  τριών  υπαλλόλων.Πϋντε  

υπϊλληλοι  χρειϊζονται  για  να  μειωθεύ  ο  χρόνοσ  αναμονόσ  ςτα  3  λεπτϊ. 

 

 

Γενικϊ  λοιπόν,όπωσ  προαναφϋρθηκε,οι  ουρϋσ αναμονόσ  εμφανύζονται  ςε  

ςυςτόματα  εξυπηρϋτηςησ  όπου  η  ζότηςη  για  κϊποια  υπηρεςύα  δεν  μπορεύ  

να ικανοποιηθεύ   μερικϋσ  φορϋσ  ϊμεςα από την  δυναμικότητα  του  

ςυςτόματοσ  που  παρϋχει  την  εξυπηρϋτηςη,λόγω  των  τυχαύων  

διακυμϊνςεων  που  παρατηρούνται  τόςο  ςτο  ρυθμό  προςϋλευςησ  όςο  και  

ςτον  χρόνο  εξυπηρϋτηςησ  κϊθε  πελϊτη  από  το  ςύςτημα.Η  απόδοςη  του  

ςυςτόματοσ  αξιολογεύται  με  βϊςη  τισ  τιμϋσ  οριςμϋνων βαςικών  

δεικτών(δεύκτεσ  απόδοςησ- μϋτρα  λειτουργικότητασ),όπωσ  για  παρϊδειγμα  ο  

μϋςοσ  χρόνοσ  αναμονόσ  ενόσ  πελϊτη  ςτην  ουρϊ,ο  ςυνολικόσ  μϋςοσ  χρόνοσ  

παραμονόσ ενόσ  πελϊτη  ςτο  ςύςτημα,το  ποςοτό  απαςχόληςησ  τησ  θϋςησ  

εξυπηρϋτηςησ  ό  των  θϋςεων  εξυπηρϋτηςησ κτλ.τόχοσ  τησ  μελϋτησ  ενόσ  

ςυςτόματοσ  εξυπηρϋτηςησ  εύναι  η  ελαχιςτοπούηςη  του  κόςτουσ  λειτουργύασ  

του υπό  τον  όρο  ότι  οι  τιμϋσ  των  δεικτών  απόδοςησ  του  ςυςτόματοσ  

ικανοποιούν  κϊποιεσ  ελϊχιςτεσ  προδιαγραφϋσ. 

 

ΕΝΑ  ΠΡΟΣΤΠΟ  ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ  Θ.ΟΤΡΑ  ΑΝΑΜΟΝΗ: 

Ο  χώροσ  των  επειγόντων περιςτατικών  ενόσ  τοπικού, δημόςιου  

νοςοκομεύου,ο  οπούοσ  παρϋχει  γρόγορη  ιατρικό  περύθαλψη  για  επεύγοντα  

περιςτατικϊ   τα  οπούα  φθϊνουν  ςτο  νοςοκομεύο  με  αςθενοφόρο  ό  με  

κϊποιο  ιδιωτικό  όχημα.ε οποιαδόποτε  ςτιγμό  υπϊρχει  πϊντα  ϋνασ  γιατρόσ  

Αρ.υπαλ.:                     1             2            3           4            5            6             7 

Μέςοσ χρ.                 16.2       10.3         6.9       4.8         2.9         1.9          1.3 

Αναμονήσ(min) 
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επύ  του  καθόκοντοσ ςτο  χώρο  των  επειγόντων . Παρ’όλα  αυτϊ  εξαιτύασ  τησ 

αυξανόμενησ  τϊςησ  των  αςθενών  να  χρηςιμοποιούν  τισ  υπηρεςύεσ  που  

προςφϋρονται  ςτο  χώρο  των  επειγόντων του  νοςοκομεύου παρϊ να  πϊνε  ςε 

κϊποιο  ιδιωτικό  γιατρό,το  νοςοκομεύο  αντιμετωπύζει  μύα ςυνεχό  αύξηςη 

ςτον  αριθμό  των  περιςτατικών.αν  αποτϋλεςμα ,ϋχει  γύνει  ςύνηθεσ  ςε  

πολλούσ  αςθενεύσ  να  φθϊνουν  ςτισ  ώρεσ  αιχμόσ(νωρύσ  το  βρϊδυ) και  να  

περιμϋνουν  μϋχρι  να  ϋρθει  η  ςειρϊ  τουσ  να  εξυπηρετηθούν  από  τον  γιατρό 

που  εφημερεύει.Γι’ αυτό  το  λόγο  ϋγινε  μύα  πρόταςη να  προςτεθεύ  ϋνασ  

δεύτεροσ  γιατρόσ  ςτο  χώρο  κατϊ  τη  διϊρκεια  των  ωρών  αιχμόσ,ϋτςι  ώςτε  

δύο  περιςπτώςεισ  επειγόντων  περιςτατικών  να  εξυπηρετούνται  ταυτόχρονα. 

Ο  υπεύθυνοσ  διαχεύριςησ  του  νοςοκομεύου  ανϋλαβε  να  μελετόςει  το  

παραπϊνω  αύτημα.  Ο  υπεύθυνοσ  διαχεύριςησ   ξεκύνηςε  με  το  να  

ςυγκεντρώνει  ςχετικϊ,ιςτορικϊ  δεδομϋνα  και  μετϊ  να  προβϊλλει  αυτϊ  τα  

δεδομϋνα  ςτον  επόμενο  χρόνο.Αναγνωρύζοντασ  ότι  ο  χώροσ  των  επειγόντων  

εύναι  μύα  περύπτωςη  ουρϊσ  αναμονόσ,εφϊρμοςε  διϊφορα,εναλλακτικϊ  

μοντϋλα τησ  θεωρύασ      ουρών  αναμονόσ,για  να  προβλϋψει  τα  

χαρακτηριςτικϊ  τησ  αναμονόσ  του  ςυςτόματοσ με  ϋνα  γιατρό και  με  δύο  

γιατρούσ. 

ΜΙΑ  ΒΑΙΚΗ  ΔΙΑΔΙΚΑΙΑ  ΟΤΡΑ  ΑΝΑΜΟΝΗ: 

Όπωσ  προαναφϋρθηκε  η  θεωρύα   τησ  ουρϊσ  αναμονόσ   εφαρμόζεται  ςε  

διϊφορεσ  περιπτώςεισ  ουρών  αναμονόσ(waiting –line situations ).Παρ’όλα  

αυτϊ  η  επικρατϋςτερη  κατϊςταςη  εύναι  η  ακόλουθη: 

Μύα  γραμμό  αναμονόσ,η  οπούα  κατϊ  διαςτόματα  μπορεύ  να  εύναι  και  ϊδεια, 

ςχηματύζεται  μπροςτϊ  από ϋνα  χώρο  εξυπηρϋτηςησ,ςτον οπούο  μπορεύ να 

υπϊρχει  ϋνασ  ό  περιςςότεροι  εξυπηρετητϋσ.Κϊθε  πελϊτησ  «γεννϊται»  από  

μύα  πηγό  αφύξεων και  εξυπηρετεύται  από  ϋναν  εξυπηρετητό,ύςωσ μετϊ από  

κϊποιο  χρόνο  αναμονόσ  ςτην  ουρϊ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C 

C 

C 

C 
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S 

S 

S 

S 

S 

 

Χώροσ 

Εξυπηρζτηςησ 

Πελάτεσ C  C  C   C  C  C  C  C   
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Πελάτεσ που 

εξυπηρετήθηκαν 
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Σο παραπϊνω  διϊγραμμα  που  απεικονύζει  την  ϋνα  βαςικό  ςύςτημα  

αναμονόσ  αντικατροπτύζει  και  το πρότυπο  παρϊδειγμα  του  νοςοκομεύου  που  

αναφϋρθηκε.Η  πηγό  αφύξεων  «παρϊγει»  τουσ  πελϊτεσ υπό  μορφό  

επειγόντων  περιςτατικών που  απαιτούν  ιατρικό  περύθαλψη.Ο  χώροσ  των  

επειγόντων  εύναι  ο  χώροσ  εξυπηρϋτηςησ  και  οι  γιατρού  εύναι  οι  

εξυπηρετητϋσ. 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΣΑ  ΕΥΑΡΜΟΓΗ  ΣΗ  ΘΕΩΡΙΑ  ΟΤΡΩΝ                        

ΑΝΑΜΟΝΗ 

H  Θεωρύα  Ουρών  Αναμονόσ  δεν  εφαρμόζεται  μόνο  ςε ειδικϋσ  περιπτώςεισ  

αλλϊ αποτελεύ  ϋνα  εργαλεύο  το  οπούο  χρηςιμοποιεύται  ευρϋωσ  ςε  πολλούσ  

και  διϊφορουσ  τομεύσ  τησ  ςύγχρονησ  ζωόσ. Μερικϋσ  βαςικϋσ  κατηγορύεσ  

περιπτώςεων  που  χρηςιμοποιεύται η  Θεωρύα  Ουρών  Αναμονόσ  εύναι  οι  εξόσ: 

Αρχικϊ,ϋνα  ςημαντικό  παρϊδειγμα  ςυςτημϊτων  ουρϊσ  αναμονόσ  εύναι  τα  

ςυςτόματα  εμπορικών  υπηρεςιών, ςτα  οπούα  οι  πελϊτεσ  γύνονται  αποδϋκτεσ  

υπηρεςιών  από  εμπορικούσ  οργανιςμούσ.Πολλού  από  αυτούσ  περιλαμβϊνουν  

διαπροςωπικό  επαφό  ς’ϋνα  ςυγκεκριμϋνο  και  ςταθερό τόπο,όπωσ  για  

παρϊδειγμα  ς’ϋνα  κομμωτόριο, ςτο  γκιςϋ  μιασ  τρϊπεζασ, ςτο  ταμεύο  ενόσ  

καταςτόματοσ κτλ. 

Μύα  ϊλλη  κατηγορύα  εύναι  τα  ςυςτόματα  υπηρεςιών  μεταφορϊσ.Για  μερικϊ  

από  αυτϊ  τα  ςυςτόματα , τα  μεταφορικϊ  μϋςα  εύναι  οι  πελϊτεσ ( π.χ. ϋνα  

πλούο  που  περιμϋνει  να «φορτώςει»  με  ϋνα  πλόρωμα,το  οπούο αποτελεύ  τουσ  

εξυπηρετητϋσ ). ε  ϊλλεσ  περιπτώςεισ  τα  μϋςα  μεταφορϊσ  εύναι  οι  

εξυπηρετητϋσ ( π.χ. τα  ταξύ ό  οι  ανελκυςτόρεσ). 

Πρόςφατα , ςχετικϊ ,η  Θεωρύα  Ουρών  Αναμονόσ  ϋχει  εφαρμοςθεύ κατϊ  πϊςα  

πιθανότητα  περιςςότερο  ςτα ςυςτόματα  «εςωτερικών»  υπηρεςιών, ςτα  

οπούα  οι  πελϊτεσ  εύναι  ενςωματωμϋνοι  ςτον  οργανιςμό  που  προςφϋρει  την  

εκϊςτοτε  υπηρεςύα.Για  παρϊδειγμα ,  οι  ςταθμού  ελϋγχου  όπου  οι  ελεγκτϋσ( 

εξυπηρετητϋσ) επιθεωρούν-ελϋγχουν  την  ποιότητα  διαφόρων  προιόντων 

(πελϊτεσ). 

Σϋλοσ ,υπϊρχει  και  η κατηγορύα  των  ςυςτημϊτων  κοινωνικών  υπηρεςιών.Για  

παρϊδειγμα ,το  δικαςτικό  ςύςτημα  εύναι  ϋνα  δύκτυο  ουρϊσ  αναμονόσ , ςτο  

οπούο  τα  δικαςτόρια  εύναι  εγκαταςτϊςεισ  υπηρεςιών , οι  δικαςτϋσ αποτελούν  

τουσ  εξυπηρετητϋσ  και  οι  υποθϋςεισ  που  αναμϋνουν  να  εκδικαςθούν  εύναι  

οι  πελϊτεσ. 
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Αυτϋσ  εύναι  λοιπόν  τϋςςερισ  γενικϋσ  κατηγορύεσ  ςυςτημϊτων  ουρών  

αναμονόσ, οι  οπούεσ  όμωσ  δεν  εύναι  μοναδικϋσ.Για  την  ακρύβεια  η  Θεωρύα  

Ουρών  Αναμονόσ  εφαρμόζεται  ευρϋωσ  ςτον  τομϋα  των  τηλεπικοινωνιών,ϋνα  

πολύ  ςημαντικό  τομϋα.Παρ’όλα αυτϊ  οι  παραπϊνω  κατηγορύεσ  

αντικατροπτύζουν  το  γεγονόσ  ότι  η  Θεωρύα  Ουρών  Αναμονόσ  εφαρμόζεται  

ςε  πολλούσ  τομεύσ  τησ  ςύγχρονησ  κοινωνύασ. 

 

 

 

Φαρακτηριςτικϊ υςτημϊτων  Ουρών  Αναμονόσ: 

Πηγό  Πελατών:Ο  πληθυςμόσ  από  τον  οπούο  προϋρχονται  οι  αφύξεισ  των  

πελατών  θεωρεύται     ϊπειροσ (πρακτικϊ  πολύ  μεγϊλου  μεγϋθουσ)όπωσ  π.χ.  

οι  πελϊτεσ τραπεζών,αυτοκύνητα  ςε  ςταθμούσ  διοδύων κλπ, ό  πεπεραςμϋνοσ  

όπωσ  για  παρϊδειγμα  ο  αριθμόσ  των  μηχανημϊτων ενόσ  εργοςταςύου  που  

αναμϋνουν  επιςκευό.(τα  περιςςότερα  ςυςτόματα  ουρών  αναμονόσ  ο 

πληθυςμόσ  από  τον  οπούο  προϋρχονται  οι  «πελϊτεσ»  θεωρεύται  ϊπειροσ) 

 

Αφύξεισ  ςτο  ςύςτημα:ε  κϊθε  ςύςτημα  ουρϊσ  αναμονόσ  υπϊρχουν  

«πελϊτεσ» οι  οπούοι  προςϋρχονται  για  εξυπηρϋτηςη. Με  τον  γενικό  όρο  

«πελϊτησ»  εννοούμε  τα  πρόςωπα,αντικεύμενα  ό  ςυμβϊντα που  ειςϋρχονται  

ςτο  ςύςτημα  για  εξυπηρϋτηςη.Οι  αφύξεισ ςε  ϋνα ςύςτημα  ουρϊσ  αναμονόσ  

χαρακτηρύζονται  από  τα  εξόσ βαςικϊ  χαρακτηριςτικϊ: 

 

Κατανομό  Αφύξεων:  Οι  «πελϊτεσ»  καταφθϊνουν  ςτο  ςύςτημα  εύτε  

ςύμφωνα  με  κϊποιο  γνωςτό  και   ςταθερό  ρυθμό (π.χ.  ϋνα  ημικατεργαςμϋνο  

προΪόν  ςε  ϋνα  ςταθμό  εργαςύασ  κϊθε  15  λεπτϊ) ό  αλλιώσ  ,όπωσ  ςτισ  

περιςςότερεσ  περιπτώςεισ  ςε «τυχαύεσ»  χρονικϋσ  ςτιγμϋσ (π.χ.  αςθενεύσ  ςε  

εφημερύεσ).Οι  αφύξεισ  θεωρούνται  τυχαύεσ  όταν  εύναι  η  μύα  ανεξϊρτητη  από  

την  ϊλλη(δεν  επηρρεϊζεται  μύα  ϊφιξη  από  μύα  προηγούμενη) και  η  χρονικό  

ςτιγμό  πραγματοπούηςόσ  τουσ  δεν  μπορεύ  να  προβλεφθεύ  ακριβώσ.την  

περύπτωςη  αυτό  ο  μϋςοσ  αριθμόσ  των  αφύξεων  χαρακτηρύζεται  από  τον  

μϋςο  αριθμό  των  αφύξεων ανϊ  μονϊδα  του  χρόνου(π.χ.  πελϊτεσ  ανϊ  

ώρα).την  Θεωρύα  ουρών  αναμονόσ,η  τυχαύα  μεταβλητό «αριθμόσ  των  

αφύξεων  ανϊ  μονϊδα  χρόνου»  μπορεύ  πολλϋσ  φορϋσ  να  προςεγγιςθεύ  από  

την  κατανομό  Poisson .Αν  γύνει  αυτό  ,τότε  η  μϋςη  τιμό  τησ  Poisson 

αντιςτοιχεύ  ςτη  μϋςη  τιμό των  αφύξεων  ανϊ  μονϊδα  χρόνου,ςυμβολύζεται  με  

λ  και  αποτελεύ  τον  μϋςο  αριθμό  αφύξεων  ςτη  μονϊδα  του χρόνου.Για  
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παρϊδειγμα  αν  ςε  ϋνα  ςύςτημα  εξυπηρϋτηςησ  η  διαδικαςύα  αφύξεων 

ακολουθεύ  την  κατανομό  Poisson  και καταφθϊνουν κατϊ μϋςο όρο 10 πελϊτεσ 

ανϊ ώρα, τότε λ=10 και αυτό αποτελεύ τη μϋςη τιμόσ τησ κατανομόσ Poisson που 

χαρακτηρύζει τη διαδικαςύα αφύξεων. Αν παραςταθεύ με X το πλόθοσ των 

αφύξεων που πιθανόν να πραγματοποιηθούν ςε μύα ώρα (δηλαδό ςτη μονϊδα 

του χρόνου), τότε όπωσ αναφϋρθηκε, το Φ εύναι τυχαύα μεταβλητό και η 

πιθανότητα να πϊρει αυτό κϊποια ςυγκεκριμϋνη, τιμό ϋςτω x (το x εύναι 

δεδομϋνοσ αριθμόσ), δύνεται από την ςχϋςη: 

𝑃 𝑋 = 𝑥 = 𝑒−휆 .
휆𝑥

𝑥!
, 𝑥 = 0,1,2,3,… 

ημειώςτε  ότι  όταν  ο  μϋςοσ  αριθμόσ  εύναι  λ(=10  ϊτομα  ανϊ  ώρα όπωσ  

αναφϋρθηκε  παραπϊνω),τότε  εύναι  λογικό  να  υποτεθεύ  ότι  ανϊμεςα  ςε  δύο  

διαδοχικϋσ  αφύξεισ, παρεμβϊλλεται  χρόνοσ που  κατϊ  μϋςο  όρο  εύναι  ύςοσ  με  

1/λ(= 1/10  ώρεσ δηλ.  6  λεπτϊ ςτο  παρϊδειγμα). 

 

Φρόνοσ  Εξυπηρϋτηςησ:  
Ο χρόνοσ που απαιτεύται για την εξυπηρϋτηςη του πελϊτη μπορεύ να εύναι 
ςταθερόσ (π.χ. ςε ϋνα αυτόματο πλυντόριο αυτοκινότων όπου απαιτούνται 
ακριβώσ 10 λεπτϊ για κϊθε όχημα, ςε ϋνα ςταθμό επεξεργαςύασ ςε μύα 
βιομηχανύα όπου απαιτούνται ακριβώσ τρύα δευτερόλεπτα για να τοποθετηθεύ 
ϋνα εξϊρτημα), ό όπωσ ςυμβαύνει και ςτα περιςςότερα ςυςτόματα ουρών 
αναμονόσ, να παρουςιϊζει μεταβλητότητα που οφεύλεται ςε διϊφορουσ 
παρϊγοντεσ. Για πολλϋσ περιπτώςεισ ςυςτημϊτων ουρϊσ αναμονόσ, μπορεύ να 
θεωρηθεύ ότι ο χρόνοσ εξυπηρϋτηςησ ακολουθεύ την Eκθετικό κατανομό, με 
μϋςη τιμό 1/μ. Για παρϊδειγμα, αν ςε ϋνα ταμεύο μύασ τρϊπεζασ ο ταμύασ εύναι ςε 
θϋςη να εξυπηρετόςει κατϊ μϋςο όρο 15 ϊτομα ανϊ ώρα, τότε λϋμε ότι ο μϋςοσ 
ρυθμόσ εξυπηρϋτηςησ εύναι το μ=15 ϊτομα / ώρα και λογικϊ 1/μ= 1/15 ώρεσ 
αποτελεύ το μϋςο χρόνο εξυπηρϋτηςησ ( δηλαδό ςτην προκεύμϋνη περύπτωςη 
εύναι 1/μ=1/15 ώρεσ = 4 λεπτϊ). Αν με παραςτόςετε με Σ το χρόνο που 
απαιτεύται για μύα εξυπηρϋτηςη, τότε το Σ εύναι τυχαύα μεταβλητό και η 
πιθανότητα ο χρόνοσ αυτόσ να εύναι μικρότεροσ ό ύςοσ από μύα δεδομϋνη τιμό 
ϋςτω t, δύνεται από τη ςχϋςη:  
 

𝑃 𝑇 ≤ 𝑡 = 1 − 𝑒
1
휇

.𝑡
 

Όπου  μ  όπωσ  προαναφϋρθηκε  ςυμβολύζεται  ο  μϋςοσ  αριθμόσ  πελατών  που  

εξυπηρετούνται  ςτην  χρονικό  μονϊδα. 

Θϋςεισ  Εξυπηρϋτηςησ: Για τον πελϊτη που αναμϋνει ςτην ουρϊ μπορεύ να 

υπϊρχουν περιςςότερεσ από μύα παρϊλληλεσ θϋςεισ εξυπηρϋτηςησ (π.χ. ταμεύα 

ςτην τρϊπεζα, διϊδρομοι διοδύων, ταμεύα ςε υπεραγορϋσ κλπ.). την περύπτωςη 

αυτό ο πελϊτησ εξυπηρετεύται από την πρώτη διαθϋςιμη θϋςη εξυπηρϋτηςησ. 
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Επύςησ, ϊλλεσ φορϋσ για την πλόρη εξυπηρϋτηςη του πελϊτη απαιτεύται η 

διαδοχικό προςϋλευςό του ςε περιςςότερεσ από μύα θϋςεισ εξυπηρϋτηςησ, 

δηλαδό εξυπηρετεύται ςε διαδοχικϋσ φϊςεισ (π.χ. η διεκπεραύωςη κϊποιασ 

εργαςύασ που απαιτεύ εγκρύςεισ ςε πολλϊ ςτϊδια). 

 

Λειτουργύα  τησ  Ουρϊσ  Αναμονόσ: Η ουρϊ ςχηματύζεται από «πελϊτεσ» που 

αναμϋνουν τη ςειρϊ τουσ να εξυπηρετηθούν. Ο τρόποσ με τον οπούο επιλϋγεται 

ϋνασ πελϊτησ που αναμϋνει ςτην ουρϊ για να εξυπηρετηθεύ εύναι ϋνα από τα 

κύρια χαρακτηριςτικϊ των ςυςτημϊτων ουρών αναμονόσ και ονομϊζεται 

πειθαρχεύα. Οι μϋθοδοι που εφαρμόζονται εύναι κυρύωσ οι εξόσ: 

 FIFO (First In – First Out): Οι  πελϊτεσ  εξυπηρετούνται  με  βϊςη τη  

ςειρϊ  προςϋλευςησ. 

 LIFO (Last In- First Out): Οι  πελϊτεσ  εξυπηρετούνται  αντύςτροφα  με  

την  ςειρϊ  προςϋλευςησ. 

 Συχαύα  επιλογό: Οι  πελϊτεσ  επιλϋγονται  τυχαύα  από  τουσ  

αναμϋνοντεσ  ςτην  ουρϊ. 

 Προτεραιότητεσ: Οι πελϊτεσ  χωρύζονται  ςε  κατηγορύεσ-κλϊςεισ με 

διαφορετικϋσ  προτεραιότητεσ.Επιλϋγονται  πρώτα  οι  πελϊτεσ  με  την  

υψηλό  προτεραιότητα.Μεταξύ  πελατών  με  την  ύδια  κλϊςη  

προτεραιότητασ  επιλϋγεται  αυτόσ  που  αναμϋνει  τον  περιςςότερο  

χρόνο(π.χ. ϊτομα  με  ειδικϋσ  ανϊγκεσ,ηλικιωμϋνοι κτλ εξυπηρετούνται  

πρώτα). 

Ϊνα  ακόμη  ενδιαφϋρον  ςτοιχεύο  που  αφορϊ  την  ουρϊ  αναμονόσ  εύναι  η  

χωρητικότητϊ τησ. Η  χωρητικότητα  τησ  ουρϊσ  αναμονόσ  μπορεύ  να  εύναι  

ϊπειρη  (πρακτικϊ  όποιοσ  προςϋρχεται  μπορεύ  να  μεύνει) ό  

πεπεραςμϋνη(όταν  κϊποιοσ  προςϋρχεται  αφού  ϋχουν  καταληφθεύ  όλεσ  οι  

θϋςεισ αναμονόσ,δεν  μπορεύ  να  ειςϋλθει  ςτο  ςύςτημα). 

Επιπλϋον  η  ςυμπεριφορϊ  ςτην  αναμονό  των  πελατών,όταν μιλϊμε  για  

ανθρώπουσ,παρουςιϊζει  ενδιαφϋρον  και  παύζει  ςημαντικό  ρόλο  ςτην  

ανϊλυςη  τησ  ουρϊσ  αναμονόσ.Οι  «ανθρώπινοι»  πελϊτεσ  μπορεύ  να  

μεταπηδόςουν  από  μια  ουρϊ  ςε μια  ϊλλη,θεωρώντασ  ότι  ϋτςι  θα  μειώςουν  

τον  χρόνο  αναμονόσ  τουσ.Μπορεύ  επύςησ  να  αρνηθούν  να μπουν  ςε  μια  

ουρϊ  αναμονόσ ,αντιλαμβανόμενοι  ότι  ύςωσ  υπϊρχει  μεγϊλη  καθυςτϋρηςη, ό  

ακόμη  μπορεύ  να  αποχωρόςουν  αν  αναμϋνουν  για  πολλό  ώρα  ςε μια  ουρϊ. 

 

 υμβολιςμόσ  Μοντϋλων: Ανϊλογα με τα χαρακτηριςτικϊ λειτουργύασ ενόσ 
ςυςτόματοσ ουρϊσ αναμονόσ χρηςιμοποιεύται και ϋνα διαφορετικό μοντϋλο για 
την ανϊλυςό του.  
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Για τη διϊκριςη των μοντϋλων ο D. G. Kendall πρότεινε ϋναν εύχρηςτο 

ςυμβολιςμό με πϋντε ςύμβολα που ϋχει τη γενικό μορφό «A/B/s/k/N», όπου τα 

ςύμβολα παριςτϊνουν  τα  εξόσ: 

 Α:θϋςη για το ςύμβολο τησ κατανομόσ ειςόδου πελατών. Πιθανό ςύμβολο 
για τη θϋςη Α εύναι το Μ, που παριςτϊνει τη διαδικαςύα Poisson. Ωλλα 
ςύμβολα εύναι το G που ςημαύνει γενικό ό οποιαδόποτε κατανομό 
(General), και το D που ςημαύνει προςδιοριςτικό διαδικαςύα ειςόδου, 
δηλαδό με γνωςτό και ςταθερό ρυθμό (Deterministic).  

 Β: θϋςη για το ςύμβολο τησ κατανομόσ του χρόνου εξυπηρϋτηςησ. 
Φρηςιμοποιούνται τα ύδια ςύμβολα με την περύπτωςη A.  

 s :  θϋςη  για  το  πλόθοσ  των  παρϊλληλων  θϋςεων  εξυπηρϋτηςησ. 
 k : θϋςη  για  την  χωρητικότητα  του  ςυςτόματοσ  εξυπηρϋτηςησ,όταν  οι  

θϋςεισ  ςτην  ουρϊ  αναμονόσ εύναι  περιοριςμϋνεσ. Σο  k εύναι  το  πλόθοσ  
των  θϋςεων  αναμονόσ  μαζύ  με  τισ  θϋςεισ  εξυπηρϋτηςησ. 

 N : θϋςη  για  το  πλόθοσ  των  πελατών  ςτην  πηγό,όταν  εύναι  
πεπεραςμϋνο. 
 
Όπου   
M: εκθετικό  κατανομό (exponential distribution-Markovian) 
D: εκφυλιςμϋνη  κατανομό (degenerate  distribution) 
Ek: Erlang  κατανομό (με  παρϊμετρο  k) 
(G: γενικό  κατανομό (general  distribution)) 
 
Για  παρϊδειγμα  το M/M/s  μοντϋλο  υποθϋτει  ότι  ο  χρόνοσ  αφύξεων  
και  ο  χρόνοσ  εξυπηρϋτηςησ  ακολουθούν  και  οι  δυο  εκθετικό  
κατανομό και  ο  αριθμόσ  των  εξυπηρετητών  εύναι  s (όπου  s  
ακϋραιοσ,θετικόσ  αριθμόσ).Σο  M/G/1  μοντϋλο  υποθϋτει  ότι  οι  χρόνοι  
αφύξεων  ακολυθούν  εκθετικό  κατανομό,αλλϊ  δεν  παραθϋτει  
ςυγκεκριμϋνη  κατανομό  για  το  χρόνο  εξυπηρϋτηςησ,ενώ  ο  αριθμόσ  
των  εξυπηρετητών  περιορύζεται  ςτον  1. 

 
 
 

Πριν  γύνει  η  παρϊθεςη  των μοντϋλων, ςημειώνεται ςυνοπτικϊ (θα 
αναλυθούν οι επιμϋρουσ ςχϋςεισ και ιδιότητεσ παρακϊτω) ότι όταν ςτη 
διαδικαςύα  ειςόδου παρατηρεύται ότι ιςχύει η κατανομό Poisson με μϋςο 
ρυθμό αφύξεων ύςο με λ, τότε ο χρόνοσ που μεςολαβεύ ανϊμεςα ςε 
διαδοχικϋσ αφύξεισ ακολουθεύ εκθετικό κατανομό με μϋςη τιμό ύςη με 1/λ. 
Ομούωσ, όταν ο χρόνοσ εξυπηρϋτηςησ ακολουθεύ εκθετικό κατανομό με 
μϋςη τιμό 1/μ, τότε το πλόθοσ των πελατών που εξυπηρετούνται ςε ϋνα 
χρονικό διϊςτημα ακολουθεύ κατανομό Poisson με μϋςη τιμό ύςη με μ. 
Ϊχουμε όδη αναφϋρει κϊποια ςτοιχεύα ςχετικϊ, ωσ επιπλϋον παρϊδειγμα 
όμωσ, ασ υποτεθεύ ότι ςε ϋνα κεντρικό υπολογιςτικό ςύςτημα, η 
διαδικαςύα ειςόδου εργαςιών ακολουθεύ κατανομό Poisson με μϋςη τιμό 
λ=20 εργαςύεσ το λεπτό. Σότε, ο χρόνοσ που μεςολαβεύ ανϊμεςα ςε 
διαδοχικϋσ αφύξεισ ακολουθεύ εκθετικό κατανομό με μϋςη τιμό 1/λ = 
1/20 λεπτϊ δηλαδό 3 δευτερόλεπτα κατϊ μϋςο όρο. Αυτό εύναι πολύ 
λογικό, αφού όταν ςε ϋνα ςύςτημα καταφθϊνουν κατϊ μϋςο όρο 20 
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εργαςύεσ το λεπτό, πρϊγματι μπορεύ κανεύσ να υποθϋςει ότι κατϊ μϋςο 
όρο καταφθϊνει μύα εργαςύα ανϊ 3 δευτερόλεπτα.Προςοχό  όμωσ  αυτό  
δεν  ςημαύνει  ότι  ςτην  πραγματικότητα  θα  καταφθϊνει  μύα  εργαςύα  
κϊθε  3  δευτερόλεπτα  ςταθερϊ,απλώσ  αυτό  εύναι  η  μϋςη  
ςυμπεριφορϊ  τησ  διαδικαςύασ  ειςόδου. 
 

Από την ϊλλη πλευρϊ, ασ υποτεθεύ ότι ςτην εξυπηρϋτηςη του ςυςτόματοσ 
αυτού, όπου ϋχουμε το υπολογιςτικό ςύςτημα (μύα θϋςη εξυπηρϋτηςησ), αυτό 
δύναται να διεκπεραιώςει, κατϊ μϋςο όρο μύα εργαςύα ςε 2 δευτερόλεπτα, 
ακολουθώντασ εκθετικό κατανομό για το χρόνο εξυπηρϋτηςησ. Σότε εύναι 
1/μ=1/30 λεπτϊ (=2 δευτερόλεπτα) και το πλόθοσ των εργαςιών που 
εξυπηρετούνται ανϊ λεπτό ακολουθεύ την κατανομό Poisson, με μϋςη τιμό μ=30 
εργαςύεσ ανϊ το λεπτό.  
 

 Επύςησ, εύναι ςημαντικό να αναφερθούμε ςτην ϋννοια τησ κατάςταςησ 
ιςορροπίασ (steady state). Ϊνα ςύςτημα βρύςκεται ςε κατϊςταςη ιςορροπύασ, 
όταν η ςυμπεριφορϊ του δεν εξαρτϊται από τισ αρχικϋσ ςυνθόκεσ που υπϊρχουν 
κατϊ την ϋναρξη τησ λειτουργύασ του. Δηλαδό, ϋνα ςύςτημα εξυπηρϋτηςησ 
φτϊνει ςε κατϊςταςη ιςορροπύασ, όταν παρϋλθει ϋνα εύλογο χρονικό διϊςτημα 
από την αρχικό του κατϊςταςη, ςτη διϊρκειϊ του οπούου εξαλεύφεται η 
επύδραςη των ςυνθηκών εκκύνηςησ. Η περύοδοσ που απαιτεύται, ώςτε το 
ςύςτημα να μην εξαρτϊται από τισ αρχικϋσ ςυνθόκεσ εκκύνηςησ και να ςυγκλύνει 
ςε κατϊςταςη ιςορροπύασ, ονομϊζεται παροδικό περύοδοσ (transient period, 
warm up period). Σα μοντϋλα που αναφϋρονται παρακϊτω και οι τύποι που 
χρηςιμοποιούνται θεωρούν ότι το ςύςτημα βρύςκεται ςε κατϊςταςη 
ιςορροπύασ. 
 

Η  Βαςικό  Διαδικαςύα  Ουρϊσ  Αναμονόσ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                             ΤΣΗΜΑ  ΟΤΡΑ  ΑΝΑΜΟΝΗ 

Πηγή 

Πελατών 

πελάτεσ 

Ουρά 

 

 

 

Μηχανιςμόσ  

Εξυπηρζτηςησ 

Πελάτεσ  που 

εξυπηρετήθη

-καν 
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 ΒΑΙΚΗ  ΟΡΟΛΟΓΙΑ: 

 

 Κατϊςταςη  του  ςυςτόματοσ: ο  αριθμόσ  των  πελατών  ςτο  ςύςτημα 

 Μϋγεθοσ  ουρϊσ: ο αριθμόσ  των  πελατών  που  αναμϋνει  ςτην  ουρϊ  να  

ξεκινόςει  η διαδικαςύα  εξυπηρϋτηςησ/η  κατϊςταςτη  του  ςυςτόματοσ  

με  τον  ελϊχιςτο  αριθμό   πελατών  ςτην  ουρϊ που  αναμϋνει 

 N(t): ο αριθμόσ των πελατών ςτο ςύςτημα τη χρον.ςτιγμό t(t≥0) 

 𝑝𝑛  (t):η πιθανότητα να υπϊρχουν ακριβώσ n πελϊτεσ ςτο ςύςτημα τη 

χρον.ςτιγμό t, δεδομϋνου του πλόθουσ τη ςτιγμό 0 

 L : ο μϋςοσ αριθμόσ πελατών ςτο ςύςτημα    =  𝑛𝑝𝑛
∞
𝑛=0  

 λ n :  μϋςοσ ρυθμόσ  αφύξεων  καινούργιων πελατών όταν n πελϊτεσ 

βρύςκονται ςτο ςύςτημα.(λ αν το λ n εύναι ςταθερό για κϊθε n) 

 μ n : μϋςοσ ρυθμόσ εξυπηρϋτηςησ όταν n πελϊτεσ βρύςκονται ςτο 

ςύςτημα(όταν ο ρυθμόσ εξυπηρϋτηςησ ανϊ απαςχολούμενο εξυπηρετητό 

εύναι ςταθερόσ για κϊθε n≥1 τότε ςυμβολύζεται με μ  και τότε μ n = sμ 

όταν το n≥s,δηλ. όλοι οι εξυπηρετητϋσ εύναι απαςχολημϋνοι) 

Σημείωςη: ο μ n αποτελεύ τον ςυνδυαςμϋνο-από κοινού ρυθμό εξυπηρϋτηςησ 

με τον οπούο όλοι οι απαςχολημϋνοι εξυπηρετητϋσ αποπερατώνουν την 

δουλειϊ τουσ. 

 

Τπό αυτϋσ τισ προώποθϋςεισ 1/λ εύναι ο μϋςοσ χρόνοσ αφύξεων και 1/μ εύναι 

ο μϋςοσ χρόνοσ εξυπηρϋτηςησ.Επύςησ ορύζουμε την χρηςιμοποίηςη τησ 

γραμμήσ ή την ένταςη τησ κίνηςησ  ωσ ρ=λ/(sμ),δηλ. το αναμενόμενο 

μϋροσ του χρόνου κατϊ το οπούο ο κϊθε εξυπηρετητόσ εύναι απαςχολημϋνοσ. 

Αναγκαία  προώπόθεςη για να είναι ένα ςύςτημα ουράσ αναμονήσ 

ευςταθέσ είναι  : ρ ≤ 1. τισ περιςςότερεσ περιπτώςεισ  η ςυνθόκη αυτό 

εύναι και επαρκόσ (η επαρκόσ ςυνθόκη για την ακρύβεια εύναι ρ < 1).Παρ’όλα 

αυτϊ ςε περιπτώςεισ  αρκετϊ ςύνθετων ςυςτημϊτων ουρών αναμονόσ η 

ςυνθόκη αυτό μπορεύ να μην εύναι επαρκόσ. 

 

 

 L q : μϋςο μόκοσ ουρϊσ(εκτόσ δηλ.των πελατών που εξυπηρετούνται) 

=    𝑛 − s ∞
𝑛=𝑠 𝑝𝑛   

 S  = χρόνοσ αναμονόσ ςτο ςύςτημα για κϊθε 

πελϊτη(ςυμπεριλαμβανομϋνου και του χρόνου εξυπηρϋτηςησ) 

 T= μϋςοσ χρόνοσ αναμονόσ ςτο ςύςτημα [ Σ = Ε {S} ] 
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 W n =χρόνοσ αναμονόσ ςτην ουρϊ του κϊθε πελϊτη 

 W= μϋςοσ χρόνοσ αναμονόσ ςτην ουρϊ  

 

χϋςεισ  μεταξύ L , T ,L q ,W : 

 

Τποθϋτοντασ  ότι  το λ n  εύναι  ςταθερό λ  για  κϊθε  n πελϊτη , ιςχύει  η ςχϋςη 

για  ϋνα  ςύςτημα  ουρϊσ  αναμονόσ  που  βρύςκεται  ςε κατϊςταςη  ιςορροπύασ 

ότι 

L = λT  ( η  οπούα  αναφϋρεται και  ωσ  φόρμουλα  του  Little-Little’s  formula  

διότι ο John D.C. Little  την  απϋδειξε με  ακρύβεια  πρώτοσ) 

Κατ’επϋκταςη  ιςχύει  και   L q = λW  

Αν  το  λn  δεν  εύναι  το  ύδιο  για  κϊθε n , τότε  το λ  αντικαθύςταται  από  το   λ  

όπου  αποτελεύ  το  μϋςο  ρυθμό   αφύξεων 

τη  ςυνϋχεια  υποθϋτοντασ  ότι ο  μϋςοσ  χρόνοσ  εξυπηρϋτηςησ  εύναι  ςταθερόσ  

και  ύςοσ με  1/μ  για  κϊθε  n≥1 , ϋχουμε  τη  ςχϋςη 𝑇 = 𝑊 + 1/휇 

Να ςημειωθεύ εδώ ότι ςτην περύπτωςη που ςε κϊποια χρονικό ςτιγμό ,κϊποιοι 

πελϊτεσ δεν μπορούν να μπουν  ςτο ςύςτημα διότι αυτό εύναι πλόρεσ,τότε 

χρηςιμοποιούμε την παρϊμετρο λeff  ωσ ρυθμό αφύξεων ,ο οπούοσ ιςούται με τον 

ρυθμό  αφύξεων λ όταν όλοι οι πελϊτεσ που φθϊνουν μπορούν να ειςϋλθουν ςτο 

ςύςτημα.Διαφορετικϊ,ςτην περύπτωςη δηλ.που το ςύςτημα εύναι πλόρεσ(π.χ. 

ϋνασ χώροσ ςτϊθμευςησ), λeff < λ.Υυςικϊ ςτουσ προηγούμενουσ τύπουσ δεν 

μεταβϊλλεται κϊτι,απλϊ αντικαθιςτούμε το λ με το λeff. 

Επιπλϋον αντικαθιςτώντασ ςτον  παραπϊνω τύπο με τουσ  επιμϋρουσ χρόνουσ 

τον τύπο του Little ,προκύπτει και οι ακόλουθοσ για τα αντύςτοιχα μόκη.: 

L  =  Lq  + λ/μ 

Ακόμη μύα ςχϋςη μασ δύνει και το μϋςο πλόθοσ των απαςχολημϋνων 

εξυπηρετητών ςτο ςύςτημα,με τη λογικό ότι αυτό πρϋπει να ιςούται με τη 

διαφορϊ του μϋςου πλόθουσ πελατών ςτο ςύςτημα μεύον το μϋςο πλόθοσ 

πελατών ςτην ουρϊ.Δηλ. : 

𝑠  = L – Lq = λ / μ 

Οι  παραπϊνω  εξιςώςεισ  εύναι  πολύ  ςημαντικϋσ  καθ’ότι  παρϋχουν  τη  

δυνατότητα  ςτα  τϋςςερα  βαςικϊ  μεγϋθη  L , T , L q ,W  να  ορύζονται  ϊμεςα  

εφ’όςον  ϋνα  από  αυτϊ  βρεθεύ  αναλυτικϊ. Σο  γεγονόσ  αυτό  μασ  δύνει  μεγϊλη  

διευκόλυνςη  διότι  πολλϋσ  φορϋσ  κϊποια  από  τα  παραπϊνω  μεγϋθη  εύναι  
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πιο  εύκολο  να  βρεθούν  από  τα  ϊλλα ςε  περιπτώςεισ  λύςεων  προβλημϊτων  

ουρών  αναμονόσ. 

 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ  

ε τοπικό,πνευματικό κϋντρο  υπϊρχει ειδικόσ χώροσ για ςτϊθμευςη για τουσ 

επιςκϋπτεσ του κϋντρου.Ο χώροσ αυτόσ περιλαμβϊνει μόνο πϋντε θϋςεισ 

ςτϊθμευςησ.Σα αμϊξια που χρηςιμοποιούν το χώρο αυτό φθϊνουν ςύμφωνα με 

Poisson κατανομό ,με ρυθμό ϋξι αμϊξια ανϊ ώρα.Ο επιτρεπόμενοσ χρόνοσ 

ςτϊθμευςησ ακολουθεύ την Εκθετικό κατανομό με μϋςη τιμό 30 λεπτϊ.Οι 

επιςκϋπτεσ που δεν μπορούν να βρουν ϊδεια θϋςη με το που φθϊνουν ςτο χώρο, 

μπορούν να περιμϋνουν προςωρινϊ μϋςα ς’αυτόν μϋχρι κϊποιο αμϊξι να φύγει.Ο 

προςωρινόσ χώροσ αναμονόσ μπορεύ να χωρϋςει μόνο τρύα αμϊξια.Όλα τα 

υπόλοιπα αμϊξια που δεν μπορούν να ςταθμεύςουν και δεν μπορούν να βρουν 

θϋςη  ούτε ςτο χώρο αναμονόσ αναγκαςτικϊ πρϋπει να αποχωρόςουν.                 

Θϋλουμε να προςδιορύςουμε τα εξόσ : 

 Σην πιθανότητα   𝑝𝑛   να υπϊρχουν n αμϊξια ςτο ςύςτημα. 

 Σο ρυθμό   λeff   με τον οπούο τα αμϊξια φθϊνουν ςτο χώρο ςτϊθμευςησ. 

 Σο μϋςο πλόθοσ αμαξιών ςτο χώρο. 

 Σο μϋςο χρόνο που ϋνα αμϊξι περιμϋνει ,ςτο χώρο ,για μια θϋςη 

ςτϊθμευςησ. 

 Σϋλοσ,το μϋςο πλόθοσ των κατειλημμϋνων θϋςεων ςτϊθμευςησ. 

 

ημειώνουμε αρχικϊ ότι μύα θϋςη ςταθμεύςεωσ λειτουργεύ ςαν 

εξυπηρετητόσ,ϋτςι ώςτε το ςύςτημα να διαθϋτει ςυνολικϊ 5 (παρϊλληλα 

τοποθετημϋνουσ) εξυπηρετητϋσ.Επύςησ ,η μϋγιςτη χωρητικότητα του 

ςυςτόματοσ εύναι 5 + 3 = 8 αμϊξια. 

Ϊχουμε λοιπόν :  

λn = 6 αμϊξια/ώρα , n = 0 , 1 , 2 , ... , 8 

 

μn =  

𝑛  
60

30
 = 2𝑛

𝛼휇ά휉휄𝛼

ώ휌𝛼
, 𝑛 = 1,2,… ,5

5  
60

30
 = 10

𝛼휇ά휉휄𝛼

ώ휌𝛼
,𝑛 = 6,7,8

  

  

ϋτςι ϋχουμε :  
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𝑝𝑛  = 
(

6

2
)𝑛

𝑛 !
𝑝0    , n=1,2,…,5                        και                    𝑝𝑛  = 

(
6

2
)𝑛

5!5𝑛−5 𝑝0     ,  n=6,7,8 

 

τη  ςυνϋχεια υπολογύζουμε την 𝑝0 :  

𝑝0 +  𝑝1  + … + 𝑝8 = 1  => 

𝑝0 + 𝑝0( 
3

1!
  +  

32

2!
 + 

33

3!
 + 

34

4!
 + 

35

5!
 + 

36

5!51
 + 

37

5!52
 + 

38

5!53
 ) = 1  => 

𝑝0 = 0.04812 

Από την τιμό του 𝑝0 υπολογύζουμε και τισ υπόλοιπεσ : 

𝑝1 = 0.14436     ,     𝑝2 = 0.21654     ,    𝑝3 = 0.21654    ,   𝑝4 = 0.16240 

𝑝5 = 0.09744     ,     𝑝6 = 0.05847     ,    𝑝7 = 0.03508   ,    𝑝8 = 0.02105 

 

Για τον υπολογιςμό του   λeff   ςκεφτόμαςτε ότι ϋνα αμϊξι που φθϊνει ςτο χώρο 

μπορεύ εύτε να ειςϋλθει ςε αυτόν ό να πϊει κϊπου αλλού  με ρυθμούσ  λeff  ό  λlost 

αντύςτοιχα.Ωρα  λ = λeff  +  λlost .Ϊνα αμϊξι δεν θα μπορεύ να ειςϋλθει ςτο χώρο 

ςτϊθμευςησ αν υπϊρχουν όδη 8 αμϊξια ςε αυτόν.Αυτό ςημαύνει ότι η αναλογύα 

των αμαξιών που δεν θα μπορούν να ειςϋλθουν ςτο χώρο θα ιςούται με την τιμό 

𝑝8 . Ϊτςι ϋχουμε : 

휆𝑙𝑜𝑠𝑡  = 𝑝8 λ = 6 × 0.02105 = 0.1263 αμϊξια/ώρα       και 

휆𝑒𝑓𝑓  = λ  − 휆𝑙𝑜𝑠𝑡  = 5.8737 αμϊξια/ώρα 

 

 

 

 

 

 

Ο μϋςοσ αριθμόσ αμαξιών ςτο χώρο  ςτϊθμευςησ γενικϊ,δηλ. Σων αμαξιών που 

περιμϋνουν και αυτών που εύναι όδη ςταθμευμϋνα , ιςούται με το L – το μϋςο 

πλόθοσ «πελατών» ςτο ςύςτημα.Ωρα ϋχουμε : 

휆𝑒𝑓𝑓  φςτημα λ 
Πηγή 

휆𝑙𝑜𝑠𝑡  
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L = 0𝑝0 + 1𝑝1 + … +8𝑝8 = 3.1286 αμϊξια 

 

Ϊνα αμϊξι που περιμϋνει ςτη προςωρινό θϋςη ,αποτελεύ ουςιαςτικϊ ϋνα αμϊξι 

που περιμϋνει ςτην ουρϊ.Ϊτςι ο χρόνοσ αναμονόσ του εύναι      W = Σ – 1/μ, 

όμωσ  ο  μϋοςσ χρόνοσ αναμονόσ ςτο ςύςτημα,ςύμφωνα με τον τύπο του Little, 

ιςούται με   Σ = L / 휆𝑒𝑓𝑓  = 3.1286 / 5.8737 = 0.53265 ώρα 

ϊρα   W = 0.53265 – ½ = 0.03265 ώρα. 

Επύςησ  ο μϋςοσ αριθμόσ των απαςχολούμενων θϋςεων ςτϊθμευςησ εύναι 

ουςιαςτικϊ ο μϋςοσ αριθμόσ απαςχολούμενων εξυπηρετητών ςτο ςύςτημα,ϊρα : 

s  = L – Lq = 휆𝑒𝑓𝑓  / μ = 5.8737 / 2 = 2.9368 θϋςεισ. 
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Ο  ρόλοσ  τησ  Εκθετικόσ  κατανομόσ 

 
Εν  γϋνει  τα  χαρακτηριςτικϊ  των  ςυςτημϊτων  ουρών  αναμονόσ  

καθορύζονται  ςε  μεγϊλο  βαθμό  από  τισ  κατανομϋσ  πιθανότητασ  που  

ακολουθούν  οι  χρόνοι  αφύξεων  και  οι  χρόνοι  εξυπηρϋτηςησ.την  

πραγματικότητα  αυτϋσ  οι  κατανομϋσ  μπορούν  να  πϊρουν  οποιαδόποτε  

μορφό, καθ’ότι  αντιλαμβανόμαςτε  ότι  οι  αφύξεισ  των  πελατών γύνονται με  

τυχαύο  ρυθμό.Παρ’όλα  αυτϊ, για  την μοντελοπούηςη  αυτών  των  ςυςτημϊτων  

αναμονόσ,πρϋπει  να  καθορύζουμε  ςυγκεκριμϋνα  το  εύδοσ  κϊθε  μιασ  από  τισ  

παραπϊνω  κατανομϋσ.Για  να  εύναι  ςωςτό  βϋβαια  μια  παραδοχό  κατϊ  τη  

διϊρκεια  τησ  μοντελοπούηςησ  και  τησ  ανϊλυςησ  θα  πρϋπει να  εύναι  επαρκώσ  

ρεαλιςτικό  ούτωσ  ώςτε  το  μοντϋλο  να  παρϋχει  λογικϋσ  προβλϋψεισ ενώ  

ταυτοχρόνωσ  θα  πρϋπει  να  εύναι  ικανοποιητικϊ  απλό για  να  εύναι  και  

μαθηματικϊ ςυμβατό. 

Λαμβϊνοντασ  υπ’όψιν  τα  παραπϊνω  οι  χρόνοι  αφύξεων  και  εξυπηρϋτηςησ  

ςτα  μοντϋλα  ςυςτημϊτων  αναμονόσ  περιγρϊφονται  από  την  Εκθετικό  

Κατανομό. 

Τποθϋτοντασ  ότι  η τυχαύα  μεταβλητό  Σ  αντιπροςωπεύει  εύτε  το χρόνο  

ϊφιξησ  εύτε  το  χρόνο  εξυπηρϋτηςησ, τότε  θεωρώντασ  ότι  ακολουθεύ  

Εκθετικό  κατανομό με  παρϊμετρο α ιςχύει : 

            f Σ(t)=𝑎𝑒−𝑎𝑡 , 𝑡 ≥ 0 

με  Ε{Σ}=1/𝛼   (μϋςη  τιμό) 

και  var {T} = 1/𝛼2  (διαςπορϊ) 

και  με   ςυνϊρτηςη  πυκνότητασ  πιθανότητασ 

P {T ≤ t} =1 − 𝑒−𝑎𝑡  ,   t≥0 

P {T ≥ t} = 𝑒−𝑎𝑡   ,   t≥0 

 

Για  να  ανιχνεύςουμε όμωσ  τουσ  πιθανούσ  κινδύνουσ  τησ  παραδοχόσ για  την  

εκθετικό  κατανομό  ςτα  μοντϋλα  ουρών  αναμονόσ  εξετϊζουμε  τισ  ιδιότητεσ  

τησ  Εκθετικόσ  κατανομόσ. 

1. Έλλειψη  μνόμησ  εκθετικόσ  κατανομόσ : 

 Δεδομϋνου ότι  το t (χρόνοσ) ακολουθεύ  εκθ.καταν. η οπούα  ορύζεται από 

την f(t),αν S  εύναι το  μεςοδιϊςτημα από  το  τελευταύο  γεγονόσ ,τότε  η  
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ϋλλειψη  μνόμησ  περιγρϊφεται μαθηματικϊ ωσ :      P { t > T + S|t> S } = P { 

t > T } 

Προσ  απόδειξη  αυτού :  

P { t > T + S| t> S } = 
P   t > 𝑇 + 𝑆 t> 𝑆  

 P t>𝑆  
=
𝑃 𝑡>𝑇+𝑆 

𝑃 𝑡>𝑆 
 

                                 

                                =
𝑒−휆(𝑇+𝑆)

𝑒−휆𝑆
 = 𝑒−휆𝑇  

                                  =P { t > T } 

            (Για  παρϊδειγμα ο  χρόνοσ διαδοχικών αφύξεων λεωφορεύων ςε μια 

ςτϊςη, εφόςον αυτόσ  ακολουθεύ την εκθετικό κατανομό, η πιθανότητα να  

περιμϋνουμε ακόμα 10 λεπτϊ τησ ώρασ δεδομϋνου ότι ϋχουν περϊςει όδη 30 

λεπτϊ και δεν ϋχει περϊςει το επόμενο λεωφορεύο (δεςμευμϋνη πιθανότητα), 

εύναι ακριβώσ ύςη με την πιθανότητα να περϊςουν ακριβώσ 10 λεπτϊ τησ ώρασ 

μϋχρι το επόμενο λεωφορεύο γιατύ μόλισ τώρα χϊςαμε το προηγούμενο 

λεωφορεύο. Δηλαδό η κατανομό δεν ϋχει μνόμη των προηγούμενων αφύξεων!) 

             την περύπτωςη του χρόνου αφύξεων ςε μια ουρϊ,το φαινόμενο αυτό 

αναπαριςτϊ  το  ςύνηθεσ γεγονόσ όπου ο χρόνοσ μϋχρι την επόμενη ϊφιξη εύναι 

ανεξϊρτητοσ από τη χρονικό ςτιγμό που ϋγινε η τελευταύα ϊφιξη ςε αυτόν.Γιανα 

γύνει πιο ςαφϋσ , ϋςτω ότι τα χρονικϊ ενδοδιαςτόματα μεταξύ αφύφεων ςε μια 

ουρϊ ακολουθούν Εκθετικό κατανομό με λ=6.Η ιδιότητα τησ ϋλλειψηε μνόμησ 

μασ λϋει ότι αςχϋτωσ πόςοσ χρόνοσ ϋχει περϊςει από την τελευταύα ϊφιξη ςτο 

ςύςτημα, η κατανομό πιθανότητασ του χρόνου που απομϋνει μϋχρι την επόμενη 

ϊφιξη ϋχει ςυνϊρτηςη πιθανότητασ  6𝑒−6𝑡  .Αυτό ςημαύνει ότι για να 

προβλϋψουμε τισ μελλοντικϋσ αφύξεισ , δεν χρειϊζεται να λαμβϊνουμε υπ’όψιν 

μασ  το χρόνο που ϋχει περϊςει από την τελευταύα ϊφιξη.Αυτό η παρατόρηςη 

απλοποιεύ ςημαντικϊ την ανϊλυςη του ςυςτόματοσ ουρϊσ. 

            Για την περύπτωςη του χρόνου εξυπηρϋτηςησ ,αν οι ενϋργειεσ που 

απαιτούνται από τουσ εξυπηρετητϋσ διαφϋρουν ανϊλογα με τον πελϊτη ,τότε αν 

αρκετόσ χρόνοσ εξυπηρϋτηςησ ϋχει όδη παρϋρθει για κϊποιο πελϊτη, το μόνο 

που μπορεύ να ςυμβεύ εύναι αυτόσ ο πελϊτησ να απαιτόςει πιο εκτενό 

εξυπηρϋτηςη. 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ (Forgetfulness Property) :  

 Μύα μηχανό εξυπηρϋτηςησ πϊντα ϋχει ϋτοιμη ϊλλη μηχανό για ϊμεςη 

αντικατϊςταςη ςε περύπτωςη βλϊβησ.Ο χρόνοσ για να πϊθει βλϊβη η μηχανό (ό 

τησ εφεδρικόσ τησ) ακολουθεύ Εκθετικό κατανομό και προκύπτει κϊθε 40 

λεπτϊ,κατϊ μϋςο όρο.Ο χειριςτόσ τησ μηχανόσ ιςχυρύζεται ότι η μηχανό παθαύνει 

βλϊβη κϊθε βρϊδυ ςτισ 8.30.Ασ αναλύςουμε τον ιςχυριςμό του χειριςτό. 
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Ο μϋςοσ ρυθμόσ αποτυχύασ-βλϊβησ τησ μηχανόσ  εύναι λ=60/40=1.5 βλϊβη ανϊ 

ώρα.Ωρα η η Εκθετικό κατανομό του χρόνου βλϊβησ εύναι :  f(t)=1.5𝑒−1.5𝑡(t>0) 

Όςον αφορϊ τον ιςχυριςμό του χειριςτό,δεν μπορεύ να εύναι ςωςτόσ διότι 

ϋρχεται ςε ςύγκρουςη με το γεγονόσ ότι ο χρόνοσ μεταξύ των διαδοχικών 

βλαβών ακολουθεύ Εκθετικό κατανομό,δηλ.  τυχαύοσ.Η πιθανότητα μύα βλϊβη να 

κτυπϊ ςτισ 8.30 το βρϊδυ δεν μπορεύ να χρηςιμοποιηθεύ για να ςτηρύξει ό να 

αντικρούςει τον ιςχυριςμό του χειριςτό γιατύ η τιμό μιασ τϋτοιασ πιθανότητασ 

εξαρτϊται από την ώρα κατϊ τη διϊρκεια τησ μϋρασ(8.30 PM).Για παρϊδειγμα αν 

εύναι 8.20 το βρϊδυ η πιθανότητα ο χειριςτόσ να ϋχει δύκιο εύναι                                                              

P{ t < 10/60}= 1 −𝑒−1.5(
10

60
)=0.22 , η οπούα εύναι μικρό δηλ. Αν εύναι 7.00 PM η 

πιθανότητα να πϊθει βλϊβη η μηχανό ςτισ 8.30 αυξϊνεται περύπου κατϊ 

0.9.Αυτϋσ οι ακραύεσ τιμϋσ δεύχνουν ότι ο ιςχυριςμόσ του χειριςτό δεν μπορεύ να 

αναλυθεύ από υπολογιςμούσ πιθανοτότων και ϊρα θα πρϋπει να αρνηθούμε τον 

ιςχυριςμό και να βαςιςτούμε ςτα χαρακτηριςτικϊ τησ Εκθετικόσ κατανομόσ. 

 

2. Η  fT(t)  εύναι  γνηςύωσ  φθύνουςα  ςυνϊρτηςη  του t. 

Μύα  ςυνϋπεια  αυτόσ  τησ  ιδιότητασ  εύναι : P{ 0 ≤ T ≤ S } > P{ t ≤ T ≤ t + S} 

 

 

         Όπωσ εύναι φανερό και από την παραπϊνω γραφικό παρϊςταςη,ςτο 

χρόνο T εύναι πολύ πιθανό να  αντιςτοιχεύ τιμό πολύ κοντϊ ςτο 0.( π.χ. P{ 

0 ≤ T ≤ 
1

2𝛼
 }=0.393  ενώ  P { 

1

2𝛼
 ≤ Σ ≤ 

3

2𝑎
 }= 0.383 ) 

 ύμφωνα με την  παρατόρηςη αυτό  διαπιςτώνουμε τα εξόσ : 
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          Αν το Σ  αναπαριςτϊ  τον  χρόνο  εξυπηρϋτηςησ,το ερώτημα αν η 

παραπϊνω  ιδιότητα  εύναι  κατϊλληλη  για ϋνα  μοντϋλο ουρϊσ αναμονόσ  

εξαρτϊται  από  τη φύςη  τησ  εξυπηρϋτηςησ  που παρϋχεται. 

Δηλαδό, αν το εύδοσ τησ  εξυπηρϋτηςησ που απαιτεύται εύναι το  ύδιο  για  

κϊθε  πελϊτη , δηλ.ο εξυπηρετητόσ εκτελεύ τιν ύδια ακολουθύα ενεργειών 

κϊθε φορϊ, τότε οι ρεαλιςτικού χρόνοι εξυπηρϋτηςησ τεύνουν να εύναι 

κοντϊ ςτο μϋςο χρόνο εξυπηρϋτηςησ που αναμϋνεται.Ϊνασ πολύσ  μικρόσ 

χρόνοσ , μακρυϊ αρκετϊ από τον μϋςο ςχεδόν αποκλεύεται, διότι όπωσ 

εύναι λογικό πϊντα απαιτεύται ϋνα ελϊχιςτο χρονικό διϊςτημα για να 

αποπερατωθεύ η διαδικαςύα τησ εξυπηρϋτηςησ.Ωρα εύναι φανερό ότι η 

εκθετικό κατανομό δεν εύναι κατϊλληλη για αυτού του εύδουσ την 

περύπτωςη. 

           Αν  για κϊθε πελϊτη οι ενϋργειεσ που απαιτούνται από τον 

εξυπηρετητό διαφϋρουν ωσ προσ το εύδοσ και την ποςότητα,η Εκθετικό 

κατανομό φαύνεται να εύναι αρκούντωσ εφαρμόςιμη.Ϊνα τϋτοιο 

παρϊδειγμα εύναι η περύπτωςη του χώρου των Επειγόντων του 

νοςοκομεύου που αναφϋρθηκε παραπϊνω.Εκεύ οι γιατρού αντιμετωπύζουν 

μύα ποικιλλύα ιατρικών περιςτατικών και ςτισ περιςςότερεσ περιπτώςεισ 

μπορούμε να υποθϋςουμε ότι παρϋχουν ςχετικϊ γρόγορα μύα θεραπεύα 

για το κϊθε πρόβλημα.Μπορεύ όμωσ κϊποιοσ αςθενόσ να απαιτεύ πιο 

εκτενό ιατρικό φροντύδα. 

 

           την περύπτωςη τώρα που το Σ αναπαριςτϊ το χρόνο ϊφιξησ,η 

ιδιότητα που εξετϊζουμε προβλϋπει τισ περιπτώςεισ εκεύνεσ όπου πιθανού 

πελϊτεσ αναβϊλλουν την εύςοδό τουσ ςτην ουρϊ βλϋποντασ ϋναν ϊλλο 

πελϊτη να μπαύνει ςε αυτόν πριν από αυτούσ.Αν τοποθετηθούν λοιπόν οι 

χρόνοι αφύξεων ςε μια χρονικό γραμμό ,θα βλϋπαμε ότι παρουςιϊζουν μύα 

ςυςςώρευςη με κατϊ διαςτόματα μεγϊλα κενϊ να χωρύζουν αυτϊ τα 

χωρύα ςυςςώρευςησ,εξαιτύασ του γεγονότοσ ότι η πιθανότητα για μικρϊ 

ενδοδιαςτόματα  μεταξύ αφύξεων εύναι μεγϊλη ενώ η αντύςτοιχη για 

μεγϊλα ενδοδιαςτόματα μικρό. 

 

 

3. Η ςχϋςη τησ Εκθετικόσ κατανομόσ με την Poisson κατανομό. 

 

Ϊςτω ότι ο χρόνοσ μεταξύ ςυνεχόμενων «εμφανύςεων» ενόσ γεγονότοσ 

ακολουθεύ Εκθετικό κατανομό(με παρϊμετρο α).Σότε η ςχϋςη τησ 

Εκθετικόσ με την Poisson κατανομό μασ οδηγεύ ουςιαςτικϊ ςτην 

πρόταςη που αφορϊ την κατανομό πιθανότητασ του αριθμού των 

εμφανύςεων αυτού του γεγονότοσ ςε ϋνα ςυγκεκριμϋνο χρονικό 

διϊςτημα. 

Ϊςτω ότι ςυμβολύζουμε με  Κ(t) των αριθμό των εμφανύςεων από τη 

χρονικό ςτιμό 0 όπου εμφανύζεται για πρώτη φορϊ το γεγονόσ (π.χ. οι 
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αφύξεισ ό οι ενϋργειεσ εξυπηρϋτηςησ ςε ϋνα ταμεύο όπου ο εξυπηρετητόσ 

εύναι πϊντα απαςχολημϋνοσ).Η μαθηματικό ϋκφραςη τησ παραπϊνω 

πρόταςησ που αναφϋραμε εύναι η    

P { K(t)= n } =
 𝑎𝑡  𝑛  𝑒−𝑎𝑡

𝑛 !
    για n= 0,1,2,..... 

Δηλαδό το Κ(t) ακολουθεύ την Poisson κατανομό με παρϊμετρο αt. 

Για παρϊδειγμα για n=0  η αντύςτοιχη πιθανότητα εύναι   P{K(t)=0}=𝑒−𝑎𝑡    

η οπούα εύναι η πιθανότητα  τησ πρώτησ εμφϊνιςησ του γεγονότοσ που 

προκύπτει από την Εκθετικό κατανομό μετϊ από χρόνο t. 

Η μϋςη τιμό ,ςύμφωνα με την Poisson κατανομό,εύναι ύςη με αt,όπου α 

εύναι ο αριθμόσ  των εμφανύςεων του γεγονότοσ ανϊ μονϊδα χρόνου.Ϊτςι 

το α εύναι ο μϋςοσ ρυθμόσ των εμφανύςεων του γεγονότοσ.Όταν οι 

εμφανύςεισ μετρούνται ςε μύα ςυνεχό , χρονικό βϊςη  τότε η διαδικαςύα 

του μετρόματοσ λϋμε ότι ακολουθεύ Poisson κατανομό με παρϊμετρο α. 

 

Ϊςτω λοιπόν  ότι εξετϊζουμε χρόνουσ αφύξεων ,όπου τα χρονικϊ 

ενδιοδιαςτόματα μεταξύ των αφύξεων ακολουθούν Εκθετικό κατανομό 

με παρϊμετρο λ.Σότε το  Κ(t) εύναι ο αριθμόσ των αφύξεων ςε χρόνο t 

,όπου α=λ και αποτελεύ το μϋςο ρυθμό αφύξεων.Οι αφύξεισ λοιπόν 

ςυμβαύνουν ςύμφωνα με μύα Poisson κατανομό με παρϊμετρο λ.  

 

 

 Αν πϊλι εξετϊζουμε  χρόνουσ εξυπηρϋτηςησ οι οπούοι ακολουθούν 

Εκθετικό κατανομό με παρϊμετρο μ.Σότε η παραπϊνω ιδιότητα μασ 

προςφϋρει πληροφορύεσ για τισ προβλεπόμενεσ ενϋργειεσ εξυπηρϋτηςησ 

ωσ εξόσ : θϋτοντασ Κ(t) το πλόθοσ αυτών των ενεργειών από κϊποιο 

εξυπηρετητό ,που βρύςκεται ςυνεχώσ ςε απαςχόληςη  , ςε χρόνο t με 

μ=α.την περύπτωςη που υπϊρχουν πολλαπλού εξυπηρετητϋσ ,ϋςτω n, 

τότε α=nμ. 

 

4. Η ελϊχιςτη μεταξύ διαφόρων , ανεξϊρτητων ,εκθετικών, τυχαύων 

μεταβλητών  ακολουθεύ  επύςησ  Εκθετικό κατανομό. 

 

Ϊςτω Φ1,Φ2.Φ3,.......,Φn ανεξϊρτητεσ,εκθετικϋσ,τυχαύεσ μετβλητϋσ με 

παραμϋτρουσ α1,α2,....,αn αντύςτοιχα και ϋςτω Μ η ελϊχιςτη των τιμών 

που παύρνουν αυτϋσ οι μεταβλητϋσ. 

Αν οι  Φ1,Φ2.Φ3,.......,Φn  εκφρϊζουν το χρόνο μϋχρι τισ εμφανύςεισ ενόσ 

ςυμβϊντοσ ,τότε το Μ εκφρϊζει το χρόνο μϋχρι να γύνει η πρώτη 

εμφϊνιςη. 

Για κϊθε t≥0  ϋχουμε : 

P { M > t } = P { X1 > t, X2 > t, ……, Xn >t } 

                    =P{  X1 > t } P{ X2 > t } …… P { Xn >t } 

                    =𝑒−𝑎1𝑡𝑒−𝑎2𝑡….. 𝑒−𝑎𝑛𝑡  
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                    =exp(− 𝑎𝑖𝑡𝑛
𝑖=1 ) 

 

οπότε η Μ ακολουθεύ εκθετικό κατανομό με παρϊμετρο  α=  𝑎𝑖𝑛
휄=1  

 

 

την περύπτωςη των χρόνων αφύξεων ,υποθϋτουμε ότι υπϊρχουν n 

διαφορετικού τύποι πελατών,αλλϊ τα ενδιοδιαςτόματα για κϊθε τύπο      

( i=1,…,n ), ακολουθούν Εκθετικό κατανομό με παρϊμετρο  α i 

.Γνωρύζουμε ότι ο υπολλειπόμενοσ χρόνοσ από 

οποιαδόποτε,ςυγκεκριμϋνη χρονικό ςτιγμό μϋχρι την επόμενη ϊφιξη ενόσ 

πελϊτη,τύπου i ακολουθεύ την ύδια κατανομό,με παρϊμετρο αi (αυτό το 

γεγονόσ εξϊγεται από την ιδιότητα τησ ϋλλειψησ μνόμησ που αναφϋρθηκα 

παραπϊνω).Αν Φi  εύναι ο υπολλειπόμενοσ χρόνοσ ,τότε η ιδιότητα (4) μασ 

λϋει ότι η Μ,δηλ.τα χρονικϊ ενδιοδιαςτόματα μεταξύ των αφύξεων ςαν 

ςύνολο ,ακολουθεύ Εκθετικό κατανομό με παρϊμετρο 

α= 𝑎𝑖𝑛
휄=1 .Επομϋνωσ ακόμα κι αν αγνοόςουμε το διαχωριςμό των 

πελατών ,πϊλι θα ϋχουμε Εκθετικό κατανομό για τα ενδιοδιαςτόματα 

μεταξύ των αφύξεων. 

 

Σώρα ςτην περύπτωςη των χρόνων εξυπηρϋτηςησ(με πολλαπλούσ 

εξυπηρετητϋσ),θεωρούμε αρχικϊ ότι ϋχουμε ϋνα ςύςτημα όπου n εύναι το 

πλόθοσ των εξυπηρετητών που εύναι απαςχολημϋνοι, όλοι οι 

εξυπηρετητϋσ ακολουθούν την ύδια Εκθετικό κατανομό με παρϊμετρο μ 

και Φi εύναι το υπόλοιπο χρόνου για κϊθε εξυπηρετητό i(δηλ.ο χρόνοσ που 

απομϋνει ςε μια ςυγκεκριμϋνη χρονικό ςτιγμό για κϊποιο εξυπηρετητό 

μϋχρι να εξυπηρετόςει τον επόμενο πελϊτη).Ο Φi ακολουθεύ και αυτόσ 

Εκθετικό κατανομό με παρϊμετρο α=μi.Σότε η Μ,όπου εύναι το υπόλοιπο 

χρόνου για οποιονδόποτε από αυτούσ τουσ εξυπηρετητϋσ,ακολουθεύ 

Εκθετικό κατανομό με παρϊμετρο α=nμ. 

 

 

5. Για κϊθε t > 0, P { T  ≤ t + Δt | T > t } ≈ αΔt, για Δt μικρό. 

 

Ϊςτω  Σ  ο χρόνοσ από την τελευταύα εμφϊνιςη ενόσ γεγονότοσ(ϊφιξη ό 

εξυπηρϋτηςη) μϋχρι την επόμενη.Θεωρούμε ότι χρόνοσ t ϋχει όδη 

παρϋλθει ,χωρύσ να ϋχει γύνει πϊλι του ύδιου τύπου γεγονόσ.Ξϋρουμε ότι η 

πιθανότητα να ξαναςυμβεύ ςτο επόμενο ενδοδιϊςτημα μόκουσ Δt εύναι 

ςταθερό ,ανεξϊρτητη του t.Η παραπϊνω ιδιότητα μασ λϋει λοιπόν ότι 

όταν το Δt εύναι μικρό,αυτό η πιθανότητα εύναι πολύ κοντϊ ςτην τιμό 

αΔt,δηλαδό εύναι ςχεδόν ανϊλογη του Δt.την περύπτωςη αυτό ο 

παρϊγοντασ α εύναι ο μϋςοσ ρυθμόσ εμφϊνιςησ του γεγονότοσ,ϋτςι ώςτε 

το πλόθοσ των εμφανύςεων ςτο ενδοδιϊςτημα Δt να εύναι ακριβώσ 
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αΔt.(οι πιθανϋσ ,μικρϋσ, αποκλύςεισ από την τιμό αυτό προϋρχονται από 

την πιθανότητα του να ςυμβαύνουν περιςςότερα από ϋνα γεγονότα) 

 

Με μαθηματικϋσ εκφρϊςεισ, η  ςταθερό πιθανότητα για κϊποιο Δt>0 

,ςύμφωνα με την Εκθετικό κατανομό,όπωσ ϋχουμε προαναφϋρει εύναι : 

 

P { T  ≤ t + Δt | T > t } = P { T ≤ Δt } = 1−𝑒−𝑎𝛥𝑡    ,  t ≥ 0 

Και παύρνοντασ το ανϊπτυγμα ςε ςειρϊ του 𝑒𝑥   για οποιοδόποτε x 

(𝑒𝑥 = 1 +
𝑥

1!
+

𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+ ⋯ , −∞ < 𝑥 < ∞)  ϋχουμε ότι    

P { T  ≤ t + Δt | T > t } = 1 – 1 + αΔt –   −𝑎𝛥𝑡 𝑛  /𝑛!∞
𝑛=2  ≈ αΔt (για μικρό Δt)  

 

Εύναι φανερό ότι επειδό ϋχουμε θεωρόςει ότι το Σ μπορεύ να αναπαριςτϊ 

εύτε χρόνουσ αφύξεων εύτε χρόνουσ εξυπηρϋτηςησ ςε ςυςτόματα ουρών 

αναμονόσ,η ιδιότητα αυτό μασ παρϋχει μύα καλό προςϋγγιςη τησ 

πιθανότητασ να ςυμβεύ το γεγονόσ που μελετϊμε ςτο επόμενο ,μικρό 

ενδοδιϊςτημα Δt. 

 

 

6. Δεν επηρρεϊζεται από τη  ςυνϊθροιςη  ό το διαχωριςμό. 

Η ςυγκεκριμϋνη ιδιότητα ϋχει ςαν ςκοπό αρχικϊ την επαλόθευςη του 

γεγονότοσ ότι η διαδικαςύα των αφύξεων ςε ϋνα ςύςτημα ακολουθεύ την 

Poisson κατανομό. 

Αρχικϊ θεωρούμε την ςυνϊθροιςη,δηλ. το ςυνδυαςμό , διαφόρων 

διαδικαςιών ειςαγωγόσ(αφύξεων) που ακολουθούν Poisson κατανομό ςε 

μύα γενικό,ςυνολικό διαδικαςύα.Θεωρούμε διϊφορουσ 

πελϊτεσ,διαφορετικού εύδουσ,όπου οι πελϊτεσ κϊθε τϋτοιου εύδουσ 

(τύποσ i ) φθϊνουν ςε ϋνα ςύςτημα αναμονόσ ςύμφωνα με μια Poisson 

ακολουθύα με παρϊμετρο 휆𝑖  ( i=1,2,…,n) .Τποθϋτοντασ ότι πρόκειται για 

ανεξϊρτητεσ Poisson κατανομϋσ, η ιδιότητα λϋει ουςιαςτικϊ ότι η 

ςυνολικό,γενικό διαδικαςύα (η ϊφιξη όλων των πελατών ανεξαρτότωσ 

του τύπου ςτον οπούο ανόκουν ) θα εύναι και αυτό Poisson με παρϊμετρο  

휆 = 휆1 + 휆2 + ⋯+ 휆𝑛 .Δηλαδό η Poisson κατανομό-διαδικαςύα δεν 

επηρρεϊζεται από τη ςυνϊθροιςη. 

Αυτό η ιδιότητα προκύπτει ϊμεςα από τισ ιδιότητεσ 3 ,4  που 

προαναφϋρθηκαν  και υποννοεύ ότι τα χρονικϊ ενδοδιαςτόματα μεταξύ 

των αφύξεων των πελατών τύπου i ακολουθούν Εκθετικό κατανομό με 

παρϊμετρο  휆𝑖  . Ωρα και οι χρόνοι μεταξύ των αφύξεων για όλουσ τουσ 

πελϊτεσ θα ακολουθούν επύςησ Εκθετικό κατανομό με παρϊμετρο  

휆 = 휆1 + 휆2 + ⋯+ 휆𝑛 . 

Όςον αφορϊ το κομμϊτι του διαχωριςμού αυτό αναφϋρεται ςτην 

αντύςτροφη διαδικαςύα  όπου η ςυναθροιςτικό διαδικαςύα των αφύξεων 

ακολουθεύ Poisson κατανομό με παρϊμτρο λ,αλλϊ τώρα μασ απαςχολούν 
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οι επιμϋρουσ ( δημιουργούμενεσ από τουσ αντύςτοιχουσ διαχωριςμούσ ) 

διαδικαςύεσ ειςαγωγόσ-αφύξεων ςτο ςύςτημα.Τποθϋτοντασ ότι κϊθε 

αφιχθεύσ πελϊτησ ϋχει μια καθοριςμϋνη πιθανότητα  𝑝𝑖  ανϊλογα με τον 

τύπο ςτον οπούο ανόκει (i=1,2,…,n ) με 휆𝑖 = 𝑝𝑖휆  και    𝑝𝑖 = 1𝑛
𝑖=1  , η 

ιδιότητα αυτό λϋει ότι η διαδικαςύα αφύξεων των πελατών τύπου i θα 

ακολουθεύ και αυτό με τη ςειρϊ τησ Poisson κατανομό με παρϊμετρο  

휆휄 .Δηλαδό μια Poisson ακολουθύα παραμϋνει ανεπηρρϋαςτη από μύα ό 

περιςςότερεσ επιμϋρουσ διαιρϋςεισ. 

 

 

 

Η  Erlang Kατανομό (για τουσ χρόνουσ αφύξεων) 
 

ε περύπτωςη που τα χρονικϊ ενδοδιαςτόματα μεταξύ των αφύξεων ςε ϋνα 

ςύςτημα ουρϊσ αναμονόσ δεν φαύνονται να ακολουθούν την Εκθετικό κατανομό 

,τότε ςυχνϊ μοντελοποιούνται με  την βοόθεια τησ Erlang κατανομόσ.την 

Εrlang κατανομό ϋχουμε μύα ςυνεχό,τυχαύα μεταβλητό (ϋςτω Σ),τησ οπούασ η 

ςυνϊρτηςη πυκνότητασ πιθανότητασ  𝒇 𝒕   προςδιορύζεται από δύο 

παραμϋτρουσ:μύα παρϊμετρο ρυθμού (rate parameter)  R , και μύα παρϊμετρο 

μορφόσ (shape parameter)  k  (το k θετικόσ,ακϋραιοσ αριθμόσ).Εδώ να 

ςημειώςουμε ότι για k=1 η Erlang κατανομό καταλόγει ςτην Εκθετικό κατανομό 

με παρϊμετρο R.(Αν η τιμό τησ παραμϋτρου k αυξηθεύ τότε η Erlang κατανομό 

ςυμπεριφϋρεται όλο και περιςςότερο ςαν την κανονικό κατανομό).Δεδομϋνων 

λοιπόν των παραμϋτρων R ,k η ςυνϊρτηςη πυκνότητασ πιθανότητασ τησ Erlang  

κατανομόσ εύναι : 

 

 𝑓(𝑡)= 
R(𝑅𝑡)𝑘−1𝑒−𝑅𝑡

(k−1)!
    ( t ≥ 0 ) 

Με μϋςη τιμό  𝛦(𝑇)= 
𝑘

𝑅
      και   διαςπορϊ    𝑣𝑎𝑟(𝑇) =

𝑘

𝑅2   

 

Μπορεύ να δειχθεύ ότι μύα τυχαύα μεταβλητό που ακολουθεύ την Erlang 

κατανομό με παρϊμετρο μορφόσ k και παρϊμετρο ρυθμού kλ ϋχει την ύδια 

κατανομό με την τυχαύα μεταβλητη Α1,Α2,......,Αk , όπου κϊθε Αi  ακολουθεύ 

Εκθετικό κατανομό με παρϊμετρο kλ, και με τισ Αi να εύναι τυχαύεσ,ανεξϊρτητεσ 

μεταβλητϋσ. 
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Αν μοντελοποιόςουμε τα χρονικϊ ενδοδιαςτόματα μεταξύ αφύξεων ςε μια ουρϊ 

με τη βοόθεια τησ Erlang κατανομόσ με παρϊμετρο μορφόσ k,αυτό που λϋμε 

ουςιαςτικϊ εύναι ότι η διαδικαςύα αφύξεων εύναι ιςοδύναμη με τη κατϊςταςη 

όπου ϋνασ πελϊτησ περνϊ από k φϊςεισ (κϊθε μια από αυτϋσ διαθϋτει την 

ιδιότητα τησ ϋλλειψησ μνόμησ) πριν φθϊςει ςτην ουρϊ. 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



32 
 

PURE BIRTH-DEATH MODELS 
(χϋςη Εκθετικόσ –Poisson 
κατανομόσ) 

 

τισ παρακϊτω ςελύδεσ θα εξετϊςουμε τη ςχϋςη μεταξύ Εκθετικόσ  και Poisson  

κατανομόσ που ϋχουμε όδη δει, μϋςα από δύο βαςικϋσ διαδικαςύεσ ςε ουρϋσ 

αναμονόσ.Η πρώτη περιλαμβϊνει μόνο αφύξεισ (pure birth) ενώ η δεύτερη 

περιλαμβϊνει μόνο αναχωρόςεισ από ϋνα ςύςτημα ουρϊσ (pure death).Ϊνα 

παρϊδειγμα pure birth μοντϋλου εύναι η δημιουργύα πιςτοποιητικών γϋννηςησ 

νεογνών ενώ ϋνα παρϊδειγμα μοντϋλου pure death εύναι η απόςυρςη προώόντων 

αποθϋματοσ από ϋνα κατϊςτημα. 

Η Εκθετικό κατανομό ςτηρύζεται ςε 3 βαςικϊ αξιώματα(τα οπούα ουςιαςτικϊ 

εξϊγονται από τισ ιδιότητεσ και όςα ϋχουμε όδη αναφϋρει γι’αυτόν-όπωσ π.χ. το 

πρώτο αξύωμα εύναι η ιδιότητα ϋλλειψησ μνόμησ) 

 

1ο Αξύωμα  

Δεδομϋνου ότι Ν(t) εύναι το πλόθοσ των γεγονότων ςτο ενδοδιϊςτημα (0,t), η 

πιθανότητα   εμφϊνιςησ ενόσ γεγονότοσ  ςτο μεςοδιϊςτημα (T,T+S) εξαρτϊται 

μόνο από το S.(με την ϋννοια ότι η ςτοχαςτικό διαδικαςύα που περιγρϊφει το 

Ν(t) ϋχει ςταθερϋσ,ανεξϊρτητεσ προςαυξόςεισ ). 

2ο Αξύωμα 

Η πιθανότητα εμφϊνιςησ ενόσ γεγονότοσ ςε ϋνα αρκετϊ μικρό,χρονικό 

ενδοδιϊςτημα h>0 εύναι θετικό και μικρότερη του 1. 

3ο Αξύωμα 

ε αρκετϊ μικρό χρονικό ενδοδιϊςτημα h>0,τουλϊχιςτον μύα εμφϊνιςη 

γεγονότοσ  μπορεύ να ςυμβεύ – δηλ. P{ N(h) > 1 } = 0. 

 

 

Pure Birth Model 

Ϊςτω ότι οι αφύξεισ ςε ϋνα ςύςτημα ουρϊσ αναμονόσ γύνεται με ρυθμό λ πελϊτεσ 

ανϊ μονϊδα χρόνου.Σότε για αρκετϊ μικρό χρόνικό ενδοδιϊςτημα h>0 τα 

παραπϊνω αξιώματα μασ δεύχνουν ότι  
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𝑝0(h)=𝑒−휆ℎ  = 1 – λh + 
(휆ℎ)2

2!
 − … = 1 – λh + 0(ℎ2) 

ύμφωνα με το Αξύωμα 3 κατϊ τη διϊρκεια του h>0  μύα τουλ.εμφϊνιςη 

γεγονότοσ –αφύξεωσ μπορεύ να ςυμβεύ.Καθώσ λοιπόν το h    0  :   𝑝1(h) = 1 – 𝑝0(h) 

≈ λh . 

Αυτό το γεγονόσ δεύχνει ότι η πιθανότητα  να ςυμβεύ μύα ϊφιξη ςτο 

ενδοδιϊςτημα h εύναι ανϊλογη  με το h ,με ςταθερϊ αναλογύασ το λ,το ρυθμό 

αφύξεων δηλ. 

Ϊςτω τώρα 𝑝𝑛(t) η πιθανότητα n αφύξεων ςτο διϊςτημα t.Για h>0 αρκετϊ μικρό 

ϋχουμε : 

𝑝𝑛( t +h) ≈ 𝑝𝑛(t)(1 – λh)  +  𝑝𝑛−1(t)λh  , για  n>0 

𝑝0(t+h) ≈𝑝0(t)(1 – λh) , για n=0 

Για την πρώτη εξύςωςη , n αφύξεισ θα ςυμβούν κατϊ τη διϊρκεια του t+h αν 

υπϊρχουν n αφύξεισ κατϊ τη διϊρκεια t και καθόλου αφύξεισ κατϊ το χρονικό 

διϊςτημα h,ό  n-1 αφύξεισ κατϊ το t και μύα ϊφιξη ςτο h.Όλοι οι ϊλλοι 

ςυνδυαςμού αποκλεύονται  από το Αξύωμα 3.Για τη δεύτερη εξύςωςη , καμμύα 

ϊφιξη  δεν μπορεύ να ςυμβαύνει κατϊ το t+h  μόνο αν καμμύα ϊφιξη δεν ςυμβεύ 

κατϊ το h. 

Παύρνοντασ τώρα τα όρια καθώσ το  h     0  ϋχουμε : 

𝑝′𝑛(t) = limℎ→0
𝑝𝑛  𝑡+ℎ −𝑝𝑛   (𝑡)

ℎ
 = −λ𝑝𝑛(t) +  λ𝑝𝑛−1(t),   n > 0 

𝑝′0(t) = limℎ→0
𝑝0  𝑡+ℎ −𝑝0  (𝑡)

ℎ
 =  − λ𝑝0(t)  

Η λύςη των παραπϊνω διαφορικών εξύςώςεων  εύναι  : 

𝑝𝑛(t) = 
(휆𝑡)𝑛  𝑒−휆𝑡

𝑛 !
  , n= 0, 1, 2 , … 

η οπούα εύναι η κατανομό Poisson με μϋςη τιμό Ε{ n|t } = λt αφύξεισ ςτο 

χρ.διϊςτημα t. (Δηλαδό αυτό που ϋχουμε όδη αναφϋρει,ότι αν ο χρόνοσ μεταξύ 

των αφύξεων ακολουθεύ εκθετικό κατανομό με μϋςη τιμό 1/λ , τότε το πλόθοσ 

των αφύξεων ςε μια ςυγκεκριμϋνη χρονικό περύοδο ακολουθεύ την Poisson 

κατανομό με μϋςη τιμό λt). 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

ε μύα πόλη γεννιούνται παιδιϊ με ρυθμό μύα γϋννηςη ανϊ 12 λεπτϊ.Ο χρόνοσ 

μεταξύ των γεννόςεων ακολουθεύ εκθετικό κατανομό.Θϋλουμε να βρούμε τα 

εξόσ : 

 Σο μϋςο αριθμό γεννόςεων ανϊ ϋτοσ. 

 Σην πιθανότητα να μη ςυμβεύ καμμιϊ γϋννηςη ςε μια μϋρα. 

 Σην πιθανότητα να ςυνταχθούν 50 πιςτοποιητικϊ γεννόςεωσ μϋχρι το 

τϋλοσ των επόμενων 3 ωρών δεδομϋνου ότι ϋχουν ςυνταχθεύ 40 

πιςτοποιητικϊ τισ τελευταύεσ 2 ώρεσ. 

Ο ρυθμόσ γεννόςεων ανϊ μϋρα εύναι : λ = 
24 ×60

12
 = 120 γεννόςεισ / μϋρα 

Ο αριθμόσ των γεννόςεων ανϊ ϋτοσ εύναι : λt = 120 ×365 = 43.800 

γεννόςεισ/ϋτοσ 

Η πιθανότητα μηδενικών γεννόςεων ςε μια μϋρα υπολογύζεται με τη βοόθεια 

τησ  Poisson κατανομόσ :  

𝑝0(1)= 
(120×1)0  𝑒−120×11

0!
 ≈ 0  

Για να υπολογύςουμε την πιθανότητα 50 πιςτοποιητικών γεννόςεωσ μϋχρι το 

τϋλοσ των επόμενων 3 ωρών δεδομϋνου των 40 πιςτοποιητικών τισ τελευταύεσ 2 

ώρεσ ,παρατηρούμε ότι επειδό η κατανομό του αριθμού των γεννόςεων εύναι 

Poisson η ζητούμενη πιθανότητα μειώνεται  ςτο να ϋχουμε  50 – 40 = 10 

γεννόςεισ ςε μύα ώρα (3-2=1) . Εφόςον το λ= 60/12=5 γεννόςεισ ανϊ ώρα 

ϋχουμε ότι : 

𝑝10(1) = 
(5×1)10 𝑒−5×1

10!
 = 0.01813 

 

 

 

 

PURE  DEATH MODEL 

 

ε ϋνα pure-death μοντϋλο το ςύςτημα ξεκινϊ με Ν πελϊτεσ τη χρονικό ςτιγμό 0 

και δεν επιτρϋπονται ϊλλεσ αφύξεισ.Οι αναχωρόςεισ γύνονται με ρυθμό μ πελϊτεσ 

ανϊ μονϊδα χρόνου. 
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Αντύςτοιχα με την περύπτωςη τησ pure-birth διαδικαςύασ που εύδαμε πριν , 

προςδιορύζουμε την πιθανότητα να παραμϋνουν n πελϊτεσ μετϊ από t χρόνο ςτο 

ςύςτημα (𝑝𝑛(t)) : 

𝑝′𝑁(t) = -μ𝑝𝑁(t) 

𝑝′𝑛(t) = - μ 𝑝𝑛(t) + μ𝑝𝑛+1(t),   0<n<N 

 

𝑝′0(t) = μ𝑝1(t) 

οι λύςεισ των παραπϊνω διαφορικών εξιςώςεων εύναι  

𝑝𝑛(t) = 
(휇𝑡)𝑁−𝑛    𝑒−휇 𝑡

 𝑁−𝑛 !
 ,    n = 1,2,3,…, N 

𝑝0(t)= 1 – 𝑝𝑛  
𝑁
𝑛=1 (t) 

 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

ε ϋνα ανθοπωλεύο υπϊρχει απόθεμα 18 ντουζύνεσ τριαντϊφυλλα ςτην αρχό 

κϊθε εβδομϊδασ.Κατϊ μϋςο όρο ,ο υπϊλληλοσ του ανθοπωλεύου πουλϊ 3 

ντουζύνεσ τριαντϊφυλλα κϊθε μϋρα.Παρ’όλα αυτϊ η πραγματικό ζότηςη 

ακολουθεύ Poisson κατανομό.Όποια ςτιγμό το απόθεμα φτϊςει τισ 5 ντουζύνεσ 

,γύνεται παραγγελύα για 18 καινούργιεσ   ςτο ξεκύνημα τησ επόμενησ 

εβδομϊδασ.Εξαιτύασ τησ φύςησ του προώόντοσ ,όλα τα τριαντϊφυλλα που μϋνουν 

ςτο τϋλοσ κϊθε εβδομϊδασ πετιούνται.Θϋλουμε να προςδιορύςουμε τα εξόσ : 

 Σην πιθανότητα καινούργιασ παραγγελύασ ςτο τϋλοσ ό πριν το τϋλοσ κϊθε 

μϋρασ τησ εβδομϊδασ. 

 Σο μϋςο αριθμό δωδεκϊδων τριανταφύλλων που θα πεταχθεύ ςτο τϋλοσ 

τησ εβδομϊδασ. 

Ο ρυθμόσ πωλόςεων εύναι μ=3 ντουζύνεσ ανϊ μϋρα.Η πιθανότητα καινούργιασ 

παραγγελύασ ςτο τϋλοσ μιασ μϋρασ εύναι : 

𝑝𝑛≤5 (t) = 𝑝0(t) + 𝑝1(t) + … + 𝑝5 (t) 

                = 𝑝0(t) +  
(3𝑡)18−𝑛         

 18−𝑛 !

5
𝑛=1 𝑒−3𝑡  ,    t = 1, 2 , …, 7 

Φρηςιμοποιώντασ κατϊλληλο πρόγραμμα ςτον υπολογιςτό υπολογύζουμε ότι ο 

μϋςοσ αριθμόσ δωδεκϊδων απο τριαντϊφυλλα που πετιούνται ςτο τϋλοσ τησ 

εβδομϊδασ ( t = 7 ) εύναι    Ε { n | t= 7 } =  𝑛𝑝𝑛  
18
𝑛=0 (7) = 0.664 ντουζύνεσ. 
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BIRTH AND DEATH MODELS   

 

τα περιςςότερα ςυςτόματα ουρών αναμονόσ θεωρούμε ότι οι αφύξεισ και οι 

αναχωρόςεισ των πελατών ςτο ςύςτημα γύνονται ςύμφωνα με την διαδικαςύα  

«γϋννηςησ» και «θανϊτου» (birth-death process).Σο πρώτο κομμϊτι τησ 

«γϋννηςησ» (birth)  ςε μύα ουρϊ αναμονόσ αναφϋρεται ςτην ϊφιξη ενόσ πελϊτη 

ςε αυτό ενώ το κομμϊτι του «θανϊτου» (death)  αναφϋρεται ςτην αναχώρηςη 

ενόσ πελϊτη, που ϋχει εξυπηρετηθεύ ,  από το ςύςτημα. Η διαδικαςύα αυτό 

ουςιαςτικϊ περιγρϊφει το πώσ μεταβϊλλεται το πλόθοσ των πελατών ςε ϋνα 

ςύςτημα ουρϊσ καθώσ αυξϊνεται  ο χρόνοσ. 

 

Παραδοχϋσ τησ Βirth-Death Διαδικαςύασ. 

 Έςτω Ν(t)=n το πλόθοσ των πελατών ςε ϋνα ςύςτημα ουρϊσ 

αναμονόσ.Σότε η κατανομό πιθανότητασ του χρόνου μϋχρι την επόμενη 

«γϋννηςη» - ϊφιξη ςτο ςύςτημα εύναι Εκθετικό με παρϊμετρο λn 

(n=0,1,2,...). 

 Έςτω πϊλι Ν(t)=n το πλόθοσ των πελατών ςε ϋνα ςύςτημα ουρϊσ 

αναμονόσ.Σότε η κατανομό πιθανότητασ του χρόνου μϋχρι τον επόμενο 

«θϊνατο»-ολοκλόρωςη εξυπηρϋτηςησ εύναι Εκθετικό με παρϊμετρο μn 

(n=1,2,....). 

 H τυχαύα μεταβλητό (χρόνοσ) τησ πρώτησ πρόταςησ και η τυχαύα 

μεταβλητό τησ δεύτερησ πρόταςησ εύναι αμοιβαύα ανεξϊρτητεσ.Δηλαδό η 

μετϊβαςη ςτην επόμενη κατϊςταςη εύναι εύτε μύα «γϋννηςη» ( n-> n+1) 

εύτε ϋνασ «θϊνατοσ» ( n-> n-1) , ανϊλογα με τον αν η προηγούμενη ό η 

επόμενη τυχαύα μεταβλητό εύναι μικρότερη. 

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ ΡΤΘΜΩΝ ΓΙΑ ΣΗΝ BIRTH-DEATH ΔΙΑΔΙΚΑΙΑ: 

 

 

 

                                              

 

 

0 1 2 n-1 n n+1 

λ 0 λ 1 
λ n-1 λ n 

μ n+1 μ n μ 2 μ 1 
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    Γενικϊ εκτόσ οριςμϋνων ειδικών περιπτώςεων , η ανϊλυςη τησ διαδικαςύασ 

birth-death εύναι αρκετϊ δύςκολη όταν το ςύςτημα μασ βρύςκεται ςε παροδικό 

περύοδο(transient period).Μπορούμε να εξϊγουμε όμωσ αυτόν την 

κατανομό,όπωσ φαύνεται και ςτο παραπϊνω διϊγραμμα,αν το ςύςτημϊ μασ 

βρύςκεται ςε κατϊςταςη ιςορροπύασ(steady-state condition), η οπούα 

επιτυγχϊνεται αφού το ςύςτημα λειτουργόςει για εύλογα μεγϊλη χρονικϊ 

περύοδο.Ωλλωςτε τισ περιςςότερεσ φορϋσ η ανϊλυςη των ςυςτημϊτων ουρών 

αναμονόσ γύνεται όταν αυτϊ βρύςκονται ςε κατϊςταςη ιςορροπύασ. 

Σα γενικευμϋνα μοντϋλα ουρών υποθϋτουν ότι οι ρυθμού αφύξεων και 

αναχωρόςεων εύναι ςταθερϊ εξαρτώμενεσ,δηλαδό εξαρτώνται από τον αριθμό 

των πελατών ςτο χώρο εξυπηρϋτηςησ.Για παρϊδειγμα ςε ϋνα κατϊςτημα που 

υπϊρχει ϋνασ ςυγκεκριμϋνοσ αριθμόσ μηχανών ,ο ρυθμόσ με τον οπούο χαλϊνε οι 

μηχανϋσ μειώνεται όςο ο αριθμόσ των χαλαςμϋνων μηχανών αυξϊνεται διότι 

μόνο οι μηχανϋσ που λειτουργούν εύναι ικανϋσ να χαλϊςουν. 

τηριζόμενοι ςτο γεγονόσ όπωσ εύδαμε ότι η κατϊςταςη n μπορεύ να μεταβεύ 

ςτισ καταςτϊςεισ n-1 ό n+1 και ότι για n >0 ,οι αναμενόμενοι ρυθμού ροόσ μϋςα 

και ϋξω από την κατϊςταςη n πρϋπει να εύναι ύςοι ϋχουμε τα εξόσ : 

(Ρυθμόσ ροόσ μϋςα ςτην κατϊςταςη n )= 휆𝑛−1𝑝𝑛−1  +  휇𝑛+1𝑝𝑛+1 

(Ρυθμόσ ροόσ ϋξω από την κατϊςταςη n) = ( 휆𝑛   +  휇𝑛  )𝑝𝑛  

Eξιςώνοντασ τουσ δύο ρυθμούσ ϋχουμε την εξύςωςη ιςορροπύασ : 

휆𝑛−1𝑝𝑛−1  +  휇𝑛+1𝑝𝑛+1 = ( 휆𝑛   +  휇𝑛  )𝑝𝑛    ,  n= 1,2, … 

 Για να γύνει πιο ςαφόσ ο τρόποσ με τον οπούο εξϊγουμε την εξύςωςη 

ιςορροπύασ  ασ ςκεφτούμε αρχικϊ την κατϊςταςη 0 : η διαδικαςύα 

ειςϊγει ςε αυτό την κατϊςταςη μόνο από την κατϊςταςη 1.Ϊτςι η 

πιθανότητα, ςτην κατϊςταςη ιςορροπύασ, να βρύςκεται το ςύςτημα ςτην 

κατϊςταςη 1 (𝑃1) αντιπροςωπεύει το κομμϊτι του χρόνου μϋςα ςτο 

οπούο η διαδικαςύα μπορεύ να ειςϋλθει ςτην κατϊςταςη 0.Δεδομϋνου ότι 

η διαδικαςύα βρύςκεται ςτην κατϊςταςη 1 , ο μϋςοσ ρυθμόσ ειςαγωγόσ 

ςτην κατ.0 εύναι 휇1.Από οποιαδόποτε ϊλλη κατϊςταςη ο μϋςοσ αυτόσ 

ρυθμόσ εύναι 0.Γι΄αυτό το λόγο ο γενικόσ μϋςοσ ρυθμόσ με τον οπούο η 

διαδικαςύα αφόνει την κατϊςταςη ςτην οπούα βρύςκεται για να ειςϋλθει 

ςτην 0 εύναι :      휇1𝑝1 + 0( 1 - 𝑝1) = 휇1𝑝1 

Mε την ύδια λογικό ο μϋςοσ εξερχόμενοσ ρυθμόσ εύναι    휆0𝑝0, 

ϊρα  η εξύςωςη ιςορροπύασ για την κατϊςταςη 0 εύναι  : 

휆0𝑝0 = 휇1𝑝1 

  Ωρα  ϋχουμε  𝑝1= (
휆0

휇1
)𝑝0 . 
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τη ςυνϋχεια για n = 1 ϋχουμε : 

휆0𝑝0 + 휇2𝑝2  =  ( 휆1 +  휇1 )𝑝1 

Αντικαθιςτώντασ  το  𝑝1= (
휆0

휇1
)𝑝0 και απλοποιώντασ ϋχουμε   

𝑝2 = ( 
휆1

휇2

휆0

휇1
 ) 𝑝0 

Γενικϊ μπορούμε να δεύξουμε με επαγωγό  ότι ιςχύει : 

𝑝𝑛  = ( 
휆𝑛−1 

휇𝑛

휆𝑛−2

휇𝑛−1
…

휆0

휇1
)𝑝𝑜   ,  n= 1,2, … 

Όπου η τιμό του 𝑝0 προςδιορύζεται από την εξύςωςη  𝑝𝑛
∞
𝑛=0  = 1 . 

Για απλοπούηςη των τύπων  μπορούμε να θϋςουμε  -> 

 

  𝐶𝑛   =   
휆𝑛−1 

휇𝑛

휆𝑛−2

휇𝑛−1
…

휆0

휇1
  ,  n=1,2,… 

 

Και  με  𝐶𝑛  = 1  για  n = 0. 

Ϊτςι  οι πιθανότητεσ ςτην κατϊςταςη ιςορροπύασ μπορούν να γραφούν : 

𝑝𝑛  = 𝐶𝑛  𝑝0 

H απαύτηςη   𝑝𝑛
∞
𝑛=0  = 1   μασ  δύνει ότι       ( 𝐶𝑛

∞
𝑛=0 )𝑝0 = 1  το  οπούο 

ςυνεπϊγεται ότι  : 

𝑝0 = ( 𝐶𝑛)∞
𝑛=0

−1
 

Επύςησ    να  υπενθυμύςουμε  ότι  ϋχοντασ υπολογύςει το      𝑝𝑛   ιςχύει ότι   

𝐿 =  𝑝𝑛

∞

𝑛=0

 

Και    𝐿𝑞  =  (𝑛 − 𝑠)∞
𝑛=𝑠 𝑝𝑛  
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

Ϊνα  ςυνοικιακό super-market  διαθϋτει   3 γκιςϋδεσ  ςτο χώρο των ταμεύων. ε 

περύπτωςη που ςε κϊποιο από αυτϊ ο αριθμόσ των πελατών ξεπερϊςει τουσ 3 

ςτην ουρϊ,ανούγει  ϋνα ακόμα ταμεύο.Αυτό ςημαύνει ότι για λιγότερουσ από 

τϋςςερισ πελϊτεσ ,μόνο ϋνα ταμεύο λειτουργεύ.Για τϋςςερισ ϋωσ ϋξι πελϊτεσ , δύο 

ταμεύα θα λειτουργόςουν.Για ϊνω των ϋξι πελατών και τα τρύα γκιςϋ ςτο χώρο 

των ταμεύων λειτουργούν.Οι πελϊτεσ φτϊνουν ςτο χώρο των ταμεύων ςύμφωνα 

με την Poisson κατανομό, με μϋςη τιμό 10 πελϊτεσ ανϊ ώρα.Ο μϋςοσ χρόνοσ 

εξυπηρϋτηςησ ςτο ταμεύο για κϊθε πελϊτη ακολουθεύ Εκθετικό κατανομό με 

μϋςη τιμό 12 λεπτϊ.  

 Θϋλουμε να προςδιορύςουμε την πιθανότητα ,ςτην κατϊςταςη 

ιςορροπύασ, 𝑝𝑛  να υπϊρχουν  πελϊτεσ ςτο χώρο των ταμεύων. 

 

Ϊχουμε ότι 휆𝑛  = λ = 10 πελϊτεσ/ώρα για  n = 0,1,2,...  

Και   휇𝑛

 
 
 

 
 

60

12
= 5

휋휀휆 ά휏휀휍

ώ휌𝛼
 𝛾휄𝛼 𝑛 = 0,1,2,3

2 × 5 = 10
휋휀휆 ά휏휀휍

ώ휌𝛼
 𝛾휄𝛼 𝑛 = 4,5,6

3 × 5 = 15 
휋휀휆 ά휏휀휍

ώ휌𝛼
 𝛾휄𝛼  𝑛 = 7,8,…

  

 

 

𝑝1 = (
10

5
)𝑝0 = 2𝑝0 

𝑝2 = (
10  

5
)2𝑝0 = 4𝑝0 

𝑝3 = (
10

5
)3𝑝0 = 8𝑝0 

𝑝4=( 
10

5
)3(

10

10
) 𝑝0 =  8𝑝0 

𝑝5 = ( 
10

5
)3(

10

10
)2𝑝0 = 8𝑝0 

𝑝6 =  ( 
10

5
)3(

10

10
)3𝑝0 = 8𝑝0 

𝑝𝑛  =  ( 
10

5
)3(

10

10
)3(

10

15
)𝑛−6𝑝0 = 8(

2

3
)𝑛−6𝑝0   για  n = 7,8,… 

 

H τιμό για το 𝑝0 προςδιορύζεται από την εξύςωςη    𝑝𝑛
∞
𝑛=0  = 1 .Δηλαδό :  

𝑝0 +  𝑝0[ 2+4+8+8+8+8 + 8(2/3) + 8 (2 3 )2+ 8 (2 3) 3
 + … ] = 1 
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Ιςοδύναμα      𝑝0  31 + 8[ 1 + 
2

3
+ (

2

3
)2 + … ]  = 1 

Και χρηςιμοποιώντασ τον τύπο τησ γεωμετρικόσ ςειρϊσ   𝑥𝑖∞
휄=0  = 

1

1−𝑥
 , |x|<1 

 

ϋχουμε    𝑝0  31 + 8(
1

1−
2

3

)  = 1   =>   𝑝0 = 1/55 

Αφού υπολογύςαμε το  𝑝0 μπορούμε τώρα να υπολογύςουμε οποιαδόποτε 

πιθανότητα επιθυμούμε για το πρόβλημα.Για παρϊδειγμα ,αν θϋλουμε να 

υπολογύςουμε την πιθανότητα να λειτουργεύ μόνο το ϋνα ταμεύο μπορούμε 

ιςοδύναμα να υπολογύςουμε την πιθανότητα να υπϊρχουν το πολύ τρεισ 

πελϊτεσ ςτο ςύςτημα , δηλ : 

𝑝0  +  𝑝1 +  𝑝2  + 𝑝3  =  ( 1+2+4+8)(1/55) ≈ 0.273 
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{M/M/1}  ΜΟΝΣΕΛΟ  ΟΤΡΑ  
ΑΝΑΜΟΝΗ 

 

ε   αυτό το  τμόμα θα εξετϊςουμε την περύπτωςη του μοντϋλου ουρϊσ 

αναμονόσ με ϋναν εξυπηρετητό ςτο ςύςτημα (s=1). 

Οι πελϊτεσ φθϊνουν ςτο ςύςτημα με ϋναν ςταθερό ρυθμό λ(πελϊτεσ/μονϊδα 

χρόνου).Επιπλϋον ο ρυθμόσ εξυπηρϋτηςησ εύναι επύςησ ςταθερόσ  και ύςοσ με μ 

πελϊτεσ ανϊ μονϊδα χρόνου.ε αυτό το μοντϋλο δεν υπϊρχει περιοριςμόσ για το 

μϋγεθοσ του ςυςτόματοσ,δηλ δεν υπϊρχει περιοριςμόσ για τη χωρητικότητα τησ 

ουρϊσ αναμονόσ(εύναι ϊπειρη). 

 

Ϊχουμε επομϋνωσ ότι         𝝀𝒏 = λ         και         𝝁𝒏 = μ      , για    n= 0,1,2 …. 

(Ακόμη  휆𝑒𝑓𝑓  = λ     και    휆𝑙𝑜𝑠𝑡  = 0 , αφού όλοι οι πελϊτεσ που φθϊνουν ςτο 

ςύςτημα μπορούν να ειςϋλθουν ςε αυτό.) 

Για  s = 1,οι  παρϊγοντεσ   𝐶𝑛    για  την  birth-death διαδικαςύα  γύνονται  :  

 𝐶𝑛    = (
휆

휇
)𝑛  = 휌𝑛   , για  n=0,1,2,.... 

Ϊτςι    𝑝𝑛  = 휌𝑛𝑝0   για   n=0,1,2,… 

όπου το   𝑝0  το υπολογύζουμε  από τον τύπο             𝑝0 = ( 휌𝑛
∞
𝑛=0 )−1 = 

(
1

1−휌
)−1 = 

1

1−휌
     , ϋχοντασ  βϋβαια υποθϋςει  ότι  ρ<1  ϋτςι ώςτε η γεωμετρικό 

ςειρϊ           휌𝑛
∞
𝑛=0  = 

1

1−휌
 

 

Ϊτςι   𝑝𝑛  = (1-ρ)휌𝑛      ,  n=1 , 2 , …   (ρ <1)   η  οπούα εύναι γεωμετρικό 

κατανομό 

Eπύςησ ϋχουμε και : 

L =  𝑛(1 − 휌)휌𝑛∞
𝑛=0  

    = (1 − 휌)휌 
𝑑

𝑑휌   
∞
𝑛=0 (휌)𝑛  
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    = (1 − 휌)휌
𝑑

𝑑휌   
 (휌)𝑛∞
𝑛=0  

    =  1 − 휌 휌
𝑑

𝑑휌   
(

1

1−휌
) 

   = 
휌

1−휌
 = 

휆

휇−휆
 

 

 

Όλα τα παραπϊνω προώποθϋτουν τη ςυνθόκη ότι ρ < 1, η οπούα ςημαύνει ότι ο 

ρυθμόσ αφύξεωσ  λ  εύναι αυςτηρϊ μικρότεροσ από το ρυθμό εξυπηρϋτηςησ μ 

,ϋτςι ώςτε το ςύςτημα να φτϊςει ςε μια κατϊςταςη ιςορρόπύασ. 

Αν το  λ ≥ μ , δηλ.ο ρυθμόσ αφύξεωσ ξεπερνϊ το ρυθμό εξυπηρϋτηςησ , η 

γεωμετρικό ςειρϊ ςτο τύπο για το 𝑝0  δεν ςυγκλύνει ,και ϋτςι  οι πιθανότητεσ για 

την κατϊςταςη ιςορροπύασ  𝑝𝑛  δεν υπϊρχουν.ε αυτό την περύπτωςη ,η 

κατϊςταςη αναμονόσ λειτουργεύ ςυνϋχεια ςε μια «παροδικό  περύοδο» 

(transient state) ςτην οπούα το μόκοσ τησ ουρϊσ αυξϊνεται χωρύσ όριο με την 

πϊροδο του χρόνου. 

Επανερχόμενοι λοιπόν ςτην προηγούμενη κατϊςταςη (λ < μ  και  με   휆𝑒𝑓𝑓  = λ ),  

Τπολογύζουμε και τα υπόλοιπα ςταθερϊ μεγϋθη για το ςύςτημϊ μασ : 

Σ = 
𝐿

  휆
 =  

1

휇 (1−휌)
 

W = T – 1/μ = 
휌

휇 (1−휌)
 

𝐿𝑞  = λW = 
휌2

1−휌
     ( ό   𝐿𝑞  =  (𝑛 − 1)∞

𝑛=1 𝑝𝑛  = L – 1(1 − 𝑝0 ) = 
휆2

휇 (휇−휆)
 ) 

 

𝑠  = L – Lq = ρ 

 

 Οι παραπϊνω ςχϋςεισ  (ςταθερϊ μεγϋθη ) καθώσ και η εξαγωγό του 

τύπου για τον υπολογιςμό τησ 𝑝𝑛  ,ςύμφωνα με την γενικό birth-death 

διαδικαςύα ,εύναι απόλυτα ανεξϊρτητα από την πειθαρχεύα τησ ουρϊσ 

αναμονόσ,πρϊγμα που ςημαύνει ότι εφαρμόζονται ςε οποιαδόποτε 

μϋθοδο πειθαρχεύασ ακολουθεύται. 
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 Παρ’όλο που ο μϋςοσ χρόνοσ αναμονόσ εύναι ανεξϊρτητοσ από την 

πειθαρχεύα που ακολουθεύται ςε μια ουρϊ ,η ςυνϊρτηςη πυκνότητασ 

πιθανότητασ  του εξαρτϊται από την χρηςιμοποιύμενη 

πειθαρχεύα.Γι’αυτό το λόγο θα χρηςιμοποιόςουμε το μοντϋλο Μ/Μ/1 με 

την μϋθοδο FIFO ( first in-first out ). Αν μια τυχαύα ϊφιξη-πελϊτησ  

φθϊνοντασ ςτο ςύςτημα βρύςκει n πελϊτεσ όδη ςε αυτό ,τότε θα 

περιμϋνει n + 1 εκθετικούσ χρόνουσ εξυπηρϋτηςησ,ςυμπεριλαμβανομϋνου 

φυςικϊ και του δικού του/τησ  χρόνου εξυπηρϋτηςησ. 

 

Αν λοιπόν θϋςουμε  Σ1,Σ2,.... να εύναι ανεξϊρτητεσ μεταβλητϋσ χρόνου 

εξυπηρϋτηςησ, οι οπούεσ ακολουθούν Εκθετικό κατανομό με παρϊμετρο μ,  και  

Xn+1 = T1 + T2 +…+ Tn+1  (για n=0,1,2,..),ϋτςι ώςτε ο Xn+1 να αποτελεύ τον 

δεςμευμϋνο χρόνο αναμονόσ ,δεδομϋνου ότι υπϊρχουν όδη n πελϊτεσ ςτο 

ςύςτημα.Επειδό η πιθανότητα να βρει ϋνασ πελϊτησ, που μόλισ φθϊνει ςτο 

ςύςτημα ,n πελϊτεσ όδη μϋςα ςε αυτό εύναι   𝑝𝑛   ϋχουμε ότι  

p { S > t }=  𝑝𝑛  
∞
𝑛=0 𝑝{ 𝑋𝑛+1 > 𝑡 }  η οπούα πιθανότητα μετϊ από αρκετϋσ 

απλοποιόςεισ γύνεται  

p { S > t } = 𝑒−휇 1−휌 𝑡   ,t ≥ 0 

Ωρα  ο χρόνοσ αναμονόσ ςτο ςύςτημα για κϊθε πελϊτη ακολουθεύ Εκθετικό 

κατανομό με παρϊμετρο μ(1-ρ). 

Ωρα Σ = Ε { S } = 1 / μ(1-ρ)  

Aσ εξετϊςουμε τώρα το χρόνο αναμονόσ ςτην ουρϊ για κϊθε πελϊτη (δηλ.χωρύσ 

να περιλαμβϊνεται ο χρόνοσ εξυπηρϋτηςησ)όταν πϊλι η πειθαρχεύα ςτην ουρϊ 

εύναι first in –first out .Αν ϋνασ πελϊτησ φθϊςει ςτην ουρϊ και δεν υπϊρχει 

κανεύσ ϊλλοσ πελϊτησ ςτο ςύςτημα,τότε εξυπηρετεύται αμϋςωσ , ϋτςι 

p{ Wn  = 0 } = 𝑝0 =  1 − ρ  

αν όμωσ ο πελϊτησ αυτόσ βρει να υπϊρχουν όδη n πελϊτεσ ςτο ςύςτημα ,θα 

πρϋπει να περιμϋνει n εκθετικούσ χρλονουσ εξυπηρϋτηςησ μϋχρι να φτϊςει η 

ςτιγμό να εξυπηρετηθεύ ο ύδιοσ,ϋτςι ώςτε : 

p { Wn > t } =  𝑝𝑛
∞
𝑛=1 p{Xn > t } 

                      =   1 − 휌 휌𝑛∞
𝑛=1 𝑝 {𝑋𝑛 > 𝑡} 

                      = ρ 𝑝𝑛
∞
𝑛=0 𝑝{𝑋𝑛+1 > 𝑡} 

                      = ρp {S>t} 

                      = 휌𝑒−휇 1−휌 𝑡   , για   t ≥0 
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Παρατηρούμε εδώ ότι  Wn  δεν ακολουθεύ  ακριβώσ Εκθετικό κατανομό , επειδό 

p{ Wn  = 0 }  > 0 .Παρ’όλα αυτϊ η δεςμευμϋνη κατανομό του Wn ,δεδομϋνου ότι Wn 

> 0 , ακολουθεύ Εκθετικό κατανομό με παρϊμετρο μ(1−ρ) όπωσ δηλαδό και ο 

S,διότι  

 

 

𝑝{𝑊𝑛 > 𝑡|𝑊𝑛  >0 } = 
p{Wn >t}

p{Wn >0}
 = 𝑒−휇 1−휌 𝑡   ,για  t ≥ 0  

Ϊτςι η μϋςη τιμό τησ κατανομόσ (τησ μη δεςμευμϋνησ) του Wn (ό εφαρμόζοντασ 

τουσ τύπουσ του Little) :  

W = E { Wn }= λ/μ(μ-λ). 

                       

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ ΡΤΘΜΩΝ ΓΙΑ ΣΟ ΜΟΝΣΕΛΟ Μ/Μ/1 : 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μ / Μ / 1/k   ΜΟΝΣΕΛΟ  
 

ε αυτό το μοντϋλο υπϊρχει η ειδοποιόσ διαφορϊ τησ μό ϊπειρησ ουρϊσ 

αναμονόσ.Δηλαδό υπϊρχει ϋνα όριο k θϋςεων για το πλόθοσ των πελατών που 

βρύςκονται ςτο ςύςτημα,με μϋγιςτο μόκοσ ουρϊσ = k −1(δηλ. k πελϊτεσ 

βρύςκονται ςτο ςύςτημα με ϋνα πελϊτη να εξυπηρετεύται) .Όταν ο αριθμόσ των 

0 1 2 n-1 n n+1 

λ λ λ λ λ λ λ 

μ μ μ μ μ μ μ 
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πελατών φθϊςει ςτο ςύςτημα τον αριθμό  k,δεν επιτρϋπονται ϊλλεσ 

αφύξεισ.Αυτό την περύπτωςη θα μπορούςαμε να ϋχουμε ςτην περύπτωςη του 

παραδεύγματοσ του χώρου των Επειγόντων ςτο νοςοκομεύο ,αν υπόρχαν μόνο k 

κρεβϊτια για τουσ αςθενεύσ και υπόρχε η πολιτικό να ςτϋλνονται ςε ϊλλο 

νοςοκομεύο αν δεν υπϊρχει ϊδειο,διαθϋςιμο κρεβϊτι. 

Μύα ϊλλη ερμηνεύα για μύα τϋτοια περύπτωςη ςυςτόματοσ ουρϊσ αναμονόσ εύναι 

οι πελϊτεσ να φεύγουν από το ςύςτημα όποτε υπϊρχουν πολλού πελϊτεσ –k – 

μπροςτϊ από αυτούσ και δεν διατύθενται να περιμϋνουν πολύ χρόνο ςτην 

ουρϊ.Αυτό το φαινόμενο ςυναντϊται ςυχνϊ ςε δημόςιεσ υπηρεςύεσ.Παρ’όλα 

αυτϊ υπϊρχουν καταλληλότερα μοντϋλα για να περιγρϊψουν αυτϋσ τισ 

περιπτώςεισ. 

Σο διϊγραμμα για τουσ ρυθμούσ για το μοντϋλο αυτό εύναι το ύδιο με το 

παραπϊνω για την περύπτωςη τησ ϊπειρησ χωρητικότητασ του 

ςυςτόματοσ,μόνο που ςταματϊ όταν το πλόθοσ φθϊςει τον αριθμό k. 

Ϊτςι λοιπόν ϋχουμε : 

휆𝑛  =  
휆,   𝑛 = 0,1,2,… ,𝑘 − 1
0,        𝑛 = 𝑘,𝑘 + 1,…

     

Επειδό   휆𝑛  = 0  για κϊποιεσ τιμϋσ του n ϋνα ςύςτημα ουρϊσ αναμονόσ που 

ταιριϊζει με αυτό το μοντϋλο θα φθϊνει πϊντα ςε κατϊςταςη ιςορροπύασ ,ακόμα 

κι όταν το ρ ≥ 1. 

휇𝑛  = μ    n=0,1,… 

Φρηςιμοποιώντασ τη ςχϋςη ρ = λ/μ ϋχουμε : 

𝑝𝑛=  
0   ,     𝑛 > 0

휌𝑛𝑝0   ,     𝑛 ≤ 𝑘
  

H τιμό του 𝑝0 καθορύζεται από τη ςχϋςη    𝑝𝑛
∞
𝑛=0  = 1 , η οπούα δύνει  

𝑝0( 1 + ρ + 휌2  + ... + 휌𝑘  ) = 1  ( ενώ πριν εύχαμε      𝑝0( 1 + ρ + 휌2  + ... ) = 1  ) 

ό 

𝑝0 =  
      

1−휌

1−휌𝑘+1
,      휌 ≠ 1

1

𝑘+1
,          휌 = 1  

        

  

Ϊτςι ϋχουμε : 
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𝑝𝑛  =  
      

(1−휌)휌𝑛

1−휌𝑘+1
,      휌 ≠ 1

1

𝑘+1
,          휌 = 1  

       ,   n = 0 , 1, …,k 

 

Επύςησ ϋχουμε  

휆𝑙𝑜𝑠𝑡  = 휆𝑝𝑛  

휆𝑒𝑓𝑓  = 휆 −  휆𝑙𝑜𝑠𝑡  = 휆(1 −  𝑝𝑘) 

 

O αναμενόμενοσ αριθμόσ των πελατών ςτο ςύςτημα  εύναι : 

L =  𝑛𝑝𝑛
𝑘
𝑛=0  

   = 
1−휌

1−휌𝑘+1
 𝑛𝑘
𝑛=0 휌𝑛  

   = 
 1−휌 휌

1−휌𝑘+1
 
𝑑

𝑑휌
 (

1−휌𝑘+1

1−휌
) 

   =  
휌(1− 𝑘+1 휌𝑘+ 𝑘휌𝑘+1)

 1−휌 (1−휌𝑘+1)
    ,  ρ ≠ 1 

 

Όταν το ρ = 1  τότε το L = N/2  

𝐿𝑞  = L – ( 1 − 𝑝0 ) 

 

Όταν το ρ < 1 ,το δεύτερο μϋροσ τησ ϋκφραςησ  για το μόκοσ L ςυγκλύνει ςτο 0 

όςο το Ν -> ∞ ,ϋτςι ώςτε όλα τα προηγούμενα αποτελϋςματα να ςυγκλύνουν με 

τη ςειρϊ τουσ ςε αυτϊ που αντιςτοιχούν ςτην περύπτωςη που εξετϊςαμε πριν 

για το μοντϋλο Μ/Μ/1 . 

Σα υπόλοιπα ςταθερϊ μεγϋθη μπορούμε να τα εξϊγουμε και πϊλι από τουσ 

τύπουσ- φόρμουλα του Little : 

T = 
𝐿

휆𝑒𝑓𝑓
                και           W = 

𝐿𝑞

휆𝑒𝑓𝑓
   

Ωρα   

Σ=
𝐿

휆(1−𝑝𝑘   )
       και           W = 

𝐿𝑞

휆(1−𝑝𝑘  )
    ό    W = T – 1/μ 
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{Μ / Μ / s}   MONΣΕΛΟ  ΟΤΡΑ   

ε αυτό το μοντϋλο,εν αντιθϋςει με τα προηγούμενα μοντϋλα που 

εξετϊςθηκαν,υπϊρχουν s παρϊλληλα τοποθετημϋνοι εξυπηρετητϋσ.Ο ρυθμόσ 

αφύξεων εύναι  λ  και ο ρυθμόσ εξυπηρϋτηςησ εύναι μ αντύςτοιχα.ε αυτό το 

μοντϋλο  και πϊλι δεν υπϊρχει όριο ωσ προσ τον αριθμό των πελατών ςτο 

ςύςτημα και γι’αυτό το   λ=휆𝑒𝑓𝑓 . 

Ϊχοντασ s παρϊλληλουσ εξυπηρετητϋσ ςτο ςύςτημα ,το αποτϋλεςμα εύναι μύα 

αναλογικό αύξηςη ςτο ρυθμό εξυπηρϋτηςησ ςε nμ  αν το n≤s (δηλαδό για n 

απαςχολημϋνουσ εξυπηρετητϋσ ) και  sμ  αν  n> s ( δηλαδό όταν και οι s 

εξυπηρετητϋσ εύναι απαςχολημϋνοι ).Ϊτςι λοιπόν ϋχουμε : 

 

휆𝑛  = λ     ,   n ≥ 0  

휇𝑛  =  
𝑛휇 ,            𝑛 ≤ 𝑠

  𝑠휇  ,          𝑛 > 𝑠          
  

 

 

ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ    ΡΤΘΜΩΝ    ΓΙΑ   ΣΟ  ΜΟΝΣΕΛΟ   Μ/ Μ/s : 
 

 

 

 

                                                                                                                                                                                                    

                                                                                                                                                                                                  

 

 

Ϊχοντασ θϋςει  για απλοπούηςη από προηγούμενη θεωρύα  :  Cn   =   
λn−1 

μn

λn−2

μn−1
…

λ0

μ1
  

,  n=1,2,… , ϋχουμε ότι οι παρϊγοντεσ αυτού ςτη περύπτωςη αυτού του μοντϋλου 

εύναι  : 

 

0 1 2 s-2 s-1 s s+1 

λ λ λ λ λ 

μ 2μ (s-1)μ 

3 

λ 

3μ sμ sμ 
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𝐶𝑛  = 

 
 

 
(
휆

휇
)𝑛

𝑛 !
 ,      𝑛 = 1,2,… , 𝑠

(
휆

휇
)𝑠

𝑠!
(
휆

𝑠휇
)𝑛−𝑠 =

(
휆

휇
)𝑛

𝑠!𝑠𝑛−𝑠
  ,    𝑛 = 𝑠, 𝑠 + 1,…

  

 

Κατϊ ςυνϋπεια αν το λ < sμ , ϋτςι ώςτε το ρ=λ/(sμ) < 1 τότε : 

 

𝑝0  = 1 / [ 1  +   
(
휆

휇
)𝑛

𝑛 !
𝑠−1
𝑛=1   +   

(
휆

휇
)𝑠

𝑠!
  (

휆

𝑠휇
)𝑛−𝑠∞

𝑛=𝑠  

      

    = 1 / [  
(
휆

휇
)𝑛

𝑛 !

𝑠−1
𝑛=0   +  

(
휆

휇
)𝑠

𝑠!
 

1

1−휆/(𝑠휇 )
 ] 

 

Από τουσ παραπϊνω παρϊγοντεσ επύςησ ϋχουμε : 

 

𝑝𝑛  = 

 
 

 
(
휆

휇
)𝑛

𝑛 !
𝑝0  ,     0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑠

(
휆

휇
)𝑛

𝑠!𝑠𝑛−𝑠
𝑝0  ,       𝑛 ≥ 𝑠

  

 

Επύςησ από τισ παραπϊνω ςχϋςεισ μπορεύ να δειχθεύ ότι η πιθανότητα ,ςτην 

κατϊςταςη ιςορροπύασ , όλοι οι εξυπηρετητϋσ να εύναι απαςχολημϋνοι εύναι : 

𝑝 𝑛 ≥ 𝑠 =
(
휆
휇)𝑛

𝑠! (1 −
휆
𝑠휇)

𝑝0 

 ( το τϋλοσ παρατύθεται και ϋνασ πύνακασ με αποτελϋςματα για την 

παραπϊνω πιθανότητα για διϊφορεσ περιπτώςεισ)  

Ακόμη ϋχουμε : 

𝐿𝑞  =  (𝑛 − 𝑠)𝑝𝑛
∞
𝑛=𝑠  
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      =  𝑗𝑝𝑗+𝑠
∞
𝑗=0   =   𝑗

(
휆

휇
)𝑠

𝑠!

∞
𝑗=0 휌𝑗𝑝0 = 𝑝0

 
휆

휇
 
𝑠

𝑠!
휌 

𝑑

𝑑휌

∞
𝑗=0 (휌𝑗 )  =  𝑝0

 
휆

휇
 
𝑠

𝑠!
휌

𝑑

𝑑휌
( 휌𝑗 )∞

𝑗=0  

   = 𝑝0

 
휆

휇
 
𝑠

𝑠!
휌

𝑑

𝑑휌
 (

1

1−휌
) = 𝑝0

 
휆

휇
 
𝑠
휌

𝑠!(1−휌)2
 

 

(Επειδό  λ=휆𝑒𝑓𝑓   )  ϋχουμε επύςησ    L = 𝐿𝑞  + ρ 

W = 𝐿𝑞  / λ             και        Σ = W + 1/μ 

 

 Όςον αφορϊ τη ςυνϊρτηςη πυκνότητασ πιθανότητασ για το χρόνο 

αναμονόσ ,η μϋθοδοσ που εφαρμόςθηκε για το μοντϋλο με τον ϋνα μόνον 

εξυπηρετητό μπορεύ να επεκταθεύ και για το μοντϋλο με τουσ πολλαπλούσ 

εξυπηρετητϋσ.Ϊτςι για t ≥ 0 : 
 

 

𝑝 { 𝑆 > 𝑡 } = 𝑒−휇𝑡   
1+ 𝑝0(

휆

휇
)𝑠

𝑠!(1−휌)
 

1− 𝑒
−휇 𝑡(𝑠−1−

휆
휇

)

𝑠−1−휆/휇
    

 

 

p { Wn > t } =  1 − 𝑝{𝑊𝑛 = 0} 𝑒−𝑠휇 1−휌 𝑡  

 

όπου       𝑝{𝑊𝑛 = 0} =  𝑝𝑛
𝑠−1
𝑛=0  

 

 

 

 

                                                                                                                                                                                                                   

 

 

 

 

 

το παρϊδειγμα του χώρου των επειγόντων  του δημόςιου νοςοκομεύου,που 

εύχαμε αναφϋρει πολύ αρχικϊ, ο υπεύθυνοσ διαχεύριςησ κατϋληξε ότι τα επεύγοντα 

περιςτατικϊ φθϊνουν ςχεδόν ςε τυχαύο ρυθμό,ϋτςι ώςτε τα ενδοδιαςτόματα μεταξύ 

των διαδοχικών αφύξεων ακολουθούν Εκθετικό κατανομό (Poisson διαδικαςύα 

αφύξεων).Επύςησ κατϋληξε ότι ο χρόνοσ που ξοδεύει ϋνασ γιατρόσ για να θεραπεύςει 

τα περιςτατικϊ , κατϊ προςϋγγιςη , ακολουθεύ Εκθετικό κατανομό.Γι’αυτό το λόγο 

επϋλεξε ϋνα το μοντϋλο Μ/Μ/s για μύα πρωταρχικό μελϋτη του ςυςτόματοσ ουρϊσ. 

 Με το να προβϊλλει τα διαθϋςιμα δεδομϋνα (π.χ.από μια βϊρδια νωρύσ το βρϊδυ) 

ςτην επόμενη χρονιϊ,υπολόγιςε ότι οι αςθενεύσ θα φθϊνουν με μϋςο ρυθμό 1 

αςθενούσ κϊθε ½ τησ ώρασ.Ϊνασ γιατρόσ απαιτεύ ϋνα μϋςο χρόνο 20 λεπτών για να 

«θεραπεύςει» κϊθε περιςτατικό.Ϊτςι με 1 ώρα ςαν μονϊδα χρόνου : 

1/λ=1/2 ώρα ανϊ πελϊτη(αςθενό)      και     1/μ = 1/3 ώρα ανϊ πελϊτη 

Ϊτςι ώςτε     λ = 2 πελϊτεσ/ώρα   και     μ = 3 πελϊτεσ/ώρα 
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Οι δύο εναλλακτικϋσ που ϋχει ο υπεύθυνοσ διαχεύριςησ εύναι να ςυνεχύςει να ϋχει ϋνα 

γιατρό κατϊ τη διϊρκεια των ωρών αιχμόσ (s=1) ό να προςθϋςει ακόμη ϋνα γιατρό 

εκεύνεσ τισ ώρεσ (s=2) .Και ςτισ δυο περιπτώςεισ : 

ρ= 
휆

𝑠휇
  < 1   ϋτςι ώςτε το ςύςτημα να φθϊςει ςε κατϊςταςη ιςορροπύασ.Βϋβαια επειδό 

το   λ  δεν παραμϋνει ςταθερό όλεσ τισ ώρεσ τησ ημϋρασ(αλλϊζει από βϊρδιεσ ςε 

βϊρδιεσ),το ςύςτημα δεν φθϊνεο ποτϋ ουςιαςτικϊ ςε μια κατϊςταςη 

ιςορροπύασ.Όμωσ ο υπεύθυνοσ διαχεύριςησ θεωρεύ ότι οι ςυνθόκεσ και τα 

αποτελϋςματα τησ κατϊςταςησ ιςορροπύασ θα του παρϋχουν μια καλό προςϋγγιςη . 

Γι’αυτό το λόγο λοιπόν οι παραπϊνω εξιςώςεισ που αναφϋρθηκαν ςτο μοντϋλο Μ/Μ/s  

μασ δύνουν τα αποτελϋςματα του παρακϊτω πύνακα.  

Με βϊςη λοιπόν τα παρακϊτω αποτελϋςματα ο υπεύθυνοσ κατϋληξε ότι η παρουςύα 

μόνο του ενόσ γιατρού εύναι ανεπαρκόσ για την επόμενη χρονιϊ,ούτωσ ώςτε να 

παρϋχει τη ςωςτό περύθαλψη ςτουσ αςθενεύσ ςτο χώρο των Επειγόντων 

περιςτατικών. 

       s=1            s=2 
           ρ 2

3
 

1

3
 

𝑝0 1

3
 

1

2
 

𝑝1 2

9
 

1

3
 

𝑝𝑛  1

3
(
2

3
)𝑛  (

1

3
)𝑛  

𝐿𝑞  4

3
 

1

12
 

          L     2 3

4
 

         W 2

3
 ώ휌𝛼휍 

1

24
ώ휌𝛼휍 

          T 1 ώρασ 3

8
ώ휌𝛼휍 

𝑃 𝑊𝑛 > 0  0.667 0.167 
𝑃 𝑊𝑛 > 1/2  0.404 0.022 
𝑃 𝑊𝑛 > 1  0.245 0.003 
𝑃 𝑊𝑛 > 𝑡  2

3
𝑒−𝑡  

1

6
𝑒−4𝑡  

𝑃 𝑆 > 𝑡  𝑒−𝑡  1

2
𝑒−3𝑡(3

− 𝑒−𝑡) 
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ΣΟ       Μ / Μ / s/k      ΜΟΝΣΕΛΟ :  
 

Όπωσ αναφϋραμε και ςτο κομμϊτι για το Μ / Μ / 1  μοντϋλο,και ςε αυτό τον 

τύπο μοντϋλου υπϊρχει και η περύπτωςη τησ μη ϊπειρησ(πεπεραςμϋνησ) ουρϊσ 

αναμονόσ,δηλ. το πλόθοσ των πελατών ςτο ςύςτημα δεν μπορεύ να ξεπερϊςει 

ϋνα ςυγκεκριμϋνο αριθμό (k) .Επομϋνωσ ,και πϊλι, το  μϋγιςτο μϋγεθοσ τησ  

ουρϊσ εύναι k-s . Οποιοςδόποτε πελϊτησ φθϊνει ςτο ςύςτημα ενώ αυτό εύναι 

πλόρεσ ,δεν του επιτρϋπεται να ειςϋλθει  και αποχωρεύ για πϊντα.Από την 

ϊποψη τησ birth – death διαδικαςύασ,εκεύνεσ τισ ςτιγμϋσ  ο μϋςοσ ρυθμόσ  

αφύξεων ςτο ςύςτημα γύνεται μηδϋν. 

Με βϊςη την παραπϊνω πρόταςη  ειςϊγουμε αρχικϊ το : 

휆𝑛  =  
 휆       𝑛 = 0,1,… ,𝑘 − 1

0                     𝑛 > 𝑘
  

Επειδό για κϊποιεσ για τιμϋσ του  n  η τιμό του 휆𝑛  εύναι 0 , το ςύςτημα αναμονόσ 

που ταιριϊζει ςε αυτό το μοντϋλο πϊντα φθϊνει ςε κατϊςταςη ιςορροπύασ 

ακόμα και όταν το ρ = λ/sμ ≥1 .Η ςυνόθησ , ρεαλιςτικό ερμηνεύα αυτού του 

μοντϋλου εύναι η ύπαρξη μόνο πεπεραςμϋνου χώρου αναμονόσ ο οπούοσ μπορεύ 

να χωρϋςει ϋνα μϋγιςτο πλόθοσ k πελατών ςε ϋνα ςύςτημα.Για παρϊδειγμα ςτην 

περύπτωςη του χώρου των Επειγόντων του νοςοκομεύου , το ςύςτημα αναμονόσ 

που το αντιπροςωπεύει θα ϋχει μια πεπεραςμϋνη ουρϊ αν υπϊρχουν μόνο k ςτο 

πλόθοσ κρεβϊτια για τουσ αςθενεύσ που φθϊνουν και αν το νοςοκομεύο ϋχει ςαν 

πολιτικό να ςτϋλνει ςε ϊλλο νοςοκομεύο τουσ αςθενεύσ που φθϊνουν όταν δεν 

υπϊρχουν ϊδεια κρεβϊτια.Επύςησ και πϊλι μύα πρακτικό ερμηνεύα του μοντϋλου 

αυτού εύναι οι περιπτώςεισ που πελϊτεσ φεύγουν από μια ουρϊ , όταν βρύςκουν 

αρκετούσ ϊλλουσ πελϊτεσ πριν από αυτούσ και δεν διατύθενται να περιμϋνουν 

για πολλό ώρα . Σο διϊγραμμα ρυθμών εύναι το ύδιο με του μοντϋλου Μ/Μ/s 

μόνο που ςταματϊ όταν φθϊςει ςτην κατϊςταςη k. 

 

 

Επειδό αυτό το ςύςτημα διαθϋτει k θϋςεισ για το πλόθοσ των πελατών ,το k 

εύναι και ο μϋγιςτοσ αριθμόσ εξυπηρετητών που μπορούν να χρηςιμοποιηθούν 

και γι’αυτό το λόγο υποθϋτουμε ότι s ≤ k .Ϊχουμε λοιπόν : 

 

휇 =  
𝑛휇,             0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑠 
𝑠휇 ,           𝑠 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘 
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 𝐶𝑛  = 

 
 
 

 
 

(
휆

휇
)𝑛

𝑛 !
,    𝑛 = 0,1,2,… , 𝑠

(
휆

휇
)𝑠(

휆

𝑠휇
)𝑛−𝑠 =

(
휆

휇
)𝑛

𝑠!𝑠𝑛−𝑠

0,          𝑛 > 𝑘

,   𝑛 = 𝑠, 𝑠 + 1,…𝑘

  

 

Όπου ρ=λ/μ 

Ϊτςι  ϋχουμε :         𝑝𝑛  = 

 
 
 

 
 

(
휆

휇
)𝑛

𝑛 !
𝑝0  ,     0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑠

 
휆

휇
 
𝑛

𝑠!𝑠𝑛−𝑠
𝑝0  ,       𝑛 = 𝑠, 𝑠 + 1,… ,𝑘

0,             𝑛 > 𝑘

  

 

Όπου      𝑝0  = 1 / [    
(
휆

휇
)𝑛

𝑛 !
𝑠
𝑛=0   +   

(
휆

휇
)𝑠

𝑠!
  (

휆

𝑠휇
)𝑛−𝑠𝑘

𝑛=𝑠+1 ] 

 

𝐿𝑞  =  (𝑛 − 𝑠)𝑝𝑛
𝑘
𝑛=𝑠   

      =  𝑗𝑝𝑗+𝑠
𝑘−𝑠
𝑗=0  

      = 
휌𝑠휌

𝑠!𝑠
 𝑗(

휌

𝑠
)𝑗−1𝑝0

𝑘−𝑠
𝑗=0  

      = 
휌𝑠+1

𝑠𝑠!

𝑑

𝑑(
휌

𝑠
)
 (

휌

𝑠
)𝑗𝑘−𝑠

𝑗=0  

      =
휌𝑠+1

 𝑠−1 !(𝑠−휌)2  1 − (
휌

𝑠
)𝑘−𝑠+1 −  𝑘 − 𝑠 + 1 (1 −

휌

𝑠
)(
휌

𝑠
)𝑘−𝑠 𝑝0 

 

για  ρ/s=1  το                     𝐿𝑞= 
휌𝑠 𝑘−𝑠 (𝑘−𝑠+1)

2𝑠!
𝑝0  

 

για να προςδιορύςουμε τισ τιμϋσ των  W , T , L  πρϋπει να προςδιορύςουμε πρώτα 

το 휆𝑒𝑓𝑓 .Επειδό κανεύσ πελϊτησ δεν μπορεύ να μπει ςτο ςύςτημα με το που το 

όριο φθϊςει το k ,       휆𝑙𝑜𝑠𝑡  = 휆𝑝𝑘  

ϊρα  휆𝑒𝑓𝑓  = 휆 −  휆𝑙𝑜𝑠𝑡  = (1 −  𝑝𝑘  )λ 
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Επύςησ    ϋχουμε      𝐿 =   𝑛𝑝𝑛 +  𝐿𝑞 +  𝑠(1 −  𝑝𝑛)𝑠−1
𝑛=0

𝑠−1
𝑛=0  

 

 Εδώ  πρϋπει να παραθϋςουμε και μια ειδικό περύπτωςη αυτού του 

μοντϋλου που εύδαμε, όταν k = s , ϋτςι ώςτε η χωρητικότητα τησ ουρϊσ να 

εύναι  k – s  = 0 .ε αυτό την περύπτωςη οι πελϊτεσ που φθϊνουν όταν 

όλοι οι εξυπηρετητϋσ εύναι απαςχολημϋνοι φεύγουν αμϋςωσ και 

«χϊνονται» ςτο ςύςτημα.Μύα τϋτοια περύπτωςη για παρϊδειγμα εύναι ϋνα 

τηλεφωνικό δύκτυο  με  s ςυγκεκριμϋνα τηλεφωνικϋσ γραμμϋσ και κϊθε  

ϊτομο που καλεύ λαμβϊνει ςόμα κατειλλημϋνου και το κλεύνει, όταν όλεσ 

οι γραμμϋσ εύναι απαςχολημϋνεσ!Αυτού του εύδουσ τα ςυςτόματα , 

δηλαδό «ςυςτόματα αναμονόσ»  χωρύσ ουρϊ ,  αντιπροςωπεύονται από 

τη λεγόμενη φόρμουλα τησ «απώλειασ»  του Erlang ( Erlang’s Formula   ό  

Erlang-B ) , η οπούα ονομϊζεται ϋτςι επειδό αυτού του εύδουσ το ςύςτημα 

μελετόθηκε από τον A.K.Erlang ςτισ αρχϋσ του 20ού αιώνα,Δανό 

μηχανικό τηλεπικοινωνιών ο οπούοσ θεωρεύται και ο θεμελιωτόσ τησ 

Θεωρύασ Αναμονόσ (ςυγκεκριμϋνα ο τύποσ-φόρμουλα για το 

ςυγκεκριμϋνο ςύςτημα αναμονόσ ανακαλύφθηκε από τον Erlang το 

1917) .Όπωσ εύναι προφανϋσ ςε αυτό την περύπτωςη η πιθανότητα να 

εύναι απαςχολημϋνεσ όλεσ οι μονϊδεσ εξυπηρϋτηςησ  ιςοδυναμεύ με το 

ποςοςτό των πελατών που χϊνονται: 

 

𝑝𝑠 =  

𝑝𝑠

𝑠!

1 + 𝑝 +
𝑝2

2! + ⋯+
𝑝𝑠

𝑠!

 

 

 

 

 

ΣΟ    Μ / Μ / ∞    ΜΟΝΣΕΛΟ : 

 

ε  αυτό την περύπτωςη μοντϋλου ο αριθμόσ των εξυπηρετητών εύναι 

απεριόριςτοσ επειδό ο πελϊτησ εύναι επύςησ εξυπηρετητόσ ( self-service model 

)!Για παρϊδειγμα ϋνα μηχϊνημα ΑΣΜ μιασ τρϊπεζασ. Εναλλακτικά μπορεί ςτο 

ςύςτημα αυτό  να θεωρόςουμε εύτε ότι υπϊρχει μια μονϊδα εξυπηρϋτηςησ, η 

οπούα επιταχύνει τον ρυθμό τησ γραμμικϊ όςο ϋρχονται περιςςότεροι πελϊτεσ, 

εύτε ότι διατύθεται πϊντα μια καινούργια μονϊδα, για κϊθε πελϊτη που φθϊνει 

ςτο ςύςτημα. Εδώ ,ςε κϊθε περύπτωςη, ο αριθμόσ των πελατών ςτο ςύςτημα 

ιςοδυναμεύ με τον αριθμό πελατών που εξυπηρετούνται, εφ’ όςον δεν υπϊρχει 

αναμονό. 
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Σο μοντϋλο αυτό υποθϋτει ότι ο ρυθμόσ αφύξεων εύναι ςταθερόσ. 

Ϊτςι  ϋχουμε : 

휆𝑛  = 휆 ,      𝑛 = 0,1,2,… 

휇𝑛  = 𝑛휇 ,     𝑛 = 0,1,2,… 

 

𝑝𝑛  = 
휆𝑛

𝑛 !휇
𝑝0 = 

𝑝𝑛

𝑛 !
𝑝0  ,       n=0,1,2,… 

 

και  αφού          𝑝𝑛
∞
𝑛=0  = 1     ϋχουμε ότι     

𝑝0 = 
1

1+휌+
휌2

2!
+ …    

=
1

𝑒휌
=  𝑒−휌  

  

αν αποτϋλεςμα λοιπόν  :      𝑝𝑛 =  
𝑒−휌휌𝑛

𝑛 !
  ,        𝑛 = 0,1,2,… 

και ϊρα ακολουθεύ Poisson κατανομό  με μϋςο   μόκοσ     𝐿 = 휌 ,και όπωσ εύναι 

αναμενόμενο  𝐿𝑞 = 𝑊 = 0,επειδό δεν υπϊρχει αναμονό! 

 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1 : 

Aσ υποθϋςουμε ότι κϊθε χρόνο ςε μια μεγϊλη,επαρχιακό πόλη τησ Ελλϊδασ 

ανούγουν κατϊ μϋςο όρο 3 ζαχαροπλαςτεύα.Ο μϋςοσ χρόνοσ κατϊτον οπούο ϋνα 

ζαχαροπλαςτεύο παραμϋνει ςε λειτουργύα εύναι τα 10 χρόνια.Σην 1η Ιανουαρύου 

2525,ποιοσ θα εύναι ο μϋςοσ αριθμόσ των ζαχαροπλαςτεύων ςτην πόλη αυτό;Αν 

τα χρονικϊ ενδοδιαςτόματα μεταξύ των «ανοιγμϊτων» των ζαχαροπλαςτεύων 

ακολουθούν Εκθετικό κατανομό , ποιϊ η πιθανότητα την 1η Ιανουαρύου του 

2525 να υπϊρχουν 25 ζαχαροπλαςτεύα ςτην πόλη; 

 

 Ϊχουμε ότι  λ = 3 ζαχαροπλαςτεύα ανϊ χρόνο και  1/μ = 10  χρόνια ανϊ 

ζαχαροπλαςτεύο.Τποθϋτοντασ ότι ϋχουμε φθϊςει ςτην  κατϊςταςη 

ιςορροπύασ  ϋχουμε το μϋςο πλόθοσ  𝐿 = 휌 =
휆

휇
= 30  휁𝛼휒𝛼휌휊휋휆𝛼휎휏휀ί𝜔휈  

ςτην πόλη. 



55 
 

Αφού οι χρόνοι «αφύξεων»(ανοιγμϊτων) ακολουθούν Εκθετικό κατανομό 

ϋχουμε   :𝑝25 =  
3025𝑒−30

25!
= 0.05 . 

 

 

 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 : 

Ϊνασ επενδυτόσ ςτο χρηματιςτόριο επενδύει 1000 ευρώ το μόνα ςε ϋνα εύδοσ 

μετοχών ωσ αποθϋμα  αςφαλεύασ.Οι ςυναλλαγϋσ των μετοχών γύνονται ςε 

τυχαύεσ χρονικϋσ ςτιγμϋσ,ϊρα και ςε τυχαύο ρυθμό , επειδό  ο επενδυτόσ 

αποφαςύζει να τισ κϊνει όταν βρεθεύ μια «καλό» ευκαιρύα για αγορϊ.Επύςησ 

κρατϊει αυτϋσ τισ μετοχϋσ αποθϋματοσ για 3 χρόνια κατϊ μϋςο όρο αλλϊ τισ 

πουλϊει και πϊλι ςε τυχαύεσ χρονικϋσ ςτιγμϋσ,όταν βρεθεύ μια κατϊλληλη 

ευκαιρύα ςτην αγορϊ για να το κϊνει.ύμφωνα με τη πορεύα του επενδυτό ,ϋνα 

25% από αυτϋσ τισ μετοχϋσ ςημειώνουν πτώςη  ςε ϋνα ποςοςτό περύπου 20% το 

χρόνο.Αυτϋσ που απομϋνουν 75%  ςημειώνουν ϊνοδο  με ϋνα ρυθμό περύπου 

12% το χρόνο.Θϋλουμε λοιπόν να εκτιμόςουμε  την καθαρό αξύα για τον 

επενδυτό ,μακροπρόθεςμα , ςτο χρηματιςτόριο. 

 

 Αυτό η περύπτωςη μπορεύ να μοντελοποιηθεύ με ϋνα Μ/Μ/∞ μοντϋλο 

καθώσ ο επενδυτόσ δεν χρειϊζεται να περιμϋνει ςε κϊποια ουρϊ αναμονόσ 

για να αγορϊςει ό να πουλόςει τισ μετοχϋσ που διατηρεύ ωσ απόθεμα. 

Ο μϋςοσ χρόνοσ μεταξύ των ςυναλλαγών εύναι 1 μόνασ.Επομϋνωσ  λ = 12 

μετοχϋσ ανϊ χρόνο.Ο ρυθμόσ πωλόςεων εύναι ο μ = 1/3 μετοχόσ ανϊ 

χρόνο. 

Ϊχουμε λοιπόν      𝐿 = 휌 =
휆

휇
= 36 휇휀휏휊휒έ휍 𝛼휋휊휃έ휇𝛼휏휊휍 − 𝛼휎휑𝛼휆휀ί𝛼휍. 

Ϊτςι η εκτύμηςη για τη μακροπρόθεςμη ,μϋςη καθαρό αξύα του επενδυτό 

για ϋνα χρόνο  εύναι : 

 0.25𝐿 × 1000  1 − 0.20 +    0.75𝐿 × 1000   1 + 0.12  

=  63.990 휀휐휌ώ 
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ΠΙΝΑΚΑ  ΓΙΑ ΣΗΝ ΠΙΘΑΝΟΣΗΣΑ  P(n≥s)  ΓΙΑ  ΣΟ  Μ/Μ/s  ΜΟΝΣΕΛΟ  : 

 

ρ s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=7 
0.10 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 
0.20 0.07 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00 
0.30 0.14 0.07 0.04 0.02 0.01 0.00 
0.40 0.23 0.14 0.09 0.06 0.04 0.03 
0.50 0.33 0.24 0.17 0.13 0.10 0.08 
0.55 0.39 0.29 0.23 0.18 0.14 0.11 
0.60 0.45 0.35 0.29 0.24 0.20 0.17 
0.65 0.51 0.42 0.35 0.30 0.26 0.21 
0.70 0.57 0.51 0.43 0.38 0.34 0.30 
0.75 0.64 0.57 0.51 0.46 0.42 0.39 
0.80 0.71 0.65 0.60 0.55 0.52 0.49 
0.85 0.78 0.73 0.69 0.65 0.62 0.60 
0.90 0.85 0.83 0.79 0.76 0.74 0.72 
0.95 0.92 0.91 0.89 0.88 0.87 0.85 
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Πεπεραςμϋνη    Πηγό   πελατών        
( Πεπεραςμϋνοσ πληθυςμόσ 
πελατών ςτο ςύςτημα ) 

 

Σο μοντϋλο που θα δούμε εδώ διαφϋρει από τα προηγούμενα ςτο ότι η πηγό που 

«γεννϊ» τουσ πελϊτεσ ςε ϋνα ςύςτημα ουρϊσ αναμονόσ εύναι 

πεπεραςμϋνη,δηλαδό το πλόθοσ των πελατών ςτο ςύςτημα εύναι πεπεραςμϋνο 

(για παρϊδειγμα  Ν  μηχανϋσ που βρύςκονται ςε ϋνα εργοςτϊςιο,και κϊθε φορϊ 

που κϊποια από αυτϋσ χαλϊ , οι υπεύθυνοι την αντικαθιςτούν  με μια από ϋνα 

πλόθοσ εφεδρικών μηχανών που διαθϋτουν ) .Τποθϋτοντασ λοιπόν ότι  Ν  εύναι 

το όριο για τον πληθυςμό που «γεννϊ» η πηγό , το πλόθοσ των πελατών ςτο 

ςύςτημα εύναι n=0,1,2,...,Ν  ϋτςι ώςτε κϊθε φορϊ ο αριθμόσ των  πιθανών 

πελατών που απομϋνει από την πηγό να εύναι   𝑁 − 𝑛. Ϊνασ πελϊτησ θα 

βρύςκεται εύτε ςτο ςύςτημα (εξυπηρετούμενοσ ό ςε αναμονό) εύτε εκτόσ 

ςυςτόματοσ (φθϊνοντασ ςτο ςύςτημα). Όλοι οι πελϊτεσ δρουν ανεξϊρτητα ο 

ϋνασ από τον ϊλλο. 

Εφόςον  n  πελϊτεσ βρύςκονται μϋςα ςτο ςύςτημα  και   Ν –n  εύναι ο αριθμόσ 

αυτών που βρύςκονται ϋξω από αυτό ,η  τρϋχουςα κατανομό πιθανότητασ του 

χρόνου που απομϋνει  μϋχρι την επόμενη ϊφιξη  εύναι ουςιαςτικϊ η κατανομό  

του ελαχύςτου από τα χρονικϊ ενδοδιαςτόματα μεταξύ των  Ν – n πελατών που 

βρύςκονται εκτόσ ςυςτόματοσ.Από τισ ιδιότητεσ που αναφϋρθηκαν ςτο κομμϊτι 

για την Εκθετικό κατανομό καταλαβαύνουμε ότι και αυτό η κατανομό πρϋπει να 

εύναι Εκθετικό με παρϊμετρο   휆𝑛 =  𝑁 − 𝑛  휆.Ϊτςι και αυτό το μοντϋλο μπορεύ 

να θεωρηθεύ ωσ μύα ειδικό περύπτωςη birth-death διαδικαςύασ. 

 Θα δούμε χωριςτϊ παρακϊτω τισ περιπτώςεισ αυτού του μοντϋλου για 

ςύςτημα με ϋναν εξυπηρετητό και για πολλαπλούσ εξυπηρετητϋσ. 

 

 

ΠΕΡΙΠΣΩΗ  υςτόματοσ     1όσ  Εξυπηρετητό : 

 

휆𝑛 =   
  𝑁 − 𝑛  휆,        𝑛 = 0,1,… ,𝑁

0 ,         𝑛 ≥ 𝑁
  

 

휇𝑛  =  휇 ,        𝑛 = 1,2,… 
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Γι’αυτό το μοντϋλο λοιπόν οι παραϊγοντεσ  𝐶𝑛  εύναι : 

𝐶𝑛  =  
𝑁 𝑁 − 1 …  𝑁 − 𝑛 + 1 (

휆

휇
)𝑛 =  

𝑁!

 𝑁−𝑛 !
(
휆

휇
)𝑛  ,     𝑛 ≤ 𝑁

0 ,             𝑛 > 𝑁

  

 

Ϊτςι     𝑝0 = 1 /   
𝑁!

 𝑁−𝑛 !
(
휆

휇
)𝑛 𝑁

𝑛=0  

 

𝑝𝑛  = 
𝑁!

 𝑁−𝑛 !
(
휆

휇
)𝑛𝑝0   ,       n=1, 2, … , N 

 

𝐿𝑞  =  (𝑛 − 1)𝑝𝑛
𝑁
𝑛=1   το οπούο δύνει      𝐿𝑞  = 𝑁 −  

휆+휇

휆
(1 −  𝑝0) 

 

𝐿 =   𝑛𝑝𝑛  =  𝐿𝑞 +  1 −  𝑝0 = 𝑁 − 휇/휆( 1 − 𝑝0 )

𝑁

𝑛=0

 

 

με     𝑊 =
𝐿

휆𝑒𝑓𝑓
     και       𝑊𝑞 =   

𝐿𝑞

휆𝑒𝑓𝑓
     

 

με  το  휆𝑒𝑓𝑓 =   휆𝑛𝑝𝑛  (= 𝐸  𝑁 − 𝑛 휆 ) =   𝑁 − 𝑛 휆𝑝𝑛 = 휆(𝑁 − 𝐿)𝑁
𝑛=0  ∞

𝑛=0  

 

 

2 n-2 n-1 n N N-1 1 0 

Nλ (Ν-1)λ (Ν-n+2)λ (Ν-n+1)λ λ 

μ μ μ μ μ 
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ΠΕΡΙΠΣΩΗ    υςτόματοσ     Πολλαπλών   Εξυπηρετητών (s>1) : 

 

휆𝑛 =  
 𝑁 − 𝑛 휆 ,      𝑛 = 0,1,2,… ,𝑁

0 ,          𝑛 ≥ 𝑁
  

휇𝑛 =   𝑛휇 ,              𝑛 = 1,2,… 𝑠}  휅𝛼휄   휇𝑛 = {𝑠휇 ,𝑛 = 𝑠, 𝑠 + 1,… }  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ϊτςι λοιπόν αντύςτοιχα με την περύπτωςη του ενόσ εξυπηρετητό ϋχουμε  

τα εξόσ : 

𝐶𝑛  = 

 
 

 
𝑁!

 𝑁−𝑛 !𝑛 !
(
휆

휇
)𝑛  ,     𝑛 = 0,1,2,… , 𝑠

𝑁!

 𝑁−𝑛 !𝑠!𝑠𝑛−𝑠
(
휆

휇
)𝑛  ,        𝑛 = 𝑠, 𝑠 + 1,… ,𝑁

0 ,             𝑛 > 𝑁

  

 

𝑝𝑛 =

 
 
 

 
 𝑁!

 𝑁−𝑛 !𝑛!
(
휆
휇

)
𝑛

𝑝0 ,    0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑠

𝑁!
 𝑁−𝑛 !𝑠! 𝑠𝑛−𝑠

(
휆
휇

)
𝑛

 𝑝0

0,       𝑛 > 𝑁

 ,     𝑠 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁

  

 

𝑝0 = 1 /  
𝑁!

 𝑁−𝑛 !𝑛 !
(
휆

휇
)𝑛 +   

𝑁!

 𝑁−𝑛 !𝑠!𝑠𝑛−𝑠
(
휆

휇
)𝑛𝑁

𝑛=𝑠
𝑠−1
𝑛=0     

 

0 1 2 s s-1 s-2 N N-1 

Nλ (N-1)λ (N-s+2)λ (N-s+1)λ λ 

μ 2μ (s-1)μ sμ sμ 
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 Με         𝐿𝑞 =   (𝑛 − 𝑠)𝑝𝑛
𝑁
𝑛=𝑠  

 

Και       𝐿 =   𝑛𝑝𝑛 +  𝐿𝑞 +  𝑠(1 −  𝑝𝑛)𝑠−1
𝑛=0

𝑠−1
𝑛=𝑠  

με     𝑊 =
𝐿

휆𝑒𝑓𝑓
     και       𝑊𝑞 =   

𝐿𝑞

휆𝑒𝑓𝑓
    με   

   휆𝑒𝑓𝑓    휈𝛼  휀ί휈𝛼휄 휏휊 ί𝛿휄휊 휇휀 휏휂휈 휋휀휌ί휋휏𝜔휎휂  휏휊휐 휀휈ό휍 휀휉휐휋휂휌휀휏휂휏ή . 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ : 

To τμόμα τησ δημοτικόσ αςτυνομύασ ενόσ δόμου τησ Αττικόσ διαθϋτει 5 

περιπολικϊ αυτοκύνητα.Κϊθε περιπολικό χρειϊζεται service μια φορϊ κϊθε 30 

μϋρεσ.Σο τμόμα διαθϋτει 2 μηχανικούσ για την επιδιόρθωςη των περιπολικών 

όταν χρειϊζεται,καθϋνασ από τουσ οπούουσ θϋλει κατϊ μϋςο όρο 3 μϋρεσ για να 

επιςκευϊςει το όχημα.Σα χρονικϊ ενδοδιαςτόματα μεταξύ των εμφανύςεων 

βλαβών και τα αντύςτοιχα μεταξύ των επιςκευών ακολουθούν την Εκθετικό 

κατανομό. 

Θϋλουμε να βρούμε τα εξόσ : 

 Σο μζςο αριθμό περιπολικών που βρίςκονται ςε καλή κατάςταςη. 

 Σο μζςο χρόνο που κάθε περιπολικό απαιτεί επιςκευή. 

 Σην πιθανότητα  ζνασ από τουσ μηχανικοφσ να μζνει αδρανήσ. 

 

Ϊχουμε τα εξόσ  : 

Ν = 5          ,      s = 2 ,             λ = 1/30  περιπολικό /ημϋρα       και     μ=1/3 περ./ημ. 

Ωρα     ρ = 
1/30

1/3
 =   

1

10
  

 𝑝1 =   5
1
  

1

10
 𝑝0 =  0.5𝑝0 

 𝑝2 =   5
2
  

1

10
 

2

𝑝0 =  0.1𝑝0 

 𝑝3 =   5
3
  

1

10
 

3 3!

2!2
𝑝0 =  0.015𝑝0 

 𝑝4 =   5
4
  

1

10
 

4 4!

2!22 𝑝0 =  0.0015𝑝0 

 𝑝5 =   5
5
  

1

10
 

5 5!

2!23 𝑝0 =  0.000075𝑝0 

 

Ϊτςι    𝑝0 0.5 + 0.1 + 0.015 + 0.0015 + 0.000075 =  1  και ϊρα     𝑝0 = 0.619 
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και  ϋχουμε και τισ τιμϋσ των υπόλοιπων πιθανοτότων : 

𝑝1 =  0.310   ,   𝑝2 =  0.062  ,   𝑝3 =   0.009   ,    𝑝4 =   0.001   και    𝑝5 =   0 

 

Ο αριθμόσ των περιπολικών που  αναμϋνονται να βρύςκονται ςε καλό 

κατϊςταςη  εύναι    𝛮 − 𝐿,δηλ. 

𝛮 −    𝑛𝑝𝑛
5
𝑛=0  =  5 −  0 0.619 +   1 0.310 +   2  0.062 +   3 0.009 +

  4 0.001 +  5 ∙ 0  =   5 − 0.465 = 4.535  휋휀휌휄휋휊휆휄휅ά 휎휀  휅𝛼휆ή  휅휏ά휎휏𝛼휎휂 

 

τη ςυνϋχεια ψϊχνουμε   τον     𝑊 =   𝐿/휆𝑒𝑓𝑓     όπου     휆𝑒𝑓𝑓  = 휆 ( 𝛮 − 𝐿 ) = 
4.535

30
= 0.151  περιπολικϊ /ημϋρα  

Ϊτςι     𝑊 =
0.465

0.151
 = 3.08  ημϋρεσ 

 

Σϋλοσ η πιθανότητα  όπου ϋνασ μηχανικόσ μπορεύ να μεύνει αδρανόσ  

εύναι  : 

𝑝0 + 0.5𝑝1 = 0.619 + 0.5 (0.310) = 0.774 

(αν υπόρχαν  3  μηχανικού για τισ επιςκευϋσ  η αντύςτοιχη πιθανότητα   θα όταν  

για ϋναν από αυτούσ πϊλι   𝑝0 + 
2

3
𝑝1 + 

1

3
 𝑝2   ϋτςι  επαγωγικϊ  η πιθανότητα να 

εύναι κϊποιοσ ςυγκεκριμϋνοσ μηχανικόσ αδρανόσ όταν το πλόθοσ τουσ εύναι 

γενικϊ   s   εύναι  :     𝑝0 + 
𝑠

𝑠−1
𝑝1 + 

𝑠

𝑠−2
𝑝2 + … + 

𝑝𝑠−1

𝑠
   . 
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Μοντϋλο Ουρϊσ  Αναμονόσ  με  μό  
ςταθερό  Μϋςο  Ρυθμό  
Εξυπηρϋτηςησ(state-dependent 
service rates model) 

 

Μϋχρι τώρα ςτα μοντϋλα που ϋχουμε δει υποθϋταμε ότι ο μϋςοσ ρυθμόσ 

εξυπηρϋτηςησ όταν ςταθερόσ,ανεξαρτότωσ του πλόθουσ των πελατών μϋςα ςτο 

ςύςτημα.Σο γεγονόσ αυτό δυςτυχώσ  δεν αντικατοπτρύζει πλόρωσ την 

πραγματικότητα,ειδικϊ ςε ςυςτόματα ουρών αναμονόσ όπου οι εξυπηρετητϋσ  

εύναι ϊνθρωποι. Για παρϊδειγμα εύναι πιθανόν ςε ϋνα ςύςτημα όπου η ουρϊ 

εύναι πολύ μεγϊλη , οι εξυπηρετητϋσ να τεύνουν να δουλεύουν πολύ πιο γρόγορα  

απ’όταν η ουρϊ εύναι μικρό ό μηδαμινό.Αυτό μπορεύ να επιδρϊςει απλώσ 

αυξϊνοντασ το ρυθμό εξυπηρϋτηςησ,διότι γενικϊ οι εξυπηρετητϋσ δρουν υπό 

πύεςη και ϊρα πιο γρόγορα  όταν υπϊρχει μεγϊλη ουρϊ αναμονόσ εύτε να 

επιδρϊςει  πιθανόν αρνητικϊ ςτην ποιότητα των υπηρεςιών εξυπηρϋτηςησ. 

Θεωρώντασ λοιπόν ότι ο ρυθμόσ εξυπηρϋτηςησ αυξϊνεται καθώσ το μόκοσ τησ 

ουρϊσ αυξϊνεται ,μπορούμε να διαμορφώςουμε ϋνα «θεωρητικό» μοντϋλο που 

να παρουςιϊζει τον τρόπο που αυξϊνεται ο ρυθμόσ  ϋχοντασ ταυτόχρονα όμωσ 

αυτό το μοντϋλο αρκετό απλότητα ώςτα να μπορεύ να εφαρμοςθεύ ςτην πρϊξη. 

   

 

Αρχικϊ δημιουργούμε μια μοντελοπούηςη για την περύπτωςη του ενόσ 

εξυπηρετητό : 

𝝁𝒏 =   𝒏𝒄𝝁𝟏   ,  n=0,1,2,… 

όπου   n = αριθμόσ των πελατών ςτο ςύςτημα 

             휇𝑛= μϋςοσ ρυθμόσ εξυπηρϋτηςησ όταν n πελϊτεσ βρύςκονται ςτο ςύςτημα 

             c = ςυντελεςτόσ πύεςησ (pressure  coefficient )-θετικό ςταθερϊ  που  

εκφρϊζει το βαθμό ςτον οπούο ο ρυθμόσ εξυπηρϋτηςησ επηρεϊζεται από την 

κατϊςταςη του ςυςτόματοσ(δηλ.το πλόθοσ των πελατών) 

Για παρϊδειγμα  ϋςτω c =1 ,υποθϋτουμε ότι ο μϋςοσ ρυθμόσ εξυπηρϋτηςησ εύναι 

ευθϋωσ ανϊλογοσ με το πλόθοσ των πελατών n.Για c = ½  υποθϋτουμε ότι ο 
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μϋςοσ ρυθμόσ εξυπηρϋτηςησ εύναι ευθϋωσ ανϊλογοσ με την τετραγωνικό ρύζα 

του n κ.ο.κ.Μϋχρι τώρα επομϋνωσ,ςτα μοντϋλα που εξετϊςαμε το c = 0. 

Ϊςτω λοιπόν τώρα να υποθϋςουμε ότι οι αφύξεισ ςτο ςύςτημα αναμονόσ 

ακολουθούν την Poisson κατανομό με     휆𝑛 = 휆   και οι χρόνοι εξυπηρϋτηςησ 

ακολουθούν Εκθετικό κατανομό με     휇𝑛 =   𝑛𝑐휇1 .ε αυτό την περύπτωςη 

ϋχουμε μια ειδικό μορφό τησ birth-death διαδικαςύασ , με τουσ παρϊγοντεσ 𝐶𝑛  

που ϋχουμε ορύςει να ϋχουν την μορφό : 

𝐶𝑛  = 
(
휆

휇 1
)𝑛

(𝑛!)𝑐
    ,   n=0,1,2,… 

Ϊτςι όλοι οι τύποι για τα μεγϋθη που ιςχύουν ςτην κατϊςταςη ιςορροπύασ εύναι 

εφαρμόςιμοι και ςε αυτό τη περύπτωςη.Παρ’όλα  αυτϊ,δεν εύναι διαθϋςιμεσ 

γενικϊ οι αναλυτικϋσ εκφρϊςεισ των αθροιςμϊτων που περιλαμβϊνονται ςε 

αυτούσ τουσ τύπουσ.Όμωσ ςχεδόν ακριβό αποτελϋςματα για την πιθανότητα 𝑝0 

και το μόκοσ L ϋχουν υπολογιςθεύ-γραφικϊ για διϊφορεσ τιμϋσ του c και του 

λ/휇1  (με χρόςη υπολογιςτό και χρηςιμοποιώντασ ςε πύνακεσ ϋνα πεπεραςμϋνο 

πλόθοσ ορών) .  

 

Μύα ακόμη περύπτωςη εύναι το ςύςτημα αναμονόσ να αντιδρϊςει ςε μύα ουρϊ 

μεγϊλου μόκουσ με το να μειώςει το ρυθμό αφύξεων  αντύ να αυξόςει το ρυθμό 

εξυπηρϋτηςησ (για παρϊδειγμα όταν ςε μια υπηρεςύα η ουρϊ ςε ϋνα ταμεύο εύναι 

πολύ μεγϊλη ,ο υπϊλληλοσ παραπϋμπει κϊποιουσ από τουσ πελϊτεσ να 

απευθυνθούν ςε κϊποιο ϊλλο ταμεύο) .ε αυτϋσ τισ περιπτώςεισ οι μϋςοι ρυθμού 

αφύξεων μοντελοποιούνται ωσ εξόσ : 

휆𝑛 =  (𝑛 + 1)−𝑏휆0   ,   𝑛 = 0,1,2,… 

Όπου η   b   εύναι μύα ςταθερϊ ανϊλογησ ερμηνεύασ με αυτόν τησ   c   που 

εύδαμε.Οι παρϊγοντεσ    𝐶𝑛    τησ birth-death διαδικαςύασ με  αυτϊ τα   휆𝑛   εύναι οι 

ύδιοι ακριβώσ με τουσ προηγούμενουσ , ϋχοντασ αυτό τη φορϊ       𝝁𝒏 = 𝝁  ,𝒏 =

𝟏,𝟐,…     και αντικαθιςτώντασ το   λ    με το    휆0   , για το μοντϋλο με μη ςταθερό 

ρυθμό εξυπηρϋτηςησ όπου    c = b   και    λ/휇1 =  휆0/휇     ϋτςι ώςτε τα 

απότελϋςματα που αφορούν την κατϊςταςη ιςορροπύασ να παραμϋνουν τα ύδια. 

                 

Βϋβαια ϋνα πιο γενικό μοντϋλο μπορεύ να χρηςιμοποιηθεύ,το οπούο ςυνδυϊζει 

αυτϋσ τισ δύο περιπτώςεισ , δηλαδό αμφότεροι οι μϋςοι ρυθμού αφύξεων και 

εξυπηρϋτηςησ  να εύναι μό ςταθερού (state-dependent  mean arrival and mean 

service rates).Ϊτςι ϋχουμε : 

휇𝑛 =  𝑛𝛼휇1   ,   𝑛 = 1,2,… 
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Και   휆𝑛 = (𝑛 + 1)−𝑏휆0   , 𝑛 = 0,1,2,… 

Και πϊλι οι παρϊγοντεσ   𝐶𝑛    εύναι ύδιοι με αυτούσ  του μοντϋλου μη ςταθερού 

ρυθμού εξυπηρϋτηςησ παραπϊνω, με   𝑐 = 𝑎 + 𝑏    휅𝛼휄   
휆

휇1
=

휆0

휇1
   , ϋτςι ώςτε  

οι τύποι για τα μεγϋθη που ιςχύουν ςτην κατϊςταςη ιςορροπύασ (και οι οπούοι 

ϋχουν υπολογιςθεύ γραφικϊ ) να εύναι εφαρμόςιμοι ςε αυτό το γενικευμϋνο 

μοντϋλο. 

 

 

Σώρα ασ δούμε την αντύςτοιχη μοντελοπούηςη ςτην περύπτωςη που 

υπϊρχουν περιςςότεροι του ενόσ εξυπηρετητϋσ  (s > 1): 

Tο μοντϋλο που θα δούμε για την περύπτωςη των πολλαπλών εξυπηρετητών 

εύναι το γενικευμϋνο,που ςυνδυϊζει και τουσ δύο μϋςουσ  ρυθμούσ ςτο ςύςτημα 

να μην εύναι ςταθερού και να εξαρτώνται από την εκϊςτοτε κατϊςταςη του 

ςυςτόματοσ.Εύναι φυςικό να ϋχουμε τα  휇𝑛   και  휆𝑛   να ποικύλλουν ανϊλογα με το 

πλόθοσ των πελατών ανϊ εξυπηρετητό ( n/s ) όπωσ ποικύλλουν ςτην περύπτωςη 

του ενόσ εξυπηρετητό ανϊλογα με το n. 

 

Ϊτςι   :                              휇𝑛 =  
𝑛휇1       , 𝑛 ≤ 𝑠

(
𝑛

𝑠
)𝑎𝑠휇1  ,    𝑛 ≥ 𝑠

  

 

Και           휆𝑛 =  
휆0       ,    𝑛 ≤ 𝑠 − 1

   (
𝑠

𝑛+1
)𝑏휆0     ,    𝑛 ≥ 𝑠 − 1

  

 

 Ϊτςι λοιπόν οι παρϊγοντεσ   𝐶𝑛    για την birth-death διαδικαςύα με τα 

παραπϊνω δεδομϋνα εύναι  : 

𝐶𝑛 =    

 
  
 

  
 (

휆0

휇1
)𝑛

𝑛!
 ,    𝑛 = 0,1,2,… , 𝑠

(
휆0

휇1
)𝑛

𝑠! (
𝑛!
𝑠!)𝑐𝑠 1−𝑐 (𝑛−𝑠)

 ,     𝑛 = 𝑠, 𝑠 + 1,…

  

με   c = α + b 

Οι τιμϋσ για τα 𝑝0 , 𝐿𝑞  , 𝐿   ϋχουν υπολογιςθεύ γραφικϊ για διϊφορεσ τιμϋσ του  c , 

휆0/ 휇1  και   s. 
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Σο παρϊδειγμα του χώρου των Επειγόντων του τοπικού,δημόςιου νοςοκομεύου με 

μη ςταθερό μϋςο,ρυθμό εξυπηρϋτηςησ :Ύςτερα από ςυλλογό κι ϊλλων δεδομϋνων ,ο 

υπϋυθυνοσ διαχεύριςησ διαπύςτωςε  ότι ο χρόνοσ που περνϊ ϋνασ γιατρόσ με κϊθε αςθενό 

τεύνει να μειώνεται καθώσ το πλόθοσ των αςθενών που βρύςκονται ςε αναμονό 

αυξϊνεται.Γεγονόσ που φαύνεται λογικό και εξηγεύται με το ότι ο γιατρόσ τεύνει να 

δουλεύει πιο γρόγορα  όταν υπϊρχει αύξηςη ςτην ουρϊ αναμονόσ των αςθενών.O μϋςοσ 

ρυθμόσ εξυπηρϋτηςησ 휇𝑛  (δηλ. ο ρυθμόσ με τον οπούο ο γιατρόσ ςτο χώρο των 

Επειγόντων περιθϊλπτει τουσ αςθενεύσ ενώ υπϊρχουν n αςθενεύσ ς’αναμονό) φαύνεται να 

ταιριϊζει ςτην περύπτωςη του μοντϋλου του εξαρτώμενου από την κατϊςταςη του 

ςυςτόματοσ ρυθμού εξυπηρϋτηςησ.Γι’αυτό λοιπόν και ο υπεύθυνοσ διαχεύριςησ του 

νοςοκομεύου αποφϊςιςε να το εφαρμόςει.Με βϊςη λοιπόν τα καινεούργια δεδομϋνα , ο 

κϊθε  γιατρόσ χρειϊζεται ϋναν μϋςο όρο 24 λεπτών για να κουρϊρει το κϊθε αςθενό αν 

δεν περιμϋνουν ϊλλοι αςθενεύσ.Αυτόσ ο μϋςοσ χρόνοσ γύνεται 12 λεπτϊ όταν ο κϊθε 

γιατρόσ ϋχει 6 αςθενεύσ,επομϋνωσ 5 να περιμϋνουν για τον καθϋνα.Ϊτςι λοιπόν με ϋνα 

μόνον γιατρό ςε εφημερύα : 

휇1 = 2
1

2
   𝛼휎휃휀휈휀ί휍 /ώ휌𝛼                        휇6 = 5 𝛼휎휃휀휈휀ί휍/ώ휌𝛼 

Ϊτςι ο ςυντελεςτόσ πύεςησ     c   πρϋπει να ικανοποιεύ τη ςχϋςη :  휇6 =  6𝑐휇1   =>6𝑐  = 2    =>   

c = 0.4  .Ο διαχειριςτόσ για να ςυγκρύνει τισ διαφορϋσ μεταξύ των περιπτώςεων του ενόσ 

γιατρού ςε εφημερύα και των δύο γιατρών αντύςτοιχα,ανϋπτυξε το παραπϊνω μοντϋλο 

που εύδαμε και για τισ 2 περιπτώςεισ,βρύςκοντασ τα διϊφορα ,εμπλεκόμενα μεγϋθη(ςτην 

κατϊςταςη ιςορροπύασ φυςικϊ). 

 s=1 s=2 
휆

𝑠휇1
 

0.8 Ο.4 

휆

𝑠휇6
 

0.4 0.2 

𝑝0 0.367 0.440 
𝑝1 0.294 0.352 
𝐿𝑞  0.618 0.095 

L 1.251 0.864 
W 0.309 ώρα 0.048 ώρα 
T 0.626 ώρα 0.432 ώρα 
𝑝{𝑊𝑛 > 0} 0.633 0.208 
Οι τιμϋσ των  L , 𝑝0  και  για την περύπτωςη s=2 , 𝐿𝑞  βρύςκονται από τισ δεδομϋνεσ τιμϋσ 

που ϋχουν υπολογιςθεύ γραφικϊ και χρηςιμοποιούνται για να υπολογιςθούν τα 

παρακϊτω : 

𝑝1 = 𝐶1𝑝0 

𝐿𝑞  = 𝐿 −  1 −  𝑝0     ,   𝛾휄𝛼  𝑠 = 1 

𝐿𝑞  = 𝐿 − 𝑝1 − 2(1 − 𝑝0 − 𝑝1)    ,   𝛾휄𝛼  𝑠 = 2 

𝑊 =
𝐿𝑞

휆
    και   𝛵 =

𝐿

휆
          και       𝑝 𝑊𝑛 > 0 = 1 −  𝑝𝑛

𝑠−1
𝑛=0  

Σα αποτελϋςματα από τον παραπϊνω πύνακα(και το ότι δεν παρεκλύνουν ςημαντικϊ από 

τα αντύςτοιχα του παραδεύγματοσ για το M/M/s μοντϋλο) ςτηρύζουν τη ϊποψη ότι ο ϋνασ 

γιατρόσ θα εύναι ανεπαρκόσ για την επόμενη χρονιϊ! 
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ΜΟΝΣΕΛΑ  Ο.Α.  ΜΕ  ΜΗ   
ΕΚΘΕΣΙΚΕ ΚΑΣΑΝΟΜΕ 

 

Μϋχρι τώρα όλα τα μοντϋλα ουρών αναμονόσ που ϋχουμε δει ,ςτηρύζονταν ςτην 

διαδικαςύα  birth – death.Επομϋνωσ αναγκαςτικϊ οι χρόνοι μεταξύ αφύξεων και 

οι χρόνοι εξυπηρϋτηςησ ακολουθούςαν  την Εκθετικό κατανομό.Αυτού του 

εύδουσ η κατανομό πιθανότητασ ϋχει αρκετϋσ, «βολικϋσ» ιδιότητεσ ,αλλϊ μπορεύ 

να εφαρμοςθεύ,δύνοντασ αξιόλογα αποτελϋςματα,μόνο ςε οριςμϋνα προβλόματα 

ςυςτημϊτων ουρϊσ αναμονόσ.υγκεκριμϋνα η παραδοχό ότι τα ενδοδιαςτόματα 

μεταξύ των αφύξεων ακολουθούν την Εκθετικό κατανομό ςυνεπϊγεται με το ότι 

οι αφύξεισ γύνονται ςε τυχαύεσ χρονικϋσ ςτιγμϋσ – ϊρα ακολουθούν Poisson 

κατανομό – γεγονόσ λογικό ςε πολλϋσ περιπτώςεισ.Όμωσ ςε ϊλλεσ,επύςησ 

πολλϋσ περιπτώςεισ,οι αφύξεισ γύνονται ςε ςυγκεκριμϋνεσ,προγραμματιςμϋνεσ  ό 

τακτικϋσ χρονικϋσ ςυχνότητεσ.Επιπλϋον οι χρόνοι εξυπηρϋτηςησ αποκλύνουν 

πολύ ςυχνϊ από την Εκθετικό κατανομό . 

Γι’αυτό λοιπόν το λόγο εύναι ςημαντικό η ύπαρξη εναλλακτικών μοντϋλων που 

ςτηρύζονται ςε ϊλλεσ κατανομϋσ-μό Εκθετικϋσ.Βϋβαια εύναι γεγονόσ ότι η 

ανϊλυςη αυτών των μοντϋλων παρουςιϊζει αρκετϊ μεγαλύτερη δυςκολύα. ε 

αυτϋσ τισ περιπτώςεισ πολλϋσ φορϋσ εύναι χρόςιμη ϋωσ απαραύτητη η χρόςη 

προςομοιώςεων και υπολογιςτικών προγραμμϊτων με χρόςη Η/Τ. 

Παρακϊτω λοιπόν παρατύθενται μια ςύνοψη αυτών των μοντϋλων καθώσ και 

κϊποια αποτελϋςματϊ τουσ.  

 

TO    M / G / 1   ΜΟΝΣΕΛΟ ( POLLACZEK – KHINTCHINE  

FORMULA )  

 

το μοντϋλο αυτό θεωρεύται ότι υπϊρχει ϋνασ εξυπηρετητόσ ,τα ενδοδιαςτόματα 

μεταξύ των αφύξεων ακολουθούν Εκθετικό κατανομό ( οι αφύξεισ γύνονται 

ςύμφωνα με την Poisson κατανομό) και ο ρυθμόσ των αφύξεων εύναι λ(𝝀𝒆𝒇𝒇 = 𝝀) 

. Οι χρόνοι εξυπηρϋτηςησ των πελατών θεωρούνατι και πϊλι ανεξϊρτητοι 

μεταξύ τουσ και ακολουθούν την ύδια κατανομό.Όμωσ εδώ δεν υπϊρχουν κϊποια 

όρια για το εύδοσ τησ κατανομόσ που ακολουθούν οι χρόνοι εξυπηρϋτηςησ.Σο 
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μόνο που αρκεύ και πρϋπει να ξϋρουμε εύναι η μϋςη τιμό   E{t} ( ό  1/μ )  και  η 

διαςπορϊ   var{ t } ( ό 𝝈𝟐) αυτόσ τησ κατανομόσ.Επύςησ ,για να φτϊςει ςε μια 

κατϊςταςη ιςορροπύασ το ςύςτημα, θα πρϋπει να ιςχύει ότι  ρ=λE{t} <1. 

Σα αποτελϋςματα  (ςτην κατϊςταςη ιςορροπύασ ) για αυτό το μοντϋλο εύναι τα 

εξόσ : 

                                                          𝑝0 =  1 − 휌 

 

𝐿𝑞 =
휆2(𝛦2 𝑡 +   𝑣𝑎𝑟 𝑡 )

2(1 − 휆𝛦 𝑡 )
 

 

𝐿 = 휆𝛦 𝑡 + 𝐿𝑞  

𝑊 =
𝐿𝑞

휆
             ,       𝛵 = 𝑊 +   𝐸{𝑡} 

 

Δεδομϋνησ τησ πολυπλοκότητασ ςτην ανϊλυςη των μοντϋλων ουρϊσ 

αναμονόσ,τα οπούα δεν θϋτουν όρια ςτο εύδοσ τησ κατανομόσ των χρόνων 

εξυπηρϋτηςησ ,εύναι πολύ ςημαντικό το γεγονόσ ότι υπϊρχει ϋνασ απλόσ τύποσ 

που παρϋχει το μόκοσ τησ ουρϊσ 𝐿𝑞 . Αυτό η εξύςωςη  εύναι γνωςτό ςαν   

Pollaczek-Khintchine (P-K ) formula και πόρε το όνομϊ τησ από δύο 

πρωτοπόρουσ ςτην ανϊλυςη τησ Θεωρύασ Ουρών Αναμονόσ , οι οπούοι βρόκαν 

τον τύπο αυτό ςτισ αρχϋσ τησ δεκαετύασ του ΄30. 

Παρατηρούμε από τα παραπϊνω ότι για δεδομϋνη μϋςη τιμό τησ οποιαδόποτε 

κατανομόσ ακολουθούν οι χρόνοι αφύξεων, τα  𝐿𝑞 , 𝐿,𝑇  휅𝛼휄  𝑊  αυξϊνονται όςο 

αυξϊνεται και η διαςπορϊ  var{t}.Σο γεγονόσ αυτό δεύχνει ότι η ςυνϋπεια του 

εξυπηρετητό ωσ προσ τισ υπηρεςύεσ που προςφϋρει ϋχει ςημαντικό επύδραςη 

ςτη γενικότερη επύδοςη του ςυςτόματοσ ωσ προσ την εξυπηρϋτηςη.Δηλαδό δεν 

μετρϊ μόνον η ταχύτητα με την οπούα «εργϊζεται» ϋνασ εξυπηρετητόσ. 

Όταν η κατανομό του χρόνου εξυπηρϋτηςησ εύναι Εκθετικό ιςχύει  휎2 = 1/휇2 

και τα παραπϊνω αποτελϋςματα εύναι τα ύδια με αυτϊ ςτην περύπτωςη του 

Μ/Μ/1 μοντϋλου . 

Σϋλοσ θα πρϋπει να ςημειώςουμε ότι  οι προςπϊθειεσ για εξαγωγό αντύςτοιχων 

τύπων ςτην περύπτωςη που το ςύςτημα ϋχει πϊνω από ϋναν εξυπηρετητό δεν 

ϋχουν δώςει κϊποιο αποτϋλεςμα.Παρ’όλα αυτϊ κϊποια αποτελϋςματα ϋχουν 

βρεθεύ και εύναι διαθϋςιμα για 2 ςυγκεκριμϋνεσ και ςημαντικϋσ περιπτώςεισ 

πολλαπλών εξυπηρετητών των οπούων τα μοντϋλα παραντύθενται παρακϊτω. 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ : 
ε ϋνα πρατόριο καυςύμων  υπϊρχει χώροσ αυτόματου καθαριςμού για τα 

οχόματα.Σα αυτοκύνητα φθϊνουν ςύμφωνα με την Poisson κατανομό ,με μϋςο 

ρυθμό 4 αυτοκύνητα ανϊ ώρα και όςωσ χρειαςτεύ να περιμϋνουν ςε ειδικό χώρο 

ςτϊθμευςησ αν ο χώροσ καθαριςμού εύναι απαςχολημϋνοσ.Επύςησ επειδό τα 

οχόματα που δεν βρύςκουν χώρο να ςταθμεύςουν ςτο αντύςτοιχο,διαθϋςιμο 

μπορόυν να ςταθμεύςουν ςτο δρόμο ϋξω από το πρατόριο , η ουρϊ θεωρεύται 

ότι δεν ϋχει περιοριςμό ςτο μϋγεθόσ τησ.Σο μηχανικό ςύςτημα που εκτελεύ τον 

καθαριςμό εύναι προγραμματιςμϋνο ώςτε να χρειϊζεται 10 λεπτϊ για τον 

καθαριςμό κϊθε αυτοκινότου (επομϋνωσ δεν γνωρύζουμε την ακριβό κατανομό 

του χρόνου εξυπηρϋτηςησ). 

 

Ϊχουμε λοιπόν   휆𝑒𝑓𝑓  = 휆 = 4 𝛼휐휏휊휅ί휈휂휏𝛼/ώ휌𝛼 

𝛦 𝑡 =
10

60
=

1

6
 휏휂휍 ώ휌𝛼휍         και    𝑣𝑎𝑟 𝑡 =  0 

Ωρα  ϋχουμε  : 

 

𝐿𝑞 =   
42[ 

1
6 

2

+ 0]

2(1 −
4
6)

  = 0.667 𝛼휐휏휊휅ί휈휂휏𝛼  

 

 

𝐿 = 4  
1

6
 +  

42[ 
1
6 

2

+ 0]

2(1 −
4
6)

= 1.333 𝛼휐휏휊휅ί휈휂휏𝛼 

  

𝑊 =
0.667

4
= 0.167 ώ휌𝛼 

𝛵 =
1.333

4
= 0.333 ώ휌𝛼 

 

 



69 
 

ΣΟ     Μ / D / s     ΜΟΝΣΕΛΟ 
 

ε περιπτώςεισ ςυςτημϊτων ουρϊσ αναμονόσ  όπου οι ενϋργειεσ των 

εξυπηρετητών χαρακτηρύζονται από μια «ρουτύνα»,δηλαδό οι εξυπηρετητϋσ 

εκτελούν τισ ύδιεσ,επαναλαμβανόμενεσ πρϊξεισ για όλουσ τουσ πελϊτεσ, υπϊρχει 

όπωσ εύναι κατανοητό μικρό διαφοροπούηςη ςτο χρόνο εξυπηρϋτηςησ που 

απαιτεύται.Σο μοντϋλο αυτό λοιπόν χρηςιμοποιεύται ςυχνϊ για την 

αναπαρϊςταςη τϋτοιων περιπτώςεων ουρών αναμονόσ καθώσ υποθϋτει ότι 

όλοι οι χρόνοι εξυπηρϋτηςησ πρακτικϊ εύναι ύςοι με μια καθοριςμϋνη ςταθερϊ 

και οι αφύξεισ γύνονται ςύμφωνα με την Poisson κατανομό , με ςταθερό μϋςο 

ρυθμό  ύςο με λ. 

Όταν ο εξυπηρετητόσ εύναι μόνον ϋνασ το Μ/D/1 μοντϋλο εύναι μια ειδικό 

περύπτωςη του M/G/1 μοντϋλου όπου η διαςπορϊ   휎2  = 0, ϋτςι ώςτε ο τύποσ 

Pollaczek-Khintchine  να παύρνει τη μορφό  : 

𝐿𝑞 =  
휌2

2(1 − 휌)
 

Και τα υπόλοιπα μεγϋθη να υπολογύζονται όπωσ εδεύχθη παραπϊνω.Επύςησ 

μπορούμε να προςϋξουμε ότι τα μεγϋθη  𝐿𝑞  ,𝑊  μειώνονται ακριβώσ ςτο μιςό ςε 

ςχϋςη με τα αντύςτοιχα των Εκθετικών χρόνων εξυπηρϋτηςησ που ύςχυαν ςτο 

μοντϋλο  Μ/Μ/1 ,όπου  휎2 = 1/휇2.Οπότε μειώνοντασ τη διαςπορϊ  휎2 μπορούμε 

να βελτιώςουμε ςημαντικϊ την επύδοςη ενόσ ςυςτόματοσ ουρϊσ αναμονόσ. 

Για την περύπτωςη των πολλαπλών εξυπηρετητών αυτού του μοντϋλου,εύναι 

διαθϋςιμη μια πολύπλοκη μϋθοδοσ για την εξαγωγό τησ κατανομόσ πιθανότητασ 

του πλόθουσ των πελατών ςτο ςύςτημα (ςτην κατϊςταςη ιςορροπύασ) και για 

τη μϋςη τιμό τησ.(Σα αποτελϋςματα αυτϊ καθώσ και οι μϋςεσ τιμϋσ του μόκουσ L  

ϋχουν  υπολογιςθεύ  γραφικϊ για διϊφορεσ περιπτώςεισ .) 

 

 

 TO   M/𝑬𝒌/𝒔   ΜΟΝΣΕΛΟ 
 

Σο μοντϋλο  Μ/D/s  υποθϋτει όπωσ εύδαμε μηδαμινό διαφοροπούηςη ςτουσ 

χρόνουσ εξυπηρϋτηςησ(ς=0)  ενώ η Εκθετικό κατανομό ςτουσ χρόνουσ αυτούσ 

υποθϋτει  πολύ μεγϊλη διαφοροπούηςη ( ς=1/μ ). Αυτϋσ αποτελούν δύο ακραύεσ 

περιπτωςεισ και ανϊμεςϊ τουσ υπϊρχει ϋνα ευρύ φϊςμα περιπτώςεων ςτο 

οπούο ςτην πρϊξη ανόκουν οι περιςςότερεσ κατανομϋσ των χρόνων 

εξυπηρϋτηςησ.Ακόμη ϋνα εύδοσ  θεωρητικόσ κατανομόσ για τουσ χρόνουσ 
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εξυπηρϋτηςησ  που ταιριϊζει ςε αυτό το ευρύ φϊςμα  εύναι η Erlang κατανομό 

που ϋχουμε δει (για τουσ χρόνουσ αφύξεων πριν). Η ςυνϊρτηςη πυκνότητασ 

πιθανότητασ τησ Erlang  κατανομόσ εύναι : 

𝑓(𝑡)= 
(휇𝑘 )k 𝑡𝑘−1𝑒−𝑘휇 𝑡

(k−1)!
    ( t ≥ 0 ) 

Με μϋςη τιμό  𝐸{𝑡} = 1/휇      και   διαςπορϊ    𝑣𝑎𝑟{𝑡} =
1

 𝑘휇
 

(με  μ  και  k   να εύναι αυςτηρϊ θετικϋσ παρϊμετροι και ειδικϊ η  k εύναι ακϋραιοσ 

αριθμόσ- k: shape parameter/παρϊμετροσ μορφόσ ) 

Η  Erlang  κατανομό εύναι μια πολύ ςημαντικό κατανομό για τη θεωρύα 

αναμονόσ για δυο λόγουσ.Για τον πρώτο λόγο ,όπωσ ϋχουμε δει και ςτο κομμϊτι 

για τουσ χρόνουσ αφύξεων , θεωρούμε  k ανεξϊρτητεσ,τυχαύεσ μεταβλητϋσ   

𝛵1,𝛵2,… ,𝛵𝑘   οι οπούεσ ακολουθούν όλεσ την ύδια Εκθετικό κατανομό με μϋςη 

τιμό   1/(kμ). Σότε το ϊθροιςμϊ τουσ    𝛵 = 𝛵1 + 𝛵2 + ⋯+ 𝛵𝑘   ακολουθεύ την  

Erlang  κατανομό με παραμϋτρουσ   μ   και   k .Aυτό μεταφρϊζεται ςε ϋνα 

ςύςτημα ουρϊσ αναμονόσ με το ότι ο χρόνοσ που απαιτεύται για την εκτϋλεςη 

ςυγκεκριμϋνων ενεργειών εξυπηρϋτηςησ μπορεύ κϊλιςτα να ακολουθεύ την 

Εκθετικό κατανομό.Παρ’όλα αυτϊ , η ςυνολικό εξυπηρϋτηςη που απαιτεύται από 

ϋνα πελϊτη μπορεύ να περιλαμβϊνει όχι μόνο μια ςυγκεκριμϋνη ενϋργεια από τον 

εξυπηρετητό αλλϊ μια ςειρϊ από k ςτο πλόθοσ ενϋργειεσ.Αν η κϊθε μια από 

αυτϋσ ακολουθεύ την ύδια Εκθετικό κατανομό με όλεσ τισ υπόλοιπεσ ωσ προσ το 

χρόνο διϊρκειασ , τότε ο ολικόσ χρόνοσ εξυπηρϋτηςησ θα ακολουθεύ την Erlang 

κατανομό. 

Ο δεύτεροσ λόγοσ εύναι ότι η Erlang κατανομό αποτελεύ ουςιαςτικϊ μια μεγϊλη 

οικογϋνεια κατανομών (καθώσ υπϊρχουν δύο παρϊμετροι),οι οπούεσ δϋχονται 

τιμϋσ μη αρνητικϋσ.Ϊτςι και ρεαλιςτικϊ οι κατανομϋσ των χρόνων εξυπηρϋτηςησ 

μπορούν να προςεγγιςθούν από την Erlang κατανομό.Ωλλωςτε και η Εκθετικό 

κατανομό (όπωσ ϋχουμε όδη δει) αλλϊ και η εκφυλιςμϋνη (degenerated 

distribution – D ) εύναι ειδικϋσ περιπτώςεισ τησ Erlang κατανομόσ , για k=1  και  

k=∞  αντύςτοιχα. 

Ασ δούμε τώρα την περύπτωςη του 𝛭/𝛦𝑘/1 μοντϋλου ,που εύναι μια ειδικό 

περύπτωςη του M/G/1 μοντϋλου με τουσ χρόνουσ εξυπηρϋτηςησ να ακολουθούν 

την Erlang κατανομό με παρϊμετρο μορφόσ  k. 

Από τον τύπο Pollaczek-Khintchine  με 휎2 = 1/(𝑘휇2)  ϋχουμε : 

𝐿𝑞 =  

휆2

𝑘휇2 + 휌2

2(1 − 휌)
=

1 + 𝑘

2𝑘

휆2

휇(휇 − 휆)
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𝑊 =  
1 + 𝑘

2𝑘

휆

휇(휇 − 휆)
 

𝛵 = 𝑊 + 
1

휇
         και        𝐿 = 휆𝑇 

 

την περύπτωςη των πολλαπλών εξυπηρετητών (Μ/𝐸𝑘/s) , η ςχϋςη μεταξύ 

Erlang και Εκθετικόσ κατανομόσ μπορεύ να χρηςιμοποιηθεύ για τη διαμόρφωςη 

μιασ τροποποιημϋνησ birth-death διαδικαςύασ ωσ προσ όμωσ ατομικϋσ,εκθετικϋσ 

φϊςεισ εξυπηρϋτηςησ ( k ανϊ πελϊτη) αντύ ωσ προσ όλουσ τουσ πελϊτεσ ςτο 

ςύςτημα.Παρ’όλα αυτϊ δεν ϋχει εξαχθεύ κϊποια γενικό ςχϋςη που να ιςχύει ςε 

αυτό την περύπτωςη ςε κατϊςταςη ιςορροπύασ για την πιθανότητα του 

πλόθουσ των πελατών ςτο ςύςτημα.Και πϊλι όμωσ λύςεισ για 

πολυϊριθμεσ,ατομικϋσ περιπτώςεισ ϋχουν υπολογιςθεύ γραφικϊ  καθώσ 

απαιτούν προχωρημϋνη θεωρύα για την εύρεςό τουσ.  
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NON-POISSON  QUEUEING  MODELS 
(ΜΟΝΣΕΛΑ ΣΑ ΟΠΟΙΑ ΟΙ ΑΥΙΞΕΙ 
ΔΕΝ ΑΚΟΛΟΤΘΟΤΝ POISSON 
ΚΑΣΑΝΟΜΗ) 

 

τα μοντϋλα που ϋχουμε δει μϋχρι τώρα οι αφύξεισ γύνονταν ςύμφωνα με την 

Poisson κατανομό,δηλ.τα χρονικϊ ενδοδιαςτόματα μεταξύ των αφύξεων 

ακολουθούςαν Εκθετικό κατανομό.Παρ’όλα αυτϊ ςε πολλϋσ περιπτώςεισ οι 

αφύξεισ ςε ϋνα ςύςτημα ουρϊσ αναμονόσ μπορεύ να γύνονται ςε τακτικϋσ ό 

καθοριςμϋνεσ χρονικϋσ ςτιγμϋσ και όχι τυχαύεσ.ε αυτϋσ τισ περιπτώςεισ λοιπόν 

τα μοντϋλα που ϋχουμε δει μϋχρι τώρα δεν μπορούν να εφαρμοςθούν και 

υπϊρχει η ανϊγκη για κϊποιο ϊλλο,εναλλακτικό μοντϋλο. 

Τπϊρχουν τρύα διαθϋςιμα,τϋτοια μοντϋλα με την προώπόθεςη  οι χρόνοι 

εξυπηρϋτηςησ  να ακολουθούν Εκθετικό κατανομό. 

 Σο πρώτο μοντϋλο εύναι το GI/M/s ,το οπούο δεν προώποθϋτει κανϋνα 

περιοριςμό ςτο εύδοσ τησ κατανομόσ που ακολουθούν τα 

ενδοδιαςτόματα μεταξύ των αφύξεων.Γι’αυτόν τη περύπτωςη υπϊρχουν 

διαθϋςιμα απότελϋςματα,για την κατϊςταςη ιςορροπύασ βϋβαια,για τισ 

περιπτώςεισ του ενόσ αλλϊ και των περιςςοτϋρων εξυπηρετητών,πϊντα 

όμωσ ςε ςχϋςη με τουσ «εκθετικούσ» χρόνουσ εξυπηρϋτηςησ.Παρ’όλα 

αυτϊ τα αποτελϋςματα αυτϊ χαρακτηρύζονται από δυςκολύα ωσ προσ τη 

χρόςη. 

 

 Σο δεύτερο μοντϋλο εύναι το  D/M/s ,το οπούο υποθϋτει ότι όλοι οι χρόνοι 

μεταξύ των αφύξεων ςε ϋνα ςύςτημα εύναι ύςοι με μύα καθοριςμϋνη 

ςταθερϊ , η οπούα εκφρϊζει το γεγονόσ το ότι οι αφύξεισ ςτο ςύςτημα 

αυτό γύνονται ςε τακτικϊ ό καθοριςμϋνα χρονικϊ διαςτόματα. 

 

 Σο τρύτο μοντϋλο  𝑬𝒌/𝜧/𝒔  υποθϋτει πϊλι ότι τα ενδοδιαςτόματα μεταξύ 

των αφύξεων ακολουθούν την  Erlang  κατανομό,η οπούα παρϋχει ϋνα 

ενδιϊμεςο πεδύο περιπτώςεων μεταξύ των καθοριςμϋνων και των 

εντελώσ τυχαύων αφύξεων ςε ϋνα ςύςτημα ουρϊσ αναμονόσ. 

 

Εκτενό αποτελϋςματα ϋχουν υπολογιςθεύ και για τα δύο τελευταύα 

μοντϋλα,γραφικϊ και πϊλι. 
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Αν πϊλι ούτε τα ενδοδιαςτόματα μεταξύ των αφύξεων ούτε οι χρόνοι 

εξυπηρϋτηςησ ακολουθούν Εκθετικό κατανομό τώρα υπϊρχουν τρύα διαςϋςιμα 

μοντϋλα ουρϊσ αναμονόσ, για τα οπούα και πϊλι υπϊρχουν διαθϋςιμα 

,υπολογιςμϋνα αποτελϋςματα . 

Ϊνα από αυτϊ τα μοντϋλα εύναι το 𝑬𝒎/𝑬𝒌/𝒔  ςτο οπούο και τα ενδονιαςτόματα 

μεταξύ των αφύξεων αλλϊ και οι χρόνοι εξυπηρϋτηςησ ακολουθούν την Erlang 

κατανομό.Σα ϊλλα δύο μοντϋλα εύναι  𝜠𝒌/𝑫/𝒔  και  D/𝑬𝒌/s  τα οπούα θεωρούν  

ότι ϋνα από τα δύο χρονικϊ εύδη ακολουθεύ την Erlang κατανομό ενώ για το ϊλλο 

θεωρούν ότι οι αντόςτοιχοι χρόνοι εύναι ύςοι με μύα καθοριςμϋνη ςταθερϊ. 

 

ΑΛΛΑ  ΜΟΝΤΕΛΑ ΟΥΡΩΝ  ΑΝΑΜΟΝΗΣ : 

Η λύςτα των μοντϋλων ουρϊσ αναμονόσ που δεν ακολουθούν Εκθετικό κατανομό 

γενικϊ περιλϊμβϊνει κι ϊλλα μοντϋλα , εκτόσ από όλα αυτϊ που ϋχουμε δει μϋχρι 

τώρα. 

Για παρϊδειγμα, ϋνα ϊλλο εύδοσ κατανομόσ που χρηςιμοποιεύται περιςταςιακϊ 

εύναι η Τπερεκθετικό κατανομό.Σο βαςικό χαρακτηριςτικό αυτόσ τησ κατανομόσ 

εύναι ότι η διαπορϊ ς  εύναι μεγαλύτερη τησ μϋςησ τιμόσ  1/μ  ,ςε αντύθεςη με 

την Erlang κατανομό όπου η διαςπορϊ εύναι μικρότερη από τη μϋςη τιμό(ς<1/μ)  

με εξαύρεςη την περύπτωςη για k=1,δηλ.την Εκθετικό κατανομό , όπου ς=1/μ. 

Ϊνα τϋτοιο παρϊδειγμα ςυςτόματοσ ουρϊσ αναμονόσ εύναι η επιςκευό  

οχημϊτων ό κϊποιου εύδουσ μηχανημϊτων όπου οι χρόνοι εξυπηρϋτηςησ εύναι 

γενικϊ πολύ μικρού και οι επιςκευϋσ επομϋνωσ χαρακτηρύζονται από μια 

«ρουτύνα» αλλϊ μερικϋσ φορϋσ μπορεύ να τύχει οι επιςκευϋσ να ϋχουν μεγϊλη 

διϊρκεια ( μεγϊλοι χρόνοι εξυπηρϋτηςησ ).Σότε η διαςπορϊ των χρόνων 

εξυπηρϋτηςησ μπορεύ να τεύνει να εύναι κατα πολύ  μεγαλύτερη από τη μϋςη τιμό 

και ςε αυτό την περύπτωςη η Τπερεκθετικό κατανομό ταιριϊζει ωσ κατανομό 

για τουσ χρόνουσ εξυπηρϋτηςησ.Γενικϊ η Τπερεκθετικό κατανομό αποτελεύ ϋνα 

ςυνδυαςμό δύο ό περιςςοτϋρων Εκθετικών κατανομών.  

ε ϋνα παρϊδειγμα ςυςτόματοσ όπωσ παραπϊνω με τισ επιςκευϋσ,όπου 

χρηςιμοποιεύται η Τπερεκθετικό κατανομό για τη μοντελοπούηςη των χρόνων 

εξυπηρϋτηςησ, αυτό λοιπόν υποθϋτει ότι υπϊρχουν ςταθερϋσ πιθανότητεσ    

𝑝    και     1 − 𝑝    για όποιο εύδοσ εξυπηρϋτηςησ θα χρειαςτεύ(μικρόσ ό μεγϊλησ 

χρονικόσ διϊρκειασ) ,ϋτςι ώςτε ο αντύςτοιχοσ χρόνοσ εξυπηρϋτηςησ να 

ακολουθεύ Εκθετικό κατανομό, αλλϊ οι παρϊμετροι για αυτϋσ τισ δυο κατανομϋσ 

να διαφϋρουν. 
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Ωλλο ϋνα εύδοσ κατανομών εύναι οι λεγόμενεσ  phase – type  κατανομϋσ  οι οπούεσ 

χρηςιμοποιούνται όταν ο ολικόσ χρόνοσ διαιρεύται ςε  πεπεραςμϋνεσ 

φϊςεισ(phases) κϊθε μύα από τισ οπούεσ ακολουθεύ Εκθετικό κατανομό ,με 

πιθανόν διαφορετικϋσ παραμϋτρουσ  ενώ οι φϊςεισ μπορεύ να εύναι παρϊλληλα ό 

ςε ςειρϊ μεταξύ τουσ. 

Αν οι φϊςεισ βρύςκονται παρϊλληλα αυτό ςημαύνει ότι η διαδικαςύα επιλϋγει 

τυχαύα μύα από τισ φϊςεισ για να διεκπαιρεωθεύ κϊθε φορϊ ςύμφωνα με 

ςυγκεκριμϋνεσ  πιθανότητεσ.ε αυτό το εύδοσ ανόκει και η Τπερεκθετικό 

κατανομό.Επύςησ και η Erlang κατανομό εύναι ϋνα εύδοσ phase-type κατανομόσ.Η 

Erlang κατανομό υποθϋτει ότι όλεσ οι k φϊςεισ τησ βρύςκονται ςε ςειρϊ και ότι 

ϋχουν όλεσ την ύδια παρϊμετρο για την Εκθετικό κατανομό που ακολουθούν . 

Αφαιρώντασ λοιπόν τουσ διϊφορουσ,επιμϋρουσ περιοριςμούσ οι phase-type 

κατανομϋσ μπορούν να εφαρμοςθούν πολύ καλύτερα από την Erlang κατανομό 

για χρόνουσ εξυπηρϋτηςησ ό ενδοδιαςτόματα μεταξύ αφύξεων που 

παρατηρούνται ςε ρεαλιςτικϊ ςυςτόματα ουρών αναμονόσ.  
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PRIORITY – DISCIPLINE  QUEUEING   
MODELS 

 

ε αυτϊ τα μοντϋλα ουρϊσ αναμονόσ η πειθαρχεύα τησ ουρϊσ ακολουθεύ τισ 

προτεραιότητεσ.Οι πελϊτεσ χωρύζονται όπωσ ϋχουμε ξαναπεύ ςε κατηγορύεσ με 

διαφορετικϋσ προτεραιότητεσ και επιλϋγονται από την ουρϊ με βϊςη αυτϋσ. 

Πολλϋσ ουρϋσ αναμονόσ ςτη πραγματικότητα βαςύζονται ςτην πειθαρχεύα των 

προτεραιοτότων.Για παρϊδειγμα ςημαντικού πελϊτεσ επιλϋγεται να 

εξυπηρετηθούν πιο γρόγορα ό επεύγουςεσ δουλειϋσ εκτελούνται πρώτα από 

ϊλλεσ κτλ.Επύςησ τϋτοιεσ ςειρϋσ ςυναντϊμε ςτη διεκπεραύωςη αλληλογραφύασ 

(απλό, ςυςτημϋνο, αεροπορικώσ, επεύγον, courier, κλπ.) και ςτα δύκτυα Η/Τ. 

Παρακϊτω θα δούμε λοιπόν δύο βαςικϊ μοντϋλα που ανόκουν ςε αυτόν την 

κατηγορύα.Πρϋπει να ςημειώςουμε εδώ ότι και τα δύο μοντϋλα βαςύζονται ςτισ 

ύδιεσ παραδοχϋσ γενικότερα  απλϊ διαφϋρουν ωσ προσ το εύδοσ τησ πειθαρχεύασ. 

 

 

 Και τα δύο μοντϋλα υποθϋτουν ότι υπϊρχουν  Ν   κατηγορύεσ-κλϊςεισ 

προτεραιότητασ,με την κλϊςη   1  να ϋχει την μεγαλύτερη προτεραιότητα 

και τη   Ν   να ϋχει τη λιγότερη.Όταν ϋνασ εξυπηρετητόσ ξεκινϊ τη 

διαδικαςύα  εξυπηρϋτηςησ για ϋνα νϋο πεκλατη από την ουρϊ αναμονόσ,ο 

πελϊτησ που επιλϋγει εύναι αυτόσ που ανόκει ςτη κλϊςη με τη 

μεγαλύτερη προτεραιότητα,το οπούο ςτην ουρϊ αναμονόσ μεταφρϊζεται 

ωσ τον πελϊτη που περύμενε για το μεγαλύτερο χρονικό 

διϊςτημα.Δηλαδό οι πελϊτεσ επιλϋγονται ςύμφωνα με τισ κλϊςεισ 

προτεραιότητασ,αλλϊ και ςύμφωνα με τη λογικό του “first-come-first-

served”(ο πρώτοσ που μπαύνει ςτην ουρϊ θα εξυπηρετηθεύ και πρώτοσ) 

μεταξύ των επιμϋρουσ αυτών κατηγοριών προτεραιότητασ. 

 ε κϊθε κλϊςη η διαδικαςύα των αφύξεων ςτο ςύςτημα ακολουθεύ 

Poisson κατανομό και οι χρόνοι εξυπηρϋτηςησ την Εκθετικό 

κατανομό.Επύςησ τα μοντϋλα κϊνουν την ύδια,αυςτηρό παραδοχό ότι ο 

μϋςοσ χρόνοσ εξυπηρϋτηςησ εύναι ο ύδιοσ για όλεσ τισ κλϊςεισ 

προτεραιότητασ,αλλϊ επιτρϋπουν το μϋςο ρυθμό αφύξεων να 

διαφοροποιεύται μεταξύ των κλϊςεων. 
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Η διαφοροπούηςη μεταξύ των δύο βαςικών αυτών μοντϋλων εύναι το αν οι 

προτεραιότητεσ εύναι με  διακοπϋσ(preemptive priorities)  ό  χωρύσ 

διακοπϋσ(non-preemptive priorities). 

 Με τισ προτεραιότητεσ χωρύσ διακοπό-non preemptive priorities ,όταν 

ϋνασ πελϊτησ εξυπηρετεύται δεν μπορεύ να εκδιωχθεύ πύςω ςτην ουρϊ αν 

ϋνασ πελϊτησ με μεγαλύτερο βαθμό προτεραιότητασ ειςϋλθει ςτο 

ςύςτημα.Επομϋνωσ η διαδικαςύα εξυπηρϋτηςησ ενόσ πελϊτη δεν μπορεύ 

να διακοπεύ ,ςε καμμύα περύπτωςη ,αν ϋχει όδη ξεκινόςει. 

 Με τισ προτεραιότητεσ με διακοπό-preemptive priorities ,ο πελϊτησ που 

εξυπηρετεύται ,με τη χαμηλότερου βαθμού προτεραιότητα,διακόπτεται 

και ωθεύται πύςω ςτην ουρϊ ,αν ϋνασ πελϊτησ με υψηλότερου βαθμού 

προτεραιότητα ειςϋλθει ςτο ςύςτημα.Ο εξυπηρετητόσ επομϋνωσ 

υποχρεούται να εξυπηρετόςει ϊμεςα τον νϋο πελϊτη με την υψηλότερη 

ςυγκριτικϊ προτεραιότητα.Εδώ πρϋπει να ςημειώςουμε ότι εξαιτύασ τησ 

«ϋλλειψησ μνόμησ» τησ Εκθετικόσ κατανομόσ δεν μασ ανηςυχεύ το να 

προςδιορύςουμε  το ςημεύο κατϊ το οπούο ξεκινϊ η εξυπηρϋτηςη όταν 

ϋνασ πελϊτησ διακόπτεται  και επιςτρϋφει ςτην ουρϊ.Η κατανομό του 

εναπομεύναντα χρόνου εξυπηρϋτηςησ εύναι πϊντα η ύδια. 

 

Επαναλαμβϊνουμε ότι η διαδικαςύα των αφύξεων όλων των πελατών ςτο 

ςύςτημα και για τα δυο μοντϋλα,αν αγνοόςουμε το διαχωριςμό των πελατών 

ανϊλογα με τισ κλϊςεισ προτεραιοτότων,ακολουθεύ μύα Poisson κατανομό και 

όλοι οι χρόνοι εξυπηρϋτηςησ ακολουθούν την ύδια Εκθετικό κατανομό.Επομϋνωσ 

τα δύο μοντϋλα ανόκουν ςτην κατηγορύα των Μ/Μ/s  μοντϋλων με εξαύρεςη τη 

ςειρϊ με την οπούα εξυπηρετούνται οι πελϊτεσ.Ϊτςι όταν υπολογύζουμε το ολικό  

πλόθοσ,μπορούμε να χρηςιμοποιόςουμε τα αποτελϋςματα τησ κατϊςταςησ 

ιςορροπύασ του μοντϋλου Μ/Μ/s .Ϊτςι οι τύποι ,για οποιοδόποτε-τυχαύα 

επιλεγμϋνο- πελϊτη για , τα  L  ,  𝐿𝑞   καθώσ και οι αντύςτοιχοι για τουσ  Τ,W  εύναι 

οι ύδιοι με το Μ/Μ/s  μοντϋλο . 

Αυτό που μεταβϊλλεται ςε αυτϊ τα μοντϋλα εύναι η κατανομό που ακολουθούν 

οι χρόνοι αναμονόσ,καθώσ για το Μ/M/s  μοντϋλο ύςχυε η πειθαρχεύα του first 

come-first served ςτην ουρϊ.Όμωσ με την πειθαρχεύα των προτεραιοτότων οι 

χρόνοι αναμονόσ ακολουθούν κατανομό με μεγαλύτερη διαςπορϊ,διότι όπωσ 

εύναι αναμενόμενο οι χρόνοι αναμονόσ των πελατών ςτισ κλϊςεισ με τη 

μεγαλύτερη προτεραιότητα τεύνουν να εύναι αρκετϊ μικρότεροι από τουσ 

αντύςτοιχουσ όταν ακολουθεύται η πειθαρχεύα first comes-first served(ενώ οι 

αντύςτοιχοι χρόνοι των κλϊςεων χαμηλότερησ προτεραιότητασ τεύνουν να εύναι 

αρκετϊ μεγαλύτεροι).Ϊτςι,μϋςω τησ χρόςησ των προτεραιοτότων ,θϋλουμε να 

βελτιώςουμε την απόδοςη μεταξύ των κλϊςεων υψηλότερησ προτεραιότητασ ςε 

βϊροσ τησ απόδοςησ των κλϊςεων χαμηλότερησ προτεραιότητασ.Για να 
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διαπιςτώςουμε λοιπόν αυτό τη βελτύωςη θα υπολογύςουμε μϋτρα όπωσ το μϋςο 

χρόνο αναμονόσ ςτο ςύςτημα και το μϋςο πλόθοσ των πελατών ςτο ςύςτημα 

για κϊθε κλϊςη προτεραιότητασ. 

 

ΜΟΝΣΕΛΟ  ΠΡΟΣΕΡΑΙΟΣΗΣΩΝ  ΦΩΡΙ  ΔΙΑΚΟΠΕ (NON PREEMPTIVE 

PRIORITIES MODEL) 
 

Ϊςτω  𝑇𝑘   ο μϋςοσ χρόνοσ αναμονόσ ςτο ςύςτημα  ςτην κατϊςταςη ιςορροπύασ, 

ςυμπεριλαμβανομϋνου δηλαδό και του χρόνου εξυπηρϋτηςησ ,για ϋνα μελοσ τησ  

k  κλϊςησ προτεραιότητασ.Ϊτςι  : 

 

𝑇𝑘 =
1

𝐴𝐵𝑘−1𝐵𝑘
+

1

휇
 ,        𝑘 = 1,2,… ,𝑁 

 

όπου    𝛢 = 𝑠!
𝑠휇−휆

𝑟𝑠
 

𝑟 𝑗

𝑗 !
+ 𝑠휇𝑠−1

𝑗=0  

𝛣0  = 1 

𝐵𝑘  = 1 −
 휆𝑖
𝑘
𝑖=1

𝑠휇
 

 

s= πλόθοσ των εξυπηρετητών 

μ= μϋςοσ ρυθμόσ εξυπηρϋτηςησ ανϊ απαςχολημϋνο εξυπηρετητό 

휆𝑖=μϋςοσ ρυθμόσ αφύξεων για την κλϊςη i 

휆 =  휆𝑖
𝑁
𝑖=1  

Και    𝑟 =
휆

휇
 

Τποθϋτεται βϋβαια ότι  휆𝑖 < 𝑠𝑘
휄=1 휇  ώςτε  η κλϊςη k να φτϊνει ςε κατϊςταςη 

ιςορροπύασ. 

Ο τύποσ του Little εφαρμόζεται για κϊθε μύα κλϊςη προτεραιότητασ,ϋτςι ώςτε 

το 𝐿𝑘  ,δηλ. ο μϋςοσ αριθμόσ ςτην κατϊςταςη ιςορροπύασ των μελών τησ κλϊςησ  

k ςτο ςύςτημα αναμονόσ (ςυμπεριλαμβανομϋνων και όςων εξυπηρετούνται) 

εύναι : 



78 
 

𝐿𝑘 = 휆𝑘𝑇𝑘     ,      𝑘 = 1,2,… ,𝑁 

Για να προςδιορύςουμε τo μϋςο χρόνο αναμονόσ ςτην ουρϊ αυτό τη 

φορϊ,δηλ.χωρύσ το χρόνο εξυπηρϋτηςησ,για την κλϊςη προτεραιότητασ  k  

απλώσ αφαιρούμε τον όρο  1/μ  απ’τον τύπο για το  𝛵𝑘  . Για το μϋςο μόκοσ τησ 

ουρϊσ πολλαπλαςιϊζουμε με το  휆𝑘 . 

 

Η   περύπτωςη  του  ενόσ  εξυπηρετητό  για  το  μοντϋλο  προτεραιοτότων  

χωρύσ  διακοπϋσ. 

 

Παραπϊνω κϊναμε την υπόθεςη ότι ο μϋςοσ χρόνοσ εξυπηρϋτηςησ εύναι ο ύδιοσ  

για όλεσ τισ κλϊςεισ προτεραιοτότων και ιςούται με  1/μ.την πρϊξη όμωσ αυτό 

η υπόθεςη παραβιϊζεται εξαιτύασ των διαφοροποιόςεων μεταξύ των 

απαιτόςεων εξυπηρϋτηςησ για κϊθε κλϊςη. 

την περύπτωςη όμωσ του ενόσ εξυπηρετητό μπορούμε να δεχθούμε την ύπαρξη 

διαφορετικών μϋςων χρόνων εξυπηρϋτηςησ και να ϋχουμε χρόςιμα 

αποτελϋςματα παρ’όλα αυτϊ. 

Ϊςτω λοιπόν  1/휇𝑘   η μϋςη τιμό τησ εκθετικόσ κατανομόσ του χρόνου 

εξυπηρϋτηςησ για την κλϊςη προτεραιότητασ  k. 

Ωρα   휇𝑘  =ο μϋςοσ ρυθμόσ εξυπηρϋτηςησ για την κλϊςη  k (k=1,2,…,N) 

Σότε ο μϋςοσ χρόνοσ αναμονόσ ςτο ςύςτημα για ϋνα μϋλοσ τησ κλϊςησ  k 

εύναι(ςτην κατϊςταςη ιςορροπύασ) : 

𝛵𝑘 =  
𝛼𝑘

𝑏𝑘−1𝑏𝑘
+

1

휇𝑘
   ,   𝑘 = 1,2,…𝑁 

με   

𝛼𝑘 =  
휆𝑖
휇𝑖2

𝑘

𝑖=1

 

𝑏0 = 1 

𝑏𝑘 = 1 − 
휆𝑖
휇𝑖

𝑘

𝑖=1

 

Αυτϊ βϋβαια ιςχύουν όςο   
휆𝑖

휇 𝑖
< 1𝑘

𝑖=1     ,δηλ. η τυχαύα κλϊςη προτεραιότητασ  k 

βρύςκεται ςε κατϊςταςη ιςορροπύασ.Επύςησ μπορούμε να εφαρμόςουμε τον 
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τύπο του Little  για την εύρεςη και των υπόλοιπων μεγεθών,για κϊθε κλϊςη 

προτεραιότητασ. 

 

ΜΟΝΣΕΛΟ   ΠΡΟΣΕΡΑΙΟΣΗΣΩΝ  ΜΕ  ΔΙΑΚΟΠΕ  ( PREEMPTIVE  

PRIORITIES  MODEL ) 
 

ε αυτό το μοντϋλο κϊνουμε και πϊλι την παραδοχό ότι ο μϋςοσ χρόνοσ 

εξυπηρϋτηςησ για κϊθε κλϊςη προτεραιότητασ εύναι ο ύδιοσ. 

Ϊχοντασ τισ «διακοπϋσ» να αλλϊζουν το χρόνο αναμονόσ ςτο ςύςτημα ϋχουμε τα 

εξόσ αποτελϋςματα (για την περύπτωςη του ενόσ εξυπηρετητό ): 

𝑇𝑘 =  

1
휇

𝛣𝑘−1𝐵𝑘
  ,   𝑘 = 1,… ,𝑁 

Για  s >1,δηλ.για παραπϊνω από ϋνα εξυπηρετητό,υπολογύζεται μϋςα από μια 

επαναληπτικό διαδικαςύα η οπούα θα εφαρμοςθεύ ςτο παρακϊτω παρϊδειγμα. 

Ο μϋςοσ αριθμόσ ςτην κατϊςταςη ιςορροπύασ των μελών τησ κλϊςησ  k ςτο 

ςύςτημα αναμονόσ δύνεται και πϊλι από τον τύπο :    

𝐿𝑘 = 휆𝑘𝑇𝑘     ,      𝑘 = 1,2,… ,𝑁 

Tα αντύςτοιχα αποτελϋςματα για την ουρϊ ,χωρύσ τουσ πελϊτεσ που 

εξυπηρετούνται , βρύςκονται πϊλι όπωσ  και ςτο μοντϋλο χωρύσ διακοπϋσ,μϋςω 

των μεγεθών  𝑇𝑘   και  𝐿𝑘  . 

Εξαιτύασ τησ ιδιότητασ τησ ϋλλειψησ μνόμησ τησ Εκθετικόσ κατανομόσ οι 

διακοπϋσ δεν επηρρεϊζουν τη διαδικαςύα τησ εξυπηρϋτηςησ,δηλ. το πότε γύνοται 

οι διϊφορεσ ενϋργειεσ τησ εξυπηρϋτηςησ.Ο ολικόσ μϋςοσ χρόνοσ εξυπηρϋτηςησ 

για κϊθε πελϊτη εύναι πϊντα  1/μ. 

 

 

 Σο παρϊδειγμα του δημόςιου νοςοκομεύου με τη χρόςη 

προτεραιοτότων : 
 

Κατϊ την περαιτϋρω μελϋτη του,ο υπεύθυνοσ διαχεύριςησ του νοςοκομεύου 

πρόςεξε ότι ςτο χώρο των Επειγόντων οι αςθενεύσ δεν εξυπηρετούνται 

ςύμφωνα με την πειθαρχεύα του  first comes-first served αλλϊ η προώςταμϋνη 

νοςηλεύτρια τουσ κατατϊςςει ςε 3 κατηγορύεσ περιςτατικών :  
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1. Σα κρύςιμα περιςτατικϊ ,όπου η ϊμεςη αντιμετώπιςό ςτουσ εύναι ζωτικόσ 

ςημαςύασ 

2. Σα ςοβαρϊ περιςτατικϊ ,όπου η ϋγκαιρη αντιμετώπιςη εύναι ςημαντικό 

για  να αποτραπεύ η χειροτϋρευςη τησ κατϊςταςησ  

3. Σα ςταθερϊ περιςτατικϊ,όπου η αντιμετώπιςό τουσ μπορεύ να 

καθυςτερόςει χωρύσ να προκληθούν ςοβαρϋσ ςυνϋπειεσ 

ύμφωνα λοιπόν με αυτό την κατηγοριοπούηςη αντιμετωπύζονται οι αςθενεύσ 

που ειςϊγονται ςτα Επεύγοντα , με αυτούσ που βρύςκονται ςτη ύδια κατηγορύα 

να εξυπηρετούνται ςύμφωνα με την πειθαρχεύα του first comes-first 

served.Βϋβαια ο γιατρόσ θα διακόψει την απαςχόληςό του με ϋνα περιςτατικό 

αν ειςϋλθει ςτο χώρο των Επειγόντων αςθενόσ που ανόκει ςε κατηγορύα 

υψηλότερησ προτεραιότητασ. 

Περύπου  ϋνα  10% των αςθενών ανόκουν ςτην πρώτη καταηγορύα , ϋνα 30% 

ςτη δεύτερη και το 60% ανόκει ςτην τρύτη κατηγορύα.Επύςησ θεωρεύται ότι ο 

χρόνοσ εξυπηρϋτηςησ του κϊθε περιςτατικού από τον γιατρό δεν παρουςιϊζει 

ςημαντικό διαφοροπούηςη ανϊμεςα ςε αυτϋσ τισ κατηγορύεσ. 

Ϊτςι λοιπόν ο υπεύθυνοσ αποφϊςιςε ότι για τη μοντελοπούηςη του ςυςτόματοσ 

ςτο χώρο των Επειγόντων  θα χρηςιμοποιούςε  ϋνα priority- discipline μοντϋλο 

,με τισ τρεισ παραπϊνω κατηγορύεσ αςθενών να αποτελούν τισ κλϊςεισ 

προτεραιότητασ.Επειδό μϊλιςτα ,όπωσ αναφϋρθηκε, η αντιμετώπιςη ενόσ 

περιςτατικού μπορεύ να διακοπεύ ,θεώρηςε ότι η χρόςη ενόσ μοντϋλου με 

διακοπϋσ εύναι πιο  κατϊλληλη. 

Από τα δεδομϋνα που ϋχουμε όδη βρει ςε προηγούμενεσ φορϋσ, ϋχουμε  λ=2,μ=3. 

Ϊτςι  από τα ποςοςτϊ παραπϊνω ϋχουμε      휆1 = 0.2   , 휆2 = 0.6  , 휆3 = 1.2 . 

τον παρακϊτω πύνακα υπϊρχουν τα αποτελϋςματα για το μϋςο χρόνο 

αναμονόσ ςτην ουρϊ για τισ 3 παραπϊνω κλϊςεισ,όταν υπϊρχει ϋνασ γιατρόσ και 

όταν υπϊρχουν δύο γιατρού ςε εφημερύα αντύςτοιχα. 

Σα αποτελϋςματα για το μοντϋλο με διακοπϋσ όταν υπϊρχουν δυο γιατρού ςε 

εφημερύα προκύπτουν ωσ εξόσ : επειδό οι χρόνοι αναμονόσ ςτο ςύςτημα για την 

κλϊςη 1 δεν επηρρεϊζονται από την παρουςύα αςθενών από τισ χαμηλότερησ 

προτεραιότητασ δύο κλϊςεισ, η τιμό του 𝛵1 θα εύναι η ύδια για οποιαδόποτε τιμό 

των 휆2 , 휆3.Γι’αυτό το λόγο ο μϋςοσ χρόνοσ  𝛵1 θα πρϋπει να ιςούται με το ν 

αντύςτοιχο  Τ  που ιςχύει ςτο μοντϋλο με μια κλϊςη μόνο,δηλ.απλϊ ϋνα  Μ/Μ/s 

μοντϋλο με   s=2 , μ=3 , λ = 휆1 = 0.2. 

Ϊτςι  𝛵1 = 𝛵 = 0.3337  ώ휌휀휍    για   λ=0.2 

και    𝛵1 −
1

휇
= 0.3337 − 0.3333 = 0.00037 ώ휌휀휍 
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τη ςυνϋχεια αν πϊρουμε τισ δύο πρώτεσ κλϊςεισ προτεραιότητασ 

,παρατηρούμε πϊλι ότι οι αςθενεύσ που ανόκουν ςε αυτϋσ τισ δύο κλϊςεισ 

παραμϋνουν ανεπηρϋαςτοι από την παρουςύα των αςθενών τησ κλϊςησ 3 καθώσ 

εύναι χαμηλότερησ προτεραιότητασ,επομϋνωσ μπορούμε ςτην ανϊλυςη να την 

αγνοόςουμε. 

Ϊςτω  ότι  𝛵1−2 εύναι ο μϋςοσ χρόνοσ αναμονόσ ςτο ςύςτημα μιασ τυχαύασ ϊφιξησ 

που ανόκει ςε μύα από τισ δύο αυτϋσ κλϊςεισ προτεραιότητασ ϋτςι ώςτε η 

πιθανότητα να ιςούται με   
휆1

휆1+휆2
 =1/4  αν η ϊφιξη ανόκει ςτην κλϊςη 1  και η 

αντύςτοιχη αν ανόκει ςτην κλϊςη 2 να ιςούται με     
휆2

휆1+휆2
 =3/4  . 

Ϊτςι ϋχουμε  :                𝛵1−2 =
1

4
𝛵1 +

3

4
𝛵2 

Επιπλϋον επειδό ο μϋςοσ χρόνοσ αναμονόσ εύναι ο ύδιοσ ανεξαρτότωσ του εύδουσ 

τησ πειθαρχεύασ τησ ουρϊσ  ο  𝛵1−2  πρϋπει να ιςούται με τον  Τ  του μοντϋλου 

Μ/Μ/s  με  s=2 , μ=3 , λ=휆1 + 휆2 = 0.8. Ωρα θα ιςχύει  : 

𝛵1−2 = 𝛵 = 0.33937  ώ휌휀휍 

υνδυϊζοντασ τα παραπϊνω ϋχουμε ότι  : 

𝑇2 =
4

3
 0.33937 −

1

4
0.3337 = 0.34126 ώ휌휀휍 

και ϊρα  :  𝛵3 −
1

휇
= 0.00793  ώ휌휀휍 

Σϋλοσ θεωρούμε  𝛵1−3  το μϋςο χρόνο αναμονόσ ςτο ςύςτημα για μια τυχαύα 

ϊφιξη που ανόκει ςε κϊποια από τισ τρεισ κλϊςεισ,ϋτςι ώςτε οι πιθανότητεσ να 

εύναι  0.1  ,  0.3  και 0.6  αν η ϊφιξη ανόκει ςτην κλϊςη 1 , 2 και 3 αντύςτοιχα. 

Ϊτςι ιςχύει :   𝛵1−3 = 0.1𝛵1 + 0.3𝛵2 + 0.6𝛵3 

Αντύςτοιχα πϊλι ο 𝛵1−3  πρϋπει να ιςούται με τον αντύςτοιχο μϋςο χρόνο  Τ  του  

Μ/Μ/s  μοντϋλου για  s=2 , μ=3  και  λ =휆1 + 휆2 + 휆3=2  ϋτςι ώςτε : 

𝑇1−3 = 𝑇 = 0.375 ώ휌휀휍 

υνεπώσ   :  𝛵3 =
1

0.6
 0.375 − 0.1 0.3337 − 0.3 0.34126  = 0.39875 ώ휌휀휍 

και ϊρα  𝛵3 −
1

휇
= 0.06542  ώ휌휀휍 
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 Προτεραιότητεσ 
Με διακοπϋσ 

Προτεραιότητεσ 
Φωρύσ διακοπϋσ 

 s=1 s=2 s=1 s=2 
𝐴1      −    − 4.5 36 
𝐵1 0.933    − 0.933 0.967 
𝐵2 0.733    − 0.733 0.867 
𝐵3 0.333    − 0.333 0.667 

𝑇1 − 1/휇 0.024 ώρεσ 0.00037 ώρεσ 0.238 ώρεσ 0.029 ώρεσ 
𝛵2 − 1/휇 0.154 ώρεσ 0.00793 ώρεσ 0.325 ώρεσ 0.033 ώρεσ 
𝛵3 − 1/휇 1.033 ώρεσ 0.06542 ώρεσ 0.889 ώρεσ 0.048 ώρεσ 
 

Από τον παραπϊνω πύνακα λοιπόν βγϊζουμε τα εξόσ ςυμπερϊςματα : 

Όταν το s=1 , οι τιμϋσ  𝛵𝑘 − 1/휇  για το μοντϋλο με διακοπϋσ δεύχνουν ότι ϋχοντασ 

ϋνα γιατρό ςτο ΄χωρο των Επειγόντων θα προκαλούςε περύπου 1.5  λεπτό(0.024 

ώρεσ) αναμονόσ κατϊ μϋςο όρο για τα κρύςιμα περιςτατικϊ , πϊνω από 9 λεπτϊ 

αναμονόσ για τα ςοβαρϊ και πϊνω από μια ώρα αναμονόσ για τα ςταθερϊ 

περιςτατικϊ.Αντιθϋτωσ για   s=2  ,δηλ.προςθϋτοντασ ϋναν ακόμη γιατρό ,ο 

χρόνοσ αναμονόσ θα εξαλειφόταν για όλεσ τισ κλϊςεισ εκτόσ αυτόσ των 

ςταθερών περιςτατικών.Γι’αυτό το λόγο ο υπϋυθυνοσ διαχεύριςησ του 

νοςοκομεύου πρότεινε την ύπαρξη δύο γιατρών ςτο χώρο των Επειγόντων του 

νοςοκομεύου κατϊ τισ ώρεσ αιχμόσ για το επόμενο ϋτοσ. 
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ΔΙΚΣΤΑ  ΟΤΡΨΝ  ΑΝΑΜΟΝΗ 
(QUEUEING  NETWORKS) 

 

Μϋχρι τώρα ςτα ςυςτόματα αναμονόσ που εύδαμε η εξυπηρϋτηςη του κϊθε 

πελϊτη ατομικϊ γινόταν από ϋναν εξυπηρετητό μόνο.Πολλϋσ φορϋσ όμωσ ςτην 

πρϊξη ,η εξυπηρϋτηςη ενόσ πελϊτη δεν ολοκληρώνεται αν αυτόσ δεν περϊςει για 

αυτό το ςκοπό από περιςςότερουσ του ενόσ εξυπηρετητό.Ϊτςι λοιπόν υπϊρχουν 

τα δύκτυα ουρών αναμονόσ,δύκτυα τα οπούα αποτελόυνται από παραπϊνω του 

ενόσ κϋντρου εξυπηρϋτηςησ(π.χ. η κυκλοφορύα πακϋτων δεδομϋνων,όπου 

διακινούνται μεταξύ διαφορετικών κόμβων ενόσ δικτύου υπολογιςτών).Η 

μελϋτη λοιπόν αυτών των δικτύων εύναι πολύ ςημαντικό και ταυτόχρονα 

αρκετϊ πιο πολύπλοκη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Είςοδοσ 

Ρυθμόσ=λ 

Έξοδοσ 1 

Είςοδοσ 2 

τάδιο 1  

𝑠1 

εξυ/τζσ         

Ρυθμόσ 

휇1 

 

τάδιο 2  

𝑠2 

εξυ/τζσ         

Ρυθμόσ 

휇2 

 

Έξοδοσ 2 

Είςοδοσ 3 

κτλ.. 

τάδιο k  

𝑠𝑘  

εξυ/τζσ         

Ρυθμόσ 

휇𝑘  

 

Έξο-

δοσ 
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το παραπϊνω διϊγραμμα απεικονύζεται ϋνα δύκτυο ουρϊσ αναμονόσ , όπου η 

κϊθε ϊφιξη περνϊ από το ςτϊδιο εξυπηρϋτηςησ 1 (αφού περιμϋνει ςτην ουρϊ αν 

όλοι οι εξυπηρετητϋσ του ςταδύου 1 εύναι απαςχολημϋνοι).Αφού ολοκληρώςει με 

το ςτϊδιο 1 ο πελϊτησ περιμϋνει και ειςϋρχεται ςτο ςτϊδιο εξυπηρϋτηςησ 2.Αυτό 

η διαδικαςύα ςυνεχύζεται ϋωσ ότου ολοκληρώςει και το k ςτϊδιο εξυπηρϋτηςησ.  

Ϊνα τϋτοιο ςύςτημα ονομϊζεται ςύςτημα – δύκτυο ουρών αναμονόσ k-

ςταδύων εν ςειρϊ. 

 

Αρχικϊ θα παραθϋςουμε μύα βαςικό ιδιότητα ιςοδυναμύασ  για την διαδικαςύα 

ειςαγωγόσ – εξαγωγόσ πελατών για οριςμϋνα ςυςτόματα ουρϊσ αναμονόσ. 

 Ιδιότητα :  

Θεωρούμε  ότι ς’ϋνα κϋντρο εξυπηρϋτηςησ υπϊρχουν  s  εξυπηρετητϋσ και 

μύα ϊπειρησ χωρητικότητασ ουρϊ , ςτην οπούα η διαδικαςύα των αφύξεων 

ακολουθεύ την Poisson κατανομό με παρϊμετρο  λ  καθώσ επύςησ ότι οι 

χρόνοι εξυπηρϋτηςησ ακολουθούν την ύδια Εκθετικό κατανομό με 

παρϊμετρο μ για κϊθε εξυπηρετητό.Σότε η διαδικαςύα τησ εξόδου των 

πελατών απ’το κϋντρο εξυπηρϋτηςησ ακολουθεύ επύςησ Poisson κατανομό με 

παρϊμετρο  λ . 

Εδώ να ςημειώςουμε το γεγονόσ ότι η παραπϊνω ιδιότητα ιςχύει ανεξαρτότωσ 

του εύδουσ τησ πειθαρχεύασ που ακολουθεύται ςτο ςύςτημα. 

Από την  παραπϊνω ιδιότητα μπορούμε να εξϊγουμε το εξόσ γεγονόσ για ϋνα 

δύκτυο ουρών αναμονόσ : αν οι παραπϊνω πελϊτεσ πρϋπει να πϊνε και ςε ϊλλο 

κϋντρο κατϊ τη διαδικαςύα τησ εξυπηρϋτηςησ , αυτό το δεύτερο κϋντρο θα ϋχει 

πϊλι μια διαδικαςύα αφύξεων που ακολουθεύ Poisson κατανομό.Ϊχοντασ κι αυτό 

μια Εκθετικό κατανομό για τουσ χρόνουσ εξυπηρϋτηςησ τότε η ιδιότητα ιςχύει 

και για το δεύτερο κϋντρο και μπορεύ να παρϋχει μια Poisson διαδικαςύα 

αφύξεων για λενα τρύτο κϋντρο εξυπηρϋτηςησ κτλ. 

Η παραπϊνω ευρύτερη ιδιότητα για τα δύκτυα ορών αναμονόσ εκεφρϊζεται 

καλύτερα με το παρακϊτω Θεώρημα ( Jackson’s theorem 1957 ): 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ : 

Αν τα χρονικϊ ενδοδιαςτόματα μεταξύ των αφύξεων για ϋνα ςύςτημα ουρών 

αναμονόσ ςε ςειρϊ ακολουθούν Εκθετικό κατανομό με ρυθμό  λ ,οι χρόνοι 

εξυπηρϋτηςησ για κϊθε ςτϊδιο ακολουθούν Εκθετικό κατανομό και κϊθε ςτϊδιο 

ϋχει ϊπειρη χωρητικότητα ουρϊσ αναμονόσ τότε τα  αντύςτοιχα χρονικϊ 
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ενδοδιαςτόματα για τισ αφύξεισ ςε κϊθε ςτϊδιο του ςυςτόματοσ-δικτύου 

ακολουθούν Εκθετικό κατανομό με ρυθμό λ. 

Για να ςυμβαύνει βϋβαια το παραπϊνω θα πρϋπει κϊθε ςτϊδιο ςτο δύκτυο να 

διαθϋτει επαρκό χωρητικότητα για εξυπηρϋτηςη για μια ροό αφύξεων με ρυθμό  

λ.ε διαφορετικό περύπτωςη η ουρϊ θα «εκραγεύ» ςτο ςτϊδιο με την ανεπαρκό 

χωρητικότητα. 

 

 

ΟΤΡΕ  ΑΝΑΜΟΝΗ  ΑΠΕΙΡΗ  ΦΩΡΗΣΙΚΟΣΗΣΑ  Ε  ΕΙΡΑ 
 

Εδώ θα δούμε ϋνα από τα δύο βαςικϊ δύκτυα ουρών αναμονόσ που θα 

εξετϊςουμε.Θεωρούμε ότι όλοι οι πελϊτεσ δϋχονται εξυπηρϋτηςη μϋςα από m 

κϋντρα εξυπηρϋτηςησ ςε ςειρϊ ςε μια καθοριςμϋνη ακολουθύα.Θεωρούμε 

επύςησ ότι κϊθε κϋντρο διαθϋτει μια ουρϊ αναμονόσ με ϊπειρη 

χωρητικότητα.Ακόμη θεωρούμε ότι οι πελϊτεσ φθϊνουν ςτο πρώτο κϋντρο 

εξυπηρϋτηςησ ςύμφωνα με μια Poisson κατανομό με παρϊμετρο  λ  και κϊθε 

κϋντρο ϋχει χρόνουσ εξυπηρϋτηςησ που ακολουθούν Εκθετικό κατανομό με 

παρϊμετρο  휇𝑖   για  τουσ 𝑠𝑖   εξυπηρετητϋσ του,όπου  𝑠𝑖휇𝑖 > 휆.Επομϋνωσ κϊθε 

κϋντρο εξυπηρϋτηςησ ϋχει μια Poisson διαδικαςύα αφύξεων-ειςόδου ςε αυτό με 

παρϊμετρο  λ.Επομϋνωσ , το Μ/Μ/s μοντϋλο μπορεύ να εφαρμοςθεύ για την 

ανϊλυςη του κϊθε κϋντρου εξυπηρϋτηςησ χωριςτϊ και ανεξαρτότωσ των ϊλλων 

κϋντρων. 

Αυτό ςημαύνει για παρϊδειγμα ότι από κοινού-μεικτό πιθανότητα  για  𝑛1  

πελϊτεσ ςτο κϋντρο 1(ςτϊδιο 1) , για 𝑛2  πελϊτεσ ςτο κϋντρο 2 κ.ο.κ  εύναι το 

γινόμενο των επιμϋρουσ ανεξϊρτητων πιθανοτότων,των οπούων ο τύποσ εύναι 

αυτόσ που ιςχύει ςτο απλό Μ/Μ/s  μοντϋλο .Δηλαδό : 

𝑝  𝑁1,𝑁2,… ,𝑁𝑚  =  𝑛1,𝑛2,… ,𝑛𝑚   = 𝑝𝑛1
𝑝𝑛2

…𝑝𝑛𝑚 . 

Παρομούωσ ο ολικόσ χρόνοσ αναμονόσ και το μϋςο πλόθοσ των πελατών ςε 

ολόκληρο το  ςύςτημα μπορεύ να υπολογιςθεύ απλϊ προςθϋτοντασ τισ 

αντύςτοιχεσ ποςότητεσ που ιςχύουν για κϊθε κϋντρο εξυπηρϋτηςησ-ςτϊδιο 

χωριςτϊ. 

Βϋβαια η ιδιότητα ιςοδυναμύασ όπωσ προαναφϋρθηκε δεν ιςχύει και οι 

ςυνϋπειεσ τησ δεν μπορούν να εφαρμοςθούν ςτην περύπτωςη ουρών με 

πεπεραςμϋνη χωρητικότητα.Σα αποτελϋςματα που ϋχουν βρεθεύ για δύκτυα 

ουρών αναμονόσ πεπεραςμϋνησ χωρητικότητασ ελιναι περιοριςμϋνα και ςε 

αυτϋσ τισ περιπτώςεισ τα επιμϋρουσ ςτϊδια πρϋπει να αναλύονται 

ςυνδυαςμϋνα,εν αντιθϋςει με τα προηγούμενα. 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ  : 

την διαδικαςύα καταςκευόσ ενόσ αυτοκινότου οι δύο τελευταύεσ ενϋργειεσ που 

γύνονται για να ολοκληρωθεύ η διαδικαςύα εύναι η εγκατϊςταςη τησ μηχανόσ και 

η τοποθϋτηςη των ελαςτικών.Ϊνασ μϋςοσ όροσ  54  αυτοκινότων ανϊ ώρα 

φθϊνουν για την εκτϋλεςη των δύο παραπϊνω ενεργειών.΄Ενασ μηχανικόσ εύναι 

διαθϋςιμοσ να εγκαταςτόςει τη μηχανό και μπορεύ να εξυπηρετόςει ϋνα μϋςο 

όρο 60 αυτοκινότων ανϊ ώρα.τη ςυνϋχεια το αυτοκύνητο μεταβαύνει ςτο χώρο 

των ελαςτικών και περιμϋνει για την τοποθϋτηςό τουσ.Σρεισ εργαζόμενοι 

εξυπηρετούν ςτο χώρο των ελαςτικών , όπου ο καθϋνασ αςχολεύται μεϋνα 

αυτοκύνητο τη φορϊ και περατώνει τη διαδικαςύα ςε 3 λεπτϊ κατϊ μϋςο όρο.Οι 

χρόνοι μεταξύ των αφύξεων των αυτοκινότων και οι χρόνοι «εξυπηρϋτηςησ» 

ακολουθούν Εκθετικό κατανομό. 

Θϋλουμε να υπολογύςουμε : 

i. Σο μϋςο μόκοσ ουρϊσ ςε κϊθε χώρο (ο χώροσ για την εγκατϊςταςη τησ 

μηχανόσ και ο χώροσ για την τοποθϋτηςη των ελαςτικών). 

ii. Σον ολικό μϋςο χρόνο που χρειϊζεται να περιμϋνει ϋνα αυτοκύνητο για να 

«εξυπηρετηθεύ». 

 

 

Η παραπϊνω περύπτωςη αποτελεύ ϋνα δύκτυο ουρών αναμονόσ ςε ςειρϊ, με  : 

λ=54 αυτοκύνητα ανϊ ώρα  

𝑠1 = 1 , 𝑠2 = 3  

휇1 = 60 αυτοκύνητα/ώρα     ,      휇2 =20 αυτοκύνητα/ώρα 

Εφόςον   휆 <  휇1  και   휆 < 3휇2  καμμύα από τισ δύο ουρϋσ δεν θα «εκραγεύ» και 

ϊρα το Θεώρημα του Jackson μπορεύ να εφαρμοςθεύ. 

Για το πρώτο ςτϊδιο,δηλ.την εγκατϊςταςη τησ μηχανόσ,ϋχουμε : 

 

휌 =
54

60
= 0.90  

 

𝐿𝑞
(1) =

휌2

1−휌
=

0.902

1−0.90
= 8.1  𝛼휐휏휊휅ί휈휂휏𝛼           ,     

    𝑊(1) =
𝐿𝑞

1

휆
=

8.1

54
= 0.15  ώ휌휀휍 
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Για το δεύτερο ςτϊδιο , δηλ.την τοποθϋτηςη των ελαςτικών ϋχουμε : 

휌 =
54

3(20)
= 0.90 

 

Από τον πύνακα ςτο Μ/Μ/s  μοντϋλο για τισ πιθανότητεσ ϋχουμε ότι  

𝑝 𝑛 ≥ 3 = 0.83.Ϊτςι  ϋχουμε : 

𝐿𝑞
(2) =

0.83(0.90)

1 − 0.90
= 7.47  𝛼휐휏휊휅ί휈휂휏𝛼 

Και  𝑊(2) =
𝐿𝑞

(2)

휆
=

7.47

54
= 0.138 ώ휌휀휍 

Ϊτςι ο ολικόσ μϋςοσ χρόνοσ αναμονόσ για ϋνα αυτοκύνητο για την εγκατϊςταςη 

μηχανόσ και ελαςτικών εύναι  :  0.15+0.138=0.288  ώρεσ. 

 

 

ΣΑ  ΔΙΚΣΤΑ  JACKSON  (JACKSON  NETWORKS ) 
 

Σα ςυςτόματα δικτύων ουρών αναμονόσ (ϊπειρησ χωρητικότητασ) ςε ςειρϊ δεν 

εύναι τα μόνα που αναλύονται  με τη βοόθεια του μοντϋλου  Μ/Μ/s  για κϊθε 

ςτϊδιο χωριςτϊ.Ϊνα ϊλλο εύδοσ ςημαντικού δικτύου που χρηςιμοποιεύ την 

ιδιότητα αυτό εύναι τα λεγόμενα δύκτυα  Jackson τα οπούα ονομϊςθηκαν ϋτςι 

από τον ϊνθρωπο που πρώτοσ τα χαρακτόριςε και απϋδειξε ότι η εφαρμογό του 

Μ/Μ/s μοντϋλου χωριςτϊ και η απλό πρόςθεςη των επιμϋρουσ μεγεθών μπορεύ 

να εφαρμοςθεύ και ςε αυτϊ τα δύκτυα. 

Σα χαρακτηριςτικϊ ενόσ Jackson δικτύου εύναι τα ύδια με αυτϊ των 

προηγούμενων δικτύων(ςε ςειρϊ) με τη διαφορϊ όμωσ ότι οι πελϊτεσ 

επιςκϋπτονται τα διϊφορα ςτϊδια ςε διαφορετικό ςειρϊ ό ακόμη μπορεύ να μην 

επιςκεφθούν και όλα τα ςτϊδια(κϋντρα εξυπηρϋτηςησ). 

ε κϊθε ςτϊδιο οι αφιχθϋντεσ πελϊτεσ φθϊνουν ςε αυτό από το εξωτερικό 

ολόκληρου του ςυςτόματοσ αλλϊ και από τα ϊλλα ςτϊδια ,ακολουθώντασ οι 

αφύξεισ τουσ Poisson κατανομό πϊντα.Σα χαρακτηριςτικϊ των δικτύων αυτών 

ςυνοψύζονται ωσ εξόσ : 

 

ΦΑΡΑΚΣΗΡΙΣΙΚΑ  ΔΙΚΣΤΩΝ  JACKSON : 

Ϊςτω ότι υπϊρχουν ςτο δύκτυο  m  κϋντρα εξυπηρϋτηςησ ,όπου το κϊθε κϋντρο i 

ϋχει : 
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i. Μια ϊπειρησ χωρητικότητασ ουρϊ αναμονόσ. 

ii. Πελϊτεσ που φθϊνουν ςε αυτό από το εξωτερικό του ςυςτόματοσ 

ακολουθώντασ (οι αφύξεισ τουσ) Poisson κατανομό με παρϊμετρο  𝜶𝒊. 

iii. Εξυπηρετητϋσ  𝒔𝒊 με χρόνουσ εξυπηρϋτηςησ που ακολουθούν Εκθετικό 

κατανομό με παραμϋτρο  𝝁𝒊. 

 

Kϊθε πελϊτησ που εξϋρχεται από το i κϋντρο εξυπηρϋτηςησ κατευθύνεται ςτο 

επόμενο κϋντρο j ( j = 1,…,m ) με πιθανότητα  𝒑𝒊𝒋   ό αποχωρεύ από το ςύςτημα 

με πιθανότητα     𝒒𝒊𝒋 = 𝟏 −  𝒑𝒊𝒋
𝒎
𝒋=𝟏  . 

 

 Μύα ακόμη βαςικό ιδιότητα των δικτύων αυτόσ τησ κατηγορύασ εύναι η 

εξόσ : 

Κϊθε ςτϊδιο ενόσ δικτύου Jackson  (ό αλλιώσ κϊθε κϋντρο εξυπηρϋτηςόσ 

του) ,ςυμπεριφϋρεται ωσ ϋνα ανεξϊρτητο ςύςτημα ουρϊσ αναμονόσ,που 

λειτουργεύ ςύμφωνα με το Μ/Μ/s μοντϋλο, με ρυθμό αφύξεων ύςο με : 

 

휆𝑗 = 𝑎𝑗 +  휆𝑖𝑝𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

               (𝑠𝑗휇𝑗 > 휆𝑗 ) 

 

ε αυτό την περύπτωςη όμωσ η ιδιότητα αυτό δεν μπορεύ να αποδειχθεύ 

απ’αυθεύασ από την ιδιότητα ιςοδυναμύασ.Διαιςθητικϊ η ςύνδεςη μεταξύ 

των  δυο ιδιοτότων γύνεται ωσ εξόσ :ςε  κϊθε ςτϊδιο i οι διαδικαςύεσ 

ειςαγωγόσ ςε αυτό από τισ διϊφορεσ πηγϋσ (ϋξωτερικό του ςυςτόματοσ 

και ϊλλα ςτϊδια-κϋντρα εξυπηρϋτηςησ) , εύναι ανεξϊρτητεσ Poisson 

διαδικαςύεσ ϋτςι ώςτε η «αθροιςτικό» διαδικαςύα ειςαγωγόσ ςτο ςτϊδιο 

αυτό να εύναι και αυτό Poisson με παρϊμετρο 휆𝑖  (προκύπτει από την 

ιδιότητα 6 τησ Εκθετικόσ κατανομόσ ) .H εξύςωςη ιςοδυναμύασ τότε μασ 

λϋει ότι η «αθροιςτικό» διαδικαςύα εξαγωγόσ των πελατών από το 

ςτϊδιο i   πρϋπει να εύναι Poisson με παρϊμετρο 휆𝑖 .O διαχωριςμόσ λοιπόν 

τησ αθροιςτικόσ διαδικαςύασ εξαγωγόσ  (ιδιότητα 6 και πϊλι ), η 

διαδικαςύα τησ μεταγωγόσ των πελατών από το ςτϊδιο i  ςτο ςτϊδιο j θα 

εύναι Poisson με παρϊμετρο  휆𝑖𝑝𝑖𝑗  . Αυτό η διαδικαςύα εύναι ταυτόχρονα η 

διαδικαςύα ειςαγωγόσ των πελατών ςτο ςτϊδιο j και ϋτςι διατηρεύται η 

φύςη τησ Poisson κατανομόσ ςτην ακολουθύα των διαδικαςιών ςε όλο το 

δύκτυο. 

 

Η παραπϊνω εξύςωςη  με την οπούα υπολογύζουμε το 휆𝑗  βαςύζεται ςτο 

γεγονόσ ότι  ο   휆𝑖    εύναι  ταυτόχρονα ο ρυθμόσ αναχωρόςεων αλλϊ και ο 

ρυθμόσ αφύξεων για όλουσ τουσ πελϊτεσ που χρηςιμοποιούν το κϋντρο 
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εξυπηρϋτηςησ i.Επειδό η  𝑝𝑖𝑗   εύναι η αναλογύα  ό αλλιώσ η μερύδα των 

πελατών που αναχωρούν από το ςτϊδιο  i   και  οι οπούοι ειςϋρχονται 

μετϊ ςτο ςτϊδιο  j , ο ρυθμόσ με τον οπούο οι πελϊτεσ από το ςτϊδιο  i  

ειςϋρχονται ςτο ςτϊδιο  j  εύναι  𝝀𝒊𝒑𝒊𝒋.Αθρούζοντασ το γινόμενο αυτό για  

όλα τα i και ύςτερα προςθϋτοντϊσ το ςτο  𝛼𝑗  ,ϋχουμε τον  ολικό ρυθμό 

αφίξεων  ςτο ςτϊδιο j από όλεσ τισ πηγϋσ. 

 

Για να υπολογύςουμε τον  휆𝑗   από την εξύςωςη παραπϊνω πρϋπει να μασ 

εύναι γνωςτού ο  휆𝑖   για  i≠j ,αλλϊ αυτού οι εύναι επύςησ ϊγνωςτοι.Γι’αυτό η 

διαδικαςύα που ακολουθούμε εύναι να λύςουμε ταυτόχρονα ωσ προσ 

휆1, 휆2,… , 휆𝑚    το γενικό ςύςτημα των γραμμικών εξιςώςεων για τα 휆𝑗   για  

j=1,2,...,m . 

 

Για να ϋχουμε μύα εικόνα των υπολογιςμών αυτών ασ θεωρόςουμε ϋνα 

ςύςτημα Jackson με τρύα ςτϊδια-κϋντρα εξυπηρϋτηςησ με παραμϋτρουσ 

που αναγρϊφονται ςτον παρακϊτω πύνακα. 

 

Κϋντρο(ςτϊδιο) 
j 

𝒔𝒋 𝝁𝒋 𝒂𝒋 𝒑𝒊𝒋 

i=1 i=2 i=3 
j=1 1 10 1 0 0.1 0.4 
j=2 2 10 4 0.6 0 0.4 
j=3 1 10 3 0.3 0.3 0 

 

 

Eφαρμόζοντασ λοιπόν την εξύςωςη που εύδαμε παραπϊνω για τουσ 휆𝑗  για  

j=1,2,3  ϋχουμε το παρακϊτω ςύςτημα : 

 

휆1 = 1 + 0.1휆2 + 0.4휆3 

휆2 = 4 + 0.1휆1 + 0.4휆3 

휆3 = 3 + 0.3휆1 + 0.3휆2 

 

Η λύςη αυτού του ςυςτόματοσ μασ δύνει  휆1 = 5  ,   휆2 = 10   ,     휆3 =
7

2
 

 

Ϊχοντασ λοιπόν  τα 휆1, 휆2, 휆3 κϊθε ϋνα από τα τρύα ςτϊδια-κϋντρα του 

δικτύου μπορεύ να αναλυθεύ ξεχωριςτϊ χρηςιμοποιώντασ τουσ τύπουσ 

που ιςχύουν ςτο Μ/Μ/s μοντϋλο.Για παρϊδειγμα , για την κατανομό του 

πλόθουσ των πελατών  𝛮𝑖 = 𝑛𝑖    ςτο κϋντρο  i  ϋχουμε : 

휌𝑖 =
휆휄
𝑠𝑖휇𝑖

=

 
 
 

 
 

1

2
    𝛾휄𝛼     𝑖 = 1  

1

2
      𝛾휄𝛼     𝑖 = 2

3

4
  𝛾휄𝛼     𝑖 = 3     
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Αντικαθιςτώντασ τισ τιμϋσ αυτϋσ και τισ παραμϋτρουσ του πύνακα ςτον 

τύπο για την  𝑝𝑛   ϋχουμε τα εξόσ αποτελϋςματα : 

 

𝑝𝑛1
=

1

2
(

1

2
)𝑛1      ,   για   το κϋντρο  1 

 

𝑝𝑛2
=

 
 
 

 
 

1

3
    𝛾휄𝛼   𝑛2 = 0

1

3
   𝛾휄𝛼   𝑛2 = 1

1

3
(

3

4
)𝑛3   𝛾휄𝛼   𝑛2 ≥ 2 

    ,   για   το  κϋντρο  2 

 

𝑝𝑛3
=

1

4
(

3

4
)𝑛3    ,     για  το κϋντρο  3 

 

 

Η μεικτό πιθανότητα των  (𝑛1,𝑛2, 𝑛3)  δύνεται απλϊ από το γινόμενο των 

επιμϋρουσ αντύςτοιχων πιθανοτότων,δηλαδό : 

𝑝  𝑁1,𝑁2,𝑁3 =  𝑛1,𝑛2 ,𝑛3  = 𝑝𝑛1
𝑝𝑛2

𝑝𝑛3
  

 

Kατϊ παρόμοιο τρόπο ο μϋςοσ αριθμόσ των πελατών 𝐿𝑖  ςτο κϋντρο i εύναι  

𝐿1 = 1   ,   𝐿2 =
4

3
   ,   𝐿3 = 3 .O μϋςοσ αριθμόσ των πελατών ς’όλο το 

δύκτυο εύναι   𝐿 = 𝐿1 + 𝐿2 + 𝐿3 =
5

3
. 

 

Για τον υπολογιςμό του ολικού μϋςου χρόνου αναμονόσ ςτο ςύςτημα 

(ςυμπεριλαμβανομϋνων και των χρόνων εξυπηρϋτηςησ) για ϋνα πελϊτη , 

δεν μπορούμε απλϊ να προςθϋςουμε τουσ 

επιμϋρουσ,αντύςτοιχουσ,μϋςουσ χρόνουσ αναμονόσ του κϊθε κϋντρου του 

δικτύου,διότι ο κϊθε πελϊτησ δεν επιςκϋπτεται απαραύτητα κϊθε κϋντρο 

μόνο μια φορϊ.Παρ’όλα αυτϊ ο τύποσ του Little μπορεύ να εφαρμοςθεύ με  

ρυθμό αφύξεων  ςτο δύκτυο  λ  ο οπούοσ ιςούται με το ϊθροιςμα των 

ρυθμών αφύξεων από το  εξωτερικό μέροσ ςτα διϊφορα κϋντρα :  

휆 = 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 = 8 και ϋτςι ο μϋςοσ χρόνοσ αναμονόσ ςτο δύκτυο να 

εύναι  𝛵 =
𝐿

𝑎1+𝑎2+𝑎3
=

2

3
 .(Σϋλοσ να αναφϋρουμε ότι υπϊρχουν και ϊλλα, 

πιο πολύπλοκα , δύκτυα ουρών αναμονόσ όπου το κϊθε κϋντρο 

εξυπηρϋτηςησ μπορεύ να αναλυθεύ ξεχωριςτϊ και ανεξϊρτητα από τα 

υπόλοιπα κϋντρα.) 
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ΛΗΧΗ  ΑΠΟΥΑΕΨΝ ΜΕ ΣΗ ΦΡΗΗ 
ΜΟΝΣΕΛΨΝ ΟΤΡΨΝ ΑΝΑΜΟΝΗ 
(QUEUEING DECICION MODELS) 

 

ε αυτό το εύδοσ μοντϋλων το επύπεδο εξυπηρϋτηςησ (service level) ςε ϋνα 

κϋντρο εξυπηρϋτηςησ με ουρϊ αναμονόσ εύναι μια ςυνϊρτηςη του ρυθμού 

εξυπηρϋτηςησ  μ  και του αριθμού των εξυπηρετητών,οι οπούοι εύναι 

τοποθετημϋνοι παρϊλληλα, s. 

Εδώ θα δούμε δύο βαςικϊ μοντϋλα λόψησ αποφϊςεων τα οπούα ϋχουν ςκοπό 

τον καθοριςμό του κατϊλληλου επιπϋδου εξυπηρϋτηςησ για τα ςυςτόματα 

ουρών αναμονόσ.Σο πρώτο μοντϋλο εύναι ϋνα  μοντέλο κόςτουσ(cost model)  

και το δεύτερο ϋνα μοντέλο επιπέδου φιλοδοξίασ(aspiration-level model).Και 

ςτα δύο μοντϋλα γύνεται η διαπύςτωςη ότι όςο υψηλό εύναι το επύπεδο 

εξυπηρϋτηςησ τόςο μειωμϋνοσ εύναι ο χρόνοσ αναμονόσ ςτο ςύςτημα.Σα 

μοντϋλα κϊνουν χρόςη διαφόρων μεγεθών απόδοςησ που ϋχουμε δει μϋχρι τώρα 

για τα διϊφορα εύδη ςυτημϊτων ουρών αναμονόσ με ςκοπό την επύτευξη μιασ 

ιςορροπύασ μεταξύ των αντικρουόμενων παραγόντων του επιπϋδου 

εξυπηρϋτηςησ και του χρόνου αναμονόσ. 

 

ΜΟΝΣΕΛΑ  ΚΟΣΟΤ (COST  MODELS ) 
  

Σα μοντϋλα κόςτουσ ςτοχεύουν ςτην εξιςορόπηςη δύο αντικρουόμενων ειδών 

κόςτουσ : 

1. Σο κόςτοσ για την παροχό εξυπηρϋτηςησ(εγκατϊςταςη-λειτουργύα 

θϋςεων εξυπηρϋτηςησ,αδρϊνεια). 

2. Σο κόςτοσ ( για την επιχεύρηςη ) από την αναμονό των πελατών. 

 

 Γενικϊ ,όπωσ θα δούμε : 

 Όταν αυξϊνεται η δυναμικότητα του ςυςτόματοσ (s) τότε 

μειώνεται ο μϋςοσ χρόνοσ αναμονόσ των πελατών ςτο ςύςτημα, 

με αποτϋλεςμα να μειώνεται και το κόςτοσ από την παραμονό των 

πελατών(ϋμμεςο κόςτοσ).Αυξϊνεται όμωσ το κόςτοσ παροχόσ 

εξυπηρϋτηςησ(ϊμεςο κόςτοσ). 
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 Όταν μειώνεται η δυναμικότητα του ςυςτόματοσ (s) τότε 

αυξϊνεταο ο μϋςοσ χρόνοσ αναμονόσ των πελατών ςτο ςύςτημα 

οπότε αυξϊνεται και το κόςτοσ από την αναμονό των 

πελατών.Μειώνεται όμωσ το κόςτοσ τησ παροχόσ εξυπηρϋτηςησ. 

Τπϊρχει λοιπόν ςημεύο ιςορροπύασ? 

 

Ϊςτω   𝑥 = (𝑠  ή  휇)   το επύπεδο εξυπηρϋτηςησ  , τότε το μοντϋλο κόςτουσ 

εκφρϊζεται με την εξόσ εξύςωςη : 

𝑬𝜯𝑪 𝒙 =  𝑬𝑺𝑪 𝒙 +  𝑬𝑾𝑪(𝒙) 

όπου   

ETC= το μϋςο ςυνολικό μεταβλητό κόςτοσ λειτουργύασ (Total cost) 

ESC= το μϋςο κόςτοσ παροχόσ εξυπηρϋτηςησ (Service cost) 

EWC= το μϋςο κόςτοσ αναμονόσ των πελατών (Waiting cost) 

 τόχοσ είναι η ελαχιςτοποίηςη του ςυνολικού μέςου κόςτουσ  ETC. 

𝒄𝒘 = το κόςτοσ αναμονόσ ενόσ πελϊτη ανϊ μονϊδα χρόνου 

𝒄𝒔 = το κόςτοσ εξυπηρϋτηςησ από μια θϋςη ςτη μονϊδα του χρόνου 

 

όπου             𝐸𝑊𝐶 𝑥 = 𝑐𝑤𝐿         και        𝐸𝑆𝐶 𝑥 = 𝑐𝑠𝑥 

 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ : 

Μια εταιρεύα εφοδιαςτικόσ και διανομών διαθϋτει μεγϊλο ςτόλο οχημϊτων τα 

οπούα τισ ώρεσ αιχμόσ καταφθϊνουν ςτη κεντρικό αποθόκη για 

φορτοεκφόρτωςη με ρυθμό 15 αυτοκύνητα ανϊ ώρα (διαδικαςύα Poisson). 

την αποθόκη υπϊρχουν ομοιόμορφα ςυνεργεύα φορτοεκφορτωτών καθϋνα 

από τα οπούα εύναι ςε θϋςη να εξυπηρετόςει ϋνα όχημα κατϊ μϋςο όρο ςε 12 

λεπτϊ(Εκθετικό κατανομό). 

Σο ωριαύο κόςτοσ εργαςύασ ενόσ ςυνεργεύου ανϋρχεται ςτα 20 ευρώ ανϊ ώρα 

ενώ το κόςτοσ που αφορϊ τον αδρανό οδηγό και το όχημϊ του ανϋρχεται ςτα 24 

ευρώ ανϊ ώρα. 
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Ποιό εύναι το βϋλτιςτο πλόθοσ ςυνεργεύων?(ϊρα εδώ το x=με το πλόθοσ των 

παρϊλληλων εξυπηρετητών s) 

 

ΛΤΗ 

 

 Ο μϋςοσ ρυθμόσ αφύξεων εύναι  λ=15  οχόματα / ώρα. 

 Ο μϋςοσ ρυθμόσ εξυπηρϋτηςησ εύναι  μ=60/12=5  οχόματα / ώρα. 

Εύναι ϋνα ςύςτημα  Μ/Μ/s  με πλόθοσ θϋςεων s που πρϋπει να εύναι τουλϊχιςτον 

ύςο με  4 . 

 Διαδικαςύα : 

Για κϊθε πιθανό ακϋραια τιμό του s ,υπολογύζουμε από το ςχετικό τύπο 

για το Μ/Μ/s  , το  𝐿𝑞  και ςτη ςυνϋχεια  το  L.Κατόπιν υπολογύζουμε το 

ςυνολικό μεταβλητό ωριαύο κόςτοσ.υγκρύνουμε τισ διαδοχικϋσ τιμϋσ 

ώςτε να βρούμε το βϋλτιςτο. 

 

ύςτημα   M/M/s : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 

𝑝0 =
1

  
(
휆
휇)𝑛

𝑛!  𝑠−1
𝑛=0 +

 
휆
휇 

𝑠

𝑠!  
𝑠휇

𝑠휇 − 휆
 

 

𝐿𝑞 =
(
휆
휇)𝑠휆휇

 𝑠 − 1 ! (𝑠휇 − 휆)2
𝑝0 

𝐿 = 𝐿𝑞 +
휆

휇
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ΠΙΝΑΚΑ  ΤΠΟΛΟΓΙΜΩΝ : 

s L ESC EWC ETC 
4 4.5283 4x20=80 108.6792 188.6792 
5 3.3542 5x20=100 80.5015 180.5015 
6 3.0991 6x20=120 74.3784 194.3784 
7 3.0292 7x20=140 72.6776 212.6776 
8 3.0078 8x20=160 72.1872 232.1872 
 

Εδώ λοιπόν βλϋπουμε από τα αποτελϋςματα του παραπϊνω πύνακα ότι η 

βϋλτιςτη λύςη για να ϋχουμε το ελϊχιςτο μϋςο ςυνολικό κόςτοσ εύναι το πλόθοσ 

των  ςυνεργεύων εύναι το 5(s=5). 

τη ςυνϋχεια μπορούμε να υπολογύςουμε τα διϊφορα μεγϋθη απόδοςησ για την 

περύπτωςη του s=5(καταλληλότερη και πιο εύκολη η χρόςη υπολογιςτό!) 

 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ : 

H εταιρεύα ενοικύαςησ αυτοκινότων  Speedy επιθυμεύ να προςλϊβει ϋνα 

ςτϋλεχοσ για να εργϊζεται τισ αργύεσ.Θα απαςχολεύται για ϋνα εξϊωρο 

αποκλειςτικϊ τισ ημϋρεσ αυτϋσ.Ενδιαφϋρονται 3 υποψόφιεσ η Αντωνύα,η 

Βαςιλικό και η Γιϊννα,κϊθεμια από τισ οπούεσ ϋχει εμπειρύα ανϊλογησ εργαςύασ. 

Ο υπεύθυνοσ προςωπικού απςχόληςε την κϊθεμύα για μύα δοκιμαςτικό 

περύοδο,ςυνϋλεξε δεδομϋνα ςχετικϊ με την απόδοςό τουσ και διαπύςτωςε ότι 

και οι 3 υποψόφιεσ ακολουθούν Εκθετικό κατανομό χρόνου εξυπηρϋτηςησ,με 

μϋςο χρόνο 16 λεπτϊ για την Αντωνύα,12 λεπτϊ για τη Βαςιλικό και 11 λεπτϊ για 

τη Γιϊννα. 

Σο ςυνολικό κόςτοσ εργαςύασ των υποψηφύων για ϋνα εξϊωρο εύναι εύναι 

ανϊλογο τησ εμπειρύασ τουσ και ανϋρχεται ςε 90 ευρώ για την Αντωνύα,114 

ευρώ για τη Βαςιλικό και 150 ευρώ για τη Γιϊννα. 

Ο ρυθμόα αφύξεων ςτο κατϊςτημα τισ αργύεσ εύναι 7 πελϊτεσ ανϊ δύωρο 

(κατανομό Poisson) . 

Σο κόςτοσ για την επιχεύρηςη από την αναμονό ενόσ πελϊτη ςτο ςύςτημα 

εκτιμόθηκε ςτα 10 ευρώ ανϊ ώρα. 

Ποιϊ υποψόφια θα προςληφθεύ με βϊςη το κριτόριο του ωριαύου κόςτουσ? 
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ΛΤΗ : 

 

ΔΕΔΟΜΕΝΑ  : 

Τποψόφια Ρυθμόσ εξυπηρϋτηςησ 
μ (πελϊτεσ/ώρα) 

Ωριαύο κόςτοσ 
εργαςύασ 𝒄𝒔(ευρώ) 

Α 60 / 16 =3.75 90 / 6 =15 
Β 60 / 12 = 5 114 / 6 = 19 
Γ 60 / 11 = 5.45454 150 / 6 = 25 
 

 ύγκριςη 3 ςυςτημϊτων  Μ/Μ/1  , τα οπούα ενώ ϋχουν ύδιο ρυθμό 

αφύξεων  λ = 3.5 ϊτομα ανϊ ώρα , διαφϋρουν ςτο ρυθμό εξυπηρϋτηςησ 

καθώσ και ςτο κόςτοσ παροχόσ τησ εξυπηρϋτηςησ.Τπολογύζουμε για κϊθε 

υποψόφια τουσ δεύκτεσ και το προςδοκώμενο κόςτοσ λειτουργύασ. 

 

 

ΤΣΗΜΑ  Μ/Μ/1 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐿𝑞 =
휆2

휇(휇 − 휆)
 

𝐿 = 𝐿𝑞 +
휆

휇
=

휆

휇 − 휆
 

𝑊 =
𝐿𝑞

휆
=

휆

휇(휇 − 휆)
 

𝛵 = 𝑊 +
1

휇
=

1

휇 − 휆
 

𝑝0 = 1 − 휌 = 1 −
휆

휇
 

𝑝𝑛 = 𝑝0(
휆

휇
)𝑛  

𝑝𝑛>𝑘 = (
휆

휇
)𝑘+1 
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Δεύκτησ Αντωνύα 
(λ=3.5,μ=3.75) 

Βαςιλικό 
(λ=3.5,μ=5) 

Γιϊννα 
(λ=3.5,μ=5.4545) 

𝑳𝒒 (휋휀휆ά휏휀휍) 13.0667 1.6333 1.1490 

L    (πελάτεσ) 14 2.333 1.7907 
W     (ώρεσ) 3.733 0.4667 0.3283 
Σ      (ώρεσ) 4 0.6667 0.5116 
𝒑𝟎  6.6667% 30% 35.83% 
𝒑𝒘𝒂𝒊𝒕 = 𝟏 − 𝒑𝟎 93.333% 70% 64.17% 
𝑬𝑾𝑪 = 𝒄𝒘𝑳 10x14=140 10x2.333=23.33 10x1.79 
𝑬𝑺𝑪 = 𝒄𝒔𝒔 15 19 25 

𝑬𝑻𝑪 = 𝑬𝑾𝑪 + 𝑬𝑺𝑪 155 42.33 42.9 
 

(Οι παραπϊνω υπολογιςμού γύνονται με απλό εφαρμογό των ανϊλογων τύπων 

καθώσ και με χρόςη κατϊλληλου προγρϊμματοσ ςτον Η/Τ.) 

 

 Κατ’αρχόν απορρύπτεται η Αντωνύα αφού απϋχει κατϊ πολύ από τισ 

υπόλοιπεσ υποψόφιεσ και ωσ προσ τουσ λειτουργικούσ δεύκτεσ και ωσ 

προσ το ςυνολικό κόςτοσ. 

 Με βϊςη το ωριαύο λειτουργικό κόςτοσ επιλϋγεται η 

Βαςιλικό(42.33<42.9). 

 Όμωσ η διαφορϊ ςε ςχϋςη με τη Γιϊννα εύναι μόλισ 0.57 ευρώ/ώρα 

(εφόςον οι εκτιμόςεισ εύναι ςχετικϊ ακριβεύσ).υνολικϊ ανϊ εξϊωρο η 

εξοικονόμηςη ανϋρχεται μόλισ ςτα 3.42 ευρώ αν προςληφθεύ η Β ϋναντι 

τησ Γ. 

 Τπϊρχουν όμωσ και οι δεύκτεσ απόδοςησ,οι οπούοι για τη Γιϊννα εύναι 

όλοι  καλύτεροι .Επομϋνωσ τα ςτοιχεύα αυτϊ πρϋπει να ληφθούν υπ’όψιν 

για την τελικό απόφαςη. 

 Σϋλοσ,αλλϊ καθόλου ελϊχιςτο,ακόμη κι αν προςληφθεύ η Γιϊννα , ο 

καλύτεροσ μϋςοσ χρόνοσ αναμονόσ εύναι ςχεδόν 20 λεπτϊ και ο χρόνοσ 

ςυνολικόσ παραμονόσ πϊνω από 30 λεπτϊ (0.5116 ώρεσ).Δηλαδό ϋνα 

καθόλου μικρό χρονικό διϊςτημα. 
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ΜΟΝΣΕΛΟ  ΕΠΙΠΕΔΟΤ  ΥΙΛΟΔΟΞΙΑ 
 

Εν γϋνει τα η «ύπαρξη» των μοντϋλων κόςτουσ που εύδαμε ςτηρύζεται απόλυτα 

ςτο πόςο καλϊ μπορούν να εκτιμηθούν οι παρϊμετροι κόςτουσ.Κϊποιεσ φορϋσ 

αυτϋσ οι παρϊμετροι εύναι δύςκολο να εκτιμηθούν με ακρύβεια ό και 

γενικϊ,ειδικϊ αυτό που αντιςτοιχεύ ςτην αναμονό του πελϊτη.Σο μοντϋλο 

επιπϋδου φιλοδοξύασ ϋχει ωσ ςκοπό να μετριϊςει αυτό τη δυςκολύα,δουλεύοντασ 

ϊμεςα με τα μεγϋθη-μϋτρα απόδοςησ του ςυςτόματοσ τησ ουρϊσ αναμονόσ.Η 

γενικό ιδϋα εύναι ο καθοριςμόσ ενόσ επαρκούσ εύρουσ για το επύπεδο 

εξυπηρϋτηςησ (μ ό s) με τον προςδιοριςμό ορύων ςε αντικρουόμενα μϋτρα 

αποδόςεωσ.Σϋτοιου εύδουσ όρια εύναι τα επίπεδα φιλοδοξίασ που ο υπϋυθυνοσ 

για τισ αποφϊςεισ επιθυμεύ να επιτύχει. 

Η απεικόνιςη τησ διαδικαςύασ γύνεται με την εφαρμογό τησ ςτο μοντϋλο 

πολλαπλών εξυπηρετητών,όπου επιθυμεύται ο καθοριςμόσ ενόσ «αποδεκτού» 

πλόθουσ εξυπηρετητών 𝑠∗.Αυτό το επιτυγχϊνουμε με το να θεωρόςουμε τα δύο 

ακόλουθα και ςυγκρουόμενα μϋτρα απόδοςησ. 

1. Ο μϋςοσ χρόνοσ αναμονόσ ςτο ςύςτημα Τ. 

2. Σο ποςοςτό  αδρϊνειασ των εξυπηρετητών Χ. 

 

Η τιμό του μϋςου χρόνου αναμονόσ ςτο ςύςτημα  Τ  μπορεύ να υπολογιςθεύ με 

τον ανϊλογο τύπο ό χρηςιμοποιώντασ κατϊλληλο πρόγραμμα ςτον Η/Τ. Σο 

ποςοςτό αδρϊνειασ των εξυπηρετητών μπορεύ να υπολογιςθεύ ωσ εξόσ : 

𝛸 =
𝑠 − 𝑠 

𝑠
× 100 =

𝑠 − (𝐿 − 𝐿𝑞)

𝑠
× 100 =  1 −

휆

𝑠휇
 × 100 

 

Σο πρόβλημα υποβιβϊζεται ςτον προςδιοριςμό του πλόθουσ των εξυπηρετητών 

𝑠∗ ϋτςι ώςτε    :     

𝑇 ≤ 𝑎       και         𝑋 ≤ 𝛽 

όπου    α   και    β    εύναι τα επύπεδα τησ φιλοδοξύασ που καθορύζονται από το 

ϊτομο που εύναι υπεύθυνο για τισ αποφϊςεισ. 

 

Η λύςη του προβλόματοσ μπορεύ επύςησ να δοθεύ με τη γραφικό παρϊςταςη του 

μϋςου χρόνου αναμονόσ  Τ  και  του  Χ   ωσ ςυνϊρτηςη του s όπωσ φαύνεται 

παρακϊτω.Με τον εντοπιςμό του    α   και του   β  ςτο γρϊφημα,μπορούμε 

αμϋςωσ να καθορύςουμε ϋνα αποδεκτό εύροσ για το 𝑠∗.Αν οι δύο υποθϋςεισ δεν 
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μπορούν να ικανοποιηθούν ταυτοχρόνωσ , τότε μύα από τισ δύο πρϋπει να 

παραληφθεύ μϋχρι να καθοριςτεύ ϋνα εφικτό εύροσ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ  

ε ϋνα κατϊςτημα διαφόρων εργαλεύων,υπϊρχουν αρκετού πωλητϋσ ςτο χώρο 

που εξυπηρετούν ,ςε περύπτωςη που κϊποιο εργαλεύο χρειϊζεται 

αντικατϊςταςη .Οι διϊφορεσ «αιτόςεισ» για αντικατϊςταςη, φθϊνουν ςτο χώρο 

ςύμφωνα με Poisson κατανομό, με 17
1

2
 αντικαταςτϊςεισ ανϊ ώρα κατϊ μϋςο 

όρο.Κϊθε πωλητόσ αναλαμβϊνει κατϊ μϋςο όρο 10 περιπτώςεισ ανϊ 

ώρα.Τποθϋτουμε ότι θϋλουμε να καθορύςουμε τον αριθμό των πωλητών  ϋτςι 

ώςτε ο μϋςοσ χρόνοσ αναμονόσ μϋχρι την απόκτηςη ενόσ νϋου εργαλεύου να 

παραμϋνει κϊτω των 5 λεπτών.Σην ύδια ςτιγμό απαιτεύται το ποςοςτό 

αδρϊνειασ ςτουσ εξυπηρετητϋσ να εύναι το πολύ 20%. 

 

Αρχικϊ παρατηρούμε από τα δεδομϋνα ότι το όριο φιλοδοξύασ για το χρόνο 

αναμονόσ των 5 λεπτών εύναι ανϋφικτο καθώσ ο μϋςοσ χρόνοσ εξυπηρϋτηςησ 

εύναι 6 λεπτϊ. 

τον ακόλουθο πύνακα ςυνοψύζονται  τα  Τ  και  Χ ςαν ςυνϊρτηςη του s και 

απεικονύζεται η παραπϊνω διαπύςτωςη.Σελικϊ για  s≥5 , T= 6 λεπτϊ..Αυτό 

ςημαύνει ότι δεν θα υπϊρχει αναμονό ςτην ουρϊ.Ο πύνακασ δεύχνει επύςησ ότι 

οποιαδόποτε αύξηςη ςτο πλόθοσ των εξυπηρετητών μπορεύ μόνον να αυξόςει 

την αδρϊνεια Χ. 

0 

𝛵 

Χ 

Σ 
Χ 

α 

β 

c 
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s 2 3 4 5 6 7 8 
T 25.6 7.6 6.3 6.0 6.0 6.0 6.0 
X (%) 12.5 41.7 56.3 65.0 70.8 75.0 78.0 
 

 

ε αυτό την περύπτωςη λοιπόν δεν υπϊρχει κϊτι που μπορεύ να γύνει διότι το 

πρόβλημα δεν μπορεύ να λυθεύ με την αύξηςη του πλόθουσ των 

εξυπηρετητών.Αντ’αυτού , μπορούμε εύτε να μειώςουμε το χρόνο εξυπηρϋτηςησ 

ό να αναγνωρύςουμε το γεγονόσ ότι τα εργαλεύα ζητούνται για αντικατϊςταςη  

ςε αδικαιολόγητα υψηλό ρυθμό ( λ=17.5 «αιτόςεισ» αγορϊσ ανϊ ώρα ).Αυτόσ 

πιθανόν να εύναι ο τομϋασ που πρϋπει να αναζητηθεύ η λύςη.Για παρϊδειγμα 

ύςωσ θα πρϋπει να ερευνηθεύ ο λόγοσ για τον οπούο τα εργαλεύα χρειϊζονται 

αντικατϊςταςη ςε τόςο υψηλό βαθμό.Ιςωσ ο λόγοσ εύναι ότι η καταςκευό ό ο 

ςχεδιαςμόσ του εργαλεύου εξ’αρχόσ δεν εύναι καλόσ ό εύναι ανεπαρκόσ? 
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**ΠΩ  ΕΛΕΓΦΟΤΜΕ ΑΝ  ΟΙ  ΦΡΟΝΟΙ  ΣΩΝ  ΑΥΙΞΕΩΝ  Η  ΟΙ  

ΦΡΟΝΟΙ ΕΞΤΠΗΡΕΣΗΗ  ΑΚΟΛΟΤΘΟΤΝ ΣΗΝ  ΕΚΘΕΣΙΚΗ  

ΚΑΣΑΝΟΜΗ 
 

Εν γϋνει, μασ ενδιαφϋρει το πώσ μπορούμε να εύμαςτε ςύγουροι για το αν τα 

δεδομϋνα που ϋχουμε ,ςχετικϊ με κϊποιο ςύςτημα ουρϊσ αναμονόσ , εύναι 

ςύμφωνα με την υπόθεςη ότι τα χρονικϊ ενδοδιαςτόματα μεταξύ των αφύξεων 

και οι χρόνοι εξυπηρϋτηςησ ακολουθούν Εκθετικό κατανομό. 

Ασ υποθϋςουμε ότι καταγρϊφθηκαν οι  𝑡1, 𝑡2,… , 𝑡𝑛   ωσ τα ενδοδιαςτόματα 

μεταξύ των αφύξεων ςε ϋνα ςύςτημα ουρϊσ.Μπορεύ να δειχθεύ ότι μια επαρκόσ 

εκτύμηςη του ρυθμού αφύξεων  λ  μπορεύ να γύνει με τον τύπο : 

𝝀 =
𝒏

 𝒕𝒊
𝒊=𝒏
𝒊=𝟏

 

Για παρϊδειγμα,ϋςτω ότι ϋχουμε καταγρϊψει τουσ εξόσ χρόνουσ : 𝑡1 = 20 , 𝑡2 =

30 , 𝑡3 = 40 , 𝑡4 = 50 , δηλ. ϋχουμε δει 4 αφύξεισ ςε διϊςτημα 140 μονϊδων 

χρόνου ό  διαφορετικϊ ϋνα μϋςο όρο 1 ϊφιξησ ανϊ 35 μονϊδεσ χρόνου.Σότε η 

εκτύμηςη του ρυθμού αφύξεων  𝝀   εύναι : 

휆 =
4

20 + 30 + 40 + 50
=

1

35
 

πελϊτησ ανϊ μονϊδα χρόνου. 

Δοθϋντοσ του 휆  μπορούμε να εξετϊςουμε αν οι  𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4 ςυνϊδουν με την 

υπόθεςη ότι οι χρόνοι μεταξύ των αφύξεων ακολουθούν την Εκθετικό κατανομό 

με ρυθμό  𝝀   και  με ςυνϊρτηςη πυκνότητασ  𝝀 𝒆−𝝀
 𝒕.O ευκολότεροσ τρόποσ εύνα να 

χρηςιμοποιόςουμε ϋνα  휒2-ϋλεγχο καλόσ προςαρμογόσ(το οπούο ελϋγχει κατϊ 

πόςο ςυνϊδουν οι τα δεδομϋνα που ϋχουμε παρατηρόςει ςε ςχϋςη με τισ 

ανϊλογεσ,προςδοκώμενεσ τιμϋσ).Μϋςω αυτού του ελϋγχου καθορύζουμε αν εύναι 

δικαιολογημϋνο ό όχι  το ςυμπϋραςμα ότι οι  𝑡1, 𝑡2,… , 𝑡𝑛  αντιπροςωπεύουν ϋνα 

τυχαύο δεύγμα μιασ τυχαύασ μεταβλητόσ με δοςμϋνη ςυνϊρτηςη πυκνότητασ 

𝑓(𝑡). 

Αρχικϊ «ςπϊμε» το ςύνολο των πιθανών χρόνων αφύξεων ςε k κατηγορύεσ.Με 

την προώπόθεςη ότι η 𝑓(𝑡) διϋπει τουσ χρόνουσ των αφύξεων ,προςδιορύζουμε 

τον αριθμό των  𝑡𝑖  που περιμϋνουμε να ανόκει ςτην κατηγορύα i.Ονομϊχουμε 

αυτό τον αριθμό 𝑒𝑖 .Ύςτερα μετρϊμε πόςεσ από τισ παρατηρούμενεσ τιμϋσ των 𝑡𝑖  

όντωσ ανόκαν ςτην κατηγορύα i.Ονομϊζουμε αυτό τον αριθμό  𝑜𝑖 .Ύςτερα 

χρηςιμοποιούμε τον ακόλουθο τύπο για τον υπολογιςμό τησ τιμόσ του 휒2 

ςτατιςτικού   : 
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휒2 𝑜𝑏𝑠 =  
(𝑜𝑖 − 𝑒𝑖)

2

𝑒𝑖

𝑘

𝑖=1

 

όπου η τιμό  του     휒2 𝑜𝑏𝑠      ακολουθεύ την 휒2 κατανομό με k-2 βαθμούσ 

ελευθερύασ. 

Αν η τιμό του     휒2 𝑜𝑏𝑠      εύναι μικρό , τότε υποθϋτουμε ότι όντωσ τα 𝑡𝑖  εύναι 

δεύγματα μιασ τυχαύασ μεταβλητόσ με ςυνϊρτηςη πυκνότητασ  𝑓(𝑡) .Aν η τιμό 

του πϊλι εύναι μεγϊλη ,ςυμπεραύνουμε ότι τα 𝑡𝑖  δεν αντιπροςωπεύουν ϋνα 

τυχαύο δεύγμα μιασ τυχαύασ μεταβλητόσ με ςυνϊρτηςη πυκνότητασ 𝑓(𝑡) . 

Για να εύμαςτε ακριβεύσ και πιο ςωςτού,υπολογύζοντασ την τιμό του παραπϊνω 

ςτατιςτικού ελϋγχου    휒2 𝑜𝑏𝑠     ουςιαςτικϊ ελϋγχουμε τισ εξόσ υποθϋςεισ : 

𝑯𝟎 ∶  𝑡1, 𝑡2 ,… , 𝑡𝑛  휀ί휈𝛼휄 έ휈𝛼 휏휐휒𝛼ί휊 𝛿휀ί𝛾휇𝛼 𝛼휋ό 휇휄𝛼 휏휐휒𝛼ί𝛼 휇휀휏𝛼𝛽휆휂휏ή  με 

ςυνάρτηςη πυκνότητασ f(t). 

𝜢𝛼 ∶ 𝑡1, 𝑡2,… , 𝑡𝑛   𝛿휀휈 휀ί휈𝛼휄 έ휈𝛼 휏휐휒𝛼ί휊 𝛿휀ί𝛾휇𝛼 𝛼휋ό 휇휄𝛼 휏휐휒𝛼ί𝛼 휇휀휏𝛼𝛽휆휂휏ή  με 

ςυνάρτηςη πυκνότητασ f(t). 

Δοθϋντοσ του  α  , δεχόμαςτε την  𝛨0  αν  휒2(𝑜𝑏𝑠) ≤ 휒𝑘−𝑟−1
2 (𝑎)  και αντύςτοιχα 

δεχόμαςτε την 𝛨𝛼  αν  휒2 𝑜𝑏𝑠 > 휒𝑘−𝑟−1
2 (𝑎)  (εδώ το r εύναι ο αριθμόσ των 

παραμϋτρων που πρϋπει να εκτιμηθούν για να προςδιορύςουμε την κατανομό 

των χρόνων αφύξεων). 

Εκτόσ από την χρόςη των ςτατιςτικών πινϊκων για την  휒2-κατανομό ,ςτον Η/Τ 

με τη χρόςη του  Excel,απλώσ ειςϊγουμε την εντολό  CHINV(Alpha,k-r-1).Ϊτςι αν 

το r=1 τότε οι χρόνοι μεταξύ των αφύξεων ακολουθούν Εκθετικό κατανομό,αν 

r=2 τότε ακολουθούν εύτε κανονικό εύτε Erlang κατανομό.Όταν επιλϋγουμε τα 

όρια για τισ  k κατηγορύεσ ,εύναι φρόνιμο να εξαςφαλύςουμε ότι κϊθε 𝑒𝑖  εύναι 

τουλα΄χιςτον 5, 𝑘 ≤ 30 και τα 𝑒𝑖  να διατηρηθούν ύςα όςο εύναι δυνατόν. 

 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ : 

Οι ακόλουθοι χρόνοι αφύξεων ϋχουν παρατηρηθεύ (ςε λεπτϊ) : 

0.01,0.07,0.03,0.08,0.04,0.10,0.05,0.10,0.11,1.17,1.50,0.93,0.54,0.19,0.22,0.36,  

0.27,0.46,0.51,0.110.56,0.72,0.29,0.04,0.73.Εύναι λογικό να ςυμπερϊνουμε ότι  

αυτϊ τα δεδομϋνα προϋρχονται από μύα Εκθετικό κατανομό? 

ΛΤΗ : 

Oι παραπϊνω τιμϋσ εύναι ςτο ςύνολό τουσ 25 με   𝑡𝑖
25
𝑖=1 = 9.19 , ϋτςι  

𝝀 =
𝟐𝟓

𝟗.𝟏𝟗
= 𝟐.𝟕𝟐 αφύξεισ ανϊ λεπτό.Σώρα μπορούμε να εξετϊςουμε το αν τα 

δεδομϋνα μασ ςυνϊδουν με μια Εκθετικό τυχαύα μεταβλητό (ϋςτω Α) η οπούα 
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ϋχει ςυνϊρτηςη πυκνότητασ  f(t)=𝟐.𝟕𝟐𝒆−𝟐.𝟕𝟐𝒕.Επιλϋγουμε 5 κατηγορύεσ για να 

εξαςφαλύςουμε την πιθανότητα μια παρατόρηςη τησ μεταβλητόσ Α να «πϋφτει» 

ςε κϊθεμια από τισ 5 κατηγορύεσ να εύναι 0.20.Αυτό μασ δύνει  𝒆𝒊 = 𝟐𝟓 𝟎.𝟐𝟎 =

𝟓 για κϊθε κατηγορύα.Για να θϋςουμε τα όρια των κατηγοριών,χρειϊζεται να 

προςδιορύςουμε την αθροιςτικό ςυνϊρτηςη κατανομόσ , 𝑭(𝒕), για την A: 

𝐹 𝑡 = 𝑃 𝐴 ≤ 𝑡 =  2.72𝑒−2.72𝑠𝑑𝑠 
𝑡

0

= 1 − 𝑒−2.72𝑡  

 

Ύςτερα επιλϋγουμε τισ 5 κατηγορύεσ ωσ εξόσ : 

Κατηγορύα 1: 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑚1  λεπτϊ 

Κατηγορύα 2 : 𝑚1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑚2   λεπτϊ 

Κατηγορύα 3 : 𝑚2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑚3   λεπτϊ 

Κατηγορύα 4 : 𝑚3 ≤ 𝑡 ≤ 𝑚4   λεπτϊ 

Κατηγορύα 5: 𝑚4 ≤ 𝑡  λεπτϊ 

όπου 𝐹 𝑚1 = 0.20 ,𝐹 𝑚2 = 0.40 ,𝐹 𝑚3 = 0.60,𝐹 𝑚4 = 0.80. 

Eφόςον  𝐹 𝑡 = 1 − 𝑒−2.72𝑡  , βλϋπουμε ότι για οποιοδόποτε αριθμό p , η τιμό του 

t  που ικανοποιεύ την  F(t)=p  μπορεύ να βρεθεύ ωσ εξόσ : 

1 − 𝑒−2.72𝑡 = 𝑝 

1 − 𝑝 = 𝑒−2.72𝑡  

παύρνοντασ τουσ λογαρύθμουσ (με βϊςη το e ) και ςτα 2 μϋλη τησ εξύςωςησ 

ϋχουμε : 

𝑡 =
ln(1 − 𝑝)

−2.72
 

ϋτςι     

𝑚1 =
ln 0.80

−2,72
= 0.08 

 𝑚2 =
ln 0.60

−2,72
= 0.19               𝑚3 =

ln 0.40

−2,72
= 0.34        𝑚4 =

ln 0.20

−2,72
= 0.59 

 

Ϊτςι οι κατηγορύεσ μασ εύναι οι εξόσ : 

Κατηγορύα 1: 0 ≤ 𝑡 ≤ 0.08  λεπτϊ 
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Κατηγορύα 2 : 0.08 ≤ 𝑡 ≤ 0.19  λεπτϊ 

Κατηγορύα 3 : 0.19 ≤ 𝑡 ≤ 0.34  λεπτϊ 

Κατηγορύα 4 : 0.34 ≤ 𝑡 ≤ 0.59  λεπτϊ 

Κατηγορύα 5: 0.59 ≤ 𝑡  λεπτϊ 

Mετϊ λοιπόν την ταξινόμηςη των δεδομϋνων ςε αυτϋσ τισ κατηγορύεσ, βρύςκουμε 

ότι   휊1 = 6 , 휊2 = 5 , 휊3 = 4 , 휊4 = 5, 휊5 = 5 .  

Με την καταςκευό των κατηγοριών μασ ϋχουμε  𝑒1 = 𝑒2 = 𝑒3 = 𝑒4 = 𝑒5 =

0.20 25 = 5. 

Σώρα υπολογύζουμε την τιμό   휒2(𝑜𝑏𝑠) : 

휒2 𝑜𝑏𝑠 =
 6 − 5 2

5
+
 5 − 5 2

5
+
 4 − 5 2

5
+
 5 − 5 2

5
+
 5 − 5 2

5
= 

= 0.20 + 0 + 0.20 + 0 + 0 = 0.40 

 

Αυθαύρετα επιλϋγουμε το α=0.05 .Εφόςον προςπαθούμε να ελϋνξουμε αν οι 

χρόνοι μεταξύ των αφύξεων ακολουθούν Εκθετικό κατανομό , r=1 . Σότε  

휒3
2 0.05 = 7.81 και βϋπουμε ότι για  α=0.05 , μπορούμε να δεχθούμε την 

υπόθεςη ότι οι χρόνοι μεταξύ των αφύξεων που παρατηρόθηκαν προϋρχονται 

από μια Εκθετικό κατανομό με λ =2.72 αφύξεισ/λεπτό. 

(Εναλλακτικϊ χρηςιμοποιώντασ το Excel όπωσ εύπαμε και παραπϊνω 

ειςϊγοντασ την εντολό  CHINV(0.05,3) , παύρνουμε την τιμό 7.81. 

 

 

 την περύπτωςη των χρόνων εξυπηρϋτηςησ (αν θϋλουμε να εξετϊςουμε 

αν ακολουθούν Εκθετικό κατανομό),απλώσ εφαρμόζουμε τη  προςϋγγιςη 

που εύδαμε ςε χρόνουσ εξυπηρϋτηςησ 𝑠1, 𝑠2,… , 𝑠𝑛  που 

παρατηρόθηκαν.Ξεκινϊμε με μια εκτύμηςη , ϋςτω  𝝁  , του ρυθμού 

εξυπηρϋτηςησ  μ ,από τον τύπο : 

휇 =
𝑛

 𝑠𝑖
𝑛
𝑖=1

 

 

Ύςτερα εφαρμόζουμε πϊλι τον τύπο του  휒2  휎휏𝛼휏휄휅휎휏휄휅휊ύ 휀휆έ𝛾휒휊휐,για 

να εξετϊςουμε αν εύναι λογικό η υπόθεςη ότι οι χρόνοι εξυπηρϋτηςησ που 

παρατηρόθηκαν ακολουθούν Εκθετικό κατανομό με ςυνϊρτηςη 

πυκνότητασ   𝝁 𝒆−𝝁𝒕 . 
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Επύλογοσ-υμπερϊςματα 

 

Σα ςυςτόματα ουρών αναμονόσ όπωσ εύδαμε παύζουν ςημαντικό ρόλο ςτην 

κοινωνύα και ςτισ διϊφορεσ λειτουργύεσ τησ.Η επϊρκεια και η 

αποτελεςματικότητα αυτών των ςυςτημϊτων μπορεύ να ϋχει ςημαντικό 

επύδραςη ςτην ποιότητα τησ ζωόσ μασ αλλϊ και ςτην παραγωγικότητα ςε πϊρα 

πολλούσ τομεύσ. 

Η Θεωρύα Ουρών Αναμονόσ μελετϊ τα ςυςτόματα αυτϊ μϋςω τησ διαμόρφωςησ 

μαθηματικών μοντϋλων για την αναπαρϊςταςη τησ λειτουργύασ των 

αντύςτοιχων ςυςτημϊτων και ςτη ςυνϋχεια μϋςω αυτών των μοντϋλων 

εκμαιεύει διϊφορα μϋτρα αποδόςεωσ.Η  μελϋτη και η ανϊλυςη αυτό παρϋχει 

πολύ ςημαντικϋσ πληροφορύεσ με ςκοπό τον αποτελεςματικό ςχεδιαςμό 

ςυςτημϊτων ουρών αναμονόσ.Όλο αυτό βϋβαια ϋχει ωσ ουςιαςτικότερο ςτόχο 

την κατϊλληλη εξιςορρόπηςη μεταξύ του κόςτουσ παροχόσ των διαφόρων 

υπηρεςιών και του κόςτουσ που ςχετύζεται με την αναμονό για τισ υπηρεςύεσ 

αυτϋσ. 

Παραπϊνω λοιπόν εύδαμε βαςικϊ μοντϋλα ουρών αναμονόσ,όπου για καθϋνα 

από αυτϊ υπϊρχουν διϊφορα,χρόςιμα αποτελϋςματα.Βϋβαια η Θεωρύα Ουρών 

Αναμονόσ δεν περιλαμβϊνει μόνον αυτϊ αλλϊ ακόμη περιςςότερα ενώ κϊθε 

χρόνο δημιουργούνται και δημοςιεύονται και ϊλλα. 

Η Εκθετικό κατανομό αποτελεύ βαςικό παρϊγοντα ςτην Θεωρύα Ουρών καθώσ 

χρηςιμοποιεύται για την αναπρϊςταςη τησ κατανομόσ των χρόνων 

εξυπηρϋτηςησ και των χρόνων αφύξεων.Παρόμοια χρηςιμοποιούνται και οι 

λεγόμενεσ phase-type κατανομϋσ,όπωσ η Εrlang κατανομό,όπου ο ολικόσ χρόνοσ 

διαιρεύται ςε ανεξϊρτητεσ φϊςεισ οι οπούεσ ακολουθούν Εκθετικό κατανομό. 

Σα μοντϋλα ουρών που ακολουθούν την πειθαρχεύα των 

προτεραιοτότων(priority-discipline queueing models)εύναι πολύ χρόςιμα για 

περιπτώςεισ,αρκετϊ ςυνηθιςμϋνεσ,όπου οι πελϊτεσ ςε ϋνα ςύςτημα 

«χωρύζονται» ςε κατηγορύεσ όπου ςε κϊποιεσ από αυτϋσ δύνεται προτεραιότητα 

ωσ προσ την εξυπηρϋτηςη ςε ςχϋςη με τισ ϊλλεσ.Ακόμη πολύ ςύνηθεσ εύναι το 

φαινόμενο οι πελϊτεσ ςε ϋνα ςύςτημα ουρϊσ αναμονόσ να εξυπηρετούνται ςε 

πϊνω από ϋνα κϋντρα εξυπηρϋτηςησ.ε αυτϋσ τισ περιπτώςεισ χρηςιμοποιούνται 

τα μοντϋλα δικτύων ουρών αναμονόσ,ϋνασ τομϋασ με μεγϊλη 

δραςτηριότητα.Σϋλοσ ςε περιπτώςεισ όπου κανϋνα από τα διαθϋςιμα μοντϋλα 

δεν μπορεύ να αναπαραςτόςει ικανοποιητικϊ ϋνα ςύςτημα ουρϊσ,μια ςυνόθησ 

προςϋγγιςη εύναι η εύρεςη «ςχετικών» δεδομϋνων αποδόςεωσ με τη χρόςη 

υπολογιςτικών προγραμμϊτων για την αναπαρϊςταςη τησ λειτουργύασ των 

ςυςτημϊτων αυτών. 
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