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Περίληψη

Ο σκοπός της παρούσης διπλωµατικής είναι η µελέτη της συµεριφοράς των σταθερών
σύζευξης των κβαντικών ϑεωριών πεδίου του Καθιερωµένου Προτύπου µέσω των συναρτήσεων
ϐ της εξίσωσης οµάδας επανακανονικοποίησης. Επιβεβαιώνεται η αδυναµία ενοποίησης των
σταθερών σύζευξης στο Καθιερωµένο Πρότυπο, αλλά και η επίτευξή της στα πλαίσια του
Ελάχιστου Υπερσυµµετρικού Καθιερωµένου Προτύπου των στοιχειωδών σωµατιδίων.

Abstract

The purpose of this diploma thesis is the study of the behavior of the Standard Mo-
del QFT coupling constants via the renormalisation group beta functions. Results are
obtained regarding the Standard Model and the Minimal Supersymmetric Standard Mo-
del. Failure of coupling constant unification is verified in the former case, succesful
unification of coupling constants in the latter.
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1 Το Καθιερωµένο Πρότυπο των Στοιχειωδών Σωµατιδίων

1.1 Οι 4 Θεµελιώδεις ∆υνάµεις

Απ΄ όσο γνωρίζουµε, υπάρχουν µόνο τέσσερις ϑεµελιώδεις δυνάµεις στη ϕύση: ισχυρή, ηλε-
κτροµαγνητική, ασθενής και ϐαρυτική. Αυτές παρατίθενται στον κάτωθι πίνακα µε σειρά ελλατ-
τούµενης ισχύος.

∆ύναµη Ισχύς Θεωρία Φορέας
Ισχυρή 10 Χρωµοδυναµική Γλουόνιο

Ηλεκτροµαγνητική 10−2 Ηλεκτροδυναµική Φωτόνιο
Ασθενής 10−13 GWS W και Z
Βαρυτική 10−42 – Βαρυτόνιο

Σε κάθε µια από αυτές τις δυνάµεις αντιστοιχεί µια ϕυσική ϑεωρία. Η κλασσική ϑεωρία της
ϐαρύτητας είναι, ϕυσικά, ο νόµος της παγκόσµιας έλξης του Νεύτωνα. Η σχετικιστική της γε-
νίκευση είναι η γενική ϑεωρία της Σχετικότητας του Einstein. Ακόµη δεν έχει προταθεί µια
παντελώς ικανοποιητική κβαντική ϑεωρία της ϐαρύτητας. Για το σύνολο της επιστηµονικής κοι-
νότητας, η ϐαρύτητα είναι πολύ ασθενής ώστε να διαδραµατίσει κάποιον σηµαντικό ϱόλο στην
ϕυσική των στοιχειωδών σωµατιδίων. Η ϕυσική ϑεωρία που περιγράφει τις ηλεκτροµαγνητικές
δυνάµεις λέγεται ηλεκτροδυναµική. ∆ιατυπώθηκε κλασσικά από τον Maxwell το 1861, και
ήταν συνεπής ως προς την ειδική ϑεωρία της σχετικότητας. Η κβαντική ϑεωρία της ηλεκτρο-
δυναµικής τελειοποιήθηκε από τους Tomonaga, Feynman και Schwinger κατά τη δεκαετία
του 1940. Οι ασθενείς δυνάµεις, που είναι υπεύθυνες για την πυρηνική ϐ-διάσπαση (καθώς
επίσης και τη διάσπαση του πιονίου, του µιονίου, και πολλών «παράξενων» σωµατιδίων) ήταν
άγνωστες στην κλασσική ϕυσική. Η ϑεωρητική τους περιγραφή δόθηκε µε τη σωστή σχετικι-
στική διατύπωση ευθύς εξαρχής. Η πρώτη ϑεωρία των ασθενών αλληλεπιδράσεων δόθηκε από
τον Fermi το 1933. Μια περισσότερο εκλεπτυσµένη µορφή δόθηκε από τους Lee και Young,
τους Feynman και Gell-Mann, και πολλούς άλλους κατά τη δεκαετία του 1950, και έλαβε την
τωρινή της µορφή από τους Glashow, Weinberg, Salam τη δεκαετία του 1960. Για λόγους που
ϑα γίνουν ξεκάθαροι αργότερα, η ϑεωρία των ασθενών αλληλεπιδράσεων µπορεί να ϑεωρηθεί
και ως η «δυναµική των γεύσεων». Συνήθως αναφερόµαστε σε αυτήν, ως τη ϑεωρία Glashow-
Weinberg-Salam (GWS). Στο µοντέλο GWS η ηλεκτροµαγνητική και η ασθενής αληλεπίδραση
αντιµετωπίζονται ως δυο διαφορετικές εκδηλώσεις µιας και µοναδικής ηλεκτρασθενούς δύνα-
µης, οπότε υπό αυτή την έννοια οι τέσσερις δυνάµεις ελαττώνονται σε τρεις. ΄Οσο για τις ισχυρές
δυνάµεις, πέρα από το πρωτοποριακό έργο του Yakawa το 1934, δεν υπήρχε κάποια ϑεωρία
µέχρι την εµφάνιση της χρωµοδυναµικής στα µέσα της δεκαετίας του 1970.

Κάθε µια από αυτές τις δυνάµεις διαδίδεται µέσω της ανταλλαγής ενός σωµατιδίου. Ο ϐαρυ-
τικός ϕορέας λέγεται ϐαρυτόνιο, οι ηλεκτροµαγνητικές δυνάµεις διαδίδονται µέσω του ϕωτονίου,
οι ισχυρές µέσω του γλουονίου, και οι ασθενείς δυνάµεις µέσω των ενδιάµεσων διανυσµατικών
µποζονίων W και Z. Αυτοί οι ϕορείς µεταδίδουν τη δύναµη µεταξύ ενός κουάρκ ή ενός λεπτονίου
και ενός άλλου. Εποµένως είναι σηµαντικό να αναλυθούν οι δυνάµεις που ασκούνται µεταξύ
των πραγµατικά στοιχειωδών σωµατιδίων. Στα επόµενα εδάφια ϑα ακολουθήσει µια εικόνα του
τρόπου µε τον οποίο δρουν κάθε µια από τις σχετικές δυνάµεις στα κουάρκς και τα λεπτόνια.
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1.2 Κβαντική Ηλεκτροδυναµική (QED)

Η κβαντική ηλεκτροδυναµική είναι παλαιότερη, η απλούστερη και η πιο επιτυχηµένη δυναµι-
κή ϑεωρία. ΄Ολες οι υπόλοιπες έχουν µοντελοποιηθεί συνειδητά πάνω σε αυτήν, οπότε κρίνεται
σκόπιµο να ξεκινήσουµε από αυτήν. Ωστόσο για να κατασκευάσουµε µια κβαντική ϑεωρία
πεδίου είναι χρήσιµο πρώτα να ορίσουµε την Λανγκραντζιανή ενός συστήµατος, η οποία περι-
γράφει τη δυναµική του συστήµατος. Ορίζουµε

L = T − V (1)

δηλαδή η Λανγκραντζιανή ισούται µε την κινητική µείον τη δυναµική ενέργεια του συστήµατος.
Η Λανγκραντζιανή ενός ελεύθερου ηλεκτροµαγνητικού πεδίου Aµ είναι :

L = −1

4
F µνFµν (2)

όπου
F µν = ∂µAν − ∂νAµ (3)

ενώ η Λανγκραντζιανή ενός ελεύθερου ϕερµιονικού πεδίου είναι

L = iΨ̄γµ∂µΨ−mΨ̄Ψ (4)

Η Λανγκραντζιανή ενός ηλεκτροµαγνητικού και ενός ϕερµιονικού πεδίου είναι

L = iΨ̄γµ∂µΨ−mΨ̄Ψ− 1

4
F µνFµν − JµAµ (5)

όπου JµAµ ο όρος αλληλεπίδρασης των δύο πεδίων. Εδώ, το τετραδιάνυσµα ϱεύµατος Jµ είναι
το κβαντικό τετραδιάνυσµα ϱεύµατος του ϕερµιονικού πεδίου

Jµ = eΨ̄γµΨ (6)

Στη σωµατιδιακή ϕυσική, συχνά µας ενδιαφέρει να περιγράψουµε διαδικασίες σκέδασης κατά
τις οποίες σωµατίδια έρχονται από το άπειρο, αλληλεπιδρούν και µετά ϕεύγουν. ΄Ενας τρόπος
για να γράψουµε µια δεδοµένη διαδικασία σκέδασης, καθώς και τη δηµιουργία και την κα-
ταστροφή των σωµατιδίων είναι µέσω διαγραµµάτων Feynman, µε τα οποία ϑα ασχοληθούµε
ευθύς αµέσως.

1.2.1 ∆ιαγράµµατα Feynman και σταθερά σύζευξης

Στην ηλεκτροδυναµική όλα τα ηλεκτροµαγνητικά ϕαινόµενα µπορούν να αναχθούν στην παρα-
κάτω στοιχειώδη διαδικασία

�
Το διάγραµµα λέει : Φορτισµένο σωµατίδιο e εισέρχεται, εκπέµπει (ή απορροφά) ένα ϕωτόνιο

γ και εξέρχεται. Στο διάγραµµα ο χρόνος κυλά προς τα πάνω. Στην προκειµένη περίπτωση
ϑεωρήσαµε ότι το ϕορτισµένο σωµατίδιο είναι ηλεκτρόνιο, ϑα µπορούσε κάλλιστα να είναι ένα
κουάρκ ή οποιοδήποτε ϕορτισµένο λεπτόνιο.

Για να περιγράψουµε περισσότερο πολύπλοκες διαδικασίες, απλώς ενώνουµε δύο ή περισ-
σότερα αντίγραφα αυτού του ϑεµελιώδους διαγράµµατος. ΄Εστω επί παραδείγµατι το ακόλουθο
διάγραµµα
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�
Εδώ δύο ηλεκτρόνια εισέρχονται, ένα ϕωτόνιο ανταλλάσεται µεταξύ τους (δεν έχει σηµασία

ποιο ηλεκτρόνιο το εκπέµπει και πιο το απορροφά, το διάγραµµα περιγράφει και τις δύο δια-
δικασίες), κι έπειτα εξέρχονται. Εποµένως, αυτό το διάγραµµα περιγράφει, την αλληλεπίδραση
δύο ηλεκτρονίων. Στην κλασσική ϑεωρία ϑα την αποκαλούσαµε άπωση Coulomb δύο όµοιων
ϕορτίων (αν ϐρίσκονται σε ηρεµία). Στην κβαντική ηλεκτροδυναµική αυτή η διαδικασία ονο-
µάζεται σκέδαση Møller. Λέµε πως «η αλληλεπίδραση πραγµατοποιείται/χαρακτηρίζεται µέσω
της ανταλλαγής ενός ϕωτονίου», για λόγους οι οποίοι είναι πλέον ϕανεροί.

Επιπλέον µπορούµε να περιστρέψουµε αυτά τα διαγράµµατα Feynman δίνοντας τους όποια
τοπολογική διάταξη επιθυµούµε. Για παράδειγµα,

�
Ο κανόνας που πρέπει να έχει κανείς υπόψη του είναι ότι µια γραµµή σωµατιδίου που δια-

δίδεται «πίσω στο χρόνο» πρέπει να ερµηνευτεί ως το αντίστοιχο αντισωµατίδιο που ταξιδεύει στην
κατεύθυνση του χρόνου. Εποµένως σε αυτή τη διαδικασία ένα ηλεκτρόνιο και ένα ποζιτρόνιο
εισήλθαν, ένα ηλεκτρόνιο και ένα ποζιτρόνιο εξήλθαν. Αυτό το διάγραµµα αντιπροσωπεύει την
αλληλεπίδραση δύο αντίθετων ϕορτίων : την έλξη Coulomb. Στην QED αυτή η διαδικασία ο-
νοµάζεται σκέδαση Bhabba. Υπάρχει ένα αρκετά διαφορετικό διάγραµµα το οποίο συνεισφέρει
εξίσου:

�
Και τα δύο διαγράµµατα πρέπει να συµπεριληφθούν στην ανάλυση της σκέδασης Bhabba.

Χρησιµοποιώντας µόνο δύο κορυφές µπορούµε να κατασκευάσουµε τα ακόλουθα διαγράµµατα,
τα οποία περιγράφουν, αντίστοιχα, δίδυµη εξαΰλωση e− + e+ → γ + γ, δίδυµη γένεση γ + γ →
e− + e+ και σκέδαση Compton e− + γ → e− + γ.

���
Αν χρησιµοποιήσουµε περισσότερους κόµβους, παρατηρούµε ότι οι δυνατότητες αυξάνουν

κατακόρυφα. Επί παραδείγµατι, µε τέσσερις κόµβους αποκτούµε, µεταξύ άλλων και τα ακόλου-
ϑα διαγράµµατα:

� ��
6



Σε κάθε ένα από αυτά τα διαγράµµατα δύο ηλεκτρόνια εισήλθαν και δύο ηλεκτρόνια εξήλ-
ϑαν. Και αυτά περιγράφουν την αλληλεπίδραση οµοίων ϕορτίων (σκέδαση Møller). Οι εσωτε-
ϱικές γραµµές (αυτές που ξεκινούν και τελειώνουν εντός του διαγράµµατος) αντιπροσωπεύουν
σωµατίδια που δεν παρατηρούνται- επί της ουσίας δεν µπορούν να παρατηρηθούν χωρίς να
µεταβάλλουµε εξολοκλήρου τη ϕυσική διεργασία. Αυτά τα σωµατίδια αποκαλούνται δυνητικά,
ενώ οι εξωτερικές γραµµές αντιπροσωπεύουν «αληθινά» (παρατηρήσιµα) σωµατίδια. Κοινώς, οι
εξωτερικές γραµµές µας πληροφορούν για τη ϕυσική διεργασία που συµβαίνει, ενώ οι εσωτερι-
κές γραµµές περιγράφουν το µηχανισµό που λαµβάνει χώρα.

Αξίζει να αναφερθεί ότι τα διαγράµµατα Feynman είναι παντελώς συµβολικά, δηλαδή δεν
αντιπροσωπεύουν πραγµατικές τροχιές σωµατιδίων. Η κάθετη διάσταση είναι ο χρόνος ενώ τα
οριζόντια διαστήµατα δεν αντιστοιχούν σε ϕυσικά διαστήµατα (χώρος).

Τέλος αξίζει να αναφερθεί πως οι κανόνες Feynman επιβάλλουν τη διατήρηση της ενέργειας
και της ορµής σε κάθε κόµβο, και κατά συνέπεια στο διάγραµµα συνολικά. Επακόλουθο αυτού
είναι το γεγονός ότι το ϑεµελιώδες διάγραµµα της κβαντικής ηλεκτροδυναµικής δεν αντιπρο-
σωπεύει µια ϕυσική διαδικασία από µόνο του. Θα µπορούσαµε να σχεδιάσουµε το διάγραµµα,
όµως οι υπολογισµοί ϑα του απέδιδαν τον αριθµό µηδέν. Οι λόγοι είναι κινηµατικοί, καθώς η
αντίδραση e− → e−+γ ϑα παραβίαζε την αρχή διατήρησης της ενέργειας. Στο σύστηµα κέντρου
µάζας το ηλεκτρόνια ϐρίσκεται αρχικά σε ηρεµία, οπότε η ενέργεια του είναι mc2. ∆εν µπορεί
να διασπαστεί σε ένα ϕωτόνιο και ένα ηλεκτρόνιο ανάκρουσης διότι το δεύτερο ϑα απαιτούσε
από µόνο του ενέργεια µεγαλύτερη από mc2. ΄Οπως επίσης ούτε το διάγραµµα e− + e+ → γ
είναι κινηµατικά επιτρεπτό, αν και είναι αρκετά εύκολο να σχεδιαστεί.

�
Στο σύστηµα κέντρου µάζας το ηλεκτρόνιο και το ποζιτρόνιο εισέρχονται συµµετρικά µε ίσες

και αντίθετες ταχύτητες, εποµένως η ολική ενέργεια και ορµή πριν την κρούση είναι µηδέν.
΄Οµως η τελική ορµή δεν µπορεί να είναι µηδέν : αφού τα ϕωτόνια ταξιδεύουν πάντοτε µε την
ταχύτητα του ϕωτός, ένα Ϲεύγος ηλεκτρονίου-ποζιτρονίου µπορεί να εξαϋλωθεί για να δώσει δύο
ϕωτόνια, όχι όµως ένα. Ωστόσο στο εσωτερικό ενός µεγαλύτερου διαγράµµατος, τέτοια σχήµατα
είναι απολύτως αποδεκτά, διότι, µολονότι η ενέργεια και η ορµή πρέπει να διατηρούνται σε κάθε
κόµβο, ένα δυνητικό σωµατίδιο δεν ϕέρει την ίδια µάζα µε το αντίστοιχο ελεύθερο σωµατίδιο.
Στην πραγµατικότητα ένα δυνητικό σωµατίδιο µπορεί να έχει οποιαδήποτε µάζα απαιτούν οι
ϕυσικοί νόµοι διατήρησης. Τότε γίνεται λόγος για σωµατίδια που δεν είναι στο κέλυφος µάζας
(mass shell), δηλαδή δεν υπακούουν στη σχέση pµpµ = m2 . Αυτή η συµπεριφορά είναι
απολύτως ϕυσιολογική στα πλαίσια της Αρχής της Απροσδιοριστίας του Heisenberg (∆x∆p ≈
~). Αντιθέτως, οι εξωτερικές γραµµές αναπαριστούν πραγµατικά σωµατίδια, τα οποία ϕέρουν τη
«σωστή» µάζα.

Σε κάθε διάγραµµα Feynman αντιστοιχεί ένας αριθµός ο οποίος µπορεί να προσδιοριστεί
µέσω των κανόνων Feynman. Πρώτα σχεδιάζουµε όλα τα διαγράµµατα µε τις κατάλληλες εξω-
τερικές γραµµές (όσα έχουν δύο κόµβους, τέσσερις κόµβους κ.ο.κ) κι έπειτα υπολογίζουµε τη
συνεισφορά κάθε διαγράµµατος, µέσω των κανόνων Feynman και αθροίζουµε όλες τις συνει-
σφορές. Το τελικό άθροισµα όλων των διαγραµµάτων Feynman µε τις συγκεκριµένες εξωτερικές
γραµµές αντιπροσωπεύει την πραγµατική ϕυσική διεργασία. Ωστόσο υπάρχει ένα πρόβληµα:
για οποιαδήποτε δεδοµένη αντίδραση υπάρχουν απείρως πολλά διαγράµµατα Feynman. Ευ-
τυχώς, κάθε κόµβος στο εσωτερικό ενός διαγράµµατος εισάγει έναν παράγοντα α = e2

~c = 1
137

,
την σταθερά της λεπτής υφής. Ακριβώς επειδή πρόκειται για έναν πολύ µικρό αριθµό, δια-
γράµµατα µε ολοένα και µεγαλύτερο αριθµό κόµβων συνεισφέρουν όλο και λιγότερο στο τελικό
αποτέλεσµα, και αναλόγα µε την ακρίβεια που επιθυµούµε, µπορούµε να τα αγνοήσουµε.
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΄Οµως στην ηλεκτροδυναµική, η ενεργός σύζευξη εξαρτάται τρόπω τινά από το πόσο µακριά
ϐρίσκεται κανείς από την πηγή. Ποιοτικά, αυτό µπορεί να γίνει κατανοητό ως εξής. Αν υπο-
ϑέσουµε πως υπάρχει ένα ϑετικό σηµειακό ϕορτίο εµβαπτισµένο σε ένα διηλεκτρικό µέσο (π.χ.
µια ουσία τα µόρια της οποίας πολώνονται παρουσία ενός ηλεκτρικού πεδίου). Το αρνητικό
άκρο κάθε µοριακού διπόλου ϑα έλκεται προς το q, και το ϑετικό άκρο ϑα απωθείται. Ως απο-

Πίνακας 1: Αρχικά τα µοριακά δίπολα του διηλεκτρικού έχουν τυχαίους προσανατολισµούς, ωστόσο αν τοποθε-
τηθεί σηµειακό ϕορτίο q, αυτά ευθυγραµµίζονται ελαττώνοντας εν µέρει το ενεργό ϕορτίο του q.

τέλεσµα, το σωµατίδιο αποκτά µια «στεφάνη» αρνητικού ϕορτίου, η οποία ακυρώνει µερικώς το
πεδίο της. Εποµένως παρουσία του διηλεκτρικού, το ενεργό ϕορτίο οποιουδήποτε σωµατιδίου
εµφανίζεται κάπως ελαττωµένο :

qeff =
q

ε
(7)

(Ο παράγοντας ε κατά τον οποίο ελαττώνεται το πεδίο ονοµάζεται διηλεκτρική σταθερά του υλι-
κού, και αποτελεί ένα µέγεθος της ευκολίας µε την οποία µπορεί να πολωθεί µια ουσία). Αν ϐρι-
σκόµαστε κοντύτερα από το πλησιέστερο µόριο, δεν υπάρχει αυτό το «κουκούλωµα» (screening),
και ϐλέπουµε το πλήρες ϕορτίο q. ΄Ετσι, αν έκανε κανείς ένα διάγραµµα του ενεργού ϕορτίου,
ϑα παρατηρούσε πως το ενεργό ϕορτίο αυξάνεται στις µικρές αποστάσεις, και ελαττώνεται στις
µεγάλες. Αυτό που συµβαίνει στην ηλεκτροδυναµική είναι ότι το ίδιο το κενό συµπεριφέρεται
σαν ένα διηλεκτρικό, γεννώντας Ϲεύγη ηλεκτρονίων-ποζιτρονίων όπως αυτά που ϕαίνονται στα
παρακάτω διαγράµµατα Feynman.

��
Η ακόλουθη πόλωση του κενού καλύπτει µερικώς το ϕορτίο και ελαττώνει το πεδίο του. Ω-
στόσο, αν πλησιάσουµε πολύ κοντά στο q, η «επικάλυψη» εξαφανίζεται. Σε αυτήν την περίπτωση,
η ποσότητα που διαδραµατίζει τον ϱόλο της «διαµοριακής απόστασης» είναι το µήκος κύµατος
Compton του ηλεκτρονίου λc = h

mc
= 2.43× 10−10cm. Για αποστάσεις µικρότερες από αυτή το

ενεργό ϕορτίο αυξάνεται. Αξίζει να σηµειωθεί ότι το γυµνό ϕορτίο (αυτό που ϐλέπουµε από πολύ
κοντά), το οποίο ϑα µπορούσε κανείς να ϑεωρήσει ως το «πραγµατικό» ϕορτίο του σωµατιδίου,
δεν είναι το ϕορτίο που µετράµε σε ένα τυπικό πείραµα, εφόσον εκεί σπανίως εργαζόµαστε
σε τόσο µικρές αποστάσεις διαχωρισµού. Μια τέτοια περίπτωση είναι η µετατόπιση Lamb— µια
µικρή διαταραχή στο ϕάσµα του υδρογόνου (η κατάσταση s έχει ελαφρώς υψηλότερη ενέργεια
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από αυτήν που προβλέπεται στα πλαίσια της κβαντοµηχανικής)—όπου η επιρροή της πόλωσης
του κενού (ή ορθότερα, η απουσία του σε µικρές αποστάσεις) είναι ξεκάθαρα διακρίσιµη.

Εν κατακλείδει, όσο πιο πολύ πλησιάζουµε ένα ηλεκτρόνιο, τόσο περισσότερο αυξάνεται η
τιµή του ϕορτίου του. ΄Ετσι στις χαµηλές, τυπικές ενέργειες της ηλεκτροδυναµικής (µεγάλες
αποστάσεις από τα προς µέτρησιν ϕορτία), έχει προσδιοριστεί πειραµατικά µια τιµή του ηλεκτρι-
κού ϕορτίου, που ονοµάστηκε σταθερά της λεπτής υφής αem(Me = 0.511MeV ) = e2

4πh̄c
= 1

137
,

ενώ σε µεγάλες ενέργειες, όπως στην κλίµακα της ηλεκτρασθενούς αλληλεπίδρασης έχει υπο-
λογιστεί πειραµατικά ότι είναι αem(MZ0=91.2GeV ) = 1

127.9
. Πλέον η ασθενής πυρηνική δύναµη

αρχίζει να γίνεται εξίσου σηµαντική µε τον ηλεκτροµαγνητισµό και στην πραγµατικότητα οι
δύο αλληλεπιδράσεις αρχίζουν να αναµειγνύονται µε µη τετριµµένους τρόπους.

(
Σε ένα άλλο,

πιο µαθηµατικό επίπεδο, µπορεί κανείς να συµπεράνει ότι πλέον η ϑεωρία δεν κάνει χρήση
της U(1)em αλλά της SU(2)ασθενής × U(1)Υπερφορτίο

)
. Αν ανέβει κανείς σε υπερβολικά υψηλότερες

ενεργειακές κλίµακες, και προσεγγίσει έναν πόλο Landau, όπως έχει ονοµαστεί, παρατηρείται
ότι η σταθερά της λεπτής υφής εκτοξεύεται στο άπειρο.

1.2.2 Μια εισαγωγή στο Ϲήτηµα της επανακανονικοποίησης

΄Ολα όσα αναφέραµε στις δύο τελευταίες παραγράφους του προηγούµενου εδάφιου µπορούν
να αποτελέσουν µια καλή αφετηρία για να συζητήσουµε ένα από τα ϐαθύτερα προβλήµατα της
κβαντικής ηλεκτροδυναµικής. Ας επανέλθουµε στο διάγραµµα ενός ϐρόχου.

�
Λόγω της διατήρησης της ενέργειας και ορµής, η ορµή του ϕωτονίου διαµοιράζεται στο ηλε-
κτρόνιο και το ποζιτρόνιο στον εσωτερικό ϐρόχο. Υπάρχουν άπειροι τρόποι µε τους οποίους
αυτή η ορµή µπορεί να διαµοιραστεί µεταξύ τους και εµείς πρέπει να τους συµπεριλάβουµε
όλες. Πρέπει να αθροίσουµε πάνω στο άπειρο εύρος των ορµών των δύο σωµατιδίων. Μπορούµε
να εκτελέσουµε ολοκληρώσεις σε όλο το άπειρο εύρος των ορµών του ϐρόχου, όµως όταν το
κάνουµε αυτό, τα ολοκληρώµατα αποκλίνουν.

Η λύση σε αυτό το πρόβληµα λέγεται επανακανονικοποίηση και αναπτύχθηκε στα τέλη του
1940 από τους Tomonga, Schwinger και Feynman, που πήραν το ϐραβείο Νόµπελ το 1965 για
αυτό τους το έργο. Αν αναλογιστούµε ότι το ηλεκτρόνιο περιβάλλεται από ένα νέφος ηλεκτρονίων-
ποζιτρονίων τα οποία ακυρώνουν µερικώς το ηλεκτρικό του ϕορτίο, καθώς πλησιάζουµε το
ηλεκτρόνιο, διεισδύουµε ελαφρώς σε αυτό το νέφος και η τιµή του ηλεκτρικού ϕορτίου που
µετράµε αυξάνει. Θα µπορούσε κανείς να πει ότι το γυµνό ϕορτίο του είναι άπειρο, και εφόσον
ϑα υπάρχουν άπειρα Ϲεύγη ηλεκτρονίων-ποζιτρονίων, η επίδραση που ϑα έχουν ϑα είναι εξίσου
άπειρη. Αυτοί οι δύο απειρισµοί ακυρώνουν ο ένας τον άλλον, και το µόνο που αφήνουν είναι
την µετρηθείσα σε µια απόσταση τιµή του ηλεκτρικού ϕορτίου. Επί της ουσίας δύο τιµές για τις
οποίες δεν έχουµε κανέναν τρόπο να τις ξέρουµε, και που υπό µια έννοια είναι µαθηµατικώς
άπειρες, συνδυάζονται για να µας δώσουν µια τιµή που να µπορούµε να µετρήσουµε.

Τα προβλήµατα που σχετίζονται µε την επανακανονικοποίηση έχουν να κάνουν µε την ε-
νέργεια του κενού. Μια ϑεωρία που παράγει απειρισµούς, ενώ δεν υπάρχουν καν σωµατίδια
παρόντα, δεν µπορεί να περιµένει κανείς ότι ϑα τα πάει καλύτερα σε περισσότερο πολύπλοκες
καταστάσεις. Μπορεί κανείς να σκεφτεί την επανακανονικοποίηση µε τον ακόλουθο τρόπο.
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Αρκεί να µπορούµε να υπολογίσουµε τη ϑεωρία µας µέχρι µια συγκεκριµένη ενέργεια ή α-
πόσταση που ονοµάζεται σηµείο αποκοπής. Καθώς εµείς ϑέτουµε την απόσταση αποκοπής
ίση µε το µηδέν, οι προβλεπόµενες «γυµνές» τιµές των ποικίλων ποσοτήτων αλλάζουν και µπορεί
να τείνουν στο άπειρο. Ωστόσο κάτι τέτοιο δεν µας ενοχλεί, διότι υποθέτουµε ότι κβαντικές
επιδράσεις για τις οποίες δεν γνωρίζουµε τίποτα ϑα συνδυαστούν µε τις γυµνές τιµές για να
δηµιουργήσουν τις τιµές οι οποίες µας είναι ήδη γνωστές. Ενδέχεται να έχουµε ποσότητες των
οποίων η µετρηθείσα τιµή είναι µηδενική να αλλάξει σε µη µηδενική. Αρκεί να έχουµε αρκετές
παραµέτρους από την αρχή. Αν χρειαζόµαστε έναν πεπερασµένο αριθµό από παραµέτρους,
τότε η µέθοδος λειτουργεί και η ϑεωρία µας είναι επανακανονικοποιήσιµη. Αν χρειάζεται να
προσθέσουµε άπειρο αριθµό παραµέτρων, τότε η µέθοδος δεν λειτουργεί, και η ϑεωρία είναι
µη επανακανονικοποιήσιµη. Μια άλλη µέθοδος είναι η οµάδα επανακανονικοποίησης (οι
εξισώσεις της οποίας έχουν χρησιµοποιηθεί και στα πλαίσια αυτής της διπλωµατικής για την
εξαγωγή των σταθερών σύζευξης). Εδώ δεν αλλάζουµε την απόσταση αποκοπής, αλλά την α-
πόσταση στην οποία κάνουµε τις µετρήσεις και την αφήνουµε να τείνει στο άπειρο. Συχνά, µη
επανακανονικοποιήσιµοι όροι της ϑεωρίας ϑα µηδενιστούν σε µεγάλες αποστάσεις. Εποµένως
ϑεωρίες τις οποίες χρησιµοποιούµε συνεχώς, οι οποίες ισχύουν, µπορεί να καταρρεύσουν σε
πολύ υψηλές ενέργειες ή πολύ µικρές αποστάσεις, όµως δεν χρειάζεται να µας ανησυχεί κάτι
τέτοιο εφόσον, στις ενεργειακές κλίµακες στις οποίες χρησιµοποιούµε τη ϑεωρία εξακολουθούν
να έχουν ισχύ.

1.2.3 Η Συµµετρία Βαθµίδας

Το Καθιερωµένο Πρότυπο ξεκινάει από την υπόθεση, οτι υπάρχει συµµετρία ϐαθµίδας. Αυ-
τό σηµαίνει ότι όταν κάνουµε έναν µετασχηµατισµό, δεν ϑα επηρρεαστεί η εγκυρότητα των
αποτελεσµάτων. Μια συµµετρία ϐαθµίδας υποδηλώνει έναν κρυφό ϐαθµό ελευθερίας. Στον
ηλεκτροµαγνητισµό µπορούµε να κάνουµε τον αντίστοιχο µετασχηµατισµό:

A→ A + ∇X (8)

΄Οπου A το δυναµικό, και X µια τυχαία συνάρτηση. Στην κβαντοµηχανική, οι Λανγκραντζιανές
που περιγράφουν ένα κβαντικό πεδίο ϑα είναι αναλλοίωτες κάτω από τον µετασχηµατισµό

Ψ→ Ψeiθ (9)

όπου θ είναι οποιαδήποτε σταθερή γωνία. Τότε γίνεται λόγος για καθολική συµµετρία ϐαθ-
µίδας. ΄Οµως στην κβαντική ϑεωρία, η ϕάση ϑα έπρεπε να είναι τοπικά µη παρατηρήσιµη,
εννοώντας «κρυµµένη». Εποµένως ϑα έπρεπε να είναι αναλλοίωτη υπό τον ακόλουθο µετασχη-
µατισµό ϐαθµίδας

Ψ→ Ψeiθξ(x) (10)

Ωστόσο οι Λαγκραντζιανές, τουλάχιστον αρχικά, δεν ϕέρονται να είναι αναλλοίωτες κάτω από
αυτόν τον µετασχηµατισµό Αν υποθέσουµε ότι έχουµε την Λανγκραντζιανή Dirac

L = iΨ̄γµ∂µΨ−m2Ψ̄Ψ (11)

Εκτελώντας τον τοπικό µετασχηµατισµό, έχουµε

L→ L− Ψ̄γµ(∂µθ)Ψ (12)

Αυτός ο µετασχηµατισµός έχει σηµαντικές επιπτώσεις. Το πρόβληµα είναι ότι έχουµε όρους
που περιλαµβάνουν παραγώγους του θ. Θέλουµε να τους διώξουµε σαν να ήταν σταθερές. Ο
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µόνος τρόπος για να συµβεί αυτό είναι να προσθέσουµε έναν όρο του οποίου ο σκοπός ϑα είναι
να ακυρώσει τους ανεπιθύµητους όρους θ. Αν αντικαταστήσουµε

∂µ → ∂µ + V µ (13)

και κάνουµε τους µετασχηµατισµούς
Ψ→ eiθΨ (14)

V µ → −i∂µθ (15)

Τότε οι όροι ακυρώνονται, και έχουµε αναλλοίωτο υπό τοπικούς µετασχηµατισµούς ϐαθµίδας.
Ωστόσο για να συµβεί αυτό, πρέπει να προσθέσουµε ένα νέο πεδίο V µ. ∆εν ϑέλουµε αυτό το νέο
πεδίο να καταστρέφει το αναλλοίωτο της ϐαθµίδας, εποµένως οι παράγωγοι του ϑα πρέπει να
υπάρχουν σε αντισυµµετρικό συνδυασµό.

F µν = ∂µV ν − ∂νV µ (16)

εποµένως ο απλούστερος κινητικός όρος ϑα είναι F µνFµν. Εποµένως η Λανγκραντζιανή ενός
ϕερµιονικού πεδίου στην οποία καταλήγουµε ϑα είναι

L = iΨ̄γµDµΨ−m2Ψ̄Ψ− 1

4
F µνFµν (17)

όπου
Dµ = ∂µ + ieAµ (18)

Το νέο πεδίο είναι επί της ουσίας η Λανγκραντζιανή της Κβαντικής Ηλεκτροδυναµικής. Αξίζει
να παρατηρήσουµε πως αυτό προέκυψε αυτόµατα µε το να καταστήσουµε την εξίσωση Dirac
αναλλοίωτη υπό τοπικούς µετασχηµατισµούς ϐαθµίδας. Το πεδίο το οποίο επινοήσαµε για
να ακυρώσουµε τους ανεπιθύµητους όρους προέκυψε να είναι ο ηλεκτροµαγνητισµός. Με τις
υπόλοιπες δυνάµεις, εισάγουµε ένα διανυσµατικό πεδίο για να ξεφορτωθούµε το τετραδιάνυσµα
∂µ. Αυτό δηµιουργεί νέους όρους στην Λανγκραντζιανή οι οποίοι πρέπει να ταυτοποιηθούν µε
το σωµατίδιο που είναι ϕορέας της αλληλεπίδρασης. Επειδή πρόκειται για διανυσµατικά πεδία,
τα σωµατίδια είναι µποζόνια ϐαθµίδας µε σπιν-1. Προκύπτουν αυτόµατα σαν αποτέλεσµα της
πρωτοβουλίας µας να καταστήσουµε την Λανγκραντζιανή τοπικά αναλλοίωτη.
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1.3 Κβαντική Χρωµοδυναµική (QCD)

Θα ξεκινήσουµε κάπως παράδοξα και ϑα αναφέρουµε κάποια στοιχεία ϑεωρίας αναπαραστάσε-
ων. Είναι γνωστό από την κβαντοµηχανική ότι το σπιν περιγράφεται από µια συµµετρία SU(2).
Η SU(2) είναι µια µη Αβελιανή συµµετρία. Η ιδέα των µη Αβελιανών ϑεωριών ϐαθµίδας προ-
τάθηκε για πρώτη ϕορά από τους Yang και Mills το 1954. Αυτές οι ϑεωρίες ονοµάζονται
Yang-Mills. Το 1971-1972 οι ’t’Hooft και Veltman επινόησαν µια επανακανονικοποιήσιµη
εκδοχή της Yang-Mills, για την οποία κέρδισαν το ϐραβείο Νοµπελ το 1999. Ως γνωστόν, µπο-
ϱούµε να ϕανταστούµε γραφικά το σπιν µε τον ακόλουθο τρόπο. Μπορούµε να ϕανταστούµε
ένα διάνυσµα στον χώρο του σπιν, το οποίο είτε κοιτάει «πάνω» είτε «κάτω». Εποµένως οι δύο
αυτές καταστάσεις είναι σπιν-πάνω και σπιν-κάτω, και ϑεωρούνται σαν δύο καταστάσεις ενός
σωµατιδίου (

1
0

)
→ +

1

2(
0
1

)
→ −1

2

Αργότερα προτάθηκε η ιδέα ότι ϑα µπορούσαµε να έχουµε µια συµµετρία ανάλογη µε αυτή
του σπιν ονόµατι ισοσπίν, όπου οι καταστάσεις δεν ϑα ήταν σπιν-πάνω και σπιν-κάτω, αλλά
πρωτόνιο και νετρόνιο και ϑα ϑεωρούνταν ως οι δύο καταστάσεις ενός σωµατιδίου, του νου-
κλεονίου. Το γεγονός ότι µάζες πρωτονίου και νετρονίου είναι σχεδόν ίσες καθιστά αυτήν την
συγκεκριµένη οµαδοποίηση µια σχεδόν ακριβή συµµετρία. Μαθηµατικά οι γεννήτορες του
ισοσπίν ικανοποιούν τη µεταθετική σχέση

[Ij, Ik] = iεjklIl (19)

΄Οπου στη ϑεµελιώδη αναπαράσταση οι γεννήτορες περιγράφονται από τους πίνακες του Pauli,

τ1 =

(
0 1
1 0

)
, τ2 =

(
0 −i
i 0

)
, τ3 =

(
1 0
0 −1

)
(20)

οι οποίοι δρουν στις καταστάσεις πρωτόνιο και νετρόνιο

p =

(
1
0

)
, n =

(
0
1

)
(21)

και κατά συνέπεια το νουκλεόνιο σχηµατίζει µια διπλέτα

N =

(
p
n

)
(22)

Και άλλα αδρόνια µπορούν να κατηγοριοποιηθούν ως καταστάσεις σε πολλαπλέτες της SU(2).
΄Οσο λιγότερο παρόµοια είναι τα σωµατίδια τόσο λιγότερο ϑα ισχύει η συµµετρία. Για
παράδειγµα τα πιόνια τοποθετούνται στις ακόλουθες καταστάσεις

π =

π1

π2

π3

 (23)
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όπου
π± =

−π1 ± π2√
2

(24)

π0 = π3 (25)

Εποµένως µπορούµε να κάνουµε λόγο για το ισοσπίν άλλων σωµατιδίων. Γενικά, το σωµα-
τίδιο που έχει το µεγαλύτερο ϑετικό ϕορτίο είναι και αυτό στο οποίο αποδίδουµε την µέγιστη
τιµή της τρίτης συνιστώσας του ισοσπίν I3. Στα πρώτα χρόνια της µελέτης των αδρονίων, χρησι-
µοποιήθηκε ο ακόλουθος τύπος για να συσχετίσει το ηλεκτρικό ϕορτίο µε το ισοσπίν.

Q = I3 +
B

2
(26)

όπου Q είναι το ηλεκτρικό ϕορτίο, B είναι ο ϐαρυονικός αριθµός, και I3 είναι η τρίτη συνιστώσα
του ισοσπίν.

Αργότερα, ένα νέο είδος σωµατιδίων ανιχνεύτηκε στις υψηλές ενέργειες χαρακτηριστικές των
ισχυρών αλληλεπιδράσεων, των οποίων οι χρόνοι Ϲωής ήταν σχετικά µεγάλοι, αντιπροσωπευτικοί
της ασθενούς δύναµης. Αυτή η συµπεριφορά ϑεωρήθηκε παράδοξη, και για αυτό το λόγο τα
σωµατίδια ονοµάστηκαν παράδοξα. Το 1953 ο Gell-Mann επινόησε έναν νέο κβαντικό αριθµό
ονόµατι παραδοξότητα. Η εξίσωση εποµένως τροποποιήθηκε

Q = I3 +
B + S

2
(27)

όπου S είναι η παραδοξότητα. Η (27) ονοµάζεται εξίσωση Gell-Mann-Nishĳima. Ο ϐαρυονικός
αριθµός µαζί µε την παραδοξότητα µας δίνουν το λεγόµενο υπερφορτίο

Y = B + S (28)

Q = I3 +
Y

2
(29)

Οι καταστάσεις µε σπιν πάνω και κάτω έδωσαν τα ονόµατα τους στις καταστάσεις µε ισοσπίν
πάνω και κάτω, οι οποίες µε τη σειρά τους έδωσαν τα ονόµατα τους στα up και down κουάρκς.
Το πρωτόνιο έχει δύο up κουάρκς και ένα down κουάρκ ενώ το νετρόνιο έχει ένα up και δύο
down (εποµένως τώρα η SU(2) διπλέτα του ισοσπίν µπορεί να ιδωθεί από µια πιο στοιχειώδη
σκοπιά, εφόσον επί της ουσίας είναι διπλέτα up-down quarks, η οποία εκτείνεται και για τις
υπόλοιπες γενιές των κουάρκς αλλά και των ϕερµιονίων γενικότερα, όπως και του Higgs, όπως
ϑα δούµε αργότερα). Και η παραδοξότητα ταυτοποιήθηκε µε το δικό της κουάρκ, (strange). ΄Ετσι
σταδιακά άρχισαν να συµπληρώνονται οι γενιές των στοιχειωδών σωµατιδίων του Καθιερωµένου
Προτύπου όπως ϕαίνεται στον πίνακα (2)

Γενιές
1η 2η 3η

Κουάρκς u
d

s
c

t
b

Λεπτόνια νe
e

νµ
µ

ντ
τ

Πίνακας 2: Τα στοιχειώδη σωµατίδια του Καθιερωµένου Προτύπου
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Αναφορικά όµως µε τα κουάρκς µιας και είµαστε στην ισχυρή αλληλεπίδραση, το 1935 ο Ya-
kawa προέβλεψε ότι ϑα πρέπει να υπάρχει κάποιο σωµατίδιο το οποίο ϑα ήταν ο ϕορέας της
ισχυρής αλληλεπίδρασης, όπως το ϕωτόνιο για την ηλεκτροµαγνητική. Στην αρχή αυτό ταυτο-
ποιήθηκε µε το πιόνιο, ωστόσο αποτέλεσε µόνο την αρχή καθώς ανακαλύφθηκαν µια πλειάδα
από νέα σωµατίδια, πρώτα σε κοσµικές ακτίνες, και έπειτα σε επιταχυντές. Ανεξάρτητα ο ένας
από τον άλλον, οι Gell-Mann και Zweig τοποθέτησαν αυτά τα σωµατίδια σε γεωµετρικά σχήµατα
ϐασισµένα στις ιδιότητες τους (ο περίφηµος Οκταπλός ∆ρόµος), κάτι που µπορούσε να εξηγηθεί
από την ιδέα ότι αποτελούνταν από µικρότερα στοιχεία. Αυτά τα στοιχεία ονοµάστηκαν κου-
άρκς, και το αντίστοιχο µοντέλο, παρουσίασε µεγάλη επιτυχία στην πρόβλεψη νέων σωµατιδίων.
Ωστόσο κανείς δεν µπορούσε να παρατηρήσει ένα ελεύθερο κουάρκ εκτός αδρονίων.

΄Οµως αυτό δεν ήταν το µόνο πρόβληµα. ΄Ενα ϐαρυόνιο, το ∆++, στο µοντέλο των κουάρκς
υποτίθεται ότι αποτελείται από τρία up κουάρκς. Αυτό σηµαίνει ότι ϑα πρέπει να έχουν τους
ίδιους κβαντικούς αριθµούς, κάτι που ϑα παραβίαζε την απαγορευτική αρχή του Pauli, η ο-
ποία δεν επιτρέπει σε δύο ϕερµιόνια µε ίδιους κβαντικούς αριθµούς να ϐρίσκονται στην ίδια
κατάσταση. Εποµένως για να αντιµετωπιστεί αυτό το δυσάρεστο πρόβληµα, επινοήθηκε ένας
νέος κβαντικός αριθµός, ονόµατι χρώµα, ο οποίος ϑα ήταν διαφορετικός για τα τρία κουάρκς.

Αρχικά, τα up, down, strange κουάρκς τοποθετήκαν σε µια ϑεωρία αναλλοίωτη υπό µετα-
σχηµατισµούς SU(3)

Ψ =

ud
s

 (30)

Ωστόσο αυτό αποτελούσε συµµετρία µόνο κατά προσέγγιση. ΄Οµως οι ϕυσικοί συνειδητοποίησαν
ότι η περισσότερο ϑεµελιώδης συµµετρία SU(3) αποτελούσε µια ακριβή συµµετρία της ισχυρής
αλληλεπίδρασης εάν ϐασιζόταν στα χρώµατα

Ψ =

rb
g

 (31)

΄Οπου η Λανγκραντζιανή της ισχυρής δύναµης είναι

L =
∑

flavors

Ψ̄(iγµDµ +m)Ψ− 1

2
TrFµνF

µν (32)

Η συναλλοίωτη παράγωγος είναι ένας πίνακας 3× 3

Dµ = ∂µ + igGµ (33)

όπουGµ είναι ένας συνδυασµός των διανυσµατικών µποζονίων ϐαθµίδας που ονοµάζονται γλου-
όνια και των γεννητόρων Λi

Gµ =
1

2
Gi
µΛi (34)

ο τανυστής αναλλοίωτου ϐαθµίδας δίνεται από τη σχέση

Fµν =
[Dµ, Dν ]

ig
= ∂µGν − ∂νGµ + ig[Gµ, Gν ] (35)

και ο όρος αλληλεπίδρασης µπορεί να γραφτεί ως

g

2

∑
q=u,d

q̄γµλααβqβG
α
µ (36)

όπου g είναι η σταθερά σύζευξης της ισχυρής αλληλεπίδρασης και Gα
µ είναι το γλουονικό πεδίο.
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1.3.1 ∆ιαγράµµατα Feynman και σταθερά σύζευξης

Στην χρωµοδυναµική το χρώµα διαδραµατίζει τον ϱόλο του ϕορτίου, και η ϑεµελιώδης διαδικα-
σία (ανάλογη µε την e− → e− + γ) είναι κουάρκ → κουαρκ συν γλουόνιο (εφόσον τα λεπτόνια
δεν ϕέρουν χρώµα, δεν συµµετέχουν στις ισχυρές αλληλεπιδράσεις):

�
΄Οπως και πριν, συνδυάζουµε δύο ή περισσότερα «ϑεµελιώδη διαγράµµατα» για να ανα-

παραστήσουµε περισσότερο πολύπλοκες διαδικασίες. Για παράδειγµα, η δύναµη µεταξύ δύο
κουάρκς, (η οποία εν πρώτοις είναι επιφορτισµένη µε το να καθιστά τα κουάρκς ισχυρά δέσµια
µεταξύ τους ώστε να σχηµατίζουν ϐαρυόνια, αλλά και πιο έµµεσα µε το να συγκρατεί τα πρω-
τόνια µε τα νετρόνια ώστε να σχηµατίζουν πυρήνες) περιγράφεται ως προς την κατώτατη τάξη
από το παρακάτω διάγραµµα. Εδώ γίνεται λόγος για «διάδοση» δύναµης µεταξύ δύο κουάρκς
µέσω ανταλλαγής γλουονίων.

�
Σε αυτό το επίπεδο η χρωµοδυναµική είναι παρόµοια µε την ηλεκτροδυναµική. Ωστόσο

υπάρχουν σηµαντικές διαφορές, η πιο εµφανής εκ των οποίων είναι, πως ενώ υπάρχει µόνο
ένα είδος ηλεκτρικού ϕορτίου (ϑετικό ή αρνητικό δεν έχει σηµασία, ένας αριθµός αρκεί να το
χαρακτηρίσει ), υπάρχουν τρία είδη χρώµατος (κόκκινο, πράσινο και µπλε). Για παράδειγµα
ένα blue–up µπορεί να µετατραπεί σε ένα red–up κουάρκ. Εφόσον το χρώµα, όπως και το
ϕορτίο, διατηρείται, αυτό σηµαίνει πως το γλουόνιο πρέπει να µεταφέρει τη χρωµατική διαφορά.
Στην προκειµένη περίπτωση µία µονάδα blueness και µία µονάδα αντί redness. Εποµένως τα
γλουόνια είναι «δίχρωµα», µεταφέροντας µια ϑετική µονάδα χρώµατος και µια αρνητική µονάδα
χρώµατος. Υπάρχουν εποµένως 3× 3 = 9 δυνατότητες, και ϑα περίµενε κανείς ότι ϑα υπήρχαν
9 γλουόνια. Ωστόσο, όπως ϑα ϕανεί και παρακάτω, υπάρχουν µόνο 8.

Κάθε γλουόνιο έχει ένα χρώµα και ένα αντιχρώµα. Αυτό το γεγονός σε συνδυασµό µε τα
3 χρώµατα, µας δίνει τελικά 9 συνδυασµούς. Ωστόσο, εξαιτίας της συµµετρίας SU(3), τα
χρώµατα συνδυάζονται για να σχηµατίσουν τις καταστάσεις που απαντώνται στη ϕύση. Αυτά
στοιχειοθετούνται σε µια οκταπλέτα και ένα singlet. Η οκταπλέτα χρώµατος της SU(3) είναι
που σχηµατίζει τα χρώµατα των γλουνίων τα οποία έχουν ως εξής :

RḠ, RB̄, GR̄, GB̄, BR̄, BḠ,

√
1

2
(RR̄−GḠ),

√
1

6
(RR̄ +GḠ− 2BB̄), (37)

Οι τελευταίοι δύο συνδυασµοί δεν αλλάζουν τα χρώµατα των κουάρκς που τα ανταλλάσουν. Από
την άλλη το singlet χρώµατος της SU(3)√

1

3
(RR̄ +GḠ+BB̄) (38)

δεν ϕέρει χρώµα και δεν αποτελεί τον ϕορέα κάποιας αλληλεπίδρασης µεταξύ των χρωµάτων.
Από ϕυσική σκοπιά σχετίζεται µε το µεσόνιο.

Εφόσον τα ίδια τα γλουόνια ϕέρουν χρώµα (αντίθετα µε το ϕωτόνιο, που είναι ηλεκτρικά
ουδέτερο) µπορούν να συζευχθούν απευθείας µε άλλα γλουόνια, εποµένως εκτός από τον ϑε-
µελιώδη κόµβο κουάρκ–γλουόνιο, είναι δυνατό να υπάρξουν και κόµβοι γλουονίου-γλουονίου
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Σχήµα 1: glueballs

δύο ειδών : κόµβοι τριών γλουονίων, και κόµβοι τεσσάρων γλουονίων. Αυτή η άµεση σύζευξη
γλουονίου–γλουονίου καθιστά τη χρωµοδυναµική περισσότερο πολύπλοκη από την ηλεκτροδυ-
ναµική, αλλά και αρκετά πλουσιότερη, επιτρέποντας, για παράδειγµα και την ύπαρξη glueballs
(δέσµιες καταστάσεις γλουονίων, χωρίς την παρουσία κουάρκς).

Ακόµη µια διαφορά µεταξύ της χρωµοδυναµικής και της ηλεκτροδυναµικής έγκειται στο
µέγεθος της σταθεράς σύζευξης. ΄Οπως ειπώθηκε και στο προηγούµενο εδάφιο, κάθε κόµβος
στην QED εισάγει και έναν παράγοντα 1

137
, και το µικρό µέγεθος αυτού του αριθµού σηµαίνει

πως στην ανάλυση µας αρκεί να συµπεριλάβουµε τα διαγραµµατα Feynman µε µικρό αριθµό
κόµβων. Πειραµατικά, η αντίστοιχη σταθερά σύζευξης της ισχυρής δύναµης, αs, όπως έχει
προσδιοριστεί από, παραδείγµατος χάριν, τη δύναµη µεταξύ δύο πρωτονίων, είναι µεγαλύτερη
από 1, και το µεγάλο µέγεθος αυτού του αριθµού ϐασάνιζε τη σωµατιδιακή ϕυσική για χρόνια.
∆ιότι αντί να συνεισφέρουν ολοένα και λιγότερο, τα διαγράµµατα συνεισφέρουν ολοένα και
περισσότερο, και η διαδικασία που εισήγαγε ο Feynman, η οποία λειτουργούσε τόσο καλά
στην QED, εδώ καθίσταται άχρηστη. Συγκεκριµένα, για την σταθερά σύζευξης της ισχυρής
αλληλεπίδρασης παρατηρείται πως µολονότι είναι µεγάλη στις σχετικά µεγάλες αποστάσεις
που χαρακτηρίζουν την πυρηνική ϕυσική, γίνεται αρκετά µικρή σε πολύ µικρές αποστάσεις
(µικρότερες από το µέγεθος ενός πρωτονίου). Αυτό το ϕαινόµενο είναι γνωστό ως ασυµπτωτική
ελευθερία. Πρακτικά σηµαίνει πως στο εσωτερικό ενός πρωτονίου ή ενός πιονίου, τα κουάρκς
δεν αλληλεπιδρούν πολύ. Ακριβώς αυτή η συµπεριφορά παρατηρήθηκε στα πειράµατα ϐαθιάς
ανελαστικής σκέδασης.

΄Ολα όσα είπαµε στην QCD περί διαγραµµάτων πόλωσης του κενού λόγω δηµιουργίας δυ-
νητικών Ϲευγών ηλεκτρονίων-ποζιτρονίων ισχύουν και εντελώς ανάλογα στην χρωµοδυναµική,
όπου έχουµε δηµιουργία δυνητικών Ϲευγών κουάρκ-αντικουάρκ. Ωστόσο υπάρχει ένα σηµαντι-
κό επιπρόσθετο στοιχείο. ΄Οχι µόνο έχουµε τον κόµβο κουάρκ–κουάρκ–γλουόνιο ( το οποίο από
µόνο του ϑα µας οδηγούσε σε µια αύξουσα σταθερά σύζευξης σε µικρές αποστάσεις),

��
αλλά επιπλέον έχουµε και τους κόµβους γλουονίου-γλουονίου. Εποµένως, εκτός από τα ανάλο-
γα µε τα διαγράµµατα της πόλωσης του κενού στην QED, εδώ πρέπει να συµπεριλάβουµε και
ϐρόχους (loops) γλουονίων όπως οι εξής :
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��
∆εν είναι a priori ξεκάθαρο τι επιρροή ϑα έχουν αυτά τα διαγράµµατα, ωστόσο αποδεικνύε-

ται πως έχουν αντίθετη επίδραση. Αυτό που συµβαίνει είναι ότι υπάρχει ένας ανταγωνισµός
µεταξύ των διαγραµµάτων πόλωσης που περιλαµβάνουν κουάρκς (τα οποία αυξάνουν την τιµή
της αs σε µικρές αποστάσεις) και των διαγραµµάτων πόλωσης µε τη συµµετοχή µόνο γλουονίων
(που την ελαττώνουν σε µικρές αποστάσεις). Ποιοτικά αυτό µπορεί να γίνει κατανοητό ως εξής :
ένα κουάρκ περιβάλλεται από Ϲεύγη κουάρκ-αντικουάρκ τα οποία επικαλύπτουν το χρωµατικό
του ϕορτίο, ωστόσο, ακριβώς επειδή τα γλουόνια ϕέρουν χρωµατικό ϕορτίο, έχουν την αντίθετη
επίδραση, δηλαδή οι γλουονικοί ϐρόχοι επεκτείνουν το ενεργό χρωµατικό ϕορτίο των κουάρκς,
εποµένως ο ανταγωνισµός των διαγραµµάτων καθίσταται προφανής. Αφού τα πρώτα διαγράµ-
µατα εξαρτώνται από τον αριθµό των κουάρκς που έχει η ϑεωρία µας, (δηλαδή τον αριθµό των
γεύσεων f) ενώ τα δεύτερα από τον αριθµό των γλουονίων (δηλαδή των αριθµό χρωµάτων n), η α-
πάντηση στο ερώτηµα «ποια διαγράµµατα συνεισφέρουν περισσότερο» εξαρτάται από τον σχετικό
αριθµό των γεύσεων και των χρωµάτων. Η κρίσιµη παράµετρος αποδεικνύεται πως είναι

α ≡ 2f − 11n (39)

Αν αυτός ο αριθµός είναι ϑετικός, τότε, όπως και στην QED, η ενεργός σύζευξη αυξάνει σε
µικρές αποστάσεις, αν είναι αρνητική τότε η σύζευξη ελαττώνει. Στο Καθιερωµένο Πρότυπο
f = 6 και n = 3 οπότε α = −21 εποµένως η σταθερά σύζευξης της QCD ελαττώνεται σε µικρές
αποστάσεις. Ποιοτικά, αυτή είναι και η προέλευση της ασυµπτωτικής ελευθερίας.

Η τελική διάκριση µεταξύ κβαντικής ηλεκτροδυναµικής και κβαντικής χρωµοδυναµικής,
είναι ότι ενώ πολλά σωµατίδια ϕέρουν ηλεκτρικό ϕορτίο, κανένα από τα σωµατίδια που πα-
ϱάγονται ϕυσικά στον κόσµο µας δεν έχουν χρώµα. Πειραµατικά, αυτό που έχει παρατηρηθεί
είναι πως τα κουάρκς εγκλωβίζονται σε «άχρωµα» πακέτα των δύο (κουάρκ–αντικουάρκ, µεσόνια)
ή των τριών (ϐαρυόνια). Κατά συνέπεια, οι διαδικασίες που παρατηρούµε στο εργαστήριο είναι
επί της ουσίας, έµµεσες και πολύπλοκες εκδηλώσεις της χρωµοδυναµικής.
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1.4 Ασθενείς Αλληλεπιδράσεις

∆εν υπάρχει κάποιο συγκεκριµένο όνοµα που να εξηγεί αυτό το οποίο παράγει τις ασθενείς
δυνάµεις, υπό την έννοια ότι το ηλεκτρικό ϕορτίο παράγει τις ηλεκτροµαγνητικές δυνάµεις και
το χρώµα παράγει τις ισχυρές. ΄Ενας συνήθης όρος είναι «ασθενές ϕορτίο». Οπωσδήποτε κι αν
το αποκαλέσει κανείς, όλα τα κουάρκς και τα λεπτόνια το ϕέρουν. ( Τα λεπτόνια δεν ϕέρουν
χρώµα, εποµένως δεν συµµετέχουν στις ισχυρές αλληλεπιδράσεις, τα νετρίνα δεν έχουν ϕορτίο,
εποµένως δεν δέχονται ηλεκτροµαγνητικές δυνάµεις, όµως όλα συµµετέχουν στις ασθενείς αλ-
ληλεπιδράσεις.) Υπάρχουν δύο είδη ασθενών αλληλεπιδράσεων: οι ϕορτισµένες (µε ϕορέα τα
W) και οι ουδέτερες (µε ϕορέα το Z).

1.4.1 Λεπτόνια

Ο ϑεµελιώδης κόµβος ϕορτίου είναι ο εξής :

�
΄Ενα αρνητικά ϕορτισµένο λεπτόνιο (e−, µ− ή τ−) µετατρέπεται στο αντίστοιχο νετρίνο, µε

την εκποµπή ενός W− (ή την απορρόφηση ενός W+): l− → νl + W−. Ως συνήθως συνδυάζου-
µε τους ϑεµελιώδεις κόµβους για να δηµιουργήσουµε περισσότερο πολύπλοκες αντιδράσεις.
Επί παραδείγµατι, η διαδικασία µ− + νe → e− + νµ ϑα µπορούσε να αναπαρασταθεί από το
διάγραµµα:

�
Σχήµα 2: µ− + νe → W− → e− + νµ

Ο ϑεµελιώδης ουδέτερος κόµβος είναι :

�
Σε αυτή την περίπτωση το l µπορεί να είναι οποιοδήποτε λεπτόνιο (συµπεριλαµβανοµένων

και νετρίνο). Το Z είναι ο ϕορέας διαδικασιών όπως η σκέδαση ηλεκτρονίου–νετρίνο (νµ + e− →
νµ + e−):
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�
Μολονότι οι ϕορτισµένες ασθενείς διαδικασίες είχαν αναγνωριστεί εξαρχής (η διάσπαση ϐήτα
είναι µια ϕορτισµένη διαδικασία), η ϑεωρητική δυνατότητα ύπαρξης ουδέτερων ασθενών διαδι-
κασιών δεν εκτιµήθηκε µέχρι το 1958. Το µοντέλο GWS περιλαµβάνει τις ουδέτερες ασθενείς
διαδικασίες ως αναπόσπαστο συστατικό του, και η ύπαρξη τους επιβεβαιώθηκε πειραµατικά στο
CERN το 1973. Ο λόγος που η ανακάλυψη των ουδέτερων ασθενών διαδικασιών άργησε τόσο
πολύ να πραγµατοποιηθεί είναι διπλός : Αφενός κανείς δεν έψαχνε για εκείνες, και αφετέρου οι
κατά πολύ ισχυρότερες ηλεκτροµαγνητικές δυνάµεις τείνουν να τις επισκιάζουν. Παραδείγµα-
τος χάριν, το Z µπορεί να ανταλλαχθεί µεταξύ δύο ηλεκτρονίων, όµως το ίδιο µπορεί να συµβεί
και µε ένα ϕωτόνιο :

��
Πιθανότατα υπάρχει µια µικρή διόρθωση στο νόµο Coulomb που οφείλεται στο πρώτο διάγραµ-
µα, αλλά η διαδικασία στην οποία µεσολαβεί το ϕωτόνιο είναι αυτή που αναµφίβολα κυριαρχεί.
Για να παρατηρήσει κανείς µια αµιγώς ουδέτερη ασθενή αλληλεπίδραση ϑα πρέπει να στραφεί
στη σκέδαση νετρίνο, όπου δεν υπάρχει κάποιος ηλεκτροµαγνητικός µηχανισµός ανταγωνιστι-
κός σε αυτή, και τα πειράµατα µε νετρίνο παρουσιάζουν σηµαντικές δυσκολίες.

1.4.2 Κουάρκς

Είναι άξιο παρατήρησης ότι οι λεπτονικοί κόµβοι της ασθενούς αλληλεπίδρασης συνδέουν µέλη
ίδιας γενιάς: το e− µετατρέπεται σε νe (µε την εκποµπή ενός W−), ή το µ− → µ− (εκπέµποντας
ένα Z), αλλά το e− ποτέ δεν µετατρέπεται σε µ−, ούτε το µ− σε νe. ΄Ετσι µε αυτόν τον τρόπο η
ϑεωρία επιβάλλει τη διατήρηση του ηλεκτρονιακού αριθµού, του µιονικού αριθµού, αλλά και
του ταονικού αριθµού. Ο ίδιος κανόνας ισχύει και για τα κουάρκς, ώστε ο ϑεµελιώδης κόµβος
να είναι :

�
q− 1

3
→ W− → q+ 2

3

΄Ενα κουάρκ µε ϕορτίο −1
3
(δηλαδή ένα d, s ή b) µετατρέπεται σε ένα αντίστοιχο κουάρκ µε

ϕορτίο +2
3
(u, c ή t, αντίστοιχα), µε την εκποµπή ενός W−. Το εξερχόµενο κουάρκ ϕέρει το ίδιο

χρώµα µε το εισερχόµενο, αλλά διαφορετική γεύση. ∆εν είναι το W− το οποίο «αποµακρύνει»
τη «χαµένη» γεύση–εξάλλου, το W− πρέπει να µπορεί να συζευχθεί µε λεπτόνια, τα οποία δεν
ϕέρουν γεύση. ΄Η ορθότερα, η γεύση δεν διατηρείται στις ασθενείς αλληλεπιδράσεις. (Ε-
πειδή λοιπόν η γεύση ενός κουάρκ συνήθως αλλάζει σε έναν κόµβο ασθενούς αλληλεπίδρασης,
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όπως το χρώµα αλλάζει σε έναν κόµβο ισχυρής αλληλεπίδρασης, η ϑεωρία των ασθενών αλλη-
λεπιδράσεων µερικές ϕορές λέγεται και «δυναµική των γεύσεων»). Το άλλο άκρο της γραµµής
του W µπορεί να συνδεθεί µε λεπτόνια (ηµιλεπτονικές διαδικασίες) ή µε άλλα κουάρκς (εντελώς
αδρονικές διαδικασίες).

Ο ϑεµελιώδης ουδέτερος κόµβος για τα λεπτόνια (l → l + Z) αφήνει το είδος των λεπτο-
νίων αµετάβλητο, είναι εποµένως ϕυσικό να υποθέσει κανείς πως το ίδιο ϑα συµβαίνει και στα
κουάρκς :

�
q → q + Z

Αυτό το διάγραµµα µπορεί να καταλήξει σε διαδικασίες σκέδασης νετρίνο όπως η νµ+p→ νµ+p.
Επίσης η ανταλλαγή ενός µποζονίου Z έχει µια µικρή συνεισφορά στη δύναµη που ασκείται
µεταξύ πρωτονίου και ηλεκτρονίου στο εσωτερικό ενός πυρήνα. ΄Οπως και πριν, αυτή η συνει-
σφορά, επισκιάζεται από την κυρίαρχη ηλεκτροµαγνητική δύναµη, αλλά είναι ανιχνεύσιµη σε
κάποιες προσεκτικά επιλεγµένες ατοµικές µεταβάσεις. Μέχρι στιγµής, τα πράγµατα είναι απλά:
Τα κουάρκς µιµούνται τα λεπτόνια, όσον αφορά τις ασθενείς αλληλεπιδράσεις. Η µόνη διαφορά
είναι ότι εξαιτίας της ιδιότητας της ισχυρής δύναµης να εγκλωβίζει τα κουάρκς, αυτά γενικά
είναι παρόντα, ωστόσο δεν συµµετέχουν. ΄Οµως µια τέτοια εικόνα είναι υπερβολικά απλοϊκή.
∆ιότι όσο ο ϑεµελιώδης κόµβος των κουάρκς επιτρέπεται να υπάρχει µόνο σε διαδικασίες που
αφορούν ίδιες γενιές, δεν ϑα µπορούµε δώσουµε εξήγηση για ασθενείς αλληλεπιδράσεις που µε-
ταβάλλουν τον κβαντικό αριθµό της παραδοξότητας (strangeness), όπως είναι οι αποδιέγερσεις
Λ→ p+ + π− ή Σ+ → π0 + p.

Πίνακας 3: Ασθενείς αλληλεπιδράσεις που µετατρέπουν ένα strange-quark σε up-quark (Στα συγκεκριµένα
σχήµατα έχουµε επιλέξει ο χρόνος να κυλά από τα αριστερά προς τα δεξιά - η κατεύθυνση του χρόνου είναι Ϲήτηµα
σύµβασης).

Η λύση σε αυτό το δίλληµα δόθηκε από τον Cabibbo το 1963, και εφαρµόστηκε στις ουδέτε-
ϱες αλληλεπιδράσεις από τους Glashow, Ηλιόπουλο, και Maiani (GIM) το 1963, και επεκτάθηκε
σε τρεις γενιές από τους Kobayashi και Maskawa το 1973. Η ϐασική ιδέα είναι ότι οι γενιές των
κουάρκς παρουσιάζονται αλλοιωµένες (skewed) όσον αφορά τις ασθενείς αλληλεπιδράσεις.
∆ηλαδή αντί για : (

u
d

)(
c
s

)(
t
b

)
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η ασθενής δύναµη δηµιουργεί Ϲεύγη: (
u
d

′

)(
c
s
′

)(
t
b
′

)
όπου d′

, s
′
, b

′ είναι γραµµικοί συνδυασµοί των ϕυσικών κουάρκς d, s, b :d′

s
′

b
′

 =

Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb

ds
b

 (40)

Αν αυτός ο 3 × 3 πίνακας Kobayashi-Maskawa ήταν µοναδιαίος, τότε τα d
′
, s

′
, b

′, ϑα ήταν τα
ίδια µε τα d, s, b, κι εποµένως µεταβάσεις µεταξύ διαφορετικών γενεών δεν ϑα ήταν επιτρεπτές.
Ωστόσο δεν είναι µοναδιαίος, (είναι σχεδόν µοναδιαίος) και οι πειραµατικές τιµές των στοιχείων
του πίνακα είναι :0.9705 ως 0.9770 0.21 ως 0.24 0 ως 0.014

0.21 ως 0.24 0.971 ως 0.973 0.036 ως 0.070
0 ως 0.024 0.036 ως 0.069 0.997 ως 0.999

 (41)

΄Οπου Vud µετράει τη σύζευξη του u µε το d, Vus µετράει τη σύζευξη του u µε το s κ.ο.κ. Το
γεγονός ότι ο δεύτερος πίνακας είναι µη µηδενικός είναι που επιτρέπει διαδικασίες κατά τις
οποίες αλλάζει η παραδοξότητα, να συµβαίνουν.

1.4.3 Ασθενείς και Ηλεκτροµαγνητικές συζεύξεις του W και του Z

Στη ϑεωρία GWS υπάρχουν επίσης και άµεσες συζεύξεις του W µε το Z (κατ΄ αναλογία µε τις
άµεσες συζεύξεις γλουονίου–γλουνίου στην QCD):

���
Επιπλέον, επειδή το W είναι ϕορτισµένο, συζεύγεται µε το ϕωτόνιο :

���
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1.4.4 Η ηλεκτρασθενής αλληλεπίδραση

Η ασθενής αλληλεπίδραση περιγράφεται από µια συµµετρία SU(2). Τα σωµατίδια µπορούν να
οµαδοποιηθούν σε διπλέτες σωµατιδίων που διαφέρουν κατά µια µονάδα ϕορτίου.(

e
νe

)(
µ
νµ

)(
τ
ντ

)(
d
u

)(
s
c

)(
b
t

)
(42)

Εποµένως, η εκποµπή ή απορρόφηση ενός σωµατιδίου µε ϕορτίο +1 ή −1 µπορεί να αναγκάσει
ένα σωµατίδιο να µετατραπεί σε ένα άλλο εντός της διπλέτας του. Αυτά τα σωµατίδια µε ϕορτίο
+1 και −1, ονοµάζονται ενδιάµεσα διανυσµατικά µποζόνια και συµβολίζονται µε W+,W−.

Η συµµετρία υποννοεί τον ακόλουθο µετασχηµατισµό:

Ψ⇒ eiθMΨ (43)

΄Οπου ο M είναι ένας 2× 2 πίνακας. Οι γεννήτορες πρέπει να είναι Ερµιτιανοί και άιχνοι, και
να αντιστοιχούν στην SU(2) εποµένως πρέπει να είναι οι πίνακες Pauli. Εάν η Λανγκραντζιανή
της ασθενούς δύναµης είναι αναλλοίωτη υπό µετασχηµατισµούς SU(2), το στοιχείο οµάδας

eθiGi (44)

δείχνει ότι κάθε ένας από τους τρεις γεννήτορες Gi σχετίζεται µε µια αυθαίρετη γωνία θi. Ας
ϑυµηθούµε ότι στην ηλεκτροδυναµική, προσθέσαµε ένα πεδίο το οποίο ταυτοποιήσαµε µε το
ϕωτόνιο για να καταστήσουµε τη ϑεωρία τοπικά αναλλοίωτη. Εδώ ισχύει το ίδιο πράγµα, µόνο
που πρέπει να «κρύψουµε» τρεις γωνίες. Οπότε πρέπει να προσθέσουµε τρία πεδία ϐαθµίδας.
Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να υπάρχει και ένα τρίτο ενδιάµεσο διανυσµατικό µποζόνιο εκτός από
τα δύο που γνωρίζουµε ήδη. Αυτό είναι το ενδιάµεσο διανυσµατικό µποζόνιο Z0 το οποίο είναι
ηλεκτρικά ουδέτερο.

Θα ανέµενε κανείς ότι ο ακόλουθος µετασχηµατισµός ϑα εξασφάλιζε ότι η ϐαθµίδα µας ϑα
παραµείνει αναλλοίωτη

W j
µ → W j

µ −
∂µθ

j

g
(45)

Ωστόσο κάτι τέτοιο δεν πρόκειται να µας χρησιµεύσει διότι η οµάδα είναι µη Αβελιανή. Πρέπει
εποµένως να κάνουµε τον ακόλουθο µετασχηµατισµό

W j
µ → W j

µ −
1

g
∂µθ

j + fjklW
k
µ θ

l (46)

όπου fjkl είναι οι σταθερές δοµής. Για την SU(2), οι γεννήτορες είναι οι πίνακες Pauli των σπιν,
και οι σταθερές δοµής είναι εijk. Αυτός ο κανόνας µετασχηµατισµού για τα µη Αβελιανά πεδία
ϐαθµίδας αναγκάζει τον κινητικό όρο της Λανγκραντζιανής να πάρει την ακόλουθη µορφή

LΚινητικό = −1

4
F i
µνF

iµν (47)

όπου
F i
µν = ∂µW

j
ν − ∂νW j

µ − gfjklW k
µW

l
ν (48)

Αυτό σηµαίνει ότι τα µποζόνια ϐαθµίδας µπορούν να αλληλεπιδρούν µε τον εαυτό τους.
Κανείς µπορεί να σκεφτεί ότι τα πεδία και τα σωµατίδια δηµιουργούνται από άλλα πεδία τα οποία
συνδυάζονται µε κάποιο τρόπο. Για παράδειγµα, το ϕωτόνιο ϑεωρείται ότι είναι ένα στοιχειώδες
σωµάτιο, ωστόσο το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο Aµ µπορεί να ϑεωρηθεί ως το αποτέλεσµα δύο
άλλων πεδίων, των Wµ και Bµ.
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Τα µποζονικά πεδία της ασθενούς αλληλεπίδρασης είναιW µ
i , i = 1, 2, 3 και συνδυάζονται µε

τους ακόλουθους τρόπους για να σχηµατίσουν τα ακόλουθα σωµατίδια.

W+ =
−W 1 + iW 2

√
2

(49)

W− =
−W 1 − iW 2

√
2

(50)

W 0 =W 3 (51)

∆εν υπάρχει σωµατίδιο ονόµατι W 0 όµως αργότερα αυτό το πεδίο ϑα συνδυαστεί µε το Bµ για
να δηµιουργήσει το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο Aµ και το Z0.

Πρώτα όµως κρίνεται σκόπιµο να γράψουµε την Λανγκραντζιανή του Καθιερωµένου Προ-
τύπου. Αν διακρίνουµε τα ηλεκτρόνια σε δεξιόστροφα και αριστερόστροφα

e−R = PRΨe (52)

e−L = PLΨe (53)

το δεξιόστροφο ηλεκτρόνιο τοποθετείται σε ένα singlet υπό SU(2), ενώ το αριστερόστροφο ηλε-
κτρόνιο και το νετρίνο του ηλεκτρονίου , το οποίο είναι πάντοτε αριστερόστροφο, τοποθετείται
σε µια διπλέτα SU(2).

L =

(
νe
e

)
L

(54)

Κατά έναν παρόµοιο τρόπο τα αριστερόστροφα up και down κουάρκς τοποθετούνται σε µια
διπλέτα, ενώ τα δεξιόστροφα up και down κουάρκς σε singlets (µονήρη υπό SU(2)).

QL =

(
u
d

)
(55)

Εποµένως η Λανγκραντζιανή του Καθιερωµένου Προτύπου είναι

L =
∑
f

f̄ iγµDµf (56)

Dµ = ∂µ − ig3
λα

2
Gα
µ − ig2

τ i

2
W i
µ − ig1Bµ

Y

2
(57)

f = L, eR, QL, uR, dR (58)

L =

(
νe
e

)
L

QL =

(
u
d

)
L

(59)

΄Οπου στην Λανγκραντζιανή προσθέσαµε και την QCD µε το πεδίο του γλουνίου Gα
µ, Y είναι

το υπερφορτίο, τ i είναι οι πίνακες Pauli, λα είναι οι πίνακες Gell −Mann, και g1, g2, g3 είναι
σταθερές σύζευξης.

Λέµε ότι το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο Aµ είναι ένας συνδυασµός του Bµ και του W 0
µ τα οποία

είναι ορθογώνια κανονικοποιηµένα πεδία. Ισχύει :

Aµ ∝ g2Bµ − g1YLW
0
µ (60)

Το Aµ είναι ορθογώνιο µε ένα άλλο πεδίο Zµ. Ισχύει :

Zµ ∝ g1YLBµ + g2W
0
µ (61)
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Τότε τα Aµ, Zµ ορίζονται ως εξής :

Aµ =
g2Bµ − g1YLW

0
µ√

g2
2 + g2

1Y
2
L

(62)

Zµ =
g1YLBµ + g2W

0
µ√

g2
2 + g2

1Y
2
L

(63)

Μπορούµε τότε να επιλύσουµε για Bµ,Wµ

Bµ =
g2Aµ + g1YLZµ√

g2
2 + g2

1Y
2
L

(64)

W 0
µ =
−g1YLAµ + g2Zµ√

g2
2 + g2

1Y
2
L

(65)

Επίσης µπορεί κανείς να κάνει επίλυση ως προς e το ϕορτίο του ηλεκτρονίου. Τελικά το
αποτέλεσµα δίνει :

e =
g1g2√
g2

1 + g2
2

(66)

οπότε µπορούµε να ορίσουµε
sin θW =

g1√
g2

1 + g2
2

(67)

cos θW =
g2√
g2

1 + g2
2

(68)

και κατά συνέπεια
g1 =

e

cos θW
(69)

g2 =
e

sin θW
(70)

΄Οπου θW είναι η γωνία Weinberg1, για την οποία έχει προσδιοριστεί ότι είναι

sin2 θ ≈ 0.23 (71)

Εποµένως έχουµε τα πεδία W µ τα οποία αναµειγνύονται για να δηµιουργήσουν τα W+,W−.
Το πεδίο W µ συνδυάζεται µε έναν τρόπο µε το πεδίο Bµ ώστε να δηµιουργήσει το ηλεκτροµα-
γνητικό πεδίο Aµ ενώ αν συνδυαστεί µε άλλο τρόπο µε το πεδίο Bµ, δηµιουργεί το Z0. Κάποιες

1θW είναι η γωνία Weiberg ή αλλιώς γωνία ασθενούς ανάµειξης και είναι µια παράµετρος της GWS ϑεωρίας
της ηλεκτρασθενούς αλληλεπίδρασης–είναι η γωνία υπό την οποία το αυθόρµητο σπάσιµο της συµµετρίας περι-
στρέφει το αρχικό επίπεδο των διανυσµατικών µποζονίωνW 0−B0, παράγοντας έτσι το µποζόνιο Z0 και το ϕωτόνιο
της ηλεκτροµαγνητικής αλληλεπίδρασης(

γ
Z0

)
=

(
cos θW sin θW
sin θW cos θW

)(
B0

W0

)
και µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει g, g

′
ως εξής

cos θW =
g√

g2 + g′2
και sin θW =

g
′√

g2 + g′2

.
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αριθµητικές σχέσεις για τυπικές ενέργειες µερικών GeV είναι :

α =
e2

4π
=

1

137
(72)

α1 =
g2

1

4π
=

1

100
α2 =

g2
1

4π
=

1

30
(73)

α3 =
g2

3

4π
= 0.1− 0.3 (74)

Αυτός ο συνδυασµός του ηλεκτροµαγνητισµού και της ασθενούς δύναµης λέγεται ηλεκτρα-
σθενής ϑεωρία. Προτάθηκε για πρώτη ϕορά από τον Glashow το 1961. Επεκτάθηκε από τον
Weinberg το 1961 και τον Salam το 1968, και οι τρεις τους µοιράστηκαν από κοινού το ϐρα-
ϐείο Nobel για το έργο τους. Οι Weinberg και Salam προσέθεσαν την έννοια της γέννησης της
µάζας µέσω του µηχανισµού Higgs. Η ηλεκτρασθενής ϑεωρία δουλεύει µια χαρά, έχει όµως
ένα πρόβληµα. Υποθέτει ότι τα ενδιάµεσα διανυσµατικά µποζόνια είναι άµαζα, εποµένως ϑα
ανάγκαζε την ασθενή δύναµη να έχει άπειρη εµβέλεια, κάτι που δεν συµβαίνει. Αν ήταν µαζικά,
τότε πράγµατι ϑα επρόκειτο για µια µικρής εµβέλειας δύναµη. Το ερώτηµα που καλείται κανείς
να απαντήσει είναι : «πως προσθέτουµε µάζες χωρίς να καταστρέψουµε τη συµµετρία ϐαθµίδας».
Αυτό επιτυγχάνεται µέσω του µηχανισµού Higgs.

1.4.5 Μηχανισµός Higgs

Η ηλεκτρασθενής είναι µια ϑεωρία SU(2)× U(1). Η λανγκραντζιανή πυκνότητα του µποζονίου
είναι ένα άθροισµα των U(1) πεδίων ϐαθµίδας Bµ και τριών SU(2) πεδίων W i

µ, i = 1, 2, 3.

L = −1

4
FBµνF

µν
B −

1

4
FWµνF

µν
W (75)

όπου
F µν
B = ∂νB − ∂µB (76)

F iµν
W = ∂νW iµ − ∂µW iν (77)

Τα γνωστά πεδία σχηµατίζονται από τις σχέσεις :

Aµ = cos θWBµ + sin θWW
3
µ (78)

Zµ = sin θWBµ − cos θWW
3
µ (79)

W+ =
1√
2

(W 1
µ − iW 2

µ) (80)

W− =
1√
2

(W 1
µ + iW 2

µ) (81)

Τώρα, ϑα µπορούσαµε να συµπεριλάβουµε όρους µάζας για τα σωµατίδια W+, W− και Z0,
όµως τότε η λανγκραντζιανή δεν ϑα παρέµενε αναλλοίωτη κάτω από U(1) µετασχηµατισµούς
ϐαθµίδας.

Ψ(x)→ eiξ(x)Ψ(x) (82)

΄Οπου Ψ είναι το µποζονικό πεδίο, Y είναι το υπερφορτίο και ξ(x) µια οποιαδήποτε παραγω-
γίσιµη συνάρτηση. Ο τρόπος µε τον οποίο τα W,Z µποζόνια αποκτούν µάζα ενώ παράλληλα η
ϑεωρία ϐαθµίδας SU(2)×U(1) παραµένει αναλλοίωτη είναι µέσω του αυθόρµητου σπασίµατος
της συµµετρίας. Αυτό µπορεί να γίνει κατανοητό µε το παρακάτω δυναµικό. Αν υποθέσου-
µε ότι έχουµε ένα σύστηµα του οποίου η ελάχιστη ενέργεια δεν είναι στην αρχή των αξόνων.
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Μπορούµε να ϕανταστούµε µια µικρή µπάλα στην κορυφή ενός λόφου. Στην κορυφή, η µπα-
λα ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων, και το σύστηµα είναι συµµετρικό κάτω από περιστροφές
στον άξονα z. Ωστόσο αν η µπάλα κυλήσει από τον λόφο µέχρι τον δακτύλιο που ϐρίσκεται
στον πυθµένα, το σύστηµα πλέον δεν ϑα είναι συµµετρικό κάτω από περιστροφές στον άξονα
z. Ωστόσο η µπάλα πλέον ϑα ϐρίσκεται σε µια κατάσταση ελάχιστης ϐαρυτικής δυναµικής
ενέργειας. Πλέον ϑα ϐρίσκεται σε µια ενεργειακά προτιµότερη ϑέση. Αυτό είναι το αυθόρµητο
σπάσιµο της συµµετρίας σε κλασσικό επίπεδο.

Προτού περιγράψουµε τον µηχανισµό Higgs, ας δώσουµε ένα παράδειγµα. ΄Εστω:

L = ∂µΨ∗∂µΨ− V (Ψ) (83)

όπου Ψ είναι ένα µιγαδικό πεδίο

Ψ =

√
2

2

(
Ψ1 + iΨ2

)
(84)

και V (Ψ) είναι η δυναµική ενέργεια

V (Ψ) = µ2|Ψ|2 + λ|Ψ|4 (85)

Οι σταθερές µ2, λ είναι πραγµατικές, και το λ είναι ϑετικό. Η Λανγκραντζιανή είναι αναλλοίωτη
υπό γενικούς µετασχηµατισµούς U(1) οι οποίοι περιγράφουν περιστροφές στο µιγαδικό επίπε-
δο. Για να εξασφαλίσουµε ότι το κενό, η χαµηλότερη κατάσταση ενέργειας, είναι αναλλοίωτο
υπό µετασχηµατισµούς και µετατοπίσεις Lorentz η Ψ(x) πρέπει να είναι µια σταθερά στην κα-
τάσταση του κενού. Αν το µ2 είναι ϑετικό, τότε η ελάχιστη δυναµική ενέργεια επιτυγχάνεται όταν
Ψ = 0. Αν το µ2 είναι αρνητικό, τότε η κατάσταση ελάχιστου δυναµικού είναι ένας δακτύλιος
στο µιγαδικό επίπεδο.

ΨVmin =

√
−µ2

2λ
eiθ (86)

0 ≤ θ ≤ 2π (87)

∆εν έχει κάποια σηµασία η κατεύθυνση οπότε µπορούµε να ϑέσουµε θ = 0

ΨVmin =

√
−µ2

2λ
(88)
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Αν ορίσουµε ν τέτοιο ώστε

ΨVmin =

√
−µ2

2λ
=

ν√
2

(89)

η απόκλιση από το επιλεγµένο ελάχιστο µπορεί να περιγραφεί σε σχέση µε τα πραγµατικά πεδία
σ, η ως εξής :

Ψ =

√
2

2
(ν + σ + iη) (90)

Η Λανγκραντζιανή µπορεί να γραφεί ως προς σ, η ως εξής :

L =
1

2
∂µσ∂µ − λν2σ2 +

1

2
∂µη∂µη − λνσ(σ2 + η2)− 1

4
λ(σ2 + η2)2 + C (91)

Οι ανώτεροι όροι είναι όροι αλληλεπίδρασης αποµένως η Λανγκραντζιανή ελεύθερου σωµα-
τιδίου είναι

L =
1

2
∂µσ∂µ − λν2σ2 +

1

2
∂µη∂µη (92)

Τα σ, η είναι δύο πραγµατικά πεδία Klein − Gordon. Καθώς κβαντίζουµε αυτά τα πεδία, η
Λανγκραντζιανή περιγράφει δύο διαφορετικά σωµατιδιακά πεδία µε σπιν 0. Τα µποζόνια σ ϑα
έχουν µάζα

mσ = ν
√

2λ (93)

που ϑα προκύπτει από το σ2 ενώ τα µποζόνια η είναι άµαζα εξαιτίας του εκφυλισµού του κενού.
Οι εναποµείνατες όροι είναι αλληλεπιδράσεις ανάµεσα στα σ, η µέσω της ϑεωρίας διαταραχών.
Σε αυτό το υποθετικό παράδειγµα, το αυθόρµητο σπάσιµο της συµµετρίας, U(1), το οποίο
προκλήθηκε από το εκφυλισµένο ενεργειακό ελάχιστο της Λανγκραντζιανής, δηµιούργησε µια
ϑεωρία διαταραχών µε ένα µαζικό µποζόνιο ϐαθµίδας.

Τώρα ϑα δείξουµε τον µηχανισµό Higgs για µια ϑεωρία U(1)×SU(2). Πρώτα αντικαθιστούµε
την κανονική παράγωγο µε τη συναλλοίωτη παράγωγο

Dµ = ∂µ + iqAµ (94)

Προσθέτουµε την Λανγκραντζιανή των ελεύθερων πεδίων.

L = DµΨ∗DµΨ− V (Ψ)− 1

4
FµνF

µν (95)

Η νέα Λανγκραντζιανή είναι αναλλοίωτη υπό τους U(1) µετασχηµατισµούς ϐαθµίδας.

Ψ(x)→ Ψ
′
(x) = Ψ(x)eiqξ(x) (96)

Aµ(x)→ A
′

µ(x) + ∂µξ(x) (97)

΄Οπου ξ είναι µια οποιαδήποτε παραγωγίσιµη συνάρτηση. Συνεχίζουµε όπως στο προηγούµενο
παράδειγµα, και εκφράζουµε την Λανγκραντζιανή ως προς σ, η.

L =
1

2
∂µσ∂µ − λν2σ2 +

1

2
∂µη∂µη −

1

4
FµνF

µν +
1

2
q2ν2AµA

µ + qνAµ∂µη

+όροι ανώτερης τάξης (98)

Η Λανγραντζιανή έχει ένα µαζικό διανυσµατικό µποζονικό πεδίο A και δύο ϐαθµωτά µποζονικά
πεδία σ, η, εκ των οποίων το η είναι άµαζο. ΄Εχει όµως και τον όρο

Aµ∂µη
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∆εν έχουµε κάποιον τρόπο να ερµηνεύσουµε αυτόν τον όρο. ∆εν πρόκειται για όρο αλληλε-
πίδρασης διότι είναι τετραγωνικός όσον αφορά τα πεδία του, προσοµοιάζοντας έτσι ένα ελεύθερο
πεδίο. Εποµένως πρέπει να ϕύγει. Αυτή η Λανγκραντζιανή έχει έναν επιπλέον ϐαθµό ελευθε-
ϱίας ο οποίος µπορεί να απορροφηθεί εκτελώντας έναν µετασχηµατισµό ϐαθµίδας όπου

Ψ(x) =

√
2

2
(ν + σ(x)) (99)

Σε αυτήν την ϐαθµίδα το πεδίο η εξαφανίζεται αφήνοντας

L =
1

2
∂µσ∂µ − λν2σ2 +

1

2
∂µη∂µη −

1

4
FµνF

µν +
1

2
q2ν2AµA

µ + όροι ανώτερης τάξης (100)

Ο τρόπος µε τον οποίο λειτουργεί ο µηχανισµός Higgs είναι ο εξής : ΄Οταν έχουµε σπάσιµο
συµµετρίας ο αριθµός των ϐαθµών ελευθερίας δεν αλλάζει. Αυτό που αλλάζει είναι τα σω-
µατίδια, εποµένως οι ϐαθµοί ελευθερίας ανακατανέµονται σε άλλα σωµατίδια. Για να συµβεί
αυτό πρέπει απαραίτητα να έχουµε εκφυλισµό του κενού. Ας δούµε τι συµβαίνει σε επίπεδο
αριθµών. ΄Ενα ϐαθµωτό σωµατίδιο έχει ένα ϐαθµό ελευθερίας. ΄Ενα µιγαδικό ϐαθµωτό πεδίο
έχει δύο ϐαθµούς ελευθερίας (αφού γενικά το a+bi) έχει δύο συνιστώσες. ΄Ενα άµαζο διανυσµα-
τικό σωµατίδιο ταξιδεύει µε την ταχύτητα του ϕωτός, εποµένως έχει δύο καταστάσεις εγκάρσιας
πόλωσης, οπότε έχουµε δύο ϐαθµούς ελευθερίας. ΄Ενα µαζικό διανυσµατικό σωµατίδιο έχει µια
κατάσταση διαµήκους πόλωσης, εποµένως τρεις ϐαθµούς ελευθερίας. Στο πρώτο παράδειγµα
που δώσαµε στο αυθόρµητο σπάσιµο της συµµετρίας U(1), πριν το σπάσιµο της συµµετρίας
είχαµε ένα µιγαδικό ϐαθµωτό µποζόνικό πεδίο (2 ϐαθµοί ελευθερίας), και ένα άµαζο διανυσµα-
τικό µποζόνιο (2 ϐ.ε.) εποµένως 2 + 2 = 4 ϐ.ε. Μετά το σπάσιµο της συµµετρίας, είχαµε ένα
ϐαθµωτό σωµατίδιο (1 ϐ.ε.) και ένα µαζικό διανυσµατικό µποζόνιο, εποµένως 3 + 1 = 4.

Στο παράδειγµα του µηχανισµού Higgs της SU(2)×U(1), πριν το σπάσιµο της συµµετρίας,
είχαµε µια µιγαδική διπλέτα (2 + 2 = 4) και τέσσερα άµαζα διανυσµατικά µποζόνια (2 + 2 +
2 + 2 = 8), εποµένως τελικά είχαµε 4 + 8 = 12 ϐαθµούς ελευθερίας. Μετά το σπάσιµο της
συµµετρίας, είχαµε ένα ϐαθµωτό σωµατίδιο (1 ϐ.ε), ένα άµαζο διανυσµατικό µποζόνιο (2 ϐ.ε.)
και τρία µαζικά διανυσµατικά µποζόνια (3 + 3 + 3 = 9 ϐ.ε.). Εποµένως τελικά είχαµε πάλι 12
ϐαθµούς ελευθερίας. Τα τρία µαζικά διανυσµατικά µποζόνια είναι τα W+,W−, Z0. Το άµαζο
διανυσµατικό µποζόνιο είναι το ϕωτόνιο. Και το ϐαθµωτό σωµατίδιο είναι το σωµατίδιο Higgs.

Το πιο απλό σενάριο για να εισάγουµε τις µάζες των διανυσµατικών µποζονίων είναι µε
µια µιγαδική διπλέτα µιγαδικών ϐαθµωτών. Ωστόσο µπορούµε να εισάγουµε έναν άπειρο α-
ϱιθµό τέτοιων ϐαθµωτών πεδίων. Τα πιο απλά υπερσυµετρικά µοντέλα έχουν πέντε ϐαθµωτά
πεδία τα οποία παραµένουν µετά το µηχανισµό Higgs. Πρόκειται για µια διπλέτα ϕορτισµένων
ϐαθµωτών, δύο αφόρτιστα ϐαθµωτά, και ένα αφόρτιστο ψευδοβαθµωτό.
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1.5 Ενοποίηση υπό SU(5)

Για να κατασκευάσουµε µια µεγαλοενοποιηµένη ϑεωρία των ισχυρών, ασθενών και ηλεκτρο-
µαγνητικών αλληλεπιδράσεων πρέπει να αναζητήσουµε µια οµάδα συµµετρίας, ή τουλάχιστον
ένα γινόµενο ταυτόσηµων απλών οµάδων (που να έχουν ίδιες σταθερές σύζευξης µέσω επιβο-
λής κάποιων διακριτών συµµέτριών). Αυτή η οµάδα πρέπει να είναι αρκετά µεγάλη ώστε να
εµπεριέχει την οµάδα SU(3) × SU(2) × U(1) του καθιερωµένου προτύπου ως υποοµάδα της,
εποµένως πρέπει να είναι τουλάχιστον τετάρτου ϐαθµού. Αυτό σηµαίνει πως πρέπει να έχει του-
λάχιστον τέσσερις γεννήτορες που να µπορούν να διαγωνοποιηθούν ταυτόχρονα, µιας και πρέπει
να περιέχει το Καθιερωµένο Πρότυπο το οποίο έχει ήδη τέσσερις γεννήτορες που µετατίθενται
αµοιβαία : δύο λόγω χρώµατος SU(3) και δύο, την τρίτη συνιστώσα του ασθενούς ισοσπίν Tz και
το υπερφορτίο Y, από την SU(2)× U(1).

Απαραίτητες προϋποθέσεις για την επιλογή αυτής της οµάδας είναι να έχει µιγαδικές α-
ναπαραστάσεις µιας και στο Καθιερωµένο Πρότυπο οι ϕερµιονικές αναπαραστάσεις δεν είναι
ισοδύναµες µε τις µιγαδικές συζυγείς τους, αλλά και να έχει τη δυνατότητα να «παράγει» κλα-
σµατικές τιµές για τα ϕορτία των ϕορτισµένων σωµατιδίων. ΄Ετσι, η SU(5), που είναι τετάρτου
ϐαθµού, είναι η µικρότερη οµάδα που πληροί τις παραπάνω προϋποθέσεις, και περιέχει την
SU(3)× SU(2)× U(1) χωρίς να εισάγει νέα ϕερµιόνια. Μια γενική αναπαράσταση εκφράζεται
σε τανυστική µορφή ως:

Ψij...
kl... ⇒ U i

mU
j
nU

s
kU

t
l ...Ψ

mn...
st... (101)

Εδώ όλοι οι δείκτες είναι από 1 ως 5 και οι πίνακες

[U ]im = [exp(iaα
λα

2
)]im (102)

είναι 5 × 5 µοναδιακοί. Οι λα, α = 0, 1, ...23 είναι ένα σύνολο από 24 5 × 5 γενικευµένους
πίνακες Gell-Mann, οι οποίοι είναι ερµιτιανοί και χωρίς ίχνος (ώστε οι U να είναι µοναδιακοί
µε ορίζουσα µονάδα). ΄Εχουν νορµαλισµό

tr(λαλb) = 2δαb (103)

και ικανοποιούν τη µεταθετική άλγεβρα

[
λα

2
,
λb

2
] = iCαbcλ

c

2
(104)

΄Οπου Cαbc οι σταθερές δοµής. Για παράδειγµα,

λ3 =


0

0
0

1
−1

 λ0 =
1√
15


2

2
2
−3

−3

 (105)

Για να πάρουµε το SU(3) × SU(2) περιεχόµενο µιας αναπαράστασης αναγνωρίζουµε τους
πρώτους τρεις από τους δείκτες της SU(5) ως τους δείκτες χρώµατος και τους δύο που α-
ποµένουν ως τους δείκτες SU(2)L,

i = (α, r) µε α = 1, 2, 3 και r = 4, 5 (106)
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΄Ετσι για παράδειγµα έχουµε:

λα =


0 0

λα 0 0
0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 (107)

Που για α = 1, ..., 8 περικλύει τους 3 × 3 γεννήτορες της SU(3) µε αντίστοιχα διανυσµατικά
µποζόνια τα οκτώ γλουόνια της ισχυρής αλληλεπίδρασης. ΄Η

λ9,10 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 σ1,2

0 0 0

 λ11 = diag(0, 0, 0, 1,−1) (108)

που εµπεριέχει τους γεννήτορες της SU(2) (οι γνωστοί πίνακες Pauli) στους οποίους αντιστοιχούν
τα διανυσµατικά µποζόνια W+,W−,W 0 ή ακόµη

λ12 =
1√
15

diag(−2,−2,−2, 3, 3) (109)

γεννήτορας στον οποίο αντιστοιχεί το µποζόνιο B. κ.ο.κ.

1.5.1 Φερµιόνια στην SU(5)

Στο Καθιερωµένο SU(3)×SU(2)×U(1) Πρότυπο υπάρχουν 15 αριστερόστροφα ϕερµιονικά πε-
δία (δύο συνιστωσών) σε κάθε γενιά. Επειδή οι µεγαλοενοποιηµένες ϑεωρίες δεν αποσαφηνίζουν
το πρόβληµα της αναπαραγωγής των ϕερµιονίων (fermion replication problem), ϑα γράψουµε
τη ϑεωρία µόνο για την πρώτη γενιά ϕερµιονίων

(νe, e
−)L : (1,2)

e+
L : (1,1)

(uα, dα)L : (3,2)

ucαL : (3∗,1)

dcαL : (3∗,1) (110)

Στο δεξί µέρος των εξισώσεων έχουµε αναγράψει τους SU(3) × SU(2) µετασχηµατισµούς της
γενιάς. Ο εκθέτης c εκφράζει το συζυγές πεδίο (συζυγία ϕορτίου), καθώς γνωρίζουµε πως αν
λάβουµε υπόψιν µας τη συζυγία ϕορτίου και το γεγονός ότι η Λανγκραντζιανή αντιµετωπίζει µε
διαφορετικό τρόπο τα αριστερόστροφα από τα δεξιόστροφα ϕερµιόνια, παίρνουµε τις γνωστές
σχέσεις :

ψc =Cγ0ψ∗ = iγ2ψ∗, ψ̄c = ψTC

ψL =
1

2
(1− γ5)ψ, ψR =

1

2
(1 + γ5)ψ (111)
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Εποµένως τα περιεχόµενα των απλούστερων SU(5) αναπαραστάσεων ως προς τους µετασχηµα-
τισµούς SU(3)× SU(2) είναι :

Η ϑεµελιώδης αναπ. ψi 5 = (3,1) + (1,2)

Η ϑεµελιώδης συζυγής αναπ. ψi 5∗ = (3∗,1) + (1,2∗)

Η αντισυµµετρική ψij = ψji 10 = (3∗,1) + (3,2) + (1,1) (112)

Μια σύγκριση µεταξύ των σχέσεων (110) και (112) αποκαλύπτει ότι µια οικογένεια ϕερµιονίων
µπορεί να ενταχθεί µέσα σε µια αναγώγιµη αναπαράσταση SU(5) 5∗ + 10

5∗ : (ψi)L = (dc1dc2dc3e− − νe)L (113)

ή
5 : (ψi)R = (d1d2d3e

+ − νce)R (114)

και

10 : (χij)L =
1√
2


0 uc3 −uc2 u1 d1

−uc3 0 uc1 u2 d2

uc2 −uc1 0 u3 d3

−u1 −u2 −u3 0 e+

−d1 −d2 −d3 −e+ 0


L

(115)

Αξίζουν να σηµειωθούν τα εξής. Σε αυτήν την προσέγγιση σε µια οικογένεια (γενιά) οι ιδιο-
καταστάσεις ϐαθµίδας είναι ταυτόσηµες µε τις ιδιοκαταστάσεις µάζας. ΄Ετσι, οι παραπάνω
ιδιοκαταστάσεις ϐαθµίδας έχουν ονοµαστεί από πεδία πεπερασµένης µάζας. ΄Οταν εισάγουµε
στο µοντέλο µας τις ϕερµιονικές οικογένειες των µ και τ, τότε κι εκείνες ϑα τις ϑέσουµε σε
αναπαραστάσεις 5∗ και 10. Τότε όλες οι ιδιοκαταστάσεις ϐαθµίδας ϑα είναι κάποιες γραµµικές
υπερθέσεις των µαζικών ιδιοκαταστάσεων. Στα παραπάνω λάβαµε υπόψη µας τους µετασχηµα-
τισµούς SU(3)× SU(2). Η ορθότητα των U(1) ϕορτίων ϑα ϕανεί στη συνέχεια.

1.5.2 Κανονικοποίηση

Μια άµεση συνέπεια της επιλογής της SU(5) είναι µια απλή εξήγηση της πειραµατικά παρα-
τηρήσιµης κβάντωσης του ϕορτίου. Πιο συγκεκριµένα, όταν η οµάδα ϐαθµίδας στην οποία
συντελείται ενοποίηση είναι απλή, τότε ακολουθεί κβάντωση του ϕορτίου. Αυτό συµβαίνει ε-
πειδή οι ιδιοτιµές των γεννητόρων µιας απλής µη–Αβελιανής οµάδας είναι διακριτές ενώ αυτές
που αντιστοιχούν στην Αβελιανή U(1) είναι συνεχείς. Για παράδειγµα, στην οµάδα SO(3) της
περιστροφικής συµµετρίας η τρίτη συνιστώσα της τροχιακής στροφορµής µπορεί να πάρει µόνο
ακέραιες ή ηµιακέραιες τιµές, ενώ στην οµάδα συµµετρίας U(1) των αναλλοίωτων µετασχηµατι-
σµών στο χρόνο, δεν υπάρχει κάποιος περιορισµός στις (ενεργειακές) ιδιοτιµές του αντίστοιχου
γεννήτορα. Εποµένως στην ϑεωρία της SU(5), όπου το ηλεκτρικό ϕορτίο Q είναι ένας από τους
γεννήτορες, οι ιδιοτιµές του είναι διακριτές κι εποµένως κβαντισµένες.

Εφόσον το ηλεκτρικό ϕορτίο είναι ένας κβαντικός αριθµός που αυξάνει προσθετικά, το Q ϑα
πρέπει να είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των διαγώνιων γεννήτορων της SU(5). Υπάρχουν
µόνο τέσσερις τέτοιοι γεννήτορες στην SU(5) και, αφού το Q µετατίθεται µε όλα τα στοιχεία της
SU(3), ϑα έχουµε:

Q = Tz +
Y

2
=

1

2
λ11 + cλ12 (116)

όπου λ11 και λ12 είναι οι διαγώνιοι γεννήτορες που ανήκουν αντίστοιχα στις υποοµάδες SU(2)
και U(1) και c κατάλληλη σταθερά. Παρατηρούµε από την εξίσωση (116) ότι, για την οµάδα
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SU(5) ο τύπος για το Q δεν περιλαµβάνει περισσότερους όρους από όσους προβλέπονται α-
πό το µοντέλο Glashow-Weinberg-Salam. Ο συντελεστής c ο οποίος συσχετίζει τις τιµές των
τελεστών Y και λ12 µπορεί να υπολογιστεί συγκρίνοντας τις τιµές των λ12 στη ϑεµελιώδη ανα-
παράσταση από τη σχέση (109) και τις τιµές των υπερφορτίων Y των σωµατιδίων στην (114)
(Y(5) = (−2

3
,−2

3
,−2

3
, 1, 1)). Τελικά προκύπτει :

c = −
(5

3

) 1
2

(117)

Η παρουσία του συντελεστή c σηµαίνει ότι το υπερφορτίο Y δεν είναι κατάλληλα κανονικοποι-
ηµένο ώστε να αποτελεί έναν από τους γεννήτορες της SU(5) οι οποίοι έχουν την κλίµακα τους
«ϕιξαρισµένη» από τις µη γραµµικές µεταθετικές σχέσεις (104).

1.5.3 Μποζόνια Βαθµίδας

Η SU(5) συζυγής αναπαράσταση της Aij έχει διάσταση 52−1 = 24 και την εξής διάρθρωση όσον
αφορά τους µετασχηµατισµούς SU(3)× SU(2):

24 = (8,1) + (1,3) + (1,1) + (3,2) + (3∗,2) (118)

Αυτός ο συµβολισµός ερµηνεύεται ως εξής :

(8, 1) είναι τα γλουόνια της SU(3)

(1, 3) είναι τα τρία διανυσµατικά πεδία W της SU(2)

(1, 1) είναι το πεδίο B της U(1) το οποίο αντιστοιχεί στο διαγώνιο στοιχείο της Aij
που δεν ανήκει ούτε στην SU(3), ούτε στην SU(2)

Τα υπόλοιπα 12 ϐαθµωτά πεδία είναι τα X, Y ϐαθµωτά µποζόνια τα οποία έχουν δείκτες
SU(3), SU(2). Τοποθετώντας όλα τα µποζόνια ϐαθµίδας της SU(5) σε µια µορφή πίνακα 5× 5,

µε A =
23∑
α=0

Aα λ
α

2
, παίρνουµε τη γενική µορφή:

A =


X1 Y1

γλουόνια X2 Y2

X3 Y3

X1̄ X2̄ X3̄ W 0/
√

2 W+

Y1̄ Y2̄ Y3̄ W− W 0/
√

2


L

+
B√
60


−2

−2
−2

3
3

 (119)

1.5.4 Ενοποίηση των σταθερών σύζευξης

Το Καθιερωµένο Πρότυπο περιγράφει τις ισχυρές, ασθενείς, και ηλεκτροµαγνητικές αλληλεπι-
δράσεις σε εύρος ενέργειας µικρότερο από 100GeV µε τις τρεις διαφορετικές σταθερές σύζευξης :
gs, g, g

′ για τα πεδία ϐαθµίδας SU(3), SU(2) και U(1), αντίστοιχα. Εποµένως δεν υπάρχει ου-
σιαστική εξήγηση για τη διαφορετική ισχύ που παρουσιάζουν οι τρεις αλληλεπιδράσεις. Μια
από τις µεγάλες αρετές των Μεγαλοενοποιηµένων Θεωριών είναι ότι προσφέρουν µια εξήγηση.

Μια µεγαλοενοποιηµένη ϑεωρία έχει εξ ΄ ορισµού µία µόνο σταθερά σύζευξης που σχετίζεται
µε την οµάδα ϐαθµίδας ενοποίησης. Η ίδια σταθερά σύζευξης ϑα πρέπει να έχει ισχύ και στις υ-
ποοµάδες αυτής. Η δυνατότητα διαφορετικών συζεύξεων για τις ποικίλες υποοµάδες σε χαµηλές
ενέργειες προκύπτει από το αυθόρµητο σπάσιµο της συµµετρίας. Τα µποζόνια ϐαθµίδας X, Y
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(για συντοµία τα συµβολίζουµε και τα δύο µε X) της SU(5) αποκτούν µάζα και αποσυζεύγονται
από τις επανακανονικοποιήσεις των σταθερών σύζευξης. Αυτή η αποσύζευξη ϑα έχει διαφο-
ϱετικές επιπτώσεις στις διορθώσεις των συζεύξεων διαφορετικών υποοµάδων, που µε τη σειρά
τους προκαλούν διαφορετικές ενεργές συζεύξεις σε χαµηλές ενέργειες µέσω της εξάρτησης από
την ενέργεια όπως αυτές προσδιορίζονται από την εξίσωση της οµάδας επανακανονικοποίησης.
Η αποσύζευξη των ϐαριών µποζονίων X αντικατοπτρίζεται στους διαφορετικούς συντελεστές της
οµάδας επανακανονικοποίησης για συζεύξεις υποοµάδων. Κάτω από την κλίµακα ενοποίησης
(MX στην περίπτωση της SU(5)) συµπεριφέρονται διαφορετικά, αναδεικνύοντας τις διαφορές
µεταξύ της ισχύος των αλληλεπιδράσεων.

Σχήµα 3: Συµπεριφορά των Σταθερών Σύζευξης

Θα κάνουµε κάποιες παρατηρήσεις ποιοτικής ϕύσης για την ενοποίηση των σταθερών σύζευ-
ξης όπως αυτή δίνεται στο παραπάνω γράφηµα.

1) Από τη στιγµή που εξάρτηση των σταθερών σύζευξης από την ενέργεια είναι λογαριθµική,
και εφόσον, στην ενεργειακή περιοχή≈ 102GeV, τα gs, g, g

′ είναι αρκετά διαφορετικά, η κλίµακα
ενοποίησης MX αναµένεται να είναι πολλές τάξης µεγέθους µεγαλύτερη από 102GeV.

2) Από την ανάλυση των εξισώσεων της οµάδας επανακανονικοποίησης γνωρίζουµε τα εξής.
Στις µη-Αβελιανές οµάδες ϐαθµίδας η σταθερά σύζευξης έχει τη δυνατότητα να ελαττώνεται µε
την αύξηση της ενέργειας και ο ϱυθµός της ελάττωσης είναι πιο µεγάλος όσο µεγαλύτερες είναι
οι οµάδες. Για την Αβελιανή οµάδα η σταθερά σύζευξης αυξάνεται µε την αύξηση της ενέργειας.
Εποµένως για ενέργειες µικρότερες από την MX η διάταξη κατά σειρά µεγέθους των σταθερών
σύζευξης πρέπει να είναι gs < g < g

′. Κάτι το οποίο επιβεβαιώνεται και πειραµατικά.
3) Επιπλέον κάτω από την MX οι τροχιές των τριών σταθερών σύζευξης πρέπει να έχουν

ϱυθµιστεί ακριβώς ώστε να συγκλίνουν στο ίδιο σηµείο όταν πλησιάσουν τηνMX . Αυτό υποννοεί
ότι πρέπει να υπάρχει µια µη τετριµµένη συνθήκη συνέπειας µεταξύ των gs, g, g

′. Αυτή η σχέση
είναι που προβλέπει την γωνία Weinberg θW , που συσχετίζει τα g, g′, ως προς την σταθερά της
λεπτής υφής α και την σταθερά σύζευξης της ισχυρής αλληλεπίδρασης αs.

Συνεχίζοντας µε µια περισσότερο λεπτοµερή ανάλυση, πρέπει να µελετήσουµε τη σχέση µε-
ταξύ των σταθερών σύζευξης της SU(3)×SU(2)×U(1) και της SU(5) στην κλίµακα ενοποίησης
MX . Θεωρούµε τις συναλλοίωτες παραγώγους των δυό οµάδων, και παρουσιάζουµε αυτές που
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δρουν στις ϑεµελιώδεις αναπαραστάσεις τους

SU(3)× SU(2)× U(1) : Dµ = ∂µ + igs

8∑
α=1

Gα
µ

λα

2
+ ig

3∑
r=1

W r
µ

τα

2
+ ig

′
Bµ

Y

2
(120)

SU(5) : Dµ = ∂µ + ig5

23∑
α=0

Aαµ
λα

2
(121)

Ο ορισµός των σταθερών σύζευξης εξαρτάται από τον νορµαλισµό των γεννητόρων. Για τις µη
Αβελιανές οµάδες αυτοί οι νορµαλισµοί προκύπτουν από τις µη γραµµικές µεταθετικές σχέσεις
της άλγεβρας Lie. Εποµένως οι πίνακες Gell-Mann λα, µαζί µε την γενικευµένη εκδοχή τους
στην SU(5) λα, και τους πίνακες Pauli τ r, είναι κανονικοποιηµένοι κατά παρόµοιο τρόπο.(
trλαλb = 2δαb

)
, κτλ. Επίσης

g5 = g3 = g2 = g1 (122)

µε
g3 ≡ gs, g2 ≡ g (123)

Η σταθερά σύζευξης g1 είναι αυτή που αντιστοιχεί στην Αβελιανή υποοµάδα U(1). Εποµένως

ig1λ
0A0

µ = ig
′
Y Bµ (124)

Το A0
µ ταυτίζεται µε το πεδίο ϐαθµίδας Bµ. Αξίζει να σηµειωθεί ότι η άλγεβρα U(1) δεν παρέχει

κάποιο (µη γραµµικό) περιορισµό στον γεννήτορα της, που σηµαίνει ότι ο Y και ο λ0 µπορούν
να κανονικοποιηθούν µε διαφορετικό τρόπο. Μπορούµε να προσδιορίσουµε αυτή τη διαφορά
στους νορµαλισµούς παρατηρώντας ότι για την σωµατιδιακή κατηγοριοποίηση που προβλέπει
η 5 στην σχέση (113), το ασθενές υπερφορτίο ϑα πρέπει να είναι

Y =


−2

3

−2
3

−2
3

1
1

 (125)

Συγκρίνοντας την (125) µε το λ0 της (105), έχουµε, όπως και στην (117)

Y = −
(5

3

) 1
2
λ0, g

′
= −

(3

5

) 1
2
g1 (126)

αφού g
′
Y = g1λ

0. Οι εξισώσεις (126), (122) σε συνδυασµό µε την tan θW = g
′

g
µπορούν να

µεταφραστούν στην εξής σχέση:

sin2 θW ≡
g

′2

g2 + g′2 =
3

8
(127)

Αυτή η σχέση και οι ισότητες της (122) ισχύουν στο όριο της SU(5), δηλαδή για µια ενεργεια-
κή κλίµακα µ > MX . Τώρα πρέπει να µελετήσουµε την περίπτωση µ < MX . Η εξέλιξη της
σταθεράς σύζευξης της ϐαθµίδας SU(N) ελέγχεται από την εξίσωση της οµάδας επανακανονι-
κοποίησης

dgn
d(lnµ)

= −bng3
n (128)

όπου
bn = (11n− 2NF )/48π2 για n ≥ 2 (129)
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Σχήµα 4: Επανακανονικοποίηση σταθεράς σύζευξης λόγω ϕερµιονικού ϐρόχου

και
b1 = NF/24π2 (130)

Οπότε
bn − b1 = 11n/48π2 (131)

΄Εχουµε αγνοήσει τις συνεισφορές που προέρχονται από το ϐαθµωτό πεδίο Higgs, NF είναι
ο αριθµός των γεύσεων των κουάρκς (6 για µια ϑεωρία τριών οικογενειών), κι εποµένως οι
ϕερµιονικές επιδράσεις στον σχετικό ϱυθµό της εξέλιξης των σταθερών σύζευξης µηδενίζονται.
∆εδοµένου ότι µόνο τα κουάρκς συζεύγονται µε τα γλουόνια της SU(3) ενώ τα κουάρκς αλλά
και τα λεπτόνια συζεύγονται µε τα διανυσµατικά µποζόνια της SU(2) και της U(1), µπορεί
κανείς να ϑεωρήσει αφύσικο το γεγονός ότι ϕερµιονικές συνεισφορές είναι ίδιες σε όλες τις
επανακανακοποιήσεις των συζεύξεων ϐαθµίδας. Αυτό εξηγείται παρακάτω.

Τα ϕερµιόνια συνεισφέρουν µέσω του ϐρόχου στο διάγραµµα το οποίο είναι ανάλογο του
Fn = Nmg

2
ntr(TiTj) όπου Nm είναι ο αριθµός των πολλαπλετών των ϕερµιονίων (που έχουν

δύο συνιστώσες) που συζεύγονται µε τα µποζόνια ϐαθµίδας και όλοι οι πίνακες αναπαράστασης
έχουν παρόµοιο νορµαλισµό

(
tr(TiTj) = 1

2
δij
)
. Πρώτα ϑα προσδιορίσουµε τον παράγοντα

Fn για κάθε οµάδα ϐαθµίδας. Για την SU(3), ο Nm είναι ο αριθµός των τριπλέτων χρώµατος.
Εφόσον και τα κουάρκς αλλά και τα αντικουάρκς συζεύγονται µε τα γλουόνια έχουµεNm = 2NF

και F3 = NFg
2
3δαβ. Για την SU(2), Nm είναι ο αριθµός των διπλέτων. Εφόσον για κάθε

λεπτονική διπλέτα έχουµε τρεις διπλέτες χρώµατος κουάρκς, τελικά ϑα έχουµε Nm = 1
2
(1 +

3)NF και F2 = NFg
2
2δαb. Τέλος για την U(1), µια απευθείας άθροιση των τετραγωνισµένων

ασθενών υπερφορτίων µε κατάλληλη επανακανονικοποίηση σύµφωνα µε την (126) µας δίνει
F1 = NFg

2
1. Από τη σκοπιά της SU(5), το γεγονός ότι F3 = F2 = F1 παύει να είναι µια

σύµπτωση. ∆ηλαδή όλα τα ϕερµιόνια σχηµατίζουν µια πλήρη (αναγωγίσιµη) αναπαράσταση της
οµάδας, (5∗ + 10), και όλοι οι πίνακες αναπαράστασης για τον παράγοντα κάθε υποοµάδας
έχουν τον ίδιο νορµαλισµό. Μαζί µε όλα αυτά, απαιτούµε όλα τα µέρη της αναπαράστασης
να αποκτήσουν συγκρίσιµες µάζες � MX . Σε αυτήν την κατάσταση αντιπαραβάλλεται εκείνη
των µποζόνιων ϐαθµίδας, τα οποία καταλήγουν να έχουν δύο πολύ διαφορετικές κλίµακες
µάζας MW � MX µολονότι σχηµατίζουν µια πλήρη αναπαράσταση της SU(5) (την συζυγή
αναπαράσταση). Και αυτή η διαφορά στις µάζες είναι που έχει την ευθύνη για τις διαφορετικές
επιπτώσεις στην επανακανονικοποίηση των σταθερών σύζευξης των υποοµάδων.
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Ας επιστρέψουµε στις λύσεις της εξίσωσης (128). Για g1, g2, g3 έχουµε

g−2
1 (µ) = g−2

1 (µ0) + 2b1 ln(µ/µ0) (132)
g−2

2 (µ) = g−2
2 (µ0) + 2b2 ln(µ/µ0) (133)

g−2
3 (µ) = g−2

3 (µ0) + 2b3 ln(µ/µ0) (134)

Μπορούµε να εκφράσουµε τις συζεύξεις χαµηλών ενεργειών ως προς περισσότερο οικείες πα-
ϱαµέτρους χρησιµοποιώντας τη σχέσεις

tan θW = g
′
/g, e = g sin θW και την (126) (135)

Εποµένως

g2
1(µ)

4π
=

5

3

α(µ)

cos2 θW
(136)

g2
2(µ)

4π
=

α(µ)

sin2 θW
(137)

και
g2
s(µ)

4π
≡ αs(µ) (138)

Μπορούµε να ξαναγράψουµε τις εξισώσεις (132)-(134) στη µορφή

α−1
s (µ) = α−1

5 + 8πb3 ln(µ/MX) (139)
α−1(µ) sin2 θW = α−1

5 + 8πb2 ln(µ/MX) (140)
(3/5)α−1(µ) sin2 θW = α−1

5 + 8πb1ln(µ/MX) (141)

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει τη σχέση (122)

g1(MX) = g2(MX) = g3(MX) = g5 και g2
5 ≡ α5 (142)

Αν ϑεωρήσουµε το γραµµικό συνδυασµό
[
2× εξ.(139)− 3× εξ.(140) + εξ.(141)

]
παίρνουµε

2α−1
s − 3α−1 sin2 θW + (3/5)α−1 cos2 θW (143)

= 8π
[
2(b3 − b1)− 3(b2 − b1)

]
ln(µ/MX) = 0 (144)

Το δεξιό µέλος µηδενίζεται λόγω των εξισώσεων (129)-(131). Εποµένως

sin2 θW = 1/6 + 5α(µ)/9αs(µ) (145)

Αυτή είναι η συνθήκη συνέπειας που αναφέρθηκε νωρίτερα. Οι τιµές των σταθερών σύζευξης
στην ενέργεια µ = MW όπου η γωνία Weinberg εξάγεται πειραµατικά συµφωνούν µε αυτήν την
πρόβλεψη. Αν πάρουµε τον γραµµικό συνδυασµό

[
8/3 × εξ.(139) − εξ.(140) − 5/3 × εξ.(141)

]
τότε από τις εξισώσεις (129)-(131) λαµβάνουµε

ln(MX/µ) =
π

11

[ 1

α(µ)
− 8

3αs(µ)

]
(146)

Αυτή η σχέση είναι που προσδιορίζει την κλίµακα ενοποίησης. Επιπλέον, αν συνδυάσουµε τις
εξισώσεις (145) και (146), παίρνουµε

sin2 θW =
3

8
− 55

24π
α(µ) ln(MX/µ) (147)
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Θα πρέπει να επισηµανθεί ότι κατά τον υπολογισµό του bn έχουµε ϑεωρήσει την απλούστερη
δυνατή συµπεριφορά όσον αφορά το κατώφλι ενέργειας : για ένα ενδιάµεσο σωµατίδιο µε µάζα
m < µ η µάζα ϑεωρείται ότι είναι µηδέν, ενώ για µ > m η µάζα ϑεωρείται άπειρη και το σωµα-
τίδιο αποσυζεύγεται. Ειδικότερα, για µ > MX , συνεισφέρουν τα µποζόνια ϐαθµίδας της SU(5)
X,Y και η ισότητα της σχέσης (122) διατηρείται σε όλες τις τάξεις της ϑεωρίας διαταραχών. Για
µ < MX αποσυζεύγονται και τα bn γίνονται διαφορετικά για τις υποοµάδες SU(3), SU(2), U(1).
Με προσεκτικότερη διαχείριση των ενεργειακών κατωφλιών µπορούµε να ταυτοποιήσουµε το
MX ως τη µάζα του µποζονίου X. Στις εξισώσεις (129)-(130) έχουν αγνοηθεί οι συνεισφορές
ϐαθµίδας. Αν συµπεριληφθεί και το ϐαθµωτό Higgs του µοντέλου GWS και µε προσεκτικότερη
διαχείριση των επιδράσεων ανώτερης τάξης, κανείς µπορεί να λάβει αριθµητικά αποτελέσµατα
κοντά σε

MX ≈ 4× 1014GeV (148)

sin2 θW ≈ 0.21 (149)
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2 Οµάδα Επανακανονικοποίησης και Συνάρτηση ϐ

Η οµάδα επανακανονικοποίησης αρχικά επινοήθηκε για την σωµατιδιακή ϕυσική, ωστόσο
σήµερα ϐρίσκει ένα εύρος εφαρµογών στην κοσµολογία, τη ϱευστοµηχανική, τη ϕυσική στε-
ϱεάς κατάστασης, ακόµη και στην νανοτεχνολογία. Οι Mann και Low το 1954 περιορίστηκαν
στους µετασχηµατισµούς κλίµακας της QED, οι οποίοι είναι και οι περισσότερο σηµαντικοί
από ϕυσική σκοπιά, και επικεντρώθηκαν σε ασυµπτωτικές µορφές του ϕωτονικού διαδότη σε
υψηλές ενέργειες. Υπολόγισαν τη διακύµανση της ηλεκτροµαγνητικής σύζευξης στην κβαντική
ηλεκτροδυναµική, εκτιµώντας την απλότητα της δοµής κλιµάκωσης που έχει η ϑεωρία. Ανα-
κάλυψαν ότι η παράµετρος σύζευξης g(µ) στην ενεργειακή κλίµακα µ δίνεται επί της ουσίας
από την εξίσωση οµάδας

g(µ) = G−1
(( µ
M

)dG(g(M)
))

(150)

για κάποια συνάρτηση G (απροσδιόριστη-σήµερα αποκαλείται η συνάρτηση κλιµάκωσης We-
gner) και µια σταθερά d, ως προς τη σύζευξη g(M) σε µια κλίµακα αναφοράς M. Οι Mann
και Low συνειδητοποίησαν µέσω αυτών των αποτελεσµάτων ότι η ενεργός κλίµακα µπορεί να
τεθεί αυθαίρετα µ, και µπορεί να ποικίλει ώστε να προσδιορίσει τη ϑεωρία σε οποιαδήποτε άλλη
κλίµακα. ∆ηλαδή:

g(κ) = G−1
((κ
µ

)dG(g(µ)
))

= G−1
(( κ
M

)dG(g(M)
))

(151)

Η ουσία της οµάδας επανακανικοποίησης είναι η εξής ιδιότητα της οµάδας : καθώς κυµαίνεται
η κλίµακα µ, η ϑεωρία εµφανίζει ένα «παρόµοιο αντίγραφο» της, και οποιαδήποτε άλλη κλίµακα
µπορεί να καταστεί προσβάσιµη µέσω ενός group action. Στη ϐάση αυτής της εξίσωσης οµάδας,
οι Mann και Low έπειτα επικεντρώθηκαν σε απειροστικούς µετασχηµατισµούς και επινόησαν
µια υπολογιστική µέθοδο ϐασισµένη σε µια συνάρτηση ψ(g) = Gd/(∂G/∂g) της παραµέτρου
σύζευξης g, την οποία εισήγαν. Η συνάρτηση τους προσδιορίζει τη διαφορική µεταβολή της
σύζευξης g(µ) ως προς µια µικρή αλλαγή στην ενεργειακή κλίµακα µ µέσω µιας διαφορικής
εξίσωσης, της εξίσωσης της οµάδας επανακανονικοποίησης:

∂g

∂(lnµ)
= ψ(g) = β(g) (152)

Το µοντέρνο όνοµα που δόθηκε σε αυτήν τη συνάρτηση ήταν συνάρτηση ϐ. Εφόσον πρόκειται
για µια απλή συνάρτηση του g, αν ολοκληρώσουµε µια διαταρακτική προσέγγιση της ως προς
g µπορούµε να προσδιορίσουµε την τροχιά επανακανονικοποίησης της σύζευξης. ∆ηλαδή την
διακύµανση της µε την ενέργεια. Η πρόβλεψη της εξίσωσης της οµάδας επανακανονικοποίησης,
επιβεβαιώθηκε 40 χρόνια µετά από τα πειράµατα των επιταχυντών του LEP που µέτρησαν τη
«σταθερά» της λεπτής υφής της κβαντικής ηλεκτροδυναµικής να είναι ίση µε 1/127 σε ενέργειες
κοντά στα 200 GeV, εν αντιθέσει µε τη συνήθη τιµή 1/137 για χαµηλές ενέργειες .
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2.1 Συνάρτηση ϐ

Ο τύπος που χρησιµοποιήθηκε κατά τον υπολογισµό των σταθερών σύζευξης στα πλαίσια του
Καθιερωµένου Προτύπου των Στοιχειωδών Σωµατιδίων είναι ο εξής :

βg1 = (16π2)−1g3
1

(
2

3
T (R1)d(R2) +

1

3
T (S1)d(S2)− 11

3
C2(G1)

)
(153)

+ (16π2)−2g5
1

([
10

3
C2(G1) + 2C2(R1)

]
T (R1)d(R2)

+

[
2

3
C2(G1) + 4C2(S1)

]
T (S1)d(S2)− 34

3
[C2(G1)]2

)
(154)

+ (16π2)−2g3
1g

2
2 [2C2(R2)d(R2)T (R1) + 4C2(S2)d(S2)T (S1)] (155)

Σε αυτό το σηµείο κρίνεται σκόπιµο να εξηγηθεί το νόηµα του παραπάνω τύπου από τη
σκοπιά του µαθηµατικού περιεχοµένου που εµπεριέχει. Ο συγκεκριµένος τύπος µας λέει ότι
το ϕερµιονικό multiplet µετασχηµατίζεται σύµφωνα µε την αναπαράσταση R1 (ή R2) ως προς
την οµάδα συµµετρίας G1 (ή G2). Το ίδιο ισχύει και για τα ϐαθµωτά µποζόνια της ϑεωρίας µας,
µε την αντικατάσταση S στη ϑέση του R. Η σταθερά σύζευξης που σχετίζεται µε την οµάδα G1

(G2) είναι g1 (g2). Για µια µη αναγώγιµη αναπαράσταση R ισχύουν :

RαRα = C2(R)I (156)

Tr(RαRβ) = T (R)δαβ (157)

όπου Rα είναι ένας πίνακας αναπαράστασης των γεννητόρων της οµάδας. Οι T (R) και C2(R)
σχετίζονται µεταξύ τους µέσω της ταυτότητας

C2(R)d(R) = T (R)r (158)

όπου r είναι ο αριθµός των γεννητόρων (T (R)) της οµάδας και d(R) είναι η διάσταση της αναπα-
ϱάστασης. C2(R) είναι ο τετραγωνικός τελεστής Casimir της αναπαράστασης R. C2(G) είναι
ο τετραγωνικός τελεστής Casimir της συζυγούς (adjoint) αναπαράστασης. Για µια αναπαράστα-
ση της U(1) ισχύει C2(G) = 0 και C2(R) = T (R) = Y 2, όπου Y είναι το υπερφορτίο (µε την
κατάλληλη κανονικοποίηση). Οι τιµές που λαµβάνουν αυτές οι ποσότητες κυµαίνονται σε σχέση
µε τις ϑεµελιώδεις αναπαραστάσεις των σωµατιδιακών πολλαπλετών που συµµετέχουν και κατά
συνέπεια µε τις αλληλεπιδράσεις που µελετώνται κάθε ϕορά αλλά και τον τρόπο µε τον οποίο
συζεύγονται. Θεωρούµε ότι η ϐαθµωτή αναπαράσταση (µποζόνια) είναι µιγαδική, και η ϕερµιο-
νική αναπαράσταση µιγαδική και χειραλική, διότι (όπως έχουµε επαναλάβει) στις ϑεωρίες που
µας ενδιαφέρουν οι αριστερόστροφες και οι δεξιόστροφες προβολές ενός πεδίου συχνά µετασχη-
µατίζονται κατά διαφορετικό τρόπο. ΄Ετσι, για παράδειγµα στις ϑεµελιώδεις αναπαραστάσεις
των SU(N) έχουµε: T = 1

2
, d = N .

Ο τύπος µπορεί να γραφεί σε περισσότερο περιεκτική µορφή ως εξής :

βi = (16π2)−1big
3
i (159)

+ (16π2)−2

3∑
j=1

bijg
2
j g

3
i (160)

όπου τα i, j λαµβάνουν τις τιµές 1,2,3 οι οποίες αναφέρονται αντίστοιχα στις U(1), SU(2),
SU(3).

39



Παρατηρούµε ότι η γραµµή (153) του αναλυτικού τύπου αντιστοιχεί στη γραµµή (159) του
άνωθι περισσότερο συνεκτικού τύπου, δίνοντας µας τη σχέση για τον παράγοντα ϐ σε προσέγγιση
πρώτου ϐρόχου (one loop beta factor) bi

bi =
2

3
T (R1)d(R2) +

1

3
T (S1)d(S2)− 11

3
C2(G1) (161)

Εδώ είναι σηµαντικό να εξηγήσουµε ένα λεπτό σηµείο που µπορεί να προξενήσει παρανοήσεις.
Οι όροι T (R1)d(R2) και T (S1)d(S2) δεν έχουν καµία απολύτως διαφορά µεταξύ τους, πρόκειται
απλά για σηµειολογία ϑεωρίας οµάδων, η οποία έχει προκύψει από την ανάγκη να ϕανεί στον
τύπο ότι τρόπω τινά, οι όροι 1

2
και 1

3
είναι αυτοί που υποδηλώνουν ότι το T ( )d( ) αναφέρεται

αντίστοιχα σε ϕερµιόνια και ϐαθµωτά µποζόνια. ∆ηλαδή πρόκειται απλά για στοιχεία ϑεωρίας
αναπαραστάσεων, και ο µόνος λόγος που τα γράφουµε διαφορετικά στις δύο περιπτώσεις είναι
εξαιτίας των διαφορετικών όρων που τα προσδιορίζουν (οι οποίοι, ποσοτικά, εκφράζουν τη δια-
ϕορετική συνεισφορά που έχουν τα ϕερµιόνια από τα ϐαθµωτά µποζόνια στην εξαγωγή της στα-
ϑεράς σύζευξης). Ο τρίτος όρος 11

3
C2(G1) αναφέρεται στη συνεισφορά του µποζόνιου ϐαθµίδας

της κάθε αλληλεπίδρασης και συγκεκριµένα στην αυτο-αλληλεπίδραση µεταξύ των ϕορέων της
αλληλεπίδρασης. Αυτό που πρέπει να έχουµε υπόψιν µας είναι ότι είναι µηδέν για αβελιανές
οµάδες

(
U(1)

)
και διάφορος του µηδέν για µη-αβελιανές

(
SU(2), SU(3)

)
. Συγκεκριµένα:

C2(G) = 0 για U(1) (162)
C2(G) = N για SU(N) (163)

Οι γραµµές (154), (155) αντιστοιχούν στη γραµµή του (160) δίνοντας µας τη σχέση για τους
παράγοντες ϐήτα σε προσέγγιση δευτέρου ϐρόχου, οι οποίοι περιλαµβάνουν συζεύξεις δευτέρας
τάξης κάθε αλληλεπίδρασης µε τον εαυτό της αλλά και τις υπόλοιπες δύο.

3∑
j=1

bijg
2
j g

3
i =

g5
1

([
10

3
C2(G1) + 2C2(R1)

]
T (R1)d(R2) +

[
2

3
C2(G1) + 4C2(S1)

]
T (S1)d(S2)

−34

3
[C2(G1)]2

)
(164)

+ g3
1g

2
2 [2C2(R2)d(R2)T (R1) + 4C2(S2)d(S2)T (S1)] (165)

΄Εχοντας αυτά υπόψιν µας ϑα εξετάσουµε αναλυτικά τη σχέση (161) για να προσδιορίσουµε
τον παράγοντα ϐ κάθε µιας αλληλεπίδρασης στα πλαίσια του Καθιερωµένου Προτύπου.

Ωστόσο πρίν υπολογίσουµε τις συναρτήσεις ϐήτα κρίνεται σκόπιµο να δούµε ποια σωµατίδια
συµµετέχουν εν τέλει στη ϑεωρία µας, στα πλαίσια του Καθιερωµένου Προτύπου, και ποιες είναι
οι ϑεµελιώδεις τους αναπαραστάσεις στις οµάδες συµµετρίας που συνδέονται µε τις αντίστοιχες
κβαντικές ϑεωρίες πεδίου. Εποµένως σαν προΐµιο των υπολογισµών που ϑα επακολουθήσουν,
αξίζει να επαναλάβουµε συνοπτικά κάποια σηµεία.

Στο καθιερωµένο πρότυπο οι δυνάµεις συζεύγονται διαφορετικά µε τα αριστερόστροφα απ΄
ότι µε τα δεξιόστροφα σωµατίδια και αυτό είναι κάτι που πρέπει να ληφθεί υπόψην. Στη
συνέχεια ακολουθούν υπό µορφή πινάκων τα σωµατίδια τα οποία συµµετέχουν στην ϑεωρία
µας στα πλαίσια του SM. Η κάθετη γραµµή δείχνει πως (ή εάν) οµαδοποιούνται υπό SU(2),
χαρακτηριστική οµάδα συµµετρίας της ασθενούς αλληλεπίδρασης, και η οριζόντια γραµµή
µας δείχνει πως (ή εάν) οµαδοποιούνται υπό SU(3), χαρακτηριστική οµάδα συµµετρίας της
χρωµοδυναµικής. Επίσης για λόγους που ϑα γίνουν προφανείς στη συνέχεια, στη δεξιά πλευρά
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κάθε πίνακα αναγράφεται η τρίτη συνιστώσα T3 του ισοσπίν, δείχνοντας τρόπω τινά και την
οµαδοποίηση σε αυτήν την αναπαρασταση (του ισοσπίν, η οποία ως γνωστόν, δεν διακρίνεται
µαθηµατικά από την SU(2)) όπως και το ϕορτίο Q που ϕέρει το κάθε σωµατίδιο. Επίσης δεν
πρέπει να ξεχνάµε πως όλα τα σωµατίδια µας υπόκεινται σε µετασχηµατισµούς U(1)Y .

1. Φερµιόνια

(α΄) Κουάρκς Τα κουάρκς είναι τα µόνα σωµατίδια που συµµετέχουν στην ισχυρή αλλη-
λεπίδραση, ωστόσο έµφαση πρέπει να δοθεί στις ϑεµελιώδεις αναπαραστάσεις τους
υπό SU(2) και πως µεταβάλλονται οι οµαδοποιήσεις τους αναλόγα µε το αν είναι
αριστερόστροφα ή δεξιόστροφα.

i. Αριστερόστροφα Κουάρκς
SU(3) Tz Q

SU(2)

(
urL(
drL

ugL
dgL

ubL
)

dbL
) 1/2
−1/2

+2/3
−1/3

ii. ∆εξιόστροφα Κουάρκς

SU(3) Tz Q
urR ugR ubR 0 +2/3

SU(3) Tz Q

drR dgR dbR 0 −1/3

(ϐ΄) Λεπτόνια

i. Αριστερόστροφα Λεπτόνια
Tz Q

SU(2)

(
νL
eL

)
1/2
−1/2

0
−1

ii. ∆εξιόστροφα Λεπτόνια
Tz Q

eL 0 −1

2. Βαθµωτά Μποζόνια

Tz Q

SU(2)

(
H1

H0

)
1/2
−1/2

1
0
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2.2 Υπολογισµός συναρτήσεων ϐ σε προσέγγιση πρώτου ϐρόχου

2.2.1 U(1)

Στη U(1) συµµετέχουν όλα τα σωµατίδια του Καθιερωµένου Προτύπου, ϕερµιόνια και µποζόνια,
δεξιόστροφα και αριστερόστροφα, ένα προς ένα, και ο τύπος (153) λαµβάνει την εξής µορφή:

b1 =
2

3

∑
Y 2︸ ︷︷ ︸

Φερµιόνια

+
1

3

∑
Y 2︸ ︷︷ ︸

Βαθµωτά Μποζόνια

− 11

3
C2(G1)︸ ︷︷ ︸

µηδενισµός του όρου

(166)

Ο λόγος που µηδενίσαµε τον τεραγωνικό τελεστή Casimir της συζυγούς αναπαράστασης, ο
οποίος όπως προαναφέραµε αφορά στην αυτο-αλληλεπίδραση µεταξύ των ϕορέων της αλληλε-
πίδρασης, είναι επειδή η οµάδα συµµετρίας

(
U(1)

)
στην προκειµένη περίπτωση είναι αβελιανή.

Το Y είναι το κανονικοποιηµένο υπερφορτίο των σωµατιδίων, το οποίο δίνεται από τον τύπο

Q =Tz +

√
5

3
Y ⇒

Y =

√
3

5
(Q− Tz) (167)

Λαµβάνοντας υπόψιν µας τις δύο τελευταίες στήλες των πινάκων παίρνουµε τον εξής πίνακα
για τα τετραγωνισµένα κανονικοποιηµένα υπερφορτία Y (τελευταία γραµµή) όλων των στοιχειω-
δών σωµατιδίων του καθιερωµένου προτύπου ϑεωρώντας ενοποίηση αλληλεπιδράσεων υπό την
SU(5).

Φερµιόνια Βαθµωτά Μποζόνια

Κουάρκς Λεπτόνια Higgs

Αριστερόστροφα ∆εξιόστροφα Αριστερόστροφα ∆εξιόστροφα Higgs doublet

uL dL uR dR νL eL eR H1 H0

1
60

1
60

4
15

1
15

3
20

3
20

3
5

3
20

3
20

Πίνακας 4: Τετραγωνισµένα Υπερφορτία στο Καθιερωµένο Πρότυπο
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΄Εχοντας υπολογίσει τις τιµές των κανονικοποιηµένων υπερφορτίων τις αντικαθιστούµε στον
τύπο, έχοντας κατά νου ότι η ϑεµελιώδης αναπαράσταση της U(1) είναι απλώς ένας αριθµός,
εποµένως δεν µπορούµε να κάνουµε καµία οµαδοποίηση (παραδείγµατος χάριν σε τριπλέτες
χρώµατος ή διπλέτες γεύσης). Αντ΄ αυτού πρέπει να εισάγουµε στον τύπο τα υπερφορτία όλων
των σωµατιδίων που συµµετέχουν στο Καθιερωµένο Πρότυπο, δηλαδή και των 17, όπως παρα-
τηρούµε από τους πίνακες. Γι΄ αυτόν άλλωστε το λόγο πολλαπλασιάσαµε επί 3 τα υπερφορτία
των κουάρκς, ώστε να ληφθούν υπόψη και τα τρία χρώµατα r,g, b. Εποµένως ο τύπος γράφεται
αναλυτικά:

b1 =
2

3

∑
Y 2︸ ︷︷ ︸

Φερµιόνια

+
1

3

∑
Y 2︸ ︷︷ ︸

Βαθµωτά Μποζόνια

⇒ (168)

b1 =
(2

3

∑
Y 2
∣∣∣
αριστερόστροφα

+
2

3

∑
Y 2
∣∣∣
δεξιόστροφα

)
︸ ︷︷ ︸

Κουάρκς

·
αριθµός χρωµάτων︷︸︸︷

3

+
(2

3

∑
Y 2
∣∣∣
αριστερόστροφα

+
2

3

∑
Y 2
∣∣∣
δεξιόστροφα

)
︸ ︷︷ ︸

Λεπτόνια

+
1

3

∑
Y 2
∣∣∣
Higgs

(169)

Αντικαθιστώντας τις τιµές των υπερφορτίων ο τύπος γίνεται :

b1 =
[2

3
·
( 1

60
+

1

60

)
+

2

3
·
( 4

15
+

1

15

)]
· 3 · nG (170)

+
[2

3
·
( 3

20
+

3

20

)
+

2

3
· 3

5

]
· nG (171)

+
1

3

( 3

20
+

3

20

)
· nH ⇒ (172)

b1 =
4

3
nG +

1

10
nH (173)

όπου στις γραµµές (170), (171) πολλαπλασιάσαµε µε τον αριθµό των γενιών ϕερµιονίων nG,
ενώ στη γραµµή (172) πολλαπλασιάσαµε µε τον αριθµό των διπλέτων Higgs nH που προβλέπει
η ϑεωρία ϐαθµίδας. Ο λόγος που το κάναµε αυτό είναι για να λάβουµε υπόψη µας όλα τα
στοιχειώδη σωµατίδια που προβλέπει η ϕυσική µας ϑεωρία. ∆εδοµένου ότι στο Καθιερωµένο
Πρότυπο nG = 3 και nH = 1 ο τύπος τελικά γίνεται :

α1 =
4

3
· 3 +

1

10
· 1⇒

α1 =
41

10
(174)

Τοποθετώντας την τιµή του παράγοντα ϐ στη σχέση (159), παίρνουµε τη συνάρτηση ϐ σε προ-
σέγγιση πρώτου ϐρόχου της U(1) στα πλαίσια του Καθιερωµένου Προτύπου

β1 =
(
16π2

)−1
(41

10

)
g3

1 (175)
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2.2.2 SU(2)

Τα σωµατίδια που συµµετέχουν στην SU(2) (ασθενής αλληλεπίδραση) είναι µόνο τα αριστε-
ϱόστροφα ϕερµιόνια και η διπλέτα Higgs, εποµένως ο τύπος (161) αφορά αναπαραστάσεις
αριστερόστροφων ϕερµιονίων και την µποζονική αναπαράσταση της διπλέτας Higgs:

b2 =
2

3
T (R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸

άθροιση για αριστερόστροφα ϕερµιόνια

+
1

3
T (S1)d(S2)− 11

3
C2(G1) (176)

Εποµένως ο τύπος έχει τη µορφή:

b2 =
2

3
T (R1)d(R2) +

1

3
T (S1)d(S2)− 11

3
C2(G1)⇒

b2 =
2

3
T (R1)d(R2)

∣∣∣
Κουάρκς

+
2

3
T (R1)d(R2)

∣∣∣
Λεπτόνια︸ ︷︷ ︸

Αριστερόστροφα

+
1

3
T (S1)d(S2)

∣∣∣
Higgs

− 11

3
C2(G1) (177)

Εδώ πρέπει να ληφθεί υπόψιν µας ότι η κύρια αναπαράσταση του τύπου (R1) είναι η ϑεµελι-
ώδης αναπαράσταση της SU(2) ενώ η δευτερεύουσα (R2) είναι η ϑεµελιώδης αναπαράσταση της
SU(3). Επίσης γνωρίζουµε ότι για τις ϑεµελιώδεις αναπαραστάσεις των SU(N):

C2(G) = N (178)

Ενώ συγκεκριµένα για τις ϑεµελιώδεις αναπαραστάσεις των SU(N) ισχύει :

T =
1

2
, d = N (179)

Επίσης δεν πρέπει να ξεχάσουµε ότι υπό SU(3), σύµφωνα µε τους πίνακες στην αρχή του
κεφαλαίου, τα αριστερόστροφα κουάρκς σχηµατίζουν µια τριπλέτα

(
δηλαδή d(R2) = 3

)
, Λόγω

της απουσίας χρώµατος στα λεπτόνια και τα Higgs, τα αριστερόστροφα λεπτόνια έχουν d(R2) = 1
όπως και τα Higgs

(
d(S2) = 1

)
. Με αυτά τα δεδοµένα ο τύπος (177) γίνεται

b2 =
[(2

3
· 1

2
· 3 +

2

3
· 1

2
· 1
)]

nG +
(1

3
· 1

2
· 1
)
nH −

11

3
· 2⇒ (180)

b2 =
(

1 +
1

3

)
nG +

1

6
nH −

22

3
⇒ (181)

b2 =
4

3
nG +

1

6
nH −

22

3
(182)

΄Οπου στην γραµµή (180) πολλαπλασιάσαµε τους παράγοντες που αντιστοιχούν στις ϕερµιονικές
και µποζονικές αναπαραστάσεις µε nG, nH αντίστοιχα και αντικαθιστώντας τον αριθµό γενιών
ϕερµιονίων (nG = 3) και τον αριθµό των διπλετών Higgs (nH = 1) στο Καθιερωµένο Πρότυπο,
λαµβάνουµε την τιµή:

b2 =
4

3
· 3 +

1

6
· 1− 22

3
⇒

b2 =4 +
1

6
− 22

3
⇒

b2 =− 19

6
(183)

αντικαθιστώντας την τιµή του παράγοντα ϐ στην (159) παίρνουµε τη συνάρτηση ϐ σε προσέγγιση
πρώτου ϐρόχου της SU(2) στα πλαίσια του Καθιερωµένου Προτύπου.

β2 =
(
16π2

)−1
(
− 19

6

)
g3

2 (184)
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2.2.3 SU(3)

Ως γνωστόν τα σωµατίδια που συµµετέχουν στην ισχυρή αλληλεπίδραση είναι µόνο τα κουάρκς,
αριστερόστροφα και δεξιόστροφα. Εποµένως ο τύπος (161) αφορά µόνο αναπαραστάσεις ϕερ-
µιονίων (συγκεκριµένα των κουάρκς) και όχι αναπαραστάσεις ϐαθµωτών µποζονίων,εποµένως
µηδενίζεται ο δεύτερος όρος του. ∆ηλαδή

b3 =
2

3
T (R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸

Κουάρκς

+
1

3
T (S1)d(S2)︸ ︷︷ ︸

µηδενισµός του όρου

−11

3
C2(G1) (185)

΄Αρα για την ισχυρή αλληλεπίδραση έχουµε

b3 =
2

3
T (R1)d(R2)− 11

3
C2(G1)⇒ (186)

b3 =
2

3
T (R1)d(R2)

∣∣∣
αριστερόστροφα

+
2

3
T (R1)d(R2)

∣∣∣
δεξιόστροφα︸ ︷︷ ︸

Κουάρκς

−11

3
C2(G1) (187)

Εδώ πρέπει να ληφθεί υπόψιν µας ότι η κύρια αναπαράσταση του τύπου (R1) είναι η ϑεµελι-
ώδης αναπαράσταση της SU(3) ενώ η δευτερεύουσα (R2) είναι η ϑεµελιώδης αναπαράσταση της
SU(2). ΄Οπως και στην ασθενή αλληλεπίδραση, έτσι κι εδώ ισχύουν τα γνωστά:

T (R) =
1

2
, C2(G) = N, d(R) = N

Επίσης συµβουλευόµενοι τους πίνακες παρατηρούµε ότι υπό SU(2), τα αριστερόστροφα κου-
άρκς σχηµατίζουν µια διπλέτα άρα d(R2) = 2, ενώ τα δεξιόστροφα κουάρκς σχηµατίζουν δύο
singlets, εποµένως κι εδώ έχουµε d(R2) = 1, για το καθένα από αυτά. Με αυτά τα δεδοµένα
ο τύπος (187) γίνεται :

b3 =
[2

3

(1

2
· 2
)

+
2

3

(1

2
· 1 +

1

2
· 1
)]

nG −
11

3
· 3⇒ (188)

b3 =
(2

3
+

2

3

)
nG − 11⇒ (189)

b3 =
4

3
nG − 11 (190)

΄Οπου στη γραµµή (188) πολλαπλασιάσαµε επί τον αριθµό των γενιών των ϕερµιονίων nG, ο
οποίος στο Καθιερωµένο Πρότυπο ισούται µε 3. Εποµένως τελικά έχουµε:

b3 =
4

3
· 3− 11⇒

b3 = 4− 11⇒
b3 = −7 (191)

Εισάγοντας την τιµή του παράγοντα ϐ στην (159), παίρνουµε τη συνάρτηση ϐ σε προσέγγιση
πρώτου ϐρόχου της SU(3) στα πλαίσια του Καθιερωµένου Προτύπου:

β3 =
(
16π2

)−1(− 7
)
g3

3 (192)
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2.3 Υπολογισµός συναρτήσεων ϐ σε προσέγγιση δευτέρου ϐρόχου

Εδώ ϑα πρέπει να υπολογίσουµε τους παράγοντες ϐ δεύτερης τάξης όπως αυτοί δίνονται από
τους τύπους (154), (155)για κάθε αλληλεπίδραση, λαµβάνοντας υπόψιν τις σχέσεις (178), (179),
αλλά και την ταυτότητα (158) για τις ϑεµελιώδεις αναπαραστάσεις των SU(N).

2.3.1 U(1)

Αρχικά ϑα υπολογίσουµε τον όρο «ιδιοσύζευξης» b11

(
g5

1

)
. Ισχύει ότι και στον προσδιορισµό της

συνάρτησης ϐ πρώτου ϐρόχου. Στην U(1) συµµετέχουν όλα τα σωµατίδια της ϑεωρίας µας, και
δεδοµένου ότι στην U(1) ισχύει για τις αναπαραστάσεις T = C2(R) = Y 2, ο τύπος (154) παίρνει
την µορφή:

b11 = 2
∑

Φερµιόνια

Y 4 + 4
∑
Higgs

Y 4 (193)

b11 = 2
(
3
∑

Κουάρκς

Y 4 +
∑

Λεπτόνια

Y 4
)

+ 4
∑
Higgs

Y 4 (194)

όπου αντικαθιστώντας τις τιµές των κανονικοποιηµένων υπερφορτίων ο τύπος λαµβάνει την
µορφή:

b11 =
19

15
nG +

9

50
nH (195)

Και για nG = 3, nH = 1 έχουµε:

b11 =
199

50
(196)

Ο όρος b12

(
g3

1g
2
2

)
, υπολογίζεται λαµβάνοντας υπόψιν ότι στην συγκεκριµένη περίπτωση

έχουµε σύζευξη U(1) µε SU(2). Εποµένως τα µόνα σωµατίδια που συµµετέχουν και στις δύο
είναι, τα αριστερόστροφα κουάρκς (επί τον αριθµό χρωµάτων), τα αριστερόστροφα λεπτόνια και
το Higgs (και στα λεπτόνια και στο Higgs δεν λαµβάνεται υπόψιν η διπλέτα γεύσης). Από την
ταυτότητα (158) µπορούµε να υπολογίσουµε τον τετραγωνικό τελεστή Casimir της ϑεµελιώδους
αναπαράστασης της SU(2), δεδοµένου ότι η διάσταση της είναι d(R) = 2, ο αριθµός των γεν-
νήτορων της είναι r = 3, και T (R) = 1

2
. Εποµένως :

C2(R) =
3

4
(197)

Οπότε ο τύπος (155) γίνεται :

b12 = 2C2(R2)d(R2)T (R1)
∣∣∣
Κουάρκς

+ 2C2(R2)d(R2)T (R1)
∣∣∣
Λεπτόνια︸ ︷︷ ︸

Αριστερόστροφα

+4C2(S2)d(S2)T (S1)
∣∣∣
Higgs

⇒

(198)

b12 =
(
3 · 2 · 3

4
· 2Y 2

∣∣∣
Αρ.Κουάρκς

+ 2 · 3

4
· 2Y 2

∣∣∣
Αρ.Λεπτόνια

)
· nG + 4 · 3

4
· 2Y 2

∣∣∣
Higgs
· nH (199)

και αντικαθιστώντας τις τιµές των κανονικοποιηµένων υπερφορτίων από τον πίνακα (4):

b12 =
(
3 · 2 · 3

4
· 2 1

60
+ 2 · 3

4
· 2 3

20

)
· nG + 4 · 3

4
· 2 3

20
· nH ⇒

b12 =
3

5
nG +

9

10
nH (200)
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΄Οπου για nG = 3, nH = 1 ο τύπος γίνεται τελικά:

b12 =
27

10
(201)

Τέλος ϑα υπολογίσουµε τον όρο b13

(
g3

1g
2
3

)
. Εδώ έχουµε σύζευξη U(1) µε SU(3) και τα

µόνα σωµατίδια που συµµετέχουν και στις δύο αλληλεπιδράσεις είναι τα αριστερόστροφα και
τα δεξιόστροφα κουάρκς (αγνοώντας την πολλαπλότητα χρώµατος). Από την ταυτότητα (158)
µπορούµε να υπολογίσουµε τον τετραγωνικό τελεστή Casimir της ϑεµελιώδους αναπαράστασης
της SU(3), δεδοµένου ότι η διάσταση της είναι d(R) = 3, ο αριθµός των γεννήτορων της είναι
r = 8, και T (R) = 1

2
. Εποµένως :

C2(R) =
4

3
(202)

΄Αρα ο τύπος (155) παίρνει την εξής µορφή:

b13 = 2C2(R2)d(R2)T (R1)
∣∣∣
Αριστερόστροφα

+ 2C2(R2)d(R2)T (R1)
∣∣∣
∆εξιόστροφα︸ ︷︷ ︸

Κουάρκς

+ 4C2(S2)d(S2)T (S1)︸ ︷︷ ︸
µηδενισµός του όρου

(203)

b13 = 2 · 4

3
· 3
(
·
∑

Y 2
∣∣∣
Αρ.Κουάρκς

+ ·
∑

Y 2
∣∣∣
∆εξ.Κουάρκς

)
· nG ⇒

b13 = 2 · 4

3
· 3
( 1

60
+

1

60
+

1

15
+

4

15

)
· nG ⇒

b13 =
44

15
nG (204)

Και για nG = 3 έχουµε:

b13 =
44

5
(205)

Εποµένως η συνάρτηση ϐ σε προσέγγιση δευτέρου ϐρόχου της U(1) στα πλαίσια του Καθιε-
ϱωµένου Προτύπου είναι :

β1 =
(
16π2

)−1
(
− 41

10

)
g3

1 +
(
16π2

)−2
[199

50
g5

1 +
27

10
g3

1g
2
2 +

44

5
g3

1g
2
3

]
(206)

2.3.2 SU(2)

Αρχικά ϑα υπολογίσουµε τον όρο b21

(
g3

2g
2
1

)
. Εδώ έχουµε σύζευξη SU(2) µε U(1) . Και στις δυο

αλληλεπιδράσεις συµµετέχουν µόνο τα αριστερόστροφα κουάρκς (επί τον αριθµό χρωµάτων), τα
αριστερόστροφα λεπτόνια και η διπλέτα Higgs.

b21 = 2C2(R2)d(R2)T (R1)
∣∣∣
Κουάρκς

+ 2C2(R2)(d(R2)T (R1)
∣∣∣
Λεπτόνια︸ ︷︷ ︸

Αριστερόστροφα

+4C2(S2)d(S2)T (S1)
∣∣∣
Higgs

(207)

b21 = 2
(
3 · Y 2

∣∣∣
Αρ.Κουάρκς

+ Y 2
∣∣∣
Αρ.Λεπτόνια

)
· 1 · 1

2
· nG + 4 · Y 2

∣∣∣
Higgs
· 1 · 1

2
· nH ⇒

b21 = 2
(

3 · 1

60
+

3

20

)
· 1 · 1

2
· nG + 4 · 3

20
· 1 · 1

2
· nH

b21 =
1

5
· nG +

3

10
· nH (208)
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Για nG = 3, nH = 1 έχουµε:

b21 =
9

10
(209)

Επειτα ϑα υπολογίσουµε τον όρο «ιδιοσύζευξης» b22

(
g5
)

b22 = [
10

3
C2(G1) + 2C2(R1)]

(
T (R1)d(R2)

∣∣∣
Κουάρκς

+ T (R1)d(R2)
∣∣∣
Λεπτόνια

)
︸ ︷︷ ︸

Αριστερόστροφα

(210)

+ [
2

3
C2(G1) + 4C2(S1)]T (S1)d(S2)

∣∣∣
Higgs

(211)

− 34

3
[C2(G1)]2 (212)

Ισχύουν όσα είχαν αναφερθεί και στον υπολογισµό του παράγοντα ϐ σε προσέγγιση πρώτου
ϐρόχου για την SU(2), και µε τη χρήση του (197) ο τύπος (210) γίνεται :

b22 =
(10

3
· 2 + 2 · 3

4

)(1

2
· 3 +

1

2
· 1
)
nG +

(2

3
· 2 + 4 · 3

4

)
· 1

2
· 1nH −

34

3
· 22 ⇒

b22 =
49

3
· nG +

13

6
nH −

136

3
(213)

Για nG = 3, nH = 1 έχουµε:

b22 =
35

6
(214)

Τέλος ϑα υπολογίσουµε τον όρο b23

(
g3

2g
2
3

)
. Εδώ έχουµε SU(2) µε SU(3), εποµένως τα µόνα

σωµατίδια που συµµετέχουν και στις δύο αλληλεπιδράσεις είναι τα αριστερόστροφα κουάρκς.
Οπότε :

b23 = 2C2(R2)d(R2)T (R1) + 4C2(S2)d(S2)T (S1)︸ ︷︷ ︸
µηδενισµός του όρου

⇒ (215)

b23 = 2 · 4

3
· 3 · 1

2
nG ⇒

b23 = 4nG (216)

και για nG = 3 παίρνουµε:
b23 = 12 (217)

Εποµένως η συνάρτηση ϐ σε προσέγγιση δευτέρου ϐρόχου της SU(2) στα πλαίσια του Κα-
ϑιερωµένου Προτύπου είναι :

β2 =
(
16π2

)−1
(
− 19

6

)
g3

2 +
(
16π2

)−2
[ 9

10
g3

2g
2
1 +

35

6
g5

2 + 12g3
2g

2
3

]
(218)

2.3.3 SU(3)

Αρχικά ϑα υπολογίσουµε τον όρο b31

(
g3

3g
2
1

)
.Εδώ έχουµε σύζευξη SU(3) και SU(2). Και στις δύο

αλληλεπιδράσεις συµµετέχουν µόνο τα αριστερόστροφα και τα δεξιόστροφα κουάρκς (αγνοώντας
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την πολλαπλότητα χρώµατος).

b31 = 2C2(R2)d(R2)T (R1)
∣∣∣
Αριστερόστροφα

+ 2C2(R2)d(R2)T (R1)
∣∣∣
∆εξιόστροφα︸ ︷︷ ︸

Κουάρκς

+ 4C2(S2)d(S2)T (S1)︸ ︷︷ ︸
µηδενισµός του όρου

⇒

b31 = 2
(∑

Y 2
∣∣∣
Αρ.Κουάρκς

+
∑

Y 2
∣∣∣
∆εξ.Κουάρκς

)
· 1 · 1

2
· nG ⇒

b31 = 2
( 1

60
+

1

60
+

1

15
+

4

15

)
· 1 · 1

2
· nG ⇒

b31 =
11

30
nG (219)

και για nG = 3 έχουµε:

b31 =
11

10
(220)

Για να υπολογίσουµε τον όρο b32

(
g3

3g
2
2

)
, πρέπει να λάβουµε υπόψιν ότι έχουµε σύζευξη

SU(2) µε SU(3), εποµένως τα σωµατίδια που συµµετέχουν και στις δύο αλληλεπιδράσεις είναι
µόνο τα αριστερόστροφα κουάρκς, οπότε :

b32 = 2C2(R2)d(R2)T (R1)
∣∣∣
Αρ.Κουάρκς

+ 4C2(S2)d(S2)T (S1)︸ ︷︷ ︸
µηδενισµός του όρου

(221)

b32 = 2 · 3

4
· 2 · 1

2
· nG ⇒

b32 =
3

2
nG (222)

και για nG = 3 έχουµε:

b32 =
9

2
(223)

Τέλος ο όρος b33

(
g5

3

)
, δεδοµένου ότι εχουµε συµµετοχή µόνο των κουάρκς στην ισχυρή

αλληλεπίδραση, υπολογίζεται ως εξής :

b33 =
[10

3
C2(G1) + 2C2(R1)

] (
T (R1)d(R2)

∣∣∣
Αριστερόστροφα

+ T (R1)d(R2)
∣∣∣
∆εξιόστροφα

)
︸ ︷︷ ︸

Κουάρκς

−34

3
[C2(G1)]2 ⇒

(224)

b33 =
[10

3
· 3 + 2 · 4

3
)
](1

2
· 2 +

1

2
· 1 +

1

2
· 1
)
· nG −

34

3
· 32 ⇒

b33 =
76

3
nG − 102 (225)

και για nG = 3 έχουµε:
b33 = −26 (226)

Εποµένως η συνάρτηση ϐ σε προσέγγιση δευτέρου ϐρόχου της SU(3) στα πλαίσια του Κα-
ϑιερωµένου Προτύπου είναι :

β3 =
(
16π2

)−1(− 7
)
g3

3 +
(
16π2

)−2
[11

10
g3

3g
2
1 +

9

2
g3

3g
2
2 +

(
− 26

)
g5

3

]
(227)
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3 Ελάχιστο Υπερσυµµετρικό Καθιερωµένο Πρότυπο (MSSM)

3.1 Εισαγωγή στην Υπερσυµµετρία

Για να αντιµετωπίσουµε τα προβλήµατα που προκύπτουν από την προηγούµενη ανάλυση του
Καθιερωµένου Προτύπου (ανάµεσα στα οποία, όπως ϑα ϕανεί και από τα διαγράµµατα στο
τελευταίο τµήµα αυτής της εργασίας, και το Ϲήτηµα της αδυναµίας ενοποίησης των σταθε-
ών σύζευξης) υπάρχουν αρκετές ιδέες που µας παρακινούν να επεκτείνουµε το µινιµαλιστικό
SU(5) µοντέλο, και οι οποίες παρουσιάζουν αρκετό ενδιαφέρον ώστε ακόµη και στην περίπτωση
αποτυχίας τους αξίζουν να γνωρίζουµε για αυτές. Σίγουρα η υπερσυµµετρία ανήκει σε αυτή την
κατηγορία. Υπό µια έννοια η υπερσυµµετρία αποτελεί τον µόνο δυνατό τρόπο να ενοποιηθούν
οι περιγραφές σωµατιδίων µε διαφορετικά σπιν. Πράγµατι, πρόκειται για µια συµµετρία της
οποίας η ϐασική λειτουργία είναι να µετατρέπει σωµατίδια ή πεδία κάποιου σπιν σε άλλα σωµα-
τίδια ή πεδία των οποίων τα σπιν διαφέρουν κατά ~

2
. Κατά την περάτωση αυτής της διαδικασίας

µετατρέπει µποζόνια σε ϕερµιόνια και το ανάποδο. Μέχρι στιγµής δεν υπάρχουν αδιαµφισβήτη-
τα στοιχεία ύπαρξης της υπερσυµµετρίας στη ϕύση, και αν πράγµατι έχει κάποια σχέση µε την
περιγραφή της ϕύσης τότε ϑα πρέπει να είναι σπασµένη. Ωστόσο, µια σπασµένη συµµετρία
µπορεί να είναι πλούσια σε συνέπειες αν αυτό το σπάσιµο λαµβάνει χώρα κατά ήπιο και συνεπή
τρόπο. Η πιο δελεαστική ιδέα σε αυτήν την κατεύθυνση είναι ότι το σπάσιµο της υπερσυµµε-
τρίας είναι αυθόρµητο. Αυτό σηµαίνει ότι παραµένει µια έγκυρη συµµετρία των υποβόσκοντων
ϕυσικών νόµων, αλλά «σπάει» κατά την εξέλιξη της κατάστασης του σύµπαντος. Αυτή η διαδι-
κασία είναι παρόµοια µε τον τρόπο που ο προσανατολισµός των σπιν εντός ενός ϕερροµαγνήτη
σπάει αυθόρµητα την περιστροφική συµµετρία, καθώς ο µαγνήτης ψύχεται µέχρι το σηµείο
Curie. Η περιστροφική συµµετρία εξακολουθεί να ισχύει σε ένα ϑεµελιώδες επίπεδο, ακόµη
και µέσα στο µαγνήτη, όµως οι σταθεροί προσανατολισµοί των σπιν στο εσωτερικό του µαγνήτη
δεν υπακούουν σε αυτήν.

Το Καθιερωµένο Πρότυπο των αλληλεπιδράσεων δίνει µια πολύ καλή ερµηνεία σε ένα πλήθος
ϕυσικών ϕαινοµένων της σωµατιδιακής ϕυσικής. Υπάρχουν όµως ϑέµατα στα οποία αδυνατεί
να δώσει απάντηση. Τα ϐασικότερα είναι το πρόβληµα της ιεραρχίας των ενεργειακών κλιµάκων
και η έλλειψη ϕυσικότητας στην µάζα του Higgs. Το πρόβληµα της ιεραρχίας των ενεργειακών
κλιµάκων αναφέρεται στην τεράστια διαφορά µεταξύ της κλίµακας του Planck, MPl ≈ 1019GeV
των ϐαρυτικών αλληλεπιδράσεων και της Ηλεκτρασθενούς κλίµακας MW ≈ 100GeV. Λογικά
ϑα αναµενόταν η εκδήλωση κάποιας καινούριας Φυσικής σε µια ενδιάµεση ενέργεια. Η ενο-
ποίηση των συζεύξεων των τριών ϑεµελιωδών αλληλεπιδράσεων - εκτός της ϐαρύτητας - εισάγει
µια νέα κλίµακα περί τα 1016GeV η οποία ονοµάζεται κλίµακα ενοποίησης MGUT . Με αυτή
την εικόνα το Καθιερωµένο Πρότυπο µπορεί να αντιµετωπιστεί ως µια ενεργός ϑεωρία που ι-
σχύει για ενέργειες κοντά στα 100GeV, µπορεί να αποτελέσει δηλαδή την προσέγγιση στο όριο
των χαµηλών ενεργειών µιας γενικότερης ϑεωρίας η οποία εκδηλώνεται σε πολύ υψηλότερες
ενέργειες. Η τεράστια διαφορά µεταξύ MW και MGUT δηµιουργεί προβλήµατα ευστάθειας στα
σχήµατα επανακανονικοποίησης και επιφέρει στα ϐαθµωτά σωµατίδια Higgs τεράστιες µάζες.
Αυτό ορολογείται ως το πρόβληµα της ιεραρχίας.

Σχετικό µε το πρόβληµα της ιεραρχίας είναι η έλλειψη «ϕυσικότητας» στη µάζα του Higgs.
Οι κβαντικές διορθώσεις στη µάζα του παρουσιάζουν τετραγωνικές αποκλίσεις δm2

H ≈ g2Λ2 όπου
η κλίµακα αποκοπής Λ χαρακτηρίζει την ενέργεια πάνω από την οποία αρχίζει να εκδηλώνεται
η νέα Φυσική. Για να ισχύει το διαταρακτικό ανάπτυγµα στην ϑεωρία πρέπει η µάζα του
Higgs να µην ξεπερνά το 1 TeV. Για να επιτευχθεί κάτι τέτοιο, ϑα πρέπει να επέµβουµε στη
ϑεωρία, κάνοντας λεπτές ϱυθµίσεις (finetuning) στις παραµέτρους της, κάτι το οποίο είναι εν
τέλει αφύσικο.
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Αναζητήθηκε λοιπόν η ύπαρξη µια νέας συµµετρίας η οποία ϑα περιόριζε την ύπαρξη των
τετραγωνικών αποκλίσεων : η Υπερσυµµετρία εισάγει την συµµετρία ανάµεσα σε µποζόνια και
ϕερµιόνια προτείνοντας νέα σωµατίδια µε ίσες µάζες µε τα γνωστά σωµατίδια του Καθιερωµένου
Προτύπου και σπιν που διαφέρει κατά 1/2. Στην ϕύση ϐέβαια σήµερα δεν επαληθεύεται ένας
τέτοιος εκφυλισµός µάζας µεταξύ µποζονίων και ϕερµιονίων. Εποµένως αν ισχύει η Υπερσυµ-
µετρία ϑα πρέπει να είναι παραβιασµένη και οι µάζες των υπερσυµµετρικών σωµατιδίων να είναι
αρκετά µεγαλύτερες από τις µάζες των σωµατιδίων του Καθιερωµένου Προτύπου. Η σηµαντική
αλλαγή που επιφέρουν οι υπερσυµµετρικοί εταίροι των σωµατιδίων είναι ότι πλέον στις κβαντι-
κές διορθώσεις της µάζας του Higgs πλέον εκτός από µποζόνια ϑα συµµετέχουν και ϕερµιόνια.
Επιπλέον, λόγω της στατιστικής Fermi-Dirac οι συνεισφορές τους ϑα έχουν αντίθετο πρόσηµο µε
αυτές των µποζονίων. Εποµένως εξοµαλύνονται οι ανεπιθύµητες τετραγωνικές αποκλίσεις στη
µάζα του Higgs και αποδεικνύεται πως αυτό ισχύει σε όλες τις τάξης της ϑεωρίας διαταραχών.

Εποµένως το πρόβληµα της ιεραρχίας επιλύεται µε τρόπο ϕυσικό, διότι οι ενεργειακές απο-
κλίσεις της µάζας Higgs ελέγχονται χωρίς λεπτές ϱυθµίσεις και το µέγεθος της Ηλεκτρασθενούς
κλίµακαςMZ εξηγείται µε τρόπο ϕυσικό. Ακόµη µια σηµαντική επίπτωση της Υπερσυµµετρίας,
η οποία είναι και αυτή που έχει τη µεγαλύτερη σηµασία για την παρούσα διπλωµατική είναι ότι
επιτυγχάνεται ενοποίηση των συζεύξεων ϐαθµίδας της Ηλεκτροµαγνητικής, της Ασθενούς και
της Ισχυρής Αλληλεπίδρασης σε κλίµακα της τάξης των 1016GeV γιαMS ≈ 1TeV. Κάτι που ήταν
αδύνατο να επιτευχθεί στα πλαίσια του Καθιερωµένου Προτύπου.

3.2 Τα περιεχόµενα της ϑεωρίας

3.2.1 Θεωρία οµάδων στο MSSM

Για να κατασκευάσουµε την πολυπόθητη συµµετρία µεταξύ µποζονίων και ϕερµιονίων πρέπει
να σχηµατίσουµε πολλαπλέτες σωµατιδίων τα οποία να είναι µεν αναπαραστάσεις µιας συγκε-
κριµένης οµάδας συµµετρίας, αλλά τα µέλη τους να είναι σωµατίδια µε διαφορετικό σπιν. Η
µέγιστη οµαδα συµµετρίας σε µια σχετικιστική ϑεωρία πεδίου αποτελείται από την οµάδα Poi-
ncare2 των χωροχρονικών µετατοπίσεων και στροφών και την οµάδα των καθολικών εσωτερικών
συµµετριών που σχετίζονται µε τη διατήρηση κβαντικών αριθµών και τις διακριτές συµµετρίες
C, P, T. Οι γεννήτορες αυτών των στοιχείων είναι στοιχεία άρτια δηλαδή υπακούουν σε σχέσεις
µετάθεσης µεταξύ τους, κι έτσι είναι αδύνατο να κατασκευάσει κανείς αναπαραστάσεις µε σω-
µατίδια διαφορετικού σπιν µε χρήση των οµάδων Lie. Αυτό το εµπόδιο µπορεί να ξεπεραστεί
όταν υποτεθεί ότι υπάρχουν περιττοί γεννήτορες συµµετρίας οι οποίοι ικανοποιούν σχέσης
αντιµετάθεσης. Η Υπερσυµµετρία καθορίζεται από την εισαγωγή τέτοιων γεννητόρων οι οποίοι
µετασχηµατίζονται ως σπίνορες κάτω από τους µετασχηµατισµούς Lorentz. ΄Εχει αποδειχτεί
ότι η Υπερσυµµετρία είναι η µοναδική πρόσθετη συµµετρία της σωµατιδιακής Φυσικής που
περιέχει την οµάδα Poincare και που επιτρέπεται όταν εισαχθούν αντιµετατιθέµενοι τελεστές.
Αυτοί οι σπινοριακοί τελεστές, Q, Q̃, µετασχηµατίζουν καταστάσεις ακέραιου σπιν σε άλλες µε
ηµιακέραιο σπιν και αντίστροφα

Q̃|µποζόνιο
〉

= |ϕερµιόνιο
〉
, Q|ϕερµιόνιο

〉
= |µποζόνιο

〉
(228)

Το πλήθος N των τελεστών που χρειάζεται να προσθέσουµε καθορίζει το είδος της υπερσυµµε-
τρίας. Στην περίπτωση µας έχουµε ένα σπινοριακό τελεστή και τον συζυγή του Q, Q̃, εποµένως

2Η συµµετρία Poincare είναι η πλήρης συµµετρία της ειδικής σχετικότητας και περιλαµβάνει µετασχηµατισµούς,
δηλαδή µετατοπίσεις στο χώρο και το χρόνο (που περιλαµβάνει την Αβελιανή οµάδα των µετασχηµατισµών στο
χωρόχρονο), στροφές στο χώρο (που περιλαµβάνει τη µη Αβελιανή οµάδα Lie των τρισδιάστατων στροφών), και
ωθήσεις (boosts), δηλαδή µετασχηµατισµούς που συνδέουν δύο οµοιογενώς κινούµενα σώµατα. (Οι δύο τελευταίες
συµµετρίες συνιστούν µαζί την οµάδα Lorentz). Αυτά τα στοιχεία αποτελούν τους γεννήτορες της οµάδας Poincare.
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N = 1. Η Υπερσυµµετρία εκδηλώνεται στον λεγόµενο υπερχώρο κατ΄ αναλογία µε τη συµµε-
τρία των µετασχηµατισµών Lorentz η οποία εκδηλώνεται στον χώρο Minkowski. Ο υπερχώρος
καθορίζεται από τις συντεταγµένες

(
xµ, θ, θ̃

)
όπου xµ είναι η συντεταγµένη του τετραδιάστατου

χώρου Minkowski και θ, θ̃ είναι σπίνορες τύπου Weyl οι οποίοι υπακούουν σχέσεις αντιµετάθε-
σης. Αναπαραστάσεις της άλγεβρας της υπερσυµµετρίας αποτελούν τα υπερπεδία που είναι
συναρτήσεις των µεταβλητών του υπερχώρου. Τα πεδία ύλης αναπαρίστανται µε τα χειραλικά
υπερπεδία ενώ τα πεδία ϐαθµίδας µε τα διανυσµατικά υπερπεδία. Τα χειραλικά υπερπεδία ϕι-
λοξενούν ϐαθµωτά σωµατίδια µε σπιν s = 0 και ϕερµιόνια µε σπιν s = 1/2 µε ίδιες µάζες ενώ τα
διανυσµατικά υπερπεδία περιέχουν τα διανυσµατικά µποζόνια µε σπιν s = 1 και τους εταίρους
τους µε σπιν s = 1/2 που επίσης έχουν την ίδια µάζα. Στους δύο πίνακες που ακολουθούν (5,
6) παρουσιάζονται τα σωµατίδια του Καθιερωµένου Προτύπου µαζί µε τους υπερσυµµετρικούς
τους εταίρους. Το τελευταίο πράγµα που πρέπει να επισηµάνουµε σχετικά µε τη ϑεωρία αφορά
το πεδίο Higgs. Το Ελάχιστο Υπερσυµµετρικό Καθιερωµένο Πρότυπο προβλέπει δύο διπλέτες
Higgs. Αυτό συµβαίνει για δύο λόγους. Ο πρώτος είναι ότι ένα µόνο Higgsino (ϕερµιονικός
υπερσυµµετρικός εταίρος του Higgs) ϑα οδηγούσε τη ϑεωρία µας σε ανωµαλία ϐαθµίδας. Αν
εισάγουµε δύο Higgsino η ανωµαλία αίρεται, άρα ϑα πρέπει να εισάγουµε και δύο ϐαθµωτά
Higgs. ΄Αλλος ένας λόγος για να έχουµε δύο ϐαθµωτές διπλέτες Higgs είναι για να έχουµε συ-
Ϲεύξεις Yakawa µεταξύ του Higgs και του up κουάρκ αλλά και του down κουάρκ. Αυτοί είναι
οι όροι που ευθύνονται για τις µάζες των κουάρκς. Στο Καθιερωµένο Πρότυπο τα d–κουάρκς
συζεύγονται µε το πεδίο Higgs (το οποίο έχει Y = −1

2
και τα u–κουάρκς µε το µιγαδικό συζυγές

του (το οποίο έχει Y = 1
2
). Ωστόσο κάτι τέτοιο δεν επιτρέπεται στις υπερσυµµετρικές ϑεωρίες

εποµένως χρειάζονται δύο είδη πεδίων Higgs.

Ονόµατα Σπιν 0 Σπιν 1
2

SU(3)C , SU(2)L, U(1)Y

squarks, quarks Q

(×3 οικογένειες) ū

d̄

(ũL, d̃L)

ũ∗R

d̃∗R

(uL, dL)

u†R

d†R

(3,2, 1
6
)

(3̄,1,−2
3
)

(3̄,1, 1
3
)

sleptons, leptons L

(×3 οικογένειες) ē

(ν̃L, ẽL)

ẽ∗R

(νL, eL)

e†R

(1,2,−1
2
)

(1̄,1, 1)

Higgs, higgsinos Hu

Hd

(H+
u , H

0
u)

(H0
d , H

−
d )

(H̃+
u , H̃

0
u)

(H̃0
d , H̃

−
d )

(1,2,+1
2
)

(1,2,−1
2
)

Πίνακας 5: Χειραλικές υπερπολλαπλέτες στο Ελάχιστο Υπερσυµµετρικό Καθιερωµένο Πρότυπο.
Τα πεδία µε σπιν-0 είναι µιγαδικά ϐαθµωτά, και τα πεδία µε σπιν-1/2 είναι αριστερόστροφα
ϕερµιόνια Weyl δύο συνιστωσών.
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Ονόµατα Σπιν 1
2

Σπιν 1 SU(3)C , SU(2)L, U(1)Y

gluino, gluon g̃ g (8,1, 0)

winos, W bosons W̃± W̃ 0 W± W 0 (1,3, 0)

bino, B boson B̃0 B0 (1,1, 0)

Πίνακας 6: Υπερπολλαπλέτες ϐαθµίδας στο Ελάχιστο Υπερσυµµετρικό Καθιερωµένο Πρότυπο

3.3 Συναρτήση ϐ

Εφόσον η υπερσυµµετρία προστατεύει την ιδιοενέργεια του Higgs από διορθώσεις που οφείλον-
ται στις µικρές κλίµακες αποστάσεων, ή ισοδύναµα, στις υψηλές ενεργειακές κλίµακες αποκο-
πής, είναι σηµαντικό να συνδέσουµε τη ϕυσική στην ηλεκτρασθενή κλίµακα όπου µπορούµε
να κάνουµε µετρήσεις στις ϑεµελιώδεις παραµέτρους που έχουν οριστεί σε υψηλές ενεργειακές
κλίµακες. Αυτό µπορεί να γίνει µε την µελέτη της εξέλιξης της οµάδας επανακανονικοποίησης
των παραµέτρων. Επίσης, προσδοκούµε ότι το ίδιο το σπάσιµο της υπερσυµµετρίας ϑα πρέπει
να έχει την προέλευση του σε κάποια υψηλή ενεργειακή κλίµακα. Αν όντως αυτό συµβαίνει τότε
και οι παράµετροι του ήπιου (soft) σπασίµατος της υπερσυµµετρίας ϑα πρέπει να µελετηθούν
µέσω των εξισώσεων της οµάδας επανακανονικοποίησης. Εαν η Υπερσυµµετρία αποδειχτεί ότι
είναι επιλογή της ϕύσης, τότε η ανάλυση µέσω οµάδας επανακανονικοποίησης ϑα είναι πο-
λύτιµη για να ανιχνεύσουµε νέα ϕυσική στις υψηλές ενεργειακές κλίµακες χρησιµοποιώντας τα
παρατηρήσιµα µεγέθη των πειραµάτων σύγκρουσης σε κλίµακες των TeV.

Οι παράµετροι που κι εδώ µελετούµε είναι ϕυσικά οι σταθερές σύζευξης του Καθιερωµένου
Προτύπου. Το τρέξιµο των σταθερών σύζευξης ϐαθµίδας περιγράφεται από της συναρτήσεις ϐ,
και ως γνωστόν οι λύσεις τους σε προσέγγιση πρώτου ϐρόχου στις µη-υπερσυµµετρικές ϑεωρίες
δίνονται από τον τύπο

1

g2(µ)
=

1

g′2 (µ
′
) +

b0

8π2
log

µ

µ′

όπου
b0 =

2

3
Sf +

1

3
Sb −

11

3
C2(G) (229)

όπου ο συγκεκριµένος τύπος είναι µια περισσότερο περιεκτική µορφή του γνωστού τύπου

bi =
2

3
T (R1)d(R2) +

1

3
T (S1)d(S2)− 11

3
C2(G1)

που χρησιµοποιήσαµε για τους υπολογισµούς µας στην περίπτωση του Καθιερωµένου Προ-
τύπου.

Σε αυτό το σηµείο είναι σκόπιµο να εξηγήσουµε πως παράγεται ο τύπος για την εξαγωγή των
συναρτήσεων ϐ στο MSSM. Θα ξεκινήσουµε από τη συνάρτηση ϐ σε προσέγγιση πρώτου ϐρόχου,
για να δώσουµε µια γεύση της µεθοδολογίας και ϑα παρουσιάσουµε απλώς τα αποτελέσµατα
σε δεύτερο ϐρόχο. Θεωρούµε τον παράγοντα ϐ σε προσέγγιση πρώτου ϐρόχου το Καθιερωµένου
Προτύπου.

Στις υπερσυµµετρικές ϑεωρίες, πρέπει πάντα να λαµβάνεται υπόψιν το gaugino multiplet
στη συζυγή αναπαράσταση της οµάδας ϐαθµίδας. Τα gaugino συνεισφέρουν στην εξίσωση (229)
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µε Sf = C2(G). Οι χειραλικές υπερπολλαπλέτες έχουν ένα σπίνορα Weyl και ένα µιγαδικό
ϐαθµωτό, εποµένως οι δύο πρώτοι όροι πάντοτε αθροίζονται ώστε να δίνουν Sf = Sb. Εποµένως
ο παράγοντας ϐ απλοποιείται και δίνει

bi = 3C2(G)− Sf
Θα εξάγουµε τη σχέση για την περίπτωση της SU(3). Πρόκειται για την χαρακτηριστική

οµάδα συµµετρίας της ισχυρής αλληλεπίδρασης, εποµένως στον τύπο ϑα πρέπει να ληφθούν
υπόψη οι συνεισφορές των κουάρκς (και των squarks) αλλά και του αντίστοιχου µποζονίου
ϐαθµίδας, του γλουόνιου (καθώς και του gluino).

bi =
2

3
T (R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸

Κουάρκς

+
1

3
T(R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸

squarks

− 11

3
C2(G1)︸ ︷︷ ︸

γλουόνια

+
2

3
C2(G1)︸ ︷︷ ︸
gluino

Στην συνεισφορά των squarks ϑέσαµε τον παράγοντα 1
3
για να ϕανεί ότι πρόκειται για ϐαθµωτά

µποζόνια, ωστόσο δεν αλλάξαµε το T (R1)d(R2) για να ϕανεί ότι το τµήµα που αφορά την ϑεωρία
οµάδων είναι το ίδιο για τα κουάρκς και τα υπερσυµµετρικά τους. Στη συνεισφορά των gluino,
ϑέσαµε τον παράγοντα 2

3
για να δείξουµε ότι πρόκειται για ϕερµιόνια. ∆εν αλλάξαµε όµως τον

τετραγωνικό τελεστή Casimir της συζυγούς αναπαράστασης, για να δείξουµε ότι ακολουθεί την
ίδια ϑεωρία οµάδων µε το γλουόνιο. Εποµένως ο τύπος γίνεται :

bi = T (R1)d(R2)− 3C2(G1) (230)

Στο ίδιο αποτέλεσµα µπορούµε να καταλήξουµε αν εργαστούµε για στην SU(2), χαρακτηριστική
οµάδα συµµετρίας του ασθενούς ισοσπίν. Εδώ, ϑα πρέπει να ληφθούν υπόψιν οι συνεισφορές
των αριστερόστροφων ϕερµιονίων (και των αντισυµµετρικών τους), των (ϐαθµωτών) µποζονίων
Higgs (και των Higgsino) και των (διανυσµατικών) µποζονίων ϐαθµίδας W (W+,W−,W 0) αλλά
και των αντισυµµετρικών τους (winos).

bi =
2

3
T (R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸
Αρ.Κουάρκς

+
1

3
T(R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸

Αρ.squarks

+
2

3
T (R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸
Αρ.Λεπτόνια

+
1

3
T(R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸

Αρ.sleptons

+
1

3
T (S1)d(S2)︸ ︷︷ ︸

Higgs

+
2

3
T(S1)d(S2)︸ ︷︷ ︸

Higgsino

− 11

3
C2(G1)︸ ︷︷ ︸

Μποζόνια W

+
2

3
C2(G1)︸ ︷︷ ︸
winos

⇒

bi =

Καµία διαφορά στα στοιχεία ϑεωρίας αναπαραστάσεων︷ ︸︸ ︷
T (R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸
quarks-squarks

+T (R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸
leptons-sleptons

+T (R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸
Higgs-Higgsino

− 3C2(G1)︸ ︷︷ ︸
W-Winos

⇒

bi = T (R1)d(R2)− 3C2(G1)

Οπότε καταλήγουµε πάλι στην σχέση του παράγοντα ϐήτα σε προσέγγιση πρώτου ϐρόχου για
το Ελάχιστο Υπερσυµµετρικό Καθιερωµένο Πρότυπο. Με παρόµοια επιχειρήµατα µπορούµε να
οδηγηθούµε στον ίδιο τύπο και έχοντας ως αφετηρία την U(1), ενώ κατά παρόµοιο τρόπο, αν
και περισσότερο πολύπλοκα, προκύπτουν και οι παράγοντες ϐ σε προσέγγιση δύο ϐρόχων ώστε
τελικά ο τύπος που χρησιµοποιείται για την εξαγωγή των συναρτήσεων ϐ στο MSSM να είναι ο
εξής :

βg1 = (16π2)−1g3
1

[
T (R1)d(R2)− 3C2(G1)

]
(231)

+ (16π2)−2g5
1

([
2C2(G1) + 4C2(R1)

]
T (R1)d(R2)− 6

[
C2(G1)

]2) (232)

+ (16π2)−2g3
1g

2
2

[
4C2(R2)d(R2)T (R1)

]
(233)

54



Οπως και στην περίπτωση του Καθιερωµένου Προτύπου έτσι κι εδώ η (231) αφορά την προσέγ-
γιση σε πρώτο ϐρόχο, η (232) την ιδιοσύζευξη της κάθε ϐαθµίδας σε δεύτερο ϐρόχο και η (233)
την σύζευξη κάθε ϐαθµίδας µε τις άλλες δύο (υποννοείται άθροιση προφανώς) σε διαγράµµατα
δευτέρου ϐρόχου. Το τελευταίο και σηµαντικό πράγµα που πρέπει να ϑυµάται κανείς είναι
ότι πλέον όταν αναγράφουµε τα σωµατίδια του Καθιερωµένου Προτύπου στους τύπους
υπονοούµε και τους υπερσυµµετρικούς τους εταίρους.
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3.4 Υπολογισµός συναρτήσεων ϐ σε προσέγγιση 1ου ϐρόχου

3.4.1 U(1)

΄Οπως και στην περίπτωση της U(1) στο Καθιερωµένο Πρότυπο, έτσι κι εδώ ο αντίστοιχος τύπος
της συνάρτησης ϐ 1ης τάξης :

b1 = T (R1)d(R2)− 3C2(G1) (234)

πρακτικά γίνεται :
b1 =

∑
Y 2︸ ︷︷ ︸

Φερµιόνια

− 3C2(G1)︸ ︷︷ ︸
Μηδενισµός του όρου

(235)

οπου ο δεύτερος όρος µηδενίστηκε αφού στην αναπαράσταση της U(1) ο τετραγωνικός τελεστής
Casimir της συζυγούς αναπαράστασης είναι µηδέν.(C2(G) = 0). Εποµένως :

b1 =
∑

Y 2︸ ︷︷ ︸
Φερµιόνια

=
(∑

Y 2
∣∣∣
αριστερόστροφα

+
∑

Y 2
∣∣∣
δεξιόστροφα

)
︸ ︷︷ ︸

Κουάρκς

·
αριθµός χρωµάτων︷︸︸︷

3

+
(∑

Y 2
∣∣∣
αριστερόστροφα

+
∑

Y 2
∣∣∣
δεξιόστροφα

)
︸ ︷︷ ︸

Λεπτόνια

+
∑

Y 2
∣∣∣
Higgs

(236)

συµβουλευόµενοι τον πίνακα (4), παίρνουµε:

b1 =
[( 1

60
+

1

60

)
+

4

15
+

1

15

]
· 3 · nG

+
[( 3

20
+

3

20

)
+

3

5

]
· nG

+
( 3

20
+

3

20

)
· nH ⇒

b1 =2nG +
3

10
nH (237)

΄Οπου για τρεις γενιές ϕερµιονίων (nG = 3) και δύο διπλέτες Higgs (nH = 2), ο τελευταίος τύπος
γίνεται :

b1 =
33

5
(238)

Αντικαθιστώντας την τιµή του παράγοντα ϐ στην σχέση (231) λαµβάνουµε τη συνάρτηση ϐ σε
προσέγγιση πρώτου ϐρόχου της U(1) στα πλαίσια του Ελάχιστου Υπερσυµµετρικού Καθιερω-
µένου Προτύπου.

b1 = (16π2)−1 33

5
g3

1 (239)
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3.4.2 SU(2)

Στο SM είχαµε αναφέρει ότι τα σωµατίδια που συµµετέχουν στην SU(2) (ασθενής αλληλεπίδρα-
ση) είναι τα αριστερόστροφα ϕερµιόνια και τα Higgs. Επίσης δεν πρέπει να ξεχνάµε ότι η κύρια
αναπαράσταση (R1) είναι η ϑεµελιώδης αναπαράσταση της SU(2) ενώ η δευτερεύουσα (R2) είναι
η ϑεµελιώδης αναπαράσταση της SU(3).Με αυτά τα δεδοµένα έχουµε:

b2 =T (R1)d(R2)
∣∣∣− 3C2(G2)⇒

b2 =T (R1)d(R2)
∣∣∣
Κουάρκς

+ T (R1)d(R2)
∣∣∣
Λεπτόνια︸ ︷︷ ︸

Αριστερόστροφα

+T (R1)d(R2)
∣∣∣
Higgs

− 3C2(G1) (240)

Λαµβάνοντας υπόψιν τις σχέσεις (178),(179) ο τύπος γίνεται :

b2 =
(1

2
· 3 +

1

2
· 1
)
· nG +

1

2
· 1 · nH − 3 · 2⇒

b2 =2nG +
1

2
nH − 6 (241)

΄Οπου για τρεις γενιές ϕερµιονίων (nG = 3) και δύο διπλέτες Higgs (nH = 2), ο τελευταίος τύπος
γίνεται :

b2 = 1 (242)

Αντικαθιστώντας την τιµή του παράγοντα ϐ στην σχέση (231) λαµβάνουµε τη συνάρτηση ϐ σε
προσέγγιση πρώτου ϐρόχου της SU(2) στα πλαίσια του Ελάχιστου Υπερσυµµετρικού Καθιερω-
µένου Προτύπου.

β2 = (16π2)−1 · 1 · g3
2 (243)

3.4.3 SU(3)

Τα µοναδικά σωµατίδια πο συµµετέχουν στην SU(3) (ισχυρή αλληλεπίδραση) είναι τα αριστε-
ϱόστροφα και δεξιόστροφα κουάρκς. ∆εδοµένου ότι η κύρια αναπαράσταση εδώ είναι η ϑεµε-
λιώδης αναπαράσταση της SU(3) ενώ η δευτερεύουσα είναι η ϑεµελιώδης αναπαράσταση της
SU(2),και λαµβάνοντας υπόψιν τις σχέσεις (178),(179) ο παράγοντας ϐ πρώτης τάξης γίνεται :

b3 =T (R1)d(R2)
∣∣∣− 3C2(G2)⇒

b3 =T (R1)d(R2)
∣∣∣
Αριστερόστροφα

+ T (R1)d(R2)
∣∣∣
∆εξιόστροφα︸ ︷︷ ︸

Κουάρκς

−3C2(G1)⇒ (244)

b3 =
(1

2
· 2 +

1

2
· 1
)
· nG − 3 · 3)⇒ (245)

΄Οπου για τρεις γενιές ϕερµιονίων ο τύπος τελικά δίνει :

b3 = −3 (246)

Αντικαθιστώντας την τιµή του παράγοντα ϐ στην σχέση (231) λαµβάνουµε τη συνάρτηση ϐ σε
προσέγγιση πρώτου ϐρόχου της SU(3) στα πλαίσια του Ελάχιστου Υπερσυµµετρικού Καθιερω-
µένου Προτύπου.

β3 = (16π2)−1(−3)g3
3 (247)
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3.5 Υπολογισµός συναρτήσεων ϐ σε προσέγγιση δευτέρου ϐρόχου

3.5.1 U(1)

Αρχικά ϑα υπολογίσουµε τον όρο «ιδιοσύζευξης» b11

(
g5

1

)
της U(1) στο MSSM. Εδώ συµµε-

τέχουν όλα τα σωµατίδια της ϑεωρίας µας. Κατά τα γνωστά ο τύπος (232) παίρνει τη µορφή:

b11 = 4
( ∑

Φερµιόνια

Y 4 +
∑
Higgs

Y 4
)
⇒

b11 = 4
(
3
∑

Κουάρκς

Y 4 +
∑

Λεπτόνια

Y 4
)

+ 4
∑
Higgs

Y 4 (248)

και µε τη ϐοήθεια του πίνακα (4) ο τύπος γίνεται :

b11 =
38

15
nG +

9

50
nH (249)

΄Οπου για nG = 3, nH = 2 έχουµε:

b11 =
199

25
(250)

Ο όρος b12

(
g3

1g
2
2

)
αφορά σύζευξη U(1), SU(2). Τα σωµατίδια που συµµετέχουν είναι τα

αριστερόστροφα κουάρκς (επί τον αριθµό χρωµάτων), τα αριστερόστροφα κουάρκς και τα Higgs
(αγνοώντας τη διπλέτα γεύσης). Εποµένως ο τύπος (233) γίνεται :

b12 =4C2(R2)d(R2)T (R1)
∣∣∣
Αρ.Φερµιόνια

⇒

b12 =4C2(R2)
[
d(R2)T (R1)

∣∣∣
Αρ.Κουάρκς

+ d(R2)T (R1)
∣∣∣
Αρ.Λεπτόνια

+ d(R2)T (R1)
∣∣
Higgs

]
⇒

b12 =4 · 3

4

(
3 · 2 · Y 2

∣∣∣
Αρ.Κουάρκς

+ 2 · Y 2
∣∣∣
Αρ.Λεπτόνια

+ 2 · Y 2
∣∣∣
Higgs

)
⇒

b12 =4 · 3

4

((
3 · 2 · 1

60
+ 2 · 3

20

)
· nG + 2 · 3

20
· nH

)
⇒

b12 =
6

5
nG +

9

10
nH (251)

Και για nG = 3, nH = 2 ο τύπος γίνεται :

b12 =
27

5
(252)

Ο όρος b13

(
g3

1g
2
3

)
, αφορά σύζευξη U(1) µε SU(3). Τα σωµατίδια που συµµετέχουν είναι

µόνο τα κουάρκς (αγνοώντας την πολλαπλότητα χρώµατος). Εποµένως ο τύπος (233), λαµβάνει
τη µορφή:

b13 =4C2(R2)d(R2)T (R1)
∣∣∣
Κουάρκς

⇒

b13 =4C2(R2)
[
d(R2)T (R1)

∣∣∣
Αρ.Κουάρκς

+ d(R2)T (R1)
∣∣∣
∆εξ.Κουάρκς

]
⇒

b13 =4 · 4

3

(
· 3
∑
·Y 2
∣∣∣
Αρ.Κουάρκς

+ ·3
∑
·Y 2
∣∣∣
∆εξ.Κουάρκς

)
⇒

b13 =4 · 4

3

((
3

1

60
+ ·3 1

60
+ ·3 1

15
+ ·3 4

15

)
· nG

)
⇒

b13 =
88

15
nG (253)
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Και για nG = 3 ο τύπος γίνεται :

b13 =
88

5
(254)

Εποµένως η συνάρτηση ϐ σε προσέγγιση δευτέρου ϐρόχου της U(1) στα πλαίσια του MSSM
είναι :

β1 =
(
16π2

)−1 33

5
g3

1 +
(
16π2

)−2
[11

10
g5

1 +
27

5
g3

1g
2
2 +

88

5
g3

1g
2
3

]
(255)

3.5.2 SU(2)

Ο όρος b21

(
g3

2g
2
1

)
αφορά σύζευξη SU(2) µε U(1). Τα σωµατίδια που συµµετέχουν είναι τα

αριστερόστροφα κουάρκς (επί τον αριθµό χρωµάτων), τα αριστερόστροφα κουάρκς και τα Higgs
(αγνοώντας τη διπλέτα γεύσης). Εποµένως ο τύπος (233) γίνεται :

b12 =4C2(R2)d(R2)T (R1)
∣∣∣
Αρ.Φερµιόνια

⇒

b21 =4d(R2)T (R1)
[
C2(R2)

∣∣∣
Αρ.Κουάρκς

+ C2(R2)
∣∣∣
Αρ.Λεπτόνια

+ C2(R2)
∣∣
Higgs

]
⇒

b21 =4 · 1 · 1

2

(
3 · Y 2

∣∣∣
Αρ.Κουάρκς

+ Y 2
∣∣∣
Αρ.Λεπτόνια

+ Y 2
∣∣∣
Higgs

)
⇒

b21 =4 · 1 · 1

2

((
3 · 1

60
+

3

20

)
· nG +

3

20
· nH

)
⇒

b21 =
2

5
nG +

3

10
nH (256)

Και για nG = 3, nH = 2 ο τύπος γίνεται :

b21 =
9

5
(257)

Ο όρος «ιδιοσύζευξης» b22

(
g5

2

)
, δεδοµένης της συµµετοχής αριστερόστροφων ϕερµιονίων

και Higgs είναι :

b22 =
[
2C2(G1) + 4C2(R1)

]
T (R1)d(R2)− 6

[
C2(G1)

]2
)⇒

b22 =
[
2C2(G1) + 4C2(R1)

][
T (R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸

Αρ.Κουάρκς

+T (R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸
Αρ.Λεπτόνια

+T (R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸
Higgs

]
− 6
[
C2(G1)

]2
)⇒

b22 =
(
2 · 2 + 4 · 3

4

)[(1

2
· 3 +

1

2
· 1
)
nG +

1

2
· 1nH

]
− 6 · 22 ⇒

b22 =14nG +
7

2
nH − 24 (258)

Το οποίο για nG = 3, nH = 2 µας δίνει :

b22 = 25 (259)

Ο όρος b23

(
g3

2g
2
3

)
, αφορά σύζευξη SU(2) µε SU(3), εποµένως έχουµε συµµετοχή µόνο των

κουάρκς και ο τύπος (232) γίνεται :

b23 =4C2(R2)d(R2)T (R1)
∣∣∣
Αρ.Κουάρκς

⇒

b23 =4 · 4

3

(
3 · 1

2

)
nG ⇒

b23 =8nG (260)
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΄Οπου για nG = 3 έχουµε:
b23 = 24 (261)

Εποµένως η συνάρτηση ϐ σε προσέγγιση δευτέρου ϐρόχου της SU(2) στα πλαίσια του MSSM
είναι :

β2 =
(
16π2

)−1
1g3

2 +
(
16π2

)−2
[9

5
g3

2g
2
1 + 25g5

2 + 24g3
2g

2
3

]
(262)

3.5.3 SU(3)

Ο όρος b31

(
g3

3g
2
1

)
, αφορά σύζευξη SU(3) µε U(1), εποµένως έχουµε συµµετοχή µόνο των

κουάρκς (αγνοώντας την πολλαπλότητα χρώµατος) και ο τύπος (232) γίνεται :

b31 =4C2(R2)d(R2)T (R1)
∣∣∣
Κουάρκς

⇒

b31 =4 ·
∑

κουάρκς

Y 2 · 1 · 1

2

)
nG ⇒

b31 =4 ·
( 1

60
+

1

60
+

4

15
+

1

15

)
· 1 · 1

2
nG ⇒

b31 =
11

15
(263)

΄Οπου για nG = 3 έχουµε:

b31 =
11

5
(264)

Ο όρος b32

(
g3

3g
2
2

)
, αφορά σύζευξη SU(3) µε SU(2), εποµένως έχουµε συµµετοχή µόνο των

αριστερόστροφων κουάρκς και ο τύπος (232) γίνεται :

b32 =4C2(R2)d(R2)T (R1)
∣∣∣
Αρ.Κουάρκς

⇒

b32 =4 · 3

4

(
2 · 1

2

)
nG ⇒

b32 =3nG (265)

΄Οπου για nG = 3 έχουµε:
b32 = 9 (266)

Τέλος ο όρος «ιδιοσύζευξης» b33

(
g5

3

)
,δεδοµένου ότι εχουµε συµµετοχή µόνο των κουάρκς

στην ισχυρή αλληλεπίδραση, υπολογίζεται ως εξής :

b33 =
[
2C2(G1) + 4C2(R1)

][
T (R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸

Αρ.Κουάρκς

+T (R1)d(R2)︸ ︷︷ ︸
∆εξ. Κουάρκς

]
− 6
[
C2(G1)

]2
)⇒

b33 =
(
2 · 3 + 4 · 4

3

)[(1

2
· 2 +

1

2
· 1 +

1

2
· 1
)
nG − 6 · 32 ⇒

b33 =
68

3
nG − 54 (267)

και για nG = 3 έχουµε:
b33 = 14 (268)

Εποµένως η συνάρτηση ϐ σε προσέγγιση δευτέρου ϐρόχου της SU(3) στα πλαίσια του MSSM
είναι :

β3 =
(
16π2

)−1(− 3
)
g3

3 +
(
16π2

)−2
[11

5
g3

3g
2
1 + 9g3

3g
2
2 + 14g5

3

]
(269)
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4 «Τρέξιµο» των σταθερών σύζευξης

Οι συναρτήσεις ϐήτα σχεδιάστηκαν µε τη ϐοήθεια της Mathematica. Κατά την σχεδίαση χρησι-
µοποιήσαµε στη ϑέση του τύπου

βi = (16π2)−1big
3
i 1ος ϐρόχος

+(16π2)−2

3∑
j=1

bijg
3
i g

2
j 2ος ϐρόχος

τον ισοδύναµο τύπο

βi = (2π)−1biα
2
i 1ος ϐρόχος

+(8π2)−1

3∑
j=1

bijα
2
iαj 2ος ϐρόχος

έχοντας κάνει την αντικατάσταση αi =
g2i
4π

. Ειδικότερα επιλύθηκε η διαφορική εξίσωση της εξής
µορφής (για i = 1, 2, 3)

d

d(lnµ)
αi = (2π)−1biα

2
i 1ος ϐρόχος

+(8π2)−1

3∑
j=1

bijα
2
iαj 2ος ϐρόχος

Στην περίπτωση της προσέγγισης πρώτου ϐρόχου επειδή πρόκειται για µια επί της ουσίας
πρώτη προσέγγιση έχουµε χρησιµοποιήσει για την επίλυση (και για τη σχεδίαση) ένα ενεργεια-
κό εύρος που έχει ως αφετηρία του τη µάζα του µποζονίου Z0(MZ = 91.2GeV) και εκτείνεται
ως τα 1017GeV. Στους τύπους εισάγουµε ως αρχικές παραµέτρους τις τιµές των σταθερών σύζευ-
ξης στην ενέργεια MZ οι οποίες έχουν προσδιοριστεί πειραµατικά. Συγκεκριµένα η σταθερά
σύζευξης της συµµετρίας ϐαθµίδας SU(3) της ισχυρής αλληλεπίδρασης έχει µετρηθεί

αs = α3 = 0, 1184± 0, 007

Ενώ στον ηλεκτροµαγνητισµό η σταθερά σύζευξης στην ενεργειακή κλίµακα του MZ έχει υπο-
λογιστεί ότι είναι

αem =
1

127.9
(270)

ενώ οι σταθερές σύζευξης της ϐαθµίδας SU(2) × U(1) της ηλεκτρασθενούς αλληλεπίδρασης
προκύπτουν από τον υπολογισµό της γωνίας Weinberg για την οποία έχει προσδιοριστεί πειρα-
µατικά ότι

sin2 θ(MW ) = 0, 23116 (271)
Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (270), (271) µπορούν να υπολογιστούν οι σταθερές σύζευξης

α2 =
αem

sin2 θ
= 0.033 (272)

α1 =
αem

cos2 θ
= 0.01 (273)

΄Οµως ο τύπος (273) δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί στους τύπους. Πρέπει πρώτα να κανο-
νικοποιηθεί κατάλληλα στο σηµείο ενοποίησης. Για αυτό το λόγο πολλαπλασιάζουµε µε τον
παράγοντα 5

3
(όπως έχει αναφερθεί πολλές ϕορές). Οπότε τελικά

α1 =
5

3
· 0.01 (274)
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Σχήµα 5: Εξέλιξη των σταθερών σύζευξης στο Καθιερωµένο πρότυπο σε προσέγγιση πρώτου ϐρόχου
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Σχήµα 6: Εξέλιξη των σταθερών σύζευξης στο Ελάχιστο Υπερσυµµετρικό Καθιερωµένο Προτύπο σε προσέγγιση
πρώτου ϐρόχου

Από τα σχήµατα ϕαίνεται καθαρά η αδυναµία ενοποίησης στο Καθιερωµένο Πρότυπο ϑεω-
ϱώντας τη µικρότερη οµάδα συµµετρίας ϐαθµίδας που µπορεί να το εµπεριέχει SU(5). Πα-
ϱατηρούµε πως πράγµατι αναµέναµε ενοποίηση στην ενεργειακή περιοχή των 1014GeV κάτι το
οποίο ϕαίνεται µε ξεκάθαρο τρόπο πως δεν συµβαίνει. Ωστόσο αυτό το πρόβληµα ξεπερνιέται
στο Ελάχιστο Υπερσυµµετρικό Καθιερωµένο Πρότυπο, λόγω της εισαγωγής των υπερσυµµετρι-
κών σωµατιδίων και δύο διπλετών Higgs. Παρατηρούµε ότι όχι µόνο έχουµε ενοποίηση αλλά
και ότι αυτή συντελείται σε µεγαλύτερη ενεργειακή κλίµακα από εκείνη που προέβλεπε το
προηγούµενο µοντέλο ≈ 1016GeV.
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Στα γραφήµατα που αφορούν την εξέλιξη των σταθερών σύζευξης σε προσέγγιση δευτέρου
ϐρόχου τα πράγµατα είναι λίγο πιο διαφορετικά, ειδικότερα στην υπερσυµµετρική περίπτωση.
Πιο συγκεκριµένα για την περίπτωση του Καθιερωµένου Προτύπου λαµβάνουµε, ϑεωρώντας τις
ίδιες αρχικές συνθήκες µε την προσέγγιση πρώτου ϐρόχου, το εξής γράφηµα
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Σχήµα 7: Εξέλιξη των σταθερών σύζευξης στο Καθιερωµένο πρότυπο σε προσέγγιση δευτέρου ϐρόχου

Παρατηρούµε ότι πράγµατι έχουµε καλύτερη προσέγγιση όσον αφορά το Ϲήτηµα της ενο-
ποίησης υπό SU(5) (δεδοµένου ότι το µέγεθος του τρίγωνου που ορίζεται από τα σηµεία τοµής
των τριών σταθερών σύζευξης έχει ελαττωθεί), χωρίς ωστόσο να συντελείται ενοποίηση. Επιβεβαι-
ώνουµε ότι η αδυναµία ενοποίησης του Καθιερωµένου Προτύπου δεν είναι Ϲήτηµα διορθώσεων
από συνεισφορές ϐρόχων ανώτερων τάξεων των διαγραµµάτων Feynman αλλά περισσότερο µια
εγγενής αδυναµία του ίδιου του Καθιερωµένου Προτύπου.

Ωστόσο στα διαγράµµατα δευτέρου ϐρόχου που αφορούν το υπερσυµµετρικό µοντέλο πρέπει
να κάνουµε κάποιες τροποποιήσεις προκειµένου να αποκτήσουµε καλύτερη προσέγγιση στην
ενοποίηση αλλά και να διατηρήσουµε µια συνέπεια από ϕυσικής σκοπιάς µε τη ϑεωρητική
ανάλυση που έχει προηγηθεί. Για αυτό το λόγο για να πάρουµε το σωστό «τρέξιµο» των στα-
ϑερών σύζευξης, δεδοµένης της απαίτησης για καλύτερη προσέγγιση, πρέπει να είµαστε αυ-
στηρότεροι µε τις αρχικές συνθήκες (εννοώντας εν τέλει ένα µικρό αρχικό ενεργειακό εύρος
που αφορά µια τάξη µεγέθους). Συγκεκριµένα έχουµε ϑεωρήσει ότι στο ενεργειακό εύρος
MW = 102GeV ως MSUSY = 103GeV, δηλαδή από τις τυπικές ενέργειες στις οποίες το Καθιε-
ϱωµένο Πρότυπο είναι µια ενεργός ϑεωρία, µέχρι τη ϑεωρητική τιµή κατά την οποία έχουµε την
έναρξη της νέας ϕυσικής (µετάβαση στην Υπερσυµµετρία), οι σταθερές σύζευξης εξελίσσονται
όπως προβλέπει το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων που έχουµε εξάγει για το Καθιερωµένο
Πρότυπο σε προσέγγιση δύο ϐρόχων, ενώ από MSUSY και πάνω οι σταθερές τρέχουν όπως
προβλέπει το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων που εξήγαµε για την Υπερσυµµετρική περίπτω-
ση. Στο παράρτηµα δίνονται και όλοι οι κώδικες, για να ϕανούν όλα όσα είπαµε σε αυτό το
εδάφιο. Παρατηρείται η απότοµη αλλαγή Φυσικής και η καλύτερη ενοποίηση των τριών αλληλε-
πιδράσεων, ειδικά αν ληφθούν υπόψιν και τα σφάλµατα τα οποία δεν σχεδιάστηκαν δεδοµένου
ότι πρόκειται για ποιοτική αναπαραγωγή γνωστών αποτελεσµάτων.
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Σχήµα 8: Εξέλιξη των σταθερών σύζευξης στο Ελάχιστο Υπερσυµµετρικό Καθιερωµένο Πρότυπο σε προσέγγιση
δευτέρου ϐρόχου
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Πίνακας 7: Συγκεντρωτικός πίνακας των γραφηµάτων
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Παράρτηµα

1 βρόχος Καθιερωμένο Πρότυπο

b3[a3_] := 1/(2*Pi) (-7*a3^2)
b2[a2_] := 1/(2*Pi) (-19/6*a2^2)
b1[a1_] := 1/(2*Pi) (41/10*a1^2)
tMZ = Log[91.2];

GGG = NDSolve[
  {a3'[t] == b3[a3[t]], a2'[t] == b2[a2[t]], a1'[t] == b1[a1[t]],
   a3[tMZ] == 0.11, a2[tMZ] == 0.033, a1[tMZ] == 0.01*5/3},
  {a3, a2, a1}, {t, tMZ, Log[10^17]}
  ]
Plot[{a1[Log[10^x]] /. GGG, a2[Log[10^x]] /. GGG, a3[Log[10^x]] /. GGG}, {x, 
  2, 17}, PlotRange -> All, AxesOrigin -> {2, 0}]

1 βρόχος  Υπερσυμμετρία

b3[a3_] := 1/(2*Pi) (-3*a3^2)
b2[a2_] := 1/(2*Pi) (1*a2^2)
b1[a1_] := 1/(2*Pi) (33/5*a1^2)
tMZ = Log[91.2];

GGG = NDSolve[
  {a3'[t] == b3[a3[t]], a2'[t] == b2[a2[t]], a1'[t] == b1[a1[t]],
   a3[tMZ] == 0.11, a2[tMZ] == 0.033, a1[tMZ] == 0.01*5/3}, {a3, a2, a1}, {t, 
   tMZ, Log[10^17]}
  ]
Plot[{a1[Log[10^x]] /. GGG, a2[Log[10^x]] /. GGG, a3[Log[10^x]] /. GGG}, {x, 
  2, 17}, PlotRange -> All, AxesOrigin -> {2, 0}]

2 Βρόχοι Καθιερωμένο Πρότυπο

b3[a1_, a2_, a3_] := 
 1/(2*Pi) (-7*a3^2) + 1/(8*Pi*Pi)*((11/10)*a3^2*a1 + (9/2)*a3^2*a2 - 26*a3^3)
b2[a1_, a2_, a3_] := 
 1/(2*Pi) ((-19/6)*a2^2) + 
  1/(8*Pi*Pi)*((9/10)*a2^2*a1 + 12*a2^2*a3 + (35/6)*a2^3)
b1[a1_, a2_, a3_] := 
 1/(2*Pi) ((41/10)*a1^2) + 
  1/(8*Pi*Pi)*((27/10)*a1^2*a2 + (44/5)*a1^2*a3 + (199/50)*a1^3)

tMZ = Log[91.2];
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GGG = NDSolve[
  {a3'[t] == b3[a1[t], a2[t], a3[t]], a2'[t] == b2[a1[t], a2[t], a3[t]], 
   a1'[t] == b1[a1[t], a2[t], a3[t]],
   a3[tMZ] == 0.11, a2[tMZ] == 0.033, a1[tMZ] == 0.01*5/3}, {a3, a2, a1}, {t, 
   tMZ, Log[10^17]}
  ]
Plot[{a1[Log[10^x]] /. GGG, a2[Log[10^x]] /. GGG, a3[Log[10^x]] /. GGG}, {x, 
  2, 17}, PlotRange -> All, AxesOrigin -> {2, 0}]

2 Βρόχοι Υπερσυμμετρία
b3SM[a1_, a2_, a3_] := 
 1/(2*Pi) (-7*a3^2) + 1/(8*Pi*Pi)*((11/10)*a3^2*a1 + (9/2)*a3^2*a2 - 26*a3^3)
b2SM[a1_, a2_, a3_] := 
 1/(2*Pi) ((-19/6)*a2^2) + 
  1/(8*Pi*Pi)*((9/10)*a2^2*a1 + 12*a2^2*a3 + (35/6)*a2^3)
b1SM[a1_, a2_, a3_] := 
 1/(2*Pi) ((41/10)*a1^2) + 
  1/(8*Pi*Pi)*((27/10)*a1^2*a2 + (44/5)*a1^2*a3 + (199/50)*a1^3)
tMZ = Log[91.2];
tMSUSY = Log[10^3]
GGGSM = NDSolve[{a3'[t] == b3SM[a1[t], a2[t], a3[t]], 
   a2'[t] == b2SM[a1[t], a2[t], a3[t]], a1'[t] == b1SM[a1[t], a2[t], a3[t]], 
   a3[tMZ] == 0.11, a2[tMZ] == 0.033, a1[tMZ] == 0.01*5/3}, {a3, a2, a1}, {t, 
   tMZ, tMSUSY}]
a1SUSY = a1[tMSUSY] /. GGGSM[[1]]
a2SUSY = a2[tMSUSY] /. GGGSM[[1]]
a3SUSY = a3[tMSUSY] /. GGGSM[[1]]

b1SUSY[a1S_, a2S_, a3S_] := 
 1/(2*Pi) ((33/5)*a1S^2) + 
  1/(8*Pi*Pi)*((27/5)*a1S^2*a2S + (88/5)*a1S^2*a3S + (199/25)*a1S^3)
b2SUSY[a1S_, a2S_, a3S_] := 
 1/(2*Pi) (a2S^2) + 1/(8*Pi*Pi)*((9/5)*a2S^2*a1S + 24*a2S^2*a3S + 25*a2S^3)
b3SUSY[a1S_, a2S_, a3S_] := 
 1/(2*Pi) (-3*a3S^2) + 
  1/(8*Pi*Pi)*((11/5)*a3S^2*a1S + 9*a3S^2*a2S + 14*a3S^3)
GGGSUSY = 
 NDSolve[{a3S'[t] == b3SUSY[a1S[t], a2S[t], a3S[t]], 
   a2S'[t] == b2SUSY[a1S[t], a2S[t], a3S[t]], 
   a1S'[t] == b1SUSY[a1S[t], a2S[t], a3S[t]], a3S[tMSUSY] == a3SUSY, 
   a2S[tMSUSY] == a2SUSY, a1S[tMSUSY] == a1SUSY}, {a3S, a2S, a1S}, {t, 
   Log[10^3], Log[10^17]}]

a1TOTAL[t_] := If[t < tMSUSY, a1[t] /. GGGSM[[1]], a1S[t] /. GGGSUSY[[1]]]
a2TOTAL[t_] := If[t < tMSUSY, a2[t] /. GGGSM[[1]], a2S[t] /. GGGSUSY[[1]]]
a3TOTAL[t_] := If[t < tMSUSY, a3[t] /. GGGSM[[1]], a3S[t] /. GGGSUSY[[1]]]

Plot[a1S[t] /. GGGSUSY, {t, tMSUSY, Log[10^17]}]
Plot[{a1TOTAL[Log[10^x]], a2TOTAL[Log[10^x]], a3TOTAL[Log[10^x]]}, {x, 2, 
17}] 67


