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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 

 

 

ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ 
 

 

Η εκπόνηση και ολοκλήρωση της παρούσας διπλωματικής εργασίας δε θα ήταν 

δυνατό να πραγματοποιηθεί χωρίς την βοήθεια και υποστήριξη ορισμένων 

ανθρώπων. 

Αρχικά θα ήθελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα στην εργασία αυτή, Καθηγητή 

του ΕΜΠ κ. Σπαθή Γεράσιμο. Η πολύτιμη καθοδήγησή του και η αμέριστη στήριξη 

που μου προσέφερε κατέστησαν δυνατή την πραγματοποίηση της εργασίας αυτής. 

Επίσης, ιδιαίτερα σημαντική ήταν η υποστήριξη εκ μέρους του κ. Φουντουκίδη 

Γεώργιου, υπεύθυνο  του «σχεδιαστηρίου» στο τομέα Μηχανικής του ΕΜΠ, για την 

σημαντική βοήθεια στη χρήση του λογισμικού πακέτου Mathematica καθώς και στα 

πειραματικά δεδομένα που ήταν απαραίτητα για την εκπόνηση του παρόντος 

θέματος. 

 

 

 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η σύγκριση των αποτελεσμάτων και η 

προσομοίωση του μηχανικού προτύπου standard linear σε σχέση με τη 

συμπεριφορά και τις ιδιότητες ενός ιξωδοελαστικού υλικού με τη χρήση των  

εξισώσεων της γραμμικής και της μη γραμμικής μεθόδου. 

Η εν λόγω σύγκριση γίνεται με τη βοήθεια του λογισμικού πακέτου : 

• Mathematica. 

Η εργασία αυτή είναι δομημένη με ένα εισαγωγικό τμήμα και τέσσερα κεφάλαια. 

Σκοπός της εισαγωγής είναι να παρουσιάσουμε αρχικά το πρόβλημα που υφίσταται 

και τη διάστασή του με ένα θεωρητικό υπόβαθρο. Με ένα τρόπο συνοπτικό όσον 

αφορά το τομέα της μηχανικής γίνεται η αναφορά και ερμηνεία κάποιων 

εισαγωγικών εννοιών, όπως  για παράδειγμα η «τάση» και η «παραμόρφωση». 

Επίσης γίνεται μία αναφορά στο φαινόμενο του «ερπυσμού» και της «χαλάρωσης».  

Επίσης γίνεται αναφορά στην έννοια της ιξωδοελαστικότητας. Αυτά όσον αφορά 

την ‘’Εισαγωγή’’. 
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Επί του παρόντος, μπορούμε να δώσουμε μια σύντομη περιγραφή για το τι 

πρόκειται να συναντήσουμε στα τέσσερα αυτά κεφάλαια στα πλαίσια της παρούσας 

διπλωματικής εργασίας : 

 

Στο Κεφάλαιο 1  γίνεται αναφορά και ανάλυση διαφόρων μηχανικών προτύπων , 

όπως για παράδειγμα το πρότυπο του ελατηρίου, το πρότυπο Maxwell (σύνδεση σε 

σειρά), το πρότυπο Kelvin-Voigt (παράλληλη σύνδεση) και το πρότυπο standard 

linear που είναι και το θέμα μας κατά κύριο λόγο. Τα πρότυπα αυτά αποτελούν μια 

προσπάθεια να προσεγγίσουμε την πραγματικότητα. θέλουμε δηλαδή, να 

προσεγγίσουμε όσο είναι δυνατόν και να μελετήσουμε τη συμπεριφορά ενός 

ιξωδοελαστικού υλικού. Πιο συγκεκριμένα, αναλύεται ο τρόπος λειτουργίας του 

μέσω κατάλληλου συνδυασμού μηχανικών στοιχείων, ενώ αναλύονται και οι 

καταστατικές εξισώσεις που τα διέπουν ξεκινώντας από το απλούστερο μοντέλο και 

φτάνοντας μέχρι το μοντέλο standard linear. 

 

Στο Κεφάλαιο 2  επιχειρείται η ενδελεχής μελέτη και ανάλυση του γραμμικού 

προτύπου standard linear. Στη συνέχεια όμως, με την εισαγωγή ενός μη γραμμικού 

απορροφητήρα, μελετάμε την ιξωδοελαστική συμπεριφορά ενός τριπαραμετρικού 

μοντέλου, αντίστοιχο του Standard Linear.  

  

Στο Κεφάλαιο 3  παρατίθενται οι κώδικες που πραγματοποιήθηκαν με το λογισμικό 

πακέτο ”Mathematica”μέσω των οποίων έγινε η μελέτη του μηχανικού προτύπου 

“standard linear”. Συγκεκριμένα γίνεται η καταγραφή του κώδικα που αφορά τη 

γραμμική μέθοδο και  αντίστοιχα ο κώδικας για τη μη γραμμική θεωρία της 

ιξωδοελαστικότητας. Επιπλέον απεικονίζονται τα διαγράμματα που προκύπτουν  

από τις θεωρητικές μελέτες. 

 

Τέλος στο Κεφάλαιο 4  πραγματοποιείται η σύγκριση και εξαγωγή των 

συμπερασμάτων βάσει των αποτελεσμάτων από τις δύο μεθόδους μελέτης των 

υλικών αντίστοιχα. Σχολιάζονται οι διαπιστώσεις από τη θεωρητική ανάλυση και τις 

γραφικές παραστάσεις που περιλαμβάνει η διπλωματική αυτή εργασία. Τέλος, 

διατυπώνονται συγκεκριμένες προτάσεις για περαιτέρω έρευνα σχετικά με την 

ιξωδοελαστική συμπεριφορά των υλικών με πιο σύνθετα μηχανικά πρότυπα ώστε 

να προσεγγίσουμε καλύτερα το φαινόμενο της ιξωδοελατικότητας. 
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A .  ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

1.ΒΑΣΙΚΟΙ  ΟΡΙΣΜΟΙ 

 

Μηχανικές Ιδιότητες 

 

•   Ανοιγµένη Παραµόρφωση ή Τροπή (Strain)   /  τάση (Stress) 

•   Είδη  Παραµόρφωσης: 

 

– Εφελκυσµός / Θλίψη  

– ∆ιάτµηση / Στρέψη 

 

      

 

Σχήµα 1.1.  Ράβδος υπό αξονική φόρτιση : (α) εφελκυσµός,  (b) θλίψη 

 

 

Ορθή τροπή :  ε= 
����

��   ή  ε = 
��
�� 

Ορθή τάση :  σ=
�

�� 

Μέτρο ελαστικότητας: Ε = 
�
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  Ε = µέτρο ελαστικότητας του Young  lo = αρχικό µήκος ράβδου  l =μήκος ράβδου μετά τη παραμόρφωση  Aο = εµβαδόν διατοµής 

 

 

Σχήμα 1.2.   Ράβδος υπό πλευρική τροπή :  (c) διάτμηση,  (d) στρέψη 

 

Διατμητική τροπή : γ =  

�
�  

Διατμητική τάση : τ =  G ∙ γ 

• δχ  = διατμητική μετατόπιση 

• h = ύψος του σώματος 

• G = μέτρο διάτμησης 

 

ΛΟΓΟΣ ΤΟΥ POISSON :      ν =  
��	����ή		����ή
������ή		����ή  
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ΓΕΝΙΚΑ 

Το επιστημονικό κομμάτι που επικεντρώνει την μελέτη της, η μηχανική του 

παραμορφώσιμου σώματος, αφορά την συμπεριφορά των σωμάτων που 

υπόκεινται σε εξωτερικές φορτίσεις. Άμεσης και ιδιάζουσας σημασίας στόχος, είναι 

ο υπολογισμός των τάσεων και κατ’ επέκταση των παραμορφώσεων σε κάθε σημείο 

του σώματος. Μετά από επιστημονική διερεύνηση έχει αποδειχθεί ότι όταν 

εφαρμόζονται σε ένα σώμα μικρά σχετικά εξωτερικά φορτία τότε υπάρχει μια 

άμεση σχέση των εξωτερικών φορτίων και των παραμορφώσεων που αυτά 

προκαλούν. 

 

ΤΑΣΗ 

Η τάση (stress) είναι το πηλίκο της δύναμης που ασκείται σε ένα υλικό σώμα προς 

το εμβαδό της διατομής του. 

Η τροπή (strain) είναι το πηλίκο της μεταβολής των διαστάσεων που έχει υποστεί το 

υλικό σώμα λόγω της τάσης που του έχει ασκηθεί προς τις αρχικές διαστάσεις του 

σώματος. 

Υπάρχουν δύο είδη τάσεων : 

α) Ορθές τάσεις : Οι ορθές τάσεις αναπτύσονται από δυνάμεις που είναι κάθετες 

στην εγκάρσια διατομή του σώματος 

β) Διατμητικές τάσεις : Οι διατμητικές τάσεις αναπτύσονται από δυνάμεις που 

εφαρμόζονται παράλληλα με την εγκάρσια διατομή του σώματος. 

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει επιγραμματικά οποιαδήποτε τάση προκαλεί 

παραμόρφωση του σώματος. Η παραμόρφωση χαρακτηρίζεται ανάλογα με το είδος 

της τάσης που την προκαλεί. Ειδικότερα, μία ορθή τάση θα προκαλέσει ορθή 

παραμόρφωση, η οποία αφορά σε μεταβολή του μήκους του σώματος. Αντίθετα 

μία διατμητική τάση θα προκαλέσει διατμητική παραμόρφωση, η οποία αφορά στη 

μεταβολή του σχήματος  στο υλικό σώμα. 

Οι ορθές τάσεις που μπορούν να αναπτυχθούν σε ένα σώμα είναι δύο : Η 

εφελκυστική τάση και η θλιπτική τάση. 

Αρχικά στην εισαγωγή της εργασίας φαίνεται ένα κυλινδρικό σώμα με αρχικό μήκος 

lo και εγκάρσια διατομή εμβαδού Αο στα άκρα του οποίου ασκείται δύναμη F, η 

οποία είναι κάθετη στην εγκάρσια διατομή. Η δύναμη αυτή στο αριστερό μέρος, 

σχήμα 1.1(α), επιμηκύνει το κύλινδρο κατά ΔΙ. Η τάση αυτής της δύναμης καλείται 

εφελκυστική τάση. Στο δεξιό μέρος, σχήμα 1.1(β), φαίνεται ο κύλινδρος, με τη 

διαφορά ότι τώρα, η δύναμη είναι μεν κάθετη στην εγκάρσια διατομή, αλλά  
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συμπιέζει το σώμα. Λόγω αυτής της δύναμης το μήκος του κυλίνδρου θα μειωθεί 

κατά ΔΙ. Η τάση αυτής της δύναμης καλείται θλιπτική τάση. 

Στο σχήμα 1.2(c) απεικονίζεται η διατμητική τάση σε ένα σώμα σχήματος κύβου 

αρχικής εγκάρσιας διατομής Αο. Στο σώμα ασκείται δύναμη F παράλληλα με την 

εγκάρσια διατομή του, η οποία μεταβάλει το σχήμα του σώματος, από κύβο σε λοξό 

παραλληλεπίπεδο. Αυτό έχει σαν αποτέλεσμα να προκαλείται μέγιστη μεταβολή 

του αρχικού μήκους της πλευράς του κύβου κατά δχ. Στη περίπτωση αυτή η 

διατμητική τάση (τα) υπολογίζεται σαν το γινόμενο της διατμητικής τροπής (γ) και 

του μέτρου διάτμησης (G). Αντίστοιχα η διατμητική τροπή (γ) στη περίπτωση αυτή 

υπολογίζεται ως η γωνία θ κατά την οποία παραμορφώθηκε το σώμα και όπως 

φαίνεται υπολογίζεται από το πηλίκο της παραμόρφωσης δχ προς το ύψος h του 

κύβου. 

Η στρέψη είναι μία συνδυασμένη φόρτιση και ουσιαστικά αποτελεί ένα συνδυασμό 

εφελκυσμού, θλίψης και διάτμησης. Ας δούμε γιατί : 

Στο παράδειγμα του σχήματος 1.2(d) βλέπουμε ένα κυλινδρικό σώμα πακτωμένο 

στο οριζόντιο έδαφος και πάνω άκρο του ασκείται μία κυκλική φόρτιση, γύρω από 

τον κεντρικό επιμήκη άξονα του κυλίνδρου. Αυτό έχει σαν αποτέλεσμα τη συστροφή 

του σώματος γύρω από τον άξονά του. Σε επίπεδα κάθετα ως προς τον κατακόρυφο 

άξονά του και σε επίπεδα παράλληλα με αυτόν αναπτύσσονται διατμητικές τάσεις. 

Αντίθετα σε επίπεδα που είναι λοξά ως προς τον άξονα, τα ίδια στροφικά φορτία, 

έχουν σαν αποτέλεσμα, να αναπτύσσονται και εφελκυστικές ή θλιπτικές τάσεις. Με 

απλά λόγια, η στρέψη προκαλεί την ανάπτυξη διατμητικής τάσης ταυτόχρονα με την 

εμφάνιση εφελκυστικής ή θλιπτικής τάσης.  

 

 

 

 

 

Είδη Παραµόρφωσης 
 

• Ελαστική: Η τάση είναι ανάλογη της παραµόρφωσης. 

• Πλαστική: Μόνιµη παραµόρφωση που παραµένει και µετά την 

αποµάκρυνση του αιτίου που τη δηµιούργησε. 

 

 

 



 

                      Διάγραμμα τάσης-παραμόρφωσης (ελαστική και πλαστική περιοχή)

 

 

 

Αν παραστήσουμε γραφικά τις τιμές της εφαρμοζόμενης τάσης και της παραμόρφωσης που 

αυτή προκαλεί, τότε προκύπτει το διάγρ

διάγραμμα αυτό, στον οριζόντιο άξονα είναι η παραμόρφωση (

είναι ασκούμενη τάση (stress

παραμόρφωσης. Παρατηρώντας τη γραφική παράσταση διακρίνουμε αρχικά μία γραμμική 

μεταβολή της τάσης σε σχέση με τη παραμόρφωση. Το τμήμα αυτό της καμπύλης 

ονομάζεται ελαστική περιοχή της  και το σημείο που καταλήγει το ευθύγραμμο αυτό τμήμα 

λέγεται όριο ελαστικότητας. Αυτό σημαίνει ότι αν η εφαρμοζόμενη τάση εξαναγκάσει το 

σώμα να παραμορφωθεί μέχρι το σ

σταματήσει να εφαρμόζεται, τότε το σώμα θα επιστρέψει στην αρχική του κατάσταση, 

9 

παραμόρφωσης (ελαστική και πλαστική περιοχή) 

Αν παραστήσουμε γραφικά τις τιμές της εφαρμοζόμενης τάσης και της παραμόρφωσης που 

αυτή προκαλεί, τότε προκύπτει το διάγραμμα που απεικονίζεται στο παραπάνω σχήμα. Στο 

άγραμμα αυτό, στον οριζόντιο άξονα είναι η παραμόρφωση (strain) και στον κατακόρυφο 

stress). Η καμπύλη γραμμή ονομάζεται καμπύλη τάσης

Παρατηρώντας τη γραφική παράσταση διακρίνουμε αρχικά μία γραμμική 

σε σχέση με τη παραμόρφωση. Το τμήμα αυτό της καμπύλης 

ονομάζεται ελαστική περιοχή της  και το σημείο που καταλήγει το ευθύγραμμο αυτό τμήμα 

λέγεται όριο ελαστικότητας. Αυτό σημαίνει ότι αν η εφαρμοζόμενη τάση εξαναγκάσει το 

σώμα να παραμορφωθεί μέχρι το σημείο (2) του ορίου ελαστικότητας και στη συνέχεια 

σταματήσει να εφαρμόζεται, τότε το σώμα θα επιστρέψει στην αρχική του κατάσταση, 

Αν παραστήσουμε γραφικά τις τιμές της εφαρμοζόμενης τάσης και της παραμόρφωσης που 

ω σχήμα. Στο 

) και στον κατακόρυφο 

. Η καμπύλη γραμμή ονομάζεται καμπύλη τάσης-

Παρατηρώντας τη γραφική παράσταση διακρίνουμε αρχικά μία γραμμική 

σε σχέση με τη παραμόρφωση. Το τμήμα αυτό της καμπύλης 

ονομάζεται ελαστική περιοχή της  και το σημείο που καταλήγει το ευθύγραμμο αυτό τμήμα 

λέγεται όριο ελαστικότητας. Αυτό σημαίνει ότι αν η εφαρμοζόμενη τάση εξαναγκάσει το 

ημείο (2) του ορίου ελαστικότητας και στη συνέχεια 

σταματήσει να εφαρμόζεται, τότε το σώμα θα επιστρέψει στην αρχική του κατάσταση, 



10 

 

χωρίς να υποστεί καμία μόνιμη παραμόρφωση. Η γραµµική αυτή συσχέτιση µεταξύ 

φορτίου και παραµόρφωσης στην ελαστική περιοχή είναι γνωστή ως νόµος του Hooke. 

Στην ελαστική περιοχή αυτό που παίζει μεγάλο ρόλο είναι το μέτρο ελαστικότητας 

το οποίο εξαρτάται από το υλικό σώμα που έχει υποστεί ελαστική παραμόρφωση 

και συγκεκριμένα εξαρτάται από τις χημικές ιδιότητες του σώματος. Μεγάλο μέτρο 

ελαστικότητας σημαίνει ότι το υλικό σώμα παρουσιάζει μεγάλη αντίσταση σε 

ελαστικές παραμορφώσεις.  

Επίσης μετά το σημείο του ορίου ελαστικότητας , διακρίνουμε μία περιοχή, όπου η τάση 

δεν αυξάνεται γραμμικά σε σχέση με τη παραμόρφωση. Το τμήμα αυτό της καμπύλης 

λέγεται πλαστική περιοχή. Αυτό σημαίνει ότι αν η εφαρμοζόμενη τάση υπερβεί το σημείο 

αυτό και στη συνέχεα σταματήσει να εφαρμόζεται, τότε το σώμα δε θα επιστρέψει στην 

αρχική του κατάσταση και θα έχει υποστεί μία μόνιμη παραμόρφωση. Ένα σώµα που 

παραµορφώνεται µόνιµα κατ’ αυτό τον τρόπο λέμε ότι έχει υποστεί πλαστική 

παραµόρφωση. 

Τέλος μόλις η εφαρμοζόμενη τάση φτάσει ως το σημείο (3) της καμπύλης επέρχεται ρήξη 

του σώματος και το σημείο αυτό λέγεται όριο αστοχίας του υλικού σώματος. 

 

 

B.ΙΞΩΔΟΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑ 

Η θεωρία της ιξωδοελαστικότητας υφίσταται από τις αρχές του 19ου αιώνα και 

εξελίσσεται μέχρι και σήμερα, καθώς βρίσκει εφαρμογή σε πληθώρα υλικών (π.χ. 

πλαστικά, πολυμερή, ελαστομερή, εδαφικά, μέταλλα, το σκυρόδεμα κ.α.).Σύγχρονες 

θεωρίες της ιξωδοελαστικότητας για υλικά με τέτοια δομή έχουν γίνει αντικείμενο 

εντατικής μελέτης τα τελευταία χρόνια. Τα υλικά αυτά διαδραματίζουν ένα σημαντικό ρόλο 

σε πολλούς κλάδους της μηχανικής, της τεχνολογίας και τα τελευταία χρόνια της 

εμβιομηχανικής. Ιξωδοελαστικά υλικά είναι, για παράδειγμα, τα άμορφα πολυμερή, τα 

ημικρυσταλλικά πολυμερή, τα βιοπολυμερή κ.α. Για την καλύτερη κατανόηση της 

χρονικά εξαρτώμενης μηχανικής συμπεριφοράς των υλικών αυτών 

χρησιμοποιούνται διάφορα προσομοιώματα, τα οποία είναι μηχανικά πρότυπο της 

συμπεριφοράς των ιξωδοελαστικών. Δηλαδή, τα ιξωδοελαστικά υλικά μπορεί να 

μοντελοποιηθούν ώστε να προσδιοριστεί η τάση, η τροπή καθώς και η χρονική εξάρτηση 

μεταξύ τους. Στη θεωρία της ιξωδοελαστικότητας περιλαμβάνονται το μοντέλο Maxwell, το 

μοντέλο Kelvin-Voigt και το πρότυπο μοντέλο Standard Linear. Τα πρότυπα αυτά 

χρησιμοποιούνται για να προβλέψουν την ανταπόκριση ενός ιξωδοελαστικού υλικού υπό  

διαφορετικές συνθήκες φόρτισης . 

 

Ιξωδοελαστικότητα είναι η ιδιότητα των υλικών να εμφανίζουν τόσο  ιξώδη όσο και 

ελαστικά χαρακτηριστικά όταν υποβάλλονται σε παραμόρφωση. Τα ιξώδη υλικά, όπως το 

μέλι, αντιστέκονται στη διατμητική ροή και η τροπή μεταβάλλεται γραμμικά με το χρόνο, 

όταν εφαρμόζονται σε αυτά μία τάση. Αντίθετα, στα ελαστικά υλικά, η τροπή μεταβάλλεται 

στιγμιαία όταν είναι τεντωμένο και εξίσου γρήγορα επιστρέφουν στην αρχική τους 



 

κατάσταση όταν η τάση απομακρύνεται από αυτά. Τα 

και από τις δύο αυτές ιδιότητες και ως εκ τούτου εμφανίζουν εξάρτηση 

από το χρόνο, όταν υποβάλλονται σε φόρτιση.

Πιο συγκεκριμένα, ιξωδοελαστικά χαρακτηρίζονται τα υλικά που στην ελαστική περιοχή της 

καμπύλης τροπής-χρόνου δεν εμφανίζουν απόλυτη γραμμική σχέση μεταξύ τροπής και 

χρόνου, αλλά συνδυασμό γραμμικ

καμπύλη της τροπής με το χρόνο σε ένα τέτοιο υλικό θα δούμε ότι υπάρχει μία αρχική 

περιοχή (περιοχή primary στο παρακάτω διάγραμμα) κατά την οποία η τροπή δε 

μεταβάλλεται γραμμικά σε σχέση με το χρόνο. Παρόλα

περιοχή αυτή και στη συνέχεια σταματήσει να εφαρμόζεται, το σώμα θα επιστρέψει στην 

αρχική του κατάσταση. 

Στη συνέχεια παρατηρούμε μία περιοχή όπου η τροπή μεταβάλλεται γραμμικά σε σχέση με 

το χρόνο, μέχρι το όριο ελαστικότητ

τμήμα αυτό η καμπύλη είναι ευθύγραμμη. Αν η τροπή φτάσει μέχρι το

περιοχής αυτής, το σώμα θα επιστρέψει στην αρχική του κατάσταση, μόλις σταματήσει να 

εφαρμόζεται πάνω του η τάση. Τέλος παρατηρούμε την πλαστική περιοχή (περιοχή 

tetriary). Αυτό που συμβαίνει εδώ είναι το εξής: Αν η παραμόρφωση του υλικού ξεπεράσει 

το όριο ελαστικότητας τότε θα υποστεί μόνιμη παραμόρφωση. Τέτοια υλικά συναντάμε για 

παράδειγμα, στο ανθρώπινο σώμα μας και είναι οι τένοντες και οι σύνδεσμοι.

 

 

∆ιάγραµµα Τροπής-Χρόνου για 

 

Ας εξετάσουμε τώρα τη παραμόρφωση ενός 

του. Όπως θα δούμε παρακάτω στο διάγραμμα της καμπύλης τάσης 

ιξωδοελαστικό υλικό συμβαίνουν τα εξής:

Το σώμα φορτίζεται με τάση μέχρι του ορίου ελαστικότητάς του και στη συνέχεα η τάση 

παύει να εφαρμόζεται μέχρι το 

Παρατηρούμε ότι η καμπύλη τροπής

καμπύλη κατά την επαναφορά (καθοδικό τμήμα), δεν ταυτίζονται. Αυτό θα συνέβαινε σε 

ένα ελαστικό σώμα. Οι δύο αυτές καμπύλες σχημα

περιοχής μεταξύ του ανοδικού και του καθοδικού τμήματος αυτής της καμπύλη
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κατάσταση όταν η τάση απομακρύνεται από αυτά. Τα ιξωδοελαστικά υλικά έχουν στοιχεία 

και από τις δύο αυτές ιδιότητες και ως εκ τούτου εμφανίζουν εξάρτηση της τροπής τους 

από το χρόνο, όταν υποβάλλονται σε φόρτιση. 

ελαστικά χαρακτηρίζονται τα υλικά που στην ελαστική περιοχή της 

χρόνου δεν εμφανίζουν απόλυτη γραμμική σχέση μεταξύ τροπής και 

χρόνου, αλλά συνδυασμό γραμμικής και μη γραμμικής σχέσης. Αν παρατηρήσουμε τη 

καμπύλη της τροπής με το χρόνο σε ένα τέτοιο υλικό θα δούμε ότι υπάρχει μία αρχική 

στο παρακάτω διάγραμμα) κατά την οποία η τροπή δε 

μεταβάλλεται γραμμικά σε σχέση με το χρόνο. Παρόλα αυτά, αν η τάση βρίσκεται στη 

περιοχή αυτή και στη συνέχεια σταματήσει να εφαρμόζεται, το σώμα θα επιστρέψει στην 

Στη συνέχεια παρατηρούμε μία περιοχή όπου η τροπή μεταβάλλεται γραμμικά σε σχέση με 

το χρόνο, μέχρι το όριο ελαστικότητας (περιοχή secondary στο παρακάτω διάγραμμα). Στο 

τμήμα αυτό η καμπύλη είναι ευθύγραμμη. Αν η τροπή φτάσει μέχρι το τελικό σημείο της 

ς, το σώμα θα επιστρέψει στην αρχική του κατάσταση, μόλις σταματήσει να 

εφαρμόζεται πάνω του η τάση. Τέλος παρατηρούμε την πλαστική περιοχή (περιοχή 

). Αυτό που συμβαίνει εδώ είναι το εξής: Αν η παραμόρφωση του υλικού ξεπεράσει 

ς τότε θα υποστεί μόνιμη παραμόρφωση. Τέτοια υλικά συναντάμε για 

παράδειγμα, στο ανθρώπινο σώμα μας και είναι οι τένοντες και οι σύνδεσμοι. 

 

Χρόνου για ιξωδοελαστικό υλικό 

Ας εξετάσουμε τώρα τη παραμόρφωση ενός ιξωδοελαστικού υλικού στην ελαστική περιοχή 

του. Όπως θα δούμε παρακάτω στο διάγραμμα της καμπύλης τάσης –χρόνο

ελαστικό υλικό συμβαίνουν τα εξής: 

Το σώμα φορτίζεται με τάση μέχρι του ορίου ελαστικότητάς του και στη συνέχεα η τάση 

παύει να εφαρμόζεται μέχρι το ιξωδοελαστικό να επανέρθει στην αρχική του κατάσταση. 

Παρατηρούμε ότι η καμπύλη τροπής-χρόνου κατά τη φόρτιση (ανοδικό τμήμα) και η 

καμπύλη κατά την επαναφορά (καθοδικό τμήμα), δεν ταυτίζονται. Αυτό θα συνέβαινε σε 

ένα ελαστικό σώμα. Οι δύο αυτές καμπύλες σχηματίζουν μία θηλιά. Το εμβαδό της 

περιοχής μεταξύ του ανοδικού και του καθοδικού τμήματος αυτής της καμπύλη

οελαστικά υλικά έχουν στοιχεία 

της τροπής τους 

ελαστικά χαρακτηρίζονται τα υλικά που στην ελαστική περιοχή της 

χρόνου δεν εμφανίζουν απόλυτη γραμμική σχέση μεταξύ τροπής και 

ής και μη γραμμικής σχέσης. Αν παρατηρήσουμε τη 

καμπύλη της τροπής με το χρόνο σε ένα τέτοιο υλικό θα δούμε ότι υπάρχει μία αρχική 

στο παρακάτω διάγραμμα) κατά την οποία η τροπή δε 

αυτά, αν η τάση βρίσκεται στη 

περιοχή αυτή και στη συνέχεια σταματήσει να εφαρμόζεται, το σώμα θα επιστρέψει στην 

Στη συνέχεια παρατηρούμε μία περιοχή όπου η τροπή μεταβάλλεται γραμμικά σε σχέση με 

στο παρακάτω διάγραμμα). Στο 

τελικό σημείο της 

ς, το σώμα θα επιστρέψει στην αρχική του κατάσταση, μόλις σταματήσει να 

εφαρμόζεται πάνω του η τάση. Τέλος παρατηρούμε την πλαστική περιοχή (περιοχή 

). Αυτό που συμβαίνει εδώ είναι το εξής: Αν η παραμόρφωση του υλικού ξεπεράσει 

ς τότε θα υποστεί μόνιμη παραμόρφωση. Τέτοια υλικά συναντάμε για 

ην ελαστική περιοχή 

χρόνου για ένα 

Το σώμα φορτίζεται με τάση μέχρι του ορίου ελαστικότητάς του και στη συνέχεα η τάση 

ελαστικό να επανέρθει στην αρχική του κατάσταση. 

χρόνου κατά τη φόρτιση (ανοδικό τμήμα) και η 

καμπύλη κατά την επαναφορά (καθοδικό τμήμα), δεν ταυτίζονται. Αυτό θα συνέβαινε σε 

τίζουν μία θηλιά. Το εμβαδό της 

περιοχής μεταξύ του ανοδικού και του καθοδικού τμήματος αυτής της καμπύλης 
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ονομάζεται «υστέρηση» του ιξωδοελαστικού σώματος και αντιπροσωπεύει τις απώλειες 

ενέργειας κατά τη παραμόρφωση και επαναφορά του σώματος. 

 

 

Διάγραμμα Τροπής-Χρόνου ιξωδοελαστικού στην ελαστική περιοχή 

 

 

Εν κατακλείδι, η ιξωδοελαστικότητα είναι το αποτέλεσμα του τρόπου διάχυσης των ατόμων 

ή μορίων μέσα σε ένα υλικό. Το ιξωδοελαστικό υλικό συμβολίζεται μακροσκοπικά  σαν 

ελατήριο και αποσβεστήρας συνδεδεμένα μεταξύ τους, πράγμα που περιγράφει τη 

μικροσκοπική συμπεριφορά αυτού του υλικού. Με τα χρόνια οι επιστήμονες έκαναν  

πολλές προσπάθειες για τη προσομοίωση της συμπεριφοράς τέτοιων υλικών. Η 

προσομοίωση αυτή έχει ως στόχο στο 

(i) Να διευκολύνουν την ανάλυση της συμπεριφοράς των πλαστικών προϊόντων 

(ii) Τη παροχή συνδρομής στο φαινόμενο με παρεμβολή και χρήση των 

πειραματικών δεδομένων  κατά την εκτέλεση φαινομένων του «ερπυσμού» και 

της «χαλάρωσης» 

(iii) Τη μείωση της ανάγκης για εκτεταμένες και χρονοβόρες δοκιμές ερπυσμού. 

 

Για το σκοπό αυτό γίνεται χρήση και μελέτη “μηχανικών προτύπων” που αποτελούνται από 

ελατήριο (spring) και αποσβεστήρα (dashpot), στοιχεία που αντιπροσωπεύουν, αντίστοιχα, 



 

η ελαστική και ιξώδης συμπεριφορά αυτών των υλικών. Αν και υπάρχει δι

των ιξωδοελαστικών υλικών και των μηχανικών προτύπων που προαναφέραμε, ωστόσο τα 

πρότυπα αυτά βοηθούν στη κατανόηση και την ανάλυση της σ

ιξωδοελαστικών υλικών. Μερικά από τα μηχανικά πρότυπα που θα εξεταστούν γι’ αυτό το 

σκοπό είναι τα ακόλουθα: 

 

• Μοντέλο Maxwell : ελατήριο και αποσβεστήρας σε σειρά

• Μοντέλο Kelvin-Voigt: ελατήριο και αποσβεστήρας σε παράλληλη σύνδεση

• Μοντέλο Standard Linear

μαζί.  

 

James Clerk Maxwell (1831–1879)

 

To µοντέλο Maxwell είναι ένα ιξωδοελαστικό υλικό, που έχει ιδιότητες και από την 

ελαστικότητα και από το ιξώδες. Το πρότυπο αυτό πήρε το όνοµά του από τον

Σκοτσέζο φυσικοµαθηµατικό 

αυτό το 1867. Είναι επίσης γνωστό και σαν ρευστό 

επίτευγµά του ήταν η διατύπωση της κλασικής ηλεκτροµαγνητικής θεωρίας. 

θεωρία ενώνει όλες τις προγενέστερες ασυσχέτιστες παρατηρήσεις, τα πειράματα 

και τις εξισώσεις του ηλεκτρισμού, του

συνεκτική θεωρία. Οι εξισώσεις του 

ενέργεια, ο μαγνητισμός και το φως είναι εκδηλώσεις του ίδιου φαινομένου και 

συγκεκριμένα του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου.

κλασικοί νόμοι ή εξισώσεις αυτού του κλάδου, έγιναν απλές υποθέσεις των 

εξισώσεων Maxwell. Τα επιτεύγματα του 

ηλεκτρομαγνητισμό, έχουν ονομαστεί 
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η ελαστική και ιξώδης συμπεριφορά αυτών των υλικών. Αν και υπάρχει διαφορά μεταξύ 

οελαστικών υλικών και των μηχανικών προτύπων που προαναφέραμε, ωστόσο τα 

πρότυπα αυτά βοηθούν στη κατανόηση και την ανάλυση της συμπεριφοράς των 

οελαστικών υλικών. Μερικά από τα μηχανικά πρότυπα που θα εξεταστούν γι’ αυτό το 

: ελατήριο και αποσβεστήρας σε σειρά 

: ελατήριο και αποσβεστήρας σε παράλληλη σύνδεση

Linear: συνδυασμός των και των δύο προηγούμενων μοντέλων 

 

1879) 

είναι ένα ιξωδοελαστικό υλικό, που έχει ιδιότητες και από την 

ελαστικότητα και από το ιξώδες. Το πρότυπο αυτό πήρε το όνοµά του από τον

Σκοτσέζο φυσικοµαθηµατικό James Clerk Maxwell, ο οποίος πρότεινε το µοντέλο 

. Είναι επίσης γνωστό και σαν ρευστό Maxwell. Το πιο προεξέχον 

ήταν η διατύπωση της κλασικής ηλεκτροµαγνητικής θεωρίας. 

θεωρία ενώνει όλες τις προγενέστερες ασυσχέτιστες παρατηρήσεις, τα πειράματα 

και τις εξισώσεις του ηλεκτρισμού, του μαγνητισμού και της οπτικής σε μία 

Οι εξισώσεις του Maxwell αποδεικνύουν ότι η ηλεκτρική 

ενέργεια, ο μαγνητισμός και το φως είναι εκδηλώσεις του ίδιου φαινομένου και 

συγκεκριμένα του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου. Μεταγενέστερα, όλοι οι άλλοι

κλασικοί νόμοι ή εξισώσεις αυτού του κλάδου, έγιναν απλές υποθέσεις των 

Τα επιτεύγματα του Maxwell που αφορούν τον 

ηλεκτρομαγνητισμό, έχουν ονομαστεί «η δεύτερη μεγάλη ενοποίηση στη φυσική», 

αφορά μεταξύ 

οελαστικών υλικών και των μηχανικών προτύπων που προαναφέραμε, ωστόσο τα 

υμπεριφοράς των 

οελαστικών υλικών. Μερικά από τα μηχανικά πρότυπα που θα εξεταστούν γι’ αυτό το 

: ελατήριο και αποσβεστήρας σε παράλληλη σύνδεση 

: συνδυασμός των και των δύο προηγούμενων μοντέλων 

είναι ένα ιξωδοελαστικό υλικό, που έχει ιδιότητες και από την 

ελαστικότητα και από το ιξώδες. Το πρότυπο αυτό πήρε το όνοµά του από τον 

ο οποίος πρότεινε το µοντέλο 

Το πιο προεξέχον 

ήταν η διατύπωση της κλασικής ηλεκτροµαγνητικής θεωρίας. Αυτή η 

θεωρία ενώνει όλες τις προγενέστερες ασυσχέτιστες παρατηρήσεις, τα πειράματα 

μαγνητισμού και της οπτικής σε μία 

αποδεικνύουν ότι η ηλεκτρική 

ενέργεια, ο μαγνητισμός και το φως είναι εκδηλώσεις του ίδιου φαινομένου και 

Μεταγενέστερα, όλοι οι άλλοι 

κλασικοί νόμοι ή εξισώσεις αυτού του κλάδου, έγιναν απλές υποθέσεις των 

που αφορούν τον 

«η δεύτερη μεγάλη ενοποίηση στη φυσική», 
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μετά τη πρώτη που πραγματοποιήθηκε από τον Isaac Newton. O Maxwell απέδειξε 

ότι τα ηλεκτρικά και τα μαγνητικά πεδία ταξιδεύουν μέσα στο χώρο με τη μορφή 

κυμάτων και με τη σταθερή ταχύτητα του φωτός. Το 1865, ο Maxwell δημοσίευσε 

μία δυναμική θεωρία του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου. 

 

 

 

Kelvin, Lord William Thomson (1824-1907) 

Το υλικό Kelvin-Voigt είναι ένα ιξωδοελαστικό υλικό, που έχει ιδιότητες και από την 

ελαστικότητα και από το ιξώδες. Το µοντέλο αυτό πήρε το όνοµά του από το 

Βρετανό, γεννηµένο στην Ιρλανδία, µηχανικό και φυσικοµαθηµατικό William 

Thomson, που πήρε τον τίτλο ευγενίας για τα επιστηµονικά επιτεύγµατά του ως ο 

πρώτος Baron Kelvin (Λόρδος) και µετέπειτα από το Γερµανό φυσικό Woldemar 

Voigt. Το µοντέλο αυτό αντιπροσωπεύεται από ένα καθαρά ιξώδη αποσβεστήρας και 

από ένα καθαρά ελαστικό ελατήριο, τα οποία είναι συνδεδεµένα µεταξύ τους 

παράλληλα. Ο William Thomson, στο πανεπιστήµιο της Γλασκόβης έκανε σηµαντικό 

έργο στη µαθηµατική ανάλυση της ηλεκτρικής ενέργειας και στη διατύπωση του 1
ου

 

και του 2
ου

 νόµου της θερµοδυναµικής και έκανε πολλά για να ενοποιήσει τον 

αναδυόµενο κλάδο της φυσικής στη σύγχρονη µορφή του. Εργάστηκε στενά µε το 

καθηγητή Μαθηµατικών Hugh Blackburn. Εργάστηκε σαν ηλεκτρολόγος µηχανικός 

και ήταν ο εφευρέτης του τηλέγραφου, πράγµα που προώθησε τη φήµη και τη τιµή 

του στη δηµόσια εικόνα του. Για την εφεύρεσή του στο διατλαντικό τηλέγραφο 

χρίστηκε από τη Βασίλισσα Βικτόρια, Sir William Thomson. Είχε εκτεταµένο 

ενδιαφέρον για τη ναυτιλία και εργάστηκε πάνω στη ναυτική πυξίδα που ως τότε 

ήταν περιορισµένης αξιοπιστίας. Ο Λόρδος Kelvin είναι ευρέως γνωστός για την 

υλοποίηση του κατώτερου ορίου θερµοκρασίας, «το απόλυτο µηδέν». Οι απόλυτες 

θερµοκρασίες δηλώνονται σαν µονάδες Kelvin προς τιµήν του. Προς εξευγένισή του, 

το 1892, προς τιµήν των επιτευγµάτων του στη θερµοδυναµική και παρά την 

Ιρλανδική καταγωγή του, υιοθέτησε το τίτλο Baron Kelvin of Largs και συχνά 

καλείται ως Λόρδος Kelvin. Ήταν ο πρώτος Βρετανός επιστήµονας που 

προβιβάστηκε στη Βουλή των Λόρδων. Ο τίτλος αναφέρεται στο ποτάµι Kelvin που 

ρέει  κοντά στο εργαστήριό του στο Πανεπιστήµιο της Γλασκόβης. Παρά τις 

προσφορές για υψηλόβαθµες θέσεις από διάφορα παγκοσµίου φήµης Πανεπιστήµια, 

ο Λόρδος  Kelvin αρνήθηκε να αφήσει τη Γλασκόβη, παραµένοντας καθηγητής 

φυσικής φιλοσοφίας για περισσότερο από 50 χρόνια, µέχρι που τελικά αποσύρθηκε 

από το πόστο του. Το µουσείο στο Πανεπιστήµιο της Γλασκόβης έχει µία µόνιµη 
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έκθεση του έργου του, συµπεριλαµβάνοντας πολλά από τα γνήσια συγγράµµατα, 

όργανα και άλλα αντικείµενά του. 

 

 

Woldemar Voigt (1850 - 1919) 

 

Ο Woldemar Voigt ήταν Γερµανός Φυσικός που δίδαξε στο Georg August 

Πανεπιστήµιο της Göttingen. Ο Voigt τελικά έγινε πρόεδρος στο τμήμα 

φυσικομαθηματικών Πανεπιστήµιο της Göttingen το 1914. Ο Voigt γεννήθηκε στο 

Leipzig και πέθανε στο Göttingen. Ήταν μαθητής του Franz Ernst Neumann. Η λέξη 

τανιστής με την τρέχουσα ερμηνεία εισήχθει  σαν καινούρια έννοια από τον ίδιο το 

1899. Τα προφίλ και η σημειογραφία του Voigt αναγνωρίστηκε µετά το θάνατό του. 

Στην εργασία αυτή θα ασχοληθούμε επίσης με τις καταστατικές εξισώσεις ισορροπίας των 

διαφόρων μηχανικών προτύπων . Είναι εξισώσεις διαφορικές, για την επίλυση των οποίων 

θα χρησιμοποιηθούν «μετασχηματισμοί Laplace» που είναι χρήσιμοι για την αλγεβρική 

επίλυσή τους. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1
ο
 

 

Το φαινόµενο της ιξωδοελαστικότητας παρουσιάζεται : 

(i) όταν το φορτίο διατηρείται σταθερό και η παραµόρφωση αυξάνει µε τον 

χρόνο (ερπυσµός) και 

(ii) όταν διατηρείται σταθερή η παραµόρφωση, καθώς το φορτίο µειώνεται 

σταδιακά (χαλάρωση). 

 

 

Α. Ερπυσµός (creep) 

 

 

 Ερπυσμός (creep) είναι το φαινόμενο της χρονικά-εξαρτημένης παραμόρφωσης, 

που παρατηρείται όταν το ιξωδοελαστικό υλικό φορτίζεται υπό σταθερή τάση σε 

σταθερή θερμοκρασία.  

 Στο παρακάτω σχήμα δείχνεται η γενική μορφή της καμπύλης τροπής-χρόνου 

(καμπύλη ερπυσμού) που προκύπτει από δοκιμές ερπυσμού (creep test). Σε αυτές 

τις δοκιμές επιβάλλεται μία ταχεία αύξηση της τάσης, που στη συνέχεια διατηρείται 

σταθερή. Στο «πρωτογενές ή μεταβατικό στάδιο» του ερπυσμού, λόγω της 

ελαστικής αντίδρασης του ιξωδοελαστικού, στην αρχή ο ρυθμός μεταβολής της 

τροπής είναι μεγάλος ενώ στη συνέχεια μειώνεται. Από κάποιο σημείο και μετά 

αρχίζει το «δευτερογενές ή σταθερό στάδιο» που το υλικό προσεγγίζει ένα σταθερό 

ρυθμό μεταβολής της τροπής του. Με τη φόρτιση του ιξωδοελαστικού πέραν ενός 

ορίου, ακολουθεί το τριτογενές στάδιο του ερπυσμού, όπου εμφανίζεται απότομη 

αύξηση του ρυθμού μεταβολής της τροπής που οδηγεί τελικά στην αστοχία του 

υλικού (θραύση). 

 

 

 
 

      Σχήµα 1: Καµπύλη ερπυσµού/Στάδια ερπυσµού 
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Στον πρωτογενή ερπυσμό, ο ρυθμός μεταβολής της τροπής μειώνεται συνήθως ως 

δύναμη του χρόνου. Στο δευτερογενές στάδιο του ερπυσμού ο ρυθμός μεταβολής 

της τροπής είναι πρακτικά σταθερός και εξαρτάται έντονα από το επίπεδο της 

εφαρμοζόμενης τάσης. Αποτελεί ένα μεταβατικό στάδιο μεταξύ του πρωτογενούς 

και του τριτογενούς ερπυσμού. Κατά τη διάρκεια του τριτογενούς σταδίου ο ρυθμός 

μεταβολής της τροπής αυξάνεται ως δύναμη του χρόνου. Ένα παράδειγμα του 

φαινομένου του «ερπυσμού» απεικονίζεται παρακάτω. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β. Χαλάρωση (relaxation) 

 

Αντίθετο με τον ερπυσμό είναι το φαινόμενο της χαλάρωσης (relaxation), κατά την 

οποία το υλικό εμφανίζει συνεχή μείωση της τάσης με το χρόνο, ενώ η αντίστοιχη 

παραμόρφωση παραμένει σταθερή. 

Κατά το φαινόμενο της χαλάρωσης το ιξωδοελαστικό υλικό υποβάλλεται ακαριαία 

σε μία τροπή ε που διατηρείται σταθερή. Συνήθως αυτό πραγματοποιείται αν 

ασκηθεί απότομα μία εφελκυστική τάση στο υλικό ώστε να αποκτήσει μία 



 

παραμόρφωση. Αναπτύσσεται επομένως ακαριαία μία τά

ελαττώνεται όπως φαίνεται από το παρακάτω διάγραμμα. Η τάση

καταλήγει ασυμπτωτικά σε μία σταθερή τιμή ή στο μηδέν.

Επομένως, κατά το φαινόμενο 

διατηρείται σταθερή με αποτέλεσμα

ορισμένο χρονικό διάστημα

παραστατικά στο σχήμα που ακολουθεί.

     

 

 

              Σχήµα 2 : Καµπύλη χαλάρωσης
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ύσσεται επομένως ακαριαία μία τάση σ, η οποία σταδιακά 

τώνεται όπως φαίνεται από το παρακάτω διάγραμμα. Η τάση 

ε μία σταθερή τιμή ή στο μηδέν. 

φαινόμενο της χαλάρωσης της τάσης, η παραμόρφωση 

διατηρείται σταθερή με αποτέλεσμα τη μείωση της προκαλούμενης τάσης με

διάστημα. Το φαινόμενο της χαλάρωσης περιγράφε

παραστατικά στο σχήμα που ακολουθεί. 

 

πύλη χαλάρωσης 

ση σ, η οποία σταδιακά 

 συνήθως 

η παραμόρφωση 

μείωση της προκαλούμενης τάσης μετά από 

ο της χαλάρωσης περιγράφεται 
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ΤΑ  ΜΟΝΤΕΛΑ 

 

1.1  Ελατήριο  (spring) 

 

 

 

ελατήριο 

 

Το ελατήριο είναι το πρώτο μηχανικό πρότυπο που θα μελετήσουμε στο παρόν 

σύγγραμμα. Είναι το απλούστερο χρονικά ανεξάρτητο μηχανικό στοιχείο, καθώς σε 

οποιαδήποτε μεταβολή της τάσης σε σχέση με την παραμόρφωση δεν επηρεάζεται 

από τον παράγοντα «χρόνο». Για τη μελέτη της συμπεριφοράς του ελατηρίου μία 

βασική έννοια που θα χρησιμοποιήσουμε είναι το «μέτρο ελαστικότητας» που 

εξαρτάται από τη φύση του υλικού που παραμορφώνεται, δηλαδή του ελατηρίου. 

Η ελαστικότητα είναι η ιδιότητα των υλικών να εκδηλώνουν το σύνολο των 

παραμορφώσεών τους ακαριαία με την επιβολή της φόρτισης. Παύση της φόρτισης 

έχει ως αποτέλεσμα την επιστροφή του υλικού στην αρχική του κατάσταση. Η 

μηχανική αυτή συμπεριφορά προσομοιώνεται με ένα απλό ελατήριο (σχήμα 3). Το 

ελατήριο είναι λοιπόν ένα ελαστικό μηχανικό πρότυπο, το οποίο ακολουθεί το νόμο 

του Hooke. Σύμφωνα με το νόμο αυτό, η σχέση μεταξύ της τάσης που ασκείται στο 

ελατήριο και της παραμόρφωσης, είναι γραμμική και ανεξάρτητη του χρόνου. 

 

Νόμος Hooke :                              σ = Ε	∙	ε   

 

Όπου  σ :  η τάση που εφαρμόζεται στο ελατήριο 

            Ε :  το μέτρο ελαστικότητας του ελατηρίου 

            ε :  η τροπή 
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α) Ερπυσμός 
 

Στο πρότυπο του ελατηρίου, παρατηρούμε ότι αν επιβάλλουμε μία σταθερή τάση 

 (σ = ��) , το ελατήριο εμφανίζει μία σταθερή τροπή   ��1 	= 	 σ1Ε 	". 

 

 

 
               Σχήµα  3:     Ερπυσμός ελατηρίου 

 

 

 

β) Χαλάρωση 

 

Αντίθετα με το φαινόμενο του ερπυσμού, δηλαδή κατά τη χαλάρωση του 

ελατηρίου, επιβάλλουμε σταθερή τροπή (ε = ��) και αποκτάμε πάλι μία σταθερή 

τροπή σύμφωνα με το νόμο του Hooke που ισούται με ( �� = Ε∙ �� ). 
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               Σχήµα  4 :     Χαλάρωση ελατηρίου 

 

 

 

Το ελατήριο από μόνο του δε μπορεί να περιγράψει ένα ιξωδοελαστικό υλικό, το 

οποίο έχει χρονικά εξαρτώμενη συμπεριφορά. Παρόλα αυτά αποτελεί ένα 

θεμελιώδες πρώτο εργαλείο για τον υπολογισμό της αρχικής  ελαστικής 

παραμόρφωσης, η οποία παρατηρείται στην αρχή της εκδήλωσης μίας τέτοιας 

συμπεριφοράς. 

 

 

 

1.2  Αποσβεστήρας  (dashpot) 

 

 

 

                                                          Αποσβεστήρας 
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Η ιξώδης ροή είναι η ιδιότητα των υλικών που μπορεί να περιγράψει ο 

αποσβεστήρας. Ο αποσβεστήρας αποτελείται από ένα κύλινδρο με ένα ιξώδες 

υγρό. Μέσα στο κύλινδρο κινείται ένα έμβολο και κατά τη κίνησή του διαρρέει είτε 

από το έμβολο είτε από κάποια τρύπα. Έχει παρατηρηθεί μία γραμμική αναλογία 

ανάμεσα στη τάση σ και στο ρυθμό μεταβολής της τροπής ε του εμβόλου μέσα σ’ 

αυτό. Τα ιξώδη υλικά είναι γνωστά και ως Νευτώνεια και η μαθηματική σχέση που 

τα χαρακτηρίζει είναι της μορφής: 

 

 

σ(t) = n ∙ �# 
 

 

Όπου,  σ :  η τάση που δρα στον αποσβεστήρα 

             η :  ο συντελεστής ιξώδους του υγρού του αποσβεστήρα 

          �	# :  ο ρυθμός μεταβολής της τροπής 

 

 

Με βάση το προηγούμενο τύπο έχουμε : 

 

σ(t) = n∙ �# 		⇔   σ(t) = n∙ %	%&    		⇔			dε = 
�
' ∙σ∙dt    ⇔   ε = ( �

' ∙ � ∙ )* +,   ⇔ 

 

ε = 
�
' ∙σ∙t + c  

 

Για  (t = 0)  έχουμε ότι (ε(0) = 0). Άρα (c = 0). Οπότε ο τύπος γίνεται : 

 

ε = 
�
' ∙σ∙t 

 

α) Ερπυσμός 

 
Ας μελετήσουμε τη συμπεριφορά του αποσβεστήρα για σταθερή τάση. Για σταθερό 

σ, έστω (σ = ��) , στο χρονικό διάστημα από (t = 0) μέχρι (t = *�) έχουμε : 

 

ε(t) = 
�
' ∙ �� ∙t 

 

Είναι η εξίσωση της τροπής κατά το φαινόμενο του ερπυσμού αποσβεστήρα. 
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               Σχήµα  5 :     Ερπυσμός αποσβεστήρα 

 

 

 

Αυτό σημαίνει ότι στο στάδιο του ερπυσμού, η τροπή αυξάνει γραμμικά με το 

χρόνο. Δηλαδή το υλικό υπό σταθερή τάση ρέει διαρκώς. 

 

 

β) Χαλάρωση 
 

Ας μελετήσουμε τώρα τη χαλάρωση του στοιχείου. Αρχικά επιβάλλουμε στον 

αποσβεστήρα ακαριαία μία τροπή ε και τη διατηρούμε σταθερή για t = *�. 

Εξετάζουμε τι θα συμβεί στη τάση. Εφόσον η τάση για τον αποσβεστήρα είναι 

συναρτήσει του ρυθμού μεταβολής της τροπής, σύμφωνα με τον αρχικό τύπο και 

εμείς έχουμε ότι η τροπή είναι σταθερή, έπεται ότι αυτός ο ρυθμός ισούται με 

μηδέν. Έχουμε : 

 

ε = σταθερό  ⇔  
%	
%& = 0  ⇔  

 

 σ = 0 

Είναι η εξίσωση της τάσης κατά το φαινόμενο της χαλάρωσης του αποσβεστήρα. 



 

               Σχήµα  5 :     Χαλάρωση αποσβεστήρα

 

 
Επομένως στο στάδιο της χαλάρωσης η τάση μηδ

μπορεί να επανέρθει στην αρχική κατάσταση, δηλαδή 

παραμόρφωση. Θα λέγαμε ότι έχει μία πλαστική συμπεριφορά. 

που αποτελεί το πρότυπο συμπεριφοράς 

περιγράψει μόνο του χρονικά εξαρτώμενες συμπεριφορές, αν και εμπεριέχει τον 

παράγοντα του χρόνου. Το 

αρχική ελαστική παραμόρφωση. Συνεπώς δε θα μπορούσε να αποτελέσει το 

μηχανικό πρότυπο ενός ιξωδοελαστικού υλικού.

 

 

 

 

1.3  Πρότυπο Maxwell
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Χαλάρωση αποσβεστήρα 

Επομένως στο στάδιο της χαλάρωσης η τάση μηδενίζεται απότομα, άρα το υλικό

μπορεί να επανέρθει στην αρχική κατάσταση, δηλαδή όπως ήταν 

Θα λέγαμε ότι έχει μία πλαστική συμπεριφορά. Ο αποσβεστήρας 

που αποτελεί το πρότυπο συμπεριφοράς ιξώδες στοιχείου, δεν είναι ικανό να 

χρονικά εξαρτώμενες συμπεριφορές, αν και εμπεριέχει τον 

 μειονεκτήματά του είναι ότι δε λαμβάνει υπόψη την 

παραμόρφωση. Συνεπώς δε θα μπορούσε να αποτελέσει το 

μηχανικό πρότυπο ενός ιξωδοελαστικού υλικού. 

Maxwell (σύνδεση σε σειρά) 

 
Πρότυπο Maxwell 

ενίζεται απότομα, άρα το υλικό δε 

όπως ήταν πριν τη 

αποσβεστήρας 

, δεν είναι ικανό να 

χρονικά εξαρτώμενες συμπεριφορές, αν και εμπεριέχει τον 

μειονεκτήματά του είναι ότι δε λαμβάνει υπόψη την 

παραμόρφωση. Συνεπώς δε θα μπορούσε να αποτελέσει το 
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Το μοντέλο Maxwell αποτελείται από ένα ελαστικό και ένα ιξώδες στοιχείο 

συνδεδεμένα σε σειρά. Η τάση που εφαρμόζεται στα δύο στοιχεία είναι ίδια και η 

ολική τροπή του μοντέλου ισούται με το άθροισμα των επιμέρους τροπών που 

αναπτύσσονται σε αυτά, κατά τη σχέση: 

 

 

ε = �	� + ���  (σχέση 1) 

 

όπου,  �	�  : η παραμόρφωση του ελατηρίου 

            ��� : η παραμόρφωση του αποσβεστήρα 

 

Στο πρότυπο Maxwell η τάση που εφαρμόζεται στα δύο άκρα του ισούται με τη 

τάση στον αποσβεστήρα και τη τάση στο ελατήριο. Έστω σ η τάση στα άκρα του 

προτύπου, �	� η τάση στα άκρα του ελατηρίου και ��� η τάση στα άκρα του 

αποσβεστήρα. 

Ισχύει λοιπόν �	� = ���  = σ   (σχέση 2) 

 

Από τη θεωρία του ελατηρίου έχουμε ότι : 

 

�	� = Ε∙ �	� 	⇔   �	� = 
��-
.   	⇔   �	�#  = 

�/0
.
#
   (σχέση 3) 

 

Από τη θεωρία του αποσβεστήρα έχουμε ότι : 

 

��� = η ∙ ���#   	⇔   ���#  = 
�12
3     (σχέση 4)  

 

Όπου, η είναι ο συντελεστής ιξώδους του αποσβεστήρα. 

 

Διαφορίζοντας τη (σχέση 1) και λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις 2, 3 και 4 έχουμε : 

 
%	
%& =  

%	/0
%&  + 

%	45
%&     ⇔    

%	
%& =  

�# /0
.  +

�12
3      ⇔   Ε∙ %	%& = 

%�/0
%&  + 

�12
3       (σχέση 5), 

όπου τ = 
3
.   είναι ο χρόνος καθυστέρησης. 

Η τελευταία σχέση αποτελεί την τελική εξίσωση του μοντέλου Maxwell. Ας δούμε 

τώρα τι συμβαίνει στο φαινόμενο του ερπυσμού και της χαλάρωσης αντίστοιχα. 

 

 

α) Ερπυσμός 

 
Αν επιβάλλουμε μία σταθερή τάση (σ = ��) όλη η παραμόρφωση θα παραληφθεί 

από το ελατήριο. Δηλαδή τη χρονική στιγμή (t = 0) ο αποσβεστήρας δε θα κινηθεί.  

Την  (t = 0)  έχουμε: 

 

ε(0) = �� = 
�6
.      (σχέση 6). 

 

Αντικαθιστώντας τη (σχέση 6) στη (σχέση 5) προκύπτει ότι: 
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%	
%&  = 

�6
3      ⇔     ε = ( �6

3 	 + c    ⇔    ε = 
�6∙&
3  + c 

 

Όπου το c είναι η σταθερά ολοκλήρωσης και υπολογίζεται από τις αρχικές 

συνθήκες. Από τη (σχέση 6) προκύπτει ότι    c  = 
�6
.  . Άρα τελικά ο τύπος γίνεται : 

 

ε(t) =  
�6∙&
3  + 

�6
.  =  

�6
. ∙ �&� 	+ 	1"      ,όπου �τ	 = 	 3.			"	είναι ο χρόνος καθυστέρησης 

 

Η τελευταία εξίσωση είναι η εξίσωση της τροπής ερπυσμού στο πρότυπο Maxwell. 

 

 
 

               Σχήµα  6 :     Ερπυσμός προτύπου Maxwell 

 

 

 

β) Χαλάρωση 
 

Στο φαινόμενο της χαλάρωσης επιβάλλουμε ακαριαία μία τροπή (ε = ��) , την οποία 

κρατάμε σταθερή. Όπως και προηγουμένως όλη η παραμόρφωση θα παραληφθεί 

από το ελατήριο. Το ελατήριο θα αποκτήσει την τάση  ��= Ε∙ ��. 

 

Ο αποσβεστήρας δε θα κινηθεί, που σημαίνει ότι η τροπή του είναι μηδενική. Η 

τάση του αποσβεστήρα θα είναι ίση με τη τάση στα άκρα του ελατηρίου. Με το 
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πέρασμα του χρόνου ο αποσβεστήρας θα αρχίσει να κινείται, οπότε το ελατήριο θα 

χαλαρώσει.  

Για (ε = ��)  η (σχέση 5) θα γίνει :  

 

  
%�
%&  + 

�
�  = 0     ⇔    

%�
�  = - 

%&
�     ⇔    ( %�

� 	 = - ( %&
�      ⇔     ln(σ(t)) = - 

&
� + ,�     ⇔ 

 

σ(t) = 8�	
9
:	;	<6	   ⇔    σ(t) = 8=6 ∙ 8�	

9
:      ⇔     σ(t) = c∙ 8−	*? 

 
όπου c είναι σταθερά ολοκλήρωσης που προσδιορίζεται από τις αρχικές συνθήκες. 

Για (t = 0) έχουμε σ(0) = c. 

Αρχικά είπαμε ότι την (t = 0) ισχύει σ(0) = �� = Ε∙ ��. 

Οπότε προκύπτει ότι c = Ε∙ �� 

Άρα η τελική εξίσωση της τάσης κατά το φαινόμενο της χαλάρωσης του προτύπου 

Maxwell είναι η ακόλουθη : 

 

 σ(t) = Ε∙ �� ∙ 8−	*?            ,όπου �τ	 = 	 3.			"	είναι ο χρόνος καθυστέρησης 

     

 
               Σχήµα  7 :     Χαλάρωση προτύπου Maxwell 



 

 
Συμπέρασμα, λοιπόν, είναι ότι το μοντέλο 

φαινόμενο της χαλάρωσης, όμως είναι ανεπαρκές σε σχέση με τη παραμόρφωση που 

αποκτάει το ιξωδοελαστικό κατά το φαινόμενο του ερπυσμού.

 

 

 

 

1.4  Πρότυπο Kelvin-Voigt

 

 

 

 

 
Το μοντέλο Kelvin-Voigt αποτελείται

συνδεδεμένα παράλληλα. Η τροπή των δύο στοιχείων είναι ίδια και η ολική τάση

που εφαρμόζεται στο μοντέλο ισούται με το άθροισμα των επιμέρους τάσεων που 

δρουν σε αυτά, κατά τη σχέση:

 

σ = �	� +  ���    (σχέση 1) 

 

όπου �	�  : η τάση που εφαρμόζεται 

           ��� : η τάση που εφαρμόζεται 

 
Επίσης η παραμόρφωση είναι κοινή και στα δύο στοιχεία (ελατήριο

αποσβεστήρας). Άρα οι τροπές τους θα είναι ίσες.

 

ε = �	�  = ���    (σχέση 2) 

 

όπου,  �	�	: η τροπή στα άκρα του ελατηρίου

            ��� : η τροπή στα άκρα του αποσβεστήρα

 

Θα χρησιμοποιήσουμε επίσης τους δύο επιμέρους τύπους για ελατήριο και 

αποσβεστήρα αντίστοιχα. 

 

Ελατήριο :               �	� = Ε	∙ �	�
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είναι ότι το μοντέλο Maxwell μπορεί να ευθύνεται επαρκώς για το 

φαινόμενο της χαλάρωσης, όμως είναι ανεπαρκές σε σχέση με τη παραμόρφωση που 

αποκτάει το ιξωδοελαστικό κατά το φαινόμενο του ερπυσμού. 

Voigt (παράλληλη σύνδεση) 

 
Πρότυπο Kelvin-Voigt 

αποτελείται από ένα ελατήριο και ένα αποσβεστήρα 

συνδεδεμένα παράλληλα. Η τροπή των δύο στοιχείων είναι ίδια και η ολική τάση

εφαρμόζεται στο μοντέλο ισούται με το άθροισμα των επιμέρους τάσεων που 

δρουν σε αυτά, κατά τη σχέση: 

που εφαρμόζεται στα άκρα του ελατηρίου 

που εφαρμόζεται στα άκρα του αποσβεστήρα  

Επίσης η παραμόρφωση είναι κοινή και στα δύο στοιχεία (ελατήριο

αποσβεστήρας). Άρα οι τροπές τους θα είναι ίσες. 

: η τροπή στα άκρα του ελατηρίου 

: η τροπή στα άκρα του αποσβεστήρα 

Θα χρησιμοποιήσουμε επίσης τους δύο επιμέρους τύπους για ελατήριο και 

�	�     (σχέση 3) 

μπορεί να ευθύνεται επαρκώς για το 

φαινόμενο της χαλάρωσης, όμως είναι ανεπαρκές σε σχέση με τη παραμόρφωση που 

ελατήριο και ένα αποσβεστήρα 

συνδεδεμένα παράλληλα. Η τροπή των δύο στοιχείων είναι ίδια και η ολική τάση 

εφαρμόζεται στο μοντέλο ισούται με το άθροισμα των επιμέρους τάσεων που 

Επίσης η παραμόρφωση είναι κοινή και στα δύο στοιχεία (ελατήριο-

Θα χρησιμοποιήσουμε επίσης τους δύο επιμέρους τύπους για ελατήριο και 
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Αποσβεστήρας :     ��� = η	∙ ���#    (σχέση 4) 

 

 

(σχέση 3)   
(��έ�3	B)DEEEEEF  �	�   = Ε	∙ ε 

(σχέση 4)   
(��έ�3	B)DEEEEEF  ���  = η	∙ �#  (��έ�3	�)DEEEEEF   σ = Ε∙ε(t) + η∙ �(*)#     (σχέση 5) 

 

 

α) Ερπυσμός 

 
Αν επιβάλλουμε μία σταθερή τάση (σ = �G ) το πρότυπο δε θα αντιδράσει ακαριαία 

διότι το εμποδίζει ο αποσβεστήρας . Την (t = 0) έχουμε ότι ε(0) = 0 και όλη η τάση 

παραλαμβάνεται από τον αποσβεστήρα. Για την επίλυση της (σχέσης 5) θα 

χρησιμοποιηθούν μετασχηματισμοί Laplace αντί της απλής μεθόδου χωριζόμενων 

μεταβλητών. Οπότε έχουμε : 

 

�G = Ε∙ε(t) + η∙ �(*)#    
H⇒   L J�GK = E∙  L Jε(t)K + n∙ LN�(*)# O  ⇔   

�PQ  =  E ∙ L Jε(t)K + 

 

η∙s∙ L Jε(t)K    ⇔    
�PQ  = (Ε + η∙s) ∙ L Jε(t)K    ⇔     

�P	Q∙(R;	S∙T) = L Jε(t)K     (σχέση 6)              

       

Η τελευταία σχέση λύνεται αλγεβρικά αναλύοντας το κλάσμα του πρώτου μέλους 

σε δύο κλάσματα ως εξής : 

 �P	Q∙(	S∙T	;R	) = 
U
Q  + 

V
	S∙T	;R      (σχέση 7)  ⇔  �G = (	η ∙ s	 + Ε	) ∙ A + s∙B   

 

Με   s = 0  είναι : 

 

�G = Ε∙Α  ⇔   Α = 
�P.   (σχέση 8) 

 

Με   s = 1  είναι  : 

 

�G = (η + Ε)∙Α + Β   ⇔  Β = �G - (η + Ε)∙Α  
(��έ�3	Y)ZEEEEEF   Β = �G - (η + Ε)∙ 	�0\   ⇔   

 

Β = �G - 
3∙�P.  - �G   ⇔   Β =  - 

3∙�P.   (σχέση 9) 

 

 

Άρα  (σχέση 7)  
(��έ�3	Y,^)DEEEEEEF   

�P	Q∙(	S∙T	;R	) = 
�PQ∙. - 

'∙�P.∙(3∙Q;.)   =		�. ∙ �PQ   - 
3∙�P

3∙.∙�Q;	_̀"  = 

 

= 
�
. ∙ �PQ  - 

�
. ∙ �P

�Q;	_̀"   
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Στη (σχέση 6) εφαρμόζουμε αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace και έχουμε : 

 

ε(t) = a�� b		1\ ∙ �0c 	−	 1\ ∙ �0(c+de	)f ⇔    ε(t) = 
�
. ∙ a�� g�0c h - 

�P. ∙ a�� b 1
(c+de	)		f ⇔ 

 

ε(t) = 
�P.  - 

�P. ∙ 8�_̀∙&
  	⇔    ε(t) = 

�P. ∙ i1 − 	 8�_̀∙&j   ⇔   

 

 ε(t) = 
�P. ∙ �1 − 	 8�9:"            ,όπου  �τ	 = 	 3.	"  είναι ο χρόνος καθυστέρησης       

 

Η τελευταία σχέση είναι η εξίσωση της τροπής ερπυσμού στο πρότυπο Kelvin-Voigt. 

 

 

 
               Σχήµα  8 :    Ερπυσμός προτύπου Kelvin-Voigt 
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β) Χαλάρωση 
 

Αν επιβάλλουμε ακαριαία μία τροπή  (ε = �G) την οποία κρατήσουμε σταθερή τότε 

τη χρονική στιγμή  (t = 0) η τάση γίνεται άπειρη λόγω αντίδρασης του αποσβεστήρα. 

Στη συνέχεια καθώς η τροπή που εφαρμόζουμε είναι σταθερή, ο αποσβεστήρας 

παύει να αντιδρά, οπότε όλη τη τάση τη παραλαμβάνει το ελατήριο. Άρα από νόμο 

Hooke  �G= Ε∙ �G . Άλλωστε αυτό φαίνεται και από τη (σχέση 5) αν θέσουμε  �(*)#  = 0. 

Αυτό ισχύει μέχρι τη χρονική στιγμή (t = *�). Για t > *� η τάση μηδενίζεται. 

 

 
             Σχήµα  9 :   Χαλάρωση προτύπου Kelvin-Voigt 
 

 

 

Ο προσδιορισμός της αρχικής ελαστικής παραμόρφωσης του μοντέλου Kelvin-Voigt 

δεν είναι δυνατός, καθώς με την επιβολή φόρτισης ο αποσβεστήρας προβάλει 

αντίσταση. Με την πάροδο του χρόνου ο αποσβεστήρας αρχίζει να 

παραμορφώνεται, με αποτέλεσμα ένα μέρος της τάσης που αναλαμβάνει, να 

μεταβιβάζεται στο ελατήριο ανάλογα με την παραμόρφωσή του. Το γεγονός αυτό 

έχει ως επακόλουθο τη μείωση της τάσης του αποσβεστήρα και του ρυθμού 

παραμόρφωσής του κ.ο.κ.. Συνεπώς, η τάση θα τείνει βαθμιαία να μεταβιβασθεί 

πλήρως στο ελατήριο και η τροπή θα τείνει ασυμπτωτικά στην ελαστική τροπή. Η 

συμπεριφορά αυτή καλείται καθυστερημένη ελαστικότητα. Όταν στο μοντέλο 

Kelvin-Voigt απομακρυνθεί η φόρτιση, τότε η παραμόρφωση έπειτα από κάποιο 
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χρονικό διάστημα τείνει να μηδενιστεί, κάτι που δεν ισχύει στην ιξωδοελαστική 

συμπεριφορά. Επομένως, πρόκειται για ένα ουσιώδες μειονέκτημα του μοντέλου 

Kelvin-Voigt. Επομένως αυτό το μοντέλο είναι καλό, αλλά δεν είναι σε θέση να 

περιγράψει το φαινόμενο της χαλάρωσης της τάσης σε τεταμένα ιξωδοελαστικά 

υλικά.  Ένα ακόμη σημαντικό μειονέκτημα του μοντέλου αυτού είναι το γεγονός ότι 

αδυνατεί να εκφράσει την αρχική ελαστική συμπεριφορά που παρουσιάζει ένα 

ιξωδοελαστικό υλικό. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2
ο
 

 

A .  ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Το μοντέλο Maxwell όπως και το μοντέλο Voigt, δε μπορούν να ευθύνονται για ορισμένες 

σημαντικές πτυχές της συμπεριφοράς των ιξωδοελαστικών. Τα μοντέλα αυτά 

αποδεικνύονται ανεπαρκή. Το μοντέλο Maxwell περιγράφει ανεπαρκώς τα φαινόμενα του 

ερπυσμού και της ανάληψης και το μοντέλο Kelvin-Voigt περιγράφει ανεπαρκώς το 

φαινόμενο της χαλάρωσης.  Γι ‘ αυτό το λόγο προχωρήσαμε περεταίρω στη μελέτη  

περισσότερο  πολύπλοκων μηχανικών  προτύπων, τα  οποία ενδεχομένως δίνουν μία πιο 

αντιπροσωπευτική συμπεριφορά των ιξωδοελαστικών. Ένα τέτοιο περισσότερο  πολύπλοκο 

μοντέλο μπορεί να κατασκευαστεί με συναρμολόγηση πρόσθετων  ελατηρίων και 

αποσβεστήρα με μία διαφορετικού τύπου διάταξη. Καθώς προστίθενται όλο και 

περισσότερα στοιχεία στο μηχανικό μοντέλο, τόσο η προσομοίωση με το ιξωδοελαστικό 

υλικό γίνεται καλύτερη. Ωστόσο οι μαθηματικές εξισώσεις που επιστρατεύονται για την 

επίλυση του προβλήματος γίνονται πολυπλοκότερες. Τα  μαθηματικά εργαλεία που θα 

χρησιμοποιήσουμε για την επίλυση  τέτοιων εξισώσεων είναι οι μετασχηματισμοί Laplace. 

Στα Μαθηματικά, ο μετασχηματισμός Laplace είναι μία από τις πιο γνωστές και πιο ευρέως  

χρησιμοποιημένη μέθοδος, που μετασχηματίζει μία διαφορική εξίσωση. Μας βοηθάει ώστε 

να παράγουμε μία εύκολα επιλύσιμη αλγεβρική εξίσωση, η οποία προέρχεται από αρκετά 

πολύπλοκη διαφορική εξίσωση. 

 

Β.  Το µοντέλο Standard Linear ή στερεό του Zener 

 

Το πρότυπο γραμμικό στερεό (Standard Linear) μοντέλο, επίσης γνωστό ως το μοντέλο 

Zener, είναι μια μέθοδος μοντελοποίησης της συμπεριφοράς ενός ιξωδοελαστικού υλικού 

χρησιμοποιώντας ένα γραμμικό συνδυασμό  ελατηρίων και αποσβεστήρα που 

αντιπροσωπεύουν τα ελαστικά  και ιξώδη στοιχεία, αντίστοιχα. Συγκεκριμένα, εάν ένα 

πρόσθετο ελατήριο συναρμολογηθεί παράλληλα με ένα μοντέλο Maxwell , θα 

αποκτήσουμε το μοντέλο “Standard Linear” ή “στερεό Zener” που εικονίζεται στο 

παρακάτω σχήμα. 
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           (a)Μοντέλο Maxwell, (b)Μοντέλο Kelvin-Voigt, (c)Μοντέλο Standard Linear 

 

Συνδέοντας ένα ελατήριο και ένα αποσβεστήρα σε σειρά, φτιάχνεται το µοντέλο του 

Maxwell. Συνδέοντας ένα ελατήριο και ένα αποσβεστήρα σε παράλληλη σύνδεση, 

φτιάχνεται το µοντέλο Kelvin-Voigt. Σε αντίθεση µε το µοντέλο Maxwell και Kelvin-

Voigt, το µοντέλο Standard Linear, είναι ελαφρώς πιο πολύπλοκο, αφού 

συµπεριλαµβάνει και τα δύο στοιχεία σε σειρά και παράλληλα. Τα ελατήρια, τα οποία 

αντιπροσωπεύουν την ελαστική συνιστώσα ενός ιξωδοελαστικού υλικού, υπακούουν 

στο νόµο του Hooke : 

σ = Ε∙ε 

Όπου, σ είναι η εφαρµοζόµενη τάση 

           Ε είναι το µέτρο ελαστικότητας του Young 

           ε είναι η τροπή 

 

Ο αποσβεστήρας αντιπροσωπεύει τη συνιστώσα του ιξώδους ενός ιξωδοελαστικού 

υλικού.  Σε αυτό το στοιχείο, η εφαρµοζόµενη τάση είναι ανάλογη του ρυθµού 

µεταβολής της τροπής σε συνάρτηση µε το χρόνο : 

σ = η∙ %	
%& 

Όπου, η είναι ο συντελεστής ιξώδους του υγρού του αποσβεστήρα 
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Χαρακτηριστικά Μοντέλου 

 

Το πρότυπο γραμμικό στερεό μοντέλο συνδυάζει πτυχές του μοντέλου Maxwell και 

του μοντέλου Kelvin-Voigt. Με τη βοήθεια των δύο αυτών μοντέλων επιχειρούμε να 

περιγράψουμε με ακρίβεια τη συνολική συμπεριφορά του συστήματος κάτω από 

ένα δεδομένο σύνολο συνθηκών φόρτισης. Η συμπεριφορά του ιξωδοελαστικού 

υλικού, στο οποίο εφαρμόζεται μια στιγμιαία τάση φαίνεται να έχει μια στιγμιαία 

συνιστώσα της αντίδρασης του υλικού. Στιγμιαία διακοπή της τάσης καταλήγει σε 

μία μείωση στην ασυνεχή τροπή, όπως είναι αναμενόμενο. Το διάγραμμα της τάσης 

σε συνάρτηση με το χρόνο, είναι μία καμπύλη αληθή και ανάλογη της εξίσωσης που 

χαρακτηρίζει τη συμπεριφορά του μοντέλου στη πάροδο του χρόνου και είναι  

ανάλογο με το πώς το μοντέλο έχει φορτιστεί.  

 Αυτό το μοντέλο μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να προβλέψει με ακρίβεια το γενικό 

διάγραμμα της καμπύλης της τροπής, ανάλογα με το πώς συμπεριφέρεται το 

ιξωδοελαστικό για μεγάλο χρονικό διάστημα σε σχέση με τη στιγμιαία του φόρτιση. 

Παρόλα αυτά το μοντέλο δεν έχει την ικανότητα να μοντελοποιήσει αριθμητικά 

ακριβέστερα συστήματα, δηλαδή μηχανικά μοντέλα που είναι πιο πολύπλοκα. 

Απλά μηχανικά μοντέλα που χρησιμοποιούν σε συνδυασμό ελατήρια και 

αποσβεστήρες συνδεόμενα με διάφορους τρόπους, δεν αντιστοιχούν άμεσα σε 

διακριτές μοριακές δομές ενός ιξωδοελαστικού υλικού. Ωστόσο, βοηθούν 

σημαντικά στη κατανόηση του πώς αυτά τα υλικά ανταποκρίνονται στις διάφορες 

μεταβολές της εφαρμοζόμενης τάσης σε συνάρτηση με τη παραμόρφωσή του.  

 Σε γενικές γραμμές, όσο πιο πολύπλοκο γίνεται το μηχανικό μοντέλο τόσο 

καλύτερα ταιριάζει με τα πειραματικά δεδομένα μας. Αυτό έχει σαν συνέπεια να 

δημιουργείται η απαίτηση για χρήση μεγαλύτερου αριθμού πειραματικών 

σταθερών.  

Το μοντέλο Standard Linear παρέχει μία κατά προσέγγιση αναπαράσταση της 

παρατηρούμενης  συμπεριφοράς  πολλών πολυμερών, τα οποία ανήκουν στην 

ευρύτερη γκάμα των ιξωδοελαστικών υλικών. 

 

 

 

 



 

Μαθηματική επίλυση του προβλήματος στο μοντέλο 

Standard Linear 

 

Πρότυπο 

 

 

 

 Έστω ότι ασκούμε σταθερή τάση σ 

Linear. Ας υποθέσουμε ότι η τάση στα άκρα του ελατηρίου με μέτρο ελαστικότητας \�, είναι ��. Ας υποθέσουμε επίσης, ότι η 

ελαστικότητας \B και στον αποσβεστήρα με συντελεστή ιξώδους η, είναι 

Παρατηρούμε ότι η εφαρμοζόμενη τάση σ είναι ίση με το άθροισμα των επιμέρους 

τάσεων �� και �B.  

 

σ = �� + �B (σχέση 1) 

 

Η εξίσωση συμβιβασμού των παραμορφώσεων δίνει ότι οι

επιμέρους πλευρές του προτύπου είναι ίσες

τροπή του προτύπου. 

 

ε = �� = �B  (σχέση 2) 

 

όπου, �� η τροπή στα άκρα του ελατηρίου με μέτρο ελαστικότητας 

            �B η τροπή στο ελατήριο μέτρου ελαστικότητας 
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Μαθηματική επίλυση του προβλήματος στο μοντέλο 

 

Πρότυπο Standard Linear ή στερεό του Zener 

ότι ασκούμε σταθερή τάση σ στα άκρα του παραπάνω προτύπου 

. Ας υποθέσουμε ότι η τάση στα άκρα του ελατηρίου με μέτρο ελαστικότητας 

Ας υποθέσουμε επίσης, ότι η τάση στο ελατήριο με μ

και στον αποσβεστήρα με συντελεστή ιξώδους η, είναι 

η εφαρμοζόμενη τάση σ είναι ίση με το άθροισμα των επιμέρους 

Η εξίσωση συμβιβασμού των παραμορφώσεων δίνει ότι οι τροπές στις δύο 

επιμέρους πλευρές του προτύπου είναι ίσες μεταξύ τους και ίσες με τη συνολική 

η τροπή στα άκρα του ελατηρίου με μέτρο ελαστικότητας \� 

η τροπή στο ελατήριο μέτρου ελαστικότητας \B και στον αποσβεστήρα.

στα άκρα του παραπάνω προτύπου Standard 

. Ας υποθέσουμε ότι η τάση στα άκρα του ελατηρίου με μέτρο ελαστικότητας 

τάση στο ελατήριο με μέτρο 

και στον αποσβεστήρα με συντελεστή ιξώδους η, είναι �B. 

η εφαρμοζόμενη τάση σ είναι ίση με το άθροισμα των επιμέρους 

τροπές στις δύο 

μεταξύ τους και ίσες με τη συνολική 

και στον αποσβεστήρα. 
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Α. ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΣ 

 

Στα άκρα του ελατηρίου με μέτρο ελαστικότητας \� εφαρμόζουμε το νόμο του 

Hooke και παίρνουμε : 

 �� = \� ∙ ��  (σχέση 3) 

 

Στην απέναντι πλευρά του ελατηρίου αυτού υπάρχει ένα ελατήριο και ένας 

αποσβεστήρας συνδεδεμένα σε σειρά ( πρότυπο Maxwell ). Επομένως θα 

εφαρμόσουμε την εξίσωση που αποδείξαμε για το πρότυπο Maxwell. Ο τύπος είναι: 

 �B#  = 
�k3  + 

�
.k ∙ �B#      

(��έ�3	B)DEEEEEF    �# = 
�k3  + 

�
.k ∙ �B#      (σχέση 4)               

 

Παραγωγίζω τη (σχέση 1) και έχω : 

 �#  = ��#  + �B#     ⇔    �#  = \� ∙ �# + �B    (σχέση 5) 

Η (σχέση 4) γίνεται :  �B#  ∙ �
.k = �# - �k3     ⇔    �B#  = \B ∙ ��# 	− 	�k3 "  

(��έ�3	�)DEEEEEF               

�B#  = \B ∙ ��# 	–	�−	�1e "  
(��έ�3	B)DEEEEEF    �B#  = \B ∙ ��#	–	��			∙	.63 "     (σχέση 6) 

(σχέση 5)  
(��έ�3	m)DEEEEEF  ⇔    �#  = \� ∙ �# + \B ∙ ��#	–	��			∙	.63 " ⇔   �#  = \� ∙ �# + \B ∙ �#  

- 
.k∙�

3  + 
.6∙	.k3  ∙ ε    ⇔   �#  + 

.k3  ∙ σ = (\� + \B)∙ �# + 
.6∙	.k3  ∙ ε    (σχέση 7) 

α) Ερπυσμός 

 
Αν επιβάλλουμε μία σταθερή τάση (σ = �G ) στο πρότυπο έχουμε : 

Στη (σχέση 7) εφαρμόζουμε μετασχηματισμό Laplace και παίρνουμε : 

L g�# 	+	\2e 	 ∙ 	σh = L g	(\1 	+	\2) ∙ �# 	+	\1∙	\2e 	 ∙ 	εh   ⇔    s∙ �(c)oooooo + 
pk3  ∙ �(c)oooooo  

= (\� + \B)∙s∙ �(c)oooooo + 
.6∙	.k3  ∙ �(c)oooooo    

�q	�PDEEF   �G + 
.k	∙	rPQ	∙'  = (\� + \B)∙s∙ �(c)oooooo +  

.6∙	.k3  ∙ �(c)oooooo    ⇔   �(c)oooooo = 
�P∙��;sk	t	∙u"

(.6	;	.k)	∙T;s6∙	sk` 		    ⇔    �(c)oooooo = 

rPt	∙u	∙(Q	∙';	pk)
(.6	;	.k)∙T;s6∙	sk`

   ⇔ 

�(c)oooooo = 
�P	∙(skv	`	∙t)3∙(.6	;	.k)	∙	Tk	;	w6	∙	wk∙T    ⇔    �(c)oooooo = 

�P	∙(skv	`	∙t)Q	∙[3∙(.6	;	.k)∙T;w6	∙	wk]	   (σχέση 8) 
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Η τελευταία σχέση λύνεται αλγεβρικά αναλύοντας το κλάσμα του δεύτερου μέλους 

σαν άθροισμα δύο κλασμάτων ως εξής : 

 

�(c)oooooo =	 �P	∙(skv	`	∙t)Q	∙[3∙(.6	;	.k)∙T;w6	∙	wk]	     ⇔     �(c)oooooo = 
U
Q  + 

z
3∙(.6	;	.k)∙T;w6	∙	wk    (σχέση 9) 

⇔    �G ∙(\B + 	e ∙ c) = Α∙[\� ∙ \B + 	e ∙ (\� + 	\B) ∙ c] + Β ∙ s  

Με  (s = 0)  η τελευταία σχέση γίνεται : 

�G ∙ \B = Α ∙ \� ∙ \B    ⇔    Α = 
�P.6     (σχέση 10) 

Με  (s = 1)  η ίδια σχέση γίνεται : 

�G ∙ (\B + 	e) = 
�P.6 ∙ [\� ∙ \B + η∙ (\� + 	\B)] + Β    ⇔    �G ∙ (\B + 	e) = �G ∙ \B +  

3	∙	�P.6 (\� +	\B) + Β    ⇔    �G ∙ \B + η ∙ �G = �G ∙ \B + η ∙ �G + 
3	∙	�P	∙sk.6  + Β  ⇔ 

Β = - 
3	∙	�P	∙sk.6      (σχέση 11) 

(σχέση 9)
(��έ�	�{	�G,��)DEEEEEEEEEEF   �(c)oooooo = 

�P.6∙Q - 
'∙�P	∙sk.6  ∙ �

.6∙.k;	3	∙	(.6;	.k)∙Q	      ⇔    

 �(c)oooooo = 
�P.6 ∙ �Q – 

3	∙	�P	∙sk3	∙	.6∙(.6;	.k) ∙ �
\1∙\2`	∙	(s6v	sk);	Q

    ⇔     �(c)oooooo = 
�P.6 ∙ �Q – 

�P	∙sk.6∙(.6;	.k)  

∙ �
\1∙\2`	∙	(s6v	sk);	Q

    . 

Στη τελευταία σχέση κάνουμε αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace και έχουμε : 

a��N�(c)ooooooO = a�� b�P.6 	 ∙ 	�Q 	–	 �P	∙sk.6∙(.6;	.k) 	 ∙ �
\1∙\2`	∙	(s6v	sk);	Q

	f      ⇔     ε(t) = 
�P.6 –  

 

�P	∙sk.6∙(.6;	.k) ∙ a�� | 1s6∙ske	∙	}\1+	\2~+	c
�     ⇔     ε(t) = 

�P.6 - 
�P	∙sk.6∙(.6;	.k) ∙ 8� \1∙\2`	∙	(s6v	sk)	∙&   ⇔ 
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ε(t) = 
�P.6 i1 − pk.6v.k 	 ∙ 	 8�

\1∙\2`	∙	(s6v	sk)	∙&j       (σχέση 12) 

Η τελευταία σχέση αποτελεί την εξίσωση της τροπής κατά το φαινόμενο του 

ερπυσμού με τη γραμμική μέθοδο για το πρότυπο Standard Linear. 

 

 

 

 

        Σχήµα  1 :   Ερπυσμός προτύπου Standard Linear 
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Όπου,    ε(0) = 
�P.6 ∙ �1 − pk.6v.k" 

              ε(∞) = 
�P.6 

 

β) Χαλάρωση 

 

Αν επιβάλλουμε ακαριαία μία τροπή (ε = �G) την οποία και κρατήσουμε σταθερή 

τότε η τάση του προτύπου θα δίνεται από την επίλυση της παρακάτω διαφορικής 

εξίσωσης : 

Στη (σχέση 7) εφαρμόζουμε μετασχηματισμό Laplace και παίρνουμε : 

L g�# 	+	\2e 	 ∙ 	σh = L g	(\1 	+	\2) ∙ �# 	+	\1∙	\2e 	 ∙ 	εh   ⇔    s∙ �(c)oooooo + 
pk3  ∙ �(c)oooooo 

= (\� + \B)∙s∙ �(c)oooooo + 
.6∙	.k3  ∙ �(c)oooooo    

	q		PDEEF   �c +	pk3 " ∙ �(c)oooooo = (\� + \B)∙s∙ 	PQ  + 

.6∙.k3  ∙ 	PQ      ⇔     �c + 	pk3 " ∙ �(c)oooooo = �G ∙(\� + \B) +  
	P	∙.6∙.k3  ∙ �Q     ⇔ 

�(c)oooooo = 
3	∙		P	∙(.6	;	.k).k;	3∙Q  + 

3
.k;	3∙Q ∙ 	P	∙.6∙.k3  ∙ �Q     ⇔   

  �(c)oooooo = 
	P		∙(.6	;	.k)

Q;	_k̀  + 
	P	∙.6∙.kQ	∙	(.k;	3∙Q)     (σχέση 13) 

Η τελευταία σχέση λύνεται αλγεβρικά αναλύοντας το κλάσμα του δεύτερου μέλους 

σαν άθροισμα δύο κλασμάτων ως εξής : 

 

	P	∙.6∙.kQ	∙	(.k;	3∙Q) = 
U
Q  + 

V
.k;	3∙Q    ⇔    �G ∙ \� ∙ \B = A∙ (\B + 	e ∙ c) + Β ∙ s  

Με  (s = 0)  η τελευταία σχέση γίνεται : 

�G	 ∙ \� ∙ \B = Α∙ \B   ⇔    Α = �G ∙ \�     (σχέση 14) 

Με  (s = 1)  η ίδια σχέση γίνεται : 

�G	 ∙ \� ∙ \B = �G ∙ \� ∙ (\B + 	e) + Β     ⇔     Β = - �G ∙ \� ∙ e    (σχέση 15) 
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(σχέση 13)
(��έ�	�{	��,��)DEEEEEEEEEEF      �(c)oooooo = 

	P∙(.6	;	.k)
	_k̀	;	Q  + 

	P	∙.6Q  - 
	P	∙.6∙3
.k;	3∙Q     ⇔ 

 

 �(c)oooooo = 
	P	∙(.6	;	.k)

	_k̀	;	Q  + 
	P	∙.6Q  - 

	P	∙.6_k̀	;	Q     ⇔     �(c)oooooo = 
	P	∙	.k
	_k̀	;	Q + 

	P	∙.6Q       

Στη τελευταία σχέση κάνουμε αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace και έχουμε : 

 

a��N�(c)oooooooO = a�� | �0∙	\2	d2e 	+	c 	+	
�0	∙\1c 					�     ⇔    σ(t) = �G	 ∙ \B ∙ a−1 b 1_k̀	;	Qf +  

�G	 ∙ \� ∙ a−1 g1
ch    ⇔    σ(t) = �G	 ∙ \� + �G	 ∙ \B ∙ 8�	_k̀	∙&

       ⇔ 

σ(t) = �G	 ∙ i\� 	+ 	\B ∙ 	8�	_k̀	∙&j         (σχέση 16) 

Η τελευταία σχέση αποτελεί την εξίσωση της τάσης κατά το φαινόμενο της 

χαλάρωσης με τη γραμμική μέθοδο για το πρότυπο Standard Linear. 

 

 

 

 



42 

 

 

 
       Σχήµα  2 :   Χαλάρωση προτύπου Standard Linear 

 
 

Όπου,    σ(0) = �G	 ∙ (\� 	+ 	\B) 
 

              σ(∞) = �G	 ∙ \� 
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Β. ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΣ 

 

Η μη γραμμική μέθοδος αφορά το ιξώδες στοιχείο του μηχανικού προτύπου 

Standard Linear. Δηλαδή, τον αποσβεστήρα ο οποίος είναι χρονο-εξαρτώμενο 

στοιχείο. Στη γραμμική μέθοδο, για το στοιχείο του αποσβεστήρα, εφαρμόσαμε την 

εξίσωση : 

���(*)#  = 
�45(&)

3   

Όπου,  ���(*)#   είναι ο ρυθμός μεταβολής της τροπής του αποσβεστήρα 

              ���(*) είναι η τάση στα άκρα του αποσβεστήρα 

              η            είναι ο συντελεστής ιξώδους του αποσβεστήρα 

 

Ωστόσο, η χρήση αυτού του τύπου δεν είναι αρκετά ικανοποιητική ως προς το 

αποτέλεσμα καθώς, όπως θα διαπιστώσουμε και στο επόμενο κεφάλαιο 

παρουσιάζει απόκλιση από την ιξωδοελαστική συμπεριφορά του υλικού. Αυτό το 

συμπέρασμα προκύπτει αν παρατηρήσουμε την καμπύλη ερπυσμού και την 

καμπύλη χαλάρωσης μέσω της γραμμικής μεθόδου και τις αντίστοιχες καμπύλες 

των πειραματικών μας δεδομένων. Συγκρίνοντάς τες οδηγούμαστε στο 

συμπέρασμα ότι το μοντέλο που έχουμε επιλέξει δεν είναι αρκετά 

αντιπροσωπευτικό της ιξωδοελαστικής συμπεριφοράς και έχει ανάγκη από 

βελτιστοποίηση. Ύστερα από πειράματα και επίμονες και κοπιαστικές δοκιμές της 

μηχανικής επιστήμης, οι ερευνητές κατέληξαν σε έναν «όρο», ο οποίος είναι μη 

γραμμικός που αντικαθιστά την προηγούμενη εξίσωση : 

���(*)#  = α ∙ sinh(� ∙ ���(*)	) 
 

Όπως φαίνεται και από τον παραπάνω τύπο γίνεται χρήση του υπερβολικού 

ημιτόνου, το οποίο καθιστά την τελική εξίσωση της μη γραμμικής μεθόδου πιο 

ρεαλιστική καθώς παρουσιάζει μικρότερα σφάλματα σε σχέση πάντα με τις 

πειραματικές τιμές, τόσο κατά τον ερπυσμό όσο και κατά την χαλάρωση του 

μοντέλου. 
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ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΜΕ ΤΗ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟ 

 

Έστω ότι ασκούμε σταθερή τάση σ στα άκρα του μηχανικού μοντέλου Standard 

Linear και τα δύο ελατήρια επιμηκύνονται. Έστω ότι η τάση στα άκρα του ελατηρίου 

με μέτρο ελαστικότητας \�, είναι �� και η τάση στο ελατήριο με μέτρο 

ελαστικότητας \B και στον αποσβεστήρα με συντελεστή ιξώδους η, είναι �B. 

Παρατηρούμε ότι η εφαρμοζόμενη τάση σ είναι ίση με το άθροισμα των επιμέρους 

τάσεων �� και �B.  

 

σ = �� + �B     (σχέση 1) 

 

Οι τροπές στις δύο επιμέρους πλευρές του προτύπου είναι ίσες μεταξύ τους και ίσες 

με τη συνολική τροπή του προτύπου. 

 

ε = �� = �B      (σχέση 2) 

 

όπου, �� η τροπή στα άκρα του ελατηρίου με μέτρο ελαστικότητας \� 

            �B η τροπή στο ελατήριο μέτρου ελαστικότητας \B και στον αποσβεστήρα. 

 

 

Στα άκρα του ελατηρίου με μέτρο ελαστικότητας \� εφαρμόζουμε το νόμο του 

Hooke και παίρνουμε : 

 �� = \� ∙ ��= \� ∙ ε      (σχέση 3) 

 

Θα κάνουμε χρήση της μη γραμμικής εξίσωσης για τον αποσβεστήρα σύμφωνα με 

τον τύπο : 

���(*)#  = α ∙ sinh(� ∙ ���(*)	) = α ∙ sinh(� ∙ �B(*)	)       (σχέση 4) 

Στην απέναντι πλευρά του ελατηρίου με μέτρο ελαστικότητας \� υπάρχει ένα 

ελατήριο και ένας αποσβεστήρας συνδεδεμένα σε σειρά ( πρότυπο Maxwell ). 

Επομένως θα εφαρμόσουμε την εξίσωση που αποδείξαμε για το πρότυπο Maxwell. 

Ο τύπος είναι: 

 �B(*)#  = 
�k(&)3  + 

�
.k ∙ �B(*)#      

 

Στο παραπάνω τύπο αντικαθιστούμε το γραμμικό όρο   ���(*)#  = 
�k(&)

3   με το μη 

γραμμικό τύπο   ���(*)#  = α ∙ sinh(� ∙ �B(*)	)   σύμφωνα με τη (σχέση 4) και 

έχουμε : 

 

�B(*)#  = α ∙ sinh(� ∙ �B(*)	) + 
�
.k ∙ �B(*)#         

(��έ�3	B)DEEEEEF 
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�(*)#  = α ∙ sinh(� ∙ �B(*)	) + 
�
.k ∙ �B(*)#             ⇔      

 �B(*)#  = \B ∙ �(*)#  - \B ∙	α ∙ sinh(� ∙ �B(*)	)        (σχέση 5)  

 

Παραγωγίζουμε τη (σχέση 3) και έχουμε : 

 

��(*)#  = \� ∙ �(*)#        (σχέση 6) 

 

Παραγωγίζουμε τη (σχέση 1) και έχουμε : 

 

�(*)#  = ��(*)#  + �B(*)#     
(��έ�3	�,m)DEEEEEEEF    �(*)#  = \� ∙ �(*)#  +  

 

\B ∙ �(*)#  - \B ∙	α ∙ sinh(� ∙ �B(*)	)  (��έ�3	�)DEEEEEF 
 

�(*)#  = \� ∙ �(*)#  + \B ∙ �(*)#  - \B ∙	α ∙ sinh(� ∙ (�(*) − 	�1(*)	)  (��έ�3	�)DEEEEEF 

 

 �(*)#  = \� ∙ �(*)#  + \B ∙ �(*)#  - \B ∙	α ∙ sinh(� ∙ (�(*) − 	\� ∙ 	�(*))   ⇔ 

 

�σ(�)
��  = (\� +	\B) ∙ %	(&)

%&  - \B ∙	α ∙ sinh(� ∙ (�(*) − \� ∙ 	�(*))    
 

Ο τύπος αυτός αποτελεί τη διαφορική εξίσωση της τάσης σε συνάρτηση με την 

τροπή του μοντέλου Standard Linear  για τη μη γραμμική μέθοδο. 

Η επίλυση της είναι αρκετά περίπλοκη. Για το λόγο αυτό θα χρησιμοποιήσουμε το 

λογισμικό πακέτο Mathematica, το οποίο είναι ένα πολύ χρήσιμο μαθηματικό 

εργαλείο για την επίτευξη του παραπάνω στόχου. Διαθέτει μεγάλες δυνατότητες 

στην επίλυση μακροσκελών και πολύπλοκων διαφορικών εξισώσεων κάνοντας 

χρήση διαφόρων προγραμματιστικών τεχνικών και αλγοριθμικών εντολών που είναι 

χρήσιμες για το σκοπό αυτό. Φυσικά το συγκεκριμένο λογισμικό πακέτο δε 

περιορίζεται μόνο σε αυτό, καθώς μπορεί να πραγματοποιήσει και άλλες 

μαθηματικές εφαρμογές, όπως γραφικές παραστάσεις, ολοκληρώματα και πολλά 

άλλα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3
ο
 

 

A .  ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στο κεφάλαιο αυτό, το κύριο θέμα μας, είναι οι δύο μέθοδοι που αναλύσαμε στο 

κεφάλαιο 2, η «γραμμική» και η «μη γραμμική». Σκοπός μας είναι να συγκρίνουμε 

την ιξωδοελαστική συμπεριφορά των υλικών με βάση τις δύο αυτές μεθόδους. Κάτι 

τέτοιο μπορεί να συμβεί κάνοντας χρήση πειραματικών δεδομένων, δηλαδή τιμές 

της τάσης και της τροπής που έχουμε βρει από πειράματα εφελκυσμού στο 

ιξωδοελαστικό υλικό. Οι τιμές αυτές μετρήθηκαν σε δεδομένες χρονικές στιγμές, τις 

οποίες και έχουμε καταγράψει. Ο χρόνος είναι σημαντικό στοιχείο στην έρευνά μας 

καθώς η μελέτη γίνεται πάνω σε «χρονικά μεταβαλλόμενο πρότυπο», που είναι το 

Standard Linear. Στη συνέχεια κάνουμε συγκριτική μελέτη των πειραματικών αυτών 

τιμών, με τις θεωρητικές τιμές της τάσης και της τροπής προκύπτουν τόσο από τη 

«γραμμική», όσο και από τη «μη γραμμική» μέθοδο. Η μελέτη αυτή γίνεται με 

χρήση του λογισμικού πακέτου “Mathematica”, που είναι ένα πλήρες Μαθηματικό 

πρόγραμμα, το οποίο είναι κατάλληλο για το σκοπό που περιγράψαμε 

προηγουμένως. Συνοπτικά αναφέρουμε κάποιες εφαρμογές που πρόκειται να 

αναπτύξουμε με τη βοήθεια αυτού του λογισμικού πακέτου : 

• Δημιουργία «λίστας» από διατεταγμένα ζεύγη τιμών, όπως για παράδειγμα 

λίστας από διατεταγμένα ζεύγη «τροπής-χρόνου». 

• Χρήση συναρτήσεων, γραμμικών και μη γραμμικών, όπως για παράδειγμα 

τη συνάρτηση της τροπής με το χρόνο (ερπυσμός) και τη συνάρτηση της 

τάσης με το χρόνο (χαλάρωση), που υπολογίσαμε με τη βοήθεια της 

γραμμικής μεθόδου. 

•  Δημιουργία γραφικών παραστάσεων τόσο από «λίστα» όσο και από 

θεωρητικές συναρτήσεις των δύο μεθόδων. 

• Επίσης θα δείξουμε πώς μπορούμε να δημιουργήσουμε «λίστα» από 

διατεταγμένα ζεύγη μέσα από μία δυσεπίλυτη και μακροσκελή διαφορική 

εξίσωση με χρήση παραμέτρων, όπως για παράδειγμα του μέτρου 

ελαστικότητας \� και \B, του συντελεστή ιξώδους η και των παραμέτρων 

a,b του υπερβολικού ημιτόνου. 

Όλες αυτές οι εφαρμογές αποτελούν τα απαραίτητα βήματα για επίτευξη του 

βασικού μας στόχου που δεν είναι άλλος από τη μελέτη, προσομοίωση και 

μοντελοποίηση της συμπεριφοράς των ιξωδοελαστικών υλικών. 
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Α.  ΜΟΝΤΕΛΟ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΜΕ ΤΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟ 

 

α) Ερπυσμός 
 

Αν επιβάλλουμε μία σταθερή τάση (σ = �G) στο πρότυπο Standard Linear, σύμφωνα 

με τα αποτελέσματα του Κεφαλαίου 2, η εξίσωση της τροπής ε(t) σε συνάρτηση με 

το χρόνο t είναι η ακόλουθη : 

 

ε(t) = 
�P.6 ∙ i1 − pk.6v	skj ∙ 8� \1∙\2`	∙	(s6v	sk)	∙&          (σχέση 1) 

Η τελευταία σχέση αποτελεί την εξίσωση της τροπής ως προς το χρόνο κατά το 

φαινόμενο του «ερπυσμού» με τη θεωρία της γραμμικής μεθόδου για το πρότυπο 

Standard Linear. 

 

β) Χαλάρωση 
 

Αν επιβάλλουμε ακαριαία μία τροπή (ε = ��) την οποία και κρατήσουμε σταθερή για το 

προτύπο Standard Linear,σύμφωνα με το προηγούμενο Κεφάλαιο, η εξίσωση της 

τάσης σ(t) σε συνάρτηση με το χρόνο t θα δίνεται από τo τύπο : 

σ(t) = ��	 ∙ \B ∙ 8�	_k̀	∙&
 + ��	 ∙ \�          (��έ�e	2) 

Η τελευταία σχέση αποτελεί την εξίσωση της τάσης ως προς το χρόνο κατά το 

φαινόμενο της «χαλάρωσης» με τη θεωρία της γραμμικής μεθόδου για το πρότυπο 

Standard Linear. 

Έπειτα από μία σειρά δοκιμών εφελκυσμού που πραγματοποιήθηκαν σε 

ιξωδοελαστικό υλικό μας οδήγησαν στο παρακάτω πίνακα πειραματικών τιμών. Οι 

δοκιμές αυτές εφελκυσμού έγιναν με την εφαρμογή σταθερής τάσης, με 

διαφορετική κάθε φορά τιμή. Συγκεκριμένα εφαρμόσαμε έξι διαφορετικές τάσεις 

και για κάθε τάση, πήραμε μία σειρά από τροπές, οι οποίες μετρήθηκαν σε 

δεδομένες κάθε φορά χρονικές στιγμές. Οι αρχικές τάσεις που εφαρμόσαμε για την 

πραγματοποίηση των δοκιμών είναι οι εξής :  

{�G = 42 MPa,  �G = 53 MPa,  �G = 64 MPa,   �G = 74 MPa,  �G = 85 MPa,   �G= 94 MPa} 

Οι μετρήσεις των τροπών πραγματοποιήθηκαν από την αρχική χρονική στιγμή (t = 

50 sec) μέχρι τη τελική χρονική στιγμή (t = 1000 sec) με βήμα 50 seconds κάθε 

φορά. Ας δούμε το πίνακα που προέκυψε : 
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 �G=42MPa  �G=53MPa �G=64MPa �G=74MPa �G=85MPa �G=94MPa 

t(sec) ε(t) ε(t) ε(t) ε(t) ε(t) ε(t) 

50 0.012 0.018 0.024 0.032 0.038 0.065 

100 0.014 0.019 0.027 0.036 0.045 0.076 

150 0.014 0.02 0.028 0.039 0.049 0.083 

200 0.014 0.02 0.029 0.04 0.051 0.09 

250 0.014 0.021 0.029 0.041 0.054 0.095 

300 0.014 0.021 0.03 0.042 0.056 0.1 

350 0.014 0.021 0.03 0.043 0.058 0.106 

400 0.014 0.021 0.031 0.044 0.06 0.111 

450 0.014 0.021 0.031 0.045 0.062 0.115 

500 0.014 0.022 0.032 0.046 0.063 0.120 

550 0.014 0.022 0.032 0.047 0.065 0.126 

600 0.014 0.022 0.032 0.047 0.066 0.131 

650 0.014 0.022 0.033 0.048 0.068 0.137 

700 0.014 0.023 0.033 0.049 0.069 0.142 

750 0.014 0.023 0.033 0.049 0.07 0.148 

800 0.015 0.023 0.034 0.05 0.071 0.155 

850 0.016 0.023 0.034 0.051 0.073 0.162 

900 0.016 0.023 0.034 0.051 0.074 0.169 

950 0.017 0.023 0.034 0.051 0.075 0.177 

1000 0.017 0.023 0.034 0.051 0.076 0.186 

Πίνακας πειραματικών δεδομένων  

 

Η μεθοδολογία που ακολουθούμε είναι η ακόλουθη : 
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Σε πρώτη φάση θα παραστήσουμε γραφικά τα πειραματικά ζεύγη των τιμών της 

τροπής (ε) σε συνάρτηση με το χρόνο (t), σύμφωνα με τον παραπάνω πίνακα για 

σταθερή αρχική τάση (�G = 42 MPa). Οπότε θα έχουμε το γράφημα : 

 

 

Πειραματικά ζεύγη τιμών Τροπής-Χρόνου για τάση �G = 42 MPa 

 

Στον οριζόντιο άξονα παριστάνουμε το χρόνο t (sec) και στο κατακόρυφο άξονα την 

τροπή ε. Με τελίτσα παριστάνεται το εκάστοτε ζεύγος τροπής-χρόνου. Στη συνέχεια 

με τη βοήθεια εντολών του Mathematica κάνουμε μία μη παραμετρική 

προσομοίωση της θεωρητικής συνάρτησης της τροπής (σχέση 1), με τα πειραματικά 

δεδομένα της παραπάνω γραφικής παράστασης. Η διαδικασία αυτή έχει σκοπό την 

εύρεση των εξής παραμέτρων : 

• Μέτρο Ελαστικότητας \� του πρώτου ελατηρίου 

• Μέτρο Ελαστικότητας \B του δευτέρου ελατηρίου 

• Συντελεστής ιξώδους του αποσβεστήρα η 

Συγκεκριμένα, θα πάρουμε τις τιμές : 

\�= 2044.11 ,    \B = 1280.68 ,    η = 1476597.33 

Το επόμενο βήμα που κάνει το πρόγραμμα είναι να αντικαταστήσει αυτές τις τιμές 

των παραμέτρων στη (σχέση 1), η οποία είναι η θεωρητική εξίσωση της τροπής 

ερπυσμού για πρότυπο Standard Linear με τη γραμμική μέθοδο. Συνεπώς, η 

συνάρτηση της τροπής θα έχει πλέον μία μόνο μεταβλητή, που είναι ο χρόνος (t) : 

 ε(t) = 0.0205  − 0.0079 ∙ 8�G.GGG��∙&       
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Από το τύπο αυτό οδηγούμαστε στη γραφική παράσταση της τροπής (ε) σε συνάρτηση με 

το χρόνο (t) που συνδυάζει τη θεωρητική εξίσωση (σχέση 1), με τα πειραματικές τιμές της 

τροπής για δεδομένη τάση (�G  = 42 MPa) : 

 

 

Καμπύλη Τροπής-Χρόνου της προσομοιωμένης συνάρτησης για �G  = 42 MPa 

 

Έπειτα παρουσιάζουμε τη καμπύλη αυτή σε αντιπαραβολή με τα ζεύγη των πειραματικών 

τιμών αντίστοιχα, που αφορούν την εφαρμοζόμενη τάση (�G  = 42 MPa). Οπότε έχουμε : 

 

 

Συνδυασμός καμπύλης Τροπής-Χρόνου και πειραματικά ζεύγη τιμών 

 

 

Σε δεύτερη φάση θα παραστήσουμε γραφικά τα πειραματικά ζεύγη των τιμών της 

τροπής (ε) σε συνάρτηση με το χρόνο (t), σύμφωνα με τον παραπάνω πίνακα για 

αρχική τάση ( �G = 53 MPa). Οπότε θα έχουμε το γράφημα : 
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Πειραματικά ζεύγη τιμών Τροπής-Χρόνου για τάση �G = 53 MPa 

 

Στη συνέχεια χρησιμοποιούμε τις ίδιες τιμές των παραμέτρων «\�», «	\B» και «η», 

που υπολογίσαμε με χρήση του προγράμματος με αρχική τάση (�G = 42 MPa), όπως 

φαίνεται παραπάνω. Αυτές τις τιμές τις αντικαθιστούμε στη (σχέση 1), η οποία είναι 

η θεωρητική εξίσωση της τροπής ερπυσμού για πρότυπο Standard Linear με τη 

γραμμική μέθοδο. Με τη μόνη διαφορά, ότι αυτή τη φορά η εφαρμοζόμενη αρχική 

τάση είναι (�G = 53 MPa). Συνεπώς, η συνάρτηση της τροπής θα έχει πλέον μία μόνο 

μεταβλητή, που είναι ο χρόνος (t). Από τη καινούρια συνάρτηση που δημιουργείται 

οδηγούμαστε στη γραφική παράσταση της τροπής (ε) σε συνάρτηση με το χρόνο (t), για 

δεδομένη αρχική τάση (�G  = 53 MPa) : 

 

 

Καμπύλη Τροπής-Χρόνου της προσομοιωμένης συνάρτησης για �G  = 53 MPa 
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Έπειτα παρουσιάζουμε τη καμπύλη αυτή σε αντιπαραβολή με τα ζεύγη των πειραματικών 

τιμών αντίστοιχα, που αφορούν την εφαρμοζόμενη τάση (�G  = 53 MPa). Οπότε έχουμε : 

 

Συνδυασμός καμπύλης Τροπής-Χρόνου και πειραματικά ζεύγη τιμών 

 

Σε τρίτη φάση θα παραστήσουμε γραφικά τα πειραματικά ζεύγη των τιμών της 

τροπής (ε) σε συνάρτηση με το χρόνο (t), σύμφωνα με τον παραπάνω πίνακα για 

αρχική τάση (�G = 64 MPa). Οπότε θα έχουμε το γράφημα : 

 

 

Πειραματικά ζεύγη τιμών Τροπής-Χρόνου για τάση �G = 64 MPa 

 

Ακολούθως κάνουμε χρήση των ίδιων τιμών για τις παραμέτρους «\�», «	\B» και 

«η», που υπολογίσαμε με χρήση του προγράμματος με αρχική τάση (�G = 42 MPa), 

όπως φαίνεται παραπάνω. Αυτές τις τιμές τις αντικαθιστούμε στη (σχέση 1), η 

οποία είναι η θεωρητική εξίσωση της τροπής ερπυσμού για πρότυπο Standard 
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Linear με τη γραμμική μέθοδο. Αυτή τη φορά η εφαρμοζόμενη αρχική τάση είναι (�G 

= 64 MPa). Συνεπώς, η συνάρτηση της τροπής θα έχει πλέον μία μόνο μεταβλητή, 

που είναι ο χρόνος (t). Από τη καινούρια συνάρτηση που προκύπτει οδηγούμαστε 

στη γραφική παράσταση της τροπής (ε) σε συνάρτηση με το χρόνο (t), για δεδομένη 

αρχική τάση (�G = 64 MPa) : 

 

 

Καμπύλη Τροπής-Χρόνου της προσομοιωμένης συνάρτησης για �G  = 64 MPa 

 

Ομοίως παρουσιάζουμε τη καμπύλη αυτή σε αντιπαραβολή με τα ζεύγη των 

πειραματικών τιμών αντίστοιχα, που αφορούν την εφαρμοζόμενη τάση (�G = 64 

MPa). Οπότε έχουμε : 

 

 

Συνδυασμός καμπύλης Τροπής-Χρόνου και πειραματικά ζεύγη τιμών 
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Σε τέταρτη φάση θα παραστήσουμε γραφικά τα πειραματικά ζεύγη των τιμών της 

τροπής (ε) σε συνάρτηση με το χρόνο (t), σύμφωνα με τον παραπάνω πίνακα για 

αρχική τάση (�G = 74 MPa). Οπότε θα έχουμε το γράφημα : 

 

Πειραματικά ζεύγη τιμών Τροπής-Χρόνου για τάση �G = 74 MPa 

 

Ακολούθως κάνουμε χρήση των ίδιων τιμών για τις παραμέτρους «\�», «	\B» και 

«η», που υπολογίσαμε με χρήση του προγράμματος με αρχική τάση (�G = 42 MPa) , 

όπως φαίνεται παραπάνω. Αυτές τις τιμές τις αντικαθιστούμε στη (σχέση 1), η 

οποία είναι η θεωρητική εξίσωση της τροπής ερπυσμού για πρότυπο Standard 

Linear με τη γραμμική μέθοδο. Αυτή τη φορά η εφαρμοζόμενη αρχική τάση είναι (�G 

= 74 MPa) . Συνεπώς, η συνάρτηση της τροπής θα έχει πλέον μία μόνο μεταβλητή, 

που είναι ο χρόνος (t). Από τη καινούρια συνάρτηση που προκύπτει οδηγούμαστε 

στη γραφική παράσταση της τροπής (ε) σε συνάρτηση με το χρόνο (t), για δεδομένη 

αρχική τάση (�G = 74 MPa) : 

 

 

Καμπύλη Τροπής-Χρόνου της προσομοιωμένης συνάρτησης για �G = 74 MPa 
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Όμοια παρουσιάζουμε τη καμπύλη αυτή σε αντιπαραβολή με τα ζεύγη των 

πειραματικών τιμών αντίστοιχα, που αφορούν την εφαρμοζόμενη τάση (�G  = 74 

MPa). Οπότε έχουμε : 

 

 

Συνδυασμός καμπύλης Τροπής-Χρόνου και πειραματικά ζεύγη τιμών 

 

Σε πέμπτη φάση θα παραστήσουμε γραφικά τα πειραματικά ζεύγη των τιμών της 

τροπής (ε) σε συνάρτηση με το χρόνο (t), σύμφωνα με τον παραπάνω πίνακα για 

αρχική τάση (�G = 85 MPa). Οπότε θα έχουμε το γράφημα : 

 

 

Πειραματικά ζεύγη τιμών Τροπής-Χρόνου για τάση �G = 85 MPa 
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Ομοίως κάνουμε χρήση των ίδιων τιμών για τις παραμέτρους «\�», «	\B» και «η», 

που υπολογίσαμε με χρήση του προγράμματος με αρχική τάση (�G = 42 MPa), όπως 

φαίνεται παραπάνω. Αυτές τις τιμές τις αντικαθιστούμε στη (σχέση 1), η οποία είναι 

η θεωρητική εξίσωση της τροπής ερπυσμού για πρότυπο Standard Linear με τη 

γραμμική μέθοδο. Αυτή τη φορά η εφαρμοζόμενη αρχική τάση είναι (�G = 85MPa). 

Συνεπώς, η συνάρτηση της τροπής θα έχει πλέον μία μόνο μεταβλητή, που είναι ο 

χρόνος (t). Από τη καινούρια συνάρτηση που προκύπτει οδηγούμαστε στη γραφική 

παράσταση της τροπής (ε) σε συνάρτηση με το χρόνο (t), για δεδομένη αρχική τάση 

(�G = 85 MPa) : 

 

 

Καμπύλη Τροπής-Χρόνου της προσομοιωμένης συνάρτησης για �G = 85 MPa 

 

 

Στη συνέχεια παρουσιάζουμε τη καμπύλη αυτή σε αντιπαραβολή με τα ζεύγη των 

πειραματικών τιμών αντίστοιχα, που αφορούν την εφαρμοζόμενη τάση (�G = 85 

MPa). Οπότε έχουμε : 
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Συνδυασμός καμπύλης Τροπής-Χρόνου και πειραματικά ζεύγη τιμών 

 

Σε έκτη και τελευταία φάση θα παραστήσουμε γραφικά τα πειραματικά ζεύγη των 

τιμών της τροπής (ε) σε συνάρτηση με το χρόνο (t), σύμφωνα με τον παραπάνω 

πίνακα για αρχική τάση (�G = 94 MPa). Οπότε θα έχουμε το γράφημα : 

 

Πειραματικά ζεύγη τιμών Τροπής-Χρόνου για τάση �G = 94 MPa 

 

Ομοίως κάνουμε χρήση των ίδιων τιμών για τις παραμέτρους «\�», «	\B» και «η», 

που υπολογίσαμε με χρήση του προγράμματος με αρχική τάση (�G = 42 MPa), όπως 

φαίνεται παραπάνω. Αυτές τις τιμές τις αντικαθιστούμε στη (σχέση 1), η οποία είναι 

η θεωρητική εξίσωση της τροπής ερπυσμού για πρότυπο Standard Linear με τη 

γραμμική μέθοδο. Αυτή τη φορά η εφαρμοζόμενη αρχική τάση είναι (�G = 94 MPa). 

Συνεπώς, η συνάρτηση της τροπής θα έχει πλέον μία μόνο μεταβλητή, που είναι ο 

χρόνος (t). Από τη καινούρια συνάρτηση που προκύπτει οδηγούμαστε στη γραφική 
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παράσταση της τροπής (ε) σε συνάρτηση με το χρόνο (t), για δεδομένη αρχική τάση 

(�G = 94 MPa) : 

 

 

Καμπύλη Τροπής-Χρόνου της προσομοιωμένης συνάρτησης για �G = 94 MPa 

 

Τέλος παρουσιάζουμε τη καμπύλη αυτή σε αντιπαραβολή με τα ζεύγη των 

πειραματικών τιμών αντίστοιχα, που αφορούν την εφαρμοζόμενη τάση (�G = 94 

MPa). Οπότε έχουμε : 

 

 

Συνδυασμός καμπύλης Τροπής-Χρόνου και πειραματικά ζεύγη τιμών 

 

Στην επόμενη σελίδα, παρουσιάζουμε αθροιστικά όλα τα παραπάνω γραφήματα, με 

αρχική τάση �G  = 42 MPa, για μία πιο εποπτική παρουσίαση της «γραμμικής 

μεθόδου».  
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Με την ίδια μεθοδολογία, ακολουθώντας δηλαδή τα παραπάνω έξι βήματα που 

περιγράψαμε αναλυτικά, θα κάνουμε και για τις υπόλοιπες αρχικές τάσεις. Δηλαδή, 

για τις {�G = 53 MPa,   �G = 64 MPa,   �G = 74 MPa,    �G = 85 MPa   και   �G = 94 MPa}. 

 Συγκεκριμένα, με τη βοήθεια εντολών του Mathematica κάνουμε τη μη 

παραμετρική προσομοίωση της θεωρητικής συνάρτησης της τροπής (σχέση 1), με τα 

πειραματικά δεδομένα για την εκάστοτε αρχική τάση {�G = 53 MPa,     �G = 64 MPa,     �G = 74 MPa,      �G = 85 MPa     και      �G = 94 MPa}. 

 Η διαδικασία αυτή στοχεύει στην εύρεση των εξής παραμέτρων : 

• Μέτρο Ελαστικότητας \� του πρώτου ελατηρίου 

• Μέτρο Ελαστικότητας \B του δευτέρου ελατηρίου 

• Συντελεστής ιξώδους του αποσβεστήρα η 

Όπως γίνεται αντιληπτό οι παράμετροι αυτοί αλλάζουν κάθε φορά ανάλογα νε την 

αρχική εφαρμοζόμενη τάση στο πρότυπο, εφόσον αλλαγές τάσεων προϋποθέτουν 

και διαφορετικές τροπές σύμφωνα με τον πίνακα με τα πειραματικά μας δεδομένα. 

Το επόμενο βήμα που κάνει το πρόγραμμα είναι να αντικαταστήσει αυτές τις τιμές 

των παραμέτρων στη (σχέση 1), η οποία είναι η θεωρητική εξίσωση της τροπής 

ερπυσμού για πρότυπο Standard Linear με τη γραμμική μέθοδο. Συνεπώς, η 

συνάρτηση της τροπής θα έχει πλέον μία μόνο μεταβλητή, που είναι ο χρόνος (t). 

Από το τύπο αυτό οδηγούμαστε στη γραφική παράσταση της τροπής (ε) σε 

συνάρτηση με το χρόνο (t) που συνδυάζει τη θεωρητική εξίσωση (σχέση 1), με τα 

πειραματικές τιμές της τροπής για καθεμία από τις αρχικές τάσεις που 

προαναφέραμε. Ομοίως ακολουθεί η προγενέστερη διαδικασία των βημάτων μέχρι 

και την τελευταία φάση και κάνοντας την για τις υπόλοιπες αρχικές τάσεις �G. 

 

 

Β.  ΜΟΝΤΕΛΟ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ ΜΕ ΤΗ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟ 

 

Στο μοντέλο αυτό θα χρησιμοποιήσουμε τον τύπο που αποδείξαμε στην επίλυση με 

τη μη γραμμική μέθοδο. Είναι η διαφορική εξίσωση της τάσης σε συνάρτηση με την 

τροπή του μοντέλου Standard Linear  για τη μη γραμμική μέθοδο : 

�σ(�)
��  = (\� + 	\B) ∙ %	(&)

%&  - \B ∙	α ∙ sinh(� ∙ (�(*) − \� ∙ 	�(*))       (σχέση 1) 

 



60 

 

Όπως έχουμε προαναφέρει η επίλυση της παραπάνω διαφορικής εξίσωσης δεν 

είναι εύκολη υπόθεση. Με τη βοήθεια του προγράμματος Mathematica 

εφαρμόσαμε μία αλγοριθμική μέθοδο κατάλληλη για το πρόβλημα αυτό, ώστε να 

οδηγηθούμε στο σκοπό της διπλωματικής μας εργασίας. Δηλαδή, να ερευνήσουμε 

κατά πόσο ανταποκρίνεται η συγκεκριμένη διαφορική εξίσωση σε σχέση με τα 

πειραματικά δεδομένα της έρευνας, σύμφωνα με τον πίνακα, στον οποίο 

αναγράφονται. Κατά συνέπεια, πραγματοποιούμε ένα συγκριτικό έλεγχο της 

«θεωρητικής» λύσης της εξίσωσης αυτής, με την πραγματική συμπεριφορά ενός 

ιξωδοελαστικού υλικού. Η μέθοδος ακολουθεί τα εξής βήματα : 

 Σε πρώτη φάση θα παραστήσουμε γραφικά τα πειραματικά ζεύγη των τιμών της 

τροπής (ε) σε συνάρτηση με το χρόνο (t), σύμφωνα με τον πίνακα πειραματικών 

δεδομένων για σταθερή αρχική τάση (�G = 42 MPa). Οπότε θα έχουμε το γράφημα : 

 

Πειραματικά ζεύγη τιμών Τροπής-Χρόνου για τάση �G = 42 MPa 

 

Στον οριζόντιο άξονα παριστάνουμε το χρόνο t (sec) και στο κατακόρυφο άξονα την 

τροπή ε. Με τελίτσα παριστάνεται το εκάστοτε ζεύγος τροπής-χρόνου. Στη συνέχεια, 

θα κάνουμε χρήση των παραμέτρων τις «\�» και «	\B», που υπολογίσαμε με χρήση 

του προγράμματος με αρχική τάση (�G = 42 MPa) από τη γραμμική μέθοδο. Όπως 

γνωρίζουμε από τη θεωρία οι παράμετροι αυτοί δεν εξαρτώνται από τη μέθοδο που 

εφαρμόζουμε, αλλά από το υλικό και τη φύση του ελατηρίου. Θυμίζουμε ότι : 

• \� είναι το μέτρο ελαστικότητας του πρώτου ελατηρίου 

• \B είναι το μέτρο Ελαστικότητας του δευτέρου ελατηρίου 

Συγκεκριμένα, θα κάνουμε χρήση των τιμών : 

\�= 2044.11   και    \B = 1280.68  

Η διαφορική εξίσωση περιλαμβάνει το μη γραμμικό όρο : 
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{  α ∙ sinh(� ∙ (�(*) − \� ∙ 	�(*))  }. Είναι το λεγόμενο υπερβολικό ημίτονο που 

περιέχει δύο νέες παραμέτρους α και b. Ύστερα από πειραματικές δοκιμές, οι 

έρευνες  κατέληξαν, ότι οι δύο αυτές παράμετροι έχουν τις τιμές : 

α = 10�m    και     b = 0.2. 

Το επόμενο βήμα που κάνει το πρόγραμμα είναι να αντικαταστήσει αυτές τις τιμές 

των παραμέτρων στη (σχέση 1), η οποία είναι η θεωρητική διαφορική εξίσωση της 

τάσης σε συνάρτηση με την τροπή ερπυσμού για το πρότυπο Standard Linear με τη 

μη γραμμική μέθοδο. Επίσης, γίνεται αντικατάσταση της τροπής ε(t) στη διαφορική 

εξίσωση (σχέση 1) από τις πειραματικές τιμές του πίνακα για αρχική τάση (�G = 42 

MPa). Παράλληλα με αυτό, επειδή όπως προαναφέραμε, η λύση της διαφορικής 

εξίσωσης δεν προκύπτει άμεσα, από το τύπο αυτό θα εξάγουμε τα ζεύγη Τροπής-

Χρόνου, μόνο που θα απαιτήσουμε «πολύ μικρό» βήμα για το χρόνο t. 

Συγκεκριμένα θα εφαρμόσουμε βήμα (dt = 0.01) και ο λόγος είναι ότι τα σημεία που 

θα προκύψουν στη γραφική παράσταση από τα ζεύγη Τροπής-Χρόνου θα είναι τόσο 

κοντά μεταξύ τους, ώστε το γράφημα θα απεικονίζεται σαν μία συνεχή καμπύλη. 

Ακριβώς, λοιπόν, εφόσον δεν μπορούσαμε να βρούμε άμεσα το τύπο της τροπής σε 

συνάρτηση με το χρόνο κάναμε αυτό το «τέχνασμα», το οποίο θα μας δώσει άπειρα 

ζεύγη Τροπής- Χρόνου, τα οποία θα παραστήσουμε στο παρακάτω γράφημα : 

 

 

Καμπύλη Τροπής-Χρόνου με αρχική τάση �G = 42 MPa και βήμα dt = 0.01 

 

 

Έπειτα παρουσιάζουμε τη καμπύλη αυτή σε αντιπαραβολή με τα ζεύγη των πειραματικών 

τιμών αντίστοιχα, που αφορούν την εφαρμοζόμενη τάση (�G  = 42 MPa). Οπότε έχουμε : 

 

 

 



62 

 

 

Συνδυασμός καμπύλης Τροπής-Χρόνου με αρχική τάση �G = 42 MPa και πειραματικά 

ζεύγη τιμών για �G  = 42 MPa 

 

 

Στη συνέχεια χωρίς να αλλάξουμε τις τιμές των παραμέτρων \�, \B, α, b, διότι αυτές 

παραμένουν σταθερές (εξαρτώνται από τη φύση του ελατηρίου και του 

αποσβεστήρα) , γίνεται αντικατάσταση της τροπής ε(t) στη διαφορική εξίσωση 

(σχέση 1) από τις πειραματικές τιμές του πίνακα για αρχική τάση (�G = 53 MPa). 

Παράλληλα με αυτό, από το τύπο της διαφορικής εξίσωσης, εξάγουμε τα ζεύγη 

Τροπής-Χρόνου, μόνο που θα απαιτήσουμε «πολύ μικρό» βήμα για το χρόνο t. 

Συγκεκριμένα θα εφαρμόσουμε ξανά βήμα (dt = 0.01) για το λόγο που 

προαναφέραμε, ώστε να προκύψουν άπειρα ζεύγη Τροπής-Χρόνου, που 

παριστάνονται με τελείες, οι οποίες βρίσκονται σε πάρα πολύ κοντινή απόσταση  

μεταξύ τους. Ας δούμε το παρακάτω γράφημα : 

 

 

Καμπύλη Τροπής-Χρόνου με αρχική τάση �G = 53 MPa και βήμα dt = 0.01 
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Έπειτα παρουσιάζουμε τη καμπύλη αυτή σε αντιπαραβολή με τα ζεύγη των πειραματικών 

τιμών αντίστοιχα, που αφορούν την εφαρμοζόμενη τάση (�G  = 42 MPa). Οπότε έχουμε : 

 

 

Συνδυασμός καμπύλης Τροπής-Χρόνου με αρχική τάση �G = 53 MPa και πειραματικά 

ζεύγη τιμών για �G  = 42 MPa 

 

Σε τρίτη φάση χωρίς να αλλάξουμε τις τιμές των παραμέτρων \�, \B, α, b, διότι 

αυτές παραμένουν σταθερές, γίνεται αντικατάσταση της τροπής ε(t) στη διαφορική 

εξίσωση (σχέση 1) από τις πειραματικές τιμές του πίνακα για αρχική τάση (�G = 64 

MPa). Παράλληλα με αυτό, από το τύπο της διαφορικής εξίσωσης, εξάγουμε τα 

ζεύγη Τροπής-Χρόνου και απαιτούμε «πολύ μικρό» βήμα για το χρόνο t. 

Συγκεκριμένα, εφαρμόζουμε πάλι βήμα (dt = 0.01) για το λόγο που προαναφέραμε, 

ώστε να προκύψουν άπειρα ζεύγη Τροπής-Χρόνου, που παριστάνονται με τελείες, 

οι οποίες βρίσκονται σε πάρα πολύ κοντινή απόσταση  μεταξύ τους. Τόσο κοντά, 

που λόγω της πυκνότητάς τους, απεικονίζονται σαν μία συνεχή καμπύλη : 

 

 

Καμπύλη Τροπής-Χρόνου με αρχική τάση �G = 64 MPa και βήμα dt = 0.01 
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Στη συνέχεια, παρουσιάζουμε τη καμπύλη αυτή σε αντιπαραβολή με τα ζεύγη των 

πειραματικών τιμών αντίστοιχα, που αφορούν την εφαρμοζόμενη τάση (�G  = 42 MPa). 

Οπότε έχουμε : 

 

 

Συνδυασμός καμπύλης Τροπής-Χρόνου με αρχική τάση �G = 64 MPa και πειραματικά 

ζεύγη τιμών για �G  = 42 MPa 

 

Σε τέταρτη φάση, διατηρώντας τις ίδιες τιμές των παραμέτρων \�, \B, α, b, διότι 

αυτές παραμένουν σταθερές, γίνεται αντικατάσταση της τροπής ε(t) στη διαφορική 

εξίσωση (σχέση 1) από τις πειραματικές τιμές του πίνακα για αρχική τάση (�G = 74 

MPa). Παράλληλα με αυτό, από το τύπο της διαφορικής εξίσωσης, εξάγουμε τα 

ζεύγη Τροπής-Χρόνου και απαιτούμε «πολύ μικρό» βήμα για το χρόνο t. 

Συγκεκριμένα, εφαρμόζουμε πάλι βήμα (dt = 0.01) για το λόγο που προαναφέραμε, 

ώστε να προκύψουν άπειρα ζεύγη Τροπής-Χρόνου, που παριστάνονται με τελείες, 

οι οποίες βρίσκονται σε πάρα πολύ κοντινή απόσταση  μεταξύ τους. Τόσο κοντά, 

που λόγω της πυκνότητάς τους, απεικονίζονται σαν μία συνεχή καμπύλη. Ας δούμε 

το παρακάτω γράφημα : 
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Καμπύλη Τροπής-Χρόνου με αρχική τάση �G = 74 MPa και βήμα dt = 0.01 

 

Έπειτα, παρουσιάζουμε τη καμπύλη αυτή σε αντιπαραβολή με τα ζεύγη των πειραματικών 

τιμών αντίστοιχα, που αφορούν την εφαρμοζόμενη τάση (�G  = 42 MPa). Οπότε έχουμε : 

 

 

Συνδυασμός καμπύλης Τροπής-Χρόνου με αρχική τάση �G = 74 MPa και πειραματικά 

ζεύγη τιμών για �G  = 42 MPa 

 

Σε πέμπτη φάση, διατηρώντας τις ίδιες τιμές των παραμέτρων \�, \B, α, b, γίνεται 

αντικατάσταση της τροπής ε(t) στη διαφορική εξίσωση (σχέση 1) από τις 

πειραματικές τιμές του πίνακα για αρχική τάση (�G = 85 MPa). Παράλληλα με αυτό, 

από το τύπο της διαφορικής εξίσωσης, εξάγουμε τα ζεύγη Τροπής-Χρόνου και 

απαιτούμε «πολύ μικρό» βήμα για το χρόνο t. Συγκεκριμένα, εφαρμόζουμε βήμα 

(dt = 0.01) για το λόγο που προαναφέραμε, ώστε να προκύψουν άπειρα ζεύγη 

Τροπής-Χρόνου, που παριστάνονται με τελείες, οι οποίες βρίσκονται σε πάρα πολύ 

κοντινή απόσταση  μεταξύ τους. Τόσο κοντά, που λόγω της πυκνότητάς τους 

απεικονίζονται σαν μία συνεχή καμπύλη. Ας δούμε το παρακάτω γράφημα : 
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Καμπύλη Τροπής-Χρόνου με αρχική τάση �G = 85 MPa και βήμα dt = 0.01 

 

Έπειτα, παρουσιάζουμε τη καμπύλη αυτή σε αντιπαραβολή με τα ζεύγη των πειραματικών 

τιμών αντίστοιχα, που αφορούν την εφαρμοζόμενη τάση (�G  = 42 MPa). Οπότε έχουμε : 

 

 

Συνδυασμός καμπύλης Τροπής-Χρόνου με αρχική τάση �G = 85 MPa και πειραματικά 

ζεύγη τιμών για �G  = 42 MPa 

 

Σε έκτη και τελευταία φάση, διατηρώντας τις ίδιες τιμές των παραμέτρων \�, \B, α, 

b, γίνεται αντικατάσταση της τροπής ε(t) στη διαφορική εξίσωση (σχέση 1) από τις 

πειραματικές τιμές του πίνακα για αρχική τάση (�G = 94 MPa). Παράλληλα με αυτό, 

από το τύπο της διαφορικής εξίσωσης, εξάγουμε τα ζεύγη Τροπής-Χρόνου και 

απαιτούμε «πολύ μικρό» βήμα για το χρόνο t. Συγκεκριμένα, εφαρμόζουμε βήμα 

(dt = 0.01) για το λόγο που προαναφέραμε, ώστε να προκύψουν άπειρα ζεύγη 

Τροπής-Χρόνου, που παριστάνονται με τελείες, οι οποίες βρίσκονται σε πάρα πολύ 
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κοντινή απόσταση  μεταξύ τους. Τόσο κοντά, που λόγω της πυκνότητάς τους 

απεικονίζονται σαν μία συνεχή καμπύλη. Ας δούμε το παρακάτω γράφημα : 

 

 

Καμπύλη Τροπής-Χρόνου με αρχική τάση �G = 94 MPa και βήμα dt = 0.01 

 

Έπειτα, παρουσιάζουμε τη καμπύλη αυτή σε αντιπαραβολή με τα ζεύγη των πειραματικών 

τιμών αντίστοιχα, που αφορούν την εφαρμοζόμενη τάση (�G  = 42 MPa). Οπότε έχουμε : 

 

 

Συνδυασμός καμπύλης Τροπής-Χρόνου με αρχική τάση �G = 85 MPa και πειραματικά 

ζεύγη τιμών για �G  = 42 MPa 

 

Στην επόμενη σελίδα, παρουσιάζουμε αθροιστικά όλα τα παραπάνω γραφήματα, με 

αρχική τάση �G  = 42 MPa, για μία πιο εποπτική παρουσίαση της «μη γραμμικής 

μεθόδου».  
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Με την ίδια μεθοδολογία, ακολουθώντας δηλαδή τα παραπάνω έξι βήματα που 

περιγράψαμε αναλυτικά, θα κάνουμε και για τις υπόλοιπες αρχικές τάσεις. Δηλαδή, 

για τις {�G = 53 MPa,   �G = 64 MPa,   �G = 74 MPa,    �G = 85 MPa   και   �G = 94 MPa}. 

Συγκεκριμένα, με τη βοήθεια εντολών του Mathematica κάνουμε αντικατάσταση 

των παραμέτρων «\�» και «	\B», που υπολογίσαμε με τη γραμμική μέθοδο, για την 

εκάστοτε αρχική τάση �G, καθώς και τις τιμές των παραμέτρων α και b, στη 

θεωρητική διαφορική εξίσωση του ρυθμού μεταβολής της τάσης σε συνάρτηση με 

την τροπή (σχέση 1). Επιπλέον, στο τύπο αυτό γίνεται αντικατάσταση των τροπών 

ε(t) με τα αντίστοιχα πειραματικά δεδομένα για την εκάστοτε αρχική τάση {�G = 53 

MPa,     �G = 64 MPa,     �G = 74 MPa,      �G = 85 MPa     και      �G = 94 MPa}. 

Οι τιμές των παραμέτρων α και b αναγράφονται παρακάτω : 

α = 10�m    και     b = 0.2. 

Παράλληλα με αυτό, επειδή όπως προαναφέραμε, η λύση της διαφορικής εξίσωσης 

δεν προκύπτει άμεσα, από το τύπο αυτό θα εξάγουμε τα ζεύγη Τροπής-Χρόνου, 

μόνο που θα απαιτήσουμε «πολύ μικρό» βήμα για το χρόνο t. Συγκεκριμένα θα 

εφαρμόσουμε βήμα (dt = 0.01) και ο λόγος είναι ότι τα σημεία που θα προκύψουν 

στη γραφική παράσταση από τα ζεύγη Τροπής-Χρόνου θα είναι τόσο κοντά μεταξύ 

τους, που λόγω της πυκνότητάς τους το γράφημα θα απεικονίζεται σαν μία συνεχή 

καμπύλη. Κάνοντας αυτό το «τέχνασμα», παίρνουμε άπειρα ζεύγη Τροπής- Χρόνου, 

τα οποία παριστάνουμε γραφικά. 

 Το επόμενο βήμα που κάνουμε, είναι να διατηρήσουμε τις ίδιες τιμές των 

παραμέτρων \�, \B, α, b, κάνοντας αντικατάσταση των τροπών ε(t) στη διαφορική 

εξίσωση (σχέση 1) από τις πειραματικές τιμές του πίνακα για τις άλλες αρχικές 

τάσεις (�G) κάθε φορά. Η καμπύλη που προκύπτει κάθε φορά συγκρίνεται με τα 

πειραματικά δεδομένα της αρχικής τάσης (�G) που χρησιμοποιείται σαν βάση για τη 

μελέτη των υπολοίπων. Σε κάθε επόμενη φάση εφαρμόζουμε το τέχνασμα με το 

βήμα (dt = 0.01) ώστε να προκύψουν τα ζεύγη Τροπής-Χρόνου, που λόγω της 

πυκνότητάς τους απεικονίζονται σαν μία συνεχή καμπύλη. Η μεθοδολογία αυτή 

επαναλαμβάνεται για όλες τις άλλες αρχικές τάσεις (�G), ώστε να προκύψουν τα 

σφάλματα. Εννοούμε, δηλαδή, τις αποκλίσεις των πειραματικών τιμών από τις 

αντίστοιχες τιμές της θεωρητικής διαφορικής εξίσωσης που προτείνουμε με το 

συγκεκριμένο μοντέλο ιξωδοελαστικής συμπεριφοράς. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4
ο
 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ 

 

Εξίσωση Βάση Απόκλιση 

ως προς �G  = 42 

MPa 

Απόκλιση 

ως προς �G  = 53 

MPa 

Απόκλιση 

ως προς �G  = 64 

MPa 

Απόκλιση 

ως προς �G  = 74 

MPa 

Απόκλιση 

ως προς �G  = 85 

MPa 

Απόκλιση 

ως προς �G  = 94 

MPa 

Γραμμική �G  = 

42 

MPa 

- 1.1x10�� 8.5x10�� 3.9x10�� 1.15x10�� 9.5x10�� 

Μη 

γραμμική 

�G  = 

42 

MPa 

- 3.3x10�� 1.5x10�� 5.35x10�� 1.4x10�� 1.0x10�B 

Γραμμική �G = 

53 

MPa 

7.6x10�m - 2.8x10�� 2.4x10�� 8.3x10�� 8.5x10�� 

Μη 

γραμμική 

�G = 

53 

MPa 

1.4x10�m - 9.8x10�� 4.3x10�� 1.2x10�� 9.75x10�� 

Γραμμική �G = 

64 

MPa 

3.8x10�� 1.9x10�� - 8.7x10�� 4.8x10�� 7.1x10�� 

Μη 

γραμμική 

�G = 

64 

MPa 

2.6x10�m 5.6x10�m - 3.4x10�� 1.0x10�� 9.1x10�� 

Γραμμική �G = 

74 

MPa 

1.3x10�� 1.2x10�� 6.5x10�� - 1.3x10�� 5.3x10�� 

Μη 

γραμμική 

�G = 

74 

MPa 

1.2x10�� 2.6x10�m 2.3x10�� - 7.4x10�� 7.9x10�� 
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Εξίσωση Βάση Απόκλιση 

ως προς �G  = 42 

MPa 

Απόκλιση 

ως προς �G  = 53 

MPa 

Απόκλιση 

ως προς �G  = 64 

MPa 

Απόκλιση 

ως προς �G  = 74 

MPa 

Απόκλιση 

ως προς �G  = 85 

MPa 

Απόκλιση 

ως προς �G  = 94 

MPa 

Γραμμική �G = 

85 

MPa 

2.8x10�� 3.2x10�� 2.7x10�� 9.6x10�� - 3.65x10�� 

Μη 

γραμμική 

�G = 

85 

MPa 

1.6x10�� 4.8x10�m 7.8x10�m 1.0x10�� - 6.2x10�� 

Γραμμική �G = 

94 

MPa 

1.9x10�� 2.7x10�� 3.3x10�� 1.9x10�� 2.9x10�� - 

 

 

Σκοπός της εργασίας είναι η διερεύνηση μίας εξίσωσης, η οποία να περιγράφει 

αξιόπιστα την ιξωδοελαστική συμπεριφορά των υλικών. Για το λόγο αυτό εμείς 

επικεντρωθήκαμε στη μελέτη του μοντέλου Standard Linear, το οποίο είναι ένα πιο 

πολύπλοκο μοντέλο σε σχέση με τα προηγούμενα Maxwell και Kelvin-Voigt. Για το 

μοντέλο Standard Linear αναπτύξαμε τη γραμμική θεωρία, από την οποία 

οδηγηθήκαμε στους τύπους ερπυσμού και χαλάρωσης. Επίσης, κάνοντας χρήση του 

«υπερβολικού ημιτόνου», καταλήξαμε στη διαφορική εξίσωση της τάσης σε 

συνάρτηση με το ρυθμό μεταβολής της τροπής, η οποία μελετήθηκε για ερπυσμό 

και χαλάρωση, αντίστοιχα.  

Με χρήση του προγράμματος Mathematica, βρήκαμε τις γραφικές παραστάσεις της 

καμπύλης της παραμόρφωσης για την εκάστοτε αρχική τάση �G, και την 

παρουσιάσαμε σε σύγκριση με τις αντίστοιχες τροπές από πειραματικές μετρήσεις 

για την αντίστοιχη αρχική τάση �G. Η διαδικασία αυτή έγινε ξεχωριστά για τη 

γραμμική εξίσωση και για τη μη γραμμική.  

Στη γραμμική εξίσωση, κρατούσαμε σταθερές τις αρχικές παραμέτρους \�, \B και η, 

που είχε υπολογίσει το πρόγραμμα από τη πρώτη αρχική τάση �G. Έπειτα τις 

αντικαταστήσαμε στις εξισώσεις των υπολοίπων αρχικών τάσεων και κάθε φορά 

βλέπαμε τις αποκλίσεις που έχουν αυτές οι καμπύλες από τις πειραματικές τιμές. Οι 

αποκλίσεις αυτές αναγράφονται αναλυτικά στο παραπάνω «πίνακα σφαλμάτων». 
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Στη μη γραμμική εξίσωση, κάναμε χρήση των τιμών των παραμέτρων  \�, \B, που 

βρήκαμε από τη γραμμική επίλυση καθώς και των τιμών των παραμέτρων α, b, του 

υπερβολικού ημιτόνου για τη διαφορική εξίσωση του ερπυσμού του μοντέλου. 

Μεταβάλλαμε κάθε φορά τα πειραματικά δεδομένα ανάλογα με την αρχική 

εφαρμοζόμενη τάση �G και θέτοντας ένα μικρό βήμα χρόνου (dt = 0.1) βρίσκαμε τη 

καμπύλη ερπυσμού. Στη συνέχεια, αλλάζοντας κάθε φορά η αρχική τάση �G 

προέκυπτε κάθε φορά μία νέα καμπύλη και την συγκρίναμε με τις αντίστοιχες τιμές 

των πειραματικών δεομένων. Συνεπώς, οδηγηθήκαμε τώρα σε νέες αποκλίσεις, οι 

οποίες φαίνονται αναλυτικά στο «πίνακα σφαλμάτων». 

Παρατηρώντας σχολαστικά τον πίνακα αυτό, θα δούμε ότι, τα σφάλματα της 

γραμμικής εξίσωσης και τα σφάλματα της μη γραμμικής εξίσωσης, παρουσιάζουν 

διαφορές. Είναι φανερό ότι, ως επί των πλείστων τα σφάλματα της μη γραμμικής 

διαφορικής εξίσωσης για το μοντέλο Standard Linear είναι μικρότερα συγκριτικά με 

τα σφάλματα των αντίστοιχων αρχικών τάσεων της γραμμικής εξίσωσης. Η διαφορά 

της τάξης των σφαλμάτων αυτών μας οδηγεί στο συμπέρασμα ότι το μοντέλο της μη 

γραμμικής εξίσωσης για το πρότυπο Standard Linear προσεγγίζει περισσότερο την 

ιξωδοελαστική συμπεριφορά των υλικών από ότι η γραμμική. Οπτικά, μπορεί κανείς 

να το διαπιστώσει αυτό παρατηρώντας συγκριτικά τις αντίστοιχες γραφικές 

παραστάσεις όλων των αρχικών τάσεων τόσο για τη γραμμική όσο και για τη μη 

γραμμική περίπτωση. Τα γραφήματα αυτά καθώς και όλος ο κώδικας του 

λογισμικού πακέτου Mathematica, που γράφτηκε για το σκοπό αυτό, αναγράφονται 

λεπτομερώς στο «παράρτημα» της Διπλωματικής εργασίας μας. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ  Α 

 

 

 

 

Πίνακας  μετασχηματισμού  Laplace 

 

Συνάρτηση Μετασχηματισμένη συνάρτηση Laplace 

f(t) �(̅c) 

8��∙& 1c + � 

cos(� ∙ *) ccB + 	�B 

sin(� ∙ *) �c + 	�B 

*', n = 0,1,2… �!c';� 

α �c  

1 1c 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ  Β 

 

 

O ΚΩΔΙΚΑΣ ΣΕ ΓΛΩΣΣΑ MATHEMATICA: 

 

ΟΙ ΕΝΤΟΛΕΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ  

ΚΑΙ ΤΑ ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΤΑ 
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table42={{50,.012},{100,.014},{150,.014},{200,.014},{250,.014},{300,.014}, 

{350,.014},{400,.014},{450,.014},{500,.014},{550,.014},{600,.014},{650,.014}, 

{700,.014},{750,.014},{800,.015},{850,.016},{900,.016},{950,.017},{1000,.017}} 

 

ListPlot[table42,PlotRange→{{50,1000},{0,.15}},AxesLabel→ 

{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→Large] 

 

table53={{50,0.018},{100,0.019},{150,0.02},{200,0.02},{250,0.021},{300,0.021}, 

{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022},{600,0.022}, 

{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023},{900,0.023}, 

{950,0.023},{1000,0.023}} 

 

ListPlot[table53,PlotRange→{{50,1000},{0,.15}},AxesLabel→ 

{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→Large] 

 

table64={{50,0.024},{100,0.027},{150,0.028},{200,0.029},{250,0.029},{300,0.030}

,{350,0.030},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032},{600,0.032}, 

{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034},{900,0.034}, 

{950,0.034},{1000,0.034}} 

 

ListPlot[table64,PlotRange→{{50,1000},{0,.15}},AxesLabel→ 

{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→Large] 

 

table74={{50,0.032},{100,0.036},{150,0.039},{200,0.04},{250,0.041},{300,0.042},

{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047},{600,0.047}, 

{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.050},{850,0.051},{900,0.051}, 

{950,0.051},{1000,0.051}} 

 

ListPlot[table74,PlotRange→{{50,1000},{0,.15}},AxesLabel→ 

{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→Large] 

 

table85={{50,0.038},{100,0.045},{150,0.049},{200,0.051},{250,0.054},{300,0.056}

,{350,0.058},{400,0.060},{450,0.062},{500,0.063},{550,0.065},{600,0.066}, 

{650,0.068},{700,0.069},{750,0.070},{800,0.071},{850,0.073},{900,0.074}, 

{950,0.075},{1000,0.076}} 

 

ListPlot[table85,PlotRange→{{50,1000},{0,.15}},AxesLabel→ 

{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→Large] 

 

table94={{50,0.065},{100,0.076},{150,0.083},{200,0.09},{250,0.095},{300,.1}, 

{350,.106},{400,.111},{450,.115},{500,.120},{550,.126},{600,.131},{650,.137}, 

{700,.142},{750,.148},{800,.155},{850,.162},{900,.169},{950,.177},{1000,.186}} 

 

ListPlot[table94,PlotRange→{{50,1000},{0,.15}},AxesLabel→ 

{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→Large] 

 

 

 

 



 

 

{{50,0.012},{100,0.014},{150,0.014},{200,0.014},{250,0.014},{300,0.014},

{350,0.014},{400,0.014},{450,0.014},{500,0.014},{550,0.014},{600,0.014},

{650,0.014},{700,0.014},{750,0.014},{800,0.015},{850,0.016},{900,0.016},

{950,0.017},{1000,0.017}} 

 

 

 

 

 

{{50,0.018},{100,0.019},{150,0.02},{200,0.02},{250,0.021},{300,0.021},

{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022},{600,0.022},

{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023},{900,0.023},

{950,0.023},{1000,0.023}} 

 

 

 

 

 

 

 

{{50,0.024},{100,0.027},{150,0.028},{200,0.029},{250,0.029},{300,0.03},

{350,0.03},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032},{600,0.032},

{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034},{900,0.034},
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{{50,0.012},{100,0.014},{150,0.014},{200,0.014},{250,0.014},{300,0.014},

{350,0.014},{400,0.014},{450,0.014},{500,0.014},{550,0.014},{600,0.014},

{650,0.014},{700,0.014},{750,0.014},{800,0.015},{850,0.016},{900,0.016},

 

 

50,0.018},{100,0.019},{150,0.02},{200,0.02},{250,0.021},{300,0.021}, 

{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022},{600,0.022},

{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023},{900,0.023},

 

 

{{50,0.024},{100,0.027},{150,0.028},{200,0.029},{250,0.029},{300,0.03},

{350,0.03},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032},{600,0.032},

{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034},{900,0.034},

{{50,0.012},{100,0.014},{150,0.014},{200,0.014},{250,0.014},{300,0.014}, 

{350,0.014},{400,0.014},{450,0.014},{500,0.014},{550,0.014},{600,0.014}, 

{650,0.014},{700,0.014},{750,0.014},{800,0.015},{850,0.016},{900,0.016}, 

 

{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022},{600,0.022}, 

{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023},{900,0.023}, 

{{50,0.024},{100,0.027},{150,0.028},{200,0.029},{250,0.029},{300,0.03}, 

{350,0.03},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032},{600,0.032}, 

{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034},{900,0.034}, 



 

{950,0.034},{1000,0.034}} 

 

 

 

 

 

 

 

{{50,0.032},{100,0.036},{150,0.039},{200,0.04},{250,0.041},{300,0.042},

{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047},{600,0.047},

{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.05},{850,0.051},{900,0.051},

{950,0.051},{1000,0.051}} 

 

 

 

 

 

 

{{50,0.038},{100,0.045},{150,0.049},{200,0.051},{250,0.054},{300,0.056},

{350,0.058},{400,0.06},{450,0.062},{500,0.063},{550,0.065},{600,0.066},

{650,0.068},{700,0.069},{750,0.07},{800,0.071},{850,0.073},{900,0.074},

{950,0.075},{1000,0.076}} 
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,0.032},{100,0.036},{150,0.039},{200,0.04},{250,0.041},{300,0.042},

{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047},{600,0.047},

{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.05},{850,0.051},{900,0.051},

 

 

8},{100,0.045},{150,0.049},{200,0.051},{250,0.054},{300,0.056},

{350,0.058},{400,0.06},{450,0.062},{500,0.063},{550,0.065},{600,0.066},

{650,0.068},{700,0.069},{750,0.07},{800,0.071},{850,0.073},{900,0.074},

 

,0.032},{100,0.036},{150,0.039},{200,0.04},{250,0.041},{300,0.042}, 

{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047},{600,0.047}, 

{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.05},{850,0.051},{900,0.051}, 

8},{100,0.045},{150,0.049},{200,0.051},{250,0.054},{300,0.056}, 

{350,0.058},{400,0.06},{450,0.062},{500,0.063},{550,0.065},{600,0.066}, 

{650,0.068},{700,0.069},{750,0.07},{800,0.071},{850,0.073},{900,0.074}, 



 

 

 

 

 

 

 

 

{{50,0.065},{100,0.076},{150,0.083},{200,0.09},{250,0.095},{300,0.1},

{350,0.106},{400,0.111},{450,0.115},{500,0.12},{550,0.126},{600,0.131},

{650,0.137},{700,0.142},{750,0.148},{800,0.155},{850,0.162},{900,0.169},

{950,0.177},{1000,0.186}} 

 

 

 

 

table42={{50,.012},{100,.014},{150,.014},{200,.014},{250,.014},{300,.014},

{350,.014},{400,.014},{450,.014},{500,.014},{550,.014},{600,.014},{650,.014},

{700,.014},{750,.014},{800,.015},{850,.016},{900,.016},{950,.017},{1000,.017}}

 

{{50,0.012},{100,0.014},{150,0.014},{200,0.014},{250,0.014},{300,0.014},

{350,0.014},{400,0.014},{450,0.014},{500,0.014},{550,0.014},{600,0.014},

{650,0.014},{700,0.014},{750,0.014},{800,0.015},{850,0.016},{900,0.016},
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{{50,0.065},{100,0.076},{150,0.083},{200,0.09},{250,0.095},{300,0.1}, 

{350,0.106},{400,0.111},{450,0.115},{500,0.12},{550,0.126},{600,0.131},

{650,0.137},{700,0.142},{750,0.148},{800,0.155},{850,0.162},{900,0.169},

 

 

table42={{50,.012},{100,.014},{150,.014},{200,.014},{250,.014},{300,.014},

{350,.014},{400,.014},{450,.014},{500,.014},{550,.014},{600,.014},{650,.014},

{700,.014},{750,.014},{800,.015},{850,.016},{900,.016},{950,.017},{1000,.017}}

,{150,0.014},{200,0.014},{250,0.014},{300,0.014},

{350,0.014},{400,0.014},{450,0.014},{500,0.014},{550,0.014},{600,0.014},

{650,0.014},{700,0.014},{750,0.014},{800,0.015},{850,0.016},{900,0.016},

{350,0.106},{400,0.111},{450,0.115},{500,0.12},{550,0.126},{600,0.131}, 

{650,0.137},{700,0.142},{750,0.148},{800,0.155},{850,0.162},{900,0.169}, 

table42={{50,.012},{100,.014},{150,.014},{200,.014},{250,.014},{300,.014}, 

{350,.014},{400,.014},{450,.014},{500,.014},{550,.014},{600,.014},{650,.014}, 

{700,.014},{750,.014},{800,.015},{850,.016},{900,.016},{950,.017},{1000,.017}} 

,{150,0.014},{200,0.014},{250,0.014},{300,0.014}, 

{350,0.014},{400,0.014},{450,0.014},{500,0.014},{550,0.014},{600,0.014}, 

{650,0.014},{700,0.014},{750,0.014},{800,0.015},{850,0.016},{900,0.016}, 



 

{950,0.017},{1000,0.017}} 

 

ListPlot[table42,PlotRange→

{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→

 

 

 

 

<<Statistics`NonlinearFit` 

General::obspkg:  

_Statistics`NonlinearFit`_ is now obsolete. The legacy version being loaded may 

conflict with current Mathematica functionality. See the Compatibility Guide for 

updating information.  

 

Clear[e1,e2,n]; 

s0=42; 

e=s0/e1-(e2 s0/(e1(e1+e2))) Exp[

NonlinearFit[table42,e,t,{{e1,1,2000},{e2,10,3000},{n,50,5000}},ShowProgress

True] 

 

Iteration:_1_ ChiSquared:_0.0000269194

 Parameters:_{2906.13,0.815282,362.398

Iteration:_2_ ChiSquared:_0.0000131769

Parameters:_{2586.57,808.234,352795.}

Iteration:_3_ ChiSquared:_0.0000111439

Parameters:_{2176.9,1105.13,1.21137

Iteration:_4_ ChiSquared:_0.0000109839

Parameters:_{2080.55,1250.28,1.39102

Iteration:_5_ ChiSquared:_0.0000109659

Parameters:_{2044.11,1280.69,1.4766

 

0.0205468-0.00791446 -0.000533237 t

Plot[%7,{t,50,1000},AxesLabel
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→{{0,1000},{0,.15}},AxesLabel-> 

→Large] 

 

is now obsolete. The legacy version being loaded may 

conflict with current Mathematica functionality. See the Compatibility Guide for 

(e2 s0/(e1(e1+e2))) Exp[-(e1 e2) t/(n (e1+e2))] ; 

NonlinearFit[table42,e,t,{{e1,1,2000},{e2,10,3000},{n,50,5000}},ShowProgress

0.0000269194_ 

{2906.13,0.815282,362.398} 

0.0000131769_  

{2586.57,808.234,352795.} 

0.0000111439_ 

{2176.9,1105.13,1.21137Χ10
6
} 

0.0000109839_ 

{2080.55,1250.28,1.39102Χ10
6
} 

0.0000109659_ 

{2044.11,1280.69,1.4766Χ10
6
} 

0.000533237 t 

Plot[%7,{t,50,1000},AxesLabel->{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→Large] 

is now obsolete. The legacy version being loaded may 

conflict with current Mathematica functionality. See the Compatibility Guide for 

NonlinearFit[table42,e,t,{{e1,1,2000},{e2,10,3000},{n,50,5000}},ShowProgress→ 



 

 

Show[%2,%8] 

 

 

strain=%7 

 

0.0205468-0.00791446 -0.000533237 t

 

newtable42=Table[{t,strain},{t,50,1000,50}]

 

{{50,0.0128406},{100,0.0130433},{150,0.0132407},{200,0.013433},

{250,0.0136201},{300,0.0138024},{350,0.0139798},{400,0.0141526},

{450,0.0143208},{500,0.0144846},{550,0.0146441},{600,0.0147994},

{650,0.0149506},{700,0.0150978},{750,0.0152412},{800,0.0153808},

{850,0.0155167},{900,0.015649},{950,0.0157779},{1000,0.0159034}}

 

sfalma42=Sum[(table42[[i,2]]

 

5.48295Χ10
-7 

 

table53={{50,0.018},{100,0.019},{150,0.020},{200,0.020},{250,0.021},

{300,0.021},{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022},

{600,0.022},{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023},

{900,0.023},{950,0.023},{1000,0.023}}

 

{{50,0.018},{100,0.019},{150,0.02},{200,0.02},{250,0.021},{300,0.021},

{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022},{600,0.022},
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0.000533237 t 

newtable42=Table[{t,strain},{t,50,1000,50}] 

{{50,0.0128406},{100,0.0130433},{150,0.0132407},{200,0.013433}, 

{250,0.0136201},{300,0.0138024},{350,0.0139798},{400,0.0141526}, 

{450,0.0143208},{500,0.0144846},{550,0.0146441},{600,0.0147994}, 

700,0.0150978},{750,0.0152412},{800,0.0153808}, 

{850,0.0155167},{900,0.015649},{950,0.0157779},{1000,0.0159034}} 

sfalma42=Sum[(table42[[i,2]]-newtable42[[i,2]])^2/20,{i,1,20}] 

table53={{50,0.018},{100,0.019},{150,0.020},{200,0.020},{250,0.021}, 

{300,0.021},{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022},

{600,0.022},{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023},

{900,0.023},{950,0.023},{1000,0.023}} 

{{50,0.018},{100,0.019},{150,0.02},{200,0.02},{250,0.021},{300,0.021}, 

{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022},{600,0.022},

{300,0.021},{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022}, 

{600,0.022},{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023}, 

 

{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022},{600,0.022}, 



 

{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023},{900,0.023},

{950,0.023},{1000,0.023}} 

 

 

ListPlot[table53,PlotRange→

{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→

 

 

 

 

e1=2044.1;e2=1280.6;n=1.4765973393126987`*^6;

s0=53; 

e=s0/e1-(e2 s0/(e1(e1+e2))) Exp[

Plot[e,{t,50,1000},AxesLabel
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{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023},{900,0.023},

 

→{{50,1000},{0,.15}},AxesLabel→ 

→Large] 

 

e1=2044.1;e2=1280.6;n=1.4765973393126987`*^6; 

(e2 s0/(e1(e1+e2))) Exp[-(e1 e2) t/(n (e1+e2))] ; 

Plot[e,{t,50,1000},AxesLabel->{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→Large] 

 

{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023},{900,0.023}, 



 

Show[%14,%18] 

 

 

 

newtable53=Table[{t,e},{t,50,1000,50}]

 

{{50,0.016204},{100,0.0164599},{150,0.016709},{200,0.0169515},

{250,0.0171877},{300,0.0174176},{350,0.0176415},{400,0.0178595},

{450,0.0180718},{500,0.0182785},{550,0.0184798},{600,0.0186757},

{650,0.0188665},{700,0.0190523},{750,0.0192332},{800,0.0194093},

{850,0.0195808},{900,0.0197478},{950,0.0199104},{1000,0.0200687}}

 

sfalma53=Sum[(table53[[i,2]]

 

0.0000108534 

 

table64={{50,0.024},{100,0.027},{150,0.028},{200,0.029},{250,0.029},{300,0.030}

,{350,0.030},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032},{600,0.032},

{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034},{900,0.034},

{950,0.034},{1000,0.034}} 

 

{{50,0.024},{100,0.027},{150,0.028},{200,0.029},{250,0.029},{300,0.03},

{350,0.03},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032},{600,0.032},

{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034},{900,0.034},

{950,0.034},{1000,0.034}} 
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newtable53=Table[{t,e},{t,50,1000,50}] 

{{50,0.016204},{100,0.0164599},{150,0.016709},{200,0.0169515}, 

{250,0.0171877},{300,0.0174176},{350,0.0176415},{400,0.0178595}, 

{450,0.0180718},{500,0.0182785},{550,0.0184798},{600,0.0186757}, 

{650,0.0188665},{700,0.0190523},{750,0.0192332},{800,0.0194093}, 

{850,0.0195808},{900,0.0197478},{950,0.0199104},{1000,0.0200687}} 

sfalma53=Sum[(table53[[i,2]]-newtable53[[i,2]])^2/20,{i,1,20}] 

{{50,0.024},{100,0.027},{150,0.028},{200,0.029},{250,0.029},{300,0.030}

,{350,0.030},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032},{600,0.032},

{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034},{900,0.034},

 

{{50,0.024},{100,0.027},{150,0.028},{200,0.029},{250,0.029},{300,0.03},

{350,0.03},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032},{600,0.032},

{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034},{900,0.034},

 

{{50,0.024},{100,0.027},{150,0.028},{200,0.029},{250,0.029},{300,0.030}

,{350,0.030},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032},{600,0.032}, 

{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034},{900,0.034}, 

{{50,0.024},{100,0.027},{150,0.028},{200,0.029},{250,0.029},{300,0.03}, 

{350,0.03},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032},{600,0.032}, 

{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034},{900,0.034}, 



 

ListPlot[table64,PlotRange→

{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→

 

 

e1=2044.1;e2=1280.6;n=1.4765973393126987`*^6;

s0=64; 

e=s0/e1-(e2 s0/(e1(e1+e2))) Exp[

Plot[e,{t,50,1000},AxesLabel

 

 

Show[%23,%27] 
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→{{50,1000},{0,.15}},AxesLabel→ 

→Large] 

 

e1=2044.1;e2=1280.6;n=1.4765973393126987`*^6; 

(e2 s0/(e1(e1+e2))) Exp[-(e1 e2) t/(n (e1+e2))] ; 

Plot[e,{t,50,1000},AxesLabel->{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→Large] 

 

 



 

newtable64=Table[{t,e},{t,50,1000,50}]

 

{{50,0.0195671},{100,0.0198761},{150,0.0201769},{200,0.0204697},

{250,0.0207549},{300,0.0210326},{350,0.021303},{400,0.0215662},

{450,0.0218226},{500,0.0220722},{550,0.0223152},{600,0.0225518},

{650,0.0227822},{700,0.0230066},{750,0.023225},{800,0.0234377},

{850,0.0236448},{900,0.0238464},{950,0.0240428},{1000,0.024234}}

 

sfalma64=Sum[(table64[[i,2]]

 

0.0000849741 

 

table74={{50,0.032},{100,0.036},{150,0.039},{200,0.040},{250,0.041},

{300,0.042},{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047},

{600,0.047},{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.050},{850,0.051},

{900,0.051},{950,0.051},{1000,0.051}}

 

{{50,0.032},{100,0.036},{150,0.039},{200,0.04},{250,0.041},{300,0.042},

{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047},{600,0.047},

{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.05},{850,0.051},{900,0.051},

{950,0.051},{1000,0.051}} 

 

ListPlot[table74,PlotRange→

{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→

 

 

 

 

e1=2044.1;e2=1280.6;n=1.4765973393126987`*^6;

s0=74; 

e=s0/e1-(e2 s0/(e1(e1+e2))) Exp[
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newtable64=Table[{t,e},{t,50,1000,50}] 

{{50,0.0195671},{100,0.0198761},{150,0.0201769},{200,0.0204697}, 

{250,0.0207549},{300,0.0210326},{350,0.021303},{400,0.0215662}, 

{450,0.0218226},{500,0.0220722},{550,0.0223152},{600,0.0225518}, 

{650,0.0227822},{700,0.0230066},{750,0.023225},{800,0.0234377}, 

{850,0.0236448},{900,0.0238464},{950,0.0240428},{1000,0.024234}} 

sfalma64=Sum[(table64[[i,2]]-newtable64[[i,2]])^2/20,{i,1,20}] 

table74={{50,0.032},{100,0.036},{150,0.039},{200,0.040},{250,0.041}, 

{300,0.042},{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047},

{600,0.047},{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.050},{850,0.051},

{1000,0.051}} 

{{50,0.032},{100,0.036},{150,0.039},{200,0.04},{250,0.041},{300,0.042},

{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047},{600,0.047},

{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.05},{850,0.051},{900,0.051},

 

→{{50,1000},{0,.15}},AxesLabel→ 

→Large] 

 

e1=2044.1;e2=1280.6;n=1.4765973393126987`*^6; 

(e2 s0/(e1(e1+e2))) Exp[-(e1 e2) t/(n (e1+e2))] ; 

{300,0.042},{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047}, 

{600,0.047},{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.050},{850,0.051}, 

{{50,0.032},{100,0.036},{150,0.039},{200,0.04},{250,0.041},{300,0.042}, 

{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047},{600,0.047}, 

{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.05},{850,0.051},{900,0.051}, 



 

 

Plot[e,{t,50,1000},AxesLabel

 

 

Show[%32,%36] 

 

 

 

 

newtable74=Table[{t,e},{t,50,1000,50}]

 

 

{{50,0.0226245},{100,0.0229817},{150,0.0233295},{200,0.0236681},

{250,0.0239979},{300,0.0243189},{350,0.0246316},{400,0.024936},

{450,0.0252323},{500,0.0255209},{550,0.0258019},{600,0.0260755},

{650,0.0263419},{700,0.0266013},{750,0.0268539},{800,0.0270998},

{850,0.0273393},{900,0.0275724},{950,0.0277995},{1000,0.0280205}}

 

sfalma74=Sum[(table74[[i,2]]

 

0.000396509 

 

table85={{50,0.038},{100,0.045},{150,0.049},{200,0.051},{250,0.054},

{300,0.056},{350,0.058},{400,0.060},{450,0.

{600,0.066},{650,0.068},{700,0.069},{750,0.070},{800,0.071},{850,0.073},

86 

Plot[e,{t,50,1000},AxesLabel->{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→Large] 

 

 

newtable74=Table[{t,e},{t,50,1000,50}] 

{{50,0.0226245},{100,0.0229817},{150,0.0233295},{200,0.0236681}, 

{250,0.0239979},{300,0.0243189},{350,0.0246316},{400,0.024936}, 

{450,0.0252323},{500,0.0255209},{550,0.0258019},{600,0.0260755}, 

{650,0.0263419},{700,0.0266013},{750,0.0268539},{800,0.0270998}, 

{850,0.0273393},{900,0.0275724},{950,0.0277995},{1000,0.0280205}} 

sfalma74=Sum[(table74[[i,2]]-newtable74[[i,2]])^2/20,{i,1,20}] 

table85={{50,0.038},{100,0.045},{150,0.049},{200,0.051},{250,0.054}, 

{300,0.056},{350,0.058},{400,0.060},{450,0.062},{500,0.063},{550,0.065},

{600,0.066},{650,0.068},{700,0.069},{750,0.070},{800,0.071},{850,0.073},

062},{500,0.063},{550,0.065}, 

{600,0.066},{650,0.068},{700,0.069},{750,0.070},{800,0.071},{850,0.073}, 



 

{900,0.074},{950,0.075},{1000,0.076}}

{{50,0.038},{100,0.045},{150,0.049},{200,0.051},{250,0.054},{300,0.056},

{350,0.058},{400,0.06},{450,0.062},{500,0.

{650,0.068},{700,0.069},{750,0.07},{800,0.071},{850,0.073},{900,0.074},

{950,0.075},{1000,0.076}} 

 

ListPlot[table85,PlotRange→

{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→

 

 

 

 

e1=2044.1;e2=1280.6;n=1.4765973393126987`*^6;

s0=85; 

e=s0/e1-(e2 s0/(e1(e1+e2))) Exp[

Plot[e,{t,50,1000},AxesLabel

 

 

 

 

 

 

 

 

87 

{900,0.074},{950,0.075},{1000,0.076}} 

{{50,0.038},{100,0.045},{150,0.049},{200,0.051},{250,0.054},{300,0.056},

{350,0.058},{400,0.06},{450,0.062},{500,0.063},{550,0.065},{600,0.066},

{650,0.068},{700,0.069},{750,0.07},{800,0.071},{850,0.073},{900,0.074},

 

→{{50,1000},{0,.15}},AxesLabel→ 

→Large] 

 

e1=2044.1;e2=1280.6;n=1.4765973393126987`*^6; 

(e2 s0/(e1(e1+e2))) Exp[-(e1 e2) t/(n (e1+e2))] ; 

Plot[e,{t,50,1000},AxesLabel->{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→Large] 

 

{{50,0.038},{100,0.045},{150,0.049},{200,0.051},{250,0.054},{300,0.056}, 

063},{550,0.065},{600,0.066}, 

{650,0.068},{700,0.069},{750,0.07},{800,0.071},{850,0.073},{900,0.074}, 



 

 

 

 

 

 

Show[%41,%45] 

 

 

newtable85=Table[{t,e},{t,50,1000,50}]

 

{{50,0.0259876},{100,0.0263979},{150,0.0267974},{200,0.0271864},

{250,0.0275651},{300,0.0279339},{350,0.028293},{400,0.0286426},

{450,0.0289831},{500,0.0293146},{550,0.0296373},{600,0.0299516},

{650,0.0302576},{700,0.0305556},{750,0.0308457},{800,0.0311282},

{850,0.0314032},{900,0.031671},{950,0.0319318},{1000,0.0321857}}

 

sfalma85=Sum[(table85[[i,2]]

 

0.00114997 

 

table94 ={{50,0.065},{100,0.076},{150,0.083},{200,0.090},{250,0.095},{300,.1},

{350,.106},{400,.111},{450,.115},{500,.120},{550,.126},{600,.131},{650,.137},

{700,.142},{750,.148},{800,.155},{850,.162},{900,.169},{950,.177},{1000,.186}}

 

{{50,0.065},{100,0.076},{150,0.08

{350,0.106},{400,0.111},{450,0.115},{500,0.12},{550,0.126},{600,0.131},

{650,0.137},{700,0.142},{750,0.148},{800,0.155},{850,0.162},{900,0.169},

{950,0.177},{1000,0.186}} 
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newtable85=Table[{t,e},{t,50,1000,50}] 

{{50,0.0259876},{100,0.0263979},{150,0.0267974},{200,0.0271864}, 

{250,0.0275651},{300,0.0279339},{350,0.028293},{400,0.0286426}, 

{450,0.0289831},{500,0.0293146},{550,0.0296373},{600,0.0299516}, 

{650,0.0302576},{700,0.0305556},{750,0.0308457},{800,0.0311282}, 

{850,0.0314032},{900,0.031671},{950,0.0319318},{1000,0.0321857}} 

sfalma85=Sum[(table85[[i,2]]-newtable85[[i,2]])^2/20,{i,1,20}] 

0.065},{100,0.076},{150,0.083},{200,0.090},{250,0.095},{300,.1},

{350,.106},{400,.111},{450,.115},{500,.120},{550,.126},{600,.131},{650,.137},

{700,.142},{750,.148},{800,.155},{850,.162},{900,.169},{950,.177},{1000,.186}}

{{50,0.065},{100,0.076},{150,0.083},{200,0.09},{250,0.095},{300,0.1}, 

{350,0.106},{400,0.111},{450,0.115},{500,0.12},{550,0.126},{600,0.131},

{650,0.137},{700,0.142},{750,0.148},{800,0.155},{850,0.162},{900,0.169},

 

0.065},{100,0.076},{150,0.083},{200,0.090},{250,0.095},{300,.1}, 

{350,.106},{400,.111},{450,.115},{500,.120},{550,.126},{600,.131},{650,.137}, 

{700,.142},{750,.148},{800,.155},{850,.162},{900,.169},{950,.177},{1000,.186}} 

{350,0.106},{400,0.111},{450,0.115},{500,0.12},{550,0.126},{600,0.131}, 

{650,0.137},{700,0.142},{750,0.148},{800,0.155},{850,0.162},{900,0.169}, 



 

 

 

 

 

 

ListPlot[table94,PlotRange→

{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→

 

 

 

e1=2044.1;e2=1280.6;n=1.4765973393126987`*^6;

s0=94; 

e=s0/e1-(e2 s0/(e1(e1+e2))) Exp[

Plot[e,{t,50,1000},AxesLabel
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→{{50,1000},{0,.15}},AxesLabel→ 

→Large] 

 

e1=2044.1;e2=1280.6;n=1.4765973393126987`*^6; 

(e2 s0/(e1(e1+e2))) Exp[-(e1 e2) t/(n (e1+e2))] ; 

Plot[e,{t,50,1000},AxesLabel->{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→Large] 

 



 

 

 

 

 

 

 

Show[%50,%54] 

 

 

 

newtable94=Table[{t,e},{t,50,1000,50}]

 

 

{{50,0.0287392},{100,0.029193},{150,0.0296348},{200,0.0300649},

{250,0.0304838},{300,0.0308916},{350,0.0312887},{400,0.0316754},

{450,0.0320519},{500,0.0324185},{550,0.0327754},{600,0.033123},

{650,0.0334614},{700,0.0337909},{750,0.0341117},{800,0.0344241},

{850,0.0347283},{900,0.0350245},{950,0.0353128},{1000,0.0355936}}

 

sfalma94=Sum[(table94[[i,2]]

 

0.00951817 
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newtable94=Table[{t,e},{t,50,1000,50}] 

{{50,0.0287392},{100,0.029193},{150,0.0296348},{200,0.0300649}, 

{250,0.0304838},{300,0.0308916},{350,0.0312887},{400,0.0316754}, 

{450,0.0320519},{500,0.0324185},{550,0.0327754},{600,0.033123}, 

{650,0.0334614},{700,0.0337909},{750,0.0341117},{800,0.0344241}, 

{850,0.0347283},{900,0.0350245},{950,0.0353128},{1000,0.0355936}} 

sfalma94=Sum[(table94[[i,2]]-newtable94[[i,2]])^2/20,{i,1,20}] 



 

 

 

 

GraphicsGrid[{{%9,%19},{%28,%37},{%46,%55}},Frame

 

 

 

sfalma[42]={sfalma42,sfalma53,sfalma64,sfalma74,sfalma85,sfalma94}

 

 

{5.48295Χ10
-7

,0.0000108534,0.0000849741,0.000396509,0.00114997,0.00951817}
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GraphicsGrid[{{%9,%19},{%28,%37},{%46,%55}},Frame→All] 

sfalma[42]={sfalma42,sfalma53,sfalma64,sfalma74,sfalma85,sfalma94} 

,0.0000108534,0.0000849741,0.000396509,0.00114997,0.00951817}

 

,0.0000108534,0.0000849741,0.000396509,0.00114997,0.00951817} 



 

 

table42={{50,.012},{100,.014},{150,.014},{200,.014},{250,.014},{300,.014},

{350,.014},{400,.014},{450,.014},{500,.014},{550,.014},{600,.014},{650,.014},

{700,.014},{750,.014},{800,.015},{850,.016},{900,.016},{950,.017},{1000,.017}}

 

{{50,0.012},{100,0.014},{150,0.014},{200,0.014},{250,0.014},{300,0.014},

{350,0.014},{400,0.014},{450,0.014},{500,0.014},{550,0.014},{600,0.014},

{650,0.014},{700,0.014},{750,0.014},{800,0.015},{850,0.016},{900,0.016},

{950,0.017},{1000,0.017}} 

 

ListPlot[table42,PlotRange→

{"t->sec","∂(t)"},AxesStyle→

 

 

 

e1=2044;e2=1280;a=10^-6;b=.2;dt=.01;str=42;strain=str/(e1+e2);

creep=Table[{t=dt i,dstrain=e2/(e1+e2) a Sinh[b (str

dt;strain},{i,1,100000}]; 

 

sfalma42=Sum[((table42[[i,2]]

 

4.52309Χ10
-6

 

 

ListPlot[Table[{creep[[i,1]],creep[[i,2]]},{i,1,100000}],PlotRange

All,AxesLabel->{"t->sec","∂
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table42={{50,.012},{100,.014},{150,.014},{200,.014},{250,.014},{300,.014},

{350,.014},{400,.014},{450,.014},{500,.014},{550,.014},{600,.014},{650,.014},

{700,.014},{750,.014},{800,.015},{850,.016},{900,.016},{950,.017},{1000,.017}}

,{150,0.014},{200,0.014},{250,0.014},{300,0.014},

{350,0.014},{400,0.014},{450,0.014},{500,0.014},{550,0.014},{600,0.014},

{650,0.014},{700,0.014},{750,0.014},{800,0.015},{850,0.016},{900,0.016},

 

→{{0,1000},{0,.1}},AxesLabel-> 

→Large] 

 

6;b=.2;dt=.01;str=42;strain=str/(e1+e2); 

creep=Table[{t=dt i,dstrain=e2/(e1+e2) a Sinh[b (str-strain e1)];strain=strain+dstrain 

sfalma42=Sum[((table42[[i,2]]-creep[[i 50,2]])^2)/20,{i,1,20}] 

ListPlot[Table[{creep[[i,1]],creep[[i,2]]},{i,1,100000}],PlotRange→ 

∂(t)"},AxesStyle→Large] 

table42={{50,.012},{100,.014},{150,.014},{200,.014},{250,.014},{300,.014}, 

{350,.014},{400,.014},{450,.014},{500,.014},{550,.014},{600,.014},{650,.014}, 

{700,.014},{750,.014},{800,.015},{850,.016},{900,.016},{950,.017},{1000,.017}} 

,{150,0.014},{200,0.014},{250,0.014},{300,0.014}, 

{350,0.014},{400,0.014},{450,0.014},{500,0.014},{550,0.014},{600,0.014}, 

{650,0.014},{700,0.014},{750,0.014},{800,0.015},{850,0.016},{900,0.016}, 

strain e1)];strain=strain+dstrain 



 

 

Show[%2,%6] 

 

 

 

table53={{50,0.018},{100,0.019},{150,0.020},{200,0.020},{250,0.021},

{300,0.021},{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022},

{600,0.022},{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023},

{900,0.023},{950,0.023},{1000,0.023}}

 

{{50,0.018},{100,0.019},{150,0.02},{200,0.02},{250,0.021},{300,0.021},

{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022},{600,0.022},

{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023},{900,0.023},

{950,0.023},{1000,0.023}} 

 

e1=2044;e2=1280;a=10^-6;b=.2;dt=.01;str=53;strain=str/(e1+e2);

creep=Table[{t=dt i,dstrain=e2/(e1+e2) a Sinh[b (str

dt;strain},{i,1,100000}]; 

sfalma53=Sum[((table53[[i,2]]

 

0.000032725 

 

ListPlot[Table[{creep[[i,1]],creep[[i,2]]},{i,1,100000}],PlotRange

All,AxesLabel->{"t->sec","∂

93 

 

 

table53={{50,0.018},{100,0.019},{150,0.020},{200,0.020},{250,0.021}, 

{300,0.021},{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022},

{600,0.022},{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023},

{900,0.023},{950,0.023},{1000,0.023}} 

{{50,0.018},{100,0.019},{150,0.02},{200,0.02},{250,0.021},{300,0.021}, 

{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022},{600,0.022},

{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023},{900,0.023},

 

6;b=.2;dt=.01;str=53;strain=str/(e1+e2); 

creep=Table[{t=dt i,dstrain=e2/(e1+e2) a Sinh[b (str-strain e1)];strain=strain+dstrain 

sfalma53=Sum[((table53[[i,2]]-creep[[i 50,2]])^2)/20,{i,1,20}] 

{creep[[i,1]],creep[[i,2]]},{i,1,100000}],PlotRange→ 

∂(t)"},AxesStyle→Large] 

{300,0.021},{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022}, 

{600,0.022},{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023}, 

 

{350,0.021},{400,0.021},{450,0.021},{500,0.022},{550,0.022},{600,0.022}, 

{650,0.022},{700,0.023},{750,0.023},{800,0.023},{850,0.023},{900,0.023}, 

strain e1)];strain=strain+dstrain 



 

 

 

Show[%2,%12] 

 

 

table64={{50,0.024},{100,0.027},{150,0.028},{200,0.029},{250,0.029},

{300,0.030},{350,0.030},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032},

{600,0.032},{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034},

{900,0.034},{950,0.034},{1000,0.034}}

 

{{50,0.024},{100,0.027},{150,0.028},{200,0.029},{250,0.029},{300,0.03},

{350,0.03},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032},{600,0.032},

{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034},{900,0.034},

{950,0.034},{1000,0.034}} 

 

e1=2044;e2=1280;a=10^-6;b=.2;dt=.01;str=64;strain=str/(e1+e2);

creep=Table[{t=dt i,dstrain=e2/(e1+e2) a Sinh[b (str

dt;strain},{i,1,100000}]; 

 

sfalma64=Sum[((table64[[i,2]]

 

0.000146305 

 

ListPlot[Table[{creep[[i,1]],creep[[i,2]]},{i,1,100000}],PlotRange

All,AxesLabel->{"t->sec","∂
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table64={{50,0.024},{100,0.027},{150,0.028},{200,0.029},{250,0.029}, 

{300,0.030},{350,0.030},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032},

{600,0.032},{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034},

{900,0.034},{950,0.034},{1000,0.034}} 

{{50,0.024},{100,0.027},{150,0.028},{200,0.029},{250,0.029},{300,0.03},

{350,0.03},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032},{600,0.032},

{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034},{900,0.034},

 

6;b=.2;dt=.01;str=64;strain=str/(e1+e2); 

dstrain=e2/(e1+e2) a Sinh[b (str-strain e1)];strain=strain+dstrain 

sfalma64=Sum[((table64[[i,2]]-creep[[i 50,2]])^2)/20,{i,1,20}] 

ListPlot[Table[{creep[[i,1]],creep[[i,2]]},{i,1,100000}],PlotRange→ 

∂(t)"},AxesStyle→Large] 

{300,0.030},{350,0.030},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032}, 

{600,0.032},{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034}, 

{{50,0.024},{100,0.027},{150,0.028},{200,0.029},{250,0.029},{300,0.03}, 

{350,0.03},{400,0.031},{450,0.031},{500,0.032},{550,0.032},{600,0.032}, 

{650,0.033},{700,0.033},{750,0.033},{800,0.034},{850,0.034},{900,0.034}, 

strain e1)];strain=strain+dstrain 



 

 

Show[%2,%18] 

 

 

 

table74={{50,0.032},{100,0.036},{150,0.039},{200,0.040},{250,0.041},

{300,0.042},{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047},

{600,0.047},{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.050},{850,0.051},

{900,0.051},{950,0.051},{1000,0.051}}

 

{{50,0.032},{100,0.036},{150,0.039},{200,0.04},{250,0.041},{300,0.042},

{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047},{600,0.047},

{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.05},{850,0.051},{900,0.051},

{950,0.051},{1000,0.051}} 

 

e1=2044;e2=1280;a=10^-6;b=.2;dt=.01;str=74;strain=str/(e1+e2);

creep=Table[{t=dt i,dstrain=e2/(e1+e2) a Sinh[b (str

dt;strain},{i,1,100000}]; 

sfalma74=Sum[((table74[[i,2]]

 

0.000535341 

 

ListPlot[Table[{creep[[i,1]],creep[[i,2]]},{i,1,100000}],PlotRange

All,AxesLabel->{"t->sec","∂
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table74={{50,0.032},{100,0.036},{150,0.039},{200,0.040},{250,0.041}, 

{300,0.042},{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047},

{600,0.047},{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.050},{850,0.051},

{900,0.051},{950,0.051},{1000,0.051}} 

{{50,0.032},{100,0.036},{150,0.039},{200,0.04},{250,0.041},{300,0.042},

{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047},{600,0.047},

{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.05},{850,0.051},{900,0.051},

 

6;b=.2;dt=.01;str=74;strain=str/(e1+e2); 

creep=Table[{t=dt i,dstrain=e2/(e1+e2) a Sinh[b (str-strain e1)];strain=strain+dstrain 

sfalma74=Sum[((table74[[i,2]]-creep[[i 50,2]])^2)/20,{i,1,20}] 

ListPlot[Table[{creep[[i,1]],creep[[i,2]]},{i,1,100000}],PlotRange→ 

∂(t)"},AxesStyle→Large] 

{300,0.042},{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047}, 

{600,0.047},{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.050},{850,0.051}, 

{{50,0.032},{100,0.036},{150,0.039},{200,0.04},{250,0.041},{300,0.042}, 

{350,0.043},{400,0.044},{450,0.045},{500,0.046},{550,0.047},{600,0.047}, 

{650,0.048},{700,0.049},{750,0.049},{800,0.05},{850,0.051},{900,0.051}, 

strain e1)];strain=strain+dstrain 



 

 

Show[%2,%24] 

 

 

 

table85={{50,0.038},{100,0.045},{150,0.049},{200,0.051},{250,0.054},{300,0.056}

,{350,0.058},{400,0.060},{450,0.062},{500,0.063},{550,0.065},{600,0.066},

{650,0.068},{700,0.069},{750,0.070},{800,0.071},{850,0.073},{900,0.074},

{950,0.075},{1000,0.076}} 

 

{{50,0.038},{100,0.045},{150,0.049},{200,0.051},{250,0.054},{300,0.056},

{350,0.058},{400,0.06},{450,0.062},{500,0.063},{550,0.065},{600,0.066},

{650,0.068},{700,0.069},{750,0.07},{800,0.071},{850,0.073},{900,0.074},

{950,0.075},{1000,0.076}} 

 

e1=2044;e2=1280;a=10^-6;b=.2;dt=.01;str=85;strain=str/(e1+e2);

creep=Table[{t=dt i,dstrain=e2/(e1+e2) a Sinh[b (str

dt;strain},{i,1,100000}]; 

sfalma85=Sum[((table85[[i,2]]

 

0.00139633 

 

ListPlot[Table[{creep[[i,1]],creep[[i,2]]},{i,1,100000}],PlotRange

All,AxesLabel->{"t->sec","∂
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table85={{50,0.038},{100,0.045},{150,0.049},{200,0.051},{250,0.054},{300,0.056}

,{350,0.058},{400,0.060},{450,0.062},{500,0.063},{550,0.065},{600,0.066},

{650,0.068},{700,0.069},{750,0.070},{800,0.071},{850,0.073},{900,0.074},

 

0,0.038},{100,0.045},{150,0.049},{200,0.051},{250,0.054},{300,0.056},

{350,0.058},{400,0.06},{450,0.062},{500,0.063},{550,0.065},{600,0.066},

{650,0.068},{700,0.069},{750,0.07},{800,0.071},{850,0.073},{900,0.074},

 

6;b=.2;dt=.01;str=85;strain=str/(e1+e2); 

creep=Table[{t=dt i,dstrain=e2/(e1+e2) a Sinh[b (str-strain e1)];strain=strain+dstrain 

sfalma85=Sum[((table85[[i,2]]-creep[[i 50,2]])^2)/20,{i,1,20}] 

Plot[Table[{creep[[i,1]],creep[[i,2]]},{i,1,100000}],PlotRange→ 

∂(t)"},AxesStyle→Large] 

table85={{50,0.038},{100,0.045},{150,0.049},{200,0.051},{250,0.054},{300,0.056}

,{350,0.058},{400,0.060},{450,0.062},{500,0.063},{550,0.065},{600,0.066}, 

{650,0.068},{700,0.069},{750,0.070},{800,0.071},{850,0.073},{900,0.074}, 

0,0.038},{100,0.045},{150,0.049},{200,0.051},{250,0.054},{300,0.056}, 

{350,0.058},{400,0.06},{450,0.062},{500,0.063},{550,0.065},{600,0.066}, 

{650,0.068},{700,0.069},{750,0.07},{800,0.071},{850,0.073},{900,0.074}, 

strain e1)];strain=strain+dstrain 



 

 

 

Show[%2,%30] 

 

 

table94 ={{50, 0.065},{100,0.076},{150,0.083},{200,0.090},{250,0.095},{300,.1},

{350,.106},{400,.111},{450,.115},{500,.120},{550,.126},{600,.131},{650,.137},

{700,.142},{750,.148},{800,.155},{850,.162},{900,.169},{950,.177},{1000,.186}}

 

{{50,0.065},{100,0.076},{150,0.083},{200,0.09},{250,0.095},{300,0.1},

{350,0.106},{400,0.111},{450

{650,0.137},{700,0.142},{750,0.148},{800,0.155},{850,0.162},{900,0.169},

{950,0.177},{1000,0.186}} 

 

e1=2044;e2=1280;a=10^-6;b=.2;dt=.01;str=94;strain=str/(e1+e2);

creep=Table[{t=dt i,dstrain=e2/(e1+e2) a Sinh[b 

dt;strain},{i,1,100000}]; 

 

sfalma94=Sum[((table94[[i,2]]

 

0.010201 

 

ListPlot[Table[{creep[[i,1]],creep[[i,2]]},{i,1,100000}],PlotRange

All,AxesLabel->{"t->sec","∂
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table94 ={{50, 0.065},{100,0.076},{150,0.083},{200,0.090},{250,0.095},{300,.1},

{350,.106},{400,.111},{450,.115},{500,.120},{550,.126},{600,.131},{650,.137},

{700,.142},{750,.148},{800,.155},{850,.162},{900,.169},{950,.177},{1000,.186}}

{{50,0.065},{100,0.076},{150,0.083},{200,0.09},{250,0.095},{300,0.1}, 

{350,0.106},{400,0.111},{450,0.115},{500,0.12},{550,0.126},{600,0.131},

{650,0.137},{700,0.142},{750,0.148},{800,0.155},{850,0.162},{900,0.169},

 

6;b=.2;dt=.01;str=94;strain=str/(e1+e2); 

creep=Table[{t=dt i,dstrain=e2/(e1+e2) a Sinh[b (str-strain e1)];strain=strain+dstrain 

sfalma94=Sum[((table94[[i,2]]-creep[[i 50,2]])^2)/20,{i,1,20}] 

ListPlot[Table[{creep[[i,1]],creep[[i,2]]},{i,1,100000}],PlotRange→ 

∂(t)"},AxesStyle→Large] 

table94 ={{50, 0.065},{100,0.076},{150,0.083},{200,0.090},{250,0.095},{300,.1}, 

{350,.106},{400,.111},{450,.115},{500,.120},{550,.126},{600,.131},{650,.137}, 

{700,.142},{750,.148},{800,.155},{850,.162},{900,.169},{950,.177},{1000,.186}} 

,0.115},{500,0.12},{550,0.126},{600,0.131}, 

{650,0.137},{700,0.142},{750,0.148},{800,0.155},{850,0.162},{900,0.169}, 

strain e1)];strain=strain+dstrain 



 

 

Show[%2,%36] 

 

GraphicsGridxJJ%7,%13K, J%19
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19,%25K, J%31,%37KK, Frame → Ally 

 



99 
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sfalma[42]={sfalma42,sfalma53,sfalma64,sfalma74,sfalma85,sfalma94} 

 

{4.52309Χ10
-6

,0.000032725,0.000146305,0.000535341,0.00139633,0.010201} 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



101 

 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 

 

1. Βιβλία Μηχανικής 

 

α)  Αναφορές στην ιξωδοελαστικότητα 

 

Wilhelm Flugge, “Viscoelasticity”, Blaisdell Publicing Company, 1967 

I.Shames, F. Cozzarelli, “Elastic and Inelastic Stres Analysis”, Prentice-Hall, 1992 

I.M Ward, “Mechanical Properties of Solid Polymers”, John Wiley and Sons, N.York 

F.Bueche, “Physical Properties of Polymers”, Interscience Publishers, N. York 1962 

Ε. Κοντού, Γ. Σπαθής, “Ανελαστική συμπεριφορά των υλικών” Αθήνα 2001 

Μ. Καμπούρης, Δ. Παπασπυρίδης, “Επιστήμη των πολυμερών”, Αθήνα 1984 

D. Askeland, “The Science and Engineering of Materials”, Chapman and Hall, USA 

1989 

Γ. Τσαμασφύρος, “Μηχανική Παραμορφωσίμων Σωμάτων Ι” , Εκδόσεις Συμμετρία, 

Αθήνα 1990 

Ι. Πρασιανάκης, Β. Κωνσταντέλος, Ι. Μηλιός, “Πειραματική Αντοχή Υλικών” Εκδόσεις 

Συμεών, Αθήνα 1988 

Ι. Πρασιανάκης, Β. Κωνσταντέλος, Ι. Μηλιός, “Εργαστήρια Πειραματικής Αντοχής 

Υλικών” Εκδόσεις Συμεών, Αθήνα 1988 

Π. Θεοχάρης, “Πειραματική Αντοχή Υλικών”, B Έκδοση ΕΜΠ, Αθήνα 1975 

 

β)  Προβλήματα Μηχανικής  

 

Ε. Μαρκέτος, “Τεχνική Μηχανική τόμος ΙΙ, Αντοχή των Υλικών”, Αθήνα 1988 



102 

 

W. Nash, “Schaum  ’s outline of theory and problems of Strength of Materials”, Mc 

Graw Hill Inc, N. York 1977 

S. Timoshenko, “Theory of Elasticity”, Mc Graw Hill Inc, 1951 

Α. Κανούδης, “Εισαγωγή εις τη μη γραμμική θεωρία ελαστικής ευστάθειας”, Αθήνα 

1984 

 

 

γ)  Δυναμική  

 

R. Feynman, “The Feynman Lectures on Physics” vol I, II, Addison-Wesley Publishing 

Company, 1964 

Α. Κουνάδης, “Δυναμική των συνεχών ελαστικών συστημάτων”, Αθήνα 1983 

Ι. Κατσικαδέλης, “Μαθήματα δυναμικής αναλύσεως ραβδωτών φορέων”, Έκδοση 

ΕΜΠ, Αθήνα 1990 

G. Warburton, “Δυναμική συμπεριφορά των κατασκευών”, Εκδόσεις Γκιούρδας, 

1982 

R. Clough, J. Penzien, “Dynamics of structures”, Mc Graw Hill Inc, 1975 

 

 

2. Βιβλία Μαθηματικών 

 

Ι. Χαϊνης, “Μαθήματα Ανώτερων Μαθηματικών”, τόμος Β, Αθήνα 1989 

Ι. Χαϊνης, “Μαθήματα Διαφορικών εξισώσων”, Αθήνα 1989 

Σ. Τραχανάς, “Διαφορικές εξισώσεις” τόμος Ι, Πανεπιστημιακές εκδόσεις Κρήτης, 

Ηράκλειο 1989 

R. Bronson, “Scaum ’s outline, Modern Introductory Differential Equations”, Mc 

Graw Hill Inc., N. York 1973 



103 

 

M.Spiegel, “Scaum ’s outline of theory and problems of Advanced Calculus”, Mc 

Graw Hill Inc., N. York 1963 

M.Spiegel, “Scaum ’s outline of Laplace transforms”, Mc Graw Hill Inc., N. York 1963 

 

 

 

Παρουσίαση 

Για την δακτυλογράφηση του κειμένου χρησιμοποιήθηκε το “Microsoft Office Word 

2007”. Για τις Μαθηματικές εξισώσεις χρησιμοποιήθηκε το “equation editor” του 

ίδιου προγράμματος. 

Τα γραφήματα δημιουργήθηκαν με κώδικα από το λογισμικό πακέτο “Mathematica 

8” και η τελική τους μορφή δόθηκε με το πρόγραμμα “Paint”. 

Τέλος τα σχήματα των ιξωδοελαστικών μοντέλων και των φορέων που επιλύθηκαν 

δημιουργήθηκαν με το πρόγραμμα “Paint”. 

 

 

 

 

 

 


