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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

Η εργασία αυτή στηρίζεται στη μελέτη μιας σημαντικής κατηγορίας 

μιγαδικών συναρτήσεων που είναι οι σύμμορφες απεικονίσεις.Εφαρμογές 

των σύμμορφων απεικονίσεων βρίσκουμε τόσο σε προβλήματα 

απεικόνισης πεδίων όσο και σε προβλήματα συνοριακών τιμών.Η 

ιδιαιτερότητα τους οφείλεται στη γεωμετρική ιδιότητα που έχουν να 

διατήρουν την γωνία στην τομή κατά μέτρο και προσανατολισμό μεταξύ 

δύο καμπυλών με αποτέλεσμα να μένει αναλλοίωτη η εξίσωση Laplace 

κάτω από μια σύμμορφη απεικόνιση.Αποτέλεσμα αυτού είναι σε ένα 

φυσικό πρόβλημα να μπορεί να απλοποιηθεί ένα αρχικά πολύπλοκο 

πεδίο.Οι σύμμορφες απεικονίσεις αποτελούν ένα σημαντικό κλάδο στον 

οποίο σημαντική συμβολή είχε ο Κωνσταντίνος Καραθεοδωρής.Σκοπός 

μας είναι να μελετήσουμε τον τρόπο κατά τον οποίο μετασχηματίζονται 

διάφορα πεδία καθώς και το πώς οι σύμμορφες απεικονίσεις βοηθούν στη 

λύση προβλημάτων συνοριακών τιμών κυρίως στο δίσκο και στο άνω 

ημιεπίπεδο. 

 

Για την εκπόνηση της διπλωματικής εργασίας, θέλω να ευχαριστήσω 

θερμά τον επιβλέποντα καθηγητή κ. Κραββαρίτη για την υπόδειξη του 

θέματος καθώς και για την αποτελεσματική καθοδήγηση και βοήθειά του 

σε όλα τα στάδια αυτής της εργασίας . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

ΣΥΜΜΟΡΦΕΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΕΙΣ 

 

1.1 Ορισμός σύμμορφης απεικόνισης   

  Μία συνάρτηση f : Α →  είναι σύμμορφη απεικόνιση στο πεδίο 

DA, αν η f  είναι ολόμορφη στο D,δηλαδή διαφορίσιμη σε κάθε 

σημείο του Α, και ( ) 0f z  για κάθε z ∈ D. 

Παραδείγματα σύμμορφης απεικόνισης: 

1. Η συνάρτηση ( ) zf z e  είναι σύμμορφη στο  αφού 

( ) 0zf z e   ,∀ z∈  

2.  Η συνάρτηση 
2( )f z z  είναι σύμμορφη στο \{0} 

 

Έστω ( )f z  μία ολόμορφη συνάρτηση ορισμένη σε ένα πεδίο D, 

( ) 0f z  στο D και μια λεία καμπύλη : ( ) ( ) ( )z t x t iy t   στο D η οποία 

διέρχεται από το σημείο oz ( )oz t , ( , )ot a b .Η γωνία που σχηματίζει η 

εφαπτομένη της καμπύλη  στο σημείο oz   με τον θετικό x  άξονα είναι 

θ και ισχύει ότι arg ( )oz t  . Αν υποθέσουμε ότι η εικόνα της   μέσω 

της απεικόνισης ( )w f z  είναι η : ( ) ( ( )),w t f z t a t b     και ow  η εικόνα 

του oz  δηλαδή ( ( )) ( )o o ow f z t f z  ,τότε παραγωγίζοντας την σύνθετη 

συνάρτηση έχουμε: 

( ) ( ) ( )o o ow t f z z t                                                (1) 

Η καμπύλη   έχει μια εφαπτόμενη στο σημείο ow ,διότι ( ) 0ow t  ,επειδή 

( ) 0of z   και ( ) 0oz t  .Εαν arg ( )ow t  ,από την σχέση (1) προκύπτει ότι: 

arg ( )of z                                                    (2) 
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Η διαφορά των δύο γωνιών      ονομάζεται γωνία στροφής της 

καμπύλης  στο σημείο oz  μέσω της απεικόνισης ( )w f z . Αυτό που 

μπορούμε να καταλάβουμε από την σχέση (2) είναι ότι όλες οι καμπύλες 

που διέρχονται από το oz  στρέφονται μέσω της απεικόνισης που έχουμε, 

με την ίδια γωνία (υπό την προϋπόθεση ότι ( ) 0f z  ),αφού η γωνία 

στροφής στο oz  δεν εξαρτάται από την καμπύλη και είναι πάντα ίση με 

arg ( )of z .                                                                                                                                      

Έστω τώρα δύο λείες καμπύλες που βρίσκονται στο D  και διέρχονται 

από το σημείο oz  ,οι 1, 2  και οι εικόνες τους 1
και

2
  που διέρχονται 

από το ow  μέσω της απεικόνισης ( )w f z .Αν οι εφαπτομένες των δύο 

καμπυλών στο σημείο oz  ,σχηματίζουν με τον άξονα x  σχηματίζουν 

γωνίες 1  και 2  τότε σύμφωνα με την σχέση (2)ισχύει ότι οι γωνίες που 

σχηματίζουν οι εφαπτόμενες στις καμπύλες 
1
  και 

2
  στο σημείο 

( )o ow f z  είναι:  

 

1 1 arg ( )of z      και    2 2 arg ( )of z     

Και αφαιρώντας κατά μέλη προκύπτει ότι: 

 

2 1 2 1        
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Συνεπώς αποδείξαμε ότι μια σύμμορφη απεικόνιση διατηρεί την γωνία 

τομής μεταξύ δύο καμπυλών κατά μέτρο και προσανατολισμό,αφού η 

γωνία 2 1    από την καμπύλη 
1
στην καμπύλη 

2
  είναι η ίδια σε μέτρο 

και προσανατολισμό με την γωνία 2 1   από την καμπύλη 
1
 στην 

2
 

όπως φαίνεται και στο σχήμα.Οι γωνίες σημειώνονται με ω. 

 

 

 

  
 

 

 

Εφαρμογη 
 

Να δειχθεί ότι η συνάρτηση ( ) sinf z z είναι σύμμορφη στα σημεία

1
2

z i


   και 2 0z   και στη συνέχεια να βρεθεί η γωνία στροφής  

arg ( )f z  σε αυτά τα σημεία. 

 

Λύση 

Ξέρω ότι ( ) cosf z z   άρα η απεικόνιση sinw z  είναι σύμμορφη 

παντού εκτός των σημείων ,
2


   .Άρα η ( )f z  είναι σύμμορφη 
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στα ζητούμενα σημεία.Τώρα,επειδή cos
2

i ie e 




 , και με τη χρήση του 

υπερβολικού ημιτονίου,sinh
2

z ze e
z


  θα έχουμε: 

 

( ) ( )
12 2 ( )

argcos( ) arg arg
2 2 2 2

i i i i

e e i e e
i

 

 


  
 

       

και 

argcos0 arg1 0        

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 

Αν η f  είναι ολόμορφη και αμφιμονοσήμαντη σε ένα πεδίο D  ,τότε  

( ) 0f z   για κάθε z D ,δηλαδή η f είναι σύμμορφη στο D .  

 

 

1.2  Το θεώρημα Riemann 

 Στις εφαρμογές οι σύμμορφες απεικονίσεις χρησιμοποιούνται για τη 

μετατροπή ενός προβλήματος συνοριακών τιμών που περιέχει την 

εξίσωση Laplace σε ένα άλλο απλούστερο. Ξέρουμε ότι η εξίσωση 

Laplace παραμένει αναλλοίωτη μέσω μιας σύμμορφης απεικόνισης. Για 

να μελετήσουμε τις συνοριακές συνθήκες, θα πρέπει να γνωρίζουμε ότι 

το σύνορο απεικονίζεται στο σύνορο. Ωστόσο, όπως δείχνει και το 

επόμενο παράδειγμα, εν γένει δεν ισχύει. 
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Παράδειγμα  

Έστω 2( )f z z  και 
1

{ : 1, }
4

iD w re r      .Η f είναι ολόμορφη 

στο D με ( ) 2 0f z z    για κάθε z D .Διαπιστώνουμε ότι 

1
( ) { : 1,0 2 }

4

if D w re r       

 

 

 

Το τμήμα του συνόρου 
1

1
2

x     απεικονίζεται στο 
1

1
4

u   που είναι 

εσωτερικό του ( )f D .Άρα η f  δεν απεικονίζει το σύνορο του D  στο 

εσωτερικό του ( )f D . 

Έστω D  ένα πεδίο, :f D  μια συνεχής απεικόνιση και  μια κλειστή 

καμπύλη μέσα στο D .Είναι φανερό ότι η εικόνα   της  μέσω της  f

είναι μια κλειστή καμπύλη στο w -επίπεδο.Θα λέμε ότι η  f  διατηρεί τη 

φορά,αν κατά τη συνεχή κίνηση ενός σημείου κατά τη θετική φορά πάνω 

στη  η εικόνα του στη   κινείται επίσης κατά τη θετική φορά.Θετική 

φορά είναι η φορά που πρέπει να κινηθεί ένας παρατηρητής ώστε να 

βλέπει το εσωτερικό της  αριστερά του.Έστω  D  και G  δύο απλά 

συνεκτικά,φραγμένα πεδία με σύνορα τις απλές,κλειστές και τμηματικά 

λείες καμπύλες 1  και 2 .Θα αναφερθουν δύο βασικά αποτελέσματα 

χωρίς απόδειξη. 
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Αρχή της αντιστοιχίας των συνόρων 

Έστω D και G δύο απλά συνεκτικά , φραγµένα πεδία που έχουν σύνορα 

τις απλές, κλειστές  και τµηµατικά λείες καµπύλες 1  και 2  αντίστοιχα. 

Θεώρηµα 1  

Αν η σύµµορφη απεικόνιση ( )w f z  είναι αφιµονοσήµαντη και 

απεικονίζει το πεδίο D επί του πεδίου G,τότε ισχύει ότι: 

α) η ( )f z  µπορεί να επεκταθεί στο D  ώστε να είναι συνεχής 

β) η επέκταση είναι αµφιµονοσήµαντη από τη 1 επί της 2  και διατηρεί 

τη φορά. 

Αντίστροφα ισχύει 

Θεώρηµα 2  

Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση ( )w f z  είναι ολόµορφη στο D και 

συνεχής στο D . Η απεικόνιση 1 2:f   είναι αµφιµονοσήµαντη και 

διατηρεί τη φορά. Τότε η συνάρτηση f είναι αµφιµονοσήµαντη στο D και 

απεικονίζει το D σύµµορφα επί του G . 

Εφαρμογή 

Έστω ( ) sinf z z  και { : 0 , 0}
2

D z x iy x y


     .Να βρεθεί το ( )f D . 

Λύση 

Στο σχήµα φαίνεται ότι το πεδίο D είναι µια ηµιάπειρη λωρίδα. Η f  

είναι αµφιµονοσήµαντη στο D και συνεχής στο σύνορο του D . Για  

, ( ) sinz x f z x     άρα η f  απεικονίζει το διάστημα 0,
2

 
 
 

 του D 

επί του διαστήματος  0,1  του ( )f D . 
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Για z iy , 0y  έχουμε ( ) sin sinhf z iz i y  ,το οποίο είναι φανταστικός 

αριθμός συνεπώς η f απεικονίζει τον θετικό άξονα y στον θετικό άξονα 

u,ενώ για 
2

z iy


  , 0y  έχουμε ( ) sin cosh
2

f z iy y
 

   
 

 άρα η f  

απεικονίζει την ημιευθεία 
2

z iy


   στο διάστημα  1, .Οπότε,λόγω του 

θεωρήματος της αντιστοιχίας των συνόρων,το ( )f D ,όπως φαίνεται στο 

παρακάτω σχήμα είναι το πρώτο τεταρτημόριο. 

 

 

Θεώρηµα Riemann 

Αν D είναι ένα απλά συνεκτικό πεδίο του επιπέδου διαφορετικό του ℂ, 

τότε υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη σύµµορφη απεικόνιση ( )w f z   που 



11 
 

απεικονίζει το D επί του µοναδιαίου δίσκου 1w  . Η απεικόνιση είναι 

µοναδική αν για κάποιο oz D  έχουµε ( ) 0of z   και ( ) 0of z  . 

 

 Παρατηρήσεις για το θεώρηµα Riemann 

α) το θεώρηµα δεν ισχύει  αν D = ℂ και β) το θεώρηµα Riemann 

εξασφαλίζει την ύπαρξη µιας σύµµορφης απεικόνισης αλλά όχι την 

κατασκευή της. 

 

 

1.3 Διγραµµικοί µετασχηµατισµοί 

Στην ενότητα αυτή θα µελετήσουµε ένα σύνολο στοιχειωδών 

µετασχηµατισµών οι οποίοι έχουν πολλές εφαρµογές και είναι πολύ 

χρήσιµοι σύµµορφοι µετασχηµατισµοί. Στη συνέχεια θα δούμε ένα 

μετασχηματισμο Möbius όπου είναι η σύνθεση των ακόλουθων 

στοιχειωδών μετατοπίσεων. 

 

 Μετατόπιση 

Έστω µια σταθερά b  . Ο µετασχηµατισµός ( )w f z z b  

απεικονίζει ένα τυχαίο σηµείο z του επιπέδου z , στο σηµείο w z b   

του επιπέδου w. Η απεικόνιση αυτή είναι αµφιµονοσήµαντη.  Έτσι η 

εικόνα w z b   είναι µετατοπισµένη ως προς το αρχέτυπο z κατά το 

διάνυσµα b . Το ίδιο ισχύει και για όλα τα σηµεία ενός σχήµατος, οπότε 

µέσου αυτού του µετασχηµατισµού µπορεί να µεταφερθεί ολόκληρο το 

σχήµα κατά το διάνυσµα b . Επειδή όλα τα σηµεία µετατοπίζονται κατά 

το ίδιο διάνυσµα,  οι διαστάσεις του σχήµατος δεν αλλάζουν. 
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Ειδικά , αν ο b είναι πραγματικός η μετατόπιση γίνεται παράλληλα στον 

άξονα x, ενώ αν ο b είναι φανταστικός η μετατόπιση γίνεται παράλληλα 

στον άξονα  y. 

Η αντίστροφη απεικόνιση είναι η z=w-b 

 

Παράδειγμα 
 

Η συνάρτηση ( )f z z i   μετατοπίζει το τυχαίο σημείο z κατά το 

διάνυσμα i δηλαδή παράλληλα στον φανταστικό άξονα 

 

 

 
 

Έτσι η λωρίδα ανάμεσα στις ευθείες y=1,y=2 απεικονίζεται στη λωρίδα 

ανάμεσα στις ευθείες υ=2,υ=3 

 

 

 Στροφή                                                                                                                                                                                                                                                                                              
 

Έστω σταθερά a .Τότε ο μετασχηματισμός                                                                                                                                                                                                                          

 
( )( ) ia i ia i aw f z ze re e re       
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Προκαλεί αλλαγή της γωνίας του τυχαίου μιγαδικού z κατά α.Δηλαδή το 

διάνυσμα z απεικονίζεται στο διάνυσμα w το οποίο έχει στραφεί ως προς 

το z κατά γωνία α.Επειδή 1iae  ,ισχύει w z  

 

 

 
 

Η αντίστροφη απεικόνιση είναι iaz we  

 

Παράδειγμα 

 

Η συνάρτηση 2( )
i

f z ze


  προκαλεί στροφή του τυχαίου διανύσματος z 

κατά 
2

a


  

 

 

 

 
 

 

 Μεγέθυνση 
 

Έστω 0k όπου k  . Ο μετασχηματισμός ( )w f z kz   είναι μια 

αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση του επιπέδου z επί του επιπέδου w και 

ονομάζεται μεγέθυνση. Η απεικόνιση αυτή μεγεθύνει επί k το μέτρο z 

χωρίς να του αλλάζει κατεύθυνση. Αν 0 1k  τότε έχουμε σμίκρυνση. 
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Παράδειγμα 

 

 Η απεικόνιση 
1

3
w z  μετασχηματίζει τον κυκλικό τόπο 3z   του 

επιπέδου z στον κυκλικό τόπο 1w   του w επιπέδου.  

 

 

 
 

 

Ο αντίστροφος μετασχηματισμός είναι ο 
1

z w
k

 .  

 

 

 Αντιστροφή  

 

Ο μετασχηματισμός 
1

w
z

 , 0z   είναι σύνθεση των μετασχηματισμών 

1 2

1
w z

z
  και 1w w . 

Ο πρώτος μετασχηματισμός εκφράζει την αντιστροφή ως προς τον 

μοναδιαίο κύκλο : 1C z  , αφού 1 1w z   και 1arg argw z  ενώ ο δεύτερος 

εκφράζει συμμετρία ως προς τον πραγματικό άξονα.  
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 Γραμμικός Μετασχηματισμός 
 

Η απεικόνιση ( ) , ,w f z az b a b     ονομάζεται γραμμικός 

μετασχηματισμός.Αν υποθέσουμε ότι ισχύει 0a   και ia a e 
 

τότε 
iw a e z b  , δηλαδή ο μετασχηματισμός που έχουμε είναι σύνθεση μιας 

μεγέθυνσης, μιας μετατόπισης και μιας στροφής. Η μεγέθυνση γίνεται 

κατά a , η μετατόπιση κατά διάνυσμα b ενώ η στροφή κατά γωνία arga

. Η αντίστροφη απεικόνιση είναι η 
1 b

z w
a a

  . 

 

 

 

 

Μετασχηματισμός Möbius ή Διγραμμικός μετασχηματισμός.  
 

  Ένας διγραμμικός μετασχηματισμός ή αλλιώς μετασχηματισμός 

Möbius είναι μια μιγαδική συνάρτηση της μορφής  
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( ) ,

az b d
w f z z

cz d c


   


                   (1) 

 
                        
Όπου , , ,a b c d  είναι δοσμένοι μιγαδικοί απιθμοί που ικανοποιούν την 

συνθήκη ab bc  αφού διαφορετικά η συνάρτηση ( )f z  θα ήταν σταθερή. 

Χωρίς βλάβη της γειτονικότητας,μπορούμε να θεωρήσοουμε ότι 

0 0a c  . 

Έτσι η (1) γράφεται ισοδύναμα:  

                        ( ) , , , ,
z a a b d

w f z a
z c a c

    



     


                    (2) 

Ο διγραμμικός μετασχηματισμός είναι σύμμορφος στο \{ }C  ,αφού 

2
( ) 0

( )

a
f z

z







 


 

Το σημείο   είναι ενας απλός πόλος  της f .Επίσης ο μετασχηματισμός 

(2) είναι μια αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση του \{ }C  , επί του \{ }C 

.Η αντίστροφη συνάρτηση είναι  
w a

z
w

 



 



 

είναι μια αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση του επεκτεταμένου z-επιπέδου 

πάνω Θα μπορούσαμε να απεικονίσουμε τον μετασχηματισμό (2) έτσι 

ώστε να στο επεκτεταμένο w-επίπεδο,θέτοντας  

 
( ) ( )f f       

 

Για την έκφραση ενός διγραμμικού μετασχηματισμού έχουμε τρεις 

αυθαίρετες παραμέτρους ,a   .Έτσι υπάρχουν άπειροι διγραμμικοί 

μετασχηματισμοί που απεικονίζουν το επεκτεταμένο z-επίπεδο στο 

επεκτεταμένο w-επίπεδο. 

 

 

Βασικές ιδιότητες των μετασχηματισμών Möbius  
 

1. Κάθε μετασχηματισμός Möbius γράφεται σαν σύνθεση των 

μετασχηματισμών μετατόπισης, στροφής , μεγέθυνσης και αντιστροφής, 

όπως είδαμε και παραπάνω.  

 

2. Από τη σύνθεση δυο μετασχηματισμών Möbius, προκύπτει 

μετασχηματισμών Möbius  

 

3. Η αντίστροφη συνάρτηση ενός μετασχηματισμών Möbius, είναι επίσης 

μετασχηματισμών Möbius.  
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Θεώρημα 
  

Υπάρχει μοναδικός μετασχηματισμός Möbius που απεικονίζει τρία 

διαφορετικά σημεία 1 2 3, ,z z z  σε τρία διαφορετικά σημεία 1 2 3, ,w w w . Ο 

μετασχηματισμός δίνεται από την σχέση 

                              

                                  2 3 2 31 1

3 2 1 3 2 1

w w z zw w z z

w w w w z z z z

  
  

   
                                   (3) 

 

Απόδειξη 
 

Πρέπει να δείξουμε ότι 1 1 2 2 3 3( ) , ( ) , ( )f z w f z w f z w   ορίζουν τις τιμές των 

παραμέτρων , ,    μονοσήμαντα. 

 

2 3 2 1
2 3 2 1

2 3 2 1

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

z z z z
w w w w

z z z z

   
  

   

   
   

     
 

Άρα,                            2 3 2 3 1

2 1 2 1 3

( )( )

( )( )

w w z z z

w w z z z





  


  
                                        (4) 

 

Οπότε για ένα τυχαίο ( )z w f z   ισχύει ότι :     

                                              

                                    1 31

3 3 1

( )( )

( )( )

z z zw w

w w z z z





 


  
                                           (5) 

 

Απαλείφοντας από την (4) και την (5) το   προκύπτει η (3). 

 

Παρατηρήσεις 
 

1. Αν 1w   ,τότε το πρώτο μέλος της (3) γίνεται 2 3

3

w w

w w




 

2. Αν 1z   ,τότε το δεύτερο μέλος της (3) γίνεται 2 3

3

z z

z z




 

 

 

 

Παρατήρηση  Στη θεωρία διγραμμικών μετασχηματισμών μια ευθεία  

θεωρείται κύκλος με άπειρη ακτίνα. 
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Εφαρμογή  
 

Να βρεθεί ο σύμμορφος μετασχηματισμός που απεικονίζει τα σημεία 

1 2 31, 1, 0z z z     στα σημεία 1 2 31, 1,w w w i      

 

Λύση 
 

Θεωρώ τυχαίο σημείο 4z z  που απεικονίζεται στο σημείο 4w w  
Πρέπει : 

 

2 3 2 34 1 4 1

2 1 4 3 2 1 4 3

( 1) 1 0 ( 1) 1 ( )

1 ( 1) 0 1 ( 1) ( )

1 1 1 1
( )

2 2 1

( )
1

z z w wz z w w

z z z z w w w w

z w i

z w i

z w i z i
w f z

z w i zi

z i
f z

iz

  
  

   

      
   

      

   
     

 


 

 

 

 

Εφαρμογή  
 

Να βρεθεί ο μετασχηματισμός Möbius που απεικονίζει τα σημεία , ,i i   

στα σημεία 0,1, . 

 

Λύση 
  

Πρέπει: 

                       2 3 2 34 1 4 1

2 1 4 3 2 1 4 3

z z w wz z w w

z z z z w w w w

  
  

   
 

                       

( ) 0 1 1

( ) 1 0

( 1)
( )

( ( ))

( , 1) ( )

w z z i

w z z i i

z i i
w z

w z z i i

z i
z w z

z i


   
   

   

   
   

    

 
     

 
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Εφαρμογή 
 

i. Να βρεθούν τα σταθερά σημεία του μετασχηματισμού 
6

( )
4

z
f z

z





 

ii. Να βρεθεί ο διγραμμικός μετασχηματισμός κατά τον οποίο τα 

σημεία 2 και 3 παραμένουν σταθερά ενώ το 4 απεικονίζεται στο   

 

Λύση 
 

i. Αν a  είναι ένα σταθερό σημείο του μετασχηματισμού ( )w f z  

τότε ισχύει ( )f a a .Οπότε  

 

2

2

1 2

6
( 4) 6 4 6

4

5 6 0 2, 3

a
a a a a a a a

a

a a a a


         



        
 

          Τα 
1 2,a a  είναι τα σταθερά σημεία. 

 

ii. Το σημείο 1 2z   απεικονίζεται στο 1 2w  ,το 2 3z   απεικονίζεται 

στο 2 3w   ενώ το 3 4z   απεικονίζεται στο 3w   .Θεωρώ τυχαίο 

σημείο z που έχει εικόνα w.Τότε ισχύει :              

 

                    2 3 2 31 1

2 1 3 2 1 3

z z w wz z w w

z z z z w w w w

  
  

   
                                    (1) 

 

και επειδή 3 2 1, 3, 2w w w   ,έχουμε 2 3

3

1
w w

w w





. 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω σχέση στην (1) προκύπτει: 

 

                   

2 1 2 6
1

1 4 1 4

z w z
w

z z

   
    
 

 

 

ο οποίος είναι ο ζητούμενος μετασχηματισμός. 

 

 

Πρόταση 
 

Έστω ( )f z  ένας μετασχηματισμός Möbius. Αν E   είναι μια ευθεία 

και K   ένας κύκλος στο επίπεδο z, τότε το ( )f E  είναι ευθεία ή 

κύκλος και το ( )f K  είναι ευθεία ή κύκλος στο επίπεδο w. 
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Απόδειξη 
 

 Επειδή ένας μετασχηματισμός Möbius είναι σύνθεση δύο γραμμικών και 

μιας αντιστροφής,τότε αρκεί να δείξουμε ότι 
1

( )w f z
z

  . 

Η εξίσωση της E  στο επίπεδο z θα είναι της μορφής 0az az b    όπου 

\{0}a  και b .Εαν θέσουμε 
1

z
w

  τότε προκύπτει ότι  

0bww aw aw    σχέση η οποία παριστάνει ευθεία αν 0b   ή κύκλο αν 

0b  .Η εξίσωση του K  στο επίπεδο z θα είναι μορφής 
20, , , 0azz bz bz k a k a b ak       

Έτσι,θέτοντας 
1

z
w

  προκύπτει 0kww bw bw a     σχέση η οποία 

παριστάνει κύκλο αν 0k   ή ευθεία αν 0k  . 

 

Εφαρμογή  
 

Να βρεθεί η εικόνα της ευθείας 0y   μέσω του μετασχηματισμού 

( )
z i

w f z
z i


 


 

 

Λύση 
 

 Θέτουμε w u i z x iy    . Οπότε έχουμε: 

 
( 1)

( 1)

x iy i x i y
u i u i

x iy i x i y
 

   
    

   
 

Πολλαπλασιάζοντας την σχέση με το συζυγή΄του παρονομαστή  

( 1)x i y   προκύπτει η σχέση: 

 
2 2

2 2 2 2

( 1) 2
(2) (3)

( 1) ( 1)

x y x
u

x y x y
 

  
 

   
 

Στις (2) και (3) αντικαθιστούμε 0y   και προκύπτει  

 
2

2 2

1 2
(4) (5)

1 1

x x
u

x x
 

 
 

 
 

Λύνοντας την (4) ως προς x προκύπτει 2 1

1

u
x

u





 και αντικαθιστώντας 

στη (5) βρίσκουμε  
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1 2
1 (6)

2 1 1

u
x x

u u

  
     

  
 

 

Με αντικατάσταση της (6) στην (4) βρίσκουμε ότι 2 2 1u   ,αυτή η 

περιφέρεια κύκλου είναι η ζητούμενη εικόνα. 

 

 

Εφαρμογή  
 

Να βρεθεί η σύμμορφη απεικόνιση που απεικονίζει το μοναδιαίο κύκλο 

1z   στο Im 0w . 

 

Λύση  
 

Πρέπει να βρούμε ένα μετασχηματισμός Möbius που να απεικονίζει τα 

σημεία 1, , 1i   του επιπέδου z στα σημεία 0,1,  του επιπέδου w. 

Ο μετασχηματισμός αυτός είναι της μορφής 
1

1

z
w

z






 αφού απεικονίζει 

τα σημεία 1,-1 του z στα σημεία 0,  του w. Τώρα, το i  απεικονίζεται 

στο 1 οπότε ισχύει 
1

1
1

i
i

i
 


   


. Οπότε ο μετασχηματισμός 

1

1

z
w i

z





  

απεικονίζει τον κύκλο 1z   στην ευθεία 0  , ενώ το εσωτερικό του 

μοναδιαίου κύκλου, επειδή διατηρείται η φορά και σύμφωνα με 

προηγούμενο θεώρημα 2, απεικονίζεται στο άνω ημιεπίπεδο Im 0w .  
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Παρατήρηση 
 

 Για να βρούμε σε ποιό ημιεπίπεδο βρίσκεται η απεικόνιση,  

μπορούμε να πάρουμε οποιοδήποτε εσωτερικό σημείο του μοναδιαίου 

κύκλου z και για αυτό το σημείο από τον μετασχηματισμό να βρούμε το 

πρόσημο του ( )f z . Αν  ( ) 0f z  η απεικόνιση θα βρίσκεται στο άνω 

ημιεπίπεδο και αν ( ) 0f z η απεικόνιση θα βρίσκεται στο κάτω 

ημιεπίπεδο. Για το παραπάνω παράδειγμα έστω ένα εσωτερικό σημείο 

του κύκλου  z = 0. Τότε  
1 0

0
1 0

w i i


 


 

Επομένως, η απεικόνιση βρίσκεται στο άνω ημιεπίπεδο. 

 

Εφαρμογή  
 

Ένας ‘‘φακοειδής’’ τόπος έχει σύνορα δύο περιφέρειες που τέμνονται. 

Να βρεθεί η σύμμορφη απεικόνιση που απεικονίζει τον ‘‘φακοειδή’’  

τόπο σε μια γωνία με κορφή την αρχή των αξόνων.  

Λύση 
 

Έστω ότι έχουμε τον φακοειδή τόπο του σχήματος με σύνορα τις 

περιφέρειες 1 2,C C . 
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Επειδή ο μετασχηματισμός απεικονίζει περιφέρεις του επιπέδου z σε 

περιφέρεις του επιπέδου w, συμπεραίνουμε ότι τα δύο σημεία τομής 
1, 2z z  

απεικονίζονται στα σημεία 0w  και w , ώστε οι εικόνες 
1 2,C C   να 

έχουν σημεία τομής τα σημεία 0,  άρα είναι ευθείες που δίερχονται από 

την αρχή των αξόνων, αφού δύο περιφέρειες με πεπερασμένη ακτίνα δεν 

γίνεται να τέμνονται στο  .  

  

 

 
 

Συνεπώς, ο ζητούμενος μετασχηματισμός Möbius είναι της μορφής  

1

2

( ) , .
z z

f z
z z

 


 


Επίσης ισχύει 1 2( ) 0, ( )f z f z  . 

Αξίζει να υπενθυμισθεί πως η γωνία με την οποία τέμνονται οι δύο 

περιφέρειες είναι ίση με την γωνία που σχηματίζουν οι εικόνες τους. 

 

 

Συμμετρικά σημεία 
 

    Έστω ο κύκλος 0:C z z r  .Δύο σημεία 1 2,z z  είναι συμμετρικά ως 

προς τον κύκλο C  αν και μόνο αν ισχύουν οι σχέσεις 

1 0 2 0arg( ) arg( ) (1)z z z z    και 2

1 0 2 0 (2).z z z z r     

Το κέντρο 0z  του κύκλου και το   θεωρούνται συμμετρικά ως προς τον 

C .Οι σχέσεις (1) και (2) γράφονται στην μορφή  
2

1 0 2 0( )( ) (3)z z z z r    
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Από τη σχέση (1) είναι φανερό ότι τα σημεία 0 1 2, ,z z z  βρίσκονται στην 

ίδια ημιευθεία,ενώ από την σχέση (2) ότι το γινόμενο των αποστάσεων 

των δυο συμμετρικών σημείων από το κέντρο του κύκλου ισούται με το 

τετράγωνο της ακτίνας.Αν το σημείο 1z  βρίσκεται πάνω στον κύκλο C

,τότε το συμμετρικό του ταυτίζεται με το 
1z .  

 

 
 

Πρόταση(Ιδιότητα διατήρησης της συμμετρίας) 

 

Ένας διγραμμικός μετασχηματισμός απεικονίζει συμμετρικά σημεία ως 

προς έναν κύκλο σε συμμετρικά σημεία ως προς την εικόνα του κύκλου. 

 

Απόδειξη 
 

Έστω ο κύκλος C  με τα συμμετρικά ως προς αυτόν σημεία 1 2,z z  

1

2

: , 0
z z

C k k
z z





 

 

και ο μετασχηματισμός 
dw b

z
cw a

 


  
. Χρησιμοποιώντας τον 

μετασχηματισμό στην εξίσωση του κύκλου έχουμε  

 

1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )

cz d w az b
k

cz d w az b

  


  
. 

 

Αν υποθέσουμε ότι 1 2,
d

z z
c

   τότε, 1 2

2 1

, 0
w w cz d

k k k
w w cz d

 
  

 
.Από αυτή 

τη σχέση συμπεραίνουμε ότι τα σημεία 1 2w w  είναι συμμετρικά του 
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κύκλου C .Αν 
1

d
z

c
   τότε 1 1( )w f z  .Τότε έχουμε 1

2

2

1 az b
w w

k cz d


 


 

δηλαδή το 2w  είναι το κέντρο του κύκλου Cοπότε τα 
1, 2w w  είναι 

συμμετρικά ως προς τον C .Με όμοια διαδικασία συμπεραίνουμε 

ανάλογο αποτέλεσμα αν 
2

d
z

c
  . 

 

 

Παράδειγμα   
 

Να βρεθεί ένας διγραμμικός μετασχηματισμός που απεικονίζει το δίσκο  

1 2z    στο ημιεπίπεδο Im 3z  . 

 

Λύση 
 

Τα σημεία -1 και   είναι συμμετρικά ως προς τον κύκλο  1 2z    και τα 

σημεία 0 και 6i είναι συμμετρικά ως προς την ευθεία Im 3z  .  

 

 
 

Θέλουμε να βρούμε έναν μετασχηματισμό που να απεικονίζει: 

1 1

2 2

3 3

1 6

0

1 3

z w i

z w

z w i

   

  

  

 

και επειδή το    απεικονίζεται στο 0 θέλουμε έναν μετασχηματισμό της  

μορφής  
a

w
z b




 

Επειδή 

6 3
1 1

a a
i i

b b
 

  
 

έχουμε ότι 
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12

3

i
w

z



 

 

 

Παράδειγμα 
 

 Να βρεθούν οι διγραμμικοί μετασχηματισμοί που απεικονίζουν το δίσκο 

1z  επί του δίσκου 1w  έτσι ώστε ένα δοσμένο εσωτερικό σημείο α 

να απεικονίζεται στο κέντρο του δίσκου. 

 

 

Λύση 
  

Τα σημεία  α και 
1

a
 είναι συμμετρικά ως προς τον κύκλο 1z  .  

Εφόσον το α απεικονίζεται στο 0, το 
1

a
 θα απεικονίζεται στο , που είναι 

συμμετρικό του 0 ως προς τον κύκλο 1w  . Επομένως, ένας τέτοιος 

μετασχηματισμός θα είναι της μορφής: 

 

1 1

z a z a
w a

azz
a

 
 

  


 

Επειδή 1w  , θα είναι: 

 

1
1 1

i i

i i

z a e a e a
a a a a

az ae e a

 

 
   



  
    

  
 

 

αυτό σημαίνει ότι ,ia e     . 

Άρα οι ζητούμενοι μετασχηματισμοί θα είναι της μορφής 

 

( ) ,
1

i z a
w f z e

az

 


  


 

 

 

Παρατήρηση Η λύση του προβλήματος είναι μοναδική εκτός μιας 

σταθεράς θ. Παρατηρούμε ότι  

 

2

1
( )

1

if a e
a

 

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Επομένως 
arg ( )f a    

 

που σημαίνει ότι ο μετασχηματισμός καθορίζεται πλήρως αν γνωρίζουμε 

το όρισμα της παραγώγου της f στο σημείο α. 

 

 

Εφαρμογή  
 

Να βρεθεί μετασχηματισμός που απεικονίζει το δίσκο 1z  στο δίσκο 

1w   έτσι ώστε 
1

0
2

f
 

 
 

 και 
1

arg
2 2

f
 

  
 

. 

 

Λύση 
 

Ο ζητούμενος μετασχηματισμός Möbius είναι της μορφής  
1

2 12( )
2

1
2

i i

z
z

w f z e e
z z

 



  




 

και επειδή 
1 4

2 3

if e  
  
 

 τότε πρέπει 
1

2 2
f




 
   
 

, ο ζητούμενος 

μετασχηματισμός είναι ο 
2 1

2

z
w i

z





. 

 

 

Εφαρμογή 
 

Αν  ,a σταθερές,    και a  με την ιδιότητα 1a  να δειχθεί ότι ο 

μετασχηματισμός 
1

i z a
w e

az

 



 απεικονίζει το δίσκο 1z  επί του δίσκου 

1w .Να βρεθούν οι σταθερές ,a ώστε 
1

0
2

i
w

 
 

 
 και 

1
arg

2 2

i
w

 
  
 

. 

 

 

 

Λύση 
 

( 1) ( )
1

i
i i

i

z a w ae
w e w az e z a z

az wa e


 



 
      

 
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Αντικαθιστώντας το z στη σχέση 1z  προκύπτει: 

            

22

2 2 2 2

1

( )( ) ( )( )

1 (1 ) 1

(1 ) 1 1 1

i
i i i

i

i i i i

i i i i i i i i

w ae
w ae w ae wa e

wa e

w ae w ae wa e wa e

ww wae awe ae ae wwaa wae e wa e e

ww aa wwaa ww aa aa

w a a w w


  



   

         


    



     

       

      

    

 

 

Διότι 
2

1 0a ,αφού 1a . 

Συνεπώς, ο δίσκος 1z  απεικονίζεται στο δίσκο 1w . 

 

Στη συνέχεια, επειδή πρέπει 
1

0
2

i
w

 
 

 
 έχουμε  

                                         

1
12 0

1 2
1

2

i

i
a

i
e a

i
a







  




                                                           

οπότε ο μετασχηματισμός γράφεται 

1
2 12

1 (1 ) 2
1

2

i i

i
z

z i
w e w e

i i z
z

 




 
  

  


 

Παραγωγίζοντας την παραπάνω σχέση έχουμε: 

 

2

2(1 ) 2 (2 1 )(1 )

((1 ) 2)

i i z z i i
w e

i z

      
 

 
 

 

και επειδή 
1

arg
2 2

i
w

 
  
 

 τελικά έχουμε 

                 

            

2

( )

1 1
2 1 2 2 1 1

2 2
arg

21
(1 ) 2

2

arg ( 2) arg 2
2 2 2 2

i

i i

i i
i i i

e
i

i

e e



  



   
  

     
         

      
  

   
  

          
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Οπότε, ο τελικός μετασχηματισμός είναι ο 2
2 1

(1 ) 2

i z i
e

i z


  

 
. 

 

Παράδειγμα  
 

Να βρεθούν οι διγραμμικοί μετασχηματισμοί που απεικονίζουν το άνω 

ημιεπίπεδο Im 0z  επί του μοναδιαίου δίσκου και το σημείο (Im 0)a a  

στο κέντρο w = 0 του δίσκου. 

 

Λύση 
 

Έστω 

( )
z a

w f z
z





 


 

 ένας τέτοιος μετασχηματισμός. Το   είναι συμμετρικό του α ως προς 

τον άξονα Im 0z  .Επειδή ( ) 0f a  , θα πρέπει ( )f a   .Άρα οι ζητούμενοι 

μετασχηματισμοί θα είναι της μορφής 

( )
z a

f z
z a







 

Έχουμε: (0) 1
a

f
a

    ,οπότε ,ie    .Επομένως 

( ) ,i z a
f z e

z a

 


 


 

 

 

 

Παρατήρηση 

 
Αν , 0a i    ,τότε 

( )
2

( ) ( )
2 2

i
ie e

f a i ή f a






 



    , 

οπότε arg ( )
2

f a


   ,δηλαδή arg ( )
2

f a


   .Eπομένως, αν δίνεται το  

όρισμα της παραγώγου της  f στο α, ο μετασχηματισμός ορίζεται 

μονοσήμαντα. 
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Εφαρμογή 
 

 Να βρεθεί ο διγραμμικός μετασχηματισμός ( )w f z  που απεικονίζει το 

άνω ημιεπίπεδο Im 0z επί του δίσκου 1w  έτσι, ώστε 

( ) 0f i   και ( )
2

Argf i


    

 

Λύση 
 

Από τον τύπο προκύπτει 

( ) i z i
f z e

z i

 



 

Επειδή 

2

( )
2

i

e
f i



 

 
 

   

θα πρέπει  ( )
2 2

Argf i
 

     , δηλαδή θ = 0, οπότε 

( )
z i

f z
z i





. 

 

 

Εφαρμογή  
 

Να δειχθεί ότι ο μετασχηματισμός , , Im 0i z a
w e a

z a

 


 


 απεικονίζει 

το ημιεπίπεδο Im 0z  στον μοναδιαίο δίσκο 1w . 
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Λύση 
 

Ο τόπος 

            Im 0 0 0 ( )
2

z z
z y i z z

i


                                                 (1)   

Λύνω τον μετασχηματισμό ως προς z, 
i

i

i

z a aw e a
w e z

w ez a






 
  


 

Και αντικαθιστώντας την παραπάνω σχέση στην (1) προκύπτει ότι  

 

0
i i

i i

aw ae aw e a
i

w e w e

 

 

   
   

    

 

και αν λάβουμε υπόψη ότι : 2Im 0
2

a a
a

i


  

έχουμε ότι  
2 2 1 1u w  . 

 

Εφαρμογή  
 

Να βρεθούν οι μετασχηματισμοί που απεικονίζουν το μοναδιαίο δίσκο 

1z  επί του ημιεπιπέδου Im 0z .  

 

Λύση 
 

Η απεικόνιση            1
2

1

, , Im 0i w a
w e a

w a

 


 


                                     (1) 

απεικονίζει αμφιμονοσήμαντα το ημιεπίπεδο 1Im 0w  στον μοναδιαίο 

δίσκο 2 1w . Άρα η (1) απεικονίζει τον μοναδιαίο δίσκο 2 1w  στο άνω 

ημιεπίπεδο 1Im 0w . Θέτοντας 2 1,w z w z   προκύπτει 

                                   i w a
z e

w a

 



                                                         (2) 

Έτσι, λύνοντας την (2) ως προς w βρίσκουμε του ζητούμενους 

μετασχηματισμούς ,
i

i

za ae
w

z e







 


. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΩΝ ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 
 

2.1 Γενικά 
 
Οι μιγαδικές συναρτήσεις αποτελούν ένα αποτελεσματικό εργαλείο για 

την επίλυση πολλών μαθηματικών προβλημάτων που εμφανίζονται σε 

διάφορους κλάδους των φυσικών επιστημών. 

Για παράδειγμα, οι σύμμορφες απεικονίσεις σε πολλές περιπτώσεις 

δίνουν απλές μεθόδους για την επίλυση προβλημάτων συνοριακών τιμών 

που αφορούν στην εξίσωση Laplace, στα οποία ανάγονται διάφορα 

προβλήματα της υδρο-και αεροδυναμικής, της θεωρίας ελαστικότητας, 

της ηλεκτροστατικής κ.τ.λ. 

Αυτό οφείλεται στη στενή σχέση που υπάρχει μεταξύ ολόμορφων και 

αρμονικών συναρτήσεων.Αποδείξαμε ότι μια συνάρτηση 

( ) ( , ) ( , )f z u x y i x y  ,είναι ολόμορφη σε ένα πεδίο D αν και μόνο αν οι 

συναρτήσεις ( , )u x y  και ( , )x y  είναι αρμονικές και ικανοποιούν τις 

συνθήκες Cauchy-Riemann στο D. 

Οι επόμενες δύο προτάσεις είναι σημαντικές για την μελέτη 

προβλημάτων συνοριακών τιμών με τη βοήθεια σύμμορφων 

απεικονίσεων. 

 

Πρόταση 
 

Έστω φ αρμονική σε ένα πεδίο D του C. Τότε η φ παραμένει  

αρμονική κάτω από κάθε σύμμορφο μετασχηματισμό. 

 

Σημείωση 
 

Θα δώσουμε μια απόδειξη στην περίπτωση που το D είναι απλά          

συνεκτικό. Γενικά, είναι πιο εύκολο να αποδειχτεί εφαρμόζοντας τον  

αλυσιδωτό κανόνα στην εξίσωση Laplace. 

 

Απόδειξη 
 

Υποθέτουμε ότι το  D είναι απλά συνεκτικό. Έστω  F ένας  

σύμμορφος μετασχηματισμός με 

 
( ) ( )w u i F z F x iy      
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Ισχύει ότι υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση  f ορισμένη στο  D 

τέτοια ώστε  

( ) ( , ) ( , )f z x y i x y   . 

 

Έστω 1( ) ( ) ( ( ))g w f z f F w  . Επειδή η F είναι σύμμορφη, η g είναι 

ολόμορφη στο  F(D). Έστω ( ) ( , ) ( , )g w u i u     . Τότε από τη σχέση 

( ) ( )g w f z , προκύπτει:  

( , ) ( ( , ), ( , ))u x u y u      

 

και επειδή Re g  , η   θα είναι αρμονική στο F(D) . 

 

2.2 Δύο από τα βασικά προβλήματα συνοριακών τιμών είναι                    

τα ακόλουθα: 

 
 

 Πρόβλημα Dirichlet 
 

Έστω D  ένα πεδίο του 2 με σύνορο D και g μια δοσμένη συνεχής 

συνάρτηση στο σύνορο. Το πρόβλημα Dirichlet συνίσταται στην εύρεση 

μιας συναρτήσης u  που είναι αρμονική στο D ,συνεχής στο D D D   

και ταυτίζεται με την g πάνω στο σύνορο,δηλαδή: 

 

0{ (1)u D

u g D





 

   

 

Αν το πρόβλημα αυτό έχει λύση, από την αρχή του μεγίστου για 

αρμονικές συναρτήσεις προκύπτει ότι η λύση αυτή είναι μοναδική. 
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 Πρόβλημα Neumann 
 

Έστω ένα πεδίο D  με σύνορο D  και g  μια δοσμένη συνεχής συνάρτηση 

ορισμένη στο σύνορο. Το πρόβλημα Neumann συνίσταται στην εύρεση 

μιας συνάρτησης u  που είναι αρμονική στο D , συνεχής στο D D D   

και της οποίας η παράγωγος ως προς την κατεύθυνση της καθέτου σε 

κάθε σημείο του συνόρου να ταυτίζεται με την g , δηλαδή: 

0{ (2)u D

u
g D

n





 


 


 

 

όπου n το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στο D  με κατεύθυνση προς τα 

έξω. 

 

 
**Μια πραγματική συνάρτηση ( , )x y  ονομάζεται αρμονική στο πεδιο 

D, αν η   έχει μερικές παραγώγους δευτέρας τάξεως συνεχείς στο D και 

ικανοποιεί την εξίσωση Laplace, 0xx yyu   . 

 

 Στα προβλήματα Neumann υποθέτουμε ότι το σύνορο D  είναι  

αρκετά λείο για να υπάρχει το κάθετο ως προς το σύνορο διάνυσμα . D n 

 

 Το πρόβλημα Neumann για να έχει λύση, πρέπει να ικανοποιεί  

την συνθήκη συμβιβαστότητας 
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0
D

gds


  

 η οποία προκύπτει από την σχέση 
D

D

u
udxdy ds

n



 

   καθώς και την 

σχέση (2) και η φυσική της ερμηνεία είναι η εξής: Υποθέτουμε ότι ( , )u x y  

είναι η λύση της στάσιμης κατανομής θερμοκρασίας εντός του πεδίου. Η 

συνάρτηση 
u

n




 πάνω στο σύνορο παριστάνει την ροή θερμότητας κατά 

μήκος του. Έτσι, για να υπάρχει στάσιμη θερμοκρασία, πρέπει η 

συνολική ροή θερμότητας κατά μήκος του συνόρου να είναι 0.   

 

 Η λύση του προβλήματος Neumann είναι μοναδική εκτός μιας  

προσθετικής σταθεράς.  

 

Οι προτάσεις που ακολουθούν, είναι πολύ χρήσιμες για την μελέτη 

προβλημάτων συνοριακών τιμών με τη βοήθεια των σύμμορφων 

απεικονίσεων.  

 

 

Πρόταση 

 
Έστω συνάρτηση   αρμονική σε ένα πεδίο D . Τότε η   παραμένει 

αρμονική κάτω από κάθε σύμμορφο μετασχηματισμό.  

 

Απόδειξη 

 
Έστω ότι το D  είναι απλά συνεκτικό και F ένας σύμμορφος 

μετασχηματισμός όπου ( ) ( )w u i F z F x iy     . 

Ισχύει ότι υπάρχει ολόμορφη συνάρτηση f  ορισμένη στο D  τέτοια 

ώστε: 
( ) ( , ) ( , )f z x y iv x y   

Έστω 1( ) ( ) ( )g w f z fF w  . Επειδή η F είναι σύμμορφη, η g είναι 

ολόμορφη στο ( )F D . Έστω ( ) ( , ) ( , )g w u iv u    . Τότε από την σχέση 

( ) ( )g w f z  έχουμε  

( , ) ( , ), ( , )u x u y u      

 

και επειδή Re g   η   θα είναι αρμονική στο ( )F D .  
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Πρόταση 
 

Έστω ( ) ( , ) ( , )w F z u x y i x y    μια σύμμορφη απεικόνιση ορισμένη στο 

πεδίο ,D C , μια λεία καμπύλη στο ( )D C F C   .Αν η συνάρτηση ( , )x y  

ικανοποιεί τις συνθήκες ( , )x y   όπου κ σταθερά ή 0
n





 κατά μήκος 

της τότε η συνάρτηση ( , ) ( ( , ), ( , ))u x u y u      ικανοποιεί τις συνθήκες 

( , ) 0u
n


  


  


 και κατά μήκος της C . 

 

 

 Απόδειξη 
 

Αν    πάνω στη C,τότε    πάνω στη C . Αν υποθέσουμε ότι 

n
n





  


 πάνω στη C,όπου ,x y     και n είναι ένα μοναδιαίο 

διάνυσμα κάθετο στη C στο σημείο,P(x,y),τότε είτε 0  ,είτε   είναι 

ορθογώνιο στο n. Αν 0   τότε 0u      άρα 0
n





. 

Έστω 0  , άρα   το είναι ορθογώνιο στο n. Αν 0  ,τότε 

0u       οπότε 0
n





.Έστω 0  ,άρα το   είναι ορθογώνιο στο 

n και επομένως εφαπτόμενο της C στο σημείο P. 

Το   είναι ορθογώνιο στην καμπύλη ( , )x y a    που περνάει από το P. 

 Η εικόνα της καμπύλης ( , )x y a    μέσω της F είναι η καμπύλη 

( , )u a    στο επίπεδο w. Επειδή η F είναι σύμμορφη, οι γωνίες μεταξύ 

καμπυλών διατηρούνται , οπότε η C  είναι ορθογώνια της καμπύλης  

( , )u a   στο P .Συνεπώς το ( , )u      είναι εφαπτόμενο της C  στο 

P  επομένως και ορθογώνιο στο μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα της C  C  

στο P ,οπότε 0 0n
n




  


 πάνω στη C . 

. 
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Για την λύση προβλημάτων συνοριακών τιμών για ένα πεδίο του 
2D  ,χρησιμοποιώντας τις δύο προτάσεις ακολουθούμε την εξής 

διαδικασία 

 Απεικονίζουμε το πεδίο D  σε ένα απλούστερο D  μέσω μιας  

σύμμορφης απεικόνισης της μορφής ( ) ( , ) ( , )w f z u x y i x y   . 

 Μετασχηματίζουμε τις συνοριακές συνθήκες από το αρχικό πεδίο  

στο καινούργιο.  

 Λύνουμε το πρόβλημα συνοριακών τιμών στο καινούργιο πεδίο  

D  και η λύση του είναι της μορφής ( , )u  .  

 Για να βρούμε την λύση του αρχικού προβλήματος θέτουμε 

( , ) ( , ), ( , )x y u x y x y   και προκύπτει η λύση.  

 

 

2.3 Εφαρμογές προβλημάτων συνοριακών τιμών 

 

 Εφαρμογή (άνω ημιεπίπεδο)  
 

Να λυθεί το πρόβλημα 

 ,0 1
0 1,1 1

0, , 0

( ,0) , ,
a x x

a x x

x y

x a a




 

 

    

 



  

 

 

Λύση 
 

Γνωρίζουμε ότι η γωνία   ισούται με 1arg( )z x  
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Η λύση που θέλουμε είναι η συνάρτηση της μορφής 

1( , ) arg( )x y z x      

η οποία είναι αρμονική στο άνω ημιεπίπεδο.  

Τώρα, λόγω των συνοριακών συνθηκών που μας δίνει αρχικά το 

πρόβλημα, πρέπει: 

 

1 0a a         

 

Άρα η λύση του προβλήματος είναι η: 

 

1 0 1 1

1
( , ) ( )arg( )x y a a a z x


     

 

Εφαρμογή  
 

Να λυθεί το πρόβλημα 

( , ) 0, ,0

( , ) 1, , 2

0, 1

ix y z e

ix y z e

z

  

   



   

   

  



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Λύση 
 

Μια σύμμορφη απεικόνιση που απεικονίζει το μοναδιαίο δίσκο του 

προβλήματος στο άνω ημιεπίπεδο είναι όπως είδαμε και στην ενότητα 

των σύμμορφων απεικονίσεων η 
2 2

2 2 2 2

(1 ) 2 1

1 1 1

i z y x y
w u i i

z x y x y


  
    

    
 

Τώρα, είναι εύκολα κατανοητό ότι τα σημεία z x iy   τα οποία 

βρίσκονται στο άνω ημικύκλιο: 2 2 1 0, 0x y y     απεικονίζονται στο 

θετικό ημιάξονα, ενώ αυτά που βρίσκονται στο κάτω ημικύκλιο 

απεικονίζονται στον αρνητικό ημιάξονα.  

 

Έχουμε λοιπόν ένα νέο πρόβλημα στο επίπεδο w: 

( ,0) 0, 0

( ,0) 0, 0

0, , 0

u u

u u

u







 

 

   

  

 

η λύση του οποίου βρίσκεται χρησιμοποιώντας την εφαρμογή για το άνω 

ημιεπίπεδο που είδαμε και πριν και είναι: 

 
2 21 ( , ) 1 1

( , ) arctan arctan
( , ) 2

x y x y
x y

u x y y




 

 
   

 

 

 

 

 Εφαρμογή (Πρόβλημα Dirichlet σε δακτύλιο) 

 

Να λυθεί το πρόβλημα 

1 2

( , ) ,1 1

( , ) ,2 2

0 ,

x y z r

x y z r

r z r

 

 

 

 

  

  
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Λύση 
 

Επειδή οι συνοριακές συνθήκες είναι ανεξάρτητες του  θ, αναζητούμε  

μια αρμονική συνάρτηση ανεξάρτητη του θ της μορφής 

 

( , ) ln , ,x y a b z a b ί    

 

Λόγω των συνοριακών συνθηκών, εύκολα συμπεραίνουμε ότι: 

1
1 2 1

2

1

ln( )

( , ) ( )

ln( )

z
r

x y
r

r

       

 

 

 

 

 
 

 

 

Εφαρμογή 
 

Να λυθεί το πρόβλημα για το πεδίο : 5, 2 2D z z z     
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( , ) 100 , 5

( , ) 200 , 2 2

0 ,

x y z

x y z

D







 

  








 

 

 

Λύση 
 

Πρέπει να βρούμε ένα διγραμμικό μετασχηματισμό ώστε να 

απεικονίσουμε το πεδίο του προβλήματος σε ένα δακτύλιο.  

Δύο σημεία που είναι συμμετρικά ως προς τους κύκλους του πεδίου D  

δηλαδή τους κύκλους 5z   και 2 2z    και ικανοποιούν την εξίσωση 

2

1 2

5
2 25 50 2 , 10

2
x x x x       

 
 

Ο διγραμμικός μετασχηματισμός είναι της μορφής 
10

2 5

z
w

z






 και αν το 

5z   απεικονίζεται στο 1w    τότε το 1    άρα ο μετασχηματισμός που 

απεικονίζει το D στο D  είναι ο 
10

2 5

z
w

z





. 

 Η λύση του προβλήματος στο D  είναι 
ln

( , ) 100 100
ln 2

w
u    ενώ η λύση 

στο D  είναι 
ln ( , )

( , ) 100 100
ln 2

w x y
x y w u i        

2 2

2 2 2 2

2 2 25 50 15
( , ) , ( , )

2 5 4 2 5 4

x y x y
u x y x y

x y x y


  
 

   
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