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ΠΕΡΙΛΗΦΗ 

 

Σα μοντζλα ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων παίηουν κυρίαρχο ρόλο ςε μια πλθκϊρα 

περιοχϊν, όπωσ θ χθμεία, θ μθχανικι, θ μικροθλεκτρονικι και τα οικονομικά. Ωςτόςο, 

πρόςφατα, υπάρχει αφξθςθ τθσ χριςθσ των ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων και ςε 

άλλεσ περιοχζσ, όπωσ οι κοινωνικζσ επιςτιμεσ, θ υπολογιςτικι βιολογία και τα 

χρθματοοικονομικά. Δυςτυχϊσ, πολλζσ ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ που εμφανίηονται 

ςε πρακτικζσ εφαρμογζσ κακίςταται αδφνατο να επιλυκοφν αναλυτικά και κατά ςυνζπεια 

απαιτείται θ εφαρμογι αρικμθτικϊν μεκόδων.  

Τπάρχουν ποικίλεσ προςεγγίςεισ αναφορικά με τθν αρικμθτικι επίλυςθ των ςτοχαςτικϊν 

διαφορικϊν εξιςϊςεων. Μζκοδοι Monte Carlo μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν όποτε το 

φυςικό ςφςτθμα προςομοιϊνεται απευκείασ με χριςθ μιασ ςειράσ τυχαίων αρικμϊν. Μια 

άλλθ μζκοδοσ περιλαμβάνει τθ διαμζριςθ τόςο τθσ χρονικισ όςο και τθσ χωρικισ 

μεταβλθτισ. Ωςτόςο, θ πλζον αποτελεςματικι και ευρζωσ εφαρμόςιμθ μζκοδοσ 

περιλαμβάνει διαμζριςθ μόνο του χρόνου, παρζχοντασ με αυτόν τον τρόπο προςεγγιςτικζσ 

τιμζσ των μονοπατιϊν ςε διακριτζσ χρονικζσ ςτιγμζσ. 

Η παροφςα εργαςία παρουςιάηει τισ πιο βαςικζσ από τισ αρικμθτικζσ μεκόδουσ που 

χρθςιμοποιοφνται για τθν επίλυςθ των ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων. Οι αρικμθτικζσ 

αυτζσ μζκοδοι βαςίηονται ςτθν προςομοίωςθ μονοπατιϊν των προςεγγίςεων διακριτοφ 

χρόνου. Επιπλζον, επιςθμαίνεται πϊσ αυτζσ οι μζκοδοι μποροφν να προκφψουν από τθ 

ςτοχαςτικι ανάπτυξθ Taylor, δίνοντασ με αυτόν τον τρόπο τθ δυνατότθτα άντλθςθσ πιο 

προχωρθμζνων αρικμθτικϊν ςχθμάτων ενϊ παρουςιάηονται οι προςομοιϊςεισ μιασ ςειράσ 

παραδειγμάτων κλιμακοφμενθσ δυςκολίασ παρζχοντασ μια ςυνολικι εικόνα τθσ μεκόδου και 

τθσ αποτελεςματικότθτασ αυτισ.   

 

 

ΛΔΞΔΙ ΚΛΔΙΓΙΑ: Μζκοδοσ (χιμα) Euler-Maruyama, Μζκοδοσ (χιμα) 

Milstein, Ιςχυρό ςχιμα Taylor τάξθσ    , Μζκοδοσ προβλζπτθ-διορκωτι, τοχαςτικό 

μοντζλο lotka- volterra, Εξίςωςθ Verhulst, Ανάπτυξθ Itô –Taylor, Ιςχυρι ςφγκλιςθ, 

Ιςχυρι τάξθ ςφγκλιςθσ, Ιςχυρι ςυνεκτικότθτα 
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                             ABSTRACT 

 

Stochastic differential equation (SDE) models play a prominent role in a range of application 

areas, including chemistry, mechanics, microelectronics and economics. However, recently 

there has been an increase in the use of stochastic differential equations in other areas, such 

as social sciences, computational biology and finance. Unfortunately, many stochastic 

differential equations that appear in practical applications cannot be solved explicitly and 

therefore require the use of numerical methods. 

There are various approaches to solving stochastic differential equations numerically. Monte 

Carlo methods could be used whereby the physical system involved is simulated directly 

using a sequence of random numbers. Another method involves the discretization of both 

the time and space variables. However, the most efficient and widely applicable approach 

involves the discretization of the time variable only, thus generating approximate values of 

the sample paths at the discretization times. 

This paper highlights the most basic numerical methods that can be used to solve stochastic 

differential equations numerically. These numerical methods are based on the simulation of 

sample paths of time discrete approximations. Furthermore, it shows how these methods 

can be derived from the stochastic Taylor expansion, thus providing opportunities to derive 

more advanced numerical schemes and presents the simulations of a series of examples of 

scaling difficulty, thus providing an overview of the method and its efficiency. 

 

 

 

 

KEYWORDS: Euler-Maruyama method (scheme), Milstein method (scheme), 

Strong order     Taylor scheme, Predictor-Corrector method, Stochastic lotka- 

volterra model, Verhulst equation, Itô –Taylor expansion, strong convergence, strong 

order of convergence, strong consistency 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1 

ΕΙΑΓΩΓΗ 

1.1  φντομη Ειςαγωγή 

Oι διαφορικζσ εξιςϊςεισ χρθςιμοποιοφνται για να ερμθνεφςουν και να μοντελοποιιςουν τθ 

ςυμπεριφορά των ςυςτθμάτων ςτο πζραςμα του χρόνου. Ζχουν ευρεία εφαρμογι ςε 

πολλοφσ επιςτθμονικοφσ τομείσ, από τθ χθμεία και τθ φυςικι ζωσ τθ μθχανικι, τθν ιατρικι 

και τα χρθματοοικονομικά. Για παράδειγμα, ο ρυκμόσ αφξθςθσ ενόσ πλθκυςμοφ μπορεί να 

μοντελοποιθκεί κατά τθ διάρκεια μικρϊν χρονικϊν περιόδων υποκζτοντασ ότι ο πλθκυςμόσ 

αυξάνεται ςυνεχϊσ ςτο χρόνο με ρυκμό ανάλογο του αρικμοφ των παρόντων ατόμων ςε 

εκείνθ τθ χρονικι ςτιγμι: 

     

  
       

όπου      είναι ο αρικμόσ των ατόμων τθ χρονικι ςτιγμι   και   ο ςτακερόσ ρυκμόσ 

ανάπτυξθσ του πλθκυςμοφ. Η κίνθςθ ενόσ εκκρεμοφσ, δφναται να περιγραφεί από τθν 

ακόλουκθ δευτεροβάκμια διαφορικι εξίςωςθ (Burden and Faires, 1997): 

   

   
 

 

 
       

 

όπου   είναι το μικοσ του εκκρεμοφσ,   θ παγκόςμια ςτακερά βαρφτθτασ και   θ γωνία 

που ςχθματίηει το εκκρεμζσ με τθν κατακόρυφθ κζςθ ιςορροπίασ. τθ κεωρία τθσ 

εξάπλωςθσ μεταδοτικϊν αςκενειϊν, χρθςιμοποιείται θ ακόλουκθ ςτοιχειϊδθσ διαφορικι 

εξίςωςθ, προκειμζνου να προβλεφκεί ο αρικμόσ των μολυςμζνων ατόμων του πλθκυςμοφ 

ςε οποιαδιποτε χρονικι ςτιγμι: 

  

     

  
             

 

όπου        είναι ο αρικμόσ των ευπακϊν ατόμων τθ χρονικι ςτιγμι   και      ο αρικμόσ 

των μολυςμζνων ατόμων (Burden and Faires, 1997). 

Αρκετζσ ςυνικεισ διαφορικζσ εξιςϊςεισ μποροφν να επιλυκοφν αναλυτικά, και όπου αυτό 

δεν είναι εφικτό, χρθςιμοποιοφνται αρικμθτικζσ μζκοδοι. Η χριςθ των αρικμθτικϊν 

μεκόδων ζχει αυξθκεί τα τελευταία χρόνια με τθν αφξθςθ τθσ υπολογιςτικισ δφναμθσ των 

προςωπικϊν υπολογιςτϊν. 

Οι ςυνικεισ διαφορικζσ εξιςϊςεισ ζχουν αποδειχκεί εξαιρετικά χριςιμεσ για τθν επεξιγθςθ 

τθσ ςυμπεριφοράσ των ςυςτθμάτων με τον χρόνο. Ωςτόςο, όταν υπάρχουν αβεβαιότθτεσ 
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και όταν θ τυχαιότθτα υπειςζρχεται ςτο ςφςτθμα, οι διαφορικζσ εξιςϊςεισ πρζπει να 

προςαρμοςτοφν καταλλιλωσ προκειμζνου να μοντελοποιιςουν τισ τυχαίεσ διακυμάνςεισ. 

Οι ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ προκφπτουν με φυςικό τρόπο κατά τθν περιγραφι 

αυτϊν των ςυςτθμάτων που επθρεάηονται από τθν τυχαιότθτα.  

Παραδοςιακά, οι ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ, ζχουν εφαρμογι ςτθ χθμεία, τθ 

φυςικι, τισ μθχανικζσ επιςτιμεσ, τθ μικροθλεκτρονικι και τα οικονομικά. Ωςτόςο 

προςφάτωσ, θ χριςθ των ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων ζχει επεκτακεί και ςε άλλα 

πεδία όπωσ οι κοινωνικζσ επιςτιμεσ, θ υπολογιςτικι βιολογία και τα χρθματοοικονομικά. Ο 

Cobb (1998) μασ παρζχει οριςμζνα παραδείγματα όπου οι ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ 

εξιςϊςεισ εφαρμόηονται ςτισ κοινωνικζσ επιςτιμεσ. Ο Brown και λοιποί (2006), 

χρθςιμοποιοφν τισ ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ προκειμζνου να προςδιορίςουν το 

χρόνο απόκριςθσ ςτθν απλι λιψθ αποφάςεων. Ο Saarinen και λοιποί (2006) 

μοντελοποιοφν τθν εγγενι δυναμικι ςυμπεριφορά των νευρϊνων, χρθςιμοποιϊντασ 

ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ. Ο Manninen και λοιποί (2006) χρθςιμοποιοφν τισ 

ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ προκειμζνου να περιγράψουν τθ ςυμπεριφορά των 

νευρωνικϊν δικτφων μετάδοςθσ ςιματοσ. Ο Carletti (2006) χρθςιμοποιεί τθν εφαρμογι των 

ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων ςτισ βιοεπιςτιμεσ. 

Οι ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ κυριαρχοφν και ςτα χρθματοοικονομικά. Είναι ευρζωσ 

αποδεκτό ότι θ εξεφρεςθ μοντζλου για τθν απεικόνιςθ των μεταβολϊν των τιμϊν των 

παγίων περιουςιακϊν ςτοιχείων βαςίηεται ςτθν ιδζα ότι οι τιμζσ των περιουςιακϊν 

ςτοιχείων δφνανται να απεικονιςκοφν με ςτοχαςτικζσ διαδικαςίεσ (Hughston, 1996). Σο 

πρότυπο ςυνεχζσ δυναμικό μοντζλο για τθν τιμι ενόσ περιουςιακοφ ςτοιχείου μπορεί να 

αποκτθκεί, υποκζτοντασ ότι θ ςτοχαςτικι διαδικαςία    για τθν τιμι ενόσ περιουςιακοφ 

ςτοιχείου τθ χρονικι ςτιγμι t είναι μια διαδικαςία Itô θ οποία χαρακτθρίηεται από τθν 

ακόλουκθ εξίςωςθ: 

   

  
                   

 θ οποία μπορεί να γραφεί ςε διαφορικι μορφι ωσ ακολοφκωσ: 

                                                   . 

Σο μοντζλο αυτό υποςτθρίηει ότι θ απειροελάχιςτθ μεταβολι τθσ τιμισ      τθ χρονικι 

ςτιγμι t , που εκφράηεται ωσ ποςοςτό τθσ τιμισ, δίδεται από το άκροιςμα τθσ μετατόπιςθσ  

      και ενόσ ταχζωσ κυμαινόμενου όρου        όπου    είναι θ κίνθςθ Brown 

(Hughston, 1996). 

Τπάρχει μία καλά ανεπτυγμζνθ κεωρία που αφορά τθν τιμολόγθςθ των περιουςιακϊν 

ςτοιχείων και πλικοσ μοντζλων ζχουν προτακεί. Σα μοντζλα ποικίλουν από το διάςθμο 

μοντζλο Black- Scholes, διωνυμικά και τριωνυμικά μοντζλα και δυναμικό αρμπιτράη 

(δθλαδι αγοραπωλθςία με ςκοπό το κζρδοσ) μζχρι μοντζλα τθσ οικογζνειασ Heath- Jarrow- 

Morton. Σα ςυνεχοφσ χρόνου μοντζλα απαιτοφν τθ χριςθ ςτοχαςτικϊν διαδικαςιϊν και τισ 

περιςςότερεσ φορζσ περιλαμβάνουν τθ χριςθ ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων. 
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Η κεωρία και θ εφαρμογι τθσ μοντελοποίθςθσ του επιτοκίου, που αποτελεί μζροσ τθσ 

γενικότερθσ κεωρίασ τθσ δυναμικισ τιμολόγθςθσ των περιουςιακϊν ςτοιχείων, αποτελεί 

ζναν από τουσ ςθμαντικότερουσ τομείσ τθσ ςφγχρονθσ χρθματοοικονομικισ κεωρίασ. Σθν 

προθγοφμενθ δεκαετία, υπιρξε μία διεφρυνςθ ςτθν ζκταςθ και τον όγκο των ςχετιηομζνων 

με το επιτόκιο προϊόντων, τα οποία αποτελοφςαν αντικείμενο εμπορίου ςτισ διεκνείσ 

χρθματοοικονομικζσ αγορζσ. φμφωνα με τθν Παγκόςμια Ζνωςθ Ανταλλαγϊν και 

Παραγϊγων, οι εκκρεμείσ ςυναλλαγζσ πάνω ςε πράξεισ ανταλλαγισ επιτοκίων, ςυμβάςεισ 

ανταλλαγισ ςυναλλάγματοσ και δικαιϊματα προαίρεςθσ επιτοκίων, τζλοσ του 1995 

ανζρχονταν ςτο ποςό των $ 17,713 τριςεκατομμυρίων ςε ονομαςτικό κεφάλαιο, ενϊ τζλοσ 

του 2004 ςτο ποςό των $ 183,6 τριςεκατομμυρίων. 

υνεπϊσ, είναι ιδιαιτζρωσ ςθμαντικό για τισ επενδυτικζσ τράπεηεσ, λοιποφσ 

χρθματοπιςτωτικοφσ οργανιςμοφσ, κυβερνθτικά και εταιρικά γραφεία χαρτοφυλακίων να 

απαιτοφν περιςςότερο ακριβείσ, αντικειμενικοφσ και επιςτθμονικοφσ τρόπουσ για τθν 

τιμολόγθςθ, αντιςτάκμιςθ κινδφνου και διαχείριςθ κινδφνου των προκυπτουςϊν κζςεων. 

Σο βραχυπρόκεςμο επιτόκιο είναι ςθμαντικό για τον κακοριςμό τθσ ζκκεςθσ των 

επιχειριςεων ςτισ μεταβολζσ τθσ αγοράσ. Κατ’ αυτόν τον τρόπο, μοντζλα (όπωσ αυτά των 

Hull- White και Heath- Jarrow- Morton) χρθςιμοποιοφνται προκειμζνου να ερμθνεφςουν 

τθν εξζλιξθ των επιτοκίων και να παράςχουν πρόβλεψθ για τισ μεταβολζσ των επιτοκίων. 

Ωςτόςο, επειδι πολλά από αυτά τα μοντζλα δεν μποροφν να επιλυκοφν αναλυτικά, 

χρθςιμοποιοφνται αρικμθτικζσ μζκοδοι. 

Εξαιτίασ τθσ ολοζνα και αυξανόμενθσ χριςθσ παγκοςμίωσ των παραγϊγων επιτοκίων, 

κατζςτθ επιτακτικι θ ανάγκθ τθσ εισ βάκοσ κατανόθςθσ των διακεςίμων αρικμθτικϊν 

μεκόδων που κα μποροφςαν να χρθςιμοποιθκοφν για τθν επίλυςθ των ςτοχαςτικϊν 

διαφορικϊν εξιςϊςεων, ϊςτε να παρζχεται ακριβζςτεροσ και αποτελεςματικότεροσ τρόποσ 

για τθν τιμολόγθςθ και αντιςτάκμιςθ του κινδφνου των παραγϊγων προϊόντων. 

Σαυτόχρονα, εκδθλϊκθκε ζντονο ενδιαφζρον για τθν ανάπτυξθ αρικμθτικϊν μεκόδων για 

ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ ςτισ μθχανικζσ και φυςικζσ επιςτιμεσ. ε αυτό 

βοικθςαν οι ςυνεχείσ βελτιϊςεισ ςτθν υπολογιςτικι ικανότθτα και θ ταυτόχρονθ μείωςθ 

ςτα κόςτθ των προςωπικϊν υπολογιςτϊν.  

Τπάρχει πλθκϊρα μεκόδων που ζχουν προτακεί για τθν επίλυςθ των ςτοχαςτικϊν 

διαφορικϊν εξιςϊςεων αρικμθτικά. Οι μζκοδοι Monte Carlo μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν 

για τθν προςομοίωςθ τθσ ςυμπεριφοράσ ενόσ ςυςτιματοσ. ε αυτιν τθ μζκοδο, θ φυςικι 

διαδικαςία προςομοιϊνεται κατευκείαν χρθςιμοποιϊντασ μια ακολουκία τυχαίων αρικμϊν 

χωρίσ να υφίςταται θ ανάγκθ για τον προςδιοριςμό διαφορικισ εξίςωςθσ που περιγράφει 

τθ ςυμπεριφορά του ςυςτιματοσ. Σο φυςικό ςφςτθμα περιγράφεται από ςυναρτιςεισ 

πυκνότθτασ πικανότθτασ και εν ςυνεχεία, θ Monte Carlo προςομοίωςθ μπορεί να ξεκινιςει 

με τυχαία δειγματολθψία από τθ ςυνάρτθςθ πυκνότθτασ πικανότθτασ (Casella και Robert, 

2005). Διενεργοφνται πολλζσ προςομοιϊςεισ και το επικυμθτό αποτζλεςμα λαμβάνεται ωσ 

ο μζςοσ όροσ επί του ςυνολικοφ αρικμοφ των παρατθριςεων. 

Ωςτόςο, οι Kloeden και Platen (1992) ιςχυρίηονται ότι θ μζκοδοσ αυτι είναι ςε κάποιο 

βακμό ανεπαρκισ, διότι δεν λαμβάνει υπ’ όψιν τθν εξειδικευμζνθ δομι των ςυντελεςτϊν 

μετατόπιςθσ και διάχυςθσ. Μια άλλθ μζκοδοσ για τθν επίλυςθ των ςτοχαςτικϊν 



18 
 

διαφορικϊν εξιςϊςεων είναι να γίνεται χριςθ τθσ διαμζριςθσ τθσ χρονικισ και χωρικισ 

μεταβλθτισ, ϊςτε θ λφςθ να προςεγγίηεται ωσ μαρκοβιανι αλυςίδα πεπεραςμζνων 

καταςτάςεων. Η εν λόγω μζκοδοσ είναι εφαρμοςτζα ςε απλά προβλιματα, αλλά για 

προβλιματα υψθλότερων διαςτάςεων, μπορεί να περιλαμβάνει ςθμαντικό υπολογιςτικό 

χρόνο, επειδι οι μιτρεσ μετάβαςθσ περιζχουν πολλζσ περιττζσ πλθροφορίεσ, οι οποίεσ 

χριηουν επανεπεξεργαςίασ, κατά τθ διάρκεια των υπολογιςμϊν. 

Μια άλλθ μζκοδοσ, περιλαμβάνει μόνο τθ διαμζριςθ του χρονικοφ διαςτιματοσ [   ] και 

όχι τθσ μεταβλθτισ κατάςταςθσ. Αυτι θ προςζγγιςθ διακριτοφ χρόνου, μπορεί να 

χρθςιμοποιθκεί προκειμζνου να παράγει προςεγγιςτικζσ τιμζσ των μονοπατιϊν ςε κάκε 

βιμα των διακριτϊν χρόνων. Σα προςομοιωμζνα μονοπάτια μποροφν εν ςυνεχεία να 

αναλυκοφν με χριςθ ςτατιςτικϊν μεκόδων προκειμζνου να κακορίςουμε πόςο καλι είναι 

θ προςζγγιςθ ςε ςχζςθ με τθν ακριβι λφςθ. Αυτι θ μζκοδοσ είναι αποτελεςματικι και 

μπορεί εφκολα να υλοποιθκεί μζςω ενόσ ψθφιακοφ υπολογιςτι. υνεπϊσ, θ εν λόγω 

μζκοδοσ είναι προτιμθτζα ςε ςχζςθ με λοιπζσ μεκόδουσ, κακ’ ότι ζχει χαμθλότερα 

υπολογιςτικά κόςτθ. 

1.2  Δομή τησ εργαςίασ   

Μετά τα ειςαγωγικά ςτοιχεία του πρϊτου κεφαλαίου, το δεφτερο κεφάλαιο παρουςιάηει 

μια βιβλιογραφικι επιςκόπθςθ. το τρίτο κεφάλαιο παρουςιάηονται οι βαςικότερεσ 

αρικμθτικζσ μζκοδοι που χρθςιμοποιοφνται για τθν επίλυςθ ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν 

εξιςϊςεων και εξετάηεται θ ςφγκλιςθ, κακϊσ και θ τάξθ ςφγκλιςθσ αυτϊν. Επιπλζον, 

αναλφεται πϊσ αυτζσ οι μζκοδοι μποροφν να προκφψουν από τθ ςτοχαςτικι ανάπτυξθ 

Taylor, παρζχοντασ τοιουτοτρόπωσ τθ δυνατότθτα άντλθςθσ πιο προχωρθμζνων 

αρικμθτικϊν μεκόδων. Επίςθσ, παρουςιάηονται προςομοιϊςεισ ςε μια ςειρά από 

παραδείγματα, δίνοντασ μ’ αυτόν τον τρόπο μια ςυνολικι εικόνα τθσ μεκόδου και τθσ 

αποτελεςματικότθτασ αυτισ ςτθν πράξθ, ενϊ δίνονται και ςυγκριτικά αποτελζςματα 

μεταξφ των μεκόδων. Η επίδραςθ του βιματοσ επίςθσ λαμβάνεται υπόψθ. Σζλοσ, ςτο 

τζταρτο κεφάλαιο παρουςιάηεται το μοντζλο Lotka-Volterra και γίνεται ςυγκριτικι μελζτθ 

των αποτελεςμάτων που προκφπτουν από προςομοίωςθ τθσ ντετερμινιςτικισ και τθσ 

ςτοχαςτικισ περίπτωςθσ αυτοφ.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2 

ΤΝΣΟΜΗ ΘΕΩΡΙΑ 

2.1  Βιβλιογραφική Επιςκόπηςη 

Η κεωρία των ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων είναι καλά εδραιωμζνθ. Αρχικά, 

αναπτφχκθκε από μακθματικοφσ ωσ εργαλείο με ςκοπό τθν αναλυτικι καταςκευι των 

μονοπατιϊν των διαδικαςιϊν διάχυςθσ για δεδομζνουσ ςυντελεςτζσ μετατόπιςθσ και 

διάχυςθσ. φμφωνα με τον Arnold (1974: xi), οι ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ, 

«χρθςιμοποιικθκαν για πρϊτθ φορά το 1908 από τον Langevin κατά τθ μελζτθ τθσ κίνθςθσ 

Brown ενόσ μορίου ςε υγρό». Ο Itô (1942), πρϊτοσ ειςιγαγε τα ςτοχαςτικά ολοκλθρϊματα 

με ςκοπό να «διατυπϊςει τθ ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ που κακορίηει τθ διαδικαςία 

διάχυςθσ Kolmogorov» (Mao, 1991: 1). Ζκτοτε, θ κεωρία των ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν 

εξιςϊςεων ζχει αναπτυχκεί. 

Τπάρχουν αρκετά βιβλία πάνω ςτισ ςτοχαςτικζσ διαδικαςίεσ και τισ ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ 

εξιςϊςεισ. Οι Gihman και Skorohod (1972), παρζχουν κάποια πρϊτα αναλυτικά 

αποτελζςματα πάνω ςτον λογιςμό των τυχαίων διαφορικϊν εξιςϊςεων οριςμζνων ςτα 

πλαίςια τθσ κίνθςθσ Brown. Επίςθσ, καλφπτουν ςχετικά αποτελζςματα από τθ κεωρία των 

πικανοτιτων και τισ ςτοχαςτικζσ διαδικαςίεσ.  Πιο ςυγκεκριμζνα, το πρϊτο μζροσ του 

βιβλίου παρουςιάηει τθ κεωρία μονοδιάςτατων ςτοχαςτικϊν εξιςϊςεων των οποίων θ 

λφςθ δίδεται από τισ Μαρκοβιανζσ διαδικαςίεσ διάχυςθσ, ενϊ το δεφτερο μζροσ παρζχει 

ζνα γενικό οριςμό των ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων που βαςίηεται ςτθν ιδζα του 

επικαμπφλιου ολοκλθρϊματοσ κατά μικοσ μιασ τυχαίασ καμπφλθσ. 

Εν ςυνεχεία, ο Arnold (1974), παρουςιάηει παραδείγματα τόςο ςτοχαςτικϊν 

ολοκλθρωμάτων όςο και ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων παρζχοντασ ταυτοχρόνωσ  τθ 

λφςθ ςτισ ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ ςαν Μαρκοβιανι διαδικαςία και διαδικαςία 

διάχυςθσ. Επιπλζον, ο Arnold (1974), πθγαίνει πιο μακριά, εξετάηοντασ τθ ςτακερότθτα των 

δυναμικϊν ςτοχαςτικϊν ςυςτθμάτων όπωσ επίςθσ και τον βζλτιςτο ζλεγχο των δυναμικϊν 

ςυςτθμάτων.      

Μια πιο κεωρθτικι προςζγγιςθ ςτισ ςτοχαςτικζσ διαδικαςίεσ, παρζχεται από τουσ Gihman 

και Skorohod (1979). Σο βιβλίο τουσ καλφπτει τθ κεωρία των martingales, των ςτοχαςτικϊν 

ολοκλθρωμάτων, των ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων, διαδικαςιϊν διάχυςθσ και 

ςυνεχϊν Μαρκοβιανϊν διαδικαςιϊν. 

ε αντίκεςθ με τον Arnold (1974),  που παρζχει λίγεσ πρακτικζσ εφαρμογζσ, ο Schuss (1980) 

παρουςιάηει κεωρία αλλά κυρίωσ το βιβλίο του παρζχει ευρφ φάςμα εφαρμογϊν 

ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων τφπου Itô. υνεπϊσ, το βιβλίο γεφυρϊνει το χάςμα 

μεταξφ τθσ μακθματικισ κεωρίασ και ευρζοσ φάςματοσ πεδίων ςτα οποία εμφανίηονται οι 

ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ: πεδία από τθ ςτατιςτικι μθχανικι και τθ κεωρία 

μεταφορϊν μζχρι τθ μακθματικι γενετικι. 
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Σο βιβλίο των Karatzas και Shreve (1988) μελετά τισ ςτοχαςτικζσ διαδικαςίεσ ςε ςυνεχι 

χρόνο. Σο βιβλίο καλφπτει περιοχζσ από martingales και χρόνουσ διακοπισ ζωσ τθν 

καταςκευι τθσ κίνθςθσ Brown. Ακόμθ, παρουςιάηονται θ ςτοχαςτικι ολοκλιρωςθ και οι 

ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ και ταυτόχρονα παρζχονται κεωρθτικά ερείςματα για 

ιςχυρζσ και αςκενείσ λφςεισ ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων, οι οποίεσ 

χρθςιμοποιοφνται ςτθν άντλθςθ αρικμθτικϊν μεκόδων για ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ 

εξιςϊςεισ. 

Από νωρίσ ζγιναν προςπάκειεσ ςτον τομζα των αρικμθτικϊν μεκόδων για ςτοχαςτικζσ 

διαφορικζσ εξιςϊςεισ. Ο Milstein (1974) παρζχει μια πρϊτθ προςζγγιςθ για τθν καταςκευι 

αρικμθτικισ μεκόδου που επιλφει ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ. Η μζκοδοσ αυτι ζγινε 

γνωςτι ωσ μζκοδοσ Milstein. Οι Hovanessian και Chang (1977) παρζχουν μία εφαρμογι τθσ 

κεντρικισ διαφοράσ και μεκόδουσ προβλζπτθ για τθν εξεφρεςθ λφςθσ διαφορικϊν 

εξιςϊςεων με ςτοχαςτικζσ ειςόδουσ. 

Αρικμθτικζσ μζκοδοι για ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ, δφνανται να καταςκευαςτοφν 

μεταφράηοντασ μία ντετερμινιςτικι αρικμθτικι μζκοδο (όπωσ οι μζκοδοι Euler ι Runge- 

Kutta) και εφαρμόηοντάσ τθ ςε μια ςτοχαςτικι ςυνικθ διαφορικι εξίςωςθ. Ωςτόςο, θ απλι 

εφαρμογι τθσ ωσ άνω διαδικαςίασ εν γζνει δεν κα μασ παρζχει ακριβείσ μεκόδουσ (Burrage 

και Burrage, 1996). H μζκοδοσ Euler- Maruyama είναι θ απλοφςτερθ μζκοδοσ και κατ’ 

ουςία αποτελεί άμεςθ μετάφραςθ τθσ ντετερμνιςτικισ μεκόδου Euler. Ωςτόςο, ςφμφωνα 

με τουσ Burrage και Burrage, θ εν λόγω μζκοδοσ δεν είναι ιδιαίτερα ακριβισ. Δεν παφει 

όμωσ να είναι μία ιδιαίτερα χριςιμθ μζκοδοσ, δεδομζνου ότι αποτελεί ςθμείο ζναρξθσ για 

πιο προχωρθμζνεσ αρικμθτικζσ μεκόδουσ για ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ.        

Μία πολφ περιεκτικι και ςαφισ δθμοςίευςθ από τουσ Kloeden και Platen (1992), παρζχει 

μία κατανοθτι και ςυςτθματικι παρουςίαςθ των αρικμθτικϊν μεκόδων, καταλλιλων για 

τισ ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ. Σο βιβλίο, εςτιάηει ςε μεκόδουσ διαμζριςθσ του 

χρόνου για προβλιματα αρχικϊν τιμϊν ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων με διάχυςθ Itô 

ωσ λφςθ αυτϊν. Παρουςιάηονται  αρικμθτικζσ μζκοδοι τόςο για ιςχυρι όςο και αςκενι 

τάξθ ςφγκλιςθσ. 

Ενϊ το βιβλίο των Kloeden και Platen (1992) παρζχει αρικμθτικά ςχιματα, το 

ςυμπλθρωματικό βιβλίο των Kloeden και λοιπϊν (1994), παρουςιάηει τουσ υπολογιςμοφσ 

που ςχετίηονται με αυτζσ τισ αρικμθτικζσ μεκόδουσ. Ο υπολογιςμόσ των ροπϊν ι των 

μονοπατιϊν μίασ δεδομζνθσ ςτοχαςτικισ διαφορικισ εξίςωςθσ είναι ςθμαντικόσ για τθν 

αποτελεςματικι πρακτικι εφαρμογι των ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων και κατ’ 

αυτόν τον τρόπο, το βιβλίο επικεντρϊνεται ςτουσ αλγορίκμουσ που ςχετίηονται με αυτοφσ 

τουσ υπολογιςμοφσ.  

Από τθ δθμοςίευςθ αυτϊν των βιβλίων, κάποιοι άλλοι επικεντρϊκθκαν ςτα αρικμθτικά 

ςχιματα δίνοντασ παράλλθλα ζμφαςθ ςτουσ αλγορίκμουσ που βαςίηονται ςτο τυπικό 

λογιςμικό. Αυτό οφείλεται κυρίωσ ςτα επιτεφγματα τθσ τεχνολογίασ των Η/Τ και τθ μείωςθ 

του κόςτουσ τθσ υπολογιςτικισ δφναμθσ. Ο Cyganowski και λοιποί (2002), παρζχουν 

ςθμαντικά αποτελζςματα ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων και ςφγχρονθσ κεωρίασ 

πικανοτιτων με τθ βοικεια του λογιςμικοφ πακζτου Maple.  
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Παρουςιάηεται αφξθςθ του αρικμοφ των άρκρων που γράφονται, με τα περιςςότερα να 

αντλοφν νζα αρικμθτικά ςχιματα ι να προςαρμόηουν τα ιδθ υπάρχοντα ςε ςυγκεκριμζνεσ 

εφαρμογζσ, κυρίωσ ςε τομείσ όπωσ θ φυςικι και οι μθχανικζσ επιςτιμεσ.  

Ο Higham (2001), παρζχει ειςαγωγι ςτισ αρικμθτικζσ μεκόδουσ για ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ 

εξιςϊςεισ. Σα κζματα που καλφπτονται, περιλαμβάνουν τισ μεκόδουσ Euler- Maruyama, 

Milstein και Monte Carlo και χρθςιμοποιείται το Matlab για τθν προςομοίωςθ αρικμθτικϊν 

λφςεων για ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ. Η ςτακερότθτα του τετραγωνικοφ μζςου και 

θ αςυμπτωτικι ςτακερότθτα κακϊσ επίςθσ και θ ιςχυρι και θ αςκενισ ςφγκλιςθ 

εξετάηονται από πρακτικι ςκοπιά.  

Οι Burrage και Tian (2001) παρουςιάηουν μια ςφνκετθ μζκοδο Euler για τθν ιςχυρι λφςθ 

των ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων που οδθγοφνται από d-διάςτατθ κίνθςθ Brown. 

Αυτι θ μζκοδοσ αποτελεί ςυνδυαςμό τθσ θμι-ζμμεςθσ και ζμμεςθσ μεκόδου Euler και 

χρθςιμοποιείται προκειμζνου να λθφκοφν βελτιωμζνεσ ιδιότθτεσ ευςτάκειασ ςυγκριτικά με 

τισ μεκόδουσ Euler. 

Επίςθσ, οι Burrage και Tian (2001) παρουςιάηουν ζμμεςεσ μεκόδουσ Taylor για μθ ομαλζσ 

ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ Itô. Ειδικότερα, μελετϊνται οι ακόλουκεσ μζκοδοι: θ 

ζμμεςθ μζκοδοσ Euler- Taylor με ιςχυρι τάξθ 0,5, θ ζμμεςθ μζκοδοσ Milstein- Taylor με 

ιςχυρι τάξθ 1 και θ ζμμεςθ μζκοδοσ Taylor με ιςχυρι τάξθ 1,5. Οι ςυγγραφείσ ιςχυρίηονται 

ότι οι ιδιότθτεσ ευςτάκειασ των ζμμεςων μεκόδων Euler- Taylor και Milstein- Taylor είναι 

πολφ καλφτερεσ από εκείνεσ των αντίςτοιχων θμι-ζμμεςων μεκόδων Euler και Milstein. 

φμφωνα με τα αρικμθτικά αποτελζςματα που αφοροφςαν ιδιότθτεσ ευςτάκειασ και 

ςφγκλιςθσ, οι εν λόγω ζμμεςεσ μζκοδοι φαίνεται να είναι πολλά υποςχόμενεσ για μθ 

ομαλζσ ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ. 

Ο Naess (2001), επικεντρϊνεται ςε μεκόδουσ ολοκλιρωςθσ μονοπατιοφ για τον 

υπολογιςμό του νόμου πικανότθτασ τθσ λφςθσ των ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων. Σο 

άρκρο, εςτιάηει ςτον υπολογιςμό τθσ από κοινοφ ςυνάρτθςθσ πυκνότθτασ πικανότθτασ του 

διανφςματοσ τθσ Μαρκοβιανισ διαδικαςίασ θ οποία επιλφει τθ μθ γραμμικι ςτοχαςτικι 

διαφορικι εξίςωςθ. Ο Mannella (2002), επικεντρϊνεται ςτισ προςομοιϊςεισ των 

ςτοχαςτικϊν διαδικαςιϊν ςε υπολογιςτι, αλλά εςτιάηει ςε αλγορίκμουσ για τθν 

προςομοίωςθ ςπανίων διακυμάνςεων κακϊσ είναι κζμα μεγάλου ενδιαφζροντοσ ςτθ 

μελζτθ των βζλτιςτων μονοπατιϊν. Επιπλζον αναλφονται προβλιματα που ςχετίηονται με 

τθν διαχείριςθ των ορίων και του ςυςχετιηόμενου κορφβου. «πάνιεσ ονομάηονται οι 

διακυμάνςεισ οι οποίεσ φζρνουν το ςτοχαςτικό ςφςτθμα πολφ μακριά από το χϊρο 

φάςεων, ςτον οποίο βρίςκεται τθν περιςςότερθ ϊρα» Mannella (2002: 1). Οι αλγόρικμοι 

τροποποιοφνται για να προςομοιϊςουν ςπάνιεσ διακυμάνςεισ όταν θ προςομοίωςθ 

χτυπάει πάνω ςε προκακοριςμζνο όριο ςτον χϊρο των φάςεων. Η εργαςία αυτι, 

χρθςιμοποιεί ιςχυρά και αςκενι κριτιρια ςφγκλιςθσ προκειμζνου να αξιολογιςει τθν 

αποτελεςματικότθτα των αρικμθτικϊν ςχθμάτων.  

Ο  Mannella (2002) μελετά επιπλζον και τθ μακροχρόνια δυναμικι των ςτοχαςτικϊν 

διαφορικϊν εξιςϊςεων, ςε αντίκεςθ με τα ςχιματα ςφγκλιςθσ που χρθςιμοποιοφν τθ 

βραχυχρόνια δυναμικι. Αυτό παρακινείται από το γεγονόσ ότι θ καλι βραχυχρόνια 

ςυμπεριφορά του ςυςτιματοσ, δεν ςυνεπάγεται απαραίτθτα καλι ςυμπεριφορά ςε 
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μακροχρόνιο διάςτθμα. Επίςθσ, ο Mannella (2002) παρζχει μία ειςαγωγι ςτισ ςτοχαςτικζσ 

διαφορικζσ εξιςϊςεισ οι οποίεσ οδθγοφνται από το μθ-λευκό κόρυβο. Ο απλοφςτεροσ μθ- 

λευκόσ κόρυβοσ, είναι ο εκκετικά ςυςχετιηόμενοσ λευκόσ κόρυβοσ. Αυτό είναι πολφ 

ςθμαντικό, κακ’ ότι παρζχει βακιά γνϊςθ και ευκαιρίεσ για τθν εφαρμογι αρικμθτικϊν 

μεκόδων ςε ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ, οι οποίεσ δεν οδθγοφνται από το λευκό 

κόρυβο για κάποια πραγματικά ςυςτιματα. 

Η περιςςότερθ από τθ βιβλιογραφία για ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ, επικεντρϊνεται 

ςτα μθχανικά και φυςικά ςυςτιματα, αλλά υπάρχει και αφξθςθ τθσ εφαρμογισ των 

ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων και ςε άλλουσ επιςτθμονικοφσ τομείσ. Ο Cobb (1998), 

παρζχει παραδείγματα χριςθσ των ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων ςτισ κοινωνικζσ 

επιςτιμεσ. Ο Carletti (2003) εφαρμόηει μεκόδουσ τφπου Runge-Kutta για ςυνικεισ 

ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ και τθ μζκοδο Euler- Maruyama για ςτοχαςτικζσ 

διαφορικζσ εξιςϊςεισ με κακυςτζρθςθ, ανακφπτουςεσ ςτισ βιοεπιςτιμεσ. Ο Frutos (2005), 

εφαρμόηει άμεςεσ-ζμμεςεσ Runge- Kutta μεκόδουσ ωσ εναλλακτικι μζκοδο για τθν 

τιμολόγθςθ των χρθματοοικονομικϊν παραγϊγων, ιδιαιτζρωσ δε για τα Αμερικάνικου 

τφπου ςυμβόλαια.  

Προςφάτωσ, ζχει υπάρξει αφξθςθ των αρικμθτικϊν μεκόδων που χρθςιμοποιοφνται για τθν 

επίλυςθ των ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων, κακϊσ οι υπάρχουςεσ 

χρθςιμοποιοφμενεσ μζκοδοι επεκτείνονται. Άμεςεσ Runge- Kutta μζκοδοι υψθλισ ιςχυρισ 

τάξθσ για ςυνικεισ ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ παρουςιάηονται από τουσ Burrage 

και Burrage (1996) οι οποίεσ αποτελοφν μια πιο αποτελεςματικι κλάςθ αναλυτικϊν Runge- 

Kutta μεκόδων ςυγκριτικά με τισ ιδθ υπάρχουςεσ. Οι μζκοδοι Runge- Kutta, οι οποίεσ 

βαςίηονται ςτισ προςαυξιςεισ τθσ κίνθςθσ Brown, ζχουν ςτθν καλφτερθ περίπτωςθ ιςχυρι 

τάξθ ςφγκλιςθσ 1,5. Προκειμζνου να αυξιςουν τθν τάξθ ςφγκλιςθσ οι Burrage και Burrage 

(1996) καταςκευάηουν μία νζα κλάςθ μεκόδων Runge- Kutta προςκζτοντασ όρουσ 

πολλαπλϊν ςτοχαςτικϊν ολοκλθρωμάτων από τθ ςτοχαςτικι ςειρά Taylor. Κατ’ αυτόν τον 

τρόπο, προκφπτει μία άμεςθ μζκοδοσ τεςςάρων ςταδίων ιςχυρισ τάξθσ ςφγκλιςθσ 2,0. 

Ενϊ οι περιςςότερεσ μζκοδοι εςτιάηουν ςτθν κλάςθ ιςχυρισ ςφγκλιςθσ, ο Platen (1995), 

παρζχει μία ςφντομθ ζρευνα πάνω ςε αςκενι ςχιματα για ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ 

εξιςϊςεισ και παρακζτει οριςμζνεσ ζμμεςεσ μεκόδουσ κακϊσ επίςθσ και μεκόδουσ 

προβλζπτθ- διορκωτι. Σα αςκενι ςχιματα είναι ςθμαντικά εάν θ ανάλυςθ επικεντρϊνεται 

ςτον υπολογιςμό κάποιασ ςυνάρτθςθσ τθσ ςτοχαςτικισ διαφορικισ εξίςωςθσ Itô.  

Κατά τθ χριςθ ενόσ ειδικοφ αρικμθτικοφ ςχιματοσ, παίηουν ςθμαντικό ρόλο όχι μόνο θ 

φφςθ και θ τάξθ τθσ ςφγκλιςθσ, αλλά και θ ευςτάκειά του. Η ευςτάκεια ενόσ αρικμθτικοφ 

ςχιματοσ είναι ςθμαντικι προκειμζνου να αποφευχκεί πικανι ζκρθξθ τθσ αρικμθτικισ 

λφςθσ. Ο Abukhaled (2004) παρουςιάηει τθν ευςτάκεια του τετραγωνικοφ μζςου 

αρικμθτικϊν μεκόδων αςκενοφσ τάξθσ 2,0. Ειδικότερα, χρθςιμοποιείται θ κλειςτι μορφι 

δευτζρασ τάξεωσ, για να δθμιουργιςει ζνα κριτιριο ευςτάκειασ του τετραγωνικοφ μζςου 

για αςκενι αρικμθτικά ςχιματα τάξθσ 2,0. Ο Tocino (2005), μελετά τθν ευςτάκεια του 

τετραγωνικοφ μζςου των άμεςων μεκόδων Runge- Kutta δφο ςταδίων τάξθσ 2,0 που ζχουν 

προτακεί από τουσ Tocino και Vigo- Aguiar (2002). Η ομοιότθτα μεταξφ των Abukhaled και 

Tocino, είναι ότι και οι δφο μελζτεσ εςτιάηουν ςτθ ςτακερότθτα αςκενϊν ςχθμάτων ςε 
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ςχζςθ με τθ ροπι δευτζρασ τάξεωσ. Ο Tocino πθγαίνει λίγο πιο πζρα μελετϊντασ τθν 

ευςτάκεια γραμμικϊν ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων με πολλαπλαςιαςτικό κόρυβο.       

ε όλα τα αρικμθτικά ςχιματα που ζχουν αναφερκεί, χρθςιμοποιικθκε ςτακερό βιμα. Οι 

Lehn και λοιποί (2002), ερευνοφν προςαρμοςτικά ςχιματα που χρθςιμοποιοφν μεταβλθτά 

βιματα ςτο αρικμθτικό ςχιμα. Μία επανεξζταςθ των δφο βαςικϊν αλγορίκμων ελζγχου 

βιματοσ διενεργείται και θ αποτελεςματικότθτά τουσ ςυγκρίνεται ςε μελζτθ 

προςομοίωςθσ. Σα προςαρμοςτικά ςχιματα αποτελοφν πικανό τρόπο μείωςθσ του 

υπολογιςτικοφ κόςτουσ. Σα εν λόγω ςχιματα προτάκθκαν ωσ εναλλακτικι ςτα ςχιματα 

υψθλότερθσ τάξθσ που απαιτοφν προςομοίωςθ πολλαπλϊν ολοκλθρωμάτων Itô από τθ 

ςτοχαςτικι ανάπτυξθ Taylor και υπολογιςμό ςυναρτιςεων- ζργο πολφ δφςκολο και 

χρονοβόρο.  

τθν πλειονότθτα των άρκρων, οι ςυντελεςτζσ είχαν κεωρθκεί τοπικά Lipschtiz και τα 

αρικμθτικά ςχιματα βαςίςτθκαν ςε αυτι τθν υπόκεςθ. Ο Zhang (2006) αποδεικνφει ότι θ 

προςζγγιςθ  Euler- Maruyama για ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ ςυγκλίνει ομοιόμορφα 

ςτθ λφςθ με τθν Lp ζννοια.    

Η ςφγκλιςθ των ςχθμάτων των ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων εξετάηεται και από τον 

Fleury (2006). Η ςχεδόν βεβαία ςφγκλιςθ αποδεικνφεται για τα άμεςα και ζμμεςα ςχιματα 

Euler, τα άμεςα ςχιματα Milstein, το ςτοχαςτικό ςχιμα Newmark και το ζμμεςο ςχιμα Itô -

Milstein. Χρθςιμοποιείται θ οικογζνεια των χρόνων διακοπισ για να διαςφαλίςει τθ ςχεδόν 

βεβαία ςφγκλιςθ των ςχθμάτων.   

2.2  Βαςική θεωρία  

1. τοχαςτικζσ διαδικαςίεσ και κίνηςη Brown 

Οριςμόσ 2.2.1   Ζςτω     ζνα ςφνολο δεικτϊν. τοχαςτικι ανζλιξθ ςτο   με τιμζσ ςτο    

ονομάηεται μια οικογζνεια τυχαίων μεταβλθτϊν {      } οριςμζνων ςε ζναν χϊρο 

πικανότθτασ         και τιμζσ ςτο   . Όταν     {     } ι        

              πρόκειται για ςτοχαςτικι ανζλιξθ διακριτοφ χρόνου ενϊ αν   είναι 

διάςτθμα του   λζγεται ςτοχαςτικι ανζλιξθ ςυνεχοφσ χρόνου. Για τυχόν αλλά δοςμζνο 

    θ ςυνάρτθςθ              ονομάηεται μονοπάτι ι πραγματοποίθςθ τθσ 

ςτοχαςτικισ ανζλιξθσ {      }. υχνά κα γράφουμε   {      } και ςτθ ςυνζχεια κα 

αναφερόμαςτε ςτθ ςτοχαςτικι ανζλιξθ  . 

Σο βαςικό ςτοιχείο ενόσ μοντζλου που περιγράφει τθ ςτοχαςτικι εξζλιξθ είναι θ 

επονομαηόμενθ κίνθςθ Brown. 

Οριςμόσ 2.2.2  Συπικι μονοδιάςτατθ Κίνθςθ Brown ονομάηεται μια ςτοχαςτικι ανζλιξθ 

{     [    } με τιμζσ ςτο  , οριςμζνθ ςε ζναν χϊρο πικανότθτασ         εφοδιαςμζνο 

με μια διικθςθ {      } (δθλαδι μια αφξουςα οικογζνεια ς-αλγεβρϊν) εισ τρόπον ϊςτε 

να ικανοποιοφνται οι παρακάτω απαιτιςεισ: 

i. Για κάκε     θ    είναι   –μετριςιμθ. 

ii. Η ςτοχαςτικι ανζλιξθ {      } ζχει ςυνεχείσ τροχιζσ. 

iii.       –ςχεδόν βεβαίωσ. 
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iv. Όταν       τότε θ τυχαία μεταβλθτι       είναι ανεξάρτθτθ τθσ  -άλγεβρασ 

  . 

v. Όταν       τότε θ τυχαία μεταβλθτι       ακολουκεί κανονικι κατανομι 

        . 

Ιδιότθτα τθσ κίνθςθσ Brown 

 Για οποιαδιποτε      ,               {   }.  

2. Ολοκλήρωμα Itô 

ε αυτιν τθν ενότθτα κα κεωροφμε         ζναν χϊρο πικανότθτασ εφοδιαςμζνο με μια 

διικθςθ {      }. Επίςθσ   {      } είναι μονοδιάςτατθ κίνθςθ Brown οριςμζνθ 

ςε αυτόν τον χϊρο. 

Ασ ςυμβολίςουμε με        το ςφνολο των ςυναρτιςεων   [   ]      που 

ικανοποιοφν: 

i. Η   είναι  [   ]   –μετριςιμθ. 

ii. Για ζκαςτο   [   ] θ τυχαία μεταβλθτι        είναι   –μετριςιμθ. 

iii. ∫  [       ]
 

 
    . 

όπου  [   ]   είναι θ ς-άλγεβρα γινόμενο, δθλαδι  [   ]    ({       [   ]   

 }), όπου  [   ] είναι τα ςφνολα Borel του [   ] δθλαδι  [   ]  {[   ]⋂     }. 

Ιδιαίτερα, αν για μια          υπάρχει διαμζριςθ                και    –

μετριςιμεσ τυχαίεσ μεταβλθτζσ                ϊςτε να ιςχφει: 

       ∑       [        
      

            { }                          (2.2.1) 

τότε θ   λζγεται ςτοιχειϊδθσ ςτοχαςτικι ανζλιξθ και κα γράφουμε          . 

Αποδεικνφεται ότι αν          τότε υπάρχει ακολουκία ςτοιχειωδϊν ςτοχαςτικϊν 

ανελίξεων {      }          εισ τρόπον ϊςτε να ιςχφει: 

   
 

 *∫(          )
 
  

 

 

+      

Όταν θ ςτοχαςτικι ανζλιξθ           , το ςτοχαςτικό ολοκλιρωμά τθσ ορίηεται ωσ εξισ: 

Αν  θ ςτοχαςτικι ανζλιξθ            γράφεται όπωσ ςτθν (2.2.1) ορίηουμε 

∫     
 

 
    ∑   

   
   (     

    )                                      (2.2.2) 

Οριςμόσ 2.2.3  Ζςτω         , Σο ολοκλιρωμα Itô τθσ   ςτο [   ] ορίηεται από τθ ςχζςθ   

∫     
 

 
        ∫      

 

 
          με τθν   –ζννοια 

όπου {      } ακολουκία ςτοιχειωδϊν ςτοχαςτικϊν ανελίξεων τζτοια ϊςτε 
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 *∫(          )
 
  

 

 

+    

και με ∫      
 

 
    οριηόμενο από τθν (2.2.2). 

Κάποιεσ πολφ βαςικζσ ιδιότθτεσ του ςτοχαςτικοφ ολοκλθρϊματοσ Itô διατυπϊνονται ςτθ 

ςυνζχεια. Ζςτω ότι            και       . Σότε 

1.  *∫     
 

 
   +   . 

2.  [(∫     
 

 
   )

 
]   *∫      

 

 
  +  

3. ∫ (           )
 

 
     ∫     

 

 
     ∫     

 

 
   . 

4. Η τυχαία μεταβλθτι   ∫     
 

 
    είναι   –μετριςιμθ. 

Η δεφτερθ ιδιότθτα είναι γνωςτι και ωσ ιςομετρία Itô. 

τθν παροφςα εργαςία κα χρθςιμοποιιςουμε πολφ τισ ιδιότθτεσ 2 και 3. 

Ακολοφκωσ, δίνουμε τον οριςμό τθσ τετραγωνικισ κφμανςθσ μιασ ςτοχαςτικισ ανζλιξθσ. 

Οριςμόσ 2.2.4  Ζςτω   {              } μια διαμζριςθ του διαςτιματοσ 

[   ] και    μια ςτοχαςτικι ανζλιξθ. Η τετραγωνικι κφμανςθ είναι θ διαδικαςία, τθν  οποία 

ςυμβολίηουμε με 〈 〉  και θ οποία ορίηεται ωσ εξισ: 

〈 〉     
‖ ‖  

∑(         
)
 

 

   

   

όπου ‖ ‖      |       | , δθλαδι θ λεπτότθτα τθσ διαμζριςθσ. 

Ειδικι περίπτωςθ 

 〈 〉    

3. τοχαςτικζσ Διαφορικζσ Εξιςώςεισ-Κανόνασ του Ιtô 

Με τον όρο ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ εννοοφμε τθν αναηιτθςθ μιασ ςτοχαςτικισ 

ανζλιξθσ {     [   ]} με τιμζσ ςτο   θ οποία μεταξφ άλλων ικανοποιεί μια ςχζςθ τθσ 

μορφισ 

      ∫          
 

 
 ∫            

 

 
                         (2.2.3) 

όπου     [   ]      Borel μετριςιμεσ ςυναρτιςεισ και   {      } είναι κίνθςθ 

Brown. Η    καλείται διαδικαςία Itô. Σα ολοκλθρϊματα ςτθν (2.2.3) ερμθνεφονται με τθν 

ζννοια Ιtô. Η (2.2.3) γράφεται εναλλακτικά 

                           

Αν θ   είναι διαδικαςία Itô τότε αναφορικά με τθν τετραγωνικι τθσ κφμανςθ ζχουμε 
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〈 〉  〈   ∫         

 

 

 ∫           

 

 

〉  〈∫           

 

 

〉  ∫           

 

 

  

Μια άλλθ πολφ ενδιαφζρουςα εφαρμογι του ςτοχαςτικοφ ολοκλθρϊματοσ Itô απαντάει 

ςτο ερϊτθμα: Αν θ    ικανοποιεί τθν ωσ άνω ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ και αν 

           είναι ζνασ μεταςχθματιςμόσ τθσ    τι μποροφμε να ποφμε για τθν 

ςυμπεριφορά τθσ    ; Αποδεικνφεται ότι αν θ   ζχει ςυνεχείσ μερικζσ παραγϊγουσ 
   

  
 
   

  
 

και 
    

    τότε 

    
   

  
         

   

  
          

 

 
 
    

   
       〈 〉  

ι 

    (
   

  
       

   

  
              

 

 
 
    

   
       

       +  

 
   

  
                 

Σο παραπάνω είναι γνωςτό ωσ κανόνασ του Ιtô. 

4. Υπαρξη και μοναδικότητα τησ λφςησ 

Σο ακόλουκο κεϊρθμα, το οποίο παρακζτουμε χωρίσ απόδειξθ, δίνει ικανζσ ςυνκικεσ για 

τθν φπαρξθ και μοναδικότθτα τθσ λφςθσ ςτοχαςτικισ διαφορικισ εξίςωςθσ.  

Θεϊρθμα  2.1  Ζςτω ότι οι ςυναρτιςεισ     [   ]      ικανοποιοφν τισ απαιτιςεισ: 

|             |  |             |   |   |  (ςυνκικθ Lipschitz) 

|      |  |      |   (  | | ) 

για όλα τα    ,     ,    , όπου       . Αν θ    είναι   -μετριςιμθ τυχαία 

μεταβλθτι τότε θ ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ (2.2.3) ζχει λφςθ και θ λφςθ είναι 

μοναδικι, υπό τθν ζννοια ότι αν    ικανοποιεί τθ ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ (2.2.3) 

τότε             για κάκε                  και για κάκε   [   ]. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3 

ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΕ ΜΕΘΟΔΟΙ ΣΟΧΑΣΙΚΩΝ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ 

ΕΞΙΩΕΩΝ 

 

Θεωροφμε τθ βακμωτι ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ  

                                                               (3.1.1) 

ςτο διάςτθμα [    ] με αρχικι ςυνκικθ        , όπου    είναι κίνθςθ Brown 

ι ςε ολοκλθρωτικι μορφι 

      ∫         

 

  

 ∫           

 

  

    

Οι όροι ςτθν  (3.1.1) καλοφνται ωσ εξισ: 

        : ςυντελεςτισ μετατόπιςθσ  

        : ςυντελεςτισ διάχυςθσ 

 λφςθ   {         }: διαδικαςία Itô 

Ο ςυντελεςτισ μετατόπιςθσ είναι το ντετερμινιςτικό κομμάτι τθσ ςτοχαςτικισ διαφορικισ 

εξίςωςθσ και χαρακτθρίηει τθν τοπικι τάςθ. Ο ςυντελεςτισ διάχυςθσ είναι το ςτοχαςτικό 

κομμάτι το οποίο επθρεάηει το μζςο μζγεκοσ των διακυμάνςεων τθσ  . Οι ίδιεσ οι 

διακυμάνςεισ προζρχονται από τθν κίνθςθ Brown   . 

3.1  Μζθοδοσ Euler-Maruyama 

3.1.0 Περιγραφή τησ μεθόδου- Ειςαγωγικά παραδείγματα 

Η απλοφςτερθ ςτοχαςτικι αρικμθτικι προςζγγιςθ είναι θ μζκοδοσ Euler ι μζκοδοσ Euler-

Maruyama όπωσ καλείται οριςμζνεσ φορζσ. 

Για μια δοκείςα διαμζριςθ                      του διαςτιματοσ [    ], 

θ προςζγγιςθ Euler είναι μια ςτοχαςτικι διαδικαςία ςυνεχοφσ χρόνου   {         } 

θ οποία ικανοποιεί το επαναλθπτικό ςχιμα 

                                                         (3.1.2) 

για               με αρχικι τιμι 

                                                               (3.1.3) 

όπου        και       . 
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Θα γράφουμε 

            

για τθν   –οςτι χρονικι αφξθςθ και κα καλοφμε 

     
 

    

τθ μεγαλφτερθ από αυτζσ. υνικωσ, κα κεωροφμε ομοιόμορφθ διαμζριςθ, δθλαδι 

ιςαπζχοντα ςθμεία ςτο χρόνο 

         

με          
      

 
 για κάποιο ακζραιο   αρκετά μεγάλο ζτςι ϊςτε        . Σο   

καλείται βιμα. 

Σο καίριο ερϊτθμα είναι πϊσ κα υπολογίςουμε τισ τυχαίεσ αυξιςεισ 

            

για              . 

Γνωρίηουμε ότι αν    , τότε               , ςυνεπϊσ μποροφμε να γράψουμε 

      √        με              Εφαρμόηοντασ αυτι τθ λφςθ ςε κάκε υποδιάςτθμα 

[       ] λαμβάνουμε 

                                  √      

όπου           είναι ανεξάρτθτεσ και ιςόνομεσ τυχαίεσ μεταβλθτζσ, αφοφ οι αυξιςεισ τθσ 

κίνθςθσ Brown ςε μθ επικαλυπτόμενα διαςτιματα είναι ανεξάρτθτεσ. 

Ασ ςθμειϊςουμε τθ διαφορά από τθν ντετερμινιςτικι ςυνικθ διαφορικι εξίςωςθ. Κάκε 

ςφνολο {       } παραγόμενο από τθ μζκοδο Euler-Maruyama αποτελεί μια 

προςεγγιςτικι πραγματοποίθςθ τθσ ςτοχαςτικισ διαδικαςίασ-λφςθσ   θ οποία εξαρτάται 

από τουσ τυχαίουσ αρικμοφσ    που επιλζχκθκαν. Αφοφ θ    είναι ςτοχαςτικι διαδικαςία, 

κάκε πραγματοποίθςθ κα είναι διαφορετικι και το ίδιο κα ςυμβαίνει και με τισ 

προςεγγίςεισ μασ. 

Με τουσ ανωτζρω ςυμβολιςμοφσ θ προςζγγιςθ Euler γράφεται απλοφςτερα ωσ εξισ: 

                                

για              . Η αρχικι ςυνκικθ (3.1.3) δεν κα δθλϊνεται πάντοτε. 

Η επιτυχισ υλοποίθςθ τθσ μεκόδου ςτον υπολογιςτι ζγκειται ςτθν αναδρομικι δομι τθσ, θ 

οποία υπολογίηει προςεγγιςτικζσ τιμζσ τθσ διαδικαςίασ Itô μόνο ςε διακριτά χρονικά 

ςθμεία. Θα χρθςιμοποιείται ο όροσ ςχιμα για να χαρακτθρίςουμε ζναν αναδρομικό 

αλγόρικμο που μασ δίνει τισ τιμζσ τθσ προςζγγιςθσ διακριτοφ χρόνου ςτισ δοκείςεσ 

χρονικζσ ςτιγμζσ. Τπενκυμίηουμε ότι παρόλο που κα μασ ενδιαφζρουν περιςςότερο οι τιμζσ 
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ςε διακριτά χρονικά ςθμεία κα κεωροφμε μια προςζγγιςθ διακριτοφ χρόνου ωσ μια 

ςτοχαςτικι διαδικαςία ςυνεχοφσ χρόνου οριςμζνθ ςε ολόκλθρο το διάςτθμα [    ]. 

Μεταξφ δφο οποιωνδιποτε ςθμείων και θ διαδικαςία μπορεί να οριςτεί διαφορετικά. Μια 

φυςικι προςζγγιςθ είναι να κεωριςουμε γραμμικι παρεμβολι, οπότε θ    κα ορίηεται ωσ 

εξισ:  

      
    

       
                     [           

Παράδειγμα 1 

Αν θ   είναι θ κίνθςθ Brown, αν δθλαδι οι ςυντελεςτζσ μετατόπιςθσ και διάχυςθσ είναι 

ςτακερζσ, τότε το ςχιμα Euler δίνει τθν ακριβι λφςθ.  

Παράδειγμα 2 

Αν θ   είναι θ γεωμετρικι κίνθςθ Brown, αν δθλαδι           και           με   και 

  ςτακερζσ τότε το ςχιμα Euler γίνεται 

                             

ενϊ θ ακριβισ λφςθ είναι 

           .(  
 

 
  *               /   

Γνωρίηουμε ότι αν     με | | επαρκϊσ μικρό, τότε            είναι μια καλι 

προςζγγιςθ. υνεπϊσ, αν το    είναι αρκοφντωσ μικρό, τότε 

                         [                 ] 

                                                                    (               ) 

                                                 (
 

 
    * 

και με μικρό    ζχουμε επιπλζον 
 

 
      . 

Τπολογιςτικό παράδειγμα 

Θεωροφμε τθ διαδικαςία Cox-Ingersoll-Ross, δθλαδι τθ διαδικαςία Itô   {      } που 

ικανοποιεί τθ ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ 

                               √                       [   ]               (3.1.4) 

με αρχικι τιμι      . 

Πρόκειται για μια διαδικαςία Itô με ςυντελεςτι μετατόπιςθσ 
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και ςυντελεςτι διάχυςθσ 

         √    

Για να προςομοιϊςουμε ζνα μονοπάτι τθσ προςζγγιςθσ Euler για μια δοκείςα διαμζριςθ 

του χρόνου ξεκινάμε από αρχικι τιμι       και προχωράμε αναδρομικά για να 

παράγουμε τθν επόμενθ τιμι  

                      √      

για           ςφμφωνα με το ςχιμα Euler (3.1.2). Σο     είναι θ αφξθςθ τθσ κίνθςθσ 

Brown ςτο διάςτθμα          . 

Σο παρακάτω πρόγραμμα ςε   παράγει προςζγγιςθ Euler με ιςαπζχοντα ςθμεία ςτο 

διάςτθμα [   ] με βιμα       για τθ διαδικαςία Itô   -που ικανοποιεί τθν  (3.1.4) με 

      και                   : 

 
 
 
# Cox-Ingersol-Ross process 
set.seed(32) 
N<-128 
T0<-0 
T<-1 
Dt<-1/N 
theta<-c(6,3,2) 
Y<-numeric(N+1) 
Y[1]<-10 
Z<-rnorm(N) 
for (i in 1:N){ 
  Y[i+1]<-Y[i]+(theta[1]-theta[2]*Y[i])*Dt+theta[3]*sqrt(Y[i])*sqrt(Dt)*Z[i] 
} 
Y<-ts(Y,start=0,delta=1/N) 
plot(Y, type='l', main="Cox-Ingersol-Ross", ylab="Xapprox", col='yellow',col.main='purple') 
 
 

 

Με τθν εκτζλεςι του προζκυψε το ακόλουκο αποτζλεςμα: 
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χιμα 3.1 Προςζγγιςθ Euler για τθ διαδικαςία Cox-Ingersoll-Ross με βιμα       . 

θμείωςθ: Για τα ενδιάμεςα ςθμεία δεν χρειάηεται να γίνει κάποιοσ ειδικόσ υπολογιςμόσ, 

αφοφ θ γραμμικι παρεμβολι επιτυγχάνεται γραφικά με τθν παράμετρο type='l'ςτθν εντολι 

plot. 

3.1.1  φγκλιςη τησ μεθόδου- Σάξησ ςφγκλιςησ  

Προτοφ εξετάςουμε τθ ςφγκλιςθ (και με ποια ζννοια) τθσ μεκόδου, είναι απαραίτθτο να 

δοκοφν κάποιοι οριςμοί. 

Σο κριτιριο του απολφτου ςφάλματοσ ορίηεται ωσ εξισ: 

   [|     |]                                                              (3.1.5) 

δθλαδι είναι θ μζςθ τιμι τθσ απόλυτθσ τιμισ τθσ διαφοράσ ανάμεςα ςτθ διαδικαςία Itô και 

τθν προςζγγιςθ ςε κάποια πεπεραςμζνθ τελικι ςτιγμι  . 

Οριςμόσ 3.1.1 Για ζνα δοκζν μζγιςτο βιμα         ,με    ζναν πεπεραςμζνο κετικό 

αρικμό, ονομάηουμε 
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      {            } 

διαμζριςθ αν {            } είναι χρονικζσ ςτιγμζσ (πικανόν και τυχαίεσ) με 

                   

   
 

              

          {            }                  

Επιπρόςκετα, υποκζτουμε ότι      είναι    -μετριςιμθ τυχαία μεταβλθτι όπου 

{      } είναι διικθςθ (εν γζνει ςυνδεδεμζνθ με τθ διαδικαςία Itô ι τθν κίνθςθ Brown). 

Οριςμόσ 3.1.2 Μια δεξιά ςυνεχισ διαδικαςία   {      } ονομάηεται διακριτοφ χρόνου 

προςζγγιςθ με μζγιςτο βιμα          αν βαςίηεται ςε      όπωσ δόκθκε ςτον ανωτζρω 

οριςμό εισ τρόπον ϊςτε θ     να είναι    -μετριςιμθ και θ      
 να μπορεί να οριςτεί από 

τισ                        και ζναν πεπεραςμζνο αρικμό   από    -μετριςιμεσ τυχαίεσ 

μεταβλθτζσ                          .  

Μια διακριτοφ χρόνου προςζγγιςθ αντιςτοιχεί ςε ζνα ςχιμα, το οποίο περιγράφει ζναν 

αναδρομικό αλγόρικμο για τθν παραγωγι τιμϊν ςτα διακριτά ςθμεία και μία 

προκακοριςμζνθ μζκοδο παρεμβολισ (π.χ. γραμμικι παρεμβολι). 

υχνά, κα χρθςιμοποιοφμε τον ςυμβολιςμό    προκειμζνου να δείχνουμε τθν εξάρτθςθ 

από το μζγιςτο βιμα  . 

Οριςμόσ 3.1.3 Θα λζμε ότι μια γενικι, διακριτοφ χρόνου προςζγγιςθ    με μζγιςτο βιμα   

ςυγκλίνει ιςχυρά ςτθ   τθ χρονικι ςτιγμι  , αν 

       (|     
 |)                                                         (3.1.6) 

Παρόλο που θ προςζγγιςθ Euler είναι θ απλοφςτερθ χριςιμθ διακριτοφ χρόνου 

προςζγγιςθ, εν γζνει αρικμθτικά δεν είναι ιδιαίτερα αποτελεςματικι. Προκειμζνου να 

αξιολογιςουμε και να ςυγκρίνουμε διαφορετικζσ διακριτοφ χρόνου προςεγγίςεισ κα 

πρζπει να γνωρίηουμε τουσ ρυκμοφσ ιςχυρισ ςφγκλιςθσ αυτϊν.  

Οριςμόσ 3.1.4 Θα λζμε ότι μια διακριτοφ χρόνου προςζγγιςθ    ςυγκλίνει ιςχυρά με τάξθ    

   τθ χρονικι ςτιγμι   αν υπάρχει κετικι ςτακερά   θ οποία δεν εξαρτάται από το   , και 

     εισ τρόπον ϊςτε 

      (|     
 |)                                                       (3.1.7) 

για κάκε         . 

Ζχουν προτακεί πολλά ακόμθ κριτιρια ςτθ βιβλιογραφία, αλλά το (3.1.7) είναι μια φυςικι 

γενίκευςθ τθσ ντετερμινιςτικισ περίπτωςθσ.  

Η ζννοια τθσ ςυνεκτικότθτασ μιασ ςτοχαςτικισ διακριτοφ χρόνου προςζγγιςθσ είναι ςτενά 

ςυνδεδεμζνθ με αυτιν τθσ ςφγκλιςθσ και ςυχνότερα ευκολότερο να εξακριβωκεί. 
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Οριςμόσ 3.1.5 Θα λζμε ότι μια διακριτοφ χρόνου προςζγγιςθ    που αντιςτοιχεί ςε μια 

διαμζριςθ του χρόνου      {          } με μζγιςτο βιμα   είναι ιςχυρά ςυνεκτικι αν 

υπάρχει μια μθ αρνθτικι ςυνάρτθςθ        με 

                                                                      (3.1.8) 

εισ τρόπον ϊςτε 

 .| (
    
    

 

   
|   *   (     

 )|
 

/                                     (3.1.9) 

και 

 (
 

   
|    

    
   (    

    
 |   )   (     

 )   |
 
)                    (3.1.10) 

για κάκε           . 

Η ςυνκικθ (3.1.9) απαιτεί ο μζςοσ τθσ αφξθςθσ τθσ προςζγγιςθσ να ςυγκλίνει ςε αυτόν τθσ 

διαδικαςίασ Itô. Από τθ ςυνκικθ (3.1.10) ζπεται ότι θ διαςπορά τθσ διαφοράσ ανάμεςα ςτα 

τυχαία μζρθ τθσ προςζγγιςθσ και τθσ διαδικαςίασ Itô ςυγκλίνει επίςθσ ςτο μθδζν. υνεπϊσ, 

θ ιςχυρι ςυνεκτικότθτα παρζχει μια ζνδειξθ τθσ εγγφτθτασ των μονοπατιϊν. τθν 

πραγματικότθτα, ςυνεπάγεται τθν ιςχυρι ςφγκλιςθ τθσ προςζγγιςθσ διακριτοφ χρόνου ςτθ 

διαδικαςία Itô, κάτι που κα αποδείξουμε αμζςωσ τϊρα ςε ζνα απλό πλαίςιο. 

Θα κεωριςουμε τθ μονοδιάςτατθ περίπτωςθ με τθ διαδικαςία Itô   να ικανοποιεί τθν 

αυτόνομθ ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ 

                       

και μια διακριτοφ χρόνου προςζγγιςθ   που αντιςτοιχεί ςε μια διαμζριςθ του χρόνου      

με ιςαπζχοντα ςθμεία και μικοσ βιματοσ      . Ζςτω ότι οι υποκζςεισ για φπαρξθ 

ιςχυρισ λφςθσ και μοναδικότθτα ικανοποιοφνται, ειδικότερα οι ςυντελεςτζσ   και   

ικανοποιοφν τθν ομοιόμορφθ ςυνκικθ Lipschitz και γραμμικισ αφξθςθσ.  

Θεϊρθμα 3.1 Ζςτω ότι ικανοποιοφνται οι προχποκζςεισ του κεωριματοσ 2.1 για τθν 

φπαρξθ και μοναδικότθτα λφςθσ ςτοχαςτικισ διαφορικισ εξίςωςθσ, δθλαδι οι ςυντελεςτζσ 

  και   ικανοποιοφν τθν ομοιόμορφθ ςυνκικθ Lipschitz και γραμμικισ αφξθςθσ. Αν μια 

διακριτοφ χρόνου προςζγγιςθ   με ιςαπζχοντα ςθμεία μιασ μονοδιάςτατθσ διαδικαςίασ 

Itô   που ικανοποιεί τθν αυτόνομθ ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ 

                       

με           είναι ιςχυρά ςυνεκτικι τότε ςυγκλίνει ιςχυρά ςτθν  .   

Απόδειξθ  

Για       κζτουμε 

        
     

 (|   
    |

 
) 
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και λαμβάνουμε 

        
     

 (|∑(    
    

 )

    

   

 ∫       

 

 

 ∫        

 

 

|

 

, 

      
     

{ (|∑ ( (    
    

 |   )   (  
 )  )

    

   

|

 

, 

  (|∑ (    
    

   (    
    

 |   )   (  
 )   )

    

   

|

 

, 

                            (|∫ ( (   
 )       )   

   
 

|
 
*   (|∫ ( (   

 )       )    
   
 

|
 
* 

  (|∫        
 

   
|
 
*   (|∫         

 

   
|
 
*}                          (3.1.11) 

Όμωσ, 

                (|∫ ( (   
 )       )    

   
 

|
 
*   (∫ ( (   

 )       )
 
  

   
 

*(ιςομετρία Itô) 

   (∫   (   
    )

 
  

   
 

)  ∫    ((   
    )

 
)   

   
 

 (ιδιότθτα Lipschitz –Θεϊρθμα         

Fubini) 

   ∫    
     

 ((   
    )

 
)   

   
 

   ∫       
   
 

                   (3.1.12) 

 (|∫ ( (   
 )       )   

   
 

|
 
*     

  (∫ ( (   
 )       )

 
  

   
 

* (ανιςότθτα Cauchy-

Schwartz) 

     
 (∫   (   

    )
 
  

   
 

)     ∫    ((   
    )

 
)   

   
 

 (ιδιότθτα Lipschitz –

Θεϊρθμα Fubini) 

    ∫    
     

 ((   
    )

 
)   

   
 

    ∫       
   
 

                  (3.1.13) 

                                     (|∫         
 

   
|
 
*   (∫ (     )

 
  

 

   
) (ιςομετρία Itô) 

                 ∫  ((     )
 
)   

 

   
 ∫  (         

  )  
 

   
  (Θεϊρθμα Fubini-2θ ςυνκικθ) 

 ∫  (        
  )  

 

   

 ∫          

 

   

         (     
) 

                                                                    (3.1.14) 
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 (|∫        
 

   
|
 
*  (     

)  (∫ (     )
 
  

 

   
)   (ανιςότθτα Cauchy-Schwartz) 

 (     
) ∫  ((     )

 
)   

 

   
 (     

) ∫  (         
  )  

 

   
(Θεϊρθμα Fubini-2θ 

ςυνκικθ) 

 (     
) ∫  (        

  )  

 

   

 (     
) ∫          

 

   

 

(     
)        (     

)                                   (3.1.15) 

όπου χρθςιμοποιιςαμε και μια εκτίμθςθ για τθ δεφτερθ ροπι τθσ   . Σζλοσ, 

χρθςιμοποιϊντασ τθν υπό ςυνκικθ ανεξαρτθςία λαμβάνουμε: 

 (|∑ ( (    
    

 |   )   (  
 )  )

    

   

|

 

, 

   ∑  .| (
    
    

 

  
|   *   (  

 )|
 

/
    
                              (3.1.16) 

 (|∑ (    
    

   (    
    

 |   )   (  
 )   )

    

   

|

 

, 

 ∑  (|(    
    

   (    
    

 |   )   (  
 )   )|

 
)

    
       (3.1.17) 

υνεπϊσ, λόγω των (3.1.12) -(3.1.17) θ (3.1.11) γράφεται 

          
     

{ ∑  (|(    
    

   (    
    

 |   )   (  
 )   )|

 
)

    

   

 

   ∑  (| .
    

    
 

  
|   /   (  

 )|

 

+

    

   

 

        ∫       

   

 

               }    

Από τθν υπόκεςθ τθσ ιςχυρισ ςυνεκτικότθτασ ζπεται από τισ (3.1.9) και (3.1.10) ότι 

       ∫      

 

 

   (      ) 

και επομζνωσ από λιμμα Gronwall [βλ. παράρτθμα] ζχουμε 
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       (      )    

Χρθςιμοποιϊντασ τθν ανιςότθτα Lyapunov [βλ. παράρτθμα] καταλιγουμε ότι 

 (|  
    |)  √     √  (      )                              (3.1.18) 

Παίρνοντασ όρια και ςτα δφο μζλθ λαμβάνουμε 

   
   

 (|     
 |)     

   
√  (      )      

αφοφ              . 

Δθλαδι ιςχφει το ηθτοφμενο.     

Παρατιρθςθ: Σο κεϊρθμα ιςχφει υπό γενικότερεσ προχποκζςεισ, αν δθλαδι οι 

ςυναρτιςεισ  ,   εξαρτϊνται από τθ μεταβλθτι   του χρόνου και είναι τοπικά Lipschitz 

(αντί για ολικά). 

Πόριςμα 3.1  Τπό τισ προχποκζςεισ του προθγοφμενου κεωριματοσ το ςχιμα Euler 

ςυγκλίνει και ζχει ιςχυρι τάξθ ςφγκλιςθσ τουλάχιςτον      .  

Απόδειξθ 

Ζχουμε 

 (| .
    

    
 

   
|   /   (  

 )|

 

+   (| . (  
 )  

 (  
 )   

   
|   /   (  

 )|

 

+ 

  .| (  
 )  

 

   
 ( (  

 )   |   )   (  
 )|

 

/ 

  .|
 

   
 (  

 ) (   |   )|
 

/   .|
 

   
 (  

 )      |
 

/       

αφοφ οι  (  
 ) και  (  

 ) είναι    –μετριςιμεσ τυχαίεσ μεταβλθτζσ και θ αφξθςθ     

ανεξάρτθτθ του    . 

Επίςθσ, ζχουμε 

 (
 

   
|    

    
   (    

    
 |   )   (  

 )   |
 
* 

  (
 

   
| (  

 )    (  
 )     (    

    
 |   )   (  

 )   |
 
*    

από τθν προθγοφμενθ ςχζςθ.    
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Βλζπουμε, δθλαδι, ότι το ςχιμα Euler είναι ιςχυρά ςυνεκτικό με       . Επομζνωσ, από 

τθν (3.1.18) ςυνεπάγεται ότι ζχει ιςχυρι τάξθ ςφγκλιςθσ τουλάχιςτον       υπό τισ 

προχποκζςεισ του προθγοφμενου κεωριματοσ .     

Παρατιρθςθ: θμειϊνουμε ότι μια προςζγγιςθ Euler τθσ διαδικαςίασ Itô βαςιςμζνθ ςε 

κάποια άλλθ κίνθςθ Brown ανεξάρτθτθ από αυτιν που οδθγεί τθν διαδικαςία Itô δεν 

ςυγκλίνει, εν γζνει, ιςχυρά ςτθ διαδικαςία Itô. 

Για τθ μζκοδο Euler θ οποία ςυγκλίνει ιςχυρά με τάξθ   
 

 
 από τθν ανιςότθτα Markov 

ζχουμε 

 (|      
 |    

 
 *  

 

  
 
 

 (|      
 |)     

 
  

ι ιςοδφναμα 

 (|      
 |    

 
 *       

 
  

δθλαδι κατά μικοσ οποιουδιποτε μονοπατιοφ το ςφάλμα είναι μικρό με μεγάλθ 

πικανότθτα. 

Ακολοφκωσ, παρακζτουμε ειδικά για τθ μζκοδο Euler ζναν εναλλακτικό τρόπο απόδειξθσ 

τθσ ςφγκλιςθσ και τθσ τάξθσ ιςχυρισ ςφγκλιςθσ αυτισ. 

Για το ςκοπό αυτό προςεγγίηουμε τθ λφςθ για όλα τα   [   ] και όχι μόνο τα ςθμεία   . 

Ορίηουμε 

      ∫       

 

  

 ∫        

 

  

 

για           και            . 

το   -οςτό υποδιάςτθμα θ    είναι λφςθ τθσ ςτοχαςτικισ διαφορικισ εξίςωςθσ 

                                   

με       . 

Τπενκυμίηουμε ότι θ λφςθ   ικανοποιεί τθ ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ: 

                                   

Αν ορίςουμε το ςφάλμα ωσ          τότε αυτό ικανοποιεί τθ ςτοχαςτικι διαφορικι 

εξίςωςθ: 

    (           )   (           )    
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για          . Εφαρμόηοντασ τον κανόνα του Itô ςτθν   
  λαμβάνουμε: 

    
           (           )           (           )   

 (           )
 
   

υνεπϊσ, θ  [     
 ] ικανοποιεί 

 [     
 ]   [   

 ]   *∫         (           )  

    

   

+ 

  *∫         (           )   

    

   

+   *∫ (           )
 
  

    

   

+ 

Χρθςιμοποιϊντασ τθν ανιςότθτα |   |        και τισ ιδιότθτεσ των ςτοχαςτικϊν 

ολοκλθρωμάτων παίρνουμε 

 [     
 ]   [   

 ]  ∫  *(           )
 
+   

    

   

 ∫  [       
 ]  

    

   

 

∫  *(           )
 
+   

    

   

   

Όμωσ, 

|           |
   |       (   )|

 
  | (   )       |

 
 

   |      |
 
   |      |

 
 

και εντελϊσ όμοια για τθν  . Επομζνωσ, 

 [     
 ]   [   

 ]  ∫  [       
 ]  

    

   

    ∫         

    

   

   ∫  [   
 ]  

    

   

 

όπου χρθςιμοποιιςαμε ότι  *|      |
 
+   |    |(άμεςθ ςυνζπεια των ςυνκθκϊν που 

ζχουμε επιβάλει). 

υνεπϊσ, 

 [     
 ]   [   

 ]                  ∫  [  
 ]  

    

   

 

Από λιμμα Gronwall ζπεται ότι 

 [     
 ]   [   

 ]                  
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 ∫        [ [   
 ]                 ]  

    

   

 

    [ [   
 ]                 ] 

Θζτοντασ     [   
 ],               και              προκφπτει ότι 

             

για            . 

Από τισ ανωτζρω ανιςότθτεσ ζπεται ότι 

    
    

   
           με          [  

 ]   . 

Επομζνωσ, 

 [   
 ]  

                     

             
   

         

 
   

Αυτό ιςχφει για κάκε ςθμείο    και επομζνωσ το μζςο τετραγωνικό ςφάλμα ικανοποιεί τθν 

 *|      |
 
+   ̂   

για           , όπου  ̂  
         

 
 . 

Από τθν ανιςότθτα Cauchy-Schwarz ζπεται το ηθτοφμενο. 

3.1.2  Παραδείγματα-Εφαρμογζσ τησ μεθόδου  

Για να δείξουμε διάφορεσ πτυχζσ τθσ προςομοίωςθσ μιασ προςζγγιςθσ διακριτοφ χρόνου 

μιασ διαδικαςίασ Itô αλλά και να διαπιςτϊςουμε αν αποδίδει ςτθν πράξθ το ςχιμα Euler κα 

εξετάςουμε δφο παραδείγματα με μεγαλφτερθ λεπτομζρεια.  

Παράδειγμα 3.1.2α  

Αρχικά, κεωροφμε τθ διαδικαςία Itô   {      } (γεωμετρικι κίνθςθ Brown) που 

ικανοποιεί τθ γραμμικι ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ 

                                                [   ]                         (3.1.19) 

με αρχικι τιμι      . 

Πρόκειται για μια διαδικαςία Itô με ςυντελεςτι μετατόπιςθσ 

                                                                    (3.1.20) 

και ςυντελεςτι διάχυςθσ 

                                                                    (3.1.21) 
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Γνωρίηουμε τθν αναλυτικι λφςθ τθσ (3.1.19) θ οποία είναι 

        ((  
 

 
  )      *                                   (3.1.22) 

για   [   ] και τθ δοκείςα κίνθςθ Brown   {      }. Σο γεγονόσ ότι γνωρίηουμε τθ 

λφςθ αναλυτικά μασ δίνει τθ δυνατότθτα να ςυγκρίνουμε τθν προςζγγιςθ Euler με τθν 

ακριβι λφςθ και να υπολογίςουμε το ςφάλμα. 

Για να προςομοιϊςουμε ζνα μονοπάτι τθσ προςζγγιςθσ Euler για μια δοκείςα διαμζριςθ 

του χρόνου ξεκινάμε από αρχικι τιμι       και προχωράμε αναδρομικά για να 

παράγουμε τθν επόμενθ τιμι  

                                                          (3.1.23) 

για           ςφμφωνα με το ςχιμα Euler με ςυντελεςτζσ μετατόπιςθσ και διάχυςθσ τισ 

(3.1.20) και (3.1.21) αντίςτοιχα. Σο     είναι θ αφξθςθ τθσ κίνθςθσ Brown ςτο διάςτθμα 

         . Για ςφγκριςθ μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε τθν (3.1.22) για να 

προςδιορίςουμε τισ αντίςτοιχεσ τιμζσ τθσ ακριβοφσ λφςθσ για το ίδιο μονοπάτι τθσ  κίνθςθσ 

Brown, λαμβάνοντασ 

         .(  
 

 
  *        /  

όπου {             } είναι μια ομοιόμορφθ διαμζριςθ του [   ] -λεπτότερθ ςυνικωσ 

από αυτιν που χρθςιμοποιεί θ αρικμθτικι μζκοδοσ. 

(θμείωςθ : Για τθν προςομοίωςθ μονοπατιϊν τθσ κίνθςθσ Brown βλ. παράρτθμα)  

θμειϊνεται ότι ςτα προγράμματα υπολογίηουμε μονοπάτια τθσ κίνθςθσ Brown τα οποία 

χρθςιμοποιοφμε για να παράγουμε τισ αυξιςεισ      
     που χρειάηονται ςτθν (3.1.23). 

Χάριν απλότθτασ, επιλζγουμε πάντα το βιμα    για τθν αρικμθτικι μζκοδο να είναι 

ακζραιο πολλαπλάςιο     τθσ αφξθςθσ    για το μονοπάτι τθσ κίνθςθσ Brown. Με αυτόν 

τον τρόπο, είμαςτε βζβαιοι ότι το ςφνολο {  } των ςθμείων ςτα οποία βαςίηεται το 

μονοπάτι τθσ κίνθςθσ Brown περιζχει τα ςθμεία {  }  ςτα οποία θ προςζγγιςθ Euler 

υπολογίηεται. 

Σο παρακάτω πρόγραμμα ςε   παράγει προςζγγιςθ Euler με ιςαπζχοντα ςθμεία ςτο 

διάςτθμα [   ] με βιμα       για τθ διαδικαςία Itô   -που ικανοποιεί τθν (3.1.19) με 

           και     –και απεικονίηει τόςο τθν προςεγγιςτικι λφςθ όςο και τθν 

ακριβι για το ίδιο μονοπάτι τθσ  κίνθςθσ Brown: 

# Geometrric Brownian Motion 
N<-4096 # problem parameters 
N1<-4 
T0<-0 
T<-1 
Dt<-1/N 
Dt1<-1/N1 
Y<-numeric(N+1) 
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X<-numeric(N+1) 
Xapprox<-numeric(N1+1) 
Y[1]<-0 
X[1]<-1 
Xapprox[1]<-1 
Z<-rnorm(N) 
t<-T0+Dt 
for (i in 1:N){ 
  Y[i+1]<-Y[i]+sqrt(Dt)*Z[i] # Brownian path with Dt=2^(-12) 
  X[i+1]<-exp((1.5-0.5)*t+Y[i+1]) # exact solution 
  t<-t+Dt 
} 
j<-1 
for (i in 1:N1){ 
  Xapprox[i+1]<-Xapprox[i]+1.5*Xapprox[i]*Dt1+Xapprox[i]*(Y[j+N/N1]-Y[j]) # Euler 
approximation with timestep Dt1=R*Dt=2^(-2) 
  j<-j+N/N1 # euresh twn katallhlwn shmeiwn ths kinhshs Brown 
} 
Xapprox<-ts(Xapprox,start=0,delta=1/N1) 
X<-ts(X,start=0,delta=1/N) 
plot(Xapprox, main="Geometric Brownian Motion", ylab="Xapprox, X", col='yellow') 
lines(X,col='light blue') 
Με τθν εκτζλεςι του προζκυψαν τα ακόλουκα αποτελζςματα: 
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χιμα 3.2 Προςζγγιςθ Euler (κίτρινθ γραμμι) με βιμα       και ακριβισ λφςθ (γαλάηια 

γραμμι) για τθ γεωμετρικι κίνθςθ Brown. 

Παρατθροφμε ότι θ προςζγγιςθ Euler διαφζρει από τθ διαδικαςία Itô. Αναμζνουμε, 

ωςτόςο, μια μεγαλφτερθ ομοιότθτα αν χρθςιμοποιιςουμε μικρότερο βιμα. 

Επαναλαμβάνουμε τθν προθγοφμενθ διαδικαςία για       οπότε προκφπτει: 
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χιμα 3.3 Προςζγγιςθ Euler (κίτρινθ γραμμι) με μικρότερο βιμα       και ακριβισ λφςθ 

(γαλάηια γραμμι) για τθ γεωμετρικι κίνθςθ Brown. 

Από το ςχιμα 3.3 παρατθροφμε ότι θ προςζγγιςθ Euler είναι πλθςιζςτερα ςτθ διαδικαςία 

Itô ςτο τελικό ςθμείο     όταν το βιμα είναι μικρότερο. 

Παράδειγμα 3.1.2β 

Ακολοφκωσ, κεωροφμε το μοντζλο Ornstein-Uhlenbeck, δθλαδι τθ διαδικαςία Itô 

  {      } που ικανοποιεί τθ γραμμικι ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ 

                                 [   ]                              (3.1.24) 

με αρχικι τιμι      . 

Πρόκειται για μια διαδικαςία Itô με ςυντελεςτι μετατόπιςθσ 

                                                                    (3.1.25) 

και ςυντελεςτι διάχυςθσ 



44 
 

                                                                      (3.1.26) 

Γνωρίηουμε τθν αναλυτικι λφςθ τθσ (3.1.24) θ οποία είναι 

                       ∫       

 

 

    

για   [   ], όπου ωσ γνωςτόν ∫        
 

 
     .  

 

  
            / αφοφ θ 

ολοκλθρωτζα ςυνάρτθςθ εξαρτάται μόνο από τον χρόνο. 

Για να προςομοιϊςουμε ζνα μονοπάτι τθσ προςζγγιςθσ Euler για μια δοκείςα διαμζριςθ 

του χρόνου ξεκινάμε από αρχικι τιμι       και προχωράμε αναδρομικά για να 

παράγουμε τθν επόμενθ τιμι  

                   

για           ςφμφωνα με το ςχιμα Euler με ςυντελεςτζσ μετατόπιςθσ και διάχυςθσ τισ 

(3.1.25) και (3.1.26) αντίςτοιχα. Για ςφγκριςθ, γράφουμε τθν ακριβι λφςθ ωσ εξισ: 

        (       )           ∫        

 

 

    

υνεπϊσ, οι αντίςτοιχεσ τιμζσ τθσ ακριβοφσ λφςθσ προςδιορίηονται ωσ ακολοφκωσ: 

     
                        ∫        

    

  

      

Θζτουμε     ∫        
    

  
    και    

 . Σότε όλα τα ηεφγθ         
   είναι αμοιβαία 

ανεξάρτθτα. υνεπϊσ, για τθν προςομοίωςθ μονοπατιϊν το πρόβλθμα ανάγεται ςτον 

προςδιοριςμό τθσ από κοινοφ κατανομισ των         
  . Πρόκειται για διδιάςτατθ 

κανονικι κατανομι με μθδενικζσ μζςεσ τιμζσ και   

 [   
 ]     

 [   ]  
 

  
(                     ) 

Τπολογίηουμε πρϊτα 

 [    ]   [〈   〉 ]   [〈           〉 ]   [         〈 〉  ] 

          〈 〉   ∫       

 

 

   
 

 
            

οπότε 

 [      
 ]   [         (     

    )] 
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  [         
]   [       ]   [       

]   [     ] 

  [         
]   *    [    |   ]+   *   [     

|   ]+   [     ] 

  [         
]   [     ]   [     ]   [     ] 

  [         
]   [     ]  

 

 
                          

 
 

 
(                   ) 

Τπάρχουν πολλοί τρόποι να προςομοιϊςει κανείσ τιμζσ από διδιάςτατθ κανονικι 

κατανομι. Ζνασ από αυτοφσ είναι με τθ χριςθ τθσ ςυνάρτθςθσ mvrnorm. Θα πρζπει, 

ωςτόςο να κατεβάςουμε το πακζτο MASS, αφοφ ο αλγόρικμοσ υλοποιείται ςε αυτό. Ζνασ 

άλλοσ τρόποσ τον οποίον κα χρθςιμοποιιςουμε και εδϊ είναι ο εξισ: Όταν το ηεφγοσ των 

τυχαίων μεταβλθτϊν       ακολουκεί διδιάςτατθ κανονικι κατανομι με μζςθ τιμι μθδζν 

μποροφμε να γράψουμε 

  
        

 [ ]
    

όπου θ   είναι μια κανονικι τυχαία μεταβλθτι, ανεξάρτθτθ τθσ  . υνεπϊσ, ζχουμε 

    
       

      

 [   
 ]

   
    

με 

 [   ]   0
       

      

 [   
 ]

   
 1   [ ]  .

       
      

 [   
 ]

/

 

 [   
 ]   [ ]     

 [ ]   [   ]  .
       

      

 [   
 ]

/

 

 [   
 ] 

 
 

  
(                     )  

.
 
 
(                   )/

 

  
 

υνεπϊσ, προςομοιϊνουμε τιμζσ από δφο ανεξάρτθτεσ τυπικζσ κανονικζσ τυχαίεσ 

μεταβλθτζσ    και    και ακολοφκωσ κάνουμε τον μεταςχθματιςμό: 

   
  √     
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(                   )

  
√    

 
√  

  
(                     )  

.
 
 
(                   )/

 

  
   

Ο παρακάτω κϊδικασ ςε   παράγει προςζγγιςθ Euler με ιςαπζχοντα ςθμεία ςτο διάςτθμα 
[   ] με βιμα       για τθ διαδικαςία Itô   -που ικανοποιεί τθν (3.1.24) με        
    και     –και απεικονίηει τόςο τθν προςεγγιςτικι λφςθ όςο και τθν ακριβι: 
 
# Ornstein-Uhlenbeck 
set.seed(257) 
N<-4096 
N1<-16 
T0<-0 
T<-1 
Dt<-1/N 
Dt1<-1/N1 
Y<-numeric(N+1) 
Y1<-numeric(N+1) 
X<-numeric(N+1) 
Xapprox<-numeric(N1+1) 
Y[1]<-0 
Y1[1]<-0 
X[1]<-1 
Xapprox[1]<-1 
Z1<-rnorm(N) 
Z2<-rnorm(N) 
t<-T0+Dt 
for (i in 1:N){ 
  Y1[i+1]<-Y1[i]+sqrt(Dt)*Z1[i] 
  Y[i+1]<-exp(1.5*(t-Dt))*(exp(1.5*Dt)-1)/(1.5*Dt)*sqrt(Dt)*Z1[i]+sqrt((exp(3*(t-
Dt))*(exp(3*Dt)-1)/3-(exp(1.5*(t-Dt))*(exp(1.5*Dt)-1))^2/(1.5*1.5*Dt)))*Z2[i] 
  X[i+1]<-X[i]*exp((-1.5)*Dt)+exp((-1.5)*t)*Y[i+1] 
  t<-t+Dt 
} 
j<-1 
for (i in 1:N1){ 
  Xapprox[i+1]<-Xapprox[i]-1.5*Xapprox[i]*Dt1+(Y1[j+N/N1]-Y1[j]) 
  j<-j+N/N1 
} 
Xapprox<-ts(Xapprox,start=0,delta=1/N1) 
X<-ts(X,start=0,delta=1/N) 
plot(Xapprox, main="Ornstein-Uhlenbeck", ylab="Xapprox, X", col='yellow') 
lines(X,col='light blue') 
 

Με τθν εκτζλεςι του προζκυψαν τα ακόλουκα αποτελζςματα: 
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χιμα 3.4 Προςζγγιςθ Euler (κίτρινθ γραμμι) με βιμα       και ακριβισ λφςθ (γαλάηια 

γραμμι) για το μοντζλο Ornstein-Uhlenbeck. 

Επαναλαμβάνουμε τθν προθγοφμενθ διαδικαςία για       οπότε προκφπτει 
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χιμα 3.5 Προςζγγιςθ Euler (κίτρινθ γραμμι) με μικρότερο βιμα       και ακριβισ λφςθ 

(γαλάηια γραμμι) για το μοντζλο Ornstein-Uhlenbeck . 

Παρατθροφμε και ςε αυτιν τθν περίπτωςθ ότι θ προςζγγιςθ Euler είναι πλθςιζςτερα ςτθ 

διαδικαςία Itô ςτο τελικό ςθμείο     όταν το βιμα είναι μικρότερο. 

3.1.3  Αριθμητικόσ υπολογιςμόσ και ανάλυςη του ςφάλματοσ 

Θα χρθςιμοποιιςουμε το πρϊτο παράδειγμα τθσ προθγοφμενθσ ενότθτασ προκειμζνου να 

εξετάςουμε  με μεγαλφτερθ ακρίβεια  το κριτιριο του απολφτου ςφάλματοσ και να 

επιβεβαιϊςουμε και ςτθν πράξθ τα κεωρθτικά αποτελζςματα. Θα αςχολθκοφμε, δθλαδι, 

με τθ διαδικαςία Itô   {      } (γεωμετρικι κίνθςθ Brown) που ικανοποιεί τθ 

γραμμικι ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ 

                                                [   ]                         (3.1.19) 

Τπενκυμίηουμε ότι θ αναλυτικι λφςθ τθσ (3.1.19) είναι 

        .(  
 

 
  *      /   
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Για το ςκοπό αυτό προςομοιϊνουμε   μονοπάτια τθσ κίνθςθσ Brown τα οποία 

χρθςιμοποιοφμε ςτθ ςυνζχεια για να καταςκευάςουμε   προςεγγιςτικζσ λφςεισ   και   

ακριβείσ λφςεισ  . Ασ ςυμβολίςουμε τθν τελικι τιμι τθσ   –οςτισ προςεγγιςτικισ και 

ακριβοφσ λφςθσ με      και      αντίςτοιχα. Χρθςιμοποιϊντασ τα προςομοιωμζνα 

μονοπάτια, το απόλυτο ςφάλμα που δίνεται από τθν (3.1.5) μπορεί να εκτιμθκεί από τθν 

ποςότθτα 

 ̂  
 

 
∑ |          |

 
                                                      (3.1.27) 

Με τθν εκτζλεςθ του παρακάτω κϊδικα ςε   -ο οποίοσ προςομοιϊνει      μονοπάτια 

τθσ διαδικαςίασ Itô που ικανοποιεί τθν (3.1.19) με       ,      ,       και τισ Euler 

προςεγγίςεισ αυτϊν με ιςαπζχοντα ςθμεία ςτο διάςτθμα [   ] για       με βιμα 

      που αντιςτοιχοφν ςτα ίδια μονοπάτια τθσ κίνθςθσ Brown και υπολογίηει το  ̂ όπωσ 

αυτό ορίηεται ςτθν (3.1.27):  

# ypologismos sfalmatos 
set.seed(45) 
N<-4000 
N1<-16 
K<-25 
T0<-0 
T<-1 
Dt<-1/N 
Dt1<-1/N1 
Y<-numeric(N+1) 
X<-numeric(N+1) 
E<-numeric(K) 
Xapprox<-numeric(N1+1) 
Y[1]<-0 
X[1]<-1 
Xapprox[1]<-1 
for (k in 1:K){ 
  Z<-rnorm(N) 
  t<-T0+Dt 
  for (i in 1:N){ 
    Y[i+1]<-Y[i]+sqrt(Dt)*Z[i] 
    X[i+1]<-exp((1.5-0.5)*t+Y[i+1]) 
    t<-t+Dt 
  } 
  j<-1 
  for (i in 1:N1){ 
    Xapprox[i+1]<-Xapprox[i]+1.5*Xapprox[i]*Dt1+Xapprox[i]*(Y[j+N/N1]-Y[j]) 
    j<-j+N/N1 
  } 
  E[k]=abs(Xapprox[N1+1]-X[N+1]) 
} 
e=mean(E) 

προζκυψε το ακόλουκο αποτζλεςμα: 
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 ̂           

                          Πίνακασ 3.1  Απόλυτο ςφάλμα  ̂ για βιμα      . 

Επαναλαμβάνουμε τθ διαδικαςία  για             και       και ςυνοψίηουμε όλα 

τα αποτελζςματα ςτον παρακάτω πίνακα: 

                  

 ̂                                         
Πίνακασ 3.2  Απόλυτα ςφάλματα  ̂ για διαφορετικά βιματα  . 

Επαναλαμβάνουμε τθ διαδικαςία αλλάηοντασ το seed, χρθςιμοποιϊντασ, δθλαδι 

διαφορετικι αρχικι τιμι για τθ γεννιτρια τυχαίων αρικμϊν και ςυνδυάηουμε τα δφο 

αποτελζςματα ςτον παρακάτω πίνακα γράφοντασ   ̂ και    ̂ αντίςτοιχα για το απόλυτο 

ςτατιςτικό ςφάλμα (3.1.27):  

                  
  ̂                                         
  ̂                                        

Πίνακασ 3.3  Απόλυτα ςφάλματα   ̂ και   ̂ για διαφορετικά βιματα  . 

υγκρίνοντασ τα αποτελζςματα ςτον πίνακα 3.3 παρατθροφμε και ςτισ δφο περιπτϊςεισ ότι 

θ εκτίμθςθ του απολφτου ςφάλματοσ μειϊνεται όςο μειϊνεται το βιμα. Ωςτόςο, αυτζσ οι 

εκτιμιςεισ είναι τυχαίεσ μεταβλθτζσ και παίρνουν διαφορετικζσ τιμζσ ςτισ δφο ομάδεσ. Για 

μεγάλεσ τιμζσ του   γνωρίηουμε από το κεντρικό οριακό κεϊρθμα ότι το ςφάλμα  ̂ 

ςυμπεριφζρεται αςυμπτωτικά ςαν μια γκαουςιανι τυχαία μεταβλθτι και ςυγκλίνει κατά 

νόμο ςτθ μθ τυχαία μζςθ τιμι   τθσ απόλυτθσ τιμισ του ςφάλματοσ κακϊσ    . 

Προφανϊσ, ςτθν πράξθ δεν μποροφμε να παράγουμε άπειρο αρικμό μονοπατιϊν. 

Μποροφμε, ωςτόςο, να εκτιμιςουμε τθ διαςπορά   
  του  ̂ και να τθ χρθςιμοποιιςουμε 

για τθν καταςκευι ενόσ διαςτιματοσ εμπιςτοςφνθσ για το  . 

Για να το κάνουμε αυτό οργανϊνουμε τισ προςομοιϊςεισ ςε   ομάδεσ, κακεμιά εκ των 

οποίων περιζχει   προςομοιϊςεισ και εκτιμοφμε τθ διαςπορά του  ̂ με τον ακόλουκο 

τρόπο. υμβολίηουμε με        και        τθν προςεγγιςτικι και ακριβι λφςθ αντίςτοιχα που 

δίνονται από το   –οςτό μονοπάτι ςτθν   –οςτι ομάδα. Για κάκε ομάδα λαμβάνουμε μζςα 

ςφάλματα 

  ̂  
 

 
∑|              |

 

   

    

τα οποία είναι ανεξάρτθτα και κατά προςζγγιςθ γκαουςιανά για μεγάλεσ τιμζσ του  . Ο 

λόγοσ που οργανϊςαμε τα ςφάλματα ςε ομάδεσ είναι ότι μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε 

τθν κατανομι Student για να καταςκευάςουμε διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ για άκροιςμα 

ανεξάρτθτων, γκαουςιανϊν ι εν προκειμζνω κατά προςζγγιςθ γκαουςιανϊν τυχαίων 

μεταβλθτϊν με άγνωςτθ διαςπορά. Ειδικότερα, εκτιμοφμε τον μζςο  
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 ̂  
 

 
∑  ̂

 

   

 
 

  
∑∑|              |

 

   

 

   

 

και τθ διαςπορά 

 ̂ 
  

 

   
∑(  ̂   ̂)

 
 

   

 

των μζςων όρων των ομάδων. Η εμπειρία ζχει δείξει ότι οι μζςοι όροι των ομάδων 

μποροφν να ερμθνευκοφν ωσ γκαουςιανοί για μεγζκθ ομάδασ     . Εμείσ ςυνικωσ κα 

χρθςιμοποιοφμε      . Για τθν κατανομι Student με     βακμοφσ ελευκερίασ, ζνα 

          διάςτθμα εμπιςτοςφνθσ για το   δίνεται από  

  ̂    ̂  ̂    ̂                                                       (3.1.28) 

με 

  ̂          √
 ̂ 
 

 
                                                    (3.1.29) 

όπου          κακορίηεται από τθν κατανομι Student με     βακμοφσ ελευκερίασ. Για 

     και       βρίςκουμε από τουσ πίνακεσ τθσ κατανομισ Student  ότι          

    . ε αυτιν τθν περίπτωςθ το απόλυτο ςφάλμα   κα βρίςκεται ςτο αντίςτοιχο διάςτθμα 

εμπιςτοςφνθσ (3.1.28) με πικανότθτα        . 

Σο παρακάτω πρόγραμμα ςε   προςομοιϊνει      ομάδεσ κακεμιά με       

μονοπάτια τθσ διαδικαςίασ Itô που ικανοποιεί τθν (3.1.19) με       ,      ,       

και τισ Euler προςεγγίςεισ αυτϊν με ιςαπζχοντα ςθμεία που αντιςτοιχοφν ςτα ίδια 

μονοπάτια τθσ κίνθςθσ Brown ςτο διάςτθμα [   ] για      και υπολογίηει ζνα     

διάςτθμα εμπιςτοςφνθσ για το απόλυτο ςφάλμα  . Επίςθσ, επαναλαμβάνει τθ διαδικαςία 

για         και     ομάδεσ-χρθςιμοποιϊντασ ςε κάκε περίπτωςθ τισ ομάδεσ που ζχουν 

ιδθ προςομοιωκεί-και απεικονίηει τα διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ ςυναρτιςει του  . 

# kataskeuh diasthmatwn empistosynhs 
M<-c(10,20,40,100) 
e1<-numeric(4) 
se<-numeric(4) 
de<-numeric(4) 
a1<-numeric(4) 
a2<-numeric(4) 
e<-numeric(100) 
for (p in 1:4){ 
  if(p==1) 
     j<-0 
  if(p>1) 
     j<-M[p-1] 
  for (l in j+1:M[p]){ 
    N<-4000 
    N1<-16 
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    K<-100 
    T0<-0 
    T<-1 
    Dt<-1/N 
    Dt1<-1/N1 
    Y<-numeric(N+1) 
    X<-numeric(N+1) 
    E<-numeric(K) 
    Xapprox<-numeric(N1+1) 
    Y[1]<-0 
    X[1]<-1 
    Xapprox[1]<-1 
    for (k in 1:K){ 
      Z<-rnorm(N) 
      t<-T0+Dt 
      for (i in 1:N){ 
        Y[i+1]<-Y[i]+sqrt(Dt)*Z[i] 
        X[i+1]<-exp((1.5-0.5*0.1*0.1)*t+0.1*Y[i+1]) 
        t<-t+Dt 
      } 
      j<-1 
      for (i in 1:N1){ 
        Xapprox[i+1]<-Xapprox[i]+1.5*Xapprox[i]*Dt1+0.1*Xapprox[i]*(Y[j+N/N1]-Y[j]) 
        j<-j+N/N1 
      } 
      E[k]=abs(Xapprox[N1+1]-X[N+1]) 
    } 
    e[l]=mean(E) 
  } 
  e1[p]=mean(e[1:M[p]]) 
  se[p]=var(e[1:M[p]]) 
  de[p]=1.73*sqrt(se[p]/M[p]) 
  a1[p]=e1[p]-de[p] 
  a2[p]=e1[p]+de[p] 
} 
matplot(rbind(M,M),rbind(a1,a2),type="l",lty=1) 
 
Με τθν εκτζλεςι του προζκυψαν τα ακόλουκα αποτελζςματα 
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χιμα 3.6  Διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ για αυξανόμενο αρικμό ομάδων. 

Σα αποτελζςματα, όπωσ απεικονίηονται ςτο ςχιμα 3.6, υποδεικνφουν ότι το μικοσ του 

διαςτιματοσ εμπιςτοςφνθσ για το απόλυτο ςφάλμα μειϊνεται όςο αυξάνει ο αρικμόσ των 

ομάδων. τθν πραγματικότθτα, αυτό προβλζπεται από τον τφπο (3.1.29) ο οποίοσ 

υποδθλϊνει ότι για να μειϊςουμε ςτο μιςό το μικοσ του διαςτιματοσ εμπιςτοςφνθσ κα 

πρζπει να τετραπλαςιάςουμε τον αρικμό των ομάδων. Κατζςτθ εμφανζσ-από τθν εκ 

εκτζλεςθ του παραπάνω προγράμματοσ –ότι το να επιτφχουμε αυτιν τθν επιπλζον 

ακρίβεια μπορεί να είναι πολφ χρονοβόρο. 

Οι προθγοφμενοι υπολογιςμοί μασ παρζχουν μια μζκοδο για να κακορίςουμε τον αρικμό 

των προςομοιϊςεων που χρειάηονται για να λάβουμε ζνα διάςτθμα εμπιςτοςφνθσ 

δεδομζνου μικουσ για το απόλυτο ςφάλμα  . Αφοφ το μικοσ     ̂ του διαςτιματοσ 

εμπιςτοςφνθσ είναι αντιςτρόφωσ ανάλογο με τθν τετραγωνικι ρίηα του αρικμοφ των 

ομάδων  , ο απαιτοφμενοσ αρικμόσ ομάδων για ζνα επιλεγμζνο διάςτθμα εμπιςτοςφνθσ 

αρκοφντωσ μικροφ μικουσ μπορεί να είναι πολφ μεγάλοσ. Κατά ςυνζπεια κα πρζπει να 

ςκεφτοφμε αρκετά για να αποφαςίςουμε πόςθ ακρίβεια χρειάηεται πραγματικά ςτθν 

απάντθςθ ενόσ δοκζντοσ προβλιματοσ. 

Σϊρα κα κοιτάξουμε πιο επιςταμζνα τθ ςχζςθ μεταξφ του απολφτου ςφάλματοσ των 

προςεγγίςεων Euler και του βιματοσ.  
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Σο ακόλουκο πρόγραμμα ςε   προςομοιϊνει      ομάδεσ κακεμιά με       

μονοπάτια τθσ διαδικαςίασ Itô   που ικανοποιεί τθν (3.1.19) με       ,      ,       

και τισ Euler προςεγγίςεισ αυτϊν με ιςαπζχοντα ςθμεία που αντιςτοιχοφν ςτα ίδια 

μονοπάτια τθσ κίνθςθσ Brown ςτο διάςτθμα [   ] για      και υπολογίηει ζνα     

διάςτθμα εμπιςτοςφνθσ για το απόλυτο ςφάλμα  . Επίςθσ, επαναλαμβάνει τθ διαδικαςία 

για           και     και απεικονίηει τα διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ για το   ςυναρτιςει 

του  . 

# confidence_intervals_2 
set.seed(187) 
e<-numeric(20) 
for (l in 1:20){ 
  N<-4096 
  N1<-4 
  K<-100 
  T0<-0 
  T<-1 
  Dt<-1/N 
  Dt1<-1/N1 
  Y<-numeric(N+1) 
  X<-numeric(N+1) 
  E<-numeric(K) 
  Xapprox<-numeric(N1+1) 
  Y[1]<-0 
  X[1]<-1 
  Xapprox[1]<-1 
  for (k in 1:K){ 
    Z<-rnorm(N) 
    t<-T0+Dt 
    for (i in 1:N){ 
      Y[i+1]<-Y[i]+sqrt(Dt)*Z[i] 
      X[i+1]<-exp((1.5-0.5*0.1*0.1)*t+0.1*Y[i+1]) 
      t<-t+Dt 
    } 
    j<-1 
    for (i in 1:N1){ 
      Xapprox[i+1]<-Xapprox[i]+1.5*Xapprox[i]*Dt1+0.1*Xapprox[i]*(Y[j+N/N1]-Y[j]) 
      j<-j+N/N1 
    } 
    E[k]=abs(Xapprox[N1+1]-X[N+1]) 
  } 
  e[l]=mean(E) 
} 
e1=mean(e) 
se=var(e) 
de=1.73*sqrt(se/20) 
a1=e1-de 
a2=e1+de 
 

Με τθν εκτζλεςι του προζκυψαν τα ακόλουκα αποτελζςματα 
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χιμα 3.7 Διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ για αυξανόμενο βιμα. 

Σο ςχιμα 3.7 δείχνει ότι το μικοσ βιματοσ   ζχει ουςιαςτικό αποτζλεςμα ςτθν τιμι του 

απολφτου ςφάλματοσ   και το μικοσ του διαςτιματοσ εμπιςτοςφνθσ. Θα μποροφςαμε να 

ςυμπεριλάβουμε ςτο ςχιμα 3.7 τθ γραφικι παράςταςθ μιασ ςυνάρτθςθσ 

 ̃      
 

                                                              (3.1.30) 

για κάποια κατάλλθλθ ςτακερά  , που κα υποδείκνυε ότι το απόλυτο ςφάλμα είναι 

ανάλογο τθσ τετραγωνικισ ρίηασ του βιματοσ. Αυτό φαίνεται πιο κακαρά, αν 

απεικονίςουμε τα αποτελζςματα χρθςιμοποιϊντασ      ςυντεταγμζνεσ, οπότε το γράφθμα 

τθσ (3.1.30) γίνεται ευκεία γραμμι με κλίςθ 
 

 
: 



56 
 

 

χιμα 3.8       του απολφτου ςφάλματοσ ςυναρτιςει      . 

Βλζπουμε ότι τα διαςτιματα εμπιςτοςφνθσ ςτο ςχιμα 3.8 ακολουκοφν περίπου μια ευκεία 

γραμμι με κλίςθ 
 

 
. Θα μποροφςε να γίνει και περαιτζρω διερεφνθςθ με εφαρμογι τθσ 

μεκόδου των ελαχίςτων τετραγϊνων. 

Για να διερευνιςουμε περαιτζρω τθν αιτία του ςφάλματοσ διαςπάμε τθν τυχαία μεταβλθτι 

 ̂ ςε δφο μζρθ 

 ̂              

όπου       είναι το ςφάλμα διακριτοποίθςθσ χρόνου και       το ςτατιςτικό ςφάλμα. 

Σο ςφάλμα διακριτοποίθςθσ χρόνου ικανοποιεί τθν 

        [ ̂]   *
 

  
∑∑|              |

 

   

 

   

+ 

   [|     |]    
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βλζπουμε , δθλαδι, ότι ςυμπίπτει με το απόλυτο ςφάλμα. Αυτό το μζροσ του ςφάλματοσ 

εξαρτάται αποκλειςτικά από τθν επιλογι τθσ αρικμθτικισ μεκόδου.  

Για ζνα μεγάλο αρικμό    ανεξάρτθτων προςομοιϊςεων, το ςτατιςτικό ςφάλμα 

       ̂         ςυμπεριφζρεται –λόγω κεντρικοφ οριακοφ κεωριματοσ-ςαν γκαουςιανι 

τυχαία μεταβλθτι με μζςθ τιμι μθδζν και διαςπορά 

            [     ]   [  ̂        
 ] 

                             
 

    ∑∑ *(|             |   )
 
 +

 

   

 

   

 

                             
 

  
  [ |     |      ]  

 

  
 [|     |]                                        (3.1.31) 

δθλαδι το ςτατιςτικό ςφάλμα είναι αντιςτρόφωσ ανάλογο του ςυνολικοφ αρικμοφ    των 

προςομοιϊςεων. Η επιλογι τθσ αρικμθτικισ μεκόδου επθρεάηει το ςτατιςτικό ςφάλμα 

μόνο μζςω τθσ ςτακεράσ αναλογίασ  [|     |]. 

Πζραν του ςτατιςτικοφ ςφάλματοσ και του ςφάλματοσ από τθ διακριτοποίθςθ του χρόνου, 

υπάρχει πάντοτε ο κίνδυνοσ το αποτζλεςμα να επθρεάηεται από λάκθ ςτρογγυλοποίθςθσ, 

ιδιαίτερα ςτθν περίπτωςθ των μθ γραμμικϊν εξιςϊςεων. Από τθν (3.1.31) είναι φανερό, 

ωςτόςο, ότι χρειάηεται ζνασ τεράςτιοσ αρικμόσ μονοπατιϊν για να λάβουμε ζνα αμελθτζο 

ςτατιςτικό ςφάλμα με αποτζλεςμα το ςφάλμα ςτρογγυλοποίθςθσ να μπορεί να αμελθκεί 

ςυγκριτικά με τα άλλα δφο είδθ ςφάλματοσ. 

Από τα ανωτζρω βλζπουμε ότι κατά κφριο λόγο το ςφάλμα από τθ διακριτοποίθςθ του 

χρόνου επθρεάηεται αν επιλζξουμε κάποια άλλθ αρικμθτικι μζκοδο. Για το λόγο αυτό είναι 

φυςικό να χρθςιμοποιοφμε το κριτιριο ςφγκλιςθσ (3.1.7) για ςυγκρίςεισ μεταξφ των 

διαφορετικϊν αρικμθτικϊν μεκόδων. 

Για ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ που δεν μποροφν να επιλυκοφν αναλυτικά-που είναι 

και θ πιο ενδιαφζρουςα περίπτωςθ- θ προθγοφμενθ ανάλυςθ εξακολουκεί να ιςχφει μόνο 

που τϊρα το    είναι άγνωςτο, με αποτζλεςμα το απόλυτο ςφάλμα να μθν μπορεί να 

βρεκεί αρικμθτικά. Για να εκτιμιςουμε τθν τάξθ τθσ ςφγκλιςθσ εργαηόμαςτε ωσ εξισ: 

Παράγουμε ζναν αρικμό προςεγγίςεων   
   

 χρθςιμοποιϊντασ ζναν αυξανόμενο αρικμό 

         ιςαπεχόντων ςθμείων ςτο χρόνο. Τπό τισ (αρκετά ιςχυρζσ) προχποκζςεισ ότι 

οι αρικμθτικζσ προςεγγίςεισ με αυξανόμενο αρικμό ςθμείων προςεγγίηουν τθν πραγματικι 

λφςθ μονότονα και ότι θ ανιςότθτα ςτθν (3.1.7) μπορεί να αντικαταςτακεί από ιςότθτα, 

λαμβάνουμε τθν ανάλυςθ 

 *|  
     

   
   

|+   *|  
   

   |+   *|  
     

   |+ 

                      (
 

   *
 

   (
 

     *
 

 

           (
 

   *
 

(  
 

  * 
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ζτςι ϊςτε κατά προςζγγιςθ  

   
 *|  

        
   

|+

 *|  
     

   
     

|+

   
      

      

 

   
 (

 
   )

 

(  
 
  )

 (
 

     )
 

(  
 
  )

   
     

     

 
     

    
   

Αυτι θ εκτίμθςθ κα πρζπει φυςικά να ςυνδυαςτεί με μια κεωρθτικι απόδειξθ ότι θ 

αρικμθτικι λφςθ πράγματι ςυγκλίνει ςτθ ςωςτι λφςθ. 

3.1.4  Επί τοφτου υπολογιςμόσ τησ τάξησ ςφγκλιςησ για τη Γραμμική τοχαςτική 

Διαφορική Εξίςωςη 

Περίπτωςη 1 

Αναλφουμε τθ ςφγκλιςθ για τθ γεωμετρικι κίνθςθ Brown 

                                                               (3.1.19) 

όπου τα   και   είναι ςτακερζσ. Τπενκυμίηουμε ότι θ ακριβισ λφςθ τθσ (3.1.19) είναι  

      
(  

 
  

 )         

Σο ςχιμα Euler για αυτιν τθ διαδικαςία είναι 

                     

ι 

                    

όπου     √    ,           . Σότε, προφανϊσ, θ αρικμθτικι λφςθ ςτο ςθμείο      

είναι   

       ∏            

   

   

 

Για     ,    
 

 
 ,    

  

 
 , … ,      ,εξ’ οριςμοφ, το ςφάλμα ςτθν ιςχυρι ςφγκλιςθ είναι 

 [|     |]     [|∏             
   
     

(  
 

 
  )     |]      (3.1.32) 

Αν αναπτφξουμε κατά Taylor μζχρι          ζχουμε 

 
(  

 
  

 )          [(  
 

 
  *       ] 

                                        
 

 
[(  

 

 
  *       ]
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[(  

 

 
  *       ]

 

    

                                   [(  
 

 
  *       ] 

                                                  (  
 

 
  *        

 

 
        

  

                              
 

 
       

            

                                                                                
 

 
       

            

όπου    (  
 

 
  ) . υνεπϊσ, 

            
(  

 
  

 )                 
 

 
       

            

Άρα 

∏            

   

   

 ∏[ 
(  

 
  

 )                 
 

 
       

           ]

   

   

 

ι 

∏            

   

   

  
(  

 
  

 )                                   

Επομζνωσ, το ςφάλμα (3.1.32) γίνεται 

 [|     |]   [|                             |] 

                                     [|
 

  
        

 

  
         

 

  
        |] 

                                        [|
 

  
        

 

  
         

 

  
        |] 

                                                       (    
 
 * 

Αυτό δείχνει ότι το ςχιμα Euler ζχει τάξθ ιςχυρισ ςφγκλιςθσ ίςθ με 
 

 
. 

Περίπτωςη 2 

Σϊρα, κα προςπακιςουμε να αποκτιςουμε κάποια διαίςκθςθ γιατί το ςχιμα Euler ζχει 

τάξθ ιςχυρισ ςφγκλιςθσ ίςθ με   για τθ διαδικαςία  
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όταν θ   είναι ντετερμινιςτικι ςυνάρτθςθ. ε αυτιν τθν περίπτωςθ, το ςχιμα Euler είναι 

                         

κι επομζνωσ τθ χρονικι ςτιγμι      , 

      ∑        

   

   

 ∑         

   

   

    

Αφοφ θ ακριβισ λφςθ είναι 

      ∫      

 

 

 ∫       

 

 

 

ζχουμε 

      ∑        

   

   

 ∫      

 

 

 ∑         

   

   

 ∫       

 

 

 

θ πρϊτθ διαφορά του δεξιοφ μζλουσ του οποίου ζχει ςφάλμα      . Σϊρα κα αναλφςουμε 

το ςφάλμα για τθ δεφτερθ διαφορά του δεξιοφ μζλουσ τθσ παραπάνω εξίςωςθσ. Ορίηουμε 

  ∑         

   

   

   

  ∫       

 

 

 

Επιςθμαίνουμε ότι  

1. Η   είναι κανονικι τυχαία μεταβλθτι- ωσ άκροιςμα ανεξάρτθτων κανονικϊν 

τυχαίων μεταβλθτϊν- με μζςθ τιμι 

 [ ]   [∑         

   

   

]  ∑       [   ]

   

   

   

και διαςπορά 

 [ ]    [∑         
   
   ]  ∑        [   ]

   
    ∑         

   
     (3.1.33) 

υνεπϊσ, θ κανονικι τυχαία μεταβλθτι   μπορεί να εκφραςτεί ωσ 

  
   

√ 
√∑         

   

   

 

αφοφ το δεξί μζλοσ τθσ ανωτζρω εξίςωςθσ είναι μια τυχαία μεταβλθτι Gauss με 

μθδενικό μζςο και διαςπορά όπωσ ςτθν (3.1.33). 

2. Η   είναι επίςθσ κανονικι τυχαία μεταβλθτι- αφοφ θ ολοκλθρωτζα ςυνάρτθςθ δεν 

είναι τυχαία -με μζςθ τιμι και διαςπορά 
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 [ ]   *∫        

 

 

+    

 [ ]   [  ]   [(∫       
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]   *∫        

 

 

+  ∫        

 

 

    

υνεπϊσ, θ τυχαία μεταβλθτι   μπορεί να εκφραςτεί ωσ 

  
   

√ 
√∫       

 

 

    

υνεπϊσ, ζχουμε 

    
   

√ 
(

 √∑        

   

   

 √∫       

 

 
)

  

Αφοφ 

∑         

   

   

 ∫       

 

 

         

∑         

   

   

 ∫       

 

 

       

Αν ορίςουμε   ∫        
 

 
 , ζχουμε 

    
   

√ 
(√        √ )  

   

√ 
(√ √  

     

 
 √ ) 

                              
   

√ 
.√ (  

 

 

     

 
         +  √ / 

                              
   

√ 

 

 

     

√ 
 

Επομζνωσ, 

            
 

 

   

√ 

     

√ 
       

δθλαδι το ςχιμα Euler ζχει τάξθ ιςχυρισ ςφγκλιςθσ ίςθ με ζνα όταν θ      είναι 

ντετερμινιςτικι ςυνάρτθςθ. 
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3.1.5  Επιπλζον παραδείγματα και εφαρμογζσ τησ μεθόδου 

ε αυτιν τθν ενότθτα κα αςχολθκοφμε με δφο ενδιαφζροντα παραδείγματα μθ γραμμικϊν 

ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων ςτα οποία κα εφαρμόςουμε τθ μζκοδο Euler. Σο 

πρϊτο αφορά τθ δυναμικι του πλθκυςμοφ και το επόμενο τθ γενετικι. 

Παράδειγμα 3.1.5α  

Δυναμική του πληθυςμοφ Σο απλοφςτερο ντετερμινιςτικό μοντζλο τθσ αφξθςθσ του 

πλθκυςμοφ είναι θ εκκετικι εξίςωςθ  ̇    , όπου το   είναι ςυνικωσ μια κετικι ςτακερά 

θ οποία, ωςτόςο, μπορεί να ποικίλλει ςε πρόςθμο και πλάτοσ ανάλογα με το χρόνο   ζτςι 

ϊςτε να καλφπτει τισ εποχικζσ διακυμάνςεισ. Οι ιδιομορφίεσ του περιβάλλοντοσ μποροφν 

να μοντελοποιθκοφν επιτρζποντασ ςτο   να ποικίλλει με τυχαίο τρόπο, ωσ       , όπου 

   είναι μια διαδικαςία μθδενικοφ μζςου. Σόςο το ντετερμινιςτικό όςο και το ςτοχαςτικό 

μοντζλο επιτρζπουν μθ φραγμζνθ εκκετικι αφξθςθ, κάτι που δεν ευςτακεί ςε ζνα 

περιβάλλον με περιοριςμζνουσ πόρουσ. Κάτω από τζτοιεσ προχποκζςεισ , μία 

πεπεραςμζνθ   είναι κατάλλθλθ, με τον πλθκυςμό να μειϊνεται οποτεδιποτε ξεπερνά 

αυτιν τθν τιμι. Είναι εφκολο να εντάξουμε αυτό το ςτοιχείο ςτο ντετερμινιςτικό μοντζλο 

αντικακιςτϊντασ τθ ςτακερά αφξθςθσ   με το γραμμικό παράγοντα       . Σότε 

λαμβάνουμε τθ γραμμικι-τετραγωνικι εξίςωςθ Verhulst 

 ̇          

θ οποία γράφεται ςυνικωσ ωσ εξισ   

 ̇        

με το    να ζχει αντικαταςτακεί από το   και το    από το  . 

«Συχαιοποιϊντασ» τθν παράμετρο  , δθλαδι κεωρϊντασ ότι εξελίςςεται τυχαία ςτο χρόνο 

ωσ       λαμβάνουμε τθ ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ 

           
                                                    (3.1.34) 

θ οποία μπορεί να επιλυκεί αναλυτικά με τθ μζκοδο τθσ ςφγκριςθσ. Ειδικότερα, θ λφςθ 

αυτισ είναι 

   

     .(  
 
 
  )      /

    ∫    .(  
 
 
  )      /  

 

 

 

Σο ςχιμα Euler για αυτιν είναι: 

        (      
 )            

Για ςφγκριςθ, γράφουμε τθν ακριβι λφςθ ωσ εξισ: 
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     .(  
 
 
  )               /

       .(  
 
 
  )      /∫    .(  

 
 
  )      /  

 

 

 

υνεπϊσ, οι αντίςτοιχεσ τιμζσ τθσ ακριβοφσ λφςθσ προςδιορίηονται ωσ ακολοφκωσ: 

     
 

      .(  
 
 
  )     (     

    )/

        .(  
 
 
  )        /∫    .(  

 
 
  )      /  

    

  

 

όπου το ολοκλιρωμα ςτον παρονομαςτι προςεγγίηεται ωσ εξισ: 

∫    .(  
 

 
  *      /  

    

  

 ∑    .(  
 

 
  *        /          

    

   

 

όπου                          είναι μια ομοιόμορφθ διαμζριςθ του 

υποδιαςτιματοσ [       ]. τθν υλοποίθςθ κα χρθςιμοποιιςουμε τθν ζτοιμθ ςυνάρτθςθ  

τθσ   BBridge θ οποία καταςκευάηει κίνθςθ Brown με δεδομζνα άκρα-εδϊ τα     και      
.  

Η προςζγγιςθ με το άκροιςμα αποτελεί ουςιαςτικά εφαρμογι τθσ μεκόδου Euler ςτο 

ολοκλιρωμα του παρονομαςτι με λεπτότερθ διαμζριςθ. 

Ο παρακάτω κϊδικασ ςε   παράγει προςζγγιςθ Euler με ιςαπζχοντα ςθμεία ςτο διάςτθμα 

[   ] με βιμα       για τθ διαδικαςία Itô   -που ικανοποιεί τθν (3.1.34) με        

    και     –και απεικονίηει τόςο τθν προςεγγιςτικι λφςθ όςο και τθν ακριβι για το ίδιο 

μονοπάτι τθσ  κίνθςθσ Brown: 

# Stochastic Verhulst Equation 
N<-4000 
N1<-32 
N2<-100 
T0<-0 
T<-1 
Dt<-1/N 
Dt1<-1/N1 
Dt2<-1/N2 
Y<-numeric(N+1) 
X<-numeric(N+1) 
B<-numeric(N+1) 
B1<-numeric(N2) 
Xapprox<-numeric(N1+1) 
Y[1]<-0 
X[1]<-1 
B[1]<-0 
Xapprox[1]<-1 
Z<-rnorm(N) 
t<-T0+Dt 
t1<-0 
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B1[1]<-0 
for (i in 1:N){ 
  Y[i+1]<-Y[i]+sqrt(Dt)*Z[i] 
  tmp.BB<-BBridge(Y[i],Y[i+1],t-Dt,t,N=100) 
  w<-as.numeric(tmp.BB) 
  B[i+1]<-B[i] 
  for (l in 1:N2){ 
     B[i+1]<-B[i+1]+exp(w[l]+t1)*(Dt2*Dt) 
     t1<-t1+1/(N*N2) 
  } 
  X[i+1]<-exp(t+Y[i+1])/(1+B[i+1]) 
  t<-t+Dt 
}     
j<-1 
for (i in 1:N1){ 
  Xapprox[i+1]<-Xapprox[i]+(1.5*Xapprox[i]-Xapprox[i]^2)*Dt1+Xapprox[i]*(Y[j+N/N1]-Y[j]) 
  j<-j+N/N1 
} 
Xapprox<-ts(Xapprox,start=0,delta=1/N1) 
X<-ts(X,start=0,delta=1/N) 
plot(Xapprox, main="Verhulst", ylab="Xapprox, X", col='yellow') 
lines(X,col='light blue') 
 

Με τθν εκτζλεςι του προζκυψαν τα ακόλουκα αποτελζςματα: 
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χιμα 3.9 Προςζγγιςθ Euler (κίτρινθ γραμμι) με βιμα       και ακριβισ λφςθ (γαλάηια 

γραμμι) για τθν εξίςωςθ Verhulst. 

Επαναλαμβάνουμε τθν προθγοφμενθ διαδικαςία για       οπότε προκφπτει 
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χιμα 3.10 Προςζγγιςθ Euler (κίτρινθ γραμμι) με μικρότερο βιμα       και ακριβισ 

λφςθ (γαλάηια γραμμι) για τθν εξίςωςθ Verhulst. 

θμειϊνεται ότι ο ςυντελεςτισ μετατόπιςθσ τθσ ςτοχαςτικισ εξίςωςθσ Verhulst δεν 

ικανοποιεί τθν ικανι ςυνκικθ για ιςχυρι ςφγκλιςθ με αποτζλεςμα να μθν γνωρίηουμε αν θ 

προςζγγιςθ που λαμβάνουμε με τθ μζκοδο Euler κα ςυγκλίνει ςτθν ακριβι λφςθ. Από τα 

ανωτζρω ςχιματα, βλζπουμε ότι το ςχιμα Euler ‘δουλεφει’ καλά για τθ ςυγκεκριμζνθ 

επιλογι των παραμζτρων. Εν γζνει, ωςτόςο, ζχει αποδειχκεί ότι μπορεί να υπάρχουν 

μεγάλεσ αποκλίςεισ όταν οι ςυντελεςτζσ μεγαλϊνουν υπεργραμμικά. Για το λόγο αυτό, 

ειςάγουμε μια παραλλαγι τθσ μεκόδου Euler –πολφ εφκολα υλοποιιςιμθ- θ οποία 

αποδεικνφεται ότι ςυγκλίνει ιςχυρά ςτθ λφςθ, με τάξθ ςφγκλιςθσ 
 

 
 (ίδια με τθσ μεκόδου 

Euler) όταν ο ςυντελεςτισ διάχυςθσ είναι ολικά Lipschitz και ο ςυντελεςτισ μετατόπιςθσ 

είναι μονόπλευρα ολικά Lipschitz-δθλαδι ικανοποιεί τθ ςυνκικθ      (         )  

        για κάποια ςτακερά   και για κάκε       με   το ςφνολο τιμϊν τθσ   -με τθν 

παράγωγό του να αυξάνεται το πολφ ςαν πολυϊνυμο (τα οποία ιςχφουν όλα ςτθν 

περίπτωςι μασ) [7]. Πρόκειται για τθν ‘δαμαηόμενθ’ μζκοδο Euler, θ οποία ζχει ωσ εξισ: 
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|     |
          

για όλα τα   {         } και όλα τα    . 

Ο παρακάτω κϊδικασ ςε   παράγει προςζγγιςθ τθσ ‘δαμαηόμενθσ’ μεκόδου Euler με 

ιςαπζχοντα ςθμεία ςτο διάςτθμα [   ] με βιμα       για τθ διαδικαςία Itô   -που 

ικανοποιεί τθν (3.1.34) με            και     –και απεικονίηει τόςο τθν 

προςεγγιςτικι λφςθ όςο και τθν ακριβι για το ίδιο μονοπάτι τθσ  κίνθςθσ Brown: 

# Verhulst tamed_euler 
N<-4096 
N1<-128 
N2<-100 
T0<-0 
T<-1 
Dt<-1/N 
Dt1<-1/N1 
Dt2<-1/N2 
Y<-numeric(N+1) 
X<-numeric(N+1) 
B<-numeric(N+1) 
B1<-numeric(N2) 
Xapprox<-numeric(N1+1) 
Y[1]<-0 
X[1]<-1 
B[1]<-0 
Xapprox[1]<-1 
Z<-rnorm(N) 
t<-T0+Dt 
t1<-0 
B1[1]<-0 
for (i in 1:N){ 
  Y[i+1]<-Y[i]+sqrt(Dt)*Z[i] 
  tmp.BB<-BBridge(Y[i],Y[i+1],t-Dt,t,N=100) 
  w<-as.numeric(tmp.BB) 
  B[i+1]<-B[i] 
  for (l in 1:N2){ 
     B[i+1]<-B[i+1]+exp(w[l]+t1)*(Dt2*Dt) 
     t1<-t1+1/(N*N2) 
  } 
  X[i+1]<-exp(t+Y[i+1])/(1+B[i+1]) 
  t<-t+Dt 
}     
j<-1 
for (i in 1:N1){ 
  Xapprox[i+1]<-Xapprox[i]+((1.5*Xapprox[i]-Xapprox[i]^2)*Dt1)/(1+abs((1.5*Xapprox[i]-
Xapprox[i]^2))*Dt1)+Xapprox[i]*(Y[j+N/N1]-Y[j]) 
  j<-j+N/N1 
} 
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Xapprox<-ts(Xapprox,start=0,delta=1/N1) 
X<-ts(X,start=0,delta=1/N) 
plot(Xapprox, main="Verhulst", ylab="Xapprox, X", col='yellow') 
lines(X,col='light blue') 

Με τθν εκτζλεςι του προζκυψε το ακόλουκο αποτζλεςμα: 

 

χιμα 3.11 Προςζγγιςθ τθσ ‘δαμαηόμενθσ’ μεκόδου Euler (κίτρινθ γραμμι) με βιμα   

    και ακριβισ λφςθ (γαλάηια γραμμι) για τθν εξίςωςθ Verhulst. 

Παράδειγμα 3.1.5β  

Γενετική Η εξίςωςθ Itô 

                                                                  (3.1.35) 

όπου 

     .            
 

 
              /   
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ζχει γενετικι εφαρμογι, με τθν    να αντιπροςωπεφει τθν αναλογία τθ χρονικι ςτιγμι   

του ενόσ από τα δφο δυνατά αλλθλόμορφα ενόσ ςυγκεκριμζνου γονιδίου. Μια μαρκοβιανι 

διαδικαςία διακριτοφ χρόνου μπορεί να καταςκευαςτεί για τθν μοντελοποίθςθ των 

αλλαγϊν από γενιά ςε γενιά ςτισ αναλογίεσ των αλλθλομόρφων που οφείλονται αφενόσ 

ςτθ φυςικι επιλογι, θ οποία ευνοεί το αλλθλόμορφο το πλζον κατάλλθλο για τθν παροφςα 

κατάςταςθ ενόσ τυχαία μεταβαλλόμενου περιβάλλοντοσ και αφετζρου ςε μεταλλάξεισ οι 

οποίεσ ςε αυτιν τθν περίπτωςθ μετατρζπουν το ζνα αλλθλόμορφο ςτο άλλο. Ουςιαςτικά, 

αυτι θ διακριτοφ χρόνου μαρκοβιανι διαδικαςία ςυγκλίνει ςε μια διαδικαςία    που 

ικανοποιεί τθν (3.1.35) κακϊσ ο ςυνολικόσ αρικμόσ των αλλθλομόρφων γίνεται αυκαίρετα 

μεγάλοσ. 

Δυςτυχϊσ, θ εξίςωςθ (3.1.35) δεν μπορεί να επιλυκεί αναλυτικά και κατά ςυνζπεια είναι 

αναγκαίο να καταφφγουμε ςε αρικμθτικι επίλυςθ αυτισ. 

Θα εφαρμόςουμε τθ μζκοδο Euler. Σο ςχιμα Euler για τθν ανωτζρω διαδικαςία ζχει ωσ 

εξισ: 

                             

Όςον αφορά τθν υλοποίθςθ τθσ μεκόδου ςτον υπολογιςτι, για να μθν ξαναγράφουμε 

κϊδικα εξ’ αρχισ κα χρθςιμοποιιςουμε τθν ζτοιμθ ςυνάρτθςθ sde.sim που μασ παρζχει θ R 

και θ οποία βρίςκεται ςτο CRAN πακζτο που ονομάηεται sde (το οποίο κα πρζπει να 

κατεβάςουμε τθν πρϊτθ φορά και ςτθ ςυνζχεια να φορτϊνουμε κάκε φορά που τρζχουμε 

το πρόγραμμά μασ). Η ςυνάρτθςθ sde.sim μπορεί να χρθςιμοποιθκεί για τθν προςομοίωςθ 

μονοπατιϊν λφςεων γενικϊν ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων. Η ςυνάρτθςθ μπορεί να 

προςομοιϊςει μονοπάτια με τθ μζκοδο Euler αλλά και με άλλεσ μεκόδουσ. Η ςυνάρτθςθ 

δζχεται τουσ δφο ςυντελεςτζσ drift και sigma. Οι ςυντελεςτζσ κα πρζπει να είναι 

αντικείμενα τθσ κλάςθσ expression με ορίςματα ονομαηόμενα t και x αντίςτοιχα, για το 

χρόνο και το χϊρο. Αν ο ςυντελεςτισ διάχυςθσ δεν προςδιορίηεται, υποκζτουμε ότι είναι 

μοναδιαίοσ (δθλαδι ταυτοτικά ίςοσ με ζνα). Ο χριςτθσ μπορεί να προςδιορίςει τθν αρχικι 

τιμι    (προεπιλεγμζνθ τιμι το  ), το διάςτθμα [    ] (προεπιλεγμζνθ τιμι [   ]), το βιμα 

delta και τον αρικμό   των τιμϊν τθσ διαδικαςίασ που κα παραχκοφν (προεπιλεγμζνθ τιμι  

   ).  Η ςυνάρτθςθ πάντοτε επιςτρζφει ζνα αντικείμενο ts (χρονοςειρά) μικουσ    - 

δθλαδι τθν αρχικι τιμι    και τισ   νζεσ προςομοιωμζνεσ τιμζσ του μονοπατιοφ. Αν το 

βιμα δεν προςδιορίηεται,   
    

 
. Αν το βιμα προςδιορίηεται, τότε παράγονται   νζεσ 

παρατθριςεισ ςε ςθμεία αυξανόμενα κατά   και ο χρονικόσ ορίηοντασ προςδιορίηεται κατ’ 

αναλογία ωσ     .  

Ο παρακάτω κϊδικασ ςε   παράγει προςζγγιςθ Euler με ιςαπζχοντα ςθμεία ςτο διάςτθμα 

[   ] με βιμα       για τθ διαδικαςία Itô   -που ικανοποιεί τθν (3.1.35) με          

   ,       και     –και απεικονίηει τθν προςεγγιςτικι λφςθ: 

# process genetics 
require(sde) 
set.seed(5) 
d<-expression(0.5-x+1.5*x*(1-x)+0.5*x*(1-x)*(1-2*x)) 
s<-expression(x*(1-x)) 
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sde.sim(X0=0.2,drift=d, sigma=s)->X 
plot(X, main="Genetics",col='yellow') 
 

Με τθν εκτζλεςι του προζκυψε το ακόλουκο αποτελζςμα: 

 

χιμα 3.12 Προςζγγιςθ Euler με βιμα       για το μοντζλο τθσ γενετικισ. 

3.1.6 Αριθμητικζσ επιςημάνςεισ αναφορικά με το ςχήμα Euler 

Ασ   κεωριςουμε για παράδειγμα τθ γεωμετρικι κίνθςθ Brown ςτθν (3.1.19).  Αν         , 

τότε θ διαδικαςία είναι πάντοτε κετικι, ωσ  εκκετικι ςυνάρτθςθ τθσ κίνθςθσ Brown.  Η 

εφαρμογι του ςχιματοσ  Euler είναι δυνατόν  να οδθγιςει ςε μθ αναμενόμενα 

αποτελζςματα. Πράγματι, το ςχιμα Euler  για τθν     ζχει ωσ ακολοφκωσ 

       (       √   ) 

και αν το     είναι πολφ μικρό μπορεί ςε μία ι περιςςότερεσ προςομοιϊςεισ ο ψευδο-

τυχαίοσ αρικμόσ    που κα προκφψει από τθν κανονικι κατανομι να είναι τζτοιοσ ϊςτε 
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 √  
 

και τότε το        λαμβάνει αρνθτικζσ τιμζσ. Αυτό είναι αποτζλεςμα τθσ μεκόδου 

προςζγγιςθσ που χρθςιμοποιείται. τθν πραγματικότθτα, το ςχιμα Euler είναι εγγυθμζνο 

ότι κα ςυγκλίνει ςτθν μακθματικι περιγραφι τθσ γεωμετρικισ κίνθςθσ Brown, αλλά 

προςομοίωςθ με προςομοίωςθ δεν μποροφμε να αναμζνουμε ότι αυτό το αποτζλεςμα κα 

ςυμβαίνει κάκε φορά. 

3.2  Μζθοδοσ Milstein 

3.2.0 Περιγραφή τησ μεθόδου- Ανάπτυξη Itô –Taylor 

Η ανάπτυξθ κατά Itô –Taylor (ςτοχαςτικι ανάπτυξθ Taylor) είναι το ςτοχαςτικό αντίςτοιχο 

τθσ ανάπτυξθσ κατά Taylor ςτθ ντετερμινιςτικι περίπτωςθ και είναι πολφ ουςιαςτικι για τισ 

προςεγγίςεισ διακριτοφ χρόνου ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων. Η ανάπτυξθ κατά Itô 

–Taylor βαςίηεται ςε επαναλθπτικι εφαρμογι του κανόνα του Itô. 

Θεωροφμε τθ βακμωτι ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ 

                                                                  (3.2.1) 

Χάριν απλότθτασ κεωροφμε τθν αυτόνομθ περίπτωςθ, δθλαδι οι ςυναρτιςεισ  ,   δεν 

εξαρτϊνται από τθ μεταβλθτι   του χρόνου. 

Εφαρμόηοντασ τον κανόνα του Itô ςτθν       λαμβάνουμε 

       .     
  

  
     

 

 
      

   

   
    /         

  

  
                  (3.2.2) 

Αν ορίςουμε 

       
 

  
 

 

 
     

  

    

       
 

  
 

θ εξίςωςθ (3.2.2) γίνεται 

                              

ι ςε ολοκλθρωτικι μορφι 

       (   )  ∫           
 

  
 ∫            

 

  
                     (3.2.3) 

Αν επιλζξουμε        θ (3.2.3) δίνει 

       ∫        
 

  
 ∫          

 

  
                                    (3.2.4) 

δθλαδι λαμβάνουμε τθ δοκείςα ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ ςε ολοκλθρωτικι μορφι. 
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Σϊρα κα εφαρμόςουμε τον κανόνα του Itô ςτισ ςυναρτιςεισ εντόσ των ολοκλθρωμάτων. 

υνεπϊσ, για           θ (3.2.3) δίνει 

       (   )  ∫          
 

  
 ∫            

 

  
                      (3.2.5) 

Όμοια, αν           ζχουμε 

       (   )  ∫          
 

  
 ∫            

 

  
                       (3.2.6) 

Αντικακιςτϊντασ τισ (3.2.5) και (3.2.6) ςτθν (3.2.4) παίρνουμε 

       ∫, (   )  ∫         

 

  

 ∫           

 

  

-  

 

  

 

 ∫ , (   )  ∫          
 

  
 ∫            

 

  
-     

 

  
          (3.2.7) 

όπου 

        
  

  
 

 

 
     

   

        
 

 
      

        
  

  
 

 

 
     

   

        
 

 
      

        
  

  
     

        
  

  
     

Μαηεφοντασ τα τζςςερα διπλά ολοκλθρϊματα ςε ζνα υπόλοιπο   ζχουμε 

        (   )∫   
 

  
  (   )∫     

 

  
                         (3.2.8) 

με 

  ∫ ∫         

 

  

 

  

   ∫ ∫            

 

  

 

  

 

 ∫ ∫         

 

  

 

  

    ∫ ∫          

 

  

 

  

    

θμειϊνουμε ότι θ ουςία τθσ μεκόδου είναι να χρθςιμοποιοφμε επαναλθπτικά τθν 

αντικατάςταςθ ζτςι ϊςτε να λαμβάνουμε ςτακερζσ ολοκλθρωτζεσ ποςότθτεσ ςε όρουσ όλο 

και υψθλότερθσ τάξθσ. Για παράδειγμα, ο τελευταίοσ όροσ του υπολοίπου,  , (ο οποίοσ 

είναι ο μικρότερθσ τάξθσ όροσ ςτο   αν         είναι μικρό) είναι 
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∫ ∫          

 

  

 

  

   

 ∫ ∫,   (   )  ∫      (  )  

 

  

 ∫     (  )    

 

  

-

 

  

 

  

       

όπου επιλζξαμε       ςτθν εξίςωςθ (3.2.3). Ο πρϊτοσ όροσ τθσ τελευταίασ γραμμισ τθσ 

ωσ άνω εξίςωςθσ είναι 

   (   ) ∫ ∫   

 

  

 

  

     (   ) 
 (   ) ∫ ∫   

 

  

 

  

    

υνεπϊσ, θ εξίςωςθ (3.2.8) γίνεται 

        (   )∫   
 

  
  (   )∫     

 

  
  (   ) 

 (   ) ∫ ∫    
 

  

 

  
     ̃  (3.2.9) 

με  ̃ ζνα νζο υπόλοιπο. 

Σο επόμενο βιμα είναι να διατυπϊςουμε αρικμθτικοφσ αλγορίκμουσ από τισ εξιςϊςεισ που 

προζκυψαν με τθ ςτοχαςτικι ανάπτυξθ Taylor. Για το ςκοπό αυτό κα πρζπει να 

υπολογιςτοφν τα ολοκλθρϊματα. Για τθν (3.2.9) χρειαηόμαςτε τθ λφςθ του διπλοφ 

ολοκλθρϊματοσ. Ζχουμε 

∫ ∫   

 

  

 

  

    ∫      

 

  

    ∫  

 

  

    ∫   

 

  

   

 
 

 
(  

       
    )     (      ) 

 
 

 
(      )

 
 

 

 
                                                  (3.2.10) 

Με          και τθν τυχαία μεταβλθτι             θ ανωτζρω εξίςωςθ γράφεται 

ωσ εξισ 

∫ ∫   

 

  

 

  

    
 

 
     

  
 

 
   

Για τθν καταςκευι αρικμθτικϊν μεκόδων υψθλότερθσ τάξθσ χρειάηεται να υπολογιςτοφν 

επίςθσ τα τρία ακόλουκα διπλά ολοκλθρϊματα 

∫ ∫  

 

  

 

  

           ∫ ∫   

 

  

 

  

          ∫ ∫  

 

  

 

  

    

Σο πρϊτο ολοκλιρωμα είναι ντετερμινιςτικό. Με τον υπολογιςμό των δφο τελευταίων κα 

αςχολθκοφμε ςτθν ενότθτα 3.4. 
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Για το διάςτθμα [       ], επιλζγοντασ 

               

           

          
     

και ςυνδυάηοντασ τισ (3.2.9) και (3.2.10) λαμβάνουμε 

     
      (   )    (   )    

 

 
 (   ) 

 (   )      
       ̃ 

 Κρατϊντασ τουσ τρεισ πρϊτουσ όρουσ παίρνουμε τθ μζκοδο Euler: 

                         

 Αν κρατιςουμε όλουσ τουσ όρουσ       λαμβάνουμε τθ μζκοδο Milstein: 

                         
 

 
      

           
      

θμειϊνουμε ότι το ςχιμα Milstein χρειάηεται τον υπολογιςμό τθσ παραγϊγου    για τον 

τελευταίο όρο. 

Όπωσ είδαμε, το ςχιμα Milstein κάνει χριςθ του κανόνα του Itô για να αυξιςει τθν 

ακρίβεια τθσ προςζγγιςθσ προςκζτοντασ και όρο δεφτερθσ τάξθσ. Με τθν ίδια διαδικαςία, θ 

εκδοχι του ςχιματοσ ςε μθ αυτόνομεσ ςτοχαςτικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ είναι: 

                               
 

 
         

              
         

όπου ζχουμε κεωριςει ομοιόμορφθ διαμζριςθ του διαςτιματοσ. 

Αποδεικνφεται ότι το ςχιμα Milstein ζχει ιςχυρι τάξθ ςφγκλιςθσ ίςθ με  . Ασ κεωριςουμε 

το γενικό μοντζλο Ornstein-Uhlenbeck. ε αυτιν τθν περίπτωςθ ζχουμε: 

              

                         

δθλαδι τα ςχιματα Euler και Milstein ςυμπίπτουν. Αυτι είναι μία από τισ περιπτϊςεισ ςτισ 

οποίεσ το ςχιμα Euler ζχει ιςχυρι τάξθ ςφγκλιςθσ    . 

Παράδειγμα 

Η γεωμετρικι κίνθςθ Brown 

Για τθ διαδικαςία αυτι το ςχιμα Euler γίνεται 

    
    

            
     

και το ςχιμα Milstein 

    
    

     
       

     
 

 
    

 {     
    } 
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 (  (  

 

 
  *  *     

     
 

 
    

      
     

Τπενκυμίηουμε ότι     √    με         . Επομζνωσ, 

    
    

 (       √   ) 

και 

    
    

 (  (  
 

 
  *  *     

 √     
 

 
    

        

                                      
 .  .  

 

 
        /    √   /    

Κοιτάηοντασ  τθν ακριβι λφςθ τθσ (3.1.19), το ςχιμα Milstein κάνει τθν ανάπτυξθ ακριβϊσ 

μζχρι τάξθ      . Πράγματι, θ τυπικι ανάπτυξθ κατά Taylor δίνει 

           .(  
 

 
  

 *    √   / 

                                                  [  (  
 

 
  *    √    

 

 
            ] 

                                                             
     

3.2.1  Παράδειγμα εφαρμογήσ τησ μεθόδου   

Θεωροφμε και πάλι τθ διαδικαςία Itô   {      } (γεωμετρικι κίνθςθ Brown) που 

ικανοποιεί τθ γραμμικι ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ 

                                                [   ] 

με αρχικι τιμι      . 

Όπωσ ζχουμε δει, το ςχιμα Euler για αυτιν είναι 

    
    

            
     

και το ςχιμα Milstein 

    
    

 (  (  
 

 
  *  *     

     
 

 
    

      
     

Σο παρακάτω πρόγραμμα ςε   παράγει προςεγγίςεισ Milstein και Euler με ιςαπζχοντα 

ςθμεία ςτο διάςτθμα [   ] με βιμα       για τθν παραπάνω διαδικαςία με        

    και     και απεικονίηει τόςο τισ προςεγγιςτικζσ λφςεισ όςο και τθν ακριβι για το ίδιο 

μονοπάτι τθσ  κίνθςθσ Brown: 

# Geometrric Brownian Motion 
set.seed(934) 
N<-4096 
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N1<-64 
T0<-0 
T<-1 
Dt<-1/N 
Dt1<-1/N1 
Y<-numeric(N+1) 
X<-numeric(N+1) 
Xapprox<-numeric(N1+1) 
Xapproxm<-numeric(N1+1) 
Y[1]<-0 
X[1]<-1 
Xapprox[1]<-1 
Xapproxm[1]<-1 
Z<-rnorm(N) 
t<-T0+Dt 
for (i in 1:N){ 
  Y[i+1]<-Y[i]+sqrt(Dt)*Z[i] 
  X[i+1]<-exp((1.5-0.5)*t+Y[i+1]) 
  t<-t+Dt 
} 
j<-1 
for (i in 1:N1){ 
  Xapprox[i+1]<-Xapprox[i]+1.5*Xapprox[i]*Dt1+Xapprox[i]*(Y[j+N/N1]-Y[j]) 
  Xapproxm[i+1]<-Xapproxm[i]+1.5*Xapproxm[i]*Dt1+Xapproxm[i]*(Y[j+N/N1]-
Y[j])+0.5*Xapproxm[i]*((Y[j+N/N1]-Y[j])^2-Dt1) 
  j<-j+N/N1 
} 
Xapprox<-ts(Xapprox,start=0,delta=1/N1) 
Xapproxm<-ts(Xapproxm,start=0,delta=1/N1) 
X<-ts(X,start=0,delta=1/N) 
plot(Xapprox, main="Geometric Brownian Motion", ylab="Xapprox, X", col='yellow') 
lines(X,col='light blue') 
lines(Xapproxm,col='purple',lty='dashed') 
e1=abs(Xapprox[N1+1]- X[N+1]) 
e2=abs(Xapproxm[N1+1]- X[N+1]) 
 

Με τθν εκτζλεςι του προζκυψαν τα ακόλουκα αποτελζςματα: 
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χιμα 3.13  Προςεγγίςεισ Milstein (μωβ γραμμι) και Euler (κίτρινθ γραμμι) με βιμα   

    και ακριβισ λφςθ (γαλάηια γραμμι) για τθ γεωμετρικι κίνθςθ Brown. 

Επαναλαμβάνουμε τθν προθγοφμενθ διαδικαςία για       οπότε προκφπτει: 



78 
 

 

χιμα 3.14  Προςεγγίςεισ Milstein (μωβ γραμμι) και Euler (κίτρινθ γραμμι) με μικρότερο 

βιμα       και ακριβισ λφςθ (γαλάηια γραμμι) για τθ γεωμετρικι κίνθςθ Brown. 

Από τα ανωτζρω ςχιματα είναι φανερό ότι θ προςζγγιςθ Milstein είναι πλθςιζςτερα ςτθ 

διαδικαςία Itô ςτο τελικό ςθμείο     όταν το βιμα είναι μικρότερο. Επίςθσ, βλζπουμε 

ότι θ μζκοδοσ Milstein προςεγγίηει καλφτερα τθν ακριβι λφςθ ςε ςφγκριςθ με τθ μζκοδο 

Euler. Ειδικά για το τελικό ςθμείο βρίςκουμε ότι: 

  
  |     

 |                και     
  |     

 |              

για        και 

  
  |     

 |                και     
  |     

 |             

για      . 
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3.2.2  χζςη μεταξφ ςχημάτων Euler και Milstein 

Θα δείξουμε ζνα αποτζλεςμα που αφορά μεταςχθματιςμοφσ ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν 

εξιςϊςεων και τα δφο ςχιματα προςζγγιςθσ. Δοκείςθσ τθσ γενικισ ςτοχαςτικισ διαφορικισ 

εξίςωςθσ   

                                                                    (3.1.1) 

το ςχιμα Milstein για αυτιν είναι  

           .         
 

 
                 /   

                                                        √    
 

 
                    

                 (3.2.11) 

με          . Θεωροφμε τϊρα το μεταςχθματιςμό        και τον αντίςτροφο αυτοφ 

      . Εφαρμόηοντασ τον κανόνα του Itô ςτθν          λαμβάνουμε 

    
  

  
        

 

 

   

   
     〈 〉                                     (3.2.12) 

Όμωσ,          ∫          
 

 
 ∫           

 

 
       〈 〉          

όπου με        ζχουμε ςυμβολίςει το ςτοχαςτικό ολοκλιρωμα ∫           
 

 
 και όμοια 

για το ∫          
 

 
. 

Επομζνωσ, 

〈 〉  〈   〉      〈 〉                                              (3.2.13) 

υνεπϊσ, θ (3.2.12) λόγω των (3.1.1) και (3.2.13) γίνεται 

    
  

  
                             

 

 

   

   
     

          

            (              
 

 
        

       *                                (3.2.14) 

Επιλζγουμε τϊρα τθν   ωσ τον μεταςχθματιςμό Lamperti [βλ. παράρτθμα] ζτςι ϊςτε 

      
 

      
                 

       

       
    

Σότε θ (3.2.14) γίνεται 

    (
       

       
 

 

 
        +        

Αξίηει να ςθμειωκεί ξανά ότι ο μεταςχθματιςμόσ Lamperti είναι τζτοιοσ ϊςτε ο 

πολλαπλαςιαςτικόσ παράγοντασ μπροςτά από τθν κίνθςθ Brown να μθν εξαρτάται πλζον 

από τθν κατάςταςθ τθσ διαδικαςίασ. Σο ςχιμα Euler για τθν    δίνει 
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   (
        

        
 

 

 
         +   √    

Ακολοφκωσ, αναπτφςςουμε κατά Taylor τον αντίςτροφο μεταςχθματιςμό με ςκοπό να 

λάβουμε μια ςυγκρίςιμθ ζκφραςθ. 

                        
 

 
                                 (3.2.15) 

Όμωσ, 

      
 

  
       

 

  (    )
  (      ) 

και 

         (      )        (      ) (      ) 

υνεπϊσ, θ (3.2.17) γράφεται 

               .         
 

 
                 /    

                                                                  √    
 

 
                    

  

    (    
 
 *    

υνεπϊσ, το ςχιμα Milstein ςτθν αρχικι διαδικαςία (3.2.11) και το ςχιμα Euler ςτθ 

μεταςχθματιςμζνθ διαδικαςία είναι ίςα μζχρι και ςυμπεριλαμβανομζνθσ τθσ τάξθσ   . 

Ζτςι, κατά βάςθ, όποτε είναι δυνατόν, κα πρζπει κανείσ να χρθςιμοποιεί το ςχιμα Euler ςτθ 

μεταςχθματιςμζνθ διαδικαςία. 

Γενικά, αν θ   (όχι κατ’ ανάγκθ ο μεταςχθματιςμόσ Lamperti) εξαλείφει τισ 

αλλθλεπιδράςεισ μεταξφ τθσ κατάςταςθσ τθσ διαδικαςίασ και των αυξιςεων τθσ κίνθςθσ 

Brown, αυτι θ μζκοδοσ μεταςχθματιςμοφ είναι μάλλον πάντα ευπρόςδεκτθ, κακϊσ μειϊνει 

τθν αςτάκεια τθσ διαδικαςίασ προςομοίωςθσ. Περιςςότερεσ λεπτομζρειεσ πάνω ςε αυτό το 

κζμα μποροφν να βρεκοφν ςτο [3]. Ακολουκοφν κάποιεσ εφαρμογζσ τθσ μεκόδου 

μεταςχθματιςμοφ που μόλισ παρουςιάςαμε. 

Μεταςχθματιςμόσ τθσ γεωμετρικισ κίνθςθσ Brown 

Σο πρϊτο παράδειγμα αφορά τθ γεωμετρικι κίνθςθ Brown. Αν χρθςιμοποιιςουμε 

           , τότε από τθν (3.1.22) και τον κανόνα του Itô λαμβάνουμε  

       (  
 

 
  *          

υνεπϊσ, το ςχιμα Euler για τθ μεταςχθματιςμζνθ διαδικαςία είναι 
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      (  
 

 
  *    √      

Αν τϊρα αναπτφξουμε κατά Taylor τον αντίςτροφο μεταςχθματιςμό        , 

λαμβάνουμε το ςχιμα Milstein. 

Μεταςχθματιςμόσ τθσ διαδικαςίασ Cox-Ingersoll-Ross 

Μια πιο ενδιαφζρουςα εφαρμογι του μεταςχθματιςμοφ Lamperti αφορά τθ διαδικαςία 

Cox-Ingersoll-Ross. Η δυναμικι τθσ διαδικαςίασ είναι 

                  √        

και το ςχιμα Milstein για αυτιν είναι 

   (          
 

 
  

 *     √  √    
 

 
  

                     (3.2.16) 

Σϊρα, χρθςιμοποιϊντασ τον μεταςχθματιςμό   √  λαμβάνουμε τθ μεταςχθματιςμζνθ 

ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ 

    
 

   
.        

   
 

 
  

 /   
 

 
        

για τθν οποία το ςχιμα Euler είναι 

   
 

   
.(       

 )  
 

 
  

 /   
 

 
  √      

Αφοφ         λαμβάνουμε 

                          
              

 
 

 
  

        (    
 
 *  .(       

 )  
 

 
  

 /       √      

που είναι ακριβϊσ θ (3.2.16), δοκζντοσ ότι    √  . 

Για να δοφμε το προθγοφμενο αποτζλεςμα και γραφικά υλοποιοφμε τουσ παρακάτω 

κϊδικεσ ςε   για τθ διαδικαςία Cox-Ingersoll-Ross 

                  √                           

με                    . 

Η Cox-Ingersoll-Ross διαδικαςία με το ςχιμα Milstein 

Χρειαηόμαςτε τθ μερικι παράγωγο του ςυντελεςτι        ωσ προσ  , 

        
 

  
 √  

 

√ 
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υνεπϊσ, 

# Cox-Ingersoll-Ross process (CIR-2) 
d<-expression(6-3*x) 
s<-expression(2*sqrt(x)) 
s.x<-expression(1/sqrt(x)) 
set.seed(64) 
sde.sim(X0=10, drift=d, sigma=s, sigma.x=s.x, method="milstein")->X 
plot(X, main="Cox-Ingersoll-Ross") 
 
Η Cox-Ingersoll-Ross διαδικαςία με το ςχιμα Euler ςτθ μεταςχθματιςμζνθ διαδικαςία 

   √      

    
 

   
.        

   
 

 
  

 /   
 

 
                 √      

με                    . 

# Cox-Ingersoll-Ross process (CIR-3) 
set.seed(64) 
d<-expression((6-3*x^2-1)/(2*x)) 
s<-expression(1) 
sde.sim(X0=sqrt(10), drift=d, sigma=s)->Y 
plot(Y^2, main="Cox-Ingersoll-Ross") 
 
θμειϊνεται ότι χρθςιμοποιικθκε θ ζτοιμθ ςυνάρτθςθ sde.sim που μασ παρζχει θ R και θ 

οποία , όπωσ ζχει ιδθ αναφερκεί, βρίςκεται ςτο CRAN πακζτο sde. 

Με τθν εκτζλεςι τουσ προζκυψαν τα κάτωκι αποτελζςματα 
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χιμα 3.15 Προςζγγιςθ Milstein για τθ διαδικαςία Cox-Ingersoll-Ross. 
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χιμα 3.16 Προςζγγιςθ Euler για τθ μεταςχθματιςμζνθ διαδικαςία.  

Επαλθκεφουμε, ςυνεπϊσ, ότι το ςχιμα Milstein CIR-2 επιςτρζφει το ίδιο μονοπάτι με το 

CIR-3 αλλά ςε διαφορετικι κλίμακα (δθλ.     ). 

3.2.3  Ιςχυρή ςφγκλιςη για τα ςχήματα Euler και Milstein 

Για να δείξουμε ςτθν πράξθ πϊσ θ ιςχυρι ςφγκλιςθ λαμβάνει χϊρα ςτα ςχιματα 

διακριτοποίθςθσ, αναπαράγουμε εδϊ κάποια εμπειρικά ςτοιχεία από το *8+. Σο αντικείμενο 

αυτισ τθσ ενότθτασ είναι να δείξει πϊσ το ςχιμα Milstein ςυμπεριφζρεται καλφτερα από το 

ςχιμα Euler όςον αφορά τθ ςφγκλιςθ ςτθν απλι περίπτωςθ τθσ γεωμετρικισ κίνθςθσ 

Brown. Όπωσ ζχει ιδθ αναφερκεί, θ ςφγκλιςθ είναι ςτο όριο του βιματοσ διακριτοποίθςθσ, 

κακϊσ     . Σο πείραμα εξελίςςεται ωσ εξισ: 

1. Αρχικά προςομοιϊνουμε μονοπάτια τθσ κίνθςθσ Brown με αυξανόμενο επίπεδο 

λεπτότθτασ (δθλαδι με μειοφμενθ τιμι του   ). Αυτό γίνεται επαναλθπτικά 

χρθςιμοποιϊντασ τθ γζφυρα Brown. 
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2. τθ ςυνζχεια καταςκευάηουμε το μονοπάτι τθσ γεωμετρικισ κίνθςθσ Brown τόςο με 

το ςχιμα Euler όςο και με το ςχιμα Milstein, χρθςιμοποιϊντασ το διακζςιμο 

μονοπάτι τθσ κίνθςθσ Brown. 

3. Σζλοσ, ςυγκρίνουμε τισ τιμζσ τθσ διαδικαςίασ   τθ χρονικι ςτιγμι   ςτισ δφο 

περιπτϊςεισ.  

Σο ςχιμα 3.16 είναι το αποτζλεςμα του βιματοσ   και τθ λογικι αυτοφ εξθγοφμε αμζςωσ 

τϊρα. Η άνω-αριςτερι γωνία απεικονίηει το μονοπάτι μιασ γζφυρασ Brown που ξενικά από 

το   τθ χρονικι ςτιγμι      και καταλιγει ςτο   τθ χρονικι ςτιγμι     

χρθςιμοποιϊντασ δφο διαςτιματα, δθλαδι ςτθν πραγματικότθτα ζχουμε τρία ςθμεία του 

μονοπατιοφ τισ χρονικζσ ςτιγμζσ   
 

 
 και  . Η άνω-δεξιά εικόνα ζχει δθμιουργθκεί ζχει 

δθμιουργθκεί χρθςιμοποιϊντασ δφο γζφυρεσ Brown. Η πρϊτθ γζφυρα Brown ξενικά από το 

  τθ χρονικι ςτιγμι   και καταλιγει ςτο  (
 

 
) τθ χρονικι ςτιγμι   

 

 
 . Η δεφτερθ γζφυρα 

Brown ξενικά από το  (
 

 
) τθ χρονικι ςτιγμι   

 

 
 και καταλιγει ςτο   τθ χρονικι ςτιγμι  . 

Αυτό το μονοπάτι αποτελείται από πζντε ςθμεία τισ χρονικζσ ςτιγμζσ   
 

 
 
 

 
 
 

 
  . το 

επόμενο βιμα, θ διαδικαςία επαναλαμβάνεται χωρίηοντασ κάκε διάςτθμα *  
 

 
+    *

 

 
  + 

ςε δφο μζρθ μζχρι τθν τελευταία κάτω-δεξιά εικόνα θ οποία αποτελείται από       

ςθμεία του μονοπατιοφ τθσ κίνθςθσ Brown. Σο ςχιμα παράγεται με τον ακόλουκο κϊδικα ο 

οποίοσ δείχνει ζναν εναλλακτικό τρόπο καταςκευισ διαδικαςίασ με ςυνεχζσ αλλά  πουκενά 

παραγωγίςιμο μονοπάτι (δθλαδι κίνθςθ Brown). 

# Euler-Milstein 
set.seed(2) 
W<-vector(14,mode="list") 
W[[1]]<-BBridge(1,1,0,1,N=2) 
for(i in 1:13){ 
  cat(paste(i,"\n")) 
  n<-length(W[[i]]) 
  t<-time(W[[i]]) 
  w<-as.numeric(W[[i]]) 
  tmp<-w[1] 
  for(j in 1:(n-1)){ 
    tmp.BB<-BBridge(w[j],w[j+1],t[j],t[j+1],N=2) 
    tmp<-c(tmp,as.numeric(tmp.BB[2:3])) 
  } 
  W[[i+1]]<-ts(tmp, start=0, deltat=1/(2^(i+1))) 
} 
min.w<-min(unlist(W))-0.5 
max.w<-max(unlist(W))+0.5 
opar<-par(no.readonly=TRUE) 
par(mfrow=c(7,2),mar=c(3,0,0,0)) 
for(i in 1:14){ 
  plot(W[[i]], ylim=c(min.w,max.w),axes=F,col='light blue') 
  if(i==1) 
    axis(1,c(0,0.5,1)) 
  if(i==2) 
    axis(1,c(0,0.25,0.5,0.75,1)) 
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  if(i>2) 
    axis(1,c(0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1)) 
  text(0.5,2.2,sprintf("N=%d",2^i)) 
} 
par(opar) 
 

τον παραπάνω κϊδικα ςε   , κάνουμε χριςθ τθσ ςυνάρτθςθσ BBridge του πακζτου sde. 

 

χιμα 3.17  Ζνα προςομοιωμζνο μονοπάτι τθσ κίνθςθσ Brown για αυξανόμενα επίπεδα 

διαμζριςθσ, με το   να είναι ο αρικμόσ των υποδιαςτθμάτων του [   ]. 

Σο επόμενο βιμα είναι να προςομοιϊςουμε μονοπάτι τθσ γεωμετρικισ κίνθςθσ Brown 

χρθςιμοποιϊντασ τόςο το ςχιμα Euler όςο και το ςχιμα Milstein και να υπολογίςουμε τθν 

τιμι      και με τα δφο ςχιματα. Ο ακόλουκοσ κϊδικασ πραγματοποιεί τουσ 

υπολογιςμοφσ αυτοφσ και απεικονίηει τισ δφο τιμζσ ζναντι τθσ πραγματικισ τιμισ      για 

το δοκζν μονοπάτι τθσ κίνθςθσ Brown (δθλαδι τθσ κίνθςθσ Brown που καταλιγει ςτο   τθ 

χρονικι ςτιγμι  , που είναι ζνα είδοσ γζφυρασ Brown)         (  
 

 
  ). Ζχουμε 

επιλζξει     και   
 

 
. 

S0<-1 
theta<-c(1,0.5) 
euler<-NULL 
milstein<-NULL 
for(i in 1:14){ 
  n<-length(W[[i]]) 
  Dt<-1/n 
  sDt<-sqrt(Dt) 



87 
 

  E<-numeric(n) 
  E[1]<-S0 
  M<-numeric(n) 
  M[1]<-S0 
  for(j in 2:n){ 
    Z<-W[[i]][j]-W[[i]][j-1] 
    E[j]<-E[j-1]*(1+theta[1]*Dt+theta[2]*Z) 
    M[j]<-M[j-1]*(1+(theta[1]-0.5*theta[2]^2)*Dt+theta[2]*Z+0.5*theta[2]^2*Z^2) 
  } 
  cat(paste(i,"\n")) 
  euler<-c(euler,E[n]) 
  milstein<-c(milstein,M[n]) 
} 
plot(1:14,euler,type="l",main="Milstein vs 
Euler",xlab=expression(log[2](N)),ylab="S(T)",col='yellow') 
lines(1:14,milstein,lty=2,col='light blue') 
abline(h=exp(theta[1]-0.5*theta[2]^2),lty=3,col='purple') 
 

χιμα 3.18  Σαχφτθτα ςφγκλιςθσ των ςχθμάτων Euler και Milstein(Euler=κίτρινθ ενιαία 

γραμμι, Milstein=γαλάηια διακεκομμζνθ γραμμι) ςτθν πραγματικι τιμι (μωβ γραμμι με 

τελείεσ) ςυναρτιςει του βιματοσ    
 

 
. 
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Σο ςχιμα δείχνει τθν ταχφτθτα ςφγκλιςθσ των δφο ςχθμάτων (Euler=ενιαία γραμμι, 

Milstein=διακεκομμζνθ γραμμι) ςτθν πραγματικι τιμι (γραμμι με τελείεσ) ςυναρτιςει του 

   
 

 
.  

3.3  Μζθοδοσ προβλζπτησ-διορθωτήσ 

3.3.0  Παρουςίαςη τησ μεθόδου 

Και τα δφο ςχιματα διακριτοποίθςθσ που ζχουμε δει μζχρι ςτιγμισ κεωροφν ότι οι 

ςυντελεςτζσ   και   δεν μεταβάλλονται ςτο διάςτθμα   , κάτι που φυςικά δεν αλθκεφει 

για μια γενικι ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ, κακϊσ τα   και   μπορεί να εξαρτϊνται τόςο 

από τον χρόνο   όςο και από τθν κατάςταςθ τθσ διαδικαςίασ   . Ζνασ τρόποσ αυτϊν των 

ςυντελεςτϊν είναι κατά κάποιο τρόπο. Αφοφ οι ςυντελεςτζσ εξαρτϊνται από το    και 

εμείσ προςομοιϊνουμε το   , θ μζκοδοσ που παρουςιάηουμε ςτθ ςυνζχεια προςπακεί 

απλά να προςεγγίςει τισ καταςτάςεισ τθσ διαδικαςίασ πρϊτα. Η μζκοδοσ αυτι ζχει τάξθ 

αςκενοφσ ςφγκλιςθσ ίςθ με . Ο αλγόρικμοσ προβλζπτθσ-διορκωτισ ζχει ωσ εξισ: Αρχικά 

κεωροφμε τθν απλι προςζγγιςθ (τον προβλζπτθ) 

 ̃                          √    

Κατόπιν, επιλζγουμε δφο ςυντελεςτζσ   και   ςτο διάςτθμα [   ] και υπολογίηουμε τον 

διορκωτι  

        (  ̃(      ̃   )        ̃       )   

 (  (      ̃   )               )√    

όπου 

 ̃                                       

3.3.1  Παράδειγμα εφαρμογήσ τησ μεθόδου 

Ο ακόλουκοσ κϊδικασ εφαρμόηει τθ μζκοδο προβλζπτθ-διορκωτι ςτθ γεωμετρικι κίνθςθ 

Brown με            και     και απεικονίηει τόςο τθν προςεγγιςτικι λφςθ που 

προκφπτει όςο και τθν προςζγγιςθ Euler και τθν ακριβι λφςθ για το ίδιο μονοπάτι τθσ  

κίνθςθσ Brown: 

# Predictor-Corrector method 
N<-4096 
N1<-64 
T0<-0 
T<-1 
Dt<-1/N 
Dt1<-1/N1 
Y<-numeric(N+1) 
X<-numeric(N+1) 
Xapprox<-numeric(N1+1) 
Xapproxp<-numeric(N1) 
Y[1]<-0 
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X[1]<-1 
Xapprox[1]<-1 
Xapproxp[1]<-1 
Z<-rnorm(N) 
t<-T0+Dt 
for (i in 1:N){ 
  Y[i+1]<-Y[i]+sqrt(Dt)*Z[i] 
  X[i+1]<-exp((1.5-0.5)*t+Y[i+1]) 
  t<-t+Dt 
} 
j<-1 
for (i in 1:N1){ 
  Xapproxp[i+1]<-Xapprox[i]+1.5*Xapprox[i]*Dt1+Xapprox[i]*(Y[j+N/N1]-Y[j]) 
  Xapprox[i+1]<-
Xapprox[i]+(0.4*1.2*Xapproxp[i+1]+0.6*1.2*Xapprox[i])*Dt1+(0.3*Xapproxp[i+1]+0.7*Xappr
ox[i])*(Y[j+N/N1]-Y[j]) 
  j<-j+N/N1 
} 
Xapprox<-ts(Xapprox,start=0,delta=1/N1) 
Xapproxp<-ts(Xapproxp,start=0,delta=1/N1) 
X<-ts(X,start=0,delta=1/N) 
plot(Xapproxp, main="Geometrric Brownian Motion", ylab="Xapprox, X", col='yellow') 
lines(X,col='light blue') 
lines(Xapprox,col='purple',lty='dashed') 
 
Με τθν εκτζλεςι του προζκυψε το ακόλουκο αποτζλεςμα: 
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χιμα 3.19  Προςζγγιςθ με τθ μζκοδο προβλζπτθ-διορκωτι (μωβ γραμμι) και Euler 

(κίτρινθ γραμμι) με βιμα       και ακριβισ λφςθ (γαλάηια γραμμι) για τθ γεωμετρικι 

κίνθςθ Brown. 

3.4  Ιςχυρό ςχήμα Taylor τάξησ     

3.4.0  Παρουςίαςη τησ μεθόδου 

Ζνα πιο ακριβζσ ιςχυρό ςχιμα Taylor μπορεί να λθφκεί αν ςυμπεριλάβουμε περιςςότερα 

πολλαπλά ςτοχαςτικά ολοκλθρϊματα από τθ ςτοχαςτικι ανάπτυξθ Taylor ςτο ςχιμα. Για το 

ςκοπό αυτό εφαρμόηουμε τθν (3.2.5) για      ,      ,      ,       και 

κρατάμε τα ολοκλθρϊματα με τισ ςτακερζσ ολοκλθρωτζεσ ποςότθτεσ. Σότε το νζο υπόλοιπο 

   αποτελείται από τριπλά ολοκλθρϊματα. Για τθν       θ ανάλυςθ διενεργικθκε ςτθν 

προθγοφμενθ ενότθτα όπου προζκυψε ο διορκωτικόσ όροσ 

    

 
                                                                    (3.4.1) 

ο οποίοσ οδιγθςε ςτο ςχιμα Milstein το οποίο ζχει ιςχυρι τάξθ ςφγκλιςθσ ίςθ με  . 
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Για       το ολοκλιρωμα δεν είναι ςτοχαςτικό και προκφπτει άμεςα ο όροσ  

(    
 

 
     )

 

 
                                                         (3.4.2) 

Για       και        τα ολοκλθρϊματα είναι ςτοχαςτικά και τα καλοφμε 

        ∫ ∫   

 

  

 

  

   ∫(      )  

 

  

    

        ∫ ∫  

 

  

 

  

    ∫         

 

  

    

ενϊ 

   (   )   (   ) 
 (   )                                                (3.4.3) 

   (   )    (   ) 
 (   )  

 

 
  (   ) 

  (   )                           (3.4.4) 

Σϊρα κα πρζπει να προςεγγίςουμε τα δφο ςτοχαςτικά ολοκλθρϊματα        και       . 

Εφαρμόηουμε τον κανόνα του Itô ςτθν      και λαμβάνουμε: 

                    

          ∫    

 

  

 ∫    

 

  

    

∫     
 

  
           ∫     

 

  
                                         (3.4.5) 

Ζχουμε 

       ∫         

 

  

 ∫    

 

  

   (      ) 

το οποίο λόγω τθσ (3.4.5) γίνεται 

                 ∫    

 

  

            

          ∫(      )  

 

  

    
       

       (      )           

Θζτοντασ 



92 
 

                                                                             (3.4.6)  

         και           , θ ωσ άνω ςχζςθ γράφεται: 

                                                                      (3.4.7) 

ε αυτό το ςθμείο τα δφο ςτοχαςτικά διπλά ολοκλθρϊματα        και        εκφράηονται 

ςυναρτιςει μόνο μίασ τυχαίασ μεταβλθτισ    πλζον τθσ μεταβλθτισ    που 

χρθςιμοποιοφνταν προθγουμζνωσ. Η τυχαία μεταβλθτι    είναι μια κανονικά 

κατανεμθμζνθ  τυχαία μεταβλθτι (ωσ όριο ακροίςματοσ κανονικϊν ανεξάρτθτων τυχαίων 

μεταβλθτϊν) με μζςθ τιμι και διαςπορά: 

 [  ]   *∫(      )  

 

  

+  ∫ [      ]  

 

  

   

 [  ]   [(∫(      )  

 

  

)

 

]   *∫ ∫(      )(      )    

 

  

 

  

+ 

 ∫ ∫ [(      )(      )]    

 

  

 

  

  ∫ ∫ [(      )(      )]    

 

  

 

  

 

  ∫ ∫, [    ]   [     ]   [     ]   *(   )
 
+-     

 

  

 

  

 

  ∫ ∫{    }    

 

  

 

  

 ∫      
    

 

  

    ∫        

 

  

 

 
  

 
 

  
 

 
   

           
    

     
        

 
  

 
    

    
   

  
 

 
 

 

 
      

  
 

 
      

Η ςυνδιακφμανςθ των    και    είναι: 

 [    ]   *∫(      )  

 

  

(      )+   *∫(      )(      )  

 

  

+ 

 ∫ [(      )(      )]  

 

  

 

 ∫, [    ]   [     ]   [     ]   *(   )
 
+-   
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 ∫{    }  

 

  

 
  

 
 

  
 

 
          

 

 
      

  
 

 
      

Όλα τα ηεφγθ           είναι αμοιβαία ανεξάρτθτα για όλα τα  . 

Για τθν πραγματοποίθςθ τθσ τυχαίασ μεταβλθτισ    χρθςιμοποιοφμε δφο ανεξάρτθτεσ 

τυπικζσ κανονικζσ τυχαίεσ μεταβλθτζσ    και    (                ) και κάνουμε τον 

ακόλουκο μεταςχθματιςμό: 

   √     

   
 

 
    

 
 (   

 

√ 
  * 

αφοφ με αυτόν τον τρόπο οι    και    ακολουκοφν κανονικι κατανομι με τισ επικυμθτζσ 

ροπζσ. Πράγματι, 

 [  ]   [
 

 
    

 
 (   

 

√ 
  *]  

 

 
    

 
 ( [  ]  

 

√ 
 [  ]*      

 [    ]   [
 

 
    

 
 (   

 

√ 
  *√    ]  

 

 
     ( [  

 ]  
 

√ 
 [    ]* 

 
 

 
     (  

 

√ 
 [  ] [  ]*  

 

 
      

και 

 [  ]   0{
 

 
    

 
 (   

 

√ 
  *}

 

1  
 

 
     ( [  

 ]  
 

√ 
 [    ]  

 

 
 [  

 ]* 

 
 

 
     (  

 

√ 
 [  ] [  ]  

 

 
*  

 

 
     

 

 
 

 

 
         

Σζλοσ, κα ςυμπεριλάβουμε ζναν ακόμθ όρο ςτο ςχιμα. το υπόλοιπο    υπάρχει ο όροσ 

∫ ∫ ∫      (  )    
 

  

 

  

 

  
      . Εφαρμόηουμε τθν (3.2.5) για         και κρατάμε το 

ολοκλθρϊμα με τθ ςτακερι ολοκλθρωτζα ποςότθτα, δθλαδι το 

     (   ) ∫ ∫ ∫     

 

  

 

  

 

  

       

όπου  

     (   )   (   )
 

  
( (   ) 

 (   ))                               (3.4.8) 

και 

∫ ∫ ∫     
 

  

 

  

 

  
       ∫

 

 
(      )

 
 

 

 
         

 

  
           (3.4.9) 
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Όμωσ, εφαρμόηοντασ τον κανόνα του Itô ςτθν  
(      )

 

 
 

 

 
      (      ) 

λαμβάνουμε: 

 (
(      )

 

 
 

 

 
      (      )) 

  
 

 
(      )   (

(      )
 

 
 

 

 
      )    

 

 
(      )      

(      )
 

 
 

 

 
      (      )  ∫(

(      )
 

 
 

 

 
      )   

 

  

    

∫(
(      )

 

 
 

 

 
      )    

 

  

 
(      )

 

 
 

 

 
      (      ) 

υνεπϊσ, θ (3.4.9) γίνεται 

∫ ∫ ∫     

 

  

 

  

 

  

       
(      )

 

 
 

 

 
      (      ) 

 
 

 
,
 

 
        -                                                (3.4.10) 

Αν προςκζςουμε τουσ διορκωτικοφσ όρουσ (3.4.1), (3.4.2), (3.4.3) και (3.4.6), (3.4.4) και 

(3.4.7), (3.4.8) και (3.4.10) λαμβάνουμε το ιςχυρό ςχιμα Taylor τάξθσ    : 

                         
 

 
      

           
            

         

 
 

 
{      

      
 

 
       

      }     
  {      

      
 

 
       

      } {           } 

 
 

 
     (      

     )
 
{
 

 
     

    }       

Σο παραπάνω ςχιμα-όπωσ δθλϊνεται και ςτο όνομά του- ζχει ιςχυρι τάξθ ςφγκλιςθσ ίςθ 

με    . Επίςθσ, για τθν υλοποίθςθ του ςχιματοσ χρειάηονται πρόςκετεσ μερικζσ παράγωγοι 

των ςυντελεςτϊν μετατόπιςθσ και διάχυςθσ. Σζλοσ, ασ ςθμειωκεί ότι το ςχιμα Euler δεν 

είναι ιςχυρισ τάξθσ       για τθ γενικι διαδικαςία Ornstein-Uhlenbeck, κακότι υπάρχουν 

επιπλζον όροι ςτο ανάπτυγμα. 

3.4.1  Παράδειγμα εφαρμογήσ τησ μεθόδου   

Θεωροφμε για ακόμθ μία φορά τθ γεωμετρικι κίνθςθ Brown 

Σο ιςχυρό ςχιμα Taylor τάξθσ     για αυτιν είναι 
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    {     

    }          
 

 
        

  

     {         }  
 

 
     {

 

 
     

    }      

Σο παρακάτω πρόγραμμα ςε   παράγει προςζγγιςθ με το ιςχυρό ςχιμα Taylor τάξθσ     με 

ιςαπζχοντα ςθμεία ςτο διάςτθμα [   ] με βιμα       για τθν παραπάνω διαδικαςία με 

           και     και απεικονίηει τόςο τθν προςεγγιςτικι λφςθ όςο και τθν ακριβι 

και τισ προςεγγίςεισ Euler και Milstein για ςυγκριτικοφσ λόγουσ: 

# geom_br_m_1.5strong_taylor_scheme 
set.seed(45) 
N<-4096 
N1<-512 
T0<-0 
T<-1 
Dt<-1/N 
Dt1<-1/N1 
Y<-numeric(N+1) 
X<-numeric(N+1) 
K<-numeric(N) 
Xapprox<-numeric(N1+1) 
Xapproxm<-numeric(N1+1) 
Xapprox1<-numeric(N1+1) 
Y[1]<-0 
X[1]<-1 
Xapprox[1]<-1 
Xapproxm[1]<-1 
Xapprox1[1]<-1 
Z<-rnorm(N) 
Z1<-rnorm(N1) 
t<-T0+Dt 
for (i in 1:N){ 
  Y[i+1]<-Y[i]+sqrt(Dt)*Z[i] 
  X[i+1]<-exp((1.5-0.5)*t+Y[i+1]) 
  t<-t+Dt 
} 
j<-1 
for (i in 1:N1){ 
  Xapprox[i+1]<-Xapprox[i]+1.5*Xapprox[i]*Dt1+Xapprox[i]*(Y[j+N/N1]-Y[j]) 
  Xapproxm[i+1]<-Xapproxm[i]+1.5*Xapproxm[i]*Dt1+Xapproxm[i]*(Y[j+N/N1]-
Y[j])+0.5*Xapproxm[i]*((Y[j+N/N1]-Y[j])^2-Dt1) 
  j<-j+N/N1 
} 
j<-1 
for (i in 1:N1){ 
  K[i]<-0.5*(Dt1*(Y[j+N/N1]-Y[j])+Dt1*sqrt(Dt1)*Z1[i]/sqrt(3)) 
  Xapprox1[i+1]<-Xapprox1[i]+1.5*Xapprox1[i]*Dt1+Xapprox1[i]*(Y[j+N/N1]-
Y[j])+0.5*Xapprox1[i]*((Y[j+N/N1]-Y[j])^2-
Dt1)+1.5*Xapprox1[i]*K[i]+0.5*(1.5*Xapprox1[i]*1.5)*Dt1^2+(1.5*Xapprox1[i])*((Y[j+N/N1]-
Y[j])*Dt1-K[i])+0.5*Xapprox1[i]*(1/3*(Y[j+N/N1]-Y[j])^2-Dt1)*(Y[j+N/N1]-Y[j]) 
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  j<-j+N/N1 
} 
Xapprox<-ts(Xapprox,start=0,delta=1/N1) 
Xapprox1<-ts(Xapprox1,start=0,delta=1/N1) 
Xapproxm<-ts(Xapproxm,start=0,delta=1/N1) 
X<-ts(X,start=0,delta=1/N) 
plot(Xapprox, main="Geometric Brownian Motion", ylab="Xapprox, X", col='purple') 
lines(X,col='light blue') 
lines(Xapproxm,col='green',lty=1) 
lines(Xapprox1,col='red',lty=4) 
e1<-abs(X[N+1]-Xapprox[N1+1]) 
e2<-abs(Xapproxm[N1+1]- X[N+1]) 
e3<-abs(X[N+1]-Xapprox1[N1+1]) 
 

Με τθν εκτζλεςι του προζκυψαν τα ακόλουκα αποτελζςματα: 

 

χιμα 3.20  Προςεγγίςεισ με το ιςχυρό ςχιμα Taylor τάξθσ     (κόκκινθ γραμμι), Milstein 

(πράςινθ γραμμι) και Euler (μωβ γραμμι) με βιμα       και ακριβισ λφςθ (γαλάηια 

γραμμι) για τθ γεωμετρικι κίνθςθ Brown. 
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Επαναλαμβάνουμε τθν προθγοφμενθ διαδικαςία για       οπότε προκφπτει: 

 

χιμα 3.21  Προςεγγίςεισ με το ιςχυρό ςχιμα Taylor τάξθσ     (κόκκινθ γραμμι), Milstein 

(πράςινθ γραμμι) και Euler (μωβ γραμμι) με μικρότερο βιμα       και ακριβισ λφςθ 

(γαλάηια γραμμι) για τθ γεωμετρικι κίνθςθ Brown. 

Από τα ανωτζρω ςχιματα είναι φανερό ότι θ προςζγγιςθ με το ιςχυρό ςχιμα Taylor τάξθσ 

     είναι πλθςιζςτερα ςτθ διαδικαςία Itô ςτο τελικό ςθμείο     όταν το βιμα είναι 

μικρότερο. Επίςθσ, βλζπουμε ότι το ιςχυρό ςχιμα Taylor τάξθσ     προςεγγίηει καλφτερα 

τθν ακριβι λφςθ ςε ςφγκριςθ με τισ μεκόδουσ Euler και Milstein. Ειδικά για το τελικό 

ςθμείο βρίςκουμε ότι: 

  
  |     

 |           ,    
  |     

 |          και   
  |     

 |         

για        και 

  
  |     

 |           ,    
  |     

 |          και    
  |     

 |         
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για      .  

3.4.2  υγκριτικά αποτελζςματα μεθόδων   

Σο αντικείμενο αυτισ τθσ ενότθτασ είναι να δείξει πϊσ το ιςχυρό ςχιμα Taylor τάξθσ     

υπερζχει τόςο του ςχιματοσ Milstein όςο και του ςχιματοσ Euler όςον αφορά τθ ςφγκλιςθ 

ςτθν απλι περίπτωςθ τθσ γεωμετρικισ κίνθςθσ Brown. Για το ςκοπό αυτό 

επαναλαμβάνουμε τα βιματα τθσ ενότθτασ 3.2.3. 

υνεπϊσ, αφοφ προςομοιϊςουμε με τον ίδιο ακριβϊσ τρόπο μονοπάτια τθσ κίνθςθσ Brown 

με αυξανόμενο επίπεδο λεπτότθτασ, ακολοφκωσ κα πρζπει να προςομοιϊςουμε μονοπάτι 

τθσ γεωμετρικισ κίνθςθσ Brown χρθςιμοποιϊντασ τόςο το ςχιμα Euler και το ςχιμα 

Milstein όςο και το ιςχυρό ςχιμα Taylor τάξθσ     και να υπολογίςουμε τθν τιμι      και 

με τα τρία ςχιματα. Ο ακόλουκοσ κϊδικασ πραγματοποιεί τουσ υπολογιςμοφσ αυτοφσ και 

απεικονίηει τισ τρεισ τιμζσ ζναντι τθσ πραγματικισ τιμισ      για το δοκζν μονοπάτι τθσ 

κίνθςθσ Brown (δθλαδι τθσ κίνθςθσ Brown που καταλιγει ςτο   τθ χρονικι ςτιγμι  , που 

είναι ζνα είδοσ γζφυρασ Brown)         (  
 

 
  ). Ζχουμε επιλζξει και εδϊ     και 

  
 

 
. 

S0<-1 
theta<-c(1,0.5) 
euler<-NULL 
milstein<-NULL 
strongtayl<-NULL 
for(i in 1:14){ 
  n<-length(W[[i]]) 
  Dt<-1/n 
  sDt<-sqrt(Dt) 
  E<-numeric(n) 
  E[1]<-S0 
  M<-numeric(n) 
  M[1]<-S0 
  T<-numeric(n) 
  T[1]<-S0 
  K<-numeric(n) 
  for(j in 2:n){ 
    Z<-W[[i]][j]-W[[i]][j-1] 
    K[j]<-0.5*(Dt*Z+Dt*sqrt(Dt)*rnorm(1)/sqrt(3)) 
    E[j]<-E[j-1]*(1+theta[1]*Dt+theta[2]*Z) 
    M[j]<-M[j-1]*(1+(theta[1]-0.5*theta[2]^2)*Dt+theta[2]*Z+0.5*theta[2]^2*Z^2) 
    T[j]<-T[j-1]+T[j-1]*Dt+0.5*T[j-1]*Z+0.5^3*T[j-1]*(Z^2-Dt)+0.5*T[j-1]*K[j]+0.5*T[j-
1]*Dt^2+(0.5*T[j-1])*(Z*Dt-K[j])+0.5^4*T[j-1]*(1/3*Z^2-Dt)*Z 
 
  } 
  cat(paste(i,"\n")) 
  euler<-c(euler,E[n]) 
  milstein<-c(milstein,M[n]) 
  strongtayl<-c(strongtayl,T[n]) 
} 
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plot(1:14,euler,type="l",main="Milstein vs Euler vs 1.5 Strong Taylor Scheme 
",xlab=expression(log[2](N)),ylab="S(T)",col='yellow') 
lines(1:14,milstein,lty=2,col='red') 
lines(1:14,strongtayl,lty=4,col='green') 
abline(h=exp(theta[1]-0.5*theta[2]^2),lty=3,col='purple') 
 
Με τθν εκτζλεςι του προζκυψαν τα ακόλουκα αποτελζςματα: 

 

χιμα 3.22  Σαχφτθτα ςφγκλιςθσ των ςχθμάτων Euler, Milstein και Taylor τάξθσ     

(Euler=κίτρινθ ενιαία γραμμι, Milstein=κόκκινθ διακεκομμζνθ γραμμι, Ιςχυρό ςχιμα Taylor 

τάξθσ     = πράςινθ διακεκομμζνθ γραμμι) ςτθν πραγματικι τιμι (μωβ γραμμι με τελείεσ) 

ςυναρτιςει του βιματοσ    
 

 
. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4 

ΣΟ ΣΟΧΑΣΙΚΟ ΜΟΝΣΕΛΟ LOTKA- VOLTERRA 

4.1  Περιγραφή 

Πζρα από τεχνθτζσ περιπτϊςεισ, όπωσ τα εργαςτθριακά πειράματα, μοντζλα που 

περιγράφουν τθ δυναμικι πλθκυςμοφ ενόσ μόνο είδουσ είναι ςυχνά μθ ρεαλιςτικά, από τθ 

ςτιγμι που ςτθ φφςθ τα περιςςότερα είδθ ςυνυπάρχουν με άλλα και επθρεάηονται από τθν 

παρουςία τουσ με τον ζναν ι τον άλλο τρόπο. Σζτοιεσ αλλθλεπιδράςεισ μπορεί να είναι 

καλοπροαίρετεσ, ουδζτερεσ ι εχκρικζσ, όπωσ ςυμβαίνει ςτισ ςυμβιωτικζσ, κθρευτι-

κθράματοσ και ανταγωνιςτικζσ ςχζςεισ αντίςτοιχα. Όλα αυτά μποροφν να ενςωματωκοφν 

ςε μοντζλα δυναμικισ πλθκυςμοφ με όρουσ που ςυνδζουν ξεχωριςτά μοντζλα ενόσ είδουσ. 

Ζνα ντετερμινιςτικό μοντζλο που μελετάται ςυχνά και αφορά τισ αλλθλεπιδράςεισ μεταξφ 

των ειδϊν είναι το ςφςτθμα Lotka-Volterra: 

 ̇    (   ∑        
   )                                                   (4.1.1) 

για           ςτθν περίπτωςθ που ζχουμε   διαφορετικά είδθ. 

Ερμθνεία των παραμζτρων 

Οι εξιςϊςεισ Lotka-Volterra αντιπροςωπεφουν ανταγωνιςμό και κιρευςθ ανάλογα με τισ 

τιμζσ των παραμζτρων. Είναι λιγότερο κατάλλθλεσ για περιγραφι ςυμβίωςθσ. 

Οι τιμζσ των    είναι οι ρυκμοί ενδογενοφσ γζννθςθσ ι κανάτου των ειδϊν. Θετικι τιμι για 

το    ςθμαίνει ότι το είδοσ   δφναται να αναπαραχκεί απουςία όλων των άλλων ειδϊν (για 

παράδειγμα, επειδι είναι φυτό), ενϊ αρνθτικι τιμι ςθμαίνει ότι ο πλθκυςμόσ του κα 

μειωκεί αν τα υπόλοιπα κατάλλθλα είδθ δεν είναι παρόντα (για παράδειγμα, ζνα 

φυτοφάγο το οποίο δεν μπορεί να επιηιςει αν δεν τρϊει φυτά ι ζνασ κθρευτισ ο οποίοσ 

δεν μπορεί να επιβιϊςει χωρίσ το κιραμά του). 

Οι τιμζσ των      αντιπροςωπεφουν τισ ςχζςεισ μεταξφ των ειδϊν. Πιο ςυγκεκριμζνα, θ τιμι 

του      δείχνει τθν επίδραςθ που ζχει το είδοσ   ςτο  . Η επίδραςθ είναι ανάλογθ των 

πλθκυςμϊν και των δφο ειδϊν, όπωσ επίςθσ και τθσ τιμισ του     . υνεπϊσ, αν        και 

       τότε λζμε ότι τα δφο είδθ είναι ςε άμεςο ανταγωνιςμό, αφοφ κακζνα ζχει άμεςθ 

αρνθτικι επίδραςθ ςτον πλθκυςμό του άλλου. Αν        και        τότε το είδοσ   

κεωρείται κθρευτισ (ι παράςιτο) για το είδοσ  , αφοφ ο πλθκυςμόσ του μεγαλϊνει εισ 

βάροσ του  . Αν τα      και      είχαν κετικζσ τιμζσ, τότε κα μιλοφςαμε για ςυμβίωςθ. 

Ωςτόςο, κάτι τζτοιο δεν χρθςιμοποιείται ςυχνά ςτθν πράξθ, αφοφ μπορεί να επιτρζψει 

ςτουσ πλθκυςμοφσ και των δφο ειδϊν να μεγαλϊςουν απεριόριςτα.  

Ζμμεςεσ κετικζσ και αρνθτικζσ επιδράςεισ είναι επίςθσ δυνατζσ. Για παράδειγμα, αν δφο 

κθρευτζσ τρϊνε το ίδιο κιραμα τότε ανταγωνίηονται ζμμεςα, παρόλο που μπορεί να μθν 

ζχουν άμεςο όρο ανταγωνιςμοφ ςτον πίνακα τθσ κοινότθτασ.  
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Οι διαγϊνιοι όροι      ςυνικωσ λαμβάνονται αρνθτικοί (δθλαδι ο πλθκυςμόσ του είδουσ   

ζχει αρνθτικι επίδραςθ ςτον εαυτό του). Αυτόσ ο ‘αυτοπεριοριςμόσ’ αποτρζπει τθν 

απεριόριςτθ αφξθςθ των πλθκυςμϊν. 

‘Συχαιοποιϊντασ’ τισ παραμζτρουσ αφξθςθσ    ςε        
  οδθγοφμαςτε ςε ζνα ςφςτθμα 

ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων, το οποίο κα ερμθνεφουμε ωσ εξιςϊςεισ Itô με 

ανεξάρτθτεσ κινιςεισ Brown 

   
    

 (   ∑       
  

   )       
    

                               (4.1.2) 

για          . Αναλυτικζσ λφςεισ για τισ εξιςϊςεισ (4.1.2) δεν είναι γνωςτζσ, οπότε κα 

πρζπει να τισ επιλφςουμε αρικμθτικά ι να προβοφμε ςε μια ποιοτικι διερεφνθςθ τθσ 

ευςτάκειασ των λφςεϊν τουσ. 

Οι εξιςϊςεισ (4.1.2) γράφονται ςε ολοκλθρωτικι μορφι 

  
    

  ∫*    
  ∑      

   
 

 

   

+   

 

 

 ∫    
    

 

 

 

 

για          . 

Αν    *
  

 

 
  

 
+,   [

  

 

 

 
   

 
 

 
 
 
  

] και   [    ]  [
  

 
  

] τότε για     το ςφςτθμα Lotka-

Volterra γράφεται ςυνεπτυγμζνα ωσ εξισ: 

      ∫(  [
      

      
]*   

 

 

 ∫ [
    

  

     
 ] [

   
 

   
 ]

 

 

   

4.2  Προςομοίωςη ντετερμινιςτικοφ και ςτοχαςτικοφ μοντζλου Lotka-Volterra 

ε αυτιν τθν ενότθτα εκτελοφμε προςομοιϊςεισ τόςο του ντετερμινιςτικοφ όςο και του 

ςτοχαςτικοφ μοντζλου Lotka-Volterra για ζνα ςφςτθμα δφο ειδϊν (   ) τα οποία 

βρίςκονται ςε ανταγωνιςμό και ςυγκρίνουμε τα αποτελζςματα. 

Θεωροφμε τισ ακόλουκεσ παραμζτρουσ για το μοντζλο: 

        ,         ,            ,            ,             ,              , 

        και        . 

Σο ντετερμινιςτικό μοντζλο που προκφπτει είναι το εξισ: 

 ̇                             

 ̇                                

Σο αντίςτοιχο ςτοχαςτικό μοντζλο είναι: 
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όπου   
  και   

  είναι δφο ανεξάρτθτεσ κινιςεισ Brown. 

Σο ςτοχαςτικό μοντζλο κα επιλυκεί αρικμθτικά με χριςθ τθσ μεκόδου Euler (δθλαδι με 

εφαρμογι τθσ μεκόδου Euler ςε κάκε εξίςωςθ χωριςτά): 

    
    

  (      
      (  

 )
 
        

   
 )         

 √     

    
    

  (      
        (  

 )
 
        

   
 )        

 √     

όπου    και    είναι δφο ανεξάρτθτεσ τυπικζσ κανονικζσ τυχαίεσ μεταβλθτζσ για 

          μζχρισ ότου είτε κάποιο εκ των     
  ,     

  γίνει λιγότερο από μθδζν είτε 

υπερβοφμε κάποιον μζγιςτο χρόνο. 

(θμειϊνουμε ότι το ντετερμινιςτικό μοντζλο κα επιλυκεί και αυτό αρικμθτικά με χριςθ 

τθσ ντετερμινιςτικισ μεκόδου Euler.) 

Σα παρακάτω προγράμματα ςε   εκτελοφν προςομοιϊςεισ του ντετερμινιςτικοφ και του 

ςτοχαςτικοφ μοντζλου Lotka-Volterra με τισ προαναφερκείςεσ τιμζσ των παραμζτρων και 

αρχικζσ ςυνκικεσ   
     και   

       και απεικονίηουν τα αποτελζςματα: 

#  Deterministic Lotka-Volterra model 
T0<-0 
T<-100 
N1<-100 
Dt1<-100/N1 
Xapprox<-numeric(N1+1) 
Yapprox<-numeric(N1+1) 
Yapprox[1]<-15 
Xapprox[1]<-15.5 
t<-T0+Dt1 
i<-1 
while((i<=N1)&&(Xapprox[i]>=0)&&(Yapprox[i]>=0)){ 
  Xapprox[i+1]<-Xapprox[i]+(0.44*Xapprox[i]-0.01*Xapprox[i]^2-
0.022*Xapprox[i]*Yapprox[i])*Dt1 
  Yapprox[i+1]<-Yapprox[i]+(0.15*Yapprox[i]-0.0067*Yapprox[i]^2-
0.005*Xapprox[i]*Yapprox[i])*Dt1 
  i<-i+1 
} 
par(mfrow=c(1,2)) 
plot(Xapprox,Yapprox,type='l',xlab='population 1',ylab='population 2',col='green') 
Xapprox<-ts(Xapprox,start=0,delta=100/N1) 
Yapprox<-ts(Yapprox,start=0,delta=100/N1) 
plot(Xapprox,ylim=c(0,max(Xapprox,Yapprox)),col='light blue',type='l',ylab='populations 1,2') 
lines(Yapprox,col='yellow',type='l') 
 

#  Stochastic Lotka-Volterra model 
set.seed(38) 
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T0<-0 
T<-100 
N1<-200 
Dt1<-100/N1 
Xapprox<-numeric(N1+1) 
Yapprox<-numeric(N1+1) 
Yapprox[1]<-15 
Xapprox[1]<-15.5 
Z1<-rnorm(N1) 
Z2<-rnorm(N1) 
t<-T0+Dt1 
i<-1 
while((i<=N1)&&(Xapprox[i]>=0)&&(Yapprox[i]>=0)){ 
  Xapprox[i+1]<-Xapprox[i]+(0.44*Xapprox[i]-0.01*Xapprox[i]^2-
0.022*Xapprox[i]*Yapprox[i])*Dt1+0.15*Xapprox[i]*sqrt(Dt1)*Z1[i] 
  Yapprox[i+1]<-Yapprox[i]+(0.15*Yapprox[i]-0.0067*Yapprox[i]^2-
0.005*Xapprox[i]*Yapprox[i])*Dt1+0.2*Yapprox[i]*sqrt(Dt1)*Z2[i] 
  i<-i+1 
} 
par(mfrow=c(1,2)) 
plot(Xapprox,Yapprox,type='l',ylim=c(-0.5,max(Yapprox)),xlab='population 
1',ylab='population 2',col='green') 
Xapprox<-ts(Xapprox,start=0,delta=100/N1) 
Yapprox<-ts(Yapprox,start=0,delta=100/N1) 
plot(Xapprox,ylim=c(0,max(Xapprox,Yapprox)),col='light blue',type='l',ylab='populations 1,2') 
lines(Yapprox,col='yellow',type='l') 
Xapprox[] > Yapprox[] 
 

Με τθν εκτζλεςι τουσ προζκυψαν τα ακόλουκα αποτελζςματα: 
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χιμα 4.1  Τπολογιςτικά αποτελζςματα για το ντετερμινιςτικό μοντζλο για ζνα ςφςτθμα 

ανταγωνιςμοφ. 
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χιμα 4.2  Τπολογιςτικά αποτελζςματα για το ςτοχαςτικό μοντζλο για ζνα ςφςτθμα 

ανταγωνιςμοφ. 

Οι ανωτζρω γραφικζσ παραςτάςεισ απεικονίηουν τθ διαφορά μεταξφ του ντετερμινιςτικοφ 

και του ςτοχαςτικοφ μοντζλου. τθν ντετερμινιςτικι περίπτωςθ το πρϊτο είδοσ πάντα 

ξεπερνά ςε πλθκυςμό το δεφτερο, ενϊ ςτο ςτοχαςτικό μοντζλο το δεφτερο είδοσ ξεπερνά 

ςε πλθκυςμό το πρϊτο περίπου το     του χρόνου.  

θμειϊνουμε ότι θ μζκοδοσ Euler δεν είναι θ πιο ενδεικτικι για εφαρμογι ςτο μοντζλο 

Lotka-Volterra κακϊσ οι ςυντελεςτζσ μετατόπιςθσ δεν ικανοποιοφν τισ ικανζσ ςυνκικεσ 

ιςχυρισ ςφγκλιςθσ και ςυνεπϊσ δεν γνωρίηουμε αν θ προςζγγιςθ που παίρνουμε είναι 

‘καλι’. Ωςτόςο είναι θ απλοφςτερθ μζκοδοσ για να λάβουμε κάποια πρϊτα αποτελζςματα 

και να ςυνάγουμε κάποια ςυμπεράςματα.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  5 

ΤΜΠΕΡΑΜΑΣΑ 

Σα αποτελζςματα των προςομοιϊςεων επαλικευςαν τα κφρια ςτοιχεία τθσ κεωρίασ 

αναφορικά με τθ ςφγκλιςθ των μεκόδων και τθν τάξθ ςφγκλιςθσ αυτϊν. Πιο ςυγκεκριμζνα, 

είδαμε ότι τα ςχιματα υψθλότερθσ τάξθσ (αλλά και το ςχιμα Euler) παρζχουν αρκετά 

ικανοποιθτικζσ προςεγγίςεισ τθσ λφςθσ τθσ ςτοχαςτικισ διαφορικισ εξίςωςθσ. Επίςθσ, 

κατζςτθ φανερι θ ευκολία με τθν οποία τα αρικμθτικά ςχιματα μποροφν να υλοποιθκοφν 

ςτον ψθφιακό υπολογιςτι. υνεπϊσ, κάποιοσ μπορεί να εφαρμόςει τα απλά ςχιματα Euler 

και Milstein και να αναμζνει να λάβει μια ‘λογικι’ λφςθ τθσ ςτοχαςτικισ διαφορικισ 

εξίςωςθσ.   

Η παροφςα εργαςία δεν ζκιξε κακόλου το κζμα τθσ αρικμθτικισ ευςτάκειασ. Ωςτόςο, 

ςφμφωνα με τουσ Kloeden και Platen, όλα τα ςτοχαςτικά ςχιματα ενόσ βιματοσ που 

παρουςιάςτθκαν ςε αυτιν τθν εργαςία είναι αρικμθτικά ευςτακι υπό κάποιεσ ικανζσ 

ςυνκικεσ ομαλότθτασ των ςυντελεςτϊν μετατόπιςθσ και διάχυςθσ. 

Επίςθσ, θ ανάλυςθ που ζγινε κεϊρθςε ςτακερό βιμα κατά τθ διάρκεια των 

προςομοιϊςεων. Ωςτόςο, κάποιοσ κα μποροφςε να χρθςιμοποιιςει μεταβλθτό βιμα κατά 

τθ διάρκεια μιασ ςυγκεκριμζνθσ προςομοίωςθσ. Ο  Lehn, και λοιποί, (2002) εξετάηουν 

προςαρμοςτικά ςχιματα τα οποία χρθςιμοποιοφν μεταβλθτά βιματα ςτο αρικμθτικό 

ςχιμα. υνεπϊσ, περαιτζρω ζρευνα κα μποροφςε να εςτιάςει ςε κζματα ςφγκλιςθσ όταν 

χρθςιμοποιοφνται μεταβλθτά βιματα ςτο αρικμθτικό ςχιμα. Ακόμθ, το μεταβλθτό βιμα κα 

μποροφςε να αποτελζςει αντικείμενο ζρευνασ ςε αρικμθτικζσ μεκόδουσ υψθλότερθσ 

τάξθσ, οι οποίεσ είναι περίπλοκεσ όταν κεωροφμε ςτακερό βιμα.  

 

 

 

 

 

 



107 
 

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

Μαθηματικό υπόβαθρο 

Μεταςχθματιςμόσ Lamperti  

Τπάρχει μια ειδικι εφαρμογι του κανόνα του Itô που ζχει ενδιαφζρον ςε πολλζσ μεκόδουσ 

προςομοίωςθσ και εκτίμθςθσ. Ζςτω ότι ζχουμε τθ ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ  

                         

όπου ο ςυντελεςτισ διάχυςθσ εξαρτάται αποκλειςτικά από τθ μεταβλθτι κατάςταςθσ. Μια 

τζτοια ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ μπορεί πάντοτε να μεταςχθματιςτεί ςε μία με 

μοναδιαίο ςυντελεςτι διάχυςθσ, αν εφαρμόςουμε το μεταςχθματιςμό Lamperti, 

         ∫
 

    
  

  

 

    

Εδϊ το   είναι μια αυκαίρετθ τιμι από το χϊρο καταςτάςεων τθσ  . τθν πραγματικότθτα, 

θ διαδικαςία    επιλφει τθ ςτοχαςτικι διαφορικι εξίςωςθ  

                     

όπου 

        
 (        )

 (      )
 

 

 
  (      )   

τθν οποία μποροφμε να γράψουμε και ωσ εξισ 

    (
       

     
 

 

 
      +         

Για να λάβουμε το προθγοφμενο αποτζλεςμα εφαρμόηουμε τον κανόνα του Itô με 

     ∫
 

    
  

 

 

        
 

    
          

     

     
    

Ζχουμε 

       
 

     
    

 

 

      

      
 〈 〉  
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 (
       

     
 

 

 
      +        

δθλαδι το ηθτοφμενο. 

Προςομοίωςθ μονοπατιϊν τθσ κίνθςθσ Brown 

Για υπολογιςτικοφσ ςκοποφσ είναι χριςιμο να κεωριςουμε διακριτι κίνθςθ Brown, όπου 

το    υπολογίηεται ςε διακριτοφσ χρόνουσ  . Για το ςκοπό αυτό κζτουμε    
 

 
 για κάποιο 

κετικό ακζραιο   και ςυμβολίηουμε με    το    , όπου       . Ζχουμε 

                                      

     

όπου κάκε     είναι μία ανεξάρτθτθ τυχαία μεταβλθτι τθσ μορφισ √        . 

Ο παρακάτω κϊδικασ ςε   προςομοιϊνει δφο μονοπάτια τθσ κίνθςθσ Brown: 

# Brownian Motion 
N<-4096 
T0<-0 
T<-1 
Dt<-1/N 
Y<-matrix(nrow=2,ncol=N+1) 
W1<-numeric(N+1) 
W2<-numeric(N+1) 
Y[1,1]<-0 
Y[2,1]<-0 
j<-1 
for(k in 1:2){ 
  Z<-rnorm(N) 
  t<-T0+Dt 
  for (i in 1:N){ 
    Y[j,i+1]<-Y[j,i]+sqrt(Dt)*Z[i] 
    t<-t+Dt 
  } 
  j<-j+1 
} 
W1<-ts(Y[1,],start=0,delta=1/N) 
W2<-ts(Y[2,],start=0,delta=1/N) 
m1<-min(W1) 
m2<-min(W2) 
m<-min(m1,m2) 
M1<-max(W1) 
M2<-max(W2) 
M<-max(M1,M2) 
plot(W1, ylim=c(m-0.5,M+0.5),main="Brownian Motion",col='light blue') 
lines(W2, main="Brownian Motion",col='pink') 
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Με τθν εκτζλεςι του προζκυψε το ακόλουκο αποτζλεςμα: 

 

χιμα Π.1  Προςομοιωμζνα μονοπάτια τθσ κίνθςθσ Brown 

Σα δφο μονοπάτια ςτο ωσ άνω γράφθμα τθσ κίνθςθσ Brown κακιςτοφν φανερι τθν τυχαία 

ςυμπεριφορά αυτισ. 

Επεξιγθςθ του κϊδικα 

Ο παραπάνω κϊδικασ ςε   προςομοιϊνει δφο μονοπάτια τθσ κίνθςθσ Brown ςτο διάςτθμα 

[   ] με       . Εδϊ, χρθςιμοποιείται θ γεννιτρια τυχαίων αρικμϊν rnorm-κάκε κλιςθ 

ςτθν rnorm(N) παράγει   ανεξάρτθτουσ ψευδοτυχαίουσ αρικμοφσ από τθν κατανομι 

      . Οι αρικμοί από τθν rnorm(N) πολλαπλαςιάηονται ςτθ ςυνζχεια επί √   και 

χρθςιμοποιοφνται ωσ αυξιςεισ ςτο for loop το οποίο δθμιουργεί το διάνυςμα διάςταςθσ 

    -γραμμι του πίνακα   ο οποίοσ είναι ζνασ       πίνακασ κάκε γραμμι του 

οποίου περιζχει το   –οςτό μονοπάτι τθσ κίνθςθσ Brown. Τπάρχει, ωςτόςο, ζνα μικρό 

πρόβλθμα: Η   ξεκινά τθ δεικτοδότθςθ των πινάκων από το 1 και όχι από το μθδζν. 

υνεπϊσ, υπολογίηουμε το  [  ] ωσ  [   ],  [   ]    [     ] και ςτθ ςυνζχεια 

διορκϊνουμε το πρόβλθμα αυτό με τθν εντολι ts θ οποία μασ μετατρζπει ταυτόχρονα το 

 [  ] ςε χρονοςειρά. Αν κζλουμε διαδοχικζσ εκτελζςεισ του προγράμματοσ  να μασ δίνουν 
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τα ίδια αποτελζςματα κα πρζπει να κζςουμε τθν αρχικι κατάςταςθ τθσ γεννιτριασ τυχαίων 

αρικμϊν. Αυτό επιτυγχάνεται αν τοποκετιςουμε τθν εντολι set.seed() ςτθν αρχι του 

προγράμματοσ γράφοντασ ςτθν παρζνκεςθ ζναν αυκαίρετο αρικμό. 

Χριςιμεσ ανιςότθτεσ 

1. Ζςτω τυχαία διανφςματα                και               . Σότε 

  |   |     (  | |     | |  ) 

με      για     και         για    .  

2. Ανιςότθτα Lyapunov 

Αν θ τυχαία μεταβλθτι   δεν είναι ςυγκεντρωμζνθ ςε ζνα μοναδικό ςθμείο και θ 

  | |   υπάρχει για κάποιο     τότε  για κάκε       και      

(  |   |  )
 
  (  |   |  )

 
    

Λιμμα Gronwall 

Αν οι ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ     και   : [   ]  [    ικανοποιοφν τθν  

          ∫           
 

 
                            για κάκε   [   ] 

τότε 

          ∫           (∫      

 

 

)  

 

 

   

Μζκοδοσ Euler-Maruyama για ςυςτιματα ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων 

Οι αρικμθτικζσ μζκοδοι μποροφν να επεκτακοφν και ςε ςυςτιματα. Ζςτω 

   [  
   

    
 ]  

   [  
   

    
 ]  

  [   ]        και   [   ]          , 

όπου   
         είναι ανεξάρτθτεσ κινιςεισ Brown. 

Σότε ζνα ςφςτθμα ςτοχαςτικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων ζχει τθ μορφι: 

                           

Tο ςφςτθμα γράφεται κατά ςυντεταγμζνεσ: 

  
    

  ∫          

 

 

 ∑∫              
 

 

 

 

   

   

για          . 

Η μζκοδοσ Euler για ςυςτιματα λαμβάνει τθ μορφι: 
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για            , όπου    
 

 
 ,          

    . 

ε μορφι ςυνιςτωςϊν, θ μζκοδοσ Euler γίνεται: 

    
 

   
 
             ∑              

 

 

   

 

για           , όπου    
 
        . 
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