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ΠΕΡΙΛΗΨΗ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 

Στην παρούσα εργασία, µελετάται η διάδοση κυµάτων σε αγγεία του κυκλοφορικού 

συστήµατος και στην συνέχεια η τοποθέτηση ενδοµοσχεύµατος για την 

αποκατάσταση των ανευρυσµάτων της κοιλιακής αορτής. 

Συγκεκριµένα στο 1ο κεφάλαιο γίνεται αναφορά στην θεωρία διάδοσης κυµάτων στις 

αρτηρίες. Παρουσιάζονται οι εξισώσεις ασυµπίεστου ρευστού µε σταθερό ιξώδες που 

χρησιµοποιήθηκαν στην συνέχεια της εργασίας και ο τρόπος υπολογισµού των 

ανακλάσεων για το γραµµικοποιηµένο σύστηµα. Παρουσιάζονται επίσης  

χαρακτηριστικά παραδείγµατα υπολογιστικών µοντέλων του κυκλοφορικού 

συστήµατος που βρέθηκαν στην βιβλιογραφία. 

Στο 2ο κεφάλαιο παρουσιάζονται όλα τα επιµέρους βήµατα που προηγήθηκαν της 

σύνταξης του υπολογιστικού κώδικα. Για την εξαγωγή συµπερασµάτων αναπτύχθηκε 

υπολογιστικός κώδικας βασιζόµενος στην ρητή έκφραση της αριθµητικής µεθόδου 

Mac-Cormack. Οι οριακές συνθήκες διατυπώθηκαν κάνοντας χρήση της µεθόδου 

των χαρακτηριστικών. Τα αιµοφόρα αγγεία µοντελοποιήθηκαν ως ελαστικοί αγωγοί 

σε µόνιµη και παλλόµενη ροή. 

Στο 3ο κεφάλαιο γίνεται η παρουσίαση των αποτελεσµάτων για τις υπολογιστικές 

περιπτώσεις που µελετήθηκαν. Οι πρώτες υπολογιστικές περιπτώσεις αποτελούν 

απλά µοντέλα που µελετούνται ως τµήµατα ενδοαγγειακού µοσχεύµατος, κάνοντας 

την απαραίτητη σύγκριση των αποτελεσµάτων µε αυτά της βιβλιογραφίας ώστε να 

εξακριβωθεί η αξιοπιστία της αριθµητικής µεθοδολογίας. Στην συνέχεια, µε δύο 

διαφορετικές θεωρήσεις αντιµετώπισης, µελετώνται τα ρευστοµηχανικά µεγέθη λόγω 

της τοποθέτησης ενδοµοσχεύµατος σε διακλάδωση για την αποκατάσταση των 

ανευρυσµάτων κοιλιακής αορτής.   

Τέλος, στο 4ο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα συµπεράσµατα των ανωτέρω 

υπολογιστικών περιπτώσεων. 
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ABSTRACT 

In this paper, the propagation of waves in vessels of the circulatory system and the 

use of endografts for the restoration of aneurysms of the abdominal aorta are 

studied. 

Specifically, the 1st chapter explains the theory of wave propagation in arteries. It 

presents the equations of incompressible fluid with constant viscosity, which were 

used in this study. The theory of wave reflections for the linearized system was also 

addressed. It also presents some examples of models of the circulatory system found 

in the literature. 

The 2nd chapter writes about all the preceded steps leading to the syntax of the 

computational code. In order to draw conclusions a computational code was created 

based on the Mac-Cormack explicit finite difference scheme. The boundary 

conditions were formulated using the method of characteristics. Blood vessels were 

modelled as elastic tubes and the flow was considered to be steady and pulsatile 

both. 

In the 3rd chapter, we present the results for the computational cases studied. The 

first computational cases on simple geometries were studied to verify the reliability of 

the developed code comparing its results with already presented results found in the 

literature. Afterwards, two different approaches of bifurcated vessels considered, 

using endografts for the restoration of aneurysms in the abdominal aorta. 

Finally, the 4th chapter presents the conclusions of the above computational cases. 
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 1ο  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 

∆ΙΑ∆ΟΣΗ ΚΥΜΑΤΩΝ ΣΤΙΣ ΑΡΤΗΡΙΕΣ 

 

1.1 Μορφές σφυγµικών κυµάτων στο κυκλοφορικό σύστηµα  

Το αίµα εκρέει από την αριστερή κοιλία στο κυκλοφορικό σύστηµα µε ρυθµικές 

συσπάσεις της καρδιάς. Το προστιθέµενο αίµα στην αορτή προκαλεί αύξηση της 

πίεσης και εποµένως προκαλεί ροή του αίµατος κατά µήκος της αορτής και του 

κυκλοφορικού συστήµατος. ∆ηµιουργείται έτσι η ανάπτυξη σφυγµικών κυµάτων 

(κύµατα πίεσης) και η ροή είναι παλλόµενη (pulsating flow), δηλαδή σε κάθε σηµείο 

του κυκλοφορικού συστήµατος η ταχύτητα και η πίεση είναι περιοδική συνάρτηση του 

χρόνου. Ο όγκος που εκβάλλεται από την καρδιά δεν είναι σταθερός αλλά µπορεί να 

µεταβάλλεται από περίοδο σε περίοδο.  

Σε όλη την έκταση του αρτηριακού συστήµατος η πίεση φθάνει σε µια µέγιστη τιµή 

που ονοµάζεται συστολική πίεση. Η φυσιολογική συστολική πίεση στην αορτή είναι 

της τάξεως των 120 mm Hg στο νεαρό ενήλικο. Η ελάχιστη πίεση ονοµάζεται 

διαστολική πίεση και στην βραχιώνιο αρτηρία είναι της τάξεως των 70-80 mm Hg.  

Το κύµα πίεσης αλλάζει µορφή και µέγεθος κατά τη µεταφορά του µέσα στο 

αρτηριακό σύστηµα. Οι αιτίες της µεταβολής του είναι πολλές και δεν µπορούν να 

διαχωριστούν εύκολα διότι είναι αλληλοεξαρτώµενες. Υπάρχουν καταρχήν δύο 

µορφές λέπτυνσης (tapering): η γεωµετρική λέπτυνση που είναι µείωση της διατοµής 

και η ελαστική λέπτυνση που είναι αύξηση της δυσκαµψίας του τοιχώµατος (wall 

stiffness). Σε µέσου µεγέθους αρτηρίες η ελαστική λέπτυνση είναι µικρή και η πίεση 

πέφτει προοδευτικά. Όµως σε µικρού µεγέθους αρτηρίες η λέπτυνση είναι σηµαντική 

και η πίεση πέφτει γρήγορα σε µέση τιµή 30-38 mm Hg στα αρτηρίδια και πίεση 

σφυγµού στα 5 mm Hg. Αυτές οι τιµές αναφέρονται σε κανονικές συνθήκες και 

αλλάζουν δραστικά στην περίπτωση συστολής ή διαστολής. Φθάνοντας στα 

τριχοειδή το κύµα πίεσης αποσβεννύεται τελείως. Η απόσβεση αυτή οφείλεται στο 

ιξώδες του αίµατος και στην ιξώδη συνιστώσα του ιξωδοελαστικού τοιχώµατος των 

αγγείων. Πρόσθετα, σηµαντικά δρουν στον παλµό πίεσης οι αρτηριακές 

διακλαδώσεις και η ασυνέχεια στις ελαστικές ιδιότητες. Όταν το κύµα πίεσης φθάσει 

σε διακλάδωση ή ασυνέχεια τότε ένα τµήµα του κύµατος διαδίδεται και ένα τµήµα 

ανακλάται. Το ανακλώµενο κύµα προστίθεται στο αρχικό και δηµιουργεί αύξηση της 

συστολικής πίεσης (peaking), που εξαρτάται από τη στενότητα των αρτηριδίων και 

την δραστηριότητα των προτριχοειδικών σφιγκτήρων. Το ανακλώµενο κύµα, 

επανακλάται µέχρι ότου αποσβεσθεί. Η επαλληλία των διαδιδοµένων και 

ανακλωµένων κυµάτων προκαλεί εκτός από την ενίσχυση και διασπορά (dispersion) 

του κύµατος. Το αορτικό κύµα πίεσης, που είναι περίπου τριγωνικής µορφής 

εξοµαλύνεται και εκτείνεται φθάνοντας στα αρτηρίδια. Η µικρή αύξηση πίεσης που 

ακολουθεί την εντοµή (η εντοµή παρατηρείται αµέσως µετά την σύγκλιση της 

αορτικής βαλβίδας και οφείλεται στο εξής: όταν η κοιλία χαλαρώνει η ενδοκοιλιακή 

πίεση αρχίζει να ελαττώνεται γρήγορα και η προς τα πίσω ροή αίµατος από την 

αορτή προς την κοιλία έχει ως αποτέλεσµα να αρχίζει να πέφτει και η αορτική πίεση. 

Η προς τα πίσω ροή κλείνει απότοµα την αορτική βαλβίδα.) του παλµού πίεσης, που 
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οφείλεται στην ανάκλαση του κύµατος, στρογγυλεύεται και βαθµιαία αντικαθίσταται 

από αργό αλλά διακεκριµένο βαθούλωµα. Ο µηχανισµός της απόσβεσης και της 

ενίσχυσης των κυµάτων πίεσης είναι διαφορετικός για τις διάφορες συνιστώσες του 

κύµατος. Αυτό συµβαίνει διότι κάθε συνιστώσα οδεύει µε διαφορετική ταχύτητα.  

Η ταχύτητα διάδοσης του παλµού είναι περί τα 3 m/sec στη θωρακική αορτή και 

πάνω από 5 m/sec στις µικρότερες αρτηρίες όπου υπερέχει το κολλαγόνο. ∆οµικές 

αλλαγές του τοιχώµατος επηρεάζουν την ταχύτητα διάδοσης. Επίσης, παθολογικές 

αλλαγές όπως σκλήρυνση ή υπέρταση ή µυϊκή συστολή του αρτηριακού τοιχώµατος 

προκαλούν µείωση της εκτασιµότητας του τοιχώµατος και εποµένως αύξηση της 

ταχύτητας διάδοσης (για το απολύτως στερεό τοίχωµα τείνει στο άπειρο).  

Υπάρχουν τέλος και πρόσθετες αλλοιώσεις του παλµού πίεσης οφειλόµενες σε 

κεντροµόλους µεταβολές πίεσης σε θέση καµπυλότητας αγγείων, σε ταλαντώσεις 

ορισµένων τµηµάτων του αρτηριακού συστήµατος, κυρίως σε περιοχές στενώσεων. 

Επίσης, υπάρχει δευτερεύουσα πάλµωση οφειλόµενη στην αναπνοή καθώς και σε 

µεταβολές της ενδοθωρακικής ή ενδοϊστικής πίεσης ή της πίεσης του περιβάλλοντος. 

[Τσαγγάρης, 2004] 

 

1.2 Σχέση πίεσης παροχής στο κυκλοφορικό σύστηµα  

Η µέτρηση της κυµατοµορφής της παροχής χωρίς να διαταράξουµε αυτή ήταν 

ανέφικτη. Με την εισαγωγή της τεχνικής µέτρησης µε παλλόµενους υπερήχους 

Doppler έγινε δυνατή η µέτρηση της κυµατοµορφής παροχής κατά µήκος του 

αρτηριακού συστήµατος και του προφίλ ταχύτητας. Σηµαντική πληροφορία δίδει 

επίσης η µέτρηση της παροχής µε τον ηλεκτροµαγνητικό µετρητή παροχής.  

Αναλυτικός συσχετισµός πίεσης – ταχύτητας είναι αρκετά σύνθετος και απαιτεί την 

κατασκευή πολύπλοκων µοντέλων που πρέπει να λαµβάνουν τις ιδιοµορφές των 

διαφόρων τµηµάτων και περιοχών του κυκλοφορικού συστήµατος. Αυτό που 

περιπλέκει την κατάσταση είναι οι ανακλάσεις.  

Στην αορτή τα µέγιστα της ταχύτητας µπορούν να φθάσουν σε 1 m/sec ή και 1,5 

m/sec σε φυσιολογικές συνθήκες, ενώ η µέση τιµή της είναι περί τα 0,4 m/sec.  

Αν και η ταχύτητα είναι µη παλλόµενη στα τριχοειδή, εντούτοις υπάρχουν παλµώσεις 

στο φλεβικό σύστηµα. Αυτό οφείλεται κυρίως στην αντλητική επενέργεια του δεξιού 

κόλπου της καρδιάς. [Τσαγγάρης, 2004] 

 

1.3 Εξισώσεις ασυµπίεστου ρευστού µε σταθερό ιξώδες  

Οι θεµελιώδεις νόµοι της ρευστοµηχανικής βασίζονται σε δύο αξιωµατικούς νόµους 

διατήρησης (για το ασυµπίεστο ρευστό). Το νόµο διατήρησης της µάζας και το νόµο 

διατήρησης της ορµής. Από την εφαρµογή του νόµου διατήρησης της µάζας 

προκύπτει η εξίσωση συνέχειας. Ο νόµος διατήρησης της ορµής εκφράζει το δεύτερο 

νόµο του Νεύτωνα.  
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Το ρευστοµηχανικό µαθηµατικό µοντέλο που αναπτύσσεται και επιλύεται, βασίζεται 

στις εξισώσεις διατήρησης της µάζας και της ορµής µε σταθερές την πυκνότητα, τη 

θερµοκρασία και το ιξώδες του ρευστού. Επίσης, θεωρείται ότι όλα τα σηµεία της 

διάταξης του µοντέλου βρίσκονται στο ίδιο υψόµετρο µε αποτέλεσµα οι βαρυτικές 

δυνάµεις να εξαλείφονται, ενώ υποτίθεται αξονοσυµµετρική ροή. Μέσω ενός 

συστήµατος κυλινδρικών συντεταγµένων (r, φ, x) η εξίσωση Navier Stokes κατά την 

φ κατεύθυνση απλοποιείται όταν η ροή του ρευστού είναι αξονικά συµµετρική χωρίς 

περιδίνηση (swirl), οπότε για την ταχύτητα κατά την περιφερειακή κατεύθυνση ισχύει 

w=0. ∆ηλαδή, κανένα µέγεθος δεν εξαρτάται από τη φ και όλες οι µεταβολές των 

µεγεθών ως προς φ είναι µηδενικές. Κατά τις δύο άλλες κατευθύνσεις, λαµβάνοντας 

υπόψη τις παραπάνω παραδοχές, οι εξισώσεις Navier Stokes έχουν τη µορφή: 

Ακτινική κατεύθυνση r: 

 

Αξονική κατεύθυνση x: 

 

,όπου: v, u είναι οι ταχύτητες του ρευστού αντίστοιχα κατά την ακτινική r και αξονική x 

κατεύθυνση µε v=v(r, x, t) και u=u(r, x, t). 

           p είναι η πίεση του ρευστού µε p=p(r, x, t). 

           ρ και ν είναι η πυκνότητα και το κινηµατικό ιξώδες του ρευστού, αντίστοιχα. 

Για λεπτά σώµατα µε σχέση πάχους προς µήκος µικρή ή αντίστοιχα για 

στενόµακρους κυλινδρικούς αγωγούς µε σχέση ακτίνας προς µήκος µικρή, αν 

αδιαστατοποιηθούν οι εξισώσεις Navier-Stokes παραπάνω, τότε αναδεικνύεται ότι οι 

όροι ιξώδους δευτέρας τάξης κατά x είναι αµελητέοι σε σχέση µε τους υπολοίπους 

όρους ιξώδους της εξίσωσης, οπότε οι εξισώσεις Navier-Stokes λαµβάνουν τη 

µορφή: 

Ακτινική κατεύθυνση r: 

 

Αξονική κατεύθυνση x: 

 

Πολλαπλασιάζουµε την εξίσωση Navier-Stokes κατά τη x κατεύθυνση µε την 

πυκνότητα ρ, οπότε η (1-4) παίρνει τη µορφή: 
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Εφαρµόζοντας αντίστροφα τον κανόνα παραγώγισης γινοµένου στο τελευταίο 

άθροισµα της παραπάνω σχέσης προκύπτει: 

 

Η εξίσωση διατήρησης της µάζας, θεωρώντας ασυµπίεστο ρευστό και αξονική 

συµµετρία, παίρνει τη µορφή: 

 

Ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις συνέχειας και ορµής ασυµπίεστου ρευστού µε 

σταθερό ιξώδες και για στενόµακρες κυλινδρικές δοµές µικρής καµπυλότητας µε 

αξονική συµµετρία, όπως φαίνεται αναλυτικά στο [Μανόπουλος, 2009], καταλήγουµε: 

Εξίσωση συνέχειας: 

 

, όπου: Α είναι η διατοµή του κυλινδρικού αγωγού (Α=πR²) 

            R είναι η ακτίνα του κυλινδρικού αγωγού 

            u� είναι η µέση ταχύτητα στην διατοµή  

            και Q είναι η παροχή όγκου στην διατοµή Α 

Εξίσωση ορµής κατά την x κατεύθυνση: 

 

, όπου τ� είναι η διατµητική τάση 

Στην εξίσωση ορµής (1-9), η διατµητική τάση του ρευστού στο τοίχωµα τ� είναι ένα 

άγνωστο µέγεθος, όπως η διατοµή του κυλινδρικού αγωγού, η πίεση και η ταχύτητα 

του ρευστού. Όµως, µέσω κατάλληλων θεωριών η διατµητική αυτή τάση σε 

κυλινδρικούς αγωγούς µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει των µεγεθών της ταχύτητας 

του ρευστού και της διατοµής του αγωγού. Μια τέτοια θεώρηση µπορεί να είναι η 

µόνιµη στρωτή ροή Poiseuille. Ωστόσο, στις εφαρµογές που εµφανίζονται εδώ έχει 

γίνει θεώρηση άτριβης ροής, οπότε η διατµητική τάση µηδενίζεται (τR=0). 

Οι προκύπτουσες άγνωστες συναρτήσεις από την κατάστρωση του µοντέλου είναι η 

ταχύτητα του ρευστού, η πίεση του ρευστού και η εγκάρσια διατοµή του εύκαµπτου 

αγωγού. Για την εύρεση των τριών αυτών αγνώστων συναρτήσεων χρησιµοποιείται 

µια επιπλέον αλγεβρική καταστατική εξίσωση, πέραν αυτών της συνέχειας και της 

ορµής, η οποία συνδέει τη µεταβλητή διατοµή του εύκαµπτου αγωγού µε την 

εσωτερική διαµορφούµενη πίεση του ρευστού. 
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Και οι τρεις µαζί ανωτέρω εξισώσεις του µοντέλου αποτελούν ένα υπερβολικό 

σύστηµα (3x3), του οποίου η επίλυση καθορίζει τα ρευστοµηχανικά µεγέθη µιας µη 

µόνιµης µονοδιάστατης ροής ρευστού εντός εύκαµπτου κυλινδρικού αγωγού µε τις 

προαναφερθείσες παραδοχές. Συνήθως η ροή που προκύπτει από τέτοιου είδους 

µοντέλα δεν καλείται µονοδιάστατη αλλά ψευδο-µονοδιάστατη εξαιτίας της επιπλέον 

µεταβολής της εγκάρσιας διατοµής του εύκαµπτου αγωγού σε κάθετη διεύθυνση από 

αυτή της ταχύτητας του ρευστού. [Μανόπουλος, 2009] 

 

1.4 Ανακλάσεις για το γραµµικοποιηµένο σύστηµα (1-8),(1-9) 

Κάτω από φυσιολογικές συνθήκες το σύστηµα των εξισώσεων (1-8),(1-9) 

παρουσιάζει σχετικά χαµηλή γραµµικότητα. 

Στο σηµείο ανάκλασης από το προσπίπτον κύµα (incident) έντασης P1 δηµιουργείται 

ένα ανακλώµενο κύµα P2 και ένα διερχόµενο κύµα P1΄. 

Ορίζεται ως συντελεστής ανάκλασης Rf (reflection coefficient) το πηλίκο: 

 

και ως συντελεστής διέλευσης Τ (transmission coefficient) το πηλίκο: 

 

Ισχύει ότι: 

 

 

1.4.1 Στένωση – διεύρυνση  

 

Σχήµα 1.1 Σχηµατική παράσταση στένωσης-διεύρυνσης 

Το προσπίπτον κύµα P1(x,t) φθάνοντας στην ασυνέχεια της διατοµής (στη θέση x=0) 

υφίσταται εν µέρει ανάκλαση, προκύπτει δε έτσι το ανακλώµενο κύµα P2(x,t) που 

οδεύει προς τα αριστερά και το διερχόµενο κύµα P1΄(x,t) που οδεύει προς τα δεξιά. 

(1-10) 

(1-11) 

   (1-12) 



6 

 

Υποτίθεται ότι το διερχόµενο κύµα P1΄(x,t) λόγω του µεγάλου µήκους του αγωγού 

δεν υφίσταται νέα ανάκλαση. 

Στην διεπιφάνεια (x=0) ισχύει συνέχεια των µεγεθών της πίεσης και της 

παροχής, εποµένως: 

 

Ο λόγος συνεκτικότητας είναι : 

 

Γενικά : 

• Υπάρχει ανάκλαση στην περίπτωση µεταβολής της διατοµής Α του 

αγγείου, λ≠1. 

• Υπάρχει ανάκλαση στην περίπτωση µεταβολής του πάχους h του 

αγγείου, λ≠1. 

• Υπάρχει ανάκλαση στην περίπτωση µεταβολής του µέτρου 

ελαστικότητας E του αγγείου,λ≠1. 

• Στην περίπτωση όπου A΄ → 0, λ → ∞, R =-1 έχουµε πλήρη ανάκλαση, 

χωρίς αλλαγή φάσης. Η περίπτωση αυτή είναι η περίπτωση κλειστού 

άκρου. 

• Στην περίπτωση όπου A΄ → ∞, λ → ∞, R=-1 έχουµε ανάκλαση χωρίς 

µεταβολή πλάτους αλλά µε αλλαγή φάσης. Η περίπτωση αυτή είναι η 

περίπτωση ανοικτού άκρου. 

• Για λ=1 έχουµε την περίπτωση προσαρµοσµένων συνθηκών και δεν 

έχουµε ανάκλαση. 

Η ασυνέχεια ανάλογα µε την τιµή του λ χαρακτηρίζεται ως: 

a) λ<1: Αλλαγή από λιγότερο στερεή σε περισσότερο στερεή (κλειστό άκρο). 

b) λ>1: Προσαρµοσµένες συνθήκες (µη ανάκλαση). 

c) λ>1: Αλλαγή από περισσότερο στερεή σε λιγότερο στερεή (ανοικτό άκρο) 

[Τσαγγάρης, 2004] 

 

 

 

 

 

 

 

 (1-13) 

 (1-14) 



7 

 

1.4.2 ∆ιακλάδωση 

 

Σχήµα 1.2 Σχηµατική παράσταση διακλάδωσης 

Ο συντελεστής ανάκλασης για την διακλάδωση δίνεται από την σχέση [Sherwin et al, 

2003,Wang,2003]: 

 

, όπου: Α	
  είναι η αρχική διατοµή του i αγγείου 

και c	
   είναι η αρχική ταχύτητα διάδοσης του κύµατος του i αγγείου  

 

,όπου 

 

,όπου ξ ο λόγος Poisson 

 

1.5 Αύξηση πλάτους πίεσης σε στενωµένες αρτηριακές περιοχές 

Στένωση των αιµοφόρων αγγείων είναι µία σχετικά συνήθης κατάσταση στο 

κυκλοφορικό σύστηµα. Η στένωση δηµιουργείται µε διάφορους µηχανισµούς, όπως 

π.χ. µε απόθεση ινώδους ή δηµιουργία ενδοαρτηριακής πλάκας. Υπάρχει καθολική 

συµφωνία µεταξύ των ερευνητών ότι µετά την απόθεση του ινώδους ή άλλου υλικού, 

το εσωτερικό τοίχωµα της αρτηρίας καλύπτεται από ενδοθηλιακό στρώµα και 

ενσωµατώνεται στο αρτηριακό τοίχωµα. Εποµένως η στενωµένη περιοχή µπορεί να 

θεωρηθεί ως ένα τµήµα της αρτηρίας µε διαφορετική ακτίνα και πάχος τοιχώµατος 

και άλλες ελαστικές ιδιότητες.  

(1-15) 

         (1-16) 

         (1-17) 
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Το προηγούµενο φαινόµενο είναι µια διαδεδοµένη νόσος των ηλικιωµένων κυρίως 

και οδηγεί σε καρδιακό έµφραγµα, εγκεφαλική θρόµβωση και άλλες σοβαρές 

ασθένειες. Εν µέρει αυτές οι επιπλοκές οφείλονται στην αυξηµένη συστολική πίεση 

που παρατηρείται όταν υπάρχει στένωση που προκαλεί περαιτέρω εξέλιξη της 

αρτηριοσκλήρωσης. Οι προκαλούµενες µεταβολές στην µορφή και την µέγιστη τιµή 

της πίεσης και παροχής µπορούν να υπολογισθούν αναλυτικά µε την χρήση της 

µονοδιάστατης θεωρίας και µε την βοήθεια των χαρακτηριστικών. 

Οι µεταβολές δεν είναι µόνο γεωµετρικές (απότοµη στένωση και διεύρυνση) αλλά και 

µεταβολές στις ελαστικές ιδιότητες του σωλήνα. Αντίστοιχη είναι η µεταβολή του 

πάχους του τοιχώµατος και εποµένως µεταβάλλεται και η ταχύτητα διάδοσης του 

κύµατος. Η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος µεταβάλλεται και λόγω της κατάλληλης 

αλλαγής του µέτρου ελαστικότητας του τοιχώµατος του σωλήνα. 

Το προσπίπτον κύµα φθάνοντας στην στένωση, µόνο ένα τµήµα του διέρχεται δια 

της στένωσης και το άλλο τµήµα ανακλάται στο εγγύς τµήµα της στένωσης. Το 

ανακλώµενο τµήµα οδεύει προς τα πίσω και ανακλάται εκ νέου. Το τµήµα που 

διέρχεται από την στένωση διαχωρίζεται εκ νέου σε ανακλώµενο και διερχόµενο 

τµήµα φθάνοντας στην έξοδο του αγγείου. Η πίεση και η παροχή σε κάθε σηµείο 

λαµβάνονται προσθέτοντας όλα τα διερχόµενα τµήµατα. 

 

1.6 Ανεύρυσµα κοιλιακής αορτής 

Ως ανεύρυσµα ορίζεται µια εντοπισµένη, παθολογική και µόνιµη διάταση του 

τοιχώµατος ενός αγγείου, η οποία είναι τουλάχιστον 50% µεγαλύτερη από την  

αναµενόµενη φυσιολογική διάµετρό του. H φυσιολογική διάµετρος της αορτής 

µειώνεται σταδιακά από το θώρακα µέχρι το διχασµό, είναι µεγαλύτερη στους άντρες 

απ’ ό,τι στις γυναίκες και αυξάνεται µε την ηλικία. Εποµένως, µε βάση τον παραπάνω 

ορισµό, το όριο διαµέτρου για το χαρακτηρισµό ενός διατεταµένου τµήµατος της 

αορτής ως ανευρύσµατος ποικίλλει. Για πρακτικούς λόγους, στην κοιλιακή αορτή το 

όριο αυτό θεωρείται τα 3 εκ. 

Όσον αφορά στην παθογένεια, το ανεύρυσµα αποτελεί µια εκφυλιστική διαδικασία 

όπου η αθηροσκλήρωση φαίνεται να παίζει κεντρικό ρόλο. Ωστόσο, οι ιστολογικές 

διαταραχές του τοιχώµατος της ανευρυσµατικής αορτής (κατακερµατισµός των  

φυσιολογικών στιβάδων κερατίνης - ελάττωση περιεκτικότητας σε ελαστίνη), καθώς 

και η ύπαρξη ειδικών µορφών ανευρυσµάτων (µυκωτικά - φλεγµονώδη), συνηγορούν 

για µια πιο πολύπλοκη παθογένεια όπου εµπλέκονται γενετικοί παράγοντες σε 

συνδυασµό µε φλεγµονώδεις και πιθανώς αυτοάνοσες αντιδράσεις. 

 

1.7 Ενδοαγγειακό µόσχευµα 

Το 1986 ο Volodos στην Ουκρανία και λίγο αργότερα, τo 1991, οι Parodi, Palmaz και 

Barone στην Αργεντινή περιγράφουν µία πρωτοποριακή τεχνική που θα άλλαζε τα 

δεδοµένα της χειρουργικής αντιµετώπισης των ΑΚΑ: την ενδαγγειακή αποκατάσταση 

µε τοποθέτηση ενδονάρθηκα (stent) µέσω των µηριαίων αρτηριών. Η ευκολία της 
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προσπέλασης σε συνδυασµό µε την ελάχιστα επεµβατική τεχνική αφενός την 

καθιστούσε εφικτή σε ασθενείς οι οποίοι λόγω υψηλού εγχειρητικού κινδύνου δεν θα 

µπορούσαν να αντιµετωπιστούν µε την ανοικτή µέθοδο, αφετέρου µείωνε τη 

βαρύτητα της επέµβασης (διάρκεια νοσηλείας, ανάγκη νοσηλείας σε µονάδα 

εντατικής θεραπείας, απώλεια αίµατος, αναπνευστικές - καρδιολογικές επιπλοκές). Η 

µέθοδος µε τις συνεχείς βελτιώσεις της αποτέλεσε έκτοτε αντικείµενο µεγάλου 

ενδιαφέροντος, αντικρουόµενων απόψεων αλλά κυρίως συνεχούς αξιολόγησης. 

 

Σχήµα 1.3 Ενδοµόσχευµα(σώµα, σκέλος, προεκτάσεις) [Μαράκης,2006] 

  

1.8 Μοντέλα Κυκλοφορικού Συστήµατος 

Η επίλυση της ροής στο αγγείο, όπως αναλυτικά περιγράφεται στο 2ο κεφάλαιο 

(∆ιαµόρφωση του Προβλήµατος), αποτελεί την βάση για την επίλυση δικτύων µε 

αγγεία, τόσο πολύπλοκων που µπορούν να συµπεριλάβουν το κυκλοφορικό του 

εγκεφάλου ακόµα και ολόκληρο το κυκλοφορικό σύστηµα του ανθρώπου. Πολλές 

εργασίες έχουν παρουσιαστεί τα τελευταία χρόνια και αποδεικνύουν το συνεχώς 

αυξανόµενο ενδιαφέρον για µαθηµατική και υπολογιστική προσοµοίωση του 

κυκλοφορικού συστήµατος του ανθρώπου. Ανάµεσα σε αυτές τις εργασίες, µεγάλη 

ερευνητική δραστηριότητα παρουσιάζεται για πολύπλοκα τρισδιάστατα µοντέλα ικανά 

να παρέχουν αρκετές λεπτοµέρειες του πεδίου ροής, όπως για παράδειγµα ο 

υπολογισµός των τάσεων τοιχώµατος. Ωστόσο, αυτοί οι υπολογισµοί είναι 

περισσότερο απαιτητικοί, ως προς την κατασκευή της γεωµετρίας, του υπολογιστικού 

µοντέλου και του υπολογιστικού χρόνου. Εκτός αυτού, οι µηχανικοί και οι ιατρικοί 

ερευνητές συνήθως δεν χρειάζεται να γνωρίζουν λεπτοµέρειες της ροής σε τέτοιο 

βαθµό και έτσι η εφαρµογή απλοποιηµένων µοντέλων, που αποδεικνύεται ικανή να 

παρέχει χρήσιµες πληροφορίες και µε χαµηλό υπολογιστικό κόστος, κερδίζει 

συνεχώς έδαφος. 
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Πολλές µελέτες µε επεµβατικό τρόπο (in vivo) έχουν γίνει για την µελέτη του 

κυκλοφορικού συστήµατος. Το βασικό µειονέκτηµα αυτών των µελετών είναι ότι είναι 

δύσκολες και ακριβές για να γίνουν καθώς επίσης και το γεγονός ότι περιορίζονται σε 

εύκολα προσβάσιµες αρτηρίες. Σαν αποτέλεσµα, η χρήση ενός υπολογιστικού 

µοντέλου µε την χρήση υπολογιστή για την µελέτη του κυκλοφορικού συστήµατος 

αποτελεί µία καλή εναλλακτική. Τα περισσότερα υπολογιστικά µοντέλα τέτοιου είδους 

βασίζονται στις ίδιες εξισώσεις, την µονοδιάστατη διαφορική εξίσωση ορµής κατά x 

και την εξίσωση συνέχειας. ∆ιαφορές υπάρχουν µεταξύ των µοντέλων κυρίως  

(α) στον τύπο των οριακών συνθηκών,  

(β) στην εξίσωση ελαστικότητας πίεσης – διατοµής που χρησιµοποιείται και  

(γ) στην µέθοδο επίλυσης. 

Στην βιβλιογραφία [Stergiopoulos et al, 1992, Sherwin et al, 2003, Formaggia et al, 

2003] παρατηρήθηκαν τα παρακάτω υπολογιστικά µοντέλα (µαθηµατικό µοντέλο, 

οριακές συνθήκες, µέθοδος επίλυσης). 

 

1.8.1 1ο Υπολογιστικό µοντέλο κυκλοφορικού συστήµατος  

Μαθηµατικό µοντέλο 

Το µαθηµατικό µοντέλο βασίζεται στις µονοδιάστατες εξισώσεις ροής που 

προκύπτουν από την ολοκλήρωση της εξίσωσης συνέχειας και της εξίσωσης ορµής. 

Οι εξισώσεις παίρνουν την µορφή: 

 

και 

 

, όπου: Α είναι η διατοµή του κυλινδρικού αγωγού (Α = π � R²) 

            Q είναι η παροχή όγκου στην διατοµή Α 

            ρ είναι η πυκνότητα του ρευστού 

            D είναι η διατοµή του αγγείου 

            και τ	 είναι η διατµητική τάση στο τοίχωµα και υπολογίζεται από την σχέση:        

 

, όπου: µ είναι η κινηµατική συνεκτικότητα 

        (1-18) 

        (1-19) 

       (1-20) 
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            και οι συντελεστές Cv και Cu είναι συναρτήσεις του αδιάστατου αριθµού                

Womersley W.     

Το σύστηµα των εξισώσεων συµπληρώνεται µε την παρακάτω εξίσωση 

ελαστικότητας πίεσης-διατοµής: 

 

, όπου: Αο(x) είναι η αρχική διατοµή στην θέση x του αγγείου 

            και P είναι η αρχική πίεση 

Οριακές συνθήκες 

1) Στο εγγύς άκρο του δικτύου, ορίζεται η χρονική µεταβολή της πίεσης είτε της 

παροχής. 

2) Στις διακλαδώσεις θεωρείται σταθερή ολική πίεση και συνέχεια της παροχής 

όγκου. 

3) Στο άπω άκρο των τερµατικών αγγείων εισάγεται µία αντίσταση για να 

προσοµοιώσει το επισωρευτικό αποτέλεσµα που επιφέρουν τα περιφερειακά αγγεία, 

στα οποία διακλαδίζεται το αρχικό αγγείο, και τα τριχοειδή αγγεία. Το µοντέλο της 

σύνθετης αντίστασης που χρησιµοποιείται αποτελείται από µία αντίσταση που 

βρίσκεται σε σειρά µε ένα παράλληλο συνδυασµό αντίστασης και πυκνωτή 

(προσοµοιώνει τη ποσότητα αίµατος που µπορεί να διατηρηθεί σε ορισµένο τµήµα 

της κυκλοφορίας για κάθε αύξηση της πίεσης). 

 

 

Σχήµα 1.4 Σχηµατική παράσταση αντίστασης στο άπω άκρο των τερµατικών 

αγγείων 

 

Με βάση τα παραπάνω η οριακή συνθήκη στο δεξιό άκρο του αγγείου δίνεται από τη 

σχέση: 

 

Στη παραπάνω σχέση ορίζεται ως R1 + R2 = RT η συνολική αντίσταση στο άκρο του 

αγγείου και ως C
 η χωρητικότητα ή η αγγειακή ενδοτικότητα. 

        (1-21) 

          (1-22) 
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Επισηµαίνεται ότι για το άπω άκρο των τερµατικών αγγείων του δικτύου πρέπει να 

οριστούν τα R
, C
 και R�/R
. 

Μέθοδος υπολογισµού 

Ένα απλό ρητό σχήµα χρησιµοποιήθηκε για την µετατροπή του συστήµατος των 

διαφορικών εξισώσεων σε αλγεβρικές εξισώσεις. Οι εκφράσεις πεπερασµένων 

διαφορών παραγώγων είχαν πρώτης τάξης ακρίβεια ως προς τον χρόνο και τον 

χώρο. [Stergiopoulos et al, 1992] 

 

1.8.2 2ο Υπολογιστικό µοντέλο  

Μαθηµατικό µοντέλο 

Το µαθηµατικό µοντέλο βασίζεται στις µονοδιάστατες εξισώσεις ροής που 

προκύπτουν από την ολοκλήρωση της εξίσωσης συνέχειας και της εξίσωσης ορµής. 

Οι εξισώσεις παίρνουν την µορφή: 

 

και 

  

, όπου: Α είναι η διατοµή του κυλινδρικού αγωγού (Α = π � R²) 

            Q είναι η παροχή όγκου στην διατοµή Α 

            ρ είναι η πυκνότητα του ρευστού 

            D είναι η διατοµή του αγγείου 

            και τ	 είναι η διατµητική τάση στο τοίχωµα και υπολογίζεται από την σχέση:        

 

, όπου: µ είναι η κινηµατική συνεκτικότητα 

και οι συντελεστές Cv και Cu είναι συναρτήσεις του αδιάστατου αριθµού Womersley 

W. 

Αυτό το µαθηµατικό µοντέλο διαφέρει από το προηγούµενο ως προς την εξίσωση 

ελαστικότητας. Στην προκειµένη περίπτωση η εξίσωση ελαστικότητας παίρνει την 

αλγεβρική µορφή: 

 

           (1-18) 

           (1-19) 

          (1-20) 

           (1-23) 
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, όπου  

         

 

  ho είναι το αρχικό πάχος του τοιχώµατος του αγγείου 

  Ε είναι το µέτρο ελαστικότητας του αγγείου 

  ν είναι ο λόγος Poisson 

Οριακές συνθήκες 

1)Στο εγγύς άκρο ορίζεται η χρονική µεταβολή είτε της πίεσης είτε της παροχής 

όγκου. 

2)Στις διακλαδώσεις θεωρείται σταθερή ολική πίεση και συνέχεια της παροχής όγκου. 

3) Μοντελοποιώντας µονάχα το αρτηριακό σύστηµα του κυκλοφορικού το πρόβληµα 

µπορεί να γίνει πιο εύκολο. Ωστόσο, το φλεβικό σύστηµα ανακλά προς τα πίσω 

οδεύοντα κύµατα. Έτσι είναι επιτακτική η ανάγκη της προσέγγισης των 

χαρακτηριστικών αυτών των ανακλάσεων. Για αυτό τον λόγο εισάγεται η έννοια της 

τερµατικής αντίστασης. Η τερµατική αντίσταση είναι ο αρνητικός λόγος της 

προσεγγίζουσας το άκρο χαρακτηριστικής µεταβλητής προς την αποµακρυνόµενη 

από το άκρο χαρακτηριστική µεταβλητή 

Μέθοδος υπολογισµού 

Για τον υπολογισµό των µεγεθών του κυκλοφορικού συστήµατος υιοθετήθηκε η 

µέθοδος των χαρακτηριστικών. [Sherwin et al, 2003, Formaggia et al, 2003] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           (1-24) 
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2ο  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 

∆ΙΑΜΟΡΦΩΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

 

2.1 Εισαγωγή 

Αρτηρίες ονοµάζονται τα αγγεία του οργανισµού που µεταφέρουν οξυγονωµένο αίµα 

από την καρδιά προς τα υπόλοιπα όργανα. Όσο αποµακρύνονται από την καρδιά 

διακλαδίζονται και σχηµατίζουν όλο και µικρότερα αγγεία, µικρότερες αρτηρίες και 

αρτηρίδια, τα οποία τελικά καταλήγουν στα τριχοειδή αγγεία.  

Οι αρτηρίες εκτός από την κατάταξή τους κατά µέγεθος, κατατάσσονται συχνά και µε 

τη δοµή τους. Οι µεγάλες αρτηρίες που εκβάλλουν από την καρδιά και οι πρώτοι 

κλάδοι τους είναι ελαστικές  αρτηρίες  διότι  περιέχουν  µεγάλο  ποσοστό  ελαστίνης.  

Αποµακρυνόµενοι  από  την καρδιά, το ποσοστό των µυϊκών κυττάρων που 

βρίσκεται υπό µορφή δακτυλίων γύρω από τον αυλό της αρτηρίας αυξάνει και η 

αρτηριακή δοµή πλησιάζει εκείνης των µυϊκών αρτηριών.  

Πέντε συντελεστές αποτελούν το τοίχωµα του αγγείου: Ενδοθηλιακός ιστός, ίνες 

κολλαγόνου, ίνες ελαστίνης, λείοι µύες και βασική ουσία. Η επί της εκατό 

περιεκτικότητα κάθε αγγείου στις διάφορες συνιστώσες ποικίλει ανάλογα µε το 

µέγεθος του  αγγείου.  Οι  µεγαλύτερες  µεταβολές  στα  ποσοστά  εµφανίζονται  στις  

αναλογίες  ινών κολλαγόνου και ελαστίνης, που είναι τα ελαστικά συστατικά του 

τοιχώµατος. Εποµένως,  είναι  επιτακτική  η  ανάγκη  µοντελοποίησης  των  

αρτηριών  ως  ελαστικοί σωλήνες. Η σχέση που δίνει την εξάρτηση της διατοµής της 

αρτηρίας µε την πίεση, λέγεται σχέση ελαστικότητας και παρουσιάζεται παρακάτω(2-

3).  

Η  ροή  που  διαρρέει  το  αρτηριακό  σύστηµα  είναι  παλλόµενη,  καθώς  σε  κάθε  

σηµείο  του κυκλοφορικού συστήµατος η ταχύτητα και η πίεση είναι περιοδική 

συνάρτηση του χρόνου. Παλαιότερα λόγω των µειωµένων υπολογιστικών 

δυνατοτήτων των ηλεκτρονικών υπολογιστών ο υπολογισµός της ροής, σε 

πολύπλοκα δίκτυα, ήταν δυνατός µονάχα θεωρώντας σταθερή ροή. 

Παρακάτω παρατίθεται όλη η διαδικασία διαµόρφωσης του προβλήµατος που 

προηγήθηκε της σύνταξης του κώδικα υπολογισµού της ροής. [Τσαγγάρης, 2004] 

 

2.2 Μαθηµατική θεµελίωση του προβλήµατος 

Το αίµα θεωρείται ως ασυµπίεστο και συνεκτικό ρευστό. Η ροή θεωρείται ως στρωτή 

και µονοδιάστατη, δηλαδή η ταχύτητα και η πίεση θεωρούνται σταθερές σε κάθε 

διατοµή και λαµβάνουν µια µέση τιµή.  

Για κάθε αρτηρία επιλύουµε τις µονοδιάστατες εξισώσεις κίνησης για την ροή. Οι 

εξισώσεις περιέχουν 3 άγνωστες παραµέτρους: την ταχύτητα, την πίεση και την 

διατοµή και όλες είναι συναρτήσεις της θέσης x και του χρόνου t. Οι µονοδιάστατες 

εξισώσεις διατήρησης της µάζας και της ορµής που επιλύθηκαν είναι οι παρακάτω: 
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                                                                                                     (2-1) 

και 

                                                                       (2-2) 

Στην εξίσωση (2-2) η πυκνότητα παρίσταται µε το σύµβολο ρ και η δυναµική 

συνεκτικότητα µε το σύµβολο µ. Στην ίδια εξίσωση ο τελευταίος όρος αποτελεί τον 

όρο συνεκτικών απωλειών για στρωτή ροή. Μια αυστηρή διατύπωση της 

µονοδιάστατης εξίσωσης της ορµής δεν θα επέτρεπε την χρήση αυτού του όρου, 

καθώς αναφέρεται σε µόνιµη ροή, ωστόσο πολλές φορές χρησιµοποιείται και σε 

δυναµικές µελέτες, χωρίς την δηµιουργία σηµαντικού σφάλµατος. Στην εν λόγω 

εργασία ο όρος αυτός µηδενίζεται.  

Οι ελαστικές ιδιότητες του τοιχώµατος των αρτηριών µοντελοποιούνται εισάγοντας 

την σχέση ελαστικότητας. Έτσι το σύστηµα των εξισώσεων συµπληρώνεται µε την 

παρακάτω µη-γραµµική σχέση ελαστικότητας πίεσης– διατοµής: 

P = Pext + β(x)(√A − √Ao)                                                                                                           (2-3) 
,όπου 

β(x)=!(")#	(")√$%&(�'())  
Αo είναι η αρχική διατοµή στη θέση x του αγγείου 

Pext  είναι η εξωτερική πίεση του αγγείου 

ho είναι το αρχικό πάχος του τοιχώµατος στη θέση x του αγγείου 

E(x) είναι το µέτρο ελαστικότητας στη θέση x του αγγείου  

v είναι ο λόγος Poisson 

Άρα η (2-3) αντικαθιστώντας γίνεται: 

P=Pext + !(")#˳√$%&(�'()) (√A − √Ao)                                                                                                      (2-4) 

Βγάζοντας κοινό παράγοντα το √Ao και αντικαθιστώντας το µε πRo², όπου Ro η 

αρχική ακτίνα στη θέση x του αγγείου προκύπτει: 

P=Pext+ !(")#&�&(�'()) (, --& − 1)                                                                                                            (2-5) 
Η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος δίνεται από τη σχέση: 



16 

 

                                                                                                            (2-6) 

Από τη (2-4) παραγωγίζοντας ως προς Α και αντικαθιστώντας το Αο(x) µε πRo²(x) 

παίρνουµε: 

∂P∂A = E(x)ho2(1 − v4)RoRo√π 1√Α 
Αντικαθιστώντας το πRo² µε Αo και πολλαπλασιάζοντας µε 

%6 προκύπτει: 

Αρ ∂P∂A = E(x)ho2Ro(1 − v4)ρ Α√ΑΑo 
Τέλος, κάνοντας πράξεις καταλήγουµε στην ακόλουθη: 

%6 898- = !(")#&46�&(�'()) , --&                                                                                                                        (2-7) 
Άρα από (2-7) και (2-6), 

C²=%6 898-= !(")#&46�&(�'()) , --&                                                                                                                   (2-8) 
Για Α=Αo, C=4= !(")#&46�&(�'())                                                                                                                (2-9) 

Άρα, 

C²=C=4, --&                                                                                                                                          (2-10) 
H (2-4) πολλαπλασιάζοντας και διαιρώντας τον δεύτερο όρο του δεξιού µέλους µε 

2ρ, λόγω των (2-8) και (2-9) δίνει: 

P=Pext+2ρ(C² − C=4)                                                                                                                     (2-11) 
και εναλλακτικά η (2-5) 

P=Pext+2ρC=4(, --& − 1)                                                                                                               (2-12) 
 

2.3 Aδιαστατοποίηση 

Η αδιαστατοποίηση του µαθηµατικού προβλήµατος οδηγεί στην εµφάνιση 

αδιάστατων αριθµών που ελέγχουν το πρόβληµα και µειώνουν την πολυ-

παραµετρικότητα του. Τέτοιοι αριθµοί είναι οι γνωστοί αδιαστατοποιηµένοι αριθµοί 

της ρευστοµηχανικής, όπως ο αριθµός Reynolds. 
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Εισάγονται οι παρακάτω αδιάστατες παράµετροι: 

 t*=ABCD  ⇒t=A ⃰  DBC                                                                                                                                   (2-13)                     
 x*="D ⇒ x=x*L                                                                                                                                  (2-14) 
 A*= --C ⇒A=A*A˳                                                                                                                             (2-15) 
 p*= H6BC² ⇒ p=p*ρC˳²                                                                                                                      (2-16) 
 u*= JBC ⇒u=u*C˳                                                                                                                              (2-17) 
 Re=BC�C(                                                                                                                                              (2-18)        
 δ=�CD                                                                                                                                                    (2-19)   
 Str=NDBC                                                                                                                                                (2-20) 
 M=BCBCP                                                                                                                                                   (2-21) 
, όπου 

A&, είναι η αρχική διατοµή του αγωγού πριν υποστεί οποιαδήποτε συµπίεση 

C&,  είναι η αρχική ταχύτητα διάδοσης του κύµατος στα τοιχώµατα του αγωγού 

C&Q , είναι η αρχική ταχύτητα διάδοσης του κύµατος του εκάστοτε αγωγού ή του 

τµήµατος του ιδίου αγωγού µε διαφορετικά όµως γεωµετρικά χαρακτηριστικά ή/και 

µέτρο ελαστικότητας  

L είναι το µήκος αδιαστατοποίησης 

Re είναι ο αριθµός Reynolds  

v η κινηµατική συνεκτικότητα 

Οι αδιάστατοι αριθµοί Re, Str και Μach ονοµάζονται Reynolds, Strouhal και Mach 

αντίστοιχα. Αυτό που διαφοροποιείται είναι η εισαγωγή της χαρακτηριστικής 

ταχύτητας του κύµατος C&, αντί κάποιας χαρακτηριστικής ταχύτητας του ρευστού. Αν 

ο αγωγός δεν παρουσιάζει αλλαγή γεωµετρικών χαρακτηριστικών ή ελαστικών 

ιδιοτήτων, το C& συµπίπτει µε το C&Q .  

Λαµβάνοντας υπόψη τις  παραπάνω  αδιάστατες παραµέτρους και θεωρώντας τη 

γενική περίπτωση C&Q , οι  ανωτέρω  εξισώσεις  του µοντέλου αδιαστατοποιούνται ως 

εξής: 

                                                                                               (2-22) 
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8J ⃰8A⃰ + 

88"⃰(J ⃰  )4   + P*)=0                                                                                           (2-23) 

 P*=  9R"A6BC²+2( B²BC² − BCP)
BC²)                                                                                                                  (2-24) 

και εναλλακτικά 

P*=  9R"A6BC² + 2 �S² (, - ⃰-T∗ − 1)                                                                                                            (2-25) 
 

2.4 ∆ιακριτοποίηση του χώρου 

Ο  µονοδιάστατος  χώρος  µήκους Lv/L,  όπου Lv το  µήκος  του  αγγείου  και L  το  

µήκος αδιαστατοποίησης, διακριτοποιείται µε πλήθος k αριθµητικών κόµβων που 

ισαπέχουν µεταξύ τους  µε  αδιάστατη  απόσταση:  ∆x=
D(D(V'�). Η  θέση  κάθε  κόµβου  

ορίζεται  από  την συντεταγµένη x
: 
x
=(i-1)∆x, i=1,2,�,k                                                                                             (2-26) 

To χρονικό βήµα προκύπτει από την σχέση ευστάθειας (2-33). Κάθε χρονικός 

κόµβος ορίζεται από την συντεταγµένη tW: 

tW=(n-1)∆t, n=1,2,�                                                                                              (2-27) 

 

2.5 ∆ιακριτοποίηση των διαφορικών εξισώσεων 

Αντικαθιστώντας την πρώτη χρονική παράγωγο µε πρόσω έκφραση διαφορών και τις 

χωρικές παραγώγους µε πρόσω και πίσω έκφραση διαφορών (όπως επιτάσσει η 

µέθοδος επίλυσης Mac-Cormack) προκύπτουν οι παρακάτω διακριτοποιηµένες 

αλγεβρικές σχέσεις: 

H (2-22) γίνεται: 

- ⃰  XYZ['-⃰  XY\A⃰ + �\" ⃰ (A⃰  
]�W u⃰  
]�W − A⃰  
Wu ⃰  
W)=0  
Λύνοντας ως προς Α⃰ 
W]� µε πρόσω έκφραση διαφορών για τις χωρικές παραγώγους: 

Α⃰ 
W]�=A⃰  
W- \A ⃰ \" ⃰ (A⃰  
]�W u ⃰  
]�W − A⃰  
Wu ⃰  
W)                                                                                      (2-28) 
, ή µε πίσω έκφραση διαφορών για τις χωρικές παραγώγους: 

Α⃰ 
W]�=A⃰  
W- \A ⃰ \" ⃰ (A⃰  
Wu ⃰  
W − A⃰  
'�W u⃰  
'�W )                                                                                      (2-29) 
Η (2-23) παίρνει τη µορφή: 

J ⃰  XYZ['J⃰  XY\A⃰  =- �\" ⃰ (((J ⃰  XZ[Y ) )
4  + P ⃰  
]�W  )-( (J ⃰  XY) )

4  +P ⃰  
W)) 
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Λύνοντας ως προς  u ⃰  
W]� µε πρόσω έκφραση διαφορών για τις χωρικές 

παραγώγους: 

u ⃰  
W]�=u ⃰  
W- \A ⃰ \" ⃰ (((J ⃰  XZ[Y ) )
4 + P ⃰  
]�W  )-( (J ⃰  XY) )

4 +P ⃰  
W))                                                                (2-30) 
,ή µε πίσω έκφραση διαφορών για τις χωρικές παραγώγους: 

u ⃰  
W]�=u ⃰  
W- \A⃰ \" ⃰ (((J ⃰  XY) )
4 + P ⃰  
W )-( (J ⃰  X^[Y ) )

4  + P ⃰  
'�W ))                                                              (2-31) 
Το κριτήριο ευστάθειας είναι [Zagzoule et al, 1986]: 

(|u|+C˳)\A\" ≤1                                                                                                                                   (2-32) 
Αδιαστατοποιώντας το κριτήριο ευστάθειας σύµφωνα µε τις σχέσεις (2-13) και (2-14) 

και κάνοντας αλγεβρικές πράξεις η (2-32) παίρνει την µορφή: 

\A⃰ \" ⃰  ≤ 1                                                                                                                                                 (2-33) 
Η (2-24) διακριτοποιείται ως εξής: 

 P ⃰  
W]�=  9R"AXYZ[
6BC²  + 2((BXYZ[)²BC² − BCP)

BC²)                                                                                             (2-34) 
και εναλλακτικά 

 P ⃰  
W]�=  9R"AXYZ[
6BC²   + 2 �S² (,- ⃰  XYZ[

-˳⃰ − 1)                                                                                        (2-35) 
 

2.6 Αρχικές και Οριακές συνθήκες 

Επιλέγεται αρχικά, η εσωτερική και εξωτερική πίεση στο αγγείο να είναι µηδέν. 

∆ηλαδή, για t=0, P(x,0) = Pext(x,0) = 0. Επίσης, δεν υφίσταται καµία παραµόρφωση 

σε οποιοδήποτε σηµείο του αγγείου και η ταχύτητα του ρευστού είναι µηδενική, ενώ η 

ταχύτητα του κύµατος ίση µε C&Q . Συνεπώς, A(x,0)=Aο=const, u(x,0) = 0 και 

C(x,0)= C&Q . 

Ο υπολογισµός των οριακών συνθηκών γίνεται µε τη µέθοδο των χαρακτηριστικών. 

Η  µέθοδος  των  χαρακτηριστικών  χρησιµοποιείται λόγω της ικανότητά  της  να  

εκµεταλλεύεται τις υπερβολικές ιδιότητες των µη συνεκτικών, ασυµπίεστων 

εξισώσεων της ορµής και της συνέχειας. Οι κύριες µεταβλητές που περιγράφουν το  

ρευστοµηχανικό προβληµα(πίεση,διατοµή και ταχύτητα) υπολογίζονται συναρτήσει 

των  αντίστοιχων τιµών τους πάνω στις χαρακτηριστικές καµπύλες. Επί της ουσίας, 

σε ένα σύστηµα µερικών διαφορικών εξισώσεων ονοµάζουµε χαρακτηριστικές 

καµπύλες τις καµπύλες εκείνες, κατά µήκος των οποίων οι µερικές διαφορικές 

µετατρέπονται σε συνήθεις οπότε και επιλύονται απλούστερα. Στην περίπτωση των 

υπερβολικών µερικών διαφορικών εξισώσεων, οι χαρακτηριστικές είναι πραγµατικές 

και ξεχωριστές. Αυτό σηµαίνει ότι η πληροφορία διαδίδεται σε δύο κατευθύνσεις. Εάν  

υπάρχουν πλευρικά όρια όπως στην περίπτωσή µας, µόνο µια συνθήκη απαιτείται  
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σε κάθε σηµείο γιατί µια χαρακτηριστική µεταφέρει την πληροφορία έξω από το  

υπολογιστικό πεδίο και µια την µεταφέρει µέσα. Υπάρχουν διάφοροι τύποι συνθηκών 

που µπορούν να χρησιµοποιηθούν. Οι ιδανικές όµως είναι αυτές που επιτρέπουν στο 

κύµα να εξέλθει του πεδίου χωρίς τις επονοµαζόµενες ψευδείς ανακλάσεις. 

Εµείς θέλουµε να επιλύσουµε τις ακόλουθες µερικές διαφορικές:  

8-8A  + 
88"(Au)=0 

8J8A + 
88"(J )

4   + p)=0 

Εφαρµόζοντας τον κανόνα παραγώγισης γινοµένου συναρτήσεων στην πρώτη και 

τον κανόνα αλυσίδας στη δεύτερη προκύπτουν οι ακόλουθες: 

L1=8%8A  + u8-8"+A8J8"=0                                                                                                                     (2-36) 
L2=8J8A  + u8J8"+�6 898-  8-8"=0                                                                                                               (2-37) 
Θεωρούµε ένα γραµµικό συνδυασµό L των L1 και L2 ως εξής: 

L=λ1L1+λ2L2                                                                                                                                  (2-38) 
Αντικαθιστώντας τα L1 και L2 και κάνοντας πράξεις : 

L=λ18J8A  + (λ1u+λ2Α) 8J8" + λ28%8A  + (λ1�6 898- + λ2u) 8-8"                                                          (2-39) 
Εάν x=x(t) είναι η εξίσωση µιας καµπύλης τότε η κλίση της εφαπτοµένης σε κάθε 

σηµείο της καµπύλης θα είναι 
b"bA , ενώ εάν u=u(t,x) και A=A(t,x) λύσεις των (2-36) και 

(2-37) τότε  

du=8J8Adt+8J8"dx                                                                                                                                 (2-40) 
και dA=8-8A dt+8-8"dx                                                                                                                         (2-41) 
 αντίστοιχα.  
Αντικαθιστώντας στην (2-39), το 

8J8A  από την (2-40) και το 
8%8A  από την (2-41) 

προκύπτει: 

L=λ1bJbA+λ2b-bA +[((λ1u+λ2A)-λ1) b"bA] 8J8"+[(( λ1 �6 898-+λ2u)-λ2) b"bA] 8-8"                            (2-42) 
Θέλουµε βάση της θεωρίας οι όροι των µερικών παραγώγων να µηδενιστούν, οπότε 

και επιλέγουµε τέτοια λ1 και λ2 ώστε να ισχύει : 

bAb"= o�o�J]o4%= o4o�[pqrqs]o4J                                                                                                                    (2-43) 
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H διαφορική λοιπόν έκφραση (2-42) για το L λαµβάνοντας υπ’όψη όλα τα παραπάνω 

δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 

dtL=λ1du+λ2dA                                                                                                                             (2-44) 
Από τη σχέση (2-43) κάνοντας πράξεις : 

-λ1/λ2= '%bAb"'JbA=b"'JbA'[pqrqsbA 
Εάν θέσουµε λ2/λ1=λ τότε: 

λ=b"'JbA%bA                                                                                         (2-45) 
και λ= ^[p qrqsbA

JbA'b"                                                                                                                                      (2-46) 

Λύνοντας ως προς dx τη δεύτερη (2-46) προκύπτει: 

dx=(u+�6 898- �o)dt 
Αντικαθιστώντας από την πρώτη (2-45) το dx και λύνοντας ως προς λ καταλήγουµε 

στην: 

λ²=�6 898- �% ⇒ λ=±,�6 898- Α'[)                                                                                                           (2-47) 
Αντικαθιστώντας στην (2-45) το λ προκύπτουν οι δύο χαρακτηριστικές κατευθύνσεις: 

dx=(u+,�6 898- Α'[)A)dt4'vwxydx=(u+c)dt⇒ 
b"bA] = (u+c)                                                                                                                                      (2-48) 
και 
dx=(u -,�6 898- Α'[)A)dt4'vwxydx=(u-c)dt⇒ 
b"bA' = (u-c)                                                                                                                                        (2-49) 
Οι εξισώσεις των χαρακτηριστικών προκύπτουν συνδυάζοντας τις σχέσεις (2-44) και 

(2-48) για τη µία κατεύθυνση και τις σχέσεις (2-44) και (2-49) για την άλλη : 

Αdu+(b"bA] − u)dt=0  
και 

Αdu+(b"bA' − u)dt=0 
Ολοκληρώνοντας τις παραπάνω τελικά καταλήγουµε στις: 
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z udu + z {- dA=0⇒u+4(c-c&Q )=const=ξ                                                                                 (2-50) 
και 

z udu − z {- dA=0⇒u-4(c-c&Q )=const=η                                                                                  (2-51) 
[Lister] 

 

2.6.1 Εγγύς άκρο αγγείου 

Θεωρούµε γνωστό το πεδίο ροής σε όλο το µήκος του αγγείου τoν χρονικό κόµβο n 

και θέλουµε να το υπολογίσουµε τον χρονικό κόµβο n+1: 

 

 

 

 

 

 

 

 

1                         CL                         2                                                                       k 

 

 

Σχήµα 2.1 Σχηµατική παράσταση του χωροχρονικού πεδίου  στο εγγύς άκρο 

Τα σηµεία 1,2 αποτελούν τον πρώτο και δεύτερο χωρικό κόµβο αντίστοιχα. Το 

σηµείο CL ανήκει πάνω στην αριστεροκλινή χαρακτηριστική η=const. Εφαρµόζοντας 

γραµµική παρεµβολή για την ταχύτητα στο αριστερό άκρο του αγγείου παίρνουµε: 

\"��\" =J��Y 'J[YJ)Y'J[Y                                                                                                                                        (2-52) 
Εφαρµόζοντας αντίστοιχα γραµµική παρεµβολή για την ταχύτητα του κύµατος στο 

αριστερό άκρο του αγγείου προκύπτει: 

\"��\" =B��Y 'B[YB)Y'B[Y                                                                                                                                        (2-53) 
Για απειροστές ποσότητες ∆x,∆t θεωρούµε την αριστεροκλινή χαρακτηριστική ευθεία. 

Οπότε ισχύει: 

n+1 

n 

π-θ
θ

ΔΧCL

ΔΧ

Δt
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cot(π-θ)=b"bA ⇒ -cot(θ)=b"bA ⇒ 
b"bA ≃ − \"��\A  4'��wxxy 
ΔxBD = Δt(cBD − uBD)                                                                                                                     (2-54) 
Αντικαθιστώντας τη (2-54) στη (2-52) έχουµε: 

\A\" (cBDW − uBDW )=J��Y 'J[YJ)Y'J[Y                                                                                                                     (2-55) 
Βγάζοντας κοινό παράγοντα το  uBDW  και κάνοντας ανακατανοµή των όρων η (2-55) 

γίνεται: 

( �J)Y'J[Y + \A\") uBDW  = \A\" cBDW  + J[YJ)Y'J[Y  
Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη µε (u4W − u�W)Δx και λύνοντας ως προς uBDW : 

 uBDW = {��Y \A (J)Y'J[Y)]J[Y\"\"]\A(J)Y'J[Y)   
Τελικά βγάζοντας κοινό παράγοντα από τον αριθµητή και παρονοµαστή το ∆x 

καταλήγουµε στην: 

uBDW = {��Y ���� (J)Y'J[Y)]J[Y�]����(J)Y'J[Y)                                                                                                                     (2-56) 
Αντικαθιστώντας τη (2-54) στη (2-53) έχουµε: 

\A\" (cBDW − uBDW )={��Y '{[Y{)Y'{[Y                                                                                                                     (2-57) 
Aναπτύσσοντας την επιµεριστική του πρώτου µέλους και αντικαθιστώντας το uBDW  

από τη (2-56) προκύπτει: 

 \A\" cBDW  - \A\"  {��Y ���� (J)Y'J[Y)]J[Y�]����(J)Y'J[Y)  = {��Y
{)Y'{[Y - {[Y{)Y'{[Y  

Κάνοντας πράξεις καταλήγουµε στην ακόλουθη σχέση για το cBDW : 

cBDW = 'J[Y ����({)Y'{[Y)]{[Y(�]���� (J)Y'J[Y))
�]����({[Y'{)Y)]����(J)Y'J[Y)                                                                                                (2-58) 

Από τη συνθήκη συµβατότητας (2-51) για αριστεροκλινή χαρακτηριστική ισχύει: 

uBDW − 4(cBDW − c&Q ) = const  
Άρα, και µε δεδοµένο ότι το C&Q  απαλοίφεται: 

u�W]� − 4c�W]�=uBDW − 4cBDW                                                                                                             (2-59) 
Αδιαστατοποιούµε τις σχέσεις (2-56),(2-58),(2-59) : 
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u ⃰ BDW = { ⃰ ��Y �� ⃰�� ⃰ (J ⃰ )Y'J ⃰ [Y)]J ⃰ [Y�'�� ⃰�� ⃰(J ⃰ [Y'J ⃰ )Y)                                                                                                             (2-60) 
c ⃰ BDW = 'J ⃰ [Y �� ⃰ �� ⃰  ({ ⃰ )Y'{ ⃰ [Y)]{ ⃰ [Y(�] ��⃰ �� ⃰ (J ⃰ )Y'J ⃰ [Y)   

�]�� ⃰�� ⃰�{ ⃰ [Y'{ ⃰ )Y�] ��⃰ �� ⃰ (J ⃰ )Y'J ⃰ [Y)                                                                                 (2-61) 
u ⃰ �W]� − 4c ⃰ �W]�=u ⃰ BDW − 4c ⃰ BDW                                                                                                     (2-62) 
Έχουν επιλεγεί δύο τύπου οριακές συνθήκες για την είσοδο του αγγείου. Στη µεν 

πρώτη επιβάλλουµε παλµό πίεσης, στη δε δεύτερη παλµό µε όρους 

χαρακτηριστικών εξισώσεων. Ακολουθεί η ανάλυση και των δύο. 

 

2.6.1.1 Παλµός πίεσης 

Με την επιβολή ενός παλµού πίεσης της επιλογής µας,  

P
W(0,t)=f(t)                                                                                                             (2-63) 

θα προκληθούν ψευδείς ανακλάσεις. Πρόκειται δηλαδή για µία µη ιδανική συνθήκη, 

γεγονός που µας απαγορεύει να δώσουµε αυτή την τιµή στην πίεση εισόδου και 

κατόπιν να υπολογίσουµε τη διατοµή και την ταχύτητα. Θα πρέπει συνεπώς να την 

εισαγάγουµε στη συνθήκη συµβατότητας της αριστεροκλινούς χαρακτηριστικής ως 

εξής: 

u-4(c-c&Q )=u-4(, �46 Α[� − , �46 A&[�)                                                                                             (2-64) 
u+4(c-C&Q )=u+4(, �46 Α[� − , �46 A&[�)                                                                                         (2-65) 
P = Pext + β(√A − √Ao) ⇒ 
A[�=,(9'9R"A)� + √Ao 
Αφαιρώντας την (2-64) από τη (2-65) και αντικαθιστώντας το A[� παίρνουµε: 

u+4(c-c&Q )- u-4(c-c&Q )=8, �46 (,(9'9R"A)� + �Ao(x) − A&[�)  
Κάνοντας πράξεις: 

u+4(c-c&Q ) - u-4(c-c&Q )= 8 ��46 (,(P − Pext) + β√Ao − �βA&
[�))                                      (2-66) 

Σε αυτή µόνο τη σχέση θεωρούµε τον όρο u-4(c-C&Q )=0. Η (2-66) λοιπόν γίνεται : 

u+4(c-c&Q  )=8 ��46 (,(P − Pext) + β√Ao − �βA&
[�))  
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Αδιαστατοποιώντας και λαµβάνοντας υπόψη ότι στην είσοδο C&Q  = c˳ καταλήγουµε 

τελικά στην: 

u ⃰+4(c ⃰ -1 )=8(,9 ⃰ '9R"A⃰4 + 1 − 1)  
,η οποία για την είσοδο του αγγείου και για τη νέα χρονική στιγµή n+1 γίνεται: 

u ⃰ �W]� + 4(c ⃰ �W]� − 1)= 8(,9 ⃰ XYYZ['9R"A ⃰ XYZ[
4 + 1 − 1)                                                             (2-67) 

Οι σχέσεις (2-62) και (2-67) αποτελούν ένα σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο 

αγνώστους από το οποίο προκύπουν οι τιµές της αδιαστατοποιηµένης ταχύτητας u ⃰ 
και της αδιαστατοποιηµένης ταχύτητας κύµατος c ⃰ στην είσοδο του αγγείου τη νέα 

χρονική στιγµή n+1 από τις ακόλουθες: 

u ⃰ �W]� = J ⃰ ��Y '�({ ⃰ ��Y '� )]�(�r ⃰ XYYZ[^r��� ⃰ XYZ[
) ]�'�)

4                                                                          (2-68) 

c ⃰ �W]� =�(�r ⃰ XYYZ[^r��� ⃰ XYZ[
) ]�'�)'J ⃰ [YZ[ 

� + 1                                                                                    (2-69) 
Παρόλο που µε αυτόν τον τρόπο ο παλµός πίεσης εισάγεται έµµεσα, αποδεικνύεται 

πως είναι αποτελεσµατικός, ενώ απολαµβάνει µη-ανακλαστικές ιδιότητες. 

Σε ότι αφορά τη διατοµή, αυτή προκύπτει συναρτήσει της ταχύτητας κύµατος ως 

εξής: 

Από τη σχέση (2-10), λύνοντας ως προς Α παίρνουµε: 

Α=Αο( BBC)�                                                                                                                                         (2-70) 
Aδιαστατοποιώντας, καταλήγουµε στη σχέση: 

Α⃰ �W]�=Αο*({ ⃰ [YZ[
BC ⃰  )�                                                                                                                          (2-71) 

Τέλος, η πίεση δίνεται από τη σχέση (2-34): 

 P ⃰  �W]�=  9R"A[YZ[
6BC²  + 2((B[YZ[)²BC² − 1)   

ή  
 P ⃰  �W]�= Pext ⃰ �W]� +2((C ⃰ �W]�)²-1)                                                                                            (2-72) 
[Formaggia et al,2003] 
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2.6.1.2 Παλµός µε όρους χαρακτηριστικών εξισώσεων 

Θεωρούµε την ακόλουθη συνθήκη: 

u+4(c-c˳)=f(t)                                                                                                         (2-73) 

Σε συνδυασµό µε τη συνθήκη συµβατότητας,σχέση (2-62), για αριστεροκλινή 

χαρακτηριστική, προκύπτει ένα σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους από το 

οποίο υπολογίζονται οι τιµές της αδιαστατοποιηµένης ταχύτητας u⃰ και της 

αδιαστατοποιηµένης ταχύτητας κύµατος c ⃰ στην είσοδο του αγγείου τη νέα χρονική 

στιγµή n+1. 

u ⃰ �W]� = J ⃰ ��Y '�({ ⃰ ��Y '� )]�  ⃰ (A)4                                                                                                          (2-74) 
c ⃰ �W]� =� ⃰(A)'J ⃰ [YZ[ � + 1                                                                                                                     (2-75) 
Η διατοµή και η πίεση υπολογίζονται ως ανωτέρω από τις σχέσεις (2-71),(2-72). 

[Sherwin et al, 2003] 

 

2.6.2 Άπω άκρο αγγείου 

Θεωρούµε γνωστό το πεδίο ροής σε όλο το µήκος του αγγείου τoν χρονικό κόµβο n 

και θέλουµε να το υπολογίσουµε τον χρονικό κόµβο n+1: 

 

 

 

 

 

 

 

 

1                                                                      k-1                      CR                          k 

 

Σχήµα 2.2 Σχηµατική παράσταση του χωροχρονικού πεδίου  στο άπω άκρο 

Τα σηµεία k-1,k αποτελούν τον προτελευταίο και τελευταίο χωρικό κόµβο αντίστοιχα. 

Το σηµείο CR ανήκει πάνω στη δεξιοκλινή χαρακτηριστική ξ=const. Εφαρµόζοντας 

γραµµική παρεµβολή για την ταχύτητα στο δεξί άκρο του αγγείου παίρνουµε: 

n+1 

n 

θ

ΔXCR 

ΔX 

Δt 
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\"��\" = J��Y 'J�YJ�^[Y 'J�Y                                                                                                                                     (2-76) 
Εφαρµόζοντας αντίστοιχα γραµµική παρεµβολή για την ταχύτητα του κύµατος στο 

αριστερό άκρο του αγγείου προκύπτει: 

\"��\" = B��Y 'B�YB�^[Y 'B�Y                                                                                                                                     (2-77) 
Για απειροστές ποσότητες ∆x,∆t θεωρούµε την δεξιοκλινή χαρακτηριστική ευθεία. 

Οπότε ισχύει: 

cot(θ)=b"bA ⇒ cot(θ)=b"bA ⇒ 
b"bA ≃ − \"��\A  4'��wxxy  
ΔxB� = Δt(cB� + uB�)                                                                                                                    (2-78) 
Αντικαθιστώντας τη (2-78) στη (2-76) έχουµε: 

\A\" (cB�W + uB�W )= J��Y 'J�YJ�^[Y 'J�Y                                                                                                                 (2-79) 
Βγάζοντας κοινό παράγοντα το  uB�W  και κάνοντας ανακατανοµή των όρων η (2-79) 

γίνεται: 

(\A\" - �J�^[Y 'J�Y ) uB�W  =- J�YJ�^[Y 'J�Y - \A\" cB�W   
Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη µε (uV'�W − uVW)Δx και λύνοντας ως προς uB�W : 

 uB�W = {��Y \A (J�^[Y 'J�Y)]J�Y\"\"'\A(J�^[Y 'J�Y)  
Τελικά, βγάζοντας κοινό παράγοντα από τον αριθµητή και τον παρονοµαστή το ∆x 

καταλήγουµε στην: 

uB�W = {��Y ���� (J�^[Y 'J�Y)]J�Y�'����(J�^[Y 'J�Y)                                                                                                                 (2-80) 
Αντικαθιστώντας τη (2-78) στη (2-77) έχουµε: 

\A\" (cB�W + uB�W )= {��Y '{�Y{�^[Y '{�Y                                                                                                                  (2-81) 
Aναπτύσσοντας την επιµεριστική του πρώτου µέλους και αντικαθιστώντας το uB�W  

από τη (2-81) προκύπτει: 

\A\" {��Y ���� (J�^[Y 'J�Y)]J�Y�'����(J�^[Y 'J�Y)  + \A\" cB�W = {��Y
{�^[Y '{�Y - {�Y{�^[Y '{�Y  

Κάνοντας πράξεις καταλήγουµε στην ακόλουθη σχέση για το cB�W : 
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cB�W = J�Y ����({�^[Y '{�Y)]{�Y(�]���� (J�^[Y 'J�Y))
�'�����{�^[Y '{�Y�'����(J�^[Y 'J�Y)                                                                                           (2-82) 

Από τη συνθήκη συµβατότητας για δεξιοκλινή χαρακτηριστική (2-50)ισχύει: 

uB�W + 4(cB�W − c&Q  ) = const 
Άρα, και µε δεδοµένο ότι το C&Q   απαλοίφεται: 

uVW]� + 4cVW]�=uB�W + 4cB�W                                                                                                            (2-83) 
Αδιαστατοποιούµε τις σχέσεις (2-80),(2-82),(2-83) : 

u ⃰ B�W = { ⃰ ��Y �� ⃰�� ⃰ (J ⃰ �^[Y 'J ⃰ �Y)]J ⃰ �Y�'�� ⃰�� ⃰(J ⃰ �^[Y 'J ⃰ �Y)                                                                                                         (2-84) 
c ⃰ B�W = J ⃰ �Y �� ⃰�� ⃰ ({⃰ �^[Y '{ ⃰ �Y)]{ ⃰ �Y(�]�� ⃰�� ⃰  (J ⃰ �^[Y 'J ⃰ �Y))

�'�� ⃰ �� ⃰�{ ⃰ �^[Y '{ ⃰ �Y�'�� ⃰�� ⃰(J ⃰ �^[Y 'J ⃰ �Y)                                                                               (2-85) 
u ⃰ VW]� + 4c ⃰ VW]�=u ⃰ B�W + 4c ⃰ B�W                                                                                 (2-86) 

Το κυκλοφορικό σύστηµα αποτελείται από αρτηρίες, οι οποίες διακλαδίζονται 

συνεχώς σε µικρότερες µέχρι τα τριχοειδή αγγεία. Αν ενδιαφερόµαστε, όπως στην εν 

λόγω εργασία, µόνο για µεγαλύτερες αρτηρίες του δικτύου, το πρόβληµα µπορεί να 

απλουστευτεί αρκετά,  µοντελοποιώντας ένα µέρος του δικτύου. Έχουν επιλεγεί δύο 

τύπου οριακές συνθήκες για την έξοδο του αγγείου. Στη µεν πρώτη επιβάλουµε µη 

ανακλαστικές ιδιότητες, στη δε δεύτερη που χρησιµοποιείται στην περίπτωση της 

απλής και διπλής διακλάδωσης θεωρούµε έναν συντελεστή ανάκλασης Rf(κεφάλαιο 

1ο, σχέση 1-15). 

 

2.6.2.1 Συνθήκη µη-ανάκλασης 

Προκειµένου να µην υπάρχουν ανακλάσεις, θέτουµε τον όρο u-4(c-C&Q ) ίσο µε το 

µηδέν, δηλαδή: 

u-4(c-C&Q )=0                                                                                                            (2-87) 

Από τις σχέσεις (2-87) και (2-50) προκύπτει ένα σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο 

αγνώστους, από το οποίο υπολογίζονται οι τιµές της αδιαστατοποιηµένης ταχύτητας 

u⃰ και της αδιαστατοποιηµένης ταχύτητας κύµατος c ⃰ στην έξοδο του αγγείου τη νέα 

χρονική στιγµή n+1. 

u ⃰ VW]� = J ⃰ ��Y ]�({ ⃰ ��Y 'BCP  ⃰ )4                                                                                                                 (2-88) 
c ⃰ VW]� = J ⃰ �YZ[

� + c&Q  ⃰                                                                                                                         (2-89) 
Η διατοµή και η ταχύτητα δίνονται από τις σχέσεις (2-70) και (2-34): 
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Α⃰ VW]�=A&⃰ ({ ⃰ �YZ[
BCP  ⃰  )�                                                                                                                            (2-90) 

 P ⃰  VW]�=  9R"A[YZ[
6BC²  + 2((B�YZ[)²BC² − ��P ²BC²) ή 

 P ⃰  VW]�= Pext ⃰ VW]� +2((CVW]�)²- C ⃰ �Q ²)                                                                                       (2-91) 
 
2.6.2.2 Τερµατική αντίσταση 

Το δίκτυο των αγγείων, που αµελούµε, επίσης αντανακλά πίσω οδεύοντα κύµατα.  

Πρέπει να προσεγγιστούν αυτές οι ανακλάσεις στο τέλος του  µοντελοποιηµένου 

δικτύου. Έτσι εισάγεται η έννοια της τερµατικής  αντίστασης Rt (terminal resistance). 

Για Rt=1 έχουµε πλήρη ανάκλαση.  

Για Rt=0 έχουµε µηδενική ανάκλαση.  

Για Rt > 0 το πίσω οδεύον κύµα συνεισφέρει µε αρνητική ταχύτητα.  

Για Rt < 0 το πίσω οδεύον κύµα συνεισφέρει µε θετική ταχύτητα. 

Με γνωστή λοιπόν την τιµή του Rt, από τη σχέση: 

Rt =− J'�(B'BC)J]�(B'BC)                                                                                                                                (2-92) 
και τη συνθήκη συµβατότητας (2-50) για δεξιοκλινή χαρακτηριστική προκύπτει ένα 

σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους, από το οποίο υπολογίζονται οι τιµές της 

αδιαστατοποιηµένης ταχύτητας u⃰ και της αδιαστατοποιηµένης ταχύτητας κύµατος c ⃰ 

στην έξοδο του αγγείου τη νέα χρονική στιγµή n+1. 

u ⃰ VW]� = J ⃰ ��Y ]�({ ⃰ ��Y 'BCP  ⃰ )�][Z��[^��                                                                                                                 (2-93) 
c ⃰ VW]� = J ⃰ �YZ[(�]�A)�(�'�A) + c&Q  ⃰                                                                                                               (2-94) 
Η διατοµή και η πίεση υπολογίζονται ως ανωτέρω από τις σχέσεις (2-90),(2-91). 

 

2.7 Αγγείο µε stent 

 

 

Σχήµα 2.3 Σχηµατική παράσταση αγγείου µε stent 

Όταν στο αγγείο τοποθετείται stent, οι ελαστικές του ιδιότητες ποικίλουν. Αν απλά 

αλλάξουµε συναρτήσει του µήκους x την τιµή του β(x), µπορεί οι διαφορετικές 

ιδιότητες  να λαµβάνονται υπόψη, όµως στο σηµείο της αλλαγής παρουσιάζεται 

Eo 
E1 
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ασυνέχεια. Προκειµένου να αντιµετωπιστεί αυτό το πρόβληµα υιοθετήθηκαν δύο 

µεθοδολογίες.  

2.7.1 Συνάρτηση Ε(x) στα σηµεία αλλαγής του µέτρου ελαστικότητας 

Το stent αντιµετωπίζεται ως τµήµα του αγωγού, το οποίο έχει διαφορετικό µέτρο 

ελαστικότητας, οπότε και ισχύουν οι εξισώσεις των οποίων η ανάλυση έχει 

προηγηθεί, αλλά εισάγεται µία συνάρτηση υπολογισµού του Ε πέµπτου βαθµού ώστε 

η µετάβαση από τη µία τιµή στην άλλη να γίνεται οµαλά. Βάση του κατωτέρω 

σχήµατος καταστρώνεται ένα γραµµικό σύστηµα έξι εξισώσεων, το οποίο επιλύεται 

µε τη µέθοδο Gauss(2.11). 

 

Σχήµα 2.4 Το µέτρο ελαστικότητας συναρτήσει του µήκους του αγγείου 

,όπου x=a1 η είσοδος του stent, x=a2 η έξοδος και δ µία τιµή µήκους που δίνουµε 

εµείς. 

Η συνάρτηση θα είναι της µορφής: 

E(x)=s0+s1E(x)+s2E(x)4+s3E(x)�+s4E(x)�+s5E(x)�                                           (2-95) 

Οι εξισώσεις που χρησιµοποιούνται για την εύρεση των συντελεστών του τµήµατος 

(a1-δ,a1+δ) είναι: 

Εο= s0+s1E(a1-δ)+s2E(a1 − δ)4+s3E(a1 − δ)�+s4E(a1 − δ)�+s5E(a1 − δ)�      (2-96) 

Ε1= s0+s1E(a1+δ)+s2E(a1 + δ)4+s3E(a1 + δ)�+s4E(a1 + δ)�+s5E(a1 + δ)�     (2-97) 

Στις θέσεις x=a1-δ και x=a1+δ, η Ε(x) παρουσιάζει την ελάχιστη και µέγιστη τιµή 

αντίστοιχα.Άρα, ισχύει: 

b�(��'�)b" =0⇒ 

0=s1+2s2E(a1-δ)+3s3E(a1 − δ)4+4s4E(a1 − δ)�+5s5E(a1 − δ)�                        (2-98) 

b�(��]�)b" =0⇒ 

0=s1+2s2E(a1+δ)+3s3E(a1 + δ)4+4s4E(a1 + δ)�+5s5E(a1 + δ)�                       (2-99) 
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Στο σηµείο a1 αλλάζουν τα κοίλα της Ε(x), δηλαδή από κυρτή γίνεται κοίλη.Άρα, 

ισχύει: 

b²�(��)b"² =0⇒ 

0=2s2+6s3 E(a1)+  12s4E(a1)4+20s5E(a1)                                                       (2-100) 

!&]!�4 = s0+s1E(a1)+s2E(a1)4+s3E(a1)�+s4E(a1)�+s5E(a1)�                          (2-101) 

Καθ΄όµοιο τρόπο προκύπτει και η συνάρτηση του Ε(x) για το τµήµα (a2-δ,a2+δ). 

 

2.7.2 Θεώρηση stent ως ξεχωριστό αγγείο 

 

Σχήµα 2.5 Σχηµατική παράσταση υποδιαίρεσης αγγείου µε stent σε δύο αγγεία 

Στη δε δεύτερη, ισχύουν τα εξής για το σηµείο της αλλαγής: 

Συνέχεια των παροχών µάζας: 

Q1=Q2 ⇒ A1u1=A2u2                                                                                            (2-102) 

Συνέχεια ολικής πίεσης: 

Pt1=Pt2 ⇒ P1+
�4ρu�4 = P2+

�4ρu44                                                                            (2-103) 

Στην ουσία αυτό που κάνουµε είναι να θεωρούµε το τµήµα µε το stent διαφορετικό 

αγωγό. Σε αυτήν την περίπτωση η ταχύτητα, η πίεση και η διατοµή της εξόδου του 

φυσιολογικού αγγείου και της εισόδου του stent ή αντίστοιχα της εξόδου του stent και 

της εισόδου του φυσιολογικού αγγείου υπολογίζονται ως οριακές συνθήκες. 

 
 

1 2 
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Προκύπτει ένα µη γραµµικό σύστηµα τεσσάρων εξισώσεων µε τέσσερις αγνώστους, 

το οποίο εκτός από τις ανωτέρω εξισώσεις περιλαµβάνει και τις συνθήκες 

συµβατότητας των χαρακτηριστικών της εξόδου και της εισόδου αντίστοιχα, οι οποίες 

είναι: 

u VW]� + 4c VW]�=u B�W + 4c B�W  

u�W]� − 4c�W]�=uBDW − 4cBDW  

Αντικαθιστώντας τις πιέσεις στην (2-103) από τη σχέση (2-11) και τη διατοµή στην (2-

102) από τη σχέση (2-70) και αδιαστατοποιώντας: 

 u ⃰ VW]� + 4c ⃰ VW]�=u ⃰ B�W + 4c ⃰ B�W                                                                                                 (2-104) 
u ⃰ �W]� − 4 ⃰ c�W]�=u ⃰ BDW − 4 ⃰ cBDW                                                                                                   (2-105) 
(u ⃰ VW]�)² + 4�(C ⃰ VW]��4 − C ⃰ ��Q ²)=(u ⃰ �W]�)² + 4�(C ⃰ �W]��4 − C ⃰ ��Q ²)                             (2-106) 
- ⃰C[B ⃰ ��P   (C ⃰ �W]�)�u ⃰ �W]�= - ⃰C)B ⃰ ��P   (C ⃰ 4W]�)�u ⃰ 4W]�                                                                             (2-107) 

Το µη γραµµικό σύστηµα επιλύεται µε τη µέθοδο Νewton - Raphson(2.12). Έχοντας 

υπολογίσει λοιπόν την αδιαστατοποιηµένη ταχύτητα εξόδου του φυσιολογικου 

αγγείου και εισόδου του stent, καθώς και την αδιαστατοποιηµένη ταχύτητα κύµατος 

αντίστοιχα, η διατοµή και η πίεση προκύπτουν αδιαστατοποιώντας τις σχέσεις (2-70) 

και (2-11) για το φυσιολογικό αγγείο και το stent αντίστοιχα.  

 

2.8 ∆ιακλάδωση µε διατήρηση ολικής πίεσης 

 

Σχήµα 2.6 Σχηµατική παράσταση διακλάδωσης 

Αρχικά ισχύει η συνέχεια των παροχών µάζας, δηλαδή:  

Q1=Q2+Q3 ⇒ A1u1=A2u2+A3u3                                                                           (2-108) 

Επίσης, θεωρούµε συνέχεια ολικής πίεσης. Τότε:  

Pt1=Pt2 ⇒ P1+
�4ρu�4 = P2+

�4ρu44                                                                            (2-109) 

Pt1=Pt3 ⇒ P1+
�4ρu�4 = P3+

�4ρu�4                                                                            (2-110) 
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Προκύπτει ένα µη γραµµικό σύστηµα έξι εξισώσεων µε έξι αγνώστους, το οποίο 

εκτός από τις ανωτέρω εξισώσεις περιλαµβάνει και τις συνθήκες συµβατότητας των 

χαρακτηριστικών της εξόδου του αγγείου 1 και της εισόδου των 2 και 3 αντίστοιχα, οι 

οποίες είναι: 

u VW]� + 4c VW]�=u B�W + 4c B�W  

u�)W]� − 4c�)W]�=uBD)W − 4cBD)W  

u�¡W]� − 4c�¡W]�=uBD¡W − 4cBD¡W , 

, όπου οι δείκτες 2 και 3 συµβολίζουν ότι πρόκειται για τα αγγεία 2 και 3 αντίστοιχα. 

Αντικαθιστώντας τις πιέσεις στις (2-109) και (2-110) από τη σχέση (2-11) και τη 

διατοµή στην (2-108) από τη σχέση (2-70) και αδιαστατοποιώντας: 

u ⃰ VW]� + 4c ⃰ VW]�=u ⃰ B�W + 4c ⃰ B�W                                                                                                  (2-111) 
u ⃰ �)W]� − 4 ⃰ c�)W]�=u ⃰ BD)W − 4 ⃰ cBD)W                                                                                               (2-112) 
u ⃰ �¡W]� − 4 ⃰ c�¡W]�=u ⃰ BD¡W − 4 ⃰ cBD¡W                                                                                               (2-113) 
(u ⃰ VW]�)² + 4�(C ⃰ VW]��4 − C ⃰ ��Q ²)=(u ⃰ �)W]�)² + 4�(C ⃰ �)W]��4 − C ⃰ ��Q ²)                             (2-114) 
(u ⃰ VW]�)² + 4�(C ⃰ VW]��4 − C ⃰ ��Q ²)=(u ⃰ �¡W]�)² + 4�(C ⃰ �¡W]��4 − C ⃰ �¢Q ²)                             (2-115) 
- ⃰C[B ⃰ ��P   (C ⃰ VW]�)�u ⃰ �W]�= - ⃰C)B ⃰ ��P   (C ⃰ �)W]�)�u ⃰ �)W]�+ - ⃰C¡B ⃰ �¢P   (C ⃰ �¡W]�)�u ⃰ �¡W]�                                    (2-116) 

Το µη γραµµικό σύστηµα επιλύεται µε τη µέθοδο Νewton-Raphson(2.12). Έχοντας 

υπολογίσει λοιπόν την αδιαστατοποιηµένη ταχύτητα εξόδου του πατρικού αγγείου και 

εισόδου των θυγατρικών, καθώς και την αδιαστατοποιηµένη ταχύτητα κύµατος 

αντίστοιχα, η διατοµή και η πίεση προκύπτουν αδιαστατοποιώντας τις σχέσεις (2-70) 

και (2-11). 

 

2.9 ∆ιακλάδωση µε πτώση ολικής πίεσης 

 

 

 

 

Σχήµα 2.7 Σχηµατική παράσταση γωνιών διακλάδωσης 

Σε µία διακλάδωση σε αντίθεση µε την προηγούµενη ανάλυση είναι λογικό να έχουµε 

πτώση της ολικής πίεσης κατά τη διεύθυνση της ροής. Αυτή η πτώση µπορεί να 

αποδοθεί στην ταχύτητα του ρευστού και στις γωνίες των θυγατρικών αγγείων. 

α2 

α3 

1 

2 

3 
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Προκειµένου να εισάγουµε την πτώση ολικής πίεσης στην ανάλυσή µας 

χρησιµοποιούµε τις ακόλουθες σχέσεις: 

Pt1-sign(u1)f1(u1) = Pt2+sign(u2)f2(u2,α2)                                                        (2-117) 

και Pt1-sign(u1)f1(u1) = Pt3+sign(u3)f3(u3,α3)                                                  (2-118) 

,όπου 

f1(u1) = γ1u14 

f2(u2,α2) = γ2u24�2(1 − cos (α2) 
f3(u3,α3) = γ3u34�2(1 − cos (α3) 
Τα γ1,γ2,γ3 είναι θετικής τιµής συντελεστές της επιλογής µας, ίδιας τάξης µεγέθους µε 

την πυκνότητα. 

Αδιαστατοποιώντας λοιπόν τις σχέσεις παίρνουµε: 

(u ⃰ VW]�)² + 4�(C ⃰ VW]��4 − C ⃰ ��Q ²)-2sign(u ⃰  VW]�C ⃰ ��Q ) ¥�¦ (u ⃰ VW]�)² = 
(u ⃰  �)W]�)² + 4�(C ⃰ �)W]��4 − C ⃰ ��Q ²)+2sign(u ⃰  �)W]�C ⃰ ��Q ) ¥�¦ (u ⃰  �)W]�)² �2(1 − cos (α2)               (2-119) 

και 

(u ⃰ VW]�)² + 4�(C ⃰ VW]��4 − C ⃰ ��Q ²)-2sign(u ⃰  VW]�C ⃰ ��Q ) ¥�¦ (u ⃰ VW]�)² = 
(u ⃰  �¡W]�)3 + 4�(C ⃰ �¡W]��4 − C ⃰ �¢Q ²)+2sign(u ⃰  �¡W]�C ⃰ �¢Q ) ¥�¦ (u ⃰  �¡W]�)² �2(1 − cos (α3) (2-120) 

Οι δύο λοιπόν αυτές εξισώσεις αντικαθιστούν τις αντίστοιχες της περίπτωσης µε 

διατήρηση ολικής πίεσης και το σύστηµα επιλύεται µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο. 

[Formaggia et al,2003] 

 

2.10 Μέθοδος επίλυσης Mac-Cormack  

Η µέθοδος MacCormack αποτελεί ένα ρητό σχήµα πεπερασµένων διαφορών, που 

έχει δεύτερης τάξης ακρίβεια στον χώρο και τον χρόνο. Εισάχθηκε το 1969 και έγινε η 

ποιο φηµισµένη ρητή µέθοδος πεπερασµένων διαφορών για την επίλυση πεδίων 

ροής για τα επόµενα 15 χρόνια. Σήµερα έχει εµπλουτιστεί µε περισσότερο 

περίπλοκες προσεγγίσεις.  

Θεωρούµε ότι το πεδίο ροής σε κάθε θέση του όγκου ελέγχου είναι γνωστό την 

χρονική στιγµή t και θέλουµε να υπολογιστεί την χρονική στιγµή t+∆t, δηλαδή  

πρόκειται για µία µέθοδο χρονοπροέλασης. Στην συνέχεια παρατίθεται ο τρόπος 

υπολογισµού της διατοµής Α µε την βοήθεια της εξίσωσης διατήρησης της µάζας,  
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κάνοντας  χρήση  της  µεθόδου MacCormack. Οµοίως υπολογίζεται και η ταχύτητα  

µε την εξίσωση διατήρησης της ορµής. Η πίεση υπολογίζεται από την σχέση 

ελαστικότητας, αφού είναι γνωστή η διατοµή.  

Η διατοµή στην θέση i για την χρονική στιγµή t+∆t είναι:  

Α
W]� =  A
W + ( 8-8()�( Δt                                                                                                              (2-121) 

Όπου, (8%8A )�( είναι µια αντιπροσωπευτική µέση τιµή της χρονικής παραγώγου 
8%8A   

ανάµεσα στις χρονικές τιµές t και ∆t. Αυτή η µέση τιµή υπολογίζεται σε δύο βήµατα, 

πρόβλεψης και διόρθωσης. 

 

2.10.1 Βήµα πρόβλεψης(predictor step)  

Αντικαθιστούµε µε πρόσω διαφορές το δεξί άκρο της εξίσωσης διατήρησης της 

µάζας: 

8-Y
8AX =  −(-XZ[Y JXZ[Y ' -XYJXY\" )  
Όλες οι µεταβλητές είναι γνωστές την χρονική στιγµή t, άρα το δεξί µέλος είναι 

γνωστό. Έτσι υπολογίζεται η διατοµή Α την χρονική στιγµή t+∆t, µε τους δύο 

πρώτους όρους σειράς Taylor:  

Α
W]� =  A
W + 8-Y
8AX  Δt                                                                                                                    (2-122) 

Η διατοµή Α
W]� υπολογιζόµενη από αυτό το βήµα πρόβλεψης, αποτελεί πρώτης 

τάξης ακρίβεια, αφού περιέχει όρους πρώτης τάξης της σειράςTaylor.  

 

2.10.2 Βήµα διόρθωσης(Corrector step)  

Στο βήµα διόρθωσης, αρχικά υπολογίζεται η χρονική παράγωγος µε τα δεδοµένα του 

βήµατος πρόβλεψης γιατην χρονική στιγµή t+∆t:  

8-YZ[
8AX =  −(-XYZ[J[YZ[' -X^[YZ[JX^[YZ[

\" )  

Η µέση τιµή της χρονικής παραγώγου της διατοµής υπολογίζεται από τον αριθµητικό 

µέσο των χρονικών παραγώγων:  

(8%8A )�( = �4 [(8-8A )
W + (8-8A )
W]�]  
Έτσι υπολογίζεται η διορθωµένη τιµή της διατοµής την χρονική στιγµή t+∆t από τη 

γνωστή σχέση:  

Α
W]� =  A
W + (8%8A )�( Δt                                                                                                               (2-123) 
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Αυτά τα δύο βήµατα πρόβλεψης και διόρθωσης επαναλαµβάνονται για όλα τα σηµεία 

του αγγείου και έτσι υπολογίζεται το πεδίο ροής σε όλα τα σηµεία την χρονική στιγµή 

t+∆t. Για να υπολογιστεί η ταχύτητα u κατά µήκος του αγγείου επαναλαµβάνεται η 

ίδια διαδικασία κάνοντας χρήση της εξίσωσης διατήρησης της ορµής.  

Όπως περιγράφηκε παραπάνω στο βήµα πρόβλεψης χρησιµοποιούµε πρόσω 

διαφορές και στο βήµα διόρθωσης πίσω διαφορές, γεγονός που καθιστά την  µέθοδο 

Mac-Cormack διπλής ακρίβειας µέθοδο. [Anderson, 1995] 

 

2.11 Μέθοδος απαλοιφής Gauss 

Η µέθοδος απολοιφής Gauss είναι µία από τις πλέον αποτελεσµατικές µεθόδους 

επίλυσης γραµµικών συστηµάτων µε υπολογιστή. Η µέθοδος βασίζεται στη 

µετατροπή του αρχικού συστήµατος, µε επιτρεπτές πράξεις, σε ισοδύναµο του 

οποίου ο πίνακας των συντελεστών είναι άνω τριγωνικός. Τότε το νέο σύστηµα 

επιλύεται εύκολα µε διαδοχικές αντικαταστάσεις. Ο πίνακας συντελεστών θα πρέπει 

να είναι  τετραγωνικός και οµαλός. Η µέθοδος Gauss εφαρµόζεται σε δύο φάσεις: 

 

2.11.1 Φάση τριγωνοποίησης 

Το γραµµικό σύστηµα των έξι εξισώσεων που έχουµε να επιλύσουµε για να βρούµε 

τους συντελεστές του Ε(x) είναι: 

Ε§= s0+s1E(a1-δ)+s2E(a1 − δ)4+s3E(a1 − δ)�+s4E(a1 − δ)�+s5E(a1 − δ)� 

Ε1= s0+s1E(a1+δ)+s2E(a1 + δ)4+s3E(a1 + δ)�+s4E(a1 + δ)�+s5E(a1 + δ)� 

!&]!�4 = s0+s1E(a1)+s2E(a1)4+s3E(a1)�+s4E(a1)�+s5E(a1)� 

0=s1+2s2E(a1-δ)+3s3E(a1 − δ)4+4s4E(a1 − δ)�+5s5E(a1 − δ)� 

0=s1+2s2E(a1+δ)+3s3E(a1 + δ)4+4s4E(a1 + δ)�+5s5E(a1 + δ)� 

0=2s2+6s3 E(a1)+  12s4E(a1)4+20s5E(a1) 

Tο φέρνουµε στην ακόλουθη µορφή: 

b1=α�� x1+x2α�4+x3α��+x4α��+x5α��+x6α�v                                                    (2-124) 

b2=α4� x1+x2α44+x3α4�+x4α4�+x5α4�+x6α4v                                                    (2-125) 

b3=α�� x1+x2α�4+x3α��+x4α��+x5α��+x6α�v                                                    (2-126) 

b4=α�� x1+x2α�4+x3α��+x4α��+x5α��+x6α�v                                                    (2-127) 

b5=α�� x1+x2α�4+x3α��+x4α��+x5α��+x6α�v                                                    (2-128) 

b6=αv� x1+x2αv4+x3αv�+x4αv�+x5αv�+x6αvv                                                    (2-129) 
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, όπου x1:x6 είναι οι άγνωστοι συντελεστές του Ε(x) 

α
¨ οι γνωστοί συντελεστές των x
 
bi οι γνωστές τιµές της κάθε εξίσωσης  

Θεωρούµε τον ακόλουθο πίνακα: 

©
ªª
«α�� α�4a4�a��a��a��av�

a44a�4a�4a�4av4
    

α��a4�a��a��a��av�
    

α��a4�a��a��a��av�
    

α��a4�a��a��a��av�
    

α�va4va�va�va�vavv
   

b�b4b�b�b�bv­
®®̄  

Για p=1 έως 6 αν χρειάζεται αντάλλαξε τη γραµµή p µε κάποια από τις επόµενες 

ώστε να ισχύει aHH ≠ 0. Εν συνεχεία απάλειψε τον άγνωστο xH στις γραµµές p+1 έως 

6. Εάν ε1 έως ε6 οι εξισώσεις µας, η παραπάνω διαδικασία συµβολίζεται ως εξής: 

(ε±) → (ε± − m±HεH) για κάθε r = p+1,6 

,όπου m±H είναι ο πολλαπλασιαστής της γραµµής p που αφαιρείται από τη γραµµή r 

και την αντικαθιστά. 

Το τελικό αποτέλεσµα µετά και την απαλοιφή του x� στη γραµµή 6 είναι: 

©
ªª
«α�� α�400000

a440000
    

α��a4�a��000
    

α��a4�a��a��00
    

α��a4�a��a��a��0
    

α�va4va�va�va�vavv
   

b�b4b�b�b�bv­
®®̄  

Εάν κάποιο στοιχείο της διαγωνίου µηδενιστεί η µέθοδος είναι µη εφαρµόσιµη. 

 

2.11.2 Φάση πίσω-αντικατάσταση 

Το άνω τριγωνικό σύστηµα επιλύεται εύκολα µε τη διαδικασία της πίσω 

αντικατάστασης. Έτσι αρχίζοντας από την τελευταία εξίσωση υπολογίζουµε το xv, 

αντικαθιστούµε στην προηγούµενη και υπολογίζουµε το x� και ούτω καθεξής οπότε 

τελικά από την πρώτη εξίσωση υπολογίζουµε το x�.[Παπαγεωργίου-Τσίτουρας,2004] 

 

2.12 Επαναληπτική µέθοδος Newton-Raphson 

Η µέθοδος Newton-Raphson είναι µία από τις πιο δυνατές και γνωστές 

επαναληπτικές µεθόδους επίλυσης µη γραµµικών συστηµάτων. Εκτός του ότι η 

σύγκλιση επιτυγχάνεται γρήγορα, η µέθοδος χρησιµοποιεί τις τιµές της συνάρτησης 

µε αποτέλεσµα να προκύπτουν περισσότερο ακριβείς προσεγγίσεις της λύσης σε 

κάθε επανάληψη. Ο µόνος της περιορισµός έγκειται στη σωστή επιλογή της αρχικής 
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προσέγγισης. Αν αυτή δεν βρίσκεται κοντά στη ρίζα, η µέθοδος µπορεί να αποκλίνει. 

Στη δικιά µας περίπτωση η Newton-Raphson χρησιµοποιείται σε κάθε χρονική στιγµή 

στις οριακές συνθήκες. Από τη στιγµή που για την εύρεση των τιµών της χρονικής 

στιγµής t+∆t χρησιµοποιούνται ως αρχικές προσεγγίσεις οι τιµές της προηγούµενης 

χρονικής στιγµής t, η σύγκλιση εξασφαλίζεται. 

Στη γενικευµένη περίπτωση για ένα σύστηµα n εξισώσεων µε n αγνώστους ισχύουν 

τα εξής: 

Έστω   

x�x4⋮⋮xW'�xW

(±]�)
η τιµή του διανύσµατος x στην (r+1) επανάληψη. Τότε έχουµε την 

επαναληπτική σχέση : 

´(±]�) = ´± + δ´±, r=0,1,2,.....                                                                              (2-130) 

,όπου δ´± το διάνυσµα των αντίστοιχων διορθώσεων. 

Αν το ´(±]�) είναι µία βελτιωµένη προσέγγιση του x τότε: 

f(´(±]�)) ≈ ¶ ή 

f(´± + δ´±) ≈ ¶                                                                                                    (2-131) 

,όπου f το διάνυσµα των εξισώσεων του συστήµατος. 

Αναπτύσσοντας τη σχέση (2-131) σε σειρά Taylor και παραλείποντας όλους τους 

όρους που περιέχουν δυνάµεις του δ´± µεγαλύτερες του 1 προκύπτει: 

f(´±) + ·¸(´±) δ´± ≈ ¶                                                                                          (2-132) 

,όπου ·¸(´±) = 8 X̧(´¹)8´º , για i=1,2,�..n και j=1,2,��n                                          (2-133) 

είναι ο Ιακωβιανός πίνακας (Jacobian), και ο δείκτης r δηλώνει ότι υπολογίζεται στο 

σηµείο ´±. 
Λύνοντας την σχέση (2-132) προκύπτει ο επαναληπτικός τύπος της µεθόδου 

Newton: 

´(±]�) = ´± − 
¸(´¹)·¸(´¹)                                                                                               (2-134) 

Στην πράξη επιλύουµε το γραµµικό σύστηµα 

·¸(´±) δ´± = −¸(´±)                                                                                             (2-135) 

και εν συνεχεία υπολογίζουµε την επόµενη προσέγγιση 

´(±]�) = ´± + δ´±                                                                                                 (2-136) 
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Με την έννοια αυτή, η µέθοδος Newton-Raphson αντικαθιστα ένα σύστηµα µη 

γραµµικών εξισώσεων µε ένα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων, αλλά επειδή οι λύσεις 

των δύο συστηµάτων γενικά δεν ταυτίζονται, η διαδικασία πρέπει να 

επαναλαµβάνεται µέχρις ότου η προσεγγιστική λύση να έχει την επιθυµητή ακρίβεια. 

Ένα κριτήριο είναι να συνεχίσουµε τις επαναληψεις έως ότου να ικανοποιηθεί η 

ανισότητα: 

�´¹
´¹]�´¹ <ε                                                                                                              (2-137) 

,όπου ε το επιθυµητό σφάλµα. [Παπαγεωργίου-Τσίτουρας,2004] 
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3ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ 
 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΕΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ ΚΑΙ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 
 

3.1 Εισαγωγή 

Επειδή ο υπολογιστικός κώδικας που συντάχτηκε δεν είχε ελεγχθεί ως προς την 

εγκυρότητά του, κρίθηκε σκόπιµο να συγκριθούν τα αποτελέσµατά του µε αυτά 

αντίστοιχων δηµοσιευµένων άρθρων. Έτσι παρακάτω παρατίθενται εκτός των δικών 

µας υπολογιστικών περιπτώσεων και µία σειρά περιπτώσεων που επιλύθηκαν για να 

ελεγχθεί το υπολογιστικό σχήµα που παρουσιάστηκε συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα 

µε αυτά των αντίστοιχων άρθρων. 

 

3.2 Αγγείο µε stent  

Θεωρούµε την περίπτωση αρτηρίας, στην οποία έχει τοποθετηθεί µεταλλικό πλέγµα 

(stent), όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.1 και µελετούµε τις αλλαγές που δηµιουργούνται 

στην πίεση από την αλλαγή των ελαστικών χαρακτηριστικών, λόγω της ύπαρξης του 

stent, το οποίο είναι ένα µεταλλικό πλέγµα που τοποθετείται στις στενωµένες 

αρτηρίες για να αποκατασταθεί η ροή. 

 

Σχήµα 3.1 Σχηµατική παράσταση στενωµένης αρτηρίας 

Το κοµµάτι που προσοµοιώνει την ύπαρξη της πρόσθεσης του stent µήκους l είναι 

αυτό που βρίσκεται µεταξύ των συντεταγµένων a1 και a2, όπως φαίνεται στο 

Σχήµα3.1. Το αντίστοιχο µέτρο  ελαστικότητας  θεωρείται  ως  πολλαπλάσιο  του  

µέτρου  ελαστικότητας  Εο  του φυσιολογικού ιστού. Η µετάβαση από τη µία τιµή στην 

άλλη του µέτρου ελαστικότητας γίνεται µε τη συνάρτηση Ε(x), όπως έχει αναλυθεί 

στο 2ο κεφάλαιο (παράγραφος 2.7.1). 

Τρία σηµεία κατά µήκος του αγγείου έχουν επισηµανθεί µε τα γράµµατα 

P(proximal=εγγύς), M(medium=µέσο) και D(distal=άπω) που αντιστοιχούν στο ¼, ½, 

και ¾ του µήκους. Θα χρησιµοποιηθούν ως  σηµεία ελέγχου για την µεταβολή της 

πίεσης. Θεωρήθηκαν οι αρχικές τιµές A=Ao και u=0 και θεωρήθηκε η εξωτερική πίεση 

του αγγείου Pext=0. 

Οι οριακές συνθήκες για αυτή την περίπτωση είναι οι παρακάτω:  
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1. Στο άπω άκρο θεωρούµε οριακές συνθήκες µη-ανάκλασης(non-reflecting), 

θεωρώντας ότι ο όρος u-4(c-c˳) παραµένει σταθερός και ίσος µε την αρχική του τιµή, 

δηλαδή u-4(c-c˳) =0 (αγγείο απείρου µήκους όπου το οδεύον κύµα πίεσης δεν φτάνει 

στο άπω άκρο). Οι τιµές της ταχύτητας, της διατοµής και της πίεσης υπολογίζονται 

σύµφωνα µε τα λεχθέντα στην ανάλυση των οριακών συνθηκών στο 2ο κεφάλαιο 

(παράγραφος 2.6.2.1).  

2.  Για  το  εγγύς  άκρο  του  αγγείου  θεωρούµε  ότι  ο όρος u+4(c-c˳) υπολογίζεται 

από την σχέση (2-67), εφόσον δίνεται παλµός πίεσης. Οι τιµές της ταχύτητας, της 

διατοµής και της πίεσης υπολογίζονται σύµφωνα µε τα λεχθέντα στην ανάλυση των 

οριακών συνθηκών στο 2ο κεφάλαιο (παράγραφος 2.6.1.1). 

Χρησιµοποιήθηκαν τρεις διαφορετικοί παλµοί πίεσης. 

3.2.1 Παλµός πίεσης µικρής περιόδου 

 

Σχήµα 3.2 Παλµός πίεσης 

Παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα για την περίπτωση σταθερού µέτρου 

ελαστικότητας καθ’ όλο το µήκος του αγγείου (Σχήµα3.3), αλλά και για την  

περίπτωση του αυξηµένου µέτρου ελαστικότητας λόγω του stent µήκους l  

(Σχήµα3.4). Θεωρούµε ότι το µέτρο ελαστικότητας της στενωµένης περιοχής είναι 

E1=100�Eo, όπου Εο=30N/cm², το µήκος της στενωµένης περιοχής είναι l=a2-a1=5cm, 

το µήκος του αγγείου είναι L = 15cm, ενώ δ=0,5cm. Η πυκνότητα του ρευστού είναι 

ρ=1gr/cm³. Όταν το µέτρο ελαστικότητας παραµένει το ίδιο καθ’ όλο  το  µήκος  του  

αγγείου  ο  παλµός  ταξιδεύει ανεπηρέαστος. Αντιθέτως στην  περίπτωση αλλαγής 

του µέτρου ελαστικότητας, η κατάσταση αλλάζει. Καθώς το κύµα εισέρχεται στην 

περιοχή του αυξηµένου µέτρου ελαστικότητας, τµήµα αυτού  ανακλάται, ενώ το 

υπόλοιπο επιταχύνει. Επιπλέον, µία ανάκλαση παρουσιάζεται στη έξοδο από το 

stent, όταν το µέτρο ελαστικότητας αποκτά τη χαµηλότερη τιµή του φυσιολογικού 

αγγείου. Στη µέση του αγγείου  παρουσιάζεται µία ταλαντούµενη πίεση, λόγω των  

κυµάτων που ανακλώνται πίσω και µπροστά µεταξύ της εισόδου και εξόδου του 
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stent. Το κύµα  στο άπω άκρο παρουσιάζεται αποδυναµωµένο, γιατί ποσοστό της 

ενέργειας έχει ανακλαστεί προς τα πίσω και ποσοστό αυτής έχει παγιδευτεί µέσα στο 

µήκος του stent. 

 

Σχήµα 3.3 Η πίεση στα σηµεία P, M, D για σταθερό µέτρο ελαστικότητας 

 

Σχήµα 3.4 Η πίεση στα σηµεία P, M, D για µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 
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3.2.2 Παλµός πίεσης ρεαλιστικής περιόδου 

Οι µονάδες που χρησιµοποιούνται σε αυτή την περίπτωση για την πίεση είναι  οι 

dynes/cm², λόγω αντιπαραβολής µε τα διαγράµµατα του Sherwin. 

 

Σχήµα 3.5 Παλµός πίεσης [Formaggia et al, 2003] 

Παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα, όπως και στην περίπτωση του παλµού πίεσης 

µικρής περιόδου, για σταθερό µέτρο ελαστικότητας καθ’ όλο το µήκος του αγγείου 

(Σχήµα3.6), αλλά και για αυξηµένο µέτρο ελαστικότητας, οµαλής µετάβασης, λόγω 

της τοποθέτησης  του stent µήκους l (Σχήµα3.7). Θεωρούµε ότι το µέτρο 

ελαστικότητας της στενωµένης περιοχής είναι E1=100�Eo, όπου Εο=3*10vdynes/cm², 

το µήκος της στενωµένης περιοχής είναι l = a2-a1 = 5cm, το µήκος του αγγείου είναι L 

= 15cm,η διάµετρος D=0,5cm, το πάχος h=0,005cm, ενώ δ=0,5cm. Η πυκνότητα του 

ρευστού είναι ρ=1gr/cm³. Η αλληλεπίδραση µεταξύ των ανακλώµενων κυµάτων είναι 

πολύπλοκη. Η βασική επίδραση του stent είναι η αύξηση της  πίεσης στο σηµείο Ρ 

που πλησιάζει τις 25000dynes/cm². Η αλληλεπίδραση µεταξύ του εισερχόµενου και 

ανακλώµενων κυµάτων φαίνεται στις ασυνέχειες της κλίσης, ειδικά για το σηµείο P. 

Εκτός αυτών, το κύµα εντός της περιοχής του stent έχει εµφανώς µεγαλύτερη 

επιτάχυνση. 
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            Σχήµα 3.6 Η πίεση στα σηµεία P, M, D για σταθερό µέτρο ελαστικότητας 

 

       Σχήµα 3.6 Η πίεση στα σηµεία P, M, D για σταθερό µέτρο 

ελαστικότητας[Sherwin et al, 2003] 
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            Σχήµα 3.7 Η πίεση στα σηµεία P, M, D για µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 

 

       Σχήµα 3.7 Η πίεση στα σηµεία P, M, D για µη ενιαίο µέτρο 

ελαστικότητας[Sherwin et al, 2003] 

Στο Σχήµα3.8 µελετάται η επίδραση µεγαλύτερων τιµών του λόγου k=E1/Eo στην 

πίεση. Θεωρούµε ότι το µέτρο ελαστικότητας της στενωµένης περιοχής είναι αρχικά 

E1=Eo και εν συνεχεία E1=kEo, όπου Εο=3*10�dynes/cm², το µήκος της στενωµένης 

περιοχής είναι l = a2-a1 = 20cm, το µήκος του αγγείου είναι L = 60cm, η διάµετρος 

D=0,5cm, το πάχος h=0,005cm, ενώ δ=1cm. Η πυκνότητα του ρευστού είναι 

ρ=1gr/cm³. Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχουν ουσιαστικές διαφορές µεταξύ των τιµών 

για k=10 και 100. Αυτό συµβαίνει γιατί άπαξ και σκληρύνει το τµήµα του αγωγού σε 

κάποιο βαθµό και οι παραµορφώσεις περιοριστούν δραστικά σε αυτό το τµήµα, τότε 

το αποτέλεσµα επί της διατοµής των περιορισµένων παραµορφώσεων αυξάνοντας 
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το µέτρο ελαστικότητας θα είναι το ίδιο. Τα ρευστοµηχανικά δηλαδή µεγέθη δεν θα 

επηρεάζονται περεταίρω. 

 

Σχήµα 3.8 Η πίεση στο σηµείο P για k=1,10 και 100 

 

                Σχήµα 3.8 Η πίεση στο σηµείο P για k=1 και k=100[Formaggia et al, 2003] 

Οι µικρές αποκλίσεις που φαίνονται στα παραπάνω διαγράµµατα, οφείλονται σε δύο 

λόγους: 

1.  Οι υπολογιστικές µεθοδολογίες είναι διαφορετικές. 
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2. Η χαµηλού επιπέδου επεξεργασία εικόνας που υπέστησαν τα διαγράµµατα, 

ενδεχοµένως δηµιούργησε κάποιες αλλοιώσεις. 

Στον πίνακα 3.1 φαίνεται η επίδραση του µήκους του stent,συγκρίνοντας τις τιµές της 

µέγιστης πίεσης για µήκος stent 4,14 και 24cm αντίστοιχα. Καταγράφονται οι τιµές 

της µέγιστης πίεσης για όλο το αγγείο και για µία περίοδο. Και στις τρεις περιπτώσεις 

το stent τοποθετείται στο µέσο του αγγείου. Θεωρούµε ότι το µέτρο ελαστικότητας 

της στενωµένης περιοχής E1=100Eo, όπου Εο=3*10�dynes/cm², το µήκος του αγγείου 

είναι L = 60cm, η διάµετρος D=0,5cm, το πάχος h=0,005cm, ενώ δ=1cm. Η 

πυκνότητα του ρευστού είναι ρ=1gr/cm³. Η µέγιστη τιµή παρατηρείται πάντα ανάντι 

του stent. ∆ίνεται η κανονικοποιηµένη τιµή της απόστασης µεταξύ του τµήµατος 

ανάντι του stent και του σηµείου που καταγράφεται η µέγιστη τιµή. 

Πίνακας 3.1: Μέγιστη τιµή πίεσης για διάφορα µήκη stent 

Μήκος 

stent(cm) 

Μέγιστη 

πίεση(dyne/cm²) 

Θέση 

4 22721.3 0.23 

14 25992.6 0.17 

24 28170.2 0.16 

 

Ακολουθούν τα διαγράµµατα της διατοµής, της ταχύτητας και της πίεσης συναρτήσει 

του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου για 

ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας. 

 

Σχήµα 3.9 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 
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Σχήµα 3.10 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 

 

Σχήµα 3.11 Η πίεση συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου 

αντίστοιχα µιας περιόδου για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 
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3.2.3 Παλµός πίεσης επαναλαµβανόµενης περιόδου 

 

Σχήµα 3.12 Παλµός πίεσης 

Εξετάστηκε επαναλαµβανόµενη χρονικά µεταβαλλόµενη πίεση εισόδου για να 

µελετηθεί η περίπτωση µη µόνιµης διέγερσης του αγγείου. 

Παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα για ενιαίο και για αυξηµένο µέτρο ελαστικότητας, 

οµαλής µετάβασης, λόγω της τοποθέτησης  του stent µήκους l. Θεωρούµε ότι το 

µέτρο ελαστικότητας της στενωµένης περιοχής είναι E1=100�Eo, όπου Εο=30N/cm², 

το µήκος της στενωµένης περιοχής είναι l = a2-a1 = 10cm, το µήκος του αγγείου είναι 

L = 120cm, η διάµετρος D=0,5cm, το πάχος h=0,005cm, δ=0.5cm, ενώ το stent 

τοποθετείται µεταξύ των θέσεων x=70cm και x=80cm. Η πυκνότητα του ρευστού είναι 

ρ=1gr/cm³. Τα Σχήµατα 3.13-3.14 δείχνουν την πίεση στη θέση x=8cm για σταθερό 

και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας. Παρατηρείται αύξηση του µεγίστου της πίεσης, 

γεγονός που οφείλεται στη συµβολή του εισερχόµενου µε το ανακλώµενο κύµα. 

Καταλαβαίνουµε λοιπόν πως η επίδραση του stent γίνεται ιδιαίτερα αισθητή ακόµα 

και αρκετά µακριά από το σηµείο τοποθέτησής του. 
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Σχήµα 3.13 Η πίεση στη θέση x=8cm για ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 

 

Σχήµα 3.14 Η πίεση στη θέση x=8cm για µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 

Ακολουθούν τα διαγράµµατα της διατοµής, της ταχύτητας και της πίεσης συναρτήσει 

του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου αντίστοιχα της τελευταίας  

περιόδου για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας. 
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Σχήµα 3.15 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα της τελευταίας περιόδου για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο 

ελαστικότητας 

 

Σχήµα 3.16 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα της τελευταίας περιόδου για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο 

ελαστικότητας 
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Σχήµα 3.17 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα της τελευταίας περιόδου για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο 

ελαστικότητας 
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3.3 ∆ιακλάδωση µε διατήρηση ολικής πίεσης  

Σκοπός της συγκεκριµένης εφαρµογής είναι η µελέτη της ανάκλασης λόγω της 

διακλάδωσης.  

Θεωρούµε την περίπτωση της διακλάδωσης(Σχήµα3.18): 

 

Σχήµα 3.18 Σχηµατική παράσταση διακλάδωσης 

Σε αυτή την περίπτωση θεωρούµε 3 αγγεία, όπου κάθε αγγείο είναι µήκους 20�D,  

όπου D=2,5cm είναι η διάµετρος του πατρικού αγγείου. Η ταχύτητα διαµέσου του 

πατρικού αγγείου είναι C=300cm/s. Για να προκύψει αυτή η τιµή της ταχύτητας 

επιλέγονται για το πατρικό αγγείο οι  φυσιολογικές  τιµές  πάχους  τοιχώµατος  

αγγείου h=0,05cm και  µέτρου  ελαστικότητας Ε=33,75N/cm². Η πυκνότητα του 

ρευστού είναι ρ=1gr/cm³. 

Για να επιτύχουµε γραµµικό συντελεστή ανάκλασης στην διακλάδωση(παράγραφος 

1.4.2) Rf=0,5, θεωρούµε ότι τα θυγατρικά αγγεία έχουν διάµετρο 
»√v και πάχος 

τοιχώµατος 
#√v.   

Στο εγγύς άκρο του πατρικού αγγείου δίνεται η ακόλουθη συνθήκη, η οποία έχει 

αναλυθεί θεωρητικά στο κεφάλαιο 2(παράγραφος 2.6.1.2): 

u+4(c-c˳)=f(t)=50sin²(3πt)H(t- ��), 

όπου Η(τ) είναι η τµηµατική συνάρτηση Heaviside: Η(t-a)=¼1 ½ > ¿0 ½ < ¿Á 

Η συγκεκριµένη οριακή συνθήκη δίνει µία θετική ηµιτονοειδή ταχύτητα στην είσοδο 

κατά το 
�� της περιόδου και όλα τα πίσω οδεύοντα κύµατα απορροφώνται, χωρίς 

περαιτέρω ανάκλαση. 
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Σχήµα 3.19 Παλµός εισόδου 

Πρέπει επίσης να αναφερθεί πως στην είσοδο των θυγατρικών αγγείων έχουµε 

θεωρήσει κατ΄εξαίρεση συνθήκη µη-ανάκλασης, γεγονός που µηδενίζει τη συνθήκη 

συµβατότητας της αριστεροκλινούς χαρακτηριστικής, δηλαδή u-4(c-c˳)=0(κεφάλαιο 

2,παράγραφος 2.6.2.1). Η συνθήκη αυτή επιλέχθηκε ώστε το ανακλώµενο κύµα 

λόγω τερµατικής αντίστασης στα θυγατρικά αγγεία να εισέλθει ανεπηρέαστο στο 

πατρικό αγγείο.  

Στην έξοδο των θυγατρικών αγγείων δίνεται ο συντελεστής ανάκλασης Rf και 

συγκεκριµένα: 

Rf2=-0.5 και 

Rf3=-0.4, 

Οπότε και χρησιµοποιούνται οι σχέσεις για την πίεση,τη διατοµή και την ταχύτητα, 

όπως έχουν αναλυθεί στο κεφάλαιο 2(παράγραφος 2.6.2.2). 

Τρία σηµεία µελετώνται κατά µήκος του κάθε αγγείου, τα οποία έχουν επισηµανθεί µε 

τα γράµµατα P (proximal=εγγύς), M (medium=µέσο) και D (distal=άπω) και 

αντιστοιχούν στην αρχή, τη µέση και το τέλος του.  

Στα παρακάτω σχήµατα (3.20,3.23) φαίνεται τόσο στο πατρικό, όσο και στα 

θυγατρικά αγγεία η χρονική εξέλιξη της ανηγµένης ταχύτητας ως προς την µέγιστη 

ταχύτητα και της ανηγµένης διατοµής ως προς την αρχική διατοµή. 

Τα διαγράµµατα του πατρικού αγγείου δείχνουν πως το εισερχόµενο κύµα µε το 

καθυστερηµένο ανακλώµενο συµβάλλουν. Ο θετικός συντελεστής ανάκλασης Rf 

ανάντι της διακλάδωσης συνεπάγεται πως το πρόσηµο της κατανοµής της ταχύτητας 

λόγω του ανακλώµενου κύµατος είναι το αντίθετο από αυτό της εισερχόµενης. Ενώ 
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στην αρχή του αγγείου είναι ξεκάθαρη η διαφορά φάσης µεταξύ του εισερχόµενου και 

του ανακλώµενου κύµατος, στο τέλος παρατηρούµε το ακριβώς αντίθετο, δηλαδή τα 

δύο προφίλ ταχύτητας να διαµορφώνονται σε ένα κύµα, το οποίο παρουσιάζει ένα 

µέγιστο u/umax=0,5.  

 

 

Σχήµα 3.20 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P, M, D του πατρικού 

αγγείου 

 

                                                                  time(sec) 

Σχήµα 3.20 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P, M, D του πατρικού 

αγγείου [Sherwin et al, 2003] 
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Σχήµα 3.21 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P, M, D του πατρικού αγγείου 

 

                                                           time(sec) 

Σχήµα 3.21 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P, M, D του πατρικού αγγείου 

[Sherwin et al, 2003] 

Οι µικρές αποκλίσεις που φαίνονται στα παραπάνω διαγράµµατα, οφείλονται σε δύο 

λόγους: 

1.  Οι υπολογιστικές µεθοδολογίες είναι διαφορετικές. 

2. Η χαµηλού επιπέδου επεξεργασία εικόνας που υπέστησαν τα διαγράµµατα, 

ενδεχοµένως δηµιούργησε κάποιες αλλοιώσεις. 
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Σχήµα 3.22 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P, M, D των θυγατρικών 

αγγείων 

 

Σχήµα 3.23 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P, M, D των θυγατρικών 

αγγείων 
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Εξετάστηκε επαναλαµβανόµενη χρονικά µεταβαλλόµενη πίεση εισόδου για να 

µελετηθεί η περίπτωση µη µόνιµης διέγερσης του αγγείου. 

 

Σχήµα 3.24 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P, M, D του πατρικού 

αγγείου 

 

Σχήµα 3.25 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P, M, D του πατρικού αγγείου 
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Σχήµα 3.26 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P, M, D του θυγατρικού 

αγγείου µε Rf=-0.5 

 

Σχήµα 3.27 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P, M, D του θυγατρικού 

αγγείου µε Rf=-0.4 
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Σχήµα 3.28 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P, M, D του θυγατρικού 

αγγείου µε Rf=-0.5 

 

Σχήµα 3.29 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P, M, D του θυγατρικού 

αγγείου µε Rf=-0.4 
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Ακολουθούν τα διαγράµµατα της διατοµής, της ταχύτητας και της πίεσης συναρτήσει 

του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου αντίστοιχα της τελευταίας  

περιόδου για το πατρικό και τα θυγατρικά αγγεία. 

 

Σχήµα 3.30 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα της τελευταίας περιόδου στο πατρικό αγγείο 

 

Σχήµα 3.31 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα της τελευταίας περιόδου στο πατρικό αγγείο 

T/2

0 10 20 30 40 50

x(cm)

4.8

4.9

5

5.1

5.2

5.3

5.4

A
(c

m
2
)

parent vessel

T/4

3T/4

T

T/2

0 10 20 30 40 50

x(cm)

-10

0

10

20

30

u
(c

m
/s

e
c
)

parent vessel

T/4

3T/4 T



62 

 

 

Σχήµα 3.32 Η πίεση συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου 

αντίστοιχα της τελευταίας περιόδου στο πατρικό αγγείο 

 

Σχήµα 3.33 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα της τελευταίας περιόδου στα θυγατρικά αγγεία 
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Σχήµα 3.34 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα της τελευταίας περιόδου στα θυγατρικά αγγεία 

 

Σχήµα 3.35 Η πίεση συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου 

αντίστοιχα της τελευταίας περιόδου στα θυγατρικά αγγεία 
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Στα παρακάτω σχήµατα φαίνεται το ίδιο παράδειγµα, αλλά µε διπλασιασµένη αρχική 

ταχύτητα διάδοσης κύµατος,  πράγµα  που  επιτυγχάνεται  τετραπλασιάζοντας  το  

µέτρο  ελαστικότητας  του πατρικού, δηλαδή Ε=135N/cm², και διατηρώντας  

σταθερές  όλες  τις  άλλες παραµέτρους. 

Παρατηρούµε πως ο χρόνος που απαιτείται ώστε το εισερχόµενο και ανακλώµενο 

κύµα να φτάσουν στην εκάστοτε θέση µειώνεται σχεδόν κατά το ήµισυ για την 

περίπτωση της διπλάσιας αρχικής ταχύτητας διάδοσης του κύµατος. Εκτός αυτού η 

µεταξύ τους αλληλεπίδραση είναι εντονότερη, γεγονός που συντελεί στη µείωση του 

µεγίστου της ταχύτητας. 

 

 

Σχήµα 3.36 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στο σηµείο Μ του πατρικού αγγείου για 

διπλάσια ταχύτητα κύµατος 

 

 

                                                           time(sec) 

Σχήµα 3.36 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στο σηµείο Μ του πατρικού αγγείου για 

διπλάσια ταχύτητα κύµατος[Sherwin et al, 2003] 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
time(sec)

-0.5

0

0.5

1

u
/u

m
a
x



65 

 

 

 

 

Σχήµα 3.37 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στο σηµείο Μ του πατρικού αγγείου για 

διπλάσια ταχύτητα κύµατος 

 

                                                                     time(sec) 

Σχήµα 3.37 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στο σηµείο Μ του πατρικού αγγείου για 

διπλάσια ταχύτητα κύµατος[Sherwin et al, 2003] 

Οι µικρές αποκλίσεις που φαίνονται στα παραπάνω διαγράµµατα, οφείλονται σε δύο 

λόγους: 

1.  Οι υπολογιστικές µεθοδολογίες είναι διαφορετικές. 

2. Η χαµηλού επιπέδου επεξεργασία εικόνας που υπέστησαν τα διαγράµµατα, 

ενδεχοµένως δηµιούργησε κάποιες αλλοιώσεις. 
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Σχήµα 3.38 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P,Μ,D των θυγατρικών 

αγγείων για διπλάσια ταχύτητα κύµατος 

 

Σχήµα 3.39 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P,Μ,D των θυγατρικών 

αγγείων για διπλάσια ταχύτητα κύµατος 

Ακολουθούν τα διαγράµµατα της διατοµής, της ταχύτητας και της πίεσης συναρτήσει 

του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο 
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πατρικό και το θυγατρικό αγγείο µε Rf=-0.4 για αρχική ταχύτητα διάδοσης κύµατος cο 

και 2co. 

 

Σχήµα 3.40 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο πατρικό αγγείο για αρχική ταχύτητα διάδοσης 

κύµατος co και 2co. 

 

Σχήµα 3.41 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο πατρικό αγγείο για αρχική ταχύτητα διάδοσης 

κύµατος co και 2co. 
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Σχήµα 3.42 Η πίεση συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου 

αντίστοιχα µιας περιόδου στο πατρικό αγγείο για αρχική ταχύτητα διάδοσης κύµατος 

co και 2co. 

 

Σχήµα 3.43 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο θυγατρικό αγγείο µε Rf=-0.4 για αρχική 

ταχύτητα διάδοσης κύµατος co και 2co. 
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Σχήµα 3.44 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο θυγατρικό αγγείο µε Rf=-0.4 για αρχική 

ταχύτητα διάδοσης κύµατος co και 2co. 

 

Σχήµα 3.45 Η πίεση συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου 

αντίστοιχα µιας περιόδου στο θυγατρικό αγγείο µε Rf=-0.4 για αρχική ταχύτητα 

διάδοσης κύµατος co και 2co. 
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3.4 ∆ιπλή διακλάδωση µε διατήρηση ολικής πίεσης  

Για να ολοκληρώσουµε την σύγκριση των αποτελεσµάτων θεωρούµε µία διπλή 

διακλάδωση, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα και εφαρµόζουµε την ίδια 

υπολογιστική τακτική µε πριν.  

 

Σχήµα 3.46 Σχηµατική παράσταση διπλής διακλάδωσης 

Σε αυτή την περίπτωση τα κάτω τρία αγγεία είναι όµοια µε αυτά της προηγούµενης 

περίπτωσης. Τα δύο πρόσθετα αγγεία είναι τέτοια ώστε ο συντελεστής ανάκλασης 

της πάνω διακλάδωσης να προκύπτει Rf= -0,5. Αυτό επιτυγχάνεται χρησιµοποιώντας 

την ίδια αρχική ταχύτητα διάδοσης κύµατος σε όλα τα αγγεία, θέτοντας τα θυγατρικά 

αγγεία της ίδιας διαµέτρου και δίνοντας στο πατρικό αγγείο διάµετρο √2�D και πάχος  

τοιχώµατος √2�h.  

Πρέπει επίσης να αναφερθεί πως στην είσοδο των θυγατρικών αγγείων 3,4 και 5 

έχουµε θεωρήσει κατ΄εξαίρεση συνθήκη µη-ανάκλασης, γεγονός που µηδενίζει τη 

συνθήκη συµβατότητας της αριστεροκλινούς χαρακτηριστικής, δηλαδή u-4(c-c˳)=0. Η 

συνθήκη αυτή επιλέχθηκε ώστε το ανακλώµενο κύµα λόγω τερµατικής αντίστασης 

στα θυγατρικά αγγεία να εισέλθει ανεπηρέαστο στο πατρικό αγγείο. Επειδή στην 

είσοδο του αγγείου 2 δεν έχει εφαρµοστεί συνθήκη µη ανάκλασης, ποσοστό του 

πίσω οδεύοντος κύµατος ανακλάται, οπότε και η ανάκλαση αυτή φαίνεται ξεκάθαρα 

στα διαγράµµατα της χρονικής εξέλιξης της ταχύτητας και της διατοµής σε όλα τα 

αγγεία.  

Στην έξοδο των θυγατρικών αγγείων δίνεται ο συντελεστής ανάκλασης Rf και 
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Vessel 2 
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Rf5=-0.5.  

Στα παρακάτω σχήµατα φαίνεται η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας και της διατοµής σε 

όλα τα αγγεία. 

 

Σχήµα 3.47 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P,Μ,D του 1ου αγγείου 

 

Σχήµα 3.48 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P,Μ,D του 1ου αγγείου 
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Σχήµα 3.49 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P,Μ,D του 2ου αγγείου 

 

Σχήµα 3.50 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P,Μ,D του 2ου αγγείου 
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Σχήµα 3.51 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P,Μ,D του 3ου αγγείου 

 

Σχήµα 3.52 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P,Μ,D του 3ου αγγείου 
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Σχήµα 3.53 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P,Μ,D του 4ου αγγείου 

 

Σχήµα 3.54 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P,Μ,D του 4ου αγγείου 
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Σχήµα 3.55 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P,Μ,D του 5ου αγγείου 

 

Σχήµα 3.56 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P,Μ,D του 5ου αγγείου 
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Ακολουθεί το ίδιο παράδειγµα, αλλά µε διπλασιασµένη αρχική ταχύτητα διάδοσης 

του  κύµατος,  πράγµα  που  επιτυγχάνεται  τετραπλασιάζοντας  το  µέτρο  

ελαστικότητας  του πατρικού αγγείου, δηλαδή Ε=135N/cm², και διατηρώντας  

σταθερές  όλες  τις  άλλες παραµέτρους. Όπως και στην περίπτωση της απλής 

διακλάδωσης φαίνεται η εντονότερη αλληλεπίδραση του εισερχόµενου µε το 

ανακλώµενο κύµα, καθώς και η ταχύτερη εξασθένηση που σχετίζεται µε την ταχύτερη 

ανάκλαση.  

 

Σχήµα 3.57 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P,Μ,D του 1ου αγγείου για 

διπλάσια ταχύτητα κύµατος 

 

Σχήµα 3.58 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P,Μ,D του 1ου αγγείου για 

διπλάσια ταχύτητα κύµατος 
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Σχήµα 3.59 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στο σηµείο Μ του 2ου αγγείου για c˳ και 

2c˳ 

 

                                                           time(sec) 

Σχήµα 3.59 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στο σηµείο Μ του 2ου αγγείου για c˳ και 

2c˳[Sherwin et al, 2003] 
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Σχήµα 3.60 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στο σηµείο Μ του 2ου αγγείου για c˳ και 

2c˳ 

 

                                                           time(sec) 

Σχήµα 3.60 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στο σηµείο Μ του 2ου αγγείου για c˳ και 

2c˳ [Sherwin et al, 2003] 

Οι µικρές αποκλίσεις που φαίνονται στα παραπάνω διαγράµµατα, οφείλονται σε δύο 

λόγους: 

1.  Οι υπολογιστικές µεθοδολογίες είναι διαφορετικές. 

2. Η χαµηλού επιπέδου επεξεργασία εικόνας που υπέστησαν τα διαγράµµατα, 

ενδεχοµένως δηµιούργησε κάποιες αλλοιώσεις. 
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Σχήµα 3.61 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P,Μ,D του 3ου αγγείου για 

διπλάσια ταχύτητα κύµατος 

 

Σχήµα 3.62 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P,Μ,D του 3ου αγγείου για 

διπλάσια ταχύτητα κύµατος 
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Σχήµα 3.63 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P,Μ,D του 4ου αγγείου για 

διπλάσια ταχύτητα κύµατος 

 

Σχήµα 3.64 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P,Μ,D του 4ου αγγείου για 

διπλάσια ταχύτητα κύµατος 
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Σχήµα 3.65 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στα σηµεία P,Μ,D του 5ου αγγείου για 

διπλάσια ταχύτητα κύµατος 

 

Σχήµα 3.66 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στα σηµεία P,Μ,D του 5ου αγγείου για 

διπλάσια ταχύτητα κύµατος 
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Ακολουθούν τα διαγράµµατα της διατοµής, της ταχύτητας και της πίεσης συναρτήσει 

του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου για τα 

αγγεία 1,2,3 και για αρχική ταχύτητα διάδοσης κύµατος co και 2co. 

 

Σχήµα 3.67 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο αγγείο 1 για αρχική ταχύτητα διάδοσης 

κύµατος co και 2co. 

 

Σχήµα 3.68 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο αγγείο 1 για ταχύτητα διάσοσης κύµατος co και 

2co. 
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Σχήµα 3.69 Η πίεση συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου 

αντίστοιχα µιας περιόδου στο αγγείο 1 για αρχική ταχύτητα διάδοσης κύµατος co και 

2co. 

 

Σχήµα 3.70 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο αγγείο 2 για αρχική ταχύτητα διάδοσης 

κύµατος co και 2co. 
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Σχήµα 3.71 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο αγγείο 2 για αρχική ταχύτητα διάδοσης 

κύµατος co και 2co. 

 

Σχήµα 3.72 Η πίεση συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου 

αντίστοιχα µιας περιόδου στο αγγείο 2 για αρχική ταχύτητα διάδοσης κύµατος co και 

2co. 
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Σχήµα 3.73 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο αγγείο 3 για αρχική ταχύτητα διάδοσης 

κύµατος co και 2co. 

 

Σχήµα 3.74 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο αγγείο 3 για αρχική ταχύτητα διάδοσης 

κύµατος co και 2co. 
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Σχήµα 3.75 Η πίεση συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου 

αντίστοιχα µιας περιόδου στο αγγείο 3 για αρχική ταχύτητα διάδοσης κύµατος co και 

2co. 

 

Σχήµα 3.76 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο αγγείο 5 για αρχική ταχύτητα διάδοσης 

κύµατος co και 2co. 
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Σχήµα 3.77 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο αγγείο 5 για αρχική ταχύτητα διάδοσης 

κύµατος co και 2co. 

 

Σχήµα 3.78 Η πίεση συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου 

αντίστοιχα µιας περιόδου στο αγγείο 5 για αρχική ταχύτητα διάδοσης κύµατος co και 

2co. 
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3.5 ∆ιακλάδωση µε πτώση ολικής πίεσης 

Θεωρούµε την περίπτωση της διακλάδωσης(Σχήµα3.79): 

  

 

    

 

Σχήµα 3.79 Σχηµατική παράσταση των γωνιών της διακλάδωσης  

Σε αυτή την περίπτωση θεωρούµε 3 αγγεία, όπου κάθε αγγείο είναι µήκους 10cm, 

πάχους h=0,05cm, µέτρου  ελαστικότητας Ε=33,75Ν/cm², ενώ η διάµετρός τους 

διαφέρει και είναι αντίστοιχα D1=1cm, D2=0,8cm και D3=0,6cm. Η πυκνότητα είναι 

ρ=1gr/cm³. Οι συντελεστές των εξισώσεων ολικής πίεσης(παράγραφος 2.9) είναι: 

γ1=0 

γ2=2 

γ3=2, 

ενώ οι υπολογισµοί γίνονται για δύο οµάδες γωνιών. Στην πρώτη: 

α1=0 

α2=0 

α3=0 

και στην δεύτερη: 

α1=0 

α2=π/6 

α3=π/4 
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Στο εγγύς άκρο του πατρικού αγγείου δίνεται o ακόλουθος παλµός πίεσης: 

 

Σχήµα 3.80 Παλµός πίεσης 

1. Στο άπω άκρο των θυγατρικών αγγείων θεωρούµε οριακές συνθήκες µη-

ανάκλασης(non-reflecting), θεωρώντας ότι ο όρος u-4(c-c˳) παραµένει σταθερός και 

ίσος µε την αρχική του τιµή, δηλαδή u-4(c-c˳) =0 (αγγείο απείρου µήκους όπου το 

οδεύον κύµα πίεσης δεν φτάνει στο άπω άκρο). Οι τιµές της ταχύτητας, της διατοµής 

και της πίεσης υπολογίζονται σύµφωνα µε τα λεχθέντα στην ανάλυση των οριακών 

συνθηκών στο 2ο κεφάλαιο (παράγραφος 2.6.2.1).  

2.  Για  το  εγγύς  άκρο  του  αγγείου  θεωρούµε  ότι  ο όρος u+4(c-c˳) υπολογίζεται 

από την σχέση (2-67), εφόσον δίνεται παλµός πίεσης. Οι τιµές της ταχύτητας, της 

διατοµής και της πίεσης υπολογίζονται σύµφωνα µε τα λεχθέντα στην ανάλυση των 

οριακών συνθηκών στο 2ο κεφάλαιο (παράγραφος 2.6.1.1). 

Παρατηρούµε πως στο πατρικό αγγείο η ανάκλαση είναι µεγαλύτερη, γεγονός που 

συνεπάγεται µία αύξηση στο επίπεδο της πίεσης. Το αντίθετο ακριβώς συµβαίνει στα 

θυγατρικά αγγεία, όπου το κύµα που διαδίδεται είναι µικρότερης έντασης. Οι 

διαφορές παρ΄ όλα αυτά είναι µικρές µεταξύ αυτών των περιπτώσεων όπου 

λαµβάνεται υπόψη η επίδραση των γωνιών ή όχι στα θυγατρικά αγγεία.  
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Σχήµα 3.81 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στο µέσο του πατρικού αγγείου για τις 

δύο οµάδες γωνιών 

 

Σχήµα 3.82 Η χρονική εξέλιξη της πίεσης στο µέσο του πατρικού αγγείου για τις δύο 

οµάδες γωνιών 
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Σχήµα 3.83 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στο µέσο του πατρικού αγγείου για τις 

δύο οµάδες γωνιών 

 

Σχήµα 3.84 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στο µέσο του 2ου αγγείου για τις δύο 

οµάδες γωνιών 
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Σχήµα 3.85 Η χρονική εξέλιξη της πίεσης στο µέσο του 2ου αγγείου για τις δύο 

οµάδες γωνιών 

 

Σχήµα 3.86 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στο µέσο του 2ου αγγείου για τις δύο 

οµάδες γωνιών 
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Σχήµα 3.87 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στο µέσο του 3ου αγγείου για τις δύο 

οµάδες γωνιών 

 

Σχήµα 3.88 Η χρονική εξέλιξη της πίεσης στο µέσο του 3ου αγγείου για τις δύο 

οµάδες γωνιών 
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Σχήµα 3.89 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στο µέσο του 3ου αγγείου για τις δύο 

οµάδες γωνιών 

Ακολουθούν τα διαγράµµατα της διατοµής, της ταχύτητας και της πίεσης συναρτήσει 

του µήκους για τις δύο οµάδες γωνιών στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου µιας 

περιόδου για το πατρικό και τα θυγατρικά αγγεία. 

 

Σχήµα 3.90 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο πατρικό αγγείο. 
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Σχήµα 3.91 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο πατρικό αγγείο. 

 

Σχήµα 3.92 Η πίεση συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου 

αντίστοιχα µιας περιόδου στο πατρικό αγγείο. 
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Σχήµα 3.93 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο 2ο αγγείο. 

 

Σχήµα 3.94 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο 2ο αγγείο. 
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Σχήµα 3.95 Η πίεση συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου 

αντίστοιχα µιας περιόδου στο 2ο αγγείο. 

 

Σχήµα 3.96 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο 3ο αγγείο. 
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Σχήµα 3.97 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου αντίστοιχα µιας περιόδου στο 3ο αγγείο. 

 

Σχήµα 3.98 Η πίεση συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου 

αντίστοιχα µιας περιόδου στο 3ο αγγείο. 
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3.6 Ενδαγγειακό µόσχευµα 

Σκοπός της συγκεκριµένης εργασίας είναι να µελετηθεί η ροή στα ενδοαγγειακά 

µοσχεύµατα(endografts).  

Προκειµένου λοιπόν να γίνει η υπολογιστική µελέτη υιοθετήθηκαν δύο µέθοδοι: 

Α) Θεωρούµε, όπως δείχνει και το ακόλουθο σχήµα, 6 διαφορετικά αγγεία: 

 

Σχήµα 3.99 Σχηµατική παράσταση ενδοµοσχεύµατος µε τη µέθοδο Α 

Tα αγγεία 1,4 και 6 έχουν τα χαρακτηριστικά των φυσιολογικών αγγείων του 

οργανισµού, ενώ τα αγγεία 2,3 και 5 αποτελούν το ενδοαγγειακό µόσχευµα.  

Β) Θεωρούµε, όπως δείχνει και το ακόλουθο σχήµα, 3 διαφορετικές αρτηρίες: 

 

Σχήµα 3.100 Σχηµατική παράσταση ενδοµοσχεύµατος µε τη µέθοδο Β 

Σε αυτή την περίπτωση οι αρτηρίες 1,2 και 3 αντιµετωπίζονται ως αρτηρίες µη 

ενιαίων ελαστικών ιδιοτήτων. 
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Ισχύουν τα εξής: 

Τα µήκη των φυσιολογικών αγγείων 1,4 και 6 είναι Lnormal=10cm, ενώ τα µήκη των 

αγγείων του ενδοµοσχεύµατος 2,3 και 5 είναι Lend=5cm. Οι αρτηρίες 1,2 και 3 

συνεπώς έχουν µήκος η καθεµία 15cm. Η διάµετρος των αγγείων 1 και 2 της πρώτης 

περίπτωσης ή της αρτηρίας 1 της δεύτερης αντίστοιχα είναι 1,2cm. Η διάµετρος των 

αγγείων 3 και 4 της πρώτης περίπτωσης ή της αρτηρίας 2 της δεύτερης αντίστοιχα 

είναι 0,8cm. Τέλος, η διάµετρος των αγγείων 5 και 6 της πρώτης περίπτωσης ή της 

αρτηρίας 3 της δεύτερης αντίστοιχα είναι 1cm. Το πάχος όλων των αγγείων είναι 

h=0,05cm. Σε ότι αφορά το µέτρο ελαστικότητας, τα αγγεία ή τα τµήµατα των 

αρτηριών που αντιστοιχούν στα φυσιολογικά του οργανισµού έχουν µέτρο 

ελαστικότητας Εο=100N/cm², ενώ τα αγγεία ή τα τµήµατα των αρτηριών που 

αποτελούν το ενδοαγγειακό µόσχευµα έχουν µέτρο ελαστικότητας ΕRWb=600N/cm². 

Για τον υπολογισµό της συνάρτησης του Ε(x), όπως αναλύεται στο 2ο 

κεφάλαιο(παράγραφος 2.7.1), στην περίπτωση των τριών αγγείων θεωρήσαµε 

δ=0,5cm. Η πυκνότητα του ρευστού είναι ρ=1gr/cm³. 

Στο εγγύς άκρο δίνεται o ακόλουθος παλµός πίεσης: 

 

Σχήµα 3.101 Παλµός πίεσης 

Για  το  εγγύς  άκρο  του  αγγείου  θεωρούµε  ότι  ο όρος u+4(c-c˳) υπολογίζεται από 

την σχέση (2-67), εφόσον δίνεται παλµός πίεσης. Οι τιµές της ταχύτητας, της 

διατοµής και της πίεσης υπολογίζονται σύµφωνα µε τα λεχθέντα στην ανάλυση των 

οριακών συνθηκών στο 2ο κεφάλαιο (παράγραφος 2.6.1.1). 

Στην πρώτη περίπτωση οι οριακές συνθήκες εισόδου-εξόδου των αγγείων 1 και 2 και 

εξόδου-εισόδου των αγγείων 3 και 4 αντίστοιχα, αλλά και των 5 και 6 αντίστοιχα 

έχουν παρουσιαστεί στο 2ο κεφάλαιο(παράγραφος 2.7.2). 

Στο άπω άκρο των θυγατρικών αγγείων 4 και 6 της πρώτης περίπτωσης ή των 

θυγατρικών αρτηριών 2 και 3 της δεύτερης θεωρούµε συνθήκη µη-ανάκλασης, όπως 

αυτή έχει αναλυθεί στο 2ο κεφάλαιο(παράγραφος 2.6.2.1). 
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Μεταξύ των δύο µεθόδων (3 αρτηριών ή 6 αγγείων) δεν παρατηρούνται διαφορές. 

Στην ουσία η µία επιβεβαιώνεται από την άλλη. 

Στα διαγράµµατα του φυσιολογικού αγγείου ανάντι της διακλάδωσης  παρατηρούµε 

τόσο το ανακλώµενο κύµα από το ενδοαγγειακό µόσχευµα, όσο και το αντίστοιχο 

από τη διακλάδωση. Στα διαγράµµατα του µοσχεύµατος ανάντι της διακλάδωσης το 

ανακλώµενο κύµα είναι κυρίως αυτό της διακλάδωσης και κατά ένα µικρό ποσοστό 

της εξόδου από το ενδοµόσχευµα στις λαγόνιες αρτηρίες. Στα διαγράµµατα του 

ενδοµοσχεύµατος κατάντι της διακλάδωσης το µόνο ανακλώµενο κύµα είναι αυτό της 

εξόδου από το ενδοµόσχευµα. Τέλος, στα διαγράµµατα των αγγείων κατάντι της 

διακλάδωσης ανακλώµενο κύµα δεν υφίσταται. 

 

Σχήµα 3.102 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στη θέση x=5cm της αρτηρίας 1 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 

 

Σχήµα 3.103 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στη θέση x=5cm της αρτηρίας 1 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 
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Σχήµα 3.104 Η χρονική εξέλιξη της πίεσης στη θέση x=5cm της αρτηρίας 1 για ενιαίο 

µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 

 

Σχήµα 3.105 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στη θέση x=12,5cm της αρτηρίας 1 µε 

τις δύο µεθόδους 
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Σχήµα 3.106 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στη θέση x=12,5cm της αρτηρίας 1 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 

 

Σχήµα 3.107 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στη θέση x=12,5cm της αρτηρίας 1 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 
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Σχήµα 3.108 Η χρονική εξέλιξη της πίεσης στη θέση x=12,5cm της αρτηρίας 1 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 

 

Σχήµα 3.109 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στη θέση x=17,5cm της αρτηρίας 2 µε 

τις δύο µεθόδους 
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Σχήµα 3.110 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στη θέση x=17,5cm της αρτηρίας 2 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 

 

Σχήµα 3.111 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στη θέση x=17,5cm της αρτηρίας 2 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 
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Σχήµα 3.112 Η χρονική εξέλιξη της πίεσης στη θέση x=17,5cm της αρτηρίας 2 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 

 

Σχήµα 3.113 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στη θέση x=17,5cm της αρτηρίας 3 µε 

τις δύο µεθόδους 
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Σχήµα 3.114 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στη θέση x=17,5cm της αρτηρίας 3 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 

 

Σχήµα 3.115 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στη θέση x=17,5cm της αρτηρίας 3 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 
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Σχήµα 3.116 Η χρονική εξέλιξη της πίεσης στη θέση x=17,5cm της αρτηρίας 3 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 

 

Σχήµα 3.117 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στη θέση x=22,5cm της αρτηρίας 2 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 
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Σχήµα 3.118 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στη θέση x=22,5cm της αρτηρίας 2 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 

 

Σχήµα 3.119 Η χρονική εξέλιξη της πίεσης στη θέση x=22,5cm της αρτηρίας 2 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 

0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2

time(sec)

-5

0

5

10

15

20

25

u
(c

m
/s

e
c

)

x=22.5cm(artery 2)

vessel 4

artery 2

E=Eo

0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2

time(sec)

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

p
re

s
s
u

re
(N

/c
m

2
)

x=22.5cm(artery 2)

vessel 4

artery 2

E=Eo



110 

 

 

Σχήµα 3.120 Η χρονική εξέλιξη της διατοµής στη θέση x=22,5cm της αρτηρίας 3 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 

 

Σχήµα 3.121 Η χρονική εξέλιξη της ταχύτητας στη θέση x=22,5cm της αρτηρίας 3 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 
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Σχήµα 3.122 Η χρονική εξέλιξη της πίεσης στη θέση x=22,5cm της αρτηρίας 3 για 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας και για µη ενιαίο µε τις δύο µεθόδους 

Ακολουθούν τα διαγράµµατα της διατοµής, της ταχύτητας και της πίεσης συναρτήσει 

του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του χρόνου µιας περιόδου για ενιαίο και µη 

ενιαίο µέτρο ελαστικότητας(φυσιολογική κατάσταση αγγείων και αποκατάσταση) για 

όλες τις αρτηρίες µε τη δεύτερη µέθοδο. 

 

Σχήµα 3.123 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου µιας περιόδου στην αρτηρία 1 για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 
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Σχήµα 3.124 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου µιας περιόδου στην αρτηρία 1 για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 

 

Σχήµα 3.125 Η πίεση συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου µιας περιόδου στην αρτηρία 1 για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 
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Σχήµα 3.126 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου µιας περιόδου στην αρτηρία 2 για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 

 

Σχήµα 3.127 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου µιας περιόδου στην αρτηρία 2 για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 
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Σχήµα 3.128 Η πίεση συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου µιας περιόδου στην αρτηρία 2 για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 

 

Σχήµα 3.129 Η διατοµή συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου µιας περιόδου στην αρτηρία 3 για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 
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Σχήµα 3.130 Η ταχύτητα συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου µιας περιόδου στην αρτηρία 3 για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 

 

Σχήµα 3.131 Η πίεση συναρτήσει του µήκους στο ¼, ½, ¾ και στο σύνολο του 

χρόνου µιας περιόδου στην αρτηρία 3 για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας 
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4ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ 

Συµπεράσµατα 

 

4.1) Εισαγωγή 

Στην εν λόγω εργασία βασικός σκοπός είναι η µελέτη της αρτηριακής ροής αίµατος 

σε φυσιολογικές, παθολογικές καταστάσεις και µετά από αποκατάσταση. 

Συγκεκριµένα, µελετάται η χρήση ενδοµοσχεύµατος για την αντιµετώπιση των 

ανευρυσµάτων κοιλιακής αορτής.  

4.2) Αγγείο µε αποκατάσταση stent 

Γίνεται σύγκριση των αποτελεσµάτων για αγγείο που βρίσκεται σε φυσιολογική 

κατάσταση και για αγγείο, στο οποίο τοποθετείται stent (ή για αγγείο µε αθήρωµα 

που βρίσκεται σε παθολογική κατάσταση). Τόσο η τοποθέτηση του stent, όσο και η 

σκλήρυνση του αγγείου συνεπάγεται αλλαγή των ελαστικών χαρακτηριστικών του.  

Έχοντας επιλέξει συνθήκη µη-ανάκλασης του κύµατος στην έξοδο του αγγείου, 

µπορούµε να µελετήσουµε την επίδραση στην ανάκλαση του κύµατος µόνο λόγω της 

τοποθέτησης του stent και όχι της ύπαρξης της τερµατικής αντίστασης του αγγείου. 

• Ανεξαρτήτως του παλµού πίεσης που δίνεται για την είσοδο, όταν το µέτρο 

ελαστικότητας παραµένει το ίδιο καθ’ όλο το µήκος  του  αγγείου (φυσιολογική 

κατάσταση) ο  παλµός  διαδίδεται ανεπηρέαστος. Αντιθέτως στην  περίπτωση 

αλλαγής του µέτρου ελαστικότητας, η κατάσταση αλλάζει όπως περιγράφεται 

παρακάτω. 

• Στην περίπτωση του παλµού πίεσης µε µικρή περίοδο (impulse wave), καθώς 

το κύµα εισέρχεται στην περιοχή του αυξηµένου µέτρου ελαστικότητας, τµήµα 

αυτού  ανακλάται, ενώ το υπόλοιπο επιταχύνει. Επιπλέον, µία ανάκλαση 

παρουσιάζεται στη έξοδο από το stent, όταν το µέτρο ελαστικότητας αποκτά 

τη χαµηλότερη τιµή του φυσιολογικού αγγείου. Στη µέση του αγγείου  

παρουσιάζεται µία ταλαντούµενη πίεση, λόγω των  κυµάτων που ανακλώνται 

πίσω και µπροστά µεταξύ της εισόδου και εξόδου του stent. Το κύµα  στο 

άπω άκρο παρουσιάζεται αποδυναµωµένο, γιατί ποσοστό της ενέργειας έχει 

ανακλαστεί προς τα πίσω και ποσοστό αυτής έχει παγιδευτεί µέσα στο µήκος 

του stent. 

• Στην περίπτωση του παλµού πίεσης µε µία µεγαλύτερη, πιο ρεαλιστική 

περίοδο, η αλληλεπίδραση µεταξύ των ανακλώµενων κυµάτων είναι πιο 

πολύπλοκη. Να σηµειωθεί ότι αρχικώς τα γεωµετρικά-ελαστικά 

χαρακτηριστικά του αγγείου και του stent είναι τα ίδια µε της προηγούµενης 

περίπτωσης. Η βασική λοιπόν επιρροή του stent είναι η αύξηση της  πίεσης 

στο εγγύς άκρο. Η αλληλεπίδραση µεταξύ του εισερχόµενου και 

ανακλώµενων κυµάτων φαίνεται στις ασυνέχειες της κλίσης της καµπύλης της 

πίεσης συναρτήσει του χρόνου.  
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Γι΄ αυτήν την περίπτωση παλµού πίεσης έγινε σύγκριση των αποτελεσµάτων 

για διάφορες τιµές του µέτρου ελαστικότητας του stent. Παρατηρούµε ότι δεν 

υπάρχουν ουσιαστικές διαφορές µεταξύ των τιµών για αύξηση αυτού από 

κάποια τάξη µεγέθους και πάνω. Αυτό συµβαίνει γιατί άπαξ και σκληρύνει το 

τµήµα του αγωγού σε κάποιο βαθµό και οι  παραµορφώσεις περιοριστούν 

δραστικά σε αυτό το τµήµα, τότε το  αποτέλεσµα επί της διατοµής των 

περιορισµένων παραµορφώσεων, αυξάνοντας το µέτρο ελαστικότητας, θα 

είναι το ίδιο. Τα ρευστοµηχανικά δηλαδή µεγέθη δεν θα επηρεάζονται 

περαιτέρω. 

 Οµοίως, έγινε σύγκριση των αποτελεσµάτων για τοποθέτηση του stent σε 

 διαφορετικά σηµεία του αγγείου. Η µέγιστη τιµή πίεσης παρατηρείται πάντα 

 ανάντι του stent. 

 Τέλος, για την περίπτωση παλµού πίεσης, ρεαλιστικής περιόδου 

 παρατίθενται τα διαγράµµατα της διατοµής, της ταχύτητας και της πίεσης 

 συναρτήσει του µήκους του αγγείου στο ¼ , ½ , ¾ και στο σύνολο του χρόνου 

 µίας περιόδου για ενιαίο και µη ενιαίο µέτρο ελαστικότητας. Η επίδραση της 

 τοποθέτησης του stent είναι σηµαντική. Σε ότι αφορά τη διατοµή, στο ¼ και 

 ½ της περιόδου η ουσιαστική διαφορά µεταξύ φυσιολογικού αγγείου και 

 αγγείου µε αποκατάσταση είναι η κάθετη πτώση των τιµών στο τµήµα που

 τοποθετείται το stent, ενώ σε ότι αφορά την ταχύτητα συµβαίνει το ακριβώς 

 αντίθετο. Αντίστοιχα, στην πίεση η διαφορά στο τµήµα τοποθέτησης του stent 

 δεν είναι εξίσου αισθητή, αλλά παρ΄όλα αυτά διατηρείται καθ΄όλο το µήκος 

 του αγγείου. Στα ¾ και στο σύνολο της περιόδου οι διαφορές στις τιµές και 

 στα τρία ρευστοµηχανικά µεγέθη µεταξύ των δύο περιπτώσεων, 

 φυσιολογικού αγγείου και αγγείου µε αποκατάσταση, είναι µικρές.   

• Εξετάστηκε επαναλαµβανόµενη χρονικά µεταβαλλόµενη πίεση εισόδου για να 

µελετηθεί η περίπτωση µη µόνιµης διέγερσης του αγγείου. Επιλέχτηκε ως 

παλµός πίεσης εισόδου αυτός της ρεαλιστικής περιόδου που αναφέρθηκε 

παραπάνω. Τα γεωµετρικά-ελαστικά χαρακτηριστικά όµως του αγγείου και 

του stent εδώ διαφέρουν από τα αντίστοιχα των προηγούµενων 

περιπτώσεων. Γίνεται απεικόνιση της χρονικής εξέλιξης της πίεσης σε σηµείο, 

το οποίο βρίσκεται ανάντι αρκετά µακριά από το σηµείο τοποθέτησης του 

stent. Παρατηρείται αύξηση του µεγίστου της πίεσης, γεγονός που οφείλεται 

στη συµβολή του εισερχόµενου µε το ανακλώµενο κύµα. Παρατηρείται πως η 

επίδραση του stent γίνεται ιδιαίτερα αισθητή ακόµα και αρκετά µακριά από το 

σηµείο τοποθέτησής του. 

Παρατίθενται τα διαγράµµατα της διατοµής, της ταχύτητας και της πίεσης 

συναρτήσει του µήκους του αγγείου για το ¼ , ½ , ¾ και το σύνολο της 

περιόδου µετά την διαµόρφωση µιας σταθερής περιοδικής µεταβολής του 

φαινοµένου για τις δύο περιπτώσεις του ενιαίου και µη ενιαίου µέτρου 

ελαστικότητας. Η επίδραση της τοποθέτησης του stent είναι σηµαντική και 

στις τέσσερις χρονικές στιγµές. Μεταβάλλεται το ηµιτονοειδές σχήµα της 

καµπύλης που κυριαρχεί χωρίς τις ανακλάσεις 
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4.3 Απλή ∆ιακλάδωση µε διατήρηση ολικής πίεσης 

Μελετάται η ροή του αίµατος σε φυσιολογική κατάσταση στις διακλαδώσεις αγγείων.  

Έχοντας επιλέξει συνθήκη µη-ανάκλασης για την είσοδο των θυγατρικών αγγείων το 

ανακλώµενο κύµα λόγω τερµατικής αντίστασης στα θυγατρικά αγγεία εισέρχεται 

ανεπηρέαστο στο πατρικό αγγείο.   

• Σε ότι αφορά την απλή διακλάδωση τα διαγράµµατα της χρονικής εξέλιξης της 

ταχύτητας και της διατοµής στην αρχή και το µέσο, σηµεία P και M, του 

πατρικού αγγείου δείχνουν πως το εισερχόµενο κύµα µε το καθυστερηµένο 

ανακλώµενο συµβάλλουν. 

Ο θετικός συντελεστής ανάκλασης Rf ανάντι της διακλάδωσης συνεπάγεται 

πως το πρόσηµο της κατανοµής της ταχύτητας λόγω του ανακλώµενου 

κύµατος είναι το αντίθετο από αυτό της εισερχόµενης. 

Ενώ στην αρχή του αγγείου είναι ξεκάθαρη η διαφορά φάσης µεταξύ του 

εισερχόµενου και του ανακλώµενου κύµατος, στο τέλος, σηµείο D,  

παρατηρούµε το ακριβώς αντίθετο, δηλαδή τα δύο προφίλ ταχύτητας να 

διαµορφώνονται σε ένα κύµα. 

Στα θυγατρικά αγγεία αξίζει να σηµειωθεί πως η µεταξύ τους διαφορά στα 

αποτελέσµατα, οφείλεται στην επιλογή διαφορετικών συντελεστών ανάκλασης 

Rf, αφού κατά τα άλλα έχουν ίδια γεωµετρικά χαρακτηριστικά και ελαστικές 

ιδιότητες. Συγκεκριµένα, µεγαλύτερος συντελεστής ανάκλασης συνεπάγεται  

ελαφρώς αυξηµένες τιµές στη χρονική εξέλιξη της ταχύτητας, ενώ στη χρονική 

εξέλιξη της διατοµής το ακριβώς αντίθετο. Η επιλογή αρνητικών συντελεστών 

ανάκλασης καταλήγει σε θετική ταχύτητα για κάθε σηµείο των αγγείων. 

Η επίδραση της ταχύτητας διάδοσης του κύµατος φαίνεται 

επαναλαµβάνοντας τους υπολογισµούς και για διπλάσια αρχική ταχύτητα 

διάδοσης κύµατος. Παρατηρούµε πως ο χρόνος που απαιτείται ώστε το 

εισερχόµενο και ανακλώµενο κύµα να φτάσουν στην εκάστοτε θέση µειώνεται 

κατά το ήµισυ για την περίπτωση της διπλάσιας αρχικής ταχύτητας διάδοσης 

του κύµατος. Εκτός αυτού η µεταξύ τους αλληλεπίδραση είναι εντονότερη, 

γεγονός που συντελεί στη µείωση του µεγίστου της ταχύτητας. 

Παρατίθενται τα διαγράµµατα της διατοµής, της ταχύτητας και της πίεσης 

συναρτήσει του µήκους του πατρικού και του θυγατρικού αγγείου µε 

συντελεστή ανάκλασης Rf=-0,4 στο ¼ , ½ , ¾ και στο σύνολο του χρόνου 

µιας περιόδου για αρχική ταχύτητα διάδοσης κύµατος co και 2co. Σε ότι αφορά 

το πατρικό, τόσο στο διάγραµµα της διατοµής όσο και στο διάγραµµα της 

ταχύτητας παρατηρείται µείωση των τιµών στο ¼ και ½ της περιόδου για 

διπλάσια ταχύτητα διάδοσης κύµατος. Στο διάγραµµα της πίεσης, αυτή η 

µείωση παρατηρείται στο ½ της περιόδου, αλλά όχι στο ¼, όπου συµβαίνει το 

αντίθετο. Στα ¾ και στο σύνολο της περιόδου, δεν υπάρχουν διαφορές στις 

τιµές για ταχύτητα διάδοσης κύµατος co και 2co σε κανένα από τα τρία 

ρευστοµηχανικά µεγέθη. Σε ότι αφορά το θυγατρικό αγγείο, και στα τρία 

ρευστοµηχανικά µεγέθη για διπλάσια ταχύτητα διάδοσης κύµατος στο ¼ της 
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περιόδου οι τιµές είναι µεγαλύτερες, ενώ στο ½ µικρότερες. Όπως και στο 

πατρικό, στα ¾ και στο σύνολο, δεν υπάρχουν διαφορές για ταχύτητα 

διάδοσης κύµατος co και 2co.        

4.4 ∆ιπλή ∆ιακλάδωση µε διατήρηση ολικής πίεσης 

Έχοντας επιλέξει συνθήκη µη-ανάκλασης για την είσοδο των θυγατρικών αγγείων 

στη δεύτερη κατά σειρά διακλάδωση το ανακλώµενο κύµα λόγω τερµατικής 

αντίστασης στα θυγατρικά αγγεία εισέρχεται ανεπηρέαστο στο δεύτερο πατρικό 

αγγείο. Καθ΄ ότι όµως στην είσοδο του δεύτερου µητρικού αγγείου δεν έχει 

εφαρµοστεί συνθήκη µη-ανάκλασης, ποσοστό του πίσω οδεύοντος κύµατος  

ανακλάται. Η ανάκλαση αυτή φαίνεται ξεκάθαρα στα διαγράµµατα χρονικής εξέλιξης 

της ταχύτητας και της διατοµής σε όλα τα αγγεία.   

• Οι ανωτέρω υπολογιστικές περιπτώσεις επαναλήφθηκαν και για διπλή 

διακλάδωση. Όπως και στην περίπτωση της απλής διακλάδωσης, 

συγκρίνοντας τα διαγράµµατα της χρονικής εξέλιξης της ταχύτητας και της 

διατοµής για αρχική ταχύτητα διάδοσης κύµατος co και 2co, φαίνεται η 

εντονότερη αλληλεπίδραση του εισερχόµενου µε το ανακλώµενο κύµα, καθώς 

και η ταχύτερη εξασθένηση που σχετίζεται µε την ταχύτερη ανάκλαση.  

 

4.5 Απλή ∆ιακλάδωση µε πτώση ολικής πίεσης 

Έχοντας επιλέξει συνθήκη µη-ανάκλασης για την έξοδο των θυγατρικών αγγείων 

µπορούµε να µελετήσουµε την επίδραση µόνο της διακλάδωσης και όχι της 

τερµατικής αντίστασης των θυγατρικών αγγείων. Θέλουµε να µελετήσουµε  την  

πτώση της ολικής πίεσης λόγω της κατεύθυνσης της ροής στη διακλάδωση και των 

γωνιών των θυγατρικών αγγείων. Γίνεται σύγκριση λοιπόν µεταξύ της περίπτωσης 

που δεν έχουµε λάβει υπ΄ όψιν την κατεύθυνση της ροής και τις γωνίες των 

θυγατρικών αγγείων και της περίπτωσης που λαµβάνουµε υπ΄ όψιν τόσο την 

κατεύθυνση όσο και τις γωνίες αντίστοιχα. 

• Παρατηρούµε πως στο πατρικό αγγείο η ανάκλαση είναι µεγαλύτερη, γεγονός 

που συνεπάγεται µία αύξηση στο επίπεδο της πίεσης. Το αντίθετο ακριβώς 

συµβαίνει στα θυγατρικά αγγεία, όπου το κύµα που διαδίδεται είναι 

µικρότερης έντασης. Οι διαφορές παρ΄ όλα αυτά είναι µικρές µεταξύ αυτών 

των περιπτώσεων όπου λαµβάνεται υπόψη η επίδραση των γωνιών ή όχι στα 

θυγατρικά αγγεία.  

 

4.6 Ενδοµόσχευµα 

Στην παρούσα εργασία µελετώνται τα ρευστοµηχανικά µεγέθη της ροής κατόπιν 

τοποθέτησης  ενδοµοσχεύµατος. Η υπολογιστική µελέτη έγινε µε δύο διαφορετικές 

µεθόδους, τα αποτελέσµατα των οποίων συγκρίνονται. Στην ουσία πρόκειται για τους 

δύο τρόπους µε τους οποίους µπορούµε να αντιµετωπίσουµε την ασυνέχεια που 

παρουσιάζεται στη ροή όταν το µέτρο ελαστικότητας αλλάζει, όταν δηλαδή από την 
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τιµή που έχει στο φυσιολογικό αγγείο ή αρτηρία λαµβάνει την τιµή του 

ενδοµοσχεύµατος και ανάποδα. Στην πρώτη µέθοδο θεωρούµε ότι η αρτηρία στην 

οποία έχει τοποθετηθεί το ενδοµόσχευµα υποδιαιρείται σε δύο αγγεία, το πρώτο που 

είναι το φυσιολογικό και το δεύτερο που αποτελεί το µόσχευµα και εφαρµόζουµε στο 

σηµείο της αλλαγής, εξόδου του πρώτου αγγείου και εισόδου του δεύτερου, οριακές 

συνθήκες. Στην δεύτερη θεωρούµε ότι η αρτηρία µε το ενδοµόσχευµα αποτελεί µία 

ενιαία αρτηρία, αλλά η µετάβαση από την µία τιµή του µέτρου ελαστικότητας στην 

άλλη γίνεται οµαλά. Τις αντίστοιχες θεωρήσεις κάνουµε και για τα θυγατρικά αγγεία. 

Έχοντας επιλέξει συνθήκη µη-ανάκλασης στην έξοδο των θυγατρικών αγγείων, 

µπορούµε να µελετήσουµε την επίδραση µόνο της τοποθέτησης του 

ενδοµοσχεύµατος και όχι της τερµατικής αντίστασης των θυγατρικών αγγείων.  

• Μεταξύ των δύο µεθόδων (3 αρτηριών ή 6 αγγείων) δεν παρατηρούνται 

διαφορές. Στην ουσία η µία επιβεβαιώνεται από την άλλη. 

• Στα διαγράµµατα του φυσιολογικού αγγείου ανάντι της διακλάδωσης  

παρατηρούµε τόσο το ανακλώµενο κύµα από το ενδοαγγειακό µόσχευµα, 

όσο και το αντίστοιχο από τη διακλάδωση. Στην ουσία εδώ µεταβάλλεται το 

ηµιτονοειδές σχήµα της καµπύλης που κυριαρχεί χωρίς τις ανακλάσεις.  

• Στα διαγράµµατα του ενδοµοσχεύµατος ανάντι της διακλάδωσης το 

ανακλώµενο κύµα είναι κυρίως αυτό της διακλάδωσης και κατά ένα µικρό 

ποσοστό της εξόδου από το ενδοµόσχευµα στις λαγόνιες αρτηρίες. 

 

• Στα διαγράµµατα του ενδοµοσχεύµατος κατάντι της διακλάδωσης το µόνο 

ανακλώµενο κύµα είναι αυτό της εξόδου από το ενδοµόσχευµα.  

  

• Τέλος, στα διαγράµµατα των φυσιολογικών αγγείων κατάντι της διακλάδωσης 

το ανακλώµενο κύµα είναι εµφανώς αποδυναµωµένο, γιατί κατά το 

µεγαλύτερο ποσοστό του έχει παγιδευτεί µέσα στο µήκος του 

ενδοµοσχεύµατος. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



121 

 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

Ορισµός συµβόλων 

µ : δυναµική συνεκτικότητα 

ρ : πυκνότητα 

v : λόγοςPoisson  

Lv : µήκος αγγείου 

D : διάµετρος αγγείου   

E : µέτρο ελαστικότητας αγγείου 

h : πάχος τοιχώµατος αγγείου 

R : ακτίνα αγγείου 

A : διατοµή αγγείου 

P : πίεση αγγείου 

Pext : εξωτερική πίεση 

C : ταχύτητα διάδοσης αγγείου 

k : πλήθος χωρικών κόµβων αγγείου 

n : πλήθος χρονικών κόµβων αγγείου 

δ: αδιάστατη παράµετρος δ 

Re : αδιάστατος αριθµός Re 

Str : αδιάστατος αριθµός Str 

Μ : αδιάστατος αριθµός M 

A ⃰ : αδιαστατοποιηµένη διατοµή 

P ⃰ : αδιαστατοποιηµένη πίεση 

V ⃰ : αδιαστατοποιηµένη ταχύτητα 

C ⃰ : αδιαστατοποιηµένη ταχύτητα διάδοσης 

dx ⃰ : αδιαστατοποιηµένο χωρικό βήµα 

dt ⃰ : αδιαστατοποιηµένο χρονικό βήµα 

∆xCL : µήκος για τον υπολογισµό των χαρακτηριστικών µεταβλητών 

∆xCR : µήκος για τον υπολογισµό των χαρακτηριστικών µεταβλητών 
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ξ : συνθήκη συµβατότητας δεξιοκλινούς χαρακτηριστικής 

η : συνθ’ηκη συµβατότητας αριστεροκλινούς χαρακτηριστικής 

Ε(x) : συνάρτηση υπολογισµού µέτρου ελαστικότητας 

δ : µήκος για τη συνάρτηση υπολογισµού του µέτρου ελαστικότητας 

Pt : ολική πίεση 

Q : παροχή µάζας 
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