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Περίληψη 

 

Στόχος της διπλωµατικής εργασίας είναι η µελέτη των ιδιοτήτων εστίασης και του πεδίου 

εντός ενός συστήµατος παθητικής µικροκυµατικής ραδιοµετρικής απεικόνισης για 

διαγνωστικές εφαρµογές του εγκεφάλου. Συγκεκριµένα, το σύστηµα αυτό 

κατασκευάστηκε στο εργαστήριο µικροκυµάτων και οπτικών ινών της σχολής ΗΜΜΥ 

του ΕΜΠ. Στο εν λόγω σύστηµα, χρησιµοποιείται µια αγώγιµη ελλειψοειδής κοιλότητα, 

ώστε να επιτευχθεί η  µέγιστη συγκέντρωση και εστίαση της ακτινοβολίας που εκπέµπει 

το φυσικό σώµα ενδιαφέροντος. Το σώµα ενδιαφέροντος τοποθετείται στη µία εστία του 

ελλειψοειδούς και στην άλλη εστία τοποθετούνται κεραίες λήψης που λειτουργούν στο 

φάσµα 1- 4 GHz.  

Στα πλαίσια της διπλωµατικής, πραγµατοποιείται ο αναλυτικός υπολογισµός του πεδίου 

σε κάθε σηµείο εντός της ελλειψοειδούς κοιλότητας µέσω της γεωµετρικής οπτικής. 

Συγκεκριµένα, στο 2ο κεφάλαιο εξετάζεται το πεδίο εντός του συστήµατος, θεωρώντας 

την κοιλότητα κενή (χωρίς την ύπαρξη οποιουδήποτε σώµατος ενδιαφέροντος). Στην 

περίπτωση αυτή, το συνολικό πεδίο στο σηµείο παρατήρησης περιλαµβάνει τις 

συνεισφορές όλων των ανακλώµενων ακτινών και του απευθείας πεδίου. Στο 3ο 

κεφάλαιο, εισάγεται στην παραπάνω διάταξη το φυσικό σώµα ενδιαφέροντος, το οποίο 

τοποθετείται στην ελεύθερη εστία, προσοµοιάζοντάς το µε µία διηλεκτρική σφαίρα. 

Παρουσία της σφαίρας, το πεδίο στο σηµείο παρατήρησης εντός του σώµατος 

ενδιαφέροντος συνίσταται από το άθροισµα όλων των συνεισφορών των διαθλώµενων 

ακτινών.   

Για τον τελικό υπολογισµό, στην εκάστοτε περίπτωση, γίνεται χρήση αριθµητικών 

µεθόδων µέσω του περιβάλλοντος Matlab. Με τον τρόπο αυτό, καθίσταται δυνατή η 

µελέτη του συνολικού πεδίου µέσω γραφικών παραστάσεων, σε δύο κάθετα µεταξύ τους 

επίπεδα, συναρτήσει της απόστασης επί ενός εκ των τριών αξόνων. Μεταβάλλοντας τη 

θέση του σηµείου παρατήρησης καθώς και τη συχνότητα λειτουργίας, παρέχεται µία 

σαφής εικόνα της συµπεριφοράς του πεδίου, µε αποτέλεσµα την εξαγωγή των 

αντίστοιχων συµπερασµάτων ως προς τη δυνατότητα εστίασης. 

 

 Λέξεις κλειδιά: µικροκυµατική ραδιοµετρία, γεωµετρική οπτική, αγώγιµη ελλειψοειδής 

κοιλότητα, εστίαση, ανάκλαση, διάθλαση 
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Abstract 

 

The purpose of this thesis is the study of the focusing properties and the electrical field in 

a passive microwave radiometry imaging system (MiRaIS) for brain diagnostic 

applications. In particular, this system was designed and constructed in the Laboratory of 

Microwaves and Fiber Optics in the School of Electrical and Computer Enginnering in 

the National Technical University of Athens (NTUA). The proposed system consists of a 

conductive ellipsoidal cavity in order to achieve the maximum intensity of the microwave 

energy, radiated by the physical medium of interest. The medium of interest is located at 

the one focal point of the ellipsoid, while placing receiving antennas within the range of 

1-4GHz at the other focal point.   

The analytical calculation of the electrical field inside the cavity is performed using the 

theory of geometrical optics. More specifically, in the second chapter, the field is 

examined, considering the cavity empty (without the presence of any medium of interest). 

In that case, the total field at the observation point includes the contributions of all the 

reflected rays and the direct field. In the third chapter, the physical medium of interest, 

which is placed at the focal point, is imported in the former set-up, simulated with a 

dielectrical sphere. With the presence of the sphere, the field at the observation point 

inside the medium of interest consists of the sum of all the contributions of the refracted 

rays.  

As far as the final calculation of each case is concerned, numerical methods are used via 

the environment of Matlab. Consequently, the study of the total field is feasible using the 

appropriate graphs, in two perpendicular planes, in terms of the distance on one of the 

three axes. Varying the position of the observation point as well as the operating 

frequency, the field can be explicitly evaluated, leading to the respective conclusions 

concerning the focusing ability.   

 

Keywords : microwave radiometry, geometrical optics, conductive ellipsoidal cavity, 

focusing ability, reflection, refraction 
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                                                            ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

 

 

M ΙΚΡΟΚΥΜΑΤΙΚΗ  ΡΑ∆ΙΟΜΕΤΡΙΑ  ΚΑΙ 

ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ M iRaIS 

 

 

1.1 Εισαγωγή στη Μικροκυµατική Ραδιοµετρία 

 

Όλα τα υλικά σώµατα (αέρια, υγρά, στερεά και πλάσµα) εκπέµπουν ατάκτως και µε 

τυχαίο τρόπο ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία. Η ραδιοµετρία αποτελεί το επιστηµονικό 

πεδίο που σχετίζεται µε τη µέτρηση αυτής της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας σε 

οποιοδήποτε τµήµα του ηλεκτροµαγνητικού φάσµατος. [1] 

Πιο συγκεκριµένα, η Μικροκυµατική ραδιοµετρία συνιστά τον κλάδο της ραδιοµετρίας 

που εφαρµόζεται στις µικροκυµατικές συχνότητες και, ουσιαστικά, αφορά στη µέτρηση 

του ηλεκτροµαγνητικού θερµικού θορύβου που εκπέµπουν υλικά µε απώλειες στο φάσµα 

των συχνοτήτων αυτών. Λαµβάνοντας υπόψη ότι οι βιολογικοί ιστοί είναι τέτοια υλικά, 

προκύπτει µία άλλη ιδιαίτερα σηµαντική εφαρµογή της ραδιοµετρίας, η οποία βασίζεται 

στη µέτρηση του µικροκυµατικού, ηλεκτροµαγνητικού θερµικού θορύβου των ιστών του 

ανθρώπινου σώµατος και σχετίζεται άµεσα µε την επιστήµη της βιοϊατρικής. Η 

µικροκυµατική ραδιοµετρία και η ραδιοµετρική απεικόνιση αποτελούν µη επεµβατικές 

τεχνικές που παρέχουν πληροφορίες για τη θερµοκρασιακή κατανοµή σε βάθος έως και 

αρκετά εκατοστά σε υποδόριους ιστούς.  

Οι συσκευές µέτρησης και ανίχνευσης της εκπεµπόµενης ηλεκτροµαγνητικής 

ακτινοβολίας ονοµάζονται ραδιοµετρικοί δέκτες ,ή απλώς ραδιόµετρα και µπορούν να 

χαρακτηριστούν ως παθητικά, εξ αποστάσεως αισθητήρια. Η φυσική αρχή λειτουργίας 

τους έγκειται στη λήψη της χαοτικής θερµικής ακτινοβολίας που εκπέµπεται από 
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οποιοδήποτε υλικό σώµα που βρίσκεται σε θερµοκρασία άνω του απόλυτου µηδενός (-

273 οC). H φυσική ερµηνεία των νόµων αυτής της ακτινοβολίας επιτεύχθηκε από τον 

Max Planck, ο οποίος εισήγαγε τον όρο της «φυσικής ακτινοβολίας», διατυπώνοντας το 

νόµο για την ακτινοβολία του µέλανος σώµατος, γνωστό και ως νόµο του Planck. Το 

φάσµα εκποµπής του µέλανος σώµατος απεικονίζεται ακολούθως και εκφράζει ότι για 

κάθε τιµή θερµοκρασίας ενός υλικού σώµατος αντιστοιχεί και µία διαφορετική κατανοµή 

της εκπεµπόµενης ηλεκτροµαγνητικής ισχύος. 

 

Σχήµα 1.1 : Φάσµα εκποµπής µέλανος σώµατος 

Οι βασικές αρχές της µικροκυµατικής ραδιοµετρίας περιγράφονται περιληπτικά ως εξής 

[2], [3]: 

� Σύµφωνα µε την ακτινοβολία µέλανος σώµατος, η εφαρµογή του νόµου του 

Planck και η χρήση της προσέγγισης των Rayleigh-Jeans (που ισχύει στην 

περιοχή των µικροκυµάτων για θερµοκρασίες υψηλότερες των 100Κ) οδηγούν 

στο νόµο του Nyquist, που εκφράζει την ισχύ θορύβου P που εκπέµπεται σε µία 

κεραία συζευγµένη σε ένα µέσο µε απώλειες, σε απόλυτη θερµοκρασία Τ. Αυτή η 

πυκνότητα ισχύος  είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο µικροκυµατικό φάσµα 

και για εύρος ζώνης ενός Hertz δίνεται από τη σχέση: 

P kT=  (1.1) 

όπου k η σταθερά Boltzmann 
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� Σύµφωνα µε την εξίσωση ισορροπίας της ακτινοβολίας, που αποτελεί συνέχεια 

του δεύτερου θερµοδυναµικού νόµου, η ενέργεια που ανταλλάσσεται µεταξύ των 

διαφόρων σωµάτων σε θερµοδυναµική ισορροπία είναι ισοκατανεµηµένη. Η 

ιδιότητα αυτή ισχύει για τα διαφορετικά εύρη συχνοτήτων. 

Μία άλλη περιγραφή της ίδιας προσέγγισης είναι ότι η θερµοκρασία σχετίζεται µε την 

τυχαία κίνηση των ηλεκτρικών σωµατιδίων και διπόλων της ύλης και µε την παραγωγή 

σήµατος τύπου ηλεκτροµαγνητικού θορύβου µεγάλου εύρους. 

 

Η έρευνα στον τοµέα της Μικροκυµατικής Ραδιοµετρίας για βιοϊατρικές εφαρµογές 

ξεκίνησε τη δεκαετία του ’70, κυρίως λόγω της αδυναµίας των τεχνικών υπέρυθρης 

θερµογραφίας να παρέχουν χρήσιµες πληροφορίες για τη θερµοκρασιακή κατανοµή 

εντός του ανθρώπινου σώµατος. Μολονότι το ανθρώπινο σώµα εκπέµπει τη µέγιστη 

ακτινοβολία στα µήκη κύµατος της υπέρυθρης ακτινοβολίας, η µεγάλη εξασθένηση 

µέσω των ιστών, καθιστά την υπέρυθρη θερµογραφία περιορισµένων δυνατοτήτων 

τεχνική για κλινικές εφαρµογές. Η Μικροκυµατική Ραδιοµετρία και η Υπέρυθρη 

Θερµογραφία βασίζονται στις ίδιες φυσικές αρχές, αλλά τα βάθη διείσδυσης στους 

βιολογικούς ιστούς παρουσιάζουν σηµαντικές διαφορές: τα µικροκύµατα στην περιοχή 

1-5 GHz εξασφαλίζουν ικανοποιητικό βάθος διείσδυσης αρκετών εκατοστών, σε 

αντίθεση µε την περίπτωση υπέρυθρης ακτινοβολίας, όπου το βάθος διείσδυσης 

περιορίζεται στο ένα χιλιοστό. 

Οι κλινικές εφαρµογές ραδιοµετρίας κοντινού πεδίου περιλαµβάνουν ειδικότητες όπως η 

νευροπαθολογία, η µαστολογία, η γυναικολογία, η ουρολογία, µετρήσεις στην κοιλιακή 

και πυελική χώρα, καθώς και συνεδρίες υπερθερµίας µε σκοπό τον έλεγχο της 

θερµοκρασίας στους υγιείς ιστούς κατά την καρκινική θεραπεία. Επιπρόσθετα, οι 

τελευταίες εξελίξεις στον τοµέα της µικροκυµατικής ραδιοµετρίας αφορούν στη 

θεραπεία εγκεφαλικών όγκων σε παιδιά, στον υπολογισµό της θερµοκρασίας των 

εγκεφαλικών ιστών σε νεογνά, στην ανίχνευση θερµοκρασίας των µυϊκών ιστών σε 

συνδυασµό µε σάρωση µαγνητικής τοµογραφίας, καθώς και στην ανίχνευση καρκίνου 

του µαστού.[ 4-5] Ωστόσο, µία σειρά προβληµάτων που σχετίζονται µε τις ιδιαιτερότητες 

της φυσιολογίας του ανθρώπινου οργανισµού και µε θέµατα µετρητικής ακρίβειας, 

χρήζουν βελτίωσης για την περαιτέρω χρησιµοποίηση τεχνικών µικροκυµατικής 

ραδιοµετρίας, στα πλαίσια της βιοϊατρικής. [6-7] 
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1.2 Περιγραφή του συστήµατος MiRaIS 

 

Πρόκειται για ένα µη επεµβατικό σύστηµα το οποίο έχει αναπτυχθεί τα τελευταία χρόνια 

στο εργαστήριο µικροκυµάτων και οπτικών ινών του ΕΜΠ και µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί τόσο για διαγνωστικούς όσο και για θεραπευτικούς σκοπούς. [1], [8], [9] 

Η µέθοδος θεραπείας που παρέχει το σύστηµα είναι η υπερθερµία, µία γνωστή τεχνική 

θεραπείας του καρκίνου, στην οποία η θερµοκρασία των ιστών που βρίσκονται εντός του 

όγκου αυξάνεται στην περιοχή 42-45ο C, ενώ οι γειτονικοί υγιείς ιστοί διατηρούνται σε 

χαµηλότερη θερµοκρασία. Η συγκεκριµένη µέθοδος έχει εφαρµοστεί σε συνδυασµό µε 

τις κλασικές θεραπείες του καρκίνου (ακτινοβόληση, χηµειοθεραπεία) µε ικανοποιητικά 

αποτελέσµατα σε ορισµένες περιπτώσεις. Ωστόσο, µονάχα η επεµβατική υπερθερµία έχει 

µέχρι στιγµής εφαρµοστεί µε επιτυχία, παρουσιάζοντας αρκετά µειονεκτήµατα εις βάρος 

του ασθενούς (οίδηµα, αιµορραγία, µόλυνση). Για το λόγο αυτό το συγκεκριµένο 

σύστηµα εφαρµόζει µία µη επεµβατική τεχνική υλοποίησης της υπερθερµίας. Επιπλέον, 

για να είναι αποτελεσµατική η µέθοδος της υπερθερµίας χρειάζεται να συνοδεύεται από 

µία αποτελεσµατική µέθοδο µέτρησης της θερµοκρασίας των ιστών, απεικονίζοντας τη 

θερµική δόση που κατευθύνεται στους καρκινικούς ιστούς, καθώς επίσης και τη 

θερµοκρασία των γειτονικών υγιών ιστών. Για το σκοπό αυτό το σύστηµα χρησιµοποιεί 

τη µέθοδο της µικροκυµατικής ραδιοµετρίας, η οποία παρέχει µετρήσεις της κατανοµής 

της θερµοκρασίας των ιστών. Οι θερµοκρασιακές διακυµάνσεις στο εσωτερικό του 

εγκεφάλου µπορούν επίσης να µας παρέχουν πληροφορίες για τις διαφορετικές περιοχές 

του εγκεφάλου που δραστηριοποιούνται κάθε φορά. Μάλιστα, επειδή η εγκεφαλική 

δραστηριότητα προκαλεί αλλαγές στην τοπική ροή αίµατος στον εγκέφαλο (regional 

cerebral blood flow), η οποία µε τη σειρά της επηρεάζει τις τιµές της ηλεκτρικής 

αγωγιµότητας των διαφόρων περιοχών, η µικροκυµατική ραδιοµετρία µπορεί να παρέχει 

πληροφορίες εµµέσως και για τη µεταβολή της αγωγιµότητας των εγκεφαλικών ιστών. 

Το σύστηµα υποστηρίζει δύο τρόπους λειτουργίας ανάλογα µε το αν χρησιµοποιείται για 

µετρήσεις της θερµοκρασίας (µικροκυµατική ραδιοµετρία) ή για ακτινοβόληση των 

ιστών της περιοχής ενδιαφέροντος (υπερθερµία). Στην πρώτη περίπτωση το κεφάλι του 

ασθενούς τοποθετείται στη µία εστία της ελλειψοειδούς κοιλότητας, ενώ στην άλλη 

εστία βρίσκεται µία δικωνική κεραία λήψης, η οποία συνδέεται µε ένα ραδιόµετρο. Με 

τον τρόπο αυτό η θερµικά εκπεµπόµενη ακτινοβολία από το κεφάλι συγκεντρώνεται 
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στην κεραία λήψης και στη συνέχεια οδηγείται στο ραδιόµετρο επιτρέποντας την 

ανίχνευσή της. Αντίστοιχα, όταν πραγµατοποιείται υπερθερµία, η κεραία λήψης 

αντικαθίσταται από µία κεραία εκποµπής και το ραδιόµετρο από µία µικροκυµατική 

γεννήτρια (magnetron). Σε αυτή την περίπτωση, η εκπεµπόµενη ακτινοβολία εστιάζεται 

επιλεκτικά σε µία συγκεκριµένη περιοχή ενδιαφέροντος στο κεφάλι του ασθενούς.  

Η διάταξη του συστήµατος αποτελείται από µία ελλειψοειδή αγώγιµη κοιλότητα, που 

δρα ως µορφοποιητής της δέσµης (beamformer), ευαίσθητους ραδιοµετρικούς δέκτες που 

λειτουργούν σε χαµηλές µικροκυµατικές συχνότητες (1-4 GHz), µία κεραία λήψης και 

γεννήτρια µάγνητρον που χρησιµοποιείται για ακτινοβόληση. Συγχρόνως, το σύστηµα 

περιλαµβάνει και ένα ψηφιακό τµήµα, δηλαδή έναν ηλεκτρονικό υπολογιστή για τη 

συλλογή, αποθήκευση και επεξεργασία των δεδοµένων.  

Το λειτουργικό διάγραµµα καθώς και η υλοποιηµένη µορφή του συστήµατος 

απεικονίζονται παρακάτω 

 

Σχήµα 1.2: Λειτουργικό διάγραµµα  του συστήµατος. 

 

Σχήµα 1.3: Υλοποιηµένη µορφή του συστήµατος. 
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Οι ιδιότητες του συστήµατος είναι συνάρτηση της συχνότητας λειτουργίας και των 

γεωµετρικών ιδιοτήτων της ελλειψοειδούς κοιλότητας. Το κύριο εποµένως τµήµα του 

συστήµατος είναι η αγώγιµη ελλειψοειδής κοιλότητα, η οποία παρέχει την απαραίτητη 

εστίαση της ακτινοβολίας στην περιοχή ενδιαφέροντος. Η κατασκευή εκµεταλλεύεται τη 

γεωµετρική ιδιότητα της έλλειψης, σύµφωνα µε την οποία κάθε ακτίνα που εκπέµπεται 

από τη µία εστία συγκλίνει στην άλλη µε το ίδιο συνολικό µήκος διαδροµής. Οι 

διαστάσεις της κοιλότητας είναι τέτοιες που να επιτρέπουν την είσοδο ενός ενήλικα 

µέχρι τη µέση του κορµού και τη σάρωση του ανθρώπινου εγκεφάλου. Για το λόγο αυτό, 

έχει γίνει µια τοµή κάθετα στο µεγάλο άξονα της ελλειψοειδούς κοιλότητας και σε 

απόσταση 5cm από το επίπεδο της εστίας. Το ελλειψοειδές σχεδιάστηκε και 

κατασκευάστηκε εκ περιστροφής για την εξασφάλιση ικανοποιητικής ακρίβειας 

κατασκευής. Ικανοποιείται επίσης η προϋπόθεση τα µήκη των αξόνων της έλλειψης να 

µην είναι συγκρίσιµα µε το µήκος κύµατος των συχνοτήτων λειτουργίας, οι οποίες 

κυµαίνονται στο εύρος 1-4 GHz [10]. Με βάση τα παραπάνω, το ελλειψοειδές εκ 

περιστροφής που κατασκευάστηκε αρχικά παρουσίαζε εστιακή απόσταση ίση µε 45cm. 

Μετά την τοµή, ο µεγάλος άξονας της κοιλότητας έχει µήκος 1.25 m και ο µικρός 1.20 

m. Πρόσφατη θεωρητική ανάλυση έχει αποδείξει ότι η τοµή αυτή δεν επηρεάζει τις 

ιδιότητες εστίασης του συστήµατος. [11] 

Το εσωτερικό του ελλειψοειδούς απαιτείται να είναι αγώγιµο, προκειµένου να 

εξασφαλιστεί η ανάκλαση της προσπίπτουσας ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας. Για το 

λόγο αυτό, κατά τον αρχικό σχεδιασµό, η πρώτη σκέψη ήταν η κατασκευή µίας 

µεταλλικής κοιλότητας. Ωστόσο, ένα τέτοιο κέλυφος θα παρουσίαζε µειονεκτήµατα ως 

προς το βάρος και τη δυνατότητα στήριξης. Η τεχνική που τελικά κρίθηκε ως η βέλτιστη 

επιλογή, είναι ο τρόπος κατασκευής των θαλάσσιων σκαφών για µικρά πλεούµενα, µε 

βασικό στοιχείο τη χρήση υαλοβάµβακα. Συγκεκριµένα, ο ανακλαστήρας αφού 

κατασκευάστηκε από ένα ελαφρύ υλικό, καλύφθηκε εσωτερικά µε αγώγιµη επένδυση. 

Με τον τρόπο αυτό, το βάρος της κοιλότητας καθίσταται µικρό, ενώ παράλληλα 

ελαχιστοποιείται η πιθανότητα κατασκευαστικών λαθών, καθώς αρχικά κατασκευάστηκε 

ξύλινο καλούπι µε ικανοποιητική ακρίβεια ± 0.5cm, βασιζόµενο σε σχέδιο της 

µεσηµβρινής τοµής του ελλειψοειδούς σε πραγµατικές διαστάσεις. Πάνω στο καλούπι 

αυτό, στερεοποιήθηκε το ρευστό µείγµα υαλοβάµβακα και ρητίνης, ενώ η εσωτερική του 

ελλειψοειδούς επικαλύφθηκε µε στρώµα αγώγιµης µπογιάς, ώστε να επιτευχθεί 

ικανοποιητικός συντελεστής ανάκλασης ( |ρ|>0.95).  
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1.3 Το σύστηµα MiRaIS µέσω γεωµετρικής οπτικής 

 

Ο ρόλος του ελλειψοειδούς ανακλαστήρα αποτελεί το κύριο τµήµα του συστήµατος, 

διότι παρέχει τη δυνατότητα εστίασης της ακτινοβολίας στην περιοχή ενδιαφέροντος, 

µέσω της γεωµετρικής ιδιότητας της έλλειψης. Σύµφωνα µε την ιδιότητα αυτή, το 

ανθρώπινο κεφάλι (ή οποιοδήποτε άλλο σώµα ενδιαφέροντος) τοποθετείται στη µία 

εστία του ελλειψοειδούς, ενώ στην άλλη βρίσκεται µία κεραία λήψης συνδεδεµένη µε 

ένα ραδιοµετρικό δέκτη, µε αποτέλεσµα τη συγκέντρωση της θερµικά εκπεµπόµενης 

ακτινοβολίας από το κεφάλι. Πιο αναλυτικά, έστω ότι τοποθετείται µία πηγή θερµική 

ακτινοβολίας στο εστιακό σηµείο Ε1 και µία κεραία λήψης στην εστία Ε2, όπως φαίνεται 

στο σχήµα 1.3. Με τη διάταξη αυτή, χάρη στην ιδιότητα της ελλειψοειδούς κοιλότητας, 

επιτυγχάνεται έντονη συγκέντρωση των εκπεµπόµενων ακτινών από την πηγή, που είναι 

τοποθετηµένη στο Ε1, στο εστιακό σηµείο Ε2, όπου είναι τοποθετηµένη η κεραία λήψης. 

 

Σχήµα 1.4: Γεωµετρική ιδιότητα  εστίασης της έλλειψης 

Συνεπώς, όλες οι ακτίνες προερχόµενες από το Ε, εστιάζουν και συγκεντρώνονται στο 

Ε2, διατηρώντας το συνολικό µήκος της διαδροµής τους ίσο, αφού πρώτα ακολουθήσουν 

µία µοναδική ανάκλαση εντός των αγώγιµων τοιχωµάτων της κοιλότητας.  

Η γεωµετρική ιδιότητα της κοιλότητας σε συνδυασµό µε τη χρήση του συστήµατος στο 

εύρος µικροκυµατικών συχνοτήτων (1-4GHz), καθιστά δυνατή τη µελέτη του εν λόγω 

συστήµατος µέσω της θεωρίας της γεωµετρικής οπτικής (GO). Μέσω της θεώρησης 

αυτής, είναι εφικτός ο προσδιορισµός του πεδίου σε κάθε σηµείο εντός της κοιλότητας, 

εξετάζοντας τη διάδοση του φωτός µε όρους «ακτινών». Η «ακτίνα» στη γεωµετρική 

οπτική συνιστά ένα µέσο, το οποίο µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη µοντελοποίηση της 

διάδοσης του φωτός. Οι ακτίνες αυτές µπορούν να διαδίδονται ευθύγραµµα κατά τη 

διάδοσή τους εντός ενός οµογενούς µέσου, να κυρτώνουν ή να διαχωρίζονται σε δύο 
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ακτίνες µεταξύ δύο ανόµοιων µέσων, να απορροφώνται και να ανακλώνται. Η 

γεωµετρική οπτική παρέχει κανόνες για όλα τα προαναφερθέντα φαινόµενα και µπορεί 

να θεωρηθεί ως µία άριστη προσέγγιση, όταν το µήκος κύµατος είναι µικρό σε σχέση µε 

το µέγεθος του συστήµατος µε το οποίο το φως αλληλεπιδρά.  

Χρησιµοποιώντας τους κανόνες τις γεωµετρικής οπτικής καθώς και το θεώρηµα της 

αµοιβαιότητας [12], σύµφωνα µε το οποίο οι επιµέρους όγκοι της ύλης παράγουν ένα 

ραδιοµετρικό σήµα µε τον ίδιο τρόπο που απορροφούν ενέργεια στην ίδια συχνότητα, 

είναι δυνατή η εξής θεώρηση: Αντί του υπολογισµού του πεδίου µέσω ακτινών που 

παράγονται από την τυχαία κίνηση των µορίων του εγκεφάλου εντός του ελλειπτικού 

κατόπτρου, ισοδύναµα µπορεί να εξεταστεί το ίδιο πρόβληµα, υπολογίζοντας το πεδίο 

που επάγεται µέσα στον ανθρώπινο εγκέφαλο από µία τυχαία πηγή που βρίσκεται εντός 

της κοιλότητας (και πιο συγκεκριµένα στη µία εστία), ενώ στην άλλη εστία τοποθετείται 

το σώµα ενδιαφέροντος, που στην προκειµένη περίπτωση είναι το κεφάλι του ανθρώπου. 

Αυτή η προσέγγιση του συζυγούς προβλήµατος χρησιµοποιείται στα επόµενα κεφάλαια, 

που πραγµατοποιείται η θεωρητική ανάλυση των ιδιοτήτων εστίασης του συστήµατος 

µέσω γεωµετρικής οπτικής και ο υπολογισµός του πεδίου σε κάθε σηµείο εντός της 

ελλειψοειδούς κοιλότητας, διακρίνοντας δύο περιπτώσεις: την περίπτωση κατά την οποία 

η κοιλότητα είναι κενή (χωρίς την ύπαρξη οποιουδήποτε σώµατος ενδιαφέροντος) και 

την περίπτωση που τοποθετείται το φυσικό σώµα στη µία εστία, προσοµοιάζοντάς το µε 

µία διηλεκτρική σφαίρα. 
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                                                            ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

 

 

ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΣ ΠΕ∆ΙΟΥ ΕΝΤΟΣ ΤΗΣ 

ΕΛΛΕΙΨΟΕΙ∆ΟΥΣ ΚΟΙΛΟΤΗΤΑΣ ΜΕΣΩ 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗΣ ΟΠΤΙΚΗΣ 

 

Σκοπός του παρόντος κεφαλαίου η µελέτη των ιδιοτήτων εστίασης της ελλειψοειδούς 

κοιλότητας, µε στόχο τον υπολογισµό του πεδίου µέσω γεωµετρικής οπτικής σε 

οποιοδήποτε σηµείο εντός του συστήµατος. Ως πηγή θεωρείται ένα δίπολο Hertz, 

παράλληλο µε  τον άξονα z, η θέση του οποίου µπορεί να ληφθεί σε οποιοδήποτε σηµείο 

εντός της κοιλότητας.  

 

 2.1 Ανάκλαση µέσω γεωµετρικής οπτικής 

 
H τιµή του πεδίου στο εκάστοτε σηµείο παρατήρησης, προκύπτει ως υπέρθεση των 

ακτινών, οι οποίες αφού εκπεµφθούν από την πηγή (στην προκειµένη περίπτωση το 

δίπολο Ηertz) και έπειτα από µία ανάκλαση στα αγώγιµα τοιχώµατα της ελλειψοειδούς 

κοιλότητας, συγκεντρώνονται στο σηµείο ενδιαφέροντος µαζί µε το απευθείας πεδίο στο 

σηµείο αυτό. Για τον υπολογισµό των απαραίτητων γεωµετρικών όρων, απαιτείται η 

χρήση της διαφορικής γεωµετρίας και, πιο συγκεκριµένα, η παραµετρική περιγραφή των 

καµπυλών και επιφανειών, ο υπολογισµός των µοναδιαίων διανυσµάτων, κάθετων και 

εφαπτοµενικών στις επιφάνειες, καθώς και ο υπολογισµός της ακτίνας καµπυλότητας.  

Η παραµετρική έκφραση της ελλειψοειδούς κοιλότητας είναι η ακόλουθη: 

ɵ ɵ( , ) cos sin sin sin cos                           (2.1)r a x a y b zθ φ φ θ φ θ θ= + +
�

ɵ     
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όπου α = 0.6m, b = 0.75m, 0≤φ≤ 2π  και  41.81ο≤θ≤π. Το κάτω όριο της γωνίας θ 

προέκυψε λόγω της κάθετης τοµής στο µεγάλο άξονα του ελλειψοειδούς, 5cm δεξιά της 

εστίας. Οι εστίες βρίσκονται στα σηµεία (0,0,± 0.45). Στο ακόλουθο σχήµα 

παρουσιάζεται η τρισδιάστατη µορφή του ελλειψοειδούς εκ περιστροφής , καθώς και οι 

τοµές του στα επίπεδα x-y και y-z. 

 

Σχήµα 2.1 : Ελλειψοειδές  (a) πλάγια τρισδιάστατη όψη  (b) x-y επίπεδο  (c) y-z επίπεδο 

 

2.1.1 Προσδιορισµός γεωµετρικών όρων και συστηµάτων συντεταγµένων 

 

Σε κάθε σηµείο µίας τρισδιάστατης επιφάνειας, µπορεί να οριστεί ένα σύνολο κύριων 

επιπέδων, ένα ζεύγος κύριων κατευθύνσεων και ένα µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα, όπως 

φαίνεται στο παρακάτω σχήµα για το σηµείο Qr. [13] 

 

Σχήµα 2.2 : Σύστηµα συντεταγµένων ορισµένο στο σηµείο Qr  
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Το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα προσδιορίζεται µέσω της παραµετρικής εξίσωσης 

επιφάνειας και δίνεται από τον ακόλουθο τύπο: 

ɵ    (2.2)( , )                                             
r r

n
r r

θ φ

θ φ

θ φ
×

= ±
×

   

όπου τα διανύσµατα rθ , rφ  είναι οι µερικές παράγωγοι του διανύσµατος r
�

 ως προς θ και 

φ αντίστοιχα. Το πρόσηµο του κάθετου διανύσµατος εξαρτάται από τον προσανατολισµό 

του διανύσµατος (προς το εσωτερικό ή προς το εξωτερικό της επιφάνειας). Θεωρώντας 

τον προσανατολισµό του κάθετου διανύσµατος προς τα έξω, για την περίπτωση του 

εξεταζόµενου ελλειψοειδούς, προκύπτει ότι: 

ɵ
ɵ ɵ

2 2 2 2
(2.3)

cos sin sin sin cos
( , )                      

cos sin

b x b y z
n

b

φ θ φ θ α θ
θ φ

α θ θ

+ +
=

+

ɵ

 

Οι ακτίνες καµπυλότητας της επιφάνειας στα κύρια επίπεδα στο εκάστοτε σηµείο 

επιφάνειας, ονοµάζονται κύριες ακτίνες καµπυλότητας και συµβολίζονται ως α1 και α2. 

Αντίστοιχα µε τις κύριες ακτίνες καµπυλότητας, ορίζονται και οι µοναδιαίες κύριες 

κατευθύνσεις της επιφάνειας, οι οποίες απεικονίζονται στο σχήµα 2.2 µε τα σύµβολα �1U  

και �2U . [13] 

Έστω η προσπίπτουσα ακτίνα στο σηµείο Qr της επιφάνειας, µε το µοναδιαίο διάνυσµα  

�
is  στην κατεύθυνση διάδοσης. Το επίπεδο που εµπεριέχει τα µοναδιαία διανύσµατα �is  

και ɵn  καλείται ως επίπεδο πρόσπτωσης της ακτίνας στο Qr. Η γωνία πρόσπτωσης θi 

ορίζεται στο επίπεδο πρόσπτωσης και είναι η γωνία µεταξύ των διανυσµάτων  �is  και ɵn . 

Στο σηµείο Qr, εκτός του κάθετου µοναδιαίου διανύσµατος, ορίζονται και δύο 

εφαπτοµενικά µοναδιαία διανύσµατα, τα bɵ και tɵ , έτσι ώστε τα  bɵ , tɵ , ɵn  να είναι κάθετα 

µεταξύ τους. Το µοναδιαίο διάνυσµα tɵ  επιλέγεται να κείται στο επίπεδο πρόσπτωσης 

στο Qr, ενώ η γωνία µεταξύ του επιπέδου πρόσπτωσης ( �is , ɵn ) και του κύριου επιπέδου 

της επιφάνειας (�2U , ɵn ) ονοµάζεται γωνία δ και δίνεται από τη σχέση  �
2cos U tδ = ⋅ɵ .Το 

εφαπτοµενικό διάνυσµα tɵ , η κύρια κατεύθυνση �2U  και η γωνία δ υπολογίζονται µέσω 

των παρακάτω σχέσεων για το εξεταζόµενο ελλειψοειδές:  
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�
ɵ ɵ

2 2 2 2
(2.4)

cos cos sin cos sin
( , )                          

cos sin

x a y b z
t r

b
θ

α φ θ φ θ θ
θ φ

α θ θ

+ −
= =

+

ɵ
ɵ  

� ɵ ɵ
2 sin cos                                               (2.5)  U x yφ φ= − +  

�
2 2 2 2 2

cos cos sin sin cos cos
0     

cos sin

a
t U

b

α φ θ φ φ θ φ

α θ θ

− +
⋅ = = ⇒

+
ɵ  

                                                                 (2.6)
2

π
δ =  

Αντιστοίχως, το µοναδιαίο διάνυσµα �rs υποδηλώνει την κατεύθυνση της ανακλώµενης 

ακτίνας στο Qr, ενώ το ζεύγος των διανυσµάτων (�rs , ɵn ) καθορίζει το επίπεδο ανάκλασης 

στο ίδιο σηµείο. Τα παραπάνω διανύσµατα και επίπεδα αποτυπώνονται στα ακόλουθα 

σχήµατα 

 

Σχήµα 2.3 : Προσπίπτουσα ακτίνα στο σηµείο της επιφάνειας 

 

Σχήµα 2.4 : Ανακλώµενη ακτίνα στο σηµείο της επιφάνειας 
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2.1.2  Νόµος ανάκλασης 

 

Ο νόµος της ανάκλασης παρέχει πληροφορίες για τη σχέση µεταξύ των διανυσµάτων  �is , 

�
rs και ɵn  και εξάγεται µέσω της απαίτησης να ικανοποιούνται οι οριακές συνθήκες των 

εξισώσεων του Maxwell [13]. Ο νόµος της ανάκλασης, γνωστός και ως νόµος του Snell, 

µπορεί να εκφραστεί από την ακόλουθη σχέση και ουσιαστικά υποδηλώνει την ισότητα 

των γωνιών πρόσπτωσης και ανάκλασης: 

ɵ � ɵ �                                                           (2.7)i rn s n s⋅ = − ⋅  

Θεωρώντας την εξεταζόµενη γεωµετρία της ελλειψοειδούς κοιλότητας και ορίζοντας το 

σηµείο της πηγής και το σηµείο παρατήρησης ως (xs,ys,zs) και (xo,yo,zo) αντίστοιχα, 

µπορεί να εξαχθεί ο νόµος της ανάκλασης για το προς µελέτη σύστηµα, ορίζοντας το 

σηµείο της επιφάνειας (x1,y1,z1) µε γωνίες θ1,φ1 στο οποίο προσπίπτει η εκάστοτε ακτίνα. 

Το σηµείο αυτό δεν είναι µοναδικό και µπορεί να προσδιοριστεί µέσω του νόµου Snell 

για δεδοµένα σηµεία πηγής και παρατήρησης.  Τα παραπάνω διανύσµατα και σηµεία 

απεικονίζονται στο σχήµα που ακολουθεί 

y

z
0

(x ,y ,z )s s s

(x ,y ,z )o o o

P

Qr (θ ,φ )1 1

n^

si

sr

so

a

b

θ''

 

Σχήµα 2.5 : Ελλειψοειδής κοιλότητα στο σύστηµα συντεταγµένων 
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Με τον τρόπο αυτό, τα διανύσµατα  �is και �rs  δίνονται από τους ακόλουθους τύπους: 

�
ɵ ɵ

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

( cos sin ) ( sin sin ) ( cos )
      (2.8)

sin 2 sin ( cos sin ) ( cos )
s s s

i

s s s s s

x x a y y b z z
s

x y a a x y z b

α φ θ φ θ θ

θ θ φ φ θ

− + − + −
=

+ + − + + −

ɵ

 

�
ɵ ɵ

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

( cos sin ) ( sin sin ) ( cos )
      (2.9)

sin 2 sin ( cos sin ) ( cos )
o o o

r

o o o o o

x x y a y z b z
s

x y a a x y z b

α φ θ φ θ θ

θ θ φ φ θ

− + − + −
=

+ + − + + −

ɵ

 

Οπότε τα σηµεία της επιφάνειας που ικανοποιούν το νόµο της ανάκλασης προκύπτουν 

από τη λύση της εξίσωσης: 

1 1 1 1

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

sin ( cos sin ) cos

sin 2 sin ( cos sin ) ( cos )

sin ( cos sin ) cos
      (2.10)

sin 2 sin ( cos sin ) ( cos )

s s s

s s s s s

o o o o o

ab b x y az

x y a a x y z b

ab b x y az

x y a a x y z b
ο ο ο

θ φ φ θ

θ θ φ φ θ

θ φ φ θ

θ θ φ φ θ

− + −
=

+ + − + + −

− + −
=

+ + − + + −

 

 

2.2 Υπολογισµός πεδίου 

 
Η τιµή του πεδίου στο (xo,yo,zo), προκύπτει ως το άθροισµα όλων των ανακλώµενων 

«ακτινών» σε συνδυασµό µε το απευθείας πεδίο στο σηµείο αυτό. Το πεδίο στο σηµείο 

παρατήρησης λόγω ανακλάσεων είναι ουσιαστικά η υπέρθεση των ακτινών, οι οποίες 

ικανοποιούν το νόµο του Snell. ∆ηλαδή, για δεδοµένο σηµείο πηγής (xs,ys,zs), αφού 

εξαχθούν οι γωνίες θ1, φ1 των ακτινών που έπειτα από µία ανάκλαση, συγκεντρώνονται 

στο ζητούµενο σηµείο παρατήρησης (xo,yo,zo), υπολογίζεται η συνεισφορά τους στο 

συνολικό πεδίο. 

 

2.2.1   Γενικές εκφράσεις ανακλώµενου πεδίου στο Ρ 

Η γενική έκφραση του ανακλώµενου πεδίου από µία λεία αγώγιµη επιφάνεια σε ένα 

σηµείο παρατήρησης  Ρ µπορεί να γραφτεί στην εξής µορφή: 

1 2

1 2

( ) ( )                             (2.11)
( )( )

r r

r r r r r
r r

rjksE P E Q
s s

eρ ρ
ρ ρ

−=
+ +

��� ���
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όπου Εr (Qr) η τιµή του ανακλώµενου πεδίου στο σηµείο της επιφάνειας (Qr), 1
rρ , 2

rρ  οι 

κύριες ακτίνες  καµπυλότητας της ανακλώµενης ακτίνας στο Qr και sr το µέτρο του 

διανύσµατος rs
��

, ο παρονοµαστής δηλαδή του µαθηµατικού τύπου (2.9).  

Λαµβάνοντας υπόψη τις διαστάσεις του συστήµατος σε σύγκριση µε το µήκος κύµατος 

στη συχνότητα λειτουργίας (1- 4GHz), µπορεί να θεωρηθεί, χωρίς βλάβη της 

γενικότητας, η προσέγγιση του µακρινού πεδίου. Με τον τρόπο αυτό, θεωρείται ότι το 

σηµείο παρατήρησης βρίσκεται στη µακρινή ζώνη του ανακλαστήρα, αφού άλλωστε µας 

ενδιαφέρει η συµπεριφορά του πεδίου κοντά στην εστία  της ελλειψοειδούς κοιλότητας. 

Μέσω της προσέγγισης αυτής, ισχύει ότι 1
r

rs ρ>>  και  2
r

rs ρ>> . Τότε η σχέση (2.11) 

γίνεται: 

1 2( ) ( )                                  (2.12)r r
r r r

r

rjks

E P E Q
s

e
ρ ρ

−

= ⋅ ⋅
��� ���

 

Εποµένως ο υπολογισµός του πεδίου προϋποθέτει τον προσδιορισµό των κύριων ακτινών 

καµπυλότητας της ανακλώµενης ακτίνας ( 1
rρ , 2

rρ ). Τα πρώτα αποτελέσµατα που 

µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν κατά µήκος των ανακλώµενων ακτινών από µία 

τρισδιάστατη επιφάνεια µε βάση τη γεωµετρική οπτική, παρουσιάστηκαν από τον 

Deschamps [14]. Έπειτα, οι επιστήµονες Kouyoumjian και Pathak [15] ,βασιζόµενοι στα 

αποτελέσµατα αυτά, εξήγαγαν ακριβείς εκφράσεις για τον άµεσο καθορισµό των κύριων 

ακτινών καµπυλότητας και των κύριων κατευθύνσεων των ανακλώµενων µετώπων 

κύµατος.  

 

2.2.2   Κύριες ακτίνες καµπυλότητας της ανακλώµενης ακτίνας στο Qr  

Ακολουθώντας τη µέθοδο των Kouyoumjian και Pathak και υποθέτοντας το προσπίπτον 

κύµα της πηγής σφαιρικό, προκύπτουν οι παρακάτω σχέσεις: 

1 1

2 2

1 1 1
                                                       (2.13)

1 1 1
                                                       (2.14)

r
i

r
i

s f

s f

ρ

ρ

= +

= +
  

όπου si το µέτρο του διανύσµατος is
��

, ο παρονοµαστής δηλαδή του µαθηµατικού τύπου 

(2.8) και 
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2 2 2 2
2 1 2 1

1,2 2
1 2 1 2 1 2

1 sin sin 1 sin sin 4
              (2.15)

cos cosi i

v v v v
f

a a a a a aθ θ
   

= + ± + −   
   

 

µε το (+) να αντιστοιχεί στον όρο 1
rρ  και το (-) στον όρο 2

rρ , τη γωνία θi να αντιστοιχεί 

στη γωνία πρόσπτωσης, τους όρους α1,α2 να υποδηλώνουν τις κύριες ακτίνες 

καµπυλότητας  και τις γωνίες v1, v2  να ορίζονται µέσω της γωνίας δ (γωνία µεταξύ του 

επιπέδου πρόσπτωσης ( �is , ɵn ) και του κύριου επιπέδου της επιφάνειας (�2U , ɵn )). Στην 

περίπτωση του προς µελέτη συστήµατος, οι παραπάνω όροι λαµβάνουν τις ακόλουθες 

τιµές: 

2 2 2 2
1

2 2 2 2
2

sin cos sin cos                                   (2.16)

sin sin cos cos                                   (2.17)

i

i

v

v

δ δ θ

δ δ θ

= +

= +
 

ɵ � 1 1 1 1

2 2 2 2
1 1

sin ( cos sin ) cos
cos            (2.18)

cos sin
s s s

i i

i

ab b x y z
n s

s a b

θ φ φ α θ
θ

θ θ

− + −
= ⋅ =

⋅ +
 

Οι σχέσεις (2.16), (2.17) λαµβάνουν την ακόλουθη µορφή µέσω της σχέσης (2.6): 

2 2
1

2
2

sin cos                                                 (2.19)

  sin 1                                                      (2.20)

iv

v

θ=

=
 

Στο σηµείο αυτό, πρέπει να επισηµανθεί παρενθετικά η απαραίτητη θεωρία για τον 

προσδιορισµό των κύριων ακτινών καµπυλότητας α1,α2. 

 

 

 ∆ιαφορική Γεωµετρία Επιφανειών 

 Για τον υπολογισµό των κύριων ακτινών καµπυλότητας α1, α2, είναι αναγκαία η 

χρήση της διαφορικής γεωµετρίας. Ορίζοντας την πρώτη θεµελιώδη µορφή (Ι) της 

επιφάνειας ως το τετράγωνο του διαφορικού µήκους τόξου κατά µήκος της καµπύλης 

και τη δεύτερη θεµελιώδη µορφή (ΙΙ) ως τη διπλή απόκλιση της επιφάνειας στο 

(θ+dθ, φ+dφ) από το εφαπτοµενικό πεδίο στο (θ,φ) [16], τα Ι, ΙΙ δίνονται ως εξής: 

ɵ

2                                                (2.21)

                                                     (2.22)

I d r d r ds

II d r d n

= ⋅ =

= − ⋅
 

Μέσω των µερικών παραγώγων της παραµετρικής εξίσωσης της επιφάνειας, 

προκύπτουν οι ισοδύναµες εκφράσεις: 

2 2

2 2

                                    (2.23)

                                     (2.24)

I Ed Fd d Gd

II ed fd d gd

θ θ φ φ

θ θ φ φ

= + +

= + +
 



 26 

όπου  

                 

         (2.25)

         (2.26)

         (2.27)

E r r

F r r

G r r

θ θ

θ φ

φ φ

= ⋅

= ⋅

= ⋅

                &              

ɵ

ɵ

ɵ

         (2.28)

        (2.29)

        (2.30)

e r n

f r n

g r n

θθ

θφ

φφ

= ⋅

= ⋅

= ⋅

 

 

Για την περίπτωση του εξεταζόµενου ελλειψοειδούς, κάνοντας χρήση των παραπάνω 

σχέσεις και της παραµετρικής έκφρασης της επιφάνειας (2.1), επακολουθεί ότι: 

2 2 2 2

2 2

cos sin                                      (2.31)

               0                                                   (2.32)

          sin                                             (2

E a b

F

G a

θ θ

θ

= +

=

= .33)

      

       

2 2 2 2

2

2 2 2 2

                                      (2.34)
cos sin

                  0                                                    (2.35)

sin
                                

cos sin

ab
e

a b
f

ab
g

a b

θ θ

θ

θ θ

−
=

+
=

−
=

+
     (2.36)

 

 

Σε κάθε ζεύγος κύριων κατευθύνσεων �1U  και �2U (που ορίζονται για κάθε σηµείο της 

επιφάνειας), η ακτίνα καµπυλότητας λαµβάνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή. Οι τιµές 

αυτές αντιστοιχούν στις κύριες ακτίνες καµπυλότητας (α1, α2), οι οποίες σχετίζονται 

µε τις κύριες καµπυλότητες (κ1, κ2) µέσω των σχέσεων: 

1
1

1
         (2.37)κ

α
=              &            2

2

1
         (2.38)κ

α
=  

Οι κύριες καµπυλότητες αποτελούν λύσεις της δευτεροβάθµιας εξίσωσης [16]: 

2 2 0                                                (2.39)m gκ κ κ κ− + =  

όπου οι όροι κm, κg ονοµάζονται µέση καµπυλότητα και γκαουσσιανή καµπυλότητα 

αντίστοιχα και υπολογίζονται µέσω των τύπων: 

2

2
                                           (2.40)

2( )m

Eg Ff Ge

EG F
κ

− +
=

−
 

2

2
                                                 (2.41)g

eg f

EG F
κ

−
=

−
 

Η εξίσωση (2.39) παρουσιάζει δύο πραγµατικές ρίζες, που δίνονται από τη σχέση: 

2
1,2                                            (2.42)m m gκ κ κ κ= ± −  
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Για την προς µελέτη επιφάνεια, προκύπτει ότι: 

2 2 2 2

1 2 2 2 2 3/ 2

sin ( )
                                  (2.43)

( cos sin )

a b b b a

a a b

θ
κ

θ θ
+ −

= −
+

 

2 2 2 2 2 3/ 2
                                  (2.44)

( cos sin )

ab

a b
κ

θ θ
= −

+
 

Τα αρνητικά πρόσηµα υποδηλώνουν ότι η επιφάνεια καµπυλώνει µακριά από το ɵn . 

Οι κύριες ακτίνες καµπυλότητας υπολογίζονται από τις σχέσεις (2.37) και (2.38). 

 

Επιστρέφοντας στον κύριο άξονα, δηλαδή τον προσδιορισµό των κύριων ακτινών 

καµπυλότητας της ανακλώµενης ακτίνας ( 1
rρ , 2

rρ ), η σχέση (2.15) γίνεται: 

2

1,2 2
1 2 1 2 1 2

cos1 1 1 4
                   (2.45)

cos cos
i

i i

f
a a a a a a

θ
θ θ

   
= + ± + −   

   
 

Άρα ο υπολογισµός των κύριων ακτινών καµπυλότητας της ανακλώµενης ακτίνας στο Qr 

καθίσταται εφικτός µέσω των σχέσεων (2.13) και (2.14). 

 

2.2.3   Ανακλώµενο πεδίο στο Qr 

Όπως φαίνεται και µέσω της σχέσης (2.12), ο υπολογισµός του πεδίου σε ένα τυχαίο 

σηµείο παρατήρησης προϋποθέτει τον προσδιορισµό του ανακλώµενου πεδίου στα 

σηµεία της επιφάνειας του ελλειψοειδούς που ικανοποιούν το νόµο της ανάκλασης, στα 

σηµεία δηλαδή που ικανοποιούν τη σχέση (2.10). Η διανυσµατική περιγραφή του 

ανακλώµενου πεδίου στο Qr πραγµατοποιείται συναρτήσει του προσπίπτοντος πεδίου 

( )i rE Q
���

µέσω της παρακάτω σχέσης: 

ɵ( ) ɵ( ) ( ) 2 ( )                                     (2.46)r r i r i rE Q E Q n E Q n= − + ⋅ ⋅
��� ��� ���

 

Προσοµοιάζοντας την πηγή µε ένα δίπολο Hertz, το προσπίπτον πεδίο θα παρουσιάζει 

πόλωση κατά τη διεύθυνση ɵθ  και θα είναι της ακόλουθης µορφής: 

ɵ( )                                                    (2.47)
ijks

i r
i

e
E Q A

s
θ

−

= ⋅
���

 

 όπου η συνιστώσα ɵθ  µπορεί να αναλυθεί στο καρτεσιανό σύστηµα µε βάση τον τύπο 

ɵ ɵ ɵcos cos sin cos sin                               (2.48)x y zθ φ θ φ θ θ= + − ɵ  
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Τότε χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.47), (2.48) και (2.3) προκύπτει ότι 

ɵ
1 12 2 2 2

1 1

( ) cos sin ( )            (2.49)
cos sin

ijks

i r

i

A e
n E Q b a

s a b
θ θ

θ θ

−⋅
⋅ = ⋅ −

⋅ +

���
 

 

Έτσι η σχέση (2.46) παρέχει την τελική έκφραση του ανακλώµενου πεδίου, η οποία 

είναι:  

{
ɵ ɵ }

2 2 2
1 12 2 2 2

1 1

2 2 2
1 1 1

( ) cos sin ( )
( cos sin )

              ( cos sin ) cos ( )                    (2.50)

ijks

r r
i

A e
E Q b a a

s a b

x y z b b a

θ θ
θ θ

φ φ θ

−⋅
 = ⋅ ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ +

 ⋅ + + − − 

���

ɵ

 

Το πλάτος Α δίνεται µέσω του ηλεκτρικού πεδίου του διπόλου Ηertz και ισούται µε: 

120 sin                                                 (2.51)A j kπ θ ′′= ⋅ ⋅  

όπου k ο κυµαταριθµός, εισάγοντας µε τον τρόπο αυτό και µία εξάρτηση από τη 

συχνότητα λειτουργίας, και θ’’ η γωνία που σχηµατίζει ο άξονας του διπόλου Hertz µε το 

διάνυσµα is
��

. Πρέπει να επισηµανθεί ότι το δίπολο έχει ληφθεί µε άξονα παράλληλο στον 

άξονα z. H γωνία θ’’ απεικονίζεται στο σχήµα 2.4 και µέσω εποπτείας του σχήµατος 

µπορεί να εξαχθεί ότι: 

1 1cos
cos                                        (2.52)s s

i i

z z b z

s s

θ
θ

− −
′′ = =  

Τότε η σχέση (2.51) ισοδυναµεί µε  

2

1cos
120 1                                     (2.53)s

i

b z
A j k

s

θ
π

 − 
= ⋅ ⋅ − 

 
 

Συνεπώς το ανακλώµενο πεδίο σε κάθε σηµείο της επιφάνειας όπου πραγµατοποιείται 

ανάκλαση, µπορεί να υπολογιστεί µέσω των τύπων (2.50) και (2.53). 

 

 

2.2.4 Απευθείας πεδίο 

Το απευθείας πεδίο αντιστοιχεί στην ακτίνα µε αρχή το σηµείο της πηγής και πέρας το 

σηµείο παρατήρησης, δηλαδή στο διάνυσµα sο

���
 του σχήµατος 2.4. Άρα 

ɵ( , , )                                            (2.54)
ojks

dir o o o
o

e
E x y z A

s
θ

−

′= ⋅
��

 

όπου  
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( ) ( ) ( )2 2 2
                            (2.55)o o s o s o ss x x y y z z= − + − + −  

&                   

2

120 1                                     (2.56)o s

o

z z
A j k

s
π

 − 
′ = ⋅ ⋅ −  

 
 

Για τον προσδιορισµό της πόλωσης του απευθείας πεδίου καθίσταται απαραίτητη η 

εξαγωγή  των γωνιών θο,φο που αντιστοιχούν στο σηµείο παρατήρησης (xo,yo,zo). 

Ορίζοντας την απόσταση r του σηµείο παρατήρησης Ρ από την αρχή των αξόνων, 

δηλαδή 2 2 2
o o or x y z= + + , προκύπτουν τα εξής για το σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων: 

2

      cos                                                      (2.57)

sin 1 cos                                               (2.58)

  cos                                           
sin

o

o

o

o

z

r

x

r

ο

ο ο

ο
ο

θ

θ θ

φ
θ

=

= −

=        (2.59)

  sin                                                   (2.60)
sin

o

o

y

rο
ο

φ
θ

=

 

Εποµένως, το απευθείας πεδίο δίνεται από την ακόλουθη τελική έκφραση: 

  

ɵ ɵ( )

2

( , , ) 120 1    

cos cos sin cos sin                                  (2.61)

ojks
o s

dir o o o
o o

z ze
E x y z j k

s s

x y zο ο ο ο ο

π

φ θ φ θ θ

−  − 
= ⋅ ⋅ − ⋅ 

 

⋅ + −

��

ɵ

 

 

2.2.5  Συνολικό πεδίο στο Ρ  

Το συνολικό πεδίο στο σηµείο παρατήρησης περιλαµβάνει τις συνεισφορές όλων των 

ανακλώµενων ακτινών και του απευθείας πεδίου.  

Αρχικά, υπολογίζονται τα σηµεία της ελλειψοειδούς κοιλότητας στα οποία όταν 

προσπέσει µία ακτίνα από ένα δεδοµένο σηµείο πηγής, η ανάκλαση της ακτίνας αυτής θα 

συγκεντρωθεί σε ένα συγκεκριµένο σηµείο παρατήρησης. Τα σηµεία αυτά 

προσδιορίζονται µέσω της σχέσης (2.10), δίνοντας τιµές για τη γωνία θ1 µε βήµα µίας 

µοίρας. Έτσι, κατά την ολοκλήρωση του βρόχου µεταβολής της γωνίας θ1, έχουν 

προκύψει τα ζεύγη τιµών (θ1,φ1) που ικανοποιούν την απαίτηση της ανάκλασης. 

Στη συνέχεια, για το εκάστοτε ζεύγος τιµών υπολογίζεται το ανακλώµενο πεδίο µέσω 

των σχέσεων (2.50) και (2.53) στο κάθε σηµείο της επιφάνειας που καθορίζουν οι γωνίες 

θ1,φ1. Έπειτα, για τις τιµές των γωνιών αυτών, προσδιορίζεται η συνεισφορά της κάθε 

ανακλώµενης ακτίνας στο πεδίο του σηµείο παρατήρησης µέσω της σχέσης (2.12), αφού 
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πρώτα υπολογιστούν οι ακτίνες καµπυλότητας χρησιµοποιώντας τις εκφράσεις (2.13), 

(2.14) και (2.45). Το συνολικό πεδίο στο σηµείο Ρ συνίσταται από το άθροισµα όλων 

των συνεισφορών των ανακλώµενων ακτινών, σε συνδυασµό µε το απευθείας πεδίο που 

υπολογίζεται µέσω της σχέσης (2.61).  

 

2.3 ∆ιαγράµµατα 

 
Ακολουθώντας την παραπάνω συλλογιστική πορεία και µε τη βοήθεια του 

περιβάλλοντος του matlab, πραγµατοποιείται η µελέτη του συνολικού πεδίου µέσω 

γραφικών παραστάσεων, σε δύο κάθετα µεταξύ τους επίπεδα, συναρτήσει της απόστασης 

επί ενός εκ των τριών αξόνων. Λόγω της συµµετρίας του ελλειψοειδούς εκ περιστροφής 

αρκεί η εξέταση του πεδίου κατά τη µεταβολή των αποστάσεων z και y (ισοδύναµα 

µπορούσε να µελετηθεί για z και x). Η θέση της πηγής επιλέγεται στην αριστερή εστία 

του ελλειψοειδούς και η συχνότητα λειτουργίας λαµβάνεται ίση µε τις τιµές 1.5GHz και 

3GHz. Στην περίπτωση της σάρωσης µε συχνότητα 1.5GHz, το βήµα της σάρωσης είναι 

ίσο µε 5mm, ενώ στα 3GHz, η σάρωση πραγµατοποιείται µε βήµα 2mm.  

 

2.3.1 Σάρωση συναρτήσει του  z 

Τα ακόλουθα διαγράµµατα αποτυπώνουν τη µεταβολή του ηλεκτρικού πεδίου 

συναρτήσει της απόστασης z για συχνότητες 1.5 και 3GHz. Τα διαγράµµατα που 

αντιστοιχούν στο 1.5GHz τοποθετούνται στην αριστερή στήλη, ενώ αυτά των 3GHz στη 

δεξιά.  

Στα παρακάτω διαγράµµατα, το σηµείο παρατήρησης παρουσιάζει σταθερή τιµή κατά 

τους άξονες x και y, όπως καταγράφεται στους τίτλους και τα υποµνήµατα. 

Συγκεκριµένα, τα δύο πρώτα διαγράµµατα (Σχήµα 2.6) αντιστοιχούν στο συνολικό πεδίο 

σηµείου παρατήρησης µε x = 0.05, ενώ τα δύο επόµενα (Σχήµα 2.7) σε σηµείο µε x = 

0.01. Παράλληλα, οι τιµές της y συνιστώσας του εξεταζόµενου σηµείου λαµβάνονται 

ίσες µε 0, 0.01 και 0.05. Στις γραφικές παραστάσεις µε x = 0.05, δεν παρατηρείται 

αξιόλογη µεταβολή µεταξύ των τιµών y = 0 και y = 0.01 και για το λόγο αυτό το 

αντίστοιχο διάγραµµα έχει παραλειφθεί.  
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Σχήµα 2.6 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης z, για x = 0.05 
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x=0.01  &  f=3 GHz 
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Σχήµα 2.7 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης z, για x = 0.01 

 

Συγκρίνοντας, καταρχάς, τη συµπεριφορά του συνολικού πεδίου κατά τη µεταβολή της 

συχνότητας, παρατηρούνται υψηλότερες τιµές πεδίου για τις υψηλότερες συχνότητες, 

κάτι που άλλωστε αναµενόταν. Επιπρόσθετα, παρουσιάζονται πιο απότοµες µεταβολές 

για συχνότητα ίση µε 3GHz, µε αποτέλεσµα τη βελτίωση της εστίασης.  

Κατά την απόσταση z, το πεδίο µεγιστοποιείται επί της εστίας (0,0,0.45) ή ελαφρώς 

αριστερά της εστίας (για y= 0.05), επαληθεύοντας µε τον τρόπο αυτό τη θεωρία για τις 

ιδιότητες εστίασης του ελλειψοειδούς. Συγκεκριµένα, η βέλτιστη εστίαση παρατηρείται 

για το σηµείο που τείνει να ταυτιστεί µε το σηµείο της εστίας, δηλαδή για σηµεία µε τις 

συνιστώσες x,y→0 και z = 0.45. ∆ηλαδή, ως προς τη µεταβολή των επιπέδων x και y, 

προκύπτει ότι καλύτερη συµπεριφορά από άποψη εστίασης, εµφανίζεται καθώς οι τιµές 
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των x, y ελαττώνονται. Επίσης, πρέπει να επισηµανθεί η µετατόπιση της καµπύλης προς 

τα αριστερά, για y = 0.05, σε συνδυασµό µε την εµφάνιση υψηλότερων τιµών πεδίου 

ακόµη και για σχετικά µεγάλες αποστάσεις από το εστιακό σηµείο.  

 

2.3.2 Σάρωση συναρτήσει του y 

Στο επίπεδο x = 0.05 

Στα παρακάτω διαγράµµατα, το σηµείο παρατήρησης παρουσιάζει σταθερή τιµή κατά 

τους άξονες x (= 0.05) και z, όπως καταγράφεται στους τίτλους και τα υποµνήµατα. Οι 

τιµές της z συνιστώσας του εξεταζόµενου σηµείου λαµβάνονται ίσες µε 0.4, 0.43, 0.45, 

0.455 και 0.46.  
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x=0.05 &  f=3 GHz
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Σχήµα 2.8 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης y, για x = 0.05 & z = 0.4, 0.43 
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Σχήµα 2.9 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης y, για x = 0.05 & z = 0.45,0.455,0.46 
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Ως προς τη συµπεριφορά του συνολικού πεδίου κατά τη µεταβολή της συχνότητας, 

εξάγονται παρόµοια συµπεράσµατα µε την περίπτωση της σάρωσης συναρτήσει του z, 

δηλαδή υψηλότερες τιµές πεδίου για τη συχνότητα 3GHz. Ωστόσο, όσον αφορά στην 

εστίαση, βελτίωση εµφανίζεται µόνο πολύ κοντά στο εστιακό σηµείο, δηλαδή για z = 

0.45, καθώς για τις υπόλοιπες τιµές του z, το εύρος της περιοχής όπου το πεδίο 

µεγιστοποιείται µεταβάλλεται ελάχιστα. 

Επιπλέον, στην προκειµένη περίπτωση παρατηρούνται µεγάλες αποκλίσεις στις µορφές 

των καµπυλών, µεταβάλλοντας τις τιµές του σταθερού επιπέδου z. Συγκεκριµένα, για z = 

0.45,0.455,0.46, η τιµή του συνολικού πεδίου, παρουσιάζει µέγιστο για y = 0 και 

σταδιακή ελάττωση, καθώς η συνιστώσα y του σηµείου παρατήρησης αποκλίνει του 

µηδενός. ∆ηλαδή η µεγιστοποίηση του πεδίου επιτυγχάνεται για σηµεία κοντά στην 

εστία, όπως αναµενόταν. Παρόλα αυτά, για z = 0.4,0.43, το πεδίο παρουσιάζει τοπικό 

ελάχιστο στο y = 0 και µέγιστο για αποστάσεις y ολοένα και µεγαλύτερες, καθώς η 

συνιστώσα z του εξεταζόµενου σηµείου διαφοροποιείται σε σχέση µε την τιµή 0.45. 

Συνεπώς, για σηµεία παρατήρησης εκτός της περιοχής της εστίας του ελλειψοειδούς, 

εµφανίζονται άλλες περιοχές εστίασης, εκτός της περιοχής που ορίζει το επίπεδο y = 0. 

Επίσης, πρέπει να επισηµανθεί η αρτιότητα της καµπύλης ως προς τη συνιστώσα y και τη 

συνιστώσα x (λόγω συµµετρίας). 

Στο επίπεδο x = 0.01 

Στα παρακάτω διαγράµµατα, oι τιµές της z συνιστώσας του εξεταζόµενου σηµείου 

λαµβάνονται ίσες µε 0.4, 0.43, 0.45 και 0.455.  
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Σχήµα 2.10 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης y, για x = 0.01 & z = 0.4, 0.43 
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x=0.01, z=0.45  & f=1.5GHz 
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Σχήµα 2.11 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης y, για x = 0.01 & z = 0.45 
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x=0.01, z=0.455 &  f=3GHz
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Σχήµα 2.12 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης y, για x = 0.01 & z = 0.455 

 

Ως προς τη συµπεριφορά του συνολικού πεδίου κατά τη µεταβολή της συχνότητας, 

εξάγονται τα ίδια συµπεράσµατα που προέκυψαν για x = 0.05, δηλαδή υψηλότερες τιµές 

πεδίου και καλύτερη εστίαση για τη συχνότητα 3GHz.  

Ωστόσο, για x = 0.01 παρατηρούνται εντονότερες αποκλίσεις στις µορφές των καµπυλών 

σε σύγκριση µε την προηγούµενη περίπτωση, µεταβάλλοντας τις τιµές του σταθερού 

επιπέδου z. Συγκεκριµένα, µόνο για z = 0.45 η τιµή του συνολικού πεδίου παρουσιάζει 

µέγιστο για y = 0, ενώ για τις υπόλοιπες τιµές του z (z = 0.4,0.43,0.455) παρουσιάζει 

τοπικό ελάχιστο στο ίδιο σηµείο. Επίσης, η µείωση της τιµής της συνιστώσας x του 

σηµείου παρατήρησης από 0.05 σε 0.01, έχει ως συνέπεια την εµφάνιση µεγαλύτερων 

διακυµάνσεων στο πλάτος του πεδίου. ∆ηλαδή τα σηµεία µεγίστου/ ελαχίστου για x = 
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0.01 παρουσιάζουν ολοένα και µεγαλύτερες / µικρότερες τιµές πεδίου σε σχέση µε τα 

αντίστοιχα σηµεία για x = 0.05. Συνεπώς, η εστίαση καθώς και η ευαισθησία αυξάνονται 

όσο η συνιστώσα x τείνει στο µηδέν. Με άλλα λόγια, όταν επιδιώκεται υψηλή ικανότητα 

εστίασης ενδείκνυται το εξεταζόµενο σηµείο να τοποθετείται πολύ κοντά στην εστία, µε 

την προϋπόθεση ο εξοπλισµός που διατίθεται να παρέχει µεγάλη ακρίβεια. 
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                                                            ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

 

 

ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΣ ΠΕ∆ΙΟΥ ΕΝΤΟΣ 

∆ΙΗΛΕΚΤΡΙΚΗΣ ΣΦΑΙΡΑΣ ΜΕΣΩ 

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗΣ ΟΠΤΙΚΗΣ 

 
 
 
Σκοπός του παρόντος κεφαλαίου είναι ο υπολογισµός του πεδίου µέσω γεωµετρικής 

οπτικής εντός του σώµατος ενδιαφέροντος που τοποθετείται στην ελεύθερη εστία του 

ελλειψοειδούς συστήµατος. Όπως παρουσιάστηκε εκτενώς στο εισαγωγικό κεφάλαιο 1, 

κύρια εφαρµογή του συστήµατος MiRaIS αποτελεί η υπερθερµία και η ραδιοµετρία του 

ανθρώπινου εγκεφάλου. Συνεπώς, µπορεί να θεωρηθεί ως σώµα ενδιαφέροντος µία 

διηλεκτρική σφαίρα ακτίνας 8cm, µε τιµή διηλεκτρικής σταθεράς άµεσα εξαρτώµενη 

από τη συχνότητα λειτουργίας. [ 17]  

 

3.1 Γεωµετρία συστήµατος 
 
Κατά αντιστοιχία µε το κεφάλαιο 2, πρέπει να οριστούν τα απαραίτητα διανύσµατα και 

σηµεία για τη µελέτη του εξεταζόµενου συστήµατος. Η µόνη διάφορα έγκειται στην 

επιπλέον ύπαρξη µίας διηλεκτρικής σφαίρας µε κέντρο την ελεύθερη εστία του 

ελλειψοειδούς (0,0,0.45), η οποία προσοµοιάζει το ανθρώπινο κεφάλι. Συνεπώς, εκτός 

της ανάκλασης που εξακολουθεί να υφίσταται επί της αγώγιµης ελλειψοειδούς 

κοιλότητας, πρέπει να ληφθεί υπόψη και η διάθλαση των ακτινών που προσπίπτουν στο 

διηλεκτρικό σώµα ενδιαφέροντος. Συγκεκριµένα, θεωρείται ότι µία δεδοµένη ακτίνα που 

εκπέµπεται µέσω του διπόλου Hertz προσπίπτει στα τοιχώµατα του ελλειψοειδούς και, 

έπειτα από µία ανάκλαση, προσπίπτει στη σφαίρα, όπου διαθλάται. Ορίζοντας το σηµείο 

της πηγής και το σηµείο παρατήρησης ως (xs,ys,zs) και (x’,y’,z’) αντίστοιχα, µπορούν να 
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εξαχθούν οι νόµοι της ανάκλασης και της διάθλασης, θεωρώντας το σηµείο πρόσπτωσης 

της ακτίνας επί της κοιλότητας Qr (x1,y1,z1) µε γωνίες θ1,φ1 και το σηµείο πρόσπτωσης 

της ανακλώµενης ακτίνας επί της σφαίρας P µε γωνίες θ2,φ2. Πρέπει να επισηµανθεί ότι 

οι γωνίες θ2,φ2 ορίζονται στο σύστηµα συντεταγµένων της σφαίρας. Τα σηµεία Qr και P 

δεν είναι µοναδικά και µπορούν να προσδιοριστούν µέσω του νόµου Snell για δεδοµένα 

σηµεία πηγής και παρατήρησης. Τα παραπάνω διανύσµατα και σηµεία απεικονίζονται 

στο σχήµα που ακολουθεί 

y

z
0

(x ,y ,z )s s s

P

Qr (θ ,φ )1 1

n^

si1
sr

so

a

b

(θ ,φ )2 2

n^ 2

1

(x',y',z')
si2

 
Σχήµα 3.1 :  ∆ιηλεκτρική σφαίρα εντός της κοιλότητας στο σύστηµα συντεταγµένων 

 

Όπως απεικονίζεται παραπάνω, η προσπίπτουσα ακτίνα στο σηµείο Qr της επιφάνειας 

αντιστοιχεί στο µοναδιαίο διάνυσµα �1is ,ενώ αντίστοιχα το µοναδιαίο διάνυσµα �rs  

υποδηλώνει την κατεύθυνση της ανακλώµενης ακτίνας στο Qr, που συγχρόνως αποτελεί 

και την κατεύθυνση πρόσπτωσης επί του σηµείου P της σφαίρας. Ως �2is  συµβολίζεται η 

κατεύθυνση της διαθλώµενης ακτίνας, µε πέρας το σηµείο παρατήρησης.  
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Το σηµείο P προσδιορίζεται από τις γωνίες θ2, φ2, που ορίζονται µε βάση το κέντρο της 

σφαίρας. Ωστόσο, τα διανύσµατα στα οποία υπεισέρχεται το σηµείο αυτό υπολογίζονται 

λαµβάνοντας υπόψη τη µετατόπιση του κέντρου των συντεταγµένων. Εποµένως, το 

σηµείο P µε αναφορά την αρχή των αξόνων Ο, έχει τις ακόλουθες συντεταγµένες: 

2 2
2 2 2 2 2( cos sin , sin sin , cos )R R R b aφ θ φ θ θ + −  

αφού το κέντρο της σφαίρας είναι το σηµείο 2 2(0,0, )b a− . 

Τα διανύσµατα �1n  και �2n αντιστοιχούν στα κάθετα µοναδιαία διανύσµατα της 

ελλειψοειδούς κοιλότητας και της σφαίρας και ορίζονται για τα σηµεία που 

αναπαρίστανται στο παραπάνω σχήµα. Τα �1n  και �2n δίνονται από τις σχέσεις: 

ɵ
ɵ ɵ

1 1 1 1 1
1

2 2 2 2
1 1

(3.1)
cos sin sin sin cos

( , )                      
cos sin

b x b y z
n

b

φ θ φ θ α θ
θ φ

α θ θ

+ +
=

+

ɵ

 

ɵ ɵ ɵ
2 2 2 2 2 2cos sin sin sin cos                               (3.2)n x y zφ θ φ θ θ= + + ɵ  

Όσον αφορά στη διάθλαση, η γωνία πρόσπτωσης στη σφαίρα (µεταξύ των διανυσµάτων  

�
2n  και �rs ) έχει επισηµανθεί µε κίτρινο χρώµα στο σχήµα 3.1 και η γωνία διάθλασης 

(µεταξύ των διανυσµάτων  �2n  και �2is ) µε κόκκινο χρώµα.  

Τότε τα µοναδιαία διανύσµατα  �2is ,�rs και �1is  δίνονται από τους ακόλουθους τύπους: 

�
ɵ ɵ 2 2

2 2 2 2 2
2

2

( ' cos sin ) ( ' sin sin ) ( ' cos )
          (3.3)i

i

x R x y R y z R b a z
s

s

φ θ φ θ θ− + − + − − −
=

ɵ

���

 

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2' ' sin 2 sin ( 'cos 'sin ) ( ' cos )   (3.4) is x y R R x y z R b aθ θ φ φ θ= + + − + + − − −
���

 

 

�
ɵ ɵ 2 2

2 2 1 1 2 2 1 1 2 1( cos sin cos sin ) ( sin sin sin sin ) ( cos cos )
 (3.5)r

r

R x R a y R b a b z
s

s

φ θ α φ θ φ θ φ θ θ θ− + − + + − −
=

ɵ

��

 

2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2sin sin 2 sin sin (cos cos sin sin ) ( cos cos ) (3.6) rs a R aR b R b aθ θ θ θ φ φ φ φ θ θ= + − + + − − −

��
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�
ɵ ɵ

1 1 1 1 1
1

1

( cos sin ) ( sin sin ) ( cos )
              (3.7)s s s

i

i

x x a y y b z z
s

s

α φ θ φ θ θ− + − + −
=

ɵ

���  

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1sin 2 sin ( cos sin ) ( cos )      (3.8) i s s s s ss x y a a x y z bθ θ φ φ θ= + + − + + −
���

 

 

3.2 Νόµος διάθλασης 

 
Ο νόµος της διάθλασης παρέχει πληροφορίες για τη σχέση µεταξύ των διανυσµάτων  

�
2is , �rs και �2n . Ο νόµος της διάθλασης, γνωστός και ως νόµος του Snell, µπορεί να 

εκφραστεί από την ακόλουθη σχέση κάνοντας χρήση αναλυτικής γεωµετρίας και 

ορίζοντας ως m το δείκτη διάθλασης της σφαίρας ενώ το εσωτερικό της κοιλότητας  

θεωρείται κενό: 

� �( ) � �
2 2 2                                                (3.9)i rm s n s n× = ×  

Η παραπάνω έκφραση ουσιαστικά ισοδυναµεί µε τη συνήθη µορφή του νόµου διάθλασης 

sin sin                                                  (3.10)t im Θ = Θ  

όπου Θt η γωνία διάθλασης και Θi η γωνία πρόσπτωσης στη σφαίρα. 

Για τον υπολογισµό, λοιπόν, των ισοδύναµων εξισώσεων της σχέσης (3.9), αρκεί να 

προσδιοριστούν τα εξής εξωτερικά γινόµενα: 

� � ɵ [

ɵ [

[ ]

2 2
2 2 2 2 2

2 2
2 2 2

2 2

'cos sin sin ( ' )

            +y 'cos cos sin ( ' )

            +z 'cos 'sin                                                (3.11)

is n x y z b a

x z b a

y x

θ φ θ

θ φ θ

φ φ

× = − − − +


− + − − +


− +ɵ

 

� � ɵ [

ɵ [

[ ]

2 2
2 1 1 2 2 2 1

2 2
1 1 2 2 2 1

1 2 1 2 1 2

sin sin cos sin sin ( cos )

            +y cos sin cos cos sin ( cos )

            +z sin sin sin cos cos sin                              (3.12)

rs n x b b a

a b b a

a

α φ θ θ φ θ θ

φ θ θ φ θ θ

θ θ φ φ φ φ

× = − + − − +


− − − +


⋅ −ɵ

 

Για τη διευκόλυνση κατά τις πράξεις, τα µέτρα των διανυσµάτων µπορούν να 

συµβολιστούν ως  : 2is
���

= P2 , rs
��

= P1 και 1is
���

= P3 
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Άρα η εξίσωση (3.9) ισοδυναµεί µε το παρακάτω σύστηµα: 

2 2 2 2
2 2 1 2 1

2 1 2 1 1

sin sin ( ' ) ( cos )

                     cos ( ' sin sin ) 0                            (3.13)

mP z b a P b b a

mP y aP

φ θ θ

θ φ θ

 − − + − − −
 

− + =
 

2 2 2 2
2 2 1 2 1

2 1 2 1 1

cos sin ( ' ) ( cos )

                     +cos ( ' cos sin ) 0                            (3.14)

mP z b a P b b a

mP x aP

φ θ θ

θ φ θ

 − − − + − − +
 

+ =
 

Η 3η εξίσωση του συστήµατος έχει παραλειφθεί, διότι προέκυπτε από το γραµµικό 

συνδυασµό των δύο παραπάνω εξισώσεων. 

Θεωρώντας επιπλέον την ανάκλαση στην ελλειψοειδή κοιλότητα, ισχύει ότι: 

� � � �
1 1 1                                                           (3.15)i rn s n s⋅ = − ⋅  

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1

1 1 1 1

3

sin sin (cos cos sin sin ) cos ( cos )
     

sin ( cos sin ) cos
                                                   (3.16)s s s

ab bR a R b a

P

ab b x y az

P

θ θ φ φ φ φ θ θ

θ φ φ θ

− + − + −
⇔ =

− + −
=

 

Οι λύσεις του συστήµατος που καθορίζεται από τις σχέσεις (3.13), (3.14) και (3.16) για 

δεδοµένα τα σηµεία πηγής και παρατήρησης, ουσιαστικά παρέχουν τις ακτίνες, οι οποίες 

εκπεµπόµενες από το σηµείο (xs,ys,zs) και έπειτα από µία ανάκλαση στα αγώγιµα 

τοιχώµατα του ελλειψοειδούς και µία διάθλαση κατά την πρόσπτωσή τους στη 

διηλεκτρική σφαίρα, θα συγκεντρωθούν στο σηµείο (x’,y’,z’). Εντός της σφαίρας, 

µπορούν να παραλειφθούν εσωτερικές ανακλάσεις, διότι το πεδίο θα παρατηρούνταν 

αρκετά εξασθενηµένο.   

Ωστόσο, το σύστηµα των τριών παραπάνω εξισώσεων, εµπεριέχει τέσσερις αγνώστους, 

τις γωνίες θ1, φ1, θ2, φ2. Προκειµένου να επιτευχθεί ο προσδιορισµός των ριζών του 

συστήµατος, δίνονται τιµές για τη µεταβλητή θ1, εκτελώντας µία σάρωση για όλο το 

εύρος τιµών της γωνίας µε βήµα ίσο µε µία µοίρα. Με τον τρόπο αυτό, παράγεται ένα 

σύστηµα 3x3, µε αποτέλεσµα να γίνει εφικτή η εύρεση των ριζών του µη γραµµικού 

συστήµατος µέσω αριθµητικών µεθόδων στο περιβάλλον matlab. Για την επίλυση του 

συστήµατος, όµως, απαιτείται η επιλογή του κατάλληλου αρχικού σηµείου, δηλαδή η 

επιλογή µίας τριάδας τιµών (φ1, θ2, φ2) που αναµένεται να είναι κοντά στις ρίζες του 

συστήµατος. Για το λόγο αυτό, ως αρχικό σηµείο θεωρείται η τριάδα των γωνιών φ1, θ2, 

φ2, για την περίπτωση που δεν πραγµατοποιείται διάθλαση, όταν δηλαδή ο δείκτης 

διάθλασης της σφαίρας ισούται µε ένα. Στο σηµείο αυτό, πρέπει να επισηµανθεί ότι κατά 

την περίπτωση αυτή, οι τιµές των γωνιών θ1, φ1 είναι ταυτόσηµες µε τις τιµές που 
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προέκυψαν κατά το 2ο κεφάλαιο µέσω της θεώρησης της ανάκλασης. Συνεπώς, έχοντας 

λάβει το κατάλληλο αρχικό σηµείο, εξάγονται οι τετράδες τιµών που ικανοποιούν το 

νόµο της ανάκλασης στην κοιλότητα και το νόµο της διάθλασης στη διηλεκτρική σφαίρα 

για το ζητούµενο δείκτη διάθλασης. 

 

 

3.3 Υπολογισµός πεδίου 
 

Η τιµή του πεδίου στο (x’,y’,z’) προκύπτει σταδιακά, αφού πρώτα υπολογιστεί το πεδίο 

στο σηµείο πρόσπτωσης στην επιφάνεια της σφαίρας (σηµείο P) για κάθε ακτίνα που 

ικανοποιεί τους δύο νόµους του Snell. Το πεδίο στο σηµείο P, το οποίο ουσιαστικά 

µεταβάλλεται επί της σφαίρας, υπολογίζεται για κάθε ρίζα (τετράδα τιµών) του 

συστήµατος των εξισώσεων (3.13), (3.14), (3.16) ως άθροισµα του ανακλώµενου και του 

απευθείας πεδίου. Στη συνέχεια, το πεδίο αυτό αναλύεται σε δύο συνιστώσες ` µία 

παράλληλη και µία κάθετη µε το επίπεδο πρόσπτωσης στη σφαίρα. Οι συνιστώσες αυτές 

µπορούν να εξεταστούν ανεξάρτητα, και µέσω των τύπων του Fresnel [18] είναι δυνατό 

να υπολογιστεί το διαδιδόµενο πεδίο σε κάθε µία από αυτές. 

 

3.3.1 Συνολικό πεδίο στο P 

Το συνολικό πεδίο σε κάθε σηµείο P της επιφάνειας της σφαίρας περιλαµβάνει το 

ανακλώµενο και το απευθείας πεδίο. Ακολουθώντας τη µεθοδολογία που παρουσιάστηκε 

στο προηγούµενο κεφάλαιο, προκειµένου να εξαχθεί η τιµή του πεδίου στην επιφάνεια 

της σφαίρας λόγω ανακλάσεων, απαιτείται ο υπολογισµός του πεδίου στην επιφάνεια του 

ελλειψοειδούς για τα σηµεία που ικανοποιούν τις σχέσεις (3.13), (3.14), (3.16).  

 

� Ανακλώµενο πεδίο 

Η διανυσµατική περιγραφή του ανακλώµενου πεδίου στο Qr πραγµατοποιείται 

συναρτήσει του προσπίπτοντος πεδίου ( )i rE Q
���

µέσω της παρακάτω σχέσης: 

�( ) �1 1( ) ( ) 2 ( )                                     (3.17)r r i r i rE Q E Q n E Q n= − + ⋅ ⋅
��� ��� ���

 

Προσοµοιάζοντας την πηγή µε ένα δίπολο Hertz, το προσπίπτον πεδίο θα είναι της 

ακόλουθης µορφής: 



 42 

ɵ
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( )                                                    (3.18)
ijks
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E Q A

s
θ

−

= ⋅
���

 

Τότε σύµφωνα µε τις σχέσεις (2.50), (2.53) προκύπτει ότι 

{
ɵ ɵ }

1
2 2 2

1 12 2 2 2
1 1 1

2 2 2
1 1 1

( ) cos sin ( )
( cos sin )

              ( cos sin ) cos ( )                    (3.19)
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r r
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A e
E Q b a a

s a b

x y z b b a

θ θ
θ θ

φ φ θ

−⋅
 = ⋅ ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ +

 ⋅ + + − − 
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ɵ

 

όπου si1 = 1is
���

 το οποίο υπολογίζεται µέσω της (3.8) και  

2

1

1

cos
120 1                                     (3.20)s

i

b z
A j k

s

θ
π

 − 
= ⋅ ⋅ − 

 
 

Συνεπώς το ανακλώµενο πεδίο σε κάθε σηµείο της επιφάνειας του ελλειψοειδούς όπου 

πληρούνται οι απαραίτητες προϋποθέσεις για την ανάκλαση και τη διάθλαση, µπορεί να 

υπολογιστεί µέσω των τύπων (3.19) και (3.20). 

Στη συνέχεια, υπολογίζεται το πεδίο στην επιφάνεια της σφαίρας, δηλαδή στα σηµεία  P 

2 2
2 2 2 2 2( cos sin , sin sin , cos )R R R b aφ θ φ θ θ + −  

1 2( ) ( )                                  (3.21)r r
r r r

r

rjks

E P E Q
s

e
ρ ρ

−

= ⋅ ⋅
��� ���

 

όπου sr = rs
��

 το οποίο υπολογίζεται µέσω της σχέσης (3.6). 

Για τις ακτίνες καµπυλότητας ισχύει ότι  

1 1 1

2 1 2

1 1 1
                                                       (3.22)

1 1 1
                                                       (3.23)

r
i

r
i

s f

s f

ρ

ρ

= +

= +
 

Οι όροι f1, f2 έχουν ήδη προσδιοριστεί για το εξεταζόµενο σύστηµα στην παράγραφο 

2.2.2.  

 

� Απευθείας πεδίο 

Το απευθείας πεδίο αντιστοιχεί στην ακτίνα µε αρχή το σηµείο της πηγής και πέρας το 

σηµείο παρατήρησης, δηλαδή στο διάνυσµα sο

���
 του σχήµατος 3.1. Άρα 

ɵ( , , )                                            (3.24)
ojks

dir o o o
o

e
E x y z A

s
θ

−

′= ⋅
��
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όπου  

2 2

2 2

2 2
2

cos sin                                                (3.25)

sin sin                                                 (3.26)

cos                                        (3.27)

o

o

o

x R

y R

z R b a

φ θ

φ θ

θ

=

=

= + −

 

( ) ( ) ( )2 2 2
                            (3.28)o o s o s o ss x x y y z z= − + − + −  

&                   

2

120 1                                     (3.29)o s

o

z z
A j k

s
π

 − 
′ = ⋅ ⋅ −  

 
 

Για τον προσδιορισµό της πόλωσης του απευθείας πεδίου καθίσταται απαραίτητη η 

εξαγωγή  των γωνιών θο,φο που αντιστοιχούν στο σηµείο παρατήρησης (xo,yo,zo), µε τον 

ίδιο ακριβώς τρόπο που περιγράφεται στην παράγραφο 2.2.4. Ακολουθώντας αυτή τη 

διαδικασία, το απευθείας πεδίο δίνεται από την ακόλουθη τελική έκφραση: 

  

ɵ ɵ( )

2

( , , ) 120 1    

cos cos sin cos sin                                  (3.30)

ojks
o s

dir o o o
o o

z ze
E x y z j k

s s

x y zο ο ο ο ο

π

φ θ φ θ θ

−  − 
= ⋅ ⋅ − ⋅ 

 

⋅ + −

��

ɵ

 

Εποµένως, το συνολικό πεδίο σε κάθε σηµείο P της επιφάνειας της σφαίρας µπορεί να 

υπολογιστεί ως το άθροισµα του ανακλώµενου και του απευθείας πεδίου.  

 

 

3.3.2 Ανάλυση προσπίπτοντος πεδίου σε δύο κάθετες συνιστώσες 

Ο προσδιορισµός του διαδιδόµενου πεδίου εντός της σφαίρας µέσω των τύπων του 

Fresnel, προϋποθέτει την ανάλυση του προσπίπτοντος πεδίου στην επιφάνεια της 

σφαίρας για κάθε σηµείο P, σε δύο συνιστώσες κάθετες µεταξύ τους. Η µία συνιστώσα 

θα είναι παράλληλη στο επίπεδο πρόσπτωσης ( �||
ie ) και η άλλη θα είναι κάθετη σε αυτό 

(�ie⊥ ). Το επίπεδο πρόσπτωσης για κάθε επιφανειακό σηµείο ορίζεται µέσω των 

µοναδιαίων διανυσµάτων �rs και �2n , όπου �rs  το µοναδιαίο διάνυσµα πρόσπτωσης στη 

σφαίρα και �2n το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στην επιφάνεια. Η πόλωση του 

προσπίπτοντος πεδίου καθώς και τα προαναφερθέντα διανύσµατα απεικονίζονται στο 

παρακάτω σχήµα: 
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Σχήµα 3.2:  Ανάλυση προσπίπτοντος πεδίου σε κάθετες συνιστώσες 

 

Μέσω γεωµετρικών συλλογισµών, µπορεί να αποδειχθεί ότι ισχύουν οι παρακάτω 

εξισώσεις: 

�
� � �

� � �

2
||

2

( ) 
                                                   (3.31)

( )

i r r

r r

s n s
e

s n s

× ×
=

× ×
 

� � �
||                                                          (3.32)i i

re s e⊥ × =  

Εποµένως, σκοπός της παρούσης παραγράφου αποτελεί η έκφραση του συνολικού 

πεδίου του σηµείου P στην ακόλουθη µορφή: 

� �
|| ||( ) ( ) ( )                                     (3.33)i iE P E P e E P e⊥ ⊥= ⋅ + ⋅

��
 

Στη συνέχεια χρησιµοποιούνται ιδιότητες του εξωτερικού γινοµένου διανυσµάτων, για 

τον ευκολότερο υπολογισµό των ζητούµενων συνιστωσών 

 

� Για τη συνιστώσα ||( )E P  

Ο αριθµητής της σχέσης (3.31) µπορεί ισοδύναµα να γραφεί κατά τον εξής τρόπο: 

� � � � � � � � � � � �
2

2 2 2 2 2( )= ( ) ( )                    (3.34)r r r r r r rs n s n s s s n n s s n× × ⋅ − ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅  

Θέτοντας το εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων �rs και �2n ίσο µε Sn και rs
��

= P1, 

προκύπτει ότι: 

]2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 2

1

1
sin sin (cos cos sin sin ) cos cos cos  (3.35)nS a R b b a

P
θ θ φ φ φ φ θ θ θ= − + + − + −


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Τότε η σχέση (3.34) ισοδυναµεί µε: 
 

ɵ

ɵ

|| 2 2 2 2 1 1
1

2 2 2 2 1 1
1

2 2
2 2 1

1

cos sin ( cos sin cos sin )

   sin sin ( sin sin sin sin )

   cos ( cos cos )                        (3.36)

i n

n

n

S
e x R a

P

S
y R a

P

S
z R b a b

P

φ θ φ θ φ θ

θ φ φ θ φ θ

θ θ θ

 
= ⋅ − ⋅ − + 

 

 
+ ⋅ − ⋅ − + 

 

 
+ ⋅ − ⋅ + − − 

 

��

ɵ

 

 
Εποµένως, για το µοναδιαίο διάνυσµα ισχύει ότι:  

� ||
||

||

 
                                                              (3.37)

i
i

i

e
e

e
=

��

��  

 
Τέλος, η συνιστώσα ||( )E P υπολογίζεται ως εξής: 

�
|| ||( ) ( )                                                   (3.38)iE P E P e= ⋅

��
 

όπου ( )E P
��

 η διανυσµατική έκφραση του συνολικού πεδίου στο P για την εκάστοτε 

ακτίνα.  

 
� Για τη συνιστώσα ( )E P⊥  

Μέσω της σχέσης (3.32) δεν είναι εφικτός ο άµεσος προσδιορισµός του διανύσµατος �ie⊥ . 

Ωστόσο, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες του µικτού γινοµένου, προκύπτει ότι: 

� � � � � � � � � � � � � �
22

|| || || || ||     ( )     ( ) 1    ( )i i i i i i i i i i
r r r re s e e e s e e s e e s e e⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥× = ⇒ ⋅ × = ⇔ ⋅ × = ⇒ ⋅ × = ⇔

� � �
||                                                            (3.39)i i

re s e⊥ = ×  

 
Εποµένως, η σχέση (3.39) ισοδυναµεί µε: 
 
� ɵ

ɵ

2 2
||, 1 2 ||, 1 1 2 2

1

2 2
||, 1 2 ||, 1 1 2 2

1

||, 1 1 2 2 ||, 1
1

1
( cos cos ) ( sin sin sin sin )

1
    ( cos cos ) ( cos sin cos sin )

1
    ( sin sin sin sin ) ( cos si

i
y z

x z

x y

e x e b R b a e a R
P

y e b R b a e a R
P

z e a R e a
P

θ θ φ θ φ θ

θ θ φ θ φ θ

φ θ φ θ φ

⊥
 = ⋅ − − − − − +
 

 + ⋅ − − − − + − +
 

+ ⋅ − −ɵ
1 2 2n cos sin )  (3.40)Rθ φ θ − 

 

 
όπου                                                       

 � ɵ ɵ
|| ||, ||, ||,                                       (3.41)i

x y ze x e y e z e= ⋅ + ⋅ + ⋅ɵ  
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Άρα, η συνιστώσα ( )E P⊥ υπολογίζεται ως εξής: 

�( ) ( )                                                (3.42)iE P E P e⊥ ⊥= ⋅
��

 

όπου ( )E P
��

 η διανυσµατική έκφραση του συνολικού πεδίου στο P για την εκάστοτε 

ακτίνα.  

 
3.3.3 Υπολογισµός διαδιδόµενου πεδίου 
 
Έχοντας προσδιορίσει το προσπίπτον πεδίο στην επιφάνεια της σφαίρας για κάθε ακτίνα 

που ικανοποιεί τους νόµους της ανάκλασης και της διάθλασης, κατά τις συνιστώσες �||
ie  

και �ie⊥ , το διαδιδόµενο πεδίο εντός της σφαίρας στο σηµείο παρατήρησης µπορεί να 

υπολογιστεί µέσω των τύπων του Fresnel. Συγκεκριµένα, για κάθε ακτίνα που 

συγκεντρώνεται στο σηµείο (x’,y’,z’) ισχύει ότι: 

|| || ||( ', ', ') ( )                                           (3.43)

( ', ', ') ( )                                         (3.44)

t

t

E x y z t E P

E x y z t E P⊥ ⊥ ⊥

= ⋅

= ⋅
 

όπου οι συντελεστές ||t  και t⊥ υπολογίζονται µέσω των παρακάτω σχέσεων: 

||

2cos
                                            (3.45)

cos cos

2cos
                                           (3.46)

cos cos

i

t i

i

i t

t
m

t
m⊥

Θ
=

Θ + Θ

Θ
=

Θ + Θ

 

όπου m ο δείκτης διάθλασης της σφαίρας, Θi και Θt οι γωνίες ανάκλασης και διάθλασης 

αντίστοιχα. Οι γωνίες αυτές έχουν επισηµανθεί στο σχήµα 3.1 µε κόκκινο (Θi) και 

κίτρινο (Θt) χρωµατισµό και φαίνονται πιο καθαρά ακολούθως: 

 
Σχήµα 3.3 :  ∆ιάθλαση επί της σφαίρας 
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Οι γωνίες αυτές προσδιορίζονται παρακάτω: 

� �
2

2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

1

                                                        cos

1
sin sin (cos cos sin sin ) cos ( cos )    (3.47)

i rn s

R a b a b
P

θ θ φ φ φ φ θ θ

Θ = − ⋅ =

 = ⋅ − + + − − −
 

 

� �
2 2

2 2
2 2 2 2

2

                             cos

1
sin ( 'cos 'sin ) cos ( ' )        (3.48)

t in s

R x y z b a
P

θ φ φ θ

Θ = − ⋅ =

 = ⋅ − + − − −
 

 

µε 2is
���

= P2 

 
 
3.3.4 Συνολικό πεδίο στο σηµείο παρατήρησης  
 
Αρχικά, υπολογίζονται οι ακτίνες οι οποίες εκπεµπόµενες από ένα δεδοµένο σηµείο 

πηγής, αφού ανακλαστούν στην επιφάνεια του ελλειψοειδούς και διαθλαστούν λόγω της 

διηλεκτρικής σφαίρας, συγκεντρώνονται σε ένα συγκεκριµένο σηµείο παρατήρησης 

εντός της σφαίρας. Προσδιορίζονται δηλαδή τα σηµεία τόσο της ελλειψοειδούς 

κοιλότητας όσο και της σφαίρας, τα οποία ορίζουν την εκάστοτε ακτίνα που πληροί τις 

παραπάνω απαιτήσεις. Τα σηµεία αυτά προκύπτουν από την επίλυση του συστήµατος 

των εξισώσεων (3.13), (3.14) και (3.16), δίνοντας τιµές για τη γωνία θ1 µε βήµα µίας 

µοίρας. Έτσι, κατά την ολοκλήρωση του βρόχου µεταβολής της γωνίας θ1, έχουν 

προκύψει οι τετράδες τιµών (θ1,φ1,θ2,φ2) που ικανοποιούν τη συνθήκη της ανάκλασης 

στο ελλειπτικό σύστηµα και τη συνθήκη της διάθλασης στη σφαίρα. 

Στη συνέχεια, για την εκάστοτε τετράδα τιµών υπολογίζεται το ανακλώµενο πεδίο µέσω 

της παραγράφου 3.3.1 στο κάθε σηµείο της επιφάνειας της σφαίρας που ορίζουν οι 

γωνίες αυτές, αφού πρώτα υπολογιστούν οι ακτίνες καµπυλότητας χρησιµοποιώντας τις 

εκφράσεις (3.22), (3.23) και (2.45). Έπειτα, στα ίδια σηµεία της σφαίρας, το άθροισµα 

του ανακλώµενου αυτού πεδίου µε το απευθείας πεδίο της σχέσης (3.30), αναλύεται στις 

συνιστώσες �||
ie  και �ie⊥ , όπως περιγράφεται στην παράγραφο 3.3.2. Μέσω των τύπων του 

Fresnel, υπολογίζονται οι συντελεστές  ||t  και t⊥ , για τις τετράδες γωνιών που είχαν 

προκύψει, προκειµένου να εξαχθεί η συνεισφορά της κάθε διαθλώµενης ακτίνας στο 

πεδίο του (x’,y’,z’) από τις σχέσεις (3.43) και (3.44). Το συνολικό πεδίο στο σηµείο 

παρατήρησης συνίσταται από το άθροισµα όλων των συνεισφορών των διαδιδόµενων 

ακτινών.  
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3.4 ∆ιαγράµµατα 

 
Ακολουθώντας την παραπάνω συλλογιστική πορεία και µε τη βοήθεια του 

περιβάλλοντος του matlab, πραγµατοποιείται η µελέτη των συνιστωσών ||
tE  και tE⊥  του 

πεδίου εντός της σφαίρας  µέσω γραφικών παραστάσεων, σε δύο κάθετα µεταξύ τους 

επίπεδα, συναρτήσει της απόστασης επί ενός εκ των τριών αξόνων. Λόγω της 

συµµετρίας του ελλειψοειδούς εκ περιστροφής αρκεί η εξέταση του πεδίου κατά τη 

µεταβολή των αποστάσεων z και y. Η θέση της πηγής επιλέγεται στην αριστερή εστία 

του ελλειψοειδούς και η συχνότητα λειτουργίας λαµβάνεται ίση µε τις τιµές 1.5GHz και 

3GHz. Στην περίπτωση της σάρωσης µε συχνότητα 1.5GHz, το βήµα της σάρωσης είναι 

ίσο µε 5mm, ενώ στα 3GHz, η σάρωση πραγµατοποιείται µε βήµα 2mm. Η ακτίνα της 

σφαίρας θεωρείται ίση µε 8cm, ενώ η επιλογή του δείκτη διάθλασης m πραγµατοποιείται 

µε βάση τη συχνότητα λειτουργίας [17] και λαµβάνεται ως ο µέσος όρος των τιµών του 

δείκτη διάθλασης για τη γκρίζα και λευκή φαιά ουσία. Συγκεκριµένα, για f = 1.5GHz 

τίθεται m = 6.64, ενώ για f = 3GHz επιλέγεται m = 6.46. Πρέπει να επισηµανθεί ότι τα 

διαγράµµατα που αφορούν στη συνιστώσα tE⊥  έχουν παραλειφθεί, διότι το πεδίο στην 

πόλωση αυτή προκύπτει τυχαία µεταβαλλόµενο και αρκετά εξασθενηµένο σε σύγκριση 

µε τη συνιστώσα πεδίου ||
tE , η οποία, για το λόγο αυτό, µπορεί να χαρακτηριστεί ως 

κυρίαρχη πόλωση. 

 

3.4.1 Σάρωση συναρτήσει του  z 

Στο επίπεδο x = 0.05 

Τα ακόλουθα διαγράµµατα αποτυπώνουν τη µεταβολή του ηλεκτρικού πεδίου 

συναρτήσει της απόστασης z για συχνότητες 1.5 και 3GHz. Τα διαγράµµατα που 

αντιστοιχούν στο 1.5GHz τοποθετούνται στην αριστερή στήλη, ενώ αυτά των 3GHz στη 

δεξιά.  

Στα παρακάτω διαγράµµατα, το σηµείο παρατήρησης παρουσιάζει σταθερή τιµή κατά 

τους άξονες x(=0.05) και y, όπως καταγράφεται στους τίτλους. Συγκεκριµένα, οι τιµές 

της y συνιστώσας του εξεταζόµενου σηµείου λαµβάνονται ίσες µε 0, 0.01 και 0.05.  
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Σχήµα 3.4 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης z, για x = 0.05 και y = 0 
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Σχήµα 3.5 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης z, για x = 0.05 και y = 0.01 
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Σχήµα 3.6 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης z, για x = 0.05 και y = 0.05 
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Συγκρίνοντας, καταρχάς, τη συµπεριφορά του συνολικού πεδίου κατά τη µεταβολή της 

συχνότητας από 1.5 σε 3GHz, παρατηρούνται υψηλότερες τιµές πεδίου για τη συχνότητα 

των 3GHz, όπως προέκυψε άλλωστε και στο 2ο κεφάλαιο. Ωστόσο, η µεταβολή στο 

πλάτος του πεδίου εντός της σφαίρας, λόγω της διαφορετικής συχνότητας λειτουργίας, 

είναι πολύ εντονότερη σε σχέση µε την αντίστοιχη µεταβολή κατά την περίπτωση της 

κενής κοιλότητας. Ενδεικτικά αναφέρεται ότι χωρίς τη σφαίρα ο διπλασιασµός της 

συχνότητας επιφέρει σχεδόν το διπλασιασµό του πεδίου, ενώ εισάγοντας το διηλεκτρικό 

σώµα και για το ίδιο σηµείο παρατήρησης, το πεδίο µπορεί να προκύψει έως και 100 

φορές µεγαλύτερο, διπλασιάζοντας τη συχνότητα. Το γεγονός αυτό µπορεί να 

δικαιολογηθεί, καθώς η αλλαγή της συχνότητας ισοδυναµεί και µε αλλαγή του δείκτη 

διάθλασης της σφαίρας, µε αποτέλεσµα την επιπλέον εξάρτηση του πεδίου από τη 

συχνότητα λειτουργίας. Επιπρόσθετα, παρουσιάζονται πιο απότοµες µεταβολές στο 

πεδίο για συχνότητα ίση µε 3GHz, βελτιώνοντας µε τον τρόπο αυτό την εστίαση.  

Κατά την απόσταση z, το πεδίο µεγιστοποιείται δεξιά της εστίας και όχι ακριβώς στο 

εστιακό σηµείο (0,0,0.45). Η µετατόπιση αυτή οφείλεται στο φαινόµενο διάθλασης, 

σύµφωνα µε το οποίο οι ακτίνες που προσπίπτουν στη διηλεκτρική σφαίρα «κάµπτονται» 

και, ως εκ τούτου, συγκεντρώνονται σε διαφορετικό σηµείο από την εστία του 

ελλειψοειδούς. Καλύτερη εστίαση παρατηρείται για συχνότητα 3GHz και σηµείο 

παρατήρησης µε y→0 και z = 0.46. ∆ηλαδή, ως προς τη µεταβολή του επιπέδου y, 

προκύπτει ότι καλύτερη συµπεριφορά από άποψη εστίασης, εµφανίζεται καθώς η τιµή 

της συνιστώσας y ελαττώνεται.   

Στο επίπεδο x = 0.01 
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Σχήµα 3.7 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης z, για x = 0.01 και y = 0 
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Σχήµα 3.8 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης z, για x = 0.01 και y = 0.01 
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Σχήµα 3.9 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης z, για x = 0.01 και y = 0.05 

 

Ως προς τη συµπεριφορά του συνολικού πεδίου κατά τη µεταβολή της συχνότητας, 

εξάγονται τα εξής συµπεράσµατα: Υψηλότερες τιµές πεδίου για τη συχνότητα των 3GHz 

παρατηρούνται όταν εµφανίζεται παράλληλη βελτίωση της εστίασης. Συγκεκριµένα, το 

πεδίο αυξάνεται ιδιαιτέρως µε τη µεταβολή της συχνότητας για την περίπτωση y = 0.05, 

ενώ προκύπτει µειωµένο για y = 0.01.  

Κατά την απόσταση z, τα διαγράµµατα αποκλίνουν από τη συνήθη µορφή για τις 

µικρότερες τιµές της συνιστώσας y, σε αντίθεση µε την προηγούµενη περίπτωση. 

Συγκεκριµένα, η καµπύλη προκύπτει διευρυµένη για y = 0, ενώ για y = 0.01 και f = 

3GHz εµφανίζονται δύο σηµεία εστίασης. Η γενική αυτή διαφοροποίηση καθώς το 

y →0, οφείλεται και πάλι στη διάθλαση, αφού κατά την εξεταζόµενη περίπτωση έχει 
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ληφθεί µία πολύ µικρή τιµή για τη συνιστώσα x (x = 0.01). Εποµένως, επαληθεύεται ότι 

οι ακτίνες δε συγκεντρώνονται στο σηµείο της εστίας, όπου συγχρόνως x και y τείνουν 

στο µηδέν. Το γεγονός αυτό εντείνεται µε την αύξηση της συχνότητας, µε αποτέλεσµα τη 

βελτίωση της εστίασης κατά την αύξηση της συχνότητας µόνο για y = 0.05. ∆ηλαδή, ως 

προς τη µεταβολή των επιπέδων x και y, προκύπτει ότι καλύτερη συµπεριφορά από 

άποψη εστίασης, εµφανίζεται καθώς οι τιµές των x και y ελαττώνονται, µε την 

προϋπόθεση να µην τείνουν και οι δύο συνιστώσες στο µηδέν.  Καλύτερη εστίαση 

παρατηρείται: για τη συχνότητα του 1.5GHz στο σηµείο παρατήρησης x = y = 0.01 και z 

= 0.46 και για τη συχνότητα των 3GHz στο σηµείο x = 0.01, y = 0.05 και z = 0.46 .  

Αξίζει να σηµειωθεί η επιβεβαίωση της συµµετρίας των επιπέδων x και y, που 

αποτυπώνεται στα σχήµατα 3.5 και 3.9 µέσω της σχεδόν ταύτισης των διαγραµµάτων για 

τα σηµεία (0.05, 0.01, z) και (0.01, 0.05, z).  

 

 

3.4.2 Σάρωση συναρτήσει του y 

Στο επίπεδο x = 0.05 

Στα παρακάτω διαγράµµατα, το σηµείο παρατήρησης παρουσιάζει σταθερή τιµή κατά 

τους άξονες x (= 0.05) και z, όπως καταγράφεται στους τίτλους. Οι τιµές της z 

συνιστώσας του εξεταζόµενου σηµείου λαµβάνονται ίσες µε 0.4, 0.43, 0.45, 0.455 και 

0.46.  
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Σχήµα 3.10 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης y, για x = 0.05 & z = 0.4 
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x=0.05  z=0.43  &  f=1.5GHz

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

y

|E
|||

 (
M

V
/m

)

 

x=0.05  z=0.43  &  f=3GHz

0

0.05

0.1

0.15

0.2

-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

y

|E
|||

 (
M

V
/m

)

 
Σχήµα 3.11 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης y, για x = 0.05 & z = 0.43 

 

x=0.05  z=0.45  &  f=1.5GHz

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08

y

|E
|||

 (
M

V
/m

)

 

x=0.05  z=0.45  &  f=3GHz

0

0.5

1

1.5

2

2.5

-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08

y

|E
|||

 (
M

V
/m

)

 
Σχήµα 3.12 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης y, για x = 0.05 & z = 0.45 
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x=0.05  z=0.455  &  f=3GHz
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Σχήµα 3.13 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης y, για x = 0.05 & z = 0.455 
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x=0.05  z=0.46  &  f=1.5GHz

0

3

6

9

12

15

-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08

y

|E
|||

 (
M

V
/m

)

 

x=0.05  z=0.46  &  f=3GHz
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Σχήµα 3.14 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης y, για x = 0.05 & z = 0.46 

 

Ως προς τη συµπεριφορά του συνολικού πεδίου κατά τη µεταβολή της συχνότητας, 

εξάγονται παρόµοια συµπεράσµατα µε την περίπτωση της σάρωσης συναρτήσει του z, 

δηλαδή υψηλότερες τιµές πεδίου για τη συχνότητα 3GHz. Ωστόσο, όσον αφορά στην 

εστίαση, βελτίωση εµφανίζεται µόνο πολύ κοντά στο εστιακό σηµείο, δηλαδή για z = 

0.45, 0.455 και 0.46 καθώς για τις υπόλοιπες τιµές του z, το εύρος της περιοχής όπου το 

πεδίο µεγιστοποιείται µεταβάλλεται ελάχιστα. Μάλιστα, για z = 0.46, η µορφή της 

καµπύλης αλλάζει αισθητά αυξάνοντας τη συχνότητα και λαµβάνει τη µορφή που 

αντιστοιχούσε κατά το 2ο κεφάλαιο σε σηµείο παρατήρησης πάνω στην εστία. Όπως 

αναφέρθηκε και προηγουµένως, το φαινόµενο αυτό εντοπίζεται κοντά στην εστία και 

συγκεκριµένα στο (0.05, 0, 0.46) και όχι ακριβώς στο σηµείο (0, 0, 0.45), εξαιτίας της 

διαθλάσεως.  

Επιπλέον, στην προκειµένη περίπτωση παρατηρούνται µεγάλες αποκλίσεις στις µορφές 

των καµπυλών, µεταβάλλοντας τις τιµές του σταθερού επιπέδου z. Όµως τα 

συµπεράσµατα που εξάγονται είναι τα αντίστροφα από αυτά που αντιστοιχούν στην κενή 

κοιλότητα. Συγκεκριµένα, στο 2ο κεφάλαιο προέκυψε ότι το πεδίο µεγιστοποιείται για y 

= 0, όταν η συνιστώσα z ισούται µε 0.45, 0.455 και 0.46, δηλαδή για σηµεία κοντά στην 

εστία. Απεναντίας, για τις ίδιες τιµές του z, το συνολικού πεδίο εντός της σφαίρας 

παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο y = 0 και ταλαντώσεις µεταξύ µεγίστων και ελαχίστων. 

Επιπλέον, στην περίπτωση της σφαίρας, όταν η συνιστώσα z λαµβάνει τις τιµές 0.4 και 

0.43, το πεδίο παρουσιάζει µέγιστο στο y = 0 και σταδιακή ελάττωση καθώς η 

συνιστώσα y του σηµείου παρατήρησης αποκλίνει του µηδενός. ∆ηλαδή η 

µεγιστοποίηση του πεδίου δεν επιτυγχάνεται για σηµεία πολύ κοντά στην εστία. 
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Παράλληλα, όταν τα σηµεία παρατήρησης βρίσκονται εντός της περιοχής της εστίας του 

ελλειψοειδούς, εµφανίζονται άλλες περιοχές εστίασης, εκτός της περιοχής που ορίζει το 

επίπεδο y = 0. 

 

Στο επίπεδο x = 0.01 

Στα παρακάτω διαγράµµατα, oι τιµές της z συνιστώσας του εξεταζόµενου σηµείου 

λαµβάνονται ίσες µε 0.4, 0.43, 0.45, 0.455 και 0.46.  
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Σχήµα 3.15 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης y, για x = 0.01 & z = 0.4 
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x=0.01  z=0.43  &  f=3GHz
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Σχήµα 3.16 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης y, για x = 0.01 & z = 0.43 
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x=0.01  z=0.45  &  f=1.5GHz
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Σχήµα 3.17 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης y, για x = 0.01 & z = 0.45 
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x=0.01  z=0.455  &  f=3GHz
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Σχήµα 3.18 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης y, για x = 0.01 & z = 0.455 

x=0.01  z=0.46  &  f=1.5GHz
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x=0.01  z=0.46  &  f=3GHz
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Σχήµα 3.19 : Καµπύλες µεταβολής πεδίου συναρτήσει της απόστασης y, για x = 0.01 & z = 0.46 
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Ως προς τη συµπεριφορά του συνολικού πεδίου κατά τη µεταβολή της συχνότητας, 

εξάγονται τα ίδια συµπεράσµατα που προέκυψαν για x = 0.05, δηλαδή υψηλότερες τιµές 

πεδίου και καλύτερη εστίαση για τη συχνότητα 3GHz. Εξαίρεση αποτελεί η περίπτωση 

κατά την οποία η συνιστώσα z του σηµείου παρατήρησης είναι ίση µε 0.455. Τότε, η 

αύξηση της συχνότητας έχει ως επακόλουθο την ελάττωση του πεδίου εντός της σφαίρας 

και τη µείωση της δυνατότητας εστίασης. Κάτι αντίστοιχο είχε παρουσιαστεί στο σχήµα 

3.8 για σηµείο παρατήρησης µε x = y = 0.01. Συνεπώς, στη συχνότητα του 1.5 GHz, τα 

σηµεία (0.01, 0.01, z) και (0.01, y, 0.455) εµφανίζουν καλή εστίαση, ενώ για τα 3 GHz, 

το σηµείο παρατήρησης πρέπει να απέχει περισσότερο από την εστία του ελλειψοειδούς 

για αντίστοιχα αποτελέσµατα εστίασης.    

Επίσης, για x = 0.01 παρατηρούνται εντονότερες αποκλίσεις στις µορφές των καµπυλών 

σε σύγκριση µε την προηγούµενη περίπτωση, µεταβάλλοντας τις τιµές του σταθερού 

επιπέδου z. Συγκεκριµένα, µόνο για z = 0.43 η τιµή του συνολικού πεδίου παρουσιάζει 

µέγιστο για y = 0, ενώ για τις υπόλοιπες τιµές του z (z = 0.4,0.45,0.455,0.46) 

παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο ίδιο σηµείο. Επίσης, η µείωση της τιµής της 

συνιστώσας x του σηµείου παρατήρησης από 0.05 σε 0.01, έχει ως συνέπεια την 

εµφάνιση µεγαλύτερων διακυµάνσεων στο πλάτος του πεδίου. ∆ηλαδή τα σηµεία 

µεγίστου/ ελαχίστου για x = 0.01 παρουσιάζουν ολοένα και µεγαλύτερες / µικρότερες 

τιµές πεδίου σε σχέση µε τα αντίστοιχα σηµεία για x = 0.05. Συνεπώς, η εστίαση καθώς 

και η ευαισθησία αυξάνονται όσο η συνιστώσα x τείνει στο µηδέν, αλλά η εστίαση 

εµφανίζεται συνήθως σε σηµεία διαφορετικά της εστίας του ελλειψοειδούς. 
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3.5 Συµπεράσµατα 
 
Αντικείµενο της παρούσας διπλωµατικής αποτέλεσε η µελέτη των ιδιοτήτων εστίασης 

του συστήµατος MiRaIS µέσω της θεωρίας της γεωµετρικής οπτικής. Στα πλαίσια της 

διπλωµατικής, πραγµατοποιήθηκε ο αναλυτικός υπολογισµός του πεδίου εντός της 

κοιλότητας καθώς και εντός του σώµατος ενδιαφέροντος, προσοµοιάζοντάς το µε µία 

διηλεκτρική σφαίρα.  

Στο 2ο κεφάλαιο, η εκτίµηση του ηλεκτρικού πεδίου εντός της κενής ελλειψοειδούς 

κοιλότητας µέσω των διαγραµµάτων οδήγησε στα εξής συµπεράσµατα: Η βέλτιστη 

ικανότητα εστίασης παρατηρήθηκε στην ακριβή θέση του εστιακού σηµείου. Μάλιστα, 

στις περιπτώσεις αυτές η αύξηση της συχνότητας λειτουργίας επέφερε περαιτέρω 

βελτίωση στο εύρος του λοβού της καµπύλης καθώς και στο πλάτος του πεδίου. 

Συνεπώς, επιτεύχθηκε καλύτερη εστίαση, αλλά παράλληλα απαιτείται µεγάλη ακρίβεια, 

διότι έστω και µικρές µετατοπίσεις της θέσης του σηµείου παρατήρησης είναι δυνατό να 

µεταβάλλουν ριζικά την τιµή του πεδίου. Κατά τις περιπτώσεις που το εξεταζόµενο 

σηµείο ελήφθη µακριά από το εστιακό σηµείο, η συγκέντρωση των ακτινών 

παρατηρήθηκε σε σηµεία εκτός των περιοχών που ορίζουν τα εστιακά σηµεία.  

Στο 3ο κεφάλαιο, η εισαγωγή της διηλεκτρικής σφαίρας επηρέασε αισθητά τα σηµεία 

συγκέντρωσης της µέγιστης ακτινοβολίας εντός του σώµατος ενδιαφέροντος. 

Συγκεκριµένα, αντί του εστιακού σηµείου, το µέγιστο διαδιδόµενο πεδίο προέκυψε σε 

σηµεία κοντά των εστιών του ελλειψοειδούς, λόγω του φαινοµένου της διάθλασης. Κατά 

τη σάρωση επί του άξονα z, εξήχθη το συµπέρασµα της ικανοποιητικής εστίασης όταν οι 

συνιστώσες x, y του σηµείου παρατήρησης παρουσιάζουν µεν µικρές τιµές, αλλά δεν 

τείνουν και οι δύο ταυτόχρονα στο µηδέν. Αντίστοιχα αποτελέσµατα προέκυψαν και 

κατά τη σάρωση επί του y άξονα, όπου τα διαγράµµατα έδειξαν τη µεγιστοποίηση του 

πεδίου για y = 0, µόνο όταν η συνιστώσα z του σηµείου παρατήρησης απείχε από την 

τιµή 0.45 (συνιστώσα z του εστιακού σηµείου). Επιπρόσθετα, η αύξηση της συχνότητας 

βελτίωσε την εστίαση, όπως άλλωστε συνέβη και απουσία της διηλεκτρικής σφαίρας, µε 

την προϋπόθεση βέβαια το εξεταζόµενο σηµείο να βρίσκεται σε µεγαλύτερη απόσταση 

από την εστία, σε σχέση µε την απόσταση που απαιτείται για τη λειτουργία σε 

χαµηλότερη συχνότητα. Εποµένως, η εφαρµογή υψηλότερης συχνότητας µπορεί να 

επιτύχει µία πιο επιλεκτική συµπεριφορά ως προς την ικανότητα εστίασης. 

Ωστόσο, η τροποποίηση της διάταξης θα µπορούσε να επιδράσει θετικά στις ιδιότητες 

εστίασης του συστήµατος MiRaIS. Η χρήση ενός διηλεκτρικού σφαιρικού κελύφους ως 
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στρώµα προσαρµογής γύρω από το σφαιρικό µοντέλο, είναι δυνατό να περιορίσει τις 

ανακλάσεις στην επιφάνεια της σφαίρας, αυξάνοντας µε τον τρόπο αυτό το διαδιδόµενο 

πεδίο εντός του σώµατος ενδιαφέροντος. Επίσης, θα µπορούσε να προστεθεί γύρω από 

το διηλεκτρικό κέλυφος ένα κέλυφος υλικού µε αρνητικό δείκτη διάθλασης (Left Handed 

Materials), σε συνδυασµό µε την προσθήκη διηλεκτρικού χαµηλών απωλειών αντί αέρα 

στο εσωτερικό χώρο της ελλειψοειδούς κοιλότητας [6]. Μία επιπλέον ενέργεια για τη 

βελτιστοποίηση της εστίασης θα µπορούσε να αποτελέσει και η επιλογή µίας πιο 

κατευθυντικής κεραίας, αντικαθιστώντας το δίπολο Hertz, που εµφανίζει διευρυµένο 

λοβό ακτινοβολίας.  
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