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Περίληψη 

Σκοπός της εργασίας είναι η μελέτη του Πληθωριστικού Κοσμολογικού Μοντέλου και η 

αναγκαιότητα της εισαγωγής του ως συμπλήρωμα του Καθιερωμένου Μοντέλου της Μεγάλης 

Έκρηξης. 

 Επιγραμματικά, πρόκειται για μια σύντομη περίοδο του πρώιμου Σύμπαντος κατά την 

οποία το Σύμπαν πέρασε μια «έξαρση» διαστολής, δηλαδή, ο παράγοντας κλίμακάς του 

αυξήθηκε κατά έναν τεράστιο αριθμό τάξεων μεγέθους. 

Στο πρώτο μέρος της εργασίας γίνεται μια αναδρομή στις θεωρήσεις του χώρου και 

χρόνου πριν την εισαγωγή της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας. Στη συνέχεια αναπτύσσεται 

η Ειδική Σχετικότητα καθώς και κάποια «εργαλεία» όπως  το διάγραμμα Minkowski και ο 

κώνος φωτός, που είναι χρήσιμα  για τη μετέπειτα μελέτη του χωροχρόνου. 

Στο δεύτερο μέρος γίνεται μια εισαγωγή στην ανάλυση τανυστών καθώς τα τανυστικά 

μεγέθη, λόγω της αναλλοιώτητάς τους σε διαφορετικά συστήματα αναφοράς είναι 

απαραίτητο εργαλείο για τη μελέτη της Γενικής Σχετικότητας. Πριν περάσουμε, λοιπόν, στη 

μελέτη της αναπτύσσονται όλες οι τανυστικές ποσότητες που χρησιμοποιούνται σε αυτή. 

Στο τρίτο μέρος μελετάμε τη βαρύτητα ως γεωμετρία και αναφερόμαστε στα κλασικά 

πειράματα για την επιβεβαίωση της ΓΣ. Αφού καταλήξουμε στο πώς η καμπυλότητα του 

χωροχρόνου επιδρά στην ύλη αλλά και στο πώς η μετρική ανταποκρίνεται στην ύλη, 

εξάγουμε τη μετρική για το χωρόχρονο γύρω από σφαιρική μάζα καθώς και τη λύση 

Schwarzschild. 

Το τέταρτο μέρος είναι αφιερωμένο στο κοσμολογικό μοντέλο του Big Bang. Αφού 

παρουσιάσουμε τις ενδείξεις για την ομογένεια και τη ισοτροπία του Σύμπαντος, εξάγουμε με 

βάση τις συμμετρίες λόγω των δύο αυτών χαρακτηριστικών  τη μετρική Robertson-Walker και 

στη συνέχεια τις εξισώσεις Friedmann, από όπου προκύπτουν οι καθιερωμένες κοσμολογικές 

λύσεις. 

Στο πέμπτο και τελευταίο μέρος, εισάγουμε το Πληθωριστικό Σενάριο, ως την 

απάντηση στις ανεπάρκειες του μοντέλου του Big Bang. Διερευνούμε το πεδίο inflaton και στη 

συνέχεια παρουσιάζουμε το μοντέλο του χαοτικού πληθωρισμού. 

 



 



Abstract 

 

The purpose of this thesis is the study of the Inflationary Model and its introduction as an 

essential add-on to the Standard Big Bang Model.  

Briefly, inflation is a short period of the early universe, during which the universe 

underwent a “burst” of expansion and, as a result, the scale factor had an increase of a huge 

number of orders of magnitude.  

In the first part of this thesis we look back at the conception of time and space before the 

General Theory of Relativity (GR). Then the Special Theory of Relativity is developed, as well as 

some “tools” like Minkowski diagram and the light cones that will be proved useful for our later 

study of spacetime.  

In the second part we make an introduction to tensor analysis, since tensor quantities are 

a necessary tool for the study of GR due to their invariance. So, before we move on to GR we 

develop all the tensor quantities that we will be using.  

In the third part we study gravity as geometry, and we explain the classic experiments for 

the GR. Afterwards, we study how matter is influenced by the curvature of spacetime and how 

the metric responds to matter. Finally, we construct the metric of spacetime around a spherical 

mass and develop the Schwarzschild solution.  

The fourth part is dedicated to the cosmological model of Big Bang. After presenting the 

homogeneity and isotropy indications we construct based on the symmetries assumed by those 

indications, the Robertson-Walker metric and later on the Friedmann equations, from which we 

get the standard cosmic solutions.  

In the fifth and final part, we introduce the Inflationary Scenario, as the answer to Big 

Bang’s inadequacies. We investigate the inflaton field and we develop the model of Chaotic 

Inflation. 
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Η Θεωρία της Μεγάλης ΄Εκρηξης έχει τις ϱίζες της στους υπολογισµούς του Alexander Fried-
mann, ο οποίος το 1922 έδειξε ότι οι εξισώσεις της Γενικής Σχετικότητας επιτρέπουν µια διαστελ-
λόµενη λύση που ξεκινά από µία ιδιοµορφία. Οι ενδείξεις για τη Μεγάλη ΄Εκρηξη είναι πλέον
συντριπτικές. Η διαστολή του Σύµπαντος παρατηρήθηκε αρχικά στις αρχές της δεκαετίας του
1920 από τον Vesto Melvin Slipher, και κωδικοποιήθηκε το 1929 από τον Edwin Hubble στη
µορφή που σήµερα γνωρίζουµε σαν “Νόµο του Hubble”: κατά µέσο όρο, κάθε µακρινός γαλαξίας
αποµακρύνεται από εµάς µε ταχύτητα ανάλογη της απόστασής του. Το 1965, οι Arno Penzias και
Robert Wilson ανίχνευσαν ένα υπόβαθρο από µικροκυµατική ακτινοβολία να κατακλύζει τη Γη από
όλες τις κατευθύνσεις - ακτινοβολία που ϑεωρείται η µετάλαµψη της πρωταρχικής ϑερµής πυκνής
διάπυρης σϕαίρας. Σήµερα γνωρίζουµε, (ϐασισµένοι σε δεδοµένα από τους δορυφόρους COBE
και WMAP) ότι το ϕάσµα αυτής της ακτινοβολίας υποβάθρου συµφωνεί µε εξαιρετική ακρίβεια
µε το ϑερµικό ϕάσµα που αναµένεται για την ακτινοβολία της ϑερµής ύλης στο πρώιµο Σύµπαν.
Επιπλέον, οι υπολογισµοί της πυρηνοσύνθεσης στο πρώιµο Σύµπαν δείχνουν ότι η ϑεωρία της
Μεγάλης ΄Εκρηξης όχι µόνο συµφωνεί αλλά µπορεί και να ερµηνεύσει τις ποσότητες των ισότοπων
των ελαφρών στοιχείων.

Παρά τις τεράστιες επιτυχίες της Θεωρίας της Μεγάλης ΄Εκρηξης, υπάρχει σηµαντικός λόγος να
πιστεύουµε ότι αυτή είναι ελλειπής στην παραδοσιακή της µορφή. Παρά την ονοµασία της, στην
πραγµατικότητα δεν είναι σε καµία περίπτωση η ϑεωρία µιας έκρηξης. Είναι µόνο η ϑεωρία των
επακόλουθων µιας έκρηξης. Περιγράφει κοµψά πώς το Σύµπαν διαστέλλεται και ψύχεται και πώς
η ύλη συγκεντρώθηκε για να σχηµατήσει άστρα και γαλαξίες. Αλλά η ϑεωρία δεν λέει τίποτα για
τη ϕυσική πίσω από την πρωταρχική έκρηξη. ∆εν δίνει κανένα στοιχείο για το τί εξεράγη, τί το
προκάλεσε να εκραγεί ή τί συνέβη πριν εκραγεί. Η Θεωρία του Πληθωριστικού Σύµπαντος, από την
άλλη, παρέχει πιθανές απαντήσεις σε αυτά τα ερωτήµατα και ακόµα περισσότερα. Ο πληθωρισµός
δεν υποκαθιστά τη Θεωρία της Μεγάλης ΄Εκρηξης, αντιθέτως, προσϑέτει µια σύντοµη προϊστορία,
που ακολουθείται κοµψά από την παραδοσιακή περιγραφή.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑ, ΜΙΑ ΙΣΤΟΡΙΚΗ ∆ΙΑ∆ΡΟΜΗ

1.1. Η ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑ ΤΟΥ NEWTON

“΄Ενα αδιατάρακτο σώµα κινείται σε ευθεία γραµµή µε σταθερή ταχύτητα”. Ο πρώτος Νόµος του
Newton υπήρξε ένας ϑρίαµβος, σε ένα περιβάλλον όπου δεν υπάρχουν αδιατάρακτα σώµατα και
σταθερές ταχύτητες και όπου καµιά τροχιά δεν είναι ευθεία γραµµή. Για να αλλάξει η ταχύτητα,
χρειάζεται µια δύναµη, και οι άλλοι νόµοι της κίνησης αναλαµβάνουν να χαρακτηρίσουν τις ϕυσικές
δυνάµεις. Πειραµατικά, οι καλύτεροι έλεγχοι των νέων ϑεωριών παρέχονταν από την ουράνια
µηχανική, όπου οι δυνάµεις τριβής είναι ασϑενικές και οι παρατηρήσεις των αστρονόµων είχαν
αποκτήσει ακρίβεια χωρίς προηγούµενο. Ο Johannes Kepler, ιδιαίτερα, είχε συνοψίσει τις κινήσεις
των πλανητών σε λίγους εµπειρικούς νόµους (έναν από τους οποίους αναγνωρίζουµε σήµερα ως τη
διατήρηση της στροφορµής) και ο Newton µπόρεσε να αποδείξει ότι αυτοί οι νόµοι ήταν πλήρως
συµβατοί µε έναν νόµο αντιστρόφου τετραγώνου για τη ϐαρυτική δύναµη.

Μία από τις συνέπειες της νέας µηχανικής ήταν ένα είδος σχετικότητας: κανείς παρατηρητής
δεν µπορεί να προσδιορίσει την ταχύτητά του µε απόλυτο τρόπο: η ταχύτητα είναι πάντοτε σχετική
ως προς κάτι ή κάποιον. Στις µέρες µας είµαστε εξοικειωµένοι µε το γεγονός αυτό· µέσα σε
ένα αεροσκάφος που πετά χωρίς κραδασµούς, δεν αντιλαµβανόµαστε την ταχύτητά µας χωρίς να
κοιτάξουµε έξω από το παράθυρο και καταφέρνουµε να πιούµε τον καφέ µας στον αέρα το ίδιο
καλά όπως στο έδαφος. Το ίδιο το έδαφος, ϕυσικά, κινείται µε αξιόλογη ταχύτητα καθώς η Γη
περιστρέφεται.

1.2. Η ΑΡΧΗ ΤΟΥ MACH

Ισχύουν οι νόµοι του Newton σε όλα τα συστήµατα αναφοράς; ΄Εχουν εκφραστεί µόνο για
µια “προνοµιούχα” τάξη συστηµάτων που ονοµάζονται αδρανειακά συστήµατα αναφοράς, δηλαδή
σε ελεύθερη πτώση και µη περιστρεφόµενα. Οπότε το ερώτηµα που προκύπτει είναι τί µορφή
παίρνουν σε άλλα, µη αδρανειακά συστήµατα. Ας διερευνήσουµε την κατάσταση του δεύτερου
Νόµου του Νεύτωνα για ένα µη αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S’, οµοιόµορφα επιταχυνόµενο
µε επιτάχυνση a ως προς ένα αδρανειακό σύστηµα S. Θα υποθέσουµε, για απλοποίηση, ότι οι
παρατηρητές αρχικοποιούν τα ϱολόγια τους όταν ταυτίζεται η ϑέση τους και ότι η σχέση µεταξύ των
συστηµάτων είναι:

x = x ′ + s, y = y′, z = z′, t = t′ (1.2.1)

Παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο παίρνουµε από την πρώτη εξίσωση ότι:

17
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ẋ = ẋ ′ + ṡ (1.2.2)

και παραγωγίζοντας ξανά:

ẍ = ẍ ′ + s̈ = ẍ ′ + a (1.2.3)

Αν, λοιπόν, ϑεωρήσουµε ένα σωµατίδιο που κινείται κατά τον άξονα x υπό την επίδραση µιας
δύναµης F = (F,0,0) τότε ο δεύτερος νόµος του Newton γίνεται:

F = mẍ = mẍ ′ +ma (1.2.4)

Η εξίσωση αυτή µπορεί να ξαναγραφεί ως προς τον παρατηρητή S′ ως:

F −ma = mẍ ′ (1.2.5)

΄Ετσι, συγκρινόµενος µε τον S, ο παρατηρητής S′ παρατηρεί µια µείωση της δύναµης πάνω στο
σωµατίδιο κατά έναν παράγοντα ma. Αυτή η επιπλέον δύναµη ονοµάζεται αδρανειακή δύναµη. Το
ερώτηµα που εγείρεται, λοιπόν, είναι ποιά είναι η ϕυσική προέλευση των αδρανειακών δυνάµεων.
Η νευτώνεια ϑεωρία δεν κάνει απόπειρα να απαντήσει σε αυτό το ερώτηµα. Αντιθέτως, η ϑεωρία
του Mach κάνει.

Ας ϑέσουµε ένα ακόµα ϑεµελιώδες ερώτηµα. Αν οι νόµοι του Newton ισχύουν µόνο σε αδ-
ϱανειακά συστήµατα αναφοράς, τότε πως ανιχνεύουµε τα αδρανειακά συστήµατα; Ο Newton συνει-
δητοποίησε ότι αυτό είναι ένα ϑεµελιώδες ερώτηµα και επιχείρησε να το απαντήσει µε ένα ιδιοφυές
πείραµα σκέψης, το περίφηµο πείραµα µε τον κουβά..

"Γεµίστε ένα κουβά µε νερό, πιάστε τον από το χερούλι και περιστρέψτε τον πάνω από το κεφάλι
σας. Αν το κάνετε σωστά ϑα παραµείνετε στεγνοί. Μια µυστηριώδης δύναµη µοιάζει να κρατάει το
νερό µέσα στον αναποδογυρισµένο κουβά. Οι επιστήµονες είναι ακόµη αβέβαιοι για την προέλευση
αυτής της δύναµης”. Η δύναµη αυτή ονοµάζεται ϕυγόκεντρος, και µε αυτά τα λόγια ο Paul Davis
περιγράφει το νοητικό πείραµα του Newton µε τον κουβά. Ο Newton πίστευε πως η αδράνεια είναι
εγγενής ιδιότητα της ύλης κι εκδηλώνεται όποτε η ύλη επιταχύνεται, σχετικά µε τον απόλυτο χώρο.
Μπορούµε να σκεφτούµε τον χώρο γύρω από το επιταχυνόµενο σώµα σαν να αντιδράει ώστε να
παράγει αδρανειακές δυνάµεις (π.χ. τη ϕυγόκεντρη δύναµη του παραπάνω παραδείγµατος). Ο
Newton περιέγραψε το νοητικό του πείραµα ως εξής: ΄Εστω ένας κουβάς µε νερό κρεµασµένος από
ένα µακρύ σκοινί. Περιστρέφουµε τον κουβά έτσι ώστε το σκοινί να τυλιχτεί γερά. ΄Υστερα, αφού
αφήσουµε τον κουβά, το σκοινί ξετυλίγεται στην αντίθετη ϕορά.

(1) Η επιφάνεια του νερού στην αρχή ϑα είναι επίπεδη, όπως όταν ο κουβάς ήταν ακίνητος.
(2) Καθώς αυτός µεταδίδει σιγά σιγά την κίνησή του στο νερό, µέσω ϕαινοµένων τριβής, ϑα το

κάνει να περιστρέφεται αισϑητά, και να ανεβαίνει προς τα τοιχώµατά του, αποκτώντας έτσι
µια κοίλη επιφάνεια, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα (1.2.1). Αυτή η συµπεριφορά του νερού
δείχνει την τάση του να αποµακρύνεται από τον άξονα περιστροφής και δεν εξαρτάται από
την σχετική κίνησή του ως προς άλλα σώµατα.
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(3) Σταδιακά, ο κουβάς ϑα επιβραδύνει και ϑα σταµατήσει, αλλά το νερό ϑα συνεχίσει να
περιστρέφεται για ένα διάστηµα, µε την επιφάνειά του να παραµένει κοίλη.

(4) Τελικά, το νερό ϑα επιστρέψει στην ακίνητη, επίπεδη κατάστασή του.

Figure 1.2.1. Ο κουβάς και το νερό σε απόλυτη περιστροφή.

Η εξήγηση του Newton ήταν ότι η καµπυλότητα της επιφάνειας του νερού προκύπτει από
ϕυγοκεντρικά ϕαινόµενα εξαιτίας της περιστροφής του νερού σε σχέση µε τον απόλυτο χώρο.
Αυτή η καµπυλότητα δεν συνδέεται µε τοπικές ϑεωρήσεις, όπως για παράδειγµα την περιστροφή
του κουβά..

Αυτή η έννοια του απόλυτου χώρου αµφισβητήθηκε τόσο από τον “µεγάλο αντίπαλο” και
σύγχρονο του Newton, Leibnitz, όσο και από τους µεταγενέστερους Berkeley και Mach. Ο τελευ-
ταίος, διατύπωσε την αρχή του Mach, παρότι η ονοµασία δόθηκε από τον Einstein, το 1918. Σε
ό,τι αφορά το νοητικό πείραµα του Newton µε το κουβά, ο Mach αντέτεινε πως ο κουβάς ϑα πρέπει
να περιστρέφεται σε σχέση µε κάτι αλλιώς πώς ϑα µπορούσε κάποιος να πει ότι περιστρέφεται;
Σύµφωνα µε τα δικά του λόγια:

“Η συµπεριφορά των υλικών σωµάτων σε σχέση µε τη Γη ανάγεται στη συµπεριφορά της Γης σε
σχέση µε τα ουράνια σώµατα. Αν λέγαµε ότι µπορούµε να ερµηνεύσουµε καλύτερα τη συµπεριφορά
τους µε διαφορετικό τρόπο, ϑα κάναµε λάθος. ΄Οταν, εποµένως, λέµε ότι ένα σώµα διατηρεί
αναλλοίωτη την κατεύθυνση και την ταχύτητά του στο χώρο, η ϑεώρησή µας είναι λίγο - πολύ µια
αναφορά σε ολόκληρο το Σύµπαν. Αυτή η ϑεώρηση δείχνει ότι δεν είναι απαραίτητο ο νόµος της
αδράνειας να αναφέρεται σε έναν απόλυτο χώρο.”

Αυτό δηλαδή που πρότεινε ο Mach είναι ότι τα µακρινά αστέρια ϑα είναι και υπαίτια για την
επιτάχυνση ενός σώµατος που κινείται σε σχέση µε αυτά. Εξού και η αρχή του Mach: “Η µάζα εκεί
προκαλεί την αδράνεια εδώ”.

Ο Einstein έδωσε ιδιαίτερη ϐαρύτητα στις απόψεις του Mach περί σχετικότητας της κίνησης (η
ειδική ϑεωρία της σχετικότητας ϑεωρείται εφαρµογή της αρχής του Mach). Μάλιστα, σ’ ένα γράµµα
του προς τον Mach, του είπε τα εξής:
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"Φαίνεται ότι η αδράνεια οφείλεται σ’ ένα είδος αλληλεπίδρασης µεταξύ σωµάτων, σύµφωνα µε
τις σκέψεις σας πάνω στο πείραµα του Newton µε τον κουβά... Αν κάποιος ϑέσει σε περιστροφή ένα
ϐαρύ κέλυφος ύλης σχετικά µε τα ακίνητα άστρα γύρω από έναν άξονα που περνάει από το κέντρο
του, µία δύναµη Coriolis ϑα αναπτυχτεί στο εσωτερικό του κέλυφους.".

Η προηγούµενη διαπίστωση του Einstein είναι γνωστή ως το ϕαινόµενο των Lense-Thirring
(Lense-Thirring effect). Προβλέπει ότι η περιστροφή ενός κέλυφους (σϕαιρική κατασκευή) ϑα
συµπαρασύρει στην κίνησή του ένα αντικείµενο τοποθετηµένο µέσα στο κέλυφος (χωρίς να εφάπτον-
ται µεταξύ τους τα δύο αντικείµενα). Με άλλα λόγια, η περιστροφή ϑα προκαλέσει µια µετατόπιση
του συστήµατος αναφοράς του κέλυφους σε σχέση µε το υπόβαθρο, (τα αστέρια ή το έδαφος) εξ ου
και η εναλλακτική ονοµασία του ϕαινοµένου “frame- drugging effect”.

Το ϕαινόµενο των Lense-Thirring µένει να επαληθευτεί, αφού οι µετρήσιµες επιπτώσεις του
είναι ανεπαίσϑητες. Επίσης, σε όλη την προηγούµενη συζήτηση ϑεωρήσαµε ότι η αλληλεπίδραση
των αντικειµένων µε τα “µακρινά αστέρια” γίνεται ακαριαία. Πώς προλαβαίνει η δράση µακρινών
αντικειµένων να προκαλέσει την αδράνεια των σωµάτων την ίδια χρονική στιγµή; ΄Ισως τελικά η
εξήγηση να έρχεται όχι από τα µακρινά αστέρια, αλλά από τα αθέατα σωµατίδια που υπάρχουν
µέσα στον κοντινό µας ελεύθερο χώρο, και τα οποία ϑα µπορούσαν να αφήσουν µετρήσιµα χνάρια.
Τη δεκαετία του 1970, ο Unruh, διαπίστωσε πως ένας επιταχυνόµενος παρατηρητής µέσα στον από-
λυτο χώρο (κβαντικό κενό) ϑα αντιληφθεί να κατακλύζεται από ένα λουτρό ϑερµικής ακτινοβολίας,
δηµιουργούµενη από το πλήθος των σωµατιδίων που κατοικούν εκεί (ένα ϕαινόµενο ανάλογο µε
τον αέρα που µας “χτυπάει” καθώς κινούµαστε µε το αυτοκίνητο).

Στη συνέχεια, ο Haisch µαζί µε τους Puthoff και Rueda, χρησιµοποίησαν την ιδέα του “κβαν-
τικού αφρού” που διαπερνά όλο το χώρο ώστε να εξηγήσουν την προέλευση της αδράνειας. Μάλιστα,
υπολόγισαν το αποτέλεσµα για την περίπτωση ενός ηλεκτρικά ϕορτισµένου σώµατος και διαπίστ-
ωσαν ότι πάνω στο σώµα, καθώς αυτό κινείται, ασκείται µια δύναµη αντίστασης ανάλογη µε την
επιτάχυνσή του, όπου, προφανώς, ο συντελεστής αναλογίας ϑα είναι η µάζα του σώµατος.

Αν ο παραπάνω ισχυρισµός είναι ακριβής, τότε έχουµε µια σαφή περιγραφή της αδράνειας
και του πώς η µάζα αποδίδεται στα σώµατα, όχι εξ αποστάσεως, αλλά χάρη στο γειτονικό τους
περιβάλλον. Πράγµατι, ακόµη κι αν το κβαντικό κενό δεν υφίσταται ή αν δεν έχει τόση σηµασία
σε σχέση µε την αδράνεια των σωµάτων, και πάλι τα ϐαρυτικά πεδία µε τα οποία αλληλεπιδρά
ένα σώµα ϐρίσκονται στην περιοχή του σώµατος, αλλιώς αυτό δεν µπορεί να αλληλεπιδράσει µαζί
τους. Σε κάθε περίπτωση πάντως, ϑα πρέπει να έχουµε υπόψη µας το εξής: αυτό που εµείς
παρατηρούµε και κατανοούµε για τον κόσµο δεν ταυτίζεται απαραίτητα µε αυτό που παρατηρεί και
αντιλαµβάνεται κάποιος άλλος. Αν εµείς, λόγου χάρη, περιστρεφόµαστε κάτω από τον νυχτερινό
ουρανό και ϐλέπουµε τ’ αστέρια να περιστρέφονται, αυτό δεν σηµαίνει ότι και κάποιος άλλος που
δεν χορεύει ϐλέπει τα αστέρια να περιστρέφονται!
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Φαίνεται ότι ήταν πρώτος ο Descartes (1596-1650) εκείνος που εισήγαγε στην επιστήµη την
έννοια ενός υλικού που διαπερνά τα πάντα, του αιθέρα, και αποτελεί τον ϕορέα όλων των µέχρι
τότε ακατανόητων αλληλεπιδράσεων. Τα σώµατα που ϐρίσκονται σε επαφή µπορούν να αλλη-
λεπιδρούν το ένα µε το άλλο, αλλά απαιτούνταν ο αιθέρας (σήµερα το αποκαλούµε πεδίο!) να είναι
το ενδιαµέσο της σελήνης και την παλίρροιας, για παράδειγµα.

Στη συνέχεια ο Newton έπαιξε µε την ιδέα ενός αιθέρα µε περίεργες ελαστικές ιδιότητες,
προκειµένου να “ερµηνεύσει” τη ϐαρύτητα. Στους σύγχρονούς του, όπως ο Hooke και ο Hoyghens,
η ϐασική λειτουργία του αιθέρα ήταν να µεταφέρει την ακτινοβολία. Ο ϕωτοφόρος αιθέρας τους
εξελίχθηκε στον ακρογωνιαίο λίθος της ϑεωρίας του Maxwell.

Η µεγάλη επιτυχία της ϑεωρίας του Maxwell από το 1860 περίπου, έκανε τον αιθέρα κεντρικό
αντικείµενο µελέτης και συζητήσεων της ϕυσικής του 19ου αιώνα. Υπήρχε µεγάλη πίεση στους
πειραµατικούς να τον ανιχνεύσουν άµεσα. Συγκεκριµένα, έγιναν προσπάθειες να καθοριστεί η
ταχύτητα της περιστρεφόµενης Γης µέσω του αιθέρα, µετρώντας τον “άνεµο του αιθέρα” ή την
“αιθερική µετατόπιση” στο εργαστήριο. Το καλύτερο από όλα αυτά τα πειράµατα ήταν αυτό των
Michelson - Morley το 1887.

Το 1881 ο Albert Michelson πραγµατοποίησε ένα πείραµα (που το ϐελτίωσε αργότερα µε τον
Morley) για να δει πόσο γρήγορα κινούνταν το εργαστήριό του ως προς τον αιθέρα. Η ϐασική ιδέα
ήταν ότι η ταχύτητα (και εποµένως ο χρόνος) διάνυσης ενός οπτικού δρόµου σε ένα συµβολόµετρο
έπρεπε να εξαρτάται από τον προσανατολισµό του δρόµου ως προς τη ϱοή του αιθέρα. ΄Οταν το
πείραµα πραγµατοποιήθηκε για πρώτη ϕορά, καµιά ϱοή αιθέρα δεν ανιχνεύτηκε. Φυσικά, αυτό ϑα
µπορούσε να σηµαίνει απλώς ότι το εργαστήριο ήταν προς στιγµήν και κατά σύµπτωση σε ηρεµία
ως προς τον αιθέρα. Η λύση ήταν να περιµένουν έξι µήνες, οπότε η Γη ϑα διένυε το αντιδιαµετρικό
σηµείο της τροχιάς της µε µια εύκολα παρατηρήσιµη ταχύτητα -έως και 60 km/sec- ως προς τον
αιθέρα, που και πάλι όµως δεν ανιχνεύτηκε. Με το πέρασµα των χρόνων ϐελτιωµένες τεχνικές
έχουν οδηγήσει στο άνω όριο των 5 cm/sec για την ενδεχόµενη ταχύτητα της αιθερικής ϱοής, και
έχει γίνει γενικά αποδεκτό ότι η αιθερική ϱοή δεν υφίσταται.

΄Ολες οι προσπάθειες να παρατηρηθεί η παρουσία κάποιου αιθέρα έχουν αποτύχει. Επιπλέον,
“η ταχύτητα του ϕωτός πρέπει να είναι η ίδια, σε οποιαδήποτε κατεύθυνση, για οποιονδήποτε
παρατηρητή, οποιαδήποτε και αν είναι η σχετική κίνηση δύο παρατηρητών”.

Τέλος, όλες οι ταχύτητες είναι σχετικές, γεγονός που εναρµονίζεται µε το πνεύµα του Newton
και του Γαλιλαίου.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΕΙ∆ΙΚΗ ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑ

Η Ειδική Σχετικότητα (ΕΣ) είναι ένα παράδειγµα ϕυσικής ϑεωρίας η οποία είναι µαθηµατικό
µοντέλο. Αυτοί που την εισήγαγαν πείστηκαν για τις µεγάλες δυνατότητές της από την αρχική της
πολύ καλή ερµηνεία του πραγµατικού κόσµου και την κοµψότητά της. Το µεγαλύτερο µέρος της
ανάπτυξής της προέκυψε περισσότερο από µαθηµατικά παρά από εργαστήριο. Κι όµως, παρήχθη-
σαν πολύ σηµαντικές προβλέψεις (διαστολή χρόνου, E = mc2, κλπ) οι οποίες µε την πάροδο του
εικοστού αιώνα επικυρώθηκαν µία προς µία.

Η Ειδική Σχετικότητα ϐασίζεται στην έννοια των αδρανειακών συστηµάτων αναφοράς, όπως και
η νευτώνεια µηχανική. Η γεωµετρία σε κάθε αδρανειακό σύστηµα αναφοράς ειναι Ευκλείδεια και
ισχύει ο πρώτος Νόµος του Newton: η ϐαρύτητα ϑεωρείται ότι είναι απούσα στην ΕΣ. Ας ϕαν-
ταστούµε πολλά τέτοια συστήµατα µε όλους τους δυνατούς προσανατολισµούς των αξόνων τους
και κινούµενα µε σταθερές ταχύτητες (αλλά χωρίς περιστροφή) σχετικά το ένα µε το άλλο (µε
περιορισµό, όλες οι σχετικές ταχύτητες µεταξύ των συστηµάτων να είναι µικρότερες του c). Στη
Νευτώνεια ϑεωρία όλα τα συστήµατα “µοιράζονται” έναν καθολικό (απόλυτο) χρόνο και συνδέονται
µέσω των µετασχηµατισµών του Γαλιλαίου. Η κρίσιµη µαθηµατική ανακάλυψη που κατέστησε την
ΕΣ δυνατή ήταν ότι αν κάποιος είναι διατεθειµένος να ξεχάσει την έννοια του απόλυτου χρόνου
(όπως ο Einstein!) τότε προκύπτει ένα ολοκαίνουριο σύνολο µετασχηµατισµών, που επιτρέπουν
την Ευκλείδια γεωµετρία και τον πρώτο Νόµο του Newton σε όλα τα συστήµατα αναφοράς και
ταυτόχρονα ικανοποιούν την αρχή της σχετικότητας. Αυτοί είναι οι µετασχηµατισµοί Lorentz. Η
παραπάνω τρισδιάστατη εικόνα των συστηµάτων αναφοράς, έλαβε µια καινούρια ερµηνεία από τον
µαθηµατικό Minkowski περί το 1907. Σύµφωνα µε αυτόν, η “ταινία” του Σύµπαντος έχει διαιρεθεί
στα ξεχωριστά καρέ της και αυτά έχουν τοποθετηθεί το ένα πάνω στο άλλο, για να αποτελέσουν
τον τετραδιάστατο χωρόχρονο, τα σηµεία του οποίου ονοµάζονται γεγονότα. ΄Οσο πιο ψηλά ϐρίσκό-
µαστε στη στοίβα, τόσο αργότερα ϐρισκόµαστε στο χρόνο. Η ΕΣ, λοιπόν, είναι η ϑεωρία χώρου
και χρόνου σε ένα κόσµο που αποτελείται από συστήµατα αναφοράς σχετισµένα µεταξύ τους µε
µετασχηµατισµούς Lorentz.

2.1. ΝΕΥΤΩΝΕΙΟ ΠΛΑΙΣΙΟ

΄Ενα γεγονός διαισθητικά σηµαίνει κάτι που συµβαίνει σε µια επαρκώς µικρή περιοχή του χώρου
για ένα µικρό χρονικό διάστηµα. Μαθηµατικά, εξειδανικεύουµε αυτή την έννοια, ϑεωρώντας τη
ένα σηµείο του χώρου και µία στιγµή του χρόνου. Οτιδήποτε συµβαίνει στο Σύµπαν είναι ένα
γεγονός ή µια συλλογή γεγονότων. Ας ϑεωρήσουµε, για παράδειγµα, ένα τρένο που ταξιδεύει από
ένα σταθµό P σε ένα σταθµό R και αναχωρεί στις 10:00 και ϕτάνει στις 11:00. Μπορούµε να το

22
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Figure 2.1.1. Τρένο που ταξιδευει σε ευθεία γραµµή.

Figure 2.1.2. Χωροχρονικό διάγραµµα του pointer του τρένου.

απεικονίσουµε µε τον ακόλουθο τρόπο: αν υποθέσουµε, για απλοποίηση, ότι το τρένο ταξιδεύει σε
ευθεία γραµµή (Σχήµα (2.1.1)), τότε µπορούµε να απεικονίσουµε την κίνηση µε ένα χωροχρονικό
διάγραµµα (space-time diagram, Σχήµα (2.1.2)) στο οποίο σχεδιάζουµε τη ϑέση ενός καθορισµέ-
νου σηµείου του τρένου (pointer), ως προς το χρόνο. Η καµπύλη ονοµάζεται ιστορία ή κοσµική

γραµµή του σηµείου. Θα ονοµάσουµε παρατηρητές εκείνους που είναι εφοδιασµένοι µε ένα ϱολόι
και ένα χάρακα. Αναµένουµε ένα ϱολόι σε ένα διέρχοµενο σταθµό του τρένου, να συµφωνεί µε
την ένδειξη του δικού µας ϱολογιού. ΄Ενα από τα ϐασικά σηµεία του νευτώνειου πλαισίου είναι ότι
δύο παρατηρητές, έχοντας συγχρονίσει τα ϱολόγια τους, πάντα συµφωνούν ως προς το χρόνο ενός
γεγονότος, ανεξάρτητα από τη σχετική τους κίνηση. Αυτό υπονοεί ότι για όλους τους παρατηρητές
ο χρόνος είναι µια απόλυτη έννοια. Προκειµένου να ορίσει ένα γεγονός στο χώρο, ο παρατηρητής
µπορεί να επιλέξει µια ϐολική αρχή στο χώρο µαζί µε ένα σύστηµα τριών Καρτεσιανών αξόνων.
Θα αναφερόµαστε στο ϱολόι, το χάρακα και τους άξονες του παρατηρητή ως το σύστηµα αναφοράς

(Σχήµα (2.1.3)).

2.2. Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΕΙ∆ΙΚΗΣ ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

Το αρνητικό αποτέλεσµα του πειράµατος των Michelson και Morley σχετικά µε την κίνηση της
Γης µέσα σε έναν αιθέρα, όπως επίσης και τα άλλα αποτελέσµατα που αναπτύχθηκαν, µπορούν να
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Figure 2.1.3. Σύστηµα αναφοράς του παρατηρητή.

γίνουν κατανοητά µόνο όταν κάνουµε µια επαναστατική αλλαγή στον τρόπο που σκεφτόµαστε. Η
νέα αρχή που χρειαζόµαστε είναι απλή και ξεκάθαρη:

Η ταχύτητα της διάδοσης του ϕωτός (στο κενό) είναι ανεξάρτητη από την κίνηση της ϕωτεινής

πηγής ή του δέκτη.

Αυτό σηµαίνει ότι η ταχύτητα του ϕωτός είναι η ίδια για όλα τα συστήµατα αναφοράς που
κινούνται µε οµοιόµορφη κίνηση σε σχέση µε την πηγή. Σε αυτή τη νέα παραδοχή πρέπει να
προστεθεί µια παλαιότερη:

Ο χώρος είναι ισότροπος και οµοιόµορφος. Οι ϑεµελιώδεις νόµοι της Φυσικής είναι ίδιοι για δύο

οποιουσδήποτε παρατηρητές που ϐρίσκονται σε οµοιόµορφη σχετική κίνηση.

΄Ολες οι τεράστιες συνέπειες της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικότητας ξεκινούν από αυτές τις
παραδοχές.

Τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα ή τα ϕωτόνια, δεν είναι τα µόνα που έχουν ταχύτητα ανεξάρτητη
από την κίνηση της πηγής. Οι ϕυσικοί πιστεύουν, και διαθέτουν γι’ αυτό σοβαρά στοιχεία, ότι
υπάρχουν και άλλα σωµατίδια, ειδικότερα το νετρίνο και το αντινετρίνο, που έχουν ταχύτητες ίσες µε
την ταχύτητα c. Εδώ όµως ϑα ασχοληθούµε µε ϕωτόνια, γιατί είναι πιο εύκολο να πειραµατιζόµαστε
µε αυτά.. Ας ϑεωρήσουµε πρώτα ένα ϕωτεινό κύµα, από µια σηµειακή πηγή. Το µέτωπο κύµατος
(η ισοφασική επιφάνεια) ϑα είναι µια σϕαίρα αν η παρατήρηση γίνεται από το σύστηµα αναφοράς
στο οποίο η πηγή είναι ακίνητη. Σύµφωνα ωστόσο µε τη νέα µας αρχή, το µέτωπο κύµατος ϑα
είναι ξανά µια σϕαίρα, όταν το ϐλέπουµε από ένα άλλο σύστηµα αναφοράς που ϐρίσκεται σε
οµοιόµορφη κίνηση σε σχέση µε την πηγή. Αλλιώς ϑα µπορούσαµε να διαπιστώσουµε, από το
σχήµα του µετώπου του κύµατος, ότι η πηγή κινείται. Η ϑεµελιώδης παραδοχή ότι η ταχύτητα του
ϕωτός είναι ανεξάρτητη από την κίνηση της πηγής, µας αποκλείει τη δυνατότητα να κρίνουµε από
το σχήµα του µετώπου του κύµατος αν η πηγή ϐρίσκεται σε οµαλή κίνηση ή όχι.

2.3. ΤΟ ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ MINKOWSKI
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Figure 2.3.1. Το διάγραµµα Minkowski.

Το διάγραµµα Minkowski είναι ένα σχεδιάγραµµα των γεγονότων που παρατηρούνται από έναν
αδρανειακό παρατηρήτή Α1. ΄Οντας τετραδιάστατο, είναι δύσκολο να σχεδιαστεί, και ϑα πρέπει να
αρκεστούµε σε µερικές (ατελείς) αναπαραστάσεις του. Πάντως, ακόµη και τα µερικά διαγράµµατα
(συνήθως προβολές στις 2 διαστάσεις) µας ϐοηθούν πραγµατικά. Για παράδειγµα, ας ϑεωρήσουµε
µόνο εκείνα τα αντικείµενα που σε όλους τους χρόνους παραµένουν πάνω σε µια σταθερή ευθεία
που διέρχεται απο τον Α, δηλαδή κινούνται µόνο ακτινικά προς ή από τον Α, κατά µήκος π.χ. του
άξονα x. Η πορεία των γεγονότων αποδίδεται τότε εύκολα σε ένα σχεδιάγραµµα µε άξονες x και t.
΄Ενα παράδειγµα δείχνεται στο Σχήµα (2.3.1). Η κίνηση του αντικειµένου Ρ παριστάνεται από την
κοσµική γραµµή του Ρ. Οι κοσµικές γραµµές των ϱαδιοπαλµών είναι οι ευθείες x ± ct = const, και
η κοσµική γραµµή του παρατηρητή Α είναι ο άξονας t (x = 0).

2.4. ∆ΙΑΣΤΗΜΑ

Ας αναρωτηθούµε για το πώς δύο παρατηρητές εποπτεύουν το κοινό τους περιβάλλον. Ας υπ-
οθέσουµε ότι δύο αδρανειακοί παρατηρητές, οι Α και Β, παρατηρούν το ίδιο γεγονός Ρ (Σχήµα
2.4.1), ενώ Ο είναι το γεγονός της σύµπτωσης των αρχών των χωροχρονικών συντεταγµένων τους.
Μπορούµε να ϕανταστούµε τον Α να εκπέµπει έναν παλµό ϱαντάρ στον (δικό του) χρόνο Τ1. Στη
συνέχεια ο παλµός αυτός προσπερνάει τον Β (στον δικό του χρόνο Τ2), ανακλάται στο Ρ, παρατηρεί-
ται ξανά από τον Β (Τ3), και τελικά επιστρέφει πίσω στον Α (Τ4). Ο παρατηρητής Α χρησιµοποιεί
τους τύπους ϱαδιοεντοπισµού x = c(T2 − T1)/2 και t = (T2 + T1)/2 για να υπολογίσει τις δικές του
συντεταγµένες για το γεγονός της ανάκλασης στο Ρ, ενώ το ίδιο κάνει και ο Β, οπότε:

1΄Ενας αδρανειακός παρατηρητής είναι ένας παρατηρητής σε ελεύθερη πτώση και µη περιστρεφόµενος.
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Figure 2.4.1. ΄Ενα γεγονός P όπως το ϐλέπουν δύο αδρανειακοι παρατηρητές Α, Β.

xA = c(T4 − T1)/2 (2.4.1)

xB = c(T3 − T2)/2 (2.4.2)

tA = (T4 + T1)/2 (2.4.3)

tB = (T3 + T2)/2 (2.4.4)

΄Εχει σηµασία να αναγνωρίσουµε ότι δεν συντρέχει κανένας λόγος ο προσδιορισµός συντεταγ-
µένων (ενός γεγονότος) που κάνει ο Α, να συµπίπτει µε τον αντίστοιχο προσδιορισµό που κάνει ο
Β..

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις παραπάνω εξισώσεις για να απαλείψουµε τις µεταβλητές
Τ1, Τ2, Τ3, Τ4. ΄Ετσι οδηγούµαστε στη σχέση:

c2t2A − x
2
A = c2t2B − x

2
B (2.4.5)

Πρόκειται για µία όντως αξιοσηµείωτη σχέση. Το αριστερό της µέλος δεν αναφέρεται καθόλου
στο παρατηρητή Β, και το δεξί µέλος καθόλου στον Α. Η σχετική ταχύτητα των δύο παρατηρητών
δεν εµφανίζεται καθόλου. Αυτό µας υποχρεώνει να συµπεράνουµε ότι η έκφραση:

c2t2 − x2 ≡ s2 (2.4.6)
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έχει την ίδια τιµή για κάθε αδρανειακό παρατηρητή του οποίου η κοσµική γραµµή περνάει
από το γεγονός Ο. Πρόκειται λοιπόν για µια πολύ σηµαντική ποσότητα, αφού είναι κάτι για το
οποίο όλοι αυτοί οι παρατηρητές συµφωνούν: το s είναι το (χωροχρονικό) διάστηµα ανάµεσα στα
γεγονότα Ο και Ρ.

Το διάστηµα s µπορεί να είναι πραγµατικό, µηδέν ή καθαρά ϕανταστικό, ανάλογα µε το
πρόσηµο του αριστερού µέλους. ΄Οταν είναι πραγµατικό, υπάρχει ένας αδρανειακός παρατηρητής
C του οποίου η κοσµική γραµµή περνάει και από τα δύο γεγονότα Ο και Ρ. Τότε όµως, xc = 0
και s = ctc, κι έτσι το s/c είναι το χρονικό διάστηµα που µεσολαβεί µεταξύ των γεγονότων Ο και
Ρ, όπως αυτό µετριέται από το ϱολόι του C. Βρήκαµε λοιπόν µια απλή παρατηρησιακή ερµηνεία
για το πραγµατικό διάστηµα. Πρόκειται για την εφαρµογή µιας γενικής αρχής, που ισχύει παντού
στην καθιερωµένη ϑεωρία της σχετικότητας:

το διάστηµα κατά µήκος µιας κοσµικής γραµµής µετριέται απευθείας από το ϱολόι που την έχει

ως κοσµική γραµµή του.
Αυτή η ερµηνεία του του διαστήµατος ως ιδιοχρόνου (όπως αποκαλείται) του κινούµενου ϱολο-

γιού είναι ϑεµελιώδης. Στη συνέχεια οι κοσµικές γραµµές ϑα περιγράφονται συχνά από την
παραµετρική τους αναπαράσταση µε παράµετρο τον ιδιοχρόνο τ. Οι τέσσερις συντεταγµένες ενός
τυπικού γεγονότος πάνω στην κοσµική γραµµή ϑα δίνονται ως τέσσερις κατάλληλες συναρτήσεις
του τ.

Ο ιδιόχρονος (propertime) είναι κάτι το ίδιον της κοσµικής γραµµής που εξετάζουµε, µια
ιδιότητα του παρατηρητή που ακολουθεί τη συγκεκριµένη κοσµική γραµµή.

Πολύ πιο γενικά, µπορούµε να ϑεωρήσουµε το διάστηµα ανάµεσα σε δύο οποιαδήποτε γεγονότα
Ρ1 και Ρ2 στον πλήρη (1+3)διάστατο χωρόχρονο Minkowski. Υποθέστε ότι κάποιος αδρανειακός
παρατηρητής υπολογίζει τους χρόνους και τις ϑέσεις δύο γεγονότων: (t1, x1, y1, z1) και (t2, x2, y2, z2).
Τότε µπορεί να δειχθεί ότι η έκφραση:

s2 = c2(t1 − t2)2 − (x1 − x2)2 − (y1 − y2)2 − (z1 − z2)2 (2.4.7)

παίρνει την ίδια τιµή, όποιος και αν είναι ο αδρανειακός παρατηρητής που την υπολογίζει,
και συνεπώς αναφέρεται στα δύο γεγονότα αυτά καθεαυτά: το s είναι το διάστηµα ανάµεσα στα
γεγονότα.

2.5. ΧΩΡΟΧΡΟΝΟΣ

Το διάγραµµα Minkowski το εισαγάγαµε αρχικά απλώς ως ένα σχεδιάγραµµα γεγονότων στον
χώρο και στον χρόνο: όντας διαστατικά διαφορετικοί, ο χώρος και ο χρόνος δεν αναµενόταν να
αναµιχθούν. Ωστόσο, στην έκφραση (2.4.7) όντως αναµιγνύονται, και η ταχύτητα του ϕωτός c
παίζει τον ϱόλο ενός παράγοντα µετατροπής που συνδέει τις µονάδες µήκους και χρόνου.

Οι συνέπειες είναι εκτενέστατες. Το διάγραµµα δεν είναι πια µια απλή γραφική αναπαράσταση.
Είναι µια τετραδιάστατη δοµή που έχει αποκτήσει µια µετρική (όπως ονοµάζεται), συναρµοσµένη
από αυτό το δίκτυο διαστηµάτων ανάµεσα σε Ϲεύγη γεγονότων. Προς το παρόν ο χωρόχρονος της
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Ειδικής Σχετικότητας είναι επίπεδος, αλλά η καινούργια δοµή ενέχει τη δυνατότητα εισαγωγής της
καµπυλότητας, κάτι που ϐρίσκεται στη ϐάση της ϑεωρίας του Einstein για τη ϐαρύτητα.

Συνηθίζεται να γράφουµε τη µετρική σε διαφορετική µορφή, αναφερόµενοι σ ένα Ϲεύγος γειτονικών
γεγονότων των οποίων οι συντεταγµένες διαφέρουν κατά µικρά dt, dx, dy, dz. Το διάστηµα ds
ανάµεσα σ ένα τέτοιο Ϲεύγος δίνεται από την έκφραση:

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 (2.5.1)

2.6. Ο ΚΩΝΟΣ ΦΩΤΟΣ

Θεωρούµε ένα τυχαίο γεγονός Ρ. Ο κώνος ϕωτός (ή µηδενικός κώνος) στο Ρ είναι η τρισδιάστατη
συλλογή όλων των γεγονότων Q για τα οποία το διάστηµα s(P, Q) είναι µηδέν. Η εξίσωση αυτής
της υπερεπιφάνειας (όταν το Ρ ληφθεί ως αρχή των συντεταγµένων) είναι:

c2t2 − x2 − y2 − z2 = 0 (2.6.1)

(Το Σχήµα (2.6.1) δείχνει την τοµή της πλήρους επιφάνειας που προκύπτει ϑέτοντας z = 0, και
επαρκεί για να κάνει πρόδηλα τα κύρια χαρακτηριστικά της.) Ο κώνος ϕωτός διαιρεί τον υπόλοιπο
χωρόχρονο σε τρεις περιοχές:

(1) Το µέλλον του Ρ - όλα εκείνα τα γεγονότα Q για τα οποία το s(P, Q) είναι πραγµατικό, και
t(Q) > 0.

(2) Το παρελθόν του Ρ - τα γεγονότα Q για τα οποία το s(P, Q) είναι πραγµατικό, και t(Q) < 0.
(3) Το αλλού του Ρ - γεγονότα Q για τα οποία το s(P, Q) είναι ϕανταστικό.

Ο ίδιος ο κώνος έχει ένα µελλοντικό και ένα παρελθοντικό τµήµα.
Η δοµή του κώνου ϕωτός έχει σηµαντικές συνέπειες για την αιτιότητα. Εφόσον η ταχύτητα c

ϕαίνεται να αποτελεί ένα ανώτατο όριο ταχύτητας µε την οποία µπορούν να διαδοθούν επιδράσεις,
καµιά κοσµική γραµµή που περνάει από το Ρ δεν µπορεί ποτέ να ϐρεθεί στο αλλού του Ρ. Συνεπώς,
ϕαινόµενα στο Ρ δεν µπορούν να επηρεάσουν ϕαινόµενα στο Q εκτός και αν το Q ϐρίσκεται στο
µέλλον του Ρ (ή τουλάχιστον στο µελλοντικό τµήµα του κώνου ϕωτός στο Ρ). Οµοίως, εάν το Q
πρόκειται να επηρεάσει το Ρ µε οποιονδήποτε τρόπο, ϑα πρέπει να ϐρίσκεται στο παρελθόν του Ρ.

2.7. ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ LORENTZ

Η Αρχή της Ειδικής Σχετικότητας, υποστηρίζει ότι οι νόµοι της ϕύσης είναι αναλλοίωτοι υπό
µια συγκεκριµένη οµάδα µετασχηµατισµών που ονοµάζονται µετασχηµατισµοί Lorentz. Για να
τους εξάγουµε ϑα διερευνήσουµε τη σύνδεση µεταξύ διαφορετικών αδρανειακών συστηµάτων. Τα
συµπεράσµατα που ϑα εξαχθούν σε αυτή την παράγραφο ϐασίζονται σε τρία αξιώµατα:

(1) ΄Ενα ελεύθερο σωµατίδιο που κινείται χωρίς να του ασκούνται δυνάµεις έχει σταθερή
ταχύτητα σε κάθε αδρανειακό σύστηµα αναφοράς.

(2) Η ταχύτητα του ϕωτός σχετικά µε οποιοδήποτε αδρανειακό σύστηµα αναφοράς είναι ίση
µε c ως προς οποιαδήποτε κατεύθυνση.

(3) Η γεωµετρία του χώρου είναι Ευκλείδεια σε κάθε αδρανειακό σύστηµα αναφοράς.
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Figure 2.6.1. Ο κώνος ϕωτός ενός γεγονότος P.

Το στοιχείο γραµµής καθορίζει τη γεωµετρία του χωροχρόνου της ΕΣ σε όρους τεσσάρων ορ-
ϑογώνιων συντεταγµένων (t, x, y, z) ορίζοντας ένα αδρανειακό σύστηµα. Η αρχή της σχετικότη-
τας υπονοεί ότι το στοιχείο γραµµής πρέπει να παίρνει την ίδια µορφή για τις ορθογώνιες συντε-
ταγµένες (t′, x ′, y′, z′) οποιουδήποτε άλλου συστήµατος. Οι νόµοι µετασχηµατισµού που
συνδέουν τα δύο συστήµατα πρέπει, λοιπόν, να διατηρούν τη µορφή:

ds2 = (cdt)2 + dx2 + dy2 + dz2 (2.7.1)

και επί της ουσίας καθορίζονται από αυτή την απαίτηση. Είναι οι µετασχηµατισµοί Lorentz.

Θα χρησιµοποιήσουµε µετασχηµατισµούς ανάλογους των περιστροφών, οι οποίοι ϑα συνδέουν
τα ct και x, ενώ ϑα αφήνουν αναλλοίωτα τα y και z. Καθώς επίσης και οι τριγωνοµετρικές συναρτή-
σεις ϑα αντικατασταθούν από υπερβολικές εξαιτίας του µη-Ευκλείδειου χαρακτήρα του χωρχρόνου.
Συγκεκριµένα:

ct′ = (coshθ) (ct) − (sinhθ) x (2.7.2)

x ′ = (−sinhθ) (ct) + (coshθ) x (2.7.3)

y′ = y (2.7.4)

z′ = z (2.7.5)
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όπου η παράµετρος θ µπορεί να πάρει τιµές από −∞ µέχρι +∞. Μπορούµε εύκολα να
επιβεβαιώσουµε ότι ο παραπάνω µετασχηµατισµός διατηρεί το στοιχείο γραµµής (2.7.1):

(ds)2 = −
(
cdt′

)2
+

(
dx ′

)2
+

(
dy′

)2
+

(
dz′

)2

= − [coshθ (cdt) − sinhθ (dx)]2

+ [−sinhθ (cdt) + coshθ (dx)]2 + (dy)2 + (dz)2

= − (cdt)2 + (dx)2 + (dy)2 + (dz)2 (2.7.6)

Το Σχήµα (2.7.1) δείχνει τις νέες συντεταγµένες (ct′, x ′) σχεδιασµένες πάνω στους αρχικούς
άξονες (ct, x). Η οµοιότητα µε την περιστροφή είναι εµφανής αλλά υπάρχουν σηµαντικές διαφορές.
΄Ενα σωµατίδιο σε κατάσταση ηρεµίας στην αρχή των αξόνων (x ′ = 0) στις συντεταγµένες (ct′, x ′)
έχει ως κοσµική γραµµή τον άξονα ct′. Σε συντεταγµένες (ct, x), αυτό το σωµατίδιο κινείται µε
σταθερή ταχύτητα κατά τον άξονα x. Η ταχύτητα υ ϐρίσκεται για x ′ = 0 από τη σχέση (2.7.3) , µε
αποτέλεσµα:

υ = ctanhθ (2.7.7)

΄Ενα σωµατίδιο σε ηρεµία, σε οποιοδήποτε άλλο σηµείο του x ′, κινείται στην κατεύθυνση x µε
την ίδια ταχύτητα στις συντεταγµένες (ct, x). Ο µετασχηµατισµός από (t, x, y, z) σε (t′, x ′, y′, z′)
είναι, λοιπόν, από ένα αδρανειακό σύστηµα σε ένα άλλο που κινείται οµοιόµορφα ως προς το πρώτο
κατά τον άξονα x µε ταχύτητα υ. Τέτοιοι µετασχηµατισµοί ονοµάζονται µετασχηµατισµοί Lorentz.

Αν χρησιµοποιήσουµε την σχέση (2.7.7) για να απαλείψουµε το θ, και µε λίγη άλγεβρα, καταλή-
γουµε στα εξής:

t′ = γ
(
t − υx/c2

)
(2.7.8)

x ′ = γ (x − υt) (2.7.9)

y′ = y (2.7.10)

z′ = y (2.7.11)

όπου χρησιµοποιήσαµε ότι:
γ =

(
1 − υ2/c2

)−1/2
(2.7.12)

ο αντίστροφος µετασχηµατισµός προκύπτει µε αλλαγή από υ σε −υ:

t = γ
(
t′ + υx ′/c2

)
(2.7.13)

x = γ
(
x ′ + υt′

)
(2.7.14)

y = y′ (2.7.15)

z = z′ (2.7.16)

΄Οταν το υ/c � 1 οι µετασχηµατισµοί Lorentz περιορίζονται στους µετασχηµατισµούς του
Γαλιλαίου.



2.7. ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ LORENTZ 31

Figure 2.7.1. Αλλαγή συντεταγµένων σε ένα χωροχρονικό διάγραµµα. Εδώ ϕαίνεται
το πλέγµα των συντεταγµένων (ct′, x ′), όπως τις ορίσαµε παραπάνω, σχεδιασµένο
στο σύστηµα συντεταγµένων (ct, x). Οι (ct′, x ′) δεν είναι ορθογώνιες στην ευκλείδεια
γεωµετρία της σελίδας, αλλά είναι ορθογώνιες στη γεωµετρία του χωροχρόνου. Οι
άξονες (ct′, x ′) πρέπει να είναι ορθογώνιοι όσο και οι (ct, x) αφού δεν υπάρχει
διαχωρισµός ανάµεσα σε δύο αδρανειακά συστήµατα.



Μέρος 2

ΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΤΗΣ ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ



 



ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Στα µοντέλα της Μαθηµατικής Φυσικής οι διάφορες ποσότητες περιγράφονται µε τη ϐοή-
ϑεια ϐαθµωτών, διανυσµατικών και τανυστικών µεταβλητών. Η τελευταία κατηγορία, οι τανυστές,
αποτελούν ουσιαστική γενίκευση των διανυσµάτων και η χρήση τους προδίδει µεγαλύτερη ευελιξία
και ακρίβεια στην ανάλυση ϕυσικών καταστάσεων. Η άλγεβρα και ο λογισµός τανυστών αποτελεί
επίσης τµήµα της διαφορικής γεωµετρίας µε εφαρµογές στην ανάλυση επιφανειών και γενικά χώρων
µε µη-Ευκλείδεια γεωµετρία. Με δεδοµένο ότι η Γενική Θεωρία της Σχετικότητας δεν αντιµετωπίζει
τη ϐαρύτητα ως δύναµη, αλλά την ερµηνεύει ως το αποτέλεσµα της µη-Ευκλείδειας γεωµετρίας του
χωροχρόνου, για τη µελέτη της είναι απαραίτητη µια εισαγωγή τανυστικής ανάλυσης. ΄Ενα επιπλέον
πλεονέκτηµα της χρήσης τανυστών στη Σχετικότητα, προέρχεται από το γεγονός ότι η µορφή των
τανυστικών εξισώσεων είναι ανεξάρτητη από το σύστηµα συντεταγµένων του παρατηρητή. Η ιδιότητα
αυτή ϐρίσκεται σε απόλυτη συµφωνία µε την αρχή της ισοδυναµίας των συστηµάτων αναφοράς της
ϑεωρίας του Einstein και απλοποιεί κατά πολύ τις τεχνικές δυσκολίες.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΒΑΘΜΩΤΑ ΜΕΓΕΘΗ, ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ ΚΑΙ ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΑ ΑΝΩΤΕΡΗΣ ΤΑΞΗΣ

΄Ενα ϐαθµωτό µέγεθος είναι µια ποσότητα που για να οριστεί (σε οποιοδήποτε σύστηµα συντε-
ταγµένων) απαιτεί µόνο έναν αριθµό. Από την άλλη, ένα διάνυσµα (που σε πρώτη ϕάση ορίζεται
ως ένα προσανατολισµένο ευθύγραµµο τµήµα) για να οριστεί χρειάζεται τρεις αριθµούς, δηλαδή
τις συνιστώσες του ως προς κάποιο σύστηµα συντεταγµένων. Βαθµωτά µεγέθη και διανύσµατα,
είναι ειδικές περιπτώσεις ενός γενικότερου αντικειµένου που ονοµάζεται τανυστής τάξεως n, του
οποίου ο ορισµός σε κάθε δεδοµένο σύστηµα συντεταγµένων απαιτεί 3n αριθµούς, οι οποίοι και
σε αυτή την περίπτωση ονοµάζονται συνιστώσες του τανυστή. Στην πραγµατικότητα τα ϐαθµωτά
µεγέθη είναι είναι τανυστές µηδενικής τάξης µε 30 = 1 συνιστώσα και τα διανύσµατα είναι τανυστές
πρώτης τάξεως µε 31 = 3 συνιστώσες. Φυσικά, ένας τανυστής n τάξης είναι πολλά περισσότερα από
ένα σύνολο 3n αριθµών. Η κυριότερη ιδιότητά του είναι ο µετασχηµατισµός των συνιστωσών του,
δηλαδή το πως σχετίζονται οι συνιστώσες σε ένα σύστηµα συντεταγµένων µε εκείνες σε ένα άλλο.
Η ακριβής µορφή του µετασχηµατισµού είναι απόρροια της ϕυσικής ή της γεωµετρικής ερµηνείας
του τανυστή.

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα νόµο που περιλαµβάνει τις συνιστώσες a, b, c, ... διαφόρων
ϕυσικών ποσοτήτων ως προς κάποιο τρισδιάστατο σύστηµα συντεταγµένων Κ. Τότε, είναι εµπειρικά
αποδεδειγµένο ότι ο νόµος έχει την ίδια µορφή όταν γράφεται συναρτήσει των συνιστωσών a′, b′, c′, ...
των ίδιων ποσοτήτων ως προς ένα άλλο σύστηµα συντεταγµένων K ′ που είναι µετατοπισµένο σε σχέση
µε το K (οµογενής χώρος) ή περιστραµµένο σε σχέση µε το Κ (ισότροπος χώρος). Με άλλα λόγια,
οι σωστά διατυπώµενοι ϕυσικοί νόµοι είναι “αναλλοίωτοι υπό µετατοπίσεις ή περιστροφές”.

3.1. ΤΑΝΥΣΤΕΣ ΜΗ∆ΕΝΙΚΗΣ ΤΑΞΗΣ (ΒΑΘΜΩΤΑ ΜΕΓΕΘΗ)

Ας εµβαθύνουµε λίγο στον ορισµό που δώσαµε στην εισαγωγή: µε τον όρο ϐαθµωτό µέγεθος εν-
νοούµε µια ποσότητα που ορίζεται µοναδικά για κάθε σύστηµα συντεταγµένων µε ένα συγκεκριµένο
αριθµό (την τιµή του) ο οποίος παραµένει αναλλοίωτος αν το σύστηµα αλλάξει. ΄Ετσι, αν φ είναι
η τιµή ενός ϐαθµωτού µεγέθους σε ένα σύστηµα συντεταγµένων και φ̄ σε ένα άλλο τότε φ̄ = φ. Το
σύνολο κάποιων ϐαθµωτών µεγεθών ονοµάζεται πεδίο και είναι εφοδιασµένο µε τις ιδιότητες της
πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού.
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3.2. ΤΑΝΥΣΤΕΣ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ (∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ)

Για να καθορίσουµε ένα διάνυσµα χρειαζόµαστε τρεις αριθµούς εν αντιθέσει µε την περίπτωση
των ϐαθµωτών µεγεθών. Βέβαια, ένα διάνυσµα είναι πολλά περισσότερα από ένα σύνολο 31 = 3
ϐαθµωτών µεγεθών. Για παράδειγµα, η κατάσταση ενός ιδανικού αερίου είναι πλήρως καθορισµένη
από δύο αριθµούς, ας πούµε την πυκνότητα και τη ϑερµοκρασια, οι οποίοι είναι αναλλοίωτοι υπό
οποιαδήποτε µεταβολή του συστήµατος συντεταγµένων. Από την άλλη, η µετατόπιση σε ένα επίπεδο
επίσης καθορίζεται από δύο αριθµούς οι οποίοι όµως µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε κάποιο νόµο
όταν αλλάζουµε σύστηµα συντεταγµένων.

3.2.1. Ανταλλοίωτα διανύσµατα.

Το πρότυπο για τους ανταλλοίωτους τανυστές είναι το διάνυσµα που σχηµατίζεται ϑεωρώντας
το ολικό διαφορικό µιας µεταβλητής σε ένα σύστηµα συντεταγµένων ως προς ένα άλλο παραδεκτό
σύστηµα. Είναι ένας ανταλλοίωτος τανυστής πρώτης τάξεως. Για να το δούµε πιο αριθµητικά ας
χρησιµοποιήσουµε Καρτεσιανές και πολικές συντεταγµένες:

x = rcosθ (3.2.1)

y = rsinθ (3.2.2)

Το διαφορικό dx εκφρασµένο µε όρους r και θ είναι ένας ανταλλοίωτος τανυστής τάξης 1:

dx =
∂x

∂r
dr +

∂x

∂θ
dθ (3.2.3)

Αν διαιρέσουµε την παραπάνω σχέση µε το διαφορικό dt τότε παίρνουµε τη γνωστή µας έκφραση
για το διάνυσµα της ταχύτητας:

dx

dt
=
∂x

∂r

dr

dt
+
∂x

∂θ

dθ

dt
(3.2.4)

Η σχέση αυτή επίσης αντιστοιχεί σε έναν ανταλλοίωτο τανυστή τάξης 1. Η αντίστοιχη έκφραση
για το

dr

dt
:

dr

dt
=
∂r

∂x

dx

dt
+
∂r

∂y

dy

dt
(3.2.5)

Σε τανυστικό συµβολισµό ένας ανταλλοίωτος τανυστής τάξης 1 µπορεί να πάρει τη µορφή:

Āi =
∂x̄ i

∂x j
Aj (3.2.6)

Ηπαραπάνω σχέση αποτελεί το νόµο µετασχηµατισµού ανταλλοίωτων διανυσµάτων στην περίπτωση
αλλαγής του συστήµατος συντεταγµένων. Επίσης το γεγονός ότι ο µετασχηµατισµός είναι αντιστρεπ-
τός, οδηγεί στη σχέση:

Ai =
∂x i

∂x̄ j
Āj (3.2.7)
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Εξ ορισµού κάθε διάνυσµα που µετασχηµατίζεται σύµφωνα µε τους νόµους (3.2.6), (3.2.7) είναι
ανταλλοίωτο.

3.2.2. Συναλλοίωτα διανύσµατα.

Από τις έννοιες του ϐαθµωτού µεγέθους και του ανταλλοίωτου διανύσµατος προκύπτει και αυτή
του συναλλοίωτου διανύσµατος. Συγκεκριµένα, έστω ότι Bi είναι οι συνιστώσες ενός ανταλλοίωτου
διανύσµατος. Οι ποσότητες Ai ϑα ορίζουν τις συνιστώσες ενός συναλλοίωτου διανύσµατος αν (και
µόνο αν) το άθροισµα AiBi συµπεριφέρεται ως ϐαθµωτό µέγεθος, δηλαδή παραµένει αναλλοίωτο
κατά τη µετάβαση από το ένα σύστηµα συντεταγµένων στο άλλο. Το πρότυπο ενός συναλλοίωτου
τανυστή είναι το συναλλοίωτο διάνυσµα που προκύπτει παίρνοντας την µερική παράγωγο ενός
ϐαθµωτού µεγέθους, δηλαδή ο τελεστής απόκλισης

(
∂i ≡

∂
∂x i

)
. Ο κανόνας της αλυσίδας για τις

µερικές παραγώγους είναι το υπόδειγµα για αυτό τον τύπο µετασχηµατισµού. Είναι ένας συναλ-
λοίωτος τανυστής τάξης 1. Για να παρουσιάσουµε την έννοια του συναλλοίωτου διανύσµατος ϑα
χρησιµοποιήσουµε το ϐαρυτικό δυναµικό σε Καρτεσιανές και πολικές συντεταγµένες

V = −G
Mm

r
(3.2.8)

όπου:
r = (x2 + y2)1/2 (3.2.9)

θ = tan−1y

x
(3.2.10)

Η δύναµη στην κατεύθυνση x είναι Fx =
∂V

∂x
, όπου:

∂V

∂x
=
∂V

∂r

dr

dx
+
∂V

∂θ

dθ

dx
(3.2.11)

Για ένα σωµατίδιο Μ σε τροχιά γύρω από ένα σώµα m,
∂V

∂θ
= 0, επίσης

∂V

∂r
= G

Mm

r2 και
dr

dx
= cosθ οπότε η Σχέση (3.2.11) γίνεται:

∂V

∂x
= G

Mm

r2 cosθ = Fx (3.2.12)

Σε τανυστικό συµβολισµό ένας συναλλοίωτος τανυστής τάξης 1 µπορεί να εκφραστεί ως:

B̄i =
∂x j

∂x̄ i
Bj (3.2.13)

Με χρήση του τανυστή Kronecker, δ ji =
∂x̄k

∂x i
∂x j

∂x̄k
η παραπάνω σχέση οδηγεί στην:

Bi =
∂x̄ j

∂x i
B̄j (3.2.14)

Οι Σχέσεις (3.2.13), (3.2.14) αποτελούν και τον ορισµό ενός συναλλοίωτου διανύσµατος.
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3.2.3. Ο νόµος µετασχηµατισµού.

Τι συµβαίνει στα διανύσµατα όταν αλλάζουµε συντεταγµένες;

Η απάντηση στο παραπάνω ερώτηµα είναι απλή: δεν τους συµβαίνει τίποτα. Οι συνιστώσες
ενός διανύσµατος στο χώρο µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε κάποιον νόµο που διασϕαλίζει ότι οι
νέες συνιστώσες πάντοτε καθορίζουν το ίδιο διάνυσµα. Κι αυτό γιατί τα διανύσµατα δεν χρειάζονται
σύστηµα συντεταγµένων για την ύπαρξή τους. Αντιθέτως, οι συνιστώσες τους εξαρτώνται από το
σύστηµα συνταταγµένων που επιλέγουµε. ΄Εστω ένα διάνυσµα x στη ϐάση (e1, e2, e3):

x = x1e1 + x2e2 + x3e3 =

3∑
i=1

x iei = x iei (3.2.15)

Ο τύπος µετάβασης από άλλη ϐάση είναι:

ei =

3∑
j=1

T ji ēj = T ji ēj

Αντικαθιστώντας στη Σχέση (3.2.15):

x = x i
(
T ji ēj

)
= T ji x

i ēj = x̄ jēj

όπου:
x̄ j = T ji x

i (3.2.16)

Αυτός είναι και ο τύπος που συνδέει τις συνιστώσες του x στη νέα ϐάση µε τις συνιστώσες στην
αρχική.

3.3. ΤΑΝΥΣΤΙΚΑ ΜΕΓΕΘΗ

Τα τανυστικά µεγέθη αποτελούν γενίκευση των ϐαθµωτών και των διανυσµατικών. Συγκεκριµένα,
σε ένα χώρο n διαστάσεων, τα ϐαθµωτά χαρακτηρίζονται από n0 = 1 συνιστώσες, τα διανυσµατικά
από n1 = n συνιστώσες και ένας τανυστής τάξης m από nm συνιστώσες. Μαζί µε τα ϐαθµωτά
και τα διανυσµατικά µεγέθη, οι τανυστές 2ης τάξης έχουν την ευρύτερη εφαρµογή στη ϕυσική. Σε
ένα χώρο n διαστάσεων ϑεωρούµε τα συναλλοίωτα διανύσµατα ui και υj µε i, j = 1,2, ..., n. Οι
ποσότητες T ij ϑα ορίζουν τις συνιστώσες ενός ανταλλοίωτου τανυστή δεύτερης τάξης, αν και µόνο
αν το άθροισµα T ijuiυj είναι ϐαθµωτό µέγεθος. Το γεγονός αυτό και η Σχέση (3.2.13), ϐεβαιώνουν
ότι κατά την αλλαγή του συστήµατος συντεταγµένων, οι συνιστώσες ενός ανταλλοίωτου τανυστή 2ης
τάξης υπακούουν στο µετασχηµατισµό (αφού αν Ai , Bj είναι δύο συναλλοίωτα διανύσµατα, τότε οι
n2 ποσότητες AiBj ϑεωρούνται συνιστώσες ενός συναλλοίωτου τανυστή τάξης 2):

T̄ ij =
∂yi

∂xk
∂yj

∂x l
T kl (3.3.1)

Με ανάλογο τρόπο τα ανταλλοίωτα διανύσµατα u i , υj χρησιµοποιούνται για να προσδιορισ-
τεί ο νόµος µετασχηµατισµού συναλλοίωτων τανυστών 2ης τάξης. Συγκεκριµένα, αν Tij είναι οι
συνιστώσες του τανυστή, το άθροισµα Tiju iυj ϑα πρέπει να συµπεριφέρεται ως ϐαθµωτό µέγεθος.
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Στην περίπτωση αυτή, και µε τη λογική που ακολουθήσαµε πριν, η (3.2.14) οδηγεί σε ένα µετασχη-
µατισµό της µορφής:

T̄ ij =
∂xk

∂x̄ i
∂x l

∂x̄ j
Tkl (3.3.2)

Τέλος, οι ποσότητες T ji ορίζουν τις συνιστώσες ενός µικτού τανυστή 2ης τάξης όταν το άθροισµα
T ji u iυj αποτελεί ϐαθµωτό µέγεθος. Τότε, καταλήγουµε στην:

T̄ ji =
∂xk

∂x̄ i
∂x̄ j

∂x l
T lk (3.3.3)

Η τελευταία σχέση προσδιορίζει τον τρόπο µεταβολής µικτών τανυστών 2ης τάξης µέσα από έναν
γενικό µετασχηµατισµό της µορφής yi = yi(x j).

Με εντελώς ανάλογο τρόπο µπορούµε να προσδιορίσουµε τους νόµους µεταβολής τανυστών
ανώτερων της 2ης τάξης. Γενικά, αν T pq...ij... είναι ένας (m, k) τανυστής σε ένα χώρο n διαστάσεων,
έχουµε:

T̄ pq...ij... =

(
∂xe

∂x̄ i

) (
∂x f

∂x̄ j

)
...

(
∂x̄p

∂x r

) (
∂x̄q

∂xs

)
...T ps...ef... (3.3.4)

µε i, j, p, q, e, f, r, s, ... = 1, 2, ..., n.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Η ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΩΝ ΚΑΜΠΥΛΩΝ ΧΩΡΩΝ

4.1. ΠΑΡΑΛΛΗΛΗ ΜΕΤΑΦΟΡΑ - ΣΥΝ∆ΕΣΗ

Μελετώντας τη συµπεριφορά των συναλλοίωτων τανυστών, ϕτάνουµε στο πρόβληµα της παραγώγισής
τους. Η προσπάθεια επίλυσής του, οδηγεί στην εισαγωγή ενός νέου “σεναρίου”, της παράλληλης

µεταφοράς.
Αλλά ας ξεκινήσουµε τη µελέτη από την αρχή. Γνωρίζουµε ότι αν σε κάθε πεδίο ενός χώρου

ορίσουµε ένα διάνυσµα, τότε ορίζουµε ένα διανυσµατικό πεδίο. Κατ’ αντιστοιχία, αν ορίσουµε έναν
τανυστή τάξης m σε ένα χώρο, τότε ϑα έχουµε ορίσει ένα τανυστικό πεδίο.

Ορίσαµε προηγουµένως ότι η παράγωγος ενός ϐαθµωτού µεγέθους είναι οι συνιστώσες ενός
συναλλοίωτου διανύσµατος. Αυτή είναι η µόνη περίπτωση στην οποία η παράγωγος ενός τανυστικού
πεδίου είναι τανυστής. Γενικά η παραγώγιση ενός τανυστικού πεδίου δεν ορίζει ένα νέο τανυστικό
πεδίο. Ο λόγος είναι πως το διαφορικό ενός τανυστή είναι πρακτικά ίσο µε τη διαφορά τανυστών
που ϐρίσκονται σε διαφορετικά σηµεία του χωροχρόνου. Αλλά σε διαφορετικά σηµεία, οι τανυστές
µετασχηµατίζονται µε διαφορετικό τρόπο γιατί οι συντελεστές του µετασχηµατισµού είναι συναρτή-
σεις της ϑέσης.

Το ερώτηµα που τίθεται είναι κατά ποιό τρόπο είναι δυνατός ο ορισµός ενός νέου τανυστικού
πεδίου από την παραγώγιση ενός αρχικού, αν υποθέσουµε ότι οι συνιστώσες του αρχικού τανυστή
ειναι συνεχείς και διαφορίσιµες συναρτήσεις.

Αποδεικνύεται ότι αν το φ είναι ένα αναλλοίωτο πεδίο, τότε το ∂φ/∂x i είναι ένα συναλλοίωτο
διάνυσµα. Ποια είναι όµως η συµπεριφορά ενός συναλλοίωτου διανύσµατος όταν αυτό παραγωγισ-
τεί; ΄Εστω Ai ένα τέτοιο διάνυσµα:

Ai =
∂xk

∂x i
Ak (4.1.1)

Παραγωγίζουµε και τα δυο µέλη ως προς x j, οπότε παίρνουµε:

∂Ai

∂x j
=
∂xk

∂x i
∂x i

∂x j
∂Ak
∂x i

+
∂2xk

∂x i∂x j
Ak (4.1.2)

Η ύπαρξη του όρου
∂2xk

∂x i∂x j
Ak υποδεικνύει ότι το

∂Ai
∂x j

δεν µετασχηµατίζεται ως τανυστής.

Για να κατανοήσουµε την εισαγωγή της παράλληλης µετατόπισης ϑα κάνουµε µία πιο γεωµετρική
διερεύνηση: ας ϑεωρήσουµε δύο γειτονικά σηµεία P, P ′ µε συντεταγµένες x i , x i + dx i και έστω
Ai , Ai + dAi τα αντίστοιχα διανύσµατα ενός συναλλοίωτου διανυσµατικού πεδίου στα σηµεία αυτά.
Εφόσον οι συντελεστές στο νόµο µετασχηµατισµού τανυστών διαφέρουν από σηµείο σε σηµείο,
τα δύο διανύσµατα ϑα µετασχηµατίζονται διαφορετικά και άρα η διαφορά τους, το dAi, δεν είναι

40
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διάνυσµα. Παρόλα αυτά:.

dAi =
∂Ai
∂x j

dx j (4.1.3)

Αφού το πρώτο µέλος δεν είναι διάνυσµα και ο όρος dx jτου δεύτερου µέλους είναι, τότε

αναγκαστικά η παράγωγός του
∂Ai
∂x j
≡ Ai,j, που διερευνούµε δεν είναι τανυστής. Για να ορισουµε το

Ai,j, λοιπόν, είναι απαραίτητο να συγκρίνουµε τις τιµές που υποθέτονται από το διανυσµατικό πεδίο
Ai σε δυο γειτονικά αλλά διακριτά σηµεία και όπως αποδείξαµε µια τέτοια σύγκριση δεν οδηγεί σε
τανυστή. ΄Ετσι οδηγούµαστε ϕυσικά στην έννοια της παράλληλης µεταφοράς.

Αντί να ακολουθήσουµε την προηγούµενη διαδικασία στα σηµεία P, P ′, τώρα ϑα µετατοπίσουµε
το διάνυσµα Ai καθεαυτό από το P στο P ′ (Σχήµα (4.1.1)). Με αυτόν τον τρόπο η σύγκριση γίνεται
µεταξύ δυο ανταλλοίωτων διανυσµάτων ορισµένων στο ίδιο σηµείο, οπότε και η διαφορά τους είναι
επίσης ένα ανταλλοίωτο διάνυσµα. Επειδή στη γενική περίπτωση ενός n-διάστατου χώρου, οι κα-
τευθύνσεις των αξόνων στα δυο σηµεία ϑα διαφέρουν, οι συνιστώσες του διανύσµατος ϑα διαφέρουν
επίσης. Οι συνιστώσες, λοιπόν, του µετατοπισµένου διανύσµατος συµβολίζονται µε Ai + δAi. Τώρα
µπορούµε να συγκρίνουµε το διάνυσµα αυτό µε το διάνυσµα Ai + dAi του συναλλοίωτου διανυσ-
µατικού πεδίου αφού και τα δύο ορίζονται στο ίδιο σηµείο και η διαφορά τους ϑα ειναι διάνυσµα!
Αναµένουµε, λοιπόν, ότι η (4.1.3) ϑα είναι πλέον της µορφής:

dAi − δAi = Ai;jdx
j (4.1.4)

Figure 4.1.1. Η παράλληλη µεταφορά ενός διανύσµατος Ai.

όπου Ai;j η ενδεδειγµένη αντικατάσταση του Ai,j. Εδώ, το πρώτο µέλος της σχέσης είναι διάνυσµα
για αυτό και το Ai;j είναι ένας συναλλοίωτος τανυστής για τον οποίο ϑα χρησιµοποιούµε τον όρο
συναλλοίωτη παράγωγος του Ai. Με τη µέθοδο που περιγράφηκε, “µετατοπίσαµε” το πρόβληµα
ορισµού της παραγώγου τανυστή στο πρόβληµα ορισµού παράλληλης µεταφοράς ενός διανύσµατος.

Αυτό που ϑα πρέπει να ορίσουµε στη συνέχεια, είναι η µορφή του Ai;j. ΄Εχουµε την ευχέρεια να
ορίσουµε την παράλληλη µεταφορά του Ai µε όποιον τρόπο ϑεωρούµε ϐολικότερο. ΄Εστω, λοιπόν,
ότι ϐρισκόµαστε σε Ευκλείδειο χώρο και Āi είναι οι συνιστώσες του Ai σε Καρτεσιανές συντεταγµένες.
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Τότε από τους κανόνες µετασχηµατισµού των συναλλοίωτων διανυσµάτων, έχουµε:

Ai =
∂x̄ j

∂x i
Āj, Āi =

∂x j

∂x̄ i
Aj (4.1.5)

Εκτελώντας την παράλληλη µεταφορά του Ai από το σηµείο P στο P ′, οι Καρτεσιανές του συν-
τεταγµένες δεν ϑα αλλάξουν, δηλαδή:

δĀi = 0 (4.1.6)

Τότε η πρώτη εκ των (4.1.5) ϑα δώσει:

δAi = δ

(
∂x̄ j

∂x i

)
Āj + 0 =

∂2x̄ j

∂x i∂xk
dxkĀj (4.1.7)

Με αντικατάσταση της δεύτερης εκ των (4.1.5):

δAi = ΓlikAldx
k (4.1.8)

όπου Γlik =
∂2x̄ j

∂x i∂xk
∂x l

∂x̄ j
. Η ποσότητα αυτή ονοµάζεται σύνδεση (affinity) και ορίζει µια συνδετική

σχέση µεταξύ των σηµείων του χώρου στον οποίο ϐρισκόµαστε, έτσι ώστε να του προσδώσει µια
δοµή που να επιτρέπει την εκτέλεση πράξεων της ϑεωρίας τανυστών. Επιστρέφοντας, λοιπόν, στη
(4.1.4) µπορούµε να γράψουµε:

dAi − δAi =
∂Ai
∂x j

dx j − ΓkijAkdx
j =

(
∂Ai
∂x j
− ΓkijAk

)
dx j (4.1.9)

΄Ετσι, µπορούµε να πούµε ότι η µορφή του Ai;j είναι:

Ai;j =
∂Ai
∂x j
− ΓkijAk (4.1.10)

Κατά συνέπεια η συναλλοίωτη παράγωγος (κλίση) ενός συναλλοίωτου διανυσµατικού πεδίου
αποτελεί ένα τανυστή 2ης τάξης. Ουσιαστικά, λοιπόν, µετατατρέψαµε το µη-τανυστικό µέγεθος
∂Ai
∂x j
≡ Ai,j σε τανυστή 2ης τάξης. Παρατηρούµε από τη σχέση αυτή ότι αν οι συνιστώσες της

σύνδεσης εξαφανίζονται σε κάποια περιοχή του χώρου, η συναλλοίωτη παράγωγος ταυτίζεται µε
την µερική στην περιοχη αυτή.

Ο νόµος µετασχηµατισµού της σύνδεσης προκύπτει ϑεωρώντας το µετασχηµατισµό της (4.1.8)

ως προς ένα x-σύστηµα αναφοράς: Ai;j =
∂Ai

∂x j
− Γ

k

ijAk. Καταλήγουµε τελικά στη σχέση:

Γ
l

ij =
∂x l

∂x r
∂xs

∂x i
∂x t

∂x j
Γrst +

∂x l

∂x r
∂2x r

∂x i∂x j
(4.1.11)

Να σηµειώσουµε εδώ ότι χωρίς την ύπαρξη του δεύτερου όρου στο δεξί µέλος της εξίσωσης, η
σύνδεση ϑα µετασχηµατιζόταν ως τανυστής 3ης τάξης. ΄Ετσι, ο νόµος µετασχηµατισµού είναι γραµ-
µικός ως προς τις συνιστώσες της σύνδεσης αλλά δεν είναι οµογενής όπως ένας νόµος µετασχηµα-
τισµού τανυστών. Αυτό συνεπάγεται ότι αν όλα τα στοιχεία µιας σύνδεσης είναι µηδενικά ως προς
ένα σύστηµα αναφοράς, δεν είναι αναγκαστικά µηδενικά ως προς ένα άλλο σύστηµα. Πάντως,
γενικά δεν ϑα υπάρχει σύστηµα αναφοράς στο οποίο οι συνιστώσες της σύνδεσης ϑα µηδενίζονται
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σε κάποια περιοχή του χώρου, αν και αποδεικνύεται ότι αν η Γkij είναι µια συµµετρική σύνδεση,
τότε υπάρχει πάντοτε ένα σύστηµα συντεταγµένων στο οποίο οι συνιστώσες της µηδενίζονται. Το
ϑεώρηµα αυτό παίζει κεντρικό ϱόλο στη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας. Αν η Γkij είναι συµµετρική
ως προς τους δείκτες της σε ένα σύστηµα αναφοράς

(
Γkij = Γkji

)
, τότε είναι συµµετρική σε κάθε

σύστηµα, όπως αποδεικνύεται και µε χρήση της (4.1.11):

Γ
k

ji =
∂xk

∂x r
∂xs

∂x j
∂x t

∂x j
Γrst +

∂xk

∂x r
∂2x r

∂x j∂x i
=
∂x lk

∂x r
∂x t

∂x i
∂xs

∂x j
Γrts +

∂xk

∂x r
∂2x r

∂x i∂x j
= Γkij (4.1.12)

4.2. Ο ΤΑΝΥΣΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑΣ RIEMANN - CHRISTOFFEL

Ο τανυστής καµπυλότητας αποτελεί ϑεµελιώδες µέγεθος της γεωµετρίας Riemann διότι κα-
ϑορίζει µε µοναδικό τρόπο την καµπυλότητα ενός χώρου. Εκφράζει την “εσωτερική” γεωµετρία
ενός χώρου, ανεξάρτητα αν ο τελευταίος αποτελεί υποσύνολο κάποιου χώρου ανώτερη διάστασης.
Η γεωµετρική ερµηνεία και η σηµασία του τανυστή καµπυλότητας προκύπτει όταν το τυχαίο αν-
ταλλοίωτο διάνυσµα µε συνιστώσες Ai µεταφερθεί παράλληλα κατά µήκος της κλειστής καµπύλης
C.

Αν ϐρισκόµαστε σε Ευκλείδειο χώρο και επιλέξουµε Καρτεσιανό σύστηµα αναφοράς, τότε µε
παράλληλη µεταφορά ενός διανύσµατος µε συνιστώσες Ai ορισµένο σε ένα σηµείο Q , έχουµε δAi =

0 για µια τυχαία µετατόπιση από το Q. Επειδή το Ai είναι αυθαίρετο διάνυσµα, συµπεραίνουµε από
την (4.1.8) ότι Γijk = 0 ως προς αυτό το σύστηµα σε κάθε σηµείο του χώρου. Αν τώρα ϑεωρήσουµε
ότι το Ai ξεκινάει από το Q και µεταφέρεται παράλληλα κατά µήκος της C, όταν επιστρέψει στο Q,
ϑα έχει συνιστώσες Ai +∆Ai, όπου ∆Ai = 0. Στην περίπτωση αυτή, λοιπόν, το διάνυσµα δεν αλλάζει.

Από την άλλη, αν ϐρισκόµαστε σε έναν χώρο, τα στοιχεία του οποίου συσχετίζονται µέσω της
σύνδεσης, δεν είναι πλέον εφικτό να επιλέξουµε ένα σύστηµα αναφοράς στο οποίο οι συνιστώσες της
σύνδεσης να εξαφανίζονται σε κάθε σηµείο. ΄Ετσι, κατά την παράλληλη µεταφορά οι συνιστώσες ϑα
αλλάζουν οπότε δεν είναι επιτρεπτό να ϑεωρήσουµε ότι κατά την επιστροφή του στο αρχικό σηµείο
το διάνυσµα δε ϑα έχει αλλαξει. Αν υπολογίσουµε το ∆Ai, όταν το Ai µεταφέρεται παράλληλα σε
µια κλειστή καµπύλη C, καταλήγουµε στην ακόλουθη σχέση:

∆Ai =
1
2

(
ΓirkΓ

r
jl − ΓirlΓ

r
hk +

∂Γijl
∂xk
−
∂Γijk
∂x l

)
Ajakl (4.2.1)

όπου:

Rijkl = ΓirkΓ
r
jl − ΓirlΓ

r
hk +

∂Γijl
∂xk
−
∂Γijk
∂x l

(4.2.2)

είναι ο τανυστής καµπυλότητας Riemann - Christoffel.
Από τη συστολή των δεικτών i και l του τανυστή Rijkl, προκύπτει ο τανυστής Ricci ο οποίος

συµβολίζεται µε Rjk. ∆ηλαδή:
Rjk = Rijki (4.2.3)
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Από τις συµµετρίες του τανυστή Riemann, όπως προκύπτουν από τον ορισµό του, (4.2.2):

Rijkl = −Rijlk (4.2.4)

και:
Rijkl = −Rjikl = −Rijlk (4.2.5)

συµπεραίνουµε ότι ο τανυστής Ricci είναι η µοναδική τανυστική ποσότητα που µπορεί να δηµιουργη-
ϑεί µέσω της συστολής του τανυστή Riemann - Christoffel.

Με παραπέρα συστολή του τανυστή Ricci και µε τη ϐοήθεια του µετρικού τανυστή (τον οποίο
ϑα µελετήσουµε παρακάτω), οδηγούµαστε στο ϐαθµωτό µέγεθος Ricci:

R = Rii = gijRji (4.2.6)

το οποίο προσδιορίζει τη “µέση” καµπυλότητα ενός χώρου Riemann.
Ο µηδενισµός του τανυστή Riemann - Christoffel Rijkl = 0, σηµαίνει ότι ο χώρος είναι επίπεδος,

ενώ ο µηδενισµός του τανυστή Ricci, Rµν = 0, σηµαίνει ότι ο χώρος είναι κενός ύλης - ενέργειας.
Εποµένως , η εξίσωση Rµν = 0 από µόνη της δε σηµαίνει ότι ο χώρος δεν είναι καµπύλος. Με ϐάση
αυτή τη διαπίστωση ϑα µπορούσαµε να εξηγήσουµε το λόγο για τον οποίο η Γενική Θεωρία της
Σχετικότητας δεν είναι συµβατή µε χώρους τριών διαστάσεων. Ο λόγος είναι ότι σε χώρους τριών
διαστάσεων ο τανυστής Riemann έχει 32(32 − 1)/12 = 6 ανεξάρτητες συνιστώσες, αλλά τόσες έχει
και ο τανυστής Ricci 3(3 + 1)/2 = 6, εποµένως ο µηδενισµός του τανυστή Ricci ϑα συνεπάγεται
και µηδενισµό του τανυστή Riemann που σηµαίνει ότι όπου δεν υπάρχει ύλη, η καµπυλότητα
είναι µηδενική. Στις 4 διαστάσεις ο τανυστής Ricci έχει 10 ανεξάρτητες συνιστώσες ενώ ο τανυστής
Riemann 20, εποµένως ο µηδενισµός του τανυστή Ricci δεν συνεπάγεται και µηδενισµό του τανυστή
Riemann.

4.3. Ο ΜΕΤΡΙΚΟΣ ΤΑΝΥΣΤΗΣ

Η ϐασική ιδέα της διαφορικής γεωµετρίας ήταν πως µια εσωτερική περιγραφή του χώρου ϑα
µπορούσε να επιτευχθεί µε τη µέτρηση αποστάσεων µέσα στο ϕυσικό χώρο. Oι χώροι στους οποίους
έχει καθορισϑεί ένας τρόπος µέτρησης αποστάσεων λέγονται µετρικοί χώροι. Για τη µέτρηση αυτή,
χρησιµοποιούµε ένα σύστηµα συντεταγµένων x i, ώστε να ορίσουµε τα σηµεία και να καθορίσουµε
το στοιχείο γραµµής, που δίνει την απόσταση ds2, µεταξύ δύο κοντινών σηµείων που διαχωρίζονται
από στοιχειώδη διαστήµατα dx i.

Εκφράζοντας τον µετρικό τανυστή ως προς τα διανύσµατα ϐάσης {ei}:

gij = eiej (4.3.1)

Ο µετρικός τανυστής gij συσχετίζει τη στοιχειώδη µέτρηση µήκους ds µε τις επιλεγµένες συντε-
ταγµένες {dx i}:

ds2 = gijdx
idx j = g11

(
dx1

)2
+ g22

(
dx2

)2
+ 2g12

(
dx1dx2

)
(4.3.2)
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Η παραπάνω σχέση µπορεί να γραφτεί και ως:

ds2 =
(
dx1 dx2

) g11 g12

g21 g22

 dx1

dx2

 (4.3.3)

µε το µετρικό τανυστή να απεικονίζεται σαν ένας 2 × 2 πίνακας.
Ιστορικά, από τα ϐασικότερα προβλήµατα του τανυστικού λογισµού ήταν η εύρεση µιας τανυστικής

ποσότητας η οποία να είναι συνάρτηση του µετρικού τανυστή gij και κάποιων παραγώγων του,
∂gij
∂xm

,
∂gij

∂xm∂xn
, κλπ. Μια λύση του προβλήµατος αυτού είναι ο τανυστής Riemann - Christoffel Rijkl.

4.3.1. Μετρική σύνδεση. Ανύψωση και καταβίβαση δεικτών.

Ας ϑεωρήσουµε ότι ο χώρος µας είναι Riemannian. ΄Ετσι µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι το
διάστηµα ds µεταξύ δυο γειτονικών σηµείων x i και x i + dx i ορίζεται, όπως είδαµε πριν, από την
εξίσωση:

ds2 = gijdx
idx j (4.3.4)

όπου τα n2 στοιχεία gij ορίζονται σε κάποιο σύστηµα αναφοράς σε όλα τα σηµεία του χώρου
µας. Χωρίς απώλεια της γενικότητας, υποθέτουµε τα gij συµµετρικά. Μια τέτοια σχέση µεταξύ
όλων των Ϲευγών γειτονικών σηµείων ονοµάζεται µετρική σύνδεση και η έκφραση (4.3.4) για το ds2

ονοµάζεται µετρική.
Για οποιαδήποτε δύο γειτονικά σηµεία, το ds2 ϑα ϑεωρείται η αναλλοίωτη ποσότητά τους και

η gij ϑα πρέπει να µετασχηµατίζεται έτσι ώστε αυτό να ισχύει. Αφού το dx idx j είναι αυθαίρε-
τος συµµετρικός τανυστής, η µετρική σύνδεση gij είναι συµµετρική και το ds2 είναι αναλλοίωτο
αποδεικνύεται ότι ο gij είναι τανυστής. Ονοµάζεται ϑεµελιώδης συναλλοίωτος τανυστής.

Στην περίπτωση που ο χώρος µας είναι Ευκλείδειος, µπορούν να οριστούν ορθογώνιες Καρτε-
σιανές συντεταγµένες yi και σε ένα τέτοιο σύστηµα αναφοράς gij = δij. ΄Εστω ένα ανταλλοίωτο
διάνυσµα µε συνιστώσες Ai σε ένα γενικό καµπυλόγραµµο σύστηµα x και Biσε ένα σύστηµα y.

Στο Καρτεσιανό σύστηµα, όπου δεν µπορούµε να διαχωρίσουµε τα ανταλλοίωτα και συναλλοίωτα
διανύσµατα είναι ϕυσικό να ορίζουµε ως εξης τις συναλλοίωτες συνιστώσες του διανύσµατος:

Bi = Bi (4.3.5)

Στο σύστηµα x, έστω Ai οι συνιστώσες του συναλλοίωτου τανυστή Bi. Τότε:

Ai = gijA
j (4.3.6)

αφού είναι τανυστική εξίσωση και ισχύει στο σύστηµα y όπου παίρνει τη µορφή Bi = δijBj = Bi.
Σε µη Καρτεσιανό σύστηµα η (4.3.6) χρησιµεύει στον ορισµό των συναλλοίωτων συνιστωσών

ενός διανύσµατος του οποίου οι ανταλλοίωτες συνιστώσες είναι Ai. Η διαδικασία µετατροπής των
ανταλλοίωτων συνιστωσών ενός διανύσµατος σε συναλλοίωτες ονοµάζεται καταβίβαση των δεικτών.
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Αν το Bi είναι συναλλοίωτο διάνυσµα, η ανταλλοίωτη έκφρασή του καθορίζεται από τη διαδικασία
ανύψωσης των δεικτών µε τη ϐοήθεια του ϑεµελιώδους ανταλλοίωτου διανύσµατος:

Bi = gijBj (4.3.7)

Η ίδια µέθοδος εφαρµόζεται και σε τανυστές 2ης και ανώτερης τάξης. Για παράδειγµα µε χρήση
του µετρικού τανυστή gij, ο ανταλλοίωτος τανυστής Aij µετατρέπεται σε µικτό:

Aji = gikA
kj (4.3.8)

και στη συνέχεια σε συναλλοίωτο:
Aij = gjkA

k
i (4.3.9)

Στην ειδική περιπτωση που ο µετρικός τανυστής του χώρου µπορεί να γραφεί στην διαγώνια
µορφή diag [1,1, ...,1], δεν γίνεται διάκριση µεταξύ των συναλλοίωτων και ανταλλοίωτων συνιστ-
ωσών γιατί συµπίπτουν.

4.3.2. Τα σύµβολα Christoffel.

Ιστορικά, ένα από τα ϐασικά προβλήµατα του τανυστικού λογισµού ήταν η εύρεση µιας ποσότη-
τας που να είναι συνάρτηση του µετρικού τανυστή gij και κάποιων παραγώγων του. Μια λύση του
προβλήµατος αυτού είναι ο τέταρτης τάξης τανυστής Riemann - Cristoffel. Για να τον κατανοήσουµε
ϑα πρέπει να εισάγουµε τα σύµβολα Cristoffel. Τα σύµβολα Christoffel είναι συγεκριµένοι συνδυ-
ασµοί των µερικών παραγώγων των ϑεµελιωδών τανυστών gij και gij. Τα ίδια δεν είναι τανυστές αλλά
χρησιµεύουν στη δηµιουργία σηµαντικών τανυστικών εξισώσεων. Στην παράγραφο (4.1) είδαµε ότι
η συναλλοίωτη παραγώγιση τανυστών οδήγησε στον ορισµό µιας νέας ποσότητας, της σύνδεσης. Οι
χώροι Riemann είναι εφοδιασµένοι µε µια ειδική σύνδεση, η οποία συνδέεται απευθείας µε τον
µετρικό τανυστή και είναι τα σύµβολα Christoffel. Ας επιχειρήσουµε να τα εξάγουµε εδώ.

Ας ϑεωρήσουµε το µετρικό τανυστή gij ο οποίος ικανοποιεί το νόµο µετασχηµατισµού:

gij = grs
∂x r

∂x i
∂xs

∂x j
(4.3.10)

Ορίζουµε την ποσότητα:

(i, j, k) =
∂gij

∂xk
=
∂x r

∂x i
∂xs

∂x j
∂grs
∂x t

∂x t

∂xk
+

∂2x r

∂xk∂x i
∂xs

∂x j
grs +

∂x r

∂x i
∂2xs

∂xk∂x j
grs (4.3.11)

και σχηµατίζουµε το συνδυασµό όρων
1
2

[(r, s, t) + (s, t, r) − (t, r, s)] που δίνει αποτέλεσµα:

1
2

[
∂grs
∂x t

+
∂gst
∂x r
−
∂gtr
∂xs

]
=

1
2

[
∂gij
∂xk

+
∂gjk
∂x i
−
∂gki
∂x j

]
∂x i

∂x r
∂x j

∂xs
∂xk

∂x t
+ gij

∂x j

∂xs
∂x2

i

∂x r∂x t
(4.3.12)

Σ’ αυτή την εξίσωση, η ποσότητα που ϐρίσκεται ανάµεσα στις αγκύλες ονοµάζεται σύµβολο

Christoffel πρώτου τύπου και συµβολίζεται ως εξής:

[ik, j] = [ki, j] =
1
2

[
∂gij
∂xk

+
∂gjk
∂x i
−
∂gik
∂x j

]
(4.3.13)
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Η εξίσωση (4.3.12) αποτελεί το νόµο µετασχηµατισµού για ένα σύµβολο Christoffel πρώτου
τύπου και µπορεί να διατυπωθεί και ως:

[rt, s] = [ik, j]
∂x i

∂x r
∂x j

∂xs
∂xk

∂x t
+ gij

∂x j

∂xs
∂x2

i

∂x r∂x t
(4.3.14)

Παρατηρούµε, λοιπόν, ότι το σύµβολο Christoffel δεν µετασχηµατίζεται σαν τανυστής, είναι
όµως συµµετρικό ως προς την εναλλαγή των δεικτών i, k. Με ϐάση όσα προαναφέραµε µπορούµε

να εξάγουµε τα σύµβολα Christoffel δεύτερου τύπου -που συµβολίζονται µε

 k

i j

- από τον ορισµό

του πρώτου τύπου, ουσιαστικά µέσω της ανύψωσης του δείκτη i: i

j k

 =

 i

k j

 = gir [ik, r] =
1
2
gir

[
∂gir
∂xk

+
∂grk
∂x i
−
∂gik
∂x r

]
(4.3.15)

Σε καµπυλόγραµµα συστήµατα συντεταγµένων, µε χρήση των συµβόλων Christoffel, µπορούµε
να δηµιουργήσουµε πιο πολύπλοκους κανόνες παραγώγισης προκειµένου να διασϕαλίσσουµε το
αναλλοίωτο της παραγώγου. Οι κανόνες αυτοί ονοµάζονται κανόνες συναλλοίωτης παραγώγισης

και εγγυώνται ότι η ίδια η παράγωγος ϑα είναι τανυστής και εκφράζονται ως εξής:

Ai;j =
∂Ai
∂xj
−

 k

i j

Ak (4.3.16)

Ai;j =
∂Ai

∂xj
−

 i

k j

Ak (4.3.17)

΄Ετσι, λοιπόν, η παραγώγιση µιας µόνο συνιστώσας απαιτεί να συµπεριλάβουµε και όλες τις
υπόλοιπες συνιστώσες του διανύσµατος στον υπολογισµό µας.

4.3.3. Γεωδαισιακές καµπύλες σε χώρους Riemann.

Σε ένα n-διάστατο χώρο Riemann, ϑεωρούµε καµπύλη C µε εξίσωση x i = x i(s), όπου s είναι η
ϕυσική της παράµετρος. Η τελευταία ονοµάζεται ίδιοv µήκος της C και δίνεται από το ολοκλήρωµα:

s =

p′�
p

ds (4.3.18)

µεταξύ των σηµείων P και P’ της καµπύλης. Με δεδοµένο ότι το γραµµικό στοιχειο του χώρου(
ds2 = gijdx idx j

)
οριζει το στοιχειώδες µήκος τόξου κατά µήκος της C, συµπεραίνουµε ότι:

uiu
i = 1 (4.3.19)

όπου u i =
dx i

ds
είναι το (µοναδιαίο) εφαπτόµενο διάνυσµα της καµπύλης στο P µε κατεύθυνση

τη µετατόπιση προς το P’ κατά µήκος της καµπύλης C.
Στην περίπτωση που η x i = x i(s) είναι γεωδαισιακή, η εξίσωσή της παίρνει τη µορφή:

d2x i

ds2 + Γijk
dx j

ds

dxk

ds
= 0 (4.3.20)
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Είναι προφανές ότι το εφαπτόµενο διάνυσµα u i =
dx i

ds
της γεωδαισιακής είναι µοναδιαίο, ενώ

αποδεικνύεται εύκολα ότι ικανοποιεί και τη συνθήκη:

u j∇jui = 0 (4.3.21)

Θα πρέπει επίσης να τονιστεί ότι, από όλες τις καµπύλες που ενώνουν δύο σηµεία ενός χώρου
Riemann, η γεωδαισιακή έχει το µικρότερο µήκος.

Στο τετραδιάστατο χωρόχρονο της Σχετικότητας το ίδιον µήκος δεν είναι πάντοτε το προτιµητέο
στοιχειώδες µήκος τόξου κατά µήκος µιας καµπύλης. Αντί του ιδίου µήκους, πολλές ϕορές χρησι-
µοπείται ο ιδιοχρόνος (τ) ο οποίος αποτελεί τη ϕυσική παράµετρο των χρονοειδών καµπύλων και
ορίζεται από τη σχέση:

dτ2 = −gijdx
idx j (4.3.22)

Στην περίπτωση αυτή, η παραµετρική εξίσωση είναι της µορφής x i = x i(τ) και το εφαπτόµενο

διάνυσµα (u i =
dx i

dτ
) ικανοποιεί τη συνθήκη:

u iu i = −1 (4.3.23)

Επίσης, αν η εν λόγω καµπύλη είναι γεωδαισιακή, τότε επιπλέον έχουµε:

d2x i

dτ2
+ Γijk

dx j

dτ

dxk

dτ
= 0 (4.3.24)

και:
u j∇jui = 0 (4.3.25)

4.3.4. Η ταυτότητα Bianchi.

Αν επιλέξουµε ένα σύστηµα αναφοράς που να είναι γεωδαισιακό σε ένα σηµείο x i, τότε στο

σηµείο αυτό το
∂gij
∂xk

ϑα µηδενίζεται, µε αποτέλεσµα να µηδενίζονται εκεί και τα δύο σύµβολα
Christoffel. ΄Ετσι, όλες οι συνιστώσες της σύνδεσης ϑα µηδενίζονται στο σηµείο και οι συναλλοίωτες
παράγωγοι ϑα ταυτίζονται µε τις µερικές. Στο σύστηµα αναφοράς αυτό, λοιπόν:

Bijkl;m =
∂

∂xm

(
ΓirkΓ

r
jl − ΓirlΓ

r
hk +

∂Γijl
∂xk
−
∂Γijk
∂x l

)

=
∂2Γijl

∂xm∂xk
−

∂2Γijk

∂xm∂x l
(4.3.26)

εφόσον τα Γijk (αλλά όχι και οι παράγωγοί τους απαραίτητα) µηδενίζονται στο συγκεκριµένο
σηµείο. Με κυκλική εναλλαγή των δεικτών k, l, m στην παραπάνω εξίσωση, παίρνουµε:

Bijlm;k =
∂2Γijm

∂xk∂x l
−

∂2Γijl

∂xk∂xm
(4.3.27)

Bijmk;l =
∂2Γijk

∂x l∂xm
−
∂2Γijm

∂x l∂xk
(4.3.28)

Με άθροιση των (4.3.26), (4.3.27), (4.3.28) δηµιουργούµε την παρακάτω ταυτότητα:
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Bijkl;m + Bijlm;k + Bijmk;l = 0 (4.3.29)

Αλλά αυτή είναι µια τανυστική εξίσωση και εφόσον αποδείχτηκε αληθής στο γεωδαισιακό
σύστηµα αναφοράς, πρέπει να ισχύει σε κάθε σύστηµα. Ακόµα, επειδη το επιλεγµένο σηµείο
είναι ένα τυχαίο σηµείο, η εξίσωση ισχύει σε όλα τα σηµεία του χώρου. Είναι η ταυτότητα Bianchi.

4.3.5. Ο τανυστής Einstein.

Πριν αναφερθούµε στον τανυστή Einstein, ας ορίσουµε δυο χρήσιµες έννοιες, την απόκλιση
και τη λαπλασιανή. Η απόκλιση ενός διανυσµατικού πεδίου Ai , ορίζεται ως divA ≡ Ai;i. Από τον
ορισµό και τον κανόνα της συναλλοίωτης παραγώγισης (4.3.16) και (4.3.17), έχουµε:

Ai;i =
∂Ai

∂xi
−

 i

j i

Aj (4.3.30)

το οποίο αποδεικνύεται ίσο µε:

Ai;i =
1
√
g

[
√
g
∂Ai

∂x i
+ Aj

∂

∂x j
(√
g
)]

=
1
√
g

∂

∂x i
(√
gAi

)
(4.3.31)

όπου g είναι η ορίζουσα του µετρικού τανυστή gij.
Η απόκλιση ενός συναλλοίωτου διανύσµατος Ai ορίζεται ως η απόκλιση του συζυγή του, αν-

ταλλοίωτου τανυστή:
Ai;i = gijAj;i (4.3.32)

Η λαπλασιανή, λοιπόν, ενός ϐαθµωτού µεγέθους V από την κλίση του οποίου πήραµε το δι-

ανυσµατικό πεδίο
(
Ai =

∂V

∂x i

)
είναι:

∆V = divgradV ≡ gijA;ji =
1
√
g

∂

∂x i

(
√
ggij

∂V

∂x j

)
(4.3.33)

Το δεξί µέλος της εξίσωσης αποτελεί τη µορφή που παίρνει η Λαπλασιανή ενός ϐαθµωτού V, σε
γενικευµένο χώρο Riemann. Σε Ευκλείδιο, n-διάστατο χώρο, µε χρήση ορθογώνιων συντεταγµένων,
gij = δ ij, g = 1, οπότε:

∇2V =
∂2V

∂x i∂x i
(4.3.34)

που είναι η γνωστή µορφή της Λαπλασιανής.
Τώρα µπορούµε να υπολογίσουµε την απόκλιση του τανυστή Ricci, προκειµένου τελικά να

οδηγηθούµε στον τανυστή Einstein. Θα εκµεταλλευτούµε την αντισυµµετρικότητα του Bijkl ως
προς τους δυο πρώτους και δυο τελευταίους δείκτες, και µε καταβίβαση των δεικτών τις ταυτότητας
Bianchi (4.3.29), προκύπτει:

Bijkl;m − Bijml;k − Bjimk;l = 0 (4.3.35)

Πολλαπλασιάζοντας µε gilgjk:
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gjkBljkl;m − g
jkBljml;k − g

ilBkimk;l = 0
(4.2.3)
⇐⇒

gjkRjk;m − g
jkRjm;l − g

ilRim;l = 0⇐⇒

R;m − 2Rkm;k = 0⇐⇒

Rkm;k =
1
2
∂R

∂xm
(4.3.36)

Αυτή είναι η απόκλιση του τανυστή Ricci.

Αν τώρα ϑεωρήσουµε το µικτό τανυστή:

Rij −
1
2
δ ijR (4.3.37)

Η απόκλισή του ϑα είναι:

Rij;i −
1
2
δ ij
∂R

∂x i

= Rij;i −
1
2
∂R

∂x j

= 0

Αυτός είναι ο τανυστής Einstein. Οι συναλλοίωτες και ανταλλοίωτες συνιστώσες του είναι αντίσ-
τοιχα:

Gij = Rij −
1
2
gijR, Gij = Rij −

1
2
gijR (4.3.38)

Ο τανυστής Einstein προσδιορίζει, µέσω των Εξισώσεων Πεδίου της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότη-
τας, την καµπυλότητα σε κάποιο σηµείο του χωροχρόνου, λόγω της παρουσίας ύλης (µε τη µορφή
µάζας ή ενέργειας) στο σηµείο εκείνο. To ϐαρυτικό πεδίο ϑεωρείται αποτέλεσµα της καµπύλωσης
του χώρου λόγω της ύλης και η αλληλεπίδραση γεωµετρίας και ύλης περιγράφεται από τις εξισώσεις
Einstein:

Gij = κTij (4.3.39)

όπου κ = 8πG είναι η ϐαρυτική σταθερά και Tij ο (συµµετρικός) τανυστής ενέργειας-ορµής της
ύλης. Ο τελευταίος περιγράφει την κατανοµής της ενεργειακής πυκνότητας της ύλης στον χώρο.
Να σηµειωθεί επίσης ότι µε χρήση των εξισώσεων πεδίου, η καθαρά γεωµετρική ταυτότητα Gij;j = 0
οδηγεί στους νόµους διατήρησης ενέργειας και ορµής.
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Στο µικροσκοπικό Σύµπαν των απαρχών, η ϐαρύτητα δεν διαθέτει ακόµα κανέ-
ναν πλανήτη, κανένα άστρο ή γαλαξία για να ασκήσει επάνω τους τη δύναµή της.
Εντούτοις, αυτή η δύναµη ϐρίσκεται ήδη εκεί, αλληλεπιδρώντας µε τα στοιχειώδη
σωµατίδια που εξαρτώνται από την ηλεκτροµαγνητική και την πυρηνική δύναµη.
Αυτό ακριβώς µας εµποδίζει να µάθουµε τι συνέβη πριν από τα 10−43 δευτερόλεπτα:
η ϐαρύτητα υψώνει έναν ανυπέρβλητο ϕραγµό σε κάθε έρευνα. Πέρα από τον
“Τοίχο του Planck” ϐρίσκεται το απόλυτο µυστήριο. 10−43 δευτερόλεπτα. Είναι η
Εποχή του Planck, σύµφωνα µε την όµορφη έκφραση των ϕυσικών. Είναι επίσης
το απώτατο όριο των γνώσεών µας, το τέλος του ταξιδιού µας προς τις απαρχές.
Πίσω από αυτό τον τοίχο, κρύβεται µια πραγµατικότητα πέρα από καθε ϕαντασία.
Κάτι που ίσως να µην µπορέσουµε ποτέ να καταλάβουµε, ένα µυστικό που οι
ϕυσικοί δεν τολµούν καν να ϕανταστούν πως κάποτε ϑα το ξεδιαλύνουν. Μερικοί
δοκίµασαν να ϱίξουν µια µατιά προς την άλλη πλευρά του τοίχου, αλλά δεν µπόρε-
σαν να πουν τίποτα το κατανοητό σχετικά µε ό,τι νόµισαν πως είδαν. Μια µέρα,
συναντήθηκα µε έναν από αυτούς τους ϕυσικούς. ∆ήλωνε πως στα νεανικά του
χρόνια, οι εργασίες του, του επέτρεψαν να ϕτάσει ως την εποχή του Planck και
να ϱίξει ένα ϕευγαλέο ϐλέµµα προς τη µεριά πίσω από τον τοίχο. Κι όταν τον ϱω-
τούσαν σχετικά, µουρµούριζε πως είχε διακρίνει µια πραγµατικότητα που ϕέρνει
ίλιγγο: η ίδια η δοµή του διαστήµατος είχε καταβυθιστεί σε ένα ϐαρυτικό κώνο
τέτοιας έντασης, ώστε ο χρόνος µετέπιπτε από το µέλλον στο παρελθόν για να
εκραγεί, στα ϐάθη του κώνου, σε µια µυριάδα από στιγµές ίσες µε την αιωνιότητα.
(...)

- Igor Bogdanov, Dieu et la Science



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

ΤΑ ΘΕΜΕΛΙΑ ΤΗΣ ΓΕΝΙΚΗΣ ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

5.1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Η επιτυχία της Ειδικής Σχετικότητας, έκανε εµφανές το γεγονός ότι η Νευτώνεια ϑεωρία της
ϐαρύτητας δεν µπορούσε πλέον να είναι ακριβώς σωστή. Η Νευτώνεια ϐαρυτική αλληλεπίδραση
είναι στιγµιαία. Το µέτρο της ϐαρυτικής δύναµης ~F12 πάνω σε µια µάζα m1 εξαιτίας µιας δεύτερης
µάζας m2 δίνεται από τη σχέση:

F12 =
Gm1m2

|~r1 (t) −~r2 (t) |2
(5.1.1)

όπου ~r1 (t) , ~r2 (t) είναι οι ϑέσεις των µαζών την ίδια χρονική στιγµή. Αλλά στην Ειδική Σχετικότητα, η
ϑεώρηση του ταυτόχρονου είναι διαφορετική σε διαφορετικά συστήµατα αναφοράς. ΄Αρα ο νόµος του
Newton, ϑα µπορούσε να είναι αληθής σε ένα µόνο σύστηµα αναφοράς, µε αποτέλεσµα το σύστηµα
αυτό να ξεχωρίζει από όλα τα υπόλοιπα, γεγονός που αντιτίθεται µε την αρχή της σχετικότητας,
όπως ϑα δούµε παρακάτω.

ΗΕιδική Σχετικότητα, λοιπόν, απορρίπτει τη Νευτώνεια ϑεώρηση ενός προνοµιούχου παρατηρητή,
σε ηρεµία, σε έναν απόλυτο χώρο και για τον οποίο υποτίθεται ότι οι ϕυσικοί νόµοι παίρνουν την
απλούστερη µορφή τους. Αντ’ αυτού υποθέτει ότι οι νόµοι αυτοί ϑα είναι πανοµοιότυποι για όλους
τους αδρανειακούς παρατηρητές που ϐρίσκονται σε οµοιόµορφη µετατόπιση ο ένας ως προς τον
άλλο. ΄Ετσι, παρόλο που απορρίπτεται η ύπαρξη ενός προνοµιούχου παρατηρητή, η ύπαρξη µιας
τάξης τέτοιων παρατηρητών είναι αποδεκτή.

Αυτό ϕαίνεται να συνεπάγεται ότι, αν όλη η ύλη στο Σύµπαν εξαφανιζόταν, εκτός από έναν
παρατηρητή και το εργαστήριό του, αυτός ϑα µπορούσε να διακρίνει τα αδρανειακά συστήµατα
αναφοράς από τα µη - αδρανειακά από την απλοποιηµένη µορφή που παίρνουν τα ϕυσικά ϕαινό-
µενα στα πρώτα σε σχέση µε τα δεύτερα. Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι ο ϕυσικός χώρος δεν ϑεωρείται
πλέον απλώς ένα αφηρηµένο µαθηµατικό µέγεθος, κατάλληλο για τον ορισµό σχέσεων απόστασης
µεταξύ ϕυσικών σωµάτων, αλλά µια αυθύπαρκτη οντότητα µε εσωτερική δοµή, επαρκή για τον
ορισµό αδρανειακών συστηµάτων αναφοράς.

Παρόλα αυτά, όλα τα διαθέσιµα στοιχεία υποδεικνύουν ότι ο ϕυσικός χώρος δεν µπορεί να
καθοριστεί παρά µόνο σε όρους µέτρησης αποστάσεων µεταξύ ϕυσικών σωµάτων. Ο ισχυρισµός ότι,
αυτός υπάρχει ανεξαρτήτως µετρήσεων απόστασης µεταξύ υλικών σωµάτων, µπορεί να ϑεµελιωθεί
µόνο εάν καθοριστεί µια µέθοδος ανίχνευσης της ύπαρξής του χωρίς τη χρήση τέτοιων µετρήσεων.
Αυτό δεν έχει επιτευχθεί ποτέ και για αυτό το λόγο ϑα υποθέσουµε ότι οι ειδικές ιδιότητες των
αδρανειακών συστηµάτων αναφοράς, συσχετίζονται µε την κατανοµή της ύλης στο Σύµπαν και
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δεν είναι ένδειξη µιας έµφυτης δοµής του ϕυσικού χώρου, όταν τον ϑεωρούµε χωρίς την ύλη που
περιέχει.

Η σκέψη που µπορούµε να κάνουµε πάνω σε αυτό, είναι ότι τελικά όλοι οι ϕυσικοί νόµοι
µπορούν να εκφραστούν µε µορφές ανεξάρτητες από το εκάστοτε σύστηµα αναφοράς. Αυτή είναι η
γενική αρχή της σχετικότητας. ΄Ολοι οι παρατηρητές ϑα ϑεωρούνται ισότιµοι και, χρησιµοποιώντας
τους ίδιους ϕυσικούς νόµους, ϑα καταλήγουν σε πανοµοιότυπα συµπεράσµατα ως προς την εξέλιξη
οποιουδήποτε ϕυσικού συστήµατος. Η τοπική ϕυσική διέπεται από την Ειδική Σχετικότητα. Η
συνολική δοµή µπορεί, εντούτοις, να στρεβλωθεί από τη ϐαρύτητα.

5.2. ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑ Α∆ΡΑΝΕΙΑΚΗΣ ΚΑΙ ΒΑΡΥΤΙΚΗΣ ΜΑΖΑΣ

Η µάζα ενός αντικειµένου µπορεί να οριστεί από το δεύτερο νόµο του Newton. Αυτό το πετυχαί-
νουµε εφαρµόζοντας την ίδια δύναµη σε διαφορετικές µάζες και µετρώντας τις αντίστοιχες επι-
ταχύνσεις. ΄Ετσι:

M1a1 = F = M2a2 ⇒

M2

M1
=
a1

a2
(5.2.1)

Αν δεχτούµε ότι Μ1 = 1, τότε η µάζα Μ2 είναι τελείως καθορισµένη. Τη µάζα που ορίσαµε µε
αυτόν τον τρόπο, την ονοµάζουµε µάζα αδράνειας (ή αδρανειακή µάζα) και τη συµβολίζουµε µε Min

. Μπορούµε επίσης να προσδιορίσουµε τη µάζα, µετρώντας τη δύναµη ϐαρύτητας που ασκείται σε
αυτήν από κάποιο άλλο σώµα, όπως π.χ. από τη Γη:

GM�MΓ

R2
Γ

= F (5.2.2)

M� =
FR2

Γ

GMΓ

(5.2.3)

Τη µάζα που ορίζουµε µε το δεύτερο τρόπο την ονοµάζουµε µάζα ϐαρύτητας (ή ϐαρυτική µάζα)
και τη συµβολίζουµε µε Μ�. Στην Εξίσωση (5.2.3) η µάζα και η ακτίνα της Γης έχουν γραφεί ως ΜΓ

και RΓ αντίστοιχα.
Είναι αξιοσηµείωτο το γεγονός ότι για όλα τα σώµατα, ο λόγος της αδρανειακής µάζας προς τη

ϐαρυτική είναι ο ίδιος. Αυτό έχει επιβεβαιωθεί πειραµατικά µέσα στα όρια ακρίβειας των µετρήσεων.
(Μπορούµε να ϑεωρούµε ότι η σταθερά G έχει προσδιοριστεί όπως π.χ. µε το πείραµα του
Cavendish, χρησιµοποιώντας τον ορισµό της δύναµης, δηλαδή µε αναφορά στη µάζα αδράνειας).
Το πιο απλό πείραµα για να επιβεβαιώσει κανείς την παραπάνω πρόταση, είναι να ελέγξει αν όλα
τα σώµατα πέφτουν µε την ίδια επιτάχυνση. Για τη πτώση ενός σώµατος (1), που ϐρίσκεται κοντά
στην επιφάνεια της Γης, µπορούµε να γράψουµε:

Ma1a1 =
GMΓM�1

R2
Γ

(5.2.4)

και για την πτώση ενός άλλου σώµατος (2):
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Ma2a2 =
GMΓM�2

R2
Γ

(5.2.5)

∆ιαιρώντας τις Εξ. (5.2.4) και (5.2.5) κατά µέλη, παίρνουµε:

Ma1a1

Ma2a2
=
M�1

M�2
(5.2.6)

ή

Ma1

M�1
=
Ma2

M�2

a2

a1
(5.2.7)

΄Εχει όµως διαπιστωθεί ότι στο κενό όλα τα σώµατα πέφτουν µε την ίδια επιτάχυνση. Μπορούµε
δηλαδή να πούµε, µέσα στα όρια του πειραµατικού σϕάλµατος, ότι α1 = α2. Εποµένως, έχουµε
για το λόγο της µάζας αδράνειας προς τη µάζα ϐαρύτητας:

Ma1

M�1
=
Ma2

M�2
(5.2.8)

Αφού ο λόγος αυτός είναι σταθερός, µπορούµε να τον ϑεωρήσουµε ίσο µε τη µονάδα, τροποποιών-
τας κατάλληλα την τιµή της σταθεράς G, καταλήγωντας έτσι στην ισοδυναµία αδρανειακής και
ϐαρυτικής µάζας.

5.3. Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑΣ

Αυτό που διακρίνει τη Γενική από την Ειδική Σχετικότητα είναι η Αρχή της Ισοδυναµίας. Το
έναυσµα για τη διατύπωση της αρχής της ισοδυναµίας αποτελεί η παρατήρηση του Γαλιλαίου ότι
όλα τα αντικείµενα επιταχύνονται µε τον ίδιο ϱυθµό σε ένα ϐαρυτικό πεδίο. Η εξήγηση του Newton
για το γεγονός αυτό ϐασίζεται στις εξισώσεις του για τη δυναµική:

F = ma (5.3.1)

και για τη ϐαρύτητα:

F = G
Mm

R2 (5.3.2)

(για µια µεγάλη, σϕαιρική Γη, ακτίνας R). ΄Ετσι, ο Newton ϑα έθετε:

ma = G
Mm

R2 (5.3.3)

και απαλείφοντας το m ϑα έβρισκε:
a = g (5.3.4)

όπου το ϐαρυτικό πεδίο g = G
M

R2 είναι ανεξάρτητο της µάζας m. ∆εν έχει σηµασία αν το αντικείµενο
που πέφτει είναι ένα αυτοκίνητο, µια µπάλα ή ένα ϕυστίκι. ΄Ολα επιταχύνονται µε τον ίδιο ϱυθµό
a = g υπό την επίδραση του ϐαρυτικού πεδίου g της Γης (5.3.1α).

Για τον Newton αυτό αποτελούσε απλώς µια αξιοσηµείωτη συνέπεια των εξισώσεών του, χωρίς
περιθώρια περαιτέρω ερµηνείας. Για τον Einstein, τα πειραµατικά δεδοµένα (τα οποία, όπως έχει
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αποδειχτεί σήµερα από τα πειράµατα των Eötvös, Braginski και Dicke ισχύουν µε πολύ µεγάλη
ακρίβεια) ήταν τόσο σηµαντικά που άξιζε να αναχθούν σε ένα αξίωµα που υπερέβαινε τις εξισώσεις
του Newton.

Σύµφωνα µε “την ευτυχέστερη σκέψη της Ϲωής” του Einstein, το ϐαρυτικό πεδίο έχει µόνο µια
σχετική ύπαρξη. ∆ιότι για έναν παρατηρητή σε ελεύθερη πτώση από την οροφή ενός σπιτιού δεν

υπάρχει -τουλάχιστον στο άµεσο περιβάλλον του- ϐαρυτικό πεδίο. ΄Ετσι, λοιπόν, αν δεχτούµε την
αρχή της ισοδυναµίας, ϑα έπρεπε να µπορούµε, αντί να ϑεωρήσουµε ότι τα αντικείµενα πέφτουν
υπό την επίδραση του γήινου ϐαρυτικού πεδίου, να υποθέσουµε ότι είναι ακίνητα στο χώρο, αλλά
ιδωµένα από έναν παρατηρητή σε έναν µεγάλο ανελκυστήρα ο οποίος επιταχύνεται προς τα επάνω
πλησιάζοντας προς αυτά (5.3.1ϐ). Εάν η επιτάχυνση a του ανελκυστήρα είναι αριθµητικά ίση µε το
g, το ϐαρυτικό πεδίο της Γης, δε ϑα έπρεπε να έχει καµιά ϕυσική διαφορά ανάµεσα στις περιγραφές
των δύο παρατηρητών. Ο παρατηρητής που ϐρίσκεται µέσα σε αυτόν το µεγάλο ανελκυστήρα µπορει
κάλλιστα να ϕαντάζεται ότι στέκεται σε στέρεο έδαφος και ότι εκείνο που κάνει το αυτοκίνητο, το
ϕυστίκι και τη µπάλα να πέφτουν προς αυτόν µε τους ίδιους ακριβώς ϱυθµούς είναι το ϐαρυτικό
πεδίο της Γης. Τα ϕαινόµενα που οφείλονται στην επιταχυνόµενη κίνηση, αντισταθµίζονται ακριβώς

από εκείνα που οφείλονται στις δυνάµεις ϐαρύτητας. Σύµφωνα µε τον τρόπο που αντιλαµβάνεται
τα πράγµατα, ϑα ϑεωρούσε επίσης ότι είναι αξιοσηµείωτο το γεγονός ότι οι νόµοι της ϐαρύτητας
και της κίνησης είναι τέτοιοι ώστε να εξαλείφεται οποιαδήποτε εξάρτηση από τη µάζα, το σχήµα,
τις χηµικές ιδιότητες, κ.λ.π. Για τον Einstein, εντούτοις, που κατασκεύασε τον ανελκυστήρα, το
γεγονός αυτό δεν είναι τίποτα το αξιοθαύµαστο, αλλά το πιο ϕυσικό πράγµα στον κόσµο.

Εάν πράγµατι δεν υπάρχει κανένας τρόπος να διακρίνουµε µεταξύ τους τις δύο καταστάσεις
που απεικονίζονται στο Σχήµα (5.3.1), τότε κατά τον Einstein, η ϐαρύτητα ϑα πρέπει να µπορεί να
κάµψει το ϕως, διότι είναι ϕανερό ότι σύµφωνα µε τον παρατηρητή στον ανελκυστήρα το ϕως ϑα
καµφθεί (Σχήµα 5.3.2). Το ϕως το οποίο κινείται σε ευθεία γραµµή σύµφωνα µε έναν αδρανειακό
παρατηρητή έξω από τον ανελκυστήρα µπαίνει στον ανελκυστήρα από το επάνω µέρος του αρισ-
τερού παραθύρου. Αφού µεσολαβήσει ένα πεπερασµένο χρονικό διάστηµα για να διασχίσει τον
ανελκυστήρα κατά πλάτος, εξέρχεται από αυτόν από το κάτω µέρος του δεξιού παραθύρου. Ο
αδρανειακός παρατηρητής αποδίδει το γεγονός απλώς στην κίνηση του ανελκυστήρα στο χρονικό
διάστηµα που µεσολάβησε. Στο δικό του σύστηµα αναφοράς, το ϕως ταξιδεύει σε ευθεία γραµµή
και ο ανελκυστηρας επιταχύνεται. Ο παρατηρητής στον ανελκυστήρα, όµως, ϑεωρεί ότι Ϲει στο
ϐαρυτικό πεδιο της Γης, και ότι το ϕως που µπαίνει από το επάνω µέρος του ενός από τα δύο
παράλληλα παράθυρα κάµπτεται από τη ϐαρύτητα µε αποτέλεσµα να ακολουθεί µια καµπύλη
τροχιά η οποία καταλήγει κοντά στη ϐάση του άλλου παραθύρου. ΄Ετσι, πιστεύει ότι η ϐαρύτητα
µπορεί να κάµψει το ϕως. Και οι δύο έχουν δίκιο. Και οι δύο περιγραφές είναι εξίσου αποδεκτές.

5.4. ΤΑ ΚΛΑΣΙΚΑ ΠΕΙΡΑΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΗΝ ΕΠΙΒΕΒΑΙΩΣΗ ΤΗΣ ΓΘΣ

5.4.1. Μετατόπιση προς το ερυθρό λόγω της ϐαρύτητας.
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Figure 5.3.1. Η αρχή της ισοδυναµίας. Σύµφωνα µε αυτή, ένας παρατηρητής στον
χώρο ο οποίος επιταχύνεται προς τα πάνω µε a = g, µέσω ενός ανελκυστήρα, αντιλ-
αµβάνεται τα ίδια ϕυσικά ϕαινόµενα που ϑα αντιλαµβανόταν και αν ϐρισκόταν στη
Γη υποκείµενος σε ϐαρυτικό πεδίο g.

΄Ενα ϕωτόνιο µε συχνότητα f που διαφεύγει από ένα άστρο και αποµακρύνεται σε άπειρη
απόσταση, ϐρίσκεται να έχει συχνότητα:

f ′ = f

(
1 −

GMA

RAc2

)
(5.4.1)

όπου MA η µάζα και RA η ακτίνα του άστρου. Τώρα το ϕωτόνιο χάνει ενέργεια καθώς ξεφεύγει από
το πεδίο ϐαρύτητας του άστρου. Το χρώµα ϕωτός του οποίου η συχνότητα µειώνεται, µεταβάλλεται,
και στο ορατό ϕάσµα µετατοπίζεται προς την περιοχή του ερυθρού. Γι αυτό το λόγο, το ϕαινόµενο
είναι γνωστό ως µετατόπιση προς το ερυθρό λόγω της ϐαρύτητας.

Οι λευκοί νάνοι χαρακτηρίζονται από µεγάλη τιµή του λόγου MA/RAκαι εποµένως η αντίστοιχη
µετατόπιση προς το ερυθρό λόγω της ϐαρύτητας είναι σχετικά µεγάλη. Για τον Σείριο B, η υπολο-
γιζόµενη ποσοστιαία µετατόπιση είναι:

∆f

f
= −5.9 × 10−5 (5.4.2)

ενώ η πειραµατική τιµή είναι−6.6×10−5. Η διαφορά οφείλεται στην αβεβαιότητα που υπεισέρχεται
στον καθορισµό των MA και RA.

5.4.2. Εκτροπή ϕωτονίων από τον ΄Ηλιο.

Η εκτροπή ϕωτός από σώµατα µεγάλης µάζας είναι σήµερα ένα επαρκώς τεκµηριωµένο ϕαινό-
µενο. Η πρόβλεψη αυτή του Einstein τεκµηριώθηκε το 1919 σε µια σηµαντικότατη ερευνητική
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Figure 5.3.2. ∆ύο απόψεις του ίδιου πειράµατος σχετικά µε τη διάδοση του ϕωτός:
(α) σύµφωνα µε έναν αδρανειακό παρατηρητή, (ϐ) σύµφωνα µε έναν παρατηρητή
µέσα στον επιταχυνόµενο ανελκυστήρα

αποστολή µε επικεφαλής τον Eddington, στην οποία παρατηρήθηκε η εκτροπή αστρικού ϕωτός
από τον ΄Ηλιο κατά τη διάρκεια µιας έκλειψης.

΄Εστω ότι το ϕωτόνιο έχει µάζαMΦ. Το ϕωτόνιο περνά κοντά στον ΄Ηλιο, σε µια ελάχιστη απόσταση
r0 από το κέντρο του, όπως δείχνει το Σχήµα (5.4.1). Υποθέτουµε εκ των προτέρων ότι η απόκλιση
είναι πολύ µικρή, οπότε το r0 µπορεί να ϑεωρηθεί προσεγγιστικά σταθερό, ανεξάρτητο από την
απόκλιση. Η δύναµη Fx κάθετα στην κίνηση του ϕωτονίου στη ϑέση

(
r0, y

)
είναι:

Fx = −GMAMΦ

r0(
r2
o + y2)3/2

(5.4.3)

όπου το y µετριέται από το σηµείο ϱ, όπως ϕαίνεται στο σχήµα.
Η τελική τιµή της συνιστώσας υx της ταχύτητας του ϕωτονίου κάθετα στην κίνηση, ϐρίσκεται

από τη σχέση:

MΦυx =
�

Fxdt =
�

Fx
dy

υy
≈

1
c

�
Fxdy (5.4.4)

οπότε:

υx ≈ −
GMAr0
c

∞�
−∞

dy(
r2
0 + y2

)3/2
≈ −

2GMA

cr0
(5.4.5)

Αν το r0 είναι ίσο µε την ακτίνα του ΄Ηλιου, η αντίστοιχη γωνιακή απόκλιση ϑα είναι τελικά:

tanφ ≈ φ ≈
|υx |

c
≈

2GMA

RAc2 rad (5.4.6)
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Εκτελώντας τις πράξεις ϐρίσκουµε φ = 0.87′′. Μια πιο προσεγµένη ανάλυση οδηγεί στη διπλάσια
τιµή, δηλαδή 1.75′′. Αυτή η τιµή έχει επιβεβαιωθεί από παρατηρήσεις, µε ακρίβεια 20%.

Figure 5.4.1. Εκτροπή ϕωτονίου από το πεδιο ϐαρύτητας του ΄Ηλιου

Bέβαια, έχουν γίνει ακριβέστερα πειράµατα εκτροπής και χρονοµέτρησης της ϱαδιοεκποµπής
από κβάζαρ των οποίων το ϕως διέρχεται κοντά από τον ΄Ηλιο. Τα πειράµατα αυτά, έχουν το
πλεονέκτηµα ότι δεν χρειάζεται να περιµένουµε µια ηλιακή έκλειψη. Σε ένα συναφές ϕαινόµενο,
τον “ϐαρυτικό ϕακό”, ϑεωρείται ότι οφείλεται η µορφή ενός πρόσϕατα ανακαλυφθέντος “διπλού
κβάζαρ”, οι δύο συνιστώσες του οποίου έχουν σχεδόν πανοµοιότυπη εµφάνιση.

5.4.3. Η µετατόπιση του περιηλίου του Ερµή.

Η πραγµατική τροχιά του Ερµή ϕαίνεται στο Σχήµα (5.4.2), µε υπερβολική εκκεντρότητα και
µετατόπιση ανά περιφορά. Το ϕαινόµενο αυτό οφείλεται στο ότι ο λόγος υ2/c2 δεν είναι µηδενικός.
Για να υπολογίσουµε το λόγο, υποθέτουµε ότι η τροχιά είναι κυκλική, µε ακτίνα ίση µε το µεγάλο
ηµιάξονα. ΄Ετσι ϐρίσκουµε, χρησιµοποιώντας και την περίοδο T:

υ =
2πr
T
≈ 4.8 × 104 m/s (5.4.7)

υ

c
≈ 1.6 × 10−4 (5.4.8)

υ2

c2 ≈ 2.6 × 10−8 =
δθ

2π
(5.4.9)

άρα:
δθ ≈ 0.03′′ (5.4.10)
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Συνήθως η γωνία δίνεται σε δευτερόλεπτα ανά αιώνα. Η περίοδος είναι 0.24 έτη. Εποµένως η
αναµενόµενη τάξη µεγέθους του αποτελέσµατος ϑα είναι:

δθ =
100
0.24

× 0.03 ≈ 13′′ (5.4.11)

Η πειραµατική τιµή είναι 42.9”, ενώ η ΓΘΣ προβλέπει 43.0”. Η τιµή αυτή συµφωνεί µε την
πειραµατική, µέσα στα όρια του πειραµατικού σϕάλµατος.

Figure 5.4.2. Η µετακίνηση του περιηλίου του Ερµή, που εξηγείται από τη ΓΘΣ. Το
επίπεδο της τροχιάς συµπίπτει µε το ϕύλλο του χαρτιού. Για ευκολία, η εκκεντρότητα
της τροχιάς και η µετατόπιση ανά περιφορά, έχουν µεγαλοποιηθεί κατά πολύ. Χωρίς
τη µετατόπιση η εικόνα ϑα ήταν απλώς µια στάσιµη έλλειψη.
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ΒΑΡΥΤΗΤΑ

6.1. ΑΠΟ ΤΟ NEWTON ΣΤΟΝ EINSTEIN

΄Εχοντας τα µαθηµατικά εργαλεία, είµαστε έτοιµοι να εξετάσουµε τη ϕυσική της ϐαρύτητας,
όπως περιγράφεται από τη Γενική Σχετικότητα. Η διαδικασία αυτή ϑα έχει δύο σκέλη: πώς το
ϐαρυτικό πεδιο επηρρεάζει τη συµπεριφορά της ύλης, και πώς η ύλη καθορίζει το ϐαρυτικό πεδίο.
Στη Νευτώνεια ϐαρύτητα, αυτά τα δύο στοιχεία αποτελούνται από την έκφραση για την επιτάχυνση
ενός σώµατος σε ένα ϐαρυτικό δυναµικο Φ:

a = −∇Φ (6.1.1)

και τη διαφορική εξίσωση του Poisson για το δυναµικό, συναρτήσει της πυκνότητας µάζας ρ και τη
ϐαρυτική σταθερά του Newton, G:

∇2Φ = 4πGρ (6.1.2)

Στη Γενική Σχετικότητα, ϑα υπάρχουν αντίστοιχες εκφράσεις για την περιγραφή του πώς η
καµπυλότητα του χωροχρόνου επιδρά στη µάζα, ώστε να εκδηλωθεί ως ϐαρύτητα καθώς και του
πώς η ενέργεια και η ορµή επιδρούν στο χωρόχρονο ώστε να καµπυλωθεί. Πριν ϕτάσουµε σε αυτές,
όµως, ας ϐρούµε έναν απλό τρόπο να γενικεύσουµε ϕυσικούς νόµους στα πλαίσια του καµπύλου
χωροχρόνου.

Θα γυρίσουµε στην Αρχή της Ισοδυναµίας (§5.3): “Σε αρκετά µικρές περιοχές του χωροχρόνου, οι
νόµοι της ϕυσικής ανάγονται σε αυτούς της Ειδικής Σχετικότητας. Είναι αδύνατο να ανιχνεύσουµε
την ύπαρξη ενός ϐαρυτικού πεδίου µέσω τοπικών πειραµάτων.” Η αρχή της ισοδυναµίας γεννάται
από την ιδέα ότι η ϐαρύτητα είναι καθολική. Επηρρεάζει όλα τα σωµατίδια (και όλες της µορφές
ενέργειας - ορµής) µε τον ίδιο τρόπο. Το χαρακτηριστικό της καθολικότητας οδήγησε τον Einstein
να προτείνει ότι αυτό που αισϑανόµαστε ως ϐαρύτητα είναι µια εκδήλωση της καµπυλότητας του
χωροχρόνου. Η ιδέα είναι ότι κάτι τόσο καθολικό ϑα µπορούσε απλούστατα να περιγραφεί ως ένα
ϑεµελιώδες χαρακτηριστικό του υποβάθρου στο οποίο διαδίδονται τα υλικά πεδία, σε αντίθεση µε τη
ϑεώρηση µιας συµβατικής δύναµης. Παράλληλα, η ταύτιση του χωροχρόνου µε µια καµπυλωµένη
πολλαπλότητα υποστηρίζεται από την εξής οµοιότητα: δεν µπορούµε να ανιχνεύσουµε τοπικά
τη ϐαρύτητα, µε τον ίδιο τρόπο που µπορούµε να ϐρούµε τοπικά αδρανειακές συντεταγµένες
(gµν = ηµν, ∂ρgµν = 0 σε ένα σηµείο ϱ) σε µια πολλαπλότητα.

΄Εχοντας κάνει αυτή τη σκέψη, οδηγούµαστε σε µια απλή συνταγή για τη γενίκευση ϕυσικών
νόµων στον καµπύλο χωρόχρονο, γνωστή ως αρχή του minimal-coupling η οποία στην πιο τολµηρή
µορφή της είναι:

62
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(1) Θεωρούµε ένα ϕυσικό νόµο, ο οποίος είναι αληθής σε αδρανειακές συντεταγµένες στον
επίπεδο χωρόχρονο.

(2) Τον γράφουµε σε αναλλοίωτη (τανυστική) µορφή.
(3) Ισχυριζόµαστε ότι ο νόµος που έχουµε ως αποτέλεσµα παραµένει αληθής στον καµπύλο

χωρόχρονο.

Πρακτικά, λοιπόν, σε έναν νόµο στον επίπεδο χώρο αντικαθιστούµε τη µετρική Minkowski ηµν
µε την πιο γενική gµν καθώς και τις µερικές παραγώγους ∂µ µε τις συναλλοίωτες ∇µ.

΄Ενα παράδειγµα είναι η κίνηση σωµατιδίων σε ελεύθερη πτώση. Στον επίπεδο χώρο αυτά
κινούνται σε ευθείες γραµµές. Στις εξισώσεις, αυτό εκφράζεται ως ο µηδενισµός της δεύτερης
παραγώγου της παραµετρικής καµπύλης xµ (λ):

d2xµ

dλ2 = 0 (6.1.3)

Αυτό, σε γενικές συντεταγµένες, δεν είναι τανυστική εξίσωση. Παρόλο που το dxµ/dλ είναι οι
συνιστώσεις ενός καλά ορισµένου διανύσµατος, οι συνιστώσεις d2xµ/dλ2 δεν είναι, αν και η (6.1.3)
δείχνει σαν τανυστική εξίσωση. Με χρήση του κανόνα της αλυσίδας έχουµε:

d2xµ

dλ2 =
dxν

dλ
∂ν
dxµ

dλ
(6.1.4)

Σύµφωνα µε την αρχή του minimal-coupling, για να το γενικεύσουµε σε καµπύλο χώρο, απλώς
αντικαθιστούµε τη µερική παράγωγο µε τη συναλλοίωτη:

dxν

dλ
∂ν
dxµ

dλ
→

dxν

dλ
∇ν
dxµ

dλ
=
d2xµ

dλ2 + Γµρσ
dxρ

dλ

dxσ

dλ
(6.1.5)

Η κατάλληλη, λοιπόν, εκδοχή της Νευτώνειας σχέσης (6.1.3) είναι η γεωδαισιακή εξίσωση:

d2xµ

dλ2 + Γµρσ
dxρ

dλ

dxσ

dλ
= 0 (6.1.6)

Στη Γενική Σχετικότητα, λοιπόν, τα ελεύθερα σωµατίδια κινούνται σε γεωδαισιακές καµπύλες.
ϐέβαια, το να γενικεύουµε µια εξίσωση από επίπεδο σε καµπύλο χωρόχρονο δεν είναι ισοδύναµο

µε το να ϑεωρούµε ότι το αποτέλεσµα περιγράφει ϐαρύτητα. Για να το ϑεωρήσουµε, µπορούµε να
δείξουµε πως ταιριάζουν στη γενικευµένη εικόνα τα συνήθη αποτελέσµατα της Νευτώνειας ϐαρύτη-
τας. Ορίζουµε το Νευτώνειο όριο µε τρεις απαιτήσεις: τα σωµατίδια κινούνται αργά (σε σχέση µε
την ταχύτητα του ϕωτός), τα ϐαρυτικό πεδίο είναι ασθενές (έτσι ώστε να µπορεί να ϑεωρεί διαταραχή
του επίπεδου χώρου), και στατικό (δε µεταβάλλεται µε το χρόνο). Ας δούµε την επίδραση αυτών των
υποθέσεων στη γεωδαισιακή εξίσωση, ϑεωρώντας τον ιδιόχρονο τ ως παράµετρο.

“Κινούνται αργά” σηµαίνει ότι:
dx i

dτ
�
dt

dτ
(6.1.7)

οπότε η γεωδαισιακή εξίσωση γίνεται:

d2xµ

dτ2
+ Γ

µ
00

(dt
dτ

)2
= 0 (6.1.8)
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Τα σύµβολα Christoffel απλοποιούνται στην περίπτωσή µας, αφού το πεδίο είναι στατικό
(
∂0gµν = 0

)
:

Γ
µ
00 =

1
2
gµλ (∂0gλ0 + ∂0goλ − ∂λg00)

= −
1
2
gµλ∂λg00 (6.1.9)

Η τρίτη µας υπόθεση, ότι το πεδίο είναι ασϑενές, µας επιτρέπει να αναλύσουµε τη µετρική στην
Minkowski συν µια µικρή διαταραχή:

gµν = ηµν + hµν,
∣∣∣hµν∣∣∣ � 1 (6.1.10)

∆ουλεύουµε σε αδρανειακές συντεταγµένες, οπότε η ηµν είναι η κανονική µορφή της µετρικής.
΄Αλλωστε, δεν έχει νόηµα η έννοια της “µικρής” διαταραχής hµν σε αυθαίρετες συντεταγµένες. Με
ανύψωση των δεικτών της (6.1.10), ϐρίσκουµε ότι στην πρώτη τάξη του h:

gµν = ηµν − hµν (6.1.11)

όπου hµν = ηµρηνσhρσ . ΄Ετσι τα σύµβολα Christoffel γίνονται:

Γ
µ
00 = −

1
2
ηµλ∂λh00 (6.1.12)

Η γεωδαισιακή εξίσωση είναι λοιπόν:

d2xµ

dτ2
=

1
2
ηµλ∂λh00

(dt
dτ

)2
(6.1.13)

Αφού ∂0h00, η µ = 0 συνιστώσα της είναι:

d2t

dτ2
= 0 (6.1.14)

∆ηλαδή, το dt/dτ είναι σταθερό. Για να εξετάσουµε τις χωροειδείς (spacelike) συνιστώσες της
(6.1.13), έχουµε υπόψιν ότι οι χωροειδείς συνιστώσες της ηµν είναι αυτές ενός 3 × 3 µοναδιαίου
διανύσµατος. Οπότε η γεωδαισιακή γίνεται:

d2x i

dτ2
=

1
2

(dt
dτ

)2
∂ih00 (6.1.15)

∆ιαιρώντας και τα δύο µέλη µε
(dt
dτ

)2
:

d2x i

dt2
=

1
2
∂ih00 (6.1.16)

Αν συγκρίνουµε αυτή την εξίσωση µε την 6.1.1, ϐλέπουµε ότι είναι η ίδια αν ϑέσουµε:

h00 = −2Φ (6.1.17)

ή
g00 = − (1 + 2Φ) (6.1.18)
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∆είξαµε έτσι, ότι η καµπυλότητα του χωροχρόνου είναι επαρκής για την περιγραφή της ϐαρύτη-
τας στο Νευτώνειο όριο, εφόσον η µετρική παίρνει τη µορφή (6.1.18).

΄Εχουµε, λοιπόν, πλέον το κατάλληλο εργαλείο για να καταλήξουµε στην εξίσωση πεδίου για τη
µετρική στη γενική σχετικότητα.

6.2. Η ΕΞΙΣΩΣΗ EINSTEIN

΄Ετσι όπως οι εξισώσεις Maxwell καθορίζουν πως τα ηλεκτρικά και τα µαγνητικά πεδία αν-
ταποκρίνονται σε ϕορτία και ϱεύµατα, η εξίσωση πεδίου του Einstein καθορίζει πως η µετρική
ανταποκρίνεται στην ύλη.

Σύµφωνα µε τις ιδέες του Newton, το ϐαρυτικό πεδίο σε οποιαδήποτε περιοχή του χωροχρόνου
καθορίζεται από την κατανοµή της ύλης. Στη Νευτώνεια ϐαρύτητα η πηγή εισάγεται µε πολύ απλό
τρόπο, µε την εξίσωση Poisson:

∇2Φ = 4πGρ (6.2.1)

όπου ∇2 = δ ij∂i∂j είναι η Λαπλασιανή. Αυτό υποδεικνύει ότι ο µετρικός τανυστής της χωροχρονικής
πολλαπλότητας (η οποία όπως είπαµε συνδέεται στενά µε το ϐαρυτικό πεδίο) ϑα πρέπει να είναι
υπολογίσιµος όταν είναι γνωστή η κατανοµή ύλης στο χωρόχρονο. ΄Ετσι, αναζητούµε µια τανυστική
ποσότητα που να περιγράφει αυτή την κατανοµή ύλης ως προς οποιοδήποτε σύστηµα αναφοράς
στο χωρόχρονο την οποία στη συνέχεια ϑα επιχειρήσουµε να συνδέσουµε µε το µετρικό τανυστή.
Ο τανυστής ενέργειας-ορµής Tij είναι ο ιδανικός υποψήφιος για την ποσότητα που αναζητούµε.
Επίσης, ο µετρικός τανυστής ϑα αντικαταστήσει το ϐαρυτικό δυναµικό, ακολουθώντας τη λογική
της προηγούµενης παραγράφου, όπου συσχετίσαµε µια διαταραχή της µετρικής µε το νευτώνειο
δυναµικό, έτσι ώστε να αναπαράγουµε τη ϐαρύτητα. Η νέα εξίσωση, λοιπόν, ϑα έχει τη γενική
µορφή: [

∇2g
]
µν
∝ Tµν (6.2.2)

Εφόσον ο τανυστής ενέργειας-ορµής έχει οριστεί µόνο σε αδρανειακά συστήµατα αναφοράς, ο
ορισµός του πρέπει να επεκταθεί σε ένα γενικό σύστηµα στο χωροχρόνο. Θα το κάνουµε µε τον
εξής τρόπο: ϑα ορίσουµε ένα σύστηµα αναφοράς µε συντεταγµένες yρ, στην περιοχή ενός σηµείου
P στο χωρόχρονο, το οποίο είναι γεωδαισιακό στο σηµείο αυτό (η µετρική του εκεί παίρνει την
ευκλείδια µορφή στο Ρ). Αυτό το σύστηµα αντιστοιχεί σε ένα τοπικά αδρανειακό σύστηµα στο οποίο
οι συντεταγµένες yρϑα συµπεριφέρονται σαν συντεταγµένες Minkowski.

Αν T (0)
µν είναι οι συνιστώσες του τανυστή ενέργειας-ορµής στο σύστηµα-y στο σηµείο Ρ, οι

συνιστώσες του στο γενικό σύστηµα-x (µε συντεταγµένες xρ), στο ίδιο σηµείο µπορούν να καθορισ-
τούν από τις κατάλληλες τανυστικές εξισώσεις µετασχηµατισµού. ΄Ετσι, ο συναλλοίωτος τανυστής
ενέργειας-ορµής ϑα έχει συνιστώσες Tµν στο σύστηµα-x δίνεται από:

Tµν =
∂yρ

∂xµ
∂yσ

∂xν
T (0)
ρσ (6.2.3)
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Εφόσον συναλλοίωτοι και ανταλλοίωτοι τανυστές, ταυτίζονται σε Καρτεσιανούς άξονες, οι T (0)
ρσ

µπορούν να ϑεωρηθούν συνιστώσες ενός συναλλοίωτου τανυστή στο σύστηµα y και οι συνιστώσες
του τανυστή αυτού ϑα δίνονται από την εξίσωση:

T µν =
∂xµ

∂yρ
∂xν

∂yσ
T (0)
ρσ (6.2.4)

Αυτοί οι µετασχηµατισµοί µπορούν να λάβουν χώρα σε κάθε σηµείο του χωροχρόνου, δηµιουργών-
τας έτσι για το σύστηµα x ένα τανυστικό πεδίο ενέργειας-ορµής καθ’ ολοκληρίαν στο συνεχές.

Ας ϑεωρήσουµε την τανυστική εξίσωση:

∂νT
µν = 0 (6.2.5)

Σε συντεταγµένες yρ σε κάθε σηµείο του χωροχρόνου, αυτό απλοποιείται σε:

∂νT
(0)
µν = 0 (6.2.6)

δηλαδή στις εξισώσεις διατήρησης ενέργειας και ορµής για τη συνολική κατανοµή µάζας-
ενέργειας. ΄Οντας έγκυρη σε ένα σύστηµα, η εξίσωση (6.2.5), είναι έγκυρη σε όλα τα συστήµατα.
΄Ετσι, η απόκλιση του τανυστή ενέργειας-ορµής µηδενίζεται. Αν, λοιπόν, αυτός ο τανυστής συσχετισ-
τεί µε το µετρικό τανυστή gµν, η σχέση ϑα πρέπει να έχει τέτοια µορφή ώστε να υπονοείται η εξίσωση
(6.2.5). Τώρα:

∂ρg
µν = 0 (6.2.7)

και τελικά:
∂νg

µν = 0 (6.2.8)

Ο νόµος:
T µν = κgµν (6.2.9)

όπου κ είναι µια παγκόσµια σταθερά, ϑα ήταν ικανοποιητικός ως προς τα παραπάνω. Παρόλα
αυτά, σε µια περιοχή όπου η µάζα και η ενέργεια ϑα ήταν απούσες, έτσι ώστε T µν = 0, αυτό ϑα
υπονοούσε ότι:

gµν = 0 (6.2.10)

το οποίο είναι προφανώς λανθασµένο. Επιπρόσϑετα, σύµφωνα µε τη Νευτώνεια ϑεωρία, αν ρ είναι
η πυκνότητα της ύλης, το ϐαρυτικό πεδίο µπορεί να εξαχθεί από µια συνάρτηση δυναµικού Φ που
να ικανοποιεί την εξίσωση (6.1.2). Από τον ορισµό όµως του τανυστή ενέργειας-ορµής, η συνιστώσα
του T44 περιλαµβάνει την πυκνότητα ύλης (T44 = −c2ρ) , οπότε είναι λογικό να περιµένουµε ότι
το άλλο µέλος της εξίσωσης που περιγράφει το νέο νόµο της ϐαρύτητας, ϑα µας παρέχει όρους
που µπορούν να έχουν µια προσεγγιστική ερµηνεία ως ∇2Φ. ΄Ετσι, περιµένουµε την ύπαρξη ενός
συναλλοίωτου τανυστή δεύτερης τάξεως, που να περιλαµβάνει παραγώγους δευτέρας τάξεως της gµν
και ο οποίος να έχει µηδενική απόκλιση στην οποία να µπορεί να ϑεωρηθεί ανάλογος ο T µν.

Ευτυχώς, υπάρχει µια ποσότητα, η οποία είναι µη µηδενική και προκύπτει από δεύτερες
παραγώγους (και πρώτες παραγώγους) της µετρικής: ο τανυστής Riemann Rρσµν. Ο τανυστής Rie-
mann “κατασκευάζεται” από τα σύµβολα Christoffel και τις πρώτες παραγώγους τους, οπότε ο Rρσµν
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περιέχει δεύτερες παραγώγους της gµν. ∆εν έχει το σωστό αριθµό δεικτών, αλλά µε τη συστολή του
µπορούµε να σχηµατίσουµε τον τανυστή Ricci ο οποίος τους έχει (και είναι συµµετρικός).

Σ’ αυτή τη ϕάση, ϑα ήταν δελεαστικό να υποθέσουµε ότι οι εξισώσεις του ϐαρυτικού πεδίου
είναι

Rµν = κT µν (6.2.11)

για κάποια σταθερά κ. Στην πραγµατικότητα, ο Einstein πρότεινε κάποια στιγµή αυτή την
εξίσωση. ∆υστυχώς όµως, υπάρχει το πρόβληµα της διατήρησης της ενέργειας. Αν ϑέλουµε να
διατηρήσουµε την (6.2.5), τότε ϑα προέκυπτε:

Rµν;ν = 0 (6.2.12)

το οποίο δεν ισχύει σε αυθαίρετη γεωµετρία αφού, όπως είδαµε στο προηγούµενο µέρος:

∂νR
µν =

1
2
∂µR (6.2.13)

Η επόµενη επιλογή µας, είναι ο τανυστής Einstein, που κατέχει τα Ϲητούµενα χαρακτηριστικά.
Γι αυτό µπορούµε να ϑεωρήσουµε:

Rµν −
1
2
gµνR = −κT µν (6.2.14)

όπου κ είναι µια σταθερά αναλογίας την οποία ϑα πρέπει να συσχετίσουµε µε την G. Η εξίσωση
(6.2.14) εκφράζει το Νόµο του Einstein για τη ϐαρύτητα. Με καταβίβαση των δεικτών, µπορεί να
εκφραστεί µε δύο εναλλακτικές µορφές:

Rµν −
1
2
δµνR = −κT µν (6.2.15)

Rµν −
1
2
gµνR = −κTµν (6.2.16)

Με συστολή της εξίσωσης (6.2.15), προκύπτει ότι:

R = κT (6.2.17)

όπου T = T µµ . Με χρήση αυτού, ο Νόµος του Einstein για τη ϐαρύτητα µπορεί να πάρει τη µορφή:

Rµν = κ
(1
2
gµνT − Tµν

)
(6.2.18)

Αφού η απόκλιση της gµνείναι µηδενική, µια πιθανή εναλλακτική του Nόµου (6.2.14) είναι:

Rµν −
1
2
gµνR − Λgµν = −κT µν (6.2.19)

όπου Λ είναι µια σταθερά. Ο Nόµος (6.2.14) δίνει αποτελέσµατα που συµφωνούν µε τα παρατηρησι-
ακά δεδοµένα σε περιοχές του χώρου γαλαξιακών διαστάσεων, οπότε είναι σίγουρο πως, ακόµα και
αν το Λ δεν είναι µηδενικό, είναι πολύ µικρό. Παρόλα αυτά, ο επιπλέον όρος εισήχθη σε κάποιες
κοσµολογικές έρευνες.
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Ας διερευνήσουµε αν η εξίσωση στην οποία οδηγηθήκαµε προβλέπει τη Nευτώνεια ϐαρύτητα
µε τις απαιτήσεις που είχαµε και προηγουµένως: τα σωµατίδια κινούνται αργά (σε σχέση µε την
ταχύτητα του ϕωτός), τα ϐαρυτικό πεδίο είναι ασϑενές (έτσι ώστε να µπορεί να ϑεωρεί διαταραχή
του επίπεδου χώρου), και στατικό (δε µεταβάλλεται µε το χρόνο). Θεωρούµε ένα τέλειο ϱευστό,
πηγή ενέργειας-ορµής για την οποία:

Tµν = (ρ + p)UµUν + pgµν (6.2.20)

όπου U µ είναι η τετρα-ταχύτητα του ϱευστού και ρ, p οι πυκνότητες ενέργειας και ορµής στο
αδρανειακό σύστηµα αναφοράς. Στο Nευτώνειο όριο µπορούµε να παραλείψουµε την πίεση, κα-
ϑώς σε γενικές γραµµές, η πίεση ενός σώµατος ϑεωρείται σηµαντική όταν τα σωµατίδια που το
αποτελούν ταξιδεύουν µε ταχύτητες συγκρίσιµες µε την ταχύτητα του ϕωτός. Ουσιαστικά ϑεω-
ϱούµε τον τανυστή ενέργειας-ορµής κονιορτού (dust) σταθερής ταχύτητας:

Tµν = ρυµυν (6.2.21)

Το “ϱευστό” το οποίο ϑεωρούµε, είναι κάποιο σώµα µεγάλης µάζας, όπως η Γη ή ο ΄Ηλιος. ϑα
δουλέψουµε στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς του ϱευστού, στο οποίο

υµ =
(
υ0,0,0,0

)
(6.2.22)

Η χρονοειδής συνιστώσα µπορεί να προσδιοριστεί µε χρήση της συνθήκης κανονικοποίησης, gµνU µU ν =

−1. Στο όριο του ασθενούς πεδίου, και σε συµφωνία µε τις (6.1.10), (6.1.11):

g00 = −1 + h00 (6.2.23)

g00 = −1 − h00 (6.2.24)

Στη συνέχεια, σε πρώτης τάξεως προσέγγιση του hµν, παίρνουµε:

υ0 = 1 +
1
2
h00 (6.2.25)

Βέβαια, στο δικό µας επίπεδο προσέγγισης µπορούµε απλώς να ϑεωρήσουµε ότι υ0 = 1 και
αντίστοιχα υ0 = −1, καθώς ϑα ενσωµατώσουµε την τετρα-ταχύτητα στην (6.2.21), και η ενεργειακή
πυκνότητα ρ ήδη ϑεωρείται µικρή. Τότε:

T00 = ρ (6.2.26)

και όλες οι άλλες συνιστώσες µηδενίζονται. Σε αυτό το όριο η ενέργεια ηρεµίας ρ = T00 ϑα είναι
πολύ µεγαλύτερη των υπολοίπων όρων του Tµν, γι αυτό ϑα εστιάσουµε στη µ = 0, ν = 0 συνιστώσα
της (6.2.18). Το ίχνος στην προσέγγισή µας ϑα είναι:

T = g00T00 = −T00 = −ρ (6.2.27)

Αντικαθιστώντας το στην (6.2.15):

R00 =
1
2
κρ (6.2.28)
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Αυτή είναι µια εξίσωση που συσχετίζει τις παραγώγους της µετρικής µε την πυκνότητα ενέργειας.
Για να ϐρούµε τη σαφή έκφραση σε όρους µετρικής, ϑεωρούµε R00 = Rλ0λ0. Αφού R0

000 = 0,
χρειαζόµαστε µόνο το Ri0i0. ΄Εχουµε:

Ri0j0 = ∂jΓ
i
00 − ∂0Γij0 + ΓijλΓ

λ
00 − ΓioλΓ

λ
j0 (6.2.29)

Ο δεύτερος όρος είναι µια παράγωγος ως προς το χρόνο, η οποία µηδενίζεται για στατικά πεδία.
Ο τρίτος και ο τέταρτος όρος είναι της µορφής (Γ)2, και εφόσον το Γ είναι σε προσέγγιση πρώτης
τάξεως στη διαταραχή της µετρικής, αυτοί συνεισϕέρουν µόνο σε δεύτερη τάξη, οπότε µπορούν να
παραλειφθούν. Μας έχει µείνει το Ri0j0 = ∂jΓi00. Από αυτό παίρνουµε:

R00 = Ri0i0

= ∂i
[1
2
giλ (∂0gλ0 + ∂0g0λ − ∂λg00)

]
= −

1
2
δ ij∂i∂jh00

= −
1
2
∇2h00 (6.2.30)

Αν συγκρίνουµε µε την (6.2.28), ϑα συµπεράνουµε ότι η 00 συνιστώσα της (6.2.16) στο Νευτώνειο
όριο προβλέπει:

∇2h00 = −κρ (6.2.31)

Εφόσον η (6.1.17) ϑέτει h00 = −2Φ, αυτή είναι η εξίσωση Poisson, αν ϑέσουµε κ = 8πG.
΄Αρα η επιλογή µας για τον τανυστή του Einstein ταιριάζει. Με την κανονικοποίηση που επιλέξ-

αµε, έτσι ώστε να προσεγγίσουµε σωστά το Νευτώνειο όριο, µπορούµε να παρουσιάσου την εξίσωση

του Einstein για τη Γενική Σχετικότητα:

Rµν −
1
2
gµνR = 8πGTµν (6.2.32)

Αυτό που εκφράζει, είναι το πώς η καµπυλότητα του χωροχρόνου αντιδρά στην παρουσία
ενέργειας και ορµής.

6.3. Η ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΚΗ ΣΤΑΘΕΡΑ

Μια χαρακτηριστική ιδιότητα της Γενικής Σχετικότητας είναι ότι η πηγή του ϐαρυτικού πεδίου
είναι ο συνολικός τανυστής ενέργειας-ορµής. Στη µη-ϐαρυτική ϕυσική, µετρήσιµες είναι µόνο οι
µεταβολές στην ενέργεια από µία κατάσταση σε άλλη. Για παράδειγµα, η κίνηση ενός σωµατιδίου
µε δυναµική ενέργεια V (x) είναι ακριβώς η ίδια µε ένα σωµατίδιο ενέργειας V (x) + V0 για
οποιαδήποτε σταθερά V0. Παρόλα αυτά, στη ϐαρύτητα ενδιαφέρει η τιµή της ενέργειας, όχι οι
διαφορές µεταξύ καταστάσεων.

Αυτή η συµπεριφορά ανοίγει την πιθανότητα της ενέργειας κενού: µια πυκνότητα ενέργειας,
χαρακτηριστική του κενού χώρου. Μια ιδιότητα που ϑέλουµε να επιδεικνύει το κενό, είναι ότι
δεν έχει προτιµώµενη κατεύθυνση: ακόµα και αν ο τανυστής ενέργειας-ορµής είναι αναλλοίωτος
υπό µετασχηµατισµό Lorentz σε τοπικά αδρανειακές συντεταγµένες, ϑα είναι δυνατό να υπάρχει
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µη µηδενική πυκνότητα ενέργειας. Η αναλλοιώτητα Lorentz σηµαίνει ότι ο αντίστοιχος τανυστής
ενέργειας-ορµής ϑα πρέπει να είναι ανάλογος της µετρικής:

T (vac)
µ̂ν̂ = −ρvacηµ̂ν̂ (6.3.1)

αφού ο µόνος τανυστής, αναλλοίωτος υπό µετασχηµό Lorentz, είναι ο ηµ̂ν̂. Αυτό γενικεύεται
από αδρανειακές συντεταγµένες σε αυθαίρετες:

T (vac)
µν = −ρvacgµν (6.3.2)

Συγκρίνοντάς το µε τον τανυστή ενέργειας-ορµής τέλειου ϱευστού Tµν = (ρ + p)UµUν + pgµν,
ϐλέπουµε ότι το κενό µοιάζει µε ένα τέλειο ϱευστό µε µια ισότροπη πίεση µε αντίθετο πρόσηµο από
την πυκνότητα ενέργειας:

pvac = −ρvac (6.3.3)

Η πυκνότητα ενέργειας ϑα πρέπει να είναι σταθερή στο χωρόχρονο, εφόσον µια απόκλιση δε ϑα
ήταν αναλλοίωτη υπό µετασχηµό Lorentz.

Αν διαχωρίσουµε τον τανυστή ενέργειας-ορµής στο µέρος της ύλης T (M)
µν και στο µέρος του κενού

T (vac)
µν = −ρvacgµν, η εξίσωση του Einstein είναι:

Rµν −
1
2
Rgµν = 8πG

(
T (M)
µν − ρvacgµν

)
(6.3.4)

Σύντοµα, αφού εισήγαγε τη ΓΘΣ, ο Einstein προσπάθησε να ϐρει ένα στατικό κοσµολογικό
µοντέλο, εφόσον αυτό ϕαινόνταν να υπονοούν οι σύγχρονές του αστρονοµικές παρατηρήσεις. Το
αποτέλεσµα ήταν το στατικό σύµπαν Einstein. Για την επίλυση της εξίσωσης πεδίου µε µια πηγή
ύλης, στα πλαίσια αυτής της στατικής κοσµολογίας, ήταν απαραίτητη η εισαγωγή ενός νέου όρου,
που ονοµάστηκε κοσµολογική σταθερά, Λ, η οποία εισήχθη ως:

Rµν −
1
2
Rgµν + Λgµν = 8πGTµν (6.3.5)

Συγκρίνοντάς τη µε την εξίσωση (6.3.4), ϐλέπουµε ότι η κοσµολογική σταθερά είναι ισοδύναµη
µε την εισαγωγή µιας πυκνότητας ενέργειας κενού:

ρvac =
Λ

8πG
(6.3.6)
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Ο ΧΩΡΟΧΡΟΝΟΣ ΓΥΡΩ ΑΠΟ ΣΦΑΙΡΙΚΗ ΜΑΖΑ

Οι εξισώσεις του Einstein είναι µη γραµµικές διαφορικές εξισώσεις µε µερικές παραγώγους και
οι µαθηµατικές µας γνώσεις δεν επιτρέπουν τη γενική επίλυσή τους. Εν τούτοις, αν ϑεωρήσουµε
ότι η Ϲητούµενη λύση έχει µερικές λογικές συµµετρίες, προερχόµενες από ϕυσικές παραδοχές
τότε είναι δυνατή η εύρεση λύσεων που µπορούν να αναπαριστούν το χωρόχρονο πέριξ και εντός
αστρικών αντικειµένων που παρατηρούµε. Τέτοιες παραδοχές είναι για παράδειγµα ότι η πηγή
του πεδίου είναι σϕαιρικά συµµετρική ή αξονικά συµµετρική, είτε ότι ο χωρόχρονος είναι επίπεδος
µακριά από την πηγή.

Με ϐάση αυτά, έχουν δοθεί σηµαντικές λύσεις των εξισώσεων Einstein, η σηµαντικότερη εκ των
οποίων είναι η απλούστερη, η σϕαιρικά συµµετρική και στατική λύση Schwarzschild.

7.1. ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΜΕ ΣΦΑΙΡΙΚΗ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ

Ο Schwarzschild αναζήτησε τη µετρική gµν που αντιπροσωπεύει το στατικό, σϕαιρικά συµ-
µετρικό ϐαρυτικό πεδίο στον κενό χώρο που περιβάλλει κάποιο σϕαιρικό αντικείµενο µεγάλης
µάζας, όπως ένα άστρο. ΄Ετσι, ένα καλό σηµείο εκκίνησης για εµάς, ϑα είναι η κατασκευή της
γενικότερης µορφής της µετρικής για ένα στατικό χωρόχρονο, χωρικά ισότροπο.

Ας ορίσουµε αρχικά το στατικό χωρόχρονο: είναι ένας χωρόχρονος ο οποίος για µία χρονοειδή
συντεταγµένη x0 έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:

(1) όλες οι συνιστώσες gµν είναι ανεξάρτητες της x0.
(2) το στοιχείο γραµµής είναι αναλλοίωτο υπό το µετασχηµατισµό x0 → −x0.

΄Ενας χωρόχρονος που ικανοποιεί την πρώτη αλλά όχι και τη δεύτερη ιδιότητα ονοµάζεται σταθερός.

΄Ετσι, ξεκινώντας από τη γενική έκφραση για το στοιχειο γραµµής:

ds2 = gµνdx
µdxν (7.1.1)

ϑα αναζητήσουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων xµ όπου η µετρική gµν ϑα είναι στατική και ισότροπη,

δηλαδή όπου το ds2 εξαρτάται µόνο από τις υπό περιστροφές αναλλοίωτες χωροειδείς συντεταγµένες
x i.

Θα υποθέσουµε προσεγγιστικά, ότι οι συντεταγµένες (t, x, y, z) ενός γεγονότος στο ϐαρυτικό
πεδίο που ϑα ϑεωρήσουµε, µπορούν να ερµηνευτούν ϕυσικά ως χρόνος και ορθογώνιες καρτε-
σιανές. Στη συνέχεια, ϑα αναζητήσουµε µία µετρική, η οποία εκφράζεται σε αυτές τις συντεταγ-
µένες, ϑα είναι form invariant (µορφικά αναλλοίωτη, δηλαδή οι ḡµν δεν είναι οι ίδιες συναρτή-
σεις ως προς x̄µ µε τις gµν ως προς xµ) ως προς την οµάδα µετασχηµατισµών που µπορούν να
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ερµηνευτούν ϕυσικά ως περιστροφές των αξόνων Oxyz -το t δεν µετασχηµατίζεται-. Πιο συγ-
κεκριµένα, ϑα υποθέσουµε ότι οι χωρικές συντεταγµένες x i µπορούν να οριστούν έτσι ώστε η
µετρική gµν (t, x, y, z) να είναι form invariant υπό την οµάδα των ορθογώνιων µετασχηµατισµών
~̄x = A~x όπου ~x =

(
x1, x2, x3)T , ~̄x =

(
x̄1, x̄2, x̄3)T και AAT = I. Μια τέτοια µετρική είναι σϕαιρικά

συµµετρική ως προς το Ο.
Τα αναλλοίωτα µεγέθη έως δευτέρου ϐαθµού ως προς τα διαφορικά των συντεταγµένων ϑα είναι

για αυτή την οµάδα µετασχηµατισµών:

~x · ~x ≡ r2, d~x · d~x, ~x · d~x

δηλαδή: (
x1

)2
+

(
x2

)2
+

(
x3

)2
, x1dx1 + x2dx2 + x3dx3,

(
dx1

)2
+

(
dx2

)2
+

(
dx3

)2
(7.1.2)

τα οποία στις πολικές συντεταγµένες:

x1 = r sin θ cosφ, x2 = r sin θ sinφ, x3 = r cos θ

ϑα είναι:

(
x1

)2
+

(
x2

)2
+

(
x3

)2
→ r2 (7.1.3)

x1dx1 + x2dx2 + x3dx3 → rdr (7.1.4)(
dx1

)2
+

(
dx2

)2
+

(
dx3

)2
→ dr2 + r2dθ2 + r2sin2θdφ2 (7.1.5)

Καταλήγουµε στο ότι τα µεγέθη:

r dr, dθ2 + sin2θdφ2 (7.1.6)

είναι αναλλοίωτα. Τώρα µπορούµε να κατασκευάσουµε τη γενικότερη µετρική µε σϕαιρική συµ-
µετρία:

ds2 = A (t, r)dt2 − B (t, r)dtdr − C (t, r)dr2 − D (t, r)
(
dθ2 + sin2θdφ2

)
(7.1.7)

Στη συνέχεια αντικαθιστούµε το r µε τη νέα συντεταγµένη r ′ σύµφωνα µε την εξίσωση µετασχη-
µατισµού r̄2 = D (t, r):

ds2 = A (t, r̄)dt2 − B (t, r̄)dtdr̄ − C (t, r̄)dr̄2 − r̄2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)
(7.1.8)

Εισάγουµε επίσης µια νέα χρονοειδή συντεταγµένη t̄ που ορίζεται:

dt̄ = Φ (t, r̄)
[
A (t, r̄)dt −

1
2
B (t, r̄)dr̄

]
(7.1.9)

όπου Φ (t, r) είναι ένας παράγοντας ολοκλήρωσης που κάνει το δεξί µέλος ακριβές διαφορικό.
Τετραγωνίζοντας, παίρνουµε:

dt̄2 = Φ2
(
A2dt2 − ABdtdr̄ +

1
4
B2dr̄2

)
(7.1.10)
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από το οποίο ϐρίσκουµε:

Adt2 − Bdtdr̄ =
1
AΦ2dt̄

2 −
B

4A
dr̄2 (7.1.11)

΄Ετσι, ορίζοντας τις νέες συναρτήσεις Ā = 1/
(
AΦ2) και B̄ = C + B/ (4A) η µετρική µας διαγ-

ωνοποιείται και παίρνει τη µορφή:

ds2 = Ā (t̄ , r̄)dt̄2 − B̄ (t̄ , r̄)dr̄2 − r̄2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)
(7.1.12)

∆εν χρειάζεται να διατηρήσουµε τα bars στις µεταβλητές, οπότε µπορούµε να γράψουµε τη
µετρική ως:

ds2 = A (t, r)dt2 − B (t, r)dr2 − r2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)
(7.1.13)

Το τελικό ϐήµα για να ϕτάσουµε στη γενικότερη σταθερή ισότροπη µετρική είναι τετριµµένο.
Απαιτούµε να ειναι οι µετρικές συναρτήσεις gµν ανεξάρτητες της χρονοειδούς συντεταγµένης, που
απλά σηµαίνει ότι τα Α και Β πρέπει να είναι συναρτήσεις µόνο του r:

ds2 = A (r)dt2 − B (r)dr2 − r2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)
(7.1.14)

7.2. Η ΛΥΣΗ SCWARZSCHILD

Οι συναρτήσεις A(r) και B(r) στη γενική στατική, ισότροπη µετρική καθορίζονται λύνοντας
τις εξισώσεις πεδίου Einstein. Μας ενδιαφέρει η γεωµετρία του χωροχρόνου στο εξωτερικό µιας
σϕαιρικής κατανοµής µάζας, οπότε πρέπει να λύσουµε τις εξισώσεις στο κενό, απαίτηση η οποία
ικανοποιείται από το µηδενισµό του τανυστή Ricci:

Rµν = 0 (7.2.1)

Ο τανυστής Ricci µπορει να γραφεί ως:

Rµν = ∂νΓ
σ
µσ − ∂σΓ

σ
µν + ΓρµσΓ

σ
ρν − ΓρµνΓ

σ
ρσ (7.2.2)

Η συσχετισµένη συνοχή (affine connection), όπως έχουµε αναλύσει, εκφράζεται ως προς τη
µετρική gµν ως:

Γσµν =
1
2
gσρ

(
∂νgρµ + ∂µgρν − ∂ρgµν

)
(7.2.3)

Για να υπολογίσουµε τις συνιστώσες της Γσµν, λοιπόν, ϑα πρέπει πρώτα να προσδιορίσουµε τις
συνιστώσες της µετρικής gµν µε χρήση του στοιχειου γραµµής (7.1.14). Οι µη µηδενικές συνιστώσες
των gµν και gµν είναι:

g00 = A(r) g00 = 1/A(r)
g11 = −B(r) g11 = −1/B(r)
g22 = −r2 g22 = −1/r2

g33 = −r2sin2θ g33 = −1/
(
r2sin2θ

)
Παρατηρούµε ότι οι ανταλλοίωτες συνιστώσες της µετρικής είναι απλά οι αντίστροφες των συναλ-

λοίωτων, εφόσον η µετρική είναι διαγωνοποιηµένη.
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Αντικαθιστώντας τα αποτελέσµατα στην (7.2.3) ϐρίσκουµε τις εκφράσεις που δίνονται στον πί-
νακα (1), µε όλες τις υπολοιπες συνιστώσες να µηδενίζονται:

Πίνακας 1. Οι συνιστώσες της (7.2.3) για τη γενική, στατική, ισότροπη µετρική

Συνοπτικά, µόνο 9 από τις 40 ανεξάρτητες συνιστώσες της σύνδεσης είναι µη-µηδενικές :

Γ0
01 = A′/(2A) Γ1

00 = A′/(2B) Γ1
11 = B′/(2B)

Γ1
22 = −r/B Γ1

33 = −
(
r sin2 θ

)
Γ2

12 = 1/r
Γ2

33 = −sinθcosθ Γ3
13 = 1/r Γ3

23 = cotθ

Αντικαθιστούµε τα αποτελέσµατα στην (7.2.3) έτσι ώστε να καταλήξουµε στις συνιστώσες Rµν του
τανυστή Ricci. Οι µη-διαγώνιες συνιστώσες του είναι µηδενικές, οπότε ϐρίσκουµε ότι οι διαγώνιες
είναι:

R00 = −
A′′

2B
+
A′

4B

(
A′

A
+
B′

B

)
−
A′

rB
(7.2.4)

R11 =
A′′

2A
+
A′

4A

(
A′

A
+
B′

B

)
−
B′

rB
(7.2.5)

R22 =
1
B
− 1 +

r

2B

(
A′

A
+
B′

B

)
(7.2.6)

R33 = R22 sin2 θ (7.2.7)
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΄Ετσι, οι εξισώσεις πεδίου στο κενό προκύπτουν µε την εξίσωση των εκφράσεων (7.2.4-7.2.7) µε
το µηδέν. Από τις τέσσερις εξισώσεις, ϐέβαια, οι τρεις πρώτες µας είναι χρήσιµες καθώς η τέταρτη
κατά ένα µέρος της, επαναλαµβάνει την πληροφορία που περιλαµβάνεται στην τρίτη.

Προσϑέτουµε την (7.2.5) µε την (7.2.4), πολλαπλασιασµένη µε B/A. Προκύπτει:

A′B + AB′ = 0 (7.2.8)

δηλαδή:
(AB)′ = 0 (7.2.9)

άρα AB = σταθ. = a. Αντικαθιστώντας µε B = a/A στην (7.2.6) έχουµε A+ rA′ = a, το οποίο µπορεί
να γραφεί ως:

d (rA)
dr

= a (7.2.10)

Με ολοκλήρωση, η εξίσωση αυτή δίνει rA = a (r + k), όπου k είναι µια άλλη σταθερά ολοκλήρ-
ωσης. ΄Ετσι, οι συναρτήσεις A(r) και B(r) δίνονται από:

A(r) = a
(
1 +

k

r

)
B(r) =

(
1 +

k

r

)−1

(7.2.11)

Φαίνεται ότι η σταθερά ολοκλήρωσης k πρέπει να αντιπροσωπεύει µε κάποιο τρόπο τη µάζα
που παράγει το ϐαρυτικό πεδίο. Μπορούµε να προσδιορίσουµε το k (και το α) ϑεωρώντας το όριο
του ασϑενούς πεδίου, στο οποίο απαιτούµε:

A(r)
c2 → 1 +

2Φ

c2 (7.2.12)

όπου Φ είναι το νευτώνειο ϐαρυτικό δυναµικό. Επιπρόσϑετα, στο ασϑενές πεδίο, το r µπορεί να
ταυτιστεί σε πολύ καλή προσέγγιση ως ακτινική απόσταση. Για µια σϕαιρικά συµµετρική µάζα Μ,
λοιπόν, έχουµε Φ = −GM/r , οπότε k = −2GM/c2 και a = c2. Τελικά, η µετρική Schwarzschild

για τον κενό χωρόχρονο στο εξωτερικό ενός σϕαιρικού σώµατος µάζας Μ είναι (για µονάδες c = 1):

ds2 =

(
1 −

2GM
c2r

)
dt2 −

(
1 −

2GM
r

)−1

dr2 − r2dθ2 − r2sin2θdφ2 (7.2.13)

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε αυτή τη µετρική για να διερευνήσουµε τη ϕυσική στη γειτονιά
ενός σϕαιρικού αντεικειµένου µάζας M, και συγκεκριµένα τις τροχιές σωµατιδίων και ϕωτονίων σε
ελεύθερη πτώση. Η µετρική ισχύει µέχρι την επιφάνεια της σϕαίρας, από όπου δεν ισχύουν πλέον
οι εξισώσεις πεδίου στον κενό χώρο. Προφανώς η συνάρτηση απειρίζεται στο r = 2µ, το οποίο είναι
γνωστό ως ακτίνα Schwarzschild.
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(...) υπάρχει µόνο η Πρώτη Αρχή, εκεί, µες στο µηδέν, δύναµη άπειρη κι απερ-
ιόριστη δίχως αρχή και τέλος. Εκείνη την αρχέγονη στιγµή, αυτή η εξωλογική δύ-
ναµη, η όλο κραταιότητα, µοναξιά, αρµονία και τελειότητα, ίσως να µην έχει πρό-
ϑεση να δηµιουργήσει το οτιδήποτε. Αρκείται στον ίδιο τον εαυτό της. Και κατόπιν
δηµιουργείται “κάτι”. Τι; ∆εν ξέρω. ΄Ενας στεναγµός του Τίποτα. ΄Ισως ένα είδος
συµβάντος του µηδενός, µια διακύµανση του κενού: σε µια ϕανταστική στιγµή,
ο ∆ηµιουργός έχοντας επίγνωση πως είναι ο Ων µες στην ολότητα του τίποτα, ϑα
αποφασίσει να δηµιουργήσει έναν καθρέφτη για την ίδια του την ύπαρξη. Η ύλη,
το σύµπαν: είναι οι αντανακλάσεις της συνείδησής του, η τελειωτική ϱήξη µε την
ωραία αρµονία του αρχέγονου µηδενός.

Jean Guiton - Dieu et la Science
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Η ΗΧΩ ΕΝΟΣ ΚΑΥΤΟΥ ΠΑΡΕΛΘΟΝΤΟΣ

Αν και στη δεκαετία του ’20 διατυπώθηκαν όλα τα ϐασικά χαρακτηριστικά της Κοσµολογίας που
ϑεωρεί τη Μεγάλη ΄Εκρηξη ως αρχή του Σύµπαντος, χάρη στις εργασίες των Friedmann, Lemaitre
και Hubble, η πρόοδος κατά τη διάρκεια των δεκαετιών που ακολούθησαν ήταν αργή. Το 1948
µια λογική, εναλλακτική ϑεωρία της Μεγάλης ΄Εκρηξης προτάθηκε από τους Bondi, Gold και
Hoyle. Γνωστή µε το όνοµα ϑεωρία σταθεράς κατάστασης, εισήγαγε την απόλυτη κοσµολογική

αρχή, σύµφωνα µε την οποία το Σύµπαν κατά µέσο όρο δεν είναι µόνο οµογενές και ισότροπο
(Κοσµολογική Αρχή) αλλά και χρονικά αµετάβλητο.

Ακόµα και ο Einstein είχε υποκύψει στη γοητεία ενός Σύµπαντος το οποίο κατά µέσο όρο δεν
µεταβάλλεται µε το χρόνο, πριν από την παρατηρησιακή ανακάλυψη της διαστολής του από τον
Hubble. To 1965 όµως, η ανακάλυψη της κοσµικής ακτινοβολίας υποβάθρου από τους Penzias
και Wilson ήταν αυτή που έδωσε τη “χαριστική ϐολή” στη ϑεωρία σταθεράς κατάστασης. Ας δούµε
όµως συγκεκριµένα τις δύο ανακαλύψεις που εδραίωσαν τη ϑεωρία της Μεγάλης ΄Εκρηξης ως το
κυρίαρχο κοσµολογικό µοντέλο.

8.1. Η ΑΠΟΜΑΚΡΥΝΣΗ ΤΩΝ ΓΑΛΑΞΙΩΝ

Ο Hubble ήταν ο πρώτος που κατάφερε να αναλύσει το Νεφέλωµα της Ανδροµέδας σε διακρίσι-
µους αστέρες. Παρατηρώντας τη ϕαινόµενη λαµπρότητα (ακτινοβολούµενη ενέργεια ανά µονάδα
επιφάνειας στο κάτοπτρο του τηλεσκοπίου ανά µονάδα χρόνου) και εκτιµώντας την απόλυτη λαµ-
πρότητα (ολική ενέργεια που εκπέµπεται από έναν αστέρα ανά µονάδα χρόνου) των Κηφείδων του
Νεφελώµατος της Ανδροµέδας µπόρεσε να προσδιορίσει την απόστασή τους, κάνοντας χρήση του
κανόνα ότι η ϕαινόµενη είναι ανάλογη της απόλυτης λαµπρότητας και αντιστρόφως ανάλογη του
τετραγώνου της απόστασης. ΄Εχοντας µετρήσει τέτοιες αποστάσεις ο Hubble πρότεινε την ιδέα πως
όλοι οι γαλαξίες αποµακρύνονται από τη Γη -και άρα από το δικό µας γαλαξία- µε µια ταχύτητα ~υ
ανάλογη της απόστασης που τους χωρίζει ~r, δηλαδή:

~υ = H ·~r (8.1.1)

όπου η ποσότητα H ονοµάζεται σταθερά Hubble. Είναι σταθερά υπό την έννοια ότι δεν εξαρτάται
από το µέτρο ή τη ϕορά του ~r, αν και µπορεί να εξαρτάται από το χρόνο.

Είναι εντυπωσιακό ότι η εξίσωση Hubble δεν είναι παρά µια µαθηµατική συνέπεια της κοσ-
µολογικής αρχής, η οποία λέει ότι το σύµπαν ϑα πρέπει να ϕαίνεται το ίδιο σε παρατηρητές
οποιουδήποτε γαλαξία, σε όποια διεύθυνση και αν κοιτάζουν. Τότε αναπόφευκτα η σχετική
ταχύτητα κάθε δύο γαλαξιών ϑα πρέπει να είναι ανάλογη της σχετικής τους απόστασης.

79



8.2. Η ΜΙΚΡΟΚΥΜΑΤΙΚΗ ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑ ΥΠΟΒΑΘΡΟΥ 80

Ας ϑεωρήσουµε τρεις γαλαξίες A, B, C σε µια ευθεία χάριν απλότητας, όπως δείχνει το Σχήµα
(8.1.1). ΄Εστω ότι απόσταση µεταξύ Α και Β είναι ίση η απόσταση µεταξύ B και C. ΄Οποια κι αν είναι
η ταχύτητα του Β όπως παρατηρείται από τον Α, η κοσµολογική αρχή απαιτεί ότι ο C ϑα πρέπει να
έχει την ίδια σχετική ταχύτητα ως προς τον Β. Αλλά ο C, που ϐρίσκεται σε διπλάσια απόσταση από
τον Α από ότι ο Β, κινείται δύο ϕορές πιο γρήγορα σε σχέση µε τον Α από ότι ο Β.

Figure 8.1.1. Η σχετική ταχύτητα των γαλαξιών είναι ανάλογη της σχετικής τους
απόστασης.

8.2. Η ΜΙΚΡΟΚΥΜΑΤΙΚΗ ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑ ΥΠΟΒΑΘΡΟΥ

Το πρώιµο Σύµπαν είναι ένα ϑερµό πλάσµα ακτινοβολίας και ύλης. Τα ϕωτόνια είναι ένα
ϐασικό συστατικό της νηπιακής ηλικίας του Σύµπαντος, στην αρχική ϕάση δε, είναι σε συνεχή
αλληλεπίδραση µε την ύλη εκπεµπόµενα και απορροφώµενα από αυτή. Ο χρόνος όµως κυλάει,
το Σύµπαν διαστέλλεται και ταυτόχρονα η ϑερµοκρασία του συνεχώς πέφτει. Φτάνουµε έτσι σε
µια εποχή όπου το Σύµπαν είναι περιπου t = 10000 yrs και αρκετα κρύο, µε ϑερµοκρασία
T ≈ 3000 K. Στο µεσοδιάστηµα, καθώς η ϑερµοκρασία πέφτει, έχουν σχηµατιστεί οι πρώτοι
σταθεροί πυρήνες και τώρα σχηµατίζονται τα πρώτα άτοµα των στοιχείων. Ηλεκτρικά όµως, τα άτοµα
είναι ουδέτερα και έτσι η αλληλεπίδραση των ϕωτονίων της ακτινοβολίας µε αυτά είναι ασϑενέστερη
από πριν. Από εκείνη τη στιγµή µπορούµε να λέµε ότι η ακτινοβολία αποδεσµεύεται από την
ύλη και ότι παύει πλέον να αλληλεπιδρά µε αυτή. Η εποχή όπου τα ϕορτισµένα πυρηνικά ιόντα
και τα ηλεκτρόνια σχηµάτισαν ουδέτερα άτοµα ονοµάζεται εποχή αποσύνδεσης ϕωτονίων (photon-
decoupling time). Τα ελεύθερα ϑερµικά ϕωτόνια επιβίωσαν ως η Kοσµική Aκτινοβολία Yποβάθρου

(CMB) που ανιχνεύουµε σήµερα και υπακούουν σε ϕάσµα ακτινοβολίας µέλανος σώµατος.
Κατά την εποχή της αποσύνδεσης η ϑερµική ενέργεια των ϕωτονίων µόλις ϕτάνει κάτω από την

ενέργεια κατωφλίου που απαιτείται για τον ιονισµό των µόλις σχηµατισµένων ατόµων. Η επικρα-
τούσα αντίδραση κατά την περίοδο των ιόντων είναι:

e− + H+ � H + γ (8.2.1)
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η οποία σταµατά να συµβαίνει από το δεξί στο αριστερό µέλος όταν η ενέργεια των ϕωτονίων γίνεται
µικρότερη της ενέργειας ιονισµού. ΄Ολα τα ϕορτισµένα ηλεκτρόνια και ιόντα συνδέονται µεταξύ
τους ως σταθερά, ουδέτερα άτοµα.

Θα περιµέναµε ϕυσικά η ϑερµοκρασία κατά την αποσύνδεση kBTγ = O(eV ) να είναι συγκρίσιµη
µε την τυπική ατοµική ενέργεια σύνδεσης. Στην πραγµατικότητα, ένας λεπτοµερής υπολογισµός
δίνει:

kBTγ ≈ 0.26 eV (8.2.2)

Απλοποιώντας τη σταθερά Boltzmann kB, αυτή η ενέργεια αντιστοιχεί σε ϑερµοκρασία ϕωτονίων:

Tγ ≈ 3000 K (8.2.3)

Σύντοµα, µετά την αποσύνδεση, το Σύµπαν γίνεται διαπερατό στην ηλεκτροµαγνητική ακτι-
νοβολία. Από εκεί και πέρα, τα ϕωτόνια µπορούν να ταξιδεύουν ελεύθερα στο Σύµπαν, έχοντας το
ϕάσµα µέλανος σώµατος που έµεινε αµετάβλητο κατά τη διαστολή. Αυτά τα ϕωτόνια, ψύχθηκαν
σύµφωνα µε το νόµο T ∝ a−1. ΄Ετσι, η κοσµολογία Big Bang προβλέπει ότι τα πρωταρχικά ϕωτόνια
ϑα είναι διάχυτα σε ολόκληρο το Σύµπαν και ακολουθούν το ϕάσµα µέλανος σώµατος µε τωρινή
ϑερµοκρασία:

Tγ,0 ≈ 2.7 K (8.2.4)

Αντιλαµβάνεται κανείς ότι η ανακάλυψη της ακτινοβολίας αυτής ϑα ήταν δικαιολογηµένα µία
από τις µεγαλύτερες στιγµές της σύγχρονης κοσµολογίας, ισοδύναµη µε την ανακάλυψη του Hub-
ble. Η στιγµή αυτή ήρθε, το 1964, όταν οι ϕυσικοί A. Penzias και R. Wilson συνέλαβαν µε την
κεραία τους µια ακτινοβολία µε το προβλεπόµενο µήκος κύµατος. Οι χαρακτηριστικές ιδιότητες
της ακτινοβολίας που συνέλαβαν, και κυρίως η ισοτροπία και η οµογένειά της έδειχναν ξεκάθαρα
ότι αυτή δεν µπορούσε να προέρχεται από µια εντοπισµένη πηγή στο χώρο, αλλά ϑα έπρεπε να
είναι οµοιόµορφα διάχυτη σε όλο το σύµπαν.
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ΤΟ ΙΣΟΤΡΟΠΟ ΣΥΜΠΑΝ

9.1. Η ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΚΗ ΑΡΧΗ

Η Κοσµολογία είναι η µελέτη της δοµής και συµπεριφοράς του Σύµπαντος σε µεγάλη κλίµακα.
΄Οταν κοιτάζουµε το νυχτερινό ουρανό, παρατηρούµε ότι τα άστρα είναι οµαδοποιηµένα σε µια
κατανοµή µεγάλης πυκνότητας, το Γαλαξία µας. Σε λίγο µεγαλύτερη κλίµακα ϐλέπουµε ότι ο
Γαλαξίας µας ανήκει σε µια µικρή οµάδα γαλαξιών, όπου µάλιστα µαζι µε τον γειτονικό του γαλαξία
της Ανδροµέδας κυριαρχούν σε µάζα. Σε ακόµα µεγαλύτερη κλίµακα ϐλέπουµε ότι η οµάδα
αυτή είναι µέρος ενός γιγαντιαίου συµπλέγµατος γαλαξιών, συγκεντρωµένο στον αστερισµό της
Παρθένου. Σε µικρή κλίµακα η ύλη είναι κατανεµηµένη µε πολύ ανοµοιόµορφο τρόπο, όµως
καθώς το µελετάµε σε όλο και µεγαλύτερες κλίµακες, η κατονοµή δείχνει όλο και πιο οµοιόµορφη.
Οι παρατηρήσεις, µάλιστα, υποδεικνύουν πως για κάθε δεδοµένη στιγµή, οι γαλαξίες είναι κατά
µέσο όρο οµοιόµορφα διασκορπισµένοι στο Σύµπαν. Αυτό σηµαίνει πως αν ϑεωρήσουµε ένα µέρος
του Σύµπαντος συγκριτικά µεγαλύτερο από την τυπική απόσταση µεταξύ γειτονικών γαλαξιών (τάξη
µεγέθους 106 ly), τότε για δεδοµένο χρόνο, η πυκνότητα γαλαξιών σε αυτό το µέρος είναι περίπου η
ίδια µε την πυκνότητα οποιουδήποτε άλλου µέρους µε τον ίδιο όγκο. Αυτό είναι µια ισχυρή ένδειξη
ότι το Σύµπαν είναι ισότροπο. Αν επίσης δεν έχει προτιµώµενο κέντρο, η ισοτροπία συνεπάγεται
οµογένεια. ΄Εχουµε, λοιπόν, καλούς ϕυσικούς λόγους να µελετάµε απλά κοσµολογικά µοντέλα στα
οποία το Σύµπαν ϑεωρείται οµογενές και ισότροπο. Υποθέτουµε δηλαδή, ότι ισχύει η κοσµολογική

αρχή, σύµφωνα µε την οποία για δεδοµένο χρόνο, το Σύµπαν δείχνει το ίδιο από όλες τις

ϑέσεις στο χώρο και όλες οι κατευθύνσεις στο χώρο, σε κάθε σηµείο είναι ισοδύναµες.

9.1.1. ΟΙ ΕΝ∆ΕΙΞΕΙΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΙΣΟΤΡΟΠΙΑ.

Χαρτογραφώντας την ύλη.

Τις τελευταίες δεκαετίες συγκεντρώθηκαν πολλές ενδείξεις που υποστηρίζουν την προηγούµενη
άποψη για την µεγάλης κλίµακας δοµή. Μία από τις ϐασικότερες προκύπτει από τις διάφορες
έρευνες για τους γαλαξίες, σε µεγάλη κλίµακα. Από τις πιο πρόσϕατες είναι η two Degree Field
Survey (2dF) και η Sloan Digital Sky Survey (SDSS). Η έρευνα 2dF µας παρείχε µια λεπτοµερή
εικόνα της κατανοµής των γαλαξιών και των συµπλεγµάτων σε δύο περιοχές σχήµατος “pizza slice”,
η καθεµία περίπου µε 60 µοίρες εύρος και µερικές µοίρες πάχος, που εκτείνονται σε αποστάσεις
έως περίπου 2×109 ly (Σχήµα 9.1.1). Καταγράφηκαν και πιο µακρινοί γαλαξίες, αλλά το δείγµα
δεν ήταν αντιπροσωπευτικό καθώς περιορίστηκε από τη ϕωτεινότητα των παρατηρούµενων πηγών.
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Figure 9.1.1. Η κατανοµή γαλαξιών, σύµφωνα µε την έρευνα 2dF

Figure 9.1.2. Η κατανοµή των quasars σύµφωνα µε την έρευνα 2dF

΄Ενα ειδικό µέρος της έρευνας 2dF αφιερώθηκε στα κβάζαρς (quasars), έτσι ώστε να αποκτή-
σουµε γνώση και για τα πιο αποµακρυσµένα µέρη του Σύµπαντος. Τα quasars είναι κατ’ εξοχήν
δραστήριοι γαλαξιακοί πυρήνες µε πολύ µεγάλη ϕωτεινότητα, που πιστεύεται ότι προκύπτει από
την απελευθέρωση ϐαρυτικής δυναµικής ενέργειας από ύλη η οποία πέφτει σε µια supermassive
µελανή οπή. Αποδεχόµενοι ότι δεν έχει τίποτα το ιδιαίτερο η ϑέση µας στο Σύµπαν, η ισότροπη
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κατανοµή κβάζαρς που παρατηρούµε είναι ένδειξη ότι αυτά κατανέµονται ισότροπα συνολικά στο
χώρο και αυτό είναι επαρκές για να επιβεβαιώσει ότι είναι κατανεµηµένα έτσι για δεδοµένο χρόνο.

Βλέποντας την Εικόνα (9.1.2) η κατανοµή µπορεί να µη δείχνει οµογενής, αλλά αυτό είναι γιατί
οι αποστάσεις είναι τόσο ιλιγγιώδεις που τα περισσότερα quasars που καταγράφονται αντιστοιχούν
σε σηµαντικά πιο πρώιµες εποχές της εξέλιξης του Σύµπαντος, όταν ο µέσος αριθµός quasars ανά
µονάδα όγκου ήταν πολύ διαφορετικός από τον τωρινό. Η κατανοµή αυτή, λοιπόν, µας παρέχει
ενδείξεις της κοσµικής εξέλιξης, όπως επίσης ενδείξεις της οµογένειας και της ισοτροπίας.

Figure 9.1.3. The APM Galaxy Survey

Τέλος, ένας χάρτης των γωνιακών ϑέσεων των γαλαξιών δίνει ένα χάρτη του σηµερινού Σύµπαν-
τος. Η Εικόνα (9.1.3) δείχνει το χάρτη των γαλαξιών της έρευνας A(utomatic) P(late) M(achine).
Μια µεγάλη περιοχή του ουρανού χωρίστηκε σε µικρότερες και στην κάθε µία µετρήθηκε ο αριθµός
γαλαξιών µε ϕωτεινότητα από συγκεκριµένη τιµή και πάνω. Η κλίµακα του γκρι αντιπροσωπεύει
τον αριθµό αυτό. Η δοµή που παρουσιάζεται στην εικόνα έχει προέλθει από την επίδραση της
ϐαρύτητας. ΄Οµως σε µεγάλες κλίµακες η εικόνα αυτή είναι σχεδόν η ίδια προς κάθε κατεύθυνση,
δηλαδή µπορούµε να πούµε ότι το Σύµπαν είναι ισότροπο.

Χαρτογραφώντας την Ακτινοβολία.

΄Ενα δεύτερο, ισχυρότερο στοιχείο ως προς την ισοτροπία προέρχεται από τις παρατηρήσεις της
κοσµικής µικροκυµατικής ακτινοβολίας υποβάθρου (CMB). Αυτή είναι ϑερµική ακτινοβολία, που
σηµαίνει ότι µπορεί να χαρακτηριστεί από τη ϑερµοκρασία της, η οποία στην περίπτωση της CMB
είναι περίπου 2.7 K. Η CMB ανακαλύφθηκε στα µέσα της δεκαετίας του ’60 και έχει µελετηθεί
πάρα πολύ έκτοτε, πιο πρόσϕατα από το Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP), ένα
εξειδικευµένο διαστηµικό παρατηρητήριο, το οποίο παρήγαγε τα πρώτα του αποτελέσµατα το 2003.

Η CMB έχει προέλευση από το πρώιµο Σύµπαν, και πολλές ϕορές, εκλαϊκευµένα περιγράφεται
ως “η ηχώ του Big Bang”. Καθώς το Σύµπαν διαστέλλεται, ύλη και ακτινοβολία ψύχονται. Μερικές
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εκατοντάδες χιλιάδες χρόνια µετά το Big Bang, η ϑερµοκρασία µειώθηκε αρκετά ώστε τα ελέυθερα
ηλεκτρόνια να δηµιουργήσουν µε τους πυρήνες ουδέτερη -διαπερατή από την ακτινοβολία- ύλη
(κυρίως υδρογόνο και ήλιο). Το ϕως εκπέµφθηκε την εποχή που η ϑερµοκρασία ήταν περίπου
3000 Κ και ταξιδεύει προς εµάς έκτοτε, αποτελώντας τη µικροκυµατική ακτινοβολία υποβάθρου.
Η διαστολή έψυξε την ακτινοβολία µέχρι τη ϑερµοκρασία 2.73 Κ. ΄Ενας χάρτης της ϑερµοκρασίας
του CMBR είναι η καλύτερη εικόνα του Big Bang που µπορούµε να έχουµε.

Οι πιο χρήσιµοι χάρτες είναι αυτοί που κατασκευάζονται συναρτήσει της γωνιακής ϑέσης. Στην
παρακάτω εικόνα (9.1.4) ϐλέπουµε µια σειρά από τρεις χάρτες σε διαφορετικές ϑερµοκρασιακές
κλίµακες. Η πρώτη, απολύτως οµογενής, δείχνει την κατανοµή ϑερµοκρασίας µε ανάλυση της
τάξεως αρκετά πάνω από 1 mK. Η δεύτερη είναι της τάξεως του mK. Απεικονίζει µια κατανοµή
που µπορεί να αποδοθεί στο ϕαινόµενο Doppler εξαιτίας της σχετικής, σε ένα σύστηµα αναφοράς,
κίνησης στο οποίο η ακτινοβολία είναι εντελώς ισότροπη. Η επίδραση της κίνησης αυτή, αφαιρείται
στον τρίτο χάρτη, που είναι της τάξεως µK. Στο κέντρο της εικόνας µπορούµε να δούµε την την
κατανοµή ακτινοβολίας του δικού µας Γαλαξία. Προφανώς το πρώιµο Σύµπαν ήταν εξαιρετικά
ισότροπο. Οι διακυµάνσεις, ϐέβαια, είναι πολύ σηµαντικές επειδή έχουν προκύψει από τις αρχικές
διακυµάνσεις της πυκνότητας που µε την πάροδο του χρόνου και µε την επίδραση της ϐαρυτικής
έλξης έγιναν οι σηµερινές νησίδες ύλης.

Figure 9.1.4. Η κοσµική ακτινοβολία υποβάθρου, σε τρεις διαφορετικές ϑερµοκρασι-
ακές κλίµακες.

9.1.2. Οι ενδειξεις για την Οµογενεια.

΄Ενα ισότροπο Σύµπαν (το ίδιο σε κάθε κατεύθυνση) δεν είναι απαραίτητα οµογενές (το ίδιο
σε κάθε σηµείο). Θα µπορούσαµε να είµαστε στο κέντρο ενός σύµπαντος όπου η πυκνότητα των
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γαλαξιών µειώνεται γρήγορα αποµακρυνόµενοι από εµάς και παρόλα αυτά η κατανοµή τους να
ϕαίνεται ισότροπη. Παρόλα αυτά ένας τρισδιάστατος χάρτης της κατανοµής στο χώρο αποκαλύπτει
ότι η κατανοµή των γαλαξιών είναι κατά προσέγγιση οµογενής σε κλίµακες απόστασης πάνω απο
µερικές εκατοντάδες megaparsecs. Το να κατασκευαστεί ένας τέτοιος χάρτης, σηµαίνει ανίχνευση
µεγάλων αποστάσεων και το µόνο ενδεικτικό µέγεθος είναι η µετατόπιση προς το ερυθρό. Χρειάζε-
ται το ϕάσµα και τη ϑέση πολλών χιλιάδων γαλαξιών και καθώς συνεχίζεται η έρευνα πρέπει να
ανιχνεύονται όλο και περισσότεροι γαλαξίες καθώς ο αριθµός τους αυξάνεται εις τον κύβο από την
µεταξύ µας απόσταση. Οι έρευνες που γίνονται για την κατασκευή του χάρτη αυτού είναι η 2dF και
η Sloan Digital Sky Survey που αναφέραµε πιο πριν. Παρόλο που σε µικρές κλίµακες υπάρχουν
συγκεντρώσεις και κενά, σε µεγάλες κλίµακες η κατανοµή είναι περίπου ίδια παντού. Αυτό είναι
ένδειξη ότι το Σύµπαν είναι οµογενές σε µεγάλες κλίµακες και δεν ϕαίνεται να ϐρισκόµαστε σε
κάποιο ιδιαίτερο σηµείο µέσα σε αυτό.
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ΤΟ ∆ΙΑΣΤΕΛΛΟΜΕΝΟ ΣΥΜΠΑΝ

10.1. Η ΘΕΡΜΗ ΜΕΓΑΛΗ ΕΚΡΗΞΗ

Το µοντέλο του Θερµού Βig Βang (HBB) ϐασίζεται σε δύο υποθέσεις, ότι το Σύµπαν έχει δι-
ασταλεί και σταδιακά ψυχθεί από µια αρχική κατάσταση άπειρης ϑερµοκρασίας και πυκνότητας
και ότι, σε µεγάλες κλίµακες, το σύµπαν είναι οµογενές και ισότροπο. Και οι δύο υποθέσεις
αιτιολογούνται από τις παρατηρήσεις της κοσµικής ακτινοβολίας υποβάθρου (CMB), η οποία είναι
κατάλοιπο από την προηγούµενη ϑερµή εποχή. Η κατανοµή του CMB στο παρατηρήσιµο σύµπαν
είναι οµογενής και ισότροπη, και είναι ενιαία µε ακρίβεια 1 προς 104 σε γωνιακές κλίµακες από
10΄΄ έως 180o.

Παρόλο που η ύλη είναι κατανεµηµένη λιγότερο οµοιογενώς από το CMB, αναµένεται ότι σε
πολύ µεγάλη κλίµακα είναι οµογενής. Ο µεγάλος ϐαθµός ανοµοιογένειας που παρατηρείται σε
µικρές κλίµακες (συγκέντρωση ύλης σε νησίδες, δηλαδή άστρα, γαλαξίες και συστήµατα γαλαξιών)
ερµηνεύεται ως ανωµαλίες που επεκτάθηκαν υπό την επίδραση της ϐαρύτητας.

Το µοντέλο αυτό είναι εξαιρετικά επιτυχηµένο, καθώς είναι σε ϑέση να προβλέψει τα ακόλουθα
παρατηρησιακά δεδοµένα :

(1) Τη διαστολή του σύµπαντος από τον Hubble
(2) Την ύπαρξη και το ϕάσµα της κοσµικής ακτινοβολίας υποβάθρου
(3) Την αφθονία ελαφρών στοιχείων
(4) ΄Οτι η προβλεπόµενη ηλικία του σύµπαντος είναι συγκρίσιµη µε τις µετρήσεις της ηλικίας

αντικειµένων µέσα σε αυτό
(5) ΄Οτι δεδοµένων των ανωµαλιών του CMBR, υπάρχει ικανοποιητική εξήγηση για την ανάπ-

τυξη της δοµής στο σύµπαν

10.2. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

10.2.1. H µετρική Robertson-Walker.

Η ϑεωρία του Θερµού Big Bang ϐασίζεται στην Κοσµολογική Αρχή, που υποστηρίζει ότι το
Σύµπαν ϑα πρέπει να ϕαίνεται το ίδιο σε όλους τους παρατηρητές του. Αυτό µας λέει ότι το Σύµπαν
πρέπει να είναι οµογενές (ίδιο σε κάθε σηµείο του) και ισότροπο (µε σϕαιρική συµµετρία ως προς
κάποιο σηµείο). Κι αυτό µε τη σειρά του µας λέει ποια µετρική ϑα πρέπει να χρησιµοποιηθεί
για την περιγραφή του. Η συµµετρία του οµογενούς και ισότροπου χωρόχρονου µελετήθηκε από
τους Friedmann, Robertson και Walker (FRW) και κωδικοποιείται µε την µετρική Robertson-
Walker. Ας επιχειρήσουµε να κατασκευάσουµε αυτή τη µετρική. Θα χειριστούµε τους γαλαξίες ως

87
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σηµειακές µάζες που απαρτίζουν ένα “γαλαξιακό αέριο” και µάλιστα, ϑα υποθέσουµε ότι το αέριο
αυτό έχει τη συµπεριφορά τέλειου ϱευστού. Το σύστηµα αναφοράς µας καθορίζεται από ϱολόγια
που κινούνται µαζί µε το αέριο, δείχνοντας όλα χρόνο x0. Οι χωρικές συντεταγµένες του κάθε
ϱολογιού δεν αλλάζουν, οπότε το σύστηµα ϑεωρείται “συν-κινούµενο” (co-moving) µε το αέριο.
Βλέποντας το σύµπαν υπό οποιοδήποτε από τα ϱολόγια, αυτό ϕαίνεται ισότροπο, δηλαδή είναι
αδύνατο να εντοπίσουµε κάποια διεύθυνση µε ειδικές ιδιότητες.

Ας ϑεωρήσουµε το µετρικό τανυστή gµν σε αυτό το σύστηµα xρ. ΄Εστω ότι εκτελούµε ένα µετασχη-
µατισµό των χωρικών συντεταγµένων, εναλλάσοντας τα ϱολόγια ενώ αφήνουµε αµετάβλητες τις
ενδείξεις τους. Ο µετασχηµατισµός ϑα έχει τη µορφή:

x̄0 = x0, x̄ i = f i
(
x1, x2, x3

)
(10.2.1)

Ο µετασχηµατισµένος µετρικός τανυστής ϑα είναι ḡµν, οπότε ο µετασχηµατισµός των χωρικών
συντεταγµένων γίνεται:

ḡ0i =
∂xµ

∂x̄0

∂xν

∂x̄ i
gµν =

∂xµ

∂x0

∂xν

∂x̄ i
gµν =

∂x j

∂x̄ i
g0j (10.2.2)

Η εξίσωση αυτή δείχνει ότι οι συνιστώσες g0i συµπεριφέρονται σαν ένα συναλλοίωτο διάνυσµα
ως προς το χωρικό µετασχηµατισµό καθορίζοντας έτσι µια συγκεκριµένη διεύθυνση σε κάθε σηµείο
του χώρου. Το γεγονός αυτό έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεσή µας για ισοτροπία, γι αυτό και
καταλήγουµε στο ότι g0i = 0 σε κάθε σηµείο του χώρου. ΄Ετσι,

ds2 = g00

(
dx0

)2
+ gijdx

idx j (10.2.3)

Στη συνέχεια, ας ϑεωρήσουµε τα γεγονότα ενός ϱολογιού, όταν οι ενδείξεις του είναι x0 και
x0 +dx0. Αν dτ είναι ο ιδιόχρονος1 µεταξύ των δύο γεγονότων και εφόσον οι χωρικές συντεταγµένες
του ϱολογιού δεν αλλάζουν, η µετρική (10.2.3) δείχνει ότι:

−dτ2 = g00

(
dx0

)2
(10.2.4)

Αυτή η εξίσωση καθορίζει τη σχέση µεταξύ του κοσµικού χρόνο x0 και του ιδιοχρόνου dτ και
πρέπει να είναι ανεξάρτητη του παρατηρητή, εφόσον όλοι είναι ισοδύναµοι. Συµπεραίνουµε ότι η
g00 µπορεί να εξαρτάται µόνο από το x0 από το οποίο µπορούµε µε µετασχηµατισµό να ϕτάσουµε
σε ένα νέο κοσµικό χρόνο t, σύµφωνα µε το µετασχηµατισµό:

t =
� √

(−g00)dx0 (10.2.5)

έτσι ώστε η (10.2.3) να απλοποιηθεί στην:

ds2 = −dt2 + gijdx
idx j (10.2.6)

Χρησιµοποιώντας, τέλος, την υπόθεσή µας για ισοτροπία µπορούµε να εισάγουµε τη µετρική
για χώρους σταθερής καµπυλότητας (αναλυτικά η εξαγωγή της στο Παράρτηµα Α’) :

1Πρόκειται για µια πολύ σηµαντική ποσότητα, αφού είναι κάτι για το οποίο όλοι οι παρατηρητές συµφωνούν. Σύµφωνα
µε τη γενική αρχή, το διάστηµα κατά µήκος µιας κοσµικής γραµµής µετριέται απευθείας από το ϱολόι που την έχει
ως κοσµική γραµµή του.
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ds2 = a2 (t)
[
dr2

1 − kr2 + r2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)]
(10.2.7)

όπου r, ϑ, φ οι πολικές συντεταγµένες. Η σταθερά k αναφέρεται στη χωρική καµπυλότητα,
όπου αρνητική, µηδενική και ϑετική τιµή αντιστοιχεί σε ανοιχτό, επίπεδο και κλειστό σύµπαν
αντίστοιχα. Συνήθως οι δυνατές τιµές περιορίζονται στις k = +1, 0, −1 καθώς το µέτρο κάθε µη
µηδενικής καµπυλότητας γίνεται ίσο µε τη µονάδα µε επανορισµό του συντελεστή κλίµακας a (t)
2. ΄Οταν k = +1 το σύµπαν είναι κλειστό και έχει πεπερασµένο όγκο, αλλιώς είναι ανοιχτό και έχει
άπειρο όγκο.

Τελικά από τη (10.2.3) και µε ϐάση τα προηγούµενα, καταλήγουµε στη µετρική Robertson-
Walker -που αποδεικνύεται ότι συµφωνεί αρκετά µε την παρατηρούµενη δοµή µεγάλης κλίµακας
του Σύµπαντος- :

ds2 = −dt2 + a2 (t)
[
dr2

1 − kr2 + r2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)]
(10.2.8)

10.3. ΟΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ FRIEDMANN

Ξεκινάµε µε την εξίσωση πεδίου Einstein, την οποία συζητήσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο,
και η οποία δείχνει πως εξελίσσεται η µετρική σε ένα ϐαρυτικό πεδιο µε µια κοσµολογική σταθερά:

Rµν −
1
2
gµνR = 8πGTµν + Λgµν (10.3.1)

όπου Rµν είναι ο τανυστής Ricci, G η ϐαρυτική σταθερά και Tµν τανυστής ενέργειας-ορµής. Το
αριστερό σκέλος της εξίσωσης, αναπαριστά τη γεωµετρία ενώ το δεξί την πηγή της ϐαρύτητας.

Η εξίσωση του Einstein µας λέει πώς η παρουσία ύλης καµπυλώνει το χωρόχρονο, και γι αυτό
ϑα πρέπει να περιγράψουµε την ύλη µε προσοχή. ΄Οπως είπαµε και νωρίτερα, ϑεωρούµε ότι τα
συστατικά του σύµπαντος είναι οι γαλαξίες, τους οποίους αντιµετωπίζουµε σαν σηµειακές µαζες
ενός “γαλαξιακού αερίου” µε συµπεριφορά τέλειου ϱευστού. Ο τανυστής ενέργειας-ορµής σ’ αυτή
την περίπτωση για µια τυχαία µετρική gµν είναι:

Tµν = (ρ + p)υµν − pgµν (10.3.2)

όπου ρ είναι η πυκνότητα µάζας και p η πίεση και υµν η ταχύτητα του ϱευστού. Εφόσον σε
σύστηµα αναφοράς που κινειται µαζί µε το ϱευστό, η ταχύτητα είναι υµ =

(
1, ~0

)
. Με αντικατάσταση

2Ο συντελεστής κλίµακας µετράει το ϕυσικό µέγεθος του Σύµπαντος. Η µορφή του a(t) εξαρτάται από το υλικό που
περιέχεται σε αυτό.
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ϐρίσκουµε:

Tµν =


ρ 0 0 0

0 p
a2

1 − kr2 0 0

0 0 pa2r2 0
0 0 0 pa2r2sin2θ


(10.3.3)

Η εξίσωση του Einstein σε συνδυασµό µε τη µετρική Robertson-Walker για µια πηγή ιδανικού
ϱευστού οδηγούν στο ϐασικό σύνολο κοσµικών εξισώσεων, τις εξισώσεις Friedmann.

Η µν = 00 συνιστώσα της εξίσωσης Einstein γίνεται “η πρώτη εξίσωση Friedmann”:( ȧ
a

)2

+
k

a2 =
8πG

3
ρ +

Λ

3
(10.3.4)

ενώ η µν = 11 γίνεται η “εξίσωση της επιτάχυνσης”:

ä

a
= −

4πG
3

(ρ + 3p) +
Λ

3
(10.3.5)

Οι εξισώσεις αυτές, σε συνδυασµό µε την εξίσωση ϱευστού είναι οι ϐασικές εξισώσεις που χρησι-
µοποιούµε για την περιγραφή του σύµπαντος:

ρ̇ + 3
ȧ

a
(ρ + p) = 0 (10.3.6)

Η εξίσωση αυτή, προκύπτει µε έναν άµεσο τρόπο, αν εκµεταλλευτούµε το γεγονός ότι η γενική
σχετικότητα κωδικοποιεί τη διατήρηση ενέργειας:

∇µT
µ
ν = 0 (10.3.7)

Από το σετ των τεσσάρων εξισώσεων, µόνο η χρονική συνιστώσα δίνει µη-τετριµµένη εξίσωση.
Χρησιµοποιώντας τα σύµβολα Christoffel, η εξίσωση διατήρησης γράφεται:

d

dxµ
(
T µν

)
+ ΓµaµT

a
ν − ΓaνµT

µ
a = 0 (10.3.8)

Για τη ν = 0 συνιστώσα, τα σύµβολα Christoffel είναι:

Γ0
00 = 0, Γ1

01 = Γ2
02 = Γ3

03 =
ȧ

a
(10.3.9)

οπότε αντικαθιστώντας καταλήγουµε στην εξίσωση (10.3.6).

10.3.1. Τα Σύµπαντα Friedmann.

Η ϑερµοκρασία του σύµπαντος είναι ένα µέγεθος που παίζει σηµαντικό ϱόλο στις διεργασίες που
συµβαίνουν κάθε στιγµή σ’ αυτό, µιας και από αυτή εξαρτάται η µέση κινητική ενέργεια των συσ-
τατικών της ύλης του. Τη στιγµή ακριβώς της Μεγάλης ΄Εκρηξης η ύλη του σύµπαντος έχει άπειρη
ϑερµοκρασία. Στη συνέχεια όµως καθώς διαστέλλεται η ϑερµοκρασία πέφτει συνεχώς, ακριβώς
όπως πέφτει η ϑερµοκρασία ενός οποιουδήποτε ϱευστού που εκτονώνεται. Για να µπορέσουµε,
αποδεχόµενοι το µοντέλο της Μεγάλης ΄Εκρηξης, να κάνουµε κάποιους ποσοτικούς υπολογισ-
µούς, και συγκεκριµένα να ϐρούµε το ϱυθµό διαστολής του σύµπαντος και τη σχέση ανάµεσα στη
ϑερµοκρασία του και το χρόνο, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε διάφορους τρόπους. Το υπόβαθρο
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ϑα είναι τα κοσµολογικά πρότυπα του Friedmann που είναι οµογενείς και ισότροπες λύσεις των
εξισώσεων του Einstein. Για Λ = 0, από την εξίσωση (10.3.4) προκύπτουν τα εξής (Σχήµα 10.3.1):

(1) k > 0: Ο γαλαξίας δεν µπορεί να διαφύγει στο άπειρο µιας και εκεί η δυναµική του
ενέργεια µηδενίζεται ενώ η κινητική του ενέργεια παραµένει πάντα ϑετική. ΄Ετσι την αρχική
διαστολή ϑα πρέπει ν’ ακολουθήσει συστολή και το σύµπαν ξανακαταρρέει στο σηµείο
R = 0. Στην περίπτωση αυτή ϑα λέµε ότι το σύµπαν είναι κλειστό.

(2) k < 0: Τώρα ο γαλαξίας µπορεί να διαφύγει στο άπειρο, πράγµα που σηµαίνει ότι το
σύµπαν ϑα διαστέλλεται συνεχώς. ΄Ενα τέτοιο σύµπαν λέγεται ανοιχτό.

(3) k = 0: Στην περίπτωση αυτή ο γαλαξίας έχει την ελάχιστη δυνατή ταχύτητα διαφυγής.
Το σύµπαν διαστέλλεται και πάλι επ’ άπειρον, ονοµάζεται δε, κρίσιµο ή (χωρικά) επίπεδο

σύµπαν. Από την εξίσωση (10.3.5) ϐρίσκουµε ότι η κρίσιµη ταχύτητα διαφυγής ȧ∆είναι
ίση µε:

ȧ∆ =

(8πG
3
ρ
) 1

2

a (10.3.10)

και είναι ανεξάρτητη από τη µάζα m του γαλαξία.
΄Αρα, ο λόγος της ταχύτητας R ενός γαλαξία προς την ταχύτητα διαφυγής a∆ είναι ίσος µε:

ȧ

ȧ∆

= H
(8πG

3
ρ
)− 1

2

(10.3.11)

και είναι ανεξάρτητος του a. Συνεπώς, το κατά πόσον ο γαλαξίας ϑα διαφύγει τελικά στο άπειρο
εξαρτάται από τις ποσότητες Η και ϱ. Από την εξίσωση αυτή, ϐλέπουµε ότι η κρίσιµη ταχύτητα
διαφυγής(ȧ/ȧ∆ = 1) αντιστοιχεί στην κρίσιµη πυκνότητα ρc =

3H2
0

8πG .
Τα παραπάνω αποτελέσµατα αναφορικά µε τη συµπεριφορά του σύµπαντος µπορούν να εξ-

αχθούν και από την παράµετρο Ω.
Η εξίσωση Friedmann τότε γράφεται:

(Ω − 1)H2 =
k

a2 (10.3.12)

Συνεπώς οι περιπτώσεις Ω > 1, Ω = 1, Ω < 1 αντιστοιχούν στις περιπτώσεις k > 0, k = 0,
k < 0. ΄Αρα η Ω > 1 αντιστοιχεί σε κλειστό σύµπαν, η Ω = 1 σε επίπεδο σύµπαν, και τέλος η Ω < 1
σε ανοιχτό Σύµπαν.

10.4. ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΚΕΣ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ

Στο αρκετά απλοποιηµένο µοντέλο του σύµπαντος που συζητήσαµε παραπάνω, ολόκληρη η
ιστορία του καθορίζεται από ένα σύνολο κοσµολογικών παραµέτρων. Συγκεκριµένα, αν κάποιος
καθορίσει τις ισοδύναµες πυκνότητες µάζας ρm(t∗), ρr(t∗) και ρΛ σε κάποια συγκεκριµένη χρονική
στιγµή, τότε η τιµή της κάθε πυκνότητας (άρα και η συνολική πυκνότητα), είναι καθορισµένη για
κάθε κοσµικό χρόνο t. Γι αυτό, ο προσδιορισµός τους επαρκεί για τον προσδιορισµό του παράγοντα
κλίµακας a(t) για οποιοδήποτε κοσµικό χρονο t. Η πιο λογική σκέψη είναι να ϑεωρήσουµε ότι
το t∗ είναι ο τωρινός κοσµικός χρόνος t0, έτσι το κοσµολογικό µοντέλο καθορίζεται πλήρως από τις
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Figure 10.3.1. Η εξέλιξη του σύµπαντος για διάφορες τιµές της παραµέτρου k.

ποσότητες:
ρm,0, ρr,0, ρΛ,0 (10.4.1)

10.4.1. Κρίσιµη πυκνότητα και παράµετρος πυκνότητας.

Είναι, ϐέβαια, πρακτικό και σύνηθες στην κοσµολογία, να δουλεύουµε µε όρους εναλλακτικών,
ϐαθµωτών ποσοτήτων, που ονοµάζονται παράµετροι πυκνότητας. Ορίζονται µε ϐάση την κρίσιµη

πυκνότητα. Η κρίσιµη πυκνότητα ρC ορίζεται ως η πυκνότητα που δίνει επίπεδο Σύµπαν k = 0,
απουσία κοσµολογικής σταθεράς. Με ϐάση αυτά η εξίσωση Friedmann δίνει:

ρC(t) =
3H2(t)
8πG

(10.4.2)

Οι πυκνότητες ρi(t) (όπου το i υποκαθιστά τα “m”, “r” ή “Λ”) µετρώνται σαν ποσοστά ως προς
ρC :

Ωi(t) =
ρi(t)
ρC(t)

(10.4.3)

ή

Ωi(t) =
8πG

3H2(t)
ρi(t) (10.4.4)

Η ποσότητα Ωi(t) είναι γνωστή ως παράµετρος πυκνότητας, και µπορεί να εφαρµοστεί σε κάθε
τύπο υλικού, όπως και η συνολική πυκνότητα. Ο λόγος που χρησιµοποιούµε την παράµετρο
πυκνότητας (10.4.4) γίνεται σαφής όταν την χρησιµοποιούµε για να ξαναγράψουµε τη δεύτερη
από τις κοσµολογικές εξισώσεις Friedmann (10.3.5). Αν τη διαιρέσουµε µε R2 και ορίσουµε την
παράµετρο Hubble H = ȧ/a, ϐρίσκουµε:

1 = Ωm + Ωr + ΩΛ −
k

a2H2 (10.4.5)
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και ορίζοντας την παράµετρο πυκνότητας καµπυλότητας:

Ωk(t) = −
k

a2H2 (10.4.6)

καταλήγουµε στην πιο κοµψή σχέση:

Ωm + Ωr + ΩΛ + Ωk = 1 (10.4.7)

Με µια µικρή διερεύνηση, τα κοσµολογικά µοντέλα µε ϑετική χωρική καµπυλότητα (k = 1),
η παράµετρος Ωk είναι αρνητική. Επιπλέον, αν η κοσµολογική σταθερά είναι αρνητική, και η
παράµετρος ΩΛ είναι αρνητική σε σχέση µε τις Ωm και Ωr που είναι πάντα ϑετικές.

Από την (10.4.5) ϐλέπουµε ότι οι τιµές των Ωm , Ωr , ΩΛ καθορίζουν τη χωρική καµπυλότητα
του σύµπαντος µε έναν απλό τρόπο:

Ωm + Ωr + ΩΛ < 1⇔ k = −1⇔ "ανοιχτό"

Ωm + Ωr + ΩΛ = 1⇔ k = 0⇔ "επίπεδο"

Ωm + Ωr + ΩΛ > 1⇔ k = 1⇔ "κλειστό"

Πολύ συχνά, τέλος, χρησιµοποιείται και ακόµα µία παράµετρος πυκνότητας, η παράµετρος

συνολικής πυκνότητας:

Ω ≡ Ωm + Ωr + ΩΛ (10.4.8)

΄Ετσι, για να είναι ένα κοσµολογικό µοντέλο χωρικά επίπεδο, απαιτούµε Ω = 1 που αντιστοιχεί

σε συνολική ισοδύναµη πυκνότητα µάζας ίση µε την κρίσιµη πυκνότητα ρC =
3H2

8πG
.

10.4.2. Χαρακτηριστικές κλίµακες και ορίζοντες.

Το σύµπαν του Θερµού Big Bang έχει δυο χαρακτηριστικές κλίµακες:

(1) Ο χρόνος Hubble (ή µήκος): H−1

(2) Η κλίµακα καµπυλότητας: a | k |−1/2

Η πρώτη από αυτές αναφέρεται στην εξέλιξη του a(t) και η δεύτερη την απόσταση µέχρι την οποία
το Σύµπαν µπορεί να ϑεωρηθεί ότι έχει επίπεδη (ευκλείδια) γεωµετρία. ΄Οπως είναι γραµµένες
αναφέρονται σε ϕυσική κλίµακα. Για µετατροπή στην co-moving κλίµακα ϑα πρέπει να διαιρέ-
σουµε µε το a(t). Ο λόγος αυτών των δύο δίνει µια εκτίµηση της συνολικής πυκνότητας. Από την
εξίσωση Friedmann ϐρίσκουµε: √

| Ω − 1 | =
H−1

a | k |−1/2
(10.4.9)

10.4.3. Ορίζοντες γεγονότων.
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Πόσο µεγάλο είναι το Σύµπαν; Η απάντηση εξαρτάται από το εκάστοτε µοντέλο που µελετάµε.
΄Οµως η σηµαντικότερη ερώτηση είναι άλλη: πόσο µεγάλο είναι το παρατηρήσιµο Σύµπαν; Μια
ϐασική ιδιότητα του Σύµπαντος είναι ότι έχει ορίζοντες: µπορούµε να έχουµε πληροφορίες µόνο
από γεγονότα που περιορίζονται από το Big Bang και τον παρελθοντικό µας κώνο ϕωτός, αφου
ακόµα και το ϕως µπορεί να έχει ταξιδέψει κατά µια πεπερασµένη (ϕυσική) ακτίνα dhor(t) από την
αρχική στιγµή ti, όταν το Σύµπαν έγινε διαπερατό από ϕωτόνια:

dhor(t) = a(t)rhor(t) = a(t)
t�
ti

dt

a(t)

Είµαστε παρατηρητές που Ϲούµε σε χρόνο t0 µετά το Big Bang. Η ακτίνα της περιοχής που
είναι σήµερα “ορατή” σε εµάς είναι dhor(t0).

10.4.4. Μετατόπιση προς το ερυθρό και Θερµοκρασία.

Η µετατόπιση προς το ερυθρό “µετράει” τη διαστολή του Σύµπαντος αφού καθώς διαστέλλεται
η συχνότητα των ϕωτονίων µειώνεται και το µήκος κύµατος αυξάνεται ανάλογα µε τον παράγοντα
κλίµακας a(t):

1 + z =
λ0

λemission
=

a(t0)
a(temission)

(10.4.10)

Η µετατόπιση προς το ερυθρό µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να περιγράψει και χρόνο και
απόσταση. Ως χρόνο, αναφέρεται στο χρόνο κατά τον οποίο ϑα έπρεπε να εκπεµφθεί το ϕως ώστε
να έχει µετατόπιση z. Ως απόσταση, αναφέρεται στην παρούσα απόσταση από ένα αντικείµενο
από το οποίο λαµβάνεται ακτινοβολία µε µετατόπιση z. Καθώς το Σύµπαν διαστέλλεται, ψύχεται µε
ϐάση το νόµο:

T ∝
1
a (t)

(10.4.11)

∆ηλαδή η ϑερµοκρασία µεταβάλλεται αντιστρόφως ανάλογα µε τον παράγοντα κλίµακας. Αν το
Σύµπαν, λοιπόν, ξεκίνησε όταν το a = 0, η ϑερµοκρασία του ξεκίνησε από το άπειρο, και αυτό
ψύχθηκε κατά τη διαστολή.

10.4.5. Ο νόµος της διαστολής.

Οι κατανοµές γαλαξιών και ακτινοβολίας εξοµαλύνονται, προσεγγίζονται ως ένα κοσµολογικό

ϱευστό. Κάθε µεµονωµένος γαλαξίας µπορεί να ϑεωρηθεί σαν ένα σωµατίδιο µέσα σε αυτό, και

εντοπίζεται από τρεις συντεταγµένες x i σε κάθε δεδοµένη χρονική στιγµή. Η ταχύτητά του
dx i

dt
πρέπει να εξαλείφεται µε τις προσεγγίσεις των FRW µοντέλων, αλλιώς ϑα είχε δική του κατεύθυνση
και αυτό έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεση της ισοτροπίας.

Η διαστολή του Σύµπαντος σηµαίνει ότι η ϕυσική απόσταση µεταξύ ενός Ϲεύγους γαλαξιών,
αυξάνεται µε το χρόνο. ΄Οµως µε ϐάση αυτά που είπαµε πριν, αν δεν επιδρούν εξωτερικές
δυνάµεις, τότε ένας µεµονωµένος γαλάξίας σε ηρεµία ϑα πρέπει να έχει τις ίδιες συντεταγµένες
(r, θ, φ) συνέχεια. Οι συντεταγµένες x i είναι, λοιπόν, co-moving.
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Αν το a (t) αυξάνεται µε το χρόνο, τότε η µετρική περιγράφει ένα διαστελλόµενο Σύµπαν. Η
σχέση ϕυσικής και co-moving απόστασης είναι:

dphysical = a (t) × dcomoving

O ϱυθµός διαστολής του σύµπαντος εξαρτάται από τις ιδιότητες της ύλης µέσα σε αυτό. Το γεγονός
αυτό, ορίζεται από την πυκνότητα ενέργειας ρ (t) και την πίεση p (t). Τα ρ και p συχνά συνδέονται
µε µια καταστατική εξίσωση που δίνει το p συναρτήσει του ϱ 3. Αυτή µπορεί να είναι περίπλοκη, για
παράδειγµα να περιλαµβάνει συνδυασµό ακτινοβολίας και µη σχετικιστικής ύλης. Κάποιοι µάλιστα
τύποι συστατικών ίσως να µην µπορούν να περιγραφούν καν από µια καταστατική εξίσωση.

10.5. ΚΑΘΙΕΡΩΜΕΝΕΣ ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ

Προκειµένου να διερευνήσουµε πως εξελίσσεται το Σύµπαν, πρέπει να έχουµε υπόψιν τι υπάρχει
µέσα σε αυτό. Θα πρέπει να καθορίσουµε δηλαδη, τη σχέση µεταξύ πυκνότητας µάζας και πίεσης.
Αυτή η σχέση είναι η καταστατική εξίσωση, της οποίας η γενική µορφή είναι p = γρ και για την
οποία ϑα ϑεωρήσουµε στο σηµείο αυτό, δύο πιθανότητες.

΄Υλη: όταν µιλάµε για ύλη, εννοούµε εν συντοµία µη σχετικιστική ύλη, και αναφερόµαστε σε
οποιονδήποτε τύπο υλικού που έχει αµελητέα πίεση, p = 0. ΄Ενα σύµπαν µηδενικής πίεσης είναι
η πιο απλουστευµένη υπόθεση που µπορούµε να κάνουµε και είναι µια καλή προσέγγιση για του
γαλαξίες καθώς αλληλεπιδρούν µόνο ϐαρυτικά. Πιο συχνά χρησιµοποιείται ο όρος “σκόνη” αντί για
ύλη.

Ακτινοβολία: Η κινητική ενέργεια των ϕωτονίων οδηγεί σε µια πίεση ακτινοβολίας, που όπως
ϑα αποδειχτεί είναι p = ρ/3.

’Οταν k = Λ = 0, λοιπόν, οι εξισώσεις Friedmann και ϱευστού λύνονται για τις κλασικές
καταστατικές εξισώσεις: p = ρ/3 και p = 0, οδηγώντας στις καθιερωµένες κοσµολογικές λύσεις:

10.5.1. Το γεµάτο κονιορτό (σκόνη) Σύµπαν.

Ο κονιορτός είναι µια κατανοµή ύλης, σε όλη την έκταση της οποίας η πίεση είναι µηδέν.
Ξεκινάµε, λοιπόν, λύνοντας την εξίσωση ϱευστού για την καταστατική εξίσωση p = 0 για τη σκόνη:

ρ̇ + 3
ȧ

a
(ρ + p) = 0⇒

ρ̇ + 3
ȧ

a
ρ = 0⇒

1
a3

d

dt

(
ρa3

)
= 0⇒

d

dt

(
ρa3

)
= 0 (10.5.1)

Η ολοκλήρωση της τελευταίας, µας δείχνει ότι το ρa3 είναι σταθερό. ∆ηλαδή:

ρ ∝ a−3 (10.5.2)

3Εργαζόµαστε σε µονάδες όπου ~ = c = 1.
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Το αποτέλεσµα αυτό δεν µας εκπλήσσει, αφού ουσιαστικά µας λέει ότι η πυκνότητα ύλης είναι
αντιστρόφως ανάλογη του όγκου του σύµπαντος. Αν µάλιστα λύσουµε την εξίσωση για τον παρόντα
χρόνο t0, όπου ϑεωρούµε τον παράγοντα κλίµακας a0 = 1 και την τωρινή πυκνότητα ρ0, ϐρίσκουµε
τη σταθερά αναλογίας και έχουµε: ρ =

ρ0

a3 . Αντικαθιστώντας στην πρώτη εξίσωση Friedmann για
k = 0, ϐρίσκουµε ότι:

ȧ2 =
8πGρ0

3
1
a

(10.5.3)

η επίλυση της οποίας δίνει:

a(t) =

(
t

t0

)2/3

(10.5.4)

Σε αυτό το σύµπαν η διαστολή δεν σταµατά, αλλά ο ϱυθµός διαστολής µειώνεται µε ϱυθµό:

H =
ȧ

a
=

2
3t

(10.5.5)

Παρά την επίδραση της ϐαρύτητας, η ύλη στο Σύµπαν δεν καταλήγει σε Σύνθλιψη αλλά δι-
αστέλλεται για πάντα.

10.5.2. Tο γεµάτο ακτινοβολία Σύµπαν.

Στην περίπτωση αυτή, ξέρουµε από την ακτινοβολία µέλανος σώµατος ότι, για ιδανικό σχετικ-
ιστικό αέριο, η ακτινοβολία εξασκεί πίεση p:

p =
a

3
T 4 (10.5.6)

και αντί για πυκνότητα ύλης έχουµε πυκνότητα ενέργειας ρ:

ρ = aT 4 (10.5.7)

΄Αρα η καταστατική εξίσωση στην περίπτωση της ακτινοβολίας είναι p =
ρ

3
, µε αποτέλεσµα η

εξίσωση ϱευστού να γίνεται:

ρ̇ + 4
ȧ

a
ρ = 0 (10.5.8)

Επιλύοντάς την, όπως στην περίπτωση της σκόνης, καταλήγουµε στο ότι:

ρ ∝ a−4 (10.5.9)

a(t) =

(
t

t0

)1/2

, ρ(t) =
ρ0

a4 (10.5.10)

Αυτή είναι η δεύτερη κλασική κοσµολογική λύση. Παρατηρούµε ότι το σύµπαν διαστέλλεται
πιο αργά στην περίπτωση της ακτινοβολίας σε σχέση µε της σκόνης, σαν συνέπεια της επιβράδυνσης
που προκαλείται από την πίεση.

Αν εξετάσουµε πιο προσεκτικά τη σχέση της µείωσης της πυκνότητας ακτινοβολίας ως προς
τον όγκο, ϐλέπουµε ότι µειώνεται ανάλογα µε την τέταρτη δύναµη του παράγοντα κλίµακας. Την
τρίτη δύναµη την προσδιορίσαµε ως την αύξηση του όγκου που πολύ ϕυσικά οδηγεί στη µείωση
της πυκνότητας. Η τέταρτη δύναµη, όµως, προκύπτει από ένα άλλο ϕαινόµενο, τη µεταβολή του
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µήκους κύµατος του µεγίστου της ϑερµικής εκποµπής ως προς τη ϑερµοκρασία της ακτινοβολίας
Τ, σύµφωνα µε το νόµο µετατόπισης του Wien: λmaxT = const. Αφού το µήκος κύµατος είναι
ανάλογο του α, λmax ∝ a, έπεται ότι καθώς το σύµπαν διαστέλλεται η ϑερµοκρασία της ακτινοβολίας
µειώνεται σύµφωνα µε τη σχέση T ∝ a−1 που εξηγεί την προέλευση της τέταρτης δύναµης. Αυτό
είναι το ϕαινόµενο της κοσµολογικής µετατόπισης προς το ερυθρό, που χρησιµοποιούµε για τη
µέτρηση αποστάσεων.

10.5.3. Το Σύµπαν του Einstein και του de Sitter.

Η πρώτη λύση στις εξισώσεις Friedmann, ϐέβαια δόθηκε από τον ίδιο τον Einstein, πριν τις
παρατηρήσεις του Hubble, όταν επικρατούσε η πεποίθηση ότι κάθε εύλογο µοντέλο έπρεπε να
είναι στατικό, δηλαδή το a να είναι σταθερό. Αυτό σηµαίνει ότι όχι µόνο το ȧ = 0, αλλά και το
ä = 0. ΄Ετσι από τις δύο εξισώσεις Friedmann καταλήγουµε ότι αυτό µπορει να συµβεί µόνο εάν η
σχέση πυκνότητας και πίεσης είναι:

p = −
1
3
ρ (10.5.11)

και εάν υπάρχει µη µηδενική χωρική καµπυλότητα:

k

a2 =
8πG

3
ρ (10.5.12)

Επειδή η ενεργειακή πυκνότητα και πίεση πρέπει να έχουν αντίθετα πρόσηµα, οι δύο παραπάνω
συνθήκες δεν µπορούν να ικανοποιηθούν αν ϑεωρήσουµε µόνο ύλη ή ακτινοβολία. Αυτό έδωσε
στον Einstein το κίνητρο να εισάγει την κοσµολογική σταθερά. Οι συνθήκες της “στατικότητας”
ικανοποιούνται από ένα συνδυασµό ύλης και ενέργειας κενού, µε:

ρΛ =
1
2
ρm (10.5.13)

Ακολουθώντας το προτεινόµενο µοντέλο του Einstein, ο de Sitter πρότεινε ένα άλλο, ίσης ισ-
τορικής σηµασίας. Θεώρησε ένα οµογενές, επίπεδο σύµπαν, χωρίς ύλη και ακτινοβολία στην οποία
η πυκνότητα του χωρίς πίεση “κονιορτού” είναι σταθερή, ρ (t) = ρ0. Η εξίσωση Friedmann σε αυτή
την περίπτωση γίνεται: ( ȧ

a

)2

=
8π

3M2
pl

ρΛ ⇒

ȧ =

√
8πG

3
ρΛa = const (10.5.14)

Η λύση, λοιπόν, της εξίσωσης είναι ένα εκθετικά διαστελλόµενο Σύµπαν.

a (t) ∝ eHt (10.5.15)

Για αρχική συνθήκη ϑεωρούµε ότι για χρόνο t = t0 ο παράγοντας κλίµακας έχει µια γνωστή τιµή
a0. Η λύση τότε µπορεί να γραφεί ως:

a (t) = a0exp

√8πGρΛ

3
(t − t0)

 (10.5.16)
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Σε αυτή την περίπτωση η παράµετρος Hubble είναι ανεξάρτητη του χρόνου εφόσον:

H =
ȧ

a
=

√
8πGρΛ

3
(10.5.17)

Τελικά:
a (t) = a0exp (H (t − t0)) (10.5.18)

Αυτό είναι ισοδύναµο µε ένα ϱευστό µε καταστατική εξίσωση pΛ = −ρΛ. Η εξίσωση ϱευστού τότε

δίνει ρ̇ = 0⇒ ρΛ =
Λ

8πm2
pl

.

Αυτού του είδους το κοσµολογικό µοντέλο είναι γνωστό ως Σύµπαν δε Σιττερ. ΄Ηταν το δεύτερο
µοντέλο που προτάθηκε και το πρώτο που περιγράφει ένα διαστελλόµενο Σύµπαν. Προτάθηκε από
τον Ωιλλεµ δε Σιττερ το 1917. Εφόσον δεν περιλαµβάνει ύλη ή ακτινοβολία, δεν είναι κατάλληλο
για την περιγραφή του σηµερινού Σύµπαντος, αλλά χρησιµοποιήθηκε για να περιγράψει µια υπο-
ϑετική περίοδο του πολύ πρώιµου Σύµπαντος, γνωστή ως πληθωριστική περίοδο. Μπορεί επίσης να
περιγράψει το µέλλον του Σύµπαντος, όταν η συνεχιζόµενη διαστολή ϑα έχει µειώσει την πυκνότη-
τα ύλης και ακτινοβολίας σε τέτοιο ϐαθµό, που ϑα ϑεωρείται αµελητέα σε σχέση µε τη (σταθερή)
πυκνότητα της σκοτεινής ενέργειας.



Μέρος 5

ΤΟ ΠΛΗΘΩΡΙΣΤΙΚΟ ΣΥΜΠΑΝ



 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11

ΑΝΤΙΜΕΤΩΠΙΖΟΝΤΑΣ ΤΟΥΣ ΓΡΙΦΟΥΣ ΤΟΥ ΚΑΘΙΕΡΩΜΕΝΟΥ ΜΟΝΤΕΛΟΥ

Με ϐάση τη σύγχρονη σκοπιά, η σηµαντικότερη ιδιότητα του πληθωρισµού είναι να παράγει
ιδιοµορφίες στο Σύµπαν, οι οποίες µπορούν να οδηγήσουν στην διαµόρφωση δοµής. Παρόλα αυτά,
ιστορικά, το κίνητρο για την εισαγωγή του ήταν αρκετά διαφορετικό και αφορούσε το ερώτηµα, εάν
οι αρχικές συνθήκες που απαιτούνται για το Θερµό Big Bang είναι πιθανές ή όχι. Το Καθιερωµένο
Μοντέλο παρουσίασε µια πολύ επιτυχηµένη αυτοτελή εικόνα για την εξέλιξη και τη σύνθεση του
Σύµπαντος: τη διαστολή και ψύξη µετά τη Μεγάλη ΄Εκρηξη, τη δηµιουργία των ελαφρών στοιχείων,
τη δηµιουργία γαλαξιών από ανοµοιογένειες σε ένα διαστελλόµενο Σύµπαν. Παρόλα αυτά, το
µοντέλο δεν παρέχει σαφή εικόνα για τη ϕύση της ίδιας της Μεγάλης ΄Εκρηξης. Υποθέτει ότι η
συνολική ύλη υπήρξε από τις απαρχές. Υποθέτει επίσης συγκεκριµένες, πολύ ακριβείς αρχικές
συνθήκες που χρειάζονται εξήγηση.

Η πληθωριστική κοσµολογία είναι µια προσπάθεια να δώσει την εξήγηση αυτή, για µια εξ-
αιρετικά µικρή χρονική στιγµή µετά την t = 0 κοσµική ιδιοµορφία. Σύµφωνα µε το προτεινόµενο
µοντέλο, το Σύµπαν είχε µια “έξαρση” διαστολής, κατά την οποία ο παράγοντας κλίµακας αυξήθηκε
περισσότερο από 30 τάξεις µεγέθους, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα (11.0.1). Σε αυτή την πληθωρισ-
τική διεργασία, όλη η ύλη και η ενέργεια ϑα µπορούσαν να έχουν δηµιουργηθεί κυριιολεκτικά
από το τίποτα. Στη συνέχεια, το Σύµπαν ακολούθησε την πορεία της αδιαβατικής διαστολής και
ψύξης όπως περιγράφεται από το Καθιερωµένο Μοντέλο. Το Σχήµα (11.0.1) καθιστά σαφές επίσης,
ότι το παρατηρήσιµο Σύµπαν προέρχεται από µία οντότητα 10−30 ϕορές µικρότερη από αυτή που
προβλέπεται στο µη-πληθωριστικό σενάριο.

11.1. ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΟΥ ΟΡΙΖΟΝΤΑ

Το Σύµπαν µας, όπως έχουµε αναλύσει, σύµφωνα µε τις παρατηρήσεις είναι πολύ οµογενές
και ισότροπο. Στην πραγµατικότητα, µπορούµε να πούµε ότι είναι “υπερβολικά οµογενές και
ισότροπο”. Ας ϑεωρήσουµε δύο διαφορετικά σηµεία του Σύµπαντος, το καθένα εκτός του ορίζοντα
του άλλου. Είναι τόσο αποµακρυσµένα, που οποιοδήποτε σήµα που στάλθηκε από το ένα σήµειο
κατά την απαρχή του Σύµπαντος, δεν µπορεί να έχει ϕτάσει στο άλλο. Παρόλα αυτά, έχουν παρό-
µοιες ιδιότητες. Αυτό υποδεικνύει ότι τα δύο σηµεία ϐρίσκονταν σε ϑερµική επαφή κάποια στιγµή
στο παρελθόν. Πως όµως είναι δυνατόν κάτι τέτοιο;

Το πρόβληµα του ορίζοντα µπορεί να διατυπωθεί µε µεγαλύτερη ακρίβεια αν ϑεωρήσουµε την
ισοτροπία της ακτινοβολίας CMB. Το Σύµπαν έχει πεπερασµένη ηλικία και έτσι, ακόµα και το ϕως
έχει διανύσει πεπερασµένη απόσταση έως µια δεδοµένη στιγµή. Η απόσταση αυτή, ονοµάζεται
παρατηρήσιµο Σύµπαν και αποτελεί την περιοχή που µπορούµε ουσιαστικά να «δούµε». Το ϐασικό
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Figure 11.0.1. Σύγκριση της χρονικής εξέλιξης του παράγοντα κλίµακας. Οι δι-
ακεκοµµένες γραµµές αντιπροσωπεύουν τα Καθιερωµένα FRW Μοντέλα. Η καµ-
πύλη αντιστοιχεί στο Πληθωριστικό Μοντέλο και µετά από χρόνο 10−35 sec ταυτίζεται
µε το Καθιερωµένο Μοντέλο.

χαρακτηριστικό της ακτινοβολίας CMB είναι η ισοτροπία της, δηλαδή το ϕως που λαµβάνουµε από
όλες τις πλευρές του παρατηρήσιµου Σύµπαντος έχει περίπου την ίδια ϑερµοκρασία. Βρίσκεται
δηλαδή σε ϑερµική ισορροπία. Εφόσον όµως το ϕως που λαµβάνουµε από ένα σηµείο του ουρανού
ταξιδεύει προς εµάς από το στιγµή της αποσύζευξης από την ύλη, δεν είχε το χρόνο να έχει αλλη-
λεπιδράσει µε αυτό που λαµβάνουµε από ένα σηµείο στην αντίθετη πλευρά του ουρανού, οπότε δε
ϑα µπορούσε να αποδοθεί εκεί η ϑερµοκρασιακή οµοιοµορφία.

Ας δούµε το Ϲήτηµα πιο ποσοτικά. Η τωρινή οµογενής, ισότροπη έκταση του Σύµπαντος είναι
τουλάχιστον τόση όση η τωρινή κλίµακα ορίζοντα, ct0 ∼ 1028cm. Αρχικά το µέγεθος αυτής της
περιοχής ήταν µικρότερο κατά το λόγο των αντίστοιχων παραγόντων κλίµακας

ai
a0

. Υποθέτοντας ότι

η ανοµοιογένεια δεν µπορεί να εξαλειφθεί από τη διαστολή, µπορούµε να καταλήξουµε στο ότι το
µέγεθος της οµογενούς, ισότροπης περιοχής από την οποία ξεκίνησε το Σύµπαν σε χρόνο t = tiήταν
µεγαλύτερη του:

li ∼ ct0
ai
a0

(11.1.1)

Συγκρίνοντάς το µε το µέγεθος µιας αιτιατά συνδεδεµένης περιοχής lc ∼ cti:

li
lc

=
t0
ti

ai
a0

(11.1.2)

Μια πρόχειρη εκτίµηση του λόγου αυτού προκύπτει αν ϑεωρήσουµε ότι η αρχέγονη ακτινοβολία
κυριαρχεί σε χρόνο ti = tPl και τότε η ϑερµοκρασία είναι Ti = Tpl ∼ 1032K. ΄Ετσι:

ai
a0
'
T0

TPl
' 10−32 ⇒

li
lc
'
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10−43 10−32 ' 10−28 (11.1.3)
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΄Αρα σε χρόνο Planck το µέγεθος του Σύµπαντος ξεπερνά την κλίµακα αιτιότητας κατά 28
τάξεις µεγέθους που σηµαίνει ότι η ενεργειακή πυκνότητα σε 1084 αιτιακά ασύνδετες περιοχές

είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη µε διακυµάνσεις που δεν ξεπερνούν το
δρ

ρ
∼ 10−4. ΄Οµως εφόσον

κανένα σήµα δεν διαδίδεται ταχύτερα από το ϕως καµία ϕυσική διεργασία δεν µπορεί να είναι
υπεύθυνη για µια τόσο αφύσικα καλορυθµισµένη κατανοµή.

Figure 11.1.1. Το πρόβληµα του ορίζοντα σε ένα Σύµπαν FRW - ένα ενδεικτικό διά-
γραµµα σε comoving συντεταγµένες. Η γραµµή Β αντιστοιχεί στο Big Bang ενώ η ls
στην αποσύζευξη από την ύλη. Το Ο αντιστοιχεί σε σηµερινό παρατηρητή. Ο παρ-
ελθοντικός κώνος ϕωτός του Ο καταλαµβάνει πολύ µεγαλύτερο όγκο στο t = tls σε
σχέση µε τον όγκο οποιουδήποτε κώνου ϕωτός που εκπέµφθηκε κατά το Big Bang
(δύο από τους οποίους αντιστοιχούν στα P και Q). ΄Ετσι, οι διαφορετικές περιοχές που
ϐλέπουµε σήµερα, είναι αδύνατο να έχουν αλληλεπιδράσει αιτιατά πριν την εκποµπή
της ακτινοβολίας CMB, παρόλα αυτά η ϑερµοκρασία του CMB που προέρχεται από
αυτές έχει την ίδια ϑερµοκρασία.

11.2. ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΗΣ ΕΠΙΠΕ∆ΟΤΗΤΑΣ

Ας υποθέσουµε ότι µε κάποιο τρόπο η ύλη έχει κατανεµηθεί µε τον απαιτούµενο τρόπο. Το επό-
µενο ερώτηµα που προκύπτει αφορά τις αρχικές ταχύτητες. Αυτές πρέπει να ακολουθούν το νόµο
του Hubble, αλλιώς η αρχική οµογένεια γρήγορα διαταράσσεται. Και µάλιστα πρέπει να συµβαίνει
σε τόσες πολλές αιτιατά ασύνδετες περιοχές που το πρόβληµα του ορίζοντα περιπλέκεται ακόµα
περισσότερο. ΄Εστω όµως ότι τον ακολουθούν όλες οι περιοχές. Ας ελέγξουµε µε πόση ακρίβεια
πρέπει να επιλεγούν οι αρχικές ταχύτητες για µια συγκεκριµένη κατανοµή µάζας. Θεωρούµε ένα
σϕαιρικό νέφος ύλης και συγκρίνουµε την ολική του ενέργεια µε την κινητική ενέργεια Ek λόγω της
διαστολής Hubble. Η ολική ενέργεια είναι το άθροισµα της ϑετικής κινητικής και της αρνητικής
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–λόγω της ϐαρυτικής αλληλεπίδρασης- δυναµικής ενέργειας:

Etot = Ek + Ep = Ek0 + Ep0 (11.2.1)

Η κινητική ενέργεια είναι ανάλογη του τετραγώνου της ταχύτητας:

Eki
E0
i

=

(
ȧi
ȧ0

)2

⇒ Eki = E0
i

(
ȧi
ȧ0

)2

(11.2.2)

΄Αρα:
Etoti
Eki

=
Eki + Epi
Epi

=
Ek0 + Ep0
Ep0

(
ȧi
ȧ0

)2

(11.2.3)

Και εφόσον Ek0 ' |E
k
0 | και

ȧi
ȧ0
≤ 10−28, ο παραπάνω λόγος γίνεται

Etoti
Eki
≤ 10−56.

Αυτό σηµαίνει ότι για µια συγκεκριµένη κατανοµή πυκνότητας ενέργειας οι αρχικές ταχύτητες
Hubble πρέπει να προσαρµοστούν έτσι ώστε η τεράστια αρνητική ενέργεια λόγω ϐαρύτητας της
ύλης να αντισταθµιστεί από τη ϑετική ενέργεια µε ακρίβεια 10−54%. Κι εκεί ακριβώς έγκειται το
πρόβληµα της επιπεδότητας. Μια πολύ µικρή παρέκκλιση στις αρχικές ταχύτητες που ξεπερνάει
το ποσοστό αυτό οδηγεί σε Σύµπαν που είτε συνθλίβεται είτε «αδειάζει» πολύ σύντοµα.

Στη Γενική Σχετικότητα το παραπάνω πρόβληµα µπορεί να εκφραστεί µέσω της παραµέτρου
πυκνότητας Ω =

ρ

ρc
. Μετασχηµατίζουµε την εξίσωση Friedmann ως εξής:

H2 =
8πG

3
ρ −

k

a2 ⇒ a2H2 = a2 8πG
3
ρ − k (11.2.4)

Και επειδή ρC =
3H2

8πG
:

Ω − 1 =
k

(Ha)2 (11.2.5)

Αν το Σύµπαν είναι επίπεδο (Ω = 1), τότε παραµένει έτσι. Αλλιώς ο παράγοντας πυκνότητας
µεταβάλλεται. Το πρόβληµα της επιπεδότητας είναι ότι το Ηα είναι µια ϕθίνουσα συνάρτηση του
χρόνου, κατά την επικράτηση της ακτινοβολίας ή της ύλης. Από παρατηρησιακά δεδοµένα γν-
ωρίζουµε ότι τώρα το Ω0 είναι πολύ κοντά στη µονάδα, γεγονός που δείχνει ότι σε προγενέστερες
εποχές πρέπει σχεδόν να ταυτίζοταν µε τη µονάδα. Πιο συγκεκριµένα, για να έχει προκύψει η
τωρινή κατάσταση του Σύµπαντος, τότε και σύµφωνα µε τα παραπάνω έχουµε ότι:

Ωi − 1
Ω0 − 1

=
(Ha)2

0

(Ha)2
i

⇒ Ωi − 1 = (Ω0 − 1)
(Ha)2

0

(Ha)2
i

≤ 10−56 (11.2.6)

Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι αρχικά το Ω πρέπει να ήταν τόσο κοντά στη µονάδα ώστε αν η
πυκνότητα ϱ ήταν µεγαλύτερη από ρC

(
1 + 10−55

)
το Σύµπαν ϑα είχε καταρρεύσει χιλιάδες χρόνια

πριν. Αν ήταν µικρότερη από ρC
(
1 + 10−55

)
το Σύµπαν σήµερα ϑα ήταν ανοιχτό µε µια αµελητέα

πυκνότητα ενέργειας. Η προϋπόθεση του πολύ καλού συντονισµού του αρχικού όρου καµπυλότη-
τας µε ακρίβεια 1 προς 1055 είναι «µη ϕυσική». Η «µη ϕυσικότητα» αυτή στις απαιτούµενες αρχικές
συνθήκες είναι το πρόβληµα της επιπεδότητας.
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11.3. ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΩΝ ΑΝΟΜΟΙΟΓΕΝΕΙΩΝ ΜΙΚΡΗΣ ΚΛΙΜΑΚΑΣ

Αν και το Σύµπαν είναι οµογενές σε κοσµολογικές αποστάσεις, είναι τελείως ανοµοιογενές σε
µικρές σχετικά αποστάσεις όπου τοπικές συµπυκνώσεις της ύλης µας δίνουν τα διάφορα συστήµατα
γαλαξιών, τους ίδιους τους γαλαξίες, τα άστρα, κλπ. Για να ϕτάσει κανείς στις σηµερινές συµπυκνώ-
σεις της ύλης που αντιστοιχούν στα παραπάνω ουράνια σώµατα, σίγουρα χρειάζεται κάποιες αρχικές
ανοµοιογένειες οι οποίες έδρασαν µε τη ϐοήθεια του ϐαρυτικού τους πεδίου σαν “πυρήνες” συγ-
κέντρωσης της ύλης. Θα πρέπει, λοιπόν, να κατανοήσει κανένας πως οι µικρές ανοµοιογένειες,

της τάξης του
δρ

ρ
∼ 10−4, (ώστε να µην προκαλούν διαταραχές στην ακτινοβολία CMB) προκάλεσαν

στην εξέλιξη του Σύµπαντος ανοµοιογένεις της τάξης
δρ

ρ
∼ 1 ακόµα και

δρ

ρ
∼ 105.

Για να ϑεωρηθεί επιτυχηµένη µια ϑεωρία, λοιπόν, πρέπει να εξηγεί την κατάσταση του παρατηρηθέν-
τος Σύµπαντος µέσω ενός ϕυσικού µηχανισµού που παράγει τέτοιες ανοµοιογένειες και όχι να τις
εισάγει µε ειδικό τρόπο.
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Η ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΤΗΣ ΝΕΑΣ ΘΕΩΡΙΑΣ

12.1. ΤΟ ΠΛΗΘΩΡΙΣΤΙΚΟ ΣΕΝΑΡΙΟ

Τα προβλήµατα που αναφέρθηκαν στο προηγούµενο κεφάλαιο δείχνουν καθαρά ότι στο αρχικό
µοντέλο της Μεγάλης ΄Εκρηξης χρειάζεται να γίνουν κάποιες δραστικές επεµβάσεις. Είναι πάντως
προφανές ότι οποιοδήποτε και αν είναι το νέο µοντέλο που ϑα προκύψει από τις επεµβάσεις αυτές
και το οποίο ϑα προσπαθήσει να απαντήσει στα παραπάνω προβλήµατα, δεν µπορεί παρά να
ενσωµατώνει όλες εκείνες τις χαρακτηριστικές επιτυχίες του προτύπου της Μεγάλης ΄Εκρηξης, οι
οποίες άλλωστε το καθιέρωσαν. Ο Alan Guth πρότεινε τον πληθωρισµό το 1981 ως λύση σε όλα
αυτά τα προβλήµατα. Η ϑεωρία του πληθωρισµού δεν αποτελεί αντικατάσταση του µοντέλου του Big
Bang, αλλά προσϑήκη. Ο πληθωρισµός ξεκινά σε κάποια πολύ αρχική στιγµή χωρίς να «ακυρώνει»
καµιά από τις επιτυχηµένες προβλέψεις του µοντέλου αυτού. Ορίζεται ως µια περίοδος κατά την
οποία ο παράγοντας κλίµακας α επιταχύνεται:

Inflation ⇐⇒ ä > 0 (12.1.1)

Κάποιες ϕορές περιγράφεται ως µια ταχεία διαστολή, παρόλο που το ως προς τι ϑεωρείται ταχεία
δεν είναι πολύ σαφές . Υπάρχει µια ισοδύναµη έκφραση για τη συνθήκη του πληθωρισµού που
επιδέχεται µια πιο γεωµετρική ερµηνεία:

Inflation ⇐⇒
d

dt

(
H−1

a

)
< 0 (12.1.2)

Επειδή
H−1

a
είναι το comoving µήκος Hubble -η πιο σηµαντική χαρακτηριστική κλίµακα του

διαστελλόµενου Σύµπαντος-, η συνθήκη για τον πληθωρισµό είναι ότι αυτό πρέπει να µειώνε-
ται µε το χρόνο. Αν ϑεωρήσουµε comoving συντεταγµένες (που κινούνται µαζί µε τη διαστολή),
το παρατηρήσιµο Σύµπαν γίνεται µικρότερο κατά τη διάρκεια του πληθωρισµού επειδή η χαρακ-
τηριστκή κλίµακα καταλαµβάνει όλο και µικρότερο µέγεθος σχετικά µε τις comoving συντεταγµένες

καθώς προχωρά ο πληθωρισµός. Σε όλες τις υπόλοιπες ϕάσεις το
H−1

a
αυξάνεται, όπως ϕαίνεται

και στο Σχήµα (12.1.1). Αυτό είναι το χαρακτηριστικό - κλειδί του πληθωρισµού. Παρόλο που η
διαστολή του Σύµπαντος είναι πολύ γρήγορη η χαρακτηριστική του κλίµακα γίνεται µικρότερη, σε
σχέση µε τη διαστολή αυτή.

Υποθέτοντας ότι µια εποχή πληθωρισµού είναι απαραίτητη υπό µία έννοια, πως µπορούµε να
την επιτύχουµε ϕυσικά; Η απάντηση σε αυτό το ερώτηµα έγκειται στο πεδίο της σωµατιδιακής
ϕυσικής υψηλών ενεργειών. Η ιδρυτική ιδέα των περισσοτερων µοντέλων πληθωρισµού είναι ότι
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Figure 12.1.1. ∆ύο όψεις της συµπεριφοράς του παράγοντα κλίµακας σχετικά µε
το µήκος Hubble (κλίµακα ορίζοντα). Το comoving µήκος Hubble µειώνεται κατά
τον πληθωρισµό και αυξάνεται στις υπόλοιπες περιόδους. Το πάνω σχεδιάγραµµα
δείχνει τις ϕυσικές συντεταγµένες, ενώ το κάτω τις comoving. Οι κατακόρυφοι άξονες
καλύπτουν πολλές δυνάµεις του 10 σε κλίµακα.

στα πρώιµα στάδια του Σύµπαντος υπήρξε µια εποχή κατά την οποία η ενεργειακή πυκνότητα
της κατάστασης κενού ενός ϐαθµωτού πεδίου ρv ≈ V (φ) είναι η κυρίαρχη συνεισφορά στην εν-
εργειακή πυκνότητα. Η συνθήκη για τον πληθωρισµό ικανοποιείται από ένα µεγάλο εύρος πεδίων.
Η πιο κλασική είναι η de Sitter διαστολή που προκύπτει όταν το Σύµπαν κυριαρχείται από µια
κοσµολογική σταθερά, η οποία όπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, δίνει:

a (t) ∝ eHt (12.1.3)

Παρόλα αυτά τα πιο ϱεαλιστικά µοντέλα προκύπτουν από αυτή την εξιδανικευµένη περίπτωση,
εφόσον ο πληθωρισµός πρέπει να τελειώσει αρκετά νωρίς, ώστε να ισχύουν οι επιτυχηµένες προβ-
λέψεις του Καθιερωµένου Μοντέλου.

΄Οπως είδαµε ο λόγος
ȧi
ȧo

–που ορίζει τον αριθµό των αιτιατά ασύνδετων περιοχών αλλά και την

ακρίβεια των αρχικών ταχυτήτων- είναι πολύ µεγάλος, αν η ϐαρύτητα είναι πάντα ελκτική οπότε
και επιβραδύνει τη διαστολή. Η συνέπεια αυτή µπορεί να αποφευχθεί µόνο εάν υποθέσουµε ότι
κατά τη διάρκεια µιας περιόδου διαστολής η ϐαρύτητα λειτούργησε ως «απωστική» δύναµη και άρα

επιτάχυνε τη διαστολή. Τότε
ȧi
ȧo

< 1 και η δηµιουργία του Σύµπαντος από µια και µόνο αιτιατά

συνδεδεµένη περιοχή καθίσταται δυνατή.

12.1.1. Πώς µπορεί να γίνει η ϐαρύτητα απωστική;
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Σύµφωνα µε τον ορισµό του πληθωρισµού, ä > 0. Ας δούµε τι συµβαίνει όταν εφαρµόσουµε τη
συνθήκη αυτή στη δεύτερη εξίσωση Friedmann:

ä = −
4πG

3
(ρ + 3p)a (12.1.4)

Για να ικανοποιήσουµε τον ορισµό του πληθωρισµού, ϑα πρέπει ρ + 3p < 0, και επειδή πάντα
υποθέτουµε ότι ρ > 0, είναι απαραίτητο το p να είναι αρνητικό για να ικανοποιεί τη συνθήκη αυτή.
Χρειαζόµαστε, λοιπόν, ένα υλικό µε την ιδιότητα της αρνητικής πίεσης.

Είδαµε ήδη, ότι µια κοσµολογική σταθερά που οφείλεται σε µη µηδενική ενέργεια κενού οδηγεί
σε επιταχυνόµενη διαστολή. ΄Οµως αποτυγχάνει να δώσει εξήγηση για τον πληθωρισµό σε µια
πρώιµη ϕάση, για τον απλό λόγο ότι οποιαδήποτε περίοδος επιταχυνόµενης διαστολής στο πρώιµο
Σύµπαν πρέπει να τελειώσει. ΄Ετσι η ενέργεια κενού που οδηγεί στον πληθωρισµό πρέπει να εί-
ναι δυναµική. Για να υπονοήσουµε µια χρονοεξαρτώµενη “κοσµολογική σταθερά” απαιτούµε ένα
πεδίο µε τους ίδιους κβαντικούς αριθµούς µε το κενό, δηλαδή ένα ϐαθµωτό πεδίο που περιγράφει
σωµατίδια µηδενικού spin, το οποίο ονοµάζεται inflaton και συµβολίζεται µε φ. Μετασχηµατίζεται
ως ϐαθµωτό µέγεθος, και είναι συνάρτηση µόνο του χρόνου (σε οµογενές Σύµπαν). Το χαρακ-
τηριστικό του είναι η δυναµική ενέργεια που µετατοπίζεται προς το ελάχιστο πολύ αργά καθώς το
Σύµπαν διαστέλλεται και αυτό αντιστοιχεί σε µια καταστατική εξίσωση µε αρνητική πίεση.

Η εξέλιξη του ισότροπου ϐαθµωτού πεδίου inflaton καθορίζεται από τη Λαγκρανζιανή:

Lφ =
1
2
∂µφ∂

µφ − V (φ)⇒

Lφ =
1
2
φ̇2 − V (φ) (12.1.5)

όπου ο πρώτος όρος είναι ο κινητικός, ενώ ο δεύτερος το “ενεργό δυναµικό”. Η Λαγκρανζιανή
πυκνότητα δίνει τον τανυστή ενέργειας-ορµής -µέσω του ϑεωρήµατος Noether- ο οποίος χαρακ-
τηρίζεται από µια ενεργό πίεση pφ και µια ενεργό πυκνότητα ενέργειας ρφ :

Tµν = ∂µφ∂νφ − gµνLφ ⇒

Tµν = −pφgµν +
(
pφ + ρφ

)
υµυν (12.1.6)

όπου το υµ, υν είναι η τετρα-ταχύτητα του ϱευστού:

υµ = gµρυ
ρ = gµρ

dxρ

ds
(12.1.7)

όπου xρ (s) είναι η κοσµική γραµµή ενός στοιχείου του ϱευστού. Μας ενδιαφέρει η ϑεµελιώδης
κατάσταση του πεδίου pφ = 0, γιατί η µηδενική κατάσταση του πεδίου αντιστοιχεί σε ένα ιδανικό
ϱευστό µε ενεργειακή πυκνότητα:

ρφ =
1
2
φ̇2 + V (φ) (12.1.8)
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και πίεση:

pφ =
1
2
φ̇2 − V (φ) (12.1.9)

Στις παραπάνω εξισώσεις οι πρώτοι όροι αντιστοιχούν σε κινητική ενέργεια και οι δεύτεροι
σε δυναµική. Ο όρος V (φ) είναι το δυναµικό του ϐαθµωτού πεδίου και προς το παρόν ϑα το
χειριστούµε σαν µια ελεύθερη συνάρτηση. ∆ιαφορετικά πληθωριστικά µοντέλα αντιστοιχούν σε
διαφορετικές επιλογές δυναµικού. Αυτό που ϑέλουµε να επιτύχουµε προκειµένου η ϐαρύτητα να
γίνει απωστική είναι µια καταστατική εξίσωση pφ w −ρφ. Από τις (12.1.8), (12.1.9) ϕαίνεται ότι για
να γίνει αυτό πρέπει φ̇→ 0, δηλαδή φ̇2 � V (φ).

Επειδή p = −ρ + φ̇2, η καταστατική εξίσωση χαρακτηρίζεται από την κινητική ενέργεια φ̇2 η
οποία πρέπει να είναι πολύ µικρότερη της δυναµικής. Η διατήρηση αυτής της σχέσης για τουλάχισ-
τον 75 e − folds καθιστά ένα µοντέλο επιτυχηµένο οπότε προκύπτει η ανάγκη να µελετήσουµε τη
µορφή του V (φ).

12.2. Η ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΤΟΥ ΠΛΗΘΩΡΙΣΜΟΥ ΣΤΟΥΣ ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΚΟΥΣ ΓΡΙΦΟΥΣ

Στο Σχήµα (12.2.1) ϐλέπουµε πώς αλλάζει η εικόνα του επιβραδυνόµενου σύµπαντος Fried-
mann µε την προσϑήκη του πληθωρισµού.. Η εξίσωση Friedmann για την περίπτωση αυτή είναι:

H2 =

( ȧ
a

)2

=
8πG

3

(1
2
φ̇2 + V (φ)

)
(12.2.1)

Στο όριο φ̇→ 0, έχουµε:

H2 =
8πG

3
V (φ) = const. (12.2.2)

έτσι ώστε το Σύµπαν διαστέλλεται εκθετικά:

a (t) ∝ eHt (12.2.3)

Figure 12.2.1. Πως η εισαγωγή του πληθωρισµού αλλάζει την εικόνα του Καθιερωµέ-
νου Μοντέλου.



12.3. ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑ ΒΑΘΜΩΤΟΥ ΠΕ∆ΙΟΥ ΣΕ ∆ΙΑΣΤΕΛΛΟΜΕΝΟ ΣΥΜΠΑΝ 110

Βέβαια, απαραίτητη προϋπόθεση για την επιτυχία του είναι να αρχίζει και να τελειώνει αρκετά
νωρίς ώστε να µην επηρεαστούν οι επιτυχηµένες προβλέψεις του Καθιερωµένου Μοντέλου. Ακόµα
για να διατηρηθεί η οµοιογένεια πρέπει να υπάρχει ένας µηχανισµός «οµαλής εξόδου» στη ϕάση
της επιβράδυνσης.

12.2.1. Ο πληθωρισµός λύνει το πρόβληµα της επιπεδότητας.

Αφού επιταχύνει τη διαστολή, οι µικρές αρχικές ταχύτητες των συνδεδεµένων περιοχών γίνονται
πολύ µεγάλες. ΄Ετσι οδηγεί την παράµετρο πυκνότητας προς τη µονάδα, και προβλέποντας ότι το
Σύµπαν είναι χωρικά επίπεδο, σε συµφωνία µε τα παρατηρησιακά δεδοµένα. Κατά την πληθωρισ-
τική ϕάση η κρίσιµη πυκνότητα είναι ρc = 3H2/8π και άρα από την εξίσωση Friedmann:

Ω(t) − 1 ∝ ke−2Ht (12.2.4)

΄Αρα πολύ σύντοµα ο πληθωρισµός οδηγεί σε Ω = 1.

12.2.2. Ερµηνεύει την οµοιογένεια λόγω της αύξησης του µεγέθους του ορίζοντα.

Figure 12.2.2. Πως ερµηνεύεται η οµογένεια από το πληθωριστικό µοντέλο.

Η αύξηση του σε µια πληθωριστική περίοδο που διαρκει για ένα διάστηµα µεταξύ tsκαι tf είναι:

∆dhor = eHtf
tf�
ts

dt′e−Ht
′

=
eH∆t − 1
H

΄Αρα ο ορίζοντας αυξάνει εκθετικά κατά την περίοδο αυτή. ΄Ετσι ολόκληρο το παρατηρήσιµο Σύµπαν
µπορεί να έχει προέλθει από µια µικρή οµοιογενή περιοχή, ανεξάρτητα του τι συνθήκες επικρατούν
έξω από την περιοχή αυτή (Σχήµα 12.2.2).

12.3. ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑ ΒΑΘΜΩΤΟΥ ΠΕ∆ΙΟΥ ΣΕ ∆ΙΑΣΤΕΛΛΟΜΕΝΟ ΣΥΜΠΑΝ

Ο τανυστής ενέργειας-ορµής Tµν, εκτός από όρους λόγω του πεδίου φ, περιέχει όρους που
αντιστοιχούν σε αλληλεπιδρώντα σωµατίδια, που µπορούν να ερµηνευτούν ως ϑερµικές διεγέρσεις
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πάνω από το ελάχιστο του δυναµικού, µε ενεργειακή πυκνότητα ρ και πίεση p. Σε αυτή την περίοδο
έχουµε έχουµε p = ρ/3. Οι εξισώσεις Friedmann γίνονται, λοιπόν:( ȧ

a

)2

=
8πG

3

(
ρφ + ρ

)
−
k

a2 (12.3.1)

ä = −
4
3
πG

[
ρφ + ρ + 3

(
pφ + p

)]
a =

8
3
πG

[
V (φ) − φ̇2 − ρ

]
a (12.3.2)

Η εξέλιξη του φ προκύπτει ξεκινώντας από την εξίσωση ϱευστού ρ̇ = −3Η(ρ + p) και αντικα-
ϑιστώντας τις (12.1.8), (12.1.9):

ρ̇ = −3Η(ρ + p)

.
1
2

2φ̇φ̈ +
∂V

∂φ
= −3Hφ̇2

φ̈ + 3Hφ̇ + V;φ = 0 (12.3.3)

Η διαδικασία που ακολουθούµε είναι να ϐρίσκουµε τις λύσεις των (12.3.3) και (12.3.1) για ένα
ϐαθµωτό πεδίο και στη συνέχεια να µελετάµε τη συµπεριφορά του πεδίου για τη γενική περίπτωση
ενός δυναµικού V (ϕ).

12.4. ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ SLOW-ROLL

Η καθιερωµένη τακτική προσέγγισης του πληθωρισµού είναι η λεγόµενη slow-roll προσέγγιση.
Η εξίσωση (12.3.3) είναι παρόµοια µε αυτή που περιγράφει µια µπάλα που κινείται υπό την

επίδραση µιας δύναµης −
∂V

∂φ
ενάντια σε µια πηγή τριβής που περιγράφεται από τον όρο που είναι

ανάλογος µε το 3
ȧ

a
. Στη συνήθη έκφραση, λέµε ότι το φ “κυλάει προς τα κάτω” στο δυναµικό, προς

ένα ελάχιστο φ0.
Ας ϑεωρήσουµε δυναµικά τα οποία έχουν ένα µεγάλο διάστηµα

(
φi , φf

)
µε φb < φi ≤ φ ≤ φf <

φ0, στο οποίο το V παραµένει περίπου σταθερό. Αυτή η ιδιότητα εξασϕαλίζει µια πολύ αργή εξέλιξη
του φ προς το φ0 και συνήθως ονοµάζεται ϕάση slow-rolling επειδή σε αυτό το διάστηµα ο κινητικός

όρος
1
2
φ̇2 είναι αµελητέος σε σχέση µε το δυναµικό V (φ). ΄Ενα εντελώς επίπεδο δυναµικό ϑα έκανε

τον πληθωρισµό να συνεχίζεται επ’ άπειρον, δεδοµένου ότι κυριαρχεί η ενεργειακή πυκνότητα που
ϐρίσκεται αποθηκευµένη στην επίπεδη κατεύθυνση. Η κατεύθυνση του inflaton παρόλα αυτά δεν
είναι εντελώς επίπεδη αλλά έχει ένα δυναµικό V (φ) µε κάποια κλίση. Μια πληθωριστική ϕάση
επιτυγχάνεται όταν ο ϱυθµός διαστολής ικανοποιεί ä > 0.

Ο slow-roll πληθωρισµός, λοιπόν, υποθέτει ότι η δυναµική ενέργεια υπερισχύει της κινητικής
ενέργειας του inflaton: φ̇2 ≤ V (φ) και φ̈ � V ′(φ). ΄Ετσι, κατά την προσέγγιση αυτή, ένας όρος σε
κάθε εξίσωση κίνησης µπορεί να αµεληθεί ώστε να τις αφήσει στην πιο απλοποιηµένη µορφή:

3Hφ̇ + V,φ = 0 (12.4.1)
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και
H2 ≈

1
3M2

Pl

V (φ) (12.4.2)

Αυτή η προσεγγιστική λύση είναι έγκυρη αν ικανοποιούνται οι slow-roll συνθήκες που χρησι-
µοποιήθηκαν για την απλοποίηση των εξισώσεων:

|φ̈2| � |V | (12.4.3)

| φ̈ |� 3Hφ̇ ∼| V;φ | (12.4.4)

Και µε όρους του δυναµικού και των παραγώγων του:

ϸ(φ) =
M2
pl

2

(
V,φ
V

)2

� 1 (12.4.5)

| η(φ) |=
∣∣∣∣∣M2

pl

V,φφ
V

∣∣∣∣∣ � 1 (12.4.6)

΄Οταν δηλαδή το δυναµικό ικανοποιεί τις παραπάνω συνθήκες –που λένε ουσιαστικά ότι η κλίση
και η καµπυλότητα του δυναµικού πρέπει να είναι αρκετά µικρές-, η slow-roll προσέγγιση είναι
έγκυρη. Οι συνθήκες αυτές µας διευκολύνουν να καταλάβουµε πού ϑα µπορούσε να συµβεί ο
πληθωρισµός για ένα συγκεκριµένο δυναµικό.

12.5. ΤΟ ΣΥΜΠΑΝ ΤΟΥ DE SITTER

Το Σύµπαν του de Sitter έχει κεντρικό ϱόλο στην κατανόηση του πληθωρισµού. Στην πραγ-
µατικότητα, στα περισσότερα κοσµολογικά σενάρια, ο πληθωρισµός δεν είναι παρά µια de Sitter
ϕάση µε ένα time-translation σπάσιµο συµµετρίας. Για να ϐρούµε τη µετρική του ξεκινάµε από
την ειδική περίπτωση για την οποία λύνονται οι εξισώσεις Einstein.

Θεωρούµε ένα οµογενές, επίπεδο FRW Σύµπαν στο οποίο η πυκνότητα του χωρίς πίεση “κο-
νιορτού” είναι σταθερή, ρ (t) = ρ0. Η εξίσωση Friedmann σε αυτή την περίπτωση γίνεται:

H2 =
8π

3M2
pl

ρ0 +
Λ

3
⇒

H =

√
8π

3M2
pl

ρ0 +
Λ

3
= const (12.5.1)

Η λύση, λοιπόν, της εξίσωσης
ȧ (t)
a (t)

= H είναι ένα εκθετικά διαστελλόµενο Σύµπαν:

a (t) ∝ eHt (12.5.2)
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ΜΟΝΤΕΛΑ ΠΛΗΘΩΡΙΣΜΟΥ

13.1. ΧΑΟΤΙΚΟΣ ΠΛΗΘΩΡΙΣΜΟΣ

Ας ϑεωρήσουµε το απλούστερο µοντέλο ενός ϐαθµωτού πεδίου φ µε µάζα m και δυναµική

ενέργεια V (φ) =
1
2
m2φ2 . Εφόσον η συνάρτηση αυτή έχει ελάχιστο στο φ = 0, ϑα περίµενε κανείς

ότι το πεδίο ϑα ταλαντώνεται κοντά στο ελάχιστο αυτό. Και αυτό ισχύει αν δεν συνυπολογίσουµε
την διαστολή του Σύµπαντος.

Αν συνυπολογίσουµε τη διαστολή, έχουµε την εξίσωση φ̈ + 3Hφ̇ + V,φ = 0. Ο όρος 3Ηφ̇
που εµφανίζεται στην εξίσωση του αρµονικού ταλαντωτή παίζει το ϱόλο του παράγοντα τριβής:

φ̈+3Hφ̇ = −m2φ. Η εξίσωση Friedmann γράφεται H2 =
4π
3

(φ̇2 +m2φ2). Με µια µικρή διερεύνηση
ϐλέπουµε πως αν το φ ήταν αρχκά µεγάλο, η παράµετρος Hubble, H, ϑα ήταν επίσης µεγάλη.
Αυτό µε τη σειρά του σηµαίνει ότι ο όρος της τριβής ϑα ήταν πολύ µεγάλος και έτσι το ϐαθµωτό
πεδίο κινούταν πολύ αργά, σαν µια µπάλα σε ένα παχύρευστο υγρό. ΄Ετσι σε αυτή τη ϕάση η
ενεργειακή πυκνότητα του πεδίου –σε αντίθεση µε την κανονική ύλη- παραµένει σχεδόν σταθερή
και η διαστολή του Σύµπαντος συνέχιστηκε µε πολύ µεγαλύτερη ταχύτητα από ότι στο Καθιερωµένο
Μοντέλο. Εξ αιτίας της ταχύτατης ανάπτυξης του παράγοντα κλίµακας του Σύµπαντος και την αργή
κίνηση του φ, σύντοµα µετά έχουµε φ̈ � 3Hφ̇, ˙φ2 �m2ϕ2 οπότε οι εξισώσεις γίνονται:

H =
ȧ

a
=
mφ
√

6
(13.1.1)

φ̇ = −m

√
2
3

(13.1.2)

Η πρώτη εξίσωση δείχνει ότι αν το πεδίο φ αλλάζει αργά, το µέγεθος του σύµπαντος µεγαλώνει
κατά περίπου eHt. Αυτό το στάδιο του πληθωρισµού τελειώνει όταν το πεδίο φ γίνεται πολύ
µικρότερο από Mpl = 1. Η λύση στις εξισώσεις αυτές δείχνει ότι µετά από µια µεγάλη περίοδο
πληθωρισµού το Σύµπαν, αρχικά γεµάτο µε το πεδίο ϕ � 1, µεγαλώνει εκθετικά, a = a0eφ

2/4.
Οι συνθήκες slow-roll είναι:

ϸ = η =
M2
pl

4πφ2 (13.1.3)

΄Αρα µπορεί να επακολουθήσει ο πληθωρισµός αν | φ |> Mpl
√

4π
και οι εξισώσεις λύνονται δίνοντας

φ(t) = φi −
mMpl
√

12π
t (13.1.4)

113
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a(t) = aiexp

√4π
3
m

Mpl

(
φit −

mMpl
√

48π
t2

) (13.1.5)

΄Ετσι, ο πληθωρισµός δεν απαιτεί µια αρχική κατάσταση ϑερµικής ισορροπίας, υπερψύξης και
ϕαινοµένου σήραγγας από το ψευδοκενό. Μπορεί να είναι τόσο απλός όσο η ϑεωρία ενός αρµονικού
ταλαντωτή. ΄Οταν διαπιστώθηκε για πρώτη ϕορά αυτό, έγινε κατανοητό ότι ο πληθωρισµός δεν είναι
απλά ένα τέχνασµα για τη διόρθωση των προβληµάτων του Καθιερωµένου Μοντέλου, αλλά µια
γενική κοσµολογική ϑεωρία.



Παράρτηµα Α



 



ΧΩΡΟΙ ΜΕ ΣΤΑΘΕΡΗ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑ

Σε δεδοµένη κοσµολογική εποχή, η κατάσταση του κοσµολογικού µας µοντέλου πρέπει να
είναι οµογενής και ισότροπη. ∆ηλαδή, ο τρισδιάστατος χώρος στον οποίο είναι κατασκευασµένο το
µοντέλο πρέπει να έχει αυτές τις ιδιότητες. Η επιφάνεια µιας σϕαίρας είναι ένας δισδιάστατος χώρος
αυτού του τύπου, ένθετος (embedded) στον τρισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο, ενώ είναι προφανές ότι
µια τρισδιάστατη υπερ-σϕαίρα ένθετη στον τετραδιάστατο, ϑα έχει όλα τα χαρακτηριστικά που
χρειαζόµαστε.

Επίσης, όπως η απλή σϕαίρα περιλαµβάνει το επίπεδο ως ειδική περιπτωση όταν η ακτίνα
της γίνεται άπειρη, µια υπερ-σϕαίρα άπειρης ακτίνας ϑα αντιστοιχεί στον τρισδιάστατο Ευκλείδειο
χώρο, που είναι µια απλή περίπτωση οµογενούς και ισότροπου χώρου. Επιπλέον, ϑα ϑεωρήσουµε
και µια τριτη κατηγορία χώρων οι οποίο, σε αντίθεση µε τηην υπερ-σϕαιρα, έχουν άπειρο όγκο.
Αυτοί οι τύποι χώρου έχουν όλοι σταθερά ϐαθµωτά µεγέθη Ricci R και γι αυτό είναι χώροι σταθερής

καµπυλότητας. Επίσης, όλοι αυτοί οι χώροι έχουν ϑετικά ορισµένες µετρικές, ώστε η γεωµετρία
τους να είναι Ευκλείδεια σε αρκετά µικρές περιοχές. Αποδεικνύεται ότι δεν υπάρχουν άλλοι χώροι
Riemann µε τέτοιες µετρικές, που να είναι οµογενείς και ισότροπες.

΄Εστω (x, y, , z, u) ορθογώνιες Καρτεσιανές συντεταγµένες στον τετραδιάστατο χώρο. Τότε µία
υπερσϕαίρα ακτίνας S έχει εξίσωση:

x2 + y2 + z2 + u2 = S2 (13.1.6)

Εφόσον το u ορίζεται ως προς τα x, y, , z από αυτή την εξίσωση, µπορούµε να κατασκευάσουµε
ένα σύστηµα αναφοράς για τα σηµεία της υπερεπιφάνειας αρχικά επιµερίζοντας τις συντεταγµένες
(x, y, , z) στο σηµείο µε συντεταγµένες (x, y, , z, u) στο Καρτεσιανό σύστηµα. Εφόσον τα x, y, , z
είναι µικρά σε σχέση µε το S, ϑα συµπεριφέρονται προσεγγιστικά σαν ορθογώνιες Καρτεσιανές
συντεταγµένες στον τρισδιάτατο χώρο και µπορούµε να ορίσουµε ϕαινοµενικά σϕαιρικές, πολικές
συντεταγµένες (r, θ, φ) µε τις συνήθεις εξισώσεις µετασχηµατισµού:

x = rsinθcosφ, y = rsinθsinφ, z = rcosθ (13.1.7)

Οι εξισώσεις (13.1.6), (13.1.7) δίνουν:

u2 = S2 − r2 (13.1.8)

από το οποίο ϐρίσκουµε µε παραγώγιση:
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du2 =
r2

u2dr
2 =

r2

S2 − r2dr
2 (13.1.9)

΄Ετσι, η απόσταση ds µεταξύ των σηµείων (x, y, , z, u) και (x + dx, y + dy, , z + dz, u + du)
πάνω στην υπερσϕαίρα δίνεται από:

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 + du2

= dr2 + r2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)
+ r2dr2/

(
S2 − r2

)
ds2 =

S2

S2 − r2dr
2 + r2 +

(
dθ2 + sin2θdφ2

)
(13.1.10)

Αυτή είναι µια µετρική για τον υπερσφαιρικό τρισδιάτατο χώρο Riemann. Προφανώς, για
1/S2 = 0, η µετρική απλοποιείται σε αυτή για τρισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο, σε κανονικές
σϕαιρικές πολικές συντεταγµένες.

Αν από αυτή τη µετρική υπολογίσουµε το ϐαθµωτό µέγεθος Ricci, ϑα ϐρεθει σταθερό και ίσο µε
−6/S2. Είναι προφανές ότι αν το S2 αντικατασταθεί µε το −S2, το R ϑα µείνει σταθερό µε τιµή 6/S2

και ο χώρος ϑα παραµείνει οµογενής και ισότροπος. Αυτός είναι ο τρίτος τύπος τέτοιου χώρου. Η
µετρική του είναι:

ds2 =
S2

S2 + r2dr
2 + r2

(
dθ2 + sin2θdφ2

)
(13.1.11)

Εφόσον αυτοί οι χώροι είναι οµογενείς και ισότροποι, ως πόλος r = 0 µπορεί να ϑεωρηθεί
οποιοδήποτε σηµείο και οι άξονες από τους οποίους µετρώνται τα θ και φ µπορούν να ϑεωρηθούν
οποιοδήποτε Ϲεύγος κάθετων διευθύνσεων. Αν το r είναι µικρό σε σχέση µε το S, τότε και οι
δύο µετρικές (13.1.10) και (13.1.11) προσϱγγίζουν τη σϕαιρική πολική µετρική για Ευκλειδειο
τρισδιάστατο χώρο, υποννοώντας ότι οι χώροι είναι Ευκλείδειοι σε µικρές περιοχές.

Ας ϑεωρήσουµε τον κύκλο r = const, θ =
1
2
π στο χώρο µε µετρική (13.1.10). Η απόσταση δύο

γειτονικών σηµείων φ, φ + dφ στον κύκλο προκύπτει ότι είναι, από τη µετρική ds = rdφ και η
περιφέρεια του κύκλου 2πr. Κατά µία ακτίνα του κύκλου dθ = dφ = 0, η απόσταση µεταξύ των
σηµείων r, r + dr είναι:

ds =
Sdr
√
S2 − r2

(13.1.12)

Με ολοκλήρωση από το r = 0 µέχρι το r, το µήκος της ακτίνας προκύπτει:

ρ = S sin−1 (r/S) (13.1.13)

΄Ετσι, r = S sin (ρ/S) και η περιφέρεια c είναι:

c = 2πS sin(ρ/S) (13.1.14)
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Μια µορφή της µετρικής που ϑα µας ϕανεί πού χρήσιµη προκύπτει αν συνδυάσουµε τις
µετρικές (13.1.10), (13.1.11) στην:

ds2 = S2
[
dr2

1 − kr2 + r2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)]
(13.1.15)

όπου k = 1 οδηγεί στην (13.1.10) και k = −1 στην (13.1.11). Η ειδική Ευκλείδεια περίπτωση
επίσης συµπεριλαµβάνεται, επιτρέποντας στο k να παίρνει την τιµή 0.
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