
ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ

Σ Ε Μ  Φ Ε

Δ Ε

Μαθηματική Προτυποποίηση της
Διαδικασίας Επούλωσης Τραυμάτων

Συγγραφή:
Απόστολος Κέμος

Επιβλέπων Καθηγητής:
Δημήτριος Τζανετής

Αθήνα, Οκτώβριος 2012





Περίληψη

Η διπλωματική εργασία με τίτλο “Μαθηματική Προτυποποίηση της Διαδικασίας
Επούλωσης Τραυμάτων” αποτελεί μια βιβλιογραφική περιγραφή διαφόρων μοντέ-
λων επούλωσης. Στον πρόλογο γίνεται μια σύντομη εξιστόρηση των γεγονότων του
πεδίου της επούλωσης τραυμάτων από τις απαρχές της ιστορίας μέχρι σήμερα και
στη συνέχεια παρουσιάζεται το βιολογικό υπόβαθρο της εργασίας. Στο δεύτερο κε-
φάλαιο γίνεται περιγραφή του επιδερμικού μοντέλου επούλωσης των Sherratt και
Murray για τη φάση κλεισίματος της πληγής και στη συνέχεια ακολουθεί η λύση του
αριθμητικά και αναλυτικά με τη μέθοδο οδεύοντων κυμάτων. Στο τρίτο κεφάλαιο
δίνεται ένα συνοπτικό θεωρητικό κομμάτι με πειραματικά δεδομένα για τη δερμική
επούλωση και συνεχίζουμε με την περιγραφή του μοντέλου συστολής του τραύμα-
τος του Murray και Tranquillo. Ακολουθεί ο σχηματισμός του επίσης συστολικού
μοντέλου των Τracqui et al και στη συνέχεια παρουσίαση των αποτελεσμάτων της
αριθμητικής επίλυσης. Στο τελευταίο κομμάτι του τρίτου κεφαλαίου γίνεται πα-
ρουσίαση των μοντέλων αγγειογένεσης της Maggelaki και των Gaffney et al. Στο
τέταρτο κεφάλαιο περιλαμβάνονται τα συμπεράσματα της εργασίας και διάφορες
προτάσεις για περαιτέρω έρευνα. Η εργασία κλείνει με το μαθηματικό υπόβαθρο
και τη βιβλιογραφία





Abstract

My diploma thesis entitled “Mathematical Modelling of Wound Healing” is a
literature description of wound healing models. The Preface consists of two parts.
Firstly we present the history of wound healing from the dawn of man till today and
then follows the biological background. In the second Chapter we present a wound
closure model: the model for epidermal wound healing of Sherratt and Murray and
afterwards we include the above model’s numerical solution and the travelling wave
solutions. In the third chapter we give a short theoretical part with some experimental
data especially for dermal wound healing and we provide the contraction model
of Murray and Tranquillo. Then The formation of another contraction model: the
Tracqui et al model follows with its numerical solution and its comparison with the
experimental data. The last part of the third chapter is embodied of two angiogenesis
models: the Maggelaki and Gaffney et al models. Last but not least in fourth chapter
we present our conclusions and we give our propositions for future work. In the end
we include a mathematical background appendix and the bibliography that has been
used.
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νται είναι: (a)για την ενεργοποίηση D = 5 × 10−4, Dc = 0.45, λ = 30, h = 10, α =

0.1, cm = 40 και (b)για την αναστολή D = 10−4, Dc = 0.85, λ = 5, h = 10, α = 0.1.
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καλά με τα πειραματικά. Η εικόνα προέρχεται από το βιβλίο Mathematical Biology
II του Murray. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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Κεφάλαιο 1

Πρόλογος

1.1 Ιστορική Αναδρομή της Επούλωσης Τραυμάτων

Σχήμα 1.1: Άνθρωπος πληγωμένος από βέλη.
Ζωγραφική σε σπηλιά, ανατολική Ισπανία, 23.000
π.Χ.. Η εικόνα προέρχεται από το ιατρικό-
βιολογικό περιοδικό EWMA[6].

Ανέκαθεν ο άνθρωπος έπρεπε να
αντιμετωπίσει τις πληγές είτε λόγω
τραυματισμών είτε λόγω κάποιας αρ-
ρώστιας. Η φυσική μέθοδος επούλωσης
της πληγής είναι αργή και υπάρχει η
πιθανότητα μόλυνσης από βακτήρια ή
παράσιτα. Από τα αρχαία χρόνια έγινε
κατανοητή η αναγκαιότητα της υγιει-
νής, διερευνήθηκαν τρόποι τερματισμού
της αιμορραγίας, αναπτύχθηκαν τεχνι-
κές δεσίματος επιδέσμων στις πληγές
και η χειρουργική. Σε κάθε πολιτισμό
με γραπτή ιστορία παρατηρούμε να γί-
νεται ειδική μνεία για την επούλωση και
θεραπεία των τραυμάτων.

1.1.1 Προϊστορία
Η πρώτη εικόνα τραυματισμένου αν-

θρώπου έχει βρεθεί σε σπηλιά στην ανα-
τολική Ισπανία και χρονολογείται περί
το 25000 π.Χ. (εικόνα 1.1) όπου παρι-
στάνεται ένας άνθρωπος τραυματισμέ-
νος με βέλη.

1.1.2 Αρχαία Αίγυπτος
Εκζέματα (bedsores/pressure sores στην αγγλική βιβλιογραφία) έχουν βρεθεί σε

μούμιες 5000 χρόνων στην αρχαία Αίγυπτο. Οι Αιγύπτιοι χρησιμοποιούσαν το μέλι
επαλείφοντας τα τραύματα ώστε να επουλωθούν πιο γρήγορα αλλά και για τις
αντιβακτηριδιακές του ιδιότητες από το 3000 π.Χ.. Μια από τις πιο πρώιμες πε-
ριγραφές της διαδικασίας περιποίησης ενός τραύματος υπάρχει στον πάπυρο του

17
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Σχήμα 1.2: Σελίδες vi και vii του πάπυρου του Edwin Smith από το δωμάτιο των αρχαίων βιβλίων
της ακαδημίας Ιατρικής της Νέας Υόρκης. Η εικόνα προέρχεται από το διαδίκτυο.

Edwin Smith ενός Αμερικανού Αιγυπτιολόγου. Ο πάπυρος αυτός περιλαμβάνει ια-
τρικό κείμενο και την πρώτη αναφορά που έχουμε για την χειρουργική περιποίηση
των τραυμάτων και χρονολογείται περί την 16-17η δυναστεία δηλαδή περίπου το
2500 π.Χ.. Ο συγκεκριμένος πάπυρος θεωρείται πολύ σημαντικός και ξεχωρίζει από
άλλους αντίστοιχούς του γιατί αναφέρεται στην ιατρική με λογική και επιστημονική
θεώρηση. Άλλοι αντίστοιχοι όπως ο πάπυρος του Ebers και ο πάπυρος της Ιατρικής
του Λονδίνου έχουν γραφεί στηριζόμενοι στη μαγεία. Παρ’όλα αυτά σημαντικές
πληροφορίες για το πώς οι αρχαίοι Αιγύπτιοι διαχειρίζονταν τα τραύματα δίνει και
ο πάπυρος του Ebers ο οποίος αναφέρεται λεπτομερώς στη χρήση λιναριού, λίπους
ζώων και μελιού σαν τοπικές αλοιφές για τη φροντίδα των πληγών. Το λινάρι πα-
ρείχε ένα ινώδες συστατικό το οποίο επιτάχυνε τη διαδικασία της επούλωσης. Το
λίπος των ζώων παρείχε ένα είδος μόνωσης από τα μικρόβια και τους άλλους πα-
θογόνους μικροοργανισμούς. Το μέλι ήταν ο γνωστός αντιβακτηριδιακός παράγων
(αναφέρομαι παρακάτω εκτενώς). Οι Αιγύπτιοι πίστευαν ότι το κλείσιμο της πλη-
γής διατηρούσε την ψυχή και εμπόδιζε την έκθεση του πνεύματος του ανθρώπου σε
«διαβολικά όντα» όπως αναφέρεται συγκεκριμένα στον πάπυρο του Βερολίνου.

1.1.3 Ελληνο-Ρωμαικά Χρόνια
Οι Έλληνες ήταν οι πρώτοι που έκαναν τη διαφοροποίηση μεταξύ χρόνιων και

διεισδυτικών (οξέων) τραυμάτων αποκαλώντας τα «φρέσκα» και «μη-ιάσιμα» αντι-
στοίχως. Ο Ιπποκράτης (460 - 377 π.Χ.), Έλληνας γιατρός και χειρουργός, γνωστός
ως ο πατέρας της Ιατρικής χρησιμοποιούσε ξύδι πάνω στις ανοιχτές πληγές και
έδενε με επιδέσμους τα τραύματα για να εμποδίσει περαιτέρω μόλυνση και άνοιγμα
της πληγής. Ο Γαληνός της Περγάμου (120-201 μ.Χ.), αξιοσημείωτος Ελληνορωμαίος
χειρουργός, ήταν ο πρώτος που αναγνώρισε ότι το πύον που έβγαζαν οι μονομάχοι
στα τραύματά τους ήταν προάγγελος της επούλωσης της πληγής. Η πιο μεγάλη του
συνεισφορά ήταν ότι διαπίστωσε πως όταν η πληγή διατηρείται υγρή διασφαλίζεται
το κλείσιμό της.
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Σχήμα 1.3: Λεπτομέρεια εικόνας από το αγγείο
της Σωσίας (50π.Χ.). Ο Αχιλλέας δένει με επίδε-
σμο το τραύμα του Πάτροκλου. Μια τυπική σκηνή
από μάχες που δείχνει το ενδιαφέρον για τον
τραυματισμό του συστρατιώτη. Μουσείο Staatliche
Βερολίνο. Η εικόνα προέρχεται από το ιατρικό-
βιολογικό περιοδικό EWMA[6].

Ένα παράδειγμα εικονογράφησης
φροντίδας τραύματος στην αρχαία Ελ-
λάδα είναι το κύπελλο της Σωσίας που
χρονολογείται περί το 50 π.Χ. (εικόνα
1.3) όπου παρουσιάζεται ο Αχιλλέας να
δένει με επίδεσμο τον φίλο και εξά-
δελφό του Πάτροκλο στον πόλεμο της
Τροίας.
Οι πληγές και πόσο μάλλον οι χρό-

νιες πολλές φορές οδηγούσαν σε γάγ-
γραινα και σηψαιμία και ήταν αρκετά
συχνός ο ακρωτηριασμός των άκρων
προκειμένου να σωθεί ο ασθενής. Ένα
τέτοιο παράδειγμα απεικονίζεται στο
τέμπλο του 16ου αιώνα στο κρατικό
μουσείο της Βυτεμβέργης (εικόνα 1.4)
όπου βλέπουμε τους δίδυμους Αγίους
της εκκλησίας μας Κοσμά και Δαμιανό
(μαρτύρησαν το 303 μ.Χ.), οι οποίοι
ήταν ιατροί και θεράπευαν αφιλοκερ-
δώς αρρώστους, κατά το θαύμα της με-
ταμόσχευσης του ποδιού ενός νεκρού
δούλου σε έναν άρρωστο με σηψαιμία.

1.1.4 Μεσαίωνας
Κατά τον 14ο αιώνα η χειρουγική των τραυμάτων αλλά και γενικότερα είχε

πολύ κακή φήμη. Ήταν μια χειρωνακτική τέχνη στην υπηρεσία της ιατρικής την
οποία ασκούσαν στην καλύτερη περίπτωση ανίδεοι και αμαθείς και στην χειρότερη
τυχοδιώκτες και τσαρλατάνοι. Οι χειρουργικές επεμβάσεις τραυμάτων ήταν φρικια-
στικές και αποτρόπαιες και ήταν η τελευταία επιλογή των ανθρώπων. Εξαιτίας της
βαρβαρότητας των επεμβάσεων δημιουργήθηκαν και αρκετές τεχνικές αναισθησίας
κατά το Μεσαίωνα.Ένα παράδειγμα είναι ένα μείγμα οπίου, χυμού μούρων, μαρου-
λιών, κωνείου, μανδραγόρα και κισσού μέσα στο οποίο βουτούσαν σπόγγο και τον
έδιναν στον ασθενή να τον καταπιεί. Ο ασθενής ξυπνούσε εν συνεχεία με επάλειψη
χυμού από μάραθο. Καθ’ όλη τη διάρκεια του Μεσαίωνα ο μανδραγόρας θεωρού-
νταν το καλύτερο υπναγωγό βότανο. Υπάρχει και αναφορά στο έργο “Ο Εβραίος
της Μάλτας” του Κρίστοφερ Μάρλοου: «Πίνοντας όπιο και κρύο μανδραγόρα κοι-
μήθηκα και αυτοί νόμιζαν πως είχα πεθάνει».
Ο πιο φωτισμένος από τους ιατρούς του Μεσαίωνα ήταν ο Henri de Mondeville

(1260-1320) ένας λόγιος χειρουργός και ιατρός από την Caen της Γαλλίας[26].
Έκανε πάρα πολλά για να αλλάξει τη χειρουργική του Μεσαίωνα. Υποστήριζε ότι
τα τραύματα πρέπει να καθαρίζονται χωρίς πολύ σκάλισμα και να κλείνουν με επι-
δέσμους και γάζες ώστε να επουλωθούν γρήγορα και καλά. Σε αυτόν αποδίδεται η
καινοτομία της χρήσης μαγνήτη ούτως ώστε να βγάλει κομμάτια σιδήρου σφηνωμένα
σε πληγή. Επίσης αντί να βάζει τον ασθενή σε εξαντλητικές δίαιτες χρησιμοποιούσε
τη δύναμη του κρασιού και άλλων ποτών που θεραπεύουν τα τραύματα. Θεωρείται
ο πατέρας της Γαλλικής Χειρουργικής και ήταν γιατρός του Philip Le Bel όπως και
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του διαδόχου του Louis X.

1.1.5 18ος, 19ος Αιώνας - Σήμερα

Σχήμα 1.4: Εικόνα των Αγίων της Εκκλησίας Κο-
σμά και Δαμιανό κατά την μεταμόσχευση ποδιού
σε άρρωστο με σηψαιμία. Μουσείο του Λούβρου.
Η εικόνα προέρχεται από το διαδίκτυο

Ο 19ος αιώνας έφερε πολύ σημα-
ντικές ανακαλύψεις στη διαχείριση και
θεραπεία των τραυμάτων. Η πρώτη
μεγάλη πρόοδος ξεκίνησε με τη δου-
λειά ενός Ούγγρου μαιευτήρα του
Ignaz Philipp Semmelweis (1818-1865)
ο οποίος παρατήρησε πως το πλύσιμο
των χεριών και η καθαριότητα γενικό-
τερα στις ιατρικές διαδικασίες εμποδί-
ζουν το θάνατο της μητέρας.
Ο Joseph Lister (1827-1912), ένας κα-

θηγητής χειρουργικής του Λονδίνου πα-
ρατήρησε ότι η αντισηψία (δηλαδή το
να είναι κάτι αντισηπτικό: αντί+σήψις)
μπορεί να εμποδίσει την μόλυνση του
τραύματος από μύκητες, βακτήρια και
άλλους μικροοργανισμούς. Ο Lister χρη-
σιμοποίησε φαινόλη (καρβολικό οξύ) σε
ανοιχτές πληγές για να τις αποστειρώ-
σει και να εμποδίσει τη σήψη. Με αυτές
τις τεχνικές ο Lister κατάφερε να μειώ-
σει τη θνησιμότητα των ασθενών του

κατά 45%. Πατώντας στα βήματα του Lister ο Robert Wood Johnson I (1845-1910)
συνιδρυτής της εταιρίας Johnson & Johnson άρχισε το 1870 να παράγει μαζικά γάζες
και επιδέσμους τραυμάτων τα οποία είχαν εμποτιστεί με ιώδιο.
Το 1886 ο Ernst von Bergmann (1836-1907), ένας Γερμανός χειρουργός, εισήγαγε

τη θερμική αποστείρωση των χειρουργικών εργαλείων κάτι που σήμανε την αρχή της
νέας εποχής της ασηπτικής χειρουργικής και μείωσε τη συχνότητα των μολύνσεων.
Το 1898 ο Paul Leopold Friedrich[26] (1864-1916), ένας ακόμα Γερμανός χειρουργός
εισήγαγε την εξαγωγή ιστού από την πληγή (wound debridement) και απέδειξε
πειραματικά ότι η αυτή η διαδικασία μείωνε σημαντικά τον κίνδυνο της μόλυνσης.
Κατά την περίοδο αυτή έγιναν αρκετές αλλαγές και στο χώρο ίασης του ασθε-

νούς. Το συχνό πλύσιμο των χεριών του ιατρικού προσωπικού, αποστείρωση των
ιατρικών εργαλείων, η χρήση άσπρης ρόμπας, μάσκας και γαντιών ήταν μερικές
από αυτές τις αλλαγές που άρχισαν να εφαρμόζονται από το 1880 και μετά. Τα
επόμενα επιτεύγματα στον τομέα της επούλωσης τραυμάτων θα έρθουν από την
ανάπτυξη των πολυμερών που θα χρησιμοποιηθούν για τη δημιουργία συνθετικών
επιδέσμων για τραύματα και από την επαναφορά των υγρών τρόπων φροντίδας της
πληγής που είχαν χρησιμοποιηθεί στην αρχαιότητα.
Η μόλυνση των τραυμάτων μπαίνει σε άλλη διάσταση στις περιόδους πολέμου.

Κατά τη διάρκεια του αμερικανικού εμφυλίου πολέμου η μόλυνση πληγών ήταν η
αιτία θανάτου για 17000 ανθρώπους. Ο πρώτος παγκόσμιος πόλεμος έφερε νέες
μορφές τραυμάτων λόγω της τεχνολογικής εξέλιξης των οπλικών συστημάτων και
των λοιμών στα χαρακώματα. Ο Depage[26] (1862-1925), ένας Βέλγος στρατιωτικός
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και χειρουργός, χρησιμοποίησε την παραπάνω διαδικασία που ονομάζεται wound
debridement (η αφαίρεση δηλαδή του μη υγιούς ανθρώπινου ιστού από μια πληγή
για να προωθηθεί η διαδικασία της επούλωσης)[16, 14] και καθυστερούσε το κλεί-
σιμο των πληγών με διάφορους τρόπους ούτως ώστε να εξετάσει αν η πληγή μπορεί
να κλείσει με ασφάλεια ή όχι (γιατί για παράδειγμα ένα τραύμα μπορεί να είχε
ρινίσματα σιδήρου από τη έκρηξη μιας νάρκης).

Κατά τη διάρκεια του Α’ Παγκοσμίου Πολέμου ένας Άγγλος χημικός ονόματι
Henry Drysdale Dakin[10] (1880–1952) εφηύρε το ομώνυμο διάλυμα (διάλυμα του
Dakin) το οποίο αποτελείται από υποχλωρικό νάτριο και βορικό οξύ και με αυτό
καθάριζε τις πληγές των Βρετανών στρατιωτών που πολεμούσαν στη Γαλλία.

Η χρήση των αντιβιοτικών έφερε μια νέα εποχή στην θεραπεία των τραυμάτων.
Η πενικιλίνη που ανακαλύφθηκε από τον τιμηθέντα με νόμπελ Σκώτο επιστήμονα
Alexander Fleming[10] το 1928 έφερε επανάσταση. Η πρώτη φαρμακευτική χρήση
σε ανθρώπους έγινε το 1940 και η μαζική παραγωγή το 1945. Πάραυτα η χρήση
αντιβιοτικών δεν σήμανε το τέλος των μολύνσεων των τραυμάτων όπως πιστευόταν
τότε καθώς με τη συστηματική εφαρμογή των αντιβιοτικών δημιουργήθηκαν νέα και
πιο ανθεκτικά στελέχη βακτηρίων.

Το 1950 η έλευση των συνθετικών ινών όπως το νάιλον, το πολυαιθυλένιο, το
πολυπροπυλένιο και τα πολυβινύλια παρείχαν νέα υλικά τα οποία σύμφωνα με
τους ερευνητές του τομέα θα μπορούσαν να προστατέψουν καλύτερα τις πληγές
και να επιταχύνουν την επούλωση του τραύματος. Το 1960 οι George Winter και
Howard Mainbach υποδείκνυαν με άρθρα και έρευνές τους την αποτελεσματικότητα
των υγρών επιδέσμων. Η υιοθέτηση της τεχνικής των υγρών επιδέσμων είχε πάρα
πολύ καλά αποτελέσματα και οι δυνατότητες των κλινικών γιατρών ως προς την
επανεπιθηλιοποίηση και την επούλωση αυξήθηκαν κατακόρυφα.

Το 1990 η βελτίωση των πολυσύνθετων και υβριδικών πολυμερών αύξησε το
πλήθος των διαθέσιμων για επιδέσμους υλικών. Η επιστήμη των μοσχευμάτων και
η βιοτεχνολογία παρήγαγαν υλικά όμοια με το ανθρώπινο δέρμα με τη διαδικασία
της κλωνοποίησης. Αυτές οι βελτιώσεις μαζί με την ανάπτυξη της μηχανικής των
ιστών έχουν δώσει μια πληθώρα επιλογών όσον αφορά την επίδεση των πληγών.
Αυτό το νέο τεχνητό δέρμα, αν και δεν μπορεί να υποκαταστήσει το φυσικό γιατί του
λείπουν διάφορα σημαντικά συστατικά, μπορεί να λειτουργήσει σαν μια πλατφόρμα
για να αναπτυχθούν πάνω του τα νέα κύτταρα και οι διάφοροι παράγοντες που
χρειάζονται για την επούλωση του τραύματος.

Η βασικές μέθοδοι διαχείρισης ενός τραύματος στις μέρες μας είναι η πρό-
ληψη, η χρήση αντιβιοτικών, η χειρουργική αποστράγγιση και η αφαίρεση του μη
υγιούς ιστού. Κάποιες από τις μεθόδους της αρχαιότητας έχουν επανέλθει στις μέ-
ρες μας. Το μέλι χρησιμοποιούνταν ανέκαθεν για εξωτερική χρήση για να θεραπεύ-
σει τα εγκαύματα, τις πληγές και τις ρινοφαρυγγικές παθήσεις χάρη στην ινχιδίνη
(inhidine) που του προσδίδει βακτηριοστατικές ιδιότητες[10]. Ο άργυρος χρησιμο-
ποιείτο και παλαιότερα σαν πρόσθετο στους επιδέσμους των τραυμάτων καθώς
έχει αντιβακτηριδιακή, συνδετική και καυστική επίδραση, πράγμα που οφείλεται
στην ικανότητά του να διαταράσσουν τα ενζυμικά συστήματα των μικροοργανισμών
και να κατακρημνίζουν τα λευκώματα. Στις αντισηπτικές αντιικές και αντιβακτη-
ριδιακές ιδιότητες του αργύρου έχει αναφερθεί και ο Ιπποκράτης και έχουν πλέον
επιβεβαιωθεί από τους επιστήμονες[10, 12].
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1.2 Βιολογικό Υπόβαθρο
Η επούλωση τραυμάτων είναι μια σύνθετη και δυναμική διαδικασία που διαφο-

ροποιείται ανάλογα με τον τύπο και την περιοχή που βρίσκεται το τραύμα. Γενικά
πάντως από τον τραυματισμό έως τη επούλωσή του το τραύμα περνάει από τις
εξής φάσεις:

1. Haemostasis

2. Inflammation

3. Proliferate

4. Remodelling

Σχήμα 1.5: Οι φάσεις της επούλωσης τραυμάτων και η χρονική τους διάρκεια. Η εικόνα προέρχεται
από την εργασία των E.Javierre, F.J.Vermolen [8].

1.2.1 Haemostasis: Το σταμάτημα της αιμορραγίας
Αμέσως μετά τον τραυματισμό το σώμα ξεκινά κάποιες διαδικασίες για να εμπο-

δίσει την απώλεια αίματος. Τα μεγάλα τραύματα προκαλούν μεγάλες απώλειες αί-
ματος και μπορούν να γίνουν πολύ επικίνδυνα για τον ασθενή καθώς η πίεση του
αίματος πέφτει και πλέον απειλείται η ζωή του τραυματία. Έτσι το πρώτο μέτρο
που λαμβάνεται μετά από ένα τραυματισμό είναι να περιοριστεί η αιμορραγία.

1.2.2 Inflammation: Το στάδιο του πρηξίματος (φλεγμονής)
Ενώ ο τραυματισμένος ιστός εμποδίζει την περαιτέρω απώλεια αίματος με την

αγγειοσυστολή κοντά στην περιοχή του τραύματος, και το πήξιμο του αίματος (ένα
είδος θρόμβωσης) οι διαδικασίες που ενεργοποιούνται στο στάδιο της φλεγμονής
αρχίζουν να επισκευάζουν και να αντιμετωπίζουν τους βακτηριδιακούς εισβολείς
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Σχήμα 1.6: Inflammatory Phase. Η εικόνα προέρχεται από το διαδίκτυο [13]

που απέκτησαν πρόσβαση στην περιοχή της πληγής. Το στάδιο της φλεγμονής μπο-
ρεί να γίνει αντιληπτό από τα εξής:

• Κοκκινίλα

• Αύξηση της Θερμοκρασίας

• Πρήξιμο (Οίδημα)

• Πόνο

• Τροποποίηση των σωματικών λειτουργιών

Το στάδιο της φλεγμονής χωρίζεται σε τρείς βασικές διαδικασίες:

i. Η αγγειοδιαστολή έχει ως αποτέλεσμα να αυξηθεί η ροή του αίματος στην
τραυματισμένη περιοχή.

ii. Με την αύξηση της αγγειακής διαπερατότητας, το πλάσμα (το φαιοκίτρινο υγρό
συστατικό του αίματος στο οποίο περιέχονται ερυθρά αιμοσφαίρια και λέμ-
φος:το υγρό που διαρρέει τα λεμφαγγεία) διαρρέει από τα αιμοφόρα αγγεία
στην περιοχή της πληγής[10].

iii. Μετανάστευση των λευκοκυττάρων από το αίμα στην τραυματισμένη περιοχή.

Οι παραπάνω διαδικασίες εξηγούν τα συμπτώματα της φλεγμονής όπως η κοκκι-
νίλα και η αύξηση της θερμοκρασίας. Η αγγειοδιαστολή έχει ως αποτέλεσμα περισ-
σότερο αίμα να πηγαίνει στην περιοχή του τραύματος και αυτή η περίσσεια αίματος
κάνει την περιοχή της πληγής πιο κόκκινη και θερμή. Η φλεγμονή έχει ως αποτέ-
λεσμα το πρήξιμο της περιοχής που συνοδεύεται από πόνο και τροποποίηση των
σωματικών λειτουργιών εξαιτίας της διαρροής πλάσματος από τα μικρά αιμοφόρα
αγγεία της περιοχής. Η αύξηση όλων αυτών των υγρών στην χτυπημένη περιοχή
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προκαλεί οίδημα (πρήξιμο) και πίεση στις απολήξεις των νευρικών αγγείων κάτι
που οδηγεί σε αμβλύ πόνο. Το πρήξιμο μπορεί επίσης να εμποδίσει την κίνηση των
μυών και των αρθρώσεων.

Σχήμα 1.7: Proliferative Phase. Η εικόνα προέρχεται από το διαδίκτυο [13]

1.2.3 Proliferative Phase: Επισκευαστική Φάση
Η φάση αυτή είναι η φάση της επισκευής της ζημίας (πληγής). Αφού οι δυο

παραπάνω διαδικασίες (Haemostasis, Inflammation) πρόλαβαν την κρίσιμη περίοδο
και σταθεροποίησαν την κατάσταση τώρα το σώμα πρέπει να αρχίσει τη λειτουργία
της επισκευής. Η αλήθεια είναι ότι τα σύνορα μεταξύ των σταδίων της επούλωσης
του τραύματος είναι συγκεχυμένα. Το πόσο θα διαρκέσει το κάθε στάδιο ποικίλει
ανάλογα με παράγοντες όπως (a)Το μέγεθος της πληγής, (b) ο βαθμός της βακτηρι-
διακής μόλυνσης (c) Η παρουσία συντριμμιών (π.χ. ρινίσματα σιδήρου από σφαίρα
ή βέλος ) στην πληγή κ.ο.κ..
Η φάση της επισκευής χωρίζεται σε τέσσερις υπό-φάσεις:

i. Αγγειογένεση (Revascularization, Angiogenesis)

ii. Κοκκοποίηση (Granulation)

iii. Επιθηλιοποίηση (Epithelialisation)

iv. Συστολή και Κλείσιμο (Contraction)

Αγγειογέννεση

Διάφοροι παράγοντες (χημικές ουσίες) απελευθερώνονται κατά τη διάρκεια της
φάσης της φλεγμονής και προωθούν την ανάπτυξη τριχοειδών αγγείων στην πε-
ριοχή της πληγής. Αυτά είναι απαραίτητα για να μεταφερθεί οξυγόνο και θρεπτικές
ουσίες στους fibroblasts (:κύτταρα που συνθέτουν το extracellular matrix, δηλ. εξω-
κυτταρικός ιστός, και το κολλαγόνο)[10] και άλλους τύπους κυττάρων τα οποία
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εμπλέκονται στην διαδικασία της αποκατάστασης. Η αγγειογένεση τίθεται σε λει-
τουργία από τα μακροφάγα λόγω χαμηλών επιπέδων οξυγόνου στην περιοχή της
πληγής. Η ανάπτυξη νέων αιμοφόρων αγγείων δίνει στην περιοχή του τραύματος
μια πιο κόκκινη όψη.

Κοκκοποίηση

Οι ινοβλάστες[10] που έρχονται στην περιοχή σχεδόν αμέσως μετά το στάδιο της
φλεγμονής προσελκύονται από διάφορες χημικές ουσίες. Φτάνοντας στην περιοχή
του τραύματος γίνονται γρήγορα τα κυρίαρχα κύτταρα. Οι ινοβλάστες παράγουν
τον εξωκυτταρικό ιστό, μια μη κυτταρική δομή υποστήριξης φτιαγμένη από τον ιστό
που περιλαμβάνει κολλαγόνο, ελαστίνη, γλυκοπρωτεΐνες, fibrnectin (μια υψηλού μο-
ριακού βάρους [10]), hyaluronan (ή υαλουρονικό οξύ: ένας υψηλής μοριακής μάζας
πολυσακχαρίτης)[10, 15]. Κατά τη διάρκεια αυτής της φάσης το τραύμα έχει μια
κοκκινωπή, υγρή και κοκκοειδή όψη εξ’ ού και το όνομα της φάσης.

Επιθηλιοποίηση

Επιθηλιακά καλούνται τα κύτταρα τα οποία εκτίθενται στο εξωτερικό περιβάλ-
λον όπως π.χ. στην περίπτωσή μας τα επιδερμικά κύτταρα. Για να επαναποκτήσει
μια τραυματισμένη περιοχή την παλιά της λειτουργικότητα και την εμφάνισή της
χρειάζεται να δημιουργηθεί ένα στρώμα επιθηλιακών κυττάρων το οποίο θα κα-
λύψει την πληγή και θα προστατέψει τον ιστό που βρίσκεται από κάτω. Από τις
διπλανές μη τραυματισμένες περιοχές προσέρχονται keratinocytes (κυρίαρχα κύτ-
ταρα της επιδερμίδας) από τα οποία δημιουργείται το στρώμα που θα καλύψει την
πληγή. Σιγά σιγά το στρώμα αυτό μεγαλώνει.

Συστολή και Κλείσιμο

Το τελικό στάδιο της επούλωσης του τραύματος είναι η συστολή. Στη διάρκεια
της συστολής ένα ανοιχτό τραύμα κλείνει και ως ένα βαθμό ανακτάται η ομοιομορ-
φία του δέρματος. Αυτό επιτυγχάνεται από τους ινοβλάστες οι οποίοι εκκρίνουν μια
πρωτεΐνη που ονομάζεται ακτίνη (actin πρωτεΐνη που ενώνει πολλά μικρότερα μό-
ρια σχηματίζοντας μακριά νημάτια[10]) που ασκεί συστολική δύναμη στις πλευρές
της πληγής προκαλώντας το κλείσιμο του τραύματος.

1.2.4 Remodelling Phase: Φάση Αναδιάρθρωσης
Ακόμη και όταν το τραύμα επουλωθεί εξωτερικά η εσωτερική επούλωση δεν

θα έχει ολοκληρωθεί. Η εσωτερική επούλωση θα διαρκέσει αρκετούς μήνες ή και
παραπάνω ανάλογα με το τραύμα.
Αν το μέγεθος του τραύματος είναι πολύ μεγάλο η επούλωση δεν θα φέρει την

ομοιομορφία που είχε το δέρμα πριν τον τραυματισμό σε αυτήν την περιοχή και
επίσης θα μείνει ουλή. Αυτό ισχύει και για τα μυϊκά τραύματα καθώς δεν θα απο-
κτήσουν ξανά την παλιά τους ευελιξία όπως επίσης και οι τρίχες στην περιοχή του
τραύματος δεν θα ξαναβγούν. Αν το τραύμα είναι επιδερμικό μικρού πάχους και
δεν έχει περάσει το δέρμα τότε είναι πιθανόν οι θύλακες των τριχών να αναγεν-
νηθούν και η ουλή με τον καιρό να μην μπορεί να διακριθεί από το κανονικό μη
τραυματισμένο δέρμα.
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Σχήμα 1.8: Remodelling Phase. Η εικόνα προέρχεται από το διαδίκτυο [13]

Οι παραπάνω διαδικασίες και η διάρκειά τους εξαρτώνται από το αν το τραύμα
είναι πρωτοβάθμιο ή δευτεροβάθμιο. Τα πρωτοβάθμια τραύματα είναι αυτά στα
οποία οι άκρες του τραύματος είναι πολύ κοντά μεταξύ τους (δηλαδή η απόσταση
που τις χωρίζει είναι μικρή) π.χ. όπως συμβαίνει κατά το ράψιμο της πληγής. Εδώ
η επανεπιθηλιοποίηση είναι γρήγορη και τελειώνει μέσα σε λίγες μέρες αν βέβαια
δεν έχουν μπει βακτήρια στην πληγή. Αυτά τα τραύματα κλείνουν πολύ γρήγορα με
μηδαμινή απώλεια ομοιογένειας του δέρματος. Τα τραύματα δεύτερης κατηγορίας
είναι αυτά που τα άκρα της πληγής είναι ανοιχτά (δηλαδή η απόσταση που τα
χωρίζει είναι πιο μεγάλη. Εδώ η επιθηλιοποίηση και η συστολή του τραύματος θα
πάρουν πολύ περισσότερο χρόνο και είναι και μεγαλύτερος ο κίνδυνος βακτηριακής
μόλυνσης.

Σχήμα 1.9: Τρισδιάστατη χρονική απεικόνιση των φάσεων της επούλωσης: (1) Πή-
ξιμο του αίματος, (2) απόκριση αιμοφόρων αγγείων, (3) φάση φλεγμονής, (4) σχημα-
τισμός ουλής, (5) επιθηλιακή επούλωση, (6) συστολή, (7) αναδιάρθρωση της ουλής.
Η εικόνα προέρχεται απο το διαδίκτυο[11].



Κεφάλαιο 2

Επιδερμική Επούλωση Τραυμάτων

2.1 Μαθηματικό Μοντέλο Επιδερμικής Επούλωσης Τραύ-
ματος

Σχήμα 2.1: Επιδερμίδα. Η εικόνα προέρ-
χεται από το διαδίκτυο [13]

Δύο απλά μοντέλα προτάθηκαν από
τους Sherratt και Murray το 1990 τα
οποία σε συνδυασμό με τα πειραματικά
δεδομένα έδειξαν ότι το παρακάτω μο-
ντέλο είναι το πιο βιολογικά ρεαλιστικό.
Το μοντέλο που θα εξετάσουμε αποτε-
λείται από δυο εξισώσεις διατήρησης,
μια για την πυκνότητα των επιθηλια-
κών κυττάρων ανά μονάδα επιφάνειας,
(n), και μια για τη συγκέντρωση, (c), της
χημικής ουσίας που ρυθμίζει τη μίτωση
(δηλ. την διαδικασία διχοτόμησης του αρχικού κυττάρου σε δύο νέα θυγατρικά
κύτταρα[10]). Θα θεωρήσουμε επίσης με βάση τα πειραματικά δεδομένα δυο πι-
θανές περιπτώσεις: μια κατά την οποία η χημική ουσία ενεργοποιεί τη μίτωση και
μια κατά την οποία την αναστέλλει. Το πάχος της πληγής είναι τόσο μικρό ώστε να
μπορούμε να θεωρήσουμε την πληγή δισδιάστατη. Αυτή είναι μια λογική υπόθεση
αφού μελετάμε πληγές των οποίων οι διαστάσεις είναι της τάξης εκατοστών του
μέτρου και το πάχος της επιδερμίδας είναι της τάξης O(10−2) του εκατοστού.

ρυθμός αλλαγής
πυκνότητας
κυττάρων, n

=
μετανάστευση
κυττάρων +

μιτωτική
αναγέννηση − φυσική

φθορά (2.1)

ρυθμός αύξησης
συγκέντρωσης της
χημικής ουσίας, c

=
Διάχυση
της c +

παραγωγή της
c από τα κύτ-
ταρα

−
Βαθμιαία
αποσύνθεση
της c

(2.2)
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Σχήμα 2.2: Παράδειγμα επιδερμικού
τραύματος: φουσκάλα στο χέρι. Η εικόνα
προέρχεται από το διαδίκτυο.

Χρησιμοποιούμε έναν όρο διάχυσης
για να μοντελοποιήσουμε τον παράγο-
ντα επαφής της αναστολής της χημικής
ουσίας που ελέγχει την μετανάστευση
κυττάρων (ένα είδος μεταφοράς κυτ-
τάρων) γίνεται για να δημιουργηθεί ο
ιστός που χρειάζεται για την διαδικα-
σία επούλωσης του τραύματος. Ο λόγος
που γίνεται αυτή η μεταφορά είναι ότι
τα κύτταρα ακολουθούν συγκεκριμένα
εξωτερικά ερεθίσματα στα πλαίσια του

φαινομένου της χημειοταξίας (chemotaxis) δηλαδή της διαδικασίας που δείχνει πως
κύτταρα του σώματος, βακτήρια αλλά και μονοκύτταροι ή πολυκύτταροι οργανι-
σμοί κινούνται ανάλογα με τις χημικές ουσίες που υπάρχουν στον περιβάλλοντα
χώρο τους[26]). Επιλέγουμε έναν σταθερό συντελεστή διάχυσης ανεξάρτητο από το
n. Ο Murray μας πληροφορεί πως μαζί με τον Sherratt έδειξαν ότι ένας όρος διάχυ-
σης εξαρτώμενος από την πυκνότητα των κυττάρων, υπό την απουσία βιοχημικού
ελέγχου, δεν μπορεί να εντοπίσει τα κρίσιμα σημεία της διαδικασίας της επούλω-
σης κάτι που όπως λέει φαίνεται και από τα πειραματικά δεδομένα των Lindquist
(1946), Van den Brenk (1956), Crosson et al. (1986), Zieske et al. (1987), Frantz et
al (1989) (τα πειραματικά αυτά δεδομένα φαίνονται στην εικόνα 2.5).
Ο χρόνος αποσύνθεσης της ενεργής χημικής ουσίας διέπεται από γραμμικότητα

(first order kinetics) έτσι θα μοντελοποιήσουμε αυτόν τον όρο κατά τα γνωστά ως
−λc όπου λ είναι μια θετική σταθερά. Ο όρος για την παραγωγή της χημικής ουσίας
από τα κύτταρα είναι λιγότερο εύκολο να μοντελοποιηθεί. Θα τον θεωρήσουμε σαν
μια συνάρτηση f(n) του n ώστε f(0) = 0 καθώς με καθόλου κύτταρα δεν μπορεί
να παραχθεί χημική ουσία και f(n0) = λc0 ώστε η μη τραυματισμένη κατάσταση
να έχει σταθερή τιμή. Εδώ τα n0, c0 υποδηλώνουν την κυτταρική πυκνότητα και τη
συγκέντρωση της χημικής ουσίας για τη μη τραυματισμένη κατάσταση. Επιπλέον
η f(n) πρέπει να δείχνει την κυτταρική απόκριση του τραύματος ανάλογα με το
αν η χημική ουσία ενεργοποιεί ή αναστέλλει την μίτωση. Στην εικόνα 2.3 φαίνεται
η ποιοτική μορφή της f(n) για τις δύο πιθανές περιπτώσεις (ενεργοποίηση και
αναστολή). Πιο συγκεκριμένα επιλέγουμε τις εξής μορφές που εναρμονίζονται με
τις απαιτήσεις μας για την f(n)
για την ενεργοποίηση

f(n) = λc0 ·
n

n0

·
(
n2
0 + α2

n2 + α2

)
, (2.3)

για την αναστολή
f(n) =

λc0
n0

· n, (2.4)

όπου α είναι μια θετική παράμετρος που σχετίζεται με το μέγιστο ρυθμό παρα-
γωγής της χημικής ουσίας.
Ο ρυθμός της φυσικής φθοράς των κυττάρων οφείλεται στην αποβολή κυττάρων

από το ακραίο στρώμα της επιδερμίδας και θεωρούμε ότι είναι ανάλογος του n της
μορφής δηλαδή kn όπου k άλλη μια θετική παράμετρος.
Τώρα πρέπει να βρούμε τη μορφή που θα έχει η συνάρτηση που θα μοντελοποιεί

την ελεγχόμενη από την χημική ουσία κυτταρική διαίρεση. Θα επιλέξουμε έτσι ώστε
όταν c = c0, δηλαδή για την μη τραυματισμένη κατάσταση, το άθροισμα του όρου
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Σχήμα 2.3: Ποιοτική γραφική παράσταση της f(n), που δείχνει το ρυθμό παραγωγής χημικών
ουσιών από τα επιδερμικά κύτταρα, n. (a) για ενεργοποίση, (b) για αναστολή. Η μαύρη τελεία
συμβολίζει την κατάσταση πριν τον τραυματισμό. Η εικόνα προέρχεται από το βιβλίο Mathematical
Biology II του Murray.

συν τον όρο της φυσικής φθοράς θα μας δίνει μια εξίσωση λογιστικής αύξησης του
τύπου kn

(
1− n

n0

)
. Όπως γνωρίζουμε αυτού του είδους οι εξισώσεις χρησιμοποιού-

νται για την απλή αύξηση πληθυσμού στα μοντέλα πληθυσμιακής βιολογίας. Έτσι
λοιπόν θα μοντελοποιήσουμε την κυτταρική διαίρεση ως s(c)n

(
2− n

n0

)
όπου s(c)

αντιπροσωπεύει τη χημική ουσία που ελέγχει τη μίτωση και s(c0) = k.
Η s(c) φαίνεται ποιοτικά στην εικόνα 2.4 για τις δύο πιθανές καταστάσεις: ενερ-

γοποίησης και αναστολής. Στην περίπτωση της ενεργοποίησης (της μίτωσης από την
χημική ουσία) έχουμε μείωση της s(c) σε s(0) για μεγάλα c κάτι που συμπεριλαμ-
βάνεται γιατί, όπως μας ενημερώνει ο Murray, έχει βρεθεί πειραματικά (Eisenger
1988). Όπως θα δούμε αυτό έχει μικρό έως μηδαμινό αντίκτυπο στις λύσεις των εξι-
σώσεων του μοντέλου μας. Και στις δύο περιπτώσεις (ενεργοποίησης και αναστο-
λής) απαιτούμε 0 < s∞ < smax = hk όπου h μια σταθερά και παίρνουμε s∞ = k/2.
Παίρνουμε, λοιπόν τυπικά μοντέλα συναρτήσεων που ικανοποιούν αυτά τα κριτή-
ρια:

s(c) = k ·
{
2cm(h− β)c

c2m + c2
+ β

}
(2.5)

όπου
β =

c20 + c2m − 2hc0cm

(c0 − cm)2

για την ενεργοποίηση, όπου cm > (c0) είναι άλλη μια σταθερή παράμετρος η οποία
συνδέεται με το μέγιστο επίπεδο της χημικής ουσίας που ενεργοποιεί τη μίτωση και

s(c) =
(h− 1)c+ hc0
2(h− 1)c+ c0

· k, (2.6)

για την αναστολή.
Με όλες τις παραπάνω μοντελοποιήσεις των όρων το σύστημα εξισώσεων (2.1)-

(2.2) παίρνει τη μορφή

∂n

∂t
= D∇2n+ s(c)n

(
2− n

n0

)
− kn (2.7)
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Σχήμα 2.4: Ποιοτική γραφική παράσταση της s(c), που δείχνει τη χημική ουσία που ρυθμίζει τη
μίτωση. (a) για ενεργοποίση, (b) για αναστολή. Εδώ το c0 αποτελεί τη συγκέντρωση της χημικής
ουσίας στην σταθερή κατάσταση (πριν το τραύμα) και κ είναι μια παράμετρος ίση με τον αντίστροφο
χρόνο του κύκλου του κυττάρου. Η μαύρη τελεία συμβολίζει την κατάσταση πριν τον τραυματισμό.
Η εικόνα προέρχεται από το βιβλίο Mathematical Biology II του Murray.

∂c

∂t
= Dc∇2c+ f(n)− λc. (2.8)

Εξετάζουμε τώρα το σενάριο το οποίο εφαρμόζεται στα περισσότερα πειράματα.
Σχηματίζουμε λοιπόν μια περιοχή τραύματος (πληγή) αφαιρώντας την επιδερμίδα
η οποία δίνει αρχικές συνθήκες

n = c = 0 (2.9)

για t = 0 μέσα στην περιοχή του τραύματος
και συνοριακές συνθήκες

n = n0, c = c0 (2.10)

στο σύνορο του τραύματος ∀t.
Στη βιολογική βιβλιογραφία δεν έχει αποδειχθεί αν η μίτωση οδηγεί τα κύτταρα

στην μετανάστευση ή όχι. Τα αποτελέσματα που δίνονται από αυτό το μοντέλο
βασίζονται στην υπόθεση ότι και οι δύο διαδικασίες εξαρτώνται από την τοπική
πυκνότητα κυττάρων.

2.2 Αδιαστατοποίηση του Μοντέλου
Όπως συνήθως θα αδιαστατοποιήσουμε τώρα το μοντέλο μας (σύστημα εξισώ-

σεων). Επιλέγουμε για την αδιαστατοποίηση του μήκους μια τυπική κλίμακα μή-
κους L (μια τυπική γραμμική διάσταση της πληγής) και επιλέγουμε για αδιάστατο
χρόνο το 1/k (ο χρόνος του κύκλου του κυττάρου φαίνεται να είναι το πιο σχετικό
μέγεθος).
Οι αδιάστατες ποσότητες θα είναι λοιπόν:
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n∗ =
n

n0

, c∗ =
c

c0
, r⃗∗ =

r⃗

L
, t∗ = kt, D∗ =

D

kL2
,

Dc
∗ =

Dc

kL2
, λ∗ =

λ

k
, cm

∗ =
cm
c0
, α∗ =

α

n0

.

(2.11)

Αντικαθιστώντας τα παραπάνω μεγέθη στο σύστημα εξισώσεων (2.7)-(2.8) και
βγάζοντας τον αστερίσκο για ευκολία του αναγνώστη θα πάρουμε το παρακάτω:

∂n

∂t
= D∇2n+ s(c)n(2− n)− n (2.12)

∂c

∂t
= Dc∇2c+ λg(n)− λc, (2.13)

με αρχικές συνθήκες

n = c = 0 (2.14)

για t = 0 μέσα στην περιοχή του τραύματος,
και συνοριακές συνθήκες

n = 1, c = 1 (2.15)

στο σύνορο του τραύματος ∀t.
Για την ενεργοποίηση θα έχουμε

g(n) =
n(1 + α2)

n2 + α2
, s(c) =

2cm(h− β)c

c2m + c2
+ β (2.16)

όπου

β =
1 + c2m − 2hcm

(1− cm)2

και για την αναστολή

g(n) = n, s(c) =
(h− 1)c+ h

2(h− 1)c+ 1
(2.17)

όπου υποθέτουμε ότι h > 1 και cm > 1.

Ευστάθεια

Απαιτούμε η μη τραυματισμένη κατάσταση να είναι ευσταθής για μικρές διατα-
ραχές ενώ η τραυματισμένη κατάσταση να είναι ασταθής. Αυτές οι συνθήκες, όπως
δείχνει μια ανάλυση στο πρόβλημα, ικανοποιούνται όταν

s(0) > 1/2 →
{
cm > (2h− 1) + [(2h− 1)2 − 1]1/2 για την ενεργοποίηση

h > 1/2 για την αναστολή
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Τιμές Παραμέτρων

Μπορούμε να εκτιμήσουμε τις τιμές των παραμέτρων, ειδικά των λ και k από τα
πειραματικά δεδομένα. O Murray μας λέει ότι μπορούμε να εκτιμήσουμε το λ στην
περίπτωση της αναστολής χρησιμοποιώντας τα πειραματικά δεδομένα των Brugal
και Pelmont (1975). Βρήκαν μια μείωση στο ρυθμό πολλαπλασιασμού των εντερικών
επιθηλιακών κυττάρων κατά τη διάρκεια 12 ωρών μετά την ένεση με επιθηλιακό
εκχύλισμα. Επίσης ο Hennings (1969) κατάφερε να διατηρήσει σε καταστολή τη
σύνθεση επιθηλιακού DNA επαναλαμβάνοντας ενέσεις επιθηλιακού εκχυλίσματος
ανά διαστήματα 12 ωρών. Με βάση λοιπόν αυτές τις μελέτες θεωρούμε το χρόνο
ημιζωής της αποσύνθεσης της ενεργής χημικής ουσίας που προκαλεί τη μίτωση να
είναι 12 ώρες. Αν θεωρήσουμε μόνο τον χρόνο αποσύνθεσης της (2.13) παίρνουμε
εκθετική μείωση για την αποσύνθεση με χρόνο ημιζωής λ−1 ln 2. Κανοντας την πράξη
έχουμε λ = 0.05(≈ (1/12) ln 2h−1).
Για την περίπτωση της ενεργοποίησης υπάρχουν λίγα και ποιοτικά πειραματικά

δεδομένα. Παρ’ όλα αυτά, όπως αναφέρει ο Murray, με σύγκριση της έρευνας του
Eisenger (1988) για την ενεργοποίηση στην επουλωτική διαδικασία και των κλινι-
κών μελετών των Rytomaa και Kiviniemi (1969, 1970) προτείνεται μια μεγαλύτερη
κλίμακα χρόνου για την δραστηριότητα της ενεργοποίησης κατά ένα παράγοντα
γύρω στο 6 έτσι παίρνουμε λ = 0.3h−1 για την ενεργοποίηση.
Η παράμετρος k είναι αντίστροφη του χρόνου του κύκλου ζωής του επιδερ-

μικού κυττάρου. Αυτό ποικίλει από είδος σε είδος αλλά μια τυπική τιμή είναι
περίπου 100 h, έτσι παίρνουμε k = 0.01h−1. Οι συντελεστές διάχυσης D και Dc

εκτιμήθηκαν από τους Sherratt και Murray (1990) οι οποίοι βασίστηκαν σε ανά-
λυση που έκαναν καθώς δεν υπήρχαν πειραματικά δεδομένα ώστε να αποφα-
σίσουν με αυτά τις τιμές των συντελεστών. Έτσι έβγαλαν τις παρακάτω εκτι-
μήσεις D = 3.5 × 10−10cm2s−1, Dc = 3.1 × 10−7cm2s−1 για την ενεργοποίηση και
D = 6.9 × 10−11cm2s−1, Dc = 5.9 × 10−6cm2s−1. Αυτές οι τιμές είναι προσεγγιστικά
σωστές για βιοχημικές ουσίες χαμηλού μοριακού βάρους.

2.3 Αριθμητική Επίλυση για το Επιδερμικό Μοντέλο
Οι Sherratt και Murray έλυσαν αριθμητικά το μοντέλο των (2.12)-(2.13) μαζί με

τις (2.14)-(2.17) χρησιμοποιώντας ακτινική συμμετρία. Τα αποτελέσματά τους τα
συνέκριναν με πειραματικά αποτελέσματα από μελέτες σε πραγματικές συνθήκες
αλλά και σε συνθήκες εργαστηρίου (in vivo και in vitro). Τα αποτελέσματά τους
φαίνονται στην εικόνα 2.5 μαζί με τα ποσοτικά αποτελέσματα από πειραματικές
μελέτες για την επανεπιθηλιοποίηση. Ο Murray αναφέρει ένα παράδειγμα από την
εργασία του Van den Brenk (1956) ο οποίος αφαίρεσε όλο το πάχος της επιδερμί-
δας σε μια κυκλική περιοχή (1cm διάμετρος) από το αυτί ενός κουνελιού. Έδωσε
ιδιαίτερη σημασία στην αφαίρεση της επιδερμίδας για να μην μείνουν θύλακες τρι-
χών έτσι ώστε το συγκεκριμένο μοντέλο, που θεωρεί μηδενικές τις εσωτερικές πηγές
επιδερμικών κυττάρων στο τραύμα να είναι κατάλληλο. Οι μεταβολές στην ακτίνα
της κυκλικής πληγής καταγράφονταν. Για να επιτευχθεί μια σύγκριση οι Sherratt
και Murray (1990, 1991) υπέθεσαν ότι το τραύμα θεωρείται επουλωμένο όταν η
πυκνότητα επιθηλιακών κυττάρων σε αυτό έχει φτάσει το 80% της μη τραυματι-
σμένης κατάστασης δηλαδή αριθμητικά όταν n = 0.8 για τις αδιάστατες εξισώσεις.
Η επιλογή του ποσοστού αυτού είναι τρόπον τινά αυθαίρετη αλλά δεν επηρεάζει
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σημαντικά τα αποτελέσματα καθώς οι λύσεις για τα n,c είναι κυματικής μορφής
κάτι το οποίο θα περιγραφεί παρακάτω. Στην εικόνα 2.6 φαίνονται τα γραφήματα
των n,c ως προς r για μια επιλογή ισοδύναμων χρόνων.
Οι αριθμητικές λύσεις είναι σύμφωνες με τα πειραματικά αποτελέσματα και

δείχνουν δύο φάσεις: πρώτα μια φάση επιβράδυνσης (lag phase) και στη συνέχεια
μια γραμμική φάση. Αυτές οι δύο φάσεις όπως μας πληροφορεί ο Murray από
την εργασία του Snowden (1984) είναι χαρακτηριστικές της επιδερμικής επούλω-
σης τραυμάτων. Η σταθερή ταχύτητα της γραμμικής φάσης μπορεί να υπολογιστεί
προσεγγιστικά, με οπτική παρατήρηση από το γράφημα των n-r. Για μια ακτίνα
τραύματος r = 0.5cm παίρνουμε ταχύτητα 2.6 × 10−3mmh−1 για την ενεργοποίηση
και 1.2 × 10−3mmh−1 για την αναστολή. Αυτά συγκρινόμενα με την ταχύτητα που
βρήκε ο Van den Brenk (1956), για παράδειγμα δεν δείχνουν μεγάλη απόκλιση
(είναι ίδιας τάξης μεγέθους).
Ένα ενδιαφέρον αποτέλεσμα της σύγκρισης των αριθμητικών λύσεων του μοντέ-

λου μας με τα πειραματικά δεδομένα είναι ότι με αυτές τις τιμές των παραμέτρων
που έχουμε επιλέξει υπάρχει μικρή διαφορά μεταξύ των μηχανισμών ενεργοποίη-
σης και αναστολής το οποίο με τη σειρά του εξηγεί την έλλειψη συμφωνίας στην
επανεπιθηλιοποίηση.

Σχήμα 2.5: Στην εικόνα φαίνεται η μείωση της ακτίνας του τραύματος με το χρόνο για κανονική
επούλωση κυκλικού τραύματος. Ο χρόνος εκφράζεται σε ποσοστό % του συνολικού χρόνου επού-
λωσης. Η συνεχής μαύρη γραμμή δίνει το μηχανισμό ενεργοποίησης και η διακεκομένη γραμμή το
μηχανισμό αναστολής. Για σύγκριση δίνονται τα αποτελέσματα : (1)�,⃝ Van den Brenk (1956); (2)△
Crosson et al (1986); (3)⋄ Zieske et al (1987); (4)∗ Fratz et al (1989). Όλα τα αποτελέσματα είναι για
πληγή διαμέτρου περίπου 1cm. Οι αδιαστατοποιημένες τιμές των παραμέτρων που χρησιμοποιού-
νται είναι: (a)για την ενεργοποίηση D = 5 × 10−4, Dc = 0.45, λ = 30, h = 10, α = 0.1, cm = 40 και
(b)για την αναστολή D = 10−4, Dc = 0.85, λ = 5, h = 10, α = 0.1. Ενδιαφέρον παρουσιάζει ότι τα
αποτελέσματα του μοντέλου συγκρίνονται αρκετά καλά με τα πειραματικά. Η εικόνα προέρχεται
από το βιβλίο Mathematical Biology II του Murray.
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Σχήμα 2.6: Σε αυτή την εικόνα παρουσιάζεται η πυκνότητα κυττάρων (n) και η συγκέντρωση
χημικής ουσίας σαν συνάρτηση της ακτίνας (r) για ίσα χρονικά διαστήματα από τις εξισώσεις (2.12)-
(2.13): (a)για την ενεργοποίηση της μίτωσης D = 5× 10−4, Dc = 0.45, λ = 30, h = 10, α = 0.1, cm =
40 και (b)για την αναστολή της μίτωσης D = 10−4, Dc = 0.85, λ = 5, h = 10, α = 0.1. Η εικόνα
προέρχεται από το βιβλίο Mathematical Biology II του Murray.
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2.4 Λύσεις Οδεύοντων Κυμάτων για το Επιδερμικό
Μοντέλο

Και για τους δύο τύπους χημικών ουσιών (ενεργοποίηση/αναστολή) η ποιοτική
μορφή της λύσης για την γραμμική φάση έχει τη μορφή κύματος σταθερού μήκους
και ταχύτητας. Αυτού του είδους η λύση υποδεικνύει ότι μπορεί να υπάρχει ένα
οδεύον κύμα «επούλωσης» και ότι μάλλον επιδέχεται ανάλυση αν θεωρήσουμε μο-
νοδιάστατη γεωμετρία αντί για την δισδιάστατη ακτινικής συμμετρίας που έχουμε
θεωρήσει μέχρι τώρα. Τα παραπάνω είναι βιολογικά σχετικά με μεγάλες επιδερμι-
κές πληγές σχεδόν κάθε σχήματος, καθώς με καλή προσέγγιση τέτοιου είδους πληγές
μπορούν να θεωρηθούν μονοδιάστατες κατά το μεγαλύτερο μέρος της επουλωτικής
διαδικασίας. Οι αριθμητικές λύσεις του μοντέλου για τέτοια μονοδιάστατη γεωμε-
τρία δεν διαφέρουν σημαντικά από αυτές της εικόνας 2.5. Οι αδιάστατες ταχύτητες
των κυμάτων είναι προσεγγιστικά 0.05 για την ενεργοποίηση και 0.03 για την ανα-
στολή.
Αναζητούμε λύσεις οδεύοντων κυμάτων της μορφής n(x, t) = N(z), c(x, t) = C(z),

z = x+ at, όπου a είναι η ταχύτητα του κύματος, και είναι θετική καθώς θεωρούμε
ότι τα κύματα κινούνται από τα αριστερά προς τα δεξιά. Αντικαθιστώντας τα πα-
ραπάνω στο μοντέλο των εξισώσεων (2.12)-(2.13) παίρνουμε το ακόλουθο σύστημα
συνήθων διαφορικών εξισώσεων (εφεξής ΣΔΕ)

αN ′ = DN ′′ + s(C)N(2−N)−N (2.18)

αC ′ = DCC
′′ + λg(N)− λC (2.19)

όπου οι τόνοι δηλώνουν παραγώγιση ως προς z. Κατάλληλες βιολογικά συνορια-
κές συνθήκες είναι οι

N(−∞) = C(−∞) = 0 , N(+∞) = C(+∞) = 1 , N ′(±∞) = C ′(±∞). (2.20)

Καθώς το σύστημα των ΣΔΕ είναι τετάρτης τάξης και κατά συνέπεια δύσκολο
να αναλυθεί σε γενικές λύσεις θα θεωρηθούν δυο λογικές προσεγγίσεις που θα
μειώσουν την τάξη του συστήματος. Πρώτα θα θεωρήσουμε ότι το λ είναι άπειρο
και μετά ότι το D είναι μηδέν. Για τις τιμές των παραμέτρων χρησιμοποιούνται οι
τιμές των αδιάστατων παραμέτρων D = 5× 10−4, λ = 30 για την ενεργοποίηση και
D = 10−4, λ = 5 για την αναστολή. Βιολογικά ή πρώτη προσέγγιση αντιστοιχεί στη
συνεχή ισορροπία της χημικής ουσίας, ενώ η δεύτερη στην απουσία διάχυσης των
κυττάρων ώστε η αύξηση της πυκνότητας των κυττάρων να οφείλεται μόνο στην
μίτωση.
Στην αριθμητική λύση c≪ cm για κάθε x, t άρα είναι μια καλή προσέγγιση στην

περίπτωση ενεργοποίησης να θεωρήσουμε ότι η s(c) είναι γραμμική συνάρτηση.
Συγκεκριμένα

s(c) ≈ γc+ 1− γ

όπου
γ =

2(h− 1)

cm − 2
.
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Η αριθμητική λύση των (2.12)-(2.13) διαφέρει ελάχιστα, όπως αναφέρει ο Murray,
χρησιμοποιώντας την γραμμική μορφή του s(c) που εισάγαμε αντί για την κανονική
του μορφή. Χρησιμοποιείται η συγκεκριμένη μορφή λοιπόν, καθώς γίνονται πιο εύ-
κολες οι πράξεις. Ο Murray γράφει πως η παραπάνω προσέγγιση θεωρείται έγκυρη
μόνο όταν cm ≫ 1.

Λύσεις Οδεύοντων Κυμάτων με λ = ∞

Εδώ θα θεωρηθεί ότι οι όροι παραγωγής στην εξίσωση (2.19) είναι αμελητέοι συ-
γκριτικά με τους όρους αντίδρασης. Ο Murray θεωρεί πως διαισθητικά τουλάχιστον
αυτή είναι μια λογική προσέγγιση για την περίπτωση αναστολής με λ = 5 και μια
καλή προσέγγιση για την ενεργοποίηση όπου λ = 30. Το σύστημα των (2.18)-(2.19)
γίνεται μια δεύτερης τάξης ΣΔΕ για το

N ′′ =
a

D
N ′ − 1

D
ψ(N) (2.21)

όπου
ψ(N) = sNg(N)(2−N)−N

και αναζητούμε λύση με συνοριακές συνθήκες από την (2.20), N(+∞) = 1N(−∞) =
0, N ′(±∞) = 0 και N ≥ 0 παντού.
Ο Murray σημειώνει ότι ένα γράφημα της ψ(N) δείχνει ότι έχει παραβολική

μορφή και για τις δύο μορφές της g(N) (2.16)-(2.17) (ενεργοποίηση-αναστολή). Έτσι
η παραπάνω εξίσωση μπορεί να αναλυθεί κατ’ αναλογία με την εξίσωση Fisher-
Kolmogoroff για λύσεις οδευόντων κυμάτων, ut = uxx + u(1− u).
Υπάρχει λοιπόν μια μοναδική λύση της μορφής που απαιτούμε για κάθε ταχύτητα

a ≥ amin = 2[D(2s(0) − 1)]1/2. Περιμένουμε λοιπόν κατά τον συνήθη τρόπο η λύση
να έχει τη μορφή οδεύοντος κύματος με a = amin για αρχικές συνθήκες N = 1
για αρκετά μεγάλες τιμές του z και N = 0 για αρκετά μικρές τιμές του z. Όπως
μας πληροφορεί ο Murray αυτές οι αρχικές συνθήκες είναι βιολογικά συνεπείς.
Οι αδιάστατες τιμές της παραμέτρου a είναι amin = 0.01 για την ενεργοποίηση
και amin = 0.09 για την αναστολή. Αυτές θεωρούνται συγκρίσιμες με τις κυματικές
ταχύτητες 0.05 και 0.03 που βρέθηκαν αντίστοιχα κατά την αριθμητική επίλυση των
(2.12)-(2.13). Ο Murray γράφει ότι η ασυμφωνία αυτή οφείλεται στην ανεπάρκεια
της αρχικής μας υπόθεσης για ισορροπία της χημικής ουσίας σύμφωνα με την οποία
η χημική ουσία αποσυντίθεται άμεσα μετά τη σύνθεσή της.
Θέτουμε την ανεξάρτητη μεταβλητή ως ζ = z/a και η (2.21) γίνεται

ϵN ′′ −N ′ + ψ(N) = 0 (2.22)

όπου
ϵ = D/a2.

Οι τόνοι δηλώνουν παραγώγιση ως προς ζ δηλαδή d/dζ, ζ = z/a. Αυτό μοιάζει
να είναι πρόβλημα ιδιαζουσών (ιδιόμορφων) διαταραχών για την μικρή παράμετρο
ϵ ≈ 0.01 όμως μπορεί να λυθεί με τεχνικές κανονικών διαταραχών. Στην περίπτωση
της ενεργοποίησης η μέθοδος αποτυγχάνει καθώς η τιμή ϵ ≈ 5 είναι μεγάλη αντί για
μικρή.
Αναζητούμε λοιπόν μια κανονική λύση διαταραχών της εξίσωσης (2.22) με μορφή

N(ζ; ϵ) = N0(ζ) + ϵN1(ζ) + ϵ2N2(ζ) + ...,
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αντικαθιστώντας λοιπόν στην εξίσωση (2.22) και εξισώνοντας τους συντελεστές των
δυνάμεων του ϵ κατά τα γνωστά παίρνουμε

N ′
0 = ψ(N0), N ′

1 = N1
dψ(N0)

dN0

+N ′′
0 ... .

Οι συνοριακές συνθήκες είναι

N0(−∞) = 0, N0(0) = 1/2 N0(+∞) = 1,

Ni(−∞) = Ni(0) = Ni(+∞) = 0 ∀i ≤ 1.

Η τιμή του N(0) είναι αυθαίρετη και πρέπει να συγκεκριμενοποιηθεί ώστε να πά-
ρουμε μοναδική λύση. Θέτουμε N(0) = 1/2 και παίρνουμε

ζ =

∫ N0

1/2

dξ

ψ(ξ)

=

(
1

2h− 1

)
ln(2N0)−

(
2h− 1

3h− 2

)
ln(2(1−N0))

+
(4h− 3)(h− 1)

(2h− 1)(3h− 2)
ln

(
2(h− 1)N0 + 2(2h− 1)

5h− 3

)
για την αναστολή, υποθέτοντας h > 1. Ο Murray παρατηρεί ότι το αφού το ζ

είναι γνησίως μονότονη συνάρτηση του N0, θα θεωρήσουμε το N0 αντί για το ζ σαν
ανεξάρτητη μεταβλητή. Έτσι

dN1

dζ
= N1

dψ(N0)

dN0

+
d2N0

dζ2
,

διαιρώντας με dN0/dζ , παίρνουμε

dN1

dN0

=
N1

dN0/dζ
· dψ(N0)

dN0

+
d

dN0

(
dN0

dζ

)
=

N1

ψ(N0)

dψ(N0)

dN0

+
dψ(N0)

dN0

όπου χρησιμοποιούμε dN0

dζ
= ψ(N0)

Διαιρώντας κατά μέλη με ψ(N0) παίρνουμε

d

dN0

[
N1

ψ(N0)
− ln[ψ(N0)]

]
= 0.

Και αφού N1 = 0 όταν N0 = 1/2 για ζ = 0,

N1 = ψ(N0)ln

[
ψ(N0)

ψ(1/2)

]
.

Στην εικόνα 2.7 φαίνεται η γραφική παράσταση των N0 και N0 + ϵN1 και η
σύγκρισή τους με την αριθμητική λύση των εξισώσεων (2.12)-(2.13) στο ενδιάμεσο
χρονικό διάστημα της γραμμικής φάσης της επισκευής του τραύματος. Φαίνεται,



38 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΕΠΙΔΕΡΜΙΚΗ ΕΠΟΥΛΩΣΗ ΤΡΑΥΜΑΤΩΝ

Σχήμα 2.7: Σύγκριση του N0(z)(≈ n(z)) (η συνεχής καμπύλη) και η αριθμητική λύση, n(r, t)των
εξισώσεων (2.12)-(2.13) (η καμπύλη με τις τελείες). Οι τιμές των παραμέτρων είναι D = 10−4, Dc =
0.85, λ = 5, h = 10. Η εικόνα προέρχεται από το βιβλίο Mathematical Biology II του Murray.

όπως γράφει ο Murray, ότι η πρώτης τάξης διόρθωση είναι αρκετά μικρή ήδη και
η αναλυτική λύση συμφωνεί αρκετά με την λύση της μερικής διαφορικής εξίσωσης
τουλάχιστον όσον αφορά το γραμμικό κομμάτι. Παρ’ όλα αυτά δεν καλύπτεται
η σημαντική απαίτηση ότι n > 1 σε μέρος του κυματομετώπου. Αυτή είναι μια
ανεπάρκεια της προσέγγισης λ = ∞.

Λύσεις Οδεύοντων Κυμάτων με D = 0

Υπό το πρίσμα της ανεπάρκειας της πρώτης προσέγγισης για το λ θα θεωρήσουμε
την δεύτερη προσέγγιση δηλαδή D = 0. Όπως έχει λεχθεί και πρωτύτερα οι τιμές
του D είναι D = 5× 10−4 για την ενεργοποίηση και D = 10−4 για την αναστολή. Το
σύστημα των εξισώσεων (2.18)-(2.19) γίνεται τώρα 3ης τάξης

N ′ = −N
a

+
1

a
s(C)N(2−N) (2.23)

C ′′ =
a

DC

C ′ +
λ

DC

C − λ

DC

g(N) (2.24)

και αναζητούμε λύση που υπόκειται στις συνοριακές συνθήκες:

N(−∞) = C(−∞) = 0 , N(+∞) = C(+∞) = 1 , C ′(±∞) = 0,

με N , C ≥ 0 ∀z. Το οποίο είναι πρόβλημα που δεν λύνεται εύκολα αναλυτικά.
Ο Murray μας πληροφορεί ότι στην εργασία του με τον Sherratt το 1991 έλυ-

σαν αυτό το σύστημα αριθμητικά. Παρατίθενται οι λύσεις που πήραν σε σύγκριση
με της αριθμητικές λύσεις του μοντέλου των εξισώσεων (2.12)-(2.13) στην εικόνα
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2.8 και για τις δύο περιπτώσεις ενεργοποίησης και αναστολής. Η συμφωνία των
αποτελεσμάτων μας δείχνει ότι η προσέγγιση D = 0 είναι καλή.
Ο Murray μας αναφέρει ότι χρησιμοποιώντας ανάλυση για την περίπτωση της

ενεργοποίησης μπορούμε να πάρουμε ένα άνω φράγμα της κυματο-ταχύτητας. Η
λύση των εξισώσεων (2.23)-(2.24) τείνει προς την κατάσταση ισορροπίας. Πάραυτα
για τις τιμές των παραμέτρων χρησιμοποιείται γραμμική ανάλυση των εξισώσεων
κοντά στην κατάσταση ισορροπίας και βρίσκονται δύο ιδιοτιμές με αρνητικά πραγ-
ματικά μέρη στην κατάσταση ισορροπίας και η τρίτη ιδιοτιμή είναι πραγματική και
θετική. Οι δύο αυτές ιδιοτιμές με τα αρνητικά πραγματικά μέρη είναι μιγαδικές
(κάτι που υποδηλώνει συμπεριφορά ταλάντωσης) εκτός αν a ≤ amax όπου amax εί-
ναι η τιμή του a για την οποία η χαρακτηριστική εξίσωση έχει δύο ίσες αρνητικές
ρίζες. Μετά από αλγεβρικές πράξεις η παραπάνω συνθήκη δίνει

[(1 + λ2)− 4Γ]/(4Dc)a
6
max

+ 4Γ(3 +D2
c )− 18(1 + λ)Γ + 2(1 + λ)2(1 + 2λ)a4max

+Dc(1 + λ)2 + 3Γ(6λ+ 2− 9γ)a2max + 4D2
cΓ = 0,

όπου Γ = λ[1−s′(1)g′(1)]. Ο Murray αναφέρει για τις τιμές των παραμέτρων που
χρησιμοποιούνται ότι η εξίσωση έχει μοναδική λύση στο (0.0,0.1) και η αριθμητική
λύση δίνει την τιμή του άνω φράγματος ως amax ≈ 0.0546. Αυτή είναι συγκρίσιμη
με την αδιάστατη κυματο-ταχύτητα 0.05 που βρέθηκε στην αριθμητική λύση των
εξισώσεων (2.12)-(2.13).
Μπορούμε να πάρουμε μια αναλυτική λύση για την περίπτωση της ενεργοποίη-

σης χρησιμοποιώντας κανονική θεωρία διαταραχών στις εξισώσεις (2.23)-(2.24). Οι
εξισώσεις γράφονται ως

αN ′ = ϵ(C − 1)N(2−N) +N(1−N) (2.25)

DcC
′′ − αC ′ − λC = −λ(1 + α2)N

N2 + α2
(2.26)

εδώ ϵ(= 2(h− 1)/(cm − 2) ≈ 0.47) είναι αρκετά μικρή. Με την τιμή αυτή για το ϵ
απαιτούμε διόρθωση O(ϵ) στην O(1) λύση μας. Όπως πρωτύτερα αναζητούμε λύσεις
της μορφής

N(z; ϵ) = N0(z) + ϵN1(z) + ϵ2N2(z) + ...

C(z; ϵ) = C0(z) + ϵC1(z) + ϵ2C2(z) + ...
(2.27)

αντικαθιστώντας στην διαφορική εξίσωση του συστήματος (2.25)-(2.26), αλλά-
ζοντας την ανεξάρτητη μεταβλητή σε ξ = ez/a και εξισώνοντας τους συντελεστές
του ϵ οι όροι O(1) δίνουν

ξN ′
0 = N0 −N2

0

κξ(ξC ′
0)− ξC ′

0 − λC0 = −λ(1 + α2)N0

N2
0 + α2

όπου κ = Dc/a
2 και οι τόνοι δηλώνουν d/dξ. Σχετικές συνοριακές συνθήκες είναι

οι N0(+∞) = C0(+∞) = 1, N0(0) = C0(0) = 0 με N0(1) = 1/2 για μοναδικότητα
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Σχήμα 2.8: Σύγκριση των αριθμητικών λύσεων των εξισώσεων (2.12)-(2.13) (οι συνεχείς καμπύλες)
και των (2.23)-(2.24) (οι καμπύλες με τις τελειες). (a) Ενεργοποίηση με τιμές παραμέτρων D =
5× 10−4, Dc = 0.45, λ = 30, h = 10, α = 0.1, cm = 40, a = 0.05. (b) Συστολή με τιμές παραμέτρων
D = 10−4, Dc = 0.85, λ = 5, h = 10, α = 0.1, cm = 40, a = 0.03. Η εικόνα προέρχεται από το βιβλίο
Mathematical Biology II του Murray.
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λύσης όπως παραπάνω. Η λύση για το N0 είναι N0 = ξ/(1 + ξ). Για C0 παίρνουμε
με τη μέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών τη γενική λύση

κξ[ξy′(ξ)]′ − ξy′(ξ)− λy(ξ) = F (ξ) (2.28)

με y(ξ) = γ+(ξ)ξ
q+ + γ−(ξ)ξ

q−

όπου
γ′± =

±1√
1 + 4λκ

· F (ξ)
ξq±+1

και q± =
1±

√
1 + 4λκ

2κ
.

Χρησιμοποιώντας αυτά

C0 =
λ(1 + α2)√
1 + 4λκ

[
ξq

+

∫ ∞

ξ

N0(x)

x(q++1)[N0(x)2 + α2]
dx+ ξq

−
∫ ξ

0

N0(x)

x(q−+1)[N0(x)2 + α2]
dx

]
.

Εδώ οι τιμές των δύο σταθερών ορίων ολοκλήρωσης είναι αναγκαίες (αλλά όχι
ικανές) για σύγκλιση στα ξ = 0 και +∞.
Τώρα θα εξετάσουμε τις συνοριακές συνθήκες που θα μας εξασφαλίσουν τη

σύγκλιση, παρατηρώντας την συμπεριφορά των ολοκληρωμάτων στην έκφραση της
C0 καθώς ξ → 0 και ξ → +∞.
Έχουμε λοιπόν

lim
ξ→+∞

ξq
+

∫ ∞

ξ

N0(x)

x(q++1)[N0(x)2 + α2]
dx

= lim
θ→0

1

θq+

∫ ∞

1/θ

N0(x)

x(q++1)[N0(x)2 + α2]
dx

= lim
θ→0

−θq+(1 + 1/θ)(−1/θ2)

q+θq+−1[θ−2 + α2(1 + 1/θ)2]

=
1

q+(1 + α2)
,

όπου στο τρίτο βήμα χρησιμοποιήθηκε ο κανόνας L’ Hôspital και η έκφραση του
N0.
Με παρόμοιο τρόπο

lim
ξ→+∞

ξq
−
∫ ξ

0

N0(x)

x(q−+1)[N0(x)2 + α2]
dx =

−1

q−(1 + α2)

και άρα

C0(+∞) =
λ(1 + α2)√
1 + 4λκ

· 1

1 + α2
·
(

1

q+
− 1

q−

)
= 1

χρησιμοποιώντας την έκφραση για το q±.
Παρόμοια ικανοποιείται και η συνθήκη για ξ = 0.
Θεωρούμε τώρα τις διαταραχές πρώτης τάξης και εξισώνοντας τους συντελεστές

του ϵ παίρνουμε

ξN ′
1 = N1(1− 2N0) + (C0 − 1)N0(2−N0)

κξ(ξC ′
1)

′ − ξC ′
1 − λC1 = −λ(1 + a2)

[
α2 −N2

0

(α2 +N2
0 )

2

]
N1.

(2.29)
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Οι συνοριακές συνθήκες είναι

N1(0) = N1(+∞) = C1(0) = C1(+∞) = N1(1) = 0.

Στην πρώτη εξίσωση αντικαθιστώντας N0 = ξ/(1+ ξ) πολλαπλασιάζοντας και τα
δύο μέλη με τον παράγοντα ολοκλήρωσης (1+1/ξ)2 και ολοκληρώνοντας παίρνουμε

N1 =
1

ξ + 2 + 1/ξ

∫ ξ

1

[C0(x)− 1]

(
1 +

2

x

)
dx.

Χρησιμοποιώντας τον κανόνα L’ Hôspital όπως παραπάνω παρατηρούμε ότι οι
οριακές συνθήκες ικανοποιούνται. Από την (2.28) παίρνουμε την C1 και χρησιμο-
ποιώντας ξανά τον κανόνα L’ Hôspital επιβεβαιώνουμε πάλι πως ικανοποιούνται
οι συνοριακές συνθήκες. Επαναλαμβάνοντας λοιπόν τη διαδικασία υπολογίζουμε
όλους τους όρους και όπως λέει ο Murray παρατηρούμε ότι οι λ, Dc, α προκύπτουν
σε κάθε όρο της (2.27) και κατά συνέπεια στην γενική λύση σαν σχέσεις των q± και
λ/

√
1 + 4λκ.
Ο Murray αναφέρει ότι είναι αρκετά ενθαρρυντικό το γεγονός ότι ένα τόσο απλό

μοντέλο για την επιδερμική επούλωση τραυμάτων, στο οποίο οι χρησιμοποιούμε-
νες τιμές των παραμέτρων προέρχονται καθαρά από πειραματικά δεδομένα, δίνει
τόσο καλές συγκρίσεις με τα πειραματικά δεδομένα για κανονική επούλωση κυκλι-
κών πληγών τόσο για την ενεργοποίηση όσο και για την αναστολή της μίτωσης. Τα
αποτελέσματα αυτά μας οδηγούν στο να θεωρήσουμε ότι ιδέα της χημικής ουσίας
που ρυθμίζει την μίτωση είναι βασική για την επιδερμική επούλωση τραυμάτων. Η
έρευνα της αναλυτικής λύσης κατέστη δυνατή λόγω του ότι οι αριθμητικές λύσεις
προσέγγιζαν τις λύσεις οδευόντων κυμάτων στα περισσότερα στάδια της διαδικα-
σίας επούλωσης. Η περαιτέρω ανάλυση αυτών των προσεγγίσεων μπορεί να δώσει
πληροφορίες για το ρόλο των διαφόρων παραμέτρων και την ταχύτητα της επου-
λωτικής διαδικασίας.



Κεφάλαιο 3

Δερμική Επούλωση Τραυμάτων

3.1 Ειδικό Βιολογικό Υπόβαθρο για τη Δερμική Επού-
λωση

Σχήμα 3.1: Δερμίδα. Η εικόνα προέρχεται
από το διαδίκτυο [13]

Σε αντίθεση με την επιδερμική επού-
λωση τραυμάτων που συζητήσαμε στο
προηγούμενο κεφάλαιο τα τραύματα
που περνάνε το στρώμα του δέρματος
είναι τραύματα πιο βαθιά και η επού-
λωσή τους είναι σημαντική για τη δια-
τήρηση της ακεραιότητας των εσωτερι-
κών οργάνων και εν γένει της ανθρώπι-
νης ζωής. Τέτοια τραύματα συχνά οδη-
γούν στην δημιουργία ουλών. Αυτό είναι
απτή απόδειξη του ότι η διαδικασία της
επούλωσης τραυμάτων μετά την γέν-
νηση των θηλαστικών είναι περισσότερο
μια διαδικασία επισκευής παρά αναγέν-
νησης. Ο ιστός που δημιουργείται για να κλείσει το τραύμα συνεχώς αλλάζει και
γίνεται ολοένα και πιο συμπαγής σε μια προσπάθεια να φτάσει το αρχικό επίπεδο
ελαστικότητας (αυτό που είχε πριν τον τραυματισμό). Αυτή είναι μια διαδικασία
που διαρκεί από μερικούς μήνες μέχρι και χρόνια ανάλογα με τα χαρακτηριστικά
του κάθε τραύματος. Παρ’ όλα αυτά ακόμη και όταν έχει επουλωθεί το τραύμα η
τραυματισμένη περιοχή συνήθως διακρίνεται από το υπόλοιπο δέρμα. Επιπλέον η
διαδικασία της επούλωσης είναι μια διαδικασία που χρησιμοποιεί συστολικές δυ-
νάμεις για να κλείσει την πληγή με αποτέλεσμα να τονίζεται η δυσμορφία της ουλής
και να μειώνεται η λειτουργικότητα του γύρω ιστού. Αυτές οι δύο πτυχές της επού-
λωσης τραυμάτων, συστολή (contraction) και δημιουργία ουλών (scar formation),
βρίσκονται στο επίκεντρο της επιστημονικής προσοχής. Σε σύγκριση με την επιδερ-
μική επούλωση η δερμική επούλωση έχει αρκετά μεγαλύτερη ποικιλία βιολογικών
φαινομένων και πολυπλοκότητα. Η διαδικασία επούλωσης για τα βαθιά τραύματα
μπορεί εκτός από δερμική επούλωση να γίνεται και με επανεπιθηλιοποίηση. Πολλά
από τα αποτελέσματα της δερμικής επούλωσης έχουν ισχύ και για την επιδερμική.
Η σημαντικότητα της επούλωσης τραυμάτων είναι εμφανής. Ο Murray αναφέ-

ρει χαρακτηριστικά το παράδειγμα των εγκαυμάτων τα οποία θεωρούνται δερμικά
τραύματα “περίπου 2 εκατομμύρια άνθρωποι το χρόνο παθαίνουν ατυχήματα που

43
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Σχήμα 3.3: Δερμικό τραύμα στο χέρι σε εξέλιξη 30 ημερών. Η εικόνα προέρχεται
από το διαδίκτυο[26].

οδηγούν σε εγκαύματα στις ΗΠΑ”. Βέβαια η διαδικασία επούλωσης μπορεί να
έχει διάφορες επιπλοκές: παραδείγματος χάριν έχει βρεθεί ότι ο σχηματισμός ου-
λών σχετίζεται με ασθένειες των ινών του δέρματος όπως σχηματισμός ραγάδων
κατά την εγκυμοσύνη (Shuster, (1979)). Αυτά είναι παραδείγματα υπολειπόμενων
τάσεων του ιστού μετά από τέντωμα. Άλλα παραδείγματα ασθενειών που χρησιμο-
ποιούν διαδικασίες συστολής ιστού για την επούλωση είναι η κίρρωση του ήπατος, η
πνευμονική ίνωση, η σκληροδερμία και διάφορες παθήσεις που έχουν να κάνουν με
την αποκόλληση του αμφιβληστροειδούς χιτώνα (υψηλή αρτηριακή πίεση στα μά-
τια (γλαύκωμα), διαβητική αμφιβληστροπάθεια). Η δερμική επούλωση τραυμάτων
περιλαμβάνει διαδικασίες όπως την κυτταρική διαφοροποίηση (cell differentation),
την μετανάστευση (migration), τον πολλαπλασιασμό (proliferation), την δημιουργία
νέου ιστού και την μηχανική παραμόρφωση του ιστού.

Σχήμα 3.2: Δερμικό τραύμα στο γό-
νατο δεκάχρονου αγοριού σε εξέλιξη 30
ημερών. Η εικόνα προέρχεται από το
διαδίκτυο[26]

Όπως αναφέρθηκε στην ιστορία της
επούλωσης τραυμάτων μιλάμε για ένα
από τα αρχαιότερα πεδία ενασχόλησης
του ανθρώπου. Κατά συνέπεια υπάρ-
χει μια τεράστια βιβλιογραφία πάνω σε
αυτό το αντικείμενο. Παρ’ όλα αυτά
πάντα υπήρχαν κάποιες ερωτήσεις που
απασχολούσαν τους ερευνητές όπως για
παράδειγμα “γιατί οι κυκλικές πληγές
επουλώνονται πιο αργά” ή “τι προ-
καλεί τις παθολογικές-υπερτροφικές-
χηλοειδής ουλές ”. Τα τελευταία είδη
ουλών εμφανίζονται συχνά μετά από
εγκαύματα.
Έχει γίνει αρκετά μεγάλη πρόοδος

στον τομέα της επούλωσης όπως και της μέτρησης της επιφάνειας του τραύμα-
τος, του βαθμού συστολής και την μέτρηση της αντοχής του τραύματος. Πειράματα
σε ζώα αλλά και παρατήρηση ανθρωπίνων τραυμάτων μας έχουν οδηγήσει σε κά-
ποιους εμπειρικούς κανόνες: για παράδειγμα, τα τραύματα που έχουν γίνει κατά
τη φορά του δέρματος επουλώνονται πιο γρήγορα σε σχέση με άλλα. Δεν υπάρχει
αμφιβολία ότι αυτή η γνώση είναι σημαντική. Καθώς όμως τα μέσα που έχουμε
για να παρέμβουμε στη φυσική διαδικασία της επούλωσης συνεχώς αυξάνονται,
δημιουργείται και η ανάγκη να κατανοήσουμε τους μηχανισμούς της επούλωσης
και να μπορέσουμε να προβλέψουμε τα αποτελέσματά της. Αν και οι γνώσεις μας
γύρω από το αντικείμενο αυξάνονται ραγδαία δεν είναι εύκολη η σύνδεση με τις
κλινικές γνώσεις περί τραυμάτων και ουλών. Εδώ λοιπόν είναι που η μαθηματική
μοντελοποίηση έχει αρκετά να προσφέρει.
Η επούλωση τραυμάτων είναι ένα ενεργό πεδίο έρευνας. Καταρχήν έχει ανακα-
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λυφθεί ότι τα εμβρυικά τραύματα των θηλαστικών επουλώνονται χωρίς δημιουργία
ουλών. Αυτό δίνει την ελπίδα σε αρκετούς ερευνητές ότι θα καταφέρουμε να κά-
νουμε το ίδιο και για τα τραύματα των ενηλίκων «γυρνώντας το χρόνο πίσω».
Εν συνεχεία το ερευνητικό ενδιαφέρον συγκεντρώνεται γύρω από τους παράγοντες
της ανάπτυξης (συγκεκριμένες χημικές ουσίες που εμπλέκονται σε διαδικασίες της
επούλωσης). Τέλος η ανάπτυξη τεχνητού δέρματος για χρήση μοσχεύματος είναι
το μεγάλο στοίχημα της επιστήμης. Παρακάτω θα δούμε τη λογική δημιουργίας
μαθηματικού μοντέλου για την δερμική επούλωση και το μοντέλο του Tracqui et al
(1993). Πρώτα όμως θα παρατεθεί το βιοϊατρικό πλαίσιο από μαθηματικο-μηχανική
σκοπιά.

Γενικές Παρατηρήσεις από τη Βιοιατρική

Η διαδικασία της επούλωσης περιληπτικά καθώς εκτενώς παρουσιάστηκε στον
πρόλογο είναι η εξής: Αμέσως μετά τον τραυματισμό οι άκρες του τραύματος συμ-
πτύσσονται λόγω της φυσικής τάσης του δέρματος και στη συνέχεια ακολουθεί η
φλεγμονή. Αυτό οδηγεί τους ινοβλάστες στο να πολλαπλασιαστούν και να εισέλ-
θουν στην περιοχή του τραύματος σχηματίζοντας ένα στρώμα ιστού το οποίο ασκεί
συστολική δύναμη στις άκρες του τραύματος, γεμίζοντας έτσι και τελικά κλείνοντας
την πληγή. Παράλληλα, παρατηρείται αγγειογένεση (σχηματισμός των αιμοφόρων
αγγείων), και κόκκινος ιστός (κάκκαδο), γεμίζει το τραύμα. Το τραύμα σταδιακά
καλύπτεται από επιθηλιακά κύτταρα που σιγά σιγά σχηματίζουν την επιδερμίδα.
Ο εξωκυτταρικός ιστός συνεχώς αναδιαμορφώνεται γρήγορα στην αρχή και με μι-
κρότερο ρυθμό για αρκετούς μήνες στη συνέχεια. Στις περισσότερες περιπτώσεις
έχουμε μια ουλή που διαφοροποιείται εμφανισιακά από το υπόλοιπο δέρμα.

Περιοχή του Τραύματος

Πολλοί ερευνητές έχουν μετρήσει την αλλαγή της επιφάνειας και της περιμέ-
τρου του τραύματος συναρτήσει του χρόνου ώστε να υπολογίσουν τα μέγιστα όρια
σύμπτυξης και συστολής. Είθισται αμέσως μετά τον τραυματισμό οι άκρες του
τραύματος να συμπτύσσονται λόγω της τάσης που έχει το δέρμα. Σε μία λανθά-
νουσα περίοδο 5-10 ημερών η επιφάνεια του τραύματος μειώνεται ταχύτατα (5 -
10% κάθε μέρα) ως αποτέλεσμα της συστολικής δραστηριότητας που παρουσιάζε-
ται στο τραύμα. Στη συνέχεια αφού σταθεροποιηθεί η ζημιά οι αλλαγές που γίνονται
είναι μικρότερες και λιγότερο εμφανείς για μια μεγάλη χρονική διάρκεια. Η τελική
περιοχή του σταθεροποιημένου τραύματος μπορεί να είναι έως και το 1/5 της αρ-
χικά τραυματισμένης περιοχής όπως χαρακτηριστικά αναφέρει ο Murray (κάτι που
βέβαια ποικίλει ανάλογα με το τραυματισθέν υποκείμενο και με το τραύμα).

Σχήμα του Τραύματος

Όπως αναφέρει ο Murray υπάρχει μια αντιπαράθεση μεταξύ των ερευνητών
όσον αφορά την επίδραση του σχήματος της πληγής στο ρυθμό συστολής (McGrath
και Simon (1983), Cook (1995)). Η αλλαγή του σχήματος που γίνεται λόγω συ-
στολικών δυνάμεων του δέρματος είναι άμεσα εξαρτημένη από το αρχικό σχήμα,
τον προσανατολισμό της πληγής ως προς τις τασικές γραμμές του δέρματος και
σε ένα μικρότερο βαθμό από την χαλαρότητα του περιβάλλοντα την πληγή, ιστού.
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Οι κυκλικές πληγές επουλώνονται μειώνοντας την περίμετρό τους (παίρνοντας ελ-
λειπτικό ή οβάλ σχήμα) ενώ οι πολυγωνικές έχουν μικρές αλλαγές στην περίμετρό
τους (διπλώνουν προς τα μέσα και σχηματίζουν ουλές με αστεροειδές σχήμα).

Τάσεις

Υπάρχει μια γενική συμφωνία των ερευνητών ότι οι πληγές που είναι παράλληλες
στις τασικές γραμμές του δέρματος επουλώνονται πιο γρήγορα και με ικανοποιητι-
κότερα αποτελέσματα. Αυτός είναι και ο λόγος που οι χειρουργοί έχουν αναπτύξει
διάφορες τεχνικές για να μειώσουν το εγκάρσιο κομμάτι της πληγής. Οι τάσεις
του δέρματος επηρεάζουν το μέγεθος και την πορεία σύμπτυξης-συστολής αλλά
εμπλέκονται και στη δημιουργία των παθολογικών ουλών. Ο Murray σημειώνει μια
παρατήρηση του Timmenga et al (1991) ότι υπερβάλλουσα τάση έχει ως αποτέλε-
σμα τη δημιουργία πλατιών ουλών ενώ εφαρμογή μέτριων τάσεων μπορεί βελτιώσει
την ανθεκτικότητα της ουλής και να μικρύνει την έκτασή της.

Μηχανικές Ιδιότητες

Μια πληγή γίνεται ολοένα σκληρότερη και πιο ανθεκτική κατά τη διάρκεια της
επούλωσης. Το διάγραμμα τάσεων-παραμορφώσεων παρουσιάζει τις σχέσεις με-
ταξύ τάσεων-παραμορφώσεων και τις διάφορες εναλλαγές με την πάροδο του χρό-
νου. Το τι προκαλεί τις διάφορες μεταβολές δεν είναι ακόμη γνωστό όμως έχουν
παρατηρηθεί διάφορες συνδέσεις με τη δομή του ιστού (του κολλαγόνου ιδιαίτερα)
παρατηρεί ο Murray.

Παθολογικές Ουλές

Παθολογικές ονομάζονται οι υπερτροφικές (hypertrophic) και οι χηλοειδείς ουλές
(keloids). Είναι σχεδόν πάντα εγγυημένο, όπως γράφει ο Murray από τον Kisher et
al (1982), ότι προκύπτουν από σοβαρά εγκαύματα (Γ’ Βαθμού και πάνω). Οι δύο
αυτοί τύποι ουλών χαρακτηρίζονται από υπερβολική συγκέντρωση κολλαγόνου και
συχνά εξελίσσονται σε όζους με ασυνήθιστο προσανατολισμό των ινών και ανώμαλες
μηχανικές ιδιότητες. Οι τάσεις που ασκούνται στην πληγή φαίνεται να παίζουν έναν
ρόλο στην διαμόρφωση της δομής του εξωκυτταρικού ιστού.

Θεωρίες

Ο Cook (1995) στην εργασία του έκανε μια εκτενή ανασκόπηση διαφόρων θε-
ωριών για την συστολή τραύματος και την δημιουργία ουλών. Ο Murray αναφέρει
ότι η πλειοψηφία των ερευνητών πιστεύει ότι οι συστολικές δυνάμεις προκαλούνται
από τους μυο-ινοβλάστες (myofibroblasts), εξειδικευμένα κύτταρα ινοβλαστών, ενώ
υπάρχουν κάποιοι που θεωρούν ότι και οι κανονικοί ινοβλάστες είναι εξίσου, αν όχι
πιο σημαντικοί στη διαδικασία. Υπάρχουν αρκετές διαφορές στη δομή ιστού (προ-
σανατολισμός τον ινών, κλπ) μεταξύ της ουλής και του κανονικού δέρματος παρ’
όλα αυτά όμως δεν είμαστε ακόμη σε θέση να καθορίσουμε τα αίτια που προκαλούν
την εμφάνιση των παθολογικών ουλών.
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3.2 Λογική της Επούλωσης Δερμικών Τραυμάτων
Τα πρώτα μοντέλα για τον πιθανό μηχανισμό της συστολής δερμικών τραυμάτων

ήταν του Murray και Tranquillo (1988, 1992, 1993). Αυτά τα μοντέλα βασίστηκαν
στη θεωρία της μηχανικής των Murray-Oster. Αν και η παραπάνω θεωρία χρησι-
μοποιήθηκε αρχικά για το σχηματισμό εξελικτικών προτύπων, επεκτείνεται φυ-
σικά στην επούλωση τραυμάτων καθώς και στις δύο περιπτώσεις ο ρόλος «κλειδί»
είναι η μηχανική αλληλεπίδραση μεταξύ των κυττάρων και του βισκο-ελαστικού
(viscoelastic material: υλικό που έχει ιδιότητες ιξώδους και ελαστικού υλικού αντί-
στοιχα) εξωκυτταρικού ιστού (ECM). Διαφοροποιήσεις του βασικού μοντέλου περι-
λαμβάνουν: ελεύθερη κίνηση των κυττάρων (διάχυση, χημειοταξία), πολλαπλασια-
σμό και θάνατο των κυττάρων, ωσμωτικές δυνάμεις και μηχανική αλληλεπίδραση
μεταξύ των στρωμάτων ιστού. Ένα από τα σημαντικά επιτεύγματα της μαθηματικής
μοντελοποίησης είναι η απομόνωση των συνιστωσών της διαδικασίας συστολής της
πληγής και της δημιουργίας ουλών. Οι ινοβλάστες (ειδικά κύτταρα)εισβάλουν στην
τραυματισμένη περιοχή παραμορφώνοντας (μέσω της συστολής) τον εξωκυτταρικό
ιστό μέσα στον οποίο κινούνται. Οι ινοβλάστες παίζουν επίσης έναν σημαντικό ρόλο
στην αναδιάρθωση (δημιουργία και αποδόμηση) του εξωκυτταρικού ιστού. Υποδερ-
μικοί δεσμοί και ο εξωκυτταρικός ιστός αντιστέκονται στις συστολικές τάσεις που
δημιουργούν οι ινοβλάστες (ή οι μυο-ινοβλάστες).
Θα μετατρέψουμε τώρα τις βασικές αυτές διαδικασίες της επούλωσης τραυμά-

των σε μαθηματική μορφή.
Θα ορίσουμε πρώτα λεκτικές εξισώσεις.

ρυθμός με-
ταβολής της
πυκνότητας
κυττάρων

=

(παθητική) κί-
νηση λόγω της
παραμόρφωσης
του εξωκυττα-
ρικού ιστού

+

(ενεργή)
κίνηση λόγω
εξωκυτ-
ταρικού
ιστού

+
πολλαπλασιασμός
/ διαφοροποίηση
των κυττάρων

(3.1)

ρυθμός μεταβολής
της πυκνότητας
του εξωκυτταρικού
ιστού

=
κίνηση λόγω
παραμόρ-
φωσης

+ σύνθεση − αποδόμηση (3.2)

Δυνάμεις
Σωμά-
των

=
Δυνάμεις
Έλξης +

Δυνάμεις αντίστα-
σης του εξωκυτ-
ταρικού ιστού

(3.3)

Στην εξίσωση δυνάμεων οι δυνάμεις του δεξιού μέλους δίνονται με τη μορφή
απόκλισης τάσης ( ∇·[τάση] ), αυτές είναι: η τάση έλξης και η τάση του εξωκυττα-
ρικού ιστού.
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3.3 Μοντέλο των Tranquillo και Murray
Παραθέτουμε τώρα των πυρήνα των εξισώσεων του μοντέλου των Tranquillo και

Murray (1992). Οι εξισώσεις του βασικού μοντέλου παράγονται αντίστοιχα από τη
διατήρηση των κυττάρων, του εξωκυτταρικού ιστού και της ορμής του συνεχούς
εκπεφρασμένη σε συντεταγμένες Euler. Τα κύτταρα μεταφέρονται, διαχέονται και
πολλαπλασιάζονται ενώ ο εξωκυτταρικός ιστός μόνο μεταφέρεται. Το συνεχές μέσο
υπόκειται σε δυνάμεις έλξης και δυνάμεις λόγω του ελαστικού ορίου αντοχής του
δερμικού στρώματος. Η απόκριση του εξωκυτταρικού ιστού θεωρείται γραμμικά
βισκο-ελαστική. Λόγω των χρονοκλιμάκων που χρησιμοποιούμε ο αντίκτυπος των
αδρανειακών φαινομένων θα αγνοηθεί.
Η εξίσωση διατήρησης των κυττάρων είναι

∂n

∂t
+∇ · (nut) = ∇ · (D∇n) + rn(n0 − n), (3.4)

η εξίσωση διατήρησης του εξωκυτταρικού ιστού είναι

∂ρ

∂t
+∇ · (ρut) = 0, (3.5)

και η εξίσωση ισορροπίας δυνάμεων δίνεται από

∇ ·
(
µ1ϵt + µ2θtI+ E ′(ϵ+ ν ′θI) + τρn

1 + λn2
I
)

= sρu. (3.6)

Εδώ n είναι η πυκνότητα των κυττάρων με n0 την πυκνότητα που δηλώνει την
κατάσταση πριν τον τραυματισμό, u είναι το διάνυσμα μετατόπισης του εξωκυττα-
ρικού ιστού, ϵ = (1/2)(∇u+∇uT) ο τανυστής παραμορφώσεων, θ = ∇·u η διαστολή,
I ο μοναδιαίος τανυστής, E ′ = E/(1+ν) όπου E το μέτρο ελαστικότητας του Young,
ν είναι ο λόγος του Poisson, ν ′ = (ν/(1−2ν)), µ1, µ2 οι συντελεστές ιξώδους διάτμησης
και διόγκωσης αντίστοιχα, D είναι ένας συντελεστής που δείχνει την κινητικότητα
των κυττάρων, r είναι ο μέγιστος ρυθμός μίτωσης, s ένας συντελεστής που δείχνει
το όριο της ελαστικότητας και λ είναι μια παράμετρος που ποσοτικοποιεί την εξάρ-
τηση της δύναμης έλξης των κυττάρων από το n. Ο τελευταίος όρος της αριστερής
εξίσωσης είναι ο όρος της δύναμης έλξης των κυττάρων και ο δεξιά όρος της τελευ-
ταίας εξίσωσης είναι η δύναμη λόγω υποδερμικών δεσμών. Θα θεωρήσουμε ότι δεν
υπάρχουν μεταβολές ιστού για τις εξισώσεις του μοντέλου.
Σαν αρχικές συνθήκες στο μοντέλο (για τη μονοδιάστατη περίπτωση) παίρνουμε:

n(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ L

n(x, 0) = N0, x > L

ρ(x, 0) = ρ0, x ≥ 0

u(x, 0) = 0, x ≥ 0

και συνοριακές συνθήκες:

∂n(0, t)

∂x
= 0,

∂n(∞, t)

∂x
= 0,

∂ρ(∞, t)

∂x
= 0,

∂u(∞, t)

∂x
= 0, u(0, t) = 0.

Η ποσοτικοποίηση της ελκτικής δύναμης των κυττάρων είναι μια σημαντική πα-
ράμετρος που είναι υπό διερεύνηση. Η προσέγγιση που επιλέγεται στο μοντέλο
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αυτό είναι ποσοτικά ταιριαστή με τα δεδομένα. Σύμφωνα με τον Murray μια σημα-
ντική συνεισφορά στο θέμα έχουν κάνει οι Ferrenq et al (1997) δίνοντας διάφορους
τύπους δυνάμεων χρησιμοποιώντας τις βιολογικές παραμέτρους και οι Barocas και
Tranquillo (1997) και Barocas et al (1995) που με τη δουλειά τους ερεύνησαν τη
διάδραση μεταξύ της ελκτικής δύναμης των κυττάρων και την παραμόρφωση των
ινοειδών δικτύων του ιστού.
Τώρα θα αδιαστατοποιήσουμε το μοντέλο μας εισάγοντας τις αδιάστατες ποσό-

τητες

n∗ =
n

n0

, ρ∗ =
ρ

ρ0
, u∗ =

u
L
, r∗ = r

L
, t∗ =

t

T
, s∗ =

sρ0L
2(1 + ν)

E
,

λ∗ = λn0
2, τ ∗ =

τρ0n0(1 + ν)

E
, r∗ = rn0T, ϵ

∗ = ϵ, θ∗ = θ,

D∗ =
DT

L2
, µi

∗ =
µi(1 + ν)

ET
, i = 1, 2

(3.7)

όπου L και T το χαρακτηριστικό μήκος και ο χαρακτηριστικός χρόνος αντίστοιχα
που επιλέγονται ανάλογα.
Οι εξισώσεις του μοντέλου γίνονται

∂n

∂t
+∇ · (nut) = ∇ · (D∇n) + rn(1− n),

∂ρ

∂t
+∇ · (ρut) = 0,

∇ ·
(
µ1ϵt + µ2θtI+ (ϵ+ ν ′θI) + τρn

1 + λn2
I
)

= sρu

(3.8)

όπου έχουμε παραλείψει το ∗ για ευκολία.
Σχετικές αρχικές συνθήκες για το σύστημα εξισώσεων μας είναι u = 0, n =

1, ρ = 1 για r (όπου ρ η ακτίνα του τραύματος, έχει γίνει υπόθεση κυκλικής πληγής)
εκτός του αρχικού τραύματος και n = 0 μέσα στο τραύμα. Αφού δεν υπάρχει
παραγωγή εξωκυτταρικού ιστού πρέπει να υποθέσουμε ότι ρ(r, 0) = 1 μέσα στο
τραύμα, όπως σημειώνει ο Murray, καθώς πήξιμο του αίματος συμβαίνει άμεσα σε
σχέση με τη φάση συστολής (Clark, 1985). Επιπλέον, στο μοντέλο των Murray et al
(1988), θεωρήθηκε ότι οι μηχανικές ιδιότητες του ιστού του τραύματος είναι οι ίδιες
με τον περιβάλλοντα ιστό της πληγής και παραμένουν ίδιες κατά τη διάρκεια της
κυτταρικής βιοσύνθεσης (ενζυμο-χημική διαδικασία κατά την οποία απλές ουσίες
μετατρέπονται σε πολυπλοκότερες ώστε να καλυφθούν οι ανάγκες του οργανισμού).
Αυτή είναι μια υπόθεση που απλοποιεί τα πράγματα αλλά κοστίζει σε ακρίβεια.
Όπως σε όλα τα μοντέλα έτσι και εδώ οι τιμές των παραμέτρων παίζουν ένα

σημαντικό ρόλο. Στο μοντέλο μας λοιπόν οι παράμετροι πρέπει να ικανοποιούν
κάποιους περιορισμούς. Συγκεκριμένα η ομοιόμορφη κατάσταση πρέπει να είναι
ανεπηρέαστη από διακυμάνσεις των εξαρτημένων μεταβλητών.
Οι αναγκαίες και ικανές συνθήκες για ευστάθεια είναι

s+ r
(
1− τ

1+λ

)
< 0 ή 1 + µr − 2τ

(1+λ)2 < 0.
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Όπως μας αναφέρει ο Murray, οι περισσότερες ποιοτικές μελέτες στο αντικεί-
μενο της επούλωσης τραυμάτων έχουν γίνει σε ζώα. Υπάρχει μια βασική διαφορά
μεταξύ ανθρώπινης και ζωικής επούλωσης: τα ζώα έχουν ένα μυικό υποδερμικό
στρώμα (panniculus carnosus[10]) το οποίο οι άνθρωποι δεν έχουν. Αυτό το δερ-
μικό όργανο λοιπόν δίνει στο δέρμα των ζώων μεγαλύτερη ελαστικότητα και κα-
λύτερη απόκριση στην εφαρμογή τάσεων πάνω σε αυτό. Στα ζώα σχεδόν το 100%
της πληγής κλείνει λόγω συστολής του δέρματος ενώ στους ανθρώπους το ποσοστό
αυτό είναι από 20 μέχρι 40%. Παρ’ όλα αυτά πιστεύεται ότι ο μηχανισμός επούλω-
σης τραυμάτων είναι αν όχι ίδιος τουλάχιστον παρόμοιος. Επιπλέον τα τραύματα
των ζώων μελετούνται για να διαπιστωθεί το σχήμα της πληγής που κλείνει πιο
γρήγορα και με την λιγότερη δημιουργία ουλών. Αυτό γίνεται με την εξής διαδικα-
σία: γίνεται μέτρηση της περιοχής μια πληγής που δημιουργείται στο υποκείμενο
εκείνη τη στιγμή και με κατάλληλη σήμανση (tatoo marks) ώστε να σκιαγραφηθεί
το αρχικό σύνορο της τραυματισμένης περιοχής και να διακριθεί η συστολή από
την επιθηλιοποίηση. Ο Murray σημειώνει ως μια εργασία που ξεχωρίζει ανάμεσα
στις ποσοτικές μελέτες αυτή των McGrath και Simon (1983) οι οποίοι ερεύνησαν
την επούλωση τραυμάτων σε αρουραίους. Στην εργασία τους έδειξαν ότι υπάρχει
μια γρήγορη φάση σύμπτυξης (για να κλείσει προσωρινά η πληγή και να ελαχιστο-
ποιηθούν οι απώλειες σε αίμα), μετά μια φάση σταθεροποίησης της πληγής και στη
συνέχεια η φάση συστολής. Μαθηματικά εξέφρασαν αυτά ως

A(t) = Af + (A0 − Af ) exp(−kct), (3.9)

όπου A0 είναι η επιφάνεια της πληγής πριν αρχίσει η συστολή και Af είναι η
απομένουσα τραυματισμένη περιοχή κατά το τέλος της συστολής και kc είναι η
σταθερά του ρυθμού συστολής. Για την κανονικοποίηση των A0, Af θα χρησιμο-
ποιηθεί η αρχική επιφάνεια που αφαιρέθηκε. Η εικόνα 3.4 δείχνει τα πειραματικά
αποτελέσματα των McGrath και Simon.
Οι Murray et al (1988) έδειξαν ότι το παραπάνω γενικό μοντέλο μπορεί να παρά-

γει μια ευσταθή, μη ομοιόμορφη σταθερής κατάστασης λύση με δεδομένη την αρχική
τραυματισμένη κατάσταση. Πάραυτα όμως δεν υπήρξε συμφωνία με τα πειραμα-
τικά δεδομένα για την συστολή της πληγής στα διαστήματα της παραμέτρου τα
οποία ερευνήθηκαν και ειδικότερα για τα δεδομένα της εικόνας 3.4. Βρήκαν λοιπόν
μια στιγμιαία σύμπτυξη του συνόρου του τραύματος προς τα έξω (αυτό σε μια
διάσταση σημαίνει u > 0) και μετά χαλάρωση προς τα μέσα στη μη διαταραγμένη
κατάσταση u = 0 αντί για συστολή του ορίου του τραύματος προς τα μέσα (u < 0).
Αυτή είναι όντως μια σημαντική έλλειψη. Όπως λοιπόν παρατηρεί και ο Murray
φαίνεται ότι οι υποθέσεις που έγιναν για την επούλωση δερμικών τραυμάτων δεν
είναι εφαρμόσιμες για να προσομοιώσουμε τη συστολή του τραύματος.
Στο συγκεκριμένο μοντέλο έγιναν όντως κάποιες χοντρικές προσεγγιστικές υπο-

θέσεις όπως: θεώρηση μικρών παραμορφώσεων (μετατοπίσεων), μηδενική παρα-
γωγή εξωκυτταρικού ιστού και άλλες. Έτσι λοιπόν πρέπει να γίνουν κάποιες τρο-
ποποιήσεις ούτως ώστε το μοντέλο να γίνει πιο βιολογικά ρεαλιστικό. Έχει αναγνω-
ριστεί η επίδραση διαφόρων χημικών διαμεσολαβητών (χημικές ουσίες) που παρά-
γονται από τη φλεγμονή σε λειτουργίες των ινοβλαστών. Για τους διαμεσολαβητές
αυτούς λίγα πράγματα είναι γνωστά. Μια τροποποίηση, λοιπόν, που θα μπορούσε
να γίνει θα ήταν να συμπεριληφθεί μία πρότυπη εξίσωση για αυτούς τους βιοχη-
μικούς διαμεσολαβητές. Αντ’ αυτού οι Murray et al (1988) και οι Tranquillo και
Murray (1992, 1993) συμπεριέλαβαν την εξάρτηση από ένα διαμεσολαβητή στην
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Σχήμα 3.4: Γράφημα της τραυματισμένης περιοχής ομόλογης με την αφαιρεθείσα περιοχή, ενός
πλήρους βάθους τραύματος αρουραίου, με το χρόνο A0 είναι η επιφάνεια του τραύματος όταν αρχίζει
η συστολή, Af είναι η επιφάνεια που απομένει όταν τελειώσει η συστολή και Ac = A0 − Af είναι
η επιφάνεια που έχει συσταλεί. (Η εικόνα προέρχεται απο το βιβλίο Mathematical Biology II του
Murray από τα δεδομένα της εργασίας των McGrath και Simon (1983)).

κυτταρική έλξη θέτοντας

τ = τ0

(
1 +

τfc

1 + c

)
όπου τf η παράμετρος αύξησης της ελκτικής δύναμης και τ0 είναι η βασική

κυτταρική έλξη. Η εξίσωση του βιοχημικού διαμεσολαβητή ορίστηκε από

c = c0 exp(−x2/σ),

όπου c0 είναι η συγκέντρωση του διαμεσολαβητή στο κέντρο της πληγής, το x
μετρά την απόσταση από το κέντρο της πληγής και σ είναι μια παράμετρος που
προσδιορίζει την χωρική επίδραση του διαμεσολαβητή από το κέντρο της πληγής. Οι
Tranquillo και Murray μετά από μελέτη του τροποποιημένου μοντέλου βρήκαν ότι
για τα κατάλληλα διαστήματα τιμών της παραμέτρου οι λύσεις για την μετατόπιση
ιστού συμφωνούν αρκετά καλά με τα πειραματικά δεδομένα. Προσέθεσαν, λοιπόν,
και άλλες τροποποιήσεις συμπεριλαμβάνοντας στο μοντέλο την χημειοταξία[26],
τη βιοσύνθεση[10] του εξωκυτταρικού ιστού και παραλλαγές του τρόπου αύξη-
σης/πολλαπλασιασμού των κυττάρων ώστε να γίνει το μοντέλο πιο βιολογικά ρεα-
λιστικό.
Υπάρχουν αρκετές αδυναμίες στην προτυποποίηση που έγινε για αυτού του εί-

δους τα μοντέλα (όπως η παράλειψη της βιοσύνθεσης των κυττάρων και του εξωκυτ-
ταρικού ιστού, ή η παράλειψη φλεγμονο-απόκρισης). Επιπλέον η θεωρία βασίζεται
στην υπόθεση μικρών βισκο-ελαστικών[10] παραμορφώσεων ενώ στην πραγματι-
κότητα η συστολή της πληγής περιλαμβάνει πεπερασμένες μετατοπίσεις. Παρά τις
όποιες δυσκολίες που συζητήθηκαν το βασικό μοντέλο στο πλαίσιο περιορισμών που
τίθεται, εφόσον θεωρηθούν γνωστά τα μεγέθη του πολλαπλασιασμού, της μετανά-
στευσης και της απόκρισης της ελκτικής δύναμης των κυττάρων και οι ρεολογικές
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ιδιότητες του εξωκυτταρικού ιστού, είναι αρκετά καλό για μια βασική πρώτη προ-
σέγγιση.

3.4 Μοντέλο του Tracqui για Δερμική Επούλωση Τραυ-
μάτων

Εδώ θα παρουσιαστεί το μηχανικό μοντέλο των Tracqui et al (1993) στις φάσεις
της συστολής (contraction) και της χαλάρωσης (relaxation) της δερμικής επούλωσης
τραυμάτων. Αυτό το μοντέλο βασίζεται στον έλεγχο εξωκυτταρικών ελκτικών δυ-
νάμεων που ασκούνται από τα κύτταρα των ινοβλαστών που μεταναστεύουν. Θα
υποτεθεί ότι οι συγκεκριμένες εξωκυτταρικές-κυτταρικές αλληλεπιδράσεις έχουν τις
βισκο-ελαστικές[10] ιδιότητες ταυτόχρονα του μεταβατικού ιστού που σχηματίζε-
ται αρχικά για να κλείσει προσωρινά την πληγή και να σταματήσει την αιμορραγία
και του «νεοσύστατου» ιστού κολλαγόνου[10]. Επιπλέον θα συμπεριληφθεί η πλα-
στική απόκριση του ιστού κολλαγόνου στην ελκτική δύναμη των κυττάρων. Συν
τοις άλλοις αυτό το μοντέλο εξηγεί τον λόγο ύπαρξης των διαφορετικών πειραμα-
τικών φάσεων της κίνησης του συνόρου του τραύματος με το χρόνο. Τέλος, αυτό το
μοντέλο παρέχει μια ποσοτικοποίηση της υπολοίπουσας τάσης και παραμόρφωσης
που δημιουργείται λόγω πλαστικής αντίδρασης αλλά και της ανακατασκευής του
εξωκυτταρικού ιστού (κάτι το οποίο βοηθά στον χαρακτηρισμό της ουλοποίησης
στην επούλωση δερμικών τραυμάτων).
Στο μοντέλο που περιγράφεται γίνεται επικέντρωση στην συστολή και στην πα-

ραμόρφωση του συνόρου της πληγής με το χρόνο. Θα απεικονιστούν οι κυριότε-
ροι βιολογικοί παράγοντες μέσω των αλληλεπιδράσεών τους. ποιοτικά τουλάχιστον
λαμβάνοντας υπόψη τη δυναμική του συνόρου της πληγής. Θα θεωρηθεί η μονοδιά-
στατη μορφή του προβλήματος για μείωση της πολυπλοκότητας.
Περιληπτικά η διαδικασία που θα ακολουθηθεί είναι η εξής: Η κίνηση του συ-

νόρου της πληγής προς τα μέσα προς το κέντρο δηλαδή της πληγής (συστολή
πληγής) προκύπτει λόγω μηχανικής αντίδρασης μεταξύ των κυττάρων των ινοβλα-
στών (ινοβλάστες[10] και μυο-ινοβλάστες[10]) και του περιβάλλοντος εξωκυτταρι-
κού ιστού. Στα δερμικά τραύματα αυτή η μείωση της επιφάνειας του τραύματος
γίνεται μετά την αρχική σύμπτυξη του τραύματος λόγω των εσωτερικών τάσεων πού
υπάρχουν στο δέρμα. Ακολουθεί μια λανθάνουσα φάση κατά την οποία δεν υπάρ-
χουν μεγάλες κινήσεις στην πληγή. Η φάση συστολής χαρακτηρίζεται από εκθετική
μείωση της επιφάνειας της πληγής όπως φαίνεται και στην εικόνα 3.4 Τελικά ακο-
λουθεί μια φάση χαλάρωσης που οδηγεί σε μια παρατεταμένη συστολή της πληγής.
Η εικόνα 3.4 που έχει παρθεί από τα δεδομένα των McGrath και Simon εικονο-
γραφεί τις φάσεις αυτές. Χρονικά η τελευταία φάση διαρκεί περίπου 1 εβδομάδα
με την εκθετική φάση να κρατά μέχρι τις αρχές της 6ης βδομάδας. Η επιθηλιοποί-
ηση ξεκινά περίπου την 3η εβδομάδα και ολοκληρώνεται την 8η όπως σημειώνει ο
Murray.
Όπως αναφέρεται από τον Murray τα πειραματικά δεδομένα φαίνεται να τείνουν

προς τη θεωρία της έλξης για την εξήγηση της κίνησης του συνόρου της πληγής προς
τα μέσα. Αυτή η κίνηση γίνεται λόγω δυνάμεων που ασκούνται στον αναγενόμενο
ιστό του στρώματος της πληγής. Αυτό το μοντέλο που θα περιγραφεί εδώ είναι ένα
μοντέλο για τη συστολή τραύματος που βασίζεται στη διαμόρφωση των ελκτικών
δυνάμεων που ασκούνται από τα κύτταρα των ινοβλαστών λόγω των διαφορών στις
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ιδιότητες μεταξύ διαφορετικών μερών του εξωκυτταρικού ιστού.
Υπάρχουν αρκετά πειραματικά δεδομένα που στηρίζουν αυτό το εννοιολογικό

πλαίσιο. Πρώτα, όπως σημειώνει ο Murray, η παραμόρφωση λόγω ελκτικής δύναμης
των ινοβλαστών διαφόρων υποστρωμάτων, συμπεριλαμβανομένου και του κολλα-
γόνου, έχει παρατηρηθεί και περιγραφεί από τους Harris et al (1981). Εν συνεχεία
το πήξιμο του αίματος ενεργοποιεί την γλουτένη (fibrin[10]) η οποία φτιάχνοντας
δεσμούς σχηματίζει ένα είδος ιστού, τον ιστό της γλουτένης. Πολλές πρωτεΐνες του
πλάσματος[10] παγιδεύονται μέσα στον πορώδη αυτό ιστό γέλης (gel[10]). Ο Murray
αναφέρει πως οι ινονεκτίνες (fibronectins[10], διάφορες γλυκο-πρωτεΐνες του εξω-
κυτταρικού ιστού), οι οποίες αρχικά αποθηκεύονται σε μια διαλυτή μορφή από το
πλάσμα, συνάπτουν δεσμούς με τη γλουτένη, το κολλαγόνο, το υαλουρονικό οξύ-
Hyaluronic acid[10, 15] και με δέκτες της επιφάνειας των ινοβλαστών παρέχοντας
με αυτόν τον τρόπο τα απαραίτητα για την κίνηση και την ελκτική δύναμη των ινο-
βλαστών. Οι δεσμοί του υαλουρονικού οξέως με τη γλουτένη σταθεροποιούν τη δομή
και αυξάνουν τον όγκο του στρώματος γλουτένης δημιουργώντας ένα πιο πορώδες
μέσο. Ο ιστός υαλουρονικού οξέως-γλουτένης που έχει κατασκευαστεί παρέχει το
βισκο-ελαστικό μέσο στο οποίο οι ινοβλάστες και οι μύο-ινοβλάστες μπορούν να
μεταναστεύσουν και να πολλαπλασιαστούν. Τέλος, όπως μας λέει ο Murray, τα
παραπάνω κύτταρα αποσυνθέτουν τον μεταβατικό ιστό και εκκρίνουν τον νέο ιστό
κολλαγόνου που έχει διαφορετικές ιδιότητες.

Πλαστική Απόκριση του Εξωκυτταρικού Ιστού στις Ελκτικές Δυνάμεις των
Κυττάρων

Αυτό το μοντέλο συμπεριλαμβάνει την μετανάστευση κυττάρων, την μίτωση και
τις ελκτικές δυνάμεις των κυττάρων του εξωκυτταρικού ιστού. Υπάρχουν 4 εξαρτη-
μένες μεταβλητές, ονομαστικά: η συγκέντρωση κυττάρων των ινοβλαστών n(x, t), η
συγκέντρωση του εξωκυτταρικού ιστού του κολλαγόνου ρ(x, t), η συγκέντρωση του
μεταβατικού ιστού μέσα στην πληγή m(x, t), και η μετατόπιση u(x, t) του εξωκυτ-
ταρικού ιστού στη θέση x τον χρόνο t. Θα θεωρηθεί πληγή μιας διάστασης κατά
μήκος του άξονα-x όπου x = 0 είναι το κέντρο της πληγής και x = 1 ορίζει το αρχικό
σύνορο της πληγής μέσα σε ένα τομέα ακτίνας L/2 με L > 1.
Στο μοντέλο αυτό χρησιμοποιούνται οι συνήθεις εξισώσεις διατήρησης και ισορ-

ροπίας δυνάμεων. Για τους ινοβλάστες θα υποτεθεί τυχαία μετανάστευση, παθητική
μεταφορά και λογιστική μορφή για την αύξηση της μίτωσης. Θα συμπεριληφθεί και
εξίσωση για τον μεταβατικό ιστό που σημειώνεται στο θεωρητικό κομμάτι παρα-
πάνω. Για τον μεταβατικό αυτό ιστό θα υποτεθεί ότι αποσυντίθεται, ότι είναι ένα
βισκο-ελαστικό ισοτροπικό μέσο (isotropic[10], δηλαδή ένα μέσο του οποίου η μη-
χανική απόκριση και οι ιδιότητές του είναι ανεξάρτητες από την κατεύθυνση των
ασκούμενων τάσεων) με κατανεμημένες ελκτικές τάσεις και χωρίς υποδερμικούς δε-
σμούς. Για τον ιστό κολλαγόνου (ο οποίος παίζει το ρόλο του εξωκυτταρικού ιστού)
υποθέτουμε ότι γίνεται βιοσύνθεση και ότι είναι ένα ισοτροπικό, μη-γραμμικό ελα-
στοπλαστικό (elastoplastic) ιξώδες (viscous) μέσο με κατανεμημένες ελκτικές τάσεις
και ελαστικούς υποδερμικούς δεσμούς.

Μηχανικές Αλληλεπιδράσεις Κυττάρων-Εξωκυτταρικού Ιστού

Η γενική εξίσωση ισορροπίας δυνάμεων στον ιστό δίνεται από την απόκλιση των
τάσεων εξισωμένη με τις εξωτερικές δυνάμεις
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∇ · [σECM(x, t) + σcell(x, t)] = sρu(x, t) (3.10)

όπου σECM(x, t) είναι ο τανυστής των τάσεων του εξωκυτταρικού ιστού (ECM:
extracellular matrix) και σcell(x, t) είναι ο τανυστής ελκτικών τάσεων που ασκού-
νται από τα κύτταρα στον εξωκυτταρικό ιστό. Ο όρος sρu(x, t) προτυποποιεί τον
περιορισμό του ιστού κολλαγόνου από τους δεσμούς και το εξωτερικό υπόστρωμα
(λειτουργεί σαν ένα απλό ελατήριο). Η παραπάνω μορφή είναι ανάλογη με την (3.8)
με την θετική παράμετρο s να δείχνει τη δύναμη των δεσμών.
Ο τανυστής τάσεων σECM αποτελείται από ένα ελαστοπλαστικό και ένα ιξώδες

μέρος

σECM = σelastoplastic + σviscous (3.11)

Η προτυποποίηση του τανυστή σelastoplastic είναι σημαντική για την εξέλιξη του
μοντέλου όπως μας δηλώνει ο Murray. Αυτή η τάση δημιουργείται από τις ελαστι-
κές ιδιότητες του μεταβατικού ιστού και σε κάποια μη γραμμικά ελαστοπλαστικά
χαρακτηριστικά του ιστού κολλαγόνου. Για την περιγραφή αυτής της μη γραμμικής
ελαστικής συμπεριφοράς του ιστού χρησιμοποιείται υποελαστική προτυποποίηση
βασισμένη στην σχέση τάσεων-παραμορφώσεων. Στην προτυποποίηση αυτή η κα-
τάσταση των εντάσεων εξαρτάται από την κατάσταση των παραμορφώσεων. Όπως
μας λέει ο Murray μία γενική καταστατική εξίσωση σε τανυστική μορφή έχουν δώσει
οι Chen και Mizuno (1990):

dσij = Cijkl(ϵpq)dϵkl (3.12)

όπου Cijkl συνήθως καλείται εφαπτομενικός τανυστής σκληρότητας του υλικού.
Χρησιμοποιούμε απλά υποελαστικά μοντέλα στα οποία οι σχέσεις τάσεων πα-

ραμορφώσεων παράγονται απευθείας από το ισότροπο, γραμμικά ελαστικό μοντέλο
αντικαθιστώντας τις ελαστικές σταθερές με συναρτησιακά. Θεωρείται ότι η μονο-
διάστατη σχέση αύξησης μεταξύ τάσεων σ και παραμορφώσεων ϵ δίνεται

dσ(x, t) = ET (ϵ, ρ,m)dϵ(x, t) (3.13)

όπου το εφαπτομενικό μέτρο σκληρότητας ET (ϵ, ρ,m) είναι συνάρτηση της παρα-
μόρφωσης ϵ και της χρονο-μεταβαλλόμενης πυκνότητας του εξωκυτταρικού ιστού.
Όπως μας πληροφορεί ο Murray τα πειραματικά δεδομένα των Guidry και Grinnell
(1986), υποδεικνύουν ότι η επίδραση της πλαστικότητας στον ιστό κολλαγόνου
εξαρτάται από την πυκνότητα του ιστού ρ και από το μεταβατικό ιστό m. Η σχέση
που περιγράφει λοιπόν τη χωροχρονική αυτή μεταβολή του εφαπτομενικού μέτρου
σκληρότητας ET (ϵ, ρ,m) είναι

∂ET

∂t
= (S − P )E0ρ −QE0m + α

(
ρ
∂|ϵ|
∂t

+ S|ϵ|
)
. (3.14)

Οι σταθερές E0ρ και E0m είναι τα χαρακτηριστικά μέτρα ελαστικότητας του
ιστού κολλαγόνου και του μεταβατικού ιστού αντίστοιχα. Οι παραπάνω σταθερές
όπως μας πληροφορεί ο Murray, από την εργασία των Chen και Mizuno (1990),
μπορούν να συσχετιστούν με τους συντελεστές λ και µ του Lamé για τις κανο-
νικοποιημένες πυκνότητες κάθε υλικού. Οι όροι S(n, ρ,m) και P (n, ρ,m) δείχνουν
τις μεταβολές στην ποσότητα του κολλαγόνου που εκκρίνεται και αποσυντίθεται



3.4. ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΟΥ TRACQUI ΓΙΑ ΔΕΡΜΙΚΗ ΕΠΟΥΛΩΣΗ ΤΡΑΥΜΑΤΩΝ 55

αντίστοιχα, ενώ το Q(n, ρ,m) δείχνει τη ποσότητα του μεταβατικού ιστού που απο-
συντίθεται. Ο συντελεστής α είναι μια θετική σταθερά που δείχνει το μέγεθος της
πλαστικής αντίδρασης του ιστού κολλαγόνου σε συνθήκες αυξανόμενου τεντώμα-
τος ή αυξανόμενης συμπίεσης (loading). Όταν το τέντωμα ή η συμπίεση μειώνονται
(unloading) η σταθερά α γίνεται 0.
Με αυτές τις υποθέσεις λοιπόν η έκφραση της σelastoplastic γίνεται

σelastoplastic(x, t) =

∫ t

0

ET (ϵ, ρ,m)
∂ϵ(x, t′)

∂t′
dt′ − σR(x, t). (3.15)

Η αύξηση του μέτρου σκληρότητας ET (ϵ, ρ,m) δημιουργεί μια υπολοίπουσα τάση
μέσα στον εξωκυτταρικό ιστό, την σR(x, t) η οποία εκτιμάται από την εξίσωση (3.13)
στην αρχή του σταδίου αποφόρτισης (unloading).
Ο τανυστής των ιξώδων τάσεων σviscous δίνεται από τη γενική μορφή

σ = µ1
∂ϵ

∂t
+ µ2

∂θ

∂t
(3.16)

όπου µ1, µ2 το διατμηματικό και το ορθό ιξώδες αντίστοιχα και θ είναι η διό-
γκωση. Οι συντελεστές ιξώδους µ1 και µ2 εξαρτώνται από την πυκνότητα του εξω-
κυτταρικού ιστού και την παραμόρφωση ϵ. Για απλότητα γίνεται η υπόθεση ότι
οι συντελεστές αυτοί είναι ανάλογοι με τους ελαστικούς μέσω μιας παραμέτρου.
Όπως μας ενημερώνει ο Murray από την εργασία των Landau και Lifshitz (1970),
αυτή είναι μια συνήθης προσέγγιση που χρησιμοποιείται συχνά και εκμεταλλεύεται
την συμμετρική δομή των ϵ και ∂ϵ/∂t της ελαστικής και ιξώδους τάσης αντίστοιχα.
Μοντελοποιούμε την ελκτική δύναμη που ασκείται από τα κύτταρα στον ιστό

θεωρώντας την ανάλογη με τις πυκνότητες του τραυματισμένου ιστού ρ(x, t) και
m(x, t) κατά την σχέση

σcell = τcell =
n

1 + γn2
(τ0ρ+ τ1m), (3.17)

όπου οι σταθερές τ0 καιτ1 δείχνουν το μέγεθος της ελκτικής δύναμης και το γ
δείχνει τον κορεσμό της ελκτικής τάσης καθώς αυξάνεται η πυκνότητα των κυττά-
ρων.

Εξισώσεις Διατήρησης Ιστού και Κυττάρων

Μοντελοποιούμε την διατήρηση της πυκνότητας του ιστού κολλαγόνου ως

∂ρ

∂t
+

∂

∂x

(
ρ
∂u

∂t

)
= bn(ρ0 − ρ), (3.18)

στην οποία θεωρούμε τον ρυθμό βιοσύνθεσης του ιστού του κολλαγόνου να εί-
ναι αυτορυθμιζόμενος γύρω από σημείο κορεσμού ρ0 μέσω ενός θετικού ρυθμού
πολλαπλασιασμού κυττάρων b.
Η εξίσωση για τον μεταβατικό ιστό που παρουσιάζεται αρχικά στην πληγή (για

να την κλείσει προσωρινά και να σταματήσει η αιμορραγία) αποσυντίθεται από τα
κύτταρα σύμφωνα με μια μείωση πρώτης τάξεως και δίνεται από

∂m

∂t
+

∂

∂x

(
m
∂u

∂t

)
= −ωnm, (3.19)
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όπου ω είναι η θετική σταθερά αποσύνθεσης (φθοράς). Εδώ γίνεται η υπόθεση
ότι δεν υπάρχει συνεχής δημιουργία μεταβατικού ιστού. Ο μεταβατικός ιστός εμ-
φανίζεται μόνο στα πολύ αρχικά στάδια μετά τον τραυματισμό.
Η εξίσωση διατήρησης των κυττάρων αποτελείται από τους συνήθεις όρους:

διάχυσης με συντελεστή D, μεταφοράς μαζί με τον εξωκυτταρικό ιστό με ταχύ-
τητα ∂u/∂t και αναστολής της μίτωσης για μεγάλη πυκνότητα κυττάρων η οποία
ποιοτικά μοντελοποιείται με λογιστικού τύπου αύξηση rn(n0 − n) όπου r ο ρυθμός
μίτωσης. Η εξίσωση γίνεται

∂n

∂t
+

∂

∂x

(
n
∂u

∂t

)
= D

∂2n

∂x2
+ rn(n0 − n). (3.20)

Το μοντέλο του Tracqui δίνεται από τις εξισώσεις (3.10), (3.18)-(3.20) για τις
4 εξαρτημένες μεταβλητές n, ρ, m και u με τους διάφορους όρους της (3.10) να
δίνονται από τις εξισώσεις (3.11)-(3.17).

3.5 Επίλυση και Σύγκριση με τα Πειραματικά Δεδο-
μένα

Εισάγουμε πρώτα τις αδιάστατες μεταβλητές

n∗ =
n

n0

, ρ∗ =
ρ

ρ0
, m∗ = m, t′∗ = t′, u∗ =

u

L
, x∗ =

x

L
, t∗ =

t

T
, b∗ = bn0T,

ω∗ = ωn0T, D
∗ =

DT

L2
, r∗ = rn0T, γ

∗ = γn2
0, ϵ

∗ = ϵ, θ∗ = θ,

s∗ =
sρ0L

2

ET

, τ ∗1 =
τ0ρ0n0

ET

, τ ∗1 =
τ0n0

ET

, µ∗
i =

µi

LTET

, i = 1, 2

(3.21)

όπου L,T είναι τα χαρακτηριστικό μήκος και χρόνος και επιλέγονται κατά βού-
ληση ανάλογα με το τι μας βολεύει στο εκάστοτε πρόβλημα. Εδώ θεωρήθηκε το
m∗ = m καθώς έχουμε υποθέσει ότι ο μεταβατικός ιστός δεν προϋπάρχει στην
πληγή αλλά ούτε και παράγεται με συνεχή ρυθμό.
Μετά από τις απαραίτητες πράξεις το μοντέλο μας γίνεται

∂

∂x

[(∫ t

0

∂ϵ

∂t
dt′ − ϵ

)
+

(
µ1
∂ϵ

∂t
+ µ2

∂θ

∂t

)
+

n

1 + γn2
(τ0ρ+ τ1m)

]
= sρu

∂p

∂t
+

∂

∂x

(
ρ
∂u

∂t

)
= bn(1− ρ)

∂m

∂t
+

∂

∂x

(
m
∂u

∂t

)
= −ωnm

∂n

∂t
+

∂

∂x

(
n
∂u

∂t

)
= D

∂2n

∂x2
+ rn(1− n).

(3.22)

Πρέπει επίσης να αποφασισθεί το κατάλληλο σύνορο για το πρόβλημά μας (οι
αρχικές συνθήκες του συστήματος). Θεωρούμε στην αρχική κατάσταση το τραύμα
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(0 ≤ x ≤ 1) να είναι γεμισμένο με τον μεταβατικό ιστό, απαλλαγμένο από ινο-
βλάστες: αυτός είναι και ο λόγος που δεν χρησιμοποιείται όρος παραγωγής για
τον μεταβατικό ιστό στην εξίσωση (3.19). Το περιβάλλον δέρμα προσεγγιστικά θε-
ωρείται σαν μέσο (medium) για μήκος L > 1. Υποθέτουμε ότι υπάρχουν αρχικά
κύτταρα και ιστός κολλαγόνου μόνο εκτός της πληγής. Έτσι παίρνουμε σαν αρχικές
και συνοριακές συνθήκες:

u(0, t) = 0,
∂n(0, t)

∂x
= 0,

∂ρ(0, t)

∂x
= 0,

∂m(0, t)

∂x
= 0,

u(L, t) = 0,
∂n(L, t)

∂x
= 0,

∂ρ(L, t)

∂x
= 0,

∂m(L, t)

∂x
= 0,

ρ(x, 0) = 0, n(x, 0) = 0, m(x, 0) = m0.

(3.23)

Οι τιμές των παραμέτρων θα οριστούν, όπως μας λέει ο Murray, ώστε να είναι
ποιοτικά συνεπείς με την πειραματική καμπύλη των McGrath και Simon (1983),
όπως δίνεται στην εικόνα 3.4. Όπως συζητήθηκε παραπάνω η φάση της συστολής
μπορεί να περιγραφεί από ένα απλό χρονοεξαρτημένο εκθετικό για την περιοχή
της πληγής A(t) όπως δίνεται στην εξ. (3.9). Όπως μας πληροφορεί ο Murray υπό
την απουσία επαρκών δεδομένων για τις ρεολογικές ιδιότητες του μεταβατικού
ιστού στις υπολογιστικές λύσεις των Traqui et al (1995), χρησιμοποιήθηκαν οι ίδιες
τιμές για τα μέτρα ελαστικότητας E0ρ και E0m στην εξ. (3.14). Θεωρήθηκαν λοιπόν
διαφορετικές τιμές της παραμέτρου α για να διερευνηθεί η επιρροή του ιστού του
κολλαγόνου για την περίπτωση της συστολής του τραύματος. Τα αποτελέσματα
παρουσιάζονται παρακάτω.
Θεωρείται πρώτα η περίπτωση για α = 0 δηλαδή μηδενική πλαστικότητα στην εξ.

(3.14). Καθώς τα κύτταρα των ινοβλαστών «γεμίζουν» το τραύμα (εικόνα 3.5(a)),
αποσυνθέτουν τον μεταβατικό ιστό (εικόνα 3.5(d)) και εκκρίνουν τον νέο ιστό κολ-
λαγόνου (εικόνα 3.5(c)). Η εικόνα 3.5(b) δείχνει μια σχεδίαση του συνόρου της
πληγής με το χρόνο. Την αρχική επέκταση ακολουθεί μια φάση επιβράδυνσης και
μετά μια εκθετική φάση συστολής η οποία μπορεί να περιγραφεί από την εξ. 3.9.
Μια σημαντική έλλειψη αυτού του μοντέλου που περιμέναμε, όπως αναφέρει ο
Murray, είναι ότι δεν εμφανίζει την παρατεταμένη συστολή u(1,∞) < 0 που παρα-
τηρείται πειραματικά και ότι η επιφάνεια της πληγής τείνει προς την αρχική της
τιμή. Σε αυτή την περίπτωση όπως αναμένετο η καμπύλη τάσεων-παραμορφώσεων
είναι σχεδόν ευθεία γραμμή.
Στην πιο ενδιαφέρουσα και βιολογικά ρεαλιστική, μη γραμμική, ελαστοπλαστική

περίπτωση του α ̸= 0 ο νεο-εκκριθής ιστός δεν χαλαρώνει (πλήρως) σε μια κατά-
σταση δίχως τάσεις όταν αρχίζει η συστολή. Τα πρώτα στάδια της μεταβολής της
επιφάνειας της πληγής συναρτήσει του χρόνου φαίνονται στην εικόνα 3.6(a) και
είναι ποιοτικά σύμφωνα με την πειραματική καμπύλη της εικόνας 3.4. Το πιο εν-
διαφέρον είναι ότι η προσομοίωσης της εξέλιξης της επιφάνειας της πληγής με το
χρόνο, συμπεριλαμβάνοντας και την τελική επέκταση, συμπίπτει με την πειραμα-
τική συμπεριφορά που προκύπτει από τις εργασίες των McGrath-Simon (1983) και
Madison-Gronwal (1992), όπως χαρακτηριστικά γράφει ο Murray. Η συστολή του
εξωκυτταρικού ιστού παρατείνεται μέχρι τη στιγμή που το τραύμα έχει «κατοικη-
θεί» από τα κύτταρα που μεταναστεύουν και ο μεταβατικός ιστός αντικατασταθεί
από τον ιστό κολλαγόνου. Αυτό γίνεται λόγω της αλλαγής στο εφαπτομενικό μέ-
τρο σκληρότητας ET (εικόνα 3.6(c)) και της αυξανόμενης υπολοίπουσας τάσης σR
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Σχήμα 3.5: Λύσεις-Προβλέψεις για την περίπτωση μηδενικής πλαστικότητας (α = 0). Χωρι-
κές/χρονικές μορφές για (a) την συγκέντρωση των κυττάρων των ινοβλαστών, (c) την συγκέντρωση
ιστού κολλαγόνου και (d) την συγκέντρωση του μεταβατικού ιστού(στο γράφημα παρουσιάζονται
εκτυπώσεις του ρ(x, t), m(x, t) για διάφορους χρόνους μετά τον τραυματισμό. Συγκεκριμένα για
χρόνους t = 1, 2, 3, .... Το τραύμα είναι κυκλικό ακτίνας 1 και υπολογιστικό χωρίο είναι ακτίνας 5
), (b) Η σχετική επιφάνεια του τραύματος συναρτήσει του χρόνου. Οι τιμές των παραμέτρων είναι
b = 0.5, ω = 0.1, D = 0.1, τ0 = 0.5, τ1 = 1.0, r = 1.0, s = 1.0, γ = 1.0, E0m = E0ρ = 1.0 . Η εικόνα
προέρχεται από το βιβλίο Mathematical Biology II του Murray από τα δεδομένα της εργασίας των
Tracqui et al (1995).



3.5. ΕΠΙΛΥΣΗ ΚΑΙ ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΜΕ ΤΑ ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΑ ΔΕΔΟΜΕΝΑ 59

Σχήμα 3.6: Λύσεις-Προβλέψεις του μοντέλου για την περίπτωση όπου υπάρχει πλαστικότητα
(α ̸= 0). (a) H σχετική επιφάνεια του τραύματος συναρτήσει του χρόνου, (b) Το διάγραμμα τάσεων-
παραμορφώσεων στον σύνορο του τραύματος. Χωρικές/Χρονικές μορφές (c) του εφαπτομενικού
μέτρου σκληρότητας και (d) της υπολοίπουσας τάσης. Τα βέλη δηλώνουν την κατεύθυνση αύξησης
του χρόνου. Οι τιμές των παραμέτρων είναι α = 500, b = 0.5, ω = 0.1, D = 0.1, τ0 = 0.5, τ1 =
2.0, r = 1.0, s = 1.0, γ = 1.0, E0m = E0ρ = 1.0. Η εικόνα προέρχεται από το βιβλίο Mathematical
Biology II του Murray από τα δεδομένα της εργασίας των Tracqui et al (1995).
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Σχήμα 3.7: Σύγκριση του της λύσης του μοντέλου με πλαστικότητα για επιφάνεια του τραύματος
συναρτήσει του χρόνου από την εικόνα 3.6(b) με τα δεδομένα από την εικόνα των McGrath και
Simon (1983) από την εικόνα 3.4 Οι τιμές των παραμέτρων είναι ίδιες με την εικόνα 3.6 . Η εικόνα
προέρχεται από το βιβλίο Mathematical Biology II του Murray.

(εικόνα 3.6(d)). Η εικόνα 3.6(b) δείχνει την συσχετισμένη, μη γραμμική καμπύλη
τάσεων-παραμορφώσεων στο σύνορο της πληγής. το βελάκι δείχνει την κατεύθυνση
του χρόνου.
Η λύση στην εικόνα 3.6(a) συγκρίνεται με τα πειραματικά δεδομένα που έχουμε

από τους McGrath και Simon (1983) στην εικόνα 3.7.
Το μοντέλο αυτό προσομοιώνει τις φάσεις επέκτασης, επιβράδυνσης, συστολής

και χαλάρωσης της δερμικής επούλωσης τραυμάτων που έχουν παρατηρηθεί πειρα-
ματικά.
Ο καθορισμός των υπολοιπουσών τάσεων και παραμορφώσεων, που σχετίζονται

με τις μεταβολές στην επιφάνεια του τραύματος, μας παρέχει ένα μέτρο για την
ισορροπία μεταξύ των ελκτικών δυνάμεων που οδηγούν σε συστολή του τραύματος
και των εντατικών δυνάμεων που μπορούν να εμποδίσουν την ολοκλήρωση της δια-
δικασίας αποκατάστασης του ιστού, όπως σημειώνει ο Murray από την εργασία των
Dunn et al (1985). Προτείνεται από τον Murray η παραμένουσα παραμόρφωση στον
ιστό του κολλαγόνου, μετά την ολοκλήρωση της φάσης των ινοβλαστών, να αποτε-
λεί ένα μέτρο για τον έλεγχο δημιουργίας ουλών. Η εικόνα 3.8 δείχνει τις διαφορές
μεταξύ γραμμικής ελαστικής απόκρισης και μη γραμμικής πλαστικής απόκρισης (η
οποία έχει ως αποτέλεσμα την δημιουργία υπολοιπόμενων παραμορφώσεων στον
ιστό). Αυτό το μοντέλο είναι πιθανό ότι με βελτιώσεις μπορεί να οδηγήσει στην δη-
μιουργία θεραπευτικών στρατηγικών για τη διαχείρηση της συστολής των πληγών.



3.5. ΕΠΙΛΥΣΗ ΚΑΙ ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΜΕ ΤΑ ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΑ ΔΕΔΟΜΕΝΑ 61

Σχήμα 3.8: Σύγκριση της λύσης του μοντέλου με (α = 0) και χωρίς (α ̸= 0) πλαστικότητα. Οι τιμές
των παραμέτρων είναι ίδιες με την εικόνα 3.6 . Η εικόνα προέρχεται από το βιβλίο Mathematical
Biology II από τα δεδομένα της εργασίας των Tracqui et al (1995).
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Σχήμα 3.9: Σχηματική αναπαράσταση του μηχανισμού του μοντέλου της αγγειογένεσης της
Maggelaki. Τα σύμβολα +/- δείχνουν ότι η αυξηση έχει θετικό/αρνητικό αντίκτυπο στην ποσότητα. Η
εικόνα προέρχεται από την εργασία της Σοφίας Μαγγελάκη[18].

3.6 Μοντέλα με Αγγειογένεση
Η αγγειογένεση είναι η φάση της επούλωσης που διαδέχεται την συστολή του

τραύματος. Αφού η ζημιά περιοριστεί με τη συστολή ακολουθεί η αποκατάσταση
του στρώματος της δερμίδας. Κατά τη φάση αυτή σχηματίζονται νέα τριχοειδή
αγγεία (capillaries: ένα δίκτυο μικρότερων αγγείων που δημιουργείται από τα αι-
μοφόρα αγγεία και μεταφέρει σε κάθε σημείο του σώματος μαζί με το αίμα, οξυ-
γόνο και θρεπτικές ουσίες αλλά και αποβάλλει τα απόβλητα των κυττάρων και των
ιστών[10]) στην τραυματισμένη επιφάνεια έτσι ώστε να παρέχουν στο τραύμα το
απαιτούμενο οξυγόνο και τις θρεπτικές ουσίες που χρειάζονται για την επούλωση.
Αυτή η διαδικασία λαμβάνει χώρα στη δερμίδα και υπάρχουν δύο διαφορετικές προ-
σεγγίσεις μοντελοποίησης. Το μοντέλο της Maggelaki και το μοντέλο των Gaffney et
al. Θα δούμε τα μοντέλα αυτά χωρίς να εισέλθουμε στο κομμάτι της λύσης.

3.6.1 Μοντέλο της Maggelaki για την Αγγειογένεση
Στο συγκεκριμένο μοντέλο γίνεται η υπόθεση ότι υπάρχει σχέση ανάμεσα στην

έλλειψη οξυγόνου στο τραύμα και στην δημιουργία νέων τριχοειδών αγγείων. Η έλ-
λειψη οξυγόνου ενεργοποιεί τα μακροφάγα (macrophages[10]: ειδικά κύτταρα του
ανθρώπου τα οποία συμμετέχουν σε πολλές λειτουργίες του ανοσοποιητικού συστή-
ματος), τα οποία με τη σειρά τους αρχίζουν την παραγωγή του αυξητικού παρά-
γοντα (μιας χημικής ουσίας) ο οποίος ενεργοποιεί την αναγέννηση των τριχοειδών
αγγείων. Τέλος η δημιουργία νέων τριχοειδών αγγείων επαναφέρει το οξυγόνο σε
φυσιολογικά επίπεδα στην περιοχή του τραύματος.
Θέτουμε λοιπόν uoxy, umd και ucap την συγκέντρωση του οξυγόνου, την συγκέ-

ντρωση του MDGF (macrophage derived growth factor: αυξητικό παράγοντα που
εκκρίνουν τα μακροφάγα) και την πυκνότητα των τριχοειδών αγγείων αντίστοιχα.
Το μοντέλο της Maggelaki είναι:

∂uoxy
∂t

= Doxy∆uoxy − λoxyuoxy + λ13ucap (3.24)

∂umd

∂t
= Dmd∆umd − λmdumd + λ21Q(uoxy) (3.25)
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Σχήμα 3.10: Εικόνα τριχοειδόυς αγγείου και λειτουργειών που επιτελεί. Η εικόνα προέρχεται από
την Encyclopædia Britannica (2012).

∂ucap
∂t

= Dcap∆ucap + λcapumducap

(
1− ucap

u0cap

)
(3.26)

όπου Di είναι οι συντελεστές διάδοσης και οι όροι λoxyuoxy και λmdumd είναι η
κατανάλωση οξυγόνου και η αποσύνθεση του αυξητικού παράγοντα. Ο ρυθμός πα-
ραγωγής του MDGF Q εξαρτάται από την συγκέντρωση οξυγόνου με τον ακόλουθο
τρόπο

Q(uoxy) =


0 αν x ∈ Ωu

0 αν uoxy ≥ uθ

1− uoxy
uθ

αν uoxy < uθ,

όπου uθ είναι μια οριακή τιμή για την παραγωγή του MDGF και Ωu = Ω/Ωw

είναι η μη τραυματισμένη περιοχή που περικλείει το τραύμα. Έτσι η παραγωγή του
MDGF πέφτει γραμμικά τείνοντας στο μηδέν όταν η συγκέντρωση του οξυγόνου
είναι κάτω από τη οριακή τιμή uθ και ανεβαίνει. Ο τελευταίος όρος στην εξίσωση
(3.26) δίνει το σχηματισμό νέων τριχοειδών αγγείων και u0cap είναι η πυκνότητα
ισορροπίας των τριχοειδών αγγείων. Η αύξηση των τριχοειδών αγγείων θεωρείται
λογιστική και «πυροδοτείται» από την παρουσία του MDGF. Ο όρος λ13ucap στην
εξίσωση (3.24) μοντελοποιεί την μεταφορά του οξυγόνου στην πληγή, η οποία με-
γαλώνει όσο αυξάνεται ο αριθμός των τριχοειδών αγγείων.
Οι αρχικές συνθήκες δίνονται από

uoxy(x, 0) =

{
0 αν x ∈ Ωw

u0oxy αν x ∈ Ωu

umd(x, 0) = 0
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ucap(x, 0) =

{
0 αν x ∈ Ωw

u0cap αν x ∈ Ωu.

Εδώ u0oxy και u0cap δίνουν τις λύσεις ισορροπίας για την συγκέντρωση οξυγόνου και
την πυκνότητα των τριχοειδών αγγείων αντίστοιχα. Η υπόθεση είναι ότι το τραύμα
Ωw αρχικά είναι κενό από οξυγόνο, τριχοειδή αγγεία και MDGF ενώ στην μη τραυ-
ματισμένη κατάσταση υπάρχει αρκετό οξυγόνο και το δίκτυο των τριχοειδών αγ-
γείων λειτουργεί κανονικά. Για τις τρεις μεταβλητές θεωρούμε συνοριακές συνθήκες
τύπου Neumann. Αυτό είναι λογικό λόγω της συμμετρίας και λόγω του μεγάλου
υπολογιστικού πεδίου Ω.

3.6.2 Μοντέλο του Gaffney για την Αγγειογένεση

Σχήμα 3.11: Αγγειογένεση. Η εικόνα προέρχεται από το διαδίκτυο

Αυτό το μοντέλο έχει προταθεί από τους Gaffney et al και ακολουθεί μια τε-
λείως διαφορετική τακτική για την περιγραφή της αγγειογένεσης. Γίνεται μοντελο-
ποίηση της σχέσης μεταξύ της συγκέντρωσης των απολήξεων των τριχοειδών αγ-
γείων (capillary tip concentration) και της ενδοθηλιακής[10] κυτταρικής πυκνότητας
(endothelial cell density) η οποία είναι δομικό στοιχείο για τη δημιουργία νέων τρι-
χοειδών αγγείων. Αυτό το μοντέλο δεν λαμβάνει υπόψη την σχέση μεταξύ έλλειψης
οξυγόνου και ανάπτυξης τριχοειδών αγγείων. Κεντρικός στόχος του μοντέλου αυ-
τού είναι να αποτυπώσει τη διαδικασία κατά την οποία τα ενδοθηλιακά κύτταρα
μεταναστεύουν από τα αιμοφόρα αγγεία της περιοχής της πληγής. Κατά τη μετανά-
στευση αυτή δημιουργούν σωλήνες οι οποίοι προεκτείνονται από το «γονεϊκό» κατά
μια έννοια αιμοφόρο αγγείο. Στις απολήξεις αυτών των σωλήνων τα κύτταρα πολ-
λαπλασιάζονται για να δημιουργήσουν νέα τριχοειδή αγγεία που θα φτάνουν μέσα
στην τραυματισμένη περιοχή. Οι απολήξεις διακλαδίζονται και ενώνονται διαμορ-
φώνοντας έτσι το νέο δίκτυο τριχοειδών αγγείων. Η διαδικασία επαναλαμβάνεται
ξανά από τις νέες απολήξεις μέχρις ότου το δίκτυο των τριχοειδών αγγείων απο-
κατασταθεί πλήρως.
Ορίζουμε λοιπόν utip = utip(x, t) και uend = uend(x, t) να είναι η συγκέντρωση

των απολήξεων τριχοειδών αγγείων και η πυκνότητα ενδοθηλιακών κυττάρων αντί-
στοιχα. Οι εξισώσεις του μοντέλου είναι
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∂utip
∂t

= ∇ · [D1∇utip +D2utip∇uend] + f(utip, uend)

∂uend
∂t

= λ1∇ · [D1∇utip +D2utip∇uend] + g(utip, uend).

(3.27)

Ο πρώτος ορός στην δεξιά μεριά και των δύο εξισώσεων δείχνει τη μεταφορά
αλλά και μια μικρή μετανάστευση κατά τη μείωση της πυκνότητας των αιμοφόρων
αγγείων. Οι g, f είναι δύο συναρτήσεις που εξαρτώνται από τις utip, uend. Παριστά-
νουν την παραγωγή και την αποσύνθεση των utip και uend αντίστοιχα. Θεωρείται ότι
η αύξηση της συγκέντρωσης απολήξεων των τριχοειδών αγγείων γίνεται μόνο με
την διακλάδωση (branching δηλαδή διαίρεση των απολήξεων σε νέες απολήξεις).
Η αποσύνθεση μπορεί να προκληθεί από δύο διαφορετικές απολήξεις που συνα-
ντιούνται σε ένα σημείο ή από μια απόληξη που συναντά ένα τριχοειδές αγγείο.
Αφού λοιπόν η πιθανότητα να βρίσκεται η απόληξη σε ένα συγκεκριμένο σημείο
είναι ανάλογη του utip ο όρος αύξησης είναι επίσης ανάλογος του u2tip, δεδομένου
ότι η αποσύνθεση που προκαλείται από την συνάντηση απόληξης και τριχοειδούς
αγγείου είναι ανάλογη του utipuend.
Όλα αυτά συνοψίζονται στην εξίσωση

f(utip, uend) = λ2utip − λ3u
2
tip − λ4utipuend. (3.28)

Η συνάρτηση g(utip, uend) μπορεί να διαχωριστεί σε τέσσερις διαφορετικούς όρους.
Ο πρώτος δείχνει τον πολλαπλασιασμό λόγω λογιστικής αύξησης της uend. Ο δεύ-
τερος δείχνει την πρόσθετη αύξηση λόγω της παρουσίας των απολήξεων, δομικό
υλικό των οποίων ειναι τα ενδοθηλιακά κύτταρα. Ο τρίτος και ο τέταρτος όρος
ομαδοποιούνται μαζί και δείχνουν την αύξηση λόγω δύο απολήξεων που ενώνονται
ή μίας απόληξης που ενώνεται με ένα τριχοειδές αγγείο (παρόμοιος με τους δύο
τελευταίους όρους της f).
Η εξίσωση για την g δίνεται από

g(utip, uend) = λ6auend(u
0
end − uend) + λ6χutipuend(u

1
end − uend)

+ λ5(λ3u
2
tip + λ4utipuend).

(3.29)

Στο σύνορο του υπολογιστικού χωρίου Ω υποθέτουμε ότι δεν γίνεται καμία με-
ταφορά ούτε τριχοειδών αγγείων αλλά ούτε και ενδοθηλιακών κυττάρων, ώστε να
ικανοποιείται μια συνοριακή συνθήκη που καλείται no flux boundary condition (βλ.
παράρτημα) η οποία δεν είναι κάτι άλλο από την ομογενή συνθήκη Neumann. Αυτό
είναι λογικό λόγω της υπάρχουσας συμμετρίας και του μεγάλου Ω. Επιπλέον υπο-
θέτουμε ότι μέσα στο τραύμα x ∈ Ωw, αρχικά δεν υπάρχουν ούτε απολήξεις τριχοει-
δών αγγείων και ούτε ενδοθηλιακά κύτταρα. Έξω από την τραυματισμένη περιοχή
η συγκέντρωση ενδοθηλιακών κυττάρων είναι στην κατάσταση ισορροπίας της, u0end,
αφού το δίκτυο των τριχοειδών αγγείων είναι υγιές. Η συγκέντρωση απολήξεων
των τριχοειδών αγγείων είναι μηδέν εκτός από μία μικρή λωρίδα πάχους ς γύρω
από την τραυματισμένη περιοχή. Λόγω συμμετρίας λύνονται οι εξισώσεις λύνονται
στο υπολογιστικό χωρίο (για μια διάσταση) Ω = [0,∞], όπου x = 0 στο κέντρο του
τραύματος και x = x0 στο σύνορο του τραύματος. Όλα αυτά συνοψίζονται: Στις



66 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΔΕΡΜΙΚΗ ΕΠΟΥΛΩΣΗ ΤΡΑΥΜΑΤΩΝ

αρχικές συνθήκες

utip(x, 0) =


0 αν x ∈ [0, x0]

u0tip αν x ∈ [x0, x0 + ς]

0 αν x ∈ [x0 + ς,∞],

uend(x, 0) =

{
0 αν x ∈ [0, x0]

b0 αν x ∈ [x0,∞]

και τις συνοριακές συνθήκες

n(∞, t) = 0, ∞, t) = b0

∂n

∂x
(0, t) =

∂b

∂x
(0, t) = 0

όπου u0tip η αρχική συγκέντρωση των απολήξεων των τριχοειδών αγγείων και b0
η αρχική πυκνότητα ενδοθηλιακών κυττάρων



Κεφάλαιο 4

Επίλογος: Συμπεράσματα και
Περαιτέρω Ερεύνα

Σχήμα 4.1: Ταξινόμηση Τραυμάτων. Η ει-
κόνα προέρχεται από το διαδίκτυο [13]

Τα τραύματα χωρίζονται σε τρεις
βασικές κατηγορίες:

• Επιδερμικά Τραύματα
Σε ενήλικες
Σε έμβρυα

• Δερμικά Τραύματα

• Χρόνια Τραύματα
Υπερτροφικές Ουλές
Χηλοειδείς Ουλές
Έλκη Πίεσης

Η επούλωση τραυμάτων χωρίζεται
σε τρία στάδια:

• συστολή τραύματος

• αγγειογένεση

• κλείσιμο τραύματος

Για την περιγραφή κάθε σταδίου
υπάρχουν πολλά διαφορετικά μοντέλα
και αποτυπώνουν σε έναν καλό βαθμό την πραγματική βιολογική διαδικασία. Στην
πραγματικότητα βέβαια αυτά τα στάδια δεν έχουν ξεκάθαρα χρονικά όρια. Έτσι
πολλές φορές 2 φάσεις επικαλύπτονται σε κάποιες χρονικές περιόδους. Επιπλέον
μερικά στάδια είναι αλληλεξαρτώμενα π.χ. τα επιδερμικά κύτταρα πολλαπλασιά-
ζονται με πολύ πιο αργό ρυθμό σε συνθήκες έλλειψης οξυγόνου. Επίσης έχει βρεθεί
πειραματικά ότι η αγγειογένεση έχει σημαντική επίδραση στην συστολή τραύματος.
Τέτοια θέματα επικαλύψεων των σταδίων επούλωσης είναι πρόσφορα για περαι-
τέρω έρευνα
Ένα ακόμη θέμα το οποίο αφορά τα δύο μοντέλα αγγειογένεσης που παρουσιά-

στηκαν. Το μοντέλο της Maggelaki περιγράφει την αγγειογένεση σαν μια διαδικασία

67
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στην οποία η έλλειψη οξυγόνου σχετίζεται άμεσα με την δημιουργία τριχοειδών αγ-
γείων. Το μοντέλο των Gaffney et al αγνοεί τελείως την επίδραση της έλλειψη οξυγό-
νου στην δημιουργία τριχοειδών αγγείων. Παρ’ όλα αυτά αποτυπώνει αρκετά καλά
την διαδικασία δημιουργίας νέων τριχοειδών αγγείων μέσω των ήδη υπαρχόντων
αιμοφόρων αγγείων.
Θα ήταν αρκετά ενδιαφέρον να συνδυαστούν τα δύο παραπάνω μοντέλα ώστε

να συμπεριλαμβάνονται και οι δύο παράγοντες δημιουργίας τριχοειδών αγγείων.
Κάτι τέτοιο θα μας βοηθούσε να κατανοήσουμε καλύτερα την διαδικασία της αγ-
γειογένεσης και τον τρόπο που δουλεύει
Απ’ ότι φαίνεται υπάρχει ακόμη δουλεία στο πεδίο της επούλωσης τραυμάτων.

Κάποιοι πιθανοί στόχοι για περαιτέρω μελέτη μπορούν να είναι

i Συνδυασμός των μοντέλων της Maggelaki και των Gaffney et al για την αγγειο-
γένεση.

ii Συνδυασμός των υπαρχόντων ή του νέου μοντέλου που θα προκύψει για την
αγγειογένεση με τα μοντέλα για τη συστολή τραύματος.

iii Συνδυασμός του μοντέλου της αγγειογένεσης και της συστολής τραύματος με το
μοντέλο για το κλείσιμο του τραύματος ώστε να προκύψει ένα ενιαίο μοντέλο
για τη διαδικασία επούλωσης.

iv μοντελοποίηση του στρώματος που χωρίζει την επιδερμίδα από την δερμίδα
ώστε να έχουμε μια ξεκάθαρη αποτύπωση του συνόρου δερμίδας-επιδερμίδας.

v περαιτέρω έρευνα των τιμών των παραμέτρων στα μοντέλα έτσι ώστε να εξα-
σφαλιστεί καλύτερη ποιότητα αποτελεσμάτων.

Σίγουρα υπάρχει ακόμη δουλειά για έρευνα στο πεδίο της επούλωσης. Αν η μα-
θηματική έρευνα καταλήξει σε ένα ενιαίο μοντέλο θα γίνει σίγουρα πιο κατανοητή η
διαδικασία επούλωσης και θα μπορούμε να παρέμβουμε για να πάρουμε τα αποτε-
λέσματα που θέλουμε. Μπορεί να ανοίξει ένα νέο κομμάτι επιχειρηματικότητας με
τη δημιουργία προϊόντων αποκατάστασης ιστού. Τέτοιου είδους προϊόντα μπορούν
να δημιουργηθούν για την επούλωση ρυτίδων (αποκατάσταση της ελαστικότητας
του ιστού) και την επούλωση τραυμάτων χωρίς ουλές. Ελπίζω το μέλλον να μας
επιφυλάσσει τα καλύτερα.



Παράρτημα Αʹ

Μαθηματικό Υπόβαθρο

Αʹ.1 Αδιαστατοποίηση
Για την αδιαστατοποίηση των εξισώσεων των μοντέλων που χρειάστηκαν χρη-

σιμοποιήθηκε το Θεώρημα Buckingham (ή π) (Pi Theorem)

Θεώρημα Pi

Έστω
f(q1, q2, ..., qm) = 0

ένας φυσικός νόμος ελεύθερος μονάδων, ο οποίος σχετίζει τις διαστατικές ποσότητες
q1, q2, ..., qm. Έστω L1, L2, ..., Ln με n < m θεμελιώδη μεγέθη τέτοια ώστε

[qi] = La1i
1 , La2i

2 , ..., Lani
n i = 1, ...,m

και έστω r = rank(A) , όπου A = (aij) ο πίνακας διαστάσεων με στοιχεία του εκθέ-
τες των μονάδων των qi. Τότε υπάρχουν m− r ανεξάρτητες αδιάστατες ποσότητες
π1, π1, ..., πm−r που μπορούν να παραχθούν από τις q1, q2, ..., qm, τέτοιες ώστε ο παρα-
πάνω φυσικός νόμος να είναι ισοδύναμος με έναν άλλον φυσικό νόμο (απλούστερο
και αδιάστατο) της μορφής:

F (π1, π1, ..., πm−r) = 0,

να εκφράζεται δηλαδή μόνο συναρτήσει των αδιάστατων ποσοτήτων.

Αʹ.2 Εξίσωση Fisher-Kolmogorov
Η πιο απλή περίπτωση της εξίσωσης Fisher-Kolmogorov είναι η μη γραμμική

εξίσωση διάχυσης
∂u

∂t
= ku(1− u) +D

∂2u

∂x2

με k,D θετικές παραμέτρους. Η εξίσωση αυτή χρησιμοποιείται σαν ένα μη γραμ-
μικό μοντέλο για την μελέτη διάδοσης κυμάτων σε μεγάλο αριθμό βιολογικών και
χημικών συστημάτων. Εισήχθη το 1936 από τον Fisher για να ερευνηθεί η διάδοση
του «κύματος» ενός γονιδίου σε έναν πληθυσμό.
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Η εξίσωση συνήθως είναι στην κανονικοποιημένη μορφή της με βάση την αλλαγή
μεταβλητών

t∗ = kt , x∗ = x

(
k

d

)1/2

η κανονικοποιημένη μορφή:

∂u

∂t
= u(1− u) +

∂2u

∂x2
.

Για περισσότερα ιστορικά στοιχεία, χρήσεις της συγκεκριμένης εξίσωσης, τις
λύσεις με οδεύοντα κύματα και περαιτέρω έρευνα παραπέμπω τον αναγνώστη στο
[19] της βιβλιογραφίας.

Αʹ.3 Μέθοδος των Προσδιοριστέων Συντελεστών
Έστω η μη ομογενής εξίσωση

L[y] = y′′ + p(t)y′ + q(t)y = g(t)

όπου p, q, g δεδομένες συνεχείς συναρτήσεις σε ανοιχτό διάστημα I. Η γενική λύση
της παραπάνω μη ομογενούς εξίσωσης έχει τη μορφή

y = ϕ(t) = c1y1(t) + c2y2(t) + Y (t)

όπου τα y1, y2 είναι ένα θεμελιώδες σύνολο λύσεων της ομογενούς με c1, c2 αυθαί-
ρετες σταθερές και Y μια ειδική λύση της μη ομογενούς. Η μέθοδος των προσδιο-
ριστέων συντελεστών απαιτεί μια αρχική υπόθεση για τη μορφή της μερικής λύση
Y(t). Αντικαθιστούμε την μερική λύση στην μη ομογενή εξίσωση και προσπαθούμε
να προσδιορίσουμε του συντελεστές ώστε να ικανοποιείται η εξίσωση. Αν τα κα-
ταφέρουμε τότε έχουμε βρει τη μερική λύση Y (t) διαφορετικά αν αδυνατούμε να
προσδιορίσουμε τους συντελεστές σημαίνει ότι δεν υπάρχει λύση της μορφής που
υποθέσαμε. Η μέθοδος αυτή χρησιμοποιείται για προβλήματα στα οποία η ομογε-
νής εξίσωση έχει σταθερούς συντελεστές και ο μη ομογενής όρος περιορίζεται σε
ένα μικρό σύνολο συναρτήσεων.
Συγκεκριμένα θεωρούμε μόνο ομογενείς όρους που αποτελούνται
1. πολυώνυμα του t

2. εκθετικές συναρτήσεις ert

3. ημίτονα και συνημίτονα sinkt, coskt

Αʹ.4 Neumman και No Flux Boundary Conditions
Η κάθετη παράγωγος της άγνωστης συνάρτησης ∂u/∂n έχει προκαθορισμένη τιμή

στο σύνορο ∂D του πεδίου ορισμού D ⊆ RN , N ≥ 2 για παράδειγμα στο πρόβλημα
∆u(x) = 0, x ∈ D

∂u/∂n = g(x), x ∈ ∂D

όπου η g(x) μια δοσμένη συνάρτηση στο σύνορο ∂D.
Όταν το g(x) = 0 τότε θα λέμε ότι έχουμε no flux boundary condition ή διαφο-

ρετικά την ομογενή συνοριακή συνθήκη Neumann.
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Σχήμα Αʹ.1: Εδώ s είναι ο μικρότερος μη αρνητικός ακέραιος (s=0,1 ή 2) που εξασφαλίζει ότι
δεν υπάρχει όρος στην Yi(t) ο οποίος να είναι λύση της αντίστοιχης ομογενούς εξίσωσης. Ισοδύναμα
για τις τρεις περιπτώσεις, s είναι η πολλαπλότητα του μηδενός, του α και του α + iβ ως ρίζες της
χαρακτηριστικής εξίσωσης αντίστοιχα. Η εικόνα προέρχεται από το βιβλίο Στοιχειώδεις Διαφορικές
Εξισώσεις και Προβλήματα Αρχικών Τιμών των Boyce-Diprima.

Αʹ.5 Κανονική Μέθοδος Διαταραχών
Έστω μια διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης την οποία γράφουμε συμβολικά

ως
F (t, y, ẏ, ÿ; ϵ) = 0, t ∈ I (Αʹ.1)

όπου t είναι η ανεξάρτητη μεταβλητή, I ένα διάστημα και y είναι η εξαρτημένη
μεταβλητή. Η τελεία πάνω από τα y δηλώνει την παραγώγιση ώς προς t. Υπάρχει
περίπτωση η εξίσωση στην οποία εφαρμόζουμε κανονική μέθοδο διαταραχών να
συνοδεύεται και από κάποιες συνοριακές συνθήκες. Αυτό δεν αλλάζει την αντιμε-
τώπιση του προβλήματος καθώς εφαρμόζουμε αντίστοιχα τις διαταραχές και στην
συνθήκη. Το ϵ είναι μια πολύ μικρή παράμετρος. Συνήθως γράφουμε

ϵ≪ 1

δηλαδή ότι η παράμετρος ϵ συγκρινόμενη με το 1 είναι πολύ μικρή. Σημαντικό
στοιχείο είναι ότι δεν προσδιορίζεται κάποια συγκεκριμένη τάξη μεγέθους για το
ϵ, το πόσο μικρό είναι προσδιορίζεται ανάλογα με τα δεδομένα του προβλήματος.
Αυτή η ελαστικότητα της μεθόδου διαταραχών είναι που της δίνει την ευκολία να
αντιμετωπίζει μια μεγάλη γκάμα προβλημάτων. Αντίστοιχα η εφαρμογή της μεθόδου
μπορεί να γίνει και σε μια εξίσωση της μορφής (Α´.1) όπου θα έχουμε μια πολύ
μεγάλη παράμετρο λ θεωρώντας ϵ = 1/λ το οποίο είναι πολύ μικρό.
Θεωρούμε ως ασυμπτωτική σειρά μια σειρά δυνάμεων του ϵ με μορφή

y0(t) + ϵy1(t) + ϵ2y2(t) + ... (Αʹ.2)

Το βασικό κομμάτι της μεθόδου διαταραχών είναι ότι θεωρούμε μια λύση της
(Α´.1) με τη μορφή (Α´.2) όπου οι y0, y1, y2, ... θα υπολογιστούν από την αντικατά-
σταση της (Α´.2) στην (Α´.1). Οι πρώτοι όροι που θα υπολογίσουμε αποτελούν την
διαταραγμένη λύση του προβλήματος. Συνήθως παίρνουμε δύο η τρεις όρους και
όχι παραπάνω. Η μέθοδος θεωρείται επιτυχής αν η λύση είναι ομοιόμορφη (δηλαδή
η διαφορά μεταξύ προσεγγιστικής λύσης και της ακριβούς λύσης συγκλίνει στο μη-
δέν καθώς το ϵ τείνει στο 0 ομοιόμορφα στο διάστημα I). Ο όρος y0 προσέγγισης
μηδενικής τάξης καλείται πρωτεύων όρος. Οι επόμενοι όροι ϵy1, ϵ2y2 καλούνται διορ-
θωτικοί όροι και αναμένουμε να είναι μικροί. Αν η μέθοδος είναι επιτυχής η y0 θα
είναι λύση στο για αδιατάραχτο πρόβλημα (δηλαδή για ϵ = 0)
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F (t, y, ẏ, ÿ; 0) = 0, t ∈ I

Αʹ.6 Οδεύοντα Κύματα
Μια βασική μαθηματική αναπαράσταση ενός κύματος είναι η

u(x, t) = f(x− ct) (Αʹ.3)

όπου f είναι συνάρτηση μιας μεταβλητής και c μια μη μηδενική σταθερά. Την χρο-
νική στιγμή t το γράφημα της u δίνεται από τον τύπο u(x, 0) = f(x). Το c ονομάζεται
και ταχύτητα του κύματος. Εάν c > 0 τότε το γράφημα της u είναι το αρχικό γρά-
φημα μετατοπισμένο κατά ct προς την θετική διεύθυνση του άξονα x. Αντίστοιχα
εάν c > 0 τότε το γράφημα της u είναι το αρχικό γράφημα μετατοπισμένο κατά ct
προς την αρνητική διεύθυνση του άξονα x. Σε κάθε περίπτωση το γράφημα της u
για κάθε χρονική στιγμή t παραμένει αναγνωρίσιμο και μετατοπισμένο.
Τα κύματα που αναπαρίστανται με συναρτήσεις της μορφής (Α´.3) καλούνται

οδεύοντα κύματα (Travelling Waves). Τα δύο κύρια χαρακτηριστικά των οδευόντων
κυμάτων είναι το σχήμα τους που καθορίζεται από τη συνάρτηση f και η ταχύτητά
τους |c|.
Οι μερικές διαφορικές εξισώσεις (ΜΔΕ) συνδέονται άρρηκτα με τα κύματα και τη

μελέτη τους. Πιο συγκεκριμένα υπάρχουν οδεύοντα κύματα που αποτελούν ειδικού
τύπου λύσεις ΜΔΕ. Για την εύρεση τέτοιων λύσεων υποθέτουμε ότι u(x, t) = f(x−ct)
και μετά καθορίζουμε για ποίες συναρτήσεις f και σταθερές c παίρνουμε λύσης της
ΜΔΕ.
Υπάρχουν διάφορες μορφές οδευόντων κυμάτων:

• Κυματoμέτωπα (Wave Fronts) όταν

u(x, t) → κ1, x→ −∞ και u(x, t) → κ2, x→ ∞ (Αʹ.4)

κ1, κ2 διαφορετικές μεταξύ τους σταθερές

• Παλμοί (Pulses) όταν ισχύει η (Α´.4) και κ1 = κ2

• Σολιτόνια (Solitons) όταν το οδεύον κύμα u(x, t) = f(x−ct) = f(z) , c > 0 είναι
παλμός τέτοιος ώστε η f(z) να ικανοποιεί τις σχέσεις f, f ′, f ′′, ... → 0 καθώς
το z → ±∞

• Κυματικούς Συρμούς (Wave Trains) όταν το οδεύον κύμα γράφεται στη μορφή

u(x, t) = Acos(κx− ωt), u(x, t) = Acos(κx+ ωt)

A ̸= 0, κ > 0, ω > 0 σταθερές.
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