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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

       Ο στόχος της εργασίας αυτής είναι η µελέτη επίλυσης µη γραµµικών προβληµάτων βελτιστοποίησης 

µε περιορισµούς µε τη µέθοδο του επαναληπτικού τετραγωνικού προγραµµατισµού (SQP) η οποία έχει 

αποδειχθεί ιδιαίτερα αποτελεσµατική στην πράξη. Όπως µε τις περισσότερες µεθόδους βελτιστοποίησης, 

η µέθοδος SQP δεν είναι ένας απλός αλγόριθµος αλλά µία θεµελιώδης µέθοδος από την οποία έχουν 

αναπτυχθεί πολυάριθµοι ειδικοί αλγόριθµοι.  

       Η βασική ιδέα της µεθόδου SQP είναι να µοντελοποιήσει το µη γραµµικό πρόβληµα 

βελτιστοποίησης σε µια δεδοµένη προσεγγιστική λύση µέσω ενός υποπροβλήµατος τετραγωνικού 

προγραµµατισµού και εν’ συνεχεία να χρησιµοποιήσει τη λύση αυτού του υποπροβλήµατος για να 

κατασκευάσει µια καλύτερη προσέγγιση. Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται για τη δηµιουργία µιας 

ακολουθίας προσεγγιστικών λύσεων που θα συγκλίνει σε µια λύση του µη γραµµικού προβλήµατος. Το 

κλειδί για την κατανόηση της λειτουργίας και της θεωρίας της µεθόδου SQP είναι το γεγονός ότι µε µια 

κατάλληλη επιλογή του τετραγωνικού υποπροβλήµατος η µέθοδος µπορεί να θεωρηθεί ως επέκταση της 

µεθόδου Newton στις συνθήκες karush-Kuhn-Tucker για το µη γραµµικό πρόβληµα µε περιορισµούς.  

       Στο κεφάλαιο ένα µελετώνται δύο θεµελιώδεις στρατηγικές βελτιστοποίησης προβληµάτων χωρίς 

περιορισµούς για τη µετακίνηση από τη µια επανάληψη στην επόµενη, οι µέθοδοι αναζήτησης γραµµής 

και οι µέθοδοι περιοχής εµπιστοσύνης. Στη µέθοδο αναζήτησης γραµµής ο αλγόριθµος επιλέγει µια 

κατεύθυνση έρευνας σε κάθε επανάληψη και εν’ συνεχεία αποφασίζει πόσο µακριά θα µετακινηθεί κατά 

µήκος αυτής της κατεύθυνσης από την τρέχουσα επανάληψη σε ένα νέο σηµείο µε χαµηλότερη τιµή της 

συνάρτησης. Παρουσιάζονται διάφορες συνθήκες τερµατισµού για αυτές τις µεθόδους οι οποίες 

εξασφαλίζουν ότι ο αλγόριθµος σηµειώνει ικανοποιητική πρόοδο και περιγράφεται ένας αλγόριθµος 

αναζήτησης γραµµής. Αποδεικνύεται ότι η γενική σύγκλιση αυτών των µεθόδων ικανοποιείται όταν τόσο 

το µήκος βήµατος όσο και η κατεύθυνση έρευνας επιλεχθούν κατάλληλα. Οι µέθοδοι περιοχής 

εµπιστοσύνης απ’ την άλλη µεριά χρησιµοποιούν ένα τετραγωνικό µοντέλο της συνάρτησης κόστους και 

ορίζουν µια περιοχή γύρω από τη τρέχουσα επανάληψη µέσα στην οποία η συµπεριφορά του µοντέλου 

είναι παρόµοια µε αυτή της συνάρτησης κόστους. ∆εδοµένου ότι το µέγεθος της περιοχής εµπιστοσύνης 

είναι κρίσιµο για την αποτελεσµατικότητα κάθε βήµατος, δίνουµε έναν αλγόριθµο ο οποίος περιγράφει 

τη διαδικασία επιλογής της περιοχής αυτής. Στo υπόλοιπο µέρος αυτού του κεφαλαίου περιγράφουµε 

µεθόδους εύρεσης προσεγγιστικών λύσεων του τετραγωνικού µοντέλου οι οποίες δίνουν ικανοποιητική 

µείωση της συνάρτησης κόστους, καθώς επίσης και µια επαναληπτική στρατηγική για την εύρεση µιας 

καλύτερης προσέγγισης στη λύση του υποπροβλήµατος περιοχής εµπιστοσύνης.  

       Στο κεφάλαιο δύο παρουσιάζουµε τις απαραίτητες θεωρητικές έννοιες αναφορικά µε τις συνθήκες 

βελτίστου προκειµένου να πλήρως κατανοητή η µέθοδος SQP. Συγκεκριµένα εξηγείται ο τρόπος µε τον 
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οποίο εισάγονται οι αποκαλούµενοι πολλαπλασιαστές Lagrange και παρουσιάζονται οι συνθήκες 

βελτίστου πρώτης και δεύτερης τάξης. 

       Στο κεφάλαιο τρία συζητάµε τις µεθόδους Quasi-Newton για προβλήµατα βελτιστοποίησης χωρίς 

περιορισµούς. Στις µεθόδους αυτές η µήτρα Hessian της συνάρτησης κόστους, η αποτίµηση της οποίας 

είναι δύσκολη σε πρακτικά προβλήµατα, προσεγγίζεται µε µια συµµετρικά και θετικά ορισµένη µήτρα. 

Εξετάζουµε τρεις τύπους ενηµέρωσης, την ανανέωση BFGS, την SR1 και την DFP και περιγράφουµε τις 

θεωρητικές τους ιδιότητες και την πρακτική εφαρµογή τους.   

       Στο κεφάλαιο τέσσερα µελετάµε τη µέθοδο SQP για µη γραµµικά προβλήµατα βελτιστοποίησης. 

Αρχικά παρουσιάζουµε τον αλγόριθµο SQP στην πιο απλή του µορφή και περιγράφουµε µεθοδολογίες 

υπολογισµού του βήµατος για την περίπτωση προβληµάτων µε ισωτικούς και προβληµάτων µε 

ανισωτικούς περιορισµούς. Οι δυσκολίες που σχετίζονται µε τη µήτρα Hessian της Λανγκρανζιανής 

συνάρτησης µπορούν να ξεπεραστούν µε την εφαρµογή των τύπων ανανέωσης BFGS και SR1 στα 

προβλήµατα βελτιστοποίησης χωρίς περιορισµούς. Ακολουθεί µια συνοπτική επισκόπηση των 

συναρτήσεων αξίας (merit functions) που χρησιµοποιούνται στις µεθόδους SQP ως µια διαδικασία για να 

αποφασίσουµε εάν ένα δοκιµαστικό βήµα πρέπει να γίνει αποδεκτό. Συγκεκριµένα παρουσιάζονται η 

συνάρτηση ποινής 1l  και η συνάρτηση ποινής του Fletcher καθώς επίσης και  διαφορετικοί κανόνες 

ανανέωσης της παραµέτρου ποινής ώστε τα υπολογισµένα βήµατα να αποτελούν κατευθύνσεις καθόδου 

για τη συνάρτηση αξίας. Το κεφάλαιο συνεχίζει µε την περιγραφή ενός αλγορίθµου SQP µε αναζήτηση 

γραµµής και µιας στρατηγικής διαχείρησης ασύµβατων γραµµικοποιήσεων που οδηγούν σε µη επιλύσιµο 

υποπρόβληµα. Σύµφωνα µε όλα τα ανωτέρω παρουσιάζουµε δύο πρακτικούς αλγορίθµους SQP, για την 

περίπτωση προσέγγισης της πλήρους µήτρας Hessian αλλά και την περίπτωση προσέγγισης της 

απλοποιηµένης µήτρας Hessian. Περιγράφουµε επίσης τις συνθήκες που διασφαλίζουν τοπική και 

υπεργραµµική σύγκλιση των µεθόδων SQP οι οποίες χρησιµοποιούν την ακριβή µήτρα Hessian του 

προβλήµατος αλλά και µια προσέγγιση Quasi-Newton αυτής. Η συζήτηση περιορίζεται σε ένα πρόβληµα 

ισωτικών περιορισµών αλλά τα αποτελέσµατα που προκύπτουν µπορούν να εφαρµοστούν και σε 

αλγορίθµους προβληµάτων ανισωτικών περιορισµών. Απ’ την άλλη µεριά στις µεθόδους SQP µε τη 

µέθοδο της περιοχής εµπιστοσύνη, το τετραγωνικό υποπρόβληµα µπορεί να µην έχει πάντα λύση λόγω 

του επιπρόσθετου περιορισµού της περιοχής εµπιστοσύνης. Η ασυµβατότητα αυτή µεταξύ των 

περιορισµών επιλύεται στη περίπτωση ενός προβλήµατος ισωτικών περιορισµών χρησιµοποιώντας µια 

διαδικασία επαναδιατύπωσης του υποπρόβληµατος. Τέλος, περιγράφεται το ανεπιθύµητο φαινόµενο του 

να µην επιτρέπεται να ληφθούν πλήρη βήµατα κοντά στη λύση, γνωστό ως το φαινόµενο του Μαράτου, 

καθώς επίσης και δύο στρατηγικές για να ξεπεραστούν οι δυσκολίες που συνδέονται µε αυτό. Για κάθε 

µια από τις στρατηγικές αυτές δίνεται και ένα τοπικό αποτέλεσµα σύγκλισης.    
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ABSTRACT 

 

       The aim of this thesis is to study the solution of constrained nonlinear optimization problems using 

Sequential Quadratic Programming (SQP) method which has proved highly effective in practice. As with 

most optimization methods, SQP is not a single algorithm but rather a conceptual method from which 

numerous specific algorithms have evolved. 

       The basic idea of SQP method is to model the nonlinear optimization problem at a given approximate 

solution by a quadratic programming subproblem and then to use the solution of this subproblem to 

construct a better approximation. This process is repeated to create a sequence of approximate solutions 

that will converge to a solution of the nonlinear problem. The key to understanding the performance and 

theory of SQP method is the fact that with an appropriate choice of quadratic subproblem the method can 

be viewed as the extension of Newton method to the Karush-Kuhn-Tucker conditions for the nonlinear 

constrained problem.  

       In chapter one two fundamental strategies of unconstrained optimization for moving from the current 

iterate to a new iterate, the line search and the trust-region methods are studied. In the line search method 

the algorithm chooses a search direction at each iteration and then decides how far to move along that 

direction from the current iterate to a new point with a lower function value.  Various termination 

conditions for these methods ensuring that the algorithm makes reasonable progress are presented and a 

line search algorithm is described. It is proved that global convergence of these methods is satisfied when 

both the step length and the search direction are chosen appropriately. Trust-region methods on the other 

hand use a quadratic model of the objective function and define a region around the current iterate within 

which the behavior of the model is similar to that of the objective function. Since the size of the trust 

region is critical to the effectiveness of each step, we give an algorithm describing the process of 

choosing this region.  In the remaining part of this chapter we describe methods for finding approximate 

solutions of the quadratic model giving sufficient reduction of the objective function, as well as an 

iterative strategy for finding a better approximation to the solution of the trust region subproblem. 

       In chapter two we present the necessary theoretical concepts in regard to optimality conditions in 

order to fully understand the SQP method. In particular the way in which the so-called Lagrange 

multipliers are introduced is explained and the first and second order optimality conditions are presented. 

       In chapter three we discuss the Quasi-Newton methods for unconstrained optimization problems. In 

these methods the Hessian matrix of the objective function, the evaluation of which is difficult in 

practical problems, is approximated by a symmetric positive definite matrix.  We investigate three types 

of updating formulae, the BFGS, the SR1 and the DFP update and describe its theoretical properties and 

practical implementation.   
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       In chapter four we study the SQP method for nonlinear optimization. Initially we state the SQP 

algorithm in its simplest form and describe some step computation methods for both, equality and 

inequality constrained problems. The difficulties associated with the Hessian matrix of the Langrangian 

function can be overcome by employing the BFGS and the SR1 update formulae for unconstrained 

optimization problems. Follows a brief overview of the merit functions used in SQP methods, as an 

approach to decide whether a trial step should be accepted. Specifically 1l  and Fletcher’s penalty function 

are presented as well as different update rules for the penalty parameter so that the computed steps to be 

descent directions for the merit function. The chapter proceeds with the description of a Line Search SQP 

algorithm and a strategy for handling inconsistent linearization that gives rise to an infeasible 

subproblem. Following all the above we present two practical SQP algorithms for both, the case of full 

Hessian matrix approximation and the case of reduced Hessian matrix approximations. We also describe 

conditions that guarantee local and superlinear convergence of SQP methods that use both, the exact 

Hessian matrix of the problem and a Quasi-Newton variant of it. The discussion is limited to an equality 

constrained problem but the results presented can be applied to algorithms for inequality constrained 

problems. In trust-region SQP methods on the other hand, the quadratic subproblem may not always have 

a solution because of the additional trust-region constraint. This conflict between the constraints is 

resolved in case of an equality constrained problem using an approach that reformulates the subproblem. 

Finally, the undesirable phenomenon of not allowing full steps near the solution to be taken, known as the 

Maratos effect as well as two strategies to overcome the difficulties associated with it are described. For 

each of these strategies a local convergence result is given.     
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Κεφάλαιο 1 

 

Μέθοδοι αναζήτησης γραµµής και περιοχής εµπιστοσύνης. 

 

        Όλοι οι αλγόριθµοι προβληµάτων ελαχιστοποίησης χωρίς περιορισµούς απαιτούν την εισαγωγή 

από τον χρήστη ενός αρχικού σηµείου ox . Ο χρήστης απ΄ την µεριά του, µε την γνώση της 

εφαρµογής και του συνόλου των δεδοµένων, µπορεί να είναι σε θέση να επιλέξει το σηµείο ox  να 

είναι µία λογική εκτίµηση της λύσης ή σε διαφορετική περίπτωση το αρχικό σηµείο επιλέγεται µε 

τυχαίο τρόπο. Ξεκινώντας από το ox , οι αλγόριθµοι βελτιστοποίησης παράγουν µία ακολουθία 

επαναλήψεων { }kx η οποία τερµατίζει είτε όταν δεν µπορεί να επιτευχθεί µεγαλύτερη πρόοδος, είτε   

όταν φαίνεται ότι µία λύση έχει προσεγγιστεί µε µεγάλη ακρίβεια. Οι περισσότεροι αλγόριθµοι, 

προκειµένου να αποφανθούν πως να κινηθούν από την επανάληψη kx  στην επόµενη, χρησιµοποιούν 

όλη την διαθέσιµη πληροφορία σχετικά µε την συνάρτηση f  στην επανάληψη kx , και πιθανών και 

από τις προηγούµενες επαναλήψεις 1
0{ }k

i ix −
= , υπολογίζοντας µία νέα επανάληψη 1kx +  µε µικρότερη 

τιµή της συνάρτησης στο σηµείο αυτό από ότι στο kx . Υπάρχουν και µη-µονότονοι αλγόριθµοι η 

οποίοι δεν επιµένουν στην µείωση της συνάρτησης f σε κάθε επανάληψη, αλλά ακόµη και αυτοί 

απαιτούν όσον αφορά την συνάρτηση f , να µειώνεται µετά από κάποιον καθορισµένο αριθµό 

επαναλήψεων. 

       ∆ύο βασικές στρατηγικές µετακίνησης από την τρέχουσα επανάληψη kx , στην νέα επανάληψη 

1kx +  είναι οι µέθοδοι αναζήτησης γραµµής και οι µέθοδοι περιοχής εµπιστοσύνης οι οποίες 

εξετάζονται στη συνέχεια. 

      Στη συνέχεια, σε κάθε σηµείο της εργασίας η νόρµα || | |⋅  θα συµβολίζει την διανυσµατική νόρµα 

2l  ή την αντίστοιχη παραγόµενη νόρµα πίνακα, µε kf∇  θα συµβολίζεται το διάνυσµα των κλίσεων 

της συνάρτησης f στο σηµείο kx  δηλαδή ( )k kf f x∇ =∇  
και µε 2

kf∇  
θα συµβολίζεται η µήτρα 

δεύτερων παραγώγων ή µήτρα Hessian της συνάρτησης f στο σηµείο kx  δηλαδή 2 2 ( )k kf f x∇ =∇ .  

 

1.1  Μέθοδοι αναζήτησης γραµµής. 

 

       Στις µεθόδους αναζήτησης γραµµής (line search methods), ο αλγόριθµος επιλέγει µια 

κατεύθυνση έρευνας kp  και αναζητά κατά µήκος αυτής της κατεύθυνσης από την τρέχουσα 

επανάληψη kx  για µία νέα επανάληψη 1k k k kx x a p+ = +  µε χαµηλότερη τιµή της συνάρτησης,  όπου ο 

θετικός αριθµός ka  αποκαλείται µήκος βήµατος. Στην νέα αυτή επανάληψη µια νέα κατεύθυνση 

έρευνας και ένα νέο µήκος βήµατος υπολογίζονται και η διαδικασία επαναλαµβάνεται. Η επιτυχία 
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της µεθόδου εξαρτάται από τις αποτελεσµατικές επιλογές της κατεύθυνσης έρευνας kp  και του 

µήκους βήµατος ka . Η κατεύθυνση έρευνας kp
 
συνήθως έχει τη µορφή 1

k k kp B f−=− ∇  όπου kB  είναι 

ένας συµµετρικός και αντιστρέψιµος πίνακας. 

� Στη µέθοδο της απότοµης καθόδου, ο πίνακας kB  είναι απλά ο ταυτοτικός πίνακας Ι . 

� Στη µέθοδο Newton, ο πίνακας kB  είναι ο πραγµατικός πίνακας Hessian 2 ( )kf x∇ . 

� Στη µέθοδο Quasi-Newton,  ο πίνακας kB  είναι µία προσέγγιση του πίνακα Hessian στο 

σηµείο kx  η οποία ανανεώνεται σε κάθε επανάληψη µέσω ενός τύπου χαµηλού βαθµού. 

Όταν το kp  ορίζεται  από την σχέση 1
k k kp B f−=− ∇  και ο πίνακας kB  είναι θετικά ορισµένος ισχύει 

ότι: 1 0T T
k k k k kp f f B f−∇ =−∇ ∇ <  και εποµένως το kp  είναι µια κατεύθυνση καθόδου. 

 

 

1.1.1 Κατευθύνσεις έρευνας για τις µεθόδους αναζήτησης γραµµής. 

 

α).  Η κατεύθυνση της πιο απότοµης καθόδου. 

 

       Ένα µείζων θέµα συζήτησης στις µεθόδους αναζήτησης γραµµής, αποτελεί η επιλογή της 

κατεύθυνσης έρευνας kp  όπου η πιο προφανής επιλογή είναι η κατεύθυνση της πιο απότοµης 

καθόδου kf−∇ . Η κατεύθυνση αυτή, είναι εκείνη κατά µήκος της οποίας η συνάρτηση f  µειώνεται 

πιο γρήγορα. Η απαίτηση αυτή επιβεβαιώνεται από το θεώρηµα Taylor (παράρτηµα, εξίσωση Π.3) 

σύµφωνα µε το οποίο, για κάθε κατεύθυνση έρευνας p  και µήκος βήµατος a  ισχύει: 

2 21( ) ( ) , (0, )
2

T T
k k k kf x ap fx ap f a p f x tp p t a+ = + ∇ + ∇ + ∈                         (1.1)                  

       Ο ρυθµός µεταβολής της f  κατά µήκος της κατεύθυνσης p  στο kx  είναι απλώς ο συντελεστή 

του a , δηλαδή 
T

kp f∇ . Γι’ αυτό το λόγο, η µοναδιαία κατεύθυνση p  της πιο ραγδαίας µείωσης, 

είναι η λύση του προβλήµατος: 

min , 1
T

k
p

p f p∇ =� �                                                     (1.2)
                                               

       Αφού | | | | | | | | cosT
k kp f p f θ∇ = ∇  όπου θ  είναι η γωνία µεταξύ των p  και kf∇ , από την σχέση 

| | || 1p =  προκύπτει ότι | | | | cosT
k kp f f θ∇ = ∇  και η αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος (1.2)

 
 

ελαχιστοποιείται όταν το cosθ  λαµβάνει την µικρότερη τιµή του -1 για θ π=  ακτίνια. Άρα η λύση 

του προβλήµατος (1.2)
 
είναι η κατεύθυνση / | | | |k kp f f=−∇ ∇ , κάθετη στις ισοϋψείς γραµµές της 

συνάρτησης. Η µέθοδος της πιο απότοµης καθόδου  δρα κατά µήκος της κατεύθυνσης k kp f=−∇  σε 

κάθε βήµα και έχει το πλεονέκτηµα ότι απαιτεί µόνο τον υπολογισµό της κλίσης kf∇  και όχι των 2
ων

  

παραγώγων της f . Ωστόσο, λόγω του ότι µπορεί να είναι υπερβολικά βραδύα σε δύσκολα 
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προβλήµατα, οι µέθοδοι αναζήτησης γραµµής ενδέχεται να χρησιµοποιούν κατευθύνσεις 

διαφορετικές από αυτή της πιο απότοµης καθόδου. Γενικά, οποιαδήποτε κατεύθυνση καθόδου (που 

σχηµατίζει µια γωνία µικρότερη από /2π  ακτίνια µε το kf−∇ ) εγγυάται την µείωση της f
 
για 

αρκετά µικρό µήκος βήµατος. 

 

β).  Η κατεύθυνση Newton. 

 

       Η κατεύθυνση Newton προκύπτει από την ελαχιστοποίηση της σειράς Taylor δεύτερης τάξης µε 

την οποία προσεγγίζεται η συνάρτηση ( )kf x p+ και η οποία δίνεται από την σχέση: 

21( ) ( )
2

T T
k k k k km p f p f p f p f x p= + ∇ + ∇ ≈ +                                       (1.3)

                                 

       Απαιτώντας η µήτρα 
2

kf∇  να είναι θετικά ορισµένη η κατεύθυνση Newton είναι η εξής:  

2 1N
k k kp f f−=−∇ ∇                                                             (1.4)

                                                        

και είναι αξιόπιστη όταν η διαφορά µεταξύ της πραγµατικής συνάρτησης ( )kf x p+  και του 

τετραγωνικού µοντέλου ( )km p  αυτής δεν είναι πολύ µεγάλη. Από το θεώρηµα Taylor έχουµε: 

21( ) ( ) , (0,1)
2

T T
k k k kf x p f f p p f x tp p t+ = +∇ + ∇ + ∈                           (1.5)

                           

και άρα η µόνη διαφορά µεταξύ αυτών των συναρτήσεων είναι τό ότι η µήτρα 2 ( )kf x tp∇ +  έχει 

αντικατασταθεί από την µήτρα 2
kf∇ . Για αρκετά λεία 2 ( )f∇ ⋅  η παραπάνω διαφορά, παράγει µια 

διαταραχή τάξης µεγέθους 3(|| | | )O p  στο ανάπτυγµα Taylor, έτσι που για µικρό | | | |p  η διαταραχή 

είναι µικρή και η προσέγγιση ( ) ( )k kf x p m p+ ≈  είναι αρκετά ακριβής. 

       Η κατεύθυνση Newton µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε µία µεθοδο αναζήτησης γραµµής όταν η 

µήτρα 2
kf∇  είναι θετικά ορισµένη, περίπτωση κατά την οποία χρησιµοποιώντας την (1.4): 

2 2TT N T N N
k k k k k k k kf p f f f p f p∇ =−∇ ∇ ∇ =− ∇                                               (1.6)

                             

και έτσι, εκτός εάν η κλίση kf∇  είναι µηδενική, συνεπάγεται ότι 0T N
k kf p∇ <  δηλαδή η κατεύθυνση 

kp  είναι µια κατεύθυνση καθόδου. 

       Οι περισσότερες υλοποιήσεις της µεθόδου Newton µε αναζήτηση γραµµής χρησιµοποιούν το 

µοναδιαίο βήµα ( 1a= ) όπου είναι εφικτό, το οποίο προσαρµόζεται κατάλληλα µόνο όταν δεν 

προκαλεί ικανοποιητική µείωση της τιµής της συνάρτησης f . Όταν η µήτρα 2
kf∇  δεν είναι θετικά 

ορισµένη η κατεύθυνση Newton ενδέχεται να µην ορίζεται καν αφού η µήτρα 2 1
kf
−∇  ίσως να µην 

υπάρχει, αλλά ακόµη και αν ορίζεται µπορεί να µην ικανοποιεί την ιδιότητα καθόδου και εποµένως 

αποτελεί µια ακατάλληλη κατεύθυνση έρευνας.  

       Οι  µέθοδοι  οι  οποίες  χρησιµοποιούν την κατεύθυνση Newton N
kp  εµφανίζουν τετραγωνική 



4 

 

τοπική σύγκλιση (βλέπε παράρτηµα). Όταν η τρέχουσα επανάληψη φτάσει σε µια γειτονιά της λύσης 

συνήθως επέρχεται σύγκλιση υψηλής ακρίβειας σε µόλις µερικές επαναλήψεις. Μια ουσιώδης 

αδυναµία της κατεύθυνσης Newton είναι η ανάγκη γνώσης της µήτρας Hessian 2 ( )f x∇  ο σαφής 

υπολογισµός της οποίας είναι συνήθως, ωστόσο όχι πάντα, µια φορτική και δαπανηρή διαδικασία. 

 

γ).  Η κατεύθυνση έρευνας Quasi – Newton. 

 

       Οι κατευθύνσεις έρευνας Quasi-Newton αποτελούν µια ελυστική εναλλακτική, µιας και δεν 

απαιτούν τον υπολογισµό της µήτρας Hessian και επίσης επιτυγχάνουν υπεργραµµική σύγκλιση. Οι 

µέθοδοι αυτές χρησιµοποιούν στη θέση της πραγµατικής µήτρας Hessian 2
kf∇   µία προσέγγιση αυτής 

kB , η οποία ανανεώνεται σε κάθε βήµα ώστε να λάβει υπόψη την πληροφορία που αποκτήθηκε κατά 

την διάρκεια του βήµατος. Τυπικά, επιβάλονται επιπρόσθετες απαιτήσεις στον πίνακα 1kB +  όπως η 

συµµετρία αλλά και ο περιορισµός η διαφορά µεταξύ διαδοχικών προσεγγίσεων από τον πίνακα kB  

στον 1kB +  να είναι χαµηλού βαθµού. 

       ∆ύο δηµοφιλείς τύποι ανανέωσης της προσέγγισης kB  της µήτρας Hessian είναι ο τύπος SR1 

(symmetric-rank-one), και ο τύπος BFGS φερώνυµος των εφευρετών του, Broyden, Fletcher, 

Goldfarb, και Shanno. Η διαφόρά µεταξύ των πινάκων kB  και 1kB +  είναι ένας πίνακας βαθµού 1 

στην περίπτωση του τύπου SR1 και ένας πίνακας βαθµού 2 στην περίπτωση του τύπου BFGS.  Η 

κατεύθυνση έρευνας Quasi-Newton δίνεται από την σχέση (1.4) χρησιµοποιώντας τη µήτρα kB  στην 

θέση της πραγµατικής µήτρας Hessian, δηλαδή:  

1
k k kp B f−= − ∇                                                               (1.7)

                                                        

       Κάποιες πρακτικές υλοποιήσεις των µεθόδων Quasi-Newton ανανεώνουν τον αντίστροφο πίνακα 

kH του kB  αντί για τον ίδιο τον πίνακα kB . Ο υπόλογισµός της κατεύθυνσης έρευνας kp  σε αυτή 

την περίπτωση διεκπεραιώνεται µέσω του τύπου: 

k k kp H f= − ∇                                                               (1.8)
                                                      

και υλοποιείται  µέσω του πολλαπλασιασµού πίνακα-διανύσµατος, ο οποίος είναι απλούστερος από 

τη διαδικασία της παραγοντοποίησης/πίσω-αντικατάστασης που χρειάζεται για την υλοποίηση του 

τύπου (1.7).  

 

δ).  Η κατεύθυνση των συζυγών κλίσεων. 

 

       Οι κατευθύνσεις αυτές έχουν την µορφή: 

1k k k kp f pβ −=−∇ +                                                               (1.9)
                                                

όπου kβ  είναι ένας αριθµός ο οποίος εξασφαλίζει ότι οι κατευθύνσεις kp και 1kp −  είναι συζυγείς. 

Γενικά, οι κατευθύνσεις των συζυγών κλίσεων είναι αρκετά πιο ουσιαστικές από ότι η κατεύθυνση 
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της πιο απότοµης καθόδου και περίπου το ίδιο απλές στον υπολογισµό τους. Οι µέθοδοι αυτές δεν 

επιτυγχάνουν τους γρήγορους ρυθµούς σύγκλισης των µεθόδων Newton ή Quasi-Newton, αλλά έχουν 

το πλεονέκτηµα να µην απαιτείται αποθήκευση πινάκων στην µνήµη. 

 

 

1.1.2 Επιλογή του µήκους βήµατος. 

 

       Το ιδανικότερο µήκος βήµατος ka  θα ήταν η λύση του ακόλουθου προβλήµατος 

ελαχιστοποίησης 

0
min ( )

a
aϕ

>
                                                             (1.10)

                                                               

όπου,     ( ) ( ) , 0k k k ka f x a p aϕ = + >                                            (1.11) 

ωστόσο µια ακριβής ελαχιστοποίηση είναι χρονοβόρα και περιττή. Πιο πρακτικές στρατηγικές 

εκτελούν µια µη ακριβή αναζήτηση γραµµής για τον προσδιορισµό του µήκους βήµατος που 

επιτυγχάνει επαρκή µείωση της συνάρτησης f  µε ελάχιστο κόστος.  

       Τα τελευταία χρόνια και παρακινούµενοι από την θεωρία σύµφωνα µε την οποία η µέθοδος της 

πιο απότοµης καθόδου µέσω µιας διαδικασίας ακριβούς αναζήτησης γραµµής συγκλίνει γενικά σε 

ένα στάσιµο σηµείο της συνάρτησης, δηλαδή σε ένα σηµείο όπου η κλίση της συνάρτησης είναι 

µηδέν,  µια κοινή στρατηγική ήταν να επιλεγεί το ka  κοντά στην τιµή η οποία επιτυγχάνεται µέσω 

µιας ακριβούς αναζήτησης γραµµής. Ωστόσο, ο προσδιορισµός ακόµη και ενός τοπικού ελαχίστου 

της συνάρτησης ϕ  ακόµη και µε µέτρια ακρίβεια, απαιτεί γενικά σωρεία αποτιµήσεων της 

αντικειµενικής συνάρτησης f  και πιθανών της κλίσης f∇ µε µεγάλο υπολογιστικό κόστος. 

       Άλλοι ερευνητές εξασθένισαν την ανοχή της αναζήτησης γραµµής σηµαντικά και 

χρησιµοποίησαν την ιδιότητα της καθόδου για να επιβάλουν τη µείωση της συνάρτησης κόστους σε 

κάθε επανάληψη. Μία απλή συνθήκη η οποία επιβάλλεται στο µήκος βήµατος ka , είναι  να απαιτεί 

τη µείωση της τιµής της συνάρτησης f  δηλαδή να ισχύει ( ) ( )k k k kf x a p f x+ < . Ωστόσο, η απαίτηση 

αυτή δεν επαρκεί για να επιφέρει σύγκλιση στη λύση *x . Για παράδειγµα, αν η ελάχιστη τιµή της 

συνάρτησης είναι ( ) 1f x∗ =− , µια ακολουθία επαναλήψεων { }kx  για τις οποίες ( ) 5/ , 0,1,....kf x k k= =

αποφέρει µείωση σε κάθε επανάληψη αλλά η οριακή τιµή της συνάρτησης είναι µηδέν. Η πενιχρή 

µείωση της f  σε κάθε βήµα γίνεται  αιτία για την αποτυχία σύγκλισης στο σηµείο ελαχίστου. 

       Το γεγονός αυτό οδήγησε στην ανάπτυξη ενός γενικά αποδεκτου συνόλου συνθηκών για τον 

τερµατισµό της αναζήτησης γραµµής το οποίο διασφαλίζει επαρκή µείωση της f  µε ελάχιστο 

κόστος ενώ παράλληλα εγγυάται την γενική σύγκλιση. 
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       Προς αποφυγήν αυτής της συµπεριφοράς, επιβάλλεται µια συνθήκη επαρκούς µειώσεως 

(sufficient decrease condition). Αν το ka  δηλώνει την µικρότερη δυνατή θετική τιµή του ka  για την 

οποία ( ) ( )k k k kf x a p f x+ =  τότε επέρχεται µια αµελητέα µείωση της f αν k ka a→ . Ο σκοπός της 

αναζήτησης γραµµής είναι η εύρεση ενός βήµατος ka  το οποίο δεν πλησιάζει την τιµή ka . Μία 

δηµοφιλής συνθήκη µη ακριβούς αναζήτησης γραµµής συνοµολογεί ότι το ka θα πρέπει πρωτίστως 

να οδηγεί σε επαρκή µείωση της αντικειµενικής συνάρτησης f , η οποία µετριέται από την 

ακόλουθη ανισότητα: 

1( ) ( ) ( ) T
k k k k k k ka f x a p f x c a f pϕ = + ≤ + ∇                                          (1.12)                                 

για κάποια σταθερά 1 (0 ,1)c ∈ . Με άλλα λόγια, η µείωση της f  θα πρέπει να είναι ανάλογη τόσο µε 

το µήκος βήµατος ka  όσο και µε την κατά κατεύθυνση παράγωγο T
k kf p∇  (βλέπε παράρτηµα Π.7).  

Η ανισότητα (1.12) συχνά καλείται ως συνθήκη Armijo. 

       Το δεξί µέλος της (1.12) το οποίο είναι µια γραµµική συνάρτηση του a  συµβολίζεται µε  ( )l a . Η 

συνάρτηση ( )l ⋅
 
έχει αρνητική κλίση 1

T
k kc f p∇   δεδοµένου όµως ότι  1 (0 ,1)c ∈  εκτείνεται πάνω από το 

γράφηµα της ϕ  για µικρές θετικές τιµές του a . Η συνθήκη επαρκούς µειώσεως υποδηλώνει ότι το  

a  γίνεται αποδεκτό µόνο εάν ( ) ( )l aϕ α ≤ . Στην πράξη, η σταθερά 1c  επιλέγεται να είναι αρκετά 

µικρή, π.χ. 
4

1 10c
−= . 

       Η συνθήκη επαρκούς µειώσεως δεν είναι αρκετή από µόνη της για να διασφαλίσει ότι ο 

αλγόριθµος κάνει µια εύλογη πρόοδο εξαιτίας του ότι ικανοποιείται για αρκετά µικρές τιµές του a  

και άρα είναι πολύ πιθανών να προκύψει πάλι αµελητέα µείωση της συνάρτησης αν 0kα → . 

 

Α.  Οι Συνθήκες Goldstein. 

 

       Από όλα τα παραπάνω, ο σκοπός της αναζήτησης γραµµής είναι η εύρεση ενός µήκους βήµατος 

ka το οποίο δεν βρίσκεται κοντά στα ακραία σηµεία του διαστήµατος [0 , ]ka  επιφέροντας κατά 

αυτόν τον τρόπο σηµαντική µείωση της συνάρτησης f  σε κάθε επανάληψη. Απ’ την άλλη µεριά και 

δεδοµένου ότι η µήτρα Hessian αποτελεί την γενίκευση στον nℝ  της έννοιας της καµπυλότητας µιας 

συνάρτησης (δηλαδή η θετική καµπυλότητα µιας συνάρτησης γενικεύεται στον nℝ ως θετικά 

ορισµένη µήτρα Hessian)  είναι εξίσου σηµαντικό όσον αφορά την απόδειξη της υπεργραµµικής 

σύγκλισης κάπoιων µεθόδων, οι επιβαλλόµενες συνθήκες να µην αποκλείουν την τιµή 

ελαχιστοποίησης του a  όταν η συνάρτηση ( )k k kf x a p+  είναι τετραγωνική µε θετική καµπυλότητα, 

δηλαδή µε θετικά ορισµένη µήτρα δευτέρων παραγώγων ( f αυστηρά κυρτή). 

       Οι συνθήκες οι οποίες συναντούν αµφότερες τις απαιτήσεις αυτές δίνονται από τον Goldstein και 

είναι: 
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1( ) ( ) T
k k k k k k kf x a p f x c a f p+ ≤ + ∇                                              (1.13α) 

1( ) ( ) (1 ) T
k k k k k k kf x a p f x c a f p+ ≥ + − ∇                                       (1.13β)

                                                                          

όπου 10 1/2c< <  και το οποίο αποκλίει τα σηµεία εκείνα κοντά στο δεξί και αριστερό άκρο του 

διαστήµατος [0 , ]ka .  

       Όλα τα a  τα οποία ικανοποιούν τις συνθήκες Goldstein απαρτίζουν τα διαστήµατα των 

αποδεκτών µηκών βήµατος όπως φαίνεται στο σχήµα.1.1 για µια µη τετραγωνική συνάρτηση. 

aka

( )aϕ

1
T

k k ka c f p∇

1(1 ) T
k k ka c f p− ∇

 

Σχήµα.1.1 Οι συνθήκες Goldstein. 

 

       Γράφοντας την ( )k k kf x a p+  σαν ( )aϕ , οι (1.13α) και (1.13β) γράφονται αντίστοιχα ως εξής: 

1( ) (0) (0)k ka c aϕ ϕ ϕ′≤ +                                                    (1.14α) 

1( ) (0) (1 ) (0)k ka c aϕ ϕ ϕ′≥ + −                                               (1.14β)
                                                       

και η συνθήκη καθόδου 0T
k kp f∇ <  γίνεται (0) 0ϕ′ < .  

       Αν η ( )f x  είναι κυρτή τετραγωνική συνάρτηση της µορφής 
1( )
2

T T
f x x Qx b x= −  και άρα: 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

T T
k k k k k k k k k k k k ka f x a p x a p Q x a p b x a pϕ = + = + + − +  

που ικανοποιεί τις ανοσότητες (0) 0ϕ′ < και (0) 0ϕ′′ > , τότε το γενικό ελάχιστο a∗  της ϕ  υπολογίζεται 

αναλυτικά - παραγωγίζοντας τη συνάρτηση ( )kaϕ  
ως  προς ka  και  θέτοντας  τη  παράγωγο ίση µε 

 µηδέν - και δίνεται από τη σχέση *
T

k k
k T

k k

f p
a

p Qp

∇=− .  Επιπλέον η ( )kaϕ  µπορεί να γραφτεί ως:  

1 1( ) ( )
2 2

T T T T
k k k k k k k k ka x Qx b x a a p Qp b pϕ = − + −

 

και το *
ka  ικανοποιεί την σχέση * *1( ) (0) (0)

2
k ka aϕ ϕ ϕ′= + . Συνεπώς, η απαίτηση ότι 1 1/2c < επιτρέπει 

την ιδιότητα ότι η τιµή ελαχιστοποίησης µιας τετραγωνικής συνάρτησης είναι αποδεκτή δεδοµένου 

ότι στην περίπτωση αυτή το *
ka ικανοποιεί την σχέση (1.14α). 
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Β.  Οι συνθήκες Wolfe. 

 

       Όταν η ( )aϕ  δεν είναι τετραγωνική, η δεύτερη συνθήκη (1.14β)  µπορεί να αποκλίσει το σηµείο 

ελαχιστοποίησης της ( )aϕ  όπως φαίνεται στο σχήµα 1.1. Για τον λόγο αυτό, η συνθήκη αυτή µπορεί 

να αντικατασταθεί επό ένα διαφορετικό έλεγχο των κλίσεων ο οποίος είναι ο εξής:  

2( ) ( )T T
k k k k k k ka f x a p p c f pϕ′ =∇ + ≥ ∇                                          (1.15)

                                    

για κάποια σταθερά 2 1( ,1)c c∈ . 

       Η συνθήκη (1.15) καλείται συνθήκη καµπυλότητας και διασφαλίζει ότι η κλίση της ϕ  στο ka

είναι µεγαλύτερη από 2c  φορές την αρχική κλίση (0)ϕ′ . Αν η κλίση ( )kaϕ′  είναι αυστηρά αρνητική, 

αυτό αποτελεί µια ένδειξη ότι η f µπορεί να µειωθεί σηµαντικά προχωρώντας περαιτέρω κατά 

µήκος της επιλεγµένης κατεύθυνσης. Απ’ την άλλη µεριά, αν η ( )kaϕ′  είναι ελαφρώς αρνητική ή 

ακόµη και θετική, τότε έχει νόηµα να τερµατίσει η αναζήτηση γραµµής µιας και δεν αναµένεται πολύ 

µεγαλύτερη µείωση στην f  σε αυτή την κατεύθυνση. Η συνθήκη επαρκούς µειώσεως (1.12) και η 

συνθήκη καµπυλότητας (1.15) είναι γνωστές ως συνθήκες Wolfe και φαίνονται στο σχήµα 1.2. 

       Ένα µήκος βήµατος όπως φαίνεται στο σχήµα 1.2, µπορεί να ικανοποιεί τις συνθήκες Wolfe 

χωρίς να βρίσκεται ιδιαίτερα κοντά σε ένα σηµείο ελαχίστου της ϕ . Στην περίπτωση αυτή, η 

συνθήκη καµπυλότητας µπορεί να τροποποιηθεί να επιβάλει στο ka  να βρίσκεται σε µια τουλάχιστον 

ευρεία γειτονιά ενός τοπικού ελαχίστου ή ενός στάσιµου σηµείου της ϕ . Οι αποκαλούµενες ισχυρές 

συνθήκες Wolfe είναι οι εξής: 

1( ) ( ) T
k k k k k k kf x a p f x c a f p+ ≤ + ∇                                              (1.16α) 

2| ( ) |T T
k k k k k kf x a p p c f p∇ + ≤ − ∇                                           (1.16β)

  

 

       Η µόνη διαφορά µε τις συνθήκες Wolfe είναι το ότι η παράγωγος ( )kaϕ′  δεν επιτρέπεται πλέον 

 να είναι αρκετά θετική και γι΄αυτό τα σηµεία µακριά από τα στάσιµα σηµεία της ϕ  εξαιρούνται.  

aka

( )aϕ
( )l a

 

Σχήµα.1.2  Οι συνθήκες Wolfe. 
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       Σύµφωνα µε το ακόλουθο λήµµα για κάθε συνάρτηση f
 
συνεχώς διαφορίσιµη και κάτω 

φραγµένη, υπάρχουν µήκη βήµατος που ικανοποιούν τις συνθήκες Wolfe. 

 

Λήµµα 1.1 ([2], Λήµµα 3.1, σελ. 35). 

Έστω : nf →ℝ ℝ  συνεχώς διαφορίσιµη και κάτω φραγµένη κατά µήκος της ηµιευθείας 

{ | 0}k k kx a p a+ > . Έστω επίσης kp  µια κατεύθυνση καθόδου στο kx . Τότε αν 1 20 1c c< < < , 

υπάρχουν διαστήµατα από µήκη βήµατος που ικανοποιούν τις συνθήκες Wolfe (1.12) και (1.15) και 

τις ισχυρές συνθήκες Wolfe (1.16α) και (1.16β). 

� 

 

A.  Επαρκής µείωση και αντιστροφή θέσης (Backtracking). 

 

       Αν ο αλγόριθµος αναζήτησης γραµµής επιλέγει το υποψήφιο µήκος βήµατος χρησιµοποιώντας 

την τεχνική αποκαλούµενη Αντιστροφής Θέσης (back-tracking approach), η συνθήκη επαρκούς 

µειώσεως (1.12) είναι αρκετή από µόνη της ώστε να διασφαλίσει ότι ο αλγόριθµος κάνει εύλογη 

πρόοδο κατά µήκος της δοσµένης κατεύθυνσης έρευνας και εποµένως η συνθήκη (1.15) δεν 

χρειάζεται.  

       Στην πιο βασική της µορφή, η διαδικασία αυτή προχωρεί σύµφωνα µε τον αλγόριθµο 1.1 που 

ακολουθεί ([2], αλγόριθµος 3.1, σελ. 37): 

 

 

  Αλγόριθµος 1.1 (Αλγόριθµος Αντιστροφής Θέσης)  

  Choose 10, (0,1), (0,1)a cρ> ∈ ∈ɶ  

  Set a a= ɶ  

  Repeat until 1( ) ( ) T
k k k k kf x ap f x c a f p+ ≤ + ∇  

                  a aρ=  

  End (repeat) 

  Terminate with ka a=  
        

       Στις µεθόδους Newton και Quasi-Newton το αρχικό βήµα aɶ  επιλέγεται να είναι µονάδα και σε 

άλλους αλγόριθµους µπορεί να έχει διαφορετικές τιµές. 

       Η Αντιστροφής Θέσης, εξασφαλίζεί είτε ότι το επιλεγµένο µήκος βήµατος ka  είναι κάποια 

σταθερή τιµή (η αρχική επιλογή aɶ ), ή διαφορετικά  ότι είναι αρκετά µικρό ωστε να ικανοποιεί την 

συνθήκη επαρκούς µειώσεως (1.12) αλλά όχι πολύ µικρό, δεδοµένου ότι είναι ανάλογο µε ένα 

παράγοντα ρ  του προηγούµενου δοκιµαστικού βήµατος  το οποίο είχε απορρηφθεί λόγω παραβίασης 

της συνθήκης (1.12). 

 

1.1.3 Σύγκλιση των µεθόδων αναζήτησης γραµµής. 
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       Γενική σύγκλιση επιτυγχάνεται, όχι µόνο µέσω καλά επιλεγµένων µηκών βήµατος αλλά και 

µέσω καλά επιλεγµένων κατευθύνσεων, δεδοµένου ότι οι µειώσεις στην f  είναι πιθανών να είναι 

αµελητέες αν οι κατευθύνσεις kp  επιλεχθούν έτσι που να πλησιάζουν να είναι ορθογώνιες στο 

διάνυσµα κατεύθυνσης της πιο απότοµης καθόδου. ∆εδοµένου ότι η γωνία kθ µεταξύ του kp  και της 

κατεύθυνσης της πιο απότοµης καθόδου kf−∇  ορίζεται µε τη σχέση: 

cos
| | || | | ||

T
k k

k
k k

f p
f p

θ −∇= ∇
                                                        (1.17)

               
 

η πιθανότητα αυτή µπορεί να αποκλιστεί, αν το kp  ικανοποιεί το κριτήριο ότι η γωνία kθ  είναι 

οµοιόµορφα φραγµένη µακριά από τις 90
o

, δηλαδή , 0
2

k kπθ µ µ≤ − ∀ > . Με τον περιορισµό αυτόν, 

η γενική σύγκλιση µιας µεθόδου µε µη ακριβή αναζήτηση γραµµής βασιζµένη στις συνθήκες Wolfe, 

τέτοια ώστε ένα κριτήριο τερµατισµού ( || | |kf ε∇ ≤ ) ικανοποιείται πάντα για k αρκετά µεγάλο, 

αποδεικνύεται µε την βοήθεια του ακόλουθου θεωρήµατος του Zoutendijk. 

 

Θεώρηµα 1.2 ([2], Θεώρηµα 3.2, σελ. 38). 

Έστω οποιαδήποτε επανάληψη της µορφής 1k k k kx x a p+ = +  όπου το kp  είναι µια κατεύθυνση 

καθόδου και το ka ικανοποιεί τις συνθήκες Wolfe (1.12) και (1.15). Έστω επίσης η f  είναι κάτω 

φραγµένη στον nℝ  και συνεχώς διαφορίσιµη σε ένα ανοιχτό σύνολο N  που περιλαµβάνει το 

σύνολο στάθµης { : ( ) ( )}
def

oL x f x f x= ≤ , όπου το ox  είναι το αρχικό σηµείο της επανάληψης. Έστω, 

τέλος ότι η f∇  είναι Lipschitz συνεχής στο N  δηλαδή: 

0 : || ( ) ( )| | | | || , ,L f x f x L x x x x∃ > ∇ −∇ ≤ − ∀ ∈ɶ ɶ ɶ ℕ                         (1.18)
                       

Τότε  2 2

0

cos || | |k k
k

fθ
≥

∇ <∞∑                                                 (1.19)
                                                 

Απόδειξη 

      Από την (1.15) και την επανάληψη 1k k k kx x a p+ = +  προκύπτει ότι: 1( ) ( 2 1)
T T

k k k k kf f p c f p+∇ −∇ ≥ − ∇ . 

Επίσης η (1.18) υποδηλώνει ότι 2
1 1 1( ) | |( ) | | | | | | | | | |T T

k k k k k k k k k kf f p f f p L x x a L p+ + +∇ −∇ ≤ ∇ −∇ ≤ − ≤ .     

       Συνδιάζοντας αυτές τις δύο σχέσεις έπεται ότι 2
2

1
|| ||

T
k k

k

k

f pca
L p

∇−≥  και αντικαθιστώντας την 

ανισότητα αυτή στην πρώτη συνθήκη Wolfe (1.12) προκύπτει: 

( )2
(1.17)

2 1 22 2
1 1 12

1 (1 )
cos || | | ,

|| | |

T
k k

k k k k k k

k

f pc c c
f f c f f c f c

L Lp
θ+ +

∇− −≤ − ⇒ ≤ − ∇ =  

       Αθροίζοντας για όλους τους δείκτες k≤  παίρνουµε: 2 2
1

0

cos || | |
k

k o j j
j

f f c fθ+
=

≤ − ∇∑  
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       Παίρνοντας το όριο στην πιο πάνω έκφραση  και λαµβάνοντας υπόψη ότι η f  είναι κάτω 

φραγµένη και η διαφορά 1o kf f +−  είναι µικρότερη από κάποια θετική σταθερά, προκύπτει η (1.19). 

� 

 

       Οι υποθέσεις του θεωρήµατος 1.2 δεν είναι πολύ απαγορευτικές. Αν η συνάρτηση f  δεν ήταν 

κάτω φραγµένη το πρόβληµα  βελτιστοποίησης δεν θα ήταν καλώς ορισµένο. Απ’ την άλλη µεριά, η 

Lipschitz συνέχεια της kf∇  (υπόθεση λειότητας) ικανοποιείται συχνά στην πράξη. 

       Η συνθήκη Zoutendijk (1.19) υποδηλώνει ότι 2 2cos || | | 0k kfθ ∇ →  και αν η µέθοδος επιλογής της 

κατεύθυνσης έρευνας kp  διασφαλίζει ότι η γωνία kθ  είναι φραγµένη µακριά από τις 90
o
, υπάρχει 

θετική σταθερά δ τέτοια ώστε cos 0k kθ δ≥ > ∀  και άρα προκύπτει άµµεσα ότι lim || | | 0k
k

f
→∞

∇ = και 

εποµένως ικανοποιείται η αναγκαία συνθήκη ελαχίστου πρώτης τάξης προβληµάτων χωρίς 

περιορισµούς.  

       Ειδικότερα, αυτό το κριτήριο αναφορικά µε την γωνία ικανοποιείται  από την µέθοδο της πιο 

απότοµης καθόδου µε 0kθ = .  

       Απ’ την άλλη µεριά, στις µεθόδους Newton και Quasi-Newton στις οποίες το kp  ορίζεται µέσω 

της σχέσης k k kp B f=− ∇ , µία ικανή συνθήκη αναφορικά µε το κριτήριο της γωνίας είναι ο δείκτης 

κατάστασης (ο λόγος 1

n

λ
λ  της µεγαλύτερης προς τη µικρότερη ιδιοτιµή του kB ) να είναι άνω 

φραγµένος δηλαδή να υπάρχει µια σταθερά M τέτοια ώστε: 

1| | | | | | | | ,k kB B M k− ≤ ∀                                                       (1.20)
                                               

προκύπτει από τον ορισµό (1.17) ότι: 1cos k
M

θ ≥  και άρα lim|| || 0k
k

f
→∞

∇ = . 

       Ωστόσο, για τους περισσότερους απ’ τους καλούς στην πράξη αλγόριθµους, όπως ο αλγόριθµος 

 συζυγών κλίσεων, δεν έχει καταστεί δυνατόν να αποδειχθεί ότι το κριτήριο όσον αφορά τη γωνία 

ικανοποιείται. Στην περίπτωση αυτή αντί της συνθήκης γενικής σύγκλισης 0kf∇ →  αποδεικνύεται η  

ασθενέστερη συνθήκη lim inf | | | | 0k
k

f
→∞

∇ = , ότι δηλαδή απλώς µία υπακολουθία  των νορµών || | |k jf∇  

συγκλίνει στο µηδέν αντί για ολόκληρη την ακολουθία.  

       Το αποτέλεσµα αυτό αποδεικνύεται µε εις άτοπο απαγωγή ως ακολούθως: Έστω ότι 

lim inf | | | | 0k
k

f
→∞

∇ ≠  δηλαδή  0γ∃ >  τέτοιο ώστε || | |kf kγ∇ ≥ ∀ . Προκύπτει από  2 2cos || | | 0k kfθ ∇ → , 

ότι cos 0kθ →  και άρα ολόκληρη η ακολουθία {cos }kθ  
συγκλίνει στο µηδέν. 
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1.1.4 Αλγόριθµος αναζήτησης γραµµής. 

 

       Στις τεχικές εύρεσης του σηµείου ελαχίστου της συνάρτησης ( ) ( )k k ka f x a pϕ = +  ή απλώς της 

εύρεσης ενός µήκους βήµατος ka  που να κανοποιεί µια από τις συνθήκες τερµατισµού όπως αυτές 

περιγράφτηκαν στο εδάφιο 1.1.2, θεωρείται ότι το kp  είναι µια κατεύθυνση καθόδου δηλαδή, 

(0) 0ϕ′ < . Αν η f  είναι τετραγωνική κυρτή συνάρτηση, το σηµείο ελαχίστου αυτής κατά µήκος της 

ηµιευθείας k k kx a p+  δίνεται αναλυτικά από την σχέση 
T

k k
k T

k k

f p
a

p Qp

∇=− . Ωστόσο, για γενικές µη-

γραµµικές συναρτήσεις είναι αναγκαίο να γίνει χρήση µιας επαναληπτικής διαδικασίας. 

       Όλες οι διαδικασίες αναζήτησεις γραµµής απαιτούν µια αρχική εκτίµηση 0a  και παράγουν µία 

ακολουθία { }ia  η οποία είτε τερµατίζει µε την εύρεση ενός µήκους βήµατος το οποίο ικανοποιεί τις 

καθορισµένες από τον χρήστη συνθήκες (για παράδειγµα τις συνθήκες Wolfe) είτε αποφασίζουν ότι 

ένα τέτοιο µήκος βήµατος δεν υπάρχει. Υπάρχουν δύο ξεχωριστά τµήµατα σε κάθε αλγόριθµο 

αναζήτησης γραµµής: 

1. η φάση ταξινόµησης (bracketing phase) η οποία προσδιορίζει ένα διάστηµα [ , ]a b  το οποίο 

συµπεριλαµβάνει αποδεκτά µήκη βήµατος και  

2. η φάση επιλογής  (selection phase) η οποία εστιάζει στο να εντοπίσει το τελικό µήκος βήµατος. Η 

φάση επιλογής συνήθως µειώνει το διάστηµα ταξινόµησης κατά την διαδικασία εντόπισµού του 

επιθυµητού µηκους βήµατος. 

       Επιπρόσθετα, δεδοµένου ότι είναι προτιµώτερη η εύρεση ενός αποδεκτού σηµείου το οποίο να 

είναι κοντά σε ένα τοπικό ελάχιστο της συνάρτησης ( )aϕ , είναι καλό να γίνει κάποιο είδος 

παρεµβολής µε την προσαρµογή ενός τετραγωνικού ή κυβικού πολυωνύνου του α σε γνωστές 

συναρτήσεις και στις παραγώγους τους και εν΄ συνεχεία η επιλογή της νέας επανάληψης να γίνει έτσι 

ώστε να ελαχιστοποιείται το πολυώνυµο αυτό. 

       Η διαδικασία αναζήτησης γραµµής που βασίζεται στην παρεµβολή των τιµών της συνάρτησης ϕ  

και των παραγώγων αυτής µπορεί να θεωρηθεί σαν επαύξηση του αλγόριθµου Αντιστροφής Θέσης 

(Backtracking Algorithm). Ο στόχος είναι η εύρεση µιας τιµής του µήκους βήµατος a , που να 

ικανοποιεί την συνθήκη επαρκούς µειώσεως (1.12) χωρίς να είναι ‘’πολύ µικρή”. Ανάλογα, οι εδώ 

διαδικασίες παράγουν µια φθίνουσα ακολουθία τιµών ia   τέτοια ώστε κάθε ia  δεν είναι πολύ 

µικρότερο από το προηγηθέν 1ia − . 

 

� Αλγόριθµος αναζήτησης γραµµής για τις συνθήκες Wolfe. 

 

       Έστω p  µια κατεύθυνση καθόδου και η f  είναι κάτω φραγµένη κατά µήκος της κατεύθυνσης 
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p  προς αποφυγή της πιθανότητας το γράφηµα της ( )aϕ  να  µην τέµνει ποτέ τη γραµµή ( )l a . 

∆εδοµένου ενός διαστήµατος 1[ , ]i ia a− , µια διαδικασία έρευνας η οποία εγγυάται την εύρεση ενός 

µήκους βήµατος που να ικανοποιεί τις αυστηρές συνθήκες Wolfe για κάθε 1 2,c c  µε 1 20 1c c< < < , 

χρησιµοποιεί την γνώση ότι το διάστηµα αυτό συµπεριλαµβάνει µήκη βήµατος που ικανοποιούν τις 

συνθήκες Wolfe, εάν ικανοποιείται µια από τις επόµενες τρεις συνθήκες. 

i.    Το ia  παραβιάζει την συνθήκη επαρκούς µειώσεως 

ii.   1( ) ( )i ia aϕ ϕ −≥  

iii.  ( ) 0iaϕ′ ≥
 

       Το πρώτο στάδιο του αλγόριθµου δηλαδή η φάση ταξινόµησης (Bracketing phase) ξεκινάει  µε 

µία δοκιµαστική εκτίµηση ia  την οποία και συνεχώς αυξάνει έως ότου βρεθεί είτε ένα αποδεκτό 

µήκος βήµατος είτε ένα διάστηµα ταξινόµησης των επιθυµητών βηµάτων. Στην δεύτερη περίπτωση, 

ακολουθεί η φάση επιλογής (selection phase), καλώντας µία συνάρτηση η οποία αποκαλείται 

συνάρτηση εστίασης (zoom function) και η οποία µειώνει διαδοχικά το µέγεθος του διαστήµατος έως 

ότου αναγνωριστεί ένα αποδεκτό µήκος βήµατος. 

       Αρχικά δίνεται το διάστηµα 0 max[ , ]a a  όπου το 0a  τίθεται ίσο µε το µηδέν και το maxa  αποτελεί 

ένα φράγµα του µέγιστου επιτρεπτού µήκους βήµατος οριζόµενο από τον χρήστη. Αν ο χρήστης είναι 

σε θέση να παράσχει ένα κάτω ϕ  φράγµα της ( )aϕ τότε ως maxa λαµβάνεται το σηµείο τοµής της 

γραµµής ( )l a µε ϕ  την : max
1

(0)
(0)

a
c

ϕ ϕ
ϕ
−= ′ .  

       Ο αλγόριθµος αναζήτησης γραµµής τερµατίζει µε ένα µήκος βήµατος *a  που ικανοποιεί τις 

αυστηρές συνθήκες Wolfe, παράγοντας µια µονότονα φθίνουσα ακολουθία δοκιµαστικών µηκών 

βήµατος{ }ia  και περιγράφεται ως ακολούθως ([2], Αλγόριθµος 3.5, σελ. 60). 

       Το τελευταίο βήµα του αλγόριθµου εκτελεί µια πολυωνυµική παρεµβολή για την εύρεση της 

επόµενης δοκιµαστικής τιµής 1ia +  ή απλώς καθιστά το 1ia +  να είναι ένα σταθερό πολλαπλάσιο του ia . 

Αν λάβει χώρα τερµατισµός της φάσης ταξινόµησης τότε είναι πλέον γνωστό ένα διάστηµα 

ταξινόµησης ( , )lo hia a  και στην περίπτωση αυτή µπαίνει σε λειτουργία η φάση επιλογής καλόντας την 

συνάρτηση εστίασης (zoom function) µε ορίσµατα εισόδου τα loa  και hia . Η διάταξη των ορισµάτων 

εισόδου µε τα οποία τροφοδοτείται η συνάρτηση εστίασης µπορεί να διαφέρει, έτσι που το διάστηµα 

ταξινόµησης ( , )lo hia a  να ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες: 

i. Το loa  είναι µεταξύ όλων των µηκών βήµατος παραγόµενα µέχρι στιγµής και τα οποία 

ικανοποιούν την συνθήκη επαρκούς µειώσεως, αυτό που δίνει την µικρότερη τιµή της 

συνάρτησης. 
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ii. Το hia  επιλέγεται έτσι που να ισχύει ( )( ) 0lo hi loa a aϕ′ − <  και το ( )loaϕ′  να µην ικανοποιεί την 

ανισότητα
  2( ) (0)loa cϕ ϕ′ ′≤ −  

iii. Το hia  ικανοποιεί είτε 1( ) (0) (0)hi hia a cϕ ϕ ϕ′> +  είτε ( ) ( )hi loa aϕ ϕ≥  

 

 Αλγόριθµος 1.2 (Αλγόριθµος Αναζήτησης Γραµµής) 

 Set 0 0a = , choose max 0a >  and 1 max(0, )a a∈  

 For 1,...i=  repeat 

        Evaluate ( )iaϕ  

        if   1( ) (0) (0)i ia c aϕ ϕ ϕ′> +  or [ ]1 and( ) ( ) 1i ia a iϕ ϕ −≥ >  

              1i ilo i hi ia a a a−= = , terminate bracket phase  

              1zoom ( , )i ia a a∗
−= and stop 

        Evaluate ( )iaϕ′  

        if   2( ) (0)ia cϕ ϕ′ ′≤ −   

              ia a∗=  and stop 

        if   ( ) 0iaϕ′ ≥   

              1, ,i ilo i hi ia a a a −= =  terminate bracket phase 

              1zoom ( , )i ia a a∗
−=  and stop 

 Choose ( )1 max,i ia a a+ ∈  

 
1i i= +  

 end (repeat) 

 

       Για ένα τέτοιο διάστηµα ταξινόµησης το οποίο ικανοποιεί τις ιδιότητες (i), (ii) και (iii) 

αποδεικνύεται ([1], Λήµµα 2.6.1, σελ. 35) ότι περιλαµβάνει ένα διάστηµα αποδεκτών µηκών βήµατος 

που ικανοποιούν τις αυστηρές συνθήκες Wolfe και εποµένως η φάση ταξινόµησης έχει πετύχει τον 

σκοπό της, την εύρεση δηλαδή ενός διαστήµατος αποδεκτών µηκών βήµατος. 

       Απ’ την άλλη µεριά, η φάση επιλογής παράγει µια ακολουθία διαστηµάτων [ ] , 1,.. .j jlo hia a j i= +

το µήκος των οποίων τείνει στο µηδέν. Κάθε επανάληψη επιλέγει ένα νεό δοκιµαστικό σηµείο ja στο 

[ , ]j jlo hia a  και το επόµενο διάστηµα είναι είτε [ , ]jlo ja a ή [ , ]jj loa a ή [ , ]jj hia a  η επιλογή του οποίου 

γίνεται, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι ιδιότητες  (i) , (ii) και (iii). Η φάση επιλογής τερµατίζει µε 

*
a a=  όταν το τρέχων δοκιµαστικό σηµείο ja  βρίσκεται ότι ικανοποιεί τις αυστηρές συνθήκες 

Wolfe. Ο αλγόριθµος που εκτελείται κατά τη φάση επιλογής µέσω της συνάρτησης εστίασης 

περιγράφεται ως ακολούθως ([2], Αλγόριθµος 3.6, σελ. 61). 

       Εάν η νέα εκτίµηση ja  ικανοποιεί τις αυστηρές συνθήκες Wolfe τερµατίζει µε *
ja a= . 

∆ιαφορετικά αν το ja  ικανοποιεί τη συνθήκη επαρκούς µειώσεως και έχει µικρότερη τιµή της 

συνάρτησης απ΄ότι το 
jloa
 
θέτουµε 1 jjloa a+ = έτσι ώστε να διατηρηθεί η συνθήκη (i). Αν αυτή η 

ενέργεια έχει σαν αποτέλεσµα την παραβίαση της συνθήκης (ii) η κατάσταση διορθώνεται θέτοντας 

στο 1jhia + την προηγούµενη τιµή loa δηλαδή 1j jhi loa a+ = . 



15 

 

  Αλγόριθµος 1.3 (Συνάρτηση Εστίασης) 

  for  , 1,...j i i= +
 
repeat

 

        Interpolate to find a trial step length ( ),
j jj lo hia a a∈  

        Evaluate ( )jaϕ  

        If   1( ) (0) (0)j ja c aϕ ϕ ϕ′> +  or ( ) ( )
jj loa aϕ ϕ≥  

              1 1,j jjlo lo hi ja a a a+ += =
 

        
else evaluate ( )jaϕ′

 

        
if   2( ) (0)ja cϕ ϕ′ ′≤ −

 

             
ja a∗=  and stop 

             1jlo ja a+ =  

        else if    ( ) ( ) 0j jj hi loa a aϕ′ − ≥  

                      1j jhi loa a+ =  

                      else  1j jhi hia a+ =   

  end (repeat) 

 

       Η επιλογή του 1 max( , )i ia a a+ ∈  στην φάση ταξινόµησης ή η επιλογή του ( ),j jj lo hia a a∈  στην 

φάση επιλογής, µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε οποιοδήποτε τρόπο Μια λογική επιλογή θα ήταν η 

ελαχιστοποίηση στο δεδοµένο διάστηµα ενός τετραγωνικού ή κυβικού πολυωνύµου του a , το οποίο 

παρεµβάλλει γνωστά δεδοµένα αναφορικά µε την συνάρτηση και τις παραγώγους αυτής. Αυτό 

επιτυγχάνεται χρησιµοποιώντας την ακόλουθη αποτελεσµατική διαδικασία, αποτελεσµατική υπό την 

έννοια ότι υπολογίζει την παράγωγο ( )f x∇  όσο το δυνατόν λιγότερες φορές. 

       ∆οσµένου ενός διαστήµατος [0 , ]oa  και των  τιµών (0) , (0), ( )oaϕ ϕ ϕ′  και αν 

1( ) (0) (0)o oa c aϕ ϕ ϕ′≥ + , δηλαδή είναι γνωστό ότι το διάστηµα (0, )oa  περιέχει αποδεκτά µήκη 

βήµατος, σχηµατίζεται µια τετραγωνική προσέγγιση ( )q aϕ  της ϕ
 
παρεµβάλλοντας την διαθέσιµη 

πληροφορία (0) , (0), ( )oaϕ ϕ ϕ′  ως εξής:  

2

2

( ) (0) (0)
( ) (0) (0)o o

q

o

a a
a a a

a

ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ
′− −  ′= + +  

                               (1.21) 

έτσι που να ικανοποιεί τις συνθήκες παρεµβολής: (0) (0) , (0) (0)q qϕ ϕ ϕ ϕ′ ′= = και ( ) ( )q o oa aϕ ϕ= . Η νέα 

δοκιµαστική τιµή 1a  ορίζεται ως το σηµείο ελαχίστου της (1.21) το οποίο είναι:   

[ ]
2

1
(0)

2 ( ) (0) (0)
o

o o

a
a

a a

ϕ
ϕ ϕ ϕ

′
=

′− −
                                                      (1.22) 

Αν  ικανοποιούνται  οι  αυστηρές  συνθήκες  Wolfe  στο 1a   η  έρευνα  τερµατίζεται , διαφορετικά 

κατασκευάζεται µια κυβική συνάρτηση που παρεµβάλλει τα (0) , (0), ( )oaϕ ϕ ϕ′  και 1( )aϕ  ως εξής: 

1
3 2

2( ) (0) (0)c a k a k a aϕ ϕ ϕ′= + + +  

όπου 
2 2

1 11

2 2 3 3
1 1 1

( ) (0) (0)1
( ) ( ) (0) (0)

o

o o o oo

a a aa a

a a a ab a aa a

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

′− − −   
= ⋅ ⋅    − ′− −−    

                        (1.23)  

                        

Το σηµείο ελαχίστου 2a  της ( )c aϕ  βρίσκεται στο διάστηµα  1[0 , ]a  και δίνεται από: 
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2

2

3 (0)

3

b b a
a

a

ϕ′− + −
=  

       Εάν είναι αναγκαίο, η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται χρησιµοποιώντας µια κυβική 

παρεµβολή των (0) , (0)ϕ ϕ′  και των δύο πιο πρόσφατων τιµών της ϕ  έως ότου εντοπιστεί ένα µήκος 

βήµατος a  που να ικανοποιεί την σχέση 1( ) (0) (0)a c aϕ ϕ ϕ′≤ + .  

       Αν κάποιο ia  είναι είτε πολύ κοντά στο προηγηθέν αυτού 1ia −  είτε αρκετά µικρότερο απο το 1ia −   

τότε τίθεται 1 / 2i ia a −=  έτσι που διασφαλίζεται λογική πρόοδος σε κάθε επανάληψη καθώς επίσης και 

το ότι η τελική τιµή του a  δεν είναι πολύ µικρή. Μια άλλη πρακτική διαδικασία η οποία περιορίζει 

το ja  από το να είναι αυθαιρέτως κοντά στα ακραία σηµεία του δοσµένου διαστήµατος [ , ]a b , είναι 

 να επιλεχθεί το ja  έτσι ώστε ( )2 3[ , ( )]ja a b a b b aτ τ∈ + − − −  µε τυπικές τιµές 2 1/10τ =  και 3 1/ 2τ = . 

 

1.2  Μέθοδοι περιοχής εµπιστοσύνης. 

 

       Οι µεθοδοι της περιοχής εµπιστοσύνης (trust region methods) χρησιµοποιούν επίσης ένα 

τετραγωνικό µοντέλο km  της συνάρτησης κόστους – βασισµένο στο ανάπτυγµα σε σειρά taylor της

f  γύρω από το τρέχων σηµείο kx  - όπως και οι µέθοδοι αναζήτησης γραµµής - ωστόσο 

χρησιµοποιούν το µοντέλο αυτό µε διαφορετικό τρόπο. Το κίνητρο των µεθόδων αυτών είναι να 

παρακαµφθούν οι δυσκολίες που προκαλούνται από τις µη θετικά ορισµένες µήτρες Hessian στην 

µέθοδο Newton όπου το km  δεν έχει ένα µοναδικό σηµείο ελαχίστου και η µεθοδος δεν ορίζεται. 

Λόγω του ότι το µοντέλο km  ίσως να µην είναι µια καλή προσέγγιση της f οι µέθοδοι αυτές ορίζουν 

µια περιοχή γύρω από την τρέχουσα επανάληψη µέσα στην οποία εµπιστεύονται το µοντέλο να 

αποτελεί µια καλή απεικόνιση της αντικειµενικής συνάρτησης και επιλέγουν το βήµα έτσι ώστε να 

είναι το προσεγγιστικό σηµείο ελαχίστου του µοντέλου αυτού µέσα σε αυτήν την περιοχή. Κατ’ 

ουσίαν, η επιλογή της κατεύθυνσης και του µήκους του βήµατος γίνεται ταυτόχρονα. Αν ένα βήµα 

δεν γίνεται αποδεκτό οι µέθοδοι αυτές µειώνουν το µέγεθος της περιοχής και υπολογίζουν ένα νέο 

σηµείο ελαχίστου. 

       Το ανάπτυγµα σε σειρά Taylor της f γύρω από το kx δίνεται από την (1.7) και είναι:  

21( ) ( ) , (0,1)
2

T T
k k k kf x p f f p p f x tp p t+ = +∇ + ∇ + ∈                                 (1.24) 

                       

Το µοντέλο km  ορίζεται συνήθως να είναι µια τετραγωνική συνάρτηση της µορφής:  

1( )
2

T T
k k k km p f f p p B p= +∇ +                                                    (1.25)

                                            

όπου ο πίνακας kB  
είναι είτε η πραγµατική µήτρα Hessian 2

kf∇  ή µία προσέγγγιση αυτής.  Η 

διαφορά µεταξύ του µοντέλου ( )km p  και της συνάρτησης ( )kf x p+  είναι της τάξης του 2(| | || )O p  
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και αν 2
k kB f=∇  το σφάλµα της προσέγγισης στο µοντέλο ( )km p  είναι 3(| | || )O p  και άρα η 

προσέγγιση ( )km p είναι ιδιαίτερα ακριβής όταν το || | |p  είναι µικρό. 

 

Ορισµός 1.1 

Ορίζουµε µε k∆  την ακτίνα της σφαίρας γύρω από την τρέχουσα επανάληψη kx στην οποία το 

τετραγωνικό µοντέλο (1.25) αναπαριστά µε ακρίβεια την πραγµατική συνάρτηση f . Η ακτίνα k∆  

καλείται ακτίνα της περιοχής εµπιστοσύνης και η σφαίρα: 

1 1( ) { :|| | | }k k k k kx x x+ +∆ = − ≤ ∆T  

ονοµάζεται περιοχή εµπιστοσύνης.  

       Κάθε υποψήφιο βήµα υπολογίζεται λύνοντας προσεγγιστικά το ακόλουθο υποπρόβληµα: 

1min ( ) , || | |
2n

T T
k k k k k

p

m p f f p p B p p
∈

= + ∇ + ≤∆
ℝ

                                 (1.26) 

όπου το 0k∆ >  δηλώνει την ακτίνα της περιοχής εµπιστοσύνης. Τις περισσότερες φορές η νόρµα  

|| | |⋅
 
είναι η ευκλείδια νόρµα και άρα η λύση *

kp  του προβλήµατος (1.26) είναι το σηµείο 

ελαχιστοποίησης του km  στη σφαίρα ακτίνας k∆ . Αν και η ευκλείδια νόρµα χρησιµοποιείται συχνά 

σε προβλήµατα βελτιστοποίησης χωρίς περιορισµούς, µπορεί να χρησιµοποιηθεί οποιαδήποτε νόρµα 

για τον χαρακτηρισµό της περιοχής εµπιστοσύνης.  

       Όταν οι δεύτερες παράγωγοι είναι διαθέσιµες το πρόβληµα είναι ακριβές µε ακρίβεια δεύτερης 

τάξης  όµως µπορεί να χρειαστεί καποιος να διαχειριστεί περιπτώσεις αόριστων µητρών Hessian και 

µη κυρτά προσεγγιστικά µοντέλα του προβλήµατος. Απ΄την άλλη µεριά, αν οι δεύτερες παράγωγοι 

δεν λαµβάνονται υπόψην, χρησιµοποιείται µία προσέγγιση για τον πίνακα kB  και εποµένως το 

προσεγγιστικό µοντέλο του προβλήµατος είναι κυρτό αλλά χωρίς την πληροφορία των δεύτερων 

παραγώγων είναι λιγότερο ακριβές. 

       Όταν ο πίνακας kB  είναι θετικά ορισµένος η λύση του προβλήµατος (1.26) είναι απλά το σηµείο 

ελαχίστου χωρίς περιορισµούς 1B
k k kp B f−=− ∇  του ( )km p  εφόσον 1|| | |k k kB f− ∇ ≤ ∆  και αποκαλείται 

πλήρες βήµα. Σε άλλες περιπτώσεις για την διασφάλιση της σύγκλισης και της καλής απόδοσης στην 

πράξη µε µικρό υπολογιστικό κόστος, απαιτείται µόνο µια προσεγγιστική λύση. 

       Οι ισοϋψείς γραµµές του τετραγωνικού µοντέλου (1.25) µε 2
k kB f=∇  φαίνονται στο σχήµα 1.3, 

στο οποίο  απεικονίζονται επίσης οι ισοϋψείς γραµµές της αντικειµενικής συνάρτησης f και η 

περιοχή εµπιστοσύνης. Κάθε φορά όπου το µέγεθος της περιοχής εµπιστοσύνης διαφοροποιείται, για 

παράδειγµα κάθε φορά που µειώνεται µετά από µια αποτυχία ενός υποψήφιου βήµατος, το βήµα από 

το kx  στο νέο υποψήφιο σηµείο θα είναι πιο σύντοµο, και συνήθως προσανατολίζεται σε 

διαφορετική κατεύθυνση από το προηγούµενο υποψήφιο βήµα. Η τεχνική της περιοχής εµπιστοσύνης 

διαφέρει υπό αυτήν την έννοια από τις µεθόδους αναζήτησης γραµµής, οι οποίες παράγουν βήµατα η 
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κατεύθυνση των οποίων είναι αµετάβλητη ανεξάρτητα από το µήκος βήµατος. Η προστιθέµενη αυτή  

ευελιξία οδηγεί σε µεθόδους οι οποίες έχουν ιδιότητες σύγκλισης ανώτερες αυτών των µεθόδων 

αναζήτησης γραµµής αλλά µε µεγαλύτερο υπολογιστικό κόστος. 

       Κατ’ ουσίαν, οι µεθοδολογίες αναζήτησης γραµµής και περιοχής εµπιστοσύνης διαφέρουν στην 

διαδοχή κατά την οποία επιλέγουν την κατεύθυνση έρευνας και την απόσταση µετακίνησης στην 

επόµενη επανάληψη. Η αναζήτηση γραµµής ξεκινά µε τον καθορισµό της κατεύθυνσης kp  και 

κατόπιν µε τον προσδιορισµό ενός κατάλληλου µήκους βήµατος ka . Αντιθέτως, στη µεθοδο της 

περιοχής εµπιστοσύνης επιλέγεται πρώτα µια µέγιστη απόσταση-δηλαδή η ακτίνα k∆  της περιοχής 

εµπιστοσύνης – και κατόπιν αναζητείται µια κατεύθυνση έρευνας και ένα βήµα το οποίο πετυχαίνει 

την καλύτερη δυνατή βελτίωση υπό τον περιορισµό της περιοχής εµπιστοσύνης. Αν το βήµα αυτό 

αποδειχθεί ότι είναι µη ικανοποιητικό, η απόσταση k∆  µειώνεται και επιλύεται πάλι το πρόβληµα. 

kp

kp
kx

*

 
Σχήµα. 1.3 Περιοχές εµπιστοσύνης και κατευθύνσεις έρευνας. 

 

       Το µέγεθος της περιοχής εµπιστοσύνης είναι κρίσιµο για την αποτελεσµατικότητα κάθε βήµατος. 

Αν η περιοχή είναι πολύ µικρή ο αλγόριθµος χάνει την ευκαιρία να κάνει ένα ουσιώδες βήµα που θα 

τον φέρει πολύ πιο κοντά στο σηµείο ελαχίστου. Αν η περιοχή είναι πολύ µεγάλη το σηµείο 

ελαχιστοποίησης του µοντέλου µπορεί να είναι µακριά απο το σηµείο ελαχιστοποίησης της 

συνάρτησης κόστους στη περιοχή και εποµένως θα πρέπει να µειωθεί το µέγεθός της και να επιλυθεί 

ξανά ο αλγόριθµος.  

       Στην πράξη, το µέγεθος της περιοχής εµπιστοσύνης επιλέγεται σύµφωνα µε την απόδοση του 

αλγόριθµου κατά την διάρκεια προηγούµενων επαναλήψεων. Αν το µοντέλο είναι αξιόπιστο 

παράγοντας καλά βήµατα και προβλέποντας επακριβώς την συµπεριφορά της συνάρτησης κόστους 

κατά µήκος αυτών των βηµάτων, το µέγεθος της περιοχής εµπιστοσύνης µπορεί να αυξηθεί έτσι ώστε 

να επιτρέπει να αναλαµβάνονται πιο µεγαλεπήβολα βήµατα. Ένα αποτυχηµένο βήµα αποτελεί 
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ένδειξη ότι το προσεγγιστικό µοντέλο είναι µια ανεπαρκής  αναπαράσταση της συνάρτησης κόστους 

στην τρέχουσα περιοχή εµπιστοσύνης. Μετά από ένα τέτοιο βήµα το µέγεθος της περιοχής µειώνεται 

και η απόπειρα επίλυσης επαναλαµβάνεται. 

 

 

1.2.1 Επιλογή της περιοχής εµπιστοσύνης. 

 

       Η  στρατηγική  για  την  επιλογή της ακτίνας της περιοχής εµπιστοσύνης k∆  σε κάθε επανάληψη 

 βασίζεται στη συµφωνία µεταξύ της συνάρτησης του µοντέλου km  και της συνάρτησης κόστους f
 

στην προηγούµενη επανάληψη. Για ένα δεδοµένο βήµα kp  ορίζεται µια "A posteriori" εκτίµηση ως: 

( ) ( )
(0) ( )

k k k
k

k k k

f x f x p

m m p
ρ − +=

−
                                                      (1.27) 

όπου ο αριθµητής αποκαλείται η πραγµατική µείωση και ο παρανοµαστής η προβλεπόµενη µείωση 

και είναι πάντα µη αρνητικός µιας και το βήµα kp   λαµβάνεται από την ελαχιστοποίηση  της 

συνάρτησης του µοντέλου km  σε µια περιοχή η οποία περιλαµβάνει την τιµή 0p= . Για τον λόγο 

αυτό αν 0 , ( ) ( )k k k kf x p f xρ < + >  και εποµένως το βήµα απορρίπτεται. Αν 1kρ ≈  δηλαδή υπάρχει 

καλή συµφωνία µεταξύ του µοντέλου km  και της f , η περιοχή εµπιστοσύνης για την επόµενη 

επανάληψη µπορεί να επεκταθεί. Αν 0kρ >  αλλά σηµαντικά µικρότερο της µονάδας η περιοχή 

εµπιστοσύνης µένει αµετάβλητη και τέλος, αν 0kρ ≈  ή 0kρ <  η περιοχή εµπιστοσύνης µπορεί να 

συρρικνωθεί στην επόµενη επανάληψη. Η διαδικασία αυτή περιγράφεται απο τον αλγόριθµο 1.4. ([2], 

Αλγόριθµος 4.1, σελ. 69). 

 

  Αλγόριθµος 1.4 (Αλγόριθµος Περιοχή Εµπιστοσύνης -Trust  Region Algorithm) 

  Given an overall bound  ∆̂  on all [ ]ˆ, (0, ), 0, 0,1 4k o ε η∆ ∆ ∈ ∆ ≥ ∈  

  for   0,1,2,...k =  

          if      || ||kf ε∇ ≤   stop 

                   else obtain kp  by solving (1.26) and evaluate kρ  from (1.27)  

          if 11/4 :k k kx xρ +< =  and 1
1
4

k k+∆ = ∆  

                   else ( /14 )kρ >  

                         if    3/4kρ >  (that is 1kρ ≈ ) and 1| | | | :k k k k kp x x p+= ∆ = +  and 1
ˆmin (2 , )k k+∆ = ∆ ∆  

                        else 11/4 3/4 :k k k kx x pρ +< < = +  and 1k k+∆ = ∆  

  end (for) 

 

       Γίνεται αντιληπτό, ότι η ακτίνα της περιοχής αυξάνεται µόνο αν το | | | |kp  στην πραγµατικότητα  

φτάνει το σύνορο της περιοχής εµπιστοσύνης ενώ απ΄την άλλη µεριά, αν το βήµα παραµένει αυστηρά 

µέσα στην περιοχή η τρέχουσα τιµή του k∆  παραµένει αµετάβλητη για την επόµενη επανάληψη. Οι 

επαναλήψεις για τις οποίες, 3/ 4kρ >  και έτσι 1k k+∆ ≥∆  καλούνται πολυ επιτυχηµένες, εκείνες για τις 
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οποίες 1/ 4kρ >  έτσι που 1k k+∆ =∆  καλούνται επιτυχηµένες και τέλος εκείνες για τις οποίες 1/ 4kρ <  

και 1k kx x+ =  καλούνται µη επιτυχηµένες. 

 

 

1.2.2 Προσεγγιστικές λύσεις του υποπροβλήµατος της περιοχής εµπιστοσύνης. 

 

       Για τους σκοπούς της γενικής σύγκλισης, αντί για την εξεύρεση της βέλτιστης λύσης της (1.26) 

είναι αρκετή η εύρεση µιας προσεγγιστικής λύσης kp  η οποία βρίσκεται µέσα στη περιοχή 

εµπιστοσύνης και οδηγεί σε επαρκή µείωση της τιµής του µοντέλου. Η επαρκής µείωση 

ποσοτικοποιείται αναφορικά µε το σηµείο Cauchy το οποίο συµβολίζεται µε 
c
kp  και δίνεται µε τον 

ακόλουθο ορισµό: 

Ορισµός 1.2 

Αν το s
kp  επιλύει τη γραµµική εκδοχή του προβλήµατος (1.26) : 

min , || | |
n

T
k k k

p

f f p p
∈

+ ∇ ≤ ∆
ℝ

                                                   (1.28)

                                      

δεδοµένων των τρέχουσων τιµών , , ,k k k kx f f∇ ∆ , το σηµείο Cauchy 
c
kp είναι το σηµείο ελαχίστου 

της συνάρτησης του µοντέλου  1( )
2

T T
k k k km p f f p p B p= +∇ + κατά µήκος της κατεύθυνσης s

kp . 

• Υπολογισµός του σηµείου Cauchy. 

 

Το σηµείο Cauchy υπολογίζεται σύµφωνα µε την ακόλουθη απλή διαδικασία. Η κλίση του γραµµικού 

µοντέλου είναι απλά kf∇  και η λύση του προβλήµατος (1.28) προκύπτει ότι είναι η κατεύθυνση της 

πιο απότοµης καθόδου:   

| | ||
ks

k k
k

f
p

f

∇=−∆
∇

                                                         (1.29) 

και άρα το σηµείο Cauchy είναι απλά το σηµείο ελαχίστου της συνάρτησης του µοντέλου km  κατά 

µήκος της κατεύθυνσης της πιο απότοµης καθόδου kf−∇  υπό τον περιορισµό της περιοχής 

εµπιστοσύνης και δίνεται από τη σχέση c s
k k kp pτ= .  Το 0kτ >  είναι ο αριθµός που ελαχιστοποιεί την 

συνάρτηση 21( )
2

Ts T s s s
k k k k k k k km p f f p p B pτ τ τ= + ∇ +  υπό τον περιορισµό της ικανοποίησης του ορίου της 

 περιοχής εµπιστοσύνης || | |s
k kpτ ≤ ∆ . 

       Σχετικά µε το kτ , αν 0T
k k kf B f∇ ∇ ≤  τότε η συνάρτηση ( )s

k km pτ  µειώνεται µονότονα µε το τ  

οποτεδήποτε 0kf∇ ≠  και έτσι 1kτ = , δηλαδή το kτ  είναι η µεγαλύτερη τιµή που ικανοποιεί το όριο 

της περιοχής εµπιστοσύνης. Αν 0T
k k kf B f∇ ∇ > τότε η συνάρτηση ( )sk km pτ  είναι µια κυρτή 
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τετραγωνική συνάρτηση του τ  και εποµένως το kτ  είναι είτε το σηµείο ελαχιστοποίησης αυτής 

χωρίς τον περιορισµό της περιοχής εµπιστοσύνης  ή η οριακή τιµή 1, οποιαδήποτε έρχεται πρώτη. 

Το σηµείο ελαχιστοποίησης της συνάρτησης ( )s
k km pτ

 
είναι: 

3

2

|| | | || | |1( ) 0 ( )
1( ) ( )

|| | |

T s
k k k ks T s s T s

k k k k k k k s T s T
Tkk k k k k k k

k k k
k

f p f f
m p f p p B p

p B p f B ff B f
f

τ τ τ ∇ ∇ ∇′ = =∇ + ⇒ =− = =
∆ ∆ ∇ ∇∇ ∇

∇

 

και συνοψίζοντας: 

| | | |
c k
k k k

k

p f
f

τ ∆=− ∇
∇

  , where 
3

1 , 0

|| ||
min , 1 , 0

( )

T
k k k

k k T
k k kT

k k k k

f B f

f
f B f

f B f

τ
 ∇ ∇ ≤
  = ∇ ∇ ∇ >  ∆ ∇ ∇ 

             (1.30) 

       Το σηµείο Cauchy c
kp  έχει µικρό υπολογιστικό κόστος – δεν απαιτούνται παραγοντοποιήσεις 

πινάκων – και είναι κρίσιµης σηµασίας. Ειδικότερα µία µέθοδος περιοχής εµπιστοσύνης θα 

παρουσιάζει γενική σύγκλιση αν τα βήµατά της kp  οδηγούν σε µείωση της συνάρτησης km  η οποία 

είναι τουλάχιστον κάποιο θετικό πολλαπλάσιο της µείωσης που επιτυγχάνεται µε το βήµα Cauchy. 

       Αν και το σηµείο Cauchy c
kp  διασφαλίζει επαρκή µείωση της συνάρτησης km  ώστε να αποφέρει 

γενική σύγκλιση, παρ’ όλα αυτά αναζητείται µια καλύτερη προσσεγγιστική λύση του προβλήµατος 

(1.26) αφού λαµβάνοτας συνέχεια σαν βήµα το c
kp  απλά εκτελείται η µέθοδος της πιο απότοµης 

καθόδου µε ένα συγκεκριµένο µήκος βήµατος  η οποία έχει φτωχή απόδοση (αργή σύγκλιση) ακόµη 

και αν σε κάθε επανάληψη χρησιµοποιείται ένα βέλτιστο µηκος βήµατος. Ένα ευρύ φάσµα 

αλγόριθµων περιοχής εµπιστοσύνης υπολογίζουν το c
kp  και εν συνεχεία προσπαθούν να βελτιωθούν 

πάνω σε αυτό, έτσι που επιλέγεται το πλήρες βήµα 1B
k k kp B f−=− ∇  οποτεδήποτε ο πίνακας kB  είναι 

θετικά ορισµένος και || ||B
k kp ≤∆ . 

 

A. Η µέθοδος Dogleg. 

 

Το πρόβληµα (1.26) επαναδιατυπώνεται ως ακολούθως: 

 1min ( ) , || | |
2n

T T
k k k k k

p

m p f f p p B p p
∈

= + ∇ + ≤∆
ℝ

                                   (1.31) 

       Η µέθοδος dogleg χρησιµοποιείται όταν ο πίνακας kB  είναι θετικά ορισµένος όπου το σηµείο 

ελαχιστοποίησης της συνάρτησης m  χωρίς περιορισµούς είναι 1B
k k kp B f−=− ∇  και αν είναι επιτρεπτό 

σηµείο είναι προφανώς µια λύση, εποµένως  

*( ) B
k kp p∆ =  όταν | | | |B

k kp∆ ≥                                                    
(1.32)

                       

όπου το *( )kp ∆  δίνει έµφαση στην εξάρτηση απο το k∆ . Για µικρό k∆  ο περιορισµός 

2|| | | ( )T
k k k k kp p p≤∆ ≤ ∆  εξασφαλίζει ότι ο τετραγωνικός όρος στη συνάρτηση m  έχει µικρή 
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επίδραση στην λύση του προβλήµατος (1.31) και µια προσέγγιση του ( )kp ∆  λαµβάνεται 

παραλείποντας απλά τον τετραγωνικό όρο: 

*( ) ,
|| | |

k
k k k

k

f
p

f
ε∇∆ ≈ −∆ ∆ <

∇
    για κάποιο 0ε >                                (1.32)

                                     

       Για ενδιάµεσες τιµές του k∆  η λύση *( )kp ∆  ακολουθεί τυπικά µια καµπυλοειδή τροχιά σαν και 

αυτή στο σχήµα 4.   

       Η µέθοδος dogleg αντικαθιστά την καµπυλοειδή τροχιά του *( )kp ∆  µε µια διαδροµή η οποία 

αποτελείται από δύο ευθύγραµµα τµήµατα, το πρώτο από τα οποία εκτείνεται από την αρχή µέχρι το 

σηµείο Cauchy (το σηµείο ελαχιστοποίησης της συνάρτησης m  κατά µήκος της κατεύθυνσης της πιο 

απότοµης καθόδου) και δίνεται απο την σχέση: 

k

T
k ku

kT
k k

f f
p f

f B f

∇ ∇= − ∇
∇ ∇

                                                        (1.33) 

και το δεύτερο εκτείνεται από το k
up  στο k

Bp  δηλαδή µεχρι το σηµείο Newton

1
1 k

N k B k
k k kx x p x B f−
+ = + = − ∇ . Η διαδροµή συµβολίζεται µε ( )p τɶ  για [0 , 2]τ∈  και δίνεται ως εξής: 

{ , 0 1
( )

( 1)( ) , 1 2

u

u B u

p
p

p p p
τ ττ

τ τ
≤ ≤=

+ − − ≤ ≤
ɶ                                             (1.34) 

 

kf−∇

kx

( )p ∆

Bp

Up

kf−∇

. .C P

1
N
kx +

 

Σχήµα. 4. Ακριβής τροχιά και προσέγγιση dogleg. 

                                                 

 

       Η µέθοδος dogleg επιλέγει την κατεύθυνση έρευνας p  να ελαχιστοποιεί το µοντέλο m  κατά 

µήκος αυτής της διαδροµής υπό τον περιορισµό της περιοχής εµπιστοσύνης. Αποδεικνύεται ([2], 

Λήµµα 4.2, σελ.75) ότι η διαδροµή ( )p τɶ  τέµνει το σύνορο της περιοχής εµπιστοσύνης | | | |k kp =∆  

ακριβώς σε ένα σηµείο αν || ||k
B

kp ≥ ∆  και πουθενά αλλού σε διαφορετική περίπτωση.  

       Μιας και η συνάρτηση m  µειώνεται κατά µήκος της διαδροµής, η επιλεγµένη τιµή του p  θα 

είναι στο  k
Bp  αν | | | |k

B
kp ≤∆  διαφορετικά στο σηµείο τοµής µε το σύνορο της περιοχής 
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εµπιστοσύνης. Στη τελευταία περίπτωση η κατάλληλη τιµή του τ  υπολογίζεται από τη λύση της 

αντίστοιχης τετραγωνικής εξίσωσης 2 2|| ( 1)( ) | |k k k k
u B up p pτ+ − − = ∆ , η οποία λαµβάνεται µε τη µέθοδο 

Newton. Συνοψίζοντας το σηµείο στη νέα επανάληψη 1kx +  µε τη µέθοδο dogleg δίνεται από:  

1

1

|| | |
|| | |

( 1)( ) | | || || | |

| | || || | |

k

k k k k k

k k

u
k k k

k

u B u u B
k k k k

k u B
k k k k

x f p
f

x x p p p p p

x B f p p

αν

τ αν και

αν και

+

−

∆ − ∇ ≥ ∆
∇


= + + − − < ∆ > ∆


 − ∇ < ∆ ≤ ∆

                         (1.35)

  

               

 

       Αν το 1kx +  ικανοποιεί την απαίτηση καθόδου θα γίνει αποδεκτό σαν η νέα επανάληψη και η 

περιοχή εµπιστοσύνης θα ανανεωθεί από τον αλγόριθµο, διαφορετικά καθίσταται 1k kx x+ = .  

 

B. Η διπλή µέθοδος Dogleg. 

 

       Οι Dennis και Mei [16] ανακάλυψαν ότι αν το σηµείο που παράγεται από την επανάληψη της 

περιοχής εµπιστοσύνης είναι διαγώνιο προς την κατεύθυνση Newton, η συµπεριφορά του αλγόριθµου 

βελτιώνεται ακόµα περισσότερο. Στη περίπτωση αυτή επιλέγεται ένα σηµείο N̂  πάνω στη 

κατεύθυνση Newton και συνδέεται µε το σηµείο Cauchy k
up . Η τοµή της γραµµής σύνδεσης και του 

συνόρου της περιοχής εµπιστοσύνης λαµβάνεται ως η νέα επανάληψη 1kx +  (σηµείο (2)
1kx +  , σχήµα 5). 

  

kf−∇

kx

( )p ∆

Bp

Up

kf−∇

. .C P

1
N
kx +

(1)
1kx +

(2)
1kx +

N̂

 

Σχήµα. 5 Η διπλή µέθοδος dogleg. 

 

       Συγκριτικά το (2)
1kx +  είναι πιο διαγώνια στη κατεύθυνση Newton από ότι το (1)

1kx +  και αποτελεί τη  

νέα επανάληψη η οποία λαµβάνεται µε τη διπλή µέθοδο Dogleg.  Όπως και στη µέθοδο dogleg 

αποδεικνύεται ([3], Θεώρηµα 6.1.11, σελ.318) ότι η διαδροµή από 



24 

 

 το kx  στο σηµείο Cauchy στο N̂  και τελικά στο ( )
1

N
kx +  τέµνει το σύνορο της περιοχής εµπιστοσύνης 

| | | |k kp =∆  σε ένα ακριβώς σηµείο αν || | |k

B
kp ≥∆  και πουθενά αλλού σε διαφορετική περίπτωση.  

Συνοψίζοντας, η διπλή µέθοδος dogleg επιλέγει το σηµείο N̂  το οποίο ορίζεται ως εξής: 

1 , [0 , 1]k

k B
kx x pη η+ = + ∈                                                   (1.36)

                                            

Όταν 1η =  το σηµείο N̂  είναι απλά το σηµείο Newton ( )
1

N
kx +  όπως και στη µέθοδο dogleg. Μετά την 

παραγωγή των σηµείων C.P. και N̂  , το 1kx +  υπολογίζεται από την σχέση: 

1 ( 1)( ), 1 2k k k
k u B u

kx x p p pτ η τ+ = + + − − ≤ ≤                                    (1.37)
                            

όπου η κατάλληλη τιµή του τ  προκύπτει από την επίλυση της εξίσωσης: 

2 2| | ( 1)( ) | |k k k k

u B up p pτ η+ − − = ∆                                              (1.38) 

 

                         

1.2.3 Σύγκλιση των µεθόδων περιοχής εµπιστοσύνης. 

 

       Μια µέθοδος περιοχής εµπιστοσύνης θα παρουσιάζει γενική σύγκλιση αν οι προσεγγιστικές της 

λύσεις αποδίδουν τουλάχιστον τέτοια µείωση στη συνάρτηση του µοντέλου km  όσο και το σηµείο 

Cauchy. Η ανάλυση της γενικής σύγκλισης λαµβάνει χώρα παίρνωντας µια εκτίµηση της µείωσης της 

συνάρτησης m  η οποία επιτυγχάνεται από το σηµείο Cauchy, σύµφωνα µε το ακόλουθο λήµµα. 

 

Λήµµα 1.3 ([2], Λήµµα 4.3, σελ.78). 

Το σηµείο Cauchy c
kp  ικανοποιεί την ανισότητα:  

| | ||1(0) ( ) || | | min ,
2 | | | |

kc
k k k k k

k

f
m m p f

B

∇ − ≥ ∇ ∆ 
 

                                  (1.39)

                               

� 

 

       Αν η προσεγγιστική λύση του προβλήµατος kp  επιτυγχάνει µείωση η οποία είναι τουλάχιστον 

ένα σταθερό κλάσµα 2c  αυτής που επιτυγχάνεται µε το σηµείο Cauchy, εξασφαλίζονται ακλόνητα 

θεωρητικά αποτελέσµατα. Η προσεγγιστική λύση kp  ικανοποιεί: 

( )2(0) ( ) (0) ( )e
k k k k k km m p c m m p− ≥ −                                             (1.40) 

                                      

όπου e
kp  είναι µια ακριβής λύση του υποπροβλήµατος µε 2 (0,1]c ∈ . Άµεσα προκύπτει το ακόλουθο 

θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 1.4 ([2], Θεώρηµα 4.4, σελ.79). 

Έστω kp  ένα οποιοδήποτε διάνυσµα τέτοιο ώστε | | | |k kp ≤∆  και που ικανοποιεί την (1.40). Τότε 

ικανοποιεί επίσης τη σχέση: 
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2
1 1

|| ||
(0) ( ) | | | | min , ,

|| || 2
k

k k k k k
k

f cm m p c f c
B

∇ − ≥ ∇ ∆ = 
 

                            (1.41)  

Απόδειξη.

 

Αφού ( ) ( )c e
k k k km p m p≤  έπεται άµεσα ότι: ( )2(0) ( ) (0) ( )c

k k k k k km m p c m m p− ≥ − . 

Αφού | | | |k kp ≤∆  συνεπάγεται από το λήµµα 1.3 ότι: 

( )2 2
| | | |1(0) ( ) (0) ( ) | | | | min ,

2 | | | |
kc

k k k k k k k k
k

f
m m p c m m p c f

B

∆ − ≥ − ≥ ∆ ∆ 
 

 � 

 

       Για τα αποτελέσµατα της σύγκλισης γίνονται οι ακόλουθες υποθέσεις ( )oA .  

Υποθέσεις ( )oA :  

Οι προσεγγιστικές µήτρες Hessians kB  είναι οµοιόµορφα φραγµένες δηλαδή υπάρχει θετική 

 σταθερά Μ τέτοια ώστε | | | | ,kB M k≤ ∀  και η f  είναι κάτω φραγµένη στο σύνολο στάθµης:
 

{ | ( ) ( )}
def

oS x f x f x= ≤ . ( ) { | | | | }
def

o oS R x x y R= − <  για κάποιο y S∈ ,  είναι µια ανοικτή γειτονιά 

του συνόλου S . Για λόγους γενίκευσης, επιτρέπεται το µήκος βήµατος της κατεύθυνσης kp  

να υπερβαίνει το όριο της περιοχής εµπιστοσύνης υπό την προυπόθεση ότι παραµένει µέσα 

σε ένα πολλαπλάσιο του ορίου δηλαδή: || | | , 1k kp γ γ≤ ∆ ≥ .  

       Για την περίπτωση κατά την οποία 0η=  και άρα το βήµα στον αλγόριθµο της περιοχής 

εµπιστοσύνης λαµβάνεται οποτεδήποτε παράγει µια µικρότερη τιµή της συνάρτησης δηλαδή  

( ) ( )k k kf x p f x+ <  (το βήµα λαµβάνεται αν 
( ) ( )

0
(0) ( )

k k k
k

k k k

f x f x p

m m p
ρ η− += > =

−
), αποδεικνύεται ότι η 

ακολουθία των κλίσεων { }kf∇ έχει ένα οριακό σηµείο στο µηδέν σύµφωνα µε το ακόλουθο θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 1.5 ([2], Θεώρηµα 4.5, σελ.80). 

Έστω 0η =  στον αλγόριθµο της περιοχής εµπιστοσύνης και έστω ικανοποιούνται οι υποθέσεις ( )oA

µε | | | |kB β≤  για κάποια σταθερά β . Έστω επίσης η f  είναι Lipchitz συνεχώς διαφορίσιµη στη 

γειτονιά ( )oS R για κάποιο oR  και όλες οι προσεγγιστικές λύσεις του προβλήµατος (1.26) ικανοποιούν 

την ανισότητα (1.41) για µια θετική σταθερά 1c . Τότε, lim inf | | || 0k
k

f
→∞

∇ = . 

� 

 

Για τη περίπτωση κατά την οποία 0η >  δηλαδή κατά την οποία απαιτείται η πραγµατική µείωση της 

f  να είναι τουλάχιστον κάποιο µικρό κλάσµα  της προβλεπόµενης µείωσης, ισχύει το ισχυρότερο 

συµπέρασµα ότι 0kf∇ →  σύµφωνα µε το ακόλουθο θεώρηµα. 
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Θεώρηµα 1.6 ([2], Θεώρηµα 4.6, σελ.82). 

Έστω (0, 1 4)η∈  και έστω ισχύουν οι υποθέσεις ( )oA µε | | | |kB β≤  για κάποια σταθερά β . Έστω 

επίσης η f  είναι Lipchitz συνεχώς διαφορίσιµη στη γειτονιά ( )oS R για κάποιο oR  και όλες οι 

προσεγγιστικές λύσεις kp  του προβλήµατος (1.26) ικανοποιούν την ανισότητα (1.41) για µια θετική 

σταθερά 1c . Τότε, lim 0k
k

f
→∞

∇ = . 

Απόδειξη. 

       Έστω m  ένας συγκεκριµένος δείκτης µε 0mf∇ ≠ , και 1β  συµβολίζει τη σταθερά Lipchitz της 

f∇  στο ( )oS R  έτσι που:  

1| | ( ) | | | | | | ( )m m of x f x x x S Rβ∇ −∇ ≤ − ∀ ∈ . 

 Έστω ορίζονται οι αριθµοί 
1

1 || | | , min( , )
2

m of R Rεε β= ∆ =  και η σφαίρα { }( , ) :|| | |m mB x R x x x R= − ≤  

 µέσα στην οποία η Lipchitz συνέχεια της f∇  διατηρείται µιας και ( , ) ( )m oB x R S R⊆ . Προκύπτει ότι:  

( , ) | | ( ) | | | | | | | | ( ) | | 0m m mx B x R f x f f x f ε∈ ⇒ ∇ ≥ ∇ − ∇ −∇ ≥ >                              (1.42) 

και άρα αν η ακολουθία { }k
k m

x
≥

 µένει µέσα στη σφαίρα ( , )mB x R  τότε | | | | 0kf k mε∇ ≥ > ∀ ≥ . 

Ωστόσο, σύµφωνα µε το θεώρηµα 1.5 αυτή η εκδοχή δεν λαµβάνει χώρα και συνεπώς η ακολουθία 

{ }k
k m

x
≥

 αφήνει τελικά την περιοχή ( , )mB x R . 

       Έστω l m>  τέτοιο ώστε το 1lx +  είναι η πρώτη επανάληψη αφού το mx  βγει εκτός της ( , )mB x R . 

Αφού | | | |kf ε∇ ≥  για , 1 ,. . .. ,k m m l= +  έπεται ότι: 1 1( ) ( ) ( ) ( )
l

m l k k
k m

f x f x f x f x+ +
=

− = −∑ . Περιορίζοντας το 

άθροισµα σε εκείνες τις επαναλήψεις για τις οποίες λαµβάνεται τελικά το βήµα, δηλαδή αυτές για τις 

οποίες 1( ) ( )k kx x+ ≠  προκύπτει ότι: 

[ ]
1

(1.41)

1 1
(1.42)

( ) ( ) (0) ( ) min ,

k k

l

m l k k k k
k m
x x

f x f x m m p c εη η ε β
+

+
=
≠

 − ≥ − ≥ ∆ 
 

∑  

Αν k
ε
β∆ ≤  για κάθε , ...., :k m l=  

1

1 1 1 1
1

( ) ( ) min ,

k k

l

m l k o
k m
x x

f x f x c c R c R
εη ε η ε η ε β

+

+
=
≠

 − ≥ ∆ ≥ =  
 

∑                         (1.43)
   

                 

 

Αν k
ε
β∆ >  για κάποιο , . . .. , :k m l=  

1 1( ) ( )m lf x f x c εη ε β+− ≥                                                     (1.44)    
                                              

       Όµως η ακολουθία { }
0

( )k
k

f x
∞

=
 είναι φθίνουσα και κάτω φραγµένη δηλαδή ( )kf x f

∗ց  µε 

f ∗>−∞  . Εποµένως έχουµε ότι: 
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� αν ισχύει k
ε
β∆ ≤

 
τότε:

 

(1.43)
*

1 1
1

( ) ( ) ( ) min ,m m l of x f f x f x c Rεη ε β+
 − ≥ − ≥  
 

 

                                                                           

1
1

| | | |1 | | | |min ,
2 2

0

m
m o

f
c f Rη β

∇ = ∇  
 

>
  

� αν ισχύει k
ε
β∆ >

 
τότε: 

(1.44)
*

1 1( ) ( ) ( )m m lf x f f x f x c εη ε β+− ≥ − ≥  

                                                                                           

1
| | | |1 | | | |

2 2

0

m
m

f
c fη β

∇= ∇

>
 

και αφού *( ) 0mf x f− ↓   συνεπάγεται ότι 0mf∇ →  και στις δύο περιπτώσεις.
                                                                       

� 

 

1.2.4 Σχεδόν ακριβείς λύσεις του υποπροβλήµατος της περιοχής εµπιστοσύνης. 

 

       Μια πρώτη προσπάθεια για τον χαρακτηρισµό της ακριβούς λύσης του προβλήµατος (1.31) 

δίνεται από το ακόλουθο θεώρηµα των More & Sorensen και του πορίσµατος που ακολουθεί το 

θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 1.7 ([1], Θεώρηµα 5.2.1, σελ.101). 

Το διάνυσµα *p  είναι γενική λύση του υποπροβλήµατος της περιοχής εµπιστοσύνης (1.31) αν και 

µόνο είναι επιτρεπτό διάνυσµα και υπάρχει 0λ≥  τέτοιο ώστε να ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες: 

( )I p fλ ∗Β+ =−∇                                                            (1.45) 

( || | |) 0pλ ∗∆− =                                                             (1.46) 

η µήτρα ( )B Iλ+  είναι θετικά ηµιορισµένη                                   (1.47) 

και αν επιπλέον η µήτρα ( )B Iλ+  είναι θετικά ορισµένη τότε το *p είναι η µοναδική λύση του (1.31). 

� 

 

Πόρισµα ([1], Πόρισµα σελ.102). 

Τα ίδια αποτελέσµατα ισχύουν για το πρόβληµα ισωτικών περιορισµών: 

1min ( ) , || | |
2n

T T

p

m p f f p p Bp p
∈

= + ∇ + =∆
ℝ

 

αν οι συνθήκες 0λ≥  και ( | | ||) 0pλ ∗∆− =  δεν απαιτείται να ισχύουν. 

� 

 

       Αν η λύση *p  ανήκει αυστηρά µέσα στη περιοχή εµπιστοσύνης η συνθήκη 

συµπληρωµατικότητας (1.46) υποδηλώνει ότι το λ  πρέπει να είναι µηδέν και γι΄αυτό Bp f∗=−∇ µε 
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B  θετικά ηµιορισµένο από την (1.45) και (1.47) αντίστοιχα. Στις άλλες περιπτώσεις *|| | |p =∆  και 

γι΄αυτό το λ  επιτρέπεται να λαµβάνει θετική τιµή. 

       Με την τεχική αυτή, χρησιµοποιείται µια επαναληπτική διαδικασία για να αναγνωρίσει τη τιµή 

του λ  για την οποία η (1.45)  ικανοποιείται από τη λύση του υποπροβλήµατος (1.31). Οι 

προηγούµενες µέθοδοι δεν επιδικνύουν κάποια σοβαρή προσπάθεια στην εξεύρεση της ακριβούς 

λύσης του  υποπροβλήµατος (1.31). Όταν το πρόβληµα είναι σχετικά µικρό (δηλαδή το n  δεν είναι 

πολύ µεγάλο) αξίζει τον κόπο να βρεθεί µία καλύτερη προσέγγιση της λύσης του υποπροβλήµατος. 

       Η προσέγγιση αυτή βασίζεται στον χαρακτηρισµό της ακριβούς λύσης του θεωρήµατος 1.7 µαζί 

µε µια εφαρµογή της µεθόδου Newton µιας µεταβλητής. Στην ουσία, ο αλγόριθµος προσπαθεί να βρει 

την τιµή του λ  για την οποία η σχέση ( )I p fλ ∗Β+ =−∇   ικανοποιείται  από τη λύση του 

υποπροβλήµατος (1.31). 

       Ο χαρακτηρισµός του θεωρήµατος 1.7, προτείνει έναν αλγόριθµο εξεύρεσης της λύσης p  του 

(1.31). Είτε το 0λ =  µε  || ||p ≤ ∆  ικανοποιεί τις (1.45) και (1.47) ή διαφορετικά ορίζεται: 

1( ) ( )p B I fλ λ −=− + ∇                                                         (1.48) 

για λ  αρκετά µεγάλο έτσι που ο πίνακας ( )B Iλ+  είναι θετικά ορισµένος και αναζητείται µια τιµή 

του λ  επιλύοντας το παραπάνω πρόβληµα εύρεσης ριζών, έτσι που σύµφωνα µε την (1.46) ισχύει: 

|| ( )||p λ = ∆ .  Μία τιµή του λ  µε τις επιθυµητές ιδιότητες βρίσκεται ότι υπάρχει, αναλύοντας την 

διαδροµή ( )p λ  ως ακολούθως: 

       Αφού ο πίνακας B  είναι συµµετρικός µπορεί να γραφτεί ως TB Q Q= Λ  όπου Q  είναι ένας 

ορθογώνιος  πίνακας και 1 2( , ,.. . . )ndiag λ λ λΛ= όπου 1 2 . . .. nλ λ λ≥ ≥ ≥  οι ιδιοτιµές του πίνακα B . 

     Από την (1.48)
 
προκύπτει ότι 1

1

( ) ( )
Tn
jT

j
jj

q f
p Q I Q f qλ λ λ λ

−

=

∇=− Λ+ ∇ =−
+∑  µε jλ λ≠  όπου το jq  

συµβολίζει την j στη−  στήλη του πίνακα Q . Απ’ την ορθοκανονικότητα των 1, ... , nq q  έπεται ότι: 

( )

2
2

2
1

( )
|| ( )| |

Tn
j

j j

q f
p λ

λ λ=

∇=
+

∑  

       Από την παραπάνω έκφραση συνεπάγεται ότι αν nλ λ>−  τότε 0 , 1,2, . . .,j j nλ λ+ > ∀ =  και 

γι΄αυτό το || ( )| |p λ  είναι µια συνεχής µη αύξουσα συνάρτηση του λ  στο ( ),nλ− ∞ . Πράγµατι: 

lim || ( )| | 0p
λ

λ
→∞

=                                                             (1.49)
                         

       Επιπλέον ακόµη και όταν η πιο αρνητική ιδιοτιµή είναι πολλαπλή ιδιοτιµή υπό την προυπόθεση 

 ότι { }0 :T
j j nq f j J j λ λ∇ ≠ ∀ ∈ = =  προκύπτει: 

lim || ( )| |
j

p
λ λ

λ
→−

=∞                                                           (1.50)
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άρα δύναται να εξευρεθεί µία µοναδική τιµή του λ  στο διάστηµα αυτό για το οποίο || ( )||p λ = ∆ . Άρα 

το ( )p λ  ικανοποιεί τη σχέση ( | | ||) 0pλ ∗∆− =  και επίσης ( )I p fλ ∗Β+ =−∇ . Επίσης η ανισότητα 

nλ λ≥−  δείχνει ότι ο πίνακας B Iλ+  είναι θετικά ηµιορισµένος και άρα το ( )p λ  ικανοποιεί τις 

συνθήκες του θεωρήµατος 1.7 και γι΄αυτό αποτελεί λύση του γενικού προβλήµατος αν 0λ≥ . 

Ωστόσο, αν 0λ<  ή 0T
jq f j J∇ = ∀ ∈   τότε λαµβάνουν χώρα άλλα εξέχοντα θέµατα. Γενικά υπάρχουν 

τρεις περιπτώσεις: 

i) 0nλ > . Οι τιµές του ( )p λ  για [ ),nλ λ∈ − ∞  αντιστοιχούν στις λύσεις του προβλήµατος ισωτικών 

περιορισµών και για 0λ≥  υπάρχουν επίσης λύσεις του προβλήµατος ανισωτικών περιορισµών. Το 

(0)p  τώρα, είναι απλά το βήµα της µεθόδου Newton 1
k kB f−− ∇  το οποίο υπάρχει λογω του ότι το 

γεγονός ότι 0nλ >  διασφαλίζει ότι ο πίνακας kB  είναι θετικά ορισµένος. Συνεπώς, για  

0, | | ( )| | || (0)| |p pλ λ< ≥  όπου το ( )p λ  επιλύει το πρόβληµα ισωτικών περιορισµών. Όµως, µιας και 

το βήµα της µεθόδου Newton (0)p  είναι το σηµείο ελαχιστοποίησης χωρίς περιορισµούς της 

συνάρτησης ( )m p  το (0)p  επιλύει το πρόβληµα ανισωτικών περιορισµών και (0)p ≤∆ . 

ii) 0nλ ≤  και 0T
jq f∇ ≠  για j J∈ . Για να είναι ο πίνακας IλΒ+  θετικά ηµιορισµένος απαιτείται να 

ισχύει 0nλ λ≥ − ≥  το οποίο εξασφαλίζεί ότι || ( )||p λ = ∆  
άρα το ( )p λ  επιλύει και το πρόβληµα 

ισωτικών και το πρόβληµα ανισωτικών περιορισµών. 

iii) 0nλ ≤ και 0T
jq f j J∇ ≠ ∀ ∈ . Καθώς το λ  µειώνεται από το ∞στo nλ−   τότε το || ( )| |p λ  

αυξάνεται από το 0  σε κάποια τιµή ∆  µε || ( )| |p λ∆=  και ( )
T
j

j
jj m

q f
p qλ λ λ≤

∇=− ⋅
+∑  όπου m J∉  είναι ο 

µεγαλύτερος δείκτης για τον οποίο 0T
jq f∇ ≠ . Εποµένως για ( , )nλ λ∈ − ∞  το ( )p λ   επιλύει και το 

πρόβληµα ισωτικών και το πρόβληµα ανισωτικών περιορισµών και ∆ <∆ . Για ∆ >∆   η λύση και των 

δύο προβληµάτων πρέπει να έχει nλ λ= −  έτσι ώστε ο πίνακας IλΒ+  να είναι θετικά ηµιορισµένος. 

Στη πρίπτωση αυτή µία βέλτιστη λύση είναι: 

*
j j

j J

p p qµ
∈

= +∑                                                            (1.51) 

όπου jµ  είναι οποιοιδήποτε πραγµατικοί αριθµοί τέτοιοι ώστε: 2 2| | ( ) ||j
j J

pµ λ
∈

=∆ −∑ .  

       Πράγµατι, επαληθεύεται εύκολα ότι * 2 2|| ||p =∆  και: 

*
j j

j J

Bp f Bq Bp fµ
∈

+ ∇ = + + ∇∑  

       Αφού ο πίνακας nB Iλ−  είναι ιδιάζων, υπάρχει ένα διάνυσµα z µε || || 1z =  και ( ) 0nB I zλ− = . 

Όντως, το z είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα B  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή nλ . Συνεπώς: 
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( )

*
* * *j n j

j J j n j n n j j n
j J j J

n

Bp f q Bp f
Bp f q p Bp f q p p

B I p f

µ λ
µ λ λ λ µ λ

λ
∈

∈ ∈

+ ∇ = + + ∇ 
⇒ + ∇ = + ⇒ + ∇ = + =

+ = − ∇ 

∑ ∑ ∑  

και µιας και υπάρχουν πολλές διαφορετικές επιλογές για τα jµ  που ικανοποιούν την απαιτούµενη 

συνθήκη, η βέλτιστη λύση στη περίπτωση αυτή δεν είναι µοναδική. 

       Απορρίπτοντας τη περίπτωση  (i), όταν 0λ =  ή τη περίπτωση  (iii) όταν ∆ ≥ ∆ , για τον 

υπολογισµό της γενικής λύσης του προβλήµατος είναι αναγκαίο να βρεθεί η τιµή του λ  για την 

οποία ο πίνακας B Iλ+   είναι θετικά ορισµένος και η οποία επιλύει τη µη γραµµική εξίσωση 

|| ( ) | |p λ =∆ . Στις περιπτώσεις αυτές εφαρµόζεται η µέθοδος Newton για την εύρεση της τιµής 

nλ λ> −  η οποία επιλύει την εξίσωση 1
1( ) | | ( ) | | 0 || ( ) || 0p pλ λ λ −Φ = −∆= → Β+ Ι −∆= . Καλύτερα 

αποτελέσµατα λαµβάνονται µε την επαναδιατύπωση του παραπάνω προβλήµατος έτσι που να είναι 

σχεδόν γραµµικό κοντά στο βέλτιστο λ  επιλύοντας το πρόβληµα: 

2
1 1( ) 0

|| ( ) | |p
λ λΦ = − =

∆
                                                 (1.52)  

Η µέθοδος Newton εφαρµοστέα στη συνάρτηση 2 ( )λΦ  παράγει µία ακολουθία επαναλήψεων: 

2
1

2

( )

( )
j

j j
j

λλ λ λ+
Φ= − ′Φ

                                                        (1.53)                                                     

σύµφωνα µε τον ακόλουθο αλγόριθµο 1.5 ([2], Αλγόριθµος 4.3, σελ. 87), η κυριότερη δυσκολία του 

οποίου είναι η παραγοντοποίηση cholesky του πίνακα jB Iλ+ .  

 

 Αλγόριθµος 1.5 

  Given , 0oλ ∆>  

              For 0,1, .. . ..j=  

                   T
jB I R Rλ+ =  using cholesky factorization. 

      Solve: T
jR R p f=−∇  

              T
j jR q p=  

                    Set   

2

1
|| | | | | ||

| | | |
j j

j j
j

p p

q
λ λ+

−∆   =    ∆   
 

              end (for). 
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Κεφάλαιο 2 

 

Θεωρία βελτιστοποίησης προβληµάτων µε περιορισµούς.  

 

       Μια γενική διατύπωση ενός προβλήµατος µη γραµµικής βελτιστοποίησης µε περιορισµούς είναι:  

 
{ }

{ }1

( ) 0, 1,....,
min ( ) ,

( ) 0, ,....,
n

i e

x R
i e

c x i m
f x

c x i m m∈
+

 = ∈ =


≥ ∈ =

E

I                                       

(2.1) 

όπου η f και ic είναι συνεχείς συναρτήσεις,  διαφορίσιµες τουλάχιστον µία φορά σε ένα υποσύνολο 

του nR  εκ΄των οποίων η µία τουλάχιστον είναι µη γραµµική και E , I  είναι δύο πεπερασµένα 

σύνολα δεικτών µε E  το σύνολο δεικτών των ισωτικών περιορισµών και I  των ανισωτικών. 

 

Ορισµός 2.1 

Το σηµείο nx R∈  ονοµάζεται επιτρεπτό αν και µόνο αν ικανοποιεί όλους τους περιορισµούς. Το 

σύνολο όλων των επιτρεπτών σηµείων Ω  καλείται επιτρεπτό σύνολο και γράφεται ως ακολούθως:  

 { }: ( ) 0, ; ( ) 0,i ix c x i c x iΩ= = ∈ ≥ ∈E I                                        (2.2) 

Το αρχικό πρόβληµα (2.1) µπορεί να γραφτεί πιο συµπηκνωµένα ως εξής : 

 min ( )
x

f x
∈Ω

                                                                  (2.3) 

 

Ορισµός 2.2 

Αν *x ∈Ω  και αν *( ) ( ) ,f x f x x≥ ∀ ∈Ω  το σηµείο *x  καλείται γενικό ελάχιστο του προβλήµατος (2.3).  

Αν *x ∈Ω  και αν * *( ) ( ) , ,f x f x x x x> ∀ ∈Ω ≠  τότε το σηµείο *x  καλείται αυστηρό γενικό ελάχχιστο 

του προβλήµατος (2.3). 

 

       Οι ορισµοί των διαφορετικών ειδών των τοπικών λύσεων, αποτελούν απλά επεκτάσεις των 

αντίστοιχων ορισµών που συναντώνται στη περίπτωση προβληµάτων χωρίς περιορισµούς, µόνο που 

τώρα η θεώρησή τους περιορίζεται στα επιτρεπτά σηµεία µιας γειτονιάς του *x . 

 

Ορισµός 2.3 

Ένα σηµείο *x  είναι τοπική λύση του προβλήµατος (2.3) αν *x ∈Ω  και υπάρχει γειτονιά N του *x  

τέτοια ώστε *( ) ( ) ,f x f x x N≥ ∀ ∈ Ω∩ . Το σηµείο *x  είναι αυστηρή τοπική λύση του προβλήµατος 

(2.3) αν *x ∈Ω  και υπάρχει γειτονιά N  του *x  τέτοια ώστε *( ) ( ) ,f x f x x N> ∀ ∈ Ω∩  µε *x x≠ . 

 

Ορισµός 2.4 

       Ένα σηµείο *x  είναι µια µεµονωµένη τοπική λύση του προβλήµατος (2.3) αν *x ∈Ω  και υπάρχει 
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µια γειτονιά N  του *x  τέτοια ώστε το *x  είναι η µόνη τοπική λύση στο σύνολο N Ω∩ .  

       Έστω το *x  είναι τοπικό ελάχιστο του προβλήµατος (2.3). Αν υπάρχει ένας δείκτης oi ∈I  

τέτοιος ώστε *( ) 0oic x >
 
τότε αν αυτός ο περιορισµός διαγραφεί, το σηµείο *x  παραµένει  τοπικό 

ελάχιστο του νέου προβλήµατος. Στη περίπτωση αυτή λέγεται ότι ο oi στος−  περιορισµός είναι µη-

ενεργός στο *x  και δίνεται ο ακόλουθος ορισµός. 

 

Ορισµός 2.5 

Το σύνολο { }( ) : ( ) 0ix i c x= ∈ =∪A E I  σε ένα οποιοδήποτε επιτρεπτό σηµείο x  ονοµάζεται ενεργό 

σύνολο στο σηµείο x . Στο επιτρεπτό σηµείο x , ο ανισωτικός περιορισµός i∈I  καλείται ενεργός αν  

( ) 0ic x =  και µη-ενεργός αν ( ) 0ic x > . 

 

       Για να γίνει ξεκάθαρη η περιγραφή των αναγκαίων συνθηκών µιας τοπικής λύσης ορίζεται το 

αποκαλούµενο σύνολο κατευθύνσεων καθόδου στο x  ως εξής: 

 { }( ) : ( ) 0TD x D p p f x= = ∇ <                                                     (2.4) 

 

 

2.1   Εισαγωγή στους πολλαπλασιαστές Lagrange. 

 

       Για προβλήµατα βελτιστοποίησης χωρίς περιορισµούς, οι αναγκαίες συνθήκες µιας τοπικής 

λύσης διευκρινίζουν την απαίτηση για µηδενική κλίση και µη-αρνητική καµπυλότητα, δηλαδή θετικά 

ηµιορισµένη µήτρα δεύτερων παραγώγων,  ως προς κάθε κατεύθυνση στο σηµείο *x , µε άλλα λόγια 

δεν υπάρχει καµία κατεύθυνση καθόδου στο *x . Στη περίπτωση τώρα προβληµάτων 

βελτιστοποίησης µε περιορισµούς υπάρχει η επιπρόσθετη εµπλοκή της επιτρεπτής περιοχής Ω  .  

 

2.1.1.  Πρόβληµα ισωτικών περιορισµών. 

 

       Για την απλούστερη περίπτωση, δηλαδή για ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης µε ισωτικούς 

περιορισµούς της µορφής: 

min ( ) , ( ) 0if x c x =   
για {1,..., }i m∈ = EE  

όπου η ( ): nf x →ℝ ℝ ,  :
n

ic →ℝ ℝ  είναι συνεχείς συναρτήσεις, διαφορίσιµες τουλάχιστον µια φορά 

και E  είναι το σύνολο δεικτών των περιορισµών του προβλήµατος,  ισχύουν τα ακόλουθα 

αποτελέσµατα.  

       Έστω ότι παίρνεται ένα µικρό βήµα s  από το σηµείο ελαχίστου *x . Το βήµα αυτό διατηρεί την 
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επιτευξιµότητά του, δηλαδή την ιδιότητα να ικανοποιεί τον περιορισµό *( ) 0ic x =  αν ισχύει 

* * *( ) ( ) ( ) 0 ,T
i i ic x s c x c x s i+ ≈ +∇ = ∀ ∈E . 

Εποµένως: 

 *( ) 0 ,T
ic x s i∇ = ∀ ∈E                                                           (2.5) 

       Παράλληλα, ένα βήµα βελτιστοποίησης πρέπει να προκαλεί µείωση στη συνάρτηση κόστους f : 

 * * *0 ( ) ( ) ( )Tf x s f x f x s> + − ≈ ∇                                                (2.6) 

       Η ύπαρξη ενός µικρού βήµατος s  που ικανοποιεί τις (2.5) και (2.6) υποδηλώνει σθεναρά την 

ύπαρξη µιας κατεύθυνσης p  το µέγεθος της οποίας δεν είναι µικρό µε τις ίδιες ιδιότητες: 

*( ) 0 ,T
ic x p i∇ = ∀ ∈E                                                         (2.7)  

*( ) 0Tf x p∇ <                                                              (2.8) 

       Ωστόσο, το *x  είναι τοπικό ελάχιστο  και εποµένως δεν µπορεί να υπάρξει κατεύθυνση p  η 

οποία ικανοποιεί και τη σχέση (2.7) και τη (2.8). Προκύπτει εποµένως ότι µια αναγκαία συνθήκη 

βελτίστου για το πρόβληµα ισωτικών περιορισµών είναι το ότι δεν υπάρχει κατεύθυνση p  που να 

ικανοποιεί αµφότερες τις σχέσεις (2.7) και (2.8). Ο ισχυρισµός αυτός είναι αληθής αν το διάνυσµα 

*( )f x∇  είναι ένας γραµµικός συνδιασµός των διανυσµάτων *( ),ic x i∇ ∈E , δηλαδή αν ισχύει: 

 * * * * *( ) ( ) ii
i

f x c x Aλ λ
∈

∇ = ∇ = ⋅∑
E

                                                (2.9) 

όπου οι πολλαπλασιαστές *
iλ  αναφέρονται ως πολλαπλασιαστές Lagrange και ο n m× E  πίνακας 

*A  

δηλώνει τον πίνακα µε στήλες τα *( ),ic x i∇ ∈E . 

       Αν ο πίνακας *A  είναι πλήρους βαθµού, δηλαδή οι στήλες του είναι γραµµικά ανεξάρτητες,  τότε 

το διάνυσµα *λ  ορίζεται µοναδικά ως * * *( )A f xλ
+

= ∇ , όπου 1( )T TA A A A+ −=  είναι ο γενικευµένος 

αντίστροφος του πίνακα A  και απ΄την άλλη µεριά, όταν δεν υπάρχουν περιορισµοί τότε η (2.9) 

απλοποιείται στη συνήθη συνθήκη για τα στάσιµα σηµεία *( ) 0f x∇ = .  Η απόδειξη ότι η συνθήκη 

(2.9) είναι αναγκαία γίνεται µε απαγωγή σε άτοπο ως ακολούθως: 

Αν η (2.9) δεν ισχύει τότε το *( )f x∇ µπορεί να εκφραστεί ως: 

* * *( )f x A λ µ∇ = +  

όπου 0µ≠  είναι µια συνιστώσα του *( )f x∇  ορθογώνια στα διανύσµατα *( )ic x∇  έτσι που * 0A µ = . 

Τότε το p µ=−  ικανοποιεί και τη  (2.7) και τη (2.8) το οποίο ωστόσο αντικρούει το γεγονός ότι το  

*x  είναι τοπικό ελάχιστο. Οι συνθήκες απεικονίζονται στο σχήµα 2.1 για ένα πρόβληµα µε έναν 

ισωτικό περιορισµό, όπου στο σηµείο xɶ  που δεν είναι τοπικό ελάχιστο του προβλήµατος κάθε 

επιτρεπτό αυξητικό βήµα δ  κατά µήκος της κατεύθυνσης µ−  µειώνει τη τιµή της συνάρτηση ( )f x . 

Ορίζοντας τη Λανγκρανζιανή συνάρτηση * * * * *( , ) ( ) ( )i i
i

x f x c xλ λ
∈

= −∑
E

L  η συνθήκη (2.9) γίνεται:  
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* *( , ) 0x x λ∇ =L  

και οι λύσεις του προβλήµατος ισωτικών περιορισµών είναι τα στάσιµα σηµεία της Λανγκρανζιανής. 

 

*x

xɶ

µ

( )f x∇ ɶ

( )c x∇ ɶ

*( )f x∇

*( )c x∇

( ) 0c x =

( )f x

( ) ( )f x c x λ∇ ≠∇ɶ ɶ

* * *( ) ( )f x c x λ∇ =∇

 
Σχήµα. 2.1 Ύπαρξη πολλαπλασιαστών Lagrange ενός 

προβλήµατος ισωτικών περιορισµών. 

 

       Απ΄όλα τα παραπάνω έπεται ότι αναγκαία συνθήκη ελαχίστου ενός επιτρεπτού σηµείου x  του 

προβλήµατος ισωτικών περιορισµών είναι ότι δεν υπάρχει κατεύθυνση έρευνας p  που να ικανοποεί 

αµφότερες τις σχέσεις (2.7) και (2.8) και η µόνη περίπτωση όπου µια τέτοια κατεύθυνση δεν µπορεί 

να υπάρξει είναι αν τα ( )f x∇  
και ( )c x∇  είναι παράλληλα διανύσµατα. Αν η εν λόγω συνθήκη δεν 

ικανοποιείται η κατεύθυνση / | | ||p p p= ɶ ɶ   όπου 
2

( ) ( )
( )

|| ( ) | |

Tc x c x
p I f x

c x

 ∇ ∇=− − ∇ ∇ 
ɶ , ικανοποιεί αµφότερες 

τις σχέσεις (2.7) και (2.8). 

 

 

2.1.2.  Πρόβληµα ανισωτικών περιορισµών. 

 

       Στη περίπτωση προβληµάτων µε ανισωτικούς περιορισµούς της µορφής: 

min ( ) , ( ) 0if x c x ≥   
για {1,..., }i m∈ = II  

όπου I είναι το σύνολο των ανισωτικών περιορισµών του προβλήµατος, εικάζεται ότι ένα επιτρεπτό 

σηµείο x  δεν είναι ελάχιστο αν µπορεί να βρεθεί µια κατεύθυνση έρευνας p  που να διατηρεί την 

επιτευξιµότητά της και να µειώνει τη τιµή της συνάρτησης κόστους f . 

 

       Όπως και στο πρόβληµα ισωτικών περιορισµών η κατεύθυνση p  µειώνει τη τιµή της 

συνάρτησης κόστους αν:  

*( ) 0Tf x p∇ <                                                             (2.10) 
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       Οµοίως, η κατεύθυνση p  διατηρεί την επιτευξιµότητά της αν: 

* * * * *0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0i
T T

i i i ic x p c x c x p c x c x p≤ + ≈ +∇ ⇒ +∇ ≥                        
(2.11) 

       Για τον προσδιορισµό του κατά πόσον υπάρχει µια κατεύθυνση p  που να ικανοποιεί αµφότερες 

τις (2.10) και (2.11) µελετώνται οι εξής δύο περιπτώσεις. 

 

Περίπτωση I: *( ) 0ic x >  

       Στη περίπτωση αυτή κάθε διάνυσµα p  ικανοποιεί τη συνθήκη (2.11) υπό την προυπόθεση ότι το 

µήκος της είναι αρκετά µικρό. Ιδιαίτερα, οποτεδήποτε *( ) 0f x∇ ≠  µια κατεύθυνση p  που ικανοποιεί 

αµφότερες τις (2.10) και (2.11) δίνεται από τη σχέση: 

*
*

*

( )
( )

| | ( )||
i

f x
p c x

f x

∇= −
∇

 

Η µόνη περίπτωση κατά την οποία µια τέτοια κατεύθυνση δεν υπάρχει είναι όταν *( ) 0f x∇ = .
                                                      

 

Περίπτωση II: *( ) 0ic x =  

       Στη περίπτωση αυτή οι συνθήκες (2.10) και (2.11) γίνονται αντίστοιχα: 

*( ) 0Tf x p∇ <                                                             (2.12) 

  * *( ) 0 ( )T
ic x p i x∇ ≥ ∀ ∈ ∩A I

                                             
(2.13) 

όπου το σύνολο *( )x ∩A I  δηλώνει το σύνολο των ενεργών ανισωτικών περιορισµών στο σηµείο *x . 

Στη περίπτωση αυτή δεν υπάρχει κατεύθυνση p  που να ικανοποεί αµφότερες τις (2.12) και (2.13) αν 

ισχύουν οι σχέσεις:  

*

* * *

( )

( ) ( )i i

i x

f x c x λ
∈

∇ = ∇∑
∩A I

                                                  (2.14) 

και         * *0, ( )i i xλ ≥ ∈ ∩A I                                                       (2.15) 

       Οι συνθήκες αυτές επαληθεύονται µε εις άτοπον απαγωγή θεωρώντας ότι το σύνολο των 

διανυσµάτων *( )ic x∇  είναι γραµµικώς ανεξάρτητο. Η εξίσωση (2.14) ισχύει όπως και στη περίπτωση 

του προβλήµατος ισωτικών περιορισµών. Υποθέτοντας ότι η (2.15) δεν ισχύει, τότε υπάρχει κάποιος 

πολλαπλασιαστής * 0ρλ <  και παίρνοντας *( )p eρ
+Τ= Α , όπου 1( )T T+ −Α = Α Α Α  συµβολίζει τον 

γενικευµένο αντίστροφο του πίνακα A , η εν’ λόγω κατεύθυνση p  ικανοποιεί τις σχέσεις 

* *( ) 0 , ( ) ,T
ip c x i x i ρ∇ = ∈ ≠∩A I  και *( ) 1Tp c xρ∇ =  και εποµένως αποτελεί ένα επιτρεπτό βήµα σε 

σχέση µε την (2.13). Προκύπτει ότι  * * * *( ) ( ) 0T Tp f x p c xρ ρ ρλ λ∇ = ∇ = <  και το p  µειώνει τη 

συνάρτηση ( )f x  το οποίο όµως δρα αντίθετα στο γεγονός ότι το *x  είναι τοπικό ελάχιστο. 

       Οι συνθήκες αυτές απεικονίζονται στο σχήµα (2.2) όπου φαίνεται ξεκάθαρα ότι ο ανοικτός ηµι-

χώρος που ορίζεται από τη σχέση *( ) 0Tf x p∇ <  και ο κλειστός ηµι-χώρος που ορίζεται από τη σχέση) 
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*( ) 0Tc x p∇ ≥ δεν τέµνονται µόνο όταν τα ( )f x∇  και ( )c x∇  δείχνουν στην ίδια κατεύθυνση δηλαδή 

όταν ( ) ( ) , 0f x c xλ λ∇ = ∇ ≥ .  

f∇

c∇

 

Σχήµα. 2.2 Ύπαρξη πολλαπλασιαστών Lagrange ενός  

προβλήµατος ανισωτικών περιορισµών. 

 

       Οι συνθήκες βελτίστου για αµφότερες τις περιπτώσεις I και II εκφραζόµενες σε σχέση µε τη 

Λανγκρανζιανή συνάρτηση δίνονται ως ακολούθως: 

       Όταν σε κάποιο σηµείο *x  δεν υπάρχει κάποια επιτρεπτή κατεύθυνση καθόδου έχουµε ότι: 

                                                                  * * *( , ) 0 , 0x ix λ λ∇ = ≥L                                                 (2.16) 

όπου απαιτείται επίσης να ισχύει:  

* *( ) 0i ic xλ =
                                                         

(2.17) 

       Η συνθήκη αυτή είναι γνωστή ως συνθήκη συµπληρωµατικότητας και διασφαλίζει ότι οι 

πολλαπλασιαστές Lagrange iλ  µπορούν να είναι αυστηρά θετικοί, µόνο όταν ο αντίστοιχος 

περιορισµός ( )ic x  είναι ενεργός. Στη περίπτωση I λόγω της (2.17) ισχύει * 0iλ = , γι΄αυτό η (2.16) 

απλοποιείται στην εξίσωση *( ) 0f x∇ =  όπως απαιτείται ενώ στην περίπτωση II η (2.17) επιτρέπει τα 

*
iλ  να παίρνουν θετικές τιµές έτσι που η (2.16) καθίσταται ισοδύναµη µε τη (2.14). 

 

 

2.2   Συνθήκες ελαχίστου 1
ης 
τάξης. 

 

       Αφού οι επιτρεπτές κατευθύνσεις παίζουν ένα πολύ σηµαντικό ρόλο στη παραγωγή των 

συνθηκών ελαχίστου δίνονται οι ακόλουθοι ορισµοί. 

 

Ορισµός 2.6 

Έστω * , 0 nx p R∈Ω ≠ ∈ , όπου Ω  το επιτρεπτό σύνολο. Αν υπάρχει 0δ >  τέτοιο ώστε 

* , [0, ]x tp t δ+ ∈ Ω ∀ ∈  τότε το p
 
καλείται επιτρεπτή κατεύθυνση του συνόλου Ω  στο σηµείο *x . 

Το σύνολο όλων των επιτρεπτών κατευθύνσεων του συνόλου Ω  στο *x  συµβολίζεται ως: 

* *( , ) { : , [0, ]}FD x p x tp t δΩ = + ∈ Ω ∀ ∈  
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Ορισµός 2.7 

Έστω *x ∈ Ω , η ακολουθία { }kz  ονοµάζεται επιτρεπτή ακολουθία που προσεγγίζει το *x  αν kz ∈Ω  

για κάθε k  αρκετά µεγάλο και kz x∗→ .   

 

Ορισµός 2.8 

Ένα διάνυσµα p  ονοµάζεται οριακή κατεύθυνση µιας επιτρεπτής ακολουθίας { }kz  η οποία 

προσεγγίζει το σηµείο *x , αν υπάρχει ακολουθία θετικών αριθµών { }kδ  µε 0kδ →  τέτοια ώστε:  

*

lim k

k k

z x
pδ→∞

− =                                                           (2.18)   

Το διάνυσµα p  ονοµάζεται εφαπτόµενο διάνυσµα του συνόλου Ω  στο *x .  

 

Ορισµός 2.9  

Έστω *x ∈Ω  και np∈ℝ . Αν υπάρχουν ακολουθίες 0{ }k kp
∞
=  και 0{ }k kδ ∞

=  µε 0kδ >  τέτοιες ώστε 

*
k kx p kδ+ ∈Ω ∀  και , 0k kp p δ→ → , τότε το σύνολο όλων των οριακών κατευθύνσεων p  του Ω  

στο *x  συµβολίζεται ως: 

}*
* ,( , )

, 0
k k

k k

x p kLD x p
p p

δ
δ

 + ∈Ω ∀Ω =  → →
 

Στο ορισµό 2.9 αν τεθεί *
k k kz x pδ= +  τότε η ακολουθία 0{ }k kz

∞
=  είναι µια επιτρεπτή ακολουθία που 

ικανοποίει τις ιδιότητες: 

1. * ,kz x k≠ ∀  

2. *lim k
k

z x
→∞

=  

3. ,kz k∈Ω ∀  αρκετά µεγάλο 

Αν *|| | |k kz xδ = −  τότε 
*

*| | | |
k

k

k

z x
p p

z x

−= →
−

 και άρα το *
k k kz x pδ= +  είναι µια επιτρεπτή ακολουθία 

µε οριακή κατεύθυνση p . 

 

Ορισµός 2.10 

 Ένας κώνος T  είναι ένα σύνολο µε την ιδιότητα: , 0x T x Tα α∀ ∈ ⇒ ∈ ∀ > . 

 

      Αν το σύνολο *( , )LD x Ω  συµπεριλαµβάνει το µηδενικό διάνυσµα συµβολίζεται µε *( )T xΩ  
και 

ονοµάζεται εφαπτόµενος κώνος στο *x ∈Ω . Ένας εφαπτόµενος κώνος είναι πράγµατι  κώνος  αφού 

αν η κατεύθυνση έρευνας p είναι µια οριακή κατεύθυνση µε αντίστοιχες ακολουθίες { }kz και { }kδ

τότε  αντικαθιστώντας  κάθε  kδ  µε  / , 0k aδ α∀ >  προκύπτει ότι  *( )p T xα Ω∈ . Επιπλέον  θέτοντας  
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*
kz x=  στον ορισµό της επιτρεπτής ακολουθίας ισχύει ότι *0 ( )T xΩ∈ . 

       Αποδεικνύεται στο ([3], Λήµµα 8.2.4, σελ.389) ότι εάν όλες οι συναρτήσεις των περιορισµών 

είναι διαφορίσιµες στο *x  τότε * *( , ) ( , )FD x LD xΩ ⊆ Ω . 

 

 

2.2.1 Αναγκαίες συνθήκες ελαχίστου 1
ης

 τάξης. 

 

       Μια τοπική λύση του προβλήµατος (2.1) χαρακτηρίζεται ως ένα σηµείο *x  στο οποίο όλες οι 

επιτρεπτές ακολουθίες έχουν την ιδιότητα *( ) ( ) ,kf z f x k≥ ∀  αρκετά µεγάλο. Η συνθήκη αυτή 

αποτελεί τη πιο θεµελιώδη αναγκαία συνθήκη πρώτης τάξης και δίνεται µε το θεώρηµα που 

ακολουθεί. 

 

Θεώρηµα 2.1 ([3] Θεώρηµα 8.2.5, σελ.390). 

 Έστω *x ∈Ω  τοπικό ελάχιστο του προβλήµατος (2.1). Αν οι ( )f x  και ( )ic x , 1,...,i m=  είναι 

διαφορίσιµες στο *x  τότε, όλες οι επιτρεπτές ακολουθίες *{ } ( )kz T xΩ∈  πρέπει να ικανοποιούν τη 

σχέση:           

                                                   
* *( ) 0 , ( , )Tp f x p LD x∇ ≥ ∀ ∈ Ω                                                 (2.19) 

 όπου p  είναι οποιαδήποτε οριακή κατεύθυνση της επιτρεπτής ακολουθίας. Αυτό σηµαίνει ότι:  

                                                  * *( , ) ( )LD x D xΩ =∅∩                                                      (2.20) 

Απόδειξη 

Για κάθε *( , )p LD x∈ Ω  υπάρχουν 0kδ >  και , 1,2,....kp k =  τέτοια ώστε *
k kx pδ+ ∈Ω

 
µε 0kδ →  και 

kp p→ . Αφού * *
k kx p xδ+ →  και *x  είναι τοπικό ελάχιστο, τότε για k  αρκετά µεγάλο συνεπάγεται 

από το θεώρηµα Taylor ότι: 

* * * *( ) ( ) ( ) ( ) (| | ||)k

T
k k k kf x f x p f x p f x oδ δ δ≤ + = + ∇ +  

το οποίο διασφαλίζει ότι: 

*( ) 0Tp f x∇ ≥
                                                      

 (2.21)  

και αφού το p  είναι τυχαίο λαµβάνεται η (2.19). Επιπλέον η (2.21) υποδηλώνει ότι *( )p D x∉  και 

άρα * *( , ) ( )LD x D xΩ =∅∩ . 

� 

 

       Το θεώρηµα 2.1 δείχνεί ότι δεν υπάρχει οριακή κατεύθυνση καθόδου σε ένα τοπικό ελάχιστο *x , 

παρ’ όλα  αυτά,  η αναγκαία αυτή συνθήκη έτσι όπως είναι διατυπωµένη δεν είναι πολύ χρήσιµη µιας 

και απαιτεί τη γνώση όλων των πιθανών οριακών κατευθύνσεων για όλες τις επιτρεπτές ακολουθίες 
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στο *( )T xΩ . Συνεπώς είναι βολικό να θεωρηθεί ένα σχετικό σύνολο επιτρεπτών κατευθύνσεων 

σύµφωνα µε τον ακόλουθο ορισµό, οι οποίες λαµβάνονται αν οι περιορισµοί γραµµικοποιηθούν. 

 

Ορισµός 2.11 

Έστω *x ∈Ω  και np R∈ . Αν *( ) 0 ,T
ip c x i∇ = ∈E  και * *( ) 0 , ( )T

ip c x i x∇ ≥ ∈ ∩A I  τότε η κατεύθυνση 

p  καλείται γραµµικοποιηµένη επιτρεπτή κατεύθυνση του Ω  στο *x . Το σύνολο όλων των 

γραµµικοποιηµένων επιτρεπτών κατευθύνσεων του Ω  στο *x  συµβολίζεται µε:  

}*
*

* *

( ) 0 ,
( , )

( ) 0 , ( )

T
i

T
i

p c x i
LFD x p

p c x i x

 ∇ = ∈Ω =  ∇ ≥ ∈ ∩

E

A I

 
 

       Μια σηµαντική διαπίστωση είναι ότι το σύνολο *( , )LFD x Ω  εξαρτάται από τον ορισµό των 

συναρτήσεων των περιορισµών ,ic i∈ ∪E I  σε αντίθεση µε τον εφαπτόµενο κώνο.   

 

Λήµµα 2.2 ([3], Λήµµα 8.2.4, σελ.389). 

Έστω *x ∈Ω . Αν όλες οι συναρτήσεις των περιορισµών είναι διαφορίσιµες στο *x  τότε: 

* *( , ) ( , )LD x LFD xΩ ⊆ Ω  

Απόδειξη 

       Για κάθε *( )p LD x∈ ∈Ω  αν 0p=  τότε *( , )p LFD x∈ Ω . Για κάθε *( )p LD x∈ ∈Ω  αν 0p≠  

εξ΄ορισµού του συνόλου *( , )LD x Ω  υπάρχουν ακολουθίες  1{ }k kδ ∞
=  και 1{ }k kp ∞

=  τέτοιες ώστε 

* ,k kx p kδ+ ∈Ω ∀  και , 0k kp p δ→ → . Επιπλέον ισχύουν οι ακόλουθες εξισώσεις: 

( )* *( ) ( ) | | || 0k
T

i k k k i k kc x p p c x o p iδ δ δ+ = ∇ + = ∈E  

( )* * *( ) ( ) || || 0 ( )k
T

i k k k i k kc x p p c x o p i xδ δ δ+ = ∇ + ≥ ∈ ∩A I  

       ∆ιαιρώντας της πιο πάνω εξισώσεις µε 0kδ >  προκύπτει για k→∞  ότι: 

*

* *

( ) 0 ,

( ) 0 , ( )

T
i

T
i

p c x i

p c x i x

∇ = ∈ 


∇ ≥ ∈ ∩

E

A I

 * * *( , ) ( , ) ( , )p LFD x LD x LFD x⇒ ∈ Ω ⇒ Ω ⊆ Ω  

� 

 

       Είναι πολύ πρακτικό  αν τα σύνολα *( , )LD x Ω  και *( , )LFD x Ω  είναι ίδια, κάτι το οποίο µπορεί 

να εγγυηθεί σύµφωνα µε το λήµµα 2.3 που ακολουθεί, αν ισχύουν συγκεκριµένες συνθήκες 

γραµµικότητας ή ανεξαρτησίας. 

 

Ορισµός 2.12  

Αν όλοι οι περιορισµοί * *( ) , ( )ic x i x∈A  είναι γραµµικές συναρτήσεις, τότε λέµε ότι ισχύει η συνθήκη 

LFCQ (linear function constraint qualification). 
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Ορισµός 2.13 

 Αν οι κλίσεις των ενεργών περιορισµών * *( ), ( )ic x i x∇ ∈A  είναι γραµµικώς ανεξάρτητες, τότε λέµε  

ότι ισχύει η συνθήκη LICQ (linear independence constraint qualification). 

 

Λήµµα 2.3 ([3], Θεώρηµα 8.2.11, σελ.394).  

Έστω *x  ένα επιτρεπτό σηµείο και *( )xA το σύνολο δεικτών των ενεργών περιορισµών στο *x . Τότε, 

ικανές συνθήκες έτσι ώστε να ισχύει * *( , ) ( , )L D x LFD xΩ = Ω  στο *x  είναι οι εξής:  

1. ισχύει η συνθήκη (LFCQ) ή 

2. ισχύει η συνθήκη (LICQ). 

� 

 

       Για το λόγο αυτό, οι αναγκαία συνθήκη  (2.19) του θεωρήµατος (2.1) επαναδιατυπώνεται ως 

εξής:  

* *( ) 0 , ( , )Tf x p p LFD x∇ ≥ ∀ ∈ Ω . 

       ∆εδοµένου τώρα ότι το σύνολο *( , )LFD x Ω  περιέχει σε γενικές γραµµές απείρως πολλά 

διανύσµατα και εποµένως είναι αδύνατον να διερευνηθεί, το ακόλουθο λήµµα προσφέρει έναν 

ενναλλακτικό πρακτικό τρόπο διερεύνησης της συνθήκης αυτής µέσω της χρησιµοποίησης των 

πολλαπλασιαστών Lagrange. 

 

Λήµµα 2.4 ([3], Λήµµα 8.2.6, σελ.391). 

Το σύνολο * * *{ : ( ) 0 ; ( ) 0 , ; ( ) 0 , }T T T
i iS p p f x p c x i p c x i= ∇ < ∇ = ∈ ∇ ≥ ∈E I  είναι κενό αν και µόνο 

αν υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί ,i iλ ∈E  και µη-αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί 0,i iλ ≥ ∈I  

τέτοιοι ώστε: * * *( ) ( ) ( )i i i i
i E i

f x c x c xλ λ
∈ ∈

∇ = ∇ + ∇∑ ∑
I

. 

� 

 

       Από τον ορισµό 2.11 του συνόλου *( , )LFD x Ω προκύπτει ότι το σύνολο S είναι το σύνολο των 

γραµµικοποιηµένων επιτρεπτών κατευθύνσεων καθόδου ( ( ) 0Tp f x∇ < ) και συνεπώς το γεγονός ότι 

το S είναι κενό υποδηλώνει ότι δεν υπάρχει κατεύθυνση καθόδου στο σύνολο *( , )LFD x Ω . 

       Πλέον είναι δυνατή µια επιπρόσθετη επαναδιατύπωση των συνθηκών (2.14) και (2.15) σε σχέση 

µε όλους τους περιορισµούς αντί µόνο των ενεργών, παίρνοντας κατ’ αυτόν τον τρόπο τις ακόλουθες 

συνθήκες ελαχίστου πρώτης τάξης για το γενικό πρόβληµα µη-γραµµικού προγραµµατισµού οι 

οποίες συνδιάζονται στο ακόλουθο θεώρηµα. 

 

 



41 

 

Θεώρηµα 2.5 Karush–Kuhn-Taker ([3], Θεώρηµα 8.2.7, σελ.391). 

       Έστω *x  ένα τοπικό ελάχιστο του προβλήµατος (2.1). Αν ισχύει η συνθήκη 

* *( , ) ( , )LD x LFD xΩ = Ω  τότε υπάρχουν πολλαπλασιαστές Lagrange *
iλ  τέτοιοι ώστε στο * *( , )x λ

ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες: 

* * *

1

( ) ( ) 0
m

i i
i

f x c xλ
=

∇ − ∇ =∑
                                               

(2.22) 

*( ) 0,ic x i= ∀ ∈E                                                (2.23) 

*( ) 0,ic x i≥ ∀ ∈I                                               (2.24) 

* 0,i iλ ≥ ∀ ∈I                                              (2.25) 

* *( ) 0,i ic x iλ = ∀ ∈I                                                 (2.26) 

Απόδειξη 

       Αφού το σηµείο *x  είναι ένα τοπικό ελάχιστο, το *x  είναι επιτρεπτό σηµείο και οι (2.23) και 

(2.24) ικανοποιούνται. Έστω *( , )p LD x∈ Ω . Αφού το *x  είναι τοπικό ελάχιστο προκύπτει από το 

θεώρηµα 2.1 ότι *( ) 0Tp f x∇ ≥ . Από τη συνθήκη * *( , ) ( , )LD x LFD xΩ = Ω ,
 

*( , )p LFD x∈ Ω και από 

λήµµα 2.4 έπεται ότι το σύστηµα:  

*

* *

*

( ) 0 ,

( ) 0 , ( )

( ) 0

T
i

T
i

T

p c x i

p c x i x

p f x

 ∇ = ∈



∇ ≥ ∈

 ∇ <

∩

E

A I  

δεν έχει λύση και 
*

* * * * *

( )

( ) ( ) ( )i i i i
i E i x

f x c x c xλ λ
∈ ∈

∇ = ∇ + ∇∑ ∑
∩A I

 όπου * ,i iλ ∈ ∈ℝ E  και * *0, ( )i i xλ ≥ ∈ ∩A I  

Θέτοντας * *0, \ ( )i i I xλ = ∈ ∩A I  συνεπάγεται ότι * * *

1

( ) ( )
m

i i
i

f x c xλ
=

∇ = ∇∑  η οποία είναι η σχέση 

(2.22) και είναι προφανές ότι * 0,i iλ ≥ ∀ ∈I  δηλαδή ικανοποιείται η (2.26). 

       Τέλος, όταν *( )i x∈ ∩A I  τότε *( ) 0ic x = και * 0iλ ≥  ώστε * *( ) 0i ic xλ = . Επίσης, όταν 

*\ ( )i I x∈ ∩A I  τότε *( ) 0ic x > , αλλά * 0iλ =  συνεπώς * *( ) 0i ic xλ = . Εποµένως λαµβάνεται ότι 

* *( ) 0 ,i ic x iλ = ∀ ∈I  και η (2.24) ικανοποιείται. 

� 

 

       Οι συνθήκες (2.22) – (2.26) είναι γνωστές σαν συνθήκες Karush–Kuhn–Tacker (KKT) και ένα 

σηµείο που τις ικανοποιεί αναφέρεται σαν σηµείο  Karush–Kuhn–Tacker (KKT). Η συνθήκη (2.22) 

αποκαλείται συνθήκη στάσιµου σηµείου διότι µπορεί να επαναδιατυπωθεί ως εξής:

* * * * *

1

( ) ( ) ( ) 0
m

x i i
i

x f x c xλ λ
=

∇ =∇ − ∇ =∑L . Η συνθήκες (2.23) και (2.24) αποκαλούνται συνθήκες 

επιτευξιµότητας, η (2.25) είναι η συνθήκη µη-αρνητικότητας των πολλαπλασιαστών και τέλος η 

(2.26) είναι η συνθήκη συµπληρωµατικότητας. 
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       Μια ειδική περίπτωση της συνθήκης συµπληρωµατικότητας (2.26) είναι η συνθήκη αυστηρής 

συµπληρωµατικότητας η οποία ικανοποιείται  αν ένας ακριβώς από τους πολλαπλασιαστές *
iλ  και 

τους περιορισµούς *( )ic x  είναι µηδέν για κάθε i∈I . Με άλλα λόγια ισχύει  * *0 ( )i i xλ > ∀ ∈ ∩I A . 

Σύµφωνα µε τα προαναφερθέντα ένας ανισωτικός περιορισµός *( )ic x  είναι αυστηρά ενεργός, αν  

*( )i x∈ ∩I A  και * 0iλ > , δηλαδή * *0 , ( ) 0i ic xλ > =  και είναι ασθενώς ενεργός αν *( )i x∈ ∩I A  και

* 0iλ = , δηλαδή * *0 ( )i ic xλ = = . 

 

 

2.2.2. Ικανές συνθήκες ελαχίστου 1ης τάξης. 

 

       Οι αναγκαίες συνθήκες πρώτης τάξης της ενότητας 2.2.1 αποτελούν τις συνθήκες οι οποίες 

ισχύουν σε ένα τοπικό ελάχιστο του προβλήµατος βελτιστοποίησης. Η ικανή συνθήκη τοπικού 

ελαχίστου πρώτης τάξης η οποία αν ισχύει σε κάποιο σηµείο x  εξασφαλίζει ότι το σηµείο αυτό είναι 

η λύση του προβλήµατος *x x= , δίνεται από το θεώρηµα 2.6 που ακολουθεί καθώς επίσης και το 

πόρισµα 2.7 το οποίο λαµβάνει υπόψην ότι * *( , ) ( , )LD x LFD xΩ ⊆ Ω . 

 

Θεώρηµα 2.6 ([3], Θεώρηµα 8.2.14, σελ.397). 

Έστω *x ∈Ω , και ( ), ( ), 1,.....,if x c x i m=  είναι παραγωγίσιµες στο *x . Αν 

 * *( ) 0 , 0 ( , )Tp f x p LD x∇ > ∀ ≠ ∈ Ω                                      (2.27) 

τότε το *x  είναι ένα αυστηρό τοπικό ελάχιστο του προβλήµατος (2.1).  

� 

 

Πόρισµα 2.7 ([3], Πόρισµα 8.2.15, σελ.397). 

Έστω *x ∈Ω  και ( ) , ( ) , 1,...,if x c x i m=  είναι παραγωγίσιµες στο *x . Αν 

 * *( ) 0 , 0 ( , )Tp f x p LFD x∇ > ∀ ≠ ∈ Ω                                           (2.28) 

τότε το *x  είναι ένα αυστηρό τοπικό ελάχιστο του προβλήµατος (2.1). 

� 

 

 

2.3. Κυρτότητα. 

 

       Τα προβλήµατα κυρτού προγραµµατισµού είναι προβλήµατα βελτιστοποίησης µε περιορισµούς 

στα οποία η αντικειµενική συνάρτηση f  είναι κυρτή συνάρτηση και το επιτρεπτό σύνολο Ω  είναι 

κυρτό σύνολο. ∆υστυχώς, πολλά προβλήµατα δεν ανήκουν στη κατηγορία αυτή όπως συµβαίνει για 

παράδειγµα στη περίπτωση όπου οι συναρτήσεις των περιορισµών είναι µη γραµµικές. Απ΄την άλλη 
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µεριά, είναι δυνατόν να αναδειχθούν αρκετά ισχυρά (και απλά) αποτελέσµατα σχετικά µε την γενική 

φύση των λύσεων για ένα κυρτό προβληµα προγραµµατισµού.  

       Ένα κυρτό σύνολο K  στον nℝ  ορίζεται από την ιδιότητα: 

0 1 0 1, (1 ) , [0,1]x x K x x x Kθ θ θ θ∀ ∈ ⇒ = − + ∈ ∀ ∈                              (2.29) 

       Ένας πιο γενικός ορισµός που προκύπτει είναι ο ακόλουθως: 

0 1
0

, ,. .. ,
m

m i i
i

x x x K x x Kθ θ
=

∀ ∈ ⇒ = ∈∑  , όπου 
0

1 , 0
m

i i
i

θ θ
=

= ≥∑
                   

(2.30) 

και το διάνυσµα xθ  αναφέρεται ως κυρτός συνδιασµός των , 1,....,ix i m= .  

      Ένα απλό συµπέρασµα είναι ότι αν τα σύνολα , 1,....,iK i m=  είναι κυρτά τότε η τοµή τους 

1

m

i
i

K K
=

=∩  είναι επίσης ένα κυρτό σύνολο. Στη περίπτωση αυτή αν οι συναρτήσεις των περιορισµών 

του προβλήµατος βελτιστοποίησης ορίζουν κυρτά σύνολα, η επιτρεπτή περιοχή Ω  που ορίζεται ως η 

τοµή των συνόλων αυτών θα είναι ένα κυρτό σύνολο. 

       Μια συνεχής συνάρτηση ( )f x  που ορίζεται σε ένα κυρτό σύνολο K  είναι µια κυρτή συνάρτηση 

αν  το σύνολο των σηµείων στον nxℝ ℝ  που βρίσκεται επί ή άνωθεν του γραφήµατος της ( )f x
 
είναι 

ένα κυρτό σύνολο. Συνεπώς µια κυρτή συνάρτηση ορίζεται µέσω της συνθήκης: 

0 1 0 1, (1 ) , [0,1]x x K f f fθ θ θ θ∀ ∈ ⇒ ≤ − + ∀ ∈                              
(2.31) 

όπου ο συµβολισµός fθ  αναφέρεται στην τιµή ( )f xθ  και το σηµείο xθ δίνεται από την (2.29). Το δεξί 

µέρος της (2.31) είναι η το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα σηµεία 0 0( , )x f  και 1 1( , )x f
 
πάνω στο 

γράφηµα της ( )f x  και η ανισότητα (2.31) εκφράζει το γεγονός ότι το γράφηµα µιας κυρτής 

συνάρτησης βρίσκεται πάντα κάτω ( ή κατά µήκος) του προαναφερθέντως ευθύγραµµου τµήµατος. 

Μια αυστηρά κυρτή συνάρτηση ορίζεται οποτεδήποτε η ανισότητα στην (2.31) είναι αυστηρή 

0 1,x x K∀ ∈  και (0,1)θ∈ . 

       Αν οι συναρτήσεις ( ), 1,...,if x i m=  είναι κυρτές σε ένα κυρτό σύνολο K  και αν 0iλ ≥  τότε το 

άθοισµα ( )i i
i

f xλ∑  είναι κυρτή συνάρτηση στο K . 

 

 

2.3.1. Κυρτό πρόβληµα προγραµµατισµού.  

 

Τυπικά, ένα µη-γραµµικό πρόβληµα προγραµµατισµού της µορφής: 

( ) 0 ,
min ( ) ,

( ) 0 ,
n

i

x
i

c x i
f x

c x i∈

= ∈


≥ ∈
ℝ

E

I

                                                (2.32) 



44 

 

µε την ( )f x  να είναι µια κυρτή συνάρτηση, θα είναι ένα κυρτό πρόβληµα προγραµµατισµού αν το 

σύνολο των περιορισµών: 

{ }: ( ) 0 , , ( ) 0 ,i ix c x i c x iΩ= = ∈ ≥ ∈E I                                  (2.33)  

είναι κυρτό.  

       Μια ικανή συνθήκη για να είναι το επιτρεπόµενο σύνολο Ω  κυρτό δίνεται από το ακόλουθο 

θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 2.8 ([1], Λήµµα 9.4.3, σελ.216). 

Αν οι περιορισµοί ( ),ic x i∈E  είναι γραµµικές συναρτήσεις και οι ( ),ic x i− ∈E  είναι κυρτές 

συναρτήσεις τότε η επιτρεπόµενη περιοχή Ω  που ορίζεται από την (2.33) είναι κυρτό σύνολο. 

Απόδειξη 

Για 0 1,x x ∈Ω  και αν xθ δίνεται από την (2.29) , δηλαδή 0 1(1 ) , [0,1]x x xθ θ θ θ= − + ∀ ∈  ισχύουν τα 

ακόλουθα αποτελέσµατα:  

� Για 0 1,x x  να ανήκουν στο σύνολο των ισωτικών περιορισµών { }: ( ) 0ix c x = προκύπτει από τη 

γραµµικότητα των ισωτικών περιορισµών ότι: 0 1( ) (1 ) ( ) ( ) 0 ,i i ic x c x c x iθ θ θ= − + = ∈E . Συνεπώς 

το xθ  ανήκει στο σύνολο των ισωτικών περιορισµών και άρα το σύνολο αυτό είναι κυρτό.  

� Για 0 1,x x  να ανήκουν στο σύνολο των ανισωτικών περιορισµών { }: ( ) 0ix c x ≥  προκύπτει από 

τη κυρτότητα των ( ),ic x i− ∈E  ότι : 
0 1

0 1

( ) (1 ) ( ) ( )
( ) 0 ,

( ), ( ) 0

i i i

i

i i

c x c x c x
c x i

c x c x

θ

θ

θ θ≥ − + 
⇒ ≥ ∈

≥ 
I . Συνεπώς 

το xθ  ανήκει στο σύνολο των ανισωτικών περιορισµών και άρα  το σύνολο αυτό είναι κυρτό.  

Τέλος, αφού η τοµή κυρτών συνόλων είναι κυρτό σύνολο έπεται ότι το σύνολο Ω  είναι κυρτό. 

� 

 

       Όπως και στη περίπτωση προβληµάτων χωρίς περιορισµούς, το ακόλουθο θεώρηµα υποδεικνύει 

ότι το τοπικό ελάχιστο ενός κυρτού προβλήµατος ελαχιστοποίησης είναι επίσης και το γενικό 

ελάχιστο. 

 

Θεώρηµα 2.9 ([3], Θεώρηµα 8.2.17, σελ.399). 

Κάθε τοπικό ελάχιστο ενός κυρτού προβλήµατος ελαχιστοποίησης της µορφής (2.32) είναι και το 

γενικό ελάχιστο του προβλήµατος. 

Απόδειξη 

       Έστω ότι το *x  είναι τοπικό αλλά όχι και γενικό ελάχιστο. Τότε *
1 1: ( ) ( )x f x f x∃ ∈Ω < . Αν 

θεωρήσουµε το σηµείο *
1(1 ) , [0, 1]x x xθ θ θ θ= − + ∈  τότε από τη κυρτότητα του συνόλου Ω  

προκύπτει ότι xθ ∈Ω . 
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       Επίσης από τη κυρτότητα της συνάτησης κόστους ( )f x έπεται ότι:  

*
1( ) (1 ) ( ) ( )f x f x f xθ θ θ≤ − +

 
                * *

1( ) ( ( ) ( ))f x f x f xθ= + −

 
                                                                             *( )f x<  ,   αφού  *

1( ) ( )f x f x<  

       Από την υπόθεση ότι το *x  είναι τοπικό ελάχιστο ισχύει: * *( ) ( ) ( , )f x f x x N x ε≤ ∀ ∈ Ω∩ . Για 

µικρό θ , *( , )x N xθ ε∈ Ω∩  και γι΄αυτό *( ) ( )f x f xθ≤  το οποίο αποτελεί αντίφαση και εποµένως τα 

τοπικά ελάχιστα είναι γενικά ελάχιστα. 

� 

 

 

2.4. Συνθήκες ελαχίστου 2
ης

 τάξης. 

 

       Από το θεώρηµα 2.6 προκύπτει ότι για *x ∈Ω  αν ισχύει η σχέση (2.27) δηλαδή αν 

* *( ) 0 , 0 ( , )Tp f x p LD x∇ > ∀ ≠ ∈ Ω , τότε το 
*

x  είναι αυστηρό τοπικό ελάχιστο του προβλήµατος (2.1). 

Απ΄την άλλη µεριά, από το θεώρηµα (2.1) συνεπάγεται ότι αν δεν ισχύει η (2.19) δηλαδή αν υπάρχει 

*( , )p LD x∈ Ω  τέτοιο ώστε *( ) 0Tp f x∇ < , τότε το *x  δεν µπορεί να είναι τοπικό ελάχιστο του 

προβλήµατος (2.1). Τα αποτελέσµατα αυτά εκφράζουν το γεγονός ότι είτε η (2.27) είτε η (2.19) 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να καθορίσουν το κατά πόσο το σηµείο *x  είναι τοπικό ελάχιστο.  

Αν τόσο η (2.12) όσο και η (2.22) δεν ισχύουν, δηλαδή αν: 

* *( ) 0 , ( , )Tp f x p LD x∇ ≥ ∀ ∈ Ω                                                       (2.34) 

*( , )0 LD xp ∈ Ω∃ ≠  τέτοιο ώστε *( ) 0 Tp f x∇ =                                     (2.35)

                          τότε στη περίπτωση αυτή για τον καθορισµό του κατά πόσο το σηµείο *x  είναι τοπικό ελάχιστο και 

συνεπώς µια κίνηση κατά µήκος αυτής της κατεύθυνσης θα αυξήσει ή θα µειώσει την συνάρτηση 

κόστους f , είναι χρήσιµη η πληροφορία προερχόµενη από την παράγωγο 2
ης

 τάξης. 

 

 

2.4.1 Αναγκαίες συνθήκες ελαχίστου 2
ης

 τάξης. 

 

       Έστω ότι ισχύει η συνθήκη * *( , ) ( , )LD x LFD xΩ = Ω . Προκύπτει από τη σχέση (2.34) ότι  

* *( ) 0 , ( , )Tp f x p LFD x∇ ≥ ∀ ∈ Ω  , όπου:  

{ }* * * *( , ) : ( ) 0 , ( ) 0 ( )T T
i iLFD x p p c x i p c x i xΩ = ∇ = ∈ ∇ ≥ ∈ ∩E A I  

τότε, το σύνολο: 

{ }* * * *: ( ) 0 , ( ) 0 , ( ) 0 ( )T T T
i iS p p f x p c x i p c x i x= ∇ < ∇ = ∈ ∇ ≥ ∈ ∩E A I  
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είναι κενό και µε βάση το θεώρηµα (2.5) υπάρχουν ,i iλ ∈ ∈ℝ E  και *0 , ( )i i xλ ≥ ∈ ∩A I  τέτοια ώστε 

το *x  είναι σηµείο KKT.  Συνεπώς:  

*

* * * * *

( )

( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i
i ii x

f x c x c x c xλ λ λ
∈ ∈∈

∇ = ∇ + ∇ = ∇∑ ∑ ∑
∪∩E E IA I

 

και από την (2.35) συνεπάγεται ότι: 

*0 ( , )p LD x∃ ≠ ∈ Ω
 

τέτοιο ώστε * * *

1

( ) ( ) 0
m

T T
i i

i

p f x p c xλ
=

∇ = ∇ =∑                      (2.36) 

Όµως,  από τη συνθήκη * *( , ) ( , )LD x LFD xΩ = Ω ισχύει επίσης ότι  *( , )p LFD x∈ Ω  όπου 

{ }* * * *( , ) : ( ) 0 , ( ) 0 ( )T T
i iLFD x p p c x i p c x i xΩ = ∇ = ∈ ∇ ≥ ∈ ∩E A I . 

Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η (2.36) είναι ισοδύναµη µε τη συνθήκη: 

* * *( ) 0 , ( )T
i ip c x i xλ ∇ = ∀ ∈ ∩A I                                               (2.37) 

Έτσι, ορίζεται το σύνολο των ισχυρών ενεργών περιορισµών ως:  

{ }* * * *( ) : ( ) 0 ( )ix i i x xµε λ+ = ∈ > ⊆∩ ∩I A I A I
                                  

(2.38) 

       ∆εδοµένου ότι το σηµείο *x  είναι ένα σηµείο KKT και *λ  το διάνυσµα των αντίστοιχων 

πολλαπλασιαστών Lagrange, ορίζεται το σύνολο: 

* * * *

* * *

0
( , ) ( ) 0 , ( )

( ) 0 , { ( ) }\ ( )

T
i

T
i

p
LFD x p p c x i x

p c x i x x
λ +

+

 ≠ 
= ∇ = ∈ 

∇ ≥ ∈  

∪

∩

E I

A I�I

                           

(2.39) 

το οποίο γράφεται ενναλλακτικά ως:  

  
*

* *
* *

( , )
( , )

( ) 0 , ( )T
i

p LFD x
LFD x p

p c x i x
λ

+

 ∈ Ω=  ∇ = ∈ I

                                     

(2.40) 

Ορίζεται επίσης το σύνολο: 

           

*

* * *

* *

, 0, 0,
( , ) ( ) 0 , ( )

( ) 0 , { ( ) }\ ( )

k k k k k k

i k

i k

x x p p p
LD x p c x i x

c x i x x

δ δ δ
λ +

+

 = + ∈Ω > → → 
= = ∈ 

≥ ∈  

∪

∩

E I

A I�I

                    

(2.41) 

το οποίο γράφεται ενναλλακτικά ως:   

 
*

* *
*

( , )
( , )

( ) 0 ,i i k

p LD x
LD x p

c x i
λ

λ
 ∈ Ω=  = ∈ ∪E I

                                      (2.42) 

Η αναγκαία συνθήκη δεύτερης τάξης δίνεται από το ακόλουθο θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 2.10 ([3], Θεώρηµα 8.3.3, σελ.403). 

Έστω *x  τοπικό ελάχιστο του προβλήµατος (2.1). Αν ισχύει η συνθήκη * *( , ) ( , )LD x LFD xΩ = Ω   

τότε: 

 2 * * * *( , ) 0 , ( , )T
xxp x p p LD xλ λ∇ ≥ ∀ ∈L                                         (2.43) 

Επιπλέον, αν * * * *( , ) ( , )LD x LFD xλ λ=  τότε:  
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2 * * * *( , ) 0 , ( , )T
xxp x p p LFD xλ λ∇ ≥ ∀ ∈L                                      

 (2.44) 

Απόδειξη 

       Για κάθε * *( , )p LD x λ∈  και 0p= , προφανώς: 2 * *( , ) 0T
xxp x pλ∇ =L . Έστω ότι 

* *0 , ( , )p p LD x λ≠ ∈ . Τότε, υπάρχουν ακολουθίες { }kp  και { }kδ  τέτοιες ώστε *( )k k kx x pδ= + ∈Ω  

και * *

1

( ) 0
m

i i k k
i

c x pλ δ
=

+ =∑ . Η Λανγκρανζιανή συνάρτηση είναι * * * * *

1

( , ) ( ) ( )
m

i i
i

x f x c xλ λ
=

= −∑L

 
και άρα: 

 

* * *

* * * * 2 2 * * 2

* * 2 2 * * 2

* 2 2 * * 2

( ) ( , )
1( , ) ( , ) ( , ) ( )
2

1( , ) ( , ) ( )
2

1( ) ( , ) ( )
2

k k k k

k k k

k k k

k k k k

T T
k x xx k

T
xx k

T
xx k

f x p x p

x p x p x p o

x p x p o

f x p x p o

δ δ λ
λ δ λ δ λ δ

λ δ λ δ

δ λ δ

+ = +

= + ∇ + ∇ +

= + ∇ +

= + ∇ +

L

L L L

L L

L

         (2.45) 

Αφού το *x  είναι τοπικό ελάχιστο, για k αρκετά µεγάλο ισχύει: 

* *( ) ( )k kf x p f xδ+ ≥                                                  (2.46) 

Χρησιµοποιώντας τις (2.45) και (2.46) και παίρνοντας τα όρια προκύπτει ότι: 2 * *( , ) 0T
xxp x pλ∇ ≥L  

και δεδοµένου ότι το p  είναι τυχαίο τότε 2 * * * *( , ) 0 , ( , )T
xxp x p p LD xλ λ∇ ≥ ∀ ∈L . Επίσης, αν 

* * * *( , ) ( , )LD x LFD xλ λ=  τότε προκύπτει άµµεσα η (2.44) από την (2.43). 

� 

 

 

2.4.2 Ικανές συνθήκες ελαχίστου 2
ης

 τάξης. 

 

       Η ικανή συνθήκη δεύτερης τάξης που διασφαλίζει ότι το *x  είναι τοπική λύση του προβλήµατος 

διατυπώνεται στο ακόλουθο θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 2.11 ([3], Θεώρηµα 8.3.4, σελ.404). 

Έστω *x  ένα σηµείο KKT του προβλήµατος (2.1). Αν  

2 * * * *( , ) 0 , ( , )T
xxp x p p LFD xλ λ∇ > ∀ ∈L                                   (2.47) 

τότε το *x  είναι αυστηρό τοπικό ελάχιστο. 

Απόδειξη 

       Αρκεί να αποδειχθεί ότι δοσµένης οποιασδήποτε επιτρεπτής ακολουθίας { }kx  που προσεγγίζει 

το *x  έχουµε ότι *( ) ( )kf x f x>  για κάθε k  αρκετά µεγάλο. Έστω ότι αυτό δεν είναι αληθές, δηλαδή 

υπάρχει ακολουθία: 

 *{ } : ( ) ( )k kx f x f x⊂ Ω ≤                                             
 (2.48)  

µε * ( 1,2,...)kx x k→ =  και *
kx x≠ . 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούµε ότι: 
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*

*| | | |
k

k

x x
p

x x

− →
−

                                                  (2.49) 

Θέτουµε 
*

*
*

, || | |
| | ||

k
k k k

k

x x
p x x

x x
δ−= = −

−
 και συνεπώς * *( , ) ( , )p LD x LFD x∈ Ω ⊆ Ω . 

( )* * * *( ) ( ) ( ) ( ) | | | |T
k k kf x f x x x f x o x x= + − ∇ + −  και διαιρώντας µε *| | | |kx x−  και παίρνοτας το όριο 

καθώς k→∞  προκύπτει απο τις (2.48) και (2.49) ότι:  

*( ) 0Tp f x∇ ≤                                                        
(2.50) 

Από τις συνθήκες KKT : * * *

1

( ) ( )
m

T T
i i

i

p f x p c xλ
=

∇ = ∇∑  και επειδή *( , )p LFD x∈ Ω  προκύπτει ότι:  

* * *

1

( ) ( ) 0
m

T T
i i

i

p f x p c xλ
=

∇ = ∇ ≥∑                                            (2.51) 

Οι (2.50) και (2.51) δίνουν *( ) 0Tp f x∇ = το οποίο εξασφαλίζει από την (2.51) και το γεγονός ότι 

*( , )p LF D x∈ Ω  ότι: 

                                                * * *( ) 0 , ( )T
i ip c x i xλ ∇ = ∀ ∈ ∩A I                                          (2.52) 

Άρα από το γεγονός ότι *( , )p LFD x∈ Ω  και από την (2.52) έπεται ότι * *( , )p LFD x λ∈ .  

Από την (2.48) συνεπάγεται: 

* * *

* * 2 2 * * 2

( , ) ( , )
1( , ) ( , ) ( )
2

k

T
k k xx k k

x x

x p x p o

λ λ
λ δ λ δ

≥

= + ∇ +

L L

L L
 

∆ιαιρώντας µε 2
kδ  και παίρνοντας το όριο δίνει 2 * *( , ) 0T

xxp L x pλ∇ <  το οποίο αντικρούει την (2.47). 

� 

 

       Ορίζοντας το σύνολο * * * *( , ) { : ( ) , 0} ( )ix U i i x U xλ λ+ += ∈ > =∩A E A I E I η ικανή συνθήκη 

(2.47) γίνεται: 

2 * *( , ) 0 , 0T
xxp x p pλ∇ > ∀ ≠L  τέτοιο ώστε * * *( ) 0 , ( , )T

ip c x i x λ+∇ = ∀ ∈A  

η οποία είναι επίσης µια ικανή συνθήκη δεύτερης τάξης καταλληλότερη να διαπιστωθεί στην πράξη. 

 

 

2.5    Απλοποιηµένη µήτρα Hessian και ικανές συνθήκες ελαχίστου 2
ης

 τάξης. 

 

       Οι συνθήκες 2
ης

 τάξης µπορούν να διατυπωθούν σε µια πιο ασθενή µορφή από τις (2.44) και 

(2.47). Όταν ο πολλαπλασιαστής *λ  που ικανοποιεί τις συνθήκες KKT είναι µοναδικός, όπως για 

παράδειγµα στη περίπτωση όπου ισχύει η συνθήκη LICQ δηλαδή οι κλίσεις * *( ) , ( )ic x i x∇ ∈A  είναι 

γραµµικά ανεξάρτητες και ισχύει η συνθήκη αυστηρής συµπληρωµατικότητας, τότε 

* *{ ( ) }\ ( )x x+ =∅∩A I�I  και  το σύνολο * *( , )LFD x λ  που δίνεται από τη σχέση (2.39) απλοποιείται 

στη µορφή: 
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*
* * * *

( )
( , ) [ ( ) ] ( )T

i i x
LFD x Null c x Null Aλ ∈= ∇ =

A
                              (2.53) 

όπου *
* * *

( )
( ) [ ( )]

T T
i i x

A A x c x ∈= = ∇
A

, δηλαδή το σύνολο * *( , )LFD x λ  είναι ο µηδενικός χώρος της 

Ιακωβιανής των ενεργών περιορισµών *A .  

       Συµβολίζοντας µε 
*| ( )|nx xZ∈ℝ A  τον πίνακα οι στήλες του οποίου αποτελούν µια βάση για τον 

µηδενικό χώρο του πίνακα A , τότε ισχύει 0AZ =  και οι στήλες του πίνακα Z  παράγουν τον χώρο 

* *( , )LFD x λ  δηλαδή: | ** * ( )|( , ) { : }xLFD x Zu uλ = ∈ℝA  

       Κάθε διάνυσµα * *( , )p LDF x λ∈  µπορεί να γραφτεί ως p Zu=  για κάποιο διάνυσµα | *( )|xu∈ℝA  

και αντιστρόφως έχουµε ότι * *( , )Zu LFD x λ∈  για κάθε u . Εποµένως  η αναγκαία συνθήκη δεύτερης 

τάξης (2.44) επαναδιατυπώνεται ως εξής: 

* *( , ) 0 ,xxu x Zu uλΤ ΤΖ ∇ ≥ ∀L    

όπου η µήτρα * *( , )xx x ZλΤΖ ∇ L καλείται η απλοποιηµένη µήτρα Hessian της Λανγκρανζιανής 

συνάρτησης (reduced Hessian), ή ισοδυνάµως ισχύει ότι:  

ο πίνακας * *( , )xx x ZλΤΖ ∇ L  είναι θετικά ηµιορισµένος                            (2.54) 

Οµοίως η ικανή συνθήκη δεύτερης τάξης επαναδιατυπώνεται ως εξής: 

ο πίνακας * *( , )xx x ZλΤΖ ∇ L είναι θετικά ορισµένος                                 (2.55) 

       Ο πίνακας Z  µπορεί να υπολογιστεί κανοντας χρήση των µεθόδων οι οποίες περιγράφονται στις 

τεχνικές εξάλειψης των µεταβλητών σε µη-γραµµικά προβλήµατα βελτιστοποίησης µε περιορισµούς 

(κεφάλαιο 4), έτσι που οι συνθήκες (2.54) και (2.55) µπορούν στη πραγµατικότητα να ελεγχθούν, 

δηµιουργώντας αρχικά αυτους τους πίνακες και βρίσκοντας στη συνέχεια τις ιδιοτιµές τους. 
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Κεφάλαιο 3 

 

Μέθοδοι Quasi-Newton.  

 

       Σε ένα ευρύ φάσµα πρακτικών προβληµάτων το κόστος υπολογισµού των µητρών Hessian είναι 

µεγάλο και οδηγεί στις µεθόδους Quasi-Newton στις οποίες η µήτρα 2 1
kf
−∇  προσεγγίζεται σε κάθε 

επανάληψη από  µια συµµετρική και θετικά ορισµένη µήτρα kH . Είναι επιθυµητό οι 

επαναλαµβανόµενες ανανεώσεις να αλλάζουν την τυχαία αρχική µήτρα oH  σε µια αρκετά καλή 

προσέγγιση της 2 1
kf
−∇ .  

       Η ιδέα των µεθόδων Quasi-Newton είναι η ακόλουθη. Η συνάρτηση κόστους ( )f x  

προσεγγίζεται στη τρέχουσα επανάληψη kx  µε το τετραγωνικό µοντέλο:  

1( )
2

T T
k k k km p f f p p B p= +∇ +

                                                    
 (3.1) 

 έτσι που η τιµή της συνάρτησης του µοντέλου και η κλίση της στο 0p=  να ταιρίαζουν µε τις τιµές

kf  και kf∇  αντίστοιχα. Το σηµείο ελαχίστου του µοντέλου: 

1
kk kp B f−= − ∇                                                                  (3.2) 

χρησιµοποιείται στη συνέχεια ως κατεύθυνση έρευνας και η νέα επανάληψη είναι 1k k k kx x a p+ = + . Η 

διαφορά µε τη µέθοδο αναζήτηση γραµµής του Newton είναι ότι στη θέση της πραγµατικής µήτρας 

Hessian χρησιµοποιείται η n xn
 
προσεγγιστική µήτρα kB  η οποία είναι συµµετρική και θετικά 

ορισµένη  και θα αναθεωρείται ή θα ανανεώνεται σε κάθε επανάληψη. 

       Για τη κατασκευή στη νέα επανάληψη 1kx +  ενός νέου τετραγωνικού µοντέλου το οποίο θα έχει 

τη µορφή: 

1 1 1 1
1( )
2

T T
k k k km p f f p p B p+ + + += + ∇ +  

όπου 1kB +  είναι µια προσέγγιση της µήτρας Hessian, µία λογική απαίτηση η οποία επιβάλλεται στη 

µήτρα 1kB +  - βασιζόµενη σε δεδοµένα κατά την διάρκεια της τελευταίας επανάληψης - είναι η κλίση 

της συνάρτησης 1km +  να ταιριάζει µε αυτή της ( )f x  στις δύο τελευταίες επαναλήψεις kx  και 1kx + . Η 

δεύτερη από αυτές τις συνθήκες ικανοποιείται αυτόµατα αφού 1 1(0)k km f+ +∇ = ∇ , ενώ η πρώτη 

γράφεται µαθηµατικά ως εξής: 

1 1 1( )k k k k k k k km a p f a B p f+ + +∇ − = ∇ − = ∇  

 Ορίζοντας τα διανύσµατα 1k k ks x x+= − , 1k k ky f f+= ∇ −∇  η παραπάνω εξίσωση γίνεται: 

1k k kB s y+ =                                                                  
 (3.3) 

   ή   1k k kH y s+ =                                                                  (3.4)  
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όπου 1
1

1 kkH B +
−

+ = .  

       Οι εξισώσεις αυτές είναι γνωστές σαν συνθήκες Quasi-Newton και δεδοµένης της µετατόπισης 

ks και της µεταβολής των κλίσεων ky , εκφράζουν την απαίτηση η συµµετρικά και θετικά ορισµένη 

µήτρα 1kB +  να αποικονίζει το ks  στο ky  ή η µήτρα 1kH +  να αποικονίζει το ky  στο ks . 

       Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέρη της (3.3) µε T
ks  ή τα δύο µέρη της  (3.4) µε T

ky , 

διαπιστώνεται εύκολα  ότι η παραπάνω απαίτηση είναι δυνατή αν και µόνο αν τα ks  και ky  

ικανοποιούν τη λεγόµενη συνθήκη καµπυλότητας: 

0T
k ks y >

                                                                  
(3.5) 

       Από τα προαναφερθέντα, η βασική ιδεά της µεθόδου Quasi-Newton είναι να παράγει τη µήτρα 

1kH +  (ή την 1)kB +  µέσω κάποιων  βολικών µεθοδολογιών, έτσι που οι συνθήκες  Quasi-Newton (3.3) 

(ή (3.4)) να ικανοποιούνται. Ο στόχος είναι να βρεθεί µια µεθοδολογία η οποία είναι απλή και µε 

µικρό υπολογιστικό κόστος. Ένας γενικός αλγόριθµος Quasi-Newton για προβλήµατα χωρίς 

περιορισµούς φαίνεται παρακάτω: 

 

 
  Αλγόριθµος 3.1 (Γενικός αλγόριθµος Quasi-Newton) 

  Given , , 0 1n n
o ox H ε∈ ∈ ≤ <ℝ ℝ

 
 0k =  

   if | | | |kf ε∇ ≤  stop 

  else compute k k kp H f=− ∇   ( or solve k k kB p f=−∇  for kp )
 
 

� Find 0ka >    by line search and set 1k k k kx x a p+ = +  

� Update kH into 1kH +  so that (3.4) holds (or update kB into 1kB +  so that (3.3) holds) 

  end 

  
1k k= +

 
 

       Η αρχική µήτρα oH  µπορεί να είναι οποιαδήποτε θετικά ορισµένη µήτρα  συχνά ωστόσο γίνεται 

η επιλογή oH I= . 

 

 

3.1   Η ανανέωση SR1. 

 

       Ο απλούστερος τρόπος παραγωγής της 1kH +  από την kH  είναι να ισχύει: 

1 ,T n
k k k kH H E H auu u+ = + = + ∈ℝ  

όπου µια συµµετρική µήτρα T
kE auu= βαθµού 1 προστίθεται στη µήτρα kH . Για να ικανοποιείται η 

εξίσωση (3.4) προκύπτει ότι ( )T
k k k kau y u s H y= −  και άρα το διάνυσµα u  πρέπει να βρίσκεται στη 
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κατεύθυνση του διανύσµατος k k ks H y− . Θέτοντας k k ku s H y= −  είναι εµφανές ότι το a  ορίζεται από 

τη σχέση 1T
kau y = . Συνεπώς, ο τύπος ανανέωσης βαθµού 1 δίνεται ως εξής: 

 1
1

( )( )

( )

T
k k k k k kSR

k k T
k k k k

s H y s H y
H H

s H y y
+

− −= +
−

                                               

 (3.6) 

και επιτρέπει τον υπολογισµό της κατεύθυνσης έρευνας (3.2) µέσω απλού πολλαπλασιασµού πίνακα-

διανύσµατος. 

       Ο αντίστοιχος τύπος ανανέωσης για την προσέγγιση 1kB +  της µήτρας Hessian προκύπτει από την 

εφαρµογή του τύπου των Sherman-Morrison-Woodbury (παράρτηµα Π.8) και δίνεται από τη σχέση: 

  1
1

( )( )

( )

T
k k k k k kSR

k k T
k k k k

y B s y B s
B B

y B s s
+

− −= +
−

                                                

(3.7) 

Ο τύπος ανανέωσης SR1 πάσχει από δύο σοβαρά µειονεκτήµατα: 

1. Ακόµη και αν η µήτρα kB (ή )kH  είναι θετικά ορισµέµη, η µήτρα 1kB + (ή 1)kH +  µπορεί να µην έχει 

αυτή την ιδιότητα. Για τον σκοπό αυτό θα πρέπει να ισχύει ( ) 0T
k k k ks H y y− > , ωστόσο η συνθήκη 

αυτή είναι δύσκολο να εγγυηθεί. Για τον λόγο αυτό η ανανέωση SR1 χρησιµοποιείται επιτυχώς 

στα πλαίσια των αλγόριθµων περιοχής εµπιστοσύνης όπου δεν απαιτείται οι προσεγγίσεις της 

µήτρας Hessian να είναι θετικά ορισµένες. 

2. Κάποιες φορές ο παρανοµαστής στη σχέση (3.6) (ή στην (3.7)) είναι πολύ µικρός ή µηδέν και 

οδηγεί σε σοβαρές αριθµητικές δυσκολίες. 

       Αναφορικά µε τον πίνακα kB  (όµοια επιχειρήµατα απευθύνονται και για την περίπτωση του 

πίνακα )kH  υπάρχουν τρεις περιπτώσεις:   

❶ ( ) 0T
k k k ky B s s− ≠ : υπάρχει ένας µοναδικός τύπος ανανέωσης βαθµού 1 ο οποίος δίνεται από τη 

σχέση (3.7) που ικανοποιεί τις συνθήκες Quasi-Newton (3.3). 

❷ k k ky B s= : ο µόνος τύπος ανανέωσης που ικανοποιεί τις συνθήκες (3.3) είναι απλά 1k kB B+ = . 

❸ k k ky B s≠  και ( ) 0T
k k k ky B s s− = : δεν υπάρχει τύπος ανανέωσης βαθµού 1 που να ικανοποιεί τις 

συνθήκες (3.3). 

 

Παρ΄όλα αυτά, η µέθοδος SR1 παρουσιάζει ενδιαφέρον για τους εξής λόγους: 

1) Οι µήτρες που δηµιουργούνται µέσω του τύπου SR1 τείνουν να είναι καλές προσεγγίσεις της 

πραγµατικής µήτρας Hessian. 

2) Ένα απλό µέτρο προστασίας εµποδίζει επαρκώς την κατάρρευση της µεθόδου και την εµφάνιση 

αριθµητικών ασταθειών, σύµφωνα µε το οποίο γίνεται χρήση της σχέσης (3.7) µόνο εάν: 

 
| ( ) | | | | | || ||T

k k k k k k k ks y B s s y B sτ− ≥ −                                            (3.8)  

3) Αν ο τύπος SR1εφαρµοστεί σε τετραγωνικές συναρτήσεις ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες: 
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      α)  Η ανανέωση SR1 δεν χρειάζεται να εφαρµόσει την τεχνική αναζήτησης γραµµής και 

     τερµατίζει σε τουλάχιστον 1n+  επαναλήψεις. 

β) Η συνθήκη Quasi-Newton ικανοποιείται όχι µόνο κατά µήκος των πιο πρόσφατων 

κατευθύνσεων έρευνας αλλά και κατά µήκος όλων των προηγούµενων, ανεξάρτητα από το 

πως εκτελείται η αναζήτηση γραµµής (ακριβής ή µη-ακριβής). 

Οι ιδιότητες (3α) και (3β) αποδεικνύονται µε το ακόλουθο θεώρηµα θεωρώντας για απλότητα ένα 

οµοιόµορφο µήκος βήµατος ίσο µε ένα, δηλαδή 

1,k k k k k kp H f x x p+=− ∇ = +                                                  (3.9) 

 

Θεώρηµα 3.1 ([2], Θεώρηµα 6.1, σελ. 147). 

Έστω η συνάρτηση : nf →ℝ ℝ  δίνεται από τη σχέση 1( )
2

T Tf x x Ax b x c= + +  όπου ο πίνακας Hessian 

A είναι συµµετρικός και θετικά ορισµένος και έστω ότι ( ) 0 ,T
k k k ks H y y k− ≠ ∀ . Τότε για κάθε αρχικό 

σηµείο ox  και κάθε συµµετρικό αρχικό πίνακα oH , οι επαναλήψεις { }kx  που παράγονται από τη 

µέθοδο SR1 συγκλίνουν στο σηµείο ελαχίστου της συνάρτησης το πολύ σε n
 
βήµατα. Επιπλέον, αν 

εκτελεστουν n
 
βήµατα και οι κατευθύνσεις έρευνας is  είναι γραµµικά ανεξάρτητες τότε 1

nH A−= . 

Απόδειξη 

       Αφού ( ) 0T
k k k ks H y y− ≠

 
η µέθοδος SR1 είναι καλά ορισµένη. Από τον κανόνα παραγώγισης 

( ) ( ) ( )T T Tu v u v v u∇ = −∇ +∇  και παίρνοντας ,u x v Ax= =  προκύπτει (δεδοµένης της συµµετρίας του 

πίνακα A ): 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

T T Tf x x Ax b x A A x b Ax b∇ = ∇ +∇ = + + = + . Συνεπώς η ( )f x  έχει σταθερή 

µήτρα Hessian A  και η κλίση της είναι γραµµµική συνάρτηση του x  έτσι που ισχύει 

2 1 2 1( ) ( ) ( )f x f x A x x∇ −∇ = −  για κάθε 1 2,x x . Η παραπάνω εξίσωση µπορεί να γραφτεί ως:  

iy Asι=                                                                      (3.10) 

       Αποδεικνύεται πρώτα επαγωγικά, ότι η συνθήκη Quasi-Newton (3.4) ικανοποιείται κατά µήκος 

όλων των κατευθύνσεων, δηλαδή ισχύει:  

, 0,.. . . 1k j jH y s j k= = −                                   (3.11) 

Για 1k =  και από τον ορισµό (3.6) προκύπτει ότι: 1 o oH y S=  δηλαδή η (3.4) ικανοποιείται.  Θεωρείται 

τώρα ότι η (3.11) ισχύει για 1k >  και δείχνεται ότι ισχύει για 1k + . Από την (3.6): 

1
1

( )( )

( )

T
k k k k k k jSR

k j k j T
k k k k

s H y s H y y
H y H y

s H y y
+

− −= +
−

 

Όµως 
(3 .11) (3.10)

( ) 0 ,k k k k
T T T T T

k k k j j j j js H y y s y y s s As s As j k− = − = − = ∀ <  

       Συνεπάγεται ότι 1k j k jH y H y+ =  και από την επαγωγική υπόθεση έπεται ότι  

1 ,k j k j jH y H y s j k+ = = ∀ < .  Επίσης ως άµεσο επακόλουθο της (3.6) είναι ότι 1k k kH y s+ =  και γι΄αυτό 

 η (3.11) ισχύει για κάθε k .  
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       Αν ο αλγόριθµος εκτελεί n - επαναλήψεις : 
(3.10)

, 0,1,. .. , 1j n j n js H y H As j n= = = − . Αν τα 

βήµατα { }js  είναι γραµµικά ανεξάρτητα έπεται ότι 1
n nH A I H A−= ⇒ = . Εποµένως το βήµα που 

λαµβάνεται στο σηµείο nx  είναι το βήµα της µεθόδου Newton και έτσι ο τερµατισµός του 

αλγόριθµου λαµβάνει χώρα τότε αν όχι πιο πριν, αφού: 

  
1 1 1

1 1( ) 0n n n n n n ns p A y A f A f f f− − −
+ += = ⇒ − ∇ = ∇ −∇ ⇒∇ = .    

Αν τα βήµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα τότε 1 1 1 1.. . . .k o o k ks s s sξ ξ ξ − −= + + +  και από την (3.10): 

(3 .10) (3.11)

1 1 1 1 1 1. . .. . . . . .. . . . . .k k k k o k o k k k o k o k k k o o k k kH y H As H As H As H y H y s s sξ ξ ξ ξ ξ ξ− − − − − −= = + + = + + = + + =  

Προκύπτει η σχέση: 1( )k k k k k k k kH y s H f f H f+= ⇒ ∇ −∇ =− ∇  η οποία λόγω της αντιστρεψιµότητας του 

πίνακα kH  διασφαλίζει ότι 1 0kf +∇ =  και άρα το σηµείο 1kx +  είναι η λύση. 

�  

 

       Η µέθοδος SR1 δίνεται µε τον αλγόριθµο που ακολουθεί ([2], Αλγόριθµος 6.2, σελ. 146), στο 

πλαίσιο της µεθοδολογίας περιοχής εµπιστοσύνης - το οποίο µπορεί να εξυπηρετήσει µη θετικά 

ορισµένες προσεγγίσεις της µήτρας Hessian – και µε µια συγκεκριµένη στρατηγική ανανέωσης της 

ακτίνας της περιοχής εµπιστοσύνης. Για να επιτευχθεί γρήγορος ρυθµός σύγκλισης είναι σηµαντικό ο 

πίνακας kB  να ανανεώνεται ακόµη και κατά µήκος µιας αποτυχηµένης κατεύθυνσης ks  η οποία 

απορρίπτεται από τον αλγόριθµο. 

 

 Αλγόριθµος 3.2 (ανανέωση SR1- περιοχή εµπιστοσύνης) 

 Given starting point ox , initial Hessian approximation oB , trust region radius o∆ ,  

 convergence tolerance 0ε >  and parameters 
3

(0,10 )η −∈ and (0,1)τ∈ . 

 
0k= , While || | |kf ε∇ >  

          Solve 1min , | | | |
2k

T T
k k

s
f s s B s s∇ + ≤ ∆

 
          Compute ( ) ( )k k k ky f x s f x=∇ + −∇  

                          ared ( ) ( )k k kf x f x s= − + πραγµατική µείωση , 1pred= ( )
2

T T
k k k k kf s s B s− ∇ + προβλεπόµενη µείωση 

               if  ared/pred η> :  1k k kx x s+ = +  

                      else:  1k kx x+ =  

               end(if) 

               if ared/pred 0.75> :   

                          1if | | || 0,8 : k k k ks +≤ ∆ ∆ =∆  

                               else : 1 2k k+∆ = ∆  

                          end(if) 

                          else if 10,1 ared/pred 0,75: k k+≤ ≤ ∆ =∆  

                          else : 1 0.5k k+∆ = ∆  

               end(if) 

               if | ( | | | | | | | ||k
T

k k k k k k ks y B s s y B sτ− ≥ −  compute 1
1

SR
kB +  using (3.7) even if 1k kx x+ = . 

                       else : 1
1

SR
k kB B+ =  

               end(if). 

 
1k k= +    

 end (while) 
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3.2.1   Η ανανέωση DFP. 

 
 

       Η ανανέωση DFP  προτεινόµενη αρχικά από τον Davidson και αναπτυγµένη αργότερα από τους 

Fletcher και Powell, είναι µια ανανέωση βαθµού 2 δηλαδή ο πίνακας 1kH +  σχηµατίζεται 

προσθέτοντας στον πίνακα kH  δύο συµµετρικούς πίνακες βαθµού 1. Η ανανέωση βαθµού 2 

λαµβάνεται ως εξής:  

1 , ,T T n
k kH H auu bvv u v+ = + + ∈ℝ . 

       Από την απαίτηση ικανοποίησης της συνθήκης Quasi-Newton (3.4) προκύπτει ότι 

T T
k k k k ks H y auu y bvv y= + +  όπου τα διανύσµατα u  και v  δεν ορίζονται πλεόν µοναδικά. Μια 

προφανής επιλογή είναι να τεθεί ,k k ku s v H y= =  περίπτωση κατά την οποία τα a  και b  ορίζονται 

από τις σχέσεις 1T
kau y =  και 1T

kbv y =− .  Η ανανέωση DFP του αντιστρόφου της προσέγγισης του 

πίνακα Hessian είναι: 

 1

T T
k k k kDFP k k

k k T T
k k k k k

H y y H s sH H
y H y y s

+ = − +                                               (3.12) 

       Η αντίστοιχη ανανέωση DFP  σχετικά µε τον πίνακα kB  λαµβάνεται από τον τύπο Sherman-

Morrison-Woodbury και δίνεται από τη σχέση: 

1 1
T T TTT
k k k k k kk kDFP k k k

k k T T T
k k k k k k

y s B B s yy ys B SB B
y s y s y s

+
  += + + − 
 

                             

 (3.13) 

 
1( ) ( ) ,T T T

k k k k k k k k k k k T
k k

I y s B I s y y y
y s

γ γ γ γ= − − + =
                     

(3.14) 

       Η µέθοδος αυτή έχει αποδειχθεί να λειτουργεί καλά στη πράξη και συνεπώς έχει χρησιµοποιηθεί 

ευρέως. Επιπλέον για τετραγωνικές συναρτήσεις έχει ένα αριθµό από σηµαντικές ιδιότητες αλλά 

µόνο για την περίπτωση µιας ακριβούς αναζήτησης γραµµής,  η οποίες εισάγονται µε το θεώρηµα 

που ακολουθεί. 

 

Θεώρηµα 3.2  ([3], Θεώρηµα 5.1.7, σελ 215). 

Έστω ( ) : nf x →ℝ ℝ  µια τετραγωνική συνάρτηση µε θετικά ορισµένη µήτρα Hessian G. Αν 

εκτελεστεί µια ακριβής αναζήτηση γραµµής η ακολουθία { }js  παραγόµενη από την µέθοδο DFP 

ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες: 

i.  οι επαναλήψεις συγκλίνουν στη λύση το πολύ σε n - βήµατα. 

ii.  η συνθήκη Quasi-Newton ικανοποιείται για όλες τις προηγούµενες κατευθύνσεις, δηλαδή ισχύει:   

1 , 0,1, .....i j jH y s j i+ = =  

� 
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       Μία ακόµη σηµαντική ιδιότητα της µεθόδου DFP  η οποία αναφέρεται σε γενικές συναρτήσεις 

(οχι αποκλειστικά τετραγωνικές) είναι ότι διατηρεί τους πίνακες προσέγγισης της µήτρας Hessian 

θετικά ορισµένους έτσι που η κατεύθυνση 1kp +  στην 1k +  επανάληψη και η οποία δίνεται από τη 

σχέση 1 1 1k k kp H f+ + += − ∇  θα είναι µια κατεύθυνση καθόδου. Συνεπώς οποτεδήποτε η µήτρα kH  είναι 

θετικά ορισµένη η µήτρα 1kH +  θα είναι επίσης θετικά ορισµένη σύµφωνα µε την ακόλουθη πρόταση. 

 

Πρόταση 3.3 

Αν 0T
k ky s k> ∀ , η ανανέωση DFP διατηρεί τους πίνακες kH  θετικά ορισµένους.   

Απόδειξη 

       Έστω ότι η συνθήκη καµπυλότητας (3.5) ικανοποιείται, δηλαδή 0T
k ky s >  έτσι που ο τύπος 

ανανέωσης (3.14) είναι καλά ορισµένος. Για κάθε διάνυσµα 0z ≠  και χρησιµοποιώντας τη σχέση 

(3.14), έπεται ότι:  

2
1 ( )T DFP T DFP T

k k k kz B z B z yω ω γ+ = +                                                  
(3.15) 

όπου ( )T
k k kz s y zω γ= − . Το δεξί µέρος της (3.15) µπορεί να είναι µηδέν µόνο όταν 0T

kz y =  αλλά στη 

περίπτωση αυτή ισχύει ότι 0zω= ≠  το οποίο διασφαλίζει ότι 1 0T
kz H z+ > . 

� 

 

       Η συνθήκη 0T
k ky s >  µπορεί πάντα να επιτευχθεί. Για µια τετραγωνική συνάρτηση και µέσω της 

(3.10) προκύπτει ότι 0T T
k k k ks y s Gs= >  αφού η µήτρα G  είναι θετικά ορισµένη. Για µια γενική 

συνάρτηση 1
T T T
k k k k k ky s f s f s+=∇ −∇ . Τότε από την ιδιότητα καθόδου ισχύει 0T

k kf s∇ <  και αν 

πραγµατοποιείται µια ακριβής αναζήτηση γραµµής τότε 1 0T
k kf s+∇ =  και προκύπτει πάλι ότι 0T

k ky s > . 

Τέλος, ακόµη και για προσεγγιστικές αναζητήσεις γραµµής εφόσον επιβάλλεται η συνθήκη Wolfe 

(1.15) ή η ισχυρή συνθήκη Wolfe (1.16β), διαπιστώνεται από τους ορισµούς των ks  και ky  αλλά και 

από την (1.15) ότι 1 2 2( 1)T T T T
k k k k k k k k kf s c f s y s c a f p+∇ ≥ ∇ ⇒ ≥ − ∇ . Συνεπώς, αφού 2 1c <  και αφού το kp  

είναι µια κατεύθυνση καθόδου προκύπτει ότι 0T
k ky s > . 

 

 

3.3   Η ανανέωση BFGS. 
 

       Ένα ακόµη σηµαντικός τύπος προτεινόµενος από τους Boyden, Fletcher, Goldfarb και Shanno, 

είναι γνωστός ως τύπος BFGS και θεωρείται ότι είναι ο πιο αποτελεσµατικός από όλους τους τύπους 

προσέγγισης Quasi-Newton. Η ανανέωση BFGS λαµβάνεται από την ανανέωση DFP (3.12) σε σχέση 

µε τον πίνακα kH  και κάνοντας τις ανταλλαγές 1 1k kH B+ +↔  και k ks y↔ : 
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 1
k k

k

k k

T T
k k k kBFGS

k T T
k k k

y y B s s B
B B

y s s B s
+ = + −                                                (3.16) 

       Ο αντίστρoφος του πίνακα 1k
BFGSB +  ο οποίος επιτρέπει τον υπολογισµό της κατεύθυνσης έρευνας 

µέσω απλού πολλάπλασιασµού πίνακα-διανύσµατος βρίσκεται  από τον τύπο Sherman-Morrison-

Woodbury (παράρτηµα Π.8) και δίνεται από τη σχέση: 

 1 1 k k kk
k

k k k

T T TT
k k k k k kBFGS k

k T T T
k k k

y H y s y H H y ss s
H H

s y s y s y
+

  −= + + − − 
 

                           (3.17) 

  1( ) ( ) ,k k k

k

T T T
k k k k k k k k T

k

I s y H I y s s s
y s

ρ ρ ρ ρ= − − + =                     (3.18) 

       Η ανανέωση BFGS έχει όλες τις καλές ιδιότητες της ανανέωσης DFP και επιπρόσθετα όταν 

εκτελείται µια µη ακριβής αναζήτηση γραµµής (όπως συµβαίνει σε πρακτικές εφαρµογές 

προβλήµάτων βελτιστοποίησης χωρίς περιορισµούς), παρουσιάζει γενική σύγκλιση σε αντίθεση µε 

την ανανέωση DFP  όπου η ιδιότητα αυτή αποτελεί µέχρι και σήµερα ένα ανοικτό για έρευνα 

πρόβληµα. Επιπλέον ο ρυθµός σύγκλισης τέτοιων αλγόριθµων είναι υπεργραµµικός. 

       Η απόδοση της µεθόδου BFGS µπορεί να αποκλίνει αν η αναζήτηση γραµµής δεν βασίζεται στη 

συνθήκη Wolfe. Για παράδειγµα σε περιπτώσεις αναζήτησης γραµµής µε αντιστροφή θέσης 

(Backtracking) όπου δοκιµάζεται πρώτα το µοναδιαίο µήκος βήµατος 1ka =  και στη συνέχεια 

µειώνεται επανηληπτικά έως ότου να ικανοποείται µια συνθήκη επαρκούς µειώσεως, δεν είναι 

εγγυηµένο ότι η συνθήκη 0k

T
ky s >  θα εξασφαλιστεί απο το επιλεγµένο βήµα, αφού ίσως απαιτείται 

κάποιο µήκος βήµατος µεγαλύτερο του ένα.  

       Σε τέτοιες περιπτώσεις η στρατηγική (η οποία χρησιµοποιείται σε κάποιες εφαρµογές) του να 

παραλείπεται η ανανέωση BFGS και να τείθεται 1k kH H+ =  όταν 0k

T
ky s <  ή όταν 0k

T
ky s ≈  δεν 

συνιστάται, λόγω του ότι είναι πιθανό οι ανανεώσεις να παραλείπονται αρκετά συχνά. Μια πιο 

δραστική στρατηγική είναι η αποκαλούµενη ανανέωση damped BFGS και η οποία παρουσιάζεται στο 

κεφάλαιο 4.  

 

 

3.4   Σύγκλιση των µεθόδων Quasi-Newton. BFGS. 

 

3.4.1  Σύγκλιση της µεθόδου BFGS. 

 

A. Γενική σύγκλιση. 

 

Για την γενική σύγκλιση της µεθόδου BFGS γίνονται οι ακόλουθες υποθέσεις: 

I. η : nf →ℝ ℝ
 
είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιµη σε ένα κυρτό σύνολο D. 
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II. η : nf →ℝ ℝ
 
είναι οµοιόµορφα κυρτή δηλαδή υπάρχουν θετικές σταθερές m  και M  τέτοιες 

ώστε { : ( ) ( )}n
ox D x f x f x∀ ∈ ⊃Ω = ∈ ≤ℝ  ισχύει:  

   2 2 2| | | | ( ) || || ,T nm u u f x u m u u x≤ ∇ ≤ ∀ ∈ ∈Ωℝ                                   (3.19) 

Η υπόθεση  II εξασφαλίζει το ότι η µήτρα 2 ( )f x∇  είναι θετικά ορισµένη στο  Ω  και η f  έχει 

µοναδικό ελάχιστο στο σηµείο *x  του Ω . 

 

Θεώρηµα 3.4 ([2], Θεώρηµα 6.5, σελ. 154). 

Έστω oB ένας οποιοσδήποτε συµµετρικός και θετικά ορισµένος αρχικός πίνακας, ox ένα αρχικό 

σηµείο για το οποίο ικανοποιούνται οι υποθέσεις I και II. Τότε η ακολουθία { }kx που παράγεται από 

τη µέθοδο BFGS στα πλαίσια µιας µη ακριβούς αναζήτησης γραµµής έτσι ώστε να ικανοποιείται η 

συνθήκη Wolfe, συγκλίνει στο σηµείο ελαχίστου *x  της f . 

Απόδειξη 

       Πρέπει αποδειχθεί ότι *
kx x→  και δεδοµένου ότι το πρόβληµα είναι κυρτό πρέπει να αποδειχθεί 

ότι lim|| || 0k
k

f
→∞

∇ = . Λόγω του θεωρήµατος του Zoutendijk αποδεικνύεται ότι 2 2

0

cos || | |k k
k

fθ
∞

=
∇ <∞∑ . Η 

εν΄ λόγω συνθήκη υποδηλώνει ότι 2 2cos | | | | 0k kfθ ∇ →  και συνεπώς αν η µέθοδος επιλογής της 

κατεύθυνσης έρευνας kp  διασφαλίζει ότι η γωνία kθ  είναι φραγµένη µακριά από τις 90ο , υπάρχει 

ένα 0δ >  τέτοιο ώστε cos 0 ,k kθ δ≥ > ∀  και γι’ αυτό lim|| || 0k
k

f
→∞

∇ = . Ωστόσο, αρκεί να αποδειχθεί το 

ασθενέστερο αποτέλεσµα lim inf | | | | 0k
k

f
→∞

∇ =  ότι δηλαδή απλώς µια υπακολουθία { }jkf∇  συγκλίνει 

στο 0 και όχι ολόκληρη η ακολουθία.  Για τον σκοπό αυτό αρκεί να αποδειχθεί ότι µια υπακολουθία 

{cos }jkθ  είναι φραγµένη µακριά από το µηδέν. 

Το βήµα Quasi – Newton είναι: 

 1
k k k k k ks a B f a p−=− ∇ =−                                                      (3.20) 

Η γωνία µεταξύ της κατεύθυνσης απότοµης καθόδου kf−∇  και της κατεύθυνσης έρευνας kp  είναι: 

(3.20)

cos
|| | | || | | || || | | ||

k k
T T

k k k
k

k k k k k

f p s B s

f p s B s
θ −∇= =

∇
, 

συνεπώς είναι η γωνία µεταξύ των ks  και k kB s . 

∆εδοµένου του τύπου BFGS (3.16) ορίζεται η ακόλουθη συνάρτηση του πίνακα B: 

( ) ( ) ln(det( ))B trace B Bψ = −                                                (3.21) 

Όµως 
1

( )
n

i
i

trace B λ
=

=∑  και 1 2
1

det( ) , 0 ....
n

i n
i

B λ λ λ λ
=

= < ≤ ≤∏  και άρα: 

1 1 1 11

( ) ln ln( ) ( ln( ))
nn n n n

i i i i i i
i i i ii

Bψ λ λ λ λ λ λ
= = = ==

 = − = − = − 
 

∑ ∑ ∑ ∑∏
                       

 (3.22) 
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∆είχνεται ότι ( ) 0Bψ >  ως ακολούθως: 

Θεωρείται η συνάρτηση:  

( ) ln( )f λ λ λ= −                                                              (3.23)  

µε 0λ >  και 
1

1ln( ) dt
t

λ
λ = ∫ . Η συνάρτηση 1

t
 είναι συνεχής στο [1, ]λ και από το θεώρηµα µέσης τιµής 

(1, )c λ∃ ∈  τέτοιο ώστε: 
1

1 1 ( 1)dt
t c

λ
λ= −∫

 
δηλαδή 1ln ( ) ( 1)

c
λ λ= − . 

Για να αποδειχθεί ότι ( ) 0f λ >  αποδεικνύεται ότι 1 ( 1) , 0 , (1, )c
c
λ λ λ λ− < ∀ > ∈  ως εξής: 

i. 1 1 10 1: 1 ( 1) ( 1) ln ( ) 1 ln ( )c
c c

λ λ λ λ λ λ λλ< < < < < → − < − ⇒ < − ⇒ <  

ii. 1 1 11 : 1 ( 1) ( 1) ln( ) 1 ln( )c
c c

λ λ λ λ λ λ λλ< < < < ⇒ − < − ⇒ < − ⇒ < . 

Εποµένως ( ) ln( ) 0 ,f λ λ λ λ= − > ∀ και γι’ αυτό ( ) 0Bψ > . 

Στη συνέχεια κατασκευάζεται η συνάρτηση:  

1 1 1( ) ( ) ln(det( ))k k kB trace B Bψ + + += −                                         (3.24) 

Για τον σκοπό αυτό υπολογίζονται τα µεγέθη 1( )ktrace B +  και 1det( )kB + . 

Από τις ιδιότητες του ίχνους (trace) και χρησιµοποιώντας τον τύπο BFGS (3.16) προκύπτει ότι: 

1
1 1( ) ( ) ( ) ( )k

k k

T T
k k k k k k kT T

k k k

trace B trace B trace B s s B trace y y
s B s y s

+ = − + . 

Όµως 1 2 2 2
2( ) ..... || | |T

k k n ktrace y y y y y y= + + + =  και 2( ) ( ( ) ) | | ||

T

k

B B
T T

k k k k k k k k ktrace B s s B trace B s B s B s
=

= =  

Συνεπώς:  

2 2

1
| | || | | ||

( ) ( ) k k k
k k T T

k k k k k

B s y
trace B trace B

s B s y s
+ = − +

                                 

 (3.25) 

Για την εύρεση του 1det( )kB +  ο τύπος ανανέωσης BFGS (3.16) γράφεται ως εξής: 

1

1
k
T T

k k k k k
k k T T

k k k k k

s s B B y y
B B I

s B s y s

−

+
 = − + 
 

 

έτσι που: 

1

1det( ) det( ) det k
T T

k k k k k
k k T T

k k k k k

s s B B y y
B B I

s B s y s

−

+
 = − + 
 

 

και χρησιµοποιώντας την ιδιότητα TB B=  λαµβάνεται: 

1

1det( ) det( ) det

det( ) det( )

k

k

T T
k k k k k

k k T T
k k k k k

T T
k k

B s s B y y
B B I

s B s y s

B I us vy

−

+
 −= − + 
 

= + +                               

(3.26) 

Εποµένως:  

1det ( ) det( ) det[ ( ) ]k k k
T T T T T

k kI us vy I us I I us vy−+ + = + + +                              (3.27) 
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Υποθέτοντας ότι 0u≠  µπορούν να βρεθούν διανύσµατα 1 1,...., nw w −  τέτοια ώστε ο πίνακας 

1 1[ , ,...., ]nQ u w w −=  είναι αντιστρέψιµος και 1 1, (1, 0, ...,0)Tu Qe e= = . Αν οριστεί 1( ,..., )T
k ns Q z z=

έπεται ότι 1
1 1 ( )T T T

k k kz s Qe s Q Q u s u−= = = . Εποµένως: 

1
1det( ) det( ( ) ) det ( ) det ( ) 1k k k k k

T T T T TI us Q I us Q I e s Q I s u s u−+ = + = + = + = +             (3.28) 

                       

( )1det ( ) det 1 k
k

k

T
T T T

k kT

us
I I us vy I v y

I us
−   

+ + = + −  +  

 
                                                                 ( )1det det ( )( ) ( )( )k k

k

T T T T
k kT

I s u I y v u y s v
I us

 = + + − + 
 

                                                           

1det det
k k

T
k k

T T
k k

y s

I us s B s

   =    +   
                                            (3.29) 

Άρα από την (3.26) µαζί µε την (3.28) και την (3.29) προκύπτει:

 

1det( ) det ( )
k

T
k k

k k T
k k

y s
B B

s B s
+ =                                                     (3.30) 

και από την (3.24) µαζί µε την (3.25) και την (3.30) προκύπτει:

 
2 2

1
| | || | | | |

( ) ( ) ln (det( )) ln
k

T
k k k k k

k k kT T T
k k k k k k k

B s y y s
B trace B B

s B s y s s B s
ψ +

 = − + − −  
 

 

                                    
2 2(3.21) | | | | | | | |

( ) ln
k

T
k k k k k

k T T T
k k k k k k k

B s y y s
B

s B s y s s B s
ψ  = − + −  

                                          

 (3.31) 

Ορίζεται η σταθερά 
2|| | | T

k k k
k T T

k k k k

y y y
M

y s y s
= = .  

Επίσης 
2 2 2

2 2 2 2 2

| | | | | | | | || ||
,

( ) | | | | cos | | | | cos
k k k

k k k

T T T
k k k k k k k k k k kk

kT T T
k k k k k k k k k

B s B s s B s s s B s s B sq
q

s B s s B s s s s sθ θ
= = = =  

Ορίζεται επίσης η σταθερά 
T
k k

k T
k k

y s
m

s s
=  έτσι που 

T
k k k

T
kk k k

y s m
qy B s

= .  

Άρα από την (3.31): 

1 2

2

2 2

( ) ( ) ln ( ) ln( )
cos

( ) ( ln ( ) 1) 1 ln ln(cos )
cos cos

k
k k k k k

k

k k
k k k k

k k

q
B B M m q

q q
B M m

ψ ψ
θ

ψ θ
θ θ

+ = − + − +

 = + − − + − + + 
 

 

∆εδοµένου τώρα ότι ln 1 , 0t t≤ − ∀ >  συνεπάγεται ότι 
2 2

1 ln 0
cos cos

k k

k k

q q

θ θ
 − + ≤ 
 

.  

Άρα ( ) ( )2
1( ) ( ) ln ( ) 1 ln cosk k k k kB B M mψ ψ θ+ ≤ + − − +  και αθρίζοντας τα δύο µέρη: 

( ) 2
1 1

1 1

( ) ( ) ln ( ) 1 ln(cos )
k k

k j j j
j j

B B M mψ ψ θ+
= =

≤ + − − +∑ ∑
                               

 (3.32) 

Από το θεώρηµα Taylor k kk k k ky G a p G s= =   όπου 
1 2

0
( )k k k kG f x a p dτ τ= ∇ +∫ . 

Έπεται ότι k

k k

T T
k k k

T T
k k

y s s G s

s s s s
=  και αφού η µήτρα kG  είναι θετικά ορισµένη προκύπτει από την υπόθεση 
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 (II)  ότι 
(3.19)

k

T
k k

T
k

y s
m

s s
≥  και συνεπώς km m≥ . 

Επιπλέον: 

2
2|| || k

k k

T
kk

T T
k k

s G sy

y s s G s
=  και θέτοντας  

1
2

k kz G s=  ( kG θετικά ορισµένη) προκύπτει: 

1/2 1/2
2 (3.19)

1/2 1/2

| | | | k

k k
k

T
k k kk k

T T
Tk k

k

s G G G sy z G z
M

y y z zs G G s
= = ≤  και συνεπώς kM m≤ . 

Άρα η (3.32) µπορεί να γραφτεί ως εξής:  

2
1 1

1

0 ( ) ( ) ln(cos )
k

k j
j

B B ckψ ψ θ+
=

< ≤ + +∑
                                      

 (3.33) 

όπου χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούµε ότι η σταθερά ln( ) 1c M m= − −  είναι θετική.  

       Προχωρώντας µε εις άτοπον απαγωγή θεωρούµε ότι 0jcosθ → . Τότε 1 0k∃ >  τέτοιο ώστε 

2
1 ln(cos ) 2jj k cθ∀ > < − . Συνεπώς 1k k∀ > έπεται από την (3.33) ότι:  

1

1

1

1

2
1

1 1

2
1 1

1

2
1 1

1

0 ( ) ln(cos ) ( 2 )

( ) ln(cos ) ( 2 )( ( 1) 1)

( ) ln(cos ) 2

k k

j
j j k

k

j
j

k

j
j

B ck c

B ck c k k

B ck c k

ψ θ

ψ θ

ψ θ

= = +

=

=

< + + + −

= + + + − − + +

= + + −

∑ ∑

∑

∑

 

Ωστόσο για µεγάλα k  το δεξί µέρος της παραπάνω σχέσεις είναι αρνητικό οδηγώντας σε αντίθεση. 

Άρα, υπάρχει υπακολουθία δεικτών { }kj  τέτοια ώστε {cos } 0kjθ δ≥ >  και εποµένως 

*lim inf || || 0k kf x x∇ → ⇒ → . 

� 

 

B. Υπεργραµµική σύγκλιση. 

 

Κάνοντας την ακόλουθη επιπρόσθετη υπόθεση ότι: 

III. Η µήτρα Hessian 2 f∇  είναι Lipschitz συνεχής στο *x  δηλαδή υπάρχει µια γειτονιά  *( , )N x ε  

του *x  τέτοια ώστε:  

2 2 * * *| ( ) ( )| | | | | | , ( , )f x f x L x x x N x ε∇ −∇ ≤ − ∀ ∈                                        (3.34) 

αποδεικνύεται η υπεργραµµική σύγκλιση της µεθόδου BFGS σύµφωνα µε τα ακόλουθα δύο 

θεωρήµατα, η οποία απευθύνεται σε γενικές µη γραµµικές – όχι µόνο κυρτές – συναρτήσεις κόστους. 

 

Θεώρηµα 3.5 ([2], Θεώρηµα 6.6, σελ. 158). 

Έστω η f  είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιµη  και  οι  επαναλήψεις που παράγονται από τον 

αλγόριθµο BFGS συγκλίνουν στο σηµείο ελαχίστου *x  στο οποίο ικανοποιείται η υπόθεση III. Έστω 
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 επίσης  *

1

| | | |k
k

x x
∞

=
− <∞∑  δηλαδή η ακολουθία *|| | |kx x− συγκλίνει στο µηδέν αρκετά γρήγορα. Τότε: 

2 *| |[ ( )] | |
lim 0

|| ||
k k

k k

B f x s

s→∞

−∇ =                                                   (3.35) 

� 

 

Θεώρηµα 3.6 ([3], Θεώρηµα 5.4.4, σελ. 244). 

Έστω η : nf →ℝ ℝ  ικανοποιεί τις υποθέσεις I και II και έστω { }kB µια ακολουθία συµµετρικών και 

θετικά ορισµένων πινάκων. Για δεδοµένο 0x D∈ , αν η ακολουθία { }kx  των επαναλήψεων

1
1k k k k kx x a B f−
+ = − ∇  όπου το µήκος βήµατος ka  ορίζεται από τον κανόνα Wolfe παραµένει στο D  και 

*, 0kx x k≠ ∀ ≥  και αν *
kx x→  τότε όταν: 

2 *||[ ( )] ||
lim 0

|| ||
k k

k k

B f x s

s→∞

−∇ =  

i. το µήκος βήµατος είναι 1ka k= ∀  µεγαλύτερο από κάποιο προκαθορισµένο ok . 

ii. αν 1,k oa k k= ∀ >  η ακολουθία { }kx  συγκλίνει στο *x  υπεργραµµικά. 

Απόδειξη  

       Αποδεικνύεται αρχικά ότι για αρκετά µεγάλο k  οι συνθήκες Wolfe-Powell ικανοποιούνται για 

1ka =  δηλαδή ισχύουν: 

1 1
1( ) ( ) T

k k k k k k kf x B f f x c f B f− −− ∇ ≤ − ∇ ∇                                            (3.36) 

        1 1 1
2( )T T

k k k k k k k kf x B f B f c f B f− − −∇ − ∇ ∇ ≤ ∇ ∇                                        (3.37) 

όπου 1 1 2
1 , 0 1
2

c c c< < < < . 

Από την (3.35) και έχοντας 1
k k k ks B a f−=− ∇  προκύπτει:  

( )

( )

2 * 1 2 * 1

1 1

2 * 1 1

1 1 2 * 1 1 2

| | [ ( )] ( ) | | | | ( ) ||
lim 0 lim 0

|| ( ) | | | | | |

| | ( ) | | || | |

( ) ( ) ( ) | | | |

k k k k k k k

k k
k k k k k

k k k k k

T T
k k k k k k k k k

B f x B a f f f x B f

B a f B f

f f x B f o B f

B f f B f f x B f o B f

− −

− −→∞ →∞

− −

− − − −

−∇ − ∇ ∇ −∇ ∇= ⇒ = ⇒
− ∇ ∇

⇒ ∇ −∇ ∇ = ∇ ⇒

⇒ ∇ ∇ = ∇ ∇ ∇ + ∇

 

Αλλά για µεγάλα *: kk x x→  έτσι που:  

( )1 1 2 1 1 2( ) || ||T T
k k k k k k k k k kf B f B f f B f o B f− − − −∇ ∇ = ∇ ∇ ∇ + ∇  

Από το θεώρηµα Taylor:  

( ) ( )1 1 1 2 1 1 21( ) ( ) | | | |
2k

T
T

k k k k k k k k k k k k kf x B f f x f B f B f f B f o B f− − − − −− ∇ − =−∇ ∇ + ∇ ∇ ∇ + ∇
    

 (3.38) 

και λαµβάνοντας υπόψη την (3.38) προκύπτει:  

( )1 1 1 2

1
1 1

1( ) ( ) | | ||
2

1,
2

k

k

T
k k k k k k k k

T
k k

f x B f f x f B f o B f

c f B f c

− − −

−

− ∇ − =− ∇ ∇ + ∇

≤− ∇ ∇ <
 

Εποµένως η συνθήκη (3.36) ικανοποιείται. 
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Από το θεώρηµα Taylor:  

 
1

2

0

( ) ( ) ( )k k k k k kf x p f x f x tp p dt∇ + =∇ + ∇ +∫                                      (3.39) 

Για 1,k kx x+ και *x D∈  και 1k k kp x x+= −  έπεται ότι: 

{ }

(3.39) 1
2 * 2 2 *

1

0
1

2 2 *

0
2 2 *

0 1

|| ( ) || || ( ) ( ) ||

| | ( ) ( ) || | | | |

sup || ( ) ( ) || || | |

k k k k k k

k k k

k k k
t

f f f x p f x tp f x p dt

f x tp f x p dt

f x tp f x p

+

≤ ≤

 ∇ −∇ −∇ = ∇ + −∇ 

≤ ∇ + −∇

≤ ∇ + −∇

∫

∫  

και αφού *
kx x→  και εξαιτίας της συνέχειας της µήτρας 2 ( )f x∇  προκύπτει ότι: 

2 *
1|| ( ) || (| | ||)k k k kf f f x p o p+∇ −∇ −∇ =  

       Η προηγούµενη σχέση υποδηλώνει ότι: 1
2 * 2( ) (|| | | )k k k

T T T
k k k kf p f p p f x p o p+∇ − ∇ − ∇ =  

Ξαναγράφοντας την (3.38) ως: 2 * 2( ) (| | | | )k k
T T

k k kf p p f x p o p−∇ = ∇ +  όπου *
kx x→ , προκύπτει από τις 

δύο τελευταίες εξισώσεις ότι: 1
2 2(| | | | )k k

T T
k k kf p o p c f p+∇ = ≤ ∇  και άρα η (3.37) ικανοποιείται. Έπεται 

ότι οι (3.36) και (3.37) ισχύουν και άρα 1ka =  για k  αρκετά µεγάλο ok k> . 

Έστω ότι { } 1ka →  και η (3.35) ισχύει. Τότε ισχύει επίσης: 

1 2 *| | [ ( )] | |
lim 0

|| ||
k k k

k k

a B f x s

s

−

→∞

−∇ = . 

Λαµβάνοντας υπόψην ότι k k ks a p=  και 1
k k kp B f−=− ∇  προκύπτει: 

1 2 * 2 * 2 *
1 1[ ( )] ( ) [ ( ) ]k k k k k k k k ka B f x s f f x s f f f x s f−
+ +−∇ = −∇ −∇ = ∇ −∇ −∇ −∇ ⇒  

                           
1 2 * 2 *

1 1| | | | | |[ ( )] | | | | ( ) | |kk k k k k kf a B f x s f f f x s−
+ +⇒ ∇ ≤ −∇ + ∇ −∇ −∇                        (3.40) 

Όµως  

1
2 * 2 2 *

1

0
(3.34) 1

*

0
*

1
0 1

|| ( ) | | || ( ) ( ) || | | | |

|| | | | | ||

sup || ( ) || | | | |

k k k k k k

k k k

k k k k
t

f f f x s f x ts f x s dt

L x ts x s dt

L x t x x x s

+

+
≤ ≤

∇ −∇ −∇ ≤ ∇ + −∇

≤ + −

≤ + − −

∫

∫  

Εποµένως:  

{ }
2 *

1 * *
1

| | ( ) ||
max || || , || ||

| | | |
k k k

k k
k

f f f x s
L x x x x

s
+

+
∇ −∇ −∇ ≤ − −

                         
 (3.41) 

Από την (3.40) και το γεγονός ότι *
k

kx x
→∞
→  έπεται: 

{ }{ }
1 2 *

1 * *
1

| | | | | | [ ( )] ||
lim lim lim max || || , || || 0

|| || | | | |
kk k k

k k
k k kk k

f a B f x s
L x x x x

s s

−
+

+
→∞ →∞ →∞

∇ −∇≤ + − − =
      

(3.42) 

Επίσης: 
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{ }

* 2 * * 2 * 2 * *
1 1 1 1 1

2 * * * 2 * *
1 1 1

(3.41)
* *

1 12 * 1

|| || | | ( ) | | | | ( )( ) ( ) ( )( ) | |

| | ( )( ) | | | | ( ) ( )( ) ||

1 max ||0| | , | | | | || | |
|| ( ) ||

| |

k k k k k

k k k

k k

k

f f f x f x x x f f x f x x x

f x x x f f x f x x x

L x x x x
f x

xβ

+ + + + +

+ + +

+ +−

+

∇ = ∇ −∇ = ∇ − +∇ −∇ −∇ −

≥ ∇ − − ∇ −∇ −∇ −

 ≥ − − − ∇ 

= *
1 | |x−

 

και προκύπτει:  

* *
1 1 1

* * *
11

| | | | || || | | | |
,

|| || || || | | || | | ||

k k kk
k

k kk k k

f x x x x

s x x x x x x

β τβ ττ
+ + +

++

∇ − −≥ = =
− + − −

                        (3.43) 

Από τις (3.42) και (3.43) έπεται ότι 
*

1

*

|| | |
0 lim 0 lim 0

1 || ||
kk

k
k kk k

x x

x x
τ ττ

+

→∞ →∞

−→ ⇒ = ⇒ =
+ −

 και άρα η { }kx  

συγκλίνει στο *x  υπεργραµµικά. 

� 

 

 

3.4.2   Σύγκλιση της µεθόδου SR1. 

 

       Για την µέθοδο SR1 δεν υπάρχει κάποιο αποτέλεσµα αναφορικά µε τη γενική σύγκλιση αυτής 

όπως το θεώρηµα (3.4) ή κάποιο αποτέλεσµα τοπικής υπεργραµµικής σύγκλισης όπως το θεώρηµα 

(3.6) τα οποία ίσχυαν στη µεθόδου BFGS, εκτός των αποτελεσµάτων εκείνων της περίπτωσης 

τετραγωνικών συναρτήσεων. Ωστόσο για τον αλγόριθµο στα πλαίσια της µεθόδου της περιοχής 

εµπιστοσύνης ένα ενδιαφέρον αποτέλεσµα είναι αυτό το οποίο εκφράζεται µε το ακόλουθο θεώρηµα. 

  

Θεώρηµα 3.6 ([15], Θεώρηµα 2.7, σελ.1034).  

Έστω η ακολουθία επαναλήψεων { }kx  παράγεται από τον αλγόριθµο περιοχής εµπιστοσύνης και την 

ανανέωση SR1 και έστω επίσης ότι ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες. 

I. Η ακολουθία { }kx  δεν τερµατίζει και παραµένει σε ένα κλειστό κα φραγµένο κυρτό σύνολο D  

στο οποίο η f  είναι δύο φορές συνεχώς διαφορίσιµη και έχει µοναδικό στάσιµο σηµείο το *x

. 

II. Η µήτρα Hessian 2 *( )f x∇  είναι θετικά ορισµένη και Lipschitz συνεχής σε µια γειτονιά του *x . 

III. Η ακολουθία των πινάκων { }kB  είναι φραγµένη ως προς την νόρµα. 

IV. Η ανανέωση SR1 δεν παραλείπεται ποτέ, δηλαδή η συνθήκη (3.8) ισχύει σε κάθε επανάληψη. 

Τότε *lim k
k

x x
→∞

→  και  
*

1

*

|| | |
lim 0

|| ||
k n

k
k

x x

x x
+ +

→∞

− =
−

 δηλαδή οι επαναλήψεις συγκλίνουν στο *x  µε 

υπεργραµµικό λόγο ( 1)n+
 
βηµάτων.                                                                                            � 
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Κεφάλαιο 4 

 

Επαναληπτικός τετραγωνικός προγραµµατισµός. 

 

       Ο επαναληπτικός τετραγωνικός προγραµµατισµός (sequential quadratic programming-SQP) 

αποτελεί µια από τις πιο αποτελεσµατικές µεθόδους επίλυσης µη γραµµικών προβληµάτων 

βελτιστοποίησης µε περιορισµούς, η οποία παράγει µια ακολουθία βηµάτων µέσω της επίλησης υπο-

προβληµάτων τετραγωνικού προγραµµατισµού, στα πλαίσια τόσο της µεθοδολογίας αναζήτησης 

γραµµής (line search method) όσο και της µεθοδολογίας περιοχής εµπιστοσύνης (trust-region 

method). Η µέθοδος αυτή είναι κατάλληλη για την επίλυση µικρών αλλά και µεγάλων προβληµάτων 

µε σηµαντικές µη γραµµικότητες στους περιορισµούς, εµφανίζοντας ουσιαστικά αποτελέσµατα. 

       Υπάρχουν δύο ειδών µέθοδοι επαναληπτικού τετραγωνικού προγραµµατισµού, οι µέθοδοι 

ανισωτικού τετραγωνικού προγραµµατισµού και οι µέθοδοι ισωτικού τετραγωνικού 

προγραµµατισµού. Κατά την πρώτη προσέγγιση ένα τετραγωνικό πρόβληµα µε ανισωτικούς 

περιορισµούς επιλύεται σε κάθε επανάληψη µε σκοπό τόσο τον υπολογισµό της κατεύθυνσης όσο και 

µιας εκτίµησης του βέλτιστου ενεργού συνόλου. Κατά την δεύτερη προσέγγιση, η οποία είναι πιο 

διαδεδοµένη στην πράξη και περιγράφεται πιο κάτω, οι υπολογισµοί αυτοί διαχωρίζονται παράγοντας 

αρχικά µια εκτίµηση του βέλτιστου ενεργού συνόλου και εν συνεχεία της κατεύθυνση έρευνας µέσω 

της επίλυσης ενός τετραγωνικού προβλήµατος µε ισωτικούς περιορισµούς.    

  

 

4.1   Εισαγωγή. 

 

       Ξεκινώντας µε το πρόβληµα ελαχίστου πεπερασµένων διαστάσεων µε ισωτικούς περιορισµούς: 

min ( ) , ( ) 0 , {1,... , }i ef x c x i m= ∈ =E                                                           (4.1) 

όπου ( ):
n

f x →ℝ ℝ  και :
n

ic →ℝ ℝ  είναι συνεχώς διαφορίσιµες τουλάχιστον µία φορά, η κεντρική 

ιδέα της µεθόδου SQP είναι η µοντελοποίηση στο τρέχων βήµα kx του προβλήµατος (4.1) µέσω ενός 

υποπροβλήµατος τετραγωνικού προγραµµατισµού το οποίο να αποφέρει µια καλή κατεύθυνση 

έρευνας για το µη γραµµικό πρόβληµα και εν συνεχεία η χρησιµοποίηση του σηµείου ελαχίστου του 

τετραγωνικού υποπροβλήµατος για τον προσδιορισµό της νέας επανάληψης 1kx + . 

       Η µέθοδος SQP µπορεί να θεωρηθεί ως η εφαρµογή της µεθόδου Newton στις συνθήκες Karush-

Kuhn-Tucker (ΚΚΤ) του προβλήµατος (4.1) ως εξής: 

Η  Λαγκρανζιανή  συνάρτηση του  προβλήµατος  είναι  ( , ) ( ) ( )Tx f x c xλ λ= −L   και έστω η  em n×  

Iακωβιανή µήτρα των περιορισµών συµβολίζεται µε ( )A x  δηλαδή 1 2( ) [ ( ) , ( ),. .. , ( )]
e

T
mA x c x c x c x= ∇ ∇ ∇  

όπου ( )ic x  είναι η  i -στή συνιστώσα του διανύσµατος των περιορισµών ( )c x . 
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Οι συνθήκες KKT πρώτης τάξης του προβλήµατος (4.1) µπορούν να διατυπωθούν µέσω ενός 

συστήµατος n m+  αγνώστων x  και λ ως εξής: 

( ) ( )
( , ) 0

( )

Tf x A x
F x

c x

λ
λ

 ∇ −
 = =
 
                                                      

(4.2) 

       Οποιαδήποτε λύση * *( , )x λ  του προβλήµατος ελαχίστου µε ισωτικούς περιορισµούς (4.1) για την 

οποία ο em n×  
πίνακας *( )A x έχει πλήρη βαθµό ικανοποιεί το σύστηµα των µη γραµµικών εξισώσεων 

(4.2) το οποίο µπορεί να επιλυθεί µε τη µέθοδο Newton. Για το σκοπό αυτό η Ιακωβιανή του 

συστήµατος (4.2) αναφορικά µε  τα x  και λ είναι: 

2 ( , ) ( )
( , )

( ) 0

T
xx x A x

F x
A x

λ
λ

 ∇ −
′ = 

 

L

                                                   

(4.3)  

Η µετατόπιση Newton από το τρέχων σηµείο ( , )k kx λ  δίνεται ως εξής:  

( ) ( ) ( )1

1

k k k

k k

x x p
pλλ λ

+

+
= +

                                                            

(4.4) 

όπου, kp  και pλ  επιλύουν το ακόλουθο σύστηµα Newton –KKT: 

2

0

T T
xx k k k k k

k

k

k

A f A

pA

p

cλ

λ   ∇ − −∇ + 
=     −    

L

                                            

(4.5) 

όπου ( )k kf f x∇ =∇ , ( )k kc c x= , ( )k kA A x= και 2 2 ( )xx k xx kx∇ =∇L L . 

       Αποδεικνύεται στο Λήµµα 4.1 ότι η επανάληψη Newton είναι καλώς ορισµένη αν ισχύουν οι 

ακόλουθες υποθέσεις στο σηµείο ( , ) ( , )k kx xλ λ= . 

 

Υποθέσεις 4.1
 

α. Στο σηµείο ( , )x λ  ισχύει η συνθήκη LICQ (linear Independence Constrained Qualification) δηλαδή 

τα ( ), 1,...,i ec x i m∇ =  είναι γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα και ισχύει η ισότητα: 

* *( , ) ( , )LD x LFD xΩ = Ω . 

β. Ο πίνακας 2 ( , )xx x λ∇ L  ικανοποιεί την ιδιότητα 2 ( , ) 0 , 0T
xxp x p pλ∇ > ∀ ≠L  τέτοιο ώστε ( ) 0A x p = , 

δηλαδή για κάθε p  που ανήκει στο µηδενικό χώρο του πίνακα ( )A x . 

 

Λήµµα 4.1 ([2], Λήµµα 16.1, σελ. 452). 

Έστω ότι ισχύουν οι υποθέσεις (4.1). Τότε ο KKT πίνακας 
2

0

T
xx k k

k

A

A

 ∇ −
 
 

L
 είναι µη ιδιάζων και άρα 

υπάρχει ένα µοναδικό ζεύγος διανυσµάτων ( , )kp pλ που ικανοποιεί το σύστηµα (4.5). 

Απόδειξη 

Έστω ότι ο KKT πίνακας είναι ιδιάζων, δηλαδή υπάρχουν διανύσµατα 0, 0ω υ≠ ≠  τέτοια ώστε: 
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2

0
0

T
xx k k

k

A

A

ω
υ

 ∇ −  
=  

  

L

                                                      

(4.6) 

Από την (4.6) προκύπτουν 2 0T
xx k kAω υ∇ − =L   και 0kA ω= και έτσι: 

2 0
2( ) 0 0

0

k
T A

xx k kT T T
xx k

k

A

A

ωω
ω υ ω ω

υ

= ∇ −  
= ⇒ ∇ =  

  

L
L  

∆εδοµένου ότι ο πίνακας 2
xx k∇ L  είναι θετικά ορισµένοςέχουµε: 2 0 , 0T

xx kω ω ω∇ > ∀ ≠L  τέτοιο ώστε 

0Aω=  το οποίο είναι άτοπο. Εποµένως 0ω=  και από την (4.6) προκύπτει ότι 0υ = . Άρα η (4.6) 

ικανοποιείται µόνο εάν 0ω υ= = και εποµένως ο πίνακας είναι αντιστρέψιµος. 

� 

 

       Η µέθοδος SQP αναπαριστά έναν εναλλακτικό τρόπο αντίληψης των επαναλήψεων που 

ορίζονται από τις εξισώσεις (4.4) και (4.5). Για το σκοπό αυτό έστω ότι προσεγγίζουµε το πρόβληµα 

(4.1) στην επανάληψη ( , )k kx λ  µέσω του τετραγωνικού προγράµµατος: 

21min , 0
2

T T
k k xx k k k

p
f f p p p A p c+∇ + ∇ + =L

                                     

(4.7) 

       Αν ισχύουν οι υποθέσεις 4.1 τότε το πρόβληµα (4.7) έχει µοναδική λύση ( , )k kp l  που ικανοποιεί 

τις συνθήκες KKT πρώτης τάξης, δηλαδή 

2

0

T
k kxx k k

k kk

p fA

l cA

−∇ ∇ −    
=    −    

L

                                                  

(4.8) 

       ∆εδοµένου ότι ο όρος T
x k k k kf A λ∇ =−∇ +L

 
είναι γραµµικός αναφορικά µε το kλ , αφαιρώντας τον 

όρο T
k kA λ  και από τα δύο µέρη της πρώτης εξίσωσης του συστήµατος  (4.5), προκύπτει η (4.8) µε τη 

µεταβλητή 1kλ +  στη θέση της kl . Συνεπώς, δεδοµένης της αντιστρεψιµότητας του πίνακα των 

συντελεστών προκύπτει ότι 1k klλ + =  και άρα τα διανύσµατα kp  και kl  µπορούν να προσδιοριστούν 

είτε µέσω της επίλυσης των εξισώσεων Newton (4.5) είτε µέσω της επίλυσης του τετραγωνικού 

προβλήµατος βελτιστοποίησης (4.7). 

       Η κατεύθυνση έρευνας kp  που ικανοποιεί την (4.8) είναι η µοναδική γενική λύση του 

τετραγωνικού προγράµµατος (4.7) σύµφωνα µε το ακόλουθο θεώρηµα. Για το σκοπό αυτό έστω ο 

πίνακας Z  δηλώνει τον ( )xn n m−  πίνακα οι στήλες του οποίου αποτελούν µια βάση για το µηδενικό 

χώρο του πίνακα A, δηλαδή ο πίνακας Z είναι πλήρης βαθµού και ικανοποιεί τη σχέση 0AZ = . Τότε 

η υπόθεση (4.1β) µετασχηµατίζεται στη συνθήκη ότι ο απλοποιηµένος πίνακας Hessian 2T
xx kZ Z∇ L

είναι θετικά ορισµένος. 

 

Θεώρηµα 4.2 ([2], Θεώρηµα 16.2, σελ. 453). 

Έστω ότι ικανοποιείται η υπόθεση (4.1α) και ο απλοποιηµένος πίνακας  Hessian 2T
xx kZ Z∇ L  είναι 
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θετικά ορισµένος. Τότε η κατεύθυνση έρευνας kp  που ικανοποιεί τη σχέση (4.8) είναι η µοναδική 

γενική λύση του προβλήµατος ελαχιστοποίησης (4.7). 

Απόδειξη 

       Έστω 1kp +  είναι ένα οποιοδήποτε άλλο σηµείο του επιτρεπτού συνόλου του προβλήµατος (4.7) 

(ικανοποεί δηλαδή 1 0k k kA p c+ + = ) και έστω 1k k kp p pδ += − . Τότε, 1k k kAp Ap c+= = −  και συνεπώς 

0kA pδ = , δηλαδή το kpδ  βρίσκεται στο µηδενικό χώρο του πίνακα A . Έστω ( )m p  είναι η 

αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος (4.7), τότε: 

2
1

2 2

1( ) ( ) ( ) ( )
2
1 ( )
2

k

k k k

T T
k k k xx k k k k

T T T
xx k k xx k k k

m p p p p p f p p

p p p p f p m p

δ δ

δ δ δ δ

+ = − ∇ − +∇ −

= ∇ − ∇ −∇ +

L

L L                               
(4.9) 

Από την (4.8) 2
1

T
xx k k k k kp f A λ +∇ = −∇ +L  και συνεπώς: 

0
2

1( )
k

k k k

A p
T T T T

xx k k k k k kp p p f A p f
δ

δ δ λ δ
=

+∇ = −∇ + = − ∇L  

Από την (4.9) επακολουθεί ότι: 

       2
1

1( ) ( )
2 k

T
k xx k k km p p p m pδ+ = ∇ +L

                                            
(4.10) 

       Όµως το kpδ  ανήκει στον µηδενικό χώρο του πίνακα A , εποµένως µπορεί να γραφτεί ως 

kp Z uδ =  για κάποιο n mu −∈ℝ  και η (4.10) δίνει: 

2
1

1( ) ( )
2

T T
k xx k km p u Z Zu m p+ = ∇ +L

 

       ∆εδοµένου τώρα ότι ο πίνακας 2T
xx kZ Z∇ L  είναι θετικά ορισµένος προκύπτει ότι 1( ) ( )k km p m p+ >  

εκτός εάν 0u= , δηλαδή όταν 0kpδ =  και άρα 1k kp p+ = . Εποµένως, η κατεύθυνση έρευνας kp  είναι η 

µοναδική γενική λύση του προβλήµατος ελαχίστου (4.7). 

� 

 

  Αλγόριθµος 4.1 (Η µέθοδος SQP) 

  Choose an initial pair ( , )o ox λ  

  
0k=  

  Repeat until a convergence test is satisfied 

    i. Evaluate: 2, , ,k k xx k kf f c∇ ∇ L  and kA  

    ii. Solve the quadratic program (4.7) to obtain kp  and kl  

    iii. Set 1 1,k k k k kx x p lλ+ += + =  

  end (repeat) 

 

 

       Ο γραµµικός όρος k
Tf p∇  στην αντικειµενική συνάρτηση του τετραγωνικού προβλήµατος (4.7), 

µπορεί να αντικατασταθεί από τον όρο ( , )T
x k kx pλ∇ L  δεδοµένου ότι λόγω του περιορισµού k kA p c+   

οι δύο επιλογές είναι ισοδύναµες όπως φαίνεται παρακάτω: 
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( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )T T T T T T
x xx f x c x x f x A x p x p f x p A xλ λ λ λ λ λ= − ⇒∇ =∇ − ⇒ ∇ = ∇ −L L L  

Όµως ( ) ( ) 0A x p c x+ = , και συνεπώς: 

( ) 0

( , ) ( ) ( ) ( )
c x

T T T T
x x p f x p c x f x pλ λ

=

∇ =∇ + = ∇L  

       Με την παρατήρηση αυτή η επιλογή του τετραγωνικού µοντέλου στην (4.7) πραγµατοποιείται 

αντικαθιστώντας αρχικά το µη γραµµικό πρόβληµα (4.1) µε το πρόβληµα ελαχιστοποίησης της 

Λανγκρανζιανής συνάρτησης ( , )x λL  υπό τους περιορισµούς ( ) 0c x =  και εν συνεχεία 

κατασκευάζωντας µια τετραγωνική προσέγγιση  της ( , )x λL  και µια γραµµική προσέγγιση των 

περιορισµών. 

       Για το γενικό µη γραµµικό πρόβληµα ελαχιστοποίησης της µορφής: 

 min ( )f x , 
( ) 0 , {1,..., }

( ) 0 , { ,..., }

i e

i e

c x i m

c x i m m

= ∈ =


≥ ∈ =

E

I �

                                           (4.11) 

       Το τετραγωνικό υποπρόβληµα ελαχιστοποίησης ορίζεται µέσω της γραµµικοποίησης τόσο των 

ανισωτικών όσο και των ισωτικών περιορισµών. 

2
( ) ( ) 0 , {1,.. . , }

1min ,
2

( ) ( ) 0 , { ,. . ., }
k

T
i k i k e

T T
k xx k

p T
i k i k e

c x p c x i m
f f p p p

c x p c x i m m

∇ + = ∈ =+∇ + ∇ 
∇ + ≥ ∈ =

E

L

I
               

(4.12) 

       Στη περίπτωση αυτή η µέθοδος SQP για το πρόβληµα (4.11) περιγράφεται επίσης από τον 

αλγόριθµο (4.1), µε τη διαφοροποίηση ότι η κατεύθυνση έρευνας kp  και η εκτίµηση των 

πολλαπλασιαστών 1k kl λ +=  ερµηνεύονται ως η λύση και οι αντίστοιχοι πολλαπλασιαστές Lagrange 

του τετραγωνικού προβλήµατος (4.12). 

 

 

4.2 Εξάλειψη µεταβλητών σε µη γραµµικά προβλήµατα βελτιστοποίησης µε 

περιορισµούς. 

 

       Μια φυσιολογική ιδέα σε προβλήµατα ελαχιστοποίησης µε περιορισµούς είναι η χρησιµοποίηση 

των περιορισµών µε τέτοιο τρόπο, έτσι ώστε κάποιες από τις µεταβλητές του προβλήµατος να 

εξαλειφθούν και να προκύψει ένα πιο απλοϊκό πρόβληµα. Ωστόσο, η ιδέα αυτή δεν χρησιµοποιείται 

στη πράξη δεδοµένου ότι η χρήση µη γραµµικών εξισώσεων κατά την εξάλειψη των µεταβλητών 

µπορεί να διαφοροποιήσει το πρόβληµα ή να επηρεάσει τον δείκτη κατάστασης. Για τον λόγο αυτό, 

αρκετοί αλγόριθµοι γραµµικοποιούν τους περιορισµούς και η διαδικασία εξάλειψης των µεταβλητών 

εφαρµόζεται στο απλοποιηµένο πρόβληµα ως εξής: 

       Έστω το πρόβληµα µε ισωτικούς περιορισµούς της µορφής: 

min ( ) ,
x R

f x Ax b
∈

=  
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όπου ( )f x  µη γραµµική συνάρτηση και A  xm n  µε m n≤  πίνακας πλήρους βαθµού. Υπό αυτές τις 

συνθήκες  µπορεί να βρεθεί ένας πίνακας αντιµετάθεσης P  τέτοιος ώστε: 

  [ | ]AP B N=
                                                             

 (4.13)  

όπου B είναι ένας m m×  πίνακας οι στήλες του οποίου αποτελούν ένα γραµµικώς ανεξάρτητο 

υποσύνολο των στηλών του πίνακα A  και ο ( )m n m× −  
πίνακας N  συµπεριλαµβάνει τις 

εναποµείναντες στήλες του πίνακα A .  Ορίζοντας τα διανύσµατα m
Bx ∈ℝ  και n m

Nx −∈ℝ  ως 

ακολούθως: 

( ) TB

N

x
P x

x
=                                                               (4.14) 

και δεδοµένου ότι TPP I= , προκύπτει ότι ( )T
B Nb Ax AP P x Bx Nx= = = +  και άρα:  

1 1
B Nx B b B Nx− −= −                                                        (4.15)  

       Συνεπώς, ένα επιτρεπτό σηµείο των περιορισµών Ax b=  προκύπτει για οποιαδήποτε τιµή του 

Nx .  Από την (4.14) : 

( ) ( ) 1 1
1( )T TB B N

N N N

x x B b B NxP x x P x P
x x x

− −
−  −= ⇒ = ⇒ =  

 
 

και γι’ αυτό τον λόγο το αρχικό πρόβληµα είναι ισοδύναµο µε το πρόβληµα ελαχίστου χωρίς 

περιορισµούς: 

1 1

min ( )
N

N
N

X N

B b B Nxh x f P
x

− −  −=     
                                          (4.16) 

Οι µεταβλητές Bx  καλούνται βασικές µεταβλητές και ο πίνακας B  πίνακας βάσης. 

       Θεωρώντας ότι ο πίνακας P  είναι δεδοµένος και ότι P I=  δηλαδή οι βασικές στήλες 

εµφανίζονται στις πρώτες m  θέσεις, από τις (4.14) και (4.15) έχουµε:  

( ) 1 1
B N

N
N N

x B b B Nx Yb Zx
x x

− − −= = + 
 

                                                 (4.17) 

όπου     
1 1

,
0
B B NY Z

I

− −   −= =   
   

                                                          (4.18) 

       Ο πίνακας Z  έχει n m−  γραµµικώς ανεξάρτητες στήλες (εξαιτίας του ταυτοτικού πίνακα στο 

κατώτερο τµήµα) και επιπλέον αποτελεί µια βάση για τον µηδενικό χώρο του πίνακα A  αφού: 

1

[ | ] [ | ] 0
P I B NAZ APZ B N Z B N N N

I

−=  −= = = = − + = 
 

 

       Απ’ την άλλη µεριά, ο όρος Yb  αποτελεί µια ειδική λύση των περιορισµών Ax b=
 
αφού: 

1

( ) [ | ]N N
B NAx b A Yb Zx b AYb B N x b AYb b

I

− −= ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = 
 

 

       Για το λόγο αυτό η τεχνική εξάλειψης των µεταβλητών αναπαριστά τα σηµεία του επιτρεπτού 

συνόλου ως το άθροισµα µιας ειδικής λύσης Yb του σύστήµατος Ax b=  και µιας µετατόπισης NZx
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κατά µήκος του µηδενικού χώρου των περιορισµών. Στο σχήµα 4.1 η λύση Yb  προκύπτει 

επιλέγοντας το βασικό πίνακα B  να είναι η πρώτη στήλη του πίνακα A . 

 

Ax=b

Ax=b

x2

x1Yb
 

Σχήµα 4.1 Τεχική εξάλειψης µεταβλητών: η µεταβλητή x2 σταθεροποιείται στο 0 και η  x1 επίλεγεται  

έτσι ώστε να διασφαλίζεται η ικανοποίηση των περιορισµών. 

 

       Εάν απ’ την άλλη µεριά το επιτρεπτό σύνολο Ax b=  δίνεται µε τη διακεκοµµένη γραµµή 

(σχεδόν παράλληλα µε το 1x ) όπως φαίνεται στο σχήµα 4.1, τότε το βήµα Yb  κατά µήκος του άξονα 

1x  θα είναι πολύ µεγάλο. ∆εδοµένου όµως ότι η συνολική µετατόπιση x  στη σχέση (4.17) δεν είναι 

πολύ µεγάλη σε γενικές γραµµές, θα υπολογιζόταν ως η διαφορά πολύ µεγάκων διανυσµάτων 

δίνοντας αφορµή για αριθµητικές αστάθειες. Στη περίπτωση αυτή θα ήταν προτιµότερο το βήµα Yb  

να βρισκόταν κατά µήκος του 2x  άξονα, όπου ο πίνακας B  θα ήταν η δεύτερη στήλη του πίνακα A .  

       Προς αποφυγή αυτού του κινδύνου η λύση Yb  ορίζεται  ως η ελάχιστη απόσταση από το 

επιτρεπτό σύνολο των περιορισµών.  Για το σκοπό αυτό επιλέγονται οι πίνακες xn mY∈ℝ  και 

( )xn n mZ −∈ℝ  µε τις ακόλουθες ιδιότητες: 

                                                 
[ | ]

0

xn nY Z

AZ

αντιστρεψιµος ∈


=

ɺℝ
                                                 (4.19) 

       ∆εδοµένου ότι ο πίνακας A  είναι πλήρους βαθµού, το ίδιο ισχύει και για τον πίνακα

[ | ] [ |0]Y Z YΑ = Α  και εποµένως ο xn m πίνακας AY  είναι αντιστρέψιµος. 

       Οποιαδήποτε λύση του συστήµατος Ax b=  εκφράζεται για κάποια ,m n m
Y Zx x −∈ ∈ℝ ℝ ως εξής: 

 Y Zx Yx Zx= +
                                                               

 (4.20)  

Γι’ αυτό το λόγο, 
(4.20)

1( ) ( )Y YAx b Ax AY x b x AY b−= ⇒ = = ⇒ = . Αντικαθιστώντας το Yx  στην 

(4.20) προκύπτει η σχέση:  

1( ) Zx Y AY b Zx−= +                                                          (4.21)  

η οποία ικανοποιεί τους περιορισµούς , n m
zAx b x −= ∀ ∈ℝ . Άρα το πρόβληµα:  
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min ( ) ,f x Ax b=  

µπορεί να εκφραστεί ως το ακόλουθο πρόβληµα ελαχιστοποίησης χωρίς περιορισµούς:  

1min ( ( ) )
Z

Z
X

f Y AY b Zx− + . 

       Για να έχει ο πίνακας AY καλό δείκτη κατάστασης (δεδοµένου ότι χρειάζετα να 

παραγοντοποιηθεί για να µας δώσει τον όρο 1( )Y AY b−  στην (4.21) ), οι πίνακες Y  και Z  

υπολογίζονται µέσω της παραγοντοποίησης QR  του πίνακα TA ως ακολούθως: 

1 2[ ]
0

T R
A Q Q  Π =                                                          

 (4.22) 

όπου ο πίνακας 1 2[ ]Q Q  είναι ορθογώνιος,  οι πίνακες 1
xn mQ ∈ℝ  και ( )

2
n n mQ × −∈ℝ  έχουν ορθοκανονικές 

στήλες,  ο πίνακας mxmR∈ℝ  είναι άνω τριγωνικός και αντιστρέψιµος και mxmΠ∈ℝ  είναι ο πίνακας 

αντιµετάθεσης.Ορίζοντας 1Y Q=  και 2Z Q=  προκύπτει:  

[ ]
0

T T TR
A Y Z YR A YR Π = = ⇒ = Π  

 

       Εποµένως, ( )T T T T T T TY A Y YR AY R AY R= Π ⇒ = Π ⇒ =Π  και ο δείκτης κατάστασης του πίνακα 

AY  είναι ο ίδιος µε αυτόν του πίνακα R .  

       Ένας απλός υπολογισµός δείχνει ότι η ειδική λύση: 1 1
1( ) ( )T T TY AY b Y R b Q R b− − −= Π = Π  µπορεί 

επίσης να γραφτεί ως 1( )T TA AA b−
 
η οποία αποτελεί τη λύση του ακόλουθου προβλήµατος: 

2min || || ,x Ax b=  

και είναι η λύση ελάχιστης νόρµας του συστήµατος Ax b=  όπως φαίνεται στο σχήµα 4.2. 

 

 

Σχήµα. 4.2 Το βήµα ελάχιστης νόρµας. 

 

       Επισηµαίνεται ότι η µέθοδος εξάλειψης των µεταβλητών δεν είναι πάντα ευεργετική όταν 

υπάρχουν ανισωτικοί περιορισµοί µιας και οι περιορισµοί αυτοί θα µπορούσαν να καταστούν πιο 

πολύπλοκοι µε την εφαρµογή της µεθόδου. Ένα παράδειγµα αυτού του φαινοµένου δίνεται στο ([2], 

σελ.434). 
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4.3   Υπολογισµός της κατεύθυνσης έρευνας τετραγωνικών προβληµάτων. 

 

       Η προσπάθεια που απαιτείται για την εξεύρεση λύσης του τετραγωνικού προβλήµατος εξαρτάται 

από τα χαρακτηριστικά της συνάρτησης κόστους και τον αριθµό των ανισωτικών περιορισµών. Αν η 

µήτρα Hessian είναι θετικά ηµιορισµένη το πρόβληµα είναι ένα κυρτό τετραγωνικό πρόβληµα 

ελαχίστου η επίλυση του οποίου είναι παρόµοια σε δυσκολία µε εκείνη ενός γραµµικού 

προβλήµατος. Αυστηρά κυρτά προβλήµατα είναι εκείνα στα οποία η µήτρα  Hessian είναι θετικά 

ορισµένη και τέλος µη κυρτά προβλήµατα είναι εκείνα στά οποία η µήτρα Hessian είναι αόριστη 

(δηλ. κάποιες από τις ιδιοτιµές της είναι θετικές και κάποιες άλλες αρνητικές) , περίπτωση κατά την 

οποία µπορεί να υπάρχουν διάφορα στάσιµα σηµεία και τοπικά ελάχιστα. 

 

 

4.3.1 Τετραγωνικό πρόβληµα µε ισωτικούς περιορισµούς. 

 

       Έστω ότι στην επανάληψη ( , )k kx λ  ορίζεται το τετραγωνικό πρόβληµα (4.7) το οποίο δίνεται από 

τη σχέση:  

21min , 0
2

T T
xx k k k k

p
p p f p A p c∇ +∇ + =L  

Θεωρόυµε επίσης ότι ικανοποιούνται οι υποθέσεις  (4.1), έτσι που η λύση του προβλήµατος (4.7) 

δίνεται από το σύστηµα (4.8): 

2

1

T
kxx k k

k k

k

k

fpA

cA O λ +

−∇ ∇ −    
=    −    

L

 

       Μια σηµαντική παρατήρηση αναφορικά µε τον πίνακα KKT είναι ότι εάν 1m ≥  είναι πάντα 

αόριστος.  Αποδεικνύεται ότι  εάν ο πίνακας 2T
xx kZ Z∇ L  είναι θετικά ορισµένος τότε ο KKT πίνακας 

έχει n  θετικές και m  αρνητικές ιδιοτιµές ([2], Θεώρηµα 16.3, σελ. 454). 

 

A. Η µέθοδος συµπληρώµατος του Shur.  

 

       Η µέθοδος συµπληρώµατος του Shur (Shur-Complement Method) χρησιµοποιείται όταν η 

µήτρα δευτέρων παραγώγων της Λανγκρανζιανής συνάρτησης 2
xx k∇ L  είναι θετικά ορισµένη. 

Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη εξίσωση στο σύστηµα (4.8) µε 2 1
k xx kA −∇ L  και εν συνεχεία 

αφαιρώντας τη δεύτερη εξίσωση προκύπτει το ακόλουθο γραµµικό σύστηµα:   

                                             2 1 2 1
1( )T

k xx k k k k xx k k kA A A f cλ− −
+∇ = ∇ ∇ −L L                                         (4.23) 

       Το σύστηµα αυτό επιλύεται ως προς 1kλ +  και κατόπιν το kp  υπολογίζεται από την πρώτη εξίσωση 

του συστήµατος (4.8):    

                                                      2
1

T
xx k k k k kp f A λ +∇ = −∇ +L                                                     (4.24) 
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       Η προσέγγιση αυτή, δεδοµένου ότι  απαιτεί την εκτέλεση υπολογισµών µε τον πίνακα 2 1
xx k

−∇ L  

καθώς επίσης και την παραγοντοποίηση του xm m  πίνακα 2 1 T
k xx k kA A−∇ L , είναι ωφέλιµη όταν: 

i.   ο πίνακας 2
xx k∇ L  αντιστρέφεται εύκολα (Για παράδειγµα όταν ο πίνακας 2

xx k∇ L  είναι διαγώνιος ή 

block-διαγώνιος), ή 

ii.  ο πίνακας 2 1
xx k

−∇ L  είναι γνωστός µέσω ενός τύπου ενηµέρωσης Quasi-Newton, ή 

iii. ο αριθµός των περιορισµών m  είναι µικρός έτσι που ο αριθµός των απαιτούµενων 

οπισθοδροµίσεων (πίσω αντικαταστάσεων) για τη µορφοποίηση του πίνακα 2 1 T
xx kA A−∇ L  δεν είναι 

πόλύ µεγάλος. 

       Η ονοµασία “Schur-Complement” της µεθόδου προέρχεται από το γεγονός ότι οι εξισώσεις 

(4.23) και (4.24) προκύπτουν από την εφαρµογή της µεθόδου απαλοιφής Gauss στην στo σύστηµα 

(4.8) µε τον πίνακα 2
xx k∇ L  οδηγό, περίπτωση κατά την οποία ο KKT  πίνακας λαµβάνει την άνω 

τριγωνική block µορφή: 

2

2 1

T
xx k k

T
xx k k

A

O A A−

 ∇
 

− ∇ 

L

L
 

και ο πίνακας 2 1 T
xx kA A−∇ L  είναι γνωστός στην ωρόλογία της γραµµικής άλγεβρας ως το συµπλήρωµα 

schur της µήτρας 2
xx k∇ L  στον KKT πίνακα. 

 

B. Η Μέθοδος Μηδενικού Χώρου. 

 

       Η Μέθοδος Μηδενικού Χώρου (Null-Space Method) δεν απαιτεί την αντιστρεψιµότητα της 

µήτρας 2
xx k∇ L  και συνεπώς παρουσιάζει ευρύα εφαρµοσιµότητα.  Η µέθοδος αυτή αξιώνει µόνο ο 

πίνακας kA  να είναι πλήρους βαθµού και η  και η απλοποηµένη µήτρα δευτέρων παραγώγων της 

Λανγκρανζιανής συνάρτησης 2
k
T

xx k kZ Z∇ L  να είναι θετικά ορισµένη. Ωστόσο, στη µέθοδο αυτή 

απαιτείται η γνώση του ( )xn n m−  πίνακα βάσης kZ . Όπως και στη µέθοδο συµπληρώµατος το 

σύστηµα εξισώσεων (4.8) διαχωρίζεται σε δύο µικρότερα συστήµατα. 

       Αντικαθιστώντας την κατεύθυνση έρευνας k k Y k Zp Y p Z p= + , όπου k YY p  είναι µια συγκεκριµένη 

λύση του προβλήµατος k k kA p c=−  και k ZZ p  είναι µια µετατόπιση κατά µήκος αυτών των 

περιορισµών, στη δεύτερη εξίσωση του συστήµατος (4.8) και ανακαλώντας ότι 0k kA Z = , τότε: 

 ( )k k Y kAY p c=−                                                             (4.25) 

και δεδοµένου ότι ο πίνακας k kA Y  είναι αντιστρέψιµος,  το Yp  είναι καλώς ορισµένο. 

       Επιπλέον, αντικαθιστώντας το kp  στην πρώτη εξίσωση του συστήµατος (4.8) και 

πολλαπλασιάζοντας µε T
kZ  προκύπτει το εξής σύστηµα: 
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 2 2( )T T T
k xx k k Z k xx k k Y k kZ Z p Z Y p Z f∇ =− ∇ − ∇L L                                          (4.26) 

το οποίο, επιλύεται ως προς Zp  εκτελώντας µια παραγοντοποίηση cholesky στην απλοποιηµένη 

µήτρα  δευτέρων παραγώγων της Λανγκρανζιανής συνάρτησης 2T
k xx k kZ Z∇ L . 

       Λόγω τώρα της αντιστρεψιµότητας του πίνακα k kA Y , ο πολλαπλασιαστής Lagrange 1kλ +  

λαµβάνεται µέσω της πρώτης εξίσωσης του συστήµατος (4.8) ως η λύση του ακόλουθου γραµµικού 

συστήµατος: 

 2
1( ) ( )k

T T
k k k k xx k kA Y Y f pλ + = ∇ +∇ L                                               

   (4.27) 

       Μέσω της εισαγωγής διαφόρων προσεγγίσεων ο υπολογισµός της µήτρας Hessian είναι δυνατόν 

να αποφευχθεί. 

       Σαν πρώτη εκδοχή, ο όρος που συµπεριλαµβάνει τη κατεύθυνση έρευνας kp  εξαλείφεται από το 

δεξιό µέλος της σχέσης (4.27) διαχωρίζοντας κατά αυτόν τον τρόπο τους υπολογισµούς των kp  και

1kλ + . Η απλούστευση αυτή δικαιολογείται από την παρατήρηση του ότι η κατεύθυνση έρευνας kp  

συγκλινει στο µηδέν όσο πλησιάζουµε στη λύση ενώ για το kf∇ φυσιολογικά δεν ισχύει κάτι τέτοιο. 

Συνεπώς οι πολλαπλασιαστές υπολογισµένοι κατά αυτόν το τρόπο θα αποτελούν ικανοποιητικές 

εκτιµήσεις των πολλαπλασιαστών του τετραγωνικού προβήµατος αρκετά κοντά στη λύση. Επιπλέον, 

επιλέγοντας T
k kY A=  

(όταν ο πίνακας kA  είναι πλήρους βαθµού), το 1kλ +  δίνεται µέσω: 

 1
1 ( )T

k k k k kA A A fλ −
+ = ∇                                                           (4.28) 

και καλούνται επίσης πολλαπλασιαστές ελαχίστων τετραγώνων δεδοµένου ότι µπορούν να 

προκύψουν επίσης από την επίλυση του προβλήµατος:  

1

2
1 2min || ||

k

T
k k kf A

λ
λ

+
+∇ − . 

Οι πολλαπλασιαστές αυτοί είναι χρήσιµοι ακόµη και όταν η τρέχουσα επανάληψη είναι µακριά από 

την λύση µιας και επιχειρούν να ικανοποιήσουν  τις συνθήκες βελτίστου πρώτης τάξης (4.2) όσο το 

δυνατόν καλύτερα. 

       Σε αλγόριθµους στη πράξη,  για τον υπολογισµό του 1kλ +  χρησιµοποιώντας την πιο πρόσφατη 

διαθέσιµη πληροφορία,  πρώτα βρίσκεται η κατεύθυνση έρευνας kp  µέσω των εξισώσεων  (4.25)-

(4.26) και το 1kλ +  ορίζεται στη συνέχεια µέσω της (4.27) µε τους όρους στο δεξιο µέλος 

αποτιµηµένους στην επανάληψη 1kx + . 

       Μια δεύτερη απλούστευση της µεθόδου αποτελεί η αποµάκρυνση του όρου 2T
k xx k k YZ Y p∇ L  στην 

(4.26) αποφέροντας µε αυτό τον τρόπο το απλούστερο σύστηµα: 

 2( )T T
k xx k k Z k kZ Z p Z f∇ =− ∇L                                                     (4.29) 

Η παράληψη του όρου 2T
k xx k k YZ Y p∇ L  δικαιολογείται όταν για τον υπολογισµό του Zp

 
γίνεται χρήση 
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 µιας Quasi-Newton προσέγγιση της απλοποιηµένης µήτρας Hessian 2T
k xx k kZ Z∇ L  παρέχοντας κατ’ 

αυτόν τον τρόπο υπεργραµµική σύγκλιση, ενώ απ’ την άλλη µεριά η Yp  συνιστώσα (4.25) βασίζεται 

σε µια επανάληψη Newton εφαρµοσµένη στους περιορισµούς ( ) 0c x =  έτσι που αναµένεται για το Yp  

να συγκλίνει στο µηδέν τετραγωνικά. Συνεπώς παρατηρείται στη πράξη ότι 
| | | |

0
| | ||

Y

Z

p

p
→  και άρα η 

(3.20) είναι µια καλή προσέγγιση της (4.26). Η µεθόδευση αυτή έχει το πλεονέκτηµα ότι απαιτείται  

µόνο η προσέγγιση της µήτρας 2T
k xx k kZ Z∇ L  και όχι της 2T

k xx k kZ Y∇ L  αλλά το τίµηµα είναι ότι το 

συνολικό βήµα kp  δεν αποτελεί πλέον µια λύση του συστήµατος KKT αλλά µια προσέγγιση αυτής.  

       Σε γενικές γραµµές ο ουσιώδης περιορισµός της µεθόδου κρύβεται  στην αναγκαιότητα του 

πίνακα kZ  ο υπολογισµός του οποίου µπορεί να είναι πολύ δαπανηρός σε µεγάλης έκτασης 

προβλήµατα και εάν η επιλογή του είναι ανεπαρκής (δεδοµένου ότι δεν ορίζεται µε µοναδικό τρόπο), 

το απλοποιηµένο σύστηµα (4.26) ή (4.29) µπορεί να προκύψει  να έχει µη ικανοποιητική κατάσταση. 

Απ’ την άλλη µεριά, εάν ο πίνακας kZ  επιλεχθεί να έχει ορθοκανονικές στήλες, τότε  η κατάσταση 

της µήτρας 2T
k xx k kZ Z∇ L  είναι τουλάχιστον τόσο καλή όσο και αυτή της µήτρας 2

xx k∇ L  µε εξαίρεση τη 

περίπτωση µεγάλων σε µέγεθος προβληµάτων  (ο πίνακας A να είναι µεγάλος), στα οποία ο 

υπολογισµός ενός ορθοκανονικού πίνακα kZ  είναι δαπανηρός. Στη περίπτωση αυτή χρησιµοποιείται 

µια από τις λιγότερο αξιόπιστες επιλογές για τον πίνακα kZ όπως έχουν περιγραφεί στην ενότητα 4.2. 

 

 

4.3.2 Τετραγωνικό πρόβληµα µε ισωτικούς και ανισωτικούς περιορισµούς.  

 

       Η κατεύθυνση έρευνας στις µεθόδους SQP µε αναζήτηση γραµµής για προβλήµατα 

βελτιστοποίησης µε ανισωτικούς περιορισµούς προκύπτει από την επίλυση του υποπροβλήµατος  

(4.12) διαµέσου της µεθόδου ενεργού συνόλου  η οποία είναι αποτελεσµατική για µικρά και µεσαία 

σε µέγεθος κυρτά τετραγωνικά προβλήµατα. 

       Αν *( )i p∉ ∩I A τότε *( ) ( ) 0T
i k i kc x p c x∇ + > και από τη συνθήκη συµπληρωµατικότητας * 0iλ = . 

Εξειδικεύοντας τις συνθήκες KKT στο πρόβληµα (4.12), οποιαδήποτε λύση *p του (4.12) ικανοποιεί 

τις ακόλουθες συνθήκες 1
ης

 τάξης, για κάποιους πολλαπλασιαστές Lagrange *
iλ ,

* *( ) { { : ( ) ( ) 0}}T
i k i ki p i i c x p c x∈ = ∈ ∈ ∇ + =∪A E I  

*

2 * *

( )

( ) 0xx k k i i k

i p

p f c xλ
∈

∇ +∇ − ∇ =∑
A

L

                                       

(4.30α)

 

* *( ) ( ) 0 , ( )T
i k i kc x p c x i p∇ + = ∀ ∈A

                                         
(4.30β)

 

* *( ) ( ) 0 , \ ( )T
i k i kc x p c x i p∇ + ≥ ∀ ∈I A                                           (4.30γ)

 

* *0 , ( )i i pλ ≥ ∀ ∈ ∩I A                                                  (4.30δ) 
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       Στις συνθήκες βελτίστου (4.30) δεν θεωρείται ότι ισχύει η συνθήκη LICQ, δηλαδή της γραµµικής 

ανεξαρτησίας των κλίσεων των ενεργών περιορισµών στην λύση µιας και αυτή µπορεί να 

αντικατασταθεί από κάποια άλλη όπως η γραµµικότητα των περιορισµών η οποία σαφώς και 

ικανοποιείται σε προβλήµατα τετραγωνικού προγραµµατισµού. 

       Για κυρτά προβλήµατα τετραγωνικού προγραµµατισµού (όταν η µήτρα 2
xx k∇ L  είναι θετικά 

ηµιορισµένη),  οι συνθήκες (4.30) είναι όντως ικανές για την κατεύθυνση έρευνας *p  ώστε να 

αποτελεί τη γενική λύση σύµφωνα µε τι ακόλουθο θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 4.3 ([2], Θεώρηµα 16.4, σελ. 464). 

 Αν η κατεύθυνση έρευνας *p  ικανοποιεί τις συνθήκες (4.30) για κάποιο * *, ( )i i pλ ∈A και η µήτρα

2
xx∇ L είναι θετικά ηµιορισµένη, τότε το *p  είναι γενική λύση του προβλήµατος (4.12). 

� 

 

       Οι ικανές συνθήκες 2
ης

 τάξης έτσι ώστε η κατεύθυνση έρευνας *p  να αποτελεί ένα τοπικό 

ελάχιστο ικανοποιούνται αν η απλοποιηµένη µήτρα 2T
xx kZ Z∇ L  είναι θετικά ορισµένη, όπου ο 

πίνακας Z  είναι µία βάση στον µηδενικό χώρο του Ιακωβιανού πίνακα των ενεργών περιορισµών οι 

γραµµές του οποίου είναι οι *, ( )T
ia i p∀ ∈A . Στη περίπτωση αυτή η κατεύθυνση έρευνας *p  είναι 

µια αυστηρά τοπική λύση σύµφωνα µε το θεώρηµα 2.11. 

       Όταν η µήτρα 2
xx∇ L  δεν είναι θετικά ορισµένη το γενικό πρόβληµα ελαχιστοποίησης (4.12) 

αποτελεί ένα µη κυρτό πρόβληµα τετραγωνικού προγραµµατισµού (αποκαλούµενο αλλιώς και ως 

αόριστο) και µπορεί να έχει περισσότερα από ένα αυστηρά τοπικά ελάχιστα, προκαλώντας κατά 

αυτόν τον τρόπο κάποια επιπλοκή στον αλγόριθµο. 

       Μια δεύτερη ιδιότητα η οποία προκαλεί δυσκολίες σε κάποιους αλγόριθµους είναι ο εκφυλισµός 

ο οποίος αναφέρεται σε καταστάσεις στις οποίες: 

i.  Οι κλίσεις των ενεργών περιορισµών *( ) , ( )ic x i p∇ ∀ ∈A  είναι γραµµικά εξαρτηµένες στη λύση *p

ή/και 

ii. Η συνθήκη αυστηρής συµπληρωµατικότητας δεν ισχύει, δηλαδή υπάρχουν ασθενώς ενεργοί 

περιορισµοί. 

       Κατά την περίπτωση όπου λαµβάνει χώρα η κατάσταση (i) προξενούνται αριθµητικές δυσκολίες 

κατά τον υπολογισµό του βήµατος, αφού συγκεκριµένοι πίνακες οι οποίοι πρέπει να 

παραγοντοποιηθούν καθίστανται µε ελλιπή βαθµό. Από την άλλη µεριά στη περίπτωση της 

κατάστασης (ii) είναι δύσκολο να προσδιοριστεί από τον αλγόριθµο το κατά πόσον οι περιορισµοί 

αυτοί είναι ενεργοί στην λύση. 
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A. Μέθοδος ενεργού συνόλου για κυρτά προβλήµατα τετραγωνικού προγραµµατισµού. 

 

       Θεωρείται ότι η µήτρα δευτέρων παραγώγων της Λανγκρανζιανής συνάρτησης 2
xx k∇ L  είναι 

θετικά ορισµένη και µελετάται το τετραγωνικό πρόβληµα (4.12).  Στην περίπτωση όπου τα 

περιεχόµενα του βέλτιστου ενεργού συνόλου *( )pA  θα µπορούσαν να ήταν από πριν γνωστά,  η 

λύση *p  θα ήταν δυνατόν να εξευρεθεί από την επίλυση του τετραγωνικού προβλήµατος µε 

ισωτικούς περιορισµούς: 

2 *1min , ( ) ( ) 0 , ( )
2

T T T
k k xx k i k i k

p
f f p p p c x p c x i p+∇ + ∇ ∇ + = ∈L A  

       Η εκδοχή των µεθόδων ενεργού συνόλου η οποία χρησιµοποιείται περισσότερο συχνά στη πράξη 

είναι η πρόσέγγιση µέσω ενός τετραγωνικού προβλήµατος µε ισωτικούς περιορισµούς, σύµφωνα µε 

την οποία επιλέγεται ένα υποσύνολο των περιορισµών σε κάθε επανάληψη kp  να είναι το 

αποκαλούµενο δοκιµαστικό σύνολο kW  και επιλύονται µόνο προβλήµατα µε ισωτικούς περιορισµούς 

της µορφής (4.7), µε τους περιορισµούς στα δοκιµαστικά σύνολα να επιβάλλονται σαν ισότητες και 

όλους τους υπόλοιπους να αγνοούνται. Για το λόγο αυτό η προσέγγιση αυτή παρουσιάζει το 

πλεονέκτηµα ότι σε µεγάλης κλίµακας προβλήµατα τα τετραγωνικά υποπροβλήµατα µε ισωτικούς 

περιορισµούς είναι λιγότερο δαπανηρά κατά την επίλυσή τους από ότι το γενικό πρόβληµα (4.12). 

       ∆εδοµένης µιας επανάληψης kp  και του δοκιµαστικού συνόλου των ενεργών περιορισµών kW , 

αν το kp  δεν ελαχιστοποιεί το τετραγωνικό µοντέλο  στον υπόχωρο που ορίζεται από το kW , 

υπολογίζεται µια κατεύθυνση έρευνας kpɶ  επιλύοντας ένα τετραγωνικό υποπρόβληµα ισωτικών 

περιορισµών µε τους περιορισµόυς στο δοκιµαστικό σύνολο να θεωρούνται ως ισότητες και όλους 

τους υπόλοιπους να µην λαµβάνονται προσωρινά υπόψην. Το δοκιµαστικό σύνολο ανανεώνεται σε 

κάθε επανάληψη είτε µε την προσθήκη σε αυτό του περιορισµού που γίνεται πρώτος ενεργός κατά 

µήκος της kpɶ  είτε µέσω κανόνων βασισµένων  στις εκτιµήσεις των πολλαπλασιαστών Lagrange. 

       Ορίζοντας, kp p p= −ɶ  και αντικαθιστώντας για το p  στη συνάρτηση κόστους προκύπτει: 

21( )
2

T T
xx k k km p p p g p ρ= ∇ + +ɶ ɶ ɶ ɶ ɶL  όπου 2 21,

2
T T

k xx k k k k k xx k k k kg p f p p f pρ=∇ +∇ = ∇ +∇L L . 

Ο όρος kρ  είναι ανεξάρτητος του pɶ  έτσι που η τετραγωνική συνάρτηση κόστους η οποία πρέπει να 

ελαχιστοποιηθεί στην k  επανάληψη  είναι 21( )
2

T T
xx k km p p p g p= ∇ +ɶ ɶ ɶ ɶL . Απ΄ την άλλη µεριά, για κάθε

ki W∈ , η τιµή ( )T
i kc x p∇  δεν µεταβάλλεται κατά µήκος της λύσης kpɶ  αν ικανοποιείται η σχέση: 

( ) 0 ,T
i k k kc x p i W∇ = ∈ɶ  

αφού ( )( ) ( ) ( ) ,T T
i k k k k i k k i k kc x p a p c x p c x a∇ + =∇ =− ∀ɶ , άρα οι περιορισµοί ικανοποιούνται για κάθε ka . 

       Με βάση όλα τα παραπάνω το προς επίλυση στην k  επανάληψη  υποπρόβληµα γράφεται ως: 



79 

 

                                       21min , ( ) 0 ,
2

T T
xx k k i k k

p
p p g p c x p i W∇ + ∇ = ∈ɶ ɶ ɶ ɶL

                           
(4.31) 

Αν το k kp p p= + ɶ  ανήκει στο επιτρεπτό σύνολο σε σχέση µε όλους τους περιορισµούς, τότε  

1k k kp p p+ = + ɶ  διαφορετικά 1k k k kp p a p+ = + ɶ  όπου ka  επιλέγεται να είναι το µεγαλύτερο µήκος βήµατος 

στο διάστηµα [0, 1] για το οποίο όλοι οι περιορισµοί ικανοποιούνται και το οποίο προσδιορίζεται 

αποκλειστικά από τους περιορισµούς που δεν ανήκουν στο δοκιµαστικό σύνολο kW ώς εξής: 

� Αν ( ) 0T
i kc x p∇ ≥ɶ  για κάποιο ki W∉ , τότε ( ) ( ) ( ) ( )T T

i k k k k i k k i kc x p a p c x p c x∇ + ≥∇ ≥−ɶ  , 0ka∀ ≥  έτσι 

που ο περιορισµός i  θα ικανοποιείται. 

� Αν ( ) 0T
i k kc x p∇ <ɶ  για κάποιο ki W∉ , τότε ( ) ( ) ( )T

i k k k k i kc x p a p c x∇ + ≥−ɶ  µόνο στη περίπτωση που  

 
( ) ( )

( )

T
i k i k k

k T
i k k

c x c x p
a

c x p

− −∇≤
∇ ɶ

                                                     

(4.32) 

      Η µείωση της αντικειµενικής συνάρτησης ( )km pɶ  µεγιστοποιείται µε παράλληλη ικανοποίηση των   

     περιορισµών όταν το ka  επιλέγεται ως: 

 

0( )

( ) ( )
min 1 , min

( )k
T

i k k

T
i k i k k

k Ti W
i k k

c x p

c x c x p
a

c x p
<

∉
∇

 − −∇ =
∇ 

 ɶ
ɶ

                                     (4.33) 

       Οι περιορισµοί για τους οποίους επιτυγχάνεται το ελάχιστο µέσα στις παρενθέσεις στη σχέση 

(4.33) καλούνται περιορισµοί µπλοκαρίσµατος (blocking constraints) και το ελάχιστο αυτό είναι το 

µέγιστο µήκος βήµατος κατά µήκος της kpɶ  που εφασφαλίζει ότι το επόµενο σηµείο θα είναι 

επιτρεπτό. 

� Αν 1ka < , το σύνορο του επιτρεπτού συνόλου απαντάται πριν ολοκληρωθεί η κάθοδος στη 

κατεύθυνση kpɶ
 
µέχρι το σηµείο *p p= που αντιστοιχεί σε 1ka =  (το βήµα κατά µήκος της kpɶ  

έχει µπλοκαριστεί από κάποιο περιορισµό i  kW∉ ). Στο νέο σηµείο 1k k k kp p a p+ = + ɶ  ο περιορισµός 

ο οποίος δεν ήταν ενεργός στο kp  καθίσταται ενεργός. Τότε κατασκευάζεται ένα νέο 

δοκιµαστικό σύνολο 1kW +  προσθέτοντας αυτόν τον περιορισµό στο kW  και η διαδικασία 

επαναλαµβάνεται ώσπου να εξευρεθεί ένα σηµείο *p  που ελαχιστοποιεί την συνάρτηση κόστους 

στο τρέχων δοκιµαστικό σύνολο *W και οι αντίστοιχοι πολλαπλασιαστές Lagrange *,i ki Wλ ∈ . 

� Αν 1ka =  τότε 
*

1k k kp p p p+ = + =ɶ
 
όποτε στην επόµενη επανάληψη θα είναι 1 0kp + =ɶ  και 

τερµατίζουµε ανάλογα µε το πρόσιµο των πολλαπλασιαστών Lagrange.  

Το υποπρόβληµα (4.31) έχει µια λύση 0p=ɶ  και από τις συνθήκες βελτίστου προκύπτει ότι: 

 
*

* 2 *( )T
i k i k xx k k

i W

c x g p fλ
∈

∇ = =∇ +∇∑ L                                                      (4.34) 

Τα *p , *λ  ικανοποιούν την συνθήκη KKT (4.30α) αν * 0iλ = για *i W∉ . Επιπλέον λόγω του 

επιβαλλόµενου ελέγχου στο ka  η κατεύθυνση *p
 
είναι επιτρεπτή αναφορικά µε όλους τους 
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περιορισµούς έτσι που οι  συνθήκες KKT  (4.30β)  και  (4.30γ) ικανοποιούνται. Αναφορικά µε το 

πρόσηµο των πολλαπλασιαστών *
iλ  που αντιστοιχούν στους ανισωτικούς περιορισµούς του 

δοκιµαστικού συνόλου, δηλαδή για τους δείκτες *i W∈ ∩I , αν είναι όλοι µη αρνητικοί, τότε η 

συνθήκη KKT  (4.30δ) ικανοποιείται επίσης και συµπεραίνεται εποµένως ότι το *p  είναι ένα σηµείο 

KKT για το γενικό πρόβληµα (4.12). Αν απ΄ την άλλη µεριά, ένα ή περισσότερα από τα 

* *,i i Wλ ∈ ∩I  είναι αρνητικό, η συνάρτηση κόστους ( )m ⋅  
µπορεί να µειωθεί παραλείποντας έναν 

από αυτούς τους περιορισµούς απ΄ το δοκιµαστικό σύνολο και εν συνεχεία ένα καινούργιο βήµα 

υπολογίζεται µέσω της επίλυσης ενός νέου υποπροβλήµατος (4.12). Η στρατηγική αυτή παράγει µια 

κατεύθυνση έρευνας pɶ  στη νέα επανάληψη η οποία ανήκει στο επιτρεπτό σύνολο αναφορικά µε τον  

περιορισµό που έχει παραληφθεί ([2], Θεώρηµα 16.5, σελ. 470). 

       Στην πράξη συχνά επιλέγεται να παραληφθεί ο περιορισµός i , στον οποίο αντιστοιχεί ο πιο 

αρνητικός πολλαπλασιαστής *
iλ , παρακεινούµενοι από το γεγονός ότι ο ρυθµός µείωσης στη 

συνάρτηση κόστους όταν ένας από τους περιορισµούς απαλείφεται είναι ανάλογος του µέτρου του 

πολλαπλασιαστή Lagrange για τον εν λόγω περιορισµό. 

       Τέλος αποδεικνύεται ότι οποτεδήποτε το kpɶ  το οποίο λαµβάνεται από την (4.31) είναι 

διαφορετικό του µηδενός και ικανοποιεί τις ικανές συνθήκες 2
ης

 τάξης για το τρέχων δοκιµαστικό 

σύνολο,  η συνάρτηση κόστους ( )m ⋅  είναι αυστηρά φθίνουσα κατά µήκος της κατεύθυνσης kpɶ  ([2], 

Θεώρηµα 16.6, σελ. 471) και εποµένως  όταν η µήτρα 
2
xx k∇ L  είναι θετικά ορισµένη – αυστηρά κυρτή 

περίπτωση – οι ικανές συνθήκες δεύτερης τάξης ικανοποιούνται για κάθε 0kp ≠ɶ . 

       Η µέθοδος ενεργού συνόλου περιγράφεται από τον αλγόριθµο 4.2 που ακολουθεί ([2], 

Αλγόριθµος 16.3, σελ. 472).  

 

 Αλγόριθµος 4.2 (Μέθοδος ενεργού συνόλου) 

 Compute a feasible starting point op  and set oW  

 For 0,1,2,....k=  

  Solve (4.31) to find kpɶ  

  if 0kp =ɶ : Compute 
*
iλ  that satisfy (4.34) with *

kW W=  

                  if
* 0,i ki Wλ ≥ ∀ ∈ ∩I : set solution *

kp p=  

                  else: find index ki W∈ ∩I in which corresponds the most negative Multiplier 
*
iλ  

           Set 1 \{1}k kW W+ =  and 1k kp p+ =  

 else ( 0)kp ≠ɶ : compute ka  from (4.33) and set 1k k k kp p a p+ = + ɶ  

                        if there are blocking constraints obtain 1kW + by adding one of  these constraints to kW . 

                        else: set 1k kW W+ = . 

 end (for). 
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4.4   Η µήτρα Hessian του τετραγωνικού µοντέλου 

 

       Στη πράξη οι µέθοδοι SQP πρέπει να είναι ικανές να συγκλίνουν από αποµακρυσµένα αρχικά 

σηµεία αλλά και σε περιπτώσεις µη κυρτών προβληµάτων. Η αντιστοιχιά µεταξύ των µεθόδων SQP 

και Newton βασίζεται στην επιλογή της µήτρας Hessian ως τη µήτρα Hessian της Λανγκρανζιανής 

συνάρτησης 2 ( , )xx k kx λ∇ L
 
η οποία οδηγεί σε τετραγωνική τάξη σύγκλισης υπό κατάλληλες (εύλογες) 

προυποθέσεις. Ωστόσο, η µήτρα αυτή περιέχει δεύτερες παραγώγους της συνάρτησης κόστους και 

των περιορισµών, πληροφορία που δεν είναι εύκολο να υπολογιστεί σε ορισµένες εφαρµογές. 

Επιπλέον µπορεί να µην είναι πάντα θετικά ορισµένη στον µηδενικό χώρο των περιορισµών.  

       Σε προβλήµατα χωρίς περιορισµούς η επανάληπτική διαδικασία του Newton για την 

ελαχιστοποίηση µιας συνάρτησης f  κάνει ένα βήµα προς το ελάχιστο του τετραγωνικού µοντέλου 

της συνάρτησης. Ωστόσο, η προσέγγιση αυτή είναι χρήσιµη κοντά στη λύση όπου η µήτρα Hessian 

2
kf∇  είναι κανονικά θετικά ορισµένη και η τετραγωνική συνάρτηση έχει ένα καλά ορισµένο σηµείο 

ελαχίστου. Στην αντίθετη περίπτωση, οι µέθοδοι περιοχής εµπιστοσύνης διασφαλίζουν ότι η νέα 

επανάληψη είναι πάντα καλώς ορισµένη µέσω του περιορισµού του υποψήφιου βήµατος kp  σε µια 

γειτονιά του σηµείου αναφοράς  και οι µέθοδοι αναζήτησης γραµµής απ’ την άλλη µεριά, 

τροποποιούν τη µήτρα Hessian 2
kf∇  έτσι ώστε να καταστεί θετικά ορισµένη - κυρίως µέσω της 

αντικατάστασής της από µια Quasi-Newton προσέγγιση kB  - µε σκοπό να διασφαλιστεί ότι η 

κατεύθυνση έρευνας kp   αποτελεί µια κατεύθυνση καθόδου για την αντικειµενική συνάρτηση. 

       Παρόµοιες τεχνικές χρησιµοπιούνται και στις µεθόδους SQP. Αν η µήτρα 2
xx k∇ L  ικανοποιεί τη 

συνθήκη 2 0 , 0T
xx kp p p∇ > ∀ ≠L , τότε το πρόβληµα τετραγωνικού προγραµµατισµού  έχει µοναδική 

λύση. Στην αντίθετη περίπτωση οι µέθοδοι αναζήτησης γραµµής απ’ τη µια µεριά  αντικαθιστούν τη 

µήτρα 2
xx k∇ L  µε µια θετικά ορισµένη προσεγγιστική µήτρα kB  και οι µέθοδοι περιοχής εµπιστοσύνης 

απ’ την άλλη µεριά (οι οποίες δύνανται να χειριστούν αόριστες µήτρες Hessians), προσθέτουν έναν 

περιορισµό στο υποπρόβληµα περιορίζοντας το βήµα σε µια περιοχή στην οποία το µοντέλο 

θεωρείται αξιόπιστο. Επιπλοκές µπορεί να προκύψουν ωστόσο, αφού ο συνυπολογισµός του 

περιορισµού αυτού µπορεί να καταστήσει το υποπρόβληµα µη εφικτό (infeasible) στη πράξη. 

 

 

4.4.1 Quasi-Newton προσεγγίσεις της πλήρους µήτρας Hessian. 

 

       ∆εδοµένου ότι  οι τύποι ανανέωσης BFGS και SR1 έχουν αποδειχθεί αρκετά  επιτυχηµένοι σε  

προβλήµατα βελτιστοποίησης χωρίς περιορισµούς,  εφαρµόζονται εξίσου καλά και στα πλαίσια της 
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µεθόδου SQP  σε προβλήµατα µε περιορισµούς.   Η διαδικασία ανανέωσης του πίνακα kB  κάνει 

χρήση των διανυσµάτων: 

1 1 1 1, ( , ) ( , )k k k k x k k x k ks x x y x xλ λ+ + + += − =∇ −∇L L                                 (4.35) 

και η νέα προσέγγιση 1kB +  υπολογίζεται κάνοντας χρήση των τύπων  BFGS και SR1 που δίνονται 

από τις σχέσεις (3.16) και (3.7) αντίστοιχα. 

 

A. Η ανανέωση BFGS. 

 

       Αν η µήτρα 2
xx k∇ L  είναι θετικά ορισµένη στη περιοχή όπου λαµβάνει χώρα η ελαχιστοποίηση, η 

επαναληπτική διαδικασία θα συγκλίνει αποτελεσµατικά και γρήγορα ακριβώς όπως και στη µέθοδο 

BFGS σε προβλήµατα χωρίς περιορισµούς. Ωστόσο, αν η µήτρα 2
xx k∇ L  έχει αρνητικές ιδιοτιµές, τότε 

η προσέγγιση αυτής µέσω µιας θετικά ορισµένης µήτρας χρησιµοποιώντας τον τύπο BFGS µπορεί να 

είναι αναποτελεσµατική  αφού απαιτεί τα ks , ky  να ικανοποιούν τη συνθήκη καµπυλότητας 0T
k ks y > , 

η οποία όµως ίσως και να µην διασφαλίζεται ακόµη και όταν οι επαναλήψεις λαµβάνουν χώρα κοντά 

στην λύση όταν τα ks  και ky  ορίζονται µέσω της σχέσης (4.35). Η δυσκολία αυτή ξεπερνιέται µέσω 

δύο στρατηγικών: 

 

� Στρατηγική Παράλειψης (Skipping strategy).  

 

       Με τη τεχνική αυτή η ανανέωση BFGS παραλείπεται αν δεν ικανοποιείται η συνθήκη: 

T T
k k k k ks y s B sθ≥ , όπου 20 ( 10 )θ −> ≈                                         (4.36) 

Ωστόσο, παρόλο που η στρατηγική αυτή έχει εκτελεστεί ικανοποιητικά σε αρκετά προβλήµατα, σε 

άλλα προβλήµατα παρουσιάζει φτωχές επιδόσεις ή ακόµη και αποτυχία.   

 

� Μετριασµένη BFGS Ανανέωση (Damped BFGS Updating). 

 

       Η τεχνική αυτή [17], είναι πιο δραστική και εξασφαλίζει ότι η ανανέωση είναι πάντα καλώς 

ορισµένη τροποποιώντας το ky  έτσι ώστε να διατηρείται η µήτρα kB  θετικά ορισµένη. 

∆εδοµένων των ks και ky  µέσω της (4.35) έστω (1 )k k k k k ky B sτ θ θ= + − , όπου το: 

1 , 0.2

(0.8 ) / ( ) , 0.2

k k

k k k k k

T T
k k k

k
T T T T T

k k k k k k k k

if s y s B s

s B s s B s s y if s y s B s

θ
 ≥

=
− <                          

(4.37) 

επιλέγεται να διατηρεί σε κάποιο βαθµό τη µήτρα kB  θετικά ορισµένη. Η ανανέωση kB  δίνεται από 

τον καθιερωµένο BFGS τύπο µε το ky  αντικαταστηµένο από το kτ  και εγγυάται ότι η µήτρα 1kB +  

είναι θετικά ορισµένη όταν 1kθ ≠  αφού:     

0,2 0k k
T T

k k ks s B sτ = >  
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Μια τιµή για το kθ  µε (0,1)kθ ∈ παράγει µια µήτρα η οποία παρεµβάλλει την τρέχουσα προσέγγιση 

1k kB B+ =  ( 0kθ = ) και εκείνη την οποία παράγεται από τη µη τροποιηµένη ανανέωση BFGS ( 1kθ = ) – 

και η οποία είναι πιθανών να παράγει µια αόριστη µήτρα - διασφαλίζοντας ότι η νέα προσέγγιση 

παραµένει ερκετά κοντά µε την τρέχουσα kB  και έτσι να εξασφαλίζεται ότι η µήτρα είναι θετικά 

ορισµένη. 

 

B. Η ανανέωση SR1. 

 

       ∆εδοµένου ότι η τεχνική µετριασµένης  BFGS ανανέωσης αποτυγχάνει να διαικπεραιώσει το 

πρόβληµα στη περίπτωση όπου η µήτρα 2
xx k∇ L  ίσως να µην είναι θετικά ορισµένη – και εποµένως η 

µήτρα kB  να µην αποτελεί µια ακριβή προσέγγιση της 2
xx k∇ L   - η ανανέωση SR1 στα πλαίσια της 

µεθοδολογίας  περιοχής εµπιστοσύνης αποδεικνύεται καταλληλότερη.  Η ανανέωση SR1 

επιτυγχάνεται µέσω της εφαρµογής του τύπου (3.7) µε τα ky  και ks ορισµένα µέσω της σχέσης 

(4.35), χρησιµοποιώντας τα αναγκαία µέτρα ασφάλειας. Αν η ανανέωση SR1 χρησιµοποιείται στο 

πλαίσιο των µεθόδων SQP µε αναζήτηση γραµµής οι οποίες δεν µπορούν να χειριστούν αόριστες 

προσεγγίσεις της µήτρας Hessian, ο SR1 τύπος πρέπει να τροποποιηθεί, πιθανών µε την προσθήκη 

ενός αρκετά µεγάλου πολλαπλάσιου του ταυτοτικού πίνακα. 

 

 

4.4.2 Quasi – Newton προσεγγίσεις της απλοποιηµένης µήτρας Hessian.  

 

       Η µέθοδος της απλοποιηµένης µήτρας Hessian προσεγγίζει µόνο την απλοποιηµένη µήτρα 

Hessian της Λανγκρανζιανής συνάρτησης 2 ( , )T
k xx k kZ x Zκλ∇ L  παρακινούµενη από το γεγονός ότι η 

µήτρα αυτή είναι συνήθως θετικά ορισµένη κοντά στην λύση. Η µέθοδος αυτή αναλύεται για 

προβλήµατα µε ισωτικούς περιορισµούς δεδοµένου ότι οι SQP µέθοδοι για το πλήρες πρόβληµα 

(4.11) κάνουν χρήση της µεθόδου µόνον αφού ένα υποπρόβληµα µε ισωτικούς περιορισµούς έχει 

παραχθεί, παρουσιάζοντας εποµένως το πλεονέκτηµα του ότι η πληροφορία αναφορικά µε τη µήτρα 

Hessian η οποία πρέπει να αποθηκευτεί είναι λιγότερη.  

       Η µέθοδος αυτή προκύπτει θεωρώντας τη διαδικασία υπολογισµού του βήµατος ενός 

τετραγωνικού προβλήµατος µε ισωτικούς περιορισµούς µέσω της µεθόδου µηδενικού χώρου 

κάνοντας χρήση των εξισώσεων (4.25) και (4.29) αντίστοιχα: 

( )k k Y kA Y p c=−  και 2( )k k
T T

xx k k Z kZ Z p Z f∇ =− ∇L  

Για την προσέγγιση της µήτρας 2
k
T

xx k kZ Z∇ L , έστω:  

1k k k k k k z k k Ya p x x a Z p a Y p+= − = +                                                   (4.38)  

είναι ένα βήµα από το ( , )kx κλ  στο 1 1( , )kx κλ+ + . 
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       Κάνοντας χρήση του Θεωρήµατος Taylor (παράρτηµα Π.1) και των πολλαπλασιαστών 

ελαχίστων τετραγώνων οι οποίοι δίνονται από τη σχέση 1
1 1 1 1 1( )T

k k k kA A A fκλ −
+ + + + += ∇  µε σκοπό να γίνει 

χρήση της πιο πρόσφατης διαθέσιµης πληροφοριάς αναφορικά µε το διάνυσµα των κλίσεων, 

προκύπτει: 

2
1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )xx k k k k x k k k k x k kx a p x a p xλ λ λ+ + + +∇ ≈∇ + −∇L L L  

Πολλαπλασιάζοντας εκατέρωθεν µε T
kZ  και χρησιµοποιώντας την σχέση (4.38) προκύπτει ότι: 

2 2
1 1 1 1 1 1( , ) ( , ) [ ( , ) ( )]T T T

k xx k k k k Z k xx k k k k Y k x k k k k x k kZ x Z a p Z x Y a p Z x a p xλ λ λ λ+ + + + + +∇ ≈ − ∇ + ∇ + −∇ +L L L L
 

Απαλλοίφοντας τον όρο 2
1 1( , )T

k xx k k k k YZ x Y a pλ+ +∇ L  όπως και στη µέθοδο µηδενικού χώρου προκύπτει:  

 1k k kM s y+ =                                                                 (4.39) 

όπου:  

k k Zs a p=                                                                
 (4.40α) 

1 1[ ( , ) ( , ]T
k k x k k k x ky Z x a p xκ κλ λ+ += ∇ + −∇L L                                       (4.40β) 

       Η νέα προσέγγιση 1kM +  ορίζεται εφαρµόζοντας τον τύπο  ανανέωσης BFGS και 

χρησιµοποιώντας τη σχέση (4.40) για τα ks και ky . 

       Ένα πλεονέκτηµα της µεθόδου είναι το γεγονός ότι η απλοποιηµένη µήτρα Hessian είναι πολύ 

πιο πιθανών να είναι θετικά ορισµένη ακόµη και όταν η τρέχουσα επανάληψη  δεν είναι κοντά στη 

λύση και έτσι ο µηχανισµός ασφάλειας στις υλοποιήσεις µε τη µέθοδο αναζήτησης γραµµής θα 

απαιτείται λιγότερο συχνά. Το ότι η συνθήκη 0
T
k ky s >  αναµένεται να ικανοποιείται κοντά στη λύση 

εξηγείται σύµφωνα µε την ανάλυση που ακολουθεί. Παίρνωντας το ks  να είναι το πλήρες βήµα 

προκύπτει:  

k k
T T

k Zy s y p=
                                                            

(4.41) 

Από τον ορισµό (4.40β) του ky  και το θεώρηµα Taylor (παράρτηµα Π.2) προκύπτει: 

T T T
k k k k k k k Z k k k Yy Z W p Z W Z p Z W Y p= = +ɶ ɶ ɶ  όπου 

1
2

1

0

( , )k xx k k kW x tp dtλ += ∇ +∫ɶ L  είναι η µέση µήτρα Hessian 

της Λανγκρανζιανής συνάρτησης στη διάρκεια του βήµατος kp .  Επακολουθεί από την (4.41) ότι:  

T T T T
k k Z k k k Z Z k k k Yy s p Z W Z p p Z W Y p= +ɶ ɶ

                                          
(4.42) 

Ο πρώτος όρος του δεξιού µέλους της (4.42) είναι θετικά ορισµένος µε την υπόθεση ότι ισχύουν οι 

ικανές συνθήκες 2ης τάξης. Επιπρόσθετα, ο όρος αυτός θα επικρατήσει τελικά του δεύτερου όρου - ο 

οποίος είναι απροσδιόριστου προσίµου – αφού το Yp συγκλίνει στο µηδέν γρηγορότερα από το Zp , 

καταλήγοντας σε µια θετική τιµή του T
k ky s . Ωστόσο η ιδιότητα αυτή δεν είναι εγγυηµένη ακόµη και 

αρκετά κοντά στη λύση και γι’ αυτό το λόγο ο µηχανισµός ασφάλειας είναι αναγκαίος για την 

αποφυγή κακών Quasi-Newton ανανεώσεων. Στη περίπτωση αυτή, η παράλειψη της ανανέωσης όταν 

η συνθήκη (4.36) δεν διασφαλίζεται,  είναι  περισσότερο εύλογη στις µεθόδους της απλοποιηµένης 
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 µήτρα Hessian µιας και εµφανίζεται λιγότερο συχνά. 

        Υπάρχουν πολλές παραλλαγές της (4.40β) µε παρόµοιες ιδιότητες.  Μια ικανοποιητική 

προσέγγιση προτεινόµενη από τους Coleman και Conn [18] ορίζει το ky  µε: 

 1 1[ ( , ) ( , )]T
k k x k k Z k x k ky Z x Z p xλ λ+ += ∇ + −∇L L                                      (4.43) 

όπου το T T
k k Z k k k Zy s p Z W Z p= ɶ  µε 

1
2

1

0

( , )k xx k Z kW x tp dtλ += ∇ +∫ɶ L  εξασφαλίζεται να είναι θετικό κοντά στη 

λύση. 

 

 

4.5  Συναρτήσεις αξίας. 

 

       Στη περίπτωση όπου ένας αλγόριθµος επίλυσης του µη γραµµικού προβλήµατος παράγει ένα 

βήµα το οποίο µειώνει τη συνάρτηση κόστους αλλά διευρείνει τη παραβίαση των περιορισµών, οι 

συναρτήσεις αξίας (merit functions) αποτελούν µια διαδικασία για το αν το παραγόµενο βήµα θα 

πρέπει ή όχι να γίνει αποδεκτό. Σε έναν τυπικό αλγόριθµο βελτιστοποίησης µε περιορισµούς ένα 

βήµα p  θα γίνει αποδεκτό µόνο εάν οδηγεί σε ικανή µείωση της συνάρτησης αξίας. 

       Οι µέθοδοι SQP χρησιµοποιούν µια συνάρτηση αξίας προκειµένου να αποφανθούν αν και κατά 

πόσον ένα δοκιµαστικό βήµα θα πρέπει να γίνει αποδεκτό. Στις µεθοδολογίες αναζήτησης γραµµής η 

συνάρτηση αξίας ρυθµίζει το µέγεθος του βήµατος, ενώ σε αυτές της περιοχής εµπιστοσύνης 

καθορίζει εάν το βήµα είναι ή όχι αποδεκτό ή απορριπτέο ή κατά πόσον η περιοχή εµπιστοσύνης θα 

πρέπει να προσαρµοστεί.  

       Σε προβλήµατα βελτιστοποίησης χωρίς περιορισµούς η αντικειµενική συνάρτηση αποτελεί  τη 

συνηθισµένη επιλογή για τη συνάρτηση αξίας, όπως επίσης και σε µεθόδους βετιστοποίησης 

προβληµάτων µε περιορισµούς στις οποίες το αρχικό σηµείο και όλες οι επόµενες επαναλήψεις 

ικανοποιούν όλους τους περιορισµούς του προβλήµατος. Απ’ την άλλη µεριά, σε αλγόριθµους οι 

οποίοι επιτρέπουν στις επαναλήψεις  να παραβιάζουν τους περιορισµούς, η συνάρτηση αξίας στη 

περίτωση αυτή συνδιάζει την αντικειµενική συνάρτηση µε το µέτρο παραβίασης των περιορισµών. 

 

 

4.5.1 Εισαγωγή. 

 

       Για το γενικό πρόβληµα βελτιστοποίησης µε περιορισµούς: 

 
1

( ) 0 , {1,.. ., }
min ( ) ,

( ) 0 , { ,. .. , }n

i e

x R i e

c x i m
f x

c x i m m∈ +

= ∈ =


≥ ∈ =

E

I

                                     (4.44) 
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η συνάρτηση ποινής ( )xϕ  είναι µια συνάρτηση µε την ιδιότητα ποινής ( ) ( )x f xϕ =  για όλα τα σηµεία 

του επιτρεπτού συνόλου του προβλήµατος και επίσης η ( )xϕ  είναι αρκετά µεγαλύτερη από την ( )f x

όταν οι παραβιάσεις των περιορισµών είναι µεγάλες.  Για τον προσδιορισµό του βαθµού παραβίασης 

των περιορισµών ορίζεται η συνάρτηση παραβίασης των περιορισµών # # #
1( ) [ ( ),..., ( )]T

mc x c x c x=  ως: 

 

{ }

#

#

( ) ( ) ,

( ) max ( ) , 0 ,

i i

i i

c x c x i

c x c x i

 = ∈


= − ∈

E

I

                                               (4.45) 

Προφανώς, για κάθε περιορισµό η συνάρτηση παραβίασης του περιορισµού είναι µη µηδενική όταν ο 

αντίστοιχος περιορισµός παραβιάζεται και µηδενική όταν ο αντίστοιχος περιορισµός ικανοποιείται.  

       Η συνάρτηση ποινής δίνεται ως το άθροισµα της αντικειµενικής συνάρτησης  και ενός όρου 

ποινής: 

 #( ) ( ) ( ( ))x f x h c xϕ = +                                                        (4.46) 

όπου ο όρος ποινής #( ( ))h c x  είναι µια συνάρτηση στον mR  και ικανοποιεί τις ιδιότητες: 

 
| | ||

(0) 0 , lim ( )
c

h h c
→∞

= =+∞                                                     (4.47) 

Η πρώτη συνάρτηση ποινής είναι η τετραγωνική η συνάρτηση ποινής που ορίζεται ως: 

 # 2
2( , ) ( ) || ( ) ||x f x c xϕ µ µ= +                                                   (4.48) 

Η σταθερά 0µ > ονοµάζεται παράµετρος ποινής και καθορίζει τη σηµασία (το βάρος) µε την οποία 

επιφορτίζεται η ικανοποίηση των περιορισµών σε σχέση µε την ελαχιστοποίηση της συνάρτησης 

κόστους. 

       Είναι προφανές ότι η (4.48) είναι µια ειδική περίπτωση της (4.46) στην οποία # 2
2( ) || ( )| |h c c xµ=  

και  δεδοµένου ότι για οποιαδήποτε νόρµα στον mR  και για κάθε 0a>  η συνάρτηση #( ) || ( )| |ah c c xµ=  

ικανοποεί την (4.47), µπορεί να οριστεί µια κλάσση συναρτήσεων ποινής ως εξής: 

 #( , ) ( ) || ( ) ||ax f x c xϕ µ µ= +                                                (4.49) 

Τυπικά η (4.48)γράφεται συχνά και ως: 

1

# 2 # # 2 # 2

1

1 1 1 1( , ) ( ) | | ( ) || ( ) [ ( )] ( ) ( ) ( ) [ ( )]
2 2 2 2

e

e

m m
T

i i
i i m

x f x c x f x c x c x f x c x c xϕ µ µ µ µ µ
+= =

= + = + = + +∑ ∑  (4.50) 

 

Ορισµός 4.1 

Μια συνάρτηση ποινής ( , )xϕ µ  είναι ακριβής, αν υπάρχει θετική σταθερά *µ  τέτοια ώστε για κάθε 

*µ µ>  κάθε τοπική λύση του µη γραµµικού προβλήµατος (4.11) είναι τοπικό ελάχιστο της ( , )xϕ µ . 

 

       Η παραπάνω ιδιότητα µιας συνάρτησης ποινής είναι µία επιθυµητή ιδιότητα επειδή καθιστά την 

εκτέλεση του αλγόριθµου λιγότερο εξαρτηµένη από την τεχνική ανανέωσης της παραµέτρου ποινής.   

Η τετραγωνική συνάρτηση ποινής δεν είναι ακριβής µιας και το ελάχιστο αυτής δεν είναι γενικά το 
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ίδιο µε τη λύση  του µη γραµµικού προβλήµατος και επιχειρεί να δηµιουργήσει ένα τοπικό 

ελάχιστο στο  καθώς . Ένα παράδειγµα δίνεται στο σχήµα 4.3 για το τετριµµένο πρόβληµα 

 µε λύση , όπου διαφαίνονται κάποιες γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης 

ποινής  για το εν λόγω πρόβληµα. Παρατηρείται ότι το  είναι ένα οριακό 

σηµείο της ακολουθίας των σηµείων  που ελαχιστοποιούν την καθώς . 

 

 

Σχήµα 4.3 Η τετραγωνική συνάρτηση ποινής για το τετριµµένο πρόβληµα  . 

 

       Η παραπάνω ιδιότητα της τετραγωνικής συνάρτησης ποινής για ένα πρόβληµα µε περιορισµούς 

µπορεί να αποδειχθεί, αλλά εξιδανικεύεται κατά το ότι υποθέτει µια ακριβή ελαχιστοποίηση της 

συνάρτησης ποινής ([2], Θεώρηµα 17.1, σελ. 502). Ωστόσο, ανάλογα αποτελέσµατα  παράγονται και 

σε µια µη ακριβή (αλλά αυξηµένης ακρίβειας) ελαχιστοποίηση της  σύµφωνα µε το 

ακόλουθο θεώρηµα για ένα πρόβληµα ισωτικών περιορισµών. 

 

Θεώρηµα 4.3 ([2], Θεώρηµα 17.2, σελ. 503). 

Έστω ότι  µε και ότι  και το  λαµβάνεται αν  ικανοποιείται η 

ανισότητα . Τότε, αν ένα οριακό σηµείο της ακολουθίας ανήκει στο 

επιτρεπτό σύνολο και οι κλίσεις  των περιορισµών  είναι γραµµικά ανεξάρτητές, το  είναι 

σηµείο KKT του προβλήµατος ισωτικών περιορισµών. Επιπρόσθετα για αυτά τα σηµεία,  για 

οποιαδήποτε υπακολουθία  τέτοια ώστε  ισχύει : , όπου 

είναι το διάνυσµα πολλαπλασιαστών που ικανοποιεί τις συνθήκες KKT για το πρόβληµα. 

Απόδειξη 

                  (4.51) 

*x

*x µ→∞

min , 1 0
nx

x x
∈

− =
ℝ

* 1x =

21
2

( , ) ( 1)x x xϕ µ µ= + − *x

{ }kx ( , )kxϕ µ kµ →∞

( )f x x=

( ; )xϕ µ

* 1x = x

1µ = 10µ = 100µ =

min , 1 0
nx

x x
∈

− =
ℝ

( , )kϕ µ⋅

, || ( , ) ||x k kk xϕ µ τ∀ ∇ ≤ 0kτ → kµ →∞ kx

|| ( , ) ||x k kxϕ µ τ∇ ≤ *x { }kx

*( )ic x∇ *x

K *l im k
k

x x
∈

=
K

*l im [ ( )] ,k i k i
k

c x iµ λ
∈

− = ∀ ∈
K

E
*
iλ

2( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )
2

k k k i k x k k k k i k i k
i i

x f x c x x f x c x c x
µϕ µ ϕ µ µ

∈ ∈
= + ⇒∇ =∇ + ∇∑ ∑

E E
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                                          (4.52) 

       Αφού το  είναι ένα οριακό σηµείο της ακολουθίας υπάρχει υπακολουθία  τέτοια ώστε 

. Παίρνοντας το όριο στην (4.52) για 
 
µε  το δεξιό µέλος προσεγγίζει το 

µηδέν και άρα . Αφού τα  είναι γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα 

προκύπτει ότι . Συνεπώς το  είναι σηµείο του επιτρεπτού συνόλου, γεγονός που 

αντιστοιχεί στην δεύτερη συνθήκη ΚΚΤ. 

       Έστω ότι  και το  συµβολίζει το διάνυσµα . Έπεται από την  (4.51) 

ότι: 

  
                                               

(4.53) 

Για κάθε αρκετά µεγάλα ο πίνακας  είναι πλήρους βαθµού, άρα ο πίνακας  

είναι αντιστρέψιµος και έπεται από την (4.53) ότι: 

     (4.54) 

       Από την ανισότητα  και παίρνοντας το όριο για 
 
συνεπάγεται ότι 

  και έτσι το που δίνεται µέσω της σχέσης 

(4.53) ικανοποιεί και την πρώτη συνθήκη KKT. Άρα το  είναι ένα σηµείο KKT για το πρόβληµα 

 µε µοναδικό διάνυσµα πολλαπλασιαστών Lagrange το . 

� 

 

Ακριβώς τα ίδια συµπεράσµατα µε τα παραπάνω προκύπτουν και για το πρόβληµα ανισωτικών 

περιορισµών αντικαθιστώντας τα ( )i kc x  µε min{ ( ),0}i kc x . 

 

 

4.5.2 Ακριβείς µη διαφορίσιµες συναρτήσεις ποινής. 

 

       Μιας δηµοφιλής επιλογή για τη συνάρτηση αξίας για το πρόβληµα µη γραµµικού 

προγραµµατισµού (4.11) είναι η συνάρτηση ποινής 1l  η οποία ορίζεται ως εξής: 

# #
1 1( ; ) ( ) | | ( ) | | ( ) | ( ) | [ ( )]i ix f x c x f x c x c x

ι ι
ϕ µ µ µ µ

∈ ∈
= + = + +∑ ∑

E I

                              (4.55) 

Η συνάρτηση ποινής 1( ; )xϕ µ  δεν είναι διαφορίσιµη λόγω της παρουσίας της απολύτου τιµής και των 

συναρτήσεων #[ ]⋅ , αλλά είναι ακριβής σύµφωνα µε το παρακάτω θεώρηµα. 

|| ( ) ( ) ( ) | | | | ( ) ( ) | | || ( ) | |k k i k i k k k i k i k k k
i i

f x c x c x c x c x f xµ τ µ τ
∈ ∈

∇ + ∇ ≤ ⇒ ∇ − ∇ ≤ ⇒∑ ∑
E E

1| | ( ) ( ) | | [ || ( ) || ]i k i k k k
ki

c x c x f xτµ∈
⇒ ∇ ≤ + ∇∑

E

*x { }kx K

*lim k
k

x x
∈

=
K

k→∞ k∈K

* *( ) ( ) 0i i
i

c x c x
∈

∇ =∑
E

*( )ic x∇

*( ) 0 ,ic x i= ∀ ∈E *x

( ) [ ( )]T
i iA x c x ∈= ∇ E kλ ( )k kc xµ−

( ) ( )] ( ; )T
k k k k kA x f x xλ ϕ µ=∇ −∇

k∈K ( )kA x ( ) ( )T
k kA x A x

* * * 1 * *( ) ( ) ( )[ ( ) ( ; )] lim [ ( ) ( ) ] ( ) ( )T T
k k k k k x k k k

k
A x A x A x f x x A x A x A x f xλ ϕ µ λ λ −

∋ →∞
= ∇ −∇ ⇒ = = ∇

K �

| | ( ; )||x k k kxϕ µ τ∇ ≤ k→∞

* * *lim || ( ) ( ) || 0 ( ) ( ) 0T T
k k k

k
f x A x f x A xλ λ

→∞
∇ − ≤ ⇒∇ − = *λ

*x

*λ
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Θεώρηµα 4.4 ([2], Θεώρηµα 17.3, σελ. 507). 

Έστω ότι το *x  είναι ένα αυστηρό τοπικό ελάχιστο του προβλήµατος (4.11) στο οποίο οι αναγκαίες 

συνθήκες πρώτης τάξης ικανοποιούνται µε πολλαπλασιαστές Lagrange * ,i iλ ∈ ∪E I . Τότε το *x  

είναι ένα τοπικό ελάχιστο της συνάρτησης ποινής 1( ; )xϕ µ  για κάθε *µ µ> , µε * * *| | || max | |i i
i

µ λ λ∞
∈

= =
∪E I

. 

Αν επιπρόσθετα ικανοποιούνται οι ικανές συνθήκες δεύτερης τάξης τότε το *x  είναι αυστηρό τοπικό 

ελάχιστο της συνάρτησης ποινής 1( ; )xϕ µ . 

� 

 

       Ακριβείς µη διαφορίσιµες συναρτήσεις ποινής ορίζονται σε σχέση και µε άλλες νόρµες εκτός της 

1l  ως εξής: 

#( ; ) ( ) || ( ) || || [ ( )] ||x xx f x c x c xϕ µ µ µ= + +E I                                          (4.56) 

όπου | | ||x⋅  είναι οποιαδήποτε διανυσµατική νόρµα και όλοι οι ισωτικοί και ανισωτικοί περιορισµοί 

έχουν οµαδοποιηθεί στις διανυσµατικές συναρτήσεις cE  και cI  αντίστοιχα. Οι πιο συνηθισµένες 

νόρµες που χρησιµοποιούνται στην πράξη είναι οι  1 ,l l∞  και η 2l  (µη υψωµένη στο τεράγωνο, 

δηλαδή η παράγωγός της δεν ορίζεται στο x  µε ( ) 0c x = ). Οι θεωρητικές ιδιότητες που 

περιγράφτηκαν για τη συνάρτηση ποινής 1l  επεκτείνονται και στην γενική κατηγορία (4.56) .  

       Οι προαναφερθέντες µέχρι στιγµής συναρτήσεις ποινής πρέπει να µην είναι διαφορίσιµες για να 

είναι ακριβείς. Για την απόδειξη αυτής της ιδιότητας, έστω για λόγους απλότητας υπάρχει µόνο ένας 

ισωτικός περιορισµός 1( ) 0c x =  και έστω η συνάρτηση ποινής της µορφής: 

( ; ) ( ) ( ( ))x f x h c xϕ µ µ= + I  

Υποθέτουµε αντιθέτως ότι η h  είναι συνεχώς διαφορίσιµη. Αφού η συνάρτηση :h R R→  ικανοποιεί 

 την ιδιότητα (0) 0h =  δηλαδή έχει ένα σηµείο ελαχίστου στο µηδέν, προκύπτει ότι (0) 0h∇ = . Αν το 

*x  είναι τοπικό ελάχιστο του προβλήµατος (4.1) τότε *( ) 0ic x =  και εποµένως *( ( )) 0ih c x∇ = . Αν το 

*x  είναι τοπικό ελάχιστο της συνάρτησης ποινής ( ; )xϕ µ  προκύπτει εποµένως ότι: 

* * * * *0 ( ; ) ( ) ( ) ( ( )) ( )i if x f x c x h c x f xµ µ=∇ =∇ + ∇ ∇ =∇  

       Ωστόσο, δεν είναι γενικά αληθές ότι η κλίση της f  µηδενίζεται στη λύση ενός προβλήµατος 

βελτιστοποίησης µε περιορισµούς, και άρα η αρχική υπόθεση ότι η συνάρτηση h  είναι συνεχώς 

διαφορίσιµη είναι εσφαλµένη και η συνάρτηση ποινής ( ; )ϕ µ⋅  δεν µπορεί να είναι διαφορίσιµη. 

 

 

4.5.3 Ακριβείς διαφορίσιµες συναρτήσεις ποινής. 

 

       Ο τρόπος µε τον οποίο η τετραγωνική συνάρτηση ποινής χρησιµοποιείται για την επίλυση ενός  
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προβλήµατος βελτιστοποίησης µε ισωτικούς περιορισµούς, µπορεί να θεωρηθεί σαν µια προσπάθεια 

να δηµιουργηθεί ένα τοπικό ελάχιστο στο *x  καθώς kµ →∞ . Πράγµατι όπως υποδεικνύει το 

θεώρηµα 4.4, τα προσεγγγιστικά σηµεία ελαχίστου της ( ; )kxϕ µ  δεν είναι σηµεία του επιτρεπτού 

συνόλου, δηλαδή δεν ικανοποιούν ακριβώς τη συνθήκη ( ) 0 ,ic x i= ∈E , αλλά αντιθέτως είναι 

διαταραγµένα έτσι που:  

*( ) / ,i k i kc x iλ µ≈ − ∀ ∈E  

       Ωστόσο το *x  µπορεί να επιλεχθεί έτσι ώστε να ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση ( ; )xϕ µ  για 

πεπερασµένο µ  µεταβάλλοντας το σηµείο αναφοράς του όρου ποινής, κάτι που εισηγείται τη χρήση 

της επαυξηµένης Λανγκρανζιανής συνάρτησης: 

21 1( , , ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) )
2 2

A i i i
i

L x f x c x f x c x S c xθ µ µ θ θ θΤ

∈
= + − = + − −∑

E

                     (4.57) 

όπου , ,m
iR S diagθ µ µ∈ =  και οι παράµετροι iθ  αντιστοιχούν σε µετατοπίσεις του αρχικού σηµείου. 

Εισάγοντας διαφορετικές παραµέτρους ,i i i iλ θ µ= ∈E  και αγνοώντας τον όρο 21
2

i i
i

µ θ
∈
∑
E

 ο οποίος 

είναι ανεξάρτητος του x  προκύπτει ότι: 

 2( , ; ) ( ) ( ) ( )
2 iA i i

i i

L x f x c x c x
µλ µ λ

∈ ∈
= − +∑ ∑

E E

                                         (4.58) 

Για την επαυξηµένη Λανγκρανζιανή συνάρτηση ποινής ισχύει το ακόλουθο θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 4.5 ([2], Θεώρηµα 17.5, σελ. 517). 

Έστω *x  µια τοπική λύση του προβλήµατος ισωτικών περιορισµών στο οποίο οι κλίσεις των ενεργών 

περιορισµών είναι γραµµικά ανεξάρτητες, (ισχύει δηλαδή η συνθήκη LICQ) καθώς επίσης και οι 

ικανές συνθήκες δεύτερης τάξης ικανοποιούνται για *λ λ= . Τότε υπάρχει µια οριακή τιµή µ  τέτοια 

ώστε µ µ∀ ≥ , το *x  είναι αυστηρό τοπικό ελάχιστο της *( , ; )AL x λ µ . 

� 

 

       Λόγω του ότι η  συνάρτηση ( , ; )AL x λ µ  µπορεί να προκύψει από τη Λανγκρανζιανή συνάρτηση 

του προβλήµατος ισωτικών περιορισµών µε την προσθήκη ενός όρου ποινής, αναφέρεται ως 

επαυξηµένη Λανγκρανζιανή συνάρτηση.   

       Για το γενικό πρόβληµα µε περιορισµούς, µια κατάλληλη τροποποίηση της (4.57) είναι η εξής: 

 ( ){ }# 2 2

1

1( ; ; ) ( ) [ ( ) ]
2

m

A i i i i
i

L x f x c xθ µ µ θ θ
=

= + − −∑                                     (4.59) 

όπου # min( ,0)a a= . Ακριβώς όπως µε τη σχέση (4.57) η συνάρτηση διασκευάζεται χρησιµοποιώντας  

τις  παραµέτρους i i iλ θ µ=   και παραλείποντας τους όρους οι οποίοι είναι ανεξάρτητοι του x  και 
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προκύπτει ότι: 

1

2

2

21

1( ) ( ( )) , ( )
2

1( ; ; ) ( ) ( ) ( ( ))
2

1 , ( )
2

e

e
i

i
i i i i i

im m

A i i i i
i i m

i
i

i i

c x c x c x

L x f x c x c x

c x

λλ µ µ
θ µ λ µ

λ λ
µ µ

+= =


− + <

 = + − + +    − ≥

∑ ∑     (4.60) 

       Για το πρόβληµα ισωτικών περιορισµών ( )em m=  η επαυξηµένη Λανγκρανζιανή του Fletcher 

δίνεται από τη σχέση: 

21( ; ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

T
F i i

i

x f x x c x c xϕ ν λ ν
∈

= − + ∑
E

                                          (4.61) 

όπου 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tx A x A x A x f xλ − = ∇   
είναι η λύση ελάχιστης νόρµας του προβλήµατος ελαχίστων 

τετραγώνων: 2

1

min || ( ) ( ) | |
m

m

i i
R i

f x c x
λ

λ
∈ =

∇ − ∇∑
 
και  iν  είναι οι παράµετροι ποινής. 

 

 

4.5.4 Συναρτήσεις αξίας και επαναληπτικός τετραγωνικός προγραµµατισµός.  

 

       Μια µεγάλη ποικιλία συναρτήσεων αξίας έχει χρησιµοποιηθεί σε συνεργασία µε τις µεθόδους 

SQP. Η πρώτη συνάρτηση αξίας που χρησιµοποιήθηκε ήταν η µη διαφορίσιµη  1l  συνάρτηση ποινής 

[19]. Μια εναλλακτική συνάρτηση είναι η ακριβής και διαφορίσιµη συνάρτηση ποινής προτεινόµενη 

από τον Fletcher [20]. 

       Είναι ουσιώδες, το βήµα που παράγεται από έναν αγόριθµο SQP να ορίζει µία κατεύθυνση 

καθόδου για τη συνάρτηση αξίας ϕ  που χρησιµοποιείται, δηλαδή η κατά κατεύθυνση παράγωγος 

( )( ; );k k kD x pϕ µ  της ϕ  στη κατεύθυνση kp  (βλέπε παράρτηµα, Π.6), πρέπει να είναι σηµαντικά 

αρνητική. Γενικα, ένα δοκιµαστικό βήµα k k kx a p+  ή ( )k kx p+  το οποίο παράγεται από έναν 

αλγόριθµο αναζήτησης γραµµής ή έναν αλγόριθµο περιοχής εµπιστοσύνης, θα γίνει αποδεκτό αν 

οδηγεί σε σηµαντική µείωση της συνάρτησης αξίας ϕ  που χρησιµοποιείται. Πιο συγκεκριµένα σε 

έναν αλγόριθµο αναζήτησης γραµµής, ένας τρόπος ορισµού αυτής της σκέψης είναι ανάλογος µε τις 

συνθήκες Wolfe που εφαρµόζονται  σε προβλήµατα χωρίς περιορισµούς: 

1( ) ( ) T
k k k k k k kf x a p f x c a f p+ ≤ + ∇  

όπου η κατεύθυνση έρευνας kp  αποτελεί µια κατεύθυνση µείωσης. Για τον λόγο αυτό, σε µια µέθοδο 

αναζήτησης γραµµής, η συνθήκη επαρκούς µείωσης απαιτεί το µήκος βήµατος 0ka >  να είναι αρκετά 

µικρό έτσι ώστε να ικανοποιείται η ανισότητα 

( )( ; ) ( ; ) ( ; ); , (0,1)k k k k k k k k k kx a p x a D x pϕ µ ϕ µ η ϕ µ η+ ≤ + ∈                         (4.62) 

υπό την προυπόθεση ότι το kp  είναι µια κατεύθυνση καθόδου. 
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       Οι µέθοδοι περιοχής εµπιστοσύνης κάνουν χρήση ενός τετραγωνικού µοντέλου ( )q p  για την 

εκτίµηση της τιµής της συνάρτησης αξίας ϕ  µετά από ένα βήµα p . Για τον λόγο αυτό, ένα 

παραγόµενο δοκιµαστικό βήµα k kx p+ θα γίνει αποδεκτό αν ικανοποιείται η ακόλουθη συνθήκη 

επαρκούς µειώσεως,  η οποία εκφράζεται σε σχέση µε τη µείωση αυτού του µοντέλου: 

 ( )( ; ) ( ; ) (0) ( ) , (0,1)k k k k k kx p x q q pϕ µ ϕ µ η η+ ≤ − − ∈                                (4.63) 

       Στη σχέση (4.63) ο όρος µέσα στις παρενθέσεις είναι θετικός δεδοµένου ότι το βήµα 

υπολογίζεται έτσι ώστε να µειώνει την τιµή του µοντέλου q . 

 

A.   Η συνάρτηση αξίας 1l . 

 

       Η συνάρτηση αξίας 1l  για το πρόβληµα ισωτικών περιορισµών ορίζεται ως εξής: 

1 1( ; ) ( ) || ( )| |x f x c xϕ µ µ= +  

η οποία δεν είναι διαφορίσιµη παντού (σε σηµεία στα οποία µία ή περισσότερες συνιστώσες του 

διανύσµατος ( )c x  είναι µηδέν η κλίση δεν ορίζεται), ωστόσο έχει πάντα κατά κατεύθυνση παράγωγο. 

Η συνθήκη µειώσεως 1( ( ; ); ) 0k k kD x pϕ µ ≤  εξασφαλίζεται όταν η παράµετρος ποινής µ  επιλεχθεί 

αρκετά µεγάλη σύµφωνα µε το ακόλουθο θεώρηµα. 

 

Θεώρηµα 4.6 ([2], Θεώρηµα 18.2, σελ. 541). 

Έστω kp και 1kλ +  παράγονται από την επανάληψη SQP µέσω του συστήµατος των εξισώσεων (4.8) 

για το πρόβληµα ισωτικών περιορισµών. Τότε: 

 1 1( ( ; ); ) || | |T
k k k k k kD x p f p cϕ µ µ=∇ −                                             (4.64) 

Επιπλέον,  2
1 1 1( ( ; ); ) ( || | | )|| | |T

k k k k xx k k k kD x p p p cϕ µ µ λ + ∞≤ − ∇ − −L                              (4.65) 

Απόδειξη 

Εφαρµόζοντας το θεώρηµα Taylor  στις συναρτήσεις f  και ,ic i∈E  και χρησιµοποιώντας από το 

σύστηµα εξισώσεων (4.8) τη σχέση k k kA p c=− ισχύει ότι: 

1 1 1

2 2
1 1 1

2 2
1 1 1

2 2
1 1

( ; ) ( ; ) ( ) || ( ) || | | ||

| | || | | | | || | |

| | | | || | | | | | |

| | | | || (1 ) ||
k k k

k k k k k k k k k k k k k

T
k k k k k k k k k

T
k k k k k k k k k

A p c
T

k k k k k

x ap x f x ap f c x ap c

a f p b a p c a c p c

a f p b a p c a A p c

a f p b a p c a

ϕ µ ϕ µ µ µ

µ µ

µ µ

µ
=−

+ − = + − + + −

≤ ∇ + + + ∇ −

= ∇ + + + −

≤ ∇ + + + − − 1|| ||k kcµ

 

όπου η θετική σταθερά 1b  φράσει τους όρους δεύτερων παραγώγων των f  και ic . 

Συνεπώς, θεωρώντας ότι 1a ≤  προκύπτει ότι: 

2 2
1 1 1 1( ; ) ( ; ) [ || || ] || | |T

k k k k k k k k k kx ap x a f p c a b pϕ µ ϕ µ µ+ − ≤ ∇ − +  

Οµοίως λαµβάνεται και το κάτω φράγµα: 
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2 2
1 1 1 1( ; ) ( ; ) [ || || ] | | ||T

k k k k k k k k k kx ap x a f p c a b pϕ µ ϕ µ µ+ − ≥ ∇ − −  

Παίρνοντας το όριο προκύπτει ότι:  

1 1( ( ; ) ; ) | | | |T
k k k k k k kD x p f p cϕ µ µ=∇ −  

Από την (4.8) ισχύει 2
1

T
k xx k k k kf p A λ +∇ = −∇ +L  και άρα: 

2
1 1 1

(4.8)
2

1 1

( ( ; ) ; ) | | ||

|| | |

k k

k k k

k

T T T
k k k xx k k k k k k

A p c
T T
k xx k k k k k

D x p p p p A c

p p c c

ϕ µ λ µ

λ µ

+

=−

+

= − ∇ + −

= − ∇ − −

L

L

 

Ανακαλώντας το γεγονός ότι οι νόρµες 1l  και l∞  είναι δυϊκές  µεταξύ τους και άρα ισχύει η 

ανισότητα 1 1 1|| || || | |k
T

k k kc cλ λ+ + ∞− ≤  έπεται ότι:  

2
1 1 1( ( ; ) ; ) ( || | | )| | ||k

T
k k k xx k k k k kD x p p p cϕ µ µ λ + ∞≤ − ∇ − −L . 

� 

 

       Συνεπώς η κατεύθυνση έρευνας kp  θα αποτελεί µια κατεύθυνση καθόδου για τη συνάρτηση 1ϕ  

αν 0kp ≠ , ο πίνακας 2
xx k∇ L  είναι θετικά ορισµένος και επιπλέον ισχύει η συνθήκη 1|| | |k kµ λ + ∞>  . 

       Αν η ακολουθία { }1kλ +  είναι φραγµένη, τότε υπάρχει µια ικανοποιητικά µεγάλη παράµετρος µ  

που ικανοποιεί την ανισότητα 1|| | |k kµ λ + ∞> ∀ , ωστόσο η τίµη αυτή του µ
 
δεν είναι από πριν 

γνωστή. Στην πράξη, αλλά και για τους σκοπούς της ανάλυσης, είναι επιθυµητό οι παράµετροι { }kµ  

να επιλέγονται µε τέτοιο τρόπο έτσι που να καθίστανται τελικά σταθερές καθώς οι επαναλήψεις  

συγκλίνουν στη λύση. Έτσι, γίνεται χρήση ενός κανόνα ανανέωσης ο οποίος αφήνει τη τρέχουσα 

τιµή του µ  αµετάβλητη κάθε φορά που αυτή φαίνεται να είναι επαρκής, διαφορετικά την αυξάνει - 

αν είναι αναγκαίο - έτσι που να ικανοποιείται η ανισότητα 1|| ||k kµ λ + ∞>  µε κάποιο περιθώριο: 

 
1 1 1

1

, || ||

| | | | 2 ,

k k k

k

k

ifµ µ λ ρ
µ

λ ρ διαφορετικα

− − + ∞

+ ∞

≥ +
=

+ ɺ
                                           (4.66) 

       Μια εναλλακτική προσέγγιση η οποία δεν εξαρτάται από τους πολλαπλασιαστές  Lagrange, 

απαιτεί η κατά κατεύθυνση παράγωγος να είναι αρκετά αρνητική υπό την έννοια ότι: 

1 1 1( ( ; ) ; ) || | | || | | , (0,1)k
T

k k k k k k k kD x p f p c cϕ µ µ ρµ ρ=∇ − ≤ − ∈  

Η ανισότητα αυτή διασφαλίζεται όταν: 

1(1 )|| ||

T
k k

k
k

f p
c

µ ρ
∇≥ −

                                                           (4.67) 

       Μια πιο δράστική στρατηγική, κατάλληλη τόσο για τις µεθόδους αναζήτησης γραµµής όσο και 

για τις µεθόδους περιοχής εµπιστοσύνης, λαµβάνει υπόψη την επίδραση του βήµατος σε ένα µοντέλο 

µιας συνάρτησης αξίας. Ένα τετραγωνικό µοντέλο της συνάρτησης 1ϕ
 
δίνεται ως εξής: 

 2( ) ( )
2

T T
k k k k k xx k k kq p f f p p p m pµ

σ µ= +∇ + ∇ +L                                     (4.68) 
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όπου σ  είναι µια παράµετρος και 1( ) || ||k k km p c A p= + . Μετά τον υπολογισµό του βήµατος kp  έτσι 

ώστε να οδηγεί σε µείωση του µοντέλου της συνάρτησης αξίας, δηλαδή να ισχύει (0) ( ) 0kq q pµ µ− > , η 

παράµετρος ποινής µ
 
επιλέγεται αρκετά µεγάλη έτσι ώστε να ισχύει: 

(0) ( ) [ (0) ( )]k kq q p m m pµ µ ρµ− ≥ −
  
για κάποιο (0,1)ρ∈  

όπου 1(0) || | |km c=  και 
(4.8)

1( ) || || 0k k k km p c A p= + = .  Προκύπτει από την (4.68) και από τη σχέση 

k k kA p c=−  ότι η παραπάνω ανισότητα ικανοποιείται για:   

2

1

2
(1 )|| | |

T T
k k k xx k k

k

f p p p

c

σ
µ ρ

∇ + ∇
≥

−

L
                                                 (4.69) 

       Αν η τιµή του µ  από την προηγούµενη επανάληψη ικανοποεί την ανισότητα (4.69) τότε 

παραµένει αµετάβλητη, διαφορετικά αυξάνεται έτσι ώστε να ικανοποιεί την ανισότητα µε κάποιο 

περθώριο. Η σταθερά σ  χρησιµοποιείται για τη διευθέτηση της περίπτωσης κατά την οποία η µήτρα 

2
xx k∇ L  δεν είναι θετικά ορισµένη: 

21 , 0

0 ,

T
k xx k kif p p

σ
διαφορετικα

 ∇ >
=
 ɺ

L

 

       Από τη σύγκριση της (4.67) µε την (4.69) προκύπτει ότι η τελευταία στρατηγική επιλέγει µια 

µεγαλύτερη παράµετρο ποινής προσδίδοντας έτσι µεγαλύτερο βάρος στη µείωση των περιορισµών, 

το οποίο είναι επωφελές στη περίπτωση κατά την οποία η κατεύθυνση έρευνας  kp  µειώνει τους 

περιορισµούς αλλά αυξάνει τη συνάρτηση κόστους. 

       Στη µέθοδο της απλοποιηµένης µήτρας Hessian η κατεύθυνση έρευνας εκφράζεται ως

k k Z k Y k kp Z p Y p h υ= + = +  , όπου: 

1
k
T

k k Z k k kh Z p Z B Z f−= =− ∇                                                     (4.70α)                

 1[ ]k k k k k kp cυ Τ −
Υ=Υ =−Α Α Α

                                                 
(4.70β)  

       Το διάνυσµα kυ  είναι στον χώρο των στηλών ( )R A  του πίνακα kA  και µπορεί να θεωρηθεί ως το 

βήµα ελάχιστης νόρµας στην εξίσωση ( ) 0c x = , ενώ το διάνυσµα kh  ανήκει στον µηδενικό χώρο του 

πίνακα kA  και αφήνει την τιµή του c  αµετάβλητη. Η παραπάνω διάσπαση διαχωρίζει τη δράση στη 

συνάρτηση αξίας, των συνιστωσών του βήµατος kp . 

       Από την (4.70β) παίρνουµε ότι 1
ˆT

k k k kf cυ λ
Τ

+∇ =  όπου 1
1

ˆ [ ]k k k k kfλ Τ −
+ − Α Α Α ∇  και δεδοµένης της 

σχέσης T T T
k k k k k kf p f h f υ∇ =∇ +∇  η κατά κατεύθυνση παράγωγος της 1( ; )xϕ µ είναι:  

1 1

1 1

( ( ; ) ; ) || ||

ˆ|| ||

k
T T

k k k k k k

T
k k k k k

D x p f h c f

f h c c

ϕ µ µ υ

µ λ
Τ
+

=∇ − +∇

=∇ − +
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       Από την (4.70α) προκύπτει ότι 1T T T
k k k k k k kf h f Z B Z f−∇ =−∇ ∇  και δεδοµένου ότι οι πίνακες { }kB  θα 

 εξαναγκαστούν να είναι θετικά ορισµένοι, ο όρος αυτός είναι πάντα µικρότερος ή ίσος του µηδενός 

και άρα το kp  αποτελεί µια κατεύθυνση καθόδου για την 1( ; )xϕ µ  αν και εφόσον 1
ˆ| | | |k kµ λ + ∞> . 

 

B. Η συνάρτηση αξίας του Fletcher. 

 

       Η συνάρτηση αξίας του Fletcher η οποία για το πρόβληµα ισωτικών περιορισµών έχει τη µορφή: 

21ˆ( ; ) ( ) ( ) ( ) || ( )| |
2

T

F x f x x c x c xϕ µ λ ν= − +                                           (4.71) 

όπου | | | |⋅  συµβολίζει την 2l  νόρµα και 1ˆ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )T Tx A x A x A x f xλ −= ∇  είναι οι πολλαπλασιαστές 

Lagrange ελαχίστων τετραγώνων στο σηµείο x ,  είναι διαφορίσιµη µε κλίση:  

1 1
ˆ ˆ( ; ) ( )T T T

F k k k k k k k k k kx f A c A cϕ ν λ λ ν+ +′∇ =∇ − − +  

Κάνοντας χρήση της σχέσης k k kA p c= −
 
προκύπτει ότι: 

2
1 1

2
1 1

2
1 1 1

2
1

ˆ ˆ( ; ) || | |

ˆ ˆ | | ||

ˆ ˆ ˆ | | | |

ˆ | | ||

T
k k

T T
F k k k k k k k k k k k k

Y A
T T T T

k k Z k k Y k k k k k k k

T T
k k Z k k k k k k k k k

T T
k k Z k k k k k

x p f p c c p c

f Z p f A p c c p c

f Z p c c c p c

f Z p c p c

ϕ ν λ λ ν

λ λ ν

λ λ λ ν

λ ν

Τ

Τ

Τ Τ

+ +

=

+ +

+ + +

+

′∇ =∇ + − −

′= ∇ +∇ + − −

′=∇ − + − −

′=∇ − −

 

       Οµοίως, όπως και στη συνάρτηση αξίας 1l , ο πρώτος όρος 1T T T
k k k k k k kf h f Z B Z f−∇ =−∇ ∇  είναι µη 

θετικός και είναι επίσης κατανοητό ότι για κάθε k  το kν  µπορεί να επιλεχθεί αρκετά µεγάλο έτσι 

που ο όρος ( ; )F k k kx pϕ µ∇  να είναι µικρότερος ή ίσος του µηδενός. Από την παραπάνω εξίσωση το 

kp  είναι µια κατεύθυνση καθόδου αν και µόνο αν: 

1

2

ˆ

|| | |

T T
k k Z k k k

k k

k

f Z p c p

c

λν ρ ν ρ+ ′∇ −> + ≡ + 
 

                                        (4.72) 

        Λαµβάνοτας υπόψη από την (4.8) ότι 2
1

ˆT
xx k k k k kp A fλ +∇ = −∇L  αλλά και ότι 

2 2 2
xx k k xx k k k xx k k Yp Z p Y p∇ =∇ +∇L L L   και 0k kA Z = , η συνθήκη (4.72) µπορεί να γραφτεί ως εξής: 

2 2
1

2

ˆ( )

| | ||

T T T T
Z k xx k k Z Y k xx k k Z k k k

k k

k

P Z Z p p A Z p c p

c

λν ρ ν ρ+ ′− ∇ − ∇ −> + ≡ + 
 

L L

               

(4.73) 

       Οι εξισώσεις (4.72) και (4.73) δίνουν µια υπολογήσιµη τιµή της παραµέτρου kν  η οποία µπορεί 

να αυξηθεί αν είναι αναγκαίο σε κάθε επανάληψη.  Για να καθίσταται εντέλει το kν σταθερό σε 

αναλογία µε την (4.66) προτείνεται να επίλεγεται σε κάθε επανάληψη µέσω του κανόνα: 

1 ,

2 ,

k k k

k

k

ifν ν ν ρ
ν

ν ρ διαφορετικα

− ≥ +
= 

+ ɺ
                                                   (4.74) 
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Γ.  Πρόβληµα µε ισωτικούς και ανισωτικούς περιορισµούς.  

 

       Για τη περίπτωση του γενικού προβλήµατος µε ισωτικούς και ανισωτικούς περιορισµούς οι 

αλγόριθµοι που απαιτούν τον υπολογισµό της παραγώγου 1( ( ; ); )k k kD x pϕ µ  συχνά χρησιµοποιούν ένα 

αρνητικό άνω φράγµα αυτής σύµφωνα µε την πρόταση 4.8 που ακολουθεί και η απόδειξη της οποίας 

βασίζεται στο λήµµα 4.7 που επίσης ακολουθεί και το οποίο δηλώνει ότι η σύνθεση συναρτήσεων οι 

οποίες έχουν παράγωγο κατά κατεύθυνση, έχει επίσης παράγωγο κατά κατεύθυνση, υπό την 

προυπόθεση ότι η δεύτερη συνάρτηση είναι Lipschitz συνεχής. 

 

Λήµµα 4.7  ([6], Λήµµα 13.1, σελ. 198).  

Έστω η συνάρτηση : n mR Rϕ →  έχει  κατά κατεύθυνση παράγωγο στο x  στη κατεύθυνση nh R∈  και 

ότι η συνάρτηση : m PR Rψ →  είναι Lipschitz συνεχής σε µια περιοχή της ( )xϕ  και έχει παράγωγο 

κατά κατεύθυνση στο σηµείο ( )xϕ  στην κατεύθυνση ( ( ) ; )D x hϕ . Τότε η σύνθεση ( )ψ ϕ�  έχει 

παράγωγο κατά κατεύθυνση στο x  στη κατεύθυνση h  και ισχύει: 

 (( )( ) ; ) ( ( ( )) ; ( ( ) ; ))D x h D x D x hψ ϕ ψ ϕ ϕ=�                                        (4.75) 

� 

 

Πρόταση 4.8 ([6], Λήµµα 17.1, σελ. 293). 

Αν το 1( , )k kp λ +  
ικανοποιεί τις KKT συνθήκες βελτίστου του προβλήµατος (4.12) τότε: 

# 2 #
1 1 1 1( ( ; ) ; ) || | | | | | |T T T

k k k k k k k xx k k k k k kD x p f p c p p c cϕ µ µ λ µ+≤∇ − =− ∇ + − =∆L  

Αν επιπρόσθετα 1| | | |kµ λ + ∞≥ , ισχύει ότι: 

2
1( ( ; ) ; ) T

k k k k xx k kD x p p pϕ µ ≤ − ∇ L  

Συνεπώς θα ισχύει ότι 1( ( ; ) ; ) 0k k kD x pϕ µ ≤
 
αν 1|| | |kµ λ + ∞≥  αν ο πίνακας 2

xx k∇ L  είναι θετικά 

ορισµένος και αν 0kp ≠  δηλαδή το σηµείο kx  δεν είναι στάσιµο σηµείο του προβλήµατος (4.11). 

Απόδειξη 

       ∆εδοµένου ότι η νόρµα έχει παράγωγο κατά κατεύθυνση (όπως κάθε κυρτή συνάρτηση)  η 

συνάρτηση #
1| | ||kc

 έχει παράγωγο κατά κατεύθυνση. Εποµένως η κατά κατεύθυνση παράγωγος της  

#
1 1( ; ) || ||k k k kx f cϕ µ µ= +  δίνεται από τη σχέση: 

 #
1 1( ( ; ); ) ( ( ) ; ) ((|| || ) ; )k k k k k k kD x p D f x p D c pϕ µ µ= + ⋅ �                               (4.76) 

Από την (4.75) προκύπτει ότι: 

 

# #
1 1

#
1

# #
1 1

0

((| | | | ) ; ) (| | ( ) | | ; ( ( ); ))

(|| ( ) | | ; ( ) )

1lim (|| ( ) ) | | | | | | )

k k k k k

T
k k k

T
k k k k

t

D c p D c x D c x p

D c x c x p

c t c p c
t→

⋅ =

= ∇

= + ∇ −

�

                             (4.77) 
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Αλλά για (0,1]t∈ : 

# #
1 1

# #
1 1

#
1

|| ( ) || | |[(1 ) [ )] | |

(1 ) | | || | |[ ] | |

(1 ) | | | |

T T
k k k k k k k

T
k k k k

k

c t c p t c t c c p

t c t c c p

t c

+ ∇ = − + +∇

≤ − + +∇

= −

 

Από τις συνθήκες KKT του προβλήµατος (4.12), οι περιορισµοί ικανοποιούντα αν #[ ] 0T
k k kc c p+∇ = . 

Προκύπτει από την (4.77) ότι # #
1((|| || ) ; ) || ||k k kD c p c⋅ ≤ −�  και εποµένως από την (4.76) έπεται ότι: 

 #
1 1( ( ; ) ; ) || ||T

k k k k k kD x p f p cϕ µ µ≤∇ −                                          (4.78) 

Όµως οι συνθήκες KKT του προβλήµατος (4.12) είναι: 

2
1 0k xx k k k kf p c λ +∇ +∇ +∇ =L                                                          (4.79α) 

( ) ( ) 0 ,T
i k i k kc x c x p i+∇ = ∈E                                         (4.79β) 

( ) ( ) 0 ,T
i k i k kc x c x p i+∇ ≥ ∈I                                         (4.79γ) 

1( ) 0 ,k i iλ + ≥ ∈I                                         (4.79δ) 

1( ) ( ( ) ( ) ) 0 ,T
k i i k i k kc x c x p iλ + +∇ = ∈I                                         (4.79ε) 

Συνεπώς από την (4.78) κάνοντας χρήση των (4.79α), (4.79β) και (4.79ε) συνεπάγεται ότι: 

#
1 1

(4.79 )
2 #

1 1

(4.79 , )
2 #

1 1

( ( ; ) ; ) || | |

| | | |

| | ||

T
k k k k k k

a
T T T
k xx k k k k k k

def
T T
k xx k k k k k k

D x p f p c

p p c p c

p p c c
β ε

ϕ µ µ

λ µ

λ µ

+

+

≤ ∇ −

= − ∇ − ∇ −

= − ∇ + − = ∆

L

L

                            (4.80) 

Ισχύει επίσης ότι: 

 # # #
1 1 1 1| | || || ||T T

k k k k k kc c c cλ µ λ µ+ +− ≤ −                                          (4.81) 

Από τη γενικευµένη ανισότητα Cauchy – Schwarz: # #
1 1 1| | | | || | |T

k k k kc cλ λ+ + ∞≤  και η (4.81) γίνεται: 

# #
1 1 1 1| | | | (|| || ) || ||T

k k k k kc c cλ µ λ µ+ + ∞− ≤ −
  

Εποµένως αν 1| | | |kµ λ + ∞≥
 
προκύπτει από την (4.80) ότι: 

2
1( ( ; ) ; ) T

k k k k xx k kD x p p pϕ µ ≤ − ∇ L  

Άρα, 1( ( ; ) ; ) 0k k kD x pϕ µ <  αν 1|| ||kµ λ + ∞≥  ο πίνακας 2
xx k∇ L  είναι θετικά ορισµένος και 0kp ≠ .

  

� 

 

 

4.6   Επαναληπτικός τετραγωνικός προγραµµατισµός µε αναζήτηση γραµµής. 

  

       Σε προβλήµατα µε περιορισµούς µπορεί να συµβεί να µην υπάρχουν επιτρεπτά σηµεία (feasible 

points)  Στη περίπτωση αυτή  οι περιορισµοί λέγονται ασύµβατοι (inconsistent constraints) και το 

πρόβληµα λέµε ότι είναι µη εφικτό (infeasible problem). Μια συνήθης δυσκολία στις µεθόδους 
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τετραγωνικού προγραµµατισµού µε αναζήτηση γραµµής είναι το γεγονός ότι η γραµµικοποίηση των 

µη γραµµικών περιορισµών µπορεί να προκαλέσει ένα µη εφικτό υποπρόβληµα, ακόµη και όταν το 

αρχικό µη γραµµικό πρόβληµα είναι εφικτό. Στη περίπτωση αυτή ο αλγόριθµος δεν θα πρέπει να 

σταµατήσει και συνεπώς χρειάζεται να αναζητηθεί  µια προσεγγιστική λύση του µη εφικτού 

υποπροβλήµατος η οποία µπορεί να επιτευχθεί µε κάποια τροποποίηση των υποπροβληµάτων. 

       Στη περίπτωση γραµµικών ισωτικών περιορισµών της µορφής , mxnAx b A R= ∈  υπάρχει πάντα 

µια επιτρεπτή περιοχή όταν m n≤  και ο πίνακας A  είναι πλήρους βαθµού και αν m n=  η επιτρεπτή 

αυτή περιοχή είναι το σηµείο 1A b− . Αν απ’ την άλλη µεριά ισχύει ότι [ | ] ( )rank A b rank A>  δηλαδή 

υπάρχει ένα διάνυσµα y  τέτοιο ώστε 0TA y=  και 0Tb y≠  τότε οι περιορισµοί είναι ασύµβατοι.  Στη 

περίπτωση γραµµικών ανισωτικών περιορισµών της µορφής Ax b≥  υπάρχει πάντα µια επιτρεπτή 

περιοχή όταν ( )rank A m n= ≤ , ενώ οι περιορισµοί είναι ασύµβατοι αν και µόνο αν υπάρχει ένα 

διάνυσµα 0y ≥  τέτοιο ώστε 0TA y=  και 0Tb y> . 

       Στη περίπτωση τώρα µη γραµµικών περιορισµών δεν υπάρχει κάποια απλή ιδιότητα που να 

πληροφορεί κατά πόσο υπάρχει ένα επιτρεπτό σηµείο, ωστόσο στους αλγόριθµους επαναληπτικού 

τετραγωνικού προγραµµατισµού η γραµµική περίπτωση είναι εκείνη µε την µεγαλύτερη σηµασία 

δεδοµένου ότι στους αλγόριθµους αυτούς οι περιορισµοί γραµµικοποιούνται. 

 

 

4.6.1 Αντιµετώπιση ασύµβατων περιορισµών – 1l ελαστική διαδικασία 

 

       Η προτεινόµενη στρατηγική συνδιάζει µια µέθοδο συνάρτησης ποινής και συµπεριλαµβάνει 

κάποιες επιπρόσθετες µεταβλητές (αποκαλούµενες ελαστικές) επιτρέποντας στους αρχικούς 

περιορισµούς να παραβιάζονται. Για το σκοπό αυτό το αρχικό πρόβληµα τροποποιείται έτσι που: 

� Ένα επιτρεπτό σηµείο υπάρχει πάντα. 

� Αν το αρχικό πρόβληµα έχει µη κενό επιτρεπτό σύνολο προκύπτει η ίδια λύση. 

� Το τροποποιηµένο πρόβληµα  δεν επιλύεται πιο δύσκολα από το αρχικό. 

       Αναφορικά µε την εισαγωγή των ελαστικών µεταβλητών, µία έγνοια είναι ο αριθµός των 

περιορισµών και των µεταβλητών να κρατηθεί µικρός προς αποφυγήν περιττής εργασίας.  Αν το µη 

γραµικό πρόβληµα είναι της µορφής: 

min ( ) , ( ) 0f x c x ≥                                                        (4.82) 

δηλαδή περιλαµβάνει µόνο ανισωτικούς περιορισµούς, ο προφανής τρόπος να επιτραπούν 

παραβιάσεις των περιορισµών είναι µέσω της αντικατάστασης:   

( ) 0 ( ) 0 , 0c x c x t t≥ → + ≥ ≥   

όπου  εισάγεται µία νέα µεταβλητή για κάθε περιορισµό. 
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       Μετά την προσθήκη των µεταβλητών t  στο πρόβληµα, θα ήταν ιδανικό οι µεταβλητές t να 

καταστούν µηδενικές και µε αυτό τον τρόπο να παράσχουν µια λύση στο αρχικό πρόβληµα. Για την 

επίτευξη της παραπάνω ιδιότητας πρέπει να προστεθεί στην συνάρτηση κόστους ένας όρος ποινής. 

∆εδοµένου ότι η συνάρτηση ποινής 1l  είναι ακριβής, δηλαδή το σηµείο που την ελαχιστοποιεί 

αποτελεί σηµείο ελαχίστου και για το µη γραµµικό πρόβληµα µε περιορισµούς για πεπερασµένη τιµή 

της παραµέτρου ποινής µ , για την αποφυγή της δυσκολίας που σχετίζεται µε τους ασύµβατους 

περιορισµούς το µη γραµµικό πρόβληµα επαναδιατυπώνεται για µια θετική επιλογή της παραµέτρου 

µ  ως το ακόλουθο 1l  πρόβληµα ποινής: 

,
min ( ) ( ) , ( ) 0 , , 0T

i i i i
x t i

f x t f x e t c x t i tµ µ
∈

+ = + + ≥ ∈ ≥∑
I

I

                      
(4.83)

 

       Για το τροποποιηµένο πρόβληµα (4.83) µπορεί πάντα να βρεθεί ένα επιτρεπτό σηµείο για κάθε 

δεδοµένο x  µεταβάλλοντας τα στοιχεία του t  έως ότου γίνουν αρκετά µεγάλα. Οι µεταβλητές t  

καλούνται ελαστικές εξαιτίας του ότι επιτρέπουν στους περιορισµούς να υπερβαίνουν τα όρια. 

 

Λήµµα 4.9 ([21], Λήµµα 1, σελ. 20).  

 Έστω ότι το πρόβληµα (4.82) έχει µη κενό επιτρεπτό σύνολο. Αν * *( , )x λ  είναι ένα σηµείο KKT του 

προβλήµατος (4.82), τότε το * *( ,0, )x λ  είναι ένα σηµείο KKT του προβλήµατος (4.83) αν *max iµ λ> .  

Απόδειξη 

       Οι συνθήκες βελτίστου πρώτης τάξη για το πρόβληµα (4.83) είναι: 

*

*

** *

*
( ) 0 ( ) ˆ, 0 , 0

ˆ

c x f x

I I e

λ
λ λ

µλ

    ∇ ∇
= ≥ ≥         

 

όπου οι πολλαπλασιαστές Lagrange *λ  αντιστοιχούν στους µη γραµµικούς περιορισµούς και οι 

πολλαπλασιαστές 
*

λ̂ αντιστοιχούν στις µεταβλητές t . Προκύπτουν εποµένως οι εξισώσεις: 

* * *( ) ( )c x f xλ∇ =∇                                                       (4.84α) 

  
** ˆ eλ λ µ+ =                                                           (4.84β) 

και τα 
*λ , 

*

λ̂  προσδιορίζονται µοναδικά όταν ο πίνακας *( )c x∇  είναι πλήρους βαθµού. Οι 

πολλαπλασιαστές 
*λ είναι ίσοι µε τους βέλτιστους πολλαπλασιαστές του προβλήµατος (4.82) µιας 

και η (4.84α) είναι η συνθήκη βελτίστου πρώτης τάξης για το πρόβληµα (4.82). Από την (4.84β) 

προκύπτει ότι 
* *ˆ eλ µ λ= −  και 

*
ˆ 0λ ≥  όταν 

*
maxµ λ≥ .  Αν όλα τα 

*

λ̂  είναι θετικά όλοι οι περιορισµοί 

του t  πρέπει να είναι ενεργοί και συνεπώς * 0t = . 

� 

 

Πόρισµα 4.10 ([21], Πόρισµα 2, σελ. 20). 

Έστω ότι το πρόβληµα (4.82) είναι κυρτό και έχει µη κενό επιτρεπτό σύνολο. Αν το *x  είναι σηµείο 
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 ελαχίστου του προβλήµατος (4.82), τότε το *( ,0)x  είναι σηµείο ελαχίστου του προβλήµατος (4.83) 

όταν *max i
i

µ λ≥  , όπου *λ είναι οι πολλαπλασιαστές Lagrange του προβλήµατος (4.82) στο *x . 

Απόδειξη 

       Προκύπτει άµµεσα από το Λήµµα 4.9 και το γεγονός ότι για µια κυρτή συνάρτηση κάθε σηµείο  

KKT είναι σηµείο ελαχίστου. 

� 

 

       Στη περίπτωση ισωτικών περιορισµών υπάρχουν δύο βασικές στρατηγικές τροποποίησης των 

περιορισµών έτσι που να επιτρέπουν ελαστικότητα. Η προφανής ελαστική εκδοχή του περιορισµού 

( ) 0c x =  είναι  ( ) 0c x w+ =  όπου το w  µπορεί να έχει είτε θετικά είτε αρνητικά στοιχεία. Το λήµµα 4.9 

γενικεύεται ευθέως για τη περίπτωση προβληµάτων µε ισωτικούς περιορισµούς. 

       Μια αδυναµία αυτής της διατύπωσης είναι το γεγονός ότι η αλλαγή προσίµου στο w  προκαλεί 

ασυνεχείς παραγώγου στη συνάρτηση ποινής 1l  η οποία είναι µη διαφορίσιµη (οι παράγωγοι δεν 

υπάρχουν όταν ( ) 0ic x = ). Η δυσκολία αυτή µπορεί να αποφευχθεί µε τη χρήση δύο µεταβλητών αντί 

µιας ως εξής:  

( ) 0 ,

, 0

i i ic x w i

w

υ

υ

+ − = ∈


≥

E

 

       Το γενικό µη γραµµικό πρόβληµα µε ισωτικούς και ανισωτικούς περιορισµούς 

επαναδιατυπώνεται  ως εξής: 

, , ,

min ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 0 ,

( ) ,

, , 0

T T
i i i

i ix w t

i i i

i i

f x w t f x e w e t

c x w i

c x t i

w t

υ
µ υ µ µ υ µ

υ

υ

∈ ∈
+ + + = + + +

= − = ∈


≥ − ∈


≥

∑ ∑
E I

E

I

                       (4.85) 

Το τετραγωνικό πρόβληµα που σχετίζεται µε το πρόβληµα (4.85) έχει τη µορφή: 

 

2

, , ,

1min ( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

, , 0

T T
xx i i i

i ix w t

T
i i i i

T
i i i

f x f x p p p w t

c x c x p w i

c x c x p t i

w t

υ
µ υ µ

υ

υ

∈ ∈
+∇ + ∇ + + +

 +∇ = − ∈


+∇ ≥ − ∈


≥

∑ ∑
E I

L

E

I

                           (4.86) 

Μια προφανής λύση του προβλήµατος (4.86) είναι: 

{ } { }0 , 0 , max 0 , ( ) , max 0 , ( )i i i ip t w c x c xυ= = = = −  

συνεπώς, το πρόβληµα (4.86) είναι πάντα συµβατό. 

       Αν το γενικό µη γραµµικό πρόβληµα: 
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( ) 0 ,
min ( ) ,

( ) 0 ,

i

i

c x i
f x

c x i

= ∈


≥ ∈

E

I

 

έχει µια λύση *x  στο οποίο οι κλίσεις των ενεργών περιορισµών είναι γραµµικά ανεξάρτητα 

διανύσµατα και αν η παράµετρος ποινής µ  είναι ικανοποιητικά µεγάλη, τότε το *x  (µαζί µε 

* * 0 ,i iw iυ = = ∈E   και * 0 ,it i= ∈I ) είναι µια λύση του προβλήµατος ποινής (4.85).  

       Ένας άλλος σηµαντικός παράγοντας που πρέπει να ληφθεί υπόψη κατά τον σχεδιασµό των 

τροποποιήσεων του προβλήµατος είναι ότι η νέα κατεύθυνση p
 
που προκύπτει από το 

τροποποιηµένο υποπρόβληµα τετραγωνικού προγραµµατισµού, θα πρέπει να είναι µια κατεύθυνση 

καθόδου µιας ακριβούς συνάρτησης ποινής του µη γραµµικού προβλήµατος.  Η ιδιότητα αυτή της 

κατεύθυνσης p  αποδεικνύεται µε το ακόλουθο θεώρηµα για την συνάρτηση ποινής: 

 # #
1 1 2( ; ) ( ) | ( ) | [ ( )] , ( ) min{0, ( )}i i i i i i

i i

x f x c x c x c x c xϕ µ µ µ
∈ ∈

= + − =∑ ∑
E I

                    (4.87) 

 

Θεώρηµα 4.11 ([14], Θεώρηµα 4.1, σελ. 151). 

Έστω f  και ( )ic i∈ ∪E I  είναι συνεχώς διαφορίσιµες στο x  και B  µια θετικά ορισµένη προσέγγιση 

της µήτρας Hessian της Λανγκρανζιανής. Αν το ( , , , )p w tυ  είναι µια λύση ΚΚΤ του προβλήµατος  

(4.86) µε 0p≠ , τότε το p  είναι µια κατεύθυνση καθόδου της 1( ; )xϕ µ στο x . 

Απόδειξη 

       Έστω λE  και λI  οι πολλαπλασιαστές Lagrange που αντιστοιχούν στους ισωτικούς και 

ανισωτικούς περιορισµούς αντίστοιχα. Εξ’ ορισµού, η κατά κατεύθυνση παράγωγος µιας συνάρτησης 

( )f x  δίνεται από τη σχέση:  

 ( )
0

( ) ( )
( ); lim

f x p f x
D f x p

ε

ε
ε→

+ −
                                                  (4.88) 

και όταν η f  είναι συνεχώς διαφορίσιµη σε µια περιοχή του x  τότε:  

 ( ( ); ) ( )TD f x p f x p=∇                                                          (4.89) 

Η συνάρτηση αξίας 1l  η οποία δίνεται από τη σχέση (4.87) γράφεται ως εξής: 

1 2 3 1 2 3

# # #
1 1 1 1 2 2 2( ; ) ( ) | ( ) | | ( ) | | ( ) | ( ) ( ) ( )i i i i i i i i i i i i

i i i i i i

x f x c x c x c x c x c x c xϕ µ µ µ µ µ µ µ
∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

= + + + + + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
E E E I I I  

όπου: 

1 1

2 2

3 3

( ) { : ( ) , ( ) 0}

( ) { : ( ) , ( ) 0}

( ) { : ( ) , ( ) 0}

i

i

i

or i i or c x

or i i or c x

or i i or c x

= ∈ >

= ∈ =

= ∈ <

E I E I

E I E I

E I E I

 

Για ε  αρκετά µικρό παίρνουµε: 
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1

2

3

#
1

( ) 0 | ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) | ( )

( ) 0 | ( ) | | ( ) |

( ) 0 | ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) | ( )

( ) 0 ( ) min{

T T
i i i i i i

T
i i i

T T
i i i i i i

i i

If i c x c x p c x p c x p c x p c x p

If i c x c x p p c x p

If i c x c x p c x p c x p c x p c x p

If i c x c x

ε ε ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε ε ε

∈ ⇒ > ⇒ + = + ∇ + = + ∇ +

∈ ⇒ = ⇒ + = ∇ +

∈ ⇒ < ⇒ + = + ∇ + = − ∇ +

∈ ⇒ > ⇒ =

E

E

E

I

#
2

#
3

0, ( )} 0

( ) 0 ( ) min{0, ( )}

( ) 0 ( ) min{0, ( )} ( )

i

i i i

i i i i

c x

If i c x c x c x

If i c x c x c x c x

=

∈ ⇒ = ⇒ =

∈ ⇒ < ⇒ = =

I

I

 

Συνεπώς: 

1 2 3

2 3

1

1 1 1

2 2

( ( , ) ; ) ( )

( ) | ( ) | ( )

min{0 , ( ) } ( )

T

T T T
i i i i i i

i i i

T T
i i i i

i i

D x p f x p

c x p c x p c x p

c x p c x p

ϕ µ
µ µ µ

µ µ
∈ ∈ ∈

∈ ∈

=∇ +

∇ + ∇ − ∇ +

∇ − ∇

∑ ∑ ∑

∑ ∑
E E E

I I

                     

(4.90) 

Οι KKT συνθήκες βελτίστου για το πρόβληµα (4.86) είναι: 

1 1 2

( ) ( ) ( ) 0

0, 0, 0

0 ,

( ( ) ( ) ) 0 ,

( ( ) ( ) ) 0 ,

i i i i
i i

i i i i i i

T
i i i i

T
i i i i i

f x Bp c x c x

i

c x c x p t i

c x c x p w i

λ λ

µ λ µ λ µ λ

λ

λ

λ υ

∈ ∈
∇ + − ∇ − ∇ =

+ = − = − =

≥ ∈

+∇ + = ∈

+∇ + − = ∈

∑ ∑E I

E I

E E I

I

I

E

I

I

E

 

όπου οι πολλαπλασιαστές Lagrange που αντιστοιχούν στους ισωτικούς και στους ανισωτικούς 

περιορισµούς συµβολίζονται µε λE  και λI  αντίστοιχα.  Εποµένως η (4.90) γράφεται ως:  

1 2 3

2 3

1 2

1

1 1 1

2 2

1 1

( ( , ) ; ) ( ) ( )

( ) | ( ) | ( )

min{0 , ( ) } ( )

( ) ( ) { ( ) | (

i

i i

T T T
i i i

i i

T T T
i i i i i i

i i i

T T
i i i i

i i

T T T
i i i i i

i i

D x p p Bp c x p c x p

c x p c x p c x p

c x p c x p

p Bp c x p c x p c

ϕ µ λ λ

µ µ µ

µ µ

λ µ λ µ

∈ ∈

∈ ∈ ∈

∈ ∈

∈ ∈

= − + ∇ + ∇

+ ∇ + ∇ − ∇

+ ∇ − ∇

=− + + ∇ + ∇ + ∇

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

E I

E I

E E E

I I

E E

E E

{ }
3 1

2 3

1

2 2

) |}

( ) ( ) ( )

( ) min{0 , ( ) } ( ) ( )

i

T

T T
i i i i

i i

T T T
i i i i i i i

i i

x p

c x p c x p

c x p c x p c x p

λ µ λ

λ µ λ µ
∈ ∈

∈ ∈

+ − ∇ + ∇ +

+ ∇ + ∇ + − ∇

∑ ∑

∑ ∑

E I

E I

I I

I I
 

� Αν  1i∈I  και ( ) 0 :T
ic x p∇ > Στην περίπτωση αυτή ( ) 0ic x >  

Προκύπτει ότι  ( ) ( )T
i i it c x c x p≥− −∇ . Όµως 0it ≥ και µιας και το it  θα πρέπει να καταστεί όσο 

γίνεται µικρότερο 0it =  . Επίσης από τη σχέση ( ( ) ( ) ) 0T
i i i ic x c x p tλ +∇ + =I  προκύπτει ότι  

0iλ =I . 
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� Αν 2 i∈I και ( ) 0 :T
ic x p∇ >  Στην περίπτωση αυτή ( ) 0ic x =  

Ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο προκύπτει ότι 0it = και 0iλ =I . 

Συνεπώς, αν 1 2i∈ ∪I I
 
και ( ) 0T

ic x p∇ > , προκύπτει ότι 0it =  και 0iλ =I . 

� Αν 3i∈I
 
και ( ) 0 :T

ic x p∇ <  Στην περίπτωση αυτή ( ) 0ic x < . 

Προκύπτει ότι  ( ) ( )T
i i it c x c x p≥− −∇ . Όµως 0it ≥  και µιας και το it  θα πρέπει να καταστεί όσο 

γίνεται µικρότερο ( ) ( )T
i i it c x c x p=− −∇ . Επίσης από τις σχέσεις ( ( ) ( ) ) 0T

i i i ic x c x p tλ +∇ + =I και 

2 0 i iµ λ− =I  προκύπτει ότι 2i iλ µ=I  

� If 2i∈I and ( ) 0 :T
ic x p∇ <  Στην περίπτωση αυτή ( ) 0ic x = . 

Ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο προκύπτει ότι ( ) ( )T
i i it c x c x p=− −∇ και 2i iλ µ=I . 

Συνεπώς, αν
 3 2i∈ ∪I I

 
και ( ) 0T

ic x p∇ >  προκύπτει ότι ( ) ( )T
i i it c x c x p=− −∇  και 2i iλ µ=I . 

� Αν 1i∈E
 
και ( ) 0 :T

ic x p∇ >  Στην περίπτωση αυτή ( ) 0ic x > . 

Προκύπτει ότι  η εξίσωση ( ) ( )T
i i i ic x c x p wυ+∇ = − ικανοποιείται για ( ) ( ) 0 T

i i ic x c x pυ = +∇ ≥ και

0iw = λαµβάνοντας υπόψη ότι το i iwυ +  θα πρέπει να καταστεί όσο γίνεται µικρότερο.  

Επίσης από τις σχέσεις ( ( ) ( ) ) 0T
i i i i ic x c x p wλ υ+∇ − + =E και  1 0i iµ λ+ =E προκύπτει ότι 1i iλ µ= −E . 

� Αν 2i∈E  και ( ) 0 :T
ic x p∇ >  Στην περίπτωση αυτή ( ) 0ic x = . 

Ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο προκύπτει ότι
 

( ) ( ) , 0T
i i i ic x c x p wυ = +∇ = και 1i iλ µ= −E . 

Συνεπώς, αν
 1 2i∈ ∪E E

 
και ( ) 0T

ic x p∇ >  προκύπτει ότι
 

( ) ( ) , 0T
i i i ic x c x p wυ = +∇ =  και 1i iλ µ= −E . 

� Αν 3i∈E  και ( ) 0 :T
ic x p∇ <  Στην περίπτωση αυτή ( ) 0ic x < . 

Προκύπτει ότι  η εξίσωση ( ) ( )T
i i i ic x c x p wυ+∇ = −  ικανοποιείται για ( ) ( ) 0 T

i i iw c x c x p= − −∇ ≥

και 0iυ = , λαµβάνοντας υπόψη ότι το i iwυ +  θα πρέπει να καταστεί όσο γίνεται µικρότερο. 

Επίσης από τις σχέσεις
 

( ( ) ( ) ) 0T
i i i i ic x c x p wλ υ+∇ − + =E και 1 0i iµ λ− =E  προκύπτει ότι

 1i iλ µ=E . 

� Αν 2i∈E  και ( ) 0 :T
ic x p∇ <  Στην περίπτωση αυτή ( ) 0ic x = . 

Ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο προκύπτει ότι
 

( ) ( ) , 0T
i i i iw c x c x p υ= − −∇ = και 1i iλ µ=E . 

Συνεπώς, αν
 3 2i∈ ∪E E

 
και ( ) 0T

ic x p∇ <  προκύπτει ότι
 

( ) ( ) , 0T
i i i iw c x c x p υ= − −∇ =  και 1i iλ µ=E . 

Από τις παραπάνω σχέσεις συνεπάγεται ότι: 

3 3

1 1 1 2( ( ; ) ; ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i
T T T T

i i i i I i i

i i i

D x p p Bp c x p c x p c x p
ι

ϕ µ λ µ λ µ λ µ
− + +∈ ∈ ∈

≤ − + + ∇ + − ∇ + − ∇∑ ∑ ∑E E

E E I

 

όπου (or )+ +
E I  και (or )− −

E I  συµβολίζουν αντίστοιχα τα σύνολα  

{ : (or ) , ( ) 0}T
ii i c x p∈ ∇ >E I και { : (or ) , ( ) 0}T

ii i c x p∈ ∇ <E I  
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Από τις συνθήκες βελτίστου 1 | |iiµ λ≥ E και 2 iiµ λ≥ I , i∈I
 
προκύπτει ότι  

1( ( ; ) ; ) 0TD x p p Bpϕ µ ≤ − <  

� 

 

 

4.6.2 Πρακτικός αλγόριθµος επαναληπτικού τετραγωνικού προγραµµατισµού πλήρους 

µήτρας Hessian µε αναζήτηση γραµµής.  

 

       Από όλα τα παραπάνω γίνεται αντιληπτό ότι υπάρχει µια µεγάλη ποικιλία µεθόδων 

επαναληπτικού τετραγωνικού προγραµµατισµού µε αναζήτηση γραµµής οι οποίες διαφέρουν στο 

τρόπο µε τον οποίο υπολογίζεται η προσέγγιση της µήτρας Hessian, στην επιλογή της συνάρτησης 

αξίας, και στη διαδικασία προσδιορισµού της κατεύθυνσης έρευνα.  

       Ένας πρακτικός Quasi-Newton αλγόριθµος επαναληπτικού τετραγωνικού προγραµµατισµού για 

την επίλυση του γενικού προβλήµατος µη γραµµικού προγραµµατισµού (4.11), ο οποίος 

συµπεριλαµβάνει τις µέχρι τώρα προαναφερόµενες ιδέες, περιγράφεται παρακάτω ([2], Αλγόριθµος 

18.3, σελ. 545). 

       Για να διατηρηθεί η περιγραφή απλή θεωρείται ότι το υποπρόβληµα τετραγωνικού 

προγραµµατισµού  (4.12) έχει πάντα λύση στη πράξη. Τέλος υποθέτουµε ότι το πρόβληµα (4.12) 

είναι κυρτό έτσι που να µπορεί να λυθεί µέσω της µεθόδου ενεργού συνόλου για προβλήµατα 

τετραγωνικού προγραµµατισµού. 

 

  Αλγόριθµος 4.3 (Αλγόριθµος Πλήρους Μήτρας Hessian) 

  Choose (0 ,1/2) , (0,1)η τ∈ ∈  and an initial pair ( , )o ox λ .  

  Choose a symmetric positive definite Hessian approximation oB (or compute 2
xx o∇ L ) 

  Evaluate , , ,o o o of f c c∇ ∇ . 

  For 0,1,2,...k=  

        Until a convergence test is satisfied: 

        Compute kp  by solving (4.12) and let λ̂ the corresponding multiplier  

        Set  ˆ kpλ λ λ= −  

        Choose  kµ to satisfy (4.69) with 1 σ =  

        Set 1ka =
 

                  While 1 1 1( ; ) ( ; ) ( ( ; ) ; )k k k k k k k k k kx a p x a D x pϕ µ ϕ µ η ϕ µ+ > +  

                              Reset k a ka aτ= for some (0, ]aτ τ∈  

                  End (while) 

        Set 1 1,k k k k k k kx x a p a pλλ λ+ += + = +  

        Evaluate 1 1 1 1, , ,k k k kf f c c+ + + +∇ ∇  

        Set k k ks a p= and 1 1 1( , ) ( , )k x k k x k ky x xλ λ+ + +=∇ −∇L L and obtain 1kB + by updating kB (or evaluate 2
1xx k+∇ L ) 

  End (for)  
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4.6.3 Πρακτικός αλγόριθµος επαναληπτικού τετραγωνικού προγραµµατισµού 

απλοποιηµένης µήτρας Hessian µε αναζήτηση γραµµής.  

 

       Οι µέθοδοι της απλοποιηµένης µήτρας Hessian παράγουν στο σηµείο kx  µια κατεύθυνση 

έρευνας µέσω της επίλυσης του τετραγωνικού προβλήµατος: 

1min , 0
2

T T T
k k k k k k

p
f p p Z M Z p c A p∇ + + =

                                  
 (4.91) 

όπου kM  είναι ένας πίνακας που προσεγγίζει τον απλοποιηµένο πίνακα Hessian της Λανγκρανζιανής 

συνάρτησης 2 ( , )T
k xx k k kZ x Zλ∇ L  και ο οποίος ανανεώνεται µέσω του τύπου BFGS. Το γενικό πλαίσιο  

αυτού του είδος µεθόδων για τη περίπτωση προβληµάτων ισωτικών περιορισµών περγράφεται µε τον 

αλγόριθµο που ακολουθεί ([5], Αλγόριθµος 18.5, σελ. 550). 

 

  Αλγόριθµος4.4 (Αλγόριθµος Απλοποιηµένης Μήτρας Hessian–Πρόβληµα Ισωτικών Περιορισµών ) 

  Choose (0 , 1/2) , (0,1)η τ∈ ∈  

  Choose an initial pair ( , )o ox λ and a symmetric positive definite matrix oM  

  Compute oY and oZ  that span the range space of T
oA and the null space oA  of respectively  

  For 0,1,2,...k=  

         Until a termination step is satisfied  

  

         Compute by solving the quadratic program (4.91), i.e.  

                            Compute Yp and Zp  by solving (A ) , T
k k Y k k Z k kY p c M p Z f=− =− ∇  

                            And set k k Y k Zp Y p Z p= +
 

          

         Choose  kµ  to satisfy (4.66) if the 1l  merit function is used or kν  to satisfy (4.74) if the Fletcher’s   

         merit function is used. 

 

         Set 1ka =  

         While ( ; ) ( ; ) ( ( ; ) ; )k k k k k k k k k kx a p x a D x pϕ µ ϕ µ η ϕ µ+ > +  

                   Set k a ka aτ= for some (0, )aτ τ∈  

         End (while) 

 

         Set 1k k k kx x a p+ = +  

         Evaluate 1 1 1 1, , ,k k k kf f c A+ + + +∇  

         Compute 1kY +  and 1kZ +  that span the range space of 1
T
kA + and the null space 1kA +  of respectively  

         Compute 1 1 1

1
1 1[ ]k k k

T T T
k kY A Y fλ + + +

−
+ +=− ∇  

         Set 1 1, [ ( , ) ( , )]k

T
k k Z k x k k k k x k ks a p y Z x a p xλ λ+ += = ∇ + −∇L L  

       

        If the update criterion is satisfied  

              Update kM and obtain 1kM +  

        Else 1k kM M+ =  

        End (if) 

 

  End (for) 
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4.7  Θεωρία Σύγκλισης. 

 

       Για την εύρεση των συνθηκών που εγγυώνται την τοπική σύγκλιση των µεθόδων επαναληπτικού 

τετραγωνικού προγραµµατισµού, καθώς επίσης και των συνθηκών που εξασφαλίζουν υπεργραµµική 

τάξη σύγκλισης, η συζήτηση περιορίζεται σε προβλήµατα βελτιστοποίησης ισωτικών περιορισµών 

αλλά τα αποτελέσµατα που παράγονται µπορούν να εφαρµοστούν σε αλγόριθµους προβληµάτων µε 

ανισωτικούς περιορισµούς από τη στιγµή όπου το ενεργό σύνολο έχει καθοριστεί στην τελική 

βέλτιστη τιµή του. Για τους σκοπούς της ανάλυσης γίνονται οι παρακάτω υποθέσεις: 

Υποθέσεις 4.2 

Το σηµείο *x  είναι τοπική λύση του προβλήµατος ισωτικών περιορισµών:  

 min ( ) , ( ) 0
nx R

f x c x
∈

=                                                          (4.92) 

στο οποίο ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες: 

α. Οι συναρτήσεις f , c  είναι δύο φορές διαφορίσιµες σε µια γειτονιά του *x  µε Lipschitz συνεχείς 

δεύτερες παραγώγους. 

β. Στο σηµείο *x  ισχύει η συνθήκη LICQ, δηλαδή τα διανύσµατα των κλίσεων των ενεργών 

περιορισµών του προβλήµατος είναι γραµµικά ανεξάρτητα, συνεπώς ικανοποιούνται οι συνθήκες 

KKT του προβλήµατος για κάποιο διάνυσµα πολλαπλασιαστών *λ . 

γ.  Στο σηµείο * *( , )x λ  ισχύουν οι ικανές συνθήκες δεύτερης τάξης, δηλαδή:  

2 * *( , ) 0 , 0T
xxp x p pλ∇ > ∀ ≠L  τέτοιο ώστε *( ) 0A x p=

 

 

 

4.7.1   Αλγόριθµος µε ακριβείς δεύτερες παραγώγους. 

 

       Για τη µέθοδο του επαναληπτικού τετραγωνικού προγραµµατισµού η οποία χρησιµοποιεί 

ακριβείς δεύτερες παραγώγους, αποδεικνύεται τετραγωνική σύγκλιση της ακολουθίας { }( , )k kx λ µε 

την βοήθεια των παρακάτω αποτελεσµάτων. 

 

Λήµµα 4.12 ([4], Λήµµα 2.3.3, σελ. 58). 

Έστω M  ένας nxn  πίνακας µε || || 1M < . Τότε ο 1( )I M −−  υπάρχει και 1 1|| ( ) | |
1 || ||

I M
M

−− ≤
−

. 

Απόδειξη 

Αποδεικνύεται αρχικά ότι ο 1( )I M −−  υπάρχει και ότι 1|| ( ) || lim || | |
k

i

k i o

I M M−

→∞ =
− = ∑ . 

Έστω ότι ο ( )I M− είναι ιδιάζων. Τότε , 0nx x∃ ∈ ≠ℝ τέτοιο ώστε:  

( ) 0 | | || || | | || | |I M x x Mx x M x− = ⇒ = ⇒ ≤  
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και δεδοµένου ότι || || 1M <  συνεπάγεται ότι | | | | | | | |x x<  το οποίο αποτελεί αντίφαση. Συνεπώς, ο 

1( )I M −−  υπάρχει. 

Ισχύει επίσης ότι: 

( ) 1( ) ( ... )( )
k

i k k

i o

M I M I M M I M I M +

=
− = + + − = −∑ . 

Εποµένως:  

1lim lim( )
k

i k

k ki o

M I M +

→∞ →∞=
= −∑ . 

Παίρνoντας τις νόρµες και λαµβάνοντας υπόψη ότι | | | | | | ||k kM M<  και || || 1M <  
δηλαδή 

lim || || 0k

k
M

→∞
=

 
προκύπτει ότι: 

1

0

|| ( ) | | lim || | | lim || | |

1 | | ||
lim || | |

1 || | |

1
1 || | |

k k
i i

ki o i ok

kk

k i o

I M M M

M
M

M

M

−

→∞= =→∞

→∞ =

− ≤ ≤

−=
−

=
−

∑ ∑

∑  

� 

 

Λήµµα 4.13 ([12], Θεώρηµα 3.1.4, σελ. 45). 

Αν ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος και 1|| ( ) | | 1A B A− − <  τότε ο πίνακας B είναι αντιστρέψιµος και  

1
1

1

| | ||
|| | |

1 | | ( ) ||

A
B

A B A

−
−

−≤
− −

 

Απόδειξη 

Παίρνωντας, 1M I A B−= −
 
συνεπάγεται ότι 1 1( )I M I I A B A B− −− = − − =

 
και σύµφωνα µε το λήµµα 

(4.12) ο πίνακας I M−  είναι αντιστρέψιµος και άρα ο 1A B−  είναι αντιστρέψιµος, δηλαδή ο πίνακας B  

είναι αντιστρέψιµος. 

� 

 

Το παρακάτω Λήµµα προσδιορίζει ένα φράγµα του σφάλµατος του γραµµικού µοντέλου 

2( ) ( )F x F x p∇ +∇  σαν µια προσέγγιση του ( )F x p∇ + . 

 

Λήµµα 4.14 ([12], Λήµµα 4.1.12, σελ. 75). 

Έστω : n mF R R∇ →  είναι συνεχώς διαφορίσιµη σε ένα ανοικτό κυρτό σύνολο nD R⊂ . Έστω 

2 ( )F x∇  είναι Lipshitz συνεχής στο x D∈ . Τοτε για κάθε x p D+ ∈  ισχύει ότι:  

2 2|| ( ) ( ) ( ) | | || ||
2
LF x p F x F x p p∇ + −∇ −∇ ≤  

όπου L είναι η σταθερά Lipschitz της 2F∇ . 
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Απόδειξη 

Μέσω του θεωρήµατος Taylor 
1

2

0

( ) ( ) ( )F x p F x F x tp p dt∇ + −∇ = ∇ +∫  και συνεπάγεται ότι: 

1
2 2 2

0
1

2 2

0
1

0
1

2

0

2

|| ( ) ( ) ( ) | | | | [ ( ) ( )] | |

| | ( ) ( ) || || | |

| | | | | | | |

| | ||

| | ||
2

F x p F x F x p F x tp F x p dt

F x tp F x p dt

L tp p dt

L p t dt

L p

∇ + −∇ −∇ = ∇ + −∇

≤ ∇ + −∇

≤

≤

≤

∫

∫

∫

∫

 

� 

 

Θεώρηµα 4.15 ([12], Θεώρηµα 5.2.1, σελ. 90). 

Έστω η : n nF R R→  είναι κλάσσης 2C και η µήτρα Hessian 2 ( )F x∇ είναι Lipschitz συνεχής σε µια 

γειτονιά *( , )N x r  του αυστηρού τοπικού ελαχίστου *x  της F . Τότε υπάρχει 0ε >  τέτοιο ώστε για 

κάθε *( , )ox N x ε∈  η ακολουθία 1 2, ,...x x  παραγόµενη µέσω της επαναληπτικής διαδικασίας: 

 2 1
1 ( ) ( ) , 0,1,...k k k kx x F x F x k−

+ = −∇ ∇ =                                     (4.93) 

i).     είναι καλά ορισµένη και συγκλίνει στο *x  τετραγωνικα. 

ii).    Η ακολουθία των νορµών των κλίσεων { }| | ||kF∇  συγκλίνει τετραγωνικα στο µηδέν. 

Απόδειξη 

i) Επιλέγουµε ένα ε έτσι που ο πίνακας 2 ( )kF x∇  να είναι αντιστρέψιµος για κάθε *( , )kx N x ε∈
 
και 

στη συνέχεια αποδεικνύεται ότι η σύγκλιση είναι τετραγωνική. 

Έστω 2 * 1|| ( ) | |F x β−∇ ≤  και αν L  είναι η σταθερά Lipschitz της 2F∇  έστω 

{ }1min ,
2 L

ε τ β=                                                                     (4.94) 

Αποδεικνύεται επαγωγικά ότι σε κάθε βήµα ισχύει: 

* *
1

1|| | | | | | |
2

k kx x x x+ − ≤ −                                                              (4.95) 

και συνεπώς *
1 ( , )kx N x ε+ ∈ . 

Από την ανισότητα *|| | |ox x ε− ≤  και την Lipschitz συνέχεια της 2 ( )F x∇  στο *x  συνεπάγεται ότι: 

2 * 1 2 2 * 2 * 1 2 2 *

*

| | ( ) [ ( ) ( )]| | | | ( ) | | | | ( ) ( ) | |
|| ||

1
2

o o

o

F x F x F x F x F x F x
x xβ γ

β γ ε

− −∇ ∇ −∇ ≤ ∇ ∇ −∇
≤ −
≤
≤

                         (4.96) 

Από το λήµµα 4.13 προκύπτει ότι: 

2 * 1 (4.96)
2 1 2 *

2 * 1 2 2 *

|| ( ) | |
| | ( ) | | 2 || ( ) | | 2

1 | | ( ) [ ( ) ( ) ||
o

o

F x
F x F x

F x F x F x
β

−
−

−
∇∇ ≤ ≤ ∇ ≤

− ∇ ∇ −∇

         

 (4.97)                                  
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Γι΄αυτό τον λόγο το 2 1
1 ( ) ( )o o ox x F x F x−= −∇ ∇  είναι καλά ορισµένο. 

Επιπλέον, αφού το *x  είναι αυστηρό τοπικό ελάχιστο της F  προκύπτει ότι *( ) 0F x∇ =
 
και 

* * 2 1
1

* 2 1 *

2 1 * 2 *

( ) ( )

( ) [ ( ) ( )]

( ) [ ( ) ( ) ( )( )]

o o o

o o o

o o o o

x x x x F x F x

x x F x F x F x

F x F x F x F x x x

−

−

−

− = − −∇ ∇

= − −∇ ∇ −∇

=∇ ∇ −∇ −∇ −

 

Συνεπώς: 

* 2 1 * 2 *
1

(4.97)
* 2 *

|| || || ( ) | | | | ( ) ( ) ( )( )| |

2 | | ( ) ( ) ( )( )| |

o o o o

o o o

x x F x F x F x F x x x

F x F x F x x xβ

−− ≤ ∇ ∇ −∇ −∇ −

≤ ∇ −∇ −∇ −

                              (4.98) 

Χρησιµοποιώντας το λήµµα 4.14 προκύπτει ότι:  

* * 2
1

* 2

*

(4.94)
*

*

|| || 2 | | ||
2

|| ||

| | | |

1 || ||
2

1 || ||
2

o

o

o

o

o

Lx x x x

L x x

L x x

L x x
L

x x

β

β

β ε

β β

− ≤ −

= −

≤ −

≤ −

= −

 

και *
1 ( , )x N x ε∈  το οποίο ολοκληρώνει την περίπτωση για 0k = . Η απόδειξη του επαγωγικού 

βήµατος απορρέει µε όµοιο τρόπο και συµπεραίνεται  ότι η σύγκλιση είναι τετραγωνική. 

 

ii) Κάνοντας χρήση των σχέσεων 1
N

k k kx x p+ − =
 
και 2 0N

k k kF F p∇ +∇ =  λαµβάνεται ότι: 

2
1 1

1
2 2

0

1
2 2

0

1
2

0

2

2 1 2 2

(4.97)
2 * 1 2 2

|| | | | | ( ) | |

| | ( ) | |

| | ( ) | | | | ||

| | | |

1 || | |
2

1 | | | | | | ||
2

| | ( ) | | || | |

k

N
k k k k k

N N N
k k k k k

N N
k k k k

N
k

N
k

k

k

F F F F p

F x tp p dt F p

F x tp F p dt

L p dt

L p

L F F

L F x F

+ +

−

−

∇ = ∇ − ∇ +∇

≤ ∇ + −∇

≤ ∇ + −∇

≤

=

≤ ∇ ∇

≤ ∇ ∇

∫

∫

∫

 Αποδεικνύοντας ότι οι νόρµες των κλίσεων συγκλίνουν στο µηδέν τετραγωνικά.        

                        � 
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Θεώρηµα 4.16  Σύγκλιση της µεθόδου SQP  ([6], Θεώρηµα 5.2.1, σελ. 90). 

Έστω ότι ισχύουν οι υποθέσεις 4.2. Τότε υπάρχει µια γειτονιά V του * *( , )x λ τέτοια ώστε αν η πρώτη 

επανάληψη ( , )x Vο ολ ∈ , ο αλγόριθµος SQP είναι καλά ορισµένως και παράγει µια ακολουθία 

{ }( , )k kx λ που συγκλίνει τετραγωνικά στο * *( , )x λ .  

Απόδειξη 

       Η απόδειξη πραγµατοποιείται εφαρµόζοντας το θεώρηµα 4.15 µιας και ο αλγόριθµος SQP είναι 

ισοδύναµος µε τον αλγόριθµο του Newton εφαρµοσµένο στο µη γραµικό σύστηµα ( , ) 0F x λ =  όπου  

( ) ( )( , )
( )

TF x A xF x
c x

λλ  ∇ −= 
 

 

Θέτοντας ( , )z x λ=  η συνάρτηση F  είναι κλάσσης 1C  σε µια γειτονιά του * * *( , )z x λ=  και ο πίνακας 

* * *( ) ( , )F z F x λ′ ′=  είναι αντιστρέψιµος από τις υποθέσεις 4.2. Εποµένως προκύπτει η τετραγωνική 

σύγκλιση του { }( , )k kx λ .  

� 

 

       Τα µέχρι στιγµής αποτελέσµατα µπορούν να εφαρµοσθούν σε αλγόριθµους προβληµάτων µε 

ανισωτικούς περιορισµούς από τη στιγµή που το ενεργό σύνολο έχει καθοριστεί στην τελική τιµή 

του. Για το σκοπό αυτό οι ενεργοί περιορισµοί του τετραγωνικού προβλήµατος (4.12) σε µία 

επανάληψη πρέπει να είναι οι ίδιοι και στην επόµενη επανάληψη κάτι το οποίο σηµαίνει ότι 

τουλάχιστον ασυµπτωτικά ο αλγόριθµος SQP θα συµπεριφέρεται σαν τη µέθοδο Newton για 

προβλήµατα µε ισωτικούς περιορισµούς και συνεπώς θα συγκλίνει γρήγορα. Οι συνθήκες κάτω από 

τις οποίες λαµβάνει χώρα αυτή η επιθυµητή συµπεριφορά  δίνονται από το θεώρηµα 4.18, κάνοντας 

χρήση του θεωρήµατος 4.17 που ακολουθεί. 

 

Θεώρηµα  4.17  

Όταν ισχύει η συνθήκη LICQ, δηλαδή τα διανύσµατα των κλίσεων των ενεργών περιορισµών είναι 

γραµµικά ανεξάρτητα, το βέλτιστο διάνυσµα των πολλαπλασιαστών Lagrange *λ  είναι µοναδικό. 

Απόδειξη 

       Έστω *λE  και *λI  είναι αντίστοιχα οι πολλαπλασιαστές Lagrange που αντιστοιχούν στους 

ισωτικούς  cE  και στους ανισωτικούς περιορισµούς cI αντίστοιχα. Για να είναι το σηµείο 

* * *( , , )Ix λ λE  ένα σηµείο KKT, πρέπει να ικανοποιεί τη σχέση: 

* * * * *( ) ( ) ( )i i i i
i i

f x c x c xλ λ
= =

∇ + ∇ + ∇∑ ∑E E I I

E I

 

Η παραπάνω συνθήκη γράφεται ως εξής:  

*

* * * * *

( )

( ) ( ) ( )i i i i
i i x

f x c x c xλ λ
∈ ∈

∇ + ∇ + ∇∑ ∑ ɶ ɶE E I I

E A

 

όπου * * *{ } , ( )i i xλ λ= ∈ɶ
I I� A  και * * *( ) { ( )} , ( )ic x c x i x= ∈ɶI I A . 
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Η παραπάνω εξίσωση επαναδιατυπώνεται ως εξής: 

*

* * *

*

( )
( ) ( )

( )

T
c x

f x
c x

λ λ
 ∇

−∇ =  
∇ 

ɶ
ɶ

E

E I

I
 

Αφού τα * *[ ( ) ( )]Tc x c x∇ ∇ ɶE I  είναι γραµµικά ανεξάρτητα (δεδοµένης της συνθήκης LICQ), 

προκύπτει ότι τα * *( )λ λɶE I  ορίζονται µοναδικά. 

� 

 

Θεώρηµα 4.18 ([6], Θεώρηµα 15.2, σελ. 259). 

Έστω ότι οι συναρτήσεις f  και c  είναι κλάσσης 2C  σε µια γειτονιά µιας τοπικής λύσης *x  του 

γενικού µη γραµµικού προβλήµατος ελαχιστοποίησης (4.11) µε αντίστοιχους πολλαπλασιαστές *λ

και το σηµείο *x  ικανοποιεί τις υποθέσεις 4.1. Έστω επίσης ότι ισχύει η συνθήκη αυστηρής 

συµπληρωµατικότητας και ότι το *
* *

( )
( , )

x
x λ

A
 είναι τοπική λύση του προβλήµατος ισωτικών 

περιορισµών: 

*min ( ) , ( ) 0 , ( )
n

i
x R

f x c x i x
∈

= ∈A                                             (4.99) 

Αν το kp  είναι τοπική  λύση του προβλήµατος τετραγωνικού προγραµµατισµού  (4.12), τότε υπάρχει 

µια γειτονιά V  του * *( , )x λ  τέτοια ώστε αν η πρώτη επανάληψη ( , )o ox Vλ ∈  τότε :  

i. Ο αλγόριθµος SQP είναι καλά ορισµένος και παράγει µια ακολουθία { }( , )k kx λ  η οποία συγκλίνει 

τετραγωνικά στο * *( , )x λ .   

ii.  Οι ενεργοί περιορισµοί του προβλήµατος τετραγωνικού προγραµµατισµού (4.12) είναι εκείνοι του 

προβλήµατος (4.11). 

Απόδειξη 

       Η βασική ιδέα είναι να αποδειχθεί ότι κοντά στο * *( , )x λ  η τοπική λύση kp του (4.12) και το 

βήµα για το πρόβληµα (4.99) είναι όµοια. Η υπόλοιπη απόδειξη προκύπτει από το θεώρηµα 4.16. 

       Έστω ότι το ( , )k kx λ  είναι κοντά στο * *( , )x λ . Αφού το *
* *

( )
( , )

x
x λ

A
 είναι τοπική λύση του 

προβλήµατος (4.99), τότε το τετραγωνικό πρόβληµα: 

 *1min ( ) ( , ) , ( ) ( ) 0 , ( )
2

T T
k k k i k i k

p
f x p p x p c x c x p i xλ ′∇ + + = ∈

ɶ
ɶ ɶ ɶ ɶL A

               
(4.100) 

έχει µοναδική λύση *( )
( , )k x

p λɶɶ
A

. Θέτοντας 0iλ =ɶ  για *\{ ( )}i x∈ ∩I I A  καταρτίζεται µαζί µε το 

*( )x
λɶ
A

 το διάνυσµα 1
m

k Rλ + ∈ɶ .  

       Αποδεικνύεται ότι αν το ( , )k kx λ  είναι σε µια γειτονιά του * *( , )x λ , το ζεύγος 1( , )k kp λ +
ɶɶ είναι λύση 

του προβλήµατος τετραγωνικού προγραµµατισµού (4.12), ως εξής: 

       Αποδεικνύεται αρχικά ότι το 1( , )k kp λ +
ɶɶ  είναι τοπική λύση του (4.12). Για το σκοπό αυτό αρκεί να 
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δειχθεί ότι: 

*

*
1

( ) ( ) 0 , \{ ( )}

0 , { ( )}i

i k i k k

k

c x c x p i x

i xλ +

′+ ≥ ∈

≥ ∈

ɶ ∩

ɶ ∩

I I A

I A

 

       Από το θεώρηµα (4.16), όταν το ( , )k kx λ  είναι κοντά στο * *( , )x λ  τότε το 1( , )k k kx p λ ++ ɶɶ  είναι 

κοντά στο * *( , )x λ . Για τον λόγο αυτό, για *{ ( )}i x∈ ∩I A  
προκύπτει ότι 1 0kλ + ≥ɶ  αφού λόγω της 

συνθήκης αυστηρής συµπληρωµατικότητας * 0λ > . Απ΄την άλλη µεριά το kpɶ  είναι µικρό έτσι που 

για *\{ ( )} , ( ) ( ) 0i k i k ki I x c x c x p′∈ + ≥ɶ∩I A . Συνεπώς το 1( , )k kp λ +
ɶɶ είναι τοπική λύση του (4.12). 

       Στη συνέχεια αποδεικνύεται ότι η λύση kp  του (4.12) και οι σχετιζόµενοι µε αυτή 

πολλαπλασιαστές 1kλ +  είνα πράγµατι kpɶ  και 1kλ +
ɶ  αντίστοιχα, αν το ( , )k kx λ  είναι σε µια γειτονιά του 

* *( , )x λ
 
ως εξής: 

       Για  ( , )k kx λ  κοντά στο  * *( , )x λ  και *\{ ( )} , ( ) ( ) 0i k i k ki I x c x c x p′∈ + >∩I A , και εποµένως 

προκύπτει ότι 1 10k kλ λ+ += = ɶ .  

       Εξαιτίας της µοναδικότητας της τοπικής λύσης του προβλήµατος (4.100), µένει να δειχθεί ότι: 

*( ) ( ) 0 , { ( )}i k i k kc x c x p i x′+ = ∀ ∈ ∩I A  

Αν η παραπάνω σχέση δεν ίσχυε θα υπήρχε ένας δείκτης *{ ( )}j x∈ ∩I A  και µια ακολουθία

* *( , ) ( , )k kx xλ λ→  τέτοια ώστε: 

1( ) ( ) 0 , 0jj k j k k kc x c x p λ +′+ > =  

Από τις συνθήκες KKT  προκύπτει ότι: 

{ } { }*

2
1

( ) \

( ) 0ik xx k k k i k

i x j

f p c xλ +
∈

∇ +∇ − ∇ =∑
A

L  

Αφού 0kp →  συνεπάγεται ότι 2 *( )k xx k kf p f x∇ +∇ →∇L  και οι πολλαπλασιαστές  

{ } { }*
1 , ( ) \ik i x jλ + ∈ A  θα σύγκλιναν σε κάποιο όριο iλ . Εποµένως, η παραπάνω εξίσωση γίνεται: 

{ } { }*

* *

( ) \

( ) ( ) 0i i

i x j

f x c xλ
∈

∇ − ∇ =∑
A

 

Προκύπτει τελικά, ότι υπάρχουν δύο διαφορετικοί πολλαπλασιαστές, *λ και λ , µε 0iλ =  για 

{ } { }*( ) \i x j∉ A .  Για τους πολλαπλασιαστές αυτούς έχουµε ότι *λ λ≠  µιας και 0jλ =  και * 0jλ >  

(λόγω της συνθήκης αυστηρής συµπληρωµατικότητας), το οποίο αποτελεί αντίφαση δεδοµένης της 

µοναδικότητας των πολλαπλασιαστών Lagrange (θεώρηµα 4.17). 

                                                                              � 
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4.7.2 Η εκδοχή Quasi – Newton του αλγόριθµου  

 

       Στη περίπτωση αυτή η µήτρα Hessian 2 ( , )xx k kx λ∇ L  της Λανγκρανζιανής συνάρτησης 

αντικαθίσταται µε µια προσέγγιση Quasi-Newton kB . Παίρνοντας τον ( )n x n m−  πίνακα kZ  οι 

στήλες του οποίου παράγουν τον µηδενικό χώρο του πίνακα kA  έτσι ώστε να έχει ορθοκανονικές 

στήλες και πολλαπλασιάζοντας την πρώτη γραµµή του συστήµατος KKT (4.5) µε kZ  προκύπτει: 

 2
k k
T T

xx k k kZ p Z f∇ =− ∇L                                                   (4.101) 

Η εξίσωση αυτή µαζί µε τη δεύτερη γραµµή k k kA p c=−  του συστήµατος (4.5) είναι ικανές να 

προσδιορίσουν πλήρως την τιµή του kp  όταν τα kx  και kλ  δεν είναι πολύ µακριά από τις βέλτιστες 

τιµές τους. 

       Στην συνέχεια, γίνεται χρήση του πίνακα προβολής kP  που ορίζεται για κάθε επανάληψη ως 

εξής: 

1[ ] k
T T T

k k k k k kP I A A A A Z Z−= − =  

Ο πίνακας αυτός προβάλει κάθε διάνυσµα στον nR  στον µηδενικό χώρο των κλίσεων των 

περιορισµών kA . Πολλαπλασιάζοντας την σχέση (4.101) µε kZ  επαναδιατυπώνεται ως εξής: 

2
k xx k k k kP p P f∇ =− ∇L                                                    (4.102) 

       Η εξίσωση αυτή αναδεικνύει ότι η κατεύθυνση έρευνας προσδιορίζεται πλήρως από τη 

µονόπλευρη προβολή της µήτρας 2
xx k∇ L . Υποδηλώνει επίσης ( θεώρηµα 4.16), ότι η µέθοδος Quasi-

Newton θα συγκλίνει τοπικά αν ο πίνακας kB  είναι επιλεγµένος έτσι ώστε  ο πίνακας  k kP B  να είναι 

µια λογική προσέγγιση του 2
k xx kP∇ L  και η σύγκλιση θα είναι υπεργραµµική αν η προσέγγιση είναι 

ακριβής.  

       Ακριβολογόντας, αναφορικά µε το δεύτερο ισχυρισµό,  το επόµενο θεώρηµα ποσοτικοποιεί τη 

ποιότητα αυτής της προσέγγισης στη περίπτωση ενός προβλήµατος ισωτικών περιορισµών. 

 

Θεώρηµα 4.19 ([7], Θεώρηµα 3.1, σελ. 167). 

Έστω ότι η ισχύει η υπόθεση (4.2α) και η ακολουθία { }( , )k kx λ  που παράγεται από τον αλγόριθµο 

SQP µε τη Hessian µήτρα της Λανγκρανζιανής συνάρτησης 2
xx k∇ L  να έχει αντικατασταθεί από µια 

συµµετρική µήτρα kB , συγκλίνει στο * *( , )x λ .  Τότε  το kx  συγκλίνει υπεργραµµικά αν και µόνο αν η 

προσέγγιση kB  της µήτρας Hessian ικανοποιεί την ιδιότητα: 

 
2| | ( ( , ) | |

lim 0
|| | |

k k xx k k k

kk

P B x p

p

λ
→∞

−∇ =L
                                            (4.103) 

� 
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4.7.3 Γενική Σύγκλιση 

 

       Η µέχρι τώρα εµπειρία έχει δείξει ότι οι µέθοδοι SQP συχνά συγκλίνουν σε µια λύση από 

αποµακρυσµένα αρχικά σηµεία και εποµένως έχει υπάρξει αξιοσηµείωτο ενδιαφέρον στη κατανόηση 

του τι οδηγεί τις επαναλήψεις αυτές προς την λύση αλλά και τι µπορεί να οδηγήσει τον αλγόριθµο 

στο να αποτύχει.  

       Το επόµενο θεώρηµα αναλύει τη γενική σύγκλιση του αλγόριθµου SQP µε αναζήτηση γραµµής 

χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση αξίας 1l , όπου το kµ  προσαρµόζεται σύµφωνα µε τον κανόνα (4.66) 

και το µήκος βήµατος ka  προσδιορίζεται µέσω ενός αλγόριθµου αναζήτησης γραµµής. Επίσης, 

γίνονται και οι κάτωθι υποθέσεις . 

Υποθέσεις 4.3 

α. Οι πίνακες kB  που αντικαθιστούν τη µήτρα Hessian 2
xx k∇ L  διατηρούνται θετικά ορισµένοι.  

β. Οι ακολουθίες { }kB  και { }1kB −  είνα φραγµένες. 

       Η υπόθεση (4.3β) είναι µια ισχυρή υπόθεση δεδοµένου ότι δεν είναι γνωστό κατα πόσον 

ικανοποιείται στην εκδοχή  Quasi-Newton της µεθόδου SQP. Επιπλέον δεν είναι εγγυηµένο ότι οι 

πίνακες kB  διατηρούνται θετικά ορισµένοι. 

 

Θεώρηµα 4.20 ([6], Θεώρηµα 17.2, σελ. 296). 

Έστω ότι ο αλγόριθµος  SQP  όπως περιγράφτηκε πιο πάνω εφαρµόζεται στο µη γραµµικό πρόβληµα  

(4.11). Υποθέτουµε επίσης ότι οι συναρτήσεις f  και c  είναι συνεχώς διαφορίσιµες σε µια ανοικτή 

περιοχή nRΩ⊂  µε Lipschitz συνεχής παραγώγους και ότι οι υποθέσεις 4.3 ικανοποιούνται. Τότε, 

ξεκινώντας ο αλγόριθµος από ένα σηµείο x∈Ω , και αν υποθέσουµε ότι οι ακολουθίες { }kx  και 

{ }1kx +  ανήκουν στην περιοχή Ω , λαµβάνει χώρα µία από τις επόµενες καταστάσεις: 

1).  Η ακολουθία { }kµ  δεν είναι φραγµένη και στη περίπτωση αυτή η { }1kλ +  επίσης δεν είναι 

φραγµένη.  

2).  Υπάρχει ένας δείκτης 1k  τέτοιος ώστε για 1k k≥ , kµ µ=  και τουλάχιστον µία από τις ακόλουθες 

καταστάσεις λαµβάνει χώρα: 

 α. 1( ; )k kxϕ µ →−∞  

 β. Κάθε οριακό σηµείο της ακολουθίας { }1,k kx λ +  ικανοποιεί τις συνθήκες βελτίστου KKT  για το 

πρόβληµα (4.11). 

Απόδειξη 

1).  Αν η { }kµ  δεν είναι φραγµένη, από τον κανόνα ενηµέρωσης (4.66) προκύπτει ότι και η { }1kλ +   
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δεν είναι επίσης φραγµένη. 

2). Αν η { }kµ  είναι φραγµένη, προκύπτει πάλι από τον κανόνα ανανέωσης ότι υπάρχει ένας δείκτης  

1k  τέτοιος ώστε 1k k kµ µ= ∀ ≥ . Για να αποδείχθεί τώρα ότι µια από τις καταστάσεις (2α) ή (2β) 

λαµβάνει χώρα, υποθέτουµε ότι η (2α) δεν ισχύει και δείχνουµε την (2β). 

       Κάθε επανάληψη µετά µε  1k k>  επιβάλει  τη µείωση στην ίδια συνάρτηση αξίας 1( ; )k kxϕ µ  και 

µιας και από την (2α) 1( ; )k kx cϕ µ ≥ >−∞ , η συνθήκη επαρκούς µειώσεως: 

       1 1( ; ) ( ; ) , (0,1)k k k k k k k kx a p x aϕ µ ϕ µ η η+ ≤ + ∆ ∈                                     (4.104) 

συνεπάγεται ότι 0k ka ∆ → . Αν 0ka a≥ >  προκύπτει ότι 0k∆ →  και η  (2β) ικανοποιείται όπως 

αποδεικνύεται παρακάτω: 

       Οι KKT συνθήκες βελτίστου για το υποπρόβληµα τετραγωνικού προγραµµατισµού (4.12) µε τον 

πίνακα kB  στην θέση του 2
xx k∇ L  είναι οι ακόλουθες: 

1 0k k k k kf B p c λ +∇ + +∇ =                                                            (4.105α) 

( ) ( ) 0 ,T
i k i k kc x c x p i+∇ = ∈E                                        (4.105β) 

( ) ( ) 0 ,T
i k i k kc x c x p i+∇ ≥ ∈I                                        (4.105γ) 

1( ) 0 ,k i iλ + ≥ ∈I                                        (4.105δ) 

1( ) ( ( ) ( ) ) 0 ,T
k i i k i k kc x c x p iλ + +∇ = ∈I                                         (4.105ε) 

Για την κατά κατεύθυνση παράγωγο της 1( ; )k kxϕ µ  έχουµε από την (4.65) ότι: 

 # #
1 1 1 1( ( ; ) ; ) || | | | | | |k k

T T T
k k k k k k k k k k k k kD x p f p c p B p c cϕ µ µ λ µ+≤∇ − =− + − = ∆            (4.106) 

Απ’ την άλλη µεριά από τον κανόνα ανανέωσης του kµ  ισχύει ότι: 

 1 1|| || 2 || ||k k kµ λ ρ λ ρ+ ∞ + ∞= + ≥ +                                              (4.107) 

Εποµένως, από το γεγονός ότι 0k∆ →  και από τις σχέσεις (4.106) και (4.107) προκύπτει ότι: 

 0T
k k kp B p →                                                (4.108) 

 # 0kc →                                               (4.109) 

Από την (4.109) συµπεραίνεται ότι: 

 ( ) 0 ,i kc x i→ ∈E                                                      (4.110) 

 { }min ( ) , 0 0 , ( ) 0 ,i k i kc x i c x i→ ∈ ⇒ ≥ ∈I I                              (4.111) 

Από την (4.108), εξαιτίας του ότι ο πίνακας kB  είναι θετικά ορισµένος και έχει φραγµένο 

αντίστροφο, προκύπτεί ότι: 

 0kd →                                            (4.112) 

Από την (4.105α) και το φράσιµο του kB  προκύπτει χρησιµοποιώντας την (4.112) ότι: 
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 1( , ) 0x k kx λ +∇ →L                                                    (4.113) 

Επίσης από την (4.105δ) έχουµε ότι: 

 1( ) 0 ,k i iλ + ≥ ∈I                                                    (4.114) 

Τέλος, από την (4.106)  συνεπάγεται ότι #
1| | | | 0k

T
k k k kf p cµ∇ =∇ − →  και χρησιµοποιώντας την  

(4.109) έχουµε 0T
k kf p∇ → . Εποµένως από την (4.105α) έπεται ότι: 

 1 0T T
k k kc pλ + ∇ →                                                       (4.115) 

Η εξίσωση (4.115) υποδηλώνει ότι: 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0T T
k i i k k k i i k k

i i

c x p c x pλ λ+ +
∈ ∈

∇ + ∇ →∑ ∑
E I

 

το οποίο µπορεί να γραφτεί ως: 

 1 1( ) ( ) ( ) ( ) (1)T T
k i i k k k i i k k

i i

c x p c x p oλ λ+ +
∈ ∈

∇ + ∇ =∑ ∑
E I

                         (4.116) 

Όµως από την (4.105ε): 

1 1

(4.116)

1

(4.105 )

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) (1)

( ) ( ) (1)

(1)

T
k i i k k i i k k

i i

T
k i i k k

i

b

k i i k
i

c x c x p

c x p o

c x o

o

λ λ

λ

λ

+ +
∈ ∈

+
∈

+
∈

= ∇

= ∇ +

= − +

=

∑ ∑

∑

∑

I I

E

E

 

Αφού η ακολουθία { }1kλ +  είναι φραγµένη και επειδή από την (4.110) ( ) 0 ,i kc x i→ ∈E  έπεται ότι: 

 1( ) ( ) 0 ,k i i kc x iλ + → ∈I                 (4.117) 

Οι σχέσεις (4.110), (4.111), (4.114), (4.117) και (4.113) αποδεικνύουν το (2β) δηλαδή, κάθε οριακό 

σηµείο της ακολουθίας { }1,k kx λ +  ικανοποιεί τις KKT συνθήκες βελτίστου. 

       Μένει να δειχθεί ότι 10ka a k k≥ > ∀ ≥  για κάποια σταθερά a . Το µήκος βήµατος ka  

προσδιορίζεται µε την διαδικασία backtracking  θέτοντας k ka pa= ɶ , όπου η σταθερά kaɶ  δεν 

ικανοποιεί τη συνθήκη επαρκούς µειώσεως, δηλαδή:  

 1 1( ; ) ( ; )k k k k k k k kx a p x aϕ µ ϕ µ η+ > + ∆ɶ ɶ                                    (4.118) 

Έχουµε ότι: 

 #
1( ) ( ) || ( ) | |k k k k k k k k k kx a p f x a p c x a pϕ µ+ = + + +ɶ ɶ ɶ            (4.119) 

Για f και 1c C∈  έχουµε:  

2 2

2 2

2 2

( ) ( | | || )

( ) ( | | ||

(1 ) ( ) ( || | | )

k

k

k

T
k k k k k k k k

T
k k k k k k k k

T
k k k k k k k

f x a p f a f p O a p

c x a p c a c p O a p

a c a c c p O a p

+ = + ∇ +

+ = + ∇ +

= − + + ∇ +

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ
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Έπεται ότι: 

# # # 2 2
1

# # 2 2
1 1

|| ( ) || | | (1 ) [ ] ( || | | )

(1 )| | | | | |( ) | | ( || | | )

k k

k k

T
k k k k k k k k k

T
k k k k k k

c x a p a c a c c p O a p

a c a c c p O a p

+ = − + +∇ +

≤ − + +∇ +

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ
 

Από τις KKT συνθήκες βελτίστου (4.105β) και (4.105γ) παίρνουµε: 

#[ ] 0T
k k kc c p+∇ =  

Άρα: 

# # 2 2
1 1||[ ( ] || (1 )|| || ( | | | | )k kk k k k kc x a p a c O a p+ ≤ − +ɶ ɶ ɶ  

Προκύπτει από την (4.119) ότι: 

 

# 2 2
1 1

# # 2 2
1 1

# 2 2
1 1 1

(4.105 )

1 1

( ; ) (1 )|| | | ( || | | )

| | || || | | ( | | | | )

( ; ) | | | | | | | |

( ; )

k k

k k k

k k

k

T
k k k k k k k k k k k

T
k k k k k k k k

T
k k k k k k k k

a
T T

k k k k k k k

x a p f a f p a c O a p

f c a f p a c O a p

x a f p a c C a p

x a p B p a

ϕ µ µ

µ µ

ϕ µ µ

ϕ µ λ +

+ ≤ + ∇ + − +

= + + ∇ − +

≤ + ∇ − +

= + −

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ # 2 2
1 1

(4.105 )
# 2 2

1 1 1 1

(4.106)
2 2

1 1

| | || | | ||

( ; ) || | | || | |

( ; ) || | |

k k

k k k

k

T
k k k k k

b
T T

k k k k k k k k k k k

k k k k k

c p a c C a p

x a p B p a c a c C a p

x a C a p

µ

ϕ µ λ µ

ϕ µ

+

∇ − +

= − + − +

= + ∆ +

ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

 

Από την παραπάνω ανισότητα και την ανισότητα (4.118) συνεπάγεται ότι: 

 2
1(1 ) || | |k k kC a pη− − ∆ ≤ ɶ                                     (4.120) 

Όµως, λόγω του ότι η ακολουθία { }1kB−

 
είναι φραγµένη: 

1
# 2

2| | | | | | | |k

T T T
k k k k k k k p k k k kp B p c c p B p C pλ µ+∆ = − + − ≤ − ≤ −  

Συνεπώς από την (4.120) και το γεγονός ότι (0,1)η∈ :  

2

1

(1 ) 0k
Ca
C

η≥ − >ɶ  

Άρα µπορούµε να επιλέξουµε 0ka a≥ >  µε 2

1

(1 )k
Ca a
C

ρ ρ η= = −ɶ
 
µε ρ (0,1)∈ . 

� 

 

 

4.7.4 Υπεργραµµική Σύγκλιση 

 

       Οι υποθέσεις ότι η µήτρα 2 * *( , )xx x λ∇ L  είναι θετικά ορισµένη, ότι οι συναρτήσεις 2,f c C∈  και 

τέλος ότι οι µήτρες  Hessian αυτών είναι Lipschitz συνεχής κοντά στο *x , υποδηλώνουν ότι για όλα 

τα ( , )x λ  αρκετά κοντά στα * *( , )x λ  και για όλα τα 0w≠ :  

 2 2 2| | || ( , ) || | |T
xxm w w x w M wλ≤ ∇ ≤L                                         (4.121) 
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       Λόγω της (4.121) ο ορισµός του ky  από την (4.35) εξασφαλίζει ότι κοντά στη λύση και για κάθε 

x  στο ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα kx  και k kx s+ , η µέθοδος BFGS για προβλήµατα χωρίς 

περιορισµούς έχει ισχυρές ιδιότητες σύγκλισης, µιας και οι ακόλουθες συνθήκες ικανοποιούνται: 

 
2| | | |

k
T

k

k

y s
m

s
≥                                                     (4.122α) 

2| | | |

k

k

T
k

y
M

y s
≤                                                        (4.122β) 

       Επιπλέον αυτές οι υποθέσεις θέτουν ως  υποφήφιους  για χρησιµοπίηση τους τύπους ανανέωσης 

οι οποιοί διατηρουν τους πίνακες θετικά ορισµένους (DFP ή BFGS) και το θεώρηµα (4.22) δείχνει ότι 

επιτυγχάνεται υπεργραµµική σύγκλιση σε αυτές τις περιπτώσεις, δηλαδή η (4.103) ικανοποιείται. 

Λαµβάνοντας υπόψη ότι οι πίνακες προβολής kP  είναι φραγµένοι είναι αρκετό να αποδεχθεί ότι: 

 
2 * *

1

1

| |[ ( , )]( )| |
lim 0

|| ||
k xx k k

k k k

B x x x

x x

λ +

→∞ +

−∇ − =
−

L
                                     (4.123) 

Η απόδειξη κάνει χρήση της θεµελιώδους ανισότητας των Broyden, Dennis και More για την 

περίπτωση προβληµάτων χωρίς περιορισµούς, η οποία δίνεται µε το ακόλουθο λήµµα. 

 

Λήµµα 4.21 ( [9] , Λήµµα 3.2, σελ. 555). 

Έστω: : n nF R R→  διαφορίσιµη σε µια ανοικτή κυρτή γειτονιά D  ενός σηµείου *x  για το οποίο η 

µήτρα *( )F x∇  είναι συµµετρική και θετικά ορισµένη και η F∇  είναι Lipschitz σε µια γειτονιά του 

*x . Αν για κάποια ακολουθία { }kx D⊂
 
µε 1

1 ( )k k k kx x B F x−
+ = −  

η οποία συγκλινει στο *x  τα ks  και ky  

δίνονται από τις σχέσεις: 

1 1, ( ) ( )k k k k k ks x x y F x F x+ += − = −  

τότε υπάρχει ένα ok  τέτοιο ώστε για , 0k
T

o kk k y s≥ > . Επιπλέον υπάρχουν θετικές σταθερές 1,c a  και 

2a  µε (0,1]c∈  τέτοιες ώστε: 

 * 2 1/2 *
1 1 2ˆ ˆ|| ( ) | | [(1 ) ] | | ( ) ||k M k k k M kB F x c a B F x aθ σ σ+ −∇ ≤ − + −∇ +                     (4.124) 

 όπου   

{ }* *
1

*
*

* 1

* 1/2

ˆ max || || , || ||

| | ( ( )) ||
( ) 0 .

|| ( ) || | | | |

( )

k k k

k k
k k k

k M k

x x x x

M B F x s
B F x

B F x M s

M F x

σ

θ για και θ διαφορετικα

+

−

−

 = − −

 −∇= ≠∇ = −∇


= ∇

ɺ  

και η νόρµα πίνακα || ||M⋅  ορίζεται ως || | | | | | |M FQ MQM=  και || | |F⋅  είναι η Frobenious νόρµα. 

 � 

 

Θεώρηµα  4.22 ( [7] , Λήµµα 4, σελ. 168). 

Έστω ότι η µήτρα 2 * *( , )xx x λ∇ L είναι θετικά ορισµένη. Αν η ακολουθία { }kB  λαµβάνεται µέσω είτε 

του DFP είτε του BFGS τύπου µε το ky  να δίνεται από τη σχέση: 
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 1 1 1( , ) ( , )k x k k x k ky x xλ λ+ + +=∇ −∇ɶ L L                                         (4.125) 

και αν η { }kx  συγκλίνει στο *x  γραµµικά, τότε η σύγκλιση είναι υπεργραµµική. 

Απόδειξη 

       Αφού από τις υποθέσεις το *x  είναι ένα ελάχιστο για το πρόβληµα χωρίς περιορισµούς, της 

*( , )x λL , το Λήµµα 4.21 µπορεί να εφαρµοστεί για την περίπτωση όπου ο πίνακας 1kB +
ɶ  παράγεται 

από τον kB  χρησιµοποιώντας τον ίδιο τύπο ανανέωσης όπως και για το 1kB +  αλλά µε το ky  να έχει 

αντικατασταθεί µε: 

 * *
1( , ) ( , )k x k x ky x xλ λ+=∇ −∇ɶ L L                                          (4.126) 

Εποµένως προκύπτει η ακόλουθη θεµελιώδης ανισότητα: 

 2 * * 2 1/2 2 * *
1 1 2ˆ ˆ|| ( , )|| [(1 ) ] || ( , )| |k xx M k k k xx M kB x c a B x aλ θ σ λ σ+ −∇ ≤ − + −∇ +ɶ L L           (4.127) 

όπου, ˆ ,k kσ θ  όπως πιο πάνω και 2 * * 1/2( , )xxM x λ −=∇ L . 

Χρησιµοποιώντας την τριγωνική ανισότητα η (4.127) γίνεται: 

2 * * 2 * *
1 1 1 1

2 1/2 2 * *
1 2 1 1

|| ( , ) || | | ( , ) || || ||

ˆ ˆ[(1 ) ] || ( , ) || || ||

k xx M k xx M k k M

k k k xx M k k k M

B x B x B B

c a B x a B B

λ λ

θ σ λ σ

+ + + +

+ +

−∇ ≤ −∇ + −

≤ − + −∇ + + −

ɶ ɶ

ɶ

L L

L
     (4.128) 

Για την ανανέωση BFGS (η απόδειξη για την DFP ανανέωση είναι όµοια) έπεται ότι: 

 1 1
( ) ( )

k k

k

T T T T
k k k k k k

k k T T
k k k

y s y y y s y y
B B

y s y s
+ +

−− =
ɶ ɶ ɶɶ
ɶ

                                           (4.129) 

εποµένως  1 1
3|| | | | | | | || || | | ||

|| ||
|| || | | | |k

k k k k k
k k T T

k k k

y y s y y
B B

y s y s
+ +

−− ≤
ɶ ɶɶ
ɶ

                               (4.130) 

Από τους ορισµούς των ky  και kyɶ  και την υπόθεση ότι η c  είναι Lipschitz συνεχής κοντά στο *x  

προκύπτει ότι: 

 * *
1 1 1 1 1|| | | | |[ ( ) ( )] ( ) || || || || | |k k k k k k k ky y c x c x x xλ λ β λ λ+ + + +− = ∇ −∇ − ≤ − −ɶ             (4.131) 

Επιπλέον από την (4.122α,β) έχουµε:  

2 2| | | | , | | | |T T
k k k k k ky s m s y s m s≥ ≥ɶ

                                      
(4.132a)  

|| || | | | | , || || | | | |k
T

k k ky M s y M s≤ ≤ɶ
                                      

(4.132b) 

Χρησιµοποιώντας τις (4.131) και (4.132α,β) προκύπτει από την (4.130) ότι:  

 ( )
2

*
1 1 1 1|| || 3 || | |k k k

mB B
M

β λ λ+ + +− ≤ −ɶ                                            (4.133) 

Η ανισότητα (4.133) µπορεί να γραφτεί στη µορφή: 

 1 1|| ||k k kB B aσ+ +− ≤ɶ                                                       (4.134) 

όπου a  είναι µια σταθερά ανεξάρτητη του k και
 

{ }* *max ||( , ) ( , ) || : , 1k i ix x i k kσ λ λ= − = + . 

Επί πλέον: 
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2 * * 1/2 2 * * 1/2
1 1 1 1

2 * * 1/2 2 * * 1/2
1 1

2 * * 1/2 2
1 1

(4.134)

4

|| | | || ( , ) ( ) ( , ) | |

| | ( , ) ( ) ( , ) | |

| | ( , ) || | | ||

k k M xx k k xx F

xx k k xx

xx k k

k

B B x B B x

n x B B x

n x B B

a

λ λ

λ λ

λ

σ

− −
+ + + +

− −
+ +

−
+ +

− = ∇ − ∇

≤ ∇ − ∇

≤ ∇ −

≤

ɶ ɶ

ɶ

ɶ

L L

L L

L

 

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω ανισότητα η (4.128) γίνεται: 

 2 * * 2 1/2 2 * *
1 5 6|| ( , )|| [(1 ) ] || ( , )| |k xx M k k k xx M kB x c a B x aλ θ σ λ σ+ −∇ ≤ − + −∇ +L L         (4.135) 

Αφού ( )2 1/2 2(1 ) 1
2

k k
acθ θ− ≤ −  η (4.135) γράφεται ως: 

2
2 * *

2 * * 2 * * 2 * *
1 5 6

| | ( , ) | |
2

|| ( , ) | | || ( , ) || [ || ( , ) | | ]

k
k xx M

k xx M k xx M k k xx M

c B x

B x B x a B x a

θ λ

λ λ σ λ+

−∇ ≤

≤ −∇ − −∇ + −∇ +

L

L L L   
(4.136) 

Από τη γραµµική σύγκλιση της ακολουθίας { }kx  στο *x  (και άρα τη σύγκλιση της ακολουθίας { }kλ  

στο *λ ) έπεται ότι: 

1
k

k

σ
∞

=
<+∞∑  

Εποµένως, προσθέτοντας και τα δύο µέρη της (4.136) έπεται ότι: 

 ( ) 2 2 * *

1

| | ( , ) | |
2 k k xx M

k

c B xθ λ
∞

=
−∇ < +∞∑ L                                   (4.137) 

       Αν τώρα η ακολουθία { }2 * *| | ( , ) | |k xx MB x λ−∇ L  έχει κάποιο οριακό σηµείο, τότε αν κάποια 

υπακολουθία της { }2 * *| | ( , ) | |k xx MB x λ−∇ L  συγκλίνει στο µηδέν, αφού η ακολουθία έχει οριακό σηµείο 

αυτό υποδηλώνει ότι ολόκληρη η ακολουθία συγκλίνει στο µηδέν και εποµένως η (4.123) 

ικανοποιείται. Αν απ’ την άλλη µεριά το όριο δεν είναι µηδέν, τότε η (4.137) υποδηλώνει ότι η 

ακολουθία { }kθ  συγκλίνει στο µηδέν και πάλι η (4.123) ικανοποιείται. Εποµένως, είτε στη µία είτε 

στην άλλη περίπτωση η σχέση (4.123) ικανοποιείται και το θεώρηµα έχει αποδειχθεί. 

       Για να αποδειχθεί ότι η ακολουθία { }2 * *| | ( , ) | |k xx MB x λ−∇ L  έχει ένα όριο αρκεί να αποδειχθεί ότι 

είναι  άνω φραγµένη. Για τον σκοπό αυτό, έστω οι ακολουθίες θετικών αριθµών { }kϕ  και { }kδ  

τέτοιες ώστε: 

1 (1 )k k k kϕ δ ϕ δ+ ≤ + +                                                           (4.138α) 

1
k

k

δ
∞

=
< +∞∑                                                                    (4.138β) 

Έστω το kµ  δίνεται από: 
1

1
(1 )

k

k i
i

µ δ
−

=
= Π + . Τότε, 1kµ ≥ και η (4.138β) υποδηλώνει ότι kµ µ≤  για 

κάποια σταθερά µ . Από την (4.138α) έπεται ότι: 

1

1 1 1 1

1 1
(1 )

k k k kk k
k k k

k k k k k k k

ϕ δ δ ϕδ δϕ ϕ δµ µ µ µ δ µ µ
+

+ + + +

+ +≤ + = + ≤ +
+
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εποµένως: 

1 1

1 1 1

m
k

m k

ϕ ϕ δµ µ
∞+

+ =
≤ + ∑  

και λόγω της (4.138β) και το ότι η ακολουθία { }kµ  είνα φραγµένη προκύπτει ότι η ακολουθία { }kϕ  

είναι φραγµένη.  

       Άρα από την (4.135) η οποία είναι της µορφής (4.138α) και µε την υπόθεση ότι η { }kx  συγκλίνει 

στο *x  γραµµικά, δηλαδή ισχύει: 

*
1

1

| | ||k
k

x x
∞

+
=

− < +∞∑  

προκύπτει ότι η ακολουθία 2 * *| | ( , )| |k xx MB x λ−∇ L  είναι άνω φραγµένη. 

� 

 

       Στο προηγούµενο θεώρηµα αξιώνεται η γραµµική σύγκλιση της { }kx
 
ωστόσο αν ισχύει η 

ανισότητα (4.135), το οποίο συµβαίνει στην περίπτωση που η µήτρα 2 * *( , )xx x λ∇ L  είναι θετικά 

ορισµένη τότε, γραµµική σύγκλιση µπορεί να επιτευχθεί απαιτώντας τα *|| | |ox x−  και 

2 * *|| ( , ) | |o xxB x λ−∇ L  να είναι αρκετά µικρά σύµφωνα µε το θεώρηµα που ακολουθεί. 

 

Θεώρηµα  4.23  ([3], Θεώρηµα 5.4.9, σελ. 250). 

Αν ισχύει: 

2 * * 2 * *
1 1 2ˆ ˆ|| ( , )| | [1 ] || ( , ) ||k xx M k k xx M kB x a B x aλ σ λ σ+ −∇ ≤ + −∇ +L L                       (4.139) 

όπου { }* *
1ˆ max || | | , | | | |k k kx x x xσ += − − , τότε υπάρχουν σταθερές ε  και δ , τέτοιες ώστε για 

*|| ||ox x ε− <  και 
2 * *|| ( , )| |o xxB x λ δ−∇ <L  η ακολουθία { }kx συγκλίνει γραµµµικά στο *x , δηλαδή 

υπάρχει µια σταθερά (0 ,1)τ∈ µε * *
1| | | | | | ||k kx x x xτ+ − ≤ − . 

Απόδειξη 

       Για να αποδειχθεί η τοπική και γραµµική σύγκλιση αποδεικνύεται επαγωγικά ότι: 

2 * *|| ( , )| | 2k xxB x λ δ−∇ ≤L                                                 (4.140α) 

* *
1|| | | | | ||k kx x x xτ+ − ≤ −                                                  (4.140β) 

Για τον σκοπό αυτό έστω 2 * * 1|| ( , ) | |xx x λ β−∇ ≤L  και (0 ,1)τ∈ . Έστω επίσης, ε , δ  τέτοια ώστε: 

1 2(2 )
1

a a εδ δτ+ ≤
−

                                                    (4.141α) 

(1 ) ( 2 )Lβ τ ε δ τ+ + ≤                                                    (4.141β) 

όπου L  είναι η σταθερά Lipschitz της 2
xx∇ L  στο *x . Προφανώς για 0k=  το συµπέρασµα ισχύει. 

Έστω ότι το συµπέρασµα ισχύει για 0,1,... . 1k i= − . Από τις (4.140α,β) έπεται ότι: 
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2 * * 2 * *
1 1 2|| ( , )| | | | ( , )| | 2 k k

k xx k xxB x B x a aλ λ δετ ετ+ −∇ − −∇ ≤ +L L  

Αθροίζοντας για 0k=  µέχρι 1i−  αποφέρει: 

2 * * 2 * *
1 2|| ( , ) | | | | ( , ) || (2 )

1
i xx o xxB x B x a a ελ λ δ τ−∇ ≤ −∇ + +

−
L L  

Εποµένως από αυτή την ανισότητα, την (4.141α) και 2 * *|| ( , )| |o xxB x λ δ−∇ <L  έχουµε 

 2 * *|| ( , ) || 2i xxB x λ δ−∇ ≤L                                                (4.142) 

Για την απόδειξη τώρα της (4.140β) έχουµε: 

1 * * * 1 *
1 1( , ) ( , )i i i x i i i i x ix x B x x x x x B xλ λ− −

+ += − ∇ ⇒ − = − − ∇L L  

Συνεπώς: 

* * *
1

* * * *

* * * 2 * * * 2 * * *

( ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )( ) [ ( , )]( )

i i i i x i

i i x i x

x i x xx i i xx i

B x x B x x x

B x x x x

x x x x x B x x x

λ

λ λ

λ λ λ λ

+ − = − −∇

= − −∇ +∇

=−∇ +∇ +∇ − + −∇ −

L

L L

L L L L

 

Προκύπτι εποµένως ότι: 

* 1 * * * 2 * * * 2 * * *
1|| | | | | | | || ( , ) ( , ) ( , )( ) | | || ( , ) | | || | |i i x i x xx i i xx ix x B x x x x x B x x xλ λ λ λ−

+  − ≤ ∇ − ∇ −∇ − + −∇ − L L L L  

Από το λήµµα 4.14 παίρνουµε: 

* * * 2 * * * * 2| | ( , ) ( , ) ( , )( ) | | | | | |
2

x i x xx i i
Lx x x x x x xλ λ λ∇ − ∇ −∇ − ≤ −L L L  

συνεπώς η παραπάνω ανισότητα γίνεται: 

[ ]

* 1 2 * * * *
1

1 *

1 *

|| | | | | | | | | ( , ) || | | | | | | | |
2

1| | || 2 | | | |
2

| | || 2 | | | |

i

i

i

i i xx i i

i

i

Lx x B B x x x x x

B x x

B L x x

λ

δ ε

δ ε

−
+

−

−

 − ≤ − ∇ + − −  

 ≤ + −  

≤ + −

L

                   

(4.143) 

Ένα φράγµα για το 1|| | |iB−  υπολογίζεται από το λήµµα 4.12 και είναι:  

2 * * 1
1

2 * * 1 2 * *

| | ( , ) | |
| | ||

1 21 || ( , ) ( ( , ) ||
i

xx

xx i xx

x
B

x B x

λ β
βδλ λ

−
−

−
∇≤ ≤

−− ∇ − ∇
L

L L
 

Από την (4.141β) προκύπτει: 

2
1 1

Lτ τβδ β ετ τ≤ − ≤
+ +

 

και συνεπώς έπεται ότι: 

11 2
1

βδ τ− ≥
+

 

και άρα ότι 1| | | | (1 )iB β τ− ≤ + . 

Τέλος, από την (4.143) προκύπτει ότι * *
1|| | | (1 )(2 )|| | |i ix x L x xβ τ δ ε+ − ≤ + + −  και χρησιµοποιώντας 

την (4.141β) συµπεραίνεται ότι * *
1| | | | | | ||i ix x x xτ+ − ≤ − . 

� 
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4.8  Επαναληπτικός τετραγωνικός προγραµµατισµός µε τη µέθοδο περιοχής   

εµπιστοσύνης. 

 

       Η µέθοδος επαναληπτικού τετραγωνικού προγραµµατισµού µε την τεχνική της περιοχής 

εµπιστοσύνης παρουσιάζει τη σηµαντική ιδιότητα του να µην απαιτείται η µήτρα Hessian 2
xx k∇ L  να 

είναι θετικά ορισµένη και ελέγχει την ποιότητα των βηµάτων ακόµη και αν η µήτρα 2
xx k∇ L  είναι µη 

αντιστρέψιµη.  

       Ο απλούστερος τρόπος για τη µορφοποίηση της µεθόδου είναι η προσθήκη ενός περιορισµού 

περιοχής εµπιστοσύνης στο τετραγωνικό υποπρόβληµα ως εξής: 

21min
2

T T
k k xx k

p
f f p p p+ ∇ + ∇ L

                                          
(4.144α)                         

( ) ( ) 0 ,T
i k i kc x p c x i∇ + = ∈E                                         (4.144β) 

( ) ( ) 0 ,T
i k i kc x p c x i∇ + ≥ ∈I

                                       
(4.144γ) 

|| kp ≤∆�
                                                         

(4.144δ) 

       Η ακτίνα k∆  της περιοχής εµπιστοσύνης θα ανανεώνεται ανάλογα µε τη σύγκριση της 

προβλεπόµενης µείωσης της συνάρτησης αξίας που χρησιµοποιείται και της πραγµατικής µειώσεως 

αυτής. Αν υπάρχει σηµαντική συµφωνία µεταξύ των δύο τιµών η ακτίνα k∆  µένει αµετάβλητη ή 

αυξάνεται ενώ αντίθετα αν η συµφωνία είναι ανεπαρκής µειώνεται. 

       Παρ’ όλα αυτά το πρόβληµα µπορεί να µην έχει πάντα λύση εξαιτίας του περιορισµού της 

περιοχής εµπιστοσύνης. Το γεγονός αυτό απεικονίζεται στο σχήµα 4.4 για ένα πρόβληµα µε έναν 

ισωτικό περιορισµό. 

1p

0T
k kc c p+∇ =

2p

kxk∆

 

Σχήµα 4.4  Μη συµβατοί περιορισµοί. 

 

       Στο παραπάνω σχήµα, ένα οποιοδήποτε βήµα που ικανοποιεί τον περιορισµό θα ανήκει έξω από 

την περιοχή εµπιστοσύνης. Στη περίπτωση αυτή η αύξηση της ακτίνας της περιοχής εµπιστοσύνης 

για την επίλυση αυτής της ασυµβατότητας, θα ακύρωνε το σκοπό της χρήσης της περιοχής 
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εµπιστοσύνης µέσα στην οποία το µοντέλο απεικονίζει επακριβώς τη συµπεριφορά της 

αντικειµενικής συνάρτησης και των συναρτήσεων των περιορισµών και θα έβλαπτε τις ιδιότητες 

σύγκλισης του αλγόριθµου. Μια καταλληλότερη προσέγγιση εκφράζεται από το γεγονός ότι οι 

γραµµικοποιηµένοι περιορισµοί δεν είναι αναγκαίο να ικανοποιούνται σε κάθε βήµα αλλά µόνο εάν ο 

περιορισµός της  περιοχής εµπιστοσύνης το επιτρέπει. Αυτό µπορεί να επιτευχθεί σύµφωνα µε την 

ακόλουθη τεχνική επαναδιατύπωσης ενός προβλήµατος ισωτικών περιορισµών. 

 

4.8.1 Τεχνική µετατόπισης των περιορισµών. 

 

       Θεωρούµε ένα πρόβληµα ισωτικών περιορισµών µε το τετραγωνικό υποπρόβληµα:  

21min
2

T T
k k xx k

p
f f p p p+ ∇ + ∇ L                                            (4.145α) 

0k kA p c+ =                                                             (4.145β) 

|| kp ≤∆�
                                                               

(4.145γ) 

Στη τεχνική αυτή ο περιορισµός (4.145β) αντικαθίσταται από τον µετατοπισµένο περιορισµό: 

0 , (0 ,1]k kA p cθ θ+ = ∈                                                     (4.146) 

έτσι που το σύνολο των περιορισµών να είναι επιτρεπτό σύνολο.  

       Η παράµετρος θ  έχει σαν επίπτωση τη µετατόπιση της γραµµής που αντιστοιχεί στον 

γραµµικοποιηµένο περιορισµό σε µια παράλληλη γραµµή (σχήµα 4.4 - διακεκοµµένη γραµµή) η 

οποία τέµνει την περιοχή εµπιστοσύνης. Αν και είναι εύκολο να βρεθεί µια τιµή της παραµέτρου kθ  

η οποία µετατρέπει το σύνολο των περιορισµών σε ένα επιτρεπτό σύνολο, δεν είναι απλό να 

επιλεχθεί έτσι ώστε να εξασφαλίζεται καλή απόδοση του αλγορίθµου στην πράξη, µιας και η 

παράµετρος αυτή ρυθµίζει το αν και κατά πόσο το υπολογισµένο βήµα p  τείνει περισσότερο στο να 

ικανοποιεί την επιτευξηµότητα των περιορισµών ή στο να ελαχιστοποιήσει τη συνάρτηση κόστους. 

∆εδοµένου ότι η µέγιστη επιτρεπτή τιµή της παραµέτρου kθ είναι αυτή για την οποία η 

µετατοπισµένη γραµµή του περιορισµού περνάει σχεδόν από τη τρέχουσα επανάληψη kx , 

επιλέγοντας το kθ  να είναι αρκετά µικρότερο, το υπολογισµένο βήµα θα υπηρετεί λιγότερο τη 

βελτίωση της επιτευξιµότητας του περιορισµού ( ) 0c x =  αλλά αντιθέτως θα εστιάζει στη µείωση της 

συνάρτησης κόστους f . Για το λόγο αυτό το βήµα υπολογίζεται σε δύο στάδια ως ακολούθως: 

       Στο πρώτο στάδιο διερευνάται το κατά πόσο κοντά στο να ικανοποιηθεί ο  περιορισµός (4.145β) 

µπορούµε να φτάσουµε παραµένοντας µέσα στην περιοχή εµπιστοσύνης, επιλύοντας το ακόλουθο 

υποπρόβληµα η λύση kυ  του οποίου καλείται το κάθετο βήµα:     

2min || ||k kA c
υ

υ +
                                                     

(4.147α) 

2| | , (0 ,1)kυ ζ ζ≤ ∆ ∈�
                                                

(4.147β) 
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       Στο επόµενο στάδιο απαιτείται το συνολικό βήµα kp
 
της µεθόδου να δώσει τέτοια µείωση ως 

προς την ικανοποίηση των περιορισµών όσο το κάθετο βήµα. Αυτό επιτυγχάνεται αντικαθιστώντας 

τον όρο kcθ  µε τον όρο  k kAυ−   στην (4.146) δίνοντας κατ’ αυτόν τον τρόπο το νέο υποπρόβληµα: 

21min
2

T T
k k xx k

p
f f p p p+ ∇ + ∇ L

                                            
(4.148α) 

k k k kA p Aυ=
                                                           

(4.148β) 

2| | kp ≤∆�                                                             
(4.148γ) 

       Είναι εµφανές ότι οι περιορισµοί (4.148β) και (4.148γ) είναι συµβατοί µιας και η επιλογή kp υ=  

ικανοποιεί και τους δύο περιορισµούς. Το παραπάνω υποπρόβληµα διαφέρει από τα υποπροβλήµατα 

περιοχής εµπιστοσύνης για προβλήµατα χωρίς περιορισµούς, λόγω της ύπαρξης των ισωτικών 

περιορισµών (4.148β). Ωστόσο οι περιορισµοί αυτοί µπορούν να εξαλειφθούν και να προκύψει έτσι 

ένα υποπρόβληµα το οποίο να µπορεί να επιλυθεί µε τις τεχνικές του κεφαλαίου 1.Το υποπρόβληµα 

(4.147) επιλύεται µε τη µέθοδο Dogleg ως εξής: 

       Η µέθοδος Dogleg απαιτεί ένα βήµα Cauchy pυ το οποίο είναι το σηµείο ελαχίστου της (4.147α) 

κατά  µήκος της κατεύθυνσης αρνητικής κλίσης k
T

kA c−  της (4.147α) στο σηµείο 0υ =  και ένα βήµα 

Newton Bp  το οποίο είναι το σηµείο ελαχίστου της (4.147α) χωρίς περιορισµούς και το οποίο µπορεί 

να επιλεχθεί να είναι το διάνυσµα της ελάχιστης ευκλείδιας νόρµας που ικανοποιεί τη σχέση 

0k kA cυ + = : 

1[ ]k k
B T T

k kp A A A c−=−  

       Το κάθετο βήµα kυ υπολογίζεται ως το σηµείο ελαχίστου της (4.147α)  κατά µήκος της 

διαδροµής που ορίζεται από τα pυ  και Bp (κεφάλαιο 1). 

       Για την επίλυση του βασικού υποπροβλήµατος (4.148) χρησιµοποιείται η µέθοδος του µηδενικού 

χώρου. Το συνολικό βήµα kp  εκφράζεται ως:  

k k Y k z k k Zp Y p Z p Z pυ= + = +  

όπου k k YY pυ = είναι µια συγκεκριµένη λύση της εξίσωσης k k kA p c=−  και k ZZ p
 
είναι µια µετατόπιση 

κατά µήκος του µηδενικού χώρου των περιορισµών. Αντικαθιστώντας το kp  στο πρόβληµα (4.148) 

προκύπτει το ακόλουθo υποπρόβληµα της µειωµένης µεταβλητής Zp : 

2 21min ( ) ( )
2

T T
k Z k xx k k k Z Z k xx k k Z

p
m p f Z p p Z Z pυ= ∇ +∇ + ∇L L

                     
(4.149α) 

2 2
2 2| | | | | | | |k Z k kZ p υ≤ ∆ −

                                                 
(4.149β) 

όπου οι όροι στην αντικειµενική συνάρτηση οι οποίοι είναι ανεξάρτητοι του Zp  έχουν απαλοιφθεί. 
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4.9   Το Φαινόµενο του Μαράτου. 

 

       Οι µέθοδοι αναζήτησης γραµµής και περιοχής εµπιστοσύνης εφαρµοσµένες σε προβλήµατα 

βελτιστοποίησης χωρίς περιορισµούς θα µπορούσαν να σχεδιαστούν έτσι ώστε κοντά στη λύση να 

γίνονται αποδεκτά πλήρη βήµατα ( 1)ka = , προσφέροντας κατ’ αυτόν τον τρόπο γρήγορη τοπική 

σύγκλιση. Ωστόσο για προβλήµατα µε περιορισµούς κάποιοι αλγόριθµοι που βασίζονται σε 

συναρτήσεις αξίας (ασχέτως αν πρόκειται για µεθόδους αναζήτησης γραµµής ή περιοχής 

εµπιστοσύνης), δεν εγγυόνται την αποδοχή πλήρη βηµάτων και άρα η γρήγορη σύγκλιση µπορεί να 

αποτύχει λόγω του ότι απορρίπτουν βήµατα τα οποία κάνουν καλή πρόοδο προς τη λύση. Αυτό το 

ανεπιθύµητο φαινόµενο του να µην επιτρέπεται να ληφθούν πλήρη βήµατα κοντά στη λύση καλείται 

φαινόµενο του Μαράτου (Maratos effect) και αποικονίζεται στο σχήµα 4.5 για το εξής πρόβληµα: 

1 2 1 2
2 2 2 2

1 2 1min ( , ) ( 1) , 1 0f x x x x x x xτ= + − − + − =  µε 1τ > . 

η βέλτιστη λύση του οποίου είναι * (1 ,0)Tx = , ο αντίστοιχος πολλαπλασιαστής Lagrange είναι

* 1
2

λ τ= −  και 2 * *( , )xx x Iλ∇ =L .   Έστω το επιτρεπτό σηµείο της µορφής (cos , s in )kx θ θ Τ= το οποίο 

είναι κοντά στη λύση, δηλαδή το  θ  είναι αρκετά µικρό. Το υποπρόβληµα ισωτικών περιορισµών 

υπολογίζει το βήµα 2(sin , sin cos )kp θ θ θ= −  το οποίο αποφέρει το δοκιµαστικό σηµείο:  

2(cos sin , sin (1 cos ))T
k kx p θ θ θ θ+ = + −  

       Υπολογίζεται ότι: 
2

*
2

* 2

| | || 1
2| | ||

k k

k

x p x

x x

+ − =
−

 και άρα το kp  συγκλίνει τετραγωνικά, ωστόσο: 

2( ) ( 1)sin cos cos ( )k k kf x p f xτ θ θ θ+ = − − > − =    
και    2( ) sin ( ) 0k k kc x p c xθ+ = > =    

δηλαδή τόσο η αντικειµενική συνάρτηση όσο και η παραβίαση των περιορισµών αυξάνεται στη 

διάρκεια αυτού του βήµατος. Στη περίπτωση αυτή, κάθε αλγόριθµος ο οποίος απαιτεί µείωση µιας 

συνάρτησης αξίας θα απορρίψει το πλήρες βήµα και συνεπώς οι µέθοδοι αναζήτησης γραµµής ή 

περιοχής εµπιστοσύνης θα εκτελούν µικρά βήµατα µε αποτέλεσµα την αργή σύγκλιση. 

*x

kx

k kx p+

1x

2x

θ

contours of f

2 2
1 2 1x x+ =

 

Σχήµα. 4.5 Το Φαινόµενο του Μαράτου 
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Υπάρχουν κυρίως δύο στρατηγικές που ξεπερνούν το φαινόµενο του Μαράτου.  

• Η χρήση ενός βήµατος αντιστάθµισης (ή διόρθωσης) δεύτερης τάξης ˆ kp  το οποίο προστίθεται στο

kp  και µειώνει τις παραβιάσεις των περιορισµών. 

• Η χρήση µιας µη-µονότονης στρατηγικής (στρατηγική Watchdog ) η οποία επιτρέπει να αυξάνεται 

η συνάρτηση αξίας σε συγκεκριµένες επαναλήψεις 

 

 

4.9.1 Βήµα Αντιστάθµισης ∆εύτερης Τάξης. 

 

       Το φαινόµενο του Μαράτου παρουσιάζεται  εξαιτίας του ότι η γραµµικοποίηση των περιορισµών 

αποτυγχάνει να λάβει επαρκώς υπόψη τη µη-γραµµική συµπεριφορά τους, συγκεκριµένα ισχύει: 

2( ) (|| | | )k k kc x p O p+ =                                                     (4.150) 

       Οι δυσκολίες που σχετίζονται µε το φαινόµενο του Μαράτου µπορούν να ξεπεραστούν µέσω 

ενός  βήµατος αντιστάθµισης (διόρθωσης) δεύτερης τάξης (Second Order Correction step) το οποίο 

αποτελεί ένα επιπλέον βήµα ˆkp  υπολογισµένο από το σηµείο k kx p+  και το οποίο εξασφαλίζει 

επαρκή µείωση στους περιορισµούς, δηλαδή ισχύει: 

 2ˆ( ) (| | | | )k k k kc x p p o p+ + =                                                 (4.151) 

       Όσον αφορά το βήµα αντιστάθµισης και για να εξασφαλιστεί η δυναµική της γρήγορης 

σύγκλισης,  επιµένουµε η αντιστάθµιση να είναι µικρή συγκριτικά µε το βήµα SQP και εποµένως ότι: 

 ˆ (|| | |)k kp o p=                                                           (4.152) 

Μια πιθανή εκτέλεση αυτής της τεχνικής είναι η εξής: 

 

       Έστω ότι η µέθοδος SQP έχει υπολογίσει ένα βήµα kp  µέσω του υποπρογράµµατος 

τετραγωνικού προγραµµατισµού (4.12): 

2
( ) ( ) 0 ,

1min ,
2

( ) ( ) 0 ,

T
i k i k

T T
k k xx k

p T
i k i k

c x p c x i
f f p p p

c x p c x i

∇ + = ∈
+ ∇ + ∇ 

∇ + ≥ ∈

E

L

I

 

       Αν το βήµα αποφέρει αύξηση στη χρησιµοποιούµενη συνάρτηση αξίας, µια πιθανή αιτία είναι η 

ανεπαρκής προσέγγιση πρώτης τάξης των περιορισµών. Για να ξεπεραστεί αυτή η ατέλεια είναι 

προτιµότερο να αντικατασταθεί το kp µε ks , τη λύση δηλαδή του κάτωθι προβλήµατος (4.153), στο 

οποίο χρησιµοποιείται µια τετραγωνική προσέγγιση των περιορισµών:  

2

2

2

1( ) ( ) ( ) 0 ,
21min ,

2 1( ) ( ) ( ) 0 ,
2

T T
i k i k i k

T T
k xx k

s
T T

i k i k i k

c x c x s s c x s i

f s s s

c x c x s s c x s i

 + ∇ + ∇ = ∈


∇ + ∇ 
 + ∇ + ∇ ≥ ∈


E

L

I

         (4.153) 

       Παρ’ όλα αυτά, ακόµη και αν η µήτρα Hessian των περιορισµών είναι διαθέσιµη το παραπάνω 

 υποπρόβληµα είναι αρκετά δύσκολο να επιλυθεί.  Αντ’ αυτού , οι  περιορισµοί  αποτιµούνται  στο 
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νέο σηµείο k kx p+  και γίνεται χρήση της ακόλουθης προσέγγισης: 

       Αγνοώντας τους όρους τρίτης τάξης προκύπτει από το θεώρηµα Taylor: 

 1( ) ( ) ( ) ( )
2

T T
i k k i k i k k k i k kc x p c x c x p p c x p+ = + ∇ + ∇                               (4.154) 

και υποθέτοντας ότι κοντά στο kx  το βήµα ks  δεν θα είναι πολύ διαφορετικό από το kp  δηλαδή θα 

ισχύει 2 2( ) ( )T
k i k k i kp c x p s c x s∇ ≈ ∇  τότε η (4.154) γίνεται: 

 21 ( ) ( ) ( ) ( )
2

T
i k i k k i k i k ks c x s c x p c x c x p∇ ≈ + − −∇                                  (4.155) 

Από τις (4.153) και (4.155) έπεται ότι: 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ( )

T T T T
i k i k i k i k i k i k k i k i k k

T T
i k k i k k i k

c x c x s s c x s c x c x s c x p c x c x p

c x p c x p c x s

 +∇ + ∇ ≈ +∇ + + − −∇ 

 = + −∇ +∇ 

  (4.156) 

Μέσω της (4.156) το πρόβληµα (4.153) επαναδιατυπώνεται ως εξής: 

2

( ) ( ) ( ) 0 ,
1min ,
2

( ) ( ) ( ) 0 ,

T T
i k k i k k i k

T T
k xx k

s
T T

i k k i k k i k

c x p c x p c x s i

f s s s

c x p c x p c x s i

 + −∇ + ∇ = ∈ ∇ + ∇ 
 + −∇ + ∇ ≥ ∈ 

E

L

I

        (4.157) 

Έστω ks  η λύση του (4.157). Παίρνοντας ˆk k ks p p= +  και χρησιµοποιώντας το µέσα στο πρόβληµα 

(4.157) λαµβάνουµε ότι το ˆkp  είναι η λύση του προβλήµατος: 

2

ˆ

ˆ( ) ( ) 0
1ˆ ˆ ˆmin ( ) ( ) ( ) ,
2

ˆ( ) ( ) 0

T
i k k i k

T T
k k k xx k k

p T
i k k i k

c x p c x p
f p p p p p p

c x p c x p

 + + ∇ =
∇ + + + ∇ + 

+ + ∇ ≥
L           (4.158) 

Το πρόβληµα (4.158) µπορεί επίσης να γραφτεί και ως εξής: 

2

ˆ

ˆ( ) ( ) 0 ,
1ˆ ˆ ˆmin ,
2

ˆ( ) ( ) 0,

T
i k k i k

T T
k xx k

p T
i k k i k

c x p c x p i
f p p p

c x p c x p i

 + + ∇ = ∈
∇ + ∇ 

+ + ∇ ≥ ∈

E

L

I

                     (4.159) 

το οποίο είναι όµοιο µε το αρχικό πρόβληµα µε τους σταθερούς όρους των περιορισµών  

αποτιµηµένους στο k kx p+ , αντί για το kx . 

       Το βήµα SQP δεν απαιτεί εντατική υπολογιστική προσπάθεια παρ’όλα αυτά είναι προτιµώτερο 

να µην εφαρµόζεται κάθε φορά που η συνάρτηση αξίας αυξάνεται. Μια στρατηγική είναι το βήµα 

αυτό να χρησιµοποιείται µόνο όταν η αύξηση της συνάρτησης αξίας συνοδεύεται από την αύξηση της 

νόρµας των περιορισµών. Υπάρχουν διάφοροι τρόποι υπολογισµού µιας αντιστάθµισης δεύτερης 

τάξης. Για λόγους απλότητας θεωρείται ένα πρόβληµα ισωτικών περιορισµών. Η απλοποίηση αυτή 

ισοδυναµεί µε την υπόθεση ότι οι ενεργοί περιορισµοί προσδιορίζονται µετά από πεπερασµένο 

αριθµό  πολλών επαναλήψεων, περίπτωση κατά την οποία το γενικό πρόβληµα ανάγεται τοπικά σε 

ένα πρόβληµα ισωτικών περιορισµών: 

 *1min , ( ) ( ) 0 , { ( ) }
2

T T T
k k i k i k

p
f p p B p c x c x p i x∇ + +∇ = ∈ ∪ ∩E A I                   (4.160) 

όπου kB  είναι µια προσέγγιση της µήτρας Hessian της Λανγκρανζιανής συνάρτησης. 
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       Ένα γενικό βήµα αντστάθµισης δεύτερης τάξης ˆkp  είναι η λύση του συστήµατος:  

 
1

ˆ( )

( )

c c T c
kk k k

c
kk k k

pB A f

A o c x pλ +

   − −∇ 
=     − +    

                                        (4.161) 

για κάποιες κατάλληλες τιµές των c
kB , c

kA  και c
kf∇ .  

       Ένας τρόπος υπολογισµού του ˆ kp  είναι να κινηθούµε προς τα πίσω όσο το δυνατόν 

γρηγορότερα  προς τους περιορισµούς. Αυτό υποδεικνύει τον υπολογισµό µιας λύσης ελάχιστης 

νόρµας της εξίσωσης ˆ( ) ( ) 0k k k k kc x p c x p p+ +∇ + =  το οποίο αντιστοιχεί στην επιλογή ( )c
k k kA c x p=∇ + . 

Αυτό όµως προυποθέτει τον επαναπροσδιορισµό των περιορισµών και της Ιακωβιανής µήτρας αυτών 

στο k kx p+ και άρα µια άλλη επιλογή είναι η εύρεση µιας λύσης ελάχιστης νόρµας της εξίσωσης 

ˆ( ) ( ) 0k k k kc x p c x p+ +∇ =  το οποίο αντιστοιχεί στην επιλογή
 ( )c

k kA c x=∇ . Η επιλογή αυτή του c
kA  µαζί 

µε τις επιλογές , ( )c c
k k k k kB B f f f x= ∇ = ∇ = ∇  παρέχει την παραδοσιακή αντιστάθµιση δεύτερης τάξης  

των Mayne και Polak [22], Coleman και Conn [8] και Fletcher [23]. 

       Προσθέτοντας ένα βήµα αντιστάθµισης το οποίο είναι κάθετο στους περιορισµούς και το οποίο 

µειώνει την παραβίασή τους, η επανάληψη SQP υπερνικά τις δυσκολίες που σχετίζονται µε το 

φαινόµενο του Μαράτου. 

       Λόγω του ότι το ˆkp  υπόλογίζεται αποτιµώντας το διάνυσµα των περιορισµών c  σε ένα σηµείο 

διαφορετικό από το kx , δεν είναι δυνατόν να εγγυηθεί ότι το ˆk kp p+  αποτελεί µια κατεύθυνση 

καθόδου της χρησιµοποιούµενης συνάρτησης αξίας kµϕ στο kx  και εποµένως µια αναζήτηση 

γραµµής κατά µήκος αυτής της κατεύθυνσης ίσως είναι αδύνατη.  

       Ο αλγόριθµος 4.5 πιο κάτω ([2], Αλγόριθµος 15.2, σελ. 443), χρησιµοποιεί µια συνάρτηση αξίας 

µαζί µε µια στρατηγική αναζήτησης γραµµής  και ένα βήµα αντιστάθµισης 2
ης

 τάξης, µε την υπόθεση 

ότι η κατεύθυνση έρευνας kp  και η παράµετρος ποινής kµ  η οποία διατηρείται αµετάβλητη µέχρι να 

προσδιοριστεί ένα επιτυχηµένο βήµα, υπολογίζονται έτσι ώστε το kp  να είναι µια κατεύθυνση 

καθόδου για τη συνάρτηση αξίας. Στον αλγόριθµο αυτό εάν το πλήρες βήµα 1kα =  δεν οδηγεί σε 

επαρκή µείωση της συνάρτησης αξίας δοκιµάζεται το βήµα αντιστάθµισης πριν τη διαδικασία 

backtracking κατά µήκος του
 kp . 

       Μετά από έναν πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων του αλγόριθµου, η τιµή 1kα =  παράγει πάντα 

µια νέα επανάληψη 1kx +  η οποία έχει είτε την µορφή 1k k kx x p+ = +  είτε την µορφή 1 ˆk k k kx x p p+ = + +  

και εποµένως η συνάρτηση αξίας δεν παρεµβαίνει στην επανάληψη, επιτυγχάνοντας µε αυτόν τον 

τρόπο υπεργραµµική σύγκλιση όπως και για τον τοπικό αλγόριθµο. 
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  Αλγόριθµος 4.5 (Αλγόριθµος µε βήµα αντιστάθµισης 2ης τάξης) 

  Choose parameters (0, 1/2)η∈ and 1 2,τ τ  with 1 20 1τ τ< < <  

  Choose initial point ox and approximate Hessian oB  

  For 0,1, 2,. ..k =  

  Repeat until a convergence test is satisfied 

         Compute a search direction kp  

         Set 1kα =  

         Set newpoint=false 

         While newpoint=false 

                    If ( ; ) ( ; ) ( ( ; ); )k k k k k k kx p x D x pϕ α µ ϕ µ η ϕ µ+ ≤ +  

                              Set 1k k kx x p+ = +  

                              Set newpoint=true 

                         Else if 1kα =  

                                      Compute ˆkp  

                                      If ˆ( ; ) ( ; ) ( ( ; ); )k k k k k kx p p x D x pϕ µ ϕ µ η ϕ µ+ + ≤ +  

                                              Set 1k k kx x p+ = +  

                                              Set newpoint=true 

                                      Else  

                                              Choose new kα  in 1 2[ , ]k kaτ α τ  

                                      End 

                         Else  

                               Choose new kα  in 1 2[ , ]k kaτ α τ  

                         End  

             End (while) 

  End (repeat) 

 

 

� Τοπική Σύγκλιση 

 

       Έστω το πρόβληµα ισωτικών περιορισµών 

 min ( ) , ( ) 0f x c x =                                                     (4.162) 

Για να αποδειχθεί ότι το µαναδιαίο µήκος βήµατος 1kα =  γίνεται αποδεκτό όταν το kx  είναι κοντά σε 

µια ισχυρή λύση του προβλήµατος (4.162), γίνονται οι ακόλουθες υποθέσεις: 

Υποθέσεις 4.3  

Τ σηµείο *x  είναι τοπικό ελάχιστο του προβλήµατος (4.162) στο οποίο ικανοποιούνται οι ακόλουθες 

συνθήκες: 

α. Οι συναρτήσεις f  και c είναι δύο φορές συνεχώς διαφορίσιµες σε µια γειτονιά του *x . 

β. Ο πίνακας *( )A x  είναι πλήρους βαθµού δηλαδή το *x  είναι ένα σηµείο KKT του (4.162), δηλαδή 

υπάρχει ένα διάνυσµα *λ  τέτοιο ώστε: * * * * *( , ) ( ) ( ) 0T
x x f x A xλ λ∇ =∇ − =L .  

γ. Ο πίνακας c
k kB B=  είναι θετικά ορισµένος στον µηδενικό χώρο του πίνακα kA  για όλα τα ( , )k kx λ

 

κοντά στα * *( , )x λ , δηλαδή 2| | | | ,T
kp B p m p p≥ ∀  τέτοιο ώστε ( ) 0 ,kA x p k= ∀ . 
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       Κάτω από αυτές τις υποθέσεις το βήµα αντιστάθµισης εγγυάται τη µείωση της συνάρτησης αξίας 

κοντά στο * *( , )x λ  σύµφωνα µε την ακόλουθη πρόταση. 

 

Πρόταση 4.24 ([6], Πρόταση 17.7, σελ. 311). 

Έστω οι υποθέσεις 4.3 ικανοποιούνται, { }kx  είναι µία ακολουθία η οποία συγκλίνει στο *x  και το kp  

ικανοποιεί τις συνθήκες βελτίστου πρώτης τάξης του προβλήµατος (4.160). Έστω επίσης το ˆkp  

ορίζεται ως η λύση ελάχιστης νόρµας της εξίσωσης ˆ( ) ( )T
k k k kc x p c x p+ +∇  και η οποία δίνεται ως: 

 1ˆ ( ) ( )T T
k k k k k kp A A A c x p−= − +                                                 (4.163) 

Τότε για (0 ,1/2)η∈  και k  αρκετά µεγάλο ισχύει: ˆ( ; ) ( ; ) ( ( ; ) ; )k k k k k kx p p x D x pϕ µ ϕ µ η ϕ µ+ + ≤ +  

Απόδειξη 

       Λόγω της υπόθεσης οµαλότητας των συναρτήσεων f και c , του περιορισµού ( ) 0k k kc x A p+ = , 

του ορισµού του ˆ kp  αλλά και του ότι το * *( , )x λ  είναι οι βέλτιστες τιµές, λαµβάνεται ένα ανάπτυγµα 

της ˆ( ; )k k kx p pϕ µ+ +  µε ακρίβεια της τάξεως 2(| | | | )ko d  ως ακολούθως: 

       Αρχικά, οι υποθέσεις 4.3α και 4.3β υποδηλώνουν ότι υπάρχει µια σταθερά oγ τέτοια ώστε για 

όλα τα x  κοντά στο *x :  

 1| | ( )[ ( ) ( )] | |T
oA x A x A x γ− ≤                                               (4.164) 

Προκύπτουν επαναληπτικά:   

2 2 * 2 2 * 2 21 1 1( ) ( ) ( ) (|| | | ) ( ) ( ) (| | || ) ( ) (|| | | )
2 2 2

k k k k k k k k k k k k k k kc x p c x A p c x p o p c x A p c x p o p c x p o p′′ ′′ ′′+ = + + + = + + + = +

1 * 2 2 21ˆ ( ) ( ) [ ( ) (|| | | )] (|| | | )
2

T T
k k k k k k o k k kp A A A c x p c x p o p O pγ− ′′=− + ≤ + =

 
2ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) (| | ||) (| | ||) (| | || )k k k k k k k k k kc x p p c x p A x p p o p o p o p+ + = + + + + = =

 

1 * 1 * *( ) ( ) ( ) (1)T T T T T
k k k k k k k k kA A A f A A A f A oλ λ λ− −− ∇ = − ∇ + = +

 

1 * 2 * * 2 21ˆ ( ) ( ) ( ) (| | | | ) ( ) (| | || )
2k k

T T T T
k k k k k k k k k k kf p A A A f c x p c x p o p c x p o pλ λ− ′′∇ =− ∇ + = + + = +

 

2 2
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2 * * 2 2 2

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (| | || )
2
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2 2
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       Με τις παραπάνω εκτιµήσεις, την υπόθεση ότι 1| | | |kλ µ µ+ ∞ < <  όπου το µ  είναι µια σταθερά και 

το γεγονός ότι η κατά κατεύθυνση παράγωγος της 1ϕ  στη  κατεύθυνση kp  για το πρόβληµα ισωτικών 

περιορισµών µπορεί να γραφτεί ως:  

 1 1( ( ; ) ; ) | | | |k
T

k k k kD x p f p cϕ µ µ=∇ −                                              (4.165) 

προκύπτει ότι: 

1 1 1

2
1 1

(4.159)
* * 2

1

ˆ( ; ) ( ; ) ( ( ; ) ; )

1 | | || ( ( ; ); ) (| | || )
2

1(1 ) ( ( ; ); ) ( , ) (| | || )
2

k k

k

k k k k k k

T T
k k k k k k k

T
k k k k

x p p x D x p

f p p B p c D x p o p

D x p p x p o p

ϕ µ ϕ µ η ϕ µ

µ η ϕ µ

η ϕ µ λ

+ + − −

=∇ + − − +

= − + +L
         

(4.166) 

       Η κατά κατεύθυνση παράγωγος ξαναγράφεται µε σκοπό να αποδειχθεί ότι το δεξιό µέλος είναι 

ασυµπτωτικά µη θετικό ως ακολούθως: 

 1 1 1( ( ; ) ; ) ( | | | | ) || | |k k
T T

k k k k k k k kD x p p B p c p B pϕ µ µ λ + ∞=− − − ≤−                        (4.167) 

Εποµένως η (4.166) γίνεται: 

2
1 1 1

2

1ˆ( ; ) ( ; ) ( ( ; ) ; ) (1 ) (| | || )
2

1( ) (|| || )
2

k k

k

T T
k k k k k k k k k k k

T
k k k

x p p x D x p p B p p B p o p

p B p o p

ϕ µ ϕ µ η ϕ µ η

η

+ + − − ≤ − − + +

= − +

 

       Για µεγάλα k  το δεξιό µέλος είναι µη θετικό δεδοµένου ότι ο πίνακας kB  είναι θετικά ορισµένος 

από υπόθεση. 

� 

 

 

4.9.2 Μη-µονότονη στρατηγική Watchdog. 

 

       Οι ανεπάρκειες που προκαλούνται από το φαινόµενο του Μαράτου µπορούν επίσης να 

αποφευχθούν επιτρέποντας  περιστασιακά σε συγκεκριµένες επαναλήψεις να χρησιµοποιούν ένα 

χαλαρό κριτήριο αντί του καθιερωµένου για να αποφανθούν κατά πόσον ή όχι το δοκιµαστικό µήκος 

βήµατος είναι αποδεκτό. Το χαλαρό κριτήριο µπορεί να είναι οποιαδήποτε συνθήκη η οποία δεν είναι 

ποτέ περισσότερο απαγορευτική από τη καθιερωµένη, για παράδειγµα µπορεί να είναι η αποδοχή του 

πρώτου δοκιµαστικού µήκους βήµατος σε όλες τις περιπτώσεις. Συνεπώς, η στρατηγική watchdog 

αποδέχεται περιστασιακά βήµατα τα οποία αυξάνουν τη συνάρτηση αξίας και τα οποία αποκαλούνται 

χαλαρά βήµατα. 

       Αν δεν έχει προκληθεί µέσα σε συγκεκριµένο αριθµό επαναλήψεων του χαλαρού βήµατος ( t̂  

επαναλήψεις για παράδειγµα) επαρκής µείωση της συνάρτησης αξίας, τότε ο αλγόριθµος επιστρέφει 

στην επανάληψη πριν το χαλαρό βήµα και εκτελείται µια κανονική επανάληψη µέσω της µεθόδου 

αναζήτησης γραµµής ή κάποιας άλλης τεχνικής που θα εξαναγκάζει σε µείωση την συνάρτηση αξίας. 
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       Σε αντίθεση µε την αντιστάθµιση 2
ης

 τάξης η οποία βελτιώνει µόνο την ικανοποίηση των 

περιορισµών, η στρατηγική watchdog αποσκοπεί τόσο στη βελτίωση της επιτευξιµότητας (feasibility) 

του αλγόριθµου όσο και  της λύσης υπό την έννοια ότι κάθε αύξηση στη συνάρτηση αξίας θα 

αντισταθµιστεί από τα επακόλουθα βήµατα. Στον αλγόριθµο watchdog που ακολουθεί ([2], 

Αλγόριθµος 15.3, σελ.445) χρησιµοποιείται η µέθοδος αναζήτησης γραµµής και η χρησιµοποιούµενη 

συνάρτηση αξίας (στην προκειµένη περίπτωση η 1l ) επιτρέπεται να αυξάνεται σε ένα µόνο βήµα, 

δηλαδή ˆ 1t = , πριν επιµείνουµε σε µια επαρκή µείωση. Τέλος θεωρείται ότι η παράµετρος ποινής µ  

δεν µεταβάλλεται έως ώτου ολοκληρωθεί ένας επιτυχηµένος κύκλος. 

 

  Αλγόριθµος 4.6 (Αλγόριθµος Watchdog) 

  Choose (0, 0.5)n∈ and an initial point ox  

  Set { }0 , 0k S= =  

  repeat until a termination test is satisfied. 

  Compute a step kp  

  Set 1k k kx x p+ = +  

         If 1( ; ) ( ; ) ( ( ; ) ; )k k k kx x D x pµ µ µϕ µ ϕ µ η ϕ µ+ ≤ +  

              Set { }1,k k S S k= + + ∪  

                    Else if 1( ; ) ( ; ) ( ( ; ) ; )k k k kx x D x pµ µ µϕ µ ϕ µ η ϕ µ+ > +  

                                Conpute 1kp + from 1kx +  

                                Find 1ka +  such that: ( )2 1 1 1( ; ) ( ; ) ( ; );k k k k kx x a D x pµ µ µϕ µ ϕ µ η ϕ µ+ + + +≤ +  

                                Set 2 1 1 1k k k kx x a p+ + + += +  

                                          If 1 2( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ( ; ); )k k k k k kx x or x x D x pµ µ µ µ µϕ µ ϕ µ ϕ µ ϕ µ η ϕ µ+ +≤ ≤ +  

                                                 Set { }2 ,k k S S k= + + ∪  

                                          Else if 2( ; ) ( )k kx xµ µϕ µ ϕ+ >  

                                                  Return to kx  and search along kp  

                                                  Find ka such that ( )3( ; ) ( ) ( ; );k k k k kx x a D x pµ µ µϕ µ ϕ η ϕ µ+ ≤ +  

                                                  Set 3k k k kx x a p+ = +  

                                                  Set { }3,k k S S k= + + ∪  

                                          Else compute a direction 2kp + from 2kx +  

                                                  Find 2ka + such that ( )3 2 2 2 2( ; ) ( ; ) ( ; );k k k k kx x a D x pµ µ µϕ µ ϕ µ η ϕ µ+ + + + +≤ +  

                                                  Set 3 2 2 2k k k kx x a p+ + + += +  

                                                  Set { }3,k k S S k= + + ∪  

                                        End (if) 

           End (if) 

  End (repeat) 

 

 

       Το σύνολο S  στον παραπάνω αλγόριθµο αναγνωρίζει τις επαναλήψεις για τις οποίες έχει 

επιτευχθεί επαρκής µείωση στη συνάρτηση αξίας και προκύπτει ότι τουλάχιστον το ένα τρίτο των 

επαναλήψεων ανήκουν στο S . Στην πράξη τυπικές τιµές του t̂  είναι 5 ή 8. 
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       Ένα πλεονέκτηµα της στρατηγικής watchdog έναντι της στρατηγικής αντιστάθµισης 2
ης

 τάξης 

αποτελεί το γεγονός ότι ίσως απαιτεί λιγότερες αποτιµήσεις των συναρτήσεων των περιορισµών µιας 

και στη καλύτερη περίπτωση τα περισσότερα βήµατα θα είναι πλήρη SQP βήµατα και θα υπάρχει 

σπάνια η ανάγκη επιστροφής σε προηγούµενο σηµείο. 

       Για το γενικό µη γραµµικό πρόβληµα βελτιστοποίησης το υποπρόβληµα τετραγωνικού 

προγραµµατισµού (4.12) µε την µήτρα kB  στη θέση της 
2
xx k∇ L  είναι: 

( ) ( ) 0,
1min ,
2

( ) ( ) 0,

T
i k i k

T T
k k k

Tp
i k i k

c x p c x i
f f p p B p

c x p c x i

∇ + = ∈+∇ + 
∇ + ≥ ∈

E

I

                         (4.168) 

       Στο [10] θεωρείται ότι οι πίνακες kB  είναι οµοιόµορφα φραγµένοι, ότι οι ιδιοτιµές τους είναι 

φραγµένες µακριά από το µηδέν και ότι οι περιορισµοί είναι συµβατοί. Με αυτές τις υποθέσεις και 

κάποιες άλλες συνθήκες αποδεικνύεται ότι  όλα τα σηµεία συσσώρευσης της ακολουθίας { }kx  είναι 

σηµεία ΚΚΤ. Μια από τις συνθήκες στην ανάλυση του Han [10], είναι ότι οι παράµετροι µ  είναι 

σταθερές και ισχύει | | 1| |µ λ ∞> + k∀  γι’ αυτό το λόγο οι παράµετροι αυτοί κάποιες φορές πρέπει να 

είναι αρκετά µεγάλες. Ωστόσο µεγάλες τιµές των παραµέτρων αναγκάζουν τη συνάρτηση αξίας 1l  να 

έχει απότοµες πλευρές στο σύνορο της επιτρεπτής περιοχής και συνεπώς για την ικανοποίηση της 

συνθήκης επαρκούς µειώσεως (4.62) ίσως χρειάζονται πολλές επαναλήψεις. Ένας αλγόριθµος ο 

οποίος επιλύει το πρόβληµα και µεταβάλλει τις παραµέτρους kµ  αυτόµατα σε κάθε επανάληψη έτσι 

που | | 1| |kµ λ ∞> +  περιγράφεται από τον Powell [17], ωστόσο η αυτόµατη µεταβολή του µ  

παραβιάζει τη σύγκλιση του αλγόριθµου.  

       Η στρατηγική watchdog χαλαρώνει τη συνθήκη αναζήτησης γραµµής στο 1kx +  µε τέτοιο τρόπο 

που να διατηρεί την ιδιότητα της γενικής σύγκλισης, αφήνοντας τις παραµέτρους να είναι σταθερές οι 

οποίες ικανοποποιούν τη συνθήκη του Han αλλά επιτρέποντας τη παραβίαση της συνθήκης επαρκούς 

µειώσεως της συνάρτησης αξίας. Στην περίπτωση αυτή πολλές από τις ανεπάρκειες στα όρια των 

περιορισµών αποφεύγονται.  

       Ένα επιπλέον πλεονέκτηµα της τεχνικής watchdog είναι η υπεργραµµική τάξη σύγκλισης έτσι 

που για όλα τα k  µε k  αρκετά µεγάλο, το µήκος βήµατος είναι 1ka = . 

       Για το σκοπό της ανάλυσης της σύγκλισης η συνθήκη επαρκούς µειώσεως (4.62): 

1 1 1( ; ) ( ; ) ( ( ; ) ; ) , (0,1)k k k k k k kx a p x a D x pϕ µ ϕ µ η ϕ µ η+ ≤ + ∈  

γράφεται ως εξής: 

1 1 1 1

1 1 1

ˆ ˆ( ; ) ( ; ) [ (0) ( )]

ˆ( ; ) [ ( ; ) ( )]

k k k k k k

k k k k

x a p x a p

x x a p

ϕ µ ϕ µ η ϕ ϕ

ϕ µ η ϕ µ ϕ

+ ≤ − −

= − −                            
(4.169) 
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όπου 1̂ϕ
 
είναι η προσέγγιση της 1ϕ  και η οποία προκύπτει αντικαθιστώντας τις συναρτήσεις ( )f x  

και ( )ic x µε τις προσεγγιστικές σειρές Taylor πρώτης τάξης αυτών γύρω από το kx x= . Θέτουµε 

επίσης µε l  να είναι ο µεγαλύτερος ακέραιος στο διάστηµα [0, ]k  τέτοιος που ο όρος 1( ; )lxϕ µ  είναι 

ο µικρότερος σε τιµή από τους αριθµούς 1( ; ) , 0,1,..,ix i kϕ µ = . 

 

� Υπεργραµµική Σύγκλιση της Στρατηγικής Watchdog  

 

       Υπεργραµµική σύγκλιση προκύπτει όταν: 

 
*

*

|| ||
lim 0

|| ||
k k

k
k

x p x

x x→∞

+ − =
−

                                                 (4.170) 

όπου το *x  είναι ένα σηµείο KKT του προβλήµατος βελτιστοποίησης. Άρα το ερώτηµα είναι κατά 

πόσον η συνθήκη επαρκούς µειώσεως (4.169) επιτρέπει µήκος βήµατος ένα. Για το σκοπό αυτό 

υποθέτουµε ότι η ακολουθία που παράγεται από τη τεχνική watchdog { }kx  συγκλίνει στο σηµείο *x  

στο οποίο οι κλίσεις των ενεγών περιορισµών * *( ) , ( )ic x i x∇ ∈A  είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. 

Υποθέτουµε επίσης ότι η συνθήκη αυστηρής συµπληρωµατικότητας ικανοποιείται και ότι οι 

παράµετροι { }*, ( )i i xµ ∈A  ικανοποιούν την ανισότητα * *| | , ( )i i i xµ λ> ∈A . Τέλος υποθέτουµε ότι οι 

πίνακες { }kB  είναι φραγµένοι και ότι οι ικανή συνθήκη 2
ης

 τάξης ικανοποιείται, δηλαδή αν το p  είναι 

οποιαδήποτε κατεύθυνση ορθογώνια στις κλίσεις *( )ic x∇  τότε ισχύει 2 * * 2
1( , ) | | ||T

xxp x p pλ υ∇ ≥L  

όπου 1υ  είναι µια θετική σταθερά. 

       Η απόδειξη της υπεργραµµικής σύγκλισης της τεχνικής watchdog υπό τις προαναφερόµενες 

συνθήκες βασίζεται στα τρία λήµµατα που ακολουθούν. 

 

Λήµµα  4.25 ([24], Λήµµα 1, σελ. 9). 

Υπάρχουν θετικές σταθερές 2 3,υ υ  και 4υ  τέτοιες ώστε για *
4|| | |x x υ− ≤  

*
1( ; ) ( , )x xϕ µ λ≥ L                                                        (4.171) 

και   * * 2
1 2 3( ; ) ( ) | | ( ) | | | | | |x f x c x x xϕ µ υ υ≥ + + −                                    (4.172) 

� 

 

Λήµµα  4.26 ([24], Λήµµα 2, σελ. 10). 

Υπάρχει ένας ακέραιος αριθµός 1K  και µια θετική σταθερά 5υ  τέτοια ώστε 1k K∀ ≥ :  

[ ]* *
1 1 1 5 1ˆ( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( )k k k kx f x x p x f xϕ µ η ϕ µ ϕ υ ϕ µ − − − ≥ −                     (4.173) 

                                                                                                                        
� 
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Λήµµα  4.27 ([24], Λήµµα 3, σελ. 11). 

Υπάρχουν σταθερές 6υ  και 7υ  τέτοιες ώστε 1k K∀ ≥ :  

* 2
6|| ( ) | | | | ||k k kc x p x xυ+ ≤ −                                              (4.174) 

* * 2
1 7( ; ) ( ) | | ||k k kx p f x x xϕ µ υ+ ≤ + −                                      (4.175) 

� 

 
Θεώρηµα  4.28 Yπεργραµµική σύγκλιση ([24], Θεώρηµα 2, σελ. 11). 

Αν το χαλαρό κριτήριο της τεχνικής watchdog είναι το να γίνει αποδεκτό το πρώτο δοκιµαστικό 

µήκος βήµατος 1ka =  και αν οι συνθήκες καθορισµένες πριν το Λήµµα 4.25 ικανοποιούνται, τότε 

υπάρχει ένα 2K  τέτοιο ώστε 2 1, k k kk K x x p+∀ ≥ = + . 

Απόδειξη 

       Έστω όταν 2k K=  ο αλγόριθµος χρησιµοποιεί το χαλαρό κριτήριο. Στη περίπτωση αυτή l k=  

και 1k k kx x p+ = + . Αν δεν επέρχεται µια επαρκής µείωση της συνάρτησης αξίας, δηλαδή:  

[ ]1 1 1 1 1ˆ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( )k k k kx x x pϕ µ ϕ µ η ϕ µ ϕ+ > − −                                  (4.176) 

τότε στην επόµενη επανάληψη χρησιµοποιείται το καθιερωµένο κριτήριο και συνεπώς πρέπει να 

αποδειχθεί ότι η συνθήκη (4.169) επιτρέπει µήκος βήµατος ένα. Από την (4.175) προκύπτει ότι: 

* * 2
1 7( ; ) ( ) | | | |k k kx p f x x xϕ µ υ+ ≤ + −  

       Αν το 2K  είναι αρκετά µεγάλο (όχι µικρότερο από το 1K  στο Λήµµα  4.26) τέτοιο ώστε η 

(4.171) να δίνει: 

1/2

3 5* *
2

7

|| | | || | |k k kx p x x x k K
υ υ
υ

 + − ≤ − ∀ ≥ 
 

 

έπεται ότι: 

[ ]{ }

[ ]

5

5

* 2 * 2
1 3 1

(4.166)
* 2 *

1 1

(4.171)
* *

5 1 1 1 1 1 1

(4.177)
* *

5 1

(4.171)

1 1 1

( ; ) ( ) | | | |

( ) ( ; ) ( )

ˆ( ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( )

( ) ( ; ) ( )

ˆ( ; ) ( ; ) ( )

k k k

k

k k k

k

k k k

x p f x x x

f x x f x

f x x f x x p

f x x f x

x x p

ϕ µ υ υ

υ ϕ µ

υ ϕ µ η ϕ µ ϕ

υ ϕ µ

ϕ µ η ϕ µ ϕ

−

−

− − −

+ ≤ + −

 ≤ + − 

≤ + − − −

 < + − 

≤ − −

 

       Άρα το καθιερωµένο κριτήριο αναζήτησης γραµµής δίνει στο 1kx +  τη τιµή k kx p+  και σε αυτό το 

στάδιο η τιµή του l  είναι είτε k  ή 1k− . Αν l k= , τότε χρησιµοποιείται το χαλαρό κριτήριο στην 

επόµενη επανάληψη.  

Έστω, ωστόσο ότι 1l k= − . 
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Κάνοντας µια επιπλέον αύξηση στο 2k  αν είναι αναγκαίο έτσι που να ισχύει 

3 5* *
1

7

| | | | | ||k kx x x x
υ υ
υ+

 − ≤ − 
 

 έπεται ότι: 

[ ]

[ ]

* * 2
1 7

* * 2
3 5 1

(4.172)
* *

5 1 1

(4.173)

1 1 1 1 1 1

1 1 1

( ; ) ( ) | | ||

( ) | | | |

( ) ( ; ) ( )

ˆ( ; ) ( ; ) ( )

ˆ( ; ) ( ; ) ( )

k k

k

k

k k k

l l l

x f x x x

f x x x

f x x f x

x x p

x x p

ϕ µ υ

υ υ

υ ϕ µ

ϕ µ η ϕ µ ϕ

ϕ µ η ϕ µ ϕ

+

−

−

− − −

≤ + −

≤ + −

 ≤ + − 

≤ − −

= − −

 

όπου η παραπάνω ανισότητα είναι η ίδια µε την (4.169). Συνεπώς όταν 1l k= −  επιτυγχάνεται 

επαρκής µείωση της συνάρτησης αξίας και το επόµενο βήµα είναι ένα χαλαρό βήµα. 

                                                                                              � 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

 

Θεώρηµα Taylor. 

 

       Έστω ότι : nf →ℝ ℝ   συνεχώς διαφορίσιµη και np∈ℝ . Τότε:  

( ) ( ) ( )Tf x p f x f x tp p+ = +∇ +                                                      (Π.1) 

για κάποιο (0 ,1)t∈ . 

       Αν επιπλέον είναι δύο φορές συνεχώς διαφορίσιµη ισχύει ότι: 

1
2

0

( ) ( ) ( )f x p f x f x tp pdt∇ + =∇ + ∇ +∫                                              (Π.2) 

και ότι: 

21( ) ( ) ( ) ( )
2

T Tf x p f x f x p p f x tp p+ = +∇ + ∇ +                                        (Π.3) 

για κάποιο (0 ,1)t∈ . 

 

Ταχύτητα σύγκλισης. 

 

        Έστω 0{ }k kx ∞
=

 
η ακολουθία που κατασκευάζει κάποιος αλγόριθµος η οποία συγκλίνει σε κάποιο 

όριο * nx ∈ℝ  το οποίο ικανοποιεί τις συνθήκες ελαχίστου για το πρόβληµα που επιλύεται. Μέτρα της 

ταχύτητας µε την οποία η 0{ }k kx ∞
=

 
συγκλίνει στο *x είναι η τάξη σύγκλισης και ο ρυθµός σύγκλισης. 

       Τάξη σύγκλισης λέγεται ο µέγιστος µη-αρνητικός αριθµός a∈ℝ  που ικανοποιεί τη σχέση: 

*
1

*

| | | |
lim

|| ||
k

ak
k

x x

x x
+

→∞

− <∞
−

                                                       (Π.4) 

       Αν a είναι η τάξη σύγκλισης µιας ακολουθίας τότε η τιµή: 

*
1

*

| | | |
lim

|| | |
k

ak
k

x x

x x
β +

→∞

−=
−

                                                         (Π.5) 

λέγεται λόγος σύγκλισης. 

       Η τάξη σύγκλισης είναι µια τελική ιδιότητα, δεν εξαρτάται από τα αρχικά σηµεία της ακολουθίας 

και µετράει πόσο γρήγορα συγκλίνει η ουρά της ακολουθίας. 

       Από την (Π.5) είναι:
 

* *
1|| || | | | |ak kx x x xβ+ − = −

 
 ασυµπτωτικά για k→∞ , εποµένως όσο 

µεγαλύτερη είναι η τάξη σύγκλισης  τόσο γρηγορότερα συγκλίνει η ακολουθία στο όριό της. 

1. Όταν 1a=
 
και (0 ,1)β∈  η ουρά της ακολουθίας συγκλίνει τουλάχιστον τόσο γρήγορα όσο η 

γεωµετρική ακολουθία kβ και λέµε ότι η σύγκλιση είναι γραµµική. 

2. Όταν 1a=  
και 0β = ή 1 2a< <  

και 0β > λέµε ότι η σύγκλιση της ακολουθίας { }kx
 
είναι 

υπεργραµµική. 

3. Όταν 2a=  τότε λέµε ότι η σύγκλιση είναι τετραγωνική.  
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Κατά κατευθυνση παράγωγος. 

 

       Η κατά κατεύθυνση παράγωγος µιας συνάρτησης : nf →ℝ ℝ  στη κατεύθυνση p
 
δίνεται από τη 

σχέση: 

( ) ( )
( ( ); ) lim

def f x p f x
D f x p

ε

ε
ε→∞

+ −=                                                  (Π.6) 

       Η κατά κατεύθυνση παράγωγος µπορεί να ορίζεται ακόµη και αν η f  δεν είναι συνεχώς 

διαφορίσιµη. 

       Όταν η είναι f συνεχώς διαφορίσιµη σε µια γεοτονιά x του ισχύει ότι: 

( ( ); ) ( )
def

TD f x p f x p= ∇                                                         (Π.7) 

Ο παραπάνω τύπος επαληθεύεται ως εξής: 

       Ορίζουµε την συνάρτηση: ( ) ( ) ( ( ))a f x ap f y aϕ = + =  όπου ( )y a x ap= + . 

Προκύπτει ότι: 

( ) ( ) ( ) (0)
lim lim (0)

f x p f x
ε ε

ε ϕ ε ϕ ϕε ε→∞ →∞

+ − − ′= =
 

Εφαρµόζοντας τον κανόνα της αλυσίδας στη συνάρτηση ( ( ))f y a
 
προκύπτει:

 
 

1 1

( ( )) ( ( ))
( ) ( ) ( ( )) ( )

n n
T T

i i
i ii i

f y a f y a
a y a p f y a p f x ap p

y y
ϕ

= =

∂ ∂′ = ∇ = =∇ =∇ +
∂ ∂∑ ∑  

και για α=0 προκύπτει η (Π.7). 

 

 

Ο τύπος των Sherman-Morrison-Woodbury. 

 

       Αν ο τετραγωνικός αντιστρέψιµος πίνακας Α υφίσταται µια ανανέωση πρώτου βαθµού ώστε να 

προκύψει:  

TA A ab= +  

 
όπου , na b∈ℝ τότε αν ο πίνακας 1A−

 είναι αντιστρέψιµος ισχύει:  

1 1
1 1

11

T

T

A ab A
A A

b A a

− −
− −

−= −
+

                                                       (Π.8) 

 

 
Τάξεις µεγέθους και τα σύµβολα και τα σύµβολα ( )O ⋅ και ( )o ⋅ . 

 

       Σε πολλές περιπτώσεις είναι χρήσιµο (ή αναγκαίο) να συγκρίνουµε δύο συναρτήσεις ψ

και ϕ που ορίζονται σε µια γειτονιά V ενός σηµείου * nx ∈ℝ µε τιµές σε έναν νορµικό χώρος, 

ως προς την «τάξη µεγέθους» των τιµών τους. ∆ηλαδή µας ενδιαφέρει να γνωρίζουµε αν τα 
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µεγέθη | | ||ψ και || | |ϕ  παραµένουν της ίδιας τάξης µεγέθους, ή αν οι τιµές της µιας εξ αυτών 

γίνονται πολύ µικρές (αµελητέες) σε σχέση µε τις τιµές της άλλης, καθώς µεταβάλλεται η ανεξάρτητη 

µεταβλητή x .  

       Για τη συνοπτική απόδοση των σχέσεων τάξεως µεγέθους χρησιµοποιούµε τα σύµβολα 

( )O ⋅  (όµικρον µεγάλο) και ( )o ⋅  (όµικρον µικρό) τα οποία ορίζονται ως εξής: 

       Λέµε ότι η συνάρτηση ψ  κυριαρχείται από την ϕ  σε µια γειτονιά του *x  και γράφουµε 

( )Oψ ϕ= αν υπάρχει µια θετική σταθερά C  και µια γειτονιά oV V⊂ του *x τέτοια ώστε: 

|| ( ) || | | ( ) || , ox C x x Vψ ϕ≤ ∀ ∈                                                (Π.9) 

       Λέµε ότι η συνάρτηση ψ  είναι αµελητέα σε σχέση µε την ϕ  σε µια γειτονιά του *x  και 

γράφουµε ( )oψ ϕ=  αν για κάθε 0ε >  υπάρχει µια γειτονιά V Vε ⊂ του *x τέτοια ώστε: 

 | | ( ) | | | | ( ) || ,x x x Vεψ ε ϕ≤ ∀ ∈                                             (Π.10) 

       Σε πολλά σηµεία της ανάλυσης ενδιαφερόµαστε για το πως συµπεριφέρονται τα στοιχεία 

µιας ακολουθίας, για παράδειγµα αν τα στοιχεία της ακολουθίας είναι φραγµένα, ή αν είναι 

όµοια σε µέγεθος µε τα στοιχεία µιας αντίστοιχης ακολουθίας ή αν µειώνονται και αν ναι, 

πόσο γρήγορα. 

       ∆εδοµένων δύο ακολουθιών { }kη και { }kν , γράφουµε ( )k kOη ν=  αν υπάρχει θετική 

σταθερά C  τέτοια ώστε: 

| | | |k kCη ν≤                                                        (Π.11) 

για κάθε k αρκετά µεγάλο και γράφουµε ( )k koη ν=  αν η ακολουθία των λόγων { / }k kη ν τείνει 

στο µηδέν καθώς k →∞ , δηλαδή: 

lim 0k

k k

η
ν→∞

=                                                        (Π.12) 
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