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Περίληψη 

 

Η Ανάλυση Χώρου (Spatial Analysis) χρησιμοποιεί μέχρι σήμερα τη Χωρική 

Συλλογιστική (Spatial Reasoning), αλλά περιορίζεται κυρίως σε χωρική στατιστική ανάλυση 

των παρατηρούμενων φαινομένων στο χώρο εκτελώντας γι’ αυτά ανάλυση προτύπων, 

εύρεση γεωστατιστικών δεικτών κτλ. Ένα τετριμμένο παράδειγμα είναι η χωρική ανάλυση 

του φαινομένου της εγκληματικότητας σε περιοχή, που θα έχει ως αποτέλεσμα την εύρεση 

των υποπεριοχών οι οποίες στατιστικά εμφανίζουν υψηλούς δείκτες εγκληματικότητας. Η 

πλέον συνήθης στρατηγική αντιμετώπισης είναι η ένταση της αστυνόμευσης σε αυτές 

ακριβώς τις υποπεριοχές. Όμως, αυτή η στρατηγική δεν επιδρά στην αιτία που προκαλεί το 

υπό εξέταση φαινόμενο, δηλαδή στους εγκληματίες, αλλά αποκλειστικά και μόνον στις 

παρατηρήσεις του φαινομένου. Το αποτέλεσμα είναι απλά η εγκληματικότητα να 

μετατοπίζεται ή να διαχέεται στον υπόλοιπο χώρο, καθώς ένταση της αστυνόμευσης σε 

υποπεριοχές συνεπάγεται μείωση της σε κάποιες άλλες, και άρα δημιουργία 

προϋποθέσεων για έξαρση της εγκληματικής δραστηριότητας στις υποπεριοχές μειωμένης 

πλέον αστυνόμευσης. 

Η παρούσα μεταπτυχιακή εργασία εξετάζει την δυνατότητα επέκτασης της Ανάλυσης 

Χώρου με την ενσωμάτωση σε αυτήν της Απαγωγικής Συλλογιστικής (Abductive Reasoning), 

η οποία προέρχεται από το γνωστικό πεδίο της Τεχνητής Νοημοσύνης και σχετίζεται με την 

ανάλυση της αιτιώδους συνάφειας των υπό εξέταση φαινομένων. Για την επίλυση των 

Γεωχωρικών Προβλημάτων, εισάγεται κατάλληλος φορμαλισμός, προτείνεται μεθοδολογία, 

αναλύεται αλγοριθμικός σχεδιασμός, ακόμα και για φαινόμενα που προκαλούνται από 

προσαρμοστικούς αντιπάλους όπως οι εγκληματίες και τα οποία αποδεικνύεται ότι 

μπορούν να μοντελοποιηθούν στο πλαίσιο της Θεωρίας Παιγνίων, και παρουσιάζονται 

αποτελέσματα πειραματικής αξιολόγησης. Επιστρέφοντας στο παράδειγμα της ανάλυσης 

του φαινομένου της εγκληματικότητας, τα αποτελέσματα της ανάλυσης με την υιοθέτηση 

της Απαγωγικής Συλλογιστικής θα είναι προφανώς εντελώς διαφορετικά από αυτά της 

«συμβατικής» Ανάλυσης Χώρου, καθώς αυτή θα αφορά πλέον την αιτία ύπαρξης του 

φαινομένου, δηλαδή τους ίδιους τους εγκληματίες. Άρα, και η στρατηγική αντιμετώπισης 

του φαινομένου θα είναι πολύ πιο αποδοτική. Ανάλογα μπορούν να βελτιωθούν τα 

αποτελέσματα ανάλυσης και σε πλήθος άλλων Γεωχωρικών Προβλημάτων, συνεπώς 

εκτιμάται ότι η προσθήκη της Απαγωγικής Συλλογιστικής θα ανοίξει νέες προοπτικές στην 

Χωρική Ανάλυση. 
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Abductive Reasoning and Game Theory in Geospatial Problems 

by 

Achilleas Koutsioumpas 

 

Abstract 

 

Spatial Analysis has been using so far Spatial Reasoning, but it mainly confines itself to 

spatial statistical analysis of the observed phenomena searching for pattern analysis, 

geostatistical indices etc. A trivial example is the spatial analysis of the crime phenomenon in 

a given region, which will result in finding subregions that are statistically characterized by 

high rates of crime. The most common strategy in response is the increase of policing in 

those subregions. However, that kind of strategy does not affect the cause of the 

phenomenon under consideration, i.e. the criminals, but only the observations of the 

phenomenon. Thus, the crime will either shift or spread out to the remaining space, as the 

increase of policing in a set of subregions implies the decrease in the rest, which in turn 

implies that criminals are offered now new opportunities to carry out their illegal activities in 

those exact under-policing subregions.  

This M.Sc. Thesis examines the possibility of extending the Spatial Analysis with the 

incorporation of Abductive Reasoning, which originates from the cognitive field of Artificial 

Intelligence, and it is related to the analysis of causation of the phenomena under 

consideration. In order to solve Geospatial Problems appropriate formalism is introduced, 

methodology is proposed, algorithmic design is analyzed, even for phenomena which are 

caused by adaptive adversaries as criminals are, and experimental evaluation results are 

presented. More specifically, in the case of Geospatial Problems with adaptive adversaries it 

is proven, both theoretically and experimentally, that they can effectively be modeled in the 

framework of Game Theory. For the running example of the crime analysis, obviously the 

results produced by using Abductive Reasoning would be completely different from those of 

“conventional” Spatial Analysis, as they concern the cause of the existence of the 

phenomenon, i.e. the criminals. Thus, the strategy to deal with the phenomenon will be 

much more effective. Accordingly, in various other Geospatial Problems results of analysis 

can be improved. Therefore, it is believed that the incorporation of Abductive Reasoning 

would open new perspectives in Spatial Analysis. 
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Κεφάλαιο  1 

Εισαγωγή 

 

 

1.1   Γενικά 

 

Η έννοια της συλλογιστικής, δηλαδή η μεθοδολογία με την οποία τμήματα της 

υπάρχουσας γνώσης συνδυάζονται μεταξύ τους προκειμένου να παραχθεί νέα γνώση ή να 

εξαχθούν συμπεράσματα, αποτελεί αναπόσπαστο συστατικό της νοημοσύνης (Βλαχάβας 

και συν. 2006), οπότε δεν θα μπορούσε παρά να κατέχει δεσπόζουσα θέση και στον χώρο 

της Τεχνητής Νοημοσύνης (ΤΝ). Ο McCarthy, ένας εκ των θεμελιωτών της ΤΝ, περιγράφει 

την ΤΝ (διαδικτυακός τόπος 1) ως «επιστήμη και μηχανική κατασκευής μηχανών με 

νοημοσύνη, και ειδικότερα προγραμμάτων υπολογιστών με νοημοσύνη. Σχετίζεται με τη 

χρήση υπολογιστών προκειμένου να κατανοηθεί η ανθρώπινη νοημοσύνη, αλλά η ΤΝ δεν 

χρειάζεται να περιορίζεται σε μεθόδους οι οποίες είναι βιολογικά παρατηρήσιμες». 

Επιπλέον, θεωρεί ότι η νοημοσύνη είναι το υπολογιστικό κομμάτι της ικανότητας της 

επίτευξης στόχων, ότι υπάρχουν παραλλαγές τόσο του είδους όσο και των διαβαθμίσεων 

της στους ανθρώπους, σε πολλά ζώα και κάποιες μηχανές και ότι ακόμα οι επιστήμονες δεν 

έχουν καταλήξει να προσδιορίσουν ποιά είδη υπολογιστικών διαδικασιών θα καλούνται 

νοήμονα. 

 

Η επικρατούσα θεώρηση ως προς τη συσχέτιση μεταξύ απλών δεδομένων και 

νοημοσύνης αποδίδεται με την DIKW Ιεραρχία (Data – Information –  Knowledge – Wisdom 

Hierarchy) ή αλλιώς Ιεραρχία της Σοφίας ή Πυραμίδα της Γνώσης. Το επόμενο σχήμα (Σχήμα 

1.1) αποδίδεται στον Ackoff (Ackoff, 1989), αν και ο ίδιος δεν έχει αναφορά σε αυτό το 

γραφικό μοντέλο (διαδικτυακός τόπος 2). 

 

Στις έννοιες Δεδομένα, Πληροφορία, Γνώση και Σοφία αποδίδεται το εξής σημασιολογικό 

περιεχόμενο (Βλαχάβας και συν. 2006): ως Δεδομένα ορίζεται ένα σύνολο στατικών, 

ανοργάνωτων, ανεπεξέργαστων, αλλά διακριτών στοιχείων για γεγονότα τα οποία χωρίς 

ένα πλαίσιο αναφοράς δεν είναι χρήσιμα, ενώ ως Πληροφορία ορίζεται η συνάθροιση 

φιλτραρισμένων και κατάλληλα μορφοποιημένων δεδομένων τα οποία έχουν νόημα, σκοπό 

και συνάφεια, ώστε να διευκολύνουν τη λήψη κάποιας απόφασης. Ως Γνώση ορίζεται το 

εξαγόμενο αποτέλεσμα από πληροφορίες το οποίο και εξάγεται με τον ίδιο τρόπο που 
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εξάγονται πληροφορίες από τα δεδομένα, δηλαδή είναι η πληροφορία η οποία έχει 

υποστεί φιλτράρισμα για την πιστοποίηση της και τελικά εμπεριέχει όλες τις πληροφορίες, 

τις εμπειρίες, τις ικανότητες και τις δεξιότητες που κατέχει ένας άνθρωπος. Ενώ τέλος, ως 

Σοφία ορίζεται η ικανότητα μεγιστοποίησης της απόδοσης της κατεχόμενης γνώσης για 

αναθεώρηση, μάθηση, διορατικότητα και πρόβλεψη. 

 

Σχήμα 1.1  Η Πυραμίδα της Γνώσης (Βλαχάβας και συν. 2006). 

 

1.2   Γνώση – Αναπαράσταση Γνώσης – Συλλογιστική 

 

Ο ορισμός της Γνώσης που διατυπώθηκε παραπάνω είναι γενικός στην προσπάθεια 

του να καθορίσει ορθά το σημασιολογικό πλαίσιο που θα περιέχει όλες τις δυνατές 

εκφάνσεις της, καθώς αυτή μπορεί να αναδυθεί από την Πληροφορία με πολλές μορφές.  

Έτσι, η Γνώση μπορεί να είναι: ρηχή, δηλαδή εύκολα ανακτήσιμη, ή βαθιά, δηλαδή προϊόν 

χρόνων εμπειρίας, ρητή, δηλαδή κωδικοποιημένη, ή κρυφή, δηλαδή αποθηκευμένη ως 

νοητική διαδικασία, δηλωτική ή διαδικαστική. Μπορεί επίσης να είναι απλή ή σύνθετη, 

δομημένη ή αδόμητη, σαφής ή ασαφής, βέβαιη ή αβέβαιη, ακριβής ή ανακριβής, πλήρης ή 

ελλιπής, συνολικά συμβατή ή τοπικά ασύμβατη.  

 

Αυτή ακριβώς η εγγενής πολυμορφία της Γνώσης καθιστά πολύ δύσκολο το έργο 

αναπαράστασης της, το οποίο πολύ απλά δεν είναι τίποτε άλλο παρά μια προσπάθεια 

μοντελοποίησης που προσπαθεί να περιγράψει με την απαραίτητη μαθηματική 

αυστηρότητα την φύση της Γνώσης. Δηλαδή, γενικότερα τα πραγματικά, τα νοητά, τα 

συγκεκριμένα, τα αφηρημένα και τα διακεκριμένα αντικείμενα, και ειδικότερα τις 

επιμέρους ιδιότητες των αντικειμένων αυτών, τις ιδιαίτερες συνθήκες και τις 

αλληλοσυσχετίσεις τους σε πολύ συγκεκριμένα περιβάλλοντα, με στόχο όχι να παράγει μια 

νέα μαθηματική θεώρηση, αλλά να αναπτύξει ένα περιβάλλον το οποίο θα επιτρέψει στη 
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συνέχεια να αποτυπωθούν και να υποστούν επεξεργασία όλα αυτά σε ένα υπολογιστικό 

σύστημα ΤΝ (Παναγιωτόπουλος, 2001).  

 

Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω καθίσταται τουλάχιστον διαισθητικά σαφές ότι ο 

ρόλος της αναπαράστασης Γνώσης στα πλαίσια της ΤΝ είναι δομικός, οπότε εύκολα γίνεται 

κατανοητός ο λόγος που η ΤΝ σήμερα συμβολικά ορίζεται ως (Σελλής, 2004): 

ΤΝ = Αναπαράσταση Γνώσης + Αναζήτηση 

Θα πρέπει όμως φυσικά αυτός ο ρόλος να τεκμηριωθεί και επιπλέον να διερευνηθεί η 

συσχέτιση του με τη συλλογιστική. Η φύση της αναπαράστασης γνώσης και η άρρηκτη 

συσχέτιση της με τη συλλογιστική αναλύονται με τον καλύτερο τρόπο σε δημοσίευση 

ερευνητών  του διάσημου MIT (Davis et al. 1993), σύμφωνα με την οποία η αναπαράσταση 

γνώσης συντίθεται από πέντε καθοριστικής σημασίας διακριτούς ρόλους καθώς αποτελεί: 

 υποκατάστατο της πραγματικότητας 

 σύνολο οντολογικών δεσμεύσεων 

 τμηματική θεωρία ευφυούς συλλογιστικής 

 μέσο επίτευξης αποδοτικού υπολογισμού 

 μέσο ανθρώπινης έκφρασης 

 

Πιο αναλυτικά, η αναπαράσταση γνώσης αποτελεί υποκατάστατο της 

πραγματικότητας, καθώς κάθε ευφυής οντότητα που επιθυμεί να διεξάγει συλλογισμό για 

το κόσμο της αντιμετωπίζει ένα σημαντικό ανυπέρβλητο γεγονός, η σκέψη είναι εσωτερική 

διαδικασία, αλλά η πλειονότητα των πραγμάτων για τα οποία θέλει να συλλογιστεί 

υπάρχουν μόνο έξω από αυτήν. Αυτή η αναπόφευκτη διχοτομία είναι βασική αρχή, άρα και 

ρόλος για την αναπαράσταση. Η θεώρηση των αναπαραστάσεων ως υποκατάστατα της 

πραγματικότητας εγείρει σε δύο σημαντικά ερωτήματα. Το πρώτο ερώτημα αφορά την 

προτιθέμενη ιδιότητα κάθε υποκατάστατου, δηλαδή ποιού πραγματικού πράγματος είναι 

υποκατάστατο. Η σχέση ανάθεσης παρέχεται από αυτό που ονομάζουμε σημασιολογία 

(semantics) της αναπαράστασης. Το δεύτερο ερώτημα αφορά την πιστότητα (fidelity), 

δηλαδή πόσο κοντά είναι το υποκατάστατο στο πραγματικό πράγμα. Η τέλεια πιστότητα 

είναι τόσο πρακτικά όσο και θεωρητικά αδύνατη, συνεπώς όλες οι αναπαραστάσεις είναι 

ανακριβείς και αναγκαστικά περιλαμβάνουν υποθέσεις απλοποίησης. Η έγκυρη 

συλλογιστική, δηλαδή συλλογιστική που τα συμπεράσματα της σε κάθε βήμα είναι αληθή 
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λαμβάνοντας πάντα υπ’ όψιν την προτιθέμενη σημασιολογία ή αλλιώς διατηρώντας την 

αλήθεια από τις υποθέσεις μέχρι το τελικό συμπέρασμα, δεν είναι ικανή να αποτρέψει την 

εξαγωγή μη ορθού συμπεράσματος, αφού η αναπόφευκτη ατέλεια του υποκατάστατου 

σημαίνει ότι για κάθε συλλογιστική οντότητας του πραγματικού κόσμου παρέχεται μια και 

μόνη εγγύηση: αν στην συλλογιστική δοθεί και επαρκής χρόνος και ευρύτητα σίγουρα θα 

καταλήξει σε λάθος συμπέρασμα. Οπότε, ο σχεδιασμός έγκυρης συμπερασματολογίας δεν 

απαλλάσσει την συλλογιστική από σφάλματα, αλλά απλά εξασφαλίζει ότι το λάθος δεν 

πηγάζει από το συμπέρασμα. Με δεδομένο ότι η ευρεία συλλογιστική οδηγεί σίγουρα σε 

λάθος, η μετάβαση από έγκυρους κανόνες συμπερασμού σε άλλου είδους κανόνες, τους 

οποίους προτείνει η μοντέρνα συμπερασματολογία, δεν είναι μετάβαση από την ολική 

ακρίβεια σε λάθος, αλλά είναι ερώτηση ισορροπίας της πιθανότητας για μια επιπλέον πηγή 

σφάλματος απέναντι στο διαφαινόμενο κέρδος αποδοτικότητας που πιθανόν να 

προσφέρεται. 

 

Ακόμη, αν θεωρηθεί όπως υποστηρίχθηκε παραπάνω ότι όλες οι αναπαραστάσεις 

είναι ατελείς προσεγγίσεις της πραγματικότητας και ότι επιπλέον κάθε προσέγγιση που 

εστιάζει σε μερικά πράγματα αγνοεί άλλα, τότε η επιλογή κάποιας αναπαράστασης είναι 

πρακτικά το σύνολο των αποφάσεων οι οποίες καθορίζουν τον τρόπο και τις πτυχές της 

πραγματικότητας που ορίζουν την αντίληψη της πραγματικότητας. Άρα, η επιλογή μιας 

αναπαράστασης γνώσης είναι επιλογή συνόλου οντολογικών δεσμεύσεων. Η 

συνειδητοποίηση αυτού του ρόλου είναι ζωτικής σημασίας γιατί οδηγεί σε συνετή επιλογή 

δεσμεύσεων, ώστε να είναι σε θέση η αναπαράσταση να εστιάσει σε όψεις του κόσμου που 

είναι σχετικοί με τους στόχους χρήσης της αναπαράστασης. Οι δεσμεύσεις τελικά 

συσσωρεύονται σε επίπεδα, με αρχικό επίπεδο αυτό της επιλογής του φορμαλισμού, αλλά 

επιπρόσθετα επίπεδα δεσμεύσεων αθροίζονται όταν ο φορμαλισμός στα πλαίσια 

καθορισμένης συλλογιστικής ξεκινά να παράγει συμπεράσματα.  

 

Επιπλέον, η αναπαράσταση γνώσης είναι τμηματική θεωρία ευφυούς συλλογιστικής 

γιατί η αρχική σύλληψη της αναπαράστασης εκκινείται είτε από την επίγνωση ότι οι 

άνθρωποι σκέπτονται ευφυώς είτε από κάποια πεποίθηση του τι ακριβώς ορίζεται ως 

ευφυής συλλογιστική. Θεωρείται τμηματική με δύο διακριτούς τρόπους, είτε επειδή η 

αναπαράσταση τυπικά συσσωματώνει μέρος της επίγνωσης ή των πεποιθήσεων που είναι 

το κίνητρο της είτε επειδή αυτή ακριβώς η επίγνωση ή οι πεποιθήσεις είναι μέρος του 

πολύπλοκου και πολυπρόσωπου φαινομένου της ευφυούς συλλογιστικής. Η επίγνωση της 



- Εισαγωγή - 

 

5 
 

φύσης της ευφυούς συλλογιστικής, εξαιτίας του σχετικά νεαρού της ηλικίας της ΤΝ, 

προέρχεται από άλλα γνωστικά πεδία και συγκεκριμένα από την μαθηματική λογική, την 

ψυχολογία, την βιολογία, την στατιστική και τα οικονομικά, τα οποία έχουν συνεισφέρει 

αντίστοιχα διαφορετικές ιδέες για τον ορισμό της ευφυούς συλλογιστικής. Αυτό έχει ως 

αποτέλεσμα να κατασκευάζονται επιχειρήματα για την επιλογή λ.χ. της βέλτιστης  

αναπαράστασης και να συγκρίνονται οι αρετές της έγκυρης συλλογιστικής που παράγει, 

ενώ το πραγματικό θέμα είναι η διαφοροποίηση στην εννοιολογική σύλληψη του κόσμου 

που οδηγεί τελικά σε εντελώς διαφορετικό τύπο συμπερασματολογίας. Τελικά, ενώ τα 

επιτρεπόμενα συμπεράσματα είναι το σύνολο όλων των συμπερασμάτων που επιτρέπεται 

να εξαχθούν, αυτό το σύνολο έχει μεγάλη πληθικότητα, οπότε εμφανίζεται ανεπαρκής ως 

περιορισμός. Η ανάγκη για προσδιορισμό συνόλου προτεινόμενων συμπερασμάτων 

σημαίνει ότι προσδιορίζοντας μια αναπαράσταση γνώσης πρέπει να ορισθεί και ο τρόπος 

ευφυούς συλλογιστικής της. Αναπαράσταση και συλλογιστική είναι άρρηκτα πεπλεγμένες 

έννοιες και μια αναπαράσταση γνώσης δεν είναι τίποτα λιγότερο από μια θεωρία ευφυούς 

συλλογιστικής. 

 

Επιπρόσθετα, η αναπαράσταση γνώσης είναι μέσο επίτευξης αποδοτικού 

υπολογισμού αφού από καθαρά μηχανιστική σκοπιά η συλλογιστική, σε μηχανές, αλλά 

πιθανόν και στον ίδιο τον άνθρωπο, αποτελεί μια υπολογιστική διαδικασία. Οπότε, οι 

ερωτήσεις για υπολογιστική αποδοτικότητα είναι αναπόφευκτα κεντρικές στην ιδέα της 

αναπαράστασης. Οι φορμαλισμοί αναπαράστασης γνώσης υποδεικνύοντας σύνολο 

προτεινόμενων συμπερασμάτων παρέχουν ταυτόχρονα και μια γενική ιδέα με ποιόν τρόπο 

θα οργανωθεί η πληροφορία, ώστε να διευκολύνεται η εξαγωγή συμπερασμάτων. Και ενώ 

αρχικά η αξία της ευριστικής επάρκειας ήταν υποτιμημένη, τόσο που να θεωρείται ότι 

μόνον η επιστημολογία, δηλαδή το γνωσιακό περιεχόμενο, έχει σημασία (Hayes, 1979), 

τελικά σήμερα αποκαταστάθηκε στη σωστή της διάσταση. Σημειώνεται ότι εμφανίστηκαν 

και απόπειρες ανάπτυξης γλωσσών αναπαράστασης γνώσης με μοναδικό κριτήριο όχι μόνο 

να είναι αποδοτικές, αλλά και εγγυημένης απόδοσης (Levesque and Brachman 1985). Το 

αποτέλεσμα όμως είναι γλώσσες σημαντικής ταχύτητας, αλλά περιορισμένης εκφραστικής 

ικανότητας (Doyle and Patil, 1989 and 1991). 

 

Τέλος, οι ερευνητές του MIT επισημαίνουν ότι οι αναπαραστάσεις γνώσης είναι μέσο 

ανθρώπινης έκφρασης, αφού αποτελούν αφενός τυπικές γλώσσες μέσω των οποίων 

εκφράζονται διάφορα πράγματα για τον κόσμο και αφετέρου το μέσο έκφρασης με το 
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οποίο επιτυγχάνεται επικοινωνία με ένα μηχάνημα ή με άλλον άνθρωπο περιγράφοντας 

τους την οικεία αντίληψη της πραγματικότητας. Οπότε, αφού αποτελεί γλώσσα 

επικοινωνίας θα πρέπει να είναι δυνατή η χρήση της και η κατανόηση της χωρίς να 

απαιτείται η καταβολή ηρωικής προσπάθειας.  

 

1.3   Συμπερασματικοί Κανόνες – Συλλογιστική 

 

Από την Αριστοτέλεια Λογική μέχρι και σήμερα έχουν προταθεί διάφοροι κανόνες 

συμπερασμού και είδη συλλογιστικής, γεγονός που αποδεικνύει το πολύπλοκο της 

ανθρώπινης νόησης και τη δυσκολία προσομοίωσης της από μηχανικά μέσα.  

 

Σε αντιδιαστολή με την έννοια της συλλογιστικής, η οποία ορίζει αφαιρετικά ένα 

θεωρητικό εννοιολογικό πλαίσιο της επιτρεπόμενης συμπερασματολογίας, οι κανόνες 

συμπερασμού είναι συγκεκριμένοι μηχανισμοί εξαγωγής συμπερασμάτων. Με άλλα λόγια, 

πρόκειται για αλγορίθμους οι οποίοι, κινούμενοι εντός των αυστηρών πλαισίων που ορίζει 

η συλλογιστική, μηχανιστικά συνδυάζουν τις δομές οι οποίες αναπαριστούν τα διάφορα 

τμήματα της γνώσης και παράγουν νέες δομές γνώσης (Βλαχάβας και συν. 2006). Οι 

κυριότεροι κανόνες συμπερασμού είναι οι εξής: 

 Ο κανόνας Modus Ponens στη Μαθηματική Λογική, όπου αν ισχύει για προτασια-

κούς τύπους Α, Β ότι  Α   Β  και το  Α  είναι αληθές, τότε συμπεραίνεται το  Β. 

 Ο γενικευμένος κανόνας Modus Ponens, ο οποίος είναι επέκταση του αντίστοιχου 

κανόνα στο πεδίο της Ασαφούς Λογικής (Fuzzy Logic). 

 Ο κανόνας Modus Tollens, ο οποίος  επίσης προέρχεται από τη Μαθηματική Λογική, 

όπου αν ισχύει ότι  Α   Β  και το  Β  είναι αληθές, τότε συμπεραίνεται το  Α. 

 Ο γενικευμένος κανόνας Modus Tollens, ο οποίος είναι επέκταση του αντίστοιχου 

κανόνα στο πεδίο της Ασαφούς Λογικής. 

 Ο κανόνας Γενίκευσης, όπου αν μια ιδιότητα αληθεύει για τους αντιπροσώπους 

μίας κλάσης, τότε αληθεύει για όλη την κλάση. 

 Ο κανόνας Ειδίκευσης, όπου αν μια ιδιότητα αληθεύει για μια κλάση, τότε αληθεύει 

για κάθε αντιπρόσωπο της κλάσης. 

 Ο κανόνας Κληρονομικότητας, όπου μια ιδιότητα (ή/και η τιμή της) κληρονομείται 

από μια υπερκλάση σε υποκλάσεις της. 
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 Ο κανόνας Αναγνώρισης, όπου μια οντότητα αναγνωρίζεται ως αντιπρόσωπος μίας 

κλάσης. 

 Ο κανόνας συγγένειας τιμών, όπου δύο οντότητες αναγνωρίζονται όταν 

ικανοποιούν κάποιες συσχετίσεις. 

 Ο κανόνας αναμενόμενης τιμής, όπου αν λείπει η σχετική πληροφορία, τότε 

αποδίδεται σε ιδιότητα οντότητας μια τυπική τιμή της κλάσης. 

 

Σε ό,τι αφορά τις συλλογιστικές, όπως έχει ήδη αναφερθεί ο επιτρεπόμενος τύπος 

συλλογιστικής, άρα και οι επιτρεπόμενοι κανόνες συμπερασμού, εξαρτώνται άμεσα από 

τον φορμαλισμό που θα υιοθετηθεί για την αναπαράσταση γνώσης, με άλλα λόγια δεν 

μπορεί να γίνει χρήση οποιουδήποτε κανόνα συμπερασμού σε οποιονδήποτε φορμαλισμό. 

Οι κυριότεροι τύποι συλλογιστικής είναι οι εξής (Βλαχάβας και συν. 2006): 

 Η Συνεπαγωγική Συλλογιστική (Deductive Reasoning).  

 Η Επαγωγική Συλλογιστική (Inductive Reasoning). 

 Η Απαγωγική Συλλογιστική (Abductive Reasoning). 

 

Ενώ, πιο εξελιγμένες συλλογιστικές που χρησιμοποιούνται στα συστήματα γνώσης είναι: 

 Η Συλλογιστική των Μοντέλων (Model-based reasoning) 

 Η Ποιοτική Συλλογιστική (Qualitative Reasoning) 

 Η Συλλογιστική των Περιπτώσεων (Case-based Reasoning) 

 

Πιο αναλυτικά, σε ό,τι αφορά τους κυριότερους τύπους συλλογιστικής η 

Συνεπαγωγική Συλλογιστική εξάγει συμπεράσματα βασισμένη στους κλασικούς 

μηχανισμούς εξαγωγής συμπερασμάτων της μαθηματικής λογικής (Βλαχάβας και συν. 

2006), δηλαδή Modus Ponens ή Modus Tollens. Σε αυτού του τύπου τη συλλογιστική 

παρέχονται ως δεδομένα μια γενική αλήθεια, η οποία καλείται κανόνας, και ένα 

στιγμιότυπο του σύμπαντος αναφοράς, το οποίο καλείται γεγονός ή κατάσταση. Tο 

ζητούμενο είναι η εξαγωγή κάποιου συμπεράσματος. Για παράδειγμα: 

< Κανόνας >  Όλες οι γάτες του Νίκου είναι καφέ. 

< Γεγονός >  Αυτές είναι οι γάτες του Νίκου 

< Συμπέρασμα >  Αυτές οι γάτες είναι καφέ. 
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Η Επαγωγική Συλλογιστική από την άλλη εξάγει κανόνες από σύνολο γεγονότων 

(Βλαχάβας και συν. 2006). Σημειώνεται ότι αυτού του είδους η συλλογιστική δεν θα πρέπει 

να συγχέεται με την μαθηματική επαγωγή, καθώς η τελευταία αποτελεί μορφή αυστηρής 

Συνεπαγωγικής Συλλογιστικής. Ως παράδειγμα Επαγωγικής Συλλογιστικής δίδεται το εξής: 

< Γεγονός 1 >  Η γάτα 1 είναι του Νίκου και είναι καφέ. 

< Γεγονός 2 >  Η γάτα 2 είναι του Νίκου και είναι καφέ. 

……………………………………………………………………………………. 

< Γεγονός  >  Η γάτα     είναι του Νίκου και είναι καφέ. 

< Κανόνας >  Όλες οι γάτες του Νίκου (όχι μόνον οι γάτες 1 έως   ) είναι καφέ. 

 

Ενώ, η Απαγωγική Συλλογιστική εξάγει συμπεράσματα έχοντας ως δεδομένα αφενός 

σύνολο κανόνων, το οποίο συνιστά μια βάση γνώσης, και αφετέρου κάποια γεγονότα τα 

οποία συνιστούν ένα σύνολο παρατηρήσεων. Αυτό το οποίο επιχειρείται είναι η εύρεση 

υποθέσεων οι οποίες συνδυαζόμενες με τη βάση γνώσης να ερμηνεύουν το σύνολο των 

παρατηρήσεων (Βλαχάβας και συν. 2006). 

< Κανόνας >  Όλες οι γάτες του Νίκου είναι καφέ. 

< Παρατήρηση >  Αυτές οι γάτες είναι καφέ 

< Υπόθεση >  Αυτές οι γάτες είναι του Νίκου. 

 

Παρατηρείται ότι οι συλλογιστικές δεν είναι ανταγωνιστικές μεταξύ τους αλλά 

μάλλον συμπληρωματικές, καθώς εκκινούν από διαφορετική αφετηρία, δηλαδή λαμβάνουν 

υπόψη διαφορετικά δεδομένα εισόδου, όποτε αναπόφευκτα καταλήγουν σε διαφορετικού 

τύπου αποτελέσματα. Οπότε, παρόλο που τόσο η Επαγωγή όσο και η Απαγωγή αφορούν τη 

δημιουργία και τον έλεγχο υποθέσεων, στην Επαγωγή η υπόθεση αφορά έναν γενικό 

κανόνα, ο οποίος αποτελεί ερμηνεία των γεγονότων και η ορθότητα του απαιτεί μεγάλο 

αριθμό παρόμοιων καταστάσεων, ενώ στην Απαγωγή η υπόθεση αφορά ένα συγκεκριμένο 

γεγονός και για την εξαγωγή συμπεράσματος αρκεί μια μόνο κατάσταση. Στην Συνεπαγωγή 

το εξαγόμενο συμπέρασμα είναι λογικό επακόλουθο του γενικού κανόνα, οπότε γενικός 

κανόνας ο οποίος δεν είναι απολύτως αληθής δεν μπορεί να εφαρμοσθεί, πχ σχεδόν όλες οι 

γάτες του Νίκου είναι καφέ. Ενώ αντίθετα, στην Απαγωγή η εξαγόμενη υπόθεση είναι μια 

από το σύνολο πιθανών ερμηνειών της παρατήρησης και επιπλέον η συλλογιστική είναι 
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εφαρμόσιμη ακόμη και όταν ο γενικός κανόνας δεν είναι απόλυτα αληθής (Βλαχάβας και 

συν. 2006). 

 

1.4   Απαγωγική Συλλογιστική 

 

Ο όρος Απαγωγική Συλλογιστική εισήχθη από τον αμερικανό φιλόσοφο Peirce το 

1890 (Peirce, 1931-1958), προκειμένου να περιγράψει το είδος της συλλογιστικής το οποίο 

περιλαμβάνει την αξιολόγηση υποθέσεων ερμηνείας για δοθέν σύνολο παρατηρήσεων. 

Ιστορικά όμως φιλόσοφοι και επιστήμονες είχαν επίγνωση της έννοιας τουλάχιστον από την 

περίοδο της Αναγέννησης (Blake et al. 1960). Κάποιοι από αυτούς, όπως ο Ισαάκ Νεύτων, 

την αντιμετώπιζαν με σκεπτικισμό και εισηγούνταν ότι η παραγόμενη από την συλλογιστική 

ερμηνεία πρέπει να γίνεται μερικώς αποδεκτή, άλλοι όμως δέχονταν την ερμηνεία 

ανεπιφύλακτα θεωρώντας ότι η Απαγωγική Συλλογιστική συνιστά νόμιμο τμήμα του 

επιστημονικού συλλογισμού. 

 

Γενικά, ο όρος είναι λιγότερο οικείος από τη Συνεπαγωγική Συλλογιστική και πολύ 

λιγότερο οικείος από την Επαγωγική Συλλογιστική. Στην τελευταία μάλιστα είθισται 

διασταλτικά να της αποδίδεται κάθε είδος Συλλογιστικής που εισάγει αβεβαιότητα, ενώ 

συστολικά θεωρείται ως η Συλλογιστική που παράγει γενικές αλήθειες από μεμονωμένα 

γεγονότα (Thagard, 2007). Η διασταλτική θεώρηση της Επαγωγικής Συλλογιστικής είναι 

προφανώς καταχρηστική και θα πρέπει να αποφεύγεται, καθώς με αυτόν τον τρόπο 

συγχέεται ο ρόλος της με αυτόν της Απαγωγικής Συλλογιστικής. Τέτοιο παράδειγμα 

αποτελεί αλγόριθμος που παρουσιάστηκε ως αλγόριθμος Επαγωγικής Συλλογιστικής για τη 

μοντελοποίηση βιολογικών μηχανισμών, ενώ στην πραγματικότητα επρόκειτο για 

αλγόριθμο Απαγωγικής Συλλογιστικής (Langley et al. 2004).  

 

Φυσικά και η Απαγωγική Συλλογιστική είναι έμφορτη αβεβαιότητας, καθώς για 

παράδειγμα για το αναποδογυρισμένο βάζο δίπλα σε παράθυρο όταν πνέει μεγάλης 

έντασης άνεμος  η πτώση του θα αποδοθεί στην προφανή ευλογοφανή αιτία, δηλαδή στον 

άνεμο, και όχι σε κάποια υπόθεση που η πιθανότητα να έχει συμβεί είναι περιορισμένη, 

όπως λχ μια σεισμική δόνηση. Παρά όμως το αδιαμφισβήτητο ρίσκο που ενέχει στη 

συσχέτιση αιτίας–αιτιατού, με δεδομένο το δεύτερο, η υιοθέτηση της πλέον ευλογοφανούς 

αιτίας, η Απαγωγική Συλλογιστική είναι πανταχού παρούσα στην ανθρώπινη 

καθημερινότητα. Οι επιστήμονες όταν παράγουν θεωρίες για να ερμηνεύσουν φαινόμενα, 
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οι άνθρωποι στις διαπροσωπικές τους σχέσεις, οι αστυνομικοί που προσπαθούν να 

συνθέσουν το πάζλ των στοιχείων της εγκληματολογικής έρευνας, ακόμη και οι γιατροί 

όταν επιχειρούν διάγνωση που θα ερμηνεύει τα συμπτώματα του ασθενούς κτλ. Όλα αυτά 

είναι όψεις του ίδιου νομίσματος, εκείνη τη στιγμή χρησιμοποιείται Απαγωγική 

Συλλογιστική. 

 

Στον γνωστικό τομέα της ΤΝ ο όρος χρησιμοποιείται συνήθως μόνον για να 

περιγράψει την αξιολόγηση των υποθέσεων ερμηνείας, αλλά μπορεί να περιλαμβάνει και 

τις διαδικασίες παραγωγής των υποθέσεων. Τα περισσότερα μοντέλα Απαγωγικής 

Συλλογιστικής στην ΤΝ χρησιμοποιούνται για ιατρικές διαγνώσεις (Thagard, 2007).  

 

Περιγραφικά η Απαγωγική Συλλογιστική είναι μια διαδικασία είτε τριών είτε πέντε 

βημάτων. Εκκινεί στο πρώτο βήμα από κάποια μεμονωμένη παρατήρηση ή σύνολο 

παρατηρήσεων που δημιουργούν την ανάγκη ερμηνείας. Στο επόμενο βήμα αναζητείται 

πιθανή υπόθεση η οποία να αποτελεί ερμηνεία του συνόλου παρατηρήσεων, ενώ το τρίτο 

βήμα αφορά την παραγωγή μιας ευλογοφανούς ερμηνείας. Η διαδικασία της Συλλογιστικής 

θα μπορούσε  να τερματίσει σε αυτό το σημείο, όμως είναι πιο ασφαλές να αναζητηθούν 

εναλλακτικές ανταγωνιστικές υποθέσεις σε ένα τέταρτο βήμα, οπότε και να διακριβωθεί η 

πλέον ευλογοφανής υπόθεση από αυτές. Στο πέμπτο βήμα η Συλλογιστική τερματίζει 

προκρίνοντας ως αποδεκτή την πλέον ευλογοφανή υπόθεση.  

 

Τέλος, αυτό που απομένει είναι να αποδοθεί σημασιολογικό περιεχόμενο στον όρο 

ερμηνεία του οποίου ήδη έχει γίνει εκτενής χρήση παραπάνω. Στη Φιλοσοφία και στις 

Γνωστικές Επιστήμες υπάρχουν έξι τουλάχιστον διαφορετικές κύριες προσεγγίσεις του 

όρου. Πιο συγκεκριμένα, η ερμηνεία μπορεί να θεωρηθεί ως: συνεπαγωγικό επιχείρημα 

(deductive argument), στατιστική συσχέτιση (statistical relation), εφαρμογή σχήματος 

(schema application), αναλογική σύγκριση (analogical comparison), αιτιώδης συνάφεια 

(causal relation) και γλωσσική πράξη (linguistic act) (Thagard, 1992). Η Γεωχωρική Απαγωγή, 

η οποία θα παρουσιαστεί στη συνέχεια, υιοθετεί την οπτική της αιτιώδους συνάφειας, 

δηλαδή μια υπόθεση αποτελεί ερμηνεία του συνόλου των παρατηρήσεων εάν παρέχει την 

βέλτιστη αιτιώδη επεξήγηση με την οποία η υπόθεση προκαλεί, υποστηρίζει, διευκολύνει ή 

με οποιοδήποτε άλλο τρόπο σχετίζεται με το σύνολο των παρατηρήσεων. 
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1.5   Σκοπός – Δομή Εργασίας    

 

Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι να αναδειχθούν η δυναμική και οι δυνατότητες 

που προκύπτουν από την επέκταση της Ανάλυσης Χώρου (Spatial Analysis) με την προσθήκη 

της Απαγωγικής Συλλογιστικής για την επίλυση γεωχωρικών προβλημάτων. Μέχρι σήμερα η 

Ανάλυση Χώρου χρησιμοποιεί την Χωρική Συλλογιστική (Spatial Reasoning) (Egenhofer and 

Herring 1991, Sharma, 1996), αλλά περιορίζεται σε στατιστική χωρική ανάλυση των 

συσχετίσεων των παρατηρούμενων φαινομένων στο χώρο εκτελώντας για αυτά ανάλυση 

προτύπων, εύρεση γεωστατιστικών δεικτών κτλ. Η επέκταση της, με χρήση της Απαγωγικής 

Συλλογιστικής, θα επιτρέψει επιπλέον την ανάλυση μιας «άθικτης» μέχρι στιγμής 

συσχέτισης στο χώρο, αυτήν της αιτιώδους συνάφειας των παρατηρούμενων φαινομένων. 

 

Το υπόλοιπο της  παρούσας εργασία διαρθρώνεται σε τέσσερα κεφάλαια. 

 

Στο 2ο Κεφάλαιο παρουσιάζεται και αναλύεται μια νέα κλάση γεωχωρικών 

προβλημάτων για γεωχωρικά δεδομένα σε δύο διαστάσεων πεπερασμένο χώρο ψηφιδωτής 

δομής, η οποία καλείται Προβλήματα Γεωχωρικής Απαγωγής Σημείου. Αυτή αφορά 

περιπτώσεις γεωχωρικών προβλημάτων για τα οποία είναι δυνατός ο εντοπισμός συνόλου 

παρατηρήσεων κάποιου φαινομένου επί της γεω-επιφάνειας και το ζητούμενο είναι με τη 

χρήση Απαγωγικής Συλλογιστικής να εξασφαλισθεί συμπερασμός συνόλου συζυγών 

σημείων τα οποία θα αποτελούν Ερμηνεία του συνόλου των παρατηρήσεων. Θα 

παρουσιαστεί ο φορμαλισμός, παραλλαγές των προβλημάτων, αλγόριθμοι επίλυσης τους 

και αποτελέσματα θεωρητικής ανάλυσης της χρονικής τους πολυπλοκότητας. Ακόμη, θα 

παρουσιαστεί πειραματική αξιολόγηση με πραγματικά δεδομένα και το κεφάλαιο θα 

ολοκληρωθεί με την παρουσίαση της πρώτης μηχανής γεωχωρικής απαγωγικής 

συλλογιστικής, της μηχανής SCARE. 

 

Στο 3ο Κεφάλαιο επεκτείνεται η χρήση της Απαγωγικής Συλλογιστικής για γεωχωρικά 

προβλήματα σε δύο διαστάσεων πεπερασμένο συνεχή ή δύο διαστάσεων πεπερασμένο 

μεγάλης κατάτμησης ψηφιδωτής μορφής χώρο, τα οποία καλούνται Προβλήματα 

Γεωχωρικής Απαγωγής Περιοχής. Το ζητούμενο είναι με τη χρήση Απαγωγικής 

Συλλογιστικής να εξασφαλισθεί συμπερασμός συζυγών περιοχών, και όχι συζυγών σημείων 

όπως στο προηγούμενο κεφάλαιο, τα οποία θα αποτελούν Ερμηνεία του συνόλου των 

παρατηρήσεων. Θα παρουσιαστεί ο φορμαλισμός, παραλλαγές των νέων προβλημάτων 
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Γεωχωρικής Απαγωγής Περιοχής, αλγόριθμοι επίλυσης τους και αποτελέσματα θεωρητικής 

ανάλυσης της χρονικής τους πολυπλοκότητας. Ακόμη, θα παρουσιαστεί πειραματική 

αξιολόγηση με πραγματικά δεδομένα και το κεφάλαιο θα ολοκληρωθεί με την παρουσίαση 

μηχανής γεωχωρικής απαγωγικής συλλογιστικής, της μηχανής SCARE – S2. 

 

Στο 4ο Κεφάλαιο θα παρουσιαστεί μοντελοποίηση των προβλημάτων Γεωχωρικής 

Απαγωγής στο πλαίσιο της Θεωρίας Παιγνίων σε παίγνιο Stackelberg, για την περίπτωση 

που το σύνολο παρατηρήσεων παράγεται από μια έλλογη ευφυή οντότητα, η οποία έχει 

κάθε λόγο να αποφύγει τον εντοπισμό της αληθούς Ερμηνείας. Το παίγνιο θα εξετασθεί 

από την οπτική και των δύο παικτών. Θα παρουσιαστεί ο φορμαλισμός μοντελοποίησης 

των προβλημάτων, αλγόριθμοι επίλυσης τους και αποτελέσματα θεωρητικής ανάλυσης της 

χρονικής τους πολυπλοκότητας. Τέλος, το κεφάλαιο ολοκληρώνεται με την παρουσίαση 

πειραματικής αξιολόγησης της μοντελοποίησης, αλλά και των αλγορίθμων με πραγματικά 

δεδομένα. 

 

Στο 5ο Κεφάλαιο θα παρουσιαστούν συμπεράσματα και ανοικτά προβλήματα για 

μελλοντικό έργο. 
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Κεφάλαιο  2 

Γεωχωρική Απαγωγή Σημείου 

 

 

2.1   Εισαγωγή 

 

Στην καθημερινότητα μας υπάρχει πλήθος περιπτώσεων όπου για κάποιο σύνολο 

παρατηρούμενων γεγονότων, ή πιο απλά παρατηρήσεων, σε διάφορες θέσεις στο χώρο θα 

μπορούσε να προκύψει ως αποτέλεσμα συλλογισμού κάποιο άλλο σύνολο συζυγών 

(partner) θέσεων στο χώρο, το οποίο θα συσχετίζεται με κάποιον αιτιώδη τρόπο με το 

υπόψη σύνολο των παρατηρήσεων. Ή αλλιώς, δεδομένων ενός συνόλου παρατηρήσεων 

στο χώρο και την ύπαρξη μιας συσχέτισης αιτιώδους συνάφειας  θα μπορούσε να 

υπολογισθεί σύνολο συζυγών θέσεων στο χώρο οι οποίες αποτελούν την γενεσιουργό αιτία 

ύπαρξης των παρατηρήσεων. 

 

Αυτές ακριβώς οι περιπτώσεις ορίζουν μια νέα κλάση προβλημάτων τα οποία 

καλούνται Προβλήματα Γεωχωρικής Απαγωγής (Geospatial Abduction Problems, GAPs). 

Οπότε, χωρίς τυπική αυστηρότητα, ένα Πρόβλημα Γεωχωρικής Απαγωγής αφορά στην 

ανεύρεση συνόλου συζυγών σημείων στο χώρο τα οποία αποτελούν ερμηνεία, με την 

έννοια της αιτιώδους συνάφειας στο πλαίσιο κάποιου γνωστικού τομέα, σημείων του 

χώρου που εκλαμβάνονται ως σύνολο παρατηρήσεων.  

 

Το θεωρητικό υπόβαθρο και ο φορμαλισμός της Γεωχωρικής Απαγωγής 

θεμελιώθηκαν από τους ερευνητές Shakarian, Subrahmanian και Sapino με μια σειρά 

δημοσιεύσεων τους πολύ πρόσφατα, και συγκεκριμένα την χρονική περίοδο 2009 – 2012. 

Οι ίδιοι όρισαν τα εξής τέσσερα Προβλήματα Γεωχωρικής Απαγωγής: Το Πρόβλημα 

Εντοπισμού Κρύπτης Αυτοσχέδιων Εκρηκτικών Μηχανισμών (IED Cache Detection Problem), 

το Πρόβλημα Εντοπισμού Τίγρης (Tiger Detection Problem), το Πρόβλημα Αναγνώρισης της 

Εστίας Φορέων Ιού (Virus Host Habitat Identification) και το Πρόβλημα Εντοπισμού 

Διαρρήκτη (Burglar Detection Problem). Η διαφοροποίηση ανάμεσα σε αυτά τα 

προβλήματα, αλλά και σε οποιαδήποτε άλλη παραλλαγή προβλήματος προκύψει 

μελλοντικά, έγκειται αποκλειστικά στην παραμετροποίηση των δεδομένων εισόδου στους 

αλγορίθμους επίλυσης της Γεωχωρικής Απαγωγής, καθώς η κεντρική ιδέα παραμένει 

αναλλοίωτη. Αυτό είναι ιδιαίτερα σημαντικό αφού ο αλγοριθμικός σχεδιασμός, ο οποίος 
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και θα παρουσιαστεί στη συνέχεια, αφορά την επίλυση κάθε προβλήματος αυτής της 

κλάσης και όχι κάποιων συγκεκριμένων στιγμιότυπων της. 

 

Οι ερευνητές μελέτησαν συγκεκριμένο στιγμιότυπο του προβλήματος Εντοπισμού 

Κρύπτης Αυτοσχέδιων Εκρηκτικών Μηχανισμών, ή πιο απλά του προβλήματος Εντοπισμού 

Κρύπτης, για την πόλη της Βαγδάτης. Η επιλογή τους δεν ήταν τυχαία, καθώς τους 

εξασφάλισε αφενός χρηματοδότηση από το Αμερικανικό Πεντάγωνο, για τους προφανείς 

λόγους, και αφετέρου πρόσβαση σε μεγάλο όγκο αξιόπιστων δεδομένων, μέρος των 

οποίων χρησιμοποιήθηκε ως σύνολο δεδομένων εκπαίδευσης των αλγορίθμων, ενώ το 

υπόλοιπο για την αξιολόγηση τους. Επειδή, τα δεδομένα της πειραματικής αξιολόγησης, η 

υπάρχουσα μηχανή απαγωγικής συλλογιστικής, αλλά και ολόκληρος ο αλγοριθμικός 

σχεδιασμός για την επίλυση των GAPs στηρίχθηκαν στο συγκεκριμένο πρόβλημα, κρίνεται 

σκόπιμο να αναφερθούν για το συγκεκριμένο πρόβλημα κάποια επιπλέον στοιχεία. Οπότε, 

σε ό,τι αφορά τα δεδομένα του προβλήματος ισχύουν τα εξής: 

 Η επιλογή των κρυπτών από τον αντιστασιακό άτακτο στρατό γίνεται προσεκτικά, 

ώστε να μην είναι εύκολος ο εντοπισμός τους. 

 Η επιλογή των κρυπτών εξυπηρετεί την στοχοποίηση. 

 Οι κρύπτες δεν μπορεί να βρίσκονται εντός αμερικανικών ή συμμαχικών τους 

στρατιωτικών βάσεων, εντός περιοχών που οι κάτοικοι τους για διάφορους λόγους 

(θρησκευτικούς, εθνολογικούς κτλ) δεν επιθυμούν την ανατροπή του status quo και 

επικράτηση των αντιστασιακών, ούτε φυσικά εντός υδάτινων μαζών όπως ο 

ποταμός Τίγρης.  

 

Τέλος, το πρόβλημα δεν είναι τετριμμένο διότι: 

 Δεν είναι γνωστός ο αριθμός των κρυπτών από τις οποίες προέκυψε το σύνολο των 

παρατηρήσεων, δηλαδή το σύνολο των καταγεγραμμένων επιθέσεων των 

αντιστασιακών ατάκτων. 

 Οι εδαφικές ζώνες αποκλεισμού των κρυπτών είναι γεωμετρικά ακανόνιστες, οπότε 

είναι αδύνατη κάποιας γεωμετρικής φύσης επίλυση. 

 Οι αντιστασιακοί σε διαρκή βάση αναπροσαρμόζουν την τακτική τους και τις 

τεχνικές των επιθέσεων τους, σε απάντηση των αντιμέτρων που υιοθετούν οι 

αμερικανικές και οι συμμαχικές τους στρατιωτικές δυνάμεις. 
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 Το πρόβλημα όπως θα αποδειχθεί στη συνέχεια είναι υπολογιστικά δυσπρόσιτο. 

 

2.2   Φορμαλισμός Γεωχωρικής Απαγωγής Σημείου 

 

Στη συνέχεια θα παρουσιαστεί ο φορμαλισμός της Γεωχωρικής Απαγωγής Σημείου, 

δηλαδή συμβολισμός, τυπικοί ορισμοί όρων, τυπικοί ορισμοί προβλημάτων κτλ,  

βασισμένος στην διατύπωση των Shakarian, Subrahmanian και Sapino (Shakarian et al. 2009 

and 2012b, Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Ορισμός 2.1 (Χώρος). Γεωχωρικό σύμπαν ή σύμπαν ή απλά χώρος   ορίζεται ένα δύο 

διαστάσεων πεπερασμένο τετραγωνικό πλέγμα, ή τετραγωνισμός μεγέθους,         

με       .  

 

Με αυτόν τον τρόπο ορίζονται στον χώρο       μοναδιαίες επιφάνειες οι οποίες θα 

αναπαριστούν τα σημεία του χώρου. Τυπικά: 

 

Ορισμός 2.2 (Σημείο). Ως σημείο     του χώρου     ορίζεται η αναπαράσταση του ελάχιστου 

μοναδιαίου τετράγωνου του πλέγματος με μορφή       όπου        έτσι που 

                         . 

 

Επιπλέον, ορίζεται ότι η κάτω αριστερή γωνία, και όχι το κέντρο, κάθε μοναδιαίας 

επιφάνειας θα είναι το σημείο με συντεταγμένες      . Και ότι η κάτω αριστερή γωνία του 

πλέγματος είναι η αφετηρία του συστήματος συν/νων, δηλαδή το σημείο με συν/νες (0,0). 

Στο επόμενο σχήμα (Σχήμα 2.1α) απεικονίζεται γραφικά παράδειγμα χώρου          . 

 

Είναι προφανές ότι όσο μεγαλύτερα είναι τα μεγέθη     για την ίδια πραγματική 

περιοχή αναφοράς τόσο μικρότερο θα είναι το μέγεθος της μοναδιαίας επιφάνειας του 

χώρου   ως προς τις πραγματικές μονάδες επιφανείας, συνεπώς όσο αυξάνονται τα      

τόσο αυξάνεται η χωρική ανάλυση του χώρου  . Θα αποδειχθεί στην συνέχεια ότι η 

ανάλυση του χώρου   δεν είναι ούτε μονοσήμαντα ούτε αυστηρά καθορισμένη, αλλά είναι 

παράμετρος που πρέπει να εκτιμάται από τον αναλυτή και να καθορίζεται κάθε φορά κατά 

περίπτωση. 
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Ορισμός 2.3 (Συνάρτηση Απόστασης). Ως συνάρτηση απόστασης   ή αλλιώς μετρική 

συνάρτηση στο μετρικό χώρο       ορίζεται η απεικόνιση        τέτοια που για κάθε  

       ισχύουν τα εξής τρία αξιώματα: 

         , αξίωμα ταύτισης, δηλαδή η απόσταση σημείου από τον εαυτό του 

είναι μηδενική. 

              , αξίωμα συμμετρίας, δηλαδή η απόσταση μεταξύ δύο σημείων 

στο χώρο παραμένει η ίδια ανεξάρτητα από την κατεύθυνση διάσχισης της. 

                     , αξίωμα τριγώνου δηλαδή η συνάρτηση απόστασης 

ικανοποιεί τη τριγωνική ανισότητα. 

 

Υπάρχουν αρκετές συναρτήσεις απόστασης οι οποίες ικανοποιούν αυτά τα αξιώματα 

με πιο κοινές την Ευκλείδεια απόσταση και την απόσταση Μανχάταν, οι οποίες αποτελούν 

ειδικές περιπτώσεις της οικογένειας μετρικών Minkowski ή    μετρικών (Preparata and 

Shamos 1985). Τυπικά ορισμένες οι πλέον συνήθεις σε δύο διαστάσεων χώρο είναι: 

 Η Ευκλείδεια απόσταση     , όπου             
         

       

 Η απόσταση Μανχάταν    , όπου                    . 

 Η οδική απόσταση    , όπου                      ορίζεται ως το μήκος του 

συντομότερου μονοπατιού μεταξύ δύο σημείων          και         σε οδικό 

δίκτυο. 

 Η απόσταση Hausdorff    , όπου για         και       , τότε 

                                                   . 

 

Σε κάθε περίπτωση μπορεί να υιοθετηθεί οποιαδήποτε άλλη συνάρτηση απόστασης, με την 

προϋπόθεση βέβαια να ικανοποιεί τα αξιώματα του ορισμού. 

 

Ορισμός 2.4 (Παρατήρηση - Σύνολο Παρατηρήσεων). Ορίζεται ως παρατήρηση   το ση-

μείο      στο οποίο εμφανίζεται το φαινόμενο υπό μελέτη. Ένα σύνολο παρατηρήσεων  

             είναι οποιοδήποτε πεπερασμένο υποσύνολο του χώρου   του οποίου 

κάθε στοιχείο      έχει την ιδιότητα να αποτελεί παρατήρηση του φαινομένου υπό μελέτη. 

 

Στο επόμενο σχήμα (Σχήμα 2.1α) απεικονίζεται γραφικά παράδειγμα συνόλου παρα-

τηρήσεων                στον χώρο   , όπου          ,            και           . 
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   (α) Σύνολο παρατηρήσεων     στον χώρο     με       (β) Χρωματική απεικόνιση του κατηγορήματος  

                   βήμα τετραγωνισμού 500m.                                       εφικτότητας        του χώρου   .  

Σχήμα 2.1  Γραφική απεικόνιση συνόλου παρατηρήσεων και κατηγορήματος εφικτότητας στο χώρο. 
 

Ορισμός 2.5 (Κατηγόρημα Εφικτότητας). Ορίζεται ως κατηγόρημα εφικτότητας (feasibility 

predicate)      μια συνάρτηση                     τέτοια που               

αν και μόνον αν (ανν) το σημείο     ανήκει στο σύνολο των αποδεκτών λύσεων και 

               ανν το σημείο       δεν ανήκει στο σύνολο των αποδεκτών λύσεων. 

 

Προφανώς το κατηγόρημα εφικτότητας      αποτελεί ένα «αυθαίρετο», αλλά και 

ταυτόχρονα σαφώς καθορισμένο κατηγόρημα. Είναι αυθαίρετο με την έννοια ότι ο ορισμός 

του, δηλαδή ο καθορισμός εφικτότητας των σημείων του χώρου   , τόσο εννοιολογικά όσο 

και χωρικά αποτελεί εκτίμηση του κάθε αναλυτή. Και άρα επιλογή του ανάμεσα σε    

εναλλακτικές, αν θεωρηθεί ότι      . Οπότε, ακόμα και στην περίπτωση ίδιου ακριβώς 

προβλήματος στον ίδιο χώρο  , δύο αναλυτές Α και Β είναι μάλλον απίθανο να καταλήξουν 

σε             . Είναι όμως ταυτόχρονα σαφώς καθορισμένο κατηγόρημα με την 

έννοια της μαθηματικής αυστηρότητας του ορισμού του, καθώς σε οποιοδήποτε 

κατηγόρημα εφικτότητας      στον χώρο   για οποιοδήποτε σημείο     ισχύει η 

αποκλειστική διάζευξη:                            .  

 

Σε ό,τι αφορά την κατάταξη του κατηγορήματος      με όρους υπολογιστικής 

πολυπλοκότητας, η ρεαλιστική προσέγγιση επιβάλλει ότι εφόσον το κατηγόρημα 

καθορίζεται από τον αναλυτή, τότε        και μάλιστα σε     . Στο παραπάνω σχήμα 

(Σχήμα 2.1β) απεικονίζεται χρωματικά το κατηγόρημα εφικτότητας        για τον χώρο  ,  

όπου η κόκκινη και πράσινη απόχρωση ανατίθενται σε σημείο     με                

και                αντίστοιχα. 
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Ορισμός 2.6 (      – Ερμηνεία). Έστω   πεπερασμένο σύνολο παρατηρήσεων,   

πεπερασμένο σύνολο σημείων με       και          με       , τότε το     καλείται 

μια        – Ερμηνεία  (      – Explanation) του      ανν:  

[      |            ]                           ] 

 

Περιγραφικά, κάποιο σημείο του χώρου ανήκει σε κάποιο σύνολο Ερμηνείας του 

συνόλου παρατηρήσεων αν και μόνον αν ικανοποιείται η σύνθεση, ως λογικό άθροισμα, 

της εφικτότητας του και των γεωμετρικών περιορισμών που επιβάλλει το σύνολο 

παρατηρήσεων. Δηλαδή, θα πρέπει να ισχύει ότι το υπόψη σημείο ικανοποιεί αφενός το 

κατηγόρημα εφικτότητας και αφετέρου ότι βρίσκεται εντός δακτυλίου που ορίζεται από 

κύκλους ακτίνας     με       με κέντρο κάθε παρατήρηση. Ένα σύνολο τέτοιων 

σημείων του χώρου τα οποία καλύπτουν ολόκληρο το σύνολο παρατηρήσεων καλείται μια 

      – Ερμηνεία του συνόλου παρατηρήσεων στον υπόψη χώρο. Στο σχήμα 2.2α 

απεικονίζονται οι γεωμετρικοί περιορισμοί του συνόλου παρατηρήσεων                

σε χώρο   , ενώ στο σχήμα 2.2β απεικονίζεται γραφικά η σύνθεση εφικτότητας και 

γεωμετρικών περιορισμών. 

 

     (α) Γεωμετρικοί περιορισμοί παρατηρήσεων             (β) Σύνθεση κατηγορήματος εφικτότητας 

         σε χώρο     όπου   =850m και   =1850m.                           και γεωμετρικών περιορισμών. 

Σχήμα 2.2  Γραφική απεικόνιση γεωμετρικών περιορισμών του συνόλου παρατηρήσεων και 
σύνθεσης γεωμετρικών περιορισμών με το κατηγόρημα εφικτότητας στο χώρο. 

 

Αν και αυστηρά μαθηματικά στα προβλήματα Γεωχωρικής Απαγωγής Σημείου αρκεί 

             , προκειμένου να αξιοποιείται πλήρως το σύνολο παρατηρήσεων     στον 

χώρο   θα μπορούσε να επιβληθεί ως απαίτηση οι διαστάσεις        του   για 

      ,  όπου       ,  να   είναι   τέτοιες   που   για              και              με   
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        να ισχύει                                            . 

 

Η παραπάνω απαίτηση εξασφαλίζει τις ελάχιστες διαστάσεις του χώρου     ως προς 

   , ενώ η χρήση του άνω και κάτω ακέραιου μέρους σχετίζεται με το γεγονός ότι κάθε 

συζυγές σημείο            και       , σύμφωνα με τους ορισμούς.  Όμως, στην 

καθημερινή πρακτική είναι μάλλον συνηθέστερο το ακριβώς αντίθετο, δηλαδή να δίδεται 

ευρύτερος χώρος   , οπότε να αναζητείται τρόπος ώστε αυτός να περιορισθεί, και όχι να 

επεκταθεί, στον απολύτως απαραίτητο χώρο   . Και αυτό διότι είναι παραπάνω από 

προφανές ότι σε προβλήματα αναζήτησης σημαντικό ρόλο διαδραματίζει, μεταξύ άλλων, 

και το μέγεθος  του χώρου αναζήτησης το οποίο, προκειμένου να είναι  όσο το δυνατόν 

αποδοτικότερη η αναζήτηση, θα πρέπει να περιορίζεται όσο το δυνατόν περισσότερο.  

 

Οπότε, για τα προβλήματα Γεωχωρικής Απαγωγής Σημείου προτείνεται η εξής 

μεθοδολογία, η οποία περιορίζει την ευρύτερη δοθείσα περιοχή του χώρου   στον 

απολύτως απαραίτητο χώρο    , ή ισοδύναμα στην Περιοχή Ενδιαφέροντος (ΠΕ): Έστω 

                      οι ελάχιστες και μέγιστες τιμές τετμημένης και τεταγμένης 

αντίστοιχα του συνόλου παρατηρήσεων     στο χώρο   . Τότε, εύκολα αποδεικνύεται ότι ο 

χώρος αναζήτησης οποιασδήποτε Ερμηνείας περιορίζεται στο αυστηρά καθορισμένο 

Ελάχιστο Περιγεγραμμένο Ορθογώνιο (Minimum Bounding Rectangular box, MBR) του 

συνόλου παρατηρήσεων  , συνυπολογιζομένων όμως και των απαιτήσεων απόστασης  

        με       , το οποίο ορίζεται από το ζεύγος συν/νων στο χώρο   : 

                                         και 

                                

Και σε αυτήν την περίπτωση η χρήση του άνω και κάτω ακέραιου μέρους σχετίζεται με το 

γεγονός ότι από τον ορισμό κάθε συζυγές σημείο          . Συνεπώς, ο χώρος   μπορεί 

να αναχθεί σε χώρο   , ή αλλιώς σε ΠΕ, αν θεωρηθεί  το παραπάνω περιγραφόμενο 

ορθογώνιο.  

 

Η αναγωγή ολοκληρώνεται με την παράλληλη μετάθεση του συστήματος συν/νων 

της ευρύτερης περιοχής με διάνυσμα μετάθεσης                    , ώστε τελικά ο 

χώρος    να αποκτήσει αφετηρία συστήματος συν/νων        όπως απαιτεί ο ορισμός του 

χώρου στα προβλήματα Γεωχωρικής Απαγωγής. Επιπλέον, ο χώρος          θα έχει 

διαστάσεις: 
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                              , με            και 

                      , με           

 

Προφανώς, εάν τεθεί η απαίτηση τα σημεία τα οποία υπολογιστούν ως       – 

Ερμηνεία του συνόλου παρατηρήσεων   να επιστραφούν με συν/νες του χώρου  , αρκεί 

στις υπολογισθείσες τιμές συν/νων του χώρου    να προστεθούν αλγεβρικά οι τιμές 

συν/νων του διανύσματος μετάθεσης.  

 

Πρακτικά για το προηγούμενο παράδειγμα, δεδομένου ότι       μετρικές μονάδες 

αφού ισούται με το λόγο οριζόντιας απόσταση     m προς το βήμα τετραγωνισμού    m, 

το ζεύγος συν/νων στον δοσμένο χώρο     το οποίο ορίζει το MBR που περιγράφει το χώρο  

    (Σχήμα 2.3α) υπολογίζεται ως εξής:   

                                                   και 

                                                       

 

Όμως, η αναζήτηση κάποιας Ερμηνείας για σύνολο παρατηρήσεων, σε χώρο πλέον  

  ,  θα μπορούσε να γίνει ακόμη πιο αποδοτική αν επιβαλλόταν και σε επίπεδο κάθε μιας 

παρατήρησης περιορισμός στο χώρο αναζήτησης των συζυγών της σημείων. Οπότε, 

προτείνεται επιπλέον αντί να αναζητείται για κάθε παρατήρηση      το σύνολο των συζυγών 

σημείων της σε ολόκληρο το χώρο αναγωγής      αυτή να περιορίζεται σε χώρο    ⊆  .  

 

Ο χώρος    σε αυτή την περίπτωση, θα αντιστοιχεί στην τομή δύο MBRs. Ενός 

εξωτερικού MBR, του     
  , του οποίου τα σημεία έχουν την ιδιότητα       

   ανν 

         , για οποιαδήποτε συνάρτηση απόστασης  και αν επιλεγεί, με την προϋπόθεση 

αυτή ικανοποιεί τις απαιτήσεις που τέθηκαν στον ορισμό της προηγουμένως. Και ενός 

εσωτερικού MBR, του     
  , του οποίου τα σημεία έχουν την ιδιότητα       

   ανν  

          , όπου      με                             . Προφανώς, αν έχει 

επιλεγεί ως συνάρτηση απόστασης η συνάρτηση Ευκλείδειας απόστασης   , τότε     . 

Άρα, το σύνολο    ⊆   ορίζεται ως         
       

  . 

 

Άμεσα προκύπτει ότι και τα δύο MBRs θα είναι τετράγωνα, όπου το     
   

ταυτίζεται γεωμετρικά με το περιγραμμένο τετράγωνο σε κύκλο ακτίνας ίσης με  , ενώ το 

    
   ταυτίζεται γεωμετρικά με το εγγεγραμμένο τετράγωνο σε κύκλο ακτίνας ίσης με    . 
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Οπότε, εύκολα προκύπτει ότι το     
   έχει μήκος και πλάτους ίσο με (         

        και                 αντίστοιχα, ενώ το ζεύγος σημείων που το ορίζουν στο 

χώρο     θα είναι: 

                                               και 

                                     

Και τετριμμένα αποδεικνύεται ότι το     
    έχει μήκος και πλάτος ίσο με (    

  

 
      

    
  

 
      και      

  

 
         

  

 
      αντίστοιχα, ενώ το ζεύγος σημείων που το 

ορίζουν στο χώρο     θα είναι: 

                                  
  

 
         

  

 
          και 

                         
  

 
         

  

 
       

Σημειώνεται ότι και για την περίπτωση των     
   και     

   η χρήση του άνω και κάτω 

ακέραιου μέρους σχετίζεται με το γεγονός ότι από τον ορισμό κάθε συζυγές σημείο  

         . 

 

Εύκολα επαληθεύεται ότι όλα τα συζυγή σημεία           της παρατήρησης     

κείνται εντός του  χώρου    .  Επιστρέφοντας στο παράδειγμα, όπου     , υπολογίζεται 

ότι  στον δοσμένο χώρο     το     
   ορίζεται από το ζεύγος σημείων                     

      και                           . Αντίστοιχα το     
   από  το ζεύγος       και 

       , το     
   από το ζεύγος        και       , ενώ  το      

    από το ζεύγος       

και       ,  το      
    από το ζεύγος       και         και το      

    από το ζεύγος        

και        (Σχήμα 2.3α). 

 

Επισημαίνεται ότι η υιοθέτηση των     
  ,     

   στους αλγορίθμους επίλυσης των 

προβλημάτων Γεωχωρικής Απαγωγής Σημείου δεν εξαλείφει την αναγκαιότητα επίκλησης 

στον χώρο   , καθώς αυτός συμμετέχει αναγκαστικά για τεχνικούς λόγους αλγοριθμικού 

σχεδιασμού στους αλγορίθμους που θα παρουσιαστούν στην συνέχεια.   

 

Στην επόμενη γραφική απεικόνιση (Σχήμα 2.3β) οπτικοποιείται η μέγιστη σε 

πληθικότητα στον δοσμένο χώρο     (1,7 , 3,7) – Ερμηνεία, δηλαδή το σύνολο όλων των 

συζυγών σημείων για τα δεδομένα εισόδου του παραδείγματος. 
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   (α) Αναγωγή χώρου     στον χώρο     (Περιοχή            (β) Το σύνολο όλων των συζυγών σημείων 

      Ενδιαφέροντος ) και MBRs  παρατηρήσεων.                             της (1,7 , 3,7) – Ερμηνείας.         

Σχήμα 2.3.  Γραφική απεικόνιση της αναγωγής του χώρου στην Περιοχή Ενδιαφέροντος, 
των  MBRs  παρατηρήσεων και του συνόλου όλων των συζυγών σημείων. 

 

Στην απλούστερη εκδοχή του το Πρόβλημα Γεωχωρικής Απαγωγής ανάγεται στο 

Πρόβλημα Απλής       – Ερμηνείας (Simple       – Explanation Problem, SEP). Πρόκειται 

για πρόβλημα απόφασης που δέχεται ως είσοδο πεπερασμένο χώρο  , πεπερασμένο 

σύνολο παρατηρήσεων    , κατηγόρημα εφικτότητας       και         με       . 

Το ερώτημα που πρέπει να απαντηθεί είναι εάν υπάρχει (     – Ερμηνεία   . 

 

Μια παραλλαγή του SEP είναι το k -Πρόβλημα Απλής       – Ερμηνείας (k – SEP) το 

οποίο επιπλέον του SEP απαιτεί ο πληθάριθμος του συνόλου     της  (     – Ερμηνείας να 

είναι μικρότερος από καθορισμένο φυσικό αριθμό k, δηλαδή       . Προφανώς θα 

πρέπει      . Ενώ, μια άλλη παραλλαγή του SEP είναι το Πρόβλημα Βέλτιστης       – 

Ερμηνείας (Optimal       – Explanation Problem, OEP), το οποίο δεν είναι πρόβλημα 

απόφασης όπως τα προηγούμενα, αλλά πρόβλημα εύρεσης. Το OEP εκτός των δεδομένων 

εισόδου του k – SEP προικοδοτείται επιπλέον με μια συνάρτηση κόστους   . Το ζητούμενο 

είναι λαμβάνοντας υπόψη τη συνάρτηση κόστους     να υπολογισθεί λύση που να αποτελεί 

«βέλτιστη» Ερμηνεία. 

 

Ορισμός 2.7 (Συνάρτηση Κόστους). Μια συνάρτηση κόστους     είναι μια απεικόνιση από 

το σύνολο των Ερμηνειών σε μη αρνητικούς πραγματικούς αριθμούς. 

 

Έστω, για παράδειγμα, η συνάρτηση κόστους απόστασης όπου συγκρίνονται 

αθροιστικά οι συνολικές αποστάσεις ανάμεσα σε παρατηρήσεις και συζυγή σημεία κάθε 

(     –  Ερμηνείας. Πιο τυπικά, έστω   ,  ,     ,      και έστω     μια (     – Ερμηνεία για 
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το  , ενώ    είναι συνάρτηση συζυγών σημείων. Τότε, το κόστος απόστασης μιας 

Ερμηνείας     ορίζεται ως:    
               . Και εάν ορισθεί ως         το σύνολο 

όλων των συναρτήσεων συζυγών σημείων    για τα παραπάνω δεδομένα, τότε θα 

μπορούσε να ορισθεί ως κόστος της Ερμηνείας   : 

                       
                   ή  

               
               

 

Οποιοσδήποτε από τους δύο τρόπους κόστους και αν επιλεγεί, το κέρδος είναι ότι 

ορίζεται μοναδική συνάρτηση συζυγών σημείων από το σύνολο    , καθώς πιθανότατα 

       αφού τα δεδομένα συνήθως θα υποστηρίζουν πλέον της μιας συνάρτησης 

συζυγών σημείων. Συνεπώς, καθίσταται επιτακτική η ανάγκη να ορισθεί κάποια Ερμηνεία 

ως «βέλτιστη». Συνήθως οι συναρτήσεις κόστους σχεδιάζονται με τέτοιον τρόπο ώστε όσο 

μικρότερη είναι η τιμή τους τόσο «καλύτερη»  να θεωρείται η Ερμηνεία. Άρα, και σε αυτήν 

την περίπτωση ως «βέλτιστη» Ερμηνεία θα θεωρείται αυτή που ελαχιστοποιεί το κόστος 

της. Πιο τυπικά: 

 

Ορισμός 2.8 (Βέλτιστη       – Ερμηνεία). Έστω   πεπερασμένος χώρος,     πεπερα-

σμένο σύνολο παρατηρήσεων,      πεπερασμένο σύνολο σημείων,        με 

      και     κάποια συνάρτηση κόστους. Ορίζεται ότι η     θα καλείται βέλτιστη 

(     - Ερμηνεία ανν    είναι (     – Ερμηνεία για το   και επιπλέον δεν υπάρχει άλλη 

(     – Ερμηνεία     για το    τέτοια που:             

 

Με βάση τα παραπάνω μπορεί πλέον να ορισθεί το πρόβλημα απόφασης που 

καλείται Πρόβλημα (     – Ερμηνείας με βάση το κόστος (cost-based (     explanation 

problem) ως εξής: 

 

Ορισμός 2.9 (Πρόβλημα       – Ερμηνείας με βάση το Κόστος). Έστω χώρος  , σύνολο πα-

ρατηρήσεων  , κατηγόρημα εφικτότητας     ,        με      , κάποια συνάρτηση 

κόστους     και       . Υπάρχει (     – Ερμηνεία     τέτοια που        ; 

 

Ενώ, πολύ χρηστικές είναι και οι παραλλαγές των προβλημάτων απόφασης οι οποίες 

καλούνται Πρόβλημα Γεωχωρικής Ερμηνείας με Βάρη (Weighted Spatial Explanation, WT – 

SEP) και Πρόβλημα Ερμηνείας με Ελαχιστοποίηση της Συνολικής Διαδρομής (Total Distance 

Explanation Problem (TD – SEP) και που τυπικά ορίζονται ως εξής: 
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Ορισμός 2.10 (Πρόβλημα Γεωχωρικής Ερμηνείας με Βάρη). Έστω χώρος  , σύνολο πα-

ρατηρήσεων  , κατηγόρημα εφικτότητας     ,        με      , κάποια συνάρτηση 

βάρους          και       . Υπάρχει (     – Ερμηνεία     τέτοια που             ; 

 

Ορισμός 2.11 (Πρόβλημα Ερμηνείας με Ελαχιστοποίηση της Συνολικής Διαδρομής). Έστω 

χώρος  , σύνολο παρατηρήσεων  , κατηγόρημα εφικτότητας     ,        όπου 

     , συνάρτηση απόστασης             ,       με       και      . 

Υπάρχει (     – Ερμηνεία     τέτοια που να ισχύει         και                       ; 

 

Διαπιστώνεται εύκολα ότι κλασικά προβλήματα ταξινόμησης όπως οι διαιρετικοί  

αλγόριθμοι (k-means) (MacQueen, 1967) θα μπορούσαν να ενθυλακωθούν στο 

εννοιολογικό πλαίσιο της Γεωχωρικής Απαγωγής, οπότε και να αντιμετωπισθούν ως ειδική 

περίπτωση της με τις εξής παραδοχές (Shakarian and Subrahmanian 2012): 

    ,  

             και  

                   .  

 

Υπενθυμίζεται ότι ο τυπικός αλγόριθμος k-means χρησιμοποιεί μια επαναληπτική 

μέθοδο εκλέπτυνσης, η οποία είναι γνωστή στη διεθνή βιβλιογραφία ως αλγόριθμος Lloyd 

(Lloyd, 1982). Ο αλγόριθμος δέχεται ως είσοδο σύνολο παρατηρήσεων             , 

όπου κάθε παρατήρηση είναι ένα  d-διαστάσεων διάνυσμα, και έναν αριθμό       με 

     και υπολογίζει σύνολο               , όπου          με κριτήριο την ελαχιστο-

τετραγωνική μέθοδο. Δηλαδή:                  
 

     

 
   , όπου      ο μέσος όρος στο 

σύνολο    . 

 

Από επιστημολογικής απόψεως η διεθνής βιβλιογραφία γενικά τόσο στη επιστήμη 

της Πληροφορικής όσο και ειδικότερα στην θεωρία Απαγωγής επιβάλλει και άλλες, 

επιπρόσθετες απαιτήσεις τις οποίες πρέπει να ικανοποιεί μια Ερμηνεία. Αυτές οι 

απαιτήσεις καλούνται απαιτήσεις οικονομίας (parsimony requirements) και σχετίζονται 

ευθέως με την Αρχή Οικονομίας ή Αρχή της Απλότητας γνωστή και ως ξυράφι του Occam 

(Occam’s razor): «Pluritas non est ponenda sine necessitate». Δηλαδή, σε ελεύθερη 

απόδοση προσαρμοσμένη στα προβλήματα Γεωχωρικής Απαγωγής «ανάμεσα σε δύο 

Ερμηνείες, θα πρέπει να επιλέγεται η απλούστερη». Εν προκειμένω, στο SEP δεν 

επιβάλλεται ανάλογη απαίτηση, δηλαδή κάθε Ερμηνεία θεωρείται αποδεκτή. Στα 
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προβλήματα όμως k-SEP και του Προβλήματος Ερμηνείας με βάση το κόστος επιβάλλεται 

αυτή η απαίτηση όχι ευθέως, αλλά μέσω της συνάρτησης κόστους.  

 

Άλλη συχνά απαντώμενη απαίτηση της Αρχής της Απλότητας είναι ότι η λύση θα 

πρέπει να μην επιδέχεται περαιτέρω απλοποίηση (irredundancy). Η απαίτηση αυτή στα 

Γεωχωρικά προβλήματα τυπικά διατυπώνεται ως εξής: 

 

Ορισμός 2.12 (μη-Απλοποίησιμη       – Ερμηνεία). Μια (     – Ερμηνεία    ορίζεται ως 

μη-απλοποιήσιμη ανν κανένα γνήσιο υποσύνολο της     δεν αποτελεί μια (     – Ερμηνεία. 

 

Δηλαδή, πιο απλά, τελικά μια Ερμηνεία είναι μη-απλοποιήσιμη εάν η απαλοιφή 

οποιουδήποτε στοιχείου από το σύνολο     οδηγεί σε υποσύνολο το οποίο δεν αποτελεί 

Ερμηνεία του προβλήματος. 

 

Παρά το γεγονός ότι σε πρώτη ανάγνωση η επιβολή της απαίτησης της μη-

απλοποιησιμότητας σε Ερμηνεία  εμφανίζεται ως επαρκής για την εξασφάλιση της 

μοναδικότητας της λύσης, αυτό τελικά απέχει μακράν της πραγματικότητας. Ακόμα και με 

αυτήν την απαίτηση εξακολουθεί να υφίσταται η περίπτωση εκθετικού αριθμού 

υποψήφιων λύσεων, οι οποίες όλες να έχουν την ιδιότητα. Συνεπώς, η υιοθέτηση 

αλγορίθμου ο οποίος απλά επιστρέφει μη-απλοποιήσιμη λύση θα μπορούσε, δυνητικά, να 

παράγει αποτελέσματα με υψηλό βαθμό αναιτιοκρατίας. Ως εκ τούτου, προκειμένου να 

μειωθεί ο αριθμός των υποψήφιων αποδεκτών λύσεων, θα πρέπει να επιχειρηθεί να 

εισαχθεί στους αλγορίθμους Γεωχωρικής Απαγωγής κάποια επιπρόσθετη, πιο αυστηρή 

απαίτηση. Ιδανικά αυτή η απαίτηση δεν θα πρέπει να επιβαρύνει το υπολογιστικό κόστος 

του προβλήματος.  

 

Συνδυάζοντας τα παραπάνω η απάντηση βρίσκεται στην εισαγωγή της απαίτησης 

εύρεσης Ερμηνειών ελαχίστου πληθαρίθμου (minimal cardinality). Αυτή ακριβώς η 

απαίτηση οδηγεί στον ορισμό του Προβλήματος Απλής       - Ερμηνείας  Ελαχίστου 

Πληθαρίθμου (Minimal Simple       - Explanation Problem, MINSEP) το οποίο είναι το 

πρόβλημα βελτιστοποίησης που αντιστοιχεί στο  k – SEP. Άρα, τα δεδομένα εισόδου για το 

MINSEP είναι ίδια με αυτά του k – SEP, αλλά το ζητούμενο είναι πλέον να βρεθεί (     – 

Ερμηνεία     ελάχιστου πληθαρίθμου, δηλαδή             . 
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2.3   Πολυπλοκότητα των Προβλημάτων Γεωχωρικής Απαγωγής Σημείου 

 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί προηγουμένως, η απλούστερη εκδοχή του Προβλήματος 

Γεωχωρικής Απαγωγής είναι το πρόβλημα απόφασης SEP. Στη συνέχεια προτείνεται ένας 

ευθύς (straightforward) ακριβής αλγόριθμος επίλυσης, ο Straightforward – SEP v1, ο οποίος 

αποτελεί μια βελτιωμένη παραλλαγή του αντίστοιχου αλγορίθμου Straightforward – SEP 

(Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Straightforward – SEP v1 

 

Είσοδος: Χώρος  , σύνολο παρατηρήσεων  , κατηγόρημα εφικτότητας     , συνάρτηση 

απόστασης     και          με       . 

Έξοδος: ΝΑΙ εάν υπάρχει     (     – Ερμηνεία του     στον   , ΟΧΙ αλλιώς. 

 

1ο Βήμα: Καθορισμός της απόστασης    και του χώρου    , δηλαδή της ΠΕ του   .  

2ο Βήμα: Για κάθε              ⊂    και  

για κάθε σημείο                

με (                                          και 

              
  

 
         

  

 
           

  

 
         

  

 
       

να υπολογισθούν σύνολα      τέτοια που                                  . 

3ο Βήμα: Αν δεν υπάρχει σύνολο     , τότε να επιστραφεί ΝΑΙ  

Αλλιώς, ΟΧΙ. 

 

Ο αλγόριθμος Straightforward – SEP v1 αποτελεί βελτιωμένη παραλλαγή του 

αλγορίθμου Straightforward – SEP διότι είναι αποδοτικότερος, αν και παραμένει στην ίδια 

κλάση πολυπλοκότητας, καθώς επιτυγχάνει αποδοτικότερες αναζητήσεις με: 

 περιορισμό του δοθέντος χώρου     στην ΠΕ     και 

 περιορισμό της αναζήτησης των συζυγών σημείων κάθε παρατήρησης      εντός του 

χώρου        
       

  .  

 

Περιγραφικά, ο αλγόριθμος στο πρώτο του βήμα ανάγει τον χώρο   στον χώρο   , 

ενώ στο δεύτερο βήμα του υπολογίζει τα συζυγή σημεία για κάθε παρατήρηση      εντός 

των MBRs κάθε παρατήρησης, και όχι σε ολόκληρο το χώρο   , σύμφωνα με τη 
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μεθοδολογία που έχει ήδη παρουσιαστεί προηγουμένως. Αυτά τα σημεία που θα 

προκύψουν θα αποτελούν στοιχεία των συνόλων   . Προφανώς συνολικά θα υπολογισθούν  

  τέτοια σύνολα, με      . Στο τρίτο, και τελευταίο, βήμα του ο αλγόριθμος εξετάζει εάν 

υπάρχει κάποιο κενό σύνολο   . Εάν δεν υπάρχει, τότε επιστρέφει απάντηση ΝΑΙ, καθώς 

υπάρχει       – Ερμηνεία σύμφωνα με τον ορισμό: το σύνολο    
 
   , αλλιώς επιστρέφει 

ΟΧΙ. 

 

Είναι προφανής τόσο η ορθότητα του αλγορίθμου, δηλαδή ότι πράγματι  επιλύει το 

SEP, όσο και η υπολογιστική πολυπλοκότητα του η οποία είναι PTIME. Όμως, ως       – 

Ερμηνεία το σύνολο    
 
    όχι μόνο δεν εγγυάται την απαίτηση της μη-

απλοποιησιμότητας, αλλά αντίθετα πρόκειται για την       – Ερμηνεία μέγιστης πληθι-

κότητας. Με άλλα λόγια, υπολογίζεται η «χειρότερη Ερμηνεία» με όρους Αρχής της 

Οικονομίας, αφού ο αλγόριθμος εκτελεί απλή αναζήτηση       – Ερμηνείας  δίχως να κάνει 

κάτι ιδιαίτερα έξυπνο. 

 

Σε αντίθεση με το SEP, το k – SEP επιλύει το πρόβλημα περιορίζοντας το μέγεθος της 

υπολογιζόμενης Ερμηνείας, ώστε αυτή να αποκτά φυσική σημασία και να έχει πρακτικό 

αντίκρισμα. Όμως, αυτό δεν έρχεται χωρίς τη καταβολή του αντίστοιχου υπολογιστικού 

κόστους, καθώς το k – SEP πρόβλημα κατατάσσεται στα υπολογιστικά δυσεπίλυτα προβλή-

ματα. Για την ακρίβεια αποδεικνύεται ότι το k – SEP     – πλήρη (   – complete) 

προβλήματα. Η απόδειξη του γίνεται με αναγωγή του γνωστού    – πλήρους προβλήματος 

της Γεωμετρικής Κάλυψης με Δίσκους (Geometric Covering by Discs, GCD) (Shakarian et al. 

2012b). Tο οποίο με τη σειρά του αποδεικνύεται    – πλήρες με αναγωγή μιας παραλλαγής 

του θεμελιώδους    – πλήρους προβλήματος ικανοποιησιμότητας (3SAT) (Cook, 1971, 

Karp, 1972), του προβλήματος ικανοποιησιμότητας επίπεδου γράφου (Planar 3SAT) 

(Johnson, 1982), το οποίο είναι και αυτό    – πλήρες πρόβλημα (Masuyama et al. 1981). 

 

Το πρόβλημα GCD δεν είναι ένα ακόμα θεωρητικό πρόβλημα, κατασκεύασμα των 

θεωρητικών της πληροφορικής, χωρίς κάποιο πρακτικό αντίκρισμα στην καθημερινότητα. 

Αντίθετα, οι πρακτικές υλοποίησης του προβλήματος GCD σχετίζονται άμεσα με τη 

γεωπληροφορική και τα γεωχωρικά δεδομένα, καθώς αφορούν στον υπολογισμό της 

βέλτιστης λύσης σε προβλήματα χωροθέτησης είτε αυτά σχετίζονται με πολιτικές 

εφαρμογές όπως πυροσβεστικοί σταθμοί, σταθμοί Α’ Βοηθειών, αστυνομικά τμήματα κτλ  

(Masuyama et al. 1981) είτε αυτά σχετίζονται με στρατιωτικές εφαρμογές όπως βέλτιστη 
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στοχοποίηση (Johnson, 1982). Τυπικά το GCD διατυπώνεται ως εξής: Έστω   σύνολο 

ακεραίων συντεταγμένων σε Ευκλείδειο επίπεδο και έστω         με      . Είναι 

δυνατόν τα σημεία του     να καλυφθούν από     δίσκους με διάμετρο   ; 

 

Πρόταση 2.1   Το  k – SEP  ανήκει στην κλάση πολυπλοκότητας  των      προβλημάτων 

(Shakarian et al. 2012b). 

Απόδειξη 

Αρκεί να αποδειχθεί ότι κάθε λύση του k – SEP ελέγχεται για την ορθότητα της σε 

πολυωνυμικό χρόνο ως προς τα δεδομένα εισόδου. Έστω ότι κάποιο μαντείο υπολογίζει 

σύνολο    με         και       , το οποίο είναι μια Απλή (     – Ερμηνεία για το 

σύνολο  . Ο έλεγχος εφικτότητας κάθε στοιχείου του   προφανώς θα απαιτήσει 

χρόνο       , ενώ η σύγκριση κάθε στοιχείου του συνόλου   με κάθε στοιχείο του συνό-

λου   θα απαιτήσει το πολύ χρόνο         . Άρα, πράγματι κάθε λύση του k – SEP 

ελέγχεται για την ορθότητα της σε πολυωνυμικό χρόνο ως προς τα δεδομένα εισόδου. 

Συνεπώς, το  k – SEP     . 

∎ 

 

Πρόταση 2.2   Το  k – SEP  ανήκει στην κλάση πολυπλοκότητας  των    – δύσκολων (   - 

hard) προβλημάτων (Shakarian et al. 2012b). 

Απόδειξη 

Θα πρέπει κατά τα γνωστά, από τη θεωρία αλγοριθμικής πολυπλοκότητας, να υπάρχει 

κάποιος πολυωνυμικής πολυπλοκότητας αλγόριθμος ο οποίος να ανάγει κάθε στιγμιότυπο 

κάποιου γνωστού    – πλήρους προβλήματος, σε αυτήν την περίπτωση του προβλήματος 

GCD, σε στιγμιότυπο του k – SEP. Με αυτόν τον τρόπο αποδεικνύεται ότι η επίλυση του 

προβλήματος GCD είναι τουλάχιστον τόσο δύσκολη υπολογιστικά όσο του  k – SEP, και άρα 

το k – SEP ανήκει στα    – δύσκολα προβλήματα. Εν προκειμένω, θα χρησιμοποιηθεί ο 

εξής αλγόριθμος αναγωγής (GCD-TO-KSEP): Το στιγμιότυπο του προβλήματος GCD 

(       , που σημαίνει ότι σε χώρο    απαιτούνται   το πολύ δίσκοι διαμέτρου   ο 

καθένας, προκειμένου να αναχθεί σε στιγμιότυπο του προβλήματος του  k – SEP (  ,  , 

    ,    ,    ) τίθενται απλά : α) χώρος      το σύνολο των σημείων του πλέγματος σε 

Ευκλείδειο  επίπεδο  το  οποίο  να  περιέχει  κάθε  σημείο  του  συνόλου    ,  β)     ,      

γ)               ανν     , δ)    , ε)       και στ)      . Φυσικά είναι 

προφανές ότι η αναγωγή απαιτεί πολυωνυμικό χρόνο. 
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Ευθέως: Με απαγωγή σε άτοπο. Έστω ότι υπάρχει k μεγέθους λύση για το GCD  και 

έστω μη κενό σύνολο    το οποίο περιέχει τα κέντρα    το πολύ δίσκων, άρα        Έστω 

ότι δεν υπάρχει    μεγέθους λύση για το k – SEP . Όμως, αφού      ,     και κάθε 

σημείο του συνόλου   είναι εφικτό, από το (γ), τότε υπάρχουν      τέτοια που για κάθε 

             . Αφού όμως     , τότε όλα τα σημεία του συνόλου    καλύπτονται 

από δίσκο με κέντρο σημείο που ανήκει στο σύνολο  , οπότε κάθε     πρέπει να 

βρίσκεται σε απόσταση έως το πολύ     από κάθε σημείο που ανήκει στο σύνολο  .   

Όμως       . Άτοπο. 

Αντίστροφα: Και πάλι με απαγωγή σε άτοπο. Έστω σύνολο   ,    μεγέθους λύση για 

το k – SEP και έστω ότι δεν υπάρχει  k  μεγέθους λύση για το GCD. Όμως, αφού         και 

όλα τα στοιχεία του     βρίσκονται εντός του χώρου      από τον ορισμό εφικτότητας, τότε 

αν   δίσκοι διαμέτρου   δεν καλύπτουν τα στοιχεία του χώρου   , άρα υπάρχει 

τουλάχιστον ένα στοιχείο του    το οποίο δεν καλύπτεται από κανένα δίσκο. Τότε όμως, 

αφού      θα υπάρχει αντίστοιχο στοιχείο του   το οποίο δεν καλύπτεται από κανένα 

δίσκο. Αλλά, από υπόθεση υπάρχει    μεγέθους λύση για το k – SEP, άρα όλες οι 

παρατηρήσεις βρίσκονται σε απόσταση μικρότερη ή ίση με   από τα στοιχεία του  ,     

όμως ταυτόχρονα θα υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο το οποίο δεν θα καλύπτεται από 

δίσκο ακτίνας         από στοιχείο του συνόλου   . Άτοπο. 

∎ 

Θεώρημα 2.1  Το k – SEP ανήκει στην κλάση πολυπλοκότητας  των    – πλήρων 

προβλημάτων (Shakarian et al. 2012b). 

Απόδειξη 

Άμεσα από τις προτάσεις  2.1  και  2.2 

∎ 

 

Με ανάλογη μεθοδολογία αποδεικνύεται ότι το Πρόβλημα (     – Ερμηνείας με 

βάση το Κόστος, το Πρόβλημα Γεωχωρικής Ερμηνείας με Βάρη, αλλά και το Πρόβλημα 

Ερμηνείας με Ελαχιστοποίηση της Συνολικής Διαδρομής ανήκουν στην κλάση πολυπλο-

κότητας  των    – πλήρων προβλημάτων (Shakarian et al. 2012b). 

 

Κατά την συνήθη τακτική της Θεωρητικής Πληροφορικής σε συνέχεια της 

κλασικοποίησης των προβλημάτων απόφασης σε κλάσεις πολυπλοκότητας εξετάζεται η 

κλασικοποίηση των αντίστοιχων προβλημάτων απαρίθμησης (counting problems). Πιο 

αναλυτικά, ένα πρόβλημα απόφασης είναι ένα υπαρξιακό πρόβλημα, δηλαδή τα δεδομένα 
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εξόδου ανήκουν στο δίτιμο σύνολο               με την αρνητική απάντηση να 

βεβαιώνει την μη ύπαρξη λύσης για τα δεδομένα εισόδου, ενώ η καταφατική απάντηση 

βεβαιώνει την ύπαρξη τουλάχιστον μίας λύσης, χωρίς όμως αυτή η ίδια να περιέχεται στα 

δεδομένα εξόδου ακόμα και εάν έχει υπολογιστεί κάποια σε ενδιάμεσο βήμα του 

αλγορίθμου. Το αντίστοιχο πρόβλημα απαρίθμησης απαριθμεί το σύνολο των 

διαφορετικών λύσεων που υπάρχουν (Kozen et al. 2012, Valiant, 1979). Και σε αυτήν την 

περίπτωση, όπως και στα αντίστοιχα προβλήματα απόφασης, τα δεδομένα εξόδου δεν 

περιέχουν κάποια από τις λύσεις, αλλά τον πληθάριθμο του συνόλου των λύσεων. 

Διαισθητικά και μόνο, τα προβλήματα απαρίθμησης θα πρέπει να είναι υπολογιστικά 

τουλάχιστον τόσο δύσκολα, στην καλύτερη περίπτωση, όσο τα αντίστοιχα προβλήματα 

απόφασης. Πράγματι, εάν δεν ισχύει αυτό, τότε το πρόβλημα απόφασης θα μπορούσε να 

«εκφυλιστεί»  στο ευκολότερο πρόβλημα απαρίθμησης ως εξής: εφόσον ο πληθάριθμος 

του συνόλου λύσεων είναι ίσος του μηδενός να επιστρέφει αρνητική απάντηση, αλλιώς σε 

κάθε άλλη περίπτωση να επιστρέφει καταφατική απάντηση. Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού 

το πρόβλημα απόφασης έχει ήδη κλασικοποιηθεί σε δυσκολότερη κλάση πολυπλοκότητας, 

άρα τα προβλήματα απαρίθμησης θα είναι υπολογιστικά τουλάχιστον τόσο δύσκολα όσο τα 

αντίστοιχα προβλήματα απόφασης. Η κλάση πολυπλοκότητας των προβλημάτων 

απαρίθμησης με τα αντίστοιχα προβλήματα απόφασης να ανήκουν στη κλάση      

συμβολίζεται ως     (Kozen et al. 2012), ενώ για πρόβλημα απόφασης   το αντίστοιχο 

πρόβλημα απαρίθμησης συμβολίζεται ως    . 

 

Αποδεικνύεται ότι το αντίστοιχο πρόβλημα απαρίθμησης του k – SEP είναι     – 

πλήρες και επιπλέον ότι δεν υπάρχει Πιθανοτικό Προσεγγιστικό Σχήμα Πλήρως 

Πολυωνυμικού Χρόνου (Fully Polynomial Time Randomized Approximation Scheme, FPRAS), 

εκτός και αν         (Shakarian et al. 2012b). 

 

Σημειώνεται ότι ένα πρόβλημα απόφασης ορίζεται ότι ανήκει στην κλάση 

πολυπλοκότητας     (Randomized Polynomial Time) εάν υπάρχει αναιτιοκρατικός, ή αλλιώς 

πιθανοτικός, πολυωνυμικός αλγόριθμος τέτοιος που για κάθε στιγμιότυπο του προβλή-

ματος να επιστρέφει τιμή         με πιθανότητα ίση με  1  όταν η σωστή απάντηση στο 

στιγμιότυπο είναι       , ενώ επιστρέφει τιμή        με πιθανότητα     , για μικρό  

    όταν η απάντηση στο στιγμιότυπο είναι     . Με άλλα λόγια, όταν ο 

αναιτιοκρατικός πολυωνυμικός αλγόριθμος επιστρέφει τιμή      , τότε είναι βέβαιο ότι 

αυτή είναι      , ενώ όταν επιστρέφει τιμή       , τότε αυτή με πιθανότητα     είναι  
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    . Επιπλέον, ορίζεται ως FPRAS η κλάση των πιθανοτικών αλγορίθμων οι οποίοι για 

κάθε στιγμιότυπο προβλήματος βελτιστοποίησης ή απαρίθμησης και για παράμετρο       

επιστρέφουν, στη δυσμενέστερη περίπτωση σε πολυωνυμικό χρόνο ως προς την είσοδο, 

αλλά και το λόγο     ,  λύση του προβλήματος η οποία έχει υψηλή πιθανότητα να είναι  

           (Vazirani, 2001). 

 

2.4   Αλγόριθμοι για τα Προβλήματα Γεωχωρικής Απαγωγής Σημείου 

 

2.4.1   Γενικά 

 

Στη συνέχεια θα παρουσιαστούν αλγόριθμοι για την επίλυση των προβλημάτων k – 

SEP και WT – SEP. Γενικότερα, οι επιλογές που δίδονται στον αναλυτή σε επίπεδο 

αλγοριθμικού σχεδιασμού είναι απόλυτα διακριτές: 

 Ευθεία - ακριβής ή ευθεία - προσεγγιστική επίλυση του προβλήματος. 

 Αναγωγή σε ήδη πολύ γνωστά    – πλήρη προβλήματα για τον υπολογισμό είτε της 

βέλτιστης είτε κάποιας προσεγγιστικής λύσης, υπερβαίνοντας με αυτόν τον τρόπο 

τη δυσκολία της ευθείας επίλυσης.  Και αυτό διότι η πολυωνυμική αναγωγή  χωρίς 

να κοστίζει ακριβά υπολογιστικά, δεδομένου ότι το πρόβλημα κατατάσσεται ήδη 

στα    – πλήρη προβλήματα, εξασφαλίζει στον αναλυτή τη χρήση υπαρχόντων και 

δοκιμασμένων στην πράξη αλγορίθμων. Πιο συγκεκριμένα, στη συνέχεια θα 

παρουσιαστούν αποτελέσματα αναγωγής του k – SEP  στα διάσημα προβλήματα 

εύρεσης Επικάλυψης Συνόλου (Set Cover, SC), εύρεσης Συνόλου Κυριαρχίας 

(Dominating Set, DomSet) και Ακεραίου Γραμμικού Προγραμματισμού (Integer 

Linear Programming, ILP). 

 Υιοθέτηση ευριστικών αλγορίθμων, οι οποίοι στο βωμό της αποδοτικότητας 

χαλαρώνουν τους περιορισμούς του προβλήματος με παράλληλη εννοιολογική 

απλοποίηση της αναζήτησης, οπότε όχι απλά θυσιάζουν την εύρεση βέλτιστης 

λύσης σε κάθε περίπτωση, αλλά δεν εγγυώνται καν κάποια λύση. Στην 

πραγματικότητα συμπεριφέρονται αποδεκτά τις περισσότερες περιπτώσεις 

(Romanycia and Pelletier 1985). 

 

Οι αλγόριθμοι οι οποίοι θα παρουσιαστούν στη συνέχεια καλύπτουν το φάσμα και 

των τριών επιλογών σε επίπεδο αλγοριθμικού σχεδιασμού για το k – SEP. Σε αυτό το σημείο 

εισάγονται οι συμβολισμοί   και  , όπου ο πρώτος αναπαριστά το μέγιστο αριθμό των 
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συζυγών σημείων που μπορούν να συσχετισθούν με οποιαδήποτε παρατήρηση, ενώ ο 

δεύτερος αναπαριστά το μέγιστο αριθμό παρατηρήσεων που μπορούν να συσχετισθούν με 

οποιοδήποτε συζυγές σημείο. Προφανώς μαθηματικά και οι δύο τιμές φράσσονται άνω 

από την τιμή              , αν και πρακτικά το άνω φράγμα θα είναι πολύ μικρότερο, ενώ 

επιπλέον θα ισχύει ότι     . 

 

2.4.2   Ακριβής – Ευθύς Αλγόριθμος Επίλυσης του Προβλήματος k – SEP 

 

Η απόπειρα ευθείας – ακριβούς επίλυσης στο πρόβλημα k – SEP με εξαντλητική 

αναζήτηση Ερμηνείας στον χώρο λύσεων μπορεί υλοποιηθεί με τον επόμενο αλγόριθμο τον  

NAIVE – k SEP – EXACT v1, ο οποίος αποτελεί μια βελτιωμένη παραλλαγή του αντίστοιχου 

αλγορίθμου NAIVE – k SEP – EXACT (Shakarian et al. 2012b). 

 

Αλγόριθμος NAIVE – k SEP – EXACT v1 

 

Είσοδος: Χώρος   , σύνολο παρατηρήσεων   , κατηγόρημα εφικτότητας      , συνάρτηση 

απόστασης   ,         με        και      . 

Έξοδος: Σύνολο       με         το οποίο να είναι η ελάχιστης πληθικότητας Ερμηνεία 

του συνόλου παρατηρήσεων   . 

 

1ο Βήμα: Καθορισμός της απόστασης     και του χώρου    , δηλαδή της ΠΕ του   . 

2ο Βήμα: Έστω     μητρώο πίνακα δεικτών (matrix array of pointers) με στοιχεία δυαδικές 

συμβολοσειρές     θέσεων. Ο   θα είναι ίδιων διαστάσεων με τον χώρο   .   

Κάθε στοιχείο του     αρχικοποιείται ως κενό (NULL). Για κάθε σημείο        θα 

συμβολίζεται με        η θέση του στον πίνακα. 

3ο Βήμα: Έστω     λίστα των δεικτών σε δυαδική συμβολοσειρά. Η λίστα     αρχικοποιείται 

ως κενή. 

4ο Βήμα: Για κάθε               να εκτελεστούν τα εξής: 

α. Να βρεθούν τα σημεία                

με (                                          και 

              
  

 
         

  

 
           

  

 
         

  

 
      

για τα οποία ισχύει ότι                

β. Για κάθε ένα από αυτά τα σημεία            
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Αν        κενό, τότε 

(1) Να αρχικοποιηθεί νέος πίνακας όπου μόνον το i – οστό bit της δυαδικής             

 συμβολοσειράς να τεθεί ίσο με 1.  

(2) Να προστεθεί δείκτης για το σημείο       στη λίστα δεικτών   . 

Αλλιώς, στον υπάρχοντα πίνακα       να τεθεί το i – οστό bit της δυαδικής 

συμβολοσειράς ίσο με 1. 

5ο Βήμα: Για κάθε     στοιχεία της λίστας   , δηλαδή για κάθε δυνατή   -άδα της λίστας   ,  

έστω               τα στοιχεία της και έστω         το  -οστό bit του στοιχείου    . 

6ο Βήμα: Εξαντλητικά να υπολογισθούν όλες οι δυνατές   -άδες της λίστας     με        

και για κάθε      αρχίζοντας από    
 

 
  και εφαρμόζοντας την τεχνική «διαίρει 

και βασίλευε» (divide and conquer) έως ότου βρεθεί ελάχιστο     ώστε να υπάρχει  

 -άδα τέτοια που              να ισχύει ότι             
   . 

7ο Βήμα: Αν δεν υπάρχει   -άδα με αυτήν την ιδιότητα, τότε  

να επιστραφεί NO 

Αλλιώς, να επιστραφεί η πρώτη   -άδα που υπολογίσθηκε ότι έχει την ιδιότητα. 

 

Ο αλγόριθμος NAIVE – k SEP – EXACT v1 αποτελεί βελτιωμένη παραλλαγή του αλγο-

ρίθμου NAIVE – k SEP – EXACT διότι είναι αποδοτικότερος, αν και παραμένει στην ίδια 

κλάση πολυπλοκότητας, καθώς: 

 Επιτυγχάνει αποδοτικότερες αναζητήσεις με περιορισμό του δοθέντος χώρου    

στην ΠΕ    . 

 Επιτυγχάνει αποδοτικότερες αναζητήσεις με περιορισμό της αναζήτησης των 

συζυγών σημείων κάθε παρατήρησης εντός καθορισμένων MBRs. 

 Δεν αναζητά απλά κάποια Ερμηνεία     με      , αλλά υπολογίζει για το 

δοσμένο σύνολο παρατηρήσεων   κάποια από τις Ερμηνείες            με  

                   και              για κάθε        , αν φυσικά 

υπάρχουν πολλαπλές τέτοιες ερμηνείες. Η’ αλλιώς υπολογίζει, αν υπάρχει,      

με         τέτοια που δεν υπάρχει  ερμηνεία        με         και ταυτόχρονα 

        . Εάν δεν ενδιαφέρει η εύρεση κάποιας ερμηνείας ελάχιστης πληθι-

κότητας, αλλά αρκεί η εύρεση οποιασδήποτε Ερμηνείας       με        αρκεί 

στο έκτο βήμα του μια απλή τροποποίηση, και συγκεκριμένα να απαλοιφθεί η 

απαίτηση«..έως ότου βρεθεί ελάχιστο  ...». Με αυτήν την τροποποίηση ο 

αλγόριθμος όταν υπολογίσει, εάν υπάρχει, οποιαδήποτε Ερμηνεία     με  
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      μεταβαίνει αμέσως στο έβδομο βήμα και δεν συνεχίζει δοκιμές με την 

τεχνική «διαίρει και βασίλευε» προκειμένου να υπολογίσει κάποια άλλη Ερμηνεία 

ελάχιστης πληθικότητας. 

 Ο υπολογισμός κάποιας Ερμηνείας ελάχιστης πληθικότητας δεν γίνεται 

εφαρμόζοντας σειριακά δοκιμές για κάθε φυσικό αριθμό    , αλλά με πιο 

«έξυπνο» τρόπο, και συγκεκριμένα εφαρμόζοντας την τεχνική «διαίρει και 

βασίλευε» η οποία θα απαιτήσει κατά τα γνωστά        δοκιμές (Cormen et al. 

2002). 

 Ο αλγόριθμος θα μπορούσε να αντιμετωπίσει ακόμη και την ακραία περίπτωση 

στην οποία  το       είναι άγνωστο ή η εκτίμηση του κρίνεται επισφαλής, και ως 

εκ τούτου είναι προτιμότερο να μην περιλαμβάνεται στα δεδομένα εισόδου. Τότε, 

για υπολογισμό κάποιας  Ερμηνείας       ελάχιστης πληθικότητας, εάν υπάρχει, 

αρκεί στο έκτο βήμα του μια απλή τροποποίηση, και συγκεκριμένα όπου     να 

τεθεί     . 

 

Ακολουθεί παράδειγμα εκτέλεσης του αλγορίθμου NAIVE – k SEP – EXACT v1 με 

δεδομένα εισόδου τα δεδομένα των γραφικών απεικονίσεων του σχήματος 2.1, και 

επιπλέον έστω     .  

Στο πρώτο του βήμα ο αλγόριθμος ανάγει τον χώρο    στον χώρο    σύμφωνα με τη 

μεθοδολογία που έχει ήδη παρουσιαστεί προηγουμένως, οπότε στο υπόψη παράδειγμα θα 

προκύψει χώρος μεγέθους  11x15  μετρικών μονάδων.  

Στο δεύτερο βήμα του δημιουργεί  μητρώο πίνακα δεικτών     διαστάσεων 11 γραμμές επί 

15 στήλες, όσες δηλαδή είναι και οι διαστάσεις του χώρου    . Σε αυτό το βήμα γίνεται 

προφανής η αξία της αναγωγής του αρχικού χώρου   στην ΠΕ του, καθώς έτσι 

επιτυγχάνεται μείωση των διαστάσεων του μητρώου   , άρα και του χρόνου αναζήτησης 

των στοιχείων του. Κάθε στοιχείο       του  μητρώου     αρχικοποιείται ως κενό, ενώ στο 

τρίτο βήμα δημιουργείται λίστα δεικτών     η οποία επίσης αρχικοποιείται ως κενή. 

Στο τέταρτο του βήμα ο αλγόριθμος εξετάζει ποιά από τα σημεία του χώρου      έχουν την 

ιδιότητα, δηλαδή ποιά σημεία του χώρου    ικανοποιούν αφενός το κατηγόρημα 

εφικτότητας      και αφετέρου  τις  απαιτήσεις αποστάσεων για την συνάρτηση από-

στασης που έχει ορισθεί. Ο ορισμός της αναζήτησης των σημείων που έχουν την ιδιότητα 

εντός των αντίστοιχων MBRs εξασφαλίζει καλύτερη αποδοτικότητα στην αναζήτηση, καθώς 

λχ για το υπόψη παράδειγμα για κάθε παρατήρηση             η αναζήτηση γίνεται 
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μεταξύ των σημείων που ανήκουν κάθε φορά στο σύνολο      
       

  , δηλαδή μεταξύ 

     
          

            σημείων και όχι μεταξύ           υποψηφίων 

σημείων του χώρου    , ή ακόμη χειρότερα μεταξύ           υποψηφίων σημείων του 

χώρου  . Προφανώς, στο συγκεκριμένο παράδειγμα οποιοδήποτε σημείο του χώρου      ή 

δεν έχει την ιδιότητα ή εάν έχει την ιδιότητα είτε την έχει για μοναδική παρατήρηση είτε 

για κάποιο από τα ζεύγη των παρατηρήσεων. Με άλλα λόγια δεν υπάρχει σημείο στο χώρο 

    που να είναι συζυγές της τριπλέτας των παρατηρήσεων. Οπότε, με την ολοκλήρωση του 

τρίτου βήματος προκύπτει πίνακας     τέτοιος που: 

 για όλα τα σημεία        που δεν έχουν την ιδιότητα ισχύει        κενό, 

 για όλα τα σημεία      που έχουν την ιδιότητα, αλλά για μια μόνο από τις 

παρατηρήσεις            ισχύει          ή          ή          

αντίστοιχα και 

 για όλα τα σημεία        που έχουν την ιδιότητα ταυτόχρονα για κάποιο από τα 

ζεύγη των παρατηρήσεων         ή         ισχύει           ή           

αντίστοιχα. 

Στο πέμπτο και έκτο βήμα του αλγορίθμου εντός της λίστας     αναζητά τη λύση. Εφόσον 

δίδεται     επιχειρεί εύρεση λύσης σύμφωνα με την τεχνική δαίρει και βασίλευε για 

  
 

 
  . Κάτι τέτοιο θα σήμαινε ότι υπάρχει σημείο      που έχει την ιδιότητα 

ταυτόχρονα για κάθε στοιχείο του συνόλου παρατηρήσεων   , ή αλλιώς ότι          . 

Τέτοιο σημείο όμως δεν υπάρχει, οπότε επιχειρεί εύρεση λύσης για     , δηλαδή σε 

όλους τους δυνατούς συνδυασμούς ζευγών σημείων της λίστας     που θα προκύψουν, ή 

αλλιώς για όλα τα σημεία      που ανήκουν στις δεύτερη και τρίτη εκ των 

εδαφιοσημασμένων περιπτώσεων που παρουσιάζονται παραπάνω. Έστω για παράδειγμα 

ότι επιλέγει ζεύγος σημείων που το καθένα έχει την ιδιότητα, αλλά για μια μόνο από τις 

παρατηρήσεις και επιπλέον όχι για την ίδια παρατήρηση. Τότε, η απαίτηση του έκτου 

βήματος, δηλαδή            να ισχύει ότι             
   , δεν ικανοποιείται αφού κάποιο 

από τα αθροίσματα             ,               και               θα είναι μοιραία ίσο 

με το μηδέν. Για παράδειγμα, αν    της μορφής    , όπως το σημείο    , και    της μορφής 

   , όπως το σημείο    , τότε               . Το ίδιο ισχύει και στην περίπτωση που 

εξετασθεί ζεύγος σημείων της τρίτης εδαφιοσημασμένης περίπτωσης, εφόσον τα 

επιλεγέντα σημεία έχουν την ιδιότητα για το ίδιο ζεύγος παρατηρήσεων, πχ το ζεύγος 

σημείων   ,   . Εάν όμως ο αλγόριθμος επιλέξει είτε ζεύγος σημείων της τρίτης 

εδαφιοσημασμένης περίπτωσης, που το καθένα σημείο έχει την ιδιότητα αλλά για 
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διαφορετικό ζεύγος παρατηρήσεων, είτε ζεύγος σημείων όπου το ένα σημείο ανήκει στην 

δεύτερη εδαφιοσημασμένη περίπτωση και το άλλο στην τρίτη με την προϋπόθεση το 

δεύτερο σημείο να έχει την ιδιότητα για ζεύγος παρατηρήσεων διαφορετικών του πρώτου 

σημείου, τότε υπάρχει ζεύγος σημείων που έχει την ιδιότητα και αυτό θα επιστραφεί ως 

λύση.  Έστω λχ, χωρίς βλάβη της γενικότητας, για την πρώτη περίπτωση το ζεύγος σημείων 

  ,    και για την δεύτερη περίπτωση το ζεύγος σημείων    ,   . Τότε, για το ζεύγος 

σημείων   ,    ισχύει ότι           και          , άρα                ,  

               ,                , άρα          ισχύει ότι            
   . 

Οπότε, το ζεύγος σημείων έχει την ιδιότητα. Όμοια για  το ζεύγος σημείων    ,    ισχύει ότι 

          και          , άρα                ,                 και 

               . Συνεπώς,            ισχύει ότι             
   , άρα και αυτό το 

ζεύγος σημείων έχει την ιδιότητα. 

Συνεπώς, ο αλγόριθμος τερματίζει σύμφωνα με το έβδομο βήμα με την επιλογή κάποιου 

ζεύγους                                           . Κάθε ένα από τα ζεύγη αυτά 

αποτελεί λύση, καθώς σε αυτήν την εκδοχή του προβλήματος δεν τίθεται κάποια επιπλέον 

απαίτηση εκλέπτυνσης του συνόλου των λύσεων. 

 

Εφόσον το πρόβλημα k – SEP      – πλήρη προβλήματα προφανώς οποιοσδήποτε 

ακριβής αλγόριθμος δεν μπορεί να είναι αποδοτικός (πολυωνυμικός) . Πράγματι, μπορεί να 

αποδειχθεί ότι η χρονική πολυπλοκότητα , λαμβάνοντας υπόψη τα αποτελέσματα 

πολυπλοκότητας του NAIVE – k SEP – EXACT (Shakarian et al. 2012b), ακόμη και της  

βελτιωμένης παραλλαγής  του NAIVE – k SEP – EXACT v1  είναι εκθετική ως προς k. 

 

Πρόταση 2.3   Η χρονική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου NAIVE – k SEP – EXACT v1  είναι 

ίση με:   
     

      
                          . 

Απόδειξη 

Ο καθορισμός του χώρου    PTIME, καθώς αρκεί μια ανάγνωση του συνόλου των 

παρατηρήσεων     για τον υπολογισμό των           και           , και επιπρόσθετα 

γραμμικός χρόνος για την παράλληλη μετάθεση, ενώ και ο καθορισμός του     PTIME. 

Κάθε στοιχείο του μητρώου   αρχικοποιείται ως κενό, οπότε το κόστος δημιουργίας του 

είναι      και όχι ανάλογο του μεγέθους του. Όμοια επίσης, επειδή η λίστα   

αρχικοποιείται ως κενή απαιτεί χρονικό κόστος      . 
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Κάθε παρατήρηση      έχει το πολύ               συζυγή σημεία, τα οποία ο 

αλγόριθμος θα τα αναζητήσει εντός του χώρου         
       

  . Αφού, το σύνολο     

αποτελείται από το πολύ                     στοιχεία θα απαιτηθούν στην δυσμενέστερη 

περίπτωση                     
 

   υπολογισμοί, όσες δηλαδή και οι πιθανές  -άδες της λίστας   . 

Όπου όμως ο κάθε υπολογισμός κοστίζει      , καθώς θα πρέπει ο αλγόριθμος να 

συγκρίνει     bits για κάθε   -bit  δυαδική συμβολοσειρά. Άρα, το κόστος υπολογισμών 

είναι                     
 

       . 

Επιπλέον, αφού αναζητείται το μικρότερο       με     και η αναζήτηση θα εκτε-

λεστεί με τη μέθοδο διαίρει και βασίλευε, σημαίνει ότι θα απαιτηθούν το πολύ         

προσπάθειες (Cormen et al. 2002), που η κάθε μια τους θα απαιτεί το προηγούμενο κόστος 

υπολογισμών. Σημειώνεται ότι εάν δεν είχε υιοθετηθεί η μέθοδος διαίρει και βασίλευε, 

τότε το κόστος του βήματος θα ήταν                     
 

        
   . Στη συνέχεια ανα-

ζητείται συνάρτηση που να φράσσει άνω το άθροισμα χρονικού κόστους των         

προσπαθειών. 

 

Λήμμα 2.1          με       ισχύει                     
 

                           
 

       . 

Απόδειξη 

Πράγματι, έστω παράσταση     τέτοια που                     , τότε ισοδύναμα αρκεί 

να αποδειχθεί ότι για κάθε       ισχύει: 

   
 
           

 
          ⇔   

  

         
       

  

         
        ⇔ 

 

             
 

 

             
   ⇔                                 (i) 

Αφού όμως        με       , τότε υπάρχει         τέτοιος που           (ii) 

Από (i), (ii)  ⇒                                             ⇔ 

                                                        

                                                   ⇔ 

                                                       

Στα γινόμενα, τόσο στο αριστερό όσο και στο δεξιό μέρος της ανισότητας, εμφανίζονται το 

πολύ   το πλήθος όροι οι οποίοι ανήκουν στους φυσικούς αριθμούς. Προφανώς η 

ανισότητα θα ισχύει αν κάθε όρος του δεξιού μέρους είναι μεγαλύτερος του αντίστοιχου 
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όρου του αριστερού μέρους της ανισότητας. Για να συμβαίνει αυτό θα πρέπει: 

                                                                                                            

           ⇔                          

           

           ⇔                      

             ⇔                        

Εύκολα διαπιστώνεται ότι και οι     ανισότητες εκφυλίζονται στην ανισότητα:  

         

Οπότε, αφού            και μάλιστα         , αρκεί να δειχθεί ότι για κάθε      

με           ισχύει:  

      ⇔                      

Εύκολα, αφού  
             

 
 

 

 
    και       , από τον ορισμό του k – SEP. 

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του λήμματος. 

▢ 

 

Συνεχίζοντας την απόδειξη της πρότασης 2.3, εάν ληφθεί πλέον υπόψη και το 

προηγούμενο λήμμα, το υπολογιστικό κόστος που απαιτείται θα είναι φραγμένο άνω από: 

         
                  

 
                

                     

                        
         

       
                                                                 

                            
     

    
     

      
                           

Και αφού το υπολογιστικό κόστος αυτού του βήματος κυριαρχεί του υπολογιστικού 

κόστους των άλλων βημάτων του αλγορίθμου αυτό το κόστος θα είναι και  η χρονική 

πολυπλοκότητα του αλγορίθμου NAIVE – k SEP – EXACT v1. 

∎  

Με τα παραπάνω αποτελέσματα χρονικής πολυπλοκότητας ολοκληρώνεται η 

ανάλυση αλγορίθμου που επιχειρεί ευθεία επίλυση στο πρόβλημα  k – SEP  με εξαντλητική 

αναζήτηση Ερμηνείας στον χώρο λύσεων. Ακολουθεί παρουσίαση αλγορίθμου που επίσης 
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υπολογίζει βέλτιστη λύση στο πρόβλημα  k – SEP  με εξαντλητική αναζήτηση Ερμηνείας 

στον χώρο λύσεων, όχι όμως ευθέως αλλά με αναγωγή. 

 

2.4.3   Επίλυση του Προβλήματος k – SEP με Ακέραιο Γραμμικό Προγραμματισμό  

 

Στην ενότητα που ακολουθεί αποδεικνύεται ότι το Πρόβλημα Γεωχωρικής Απαγωγής 

Σημείου είναι δυνατόν να αναχθεί σε πρόβλημα βελτιστοποίησης, και πιο συγκεκριμένα 

στην επίλυση προβλήματος δυαδικού ακέραιου γραμμικού προγραμματισμού (Binary 

Integer Linear Programming, BILP). Παραλλαγής δηλαδή του ILP, όπου απαιτείται οι 

μεταβλητές να έχουν τιμή 0 ή 1, το οποίο όμως είναι γνωστό ήδη από τη δεκαετία του ’70  

ότι είναι    – πλήρες πρόβλημα (Karp, 1972). Αυτή η αναγωγή αποτελεί μια αξιόπιστη 

εναλλακτική με σημαντικά πλεονεκτήματα έναντι της αναγωγής του προβλήματος σε 

κάποιους γνωστούς αλγορίθμους άλλων     – πλήρων προβλημάτων, όπως των CS ή 

DomSet τα οποία θα παρουσιαστούν αργότερα. Τα σημαντικότερα από αυτά τα 

πλεονεκτήματα συνοψίζονται ως εξής: 

 Υπάρχει εκτενής παγκόσμια βιβλιογραφία και δημοσιεύσεις τόσο για τους 

αλγορίθμους και για τις τεχνικές επίλυσης LP - ILP όσο και για την πολυπλοκότητα 

τους είτε αυτή αφορά τη δυσμενέστερη είτε τη μέση περίπτωση (average case). 

Σημειώνεται ότι ο πρώτος και πιο διάσημος αλγόριθμος επίλυσης γραμμικού 

προγραμματισμού γνωστός ως simplex αλγόριθμος του Dantzig (ή πιο απλά 

μέθοδος simplex) παρουσιάστηκε ήδη από το έτος 1947 και το 2000 ανακηρύχθηκε 

ως ένας από τους δέκα σημαντικότερους αλγόριθμους του 20ου αιώνα (Dongarra 

and Sullivan 2000). 

 Μπορεί εύκολα να υλοποιήσει προβλήματα με μεταβλητές βάρους, όπως  λχ στην 

παραλλαγή του προβλήματος WT – SEP. 

 Εγγυάται ότι θα καλυφθεί όλο το σύνολο παρατηρήσεων   . 

 Παρέχει την “πολυτέλεια” της υλοποίησης σε οποιοδήποτε από την πληθώρα των 

εμπορικά διαθέσιμων πακέτων λογισμικού τα οποία επιλύουν γραμμικό 

προγραμματισμό. 

 

Αποδεικνύεται ότι η αναγωγή στιγμιότυπου του k – SEP σε μορφή ILP  απαιτεί χρόνο 

                    (Shakarian et al. 2012b). Τυπικά ο αλγόριθμος OPT-KSEP-IPC v1, όπου 
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IPC είναι τα αρχικά Integer Programming Constraints ή αλλιώς περιορισμοί ακέραιου 

προγραμματισμού, είναι ο εξής:  

 

Αλγόριθμος OPT-KSEP-IPC v1 

 

Είσοδος: Χώρος   , σύνολο παρατηρήσεων   , κατηγόρημα εφικτότητας      , συνάρτηση 

απόστασης   ,         με        και      . 

Έξοδος: Σύνολο       με         το οποίο να είναι η ελάχιστης πληθικότητας Ερμηνεία 

του συνόλου παρατηρήσεων   . 

 

1ο Βήμα: Να εκτελεστούν τα πρώτα πέντε βήματα του αλγορίθμου NAIVE – k SEP – EXACT v1 

από τα οποία προκύπτει σύνολο     του οποίου τα στοιχεία είναι όλα τα πιθανά 

συζυγή σημεία. 

2ο Βήμα: Για κάθε       έστω          δυαδική συμβολοσειρά μήκους     , στην οποία  αν 

το σημείο     είναι συζυγές σημείο της  παρατήρησης   , τότε           ,  ενώ  0 

αλλιώς. Για κάθε      εισάγεται η μεταβλητή         , με την προφανή 

ανάθεση        ανν το σημείο ανήκει στο σύνολο Ερμηνείας, δηλαδή      , 

ενώ  0  αλλιώς. 

3ο Βήμα: Να επιλυθεί με κλήση κάποιου αλγορίθμου επίλυσης ακέραιου γραμμικού το εξής 

πρόβλημα ILP: 

Αντικειμενική Συνάρτηση:  ελαχιστοποίηση  της ποσότητας           

Περιορισμοί:                    , για κάθε       

Μεταβλητές:         
             

                
 , για κάθε      

4ο Βήμα: Αν δεν υπάρχει σύνολο                 που να έχει την ιδιότητα του τρίτου 

βήματος και επιπλέον αν       ,  τότε  

να επιστραφεί NO 

Αλλιώς, να επιστραφεί από το πρώτο σύνολο     που έχει την ιδιότητα σύνολο    

τέτοιο που για κάθε        τότε      . 

 

Ο αλγόριθμος OPT-KSEP-IPC v1 αποτελεί βελτιωμένη παραλλαγή του αλγορίθμου  

OPT-KSEP-IPC (Shakarian et al. 2012b), παραμένοντας στην ίδια κλάση πολυπλοκότητας, για 

τους ίδιους λόγους, που ήδη αναλύθηκαν παραπάνω, ο NAIVE – k SEP – EXACT v1 αποτελεί 
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βελτιωμένη παραλλαγή του NAIVE – k SEP – EXACT στα πρώτα του πέντε βήματα. Και 

επιπλέον διότι δεν κάνει αποδεκτή οποιαδήποτε λύση ελάχιστης πληθικότητας, αλλά στο 

τελευταίο του βήμα διενεργεί έλεγχο ότι αυτή είναι όντως μικρότερη ή ίση από το δοθέν 

    . 

 

Στην συνέχεια παρουσιάζεται ο τρόπος λειτουργίας του αλγορίθμου για τα ίδια 

δεδομένα εισόδου που αντιμετώπισε προηγουμένως ο NAIVE – k SEP – EXACT v1.  

Ο αλγόριθμος αρχικά εκτελεί κανονικά τα πρώτα πέντε βήματα του αλγορίθμου NAIVE – k 

SEP – EXACT v1. Στη συνέχεια, αναζητεί Ερμηνεία τέτοια που, σύμφωνα με όσα αναφέρθη-

καν παραπάνω, να αντιστοιχεί στο εξής πρόβλημα ακέραιου γραμμικού προγραμματισμού: 

ελαχιστοποίηση  της ποσότητας:                            με 

                                           και 

                                           και 

                                          

όπου                                      

Παρατηρείται ότι ο αλγόριθμος δεν θα συμπεριλάβει στη λύση του οποιοδήποτε εκ των 

σημείων           , διότι τότε προκύπτει αντικειμενική συνάρτηση με τιμή ίση με 3. Άρα 

αυτή δεν ελαχιστοποιείται, καθώς η ελάχιστη τιμή της είναι 2. Η ελάχιστη τιμή προκύπτει 

με την επιλογή κάποιου ζεύγους                                           , όμοια 

με τον NAIVE – k SEP – EXACT v1. 

 

Σε ό,τι αφορά την χρονική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου, προφανώς το κόστος 

είναι πολυωνυμικό για το πρώτο του βήμα, όπως ήδη αποδείχθηκε προηγουμένως για τον 

NAIVE – k SEP – EXACT v1, και επίσης προφανώς πολυωνυμικό για τα υπόλοιπα βήματα 

πλην του τρίτου βήματος. Αν και στο τρίτο βήμα ισχύει ότι κάθε παρατήρηση     μπορεί να 

έχει το πολύ               συζυγή σημεία, συνεπώς μεταβλητές και περιορισμοί 

φράσσονται από                      (Shakarian et al. 2012b), η επίλυση του ακέραιου 

γραμμικού προβλήματος είναι κατά τα γνωστά εκθετική ως προς την είσοδο του (Karp, 

1972). Ως εκ τούτου, το συνολικό υπολογιστικό κόστος του αλγορίθμου OPT-KSEP-IPC v1, 

δηλαδή η χρονική του πολυπλοκότητα του είναι εκθετική. Κάτι που ήταν αναμενόμενο, 

καθώς έχει ήδη αποδειχθεί παραπάνω ότι το k – SEP  ανήκει στα    – πλήρη προβλήματα. 
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Προκειμένου να βελτιωθεί η αποδοτικότητα του παραπάνω αλγορίθμου, κατά τα 

γνωστά της θεωρίας βελτιστοποίησης, μπορούν να “χαλαρωθούν” οι περιορισμοί με χρήση 

της τεχνικής στρογγυλοποίησης (rounding technique) (Hochbaum, 1982, Vazirani, 2001). Το 

τίμημα που καταβάλλεται για αυτή την επιλογή, η οποία σημειωτέον δεν ανήκει στους 

πιθανοτικούς αλγορίθμους στρογγυλοποίησης αφού εγγυάται σε κάθε περίπτωση ότι θα 

καλύπτεται κάθε παρατήρηση   του συνόλου   με την προϋπόθεση βέβαια ότι υπάρχει 

τέτοια Ερμηνεία, είναι ο υπολογισμός μιας προσεγγιστικής λύσης με προσεγγιστικό λόγο     

(Shakarian et al. 2012b). Υπενθυμίζεται ότι ως   ορίζεται ο μέγιστος αριθμός των συζυγών 

σημείων που μπορούν να συσχετισθούν με οποιαδήποτε παρατήρηση. 

 

2.4.4   Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι Επίλυσης του Προβλήματος k – SEP με Αναγωγή  

 

Παρά τις επιτυχημένες απόπειρες  επίλυσης του k – SEP  με εξαντλητική αναζήτηση 

είτε ευθέως είτε με αναγωγή σε πρόβλημα ακέραιου γραμμικού προγραμματισμού, 

εξαιτίας του γεγονότος ότι το k – SEP     – πλήρη προβλήματα, το υπολογιστικό κόστος 

είναι απαγορευτικό για την υιοθέτηση των συγκεκριμένων αλγορίθμων. Συνεπώς, ως 

είθισται προκειμένου να βρεθεί αποδοτική λύση, θα επιστρατευτούν κατάλληλοι 

προσεγγιστικοί αλγόριθμοι. 

 

Όπως ήδη αναφέρθηκε το  k – SEP  ανάγεται σε πολυωνυμικό χρόνο σε γνωστά    – 

πλήρη προβλήματα, γεγονός που εξασφαλίζει την άμεση χρήση υπαρχόντων και 

δοκιμασμένων στην πράξη προσεγγιστικών αλγορίθμων, οπότε δεν θα επιχειρηθεί ευθεία 

προσεγγιστική επίλυση. Ένα από αυτά τα προβλήματα είναι το πολύ γνωστό SC  (Karp, 

1972)  το οποίο τυπικά διατυπώνεται ως εξής:  Έστω σύνολο στοιχείων   , οικογένεια 

υποσυνόλων του   η               και     . Υπάρχει επικάλυψη   – μεγέθους, 

δηλαδή υπο-οικογένεια συνόλων     τέτοια που       και          με       ; 

 

Η δυνατότητα αναγωγής της επίλυσης του k – SEP στην επίλυση του SC επιτρέπει την 

άμεση εφαρμογή ενός ήδη πολύ γνωστού άπληστου αλγορίθμου προσεγγιστικής λύσης του 

SC (Paschos, 1997), χωρίς  να απαιτείται προηγουμένως η διαδικασία της αναγωγής, στον 

ευθύ αλγόριθμο NAIVE – k SEP – SC που ακολουθεί (Shakarian and Subrahmanian 2012). 
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Αλγόριθμος NAIVE – k SEP – SC 

 

Είσοδος: Χώρος   , σύνολο παρατηρήσεων   , κατηγόρημα εφικτότητας      , συνάρτηση 

απόστασης   , και         με      . 

Έξοδος: Σύνολο       το οποίο να είναι Ερμηνεία του συνόλου παρατηρήσεων   . 

 

1ο Βήμα: Έστω λίστα   η οποία αρχικοποιείται ως κενή. Έστω   μητρώο πίνακα λιστών 

δεικτών, ίδιων διαστάσεων με τον χώρο   ο  οποίος επίσης αρχικοποιείται ως 

κενός. Για κάθε σημείο       θα συμβολίζεται με        η θέση του στον πίνακα. 

Έστω     λίστα δεικτών, που αναφέρεται στις λίστες του     και αρχικοποιείται ως 

κενή. 

2ο Βήμα: Έστω     πίνακας λογικών τιμών (Boolean array) με μήκος    . Κάθε στοιχείο        

του πίνακα, με          , αρχικοποιείται ως TRUE. Για κάθε     θα συμβο-

λίζεται με         η θέση του στον πίνακα. Έστω μετρητής  numObs =    . 

3ο Βήμα: Για κάθε               να βρεθούν τα σημεία               για τα οποία ισχύει 

                             . 

Αν δεν υπάρχει        τέτοιο που να έχει την ιδιότητα, τότε  

τερμάτισε το πρόγραμμα και επέστρεψε ΑΔΥΝΑΤΟ. 

Αλλιώς,  

α. Αν       = κενό, τότε  

(1) να προστεθεί δείκτης για την παρατήρηση     στη λίστα        και 

(2) να προστεθεί δείκτης για το        στην     

β. Αλλιώς,  να προστεθεί δείκτης για την παρατήρηση     στη λίστα     . 

4ο Βήμα: Για όσο ο μετρητής  numObs    να εκτελείται επαναληπτικά: 

α. Έστω δείκτης  cur_ptr  και μετρητής σε ακέραιο  cur_size  οι οποίοι αρχικο-

ποιούνται ως εξής: cur_ptr  κενός και  cur_size   . 

β. Για κάθε ptr    να εκτελεστούν τα εξής: 

(1) Έστω  ptr  δείκτης της     για        στοιχείο του   . Έστω μετρητής σε ακέ-

ραιο  this_size  ο οποίος αρχικοποιείται ως  this_size   . 

(2) Για κάθε δείκτη  obs_ptr  στη λίστα του        να εκτελεστούν τα εξής: 

(α) Έστω     η αντίστοιχη θέση στον πίνακα      του δείκτη  obs_ptr. 

(β) Αν            , τότε να αυξηθεί ο μετρητής  this_size  κατά 1. 

(γ) Αν  this_size   cur_size, τότε να τεθεί  this_size   cur_size  και ο δείκτης 

cur_ptr  στο      . 
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γ. Να προστεθεί το σημείο     στη λίστα   . 

δ. Για κάθε δείκτη  obs_ptr  στη λίστα που σημαίνεται από τον δείκτη  cur_ptr  να 

εκτελεσθούν τα εξής: 

(1) Έστω     η αντίστοιχη θέση στον πίνακα      του δείκτη  obs_ptr. 

(2) Αν       , τότε να τεθεί ως         και επιπλέον να μειωθεί ο μετρητής  

numObs  κατά 1. 

ε. Να προστεθεί το σημείο     του δείκτη  cur_ptr  στη λίστα   . 

5ο Βήμα: Να επιστραφεί η λίστα   . 

 

Είναι προφανές ότι και ο αλγόριθμος NAIVE – k SEP – SC είναι δεκτικός βελτιώσεων 

ανάλογων με αυτές των αλγορίθμων που παρουσιάστηκαν παραπάνω, Straightforward – 

SEP v1, NAIVE – k SEP – EXACT v1 και OPT-KSEP-IPC v1, δηλαδή καθορισμού ΠΕ    και 

αναζήτησης συζυγών σημείων κάθε παρατήρησης σε κατάλληλα MBRs. Όμως, επειδή στην 

συνέχεια θα παρουσιαστούν συγκριτικά αποτελέσματα πειραματικών μετρήσεων στα 

οποία συμμετέχει ο υπόψη αλγόριθμος εκτιμήθηκε ότι θα πρέπει να παρουσιασθεί στην 

αυθεντική του μορφή.  

 

Σε ό,τι αφορά την αποδοτικότητα, αλλά και τον εγγυημένο βαθμό εγγύτητας στη 

βέλτιστη λύση, αποδεικνύεται ότι ο άπληστος αλγόριθμος NAIVE – k SEP – SC έχει 

πολυπλοκότητα              και επιτυγχάνει προσεγγιστικό λόγο          (Shakarian 

et al. 2012b). 

 

Με παρόμοιο τρόπο, το  k – SEP  ανάγεται στο DomSet, ένα πολύ γνωστό     – 

πλήρες πρόβλημα (Garey and Johnson 1979), το οποίο τυπικά διατυπώνεται ως εξής: Έστω 

γράφος         και        τέτοιος που      . Υπάρχει σύνολο        τέτοιο που  

        και για κάθε κόμβο          να ενώνεται με τουλάχιστον ένα κόμβο         

με ακμή     ; Αποδεικνύεται ότι η επιλογή ευθέως άπληστου αλγορίθμου επιτυγχάνει 

χρονική πολυπλοκότητα            και προσεγγιστικό λόγο που φράσσεται από 

              , ενώ η επιλογή κατανεμημένου αναιτιοκρατικού αλγορίθμου επι-

τυγχάνει χρονική πολυπλοκότητα                                και με μεγάλη 

πιθανότητα τον ίδιο προσεγγιστικό λόγο όπως προηγουμένως (Shakarian et al. 2012b).  

 

Παρατηρείται ότι η αναγωγή επίλυσης του k – SEP στην επίλυση του DomSet 

συγκρινόμενη με την αντίστοιχη αναγωγή σε SC αποφέρει χειρότερα αποτελέσματα στην 
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περίπτωση επιλογής ευθέως άπληστου αλγορίθμου, τόσο ως προς τη χρονική 

πολυπλοκότητα όσο και ως προς το λόγο προσέγγισης, ενώ υπερέχει θεωρητικά στην 

περίπτωση επιλογής κατανεμημένου αναιτιοκρατικού αλγορίθμου στην χρονική 

πολυπλοκότητα. 

 

2.4.5   Προσεγγιστικοί Ευριστικοί Αλγόριθμοι Επίλυσης του Προβλήματος k – SEP  

 

Στη συνέχεια προκειμένου να επιτευχθεί ακόμη μεγαλύτερη αποδοτικότητα θα 

επιστρατευτεί η τελευταία εναλλακτική για κάθε αναλυτή σε επίπεδο αλγοριθμικού 

σχεδιασμού, οι ευριστικοί αλγόριθμοι, και πιο συγκεκριμένα οι άπληστοι ευριστικοί 

αλγόριθμοι (greedy heuristics). Όπως ήδη αναφέρθηκε παραπάνω, η υιοθέτηση 

αλγορίθμων αυτής της οικογενείας συνοδεύεται μοιραία από την καταβολή κάποιου 

τιμήματος ως προς την ακρίβεια της επιστρεφόμενης επίλυσης.  Με την ιδιαιτερότητα εν 

προκειμένω ότι η επίλυση θα πρέπει να καλύπτει σε κάθε περίπτωση κάθε παρατήρηση     

του συνόλου παρατηρήσεων     και εάν είναι δυνατόν όχι απλά να επιστρέφει “καλές”  

λύσεις τις περισσότερες φορές, αλλά κάθε επίλυση σε κάθε περίπτωση να κείται εντός 

αποδεκτών ορίων. 

 

Σε αυτήν την κατηγορία αλγορίθμων κατατάσσονται οι αλγόριθμοι GREEDY – KSEP – 

OPT1 και GREEDY – KSEP – OPT2  που ακολουθούν (Shakarian et al. 2012b). 

 

Αλγόριθμος GREEDY – KSEP – OPT1 

 

Είσοδος: Χώρος   , σύνολο παρατηρήσεων   , κατηγόρημα εφικτότητας      , συνάρτηση 

απόστασης   ,         με       . 

Έξοδος: Σύνολο       το οποίο να είναι Ερμηνεία του συνόλου παρατηρήσεων   . 

 

1ο Βήμα: Έστω λίστα     η οποία αρχικοποιείται ως κενή. Έστω     μητρώο πίνακα λιστών 

δεικτών, ίδιων διαστάσεων με τον χώρο   ο  οποίος επίσης αρχικοποιείται ως 

κενός. Για κάθε σημείο       θα συμβολίζεται με        η θέση του στον πίνακα. 

2ο Βήμα: Έστω     πίνακας λογικών τιμών (Boolean array) με μήκος     . Κάθε στοιχείο  

       του πίνακα, με           , αρχικοποιείται ως TRUE. Για κάθε       θα 

συμβολίζεται με         η θέση του στον πίνακα. Έστω μετρητής  numObs =    . 
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3ο Βήμα: Έστω πίνακας  OBS  μεγέθους     , τα στοιχεία του οποίου είναι λίστες για δείκτες 

του   . Για κάθε παρατήρηση       θα συμβολίζεται με  OBS    η αντίστοιχη 

λίστα στον πίνακα. Ο πίνακας OBS αρχικοποιείται επίσης ως κενός. 

4ο Βήμα: Για κάθε               να βρεθούν τα σημεία               για τα οποία ισχύει 

                             . 

Αν δεν υπάρχει        τέτοιο που να έχει την ιδιότητα, τότε  

τερμάτισε το πρόγραμμα και επέστρεψε ΑΔΥΝΑΤΟ. 

Αλλιώς,  

α. Αν       = κενό, τότε  

(1) να προστεθεί δείκτης για την παρατήρηση     στη λίστα       και  

(2) να προστεθεί δείκτης για το        στη λίστα  OBS    

β. Αλλιώς,  να προστεθεί δείκτης για την παρατήρηση     στη λίστα      . 

5ο Βήμα: Για όσο ο μετρητής  numObs     να εκτελείται επαναληπτικά: 

α. Να επιλέγεται με τυχαίο τρόπο παρατήρηση       τέτοια που             

β. Έστω δείκτης  cur_ptr  και μετρητής σε ακέραιο  cur_size  οι οποίοι αρχικοποι-

ούνται ως εξής: cur_ptr  κενός και  cur_size   . 

γ. Για κάθε  ptr OBS     να εκτελεστούν τα εξής: 

(1) Έστω  ptr  δείκτης της        , για        στοιχείο του   . Έστω μετρητής 

σε ακέραιο  this_size, ο οποίος αρχικοποιείται ως  this_size   . 

(2) Για κάθε δείκτη  obs_ptr  στη λίστα του        να εκτελεστούν τα εξής: 

(α) Έστω     η αντίστοιχη θέση στον πίνακα      του δείκτη  obs_ptr. 

(β) Αν            , τότε να αυξηθεί ο μετρητής  this_size  κατά 1. 

(γ) Αν  this_size   cur_size, τότε να τεθεί  this_size   cur_size  και ο δείκτης 

cur_ptr  στο      . 

δ. Να προστεθεί το σημείο     στη λίστα   . 

ε. Για κάθε δείκτη  obs_ptr  στη λίστα που σημαίνεται από τον δείκτη  cur_ptr  να 

εκτελεσθούν τα εξής: 

(1) Έστω     η αντίστοιχη θέση στον πίνακα      του δείκτη  obs_ptr. 

(2) Αν       , τότε να τεθεί ως         και επιπλέον να μειωθεί ο μετρητής  

numObs  κατά 1. 

στ. Να προστεθεί το σημείο     του δείκτη  cur_ptr  στη λίστα   . 

6ο Βήμα: Να επιστραφεί η λίστα   . 
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Όμοια με τον αλγόριθμο NAIVE – k SEP – SC προηγουμένως, επειδή ο GREEDY – KSEP 

– OPT1 συμμετέχει σε συγκριτικά αποτελέσματα πειραματικών μετρήσεων εκτιμήθηκε ότι 

θα πρέπει να παρουσιασθεί στην αυθεντική του μορφή.  

 

Στην συνέχεια παρουσιάζεται ο τρόπος λειτουργίας του αλγορίθμου για τα ίδια 

δεδομένα εισόδου που αντιμετώπισε προηγουμένως τόσο ο αλγόριθμος NAIVE – k SEP – 

EXACT v1 όσο και ο αλγόριθμος OPT-KSEP-IPC v1 . 

Στο πρώτο του βήμα ο αλγόριθμος δημιουργεί κενή λίστα   και κενό μητρώο πίνακα λιστών  

   ίδιων διαστάσεων με τον χώρο   .  

Στο δεύτερο βήμα του δημιουργεί πίνακα                     και μετρητή  

numObs = 3. 

Στο τρίτο βήμα του δημιουργεί τον κενό πίνακα OBS.  

Στο τέταρτο βήμα του υπολογίζει τα σημεία  {        }, τα οποία έχουν την ιδιότητα, και 

για τα οποία θα ενημερωθεί το μητρώο   ως εξής          ,             

         ,          ,                 και          . Τα υπόλοιπα 

στοιχεία του μητρώου θα παραμείνουν κενά. Σε αυτό το βήμα προστίθενται δείκτες για τα 

     ,      ....        στη λίστα  OBS     και η λίστα είναι λογικά ισοδύναμη με το σύνολο 

                                              . 

Στο πέμπτο του βήμα εκκινεί με numObs    και επιλέγει επαναληπτικά με τυχαίο τρόπο 

μια εκ των διαθέσιμων παρατηρήσεων, και επειδή βρίσκεται στην πρώτη εκτέλεση με 

                    οποιαδήποτε εκ των           . Έστω, χωρίς βλάβη της 

γενικότητας, ότι επιλέγεται η παρατήρηση   , τότε ο αλγόριθμος θα προσπελάσει 

επαναληπτικά με σειριακό τρόπο τη λίστα OBS                  . Για το σημείο     

επισκέπτεται  τη λίστα         και διαπιστώνει με ποιές παρατηρήσεις συσχετίζεται το 

υπόψη σημείο.  Αφού             και             , δηλαδή το σημείο συσχετίζεται 

με την παρατήρηση      η οποία προς το παρόν δεν ερμηνεύεται από κάποιο άλλο σημείο, 

τότε τίθενται οι μετρητές  this_size   , cur_size     και ο δείκτης  cur_ptr  στο       . Στη 

συνέχεια εξετάζεται το σημείο    . Αφού η λίστα           , δηλαδή συσχετίζεται με 

περισσότερες παρατηρήσεις      για τις οποίες             , ο αλγόριθμος  ενημερώνει 

τον μετρητή  cur_size     και τον δείκτη  cur_ptr  στο       . Μετά, ο αλγόριθμος εξετάζει 

τα σημεία        , αλλά διαπιστώνει ότι δεν συσχετίζονται με περισσότερες παρατηρήσεις 

από ότι το σημείο    . Οπότε, αγνοούνται τα σημεία αυτά και το σημείο      προστίθεται 

στο σύνολο   . Παράλληλα, ο αλγόριθμος αφενός ενημερώνει τον πίνακα    , και πλέον  
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                       αφετέρου ενημερώνεται ο μετρητής  numObs  και μειώνεται 

κατά δύο μονάδες, ώστε πλέον  numObs   . Συνεπώς, αναζητείται πλέον σημείο, από όσα 

δεν έχουν εξετασθεί μέχρι στιγμής, τέτοιο που να συσχετίζεται με την παρατήρηση    . Στη 

συνέχεια, εκκινείται η δεύτερη επανάληψη του πέμπτου βήματος, αφού  numObs     . 

Επιπλέον, επειδή μόνον               ο αλγόριθμος επιλέγει αναγκαστικά την παρατή-

ρηση   . Η λίστα OBS               , οπότε ο αλγόριθμος προσπελαύνει αρχικά το 

σημείο    . Από τη λίστα             διαπιστώνει ότι το σημείο      συσχετίζεται με τις 

παρατηρήσεις       . Όμως,                και μόνον             , όποτε τίθενται οι 

μετρητές this_size   , cur_size    και ο δείκτης cur_ptr στο      . Στη συνέχεια, ο 

αλγόριθμος εξετάζει τα σημεία       , αλλά διαπιστώνει ότι δεν προσφέρουν κάτι 

παραπάνω από ότι προσφέρει το σημείο   . Οπότε, αγνοούνται τα σημεία       και το 

σημείο      προστίθεται στο σύνολο   . 

Συνεπώς, ο αλγόριθμος τερματίζει σύμφωνα με το έκτο βήμα του με           . 

 

Η ορθότητα του αλγορίθμου αποδεικνύεται εύκολα. Η χρονική πολυπλοκότητα του 

αποδεικνύεται ότι είναι γραμμική ως προς το σύνολο παρατηρήσεων   , και συγκεκριμένα 

ότι είναι            , βελτιώνοντας έτσι την πολυπλοκότητα               που έχει ο  

NAIVE – k SEP – SC, ενώ την ίδια στιγμή επιτυγχάνει τον ίδιο προσεγγιστικό λόγο  με τον  

NAIVE – k SEP – SC, δηλαδή         (Shakarian et al. 2012b). Το κλειδί στη βελτίωση 

της πολυπλοκότητας είναι ότι, ενώ ο αλγόριθμος NAIVE – k SEP – SC επαναληπτικά στο 

τέταρτο βήμα του αναζητά            πιθανά συζυγή σημεία, ο αλγόριθμος GREEDY – 

KSEP – OPT1 επιλέγει τυχαία μια παρατήρηση και στη συνέχεια με άπληστη τεχνική επιλέ-

γει συζυγή σημεία για αυτήν. Συνεπώς θα επαναλάβει μόνον για        συζυγή σημεία. 

 

Παραλλαγή του GREEDY – KSEP – OPT1 είναι ο επίσης άπληστος ευριστικός 

αλγόριθμος GREEDY – KSEP – OPT2 (Shakarian et al. 2012b). Η διαφορά του με τον πρώτο 

είναι ότι δεν επιλέγει τυχαία κάποια παρατήρηση, αλλά επιλέγει βάσει μιας δυναμικής 

ιεράρχησης των παρατηρήσεων. Για την ακρίβεια, κάθε φορά επιλέγει παρατήρηση η οποία 

βρίσκεται στον πάτο της ιεραρχίας έχοντας τα λιγότερα κοινά σε σχέση με τις υπόλοιπες 

παρατηρήσεις χρησιμοποιώντας σωρό Fibonacci. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα (διαδικτυακός 

τόπος 3):  

 να μειώνεται η αναιτικρατία του αλγορίθμου,  

 να μειώνεται ο πληθάριθμος της επιστρεφόμενης Ερμηνείας, 
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 να αυξάνεται η ακρίβεια του συνόλου των σημείων τα οποία αποτελούν την 

επιστρεφόμενη Ερμηνεία. 

Οπότε, για το ίδιο παράδειγμα λ.χ. που αναλύθηκε παραπάνω για τον αλγόριθμο GREEDY – 

KSEP – OPT1  ο  GREEDY – KSEP – OPT2 τερματίζει με λύση την           .  

 

Το επιπλέον χρονικό κόστος της δυναμικής ιεράρχησης,           υπερκαλύπτεται 

από το γεγονός ότι επιτυγχάνεται πιο αποδοτική επικάλυψη του συνόλου των παρατη-

ρήσεων. Σε ό,τι αφορά την χρονική του πολυπλοκότητα, αποδεικνύεται ότι είναι λιγότερο 

αποδοτικός συγκρινόμενος με τον  GREEDY – KSEP – OPT1, αφού έχει πολυπλοκότητα  

                      αντί         , επιτυγχάνει όμως τον ίδιο προσεγγιστικό λόγο, 

δηλαδή           (Shakarian et al. 2012b). 

 

2.5   Πειραματικά Αποτελέσματα Υλοποίησης των Αλγορίθμων 

 

2.5.1   Γενικά 

 

Μετά την θεωρητική ανάλυση των αλγορίθμων της Γεωχωρικής Απαγωγής Σημείου 

έπονται τα στάδια της υλοποίησης τους και της πειραματικής τους αξιολόγησης, ώστε να 

προκύψουν πλέον απτές αποδείξεις, και όχι απλά θεωρητικές ενδείξεις, σχετικά με την 

χρησιμότητα του θεωρητικού πλαισίου της Γεωχωρικής Απαγωγής στην επίλυση υπαρκτών 

προβλημάτων της πραγματικότητας, την καταλληλότητα του υιοθετηθέντος φορμαλισμού, 

αλλά και την αποδοτικότητα των ίδιων των αλγορίθμων. 

 

Άρα, πρωταρχικός στόχος των πειραμάτων τα οποία θα παρουσιαστούν στην 

συνέχεια είναι να αξιολογηθεί η ίδια η Γεωχωρική Απαγωγή ως θεωρητικό πλαίσιο 

διαπιστώνοντας εάν, συνεπικουρούμενη από τους αλγορίθμους που αναπτύχθηκαν, μπορεί 

να εξασφαλίσει υψηλής ακρίβειας απαντήσεις σε πραγματικό πρόβλημα. Κρίνεται σκόπιμο 

να επισημανθεί ότι ο όρος ακρίβεια εδώ αναλύεται σε δύο απολύτως ασυσχέτιστες 

συνιστώσες:  

 η πρώτη συνιστώσα αφορά την ακρίβεια του μεγέθους της υπολογισθείσας λύσης, 

δηλαδή τον πληθάριθμο της       – Ερμηνείας, ως προς τον πληθάριθμο της 

αληθούς Ερμηνείας, ενώ  
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 η δεύτερη συνιστώσα αφορά την ακρίβεια εντοπισμού, δηλαδή την μετρική 

απόσταση, εδώ Ευκλείδεια, μεταξύ των σημείων που αποτελούν την       – 

Ερμηνεία και των σημείων της αληθούς Ερμηνείας. 

 

Και εφόσον αποδειχθεί ότι η ακρίβεια που επιτυγχάνεται από τη Γεωχωρική 

Απαγωγή κείται εντός αποδεκτών ορίων, έπεται σε δεύτερο χρόνο η πειραματική 

αξιολόγηση της αποδοτικότητας των ίδιων των αλγορίθμων. Αυτό ίσως είναι δυσνόητο,     

με την έννοια ότι ήδη από το επίπεδο του αλγοριθμικού σχεδιασμού υπάρχουν 

αποδεδειγμένα όρια πολυπλοκότητας. Συνεπώς, ποιά η χρησιμότητα να συγκριθούν και 

πειραματικά οι αλγόριθμοι μεταξύ τους; Η απάντηση στο συγκεκριμένο ερώτημα είναι 

πολύ απλή, αυτό που έχει αποδειχθεί είναι το εγγυημένο όριο πολυπλοκότητας και ο 

εγγυημένος προσεγγιστικός λόγος, εάν πρόκειται για προσεγγιστικό αλγόριθμο, για κάθε 

περίπτωση. Άρα, και τα δύο σχετίζονται με την δυσμενέστερη περίπτωση εισόδου. Οπότε, 

είναι πιθανόν αλγόριθμος λιγότερο αποδοτικός ή/και με μεγαλύτερο προσεγγιστικό λόγο 

ως προς τη δυσμενέστερη περίπτωση να είναι πολύ πιο αποδοτικός ή να επιτυγχάνει 

καλύτερο προσεγγιστικό λόγο σε συνήθεις εισόδους δεδομένων από κάποιον ανταγωνιστή 

του. Κλασικό παράδειγμα στη βιβλιογραφία της θεωρίας πολυπλοκότητας αποτελεί η 

περίπτωση του simplex αλγορίθμου του Dantzig, ή πιο απλά της μεθόδου simplex, στην 

επίλυση προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού (Linear Programming, LP). Ο ίδιος ο 

αλγόριθμος είναι αποδεδειγμένα εκθετικής πολυπλοκότητας, σε ό,τι αφορά το σενάριο 

εισόδου στη δυσμενέστερη περίπτωση, ενώ τα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού 

είναι πολυωνυμικής πολυπλοκότητας. Παρόλα ταύτα, αποδεικνύεται πολύ πιο αποδοτικός 

από ανταγωνιστικούς προς αυτόν, αποδεδειγμένα  πολυωνυμικής πολυπλοκότητας, 

αλγορίθμους. Και αυτό διότι η «ομιχλώδης» έννοια που οι θεωρητικοί της πληροφορικής 

αποκαλούν πολυπλοκότητα μέσης περίπτωσης (average case) στην περίπτωση του είναι όχι 

απλά πολυωνυμική, αλλά πολύ πιο αποδοτική από αυτή των ανταγωνιστικών του 

αλγορίθμων. Οπότε, παρατηρείται το οξύμωρο, εκ πρώτης όψεως, να υιοθετείται σε 

εφαρμογές για πολυωνυμικής πολυπλοκότητας πρόβλημα αλγόριθμος επίλυσης εκθετικής 

πολυπλοκότητας. 

 

2.5.2   Δεδομένα της Πειραματικής Αξιολόγησης 

 

Στην συνέχεια θα παρουσιασθεί αξιολόγηση των αλγόριθμων (Shakarian et al. 2012b) 

που παρουσίασαν τις καλύτερες χρονικές πολυπλοκότητες σε συνδυασμό με τους 
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καλύτερους προσεγγιστικούς λόγους, δηλαδή των αλγορίθμων NAIVE – k SEP – SC, GREEDY 

– KSEP – OPT1 και GREEDY – KSEP – OPT2, με χρήση πραγματικών δεδομένων τα οποία 

προέρχονται από πληροφορίες στην περιοχή του Ιράκ (Εικόνα 2.1α). Το ζητούμενο, όπως 

ήδη έχει αναφερθεί στην εισαγωγή του τρέχοντος κεφαλαίου, ήταν η επίλυση στιγμιοτύπου 

του Προβλήματος Εντοπισμού Κρύπτης στην πόλη της Βαγδάτης (Εικόνα 2.1β). 

                     

                    (α) Γεωγραφική θέση του  Ιράκ .                          (β) Γεωγραφική θέση της Βαγδάτης. 

Εικόνα 2.1  Γεωγραφική θέση Ιράκ  και Βαγδάτης  (διαδικτυακός τόπος 4). 

 

Για την υλοποίηση των αλγορίθμων απαιτήθηκαν 4000 γραμμές πηγαίου κώδικα 

στην προγραμματιστική γλώσσα Java, ενώ ως υλισμικό χρησιμοποιήθηκε φορητός Η/Υ 

Lenovo T400  με λειτουργικό σύστημα Microsoft Vista ο οποίος έφερε επεξεργαστή Intel 

Core Duo T 9400 στα 2,53 GHz και μνήμη RAM στα 4 GB. 

 

Η γεωγραφική περιοχή που εξετάσθηκε ήταν η πόλη της Βαγδάτης, και πιο 

συγκεκριμένα έκταση της διαστάσεων 25x27 Km, όπου το ακραίο κάτω αριστερό σημείο 

είχε γεωγραφικές συν/νες σε WGS84                           . Τα στοιχεία 

σχετικά με το σύνολο των 73 επιθέσεων με αυτοσχέδιους εκρηκτικούς μηχανισμούς, ή 

αλλιώς το σύνολο παρατηρήσεων (Εικόνα 2.2α), αλλά και οι κρύπτες που είχαν εντοπισθεί 

από αμερικανικές στρατιωτικές δυνάμεις, ή αλλιώς η (     – Ερμηνεία  του συνόλου 

παρατηρήσεων, προήλθαν από το Ινστιτούτο Μελέτης Πολέμου (Institute for the Study of 

War) (διαδικτυακός τόπος 5) και αφορούσαν χρονικό διάστημα 21 μηνών, και πιο 

συγκεκριμένα από τον Φεβρουάριο του έτους 2007 έως τον Νοέμβριο του έτους 2008. Ενώ, 

τα στοιχεία τα οποία καθόρισαν το κατηγόρημα εφικτότητας (Εικόνα 2.2β) προήλθαν από 

δεδομένα που παρασχέθηκαν από το Διεθνές Ιατρικό Σώμα (International Medical Corps) 

(διαδικτυακός τόπος 3). 
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           (α) Στοιχεία επιθέσεων στη Βαγδάτη.                  (β) Καθορισμός κατηγορήματος εφικτότητας. 

Εικόνα 2.2  Δεδομένα εισόδου πειραματικής αξιολόγησης (διαδικτυακός τόπος 3). 

 

Πιο συγκεκριμένα, οι παράγοντες οι οποίοι καθόρισαν τα μη αποδεκτά σημεία, αυτά 

δηλαδή για τα οποία               , ήταν:  

 η εθνολογική σύνθεση των γειτονιών  της Βαγδάτης, οπότε σημεία σε σουνιτικές 

γειτονιές εκτιμήθηκε ότι δεν μπορεί να είναι αποδεκτά σε κάποια (     – Ερμηνεία  

του συνόλου παρατηρήσεων, 

 τα σημεία που καλύπτονται από αμερικανικές – συμμαχικές στρατιωτικές βάσεις  

για προφανείς λόγους και 

 τα σημεία που καλύπτονται από υδάτινα σώματα, επίσης για προφανείς λόγους. 

 

Τέλος, εκτός της Βαγδάτης διενεργήθηκε ξεχωριστός έλεγχος σε διαμέριση της, την 

περιοχή Σαντρ (Sadr) διαστάσεων περίπου 7x7 Km (Εικόνα 2.3α), η οποία αντιστοιχεί σε μια 

από τις εννέα διοικητικά αυτοτελείς περιοχές της πόλης. Το ακραίο κάτω αριστερό σημείο 

της υπόψη περιοχής είχε γεωγραφικές συν/νες                           σε 

ελλειψοειδές WGS84, και τα δεδομένα αφορούσαν συνολικά 40 επιθέσεις (Εικόνα 2.3β). 

 

           (α) Γεωγραφική θέση περιοχής Σάντρ.                  (β) Στοιχεία επιθέσεων στη περιοχή Σαντρ. 

Εικόνα 2.3  Γεωγραφική θέση και στοιχεία επιθέσεων στην περιοχή Σάντρ (διαδικτυακός τόπος 3). 
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2.5.3   Μεθοδολογία της Πειραματικής Αξιολόγησης 

 

Αρχικά, και στις δύο περιοχές υπερτέθηκε τετραγωνισμός με τετράγωνα διαστάσεων 

100x100m, οι οποίες είναι περίπου οι διαστάσεις ενός τυπικού μέσου οικοδομικού 

τετραγώνου στις ΗΠΑ. Στη συνέχεια τα δεδομένα διαμερίστηκαν σε δύο μη 

επικαλυπτόμενα σύνολα ως εξής: οι πρώτοι 7 μήνες χρησιμοποιήθηκαν ως σύνολο 

δεδομένων εκπαίδευσης, ενώ οι υπόλοιποι 14 μήνες χρησιμοποιήθηκαν για την 

πειραματική αξιολόγηση των αλγορίθμων.  

 

Προκειμένου να καθοριστούν οι τιμές        με      , οι οποίες απαιτούνται 

στα δεδομένα εισόδου των αλγορίθμων, εφαρμόστηκε o πολύ απλός αλγόριθμος FIND 

BOUNDS (Shakarian et al. 2012b). Ο αλγόριθμος δέχεται ως είσοδο ένα σύνολο 

χρονοσημασμένων (time-stamped) παρατηρήσεων, ένα σύνολο χρονοσημασμένων 

συζυγών σημείων τα οποία αποτελούν Ερμηνεία του συνόλου παρατηρήσεων, χωρίς 

βέβαια να είναι γνωστό ποιές συγκεκριμένες παρατηρήσεις καλύπτονται από κάθε συζυγές 

σημείο το οποίο ανήκει στην Ερμηνεία, και έναν de – facto πραγματικό αριθμό που 

αντιστοιχεί στο μέγιστο επιτρεπόμενο όριο απόστασης, ή όριο κατωφλίωσης, για την 

μέγιστη απόσταση  . Για κάθε παρατήρηση επαναληπτικά εξετάζεται εξαντλητικά κάθε 

σημείο του συνόλου των συζυγών σημείων το οποίο ανακαλύπτεται χρονικά μετά τη 

χρονική στιγμή που λάμβανε χώρα η υπό εξέταση παρατήρηση. Εάν η Ευκλείδεια απόσταση 

τους είναι μικρότερη συγκρινόμενη με την υπολογισθείσα μέχρι εκείνη τη στιγμή αποδεκτή 

μέγιστη απόσταση   , τότε την αγνοεί και συνεχίζει στο επόμενο χρονοσημασμένο συζυγές 

σημείο. Αν η απόσταση είναι μεγαλύτερη, αλλά ταυτόχρονα μικρότερη από το de – facto 

όριο κατωφλίωσης, τότε επαναπροσδιορίζεται ως τέτοια η τιμή της μέγιστης απόστασης     

αλλιώς απορρίπτεται κοκ. Η ελάχιστη Ευκλείδεια απόσταση από όλες αυτές τις συγκρίσεις 

μεταξύ του συνόλου παρατηρήσεων και συγκεκριμένου συνόλου συζυγών σημείων τίθεται 

ως ελάχιστη επιτρεπόμενη απόσταση  . Σημειώνεται ότι για το συγκεκριμένο σύνολο 

δεδομένων είχε τεθεί ως de – facto όριο κατωφλίωσης η τιμή των 2,5km. 

 

Προφανώς για την εύρεση ελαχίστου και μεγίστου ορίου απόστασης αντί του απλού 

αλγορίθμου FIND BOUNDS, ο οποίος από τη μια αξιοποιεί, αλλά από την άλλη προϋποθέτει 

την ύπαρξη αξιόπιστων ιστορικών δεδομένων ως σύνολο δεδομένων εκπαίδευσης, θα 

μπορούσαν να αναπτυχθούν πιο προχωρημένες τεχνικές ή και να ανατεθούν σε κάποιον 
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ειδικό στο γνωστικό πεδίο, ειδικά στην περίπτωση που δεν υπάρχουν ιστορικά δεδομένα ή 

εάν υπάρχουν αυτά κρίνονται από ανεπαρκή έως και αναξιόπιστα. 

 

Συμβατικά στα πειράματα αξιολόγησης θεωρήθηκε ως απόσταση σχετική με την 

ακρίβεια εντοπισμού η Ευκλείδεια απόσταση στην χαρτογραφική προβολή ανάμεσα στην 

εγγύτερη κρύπτη που εντοπίστηκε μετά την πρώτη επίθεση, η οποία υποστηρίχθηκε από 

αυτήν, και στο εγγύτερο σημείο της Ερμηνείας που υπολογίσθηκε από τους αλγορίθμους. 

Επιπλέον, στο σύνολο δεδομένων για τις θέσεις των κρυπτών χρησιμοποιήθηκαν 

πραγματικές συν/νες και όχι η εγγύτερη τομή του υπερτιθέμενου τετραγωνισμού. Ενώ 

πρέπει να σημειωθεί ότι όλοι οι χρόνοι εκτέλεσης των αλγορίθμων είναι ο μέσος όρος 100 

εκτελέσεων τους.  

 

2.5.4   Αποτελέσματα της Πειραματικής Αξιολόγησης  

 

Στον πίνακα που ακολουθεί παρουσιάζονται τα συγκριτικά αποτελέσματα της 

πειραματικής αξιολόγησης των αλγορίθμων. 

Έλεγχοι Αξιολόγησης 

Αλγόριθμοι 

NAIVE – k SEP – SC GREEDY – KSEP – OPT1 GREEDY – KSEP – OPT2 

Περιοχές Περιοχές Περιοχές 

 Βαγδάτη Σαντρ Βαγδάτη Σαντρ Βαγδάτη Σαντρ 

Μέγεθος Λύσης 

Μέσο Μέγεθος Λύσης 14,53 8,00 15,02 6,61 14,00 6,00 

Μέσος Αριθμός Συζυγών 
Σημείων   0,5Km από 
αληθή κρύπτη  

8,13 3,00 7,89 4,44 7,49 5,28 

Αποστάσεις από αληθείς κρύπτες 

Μέση Απόσταση (km) 0,79 0,72 0,76 0,45 0,72 0,35 

Τυπική Απόκλιση Μέσης 
Απόστασης 

0,02 0,03 0,07 0,03 0,03 0,03 

Στοιχεία απόδοσης 

Μέσος Χρόνος 
Εκτέλεσης (msec) 

354,75 28,85 162,08 25,44 201,40 24,64 

Τυπική Απόκλιση 
Χρόνου Εκτέλεσης 

12,86 10,52 40,83 9,33 36,44 8,95 

Πίνακας 2.1  Συγκριτικός πίνακας αποτελεσμάτων αξιολόγησης των αλγορίθμων 
NAIVE – k SEP – SC, GREEDY – KSEP – OPT1 και GREEDY – KSEP – OPT2 (Shakarian et al. 2012b). 
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Ειδικότερα, σε ό,τι αφορά το μέγεθος της λύσης, ο GREEDY – KSEP – OPT2 υπολόγισε 

συστηματικά, σε κάθε μια από τις 100 εκτελέσεις, τη μικρότερη τιμή πληθικότητας τόσο για 

την περιοχή της πόλη της Βαγδάτης όσο και για την περιοχή της Σαντρ, οπότε προέκυψε το 

φυσιολογικά αναμενόμενο: το μέσο μέγεθος λύσης του και για τις δύο περιοχές να είναι το 

μικρότερο σε σχέση με τους ανταγωνιστές του. Ενώ ο GREEDY – KSEP – OPT1 παρουσίασε 

τη μεγαλύτερη μεταβλητότητα. Προκειμένου να διαπιστωθεί η ύπαρξη στατιστικά 

σημαντικών διαφορών ανάμεσα στους μέσους όρους διενεργήθηκε στους αλγόριθμους ανά 

ζεύγη στατιστικός έλεγχος με το ασφαλέστερο και πλέον χρήσιμο post hoc κριτήριο 

(Εμβαλωτής και συν. 2006) αυτό του Tukey HSD (Honest Significant Difference). Με αυτόν 

τον τρόπο διαπιστώθηκε σημαντική διαφορά ανάμεσα σε όλα τα ζεύγη αλγορίθμων ως 

προς το μέγεθος της εξαγόμενης λύσης. Επιπλέον, για δεδομένη λύση καταγράφηκε ο 

αριθμός των συζυγών σημείων τα οποία απείχαν λιγότερο από 500m  από την αληθή 

κρύπτη. Και ενώ για την περιοχή της Βαγδάτης ο NAIVE – k SEP – SC απέδωσε καλύτερα από 

τους άλλους αλγορίθμους δυστυχώς δεν τα πήγε το ίδιο καλά και στην περιοχή της Σαντρ 

όπου κυριάρχησε ο GREEDY – KSEP – OPT2. Σημειώνεται ότι ο τελευταίος υπολόγισε όλα τα 

συζυγή σημεία σε ακτίνα 600m από την αληθή κρύπτη. Και σε αυτή την περίπτωση 

διενεργήθηκαν στατιστικοί έλεγχοι, και πιο συγκεκριμένα με το κριτήριο της απλής 

Ανάλυσης Μεταβλητότητας (Analysis Of Variance, ANOVA), αλλά και το κριτήριο του Tukey 

HSD, οι οποίοι και σε αυτήν την περίπτωση κατέδειξαν σημαντική διαφορά ανάμεσα σε όλα 

τα ζεύγη αλγορίθμων. 

 

Επειδή, όπως ήδη αναλύθηκε παραπάνω, η μετρική ακρίβεια διαδραματίζει 

πρωτεύοντα ρόλο διενεργήθηκαν πειραματικές μετρήσεις που συνοδεύτηκαν από 

ανάλογους στατιστικούς έλεγχους σε ό,τι αφορά τις αποστάσεις από αληθείς κρύπτες. Και 

σε αυτήν την περίπτωση νικητής αναδείχθηκε ο αλγόριθμος GREEDY – KSEP – OPT2 με 

δεύτερο τον αλγόριθμο GREEDY – KSEP – OPT1, ο οποίος όμως παρουσίασε και μεγάλη 

μεταβλητότητα. Οι στατιστικοί έλεγχοι με το κριτήριο ANOVA και το κριτήριο του Tukey HSD 

κατέδειξαν ότι και σε αυτήν την περίπτωση υπάρχει σημαντική διαφορά ανάμεσα σε όλα τα 

ζεύγη αλγορίθμων, μάλιστα σύμφωνα με το κριτήριο ANOVA η πιθανότητα αυτή  

εκτιμήθηκε στο 99%. 

 

Σε ό,τι αφορά τα στοιχεία απόδοσης των αλγορίθμων διενεργήθηκαν επίσης 

πειραματικές μετρήσεις και φυσικά στατιστικοί έλεγχοι. Σε αυτήν την περίπτωση τα 

αριθμητικά αποτελέσματα διαφοροποιούνται ανά περιοχή και ανά έλεγχο οπότε δεν 



- Γεωχωρική Απαγωγή Σημείου - 

 

56 
 

προκύπτει με την πρώτη ανάγνωση ξεκάθαρη επικράτηση κάποιου από τους αλγορίθμους 

έναντι των υπολοίπων. Την δύσκολη αυτή κατάσταση καλούνται να διαχειριστούν οι 

στατιστικοί έλεγχοι οι οποίοι έδωσαν τα αποτελέσματα που έπονται. Για την περιοχή της 

Βαγδάτης με το κριτήριο ANOVA εκτιμάται με πιθανότητα 99%  ότι ο αλγόριθμος GREEDY – 

KSEP – OPT1 είναι ταχύτερος του αλγορίθμου GREEDY – KSEP – OPT2 και με το κριτήριο του 

Tukey HSD εκτιμάται ότι υπάρχει σημαντική διαφορά ανάμεσα σε όλα τα ζεύγη 

αλγορίθμων. Ενώ, για την περιοχή της Σαντρ με το κριτήριο ANOVA εκτιμάται με 

πιθανότητα 99%  ότι οι αλγόριθμοι διαφέρουν ως προς τους χρόνους εκτέλεσης, αλλά  με 

το κριτήριο του Tukey HSD εκτιμάται με πιθανότητα 82% ότι δεν υπάρχει διαφοροποίηση 

ανάμεσα στους GREEDY – KSEP – OPT1 και GREEDY – KSEP – OPT2, που όμως διαφέρουν 

σημαντικά από τον NAIVE – k SEP – SC. 

 

Τελικά, οι πειραματικές μετρήσεις και οι στατιστικοί έλεγχοι είναι ενθαρρυντικοί για 

μελλοντική έρευνα στο υπόψη γνωστικό πεδίο, καθώς αποδεικνύουν το ζητούμενο. Την 

χρησιμότητα δηλαδή του θεωρητικού πλαισίου της Γεωχωρικής Απαγωγής στην επίλυση 

υπαρκτών προβλημάτων της πραγματικότητας, την καταλληλότητα του υιοθετηθέντος 

φορμαλισμού καθώς και την αποδοτικότητα των αλγορίθμων της. Πιο συγκεκριμένα, ο 

GREEDY – KSEP – OPT2 αποδεικνύεται η πλέον αξιόπιστη επιλογή από τους 

αξιολογούμενους αλγορίθμους, καθώς αν και πιο αργός από τον ταχύτερο, αλλά όχι τόσο 

ακριβή GREEDY – KSEP – OPT2, συστηματικά υπολογίζει κάθε φορά       – Ερμηνεία 

μικρότερης πληθικότητας από τις αντίστοιχες των άλλων αλγορίθμων, της οποίας επιπλέον 

τα σημεία έχουν την ιδιότητα να είναι εγγύτερα στις αληθείς κρύπτες από τα σημεία 

οποιοσδήποτε άλλης       – Ερμηνείας υπολογίζουν οι ανταγωνιστές του αλγόριθμοι 

(Shakarian et al. 2012b). 

 

2.6   Η Μηχανή Γεωχωρικής Απαγωγικής Συλλογιστικής SCARE 

 

Σε αυτό το σημείο κρίνεται σκόπιμο να παρουσιαστούν τα σημαντικότερα σημεία, 

συμπεριλαμβανομένων και των χαρακτηριστικών, της μηχανής γεωχωρικής απαγωγικής 

συλλογιστικής SCARE (Social – Cultural Abductive Reasoning Engine).  

 

Αναπτύχθηκε από τους Shakarian, Sapino, Subrahmanian και τις επιστημονικές τους 

ομάδες, σε μια διεθνή συνεργασία μεταξύ των Πανεπιστημίου του Maryland (University of 

Maryland) των ΗΠΑ και του Πανεπιστημίου του Torino (Università di Torino) της Ιταλίας 



- Γεωχωρική Απαγωγή Σημείου - 

 

57 
 

(διαδικτυακοί τόποι 3,7), για την επίλυση του προβλήματος Εντοπισμού Κρύπτης και 

παρουσιάστηκε για πρώτη φορά σε διεθνές συνέδριο τον Δεκέμβριο του 2009 (Shakarian et 

al, 2009). Παρέχει τη δυνατότητα είτε τοπικής εγκατάστασης σε μεμονωμένο Η/Υ είτε 

πρόσβασης σε αυτήν σε διαδικτυακό περιβάλλον, μέσω διαδικτυακής πύλης, που όμως δεν 

γίνεται ελεύθερα, αλλά απαιτείται χορήγηση κωδικών (διαδικτυακός τόπος 8). Το 

διαδραστικό περιβάλλον με τον χρήστη είναι παραθυρικό και μπορεί να χαρακτηριστεί ως 

πολύ φιλικό. Ενώ, απαραίτητη προϋπόθεση αποτελεί η δυνατότητα πρόσβασης στο Google 

Map, τόσο στην περίπτωση της τοπικής εγκατάστασης, όσο και στην περίπτωση λειτουργίας 

μέσω διαδικτυακής πύλης. 

 

Η όλη διαδικασία επίλυσης περιλαμβάνει έξι βήματα (Shakarian and Subrahmanian  

2012, διαδικτυακός τόπος 7). Στο πρώτο βήμα ο αναλυτής καθορίζει την περιοχή 

ενδιαφέροντος (region of interest) ορθογωνίου σχήματος (Εικόνα 2.4α). Αυτό επιτυγχάνεται 

με την εισαγωγή είτε γεωγραφικών συν/νων είτε συν/νων στο σύστημα στρατιωτικού 

τετραγωνισμού ή αλλιώς σύστημα στρατιωτικής αναφοράς (Military Grid Reference System, 

MGRS). Δηλαδή, σε Γεωδαιτικό Σύστημα Αναφοράς με ελλειψοειδές το Διεθνές του 1924, 

Datum στο Potsdam της Γερμανίας, προβολή την Εγκάρσια Μερκατορική και στρατιωτικό 

τετραγωνισμό. Στο δεύτερο βήμα παρέχεται η δυνατότητα στον αναλυτή είτε να εισάγει ο 

ίδιος την ελάχιστη και την μέγιστη επιτρεπόμενη απόσταση     αντίστοιχα είτε να αφήσει 

τη μηχανή να τις υπολογίσει εισάγοντας ιστορικά δεδομένα. Τα επόμενα δύο βήματα, τρίτο 

και τέταρτο αφορούν την εισαγωγή δεδομένων σε μορφότυπο KML (Keyhole Markup 

Language) τα οποία καθορίζουν: στο μεν τρίτο βήμα, το οποίο είναι και προαιρετικό, τις 

περιοχές στις οποίες μπορεί να βρίσκονται τα συζυγή σημεία (support zones), στο δε 

τέταρτο βήμα τις περιοχές που δεν μπορεί να βρίσκονται τα συζυγή σημεία (excluded 

zones). Πρακτικά αυτά τα δύο βήματα ορίζουν το κατηγόρημα εφικτότητας. Στο πέμπτο 

βήμα εισάγεται αρχείο σε μορφότυπο xls, δηλαδή σε αρχείο του Ms Excel, χρονοσημασμένο 

το σύνολο των παρατηρήσεων με συν/νες. Στο έκτο και τελευταίο βήμα η μηχανή δίδει τη 

δυνατότητα στον αναλυτή να καθορίσει τον αριθμό επαναλήψεων, καθώς ο χρησιμο-

ποιούμενος από την μηχανή απαγωγικής συλλογιστικής αλγόριθμος GREEDY – KSEP – OPT2 

είναι αναιτιοκρατικός, οπότε ο αριθμός των επαναλήψεων που εισάγεται καθορίζει τον 

αριθμό αυτών των αναιτιοκρατικών επιλογών. 

 

Ως αποτέλεσμα των παραπάνω επιλογών, η μηχανή στην οθόνη αποτελεσμάτων 

επιστρέφει ένα ιστόγραμμα (Εικόνα 2.4β) το οποίο στον οριζόντιο άξονα αποδίδει τα 
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στοιχεία του συνόλου     της (     – Ερμηνείας που υπολόγισε, δηλαδή των κρυπτών, ενώ 

στον κατακόρυφο άξονα του ιστογράμματος αποδίδεται ο αριθμός των παρατηρήσεων, 

δηλαδή των επιθέσεων στην προκειμένη περίπτωση, που υποστηρίζονται από κάθε 

στοιχείο του συνόλου  . Με αυτόν τον τρόπο δημιουργείται μια εύλογη ιεράρχηση 

προτεραιότητας στις έρευνες εντοπισμού, καθώς πόροι, μέσα και προσωπικό που θα 

δεσμευτούν σε αυτές δεν είναι ανεξάντλητα. Οπότε, λ.χ. στο συγκεκριμένο παράδειγμα 

(Εικόνα 2.4β) οι κρύπτες οι οποίες εκτιμήθηκε ότι υπάρχουν στα σημεία P15, P22 και P31 

υποστηρίζουν η κάθε μια το μέγιστο αριθμό επιθέσεων, δηλαδή 26 επιθέσεις, συνεπώς 

αποτελούν την προφανή αφετηρία των ερευνών εντοπισμού. 

 

           (α)  Κύρια οθόνη της μηχανής SCARE.                    (β) Οθόνη αποτελεσμάτων μηχανής SCARE. 

Εικόνα 2.4  Κύρια οθόνη και οθόνη αποτελεσμάτων της μηχανής γεωχωρικής απαγωγικής 
συλλογιστικής SCARE (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Πέρα από το ιστόγραμμα, στην οθόνη αποτελεσμάτων παρέχονται σύνδεσμοι (link), 

για την λήψη των αποτελεσμάτων σε αρχείο μορφότυπου xls και για την οπτικοποίηση σε 

περιβάλλον Google Earth τόσο του συνόλου παρατηρήσεων όσο και των σημείων της 

Ερμηνείας   , που η μηχανή υπολόγισε, καθώς δημιουργούνται τα αντίστοιχα KML αρχεία. 

Στην Εικόνα 2.5 παρουσιάζεται η αντίστοιχη οπτικοποίηση του παραδείγματος. 

 

Εικόνα 2.5  SCARE: Οπτικοποίηση συνόλου παρατηρήσεων και συνόλου Ερμηνείας  
σε περιβάλλον Google Earth (Shakarian and Subrahmanian 2012). 
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Αξίζει να σημειωθεί ότι η μηχανή γεωχωρικής απαγωγικής συλλογιστικής SCARE 

χρησιμοποιείται ήδη ως εργαλείο ανάλυσης, πιθανόν και για τακτική χρήση, από 2 

αμερικανικές στρατιωτικές μονάδες στο Ιράκ (Shakarian et al. 2012b). 
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Κεφάλαιο  3 

Γεωχωρική Απαγωγή Περιοχής 

 

 

3.1   Εισαγωγή 

 

Στο προηγούμενο κεφάλαιο αναπτύχθηκε το θεωρητικό πλαίσιο της Γεωχωρικής 

Απαγωγής για την περίπτωση που ο χώρος   περιγράφεται ως σύνολο πεπερασμένων 

κατατμήσεων, ή αλλιώς για την περίπτωση που η εννοιολογική μοντελοποίηση του χώρου  

   για γεωχωρικά δεδομένα είναι αυτή της πεπερασμένης ψηφιδωτής δομής. Εκεί το 

ζητούμενο ήταν να επιστραφεί ως επίλυση του προβλήματος κάποια (     – Ερμηνεία     

που δεν ήταν τίποτε άλλο παρά ένα πεπερασμένο σύνολο στοιχειωδών κατατμήσεων, 

δηλαδή σημείων, που είχαν την απαιτούμενη ιδιότητα. 

 

Αυτή η αντιμετώπιση κρίνεται ως απολύτως ανεπαρκής για να διαχειριστεί την 

περίπτωση στην οποία ο χώρος   περιγράφεται θεωρητικά ως πεπερασμένο σύνολο 

άπειρων κατατμήσεων ή πρακτικά ως συνεχής, αυτή η εννοιολογική μοντελοποίηση του 

χώρου   για γεωχωρικά δεδομένα είναι γνωστή ως διανυσματική δομή. Αλλά και την 

περίπτωση που ο πεπερασμένος χώρος   είναι μεν σύνολο πεπερασμένων κατατμήσεων, 

όμως η κατάτμηση του είναι μεγάλη, ή ισοδύναμα ο χώρος   χαρακτηρίζεται από μικρό 

βήμα τετραγωνισμού ή ακόμα πιο απλά ο χώρος   χαρακτηρίζεται από μεγάλη ανάλυση. Η 

πρώτη περίπτωση δεν είναι σε καμία περίπτωση διαχειρίσιμη, καθώς η θεωρία που 

αναπτύχθηκε μέχρι αυτό το σημείο δεν μπορεί να συλλάβει την έννοια της συνέχειας του 

χώρου, ενώ στην δεύτερη περίπτωση προκύπτει ότι για κάθε στοιχείο του συνόλου κάποιας 

Ερμηνείας  , αν υπάρχει τέτοια, θα υπάρχει «νέφος» σημείων «κλώνων», δηλαδή πρακτικά 

ισοδύναμων σημείων, τα οποία έχουν την ιδιότητα και επιπλέον ανήκουν σε ενιαία 

επιφάνεια. Οπότε, δυνητικά οποιοδήποτε από αυτά θα μπορούσε να θεωρηθεί ως λύση, 

και ως εκ τούτου να συμπεριληφθεί στην Ερμηνεία  . Η επιλογή οποιουδήποτε σημείου 

από κλώνους που ανήκουν στο ίδιο νέφος θα είναι αναγκαστικά αναιτιοκρατική και όχι 

κάποια εύλογη προτίμηση (Shakarian and Subrahmanian 2012).  

 

Προκειμένου η Γεωχωρική Απαγωγή να αντιμετωπίσει επιτυχώς τις παραπάνω 

προκλήσεις, ώστε και αυτές να ενταχθούν στο θεωρητικό πλαίσιο της, θα αποδειχθεί στη 

συνέχεια ότι αρκεί να αναπτυχθούν αλγόριθμοι οι οποίοι να παράγουν ως (     – Ερμηνεία 
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   αντί ενός πεπερασμένου συνόλου σημείων ένα πεπερασμένο σύνολο κάθε στοιχείο του 

οποίου να είναι μια ενιαία επιφανειακή οντότητα που θα καλείται περιοχή (region). Τότε, 

οποιοδήποτε εσωτερικό σημείο κάθε τέτοιας περιοχής θα αποτελεί απάντηση στο 

γεωχωρικό απαγωγικό πρόβλημα που έχει τεθεί. Συνεπώς, στη συνέχεια θα εγκαταλειφθεί 

το μοντέλο των ακέραιων συν/νων που είχε υιοθετηθεί μέχρι αυτή τη στιγμή και θα 

χρησιμοποιηθούν για τους υπολογισμούς πραγματικές γεωδαιτικές συν/νες. 

 

Αυτή η επιλογή θα αποφέρει διπλό όφελος. Αφενός, θα δημιουργήσει αλγορίθμους 

που θα είναι εγγύτερα στην πραγματικότητα και αφετέρου από την οπτική της 

υπολογιστικής πολυπλοκότητας θα πετύχει, όσο και αν φαίνεται οξύμωρο, αποδοτικό-

τερους υπολογισμούς. Για να αποδειχθεί ο τελευταίος ισχυρισμός αρκεί η υπόμνηση ότι 

στην περίπτωση του αλγορίθμου OPT-KSEP-IPC v1 παραπάνω η επίλυση των γραμμικών 

περιορισμών στην περίπτωση του ακέραιου γραμμικού προγραμματισμού ανήκει από-

δεδειγμένα στα    – πλήρη προβλήματα, τη στιγμή που η επίλυση των ίδιων γραμμικών 

περιορισμών στην περίπτωση του γραμμικού προγραμματισμού ανήκει στην κλάση 

πολυπλοκότητας PTIME. 

 

3.2   Φορμαλισμός Γεωχωρικής Απαγωγής Περιοχής 

 

Στη συνέχεια θα παρουσιαστεί ο φορμαλισμός της Γεωχωρικής Απαγωγής Περιοχής, 

δηλαδή συμβολισμός, τυπικοί ορισμοί όρων, τυπικοί ορισμοί προβλημάτων κτλ, βασισμέ-

νος στην διατύπωση των Shakarian, Subrahmanian και Sapino (Shakarian et al. 2009 and 

2012b, Shakarian and Subrahmanian 2011 and 2012, Shakarian et al. 2011). 

 

Αντίθετα με το προηγούμενο κεφάλαιο, όπου ο χώρος   ορίστηκε ως ένας δύο 

διαστάσεων πεπερασμένος τετραγωνισμός μεγέθους         με       και ως 

σημείο ορίστηκε η ελάχιστη μοναδιαία επιφάνεια του   , στη γεωχωρική απαγωγή περιοχής 

οι αντίστοιχοι ορισμοί επαναδιατυπώνονται ως εξής: 

 

Ορισμός 3.1 (Χώρος – Σημείο). Γεωχωρικό σύμπαν ή σύμπαν ή απλά χώρος   ορίζεται μια 

δύο διαστάσεων πεπερασμένη επιφάνεια        . Οπότε, ο χώρος   αποτελείται 

πλέον από άπειρα το πλήθος σημεία         , όπου        έτσι που να ισχύει ότι  

                         . 
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Ανάλογα επαναδιατυπώνονται οι όροι παρατήρησης   και συνόλου παρατηρήσεων  

  με τέτοιον τρόπο ώστε να ταυτίζονται εννοιολογικά με τους αρχικούς τους ορισμούς, 

αλλά με την ουσιώδη διαφορά ότι          με       . Το κατηγόρημα εφικτότητας  

    , το οποίο αφορούσε σημειακά δεδομένα, αντικαθίσταται αναγκαστικά από το 

ισοδύναμο του, για επιφανειακά δεδομένα, σύνολο εφικτών περιοχών    . Μια 

«χαλαρή» διατύπωση της ισοδυναμίας τους, όπου      ενιαία γεωμετρικά περιοχή, είναι ότι  

                             .Ο όρος ενιαίος θα επεξηγηθεί στη συνέχεια. 

Σημειώνεται ότι στο σύνολο εφικτών περιοχών   μπορεί να επιβληθεί επιπλέον αριθμη-

τικός περιορισμός ως προς το μέγιστη επιτρεπόμενη επιφάνεια λ.χ. να μην επιτρέπεται 

καμία περιοχή να είναι μεγαλύτερη από 2000m2. Σε ό,τι αφορά τη συνάρτηση απόστασης  

   στο μετρικό χώρο       αυτή ορίζεται ακριβώς με τον ίδιο τρόπο όπως και πριν, ενώ 

επιπλέον, χωρίς βλάβη της γενικότητας, θα ισχύουν και οι εξής παραδοχές: 

 υπάρχουν        με       τέτοια που για κάθε παρατήρηση     να 

υπάρχει τουλάχιστον ένα συζυγές σημείο                   και  

 κάθε παρατήρηση       απέχει απόσταση τουλάχιστον ίση με     από τα όρια του 

χώρου   . 

 

Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω μπορεί πλέον να ορισθεί ο όρος περιοχή (region) 

και ο τρόπος συσχέτισης του με το σύνολο παρατηρήσεων. Χωρίς μαθηματική 

αυστηρότητα, διαισθητικά, μια περιοχή δεν θα αποτελεί Ερμηνεία κάποιας παρατήρησης 

παρά μόνον εάν περιέχει τουλάχιστον ένα συζυγές σημείο της παρατήρησης. Επιπλέον, θα 

επιβληθεί διάκριση των περιοχών ως υπερ-Ερμηνεία ή υπό-Ερμηνεία ανάλογα με το αν 

ολόκληρη η περιοχή ως οντότητα ή τμήμα της συμμορφώνεται με τις γεωμετρικές 

απαιτήσεις απόστασης (Σχήμα 3.1). Οι τυπικοί ορισμοί ακολουθούν: 

 

Ορισμός 3.2 (Περιοχή). Ως περιοχή     του χώρου     ορίζεται χώρος       τέτοιος που για 

κάθε δύο σημεία           υπάρχει πάντοτε κάποια ακολουθία ευθυγράμμων τμημάτων 

που να τα συνδέει έτσι που κανένα ευθύγραμμο τμήμα της ακολουθίας να μην κείται εκτός 

του χώρου   . 

 

Ορισμός 3.3 (Περιοχή Υπερ/Υπο – Ερμηνείας). Μια περιοχή     ορίζεται ότι αποτελεί υπερ-

Ερμηνεία (super-Explanation) τυχαίας παρατήρησης     ανν υπάρχει τουλάχιστον ένα 

σημείο     τέτοιο που             , ενώ μια περιοχή   ορίζεται ότι αποτελεί υπο-
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Ερμηνεία (sub-Explanation) τυχαίας παρατήρησης     ανν για κάθε σημείο       ισχύει 

ότι              . 

 

 

 

 

 

 
 

    (α) Η      υπερ-Ερμηνεία της παρατήρησης    .          (β) Η      υπο-Ερμηνεία της παρατήρησης    . 

Σχήμα 3.1  Γραφική απεικόνιση περιοχής που αποτελεί υπερ/υπό-Ερμηνεία τυχαίας παρατήρησης. 

 

Ο ορισμός της περιοχής    εξασφαλίζει ότι η κάθε περιοχή θα είναι μια ενιαία, με τη 

διαισθητικά προφανή έννοια του όρου, επιφανειακή οντότητα. Ακόμα, δεν θέτει κανένα 

γεωμετρικό περιορισμό, π.χ. κάποια απαίτηση κανονικότητας, συμμετρίας κτλ, ως προς το 

σχήμα της, ενώ σιωπηλά επιτρέπει  την επικάλυψη περιοχών. Συμβατικά θα θεωρείται ότι ο 

έλεγχος για τυχαία περιοχή   αν αποτελεί υπερ/υπό-Ερμηνεία τυχαίας παρατήρησης      

μπορεί να επιτευχθεί σε σταθερό χρόνο, δηλαδή σε     . Αυτό αποτελεί μια εύλογη 

θεώρηση εφόσον η περιοχή εμφανίζει κάποια κανονικότητα στο σχήμα της, λ.χ. είναι 

κανονικό πολύγωνο, κωνική τομή κοκ (Shakarian and Subrahmanian 2012).  

 

Άμεσα, από τους ορισμούς υπερ/υπό-Ερμηνείας προκύπτει ότι κάθε περιοχή      

αν αυτή αποτελεί υπο-Ερμηνεία τυχαίας παρατήρησης    , τότε ταυτόχρονα αποτελεί 

και υπερ-Ερμηνεία της ίδιας παρατήρησης, ενώ το αντίστροφο δεν ισχύει. Τελικά, το 

ζητούμενο σε κάθε περίπτωση είναι να υπολογισθεί Ερμηνεία συνόλου παρατηρήσεων με 

την εύρεση περιοχών που να περιέχουν τουλάχιστον ένα συζυγές σημείο για κάθε 

παρατήρηση, δηλαδή περιοχών που η κάθε μια να αποτελεί είτε υπερ-Ερμηνεία είτε υπο-

Ερμηνεία κάποιας παρατήρησης. Προφανώς, εάν ο αναλυτής διαθέτει την πολυτέλεια 

πληθώρας μέσων ή/και άπλετου χρόνου μπορεί να αρκεστεί σε Ερμηνεία της οποίας 

κάποια ή και όλα τα στοιχεία να είναι περιοχές που αποτελούν υπερ-Ερμηνεία του συνόλου 

παρατηρήσεων. Η τυπική περίπτωση όμως θα βρίσκεται εντελώς αντιδιαμετρικά, δηλαδή 

θα αναζητούνται περιοχές που να αποτελούν όχι απλά υπο-Ερμηνεία του συνόλου 

παρατηρήσεων, αλλά να έχουν και τη μικρότερη δυνατή επιφάνεια.  

 

α 

β 

α 

β 
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Με βάση τα παραπάνω μπορεί πλέον να ορισθεί αυστηρά το  πρόβλημα απόφασης 

Υπό/Υπέρ-Ερμηνείας Περιοχής (Sub/Sup Region Explanation Problem, Sub/Sup – REP). 

 

Ορισμός 3.4 (Πρόβλημα Υπό/Υπερ – Ερμηνείας Περιοχής). Έστω χώρος  , σύνολο 

παρατηρήσεων   , σύνολο εφικτών περιοχών     ,          με         και        

τέτοιος που          . Υπάρχει σύνολο      με        τέτοιο που για κάθε 

παρατήρηση     να υπάρχει περιοχή      για την οποία να ισχύει ότι αποτελεί 

υπό/υπερ – Ερμηνεία της παρατήρησης   ; 

 

Το υπόψη πρόβλημα σχετίζεται με δύο διαφορετικά προβλήματα βελτιστοποίησης το 

Πρόβλημα Υπό/Υπέρ-Ερμηνείας Περιοχής Ελάχιστης Πληθικότητας (Sub/Sup – REP – 

Minimum Cardinality, Sub/Sup – REP – MC) και το Πρόβλημα Υπό/Υπέρ-Ερμηνείας Περιοχής 

Μέγιστης Ερμηνείας (Sub/Sup – REP – Maximum Explaining, Sub/Sup – REP – ME) τα οποία 

τυπικά διατυπώνονται ως εξής: 

 

Ορισμός 3.5 (Πρόβλημα Υπό/Υπέρ – Ερμηνείας Περιοχής Ελάχιστης Πληθικότητας). Έστω 

χώρος  , σύνολο παρατηρήσεων  , σύνολο εφικτών περιοχών    ,        με  

     . Να υπολογισθεί σύνολο        ελάχιστης πληθικότητας τέτοιο που για κάθε 

παρατήρηση     να υπάρχει περιοχή      για την οποία να ισχύει ότι αποτελεί 

υπό/υπερ Ερμηνεία της παρατήρησης    . 

 

Το συγκεκριμένο πρόβλημα ευθυγραμμίζεται απολύτως με την Αρχή της Οικονομίας, 

η οποία αναφέρθηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο, και έτσι στην έξοδο του επιστρέφει 

μόνον το ελάχιστου μεγέθους σύνολο περιοχών που αποτελούν υπό/υπερ-Ερμηνεία του 

συνόλου παρατηρήσεων. Το δεύτερο πρόβλημα βελτιστοποίησης παρουσιάζει ομοιότητες 

με το πρόβλημα k – SEP, καθώς και σε αυτήν την περίπτωση απαιτείται η λύση να μην 

περιλαμβάνει περισσότερες από   περιοχές Ερμηνείας. Πιο συγκεκριμένα, σταθερο-

ποιείται ο αριθμός των περιοχών που επιστρέφονται στην έξοδο, αλλά επιδιώκεται η 

μεγιστοποίηση του αριθμού των παρατηρήσεων των οποίων ο δεδομένος αριθμός 

περιοχών αποτελεί υπό/υπερ-Ερμηνεία. 

 

Ορισμός 3.6 (Πρόβλημα Υπό/Υπέρ – Ερμηνείας Περιοχής Μέγιστης Ερμηνείας). Έστω 

χώρος  , σύνολο παρατηρήσεων  , σύνολο εφικτών περιοχών    ,        με  

       και        τέτοιος που           . Να υπολογισθεί  σύνολο      , με  



- Γεωχωρική Απαγωγή Περιοχής - 

65 
 

      , τέτοιο που να μεγιστοποιείται ο αριθμός των παρατηρήσεων       των οποίων  

κάθε περιοχή        αποτελεί υπό/υπερ – Ερμηνεία τους. 

 

Στο επόμενο σχήμα (Σχήμα 3.2) δίδεται παράδειγμα με σύνολο παρατηρήσεων 

                , σύνολο εφικτών περιοχών                 ,       και     Km. 

Στο υπόψη παράδειγμα η εφικτή περιοχή      αποτελεί ταυτόχρονα υπο-Ερμηνεία και υπερ-

Ερμηνεία της παρατήρησης    , σύμφωνα με τον ορισμό, αφού για κάθε σημείο της     

ισχύει ότι               . Αντίθετα, η εφικτή περιοχή      αν και αποτελεί Ερμηνεία και 

για τις δύο παρατηρήσεις    και    αποτελεί, πάντα σύμφωνα με τον ορισμό, υπερ-

Ερμηνεία τους, αλλά δεν αποτελεί υπο-Ερμηνεία για καμία τους. 

 

Στη συνέχεια εξετάζονται τα δεδομένα του παραδείγματος για τα προβλήματα 

Γεωχωρικής Απαγωγής Περιοχής τα οποία διατυπώθηκαν παραπάνω. Έστω ότι τα δεδομένα 

αντιστοιχούν σε στιγμιότυπο του προβλήματος Sup – REP με    , τότε το σύνολο 

              αποτελεί μια λύση του προβλήματος, και σε αυτήν την περίπτωση η λύση 

ισούται με το σύνολο εφικτών περιοχών. Αν όμως αντιστοιχούν σε στιγμιότυπο του 

προβλήματος  Sup – REP – MC, τότε το σύνολο                     αποτελεί τη ζητούμενη 

λύση. Τέλος, αν αντιστοιχούν σε στιγμιότυπο του προβλήματος  Sup – REP – ME  με     , 

τότε το σύνολο             αποτελεί μια λύση του προβλήματος, ενώ τα σύνολα            

και            αποτελούν τα υπόλοιπα μέλη του χώρου λύσεων. 

 

Σχήμα 3.2  Γραφική απεικόνιση συνόλου παρατηρήσεων και εφικτών  
περιοχών σε πρόβλημα Γεωχωρικής Απαγωγής Περιοχής. 

 

Μια ειδική περίπτωση προβλημάτων είναι όταν το σύνολο εφικτών περιοχών       

δημιουργείται ως διαμέριση του χώρου η οποία προκύπτει από το σύνολο παρατηρήσεων  

  και ομόκεντρους κύκλους ακτίνων ίσων με       , όπου       με κέντρο κάθε 

παρατήρηση    . Τότε, κάθε περιοχή     μπορεί να προκύψει επαγωγικά από το 
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σύνολο παρατηρήσεων   ως σχετιζόμενη με κάποιο υποσύνολο παρατηρήσεων     . 

Συνεπώς, ένα σύνολο περιοχών ορίζεται ως σύνολο επαγόμενων περιοχών για δοσμένο 

σύνολο        και συμβολίζεται ως       ανν 

                                                               }} 

 

Η ένωση όλων των δυνατών επαγόμενων περιοχών     για κάθε ένα από τα         

δυνατά      υποσύνολα παρατηρήσεων, εξαιρείται η περίπτωση του κενού συνόλου   , 

είναι προφανές ότι θα ισούται με το σύνολο επαγόμενων περιοχών       για το σύνολο 

παρατηρήσεων   , δηλαδή         . Η ιδέα των επαγόμενων περιοχών για σύνολο 

παρατηρήσεων, όπου τέθηκε     για την ευκολία κατανοήσης, αποδίδεται γραφικά     

στο Σχήμα 3.3, όπου σύμφωνα με τους ορισμούς                               και  

          . 

 

Σχήμα 3.3  Γραφική απεικόνιση επαγόμενων περιοχών συνόλου παρατηρήσεων. 

 

Σε αντίθεση με τη γενική περίπτωση, περιοχή       αποτελεί υπο-Ερμηνεία τυχαίας 

παρατήρησης       ανν αποτελεί υπερ-Ερμηνεία της ίδιας παρατήρησης (Shakarian and 

Subrahmanian 2012). Οπότε, για την ειδική περίπτωση των επαγόμενων περιοχών 

διατυπώνεται το πρόβλημα απόφασης της Ερμηνείας Επαγόμενης Περιοχής (Induced 

Region Explanation Problem, I – REP) ως εξής:  

 

Ορισμός 3.7 (Πρόβλημα Ερμηνείας Επαγόμενης Περιοχής). Έστω χώρος   , σύνολο παρατη-

ρήσεων   , σύνολο εφικτών περιοχών     ,         με         και       τέτοιος 

που           . Υπάρχει  σύνολο        με          τέτοιο που για κάθε παρατήρηση 

     να υπάρχει επαγόμενη περιοχή       η οποία να αποτελεί υπο-Ερμηνεία της   ; 
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Παραλλαγή του I-REP είναι το Πρόβλημα Υπερ-Ερμηνείας Περιοχής με Περιορισμό 

Επιφάνειας (Area – Constrained Super – Region Explanation Problem, AC – Sup – REP), όπου 

επιπλέον στην είσοδο δεδομένων εισάγεται αριθμητικός περιορισμός ως προς τη  μέγιστη 

επιτρεπόμενη επιφάνεια κάθε επιστρεφόμενης στη λύση εφικτής περιοχής, ενώ ανάλογα 

ορίζεται και το Πρόβλημα Υπό-Ερμηνείας Περιοχής με Περιορισμό Επιφάνειας (AC – Sub – 

REP). 

 

Το γεγονός ότι χρησιμοποιείται στην περίπτωση των επαγόμενων περιοχών σε πρώτο 

χρόνο μια γεωμετρική οπτική προσέγγισης για τον προσδιορισμό των εφικτών περιοχών 

συνεπάγεται ότι θα πρέπει να εξετασθούν σε δεύτερο χρόνο, εάν υπάρχουν, 

συμπληρωματικές πληροφορίες μη εφικτότητας για τις περιοχές που υπολογίσθηκαν. 

Δηλαδή, να εξετασθεί εάν υπάρχουν κάποιες περιοχές αποκλεισμού, ώστε το σύνολο 

επαγόμενων περιοχών    που αρχικά υπολογίστηκε να υποστεί κάποιου είδους 

εκλέπτυνση για κάποια στοιχεία του. Ως αποτέλεσμα κάποια στοιχεία του θα απομειωθούν 

εμβαδικά ή και μπορεί να αφαιρεθούν εντελώς από το σύνολο περιοχών Ερμηνείας 

(Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

3.3   Πολυπλοκότητα των Προβλημάτων Γεωχωρικής Απαγωγής Περιοχής 

 

Σε αυτό το σημείο μπορούν να αναφερθούν στοιχεία που αφορούν την υπολογιστική 

πολυπλοκότητα των προβλημάτων της γεωχωρικής απαγωγής περιοχής (Shakarian and 

Subrahmanian 2012). Αποδεικνύεται ότι τα προβλήματα Sub/Sup – REP, I – REP και AC – 

Sub/Sup – REP  ανήκουν στην κλάση πολυπλοκότητας των    – πλήρων προβλημάτων, ενώ 

τα αντίστοιχα τους προβλήματα βελτιστοποίησης ανήκουν στην κλάση των    – δύσκολων 

προβλημάτων. Επίσης, αποδεικνύεται ότι τα προβλήματα βελτιστοποίησης Sub/Sup – REP – 

MC και I – REP – MC δεν είναι προσεγγίσιμα με πλήρες πολυωνυμικού χρόνου 

προσεγγιστικό σχήμα (Fully Polynomial Time Approximation Scheme, FPTAS), εκτός και αν 

      . Σημειώνεται ότι για τις αποδείξεις πολυπλοκότητας χρησιμοποιείται και σε αυτήν 

την περίπτωση, όπως στην Γεωχωρική Απαγωγή Σημείου, η αναγωγή στο Πρόβλημα 

Επικάλυψης Κύκλων (CC) το οποίο είναι γνωστό    – πλήρες πρόβλημα. 
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3.4   Αλγόριθμοι για τα Προβλήματα Γεωχωρικής Απαγωγής Περιοχής 

 

3.4.1   Γενικά 

 

Στη συνέχεια θα παρουσιαστούν αλγόριθμοι για τα αντίστοιχα προβλήματα βελτιστο-

ποίησης των Sub/Sup – REP και I – REP, δηλαδή για τα προβλήματα Sub/Sup – REP – MC, 

Sub/Sup – REP – ME και I – REP – ME. Για το τελευταίο ο αλγόριθμος θα επιλύει την ειδική 

περίπτωση όπου    .  

 

Αντίθετα με την τακτική η οποία υιοθετήθηκε στην παρουσίαση των αλγορίθμων 

επίλυσης Προβλημάτων Γεωχωρικής Απαγωγής Σημείου προηγουμένως, όπου εξαντλή-

θηκαν σχεδόν όλες οι επιλογές σε επίπεδο αλγοριθμικού σχεδιασμού και το μόνο που δεν 

εξετάσθηκε ήταν η περίπτωση ευθείας προσεγγιστικής επίλυσης, εδώ τόσο οι ακριβείς 

αλγόριθμοι όσο και οι προσεγγιστικοί αλγόριθμοι θα προέρχονται μόνον από αναγωγή σε 

γνωστά και καλά μελετημένα προβλήματα. Πιο συγκεκριμένα, τα προβλήματα αυτά είναι το 

Πρόβλημα Επικάλυψης Συνόλου (SC), ήδη γνωστό από παραπάνω, για τα Sub/Sup – REP – 

MC και το θεωρούμενο ως δυϊκό του Πρόβλημα Μέγιστης – k – Επικάλυψης (Maximum – k 

– Cover, Max – k – Cover) για τα Sub/Sup – REP – ME και I – REP – ME. 

 

Τυπικά το Max – k – Cover διατυπώνεται ως εξής (Feige, 1998): Έστω σύνολο στοι-

χείων  , οικογένεια υποσυνόλων του   η                 και      . Να βρεθεί με-

γιστη επικάλυψη    – μεγέθους, δηλαδή υπο-οικογένεια συνόλων     με       τέτοια που 

      και ο πληθάριθμος             να μεγιστοποιείται. Το κλειδί στην αναγωγή 

βρίσκεται στον καθορισμό της οικογένειας υποσυνόλων ως εξής: για κάθε εφικτή περιοχή  

     υπολογίζεται υποσύνολο του συνόλου παρατηρήσεων, έστω το σύνολο      το οποίο 

συσχετίζεται με την περιοχή   . Οπότε, η αναγωγή                   είναι ένας 

απλός αλγόριθμος δύο βημάτων όπου, στο πρώτο του βήμα υπολογίζει για κάθε         

εφικτή περιοχή     το αντίστοιχο σύνολο    και στο δεύτερο βήμα του επιστρέφει  

              . Και αφού για κάθε εφικτή περιοχή     ο αλγόριθμος αναζητά το 

υποσύνολο των παρατηρήσεων που ερμηνεύονται από αυτήν είναι προφανές ότι το 

χρονικό κόστος της αναγωγής θα είναι             (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Οπότε, τα καλά νέα είναι ότι υπάρχει αποδοτική αναγωγή των υπόψη προβλημάτων 

βελτιστοποίησης στα πολύ γνωστά προβλήματα SC και Max – k – Cover. Τα δυσάρεστα νέα 
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είναι ότι για τα προβλήματα αυτά οποιοσδήποτε ευθύς – ακριβής αλγόριθμος και αν 

εφαρμοσθεί θα απαιτήσει εκθετικό αριθμό βημάτων υπολογισμού, ως προς τα δεδομένα 

εισόδου. Καθώς είναι γνωστό ότι και τα δύο προβλήματα ανήκουν στην κλάση 

πολυπλοκότητας των    – δύσκολων προβλημάτων. Ευτυχώς όμως, έχουν αναπτυχθεί 

προσεγγιστικοί αλγόριθμοι για την επίλυση τους. 

 

3.4.2   Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι Επίλυσης των Προβλημάτων  Sub/Sup – REP – ME  με 

Αναγωγή 

 

Συνεπώς, το  πρόβλημα Max – k – Cover μπορεί με τη σειρά του να αναχθεί στη 

μεγιστοποίηση υποτμηματικής συνάρτησης (submodular function) σε ομοιόμορφο 

μητροειδές (uniform matroid), οπότε να μοχλευτεί ο αντίστοιχος άπληστος αλγόριθμος 

(Nemhauser et al. 1978). Τυπικά, μια τυχαία συνάρτηση          με        ορίζεται ως 

υποτμηματική ανν για κάθε σύνολο         και για κάθε        ισχύει ότι  

                               . Ενώ, ως μητροειδές ορίζεται το ζεύγος      , 

όπου    τυχαίο πεπερασμένο σύνολο και    σύνολο υποσυνόλων του  , ανν ικανοποιούνται 

τα εξής τρία αξιώματα: 

    . 

 Εάν       και      , τότε      . 

 Εάν          και      , τότε υπάρχει       τέτοιο που            . 

Το σύνολο   καλείται βασικό σύνολο (ground set) και το σύνολο   καλείται σύνολο ανε-

ξάρτητων συνόλων (independent sets). Ενώ, ως ομοιόμορφο μητροειδές του πεπερασμένου 

συνόλου   με βαθμό   , ορίζεται το ζεύγος        όπου     είναι το σύνολο που περιέχει  

όλα τα δυνατά υποσύνολα        με        .  

 

Μετά από τα παραπάνω παρουσιάζεται ο άπληστος αλγόριθμος GREEDY – REP – ME 

(Shakarian and Subrahmanian 2012) ο οποίος επιλύει το πρόβλημα Sub/Sup – REP – ME. 

 

Αλγόριθμος GREEDY – REP – ME 

 

Είσοδος: Σύνολο παρατηρήσεων   , σύνολο εφικτών περιοχών     και        με       . 

Έξοδος: Σύνολο        με          το οποίο να αποτελεί μέγιστη υπό/υπέρ-Ερμηνεία του 

συνόλου παρατηρήσεων   . 
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1ο Βήμα: Να εκτελεστεί ο αλγόριθμος αναγωγής του Sub/Sup – REP – ME  στο  SC  και έστω 

σύνολο            . 

 2ο Βήμα: Έστω σύνολα        και      . 

3ο Βήμα: Για όσο       και        να εκτελούνται τα εξής: 

Το      παραμένει στο     έτσι που         μεγιστοποιείται και τότε, 

(α)            και 

(β)                και 

(γ)        

4ο Βήμα: Να επιστραφεί το σύνολο    . 

 

Περιγραφικά, στο πρώτο του βήμα ο αλγόριθμος με κλήση του πολυωνυμικής 

χρονικής πολυπλοκότητας αλγορίθμου αναγωγής υπολογίζει όλα τα σύνολα παρατηρήσεων 

για τα οποία κάθε εφικτή περιοχής       αποτελεί  υπό/υπέρ-Ερμηνεία, όπου     το δοθέν 

από υπόθεση σύνολο εκτιμώμενων εφικτών περιοχών. 

Στο δεύτερο βήμα του ο αλγόριθμος αρχικοποιεί τα σύνολα     και    , το μεν πρώτο 

ίσο με το σύνολο παρατηρήσεων     το δε δεύτερο ίσο με το κενό σύνολο. 

Το τρίτο βήμα περιέχει την κεντρική ιδέα του αλγορίθμου η οποία είναι η εξής: 

προκειμένου να βρεθεί υποσύνολο των εφικτών περιοχών το οποίο να αποτελεί μέγιστη 

υπό/υπέρ-Ερμηνεία του συνόλου παρατηρήσεων    εξετάζονται όλα τα υποσύνολα   . 

Αρχικά, στην πρώτη εκτέλεση του βρόχου, επιλέγεται το σύνολο    μέγιστης πληθικό-τητας, 

με άλλα λόγια επιλέγεται η εφικτή περιοχή      που αποτελεί υπό/υπέρ-Ερμηνεία του 

μέγιστης πληθικότητας υποσυνόλου από το σύνολο των παρατηρήσεων. Οπότε, τίθεται  

    ,               και      . Επαναληπτικά, επιλέγεται το σύνολο    από    

τα εναπομείναντα σύνολα με κριτήριο αυτό της μεγιστοποίησης του υποσυνόλου των 

παρατηρήσεων των οποίων αποτελεί  υπό/υπέρ-Ερμηνεία η ένωση του συνόλου    που 

υπολογίσθηκε στην προηγούμενη εκτέλεση του βρόχου με την τρέχουσα περιοχή  . Αυτή η 

άπληστη επιλογή μεγιστικής κάλυψης κάθε φορά του συνόλου των παρατηρήσεων είναι 

που χαρακτηρίζει τον αλγόριθμο συνολικά ως άπληστο. Η διαδικασία επαναλαμβάνεται 

είτε     φορές είτε όταν καλυφθεί ολόκληρο το σύνολο παρατηρήσεων, οποιοδήποτε από 

τα δύο προκύψει πρώτα. 

Οπότε, τελικά στο τελευταίο βήμα επιστρέφεται το σύνολο των εφικτών περιοχών  

      που υπολογίσθηκε. 
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Πρακτικά, για το παράδειγμα του Σχήματος 3.2 όπου                         , έστω 

ότι το ζητούμενο είναι η επίλυση του Sup – REP – ME  για     .  

Στο πρώτο του βήμα ο αλγόριθμος υπολογίζει με κλήση του αλγορίθμου αναγωγής το 

σύνολο   =         , όπου:      {   ,    
     ,               ,    

        ,  

           ,     
           και           .  

Στο δεύτερο βήμα του αρχικοποιεί το σύνολο                       και      .  

Στο τρίτο του βήμα προκειμένου να μεγιστοποιήσει         , στην πρώτη εκτέλεση του 

βρόχου θα επιλέξει προφανώς  το    , που είναι το μοναδικό σύνολο για το οποίο  

         . Οποιαδήποτε άλλη επιλογή δίδει πληθάριθμο τομής ίσο με 2 ή 1. Μετά από 

αυτή την επιλογή, τίθεται         και                                              

και     . Στην δεύτερη επανάληψη του βρόχου θα επιλεγεί κάποιο εκ των συνόλων     
,  

     και     
, καθώς οποιοδήποτε από αυτά  και αν επιλεγεί αποδίδει           , ενώ η 

επιλογή οποιουδήποτε εκ των υπολοίπων συνόλων     ,     
 ή      θα απέδιδε αντίστοιχα 

πληθάριθμο τομής ίσο με τη μονάδα. Έστω ότι ο αλγόριθμος επιλέγει αιτιοκρατικά, με την 

προσθήκη κάποιου κριτηρίου προτεραιότητας στον αλγόριθμο, ίσως πχ αύξουσας 

αλφαριθμητικής διάταξης, το σύνολο    
. Συνεπώς, θα αναπροσαρμοστεί         , 

                          και     . Στην τρίτη, και τελευταία, επανάληψη του βρόχου 

θα επιλεγεί με την ίδια λογική το σύνολο     , οπότε             ,                     

και     .  

Αφού       το κριτήριο εξόδου από το βρόχο ικανοποιείται, και ο αλγόριθμος θα μεταβεί 

στο τέταρτο και τελευταίο βήμα του και θα επιστρέψει ως έξοδο             , η οποία 

είναι μια από τις βέλτιστες λύσεις του προβλήματος. 

 

Εκκρεμεί ακόμη, αφού πρόκειται για άπληστο αλγόριθμο, ο υπολογισμός της 

εγγύτητας της λύσης που επιστρέφει ως προς τη βέλτιστη λύση για κάθε περίπτωση, 

δηλαδή ο προσεγγιστικός λόγος του, αλλά και ο υπολογισμός της χρονικής πολυπλοκότητας 

του, ώστε να διαπιστωθεί κατά πόσο το ισοζύγιο τους ευνοεί τελικά τον αναλυτή. Εάν 

ακολουθηθεί ο φορμαλισμός που υιοθετήθηκε στη Γεωχωρική Απαγωγή Σημείου, οπότε 

συμβολισθεί και στη Γεωχωρική Απαγωγή Περιοχής ως   ο μέγιστος αριθμός 

παρατηρήσεων των οποίων μπορεί να αποτελεί υπό/υπέρ-Ερμηνεία τυχαία περιοχή, τότε 

αποδεικνύεται ότι (Shakarian and Subrahmanian 2012), ο αλγόριθμος εκτελείται σε χρόνο 



- Γεωχωρική Απαγωγή Περιοχής - 

72 
 

          , ενώ εγγυημένα ο αριθμός των παρατηρήσεων που τελικά έχουν συζυγή 

περιοχή στο σύνολο      είναι εντός λόγου  
 

   
  από τη βέλτιστη λύση. 

 

Για την περίπτωση που το πρόβλημα είναι το Sub/Sup – REP – MC μπορεί να 

μοχλευτεί με ακριβώς ανάλογο τρόπο με προηγουμένως αντίστοιχος άπληστος αλγόριθμος 

(Paschos, 1997). Το εκπληκτικό είναι ότι για δύο εκ πρώτης όψεως εντελώς διαφορετικά 

προβλήματα, το  Sub/Sup – REP – ME, που σχετίζεται με αναζήτηση υποσυνόλου περιοχών 

μέγιστης Ερμηνείας για δοσμένο φυσικό αριθμό  , και το Sub/Sup – REP – MC, που 

σχετίζεται με την αναζήτηση υποσυνόλου περιοχών ελάχιστης πληθικότητας, αρκεί για την 

άπληστη επίλυση τους η εφαρμογή της ίδιας κεντρικής ιδέας. Συνεπώς, και τα δύο μπορούν 

να επιλυθούν με σχεδόν πανομοιότυπους άπληστους αλγορίθμους. Πιο συγκεκριμένα, η 

μόνη τροποποίηση που υφίσταται ο αλγόριθμος GREEDY – REP – ME προκειμένου να 

μετατραπεί σε GREEDY – REP – MC (Shakarian and Subrahmanian 2012) είναι απλά να 

απαλειφθεί από τα δεδομένα εισόδου ο φυσικός αριθμός     και από το βρόχο του τρίτου 

βήματος εκτέλεσης η συνθήκη τερματισμού που επίσης αφορά τον αριθμό   . 

 

Πρακτικά, για το παράδειγμα του Σχήματος 3.2 ο αλγόριθμος GREEDY – REP – MC  θα 

εκτελέσει αρχικά ακριβώς τις ίδιες διαδικασίες που εφάρμοσε ο Sup – REP – ME  

προηγουμένως, με εξαίρεση φυσικά τους ελέγχους για     και ενημέρωση του σε κάθε 

εκτέλεση του βρόχου. Η διαφορά τους είναι ότι, ενώ ο Sup – REP – ME  τερματίζει με  

            και                   , ο Sup – REP – MC συνεχίζει με την ίδια μεθο-

δολογία τις επιλογές εφικτών περιοχών, εφόσον δεν ικανοποιείται πια το κριτήριο εξόδου 

από το βρόχο. Στην επόμενη εκτέλεση του βρόχου θα επιλέξει το σύνολο     
, οπότε θα 

αναπροσαρμοστεί                και            . Είναι προφανές πλέον ότι θα 

απαιτηθούν άλλες δύο εκτελέσεις του βρόχου έως ότου ο αλγόριθμος πετύχει το κριτήριο 

εξόδου από αυτόν, δηλαδή     , οπότε ο αλγόριθμος θα μεταβεί στο τέταρτο και 

τελευταίο βήμα του και θα επιστρέψει ως έξοδο                      . 

 

Αποδεικνύεται ότι ο αλγόριθμος εκτελείται σε χρόνο              και όχι σε 

          , όπως ο GREEDY – REP – ME. Η διαφοροποίηση στην χρονική τους  πολύ-

πλοκότητα έγκειται στο γεγονός ότι απλούστατα εδώ ο βρόχος στη δυσμενέστερη 

περίπτωση θα επαναληφθεί       φορές, ενώ προηγουμένως αρκούσαν στη δυσμενέστερη 

περίπτωση     το πλήθος φορές. Σε ό,τι αφορά το κόστος των άπληστων επιλογών, σε κάθε 

εκτέλεση του βρόχου αποδεικνύεται ότι o προσεγγιστικός λόγος της πληθικότητας της 
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υπολογισθείσας από τον αλγόριθμο λύσης ως προς τη βέλτιστη λύση είναι           

(Paschos, 1997). 

 

Στην συνέχεια παρουσιάζεται άπληστος αλγόριθμος, και συγκεκριμένα ο GREEDY – 

REP – MC2 (Shakarian and Subrahmanian 2012), ο οποίος διαφοροποιείται στην κεντρική 

ιδέα του ως προς τις άπληστες επιλογές σε σχέση με τον αλγόριθμο GREEDY – REP – MC  

στο εξής, αντί να επιλέγεται κάθε φορά η πλέον «πλούσια» περιοχή σε υπό/υπερ-Ερμηνείες 

παρατηρήσεων που δεν έχουν ακόμα ερμηνευτεί γίνεται κάτι πιο εκλεπτυσμένο, επιλέγεται 

σε πρώτο χρόνο η πλέον «φτωχή» παρατήρηση, ή αλλιώς η παρατήρηση της οποίας οι 

εφικτές περιοχές που αποτελούν υπό/υπερ-Ερμηνεία της αποτελούν ταυτόχρονα 

υπό/υπερ-Ερμηνείας του λιγότερου πλήθους από τις υπόλοιπες παρατηρήσεις. Και 

επιπλέον, σε δεύτερο χρόνο επιλέγεται η πλέον «πλούσια» σε υπό/υπερ-Ερμηνείες περιοχή 

που αποτελεί ταυτόχρονα και Ερμηνεία της υπόψη παρατήρησης. 

 

Αλγόριθμος GREEDY – REP – MC2 

 

Είσοδος: Σύνολο παρατηρήσεων   , σύνολο εφικτών περιοχών   . 

Έξοδος: Σύνολο        το οποίο να αποτελεί την ελάχιστης πληθικότητας υπό/υπέρ-

Ερμηνεία του συνόλου παρατηρήσεων   . 

 

1ο Βήμα: Να εκτελεστεί ο αλγόριθμος αναγωγής του Sub/Sup – REP – ME  στο  SC και έστω 

σύνολο            . 

2ο Βήμα: Για κάθε παρατήρηση     , έστω σύνολο                  . 

3ο Βήμα: Για κάθε παρατήρηση     , έστω σύνολο                          
   

και έστω             . 

4ο Βήμα: Έστω σύνολα        και      . 

5ο Βήμα: Για όσο        να εκτελούνται τα εξής: 

(α) Έστω η  παρατήρηση       της οποίας        είναι το ελάχιστο. 

(β) Το σύνολο      είναι στοιχείο του συνόλου        έτσι που 

         μεγιστοποιείται. 

(γ) Αν υπάρχουν πλέον του ενός σύνολα      τα οποία έχουν την ιδιότητα 5(β) να 

επιλεγεί αυτό που έχει τον μεγαλύτερο πληθάριθμο. 

(δ)         . 

(ε) Για κάθε            να εκτελεστούν τα εξής: 
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(1)           και 

(2) Για κάθε παρατήρηση                να απομειώνεται ο        . 

6ο Βήμα: Να επιστραφεί το σύνολο    . 

 

Περιγραφικά, στο πρώτο του βήμα ο αλγόριθμος κατά τα γνωστά καλεί τον πολυωνυμικής 

χρονικής πολυπλοκότητας αλγόριθμο αναγωγής και έτσι υπολογίζει όλα τα σύνολα παρατη-

ρήσεων για τα οποία κάθε εφικτή περιοχής       αποτελεί  υπό/υπέρ-Ερμηνεία, όπου     

το δοθέν από υπόθεση σύνολο εκτιμώμενων εφικτών περιοχών. 

Στο δεύτερο βήμα του για κάθε παρατήρηση      υπολογίζει το κατηγόρημα        το 

οποίο είναι το σύνολο κάθε     ,  όπου το       είναι κάποια εφικτή περιοχή, που περιέχει 

την παρατήρηση     της οποίας η περιοχή     αποτελεί υπό/υπερ-Ερμηνεία. 

Στο τρίτο του βήμα υπολογίζει το κατηγόρημα     , το οποίο είναι το σύνολο όλων των 

παρατηρήσεων που περιλαμβάνονται στα σύνολα    που υπολογίστηκαν στο προηγούμενο 

βήμα. Συνεπώς, αν τυχαία παρατήρηση         , τότε υπάρχει τουλάχιστον μια περιοχή  

     τέτοια που αποτελεί υπό/υπερ-Ερμηνεία ταυτόχρονα τόσο της παρατήρησης     όσο 

και της παρατήρησης   . Στο ίδιο βήμα ορίζεται ως      ο πληθάριθμος του συνόλου  

    . 

Στο επόμενο βήμα αρχικοποιούνται τα σύνολα     και    , το μεν πρώτο να ισούται με το 

σύνολο παρατηρήσεων     το δε δεύτερο με το κενό σύνολο. 

Στο πέμπτο του βήμα ο αλγόριθμος, και εδώ βρίσκεται η κεντρική του ιδέα, επιλέγει την 

παρατήρηση εκείνη της οποίας ο        είναι ο ελάχιστος. Δηλαδή, επιλέγεται από το σύνο-

λο παρατηρήσεων η πλέον «φτωχή» παρατήρηση ή αλλιώς εκείνη της οποίας το σύνολο 

των εφικτών περιοχών που αποτελούν υπό/υπερ-Ερμηνεία της εμφανίζουν την ελάχιστη 

συσχέτιση ως υπό/υπερ-Ερμηνείες με το σύνολο των υπόλοιπων παρατηρήσεων. Για την 

επιλεγείσα ήδη παρατήρηση   αν υπάρχουν πλέον της μιας περιοχές     οι οποίες 

αποτελούν υπό/υπερ-Ερμηνεία της, τότε επιλέγεται αυτή η οποία αποτελεί υπό/υπερ-

Ερμηνεία όσο το δυνατόν περισσότερων παρατηρήσεων, δηλαδή επιλέγεται το σύνολο      

μέγιστης πληθικότητας που περιέχει την παρατήρηση  . Στη συνέχεια η συγκεκριμένη 

περιοχή      προστίθεται στο σύνολο των ήδη επιλεγμένων περιοχών, δηλαδή στο 

σύνολο    , ενώ ταυτόχρονα αφαιρείται από το σύνολο     το σύνολο των παρατηρήσεων  

  . Και αυτό διότι το σύνολο    αποτελείται από παρατηρήσεις για τις οποίες δεν έχει 

βρεθεί οποιαδήποτε περιοχή       που να αποτελεί υπό/υπερ-Ερμηνεία τους, όμως η 

περιοχή     που μόλις προστέθηκε στο σύνολο     αποτελεί υπό/υπερ-Ερμηνεία του συνό-
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λου   . Φυσικά, για κάθε παρατήρηση της οποίας εντοπίζεται περιοχή που αποτελεί 

υπό/υπερ-Ερμηνεία της, απομειώνεται κατά μια μονάδα ο     . Η διαδικασία επανα-

λαμβάνεται μέχρις ότου το σύνολο της ένωση των επιλεγέντων περιοχών να αποτελεί 

υπό/υπερ-Ερμηνεία του συνόλου των παρατηρήσεων. 

 

Πρακτικά, επιστρέφοντας στο παράδειγμα του Σχήματος 3.2 ο αλγόριθμος GREEDY – 

REP – MC2, στο πρώτο του βήμα υπολογίζει κατά τα γνωστά με κλήση του αλγορίθμου 

αναγωγής το σύνολο   =         , όπου      {   ,    
     ,               ,  

   
        ,            ,    

           και           . 

Στο δεύτερο βήμα του υπολογίζει τα σύνολα        για κάθε παρατήρηση     . Άρα, υπο-

λογίζει:      
      ,      

     
     ,      

      ,      
      ,      

      , 

     
     

 ,      
     

 ,      
     

 ,      
      ,       

     
  και τέλος 

      
      . 

Στο τρίτο του βήμα υπολογίζει τα σύνολα        και τον      για κάθε παρατήρηση    . 

Οπότε, θα υπολογίσει:      
      με      

  ,      
            με      

  , 

     
             με       

  ,      
             με       

  ,      
         

με      
  ,      

         με      
  . Ακόμη,      

         με      
  , 

     
           με       

  ,      
          με       

  ,       
           με  

      
    και  τέλος        

        με        
  . 

Στο τέταρτο βήμα του αρχικοποιεί το σύνολο                       και      .  

Στο πέμπτο του βήμα και στην πρώτη εκτέλεση του βρόχου επιλέγεται η παρατήρηση      

αφού το      
   είναι το ελάχιστο, όμοια βέβαια και       

  , αλλά ας υποτεθεί  

χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι ο αλγόριθμος σε τέτοιες περιπτώσεις επιλέγει αιτιο-

κρατικά με την προσθήκη κάποιου κριτηρίου προτεραιότητας. Στη συνέχεια αναζητείται  

        
 τέτοιο που να μεγιστοποιείται        . Επειδή όμως, το σύνολο      

  

ισούται με το μονοσύνολο       επιλέγεται αναγκαστικά    . Οπότε, από το βήμα 5(δ) 

      , ενώ από το βήμα 5(ε) υπολογίζεται                   . Και επειδή  

        
  ,  οι αντίστοιχοι πληθάριθμοι      

 παραμένουν ως έχουν. Πανομοιότυπα 

εκτελείται και η δεύτερη επανάληψη του βρόχου, αυτή τη φορά για την παρατήρηση       

αφού       
  . Οπότε, υπολογίζεται            και                    . Στην τρίτη 

επανάληψη του βρόχου επιλέγεται η παρατήρηση      με       
  .  Επειδή και σε αυτήν 

την περίπτωση το σύνολο      
 ισούται με το μονοσύνολο      , το οποίο όμως σημειώ-
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νεται ότι αποτελεί υπερ-Ερμηνεία της παρατήρησης    ,  η επιλογή της εφικτής περιοχής     

είναι μονόδρομος. Τελικά, υπολογίζεται σε αυτήν την επανάληψη            , 

                          . Όμοια, στην τέταρτη επανάληψη του βρόχου επιλέγεται η 

παρατήρηση      και προκύπτει                ,                     . Στην πέμπτη 

εκτέλεση του βρόχου επιλέγεται η παρατήρηση     και προκύπτει                   , 

             . Στην τελευταία εκτέλεση του βρόχου επιλέγεται η παρατήρηση      αφού  

     
      

      
          . Και επειδή,      

     
      με    

       

και               , οπότε     
       και           , επιλέγεται η εφικτή περιοχή 

  . Συνεπώς, προκύπτει                        και      . Σημειώνεται ότι κατά την 

εκτέλεση του βρόχου, για το συγκριμένο παράδειγμα, δεν απαιτήθηκε σε καμία περίπτωση 

η ενημέρωση κάποιων πληθαρίθμων       
  με       . 

 

Σε ό,τι αφορά χρονική πολυπλοκότητα και προσεγγιστικό λόγο, αποδεικνύεται ότι ο 

αλγόριθμος GREEDY – REP – MC2 έχει υπολογιστικό κόστος                    , ενώ 

επιστρέφει λύση της οποίας η πληθικότητα είναι εντός συντελεστή       της βέλτιστης 

λύσης (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Συνεπώς, αυτό που αποδεικνύεται είναι ότι αν και ο αλγόριθμος GREEDY – REP – 

MC2 επιλέγει τις εφικτές περιοχές που θα προστεθούν στο σύνολο υπό/υπερ-Ερμηνείας     

του συνόλου παρατηρήσεων   με μια διαφορετική σειρά προτεραιότητας από ότι ο 

αλγόριθμος GREEDY – REP – MC, ως αποτέλεσμα μιας  θεωρητικά πιο εκλεπτυσμένης 

μεθοδολογίας, τελικά δεν κατορθώνει να βελτιώσει τον προσεγγιστικό λόγο του δεύτερου, 

αλλά επιτυγχάνει ακριβώς τον ίδιο. Αυτό το παράδοξο εκ πρώτης όψεως, συμβαίνει διότι 

και σε αυτόν τον αλγόριθμο σε κάθε επανάληψη του βρόχου επιλέγεται η περιοχή  

          στο σύνολο      
 με       η οποία αποτελεί υπό/υπερ-Ερμηνεία του 

μεγίστου αριθμό παρατηρήσεων       που δεν έχουν ακόμη υπό/υπερ-ερμηνευτεί από 

κάποια εφικτή περιοχή.  

 

Οπότε, το επόμενο ερώτημα προκύπτει αβίαστα: αφού ο προσεγγιστικός λόγος 

διατηρείται για ποιόν λόγο να υιοθετηθεί αυτή η συγκεκριμένη μεθοδολογία επιλογής 

εφικτών περιοχών; Η απάντηση σχετίζεται με την άλλη παράμετρο που εξετάζεται σε 

προσεγγιστικούς αλγορίθμους, αυτή του υπολογιστικού κόστους. Πιο συγκεκριμένα, σε 

κάθε εκτέλεση του βρόχου λαμβάνουν χώρα δύο επιλογικές διαδικασίες. Η πρώτη είναι η 

επιλογή της παρατήρησης, της οποίας αναζητείται κάποια εφικτή περιοχή Ερμηνείας, με 
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κριτήριο επιλογής τον ελάχιστο      
 και στη συνέχεια έπεται η άπληστη επιλογή εφικτής 

περιοχής Ερμηνείας, με κριτήριο επιλογής αυτή η περιοχή να αποτελεί τη υπό/υπερ-

Ερμηνεία του μεγίστου αριθμό παρατηρήσεων      . Οποιαδήποτε επιλογή υποσυνόλου 

παρατηρήσεων σε κάθε βήμα εγγυάται τον ίδιο προσεγγιστικό λόγο, γεγονός που επιτρέπει 

την ανάπτυξη διαφόρων ευριστικών τεχνικών, ενώ και η χρήση κατάλληλης δομής 

δεδομένων όπως ο σωρός Fibonacci βελτιώνει επίσης το υπολογιστικό κόστος (Shakarian 

and Subrahmanian 2012). 

 

Μια ειδική, αλλά μάλλον συνήθης, περίπτωση του I – REP – MC είναι αυτή όπου 

   . Δηλαδή, η περίπτωση στην οποία δεν ορίζεται κάποια απαίτηση ελάχιστης 

απόστασης μεταξύ οποιασδήποτε παρατήρησης και περιοχής υπό/υπερ-Ερμηνεία της. Αυτή 

η παραλλαγή καλείται I – REP – MCΖ και αποδεικνύεται τετριμμένα ότι ανάγεται 

πολυωνυμικά στο πρόβλημα CC, συνεπώς μπορούν να επιλεγούν οι αντίστοιχοι αλγόριθμοι 

για την επίλυση του (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

3.4.3   Αλγόριθμος Υπολογισμού του Συνόλου Εφικτών Περιοχών 

 

Προκειμένου να βελτιωθεί ακόμα περισσότερο η αποδοτικότητα του GREEDY – REP – 

MC2, λαμβάνοντας παράλληλα υπόψη ότι τα περισσότερα GIS συστήματα αντιμετωπίζουν 

και διαχειρίζονται τον χώρο όχι ως συνεχή αλλά ως σύνολο διακριτών σημείων (Shakarian 

and Subrahmanian 2012), στην υλοποίηση του αλγορίθμου υιοθετούνται τα εξής:  

 επιδιώκεται το σύνολο των εφικτών περιοχών  , το οποίο αποτελεί στοιχείο 

εισόδου του αλγορίθμου, να προσομοιάζει με το σύνολο των επαγόμενων περιοχών 

    και  

 επιβάλλεται η διακριτοποίηση του, συνεχή κατά τα άλλα, χώρου για τον καθορισμό 

του συνόλου εφικτών περιοχών. 

 

Η πρακτική θεώρηση πως το σύνολο εφικτών περιοχών   προσομοιάζει με το σύ-

νολο των επαγόμενων περιοχών    είναι μια ρεαλιστική παραδοχή και όχι μια αυθαίρετη 

εικασία, η οποία αγνοεί τα πραγματικά δεδομένα εφικτότητας της περιοχής ενδιαφέροντος 

παραμετροποιώντας τη αρχική μοντελοποίηση του προβλήματος και εκφυλίζοντας το σε 

ένα καθαρά γεωμετρικό πρόβλημα. Όπως έχει ήδη αναφερθεί προηγουμένως απλά 

μοντελοποιεί την μεθοδολογία εύρεσης εφικτών περιοχών, καθώς σε κάθε περίπτωση ο 

υπολογισμός του συνόλου των επαγόμενων περιοχών μπορεί να θεωρηθεί ως ένα 
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ενδιάμεσο βήμα υπολογισμού. Οπότε, με αυτόν τον τρόπο, σε πρώτο χρόνο καθορίζεται το 

σύνολο    , το οποίο απλά ικανοποιεί τις επιβαλλόμενες γεωμετρικές απαιτήσεις, ενώ σε 

δεύτερο χρόνο ενσωματώνονται επιπρόθετα στοιχεία εφικτότητας, εάν αυτά υπάρχουν,  

συνήθως με τη μορφή περιοχών αποκλεισμού που πρέπει επιπλέον να ικανοποιούν οι 

επαγόμενες περιοχές. Δηλαδή τυπικά,  το τελικό εκλεπτυσμένο σύνολο εφικτών περιοχών  

 , το οποίο δίδεται ως είσοδος στον αλγόριθμο, προκύπτει από το αρχικό σύνολο εφικτών 

περιοχών της ευρύτερης περιοχής ενδιαφέροντος      ως              . Το κέρδος 

που αποφέρει αυτή η προσέγγιση είναι ότι μπορεί να υλοποιηθεί γρήγορος ευριστικός 

αλγόριθμος επίλυσης των προβλημάτων βελτιστοποίησης του προβλήματος  I – REP, ειδικά 

όταν     . 

 

Σε ό,τι αφορά τη διακριτοποίηση του χώρου, αυτή επιτυγχάνεται με την υπέρθεση 

τετραγωνικού πλέγματος βήματος ίσου με      
 . Το μέγεθος του βήματος του 

πλέγματος, το οποίο κάθε φορά καλείται να το ορίσει ο αναλυτής, αποτελεί ουσιώδη 

παράμετρο της επίλυσης, καθώς επηρεάζει την επιστρεφόμενη υπό/υπέρ-Ερμηνεία 

Περιοχής στην έξοδο του GREEDY – REP – MC2. Στη συνέχεια, στην παρουσίαση των 

αποτελεσμάτων της πειραματικής αξιολόγησης του αλγορίθμου θα δοθούν απτές 

αποδείξεις της αξίας της ορθής επιλογής του βήματος   . 

 

Όλα τα παραπάνω, δηλαδή διακριτοποίηση του χώρου με κατάλληλο βήμα και  

εύρεση  συνόλου εφικτών περιοχών που να προσομοιάζει με το σύνολο των επαγόμενων 

περιοχών, καλείται να τα υπολογίσει ο αλγόριθμος REGION – GEN (Shakarian and 

Subrahmanian 2012) ο οποίος παρουσιάζεται στη συνέχεια. Πρακτικά δηλαδή, το πρόβλημα 

εύρεσης υπό/υπέρ-Ερμηνείας Περιοχής για τη Γεωχωρική Απαγωγή Περιοχής ανατίθεται σε 

μια σουίτα δύο  αλγορίθμων, και συγκεκριμένα στους REGION – GEN και GREEDY – REP – 

MC2, όπου ο πρώτος αναλαμβάνει τον υπολογισμό του συνόλου των εφικτών περιοχών 

που εν συνεχεία θα χρησιμοποιηθεί στα δεδομένα εισόδου του δεύτερου για τον 

υπολογισμό της Ερμηνείας. 

 

Αλγόριθμος REGION – GEN 

 

Είσοδος: Χώρος  , σύνολο παρατηρήσεων   ,          , με       . 

Έξοδος: Σύνολο εφικτών περιοχών   . 
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1ο Βήμα: Να υπερτεθεί τετραγωνικό πλέγμα βήματος     στον χώρο   . Έστω πίνακας     
, ο 

οποίος αρχικοποιείται ως κενός για κάθε σημείο του πλέγματος    . 

2ο Βήμα: Να αρχικοποιηθεί λίστα δεικτών     για τα σημεία του πλέγματος. 

3ο Βήμα: Για κάθε παρατήρηση        να υπολογιστούν όλα τα σημεία του πλέγματος     

τέτοια που              .  

Αν     
  , τότε να προστεθεί το σημείο      στη λίστα   . 

Αλλιώς, να τεθεί     
    

     . 

4ο Βήμα: Έστω         δυαδική συμβολοσειρά     θέσεων οποιουδήποτε συνόλου       

όπου, για κάθε θέση που αντιστοιχεί σε στοιχείο του συνόλου    τίθεται  , ενώ 

στις άλλες θέσεις τίθεται   . 

5ο Βήμα: Έστω     πίνακας κατακερματισμού (hash table) μεγέθους       
    

 
 , όσες δηλα-

δή και οι περιοχές οι οποίες δεικτοδοτήθηκαν από τις δυαδικές συμβολοσειρές  

     θέσεων. 

6ο Βήμα: Για κάθε σημείο        να εκτελεστούν τα εξής: 

Αν          
  = κενό, τότε να αρχικοποιηθεί ως είσοδος το ορθογώνιο το οποίο 

εμπεριέχει το σημείο    . 

Αλλιώς, να επεκταθεί η περιοχή στη θέση          
   ώστε να είναι το MBR το 

οποίο περικλείει το σημείο      και την περιοχή          
 . 

7ο Βήμα: Να επιστραφούν όλες οι είσοδοι στον πίνακα     που δεν είναι κενές. 

 

Περιγραφικά, ο αλγόριθμος λειτουργεί σε δύο διαδοχικές φάσεις (Σχήμα 3.4). Στην 

πρώτη φάση εντοπίζει για τα σημεία του πλέγματος, που έχει ήδη υπερτεθεί, αρχικά ανά 

παρατήρηση και στη  συνέχεια για κάθε άλλο δυνατό υποσύνολο του συνόλου των 

παρατηρήσεων τα σύνολα των σημείων που ικανοποιούν τις γεωμετρικές απαιτήσεις 

μέγιστης και ελάχιστης απόστασης. Στη συνέχεια, στη δεύτερη φάση, υπολογίζει τα MBRs  

όλων των συνόλων σημείων τα οποία υπολογίστηκαν στην προηγούμενη φάση. 

 

Αποδεικνύεται ότι ο αλγόριθμος  REGION – GEN έχει χρονική πολυπλοκότητα    
 

     

και επιπλέον ότι έχει «σφικτά» όρια (tight bounds)        
    

    (Shakarian and Subrahma-

nian 2012). 



- Γεωχωρική Απαγωγή Περιοχής - 

80 
 

 

Σχήμα 3.4  Γραφική απεικόνιση των δύο φάσεων λειτουργίας του αλγορίθμου REGION – GEN. 

 

3.5   Πειραματικά Αποτελέσματα Υλοποίησης των Αλγορίθμων 

 

3.5.1   Γενικά 

 

Μετά την θεωρητική ανάλυση των αλγορίθμων της Γεωχωρικής Απαγωγής Περιοχής, 

όπως και στην περίπτωση της Γεωχωρικής Απαγωγής Σημείου, ακολουθούν τα στάδια της 

υλοποίησης τους και της πειραματικής τους αξιολόγησης με πραγματικά δεδομένα 

(Shakarian and Subrahmanian 2012). Ώστε, αφενός να προκύψουν πλέον οι απαραίτητες 

αποδείξεις ότι η επίλυση του προβλήματος βελτιστοποίησης Sup – REP – MC έχει πρακτικό 

αντίκρισμα, δηλαδή μπορεί να υιοθετηθεί στην επίλυση υπαρκτών προβλημάτων της 

πραγματικότητας, και αφετέρου να αξιολογηθεί η αποδοτικότητα των ίδιων των 

αλγορίθμων. 

 

3.5.2   Δεδομένα της Πειραματικής Αξιολόγησης 

 

Οι αλγόριθμοι που υλοποιήθηκαν είναι οι REGION – GEN και GREEDY – REP – MC2 σε 

περίπου 3000 γραμμές πηγαίου κώδικα στην προγραμματιστική γλώσσα Java, ενώ ως 

υλισμικό χρησιμοποιήθηκε και σε αυτήν την περίπτωση φορητός Η/Υ Lenovo T400  με 

λειτουργικό σύστημα Microsoft Vista ο οποίος έφερε επεξεργαστή Intel Core Duo T 9400 

στα 2,53 GHz  και μνήμη RAM στα 4 GB.  

 

Τα πειραματικά δεδομένα τα οποία χρησιμοποιήθηκαν ήταν ακριβώς τα ίδια με αυτά 

της πειραματικής αξιολόγησης των αλγορίθμων της Γεωχωρικής Απαγωγής Σημείου, 

δηλαδή δεδομένα τα οποία αφορούσαν χωρικά την πόλη της Βαγδάτης και την αυτοτελή 
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διοικητικά στην πόλη της Βαγδάτης περιοχή της Σαντρ, για χρονικό διάστημα 21 μηνών, και 

πιο συγκεκριμένα από τον Φεβρουάριο του έτους 2007 έως τον Νοέμβριο του έτους 2008.  

 

3.5.3   Μεθοδολογία της Πειραματικής Αξιολόγησης 

 

Τα δεδομένα διαμερίστηκαν και πάλι σε δύο μη επικαλυπτόμενα σύνολα, με τους 

πρώτους 7 μήνες να χρησιμοποιούνται ως σύνολο δεδομένων εκπαίδευσης, ενώ οι 

υπόλοιποι 14 μήνες να χρησιμοποιούνται για την πειραματική αξιολόγηση των 

αλγορίθμων. Σε ό,τι αφορά τον καθορισμό των περιορισμών αποστάσεων, δηλαδή των 

τιμών των   και   με συνάρτηση απόστασης και πάλι την Ευκλείδεια απόσταση στη 

χαρτογραφική προβολή, τέθηκε εξ’ αρχής    , ενώ ως de – facto  όριο κατωφλίωσης 

μέγιστης επιτρεπόμενης απόστασης τέθηκε η τιμή    Km. Η τιμή της μέγιστης 

επιτρεπόμενης απόστασης     αποδεικνύεται ότι μεταβάλλεται ανάλογα με το εκάστοτε 

υιοθετηθέν βήμα του τετραγωνικού πλέγματος. Οπότε, υπολογίστηκε αλγοριθμικά για 

διάφορες τιμές του     από το σύνολο των δεδομένων εκπαίδευσης με μια απλή παραλλαγή 

του αλγορίθμου FIND BOUNDS, ο οποίος χρησιμοποιήθηκε αντίστοιχα στην  Γεωχωρική 

Απαγωγή Σημείου. 

 

Οι γενικοί στόχοι της πειραματικής αξιολόγησης που τέθηκαν αρχικά συγκεκριμενο-

ποιούνται αποκωδικοποιούμενοι στα εξής κριτήρια: 

1. Ο χρόνος εκτέλεσης των αλγορίθμων να είναι αποδεκτός. 

2. Οι περιοχές οι οποίες επιστρέφονται ως υπερ – Ερμηνεία από τον αλγόριθμο 

GREEDY – REP – MC2 να καταλαμβάνουν σχετικά «μικρή» επιφάνεια. 

3. Οι περιοχές υπερ – Ερμηνείας  να περιέχουν κάποια κρύπτη. 

4. Η μέση πυκνότητα των κρυπτών στις περιοχές υπερ – Ερμηνείας να είναι σημαντικά 

υψηλότερη από την μέση πυκνότητα κρυπτών στο χώρο. 

5. Να εξετασθεί η επίδραση μεταβολής του βήματος του τετραγωνικού πλέγματος σε 

όλα τα προηγούμενα κριτήρια. 
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3.5.4   Αποτελέσματα της Πειραματικής Αξιολόγησης  

 

Συνοπτικά, τα πειραματικά αποτελέσματα απέδειξαν ότι η σουίτα των δύο 

αλγορίθμων συμμορφώνεται ικανοποιητικά στα παραπάνω κριτήρια, αφού για παράδειγμα 

για βήμα τετραγωνικού πλέγματος τα 100m (Shakarian and Subrahmanian 2012): 

1. Ο χρόνος εκτέλεσης ήταν λίγο πάνω από 2sec. 

2. Αριθμητικά κατά μέσο όρο σε κάθε εκτέλεση επιστρεφόταν ως υπερ – Ερμηνεία 

λιγότερες από 16 περιοχές μέσης επιφάνειας μικρότερης από 2Km2. 

3. Κάθε περιοχή η οποία περιλαμβανόταν σε οποιαδήποτε υπερ – Ερμηνεία 

περιέκλειε κατά μέσο όρο 1,7 κρύπτες, ενώ για περιοχές της Ερμηνείας οι οποίες 

δεν περιέκλειαν καμία κρύπτη η κοντινότερη απείχε κατά μέσο όρο 275m. 

4. Η μέση πυκνότητα των κρυπτών στις περιοχές υπερ – Ερμηνείας (8,09 κρύπτες/ 

Km2) ήταν περίπου 1700% υψηλότερη από τη γενική πυκνότητα στην πόλη της 

Βαγδάτης (0,488 κρύπτες/ Km2). 

5. Επιβεβαιώθηκε με στατιστικούς ελέγχους η άμεση συσχέτιση του μεγέθους του 

βήματος του τετραγωνικού πλέγματος για οποιοδήποτε από τα τεθέντα κριτήρια. 

 

Πιο αναλυτικά, σε ό,τι αφορά το χρόνο εκτέλεσης των αλγορίθμων, δοκιμάστηκαν 93 

διαφορετικές τιμές για το βήμα του τετραγωνικού πλέγματος στο διάστημα τιμών    m, 

    m  ανά 10m. Δεδομένου ότι ο αλγόριθμος REGION – GEN παράγει αιτιοκρατικό 

αποτέλεσμα διενεργήθηκαν 25 δοκιμές για κάθε τιμή βήματος, ενώ επειδή ο αλγόριθμος 

GREEDY – REP – MC2 παράγει αναιτιοκρατικό αποτέλεσμα εκτελέστηκαν 100 δοκιμές για 

κάθε τιμή βήματος. Οπότε, και για τις δύο εξεταζόμενες περιοχές διενεργήθηκαν συνολικά 

4650 και 18600 δοκιμές εκτέλεσης αντίστοιχα. Για να συγκριθούν τα αποτελέσματα με 

έγκυρο στατιστικό τρόπο χρησιμοποιήθηκε το κριτήριο ANOVA, με το οποίο με πιθανότητα 

μεγαλύτερη από 99% εκτιμάται ότι διαφορετική είσοδος βήματος του τετραγωνικού 

πλέγματος και για τους δύο αλγορίθμους συνεπάγεται, αφενός διαφορετικό χρόνο 

εκτέλεσης και αφετέρου διαφορετικό αριθμό εξεταζόμενων εφικτών περιοχών. Εποπτικά τα 

πειραματικά αποτελέσματα και για τις δυο περιοχές οπτικοποιούνται στις γραφικές 

παραστάσεις (Σχήματα 3.5 και 3.6) που ακολουθούν. 
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Σχήμα 3.5  Γραφικές παραστάσεις χρόνου εκτέλεσης (συνεχής γραμμή) και αριθμού των  
εφικτών περιοχών (εστιγμένη γραμμή) του αλγορίθμου GREEDY – REP – MC2, 

για διάφορες τιμές βήματος (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Παρατηρείται ότι ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθμου GREEDY – REP – MC2 

συσχετίζεται με την τιμή του βήματος του τετραγωνικού πλέγματος και η γενική τάση, όπως 

ήταν άλλωστε αναμενόμενο, είναι να μειώνεται όσο το βήμα αυξάνει (Σχήμα 3.5). Το 

γεγονός όμως που είναι αξιοπρόσεκτο είναι η στενή ευθεία συσχέτιση μεταξύ χρόνου 

εκτέλεσης και αριθμού εφικτών περιοχών. Αυτό αποδίδεται, κατά πάσα πιθανότητα, στο 

γεγονός ότι ο αριθμός των περιοχών οι οποίες μπορούν να συσχετισθούν με κάθε 

παρατήρηση, δηλαδή η ποσότητα  , αυξάνει όσο αυξάνεται και ο αριθμός εφικτών 

περιοχών. 

 

Σχήμα 3.6  Γραφικές παραστάσεις χρόνου εκτέλεσης (συνεχής γραμμή) και θεωρητικού  

χρόνου εκτέλεσης    
 

     (διακεκομμένη γραμμή) του αλγορίθμου REGION – GEN,  

για διάφορες τιμές βήματος (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Όμοια και στο Σχήμα 3.6 παρατηρείται ότι όσο μειώνεται το βήμα τόσο αυξάνεται ο 

χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθμου REGION – GEN και μάλιστα με εκθετικό ρυθμό. Ενώ, 

εντυπωσιακή είναι και η ευθυγράμμιση μεταξύ του πειραματικού χρόνου εκτέλεσης που 

καταγράφηκε και του θεωρητικού χρόνου εκτέλεσης ο οποίος προκύπτει από την ανάλυση 

πολυπλοκότητας του αλγορίθμου στη συγκριτική τους θεώρηση, για διάφορες τιμές του 

βήματος του τετραγωνικού πλέγματος. 
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Σε ό,τι αφορά την επιφάνεια των περιοχών, οι οποίες επιστρέφονται ως υπερ – 

Ερμηνεία από την σουίτα των αλγορίθμων, είναι προφανής η σημασία του κριτηρίου. Οι 

περιοχές πρέπει να χαρακτηρίζονται από σχετικά «μικρό» μέγεθος, καθώς μεγάλη 

επιφάνεια συνεπάγεται αφενός θεωρητικά χαμηλή πυκνότητα κρυπτών ανά μονάδα 

επιφάνειας, συνεπώς μειωμένες πιθανότητες εντοπισμού κάποιας περιεχόμενης στην 

περιοχή κρύπτης, και αφετέρου πρακτικά δέσμευση μεγάλου όγκου υλικών, προσωπικού 

και μέσων για την αναζήτηση αυτών των κρυπτών. Αυτό που θα πρέπει να ποσοτικοποιηθεί 

είναι το ποιοτικό μέρους του κριτηρίου, δηλαδή με άλλα λόγια τι ακριβώς εννοείται με τον 

χαρακτηρισμό «μικρό» μέγεθος. Η ιδέα ήταν αυτό να συσχετισθεί με την επιφάνεια κύκλου 

ακτίνας ίσης με την τιμή της μέγιστης επιτρεπόμενης απόστασης   . Και αφού η τιμή της 

απόστασης   δεν είναι σταθερή, αλλά μεταβάλλεται ανάλογα με το βήμα του τετραγω-

νικού πλέγματος     που θα υιοθετηθεί, εκτιμήθηκε τελικά ότι ως ακτίνα πρέπει να θεωρη-

θεί η ελάχιστη τιμή     που υπολογίστηκε για       m,     m  ανά 10m. Οπότε, σε κάθε 

δοκιμή συγκρίθηκε η μέση επιφάνεια των περιοχών, τις οποίες η σουίτα αλγορίθμων 

επιστρέφει ως υπερ – Ερμηνεία, σε σχέση με την συγκεκριμένη επιφάνεια κύκλου. Εν τω 

μεταξύ, με χρήση του κριτηρίου της ANOVA εκτιμάται με πιθανότητα μεγαλύτερη από 99% 

ότι διαφορετική είσοδος βήματος του τετραγωνικού πλέγματος θα έχει ως αποτέλεσμα 

διαφορετικό μέσο μέγεθος. Τα πειραματικά αποτελέσματα και για τις δυο περιοχές 

παρουσιάζονται στις γραφικές παραστάσεις (Σχήμα 3.7) που ακολουθούν. 

 

Σχήμα 3.7  Γραφικές παραστάσεις του μεγέθους της μέσης επιφάνειας των περιοχών Ερμηνείας της 
σουίτας των αλγορίθμων (συνεχής γραμμή) ως προς μέγιστο επιτρεπόμενο μέγεθος επιφάνειας 
περιοχών (διακεκομμένη γραμμή), για διάφορες τιμές βήματος (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Εύκολα διαπιστώνεται από τις γραφικές παραστάσεις (Σχήμα 3.7) ότι δεν υπάρχει 

συσχέτιση μεταξύ του μεγέθους μέσης επιφάνειας των περιοχών Ερμηνείας και του 

βήματος του τετραγωνικού πλέγματος. Αξιοσημείωτο όμως είναι το φαινομενικά οξύμωρο, 

σε πρώτη ανάγνωση τουλάχιστον, γεγονός ότι όσο μεγαλώνει το βήμα τόσο περισσότερες 

σημειακές ή σχεδόν σημειακές περιοχές εμφανίζονται στην υπερ – Ερμηνεία που 

επιστρέφεται ως λύση. Το φαινόμενο αυτό αποδίδεται στο γεγονός ότι όσο αυξάνει το 
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βήμα του τετραγωνικού πλέγματος τόσο θα απομειώνονται σε απόλυτους αριθμούς τα 

σημεία πλέγματος στο χώρο, αφού θα αυξάνεται η επιφάνεια τους, τα οποία βρίσκονται 

στις τομές των κύκλων ακτίνας ίσης με     και κέντρο κάθε παρατήρηση.  

 

Σχετικά με το τρίτο κριτήριο που τέθηκε, δηλαδή την εξακρίβωση πως η σουίτα των 

αλγορίθμων εξασφαλίζει ότι οι περιοχές οι οποίες επιστρέφονται ως υπερ – Ερμηνεία 

περιέχουν κάποια κρύπτη, υιοθετήθηκαν τρεις διαφορετικοί, συμπληρωματικοί και όχι 

ανταγωνιστικοί μεταξύ τους, έλεγχοι. Ο πρώτος αφορά την εύρεση του αριθμητικού μέσου 

όρου των κρυπτών ανά περιοχή της υπερ – Ερμηνείας, ο δεύτερος αφορά τον έλεγχο αν 

υπάρχει τουλάχιστον μια κρύπτη ανά περιοχή της υπερ – Ερμηνείας, ενώ ο τρίτος 

αφορούσε την Ευκλείδεια απόσταση από την εγγύτερη κρύπτη. Σε ό,τι αφορά τον πρώτο 

έλεγχο, διαπιστώθηκε πειραματικά ότι αφενός τα αποτελέσματα διαφοροποιούνται 

δραματικά μεταξύ των δύο εξεταζόμενων περιοχών και αφετέρου ότι κάθε μεταβολή του 

βήματος του τετραγωνικού πλέγματος, ακόμη και για την ίδια εξεταζόμενη περιοχή, 

επιφέρει μεταβολή στον μέσο όρο κρυπτών της εκάστοτε επιστρεφόμενης υπερ – 

Ερμηνείας (Σχήμα 3.8). Μάλιστα το τελευταίο επιβεβαιώθηκε και στατιστικά, με την 

ANOVA, με τη στατιστική πιθανότητα να υπερβαίνει το 99%. 

 

Σχήμα 3.8  Γραφικές παραστάσεις του μέσου όρου κρυπτών ανά περιοχή Ερμηνείας της σουίτας 
των αλγορίθμων, για διάφορες τιμές βήματος (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Και ο δεύτερος έλεγχος επιβεβαίωσε την διαφοροποίηση μεταξύ των εξεταζόμενων 

περιοχών, δηλαδή μεταξύ της Βαγδάτης και της Σαντρ. Μάλιστα διαπιστώθηκε ότι γενικά 

για την πόλη της Βαγδάτης περισσότερες από τις μισές περιοχές υπερ – Ερμηνείας δεν 

περιέχουν καμία κρύπτη, συνεπώς οι υπόλοιπες περιοχές παρουσίαζαν πυκνότητα 

υπερδιπλάσια της μέσης πυκνότητας κρυπτών ανά περιοχή, ενώ για την περιοχή της Σαντρ 

τα αποτελέσματα ήταν ακόμη χειρότερα (Σχήμα 3.9). 

 



- Γεωχωρική Απαγωγή Περιοχής - 

86 
 

Το γεγονός της απόκλισης των θεωρητικών αποτελεσμάτων του μοντέλου της 

Γεωχωρικής Απαγωγής Περιοχής με τα αληθή δεδομένα του φαινομένου αποτελεί ένδειξη 

είτε ότι η ίδια είσοδος του αλγορίθμου είναι δεκτική βελτιώσεων, πχ θα μπορούσε να 

οφείλεται σε πολύ συντηρητική εκτίμηση του ορίου κατωφλίωσης για την εύρεση τις 

μέγιστης επιτρεπόμενης τιμής   , είτε ότι ενώ υπήρχαν πραγματικά κρύπτες στις υπόψη 

περιοχές αυτές δεν στάθηκε εφικτό να εντοπισθούν, και άρα να καταγραφούν ως τέτοιες. 

Επιπλέον, είναι προφανές ότι όσες περιοχές μηδενικής ή σχεδόν μηδενικής επιφάνειας 

συμμετέχουν στην  υπερ – Ερμηνεία είναι μάλλον απίθανο να περιέχουν κάποια κρύπτη, 

καθώς η ύπαρξη τους πιθανότατα είναι συμβατική και δεν φέρει κάποια φυσική σημασία. 

Τέλος, επιβεβαιώθηκε στατιστικά, με την ANOVA, ότι και σε αυτήν την περίπτωση, με 

πιθανότητα που υπερβαίνει το 99%, κάθε μεταβολή του βήματος του τετραγωνικού 

πλέγματος, ακόμη και για την ίδια εξεταζόμενη περιοχή, επιφέρει μεταβολή στον αριθμό 

των περιοχών της υπερ – Ερμηνείας οι οποίες περιέχουν τουλάχιστον μια κρύπτη. 

 

Σχήμα 3.9  Γραφικές παραστάσεις του αριθμού των περιοχών Ερμηνείας της σουίτας  
των αλγορίθμων που περιέχουν τουλάχιστον μια κρύπτη (συνεχής γραμμή)  

και του μέσου συνολικού αριθμού κρυπτών (εστιγμένη γραμμή), για  
διάφορες τιμές βήματος (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Ακριβώς για να αρθεί το πρόβλημα της ύπαρξης περιοχών μηδενικής ή σχεδόν 

μηδενικής επιφάνειας οι Shakarian και Subrahmanian εισήγαγαν τον τρίτο έλεγχο ο οποίος 

σχετίζεται με την Ευκλείδεια απόσταση από την εγγύτερη κρύπτη. Η ιδέα είναι απλή, 

επιβάλλει την εξής μετρική συνάρτηση: αν κάποια περιοχή περιέχει κάποια κρύπτη, τότε η 

τιμή της συνάρτησης είναι μηδενική, αλλιώς αυτή ισούται με την Ευκλείδεια απόσταση 

ανάμεσα στην υπόψη περιοχή και στη εγγύτερη κρύπτη εκτός περιοχής. Και σε αυτήν την 

περίπτωση, όπως άλλωστε και σε όλες τις προηγούμενες παραπάνω, επιβεβαιώθηκε 

στατιστικά με ANOVA η άμεση συσχέτιση των αποτελεσμάτων του ελέγχου με το μέγεθος 

του βήματος του τετραγωνικού πλέγματος που έχει επιλεγεί, ακόμη και εάν πρόκειται για 

την ίδια εξεταζόμενη περιοχή. Συγκεκριμένα, εκτιμάται με πιθανότητα που υπερβαίνει το 

99%  ότι κάθε μεταβολή του βήματος επιφέρει μεταβολή στη μετρική συνάρτηση κάθε 
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περιοχής και μάλιστα όχι αναιτιοκρατικά, καθώς με γραμμική παλινδρόμηση αποδεικνύεται 

ότι αυξάνοντας το βήμα του πλέγματος αυξάνεται και η τιμή της μετρικής συνάρτησης. Στο 

επόμενο σχήμα (Σχήμα 3.10) αποδίδονται με τη μορφή γραφικών παραστάσεων τα 

πειραματικά αποτελέσματα αξιολόγησης για τον υπόψη έλεγχο. 

 

Σχήμα 3.10  Γραφικές παραστάσεις της μέσης απόστασης από την εγγύτερη κρύπτη εκτός  
περιοχών Ερμηνείας (συνεχής γραμμή) και αποτελεσμάτων γραμμικής παλινδρόμησης  
(εστιγμένη γραμμή), για διάφορες τιμές βήματος (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Το τελευταίο κριτήριο που εξετάσθηκε είναι αυτό της πυκνότητας των κρυπτών στις 

περιοχές οι οποίες επιστρέφονται ως υπερ-Ερμηνεία σε σχέση με τη πυκνότητα της 

ευρύτερης εξεταζόμενης περιοχής. Πράγματι, η σουίτα των αλγορίθμων επέστρεφε ως 

λύση, ειδικά για την πόλη της Βαγδάτης, περιοχές με πολύ υψηλότερη μέση πυκνότητα 

συγκριτικά με τη πυκνότητα ολόκληρης της περιοχής ενδιαφέροντος. Ενδεικτικά, 

αναφέρεται ότι για βήμα πλέγματος ίσο με 100m η μέση πυκνότητα των κρυπτών στις 

περιοχές υπερ – Ερμηνείας (8,09 κρύπτες/ Km2) ήταν περίπου 1700% υψηλότερη από την 

πυκνότητα της Βαγδάτης (0,488 κρύπτες/ Km2). Τα αποτελέσματα όμως δεν ήταν τόσο 

θεαματικά και για την περιοχή της Σάντρ. Ενδεικτικά, και πάλι για βήμα πλέγματος ίσο με 

100m η μέση πυκνότητα των κρυπτών στις περιοχές υπερ – Ερμηνείας ήταν μόλις 2,08 

κρύπτες/Km2 έναντι 1,306 κρυπτών/Km2 της πυκνότητας της Σάντρ. Αυτή η «παραφωνία» 

εκτιμάται ότι οφείλεται στο γεγονός της ύπαρξης, αναλογικά, πολύ περισσότερων περιοχών 

μηδενικής ή σχεδόν μηδενικής επιφάνειας στις υπολογιζόμενες υπερ–Ερμηνείες για τη 

Σαντρ σε σχέση με αυτές τις Βαγδάτης. Και σε αυτήν την περίπτωση ο στατιστικός έλεγχος 

ANOVA δεν προκάλεσε κάποια έκπληξη, καθώς επιβεβαίωσε το αναμενόμενο. Ότι δηλαδή, 

με πιθανότητα μεγαλύτερη από 99%, κάθε μεταβολή του βήματος επιφέρει μεταβολή και 

στη μέση πυκνότητα κρυπτών των περιοχών υπερ–Ερμηνείας. Ούτε όμως και τα 

αποτελέσματα της  γραμμικής παλινδρόμησης προκάλεσαν έκπληξη, καθώς επιβεβαίωσαν 

τη φυσική διαίσθηση ότι αυξάνοντας το βήμα του τετραγωνικού πλέγματος μειώνεται η 

μέση πυκνότητα. Συγκεντρωτικά τα πειραματικά αποτελέσματα απεικονίζονται γραφικά 

στο επόμενο σχήμα (Σχήμα 3.11): 
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Σχήμα 3.11  Γραφικές παραστάσεις της μέσης πυκνότητας κρυπτών των περιοχών Ερμηνείας  
(συνεχής γραμμή), της πυκνότητας κρυπτών της ευρύτερης περιοχής (διακεκομμένη  

γραμμή) και αποτελεσμάτων γραμμικής παλινδρόμησης (εστιγμένη γραμμή),  
για διάφορες τιμές βήματος (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Λαμβάνοντας υπόψη, αφενός το γεγονός της ύπαρξης περιοχών μηδενικής ή σχεδόν 

μηδενικής επιφάνειας στις περιοχές Ερμηνείας, οι οποίες είναι στατιστικά απίθανο να 

περιέχουν κάποια κρύπτη, και αφετέρου ότι μόλις στο προηγούμενο κριτήριο αποδείχθηκε 

ότι υπάρχει πλήθος κρυπτών εγγύς των περιοχών Ερμηνείας, οι οποίες όμως επειδή δεν 

βρίσκονται εντός των περιοχών Ερμηνείας δεν προσμετρώνται ως σωστή απάντηση, λχ για 

βήμα ίσο με 100m η μέση απόσταση κρύπτης από την εγγύτερη σε αυτήν περιοχή 

Ερμηνείας ήταν μόλις 275m, οι Shakarian και Subrahmanian εισηγούνται τον διπλασιασμό 

των διαστάσεων κάθε περιοχής Ερμηνείας που υπολογίζεται από τη σουίτα των 

αλγορίθμων. Αυτή η θεώρηση οδηγεί φυσικά σε τετραπλασιασμό της επιφάνειας των 

περιοχών Ερμηνείας και προφανώς έρχεται σε αντίφαση με το δεύτερο κριτήριο 

αξιολόγησης, δηλαδή της προσπάθειας οι περιοχές υπερ – Ερμηνείας να καταλαμβάνουν 

γενικά μικρή επιφάνεια και πάντως μικρότερη από αυτήν η οποία υπολογίζεται κάθε φορά 

σε σχέση με την τιμή   . Το όφελος όμως από τη «χαλάρωση» του δευτέρου κριτηρίου είναι 

πολύ σημαντικό για να αγνοηθεί.  

 

Πράγματι, από το Σχήμα 3.12 το οποίο ακολουθεί προκύπτει ότι για βήμα 

τετραγωνικού πλέγματος ίσο με 100m η μέση πυκνότητα των 4-πλασιασμένων περιοχών 

Ερμηνείας για την Βαγδάτη εκτοξεύεται σε περίπου 18,8 κρύπτες/Km2 βελτιωμένη κατά 

περίπου 4000% ως προς την αρχική πυκνότητα της πόλης, ενώ για την περιοχή της Σαντρ τα 

αντίστοιχα νούμερα είναι περίπου 8,2 κρύπτες/Km2 και περίπου 630%. Ακόμη και στην 

περίπτωση αυτή αποδεικνύεται με ANOVA ότι με πιθανότητα που υπερβαίνει το 99% 

μεταβολή του βήματος του τετραγωνικού πλέγματος οδηγεί σε μεταβολή της μέσης 

πυκνότητας των περιοχών υπερ – Ερμηνείας. 
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Σχήμα 3.12  Γραφικές παραστάσεις της μέσης πυκνότητας κρυπτών των 4-πλασιασμένων περιοχών 
Ερμηνείας (συνεχής γραμμή) και αποτελεσμάτων γραμμικής παλινδρόμησης (εστιγμένη  

γραμμή), για διάφορες τιμές βήματος (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

3.6.   Η Μηχανή Γεωχωρικής Απαγωγικής Συλλογιστικής SCARE-S2 

 

Σε αυτό το σημείο κρίνεται σκόπιμο να παρουσιαστεί η μηχανή γεωχωρικής 

απαγωγικής συλλογιστικής SCARE-S2 (Social – Cultural Abductive Reasoning Engine – 

System2). 

 

Αναπτύχθηκε από τους Shakarian, Subrahmanian και τις επιστημονικές τους ομάδες 

σε μια συνεργασία μεταξύ του Αμερικανικού Στρατού (U.S. Army) και του Πανεπιστημίου 

του Maryland των ΗΠΑ. Παρουσιάστηκε για πρώτη φορά σε διεθνές συνέδριο τον Αύγουστο 

του 2011 (Shakarian et al. 2011). Παρέχει τη δυνατότητα είτε τοπικής εγκατάστασης σε 

μεμονωμένο Η/Υ είτε πρόσβασης σε αυτήν μέσω διαδικτυακής πύλης σε διαδικτυακό 

περιβάλλον, που όμως δεν γίνεται ελεύθερα αλλά απαιτείται η χορήγηση κωδικών. 

Απαραίτητη προϋπόθεση, όπως άλλωστε και στη μηχανή SCARE, αποτελεί η δυνατότητα 

πρόσβασης στο Google Map τόσο στην περίπτωση της τοπικής εγκατάστασης όσο και στην 

περίπτωση λειτουργίας μέσω διαδικτυακής πύλης. Τα δεδομένα εξόδου είναι αρχεία είτε 

σε μορφότυπο KML, για απευθείας οπτικοποίηση τους σε περιβάλλον Google Earth, είτε 

απλά αρχεία οριοθετημένου κειμένου (Comma Separated Values, CSV). 

 

Γενικά, η μηχανή SCARE-S2 είναι μια επέκταση της μηχανής SCARE με τη ουσιώδη 

διαφορά ότι χρησιμοποιείται για τον εντοπισμό Στόχων Υψηλής Αξίας (ΣΥΑ), άρα και  

Στόχων Υψηλής Προτεραιότητας (ΣΥΠ), σε δύο επαρχίες του Αφγανιστάν, τις επαρχίες 

Χελμάντ και Κανταχάρ (Εικόνα 3.1). Οι όροι ΣΥΑ και ΣΥΠ χρησιμοποιούνται με την έννοια 

που ορίζονται στους ελληνικούς και στους Νατοϊκούς στρατιωτικούς κανονισμούς και 

δόγματα. Πιο συγκεκριμένα, ως  ΣΥΑ ορίζεται στόχος του οποίου η απώλεια από τον εχθρό 

αναμένεται να συνεισφέρει σε μια ουσιώδη υποβάθμιση μιας σημαντικής δυνατότητας του 
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στο πεδίο της μάχης, ενώ ως ΣΥΠ ορίζεται ένας ΣΥΑ ο οποίος εάν προσβληθεί με επιτυχία 

θα συνεισφέρει ουσιαστικά στην επιτυχία των φίλιων σχεδίων (ΕΕ 151-1, 1999, FM 34-130, 

1994). 

                     

        (α) Γεωγραφική θέση του  Αφγανιστάν.                            (β) Γεωγραφική θέση των επαρχιών  
                                                                                                                      Χελμάντ και Κανταχάρ. 

Εικόνα 3.1  Γεωγραφική θέση του Αφγανιστάν και των επαρχιών  
Χελμάντ και Κανταχάρ (διαδικτυακός τόπος 4). 

 

Οπότε, η σουίτα των αλγορίθμων REGION – GEN και GREEDY – REP – MC2, αν και 

δοκιμάστηκε επιτυχώς για στιγμιότυπο του Προβλήματος Εντοπισμού Κρύπτης με 

δεδομένα από τη γεωγραφική περιοχή της πόλης της Βαγδάτης, δεν είναι δυνατόν να 

ενσωματωθεί αυτούσια στη μηχανή SCARE-S2, καθώς  το Πρόβλημα Εντοπισμού ΣΥΑ στις 

επαρχίες Χελμάντ και Κανταχάρ εγείρει προκλήσεις οι οποίες δεν είχαν προβλεφθεί και 

συνεπώς δεν είναι διαχειρίσιμες χωρίς η σουίτα να υποστεί κάποιες τροποποιήσεις. Πιο 

συγκεκριμένα, θα πρέπει: 

 Να ληφθούν υπόψη αλγοριθμικά, στις υποψήφιες περιοχές Ερμηνείας, οι 

συσχετίσεις μεταξύ των φυλών οι οποίες κατοικούν στο χώρο. 

 Να συμπεριληφθεί στην παραμετροποίηση του προβλήματος για τον χώρο το 

εξαιρετικά ανομοιόμορφο του εδάφους στο Αφγανιστάν. Για την πόλη της 

Βαγδάτης δεν τίθεται τέτοιο θέμα, καθώς ο χώρος περιορίζεται αποκλειστικά σε 

ομοιόμορφο αστικό ιστό. 

 Να βρεθεί εναλλακτική λύση αντί της διακριτοποίησης του χώρου, καθώς αντίθετα 

από την περίπτωση της Βαγδάτης όπου η περιοχή ενδιαφέροντος είναι διαστάσεων 

25Km x 27Km, στην προκειμένη περίπτωση η περιοχή ενδιαφέροντος αφορά δύο 

επαρχίες συνολικής επιφάνειας 580Km x 430Km. Η συνολική έκταση καθιστά τη 

διακριτοποίηση του χώρου πρακτικά αδύνατη. 



- Γεωχωρική Απαγωγή Περιοχής - 

91 
 

Η καθιερωμένη πρακτική είναι, σε συνέχεια των σταδίων: αρχική αναζήτηση 

πληροφοριών – συλλογή πληροφοριών από διάφορες πηγές – επεξεργασία πληροφοριών, 

να προσδιορίζονται στη ζώνη πληροφοριακής ευθύνης της εκάστοτε στρατιωτικής 

διοίκησης περιοχές ενδιαφέροντος (ΠΕ) όπου εικάζεται ότι υπάρχουν ΣΥΑ. Στη συνέχεια 

τακτικά όργανα συλλογής πληροφοριών, όπως ΜΕΑ (Μη Επανδρωμένα Αεροσκάφη), 

ομάδες συλλογής πληροφοριών κτλ, χρησιμοποιούνται εντός των ΠΕ προκειμένου να 

καταδείξουν σημειακά πλέον το ΣΥΑ στο ανάλογο κλιμάκιο διοίκησης, ώστε αυτό με τη 

σειρά του να προβεί σε εξάλειψη του ΣΥΑ με ενέργειες είτε τακτικού είτε ανορθόδοξου 

πολέμου (ΕΕ 151-1, 1999, FM 34-130, 1994). 

 

Όμως, στις αχανείς εκτάσεις των επαρχιών Χελμάντ και Κανταχάρ είναι μάλλον 

φιλόδοξο να θεωρηθεί ότι η παραπάνω διαδικασία θα υλοποιηθεί αποτελεσματικά. Αντί 

αυτής, δημιουργήθηκε η μηχανή SCARE-S2 προκειμένου αλγοριθμικά να υπολογιστούν και 

να υποδειχθούν περιοχές ενδιαφέροντος οι οποίες περιλαμβάνουν ΣΥΑ. Το αποτέλεσμα της 

προσπάθειας κρίνεται λίαν ικανοποιητικό, καθώς οι περιοχές που υπολογίστηκαν και 

υποδείχθηκαν έφεραν τα εξής χαρακτηριστικά:  

 μέση επιφάνεια μικρότερη των 100Km2, 

 μέση πυκνότητα σε ΣΥΑ 3500% περίπου υψηλότερη από τη πυκνότητα ολόκληρης 

της περιοχής και 

 πάνω από το 50% των περιοχών περιείχαν τουλάχιστον ένα ΣΥΑ. 

 

Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα εισόδου αφορούσαν τις επαρχίες Χελμάντ και Κανταχάρ 

που με τη σειρά τους υποδιαιρούνται σε 29 διοικητικά αυτοτελείς περιοχές. Ως σύνολο 

δεδομένων εκπαίδευσης χρησιμοποιήθηκαν οι 203 επιθέσεις που έλαβαν χώρα στο χρονικό 

διάστημα από τον μήνα Ιανουάριο έως και τον μήνα Απρίλιο του έτους 2010, ενώ οι 

υπόλοιπες 100 επιθέσεις από τον μήνα Μάιο έως και τον μήνα Ιούνιο, του ιδίου έτους, 

χρησιμοποιήθηκαν ως σύνολο παρατηρήσεων. Ως εναλλακτική αντί της διακριτοποίησης 

του χώρου, η οποία επιπλέον λαμβάνει υπόψη το ανομοιόμορφο του εδάφους, θεωρήθηκε 

το οδικό δίκτυο   , το οποίο ορίστηκε ως ένας μη κατευθυνόμενος γράφος       όπου  

     30304 κόμβοι, εκ των οποίων 1604 χωριά, και      61064 ακμές. Επιπλέον, 

προκειμένου να ληφθούν υπόψη αλγοριθμικά και οι φυλετικές συσχετίσεις ορίστηκε 

σύνολο                 για τις αναγνωρισμένες με εθνολογικά κριτήρια 23 διαφο-

ρετικές φυλές οι οποίες κατοικούν στο χώρο. Οπότε, ορίστηκε στο χώρο συνάρτηση  

       η οποία για κάθε σημείο του χώρου επιστρέφει υποσύνολο του συνόλου των 
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φυλών. Για δύο τυχαία σημεία στο χώρο    και    ορίστηκε ότι αυτά συσχετίζονται 

φυλετικά ανν               . Ορίστηκε ως μετρική συνάρτηση απόστασης       μεταξύ 

δύο σημείων      και      στο χώρο όχι πλέον η Ευκλείδεια απόσταση, αλλά η συντομότερη 

διαδρομή στον μη κατευθυνόμενο γράφο      , η οποία όμως υπολογίζεται μόνον εάν τα 

δύο αυτά σημεία συσχετίζονται φυλετικά. Δηλαδή τυπικά:  

             
                                

                                                    
   

 

Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, καθίσταται προφανές ότι η παραμετροποίηση 

της αρχικής σουίτας των αλγορίθμων αφορά τροποποιήσεις αποκλειστικά και μόνον για τον 

αλγόριθμο REGION – GEN, ενώ ο αλγόριθμος GREEDY – REP – MC2 παραμένει ως έχει. 

Οπότε εν κατακλείδι, η μηχανή SCARE-S2 δεν είναι τίποτε άλλο παρά μια σουίτα δύο 

αλγορίθμων, του αλγορίθμου GREEDY – REP – MC2 και μιας παραλλαγής του  αλγορίθμου 

REGION – GEN, η οποία χρησιμοποιείται για την επίλυση ενός προβλήματος της Γεωχωρικής 

Απαγωγής Περιοχής και πιο συγκεκριμένα του Προβλήματος Εντοπισμού Στόχων Υψηλής 

Αξίας. 

 

Τέλος, αξίζει να σημειωθεί ότι μέχρι σήμερα τουλάχιστον 18 Οργανισμοί ή Υπηρεσίες 

έχουν χρησιμοποιήσει τις μηχανές απαγωγικής συλλογιστικής SCARE και SCARE-S2 

(Shakarian and Subrahmanian 2012). 
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Κεφάλαιο  4 

Γεωχωρική Απαγωγή και Θεωρία Παιγνίων 

 

 

4.1   Εισαγωγή 

 

Στα προηγούμενα κεφάλαια παρουσιάστηκε η θεωρία της Γεωχωρικής Απαγωγής, 

τυποποιήθηκε ο φορμαλισμός της, εξετάστηκε η χρονική πολυπλοκότητα των σημαντι-

κότερων προβλημάτων της και παρουσιάστηκαν αλγόριθμοι επίλυσης τους συνοδευόμενοι 

από αποτελέσματα της πειραματικής τους αξιολόγησης. Σε κάθε περίπτωση το σύνολο των 

παρατηρήσεων θεωρήθηκε ως ένα απλό δεδομένο εισόδου γεγονός όμως που δεν 

ανταποκρίνεται απολύτως στην αληθινή φύση του. 

 

Στην πραγματικότητα, για πολλά γεωχωρικά προβλήματα απαγωγής, το σύνολο των 

παρατηρήσεων αναπαριστά ένα σύνολο είτε ενσυνείδητων είτε ασυνείδητων επιλογών 

κάποιας φυσικής έλλογης οντότητας η οποία για κάποιο λόγο, ή λαμβάνοντας υπόψη 

κάποια κριτήρια, προέκρινε τα συγκεκριμένα σημεία του χώρου έναντι όλων των άλλων 

υπολοίπων σημείων. Ακόμη και για την φαινομενικά ακραία περίπτωση κατά την οποία τα 

σημεία παρατηρήσεων επιλέγονται με πραγματικά τυχαίο τρόπο, το γεγονός αυτό δεν 

αποτελεί τίποτε άλλο παρά μια επιλογή, και μάλιστα ενσυνείδητη, καθώς μόνον έτσι 

εξασφαλίζεται η πραγματική τυχαιότητα. Και εάν το πρόβλημα της ερμηνείας αυτών 

καθαυτών των επιλογών ανήκει στο γνωστικό τομέα της Ψυχολογίας το ερώτημα όμως, εάν 

υπάρχουν επιλογές οι οποίες εφόσον υιοθετηθούν θα ελαχιστοποιούσαν το σύνολο των 

κοινών σημείων της επιστρεφόμενης (     – Ερμηνείας και του συνόλου της αληθούς 

Ερμηνείας, είναι ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης το οποίο πρέπει να αντιμετωπισθεί και να 

απαντηθεί στα πλαίσια της Γεωχωρικής Απαγωγής. Για παράδειγμα, για το πρόβλημα 

εντοπισμού ενός κατά συρροήν δολοφόνου θα πρέπει να εξετασθεί εάν υπάρχουν σημεία 

στο χώρο στα οποία αν αυτός διαπράξει τα εγκλήματα του οι πιθανότητες σύλληψης του 

ελαχιστοποιούνται.  

 

Στο τρέχον κεφάλαιο θα παρουσιαστεί αυτό το πρόβλημα, αλλά φυσικά και το 

αντίστοιχο πρόβλημα της άλλης πλευράς, δηλαδή αυτό της μεγιστοποίησης του συνόλου 

των κοινών σημείων με δεδομένη την προσπάθεια της ελαχιστοποίησης του από τον 

αντίπαλο, όπως επιχειρήθηκε να μοντελοποιηθεί και να επιλυθεί στο εννοιολογικό πλαίσιο 
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της Θεωρίας Παιγνίων από τους Shakarian, Subrahmanian και Dickerson (Shakarian et al. 

2012a, Shakarian and Subrahmanian 2012) ως πρόβλημα προσαρμοστικών αντιπάλων 

(adaptive adversaries) σε παίγνιο Stackelberg. Το κριτήριο προσαρμοστικότητας, για τη μεν 

μια οντότητα σημαίνει ότι αυτή αντιλαμβανόμενη τη συλλογιστική αναζήτησης της 

Γεωχωρικής Απαγωγής συμπεριφέρεται ευφυώς προσαρμόζοντας ανάλογα τις επόμενες 

επιλογές της, για την δε άλλη οντότητα ότι γνωρίζει το προηγούμενο, οπότε και αυτή 

συμπεριφερόμενη ευφυώς με τη σειρά της προσαρμόζει ανάλογα τις δικές της επιλογές. 

 

Τέλος, εκτός από τη κλασικοποίηση των προβλημάτων με όρους υπολογιστικής πολύ-

πλοκότητας και τους αλγορίθμους επίλυσης τους θα παρουσιαστούν επίσης πειραματικά 

αποτελέσματα αξιολόγησης για το γνωστό πλέον πρόβλημα Εντοπισμού Κρύπτης με 

δεδομένα από την πόλη της Βαγδάτης. 

 

4.2   Η Γεωχωρική Απαγωγή ως Παίγνιο Δυο  Προσαρμοστικών Αντιπάλων 

 

Στη συνέχεια θα παρουσιαστεί η μοντελοποίηση της Γεωχωρικής Απαγωγής ως 

παίγνιο προσαρμοστικών παικτών σε παίγνιο Stackelberg, οπότε τα προβλήματα εύρεσης 

Ερμηνείας για κάθε περίπτωση ανάγονται σε παίγνια εύρεσης βέλτιστων στρατηγικών 

προσαρμοστικών αντιπάλων. Οι βέλτιστες αυτές στρατηγικές αποτελούν σημείο 

Stackelberg – ισορροπίας (Stackelberg – equilibrium), αλλά και ταυτόχρονα σημείο Nash – 

ισορροπίας (Nash – equilibrium), σε παίγνιο Stackelberg ή αλλιώς σε παίγνιο Ηγεσίας ως 

προς την Ποσότητα (Quantity Leadership). 

 

Πρόκειται για ένα παίγνιο στρατηγικής το οποίο προέρχεται από το γνωστικό πεδίο 

της Οικονομικής επιστήμης, και πιο συγκεκριμένα από την Μικροοικονομική Ανάλυση. 

Ορίζεται για την περίπτωση δυοπωλίου (duopoly) όπου οι παίκτες, οι οποίοι διακρίνονται 

σε ηγέτη (leader) και ακόλουθο (follower), ανταγωνίζονται ως προς την ποσότητα διάθεσης 

κάποιου προϊόντος στην αγορά. Οι γενικοί περιορισμοί οι οποίοι επιβάλλονται στο παίγνιο 

είναι ότι: α) ο ηγέτης γνωρίζει ex ante πως ο ακόλουθος παρακολουθεί τις ενέργειες του,   

β) ο ακόλουθος δεν είναι σε θέση να εκτελέσει μελλοντικά κάποια ενέργεια αναντίστοιχη 

με τον ρόλο του, δηλαδή να αναλάβει πρωτοβουλίες που αντιστοιχούν στον ρόλο του ηγέτη 

και γ) ο ηγέτης γνωρίζει το προηγούμενο (Varian, 1992). Ενώ, οι ειδικοί περιορισμοί είναι 

ότι και για τους δύο παίκτες είναι γνωστά α) η συνάρτηση της τιμής του προϊόντος ως προς 

τη διαθέσιμη ποσότητα του στην αγορά και β) οι συναρτήσεις κόστους παραγωγής του 
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προϊόντος για τον καθένα τους. Η μεθοδολογία επίλυσης τέτοιων παιγνίων γίνεται με την 

τεχνική της οπισθόδρομης επαγωγής (backward induction) ή αλλιώς με ανάστροφη 

(reverse) επίλυση, σύμφωνα με την οποία ο ηγέτης θεωρεί τον εαυτό του στη θέση του 

ακολούθου και εξετάζει τη βέλτιστη απόκριση (response) του ακολούθου σε οποιαδήποτε 

ποσότητα που ο ίδιος ως ηγέτης διαθέσει στην αγορά (Varian, 1992). Με αυτόν τον τρόπο ο 

ηγέτης υπολογίζει την ποσότητα του προϊόντος που μεγιστοποιεί το δικό του όφελος 

αναμένοντας την απόκριση του ακολούθου. Ο ακόλουθος με τη σειρά του παρατηρεί την 

ποσότητα του προϊόντος που ο ηγέτης διοχέτευσε και η βέλτιστη απόκριση του δεν είναι 

άλλη από το να διαθέσει την αναμενόμενη από τον ηγέτη ποσότητα φτάνοντας με αυτόν 

τον τρόπο σε σημείο Stackelberg – ισορροπίας. 

 

Επιστρέφοντας στη Γεωχωρική Απαγωγή, συμβατικά και για λόγους ευκολίας, ο ένας 

παίκτης, ο οποίος επιδιώκει να εντοπίσει την αληθή Ερμηνεία του συνόλου των παρατηρή-

σεων χρησιμοποιώντας την Απαγωγική Συλλογιστική, θα καλείται απλά παίκτης, ενώ ο 

έτερος παίκτης, ο οποίος με τη σειρά του επιδιώκει να αποφύγει τον εντοπισμό, θα 

καλείται αντίπαλος. Οπότε, το ένα πρόβλημα θα ορισθεί ως το πρόβλημα Βέλτιστης 

Στρατηγικής του Αντιπάλου, ενώ το άλλο ως το πρόβλημα Μέγιστης Στρατηγικής 

Αντιμετώπισης του Αντιπάλου. Είναι προφανές ότι στα πλαίσια ενός παιγνίου Stackelberg ο 

αντίπαλος θα παίζει τον ρόλο του ηγέτη, ενώ ο παίκτης το ρόλο του ακολούθου. Η 

γεωχωρική απαγωγή θα μπορούσε να μοντελοποιηθεί ως παίγνιο δύο προσαρμοστικών 

παικτών ως εξής (Shakarian et al. 2012a): 

1ο Βήμα: Ο αντίπαλος επιλέγει σύνολο σημείων στο χώρο όπου θα εκτελέσει τις ενέργειες 

του γνωρίζοντας όμως ότι αυτό ακριβώς το σύνολο ταυτόχρονα θα αποτελέσει το 

σύνολο παρατηρήσεων   του παίκτη. Για την περίπτωση του προβλήματος 

Εντοπισμού Κρύπτης στην περιοχή της Βαγδάτης αυτό το στάδιο ταυτίζεται με την 

στοχοποίηση από πλευράς ατάκτων. 

2ο Βήμα: Ο αντίπαλος υπολογίζει σύνολο θέσεων από τις οποίες θα υποστηρίζεται η 

εκτέλεση των ενεργειών του, οπότε αυτές ως αληθής Ερμηνεία αποτελούν κάποια 

από τις Ερμηνείες, έστω την    , του συνόλου παρατηρήσεων   . 

3ο Βήμα: Ο αντίπαλος, επειδή γνωρίζει ότι ο παίκτης είναι σε θέση να εντοπίσει την 

Ερμηνεία    με τυπική εφαρμογή της γεωχωρικής απαγωγής, προσπαθεί να 

υπολογίσει, εάν υπάρχει τέτοια, εναλλακτική Ερμηνεία    του συνόλου 

παρατηρήσεων   , η οποία να έχει τις λιγότερες πιθανότητες εντοπισμού. 
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4ο Βήμα: Ο παίκτης, από την άλλη μεριά, γνωρίζει ότι ο αντίπαλος είναι ευφυής, οπότε 

αφενός θα αποφύγει τη χρήση των σημείων της Ερμηνείας    και αφετέρου θα 

αναζητήσει την εναλλακτική Ερμηνεία    του συνόλου παρατηρήσεων  , η οποία 

να έχει τις λιγότερες πιθανότητες εντοπισμού. 

5ο Βήμα: Όμως και αντίπαλος γνωρίζει ότι ο παίκτης είναι ευφυής, οπότε και αυτός θα 

υπολογίσει εύκολα την Ερμηνεία   . Συνεπώς, είναι φρόνιμο ο ίδιος να ανα-

ζητήσει άλλη Ερμηνεία    , πάντα για το ίδιο σύνολο παρατηρήσεων. 

 

Αυτή η αναδρομική συλλογιστική μπορεί να συνεχιστεί θεωρητικά επ’ άπειρον ή όσο 

και το πλήθος διαφορετικών Ερμηνειών για το σύνολο παρατηρήσεων   ,  με τον παίκτη και 

τον αντίπαλο να διαγκωνίζονται διαρκώς προκειμένου ο ένας να βρίσκεται ένα βήμα πιο 

μπροστά από τον άλλο. Πέρα όμως από το καθαρά θεωρητικό ενδιαφέρον, που 

επιφυλάσσει η ύπαρξη μιας τέτοιας άπειρης αναδρομής για τους μαθηματικούς και για 

τους θεωρητικούς της πληροφορικής, πρακτικά αυτή δεν απαιτείται να εξετασθεί. Καθώς τα 

δεδομένα του πραγματικού κόσμου εμπεριέχουν τόσο «θόρυβο» που η ανάλυση σε τόσο 

βάθος της εναλλαγής συλλογισμού παίκτη και αντίπαλου αφενός προσθέτει πολυπλο-

κότητα στον υπολογισμό, άρα δεν οδηγεί σε αποδοτικό συλλογισμό, και αφετέρου δεν 

παρέχει κανένα εχέγγυο βελτίωσης της ακρίβειας (Shakarian et al. 2012a). 

 

Οπότε για τη συνέχεια, προκειμένου να είναι αποδοτικός ο υπολογισμός, αλλά και 

για να αντιμετωπίζεται ως κλασικό παίγνιο Stackelberg, θα θεωρηθεί πως το παίγνιο 

οριοθετείται με την εκτέλεση του 4ου βήματος. Επιπλέον, προκειμένου να είναι ρεαλιστικό 

θα θεωρηθεί ένα πιθανοτικό μοντέλο του τρόπου με τον οποίο παίκτης και αντίπαλος 

εκτελούν συλλογισμό ο ένας για τον άλλο, λαμβάνοντας έτσι υπόψη και τον «θόρυβο» των 

δεδομένων (Shakarian et al. 2012a). Το πιθανοτικό αυτό μοντέλο θα συνοδεύεται φυσικά 

και από κάποια συνάρτηση ανταμοιβής η οποία θα ποσοτικοποιεί αριθμητικά το όφελος 

καθενός από τους παίκτες, ερμηνεύοντας με αυτόν τον τρόπο τις διάφορες καταστάσεις για 

αυτούς. 
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4.3   Στρατηγικές και Ανταμοιβές 

 

4.3.1   Γενικά 

 

Είναι προφανές ότι παίκτης και αντίπαλος επιλέγουν μια στρατηγική η οποία τελικά 

για τον καθένα μεταφράζεται σε κάποιο υποσύνολο του χώρου  . Για τον παίκτη η 

στρατηγική του θα είναι το υποσύνολο των σημείων του χώρου, όπου αυτός εκτιμά ότι 

είναι τα σημεία τα οποία ο αντίπαλος χρησιμοποιεί προκειμένου να εκτελέσει τις ενέργειες 

του, ενώ για τον αντίπαλο θα είναι το υποσύνολο των αληθών θέσεων που αυτός 

χρησιμοποιεί. Και για τους δύο ισχύει ότι ο καθένας δεν είναι σε θέση να γνωρίζει τη 

στρατηγική που θα αποφασίσει ο άλλος. 

 

4.3.2   Η Γεωχωρική Απαγωγή ως Παίγνιο Μηδενικού Αθροίσματος 

 

Επειδή, στρατηγική και Ερμηνεία έχουν ορισθεί πανομοιότυπα θα απαιτηθεί εναλ-

λακτικός συμβολισμός ο οποίος θα δεικνύει την προτιθέμενη χρήση. Οπότε, εισάγεται ο 

συμβολισμός    και   για τους όρους στρατηγική αντιπάλου και στρατηγική παίκτη 

αντίστοιχα. Σε αυτό το σημείο μπορεί να ορισθεί η συνάρτηση ανταμοιβής για δοσμένο 

ζεύγος στρατηγικών      , η οποία στην πραγματικότητα θα είναι μια συνάρτηση μέτρου 

ομοιότητας μεταξύ των δύο συνόλων. Είναι προφανές ότι όσο πιο μεγάλο προκύπτει το 

μέτρο ομοιότητας τόσο πιο πολύ μοιάζουν οι στρατηγικές, δηλαδή τόσο πιο πολλά κοινά 

σημεία έχει η τομή τους, γεγονός το οποίο ευνοεί τον παίκτη, ενώ αντίθετα μικρό μέτρο 

ομοιότητας σημαίνει μικρή ομοιότητα μεταξύ των στρατηγικών γεγονός το οποίο ευνοεί τον 

αντίπαλο. 

 

Προηγουμένως, στην περίπτωση του ορισμού της συνάρτησης απόστασης σε μετρικό 

χώρο, προτιμήθηκε μια αξιωματική προσέγγιση αντί της υιοθέτησης μιας συγκεκριμένης 

συνάρτησης απόστασης. Ανάλογα, και στην προκειμένη περίπτωση διαπνεόμενοι από την 

ίδιο πνεύμα, ότι δηλαδή θα πρέπει το θεωρητικό πλαίσιο της γεωχωρικής απαγωγής να 

είναι αρκούντως ευρύ ώστε να εγκολπώνει μια ολόκληρη οικογένεια συναρτήσεων και όχι 

μια μεμονωμένη συνάρτηση, θα ορισθεί αξιωματικά η έννοια της συνάρτησης ανταμοιβής. 

 

Ορισμός 4.1 (Συνάρτηση Ανταμοιβής). Ορίζεται ως συνάρτηση ανταμοιβής (reward 

function)      κάθε  συνάρτηση                  τέτοια  που  για  κάθε αληθή  Ερμηνεία 
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μεγέθους     με      και       ισχύουν τα εξής αξιώματα: 

 Εάν     , τότε              και 

                                        ,  για κάθε ζεύγος      . 

 

Η βασική ιδέα είναι ότι η συνάρτηση ανταμοιβής ορίζεται, όπως ήδη αναφέρθηκε 

παραπάνω, ως μια συνάρτηση μέτρου ομοιότητας μεταξύ των στρατηγικών, και όχι μέτρου 

«αν-ομοιότητας» όπως θα μπορούσε εναλλακτικά. Με άλλα λόγια, συμβατικά προτιμήθηκε 

η συνάρτηση ανταμοιβής να εξετάζει τις στρατηγικές υιοθετώντας την οπτική του παίκτη 

και όχι του αντιπάλου. Οπότε, το πρώτο αξίωμα  «κανονικοποιεί» όλες τις συναρτήσεις 

ανταμοιβής, ορίζοντας ως μέγιστη τιμή την μονάδα για την περίπτωση που οι στρατηγικές 

παίκτη και αντιπάλου είναι πανομοιότυπες, ενώ το δεύτερο αξίωμα απαγορεύει την διπλή 

καταμέτρηση σημείων στον υπολογισμό της τιμής της συνάρτησης ανταμοιβής.  

 

Η αξία και των δύο αξιωμάτων είναι προφανής, όμως αυτό που δεν είναι προφανές 

είναι για ποιόν λόγο το αξιωματικό σύστημα περιορίζεται σε αυτά και δεν περιέχει 

επιπλέον ευλογοφανή αξιώματα, όπως ότι θα πρέπει             ή ότι θα πρέπει η      

να πληροί κάποια απαίτηση μονοτονικότητας. Η απάντηση σχετίζεται με το ότι 

καταβλήθηκε προσπάθεια η συνάρτηση ανταμοιβής να μην είναι κάποιο μαθηματικό 

μόρφωμα, άλλα να είναι ρεαλιστική και να είναι σε θέση να αποδώσει την πολυπλοκότητα 

της πραγματικότητας. Οπότε, για παράδειγμα, στο Πρόβλημα Εντοπισμού Κρύπτης εύκολα 

αποδεικνύεται ότι η στρατηγική του κενού συνόλου για τον παίκτη μπορεί στην 

πραγματικότητα να είναι όντως καλύτερη από τη στρατηγική λ.χ. ενός μονοσυνόλου που 

περιέχει ως μοναδικό στοιχείο του σημείο το οποίο αντιστοιχεί στην πραγματικότητα σε 

θρησκευτικό τόπο λατρείας, σε εθνικό μνημείο ή σε οικεία πολιτικού/πολιτειακού άρχοντα. 

Οι κοινωνικές αναταράξεις ή/και ο θρησκευτικός φανατισμός μπορεί να υπερσκελίσουν 

κατά πολύ τα όποια οφέλη του εντοπισμού κρύπτης, εάν αυτή υπάρχει και εάν αυτή 

καταστεί εφικτό να εντοπισθεί. Το αρνητικό ισοζύγιο μιας τέτοιας έρευνας γίνεται ακόμη 

πιο προφανές αν τελικά η έρευνα δεν αποδώσει καρπούς. Με όμοια συλλογιστική μπορεί 

να αποδειχθεί ότι και η συνήθης μαθηματική απαίτηση μονοτονικότητας δεν μπορεί να 

είναι απαιτητή αξιωματικά για τη συνάρτηση ανταμοιβής στη γενική περίπτωση. Για ειδικές 

όμως περιπτώσεις, οι οποίες θα αναλυθούν στη συνέχεια, θα μπορούσαν να επιβληθούν 

επιπλέον οι υπόψη απαιτήσεις. Για την ανάλυση πολυπλοκότητας στη συνέχεια θα θεωρεί-

ται ότι οι χρησιμοποιούμενες συναρτήσεις ανταμοιβής είναι πολυωνυμικά υπολογίσιμες, 

κάτι το οποίο μπορεί εύκολα να αποδειχθεί. 
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Μετά τον ορισμό της συνάρτησης ανταμοιβής μπορεί πλέον να ορισθεί και η 

απολαβή για παίκτη και αντίπαλο ως εξής: 

 

Ορισμός 4.2 (Aπολαβή). Έστω στρατηγική του αντιπάλου  , στρατηγική του παίκτη   και 

συνάρτηση ανταμοιβής   , τότε ορίζεται ως απολαβή (payoff) του αντιπάλου η τιμή  

        , ενώ ως απολαβή του παίκτη η τιμή         . 

 

Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό απολαβής εύκολα παρατηρείται ότι η απολαβή 

ορίζεται ως θετικός αριθμός για τον παίκτη και αρνητικός για τον αντίπαλο, ενώ επιπλέον 

για κάθε ζεύγος στρατηγικών     το άθροισμα είναι μηδενικό. Δηλαδή, ο ορισμός 

απολαβής επιτυγχάνει διττό στόχο αφενός ευθυγραμμίζεται με την λογική υιοθέτησης της 

οπτικής του παίκτη, και όχι του αντιπάλου, και αφετέρου ανάγει το παίγνιο σε παίγνιο 

μηδενικού αθροίσματος (zero sum game). Πρέπει να σημειωθεί ότι ο τρόπος ορισμού του 

αξιωματικού συστήματος εφοδιάζει με μια σημαντική ιδιότητα τις συναρτήσεις 

ανταμοιβής, αυτήν της υποτμηματικότητας. Δηλαδή, αποδεικνύεται ότι για τυχαία, αλλά 

σταθερή στρατηγική του αντιπάλου   , η οριακή μεταβολή στην ανταμοιβή του παίκτη από 

την πρόσθεση νέων σημείων μειώνεται όσο το μέγεθος της στρατηγικής του αυξάνει 

(Shakarian et al. 2012a). 

 

4.3.3   Συναρτήσεις Ανταμοιβής 

 

Οι επόμενες συναρτήσεις αποτελούν την εισήγηση των Shakarian, Subrahmanian και 

Dickerson ως προς το ποιές συναρτήσεις θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν ως 

συνάρτηση ανταμοιβής στο παίγνιο της γεωχωρικής απαγωγής (Shakarian et al. 2012a). Η 

πρώτη συνάρτηση ανταμοιβής ενσωματώνει την έννοια της επιβολής ποινής στον παίκτη 

για τις περιπτώσεις που αυτός υιοθετεί λανθασμένες στρατηγικές. 

 

Ορισμός 4.3 (Συνάρτηση Ανταμοιβής με Επιβολή Ποινής). Έστω απόσταση        μετρικής 

συνάρτησης απόστασης στον χώρο, τότε η συνάρτηση ανταμοιβής με επιβολή ποινής  

(penalizing reward function)                με                       ορίζεται ως εξής:  
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Ο υπολογισμός της απολαβής του παίκτη εκκινεί από τον σταθερό όρο της 

συνάρτησης 
 

 
, ο οποίος πρακτικά αποτιμά την απολαβή του παίκτη στην περίπτωση 

υιοθέτησης της κενής στρατηγική, δηλαδή για              . Εναλλακτικά θα μπορούσε να 

επιλεγεί οποιοσδήποτε αριθμός εντός του διαστήματος       , όμως ο αριθμός που επελέγη 

αποτελεί την πλέον προφανή επιλογή, καθώς όντας ο διάμεσος αριθμός ικανοποιεί την 

αίσθηση συμμετρίας. Στην συνέχεια, για κάθε ορθό εντοπισμό σημείου που επιτυγχάνει η 

στρατηγική του παίκτη προστίθεται όφελος 
 

     
, ενώ για κάθε εσφαλμένη εκτίμηση του 

επιβάλλεται ποινή ίση με 
 

     
, η οποία αφαιρείται από την απολαβή. Η ορθότητα του 

εντοπισμού καθορίζεται με την εφαρμογή κριτηρίου απόστασης, το οποίο ικανοποιείται 

εάν η απόσταση που υπολογίζεται με χρήση της μετρικής συνάρτησης απόστασης είναι 

μικρότερη ή ίση από κάποιο δοθέν σταθερό αριθμό μετρικών μονάδων, που καλείται 

απόσταση αποκοπής. Ως κύρια χαρακτηριστικά της υπόψη συνάρτησης ανταμοιβής 

καταγράφονται αφενός ότι ο ορθός εντοπισμός ενός σημείου επιβραβεύεται περισσότερο 

από όσο τιμωρείται ένας εσφαλμένος εντοπισμός και αφετέρου ότι αντιμετωπίζει με 

ισότιμο τρόπο τόσο τα σημεία τα οποία ικανοποιούν το κριτήριο απόστασης όσο και τα 

σημεία τα οποία δεν το ικανοποιούν αποδίδοντας τους ανάλογα την αντίστοιχη, αλλά 

πάντως σταθερή, μεταβολή απολαβής. 

 

Οι επόμενες συναρτήσεις ανταμοιβής θα φέρουν την ιδιότητα της μονοτονικότητας 

για την οποία έγινε πολύς λόγος προηγουμένως. Η μονοτονικότητα ορίζεται ως εξής: 

 

Ορισμός 4.4 (Μονοτονική Συνάρτησης Ανταμοιβής). Ορίζεται μια συνάρτηση ανταμοιβής  

    ως μονοτονική ανν 

          , δηλαδή η υιοθέτηση κενής στρατηγικής αποφέρει μηδενική απολαβή  

 αν     , τότε ισχύει ότι                  . 

 

Ορισμός 4.5 (Συνάρτηση Ανταμοιβής με Αποκοπή). Έστω απόσταση μετρικής συνάρτησης 

απόστασης στον χώρο      , τότε η συνάρτηση ανταμοιβής με αποκοπή (cutoff reward 

function)                με                       ορίζεται ως εξής: 
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Πρακτικά, η συνάρτηση              δεν είναι τίποτε άλλο παρά η ποσοστιαία 

αναλογία των σημείων της στρατηγικής του παίκτη τα οποία έχουν την ιδιότητα να 

ικανοποιούν το κριτήριο απόστασης. Τα κυριότερα χαρακτηριστικά της είναι: η ισότιμη 

αντιμετώπιση των σημείων του χώρου, η μη επιβολή αρνητικής κοστολόγησης σε λάθος 

επιλογές στην στρατηγική του παίκτη και η «ανελαστικότητα» του ορίου αποκοπής, καθώς 

ακόμα και εάν το σημείο που πρέπει να εντοπισθεί είναι χιλιοστά εκτός της ζώνης 

εντοπισμού, η οποία οριοθετείται από την απόσταση αποκοπής, αυτό θεωρείται ότι δεν 

ανακαλύφθηκε. Όλα αυτά πλήττουν την αληθοφάνεια της υπόψη συνάρτησης. Πάντως το 

μειονέκτημα της ανελαστικότητας του ορίου αποκοπής θεραπεύει η επόμενη συνάρτηση 

ανταμοιβής. 

 

Ορισμός 4.6 (Συνάρτηση Ανταμοιβής με Απόσβεση). Έστω    η Ευκλείδεια μετρική 

συνάρτησης απόστασης στον χώρο, τότε η συνάρτηση ανταμοιβής με απόσβεση (falloff 

reward function)            με                   ορίζεται ως εξής: 

          

                                                                     

 
 

                  
    

   

          
  

 

Με άλλα λόγια η συνάρτηση ανταμοιβής με απόσβεση  θεωρεί πως για κάθε σημείο 

της στρατηγικής του αντιπάλου η πιθανότητα του παίκτη να το ανακαλύψει είναι 

αντιστρόφως ανάλογη του τετραγώνου της απόστασης από το εγγύτερο σημείο της δικής 

του στρατηγικής. Ο όρος       εξασφαλίζει την κανονικοποίηση των τιμών, καθώς όπως έχει 

ήδη αναφερθεί η συνάρτηση είναι έγκυρη και μονοτονική. Στα ισχυρά σημεία της 

συνάρτησης καταγράφονται, πρώτον ότι υπερπηδά το εμπόδιο της ανελαστικότητας 

κάποιου κριτηρίου απόστασης, οπότε είναι πιο αληθοφανής από τις προηγούμενες 

συναρτήσεις, δεύτερον ότι μια τέτοια θεώρηση έχει φυσική ερμηνεία, καθώς ο χώρος 

αναζήτησης είναι ανάλογος του τετραγώνου της απόστασης μεταξύ των δύο σημείων, και 

τρίτον η μορφή της είναι πολύ οικεία, καθώς πάρα πολλοί γνωστοί νόμοι της Φυσικής 

επιστήμης (βαρυτικού πεδίου, μαγνητικού πεδίου, ηλεκτρικού πεδίου κοκ) συσχετίζονται 

με το αντίστροφο του τετραγώνου της απόστασης. Στα ασθενή της σημεία καταγράφονται 

ότι και αυτή, όπως άλλωστε και όλες οι προηγούμενες συναρτήσεις ανταμοιβής, 

μεταχειρίζεται με ισότιμο τρόπο τα σημεία και επιπλέον ότι δεν κοστολογεί αρνητικά 

λανθασμένες επιλογές στη στρατηγική του παίκτη. Η επόμενη συνάρτηση ανταμοιβής 

σέβεται τη μοναδικότητα των σημείων του χώρου, οπότε άρει το μειονέκτημα της ισότιμης 

μεταχείρισης τους. 
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Ορισμός 4.7 (Συνάρτηση Ανταμοιβής με Βάρη). Έστω συνάρτηση βαρών         και 

απόσταση αποκοπής μετρικής συνάρτησης απόστασης στον χώρο      , τότε η συνάρτηση 

                 με                         καλείται συνάρτηση ανταμοιβής με βάρη 

(weighted reward function) και ορίζεται ως εξής: 

                 
                                 

          
 

 

Εύκολα διαπιστώνεται ότι η υπόψη συνάρτηση αποτελεί γενίκευση της συνάρτησης 

ανταμοιβής με αποκοπή, καθώς η τελευταία προκύπτει από αυτήν απλά θέτοντας 

μοναδιαίο βάρος για κάθε σημείο. Περιγραφικά, εισάγεται η έννοια της συνάρτησης βαρών 

που αναθέτει σε κάθε σημείο του χώρου θετικές τιμές βάρους οι οποίες αντιπροσωπεύουν 

την βαρύτητα, δηλαδή την αξία, του υπόψη σημείου. Για παράδειγμα, σε θρησκευτικό τόπο 

λατρείας, όπου έρευνα στον υπόψη χώρο μπορεί να αποτελέσει την θρυαλλίδα κοινωνικών 

αναταράξεων, μπορεί να ανατεθεί μικρό βάρος, ενώ αντίθετα σε επιβεβαιωμένο χώρο 

συγκέντρωσης εξτρεμιστικών στοιχείων να ανατεθεί πολύ μεγαλύτερο. Στη συνέχεια η 

συνάρτηση ανταμοιβής με βάρη λειτουργεί ακριβώς όπως η συνάρτηση ανταμοιβής με 

αποκοπή με την εξής διαφορά: αντί να χρησιμοποιεί στον υπολογισμό της αποτίμησης τον 

πληθάριθμο των σημείων της στρατηγικής του παίκτη, τα οποία βρίσκονται εντός των 

ζωνών εντοπισμού, χρησιμοποιεί το άθροισμα των βαρών τους. Πρακτικά, η συνάρτηση 

επιβραβεύει τον εντοπισμό σημείων της στρατηγικής του αντιπάλου τα οποία η συνάρτηση 

βάρους έχει αποτιμήσει ως σημεία υψηλής αξίας, άρα έχουν μεγάλο βάρος, ενώ έμμεσα 

ενσωματώνει και την έννοια της ποινής για λανθασμένες επιλογές στην στρατηγική του 

παίκτη, αφού τέτοιες επιλογές αποφέρουν μηδενικό ή μη άξιο σημασίας όφελος. Το 

κυριότερο μειονέκτημα της, κατά πλήρη αντιστοιχία με τη συνάρτηση ανταμοιβής με 

αποκοπή, είναι η ανελαστικότητα της χρήσης κάποιας απόστασης αποκοπής. 

 

Ακολουθεί πρακτικό παράδειγμα υπολογισμού των συναρτήσεων ανταμοιβής    , 

    και    . Έστω χώρος   με βήμα τετραγωνικού πλέγματος ίσο με 100m, σύνολο 

παρατηρήσεων              , στρατηγική αντιπάλου            και στρατηγική παίκτη  

           (Σχήμα 4.1). 
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Σχήμα 4.1  Παράδειγμα γραφικής απεικόνισης του συνόλου  
παρατηρήσεων και των στρατηγικών αντιπάλου και παίκτη. 

 

Τότε, για απόσταση αποκοπής          m σύμφωνα με τα προηγούμενα: 

                        
 

 
 

      

           
 

      

       
 

 

 
 

 

   
 

 

         
 

                                                                     

                        
       

         
 

 

 
       

                      
 

                  
 
 

 

                  
 

 

                                           
 

    
 

 

       
 

 

 
 

 

 
       

 

Εν κατακλείδι, εκτός των παραπάνω θα μπορούσαν να προταθούν και άλλες 

συναρτήσεις ανταμοιβής. Για οποιαδήποτε όμως συνάρτηση ανταμοιβής προτείνεται θα 

πρέπει να διενεργείται σχολαστικός έλεγχος ως προς την εγκυρότητα της, δηλαδή να 

ελέγχεται ότι αυτή συμμορφώνεται πλήρως με το αξιωματικό σύστημα που έχει τεθεί. 

 

4.4   Μικτές Στρατηγικές 

 

Είναι προφανές ότι κανένας από τους δύο παίκτες που συμμετέχει στο παίγνιο δεν 

θέλει να είναι «προβλέψιμος». Και αυτό διότι εάν ο αντίπαλος υιοθετήσει προβλέψιμη για 

τον παίκτη στρατηγική, τότε ο δεύτερος θα προσαρμόσει την δική του στρατηγική με 

τέτοιον τρόπο ώστε να μεγιστοποιήσει την απολαβή του. Και επειδή το παίγνιο είναι 

μηδενικού αθροίσματος μοιραία θα ελαχιστοποιηθεί η απολαβή του προβλέψιμου 

αντιπάλου. Ακριβώς ανάλογα, εάν ο παίκτης υιοθετήσει προβλέψιμη για τον αντίπαλο 
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στρατηγική, τότε ο δεύτερος θα είναι σε θέση εύκολα να επιλέξει στρατηγική η οποία 

μεγιστοποιεί την απολαβή του, ελαχιστοποιώντας έτσι την απολαβή του προβλέψιμου 

παίκτη. Αποδεικνύεται στη θεωρία Παιγνίων ότι η βέλτιστη απάντηση στο πρόβλημα της 

προβλεψιμότητας των στρατηγικών είναι η αναιτιοκρατική επιλογή τους σύμφωνα με 

κάποια πιθανοτική κατανομή (Osborne and Rubinstein 2001). 

 

Οπότε, στη συνέχεια θα οριστούν οι έννοιες των μικτών στρατηγικών, ή αλλιώς των 

συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας (probability density function, pdf) σε στρατηγικές, 

και της αναμενόμενης ανταμοιβής. Προηγουμένως όμως απαιτείται να οριστούν τυπικά οι 

έννοιες της Συνάρτησης Ερμηνείας και Συνάρτησης Στρατηγικής (Shakarian et al. 2012a). 

 

Ορισμός 4.8 (Συνάρτηση Ερμηνείας). Έστω χώρος  , σύνολο παρατηρήσεων     και 

αριθμός     , τότε ορίζεται ως συνάρτηση Ερμηνείας (explanation function)               

με                   κάθε συνάρτηση που υπολογίζει σύνολο       τέτοιο που το     

αποτελεί Ερμηνεία του συνόλου παρατηρήσεων     με       . 

 

Ορισμός 4.9 (Συνάρτηση Στρατηγικής). Έστω χώρος  , σύνολο παρατηρήσεων     και 

αριθμός     , τότε ορίζεται ως συνάρτηση στρατηγικής (strategy function)         με  

             κάθε συνάρτηση που υπολογίζει σύνολο       τέτοιο που       . 

 

Δηλαδή, η διαφορά μεταξύ συνάρτησης Ερμηνείας και συνάρτησης στρατηγικής είναι 

ότι για δεδομένα εισόδου, σύνολο παρατηρήσεων και έναν φυσικό αριθμό, η πρώτη 

υπολογίζει κάποια από τις Ερμηνείες, εάν  υπάρχει τέτοια, με πληθικότητα μικρότερη ή ίση 

με τον δοθέντα φυσικό αριθμό, ενώ η δεύτερη απλά ένα υποσύνολο του χώρου με 

πληθικότητα μικρότερη ή ίση με τον δοθέντα φυσικό, χωρίς απαραίτητα αυτό να αποτελεί 

Ερμηνεία του συνόλου των παρατηρήσεων. Επιπλέον, ορίζεται ως     το σύνολο όλων των 

δυνατών συναρτήσεων Ερμηνείας, δηλαδή                       . 

 

Επισημαίνεται ότι για τα αποτελέσματα χρονικής πολυπλοκότητας θα θεωρείται 

συμβατικά πως οι συναρτήσεις Ερμηνείας/στρατηγικής είναι υπολογίσιμες σε σταθερό 

χρόνο (Shakarian et al. 2012a), δηλαδή ότι ο υπολογισμός τους απαιτεί χρόνο      . 

 

Κανένας από τους δύο παίκτες δεν γνωρίζει προκαταβολικά την συνάρτηση 

Ερμηνείας, δηλαδή ούτε ο παίκτης γνωρίζει ποιά σημεία του χώρου χρησιμοποιεί ο 
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αντίπαλος για να εκτελέσει το σύνολο ενεργειών του, αλλά ούτε και ο αντίπαλος γνωρίζει 

ποιά σημεία του χώρου θα ερευνηθούν από τον παίκτη. Συνεπώς, και οι δύο θα 

χρησιμοποιήσουν συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας για να εκτιμήσουν την 

συμπεριφορά του άλλου, υιοθετώντας έτσι μικτή στρατηγική. 

 

Ορισμός 4.10 (Κατανομή Συναρτήσεων Ερμηνείας). Έστω χώρος   , κατηγόρημα εφικτότη-

τας      ,         και συσχετιζόμενο σύνολο Ερμηνείας    , τότε ορίζεται ως κατανομή 

συναρτήσεων Ερμηνείας (explanation function dstribution) μια οποιαδήποτε πεπερασμένη 

κατανομή πιθανότητας                 με                           . 

 

Επιπλέον, ορίζεται ως     το σύνολο όλων των δυνατών κατανομών συναρτήσεων Ερμη-

νείας, δηλαδή                          . 

 

Πρακτικά για το παράδειγμα του Σχήματος 4.1, έστω ότι ο παίκτης έχει καταφέρει, 

λαμβάνοντας υπόψη άλλες πηγές, να αποκλείσει όλες τις άλλες συναρτήσεις πλην των εξής 

δύο συναρτήσεων Ερμηνείας:                      και                      , 

οπότε                      . Αν υποτεθεί ότι δεν υπάρχει κάποιος λόγος προκειμένου να 

προτιμάται κάποια από τις δύο συναρτήσεις Ερμηνείας έναντι της άλλης, τότε προφανώς 

θα υιοθετηθεί η ομοιόμορφη κατανομή ως κατανομή των συναρτήσεων Ερμηνείας        

και άρα θα ισχύει ότι:                                . 

 

Λαμβάνοντας υπόψη όλα τα παραπάνω, μπορεί πλέον να ορισθεί η έννοια της 

αναμενόμενης ανταμοιβής, η οποία λαμβάνει υπόψη τις μικτές στρατηγικές των παικτών 

που ορίζονται από τις κατανομές συναρτήσεων Ερμηνείας προκειμένου να υπολογίσει 

κάποια αναμενόμενη τιμή για τη συνάρτηση ανταμοιβής. 

 

Ορισμός 4.11 (Αναμενόμενη Ανταμοιβή). Έστω συνάρτηση ανταμοιβής      και κατανομές 

συναρτήσεων Ερμηνείας       και       για αντίπαλο και παίκτη αντίστοιχα, τότε ορίζεται 

ως αναμενόμενη ανταμοιβή (expected reward) κάθε συνάρτηση                      με  

                   . 

 

Για ορισμένες κατανομές συναρτήσεων Ερμηνείας       και       μπορεί να ορισθεί 

αναμενόμενη ανταμοιβή                      ως εξής: 
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Περιγραφικά ο ορισμός ερμηνεύεται ως εξής, αρχικά θεωρείται κάθε πιθανή 

συνάρτηση Ερμηνείας την οποία μπορεί να υιοθετήσει ο αντίπαλος, δηλαδή        . 

Ακολούθως, για κάθε πιθανή συνάρτηση Ερμηνείας την οποία μπορεί να υιοθετήσει ο 

παίκτης, δηλαδή        , υπολογίζεται η αναμενόμενη ανταμοιβή του παίκτη η οποία είναι 

το γινόμενο της πιθανότητας ο παίκτης να υιοθετήσει τη συνάρτηση Ερμηνείας, δηλαδή 

              , επί την ανταμοιβή του παίκτη για την περίπτωση που αυτός 

χρησιμοποιήσει         και ο αντίπαλος        , δηλαδή                    . Αυτό 

αφορά το τελευταίο γινόμενο του παραπάνω τύπου. Στη συνέχεια, αυτό ακριβώς το 

γινόμενο πρέπει να πολλαπλασιαστεί με την πιθανότητα ο αντίπαλος να χρησιμοποιήσει τη 

συνάρτηση Ερμηνείας. Οπότε, υπολογίζεται                                         . 

Τέλος, αυτό το τελευταίο γινόμενο πρέπει να αθροιστεί για κάθε πιθανή συνάρτηση 

Ερμηνείας την οποία μπορεί να χρησιμοποιήσει ο αντίπαλος, που θεωρήθηκε ήδη από το 

πρώτο βήμα, προκειμένου να υπολογιστεί η τελική αναμενόμενη ανταμοιβή για τον παίκτη. 

 

Όπως εύκολα διαπιστώνεται, ο υπολογισμός της αναμενόμενης ανταμοιβής του 

παίκτη είναι μια μάλλον πολύπλοκη διαδικασία. Οπότε, στην συνέχεια θα παρακαμφθεί ο 

υπολογισμός της εξετάζοντας δύο ειδικές περιπτώσεις, της αναμενόμενης φθοράς του 

αντιπάλου και του αναμενόμενου οφέλους του παίκτη, στις οποίες οι στρατηγικές 

αντιπάλου και παίκτη δεν είναι ταυτόχρονα μικτές. 

 

4.5   Επιλογή Στρατηγικής για τον Αντίπαλο 

 

4.5.1   Γενικά 

 

Στη συνέχεια θα παρουσιαστεί η παραλλαγή του προβλήματος όπου ο αντίπαλος έχει 

προαποφασίσει ποιό θα είναι το σύνολο παρατηρήσεων   , δηλαδή το σύνολο το σημείων 

όπου θα εκδηλώσει τις ενέργειες του, και αυτό που εκκρεμεί είναι η επιλογή της βέλτιστης 

για αυτόν στρατηγικής   (Shakarian et al. 2012a). Αυτή θα πρέπει προφανώς να αποτελεί 

Ερμηνεία του συνόλου παρατηρήσεων και φυσικά να ικανοποιεί το κατηγόρημα 

εφικτότητας. Επιπλέον, στα δεδομένα του προβλήματος εντάσσονται και οι εξής δύο 

υποθέσεις για τον αντίπαλο: πρώτον, ότι διαθέτει ένα πιθανοτικό μοντέλο συμπεριφοράς 
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του παίκτη, δηλαδή κάποια κατανομή συναρτήσεων Ερμηνείας και δεύτερον, ότι επιλέγει 

την στρατηγική του με φυσικό τρόπο μια και έξω, με άλλα λόγια σε αντίθεση με τον παίκτη 

χρησιμοποιεί συγκεκριμένη απλή στρατηγική και όχι μικτή. 

 

Αν και ο αντίπαλος μπορεί να χρησιμοποιήσει την έννοια της αναμενόμενης 

ανταμοιβής ως μέτρο σύγκρισης της στρατηγικής του, δηλαδή της αληθούς Ερμηνείας, και 

της στρατηγικής του παίκτη αυτό δεν απαιτείται από τη στιγμή που χρησιμοποιεί απλή 

στρατηγική. Αντί αυτής θα υπολογίσει μια παραλλαγή της που καλείται αναμενόμενη 

φθορά του αντιπάλου. Αυτός ο όρος αντιπροσωπεύει τον αριθμό των συζυγών σημείων τα 

οποία ο παίκτης αναμένεται να εντοπίσει σύμφωνα με τη συνάρτηση     , την οποία ο 

αντίπαλος χρησιμοποιεί για να μοντελοποιήσει την αναμενόμενη συμπεριφορά του παίκτη. 

Τυπικά: 

 

Ορισμός 4.12 (Αναμενόμενη Φθορά του Αντιπάλου). Έστω συνάρτηση ανταμοιβής      και 

κατανομή συναρτήσεων Ερμηνείας     , με την οποία ο αντίπαλος εκτιμά ότι μοντελο-

ποιείται η συμπεριφορά του παίκτη, τότε η αναμενόμενη φθορά, που ο ίδιος ο αντίπαλος 

εκτιμά ότι θα υποστεί (expected adversarial detriment), υπολογίζεται από την συνάρτηση  

                    ως εξής: 

                                              

         

 

 

Περιγραφικά, ο αντίπαλος υπολογίζει το άθροισμα των γινομένων κάθε συνάρτησης 

Ερμηνείας, για κάποια εκτιμώμενη από τον ίδιο κατανομή συναρτήσεων Ερμηνείας, επί 

κάποια εκτιμώμενη, και πάλι από τον ίδιο, συνάρτηση ανταμοιβής. Όλη αυτή η διαδικασία 

του επιστρέφει το μέγεθος της αναμενόμενης φθοράς που ο ίδιος εκτιμά ότι θα υποστεί 

από τον παίκτη, ή με άλλη διατύπωση τον πληθάριθμο του υποσυνόλου των σημείων της 

αληθούς Ερμηνείας (ή ισοδύναμα των στοιχείων της στρατηγικής του) που ο ίδιος εκτιμά 

ότι ο παίκτης θα επιτύχει να εντοπίσει.  

 

Πρακτικά για το παράδειγμα του Σχήματος 4.1, έστω ότι ο αντίπαλος επιθυμεί να 

υπολογίσει την αναμενόμενη φθορά που θα υποστεί στην περίπτωση που υιοθετήσει την 

στρατηγική          , προκειμένου να εκτελέσει τις ενέργειες του στο υπόψη σύνολο 

παρατηρήσεων             . Έστω στη συνέχεια ότι εκτιμά πως o παίκτης θα 

χρησιμοποιήσει ως    το ζεύγος συναρτήσεων Ερμηνείας                      και 
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                      με ομοιόμορφη κατανομή συναρτήσεων Ερμηνείας     , 

δηλαδή                               , και με συνάρτηση ανταμοιβής την     , 

όπου η απόσταση αποκοπής        τίθεται ίση με 100m. Τότε υπολογίζει: 

                                               
       

         
 

 

 
       

                                               
          

         
 

 

 
       

                                                     

                                                                                               

 

Συνεπώς, ο αντίπαλος ορθολογικά σκεπτόμενος είτε θα πρέπει να αναθεωρήσει την υπόψη 

στρατηγική του αναζητώντας κάποια καλύτερη, είτε ακόμα στην ακραία περίπτωση να 

επανεξετάσει ολιστικά το πρόβλημα τροποποιώντας το σύνολο παρατηρήσεων. Καθώς εάν 

δεν το πράξει, τότε η αναμενόμενη φθορά του θα είναι ίση με 0,75, ή ισοδύναμα θα 

απειληθεί με εντοπισμό το 75% των σημείων στο χώρο τα οποία πρόκειται να χρησιμο-

ποιήσει προκειμένου να υποστηρίξει την εκτέλεση των ενεργειών του. 

 

Η αναμενόμενη φθορά του αντιπάλου μπορεί να θεωρηθεί και ως μορφή ανταμοιβής 

της στρατηγικής του, καθώς αποτιμά το πόσο επιτυχημένη, με την προφανή ερμηνεία του 

όρου, είναι αυτή. Δηλαδή, όσο πιο πετυχημένη είναι η στρατηγική του τόσο μικρότερη 

φθορά ο ίδιος θα υποστεί. Και αφού η αναμενόμενη φθορά για τον αντίπαλο είναι ένα 

μέγεθος που ο ίδιος οφείλει να επιδιώξει να ελαχιστοποιήσει με την επιλογή της 

στρατηγικής του, συνεπώς άμεσα προκύπτει ότι η ελαχιστοποίηση της φθοράς του 

αντιπάλου αποτελεί και τη βέλτιστη στρατηγική του. Με μαθηματική αυστηρότητα ο 

ορισμός βέλτιστης στρατηγικής του αντιπάλου διατυπώνεται ως εξής: 

 

Ορισμός 4.13 (Βέλτιστη Στρατηγική του Αντιπάλου). Έστω χώρος   , σύνολο παρατηρήσεων  

   , αριθμός      , συνάρτηση ανταμοιβής      και κατανομή συναρτήσεων Ερμηνείας  

    , τότε ορίζεται ως βέλτιστη στρατηγική του αντιπάλου (optimal adversary strategy, OAS) 

μια Ερμηνεία     του συνόλου παρατηρήσεων     με         τέτοια που ελαχιστοποιεί την 

αναμενόμενη φθορά του               . 
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4.5.2   Πολυπλοκότητα Υπολογισμού της Βέλτιστης Στρατηγικής του Αντιπάλου 

 

Κατά τα γνωστά, της αλγοριθμικής επίλυσης προηγείται η κλασικοποίηση του ίδιου 

του προβλήματος σε κλάση πολυπλοκότητας. Το πρόβλημα τυπικά διατυπώνεται ως εξής 

(Shakarian et al. 2012a): 

 

Ορισμός 4.14 (Πρόβλημα Βέλτιστης Στρατηγικής του Αντιπάλου). Έστω χώρος  , κατη-

γόρημα εφικτότητας     ,        , σύνολο παρατηρήσεων  , αριθμός     , συνάρτη-

ση ανταμοιβής    και κατανομή συναρτήσεων Ερμηνείας     . Να υπολογισθεί η βέλτιστη 

στρατηγική του αντιπάλου  . 

 

Αποδεικνύεται ότι το πρόβλημα, όπως άλλωστε όλα τα ενδιαφέροντα προβλήματα, 

δεν είναι τετριμμένο, αλλά ανήκει στα υπολογιστικά δυσεπίλυτα προβλήματα. Για την 

ακρίβεια αποδεικνύεται ότι το OAS     – δύσκολα προβλήματα (Shakarian et al. 2012a) 

και η απόδειξη γίνεται μέσω αναγωγής του γνωστού    – δύσκολου προβλήματος GCD 

(Johnson, 1982). Η κατάσταση δεν βελτιώνεται ούτε ακόμη και στις ειδικές περιπτώσεις, 

που θεωρηθεί είτε μονοτονική (ή αντι-μονοτονική) συνάρτηση ανταμοιβής    είτε ότι το 

σύνολο Ερμηνείας    εκφυλίζεται σε μονοσύνολο, το πρόβλημα OAS παραμένει    – 

δύσκολο. 

 

Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, εντελώς αναμενόμενα, το αντίστοιχο πρόβλημα 

απόφασης (OAS-DEC), στο οποίο επιπλέον της εισόδου του προβλήματος OAS εισάγεται 

αριθμός         οπότε το ζητούμενο είναι εάν υπάρχει στρατηγική του αντιπάλου   

τέτοια που                , αποδεικνύεται ότι είναι    – πλήρες, εφόσον η συνάρτηση 

ανταμοιβής      είναι υπολογίσιμη σε χρόνο  PTIME (Shakarian et al. 2012a). 

 

Τέλος, στο ερώτημα πόσο υπολογιστικά δύσκολο είναι να βρεθεί το σύνολο όλων των 

στρατηγικών του αντιπάλου των οποίων η αναμενόμενη φθορά δεν υπερβαίνει κάποιο 

συγκεκριμένο όριο κατωφλίωσης, που στην ουσία αντιπροσωπεύει το μέγιστο τίμημα που 

είναι διατεθειμένος ο αντίπαλος να «πληρώσει» προκειμένου να πετύχει τους στόχους του, 

η απάντηση είναι ότι πρόκειται για πρόβλημα απαρίθμησης που κλασικοποιείται ως    – 

δύσκολο (Shakarian et al. 2012a). Δηλαδή, είναι πρακτικά ανέφικτο ο αντίπαλος να 

υπολογίσει όλες τις βέλτιστες για αυτόν στρατηγικές. 
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4.5.3   Ακριβής – Ευθύς Αλγόριθμος Επίλυσης του Προβλήματος OAS 

 

Η απόπειρα ευθείας – ακριβούς επίλυσης στο πρόβλημα OAS με εξαντλητική αναζή-

τηση της βέλτιστης στρατηγικής στον χώρο λύσεων μπορεί υλοποιηθεί με τον επόμενο 

αλγόριθμο, τον  NAIVE – OAS – EXACT v1, ο οποίος βασιζόμενος στον NAIVE – k SEP – EXACT 

v1 αποτελεί μια βελτιωμένη παραλλαγή του αντίστοιχου αλγορίθμου των Shakarian, 

Subrahmanian και Dickerson (Shakarian et al. 2012a). 

 

Αλγόριθμος NAIVE – OAS – EXACT v1 

 

Είσοδος: Χώρος  , σύνολο παρατηρήσεων  , κατηγόρημα εφικτότητας     , συνάρτηση 

απόστασης  ,        με      ,     , συνάρτηση ανταμοιβής    και κατανομή 

συναρτήσεων Ερμηνείας      . 

Έξοδος: Σύνολο     με      , το οποίο να αποτελεί τη βέλτιστη στρατηγική του αντι-

πάλου για το σύνολο παρατηρήσεων   . 

 

1ο Βήμα: Να εκτελεστούν τα πρώτα 5 βήματα του αλγορίθμου NAIVE – k SEP – EXACT v1. 

2ο Βήμα: Έστω σύνολο      το οποίο αρχικοποιείται ως κενό.  

3ο Βήμα: Εξαντλητικά να υπολογισθούν όλες οι δυνατές  -άδες της λίστας   με         

και για κάθε    , οι οποίες έχουν την ιδιότητα            να ισχύει ότι  

           
   . 

4ο Βήμα: Αν δεν υπάρχει   -άδα με αυτήν την ιδιότητα, τότε  

να επιστραφεί NO και να τερματιστεί ο αλγόριθμος. 

Αλλιώς, κάθε  -άδα της λίστας     που έχει την ιδιότητα να προστεθεί στο σύνολο  

  . 

5ο Βήμα: Για κάθε στοιχείο του συνόλου    να υπολογισθεί η αναμενόμενη φθορά του 

αντιπάλου και να επιστραφεί ως λύση το στοιχείο με την ελάχιστη τιμή. 

 

Είναι προφανές ότι ο αλγόριθμος NAIVE – OAS – EXACT v1  πράγματι υπολογίζει τη 

βέλτιστη στρατηγική του αντιπάλου. Όμως, το επιτυγχάνει απαριθμώντας ολόκληρο το 

σύνολο των στρατηγικών   , το οποίο ο αντίπαλος θα μπορούσε να υιοθετήσει. Μια τέτοια 

προσέγγιση εξαντλητικής αναζήτησης της λύσης στον χώρο των λύσεων, και ειδικά για 

πρόβλημα το οποίο αποδεδειγμένα ανήκει στην κλάση των    – δύσκολων προβλημάτων, 

δεν είναι καθόλου πρακτική και μπορεί να αποτελεί αντικείμενο μόνον θεωρητικού 
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ακαδημαϊκού ενδιαφέροντος. Τέλος, θα πρέπει να επισημανθεί ότι η απευθείας επίλυση 

δεν εκμεταλλεύεται καθόλου τις ιδιότητες των συναρτήσεων ανταμοιβής. 

 

Εξαιτίας των παραπάνω πρέπει να αναζητηθεί εναλλακτική προσέγγιση επίλυσης. 

Αυτό επιτυγχάνεται με την αναγωγή του προβλήματος OAS, που θα παρουσιαστεί στην 

συνέχεια, σε επίλυση μικτών ακέραιων γραμμικών προγραμμάτων (Mixed Integer Linear 

Programs, MILPS) τα οποία υπολογίζουν την ελάχιστη αναμενόμενη φθορά του αντιπάλου 

για συναρτήσεις ανταμοιβής     ,      και     . 

 

4.5.4   Επίλυση του Προβλήματος OAS με Μικτό Ακέραιο Γραμμικό Προγραμματισμό 

 

Η αναγωγή του προβλήματος OAS σε πρόβλημα βελτιστοποίησης με τη μορφή μικτού 

ακέραιου γραμμικού προγραμματισμού παρέχει όλο το πακέτο των συγκριτικών πλεονε-

κτημάτων που συνοδεύουν μια τέτοια επιλογή. Σε αυτά έχει ήδη γίνει εκτενής αναφορά σε 

προηγούμενη ενότητα, η οποία διαπραγματεύτηκε την αντίστοιχη αναγωγή για το 

πρόβλημα της Γεωχωρικής Απαγωγής Σημείου. 

 

Αν και στο πρώτο στάδιο της αναγωγής το πρόβλημα OAS ανάγεται σε μικτό ακέραιο 

μη γραμμικό προγραμματισμό (Mixed Integer Program, MIP), η εφαρμογή στο δεύτερο 

στάδιο του πολύ γνωστού μετασχηματισμού Charnes – Cooper (Charnes and Cooper 1962) 

επιβάλλει την πολυπόθητη γραμμικοποίηση, ώστε αυτό να αναχθεί σε MILP. Για λόγους 

παρουσίασης και εύκολης κατανόησης, λαμβάνοντας υπόψη ότι η όλη διαδικασία 

γραμμικοποίησης είναι μια τετριμμένη διαδικασία και προκειμένου να αποφευχθούν 

περιττές τεχνικότητες, επιλέχθηκε στην συνέχεια να παρουσιαστούν οι ορισμοί των MIP 

προβλημάτων και όχι των αντίστοιχων MILP. 

 

Τυπικά ο ορισμός του προβλήματος OAS σε ανηγμένη μορφή MIP, όπου ως 

συνάρτηση ανταμοιβής θεωρείται η συνάρτηση ανταμοιβής με βάρη, είναι ο εξής 

(Shakarian et al. 2012a): 

 

Ορισμός 4.15 (    – MIP). Έστω χώρος  , κατηγόρημα εφικτότητας     ,        , 

συσχετιζόμενο σύνολο Ερμηνείας   , σύνολο παρατηρήσεων  , αριθμός     , αριθμός  

         και μια συνάρτηση βαρών         η οποία αποδίδει σταθερό βάρος  

         για κάθε σημείο     . Επιπλέον, έστω σταθερά        ανν για κάθε       
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και                            τέτοιο που               και 0 αλλιώς. Τότε, ορίζε-

ται ως MIP το πρόβλημα βελτιστοποίησης το οποίο συσχετίζει τη μεταβλητή            με  

      ανν το σημείο        και       αλλιώς, ως εξής: 

Αντικειμενική Συνάρτηση:  ελαχιστοποίηση  της ποσότητας   

                     
       

          
 

    

  

          

 

Περιορισμοί:  1.           

2.                         , για κάθε       

Μεταβλητές:         
              
                 

 , για κάθε      

 

Με ανάλογο τρόπο ορίζεται και το πρόβλημα βελτιστοποίησης     – MIP με τη 

διαφορά όμως ότι                              
     και ότι η αντικειμενική συνάρτηση 

είναι η: 

                     
 

            
 

    

  

          

 

 

Είναι προφανές πλέον μετά την διατύπωση των ορισμών ότι η μη γραμμικότητα έγκειται 

στο γεγονός ότι η αντικειμενική συνάρτηση είναι κλασματική.  

 

Η ορθότητα της λύσης των MIP προβλημάτων, δηλαδή ότι πράγματι υπολογίζουν την 

βέλτιστη στρατηγική του αντιπάλου, αποδεικνύεται εύκολα. Σε ό,τι αφορά την χρονική τους 

πολυπλοκότητα, είναι γνωστό ότι τα MILP προβλήματα ως παραλλαγές των ILP προβλημά-

των είναι    – πλήρη προβλήματα (Garey and Johnson, 1979). Όμως, εάν το ζητούμενο 

είναι ο υπολογισμός σε πολυωνυμικό χρόνο ενός κάτω φράγματος στην τιμή της 

αντικειμενικής συνάρτησης, δηλαδή μιας θεωρητικής τιμής η οποία αποτελεί ενδεικτικά την 

ελάχιστη αναμενόμενη φθορά την οποία μπορεί να υποστεί ο αντίπαλος με τα 

συγκεκριμένα δεδομένα, αυτό αποδεικνύεται ότι μπορεί να επιτευχθεί με χρονικό κόστος 

               (Shakarian et al. 2012a). Αυτό επιτυγχάνεται αφενός επειδή ο μετα-

σχηματισμός γραμμικοποίησης είναι πολυωνυμικός και αφετέρου με την επιβολή 

«χαλάρωσης» της απαίτησης ακεραίων λύσεων, δηλαδή αντί          , αρκεί          . 
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Πράγματι, ο μετασχηματισμός είναι γνωστό ότι απαιτεί χρόνο ίσο με το γινόμενο του 

αριθμού των μεταβλητών επί τον αριθμό των περιορισμών (Charnes and Cooper, 1962). 

Οπότε, αφού η διατύπωση των υπόψη προβλημάτων απαιτεί          μεταβλητές και  

         περιορισμούς, άρα το υπολογιστικό κόστος της γραμμικοποίησης είναι 

πολυωνυμικό, και συγκεκριμένα ίσο με           . Από την άλλη μεριά, η χαλάρωση των 

απαιτήσεων έχει ως αποτέλεσμα την βελτίωση στην τιμής της αντικειμενικής συνάρτησης 

γεγονός το οποίο  σε πρόβλημα ελαχιστοποίησης μεταφράζεται αυτόματα σε μικρότερη 

τιμή της υπόψη συνάρτησης. Άρα, πράγματι η χαλάρωση απαιτήσεων ορίζει ένα κάτω 

φράγμα τιμής για το αρχικό MILP πρόβλημα. 

 

4.5.5   Ορθή Μείωση του Αριθμού Μεταβλητών στο MILP Επίλυσης OAS 

 

Και ενώ αυτά τα αποτελέσματα είναι αξιόλογα, το πρόβλημα για τον αντίπαλο 

παραμένει. Το ζητούμενο για αυτόν είναι ο υπολογισμός μιας βέλτιστης στρατηγικής του 

και όχι ο αποδοτικός υπολογισμός ενός ενδεικτικού κάτω ορίου της αναμενόμενης φθοράς 

του για κάποια βέλτιστη στρατηγική η οποία εξακολουθεί να είναι άγνωστη σε αυτόν. Την 

απάντηση στο πρόβλημα του αντιπάλου, και για συνάρτηση ανταμοιβής την     ,  δίδουν 

οι Shakarian, Subrahmanian και Dickerson (Shakarian et al. 2012a). 

 

Η κεντρική ιδέα είναι ότι κάθε βέλτιστη στρατηγική περιέχει υποχρεωτικά ένα 

συγκεκριμένο υποσύνολο σημείων. Στη συνέχεια η βέλτιστη στρατηγική θα «χτίζεται» 

επάνω του σε πολυωνυμικό χρόνο. Η εύρεση αυτού του υποσυνόλου ανάγεται και πάλι σε 

επίλυση MILP προβλήματος, το οποίο όμως εξασφαλίζει αποδοτικότερο υπολογισμό από το 

αρχικό MILP, καθώς θα έχει λιγότερους περιορισμούς. Συνεπώς, συνολικά το πρόβλημα  

OAS  για την  συνάρτηση ανταμοιβής      θα μπορεί να επιλυθεί αποδοτικότερα από την 

αρχική του MILP μορφή, που είναι και το ζητούμενο. 

 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί προηγουμένως η συνάρτηση ανταμοιβής     είναι στην 

πραγματικότητα ένας περιορισμός της συνάρτησης ανταμοιβής     με     . Οπότε, η 

αντικειμενική συνάρτηση της       σε αυτήν την περίπτωση γίνεται: 
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Αν ορισθεί σταθερά        τέτοια που: 

                              

          

 

Τότε, η αντικειμενική συνάρτηση παίρνει την μορφή: 

              
       

 

 

Αποδεικνύεται ότι υπάρχει υποσύνολο σημείων το οποίο περιέχεται σε κάθε 

βέλτιστη στρατηγική του αντιπάλου, αν υπάρχει τέτοια, και επιπλέον ότι αυτό αποτελεί μη 

– απλοποιήσιμη Ερμηνεία του συνόλου των παρατηρήσεων (Shakarian et al. 2012a). Αυτό 

ακριβώς το υποσύνολο θα καλείται κεντρική Ερμηνεία. Τυπικά ο ορισμός είναι ο εξής: 

 

Ορισμός 4.16 (Κεντρική Ερμηνεία). Έστω σύνολο παρατηρήσεων   και σύνολο των 

συζυγών σημείων  , τότε ορίζεται ότι μια Ερμηνεία είναι κεντρική Ερμηνεία (core 

explanation) και θα ως συμβολίζεται         ανν για κάθε            δεν υπάρχει        

τέτοιο που: 

1.      αν        συζυγή σημεία, τότε      να είναι επίσης συζυγή σημεία και 

2.               

 

Εκτός όμως από την έννοια της κεντρικής Ερμηνείας απαιτείται επιπλέον η εισαγωγή 

της έννοιας η οποία θα αφορά κάθε υποσύνολο δεδομένης πληθικότητας της κεντρικής 

Ερμηνείας το οποίο εξασφαλίζει την ελάχιστη δυνατή αναμενόμενη φθορά στον αντίπαλο, 

ή αλλιώς θα αφορά το υποσύνολο από όλα τα δυνατά υποσύνολα συγκεκριμένης 

πληθικότητας της κεντρικής Ερμηνείας το οποίο εξασφαλίζει την ελάχιστη αναμενόμενη 

φθορά. Αυτή η έννοια θα ορισθεί ως  βέλτιστη    – κεντρική Ερμηνεία. Πιο αυστηρά: 

 

Ορισμός 4.17 (Βέλτιστη    – Κεντρική Ερμηνεία). Έστω αριθμός      , κατανομή 

συναρτήσεων Ερμηνείας     , συνάρτηση ανταμοιβής   , τότε μια κεντρική Ερμηνεία  

       ορίζεται βέλτιστη    – κεντρική Ερμηνεία (  – core optimal explanation) ανν: 

1.             και 

2. Δεν υπάρχει καμία άλλη κεντρική Ερμηνεία      
  με       

     τέτοια που 

                
                    . 
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Επιπλέον, αποδεικνύεται ότι η αναζήτηση των σημείων τα οποία απαρτίζουν την 

κεντρική και τη βέλτιστη    – κεντρική Ερμηνεία αρκεί να εκτελεστεί  σε σύνολα            

και όχι σε ολόκληρο το σύνολο   .  Τα σύνολα αυτά ορίζονται ως εξής: 

                  τ π                         τ π                  

                                

                    τ π                         τ π                  

                              

, όπου             κατηγόρημα τ.π.:            
        αν    συζυγές  σημείο της    
       αλλιώς                                         

  

 

Σημειώνεται ότι ο υπολογισμός των συνόλων        είναι αποδοτικός, και συγκε-

κριμένα ισούται με              (Shakarian et al. 2012a). Λαμβάνοντας υπόψη τα 

παραπάνω το αρχικό πρόβλημα MIP, για συνάρτηση ανταμοιβής την     , ανάγεται στο 

εξής πρόβλημα MILP: 

 

Ορισμός 4.18 (MILP   – Κεντρικής Ερμηνείας). Έστω παράμετρος   και σύνολο   , τότε 

ορίζεται ως MILP    – κεντρικής Ερμηνείας (  – core MILP) το πρόβλημα βελτιστοποίησης το 

οποίο συσχετίζει κάθε σημείο         με τη μεταβλητή          , όπου        ανν το 

σημείο      αποτελεί στοιχείο της    – κεντρικής Ερμηνείας και        αλλιώς, ως εξής: 

Αντικειμενική Συνάρτηση:  ελαχιστοποίηση  της ποσότητας   

 

 
          
     

 

Περιορισμοί:  1.             

2.                          , για κάθε       

Μεταβλητές:         
                                          
                                                                       

    ,για κάθε       

 

Από τη στιγμή που εξασφαλίστηκε ο υπολογισμός της βέλτιστης   – κεντρικής 

Ερμηνείας με το παραπάνω MILP, το οποίο αφού       προφανώς έχει αριθμητικά το 

πολύ τόσους περιορισμούς όσο το αρχικό MIP και συνεπώς επιτυγχάνει καλύτερη αποδο-

τικότητα, το μόνο που απομένει είναι να παρουσιασθεί μεθοδολογία αποδοτικής επέκτα-

σης αυτού του συνόλου στο σύνολο  . Δηλαδή, απομένει το σύνολο των σημείων της  

βέλτιστης   – κεντρικής Ερμηνείας να επεκταθεί στο σύνολο των σημείων τα οποία 
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απαρτίζουν συνολικά την βέλτιστη στρατηγική του αντιπάλου. Αυτό το έργο ανατίθεται 

στον αλγόριθμο BUILD – STRAT (Shakarian et al. 2012a) ο οποίος παρουσιάζεται στη 

συνέχεια. 

 

Αλγόριθμος ΒUILD – STRAT  

 

Είσοδος: Λίστα συζυγών σημείων   , κεντρική Ερμηνεία       ,       και κατανομή 

συναρτήσεων Ερμηνείας      . 

Έξοδος: Βέλτιστη στρατηγική του αντιπάλου   . 

 

1ο Βήμα: Εάν           , τότε να επιστραφεί στρατηγική αντιπάλου         . 

2ο Βήμα: Έστω           και            . 

3ο Βήμα: Να ταξινομηθεί με αύξουσα σειρά το σύνολο          με κριτήριο τον υπολο-

γισμό της σταθεράς        .  Έστω σύνολο            , με             και  

                , το οποίο περιλαμβάνει ταξινομημένα τα        πρώτα 

στοιχεία του ταξινομημένου συνόλου         . 

4ο Βήμα: Για κάθε         και έστω σύνολο             . 

5ο Βήμα: Για κάθε      έστω               . 

6ο Βήμα: Έστω                
                       

    
  . 

7ο Βήμα: Έστω        το     με αντίστοιχο     . 

8ο Βήμα: Αν                        να επιστραφεί το σύνολο       , αλλιώς το σύνολο 

          . 

 

Αποδεικνύεται ότι ο αλγόριθμος είναι πολυωνυμικός, και πιο συγκεκριμένα ότι έχει 

πολυπλοκότητα                                
    (Shakarian et al. 2012a). 

 

Συνοψίζοντας, η διαδικασία εύρεσης της βέλτιστης στρατηγικής του αντιπάλου για 

συναρτήσεις ανταμοιβής    ,     και     ανάγεται στην επίλυση ενός προβλήματος 

βελτιστοποίησης MIP,  το οποίο με τη σειρά του ανάγεται στο αντίστοιχο πρόβλημα MILP. 

Προκειμένου να βελτιωθεί η αποδοτικότητα, και μόνον εφόσον η συνάρτηση ανταμοιβής 

είναι η     , παρέχεται η εξής εναλλακτική: 

 Αρχικά, υπολογίζονται σε πολυωνυμικό χρόνο σύνολα         , τα οποία περι-

έχουν υποσύνολο των σημείων της βέλτιστης στρατηγικής του αντιπάλου. 
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 Στη συνέχεια υπολογίζεται με πρόβλημα βελτιστοποίησης MILP, μικρότερου 

μεγέθους από το αρχικό MILP, το συγκεκριμένο υποσύνολο. 

 Τέλος, αλγοριθμικά επεκτείνεται, σε πολυωνυμικό χρόνο, το υπόψη υποσύνολο στο 

σύνολο των σημείων που απαρτίζουν την βέλτιστη στρατηγική του αντιπάλου. 

 

Αυτή η εναλλακτική εγγυημένα βελτιώνει το χρονικό κόστος υπολογισμού της OAS, 

καθώς μόνον στην δυσμενέστερη περίπτωση, όπου      , το προκύπτον MILP ταυτίζεται 

με το αρχικό MILP. 

 

4.6   Επιλογή Στρατηγικής για την Αντιμετώπιση του Αντιπάλου 

 

4.6.1   Γενικά 

 

Μέχρι στιγμής παρουσιάστηκε μεθοδολογία εύρεσης στρατηγικής με την οποία ένας 

ευφυής αντίπαλος επιτυγχάνει να υποστεί τη μικρότερη αναμενόμενη φθορά στην 

δυσμενέστερη για αυτόν περίπτωση. Ο παίκτης, με τη σειρά του, θα πρέπει να αναπτύξει 

αντίστοιχη μεθοδολογία προκειμένου να επιτύχει να προκαλέσει την μέγιστη δυνατή 

φθορά στον αντίπαλο, αποκομίζοντας με αυτόν τον τρόπο το μέγιστο δυνατό για αυτόν 

όφελος. Το κριτήριο επιλογής της βέλτιστης στρατηγικής για τον παίκτη θα είναι η 

μεγιστοποίηση μιας ειδικής εκδοχής της αναμενόμενης ανταμοιβής, που ορίσθηκε 

παραπάνω, η οποία θα ορισθεί ως αναμενόμενο όφελος του παίκτη. 

 

Ορισμός 4.19 (Αναμενόμενο Όφελος του Παίκτη).  Έστω συνάρτηση ανταμοιβής    και 

κατανομή συναρτήσεων Ερμηνείας     , με την οποία ο παίκτης εκτιμά ότι μοντελοποιείται 

η συμπεριφορά του αντιπάλου. Τότε, το αναμενόμενο όφελος (expected agent benefit), 

που ο ίδιος ο παίκτης εκτιμά ότι θα αποκομίσει, υπολογίζεται από την συνάρτηση  

                    ως εξής: 

                                              

         

 

 

Πρακτικά, ο τρόπος υπολογισμού είναι πανομοιότυπος με τον τρόπο υπολογισμού 

της αναμενόμενης φθοράς του αντιπάλου. Αυτό που απαιτείται πλέον είναι να ορισθεί 

τυπικά η βέλτιστη στρατηγική του παίκτη, η οποία θα καλείται μέγιστη στρατηγική 

αντιμετώπισης του αντιπάλου, ως εξής: 
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Ορισμός 4.20 (Μέγιστη Στρατηγική Αντιμετώπισης του Αντιπάλου). Έστω χώρος   , σύνολο 

παρατηρήσεων     ,  συνάρτηση ανταμοιβής       και κατανομή συναρτήσεων Ερμηνείας  

    , τότε ορίζεται ως μέγιστη στρατηγική αντιμετώπισης του αντιπάλου (Maximal Counter 

– Adversary Strategy, MCA)   ένα υποσύνολο  του χώρου   τέτοιο που μεγιστοποιεί το 

αναμενόμενο όφελος του παίκτη               . 

 

Παρατηρείται ότι αντίθετα από τον ορισμό της OAS, ο ορισμός της MCA ούτε θέτει 

κανένα περιορισμό ως προς τον πληθάριθμο του συνόλου των σημείων τα οποία 

αποτελούν τη στρατηγική, αλλά ούτε επιβάλλει η στρατηγική του παίκτη να αποτελεί 

Ερμηνεία του συνόλου των παρατηρήσεων. Αυτές θεωρούνται ειδικές περιπτώσεις και όχι ο 

κανόνας. Ειδικά όμως, για την περίπτωση που υιοθετηθεί ως συνάρτηση ανταμοιβής 

κάποια μονοτονική συνάρτηση, επειδή τετριμμένα προκύπτει ότι ο παραπάνω ορισμός θα 

ικανοποιείται από το σύνολο των εφικτών σημείων του χώρου και προκειμένου η 

μοντελοποίηση να είναι αληθοφανής, προστίθεται κάποια απαίτηση ως προς την 

πληθικότητα της στρατηγικής του παίκτη. Αυτή η απαίτηση, η οποία προφανώς θα ορίζει 

συγκεκριμένο φυσικό αριθμό               ,  δεν θα προκύπτει τυχαία, αλλά θα έχει ως 

φυσική ερμηνεία τον πληθάριθμο του συνόλου των διατιθέμενων πόρων του παίκτη. 

 

4.6.2   Πολυπλοκότητα Υπολογισμού της MCA 

 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται αποτελέσματα τα οποία σχετίζονται με την 

πολυπλοκότητα του προβλήματος της εύρεσης μέγιστης στρατηγικής αντιμετώπισης του 

αντιπάλου. Προηγείται όμως φυσικά η τυπική διατύπωση του προβλήματος, η οποία είναι 

η εξής (Shakarian et al. 2012a): 

 

Ορισμός 4.21 (Πρόβλημα Μέγιστης Στρατηγικής Αντιμετώπισης του Αντιπάλου). Έστω 

χώρος  , κατηγόρημα εφικτότητας      ,        , σύνολο παρατηρήσεων  , αριθμός  

      , συνάρτηση ανταμοιβής    και κατανομή συναρτήσεων Ερμηνείας     . Να 

υπολογισθεί η μέγιστη στρατηγική αντιμετώπισης του αντιπάλου   . 

 

Αποδεικνύεται ότι o παίκτης δεν έχει καθόλου ευκολότερο έργο για την επιλογή της 

στρατηγικής του σε σχέση με τον αντίπαλο. Το πρόβλημα και σε αυτήν την περίπτωση δεν 

είναι τετριμμένο, αλλά κατατάσσεται στα υπολογιστικά δυσεπίλυτα προβλήματα, αφού 

αποδεικνύεται ότι το MCA     – δύσκολα προβλήματα (Shakarian et al. 2012a). Η 
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απόδειξη, όπως και για την περίπτωση του αντιπάλου που παρουσιάστηκε προηγουμένως, 

βασίζεται στην αναγωγή (Shakarian et al. 2012a) του γνωστού    – δύσκολου προβλήματος 

GCD (Johnson, 1982). Επιπλέον, το πρόβλημα παραμένει στην κλάση των    – δύσκολων 

προβλημάτων ακόμη και στην ειδική περίπτωση που θεωρηθεί  μονοτονική συνάρτηση 

ανταμοιβής    . 

 

Και αφού το MCA     – δύσκολα προβλήματα, δεν προκαλεί καμία έκπληξη το 

γεγονός ότι το αντίστοιχο πρόβλημα απόφασης (MCA-DEC), στο οποίο επιπλέον της 

εισόδου του προβλήματος MCA εισάγεται αριθμός          και το ζητούμενο είναι εάν 

υπάρχει στρατηγική του παίκτη    τέτοια που                 , αποδεικνύεται ότι είναι 

   – πλήρες, εφόσον η συνάρτηση ανταμοιβής    είναι υπολογίσιμη σε χρόνο PTIME 

(Shakarian et al. 2012a). 

 

Τέλος, σε ό,τι αφορά το πρόβλημα απαρίθμησης των στρατηγικών των οποίων η 

έξοδος είναι καταφατική στο πρόβλημα (MCA-DEC) αποδεικνύεται ότι πρόκειται για 

πρόβλημα     – πλήρες  και δεν υπάρχει για αυτό πιθανοτικό προσεγγιστικό σχήμα πλήρως 

πολυωνυμικού χρόνου (FPRAS), εκτός και αν         (Shakarian et al. 2012a). Αυτό 

σημαίνει ότι το πρόβλημα MCA πιθανόν να μην έχει μοναδική λύση, οπότε η θεώρηση από 

τον αντίπαλο μικτής στρατηγικής σε όλα τα MCA  προβλήματα του παίκτη, προκειμένου να 

καθορίσει τη βέλτιστη δική του στρατηγική, είναι για αυτόν υπολογιστικά δυσπρόσιτο 

πρόβλημα. 

 

4.6.3   Ακριβής – Ευθύς  Αλγόριθμος Επίλυσης του Προβλήματος MCA 

 

Σύμφωνα με τα αποτελέσματα πολυπλοκότητας τα οποία παρουσιάστηκαν 

παραπάνω, αφού το πρόβλημα MCA είναι υπολογιστικά δυσπρόσιτο, είναι προφανές ότι σε 

επίπεδο του αλγοριθμικού σχεδιασμού δεν υπάρχει αποδοτικός αλγόριθμος ο οποίος να 

υπολογίζει ακριβή λύση, οπότε η προσπάθεια επίλυσης πρέπει να στραφεί και πάλι είτε σε 

ευριστικούς είτε σε προσεγγιστικούς αλγορίθμους. Με δεδομένη όμως την απαίτηση 

εγγυημένου λόγου προσέγγισης για κάθε επίλυση, για προφανείς λόγους αξιοπιστίας, 

μοιραία η κατηγορία των ευριστικών αλγορίθμων εξαιρείται και τελικά στην φαρέτρα των 

επιλογών του αναλυτή απομένει μόνον η κατηγορία των προσεγγιστικών αλγορίθμων. Σε 

πρώτο χρόνο όμως κρίνεται σκόπιμο να περιγραφεί ένας απλοϊκός ευθύς αλγόριθμος για 

την εύρεση ακριβούς λύσης. 
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Αρχικά, ο αλγόριθμος αυτός απαιτεί την εκτέλεση των πρώτων 5 βημάτων του 

αλγορίθμου  NAIVE – k SEP – EXACT v1  προκειμένου να υπολογιστεί το σύνολο   ,  το οποίο 

υπενθυμίζεται ότι περιέχει όλα τα συζυγή σημεία του χώρου ή αλλιώς τα σημεία τα οποία 

πληρούν ταυτόχρονα αφενός τις απαιτήσεις μέγιστης και ελάχιστης απόστασης από τα 

σημεία παρατηρήσεων και αφετέρου το κατηγόρημα εφικτότητας. Στη συνέχεια στο 

επόμενο βήμα υπολογίζεται το αναμενόμενο όφελος είτε για κάθε υποσύνολο του συνόλου 

  είτε για όλα τα συγκεκριμένης πληθικότητας υποσύνολα του  , εάν έχει τεθεί τέτοια 

απαίτηση. Τέλος, η έξοδος επιστρέφει το υποσύνολο το οποίο αποφέρει το μέγιστο 

αναμενόμενο όφελος για τον παίκτη. 

 

Εύκολα αποδεικνύεται ότι ο υπολογισμός του συνόλου   είναι αποδοτικός, καθώς 

μπορεί να επιτευχθεί με πολυωνυμικό χρονικό κόστος. Όμως, το επόμενο βήμα του 

αλγορίθμου το οποίο υπολογίζει το αναμενόμενο όφελος του παίκτη είτε στην γενική 

περίπτωση, όπου η συνάρτηση ανταμοιβής είναι απλά υποτμηματική, είτε στην ειδική 

περίπτωση, όπου η συνάρτηση ανταμοιβής είναι μονοτονική,  απαιτεί εκθετικό χρόνο 

υπολογισμού. Προφανώς σε κάθε περίπτωση, το χρονικό κόστος αυτού του βήματος 

κυριαρχεί έναντι του κόστους όλων των άλλων βημάτων του αλγορίθμου και τελικά ο 

απλοϊκός αλγόριθμος καταλήγει να έχει πολυπλοκότητα τόσο στην γενική όσο και στην 

ειδική περίπτωση        
 
  

    , αν έχει τεθεί τέτοια απαίτηση πληθικότητας, ή αλλιώς 

       
 
 

   
    . 

 

4.6.4   Προσεγγιστικός Αλγόριθμος Επίλυσης του Προβλήματος MCA  

 

Στη συνέχεια θα παρουσιαστεί ο προσεγγιστικός αλγόριθμος MCA – LS (Shakarian et 

al. 2012a) ο οποίος επιτυγχάνει σταθερό λόγο προσέγγισης ακόμα και στη γενική 

περίπτωση του προβλήματος MCA, όπου η κατανομή συναρτήσεων Ερμηνείας        είναι 

συγκεκριμένη και η συνάρτηση ανταμοιβής είναι υποτμηματική, άρα και το αναμενόμενο 

όφελος του παίκτη είναι υποτμηματικό. Στην ουσία πρόκειται για προσεγγιστικό αλγόριθμο 

ο οποίος ανάγει το πρόβλημα εύρεσης MCA στο μαθηματικά πρόβλημα μεγιστοποίησης 

υποτμηματικής συνάρτησης. Επισημαίνεται ότι ο αλγόριθμος προϋποθέτει την προ-

επεξεργασία των αρχικών δεδομένων προκειμένου από αυτά να εξαχθεί το σύνολο   το 

οποίο περιλαμβάνεται στα δικά του δεδομένα εισόδου. 
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Αλγόριθμος MCA – LS   

 

Είσοδος: Συνάρτηση ανταμοιβής   , σύνολο παρατηρήσεων  , κατανομή συναρτήσεων 

Ερμηνείας      , σύνολο πιθανών συζυγών σημείων     και σταθερά       . 

Έξοδος: Μέγιστη στρατηγική αντιμετώπισης του αντιπάλου   . 

 

1ο Βήμα: Έστω σύνολα     ,     . Έστω                                   , με 

    ,                        και                 . 

2ο Βήμα: Για κάθε σημείο      να υπολογισθεί η τιμή        και να ταξινομηθεί το σύνολο 

   σε φθίνουσα διάταξη με κατάλληλη ανάθεση δεικτών έτσι που    και το 

αντίστοιχο        να αναφέρονται πλέον στο σημείο με                  .  

3ο Βήμα: Να τεθεί        ,  
         ,                           , 

            και     . 

4ο Βήμα: Για όσο              να εκτελούνται τα εξής: 

α.                     . 

β. Αν             
 

    
           ή 

      δεν είναι το τελευταίο στοιχείο του συνόλου   , τότε  

Αν                        
 

    
               , τότε 

        ,             και                            . 

Αλλιώς, να εκτελεστεί μετάβαση στο βήμα 4γ. 

Αλλιώς,  

(1) Να τεθεί     ,             και να ανατεθεί νέα αρίθμηση για κάθε 

σημείο      . 

(2) Για όσο              να εκτελούνται τα εξής: 

Αν                        
 

    
               , τότε 

(α)         ,                           . 

(β) Για κάθε         να υπολογισθεί      ,  

με                                      , 

και να ταξινομηθεί το σύνολο      σε φθίνουσα σειρά. 

(γ) Να τεθεί       και             . 

Αλλιώς,  

Αν      είναι το τελευταίο στοιχείο του συνόλου   , τότε 

να τεθεί               και             . 
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Αλλιώς,    . 

γ.    . 

5ο Βήμα: Αν                               , τότε  

να τεθεί       . 

Αλλιώς,  . 

6ο Βήμα: Να επιστραφεί το σύνολο   . 

 

Περιγραφικά, στο πρώτο του βήμα ο αλγόριθμος αρχικοποιεί τα σύνολα     και     

ως     και κενό αντίστοιχα, και επιπλέον ορίζει τις συναρτήσεις      ,          και         . 

Στο δεύτερο βήμα, αρχικά υπολογίζει για κάθε πιθανό συζυγές σημείο τη μεταβολή        

την οποία θα επιφέρει στο όφελος του παίκτη η προσθήκη του υπόψη σημείου στη 

στρατηγική του, και στη συνέχεια ταξινομεί το σύνολο των σημείων σε φθίνουσα διάταξη 

με ανάθεση των δεικτών τους έτσι που ο συμβολισμός     να αναφέρεται πλέον στο σημείο 

το οποίο επιφέρει τη μέγιστη μεταβολή      . 

Στο τρίτο βήμα, προστίθεται το σημείο    στην στρατηγική του παίκτη  , αφαιρείται από το 

σύνολο των σημείων προς έλεγχο    και υπολογίζεται η συνάρτηση         , η οποία 

αντιπροσωπεύει το τρέχον αναμενόμενο όφελος για τον παίκτη. 

Στο τέταρτο βήμα ο αλγόριθμος εκτελεί, σε πρώτο χρόνο, επαναληπτικά έναν βρόχο σε 

κάθε επανάληψη του οποίου εξετάζονται διαδοχικά και με τη σειρά που ταξινομήθηκαν τα 

σημεία του συνόλου    . Εάν το όφελος επαύξησης του εξεταζόμενου σημείου αθροιζόμενο 

με το τρέχον αναμενόμενο όφελος της στρατηγικής του παίκτη     είναι μεγαλύτερο από το 

όριο που έχει τεθεί, τότε το υπόψη σημείο προστίθεται απευθείας στη στρατηγική του 

παίκτη, αλλιώς ο αλγόριθμος απορρίπτει το σημείο. Στη συνέχεια, σε δεύτερο χρόνο, ο 

αλγόριθμος εκτελώντας έναν νέο βρόχο επαναληπτικά εξετάζει σειριακά τα σημεία με τη 

σειρά εισαγωγής τους στη διαμορφωθείσα μέχρι εκείνη τη στιγμή στρατηγική   . Αυτό το 

οποίο εξετάζεται είναι εάν η απομάκρυνση κάποιου σημείου από τη στρατηγική  αυξάνει το 

αναμενόμενο όφελος της στρατηγικής του παίκτη. Αν πράγματι υπάρχουν τέτοια σημεία 

αυτά απαλείφονται από τη στρατηγική   . 

Στο πέμπτο βήμα διενεργείται ο τελικός έλεγχος. Συγκεκριμένα, συγκρίνεται το 

αναμενόμενο όφελος του συνόλου  , το οποίο προέκυψε από το προηγούμενο βήμα, με το 

αναμενόμενο όφελος που αποφέρουν όλα τα υπόλοιπα σημεία του συνόλου  , τα οποία 

είτε απορρίφθηκαν είτε απαλείφθηκαν στο προηγούμενο βήμα.  
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Τελικά, ως στρατηγική   του παίκτη επιλέγεται το σύνολο το οποίο αποφέρει το μέγιστο 

αναμενόμενο όφελος. 

 

Προκειμένου να γίνει κατανοητή η λειτουργία του αλγορίθμου, δίδεται ως πρακτικό 

παράδειγμα το εξής πρόβλημα (Shakarian et al. 2012a): έστω χώρος   , βήμα πλέγματος ίσο 

με 100m, σύνολο παρατηρήσεων  , σύνολο συζυγών σημείων   και κατηγόρημα εφικτό-

τητας     , όπως αυτά απεικονίζονται στο επόμενο σχήμα (Σχήμα 4.2). Σημειώνεται ότι για 

λόγους αναγνωσιμότητας τα συζυγή σημεία στο σχήμα αποδίδονται με τον δείκτη τους, ενώ 

στα μη εφικτά σημεία,           , αποδίδεται χρωματικά η μαύρη απόχρωση. 

Επιπλέον, έστω ότι ο παίκτης έχει υιοθετήσει: α) ως κατανομή συναρτήσεων Ερμηνείας την 

      τέτοια που                                  , με                       και 

                 , και β) ως συνάρτηση ανταμοιβής την     όπου τίθεται         m. 

Το ζητούμενο είναι η εύρεση της MCA στρατηγικής με εφαρμογή του αλγορίθμου MCA – LS  

με       . 

 

Σχήμα 4.2  Γραφική απεικόνιση χώρου, συνόλου παρατηρήσεων και συνόλου συζυγών σημείων, για 
παράδειγμα υπολογισμού MCA  στρατηγικής με τον MCA – LS αλγόριθμο (Shakarian et al. 2012a). 

 

Μετά την εκτέλεση των δύο πρώτων βημάτων ο αλγόριθμος στο τρίτο του βήμα, αφού 

προηγουμένως υπολογίσει και ταξινομήσει όλα τα        οπότε και προκύπτει ότι  για κάθε 

σημείο    ισχύει ότι                 , επιλέγει το σημείο    . Σημειώνεται ότι στο 

υπόψη παράδειγμα, για απλοποίηση και ευκολία στην κατανόηση παραλείπεται η προβλε-

πόμενη από το δεύτερο βήμα του αλγορίθμου δεικτοδότηση στα σημεία του συνόλου   , 

συνεπώς αυτά εξακολουθούν να χαρακτηρίζονται με την αρχική τους δεικτοδότηση. Ως 

παράδειγμα παρουσιάζονται στη συνέχεια οι υπολογισμοί οι οποίοι εκτελούνται για το 

σημείο     . 
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       ⇒                    
 

 
     

 

 
                                        

Επιπλέον, από τον ορισμό της συνάρτησης ανταμοιβής        προκύπτει ότι: 

                
 

 
     

 

 
                                                                      

       ⇒                                                 

 και                . 

 

Με ανάλογο τρόπο εκτελούνται και οι λοιποί υπολογισμοί προκειμένου να υπολογισθεί το  

    . Το       είναι το επόμενο σημείο το οποίο εξετάζεται αν θα προστεθεί στη στρατηγική 

του παίκτη  , καθώς για κάθε σημείο               ισχύει ότι                 . 

Όμως, διαπιστώνεται ότι προκαλεί μηδενική μεταβολή στο αναμενόμενο όφελος του 

παίκτη, οπότε απορρίπτεται. Εν συνεχεία, ο αλγόριθμος εξετάζει το επόμενο σημείο στο 

ταξινομημένο σύνολο, το σημείο     . Η επιλογή του αυξάνει το αναμενόμενο όφελος του 

παίκτη κατά      , οπότε εντάσσεται στην στρατηγική  , η οποία με την προσθήκη του 

αποκτά              . Όμοια και το επόμενο σημείο το οποίο εξετάζεται, το     , επίσης 

αυξάνει το αναμενόμενο όφελος του παίκτη κατά      . Συνεπώς, και αυτό εντάσσεται 

στην στρατηγική     και πλέον             . Το επόμενο σημείο το       προκαλεί μηδε-

νική μεταβολή, οπότε απορρίπτεται. Ακόμη, διαπιστώνεται ότι τα σημεία               

                                 προκαλούν αρνητική μεταβολή, οπότε και αυτά προ-

φανώς απορρίπτονται. Στο σημείο αυτό έχει υπολογισθεί ότι                . Στη 

συνέχεια εκτελείται ο δεύτερος βρόχος και εξετάζεται κατά πόσον η αφαίρεση κάποιου 

σημείου από τη στρατηγική του παίκτη αυξάνει το αναμενόμενο όφελος του. Στην προκει-

μένη περίπτωση καμία αφαίρεση δεν αυξάνει το αναμενόμενο όφελος του, ενώ επιπρόσθε-

τα και από τον τελικό έλεγχο προκύπτει ότι                                  . 

Συνεπώς, ο αλγόριθμος MCA – LS επιστρέφει ως βέλτιστη στρατηγική του παίκτη για το 

πρόβλημα την                 . 

 

Τέλος, σε ό,τι αφορά την χρονική πολυπλοκότητα και το λόγο προσέγγισης του 

αλγορίθμου MCA – LS αποδεικνύεται ότι είναι αποδοτικός, καθώς έχει χρονικό κόστος 

υπολογισμού   
 

 
                    , όπου ως         ορίζεται η χρονική πολυπλο-
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κότητα υπολογισμού της συνάρτησης               , ενώ επιτυγχάνει  
 

 
 - προσεγγιστική 

λύση, για την ακρίβεια  
 

 
 

 

   
   (Shakarian et al. 2012a). 

 

4.6.5   Προσεγγιστικός Αλγόριθμος  Επίλυσης του Προβλήματος MCA  για Μονοτονική 

Συνάρτηση Ανταμοιβής 

 

Στη συνέχεια θα παρουσιαστεί ο προσεγγιστικός αλγόριθμος MCA – GREEDY – MONO 

(Shakarian et al. 2012a) για την ειδική περίπτωση στην οποία η συνάρτηση ανταμοιβής 

είναι μονοτονική, οπότε αποδεικνύεται ότι και το αναμενόμενο όφελος για τον παίκτη είναι 

μονοτονικό. Επιπλέον, της μονοτονικότητας σε αυτήν την ειδική περίπτωση επιβάλλεται και  

περιορισμός στον πληθάριθμο της στρατηγικής του παίκτη. Οι δύο αυτές συνθήκες έχουν 

ως αποτέλεσμα ο MCA – GREEDY – MONO να επιτυγχάνει καλύτερο προσεγγιστικό λόγο, 

και μάλιστα τον καλύτερο προσεγγιστικό λόγο που μπορεί να επιτευχθεί για το πρόβλημα 

MCA για μονοτονική συνάρτηση, αλλά και να είναι αποδοτικότερος συγκρινόμενος με τον 

MCA – LS. Επισημαίνεται ότι και για αυτήν την περίπτωση επιβάλλεται προεπεξεργασία των 

αρχικών δεδομένων για την εξαγωγή του συνόλου  , το οποίο περιλαμβάνεται στα 

δεδομένα εισόδου του υπόψη προσεγγιστικού αλγορίθμου. 

 

Στην ουσία πρόκειται για προσεγγιστικό αλγόριθμο ο οποίος ανάγει το πρόβλημα 

εύρεσης MCA στο μαθηματικό πρόβλημα μεγιστοποίησης μονοτονικής κανονικοποιημένης 

υποτμηματικής συνάρτησης σε ομοιόμορφο μητροειδές (matroid) (Shakarian et al. 2012a). 

Στην προκειμένη περίπτωση το ομοιόμορφο μητροειδές αποτελείται από κάθε υποσύνολο 

του συνόλου     το οποίο έχει την ιδιότητα η πληθικότητα του να είναι το πολύ ίση με   . 

 

Αλγόριθμος MCA – GREEDY – MONO   

 

Είσοδος: Μονοτονική συνάρτηση ανταμοιβής   , σύνολο παρατηρήσεων  , κατανομή 

συναρτήσεων Ερμηνείας      , σύνολο συζυγών σημείων     και σταθερά       . 

Έξοδος: Μέγιστη στρατηγική αντιμετώπισης του αντιπάλου   . 

 

1ο Βήμα: Έστω σύνολα      ,     . 

2ο Βήμα: Για κάθε         να τεθεί        . 

3ο Βήμα: Έστω                        . 
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4ο Βήμα: Για όσο         να εκτελούνται τα εξής: 

α. Έστω         κενό  και           . 

β. Για κάθε σημείο        να εκτελούνται τα εξής: 

Αν                να εκτελεστεί μετάβαση στο βήμα 4γ. 

Αλλιώς, να τεθεί                και         , 

με                                . 

γ.            ,  
            . 

δ. Να ταξινομηθεί το σύνολο      σε φθίνουσα διάταξη με κριτήριο το      . 

ε. Να τεθεί                       . 

5ο Βήμα: Να επιστραφεί το σύνολο   . 

 

Περιγραφικά, όπως στην περίπτωση του MCA – LS  αλγορίθμου έτσι και ο αλγόριθμος 

MCA – GREEDY – MONO  εκκινεί με την υπόθεση της κενής στρατηγικής του παίκτη, και για 

αυτήν υπολογίζει αρχικά το αναμενόμενο όφελος του παίκτη. Μετά, επαναληπτικά 

προστίθενται στην στρατηγική του παίκτη συζυγή σημεία έως ότου η πληθικότητα της  να 

ισούται με το απαιτούμενο μέγεθος  . Η επιλογή κάποιου σημείο να προστεθεί στην 

στρατηγική γίνεται άπληστα με κριτήριο αυτή να προσφέρει το μέγιστο όφελος επαύξησης 

από το σύνολο των ήδη ταξινομημένων εναπομεινάντων συζυγών σημείων. Η απόδοση του 

αλγορίθμου βελτιώνεται με την απλή υπόθεση εργασίας ότι η επαύξηση που προκαλείται 

από το σημείο   στην        επανάληψη του αλγορίθμου είναι μεγαλύτερη ή τουλάχι-

στον ίση με την επαύξηση που προκαλεί η εισαγωγή του ίδιου σημείου σε οποιαδήποτε 

μεταγενέστερη επανάληψη. 

 

Πρακτικά, έστω τα δεδομένα εισόδου του προηγούμενο παραδείγματος με τις εξής 

διαφορές α) αφού η συνάρτηση ανταμοιβής    πρέπει να ικανοποιεί την συνθήκη μονο-

τονικότητας αντί της       επιλέγεται η       και β)     (Shakarian et al. 2012a). 

Μετά την πρώτη επανάληψη ο αλγόριθμος επιλέγει να εντάξει στην στρατηγική του παίκτη 

το σημείο    , καθώς αυτό προσφέρει το μέγιστο όφελος επαύξησης ίσο με      . 

Αναλυτικά οι εκτελούμενοι υπολογισμοί για το       είναι οι εξής: 

                                             
 

 
                                     

                                          
 

 
                                           

       ⇒                       
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Επιπλέον από τον ορισμό της συνάρτησης ανταμοιβής        προκύπτει ότι: 

                                                                                                        

       ⇒                                              

Στην επόμενη επανάληψη, με την ίδια μεθοδολογία, επιλέγεται το σημείο     το οποίο 

επίσης προσφέρει όφελος επαύξησης       ίσο με      . Οπότε, με αυτήν την επιλογή 

                 και     . Στη συνέχεια ο αλγόριθμος εξετάζει το σημείο       το οποίο 

στην πρώτη επανάληψη είχε υπολογισθεί ότι προσφέρει επαύξηση ίση με     , αφού: 

                                          
 

 
            

Όμως πλέον: 

                                            
 

 
     

 

 
             

Οπότε, απορρίπτεται ως επιλογή και εξετάζεται το επόμενο σημείο το οποίο είναι το     , 

για το οποίο ο αλγόριθμος υπολογίζει: 

                                            
 

 
     

 

 
                 

Συνεπώς, επιλέγεται το σημείο    . Με αυτήν την επιλογή πλέον υπολογίζεται ότι 

                και     . Με την τελευταία ισότητα διαπιστώνεται ότι ικανοποιείται το 

κριτήριο πληθικότητας της στρατηγικής του παίκτη. Οπότε, ο αλγόριθμος εξέρχεται του 

βρόχου υπολογισμού και απλά επιστρέφει το σύνολο σημείων που υπολόγισε. Άρα, η 

βέλτιστη στρατηγική αντιμετώπισης του αντιπάλου είναι η                 και το 

αναμενόμενο όφελος του παίκτη ισούται με   .  

 

Σε ό,τι αφορά την χρονική πολυπλοκότητα και το λόγο προσέγγισης του αλγορίθμου 

MCA – GREEDY – MONO αποδεικνύεται ότι αυτός έχει χρονικό κόστος υπολογισμού  

                , όπου ως           ορίζεται η χρονική πολυπλοκότητα υπολογισμού της 

συνάρτησης               , ενώ επιτυγχάνει  
 

   
 – προσεγγιστική λύση (Shakarian et al. 

2012a). Τέλος, αποδεικνύεται ότι αυτός ο προσεγγιστικός λόγος είναι ο καλύτερος δυνατός 

που μπορεί να επιτευχθεί για το πρόβλημα MCA με μονοτονική συνάρτηση ανταμοιβής, 

εκτός και αν       (Shakarian et al. 2012a). 
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4.7   Πειραματικά Αποτελέσματα Υλοποίησης των Αλγορίθμων  

 

4.7.1   Γενικά 

 

Σε συνέχεια της θεωρητικής ανάλυσης του προβλήματος εύρεσης βέλτιστης 

στρατηγικής για τον αντίπαλο, παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της πειραματικής 

αξιολόγησης των αλγορίθμων, την οποία διεξήγαγαν με πραγματικά δεδομένα οι Shakarian, 

Subrahmanian και Dickerson (Shakarian et al. 2012a, Shakarian and Subrahmanian 2012), 

ώστε αφενός να αποδειχθεί ότι η προτεινόμενη μοντελοποίηση της γεωχωρικής απαγωγής 

ως παίγνιο Stackelberg είναι ρεαλιστική και αφετέρου να αξιολογηθεί και η αποδοτικότητα 

των ίδιων των αλγορίθμων. 

 

4.7.2   Δεδομένα της Πειραματικής Αξιολόγησης 

 

Πιο συγκεκριμένα, η υλοποίηση για τους αλγορίθμους OAS έγινε στο περιβάλλον της 

προγραμματιστικής γλώσσας Java στο πρόγραμμα επίλυσης μικτού ακέραιου γραμμικού 

προγραμματισμού QSopt (διαδικτυακός τόπος 9). Για όλα τα πειράματα αξιολόγησης των 

MCA αλγορίθμων χρησιμοποιήθηκε Η/Υ με λειτουργικό σύστημα Microsoft Windows 7 

Ultimate στα 64 bit, με 64 bit JVM, ο οποίος έφερε επεξεργαστή Intel Core Duo Q6600 στα 

2,4 GHz και μνήμη RAM στα 8 GB.  

 

Ως πειραματικά δεδομένα χρησιμοποιήθηκαν τα ίδια δεδομένα τα οποία 

χρησιμοποιήθηκαν για την πειραματική αξιολόγηση της Γεωχωρικής Απαγωγής Σημείου και 

της Γεωχωρικής Απαγωγής Περιοχής, τα οποία διαχωρίστηκαν για άλλη μια φορά με τον 

ίδιο ακριβώς τρόπο σε δεδομένα εκπαίδευσης και σε δεδομένα πειραματικής αξιολόγησης. 

 

Αναπόσπαστο κομμάτι της αξιολόγησης θεωρείται και η μηχανή απαγωγικής 

συλλογιστικής SCARE, η οποία χρησιμοποιήθηκε αφενός για τον υπολογισμό του συνόλου 

των συζυγών σημείων και αφετέρου ως μέτρο σύγκρισης των αλγορίθμων MCA. Επιπλέον, 

ο υπολογισμός της κατανομής συναρτήσεων Ερμηνείας βασίστηκε σε πολλαπλές εκτελέσεις 

του αλγορίθμου GREEDY – KSEP – OPT2. Τέλος, υπερτέθηκε στον χώρο το γνωστό 

τετραγωνικό πλέγμα με βήμα των 100m, ενώ ως συνάρτηση ανταμοιβής θεωρήθηκε η     . 
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4.7.3   Αποτελέσματα της Πειραματικής Αξιολόγησης Αλγορίθμου Επίλυσης OAS 

 

Η πειραματική αξιολόγηση αναλύεται δομικά σε τρεις απολύτως διακριτές 

συνιστώσες. Η πρώτη συνιστώσα σχετίζεται με τον υπολογισμό του απομειωμένου συνόλου  

  , το οποίο και χρησιμοποιείται ως είσοδος στο MILP, η δεύτερη σχετίζεται με τον 

υπολογισμό της στρατηγικής του αντιπάλου, ενώ η τρίτη συγκρίνει τα αποτελέσματα της 

δεύτερης με τα αληθή δεδομένα, δηλαδή με το σύνολο των δεδομένων της πειραματικής 

αξιολόγησης.  

 

Σε ό,τι αφορά την πρώτη συνιστώσα, έχει ήδη επισημανθεί η σημασία της αναγωγής 

του αρχικού συνόλου των συζυγών σημείων σε απομειωμένο σύνολο συζυγών σημείων, 

ώστε να καταστεί αποδοτικός ο υπολογισμός του αποδεδειγμένα υπολογιστικά δυσ-

πρόσιτου προβλήματος επίλυσης του μικτού ακέραιου γραμμικού προγραμματισμού. Στην 

προκειμένη περίπτωση τα αποτελέσματα ήταν κάτι παραπάνω από εντυπωσιακά, καθώς το 

αρχικό σύνολο     με  πληθάριθμο ίσο με 22692 σημεία αναγόταν σε κάθε περίπτωση, και 

σε χρόνο λιγότερο από 170 sec, σε ανηγμένο σύνολο      με πληθάριθμο μεταξύ των 64 και 

των 81 σημείων (Σχήμα 4.3). Αυτή η αναγωγή συνιστά ανάλογη απομείωση κατά 99,6% του 

αριθμού των μεταβλητών οι οποίες απαιτούνται στο αντίστοιχο MILP. 

 

Σχήμα 4.3  Γραφικές παραστάσεις πληθαρίθμου του ανηγμένου συνόλου      ως προς  
την απόσταση αποκοπής, για διαφορετικού πληθαρίθμου κατανομές 

 συναρτήσεων Ερμηνείας (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Για τον υπολογισμό της στρατηγικής του αντιπάλου κατά τα γνωστά σε πρώτο χρόνο 

επιλύεται το πρόβλημα   – MILP, το οποίο υπολογίζει μια   – κεντρική Ερμηνεία χρησιμο-

ποιώντας στην είσοδο δεδομένων του το ανηγμένο σύνολο   , ενώ σε δεύτερο χρόνο 

εισάγεται η έξοδος του   – MILP στον αλγόριθμο BUILD – STRAT προκειμένου να υπο-

λογισθεί τελικά η βέλτιστη στρατηγική του αντιπάλου. Το πρόβλημα στην παραπάνω 
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περιγραφόμενη διαδικασία είναι ότι αγνοείται η τιμή  . Θεωρητικά ο υπολογισμός του 

       αποδεικνύεται ότι ανήκει στα    – δύσκολα προβλήματα (Shakarian et al. 2009), 

όποτε πρόκειται για δυσεπίλυτο υπολογισμό. Πρακτικά όμως, αρκεί να προηγηθεί της 

διαδικασίας σύνολο δοκιμών από όπου θα προκύψει η μικρότερη τιμή  . Οπότε, για τα 

αληθή δεδομένα της πόλης της Βαγδάτης μετά από χιλιάδες εκτελέσεις του αλγορίθμου 

GREEDY – KSEP – OPT2 ποτέ δεν υπολογίστηκε λύση με τιμή μικρότερη από 14. 

Λαμβάνοντας υπόψη αυτά τα ισχυρά εμπειρικά στοιχεία τέθηκε          . Στο επόμενο 

σχήμα (Σχήμα 4.4) παρουσιάζονται γραφικά τα ευρήματα τις πειραματικής αξιολόγησης για 

την αναμενόμενη φθορά την οποία θα υποστεί ο αντίπαλος για διάφορες τιμές του 

πληθαρίθμου  της στρατηγικής και για διάφορες κατανομές συναρτήσεων Ερμηνείας. 

 

Σχήμα 4.4  Γραφικές παραστάσεις της αναμενόμενης φθοράς του αντιπάλου ως προς  
τον μέγιστο πληθάριθμο της στρατηγικής του, για διαφορετικού πληθαρίθμου 

 κατανομές συναρτήσεων Ερμηνείας (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Επισημαίνεται ότι η ελάχιστη δυνατή φθορά για τον αντίπαλο είναι θεωρητικά η 

μηδενική φθορά, για την οποία σημαίνει ότι υπάρχει μηδενική πιθανότητα εντοπισμού από 

τον παίκτη οποιουδήποτε σημείου της στρατηγικής του. Από τις γραφικές παραστάσεις 

παρατηρείται ότι όσο ο αντίπαλος υιοθετεί όλο και μεγαλύτερες στρατηγικές τόσο η 

αναμενόμενη φθορά του τείνει προς το μηδέν για οποιουδήποτε πληθαρίθμου κατανομές 

συναρτήσεων Ερμηνείας. 

 

Επιπλέον, παρατηρήθηκε ότι ο συνδυασμένος χρόνος υπολογισμού, δηλαδή ο χρόνος 

εκτέλεσης του   – MILP, αλλά και του αλγορίθμου BUILD – STRAT, αυξάνει γραμμικά σε 

κάθε περίπτωση. Στην δυσμενέστερη περίπτωση όπου ο πληθάριθμος του κατανομής 

συναρτήσεων Ερμηνείας θεωρήθηκε ίσος με 10 απαιτήθηκαν περίπου 25 msec για τον 

υπολογισμό στρατηγικής με πληθάριθμο ίσο με 14 και περίπου 680 msec για τον 

υπολογισμό στρατηγικής με πληθάριθμο ίσο με 50. Για κάθε άλλη περίπτωση προέκυπτε 
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ευθεία μικρότερης κλίσης. Υπενθυμίζεται ότι όσο αυξάνει ο πληθάριθμος    της 

στρατηγικής τόσο αυξάνουν και τα αντίστοιχα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού 

τα οποία πρέπει να επιλυθούν για κάθε         . Ευτυχώς, το ανηγμένο σύνολο     

επιτρέπει την αποδοτική επίλυση ακεραίων προγραμμάτων, καθώς σε καμιά περίπτωση ο 

χρόνος υπολογισμού δεν υπερέβη τα 700msec, κάτι το οποίο θα ήταν υπολογιστικά 

δυσπρόσιτο για τα αντίστοιχα γραμμικά προγράμματα τα οποία θα χρησιμοποιούσαν ως 

είσοδο το σύνολο   . Σε κάθε περίπτωση το μεγαλύτερο μέρος του υπολογιστικού φόρτου 

οφείλεται, όπως και αναμενόταν άλλωστε, στην επίλυση του αντίστοιχου    – MILP, καθώς 

ο αλγόριθμος BUILD – STRAT απαιτούσε κάθε φορά λιγότερο από 16 msec. 

 

Αυτό το οποίο απομένει είναι να συγκριθούν πλέον τα πειραματικά αποτελέσματα με 

τα αληθή δεδομένα του συνόλου πειραματικής αξιολόγησης, δηλαδή να διαπιστωθεί αν 

πράγματι ο αντίπαλος βελτιώνει την απόδοση του στην περίπτωση που αυτός υιοθετήσει 

τους αλγορίθμους OAS. Για την σύγκριση αυτή έγιναν δύο παραδοχές: α) ο πληθάριθμος 

της στρατηγικής θεωρήθηκε ίσος με 14, προκειμένου να συμβαδίζει με την πραγματι-

κότητα, και β) για την εύρεση του συνόλου των συζυγών σημείων θεωρήθηκε ότι ο παίκτης 

χρησιμοποιεί την μηχανή απαγωγικής συλλογιστικής SCARE, η οποία παρέχει τη βέλτιστη 

μεθοδολογία εντοπισμού κρυπτών. Τα αποτελέσματα αυτής της συγκριτικής θεώρησης 

είναι εντυπωσιακά, όπως αποδεικνύεται με το επόμενο σχήμα (Σχήμα 4.5). 

 

(α) Σύγκριση μεταξύ πραγματικών εντοπισμών και          (β)  Σχετική βελτίωση της στρατηγικής του  
   πειραματικών αν  ο αντίπαλος υιοθετούσε OAS.                           αντιπάλου με χρήση OAS. 

Σχήμα 4.5  Γραφήματα συγκριτικής θεώρησης της OAS με αληθή δεδομένα, για 
διάφορες τιμές αποστάσεων αποκοπής (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Παρατηρείται ότι στην δυσμενέστερη περίπτωση για τον αντίπαλο, όπου η απόσταση 

αποκοπής είναι ίση με 200m, η βελτίωση της στρατηγικής του με χρήση OAS είναι περίπου 

700%, δηλαδή θα εντοπισθούν από τον παίκτη 7 φορές λιγότερες κρύπτες του. Ενώ, στην 

καλύτερη περίπτωση, όπου η απόσταση αποκοπής είναι ίση με 500m, η βελτίωση της 
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στρατηγικής του υπερβαίνει το 3100%. Δηλαδή, τελικά οι επιδόσεις του αντιπάλου 

βελτιώνονται δραστικά όταν αυτός υιοθετήσει τους αλγορίθμους OAS. Για καλή τύχη του 

παίκτη αυτή η βελτίωση μετριάζεται, όπως θα αποδειχθεί στη συνέχεια, αν και αυτός με τη 

σειρά του υιοθετήσει κάποιον από τους αλγορίθμους MCA – LS  ή  MCA – GREEDY – MONO. 

 

4.7.4   Αποτελέσματα της Πειραματικής Αξιολόγησης Αλγορίθμων Επίλυσης MCA 

 

Αρχικά, σε ό,τι αφορά τον αλγόριθμο MCA – LS, ο οποίος είναι ίσως η πρώτη 

υλοποίηση μη–μονοτονικού, υποτμηματικού, προσεγγιστικού αλγόριθμου μεγιστοποίησης 

(Shakarian et al. 2012a), πρέπει να τονισθεί ότι, αν και θεωρητικά πρόκειται για 

προσεγγιστικό αλγόριθμο, οι υπολογισμοί σε κάθε εκτέλεση των πειραμάτων για 

συνάρτηση ανταμοιβής την      επέστρεφαν στρατηγικές με αναμενόμενο όφελος για τον 

παίκτη ίσο με 1. Αυτό το αποτέλεσμα είναι εντυπωσιακό αν συγκριθεί με τον θεωρητικά 

εγγυημένο προσεγγιστικό λόγο του αλγορίθμου, ο οποίος είναι μόλις    . Αφού το 

αναμενόμενο όφελος του παίκτη μεγιστοποιείται για κάθε επιστρεφόμενη από τον 

αλγόριθμο στρατηγική θα πρέπει να αναλυθεί η δομή αυτών των στρατηγικών. Στο επόμενο 

σχήμα (Σχήμα 4.6) παρουσιάζονται γραφικές παραστάσεις οι οποίες συσχετίζουν τον 

πληθάριθμο της στρατηγικής    , την απόσταση αποκοπής      και τον πληθάριθμο της 

κατανομής συναρτήσεων Ερμηνείας        . 

 

Σχήμα 4.6  Γραφικές παραστάσεις του πληθαρίθμου της στρατηγικής του παίκτη που υπολογίζει 
 ο αλγόριθμος MCA – LS ως προς την απόσταση αποκοπής, για διαφορετικού πληθαρίθμου 

 κατανομές συναρτήσεων Ερμηνείας (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Παρατηρείται ότι ο αλγόριθμος στην δυσμενέστερη περίπτωση, όπου η απόσταση 

αποκοπής είναι ίση με 100m, επιστρέφει στρατηγική της οποίας ο πληθάριθμος είναι 

περίπου διπλάσιος της θεωρούμενης ως τιμής βάσης, η οποία είναι η ελάχιστου μεγέθους 

Ερμηνεία που υπολογίζει ο αλγόριθμος GREEDY – KSEP – OPT2. Όσο η απόσταση αποκοπής 
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μεγαλώνει τόσο ο πληθάριθμος της στρατηγικής τείνει προς την τιμή βάσης. Αυτό το 

φαινόμενο είναι αναμενόμενο, καθώς όσο μεγαλώνει η συνάρτηση αποκοπής τόσο 

οποιοδήποτε σημείο θα είναι σε θέση να καλύπτει όλο και περισσότερα συζυγή σημεία, 

μειώνοντας με αυτόν τον τρόπο το μέγεθος της υπολογιζόμενης στρατηγικής του παίκτη. 

Επιπλέον, παρατηρείται ότι όσο μεγαλύτερη είναι η πληθικότητα της θεωρούμενης 

κατανομής συναρτήσεων Ερμηνείας τόσο μεγαλώνει και ο πληθάριθμος της στρατηγικής, 

καθώς αυτή θα πρέπει να ικανοποιεί περισσότερες συνθήκες. 

 

Σε ό,τι αφορά το χρόνο εκτέλεσης του αλγορίθμου MCA – LS (Shakarian et al. 2012a), 

το μέγιστο υπολογιστικό κόστος, το οποίο ισούται περίπου με 130sec, καταβάλλεται για την 

περίπτωση που θεωρείται ταυτόχρονα η μέγιστης πληθικότητας κατανομή συναρτήσεων 

Ερμηνείας (       40) και η ελάχιστη απόσταση αποκοπής (      100m), καθώς πρό-

κειται για πρόβλημα ελαχιστοποίησης της ποινής και αυτός είναι ο πλέον απαιτητικός 

συνδυασμός εισόδου για τον αλγόριθμο. Χαλαρώνοντας τις απαιτήσεις απόστασης, δηλαδή 

μεγαλώνοντας την απόσταση αποκοπής, το υπολογιστικό κόστος μειώνεται και μάλιστα με 

εκθετικό ρυθμό, οπότε καταλήγει για τη μέγιστη απόσταση αποκοπής (      500m) στη 

δυσμενέστερη περίπτωση (       40) να απαιτείται χρόνος υπολογισμού ίσος με 5sec. 

 

Σε ό,τι αφορά τον αλγόριθμο MCA – GREEDY – MONO, υπενθυμίζεται ότι αυτός 

θεωρητικά επιτυγχάνει καλύτερο προσεγγιστικό λόγο, συγκρινόμενος με τον  MCA – LS, με 

αντιστάθμισμα όμως την ανελαστική επιβολή της απαίτησης υιοθέτησης αποκλειστικά 

μονοτονικών συναρτήσεων ανταμοιβής. Οπότε, στην πειραματική αξιολόγηση υιοθετήθηκε 

η μονοτονική συνάρτηση ανταμοιβής    . Μαθηματικά μια τετριμμένη λύση για το 

πρόβλημα MCA, στην περίπτωση υιοθέτησης μονοτονικών συναρτήσεων ανταμοιβής, είναι 

να θεωρηθεί ως στρατηγική του παίκτη ολόκληρο το σύνολο των συζυγών σημείων, δηλαδή  

   . Όμως, μια τέτοια στρατηγική έχει πρακτικά μηδενική αξία για τον παίκτη και για 

αυτόν τον λόγο επιβάλλεται περιορισμός μέγιστου επιτρεπόμενου μεγέθους   στον 

πληθάριθμο της στρατηγικής του τέτοιος που      . Συνεπώς, λαμβάνοντας υπόψη τα 

παραπάνω, αλλά και την τιμή βάσης την οποία υπολόγισε ο GREEDY – KSEP – OPT2, 

επιβλήθηκε στον αλγόριθμο περιορισμός στον πληθάριθμο στρατηγικής έτσι που  

        . Στο επόμενο σχήμα (Σχήμα 4.7) παρουσιάζονται γραφικές παραστάσεις οι 

οποίες συσχετίζουν το αναμενόμενο όφελος του παίκτη ως προς το μέγεθος της 

στρατηγικής του και την απόσταση αποκοπής        για κατανομή συναρτήσεων Ερμηνείας  

        10. 
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Σχήμα 4.7  Γραφικές παραστάσεις του αναμενόμενου οφέλους του παίκτη, που υπολογίζει ο 
αλγόριθμος MCA – MONO ως προς το μέγιστο επιτρεπόμενο μέγεθος της στρατηγικής του,  

για διάφορες αποστάσεις αποκοπής και για          (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Παρατηρείται ότι γενικά, το αναμενόμενο όφελος του παίκτη αυξάνεται όσο 

αυξάνεται το μέγιστο επιτρεπόμενο μέγεθος της στρατηγικής του και όσο αυξάνεται η 

απόσταση αποκοπής. Επιπλέον, πειραματικά αποδείχθηκε ότι όσο αυξάνει ο πληθάριθμος 

της κατανομής συναρτήσεων Ερμηνείας με συνδυασμένη αύξηση στον περιορισμό     και 

στην απόσταση αποκοπής τόσο το αναμενόμενο όφελος του παίκτη συγκλίνει οριακά στην 

μονάδα. 

 

Σε ό,τι αφορά το χρόνο εκτέλεσης του αλγορίθμου MCA – GREEDY – MONO, δεν κρύ-

βεται κάποια έκπληξη, καθώς αυτός ευθυγραμμίζεται πλήρως με τα θεωρητικά αποτελέ-

σματα της χρονικής του πολυπλοκότητας. Δηλαδή, γραμμική αύξηση του περιορισμού    

συνεπάγεται γραμμική αύξηση της συνάρτησης                       . Οπότε, το 

συνολικό χρονικό κόστος του αλγορίθμου                  αυξάνεται τετραγωνικά ως 

προς  . Πάντως, ακόμη και στη δυσμενέστερη περίπτωση υπολογισμού, όπου        10, 

      50m και   28, ο χρόνος υπολογισμού δεν υπερβαίνει τα 9,5sec (Shakarian and 

Subrahmanian 2012). 

 

Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, αυτό το οποίο απομένει πλέον είναι η 

συγκριτική θεώρηση της αποτελεσματικότητας των στρατηγικών που παράγουν οι δύο MCA 

αλγόριθμοι με την αποτελεσματικότητα της Ερμηνείας που παράγει η μηχανή απαγωγικής 

συλλογιστικής SCARE, η οποία αποτελεί την αιχμή της τεχνολογίας για την επίλυση του 

Προβλήματος Εντοπισμού Κρύπτης. Φυσικά και για αυτήν την αξιολόγηση (Shakarian and 

Subrahmanian 2012) χρησιμοποιήθηκαν τα δεδομένα στην περιοχή της Βαγδάτης. Ως 

αποτέλεσμα της μηχανής SCARE θεωρήθηκε η μέση τιμή 100 εκτελέσεων της, ενώ κατά 
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αντιστοιχία και για τους δύο MCA αλγορίθμους θεωρήθηκε στατικός πληθάριθμος της 

κατανομής συναρτήσεων Ερμηνείας ίσος με 100. Στο επόμενο σχήμα (Σχήμα 4.8) 

παρουσιάζονται οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις. 

 

Σχήμα 4.8  Γραφικές παραστάσεις συγκριτικής θεώρησης των MCA αλγορίθμων με την μηχανή 
SCARE. Ο κατακόρυφος άξονας σχετίζεται με τον αναμενόμενο αριθμό σημείων εντός  

ακτίνας 500m από την αληθή κρύπτη (Shakarian and Subrahmanian 2012). 

 

Παρατηρείται ότι η μηχανή SCARE σε κάθε περίπτωση προβλέπει σταθερά κατά μέσο 

όρο 7,87 σημεία σε μια ακτίνα 500m από την αληθή κρύπτη, ενώ αντίθετα οι δυναμικοί 

MCA αλγόριθμοι, εκμεταλλευόμενοι την δυνατότητα να προσαρμόζουν στα εκάστοτε 

δεδομένα εισόδου το μέγεθος της στρατηγικής που υπολογίζουν, εμφανίζουν 

ενδιαφέρουσες μεταβολές. Πιο συγκεκριμένα, ο MCA – LS εντοπίζει υπερδιπλάσιο αριθμό 

σημείων για μικρές αποστάσεις αποκοπής και σταθερά συγκλίνει στα αποτελέσματα της 

SCARE όσο η απόσταση αποκοπής μεγαλώνει. Αυτό συμβαίνει διότι, όπως παρατηρήθηκε 

στο Σχήμα 4.6, ο MCA – LS τείνει να υπολογίζει μεγαλύτερης πληθικότητας στρατηγικές όσο 

μικρότερη είναι η απόσταση αποκοπής. Ως εκ τούτου, μεγαλύτερες στρατηγικές σημαίνει 

περισσότερα σημεία στις αληθείς κρύπτες. Από την άλλη και ο MCA – GREEDY – MONO 

εμφανίζει ανάλογη συμπεριφορά, καθώς όσο χαλαρώνει ο περιορισμός του μέγιστου 

επιτρεπόμενου μεγέθους της στρατηγικής, δηλαδή όσο αυξάνεται ο πληθάριθμος της 

στρατηγικής του παίκτη, τόσο περισσότερα σημεία βρίσκονται εντός ακτίνας 500m από τις 

αληθείς κρύπτες. 

 

Επισημαίνεται ότι, αν και οι MCA αλγόριθμοι εντοπίζουν μεγαλύτερο πλήθος 

κρυπτών από τη μηχανή SCARE, η αναλογία των κρυπτών που εντοπίσθηκαν προς τον 

πληθάριθμο της στρατηγική που χρησιμοποιήθηκε παραμένει πολύ κοντά στον αντίστοιχο 

λόγο της αναλογίας κρυπτών προς τον πληθάριθμο της Ερμηνείας. Για παράδειγμα, η 

μηχανή SCARE επιστρέφει Ερμηνεία πληθικότητας 14 με το 56%  των σημείων της 

(           ) να απέχουν λιγότερο από 500m από κάποια κρύπτη, ενώ ο MCA – LS για 
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απόσταση αποκοπής ίση με 300m επιστρέφει στρατηγική πληθικότητας 18 με το 60%  των 

σημείων της (         ) να απέχουν λιγότερο από 500m από κάποια κρύπτη. Όμως, 

πρακτικά ο παίκτης αποκομίζει μεγαλύτερο όφελος με την υιοθέτηση MCA αλγορίθμων 

κάτι το οποίο γίνεται άμεσα αντιληπτό με το εξής παράδειγμα: έστω ότι η ελάχιστης 

πληθικότητας Ερμηνεία σε τυχαίο στιγμιότυπο του προβλήματος είναι   και έστω ότι ο 

παίκτης είναι σε θέση, δηλαδή διαθέτει τους απαραίτητους πόρους, να υιοθετήσει στρατη-

γική μεγέθους     . Τότε, η μηχανή απαγωγικής συλλογιστικής θα εντοπίσει       

κρύπτες, δηλαδή το 50% της ελάχιστης σε πληθικότητα Ερμηνείας, ενώ ο MCA – GREEDY – 

MONO θα εντοπίσει        κρύπτες, δηλαδή το 50%  του μέγιστου επιτρεπόμενου 

μεγέθους της στρατηγικής του παίκτη. Συνεπώς, ενώ και στις δύο περιπτώσεις εμπλέκεται 

το σύνολο των διαθέσιμων πόρων του παίκτη στην πρώτη δεν θα εντοπιστεί το 50% των 

κρυπτών. 

 

Οπότε, το αβίαστο συμπέρασμα που προκύπτει είναι ότι και οι δύο MCA αλγόριθμοι 

είναι αποτελεσματικότεροι της μηχανής SCARE, επιτυγχάνοντας τον εντοπισμό αριθμητικά 

περισσότερων κρυπτών αλλά και παράλληλα την καλύτερη αξιοποίηση των διαθέσιμων 

πόρων του παίκτη για τον εντοπισμό. 
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Κεφάλαιο  5 

Συμπεράσματα – Ανοικτά Προβλήματα 

 

 

5.1   Γεωχωρική Απαγωγή Σημείου 

 

Στο κεφάλαιο «Γεωχωρική Απαγωγή Σημείου» παρουσιάστηκε και αναλύθηκε 

πρωτοποριακό ερευνητικό έργο των Shakarian, Subrahmanian και Sapino. Αυτό αφορούσε 

περιπτώσεις γεωχωρικών προβλημάτων για τα οποία είναι δυνατός ο εντοπισμός συνόλου 

παρατηρήσεων κάποιου φαινομένου επί της μοντελοποιημένης γεω-επιφάνειας σε δύο 

διαστάσεων πεπερασμένο χώρο ψηφιδωτής δομής και το ζητούμενο είναι με τη χρήση 

Απαγωγικής Συλλογιστικής να εξασφαλισθεί συμπερασμός συνόλου συζυγών σημείων που 

θα αποτελούν Ερμηνεία του συνόλου των παρατηρήσεων. Αυτά ακριβώς τα προβλήματα 

ορίζουν μια νέα κλάση προβλημάτων η οποία καλείται Προβλήματα Γεωχωρικής Απαγωγής 

Σημείου. 

 

Για αυτήν την νέα κλάση προβλημάτων δόθηκαν τυπικοί ορισμοί, με την 

απαιτούμενη μαθηματική αυστηρότητα, παρουσιάστηκε ο φορμαλισμός τους, 

διατυπώθηκαν ενδιαφέρουσες παραλλαγές τους και αναλύθηκε η κλασικοποίηση τους σε 

κλάσεις χρονικής πολυπλοκότητας.  

 

Για την απλούστερη εκδοχή του προβλήματος παρουσιάστηκε ευθύς – ακριβής   

αλγόριθμος επίλυσης. Ενώ, για το πλέον αντιπροσωπευτικό πρόβλημα της κλάσης, το k – 

SEP, παρουσιάστηκαν οι εξής αλγόριθμοι επίλυσης:  ευθύς ακριβής αλγόριθμος, ακριβής 

αλγόριθμος με αναγωγή του σε πρόβλημα βελτιστοποίησης ακέραιου γραμμικού 

προγραμματισμού, προσεγγιστικός αλγόριθμος με αναγωγή του σε προσεγγιστικό 

αλγόριθμο του πολύ γνωστού προβλήματος Επικάλυψης Συνόλου (Set Cover, SC) και τέλος 

δύο άπληστοι ευριστικοί αλγόριθμοι. Για όλους τους παραπάνω αλγόριθμους δόθηκαν 

παραδείγματα επίλυσης και αποτελέσματα ανάλυσης της χρονικής τους πολυπλοκότητας. 

Στη συνέχεια παρουσιάστηκε πειραματική αξιολόγηση των τριών αποδοτικότερων 

αλγορίθμων, δηλαδή των τριών τελευταίων παραπάνω, για το Πρόβλημα Εντοπισμού 

Κρύπτης με πραγματικά δεδομένα για την περιοχή της Βαγδάτης στο Ιράκ και το κεφάλαιο 

ολοκληρώθηκε με την παρουσίαση της πρώτης μηχανής γεωχωρικής απαγωγικής 

συλλογιστικής SCARE. 
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Η συνεισφορά της παρούσης μεταπτυχιακής εργασίας είναι η παρουσίαση 

αποδοτικότερου: α) ευθέως-ακριβούς αλγορίθμου για την απλούστερη εκδοχή του προβλή-

ματος, β) ευθέως-ακριβούς αλγορίθμου για το k – SEP και γ) ακριβούς αλγορίθμου με 

αναγωγή σε πρόβλημα ακέραιου προγραμματισμού, επίσης για το  k – SEP. Η κεντρική ιδέα 

η οποία εξασφαλίζει στους παραπάνω αλγορίθμους αποδοτικότερο υπολογισμό σε σχέση 

με τους αντίστοιχους αλγορίθμους των Shakarian, Subrahmanian και Sapino, μπορεί να 

εφαρμοσθεί και στους υπόλοιπους αλγορίθμους. Όμως, επειδή οι υπόλοιποι συμμετείχαν 

στην πειραματική αξιολόγηση θεωρήθηκε σκόπιμο να παρουσιαστούν στην αυθεντική τους 

μορφή. Επιπλέον, αναλύθηκε η χρονική πολυπλοκότητα για τον  ευθύ ακριβή αλγόριθμο 

για το  k – SEP. 

 

Σε ό, τι αφορά ανοικτά προβλήματα για μελλοντικό έργο είναι προφανές ότι μια τόσο 

πρωτοποριακή προσπάθεια αφήνει μεγάλα περιθώρια ερευνητικού έργου. Τα εκτιμώμενα 

ως πλέον σημαντικά ανοικτά προβλήματα είναι τα ακόλουθα.  

 

Πρώτα από όλα, θα ήταν εξαιρετικά χρήσιμο να διερευνηθούν χώροι με περισ-

σότερες από δύο διαστάσεις (Shakarian and Subrahmanian 2012). Κάτι τέτοιο θα επιφέρει 

επιπτώσεις στον υπάρχοντα αλγοριθμικό σχεδιασμό και ίσως απαιτήσει κάτι παραπάνω 

από απλές τροποποιήσεις, ενώ επιπλέον θα επιβάλλει την εισαγωγή νέων μετρικών 

συναρτήσεων, καθώς για παράδειγμα για την εύρεση βέλτιστης διαδρομής στην 

τρισδιάστατη γήινη επιφάνεια δεν είναι εύλογο να χρησιμοποιηθεί η επέκταση της 

ευκλείδειας απόστασης (Kavouras and Stefanakis 1996). Εκτιμάται δε ότι θα πρέπει να 

εξετασθεί κατά προτεραιότητα η ειδική περίπτωση του τρισδιάστατου χώρου που 

προκύπτει από την ενσωμάτωση της πληροφορίας του αναγλύφου της γήινης επιφάνειας 

(DEM, DTM κτλ) με την οριζοντιογραφική πληροφορία της χαρτογραφικής επιφάνειας 

προβολής. 

 

Ακόμη, θα ήταν ενδιαφέρον να εξετασθεί η περίπτωση αντικατάστασης του 

αιτιοκρατικού, μέχρις στιγμής, κατηγορήματος εφικτότητας με μια αναιτιοκρατική παραλ-

λαγή του η οποία θα συσχετίζει μια συνάρτηση κατανομής πιθανότητας με κάθε σημείο του 

χώρου (Shakarian and Subrahmanian 2012). Η χρήση ενός τέτοιου πιθανοτικού μοντέλου θα 

περιορίσει δραστικά την επίδραση των σφαλμάτων, τα οποία εισάγονται στα δεδομένα του 

προβλήματος εξαιτίας λανθασμένων εκτιμήσεων στον προσδιορισμό της τιμής εφικτότητας 

των σημείων από τον αναλυτή, αφού θα του εξασφαλίσει ελαστικότητα στην ανάθεση της 
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τιμής εφικτότητας, πολυτέλεια η οποία δεν παρέχεται από το ανελαστικό δίτιμο 

αιτιοκρατικό μοντέλο. Με αυτόν τον τρόπο, αντιμετωπίζονται αποτελεσματικά δύο τύποι 

σφαλμάτων: α) τα σφάλματα εξαίρεσης, που αφορούν εφικτά σημεία τα οποία λανθασμένα 

χαρακτηρίστηκαν ως μη εφικτά, οπότε εξαιρέθηκαν από τις υπολογιζόμενες Ερμηνείες ενώ 

στην πραγματικότητα είναι δυνατόν να αποτελούν σημεία της αληθούς Ερμηνείας, και β) τα 

σφάλματα συμπερίληψης, που αφορούν μη εφικτά σημεία τα οποία λανθασμένα χαρα-

κτηρίστηκαν ως εφικτά, οπότε είναι πιθανόν να συμπεριλαμβάνονται εκτός από το σύνολο 

συζυγών σημείων έως και στις υπολογιζόμενες Ερμηνείες. 

 

Επιπλέον, σε μια αναιτιοκρατική μοντελοποίηση του προβλήματος θα πρέπει να 

εξετασθεί, είτε μεμονωμένα είτε ταυτόχρονα με την αντικατάσταση του κατηγορήματος 

εφικτότητας από κάποια συνάρτηση κατανομής πιθανότητας, η αντικατάσταση των 

γεωμετρικών περιορισμών απόστασης        με κάποια συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας (pdf) ως προς την απόσταση, η οποία θα συσχετίζει τις παρατηρήσεις με τα 

συζυγή σημεία. Με αυτόν τον τρόπο θα απεξαρτηθεί ο υπολογισμός από την επιβολή του 

αιτιοκρατικού ορίου κατωφλίωσης της μέγιστης και ελάχιστης επιτρεπόμενης απόστασης 

μεταξύ συζυγούς σημείου και παρατήρησης, ενώ θα αντιμετωπισθούν αποτελεσματικά 

φαινόμενα σφαλμάτων εξαίρεσης ή συμπερίληψης σημείων ανάλογων με αυτά που 

αναφέρθηκαν παραπάνω. 

 

Δεδομένου ότι το πρόβλημα είναι αποδεδειγμένα δυσεπίλυτο, μια άλλη κατεύθυνση 

στην οποία μπορεί να στραφεί η έρευνα είναι η ανάπτυξη νέων πιθανοτικών 

προσεγγιστικών αλγορίθμων, οι οποία θα βελτιώνουν τα αποτελέσματα, χρονικής 

πολυπλοκότητας ή προσεγγιστικού λόγου ή και τα δύο ταυτόχρονα, των άπληστων 

προσεγγιστικών και των ILP αλγορίθμων οι οποίοι επωμίζονται έως σήμερα τον υπολογισμό 

επίλυσης. 

 

Τέλος, δεν θα πρέπει να παραμεληθεί στην ερευνητική προσπάθεια η επέκταση και 

της ίδιας της εννοιολογικής μοντελοποίησης των προβλημάτων γεωχωρικής απαγωγής 

προκειμένου αυτή να καλύπτει ακόμη πιο σύνθετες και απαιτητικές εφαρμογές. Η 

τρέχουσα μοντελοποίηση συσχετίζει το σύνολο παρατηρήσεων με το σύνολο συζυγών 

σημείων με αποκλειστικό κριτήριο την ικανοποίηση των γεωμετρικών απαιτήσεων 

ελάχιστης και μέγιστης επιτρεπόμενης απόστασης. Όμως, η μοντελοποίηση της πολύπλοκης 

πραγματικότητας μπορεί να επιβάλλει την απαίτηση ικανοποίησης επιπλέον γεωμετρικών ή 
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ακόμη και τοπολογικών κριτήριων, όπως λ.χ. ότι στην περίπτωση ύπαρξης ποταμού μια 

παρατήρηση ανάντη δεν μπορεί να έχει συζυγές σημείο κατάντη ή ότι μια παρατήρηση που 

βρίσκεται στην μια πλευρά ενός γκρεμού δεν μπορεί να έχει συζυγές σημείο από την άλλη 

πλευρά του γκρεμού κοκ (Shakarian and Subrahmanian 2012). Άρα, είναι προφανές ότι είναι 

ζωτικής σημασίας το μοντέλο να επεκταθεί, ώστε να είναι σε θέση να μοντελοποιεί πτυχές 

της πολύπλοκης πραγματικότητας. 

 

5.2   Γεωχωρική Απαγωγή Περιοχής 

 

Στο κεφάλαιο «Γεωχωρική Απαγωγή Περιοχής» παρουσιάστηκε και αναλύθηκε το 

επέκταση της χρήσης της Απαγωγικής Συλλογιστικής για τις περιπτώσεις προβλημάτων για 

τα οποία είναι δυνατός ο εντοπισμός συνόλου παρατηρήσεων επί της γεω-επιφάνειας και 

το ζητούμενο είναι με τη χρήση Απαγωγικής Συλλογιστικής να εξασφαλισθεί συμπερασμός 

όχι συζυγών σημείων, όπως στο προηγούμενο κεφάλαιο, αλλά συζυγών περιοχών που θα 

αποτελούν Ερμηνεία του συνόλου των παρατηρήσεων.  

 

Η αναγκαιότητα εισαγωγής των νέων προβλημάτων στην κλάση των προβλημάτων 

της Γεωχωρικής Απαγωγής ήταν επιβεβλημένη, καθώς η Γεωχωρική Απαγωγή Σημείου ήταν 

σε θέση να διαχειριστεί μόνον δύο διαστάσεων, πεπερασμένο, ψηφιδωτής δομής χώρο και 

επιστρέφει ως επίλυση του προβλήματος σύνολο σημείων. Από την άλλη πλευρά η 

Γεωχωρική Απαγωγή Περιοχής, λειτουργώντας συμπληρωματικά και όχι ανταγωνιστικά, 

είναι σε θέση αφενός να διαχειριστεί τον χώρο ως συνεχές δισδιάστατο πεπερασμένο 

σύνολο, αξιοποιώντας έτσι γεωχωρικά δεδομένα διανυσματικής μορφής, και αφετέρου να 

επιστρέψει ως επίλυση σύνολο περιοχών των οποίων οποιοδήποτε εσωτερικό σημείο θα 

αποτελεί απάντηση στο γεωχωρικό απαγωγικό πρόβλημα που έχει τεθεί. 

 

Όπως και στο προηγούμενο κεφάλαιο, δόθηκαν τυπικοί ορισμοί, με την απαιτούμενη 

μαθηματική αυστηρότητα, παρουσιάστηκε ο φορμαλισμός των νέων προβλημάτων, 

διατυπώθηκαν ενδιαφέρουσες παραλλαγές τους και παρουσιάστηκε η κλασικοποίηση τους 

σε κλάσεις χρονικής πολυπλοκότητας. 

 

Σε ό,τι αφορά τους αλγορίθμους, αντίθετα με την τακτική η οποία ακολουθήθηκε στο 

προηγούμενο κεφάλαιο, όπου εξαντλήθηκαν σχεδόν όλες οι επιλογές σε επίπεδο 

αλγοριθμικού σχεδιασμού, παρουσιάστηκαν αλγόριθμοι ακριβείς και προσεγγιστικοί οι 
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οποίοι προέρχονταν μόνον από αναγωγή των προβλημάτων σε γνωστά και καλά 

μελετημένα προβλήματα. Έτσι παρουσιάστηκαν άπληστοι προσεγγιστικοί αλγόριθμοι για τα 

πλέον αντιπροσωπευτικά προβλήματα, δηλαδή της εύρεσης περιοχών ελάχιστης 

πληθικότητας (MC) και της εύρεσης περιοχών μέγιστης Ερμηνείας (ME). Επιπλέον, 

παρουσιάστηκε και αλγόριθμος προσδιορισμού των συζυγών περιοχών στο χώρο. Για 

αυτούς τους αλγόριθμους παρουσιάστηκαν παραδείγματα υπολογισμού και δόθηκαν 

αποτελέσματα ανάλυσης της χρονικής τους πολυπλοκότητας. 

 

Στη συνέχεια παρουσιάστηκε πειραματική αξιολόγηση σουίτας αλγορίθμων, η οποία 

περιελάμβανε τον αλγόριθμο για την εύρεση περιοχών ελάχιστης πληθικότητας και τον 

αλγόριθμο προσδιορισμού των συζυγών περιοχών στο χώρο για το Πρόβλημα Εντοπισμού 

Κρύπτης με πραγματικά δεδομένα για την περιοχή της Βαγδάτης στο Ιράκ. Το κεφάλαιο 

ολοκληρώθηκε με την παρουσίαση της μηχανής γεωχωρικής απαγωγικής συλλογιστικής 

SCARE – S2, η οποία αποτελεί μια επέκταση της μηχανής SCARE, και χρησιμοποιείται για 

τον εντοπισμό ΣΥΑ σε δύο επαρχίες του Αφγανιστάν.  

 

Αξίζει να επισημανθεί ότι μέχρι σήμερα τουλάχιστον 18 Οργανισμοί ή Υπηρεσίες 

έχουν χρησιμοποιήσει τις μηχανές απαγωγικής συλλογιστικής SCARE και SCARE – S2. 

 

Σε ό,τι αφορά ανοικτά προβλήματα και μελλοντικό έργο τα εκτιμώμενα ως πλέον 

σημαντικά είναι τα αντίστοιχα της Γεωχωρικής Απαγωγής Σημείου, δηλαδή: 

 Επέκταση της Γεωχωρικής Απαγωγής Περιοχής σε χώρους περισσότερων 

διαστάσεων. 

 Αντικατάσταση του συνόλου εφικτών περιοχών   με μια αναιτιοκρατική παραλ-

λαγή του η οποία θα συσχετίζει μια συνάρτηση κατανομής πιθανότητας με κάθε 

περιοχή του χώρου. 

 Αντικατάσταση των γεωμετρικών περιορισμών απόστασης        με κάποια 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (pdf) ως προς την απόσταση, η οποία θα 

συσχετίζει τις παρατηρήσεις με τις συζυγείς περιοχές. 

 Ανάπτυξη νέων πιθανοτικών προσεγγιστικών αλγορίθμων, οι οποίοι θα βελτιώνουν 

τα αποτελέσματα, χρονικής πολυπλοκότητας ή προσεγγιστικού λόγου ή και τα δύο 

ταυτόχρονα, του υπάρχοντος άπληστου προσεγγιστικού αλγορίθμου. 
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 Επέκταση της εννοιολογικής μοντελοποίησης, ώστε να είναι σε θέση αυτή να 

διαχειριστεί πρόσθετους γεωμετρικούς, αλλά και τοπολογικούς περιορισμούς. 

 

5.3   Γεωχωρική Απαγωγή και Θεωρία Παιγνίων 

 

Στο κεφάλαιο «Γεωχωρική Απαγωγή και Θεωρία Παιγνίων» αναζητήθηκε μοντελο-

ποίηση της Γεωχωρικής Απαγωγής προκειμένου αυτή να είναι σε θέση να συλλάβει με πιο 

ρεαλιστικό τρόπο την πολυπλοκότητα της σύνθετης πραγματικότητας για την περίπτωση 

που το σύνολο παρατηρήσεων παράγεται από μια έλλογη ευφυή οντότητα, η οποία έχει 

κάθε λόγο να αποφύγει τον εντοπισμό της αληθούς Ερμηνείας. 

 

Παρουσιάστηκε η θεώρηση των Shakarian, Subrahmanian και Dickerson σύμφωνα με 

την οποία αυτή η περίπτωση εντάσσεται στο εννοιολογικό πλαίσιο της Θεωρίας Παιγνίων 

ως παίγνιο δύο ανταγωνιστικών παικτών, και συγκεκριμένα ως παίγνιο Stackelberg. Το 

πρόβλημα εξετάστηκε από την οπτική και των δύο παικτών. Ορίστηκαν τυπικά οι πλέον 

αντιπροσωπευτικές συναρτήσεις ανταμοιβής και οι έννοιες της βέλτιστης στρατηγικής για 

κάθε παίκτη, οπότε τελικά προέκυψαν δύο προβλήματα, το πρόβλημα Βέλτιστης 

Στρατηγικής του Αντιπάλου και το πρόβλημα Μέγιστης Στρατηγικής Αντιμετώπισης του 

Αντιπάλου. Στο πρώτο πρόβλημα ο αντίπαλος αναζητά στρατηγική η οποία ελαχιστοποιεί 

την αναμενόμενη για αυτόν φθορά, ενώ στο άλλο ο παίκτης αναζητά στρατηγική η οποία 

μεγιστοποιεί το αναμενόμενο όφελος του, προξενώντας τη μέγιστη δυνατή φθορά στον 

αντίπαλο. Η εύρεση των βέλτιστων στρατηγικών των παικτών οδηγεί το παίγνιο σε 

Stackelberg – equilibrium, το οποίο είναι ταυτόχρονα και Nash – equilibrium, δηλαδή κάθε 

αλλαγή της στρατηγικής από οποιονδήποτε παίκτη τον οδηγεί σε δυσμενέστερη θέση από 

αυτήν που κατείχε. Επιπλέον, παρουσιάστηκαν αποτελέσματα της κλασικοποίησης αυτών 

των προβλημάτων ως προς την χρονική τους πολυπλοκότητα. 

 

Και για τα δύο προβλήματα παρουσιάστηκαν ευθείς ακριβείς αλγόριθμοι. Για το 

πρόβλημα Βέλτιστης Στρατηγικής του Αντιπάλου αναλύθηκε επιπλέον προσεγγιστικός 

αλγόριθμος με αναγωγή του προβλήματος σε πρόβλημα μικτού ακέραιου μη γραμμικού 

προγραμματισμού. Ενώ, για το πρόβλημα Μέγιστης Στρατηγικής Αντιμετώπισης του 

Αντιπάλου αναλύθηκαν επιπλέον δύο προσεγγιστικοί αλγόριθμοι, ο ένας για την γενική 

περίπτωση που η συνάρτηση ανταμοιβής είναι απλά υποτμηματική και ο άλλος για την 

ειδική περίπτωση που αυτή είναι μονοτονική. Για αυτούς τους αλγόριθμους 
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παρουσιάστηκαν παραδείγματα υπολογισμού και δόθηκαν αποτελέσματα ανάλυσης της 

χρονικής τους πολυπλοκότητας. 

 

Στη συνέχεια παρουσιάστηκε πειραματική αξιολόγηση των προσεγγιστικών 

αλγορίθμων, στην οποία για πολλοστή φορά χρησιμοποιήθηκαν τα πραγματικά δεδομένα 

από την περιοχή της Βαγδάτης για το Πρόβλημα Εντοπισμού Κρύπτης. Τα αποτελέσματα 

της αξιολόγησης είναι σημαντικά και αποδεικνύουν την ακρίβεια της μοντελοποίησης του 

προβλήματος της Γεωχωρικής Απαγωγής σε παίγνιο Stackelberg, καθώς για την περίπτωση 

του αντιπάλου αυτός βελτιώνει την θέση του τουλάχιστον κατά 700%  και έως 3100%, ως 

προς την τρέχουσα πραγματική στρατηγική του, ενώ ο παίκτης βελτιώνει σε κάθε 

περίπτωση τη θέση του ως και 100% ως προς την επίλυση της μηχανής SCARE, 

επιτυγχάνοντας επιπλέον και καλύτερη αξιοποίηση των διαθέσιμων πόρων του. 

 

Τέλος, σε ό,τι αφορά το μελλοντικό έργο, αν και τα αποτελέσματα τα οποία 

προέκυψαν από την πειραματική αξιολόγηση της μοντελοποίησης της Γεωχωρικής 

Απαγωγής σε παίγνιο προσαρμοστικών αντιπάλων Stackelberg είναι εντυπωσιακά, 

εκτιμάται ότι υπάρχουν ακόμη μεγάλα περιθώρια ερευνητικού έργου, εκ των οποίων τα 

εκτιμώμενα ως πλέον σημαντικά είναι τα ακόλουθα: 

 

Προφανώς παραμένει ως ανοικτό πρόβλημα η ανάπτυξη νέων προσεγγιστικών 

αλγορίθμων οι οποίοι θα βελτιώνουν τα αποτελέσματα, χρονικής πολυπλοκότητας ή 

προσεγγιστικού λόγου ή και τα δύο ταυτόχρονα, των υπαρχόντων προσεγγιστικών 

αλγορίθμων οι οποίοι έχουν αναλάβει τον υπολογισμό επίλυσης των δύο κεντρικών 

προβλημάτων, δηλαδή της Βέλτιστης Στρατηγικής του Αντιπάλου και Μέγιστης Στρατηγικής 

Αντιμετώπισης του Αντιπάλου.  

 

Τέλος, παραμένει ανοικτό πρόβλημα η επανεξέταση του ίδιου του μοντέλου 

αναφοράς, αφού η μοντελοποίηση σε παίγνιο Stackelberg αποτελεί υπεραπλούστευση της 

πραγματικότητας, με ό,τι αυτό συνεπάγεται. Η χρήση στατικών (offline) αλγορίθμων δεν 

είναι σε θέση να συλλάβει σε όλη της έκταση την δυναμική της έννοιας προσαρμοστικότητα 

για τους δύο αντιπάλους, καθώς αυτή απλά ταυτίζεται κυρίως με την παραδοχή ότι 

πρόκειται για παίγνιο πλήρους πληροφόρησης, δηλαδή και οι δύο παίκτες γνωρίζουν τον 

αλγόριθμο υπολογισμού της βέλτιστης στρατηγικής του άλλου. Αντίθετα, εκτιμάται ότι η 

χρήση των άμεσων (online) αλγορίθμων, δηλαδή αλγορίθμων των οποίων η είσοδος 
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εξαρτάται από μελλοντικά γεγονότα ή από ενέργειες του ίδιου του αλγορίθμου (Borodin 

and El Yaniv 1998), για προσαρμοστικούς αντιπάλους σε παίγνιο διαδοχικών κινήσεων και η 

χρήση της Ανάλυσης Ανταγωνισμού (Competitive Analysis) θα είναι σε θέση να 

μοντελοποιήσουν το παίγνιο πιο ρεαλιστικά και ίσως αποφέρουν τελικά ακόμη πιο 

εντυπωσιακά αποτελέσματα. 
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