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Περίληψη 

Αντικείμενο της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι η μελέτη του Προβλήματος 

Περιοδεύοντος Πωλητή, ενός διάσημου προβλήματος αριστοποίησης στο πεδίο της 

Επιχειρησιακής Έρευνας. Πιο συγκεκριμένα, το πρόβλημα αυτό εμπίπτει στην 

περιοχή του Μικτού Ακέραιου Προγραμματισμού. Στην αρχή, μελετάται ο 

καινοτόμος αλγόριθμος των Vassiliadis, Pogiatzis από τη Σχολή Χημικών 

Μηχανικών & Βιοτεχνολογίας του Πανεπιστημίου του Cambridge που χρησιμοποιεί 

για πρώτη φορά μία δομή δυαδικής λίστας για να κατανείμει τις πόλεις 

δημιουργώντας την επιθυμητή κλειστή διαδρομή και παρουσιάζει έτσι μία ιεραρχική 

δομή για την επίλυση. Στη συνέχεια, γίνεται σύγκριση του καινοτόμου αυτού 

αλγόριθμου με διαδεδομένους αλγόριθμους επίλυσης ως προς την ταχύτητα 

σύγκλισης στο ολικό άριστο του εκάστοτε προβλήματος. Σε δεύτερη φάση, 

εφαρμόζονται οι αρχές της μεθόδου αποσύνθεσης Lagrange στον αλγόριθμο και το 

πρόβλημα διασπάτε σε τρία υπο-προβλήματα. Η χαλάρωση των περιορισμών για να 

πραγματοποιηθεί αυτό οδηγεί σε υποεκτίμηση της λύσης (δίνει δηλ. κάτω όριο σε 

πρόβλημα ελαχιστοποίησης), αλλά το ενδιαφέρον έγκειται στο γεγονός ότι με αυτό 

τον τρόπο μπορεί να δοθεί γρήγορα ένα κάτω όριο για το κάθε πρόβλημα. Η επίλυση 

των μοντέλων έγινε με τον επιλυτή CPLEX και χρησιμοποιήθηκε για αυτό το σκοπό 

το λογισμικό GAMS. 

Abstract 

The objective of this diploma thesis is the study of the Travelling Salesman Problem, 

which is a famous optimization problem in the Operations Research field. More 

specifically, this problem inheres in the Mixed Integer Programing field. Initially, the 

novel algorithm of Vassiliadis and Pogiatzis of the Department of Chemical 

Engineering & Biotechnology of the University of Cambridge is studied, algorithm 

which uses for the first time a binary list structure to allocate the cities in order to 

form the expedient tour and which presents an hierarchical structure. The next step is 

the comparison of the novel algorithm to prevailing algorithms in terms of the time 

needed to provide the global solution of each problem. Afterwards, the Lagrange 

decomposition method is applied to the algorithm and the problem is divided in three 
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subproblems.  The constraints relaxation leads to a lower bound of the solution, but 

the importance of the method refers to the fact that a lower bound can easily be 

provided instead of the global optimum. The execution of the models has been done 

with the CPLEX solver and the use of the GAMS software. 
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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Το Πρόβλημα του Περιοδεύοντος Πωλητή (Π.Π.Π.) είναι ένα πρόβλημα που έχει 

μελετηθεί σε πολύ μεγάλο βαθμό συγκριτικά με άλλα προβλήματα αριστοποίησης.  Η 

διατύπωσή του είναι απλή και μπορεί να εξαπατήσει εύκολα ως προς το βαθμό 

δυσκολίας που θα αντιμετωπίσει, εκείνον που θα επιδιώξει να το επιλύσει. Αυτός 

είναι και ο λόγος που ακόμα και στις  μέρες μας  παραμένει ένα από τα  πιο 

απαιτητικά  προβλήματα  στο αντικείμενο της Επιχειρησιακής Έρευνας. Εκατοντάδες 

άρθρα έχουν γραφτεί σχετικά με το συγκεκριμένο πρόβλημα και εντούτοις συνεχίζει 

να παρουσιάζει μεγάλο ενδιαφέρον τόσο σε επίπεδο μοντελοποίησης (και 

συγκεκριμένα εύρεσης ακριβών αλγορίθμων, δηλαδή αλγορίθμων που δίνουν ως 

λύση το ολικό  άριστο- global optimum) όσο και σε επίπεδο προσεγγιστικής επίλυσης 

ανάπτυξη ευρετικών μηχανισμών- heuristics). Στη πιο διαδεδομένη του 

αντιμετώπιση, ορίζεται ως V ένα σύνολο x διανυσμάτων, ως Α ένα σύνολο τόξων και 

ως C (i,j) ένας πίνακας τιμών μίας παραμέτρου (απόστασης, κόστους, χρόνου κ.ά.) 

που σχετίζεται με το Α. Το Π.Π.Π. αναφέρεται στον ορισμό εκείνης της κλειστής 

διαδρομής που θα περιλαμβάνει το κάθε τόξο μία και μόνο μία φορά ορίζοντας την 

ελάχιστη τιμή της αντίστοιχης παραμέτρου. Δυστυχώς, η αντιμετώπιση αυτή οδηγεί 

στη δημιουργία υπο-περιηγήσεων (subtours), δηλαδή προκύπτει μία διαδρομή στην 

οποία δεν ισχύει ότι ο ‘μικροπωλητής’ επισκέπτεται την κάθε πόλη μία και μόνο μία 

φορά και έτσι ο αλγόριθμος χρειάζεται επιπλέον επεξεργασία. Στην παρούσα 

διπλωματική, μελετούνται οι διαδεδομένοι αλγόριθμοι επίλυσης, αλλά κυρίως ένας 

καινοτόμος αλγόριθμος (Vassiliadis, Pogiatzis), η αντιμετώπιση του οποίου οδηγεί σε 

εξάλειψη των υπο-περιηγήσεων από τον ορισμό του.  

Το Π.Π.Π. είναι ένα πρόβλημα Μικτού Ακέραιου Γραμμικού Προγραμματισμού. Οι 

μαθηματικές σχέσεις δηλαδή που το περιγράφουν είναι γραμμικές, ενώ οι μεταβλητές 

που περιέχονται είναι συνδυασμός συνεχών και ακέραιων.  

Οι αλγόριθμοι επίλυσης οδηγούν στην άριστη λύση του προβλήματος (ολικό άριστο). 

Η σύγκλιση στην άριστη λύση γίνεται συνήθως αργά και σε περιπτώσεις που 

αναζητείται η λύση για μεγάλα προβλήματα, αυτή απαιτεί πολύ μεγάλο υπολογιστικό 



  2 

χρόνο. Για αυτό, πολλές φορές υπάρχει ενδιαφέρον όχι για την άριστη λύση παρά για 

ένα κάτω ή άνω όριο, δηλαδή μία μη εφικτή λύση που βέβαια δεν απέχει σχετικά 

πολύ από την άριστη, αλλά μπορεί να προσδιοριστεί πιο γρήγορα. Έτσι, παρότι η 

λύση δεν είναι εφικτή αποκτάται μία αίσθηση του μεγέθους της τιμής που πρέπει να 

αναμένεται και πολλές φορές αυτή η αίσθηση είναι αρκετή για την εφαρμογή που 

απαιτείται. Για αυτό το σκοπό υπάρχουν πολλές μέθοδοι αντιμετώπισης για 

χαλάρωση των περιορισμών του προβλήματος. Μία από αυτές που θα παρουσιαστεί 

στη συγκεκριμένη Διπλωματική Εργασία είναι η αποσύνθεση Lagrange. Μια άλλη 

αντιμετώπιση θα ήταν να χρησιμοποιηθεί η λογική των ευρετικών αλγόριθμων 

(heuristic algorithms) για να δοθεί μία γρήγορη μη άριστη λύση  με επεξεργασία των 

αλγόριθμων. Παρολαυτά, επιλέχθηκε η πρώτη μέθοδος ως πιο αυθεντική, καθώς 

υπάρχει τεράστιο πλήθος ευρετικών μηχανισμών για το Π.Π.Π. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο θα γίνει καταρχάς μία εισαγωγή στο μαθηματικό 

προγραμματισμό και στη συνέχεια θα πραγματοποιηθεί μια ιστορική αναδρομή στο 

Π.Π.Π. Στο τρίτο κεφάλαιο θα γίνει αναλυτική παρουσίαση του Π.Π.Π., των 

εφαρμογών του και των κυριότερων αλγορίθμων επίλυσης. Το τέταρτο κεφάλαιο 

αναφέρεται αναλυτικά στον καινοτόμο αλγόριθμο (Vassiliadis, Pogiatzis) που 

παρουσιάζεται στην παρούσα εργασία. Στο πέμπτο κεφάλαιο εισάγεται η έννοια της 

υπο-κλίσης  και η σχετική θεωρία που απαιτείται για την κατανόηση της μεθόδου 

αποσύνθεσης Lagrange. Στο έκτο κεφάλαιο, γίνεται η παρουσίαση των 

αποτελεσμάτων. Καταρχάς, παρουσιάζονται οι πίνακες με τα αποτελέσματα των 

αλγορίθμων ως προς κάποιες παραμέτρους και στη συνέχεια τα διαγράμματα στα 

οποία γίνεται σύγκριση της κάθε παραμέτρου για τον κάθε αλγόριθμο. Έπειτα, 

παρουσιάζονται τα αποτελέσματα από την εφαρμογή της μεθόδου της αποσύνθεσης 

Lagrange στον καινοτόμο αλγόριθμο. Τέλος, στο έβδομο κεφάλαιο γίνεται ανάλυση 

των αποτελεσμάτων και παρουσίαση των συμπερασμάτων, ενώ γίνεται αναφορά στα 

μελλοντικές κατευθύνσεις της παρούσας Διπλωματικής Εργασίας. 
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2. Μαθηματικός Προγραμματισμός 

 

Σε μία πληθώρα εφαρμογών σε όλα τα πεδία της επιστήμης και της μηχανικής 

συναντούμε μαθηματικά μοντέλα. Ένα μαθηματικό μοντέλο ενός συστήματος είναι 

ένα σύνολο μαθηματικών σχέσεων (π.χ. ισότητες, ανισότητες, λογικές συνθήκες) που 

αποτελούν μία έκφραση του συστήματος αυτού στον πραγματικό κόσμο (Floudas, 

1995).  

Τα μαθηματικά μοντέλα αναπτύσσονται χρησιμοποιώντας: 

1. Θεμελιώδεις προσεγγίσεις 

2. Εμπειρικές μεθόδους 

3. Μεθόδους βασισμένες σε αναλογίες 

Στην πρώτη περίπτωση, αποδεκτές θεωρίες της επιστήμης χρησιμοποιούνται για να 

εξαχθούν οι διάφορες εξισώσεις (π.χ. Νόμος του Newton). Στη δεύτερη περίπτωση, 

δεδομένα τύπου εισόδου- εξόδου από ένα σύστημα χρησιμοποιούνται έπειτα από 

στατιστική ανάλυση δημιουργώντας εμπειρικές σχέσεις ή μοντέλα ‘μαύρου κουτιού’ 

(black box models). Τέλος, στην τρίτη περίπτωση, αναλογίες χρησιμοποιούνται για 

να περιγράψουν κάποια χαρακτηριστικά ενός συστήματος μελετώντας ένα παρόμοιο 

σύσ/τημα, για το οποίο υπάρχουν διαθέσιμα μοντέλα και πληροφορίες (Floudas, 

1995). 

Ένα μαθηματικό μοντέλο ενός συστήματος αποτελείται από τέσσερα βασικά 

στοιχεία: 

1. Μεταβλητές 

2. Παραμέτρους 
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3. Περιορισμούς 

4. Μαθηματικές σχέσεις 

Οι μεταβλητές μπορούν να πάρουν διαφορετικές τιμές και οι προδιαγραφές τους 

καθορίζουν διαφορετικές καταστάσεις του συστήματος. Μπορούν να είναι συνεχείς, 

ακέραιες  ή συνδυασμός τους. Οι παράμετροι από την άλλη, έχουν καθορισμένη μία 

τιμή ή πολλαπλές και κάθε ορισμός τους καθορίζει ένα διαφορετικό μοντέλο. Στη 

συνέχεια, οι περιορισμοί είναι αμετάβλητες ποσότητες που προκύπτουν από τον 

ορισμό του προβλήματος.  

Οι μαθηματικές σχέσεις του μοντέλου μπορούν να ταξινομηθούν ως ισότητες, 

ανισότητες και λογικές συνθήκες. Συνήθως, οι μαθηματικές σχέσεις αφορούν σε 

ισοζύγια μάζας, ισοζύγια ενέργειας, συνθήκες ισορροπίας, υπολογισμούς φυσικών 

ιδιοτήτων και μηχανικές, σχεδιαστικές σχέσεις. Όσον αφορά στις ανισότητες, 

συνήθως αποτελούνται από επιτρεπόμενες συνθήκες λειτουργίας, προδιαγραφές 

ποιότητας, απαιτήσεις απόδοσης, αποτελεσματικότητα μεταφοράς θερμότητας και 

μάζας και όρια σε διαθεσιμότητες και ζήτηση. Τέλος, οι λογικές συνθήκες  παρέχουν 

τη σύνδεση μεταξύ των συνεχών και των ακέραιων μεταβλητών. 

Γενικά, οι μαθηματικές σχέσεις μπορεί να είναι αλγεβρικές, διαφορικές ή και  

συνδυασμός τους  και επίσης μπορεί να είναι γραμμικές ή μη γραμμικές ανάλογα με 

το περιεχόμενό τους.  

Ένα πρόβλημα αριστοποίησης είναι ένα μαθηματικό μοντέλο που εκτός από τα 

προαναφερθέντα στοιχεία περιέχει επίσης ένα ή περισσότερα κριτήρια απόδοσης. Το 

κριτήριο απόδοσης ορίζεται ως η αντικειμενική συνάρτηση και μπορεί να είναι η 

ελαχιστοποίηση του κόστους, η μεγιστοποίηση του κέρδους ή της απόδοσης μίας 

διεργασίας για παράδειγμα. Αν υπάρχουν περισσότερα από ένα κριτήρια απόδοσης 

τότε το πρόβλημα ορίζεται ως πολύ-κριτηριακό πρόβλημα αριστοποίησης          

(Floudas, 1995).  

Σε αυτό το σημείο είναι χρήσιμο να σημειωθεί ότι ανάλογα με τα χαρακτηριστικά του 

το πρόβλημα αποκτάει και το αντίστοιχο όνομα. Για παράδειγμα, ένα πρόβλημα 
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αριστοποίησης με μη γραμμικές μαθηματικές σχέσεις ονομάζεται μη γραμμικό, ενώ 

ένα πρόβλημα με συνεχείς και ακέραιες μεταβλητές ονομάζεται πρόβλημα μικτού 

ακέραιου προγραμματισμού. Συνήθως, μας ενδιαφέρουν και τα δύο χαρακτηριστικά 

(μορφή μαθηματικών σχέσεων και τύπος μεταβλητών) οπότε από το συνδυασμό των 

παραπάνω δύο παραδειγμάτων θα προέκυπτε ένα πρόβλημα Μικτού Ακέραιου Μη 

Γραμμικού Προγραμματισμού (Mixed Integer Nonlinear Programming). 

Τέλος, ένα καλώς ορισμένο πρόβλημα αριστοποίησης περιέχει περισσότερες 

μεταβλητές από τους περιορισμούς ισότητας, που σημαίνει ότι υπάρχουν βαθμοί 

ελευθερίας πάνω στους οποίους μπορεί να πραγματοποιηθεί η αριστοποίηση. Αν ο 

αριθμός των μεταβλητών είναι ίσος με τον αριθμό των περιορισμών ισότητας τότε το 

πρόβλημα αριστοποίησης περιορίζεται σε μία λύση μη γραμμικών συστημάτων 

εξισώσεων με επιπλέον περιορισμούς ανισότητας (Floudas, 1995). 
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3. Το Πρόβλημα του Περιοδεύοντος Πωλητή  (The Travelling 

Salesman Problem) 
 

 3.1 Ορισμός  
 

Ορίζουμε ως V ένα σύνολο x διανυσμάτων, ως Α ένα σύνολο τόξων και ως C (i,j) 

ένας πίνακας τιμών μίας παραμέτρου (απόστασης, κόστους, χρόνου κ.ά.) που 

σχετίζεται με το Α. Το Π.Π.Π. αναφέρεται στον καθορισμό εκείνης της κλειστής 

διαδρομής που θα περιλαμβάνει το κάθε τόξο μία και μόνο μία φορά ορίζοντας την 

ελάχιστη τιμή της αντίστοιχης παραμέτρου (συνήθως απόστασης). Σε αυτό το σημείο 

είναι χρήσιμο να διαχωριστούν οι περιπτώσεις που ο πίνακας C είναι συμμετρικός ή 

μη. Ο πίνακας C λοιπόν είναι συμμετρικός όταν ισχύει ότι 
ij jic c

 
για κάθε ,i j V , 

ενώ μη συμμετρικός όταν ισχύει αντίστοιχα ανισότητα. 

 

3.2 Ιστορική αναδρομή του Προβλήματος του Περιοδεύοντος 

Πωλητή (Π.Π.Π.) 

 

Μια διαφημιστική καμπάνια για την εταιρεία Procter & Gamble δημιούργησε 

αναταραχή ανάμεσα σε μαθηματικούς και άλλους επιστήμονες την άνοιξη του 1962. 

Η καμπάνια παρουσίαζε ένα διαγωνισμό με έπαθλο εκείνη την εποχή $10.000. 

Αρκετά χρήματα για να αγοράσεις ένα σπίτι τότε (Cook, 2011)..  

Ο διαγωνισμός αφορούσε στο εξής πρόβλημα: 

‘Φανταστείτε ότι ο Toody και ο Muldoon (πρωταγωνιστές διάσημης σειράς της 

εποχής) θέλουν να γυρίσουν τη χώρα (Η.Π.Α.) οδηγώντας και να επισκεφθούν κάθε 

μία από τις 33 τοποθεσίες που παρουσιάζονται με τελείες στο χάρτη του 

διαγωνισμού, και ότι θέλουν να το κάνουν αυτό διανύοντας τη μικρότερη δυνατή 

διαδρομή. Θα πρέπει να σχεδιάσετε μία διαδρομή για αυτούς από τοποθεσία σε 
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τοποθεσία, που θα οδηγήσει στη μικρότερη δυνατή διανυόμενη απόσταση ξεκινώντας 

από το Σικάγο (Chicago, Illinois) και καταλήγοντας στην ίδια πόλη.’ 

Ο συγκεκριμένος διαγωνισμός λοιπόν αφορούσε στο Π.Π.Π. Στη γενική του μορφή, 

δίνεται ένας αριθμός πόλεων και οι αποστάσεις ανάμεσα στο κάθε ζεύγος από αυτές. 

Το πρόβλημα αναφέρεται στην εύρεση εκείνης της κλειστής διαδρομής ξεκινώντας 

από μία πόλη και καταλήγοντας πάλι σε αυτήν, ώστε η συνολική διανυόμενη 

διαδρομή να είναι η μικρότερη δυνατή (ελάχιστη). 

Η αλήθεια είναι ότι από μία άποψη το πρόβλημα αυτό δεν είναι τόσο δύσκολο στη 

σύλληψη της ιδέας επίλυσης. Κάποιος θα μπορούσε να σημειώσει όλες τις πιθανές 

διαδρομές και να υπολογίσει τη συνολική απόσταση για κάθε κλειστή διαδρομή. Έτσι 

επιλέγοντας τη μικρότερη δυνατή συνολική απόσταση θα μπορούσε να δώσει 

αυτόματα απάντηση στο πρόβλημα.  

Η δυσκολία όμως έγκειται στο γεγονός ότι οι πιθανές διαδρομές είναι υπερβολικά 

πολλές στον αριθμό ώστε να μπορεί κάποιος να τις σημειώσει. Τη συγκεκριμένη 

δυσκολία διαπίστωσε για πρώτη φορά το 1930 ένας Αυστριακός μαθηματικός και 

οικονομολόγος ονόματι Karl Menger, που πρώτος παρουσίασε την παραπάνω 

διαπίστωση στη μαθηματική κοινότητα της εποχής.  

Το δεύτερο πρόβλημα που συναντά κάποιος που επιδιώκει να επιλύσει το Π.Π.Π. 

είναι οι εναλλακτικές λύσεις που έχει το συγκεκριμένο πρόβλημα. Η ίδια κλειστή 

διαδρομή ως προς τη συνολική απόσταση που θα πρέπει να διανυθεί, έχει τόσες 

εναλλακτικές εκφράσεις όσες είναι συνολικά οι πόλεις του προβλήματος. Δηλαδή στο 

πρόβλημα του διαγωνισμού που παρουσιάσθηκε νωρίτερα πρόκειται για 33 

εναλλακτικές διαδρομές για την ίδια λύση. Το πρόβλημα λοιπόν αυτό μπορεί να 

αντιμετωπισθεί αν επιλεγεί τυχαία η πρώτη πόλη (για αυτό και στο πρόβλημα του 

διαγωνισμού δόθηκε ως ορμητήριο η πόλη του Σικάγο). Έτσι απομένουν 32 

διαθέσιμες επιλογές για τη 2η πόλη, 31 για την 3η κ.ο.κ. Οι συνολικές  λοιπόν πιθανές 

διαδρομές είναι πλέον: 

 
32 31 30... 3 2 1 32!x x x x x 
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Τέλος, θα πρέπει κάποιος να δώσει προσοχή στο αν η απόσταση από την πόλη Α 

προς την πόλη Β είναι η ίδια με την απόσταση από την πόλη Β προς την πόλη Α. Αν 

ισχύει αυτό (όπως στην περίπτωση του προβλήματος του διαγωνισμού) τότε 

πρόκειται για ένα συμμετρικό πρόβλημα στο οποίο η κατεύθυνση της διαδρομής δεν 

έχει σημασία. Η διαδρομή π.χ. ΑΒΓΔ είναι ίδια με τη διαδρομή ΔΓΒΑ (όπου Α,Β,Γ,Δ 

πόλεις που ανήκουν στην κλειστή διαδρομή). Συνεπώς, στην περίπτωση του 

προβλήματος της P&G αρκεί να λάβει κάποιος υπόψη του 32!/2 πιθανές διαδρομές. 

Όμως όπως θα φανεί αυτή η μείωση δεν είναι αρκετή λαμβάνοντας υπόψη τις 

συνολικές πιθανές διαδρομές.  Πιο συγκεκριμένα, συνολικά υπάρχουν: 

131.565.418.466.846.765.083.609.006.080.000.000 πιθανές διαδρομές! 

Τα υπολογιστικά μέσα της εποχής όπως επίσης και η σχετική έρευνα δεν ήταν επαρκή 

ώστε να δοθεί ως λύση σε ένα τέτοιο πρόβλημα με τόσες πολλές πιθανές διαδρομές 

ένας τέτοιος αλγόριθμος που θα εξασφάλιζε το ολικό άριστο και έτσι σε ανακοίνωσή 

της η εταιρεία P&G δήλωσε ότι κανένας επίδοξος συμμετέχων δεν κατάφερε να 

παρουσιάσει μία μέθοδο που προσδιορίζει την άριστη διαδρομή, παρότι όπως θα 

αναφερθεί στη συνέχεια προέκυψε νικητές (Cook, 2011).. 

Η ομάδα των Dantzig, Fulkerson και Johnson (ομάδα RAND) μπορεί να μην πήρε το 

συγκεκριμένο βραβείο, παρόλο που ο διαγωνισμός αφορούσε σε ένα πρόβλημα που η 

ομάδα τους είχε ξεκινήσει να μελετάει ερευνητικά από το 1954, όμως σίγουρα η 

εφαρμογή του αλγορίθμου που είχαν προτείνει προγενέστερα του διαγωνισμού, σε 

έναν υπολογιστή της εποχής μας, θα μπορούσε να δώσει σχετικά εύκολα την 

επιθυμητή λύση. 

Παρολαυτά, υπήρξε μία ομάδα που κατάφερε να βρει τη σωστή λύση ακολουθώντας 

έναν ευρετικό αλγόριθμο (heuristic) που στη συνέχεια δημοσίευσε και έτσι κέρδισε 

το σχετικό βραβείο. Πρόκειται για τους μαθηματικούς Karg και Thompson  

Η βασική διαφορά τους βέβαια από την έρευνα των Dantzig, Fulkerson και Johnson 

(D.F.J.) είναι ότι η λύση τους δεν αφορούσε σε έναν αλγόριθμο ο οποίος θα 

μπορούσε να οδηγήσει στην άριστη λύση για οποιοδήποτε σχετικό πρόβλημα 
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παρουσιαζόταν, παρά έδινε την καλύτερη λύση για το πολύ συγκεκριμένο πρόβλημα 

του διαγωνισμού. 

Όπως ήταν λογικό λοιπόν η ομάδα των D.F.J. λύνοντας σχεδόν στο χέρι ένα 

πρόβλημα 49 πόλεων εν συνεχεία, έμεινε στην ιστορία και κράτησε το ρεκόρ 

επίλυσης του μεγαλύτερου Π.Π.Π. για 17 ολόκληρα χρόνια. Η προσφορά τους βέβαια 

δεν ήταν η επίλυση του συγκεκριμένου προβλήματος, αλλά η εύρεση ενός 

αλγόριθμου αριστοποίησης πάνω στον οποίο βασίστηκαν οι επιστήμονες στη 

συνέχεια. 

Το ρεκόρ διατηρήθηκε μέχρι το 1971, χρονιά στην οποία οι ερευνητές της IBM, Held 

και Karp, έδωσαν λύση σε ένα πρόβλημα 64 σημείων.  Αυτή η επιτυχία όμως δε 

διήρκησε το ίδιο πολύ καθώς το 1975, ο Παναγιώτης Μηλιώτης (Καθηγητής τώρα 

στο Οικονομικό Πανεπιστήμιο Αθηνών) βασιζόμενος στον αλγόριθμο των D.F.J. 

έδωσε λύση σε ένα πρόβλημα που περιείχε 80 τυχαία σημεία. 

Στη συνέχεια, θεωρητικές μελέτες των  Grötschel και Padberg έθεσαν τις βάσεις για 

μια μεγάλη διεύρυνση της βασικής μεθοδολογίας. Οι ίδιοι αυτοί σπουδαίοι 

μαθηματικοί επίλυσαν προβλήματα 120 πόλεων και 318 πόλεων αντίστοιχα, το 1977 

ο πρώτος και λίγο αργότερα ο δεύτερος.   Έπειτα, έκαστος δημιούργησε ομάδα 

έρευνας πάνω στο συγκεκριμένο αντικείμενο και έτσι μέχρι το 1987 ο αριθμός των 

πόλεων για τις οποίες είχε δοθεί λύση εκτοξεύτηκε στις 2.392. 

Οι Cook και Chvátal άρχισαν να ασχολούνται εντατικά με το αντικείμενο του Π.Π.Π. 

το 1988, ενώ το 1992 κατάφεραν να κάνουν ρεκόρ επιλύοντας πρόβλημα 3.038 

πόλεων, παρότι ο ανταγωνισμός από τις ομάδες των  Grötschel και Padberg ήταν 

μεγάλος. Η συγκεκριμένη ομάδα συνέχισε να σπάει τα ρεκόρ το ένα μετά το άλλο 

(13.509 πόλεις το 1998, 24.978 πόλεις το 2004) και τελικά έφτασε στην επίλυση 

προβλήματος που περιλαμβάνει 85.900 πόλεις το 2006 με τον επιλυτή (solver) 

Concorde, με άμεση εφαρμογή τη δημιουργία συνδέσεων σε μικροτσίπ. Το ρεκόρ 

αυτό δεν έχει καταρριφτεί μέχρι σήμερα, ενώ ο επιλυτής  Concorde είναι διαθέσιμος 

στο διαδίκτυο για επίδοξους ερευνητές (Cook, 2011). 
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Λεπτομερείς αναφορές στην πορεία μέχρι την επίλυση του προβλήματος των 85.900 

πόλεων υπάρχουν στο βιβλίο του ίδιου του Cook , που παρατίθεται στη βιβλιογραφία 

[2]. 

 3.3 Εφαρμογές 
 

Η πιο προφανής εφαρμογή του Π.Π.Π. είναι η ελαχιστοποίηση της διαδρομής που 

χρειάζεται να διανύσει ένας μικροπωλητής ώστε να επισκεφτεί ξεκινώντας από μία 

τοποθεσία, έναν n αριθμό διαφορετικών σημείων από μία φορά κάθε σημείο και να 

επιστρέψει εν τέλει στην ίδια αρχική τοποθεσία. Στην πράξη, αυτό που περιγράφεται 

θα μπορούσε να απασχολεί τοπικούς διανομείς (όπως π.χ. διανομείς έντυπης ύλης και 

όταν η διανομή πραγματοποιείται από ένα διανομέα και όχι πολλαπλούς- βλ. 

πρόβλημα τύπου VRP, Vehicle Routing Problem). 

Άλλες εφαρμογές που έχουν είτε άμεση σχέση είτε δεν έχουν προφανή συσχέτιση, 

αλλά αντιμετωπίζονται με την ίδια λογική είναι οι εξής (Laporte, 1991): 

 Καλωδίωση σε εξαρτήματα υπολογιστών (Lenstra and Kan, 1975) 

Κάποιες ηλεκτρονικές υπομονάδες αποτελούνται από ακίδες που πρέπει να ενωθούν 

με καλώδιο μεταξύ τους. Για να γίνει η ελαχιστοποίηση του μήκους της καλωδίωσης 

που θα χρησιμοποιηθεί (που έχει μεγάλο αντίκτυπο όταν υπάρχει ένας πολύ μεγάλος 

αριθμός ακίδων ακόμα και αν οι αποστάσεις είναι μικρές ανάμεσά τους) 

χρησιμοποιείται το μοντέλο του Π.Π.Π., αφού βέβαια γίνει αντιστοίχιση των ακίδων 

σε πόλεις και της απόστασης που διανύεται στο μήκος της καλωδίωσης. 

 Διάτρηση μεταλλικών επιφανειών (Reinelt, 1989) 

Σε πολλές βιομηχανικές διεργασίες απαιτείται η διάτρηση μεταλλικών επιφανειών και 

η δημιουργία τρυπών ως αποτέλεσμα. Το πρόβλημα σε αυτή την περίπτωση απαιτεί 

την ελαχιστοποίηση του χρόνου ανάμεσα σε δύο διαδοχικές διατρήσεις και 

κατ’επέκταση στο σύνολο των διατρήσεων ώστε να επιτευχθεί συντομότερα το 

τελικό αποτέλεσμα. Το συγκεκριμένο πρόβλημα  απαντάται σε μεγάλη κλίμακα και 

απαιτεί αντιμετώπιση σε πραγματικό χρόνο στην εκάστοτε διεργασία. 
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 Κοπή χαρτιού ταπετσαρίας (Garfinkel, 1977) 

Σε αυτό το πρόβλημα n φύλλα πρέπει να κοπούν από ένα ρολό χαρτιού ταπετσαρίας 

και στα οποία ένα πατρόν τύπου 1 επαναλαμβάνεται. Για το φύλλο 1, ως ia και ib

αντίστοιχα δηλώνεται το σημείο αρχής και τέλους του πατρόν, όπου 0 1ia   και 

0 1ib  . Συνεπώς όταν κόβεται το φύλλο j αμέσως μετά από το φύλλο i υπάρχει μία 

απώλεια της τάξης: 

,

1 ,

j i i j

ij

j i i j

a b b a
c

a b b a

   
  

    

      (3.1) 

Το ζητούμενο λοιπόν είναι να ελαχιστοποιηθούν οι απώλειες παραγωγής των n 

φύλλων που απαιτούνται. Για να οριστεί το πρόβλημα ως Π.Π.Π., πρέπει να 

προστεθεί ένα φανταστικό φύλλο (dummy sheet) n+1 με 
, 1 1,= 0 και c  = 0i n n jc  

 για 

κάθε  i, j=1,…,n. Εναλλακτικά είναι δυνατό να ορισθεί ως 1nb    το τέλος του ρολού 

κατά την έναρξη της κοπής φύλλων και να υποτεθεί ότι έπειτα από την τελευταία 

κοπή, άλλη μία κοπή πρέπει να πραγματοποιηθεί ώστε το ρολό να επανέλθει στην 

αρχική του θέση. Έτσι θα ισχύει ότι 1 1n na b   και το 
ijc μπορεί να ορισθεί όπως στην 

(1) για κάθε i, j=1,…,n+1. 

 

 Αλληλουχία εργασιών (Job sequencing) 

Ας υποτεθεί ότι n εργασίες πρέπει να πραγματοποιηθούν διαδοχικά σε ένα μόνο 

μηχάνημα και ότι 
ijc είναι ο μεταβατικός χρόνος αν η εργασία j πραγματοποιηθεί 

αμέσως μετά από την εργασία i. Τότε και πάλι αν εισάγεις μία εικονική εργασία 

(dummy job) το πρόβλημα μπορεί να αντιμετωπισθεί ως Π.Π.Π. 

 Κρυσταλλογραφία (Ball and Shallcross, 1989) 

Στην Κρυσταλλογραφία, κάποια πειράματα αναφέρονται στη λήψη πολύ μεγάλου 

αριθμού μετρήσεων της έντασης ακτίνων Χ σε κρυστάλλους μέσω ανιχνευτών. Κάθε 

πείραμα απαιτεί ένα δείγμα των κρυστάλλων να τοποθετείται πάνω σε ειδική 

συσκευή και επίσης τον ανιχνευτή να τοποθετηθεί κατάλληλα. Η σειρά με την οποία 

θα γίνουν οι μετρήσεις σε ένα συγκεκριμένο δείγμα κρυστάλλου μπορεί να θεωρηθεί 
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ως Π.Π.Π. Στην πράξη, τα παραπάνω προβλήματα πραγματοποιούνται σε μεγάλη 

κλίμακα οπότε η αντιμετώπιση ως Π.Π.Π. μπορεί να οδηγήσει σε ουσιαστική μείωση 

του χρόνου που απαιτείται για τη λήψη των απαιτούμενων μετρήσεων. 

 

 Σχεδιασμός στόχου για βελάκια (Eiselt and Laporte, 1991) 

Οι στόχοι για βελάκια είναι κυκλικοί στόχοι με ομόκεντρους κύκλους και 20 τμήματα 

που αναγνωρίζονται από αριθμούς από 1έως 20. Οι παίκτες καλούνται να ρίξουν τα 

βελάκια στο στόχο και τους απονέμονται αντίστοιχα βαθμοί. Στην πιο κοινή έκδοση 

του παιχνιδιού το ζητούμενο είναι να μειώσεις μία αρχική τιμή (301 πόντοι) στο 0 

μειώνοντας αντίστοιχα τους πόντους που κερδίζεις σε κάθε γύρο. Το παιχνίδι 

επιβραβεύει την ακρίβεια στις ρίψεις και πολλές φορές είναι προτιμότερο να 

καταφέρεις να πετύχεις το στόχο κάποιου παρά να πετύχεις απλά ένα υψηλό σκορ.  

Ένα φυσικό ζητούμενο λοιπόν του σχεδιασμού του στόχου για βελάκια είναι τα 

τοποθετηθούν έτσι οι 20 αριθμοί γύρω από το στόχο ώστε να μεγιστοποιηθεί το ρίσκο 

του κάθε παίκτη. Για σχετικά ακριβείς παίκτες είναι λογικό να θεωρηθεί ότι το τμήμα 

που πετυχαίνει σε κάθε ρίψη είναι το στοχευόμενο ή το γειτονικό του. Ορίζεται ως    

π = (π (1),…,π (20)) οποιοσδήποτε συνδυασμός των αριθμών 1…20. Στη συνέχεια, το 

π (k) πρέπει να μεταφρασθεί ως π (k mod 20) όποτε το k<1 ή k>20. Στην 

πραγματικότητα, ένας παίκτης που στοχεύει το π (k)  πετυχαίνει το π (k 1) με 

πιθανότητα p και το π (k) με πιθανότητα 1-2 p. Συνεπώς, για το συγκεκριμένο παίκτη 

η απόκλιση από το στοχευόμενο αποτέλεσμα είναι: 

p [ π (k - 1) – π (k)] + p [π (k + 1) – π (k)]. 

Ένα πιθανό ζητούμενο είναι η μεγιστοποίηση του ενδεχόμενου αθροίσματος των 

τετραγώνων των αποκλίσεων ( 20

1k {p[ π (k - 1) – π (k)] 
2
 + p[ π (k+ 1)- π (k)] 

2
}. 

Καθώς η πιθανότητα p είναι μία σταθερά, το παραπάνω πρόβλημα είναι αντίστοιχο 

με το Π.Π.Π. για 2( )ijc i j  . 

 3.4 Ακριβείς Αλγόριθμοι (Exact Algorithms) 
 

Για το Π.Π.Π. έχει προταθεί ένας μεγάλος αριθμός ακριβών αλγορίθμων. Όλοι οι 

σχετικοί αλγόριθμοι μπορούν να εξηγηθούν καλύτερα στο πλαίσιο του ακέραιου 
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γραμμικού προγραμματισμού (Integer Linear Programming- ILP). Σε αυτό το σημείο 

θα αναλυθούν οι πιο γνωστοί αλγόριθμοι που δίνουν άριστη λύση στο Π.Π.Π. 

Ένας από τους πρώτους αλγόριθμους που προτάθηκαν ήταν αυτός των Dantzig, 

Fulkerson και Johnson (DFJ) το 1954. Ο συγκεκριμένος αλγόριθμος όριζε μία 

δυαδική μεταβλητή 
ijx σε κάθε τόξο (i,j), ίση με 1 αν και μόνο αν το σετ (i,j) ανήκε 

στην άριστη λύση, i j. Παρακάτω παρουσιάζεται η αντικειμενική συνάρτηση του 

συγκεκριμένου μοντέλου και οι αντίστοιχοι περιορισμοί του. Το μοντέλο των DFJ 

έχει λοιπόν ως εξής (Laporte, 1991): 

 

Ελαχιστοποίηση: 

ij ij

i j

c x



    

 (3.2) 

Υπό τους περιορισμούς: 

1

1
n

ij

j

x


        (3.3) 

1

1
n

ij

i

x


        (3.4) 

,

1ij

i j S

x S


 
     

 (3.5) 

S V, 2 S <n-2 

όπου xij {0, 1}

i, j = 1 . . . . . n, i j 

  



     (3.6)

 

Στο συγκεκριμένο μοντέλο, η αντικειμενική συνάρτηση σαφώς περιγράφει το κόστος 

της άριστης κλειστής διαδρομής (είναι χρήσιμο σε αυτό το σημείο να αναφερθεί ότι 

αναφέρεται το κόστος ως παράμετρος γιατί θεωρείτε ότι αντιστοιχεί στην προκειμένη 

περίπτωση στο 
ijc , θα μπορούσε βεβαίως η ίδια παράμετρος να αντιπροσώπευε 

απόσταση, χρόνο ή οποιοδήποτε άλλο μέγεθος όπως εξάλλου φάνηκε καθαρά και από 

τις εφαρμογές που παρουσιάστηκαν παραπάνω).  
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Οι περιορισμοί (3.3), (3.4) είναι περιορισμοί βαθμού (degree constraints) και 

ελέγχουν ότι ο ‘μικροπωλητής’ εισέρχεται μία φορά μόνο στην κάθε ‘πόλη’ 

[περιορισμός (3.3)] και εξέρχεται από αυτή  μόνο μία φορά επίσης [περιορισμός 

(3.4)]. Οι περιορισμοί (3.5) είναι περιορισμοί αποκλεισμού των υπο-περιηγήσεων 

(subtours), δηλαδή διαδρομές σε υποσύνολα που περιέχουν λιγότερες από n κορυφές. 

Αν υπήρχε μια τέτοια υπο-περιήγηση (subtour) σε ένα υποσύνολο κορυφών S, η 

συγκεκριμένη υπο-περιήγηση  (subtour) θα περιείχε S  τόξα και όσες περισσότερες 

κορυφές. Συνεπώς, ο περιορισμός (5) θα παραβιαζόταν για αυτό το υποσύνολο καθώς 

η αριστερή του πλευρά θα ισούταν με S  και η δεξιά του πλευρά με 1S  κορυφές. 

Εξαιτίας των περιορισμών βαθμού, υπο-περιηγήσεις σε μία κορυφή (και 

κατ’επέκταση σε n – 1 κορυφές) δε μπορούν να πραγματοποιηθούν. Ως αποτέλεσμα, 

είναι βάσιμο να ορίσουμε τους περιορισμούς (5) για 2 2S n    μόνο. Τέλος, ο 

περιορισμός (3.6) επιβάλει ότι οι μεταβλητές είναι δυαδικές και όχι συνεχείς. 

Ένας εναλλακτικός, αντίστοιχος τρόπος για την περιγραφή του περιορισμού (3.5) 

είναι ο εξής: 1ij

i S j S

x
 

  S V , 2 2S n    (3.5’) 

Όπου /S V S . Οι περιορισμοί (3.5’) προκύπτουν από τους αντίστοιχους 

περιορισμούς (3.5) ορίζοντας ότι κάθε κορυφή i του συνόλου S είναι η αρχή ενός 

τόξου προς μία κορυφή του S ή προς μία κορυφή του S . Καθώς υπάρχουν S

κορυφές, 

,

ij ij

i j S i S j S

S x x
  

   και έτσι η αντιστοιχία των περιορισμών (3.5’) και (3.5) 

προκύπτει με προφανή τρόπο. Η γεωμετρική εξήγηση των συνεκτικών περιορισμών 

(connectivity constraints), (3.5’) είναι ότι σε κάθε λύση του Π.Π.Π. θα πρέπει να 

υπάρχει τουλάχιστον ένα τόξο που θα προσανατολίζεται από το S προς το 

συμπληρωματικό του, με άλλα λόγια το S δε μπορεί να παρουσιάζει ασυνέχεια. 

Το συγκεκριμένο μοντέλο των DFJ περιέχει n (n-1) δυαδικές μεταβλητές, 2 n 

περιορισμούς βαθμού και 2
n  

- 2 n – 2 περιορισμούς εξάλειψης των υπο-περιηγήσεων 

(subtour elimination constraints). Ακόμα και για σχετικά μικρές τιμές του n δεν είναι 

τόσο ρεαλιστικό να επιλύσεις τον συγκεκριμένο αλγόριθμο για να προσδιορίσεις την 

άριστη λύση του προβλήματος (Laporte, 1991).  
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Ανάλυση πάνω στο ρόλο που έχουν ο αριθμός των μεταβλητών και των περιορισμών 

σε κάθε αλγόριθμο και οι συνέπειες αυτών στην ταχύτητα επίλυσης του Π.Π.Π. θα 

αναλυθούν στα συμπεράσματα που εξήχθησαν από την παρούσα διπλωματική 

εργασία. 

Ο δεύτερος βασικός, ακριβής αλγόριθμος που θα παρουσιαστεί είναι εκείνος των 

Miller, Tucker και Zemlin (MTZ) που παρουσιάστηκε το 1960. Οι MTZ πρότειναν 

ένα διαφορετικό μοντέλο στο οποίο κατάφεραν να μειώσουν τον αριθμό των 

περιορισμών εξάλειψης των υπο-περιηγήσεων  με το κόστος όμως της εισαγωγής 

επιπλέον των μεταβλητών iu  όπου i = 2,…,n. Οι περιορισμοί εξάλειψης των υπο-

περιηγήσεων μπορούν να εκφραστούν ως εξής (Laporte, 1991): 

( 1) 2

, 2 ,

i j iju u n x n

i j n i j

    

 
        (3.7) 

1 1

2, ,

iu n

i n

  


                           (3.8) 

Οι περιορισμοί (3.7) διασφαλίζουν ότι γίνεται εξάλειψη των υπο-περιηγήσεων σε ένα 

σύνολο κορυφών S V και συνεπώς δεν παρουσιάζεται κλειστή διαδρομή που έχει 

λιγότερες από n κορυφές, που είναι και η λύση που επιθυμούμε. Οι περιορισμοί (3.8) 

διασφαλίζουν στη συνέχεια ότι οι μεταβλητές iu  είναι μονοσήμαντα ορισμένες για 

κάθε εφικτή λύση. Προκειμένου να γίνει καλύτερα αντιληπτό το πώς λειτουργούν οι 

περιορισμοί (3.7) ακολουθεί το επόμενο παράδειγμα. Αν υποτεθεί ότι υπήρχε μία 

υπο-περιήγηση 1 2 1( , ,..., , )ki i i i  με k < n. Γράφοντας τους περιορισμούς (για κάθε τόξο) 

αυτής της διαδρομής θα προκύψει: 

1 2

2 3

1

u -u + (n - 1) n -2,

u -u + (n - 1) n - 2,

u - u  + (n- 1) n- 2.

i i

i i

ik i







 

Αθροίζοντας προκύπτει ότι: 

( 1) ( 2)k n k n    , που είναι άτοπο. 
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Πρόσφατα διαπιστώθηκε (Desrochers and Laporte, 1991) ότι οι περιορισμοί (3.7) 

μπορούν να ενδυναμωθούν εισάγοντας έναν επιπλέον όρο στην αριστερή πλευρά ως 

εξής: 

( 1) ( 3) 2i j ij jiu u n x n x n      
     

 

, 2, , ,i j n i j                              (3.9) 

Η εγκυρότητα των περιορισμών (3.9) μπορεί να αποδειχθεί ξαναγράφοντας τους 

περιορισμούς (3.7) ως εξής: 

( 1) 2i j ij ji jiu u n x a x n            (3.10) 

όπου προς το παρόν 
jia =0. Στη συνέχεια αναζητείται η μεγαλύτερη τιμή που μπορεί 

να πάρει το 
jia  ώστε να ισχύουν η εξίσωση (3.10). Στην άριστη λύση, το 

ijx  μπορεί 

να πάρει μόνο δύο τιμές (εξάλλου είναι δυαδική μεταβλητή), 0 ή 1.  

 Για τιμή 
jix =0 η (10) ικανοποιείται για κάθε 

jia  

 Για τιμή 
jix =1, τότε 

ijx = 0 (για n > 2) και 1j iu u   οπότε 3jia n  . 

Παρά τη συντομία του, το μοντέλο των MTZ [το αυθεντικό μοντέλο χωρίς την 

προσθήκη των περιορισμών (3.9)] είναι πιο χαλαρό από εκείνο των DFJ (Wong, 

1980) και συνεπώς δεν αποδίδει γρήγορα τιμές στις δυαδικές μεταβλητές του 

προβλήματος (Laporte, 1991). 

Στη συνέχεια θα παρουσιαστεί το μοντέλο των Gavish & Graves (1978). Στο 

συγκεκριμένο μοντέλο οι περιορισμοί (3.3), (3.4) διατηρούνται, όμως επίσης 

εισάγονται οι συνεχείς μεταβλητές 
ijy  που καλούνται μεταβλητές ροής (flow 

variables) σε ένα τόξο (i, j) με i j . Έτσι εισάγονται με τη σειρά τους οι εξής 

περιορισμοί: 

( 1)ij ijy n x    για κάθε , ,i j N i j     (3.11) 

1

1

1j

j

y n


                                             (3.12) 

1 1j jk

j k
i j i k

y y

 

    για κάθε  1j N 
  

 (3.13) 
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Οι περιορισμοί (3.12), (3.13) απαγορεύουν την είσοδο σε μία ΄πόλη’ n-1 τόξων και  

αντίστοιχα την έξοδο παραπάνω από ενός τόξου από κάθε πόλη. Η ροή μπορεί να 

πραγματοποιηθεί σε ένα τόξο αν είναι σύμφωνη με τον περιορισμό (3.11). Τέλος, 

είναι χρήσιμο να σημειωθεί ότι ο συγκεκριμένος αλγόριθμος έχει  n (n+2) 

περιορισμούς,   n (n-1) δυαδικές μεταβλητές και  n (n-1) συνεχείς μεταβλητές. 

Δηλαδή συνολικά 2 n (n-1) μεταβλητές (Orman et al., 2004). 

Ο τελευταίος αλγόριθμος που θα παρουσιαστεί πριν τον καινοτόμο αλγόριθμο στον 

οποίο έχει βασιστεί η παρούσα διπλωματική, είναι αυτός των Millar και Cyrus. Στο 

συγκεκριμένο αλγόριθμο και για πρώτη φορά εισάγεται η μεταβλητή ity  που είναι 

δυαδική (  0,1ity  ). Η μεταβλητή λοιπόν ity  παίρνει την τιμή 1 αν και μόνο αν η 

πόλη i βρίσκεται στη θέση t της κλειστής διαδρομής που προκύπτει από τη λύση του 

προβλήματος. Επίσης, εμφανίζεται ξανά η δυαδική μεταβλητή 
ijx  που ισούται με 1 

αν και μόνο αν το τόξο (i, j) βρίσκεται στην άριστη λύση του προβλήματος. Τέλος, τα 

σύνολο Ν, Τ περιέχουν και τα δύο τιμές από 1,…,n. Έτσι, προκύπτει ο πρώτος 

αλγόριθμος TSP1: 

Αντικειμενική συνάρτηση (3.2):  

ij ij

i N j N

Z c x
 

    

Υπό τους περιορισμούς: 

1it

i N

y


  όπου t T      (3.14) 

1it

t T

y


  όπου i N      (3.15) 

, 1 1it j t ijy y x    όπου , , 1,..., 1i N j N t n       (3.16) 

1 1in j ijy y x    όπου ,i j N     (3.17) 

 0,1ity  όπου ,i N t T       (3.18) 

 0,1ijx   όπου ,i j N      (3.19) 
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Οι περιορισμοί (3.14), (3.15) ορίζουν ότι μία πόλη μπορεί να αντιστοιχιστεί σε μία 

μόνο θέση και αντίστροφα. Ο περιορισμός (3.16) δημιουργεί ένα σύνδεσμο ανάμεσα 

στις πόλεις i και j αν η πρώτη τοποθετείται στη θέση t και η δεύτερη στη θέση t + 1 

(δηλαδή στην επόμενη θέση).  Όμοια ο περιορισμός (3.17) δημιουργεί ένα σύνδεσμο 

ανάμεσα στις πόλεις που τοποθετούνται στην πρώτη και στην τελευταία θέση. Με την 

προσθήκη αυτού δε του περιορισμού ολοκληρώνεται η κλειστή διαδρομή. Τέλος, 

ισχύουν οι περιορισμοί (3.3) και (3.4) καθώς χωρίς αυτούς η αντικειμενική 

συνάρτηση θα μπορούσε να πάρει την τιμή 0 ως ελάχιστη τιμή ((Millar and Cyrus, 

2000).  

Ο παραπάνω αλγόριθμος έχει 
22 n  δυαδικές μεταβλητές και 

3 4n n   περιορισμούς. 

Θέτοντας  11 1y  , δηλαδή ορίζοντας ως αρχή της διαδρομής την πόλη 1 (χωρίς 

απουσία της γενικότητας), ο αριθμός των μεταβλητών και των περιορισμών μπορεί 

να μειωθεί. Ως αποτέλεσμα, προκύπτει ο δεύτερος αλγόριθμος TSP2: 

Αντικειμενική συνάρτηση (3.2):  

ij ij

i N j N

Z c x
 

   

Υπό τους περιορισμούς: 

(3.3), (3.4), (3.18), (3.19) και επιπλέον: 

2,

1it

i n

y


 , 2,...,t n         (3.20) 

2,

1it

t n

y


 , 2,...,i n          (3.21) 

2 1 0j jy x  , 2,...,j n      (3.22) 

1 0in iy x  , 2,...,i n         (3.23) 

, 1 1it j t ijy y x   , , 2,...,i j n  και 2,..., 1t n     (3.24) 

Στην παρούσα μορφή, ο αλγόριθμος έχει 
22 2 1n n   μεταβλητές και 

3 24 11 6n n n    περιορισμούς. 
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Η τάξη παρολαυτά συνεχίζει να είναι 
22n  για τις μεταβλητές και 

3n  για τους 

περιορισμούς (Millar and Cyrus, 2000). 
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4. Νέος αλγόριθμος αντιμετώπισης του Π.Π.Π. 
 

4.1 Εισαγωγή 
 

Ο αλγόριθμος που θα παρουσιαστεί στο παρόν κεφάλαιο είναι ένας καινοτόμος 

αλγόριθμος για το Π.Π.Π., που χρησιμοποιεί μία δομή δυαδικής λίστας (και 

συγκεκριμένα δυαδικού δένδρου) αντιστοιχώντας την κάθε πόλη του προβλήματος σε 

αντίστοιχα φύλλα, δημιουργώντας έτσι την επιθυμητή κλειστή διαδρομή. Η δομή του 

λοιπόν επιτρέπει την αποφυγή των υπο-περιηγήσεων (για τις οποίες έγινε αναφορά 

για πρώτη φορά στο Κεφάλαιο 2), ενώ ταυτόχρονα μειώνει τον αριθμό των δυαδικών 

μεταβλητών σε 2logN N  από 
2N  στους πιο διαδεδομένους αλγόριθμους. Το 

κόστος βέβαια είναι η αύξηση του συνόλου των περιορισμών σε  2

2logN N   και η 

αύξηση των συνεχών μεταβλητών το πολύ σε 2

2logN N  επίσης (Vassiliadis and 

Pogiatzis, 2012).  

Σε αυτό το σημείο και για τη διευκόλυνση του αναγνώστη, θα γίνει παρουσίαση των 

υποθέσεων που πραγματοποιήθηκαν. Κατά πρώτον, ο αριθμός των πόλεων που 

σύμφωνα με το πρόβλημα πρέπει να εξυπηρετηθούν είναι N. Χωρίς δε κατάργηση 

της γενικότητας και όπως θα αναλυθεί αργότερα, θεωρείται ότι ο αριθμός των πόλεων 

δίνεται από έναν ακέραιο μετασχηματισμό ως εξής: 

2NLN                 (4.1 a), 

που αντίστοιχα ισοδυναμεί με τη συγκεκριμένη έκφραση: 

2logNL N         (4.1 b) 

Σε περίπτωση που το N δεν είναι ακριβώς ακέραιη δύναμη του 2, υπολογίζεται το NL 

ως εξής: 

2logNL N        
 (4.2) 

Η συγκεκριμένη έκφραση δε θα μας απασχολήσει ιδιαίτερα (καθώς αναφέρεται 

απλώς σε μία στρογγυλοποίηση που πραγματοποιείται όπου δεν είναι δυνατή η 

ακριβής μετατροπή), ενώ η αντιστοιχία της ως προς τις εκφράσεις που θα 



  2 

παρουσιαστούν στη συνέχεια είναι συνήθως προφανής. Όπου δεν είναι προφανής δε, 

θα γίνεται ξεχωριστή αναφορά. 

Η τοποθέτηση των πόλεων θα γίνει κατά σειρά σε μια δυαδική λίστα που έχει 

κατασκευαστεί έτσι ώστε το τελευταίο της επίπεδο (level) να έχει τόσους κόμβους 

(nodes) όσες είναι συνολικά οι πόλεις του αντίστοιχου προβλήματος. Είναι χρήσιμο 

να σημειωθεί ότι οι κόμβοι του τελευταίου επιπέδου στο εξής θα αναφέρονται ως 

φύλλα (leaves). Τα παραπάνω οδηγούν φυσικά σε μία αναπαράσταση ενός δυαδικού 

δένδρου το οποίο π.χ. για NL = 3 θα είναι όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.1. Συνεπώς για 

NL επίπεδα, το τελευταίο επίπεδο (l=NL) είναι αυτό που ταξινομεί τελικά τα 

αντικείμενα (objects) που κινήθηκαν από την κορυφή ως το τέλος του δένδρου. Είναι 

λοιπόν ξεκάθαρο ότι κάποιος θα πρέπει να έχει υπόψη του την πορεία ενός 

αντικειμένου από την κορυφή του δένδρου με κινήσεις δεξιά ή αριστερά μέχρι να 

βρει μια θέση στο επίπεδο NL και να καταλήξει έτσι σε ένα φύλλο. Λόγω της δομής 

του δένδρου που προκύπτει, είναι προφανές ότι τα μισά αντικείμενα (φύλλα) θα 

βρίσκονται αριστερά και τα άλλα μισά δεξιά. Αρχικά, θα εισαχθεί μία μεταβλητή 

 0,1ilr  τέτοια ώστε: 

ilr =0 αν το i-αντικείμενο τοποθετείται σε κόμβο στα αριστερά στο l-επίπεδο               

(4.3) 

ilr =1 αν το i-αντικείμενο τοποθετείται σε κόμβο στα δεξιά στο l-επίπεδο 

1,2,...,

1,2,...,

l NL

i N




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Σχήμα 4.1 Αναπαράσταση δένδρου για NL = 3 (Ν=8). 
Σε κάθε επίπεδο l του δένδρου, στις πόλεις αντιστοιχεί είτε ένας αριστερός είτε ένας 

δεξιός προσανατολισμός. Μόνο, και ακριβώς, οι μισές πόλεις μπορεί να βρίσκονται 

αριστερά και οι άλλες μισές σε αντιστοίχιση δεξιά σε κάθε επίπεδο. Έτσι προκύπτει 

το σύνολο των περιορισμών που ακολουθεί: 

1 2

N

il

i

N
r



  ; 1,2,...,l NL      (4.4) 

Είναι χρήσιμο να σημειωθεί όμως ότι η παραπάνω έκφραση δεν είναι αρκετή για τη 

μονοσήμαντη τοποθέτηση της κάθε πόλης. Ο λόγος είναι ότι θα έπρεπε να γίνεται 

τέτοιος έλεγχος ώστε οι κόμβοι που προέρχονται από την ίδια πηγή να διαχωρίζονται 

όμοια ανάμεσα στις τιμές 0 και 1. Λόγω της πρακτικής δυσκολίας αυτού, είναι 

χρήσιμη η εισαγωγή της μεταβλητής κατανομής (allocation variable) ikz . Το σετ 

περιορισμών (3.4) παρολαυτά θα μπορούσε να διατηρηθεί ώστε να κάνει πιο σφιχτή 

(tightened) την εφικτή περιοχή της αριστοποίησης (Vassiliadis and Pogiatzis, 2012).  

Στην περίπτωση που το N δεν είναι ακριβής ακέραια δύναμη του 2, η εξίσωση (3.4) 

πρέπει να αντικατασταθεί από την παρακάτω: 

1 1

N N

il kl

i k

r t
 

  ; 1,2,...,l NL       (4.5) 
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Η παράμετρος klt  μπορεί να υπολογιστεί από τον εξής αλγόριθμο: 

for k = 1…N do 

  temp = k-1 

  for l = NL to 1 do 

  klt  = temp mod 2 

  / 2temp temp     

  end for 

end for 

 

Τέλος, η θέση της πόλης i δίνεται από τη σχέση που ακολουθεί: 

1

1 2
NL

NL l

i il

l

POS r



  ;  1,2,...,i N      (4.6) 

Οι μεταβλητές ikz  που εισήχθησαν νωρίτερα, ορίζονται έτσι ώστε να πιεστούν να 

γίνουν δυαδικές από τις μεταβλητές ilr . Ο δείκτης i αναφέρεται στην αντίστοιχη πόλη 

( 1,...,i N ) και ο δείκτης k στον κόμβο στο δυαδικό δένδρο ( 1,...,k N ). Προς 

διευκόλυνση της παρουσίασης εισάγουμε τις παρακάτω εξισώσεις: 

a (t) = +1 αν t = 0                                 (4.7a) 

a (t) = 0 αν t = 1       

Επίσης θεωρείται ότι: 

b (t) = -1 αν t = 0                                  (4.7b) 

b (t) = +1 αν t = 1       

Η σύνδεση δε των εισαχθέντων μεταβλητών ikz  με τις μεταβλητές ilr μπορεί να 

πραγματοποιηθεί με τη βοήθεια των παραμέτρων a (t), b(t) ως εξής: 
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( ) ( )ik kl kl ilz a t b t r  ; 1,2,...,l NL        (4.8a) 

1

1 ( (1 ) (1 ) )
NL

ik kl kl il

l

z a t b t r


             (4.8b) 

1,...,i N ; 1,...,k N       

Στις παραπάνω εξισώσεις συνολικά υπάρχουν 2 2

2( 1) (log 1)NL N N N     

περιορισμοί.  

Για να επιτευχθεί η αμφιμονοσήμαντη κατανομή πόλεων σε θέσεις, όμοια με τους 

Millar και Cyrus [5], θα πρέπει να προστεθεί η μοναδικότητα της κατανομής της κάθε 

πόλης σε μία θέση και αντίστροφα (uniqueness of allocation): 

1

1; 1,2,...,
N

ik

i

z k N


                             (4.8c) 

1

1; 1,2,...
N

ik

k

z i N


                                (4.8d) 

Από τις παραπάνω εξισώσεις προκύπτουν συνολικά 2Ν περιορισμοί  (Vassiliadis and 

Pogiatzis, 2012). 

Η σημασία του αριθμού των περιορισμών είναι μεγάλη στην ταχύτητα επίλυσης του 

μοντέλου και θα αναλυθεί σε μεγάλο βαθμό στην παρουσίαση των αποτελεσμάτων. 

4.2 Εύρεση Αποστάσεων   
Υπάρχουν δύο βασικοί τρόποι υπολογισμού των αποστάσεων μεταξύ πόλεων έχοντας 

ως δεδομένων τις συντεταγμένες τους (x, y). Πρόκειται για τον υπολογισμό 

αποστάσεων τύπου Manhattan  (Manhattan distances) και των Ευκλείδειων 

αποστάσεων  (Euclidean distances). Στο παρόν κεφάλαιο και λόγω του γεγονότος ότι 

στους υπολογισμούς ελήφθησαν υπόψη μόνο οι αποστάσεις τύπου Manhattan θα γίνει 

λεπτομερής αναφορά μόνο σε αυτές (καθώς οδηγούν σε προβλήματα γραμμικού 

προγραμματισμού). Έστω λοιπόν (0) (0),i ix y  οι συντεταγμένες της πόλης i  

( 1,2,...,i N ). Κάθε φύλλο του τελευταίου επιπέδου του δυαδικού δένδρου θα 

αντιστοιχεί σε μία πόλη i που θα έχει αντίστοιχα ένα ζεύγος συντεταγμένων x, y: 
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(0)

1

N

k i ik

i

x x z


       (4.9a) 

(0)

1

N

k i ik

i

y y z


       (4.9b) 

1,2,...,k N        

Στο σύνολο των παραπάνω περιορισμών περιέχονται συνολικά 2 Ν εξισώσεις. Για 

τον υπολογισμό της απόστασης τύπου Manhattan μεταξύ δύο πόλεων έχοντας ως 

δεδομένο τις συντεταγμένες τους   απαιτείται η χρήση δύο μεταβλητών ανά φύλλο 

της δυαδικής λίστας x

jl , y

jl : 

1

x x

k k k kl x x l         (4.10a) 

1

y y

k k k kl y y l        
 (4.10b) 

1,2,..., 1k N        

1

x x

N N Nl x x l        
 (4.11a) 

1

y y

N N Nl y y l         (4.11b) 

Συνολικά στο παραπάνω σύνολο εμφανίζονται 4 Ν ανισότητες (Vassiliadis and 

Pogiatzis, 2012). 

 Είναι σημαντικό τέλος να τονισθεί ότι με τη μονοσήμαντη αντιστοίχιση πόλης σε 

θέση γίνεται απαλοιφή των ενδεχόμενων υπο-περιηγήσεων (subtour elimination), 

κάτι που είναι πολύ σημαντικό σε επίπεδο θεωρητικής μοντελοποίησης λαμβάνοντας 

υπόψη τους υπόλοιπους αλγόριθμους που έχουν κυκλοφορήσει και θα συγκριθούν 

βεβαίως στη συνέχεια. 

4.3 Διάσπαση της Συμμετρίας (Symmetry Breaking) 
Ας θεωρηθεί η περίπτωση που η λύση της (ακέραια εφικτή) περιλαμβάνει την 

ακόλουθη κλειστή διαδρομή των πόλεων 1…4: 

1 3 4 2 1     
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Στην προκειμένη περίπτωση όπως είναι φανερό η πόλη 1 είναι η αρχή της διαδρομής. 

Η συγκεκριμένη λύση μπορεί εύκολα να τοποθετηθεί στα φύλλα της προτεινόμενης 

δυαδικής λίστας (στην αναπαράσταση του δυαδικού δένδρου). Παρολαυτά υπάρχει το 

πρόβλημα εμφάνισης εναλλακτικών λύσεων. Η λύση (1,3,4,2,1) είναι αντίστοιχη της 

λύσης (3,4,2,1,3) κ.ο.κ. Για να αποφύγουμε αυτήν την κατάσταση, και παρατηρώντας 

ότι κάθε πόλη περιλαμβάνεται ακριβώς μία φορά στη διαδρομή, μπορούμε να 

ορίσουμε ως αρχή μία συγκεκριμένη πόλη (όπως π.χ. την πόλη 1 αν και οποιαδήποτε 

πόλη θα μπορούσε να ορισθεί), δηλαδή να ορίσουμε ότι το πρώτο φύλλο της 

δυαδικής αναπαράστασης αντιστοιχεί στην πόλη 1 (Vassiliadis and Pogiatzis, 2012). 

1 0

1,2,...,

lr

l NL




       (4.12) 

Συνολικά προκύπτουν Ν L ισότητες από την (4.3.1). 

Μία δεύτερη πηγή συμμετρίας είναι το γεγονός ότι μία διαδρομή μπορεί να 

πραγματοποιηθεί με ανάλογο τρόπο είτε δεξιόστροφα (clockwise) είτε 

αριστερόστροφα (counter-clockwise). Για να αποφευχθεί αυτή η περίπτωση επίσης,  

ορίζουμε το δείκτη της πόλης που τοποθετείται στο κόμβο Ν να είναι μεγαλύτερος (ή 

μικρότερος) από το δείκτη της πόλης που τοποθετείται στο κόμβο 2. Ο περιορισμός 

αυτός μεταφράζεται ως εξής: 

2

1 1

N N

i iN

i i

i z i z
 

         (4.13) 

Ο παρόν περιορισμός είναι μόνο ένας καθώς δεν είναι σύνολο περιορισμών και 

συμβάλει στην επίτευξη μιας ταχύτερης λύσης (Vassiliadis and Pogiatzis, 2012).  

 

4.4 Αντικειμενική Συνάρτηση (Objective function) 
Η αντικειμενική συνάρτηση του μοντέλου που παρουσιάστηκε παραπάνω εξαρτάται 

από τον τρόπο υπολογισμού των αποστάσεων μεταξύ των πόλεων. Καθώς 

παρουσιάστηκαν οι αποστάσεις τύπου Manhattan μόνο, θα παρουσιαστεί και εδώ 

αντίστοιχα η σχετική αντικειμενική συνάρτηση. Τέλος, να τονιστεί ότι για λόγους 

σύγκρισης  παρουσιάζεται επίσης και η αντίστοιχη αντικειμενική συνάρτηση που 

προκύπτει για Ευκλείδειες αποστάσεις παρότι δεν έγινε απλώς μία αναφορά και όχι 

εκτενής ανάλυση του τρόπου υπολογισμού τους (Vassiliadis and Pogiatzis, 2012). 
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Για τις αποστάσεις τύπου Manhattan λοιπόν: 

( ) ( )

1

min ( )
N

x y

k k

k

L l l


                   (4.14) 

Και για τις Ευκλείδειες αποστάσεις: 

( ) 2 ( ) 2

1

min ( ( ) ( ) )
N

x y

k k

k

L l l


 
    

 (4.15) 

Στο σημείο αυτό παρουσιάστηκε μία μέθοδος συμμετρικού Π.Π.Π. όπου εισάγονται 

οι συντεταγμένες των πόλεων για τις οποίες ο στόχος είναι  να βρεθεί η κατάλληλη 

κλειστή διαδρομή. Στην επόμενη ενότητα θα παρουσιαστεί ο αντίστοιχος τρόπος 

συμμετρικού και μη συμμετρικού Π.Π.Π. κατά τον οποίο εισάγονται απευθείας οι 

αποστάσεις μεταξύ των πόλεων και όχι οι συντεταγμένες τους. Συνεπώς, η 

αντιμετώπιση είναι διαφορετική, κάτι που θα φανεί και υπολογιστικά στα σχετικά 

αρχεία.  

Τέλος, στην παρούσα ενότητα θα παρουσιαστεί ένας επιπλέον περιορισμός για την 

περίπτωση που ο αριθμός των πόλεων (Ν) δεν είναι ακριβής δύναμη του 2 και που 

περιορίζει τον αριθμό των θέσεων που αντιστοιχούν σε κάθε θέση i ως εξής: 

1

1 2 1
NL

NL l

il

l

r N



   
   

 (4.16) 

όπου 2,3,...,i N                    

Ο περιορισμός αυτός προκύπτει από το γεγονός ότι κάθε πόλη μπορεί να πάρει θέση 

από 2 έως Ν (αφού έχει ορισθεί η πρώτη πόλη ότι βρίσκεται στην πρώτη θέση), ώστε 

2 iPOS N  . Συνολικά δε υπάρχουν 2 (Ν-1) τέτοιοι περιορισμοί (Vassiliadis and 

Pogiatzis, 2012). 

4.5 Μη συμμετρικό Π.Π.Π. 
Στην ενότητα αυτή θα παρουσιαστεί το μη συμμετρικό Π.Π.Π., δηλαδή το πρόβλημα 

στο οποίο η παράμετρος 
ijc  που μας ενδιαφέρει (κόστος, χρόνος, απόσταση κ.ά.) δεν 

έχει την ίδια τιμή αν κατευθύνεσαι π.χ. από την πόλη 1 προς την πόλη 2 και αν 

κατευθύνεσαι από την πόλη 2 προς την πόλη 1. Ο πίνακας τιμών της παραμέτρου 

λοιπόν δεν είναι συμμετρικός. Τέλος λόγω της λογικής αδυναμίας της χρήσης της 
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απόστασης ως παραμέτρου, σε αυτή την ενότητα και καθεξής θα χρησιμοποιείται ως 

παράμετρος το κόστος μετακίνησης ανάμεσα στις επιλεγμένες πόλεις (Vassiliadis and 

Pogiatzis, 2012). 

Στην περίπτωση που περιγράφηκε λοιπόν, η αντικειμενική συνάρτηση είναι πιο 

εύκολη και προφανής συγκριτικά με προηγουμένως (όπου πραγματοποιούταν ο 

υπολογισμός των αποστάσεων τύπου Manhattan). Συγκεκριμένα, η αντικειμενική 

συνάρτηση είναι η εξής: 

1 1

min
N N

ij ij

i j

c x
 

       (4.17) 

Αντίστοιχα με τη χρήση μεταβλητών καταμερισμού (allocation variables) πόλεων σε 

θέσεις που παρουσιάστηκαν από τους Millar και Cyrus [5], μπορούν και εδώ να 

χρησιμοποιηθούν οι μεταβλητές πόλης-θέσης ikz , που εισήχθησαν στις εξισώσεις 

(3.8a), (3.8d) και πίεζαν τις μεταβλητές 
ijx να πάρουν την τιμή 1 αν το σχετικό τόξο 

υπήρχε. Έτσι προκύπτουν οι παρακάτω περιορισμοί: 

, 1 1 ; 1,2,..., ( 1)ik j k ijz z x k N    
   

 (4.18a) 

1 1iN j ijz z x                                      (4.18b) 

1,2,...,

1,2,...,

i N

j N



       

 

Καθώς η παράμετρος 
ijc  είναι ένας πίνακας θετικών αριθμών, οι μεταβλητές 

ijx  θα 

αναγκαστούν από την αντικειμενική συνάρτηση (4.5.1) να πάρουν την τιμή 0 σε 

περίπτωση που δε θα επηρεάσουν την τιμή τους οι περιορισμοί του προβλήματος. Ως 

αποτέλεσμα, οι μεταβλητές 
ijx  δεν είναι ανάγκη να είναι δυαδικές, αλλά αρκούν τα 

όρια: 0 1ijx  . 

Οι παραπάνω περιορισμοί απαιτούν 
2N  μεταβλητές και 

3N  περιορισμούς οπότε στη 

συνέχεια θα τροποποιηθεί το μοντέλο ώστε να μειωθεί σημαντικά ο αριθμός των 

περιορισμών, που ήταν και ο αρχικός σκοπός. 

Αντ’αυτών των περιορισμών λοιπόν, μπορεί να υπάρξει μία διαφορετική 

αντιμετώπιση. Για αυτόν το σκοπό, θα χρησιμοποιηθούν λοιπόν οι μεταβλητές 
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 0,1ilr  που εισήχθησαν στην Εισαγωγική Ενότητα (1) του παρόντος κεφαλαίου. 

Θεωρείστε δύο πόλεις (i, j) των οποίων οι θέσεις στην κλειστή διαδρομή δίνονται από 

τις παρακάτω σχέσεις συναρτήσει των μεταβλητών ilr , 
jlr  : 

1

1 2
NL

NL l

i il

l

POS r



        (4.19a) 

1

1 2
NL

NL l

j jl

l

POS r



        (4.19b) 

Οι παραπάνω εξισώσεις απλώς μετατρέπουν τους δυαδικούς αριθμούς που 

αντιστοιχούν στις θέσεις των πόλεων σε δεκαδική βάση. Επίσης, για να είναι δύο 

πόλεις γειτονικές, δηλαδή το τόξο (i, j) να βρίσκεται στη διαδρομή, θα πρέπει: 

1j iPOS POS               (4.20) 

ή 
1

2 ( ) 1
NL

NL l

jl il

l

r r



        (4.21) 

Σαφώς λοιπόν αυτό που αναμένεται είναι αν η συνθήκη στην εξίσωση (4.21) ισχύει, 

τότε οι αντίστοιχες μεταβλητές 
ijx  πρέπει να πάρουν την τιμή 1, αλλιώς η συνθήκη 

αφήνεται χαλαρή εντός των ορίων: 

1

1, 1
2 ( )

0,0 1

NL
ijNL l

jl il

l ij

x
r r

x






   

 


   

 (4.22) 

Στη συνέχεια θα παρουσιαστούν τρεις ιδιότητες για τους δυαδικούς αριθμούς, στις 

οποίες θα βασισθούν τα σύνολα των περιορισμών που θα εισαχθούν στη συνέχεια. Οι 

αποδείξεις των ιδιοτήτων αυτών δε θα μας απασχολήσουν στην παρούσα 

διπλωματική εργασία, αλλά περιέχονται στη σχετική βιβλιογραφική αναφορά στο 

τέλος του κεφαλαίου [6]. 

Ιδιότητα A:  

Υπάρχει μόνο ένα 'l  ( ' 1,2,...,l NL ) τέτοιο ώστε να ισχύει: 

' 0ilr   και 
' 1jlr 

    
 (4.23) 
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Ιδιότητα Β: 

Για 1 'l l   ( 1,2,..., ( ' 1)l l  )  

τότε 
il jlr r  (θα είναι δηλαδή και τα δύο 0 ή 1),   (4.24) 

Ιδιότητα Γ: 

Για 'l l NL   ( ( ' 1),( ' 2),...,l l l NL   ) 

ilr =1 και 
jlr =0     (4.25) 

Το αντίστροφο συμπέρασμα επίσης εξάγεται, δηλαδή αν οι τρεις ιδιότητες δεν 

ισχύουν ταυτόχρονα για ένα ζεύγος πόλεων (i, j), οι δύο πόλεις τότε δε μπορούν να 

είναι γειτονικές (το τόξο (i, j) δε μπορεί να εμφανιστεί στη λύση του προβλήματος). 

Έτσι προκύπτουν οι εξής ιδιότητες για τον αλγόριθμο που προτείνεται με τη βοήθεια 

των συμπληρωματικών μεταβλητών 
'ijlA , 

'ijlB , 
'ijlC : 

 

Ιδιότητα Α: 

' ' '(1 ) 1il jl ijlr r A         (4.26) 

1,2,...,i N , 2,3,...,j N  και ' 1,2,...,l NL    

Ιδιότητα Β: 

' 1

'

1

( ' 1) 1
l

ijl ijl

l

E l B




        (4.27) 

1,2,...,i N , 2,3,...,j N  και ' 1,2,...,l NL    

Ιδιότητα Γ: 

'

' 1

[ (1 )] 2 ( ( ' 1) 1) 1
NL

il jl ijl

l l

r r NL l C
 

           (4.28) 

1,2,...,i N , 2,3,...,j N  και ' 1,2,..., ( 1)l NL   
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Έτσι προκύπτουν οι τελευταίοι βασικοί περιορισμοί του μοντέλου: 

,1 ,1

2

[(1 ) 2]

[ [ (1 )] 2 ( (1 1) 1] 1

ij i j

NL

il jl

l

x r r

r r NL


    

       
    (4.29a) 

' '

' 1

1

' 1

[(1 ) 2]

[ ( ' 1)]

[ [ (1 )] 2 ( ( ' 1) 1] 1

ij il jl

l

ijl

l

NL

il jl

l l

x r r

E l

r r NL l





 

    

  

       




  

(4.29b) 

για ' 2,3,...( 1)l NL   

, ,

1

1

[(1 ) 2]

[ ( 1)] 1

ij i NL j NL

NL

ijl

l

x r r

E NL




    

  
                         (4.29c) 

Από τις παραπάνω εξισώσεις συνολικά προστίθενται:

2 2

2( ) ( ) log ( 1)N N NL N N N       περιορισμοί. 

Τέλος μπορεί να προστεθεί ακόμα ο περιορισμός (4.13) διάσπασης της συμμετρίας 

και επίσης ο περιορισμός: 

,1 ,i i Nx z
     

 (4.30) 

1,2,...i N        

Ο περιορισμός (4.30) είναι απαραίτητος ώστε να ολοκληρωθεί ο συνολικός αριθμός 

των τόξων 
ijx  και έτσι να ισχύουν ως ισότητες οι περιορισμοί (3.3), (3.4) που 

προστίθενται στο συγκεκριμένο μοντέλο για να πιέσουν τις μεταβλητές 
ijx  να 

πάρουν τις αντίστοιχες δυαδικές τιμές (Vassiliadis and Pogiatzis, 2012). 

Επίσης, είναι χρήσιμο να επισημανθεί ότι το ίδιο ακριβώς μοντέλο μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί και για την επίλυση συμμετρικών προβλημάτων. Για την ακρίβεια, η 

συγκεκριμένη ενότητα αναφέρεται περισσότερο στην περίπτωση που δεν είναι 

γνωστές οι συντεταγμένες των πόλεων του προβλήματος παρά οι μεταξύ τους 

αποστάσεις. Πρακτικά δηλαδή, στο αρχείο αριστοποίησης που προκύπτει από το 
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συγκεκριμένο μοντέλο η διαφοροποίηση είναι αν θα εισαχθεί στα δεδομένα ένας 

συμμετρικός πίνακας για την επιλεγμένη παράμετρο ή ένας μη συμμετρικός. Η 

δεύτερη διαφοροποίηση ανάμεσα σε ένα συμμετρικό και μη συμμετρικό πρόβλημα 

τέλος είναι ότι στο συμμετρικό μπορείς να εισάγεις επιπλέον τον περιορισμό 

διάσπασης της συμμετρίας (3.3) που μπορεί να οδηγήσει σε ταχύτερη λύση. Στα μη 

συμμετρικά προβλήματα καθώς δεν υπάρχει συμμετρία στη λύση εισάγοντας το 

συγκεκριμένο περιορισμό θα μπορούσε να εξαλειφθεί μία καλύτερη πιθανή λύση. 

Υπάρχουν όμως και κάποιοι επιπλέον περιορισμοί μικρότερης σημασίας που έχουν 

μεγαλύτερη αξία να παρουσιαστούν στο υπολογιστικό κομμάτι της παρούσας 

διπλωματικής εργασίας, καθώς αφορούν σε ζητήματα που προέκυψαν κατά την 

εκτέλεση των αντίστοιχων αρχείων κώδικα που δημιουργήθηκαν και όχι στη 

θεωρητική μοντελοποίηση του παρόντος αλγορίθμου. 
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5. Η μέθοδος της υπο-κλίσης (Subgradient Method) 
 

5.1 Εισαγωγή 
 

Η μέθοδος της υπο-κλίσης (sub-gradient) είναι ένας πολύ απλός αλγόριθμος 

ελαχιστοποίησης μίας μη διαφορίσιμης κυρτής συνάρτησης. Η μέθοδος θυμίζει 

αρκετά τη συνηθισμένη μέθοδο  κλίσης (gradient) για διαφορίσιμες συναρτήσεις, 

αλλά με ορισμένες αξιοσημείωτες διαφορές, που παρουσιάζονται παρακάτω: 

 Η μέθοδος υπο-κλίσης εφαρμόζεται άμεσα σε μία μη διαφορίσιμη συνάρτηση 

f. 

 Το εύρος του βήματος (step length) δεν επιλέγεται με βάση κάποια γραμμική 

σχέση, όπως στη συνηθισμένη μέθοδο κλίσης. Κατά κύριο λόγο, το βήμα 

επιλέγεται εξαρχής και ανεξάρτητα από το χρόνο. 

 Μία μεγάλη διαφοροποίηση των δύο μεθόδων επίσης είναι ότι η μέθοδος υπο-

κλίσης δεν είναι μία καθοδική μέθοδος. Η τιμή της συνάρτησης ενδεχομένως 

(και συχνά συμβαίνει) να αυξάνεται. 

Η μέθοδος υπο-κλίσης ακόμη μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να αντιμετωπισθούν 

προβλήματα με περιορισμούς (Boyd and Almir Mutapcic, 2007). 

Η αλήθεια είναι ότι οι μέθοδοι υπο-κλίσης μπορεί να είναι αρκετά πιο αργή από 

μεθόδους εσωτερικού σημείου (interior-point methods) όπως η μέθοδος Newton στην 

περίπτωση χωρίς περιορισμούς. Συγκεκριμένα, είναι μέθοδοι πρώτης τάξης και 

συνεπώς η απόδοσή τους εξαρτάται σε μεγάλο βαθμό από το μέγεθος του 

προβλήματος και τις συνθήκες του. Εν αντιθέσει, η μέθοδος Newton και άλλες 

μέθοδοι εσωτερικού σημείου είναι μέθοδοι δεύτερης τάξης, που δεν επηρεάζονται 

από το μέγεθος του προβλήματος. 

Παρολαυτά, οι μέθοδοι υπο-κλίσης έχουν κάποια πλεονεκτήματα συγκριτικά με τις 

μεθόδους εσωτερικού σημείου. Καταρχάς, μπορούν να εφαρμοστούν άμεσα σε 

μεγαλύτερη ποικιλία προβλημάτων. Επίσης, η μνήμη που απαιτείται για τη χρήση 

τους είναι πολύ μικρότερη συγκριτικά με τις μεθόδους εσωτερικού σημείου. 

Συνεπώς, μπορούν να χρησιμοποιηθούν σε υπερβολικά μεγάλα προβλήματα. 

Επιπλέον, συνδυάζοντας τις μεθόδους υπο-κλίσης με τεχνικές αποσύνθεσης 
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(decomposition techniques), είναι συχνά εφικτό να δημιουργηθεί ένας εύκολος 

αλγόριθμος για ένα πρόβλημα. Ειδικά στην παρούσα διπλωματική εργασία, που 

βασικό της κομμάτι έγκειται σε τεχνικές αποσύνθεσης του προβλήματος είναι 

χρήσιμο οι συγκεκριμένες μέθοδοι υπο-κλίσης να παρουσιαστούν αναλυτικά (Boyd 

and Almir Mutapcic, 2007). 

Η μέθοδος υπο-κλίσης δημιουργήθηκε από τον Shor και συνεργάτες του στη 

Σοβιετική Ένωση τη δεκαετία του 1960. Βιβλία που αναφέρονται στην αρχική 

μέθοδο παρουσιάζονται στην ενότητα της Επιπρόσθετης Βιβλιογραφίας. 

5.2 Η μέθοδος υπο-κλίσης 

5.2.1 Αρνητική ανανέωση της υπο-κλίσης (Negative Subgradient 

Update) 
Στην αρχή θα παρουσιαστεί η περίπτωση χωρίς περιορισμούς, που ο στόχος είναι να 

ελαχιστοποιηθεί η συνάρτηση : nf R R , πού είναι κυρτή και προς το παρόν έχει 

πεδίο ορισμού nR .Για αυτό το σκοπό, η μέθοδος υπο-κλίσης χρησιμοποιεί την 

παρακάτω απλή επανάληψη: 

( 1) ( )k k k

kx x a g        εξίσωση (5.1)  

όπου το 
kx είναι η τιμή της f στην k επανάληψη, 

( )kg είναι οποιαδήποτε υπο-κλίση της 

f στο 
kx και ka > 0 είναι το βήμα στην k επανάληψη. Έτσι, σε κάθε επανάληψη της 

μεθόδου υπο-κλίσης, πραγματοποιείται ένα βήμα στην κατεύθυνση της αρνητικής 

υπο-κλίσης.  

Σε αυτό το σημείο αξίζει να τονισθεί ο ορισμός της υπο-κλίσης.  Η υπο-κλίση λοιπόν 

της συνάρτησης f στο x είναι κάθε διάνυσμα g, που πληροί την ανισότητα: 

( ) ( ') ( ')Tf x f x g x x   
    εξίσωση (5.2) 

   

Όταν η f είναι διαφορίσιμη, η μόνη εφικτή επιλογή για την 
( )kg  είναι: ( )kf x και η 

μέθοδος υπο-κλίσης τότε συμπίπτει με τη μέθοδο κλίσης (εκτός από την επιλογή του 

βήματος όπως θα φανεί παρακάτω). Το σετ των υπο-κλίσεων της συνάρτησης f στο x  
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είναι η μερική παράγωγός της στο x, που συμβολίζεται ως ( )f x . Συνεπώς, η 

συνθήκη που παρουσιάστηκε παραπάνω, δηλαδή η 
( )kg  να είναι υπο-κλίση της f στο 

σημείο 
kx , μπορεί να γραφτεί τώρα ως εξής: 

( ) ( )( )k kg f x . 

Μπορεί να συμβεί η 
( )kg  να μην είναι καθοδική κατεύθυνση για τη συνάρτηση f στο 

σημείο 
kx , δηλαδή: 

( )( ; ) 0kf x g   . Σε τέτοιες περιπτώσεις πάντα ισχύει ότι: 

( 1) ( )( ) ( )k kf x f x  . Με άλλα λόγια, μία επανάληψη της μεθόδου υπο-κλίσης μπορεί 

να αυξήσει την αντικειμενική συνάρτηση.  

Καθώς η μέθοδος υπο-κλίσης δεν είναι μία καθοδική μέθοδος, είναι χρήσιμο να 

αποθηκεύεται κάθε φορά το καλύτερο σημείο που έχει βρεθεί, δηλαδή το σημείο στο 

οποίο η συνάρτηση λαμβάνει τη μικρότερη τιμή. Σε κάθε βήμα, τίθεται: 

 ( ) ( 1) ( )min , ( )k k k

best bestf f f x  

και ( )k

besti k εάν ( ) ( )( )k k

bestf x f  

Σε μία μέθοδο καθοδική, δηλαδή που οι τιμές τις συνάρτησης ολοένα και 

ελαττώνονται, τα παραπάνω δεν έχουν ουσία, καθώς σε κάθε επανάληψη λαμβάνεις 

καλύτερη τιμή από την προηγούμενη. 

Ως αποτέλεσμα, προκύπτει το εξής: 

 ( ) (1) ( )min ( ),..., ( )k k

bestf f x f x , 

δηλαδή η καλύτερη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης που βρίσκεται μετά από k 

επαναλήψεις (Boyd and Almir Mutapcic, 2007). 
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5.2.2. Πρόβλημα αριστοποίησης χωρίς περιορισμούς μη 

διαφορίσιμης, κυρτής συνάρτησης 
 

Ο σκοπός είναι να ελαχιστοποιηθεί η τιμή της συνάρτησης f: 

min ( )
x X

f x


, nX R       (5.3) 

Για την οποία συνάρτηση η συνθήκη αριστοποίησης είναι με τη σειρά της η εξής: 

* arg min ( )
x X

x f x



     

 (5.4) 

Στην πραγματικότητα, για διαφορίσιμες συναρτήσεις ( )f x  η αντίστοιχη συνθήκη 

είναι: 

( ) 0f x    

Η συνθήκη αυτή είναι επαρκής για κυρτές συναρτήσεις. Αν η συνάρτηση δεν είναι 

διαφορίσιμη τότε η συνθήκη αριστοποίησης γενικεύεται ως εξής: 

* arg min ( ) 0 ( *)
x X

x f x f x


       (5.5) 

Όπου το 0 βέβαια στην παραπάνω συνάρτηση (5.5) είναι το μηδενικό διάνυσμα. Με 

άλλα λόγια, στο σημείο που πραγματοποιείται η ελαχιστοποίηση της μη διαφορίσιμης 

συνάρτησης, η υπο-κλίση του σημείου αυτού είναι το μηδενικό διάνυσμα 

(Vassiliadis, 2012). 

 Για την ελαχιστοποίηση λοιπόν μιας μη διαφορίσιμης συνάρτησης χωρίς 

περιορισμούς παρουσιάζεται παρακάτω ένας αλγόριθμος επίλυσης, που βασίζεται 

στην αντίστοιχη βιβλιογραφία στο τέλος του παρόντος κεφαλαίου. 

 

Τα βήματα που πρέπει να ακολουθηθούν λοιπόν για την επίλυση είναι τα εξής: 

1. Ορισμός k=1 



  5 

2. Επιλογή σημείου έναρξης, 
(1)x X  

3. Υπολογισμός της τιμής 
(1) (1)( )f f x  

4. Ορισμός (1)

bestf f  και (1)

bestx x  

5. Επιλογή μιας άπειρης ακολουθίας από μεγέθη βήματος  
1k k

a



 με 0ka   

6. Υπολογισμός κάθε υπο-κλίσης 
( )( )k kg f x  

7. Εύρεση του επόμενου σημείου από την εξίσωση (1): ( 1) ( )k k k

kx x a g     

8. Υπολογισμός της τιμής 
( 1) ( )( )k kf f x   

9. Αν ( 1)k

bestf f   τότε τίθεται ( 1)k

bestf f   και ( 1)k

bestx x   

10. Αν ο αλγόριθμος δε συγκλίνει, ορισμός : 1k k   και επιστροφή στο 6
ο
 

βήμα 

11. Αποθήκευση των καλύτερων τιμών που βρέθηκαν bestf , bestx   

5.2.3. Κανόνες για την επιλογή του βήματος a (Step Size Rules) 
 

Στη μέθοδο της υπο-κλίσης η επιλογή βήματος είναι πολύ διαφορετική από τη 

συμβατική μέθοδο κλίσης. Στην πραγματικότητα, υπάρχουν πολλοί διαφορετικοί 

κανόνες επιλογής του βήματος.  

Καταρχάς, ορίζουμε τη βέλτιστη τιμή της συνάρτησης f σε κάθε επανάληψη ως εξής: 

(1) (1)( )bestf f x     
 (5.6) 

 ( ) ( 1) ( )min , ( )k k k

best bestf f f x , 2,3...k     (5.7) 

Επιπρόσθετα, ορίζουμε τέτοια G, R ώστε: 

( )

2

kg G       (5.8) 

(1)

2
*x x R       (5.9) 

και * ( *)f f x  η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης στο άριστο σημείο. 

Παρακάτω παρουσιάζονται πέντε πολύ βασικοί κανόνες που προτείνουν αντίστοιχα 

βήματα: 
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 Βήμα σταθερού μεγέθους: ka a , θετική σταθερά και ανεξάρτητη του k. 

Η μέθοδος υπο-κλίσης με αυτό το βήμα συγκρίνει σε ένα σημείο κοντά στο άριστο: 

2
( ) *

2

k

best

G a
f f


   

  Βήμα σταθερού μήκους: 
( )

2

k k
a

g


  όπου 0  . Δηλαδή: 

( 1)

2

k kx x    . 

Η μέθοδος με υο συγκεκριμένο βήμα συγκλίνει σε ένα σημείο κοντά στο άριστο: 

2
( ) *

2

k

best

G
f f


   

 Τετραγωνικά αθροίσιμο αλλά όχι αθροίσιμο. Το βήμα ka  πληροί τους εξής 

περιορισμούς: 0ka  , 2

1

k

k

a




  , 
1

k

k

a




  . 

Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα είναι: 

ka
k


   όπου 0 

 

Με αυτό το βήμα δε, η μέθοδος συγκλίνει στο άριστο σημείο: 

( )lim *k

best
k

f f



 

 Μη αθροίσιμο, ελαττούμενου μεγέθους βήμα. 

lim 0,k
k

a



  1

k

k

a




 
 

Η μέθοδος συγκλίνει σε αυτή την περίπτωση στο άριστο σημείο: 

( )lim *k

best
k

f f



 

Ένα παράδειγμα αυτής της μεθόδου είναι το εξής βήμα: 
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,ka
k




   
0   

 

 Μη αθροίσιμο, ελαττούμενου μήκους βήμα. 

( )

2

,k
k k

a
g




 
lim 0,k
k





 1

k

k






 
 

Επίσης με αυτή αυτό το βήμα, η μέθοδος συγκλίνει στο άριστο σημείο: 

( )lim *k

best
k

f f



 

 Το βήμα του Polyak (Polyak’s step size). 

( )

2
( )

2

( ) *k

k
k

f x f
a

g




 

Σημειώνεται ότι στο συγκεκριμένο κανόνα απαιτείται η τιμή της άριστης λύσης. 

Αντ’αυτής χρησιμοποιείται μία προσέγγιση. 

Η μέθοδος υπο-κλίσης με αυτόν τον κανόνα συγκλίνει στο άριστο σημείο: 

( ) 2* ( )k

best

R G
f f k




   

 

5.3.1. Αποσύνθεση του προβλήματος με τη χρήση πολλαπλασιαστών 

Lagrange (Lagrangian decomposition). 
 

Βασιζόμενοι στη δυϊκή θεωρία [8] μπορούν να παρουσιαστούν στη συγκεκριμένη 

ενότητα οι αρχές και η μεθοδολογία της χαλάρωσης Lagrange (Lagrangian 

relaxation), η οποία με τη σειρά της θα μας οδηγήσει στη μελέτη της δυνατότητας 

αποσύνθεσης ενός προβλήματος με τη χρήση πολλαπλασιαστών 

Lagrange
(Vassiliadis, 2012)

. 
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Ας θεωρηθεί το εξής πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού: 

min T

x
c x

       εξίσωση (5.10a) 

που υπόκειται στους εξής περιορισμούς: 

1 1

2 2

A x b

A x b




      

(5.10b), (5.10c) 

Ο συνδυασμός και των δύο περιορισμών (5.10b), (5.10c) δυσκολεύει μερικώς την 

επίλυση του προβλήματος που υπό άλλες συνθήκες (πρακτικά αν υπήρχε μόνο ένας 

περιορισμός) θα ήταν πολύ απλή ενώ θα ήταν πιθανή ακόμα και η εύρεση 

εξειδικευμένων αλγορίθμων. 

Σκοπός λοιπόν είναι να αφαιρεθεί ο περιορισμός (5.10c) που δημιουργεί έτσι 

πρόβλημα. Για να πραγματοποιηθεί αυτό, ορίζουμε το σύνολο στο οποίο ανήκουν οι 

μεταβλητές x ως εξής: 

 1 2|X x A x b 
 

Με άλλα λόγια, θεωρείται εφικτή η μεταβλητή x όταν υπόκειται στο σύνολο των 

πρώτων περιορισμών που εισήχθησαν (5.10b). Το πρόβλημα αριστοποίησης 

μετατρέπεται λοιπόν ως εξής: 

min T

x
c x

     

(5.11a) 

που υπόκειται στους περιορισμούς: 

2 2A x b
    

 

x X      
 

(5.11b), (5.11c) 
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Στη συνέχεια λοιπόν θα πρέπει να ικανοποιηθεί ο περιορισμός (5.10b). Η 

Λαγκρατζιανή (Lagrangian) του δεύτερου προβλήματος που προέκυψε ακολουθεί στη 

συνέχεια (χρησιμοποιώντας πολλαπλασιαστές Lagrange u για το δεύτερο σύνολο 

περιορισμών): 

2 2( , ) ( )T TL x u c x u A x b  

 

Η δϋική συνάρτηση με τη σειρά της είναι η εξής: 

2 2

( ) inf ( , )

inf ( )

x X

T T T

x X

u L x u

u b c u A x








     

Συνεπώς, η δϋική συνάρτηση μπορεί να γραφτεί ως πρόβλημα αριστοποίησης: 

2 2( ) min ( )T T T

x
u u b c u A x    

 

με περιορισμό:  

1 1A x b
 

Στη συνέχεια θα παρουσιαστεί η δυνατότητα αποσύνθεσης του προβλήματος με 

χρήση πολλαπλασιαστών Lagrange. Η διαφορά με την προηγούμενη αντιμετώπιση 

έγκειται στο γεγονός ότι πλέον θα εισαχθούν νέες μεταβλητές για να διατηρήσουν το 

σύνολο των περιορισμών, καθώς δε γίνεται άμεσος δϋισμός των αρχικών 

περιορισμών . 

Το αρχικό πρόβλημα αριστοποίησης του παρούσας ενότητας είχε ως εξής: 

min T

x
c x

  

που υπόκειται στους εξής περιορισμούς: 

1 1

2 2

A x b

A x b



  

Για κάθε σύνολο περιορισμών που επιθυμείται να διαχωριστούν, εισάγονται νέες 

μεταβλητές.  
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Συνεπώς, αν επιθυμείται να διαχωριστεί ο δεύτερος περιορισμός, το πρόβλημα 

αριστοποίησης γίνεται ως εξής: 

min T

x
c x

 

 

που υπόκειται στους περιορισμούς: 

1 1

2 2

A x b

A y b



  

x y

 

Με τη χρήση του πολλαπλασιαστή Lagrange u προκύπτει το δϋικό πρόβλημα 

,
( ) min ( )T T

x y
u c x u x y   

 

που υπόκειται στους περιορισμούς: 

1 1

2 2

A x b

A y b



  

Η δϋική συνάρτηση μπορεί πλέον να διαχωριστεί ως εξής: 

1( ) min( )T

x
u c u x  

 

με περιορισμό: 

1 1A x b
 

και επίσης:  

2 ( ) min T

y
u u y  

 

με περιορισμό: 

2 2A y b
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Η λύση του δϋικού προβλήματος αφορά στη μεγιστοποίηση της συνάρτησης φ (u) 

υπό τον περιορισμό των πολλαπλασιαστών Lagrange: 

0u 
 

 

 

5.3.2. Άνω και Κάτω όρια που προκύπτουν από το αρχικό πρόβλημα 

με χρήση πολλαπλασιαστών Lagrange. 
 

Όπως είδαμε η χαλάρωση Lagrange επιφέρει το δϋισμό ενός περιορισμού άμεσα στη 

δϋική αντικειμενική συνάρτηση. Συνεπώς, η επίλυση του δϋικού προβλήματος 

αποφέρει μία λύση που υποτιμά εκείνη του αρχικού προβλήματος, λόγω χαλάρωσης 

των αρχικών περιορισμών. Ως αποτέλεσμα, σε ένα πρόβλημα ελαχιστοποίησης 

κάποιος μπορεί να περιμένει για ένα κάτω όριο και όχι για το ολικό άριστο 

(αντίστοιχα σε ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης αναμένεται ένα άνω όριο).  

Ένα δεύτερο ζήτημα που προκύπτει είναι το γεγονός ότι δεν υπάρχει κάποια συνθήκη 

τερματισμού της ανανέωσης των πολλαπλασιαστών Lagrange (οι οποίες 

ανανεώνονται σύμφωνα με το βήμα που έχει επιλεγεί και που έχει αναλυθεί στην 

ενότητα 5.3.2). Ως αποτέλεσμα, επιλέγεται ένας αριθμός επαναλήψεων στον οποίο 

γίνονται οι αντίστοιχες ανανεώσεις των σχετικών πολλαπλασιαστών καθώς δεν 

υπάρχει κριτήριο αυτόματου τερματισμού. Στο σημείο αυτό αξίζει να σημειωθεί, ότι 

η συνολική τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης που προκύπτει έπειτα από την 

αποσύνθεση του προβλήματος ισούται με το άθροισμα των επιμέρους υπο-

προβλημάτων. Δηλαδή, αν υποτεθεί ότι ένα πρόβλημα έχει διασπαστεί σε 3 υπο-

προβλήματα, τότε η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης w θα δίνεται από την 

παρακάτω σχέση: 

1 2 3w w w w  
 

Σύμφωνα επίσης με θεωρία που έχει αναλυθεί νωρίτερα, η τιμή της αντικειμενικής 

συνάρτησης δεν αυξάνεται απαραίτητα σε κάθε επανάληψη και πιο συγκεκριμένα δεν 
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αποτελεί αύξουσα συνάρτηση. Για αυτό είναι χρήσιμο κατά την επίλυση να 

αποθηκεύονται όλες οι τιμές που προκύπτουν για την αντικειμενική συνάρτηση σε 

κάθε επανάληψη. Σχεδιάζοντας το αντίστοιχο διάγραμμα τιμών της αντικειμενικής 

συνάρτησης σε κάθε επανάληψη ως προς τον αριθμό των επαναλήψεων, εύκολα 

προσδιορίζεται το ελάχιστο σημείο ή το μέγιστο σημείο που αντιστοιχεί σε κάτω όριο 

(πρόβλημα ελαχιστοποίησης) ή στο άνω όριο (πρόβλημα μεγιστοποίησης). 
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6 Αποτελέσματα Διπλωματικής Εργασίας 
 

6.1 Σύγκριση Αλγόριθμων 
 

Στο δεύτερο μέρος της παρούσας Διπλωματικής Εργασίας θα παρουσιασθούν τα 

αποτελέσματα που εξήχθησαν. Τα αποτελέσματα αυτά θα παρουσιασθούν σε δύο 

ενότητες. Στην πρώτη ενότητα, θα παρουσιασθούν τα αποτελέσματα που προέκυψαν 

από την καινοτόμο μέθοδο επίλυσης του Προβλήματος Περιοδεύοντος Πωλητή 

(Π.Π.Π.) και επίσης από δύο βασικές μεθόδους που προϋπήρχαν (Μέθοδος MTZ, 

G&G)  όπως ακόμη και δύο εναλλακτικοί τρόποι μίας σύγχρονης μεθόδου (Μέθοδος 

Millar & Cyrus), που έχει κοινά όμως με την καινοτόμο μέθοδο στην οποία έχει 

βασισθεί επί της ουσίας η Διπλωματική αυτή Εργασία. 

Τα αρχεία που περιέχουν τους κώδικες που εισήχθησαν στο λογισμικό GAMS 

περιλαμβάνονται στο παράρτημα. Συνεπώς, στο μέρος αυτό δε θα γίνει παρουσίαση 

του κώδικα που δημιουργήθηκε, αλλά των σχετικών αποτελεσμάτων. Τα 

αποτελέσματα λοιπόν που σημειώθηκαν αφορούν σε τέσσερις παραμέτρους, που 

είναι οι εξής: 

 CPU time (sec) 

 Nodes examined 

 Iteration count 

 Tour Length 

Καταρχάς λοιπόν, θα παρουσιασθούν οι πίνακες που περιέχουν τις σχετικές 

παραμέτρους για κάθε μέθοδο. Θα ακολουθήσουν δε, γραφήματα στα οποία γίνεται 

σύγκριση των αντίστοιχων τιμών για την κάθε μέθοδο. Ο λόγος είναι ότι οι τιμές 

στους πίνακες δε δίνουν ιδιαίτερες πληροφορίες σε απόλυτη κλίμακα. Συγκριτικά 

όμως δίνουν πολύτιμες πληροφορίες για την ταχύτητα του κάθε μοντέλου (CPU time, 

Nodes examined, Iteration count). Με την τελευταία παράμετρο γίνεται επιβεβαίωση 

ότι όλα τα μοντέλα καταλήγουν στην ίδια λύση δίνοντας έτσι το ‘παγκόσμιο’ άριστο 

(global optimum). 

Τέλος, ο πρώτος πίνακας αποτελεσμάτων (Πίνακας 1) που θα παρουσιασθεί αφορά 

στην εισαγωγή των συντεταγμένων των πόλεων και στον υπολογισμό των 
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αποστάσεων τύπου Manhattan και δεν παρουσιάζεται συγκριτικά με κάποια άλλη 

μέθοδο στη συνέχεια. 

 

Ο πίνακας κόστους που χρησιμοποιήθηκε για τα μη συμμετρικά προβλήματα είναι ο 

εξής: 

Πίνακας Α 
 

 

Αντίστοιχα για τα συμμετρικά προβλήματα είναι ο ακόλουθος: 

Πίνακας Β 
 

 

Οι τιμές που χρησιμοποιήθηκαν για τους δύο πίνακες είναι τυχαίες και δεν αφορούν 

σε πραγματικά δεδομένα.

Amsterdam Andorra la Vella Athens Baku Belgrade Berlin Bern Bratislava Brussels Bucharest Budapest Chisinau

Amsterdam 0 273 215 140 368 167 608 394 997 548 778 330

Andorra la Vella 153 0 243 1000 325 454 562 559 586 660 131 418

Athens 366 891 0 516 906 662 437 340 711 490 659 553

Baku 637 775 987 0 804 531 461 968 264 508 897 293

Belgrade 556 153 748 731 0 147 890 972 516 915 661 770

Berlin 364 265 932 967 872 0 425 101 347 483 497 424

Bern 573 745 478 221 406 893 0 966 119 193 584 240

Bratislava 122 421 817 994 617 925 933 0 506 156 818 297

Brussels 104 629 235 588 763 809 389 657 0 175 612 788

Bucharest 919 214 817 967 930 774 263 255 324 0 725 597

Budapest 587 811 448 740 746 599 976 335 537 497 0 216

Chisinau 959 458 647 983 708 729 365 569 778 456 890 0

Amsterdam Andorra la Vella Athens Baku Belgrade Berlin Bern Bratislava Brussels Bucharest Budapest Chisinau

Amsterdam 0 153 366 637 556 364 573 122 104 919 587 959

Andorra la Vella 153 0 891 775 153 265 745 421 629 214 811 458

Athens 366 891 0 516 906 662 437 340 711 490 659 553

Baku 637 775 516 0 804 531 461 968 264 508 897 293

Belgrade 556 153 906 804 0 147 890 972 516 915 661 770

Berlin 364 265 662 531 147 0 425 101 347 483 497 424

Bern 573 745 437 461 890 425 0 966 119 193 584 240

Bratislava 122 421 340 968 972 101 966 0 506 156 818 297

Brussels 104 629 711 264 516 347 119 506 0 175 612 788

Bucharest 919 214 490 508 915 483 193 156 175 0 725 597

Budapest 587 811 659 897 661 497 584 818 612 725 0 216

Chisinau 959 458 553 293 770 424 240 297 788 597 216 0
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Πίνακας 1: Παρουσίαση αποτελεσμάτων για τον καινοτόμο αλγόριθμο (Υπολογισμών αποστάσεων τύπου 

Μanhattan). 

   
Novel Formulation 

   
Number of cities 

   

4 5 6 7 8 9 10 11 12 

M
a

n
h

a
tt
a

n
 

Parameter 

 
        

 CPU time 

 

0,0310 0,1560 0,4060 0,4680 1,8900 9,0780 78,8900 390,3590 3790,6250 

Nodes 
examined 

 

0,0000 7,0000 22,0000 73,0000 235,0000 696,0000 4449,0000 17274,0000 140777,0000 

Iteration count 

 

54,0000 189,0000 946,0000 2784,0000 9424,0000 39960,0000 275238,0000 1320606,0000 11027689,0000 

Tour length 

 

67,2400 67,9200 75,8800 83,9000 91,6000 91,6000 91,6000 94,2000 94,2000 

 

Πίνακας 2: Παρουσίαση αποτελεσμάτων για τον καινοτόμο αλγόριθμο (Μη συμμετρικό Π.Π.Π.). 

   
Novel Formulation 

   
Number of cities 

   

4 5 6 7 8 9 10 11 12 

A
T

S
P

 

Parameter 

 
        

 CPU time 

 

0,0800 0,0600 0,0800 0,2500 0,6700 12,8900 13,9800 98,1100 678,0200 

Nodes 
examined 

 

0,0000 0,0000 1,0000 21,0000 48,0000 604,0000 370,0000 2557,0000 12701,0000 

Iteration count 

 

22,0000 45,0000 155,0000 918,0000 1928,0000 29903,0000 19948,0000 149820,0000 855430,0000 

Tour length 

 

1524,0000 1706,0000 1965,0000 2028,0000 2124,0000 2304,0000 2178,0000 2585,0000 2784,0000 
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Πίνακας 3: Παρουσίαση αποτελεσμάτων για τον καινοτόμο αλγόριθμο (Συμμετρικό Π.Π.Π.). 

   
Novel Formulation 

   
Number of cities 

   

4 5 6 7 8 9 10 11 12 

T
S

P
 

Parameter 

 
        

 CPU time 

 

0,0930 0,0780 0,0620 0,6870 2,6090 13,2340 66,1400 307,8280 2430,6250 

Nodes 
examined 

 

0,0000 6,0000 7,0000 79,0000 227,0000 505,0000 1897,0000 7049,0000 47043,0000 

Iteration count 

 

21,0000 265,0000 426,0000 3483,0000 7838,0000 29148,0000 111324,0000 494282,0000 3751591,0000 

Tour length 

 

1810,0000 1992,0000 1866,0000 2221,0000 2317,0000 2094,0000 2168,0000 2979,0000 2820,0000 

 

Πίνακας 4: Παρουσίαση αποτελεσμάτων για το πρώτο μοντέλο των Millar & Cyrus (Μη συμμετρικό Π.Π.Π.). 

   
Millar & Cyrus Formulation (1) 

   
Number of cities 

   

4 5 6 7 8 9 10 11 12 

A
T

S
P

 

Parameter 

 
        

 CPU time 

 

0,0200 0,0200 0,0600 0,0500 0,0900 0,1700 0,0200 0,0500 0,0600 

Nodes examined 

 

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 15,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

Iteration count 

 

5,0000 13,0000 22,0000 24,0000 107,0000 607,0000 48,0000 64,0000 390,0000 

Tour length 

 

1524,0000 1706,0000 1965,0000 2028,0000 2124,0000 2304,0000 2178,0000 2585,0000 2784,0000 
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Πίνακας 5: Παρουσίαση αποτελεσμάτων για το πρώτο μοντέλο των Millar & Cyrus (Συμμετρικό Π.Π.Π.). 

   
Millar & Cyrus Formulation (1) 

   
Number of cities 

   

4 5 6 7 8 9 10 11 12 

T
S

P
 

Parameter 

 
        

 CPU time 

 

0,0800 0,0800 0,0200 0,0600 0,0900 0,2700 0,2200 0,4200 4,1700 

Nodes 
examined 

 

0,0000 0,0000 1,0000 0,0000 16,0000 40,0000 18,0000 33,0000 276,0000 

Iteration count 

 

7,0000 36,0000 33,0000 54,0000 346,0000 836,0000 350,0000 1068,0000 8778,0000 

Tour length 

 

1810,0000 1992,0000 1866,0000 2221,0000 2317,0000 2094,0000 2168,0000 2979,0000 2820,0000 

 

Πίνακας 6: Παρουσίαση αποτελεσμάτων για το δεύτερο μοντέλο των Millar & Cyrus (Μη συμμετρικό Π.Π.Π.). 

   
Millar & Cyrus Formulation (2) 

   
Number of cities 

   

4 5 6 7 8 9 10 11 12 

A
T

S
P

 

Parameter 

 
        

 CPU time 

 

0,0600 0,0300 0,0900 0,0200 0,0200 0,2500 0,0200 0,0900 0,0900 

Nodes 
examined 

 

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 17,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

Iteration count 

 

7,0000 12,0000 18,0000 21,0000 97,0000 675,0000 35,0000 54,0000 278,0000 

Tour length 

 

1524,0000 1706,0000 1965,0000 2028,0000 2124,0000 2304,0000 2178,0000 2585,0000 2784,0000 
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Πίνακας 7: Παρουσίαση αποτελεσμάτων για το δεύτερο μοντέλο των Millar & Cyrus (Συμμετρικό Π.Π.Π.). 

 

   
Millar & Cyrus Formulation (2) 

   
Number of cities 

   

4 5 6 7 8 9 10 11 12 

T
S

P
 

Parameter 

 
        

 CPU time 

 

0,0900 0,0200 0,0300 0,1300 0,0900 0,2000 0,3100 0,5500 2,5000 

Nodes 
examined 

 

0,0000 0,0000 4,0000 0,0000 15,0000 23,0000 25,0000 45,0000 182,0000 

Iteration count 

 

8,0000 28,0000 38,0000 32,0000 134,0000 406,0000 281,0000 903,0000 4937,0000 

Tour length 

 

1810,0000 1992,0000 1866,0000 2221,0000 2317,0000 2094,0000 2168,0000 2979,0000 2820,0000 

 

Πίνακας 8: Παρουσίαση αποτελεσμάτων για το μοντέλο των ΜΤΖ (Μη συμμετρικό Π.Π.Π.). 

   
MTZ 

   
Number of cities 

   

4 5 6 7 8 9 10 11 12 

A
T

S
P

 

Parameter 

 
        

 CPU time 

 

0,0800 0,1100 0,0300 0,0600 0,0500 0,0600 0,0900 0,0500 0,0500 

Nodes 
examined 

 

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

Iteration count 

 

9,0000 13,0000 19,0000 24,0000 45,0000 61,0000 38,0000 44,0000 46,0000 

Tour length 

 

1524,0000 1706,0000 1965,0000 2028,0000 2124,0000 2304,0000 2178,0000 2585,0000 2784,0000 
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Πίνακας 9: Παρουσίαση αποτελεσμάτων για το μοντέλο των ΜΤΖ (Συμμετρικό Π.Π.Π.). 

   
MTZ 

   
Number of cities 

   

4 5 6 7 8 9 10 11 12 

T
S

P
 

Parameter 

 
        

 CPU time 

 

0,0300 0,0300 0,0300 0,1100 0,0300 0,0600 0,0600 0,0900 0,0300 

Nodes 
examined 

 

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 26,0000 88,0000 0,0000 0,0000 3,0000 

Iteration count 

 

20,0000 36,0000 27,0000 44,0000 138,0000 456,0000 76,0000 53,0000 143,0000 

Tour length 

 

1810,0000 1992,0000 1866,0000 2221,0000 2317,0000 2094,0000 2168,0000 2979,0000 2820,0000 

 

Πίνακας 10: Παρουσίαση αποτελεσμάτων για το μοντέλο των G&G (Μη συμμετρικό Π.Π.Π.). 

   
G&G 

   
Number of cities 

   

4 5 6 7 8 9 10 11 12 

A
T

S
P

 

Parameter 

 
        

 CPU time 

 

0,0200 0,0500 0,0500 0,0600 0,0800 0,2000 0,0900 0,0780 0,1090 

Nodes 
examined 

 

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 21,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

Iteration count 

 

5,0000 13,0000 30,0000 30,0000 117,0000 554,0000 152,0000 176,0000 149,0000 

Tour length 

 

1524,0000 1706,0000 1965,0000 2028,0000 2124,0000 2304,0000 2178,0000 2585,0000 2784,0000 
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Πίνακας 11: Παρουσίαση αποτελεσμάτων για το μοντέλο των G&G (Συμμετρικό Π.Π.Π.). 

   
G&G 

   
Number of cities 

   

4 5 6 7 8 9 10 11 12 

T
S

P
 

Parameter 

 
        

 CPU time 

 

0,0500 0,0500 0,0900 0,0200 0,0200 0,0800 0,0900 0,0780 0,1400 

Nodes 
examined 

 

2,0000 1,0000 5,0000 0,0000 3,0000 21,0000 6,0000 1,0000 5,0000 

Iteration count 

 

18,0000 57,0000 100,0000 67,0000 215,0000 484,0000 278,0000 188,0000 475,0000 

Tour length 

 

1810,0000 1992,0000 1866,0000 2221,0000 2317,0000 2094,0000 2168,0000 2979,0000 2820,0000 
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Γραφήματα Μη συμμετρικών προβλημάτων. 

Γράφημα 1: Σύγκριση της παραμέτρου: CPU time. 
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Γράφημα 2: Σύγκριση της παραμέτρου: Nodes examined. 
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Γράφημα 3: Σύγκριση της παραμέτρου: Iteration count. 
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Γράφημα 4: Σύγκριση της παραμέτρου: Tour cost. 
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Γραφήματα Συμμετρικών προβλημάτων. 

Γράφημα 5: Σύγκριση της παραμέτρου: CPU time. 
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Γράφημα 6: Σύγκριση της παραμέτρου: Nodes examined. 
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Γράφημα 7: Σύγκριση της παραμέτρου: Iteration count. 
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Γράφημα 8: Σύγκριση της παραμέτρου: Tour length. 
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6.2 Παρουσίαση Προβλήματος έπειτα από την εφαρμογή της 

αποσύνθεσης Lagrange 

 

Στη δεύτερη ενότητα του δεύτερου μέρους, στο οποίο γίνεται η παρουσίαση των 

αποτελεσμάτων της παρούσας διπλωματικής εργασίας, θα γίνει η παρουσίαση των 

αποτελεσμάτων που προέκυψαν από την εφαρμογή της αποσύνθεσης Lagrange στο 

πρόβλημα. Συγκεκριμένα, το αρχικό πρόβλημα διασπάστηκε σε τρία υπο-

προβλήματα έπειτα από εφαρμογή της αντίστοιχης θεωρίας που αναλύεται στο πρώτο 

μέρος (θεωρία από κεφ.4). 

Στο αρχικό μοντέλο υπάρχουν συνολικά τρείς κατηγορίες περιορισμών. Στην πρώτη 

εμπλέκονται οι μεταβλητές ikz  και ilr . Έστω 1f  και 2f  οι εξισώσεις στις οποίες 

περιέχονται οι μεταβλητές ilr . Τότε οι περιορισμοί είναι της μορφής: 

1 2( ) ( )il ik ilf r z f r   

Στη δεύτερη κατηγορία υπάρχουν μόνο οι μεταβλητές 
ikz . Συγκεκριμένα, οι 

περιορισμοί αυτής της κατηγορίας είναι της μορφής: 

1ik

i

z   

και 1ik

k

z   

Τέλος, η τρίτη κατηγορία εμπλέκει τις μεταβλητές ilr , 
jlr  και 

ijx . Έστω 3f  η 

συνάρτηση που περιλαμβάνει τα ilr , 
jlr  (οι δείκτες i, j αφορούν σε αντίστοιχες 

πόλεις). Έτσι, η κατηγορία είναι της εξής μορφής: 

3( , )il jl ijf r r x  

Στο σημείο αυτό αξίζει να σημειωθεί ότι υπάρχει ακόμα ένας περιορισμός που 

περιλαμβάνει τις μεταβλητές 
ijx  και 

ikz . Η δυσκολία που δημιουργεί στη διάσπαση 

των προβλημάτων μπορεί να ξεπεραστεί όταν εισέλθει στις αντικειμενικές 

συναρτήσεις που θα προκύψουν. 

Ο περιορισμός αυτός είναι ο εξής: 
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1xi iNz  για 1i   

Στο επόμενο βήμα, καθίστανται δυικές οι μεταβλητές 
ikz  και ilr . Δηλαδή 

δημιουργούνται δύο εκφράσεις για κάθε μία και τοποθετούνται αντίστοιχοι δείκτες. 

Πιο συγκεκριμένα, ορίζουμε ως 1zik
 τις μεταβλητές ikz  που εμφανίζονται στην πρώτη 

κατηγορία και ως 2zik
 τις μεταβλητές ikz που εμφανίζονται στη δεύτερη. Αντίστοιχα, 

ως 1

ilr  τις μεταβλητές ilr  που εμφανίζονται στην πρώτη κατηγορία και ως 2

ilr  εκείνες 

που εμφανίζονται στην τρίτη. Προφανώς, αναφερόμαστε σε εκφράσεις της ίδιας 

μεταβλητής ( 1zik
= 2zik

 και 1

ilr = 2

ilr ). 

Ως αποτέλεσμα, προκύπτουν τα εξής υπο-προβλήματα: 

1
o 
υπο-πρόβλημα: (1) (1) (1)

1 2( ) ( )il ik ilf r z f r   

με αντικειμενική συνάρτηση: (1) (1) (1)

1 min ik ik il il i iN

i k i l i

w m z n r o z        

2
ο
 υπο-πρόβλημα: 

(2)

(2)

1

1

ik

i

ik

k

z

z








 

με αντικειμενική συνάρτηση: (2) (2)

2 min ik ik i iN

i k i

w m z p z      

3
ο
 υπο-πρόβλημα: (2) (2)

3( , )il jl ijf r r x  

με αντικειμενική συνάρτηση: (2)

3 1min ( )ij ij il il i i i

i j i l i

w c x n r o p x          

Συνολικά: 1 2 3w w w w    

Στην αρχή δίνονται κάποιες τιμές για τους πολλαπλασιαστές Lagrange (m, n, o, p). Οι 

πολλαπλασιαστές δε ανανεώνονται με το βήμα α του Polyak ως εξής: 

(1) (2)

(1) (2)

( )

( )

new old

ik ik ik ik

new old

il il il il

m m a z z

n n a r r

   

   
 κ.ο.κ 

Όπως έχει τονιστεί στη θεωρία δεν υπάρχει κάποια συνθήκη τερματισμού. Συνεπώς, 

επιλέγεται ένας αριθμός επαναλήψεων και αποθηκεύονται όλες οι τιμές της 
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συνάρτησης w. Στο τέλος η μέγιστη τιμή που προκύπτει σε οποιαδήποτε επανάληψη 

αποτελεί το καλύτερο δυνατό κάτω όριο για το πρόβλημα (lower bound). Δηλαδή, η 

λύση που προκύπτει δεν είναι εφικτή αλλά και πάλι είναι ένα κάτω όριο αρκετά 

κοντά στην άριστη λύση όπως θα φανεί παρακάτω στα αποτελέσματα. Επίσης, για 

τον υπολογισμό του βήματος α χρειάζεται η άριστη λύση του προβλήματος. Αντί 

αυτής (αν και υπήρχαν τα απαραίτητα δεδομένα) χρησιμοποιήθηκε σε κάθε 

επανάληψη η τιμή που προκύπτει από το υπο-πρόβλημα 2. Πιο συγκεκριμένα, τα ikz  

που προκύπτουν (για την εύρεση των οποίων δε λαμβάνονται υπόψη οι υπόλοιποι 

περιορισμοί του προβλήματος) αντιστοιχίζονται στα 
ijx και συνολικά υπολογίζεται η 

τιμή της συνάρτησης: 

Upper bound = 
ij ijc x . 

Η συνάρτηση ονομάστηκε upper bound (άνω όριο) καθώς η τιμή της αφορά σε μία 

επίσης μία μη εφικτή λύση που αποτελεί άνω όριο για το πρόβλημα (δε λαμβάνονται 

υπόψη όλοι οι περιορισμοί του προβλήματος). 

Στα αποτελέσματα που ακολουθούν παρουσιάζονται προβλήματα με συνολικό 

αριθμό πόλεων από τέσσερις έως δώδεκα. Συνολικά πραγματοποιήθηκαν πεντακόσιες 

επαναλήψεις για κάθε πρόβλημα. Όλες οι επαναλήψεις που πραγματοποιήθηκαν 

βρίσκονται στο Παράρτημα Γ. Στη συνέχεια, παρουσιάζεται η παράμετρος CPU time 

για κάθε υπο-πρόβλημα που είναι περίπου η ίδια για κάθε επανάληψη, η μέγιστη τιμή 

που προέκυψε (upper bound) και η ελάχιστη αντίστοιχη τιμή (upper bound). Με 

κίτρινο χρώμα σημειώνεται η επανάληψη στην οποία παρατηρήθηκε η μέγιστη ή 

ελάχιστη τιμή. Οι άριστες δε τιμές είναι οι ίδιες με εκείνες για τον καινοτόμο 

αλγόριθμο (Μη συμμετρικά προβλήματα), καθώς χρησιμοποιήθηκαν οι ίδιοι σχετικοί 

πίνακες. 

Τέλος, παρουσιάζονται γραφήματα στα οποία παρουσιάζεται η άριστη τιμή, τα άνω 

όρια και τα κάτω όρια καθώς πραγματοποιούνται οι επαναλήψεις. 
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Πίνακας 12: 4 πόλεις 
 

 

CPU time max value min value 

    model 1 0,07 1524,00 1524 

model 2 0,065 127 3 

model 3 0,07     

    

 
CPU time (opt) 

  

    

 

0,08 

   

 

Πίνακας 13: 5 πόλεις 
CPU time max value min value 

   0,08 1695,84 1706 

0,072 261,00 9 

0,079     

   CPU time (opt) 
  

   0,06 

   

Πίνακας 14: 6 πόλεις 
 

CPU time max value min value 

   0,079 1941,78 1965 

0,067 262 31 

0,077     

   
CPU time (opt) 

  

 
  

0,08 
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Πίνακας 15: 7 πόλεις 
CPU time max value min value 

   0,129 2009,12 2028 

0,071 311 56 

0,124     

   
CPU time (opt) 

  

 
  

0,25 
  

 

 

 

Πίνακας 16: 8 πόλεις 
 

CPU time max value min value 

   0,072 2057,80 2124 

0,076 178,00 149 

0,083     

   
CPU time (opt) 

  

 
  

0,67 
  

 

Πίνακας 17: 9 πόλεις 
CPU time max value min value 

   0,128 2020,03 2461 

0,08 130,00 402 

0,555     

   
CPU time (opt) 

  

 
  

12,89 
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Πίνακας 18: 10 πόλεις 
CPU time max value min value 

   0,109 2146,29 2673 

0,095 433,00 432 

0,269     

   
CPU time (opt) 

  

 
  

13,98 
  

 

Πίνακας 19: 11 πόλεις 
CPU time max value min value 

   0,106 2502,22 3629 

0,084 313,00 116 

0,211     

   
CPU time (opt) 

  

 
  

98,11 
  

  

Πίνακας 20: 12 πόλεις 
CPU time max value min value 

   0,211 2687,65 4295 

0,115 35 475 

0,268     

   
CPU time (opt) 

  

 
  

678,02 
  

 

 

 

 



 

Γράφημα 9 (Αριθμός πόλεων = 4, Άριστο=1524) 
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Γράφημα 10 (Αριθμός πόλεων = 5, Άριστο=1706) 
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Γράφημα 11 (Αριθμός πόλεων = 6, Άριστο=1965) 
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Γράφημα 12 (Αριθμός πόλεων = 7,  Άριστο=2028) 
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Γράφημα 13 (Αριθμός πόλεων = 8, Άριστο=2124) 
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Γράφημα 14 (Αριθμός πόλεων = 9,  Άριστο=2304) 
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Γράφημα 15 (Αριθμός πόλεων = 10, ‘Αριστο=2178) 
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Γράφημα 16 (Αριθμός πόλεων = 11, Άριστο=2585) 
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Γράφημα 17 (Αριθμός πόλεων = 12, Άριστο=2784) 
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 7.  Συμπεράσματα 

 

Ο καινοτόμος αλγόριθμος (Vassiliadis, Pogiatzis) που μελετήθηκε στην παρούσα 

διπλωματική εργασία υπήρξε αρχικά πολύ υποσχόμενος ως προς την ταχύτητα 

επίλυσης του Π.Π.Π. λόγω της  μείωσης του αριθμού των δυαδικών μεταβλητών σε 

2logN N  από 
2N  στους πιο διαδεδομένους αλγόριθμους παρά την αύξηση των 

συνολικών περιορισμών και των συνεχών μεταβλητών σε 2

2logN N   από 
2N . 

Επίσης για πρώτη φορά, με την εισαγωγή των μεταβλητών ikz με τις οποίες γίνεται 

καταμερισμός των πόλεων i στις θέσεις k, από το πρόβλημα εξαλείφονται αυτόματα 

οι υπο-περιηγήσεις που σε διαφορετική περίπτωση απαιτούν την εισαγωγή ειδικών 

περιορισμών. Ειδικά συγκριτικά με τον αλγόριθμο των Millar και Cyrus που επίσης 

εισήχθησαν αντίστοιχες μεταβλητές με τις ikz  οι περιορισμοί και οι συνεχείς 

μεταβλητές είναι λιγότερες ( 2

2logN N  συγκριτικά με 
3N ). 

Τα αποτελέσματα όμως έδειξαν ότι με διαφορά ο πιο αργός αλγόριθμος (με βάση την 

παράμετρο CPU time) υπήρξε ο καινοτόμος αλγόριθμος των Vassiliadis, Pogiatzis. 

Όλες οι μετρήσεις πραγματοποιήθηκαν στον ίδιο υπολογιστή (AMD Athlon™ II X3 

455 Processor 3.31 GHz, 3.25 GB of RAM) και στην ίδια έκδοση λογισμικού GAMS 

και επιλυτή CPLEX (9.1). 

Σε αυτό το σημείο λοιπόν είναι χρήσιμο να αναφερθούμε στον αντίκτυπο του 

αριθμού των περιορισμών και των δυαδικών μεταβλητών στην ταχύτητα του 

μοντέλου. Γενικά, όταν ένα μοντέλο έχει πολλούς συγκριτικά περιορισμούς από ένα 

άλλο είναι και πιο αργό. Θα περίμενε δηλαδή κάποιος το μοντέλο των Vassiliadis, 

Pogiatzis να είναι πιο γρήγορο από αυτό των Millar, Cyrus καθώς π.χ. για Ν=100 

πόλεις , το πρώτο μοντέλο έχει 33.220 περιορισμούς ενώ το δεύτερο 1.000.000 

περιορισμούς. Η αλήθεια είναι ότι η φύση του προβλήματος δεν επέτρεψε να 

πραγματοποιηθούν μετρήσεις για τόσο μεγάλο αριθμό πόλεων, που θα μπορούσε ο 

ισχυρισμός να είναι αληθής. Έτσι, καθώς οι μετρήσεις έγιναν για μέγιστο αριθμό 

πόλεων Ν=12 ο αριθμός των περιορισμών δεν είχε τόσο μεγάλο αντίκτυπο όπως 



  

αποδείχθηκε. Οι περιορισμοί λοιπόν επηρέασαν τα προβλήματα με ποιοτικό μόνο 

τρόπο. Δηλαδή, ακόμα και αν οι περιορισμοί ενός μοντέλου ήταν περισσότεροι 

προφανώς οδηγούσαν γρηγορότερα με τη σειρά τους τις δυαδικές μεταβλητές να 

πάρουν τιμές (να ‘φιξαριστούν’ στην τιμή 0 ή 1). Όπως έγινε κατανοητό λοιπόν, η 

δεύτερη βασική παράμετρος της ταχύτητας των σχετικών αλγορίθμων αποτελεί η 

ταχύτητα ‘φιξαρίσματος’ των δυαδικών μεταβλητών που επηρεάζεται κυρίως 

ποιοτικά από το είδος των περιορισμών και έτσι η ανάλυση της επιρροής τους στην 

ταχύτητα του μοντέλου είναι δύσκολο να προσδιοριστεί. 

Σε δεύτερη φάση λοιπόν, το μοντέλο με χρήση πολλαπλασιαστών Lagrange και της 

μεθόδου αποσύνθεσης συγκεκριμένα διασπάστηκε σε τρία υπο-προβλήματα. Η 

διάσπαση αυτή οδήγησε σε γρηγορότερα αποτελέσματα. Προφανώς, όπως έχει ήδη 

αναλυθεί, τα αποτελέσματα αυτής της μεθόδου δεν αφορούν στην άριστη λύση αλλά 

στον προσδιορισμό ενός ‘σφιχτού’ κάτω ορίου (που προσεγγίζει ικανοποιητικά 

δηλαδή το ολικό άριστο). Τα αποτελέσματα λοιπόν έδειξαν ότι η μέθοδος μπορεί να 

δώσει γρήγορα και με ικανοποιητικό τρόπο μία μη εφικτή λύση μεν αλλά τέτοια ώστε 

να δώσει μία ρεαλιστική αίσθηση παρότι βασίσθηκε σε έναν αλγόριθμο που 

συνέκλινε με πολύ αργά στη λύση. Επίσης, η διάσπαση αυτή οδήγησε σε επιπλέον 

συμπεράσματα σχετικά με το γιατί ήταν τόσο αργός ο αρχικός αλγόριθμος. Το πρώτο 

και το τρίτο υπο-πρόβλημα από το τρία, που περιλαμβάνουν τις δυαδικές μεταβλητές 

ilr   είναι σημαντικά πιο αργά από το δεύτερο υπο-πρόβλημα. Αυτό το γεγονός μας 

οδηγεί στο συμπέρασμα ότι ένας από τους λόγους που ο αρχικός αλγόριθμος ήταν 

τόσο αργός ήταν ότι οι μεταβλητές ilr  δεν έπαιρναν γρήγορα τιμή.  

Οι μελλοντικές ερευνητικές κατευθύνσεις της συγκεκριμένης έρευνας λοιπόν είναι οι 

εξής. Καταρχάς, θα πρέπει να ερευνηθεί το γεγονός ότι οι μεταβλητές ilr  δεν 

παίρνουν γρήγορα τιμή. Μία αντιμετώπιση θα ήταν προφανώς η εισαγωγή επιπλέον 

σχετικών περιορισμών. Επίσης, θα μπορούσε να τροποποιηθεί ο ίδιος ο αλγόριθμος 

με κάποιο ευρετικό μηχανισμό. Συγκεκριμένα, θα μπορούσαν με κάποιο κριτήριο να 

παίρνουν σε κάθε επίπεδο οι μεταβλητές ilr  την τιμή 0 ή 1 και έτσι να μη μένουν 

‘χαλαρές’. Ένα κριτήριο θα μπορούσε να είναι η στρογγυλοποίηση μέρους των 

αντικειμένων (objects) που είναι πάνω από κάποια τιμή σε 1 και των υπόλοιπων σε 0. 
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Παράρτημα Α 
 

Αρχεία GAMS 

1. Συμμετρικά Προβλήματα 

1.1.Καινοτόμος Αλγόριθμος  (Vassiliadis, Pogiatzis) 

 Αριθμός πόλεων = 4 

****Asymmetric Travelling Salesman Problem******* 

**Solution Algorithm: novel approach employing binary tree formulation 

 

$Title Solution of Asymmetric TSP problem using binary tree formulation 

$stitle Code author: Thomas Pogiatzis, Georgios Tsirmpas 

$stitle Algorithm creators: Vassilis Vassiliadis, Thomas Pogiatzis 

 

$ontext 

Properties of algorithm: 

1) Direct allocation of city to position on the tour 

2) Number of binary variables: O(Nlog2[N]) 

3) Number of continuous variables: O(N^2(2+log2[N])) 

4) Cardinality of constraints set: O(N^2log2[N]) 

$offtext 

 

*============================================================

=================== 

Options 

iterlim = 10000000 

reslim = 300000; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 1: Sets 

*============================================================

=================== 

Sets 

* Primary sets 

i cities 

k leafs /1*4/ 

l levels /1*2/; 

 

* Retrieve sets from excel file 

 

$call gdxxrw.exe Data2.xls dset=i rng=B3:B6 Rdim=1 
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$gdxin Data2.gdx 

$load i 

$gdxin 

 

*Secondary sets 

alias(i,j); 

alias(l,lsep); 

alias(k,k1); 

 

Sets 

ij(i,j) i to j mapping 

ijl(i,j,l) i to j to l mapping 

ijk(i,j,k) used in objective function; 

 

ij(i,j) = no; 

ij(i,j)$(ord(i) ne ord(j))= yes; 

 

ijl(i,j,l)= no; 

ijl(i,j,l)$(ord(i) ne ord(j))= yes; 

 

 

ijk(i,j,k) = no; 

ijk(i,j,k)$(ord(i) gt 1 and ord(j) eq 1 and ord(k) eq card(k)) = yes; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 2: Scalars, parameters, tables 

*============================================================

=================== 

scalar 

temp used in tkl calculation 

indexl used in tkl calculation; 

 

parameters 

t(k,l)  denote city partition at each level 

a1(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

a2(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

b1(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

b2(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

c(i,j)  distance to travel from city i to city j; 

 

*Retrieve parameter c from excel file 

 

$call gdxxrw.exe Data2.xls par=c rng=B2:K6 Rdim=1 Cdim=1 

$gdxin Data2.gdx 

$load c 

$gdxin 

 

* Calculate t(k,l) 

loop(k, 
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     temp = ord(k)-1; 

     for(indexl = card(l) downto 1, 

          t(k,l)$(ord(l) eq indexl) = mod(temp,2); 

          temp = floor(temp*0.5); 

     ); 

); 

 

* Calculate a's and b's 

a1(k,l) = sign(1-t(k,l)); 

a2(k,l) = sign(t(k,l)); 

b1(k,l) = sign(t(k,l)-1) + t(k,l); 

b2(k,l) = sign(1-t(k,l)) - t(k,l); 

 

*============================================================

=================== 

* Section 3: Variables 

*============================================================

=================== 

Binary variables 

r(i,l) indicate left or right direction at a given level; 

 

Positive variables 

z(i,k) city i placed on leaf k 

x(i,j) city i precedes city j on the tour 

e(i,j,l) adjacency enforcing variables; 

 

Variables 

tour_length; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 4: Equations - constraints 

*============================================================

=================== 

Equations 

binarystring1 if city i is allocated on leaf k zik is forced to be 1 else to 0 

binarystring2 if city i is allocated on leaf k zik is forced to be 1 else to 0 

adjacentcities1 forcing variable e to be 1 if cities adjacent or else 0 

adjacentcities2 forcing variable e to be 1 if cities adjacent or else 0 

adjacencyproperties1 checking adjacency properties at level 1 

adjacencyproperties2 checking adjacency properties at level 1<l<l'-1 

adjacencyproperties3 checking adjacency properties at level l'+1<=NL 

uniqueallocation_i forcing allocation of city i only on 1 leaf 

uniqueallocation_k forcing hosting on leaf k only of 1 city 

antecedentcity forcing city j to follow only one city i 

precedentcity forcing city i to precede only one city j 

citydistribution left-right distribution of cities at each level 

notexactp2 constraint enforcing ril binaries to 0 for N ne 2^N for positions >N 

lastcity constraint 
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symmetrybreaking break symmetry in city allocation cities with smallest indice 

appear first 

objective_function; 

 

 

binarystring1(i,k,l) .. z(i,k) =l= a1(k,l) + b1(k,l)*r(i,l); 

binarystring2(i,k) .. z(i,k) =g= 1 - sum(l,a2(k,l)+b2(k,l)*r(i,l)); 

 

adjacentcities1(i,j,l)$(ijl(i,j,l) and ord(l) lt card(l)) .. e(i,j,l) =g= r(i,l) + r(j,l) - 1; 

adjacentcities2(i,j,l)$(ijl(i,j,l) and ord(l) lt card(l)) .. e(i,j,l) =g= 1 - r(i,l) - r(j,l); 

 

adjacencyproperties1(i,j)$(ij(i,j)) .. x(i,j) =g= ((1-r(i,'1')) + r(j,'1') - 2) 

                                         + sum(l$(ord(l) gt 2), 

                                         r(i,l) + (1-r(j,l))) - 2*(card(l)-1)+1; 

adjacencyproperties2(i,j,lsep)$(ord(lsep) gt 1 and ord(lsep) lt card(l) and ord(i) ne 

ord(j)) .. 

                               x(i,j) =g= ((1-r(i,lsep)) + r(j,lsep) - 2) 

                                        + sum(l$(ord(l) lt ord(lsep)), e(i,j,l))-(ord(lsep)-1) 

                                        + sum(l$(ord(l) gt ord(lsep)),r(i,l) + (1-r(j,l))) 

                                        - 2*(card(l)-(ord(lsep)+1)+1)+1; 

adjacencyproperties3(i,j,lsep)$(ord(i) ne ord(j) and ord(lsep) eq card(lsep)) .. x(i,j) 

=g= ((1-r(i,lsep)) 

                                                  + r(j,lsep) - 2) 

                                                  + sum(l$(ord(l) lt card(l)), e(i,j,l)) - card(l)+2; 

 

uniqueallocation_i(i)$(ord(i) gt 1) .. sum(k,z(i,k)) =e= 1; 

uniqueallocation_k(k)$(ord(k) gt 1) .. sum(i,z(i,k)) =e= 1; 

 

precedentcity(i) .. sum(j$(ij(i,j)),x(i,j)) =e= 1; 

antecedentcity(j) .. sum(i$(ij(i,j)),x(i,j)) =e= 1; 

 

citydistribution(l) .. sum(i,r(i,l)) =e= sum(k,t(k,l)); 

 

notexactp2(i)$(ord(i) gt 1) .. sum(l,2**(card(l)-ord(l))*r(i,l)) =l= card(i)-1; 

 

lastcity(i,j,k)$(ord(i) gt 1 and ord(j) eq 1 and ord(k) eq card(k)) .. x(i,j)=e=z(i,k) ; 

 

symmetrybreaking(k)$(ord(k) eq (card(k)-1)) .. sum(i$(ord(i) gt 1),ord(i)*z(i,'2')) =l= 

                                               sum(i$(ord(i) gt 1), ord(i)*z(i,k)); 

 

objective_function .. tour_length =e= sum(i,sum(j$(ij(i,j)), c(i,j)*x(i,j))); 

 

*============================================================

=================== 

* Section 5: Fixed variables and bounds 

*============================================================

=================== 

z.fx('amsterdam','1') = 1; 

z.fx('amsterdam',k)$(ord(k) gt 1) = 0; 

r.fx('amsterdam',l) = 0; 
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x.fx(i,j)$(ord(i) eq ord(j)) = 0; 

 

 

z.up(i,k) = 1; 

z.lo(i,k) = 0; 

 

x.up(i,j) = 1; 

x.lo(i,j) = 0; 

 

e.up(i,j,l) = 1; 

e.lo(i,j,l) = 0; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 6: Model declaration and solve statements 

*============================================================

=================== 

 

model atsp /all/; 

atsp.holdfixed = 1; 

 

atsp.optfile=1 

 

solve atsp minimizing tour_length using mip; 

 

 

* Write results to dat file 

file atsp1_EU /atsp1_EU.dat/; atsp1_EU.nd=8; 

put atsp1_EU; 

 

put @1 'Title ', system.title;put/; 

put @1 'Date ', system.date;put/; 

put @1 'CPU time: ' ,atsp.resusd;put /; 

put @1 'Nodes examined = ',atsp.nodusd;put/; 

put @1 'Iteration count: ',atsp.iterusd;put /; 

 

put 'Tour length = ',tour_length.l; put /;put/; 

 

put 'Optimal Tour:';put/; put/; 

loop(k,loop(i, put$(z.l(i,k) gt 0) @5 i.tl/;);); 

 

put/;put/;put/; put'Z';put/; 

loop(i,loop(k, put$(z.l(i,k) gt 0) @1 i.tl, @5 k.tl, @ 20 z.l(i,k)/;);); 

 

put/;put/;put/;put 'X'; put/; 

loop(i,loop(j, put$(x.l(i,j) gt 0) @1 i.tl, @5 j.tl, @ 20 x.l(i,j)/;);); 
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Όσο αυξάνεται ο αριθμός των πόλεων από τέσσερις σε δώδεκα, το μόνο που 

μεταβάλλεται στο παραπάνω αρχείο είναι τα δεδομένα που αντλούνται για τους 

υπολογισμούς.  

 

Αλγόριθμος MTZ 

 

 Αριθμός πόλεων = 4 

$title Traveling Salesman Problem (MTZ Formulation) 

$stitle Code author: Georgios Tsirmpas 

$stitle Algorithm creators: Miller, Tucker, Zemlin 

 

$Ontext 

This is the MTZ Formulation which excludes subtours by using extra variables 

u(i). 

$Offtext 

 

Options 

iterlim = 1000000 

reslim = 100000 

limcol=100 

limrow=100; 

 

sets 

i cities 

 

* Retrieve sets from excel file 

 

$call gdxxrw.exe Data2.xls dset=i rng=B3:B6 Rdim=1 

$gdxin Data2.gdx 

$load i 

$gdxin 

 

alias (i,j); 

 

parameters 

c(i,j)  cost parameter 

 

$call gdxxrw.exe Data2.xls par=c rng=B2:K6 Rdim=1 Cdim=1 

$gdxin Data2.gdx 

$load c 

$gdxin 

 

variables 
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tour_cost objective variable; 

 

binary variable 

 

x(i,j); 

 

Positive variables 

 

u(i); 

 

 

 

Equations 

 

objective  total cost 

rowsum(i)  leave each city only once 

colsum(j)  arrive at each city only once 

defMTZ(i,j) ; 

 

 

objective.. tour_cost =e= sum(i,sum(j, c(i,j)*x(i,j))); 

rowsum(i).. sum(j, x(i,j)) =e= 1; 

colsum(j).. sum(i, x(i,j)) =e= 1; 

defMTZ(i,j)$(ord(i) ne ord(j) and ord(i) gt 1 and ord(j) gt 1).. u(i) - u(j) + 

card(i)*x(i,j) =l= card(i) - 1; 

 

u.fx('amsterdam')=1; 

 

x.fx(i,j)$(ord(j) eq ord(i)) = 0; 

 

model mtz /all/; 

 

solve MTZ minimizing tour_cost using mip; 

 

file MTZ_tour /MTZ_tour.dat/; 

put MTZ_tour ; 

put @1 'Title ', system.title;put/; 

put @1 'Date ', system.date;put/; 

put @1 'CPU time: ' ,MTZ.resusd;put /; 

put @1 'Nodes examined = ',MTZ.nodusd;put/; 

put @1 'Iteration count: ',MTZ.iterusd;put /; 

 

put 'tour_cost = ', tour_cost.l ; put /;put/; 

 

put 'Optimal Tour:';put/; put/; 

 

put/;put/;put/;put 'x'; put/; 

loop(i,loop(j, put$(x.l(i,j) gt 0) @1 i.tl, @5 j.tl, @ 20 x.l(i,j)/;);); 
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1.2.Αλγόριθμος G&G 

 

 Αριθμός πόλεων = 4 

****Gavish and Graves**** 

**General Formulation** 

 

$Title Solution of Assymetric TSP problem using a basic formulation 

$stitle Code author: Ioannis Varellas-Ouzounopoulos 

$stitle Algorithm creators:  Bezalel Gavish & Stephen C. Graves 

 

 

*============================================================

=================== 

Options 

iterlim = 10000000 

reslim = 300000; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 1 : Sets 

*============================================================

=================== 

Sets 

* Primary sets 

i cities; 

 

* Retrieve sets from excel file 

 

$call gdxxrw.exe Data2.xls dset=i rng=B3:B6 Rdim=1 

$gdxin Data2.gdx 

$load i 

$gdxin 

 

*Secondary sets 

alias(i,j); 

 

Sets 

ij(i,j) i to j mapping 

 

 

*============================================================

=================== 
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* Section 2: Scalars, parameters, tables 

*============================================================

=================== 

 

parameters 

 

c(i,j)  distance to travel from city i to city j; 

 

*Retrieve parameter c from excel file 

 

$call gdxxrw.exe Data2.xls par=c rng=B2:F6 Rdim=1 Cdim=1 

$gdxin Data2.gdx 

$load c 

$gdxin 

 

 

 

*============================================================

=================== 

* Section 3: Variables 

*============================================================

=================== 

 

Binary variables 

 

x(i,j) city i precedes city j on the tour; 

 

Integer variables 

 

y(i,j) Flow in an arc i to j; 

 

Variables 

 

 

tour_cost; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 4: Equations - constraints 

*============================================================

=================== 

Equations 

 

antecedentcity forcing city j to follow only one city i 

precedentcity forcing city i to precede only one city j 

networkflow1 subtour elimination (1 unit flows out of each city) 

networkflow2 flow can only take place in an arc if it exists 

*networkflow3 subtour elimination  (n-1 units of a commodity flow into city 1) 

objective_function; 
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antecedentcity(j) .. sum(i,x(i,j)) =e= 1; 

precedentcity(i) .. sum(j,x(i,j)) =e= 1; 

 

networkflow1(i)$(ord(i) gt 1) .. sum(j,y(i,j))-sum(j$(ord(j) gt 1),y(j,i))=e=1; 

networkflow2(i,j)$(ord(i) gt 1) .. y(i,j)=l=(4-1)*x(i,j); 

*networkflow3 .. sum(j$(ord(j) gt 1),y('1',j))=e=4-1 ; 

 

objective_function .. tour_cost =e= sum(i,sum(j, c(i,j)*x(i,j))); 

 

*============================================================

=================== 

* Section 5: Fixed variables and bounds 

*============================================================

=================== 

 

x.up(i,j) = 1; 

x.lo(i,j) = 0; 

 

y.lo(i,j) = 0; 

 

x.fx(i,j)$(ord(i) eq ord(j)) = 0; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 6: Model declaration and solve statements 

*============================================================

=================== 

 

model atsp /all/; 

atsp.holdfixed = 1; 

atsp.optfile=1 

 

solve atsp minimizing tour_cost using mip; 

 

 

* Write results to dat file 

file GG_tour /GG_tour.dat/; 

put GG_tour; 

 

put @1 'Title ', system.title;put/; 

put @1 'Date ', system.date;put/; 

put @1 'CPU time: ' ,atsp.resusd;put /; 

put @1 'Nodes examined = ',atsp.nodusd;put/; 

put @1 'Iteration count: ',atsp.iterusd;put /; 

 

put 'Tour Cost = ',tour_cost.l; put /;put/; 

 

put/;put/;put/;put 'X'; put/; 

loop(i,loop(j, put$(x.l(i,j) gt 0) @1 i.tl, @5 j.tl, @ 20 x.l(i,j)/;);); 
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put/;put/;put/; put'Y';put/; 

loop(i,loop(j, put$(y.l(i,j) gt 0) @1 i.tl, @5 j.tl, @ 20 y.l(i,j)/;);); 

 

 

 

1.3. Πρώτος αλγόριθμος των Millar, Cyrus  

 

 Αριθμός πόλεων = 4 

****Cyrus1**** 

**The Zero-One formulation** 

 

$Title Solution of Assymetric TSP problem using Zero-One formulation 

$stitle Code author: Ioannis Varellas-Ouzounopoulos 

$stitle Algorithm creators: Pemberton Cyrus & Harvey Millar 

 

 

 

*============================================================

=================== 

Options 

iterlim = 10000000 

reslim = 300000; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 1 : Sets 

*============================================================

=================== 

Sets 

* Primary sets 

i cities 

t leafs /1*4/ ; 

 

* Retrieve sets from excel file 

 

$call gdxxrw.exe Data2.xls dset=i rng=B3:B6 Rdim=1 

$gdxin Data2.gdx 

$load i 

$gdxin 

 

*Secondary sets 

alias(i,j); 
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Sets 

ij(i,j) i to j mapping ; 

 

 

*============================================================

=================== 

* Section 2: Scalars, parameters, tables 

*============================================================

=================== 

 

parameters 

 

c(i,j)  distance to travel from city i to city j ; 

 

 

*Retrieve parameter c from excel file 

 

$call gdxxrw.exe Data2.xls par=c rng=B2:K6 Rdim=1 Cdim=1 

$gdxin Data2.gdx 

$load c 

$gdxin 

 

 

*============================================================

=================== 

* Section 3: Variables 

*============================================================

=================== 

Binary variables 

y(i,t) city i placed on leaf t 

x(i,j) city i precedes city j on the tour; 

 

 

Variables 

 

tour_cost; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 4: Equations - constraints 

*============================================================

=================== 

Equations 

binarystring1 if city i is allocated on leaf t yit is forced to be 1 else to 0 

binarystring2 if city i is allocated on leaf t yit is forced to be 1 else to 0 

uniqueallocation_i forcing allocation of city i only on 1 leaf 

uniqueallocation_k forcing hosting on leaf k only of 1 city 

antecedentcity forcing city j to follow only one city i 

precedentcity forcing city i to precede only one city j 

objective_function; 
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binarystring1(i,j,t)$(ord(t) lt 4-1) .. x(i,j) =g= y(i,t) + y(j,t+1)-1; 

binarystring2(i,j,t) .. x(i,j) =g= y(i,'4')+y(j,'1')- 1; 

 

 

uniqueallocation_i(i) .. sum(t,y(i,t)) =e= 1; 

uniqueallocation_k(t) .. sum(i,y(i,t)) =e= 1; 

 

precedentcity(i) .. sum(j,x(i,j)) =e= 1; 

antecedentcity(j) .. sum(i,x(i,j)) =e= 1; 

 

 

 

objective_function .. tour_cost =e= sum(i,sum(j, c(i,j)*x(i,j))); 

 

*============================================================

=================== 

* Section 5: Fixed variables and bounds 

*============================================================

=================== 

 

y.up(i,t) = 1; 

y.lo(i,t) = 0; 

 

x.up(i,j) = 1; 

x.lo(i,j) = 0; 

 

y.fx('amsterdam','1') = 1; 

y.fx('amsterdam',t)$(ord(t) gt 1) = 0; 

 

x.fx(i,j)$(ord(i) eq ord(j)) = 0; 

*============================================================

=================== 

* Section 6: Model declaration and solve statements 

*============================================================

=================== 

 

model atsp /all/; 

atsp.holdfixed = 1; 

 

atsp.optfile=1 

 

solve atsp minimizing tour_cost using mip; 

 

 

* Write results to dat file 

file cyrusEU_tour /cyrusEU_tour.dat/; 

put cyrusEU_tour; 
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put @1 'Title ', system.title;put/; 

put @1 'Date ', system.date;put/; 

put @1 'CPU time: ' ,atsp.resusd;put /; 

put @1 'Nodes examined = ',atsp.nodusd;put/; 

put @1 'Iteration count: ',atsp.iterusd;put /; 

 

put 'Tour Cost = ',tour_cost.l; put /;put/; 

 

put 'Optimal Tour:';put/; put/; 

loop(t,loop(i, put$(y.l(i,t) gt 0) @5 i.tl/;);); 

 

put/;put/;put/; put'Y';put/; 

loop(i,loop(t, put$(y.l(i,t) gt 0) @1 i.tl, @5 t.tl, @ 20 y.l(i,t)/;);); 

 

put/;put/;put/;put 'X'; put/; 

loop(i,loop(j, put$(x.l(i,j) gt 0) @1 i.tl, @5 j.tl, @ 20 x.l(i,j)/;);); 

 

1.4.Δεύτερος αλγόριθμος των Millar, Cyrus 

 Αριθμός πόλεων = 4 

****Cyrus1**** 

**The Zero-One formulation** 

 

$Title Solution of Assymetric TSP problem using Zero-One formulation 

$stitle Code author: Georgios Tsirmpas 

$stitle Algorithm creators: Pemberton Cyrus & Harvey Millar 

 

*============================================================

=================== 

Options 

iterlim = 10000000 

reslim = 300000; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 1 : Sets 

*============================================================

=================== 

Sets 

* Primary sets 

i cities 

t leafs /1*4/; 

* Retrieve sets from excel file 

$call gdxxrw.exe Data2.xls dset=i rng=B19:B22 Rdim=1 

$gdxin Data2.gdx 

$load i 

$gdxin 
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*Secondary sets 

alias(i,j); 

 

 

 

Sets 

ij(i,j) i to j mapping ; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 2: Scalars, parameters, tables 

*============================================================

=================== 

 

parameters 

 

c(i,j)  distance to travel from city i to city j ; 

 

 

*Retrieve parameter c from excel file 

 

$call gdxxrw.exe Data2.xls par=c rng=B18:F22 Rdim=1 Cdim=1 

$gdxin Data2.gdx 

$load c 

$gdxin 

 

 

 

*============================================================

=================== 

* Section 3: Variables 

*============================================================

=================== 

Binary variables 

y(i,t) city i placed on leaf t 

x(i,j) city i precedes city j on the tour; 

 

 

Variables 

 

tour_cost; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 4: Equations - constraints 

*============================================================

=================== 

Equations 

binarystring1 if city i is allocated on leaf t yit is forced to be 1 else to 0 

binarystring2 if city i is allocated on leaf t yit is forced to be 1 else to 0 
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binarystring3  if 

uniqueallocation_i forcing allocation of city i only on 1 leaf 

uniqueallocation_k forcing hosting on leaf k only of 1 city 

antecedentcity forcing city j to follow only one city i 

precedentcity forcing city i to precede only one city j 

objective_function; 

 

 

binarystring1(i,j,t)$(ord(t) gt 1 and ord(t) lt 4-1 and ord(i) gt 1 and ord(j) gt 1) .. x(i,j) 

=g= y(i,t) + y(j,t+1)-1; 

binarystring2(j)$(ord(j) gt 1) .. y(j,'2')=e=x('1',j); 

binarystring3(i)$(ord(i) gt 1) .. y(i,'4')=e=x(i,'1'); 

 

uniqueallocation_i(i)$(ord(i) gt 1) .. sum(t$(ord(t) gt 1),y(i,t)) =e= 1; 

uniqueallocation_k(t)$(ord(t) gt 1) .. sum(i$(ord(i) gt 1),y(i,t)) =e= 1; 

 

precedentcity(i) .. sum(j,x(i,j)) =e= 1; 

antecedentcity(j) .. sum(i,x(i,j)) =e= 1; 

 

 

 

objective_function .. tour_cost =e= sum(i,sum(j, c(i,j)*x(i,j))); 

 

*============================================================

=================== 

* Section 5: Fixed variables and bounds 

*============================================================

=================== 

 

y.up(i,t) = 1; 

y.lo(i,t) = 0; 

 

x.up(i,j) = 1; 

x.lo(i,j) = 0; 

 

y.fx('1','1') = 1; 

y.fx('1',t)$(ord(t) gt 1) = 0; 

 

x.fx(i,j)$(ord(i) eq ord(j)) = 0; 

*============================================================

=================== 

* Section 6: Model declaration and solve statements 

*============================================================

=================== 

 

model atsp /all/; 

atsp.holdfixed = 1; 

 

atsp.optfile=1 
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solve atsp minimizing tour_cost using mip; 

 

 

* Write results to dat file 

file cyrusEU_tour /cyrusEU_tour.dat/; 

put cyrusEU_tour; 

 

put @1 'Title ', system.title;put/; 

put @1 'Date ', system.date;put/; 

put @1 'CPU time: ' ,atsp.resusd;put /; 

put @1 'Nodes examined = ',atsp.nodusd;put/; 

put @1 'Iteration count: ',atsp.iterusd;put /; 

 

put 'Tour Cost = ',tour_cost.l; put /;put/; 

 

put 'Optimal Tour:';put/; put/; 

loop(t,loop(i, put$(y.l(i,t) gt 0) @5 i.tl/;);); 

 

put/;put/;put/; put'Y';put/; 

loop(i,loop(t, put$(y.l(i,t) gt 0) @1 i.tl, @5 t.tl, @ 20 y.l(i,t)/;);); 

 

put/;put/;put/;put 'X'; put/; 

loop(i,loop(j, put$(x.l(i,j) gt 0) @1 i.tl, @5 j.tl, @ 20 x.l(i,j)/;);); 

 

2. Μη Συμμετρικά Προβλήματα 

2.1. Καινοτόμος Αλγόριθμος (Vassiliadis, Pogiatzis) 

 Αριθμός πόλεων = 4 

****Asymetric Travelling Salesman Problem******* 

**Solution Algorithm: novel approach employing binary tree formulation 

 

$Title Solution of Assymetric TSP problem using binary tree formulation 

$stitle Code author: Thomas Pogiatzis 

$stitle Algorithm creators: Vassilis Vassiliadis, Thomas Pogiatzis 

 

$ontext 

Properties of algorithm: 

1) Direct allocation of city to position on the tour 

2) Number of binary variables: O(Nlog2[N]) 

3) Number of continuous variables: O(N^2(2+log2[N])) 

4) Cardinality of constraints set: O(N^2log2[N]) 

$offtext 

 

*============================================================

=================== 

Options 

iterlim = 10000000 

reslim = 300000; 
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*============================================================

=================== 

* Section 1 : Sets 

*============================================================

=================== 

Sets 

* Primary sets 

i cities 

k leafs /1*4/ 

l levels /1,2/; 

 

* Retrieve sets from excel file 

 

$call gdxxrw.exe Data.xls dset=i rng=B3:B6 Rdim=1 

$gdxin Data.gdx 

$load i 

$gdxin 

 

*Secondary sets 

alias(i,j); 

alias(l,lsep); 

alias(k,k1); 

 

Sets 

ij(i,j) i to j mapping 

ijl(i,j,l) i to j to l mapping 

ijk(i,j,k) used in objective function; 

 

ij(i,j) = no; 

ij(i,j)$(ord(i) ne ord(j))= yes; 

 

ijl(i,j,l)= no; 

ijl(i,j,l)$(ord(i) ne ord(j))= yes; 

 

 

ijk(i,j,k) = no; 

ijk(i,j,k)$(ord(i) gt 1 and ord(j) eq 1 and ord(k) eq card(k)) = yes; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 2: Scalars, parameters, tables 

*============================================================

=================== 

scalar 

temp used in tkl calculation 

indexl used in tkl calculation; 

 

parameters 

t(k,l)  denote city partition at each level 
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a1(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

a2(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

b1(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

b2(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

c(i,j)  distance to travel from city i to city j; 

 

*Retrieve parameter c from excel file 

 

$call gdxxrw.exe Data.xls par=c rng=B2:K6 Rdim=1 Cdim=1 

$gdxin Data.gdx 

$load c 

$gdxin 

 

* Calculate t(k,l) 

loop(k, 

 

     temp = ord(k)-1; 

     for(indexl = card(l) downto 1, 

          t(k,l)$(ord(l) eq indexl) = mod(temp,2); 

          temp = floor(temp*0.5); 

     ); 

); 

 

* Calculate a's and b's 

a1(k,l) = sign(1-t(k,l)); 

a2(k,l) = sign(t(k,l)); 

b1(k,l) = sign(t(k,l)-1) + t(k,l); 

b2(k,l) = sign(1-t(k,l)) - t(k,l); 

 

*============================================================

=================== 

* Section 3: Variables 

*============================================================

=================== 

Binary variables 

r(i,l) indicate left or right direction at a given level; 

 

 

Positive variables 

z(i,k) city i placed on leaf k 

x(i,j) city i precedes city j on the tour 

e(i,j,l) adjacency enforcing variables; 

 

Variables 

tour_length; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 4: Equations - constraints 
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*============================================================

=================== 

Equations 

binarystring1 if city i is allocated on leaf k zik is forced to be 1 else to 0 

binarystring2 if city i is allocated on leaf k zik is forced to be 1 else to 0 

adjacentcities1 forcing variable e to be 1 if cities adjacent or else 0 

adjacentcities2 forcing variable e to be 1 if cities adjacent or else 0 

adjacencyproperties1 checking adjacency properties at level 1 

adjacencyproperties2 checking adjacency properties at level 1<l<l'-1 

adjacencyproperties3 checking adjacency properties at level l'+1<=NL 

uniqueallocation_i forcing allocation of city i only on 1 leaf 

uniqueallocation_k forcing hosting on leaf k only of 1 city 

antecedentcity forcing city j to follow only one city i 

precedentcity forcing city i to precede only one city j 

citydistribution left-right distribution of cities at each level 

notexactp2 constraint enforcing ril binaries to 0 for N ne 2^N for positions >N 

lastcity constraint 

objective_function; 

 

 

binarystring1(i,k,l) .. z(i,k) =l= a1(k,l) + b1(k,l)*r(i,l); 

binarystring2(i,k) .. z(i,k) =g= 1 - sum(l,a2(k,l)+b2(k,l)*r(i,l)); 

 

adjacentcities1(i,j,l)$(ijl(i,j,l) and ord(l) lt card(l)) .. e(i,j,l) =g= r(i,l) + r(j,l) - 1; 

adjacentcities2(i,j,l)$(ijl(i,j,l) and ord(l) lt card(l)) .. e(i,j,l) =g= 1 - r(i,l) - r(j,l); 

 

adjacencyproperties1(i,j)$(ij(i,j)) .. x(i,j) =g= ((1-r(i,'1')) + r(j,'1') - 2) 

                                         + sum(l$(ord(l) gt 2), 

                                         r(i,l) + (1-r(j,l))) - 2*(card(l)-1)+1; 

adjacencyproperties2(i,j,lsep)$(ord(lsep) gt 1 and ord(lsep) lt card(l) and ord(i) ne 

ord(j)) .. 

                               x(i,j) =g= ((1-r(i,lsep)) + r(j,lsep) - 2) 

                                        + sum(l$(ord(l) lt ord(lsep)), e(i,j,l))-(ord(lsep)-1) 

                                        + sum(l$(ord(l) gt ord(lsep)),r(i,l) + (1-r(j,l))) 

                                        - 2*(card(l)-(ord(lsep)+1)+1)+1; 

adjacencyproperties3(i,j,lsep)$(ord(i) ne ord(j) and ord(lsep) eq card(lsep)) .. x(i,j) 

=g= ((1-r(i,lsep)) 

                                                  + r(j,lsep) - 2) 

                                                  + sum(l$(ord(l) lt card(l)), e(i,j,l)) - card(l)+2; 

 

uniqueallocation_i(i)$(ord(i) gt 1) .. sum(k,z(i,k)) =e= 1; 

uniqueallocation_k(k)$(ord(k) gt 1) .. sum(i,z(i,k)) =e= 1; 

 

precedentcity(i) .. sum(j$(ij(i,j)),x(i,j)) =e= 1; 

antecedentcity(j) .. sum(i$(ij(i,j)),x(i,j)) =e= 1; 

 

citydistribution(l) .. sum(i,r(i,l)) =e= sum(k,t(k,l)); 

 

notexactp2(i)$(ord(i) gt 1) .. sum(l,2**(card(l)-ord(l))*r(i,l)) =l= card(i)-1; 
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lastcity(i,j,k)$(ord(i) gt 1 and ord(j) eq 1 and ord(k) eq card(k)) .. x(i,j)=e=z(i,k) ; 

 

objective_function .. tour_length =e= sum(i,sum(j$(ij(i,j)), c(i,j)*x(i,j))); 

 

*============================================================

=================== 

* Section 5: Fixed variables and bounds 

*============================================================

=================== 

z.fx('amsterdam','1') = 1; 

z.fx('amsterdam',k)$(ord(k) gt 1) = 0; 

r.fx('amsterdam',l) = 0; 

x.fx(i,j)$(ord(i) eq ord(j)) = 0; 

 

 

z.up(i,k) = 1; 

z.lo(i,k) = 0; 

 

x.up(i,j) = 1; 

x.lo(i,j) = 0; 

 

e.up(i,j,l) = 1; 

e.lo(i,j,l) = 0; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 6: Model declaration and solve statements 

*============================================================

=================== 

 

model atsp /all/; 

atsp.holdfixed = 1; 

 

atsp.optfile=1 

 

solve atsp minimizing tour_length using mip; 

 

 

* Write results to dat file 

file atsp1_EU /atsp1_EU.dat/; atsp1_EU.nd=8; 

put atsp1_EU; 

 

put @1 'Title ', system.title;put/; 

put @1 'Date ', system.date;put/; 

put @1 'CPU time: ' ,atsp.resusd;put /; 

put @1 'Nodes examined = ',atsp.nodusd;put/; 

put @1 'Iteration count: ',atsp.iterusd;put /; 

 

put 'Tour length = ',tour_length.l; put /;put/; 
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put 'Optimal Tour:';put/; put/; 

loop(k,loop(i, put$(z.l(i,k) gt 0) @5 i.tl/;);); 

 

put/;put/;put/; put'Z';put/; 

loop(i,loop(k, put$(z.l(i,k) gt 0) @1 i.tl, @5 k.tl, @ 20 z.l(i,k)/;);); 

 

put/;put/;put/;put 'X'; put/; 

loop(i,loop(j, put$(x.l(i,j) gt 0) @1 i.tl, @5 j.tl, @ 20 x.l(i,j)/;);); 

 

2.2.Αλγόριθμος MTZ 

Η μόνο διαφοροποίηση από το συμμετρικό πρόβλημα είναι ότι τα δεδομένα 

αντλούνται από τον πίνακα Data (μη συμμετρικός πίνακας) και όχι από τον πίνακα 

Data2 (συμμετρικός πίνακας), αλλά από τις ίδιες θέσεις. Κατά τα άλλα, ο αλγόριθμος 

είναι ο ίδιος. 

2.3. Αλγόριθμος G&G 

Η μόνο διαφοροποίηση από το συμμετρικό πρόβλημα είναι ότι τα δεδομένα 

αντλούνται από τον πίνακα Data (μη συμμετρικός πίνακας) και όχι από τον πίνακα 

Data2 (συμμετρικός πίνακας), αλλά από τις ίδιες θέσεις. Κατά τα άλλα, ο αλγόριθμος 

είναι ο ίδιος. 

2.4. Πρώτος αλγόριθμος Millar, Cyrus 

Η μόνο διαφοροποίηση από το συμμετρικό πρόβλημα είναι ότι τα δεδομένα 

αντλούνται από τον πίνακα Data (μη συμμετρικός πίνακας) και όχι από τον πίνακα 

Data2 (συμμετρικός πίνακας), αλλά από τις ίδιες θέσεις. Κατά τα άλλα, ο αλγόριθμος 

είναι ο ίδιος. 

2.5. Δεύτερος αλγόριθμος Millar, Cyrus  

Η μόνο διαφοροποίηση από το συμμετρικό πρόβλημα είναι ότι τα δεδομένα 

αντλούνται από τον πίνακα Data (μη συμμετρικός πίνακας) και όχι από τον πίνακα 

Data2 (συμμετρικός πίνακας), αλλά από τις ίδιες θέσεις. Κατά τα άλλα, ο αλγόριθμος 

είναι ο ίδιος. 
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3. Προβλήματα υπολογισμού αποστάσεων τύπου Manhattan 

 Αριθμός πόλεων = 4 

****Manhattan distance Travelling Salesman Problem******* 

**Solution Algorithm: novel approach employing binary tree formulation 

 

$Title Solution of Manhattan TSP problem using binary tree formulation 

$stitle Code author: Thomas Pogiatzis 

$stitle Algorithm creators: Vasilis Vassiliadis, Thomas Pogiatzis 

 

$ontext 

Properties of algorithm: 

1) Direct allocation of city to position on the tour 

2) Number of binary variables: O(Nlog2[N]) 

3) Number of continuous variables: O(N^2 + 4N) 

4) Cardinality of constraints set: O(N^2log2[N]) 

$offtext 

 

*============================================================

=================== 

Options 

iterlim = 1000000 

reslim = 100000; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 1 : Sets 

*============================================================

=================== 

Sets 

* Primary sets 

i cities /Amsterdam, Berlin, Athens, Bern/ 

k leafs  /1*4/ 

l levels /1,2/; 

 

 

alias(k,k1); 

 

*============================================================

=================== 

* Section 2: Scalars, parameters, tables 

*============================================================

=================== 
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scalar 

temp used in tkl calculation 

indexl used in tkl calculation; 

 

parameters 

t(k,l) denote city partition at each level 

a1(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

a2(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

b1(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

b2(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

xo(i) x coordinate of city i 

yo(i) y coordinate of city i; 

 

xo ('Amsterdam')=52.23 ; 

yo ('Amsterdam')=4.54 ; 

xo ('Berlin')=52.31  ; 

yo ('Berlin')=13.24 ; 

xo ('Athens')=37.59  ; 

yo ('Athens')=23.44  ; 

xo ('Bern')=46.57   ; 

yo ('Bern')=7.26 ; 

 

 

 

* Calculate t(k,l) 

loop(k, 

 

     temp = ord(k)-1; 

     for(indexl = card(l) downto 1, 

          t(k,l)$(ord(l) eq indexl) = mod(temp,2); 

          temp = floor(temp*0.5); 

     ); 

); 

 

* Calculate a's and b's 

a1(k,l) = sign(1-t(k,l)); 

a2(k,l) = sign(t(k,l)); 

b1(k,l) = sign(t(k,l)-1) + t(k,l); 

b2(k,l) = sign(1-t(k,l)) - t(k,l); 

 

*============================================================

=================== 

* Section 3: Variables 

*============================================================

=================== 

Binary variables 

r(i,l) indicate left or right direction at a given level; 

 

Positive variables 

z(i,k) city i placed on leaf k; 
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Variables 

cox(k) x-coordinate set 

coy(k) y-coordinate set 

qx(k) x-distance between cities k and k+1 

qy(k) y-distance between cities k and k+1; 

 

Variables 

tour_length; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 4: Equations - constraints 

*============================================================

=================== 

Equations 

binarystring1 if city i is allocated on leaf k zik is forced to be 1 else to 0 

binarystring2 if city i is allocated on leaf k zik is forced to be 1 else to 0 

coordinatesx calculation of x coordinates according to leaf allocation 

coordinatesy calculation of y coordinates according to leaf allocation 

distancex1 calculation of x-distance 

distancex2 calculation of x-distance 

distancey1 calculation of y-distance 

distancey2 calculation of y-distance 

Nleafdistancex1 calculation of x-distance between last city allocated and city 1 

Nleafdistancex2 calculation of x-distance between last city allocated and city 1 

Nleafdistancey1 calculation of y-distance between last city allocated and city 1 

Nleafdistancey2 calculation of y-distance between last city allocated and city 1 

uniqueallocation_i forcing allocation of city i only on 1 leaf 

uniqueallocation_k forcing hosting on leaf k only of 1 city 

citydistribution left-right distribution of cities at each level 

symmetrybreaking break symmetry in city allocation cities with smallest indice 

appear first 

notexactp2 constraint enforcing ril binaries to 0 for N ne 2^N for positions >N 

objective_function; 

 

 

binarystring1(i,k,l) .. z(i,k) =l= a1(k,l) + b1(k,l)*r(i,l); 

binarystring2(i,k) .. z(i,k) =g= 1 - sum(l,a2(k,l)+b2(k,l)*r(i,l)); 

 

coordinatesx(k) .. cox(k) =e= sum(i,xo(i)*z(i,k)); 

coordinatesy(k) .. coy(k) =e= sum(i,yo(i)*z(i,k)); 

 

distancex1(k)$(ord(k) lt card(k)) .. cox(k) - cox(k+1) =g= -qx(k); 

distancex2(k)$(ord(k) lt card(k)) .. cox(k) - cox(k+1) =l= qx(k); 

distancey1(k)$(ord(k) lt card(k)) .. coy(k) - coy(k+1) =g= -qy(k); 

distancey2(k)$(ord(k) lt card(k)) .. coy(k) - coy(k+1) =l= qy(k); 

 

 

Nleafdistancex1(k)$(ord(k) eq card(k)) .. cox(k) - cox('1') =g= -qx(k); 
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Nleafdistancex2(k)$(ord(k) eq card(k)) .. cox(k) - cox('1') =l= qx(k); 

Nleafdistancey1(k)$(ord(k) eq card(k)) .. coy(k) - coy('1') =g= -qy(k); 

Nleafdistancey2(k)$(ord(k) eq card(k)) .. coy(k) - coy('1')=l= qy(k); 

 

uniqueallocation_i(i)$(ord(i) gt 1) .. sum(k,z(i,k)) =e= 1; 

uniqueallocation_k(k)$(ord(k) gt 1) .. sum(i,z(i,k)) =e= 1; 

 

citydistribution(l) .. sum(i,r(i,l)) =e= sum(k,t(k,l)); 

 

symmetrybreaking(k)$(ord(k) eq (card(k)-1)) .. sum(i$(ord(i) gt 1),ord(i)*z(i,'2')) =l= 

                                               sum(i$(ord(i) gt 1), ord(i)*z(i,k)); 

 

notexactp2(i)$(ord(i) gt 1) .. sum(l,2**(card(l)-ord(l))*r(i,l)) =l= card(i)-1; 

 

objective_function .. tour_length =e= sum(k,qx(k) + qy(k)); 

 

*============================================================

=================== 

* Section 5: Fixed variables and bounds 

*============================================================

=================== 

z.fx('amsterdam','1') = 1; 

z.fx('amsterdam',k)$(ord(k) gt 1) = 0; 

r.fx('amsterdam',l) = 0; 

 

z.up(i,k) = 1; 

z.lo(i,k) = 0; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 6: Model declaration and solve statements 

*============================================================

=================== 

 

model manhattan /all/; 

 

*Substitude out fixed variables 

manhattan.holdfixed = 1; 

 

*Solver options file 

manhattan.optfile=1; 

 

*Load saved point 

*execute_load 'manhattan_save.gdx' 

 

solve manhattan minimizing tour_length using mip; 

 

*Save point 

*execute_unload 'manhattan_save.gdx' 
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*Results in dat file 

file manhattan_tour /cpr2.dat/;manhattan_tour.nd=8; 

put manhattan_tour; 

 

put @1 'Title ', system.title;put/; 

put @1 'Date ', system.date;put/; 

put @1 'CPU time: ' ,manhattan.resusd;put /; 

put @1 'Nodes examined = ',manhattan.nodusd;put/; 

put @1 'Iteration count: ',manhattan.iterusd;put /; 

 

put 'Tour length = ',tour_length.l; put /;put/; 

 

put 'Optimal Tour:';put/; put/; 

loop(k,loop(i, put$(z.l(i,k) gt 0) @1 i.tl, @10xo(i), @35 yo(i)/;);); 

 

put/;put/;put/; put'Z';put/; 

loop(i,loop(k, put$(z.l(i,k) gt 0) @1 i.tl, @6 k.tl, @ 20 z.l(i,k)/;);); 

 

4. Αρχεία έπειτα από εφαρμογή της αποσύνθεσης Lagrange 

 Αριθμός πόλεων = 4 

$Title Solution of Decomposed Traveling Salesman Problem 

$stitle Code author: Georgios Tsirmpas 

$stitle Algorithm creators: Vasilis Vassiliadis 

*============================================================

=================== 

Options 

iterlim = 10000000 

reslim = 300000; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 1 : Sets 

*============================================================

=================== 

Sets 

* Primary sets 

i cities 

k leafs /1*4/ 

l levels /1,2/; 

 

* Retrieve sets from excel file 

 

$call gdxxrw.exe Data6.xls dset=i rng=B3:B6 Rdim=1 

$gdxin Data6.gdx 

$load i 

$gdxin 
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*Secondary sets 

alias(i,j); 

alias(l,lsep); 

alias(k,k1); 

 

Sets 

ij(i,j) i to j mapping 

ijl(i,j,l) i to j to l mapping 

ijk(i,j,k) used in objective function; 

 

ij(i,j) = no; 

ij(i,j)$(ord(i) ne ord(j))= yes; 

 

ijl(i,j,l)= no; 

ijl(i,j,l)$(ord(i) ne ord(j))= yes; 

 

ijk(i,j,k) = no; 

ijk(i,j,k)$(ord(i) gt 1 and ord(j) eq 1 and ord(k) eq card(k)) = yes; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 2: Scalars, parameters, tables 

*============================================================

=================== 

scalar 

temp used in tkl calculation 

indexl used in tkl calculation; 

 

parameters 

t(k,l)  denote city partition at each level 

a1(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

a2(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

b1(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

b2(k,l) parametric function of tkl used in zik constraints 

m(i,k) lagrangean coefficient used for dualization of zik 

n(i,l) lagrangean coefficient used for dualization of ril 

o(i) lagrangean coefficient 

p(i) lagrangean coefficient 

c(i,j)  distance to travel from city i to city j; 

 

*Retrieve parameter c from excel file 

 

$call gdxxrw.exe Data6.xls par=c rng=B2:F6 Rdim=1 Cdim=1 

$gdxin Data6.gdx 

$load c 

$gdxin 

 

$call gdxxrw.exe Data6.xls par=m rng=A33:E37 Rdim=1 Cdim=1 par=n 

rng=A33:C37 Rdim=1 Cdim=1 
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$gdxin Data6.gdx 

$load m 

$load n 

$gdxin 

 

$call gdxxrw.exe Data6.xls par=o rng=A34:B37 Rdim=1 par=p rng=A34:B37 

Rdim=1 

$gdxin Data6.gdx 

$load o 

$load p 

$gdxin 

 

 

* Calculate t(k,l) 

loop(k, 

 

     temp = ord(k)-1; 

     for(indexl = card(l) downto 1, 

          t(k,l)$(ord(l) eq indexl) = mod(temp,2); 

          temp = floor(temp*0.5); 

     ); 

); 

 

* Calculate a's and b's 

a1(k,l) = sign(1-t(k,l)); 

a2(k,l) = sign(t(k,l)); 

b1(k,l) = sign(t(k,l)-1) + t(k,l); 

b2(k,l) = sign(1-t(k,l)) - t(k,l); 

 

*============================================================

=================== 

* Section 3: Variables 

*============================================================

=================== 

Binary variables 

 

r1(i,l) indicate left or right direction at a given level 

r2(i,l) indicate left or right direction at a given level; 

 

Positive variables 

z1(i,k) city i placed on leaf k 

z2(i,k) city i placed on leaf k 

x(i,j) city i precedes city j on the tour 

e(i,j,l) adjacency enforcing variables; 

 

Variables 

sq 

w1 

w2 

w3; 
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*============================================================

=================== 

 

 

* Section 4: Equations - constraints 

*============================================================

=================== 

Equations 

****Model I**** 

binarystring1 if city i is allocated on leaf k zik is forced to be 1 else to 0 

binarystring2 if city i is allocated on leaf k zik is forced to be 1 else to 0 

citydistribution1 left-right distribution of cities at each level 

notexactp2_1 constraint enforcing ril binaries to 0 for N ne 2^N for positions >N 

objective_function1 

****Model II**** 

uniqueallocation_i forcing allocation of city i only on 1 leaf 

uniqueallocation_k forcing hosting on leaf k only of 1 city 

objective_function2 

****Model III**** 

adjacentcities1 forcing variable e to be 1 if cities adjacent or else 0 

adjacentcities2 forcing variable e to be 1 if cities adjacent or else 0 

adjacencyproperties1 checking adjacency properties at level 1 

adjacencyproperties2 checking adjacency properties at level 1<l<l'-1 

adjacencyproperties3 checking adjacency properties at level l'+1<=NL 

precedentcity forcing city i to precede only one city j 

antecedentcity forcing city j to follow only one city i 

citydistribution2 left-right distribution of cities at each level 

notexactp2_2 constraint enforcing ril binaries to 0 for N ne 2^N for positions >N 

objective_function3; 

 

****Model I**** 

binarystring1(i,k,l) .. z1(i,k) =l= a1(k,l) + b1(k,l)*r1(i,l); 

binarystring2(i,k) .. z1(i,k) =g= 1 - sum(l,a2(k,l)+b2(k,l)*r1(i,l)); 

 

citydistribution1(l) .. sum(i,r1(i,l)) =e= sum(k,t(k,l)); 

 

notexactp2_1(i)$(ord(i) gt 1) .. sum(l,2**(card(l)-ord(l))*r1(i,l)) =l= card(i)-1; 

 

objective_function1..W1=e=sum(i,sum(k, m(i,k)*z1(i,k)))+sum(i,sum(l, 

n(i,l)*r1(i,l))) 

                                          -sum(i,sum(k$(ord(k) eq card(k)), o(i)*z1(i,k))); 

 

****Model II**** 

 

uniqueallocation_i(i)$(ord(i) gt 1) .. sum(k,z2(i,k)) =e= 1; 

uniqueallocation_k(k)$(ord(k) gt 1) .. sum(i,z2(i,k)) =e= 1; 

 

objective_function2..W2=e=-sum(i,sum(k, m(i,k)*z2(i,k)))-sum(i,sum(k$(ord(k) eq 

card(k)),p(i)*z2(i,k))); 
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****Model III**** 

 

adjacentcities1(i,j,l)$(ijl(i,j,l) and ord(l) lt card(l)) .. e(i,j,l) =g= r2(i,l) + r2(j,l) - 1; 

adjacentcities2(i,j,l)$(ijl(i,j,l) and ord(l) lt card(l)) .. e(i,j,l) =g= 1 - r2(i,l) - r2(j,l); 

 

adjacencyproperties1(i,j)$(ij(i,j)) .. x(i,j) =g= ((1-r2(i,'1')) + r2(j,'1') - 2) 

                                         + sum(l$(ord(l) gt 2), 

                                         r2(i,l) + (1-r2(j,l))) - 2*(card(l)-1)+1; 

adjacencyproperties2(i,j,lsep)$(ord(lsep) gt 1 and ord(lsep) lt card(l) and ord(i) ne 

ord(j)) .. 

                               x(i,j) =g= ((1-r2(i,lsep)) + r2(j,lsep) - 2) 

                                        + sum(l$(ord(l) lt ord(lsep)), e(i,j,l))-(ord(lsep)-1) 

                                        + sum(l$(ord(l) gt ord(lsep)),r2(i,l) + (1-r2(j,l))) 

                                        - 2*(card(l)-(ord(lsep)+1)+1)+1; 

adjacencyproperties3(i,j,lsep)$(ord(i) ne ord(j) and ord(lsep) eq card(lsep)) .. x(i,j) 

=g= ((1-r2(i,lsep)) 

                                                  + r2(j,lsep) - 2) 

                                                  + sum(l$(ord(l) lt card(l)), e(i,j,l)) - card(l)+2; 

 

precedentcity(i) .. sum(j$(ij(i,j)),x(i,j)) =e= 1; 

antecedentcity(j) .. sum(i$(ij(i,j)),x(i,j)) =e= 1; 

 

citydistribution2(l) .. sum(i,r2(i,l)) =e= sum(k,t(k,l)); 

 

notexactp2_2(i)$(ord(i) gt 1) .. sum(l,2**(card(l)-ord(l))*r2(i,l)) =l= card(i)-1; 

 

objective_function3..W3=e=sum(i,sum(j$ij(i,j), c(i,j)*x(i,j)))-sum(i,sum(l, 

n(i,l)*r2(i,l))) 

                                          +sum(i,(o(i)+p(i))*sum(j$(ord(j) eq 1),x(i,j))); 

*============================================================

=================== 

* Section 5: Fixed variables and bounds 

*============================================================

=================== 

 

z1.up(i,k) = 1; 

z1.lo(i,k) = 0; 

z2.up(i,k) = 1; 

z2.lo(i,k) = 0; 

 

x.up(i,j) = 1; 

x.lo(i,j) = 0; 

 

e.up(i,j,l) = 1; 

e.lo(i,j,l) = 0; 

 

z1.fx('Amsterdam','1') = 1; 

z2.fx('Amsterdam','1') = 1; 
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z1.fx('Amsterdam',k)$(ord(k) gt 1) = 0; 

z2.fx('Amsterdam',k)$(ord(k) gt 1) = 0; 

r1.fx('Amsterdam',l) = 0; 

r2.fx('Amsterdam',l) = 0; 

x.fx(i,j)$(ord(i) eq ord(j)) = 0; 

 

*============================================================

=================== 

* Section 6: Model declaration and solve statements 

*============================================================

=================== 

 

model model1 /binarystring1, binarystring2, citydistribution1, notexactp2_1, 

objective_function1/; 

model model2 / uniqueallocation_i, uniqueallocation_k , objective_function2/; 

model model3 / adjacentcities1, adjacentcities2, adjacencyproperties1, 

adjacencyproperties2, 

adjacencyproperties3,precedentcity, antecedentcity, citydistribution2, notexactp2_2, 

objective_function3 / ; 

 

model1.holdfixed = 1; 

model2.holdfixed = 1; 

model3.holdfixed = 1; 

 

model1.optfile=1; 

model2.optfile=1; 

model3.optfile=1; 

 

solve model1 minimizing w1 using mip; 

solve model2 minimizing w2 using mip; 

solve model3 minimizing w3 using mip; 

 

 

scalar a; 

scalar Wmax,Upb,Upbmin; 

 

set iteration /1*500/; 

parameter W(iteration); 

parameter xp(i,j),xopt(i,j),r1opt(i,l),r2opt(i,l),z1opt(i,k),z2opt(i,k); 

 

 

file atsp1_EU12 /atsp1_EU12.dat/; atsp1_EU12.nd=8; 

put atsp1_EU12; 

 

Wmax=0; 

Upbmin=1e12; 

 

put 'iteration      W      UpB         a'  /; 
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loop(iteration, 

    solve model1 minimizing W1 using mip; 

    solve model2 minimizing W2 using mip; 

    solve model3 minimizing W3 using mip; 

 

    W(iteration)=W1.L+W2.L+W3.L; 

    loop(k$(ord(k)<card(k)), 

                 loop((i,j)$ij(i,j), 

                         if(z2.l(i,k) gt 0 and z2.l(j,k+1) gt 0, 

                                 xp(i,j)=1;  ); 

                 );); 

 

 

         loop(k$(ord(k) eq card(k)), 

              loop((i,j)$ij(i,j), 

                 if(xp(i,j) gt 0, 

                         xp(i,j)=xp(i,j); 

                 else 

                 if(z2.l(i,k) gt 0 and z2.l(j,'1') gt 0, 

                                 xp(i,j)=1;  ); 

                 ););); 

 

    Upb=sum((i,j)$ij(i,j), c(i,j)*xp(i,j)); 

 

    xp(i,j) = 0; 

 

 

         sq.l=sum(i,sum(k, abs((z1.l(i,k)-z2.l(i,k)))))**2+ 

         sum(i,sum(l, abs((r1.l(i,l)-r2.l(i,l)))))**2+ 

         sum(i, abs((x.l(i,'amsterdam')-sum(k$(ord(k)=card(k)),z1.l(i,k)))))**2+ 

         sum(i, abs((x.l(i,'amsterdam')-sum(k$(ord(k)=card(k)),z2.l(i,k)))))**2; 

 

         a=abs(Upb-W(iteration))/sq.l; 

 

 

    put iteration.tl:6, W(iteration):10:2,  UpB:10:2, a:10:2/; 

 

    if (Upb < Upbmin, Upbmin=Upb); 

 

    if (W(iteration)>Wmax, 

        Wmax=W(iteration); 

        loop(i, 

             loop(k, z1opt(i,k)= z1.l(i,k)); 

             ); 

        loop(i, 

             loop(k, z2opt(i,k)= z2.l(i,k)); 

             ); 

        loop(i, 

             loop(l, r1opt(i,l)= r1.l(i,l)); 

             ); 
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        loop(i, 

             loop(l, r2opt(i,l)= r2.l(i,l)); 

             ); 

        loop(i, 

             loop(j, xopt(i,j)= x.l(i,j)); 

             ); 

        ); 

 

    m(i,k)=m(i,k)+a*(z1.l(i,k)-z2.l(i,k)); 

    n(i,l)=n(i,l)+a*(r1.l(i,l)-r2.l(i,l)); 

    o(i)=o(i)+a*(x.l(i,'amsterdam')-sum(k$(ord(k)=card(k)),z1.l(i,k))); 

    p(i)=p(i)+a*(x.l(i,'amsterdam')-sum(k$(ord(k)=card(k)),z2.l(i,k))); 

 

); 

 

put /; 

put "Wmax    = ", Wmax:10:2 /; 

put "Upbmin = ", Upbmin:10:2 /; 

put /; 

 

put  "r1(i,l)"/ 

loop(i, 

  loop(l, put r1opt(i,l):10:3); 

  put /; 

); 

put /; 

 

put  "r2(i,l)"/ 

loop(i, 

  loop(l, put r2opt(i,l):10:3); 

  put /; 

); 

put /; 

 

put  "z1(i,k)"/ 

loop(i, 

  loop(k, put z1opt(i,k):10:3); 

  put /; 

); 

put /; 

 

put  "z2(i,k)"/ 

loop(i, 

  loop(k, put z2opt(i,k):10:3); 

  put /; 

); 

put /; 

 

put  "x(i,j)"/ 

loop(i, 
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  loop(j, put xopt(i,j):10:3); 

  put /; 

); 

put /; 

 

put /; 

 

 

 

put /; put/; 

put @1 'Title ', system.title;put/; 

put @1 'Date ', system.date;put/; 

put @1 'CPU time: ' ,model1.resusd;put /; 

put @1 'CPU time: ' ,model2.resusd;put /; 

put @1 'CPU time: ' ,model3.resusd;put /; 

put @1 'Nodes examined = ',model2.nodusd;put/; 

put @1 'Iteration count: ',model3.iterusd;put /; 

 

putclose  atsp1_EU12 ; 

 

 

Όπως φαίνεται από τα αρχεία, χρησιμοποιήθηκε το αρχείο excel Data6, που 

περιλαμβάνει τους σχετικούς πίνακες. Το αρχείο Data6’ που παρουσιάζεται στο 

παράρτημα των πινάκων (Παράρτημα Β) αφορά στα ίδια αρχεία (περιλαμβάνει 

διαφορετικές τιμές για τους αντίστοιχους πολλαπλασιαστές Lagrange). Τέλος, αξίζει 

να σημειωθεί ότι ο πίνακας του αρχείου Data6 δεν παρουσιάζεται στο Παράρτημα Β 

γιατί περιλαμβάνει τις ίδιες τιμές με τον πίνακα Data τόσο για τις αντίστοιχες 

μεταβλητές όσο και για τους πολλαπλασιαστές Lagrange. 
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Παράρτημα B 
Πίνακες κόστους 

1. Πίνακας Data 

  

Amsterdam Andorra la Vella Athens Baku Belgrade Berlin Bern Bratislava Brussels Bucharest Budapest Chisinau 

  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Amsterdam 1 0 273 215 140 368 167 608 394 997 548 778 330 

Andorra la Vella 2 153 0 243 1000 325 454 562 559 586 660 131 418 

Athens 3 366 891 0 516 906 662 437 340 711 490 659 553 

Baku 4 637 775 987 0 804 531 461 968 264 508 897 293 

Belgrade 5 556 153 748 731 0 147 890 972 516 915 661 770 

Berlin 6 364 265 932 967 872 0 425 101 347 483 497 424 

Bern 7 573 745 478 221 406 893 0 966 119 193 584 240 

Bratislava 8 122 421 817 994 617 925 933 0 506 156 818 297 

Brussels 9 104 629 235 588 763 809 389 657 0 175 612 788 

Bucharest 10 919 214 817 967 930 774 263 255 324 0 725 597 

Budapest 11 587 811 448 740 746 599 976 335 537 497 0 216 

Chisinau 12 959 458 647 983 708 729 365 569 778 456 890 0 
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2. Πίνακας Data2 

  

Amsterdam Andorra la Vella Athens Baku Belgrade Berlin Bern Bratislava Brussels Bucharest Budapest Chisinau 

  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Amsterdam 1 0 153 366 637 556 364 573 122 104 919 587 959 

Andorra la Vella 2 153 0 891 775 153 265 745 421 629 214 811 458 

Athens 3 366 891 0 516 906 662 437 340 711 490 659 553 

Baku 4 637 775 516 0 804 531 461 968 264 508 897 293 

Belgrade 5 556 153 906 804 0 147 890 972 516 915 661 770 

Berlin 6 364 265 662 531 147 0 425 101 347 483 497 424 

Bern 7 573 745 437 461 890 425 0 966 119 193 584 240 

Bratislava 8 122 421 340 968 972 101 966 0 506 156 818 297 

Brussels 9 104 629 711 264 516 347 119 506 0 175 612 788 

Bucharest 10 919 214 490 508 915 483 193 156 175 0 725 597 

Budapest 11 587 811 659 897 661 497 584 818 612 725 0 216 

Chisinau 12 959 458 553 293 770 424 240 297 788 597 216 0 
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3. Πίνακας Data6’ 

 

Amsterdam Andorra la Vella Athens Baku Belgrade Berlin Bern Bratislava Brussels Bucharest Budapest Chisinau 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Amsterdam 0 7 8 8 1 3 8 1 1 3 7 8 

Andorra la Vella 1 0 1 1 1 3 8 1 1 3 5 9 

Athens 2 6 0 1 3 3 8 1 1 3 4 0 

Baku 3 5 7 1 3 3 8 0 1 3 4 3 

Belgrade 5 6 8 8 0 5 8 0 1 3 5 2 

Berlin 0,5 6 9 8 3 0 8 0 1 3 3 3 

Bern 3 3 7 7 3 5 0 2 0 2 2 4 

Bratislava 2 3 8 8 3 5 7 0 1 2 1 5 

Brussels 4 3 7 4 1 5 7 2 0 2 1 6 

Bucharest 5 3 7 9 1 5 7 2 1 2 1 2 

Budapest 7 8 9 9 1 5 7 2 1 2 0 4 

Chisinau 6 7 9 9 1 5 7 2 1 2 1 0 



  39 

Παράρτημα Γ  
 

 (Αριθμός πόλεων = 4, 5) 

# of cities: 4 
 

# of cities: 5 
 

Global Optimum 1524 
 

Global Optimum 1706 
 

iteration lower bound upper bound 
 

iteration lower bound upper bound 
 

        
1 1505 1659 1524 1 1671 1841 1706 

2 1512,58 1669 1524 2 1687,94 2911 1706 

3 1513,49 1524 1524 3 1605,04 2874 1706 

4 1516,35 1524 1524 4 1610,9 3722 1706 

5 1518,44 1524 1524 5 1550,16 2874 1706 

6 1519,96 1524 1524 6 1662,78 2874 1706 

7 1521,06 1524 1524 7 1498,09 2483 1706 

8 1521,74 2626 1524 8 1563,53 2483 1706 

9 1368,97 2743 1524 9 1580,65 1706 1706 

10 1431,83 2626 1524 10 1611,99 1706 1706 

11 1255,29 1524 1524 11 1631,65 1706 1706 

12 1308,3 1524 1524 12 1634,97 3191 1706 

13 1367,27 1524 1524 13 1420,48 2682 1706 

14 1387,26 1524 1524 14 1500,63 1706 1706 

15 1427,97 1524 1524 15 1527,45 1706 1706 

16 1436,24 1524 1524 16 1548,94 2682 1706 

17 1451,27 1524 1524 17 1580,6 1706 1706 

18 1470,73 1524 1524 18 1606,74 1706 1706 

19 1476,57 1524 1524 19 1617,8 1706 1706 

20 1485,34 1524 1524 20 1628,54 2682 1706 

21 1491,87 1524 1524 21 1595,79 2483 1706 

22 1498,09 1524 1524 22 1605,77 2354 1706 

23 1501,11 1524 1524 23 1633,87 1706 1706 

24 1502,63 1524 1524 24 1647,74 1706 1706 

25 1495,17 1524 1524 25 1657,1 1706 1706 

26 1503,82 1524 1524 26 1657,95 2874 1706 

27 1504,21 1524 1524 27 1421,64 2354 1706 

28 1504,19 1524 1524 28 1463,14 2339 1706 

29 1508,41 1524 1524 29 1512,89 2354 1706 

30 1506,05 1524 1524 30 1577,82 1706 1706 

31 1511,43 1524 1524 31 1616,27 1706 1706 

32 1512,12 1524 1524 32 1635,68 1706 1706 

33 1510,3 1524 1524 33 1649,74 1706 1706 

34 1513,15 1524 1524 34 1655,85 1706 1706 

35 1512,52 1524 1524 35 1655,3 2354 1706 
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36 1515,96 1524 1524 36 1611,46 2682 1706 

37 1516,35 1524 1524 37 1594,51 2483 1706 

38 1517,1 1524 1524 38 1614,09 2682 1706 

39 1514,45 1524 1524 39 1580,4 2354 1706 

40 1517,17 1524 1524 40 1625,54 2682 1706 

41 1516,33 1524 1524 41 1469,52 2874 1706 

42 1518,63 1524 1524 42 1521,14 2682 1706 

43 1519,28 1524 1524 43 1538,8 2354 1706 

44 1517,88 1524 1524 44 1621,65 2874 1706 

45 1519,6 1524 1524 45 1545,01 1706 1706 

46 1518,95 1524 1524 46 1575,97 1706 1706 

47 1520,46 1524 1524 47 1600,97 1706 1706 

48 1520,94 1524 1524 48 1610,76 1706 1706 

49 1519,99 1524 1524 49 1627,95 1706 1706 

50 1521,03 1524 1524 50 1632,65 1706 1706 

51 1520,75 1524 1524 51 1641,33 1706 1706 

52 1521,72 1524 1524 52 1653,22 1706 1706 

53 1521,96 1524 1524 53 1658,92 1706 1706 

54 1521,39 1524 1524 54 1664,55 1706 1706 

55 1522,07 1524 1524 55 1669,06 1706 1706 

56 1521,86 1524 1524 56 1676,02 1706 1706 

57 1522,5 1524 1524 57 1678,1 2682 1706 

58 1522,67 1524 1524 58 1459,09 3191 1706 

59 1522,28 1524 1524 59 1532,52 1706 1706 

60 1522,72 1524 1524 60 1557,27 2483 1706 

61 1522,6 1524 1524 61 1536,18 2354 1706 

62 1523,02 1524 1524 62 1611,37 2874 1706 

63 1523,12 1524 1524 63 1555,65 3191 1706 

64 1522,88 1524 1524 64 1601,61 2874 1706 

65 1523,16 1524 1524 65 1538,52 1706 1706 

66 1523,08 1524 1524 66 1563,38 1706 1706 

67 1523,36 1524 1524 67 1582,71 1706 1706 

68 1523,43 1524 1524 68 1601,15 1706 1706 

69 1523,26 1524 1524 69 1615,24 1706 1706 

70 1523,45 1524 1524 70 1628,92 1706 1706 

71 1523,4 1524 1524 71 1639,17 1706 1706 

72 1523,58 1524 1524 72 1645,55 1706 1706 

73 1523,62 1524 1524 73 1660,48 1706 1706 

74 1523,52 1524 1524 74 1663,88 1706 1706 

75 1523,64 1524 1524 75 1670,26 1706 1706 

76 1523,6 1524 1524 76 1676,14 1706 1706 

77 1523,72 1524 1524 77 1679,15 1706 1706 

78 1523,75 1524 1524 78 1680,25 1706 1706 

79 1523,68 1524 1524 79 1682,79 1706 1706 
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80 1523,76 1524 1524 80 1682,96 1706 1706 

81 1523,74 1524 1524 81 1683,77 1706 1706 

82 1523,82 1524 1524 82 1678,75 1706 1706 

83 1523,84 1524 1524 83 1685,67 1706 1706 

84 1523,79 1524 1524 84 1683,26 1706 1706 

85 1523,84 1524 1524 85 1690,08 1706 1706 

86 1523,83 1524 1524 86 1691,65 2682 1706 

87 1523,88 1524 1524 87 1447,24 1706 1706 

88 1523,89 1524 1524 88 1497 1706 1706 

89 1523,86 1524 1524 89 1534,6 1706 1706 

90 1523,9 1524 1524 90 1554,27 1706 1706 

91 1523,89 1524 1524 91 1588,9 1706 1706 

92 1523,92 1524 1524 92 1598,18 1706 1706 

93 1523,93 1524 1524 93 1606,66 2354 1706 

94 1523,91 1524 1524 94 1579,53 1706 1706 

95 1523,93 1524 1524 95 1604,83 1706 1706 

96 1523,93 1524 1524 96 1620,41 2483 1706 

97 1523,95 1524 1524 97 1481,15 2874 1706 

98 1523,95 1524 1524 98 1592,08 2354 1706 

99 1523,94 1524 1524 99 1638,24 3191 1706 

100 1523,96 1524 1524 100 1485,13 1706 1706 

101 1523,95 1524 1524 101 1529,3 1706 1706 

102 1523,97 1524 1524 102 1564,64 1706 1706 

103 1523,97 1524 1524 103 1579,48 1706 1706 

104 1523,96 1524 1524 104 1602,64 1706 1706 

105 1523,97 1524 1524 105 1613,54 1706 1706 

106 1523,97 1524 1524 106 1637,26 1706 1706 

107 1523,98 1524 1524 107 1647,1 1706 1706 

108 1523,98 1524 1524 108 1653,78 1706 1706 

109 1523,97 1524 1524 109 1656,63 2682 1706 

110 1523,98 1524 1524 110 1569,24 2354 1706 

111 1523,98 1524 1524 111 1630,76 1706 1706 

112 1523,99 1524 1524 112 1639,56 1706 1706 

113 1523,99 1524 1524 113 1652,05 2874 1706 

114 1523,98 1524 1524 114 1531,88 2483 1706 

115 1523,99 1524 1524 115 1580,13 1706 1706 

116 1523,99 1524 1524 116 1604,82 1706 1706 

117 1523,99 1524 1524 117 1635,17 1706 1706 

118 1523,99 1524 1524 118 1640,42 3191 1706 

119 1523,99 1524 1524 119 1498,45 2874 1706 

120 1523,99 1524 1524 120 1589,38 1706 1706 

121 1523,99 1524 1524 121 1618,53 1706 1706 

122 1523,99 1524 1524 122 1626,85 2354 1706 

123 1523,99 1524 1524 123 1511,55 1706 1706 
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124 1523,99 1524 1524 124 1560,16 1706 1706 

125 1523,99 1524 1524 125 1593,15 1706 1706 

126 1523,99 1524 1524 126 1622,5 1706 1706 

127 1524 1524 1524 127 1630,22 1706 1706 

128 1524 1524 1524 128 1646,13 1706 1706 

129 1524 1524 1524 129 1655,25 1706 1706 

130 1524 1524 1524 130 1659,67 1706 1706 

131 1524 1524 1524 131 1665,62 1706 1706 

132 1524 1524 1524 132 1670,58 1706 1706 

133 1524 1524 1524 133 1671,04 1706 1706 

134 1524 1524 1524 134 1678,63 1706 1706 

135 1524 1524 1524 135 1675,9 2682 1706 

136 1524 1524 1524 136 1563,24 2354 1706 

137 1524 1524 1524 137 1637,71 1706 1706 

138 1524 1524 1524 138 1654,78 1706 1706 

139 1524 1524 1524 139 1658,4 1706 1706 

140 1524 1524 1524 140 1664,21 2682 1706 

141 1524 1524 1524 141 1519,62 1706 1706 

142 1524 1524 1524 142 1571,42 1706 1706 

143 1524 1524 1524 143 1588,47 1706 1706 

144 1524 1524 1524 144 1612,27 1706 1706 

145 1524 1524 1524 145 1630,29 1706 1706 

146 1524 1524 1524 146 1635,77 2483 1706 

147 1524 1524 1524 147 1607,38 2682 1706 

148 1524 1524 1524 148 1607,7 2483 1706 

149 1524 1524 1524 149 1642,38 1706 1706 

150 1524 1524 1524 150 1660,3 2354 1706 

151 1524 1524 1524 151 1525,82 2874 1706 

152 1524 1524 1524 152 1597,5 2354 1706 

153 1524 1524 1524 153 1604,1 2682 1706 

154 1524 1524 1524 154 1582,76 2483 1706 

155 1524 1524 1524 155 1601,77 2682 1706 

156 1524 1524 1524 156 1600,66 2354 1706 

157 1524 1524 1524 157 1646,62 2682 1706 

158 1524 1524 1524 158 1579,92 2483 1706 

159 1524 1524 1524 159 1635,61 2682 1706 

160 1524 1524 1524 160 1582,11 2874 1706 

161 1524 1524 1524 161 1526,03 1706 1706 

162 1524 1524 1524 162 1560,64 1706 1706 

163 1524 1524 1524 163 1588,2 1706 1706 

164 1524 1524 1524 164 1618,04 1706 1706 

165 1524 1524 1524 165 1632 1706 1706 

166 1524 1524 1524 166 1652,68 1706 1706 

167 1524 1524 1524 167 1658,2 1706 1706 
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168 1524 1524 1524 168 1669,15 3191 1706 

169 1524 1524 1524 169 1451,29 2874 1706 

170 1524 1524 1524 170 1643,77 2354 1706 

171 1524 1524 1524 171 1610,59 2682 1706 

172 1524 1524 1524 172 1566,07 2354 1706 

173 1524 1524 1524 173 1680,64 1706 1706 

174 1524 1524 1524 174 1684,6 1706 1706 

175 1524 1524 1524 175 1684,58 1706 1706 

176 1524 1524 1524 176 1689,64 1706 1706 

177 1524 1524 1524 177 1689,38 3191 1706 

178 1524 1524 1524 178 1449,01 2483 1706 

179 1524 1524 1524 179 1502,76 2483 1706 

180 1524 1524 1524 180 1581,73 1706 1706 

181 1524 1524 1524 181 1595,36 1706 1706 

182 1524 1524 1524 182 1596,45 2874 1706 

183 1524 1524 1524 183 1508,93 2682 1706 

184 1524 1524 1524 184 1553,3 1706 1706 

185 1524 1524 1524 185 1580,61 2354 1706 

186 1524 1524 1524 186 1576,02 2682 1706 

187 1524 1524 1524 187 1599,26 2874 1706 

188 1524 1524 1524 188 1430,32 2682 1706 

189 1524 1524 1524 189 1606,18 2874 1706 

190 1524 1524 1524 190 1425,48 2682 1706 

191 1524 1524 1524 191 1609,46 2354 1706 

192 1524 1524 1524 192 1619,67 2682 1706 

193 1524 1524 1524 193 1572,46 2354 1706 

194 1524 1524 1524 194 1639,55 2874 1706 

195 1524 1524 1524 195 1570,4 3191 1706 

196 1524 1524 1524 196 1552,82 2874 1706 

197 1524 1524 1524 197 1603,47 2682 1706 

198 1524 1524 1524 198 1504 1706 1706 

199 1524 1524 1524 199 1548,39 1706 1706 

200 1524 1524 1524 200 1579,57 1706 1706 

201 1524 1524 1524 201 1598,98 1706 1706 

202 1524 1524 1524 202 1607,31 1706 1706 

203 1524 1524 1524 203 1625,84 1706 1706 

204 1524 1524 1524 204 1632,33 2483 1706 

205 1524 1524 1524 205 1595,28 1706 1706 

206 1524 1524 1524 206 1626,82 1706 1706 

207 1524 1524 1524 207 1636,42 1706 1706 

208 1524 1524 1524 208 1656,57 1706 1706 

209 1524 1524 1524 209 1660,92 2354 1706 

210 1524 1524 1524 210 1590,98 2483 1706 

211 1524 1524 1524 211 1625,55 2354 1706 
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212 1524 1524 1524 212 1638,83 2483 1706 

213 1524 1524 1524 213 1630,11 2354 1706 

214 1524 1524 1524 214 1649,93 2483 1706 

215 1524 1524 1524 215 1624,73 2354 1706 

216 1524 1524 1524 216 1606,61 2682 1706 

217 1524 1524 1524 217 1585,54 2483 1706 

218 1524 1524 1524 218 1649,87 2682 1706 

219 1524 1524 1524 219 1532,62 1706 1706 

220 1524 1524 1524 220 1562,77 1706 1706 

221 1524 1524 1524 221 1580,99 1706 1706 

222 1524 1524 1524 222 1596,16 1706 1706 

223 1524 1524 1524 223 1617,29 1706 1706 

224 1524 1524 1524 224 1626,13 1706 1706 

225 1524 1524 1524 225 1642,33 1706 1706 

226 1524 1524 1524 226 1652,13 2354 1706 

227 1524 1524 1524 227 1610,81 2682 1706 

228 1524 1524 1524 228 1586,96 2354 1706 

229 1524 1524 1524 229 1652,24 1706 1706 

230 1524 1524 1524 230 1662,1 1706 1706 

231 1524 1524 1524 231 1666,88 1706 1706 

232 1524 1524 1524 232 1675,8 2483 1706 

233 1524 1524 1524 233 1551,87 2354 1706 

234 1524 1524 1524 234 1675,53 1706 1706 

235 1524 1524 1524 235 1680,73 2874 1706 

236 1524 1524 1524 236 1536,14 3191 1706 

237 1524 1524 1524 237 1580,72 2874 1706 

238 1524 1524 1524 238 1558,54 1706 1706 

239 1524 1524 1524 239 1586,9 1706 1706 

240 1524 1524 1524 240 1603,51 1706 1706 

241 1524 1524 1524 241 1618,2 1706 1706 

242 1524 1524 1524 242 1628,4 1706 1706 

243 1524 1524 1524 243 1639,64 1706 1706 

244 1524 1524 1524 244 1645,36 1706 1706 

245 1524 1524 1524 245 1656,31 1706 1706 

246 1524 1524 1524 246 1658,44 1706 1706 

247 1524 1524 1524 247 1667,05 1706 1706 

248 1524 1524 1524 248 1668,7 1706 1706 

249 1524 1524 1524 249 1672,7 1706 1706 

250 1524 1524 1524 250 1677,83 1706 1706 

251 1524 1524 1524 251 1681,75 1706 1706 

252 1524 1524 1524 252 1686,31 1706 1706 

253 1524 1524 1524 253 1688,7 1706 1706 

254 1524 1524 1524 254 1691,02 1706 1706 

255 1524 1524 1524 255 1691,97 1706 1706 
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256 1524 1524 1524 256 1693,89 1706 1706 

257 1524 1524 1524 257 1693,95 1706 1706 

258 1524 1524 1524 258 1694,88 1706 1706 

259 1524 1524 1524 259 1695,21 1706 1706 

260 1524 1524 1524 260 1694,32 1706 1706 

261 1524 1524 1524 261 1695,84 2682 1706 

262 1524 1524 1524 262 1531,99 2682 1706 

263 1524 1524 1524 263 1568,28 2799 1706 

264 1524 1524 1524 264 1530,79 2483 1706 

265 1524 1524 1524 265 1585,77 2354 1706 

266 1524 1524 1524 266 1613,56 2483 1706 

267 1524 1524 1524 267 1595,57 2354 1706 

268 1524 1524 1524 268 1659,88 1706 1706 

269 1524 1524 1524 269 1663,13 2483 1706 

270 1524 1524 1524 270 1611,21 2682 1706 

271 1524 1524 1524 271 1609,34 2483 1706 

272 1524 1524 1524 272 1630,83 1706 1706 

273 1524 1524 1524 273 1648,04 1706 1706 

274 1524 1524 1524 274 1656,52 2354 1706 

275 1524 1524 1524 275 1581,65 2354 1706 

276 1524 1524 1524 276 1622,59 1706 1706 

277 1524 1524 1524 277 1631,1 1706 1706 

278 1524 1524 1524 278 1637,88 2682 1706 

279 1524 1524 1524 279 1600,58 2483 1706 

280 1524 1524 1524 280 1624,33 2682 1706 

281 1524 1524 1524 281 1591,97 2483 1706 

282 1524 1524 1524 282 1643,18 1706 1706 

283 1524 1524 1524 283 1657,16 2354 1706 

284 1524 1524 1524 284 1596,94 2354 1706 

285 1524 1524 1524 285 1616,4 2483 1706 

286 1524 1524 1524 286 1596,7 2354 1706 

287 1524 1524 1524 287 1619,37 2483 1706 

288 1524 1524 1524 288 1588,45 2682 1706 

289 1524 1524 1524 289 1607,28 2483 1706 

290 1524 1524 1524 290 1631,42 2354 1706 

291 1524 1524 1524 291 1563,8 3191 1706 

292 1524 1524 1524 292 1360,04 2354 1706 

293 1524 1524 1524 293 1652,65 2354 1706 

294 1524 1524 1524 294 1606,7 2682 1706 

295 1524 1524 1524 295 1620,34 2354 1706 

296 1524 1524 1524 296 1613,28 2682 1706 

297 1524 1524 1524 297 1600,24 2483 1706 

298 1524 1524 1524 298 1637,85 2682 1706 

299 1524 1524 1524 299 1594,07 2483 1706 
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300 1524 1524 1524 300 1623,84 2682 1706 

301 1524 1524 1524 301 1572 2354 1706 

302 1524 1524 1524 302 1640,51 2354 1706 

303 1524 1524 1524 303 1608,03 2483 1706 

304 1524 1524 1524 304 1638,08 2354 1706 

305 1524 1524 1524 305 1633,11 2483 1706 

306 1524 1524 1524 306 1628,98 2354 1706 

307 1524 1524 1524 307 1634,8 2682 1706 

308 1524 1524 1524 308 1579,25 2354 1706 

309 1524 1524 1524 309 1620,02 2483 1706 

310 1524 1524 1524 310 1601,23 2682 1706 

311 1524 1524 1524 311 1613,1 2483 1706 

312 1524 1524 1524 312 1650,11 2682 1706 

313 1524 1524 1524 313 1574,01 2483 1706 

314 1524 1524 1524 314 1652,38 1706 1706 

315 1524 1524 1524 315 1655,89 2354 1706 

316 1524 1524 1524 316 1605,37 2354 1706 

317 1524 1524 1524 317 1584,2 2483 1706 

318 1524 1524 1524 318 1593,89 2682 1706 

319 1524 1524 1524 319 1589,65 2483 1706 

320 1524 1524 1524 320 1610,15 2682 1706 

321 1524 1524 1524 321 1581,56 2354 1706 

322 1524 1524 1524 322 1680,87 2354 1706 

323 1524 1524 1524 323 1592,18 2483 1706 

324 1524 1524 1524 324 1635,59 2354 1706 

325 1524 1524 1524 325 1636,12 2682 1706 

326 1524 1524 1524 326 1611,49 2483 1706 

327 1524 1524 1524 327 1607,92 2354 1706 

328 1524 1524 1524 328 1634,3 2682 1706 

329 1524 1524 1524 329 1573,79 2354 1706 

330 1524 1524 1524 330 1666,6 2682 1706 

331 1524 1524 1524 331 1533,51 3191 1706 

332 1524 1524 1524 332 1564,58 1706 1706 

333 1524 1524 1524 333 1590,38 1706 1706 

334 1524 1524 1524 334 1598,24 1706 1706 

335 1524 1524 1524 335 1616,57 1706 1706 

336 1524 1524 1524 336 1633,65 1706 1706 

337 1524 1524 1524 337 1648,12 1706 1706 

338 1524 1524 1524 338 1653,17 1706 1706 

339 1524 1524 1524 339 1665,36 2483 1706 

340 1524 1524 1524 340 1558,38 2874 1706 

341 1524 1524 1524 341 1569,24 2354 1706 

342 1524 1524 1524 342 1595,6 1706 1706 

343 1524 1524 1524 343 1611,47 1706 1706 
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344 1524 1524 1524 344 1630,38 1706 1706 

345 1524 1524 1524 345 1645,5 1706 1706 

346 1524 1524 1524 346 1657,19 1706 1706 

347 1524 1524 1524 347 1659,59 2682 1706 

348 1524 1524 1524 348 1586,33 2354 1706 

349 1524 1524 1524 349 1627,73 1706 1706 

350 1524 1524 1524 350 1639,12 2682 1706 

351 1524 1524 1524 351 1546,81 2874 1706 

352 1524 1524 1524 352 1606,07 2874 1706 

353 1524 1524 1524 353 1644,66 3644 1706 

354 1524 1524 1524 354 1559,1 2682 1706 

355 1524 1524 1524 355 1627,23 3191 1706 

356 1524 1524 1524 356 1576,77 2874 1706 

357 1524 1524 1524 357 1600,4 1706 1706 

358 1524 1524 1524 358 1631,05 2483 1706 

359 1524 1524 1524 359 1632,78 2354 1706 

360 1524 1524 1524 360 1671,77 1706 1706 

361 1524 1524 1524 361 1673,58 1917 1706 

362 1524 1524 1524 362 1664,25 1706 1706 

363 1524 1524 1524 363 1672,14 1706 1706 

364 1524 1524 1524 364 1674,07 1706 1706 

365 1524 1524 1524 365 1681,56 1706 1706 

366 1524 1524 1524 366 1682,62 1706 1706 

367 1524 1524 1524 367 1682,02 1706 1706 

368 1524 1524 1524 368 1684,53 2354 1706 

369 1524 1524 1524 369 1538,07 1706 1706 

370 1524 1524 1524 370 1554,25 1706 1706 

371 1524 1524 1524 371 1583,35 1706 1706 

372 1524 1524 1524 372 1601,04 1706 1706 

373 1524 1524 1524 373 1619,29 1706 1706 

374 1524 1524 1524 374 1632,47 1706 1706 

375 1524 1524 1524 375 1644,93 1706 1706 

376 1524 1524 1524 376 1651,29 1706 1706 

377 1524 1524 1524 377 1655,94 1706 1706 

378 1524 1524 1524 378 1665,51 1706 1706 

379 1524 1524 1524 379 1670,2 2682 1706 

380 1524 1524 1524 380 1572,4 2483 1706 

381 1524 1524 1524 381 1643,32 2682 1706 

382 1524 1524 1524 382 1564,73 2874 1706 

383 1524 1524 1524 383 1574,17 3191 1706 

384 1524 1524 1524 384 1515,15 1706 1706 

385 1524 1524 1524 385 1550,56 1706 1706 

386 1524 1524 1524 386 1572,52 1706 1706 

387 1524 1524 1524 387 1592,1 1706 1706 
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388 1524 1524 1524 388 1602,65 1706 1706 

389 1524 1524 1524 389 1616,43 1706 1706 

390 1524 1524 1524 390 1625,69 1706 1706 

391 1524 1524 1524 391 1635,06 1706 1706 

392 1524 1524 1524 392 1644,69 1706 1706 

393 1524 1524 1524 393 1651,23 1706 1706 

394 1524 1524 1524 394 1662,06 1706 1706 

395 1524 1524 1524 395 1665,72 1706 1706 

396 1524 1524 1524 396 1668,91 2483 1706 

397 1524 1524 1524 397 1620,04 2682 1706 

398 1524 1524 1524 398 1601,63 2483 1706 

399 1524 1524 1524 399 1629,45 1706 1706 

400 1524 1524 1524 400 1647,58 2354 1706 

401 1524 1524 1524 401 1594,34 2354 1706 

402 1524 1524 1524 402 1594,01 2483 1706 

403 1524 1524 1524 403 1547,85 2874 1706 

404 1524 1524 1524 404 1556,7 1706 1706 

405 1524 1524 1524 405 1586,56 1706 1706 

406 1524 1524 1524 406 1610,45 1706 1706 

407 1524 1524 1524 407 1622,57 1706 1706 

408 1524 1524 1524 408 1646,24 1706 1706 

409 1524 1524 1524 409 1653,57 1706 1706 

410 1524 1524 1524 410 1668,68 1706 1706 

411 1524 1524 1524 411 1673,02 2682 1706 

412 1524 1524 1524 412 1563,85 2483 1706 

413 1524 1524 1524 413 1633,99 1706 1706 

414 1524 1524 1524 414 1655,59 1706 1706 

415 1524 1524 1524 415 1661,81 2354 1706 

416 1524 1524 1524 416 1583,01 1706 1706 

417 1524 1524 1524 417 1619,91 1706 1706 

418 1524 1524 1524 418 1645,73 1706 1706 

419 1524 1524 1524 419 1661,22 1706 1706 

420 1524 1524 1524 420 1667,04 1706 1706 

421 1524 1524 1524 421 1673,72 1706 1706 

422 1524 1524 1524 422 1679,11 1706 1706 

423 1524 1524 1524 423 1682,04 1706 1706 

424 1524 1524 1524 424 1684,54 2682 1706 

425 1524 1524 1524 425 1544,88 3191 1706 

426 1524 1524 1524 426 1531,96 1706 1706 

427 1524 1524 1524 427 1564,1 1706 1706 

428 1524 1524 1524 428 1587,6 1706 1706 

429 1524 1524 1524 429 1610,37 1706 1706 

430 1524 1524 1524 430 1618,12 1706 1706 

431 1524 1524 1524 431 1637,55 1706 1706 
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432 1524 1524 1524 432 1647,11 1706 1706 

433 1524 1524 1524 433 1653,87 1706 1706 

434 1524 1524 1524 434 1663,43 2354 1706 

435 1524 1524 1524 435 1615,66 2682 1706 

436 1524 1524 1524 436 1600,47 2354 1706 

437 1524 1524 1524 437 1639,43 1706 1706 

438 1524 1524 1524 438 1652,5 2874 1706 

439 1524 1524 1524 439 1370,61 2354 1706 

440 1524 1524 1524 440 1432,55 2354 1706 

441 1524 1524 1524 441 1579,01 2354 1706 

442 1524 1524 1524 442 1607,82 2736 1706 

443 1524 1524 1524 443 1620,85 3191 1706 

444 1524 1524 1524 444 1329,29 2682 1706 

445 1524 1524 1524 445 1429,67 2682 1706 

446 1524 1524 1524 446 1451,56 2780 1706 

447 1524 1524 1524 447 1554,66 1706 1706 

448 1524 1524 1524 448 1600,06 1706 1706 

449 1524 1524 1524 449 1631,85 1706 1706 

450 1524 1524 1524 450 1640,67 2682 1706 

451 1524 1524 1524 451 1553,56 2354 1706 

452 1524 1524 1524 452 1614,54 2354 1706 

453 1524 1524 1524 453 1612,66 2483 1706 

454 1524 1524 1524 454 1639,98 2354 1706 

455 1524 1524 1524 455 1573,46 2874 1706 

456 1524 1524 1524 456 1581,84 1706 1706 

457 1524 1524 1524 457 1603,67 1706 1706 

458 1524 1524 1524 458 1618,78 1706 1706 

459 1524 1524 1524 459 1631,53 1706 1706 

460 1524 1524 1524 460 1643,99 1706 1706 

461 1524 1524 1524 461 1658,14 1706 1706 

462 1524 1524 1524 462 1663,68 2483 1706 

463 1524 1524 1524 463 1540,61 2874 1706 

464 1524 1524 1524 464 1540,79 2483 1706 

465 1524 1524 1524 465 1613,7 2682 1706 

466 1524 1524 1524 466 1539,95 2354 1706 

467 1524 1524 1524 467 1659,94 1706 1706 

468 1524 1524 1524 468 1665,12 1706 1706 

469 1524 1524 1524 469 1670,58 2682 1706 

470 1524 1524 1524 470 1509,3 1706 1706 

471 1524 1524 1524 471 1526,44 1706 1706 

472 1524 1524 1524 472 1546,21 1706 1706 

473 1524 1524 1524 473 1571,75 1706 1706 

474 1524 1524 1524 474 1596,89 1706 1706 

475 1524 1524 1524 475 1616,14 1706 1706 
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476 1524 1524 1524 476 1631,43 1706 1706 

477 1524 1524 1524 477 1642,23 1706 1706 

478 1524 1524 1524 478 1650,41 1706 1706 

479 1524 1524 1524 479 1654,19 2354 1706 

480 1524 1524 1524 480 1584,21 2874 1706 

481 1524 1524 1524 481 1599,81 3191 1706 

482 1524 1524 1524 482 1532,94 1706 1706 

483 1524 1524 1524 483 1552,2 1706 1706 

484 1524 1524 1524 484 1575,1 1706 1706 

485 1524 1524 1524 485 1585,94 1706 1706 

486 1524 1524 1524 486 1598,75 1706 1706 

487 1524 1524 1524 487 1619,76 1706 1706 

488 1524 1524 1524 488 1631,05 1706 1706 

489 1524 1524 1524 489 1637,78 1706 1706 

490 1524 1524 1524 490 1644,07 1706 1706 

491 1524 1524 1524 491 1657,09 1706 1706 

492 1524 1524 1524 492 1663,2 1706 1706 

493 1524 1524 1524 493 1666,98 1706 1706 

494 1524 1524 1524 494 1670,94 1706 1706 

495 1524 1524 1524 495 1676,15 2682 1706 

496 1524 1524 1524 496 1491,4 3191 1706 

497 1524 1524 1524 497 1516,76 1706 1706 

498 1524 1524 1524 498 1551,27 2483 1706 

499 1524 1524 1524 499 1544,49 2354 1706 

500 1524 1524 1524 500 1612,18 2874 1706 
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 (Αριθμός πόλεων = 6, 7) 

# of cities: 6 

 

# of cities: 7 

 Global Optimum 1965 

 

Global Optimum 2028 

 iteration lower bound upper bound 

 

iteration lower bound upper bound 

 
   

 
   

 1 1921,5 2408 1965 1 1944,5 3179 2028 

2 1935,96 3133 1965 2 1956,51 3968 2028 

3 1884,97 3248 1965 3 1921,27 3955 2028 

4 1902,64 3154 1965 4 1939,19 3374 2028 

5 1900,22 3295 1965 5 1955,17 3787 2028 

6 1880,28 3158 1965 6 1897,73 4296 2028 

7 1870,84 3295 1965 7 1924,83 3530 2028 

8 1859,78 3158 1965 8 1955,63 3981 2028 

9 1887,01 3295 1965 9 1901,73 3064 2028 

10 1912,17 2100 1965 10 1935,54 4207 2028 

11 1932,98 3851 1965 11 1928,81 4613 2028 

12 1819,9 3355 1965 12 1915,84 3128 2028 

13 1897,56 3355 1965 13 1961,06 4321 2028 

14 1868,41 3158 1965 14 1890,41 4684 2028 

15 1882,51 3355 1965 15 1932,93 4321 2028 

16 1899,78 2700 1965 16 1929,01 3498 2028 

17 1904,69 3295 1965 17 1966,03 3327 2028 

18 1848,86 2305 1965 18 1918,98 3951 2028 

19 1875,82 2305 1965 19 1954,27 2974 2028 

20 1905,65 2305 1965 20 1966,72 3700 2028 

21 1924 2375 1965 21 1939,52 3198 2028 

22 1930,45 3683 1965 22 1962,34 3675 2028 

23 1844,6 3790 1965 23 1961,29 3512 2028 

24 1847,77 2685 1965 24 1977,06 4296 2028 

25 1906,34 2849 1965 25 1875,52 3675 2028 

26 1893,22 2700 1965 26 1963,26 3991 2028 

27 1931,12 2685 1965 27 1906,29 2912 2028 

28 1917,64 3065 1965 28 1954,57 3601 2028 

29 1894,31 3355 1965 29 1939,59 3497 2028 

30 1853,21 3522 1965 30 1981,73 4356 2028 

31 1876,91 1965 1965 31 1894,83 4627 2028 

32 1885,14 1965 1965 32 1932,91 3280 2028 

33 1893,13 1965 1965 33 1974,15 3936 2028 

34 1898,16 1965 1965 34 1941,24 2820 2028 

35 1902,07 1965 1965 35 1983,5 2762 2028 
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36 1907,96 1965 1965 36 1983,1 3573 2028 

37 1911,48 3154 1965 37 1939,39 2264 2028 

38 1875,57 3348 1965 38 1965,72 3116 2028 

39 1850,17 1965 1965 39 1982,3 3787 2028 

40 1860,8 1965 1965 40 1927,47 3779 2028 

41 1873,57 1965 1965 41 1965,72 4321 2028 

42 1881,33 1965 1965 42 1866,42 3779 2028 

43 1887,31 1965 1965 43 1914,11 4613 2028 

44 1895,11 1965 1965 44 1936,86 4436 2028 

45 1901,36 1965 1965 45 1948,22 3601 2028 

46 1905,94 1965 1965 46 1971,22 4006 2028 

47 1912,75 1965 1965 47 1967,32 2820 2028 

48 1916,25 1965 1965 48 1986,31 2654 2028 

49 1920,94 1965 1965 49 1990,94 2762 2028 

50 1924,31 1965 1965 50 1975,63 4145 2028 

51 1928,74 1965 1965 51 1828,79 2870 2028 

52 1931,84 1965 1965 52 1921,82 2870 2028 

53 1933,99 2305 1965 53 1954,75 2870 2028 

54 1911,45 3295 1965 54 1998,55 2379 2028 

55 1800,02 2866 1965 55 1985,41 4034 2028 

56 1842,23 2305 1965 56 1899,01 2028 2028 

57 1882,03 2866 1965 57 1911,47 2028 2028 

58 1908,52 3348 1965 58 1919,61 2028 2028 

59 1843,04 3295 1965 59 1928,41 2028 2028 

60 1880,06 3173 1965 60 1934,39 2028 2028 

61 1887,75 3522 1965 61 1940,33 3786 2028 

62 1888,72 1965 1965 62 1940,51 3970 2028 

63 1898,85 3154 1965 63 1909,43 4502 2028 

64 1857,22 3522 1965 64 1914,07 4602 2028 

65 1834,7 2866 1965 65 1895,86 2762 2028 

66 1889,08 3133 1965 66 1931,3 2870 2028 

67 1867,35 3158 1965 67 1949,32 4651 2028 

68 1872,43 3133 1965 68 1888,37 2028 2028 

69 1867,88 3158 1965 69 1902,7 2028 2028 

70 1878,44 2504 1965 70 1912,46 2028 2028 

71 1927,49 2841 1965 71 1922,96 2028 2028 

72 1898,9 2305 1965 72 1930,95 2028 2028 

73 1927,66 1965 1965 73 1938,01 2028 2028 

74 1931,95 1965 1965 74 1944,4 2028 2028 

75 1934,21 1965 1965 75 1951,36 2820 2028 

76 1936,31 2305 1965 76 1951,91 2028 2028 

77 1915,93 3295 1965 77 1956,46 2028 2028 

78 1853,71 2305 1965 78 1966,47 2028 2028 

79 1888,8 2305 1965 79 1975,09 2028 2028 
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80 1925,13 1965 1965 80 1979,95 2028 2028 

81 1928,01 1965 1965 81 1983,98 2028 2028 

82 1934,95 2849 1965 82 1991,48 3018 2028 

83 1854,44 3295 1965 83 1916,12 3601 2028 

84 1897,24 2849 1965 84 1968,25 3305 2028 

85 1920,88 3790 1965 85 1950,03 3787 2028 

86 1722,65 3158 1965 86 1969,45 2654 2028 

87 1832,86 3350 1965 87 1976,13 2912 2028 

88 1860,88 1965 1965 88 1978,53 3150 2028 

89 1870,76 1965 1965 89 1941,36 4321 2028 

90 1880,15 1965 1965 90 1902,45 3150 2028 

91 1889,81 1965 1965 91 1973,85 3975 2028 

92 1894,78 3158 1965 92 1863,77 3786 2028 

93 1895,69 1965 1965 93 1911,06 3787 2028 

94 1904,36 1965 1965 94 1870,79 4331 2028 

95 1911,94 1965 1965 95 1898,77 3787 2028 

96 1917,56 1965 1965 96 1957,63 3314 2028 

97 1921,92 1965 1965 97 1947,67 3601 2028 

98 1926,37 1965 1965 98 1925,7 3198 2028 

99 1929,13 2305 1965 99 1980,3 2994 2028 

100 1926,67 1965 1965 100 1968,76 4356 2028 

101 1932,72 1965 1965 101 1873,22 4232 2028 

102 1936,18 2841 1965 102 1910,23 2744 2028 

103 1851,88 2866 1965 103 1953,53 2870 2028 

104 1926,7 2841 1965 104 1969,95 3787 2028 

105 1914,59 3626 1965 105 1868,94 4006 2028 

106 1860,49 3355 1965 106 1947,23 3116 2028 

107 1884,43 2305 1965 107 1975,63 4356 2028 

108 1918,84 2700 1965 108 1861,86 4769 2028 

109 1925,61 3158 1965 109 1882,31 3787 2028 

110 1809,12 3683 1965 110 1927,18 3585 2028 

111 1851,69 3350 1965 111 1967,67 3116 2028 

112 1867,19 3295 1965 112 1916,34 2264 2028 

113 1895,72 3154 1965 113 1947,04 2994 2028 

114 1839,82 3626 1965 114 1995,64 2264 2028 

115 1883,03 3154 1965 115 1999,15 2762 2028 

116 1885,01 3133 1965 116 1971,05 3150 2028 

117 1911,21 2685 1965 117 1980,6 2995 2028 

118 1893,94 3133 1965 118 1974,4 3585 2028 

119 1871,38 1965 1965 119 1937,94 2995 2028 

120 1881,5 1965 1965 120 1989,95 3116 2028 

121 1892,29 1965 1965 121 1946,7 2870 2028 

122 1897,43 1965 1965 122 1985,88 4356 2028 

123 1901,62 1965 1965 123 1815,22 3787 2028 
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124 1906,77 1965 1965 124 1860,39 2762 2028 

125 1910,97 1965 1965 125 1936,3 2870 2028 

126 1917,37 1965 1965 126 1931,5 2995 2028 

127 1920,72 1965 1965 127 1967,72 3085 2028 

128 1924,54 1965 1965 128 1936,39 3198 2028 

129 1927,17 3065 1965 129 1981,65 2582 2028 

130 1850,07 3348 1965 130 1988,61 2912 2028 

131 1871,48 3683 1965 131 1956,24 2762 2028 

132 1815,9 3350 1965 132 1999,75 3128 2028 

133 1885,86 3158 1965 133 1866,63 3850 2028 

134 1863,63 2305 1965 134 1976,31 2028 2028 

135 1894,12 2305 1965 135 1981,25 2820 2028 

136 1910,62 2504 1965 136 1977,85 2028 2028 

137 1911,97 2305 1965 137 1983,35 2028 2028 

138 1933,1 3790 1965 138 1987,63 2028 2028 

139 1781,91 3545 1965 139 1991,07 3787 2028 

140 1876,97 2967 1965 140 1908,47 4356 2028 

141 1893,27 2685 1965 141 1867,98 2884 2028 

142 1902,97 2866 1965 142 1934,21 3663 2028 

143 1900,68 2685 1965 143 1912,86 3601 2028 

144 1899,13 1965 1965 144 1944,09 3128 2028 

145 1907,36 1965 1965 145 1947,59 4870 2028 

146 1913,12 1965 1965 146 1785,66 2870 2028 

147 1919,01 2504 1965 147 1894,1 2870 2028 

148 1895,22 3683 1965 148 1945,34 2870 2028 

149 1816,34 3295 1965 149 1957,72 4006 2028 

150 1872,07 3626 1965 150 1759,29 3601 2028 

151 1813,8 3683 1965 151 1894,06 2870 2028 

152 1834,81 2305 1965 152 1927,09 2995 2028 

153 1882,67 3612 1965 153 1949,3 2870 2028 

154 1862,55 2700 1965 154 1964,39 3102 2028 

155 1907,3 3355 1965 155 1989,86 2870 2028 

156 1865,71 3626 1965 156 1982,74 3263 2028 

157 1864,01 1965 1965 157 1955,36 3128 2028 

158 1874,58 1965 1965 158 1986,81 4272 2028 

159 1882,82 1965 1965 159 1888,67 2264 2028 

160 1885,56 1965 1965 160 1922,51 2264 2028 

161 1896,4 1965 1965 161 1946,63 3128 2028 

162 1900,41 1965 1965 162 1984,75 2656 2028 

163 1907,67 1965 1965 163 1961,88 3850 2028 

164 1912,52 1965 1965 164 1950,7 2884 2028 

165 1917,02 1965 1965 165 1967,92 2870 2028 

166 1921,27 1965 1965 166 1983,01 4502 2028 

167 1925,3 1965 1965 167 1721 3787 2028 
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168 1928,21 1965 1965 168 1875,9 3787 2028 

169 1931,07 2305 1965 169 1896,01 2656 2028 

170 1911,11 3545 1965 170 1934,95 2995 2028 

171 1786,92 2305 1965 171 1956,84 3624 2028 

172 1851,68 2305 1965 172 1917,49 2995 2028 

173 1888,4 2305 1965 173 1957,36 3328 2028 

174 1920,16 2305 1965 174 1871,15 2820 2028 

175 1937,76 2866 1965 175 1927,55 2656 2028 

176 1888,25 3355 1965 176 1961,54 3129 2028 

177 1871,27 3522 1965 177 1952,12 3128 2028 

178 1863,88 3355 1965 178 1986,76 3787 2028 

179 1851,93 3522 1965 179 1792,79 3102 2028 

180 1832,78 3295 1965 180 1906,43 2762 2028 

181 1901,97 3522 1965 181 1934,1 3116 2028 

182 1797,49 1965 1965 182 1916,45 2762 2028 

183 1818,43 1965 1965 183 1950,29 2762 2028 

184 1836,75 1965 1965 184 1979,69 3314 2028 

185 1852,78 1965 1965 185 1964,79 3017 2028 

186 1866,81 1965 1965 186 1961,2 3601 2028 

187 1878,98 1965 1965 187 1965,11 4436 2028 

188 1891,03 1965 1965 188 1878,44 2870 2028 

189 1901,38 1965 1965 189 1937,21 2870 2028 

190 1909,77 1965 1965 190 1983,45 4331 2028 

191 1913,14 3065 1965 191 1783,79 3786 2028 

192 1871,51 3522 1965 192 1886,4 3314 2028 

193 1832,09 1965 1965 193 1937,82 3975 2028 

194 1846,62 1965 1965 194 1898,71 2916 2028 

195 1860,73 1965 1965 195 1948,93 4777 2028 

196 1871,95 1965 1965 196 1819,28 2264 2028 

197 1883,07 1965 1965 197 1856,26 3280 2028 

198 1891,03 1965 1965 198 1899,63 2870 2028 

199 1900,71 1965 1965 199 1940,88 3975 2028 

200 1904,78 1965 1965 200 1845,69 3786 2028 

201 1909,25 1965 1965 201 1915,86 3779 2028 

202 1913,11 1965 1965 202 1935,1 2870 2028 

203 1917,78 1965 1965 203 1954 2028 2028 

204 1920,56 1965 1965 204 1963,25 2028 2028 

205 1925,17 1965 1965 205 1967,09 2028 2028 

206 1927,67 1965 1965 206 1971,33 2028 2028 

207 1931,33 1965 1965 207 1975,12 3786 2028 

208 1931,79 1965 1965 208 1917,87 3787 2028 

209 1935,56 1965 1965 209 1961,58 3706 2028 

210 1937,17 1965 1965 210 1938,65 3787 2028 

211 1938,17 2305 1965 211 1931,6 4038 2028 
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212 1922,48 3295 1965 212 1905,45 4321 2028 

213 1802,36 3612 1965 213 1912,96 3327 2028 

214 1890,2 3295 1965 214 1949,28 2820 2028 

215 1849,92 3154 1965 215 1982,76 4410 2028 

216 1902,35 3133 1965 216 1881,2 3585 2028 

217 1854,49 3158 1965 217 1938,38 3601 2028 

218 1893,02 3295 1965 218 1941,83 4321 2028 

219 1840,71 3158 1965 219 1833,03 2028 2028 

220 1904,87 3295 1965 220 1851,77 2028 2028 

221 1830,51 3158 1965 221 1868,16 2028 2028 

222 1910,57 3295 1965 222 1883,75 2028 2028 

223 1830,12 3612 1965 223 1898,39 2028 2028 

224 1867,8 3295 1965 224 1908,87 2028 2028 

225 1899,95 3225 1965 225 1919,4 2028 2028 

226 1873,69 2305 1965 226 1929,12 2028 2028 

227 1913,03 3355 1965 227 1938,22 2028 2028 

228 1910,88 2700 1965 228 1944,92 2028 2028 

229 1929,81 3790 1965 229 1951,18 2028 2028 

230 1816,87 2841 1965 230 1955,26 2028 2028 

231 1895,71 2841 1965 231 1962,7 2028 2028 

232 1910,66 3612 1965 232 1966,24 2884 2028 

233 1779,6 3350 1965 233 1966,63 3128 2028 

234 1854,61 2504 1965 234 1910,75 3787 2028 

235 1898,27 3522 1965 235 1941,29 3305 2028 

236 1837,8 2866 1965 236 1955,63 2820 2028 

237 1874,91 3295 1965 237 1971,87 3280 2028 

238 1851,85 2849 1965 238 1984,26 3497 2028 

239 1893,98 1965 1965 239 1958,26 3675 2028 

240 1902,1 1965 1965 240 1954,82 4331 2028 

241 1909,24 1965 1965 241 1870,22 2995 2028 

242 1915,3 1965 1965 242 1949,27 4034 2028 

243 1917,95 1965 1965 243 1880,89 2028 2028 

244 1921,17 1965 1965 244 1894,15 2028 2028 

245 1923,83 1965 1965 245 1900,18 2028 2028 

246 1927,35 1965 1965 246 1910,41 2028 2028 

247 1928,46 1965 1965 247 1925,11 2028 2028 

248 1932,81 1965 1965 248 1933,03 2028 2028 

249 1932,99 2305 1965 249 1939,45 2028 2028 

250 1900,16 1965 1965 250 1950,62 2028 2028 

251 1906,68 1965 1965 251 1959,61 2028 2028 

252 1911,46 1965 1965 252 1964,28 2028 2028 

253 1918,61 1965 1965 253 1968,25 2028 2028 

254 1922,33 1965 1965 254 1974,1 2028 2028 

255 1925,03 1965 1965 255 1977,55 2028 2028 
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256 1930,63 1965 1965 256 1982,51 2028 2028 

257 1931,49 1965 1965 257 1984,51 2028 2028 

258 1935,33 1965 1965 258 1985,36 2995 2028 

259 1937,56 1965 1965 259 1912,97 2028 2028 

260 1939,69 1965 1965 260 1927,35 2028 2028 

261 1940,99 1965 1965 261 1938,94 2028 2028 

262 1941,78 3065 1965 262 1943,48 2870 2028 

263 1868,22 2375 1965 263 1962,76 2912 2028 

264 1906,21 2305 1965 264 1962,01 3573 2028 

265 1919,6 3348 1965 265 1948,17 2912 2028 

266 1827,43 2866 1965 266 1988,02 2994 2028 

267 1913,23 1965 1965 267 1975,96 2912 2028 

268 1920,43 1965 1965 268 1984,36 3624 2028 

269 1924,85 1965 1965 269 1928,02 3787 2028 

270 1928,92 3133 1965 270 1952,99 3128 2028 

271 1865,84 1965 1965 271 1975,59 3786 2028 

272 1877,25 2849 1965 272 1829,43 2870 2028 

273 1885,72 2305 1965 273 1912,64 2870 2028 

274 1917,95 2700 1965 274 1956,1 3297 2028 

275 1896,26 3295 1965 275 1961 2654 2028 

276 1845,65 3522 1965 276 1992,13 3981 2028 

277 1846,12 3295 1965 277 1881,34 2912 2028 

278 1896,52 3522 1965 278 1941,56 3198 2028 

279 1868,64 2375 1965 279 1945,62 2995 2028 

280 1907,65 2375 1965 280 1982,47 4034 2028 

281 1923,07 1965 1965 281 1901,02 3198 2028 

282 1928,94 1965 1965 282 1957,71 2820 2028 

283 1931,79 1965 1965 283 1972,87 2995 2028 

284 1934,32 1965 1965 284 1953,06 2028 2028 

285 1936,12 2305 1965 285 1960,81 2028 2028 

286 1935,85 3355 1965 286 1967,84 2028 2028 

287 1800,64 2849 1965 287 1974,06 2028 2028 

288 1883,28 3626 1965 288 1979,71 2028 2028 

289 1825,43 3612 1965 289 1983,32 2028 2028 

290 1838,01 2841 1965 290 1987,69 2028 2028 

291 1863,94 3154 1965 291 1990,89 2028 2028 

292 1902,55 3683 1965 292 1996,43 2028 2028 

293 1868,87 4315 1965 293 1998,06 2028 2028 

294 1858,69 2305 1965 294 1999,89 2028 2028 

295 1904,71 2685 1965 295 2002,42 2028 2028 

296 1936,77 2375 1965 296 2003,23 2028 2028 

297 1920,91 3626 1965 297 2004,08 2028 2028 

298 1808,99 1965 1965 298 2005,89 2912 2028 

299 1824,55 1965 1965 299 1934,13 4331 2028 
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300 1840,37 1965 1965 300 1872,57 3018 2028 

301 1851,99 1965 1965 301 1974,87 3018 2028 

302 1865,53 1965 1965 302 1932,06 3601 2028 

303 1871,48 1965 1965 303 1960 3085 2028 

304 1881,23 1965 1965 304 1970,71 2738 2028 

305 1893,22 1965 1965 305 1990,4 2870 2028 

306 1898,69 1965 1965 306 1984,27 3624 2028 

307 1903,7 1965 1965 307 1936,75 2264 2028 

308 1911,58 1965 1965 308 1957,58 2264 2028 

309 1916,58 1965 1965 309 1977,8 2264 2028 

310 1922,13 1965 1965 310 1991,97 2264 2028 

311 1925,74 1965 1965 311 2009,12 3787 2028 

312 1931,43 1965 1965 312 1862,86 4502 2028 

313 1935,08 1965 1965 313 1924,6 3786 2028 

314 1937,63 1965 1965 314 1951,61 4331 2028 

315 1939,17 1965 1965 315 1915,25 2582 2028 

316 1941,67 2305 1965 316 1959,72 4870 2028 

317 1930,89 2504 1965 317 1913,84 3706 2028 

318 1904,78 2305 1965 318 1956,22 2264 2028 

319 1931,41 2375 1965 319 1971,16 2995 2028 

320 1939,92 3158 1965 320 1942,93 3538 2028 

321 1867,2 2504 1965 321 1965,21 3018 2028 

322 1914,91 2375 1965 322 1989,29 3150 2028 

323 1922,78 1965 1965 323 1959,25 3085 2028 

324 1927,71 2849 1965 324 1983,95 2028 2028 

325 1928,25 3683 1965 325 1988,78 2028 2028 

326 1664,92 2841 1965 326 1993,09 2028 2028 

327 1771,83 3350 1965 327 1996,7 3128 2028 

328 1853,81 3350 1965 328 1941,98 3018 2028 

329 1828,89 2849 1965 329 1979,11 3601 2028 

330 1897,74 3626 1965 330 1830,64 3198 2028 

331 1797,99 2305 1965 331 1899,82 4034 2028 

332 1841,14 2305 1965 332 1868,88 2912 2028 

333 1878,54 2305 1965 333 1940,24 4331 2028 

334 1909,89 1965 1965 334 1864,81 2654 2028 

335 1917,42 1965 1965 335 1933,64 2654 2028 

336 1923,72 1965 1965 336 1987,55 3786 2028 

337 1925,38 3065 1965 337 1810,54 3128 2028 

338 1793,01 2504 1965 338 1904,42 2994 2028 

339 1835,59 2866 1965 339 1963,07 2912 2028 

340 1876,65 2504 1965 340 1982,22 2884 2028 

341 1922,17 2504 1965 341 1973,96 3102 2028 

342 1904,09 3683 1965 342 1974,22 3409 2028 

343 1839,91 3154 1965 343 1949,07 3280 2028 
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344 1915,32 2849 1965 344 1908 2820 2028 

345 1866,19 2305 1965 345 1955,64 2820 2028 

346 1901,07 2866 1965 346 1983,76 2912 2028 

347 1894,86 2849 1965 347 1909,97 3850 2028 

348 1900,7 2841 1965 348 1929,84 3975 2028 

349 1901,66 2504 1965 349 1886,83 3116 2028 

350 1915,8 3133 1965 350 1970,73 2912 2028 

351 1872,19 3522 1965 351 1967 3018 2028 

352 1819,58 3295 1965 352 1946,48 2028 2028 

353 1899,16 2700 1965 353 1954,32 2028 2028 

354 1899,05 1965 1965 354 1960,84 2028 2028 

355 1906,81 1965 1965 355 1966,75 2028 2028 

356 1912,79 3355 1965 356 1972,53 2028 2028 

357 1848,73 2375 1965 357 1977,07 2028 2028 

358 1891,34 3154 1965 358 1982,17 2028 2028 

359 1875,95 3522 1965 359 1986,24 2028 2028 

360 1826,46 1965 1965 360 1991,22 2028 2028 

361 1843,78 1965 1965 361 1995,49 2028 2028 

362 1858,93 1965 1965 362 1997,77 2028 2028 

363 1872,19 1965 1965 363 2001,04 2028 2028 

364 1883,79 1965 1965 364 2002,75 3601 2028 

365 1893,94 1965 1965 365 1892,62 3297 2028 

366 1899,88 1965 1965 366 1960,06 4175 2028 

367 1908,68 1965 1965 367 1915,57 2762 2028 

368 1912,96 1965 1965 368 1941,42 4173 2028 

369 1919,37 1965 1965 369 1879,99 2028 2028 

370 1924,03 1965 1965 370 1893,34 2028 2028 

371 1928,58 1965 1965 371 1905,48 2028 2028 

372 1929,57 2375 1965 372 1914,95 2028 2028 

373 1909,11 3683 1965 373 1919,85 2264 2028 

374 1791,23 3350 1965 374 1933,63 3128 2028 

375 1892,26 3154 1965 375 1962,51 4034 2028 

376 1848,48 3683 1965 376 1864,2 3116 2028 

377 1806,35 3154 1965 377 1949,36 2820 2028 

378 1905,76 3683 1965 378 1980,15 4769 2028 

379 1796,14 1965 1965 379 1905,03 3601 2028 

380 1814,2 1965 1965 380 1953,66 3787 2028 

381 1832,56 1965 1965 381 1906,94 4799 2028 

382 1846,5 1965 1965 382 1943,32 4602 2028 

383 1857,96 1965 1965 383 1862,69 2028 2028 

384 1871,5 1965 1965 384 1875,3 3601 2028 

385 1881,08 1965 1965 385 1959,42 2582 2028 

386 1889,18 1965 1965 386 1975,6 3102 2028 

387 1895,47 1965 1965 387 1989,99 4777 2028 
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388 1898,58 1965 1965 388 1760,86 4034 2028 

389 1904,6 3355 1965 389 1906,62 4034 2028 

390 1767,65 3350 1965 390 1930,47 2912 2028 

391 1858,46 3350 1965 391 1979,9 3749 2028 

392 1889,82 3626 1965 392 1891,56 3150 2028 

393 1836,02 2841 1965 393 1948,64 3150 2028 

394 1896,63 3545 1965 394 1966,28 2912 2028 

395 1848,7 3790 1965 395 1945,88 2820 2028 

396 1870,71 2841 1965 396 1982,93 3601 2028 

397 1898,52 2305 1965 397 1826,37 3198 2028 

398 1907,7 3612 1965 398 1888,7 3297 2028 

399 1798,36 1965 1965 399 1934,31 2995 2028 

400 1809,33 1965 1965 400 1959,07 2912 2028 

401 1825,9 1965 1965 401 1943,92 3018 2028 

402 1839,01 1965 1965 402 1972 2242 2028 

403 1851,39 1965 1965 403 1979,07 3128 2028 

404 1860,08 1965 1965 404 1967,45 4272 2028 

405 1870,51 1965 1965 405 1900,41 2264 2028 

406 1877,63 1965 1965 406 1931,84 2995 2028 

407 1886,42 1965 1965 407 1983,29 2028 2028 

408 1892,13 1965 1965 408 1987,18 2028 2028 

409 1897,05 2685 1965 409 1992,49 3128 2028 

410 1907,15 3065 1965 410 1800,76 3850 2028 

411 1921,87 3680 1965 411 1871,2 3150 2028 

412 1842,79 3683 1965 412 1911 3280 2028 

413 1827,23 2504 1965 413 1924,69 4173 2028 

414 1893,85 2504 1965 414 1830,82 4682 2028 

415 1909,76 2685 1965 415 1900,21 2028 2028 

416 1898,66 3612 1965 416 1918,31 2028 2028 

417 1786,34 2685 1965 417 1932,04 2028 2028 

418 1895,99 2685 1965 418 1946,43 2028 2028 

419 1919,26 3065 1965 419 1952,72 2028 2028 

420 1852,26 2841 1965 420 1963,55 2028 2028 

421 1894,24 3348 1965 421 1967,04 3787 2028 

422 1792,71 3133 1965 422 1858,6 4173 2028 

423 1899,98 2305 1965 423 1928,12 3786 2028 

424 1926,74 2866 1965 424 1957,78 3922 2028 

425 1825,27 3158 1965 425 1919,3 2264 2028 

426 1893,13 2685 1965 426 1942,81 2264 2028 

427 1891,7 3065 1965 427 1960,65 2264 2028 

428 1873,14 2305 1965 428 1978,19 3116 2028 

429 1889,59 2841 1965 429 1966,57 2654 2028 

430 1910,06 2866 1965 430 1988,57 3601 2028 

431 1912,02 3158 1965 431 1889,59 3018 2028 
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432 1872,51 2700 1965 432 1977,35 3128 2028 

433 1930,61 2375 1965 433 1975,9 5158 2028 

434 1928,18 3065 1965 434 1803,82 3601 2028 

435 1877,2 2685 1965 435 1898,29 2995 2028 

436 1901,59 2841 1965 436 1938,44 2762 2028 

437 1877,59 2866 1965 437 1945,95 3786 2028 

438 1913,8 3522 1965 438 1942,98 2264 2028 

439 1715,37 2841 1965 439 1971,71 2264 2028 

440 1839,54 2841 1965 440 1980,51 2264 2028 

441 1890,75 3154 1965 441 1997,74 4832 2028 

442 1819,64 2504 1965 442 1693,86 2028 2028 

443 1872,33 3295 1965 443 1723,99 2028 2028 

444 1875,72 2375 1965 444 1748,86 2028 2028 

445 1898,58 2849 1965 445 1779,5 2028 2028 

446 1870,68 2866 1965 446 1804,46 2028 2028 

447 1897,08 3612 1965 447 1815,44 2028 2028 

448 1848,45 2504 1965 448 1830,75 2028 2028 

449 1880,39 2504 1965 449 1839,21 2028 2028 

450 1906,53 3522 1965 450 1850 2028 2028 

451 1836,12 2375 1965 451 1860,27 2028 2028 

452 1868,11 3612 1965 452 1867,62 2028 2028 

453 1838,88 2841 1965 453 1876,4 2028 2028 

454 1901,27 2841 1965 454 1882,09 2028 2028 

455 1888,55 3133 1965 455 1889,69 2028 2028 

456 1805,72 2305 1965 456 1899,43 2654 2028 

457 1875,17 2305 1965 457 1897,08 3102 2028 

458 1915,46 1965 1965 458 1914,9 3150 2028 

459 1921,55 1965 1965 459 1940,13 3102 2028 

460 1928,09 2305 1965 460 1952,02 3936 2028 

461 1917,12 3355 1965 461 1958,12 3601 2028 

462 1811,73 2866 1965 462 1941,31 3663 2028 

463 1902,82 2866 1965 463 1944,99 2762 2028 

464 1906,48 2849 1965 464 1979,55 2995 2028 

465 1901,03 2866 1965 465 1936,67 3327 2028 

466 1879,9 3065 1965 466 1963,33 3601 2028 

467 1909,59 3350 1965 467 1928,58 3116 2028 

468 1818,99 2305 1965 468 1965,89 3102 2028 

469 1875,04 2305 1965 469 1939,37 2820 2028 

470 1904,21 2305 1965 470 1983,95 3116 2028 

471 1919,62 2305 1965 471 1912,92 3787 2028 

472 1914,18 3065 1965 472 1913,83 3116 2028 

473 1864,73 2305 1965 473 1949,38 3601 2028 

474 1903,01 2866 1965 474 1909,83 3116 2028 

475 1894,69 3545 1965 475 1969,05 3538 2028 
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476 1793,76 2866 1965 476 1930,94 3102 2028 

477 1900,2 2866 1965 477 1983,37 3749 2028 

478 1931,18 2849 1965 478 1876,49 3601 2028 

479 1875,12 2866 1965 479 1976,56 3128 2028 

480 1911,04 3065 1965 480 1961,12 4682 2028 

481 1905,36 2375 1965 481 1859,43 2820 2028 

482 1918,13 3348 1965 482 1894,81 3626 2028 

483 1854,14 3522 1965 483 1939,84 3321 2028 

484 1851,87 3350 1965 484 1944,2 3597 2028 

485 1846,45 3133 1965 485 1958,21 2738 2028 

486 1907,99 2866 1965 486 1987,75 2870 2028 

487 1901,69 3790 1965 487 1972,77 2820 2028 

488 1803,54 2866 1965 488 1959,89 3787 2028 

489 1887,29 3683 1965 489 1929,68 4006 2028 

490 1836,66 2685 1965 490 1899,92 3018 2028 

491 1878,62 1965 1965 491 1965,42 3018 2028 

492 1888,98 1965 1965 492 1977,21 4799 2028 

493 1896,53 1965 1965 493 1842,97 2912 2028 

494 1904,05 1965 1965 494 1898,5 2912 2028 

495 1911,39 3355 1965 495 1931,67 2912 2028 

496 1779,1 2504 1965 496 1969,69 3787 2028 

497 1843,77 2504 1965 497 1924,22 3327 2028 

498 1869,57 2504 1965 498 1981,85 3305 2028 

499 1860,08 2700 1965 499 1924,3 2870 2028 

500 1892,55 2866 1965 500 1962,39 3409 2028 
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 (Αριθμός πόλεων = 8, 9) 

# of cities: 8 

 

# of cities: 9 

 Global Optimum 2124 

 

Global Optimum 2304 

 iteration lower bound upper bound 

 

iteration lower bound upper bound 

 
   

 
   

 1 2030,5 4059 2124 1 1937,5 4389 2304 

2 1998,81 6122 2124 2 1943,62 5083 2304 

3 1973,83 3738 2124 3 1949,99 4274 2304 

4 2022,34 4623 2124 4 1955,69 4626 2304 

5 1964,72 5816 2124 5 1961,06 5340 2304 

6 1943,44 4660 2124 6 1964,46 4584 2304 

7 2011,94 3402 2124 7 1970,39 4217 2304 

8 2034,13 4317 2124 8 1975,75 4806 2304 

9 2022,33 3424 2124 9 1981,18 4359 2304 

10 2038,77 4884 2124 10 1984,81 4474 2304 

11 1989,96 4594 2124 11 1988,78 3925 2304 

12 2033,25 4584 2124 12 1992,85 4392 2304 

13 1972,92 3545 2124 13 1994,84 4533 2304 

14 2013,87 3738 2124 14 1996,17 5051 2304 

15 2022,33 5227 2124 15 1998,17 5426 2304 

16 1936,14 5426 2124 16 2000,99 4358 2304 

17 1996,91 3505 2124 17 2001,41 4654 2304 

18 2022,23 4130 2124 18 2004,23 4533 2304 

19 1980,58 5051 2124 19 2004,48 4402 2304 

20 1993,36 5195 2124 20 2006,73 4256 2304 

21 1963,24 5059 2124 21 2004,26 4117 2304 

22 1959,68 5195 2124 22 2006,55 3451 2304 

23 1985,65 4728 2124 23 2009,78 4467 2304 

24 1976,96 4217 2124 24 2009,6 4972 2304 

25 2007,6 3562 2124 25 2012,2 4976 2304 

26 2029,19 4392 2124 26 2011,18 3379 2304 

27 1951,06 3668 2124 27 2011,15 5365 2304 

28 2021,28 3425 2124 28 2014,1 4942 2304 

29 2038,76 4916 2124 29 2012,21 4732 2304 

30 1964,8 4762 2124 30 2014,67 3361 2304 

31 1981,82 3668 2124 31 2013,2 4937 2304 

32 2036,54 4375 2124 32 2014,12 5977 2304 

33 1965,96 2831 2124 33 2014,65 3722 2304 

34 2003,98 2831 2124 34 2017,32 5490 2304 

35 2036,74 4044 2124 35 2016,31 4882 2304 
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36 1995,96 5059 2124 36 2017,95 4284 2304 

37 1955,57 4044 2124 37 2015,67 5044 2304 

38 2025,55 5138 2124 38 2017,17 4297 2304 

39 1928,79 3839 2124 39 2015,43 3901 2304 

40 2012,82 4413 2124 40 2018,62 2836 2304 

41 1983,57 3484 2124 41 2016,37 4019 2304 

42 2028,09 5663 2124 42 2014,93 5165 2304 

43 1906,98 4464 2124 43 2016,62 4586 2304 

44 2023,76 4633 2124 44 2016,81 5819 2304 

45 1931,39 4842 2124 45 2016,95 4285 2304 

46 2009,56 4281 2124 46 2017,69 4223 2304 

47 2006,67 5474 2124 47 2017,26 3387 2304 

48 1900,5 5565 2124 48 2018,06 6676 2304 

49 1999,76 3968 2124 49 2018,31 4049 2304 

50 2009,63 3534 2124 50 2016,19 5420 2304 

51 2032,71 4037 2124 51 2017,81 3957 2304 

52 2007,53 3433 2124 52 2015,49 3583 2304 

53 2049,59 2844 2124 53 2019,18 5005 2304 

54 2057 4330 2124 54 2016,11 3752 2304 

55 1925,19 4063 2124 55 2018,36 5314 2304 

56 2002,4 4068 2124 56 2017,83 6866 2304 

57 1961,62 4780 2124 57 2018,56 4612 2304 

58 1968,48 3000 2124 58 2017,47 4965 2304 

59 2023,76 5227 2124 59 2017,62 6282 2304 

60 1937,25 5470 2124 60 2017,07 5283 2304 

61 2005,63 5426 2124 61 2017,52 3646 2304 

62 1946,28 4261 2124 62 2018,44 3387 2304 

63 2000,83 4423 2124 63 2017,46 5147 2304 

64 1984,5 4452 2124 64 2017,46 5312 2304 

65 1983,61 2859 2124 65 2018,47 5104 2304 

66 2024,22 4584 2124 66 2018,68 5267 2304 

67 1929,18 3356 2124 67 2017,5 4166 2304 

68 1991,21 4735 2124 68 2016,86 4185 2304 

69 1959,44 3287 2124 69 2018,75 4583 2304 

70 2019,95 2758 2124 70 2017,73 4330 2304 

71 2043,16 3731 2124 71 2017,86 3886 2304 

72 2016,08 3895 2124 72 2017,86 4024 2304 

73 2028,27 4166 2124 73 2018,09 4719 2304 

74 2010,67 4451 2124 74 2016,5 5049 2304 

75 1996,56 3123 2124 75 2018,6 5447 2304 

76 2033,26 4707 2124 76 2017,12 6349 2304 

77 1948,83 3755 2124 77 2017,84 4643 2304 

78 2001,86 2815 2124 78 2017,52 4676 2304 

79 2034,07 3696 2124 79 2017,97 4217 2304 



  65 

80 1996,22 4728 2124 80 2018,75 5057 2304 

81 1944,62 4616 2124 81 2016,99 4901 2304 

82 2023,88 3882 2124 82 2018,19 3622 2304 

83 2009,55 4305 2124 83 2017,33 5562 2304 

84 1978,62 4140 2124 84 2019,16 5005 2304 

85 2023,32 4082 2124 85 2015,54 4658 2304 

86 1993,12 4788 2124 86 2018,61 4640 2304 

87 1971,02 4594 2124 87 2016,35 5452 2304 

88 2004,8 2865 2124 88 2018,26 5470 2304 

89 2035,19 4965 2124 89 2016,93 5140 2304 

90 1914,54 4205 2124 90 2018,46 4836 2304 

91 2021,17 4712 2124 91 2018,3 5897 2304 

92 1945 3606 2124 92 2016,83 5184 2304 

93 2014,65 4162 2124 93 2018,02 4851 2304 

94 1967,38 3387 2124 94 2018 4316 2304 

95 2030,16 3730 2124 95 2017,47 4112 2304 

96 1998,74 4313 2124 96 2017,44 4398 2304 

97 1987,38 4788 2124 97 2017,76 4165 2304 

98 1966,42 4321 2124 98 2017,81 4973 2304 

99 2023,05 4063 2124 99 2016,2 4781 2304 

100 1977,44 5164 2124 100 2017,05 3681 2304 

101 1994,97 4330 2124 101 2018,2 3607 2304 

102 1987,92 5123 2124 102 2016,1 5104 2304 

103 1949,3 4224 2124 103 2018,55 4303 2304 

104 1993,91 3681 2124 104 2017 5768 2304 

105 1999,84 4922 2124 105 2017,89 4303 2304 

106 1959,45 4281 2124 106 2017,56 4645 2304 

107 2019,4 3880 2124 107 2017,99 3904 2304 

108 2003,91 3183 2124 108 2018,35 4019 2304 

109 2030,63 4779 2124 109 2017,59 3554 2304 

110 1958,53 5620 2124 110 2018,19 5604 2304 

111 1953,48 4847 2124 111 2018,35 4676 2304 

112 2000,52 5559 2124 112 2015,26 4248 2304 

113 1914,38 4620 2124 113 2019,09 4163 2304 

114 2002,84 4807 2124 114 2017,77 5604 2304 

115 1940,45 4298 2124 115 2015,98 4034 2304 

116 2006,31 4723 2124 116 2018,73 4739 2304 

117 1988,14 4957 2124 117 2016,07 5181 2304 

118 1997 3648 2124 118 2017,66 6238 2304 

119 2042,95 3823 2124 119 2016,43 5729 2304 

120 1975,43 4683 2124 120 2018,58 5052 2304 

121 2014,57 4847 2124 121 2016,95 4277 2304 

122 1955,25 4386 2124 122 2017,92 3075 2304 

123 2009,69 2360 2124 123 2016,73 4396 2304 
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124 2030,13 3224 2124 124 2017,81 4707 2304 

125 2037,45 5470 2124 125 2017,07 4360 2304 

126 1881,59 3516 2124 126 2017,85 3949 2304 

127 1996,2 3516 2124 127 2017,53 5742 2304 

128 2027,54 5730 2124 128 2018,33 4875 2304 

129 1889,29 4550 2124 129 2016,57 4595 2304 

130 1980,93 3161 2124 130 2020,03 3297 2304 

131 2025,98 4340 2124 131 2016,6 3751 2304 

132 1976,52 4924 2124 132 2018,27 4465 2304 

133 2011,94 4272 2124 133 2017,37 4257 2304 

134 2010,72 4778 2124 134 2017,47 4868 2304 

135 2010,69 4197 2124 135 2016,65 5446 2304 

136 2002,06 3410 2124 136 2018,69 4677 2304 

137 2021,28 3488 2124 137 2015,48 3535 2304 

138 2032,3 3600 2124 138 2018,51 5298 2304 

139 2031,1 3730 2124 139 2015,28 4680 2304 

140 2029,33 4483 2124 140 2018,43 5367 2304 

141 1984,97 4278 2124 141 2017,57 3766 2304 

142 2019,68 5036 2124 142 2017,64 3976 2304 

143 1941,42 4278 2124 143 2016,72 3887 2304 

144 1998,26 3551 2124 144 2018,04 3883 2304 

145 2026,3 4375 2124 145 2017,3 3887 2304 

146 1991,12 2758 2124 146 2018,15 4975 2304 

147 2023,46 3704 2124 147 2017,75 6074 2304 

148 2022,91 5466 2124 148 2016,25 4017 2304 

149 1938,58 2124 2124 149 2018,49 6506 2304 

150 1950,12 2124 2124 150 2017,56 4722 2304 

151 1961,76 2124 2124 151 2016,32 5230 2304 

152 1970,61 3423 2124 152 2018,07 4975 2304 

153 2017,05 3658 2124 153 2018,18 4746 2304 

154 2008,33 3090 2124 154 2016,17 4774 2304 

155 2050,23 4452 2124 155 2018,06 5800 2304 

156 1956,17 3883 2124 156 2017,6 3558 2304 

157 2026,33 3880 2124 157 2018,34 4855 2304 

158 2010,63 4103 2124 158 2017,27 4777 2304 

159 2007,27 4965 2124 159 2017,85 4720 2304 

160 1958,55 4556 2124 160 2015,91 4223 2304 

161 2029,25 4965 2124 161 2017,87 3971 2304 

162 1955,34 3580 2124 162 2015,8 4712 2304 

163 2029,98 4878 2124 163 2017,93 4223 2304 

164 1947,76 2360 2124 164 2018,21 4663 2304 

165 1969,19 4269 2124 165 2017,11 6818 2304 

166 2017,81 3668 2124 166 2017,52 3719 2304 

167 2002,3 4330 2124 167 2018,1 5110 2304 
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168 2011,84 3425 2124 168 2017,22 4166 2304 

169 2044,44 4340 2124 169 2017,3 3057 2304 

170 1956,31 2507 2124 170 2018,02 4508 2304 

171 1988,2 3704 2124 171 2016,49 4076 2304 

172 2019,08 4633 2124 172 2019,35 3844 2304 

173 1982,42 4388 2124 173 2015,92 4730 2304 

174 1968,91 3319 2124 174 2018,88 5661 2304 

175 2020,85 3718 2124 175 2016,61 4048 2304 

176 2025,1 2269 2124 176 2019,53 4387 2304 

177 2040,56 2758 2124 177 2016,51 6954 2304 

178 2057,8 4452 2124 178 2018,87 3139 2304 

179 1956,75 3153 2124 179 2016,97 4714 2304 

180 1995,77 3994 2124 180 2016,97 4223 2304 

181 2010,88 3993 2124 181 2018,14 5788 2304 

182 1999,82 4728 2124 182 2017,33 3621 2304 

183 2002,26 2844 2124 183 2016,66 4854 2304 

184 2031,82 4809 2124 184 2016,67 4668 2304 

185 1943,05 5526 2124 185 2017,9 5139 2304 

186 1943,3 5487 2124 186 2018,49 2989 2304 

187 1861,59 4052 2124 187 2017,81 5802 2304 

188 1946,03 3116 2124 188 2016,76 5185 2304 

189 2007,83 4271 2124 189 2019,34 5641 2304 

190 1966,29 3707 2124 190 2016,01 3535 2304 

191 1992,75 4673 2124 191 2018,72 4741 2304 

192 1981,78 4704 2124 192 2016,24 5200 2304 

193 1972,55 3505 2124 193 2018,33 4588 2304 

194 2031,13 4656 2124 194 2016,22 4791 2304 

195 1960,08 3742 2124 195 2017,79 3500 2304 

196 2032,86 3533 2124 196 2016,28 4817 2304 

197 2018,18 4102 2124 197 2019,08 6221 2304 

198 2012,79 3534 2124 198 2015,15 6513 2304 

199 2042,45 4616 2124 199 2017,14 4967 2304 

200 1957,69 3976 2124 200 2018,6 4426 2304 

201 2008,3 3406 2124 201 2016,94 4450 2304 

202 2026,42 4928 2124 202 2018,77 3652 2304 

203 1904,18 3951 2124 203 2016,94 3904 2304 

204 1993,09 4298 2124 204 2019,34 4775 2304 

205 1989,12 3339 2124 205 2016,41 5560 2304 

206 2027,6 4129 2124 206 2017,21 5637 2304 

207 1985,91 3597 2124 207 2017,87 4951 2304 

208 2025,01 3153 2124 208 2017,72 5085 2304 

209 2032,66 4556 2124 209 2018,07 4320 2304 

210 1988,03 4450 2124 210 2015,35 4565 2304 

211 2014,87 5968 2124 211 2018,44 4386 2304 
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212 1901,98 4211 2124 212 2017,3 5525 2304 

213 2029,99 4345 2124 213 2019,22 3905 2304 

214 1959,91 4244 2124 214 2016,52 5165 2304 

215 1981,44 3844 2124 215 2019,11 4848 2304 

216 2004,23 3813 2124 216 2016,65 5130 2304 

217 2042,95 4151 2124 217 2018,24 3527 2304 

218 2000,09 4549 2124 218 2017,71 4636 2304 

219 1967,07 2348 2124 219 2016,97 5835 2304 

220 1990,5 2348 2124 220 2017,42 4065 2304 

221 2012,24 2348 2124 221 2016,78 5357 2304 

222 2029,07 2348 2124 222 2017,84 4360 2304 

223 2045,01 2800 2124 223 2017,72 5648 2304 

224 2050,11 4944 2124 224 2017,48 4621 2304 

225 1936,98 3823 2124 225 2016,73 4701 2304 

226 2040,89 4452 2124 226 2017,4 4653 2304 

227 1980,52 4592 2124 227 2018,79 4402 2304 

228 2016,93 4360 2124 228 2018,29 4744 2304 

229 1989,3 2858 2124 229 2017,99 4434 2304 

230 2029,25 3509 2124 230 2017,39 4559 2304 

231 2016,62 4685 2124 231 2016,91 5661 2304 

232 1958,14 4184 2124 232 2018,01 4363 2304 

233 2012,77 4592 2124 233 2015,84 4157 2304 

234 1971,05 4360 2124 234 2016,88 6124 2304 

235 2012,64 3968 2124 235 2018,44 4684 2304 

236 1991,28 2844 2124 236 2017,35 4897 2304 

237 2026,66 3916 2124 237 2016,88 5803 2304 

238 2020,02 3773 2124 238 2018,37 5502 2304 

239 2001,16 3509 2124 239 2017,53 5362 2304 

240 2039,53 3004 2124 240 2018,49 5149 2304 

241 2054,44 5145 2124 241 2017,43 5183 2304 

242 1934,23 2428 2124 242 2018,95 3939 2304 

243 1960,54 4305 2124 243 2015,2 3190 2304 

244 1988,98 4280 2124 244 2019,53 4903 2304 

245 1993,17 2800 2124 245 2014,03 5132 2304 

246 2025,87 5161 2124 246 2018,44 4652 2304 

247 1916 5387 2124 247 2014,84 6064 2304 

248 1988,72 2343 2124 248 2017,9 4216 2304 

249 2002,46 3669 2124 249 2016,38 4589 2304 

250 2007,7 3370 2124 250 2018,15 3877 2304 

251 2028,48 2288 2124 251 2018,27 5297 2304 

252 2041,05 3869 2124 252 2017,63 4310 2304 

253 1985,22 4859 2124 253 2018,93 5316 2304 

254 1956,13 3343 2124 254 2015,98 4310 2304 

255 2020,03 2343 2124 255 2018,97 5150 2304 



  69 

256 2037,38 3931 2124 256 2015,66 5324 2304 

257 1978 3880 2124 257 2017,56 4207 2304 

258 2009,17 4104 2124 258 2017,2 6307 2304 

259 1993,64 2800 2124 259 2018,02 4318 2304 

260 2027,5 4047 2124 260 2016,93 4708 2304 

261 1997,88 4709 2124 261 2017,98 5640 2304 

262 1967,08 4152 2124 262 2018,72 4056 2304 

263 2031,27 3822 2124 263 2017,69 5652 2304 

264 2026,95 3515 2124 264 2017,17 3101 2304 

265 2040,58 4951 2124 265 2018,02 5223 2304 

266 1934,67 4483 2124 266 2018,22 4553 2304 

267 2008,13 3470 2124 267 2018,06 5273 2304 

268 2032,21 3951 2124 268 2018,35 4025 2304 

269 2011,29 3124 2124 269 2015,99 4551 2304 

270 2045,15 3926 2124 270 2018,32 3822 2304 

271 1944,36 3423 2124 271 2017,86 4461 2304 

272 1996,1 3176 2124 272 2017,33 5516 2304 

273 2022,9 3417 2124 273 2018,06 5535 2304 

274 2029,45 4261 2124 274 2018,31 4222 2304 

275 1990,22 4000 2124 275 2018,63 5146 2304 

276 2013 3895 2124 276 2016,95 5289 2304 

277 2003,45 4723 2124 277 2017,67 5671 2304 

278 1939,22 3241 2124 278 2017,64 5773 2304 

279 2005,45 3124 2124 279 2017,73 5876 2304 

280 2024,16 4735 2124 280 2017,88 4298 2304 

281 1937,01 3851 2124 281 2018,93 3549 2304 

282 1990,64 3581 2124 282 2015,11 3923 2304 

283 2008,85 5153 2124 283 2017,74 6187 2304 

284 1921,34 2360 2124 284 2016,39 5448 2304 

285 1945,89 3630 2124 285 2019,16 5168 2304 

286 2008,72 3091 2124 286 2017,38 5543 2304 

287 2026,55 4810 2124 287 2017,9 4948 2304 

288 1924,89 4671 2124 288 2017,74 5284 2304 

289 1970,01 3176 2124 289 2018,32 5116 2304 

290 2013,26 3286 2124 290 2016,15 4843 2304 

291 2036,46 3236 2124 291 2016,68 4652 2304 

292 2047,66 3830 2124 292 2017,3 5917 2304 

293 2005,16 5138 2124 293 2017,03 3680 2304 

294 1978,4 3116 2124 294 2018,02 7339 2304 

295 2040,07 3884 2124 295 2018,98 5104 2304 

296 1989,54 3880 2124 296 2018,08 4271 2304 

297 2026,39 5753 2124 297 2017,52 4055 2304 

298 1917,04 4797 2124 298 2019,2 4688 2304 

299 2009,51 5487 2124 299 2015,2 6075 2304 
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300 1877,16 4951 2124 300 2018,56 5838 2304 

301 1980,1 3993 2124 301 2017,36 5235 2304 

302 1977,08 3608 2124 302 2017,43 5083 2304 

303 2019,62 4865 2124 303 2016,93 4840 2304 

304 1979,48 4762 2124 304 2017,82 5760 2304 

305 2015,47 4951 2124 305 2017,73 5672 2304 

306 1936,58 4928 2124 306 2018,02 4198 2304 

307 1987,89 3589 2124 307 2018,74 4302 2304 

308 2013,9 4110 2124 308 2016,72 4013 2304 

309 2001,07 3113 2124 309 2017,74 4599 2304 

310 2042,33 4655 2124 310 2018,07 5120 2304 

311 1949,79 4334 2124 311 2018,63 4972 2304 

312 2010,92 3566 2124 312 2015,48 4334 2304 

313 2004,55 4044 2124 313 2018,25 4382 2304 

314 2004,49 4633 2124 314 2016,79 3808 2304 

315 1983,04 4288 2124 315 2017,73 5505 2304 

316 2023,71 4847 2124 316 2017,03 5230 2304 

317 1924,11 3266 2124 317 2016,59 4521 2304 

318 2007,29 2965 2124 318 2019,76 4381 2304 

319 2032,56 3401 2124 319 2014,28 3909 2304 

320 2044,47 4454 2124 320 2018,16 4553 2304 

321 1958,06 3593 2124 321 2017,87 5626 2304 

322 2021,85 4215 2124 322 2015,84 4359 2304 

323 1954,68 3875 2124 323 2017,56 5661 2304 

324 2014,42 3658 2124 324 2015,59 5025 2304 

325 2022,27 3842 2124 325 2019,05 5335 2304 

326 2010,04 4709 2124 326 2016,39 4355 2304 

327 1987,75 3402 2124 327 2018,9 5230 2304 

328 2042,7 4668 2124 328 2017,01 6826 2304 

329 1974,71 4134 2124 329 2017,7 5246 2304 

330 2026,19 5556 2124 330 2017,49 5480 2304 

331 1907,71 4544 2124 331 2019,6 5203 2304 

332 1997,21 4116 2124 332 2017,31 4128 2304 

333 1998,68 4340 2124 333 2017,82 5005 2304 

334 1989,22 4103 2124 334 2017,18 3925 2304 

335 2031,29 4483 2124 335 2018,87 5729 2304 

336 1981,91 4078 2124 336 2014,54 5962 2304 

337 1996,11 4205 2124 337 2018,29 5331 2304 

338 2021,86 4265 2124 338 2016,17 4621 2304 

339 1987,37 4583 2124 339 2016,77 4397 2304 

340 1995,06 4524 2124 340 2018,11 4835 2304 

341 1991,54 4623 2124 341 2017,18 4689 2304 

342 2003,88 4371 2124 342 2017,12 5061 2304 

343 1980,32 4736 2124 343 2018,19 4633 2304 
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344 2007,55 4085 2124 344 2017,7 5639 2304 

345 2018,7 4445 2124 345 2017,99 4439 2304 

346 1982,04 2176 2124 346 2017,77 5576 2304 

347 1995,62 2176 2124 347 2017,48 3101 2304 

348 2007,41 4592 2124 348 2018,88 4689 2304 

349 2000,11 3780 2124 349 2017,76 6430 2304 

350 2000,87 4425 2124 350 2017,63 3806 2304 

351 1998,2 4454 2124 351 2017,57 5051 2304 

352 2012,47 4034 2124 352 2018,19 5444 2304 

353 2015,54 4523 2124 353 2016,43 3512 2304 

354 1963,92 5765 2124 354 2018,1 3624 2304 

355 1954,48 3003 2124 355 2017,46 5780 2304 

356 2009,52 3324 2124 356 2016,91 5209 2304 

357 2023,26 3882 2124 357 2016,83 4370 2304 

358 2010,35 4451 2124 358 2018,49 6062 2304 

359 1996,22 3745 2124 359 2017,29 4802 2304 

360 2019,98 4780 2124 360 2017,15 4321 2304 

361 1974,4 3162 2124 361 2016,79 4955 2304 

362 2036,42 3593 2124 362 2017,24 5365 2304 

363 1993,94 4166 2124 363 2017,99 4129 2304 

364 2016,2 3464 2124 364 2018,2 4853 2304 

365 2040,38 4753 2124 365 2017,48 3586 2304 

366 1980,38 5123 2124 366 2017,02 4148 2304 

367 2013,88 5439 2124 367 2018,76 5382 2304 

368 1857,88 3241 2124 368 2017,36 4593 2304 

369 1929,14 4034 2124 369 2016,4 4605 2304 

370 1992,1 4193 2124 370 2016,69 4937 2304 

371 1992,7 4105 2124 371 2018,07 2989 2304 

372 2026,22 2680 2124 372 2018,26 3447 2304 

373 2044,92 5271 2124 373 2017,62 4638 2304 

374 1918,78 3088 2124 374 2018,35 3524 2304 

375 1977,44 4977 2124 375 2015,85 4967 2304 

376 1951,48 4212 2124 376 2019,47 5061 2304 

377 1997,26 3880 2124 377 2015,11 4428 2304 

378 2013,61 5127 2124 378 2016,78 3542 2304 

379 1895,1 2680 2124 379 2018,6 3701 2304 

380 1946,12 2680 2124 380 2018,35 5215 2304 

381 2001,04 3236 2124 381 2019,09 4247 2304 

382 2033,08 5195 2124 382 2015,38 3970 2304 

383 1940,56 3124 2124 383 2017,93 4600 2304 

384 2003,25 3945 2124 384 2016,36 5662 2304 

385 1998,26 3225 2124 385 2019,33 4193 2304 

386 2030,66 4318 2124 386 2016,87 4260 2304 

387 1960,36 3387 2124 387 2017,08 3737 2304 
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388 2022,01 3345 2124 388 2018,09 4342 2304 

389 2035,56 3630 2124 389 2016,74 3907 2304 

390 2016,15 4797 2124 390 2018,43 5990 2304 

391 1969,38 4951 2124 391 2016,39 3139 2304 

392 1999,39 3771 2124 392 2018,56 4689 2304 

393 2024,13 4965 2124 393 2017,41 5635 2304 

394 1949,09 3875 2124 394 2018,88 4440 2304 

395 1994,17 4215 2124 395 2016,98 6310 2304 

396 1964,69 3839 2124 396 2018,08 5956 2304 

397 2030,89 3859 2124 397 2015,68 4077 2304 

398 1977,28 5138 2124 398 2019,25 4950 2304 

399 1973,38 3823 2124 399 2016,44 4551 2304 

400 2016,45 3681 2124 400 2018,34 3796 2304 

401 2031,55 3696 2124 401 2017,1 4444 2304 

402 2022,4 4234 2124 402 2018,84 2461 2304 

403 1982,84 3114 2124 403 2016,3 3883 2304 

404 2037,76 3884 2124 404 2018,68 3726 2304 

405 1982,69 3839 2124 405 2015,37 5413 2304 

406 2026,48 4219 2124 406 2017,1 4579 2304 

407 1973,02 3254 2124 407 2017,25 5056 2304 

408 2007,11 4104 2124 408 2017,33 4655 2304 

409 1983,64 4708 2124 409 2017,66 4901 2304 

410 1999,49 4070 2124 410 2017,4 4129 2304 

411 2021,97 5227 2124 411 2015,65 4626 2304 

412 1951,33 4825 2124 412 2018,79 5118 2304 

413 2030,59 5227 2124 413 2017,42 3537 2304 

414 1865,82 3447 2124 414 2017,61 4843 2304 

415 1958,15 3447 2124 415 2016,42 2938 2304 

416 2020,7 5426 2124 416 2017,35 4249 2304 

417 1953,08 3731 2124 417 2018,08 3665 2304 

418 1998,51 3275 2124 418 2016,73 5119 2304 

419 2018,64 4323 2124 419 2016,28 3850 2304 

420 1998,52 4873 2124 420 2018,37 5269 2304 

421 1971,45 4916 2124 421 2016,04 4718 2304 

422 1969,2 4711 2124 422 2018,11 4098 2304 

423 1982,23 5138 2124 423 2017,75 3569 2304 

424 1991,16 3608 2124 424 2015,34 6112 2304 

425 2021,54 3859 2124 425 2019,38 4186 2304 

426 2028,49 5519 2124 426 2016,14 5101 2304 

427 1918,35 3425 2124 427 2017,88 4739 2304 

428 2003,05 4736 2124 428 2016,93 5297 2304 

429 1924,01 3162 2124 429 2018,31 5148 2304 

430 2006,67 3417 2124 430 2015,57 4188 2304 

431 2047,14 4356 2124 431 2017,35 3576 2304 
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432 1957,25 4184 2124 432 2018,21 3702 2304 

433 2020,83 3844 2124 433 2016,52 4918 2304 

434 1982,65 4392 2124 434 2017,39 5684 2304 

435 2026,28 4660 2124 435 2017,73 4552 2304 

436 1923,04 5772 2124 436 2017,07 4509 2304 

437 1966,54 3920 2124 437 2016,64 3413 2304 

438 1988,13 3426 2124 438 2018,37 5260 2304 

439 2023,86 4825 2124 439 2017,4 5362 2304 

440 1940,91 3560 2124 440 2018,45 4854 2304 

441 2004,61 4241 2124 441 2018,2 2936 2304 

442 1961,88 4977 2124 442 2016,27 4854 2304 

443 1985,31 4241 2124 443 2018,95 5305 2304 

444 2000,73 4830 2124 444 2015,45 4802 2304 

445 1962,95 3484 2124 445 2018,85 4868 2304 

446 2031,35 3735 2124 446 2015,38 4802 2304 

447 2030,28 3515 2124 447 2019,46 5771 2304 

448 2040,07 4375 2124 448 2015,96 4509 2304 

449 1978,85 3540 2124 449 2018,28 4213 2304 

450 2039,28 3851 2124 450 2016,33 4393 2304 

451 1992,45 4668 2124 451 2018,52 4689 2304 

452 2001,25 3681 2124 452 2015,06 4980 2304 

453 2021,61 3454 2124 453 2017,81 4841 2304 

454 2039,95 3606 2124 454 2016,54 2847 2304 

455 2027,33 4845 2124 455 2017,25 5760 2304 

456 1726,29 4779 2124 456 2017,68 5108 2304 

457 1795,04 3356 2124 457 2019,34 6288 2304 

458 1842,64 3356 2124 458 2016,28 5562 2304 

459 1867,55 4779 2124 459 2017,13 5349 2304 

460 1914,53 3989 2124 460 2018 4584 2304 

461 1948,19 4779 2124 461 2016,85 3789 2304 

462 1955,15 3696 2124 462 2017,63 5764 2304 

463 2017,9 4154 2124 463 2018,12 3947 2304 

464 1972,94 4966 2124 464 2018,61 6713 2304 

465 1962,12 4510 2124 465 2018,81 5263 2304 

466 2020,02 4587 2124 466 2018,45 4207 2304 

467 1961,78 4300 2124 467 2016,12 3675 2304 

468 2024,32 3152 2124 468 2017,68 2967 2304 

469 2024,15 4572 2124 469 2019,09 6495 2304 

470 1965,82 4570 2124 470 2015,67 4191 2304 

471 2019,95 3813 2124 471 2018,07 5183 2304 

472 2000,05 4103 2124 472 2017,33 4474 2304 

473 1997,87 4037 2124 473 2018,4 3906 2304 

474 2018,87 3730 2124 474 2016,75 3961 2304 

475 2019,23 4865 2124 475 2017,18 3839 2304 
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476 1979,45 5298 2124 476 2017,15 5283 2304 

477 1985,07 4668 2124 477 2019,15 4841 2304 

478 1999,61 4683 2124 478 2016,12 4317 2304 

479 1934,9 3717 2124 479 2019,42 4910 2304 

480 1999,33 4151 2124 480 2015,87 5077 2304 

481 2006,26 4528 2124 481 2018,36 5444 2304 

482 1988,48 4162 2124 482 2016,37 5150 2304 

483 1994,96 3343 2124 483 2018,43 4815 2304 

484 2029,86 4519 2124 484 2015,45 4860 2304 

485 1946,11 3406 2124 485 2019,46 4809 2304 

486 2013,27 3406 2124 486 2015,67 3631 2304 

487 2035,66 3070 2124 487 2018,68 4657 2304 

488 2054,93 4153 2124 488 2016,35 3714 2304 

489 1955,85 5324 2124 489 2017,88 3810 2304 

490 1993,66 4153 2124 490 2017,1 6344 2304 

491 2002,3 4445 2124 491 2019,33 5469 2304 

492 1988,16 4736 2124 492 2016,96 4813 2304 

493 2024,43 3162 2124 493 2017,37 6279 2304 

494 2039,06 3012 2124 494 2017,8 3964 2304 

495 2035,81 3499 2124 495 2019,26 3851 2304 

496 2046,26 4584 2124 496 2015,47 3667 2304 

497 1976,1 5526 2124 497 2017,82 4963 2304 

498 1993,79 4683 2124 498 2016,31 5224 2304 

499 2009,76 3648 2124 499 2017,99 4448 2304 

500 2030,71 5620 2124 500 2018,55 5038 2304 
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 (Αριθμός πόλεων = 10, 11) 

# of cities: 10 

 

# of cities: 11 

 Global Optimum 2178 

 

Global Optimum 2585 

 iteration lower bound upper bound 

 

iteration lower bound upper bound 

 
   

 
   

 1 2080,5 4796 2178 1 2445,5 6166 2585 

2 2096,47 5167 2178 2 2445,79 4627 2585 

3 2090,06 3916 2178 3 2474,78 6540 2585 

4 2125,3 5751 2178 4 2409,04 7495 2585 

5 2056,71 4446 2178 5 2444,48 7154 2585 

6 2112,59 4916 2178 6 2445,51 6209 2585 

7 2088,91 6234 2178 7 2454,25 5579 2585 

8 2080,95 5335 2178 8 2470,32 5815 2585 

9 2086,29 5735 2178 9 2475,79 4714 2585 

10 2102,08 6014 2178 10 2493,67 5785 2585 

11 2055,58 5814 2178 11 2480,58 5803 2585 

12 2091,55 5218 2178 12 2488,39 6015 2585 

13 2113,14 4666 2178 13 2446,19 5843 2585 

14 2100,84 3687 2178 14 2480,56 4789 2585 

15 2135,47 4324 2178 15 2483,32 5760 2585 

16 2114,99 4140 2178 16 2462,49 5918 2585 

17 2117,64 5673 2178 17 2466,53 5611 2585 

18 2097,98 4637 2178 18 2469,26 4638 2585 

19 2126,99 5452 2178 19 2489,92 5260 2585 

20 2071,29 5319 2178 20 2432,66 6026 2585 

21 2125,64 5899 2178 21 2454,77 6742 2585 

22 2022,33 4501 2178 22 2475,19 5953 2585 

23 2073,94 5870 2178 23 2452,37 6452 2585 

24 2055,15 7376 2178 24 2467,5 7635 2585 

25 2024,39 6547 2178 25 2391,22 5732 2585 

26 2088,29 5130 2178 26 2455,32 6288 2585 

27 2107,76 6087 2178 27 2453,89 6233 2585 

28 2044,84 5613 2178 28 2443,05 5160 2585 

29 2092,52 5586 2178 29 2478,75 6296 2585 

30 2102,83 5689 2178 30 2449,74 5352 2585 

31 2074,17 4547 2178 31 2466,54 5065 2585 

32 2120,98 2903 2178 32 2479,64 5296 2585 

33 2138,23 6177 2178 33 2493,72 6298 2585 

34 2016,35 3505 2178 34 2457,88 7006 2585 

35 2052,86 5525 2178 35 1800,71 5585 2585 



  76 

36 2095,49 5634 2178 36 1887,84 6260 2585 

37 2085,78 6417 2178 37 1934,79 5960 2585 

38 2056,21 5558 2178 38 2008,75 6856 2585 

39 2090,78 4342 2178 39 2057,42 5974 2585 

40 2113,1 5344 2178 40 2143,83 7447 2585 

41 2050,47 5094 2178 41 2149,95 4877 2585 

42 2100,18 4209 2178 42 2227,25 5501 2585 

43 2114,66 4574 2178 43 2289,67 5926 2585 

44 2102,89 4930 2178 44 2306,31 7730 2585 

45 2107,43 4059 2178 45 2333,63 6260 2585 

46 2122,78 5666 2178 46 2411,11 6435 2585 

47 2058,5 5476 2178 47 2400,34 5384 2585 

48 2096,76 5456 2178 48 2425,21 6313 2585 

49 2071,76 4190 2178 49 2420,53 6080 2585 

50 2117,81 5485 2178 50 2451,15 5669 2585 

51 2067,57 6046 2178 51 2464,4 5537 2585 

52 2081,79 4055 2178 52 2469,67 7448 2585 

53 2112,98 4812 2178 53 2392,1 4855 2585 

54 2103,98 4732 2178 54 2454,95 5114 2585 

55 2107,02 7283 2178 55 2469,26 6057 2585 

56 1995,85 4137 2178 56 2462,79 5587 2585 

57 2070,02 4008 2178 57 2477,42 5996 2585 

58 2096,44 5077 2178 58 2454,4 7203 2585 

59 2079,44 5075 2178 59 2428,69 5599 2585 

60 2110,17 4623 2178 60 2477,88 5971 2585 

61 2122,43 6048 2178 61 2441,93 5220 2585 

62 2039,18 4530 2178 62 2472,54 5238 2585 

63 2096,86 4715 2178 63 2475,01 5873 2585 

64 2097,49 3771 2178 64 2466,79 4758 2585 

65 2124,4 5345 2178 65 2488,56 6001 2585 

66 2090,51 4989 2178 66 2449,35 6967 2585 

67 2114,92 4612 2178 67 2447,97 5867 2585 

68 2113,68 5509 2178 68 2472,71 6849 2585 

69 2047,9 5193 2178 69 2429,25 6212 2585 

70 2115,93 4868 2178 70 2443,23 5860 2585 

71 2083,25 5998 2178 71 2469,31 5496 2585 

72 2101,08 4573 2178 72 2462,23 4773 2585 

73 2120,27 5342 2178 73 2490,52 7539 2585 

74 2049,76 6260 2178 74 2413,55 5075 2585 

75 2085,93 4800 2178 75 2473,75 4984 2585 

76 2106,96 4834 2178 76 2481,38 6643 2585 

77 2091,81 4732 2178 77 2417,77 5675 2585 

78 2119,03 4088 2178 78 2481,91 5058 2585 

79 2122,13 4859 2178 79 2476,63 6711 2585 



  77 

80 2085,15 5384 2178 80 2431,1 6121 2585 

81 2090,83 5850 2178 81 2465,36 7973 2585 

82 2091,86 5968 2178 82 2383,17 7694 2585 

83 2072,19 5509 2178 83 2431,16 4423 2585 

84 2115,33 6485 2178 84 2466,35 5759 2585 

85 2059,63 5573 2178 85 2452,5 5488 2585 

86 2106,59 5095 2178 86 2475,05 5985 2585 

87 2098,98 5508 2178 87 2432,38 5401 2585 

88 2094,96 4134 2178 88 2468,51 5998 2585 

89 2134,11 3563 2178 89 2457,19 5289 2585 

90 2118,36 5716 2178 90 2473,13 5438 2585 

91 2073,72 5183 2178 91 2470,11 5131 2585 

92 2096,77 5616 2178 92 2482,22 6443 2585 

93 2094,37 5543 2178 93 2447,68 5808 2585 

94 2093,22 5226 2178 94 2466,04 6225 2585 

95 2102,88 5945 2178 95 2461,19 5288 2585 

96 2069,97 5184 2178 96 2487,4 6882 2585 

97 2112,62 6799 2178 97 2421,11 5361 2585 

98 1998,1 5938 2178 98 2472,13 6973 2585 

99 2083,07 5201 2178 99 2422,51 5558 2585 

100 2074,51 6658 2178 100 2476,73 6419 2585 

101 2036,85 4473 2178 101 2412 5210 2585 

102 2100,94 3438 2178 102 2478,44 6961 2585 

103 2110,92 3537 2178 103 2410,71 4937 2585 

104 2126,31 5214 2178 104 2454,48 7155 2585 

105 2034,86 6597 2178 105 2404,59 6380 2585 

106 2042,54 6091 2178 106 2447,44 4676 2585 

107 2085,09 6002 2178 107 2478,11 6013 2585 

108 2072,56 4751 2178 108 2448,15 4680 2585 

109 2119,08 5382 2178 109 2477,72 5386 2585 

110 2093,77 4231 2178 110 2465,49 7559 2585 

111 2109,76 5615 2178 111 2420 5984 2585 

112 2092,81 5550 2178 112 2464,39 5124 2585 

113 2095,67 3759 2178 113 2468,59 7514 2585 

114 2127,7 5441 2178 114 2422,66 6157 2585 

115 2050,07 6785 2178 115 2463,29 5379 2585 

116 2084,95 4602 2178 116 2459,46 3629 2585 

117 2092,53 4691 2178 117 2493,12 6617 2585 

118 2102,62 4387 2178 118 2408,45 7750 2585 

119 2129,56 4251 2178 119 2413,23 6930 2585 

120 2104,41 5116 2178 120 2441,3 6551 2585 

121 2114,16 6976 2178 121 2458,82 5255 2585 

122 1944,83 5776 2178 122 2473,22 5951 2585 

123 2046,58 4088 2178 123 2469,11 4991 2585 



  78 

124 2086,66 5634 2178 124 2484,11 6031 2585 

125 2061,15 5725 2178 125 2444 5711 2585 

126 2074,51 5127 2178 126 2480,87 5461 2585 

127 2080,26 5220 2178 127 2467,74 5377 2585 

128 2100,84 5901 2178 128 2475,38 6851 2585 

129 2051,38 6173 2178 129 2424,01 5930 2585 

130 2090,72 5313 2178 130 2479,65 5987 2585 

131 2096 5972 2178 131 2428,07 4482 2585 

132 2059,03 6044 2178 132 2460,68 5482 2585 

133 2089,83 5262 2178 133 2467,94 5884 2585 

134 2097,03 4935 2178 134 2466,1 6373 2585 

135 2108,66 4629 2178 135 2455,32 6538 2585 

136 2121,54 5420 2178 136 2450,47 5275 2585 

137 2071,45 4571 2178 137 2484,34 6534 2585 

138 2108,41 4312 2178 138 2442,63 7364 2585 

139 2125,07 5187 2178 139 2440,38 5737 2585 

140 2077,02 5037 2178 140 2466,46 5821 2585 

141 2107,15 5561 2178 141 2456,23 6319 2585 

142 2072,5 5036 2178 142 2460,82 6501 2585 

143 2117,02 4893 2178 143 2466,05 3656 2585 

144 2104,6 5316 2178 144 2488,1 6344 2585 

145 2098,65 5676 2178 145 2422,09 4412 2585 

146 2085,89 4169 2178 146 2463,21 4292 2585 

147 2122,08 5695 2178 147 2487,3 5995 2585 

148 2076,56 4716 2178 148 2422,98 5919 2585 

149 2108,71 6252 2178 149 2450,14 7371 2585 

150 2034 5891 2178 150 2448,34 6032 2585 

151 2090,42 5246 2178 151 2452,12 6889 2585 

152 2102,89 5737 2178 152 2449,52 4999 2585 

153 2099,98 4174 2178 153 2482,47 6436 2585 

154 2115,26 5933 2178 154 2413,97 5310 2585 

155 2021,97 4941 2178 155 2476,64 4728 2585 

156 2090,13 5146 2178 156 2471,59 5758 2585 

157 2103,6 4536 2178 157 2469,82 6017 2585 

158 2097,5 5311 2178 158 2462,42 6180 2585 

159 2104,03 5604 2178 159 2458,3 6435 2585 

160 2085,51 5832 2178 160 2455,4 6130 2585 

161 2101,32 4418 2178 161 2461,58 6747 2585 

162 2109,25 5874 2178 162 2429,46 6650 2585 

163 2076,22 6966 2178 163 2459,22 4478 2585 

164 2059,63 4703 2178 164 2484,72 7299 2585 

165 2113,99 5421 2178 165 2387,5 7225 2585 

166 2065,8 5125 2178 166 2437,29 5738 2585 

167 2103,45 6040 2178 167 2464,3 4938 2585 



  79 

168 2084,23 4649 2178 168 2472,28 7080 2585 

169 2112,54 5131 2178 169 2416,82 5604 2585 

170 2080,39 5143 2178 170 2464,08 6301 2585 

171 2103,27 6249 2178 171 2428,57 5464 2585 

172 2038,79 5328 2178 172 2487,13 5337 2585 

173 2108,56 5806 2178 173 2469,88 6130 2585 

174 2047,73 5059 2178 174 2453,15 6052 2585 

175 2100,35 4274 2178 175 2465,59 6168 2585 

176 2097,39 5068 2178 176 2442,62 7393 2585 

177 2112,04 6591 2178 177 2439,78 5464 2585 

178 2055,81 5893 2178 178 2479,78 6449 2585 

179 2100,3 5292 2178 179 2432,85 6002 2585 

180 2067,72 6028 2178 180 2465,56 6321 2585 

181 2095,58 5196 2178 181 2429,14 5255 2585 

182 2099,04 4716 2178 182 2474,63 5938 2585 

183 2096,2 6017 2178 183 2434,24 4526 2585 

184 2093,83 5151 2178 184 2475,91 5236 2585 

185 2092,59 5532 2178 185 2477,34 4908 2585 

186 2090,01 5378 2178 186 2484,46 6067 2585 

187 2098,54 4112 2178 187 2454,64 4977 2585 

188 2115,95 5381 2178 188 2483,94 6511 2585 

189 2070,62 6227 2178 189 2431,23 5809 2585 

190 2069,1 6914 2178 190 2480,6 5079 2585 

191 2070,96 6744 2178 191 2472,42 6206 2585 

192 2065,18 3844 2178 192 2464,97 6186 2585 

193 2106,8 5977 2178 193 2456,08 6130 2585 

194 2043,97 5634 2178 194 2461,8 6053 2585 

195 2097,85 4144 2178 195 2445,02 6794 2585 

196 2112,54 5724 2178 196 2465,09 5946 2585 

197 2059,78 5967 2178 197 2451,33 5842 2585 

198 2081,91 5608 2178 198 2466,58 5619 2585 

199 2099,52 5463 2178 199 2474,79 4996 2585 

200 2062,16 3677 2178 200 2475,55 4270 2585 

201 2095,17 5314 2178 201 2496,06 6303 2585 

202 2075,46 4572 2178 202 2447,67 6740 2585 

203 2117,61 4163 2178 203 2466,88 6127 2585 

204 2119,88 7051 2178 204 2466,75 5331 2585 

205 2005,86 5291 2178 205 2472,26 6377 2585 

206 2100,94 5291 2178 206 2448,38 7276 2585 

207 2098,49 3980 2178 207 2433,82 6965 2585 

208 2118,65 5697 2178 208 2429,18 6399 2585 

209 2038,63 5923 2178 209 2463,95 6885 2585 

210 2104,67 5219 2178 210 2422,22 6097 2585 

211 2086,65 5474 2178 211 2452,24 6822 2585 



  80 

212 2063,85 4779 2178 212 2432,96 6693 2585 

213 2105,8 3950 2178 213 2453,17 4600 2585 

214 2119,77 5607 2178 214 2486,61 6993 2585 

215 2071,62 5674 2178 215 2424,24 6439 2585 

216 2100,21 5530 2178 216 2463,96 6449 2585 

217 2080,45 6223 2178 217 2423,35 5802 2585 

218 2073,02 5652 2178 218 2472,38 5779 2585 

219 2091,46 5075 2178 219 2447,59 5738 2585 

220 2089,4 5171 2178 220 2473,03 5722 2585 

221 2102,84 4654 2178 221 2460,76 7893 2585 

222 2117,72 4915 2178 222 2417,07 7600 2585 

223 2094,73 4821 2178 223 2450,1 7092 2585 

224 2106,94 5475 2178 224 2423,17 5996 2585 

225 2073,23 3938 2178 225 2463,97 5790 2585 

226 2114,99 5881 2178 226 2440,99 6434 2585 

227 2046,13 5015 2178 227 2446,31 6122 2585 

228 2080,34 4336 2178 228 2477,23 5843 2585 

229 2096,65 5229 2178 229 2454,23 6419 2585 

230 2094,5 6258 2178 230 2442,59 6674 2585 

231 2070,34 5211 2178 231 2443,52 5179 2585 

232 2109,81 4921 2178 232 2477,27 6020 2585 

233 2063,91 6410 2178 233 2440,05 5798 2585 

234 2079,4 6631 2178 234 2484,83 5931 2585 

235 2049,71 4294 2178 235 2475,52 6201 2585 

236 2104,53 5966 2178 236 2463,62 6288 2585 

237 2064,67 5823 2178 237 2461,02 4651 2585 

238 2082,66 5525 2178 238 2487,98 6094 2585 

239 2087,57 5318 2178 239 2428,78 5612 2585 

240 2095,34 4380 2178 240 2474,04 7091 2585 

241 2113,6 5113 2178 241 2405,87 5552 2585 

242 2069,47 3841 2178 242 2469,47 4736 2585 

243 2120,69 4811 2178 243 2480,6 5210 2585 

244 2085,53 4147 2178 244 2467,12 6894 2585 

245 2120,3 5047 2178 245 2440,45 5617 2585 

246 2096,8 6125 2178 246 2473,18 6123 2585 

247 2055,88 5987 2178 247 2467,68 6441 2585 

248 2085,64 5913 2178 248 2449,64 6512 2585 

249 2069,06 6540 2178 249 2481,52 5937 2585 

250 2030,6 3889 2178 250 2445,97 6797 2585 

251 2079,31 5625 2178 251 2442,49 6022 2585 

252 2078,12 4056 2178 252 2457,77 4968 2585 

253 2111 4660 2178 253 2485,75 5598 2585 

254 2097,09 4437 2178 254 2455,73 6656 2585 

255 2126,51 5246 2178 255 2456,62 6244 2585 



  81 

256 2078,26 4061 2178 256 2459,65 5832 2585 

257 2122,55 6277 2178 257 2467,14 5063 2585 

258 2030,42 6570 2178 258 2477,52 5947 2585 

259 2088,56 4952 2178 259 2458,1 6334 2585 

260 2107,84 5756 2178 260 2458,28 6390 2585 

261 2037,25 5171 2178 261 2452,84 7183 2585 

262 2108,99 4178 2178 262 2435,87 6159 2585 

263 2117,78 5207 2178 263 2463,08 6049 2585 

264 2089,01 6163 2178 264 2459,46 5793 2585 

265 2077,17 4723 2178 265 2469,07 5959 2585 

266 2115,11 4559 2178 266 2452,36 6988 2585 

267 2104,14 5217 2178 267 2439,81 5722 2585 

268 2112,33 4934 2178 268 2474,94 6934 2585 

269 2109,89 4207 2178 269 2417,68 4974 2585 

270 2130,44 6466 2178 270 2480,86 6163 2585 

271 2004,05 5003 2178 271 2457,99 4769 2585 

272 2080,14 4814 2178 272 2487,17 5906 2585 

273 2103,62 5123 2178 273 2443,6 5472 2585 

274 2078,6 4276 2178 274 2480,43 5265 2585 

275 2126,64 5287 2178 275 2474,99 7580 2585 

276 2043,68 4918 2178 276 2386,67 5891 2585 

277 2095,22 4696 2178 277 2467,35 6247 2585 

278 2112,27 5264 2178 278 2429,43 6424 2585 

279 2080,1 5867 2178 279 2474,52 5429 2585 

280 2065,38 3868 2178 280 2491,21 7214 2585 

281 2121,42 5057 2178 281 2411,66 6017 2585 

282 2066,08 5457 2178 282 2472,01 6045 2585 

283 2119,21 4816 2178 283 2448,45 5024 2585 

284 2078,76 4752 2178 284 2478,75 5469 2585 

285 2103,1 5530 2178 285 2470,05 5875 2585 

286 2086,38 4187 2178 286 2470,72 5912 2585 

287 2121,96 5225 2178 287 2456,29 3857 2585 

288 2066,11 5150 2178 288 2482,4 6508 2585 

289 2113,27 6470 2178 289 2421,51 5061 2585 

290 1980,92 3866 2178 290 2473,32 7542 2585 

291 2041,57 4715 2178 291 2374,24 4901 2585 

292 2072,84 4669 2178 292 2441,48 6861 2585 

293 2099,86 5153 2178 293 2422,38 4827 2585 

294 2084,73 5795 2178 294 2461,88 5886 2585 

295 2085,85 6560 2178 295 2448,05 6230 2585 

296 2047,29 6332 2178 296 2457,61 6364 2585 

297 2103,08 6121 2178 297 2447,41 7490 2585 

298 2080,34 6252 2178 298 2416,08 6752 2585 

299 2055,96 5250 2178 299 2464,05 7266 2585 



  82 

300 2084,43 5030 2178 300 2394,25 7491 2585 

301 2075,57 5603 2178 301 2456,38 6257 2585 

302 2102,87 6393 2178 302 2447,61 7797 2585 

303 2072,2 4973 2178 303 2407,83 5562 2585 

304 2112,58 4798 2178 304 2456,52 7674 2585 

305 2088,48 4308 2178 305 2355,02 5498 2585 

306 2120,8 5425 2178 306 2431,93 5877 2585 

307 2055,02 4880 2178 307 2438,24 4043 2585 

308 2104,92 5329 2178 308 2477,99 6575 2585 

309 2084,3 4575 2178 309 2419,11 5436 2585 

310 2113,02 4380 2178 310 2465,5 4943 2585 

311 2092,45 5852 2178 311 2483,15 5083 2585 

312 2111,33 4573 2178 312 2482,16 4314 2585 

313 2111,53 6447 2178 313 2502,22 4749 2585 

314 2082,8 5164 2178 314 2484,15 8355 2585 

315 2112,16 5213 2178 315 2395,22 6963 2585 

316 2096,58 5224 2178 316 2465,66 5618 2585 

317 2104,42 5114 2178 317 2454,07 6228 2585 

318 2094,12 5563 2178 318 2455,96 6467 2585 

319 2094 5650 2178 319 2453,73 5538 2585 

320 2069,61 4181 2178 320 2465,32 6095 2585 

321 2126,84 5423 2178 321 2445,2 4761 2585 

322 2077 4368 2178 322 2485,43 6228 2585 

323 2119,29 3063 2178 323 2432,03 6233 2585 

324 2136,61 6540 2178 324 2482,76 4440 2585 

325 1989,85 6073 2178 325 2492,34 5556 2585 

326 2083,9 5283 2178 326 2475,76 6708 2585 

327 2084,99 4635 2178 327 2430,3 6526 2585 

328 2112,02 6968 2178 328 2457,83 6433 2585 

329 2021,46 5742 2178 329 2433,89 5537 2585 

330 2081,69 4842 2178 330 2463,23 5339 2585 

331 2082,9 4278 2178 331 2475,52 5138 2585 

332 2115,73 4662 2178 332 2480,34 5578 2585 

333 2116,66 5627 2178 333 2464,64 7204 2585 

334 2101,43 4994 2178 334 2430,89 4835 2585 

335 2120,58 4462 2178 335 2484,78 5806 2585 

336 2116,95 4763 2178 336 2465,66 5482 2585 

337 2122,38 5502 2178 337 2481,78 6344 2585 

338 2101,05 5928 2178 338 2428,26 6167 2585 

339 2074,73 5934 2178 339 2471,95 5972 2585 

340 2102,69 4393 2178 340 2432,14 6421 2585 

341 2109,3 4784 2178 341 2459,19 6294 2585 

342 2110,57 6939 2178 342 2422,24 5355 2585 

343 2012,08 5250 2178 343 2462,06 6111 2585 



  83 

344 2085,31 4113 2178 344 2459,03 6691 2585 

345 2112,1 5783 2178 345 2456,68 5561 2585 

346 2061,36 4719 2178 346 2471,96 5157 2585 

347 2101,16 5174 2178 347 2471,74 5701 2585 

348 2067,49 5753 2178 348 2482,12 5813 2585 

349 2078,54 3800 2178 349 2461,71 6491 2585 

350 2122,3 4233 2178 350 2448,52 5183 2585 

351 2105,72 5327 2178 351 2479,37 4911 2585 

352 2074,78 4765 2178 352 2484,82 7659 2585 

353 2121,93 3883 2178 353 2384,98 4938 2585 

354 2122,55 5466 2178 354 2464,14 4456 2585 

355 2063,17 5272 2178 355 2472,68 6010 2585 

356 2113,56 5781 2178 356 2441,17 5777 2585 

357 2077,49 4898 2178 357 2484,9 5745 2585 

358 2122,8 6734 2178 358 2452,75 5858 2585 

359 2049,48 6111 2178 359 2475,53 5389 2585 

360 2090,02 6679 2178 360 2484,66 5883 2585 

361 2031,46 4684 2178 361 2469,1 7009 2585 

362 2090,41 5555 2178 362 2424,27 5357 2585 

363 2092,07 6077 2178 363 2475,34 6342 2585 

364 2091,04 4664 2178 364 2430,5 6551 2585 

365 2119 3912 2178 365 2443,02 5367 2585 

366 2121,74 4736 2178 366 2479,53 6505 2585 

367 2104,58 5317 2178 367 2411,18 4704 2585 

368 2104,91 5447 2178 368 2475,37 7047 2585 

369 2104,26 5747 2178 369 2418,28 6878 2585 

370 2087,21 5589 2178 370 2434,27 6050 2585 

371 2108,9 5091 2178 371 2452,8 5412 2585 

372 2094,09 4184 2178 372 2470,51 4303 2585 

373 2119,51 6666 2178 373 2493,68 5999 2585 

374 2009,91 3652 2178 374 2437,25 6092 2585 

375 2070,94 4550 2178 375 2472,75 5398 2585 

376 2087,35 4966 2178 376 2473,91 6260 2585 

377 2108,72 5349 2178 377 2453,94 5891 2585 

378 2103,09 5235 2178 378 2474,87 7045 2585 

379 2093,29 5175 2178 379 2427,52 6602 2585 

380 2101,8 5308 2178 380 2459,08 5663 2585 

381 2097,17 6109 2178 381 2470,45 6339 2585 

382 2076,99 4490 2178 382 2441,36 4877 2585 

383 2111,12 5960 2178 383 2475,34 5761 2585 

384 2046,81 4644 2178 384 2456,83 5914 2585 

385 2096,64 4914 2178 385 2455,65 5221 2585 

386 2073,02 4692 2178 386 2482,47 7284 2585 

387 2109,31 5868 2178 387 2406,02 6455 2585 



  84 

388 2023,8 4936 2178 388 2459,84 6053 2585 

389 2091,91 5441 2178 389 2427,7 6348 2585 

390 2078,93 4952 2178 390 2456,17 6900 2585 

391 2109,51 4177 2178 391 2446,35 6174 2585 

392 2125,56 5291 2178 392 2462,95 4810 2585 

393 2076,3 3526 2178 393 2495,98 6754 2585 

394 2120,42 4524 2178 394 2369,56 5773 2585 

395 2102,61 5325 2178 395 2446,88 4966 2585 

396 2096,49 4159 2178 396 2471,44 5889 2585 

397 2133,57 4581 2178 397 2439,84 6972 2585 

398 2102,56 5728 2178 398 2450,18 5170 2585 

399 2070,84 5704 2178 399 2471,35 7017 2585 

400 2089,53 5843 2178 400 2417,9 6654 2585 

401 2090,37 4832 2178 401 2456,2 5117 2585 

402 2095,65 4542 2178 402 2480,24 6986 2585 

403 2128,32 6474 2178 403 2434,18 6760 2585 

404 1998,91 4090 2178 404 2450,94 6175 2585 

405 2060,26 5864 2178 405 2468,19 4812 2585 

406 2093,08 6306 2178 406 2478,02 5794 2585 

407 2055,51 4130 2178 407 2455,16 6518 2585 

408 2105,49 4198 2178 408 2459,34 5559 2585 

409 2113,85 4570 2178 409 2471,44 5247 2585 

410 2092,38 4640 2178 410 2477,46 6674 2585 

411 2123,14 5418 2178 411 2430,57 5076 2585 

412 2054,44 5705 2178 412 2483,31 7598 2585 

413 2080,09 4820 2178 413 2397,09 6747 2585 

414 2110,65 5306 2178 414 2466,11 5390 2585 

415 2064,8 5936 2178 415 2473,21 5880 2585 

416 2099,59 3565 2178 416 2471,66 5247 2585 

417 2112,05 4791 2178 417 2480,02 5961 2585 

418 2107,16 4739 2178 418 2446,55 5583 2585 

419 2115,53 3941 2178 419 2473,02 5529 2585 

420 2132,03 5140 2178 420 2476,71 6083 2585 

421 2101,18 3845 2178 421 2449,76 6121 2585 

422 2129,4 5796 2178 422 2464,12 4932 2585 

423 2036,8 5303 2178 423 2478,56 6271 2585 

424 2113,04 5061 2178 424 2451,01 5407 2585 

425 2077,45 4824 2178 425 2482,12 6555 2585 

426 2102,85 5429 2178 426 2410,73 5887 2585 

427 2097,83 5335 2178 427 2467,57 6125 2585 

428 2101,97 4527 2178 428 2438,07 6777 2585 

429 2123,56 5649 2178 429 2451,74 5548 2585 

430 2074,32 4439 2178 430 2476,36 7241 2585 

431 2120,52 3191 2178 431 2430,29 6492 2585 
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432 2137,32 2673 2178 432 2480,92 6199 2585 

433 2146,29 4809 2178 433 2422,62 6303 2585 

434 2081,07 6164 2178 434 2461,8 5726 2585 

435 2087,44 5069 2178 435 2463,8 5545 2585 

436 2095,67 5310 2178 436 2463,18 5975 2585 

437 2114,44 5508 2178 437 2469,28 5752 2585 

438 2053,6 5099 2178 438 2449,82 6779 2585 

439 2094,35 5081 2178 439 2461,83 6957 2585 

440 2064,65 5686 2178 440 2441,66 6228 2585 

441 2101,95 5434 2178 441 2454,12 5397 2585 

442 2088,44 4753 2178 442 2466,09 6095 2585 

443 2117,8 4660 2178 443 2460,06 5226 2585 

444 2069,23 7486 2178 444 2488,61 6694 2585 

445 2060,2 6236 2178 445 2442,25 5295 2585 

446 2070,31 5854 2178 446 2482,19 6196 2585 

447 2074,59 5753 2178 447 2423,64 5273 2585 

448 2084,08 4984 2178 448 2465,78 3674 2585 

449 2118,35 5817 2178 449 2487,61 4789 2585 

450 1981,33 5157 2178 450 2476,38 7214 2585 

451 2061,39 5827 2178 451 2412,8 6369 2585 

452 2076,68 5615 2178 452 2465,11 5351 2585 

453 2102,83 6390 2178 453 2479,83 5371 2585 

454 2083,04 5410 2178 454 2470,86 6301 2585 

455 2086,82 5493 2178 455 2447,98 4604 2585 

456 2097,17 4745 2178 456 2479,07 5238 2585 

457 2112,36 5592 2178 457 2476,29 7146 2585 

458 2046,12 5689 2178 458 2395,68 5642 2585 

459 2102,45 5368 2178 459 2458,98 7593 2585 

460 2086,62 5076 2178 460 2392,35 6696 2585 

461 2107,87 3709 2178 461 2460,44 5661 2585 

462 2132,4 5923 2178 462 2464,17 5403 2585 

463 2039,2 5943 2178 463 2458,87 4836 2585 

464 2102,07 5077 2178 464 2491,06 4526 2585 

465 2081,36 4391 2178 465 2493,41 7368 2585 

466 2116,76 5366 2178 466 2395,57 6738 2585 

467 2078,61 5176 2178 467 2461,64 5301 2585 

468 2088,07 4826 2178 468 2464,1 6868 2585 

469 2105,91 5441 2178 469 2468,92 5945 2585 

470 2060,23 4592 2178 470 2469,22 3986 2585 

471 2098,98 5469 2178 471 2499,26 4868 2585 

472 2088,26 5400 2178 472 2479,29 5956 2585 

473 2101,75 4950 2178 473 2462,23 5572 2585 

474 2106,58 5294 2178 474 2485,63 6509 2585 

475 2097,35 6551 2178 475 2438,08 6323 2585 
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476 2056,66 6371 2178 476 2444,34 5131 2585 

477 2108,76 4842 2178 477 2482,73 5607 2585 

478 2097,06 3721 2178 478 2464,7 4555 2585 

479 2126,39 4312 2178 479 2500,76 5288 2585 

480 2105,53 3925 2178 480 2464,21 7043 2585 

481 2128,49 4702 2178 481 2442,93 5342 2585 

482 2101,53 4872 2178 482 2487,61 6150 2585 

483 2122,41 4889 2178 483 2426,22 4819 2585 

484 2083,44 5359 2178 484 2468,11 4941 2585 

485 2098,98 5676 2178 485 2480,61 5059 2585 

486 2067,74 3673 2178 486 2476,43 5008 2585 

487 2108,78 5164 2178 487 2489,91 6579 2585 

488 2091,05 4539 2178 488 2425,17 6648 2585 

489 2131,51 3689 2178 489 2459,72 7480 2585 

490 2134,18 3824 2178 490 2391,88 5521 2585 

491 2134,46 6441 2178 491 2468,55 6546 2585 

492 1985,54 5306 2178 492 2424,33 5452 2585 

493 2097,89 4399 2178 493 2462,57 5256 2585 

494 2102,56 3180 2178 494 2468,64 5468 2585 

495 2131,68 5013 2178 495 2465,75 5547 2585 

496 2071,12 5413 2178 496 2464,7 6237 2585 

497 2110,5 4462 2178 497 2465,46 5359 2585 

498 2109,58 4832 2178 498 2466,43 4805 2585 

499 2118,35 5156 2178 499 2495,8 6813 2585 

500 2083,15 5934 2178 500 2429,59 6357 2585 
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 (Αριθμός πόλεων = 12) 

# of cities: 12 

 Global Optimum 2784 

 iteration lower bound upper bound 

 
   

 1 2620,5 6962 2784 

2 2620,7 7475 2784 

3 2641,33 6240 2784 

4 2664,85 7012 2784 

5 2638,91 6962 2784 

6 2669,95 7792 2784 

7 2610,88 6676 2784 

8 2664,81 7530 2784 

9 2635,8 5908 2784 

10 2678,21 6933 2784 

11 2636,75 7298 2784 

12 2678,42 6713 2784 

13 2635,6 7391 2784 

14 2662,24 5403 2784 

15 2665,08 6492 2784 

16 2667,84 6769 2784 

17 2651,65 6941 2784 

18 2656,2 6450 2784 

19 2661,83 7116 2784 

20 2625,41 5840 2784 

21 2671,49 8793 2784 

22 2542,79 5913 2784 

23 2613,91 6652 2784 

24 2643,06 6073 2784 

25 2663,23 6510 2784 

26 2648,37 5857 2784 

27 2670,86 7000 2784 

28 2648,51 5461 2784 

29 2683,91 5168 2784 

30 2672,74 5967 2784 

31 2673,07 7269 2784 

32 2651,29 5823 2784 

33 2683,26 6007 2784 

34 2665,77 5140 2784 

35 2687,65 6779 2784 
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36 2654,25 5853 2784 

37 2685,87 5746 2784 

38 2656,92 5496 2784 

39 2680,17 7969 2784 

40 2602,46 6313 2784 

41 2672,31 6119 2784 

42 2653,75 7124 2784 

43 2658,85 6771 2784 

44 2673,86 7233 2784 

45 2646,93 5948 2784 

46 2676,84 5918 2784 

47 2669,82 7201 2784 

48 2631,96 6708 2784 

49 2671,28 5688 2784 

50 2660,14 6277 2784 

51 2675,51 5072 2784 

52 2681,06 6231 2784 

53 2664,76 7226 2784 

54 2643,41 6359 2784 

55 2678,58 6020 2784 

56 2645,4 5969 2784 

57 2671,55 5709 2784 

58 2678,08 6663 2784 

59 2647,83 8050 2784 

60 2650,59 6981 2784 

61 2668,72 7539 2784 

62 2623,24 6453 2784 

63 2667,96 6318 2784 

64 2646,95 7574 2784 

65 2649,54 7291 2784 

66 2648,18 5229 2784 

67 2682,16 6204 2784 

68 2641 7101 2784 

69 2661,44 6745 2784 

70 2657,18 7882 2784 

71 2626,46 7858 2784 

72 2658,04 5495 2784 

73 2677,37 7925 2784 

74 2629,5 6812 2784 

75 2662,18 5396 2784 

76 2678,62 7695 2784 

77 2627,86 7396 2784 

78 2650,95 4960 2784 

79 2683 7906 2784 
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80 2601,63 5315 2784 

81 2651,16 5527 2784 

82 2664,36 6133 2784 

83 2657,02 7155 2784 

84 2644,53 7193 2784 

85 2662,68 6302 2784 

86 2652,17 5646 2784 

87 2680,31 6622 2784 

88 2652,47 6609 2784 

89 2667,51 6174 2784 

90 2665,59 6630 2784 

91 2673,31 7904 2784 

92 2593,34 6772 2784 

93 2651,51 6839 2784 

94 2662,1 7628 2784 

95 2606,35 5982 2784 

96 2664,48 6987 2784 

97 2640,69 7350 2784 

98 2635,02 7070 2784 

99 2645,95 6003 2784 

100 2667,59 6400 2784 

101 2647,79 7096 2784 

102 2655,27 6673 2784 

103 2663,8 6097 2784 

104 2658,44 7746 2784 

105 2645,98 7581 2784 

106 2657,43 6622 2784 

107 2661,4 7212 2784 

108 2640,19 4967 2784 

109 2673 7772 2784 

110 2620,8 6866 2784 

111 2656,99 6368 2784 

112 2635,22 4798 2784 

113 2682,78 7120 2784 

114 2636,64 6886 2784 

115 2663,05 6273 2784 

116 2667,81 5713 2784 

117 2674,74 7203 2784 

118 2635,03 5831 2784 

119 2677,13 6555 2784 

120 2636,26 6740 2784 

121 2655,75 8222 2784 

122 2625,81 7611 2784 

123 2652,97 6202 2784 
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124 2667,85 6256 2784 

125 2662,57 6189 2784 

126 2667,89 5644 2784 

127 2677,27 7733 2784 

128 2624,1 6212 2784 

129 2673,46 6885 2784 

130 2632,84 7273 2784 

131 2663,87 6984 2784 

132 2631,06 6972 2784 

133 2669,97 6535 2784 

134 2650,48 5986 2784 

135 2668,89 7230 2784 

136 2626,94 5556 2784 

137 2677,12 7605 2784 

138 2622,17 7429 2784 

139 2657,49 7970 2784 

140 2608,08 7804 2784 

141 2645,47 6715 2784 

142 2635,2 6596 2784 

143 2676,68 6197 2784 

144 2663,5 5606 2784 

145 2671,25 5379 2784 

146 2681,89 6498 2784 

147 2638,87 7976 2784 

148 2665,68 7850 2784 

149 2615,5 6375 2784 

150 2662,35 7842 2784 

151 2612,19 7122 2784 

152 2653,94 7571 2784 

153 2614,62 5814 2784 

154 2668,75 5388 2784 

155 2674,58 7046 2784 

156 2619,07 6349 2784 

157 2667,38 6477 2784 

158 2666,37 6310 2784 

159 2654,72 7531 2784 

160 2640,25 6407 2784 

161 2672,57 7477 2784 

162 2638,22 6451 2784 

163 2660,25 7164 2784 

164 2648,97 5318 2784 

165 2671,54 6540 2784 

166 2654,78 6478 2784 

167 2671,58 6372 2784 



  91 

168 2639,74 7843 2784 

169 2636,62 8607 2784 

170 2624,74 6789 2784 

171 2673,32 6528 2784 

172 2650,54 6980 2784 

173 2664,02 6063 2784 

174 2673,73 7227 2784 

175 2616,37 7575 2784 

176 2656,35 5832 2784 

177 2658,77 5096 2784 

178 2670,75 6689 2784 

179 2645,38 7317 2784 

180 2657,95 5853 2784 

181 2682,13 6072 2784 

182 2664,54 6287 2784 

183 2660,37 6934 2784 

184 2652,35 7405 2784 

185 2649,57 6228 2784 

186 2671,38 6995 2784 

187 2644,23 6269 2784 

188 2678,07 7496 2784 

189 2623,33 7343 2784 

190 2648,12 5843 2784 

191 2666,03 7159 2784 

192 2629,93 6467 2784 

193 2662,2 5274 2784 

194 2676,95 6556 2784 

195 2652,54 5981 2784 

196 2676,85 7823 2784 

197 2619,72 7730 2784 

198 2639,2 7927 2784 

199 2616,74 7560 2784 

200 2635,72 7747 2784 

201 2616,19 7727 2784 

202 2650,79 6542 2784 

203 2636,23 7336 2784 

204 2657 7212 2784 

205 2648,02 7163 2784 

206 2650,3 5160 2784 

207 2676,57 7489 2784 

208 2610,11 7040 2784 

209 2647,32 6834 2784 

210 2651,6 6785 2784 

211 2672,29 6770 2784 
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212 2664,28 6273 2784 

213 2662,95 5354 2784 

214 2676,04 6914 2784 

215 2646,4 6505 2784 

216 2675,23 6184 2784 

217 2660,46 6239 2784 

218 2669,96 6141 2784 

219 2679,06 6988 2784 

220 2633,53 5532 2784 

221 2684,41 7092 2784 

222 2625,68 6982 2784 

223 2655,87 6853 2784 

224 2653,96 6965 2784 

225 2646,08 6588 2784 

226 2647,63 6350 2784 

227 2665,48 5945 2784 

228 2672,12 9090 2784 

229 2572,08 6343 2784 

230 2651,48 7593 2784 

231 2605,31 7512 2784 

232 2629,71 6878 2784 

233 2632,75 6354 2784 

234 2668,52 7154 2784 

235 2637,05 7816 2784 

236 2620,12 5675 2784 

237 2669,03 7646 2784 

238 2608,21 6281 2784 

239 2666,63 6660 2784 

240 2643,2 5919 2784 

241 2672,26 6484 2784 

242 2668,95 5523 2784 

243 2683,33 6187 2784 

244 2652,08 7059 2784 

245 2669,48 5352 2784 

246 2682,55 6482 2784 

247 2647,96 6463 2784 

248 2678,49 7678 2784 

249 2607,01 6126 2784 

250 2655,55 6379 2784 

251 2652,94 7002 2784 

252 2644,93 6563 2784 

253 2658,85 7435 2784 

254 2640,81 6775 2784 

255 2657,09 6804 2784 
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256 2644,8 6539 2784 

257 2667,05 7041 2784 

258 2637,51 5872 2784 

259 2679,12 7925 2784 

260 2586,64 6279 2784 

261 2646,91 6756 2784 

262 2651,64 7716 2784 

263 2606,8 7398 2784 

264 2654,28 7357 2784 

265 2629,98 7030 2784 

266 2660,02 6195 2784 

267 2648,58 7016 2784 

268 2631,28 7133 2784 

269 2653,31 6032 2784 

270 2667,28 6800 2784 

271 2652,43 7664 2784 

272 2654,08 6504 2784 

273 2652,6 5848 2784 

274 2676,36 6747 2784 

275 2650,69 7874 2784 

276 2643,37 5439 2784 

277 2675,73 7545 2784 

278 2621,89 7374 2784 

279 2649,82 6240 2784 

280 2653,35 5414 2784 

281 2682,54 8694 2784 

282 2571,02 6320 2784 

283 2637,52 7660 2784 

284 2617,01 6342 2784 

285 2659,84 7223 2784 

286 2628,6 6814 2784 

287 2658,45 4901 2784 

288 2678,25 6436 2784 

289 2645,43 6907 2784 

290 2670,33 6244 2784 

291 2653,19 6390 2784 

292 2667,7 5858 2784 

293 2663,66 7020 2784 

294 2650,78 6024 2784 

295 2674,74 6312 2784 

296 2653,28 5383 2784 

297 2682,29 6603 2784 

298 2641,97 7608 2784 

299 2648,78 6495 2784 
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300 2674,18 6978 2784 

301 2657,7 7660 2784 

302 2636,78 7095 2784 

303 2651,65 5141 2784 

304 2682,51 6659 2784 

305 2655,21 6701 2784 

306 2661,66 7749 2784 

307 2604,8 7049 2784 

308 2660,15 6775 2784 

309 2643,08 7080 2784 

310 2650,1 5909 2784 

311 2664,1 6575 2784 

312 2657,24 7171 2784 

313 2656,33 6512 2784 

314 2654,14 6773 2784 

315 2653,86 8660 2784 

316 2600,81 8053 2784 

317 2627,74 6820 2784 

318 2654,09 5183 2784 

319 2677,88 6488 2784 

320 2662,33 7153 2784 

321 2646,42 6566 2784 

322 2664,94 6281 2784 

323 2662,19 7426 2784 

324 2632,47 6624 2784 

325 2666,53 6521 2784 

326 2646,65 7448 2784 

327 2632,97 6465 2784 

328 2673,51 6803 2784 

329 2654,8 4727 2784 

330 2686,46 5732 2784 

331 2667,9 6281 2784 

332 2674,58 7457 2784 

333 2628,67 7494 2784 

334 2643,21 5446 2784 

335 2680,33 6438 2784 

336 2654,59 5756 2784 

337 2666,98 6264 2784 

338 2652,61 7222 2784 

339 2648 7539 2784 

340 2638,94 7977 2784 

341 2619,9 4659 2784 

342 2661,38 5914 2784 

343 2675,12 6388 2784 
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344 2652,86 7786 2784 

345 2628,04 7562 2784 

346 2655,2 7929 2784 

347 2625,98 6290 2784 

348 2664,47 6362 2784 

349 2644,68 6216 2784 

350 2664,06 6189 2784 

351 2670,2 6141 2784 

352 2666,49 6354 2784 

353 2673,28 6816 2784 

354 2642,67 6598 2784 

355 2668,79 5525 2784 

356 2680,17 7453 2784 

357 2630,09 7110 2784 

358 2640,04 6105 2784 

359 2673,14 6495 2784 

360 2642,31 7772 2784 

361 2632,41 7104 2784 

362 2649,78 6624 2784 

363 2651,28 7224 2784 

364 2638,89 6298 2784 

365 2666,38 6978 2784 

366 2656,02 7293 2784 

367 2640,67 7160 2784 

368 2659,89 6585 2784 

369 2643,29 5578 2784 

370 2677,02 6224 2784 

371 2642,15 7227 2784 

372 2649,16 6190 2784 

373 2657,46 7415 2784 

374 2615,25 6270 2784 

375 2665,81 6358 2784 

376 2638,58 6398 2784 

377 2675,58 6897 2784 

378 2633,32 6392 2784 

379 2670,15 6064 2784 

380 2668,66 6966 2784 

381 2655,09 6459 2784 

382 2656,02 7252 2784 

383 2641,19 7832 2784 

384 2652,05 6439 2784 

385 2661,29 7986 2784 

386 2628,71 7237 2784 

387 2654,05 7517 2784 
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388 2618,97 6835 2784 

389 2659,08 7838 2784 

390 2618,56 7217 2784 

391 2659,58 5975 2784 

392 2660,15 6450 2784 

393 2666,96 6994 2784 

394 2653,74 6593 2784 

395 2668,81 6586 2784 

396 2666,5 7726 2784 

397 2624,02 6365 2784 

398 2672,7 7069 2784 

399 2644,83 5019 2784 

400 2678,09 8152 2784 

401 2621,34 6531 2784 

402 2665,95 7608 2784 

403 2631,96 5917 2784 

404 2672,13 7467 2784 

405 2628,57 7042 2784 

406 2648,48 7511 2784 

407 2652,2 5396 2784 

408 2662,22 4875 2784 

409 2686,51 6353 2784 

410 2649,12 7089 2784 

411 2672,68 7306 2784 

412 2622,98 6156 2784 

413 2675,1 7480 2784 

414 2630,98 6524 2784 

415 2675,18 6994 2784 

416 2630,16 5739 2784 

417 2677,96 6653 2784 

418 2638,75 7226 2784 

419 2662,47 5060 2784 

420 2680,69 7956 2784 

421 2617,51 7352 2784 

422 2651,02 7459 2784 

423 2631,36 5142 2784 

424 2669 6411 2784 

425 2640,8 7027 2784 

426 2650,71 7942 2784 

427 2635,62 6017 2784 

428 2674,82 6495 2784 

429 2650,47 5942 2784 

430 2682,96 7447 2784 

431 2630,74 7295 2784 
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432 2664,96 7203 2784 

433 2630,37 7639 2784 

434 2643,83 6374 2784 

435 2660,65 7623 2784 

436 2620,49 6391 2784 

437 2655,17 7489 2784 

438 2623,9 5395 2784 

439 2676,51 5969 2784 

440 2651,51 7301 2784 

441 2648,09 5559 2784 

442 2677,56 8084 2784 

443 2602,65 6639 2784 

444 2662,3 5760 2784 

445 2658,66 6430 2784 

446 2665,85 7239 2784 

447 2638,47 5506 2784 

448 2681,71 7174 2784 

449 2618,28 8070 2784 

450 2637,42 6390 2784 

451 2651,59 7139 2784 

452 2643,02 6129 2784 

453 2663,53 7721 2784 

454 2629,94 6203 2784 

455 2660,79 6248 2784 

456 2660,68 6967 2784 

457 2632,67 8254 2784 

458 2648,51 6513 2784 

459 2654,08 6987 2784 

460 2633,91 7087 2784 

461 2666,63 6491 2784 

462 2652,65 7110 2784 

463 2646,87 7649 2784 

464 2630,73 7364 2784 

465 2650,34 7259 2784 

466 2639,67 5955 2784 

467 2660,03 6382 2784 

468 2665,09 6886 2784 

469 2656,72 6980 2784 

470 2661,6 6769 2784 

471 2669,17 7257 2784 

472 2655,23 6342 2784 

473 2657,55 7330 2784 

474 2628,3 7505 2784 

475 2655,98 4295 2784 
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476 2676,18 5891 2784 

477 2655,49 7724 2784 

478 2631,55 6180 2784 

479 2667,35 6490 2784 

480 2642,42 6236 2784 

481 2670,98 7367 2784 

482 2642,83 6381 2784 

483 2665,69 6234 2784 

484 2662,78 6188 2784 

485 2667,31 7428 2784 

486 2626,97 5618 2784 

487 2677,81 6904 2784 

488 2619,17 7690 2784 

489 2640,41 5849 2784 

490 2669,27 6377 2784 

491 2653,82 6623 2784 

492 2656,5 8399 2784 

493 2625,99 5949 2784 

494 2667,04 6119 2784 

495 2660,21 7291 2784 

496 2646,81 5671 2784 

497 2681,93 7180 2784 

498 2582,68 5716 2784 

499 2650,41 7204 2784 

500 2641,38 7373 2784 

 

 


