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Δηζαγσγή 
 

Ζ παξνχζα δηπιψκαηηθή εξγαζία πξαγκαηεχεηαη ηηο ηξεπηηθέο Σαιαληψζεηο Ράβδσλ 

κε Δπηξξνή Γεπηεξνγελψλ Γηαηκεηηθψλ Παξακνξθψζεσλ πξνζπαζψληαο λα αλαδείμεη ηε 

ζπνπδαηφηεηα ησλ παξακνξθψζεσλ απηψλ ζηνλ ππνινγηζκφ ηδηνκνξθψλ, ηδηνζπρλνηήησλ, 

θηλεκαηηθψλ, εληαηηθψλ θαη ηαζηθψλ κεγεζψλ ηεο ξάβδνπ. Πξνθεηκέλνπ λα γίλεη 

πξαγκαηνπνηεζεί απηφ θξίζεθε απαξαίηεην ε δηπισκαηηθή απηή λα έρεη ηελ εμήο δνκή: 

 Κεθάιαην 1: ηνηρεία ζεσξίαο ειαζηηθφηεηαο. Δπεμεγείηαη ε ζεσξία 

ειαζηηθφηεηαο ζηνλ βαζκφ πνπ είλαη αλαγθαίν πξνθεηκέλνπ ζηε ζπλέρεηα λα 

γίλεη αληηιεπηή ε ζεσξία ζηξέςεο. 

 Κεθάιαην 2: Αλνκνηφκνξθεο ζηξεπηηθέο ηαιαληψζεηο ξάβδνπ. Αλαιχεηαη ε 

θιαζζηθή ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο εθαξκνζκέλε ζηηο γξακκηθέο 

ζηξεπηηθέο ηαιαληψζεηο. 

 Κεθάιαην 3: Αλνκνηφκνξθεο ζηξεπηηθέο ηαιαληψζεηο ξάβδνπ κε επηξξνή 

δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ παξακνξθψζεσλ. Πεξηγξάθεηαη ε δηεπξπκέλε 

ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο φζνλ αθνξά ηηο γξακκηθέο ζηξεπηηθέο 

ηαιαληψζεηο. 

 Κεθάιαην 4: Αξηζκεηηθή Δπίιπζε ηνπ Πξνβιήκαηνο. Αλαπηχζζνληαη 

ζπλνπηηθά νη κέζνδνη πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ πξνθεηκέλνπ λα επηιπζεί ην 

πξφβιεκα. 

 Κεθάιαην 5: Αξηζκεηηθά Παξαδείγκαηα: Μέξνο Ά. Παξνπζηάδνληαη θαη 

ζρνιηάδνληαη εθηελψο ηα απνηειέζκαηα ησλ αλαιχζεσλ πνπ έγηλαλ θαη 

αθνξνχλ ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηδηνκνξθψλ θαη ησλ ζπρλνηήησλ ηαιάλησζεο 

ξάβδσλ δηαθφξσλ δηαηνκψλ, κεθψλ θαη ζηαηηθψλ ζπζηεκάησλ. 

 Κεθάιαην 6: Αξηζκεηηθά Παξαδείγκαηα: Μέξνο ΄Β. Παξνπζηάδνληαη θαη 

ζρνιηάδνληαη εθηελψο ηα απνηειέζκαηα δχν ηχπσλ αλαιχζεσλ. Ο πξψηνο 

αθνξά ηνλ ππνινγηζκφ ηεο ρξνλντζηνξίαο θηλεκαηηθψλ θαη εληαηηθψλ κεγεζψλ 

αιιά θαη ζπρλνηήησλ ηαιάλησζεο ξάβδσλ πνπ ππνβάιινληαη ζε θφξηηζε 

αξρηθψλ ζπλζεθψλ βαζηζκέλε ζε θάπνηα απφ ηηο ηδηνκνξθέο ηνπο. Ο δεχηεξνο 

ηχπνο αλαιχζεσλ αληηζηνηρεί ζηνλ ππνινγηζκφ θηλεκαηηθψλ , εληαηηθψλ αιιά 

θαη ηαζηθψλ κεγεζψλ ξάβδσλ πνπ ππνβάιινληαη ζε εμαλαγθαζκέλεο 

ηαιαληψζεηο (ζηελ πεξίπησζε καο νξζνγσληθφ πιήγκα). Καη ζηηο δχν 

πεξηπηψζεηο κειεηψληαη ηαιαληψζεηο ρσξίο απφζβεζε.  

ην ζεκείν απηφ είλαη πνιχ ζεκαληηθφ λα επραξηζηήζσ ηνπο επηβιέπνληεο ηεο 

παξνχζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο θ. απνπληδάθε Δπάγγειν (Καζεγεηή ΔΜΠ) θαη θ. 

Σζίπεξα Βαζίιεην (Τπνςήθην Γηδάθηνξα ΔΜΠ) γηα ηε ζπλερή βνήζεηα, θαζνδήγεζε θαη 

επίιπζε απνξηψλ θαζ’ φιν ην ρξνληθφ δηάζηεκα πνπ δηήξθεζε ε εξγαζία απηή. Δπίζεο θαηά 

θχξην ιφγν ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνπο γνλείο κνπ Κιεάλζε θαη Αηθαηεξίλε Αξγπξίδε 

θαη ηε ζεία κνπ Παλαγηψηα Πνιπκέξνπ γηα ηε δηαξθή ζπκπαξάζηαζε ζε φιε ηε δηάξθεηα ηνπ 

πεληαεηνχο θχθινπ ζπνπδψλ. 

 

Αζήλα, Οθηψβξηνο 2012 
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1 ηνηρεία ζεσξίαο ειαζηηθόηεηαο 
 

1.1 Βαζηθνί Οξηζκνί 
 

      Θεσξνχκε ην ζηεξεφ παξακνξθψζηκν ζψκα, κε δνκή ρσξίο αζπλέρεηεο ηνπ ρήκαηνο 

1.1.1, επί ηνπ νπνίνπ επηβάιινληαη εμσηεξηθέο δπλάκεηο (θαζνιηθέο – επηθαλεηαθέο). 

Απνθφπηνληαο θαη απνκνλψλνληαο ην αξηζηεξφ ηκήκα (ρήκα 1.1.1 ρήκα 1.1.2), 

εκθαλίδεηαη ζηελ επηθάλεηα ηεο επίπεδεο ηνκήο κηα ζπληζηακέλε εζσηεξηθή δχλακε ΓF, ε 

νπνία είλαη ηζνπνιηθή ησλ δπλάκεσλ ηνπ δεμηνχ ηκήκαηνο. πκβνιίδνληαο ην εκβαδφλ ηεο 

επηθάλεηαο ηνκήο σο Α, νξίδνπκε σο ηάζε ζ ην φξην ηνπ ιφγνπ 

  

 A 0

P
lim

A







 
       (1.1.1) 

φπνπ  

ΓΑ : έλα ζηνηρεηψδεο ηκήκα ηεο επηθάλεηαο πνπ ηείλεη λα κεδεληζηεί 

 

 

ηε γεληθή πεξίπησζε, φπνπ ε δχλακε ΓP έρεη ηπραία δηεχζπλζε, νξίδνπκε ην θάζεην ζηελ 

επηθάλεηα δηάλπζκα n , νπφηε αλαιχνληαο ην δηάλπζκα ηεο δχλακεο ζε κηα ζπληζηψζα 

παξάιιειε ζην n  (ΓPn) θαη κηα ζπληζηψζα θάζεηε ζην n  (ΓPt) θαη άξα ζπλεπίπεδε ζηελ 

επηθάλεηα Α, εμάγνπκε ηνπο παξαθάησ νξηζκνχο : 

 

Οξζή Σάζε :           n

A 0

P
lim

A





    (1.1.2) 

Γηαηκεηηθή Σάζε :  t

A 0

P
lim

A





    (1.1.3) 

 

Με βάζε ηα παξαπάλσ νξίδνπκε ηε δηάηκεζε σο εμήο : 

      Διάημηζη είναι ηο ενηαηικό αποηέλεζμα ηο οποίο οθείλεηαι ζηιρ αναπηςζζόμενερ 

διαημηηικέρ ηάζειρ. Οι διαημηηικέρ ηάζειρ ζε ζςνδςαζμό με ηιρ οπθέρ ηάζειρ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

σήμα 1.1.1 Διαζηηθό ζώκα ππό ηελ ελέξγεηα εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ 

P1 

P2 
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αποκαθιζηούν ηην ιζοπποπία για κάθε ζηοισειώδερ ημήμα ενόρ ζηεπεού ζώμαηορ, ενώ 

ηαςηόσπονα είναι ςπαίηιερ για εζωηεπικέρ παπαμοπθώζειρ , δημιοςπγώνηαρ με αςηόν ηον 

ηπόπο ένα μησανιζμό μεηαβίβαζηρ ηηρ εξωηεπικήρ καηαπόνηζηρ ηος ζώμαηορ (καθολικέρ 

– επιθανειακέρ δςνάμειρ) ζηο εζωηεπικό ηος. 

      Δίλαη ινηπφλ πξνθαλέο φηη θαηά ηνλ ζρεδηαζκφ ησλ έξγσλ πνιηηηθνχ κεραληθνχ είλαη 

απαξαίηεηνο ν αθξηβέζηεξνο, φζν ην δπλ n αηφλ, ππνινγηζκφο ησλ εζσηεξηθψλ εληαηηθψλ 

κεγεζψλ (νξζέο θαη δηαηκεηηθέο ηάζεηο), θαζψο θαη ησλ πξνθαινχκελσλ παξακνξθψζεσλ. 

Μηα ιχζε ζην πξφβιεκα απηφ δίλεη ε Θεσξία ηεο Διαζηηθόηεηαο. Ζ Θεσξία ηεο 

Διαζηηθφηεηαο, παξά ηηο φπνηεο παξαδνρέο θάλεη γηα ηε θχζε ησλ ζσκάησλ, απνηειεί έλα 

αξθεηά αθξηβέο καζεκαηηθφ εξγαιείν, κε ην νπνίν έρνληαο σο δεδνκέλα ηελ γεσκεηξία, ηελ 

εμσηεξηθή θφξηηζε θαη ηηο κεραληθέο ηδηφηεηεο ηνπ πιηθνχ κπνξνχκε λα πξνζδηνξίζνπκε 

πιήξσο ηελ εζσηεξηθή θαηαπφλεζε ελφο ζψκαηνο  κε ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηάζεσλ θαη ησλ 

παξακνξθψζεσλ ζε θάζε ζεκείν ηνπ. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                            

 

σήμα 1.1.2 Δπίπεδε ηνκή ζε ειαζηηθό ζώκα 

 

 

1.2 Σξηζδηάζηαηε ειαζηηθόηεηα 
 

      ηε γεληθφηεξε πεξίπησζε θάζε πξφβιεκα πνιηηηθνχ κεραληθνχ αληηκεησπίδεηαη απφ ηε 

Θεσξία Διαζηηθφηεηαο ζηνλ ηξηζδηάζηαην ρψξν. Όπσο πξναλαθέξζεθε, ε εζσηεξηθή 

απφθξηζε ελφο ζψκαηνο ζε εμσηεξηθή θαηαπφλεζε πεξηγξάθεηαη απφ ηηο αλαπηπζζφκελεο 

ηάζεηο θαη ηηο πξνθαινχκελεο παξακνξθψζεηο. 

 

1.2.1  Σάζεηο 

 

      Γηα ηνλ θαζνξηζκφ ηεο έλλνηαο ηεο ηάζεσο ζηνλ ηξηζδηάζηαην ρψξν ζεσξνχκε έλα 

ζηνηρεηψδεο ηκήκα ηνπ πιηθνχ, κνξθήο θχβνπ κε απεηξνζηέο δηαζηάζεηο ( dx,dy,dz ), νη 

πιεπξέο ηνπ νπνίνπ είλαη παξάιιειεο ζηα επίπεδα ηνπ θαξηεζηαλνχ ζπζηήκαηνο 

ζπληεηαγκέλσλ Oxyz  (ρήκα 1.2.1). ε θάζε πιεπξά ηνπ θχβνπ αζθνχληαη δπλάκεηο νη 

νπνίεο εάλ δηαηξεζνχλ κε ηελ επηθάλεηα θαη αλαιπζνχλ ζε ζπληζηψζεο παξάιιειεο ζηνπο 

άμνλεο x, y,z  πξνθχπηνπλ νη παξαθάησ ζπληζηψζεο ησλ ηάζεσλ ζε κεηξσηθή κνξθή 

P1 
P2 

Α 

Β 

Pi 

Pn 

Δπίπεδν 

ηνκήο 

P1 
P2 

Α 

ΓΑ 
 

t 

ΓPn 

ΓPt 

ΓP 
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xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

[ ]

  

   

  

 
 

  
 
  

      (1.2.1) 

φπνπ 

ζii (i= x, y,z ) : νη νξζέο ηάζεηο 

ηij (i,j= x, y,z ) : νη δηαηκεηηθέο ηάζεηο 

   

Όπσο είλαη γλσζηφ ην παξαπάλσ κεηξψν απνηειεί έλαλ ζπκκεηξηθφ ηαλπζηή 2
εο

 ηάμεο. Οη 

ζπληζηψζεο ησλ ηάζεσλ απνηεινχλ ζπλαξηήζεηο ηεο ζέζεο ηνπ ζεκείνπ ζην ειαζηηθφ ζψκα. 

Δπνκέλσο κεηαβάιινληαη θαηά ηελ κεηαθίλεζε ηνπ επηπέδνπ αλαθνξάο θαηά dx,dy,dz . Σε 

κεηαβνιή απηή ηελ εθθξάδνπκε κε ηε βνήζεηα ηνπ αλαπηχγκαηνο Taylor, δηαηεξψληαο ηνπο 

δχν πξψηνπο φξνπο (ρήκα 1.2.1). 

 

 

Δπηζεκαίλνπκε ζε απηφ ην ζεκείν ηα εμήο : 

 

 Οη δείθηεο i,j ζηνλ ζπκβνιηζκφ ηij δειψλνπλ αληίζηνηρα ηε δηεχζπλζε ηνπ θάζεηνπ 

δηαλχζκαηνο ζην επίπεδν θαη ηε δηεχζπλζε ηνπ δηαλχζκαηνο ηεο ζπληζηψζαο ησλ ηάζεσλ. 

 Οξίδνπκε σο ζεηηθέο νξζέο ηάζεηο ηηο εθειθπζηηθέο θαη σο αξλεηηθέο ηηο ζιηπηηθέο. 

Όζνλ αθνξά ηηο δηαηκεηηθέο, ζεσξνχκε φηη απηέο είλαη ζεηηθέο εάλ έρνπλ ηελ θνξά ησλ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

σήμα 1.2.1 πληζηώζεο ηάζεσλ ζε ζηνηρεηώδε θύβν δηαζηάζεσλ dx,dy,dz  
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ζεηηθψλ αμφλσλ ηνπ θαξηεζηαλνχ ζπζηήκαηνο , εθφζνλ ε αληίζηνηρε ζεηηθή νξζή ηάζε έρεη 

θη απηή θνξά ζεηηθνχ άμνλα. Αληίζηνηρα εάλ ε νξζή ηάζε έρεη θνξά αληίζεηε ηνπ ζεηηθνχ 

άμνλα, νη ζεηηθέο θνξέο ησλ δηαηκεηηθψλ αληηζηξέθνληαη.   

      Δθαξκφδνληαο ζηνλ ζηνηρεηψδε θχβν (ρήκα 1.2.1) ηηο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο θαηά ηηο 

ηξεηο δηεπζχλζεηο x, y,z  πξνθχπηνπλ (εθαξκφδνληαο απιή άιγεβξα) νη παξαθάησ ζρέζεηο : 

 

Γηεχζπλζε x  :         
xyxx xz

xp 0
x y z

  
   

  
                                        (1.2.2) 

Γηεχζπλζε y  :         
yy yx yz

yp 0
y x z

    
   

  
                                      (1.2.3) 

Γηεχζπλζε z  :         
zyzxzz

zp 0
z x y

 
   

  
                                      (1.2.4) 

φπνπ 

x y zp , p , p  : νη ζπληζηψζεο ηνπ δηαλχζκαηνο ηεο δχλακεο πεδίνπ αλά κνλάδα φγθνπ 

 

εκεηψλνπκε φηη νη ηξεηο εμηζψζεηο ξνπψλ έρνπλ ήδε ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ εμαγσγή ησλ 

ζρέζεσλ, ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα Cauchy  

 

 xy yx yz zy zx xz, ,       
 

   (1.2.5) 

 

      Σέινο είλαη ρξήζηκν γηα ηελ πεξαηηέξσ αλάιπζε πνπ ζα αθνινπζήζεη λα παξαζέζνπκε ηε 

ζρέζε κεηαμχ ησλ ζπληζησζψλ ηνπ ηαλπζηή ησλ ηάζεσλ πνπ δξνπλ ζε έλα ζεκείν Ο θαη ηνπ 

δηαλχζκαηνο ηάζεο n  πνπ δξα ζε επίπεδν ηπρνχζαο δηεχζπλζεο, ε νπνία ραξαθηεξίδεηαη 

απφ έλα θάζεην ζην επίπεδν δηάλπζκα n  πνπ δηέξρεηαη απφ ην Ο. Θεσξνχκε ην ζηνηρεηψδεο 

ηεηξάεδξν (ρήκα 1.2.2). Δθαξκφδνληαο ηηο ζπλζήθεο ηζνξξνπίαο γηα ηε δηεχζπλζε x  ζα 

έρνπκε 

 

 nx xx x yx y zx z xdS dS dS dS f dV 0                     (1.2.6) 

φπνπ 

xdS , ydS , zdS , dS , dV : ην εκβαδφλ ηνλ πιεπξψλ OAC, OAB, OBC, ABC θαη ν φγθνο ηνπ 

ηεηξαπιεχξνπ αληίζηνηρα 

 

Ηζρχεη φηη 

 

 x nxdS dS  
 

(1.2.7) 

 y nydS dS    (1.2.8) 

 z nzdS dS       (1.2.9) 

 dV dS h                (1.2.10) 

φπνπ 

h : ε απφζηαζε ηεο πιεπξάο ABC απφ ην Ο θαη ni (i = x, y,z ) ηα ζπλεκίηνλα ησλ γσληψλ 

πνπ ζρεκαηίδεη ην δηάλπζκα n  κε ηνπο άμνλεο x, y,z  

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο (1.2.7)-(1.2.10) ζηελ εμηζψζε ηζνξξνπίαο (1.2.6) πξνθχπηεη 
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 nx xx nx yx ny zx nz xdS dS dS dS f dS h 0                      

 nx xx nx yx ny zx nz xf h 0                (1.2.11) 

 

Οκνίσο θαη γηα ηηο δηεπζχλζεηο  y  θαη z . 

 

Γηα ηεηξάεδξν κε απεηξνειάρηζηεο δηαζηάζεηο (h0) θαη κε ηε βνήζεηα ηνπ ζεσξήκαηνο 

Cauchy πξνθχπηνπλ ηειηθά νη παξαθάησ ζρέζεηο 

 

 xn xx nx xy ny xz nz              (1.2.12) 

 yn yx nx yy ny yz nz           
 

(1.2.13) 

 zn zx nx zy ny zz nz             (1.2.14) 

 

Οη παξαπάλσ ζρέζεηο φπσο ζα δνχκε παξαθάησ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα εθθξάζνπλ ηηο 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηα πξνβιήκαηα Σξηζδηάζηαηεο Διαζηηθφηεηαο. 

 

1.2.2 Μεηαηνπίζεηο - Παξακνξθώζεηο 

 

      Με ηελ πξνυπφζεζε φηη ην πιηθφ ζψκα ζηεξίδεηαη έηζη ψζηε λα εκπνδίδνληαη νη 

κεηαθηλήζεηο ζηεξενχ ζψκαηνο, θάησ απφ ηελ επελέξγεηα εμσηεξηθψλ θνξηίζεσλ ην ζψκα 

παξακνξθψλεηαη θαη επνκέλσο θάζε πιηθφ ζεκείν ηνπ ζα πθίζηαηαη κεηαηνπίζεηο. Οη 

κεηαηνπίζεηο απηέο πεξηγξάθνληαη απφ ην ιεγφκελν πεδίν κεηαηνπίζεσλ, δειαδή 

ζπλαξηήζεηο ηεο ζέζεο ηνπ ζεκείνπ ( x, y,z ) πνπ εθθξάδνπλ ηηο κεηαηνπίζεηο θαηά ηηο ηξεηο 

δηεπζχλζεηο x, y θαη z  

Μεηαηφπηζε θαηά x :  u u ( x, y,z )  (1.2.15) 

Μεηαηφπηζε θαηά y :  v v( x, y,z )
 

(1.2.16) 

Μεηαηφπηζε θαηά z :  w w( x, y,z )  (1.2.17) 

 

      Γηα λα ζπζρεηίζνπκε ηηο κεηαηνπίζεηο κε ηηο παξακνξθψζεηο ζεσξνχκε πάιη ηνλ 

ζηνηρεηψδε θχβν, δηαζηάζεσλ dx,dy,dz  (ρήκα 1.2.3 α,β). Δπηζεκαίλνπκε φηη ζηα πιαίζηα 

ηεο ειαζηηθήο ζεσξίαο πηνζεηνχκε ηελ παξαδνρή ησλ κηθξώλ κεηαηνπίζεσλ. Έηζη 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

σήμα 1.2.2 πληζηώζεο ησλ ηάζεσλ επηπέδνπ ηπρνύζεο δηεύζπλζεο n  

o 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

A 

B 

C 
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νξίδνπκε ηηο νξζέο παξακνξθψζεηο σο ηνλ ιφγν κεηαβνιήο ηνπ κήθνπο πξνο ην αξρηθφ 

κήθνο. Π.ρ. θαηά ηε δηεχζπλζε x  ζα είλαη 

 

 
xx

dx

dx


   (1.2.18) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(α) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(β) 

σήμα 1.2.3 Παξακόξθσζε ζηνηρεηώδνπο θύβνπ: 
νξζέο παξακνξθώζεηο(α),  δηαηκεηηθέο παξακνξθώζεηο (β). 

 

Όπσο θαη κε ηηο ζπληζηψζεο ησλ ηάζεσλ, έηζη θη εδψ εθθξάδνπκε ηε κεηαβνιή ησλ ηηκψλ 

ησλ κεηαηνπίζεσλ απφ ζεκείν ζε ζεκείν κε ηε βνήζεηα ηνπ αλαπηχγκαηνο Taylor 

u
dx dx

x


 
 
 

. Άξα ηειηθά πξνθχπηεη 

 

 
xx

u

x




  

(1.2.19) 

 
yy

v

y






 (1.2.20) 

 
zz

w

z






 (1.2.21) 

 

Οη δηαηκεηηθέο παξακνξθψζεηο εθθξάδνπλ ηελ ζηξνθή ησλ αξρηθά θάζεησλ εδξψλ ηνπ 

θχβνπ. Δμεηάδνληαο ηελ πξνβνιή ηεο έδξαο ζην Καξηεζηαλφ επίπεδν   xOy   

(ρήκα 1.2.4), νξίδνπκε ηε δηαηκεηηθή παξακφξθσζε 

 

 
xy yx

u v

x y
   

 
     

 
 (1.2.22) 

 

Οκνίσο νξίδνληαη νη δηαηκεηηθέο παξακνξθψζεηο ζηα επίπεδα yz θαη zx 

 

 
yz zy

v w

z y
 

 
  
 

 (1.2.23) 
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zx xz

u w

z x
 

 
  
 

 (1.2.24) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

σήμα 1.2.4 Γηαηκεηηθέο παξακνξθώζεηο ζηνηρεηώδνπο θύβνπ ζην επίπεδν xOy  

 

Όκνηα ινηπφλ κε ηηο ηάζεηο, νξίδεηαη ν ζπκκεηξηθφο ηαλπζηήο 2
εο

 ηάμεο, ν νπνίνο θαζνξίδεη 

πιήξσο ηελ παξακφξθσζε πνπ πθίζηαηαη ην ζψκα ζ’ έλα πιηθφ ηνπ ζεκείν κε 

ζπληεηαγκέλεο  x, y,z . 

 

 

xx xy xz

xx xy xz

yx yy yz yx yy yz

zx zy zz

zx zy zz

1 1

2 2

1 1
[ ]

2 2

1 1

2 2

  
  

      

  
  

 
  

 
 

 
     
 

 
      
  

 (1.2.25) 

 

      Όπσο παξαηεξνχκε απφ ηηο εμηζψζεηο (1.2.19)-(1.2.24) νη ζπληζηψζεο ηεο 

παξακφξθσζεο εij( x, y,z ) (i,j = x, y,z ) εθθξάδνληαη κνλνζήκαληα ζαλ ζπλαξηήζεηο ησλ u , 

v  θαη w . Αο ζεσξήζνπκε ην αληίζηξνθν πξφβιεκα, δειαδή αο ππνζέζνπκε φηη νη εij( x, y,z ) 

είλαη γλσζηέο ζπλαξηήζεηο θαη ζέινπκε λα εθθξάζνπκε ηηο ζπληζηψζεο u , v  , w  

ζπλαξηήζεη απηψλ. Παξαηεξνχκε φηη έρνπκε έμη εμηζψζεηο γηα ηξεηο αγλψζηνπο. 

Υξεζηκνπνηψληαο ηηο ηξεηο απφ απηέο θαη ιχλνληαο σο πξνο u , v  θαη w , ζα πξνθχςνπλ 

ηηκέο νη νπνίεο, ελ γέλεη, δελ ζα ηθαλνπνηνχλ ηηο ππφινηπεο ηξεηο εμηζψζεηο. Δπνκέλσο νη 

ζπλαξηήζεηο εij( x, y,z ) δελ κπνξεί λα είλαη απζαίξεηεο, αιιά ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ 

νξηζκέλεο εμηζψζεηο. Οη εμηζψζεηο απηέο νλνκάδνληαη εμηζώζεηο ζπκβηβαζηνύ. Οη 

εμηζψζεηο ζπκβηβαζηνχ απνηεινχλ ηε καζεκαηηθή δηαηχπσζε ηεο ζπλζήθεο ζπλέρεηαο ηνπ 

παξακνξθψζηκνπ ζψκαηνο. Γειαδή ζέηνπλ πεξηνξηζκνχο ζηε κνξθή ησλ εμηζψζεσλ εij(

x, y,z ), έηζη ψζηε λα επηηπγράλεηαη ε ζχλδεζε ησλ παξακνξθσκέλσλ θχβσλ θαη λα κελ 

 

 

 

  

 
 

O 
 

 

γ’ 

γ’’ 

Α Β 

C D 

C’ 

B’ 
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ιχεηαη ε ζπλέρεηα ηνπ πιηθνχ. Οη εμηζψζεηο ζπκβηβαζηνχ πξνθχπηνπλ απφ ηηο ζρέζεηο 

(1.2.19)-(1.2.24)κε απαινηθή ησλ ζπληζησζψλ ησλ κεηαηνπίζεσλ θαη χζηεξα απφ δηαδνρηθέο 

παξαγσγίζεηο. Έηζη θαηαιήγνπκε ζηηο παξαθάησ εμηζψζεηο  

 

 

2 22
yy xyxx

2 2 x yy x

   
 

    

 (1.2.26) 

 

2 22
yy yzzz
2 2 y zz y

  
 

    

(1.2.27) 

 

2 22
xx xzzz

2 2 x zx z

   
 

    
(1.2.28) 

 

2
yz xyxz zz2

z x y z x y

     
   

        

(1.2.29) 

 

2
xy yzxz xx2

x y z x y z

     
   

        

 (1.2.30) 

 

2
xy yz yyxz 2

y z x y x z

     
   

      
  (1.2.31) 

 

 

1.2.3 Καηαζηαηηθέο Δμηζώζεηο – Παξαδνρέο Γξακκηθήο Διαζηηθόηεηαο 

 

Με φζα έρνπλ αλαθεξζεί ζπκπεξαίλνπκε φηη ην πξφβιεκα ηεο ηξηζδηάζηαηεο ειαζηηθφηεηαο 

πξνζδηνξίδεηαη απφ 15 αγλψζηνπο : 

 

Έμη ζπληζηώζεο ηάζεσλ 

Έμη ζπληζηώζεο παξακνξθώζεσλ 

Σξεηο ζπληζηώζεο κεηαηνπίζεσλ 

 

Όκσο κέρξη ηψξα έρνπκε παξνπζηάζεη κφλν 9 εμηζψζεηο : 

 

Σξεηο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο 

Έμη εμηζώζεηο κεηαηνπίζεσλ – παξακνξθώζεσλ 

 

Οη εμηζψζεηο ζπκβηβαζηνχ δελ απνηεινχλ πξφζζεηεο (αλεμάξηεηεο) εμηζψζεηο πνπ κπνξνχλ 

λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηελ επίιπζε. Απιά εθθξάδνπλ ηνπο πεξηνξηζκνχο γηα ηελ κνξθή 

ησλ ζπλαξηήζεσλ εij( x, y,z ) , ψζηε λα κελ θαηαιχεηαη ε ζπλέρεηα ηνπ πιηθνχ. 

      Δπνκέλσο ην πξφβιεκα είλαη 6 θνξέο αφξηζην. ηε ζεσξία ηεο ειαζηηθφηεηαο αίξεηαη 

απηή ε ανξηζηία κε ηελ εηζαγσγή ζρέζεσλ πνπ ζπλδένπλ ηηο ηάζεηο κε ηηο παξακνξθψζεηο. 

Οη εμηζψζεηο απηέο νλνκάδνληαη θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο. ηελ νπζία εηζάγνπλ ηηο 

κεραληθέο ηδηφηεηεο πνπ ραξαθηεξίδνπλ ην πιηθφ. Οη κεραληθέο ηδηφηεηεο βαζίδνληαη ζε 

θάπνηεο παξαδνρέο πνπ γίλνληαη ζηα πιαίζηα ηεο Διαζηηθήο Θεσξίαο (λφκνο ηνπ Hooke). 

ην εμήο ζα ζεσξνύκε όηη ηζρύνπλ νη αθόινπζεο παξαδνρέο : 

 

 Σν πιηθφ είλαη νκνηνγελέο. Δπνκέλσο νη κεραληθέο ηδηφηεηεο είλαη ίδηεο γηα θάζε 

ζεκείν ηνπ πιηθνχ. 
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 Σν πιηθφ είλαη ηζόηξνπν. Γειαδή νη ηδηφηεηεο ελφο ζεκείνπ ηνπ πιηθνχ παξακέλνπλ 

ίδηεο, αλεμαξηήησο ηεο δηεχζπλζεο ηελ νπνία εμεηάδνπκε. 

 Σν πιηθφ είλαη γξακκηθά ειαζηηθό. Απηφ ζεκαίλεη φηη θάζε ζπληζηψζα ησλ ηάζεσλ 

είλαη γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ ζπληζησζψλ ησλ παξακνξθψζεσλ. Δπίζεο κε ηνλ 

κεδεληζκφ ησλ επηβαιιφκελσλ ηάζεσλ ην πιηθφ επαλέξρεηαη ζηελ αξρηθή απαξακφξθσηε 

θαηάζηαζε. Ηζρχεη ινηπφλ ε ζρέζε 

 

 ij ijkl klk    (1.2.32) 

φπνπ ηζρχεη ε ζχκβαζε πξφζζεζεο ησλ δεηθηψλ 

 

      Με βάζε ηηο παξαπάλσ παξαδνρέο νη θαηαζηαηηθέο εμηζψζεηο ζε κεηξσηθή κνξθή 

γξάθνληαη 

 

  

xx xx11 12 12

yy yy12 11 12

zz zz12 12 11

xy xy11 12

11 12yz yz

11 12zx zx

k k k 0 0 0

k k k 0 0 0

k k k 0 0 0

0 0 0 ( k k ) 0 0

0 0 0 0 ( k k ) 0

0 0 0 0 0 ( k k )

 

 

 

 

 

 

    
    
    
    
     

    
    
    
          

(1.2.33) 

 

Γηα λα βξνχκε ηηο ζηαζεξέο k11 θαη k12 (ειαζηηθέο ζηαζεξέο) εθηεινχκε πεηξάκαηα απινχ 

εθειθπζκνχ ,
E E


 

  
 

    
 

 θαη απιήο δηάηκεζεο  G   . Οπφηε 

πξνθχπηνπλ  

 

 
11

E (1 )
k

(1 ) (1 2 )



 

 


  
  ,  12

E
k

(1 ) (1 2 )



 




  
  ,   11 12k k 2 G         (1.2.34) 

φπνπ 

Δ  : κέηξν ειαζηηθφηεηαο 

E
G

2 (1 )


 
 : κέηξν δηάηκεζεο  

 λ : ιφγνο Poisson (0<λ<0,5) 

 

Οη θαηαζηαηηθέο εμηζψζεηο έρνπλ ηε κνξθή 

 

 
xx xx yy zz

E
(1 ) ( )

(1 ) (1 2 )
     

 
         

   (1.2.35) 

 
yy yy zz xx

E
(1 ) ( )

(1 ) (1 2 )
     

 
         

 

(1.2.36) 

 
zz zz xx yy

E
(1 ) ( )

(1 ) (1 2 )
     

 
         

      (1.2.37) 

 
xy xy

E

2 (1 )
 


 

 
       (1.2.38) 
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yz yz

E

2 (1 )
 


 

 
        (1.2.39) 

 
zx zx

E

2 (1 )
 


 

 
   (1.2.40) 

ή 

 
xx xx yy zz

1
( )

E
                     (1.2.41) 

 
yy yy zz xx

1
( )

E
                 (1.2.42) 

 
zz zz xx yy

1
( )

E
                 (1.2.43) 

 
xy xy

2 (1 )

E


 

 
        (1.2.44) 

 
yz yz

2 (1 )

E


 

 
       (1.2.45) 

 
zx zx

2 (1 )

E


 

 
     (1.2.46) 

 

1.2.4 Σα ηξία Θεκειηώδε Πξνβιήκαηα ηεο Διαζηηθόηεηαο 

 

      πλνςίδνληαο ηα πξνεγνχκελα παξαηεξνχκε φηη ην καζεκαηηθφ πξφβιεκα ηεο 

ειαζηηθφηεηαο έγθεηηαη ζηνλ ππνινγηζκφ 15 αγλψζησλ 

Έμη ζπληζηώζεο ηάζεσλ 

Έμη ζπληζηώζεο παξακνξθώζεσλ 

Σξεηο ζπληζηώζεο κεηαηνπίζεσλ 

Δπίζεο έρνπκε έλα ζχζηεκα 15 δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ 

Σξεηο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο 

Έμη εμηζώζεηο παξακνξθώζεσλ - κεηαηνπίζεσλ 

Έμη εμηζώζεηο ηάζεσλ – παξακνξθώζεσλ 

Δπνκέλσο ην πξφβιεκα επηδέρεηαη ιχζε (πνπ φπσο απνδεηθλχεηαη είλαη κνλαδηθή). Ζ 

επίιπζε φκσο ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ νδεγεί ζε γεληθή ιχζε. Γηα λα βξνχκε ηελ εηδηθή 

ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζα πξέπεη λα ιάβνπκε ππφςε καο ηελ ηαπηφρξνλε ηθαλνπνίεζε 

επηπξφζζεησλ ζπλζεθψλ ζηα ζχλνξα ηνπ παξακνξθψζηκνπ ζψκαηνο, ηηο ιεγφκελεο 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. Έηζη ινηπφλ αλάινγα κε ηε θχζε ησλ   

ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ πξνθχπηνπλ ηα ηξία ζεκειηψδε πξνβιήκαηα. 

Α) Πρόβλημα Neumann 
ην πξφβιεκα απηφ νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο αθνξνχλ ηελ εληαηηθή θαηάζηαζε ζηα ζχλνξα 

ηνπ παξακνξθψζηκνπ ζψκαηνο. Δάλ Γ είλαη ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ πνπ απαξηίδνπλ ην 

ζχλνξν, ηφηε κε βάζε ηηο ζρέζεηο (1.2.12)-(1.2.14) έρνπκε  

 

xx nx xy ny xz nz xn                                                                               

yx nx yy ny yz nz yn               , γηα θάζε ζεκείν ζην ζχλνξν Γ          (1.2.47) 

zx nx zy ny zz nz zn                                                                                
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Β) Πρόβλημα Dirichlet 
ην πξφβιεκα απηφ δίλνληαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ πεξηγξάθνπλ ηηο κεηαηνπίζεηο ησλ 

ζεκείσλ ηνπ ζπλφινπ Γ 

 

u( x, y,z ) u
                                                                                                  

v( x, y,z ) v    , γηα θάζε ζεκείν ζην ζχλνξν Γ (1.2.48) 

w( x, y,z ) w                                                                                                    

Γ) Μικτό Πρόβλημα 
ην πξφβιεκα απηφ δίλνληαη νη ηάζεηο γηα ηα ζεκεία ( x, y,z ) ηνπ ζπλφξνπ Γu θαη νη 

κεηαηνπίζεηο ησλ ζεκείσλ ηνπ ζπλφξνπ Γv  , φπνπ u vΓ Γ Γ .  

 

      Αμηνζεκείσην είλαη ην γεγνλφο φηη ζηα πιαίζηα ηεο ζεσξίαο ησλ κηθξψλ 

παξακνξθψζεσλ νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ιακβάλνληαη ππφςε γηα ηε γεσκεηξία ηνπ θνξέα 

πνπ αληηζηνηρεί ζηελ απαξακόξθσηε θαηάζηαζε πνπ είλαη δεδνκέλε θαη φρη ζηελ 

παξακνξθσκέλε πνπ ζπληζηά δεηνχκελν ηνπ πξνβιήκαηνο. Λφγσ ησλ κηθξψλ κεηαθηλήζεσλ 

ε δηαθνξά ηεο παξακνξθσκέλεο απφ ηελ απαξακφξθσηε θαηάζηαζε είλαη επνπζηψδεο θαη 

ακειείηαη. 

      Αλάινγα κε ηε θχζε ηνπ πξνβιήκαηνο, κπνξνχκε απαιείθνληαο θάπνηνπο αγλψζηνπο λα 

κεηψζνπκε ην ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ. ηελ πεξίπησζε πνπ 

επηιέγνληαη σο βαζηθνί άγλσζηνη νη 6 ζπληζηψζεο ησλ ηάζεσλ ρξεζηκνπνηνχκε ηηο 6 

εμηζψζεηο ζπκβηβαζηνχ [ζρέζεηο (1.2.26)-(1.2.31)]  (ζηηο νπνίεο ήδε έρεη γίλεη ε απαινηθή 

ησλ u,v,w), φπνπ εθθξάδνπκε κε ηε βνήζεηα ησλ ζρέζεσλ (1.2.41)-(1.2.46)) ηηο ζπληζηψζεο 

εij ζπλαξηήζεη ησλ ηij. Καηαιήγνπκε έηζη ζε έλα ζχζηεκα 6 εμηζψζεσλ κε 6 αγλψζηνπο (

xx yy zz xy yz xz, , , , ,      ) 

 

 

2
2

xx 2
(1 ) 0

x


 


   


        (1.2.49) 

 

2
2

yy 2
(1 ) 0

y


 


   


     (1.2.50) 

 

2
2

zz 2
(1 ) 0

z


 


   

  
(1.2.51) 

 

2
2

xy(1 ) 0
x y


 


   

 
    (1.2.52) 

 

2
2

yz(1 ) 0
y z


 


   

 
                 (1.2.53) 

 

2
2

zx(1 ) 0
z x


 


   

 
      (1.2.54) 

φπνπ 

xx yy zz      : ε πξψηε αλαιινίσηνο ηνπ ηαλπζηή ησλ ηάζεσλ 

2 2 2
2

2 2 2x y z

  
   

  
 : ν ηειεζηήο Laplace 
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Οη παξαπάλσ εμηζψζεηο είλαη γλσζηέο σο εμηζώζεηο Beltrami – Michel. Έηζη ε πεξίπησζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο Neumann αλάγεηαη ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ ζπλαξηήζεσλ ηij ( x, y,z ), έηζη 

ψζηε λα ηθαλνπνηνχληαη νη εμηζψζεηο Beltrami – Michel (1.2.49)-(1.2.54) θαη νη ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο κε ηε κνξθή ησλ ζρέζεσλ (1.2.12)-(1.2.14). 

    Σν πξφβιεκα ηεο ειαζηηθφηεηαο ζα κπνξνχζε επίζεο λα εθθξαζηεί απφ έλα ζχζηεκα 

ηξηψλ εμηζψζεσλ πνπ ζα έρνπλ σο αγλψζηνπο ηηο ζπληζηψζεο ησλ κεηαηνπίζεσλ u , v , w . 

Γηα ηνλ ζθνπφ απηφ ζηηο ηξεηο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο  (1.2.2)-(1.2.4) αληηθαζηζηνχκε ηηο 

ζπληζηψζεο ηij ζπλαξηήζεη ησλ εij κε ηε βνήζεηα ησλ θαηαζηαηηθψλ εμηζψζεσλ. ηε ζπλέρεηα 

ρξεζηκνπνηψληαο ηηο εμηζψζεηο παξακνξθψζεσλ – κεηαηνπίζεσλ (1.2.19)-(1.2.24) 

εθθξάδνπκε ηηο ζπληζηψζεο ησλ παξακνξθψζεσλ ζπλαξηήζεη ησλ u , v ,, w  νπφηε 

θαηαιήγνπκε ζηηο παξαθάησ εμηζψζεηο, γλσζηέο σο εμηζψζεηο Lamé 

 

 

2 xP1
u 0

1 2 x G






    

  
     (1.2.55) 

 

y2
P1

v 0
1 2 y G






    

  
      (1.2.56) 

 

2 zP1
w 0

1 2 z G






    

  
  (1.2.57) 

φπνπ 

xx yy zz

u v w

x y z
   

  
     

  
 : ε πξψηε αλαιινίσηνο ηνπ ηαλπζηή ησλ 

παξακνξθψζεσλ 

 

Γηα ην κελ πξφβιεκα Dirichlet ε ιχζε δίλεηαη απφ ην ζχζηεκα ησλ εμηζψζεσλ (1.2.55)-

(1.2.57) κε ηαπηφρξνλε ηθαλνπνίεζε ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ  

 

u( x, y,z ) u                                                                                                   (1.2.58) 

v( x, y,z ) v                                                                                        (1.2.59) 

w( x, y,z ) w                                                                                                      (1.2.60) 

 

Δλψ γηα ην πξφβιεκα Neumann ε ιχζε δίλεηαη απφ ην ζχζηεκα ησλ εμηζψζεσλ (1.2.55)-

(1.2.57) κε ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο 

 

 

xn nx nx ny nz

uu v u w
G 2

x y x z x
      

      
           

       
    (1.2.61) 

 

yn ny nx nx nx

v v w v u
G 2

y z y x y
      

        
           

        
    (1.2.62) 

 

zn nz nz nx ny

w w u w v
G 2

z x z y z
      

       
          

        
    (1.2.63) 

φπνπ 

G ( 2 G E )

E 3 G


  


 
 : ζηαζεξά ε νπνία εμαξηάηαη απφ ηηο ειαζηηθέο ζηαζεξέο Δ θαη G 

 

,γηα θάζε ζεκείν ( ) ζην ζχλνξν Γ 
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Οη παξαπάλσ ζρέζεηο πξνέθπςαλ  απφ ηηο ζρέζεηο (1.2.12)-(1.2.14) ζηηο νπνίεο εθθξάζακε 

ηηο ζπληζηψζεο ηij ζπλαξηήζεη ησλ εij (i,j = x, y,z ) κέζσ ησλ ζρέζεσλ (1.2.35)-(1.2.40) θαη 

ζηε ζπλέρεηα ζπλαξηήζεη ησλ u  , v  , w  κε ηε βνήζεηα ησλ ζρέζεσλ (1.2.19)-(1.2.24). 

      Σέινο γηα ην κηθηφ πξφβιεκα νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο απαξηίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο 

(1.2.61)-(1.2.63) γηα ην ζχλνιν Γu θαη απφ ηηο ζρέζεηο (1.2.58)-(1.2.60) γηα ην ζχλνιν ΓV. 

      πλεπψο ηξία ζεκειηψδε πξνβιήκαηα, ζεσξεηηθά, πξνζδηνξίδνπλ κε αθξίβεηα  ηελ 

εληαηηθή θαη παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε νπνηνπδήπνηε ζψκαηνο κε ηπρνχζα γεσκεηξία 

θαη εμσηεξηθή θφξηηζε θαη πξνθαλψο δίλνπλ κηα αθξηβή ιχζε θαη ζην πξφβιεκα ησλ 

θακπηφκελσλ δνθψλ κε δηάηκεζε, έρνληαο σο κφλεο παξαδνρέο : 

 

 Σηο κηθξέο παξακνξθώζεηο ηνπ ζώκαηνο 

 Σελ νκνηνκνξθία θαη ηελ ηζνηξνπία ηνπ πιηθνύ 

 Σελ ειαζηηθή (γξακκηθή) θύζε ηνπ πιηθνύ 

 

      Οη παξαπάλσ παξαδνρέο δελ δεκηνπξγνχλ κεγάιεο αλαθξίβεηεο. ε νξηζκέλεο 

πεξηπηψζεηο βξίζθνληαη πνιχ θνληά ζηελ πξαγκαηηθφηεηα, φπσο π.ρ ζε πξνεληεηακέλνπο 

θνξείο (γέθπξεο) θαη ζε θνξείο φπνπ ε κέγηζηε ηάζε δελ μεπεξλά ην φξην αλαινγίαο ηνπ 

πιηθνχ. Παξφια απηά ε επίιπζε ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ ηνπ ηξηζδηάζηαηνπ ειαζηηθνχ 

πξνβιήκαηνο παξνπζηάδεη κεγάιεο δπζθνιίεο. Τπάξρεη ελ ηνχηνηο κηα θαηεγνξία 

πξνβιεκάησλ ζηα νπνία ηφζν ε θχζε ηνπ ζψκαηνο φζν θαη ν ηξφπνο επηβνιήο ηεο θφξηηζεο 

επηβάιινπλ νξηζκέλεο απινπνηήζεηο. ε απηέο ηηο πεξηπηψζεηο κε ηελ εηζαγσγή νξηζκέλσλ 

πξφζζεησλ παξαδνρψλ κεηαπίπηνπκε ζην πξφβιεκα ηεο δηδηάζηαηεο ειαζηηθόηεηαο ή 

αιιηψο ζην επίπεδν εληαηηθό πξόβιεκα. 
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2 Αλνκνηόκνξθεο ζηξεπηηθέο ηαιαληώζεηο ξάβδνπ 
 

2.1  Πξνθαηαξθηηθέο έλλνηεο 
 

ηξέςε ξάβδνπ θαιείηαη ε θφξηηζε εθείλε θαηά ηελ νπνία έλα δεχγνο δπλάκεσλ 

επηδξά ζε κηα δηαηνκή, έηζη ψζηε ην επίπεδν ηνπ δεχγνπο λα είλαη θάζεην ζηνλ άμνλα ηεο 

ξάβδνπ θαη ην ειεχζεξν δηάλπζκα ηεο ξνπήο Μt ηνπ δεχγνπο λα έρεη ηε δηεχζπλζε ηνπ άμνλα 

ηεο ξάβδνπ. Ζ ζηξέςε ζηα ξαβδσηά ζηνηρεία θνξέσλ εκθαλίδεηαη ζηηο πεξηπηψζεηο θαηά ηηο 

νπνίεο ην επίπεδν ηεο εμσηεξηθήο θνξηίζεσο δελ δηέξρεηαη απφ ην θέληξν δηαηκήζεσο S 

(ρήκα 2.1.1), κε απνηέιεζκα λα αλαπηχζζνληαη δηαηκεηηθέο ηάζεηο πξνθαιψληαο 

ζηξέβισζε ησλ δηαηνκψλ ηνπο.  

 
 

e 

P 
 C 

 S 

S: Κένηρο Διαημήζεως 

C: Κένηρο Βάροσς 

 

σήμα 2.1.1 Ράβδνο θηβσηηνεηδνύο κνξθήο ππνβαιιόκελε ζε έθθεληξε σο πξνο ην θέληξν  

                       δηαηκήζεσο θόξηηζε. 
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(α) 

 
(β) 

σήμα 2.1.2 Παξαδείγκαηα άκεζεο (a) θαη έκκεζεο (β) ζηξέςεο δνθνύ. 

 

Σε ζηξέςε σο ζηαηηθή έληαζε κπνξνχκε λα δηαθξίλνπκε ζε άκεζε θαη έκκεζε ζηξέςε 

(ρήκα 2.1.2). Οη ζηξεπηηθέο ξνπέο ζηελ πεξίπησζε ηεο άκεζεο ζηξέςεσο είλαη απαξαίηεηεο 

γηα ηελ ηθαλνπνίεζε ησλ ζπλζεθψλ ηζνξξνπίαο ηνπ θνξέα (ζηξέςε ηζνξξνπίαο). 

Υαξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα απνηεινχλ νη θακπχινη θνξείο κε έθθεληξε θφξηηζε. Οη 

ζηξεπηηθέο ξνπέο ζηελ πεξίπησζε ηεο έκκεζεο ζηξέςεσο νθείινληαη απνθιεηζηηθά ζε 

παξεκπφδηζε ηεο γσληαθήο παξακφξθσζεο ηεο εηζαγφκελεο απφ παξαθείκελα ζηνηρεία. 

Υαξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα απνηειεί ε αθξαία δνθφο θνξέα κνξθήο πιαθνδνθνχ, ε νπνία 

θαηαπνλείηαη ζε έκκεζε ζηξέςε ιφγσ ηεο θάκςεο ηεο κνλνιηζηθά ζπλδεδεκέλεο πιάθαο κε 

ηε δνθφ. 

 
 

  

 

 
 

σήμα 2.1.3 Αλεκπόδηζηε ζηξέβισζε νξζνγσληθήο δηαηνκήο. 

 

Ζ αλάπηπμε ηεο ζεσξίαο ζηξέςεο μεθίλεζε απφ ηνλ Coulomb (1784), ν νπνίνο 

κειέηεζε ηελ απινχζηεξε πεξίπησζε ηεο ξάβδνπ κε θπθιηθή δηαηνκή. Ο Saint Venant 

(1855) ζηεξηδφκελνο ζηε ζεσξία ηνπ Coulomb ηελ νπνία ηξνπνπνίεζε θαηάιιεια ψζηε λα 

ηζρχεη θαη γηα κε θπθιηθέο δηαηνκέο, απέδεημε φηη επίπεδε εγθάξζηα δηαηνκή ξάβδνπ κε 

θπθιηθήο δηαηνκήο ππνβαιιφκελε ζε ζηξέςε, δελ παξακέλεη επίπεδε θαη κεηά ηε ζηξέςε. 

Πην ζπγθεθξηκέλα, ε επηθάλεηα ηεο αξρηθά επίπεδεο δηαηνκήο γίλεηαη ζηξεβιή. Ζ ζηξέςε 

Μt 

Απιή ζηξεπηηθή ζηήξημε (Γηραισηή)  
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θαηά Saint Venant, ε νπνία είλαη νκνηφκνξθε θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ θαιείηαη θαη ειεχζεξε, 

δηφηη ε ζηξέβισζε ηεο δηαηνκήο κπνξεί λα αλαπηπρζεί αλεκπφδηζηα.  

 
 

b 

tM  

[M1] 

L 

a 

(+) 

(-) 

 1 tM M b / L  

 1 tM M a / L   

 

 

[M1] 

L 

1 tM M  

(+) 

tM  

 

σήμα 2.1.4 Αλνκνηόκνξθε ζηξέςε ξάβδσλ ιόγσ παξεκπόδηζεο ηεο ζηξέβισζεο. 

 

ηελ πεξίπησζε ζηξεπηηθά θαηαπνλνχκελεο ξάβδνπ, θαηά ηελ νπνία νη δηακήθεηο 

κεηαηνπίζεηο πνπ πξνθαινχλ ζηξέβισζε παξεκπνδίδνληαη ιφγσ θνξηίζεσο ή ζπλζεθψλ 

ζηεξίμεσο (παξεκπνδηδφκελε ζηξέβισζε δηαηνκήο απφ κεησπηθή εγθάξζηα λεχξσζε), ε 

ζηξέςε είλαη αλνκνηφκνξθε θαη αλαπηχζζνληαη νξζέο ηάζεηο, νη νπνίεο είλαη αλάινγεο ηεο 

ζηξεβιψζεσο θαη ζπλεπψο κεηαβάιινληαη θαηά κήθνο ηνπ άμνλα ηεο ξάβδνπ. Οη επηπηψζεηο 

ηεο παξεκπνδηδφκελεο ζηξεβιψζεσο έγηλαλ αληηιεπηέο πξψηα απφ ηνλ Marguerre (1940). 

 

 

 
 

 

 
 

σήμα 2.1.5 Γηαηνκέο θνξέσλ ηερληθώλ έξγσλ κε έληνλε ζηξέβισζε. 

 

Έηζη, ζχκθσλα κε ηα πξνεγνχκελα, ε ζηξέςε αλαθνξηθά κε ηνλ ηξφπν αλάιεςεο ησλ 

ζηξεπηηθψλ ξνπψλ απφ ηε δηαηνκή, κπνξεί λα ραξαθηεξηζζεί σο αλεκπφδηζηε ζηξέςε Saint 

Venant (νκνηφκνξθε ζηξέςε - ραξαθηεξίδεηαη απφ ηε ζηξεπηηθή ζηαζεξά It ηεο δηαηνκήο) 

θαη σο παξεκπνδηδφκελε ζηξέςε κε δπλάκεηο ζηξέβισζεο (αλνκνηφκνξθε ζηξέςε - 

ραξαθηεξίδεηαη απφ ηε ζηαζεξά ζηξεβιψζεσο CS ).  
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σήμα 2.1.6 Γηαηνκή απινχ (α) θαη πνιιαπινχ (β) θηβσηίνπ θνξέα ηερληθψλ  

έξγσλ κε κεγάιε ζηξεπηηθή αληίζηαζε. 

 

 

Καηά ηελ νκνηφκνξθε ή αλεκπφδηζηε ζηξέςε Saint Venant (ρήκα 2.1.3), ε ηζνξξνπία 

εμαζθαιίδεηαη απφ θιεηζηή ξνή ζηξεπηηθψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ (ξνή θαηά Bredt). Καηά ηελ 

αλνκνηφκνξθε ζηξέςε κε δπλάκεηο ζηξεβιψζεσο, φπσο πξναλαθέξζεθε ν θνξέαο 

αλζίζηαηαη ζηηο επηβαιιφκελεο ζηξεπηηθέο ξνπέο κε ηελ αλάπηπμε νξζψλ ηάζεσλ ιφγσ 

παξεκπφδηζεο ηεο δηακήθνπο παξακφξθσζεο (ρήκα 2.1.4). Ζ ζηξέςε κε ζηξέβισζε είλαη 

ηδηαίηεξα εκθαλήο ζε θνξείο απφ νπιηζκέλν ή πξνεληεηακέλν ζθπξφδεκα κε αλνηθηέο 

δηαηνκέο πνπ πεξηιακβάλνπλ ηνπιάρηζηνλ ηξεηο πιεπξέο, θαζεκία απφ ηηο νπνίεο απνηειείηαη 

απφ ηνίρσκα ή θιεηζηή δηαηνκή (ρήκα 2.1.5). ηηο πεξηπηψζεηο απηέο νη ηάζεηο ιφγσ 

παξεκπφδηζεο ηεο ζηξέβισζεο πξέπεη λα πξνζδηνξίδνληαη, δηφηη κπνξεί λα είλαη ζεκαληηθέο. 

ε πεξηπηψζεηο απιψλ ή πνιιαπιψλ θιεηζηψλ δηαηνκψλ (ρήκα 2.1.6), ε επηξξνή ηεο 

παξεκπφδηζεο ηεο ζηξέβισζεο κπνξεί λα αγλνεζεί, ηδηαίηεξα αλ ηαπηφρξνλα αζθείηαη 

ζεκαληηθή θακπηηθή θαηαπφλεζε. Υαξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα αληηπαξάζεζεο ησλ 

ζηξεπηηθψλ κεηαηνπίζεσλ (ρήκα 2.2.1) απνηειεί ε δηαηνκή θιεηζηνχ θπθιηθνχ ζσιήλα 

(απνπζία ζηξέβισζεο, κεγάιε ζηξεπηηθή αληίζηαζε) θαη ηνπ αλνηθηνχ θπθιηθνχ ζσιήλα 

ίδησλ δηαζηάζεσλ (ηδηαίηεξα εκθαλήο ζηξέβισζε, πνιχ κηθξή ζηξεπηηθή αληίζηαζε). Σν 

παξάδεηγκα απηφ γίλεηαη αληηιεπηφ αλ αλαινγηζηνχκε φηη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηε ζέζε 

ηνπ αλνίγκαηνο επηβάιινπλ κεδεληθή δηαηκεηηθή ηάζε, γεγνλφο πνπ νδεγεί ζε κεγάιεο 

δηαηκεηηθέο ηάζεηο ζηε δηαηνκή πξνθεηκέλνπ λα αλαιεθζεί ην ζηξεπηηθφ θνξηίν. ηνλ 

θιεηζηφ ζσιήλα σζηφζν, νηαδήπνηε λνεηή ηνκή ζα δψζεη δηαηκεηηθέο ηάζεηο δηάθνξεο ηνπ 

κεδελφο, γεγνλφο πνπ θάλεη ηνλ θιεηζηφ ζσιήλα «ππεξζηαηηθφ» κε απνηέιεζκα λα δίδεη 

κεγαιχηεξε ζηξεπηηθή αληίζηαζε. 

ηα επφκελα ζα παξνπζηάζνπκε ηελ ειαζηηθή ζεσξία αλνκνηφκνξθσλ ζηξεπηηθψλ 

ηαιαληψζεσλ σο γεληθή πεξίπησζε θαη ηηο ζηξεπηηθέο ηαιαληψζεηο ρσξίο επηξξνή 

αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο σο κεξηθή πεξίπησζε ηεο πξνεγνχκελεο. Γηα λα γίλνπλ 

θαηαλνεηέο νη δηαθνξέο πνπ ππάξρνπλ, ζα πεξηγξαθνχλ νη παξαδνρέο θαη νη βαζηθέο ζρέζεηο 

ησλ δχν ζεσξηψλ παξάιιεια. 

 

 

2.2 Παξαδνρέο ειαζηηθήο ζεσξίαο ζηξέςεσο 
 

(β) 

(α) 



Κεθάιαην 2
ν
 : Αλνκνηφκνξθεο ζηξεπηηθέο ηαιαληψζεηο ξάβδνπ 

21 

 

1. Η ξάβδνο είλαη επζύγξακκε. 

ηνπο θακπχινπο θνξείο ε θάκςε θαη ε ζηξέςε είλαη ζπλδεδεκέλεο κεηαμχ ηνπο κε 

γεσκεηξηθέο ζρέζεηο. Λχζεηο ζρεηηθά κε ην ζέκα δίδνληαη απφ ηνπο Becker (1965), 

Vlassov (1964, 1965), Dabrowski (1968), θ.ά. 
 

 
σήμα 2.2.1 Αληηπαξάζεζε ησλ ζηξεπηηθώλ κεηαηνπίζεσλ ελόο θιεηζηνύ θαη ελόο αλνηθηνύ θπθιηθνύ 

 ζσιήλα ίδησλ δηαζηάζεσλ. 

 

2. Η ξάβδνο ππόθεηηαη κόλν ζε πεξηζηξνθή πεξί ην δηακήθε άμνλά ηεο, όπνπ ν άμνλαο 

ζηξνθήο κπνξεί λα ηνπνζεηείηαη ειεύζεξα. Μεηαηνπίζεηο  θάζεηεο ζηνλ άμνλα ηεο ξάβδνπ 

(εθηξνπή) δελ ππάξρνπλ. 

ηε ζηξέςε ξάβδσλ φπνπ επηβάιιεηαη θαηαζθεπαζηηθά θάπνηνο άμνλαο ζηξνθήο 

δηαθνξεηηθφο απφ απηφλ πνπ δηέξρεηαη απφ ην θέληξν δηάηκεζεο ησλ δηαηνκψλ 

αλαθέξεηαη ν Roik (1978). Ζ θάκςε ηεο ξάβδνπ κε ηελ παξαδνρή απηή ζεσξείηαη 

αλεμάξηεηε θαηαπφλεζε. Σνχην δελ ηζρχεη φκσο θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ε ξάβδνο 

ππνινγίδεηαη κε ζεσξία δεπηέξαο ηάμεσο. Λχζεηο ζρεηηθά κε ην ζέκα δίδνληαη απφ ηνπο 

Roik et.al. (1972). 

 

3. Δγθάξζηεο παξακνξθώζεηο ηεο δηαηνκήο ζε θαηάζηαζε θνξηίζεσο δελ αλαπηύζζνληαη, 

δειαδή ην ζρήκα ηεο δηαηνκήο δηαηεξείηαη ( yz 0  ). 

ε πνιχ ιεπηφηνηρεο δηαηνκέο κπνξεί ε παξαδνρή απηή λα κελ ηζρχεη, ηδηαίηεξα φηαλ 

ππάξρνπλ ηνπηθέο θαηαπνλήζεηο. Μηα ζεηξά απφ ιχζεηο γηα ηέηνηα εηδηθά πξνβιήκαηα 

κπνξεί λα βξεζεί ζηελ βηβιηνγξαθία, έηζη π.ρ. γηα δνθνχο κνξθήο δηπινχ ηαπ (I) απφ 

ηνπο Scheer (1955), Oxford (1963), γηα ιεπηφηνηρνπο θνξείο θηβσηηνεηδνχο κνξθήο απφ 

ηνπο Heilig (1961), Steinle (1970), Dittler (1980), θαη γηα ιεπηφηνηρνπο θακπχινπο 

ζσιήλεο απφ ηνπο Klöppel and Friemann (1963). Ζ παξαδνρή ηεο κε αηζζεηήο 

κεηαβνιήο ηεο κνξθήο ηεο δηαηνκήο θαηά ηε ζπζηξνθή ηεο ιφγσ ζηξέςεο απνηειεί 

πξνυπφζεζε ζηνπο θνξείο θηβσηηνεηδνχο κνξθήο, ψζηε λα κπνξνχλ λα επηιχνληαη 

(φπσο ζπκβαίλεη θαηά θαλφλα) κε ηηο κεζφδνπο ηεο ζηαηηθήο ησλ ξαβδσηψλ θνξέσλ. Ζ 

πξνυπφζεζε απηή θαηά θαλφλα πιεξνχηαη ζηηο πξνεληεηακέλεο θηβσηηνεηδείο γέθπξεο, 

κε ηελ ηνπνζέηεζε εγθάξζηαο λεχξσζεο (δηαδνθίδα) ζηα άθξα ή θαη ζην κέζν 
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(αλάινγα κε ην άλνηγκα, ην πιάηνο θαη ην χςνο) ηνπ θαηαζθεπαδφκελνπ θνξέα, 

ζχκθσλα κε ηνπο Leonhardt (1980), Weidemaan (1984), Rossner (1988). 

 

4. Η δηαηνκή ηεο ξάβδνπ είλαη ζηαζεξή. 

Με ηελ παξαδνρή απηή ην ζρήκα ηεο δηαηνκήο ηεο ξάβδνπ είλαη αλεμάξηεην ηεο 

δηακήθνπο ζπληεηαγκέλεο. ηε ζηξέςε ξάβδσλ, φπνπ ην ζρήκα ησλ δηαηνκψλ ηνπο 

κεηαβάιιεηαη ζπλαξηήζεη ηνπ κήθνπο, αλαθέξνληαη νη Lee and Szabo (1967). 

 

5. Η πξσηνγελήο (θύξηα) ζηξέβισζε ηεο ξάβδνπ είλαη αλάινγε ηεο ζρεηηθήο γσλίαο 

ζηξεπηηθήο ζηξνθήο ησλ δηαηνκώλ αλά κνλάδα κήθνπο. 

Ζ αλαινγία κεηαμχ ζηξέβισζεο ησλ δηαηνκψλ ηεο ξάβδνπ θαη ζρεηηθήο γσλίαο 

ζηξνθήο αλά κνλάδα κήθνπο απνδείρζεθε φηη ηζρχεη ζηελ πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο 

νκνηφκνξθεο ζηξέςεο απφ ηνλ Saint Venant. Ο ζπγθεθξηκέλνο ηξφπνο ζηξέβισζεο ηεο 

δηαηνκήο επεθηείλεηαη θαη ζηελ παξνχζα ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο νδεγψληαο 

ζε απινπνίεζή ηεο. Ζ ζεψξεζε αλεμάξηεηεο παξακέηξνπ ζηξέβισζεο ηεο δηαηνκήο, ε 

νπνία δελ είλαη αλάινγε ηεο ζρεηηθήο γσλίαο ζηξνθήο αλά κνλάδα κήθνπο, θαζηζηά 

δπλαηή ηε δηεξεχλεζε ηεο επηξξνήο δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ παξακνξθψζεσλ θαη 

παξνπζηάδεηαη αλαιπηηθά ζην θεθάιαην 3. 

 

6. Η ζηξνθή ηεο δηαηνκήο ζεσξείηαη ηόζν κηθξή, ώζηε ην ηόμν κε θαιή πξνζέγγηζε λα 

κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί από ηε ρνξδή ηνπ.  

ηε ζηξεπηηθή θαηαπφλεζε κε κεγάιεο ζηξνθέο αλαθέξνληαη νη Kreuzinger (1969) θαη 

Klöppel and Bilstein (1972)  

 

7. Σν πιηθό ηεο ξάβδνπ ζεσξείηαη νκνγελέο, ηζόηξνπν, ζπλερέο θαη γξακκηθά ειαζηηθό θαη 

ζπλεπώο ηζρύνπλ νη ζρέζεηο ηεο γξακκηθήο ζεσξίαο ειαζηηθόηεηαο. 

 

8. Η θαηαλνκή ησλ δπλάκεσλ ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ είλαη ηέηνηα, ώζηε λα ηεξνύληαη όιεο νη 

πξναλαθεξζείζεο παξαδνρέο.  

 

9. Αγλνείηαη ε απόζβεζε.  

ηελ παξνχζα εξγαζία γίλεηαη ε παξαδνρή φηη ε απφζβεζε ηεο ξάβδνπ ηζνχηαη κε 0. 

 

ηελ εηδηθή πεξίπησζε φπνπ αγλνείηαη ε επηξξνή ηεο αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο ηζρχεη 

επηπξφζζεηα ε παξαδνρή φηη: 

 

10. Οη νξζέο ηάζεηο θαη παξακνξθώζεηο πνπ αλαπηύζζνληαη ζηε ξάβδν κπνξνύλ λα 

ακειεζνύλ. 

 

 

2.3 Μεηαηνπίζεηο, παξακνξθώζεηο, ηάζεηο 
 

Θεσξνχκε πξηζκαηηθή ξάβδν κήθνπο l  (ρήκα 2.3.1α), ηπρνχζαο, ζηαζεξήο δηαηνκήο 

εκβαδνχ A . Σν νκνγελέο ηζφηξνπν θαη γξακκηθά ειαζηηθφ πιηθφ ηεο δηαηνκήο ηεο δνθνχ, κε 

κέηξν ειαζηηθφηεηαο E , κέηξν δηάηκεζεο G , θαη ππθλφηεηα   θαηαιακβάλεη ην 

δηδηάζηαην πνιιαπιά ζπλεθηηθφ ρσξίν   ηνπ επηπέδνπ y,z  πνπ πεξηβάιιεηαη απφ ηηο 

θακπχιεο  j j 1,2,...,K   νη νπνίεο είλαη ηκεκαηηθά ιείεο, δειαδή κπνξνχλ λα έρνπλ 

πεπεξαζκέλν αξηζκφ γσληψλ. ην (ρήκα 2.3.1β) Syz  είλαη ην θχξην θακπηηθφ ζχζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ πνπ δηέξρεηαη απφ ην θέληξν δηάηκεζεο ηεο δηαηνκήο. Ζ ξάβδνο ππνβάιιεηαη 
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ζε ηπρνχζα ζπγθεληξσκέλε ή θαηαλεκεκέλε ρξνληθά κεηαβαιιφκελε ζηξεπηηθή θφξηηζε 

 t tm m x,t  θαη ζηξεβισηηθή θφξηηζε  w wm m x,t  πεξί ηνλ επηκήθε άμνλα ηεο x  

(ρήκα 2.3.1α). Απνηέιεζκα ηεο ζηξεπηηθήο απηήο θαηαπφλεζεο είλαη ε ζηξνθή ηεο 

δηαηνκήο ηεο ξάβδνπ σο πξνο ην θέληξν δηαηκήζεσο S θαηά γσλία  x x,t . Σν θέληξν 

δηαηκήζεσο S ηαπηίδεηαη κε ην θέληξν ζπζηξνθήο ηεο δηαηνκήο ηεο ξάβδνπ εθφζνλ δελ 

επηβάιιεηαη θαηαζθεπαζηηθά θάπνην άιιν θέληξν ζπζηξνθήο. ηα επφκελα ζεσξνχκε φηη 

ζηε ξάβδν δελ επηβάιιεηαη θαηαζθεπαζηηθά θάπνηνο άιινο άμνλαο ζπζηξνθήο. 

 

2.3.1 Μεηαηνπίζεηο 

 

Με βάζε ηελ αλσηέξσ θφξηηζε, ην πεδίν ησλ κεηαηνπίζεσλ u , v , w  θαηά ηνπο 

άμνλεο x , y , z , αληίζηνηρα (ρήκα 2.3.1β) γηα ηπρφλ ζεκείν P ζσξνχκε φηη δίδεηαη σο: 
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0yt 

0zt 

ΓΚ+1 

(Ω) 

ΓΚ 

Γ1 
Γ2 


1

1






K

j j

   Ρ 

Ρ    

σ 

σ 

w

v
θ(x,t)

n

t

s

S 

z  

Sy

Sz
y

C 
SY

SZ

Y

Z

    
(β) 

σήμα 2.3.1 Ράβδνο ηπρνύζαο δηαηνκήο ππνβαιιόκελε ζε ζηξεπηηθή ξνπή tm θαη ξνπή  

ζηξέβισζεο wm  .  

  

      P S
x S Su( x, y,z,t ) x,t y,z x, y,z,t     (2.3.1)  
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 ( )sin (M ) ( ) ( )x xv( x, y,z,t ) PP P x,t sin z x,t          (2.3.2) 

 ( )cos (M ) cos ( )( )x xw( x, y,z,t ) PP P y x,tx,t       (2.3.3) 

 

φπνπ  

  x xx,t d / dx    είλαη ε ζρεηηθή γσλία ζηξνθήο δχν γεηηνληθψλ δηαηνκψλ ηεο 

ξάβδνπ αλεγκέλε ζηε κνλάδα κήθνπο 

  P
S y,z  ε πξσηνγελήο ζπλάξηεζε ζηξεβιψζεσο σο πξνο ην θέληξν δηαηκήζεσο S, ε 

νπνία ραξαθηεξίδεηαη θαη σο θχξηα ζπλάξηεζε ζηξεβιψζεσο. Ο δείθηεο S δείρλεη φηη 

ε ζηξέβισζε αλαθέξεηαη ζηνλ άμνλα ζηξνθήο S. Ζ ζπλάξηεζε ζηξεβιψζεσο P
S  

εθθξάδεη ηε ζηξέβισζε u  πνπ πξνθχπηεη γηα κνλαδηαία ζρεηηθή γσλία ζηξνθήο (

 x x,t 1  ). χκθσλα κε ηελ παξαδνρή πνπ εθθξάδεη ε ζρέζε (2.3.1), ε ζπλάξηεζε 

ζηξεβιψζεσο εμαξηάηαη κφλν απφ ηε γεσκεηξία ηεο δηαηνκήο, δειαδή απνηειεί 

παξάκεηξν απηήο θαη είλαη αλεμάξηεηε ηεο ζπληεηαγκέλεο  x  θαη 

  S
S x, y,z,t  ε δεπηεξνγελήο θχξηα ζπλάξηεζε ζηξέβισζεο. 

 

χκθσλα κε ηελ αλνκνηφκνξθε ζηξέςε κε δπλάκεηο ζηξεβιψζεσο, ε ζρεηηθή γσλία 

ζηξνθήο είλαη ζπλάξηεζε ηεο δηακήθνπο ζπληεηαγκέλεο x  (  x x x,t   ). 

 

2.3.2 Παξακνξθώζεηο 

 

Με ηε βνήζεηα ησλ κεηαηνπίζεσλ πνπ δίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (2.3.1)-(2.3.3) θαη 

εθαξκφδνληαο ηηο ζρέζεηο κεηαηνπίζεσλ - παξακνξθψζεσλ (1.2.19)-(1.2.24) ηεο ζεσξίαο 

ειαζηηθφηεηαο (ζηα πιαίζηα ηεο ζεσξίαο κηθξψλ κεηαηνπίζεσλ), ιακβάλνπκε ηηο ζπληζηψζεο 

ηνπ ηαλπζηή παξακνξθψζεσο σο  

 

  P
xx x S

u
y,z

x
  


  


 (2.3.4) 

 yy

v
0

y



 


 (2.3.5) 

 zz

w
0

z



 


 (2.3.6) 

 
P S
S S

xy x

u v
z

y x y y

 
 

   
      
     

 (2.3.7) 

 yz

v w
0

z y


 
  
 

 (2.3.8) 

 
P S
S S

xz x

u w
y

z x z z

 
 

   
      
     

 (2.3.9) 

 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη νη αλσηέξσ ζρέζεηο πξνέθπςαλ κε ηελ παξαδνρή φηη αγλνείηαη ε 

ζπλεηζθνξά ηεο δεπηεξνγελνχο ζπλάξηεζεο ζηξέβισζεο ζηηο εθθξάζεηο ησλ νξζψλ 

παξακνξθψζεσλ. 
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2.3.3 Σάζεηο 

 

Με ηε βνήζεηα ηνπ πεδίνπ παξακνξθψζεσλ πνπ δίλεηαη απφ ηηο ζρέζεηο (2.3.4)-(2.3.9) θαη 

εθαξκφδνληαο ηηο ζρέζεηο ηάζεσλ - παξακνξθψζεσλ (1.2.35)-(1.2.40) ηεο ζεσξίαο 

ειαζηηθφηεηαο (ζηα πιαίζηα ηεο ζεσξίαο κηθξψλ κεηαηνπίζεσλ), ιακβάλνπκε ηηο ζπληζηψζεο 

ηνπ ηαλπζηή ηάζεσο σο 

 

 
  

   
v 0

xx xx yy zz

E
1

1 1 2
     

 


     
  

  

    P
xx x SE x,t y,z      (2.3.10) 

 
  

   
v 0

yy yy xx zz

E
1

1 1 2
     

 



       
  

 yy 0   (2.3.11) 

  

 
  

   
v 0

zz zz xx yy

E
1 v v 0

1 v 1 2v
   


      
  

  

 zz 0   (2.3.12) 

 

S
P

xy
xy

P S
S S

xy xy xG G z G
y y



 
  

  
        
   

 (2.3.13) 

 yz yzG 0     (2.3.14) 

 

S
P xz
xz

P S
S S

xz xz xG G y G
z z




 
  

  
        
   

 (2.3.15) 

 

φπνπ νη ηειηθέο εθθξάζεηο ησλ εμ. (2.3.10)-(2.3.12) έρνπλ εμαρζεί κε ηελ παξαδνρή φηη 0 

, φπνπ   είλαη ν ιφγνο Poisson ηνπ πιηθνχ ηεο ξάβδνπ. 

 

εκεηψλεηαη φηη φζνλ αθνξά ηελ ηηκή ηνπ κέηξνπ ειαζηηθφηεηαο E  κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί νπνηαδήπνηε ηηκή θξίλεηαη ινγηθή (βιέπε Κεθάιαην 3.2.3). 

 

 

2.4 Σνπηθέο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο, πξσηνγελήο P
S  , 

δεπηεξνγελήο S
S ζπλάξηεζε ζηξέβισζεο 

 

2.4.1 Σνπηθέο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο (2.3.13), (2.3.15) ζηελ πξψηε εμίζσζε ηζνξξνπίαο ηεο ζεσξίαο 

ειαζηηθφηεηαο θαη ιακβάλνληαο ππφςε καδηθέο αδξαλεηαθέο δπλάκεηο ιακβάλνπκε  
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P SP S
xy xyxx xz xz u 0

x y z y z

   


   
     

    
 (2.4.1) 

 

Ζ ζρέζε (2.4.1) δειψλεη φηη ε εληαηηθή θαηάζηαζε ηεο ξάβδνπ ππνθείκελεο ζε ζηξεπηηθή 

θαηαπφλεζε πξνθχπηεη απφ ηελ επαιιειία ησλ πξσηνγελψλ 
P , ησλ δεπηεξνγελψλ 

S  

δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ, ησλ νξζψλ ηάζεσλ απφ ζηξέβισζε xx  θαη ησλ καδηθψλ αδξαλεηαθψλ 

δπλάκεσλ. Πξνθεηκέλνπ λα ηθαλνπνηήζνπκε ηελ εμίζσζε (2.4.1) απαηηνχκε ηνλ κεδεληζκφ 

ηφζν ησλ φξσλ πνπ πξνέξρνληαη απφ ηηο πξσηνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο 
 

 

P P
xy xz 0
y z

  
 

 
 (2.4.2) 

 

φζν θαη απηψλ πνπ πξνέξρνληαη απφ ηηο καδηθέο αδξαλεηαθέο δπλάκεηο,  ηηο νξζέο θαη ηηο 

δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο απφ ζηξέβισζε (είλαη πξνθαλέο φηη ζηελ νκνηφκνξθε 

ζηξέςε Saint Venant ή φηαλ αγλννχκε ηελ επηξξνή ηεο αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο νη φξνη 

απηνί κεδελίδνληαη) 
 

 

S S
xy xz xx u 0
y z x

  


  
   

  
 (2.4.3) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο (2.3.10), (2.3.13), (2.3.15) ζηηο ζρέζεηο (2.4.2)-(2.4.3)  θαη 

ακειψληαο ηελ ζπκβνιή ηεο S
S  ζηηο αδξαλεηαθέο δπλάκεηο ιακβάλνπκε 

 

 
2 P 2 P

2 P S S
S 2 2

0
y z

 


 
   

 
 (2.4.4) 

 
 2 S 2 S

x2 S P ' PS S
S S x S2 2

E x,t

G Gy z

  
   

 
        

 
 (2.4.5) 

 

Γηα ηε κφξθσζε ησλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ ηεο πξσηνγελνχο θαη ηεο δεπηεξνγελνχο 

θχξηαο ζπλάξηεζεο ζηξεβιψζεσο παξαηεξνχκε ηηο δηαηκεηηθέο ηάζεηο ζην ζχλνξν ηεο 

δηαηνκήο. Δμεηάδνληαο ηε ζηνηρεηψδε επηθάλεηα dydz  πνπ απεηθνλίδεηαη ζην ρήκα 2.4.1 

εχθνια ιακβάλνπκε 
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α 

 n  

    t  

 xy  

  xt  

 xz  

  xn  

Γ 

 Ω 

ds 

dy  

dz  

 
 

σήμα 2.4.1 Γηαηκεηηθέο ηάζεηο ζην ζύλνξν ηεο δηαηνκήο 

 

 xn xy y xz zn n       (2.4.6)  

 xt xy z xz yn n        (2.4.7) 

 

φπνπ  y

dy dz
n cos y,n cos

dn ds
     θαη  z

dz dy
n sin z,n sin

dn ds
      είλαη ηα 

ζπλεκίηνλα θαηεπζχλζεσο ηνπ εμσηεξηθνχ θάζεηνπ δηαλχζκαηνο n  ζην ζχλνξν ηεο 

δηαηνκήο. Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο (2.3.13), (2.3.15) πνπ εθθξάδνπλ ηε δηάζπαζε ησλ 

δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ζε πξσηνγελείο θαη δεπηεξνγελείο ζηηο ζρέζεηο (2.4.6)-(2.4.7) 

ιακβάλνπκε 

 

 
P P P
xn xy y xz zn n                   (2.4.8) 

    
P P P
xt xy z xz yn n        (2.4.9) 

 
S S S
xn xy y xz zn n             (2.4.10) 

    
S S S
xt xy z xz yn n        (2.4.11) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο εθθξάζεηο ησλ πξσηνγελψλ θαη δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ πνπ 

δίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (2.3.10), (2.3.13), (2.3.15) ζηηο ζρέζεηο (2.4.8)-(2.4.11) ιακβάλνπκε 

 

  
P

P S
xn x y zG x,t z n y n

n


 

 
      

  

 (2.4.12) 

  
P

P S
xt x y zG x,t y n z n

t


 

 
      

  

 (2.4.13) 

 

 
S

S S
xn G

n





 


 (2.4.14) 

 
S

S S
xt G

t





 


 (2.4.15) 

 

Οη ζρέζεηο (2.4.12), (2.4.14) θαη (2.4.13), (2.4.15) δίδνπλ αληίζηνηρα ηηο θάζεηεο θαη 

εθαπηνκεληθέο σο πξνο ην ζχλνξν ηεο δηαηνκήο πξσηνγελείο θαη δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο 
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ηάζεηο. Ακειψληαο ηε θφξηηζε θαηά ηε δηακήθε θαηεχζπλζε ζηελ παξάπιεπξε επηθάλεηα 

ηεο ξάβδνπ πξέπεη γηα ιφγνπο ηζνξξνπίαο νη θάζεηεο δηαηκεηηθέο ηάζεηο ζην ζχλνξν ηεο λα 

κεδελίδνληαη.  

Πξνθεηκέλνπ λα ηθαλνπνηήζνπκε ηε ζπλνξηαθή απηή ζπλζήθε απαηηνχκε ηνλ κεδεληζκφ 

ηφζν ησλ φξσλ πνπ πξνέξρνληαη απφ ηηο πξσηνγελείο φζν θαη απηψλ απφ ηηο δεπηεξνγελείο 

δηαηκεηηθέο ηάζεηο, δειαδή  

 

  
P
xn 0 

 
(2.4.16)  

 S
xn 0 

  
(2.4.17) 

     

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο (2.4.12), (2.4.14) ζηηο ζρέζεηο (2.4.16)-(2.4.17) θαη 

ιακβάλνληαο ππφςε φηη xG 0  , ε ζπλνξηαθή ζπλζήθε ηεο πξσηνγελνχο θχξηαο 

ζπλαξηήζεσο ζηξεβιψζεσο δίδεηαη σο 

 

 
P
S

y zz n y n
n


   


 (2.4.18) 

 

θαη ε ζπλνξηαθή ζπλζήθε ηεο δεπηεξνγελνχο θχξηαο ζπλαξηήζεσο ζηξεβιψζεσο σο 

 

 
S
S 0
n





                     (2.4.19) 

 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ε ζπλνξηαθή ζπλζήθε δελ επεξεάδεηαη απφ ηελ παξνπζία ησλ 

καδηθψλ δπλάκεσλ. 

 

2.4.2 ύλνςε ππνινγηζκνύ P
S , S

S  

Αλαθεθαιαηψλνληαο ηα αλσηέξσ ζπκπεξαίλνπκε φηη γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο πξσηνγελνχο 

 P
S y,z,t  θαη δεπηεξνγελνχο  S

S x, y,z,t  θχξηαο ζπλαξηήζεσο ζηξεβιψζεσο απαηηείηαη ε 

ιχζε ησλ πηo θάησ πξνβιεκάησλ : 

 

Α) Για τον υπολογιςμό τησ P
S  (για ςύςτημα ςυντεταγμένων ωσ προσ το κέντρο 

ςυςτροφήσ) 
Πξόβιεκα Νeumann ηεο δηαθνξηθήο εμηζώζεσο Laplace 

 

 
2 P 2 P

2 P S S
S 2 2

0
y z

 


 
   

 
ζην εζσηεξηθφ ηνπ ρσξίνπ ηεο δηαηνκήο Ω (2.4.20) 

 

 
P
S

y zz n y n
n


   


 ζην ζχλνξν ηεο δηαηνκήο Γ (2.4.21) 

 

Β) Για τον υπολογιςμό τησ S
S (για ςύςτημα ςυντεταγμένων ωσ προσ το κέντρο 

ςυςτροφήσ) 
Πξόβιεκα Νeumann ηεο δηαθνξηθήο εμηζώζεσο Poisson 
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 2 S 2 S ..

x2 S P PS S
S S x S2 2

E x,t

G Gy z

  
   

 
        

 
 ζην εζσηεξηθφ ηνπ Ω (2.4.22)  

 

   
S
S 0
n





  ζην ζχλνξν ηεο δηαηνκήο Γ (2.4.23) 

 

2.4.3 Τπνινγηζκόο P
S , S

S  (σο πξνο ην θέληξν ζπζηξνθήο) γηα ηπρόλ ζύζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ (πνπ δελ δηέξρεηαη απφ ην θέληξν ζπζηξνθήο) 

 

ηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ην πξφβιεκα ηεο αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεσο ηίζεηαη σο πξνο 

ηπρφλ ζεκείν Ο ηνπ επηπέδνπ ηεο δηαηνκήο (βι. ρήκα 2.3.1β), αξρηθά πξνζδηνξίδεηαη ε 

πξσηνγελήο ζπλάξηεζε ζηξεβιψζεσο  P
O y ,z , ηελ νπνία ιακβάλνπκε απφ ηε ιχζε ηνπ 

αληίζηνηρνπ πξνβιήκαηνο Νeumann ηεο δηαθνξηθήο εμηζψζεσο Laplace 

 

 
2 P 2 P

2 P O O
O 2 2

0
y z

 


 
   

 
 ζην εζσηεξηθφ ηνπ ρσξίνπ ηεο δηαηνκήο Ω (2.4.24) 

 
P
O

y zz n y n
n


   


 ζην ζχλνξν ηεο δηαηνκήο Γ (2.4.25) 

 

ηε ζπλέρεηα πξνζδηνξίδεηαη ε πξσηνγελήο θχξηα ζπλάξηεζε ζηξεβιψζεσο  P
S y,z  σο 

πξνο ην θέληξν δηαηκήζεσο S κε ηε βνήζεηα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ (Marguerre 1940) 

 

  P P S S
S Oy,z,t ( y ,z ,t ) yz zy c      (2.4.26) 

 

φπνπ S Sy ,z  είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ θέληξνπ δηαηκήζεσο S σο πξνο ην απζαίξεην 

ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ Oyz  θαη c  κία ζηαζεξά. Οη ζπληεηαγκέλεο S Sy ,z  θαη ε ζηαζεξά 

c  πξνζδηνξίδνληαη απφ ηελ απαίηεζε ε αμνληθή δχλακε N  θαη νη θακπηηθέο ξνπέο yM , 

zM  πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηηο νξζέο ηάζεηο xx  απφ ζηξέβισζε λα κεδελίδνληαη σο πξνο 

νηνδήπνηε ζχζηεκα αμφλσλ, δειαδή 

 

 xxN d 0


    (2.4.27) 

 y xxM z d 0


     (2.4.28) 

 z xxM y d 0


     (2.4.29) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο (2.3.10), (2.4.26) ζηηο ζρέζεηο (2.4.27)-(2.4.29) ιακβάλνπκε 

 

 
S S P

y z SS y S z A c R     (2.4.30) 
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S S P

yy yz y yI y I z S c R     (2.4.31) 

 
S S P

yz zz z zI y I z S c R    (2.4.32) 

 

φπνπ 

 

 

A d


 
 

(2.4.33)  

 
yS zd



 
 

(2.4.34)  

 
zS yd



 
 

(2.4.35) 

 

 

2
yyI z d



 
 

(2.4.36) 

 2
zzI y d



 
 

(2.4.37) 

 yzI yzd


  
 

(2.4.38) 

 

είλαη ην εκβαδφλ ηεο δηαηνκήο, νη ζηαηηθέο ξνπέο αδξάλεηαο ηεο σο πξνο ηνπο άμνλεο y  θαη 

z , νη θακπηηθέο ξνπέο αδξάλεηαο ηεο σο πξνο ηνπο άμνλεο y  θαη z  θαη ην γηλφκελν 

αδξαλείαο ηεο, αληίζηνηρα. Δπίζεο ζηηο ζρέζεηο (2.4.30)-(2.4.32) σο ξνπέο ζηξεβιψζεσο P
SR , 

P
yR , P

zR  έρνπλ ηεζεί νη πνζφηεηεο 

 

 

P P
S OR d



  
 

(2.4.39)  

 

P P
y OR z d



  
 

(2.4.40)  

 

P P
z OR y d



  
 

(2.4.41) 

 

Ζ δεζπφδνπζα εμίζσζε (4.2.29α) ηνπ πξναλαθεξζέληνο πξνβιήκαηνο Νeumann αλαθνξηθά 

κε ηε ζπλάξηεζε ζηξεβιψζεσο  P
O y ,z  πξνθχπηεη κε ηε βνήζεηα ησλ ζρέζεσλ 

κεηαζρεκαηηζκνχ (βι. ρ.4.9β) 

 

 Sy y y   (2.4.42) 

 
Sz z z   (2.4.43) 

 

αλ ζηελ έθθξαζε ηεο θχξηαο ζπλαξηήζεσο ζηξεβιψζεσο  P
S y,z  

 

 
2 P 2 P P P

2 P S S S S
S 2 2 y y z zy z

   


       
       

           

 (2.4.44) 
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αληηθαηαζηήζνπκε ηε ζρέζε κεηαζρεκαηηζκνχ (2.4.26), ε νπνία κε ηε βνήζεηα ησλ ζρέζεσλ 

(2.4.42)-(2.4.43) γξάθεηαη σο 

 

    P P S S S S
S O y y z z z y c          (2.4.45) 

 

νπφηε εχθνια πξνθχπηεη φηη 

 

 2 P 2 P
S O    (2.4.46) 

 

Δπίζεο ε ζπλνξηαθή ζπλζήθε (2.4.25) ηνπ πξναλαθεξζέληνο πξνβιήκαηνο Νeumann 

αλαθνξηθά κε ηε ζπλάξηεζε ζηξεβιψζεσο  P
O y ,z ,t  πξνθχπηεη εχθνια, αλ ζηελ πξψηε 

παξάγσγν ηεο πξσηνγελνχο θχξηαο ζπλαξηήζεσο ζηξεβιψζεσο σο πξνο ην εμσηεξηθφ 

θάζεην δηάλπζκα ζην ζχλνξν ηεο δηαηνκήο  

 

 
P P P P P
S S S S S

y z y z

y z
n n n n

n y z y y z z

         
   

      
 (2.4.47) 

 

αληηθαηαζηήζνπκε ηηο ζρέζεηο κεηαζρεκαηηζκνχ (2.4.42)-(2.4.43), (2.4.45). 

Απφ ηε ζεσξία ησλ κεξηθψλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ είλαη γλσζηφ φηη γηα ηα 

πξνβιήκαηα Neumann πνπ πξναλαθέξζεθαλ θαη πεξηγξάθνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (2.4.20)-

(2.4.21) θαη (2.4.22)-(2.4.23) πξέπεη λα ηζρχνπλ ηα αθφινπζα : 

 Ζ ιχζε θαζελφο απφ ηα δχν πξνβιήκαηα πξνθχπηεη ζπλαξηήζεη κηαο απζαίξεηεο 

ζηαζεξάο (κεηαηφπηζε ζηεξενχ ζψκαηνο θαηά x ), ε νπνία δελ κπνξεί λα 

πξνζδηνξηζηεί απφ ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ηνπ. Δίλαη πξνθαλέο φηη ζηα κεγέζε ζηα 

νπνία ππεηζέξρνληαη παξάγσγνη ηεο ιχζεο, ε ζηαζεξά δελ έρεη επηπηψζεηο.  

Αλαθνξηθά κε ηελ απζαίξεηε ζηαζεξά κεηαηφπηζεο ζηεξενχ ζψκαηνο ηνπ 

πξνβιήκαηνο Neumann γηα ηελ πξσηνγελή θχξηα ζπλάξηεζε ζηξεβιψζεσο πεξηιακβάλεηαη 

ζηε ζρέζε κεηαζρεκαηηζκνχ (2.4.26) πνπ ήδε παξνπζηάζακε. Έηζη, φπσο έρνπκε ήδε 

αλαθέξεη, ζηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ε αξρή ησλ αμφλσλ ζην επίπεδν ηεο δηαηνκήο ηεο 

ξάβδνπ δελ ζπκπίπηεη κε ην θέληξν ζπζηξνθήο S, ε επηθάλεηα ζηξεβιψζεσο (πξσηνγελήο) 

πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζπλνξηαθψλ ηηκψλ Neumann γηα ηελ 

εμίζσζε Laplace, έρεη ππνζηεί ζηξνθή ζηεξενχ ζψκαηνο ζην επίπεδν ηεο δηαηνκήο (δεχηεξνο 

θαη ηξίηνο φξνο ηνπ δεμηνχ κέινπο ηεο ζρέζεσο κεηαζρεκαηηζκνχ (2.4.26)) θαη ιφγσ ηεο 

θχζεσο ηνπ πξνβιήκαηνο Neumann παξάιιειε κεηαηφπηζε c  θαηά ηνλ άμνλα ηεο ξάβδνπ. 

Αλαθνξηθά κε ηελ απζαίξεηε ζηαζεξά κεηαηφπηζεο ζηεξενχ ζψκαηνο ηνπ 

πξνβιήκαηνο Neumann γηα ηε δεπηεξνγελή θχξηα ζπλάξηεζε ζηξεβιψζεσο S
S , ε νπνία 

αλαθέξεηαη ζην θέληξν ζπζηξνθήο S, ζα ηζρχεη 

 

 S S S
S S c    (2.4.48) 

 

φπνπ ε ζπλάξηεζε S
S  νλνκάδεηαη βαζηθή δεπηεξνγελήο ζπλάξηεζε ζηξεβιώζεσο θαη 

sc  

είλαη απζαίξεηε ζηαζεξά νινθιεξψζεσο. Ζ ζρέζε (2.4.48) επαιεζεχεη ηελ εμίζσζε Poisson 

θαη ηε ζπλνξηαθή ζπλζήθε ηνπ πξνβιήκαηνο (2.4.23). Ο πξνζδηνξηζκφο ηεο ζηαζεξάο 

νινθιεξψζεσο 
sc  επηηπγράλεηαη απφ ηελ απαίηεζε 
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 S
S d 0



    (2.4.49) 

 

ε νπνία πξνθχπηεη απφ ηε κέζνδν ηζνξξνπίαο ή ηελ ελεξγεηαθή κέζνδν. Αληηθαζηζηψληαο ηε 

ζρέζε (2.4.48) ζηε ζρέζε (2.4.49) ιακβάλνπκε 

 

  S s
S c d 0



    (2.4.50) 

 

θαη επνκέλσο 

 

 S S
S

1
c d

A 

    (2.4.51) 

 

χκθσλα κε ηα πξνεγνχκελα ε ζρέζε (2.4.48) γξάθεηαη σο 

 

 S S S
S S S

1
d

A 

       (2.4.52) 

 

 

2.5 Δληαηηθά κεγέζε, θαζνιηθέο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο αξρηθέο 

θαη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο 
 

2.5.1 Δληαηηθά κεγέζε 

 

Ο θηλεκαηηθφο άγλσζηνο κίαο ρσξηθήο κεηαβιεηήο ηνπ πξνβιήκαηνο  x x,t  ζα 

πξνζδηνξηζηεί απφ θαζνιηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο. Οη εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ζα 

δηαηππσζνχλ  κε ηε βνήζεηα ηνπ ινγηζκνχ ησλ κεηαβνιψλ. Πξνθεηκέλνπ λα δηεπθνιπλζεί ε 

αλάιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ιακβάλνληαη ηα παξαθάησ εληαηηθά κεγέζε 

 

 
P P

P S S
t xy xzM z y d

y z

 
  
     

       
         

  (2.5.1) 

 P
w S xxM d



     (2.5.2) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο εθθξάζεηο ησλ ηάζεσλ (εμ.(2.3.10), (2.3.13), (2.3.15)) ζηηο ζρέζεηο 

(2.5.1)-(2.5.2), ηα εληαηηθά κεγέζε ππνινγίδνληαη ζπλαξηήζεη ησλ θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ σο 

 

 

 P
t t xM GI   (2.5.3) 

 w S xM EC   (2.5.4) 

 

φπνπ νη γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο tI  ( ζηξεπηηθή ζηαζεξά) θαη SC  (ζηαζεξά ζηξέβισζεο) 

δίδνληαη σο 
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P P

2 2 S S
tI y z y z d

z y

 


  
      

   
  (2.5.5) 

  
2

P
S SC d



    (2.5.6) 

 

2.5.2 Καζνιηθέο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο ζπλνξηαθέο θαη αξρηθέο ζπλζήθεο 

 

Λακβάλνληαο ππφςε ζηελ Αξρή Γπλαηψλ Έξγσλ ηηο δπλαηέο κεηαβνιέο ηεο 

ζηξεπηηθήο ζηξνθήο x  (θαη ησλ παξαγψγσλ ηεο), πξνζδηνξίδνληαη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο 

Euler-Lagrange (θαη νη αληίζηνηρεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο) πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ ηζνξξνπία 

ζηξεπηηθψλ θαη ζηξεβισηηθψλ δξάζεσλ. Έηζη ε αξρή ησλ δπλαηψλ έξγσλ δηαηππψλεηαη σο: 

 

 int mass extW W W   
 

(2.5.7) 

 

φπνπ 

 

 

 int xx xx xy xy xz xz

V

W dV          (2.5.8) 

 

 mass

V

W u u v v w w dV        (2.5.9) 

 

 ext x y z

F

W t u t v t w dF       (2.5.10) 

 

ηηο παξαπάλσ εμηζψζεηο,    δειψλεη ηηο δπλαηέο πνζφηεηεο,    δειψλεη παξαγψγηζε σο 

πξνο ην ρξφλν,  V , F  είλαη ν φγθνο θαη ε επηθάλεηα ηεο ξάβδνπ, αληίζηνηρα, θαη   x y zt , t , t  

είλαη νη ζπληζηψζεο ηνπ δηαλχζκαηνο ηάζεο. 

 

Αμηνπνηψληαο ην δηαρσξηζκφ ησλ δηαηκεηηθψλ παξακνξθψζεσλ ζε πξσηνγελέο θαη 

δεπηεξνγελέο κέξνο φπσο πεξηγξάθεηαη γηα ηηο δηαηκεηηθέο ηάζεηο ζηηο εμηζψζεηο  (2.3.13), 

(2.3.15) ε ζπλεηζθνξά ησλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ζην δπλαηφ έξγν ησλ εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ 

κπνξεί λα γξαθεί σο 

 

 

     P S P S P S P S
1 xy xy xy xy xz xz xz xz

V

I dV             
 

 

(2.5.11) 

ή 

 P P S S S P P S P P S S S P P S
1 xy xy xy xy xy xy xy xy xz xz xz xz xz xz xz xz

V

I dV                       (2.5.12)

 
 

Πξαγκαηνπνηψληαο ηελ θαηάιιειε νινθιήξσζε θαηά παξάγνληεο θαη αμηνπνηψληαο ηηο 

εμηζψζεηο (2.4.20) θαη (2.4.21) απνδεηθλχεηαη εχθνια φηη νη ππνγξακκηζκέλνη φξνη ζηελ 

παξαπάλσ εμίζσζε κεδελίδνληαη. Οη απνκέλνληεο φξνη κπνξνχλ λα γξαθνχλ πην εχθνια σο 

 

 

l
P

1 t x

x 0

I M dx


 
 

 

(2.5.13) 
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ζεκεηψλνληαο φηη νη φξνη ησλ δπλαηψλ δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ παξακνξθψζεσλ 

αγλνήζεθαλ, θαζψο ζηα πιαίζηα ηεο παξνχζαο ζεσξίαο ακειείηαη ε επηξξνή ηνπο ζηελ 

θαζνιηθή ηζνξξνπία ηεο ξάβδνπ (ε ζπγθεθξηκέλε επηξξνή  ιακβάλεηαη ππφςε ζην Κεθάιαην 

3). 

 
Αληθαζηζηψληαο ηα ηαζηθά απνηειέζκαηα πνπ δίλνληαη ζηηο εμηζψζεηο (2.3.10), (2.3.13), 

(2.3.15), ηηο παξακνξθψζεηο πνπ δίλνληαη ζηηο εμηζψζεηο (2.3.4)-(2.3.9) θαη ηηο ζπληζηψζεο 

ηεο κεηαηφπηζεο πνπ δίλνληαη ζηηο εμηζψζεηο (2.3.1)-(2.3.3) ζηελ αξρή ησλ δπλαηψλ έξγσλ 

(εμηζψζεηο (2.5.7)-(2.5.10)), ε θπξίαξρε κεξηθή δηαθνξηθή εμίζσζε θαη νη αληίζηνηρεο 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ x 0,l   πξνθχπηεη κεηά απφ κεξηθέο πξάμεηο σο 

 

    
P 2
t w

P x S x t w2

M M
I C m x,t m x,t

x xx
   

  
           

 (2.5.14) 

   P
w t S x t xM M C M 0         

  
 (2.5.15) 

    w w xM M 0 


   (2.5.16) 

 

φπνπ ηα κεγέζε tm , wm  (ζηξεπηηθή ξνπή θαη δίξξνπν ζηξέβισζεο, αληίζηνηρα) απνηεινχλ 

εμσηεξηθά επηβαιιφκελεο δξάζεηο (βι. ρήκα 2.1.3α) θαη νξίδνληαη θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ 

(κέζσ ηεο Αξρήο Γπλαηψλ Έξγσλ κέζσ ηνπ φξνπ extW ) ζπλαξηήζεη ηνπ δηαλχζκαηνο 

ηάζεο σο πξνο ηελ απαξακφξθσηε επηθάλεηα ηεο ξάβδνπ σο 

 

        t y zm x,t t x, y,z,t z t x, y,z,t y ds


        (2.5.17) 

     P
w x Sm x,t t x, y,z,t ds



   (2.5.18) 

 

ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (2.5.15)-(2.5.16) ππεηζέξρνληαη ηα κεγέζε tM , wM  πνπ 

απνηεινχλ εμσηεξηθά επηβαιιφκελεο δξάζεηο (ζηξεπηηθή ξνπή θαη δίξξνπν ζηξέβισζεο, 

αληίζηνηρα) θαη νξίδνληαη ζηηο δηαηνκέο ησλ άθξσλ ηεο ξάβδνπ σο 

 

 

      t y zM ( x 0,t ) t x, y,z,t z t x, y,z,t yd


        (2.5.19) 

      t y zM ( x l,t ) t x, y,z,t z t x, y,z,t yd


       (2.5.20) 

   P
w x SM ( x 0,t ) t x, y,z,t d



      (2.5.21)  

   P
w x SM ( x l,t ) t x, y,z,t d



     (2.5.22) 

 

Δηζάγνληαο ηηο εθθξάζεηο (2.5.3)-(2.5.4) ζηηο ζρέζεηο (2.5.14)-(2.5.16) θαη 

αλαδηαηππψλνληαο ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (2.5.15)-(2.5.16) κνξθψλεηαη ε παξαθάησ 

θπξίαξρε δηαθνξηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο ζηξεπηηθψλ θαη ζηξεβισηηθψλ δξάζεσλ σο 
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    P x S x t x S x t wI C GI EC m x,t m x,t
x

     


            
 (2.5.23) 

 

πνπ ππφθεηηαη ζηηο πιένλ γεληθέο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ x 0,l  

 

 

 1 t 2 x 3M      (2.5.24)  

 1 w 2 x 3M      (2.5.25) 

 

θαη ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο (  x 0,l ) 

 

 
   x x0x,0 x 

 
(2.5.26)  

 
   x x0x,0 x 

 
(2.5.27) 

 

φπνπ tM  wM
 
είλαη ε ζηξεπηηθή ξνπή θαη ην δίξξνπν ζηξέβισζεο ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ, 

αληίζηνηρα, πνπ δίλνληαη ζπλαξηήζεη ησλ θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ σο 

 

 t t x S x w S xM GI EC m C            (2.5.28) 

 w S xM EC    (2.5.29) 

 

ηηο ζρέζεηο (2.5.24)-(2.5.25) i i( t )  , i i( t )   ( i 1,2,3 )  είλαη ρξνληθέο ζπλαξηήζεηο 

πνπ θαζνξίδνληαη θαηάιιεια ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ, πξνθεηκέλνπ λα πεξηγξάςνπλ ηηο 

ηζρχνπζεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηξέςεο θαη ζηξέβισζεο. Αμίδεη λα ηνληζζεί φηη φια ηα είδε 

ησλ ζπκβαηηθψλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ (πρ πάθησζε, δηραισηή ζηήξημε, ειεχζεξν άθξν, 

ειαζηηθή ζηήξημε) κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ απφ ηηο ζρέζεηο απηέο κε ρξήζε θαηάιιεισλ 

ζπληειεζηψλ. 

 

 

2.6 Αλνκνηόκνξθεο ζηξεπηηθέο  ηαιαληώζεηο ξάβδνπ ρσξίο 

επηξξνή αλνκνηόκνξθεο ζηξέβισζεο 
 

ηελ εηδηθή πεξίπησζε φπνπ ζέινπκε λα ακειήζνπκε ηελ επηξξνή ηεο αλνκνηφκνξθεο 

ζηξέβισζεο θαη ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο πξέπεη λα αγλνήζνπκε ηνπο φξνπο πνπ ηελ 

αληηπξνζσπεχνπλ ζηηο εθθξάζεηο ησλ παξακνξθψζεσλ, ησλ ηάζεσλ, ησλ εληαηηθψλ 

κεγεζψλ, ησλ εμσηεξηθψλ δξάζεσλ, ησλ εμηζψζεσλ ηζνξξνπίαο θαη ησλ ζπλνξηαθψλ 

ζπλζεθψλ. Έηζη ζηα αθφινπζα παξνπζηάδνληαη νη εθθξάζεηο πνπ αιιάδνπλ ζε απηή ηελ 

πεξίπησζε ζε ζρέζε κε φζα αλαθέξζεθαλ ζηα θεθάιαηα 2.1 - 2.5. 

πλεπψο ε αιιαγή πνπ πθίζηαηαη ην πεδίν κεηαηνπίζεσλ είλαη ε αληηθαηάζηαζε ηεο 

ζρέζεο (2.3.1) απφ ηελ 

 

 
   P

x Su( x, y,z,t ) x,t y,z   (2.6.1) 

 

Όζνλ αθνξά ην πεδίν ησλ παξακνξθψζεσλ ε ζρέζε (2.3.4) πνπ δίλεη ηελ νξζή 

παξακφξθσζε αληηθαζίζηαηαη απφ ηελ 
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 xx 0   (2.6.2) 

 

ρεηηθά κε ην πεδίν ησλ ηάζεσλ ε ζρέζε (2.3.10) πνπ δίλεη ηελ νξζή ηάζε αληηθαζίζηαηαη 

απφ ηελ  

 

 xx 0   (2.6.3) 

 

Ζ δηαθνξνπνίεζε ζηηο εθθξάζεηο ησλ εληαηηθψλ κεγεζψλ αθνξά ηελ ζρέζε (2.5.2) ηνπ 

δίξξνπνπ ζηξέβισζεο πνπ ιακβάλεη ηε κνξθή  

 

 wM 0  (2.6.4) 

 

Αληίζηνηρα ε εμσηεξηθή ζηξεβισηηθή δξάζε δελ πθίζηαηαη θαη ε ζρέζε (2.5.18) γίλεηαη 

 

  wm x,t 0  (2.6.5) 

 

 

Σέινο ε εμίζσζε ηζνξξνπίαο (2.5.23) γίλεηαη 

 

  P x t x tI GI m x,t      (2.6.6) 

 

πνπ ππφθεηηαη ζηηο πιένλ γεληθέο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ x 0,l  

 

 

 1 t 2 x 3M      (2.6.7)  

                                                 

θαη ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο (  x 0,l ) 

 

 
   x x0x,0 x 

 
(2.6.8)  

 
   x x0x,0 x 

 
(2.6.9) 

 

φπνπ tM  
 

είλαη ε ζηξεπηηθή ξνπή ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ πνπ δίλεηαη ζπλαξηήζεη ησλ 

θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ σο 

 

 t t xM GI    (2.6.10) 

 

ηε ζρέζε (2.6.7) i i( t )  , είλαη ρξνληθέο ζπλαξηήζεηο πνπ θαζνξίδνληαη θαηάιιεια ζηα 

άθξα ηεο ξάβδνπ, πξνθεηκέλνπ λα πεξηγξάςνπλ ηηο ηζρχνπζεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο 

ζηξέςεο.  
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3 Αλνκνηόκνξθεο ζηξεπηηθέο ηαιαληώζεηο ξάβδνπ κε 

επηξξνή δεπηεξνγελώλ δηαηκεηηθώλ παξακνξθώζεσλ  
 

Καηά ηε δηεξεχλεζε ηεο ζπκπεξηθνξάο αλνηθηψλ ιεπηφηνηρσλ δηαηνκψλ ππφ 

αλνκνηφκνξθε ζηξέςε, ν Vlasov (1963), βαζηδφκελνο ζηελ παξαδνρή πεξί κεδεληζκνχ ησλ 

δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ζηε κέζε γξακκή ησλ πιαθνεηδψλ ζηνηρείσλ πνπ ζπλζέηνπλ ηε 

δηαηνκή, απέδεημε φηη ε ζηξέβισζε είλαη αλάινγε ηεο ζπζηξνθήο x  . Καηά ηελ «θιαζηθή» 

ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο (Κεθάιαην 2), πηνζεηείηαη επίζεο ε ζεψξεζε φηη ε 

ζηξέβισζε είλαη αλάινγε ηεο ζπζηξνθήο. Ζ ζεψξεζε απηή έρεη σο ζπλέπεηα λα 

ιακβάλνληαη ππφςηλ  κφλν νη πξσηνγελείο δηαηκεηηθέο θαη νη νξζέο ηάζεηο ζηελ θαζνιηθή 

εμίζσζε ηζνξξνπίαο ηεο ξάβδνπ, κε ηηο δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο λα ππνινγίδνληαη a 

posteriori κεηά ηελ επίιπζή ηεο (Κεθάιαην 2). Σνχην έρεη σο απνηέιεζκα λα αγλνείηαη ε 

επηξξνή ησλ δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ παξακνξθψζεσλ ζηελ θαζνιηθή ηζνξξνπία ηεο 

ξάβδνπ. Ζ επηξξνή απηή είλαη ηδηαηηέξσο ζεκαληηθή ζε θιεηζηέο ιεπηφηνηρεο δηαηνκέο 

(Rubin 2005, Murin and Kutis 2008), φπνπ νη δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο ιακβάλνπλ 

πςειέο ηηκέο ιφγσ ηεο ηδηαίηεξεο γεσκεηξίαο ηεο δηαηνκήο. Ζ επηξξνή απηή κπνξεί λα 

ιεθζεί ππφςηλ κε πηνζέηεζε λένπ θηλεκαηηθνχ κεγέζνπο πνπ δίδεη ην κέγεζνο ηεο 

ζηξέβισζεο ηεο δηαηνκήο (πξσηνγελήο ζπζηξνθή  P
x

 ή αλεμάξηεηε παξάκεηξνο 

ζηξέβισζεο x ), ην νπνίν πιένλ δελ ιακβάλεηαη αλάινγν κε ηε ζπζηξνθή x  . 

Ζ ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο πνπ δηαηππψλεηαη ζπλαξηήζεη δχν άγλσζησλ 

θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ κίαο κεηαβιεηήο παξνπζηάδεη πιήξε αλαινγία κε ηε κε γξακκηθή 

ζεσξία θακπηφκελσλ ξάβδσλ Σimoshenko (Murin and Kutis 2008, Roik and Sedlacek 1966, 

Rubin 2005). πλεπψο, παξαβηάδεη θη απηή ηελ ηνπηθή δηαθνξηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο θαηά 

κήθνο ηεο ξάβδνπ θαζψο θαη ηελ αληίζηνηρε ζπλνξηαθή ζπλζήθε εμαηηίαο ηεο κε 

ηθαλνπνηεηηθήο θαηαλνκήο δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ πνπ πξνθχπηεη. Σνχην έρεη σο 

απνηέιεζκα ηελ αλάγθε δηφξζσζεο ηεο δεπηεξνγελνχο ζηξεπηηθήο αληίζηαζεο κε ηε ρξήζε 

θαηάιιεινπ δηνξζσηηθνχ ζπληειεζηή δηάηκεζεο, ν νπνίνο  ππνινγίδεηαη ζηε βηβιηνγξαθία 

κε ελεξγεηαθή πξνζέγγηζε (Slivker 2007, Kim and Kim 2005, Laudiero and Savoia 1990, 

Kraus 2007). Ζ ζπγθεθξηκέλε πξνζέγγηζε νδεγεί ζηε ζχδεπμε ζηξεπηηθψλ θαη θακπηηθψλ 

θαηαπνλήζεσλ ξάβδσλ ηπρνχζαο δηαηνκήο, κε ηνπο αληίζηνηρνπο δηνξζσηηθνχο ζπληειεζηέο 

δηάηκεζεο λα ππνινγίδνληαη ζχκθσλα κε ηηο παξαδνρέο ηεο Θεσξίαο Λεπηφηνηρσλ 

Γηαηνκψλ, ζηηο εξγαζίεο ησλ Slivker (2007),  Kim and Kim  (2005). ηελ πεξίπησζε πνπ ε 

δηαηνκή είλαη δηπιά ζπκκεηξηθή, απνδεηθλχεηαη φηη ζηξεπηηθέο θαη θακπηηθέο θαηαπνλήζεηο 

απνδεπγλχνληαη (Slivker 2007, Laudiero and Savoia 1990). Έηζη, ην πξφβιεκα ηεο 

αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο κπνξεί λα κειεηεζεί μερσξηζηά απφ απηφ ηεο θακπηνδηαηκεηηθήο 

θαηαπφλεζεο, κε ηνλ αληίζηνηρν δηνξζσηηθφ ζπληειεζηή δηάηκεζεο λα ππνινγίδεηαη 

αξηζκεηηθά γηα ξάβδνπο ηπρνχζαο (δηπιά ζπκκεηξηθήο) δηαηνκήο ζηελ εξγαζία ηνπ Kraus 

(2007) (Μέζνδνο Πεπεξαζκέλσλ ηνηρείσλ) θαη ζηελ εξγαζία ησλ Sapountzakis and Mokos 

(2009) (Μέζνδνο πλνξηαθψλ ηνηρείσλ). 

ην παξφλ θεθάιαην παξνπζηάδεηαη ε ειαζηηθή ζεσξία αλνκνηφκνξθσλ ζηξεπηηθψλ 

ηαιαληψζεσλ ξάβδσλ δηαηνκήο ηπρφληνο δηπιά ζπκκεηξηθνχ ζρήκαηνο κε επηξξνή 

δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ παξακνξθψζεσλ. Οη βαζηθέο παξαδνρέο ηεο ζεσξίαο ηαπηίδνληαη 

κεξηθψο κε απηέο ηεο «θιαζηθήο» ζεσξίαο αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο (βι. Κεθάιαην 2) θαη 

ζπλνςίδνληαη παξαθάησ. 

 



Κεθάιαην 3
 ν
 : Αλνκνηφκνξθεο ζηξεπηηθέο ηαιαληψζεηο ξάβδνπ κε επηξξνή δεπηεξνγελψλ  

 δηαηκεηηθψλ παξακνξθψζεσλ 

38 

 

3.1 Παξαδνρέο ειαζηηθήο ζεσξίαο αλνκνηόκνξθεο ζηξέςεο κε 

επηξξνή δεπηεξνγελώλ δηαηκεηηθώλ παξακνξθώζεσλ 
 

1. Η ξάβδνο είλαη επζύγξακκε. 

2. Δγθάξζηεο παξακνξθώζεηο ηεο δηαηνκήο ζε θαηάζηαζε θνξηίζεσο δελ αλαπηύζζνληαη, 

δειαδή ην ζρήκα ηεο δηαηνκήο δηαηεξείηαη ( yz 0  ). 

3. Η δηαηνκή ηεο ξάβδνπ είλαη ζηαζεξή. 

4. Η δηαηνκή ηεο ξάβδνπ είλαη δηπιά ζπκκεηξηθή. 

ηελ πεξίπησζε φπνπ ε δηαηνκή έρεη έλαλ ή θαλέλαλ άμνλα ζπκκεηξίαο, ε ζηξεπηηθή 

θαη θακπηνδηαηκεηηθή θαηαπφλεζε είλαη ζπδεπγκέλεο θαη πξέπεη λα κειεηεζνχλ καδί. 

Όηαλ ε δηαηνκή δηαζέηεη δχν άμνλεο ζπκκεηξίαο, ηφηε ε ζηξεπηηθή θαηαπφλεζε κπνξεί 

λα κειεηεζεί απηφλνκα.  

5. ηε ξάβδν δελ επηβάιιεηαη (θαηαζθεπαζηηθά) θάπνηνο άμνλαο πεξηζηξνθήο. 

Ζ ξάβδνο κπνξεί λα ζηξαθεί ειεχζεξα κεηά ηελ άζθεζε ζε απηήλ ηνπ ζηξεπηηθνχ 

θνξηίνπ θαη απνδεηθλχεηαη φηη ν άμνλαο πεξηζηξνθήο ηαπηίδεηαη κε ηνλ άμνλα πνπ 

δηέξρεηαη απφ ην γεσκεηξηθφ θέληξν ησλ δηαηνκψλ. Ζ (θαηαζθεπαζηηθή) επηβνιή 

νπνηνπδήπνηε άιινπ άμνλα πεξηζηξνθήο νδεγεί αλαπφθεπθηα ζηελ αλάπηπμε 

θακπηνδηαηκεηηθήο έληαζεο πέξα απφ ηε ζηξεπηηθή. 

6. Η  πξσηνγελήο ζηξέβισζε ηεο ξάβδνπ είλαη αλάινγε ηεο πξσηνγελνύο ζρεηηθήο γσλίαο 

ζηξεπηηθήο ζηξνθήο ησλ δηαηνκώλ αλά κνλάδα κήθνπο (ή αλεμάξηεηεο παξακέηξνπ 

ζηξέβισζεο). 

Δπεηδή ε πξσηνγελήο ζηξέβισζε ησλ δηαηνκψλ δελ ιακβάλεηαη αλάινγε ηεο ζπλνιηθήο 

ζρεηηθήο γσλίαο ζηξεπηηθήο ζηξνθήο ησλ δηαηνκψλ αλά κνλάδα κήθνπο (βι. θεθ. 2), ε 

επηξξνή ησλ δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ παξακνξθψζεσλ είλαη δπλαηφλ λα ιεθζεί 

ππφςηλ ζηελ θαζνιηθή ηζνξξνπία ηεο ξάβδνπ. 

7. Η ζηξνθή ηεο δηαηνκήο ζεσξείηαη ηόζν κηθξή, ώζηε ην ηόμν κε θαιή πξνζέγγηζε λα κπνξεί 

λα αληηθαηαζηαζεί από ηε ρνξδή ηνπ. 

8. Σν πιηθό ηεο ξάβδνπ ζεσξείηαη νκνγελέο, ηζόηξνπν, ζπλερέο θαη γξακκηθά ειαζηηθό θαη 

ζπλεπώο ηζρύνπλ νη ζρέζεηο ηεο γξακκηθήο ζεσξίαο ειαζηηθόηεηαο. 

9. Η θαηαλνκή ησλ ηάζεσλ ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ είλαη ηέηνηα, ώζηε λα ηεξνύληαη όιεο νη 

πξναλαθεξζείζεο παξαδνρέο. 

10. Αγλνείηαη ε απόζβεζε.  

ηελ παξνχζα εξγαζία γίλεηαη ε παξαδνρή φηη ε απφζβεζε ηεο ξάβδνπ ηζνχηαη κε 0. 

 

 

3.2 Μεηαηνπίζεηο, παξακνξθώζεηο, ηάζεηο 
 

Θεσξνχκε επζχγξακκε πξηζκαηηθή ξάβδν κήθνπο l (παξαδνρέο 1, 3) ηπρνχζαο δηπιά 

ζπκκεηξηθήο (παξαδνρή 4) δηαηνκήο εκβαδνχ A  (ζην ππνθεθάιαην 3.5 αηηηνινγείηαη ν 

πεξηνξηζκφο ηνπ παξφληνο θεθαιαίνπ ζε δηπιά ζπκκεηξηθέο δηαηνκέο). Σν νκνγελέο 

ηζφηξνπν θαη γξακκηθά ειαζηηθφ πιηθφ ηεο δηαηνκήο ηεο δνθνχ, κε κέηξν ειαζηηθφηεηαο E , 

κέηξν δηάηκεζεο G θαη ππθλφηεηα   θαηαιακβάλεη ην δηζδηάζηαην πνιιαπιά ζπλεθηηθφ 

ρσξίν   ηνπ επηπέδνπ y,z θαη πεξηβάιιεηαη απφ ηηο ζπλνξηαθέο θακπχιεο 

 j j 1,2,...,K  , πνπ είλαη ηκεκαηηθά ιείεο, δειαδή κπνξεί λα έρνπλ έλαλ πεπεξαζκέλν 

αξηζκφ γσληψλ. Ζ ξάβδνο ππνβάιιεηαη ζε ηπρνχζεο ζπγθεληξσκέλεο ή/θαη θαηαλεκεκέλεο 

ρξνληθά εμαξηψκελεο ζηξεπηηθέο ξνπέο  t tm m x,t  θαη δίξξνπα ζηξέβισζεο 

 w wm m x,t  πεξί ηνλ δηακήθε άμνλα ηεο x  (ρήκα 3.2.1α). Ζ αλάιπζε ηεο ξάβδνπ 



Κεθάιαην 3
 ν
 : Αλνκνηφκνξθεο ζηξεπηηθέο ηαιαληψζεηο ξάβδνπ κε επηξξνή δεπηεξνγελψλ  

 δηαηκεηηθψλ παξακνξθψζεσλ 

39 

 

πξαγκαηνπνηείηαη κε ηε βνήζεηα δεμηφζηξνθνπ ζπζηήκαηνο αλαθνξάο Sxyz , ηνπ νπνίνπ ν 

δηακήθεο άμνλαο δηέξρεηαη απφ ηα θέληξα ζπζηξνθήο (θέληξα δηάηκεζεο) S ησλ δηαηνκψλ. 

Σα ζεκεία S ηαπηίδνληαη κε ηα γεσκεηξηθά θέληξα C  εμαηηίαο ηνπ δηπιά ζπκκεηξηθνχ 

ζρήκαηνο ηεο δηαηνκήο (ρήκα 3.2.1,β θαη παξαδνρή 5). Σν αξρηθφ ζεκείν ηνπ ζπζηήκαηνο 

αλαθνξάο ηνπνζεηείηαη ζπκβαηηθά ζην αξηζηεξφ άθξν ηεο ξάβδνπ κε x 0  (ρήκα 3.2.1,α). 

 

3.2.1 Μεηαηνπίζεηο 

 

Με βάζε ηηο πξναλαθεξζείζεο παξαδνρέο 2 θαη 7 θαη ηελ αλσηέξσ θφξηηζε, ην πεδίν 

ησλ κεηαηνπίζεσλ u , v , w  θαηά ηνπο άμνλεο x , y , z , αληίζηνηρα (ρήκα 3.2.1,β) δίδεηαη 

σο: 

  

x,u 

z,w 

l 

 

C≡S 
y,v  ,tm x t

 ,wm x t

 

: γεωμεηρικό κένη

: κένηρο ζσζηροθής

ρο

S

C


 

 

(α)  

C: Γεσκεηξηθό θέληξν 

S: Κέληξν ζπζηξνθήο 
 

n 
t 

y 

z 

 

Γ1 ΓΚ 

Γ0 

0 

CS 

(Ω) 

s 



                        
(β) 

 

σήμα 3.2.1 Πξηζκαηηθή ξάβδνο ππνβαιιόκελε ζε ηπρνύζα ζηξεπηηθή θόξηηζε (α) κε δηαηνκή  

ηπρόληνο δηπιά ζπκκεηξηθνύ ζρήκαηνο πνπ θαηαιακβάλεη ην δηδηάζηαην ρσξίν  (β). 
 

  

 
     P

x Su x, y,z,t x,t y,z   (3.2.1) 

 
   xv x, y,z,t z x,t 

 
(3.2.2) 

 
   xw x,y,z,t y x,t  (3.2.3) 

  

φπνπ: 

 Οη δεπηεξνγελείο ζηξεπηηθέο παξακνξθψζεηο ιακβάλνληαη ππφςε ζην πξφβιεκα 

κέζσ ηεο έθθξαζεο ηεο κεηαηφπηζεο u  (παξαδνρή 6). 

 x  είλαη αλεμάξηεηε παξάκεηξνο ζηξέβισζεο (El Fatmi 2007, Simo and Vu-Quoc 

1991)  

  P
S  είλαη ε πξσηνγελήο ζπλάξηεζε ζηξέβισζεο σο πξνο ην ζεκείν S  (βι. θεθ. 2).  

 x  είλαη ε (ζπλνιηθή) γσλία ζηξνθήο πεξί ηνλ άμνλα x  

Ζ παξάκεηξνο x  είλαη ζπλάξηεζε ηεο δηακήθνπο ζπληεηαγκέλεο x  θαη πεξηγξάθεη ην 

κέγεζνο ηεο ζηξέβισζεο ζε κηα δηαηνκή, ελψ θαιείηαη επίζεο θαη αλεμάξηεηε κεηαβιεηή 

ζηξέβισζεο (Wunderlich et. al. 1986). Ο ραξαθηεξηζκφο «αλεμάξηεηε» νθείιεηαη ζην 

γεγνλφο φηη γεληθά δελ ηζρχεη ε έθθξαζε x x   πνπ έρεη πηνζεηεζεί ζηελ «θιαζηθή» 

ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ηνπ θεθαιαίνπ 2. Ζ θπζηθή ζεκαζία ηεο παξακέηξνπ x  

αλαδεηθλχεηαη απφ ηελ εμέηαζε ελαιιαθηηθήο δηαηχπσζεο κε ηελ νπνία κπνξεί λα 

πεξηγξαθεί ε επηξξνή δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ παξακνξθψζεσλ ζηελ αλνκνηφκνξθε 
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ζηξέςε ξάβδνπ. χκθσλα κε απηήλ, ην πεδίν κεηαηνπίζεσλ ηεο ξάβδνπ θαζψο θαη ε 

ζηξεπηηθή γσλία ζηξνθήο ηεο δηαηνκήο δηαζπψληαη ζε πξσηνγελέο θαη δεπηεξνγελέο κέξνο 

σο: 

 

 
P Su u u   (3.2.4) 

 P Sv v v   (3.2.5) 

 P Sw w w   (3.2.6) 

 
P S

x x x     (3.2.7) 

 

φπνπ ηα δχν απηά κέξε πξνθχπηνπλ απφ ηηο πξσηνγελείο θαη δεπηεξνγελείο ζηξεπηηθέο 

παξακνξθψζεηο, αληίζηνηρα. Σν πξσηνγελέο κέξνο ηνπ πεδίνπ κεηαηνπίζεσλ ιακβάλεηαη 

ηαπηφζεκν κε απηφ ηεο «θιαζηθήο» ζεσξίαο αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο (θεθ.2) σο 

 

      P P P
x Su x, y,z y,z 


  (3.2.8) 

    P P
xv x, y,z z x   (3.2.9) 

    P P
xw x, y,z y x  (3.2.10) 

 

ελψ ην δεπηεξνγελέο κέξνο δίδεηαη σο 

 

  Su x, y,z 0  (3.2.11) 

    S S
xv x, y,z z x   (3.2.12) 

    S S
xw x, y,z y x  (3.2.13) 

 

πγθξίλνληαο ηηο δχν δηαηππψζεηο, παξαηεξείηαη φηη ε παξάκεηξνο x  ηζνχηαη κε ηελ 

πξσηνγελή γσλία ζηξνθήο αλά κνλάδα κήθνπο ηεο ξάβδνπ (πξσηνγελήο ζπζηξνθή), δειαδή 

 

  P
x x 


  (3.2.14) 

 

ηα επφκελα παξνπζηάδεηαη αλαιπηηθά ε δηαηχπσζε πνπ βαζίδεηαη ζην πεδίν κεηαηνπίζεσλ 

(3.2.4)-(3.2.13) ζέηνληαο φπνπ 
S P
x x x    , θαζψο ε κφξθσζε ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ 

ηεο ξάβδνπ είλαη ζεκαληηθά απινχζηεξε ζπγθξηηηθά κε ηελ ελαιιαθηηθή δηαηχπσζε πνπ 

βαζίδεηαη ζηνπο θηλεκαηηθνχο αγλψζηνπο 
P
x , 

S
x . Σνλίδεηαη φηη ε πηνζεηνχκελε δηαηχπσζε 

είλαη αλάινγε κε ηε δηαηχπσζε πνπ βαζίδεηαη ζην πεδίν κεηαηνπίζεσλ (3.2.1)-(3.2.3). 

 

3.2.2 Παξακνξθώζεηο 

 

Απφ ηελ ηξηζδηάζηαηε ζεσξία ειαζηηθφηεηαο, νη νξζέο θαη δηαηκεηηθέο 

παξακνξθώζεηο γηα γεσκεηξηθά γξακκηθά πξνβιήκαηα (παξαδνρή 8) εθθξάδνληαη 

ζπλαξηήζεη ησλ κεηαηνπίζεσλ απφ ηηο ζρέζεηο (1.2.19)-(1.2.24). Αληηθαζηζηψληαο ηηο 

ζπληζηψζεο ηνπ πεδίνπ κεηαηνπίζεσλ (3.2.4)-(3.2.13) ζηηο ζρέζεηο (1.2.19)-(1.2.24) 

ιακβάλνπκε 
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  P P
xx x S  


  (3.2.15) 

 yy 0   (3.2.16) 

 zz 0   (3.2.17) 

  
P

P S
xy x xz

y


  


 


 (3.2.18) 

  
P

P S
xz x x y

z


  


 


 (3.2.19) 

 yz 0   (3.2.20) 

 

Πξνθεηκέλνπ λα αλαδεηρζεί ε ζπλεηζθνξά ησλ πξσηνγελψλ θαη δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ 

παξακνξθψζεσλ, νη ζρέζεηο (3.2.18)-(3.2.19) αλαγξάθνληαη ελαιιαθηηθά σο 

 

  
δεσηερογενείςπρωηογενείς

P P
PS S

xy x x xz
y y

 
   

    
           

 (3.2.21) 

  
δεσηερογενείςπρωηογενείς

P P
PS S

xz x x xy
z z

 
   

    
           

 (3.2.22) 

 

Ζ θπζηθή ζεκαζία ηεο πνζφηεηαο  P
x x 


  αλαδεηθλχεηαη απφ ηε ζπγθξηηηθή εμέηαζε ηεο 

ελαιιαθηηθήο δηαηχπσζεο ηνπ πξνβιήκαηνο (ζρέζεηο (3.2.4)-(3.2.13))απφ φπνπ πξνθχπηεη 

φηη 

 

    P S
x x x  
 

    (3.2.23) 

 

πλεπψο, ε πνζφηεηα  P
x x 


  ζρεηίδεηαη κε ηε δεπηεξνγελή γσλία ζηξνθήο αλά κνλάδα 

κήθνπο ηεο ξάβδνπ (δεπηεξνγελήο ζπζηξνθή). 

 

3.2.3 Σάζεηο 

 

Ο ππνινγηζκφο ησλ ηάζεσλ πνπ θαηαπνλνχλ ηε ξάβδν βαζίδεηαη ζηνλ θαηαζηαηηθφ 

λφκν ηνπ Hooke (βι. παξαδνρή 8), ν νπνίνο ζπζρεηίδεη γξακκηθά ηνλ ηαλπζηή 

παξακνξθψζεσο κε ηνλ ελεξγεηαθά ζπδπγή σο πξνο απηφλ ηαλπζηή ηάζεσο (ηαλπζηήο 

ηάζεσο Cauchy). Έηζη, ππνζέηνληαο νκνγελέο, ηζφηξνπν, ζπλερέο θαη γξακκηθά ειαζηηθφ 

πιηθφ (παξαδνρή 8), νη ζπληζηψζεο ηνπ ηαλπζηή ηάζεσο Cauchy (1.2.35)-(1.2.40) δίδνληαη κε 

ηε βνήζεηα ησλ ζρέζεσλ (3.2.15), (3.2.21), (3.2.22) σο 

 

  P P
xx x SE   
  (3.2.24) 

  P P
yy x SE   
  (3.2.25) 



Κεθάιαην 3
 ν
 : Αλνκνηφκνξθεο ζηξεπηηθέο ηαιαληψζεηο ξάβδνπ κε επηξξνή δεπηεξνγελψλ  

 δηαηκεηηθψλ παξακνξθψζεσλ 

42 

 

  P P
zz x SE   
  (3.2.26) 

  
δεσηερογενείςπρωηογενείς

P P
PS S

xy x x xG z G
y y

 
   

    
           

 (3.2.27) 

  
δεσηερογενείςπρωηογενείς

P P
PS S

xz x x xG y G
z z

 
   

    
           

 (3.2.28) 

 yz 0   (3.2.29) 

 

φπνπ 
 

  

E 1
E

1 1 2



 

 


 
, 

  
E

E
1 1 2



 

 
 

 κε E ,G ,  ην κέηξν ειαζηηθφηεηαο, ην 

κέηξν δηάηκεζεο θαη ην ιφγν Poisson, αληίζηνηρα ηνπ πιηθνχ. Οη ζρέζεηο (3.2.24), (3.2.27), 

(3.2.28) πνπ δίδνπλ ηελ νξζή xx  θαη ηηο δηαηκεηηθέο xy , xz  ηάζεηο κπνξνχλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ σο έρνπλ ζηηο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο, 

ελψ νη ζρέζεηο (3.2.25), (3.2.26) πνπ δίδνπλ ηηο νξζέο ηάζεηο yy , zz  (πνπ δελ παξάγνπλ 

έξγν αθνχ νη αληίζηνηρεο παξακνξθψζεηο yy , zz  ζχκθσλα κε ηηο ζρέζεηο (3.2.16),(3.2.17) 

είλαη κεδεληθέο) κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ κεηά ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ άγλσζησλ 

θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηάζεσλ απηψλ. Ωζηφζν, ζηελ παξνχζα 

ζεσξία γίλεηαη ε παξαδνρή φηη yy zz 0   , ηνλίδνληαο σζηφζν φηη ε ζπγθεθξηκέλε 

παξαδνρή αθελφο δελ επεξεάδεη ηελ θαζνιηθή ηζνξξνπία ηεο ξάβδνπ θαη αθεηέξνπ ηζρχεη 

επαθξηβψο ζηελ πεξίπησζε κεδεληθνχ ιφγνπ Poisson 0  . Δπηπιένλ, ην E
 

αληηθαζίζηαηαη απφ ην κέηξν ειαζηηθφηεηαο E , γεγνλφο πνπ ηζρχεη επαθξηβψο ζηελ 

πεξίπησζε πνπ 0  . Ζ παξαδνρή απηή αληηζηνηρεί ζηε ζεσξία ιεπηφηνηρσλ δηαηνκψλ 

(Vlasov 1963), ζχκθσλα κε ηελ νπνία ηα ηνηρψκαηα ηεο δηαηνκήο ζεσξείηαη φηη βξίζθνληαη 

ζε θαηάζηαζε επίπεδεο ηάζεσο θαη απνδεηθλχεηαη φηη 
2

E
E E E

1 

   


 γηα ηηο 

ζπλήζεηο ηηκέο ιφγνπ Poisson πνπ ιακβάλνπλ ηα δνκηθά πιηθά. Δμάιινπ νη πξναλαθεξζείζεο 

παξαδνρέο είλαη ζπλήζεηο ζηε δηαηχπσζε ζεσξηψλ δνθνχ (Armenakas 2006). Με βάζε ηα 

πξνεγνχκελα, νη κε κεδεληθέο ζπληζηψζεο ηνπ ηαλπζηή ηάζεσο δηακνξθψλνληαη ηειηθά σο 

 

  P P
xx x SE  


  (3.2.30) 

  

δεσηερογενείς=πρωηογενείς=
SP
xyxy

P P
PS S

xy x x xG z G
y y



 
   

    
           

 (3.2.31) 

  

δεσηερογενείς=πρωηογενείς=
SP
xzxz

P P
PS S

xz x x xG y G
z z



 
   

    
           

 (3.2.32) 
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3.3 Πξσηνγελήο ζπλάξηεζε ζηξέβισζεο, ηνπηθέο εμηζώζεηο 

ηζνξξνπίαο 
 

Ζ πξσηνγελήο ζπλάξηεζε ζηξέβισζεο 
P
S  ππνινγίδεηαη κέζσ ηνπ ίδηνπ πξνβιήκαηνο 

ζπλνξηαθψλ ηηκψλ πνπ έρεη δηαηππσζεί θαη ζηελ «θιαζηθή» ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο 

(θεθ.2) 

 

 
2 P

S 0      ζην   (3.3.1) 

 
P
S

y zzn yn
n


 


    ζην   (3.3.2) 

 

απαηηψληαο παξάιιεια λα ηζρχεη ε ζπλζήθε νξζνγσληθφηεηαο 

 

 P
S d 0



            (3.3.3) 

 

Με ηνλ ηξφπν απηφ εμαζθαιίδεηαη αθελφο φηη νη πξσηνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο απνηεινχλ 

απηντζνξξνπνχκελε θαηαλνκή ηάζεσλ ζε επίπεδν πιηθνχ ζεκείνπ (εμ.(3.3.1),(3.3.2)) θαη 

αθεηέξνπ φηη ε ζηξεπηηθή έληαζε δελ νδεγεί θαη ζε αμνληθή θαηαπφλεζε (εμ.(3.3.3)). 

Ωζηφζν, αληηθαζηζηψληαο ηηο εμ. (3.2.30)-(3.2.32)ζηε δηαθνξηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο θαηά 

κήθνο ηεο ξάβδνπ ζε επίπεδν πιηθνχ ζεκείνπ (θαη ζηελ αληίζηνηρε ζπλνξηαθή ζπλζήθε) 

 

 
xyxx xz u 0

x y z

 


 
   

  
 ζην   (3.3.4) 

 xy y xz z xn n t    ζην   (3.3.5) 

  

δηαπηζηψλεηαη εχθνια φηη δελ επαιεζεχνληαη εμαηηίαο ηεο κε ηθαλνπνηεηηθήο θαηαλνκήο ησλ 

δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ. Σν γεγνλφο απηφ είλαη αλάινγν κε ηε ζεσξία 

Timoshenko θακπηφκελσλ ξάβδσλ, ζηελ νπνία ε πξνθχπηνπζα θαηαλνκή δηαηκεηηθψλ 

ηάζεσλ επίζεο δελ επαιεζεχεη ηελ εμίζσζε ηζνξξνπίαο ζε επίπεδν πιηθνχ ζεκείνπ. 

πλεπψο, θαη’ αλαινγία κε ηε ζεσξία δνθνχ Timoshenko, ζα εηζαρζεί θαη ζηελ παξνχζα 

ζεσξία δηνξζσηηθφο ζπληειεζηήο δηάηκεζεο (Roik and Sedlacek 1966, Slivker 2007, Kim 

and Kim 2005, Kraus 2007, Sapountzakis and Mokos 2009), ν νπνίνο εδψ θαιείηαη  

ζηξεπηηθόο δηνξζσηηθόο ζπληειεζηήο δηάηκεζεο. Ο ππνινγηζκφο ηνπ ζηξεπηηθνχ 

δηνξζσηηθνχ ζπληειεζηή δηάηκεζεο θαζψο θαη κηαο ηθαλνπνηεηηθφηεξεο θαηαλνκήο 

δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ παξνπζηάδνληαη αλαιπηηθά ζην ππνθεθάιαην 3.5. Όπσο 

θαη ζηελ «θιαζηθή» ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο, νη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ζε 

επίπεδν πιηθνχ ζεκείνπ θαηά ηηο δχν εγθάξζηεο δηεπζχλζεηο επίζεο δελ πιεξνχληαη θαη ην 

γεγνλφο απηφ απνηειεί αζπλέπεηα ηεο παξνχζαο ζεσξίαο. 
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3.4 Δληαηηθά κεγέζε, θαζνιηθέο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο αξρηθέο 

θαη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο 

 
3.4.1 Δληαηηθά κεγέζε 

Οη θηλεκαηηθνί άγλσζηνη κηαο ρσξηθήο κεηαβιεηήο ηνπ πξνβιήκαηνο (    P
x x,t


, 

 x x,t ) ζα πξνζδηνξηζηνχλ απφ θαζνιηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο. Οη εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο 

ζα δηαηππσζνχλ  κε ηε βνήζεηα ηνπ ινγηζκνχ ησλ κεηαβνιψλ. Πξνθεηκέλνπ λα δηεπθνιπλζεί 

ε αλάιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ιακβάλνληαη θαη εδψ ηα παξαθάησ εληαηηθά κεγέζε 

 

 d
P P

P P PS S
t xy xzM z y

y z

 
  
     

       
         

   (3.4.1) 

 d
P P

S S SS S
t xy xzM

y z

 
  
  

   
   
   (3.4.2) 

 P
w xx SM d



      (3.4.3) 

 

ηα νπνία αληηζηνηρνχλ ζε απηά ηεο «θιαζηθήο» ζεσξίαο αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο (εμ.(2.5.1)-

(2.5.2)). 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο εθθξάζεηο ησλ ηάζεσλ (εμ.(3.2.30)-(3.2.32)) ζηηο ζρέζεηο(3.4.1)-

(3.4.3), ηα εληαηηθά κεγέζε ππνινγίδνληαη ζπλαξηήζεη ησλ θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ σο 

 

 
P P
t t xM GI   (3.4.4) 

  S S P
t t x xM GI  

 
   

 
 (3.4.5) 

  P
w S xM EC 


  (3.4.6) 

 

φπνπ νη γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο 
P
tI  (πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ζηαζεξά), 

S
tI  (δεπηεξνγελήο 

ζηξεπηηθή ζηαζεξά) θαη SC  (ζηαζεξά ζηξέβισζεο) δίδνληαη σο 

 

 d
P P

P 2 2 S S
tI y z y z

z y

 


  
    

   
  (3.4.7) 

 

2 2
P P

S S S
t xI k d

y z

 


          
         

  (3.4.8) 

  
2

P
S SC d



    (3.4.9) 

 

Ζ πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ζηαζεξά νξίδεηαη φκνηα κε ηε ζηξεπηηθή ζηαζεξά ηεο «θιαζηθήο» 

ζεσξίαο αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο. ηε δεπηεξνγελή ζηξεπηηθή ζηαζεξά εηζάγεηαη ν 

ζηξεπηηθφο δηνξζσηηθφο ζπληειεζηήο xk  (βι. ππνθεθάιαηα 3.3θαη 3.5), ν νπνίνο είλαη 
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πάληνηε κηθξφηεξνο ηεο κνλάδαο ( xk 1 ). ηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ε ζηαζεξά 
S
tI  

δελ δηνξζσζεί εμαηηίαο ηεο κε ηθαλνπνηεηηθήο θαηαλνκήο ησλ δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ 

ηάζεσλ, ηφηε ζηελ έθθξαζε (3.4.8) ηίζεηαη xk 1 . Ζ δηαηχπσζε απηή έρεη πηνζεηεζεί ζε 

δηάθνξεο δεκνζηεχζεηο ηεο βηβιηνγξαθίαο (Gruttmann et. al. 2000, Simo and Vu-Quoc 1991, 

El Fatmi and Zenzri 2004, Gendy et.al. 1992) θαη δίδεη 

 

 
S P
t P tI I I   (3.4.10) 

 

φπνπ PI  ε πνιηθή ξνπή αδξάλεηαο ηεο δηαηνκήο:  

 

 
 d2 2

PI y z


 
 

(3.4.11) 

 

 κηα θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηηο εμ. (3.3.1)-(3.3.2) ε ζηαζεξά 
S
tI  κπνξεί λα γξαθεί σο  

 

  d
P P

S PS S
t x x P tI k y z k I I

z y

 


  
     

   
            (3.4.12) 

 ή σο                          
P

S P S
t x SI k ds

n








  (3.4.13) 

 

3.4.2 Καζνιηθέο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο ζπλνξηαθέο θαη αξρηθέο ζπλζήθεο 

 

Λακβάλνληαο ππφςε ζηελ Αξρή Γπλαηψλ Έξγσλ ηηο δπλαηέο κεηαβνιέο ηεο 

ζηξεπηηθήο ζηξνθήο x  θαη ηεο πξσηνγελνχο ζπζηξνθήο  P
x

 (θαη ησλ παξαγψγσλ ηνπο), 

πξνζδηνξίδνληαη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο Euler-Lagrange (θαη νη αληίζηνηρεο ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο) πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ ηζνξξνπία ζηξεπηηθψλ θαη ζηξεβισηηθψλ δξάζεσλ. Έηζη ε 

αξρή ησλ δπλαηψλ έξγσλ δηαηππψλεηαη σο: 

 

 int mass extW W W   
 

(3.4.14) 

 

φπνπ 

 

 

 int xx xx xy xy xz xz

V

W dV          (3.4.15) 

 

 mass

V

W u u v v w w dV        (3.4.16) 

 

 ext x y z

F

W t u t v t w dF       (3.4.17) 

 

ηηο παξαπάλσ εμηζψζεηο,    δειψλεη ηηο δπλαηέο πνζφηεηεο,    δειψλεη παξαγψγηζε σο 

πξνο ην ρξφλν,  V , F  είλαη ν φγθνο θαη ε επηθάλεηα ηεο ξάβδνπ, αληίζηνηρα, θαη   x y zt , t , t  

είλαη νη ζπληζηψζεο ηνπ ηνπ δηαλχζκαηνο ηάζεο. 
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Αμηνπνηψληαο ην δηαρσξηζκφ ησλ δηαηκεηηθψλ παξακνξθψζεσλ ζε πξσηνγελέο θαη 

δεπηεξνγελέο κέξνο φπσο πεξηγξάθεηαη γηα ηηο δηαηκεηηθέο ηάζεηο ζηηο εμηζψζεηο (3.2.31)-

(3.2.32) ν ζπλδπαζκφο ησλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ζην δπλαηφ έξγν ησλ εζσηεξηθψλ δπλάκεσλ 

κπνξεί λα γξαθεί σο 

 

 
     P S P S P S P S

1 xy xy xy xy xz xz xz xz

V

I dV             
 

 

(3.4.18) 

 

ή 

 

 P P S S S P P S P P S S S P P S
1 xy xy xy xy xy xy xy xy xz xz xz xz xz xz xz xz

V

I dV                       (3.4.19)

 
 

Πξαγκαηνπνηψληαο ηελ θαηάιιειε νινθιήξσζε θαηά παξάγνληεο θαη αμηνπνηψληαο ηηο 

εμηζψζεηο (3.3.1) θαη (3.3.2), απνδεηθλχεηαη εχθνια φηη νη ππνγξακκηζκέλνη φξνη ζηελ 

παξαπάλσ εμίζσζε κεδελίδνληαη. Οη απνκέλνληεο φξνη κπνξνχλ λα γξαθνχλ πην εχθνια σο 

 

 

 
l

P S P
1 t x t x x

x 0

I M M dx   


  
     

  
  (3.4.20) 

 

Αληθαζηζηψληαο ηα ηαζηθά απνηειέζκαηα πνπ δίλνληαη ζηηο εμηζψζεηο (3.2.30)-(3.2.32), ηηο 

παξακνξθψζεηο πνπ δίλνληαη ζηηο εμηζψζεηο (3.2.15), (3.2.21)-(3.2.22) θαη ηηο ζπληζηψζεο 

ηνπ πεδίνπ κεηαηνπίζεσλ πνπ δίλνληαη ζηηο εμηζψζεηο (3.2.1)-(3.2.3) ζηελ Αξρή ησλ 

Γπλαηψλ Έξγσλ (εμηζψζεηο (3.4.14)-(3.4.17)), ε θπξίαξρε κεξηθή δηαθνξηθή εμίζσζε θαη νη 

αληίζηνηρεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ x 0,l   πξνθχπηνπλ κεηά απφ 

κεξηθέο πξάμεηο σο 

 

  
P S
t t

P x t

M M
I m x,t

x x
 

 
  

 
 (3.4.21) 

    

. .

P Sw
S x t w

M
C M m x,t

x
 


  


 (3.4.22) 

  P S
t t t xM M M 0    (3.4.23) 

    P
w w xM M 0 


   (3.4.24) 

 

φπνπ ηα κεγέζε tm , wm  (ζηξεπηηθή ξνπή θαη δίξξνπν ζηξέβισζεο, αληίζηνηρα) απνηεινχλ 

εμσηεξηθά επηβαιιφκελεο δξάζεηο (βι. ρήκα 3.2.1 α) θαη νξίδνληαη θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ 

(κέζσ ηεο Αξρήο Γπλαηψλ Έξγσλ κέζσ ηνπ φξνπ extW ) ζπλαξηήζεη ηνπ δηαλχζκαηνο 

ηάζεο σο 

 

        t y zm x,t t x,t z t x,t y ds


        (3.4.25) 

     P
w x Sm x,t t x, y,z,t ds



   (3.4.26) 
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ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (3.4.23)-(3.4.24) ππεηζέξρνληαη ηα κεγέζε tM , wM  πνπ 

απνηεινχλ εμσηεξηθά επηβαιιφκελεο δξάζεηο (ζηξεπηηθή ξνπή θαη δίξξνπν ζηξέβισζεο, 

αληίζηνηρα) θαη νξίδνληαη ζηηο δηαηνκέο ησλ άθξσλ ηεο ξάβδνπ σο 

 

 

      t y zM ( x 0,t ) t x, y,z,t z t x, y,z,t yd


        (3.4.27) 

      t y zM ( x l,t ) t x, y,z,t z t x, y,z,t yd


       (3.4.28) 

   P
w x SM ( x 0,t ) t x, y,z,t d



      (3.4.29)  

   P
w x SM ( x l,t ) t x, y,z,t d



     (3.4.30) 

 

Δηζάγνληαο ηηο εθθξάζεηο (3.4.4)-(3.4.6) ζηηο ζρέζεηο (3.4.21)-(3.4.24) θαη 

αλαδηαηππψλνληαο ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (3.4.27)-(3.4.30) κνξθψλνληαη νη παξαθάησ 

θπξίαξρεο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ζηξεπηηθψλ θαη ζηξεβισηηθψλ δξάζεσλ σο 

 

      P S S P
P x t t x t x tI G I I GI m x,t   


     (3.4.31) 

        

. .

P P S P
S x S x t x x wC EC GI m x,t    

   
    

 
 (3.4.32) 

πνπ ππφθεηληαη ζηηο πιένλ γεληθέο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ x 0,l  

 

 

 1 t 2 x 3M      (3.4.33)  

 
 P

1 w 2 x 3M   


   (3.4.34) 

 

θαη ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο (  x 0,l ) 

 

 
   x x0x,0 x 

 
(3.4.35)  

 
   x x0x,0 x 

 
(3.4.36) 

        P P
x x

0
x,0 x 

 


 
(3.4.37)  

 
       

..

P P
x x

0
x,0 x 

 


 
(3.4.38) 

 

φπνπ tM  wM
 
είλαη ε ζηξεπηηθή ξνπή θαη ην δίξξνπν ζηξέβισζεο ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ, 

αληίζηνηρα, πνπ δίλνληαη ζπλαξηήζεη ησλ θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ σο 

 

    P S S P
t t t x t xM G I I GI 


     (3.4.39) 
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  P
w S xM EC 


  (3.4.40) 

 

ηηο ζρέζεηο (3.4.33)-(3.4.34) i i( t )  , i i( t )   ( i 1,2,3 )  είλαη ρξνληθέο ζπλαξηήζεηο 

πνπ θαζνξίδνληαη θαηάιιεια ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ, πξνθεηκέλνπ λα πεξηγξάςνπλ ηηο 

ηζρχνπζεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηξέςεο θαη ζηξέβισζεο. Αμίδεη λα ηνληζζεί φηη φια ηα είδε 

ησλ ζπκβαηηθψλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ (πρ πάθησζε, δηραισηή ζηήξημε, ειεχζεξν άθξν, 

ειαζηηθή ζηήξημε) κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ απφ ηηο ζρέζεηο απηέο κε ρξήζε θαηάιιεισλ 

ζπληειεζηψλ. 

ε πεξίπησζε πνπ επηζπκείηαη ε δηαηχπσζε ησλ εμηζψζεσλ σο πξνο ηνπο θηλεκαηηθνχο 

αγλψζηνπο x , x , αξθεί λα γίλεη ρξήζε ηεο εμ. (3.2.14) ζε φιεο ηηο παξαπάλσ εμηζψζεηο. 

ηελ πεξίπησζε απηή κνξθψλνληαη νη θπξίαξρεο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο  σο 

 

  P S S
P x t t x t x tI G I I GI m          (3.4.41) 

  
..

S
S S x t x x wxC EC GI m           (3.4.42) 

 

νη αληίζηνηρεο πιένλ γεληθέο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο σο 

 

 1 t 2 x 3M      (3.4.43)  

 1 w 2 x 3M      (3.4.44) 

 

θαη νη αξρηθέο ζπλζήθεο (  x 0,l ) 

 

 
   x x0x,0 x 

 
(3.4.45)  

 
   x x0x,0 x 

 
(3.4.46) 

    x x0x,0 x   (3.4.47)  

 
   x x0x,0 x   (3.4.48) 

 

φπνπ tM  wM
 
είλαη ε ζηξεπηηθή ξνπή θαη ην δίξξνπν ζηξέβισζεο ζηα άθξα ηεο ξάβδνπ, 

αληίζηνηρα, πνπ δίλνληαη ζπλαξηήζεη ησλ θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ x , x  σο 

 

  P S S
t t t x t xM G I I GI      (3.4.49) 

 w S xM EC    (3.4.50) 

 

 

3.5 ηξεπηηθόο δηνξζσηηθόο ζπληειεζηήο δηάηκεζεο, 

δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο  
 

Όπσο θάλεθε ζην πξνεγνχκελν ππνθεθάιαην, ε επίιπζε ησλ θαζνιηθψλ εμηζψζεσλ 

ηζνξξνπίαο ηεο ξάβδνπ απαηηεί ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ζηξεπηηθνχ δηνξζσηηθνχ ζπληειεζηή 

δηάηκεζεο xk . Ο ππνινγηζκφο απηφο βαζίδεηαη ζε ελεξγεηαθή ζεψξεζε (Kraus 2007, 
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Sapountzakis and Mokos 2009) ζχκθσλα κε ηελ νπνία εμηζψλεηαη ε αθξηβήο έθθξαζε ηεο 

ειαζηηθήο ελέξγεηαο ιφγσ δηάηκεζεο κε ηελ αληίζηνηρε πξνζεγγηζηηθή. Πξνθεηκέλνπ λα 

επξεζεί ε πξναλαθεξζείζα αθξηβήο έθθξαζε, ζα πξέπεη λα πξνζδηνξηζηεί ηθαλνπνηεηηθή 

θαηαλνκή δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ, ε νπνία λα κελ παξαβηάδεη ηε δηαθνξηθή 

εμίζσζε ηζνξξνπίαο (3.3.4) θαη ηελ αληίζηνηρε ζπλνξηαθή ζπλζήθε (3.3.5). Έηζη, ελψ 

δηαηεξνχληαη νη εθθξάζεηο ησλ νξζψλ (3.2.30) θαη ησλ πξσηνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ 

(εμ.(3.2.31),(3.2.32)), ηξνπνπνηνχληαη νη εθθξάζεηο ησλ δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ 

θαη νη κε κεδεληθέο ζπληζηψζεο ηνπ ηαλπζηή ηάζεσο δηακνξθψλνληαη ηειηθά σο 

 

  P P
xx x SE  


  (3.5.1) 

  

πρωηογενείς δεσηερογενείς

P S S
PS t w S

xy x x x
S S

I m
G z G

y C C y

 
   

     
                  

 (3.5.2) 

  

πρωηογενείς δεσηερογενείς

P S S
PS t w S

xz x x x
S S

I m
G y G

z C C z

 
   

     
                  

 (3.5.3) 

 

φπνπ  S S
S S x, y,z   είλαη δεπηεξνγελήο ζπλάξηεζε ζηξέβισζεο, ε νπνία ζα πξνζδηνξηζηεί 

κε εθαξκνγή ησλ εμ. (3.3.4), (3.3.5). Οη πξναλαθεξζείζεο δεπηεξνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο 

πεξηιακβάλνπλ ζπλαξηήζεηο παξαγψγσλ ηεο 
S
S  θαη πξνθχπηνπλ εάλ γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ 

πξνβιήκαηνο πηνζεηεζεί ην πεδίν κεηαηνπίζεσλ 

 

 

       

   

 
                   

P P
x S

S
P P St w
x x S S

PS
S x x

u x, y,z x y,z

I m
y,z x, y,z

C
GC

 

   

 




  
  

                 
    

 (3.5.4) 

    xv x, y,z z x   (3.5.5) 

    xw x,y,z y x  (3.5.6) 

 

θαη ζηε ζπλέρεηα πξνζδηνξηζηνχλ νη ζπκβηβαζηέο παξακνξθψζεηο θαη αθνινχζσο νη 

πξνθχπηνπζεο απφ απηέο ηάζεηο. Ο ιφγνο πνπ δελ πηνζεηήζεθε ην παξαπάλσ πεδίν 

κεηαηνπίζεσλ εμαξρήο είλαη φηη ζα δηαηππψλνληαλ ζεσξία αλάινγε κε ηε ζεσξία δηάηκεζεο 

3εο ηάμεο (3rd order shear deformation theory, (Wang et. al. 2000)), ε νπνία είλαη 

πεξηζζφηεξν πνιχπινθε θαη απαηηεί ηε ρξήζε ηξηψλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ (αληί γηα δχν) ζε 

θάζε άθξν ηεο ξάβδνπ. 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο εθθξάζεηο ησλ ηάζεσλ (3.5.1)-(3.5.3) ζηηο εμ.(3.3.4)-(3.3.5) θαη 

ιακβάλνληαο ππφςε ηελ θαζνιηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο (3.4.42), κνξθψλεηαη πξφβιεκα 

ζπλνξηαθψλ ηηκψλ ππνινγηζκνχ ηεο 
S
S  σο 

 

 
2 S P

S S       ζην   (3.5.7) 
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S
S x S

P S
x x t w

t C

n
G I m



 


 

  
  

 

    ζην   (3.5.8) 

 

Πξνθεηκέλνπ λα ππνινγηζηεί ζηξεπηηθφο δηνξζσηηθφο ζπληειεζηήο δηάηκεζεο πνπ λα κελ 

εμαξηάηαη απφ ηε θφξηηζε, ηίζεηαη απινπνηεηηθά αθελφο xt 0  ζην δεμηά κέινο ηεο εμ. 

(3.5.8) θαη αθεηέξνπ wm 0  ζηηο εμ. (3.5.2)-(3.5.3). Έηζη θαζίζηαηαη δπλαηφ λα νξηζηεί 

δηδηάζηαηε  S S
S S y,z   κέζσ ηνπ πξνβιήκαηνο ζπλνξηαθψλ ηηκψλ 

 

 
2 S P

S S       ζην   (3.5.9) 

 
S
S 0
n





    ζην   (3.5.10) 

 

θαζψο επίζεο θαη λα απινπνηεζνχλ νη εθθξάζεηο ησλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ σο 

 

  

πρωηογενείς δεσηερογενείς

P S S
PS t S

xy x x x
S

I
G z G

y C y

 
   

     
                 

 (3.5.11) 

  

πρωηογενείς δεσηερογενείς

P S S
PS t S

xz x x x
S

I
G y G

z C z

 
   

     
                 

 (3.5.12) 

 

εκεηψλεηαη φηη πξνθεηκέλνπ ε δεπηεξνγελήο ζηξέβισζε λα κελ νδεγεί ζε αμνληθή 

θαηαπφλεζε (βι. εμ.(3.5.4)), νη εμ. ((3.5.9)-(3.5.10)) επηιχνληαη κε ηελ επηπιένλ απαίηεζε λα 

ηζρχεη ε ζπλζήθε νξζνγσληθφηεηαο 

 

 S
S d 0



            (3.5.13) 

  

Ζ ειαζηηθή ελέξγεηα ιφγσ δηάηκεζεο αλά κνλάδα κήθνπο ηεο ξάβδνπ δίδεηαη σο  

 

 

2 2 P2 S2 P S P2 S2 P S
xy xz xy xy xy xy xz xz xz xz2 2

U d d
2G 2G 

         
 

     
    (3.5.14) 

 ή     P S PSU U U U    (3.5.15) 

 

φπνπ 

 

 

P2 P2
xy xz

PU d
2G

 



 

 

(3.5.16)  

 

S2 S2
xy xz

SU d
2G

 



 

 

(3.5.17) 
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  P S P S
PS xy xy xz xz

1
U 2 2 d

2G 

       (3.5.18) 

 

Ζ πξνζεγγηζηηθή έθθξαζε ηεο ειαζηηθήο ελέξγεηαο ιφγσ δηάηκεζεο ζα δνζεί κέζσ ηεο 

θαηαλνκήο ησλ εμ. (3.2.31)-(3.2.32) ελψ ε αθξηβήο έθθξαζε κέζσ ησλ εμ. (3.5.11)-(3.5.12). 

Καη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο απνδεηθλχεηαη εχθνια  κε νινθιήξσζε θαηά παξάγνληεο φηη 

PSU 0 . Δπηπξφζζεηα, είλαη εκθαλέο φηη ε ειαζηηθή ελέξγεηα πνπ νθείιεηαη απνθιεηζηηθά 

ζηηο πξσηνγελείο δηαηκεηηθέο ηάζεηο (φξνο PU ) ηαπηίδεηαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο (

approx.,P exaxt ,PU U ). πλεπψο, ε εμίζσζε πξνζεγγηζηηθήο θαη αθξηβνχο έθθξαζεο δίδεη 

 

 approx. exaxt approx.,S exaxt ,SU U U U    (3.5.19) 

 

Ζ κε ηθαλνπνηεηηθή θαηαλνκή ησλ δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ (βι. εμ. (3.2.31)-

(3.2.32)) δηακνξθψλεηαη κε ηε βνήζεηα ηεο (3.4.5) σο 

  

 

S P
S t S
xy S

t

M

yI





 


 

(3.5.20)  

 

S P
S t S
xz S

t

M

zI





 


 (3.5.21) 

 

ελψ γηα ηελ αθξηβή θαηαλνκή ησλ δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ (βι. εμ. (3.5.11)-

(3.5.12)) ηζρχεη 

 

 
S S

S t S
xy

S

M

C y








 

(3.5.22) 

 
S S

S t S
xz

S

M

C z








 (3.5.23) 

 

Έηζη, ε έθθξαζε ηεο ειαζηηθήο ελέξγεηαο ηεο ζρέζεο (3.5.17) κεηά ηελ αληηθαηάζηαζε ηεο 

πξνζεγγηζηηθήο θαηαλνκήο  ησλ δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ησλ εμ. (3.5.20)-(3.5.21) 

θαη ζηε ζπλέρεηα ηελ βνήζεηα ηεο εμ.(3.4.8) δηακνξθψλεηαη σο (Kraus 2007) 
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 (3.5.24) 

 

Αληίζηνηρα, ε αληηθαηάζηαζε ηεο αθξηβνχο θαηαλνκήο ησλ δεπηεξνγελψλ δηαηκεηηθψλ 

ηάζεσλ ησλ εμ. (3.5.22)-(3.5.23) ζηελ έθθξαζε ηεο ειαζηηθήο ελέξγεηαο ηεο ζρέζεο (3.5.17) 

δίδεη 
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  (3.5.25) 

 

φπνπ I  είλαη γεσκεηξηθή ζηαζεξά πνπ νξίδεηαη σο 
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S SI d
y z




 


          
         

  (3.5.26) 

 

θαη κπνξεί λα δνζεί (ρσξίο λα εμαξηάηαη απφ παξαγψγνπο ηεο 
S
S ) κε νινθιήξσζε θαηά 

παξάγνληεο θαη εθκεηάιιεπζε ησλ εμ. (3.5.9)-(3.5.10) σο 

 

 S P
S SI d



      (3.5.27) 

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο εθθξάζεηο (3.5.24)-(3.5.25), ζηελ εμ. (3.5.19) κνξθψλεηαη ε ζρέζε 

ππνινγηζκνχ ηεο δεπηεξνγελνχο ζηξεπηηθήο ζηαζεξάο σο 

 

 

2
S S
t

C
I

I
  (3.5.28) 

  

απφ ηελ νπνία κε εθαξκνγή ησλ ζρέζεσλ (3.4.8), (3.4.10) πξνθχπηεη ε ζρέζε ππνινγηζκνχ 

ηνπ ζηξεπηηθνχ δηνξζσηηθνχ ζπληειεζηή δηάηκεζεο xk  σο 
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 (3.5.29) 

 

εκεηψλεηαη φηη ηζνδχλακεο ζρέζεηο ππνινγηζκνχ πξνθχπηνπλ εάλ ε αθξηβήο έθθξαζε ηεο 

ειαζηηθήο ελέξγεηαο ιφγσ δηάηκεζεο πξνζδηνξηζηεί κέζσ ηεο «θιαζηθήο» ζεσξίαο 

αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο (θαη ηεο αληίζηνηρεο δεπηεξνγελνχο ζπλάξηεζεο ζηξέβισζεο πνπ 

έρεη νξηζηεί ζην θεθ. 2).  

 

Μεηά ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ζπληειεζηή xk , ηελ εηζαγσγή ηνπ ζηηο θαζνιηθέο εμηζψζεηο 

ηζνξξνπίαο ηεο ξάβδνπ θαη αθνινχζσο ηελ επίιπζή ηνπο, κπνξεί λα γίλεη ρξήζε ησλ 

ζρέζεσλ (3.5.11) αληί ησλ ζρέζεσλ (3.2.30)-(3.2.32) πξνθεηκέλνπ λα ππνινγηζηεί 

ηθαλνπνηεηηθφηεξε θαηαλνκή δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ πνπ λα κελ παξαβηάδεη ηε δηαθνξηθή 

εμίζσζε ηζνξξνπίαο θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ (θαη ηελ αληίζηνηρε ζπλνξηαθή ζπλζήθε). 

Τπνγξακκίδεηαη φηη ε δηαθνξηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο ηεο ξάβδνπ ηθαλνπνηείηαη ηφζν ζηελ 

πεξίπησζε ζηαηηθήο φζν θαη δπλακηθήο αλάιπζεο. Αμίδεη επίζεο λα αλαθεξζεί φηη ε 

ελεξγεηαθή ζεψξεζε γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ δηνξζσηηθψλ ζπληειεζηψλ δηάηκεζεο νδεγεί 

γεληθά ζηε ζχδεπμε θακπηνδηαηκεηηθψλ θαη ζηξεπηηθψλ θηλεκαηηθψλ θαη εληαηηθψλ 

κεγεζψλ. Η ζηξέςε (ζηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ιακβάλνληαη ππόςηλ νη 

δεπηεξνγελείο ζηξεπηηθέο παξακνξθώζεηο) απνδεπγλύεηαη από ηελ θακπηνδηαηκεηηθή 

έληαζε απνθιεηζηηθά ζηελ πεξίπησζε δηπιά ζπκκεηξηθώλ δηαηνκώλ (Laudiero and 
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Savoia 1990, Slivker 2007) θαη γηα ηνλ ιφγν απηφλ ε παξνχζα αλάιπζε πεξηνξίδεηαη ζηηο 

ζπγθεθξηκέλεο δηαηνκέο. 
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4 Αξηζκεηηθή Δπίιπζε ηνπ Πξνβιήκαηνο 
 

4.1 Αξηζκεηηθόο ππνινγηζκόο ησλ γεσκεηξηθώλ ζηαζεξώλ 
P SI , I , I ,Cp t t s  κε ζπλνξηαθή νινθιήξσζε  

 

          Όπσο είδακε ζηα πξνεγνχκελα θεθάιαηα ν ππνινγηζκφο ησλ αγλψζησλ ηνπ 

πξνβιήκαηνο πξνυπνζέηεη φηη έρνπλ πξνζδηνξηζηεί φιεο νη γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο πνπ 

ππεηζέξρνληαη ζηηο δηάθνξεο εμηζψζεηο. Οη βαζηθέο απφ απηέο ηηο γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο είλαη 

ε πνιηθή ξνπή αδξαλείαο PI  , ε πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ζηαζεξά 
P
tI , ε δεπηεξνγελήο 

ζηξεπηηθή ζηαζεξά 
S
tI  θαη ε ζηαζεξά ζηξέβισζεο SC  γηα ηηο νπνίεο έρνπλ δνζεί νη ζρέζεηο 

ππνινγηζκνχ ηνπο (βι. ζρέζεηο (3.4.7)-(3.4.9) ) θαη είλαη νη εμήο: 

 

 

d
P P

P 2 2 S S
tI y z y z

z y

 


  
    

   
               (4.1.1) 

                 (4.1.2) 
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                                            (4.1.3) 

 
 2 2

PI y z d


                      (4.1.4) 
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                            (4.1.5) 

φπνπ 

 

 

S P
S SI d



    
 

                                    (4.1.6) 

 

Οη παξαπάλσ ζρέζεηο φκσο έρνπλ ηε κνξθή δηπινχ νινθιεξψκαηνο ζην ρσξίν Ω θαη 

πξνθεηκέλνπ λα εθκεηαιιεπηνχκε ηα πιενλεθηήκαηα ηεο επίιπζεο κε ζπλνξηαθή 

νινθιήξσζε (γηα ηηο ζρέζεηο (4.1.1)-(4.1.4) ζα γίλεη ζπλνξηαθή νινθιήξσζε ελψ γηα ηηο 

ζρέζεηο (4.1.5)-(4.1.6) ζα γίλεη πεδηαθή νινθιήξσζε (βι. Κεθάιαην 4.2)) επηδηψθνπκε λα 

κεηαηξέςνπκε ηα πεδηαθά νινθιεξψκαηα ζε ζπλνξηαθά θαη κε ηε βνήζεηα ηνπ ζεσξήκαηνο 

απόθιηζεο Gauss (Καηζηθαδέιεο,1999) πξνζδηνξίδνληαη σο εμήο: 

 

 

 
   

 
3 3
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(4.1.7) 
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I y z y z d d
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   P 2 P 2 P

t S y S zI yz z n y z y n ds


      
   (4.1.8) 

 

 

   
P2

P P 2 S S 2 P S S
S S S S S S SC d d ds

n  


       


      


    (4.1.9) 

 

φπνπ 
S
S  ε δεπηεξνγελήο ζπλάξηεζε ζηξέβισζεο (βι. ζρέζεηο (3.5.9)-(3.5.10)) πνπ 

πξνθχπηεη απφ ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζπλνξηαθψλ ηηκψλ 

 

 
2 S P

S S   ζην     (4.1.10) 

 

S
S 0
n





ζην   (4.1.11) 

 

Γηα ην 
S
tI αλ θάλνπκε ρξήζε ηεο ζρέζεο (3.3.1) απφ ηε ζρέζε (4.1.2) πξνθχπηεη 

 

 

P
S P S
t x SI k ds

n








                                (4.1.12) 

 

Δλψ αλ θάλνπκε ρξήζε ηεο ζρέζεο (3.3.2) πξνθχπηεη 

 

 

 S P
t x S y zI k zn yn ds



 
 

(4.1.13) 

 

          ηε ζπλέρεηα ζα δηαθξηηνπνηεζεί ην ζχλνξν ηεο δηαηνκήο ζε ζηαζεξά ζπλνξηαθά 

ζηνηρεία θαη ζα εθαξκνζηνχλ νη ηππηθνί θαλφλεο νινθιήξσζεο Gauss πξνθεηκέλνπ λα 

ππνινγηζηνχλ ηα νινθιεξψκαηα. ην ρήκα 4.1.1 θαη ην ρήκα 4.1.2 θαίλνληαη κεξηθέο 

πεξηπηψζεηο ζπλνξηαθήο δηαθξηηνπνίεζεο φπσο πξαγκαηνπνηήζεθε ζην ινγηζκηθφ Nastran. 

Αμίδεη λα αλαθεξζεί φηη 400-500 ζπλνξηαθά ζηνηρεία επαξθνχλ γηα ηνλ αθξηβή ππνινγηζκφ 

ησλ πξναλαθεξζεηζψλ γεσκεηξηθψλ ζηαζεξψλ ησλ δηαηνκψλ πνπ εμεηάζηεθαλ. 
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σήμα 4.1.1 πλνξηαθή δηαθξηηνπνίεζε ζε δηαηνκή θνίιε νξζνγσληθή 160x80x6.3  κε 744 ζπλνξηαθά ζηνηρεία. 

 

 

 

 

σήμα 4.1.2 πλνξηαθή δηαθξηηνπνίεζε ζε δηαηνκή θνίιε νξζνγσληθή 450x250x8  κε 684 ζπλνξηαθά  

ζηνηρεία. 
 

 

4.2 Αξηζκεηηθόο ππνινγηζκόο ηνπ ζηξεπηηθνύ δηνξζσηηθνύ 

ζπληειεζηή δηάηκεζεο xk  κε πεδηαθή νινθιήξσζε  
 

          Όπσο πξνέθπςε απφ ην Κεθάιαην 3 (βι. ζρέζεηο(3.5.27), (3.5.29)) ν ζηξεπηηθφο 

δηνξζσηηθφο ζπληειεζηήο δηάηκεζεο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 
       

 
 

2
S

x P
P t

C
k

I I I




     (4.2.1) 

φπνπ 

 

 

S P
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(4.2.2) 

 

Ζ ζρέζε ππνινγηζκνχ ηνπ xk
 

θαη ηνπ I , φκσο, δελ είλαη δπλαηφ λα κεηαηξαπεί ζε 

ζπλνξηαθφ νινθιήξσκα θαη εμαηηίαο ηνπ ζηνηρείνπ απηνχ απαηηείηαη ν ππνινγηζκφο 
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πεδηαθνχ (δηπινχ) νινθιεξψκαηνο. ηελ παξνχζα εξγαζία, ν ππνινγηζκφο απηφο 

πξαγκαηνπνηείηαη κε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ ρσξίνπ ηεο δηαηνκήο ζε επηθαλεηαθά (ηξηγσληθά) 

ζηνηρεία θαη ε εθαξκνγή ηππηθψλ θαλφλσλ νινθιήξσζεο Gauss πξνθεηκέλνπ λα 

ππνινγηζηνχλ ηα νινθιεξψκαηα. ην ρήκα 4.2.1 θαη ην ρήκα 4.2.2 θαίλνληαη κεξηθέο 

πεξηπηψζεηο πεδηαθήο δηαθξηηνπνίεζεο φπσο πξαγκαηνπνηήζεθε ζην ινγηζκηθφ Nastran. 

Αμίδεη λα αλαθεξζεί φηη 200-300 επηθαλεηαθά ζηνηρεία επαξθνχλ γηα ηνλ αθξηβή ππνινγηζκφ 

ησλ πξναλαθεξζεηζψλ γεσκεηξηθψλ ζηαζεξψλ ησλ δηαηνκψλ πνπ εμεηάζηεθαλ. 

  

σήμα 4.2.1 Πεδηαθή δηαθξηηνπνίεζε ζε δηαηνκή  θνίιε νξζνγσληθή 160x80x6.3  κε 284 πεδηαθά ζηνηρεία. 

 

  
σήμα 4.2.2 Πεδηαθή δηαθξηηνπνίεζε ζε δηαηνκή  θνίιε νξζνγσληθή 60x40x5  κε 200 πεδηαθά ζηνηρεία. 

 

 

4.3 Αξηζκεηηθόο ππνινγηζκόο ησλ θηλεκαηηθώλ κεγεζώλ x x, n   
 

Σν πξφβιεκα αξρηθψλ - ζπλνξηαθψλ ηηκψλ ησλ εμ.((4.3.1)-(4.3.8)) 

 

  P S S
P x t t x t x tI G I I GI m          (4.3.1) 

  
..

S
S S x t x x wxC EC GI m           (4.3.2) 

 1 t 2 x 3M      (4.3.3) 

 1 w 2 x 3M      (4.3.4) 
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   x x0x,0 x 

 
(4.3.5) 

 
   x x0x,0 x 

 
(4.3.6) 

    x x0x,0 x   (4.3.7) 

 
   x x0x,0 x   (4.3.8) 

 

επηιχεηαη αξηζκεηηθά κε ηε Μέζνδν πλνξηαθψλ ηνηρείσλ (BEM) κε πεδηαθή 

δηαθξηηνπνίεζε. Ζ εθαξκνγή ηεο κεζφδνπ απηήο νδεγεί ζηε κεηαηξνπή ησλ εμ. ((4.3.1)-

(4.3.4)) ζε ζχζηεκα ζπλήζσλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ ηεο κνξθήο 

 

         M q K q p t   (4.3.9) 

 

ην νπνίν ππφθεηηαη ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο 

 

    0q q  (4.3.10) 

    0q q  (4.3.11) 

 

πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηηο εμ.((4.3.5)-(4.3.8)). ηε ζρ. (4.3.9)  M ,  K  είλαη γεληθεπκέλα 

κεηξψα κάδαο θαη δπζθακςίαο, αληίζηνηρα ελψ   q ,   p t  απνηεινχλ γεληθεπκέλα 

δηαλχζκαηα άγλσζησλ θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ θαη γλσζηψλ εμσηεξηθψλ δπλάκεσλ δηέγεξζεο, 

αληίζηνηρα. Σν παξαπάλσ πξφβιεκα αξρηθψλ ηηκψλ επηιχεηαη αξηζκεηηθά κε θαηάιιειε 

αξηζκεηηθή ηερληθή άκεζεο ρξνληθήο νινθιήξσζεο. Δπηπιένλ, γηα ηελ εηδηθή πεξίπησζε 

ειεχζεξσλ ηαιαληψζεσλ, ηζρχεη     p t 0 . Θέηνληαο 

 

     i tq Q e   (4.3.12) 

 

κνξθψλεηαη ηππηθφ γεληθεπκέλν πξφβιεκα ηδηνηηκψλ ηεο κνξθήο 

 

        2
i iK M Q 0   (4.3.13) 

 

φπνπ i  θαη  iQ  είλαη νη ηδηνζπρλφηεηεο θαη νη ηδηνκνξθέο ηεο ξάβδνπ, αληίζηνηρα. Σν 

πξφβιεκα απηφ ζηε ζπλέρεηα επηιχεηαη αξηζκεηηθά κε θαηάιιειε αξηζκεηηθή ηερληθή θαη 

ππνινγίδνληαη νη ηδηνζπρλφηεηεο θαη νη ηδηνκνξθέο ηεο ξάβδνπ. 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ Β κέξνπο ησλ αξηζκεηηθψλ παξαδεηγκάησλ 

(βι. Κεθάιαην.6)  ειήθζεζαλ κε αξηζκεηηθή επίιπζε ηεο ζρ.(4.3.9) (άκεζε ρξνληθή 

νινθιήξσζε) ελψ ηα απνηειέζκαηα ηνπ Α κέξνπο (βι. Κεθάιαην.5) κε αξηζκεηηθή επίιπζε 

ηεο ζρ.(4.3.13) (ηδηνκνξθηθή αλάιπζε).  

Σέινο αμίδεη ηνλίδεηαη φηη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηα 

πιαίζηα ηεο παξνχζαο εξγαζίαο ζπληάρζεθαλ απφ ηνλ Τπνςήθην Γηδάθηνξα ΔΜΠ θ. 

Β.Σζίπεξα. 
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5 Αξηζκεηηθά Παξαδείγκαηα: Μέξνο Ά 
 

5.1 Δηζαγσγή 
 

ην 1
ν
 κέξνο ησλ αξηζκεηηθψλ παξαδεηγκάησλ πξαγκαηνπνηείηαη ηδηνκνξθηθή αλάιπζε 

δνθψλ δηαθφξσλ δηαηνκψλ.  Ζ αλάιπζε απηή πινπνηείηαη κε ηε ρξήζε α) ηνπ ινγηζκηθνχ 

Nastran κέζσ ηξηζδηάησλ πεληαεδξηθψλ ή εμαεδξηθψλ (ζεσξία ηξηζδηάζηαηεο 

ειαζηηθφηεηαο), θειπθσηψλ (ζεσξία θειχθνπο) πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ κε ή ρσξίο ηε 

ρξήζε δηαθξαγκάησλ θαη β) κε ηα πξνγξάκκαηα ζπλνξηαθψλ ζηνηρείσλ torselindgeom,  

dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert θαη dynfreeUniflin, πνπ έρνπλ ζπληαρζεί ζε γιψζζα 

πξνγξακκαηηζκνχ Fortran απφ ηνλ Τπνςήθην Γηδάθηνξα θ. Β. Σζίπεξα, ππφ ηελ επίβιεςε 

ηνπ Καζεγεηή θ. Δ. απνπληδάθε. Σα ηειεπηαία 4 πξνγξάκκαηα ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα λα 

εμαρζνχλ ηα γεσκεηξηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ δηαηνκψλ (ζχκθσλα κε φζα αλαπηχρζεθαλ ζην 

θεθάιαην 4) θαη λα ππνινγηζηνχλ νη ηδηνζπρλφηεηεο ησλ δνθψλ γηα γξακκηθέο 

αλνκνηφκνξθεο ζηξεπηηθέο ηαιαληψζεηο κε επηξξνή Γεπηεξνγελψλ Γηαηκεηηθψλ 

Παξακνξθψζεσλ (ΓΓΠ) κε ή ρσξίο επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο θαη γηα γξακκηθέο 

ζηξεπηηθέο ηαιαληψζεηο ρσξίο ηελ επηξξνή ηεο αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο αληίζηνηρα.  

Όζνλ αθνξά ηνπο ηχπνπο ησλ ζηνηρείσλ ζην Nastran ρξεζηκνπνηήζεθαλ ηξηζδηάζηαηα 

6-εδξηθά (3D 6-εδξηθά, βιέπε ρήκα 5.1.1) ή 5-εδξηθά (3D 5-εδξηθά, βιέπε ρήκα 5.1.2) θαη 

4-πιεπξηθά θειπθσηά ζηνηρεία (βιέπε ρήκα 5.1.3)ηα νπνία πξνέθπςαλ απφ δηαθξηηνπνίεζε 

ηεο δηαηνκήο κε ηεηξαπιεπξηθά, ηξηγσληθά θαη γξακκηθά ζηνηρεία αληίζηνηρα (ην ηειεπηαίν 

κφλν ζηηο θνίιεο θαη αλνηθηέο δηαηνκέο,) θαη  επαθφινπζε ρξήζε ηεο εληνιήο extrude. 

Μέζσ ησλ πξνγξακκάησλ torselindgeom,  dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert θαη 

dynfreeUniflin πινπνηήζεθαλ αλαιχζεηο κε εθαξκνγή ζεσξίαο δνθνχ. Αλαιπηηθφηεξα 

αξρηθά εηζήρζεζαλ ε επηθαλεηαθή θαη ζπλνξηαθή δηαθξηηνπνίεζε ηεο δηαηνκήο ζην 

πξφγξακκα torselindgeom πξνθεηκέλνπ λα εμαρζνχλ ηα γεσκεηξηθέο ζηαζεξέο ηεο δηαηνκήο 

θαη ν ζηξεπηηθφο δηνξζσηηθφο ζπληειεζηήο δηάηκεζεο (βιέπε Κεθάιαην 4). ηε ζπλέρεηα 

ρξεζηκνπνηψληαο ηνπο ππνινγηζζέληεο παξάγνληεο θαη κηα δηακήθε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ 

άμνλα ηεο δνθνχ θαη πξαγκαηνπνηήζεθαλ αλαιχζεηο κε ηα ππφινηπα πξνγξάκκαηα.  

ρεηηθά κε ηα δηαθξάγκαηα αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ε ρξήζε ηνπο έγηλε αλαγθαία 

εμαηηίαο ηεο παξνπζίαο ηνπ θαηλνκέλνπ distortion (εγθάξζηα παξακνξθσζηκφηεηα ηεο 

δηαηνκήο). Απηφ θαηέζηεζε πνιιέο θνξέο αδχλαηε ηελ ηαπηνπνίεζε ησλ ηδηνκνξθψλ 

αλάκεζα ζε φιεο φζεο αλήθαλ ζην εχξνο ησλ ζπρλνηήησλ πνπ ήηαλ δπλαηφ λα εκθαληζηνχλ. 

Αθφκα θαη ζε πεξηπηψζεηο πνπ ήηαλ δπλαηή ε εχξεζε ησλ ηδηνκνξθψλ είλαη άμην αλαθνξάο 

ην φηη ρξεηάζηεθε λα ππνινγηζηνχλ πάξα πνιιέο ηδηνκνξθέο πξνθεηκέλνπ λα πάξνπκε ηηο 4 

πξψηεο ζηξεπηηθέο θαζψο εκθαλίδνληαλ πάξα πνιιέο πνπ αληηζηνηρνχζαλ ζην θαηλφκελν ηνπ 

distortion! Δπηπιένλ ιφγσ ηνπ θαηλνκέλνπ απηνχ ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο εκθαλίδνληαη πνιχ 

κεγάιεο απνθιίζεηο αλάκεζα ζηηο αλαιχζεηο πνπ έρνπλ ή φρη ηνπνζεηεζεί  δηαθξάγκαηα κε 

ηηο πξψηεο λα ζπκβαδίδνπλ κε ηα απνηειέζκαηα ησλ αλαιχζεσλ κε ηα πξνγξάκκαηα ηεο 

ζεσξίαο δνθνχ. 

Σα δηαθξάγκαηα πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζπλδένπλ ην θέληξν θάζε δηαηνκήο κε θάζε έλα απφ 

ηα ζηνηρεία ηεο θαζηζηψληαο θνηλέο ηηο κεηαηνπίζεηο ζην επίπεδν ηεο δηαηνκήο θαη ηε ζηξνθή 

πεξί ηνλ δηακήθε άμνλα ηεο δνθνχ. Με XR  θαη Ry ζπκβνιίδεηαη ε ζηξνθή πεξί ηνλ θχξην θαη 

αζζελή άμνλα ηεο δηαηνκήο ηεο δνθνχ αληίζηνηρα, πνπ ζε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο 

δεζκεχηεθαλ θαη απηέο ζηα δηαθξάγκαηα (φπνπ έρεη γίλεη απηφ δηεπθξπλίδεηαη). 

Ειδικότερα ςτα ακόλουθα παραδείγματα οι αναλύςεισ υλοποιήθηκαν για δύο 
μήκη κάθε διατομήσ υπό το ίδιο ςτατικό ςύςτημα έτςι ώςτε να εξαχθούν αναλύςεισ για 
«ςχετικά μεγάλο» και «ςχετικά μικρό» μήκοσ δοκού, δηλαδή ο λόγοσ 
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έ ά ή ή ύ          ζηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο λα ιακβάλεη 

πεξίπνπ ηηκέο 1:5 θαη 1:10 αληίζηνηρα.  
 

 
 

(α) 

 
 

 

 

(β) 

 
 

(γ) 

σήμα 5.1.1 Σξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία.  Γηαηνκή 60x40x5 (α), θνξέαο κε L=0.3m ζε δηάθνξα zoom (β)  

& (γ) 

 

Κάθε δοκόσ ςτηρίζεται ςτα δύο τησ άκρα για τα οποία επιλέχθηκαν διάφοροι 
ςυνδυαςμοί ανάμεςα ςτισ ςτηρίξεισ: πάκτωςη, παρεμπόδιςη ςτρέβλωςησ με πλήρη 
ελευθέρωςη ςτρεπτικήσ ςτροφήσ, ελεύθερο άκρο.  
Tα υλικά που χρηςιμοποιήθηκαν είναι χάλυβασ και αλουμίνιο. Όςον αφορά το χάλυβα 
έχει κέηξν ειαζηηθφηεηαο  sE 210GPa   θαη ιφγν Poisson sv 0.3  κε εηδηθφ βάξνο 

3
s 78.5kN / m  , ζπλεπψο ειήθζε κέηξν δηάηκεζεο  s s sG E 2(1 v ) 80.8GPa   . Γηα 

επηηάρπλζε ηεο βαξχηεηαο 2g 9.81m / s  ε ππθλφηεηα ηνπ πιηθνχ πξνθχπηεη 

3
s s / g 8.002kg / m   . ρεηηθά κε ην αινπκίλην ην κέηξν ειαζηηθφηεηαο ηνπ είλαη 
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aE 70GPa , ν ιφγνο Poisson av 0.3 θαη ην εηδηθφ βάξνο 
3

a 26.5kN / m  . Δπνκέλσο γηα 

ην κέηξν δηάηκεζεο ηζρχεη  a a aG E 2(1 v ) 26.9GPa    θαη ππθλφηεηα πιηθνχ 

3
a a / g 2.701kg / m   γηα ηελ επηηάρπλζε ηεο βαξχηεηαο πνπ πξναλαθέξζεθε. 

 

 

(α) 
 
(β) 

 

(γ) 

 
 

(δ) 

σήμα 5.1.2 Σξηζδηάζηαηα 5-εδξηθά ζηνηρεία. Γηαηνκή 800x1600 (α), θνξέαο κε L=6.4m ζε δηάθνξα zoom (β),  

( γ) & ( δ). 

 

Πξνθεηκέλνπ λα γίλεη ε ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ ζεσξήζεθε φηη είλαη 

ηθαλνπνηεηηθφ λα παξνπζηαζηνχλ νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο. αλ κέηξν ζχγθξηζεο επηιέρζεθε 

ε ζπρλφηεηα f ( Hz ) . Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ηα ζπκπεξάζκαηα πνπ ζα εμαρζνχλ γηα ηε 

ζπρλφηεηα ηζρχνπλ θαη γηα ηηο ηδηνπεξηφδνπο T( s )  θαη ηηο ηδηνζπρλφηεηεο ( rad / s )  θαζψο 

νη ζρέζεηο πνπ ζπλδένπλ ηα παξαπάλσ κεγέζε είλαη: 

 

  
1

T
f

   (5.1.1) 

 2 f    (5.1.2) 
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(α) 
 

 
(β) 

 
 

(γ) 

σήμα 5.1.3 Σξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία. Γηαηνκή 60x40x5 (α), θνξέαο κε L=0.3m ζε δηάθνξα zoom (β)  

& (γ). 

 

πλεπψο ζηα παξαδείγκαηα παξνπζηάδνληαη πίλαθεο κε ηηο ηηκέο ησλ ζπρλνηήησλ φισλ ησλ 

αλαιχζεσλ θαζψο θαη νη πξνζεκαζκέλεο % δηαθνξέο ησλ αλαιχζεσλ πνπ έρνπλ γίλεη κε ην 

Nastran απφ εθείλεο πνπ έρνπλ γίλεη κε ηα dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert θαη 

dynfreeUniflin. Οη δηαθνξέο απηέο ππνινγίδνληαη σο 

 

Nastran dynfreeSlin

dynfreeSlin

f f
ά ό dynfreeSlin% 100

f
 


    (5.1.3) 

 

Nastran dynfreeSlinwarpinert

dynfreeSlinwarpinert

f f
ά ό dynfreeSlinwarpinert % 100

f
 


 

 

(5.1.4) 

 

Nastran dynfreeUniflin

dynfreeUniflin

f f
ά ό dynfreeUniflin% 100

f
 


    (5.1.5) 

ηα αθφινπζα κε ηνλ φξν ηαιαληψζεηο, ηδηνκνξθέο, ζπρλφηεηεο θηι ζα αλαθεξφκαζηε 

ζε ζηξεπηηθέο γηα ιφγνπο ζπληνκίαο. Με ηνπο φξνπο be θαη trig ζα αλαθεξφκαζηε ζηα 
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ζηνηρεία κε ηα νπνία έρεη γίλεη ε ζπλνξηαθή θαη επηθαλεηαθή (κε ηξηγσληθά ζηνηρεία) 

δηαθξηηνπνίεζε ηεο δηαηνκήο αληίζηνηρα. 

 
 

5.2 1
ν
 αξηζκεηηθό παξάδεηγκα: ηαπξνεηδήο δηαηνκή B=70mm, 

t=2.4mm 
 

ην πξψην παξάδεηγκα αλαιχεηαη  ζηαπξνεηδήο δηαηνκή κε δηαζηάζεηο

B 70mm,t 2.4mm   (βιέπε ρήκα 5.2.1α) γηα κήθε δνθψλ 0.6m  θαη 5m . Σν πιηθφ ηεο 

δηαηνκήο είλαη ράιπβαο. Ζ δνθφο ιακβάλεηαη ακθίπαθηε (βιέπε ρήκα 5.2.1β). 

  

 

 
 

  
  

  

  

  

   
(α) 

 

   
(β) 

σήμα 5.2.1 ηαπξνεηδήο δηαηνκή B=70mm, t=2.4mm (α), ζηαηηθό ζύζηεκα (β). 

 

 Μήθνο δνθνύ L 0.6m   5.2.1

 

ηνπο Πίλαθεο 5.2.1.1-5.2.1.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.2.2 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.2.3 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.2.4 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα θαη αμηνπηζηία φρη κφλν ηελ  

1
ε
 αιιά θαη ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 1α ηξηζδηάζηαησλ 6-

εδξηθψλ). 

2) Σα ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά θαη ηα 4-πιεπξηθά θειπθσηά ζηνηρεία πξνζεγγίδνπλ 

θαιχηεξα ηελ ιχζε ηεο ζεσξίαο δνθνχ θαζψο βειηηψλεηαη ε δηαθξηηνπνίεζε. 

3) Γηα ηα 4-πιεπξηθά θειπθσηά αμίδεη λα ηνληζηεί φηη παξνπζηάδνπλ πνιχ κηθξή 

απφθιηζε κε ηα 3d 6-εδξηθά ζπλεπψο κε πνιχ κηθξφ αξηζκφ ζηνηρείσλ 

επηηπγράλνπκε λα ππνινγίζνπκε ηηο 3 πξψηεο ηδηνζπρλφηεηεο κε πνιχ κηθξφ 

ζθάικα (βιέπε αλάιπζε 3α).  

4) Σα ηξηζδηάζηαηα 5-εδξηθά βιέπνπκε φηη δελ ιεηηνπξγνχλ ηφζν θαιά ζε 

πεξηπηψζεηο ζαλ απηέο. Δλψ ρξεζηκνπνηήζακε πνιχ κεγάιν αξηζκφ ζηνηρείσλ 



Κεθάιαην 5
ν
 : Αξηζκεηηθά Παξαδείγκαηα: Μέξνο Ά 

66 

 

παξ’ φια απηά δελ θαηαθέξακε λα κεηψζνπκε ην ζθάικα φζν κε ηνπο άιινπο 

ηχπνπο ζηνηρείσλ. 

5) πγθξίλνληαο ηηο αλαιχζεηο 1α-1β δηαπηζηψλνπκε φηη είλαη πξνηηκφηεξν λα 

έρνπκε κηα ιεπηνκεξέζηεξα δηαθξηηνπνηεκέλε δηαηνκή κε επηκήθε θαηά κήθνο 

ηνπ θνξέα ζηνηρεία παξά ην αληίζεην.  

6) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.2.2 κε ην ρήκα 5.2.3 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

7) ην παξάδεηγκά απηφ βιέπνπκε φηη έρνπκε πεηχρεη αθξηβή ιχζε ρσξίο ρξήζε 

δηαθξαγκάησλ, ζπλεπψο ε επηξξνή ηνπ θαηλνκέλνπ distortion δελ είλαη 

ζεκαληηθή ζε απηή ηε δηαηνκή. 

8) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

9) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο 

ζηξέςεο είλαη πην αμηφπηζηε απφ ηε ζεσξία ρσξίο επηξξνή αλνκνηφκνξθεο 

ζηξέβισζεο. 

 
 
 

 

 
 

 

Πίνακαρ 5.2.1 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφ-

γξακ-

κα 

αλά-

ιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο 

δηαθ/ησλ-

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

 ηδην-

κνξθή 

1α 

N
A

S
T

R
A

N
 

3D 

 6-εδξηθά 

556 22,240 - 104.28 217.58 347.48 499.65 

1β 116 27,840 - 106.18 221.16 352.28 504.82 

1γ 556 33,360 - 104.22 217.45 347.21 498.96 

2α 
3D 

 5-εδξηθά 

114 13,680 - 138.96 284.95 444.29 622.14 

2β 1,560 31,200 - 108.23 225.21 358.88 516.17 

2γ 548 54,800 - 109.11 227.06 361.26 517.16 

3α 
Kειπθσηά       

4-πιεπξηθά 

28 1,680 - 102.91 214.69 342.65 425.68 

3β 280 30,800 - 103.12 215.27 343.90 494.32 

3γ 156 51,480 - 103.42 215.88 344.83 440.91 

 

Πίνακαρ 5.2.2 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίε-

ζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

2,800 548 

50 

- 

104.89 218.24 347.30 497.62 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 104.89 218.25 347.32 497.68 

6 dynfreeUniflin 50 92.42 184.97 277.77 370.95 
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Πίνακαρ 5.2.3 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert % 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

 ηδην- 

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D 

 6-εδξηθά 

-0.58 -0.30 0.05 0.41 -0.58 -0.31 0.05 0.40 

1β 1.23 1.34 1.44 1.45 1.22 1.34 1.43 1.43 

1γ -0.64 -0.36 -0.02 0.27 -0.64 -0.36 -0.03 0.26 

2α 
3D  

5-εδξηθά 

32.48 30.57 27.93 25.02 32.48 30.56 27.92 25.01 

2β 3.19 3.19 3.34 3.73 3.19 3.19 3.33 3.72 

2γ 4.02 4.04 4.02 3.93 4.02 4.04 4.01 3.92 

3α 
Kειπθσηά  

4-πιεπξηθά 

-1.88 -1.63 -1.34 -14.46 -1.89 -1.63 -1.34 -14.47 

3β -1.69 -1.36 -0.98 -0.66 -1.69 -1.37 -0.98 -0.67 

3γ -1.40 -1.08 -0.71 -11.40 -1.40 -1.09 -0.72 -11.41 

 

Πίνακαρ 5.2.4  ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε     

ηδηνκνξθή 

2ε       

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε     

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D 

 6-εδξηθά 

12.83 17.63 25.09 34.69 

1β 14.88 19.57 26.82 36.09 

1γ 12.76 17.56 25.00 34.51 

2α 
3D 

 5-εδξηθά 

50.35 54.05 59.95 67.71 

2β 17.11 21.75 29.20 39.15 

2γ 18.05 22.75 30.06 39.42 

3α 
Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

11.35 16.06 23.36 14.75 

3β 11.57 16.38 23.81 33.26 

3γ 11.90 16.71 24.14 18.86 
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(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.2.2 Αλάιπζε 1α, 3D 6-εδξηθά. 1ε ηδηνκνξθή (α), 2ε ηδηνκνξθή (β),3ε ηδηνκνξθή (γ),4ε ηδηνκνξθή (δ). 

 

 
σήμα 5.2.3 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlin. 

 

 
σήμα 5.2.4 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlin. 
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 Μήθνο δνθνύ L 5m   5.2.2

 

ηνπο Πίλαθεο 5.2.2.1-5.2.2.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.2.5 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.2.6 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.2.7 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα θαη αμηνπηζηία φρη κφλν ηελ  

1
ε
 αιιά θαη ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 1α ηξηζδηάζηαησλ 6-

εδξηθψλ). 

2) Σα ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά θαη ηα 4-πιεπξηθά θειπθσηά ζηνηρεία πξνζεγγίδνπλ 

θαιχηεξα ηελ ιχζε ηεο ζεσξίαο δνθνχ θαζψο βειηηψλεηαη ε δηαθξηηνπνίεζε. 

3) Σα ηξηζδηάζηαηα 5-εδξηθά βιέπνπκε φηη δελ ιεηηνπξγνχλ ηφζν θαιά ζε 

πεξηπηψζεηο ζαλ απηέο. Δλψ ρξεζηκνπνηήζακε πνιχ κεγάιν αξηζκφ ζηνηρείσλ 

παξ’ φια απηά δελ θαηαθέξακε λα κεηψζνπκε ην ζθάικα φζν κε ηνπο άιινπο 

ηχπνπο ζηνηρείσλ. 

4) πγθξίλνληαο ηηο αλαιχζεηο 1α-1β δηαπηζηψλνπκε φηη δελ θεξδίδνπκε ζε 

αθξίβεηα κεηαβαίλνληαο απφ ηα 30,160 ζηα 232,000 ζηνηρεία. 

5) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.2.5 κε ην ρήκα 5.2.6 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

6) ην παξάδεηγκά απηφ βιέπνπκε φηη έρνπκε πεηχρεη αθξηβή ιχζε ρσξίο ρξήζε 

δηαθξαγκάησλ, ζπλεπψο ε επηξξνή ηνπ θαηλνκέλνπ distortion δελ είλαη 

ζεκαληηθή ζε απηή ηε δηαηνκή. 

7) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

8) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο 

ζηξέςεο είλαη πην αμηφπηζηε απφ ηε ζεσξία ρσξίο επηξξνή αλνκνηφκνξθεο 

ζηξέβισζεο. 
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Πίνακαρ 5.2.5 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφ-

γξακ-

κα 

αλά-

ιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο 

δηαθ/ησλ 

-Λνηπά 

ραξ/θά 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

 ηδην-

κνξθή 

1α 

N
A

S
T

R
A

N
 

3D 

 6-εδξηθά 

116 30,160 - 11.33 22.68 34.05 45.47 

1β 116 232,000 - 11.33 22.68 34.05 45.47 

1γ 556 278,000 - 11.07 22.16 33.28 44.48 

2α 
3D  

5-εδξηθά 
114 114,000 - 15.29 30.60 45.92 61.28 

3α Kειπθσηά 

4-

πιεπξηθά 

28 14,000 - 10.80 21.62 32.46 43.35 

3β 56 56,000 - 10.99 22.00 33.03 44.11 

 

Πίνακαρ 5.2.6 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίεζεο  

Λνηπά 

ραξ/θά 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

2800 548 

50 

-  

11.23 22.48 33.76 45.08 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 11.23 22.48 33.76 45.08 

6 dynfreeUniflin 50 11.09 22.19 33.31 44.47 

 

Πίνακαρ 5.2.7  ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % 
Γηαθνξά απφ 

dynfreeSlinwarpinert % 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D 

 6-εδξηθά 

0.87 0.87 0.86 0.86 0.87 0.87 0.86 0.86 

1β 0.87 0.87 0.87 0.86 0.87 0.87 0.87 0.86 

1γ -1.46 -1.44 -1.42 -1.33 -1.46 -1.44 -1.42 -1.33 

2α 
3D 

 5-εδξηθά 
36.10 36.10 36.02 35.93 36.10 36.10 36.02 35.93 

3α Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-3.87 -3.84 -3.85 -3.84 -3.87 -3.84 -3.85 -3.84 

3β -2.17 -2.17 -2.17 -2.16 -2.17 -2.17 -2.17 -2.16 
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Πίνακαρ 5.2.8 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε     

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε       

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D 

 6-εδξηθά 

2.18 2.19 2.21 2.24 

1β 2.18 2.19 2.22 2.25 

1γ -0.18 -0.14 -0.10 0.02 

2α 
3D 

 5-εδξηθά 
37.87 37.89 37.84 37.80 

3α Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-2.62 -2.57 -2.56 -2.52 

3β -0.90 -0.88 -0.85 -0.81 

 

 
(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.2.5 Αλάιπζε 1α, 3D 6-εδξηθά. 1ε ηδηνκνξθή (α), 2ε ηδηνκνξθή (β),3ε ηδηνκνξθή (γ), 4ε ηδηνκνξθή (δ). 

 

 
σήμα 5.2.6 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 
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σήμα 5.2.7 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 
 

5.3 2
ν
 αξηζκεηηθό παξάδεηγκα: ΗΔΒ100 

 

ην δεχηεξν παξάδεηγκα αλαιχεηαη ε δηαηνκή HEB100 (βιέπε ρήκα 5.3.1α) γηα κήθε 

δνθψλ 0.4m  θαη 0.8m . Σν πιηθφ ηεο δηαηνκήο είλαη ράιπβαο. Σν ζηαηηθφ ζχζηεκα ηεο 

δνθνχ ιακβάλεηαη πξφβνινο (βιέπε ρήκα 5.3.1β).  

 

 

 

 

 

  

   
(α) 

 

   
(β) 

σήμα 5.3.1 Γηαηνκή ΗΔΒ100 (α), ζηαηηθό ζύζηεκα(β). 

 

 Μήθνο δνθνύ L 0.4m   5.3.1

 

ηνπο Πίλαθεο 5.3.1.1-5.3.1.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην  ρήκα 5.3.2 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 3β κε θειπθσηά 

4-πιεπξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.3.3 παξνπζηάδεηαη γηα ηελ 1
ε
 

ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο ζηξνθήο x  

θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.3.4 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 3β θειπθσηψλ 4-πιεπξηθψλ). 
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2) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.3.2κε ην ρήκα 5.3.3 βιέπνπκε φηη ππάξρεη ζπκθσλία 

ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο δνθνχ. 

3) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

4) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο 

ζηξέςεο είλαη πην αμηφπηζηε απφ ηε ζεσξία ρσξίο επηξξνή αλνκνηφκνξθεο 

ζηξέβισζεο. 

 

 Πίνακαρ 5.3.1 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran. 

α/α 

αλά-

ιπ-

ζεο 

Πξφ-

γξακ-

κα 

αλά-

ιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο 

δηαθ/ησλ 

- Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  ηδην-

κνξθή 

3ε  ηδην-

κνξθή 

4ε  ηδην-

κνξθή 

1α 

N
A

S
T

R
A

N
 

3D 6-

εδξηθά 

468 46,800 - 
489.92 1939.91 2869.87 5182.06 

    3925.15 6637.74 

1β 468 46,800 

 100 (ζε 

ΟΛΔηηο 

δηαηνκέο) 

551.18 2405.74 5321.49 8495.63 

1γ 468 46,800 

 100 (ζε 

ΟΛΔηηο 

δηαηνκέο)   

+ 

δέζκεπζε 

Rx + Ry  

ζε απηά 

551.18 2405.74 5321.49 8495.63 

3α 
Kειπθσηά 

4-

πιεπξηθά 

145 29,000 - 474.18 1580.10 2416.82 3460.39 

3β 145 29,000 

 200 (ζε 

ΟΛΔηηο 

δηαηνκέο) 

504.04 2260.54 5060.68 8137.76 

  

Πίνακαρ 5.3.2 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίεζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 

Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  ηδην-

κνξθή 

3ε  ηδην-

κνξθή 

4ε  ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

2580 1,352 

50 

 Ηt απφ 

Kraus 

504.70 2199.80 4916.07 7944.23 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 507.69 2270.62 5133.84 8346.92 

6 dynfreeUniflin 50 243.99 732.22 1221.17 1711.32 
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Πίνακαρ 5.3.3 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % 
Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert 

% 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D 6-

εδξηθά 

-2.93 -11.81 -41.62 -34.77 -3.50 -14.56 -44.10 -37.92 

    -20.16 -16.45     -23.54 -20.48 

1β 9.21 9.36 8.25 6.94 8.57 5.95 3.66 1.78 

1γ 9.21 9.36 8.25 6.94 8.57 5.95 3.66 1.78 

3α Kειπθσηά 

4-

πιεπξηθά 

-6.05 -28.17 -50.84 -56.44 -6.60 -30.41 -52.92 -58.54 

3β -0.13 2.76 2.94 2.44 -0.72 -0.44 -1.43 -2.51 

 

Πίνακαρ 5.3.4  ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε     

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D 6-

εδξηθά 

100.79 164.94 135.01 202.81 

    221.43 287.87 

1β 125.90 228.56 335.77 396.44 

1γ 125.90 228.56 335.77 396.44 

3α Kειπθσηά 

4-

πιεπξηθά 

94.34 115.80 97.91 102.21 

3β 106.58 208.73 314.41 375.53 

 
    

 
(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.3.2 Αλάιπζε 3α, θειπθσηά 4-πιεπξηθά. 1ε ηδηνκνξθή (α), 2ε ηδηνκνξθή (β), 3ε ηδηνκνξθή (γ),  

4ε ηδηνκνξθή (δ). 
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σήμα 5.3.3 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 

 
σήμα 5.3.4 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 

 Μήθνο δνθνύ L 0.8m   5.3.2

 

ηνπο Πίλαθεο 5.3.2.1-5.3.2.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.3.5 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.3.6 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.3.7 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 3β θειπθσηψλ 4-πιεπξηθψλ). 

2) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.3.5 κε ην ρήκα 5.3.6 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

3) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

4) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο 

ζηξέςεο είλαη πην αμηφπηζηε απφ ηε ζεσξία ρσξίο επηξξνή αλνκνηφκνξθεο 

ζηξέβισζεο. 
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5)  

Πίνακαρ 5.3.5 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran 

α/α 

αλά-

ιπ-

ζεο 

Πξφ-

γξακ-

κα 

αλά-

ιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο 

δηαθ/ησλ-

Λνηπά 

ραξ/θα  

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  ηδην-

κνξθή 

4ε  ηδην-

κνξθή 

1α 

N
A

S
T

R
A

N
 

3D 6-

εδξηθά 

468 46,800 - 180.13 721.35 1549.35 2095.51 

1β 468 93,600 

200 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

195.49 804.09 1859.97 3190.77 

1γ 468 93,600 

200 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο)  

+ 

δέζκεπζε 

Rx + Ry  

ζε απηά  

195.49 804.09 1859.97 3190.77 

3α 

Kειπθσηά 

4-

πιεπξηθά 

145 58,000 - 165.10 700.31 1385.66 1737.53 

3β 145 58,000 

400 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

174.56 738.88 1738.49 3008.94 

 

Πίνακαρ 5.3.6 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίεζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 

Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  ηδην-

κνξθή 

4ε  ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

2,580 1,352 

50 

Ηt απφ 

Kraus 

184.61 734.82 1687.44 2921.02 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 184.87 742.74 1723.35 3008.73 

6 dynfreeUniflin 50 122.00 366.15 610.75 856.12 
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Πίνακαρ 5.3.7  ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % 
Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert 

% 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D 6-

εδξηθά 

-2.42 -1.83 -8.18 -28.26 -2.56 -2.88 -10.10 -30.35 

1β 5.89 9.43 10.22 9.23 5.75 8.26 7.93 6.05 

1γ 5.89 9.43 10.22 9.23 5.75 8.26 7.93 6.05 

3α Kειπθσηά 

4-

πιεπξηθά 

-10.57 -4.70 -17.88 -40.52 -10.69 -5.71 -19.60 -42.25 

3β -5.45 0.55 3.03 3.01 -5.58 -0.52 0.88 0.01 

 

Πίλαθαο 5.3.8 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D 6-

εδξηθά 

47.65 97.01 153.68 144.77 

1β 60.24 119.61 204.54 272.70 

1γ 60.24 119.61 204.54 272.70 

3α Kειπθσηά 

4-

πιεπξηθά 

35.33 91.26 126.88 102.95 

3β 43.08 101.80 184.65 251.46 

 

 
(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.3.5 Αλάιπζε 3α, θειπθσηά 4-πειεπξηθά. 1ε ηδηνκνξθή (α), 2ε ηδηνκνξθή (β),3ε ηδηνκνξθή (γ),  

4ε ηδηνκνξθή (δ). 
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σήμα 5.3.6 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 

 
σήμα 5.3.7 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 

5.4 3
ν
 αξηζκεηηθό παξάδεηγκα: νξζνγσληθή δηαηνκή 800x1600 

 

ην ηξίην παξάδεηγκα αλαιχεηαη ε νξζνγσληθή δηαηνκή κε δηαζηάζεηο b 0.8m  θαη 

h 1.6m  (βιέπε ρήκα 5.4.1α) γηα κήθε δνθψλ 6.4m  θαη 12.8m . Σν πιηθφ ηεο δηαηνκήο 

είλαη αινπκίλην. Ζ δνθφο ιακβάλεηαη ακθίπαθηε (βιέπε ρήκα 5.4.1β). 

 

   
 

 

 

  

  

 
 

(α) 

 

   
(β) 

σήμα 5.4.1 Οξζνγσληθή δηαηνκή 8000x1600 (α), ζηαηηθό ζύζηεκα (β). 
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 Μήθνο δνθνύ L 6.4m   5.4.1

 

ηνπο Πίλαθεο 5.4.1.1-5.4.1.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.4.2 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.4.3 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreewarpinert ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

γσλίαο ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.4.4 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn

. 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα θαη αμηνπηζηία φρη κφλν ηελ  

1
ε
 αιιά θαη ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο. 

2) Σα ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά θαη 5-εδξηθά ζηνηρεία πξνζεγγίδνπλ θαιχηεξα ηελ 

ιχζε ηεο ζεσξίαο δνθνχ θαζψο βειηηψλεηαη ε δηαθξηηνπνίεζε. 

3) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.4.2 κε ην ρήκα 5.4.3 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

4) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

5) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο 

ζηξέςεο είλαη πην αμηφπηζηε απφ ηε ζεσξία ρσξίο επηξξνή αλνκνηφκνξθεο 

ζηξέβισζεο. 

 

Πίνακαρ 5.4.1 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο 

δηαθ/ησλ- 

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1α 

NASTRAN 

3D 

 6-εδξηθά 

512 29,696 - 193.09 389.14 590.12 796.72 

1β 512 40,960 - 193.07 389.16 590.27 797.14 

2α 3D  

5-εδξηθά 

1,108 29,916 - 193.39 389.34 589.49 794.18 

2β 1,108 49,860 - 193.34 389.56 590.55 796.94 
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Πίνακαρ 5.4.2 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίεζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

1,200 1,108 

50 

- 

191.40 387.09 589.62 799.52 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 191.65 388.86 594.58 808.93 

6 dynfreeUniflin 50 182.01 364.21 546.77 729.87 

 

Πίνακαρ 5.4.3 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert % 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην- 

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 1α 3D 

 6-εδξηθά 

0.88 0.53 0.09 -0.35 0.75 0.07 -0.75 -1.51 

1β 0.87 0.53 0.11 -0.30 0.74 0.08 -0.72 -1.46 

2α 3D 

 5-εδξηθά 

1.04 0.58 -0.02 -0.67 0.91 0.12 -0.86 -1.82 

2β 1.02 0.64 0.16 -0.32 0.88 0.18 -0.68 -1.48 

 

Πίνακαρ 5.4.4 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε    

ηδηνκνξθή 

2ε     

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε     

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 1α 3D 

 6-εδξηθά 

6.09 6.85 7.93 9.16 

1β 6.08 6.85 7.96 9.22 

2α 3D  

5-εδξηθά 

6.25 6.90 7.81 8.81 

2β 6.23 6.96 8.01 9.19 
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(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.4.2 Αλάιπζε 1α, 3D 6-εδξηθά. 1ε ηδηνκνξθή (α), 2ε ηδηνκνξθή (β),3ε ηδηνκνξθή (γ), 4ε ηδηνκνξθή (δ). 

 

 
σήμα 5.4.3 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 

 
σήμα 5.4.4 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 
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 Μήθνο δνθνύ L 12.8m   5.4.2

 

ηνπο Πίλαθεο 5.4.2.1-5.4.2.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.4.5 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1β κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.4.6 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreewarpinert ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

γσλίαο ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.4.7 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn

. 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 1β ηξηζδηάζηαησλ 6-εδξηθψλ). 

2) Σα ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά θαη 5-εδξηθά ζηνηρεία πξνζεγγίδνπλ θαιχηεξα ηελ 

αλαιπηηθή ιχζε θαζψο βειηηψλεηαη ε δηαθξηηνπνίεζε. 

3) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.4.5 κε ην ρήκα 5.4.6 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

4) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο ηζρχεη ε δηεπξπκέλε ζεσξία 

αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο θαη φρη ε ζεσξία ρσξίο επηξξνή αλνκνηφκνξθεο 

ζηξέβισζεο. 

 

Πίνακαρ 5.4.5Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Αξηζκφο 

δηαθ/ησλ-

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην-

κνξθή 

1α 

NASTRAN 

3D 

 6-εδξηθά 

512 29,696 - 93.81 188.10 283.30 379.75 

1β 512 49,152 - 93.80 188.11 283.41 380.05 

2α 3D  

5-εδξηθά 

1,108 29,916 - 93.96 188.19 282.91 378.31 

2β 1,108 49,860 - 93.95 188.33 283.54 379.88 

 

Πίνακαρ 5.4.6 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίεζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην- 

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

1,200 1,108 

50 

It απφ 

nastran  

92.91 186.63 281.85 379.12 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 92.95 186.92 282.79 381.17 

6 dynfreeUniflin 50 90.39 180.87 271.53 362.46 
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Πίνακαρ 5.4.7 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert % 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 1α 3D  

6-εδξηθά 

0.97 0.79 0.51 0.17 0.93 0.63 0.18 -0.37 

1β 0.95 0.80 0.55 0.25 0.91 0.64 0.22 -0.29 

2α 3D  

5-εδξηθά 

1.13 0.84 0.38 -0.21 1.09 0.68 0.04 -0.75 

2β 1.11 0.91 0.60 0.20 1.07 0.75 0.27 -0.34 

 

Πίνακαρ 5.4.8 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε             

ηδηνκνξθή 

2ε      

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε      

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 1α 3D  

6-εδξηθά 

3.79 4.00 4.34 4.77 

1β 3.77 4.01 4.38 4.86 

2α 3D  

5-εδξηθά 

3.95 4.05 4.19 4.37 

2β 3.93 4.12 4.42 4.81 

 

 
(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.4.5 Αλάιπζε 1β, 3D 6-εδξηθά. 1ε ηδηνκνξθή (α), 2ε ηδηνκνξθή (β), 3ε ηδηνκνξθή (γ), 4ε ηδηνκνξθή (δ). 
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σήμα 5.4.6 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 

 
σήμα 5.4.7 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert.. 

 

5.5 4
ν
 αξηζκεηηθό παξάδεηγκα: RHS 100x60x6.3 

 

ην ηέηαξην παξάδεηγκα αλαιχεηαη ε δηαηνκή RHS 100x60x6.3  (βιέπε ρήκα 5.5.1α) 

γηα κήθε δνθψλ 0.5m  θαη 1.0m .Σν πιηθφ ηεο δηαηνκήο είλαη ράιπβαο. Οη ζηεξίμεηο 

ιακβάλνληαη σο πάθησζε ζην έλα άθξν, παξεκπφδηζε ηεο ζηξέβισζεο ζην άιιν (βιέπε 

ρήκα 5.5.1β). 

 

 

 

 

 

  

   
(α) 

 

  

 

  

 

 (β) 

σήμα 5.5.1 Γηαηνκή RHS 100x60x6.3(α), ζηαηηθό ζύζηεκα (β). 
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 Μήθνο δνθνύ L 0.5m   5.5.1

 

ηνπο Πίλαθεο 5.5.1.1-5.5.1.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.5.2 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran ελψ ζην ρήκα 5.5.3 νη αληίζηνηρεο 

πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 3α κε 4-πιεπξηθά θειπθσηά κε ηε ρξήζε κφλν ελφο 

δηαθξάγκαηνο ζηελ αθξαία δηαηνκή. ην ρήκα 5.5.4 παξνπζηάδεηαη γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή 

απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreewarpinert ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο ζηξνθήο x  θαηά 

κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.5.5 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 1α ηξηζδηάζηαησλ 6-εδξηθψλ κε 

δηαθξάγκαηα ζε φιεο ηηο δηαηνκέο). 

2) Όζνλ αθνξά ηα πξνζνκνηψκαηα ησλ 4-πιεπξηθψλ θειπθσηψλ ζηνηρείσλ, 

βιέπνπκε φηη κε ηε ρξήζε δηαθξαγκάησλ δελ έρνπκε βειηίσζε ηεο αθξίβεηαο. 

Αληηζέησο ζηελ πεξίπησζε 3ε πνπ έρνπλ ηνπνζεηεζεί κφλν 2 δηαθξάγκαηα (έλα 

ζηε κεζαία θαη έλα ζηελ αθξαία δηαηνκή) βιέπνπκε φηη έρνπκε έλα ρεηξφηεξν 

πξνζνκνίσκα θαζψο ε παξνπζία ηνπο εκπνδίδεη ηελ αλακελφκελε 

παξακφξθσζε ηεο δνθνχ θαη αιινηψλεη ηηο ζπρλφηεηεο. 

3) Απφ ην ρήκα 5.5.3 βιέπνπκε ηελ πνιχ κεγάιε επηξξνή ηνπ θαηλνκέλνπ 

distortion ζηηο ηδηνκνξθέο πέξαλ ηεο επίδξαζεο ηνπ ζηηο ζπρλφηεηεο. 

4) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.5.2 κε ην ρήκα 5.5.4 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

5) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

6) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο δελ είλαη μεθάζαξν αλ είλαη πην 

αμηφπηζηε ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ή ε ζεσξία ρσξίο 

επηξξνή αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο. 
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Πίνακαρ 5.5.1 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Αξηζκφο 

δηαθ/ησλ- 

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε   

ηδην-

κνξθή 

2ε   

ηδην-

κνξθή 

3ε  

 ηδην-

κνξθή 

4ε  

 ηδην-

κνξθή 

1α 

NASTRAN 

3D 

 6-εδξηθά 
152 19,000 

124 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

1342.37 4036.49 6752.50 9491.59 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

116 11,600 

1 (ζηελ 

αθξαία 

δηαηνκή) 

1239.65 4136.51 6291.28 9406.72 

  4762.99   8817.83 

3β 116 11,600 

100 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

1289.82 3876.77 6481.41 9106.06 

3γ 116 11,600 50 1289.46 3875.23 6477.54 9098.27 

3δ 116 11,600 25 1288.90 3872.06 6467.48 9074.55 

3ε 116 11,600 10 1287.60 3854.05 6384.90 8817.76 

3ζη 116 11,600 5 1285.02 3801.42 6060.81 10288.04 

3δ 116 11,600 4 1283.64 3764.46 5667.42 7838.91 

3ε 116 11,600 2 
1273.48 3810.34 4145.89 7828.27 

    6138.78   

 

Πίνακαρ 5.5.2 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίεζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε  ηδην-

κνξθή 

2ε  ηδην-

κνξθή 

3ε  ηδην-

κνξθή 

4ε  ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

1,912 228 

50 

- 

1334.01 4009.32 6703.49 9421.90 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 1334.14 4012.38 6714.81 9445.16 

6 dynfreeUniflin 50 1326.98 3982.26 6641.47 9307.23 
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Πίνακαρ 5.5.3 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert % 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 3D 6-εδξηθά 0.63 0.68 0.73 0.74 0.62 0.60 0.56 0.49 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-7.07 3.17 -6.15 -0.16 -7.08 3.09 -6.31 -0.41 

  18.80   -6.41   18.71   -6.64 

3β -3.31 -3.31 -3.31 -3.35 -3.32 -3.38 -3.48 -3.59 

3γ -3.34 -3.34 -3.37 -3.43 -3.35 -3.42 -3.53 -3.67 

3δ -3.38 -3.42 -3.52 -3.69 -3.39 -3.50 -3.68 -3.92 

3ε -3.48 -3.87 -4.75 -6.41 -3.49 -3.95 -4.91 -6.64 

3ζη -3.67 -5.19 -9.59 9.19 -3.68 -5.26 -9.74 8.92 

3δ -3.78 -6.11 -15.46 -16.80 -3.79 -6.18 -15.60 -17.01 

3ε 
-4.54 -4.96 -38.15 -16.91 -4.55 -5.04 -38.26 -17.12 

    -8.42       -8.58   

 

Πίνακαρ 5.5.4  ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε     

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D  

6-εδξηθά 
1.16 1.36 1.67 1.98 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-6.58 3.87 -5.27 1.07 

  19.61   -5.26 

3β -2.80 -2.65 -2.41 -2.16 

3γ -2.83 -2.69 -2.47 -2.25 

3δ -2.87 -2.77 -2.62 -2.50 

3ε -2.97 -3.22 -3.86 -5.26 

3ζη -3.16 -4.54 -8.74 10.54 

3δ -3.27 -5.47 -14.67 -15.78 

3ε 
-4.03 -4.32 -37.58 -15.89 

    -7.57   
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(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.5.2 Αλάιπζε 1α, 3D 6-εδξηθά κε δηαθξάγκαηα ζε νιεο (=124) ηηο δηαηνκέο. 1ε ηδηνκνξθή (α), 

2ε ηδηνκνξθή (β),3ε ηδηνκνξθή (γ),4ε ηδηνκνξθή (δ). 
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(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.5.3 Αλάιπζε 3α, θειπθσηά  4-πιεπξηθά κε δηάθξαγκα κόλν ζηελ αθξαία δηαηνκή. Ιδηαίηεξα εκθαλήο ε  

επηξξνή ηνπ θαηλνκέλνπ distortion. 1ε ηδηνκνξθή (α), 2ε ηδηνκνξθή (β), 3ε ηδηνκνξθή (γ), 

4ε ηδηνκνξθή (δ). 

 

 
σήμα 5.5.4 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreewarpinert. 

 

 
σήμα 5.5.5 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreewarpinert. 

0.00

0.10

0.20

0.30

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60

ζ
x

 (
ra

d
) 

Άμνλαο δνθνχ (m) 

Κανονικοποιημζνη γωνία ςτοφήσ θx 1ησ ιδιομορφήσ 

θx 

-0.50

0.00

0.50

1.00

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60

n
x

 (
ra

d
/m

) 

Άμνλαο δνθνχ (m) 

Κανονικοποιημζνη παράμετροσ nx 1ησ ιδιομορφήσ 

nx



Κεθάιαην 5
ν
 : Αξηζκεηηθά Παξαδείγκαηα: Μέξνο Ά 

90 

 

 Μήθνο δνθνύ L 1.0m   5.5.2

 

ηνπο Πίλαθεο 5.5.2.1-5.5.2.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.5.6 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran ελψ ζην ρήκα 5.5.7 νη αληίζηνηρεο 

πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 3α κε 4-πιεπξηθά θειπθσηά κε ηε ρξήζε κφλν ελφο 

δηαθξάγκαηνο ζηελ αθξαία δηαηνκή. ην ρήκα 5.5.8 παξνπζηάδεηαη γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή 

απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreewarpinert ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο ζηξνθήο x  θαηά 

κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.5.9 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 1α ηξηζδηάζηαησλ 6-εδξηθψλ κε 

δηαθξάγκαηα ζε φιεο ηηο δηαηνκέο). 

2) Απφ ηελ ζχγθξηζε ησλ αλαιχζεσλ 3α-3β, κε ιηγφηεξα θαη πεξηζζφηεξα 

ζηνηρεία αληίζηνηρα, πξνθχπηεη φηη ν δηπιαζηαζκφο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ θνξέα 

δελ νδεγεί ζε αηζζεηή κείσζε ηνπ ζθάικαηνο ηεο αλάιπζεο. 

3) Ζ ρξήζε δηαθξαγκάησλ ζε φιεο ηηο δηαηνκέο ηεο δνθνχ ή κφιηο ζε 10 δηαηνκέο, 

αλαιχζεηο 3γ θαη 3δ αληίζηνηρα νδεγεί ζε ζεκαληηθή κείσζε ησλ απνθιίζεσλ 

ηνπο απφ ηελ αλάιπζε ησλ 3d πεπεξαζκέλσλ. 

4) Απφ ην ρήκα 5.5.7 βιέπνπκε ηελ πνιχ κεγάιε επηξξνή ηνπ θαηλνκέλνπ 

distortion ζηηο ηδηνκνξθέο πέξαλ ηεο επίδξαζεο ηνπο ζηηο ηδηνζπρλφηεηεο. 

5) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.5.6 κε ην ρήκα 5.5.8 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

6) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

7) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο δελ είλαη μεθάζαξν αλ είλαη πην 

αμηφπηζηε ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ή ε ζεσξία ρσξίο 

επηξξνή αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο. 
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Πίνακαρ 5.5.5 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο  

δηαθ/ησλ- 

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  ηδην-

κνξθή 

3ε  ηδην-

κνξθή 

4ε  ηδην-

κνξθή 

1α 

NASTRAN 

3D  

6-εδξηθά 
152 38,000 

249 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

668.50 2007.07 3349.99 4699.09 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

116 11,600 

1 (ζηελ 

αθξαία 

δηαηνκή) 

633.81 1534.38 3369.41 4906.69 

3β 116 23,200 

1 (ζηελ 

αθξαία 

δηαηνκή) 

633.73 1534.67 3369.83 4909.38 

3γ 116 23,200 

200 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

642.75 1929.42 3219.39 4514.20 

3δ 116 23,200 10 641.70 1919.18 3176.84 4393.30 

 

Πίνακαρ 5.5.6 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίε-

ζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  ηδην-

κνξθή 

3ε  ηδην-

κνξθή 

4ε  ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

1,912 228 

50 

- 

665.20 1996.78 3331.82 4672.41 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 665.22 1997.26 3333.92 4677.73 

6 dynfreeUniflin 50 663.49 1991.13 3320.73 4653.61 

 

Πίνακαρ 5.5.7 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert % 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

 ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 1α 

3D  

6-εδξηθά 
0.50 0.52 0.55 0.57 0.49 0.49 0.48 0.46 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-4.72 -23.16 1.13 5.01 -4.72 -23.18 1.06 4.89 

3β -4.73 -23.14 1.14 5.07 -4.73 -23.16 1.08 4.95 

3γ -3.38 -3.37 -3.37 -3.39 -3.38 -3.40 -3.44 -3.50 

3δ -3.53 -3.89 -4.65 -5.97 -3.54 -3.91 -4.71 -6.08 
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Πίνακαρ 5.5.8 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 1α 

3D  

6-εδξηθά 
0.75 0.80 0.88 0.98 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-4.47 -22.94 1.47 5.44 

3β -4.49 -22.92 1.48 5.50 

3γ -3.13 -3.10 -3.05 -3.00 

3δ -3.28 -3.61 -4.33 -5.59 

 

 
(α) 

 
(β) 

 
(γ)  

(δ) 

σήμα 5.5.6 Αλάιπζε 1α, 3D 6-εδξηθά κε δηαθξάγκαηα ζε νιεο (=249) ηηο δηαηνκέο. 1ε ηδηνκνξθή (α), 

 2ε ηδηνκνξθή (β),3ε ηδηνκνξθή (γ), 4ε ηδηνκνξθή (δ). 
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(α) 

 
(β) 

 
(γ)  

(δ) 

σήμα 5.5.7 Αλάιπζε 3a, θειπθσηά  4-πιεπξηθά κε δηάθξαγκα κόλν ζηελ αθξαία δηαηνκή. Ιδηαίηεξα εκθαλήο ε  

επηξξνή ηνπ θαηλνκέλνπ distortion. 1ε ηδηνκνξθή (α), 2ε ηδηνκνξθή (β), 3ε ηδηνκνξθή (γ), 

4ε ηδηνκνξθή (δ). 

 

 
σήμα 5.5.8 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 

 
σήμα 5.5.9 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert 
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5.6 5
ν
 αξηζκεηηθό παξάδεηγκα: RHS 160x80x6.3 

 

ην πέκπην παξάδεηγκα αλαιχεηαη ε δηαηνκή RHS 160x80x6.3 (βιέπε ρήκα 5.6.1α) 

γηα κήθε δνθψλ 1.0m θαη 5.0m . Σν πιηθφ ηεο δηαηνκήο είλαη ράιπβαο. Σν ζηαηηθφ ζχζηεκα 

ηεο δνθνχ ιακβάλεηαη πξφβνινο (βιέπε ρήκα 5.6.1β). 

 

 

 

 

 

  

  
(α) 

 

   
(β) 

σήμα 5.6.1 Γηαηνκή RHS 160x80x6.3 (α), ζηαηηθό ζύζηεκα (β). 

 

 Μήθνο δνθνύ L 1.0m  5.6.1

 

ηνπο Πίλαθεο 5.6.1.1-5.6.1.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.6.2 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.6.3 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.6.4 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . Με 

ηνλ φξν BIAS δειψλεηαη φηη ε θαηά κήθνο δηαθξηηνπνίεζε δελ έρεη γίλεη κε ηζνκήθε 

ζηνηρεία.  

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 1γ ηξηζδηάζηαησλ 6-εδξηθψλ κε 

δηαθξάγκαηα ζε φιεο ηηο δηαηνκέο). 

2) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.6.2 κε ην ρήκα 5.6.3 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

3) Ζ ρξήζε ησλ δηαθξαγκάησλ είλαη θαζνξηζηηθήο ζεκαζίαο πξνθείκελνπ λα 

πεξηνξηζζεί ζεκαληηθά ην ζθάικα. 

8) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 
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9) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο δελ είλαη μεθάζαξν αλ είλαη πην 

αμηφπηζηε ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ή ε ζεσξία ρσξίο 

επηξξνή αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο. 

 

Πίνακαρ 5.6.1 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφ-

γξακ-

κα 

αλά-

ιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο 

δηαθ/ησλ- 

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  ηδην-

κνξθή 

3ε  ηδην-

κνξθή 

4ε  ηδην-

κνξθή 

1α 

N
A

S
T

R
A

N
 

3D  

6-εδξηθά 

54 6,750 

125 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

632.58 1901.34 3179.62 4470.12 

1β 234 23,400 
1       

BIAS 

557.82 2152.23 3024.60 4447.46 

    3414.76   

1γ 234 46,800 

200 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

626.63 1883.98 3152.10 4434.07 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

112 11,200 
1     

BIAS 
539.20 2101.68 2961.59 4303.39 

3β 112 11,200 1 
539.20 2101.97 2964.59 4309.41 

    3324.85   

3γ 112 11,200 

100 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

608.62 1828.97 3057.68 4297.42 

3δ 112 11,200 10 607.10 1806.85 2946.95 3900.96 

3ε 112 22,400 

200 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

608.72 1829.39 3058.75 4299.71 

 

Πίνακαρ 5.6.2 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίεζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 

Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε   

ηδην-

κνξθή 

3ε   

ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

744 284 

50 

- 

623.70 1874.31 3133.78 4405.89 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 623.76 1875.68 3139.38 4418.86 

6 dynfreeUniflin 50 619.77 1859.91 3101.89 4346.93 
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Πίνακαρ 5.6.3 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % 
Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert 

% 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 

3D 

 6-εδξηθά 

1.42 1.44 1.46 1.46 1.41 1.37 1.28 1.16 

1β 
-10.56 14.83 -3.48 0.94 -10.57 14.74 -3.66 0.65 

    8.97       8.77   

1γ 0.47 0.52 0.58 0.64 0.46 0.44 0.41 0.34 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-13.55 12.13 -5.49 -2.33 -13.56 12.05 -5.66 -2.61 

3β 
-13.55 12.15 -5.40 -2.19 -13.56 12.06 -5.57 -2.48 

    6.10       5.91   

3γ -2.42 -2.42 -2.43 -2.46 -2.43 -2.49 -2.60 -2.75 

3δ -2.66 -3.60 -5.96 -11.46 -2.67 -3.67 -6.13 -11.72 

3ε -2.40 -2.40 -2.39 -2.41 -2.41 -2.47 -2.57 -2.70 

 

Πίνακαρ 5.6.4 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 

3D 

 6-εδξηθά 

2.07 2.23 2.51 2.83 

1β 
-10.00 15.72 -2.49 2.31 

    10.09   

1γ 1.11 1.29 1.62 2.00 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-13.00 13.00 -4.52 -1.00 

3β 
-13.00 13.01 -4.43 -0.86 

    7.19   

3γ -1.80 -1.66 -1.43 -1.14 

3δ -2.04 -2.85 -4.99 -10.26 

3ε -1.78 -1.64 -1.39 -1.09 
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(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.6.2 Αλάιπζε 1γ, 3D 6-εδξηθά κε δηαθξάγκαηα ζε νιεο (=200) ηηο δηαηνκέο. 1ε ηδηνκνξθή (α), 

 2ε ηδηνκνξθή (β),3ε ηδηνκνξθή (γ), 4ε ηδηνκνξθή (δ). 

 

 
σήμα 5.6.3 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert 
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σήμα 5.6.4 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert 

 

 Μήθνο δνθνύ L 5.0m  5.6.2

 

ηνπο Πίλαθεο 5.6.2.1-5.6.2.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.6.5 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.6.6 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.6.7 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 1γ ηξηζδηάζηαησλ 6-εδξηθψλ κε 

δηαθξάγκαηα ζε φιεο ηηο δηαηνκέο). 

2) Απφ ηελ αλάιπζε 3δ βιέπνπκε φηη αθφκα θαη αλ δελ ηνπνζεηήζνπκε 

δηαθξάγκαηα ζε νιεο ηηο δηαηνκέο αιιά ζε πνιχ ιηγφηεξεο, 10 ζε απηή ηελ 

πεξίπησζε, κπνξνχκε λα πάξνπκε ηηο 3 πξψηεο ζπρλφηεηεο κε αξθεηά 

ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε. 

3) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.6.5 κε ην ρήκα 5.6.6 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

4) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

5) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο δελ είλαη μεθάζαξν αλ είλαη πην 

αμηφπηζηε ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ή ε ζεσξία ρσξίο 

επηξξνή αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο. 
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Πίνακαρ 5.6.5 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο 

δηαθ/ησλ-  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε 

 ηδην-

κνξθή 

1α 

NASTRAN 

3D  

6-εδξηθά 

234 23,400 
1       

BIAS 
123.78 356.36 531.95 624.53 

1β 54 33,750 

625 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

125.71 377.18 628.79 880.63 

1γ 234 58,500 

250 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

124.45 373.40 622.49 871.82 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

112 11,200 
1        

BIAS     
120.29 345.18 510.62 594.64 

3β 112 11,200 1 120.29 345.21 510.83 595.18 

3γ 112 11,200 

100 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

120.94 362.84 604.78 846.76 

3δ 112 11,200 10 120.75 359.62 588.93 794.09 

 

Πίνακαρ 5.6.6 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίεζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

744 284 

50 

- 

124.10 372.35 620.73 869.34 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 124.10 372.36 620.79 869.51 

6 dynfreeUniflin 50 123.95 371.98 620.38 869.39 

 

Πίνακαρ 5.6.7 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert % 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D  

6-εδξηθά 

-0.26 -4.29 -14.30 -28.16 -0.26 -4.30 -14.31 -28.17 

1β 1.30 1.30 1.30 1.30 1.30 1.29 1.29 1.28 

1γ 0.28 0.28 0.28 0.29 0.28 0.28 0.27 0.27 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-3.07 -7.30 -17.74 -31.60 -3.07 -7.30 -17.75 -31.61 

3β -3.07 -7.29 -17.71 -31.54 -3.08 -7.29 -17.71 -31.55 

3γ -2.54 -2.55 -2.57 -2.60 -2.54 -2.56 -2.58 -2.62 

3δ -2.70 -3.42 -5.12 -8.66 -2.70 -3.42 -5.13 -8.67 
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Πίνακαρ 5.6.8 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D  

6-εδξηθά 

-0.14 -4.20 -14.25 -28.16 

1β 1.42 1.40 1.36 1.29 

1γ 0.40 0.38 0.34 0.28 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-2.95 -7.21 -17.69 -31.60 

3β -2.96 -7.20 -17.66 -31.54 

3γ -2.43 -2.46 -2.51 -2.60 

3δ -2.58 -3.32 -5.07 -8.66 

 

 
(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.6.5 Αλάιπζε 1γ, 3D 6-εδξηθά κε δηαθξάγκαηα ζε νιεο (=250) ηηο δηαηνκέο. 1ε ηδηνκνξθή (α), 

 2ε ηδηνκνξθή (β),3ε ηδηνκνξθή (γ), 4ε ηδηνκνξθή (δ). 
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σήμα 5.6.6 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert 

 

 
σήμα 5.6.7 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert 

 

 

5.7 6
ν
 αξηζκεηηθό παξάδεηγκα: RHS 450x250x8 

 

ην έθην παξάδεηγκα αλαιχεηαη ε δηαηνκή RHS 450x250x8 (βιέπε ρήκα 5.7.1α) γηα 

κήθε δνθψλ 2.5m  θαη 4.5m . Σν πιηθφ ηεο δηαηνκήο είλαη ράιπβαο. Ζ δνθφο ιακβάλεηαη 

ακθίπαθηε (βιέπε ρήκα 5.7.1β). 
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(α) 

 

   
(β) 

σήμα 5.7.1 Γηαηνκή RHS 450x250x8 (α), ζηαηηθό ζύζηεκα (β). 

 

 Μήθνο δνθνύ L 2.5m  5.7.1

 

ηνπο Πίλαθεο 5.7.1.1-5.7.1.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.7.2 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.7.3 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.7.4 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 1α ηξηζδηάζηαησλ 6-εδξηθψλ κε 

δηαθξάγκαηα). 

2) Απφ ηελ αλάιπζε 3γ βιέπνπκε φηη αθφκε θαη κε 4 δηαθξάγκαηα κπνξνχκε λα 

πεξηνξίζνπκε ζεκαληηθά ην ζθάικα ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ ζπρλνηήησλ ησλ 3 

πξψησλ ηδηνκνξθψλ. Όζνλ αθνξά ηελ 4
ε
 ν πηζαλφηεξνο ιφγνο πνπ δελ 

αλαγλσξίδεηαη είλαη φηη ε ηνπνζέηεζε 4 δηαθξαγκάησλ πνπ ηζαπέρνπλ, δειαδε 

ρσξίδνπλ ηε δνθφ ζε 5 ηκεκαηα, παξεκπνδίδεη ηελ αλάπηπμε ηεο αλακελφκελε 

παξακνξθσκέλεο εηθφλαο πνπ αληηζηνηρεί ζε απηή. Οπφηε έρνπκε έλα «θελφ» 

φζνλ αθνξά ηνλ ππνινγηζκφ ηεο 4
εο

 ηδηνκνξθήο ιφγσ ηνπ επηιεγκέλνπ 

πξνζνκνηψκαηνο. 

3) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.7.2 κε ην ρήκα 5.7.3 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

4) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

5) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο δελ είλαη μεθάζαξν αλ είλαη πην 

αμηφπηζηε ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ή ε ζεσξία ρσξίο 

επηξξνή αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο. 
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Πίνακαρ 5.7.1 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφ-

γξακ-

κα 

αλά-

ιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο 

δηαθ/ησλ-

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε   

ηδην-

κνξθή 

2ε   

ηδην-

κνξθή 

3ε   

ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην-

κνξθή 

1α 

N
A

S
T

R
A

N
 

3D  

6-εδξηθά 
552 55,200 

99 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

516.95 1035.77 1557.70 2082.77 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

136 27,200 - 

Γελ 

αλαγλσ-

ξίδεηαη 

1118.19 1939.04 2481.07 

3β 136 27,200 

199 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

509.58 1020.86 1535.00 2052.28 

3γ 136 27,200 4 
464.37 1073.31 1446.57 

Γελ 

αλαγλσ-

ξίδεηαη 

684.04       

 

Πίνακαρ 5.7.2 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίεζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε   

ηδην-

κνξθή 

3ε   

ηδην- 

κνξθή 

4ε   

ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

684 236 

50 

- 

514.99 1031.78 1551.82 2075.93 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 515.12 1032.69 1554.37 2080.67 

6 dynfreeUniflin 50 509.62 1019.73 1530.86 2043.50 

 

Πίνακαρ 5.7.3 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert % 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D 

 6-εδξηθά 
0.38 0.39 0.38 0.33 0.36 0.30 0.21 0.10 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

- 8.37 24.95 19.52 - 8.28 24.75 19.24 

3β -1.05 -1.06 -1.08 -1.14 -1.07 -1.15 -1.25 -1.36 

3γ 
-9.83 4.03 -6.78 - -9.85 3.93 -6.94 - 

32.83       32.79       
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Πίνακαρ 5.7.4 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D 

 6-εδξηθά 
0.38 0.39 0.38 0.33 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

- 8.37 24.95 19.52 

3β -1.05 -1.06 -1.08 -1.14 

3γ 
-9.83 4.03 -6.78 - 

32.83       

 

 
(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.7.2 Αλάιπζε 1α 3D 6-εδξηθά κε δηαθξάγκαηα ζε νιεο (=99) ηηο δηαηνκέο. 1ε ηδηνκνξθή (α),  

2ε ηδηνκνξθή (β), 3ε ηδηνκνξθή (γ), 4ε ηδηνκνξθή (δ). 
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σήμα 5.7.3 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 

 
σήμα 5.7.4 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 

 Μήθνο δνθνύ L 4.5m  5.7.2

 

ηνπο Πίλαθεο 5.7.2.1-5.7.2.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.7.5 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.7.6 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.7.7 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 1α ηξηζδηάζηαησλ 6-εδξηθψλ κε 

δηαθξάγκαηα ζε φιεο ηηο δηαηνκέο). 

2) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.7.5 κε ην ρήκα 5.7.3 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

3) Γηα ηελ αλάιπζε 3γ ηζρχνπλ φζα αλαθέξζεθαλ ζε απηφ ην παξάδεηγκα γηα ην 

κήθνο ησλ 2.5m  κε ηε δηαθνξά φηη ην ζθάικα ζαλ ζπλνιηθή εηθφλα είλαη 
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κεγαιχηεξν πνπ ινγηθά νθείιεηαη ζην φηη έρνπκε ηνπνζεηήζεη ηνλ ίδην αξηζκφ 

δηαθξαγκάησλ ελψ πιένλ ε δνθφο έρεη ζρεδφλ ην δηπιάζην κήθνο. 

4) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

5) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο δελ είλαη μεθάζαξν αλ είλαη πην 

αμηφπηζηε ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ή ε ζεσξία ρσξίο 

επηξξνή αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο. 

 

Πίνακαρ 5.7.5  Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφ-

γξακ-

κα 

αλά-

ιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο 

δηαθ/ησλ-

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε  ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην-

κνξθή 

1α 

N
A

S
T

R
A

N
 

3D 

 6-εδξηθά 
552 55,200 

99 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

285.43 571.40 858.34 1146.44 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

136 27,200 - 

Γελ 

αλαγλσ-

ξίδεηαη 

692.06 959.42 1209.52 

3β 136 27,200 

199 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

281.53 563.54 846.42 1130.40 

3γ 136 27,200 4 
272.14 449.34 878.27 

Γελ 

αλαγλσ-

ξίδεηαη 

  659.81 936.75   

3δ 136 49,300 

360 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

281.57 563.63 846.57 1130.66 

 

Πίνακαρ 5.7.6 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίεζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

684 236 

50 

- 

284.74 569.99 856.23 1143.89 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 284.77 570.22 856.93 1145.40 

6 dynfreeUniflin 50 283.12 566.52 850.48 1135.28 
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Πίνακαρ 5.7.7 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert % 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην- 

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D 

 6-εδξηθά 
0.24 0.25 0.25 0.22 0.23 0.21 0.16 0.09 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

- 21.42 12.05 5.74 - 21.37 11.96 5.60 

3β -1.13 -1.13 -1.15 -1.18 -1.14 -1.17 -1.23 -1.31 

3γ 
-4.43 -21.17 2.57 - -4.44 -21.20 2.49 - 

  15.76 9.40   0.00 15.71 9.31 0.00 

3δ -1.11 -1.12 -1.13 -1.16 -1.12 -1.16 -1.21 -1.29 

 

Πίνακαρ 5.7.8 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D  

6-εδξηθά 
0.81 0.86 0.92 0.98 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

- 22.16 12.81 6.54 

3β -0.56 -0.53 -0.48 -0.43 

3γ 
-3.88 -20.68 3.27 - 

  16.47 10.14   

3δ -0.55 -0.51 -0.46 -0.41 
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(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.7.5 Αλάιπζε 1α 3D 6-εδξηθά κε δηαθξάγκαηα ζε νιεο (=99) ηηο δηαηνκέο. 1ε ηδηνκνξθή (α),  

2ε ηδηνκνξθή (β), 3ε ηδηνκνξθή (γ), 4ε ηδηνκνξθή (δ). 

 

 
σήμα 5.7.6 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 

 
σήμα 5.7.7 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 
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5.8 7
ν
 αξηζκεηηθό παξάδεηγκα: RHS 250x150x10 

 

ην έβδνκν παξάδεηγκα αλαιχεηαη ε δηαηνκή RHS 250x150x10  (βιέπε ρήκα 5.8.1α) 

γηα κήθε δνθψλ 1.25m  θαη 2.5m . Σν πιηθφ ηεο δηαηνκήο είλαη ράιπβαο. Ζ δνθφο 

ιακβάλεηαη ακθίπαθηε (βιέπε ρήκα 5.8.1β). 

 

 

 

 

 

  

 
 

(α) 

 

   
(β) 

σήμα 5.8.1 Γηαηνκή RHS 250x150x10 (α), ζηαηηθό ζύζηεκα (β). 

 

 Μήθνο δνθνύ L 1.25m  5.8.1

 

ηνπο Πίλαθεο 5.8.1.1-5.8.1.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.8.2 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.8.3 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.8.4 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 1α ηξηζδηάζηαησλ 6-εδξηθψλ κε 

δηαθξάγκαηα ζε φιεο ηηο δηαηνκέο). 

2) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.8.2 κε ην ρήκα 5.8.3 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

3) Αθφκα θαη ρσξίο ρξήζε δηαθξαγκάησλ (βιέπε αλάιπζε 3α) βιέπνπκε φηη ην 

ζθάικα πνπ έρνπκε δελ είλαη ηεξάζηην 

4) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

5) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο δελ είλαη μεθάζαξν αλ είλαη πην 

αμηφπηζηε ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ή ε ζεσξία ρσξίο 

επηξξνή αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο. 
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Πίνακαρ 5.8.1 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο 

δηαθ/ησλ-

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε   

ηδην-

κνξθή 

2ε   

ηδην-

κνξθή 

3ε  

 ηδην-

κνξθή 

4ε  

 ηδην-

κνξθή 

1α 

NASTRAN 

3D 

 6-εδξηθά 
258 51,600 

199 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

1068.64 2140.84 3219.19 4303.83 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

152 19,000 - 1132.16 2110.39 3543.51 4497.86 

3β 152 19,000 

124 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο 

1039.24 2081.47 3128.82 4181.71 

3γ 152 19,000 4 

1021.62 1903.71 3260.16 3951.66 

      4016.47 

      4614.99 

 

Πίνακαρ 5.8.2 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίε-

ζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε  

 ηδην-

κνξθή 

2ε   

ηδην-

κνξθή 

3ε  

 ηδην-

κνξθή 

4ε  

 ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

752 244 

50 

- 

1061.46 2126.28 3197.33 4276.30 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 1061.73 2128.19 3202.56 4285.82 

6 dynfreeUniflin 50 1051.15 2103.45 3158.08 4216.20 

 

Πίνακαρ 5.8.3 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % 
Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert 

% 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 3D 6-εδξηθά 0.68 0.68 0.68 0.64 0.65 0.59 0.52 0.42 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

6.66 -0.75 10.83 5.18 6.63 -0.84 10.65 4.95 

3β -2.09 -2.11 -2.14 -2.21 -2.12 -2.20 -2.30 -2.43 

3γ 

-3.75 -10.47 1.97 -7.59 -3.78 -10.55 1.80 -7.80 

      -6.08       -6.28 

      7.92       7.68 

 



Κεθάιαην 5
ν
 : Αξηζκεηηθά Παξαδείγκαηα: Μέξνο Ά 

111 

 

Πίνακαρ 5.8.4 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D 6-

εδξηθά 
1.66 1.78 1.93 2.08 

3α 

Kειπθσηά 

4-

πιεπξηθά 

7.71 0.33 12.20 6.68 

3β -1.13 -1.05 -0.93 -0.82 

3γ 

-2.81 -9.50 3.23 -6.27 

      -4.74 

      9.46 

 

 
(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.8.2 Αλάιπζε 1α, 3D 6-εδξηθά κε δηαθξάγκαηα ζε νιεο (=199) ηηο δηαηνκέο. 

1ε ηδηνκνξθή (α), 2ε ηδηνκνξθή (β), 3ε ηδηνκνξθή (γ), 4ε ηδηνκνξθή (δ). 

 

 
σήμα 5.8.3 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40

ζ
x
 (

ra
d
) 

Άμνλαο δνθνχ (m) 

Κανονικοποιημζνη γωνία ςτοφήσ θx 1ησ ιδιομορφήσ 

θx 



Κεθάιαην 5
ν
 : Αξηζκεηηθά Παξαδείγκαηα: Μέξνο Ά 

112 

 

 
σήμα 5.8.4 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 

 Μήθνο δνθνύ L 2.5m  5.8.2

 

ηνπο Πίλαθεο 5.8.2.1-5.8.2.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.8.5 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.8.6 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.8.7 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 1α ηξηζδηάζηαησλ 6-εδξηθψλ κε 

δηαθξάγκαηα ζε φιεο ηηο δηαηνκέο). 

2) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.8.2 κε ην ρήκα 5.8.3 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

3) Όζνλ αθνξά ηελ αλάιπζε 3γ πνπ δηαζέηεη 4 δηαθξάγκαηα βιέπνπκε φηη 

παξνπζηάδεη κεγάιν ζθάικα θαη δελ ηζρχνπλ ηα αληίζηνηρα ζρφιηα πνπ έγηλαλ 

γηα ηε δνθφ κήθνπο 1.25m απηνχ ηνπ παξαδείγκαηνο. Ωζηφζν πξέπεη λα 

ιάβνπκε ππφςε φηη ε δνθφο έρεη ην δηπιάζην κήθνο νπφηε απαηηνχληαη 

πεξηζζφηεξα δηαθξάγκαηα πξνθεηκέλνπ λα πεηξνξηζηεί ε εγθάξζηα 

παξακνξθσζηκφηεηα. 

4) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

5) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο δελ είλαη μεθάζαξν αλ είλαη πην 

αμηφπηζηε ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ή ε ζεσξία ρσξίο 

επηξξνή αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο. 
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Πίνακαρ 5.8.5 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφ-

γξακ-

κα 

αλά-

ιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο 

δηαθ/ησλ-

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε   

ηδην-

κνξθή 

3ε  

 ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην-

κνξθή 

1α 

N
A

S
T

R
A

N
 

3D  

6-εδξηθά 
258 103,200 

399 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

530.56 1062.06 1595.24 2130.52 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

152 19,000 - 602.42 1130.94 1647.13 2080.90 

3β 152 19,000 

124 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο 

516.27 1033.21 1551.34 2071.00 

3γ 152 19,000 4 
510.57 983.82 1378.82 1772.07 

      2018.71 

 

Πίνακαρ 5.8.6 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίε-

ζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε   

ηδην-

κνξθή 

3ε   

ηδην-

κνξθή 

4ε  

 ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

752 244 

50 

- 

528.08 1056.95 1587.37 2120.02 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 528.13 1057.32 1588.53 2122.55 

6 dynfreeUniflin 50 525.56 1051.64 1578.76 2107.44 

 

Πίνακαρ 5.8.7 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % 
Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert 

% 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 1α 

3D 

 6-εδξηθά 
0.47 0.48 0.50 0.50 0.46 0.45 0.42 0.38 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

14.08 7.00 3.76 -1.85 14.07 6.96 3.69 -1.96 

3β -2.24 -2.25 -2.27 -2.31 -2.25 -2.28 -2.34 -2.43 

3γ 
-3.32 -6.92 -13.14 -16.41 -3.33 -6.95 -13.20 -16.51 

      -4.78       -4.89 
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Πίνακαρ 5.8.8 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 1α 

3D 

 6-εδξηθά 
0.95 0.99 1.04 1.10 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

14.62 7.54 4.33 -1.26 

3β -1.77 -1.75 -1.74 -1.73 

3γ 
-2.85 -6.45 -12.66 -15.91 

      -4.21 

 

 
(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.8.5 Αλάιπζε 1α, 3D 6-εδξηθά κε δηαθξάγκαηα ζε νιεο (=399) ηηο δηαηνκέο. 

1ε ηδηνκνξθή (α), 2ε ηδηνκνξθή (β), 3ε ηδηνκνξθή (γ), 4ε ηδηνκνξθή (δ). 

 

 
σήμα 5.8.6 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreewarpinert. 
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σήμα 5.8.7 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreewarpinert. 

 

 

5.9 8
ν
 αξηζκεηηθό παξάδεηγκα: RHS 60x40x5 

 

ην φγδνν παξάδεηγκα αλαιχεηαη ε δηαηνκή RHS 60x40x5 (βιέπε ρήκα 5.9.1α) γηα 

κήθε δνθψλ 0.3m  θαη 0.6m . Σν πιηθφ ηεο δηαηνκήο είλαη ράιπβαο. Ζ δνθφο ιακβάλεηαη 

ακθίπαθηε (βιέπε ρήκα 5.9.1β). 

 

 

 

 

 

  

  
(α) 

 

   
(β) 

σήμα 5.9.1 Γηαηνκή RHS 60x40x5 (α), ζηαηηθό ζύζηεκα (β). 

 

 Μήθνο δνθνύ L 0.3m  5.9.1

 

ηνπο Πίλαθεο 5.9.1.1-5.9.1.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.9.2 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.9.3 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.9.4 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

-0.30
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Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 1β ηξηζδηάζηαησλ 6-εδξηθψλ κε 

δηαθξάγκαηα ζε φιεο ηηο δηαηνκέο). 

2) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.9.2 κε ην ρήκα 5.9.3 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

3) χκθσλα κε ηελ αλάιπζε 3ε ε επηπιένλ δέζκεπζε ηεο ζηξνθήο πεξί ησλ 2 

αμφλσλ πνπ είλαη θάζεηνη ζηνλ δηακήθε άμνλα ηεο δνθνχ δελ βειηηψλεη ηελ 

αθξίβεηα ησλ απνηειεζκάησλ ζπλεπψο δελ αληαπνθξίλεηαη ζηε ζεσξία δνθνχ. 

4) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

5) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο δελ είλαη μεθάζαξν αλ είλαη πην 

αμηφπηζηε ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ή ε ζεσξία ρσξίο 

επηξξνή αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο. 

 

Πίνακαρ 5.9.1 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφ-

γξακ-

κα 

αλά-

ιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο 

δηαθ/ησλ-

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε   

ηδην-

κνξθή 

2ε   

ηδην-

κνξθή 

3ε  

 ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην- 

κνξθή 

1α 

N
A

S
T

R
A

N
 

3D 

 6-εδξηθά 

177 26,550 - 
Γελ 

αλαγλσ-

ξίδεηαη 

9887.22 14529.03 18880.58 

1β 177 26,550 

149 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

4657.64 9327.90 14020.24 18736.63 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

180 22,500 - 5047.86 9440.24 13850.10 17872.11 

3β 180 22,500 

124 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

4448.33 8907.84 13387.24 17890.00 

3γ 180 22,500 2 4390.98 8334.56 13864.14 16660.29 

3δ 180 45,000 

249 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

4448.91 8909.51 13391.05 17897.51 

3ε 180 45,000 

249 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

+ 

δέζκεπζε 

θαη Rx , 

Ry ζηα 

δηαθ/ηα 

5095.24 10196.36 15308.27 20432.60 
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Πίνακαρ 5.9.2 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίε-

ζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 

Πιήζνο 

trig 

1ε  

 ηδην-

κνξθή 

2ε  

 ηδην-

κνξθή 

3ε   

ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

1,740 200 

50 

- 

4622.52 9256.44 13911.72 18595.13 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 4623.53 9263.60 13931.78 18632.59 

6 dynfreeUniflin 50 4587.05 9178.62 13779.26 18393.49 

 

Πίνακαρ 5.9.3 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert % 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 3D  

6-εδξηθά 

- 6.81 4.44 1.54 - 6.73 4.29 1.33 

1β 0.76 0.77 0.78 0.76 0.74 0.69 0.63 0.56 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

9.20 1.99 -0.44 -3.89 9.18 1.91 -0.59 -4.08 

3β -3.77 -3.77 -3.77 -3.79 -3.79 -3.84 -3.91 -3.99 

3γ -5.01 -9.96 -0.34 -10.41 -5.03 -10.03 -0.49 -10.59 

3δ -3.76 -3.75 -3.74 -3.75 -3.78 -3.82 -3.88 -3.95 

3ε 10.23 10.15 10.04 9.88 10.20 10.07 9.88 9.66 

 

Πίνακαρ 5.9.4 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 3D 

 6-εδξηθά 

- 7.72 5.44 2.65 

1β 1.54 1.63 1.75 1.87 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

10.05 2.85 0.51 -2.83 

3β -3.02 -2.95 -2.84 -2.74 

3γ -4.27 -9.20 0.62 -9.42 

3δ -3.01 -2.93 -2.82 -2.70 

3ε 11.08 11.09 11.10 11.09 
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(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.9.2 Αλάιπζε 1β, 3D 6-εδξηθά κε δηαθξάγκαηα ζε νιεο (=149) ηηο δηαηνκέο. 1ε ηδηνκνξθή (α), 

2ε ηδηνκνξθή (β),3ε ηδηνκνξθή (γ),4ε ηδηνκνξθή (δ). 

 

 
σήμα 5.9.3 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 
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σήμα 5.9.4 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 

 Μήθνο δνθνύ L 0.6m  5.9.2

 

ηνπο Πίλαθεο 5.9.2.1-5.9.2.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ 

αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.9.5 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.9.6 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.9.7 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 1α ηξηζδηάζηαησλ 6-εδξηθψλ κε 

δηαθξάγκαηα ζε φιεο ηηο δηαηνκέο). 

2) ρεηηθά κε ηε δέζκεπζε ηεο ζηνθήο πεξί ησλ 2 αμφλσλ πνπ είλαη θάζεηνη ζηνλ 

δηακήθε άμνλα ηεο δνθνχ ζηελ αλάιπζε 3ε ηζρχνπλ ηα ίδηα κε εθείλα πνπ 

αλαθέξζεθαλ ζε απηφ ην παξάδεηγκα γηα κήθνο δνθνχ 0.3m  

3) Σα 4-πιεπξηθά θειπθσηά ζηνηρεία πξνζεγγίδνπλ θαιχηεξα ηελ ιχζε ηεο 

ζεσξίαο δνθνχ θαζψο βειηηψλεηαη ε δηαθξηηνπνίεζε. 

4) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.9.5 κε ην ρήκα 5.9.6 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

5) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

6) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο δελ είλαη μεθάζαξν αλ είλαη πην 

αμηφπηζηε ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ή ε ζεσξία ρσξίο 

επηξξνή αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο. 
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Πίνακαρ 5.9.5 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφ-

γξακ-

κα 

αλά-

ιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο 

δηαθ/ησλ- 

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε   

ηδην-

κνξθή 

2ε   

ηδην-

κνξθή 

3ε  

 ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην-

κνξθή 

1α 

N
A

S
T

R
A

N
 

3D 

 6-εδξηθά 
177 53,100 

299 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

2314.14 4631.36 6954.16 9284.13 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

180 22,500 - 
2130.54 4959.47 7176.08 9414.93 

    6439.42 7960.93 

3β 180 22,500 

124 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

2518.24 5036.08 7553.13 10068.99 

3γ 180 22,500 4 2198.25 4337.11 6573.73 9278.41 

3δ 180 90,000 

499 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

2211.16 4424.80 6643.04 8867.41 

3ε 180 90,000 

499 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

+ 

δέζκεπζε 

θαη Rx , 

Ry ζηα 

δηαθ/ηα 

2540.97 5083.48 7628.84 10177.97 

 

Πίνακαρ 5.9.6 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίε-

ζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε   

ηδην-

κνξθή 

2ε   

ηδην-

κνξθή 

3ε   

ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

1,740 200 

50 

- 

2302.13 4606.88 6916.85 9234.58 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 2302.30 4608.22 6921.16 9244.14 

6 dynfreeUniflin 50 2293.52 4589.31 6889.63 9196.75 
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Πίνακαρ 5.9.7 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert % 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

 ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D 

 6-εδξηθά 
0.52 0.53 0.54 0.54 0.51 0.50 0.48 0.43 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-7.45 7.65 3.75 1.95 -7.46 7.62 3.68 1.85 

    -6.90 -13.79     -6.96 -13.88 

3β 9.39 9.32 9.20 9.04 9.38 9.28 9.13 8.92 

3γ -4.51 -5.86 -4.96 0.47 -4.52 -5.88 -5.02 0.37 

3δ -3.95 -3.95 -3.96 -3.98 -3.96 -3.98 -4.02 -4.08 

3ε 10.37 10.35 10.29 10.22 10.37 10.31 10.22 10.10 

 

Πίνακαρ 5.9.8 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D  

6-εδξηθά 
0.90 0.92 0.94 0.95 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-7.11 8.07 4.16 2.37 

    -6.53 -13.44 

3β 9.80 9.74 9.63 9.48 

3γ -4.15 -5.50 -4.59 0.89 

3δ -3.59 -3.58 -3.58 -3.58 

3ε 10.79 10.77 10.73 10.67 

 

 
(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.9.5 Αλάιπζε 1α, 3D 6-εδξηθά κε δηαθξάγκαηα ζε νιεο (=177) ηηο δηαηνκέο. 1ε ηδηνκνξθή (α),  

2ε ηδηνκνξθή (β), 3ε ηδηνκνξθή (γ), 4ε ηδηνκνξθή (δ). 



Κεθάιαην 5
ν
 : Αξηζκεηηθά Παξαδείγκαηα: Μέξνο Ά 

122 

 

 

 

 
σήμα 5.9.6 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 

 
σήμα 5.9.7 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlinwarpinert. 

 
 

5.10 9
ν
 αξηζκεηηθό παξάδεηγκα: θνίιε νξζνγσληθή δηαηνκή 

1000x1600 (κέζε γξακκή) 
 

ην έλαην παξάδεηγκα αλαιχεηαη ε θνίιε νξζνγσληθή δηαηνκή κε κέζε γξακκή 

1000x1600 δειαδή πξαθηηθά κε εμσηεξηθέο δηαζηάζεηο b 1050mm,h 1640mm   (βιέπε 

ρήκα 5.10.1α) θαη πάρε b ht 40mm,t 50mm    γηα κήθε δνθψλ 8.0m  θαη 16.0m . Σν 

πιηθφ ηεο δηαηνκήο είλαη ράιπβαο. Ζ δνθφο ιακβάλεηαη ακθίπαθηε (βιέπε ρήκα 5.10.1β). 
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(α) 

 

   
(β) 

σήμα 5.10.1 Kνίιε νξζνγσληθή δηαηνκή 1000x1600 (κέζε γξακκή) (α), ζηαηηθό ζύζηεκα (β). 

 

 Μήθνο δνθνύ L 8.0m  5.10.1

 

ηνπο Πίλαθεο 5.10.1.1-5.10.1.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα 

ησλ αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.10.2 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.10.3 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.10.4  ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 3β ηξηζδηάζηαησλ 6-εδξηθψλ κε 

δηαθξάγκαηα ζε φιεο ηηο δηαηνκέο). 

2) Αληηπαξαβάιινληαο ηηο αλαιχζεηο 3α-3γ  δηαπηζηψλνπκε φηη παξνπζία ιίγσλ 

δηαθξαγκάησλ δελ βειηηψλεη ζαθψο ην πξνζνκνίσκα απιά κάιινλ δηαζπείξεη 

ην ζθάικα ζε φιεο ηηο ηδηνζπρλφηεηεο. 

3) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.11.2 κε ην ρήκα 5.10.3 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

4) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

5) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο δελ είλαη μεθάζαξν αλ είλαη πην 

αμηφπηζηε ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ή ε ζεσξία ρσξίο 

επηξξνή αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο. 
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Πίνακαρ 5.10.1 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο 

δηαθ/ησλ- 

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

3α 

NASTRAN 
Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

208 52,000 - 
165.74 375.86 501.52 563.15 

      655.43 

3β 208 52,000 

249 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο 

164.68 329.46 494.45 659.66 

3γ 208 52,000 4 159.25 363.75 551.57 639.72 

 

Πίνακαρ 5.10.2 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίε-

ζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

1,388 840 

50 

- 

165.53 331.24 497.31 663.93 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 165.54 331.32 497.54 664.38 

6 dynfreeUniflin 50 166.24 332.65 499.38 666.62 

 

Πίνακαρ 5.10.3 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % 
Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert 

% 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

0.12 13.47 0.85 -15.18 0.12 13.44 0.80 -15.24 

      -1.28       -1.35 

3β -0.52 -0.54 -0.57 -0.64 -0.52 -0.56 -0.62 -0.71 

3γ -3.80 9.82 10.91 -3.65 -3.80 9.79 10.86 -3.71 

 

Πίνακαρ 5.10.4 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

3α 
Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-0.30 12.99 0.43 -15.52 

3β -0.94 -0.96 -0.99 -1.04 

3γ -4.21 9.35 10.45 -4.04 
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(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.10.2 Αλάιπζε 3β, 3D 6-εδξηθά κε δηαθξάγκαηα ζε νιεο (=249) ηηο δηαηνκέο. 

1ε ηδηνκνξθή (α), 2ε ηδηνκνξθή (β) ,3ε ηδηνκνξθή (γ), 4ε ηδηνκνξθή (δ). 

 

 
σήμα 5.10.3 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlin. 
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σήμα 5.10.4 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlin. 

 

 Μήθνο δνθνύ L 16.0m  5.10.2

 

ηνπο Πίλαθεο 5.10.2.1-5.10.2.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα 

ησλ αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.10.5 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.10.6 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.10.7 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 3β θειπθσηψλ 4-πιεπξηθψλ κε 

δηαθξάγκαηα ζε φιεο ηηο δηαηνκέο). 

2) Όζνλ αθνξά ηελ αλάιπζε 3β ηζρχνπλ φζα αλαθέξζεθαλ ζε απηφ ην 

παξάδεηγκα γηα ηελ αληίζηνηρε αλάιπζε ηεο δνθνχ ησλ 8m . 

3) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.10.5 κε ην ρήκα 5.11.6 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

4) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

5) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο δελ είλαη μεθάζαξν αλ είλαη πην 

αμηφπηζηε ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ή ε ζεσξία ρσξίο 

επηξξνή αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο. 
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Πίνακαρ 5.10.5 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Πιήζνο 

δηαθ/ησλ-

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

3α 

NASTRAN 
Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

208 104,000 - 
86.53 165.52 218.02 244.64 

    305.17   

3β 208 104,000 499 82.16 164.35 246.60 328.90 

3γ 208 104,000 9 
81.56 159.00 221.31 361.78 

    320.07   

 

Πίνακαρ 5.10.6 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίε-

ζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

1,388 840 

50 

- 

82.66 165.37 248.17 331.13 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 82.66 165.38 248.22 331.26 

6 dynfreeUniflin 50 83.12 166.32 249.69 333.31 

 

Πίνακαρ 5.10.7  ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert % 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

 ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

4.68 0.10 -12.15 -26.12 4.68 0.09 -12.17 -26.15 

    22.97       22.94   

3β -0.60 -0.61 -0.63 -0.67 -0.60 -0.62 -0.66 -0.71 

3γ 
-1.33 -3.85 -10.82 9.26 -1.33 -3.86 -10.84 9.21 

    28.97       28.95   

 

Πίνακαρ 5.10.8 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

4.10 -0.48 -12.68 -26.60 

    22.22   

3β -1.15 -1.18 -1.24 -1.32 

3γ 
-1.88 -4.40 -11.37 8.54 

    28.19   
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(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.10.5 Αλάιπζε 3β, 3D 6-εδξηθά κε δηαθξάγκαηα ζε νιεο (=499) ηηο δηαηνκέο. 

1ε ηδηνκνξθή (α), 2ε ηδηνκνξθή (β), 3ε ηδηνκνξθή (γ), 4ε ηδηνκνξθή (δ). 

 

 
σήμα 5.10.6 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlin. 

 

 
σήμα 5.10.7 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlin. 
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5.11 10
ν
 αξηζκεηηθό παξάδεηγκα: δηθύςειν θηβώηην 

 

ην δέθαην παξάδεηγκα αλαιχεηαη ε δηαηνκή δηθχςεινπ θηβσηίνπ κε δηαζηάζεηο 

a 500mm,t 40mm   (βιέπε ρήκα 5.11.1α), ε επηινγή ησλ δηαζηάζεσλ έγηλε έηζη ψζηε λα 

κελ είλαη θαηεγνξίαο 4, γηα κήθε δνθψλ 5.0m  θαη 10.0m . Σν πιηθφ ηεο δηαηνκήο είλαη 

αινπκίλην. Ζ δνθφο ιακβάλεηαη ακθίπαθηε (βιέπε ρήκα 5.11.1α). 

 

 
 

 
  

  

    

  

 
 

(α) 

 

   
(β) 

σήμα 5.11.1 Γηαηνκή δηθύςεινπ θηβσηίνπ (α), ζηαηηθό ζύζηεκα (β). 

 

 Μήθνο δνθνύ L 5.0m  5.11.1

 

ηνπο Πίλαθεο 5.11.1.1-5.11.1.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα 

ησλ αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.11.2 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.11.3 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.11.4 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 3β θειπθσηψλ 4-πιεπξηθψλ κε 

δηαθξάγκαηα ζε φιεο ηηο δηαηνκέο). 

2)  Απφ ηελ αλάιπζε 3γ βιέπνπκε φηη ηα 4 δηαθξάγκαηα δελ είλαη αξθεηά γηα ηνλ 

ηθαλνπνηεηηθφ ππνινγηζκφ ησλ ηδηνζπρλνηήησλ. 

3) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.11.2 κε ην ρήκα 5.11.3 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

4) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

5) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο δελ είλαη μεθάζαξν αλ είλαη πην 

αμηφπηζηε ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ή ε ζεσξία ρσξίο 

επηξξνή αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο. 
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Πίνακαρ 5.11.1 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Αξηζκφο 

δηαθ/ησλ-

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

 ηδην-

κνξθή 

1α 

NASTRAN 

3D  

6-εδξηθά 
521 52,100 

99 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

248.94 499.45 752.51 1008.15 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

165 41,250 - 
180.24 532.03 711.78 835.84 

    887.41 1120.74 

3β 165 41,250 

249 (ζε 

ΟΛΔ ηηο 

δηαηνκέο) 

242.91 487.17 733.68 982.61 

3γ 165 41,250 4 238.83 456.24 823.07 992.91 

 

Πίνακαρ 5.11.2 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίε-

ζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

2,576 520 

50 

- 

245.31 491.98 741.01 992.82 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 245.40 492.61 742.73 995.94 

6 dynfreeUniflin 50 241.29 482.81 724.81 967.53 

 

Πίνακαρ 5.11.3 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert % 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε   

ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 1α 

3D 

 6-εδξηθά 
1.48 1.52 1.55 1.54 1.44 1.39 1.32 1.23 

3α 
Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-26.53 8.14 -3.94 -15.81 -26.55 8.00 -4.17 -16.07 

    19.76 12.88     19.48 12.53 

3β -0.98 -0.98 -0.99 -1.03 -1.01 -1.10 -1.22 -1.34 

3γ -2.64 -7.26 11.07 0.01 -2.68 -7.38 10.82 -0.30 
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Πίνακαρ 5.11.4 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 1α 

3D  

6-εδξηθά 
3.17 3.45 3.82 4.20 

3α 
Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-25.30 10.19 -1.80 -13.61 

    22.43 15.84 

3β 0.67 0.90 1.22 1.56 

3γ -1.02 -5.50 13.56 2.62 

 

 
(α) 

 
(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.11.2 Αλάιπζε 3β,θειπθσηά 4-πιεπξηθά κε δηαθξάγκαηα ζε νιεο (=249) ηηο δηαηνκέο. 

1ε ηδηνκνξθή (α), 2ε ηδηνκνξθή (β), 3ε ηδηνκνξθή (γ), 4ε ηδηνκνξθή (δ). 

 

 
σήμα 5.11.3 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlin. 
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σήμα 5.11.4 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlin. 

 

 Μήθνο δνθνύ L 10.0m  5.11.2

 

ηνπο Πίλαθεο 5.10.2.1-5.10.2.4 παξνπζηάδνληαη θαη ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα 

ησλ αλαιχζεσλ κε ην Nastran θαη ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ. ην ρήκα 5.11.5 

απεηθνλίδνληαη νη 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο φπσο πξνέθπςαλ απφ ηελ αλάιπζε 1α κε 

ηξηζδηάζηαηα 6-εδξηθά ζηνηρεία πνπ έγηλε κε ην   Nastran. ην ρήκα 5.11.6 παξνπζηάδεηαη 

γηα ηελ 1
ε
 ηδηνκνξθή απφ ηελ αλάιπζε ηνπ dynfreeSlin ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο x  θαηά κήθνο ηεο δνθνχ ελψ ζην ρήκα 5.11.7 ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο xn . 

Σα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο αλαιχζεηο 

ζπλνςίδνληαη ζηα αθφινπζα: 

1) Ζ ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα φρη κφλν ηελ  1
ε
 αιιά θαη 

ηηο ππφινηπεο ηδηνκνξθέο (βιέπε αλάιπζε 3β θειπθσηψλ 4-πιεπξηθψλ κε 

δηαθξάγκαηα ζε φιεο ηηο δηαηνκέο). 

2)  Απφ ηελ αλάιπζε 3γ, κε ηα 9 δηαθξάγκαηα, βιέπνπκε φηη ην ζθάικα είλαη 

κηθξφηεξν ζε ζρέζε κε ηελ αληίζηνηρε αλάιπζε γηα ηε δνθφ ησλ 5m. 

3) πγθξίλνληαο ην ρήκα 5.11.5 κε ην ρήκα 5.11.6 βιέπνπκε φηη ππάξρεη 

ζπκθσλία ηεο θαηαλνκήο ηεο ζηξνθήο x  κεηαμχ ηνπ Nastran θαη ηεο ζεσξίαο 

δνθνχ. 

4) Βιέπνπκε φηη ηα απνηειέζκαηα ηνπ dynfreeSlin θαη ηνπ dynfreeSlinwarpinert 

απέρνπλ ειάρηζηα ζπλεπψο ε επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη 

ζεκαληηθή. 

5) Σέινο βιέπνπκε φηη γηα ηνλ θνξέα καο δελ είλαη μεθάζαξν αλ είλαη πην 

αμηφπηζηε ε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ή ε ζεσξία ρσξίο 

επηξξνή αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο. 
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Πίνακαρ 5.11.5 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε Nastran 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

αλά 

δηαηνκή 

Πιήζνο 

ζηνηρείσλ 

θνξέα 

Αξηζκφο 

δηαθ/ησλ 

-Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1α 

NASTRAN 

3D  

6-εδξηθά 
521 104,200 

199 (ζε 

ΟΛΔ 

ηηο 

δηαηνκέο) 

123.04 246.45 370.54 495.48 

3α 

Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

165 41,250 - 

111.52 170.08 205.53 260.55 

    416.45 529.73 

      539.10 

3β 165 41,250 

249 (ζε 

ΟΛΔ 

ηηο 

δηαηνκέο) 

120.23 240.75 361.80 483.54 

3γ 165 41,250 9 119.56 237.16 349.92 452.37 

 

Πίνακαρ 5.11.6  Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert, dynfreeUniflin. 

α/α 

αλάιπ-

ζεο 

Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθξηηνπνίεζε 

δηαηνκήο Πιήζνο 

δηακήθνπο 

δηαθξηηνπνίε- 

ζεο  

Λνηπά 

ραξ/θα 

πρλφηεηεο f(Hz)   

Πιήζνο 

be 

 Πιήζνο 

trig 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

4 dynfreeSlin  

2,576 520 

50 

- 

121.62 243.55 366.05 489.37 

5 
dynfreeSlin-

warpinert 
50 121.64 243.67 366.43 490.17 

6 dynfreeUniflin 50 120.64 241.41 362.41 483.76 

 

Πίνακαρ 5.11.7 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeSlin, dynfreeSlinwarpinert. 

  Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin  % 
Γηαθνξά απφ dynfreeSlinwarpinert 

% 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

1ε  

ηδην-

κνξθή 

2ε  

ηδην-

κνξθή 

3ε  

ηδην-

κνξθή 

4ε  

ηδην-

κνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D 

 6-εδξηθά 
1.16 1.19 1.23 1.25 1.15 1.14 1.12 1.08 

3α 
Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-8.30 -30.16 -43.85 -46.76 -8.32 -30.20 -43.91 -46.84 

    13.77 8.25     13.65 8.07 

      10.16       9.98 

3β -1.15 -1.15 -1.16 -1.19 -1.16 -1.20 -1.26 -1.35 

3γ -1.70 -2.62 -4.41 -7.56 -1.71 -2.67 -4.50 -7.71 
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Πίνακαρ 5.11.8 ύγθξηζε Nastran κε dynfreeUniflin. 

  
Σχπνο 

ζηνηρείσλ 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin % 

1ε  

ηδηνκνξθή 

2ε  

ηδηνκνξθή 

3ε  

ηδηνκνξθή 

4ε  

ηδηνκνξθή 

Α
λά

ι
π
ζ

ε
 

1α 
3D  

6-εδξηθά 
1.98 2.09 2.24 2.42 

3α 
Kειπθσηά 

4-πιεπξηθά 

-7.56 -29.54 -43.29 -46.14 

    14.91 9.50 

      11.44 

3β -0.34 -0.27 -0.17 -0.05 

3γ -0.90 -1.76 -3.45 -6.49 

 

 
(α)  

(β) 

 
(γ) 

 
(δ) 

σήμα 5.11.5 Αλάιπζε 3β, 3D 6-εδξηθά κε δηαθξάγκαηα ζε νιεο (=249) ηηο δηαηνκέο. 1ε ηδηνκνξθή (α), 

 2ε ηδηνκνξθή (β), 3ε ηδηνκνξθή (γ), 4ε ηδηνκνξθή (δ). 
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σήμα 5.11.6 Γσλία ζηξνθήο ζx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlin. 

 

 
σήμα 5.11.7 Παξάκεηξνο nx 1εο ηδηνκνξθήο από dynfreeSlin. 
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6 Αξηζκεηηθά Παξαδείγκαηα: Μέξνο ΄Β 
 

 

6.1 Δηζαγσγή 
 

ην 2
ν
 κέξνο ησλ αξηζκεηηθψλ παξαδεηγκάησλ παξνπζηάδνληαη 2 παξαδείγκαηα. Σν 1

ν
 

αθνξά αλάιπζε δνθνχ πνπ ππνβάιιεηαη ζε 4 δηαθνξεηηθέο θνξηίζεηο αξρηθψλ ζπλζεθψλ νη 

νπνίεο αληηζηνηρνχλ ζηηο 4 πξψηεο ηδηνκνξθέο ηεο ελψ ην 2
ν
 εμαλαγθαζκέλε ηαιάλησζε κε 

θφξηηζε νξζνγσληθνχ πιήγκαηνο ζπγθεληξσκέλεο ζηξεπηηθήο ξνπή πνπ αζθείηαη ζην κέζν 

ην κήθνπο ηεο. 

 Όζνλ αθνξά ην 1
ν
 παξάδεηγκα ε αλάιπζε πξαγκαηνπνηήζεθε κε ηα πξνγξάκκαηα 

ζεσξίαο δνθνχ dynSlin θαη dynUniflin πνπ ππνινγίδνπλ ηελ απφθξηζε κηαο δνθνχ βαζηζκέλα 

ζηε Θεσξία Αλνκνηφκνξθεο ηξέςεο κε Δπηξξνή Γεπηεξνγελψλ Γηαηκεηηθψλ 

παξακνξθψζεσλ θαη ζηελ Θεσξία Αλνκνηφκνξθεο ηξέςεο Υσξίο Δπηξξνή ηεο 

Αλνκνηφκνξθεο ηξέβισζεο. Δπίζεο ρξεζηκνπνηήζεθε πξφγξακκα ηαρέσο 

κεηαζρεκαηηζκνχ Fourier (Fast Fourier Transform) βαζηζκέλν ζε ππνξνπηίλα ηεο 

βηβιηνζήθεο IMSL ην νπνίν εμάγεη ην ζπρλνηηθφ πεξηνρφκελν ρξνληθά κεηαβαιιφκελεο 

ζπλάξηεζεο πξνθεηκέλνπ λα επηβεβαησζεί φηη ε θφξηηζε κε αξρηθέο ζπλζήθεο απφ θάπνηα 

ηδηνκνξθή (θαη κεδεληθέο αξρηθέο ηαρχηεηεο x  θαη xn ) νδεγεί ζε ηαιάλησζε κε ζπρλφηεηα 

ηελ αληίζηνηρε ηδηνζπρλφηεηα. Γηα ηε ζχγθξηζε απηή ρξεζηκνπνηήζεθαλ νη ζπρλφηεηεο 

f ( Hz ) θαη φρη νη ηδηνζπρλφηεηεο ( rad / s ) φκσο απηφ δελ επεξεάδεη ηελ αμία ησλ 

ζπκπεξαζκάησλ θαζψο εμαηηίαο ηεο ζρέζεο (5.1.2) πνπ ηηο ζπλδέεη γξακκηθά φηη ηζρχεη γηα 

ηηο 1
εο

 ηζρχεη θαη γηα ηηο 2
εο

. Δπηπιένλ ζηφρνο ηνπ παξαδείγκαηνο απηνχ είλαη ε εμαγσγή ησλ 

ρξνλντζηνξηψλ εληαηηθψλ θαη θηλεκαηψλ κεγεζψλ. 

 ρεηηθά κε ην 2
ν
 παξάδεηγκα ε αλάιπζε πινπνηήζεθε κε ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο 

δνθνχ dynSlin θαη dynUniflin, κε ην πξφγξακκα ηαζηθήο αλάιπζεο torselindstressesAm2 ην 

νπνίν κε δεδνκέλα ηα εληαηηθά κεγέζε 
P S
t t wM , M , M  κηαο δηαηνκήο ππνινγίδεη ηηο ηάζεηο 

ηεο ζηα Gauss Points ησλ ζηνηρείσλ πνπ έρνπλ δνζεί ζαλ επηθαλεηαθή δηαθξηηνπνίεζε ηεο 

δηαηνκήο θαη ζηα ζεκεία ζπλφξνπ πνπ έρνπλ δνζεί ζαλ ζπλνξηαθή δηαθξηηνπνίεζε ηεο 

δηαηνκήο θαη κε ην Nastran. θνπφο ηνπ παξαδείγκαηνο απηνχ είλαη ε εμαγσγή ησλ 

ρξνλντζηνξηψλ εληαηηθψλ θαη θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ θαζψο θαη ν ππνινγηζκφο 

ραξαθηεξηζηηθψλ ηαζηθψλ κεγεζψλ. Σα παξαπάλσ ππνινγηδφκελα κεγέζε απφ ηα 

πξνγξάκκαηα  dynSlin, dynUniflin θαη  torselindstressesAm2 ζπγθξίλνληαη κε ηα αληίζηνηρα 

πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην Nastran. 

  

 

6.2 1
ν
 αξηζκεηηθό παξάδεηγκα 

 

ην 1
ν
 αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα παξάδεηγκα ε ηνπ Κεθαιαίνπ 5.2.1 ζηαπξνεηδήο, 

ραιχβδηλε δνθφο (βιέπε ρήκα 6.2.1α) κε κήθνο L 0.6m  ε νπνία είλαη παθησκέλε θαη ζηα 

2 άθξα ηεο (βιέπε ρήκα 6.2.1β) θνξηίδεηαη δηαδνρηθά κε αξρηθέο ζπλζήθεο πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζηελ 1
ε
, 2

ε
, 3

ε
 θαη 4

ε
 ηδηνκνξθή ηεο. Πξνθεηκέλνπ λα γίλεη απηφ ζηα 

πξνγξάκκαηα dynSlin θαη dynUniflin ηίζεληαη νη ηηκέο πνπ αληηζηνηρνχλ ζηα x θαη xn  θάζε 

ηδηνκνξθήο φπσο έρνπλ πξνθχςεη απφ ηελ αλάιπζε πνπ έρεη πινπνηεζεί ζην Κεθάιαην 5.2.1 

κε ηα πξνγξάκκαηα dynfreeSlin θαη dynfreeUniflin αληίζηνηρα. πλεπψο ε αλάιπζε κε ην 

dynSlin έρεη θφξηηζε πνπ αληηζηνηρεί ζην output ηνπ dynfreeSlin έλσ ε αλάιπζε κε ην 

dynUniflin θφξηηζε πνπ έρεη πξνθχςεη απφ ην output ηνπ dynfreeUniflin. ηε ζπλέρεηα ηα 

εληαηηθά θαη θηλεκαηηθά κεγέζε πνπ πξνθχπηνπλ απφ θάζε αλάιπζε ζπλαξηήζεη ηνπ ρξφλνπ 
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εηζάγνληαη ζηα πξνγξάκκαηα FFT1 θαη FFT2πξνθεηκέλνπ λα εμαρζεί ε θπξίαξρε ζπρλφηεηα 

θάζε κεγέζνπο. Έρεη λφεκα λα κηιάκε κφλν γηα 1 θπξίαξρε ζπρλφηεηα θαζψο φπσο βιέπνπκε 

απφ ηα γξαθήκαηα ησλ εληαηηθψλ θαη θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ ζπλαξηήζεη ηνπ ρξφλνπ 1 είλαη ε 

θπξίαξρε ζπρλφηεηα γηα θάζε κέγεζνο.  

ηα αθφινπζα παξνπζηάδνληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ εληαηηθψλ θαη 

θηλεκαηηθψλ κεγεζψλ (βιέπε ρήκα 6.2.2-ρήκα 6.2.39) πνπ είλαη κε κεδεληθά ζε θάζε 

θφξηηζε. 

Δπίζεο παξνπζηάδνληαη θαη ηα απνηειέζκαηα ησλ αλαιχζεσλ FFT (βιέπε Πίλαθαο 

6.2.1-Πίλαθαο 6.2.4) θαη ε ζπρλφηεηα θάζε κεγέζνπο ζπγθξίλεηαη κε εθείλε πνπ αληηζηνηρεί 

ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο ηεο θφξηηζεο ηεο γηα λα εμεηάζνπκε θαηά πφζνλ θφξηηζε κε θάπνηα 

ηδηνκνξθή νδεγεί ζε ηαιάλησζε κε ζπρλφηεηα ίζε κε εθείλε απηήο ηεο ηδηνκνξθήο.  

  

 

 
 

  
  

  

  

  

   
(α) 

 

  

άθξν 1 άθξν 2 

 
(β) 

σήμα 6.2.1 ηαπξνεηδήο δηαηνκή B=70mm, t=2.4mm (α), ζηαηηθό ζύζηεκα (β). 

 

6.2.1 Φόξηηζε κε 1
ε
 ηδηνκνξθή 

 

Λφγσ ηνπ φηη έρνπκε ακθίπαθηε δνθφ ε νπνία παξακνξθψλεηαη ζχκθσλα κε ηελ 1ε 

ηδηνκνξθή ηεο ηα κεγέζε
P

x tn , M  θαη 
S
tM  ζα είλαη κεδεληθά ζηε κεζαία δηαηνκή. Όζνλ 

αθνξά ηηο αθξαίεο δηαηνκέο ηεο δνθνχ ιφγσ ηνπ ακθίπαθηνπ ζηαηηθνχ ζπζηήκαηνο ηα 

κεγέζε x  θαη xn  ζα είλαη επίζεο κεδεληθά. 

Α) dynSlin  
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σήμα 6.2.2 ηξνθή κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin. Φόξηηζε κε 1ε Ιδηνκνξθή. 

 

 
σήμα 6.2.3 Γίξξνπν ζηξέβισζεο κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin. Φόξηηζε κε 

 1ε Ιδηνκνξθή. 

 

 
σήμα 6.2.4 Γίξξνπν ζηέβισζεο ζπλαξηήζεη ζηξνθήο ζηε κεζαία δηαηνκή από dynSlin.Φόξηηζε κε 

 1ε Ιδηνκνξθή. 
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σήμα 6.2.5 Σαρύηεηα ζηξνθήο ζπλαξηήζεη ζηξνθήο ζηε κεζαία δηαηνκή από dynSlin.Φόξηηζε κε  

1ε Ιδηνκνξθή. 
 

 
σήμα 6.2.6 Πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

1ε Ιδηνκνξθή. 
 

 
σήμα 6.2.7 Γεπηεξνγελήο  ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

1ε Ιδηνκνξθή. 
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σήμα 6.2.8 Γίξξνπν ζηξέβισζεο αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

1ε Ιδηνκνξθή. 
 

Β) dynUniflin 
 

 
σήμα 6.2.9 ηξνθή κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynUniflin. Φόξηηζε κε 1ε Ιδηνκνξθή. 
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σήμα 6.2.10 Σαρύηεηα ζηξνθήο ζπλαξηήζεη ζηξνθήο ζηε κεζαία δηαηνκή από dynUniflin.Φόξηηζε κε  

1ε Ιδηνκνξθή. 
 

 
σήμα 6.2.11 Πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynUniflin.Φόξηηζε  

κε 1ε Ιδηνκνξθή. 

 

6.2.2 Φόξηηζε κε 2
ε
 ηδηνκνξθή 

 

Λφγσ ηνπ φηη έρνπκε ακθίπαθηε δνθφ ε νπνία παξακνξθψλεηαη ζχκθσλα κε ηελ 2
ε
  

ηδηνκνξθή ηεο ηα κεγέζε x  θαη wM  ζα είλαη κεδεληθά ζηε κεζαία δηαηνκή. Όζνλ αθνξά ηηο 

αθξαίεο δηαηνκέο ηεο δνθνχ ιφγσ ηνπ ακθίπαθηνπ ζηαηηθνχ ζπζηήκαηνο ηα κεγέζε x  θαη 

xn  ζα είλαη επίζεο κεδεληθά. 

Α) dynfreeSlin 
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σήμα 6.2.12 Αλεμάξηεηε παξάκεηξνο ζηξέβισζεο κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.  

Φόξηηζε κε 2ε Ιδηνκνξθή. 
 

 
σήμα 6.2.13 Πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

2ε Ιδηνκνξθή. 
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σήμα 6.2.14 Γεπηεξνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

2ε Ιδηνκνξθή. 
 

 
σήμα 6.2.15 Σαρύηεηα αλεμάξηεηεο παξακέηξνπ ζηξέβισζεο ζπλαξηήζεη αλεμάξηεηεο παξακέηξνπ  

ζηξέβισζεο ζηε κεζαία δηαηνκή από dynSlin.Φόξηηζε κε 2ε Ιδηνκνξθή. 
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σήμα 6.2.16 Πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

2ε Ιδηνκνξθή. 
 

 
σήμα 6.2.17 Γεπηεξνγελήο  ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

2ε Ιδηνκνξθή. 
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σήμα 6.2.18 Γίξξνπν ζηξέβισζεο αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

2ε Ιδηνκνξθή. 
 

Β) dynUniflin 
 

 
σήμα 6.2.19 Πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynUniflin.Φόξηηζε  

κε 2ε Ιδηνκνξθή. 
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σήμα 6.2.20 Πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynUniflin.Φόξηηζε  

κε 2ε Ιδηνκνξθή. 

 

6.2.3 Φόξηηζε κε 3
ε
 ηδηνκνξθή 

 

Λφγσ ηνπ φηη έρνπκε 1 ακθίπαθηε δνθφ ε νπνία παξακνξθψλεηαη ζχκθσλα κε ηελ 4
ε
  

ηδηνκνξθή ηεο ηα κεγέζε x  θαη wM  ζα είλαη κεδεληθά ζηε κεζαία δηαηνκή. Όζνλ αθνξά ηηο 

αθξαίεο δηαηνκέο ηεο δνθνχ ιφγσ ηνπ ακθίπαθηνπ ζηαηηθνχ ζπζηήκαηνο ηα κεγέζε x  θαη 

xn  ζα είλαη επίζεο κεδεληθά. 

Α) dynfreeSlin 
 

 
σήμα 6.2.21 ηξνθή κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin. Φόξηηζε κε 3ε Ιδηνκνξθή. 
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σήμα 6.2.22 Γίξξνπν ζηξέβισζεο κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

3ε Ιδηνκνξθή. 

 

 
σήμα 6.2.23 Γίξξνπν ζηέβισζεο ζπλαξηήζεη ζηξνθήο ζηε κεζαία δηαηνκή από dynSlin.Φόξηηζε κε 

 3ε Ιδηνκνξθή. 
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σήμα 6.2.24 Σαρύηεηα ζηξνθήο ζπλαξηήζεη ζηξνθήο ζηε κεζαία δηαηνκή από dynSlin.Φόξηηζε κε  

3ε Ιδηνκνξθή. 
 

 
σήμα 6.2.25 Πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

3ε Ιδηνκνξθή. 
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σήμα 6.2.26 Γεπηεξνγελήο  ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

3ε Ιδηνκνξθή. 
 

 
σήμα 6.2.27 Γίξξνπν ζηξέβισζεο αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

3ε Ιδηνκνξθή. 
 

Β) dynUniflin 
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σήμα 6.2.28 ηξνθή κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynUniflin. Φόξηηζε κε 3ε Ιδηνκνξθή. 

 

 
σήμα 6.2.29 Σαρύηεηα ζηξνθήο ζπλαξηήζεη ζηξνθήο ζηε κεζαία δηαηνκή από dynUniflin.Φόξηηζε κε  

3ε Ιδηνκνξθή. 
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σήμα 6.2.30 Πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynUniflin. Φόξηηζε  

κε 3ε Ιδηνκνξθή. 

 

6.2.4 Φόξηηζε κε 4
ε
 ηδηνκνξθή 

 

Λφγσ ηνπ φηη έρνπκε 1 ακθίπαθηε δνθφ ε νπνία παξακνξθψλεηαη ζχκθσλα κε ηελ 4
ε
  

ηδηνκνξθή ηεο ηα κεγέζε
P

x tn , M  θαη 
S
tM  ζα είλαη κεδεληθά ζηε κεζαία δηαηνκή. Όζνλ 

αθνξά ηηο αθξαίεο δηαηνκέο ηεο δνθνχ ιφγσ ηνπ ακθίπαθηνπ ζηαηηθνχ ζπζηήκαηνο ηα 

κεγέζε x  θαη xn  ζα είλαη επίζεο κεδεληθά. 

 

Α) dynfreeSlin 
 

 
σήμα 6.2.31 Αλεμάξηεηε παξάκεηξνο ζηξέβισζεο κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.  

Φόξηηζε κε 4ε Ιδηνκνξθή. 
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σήμα 6.2.32 Πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

4ε Ιδηνκνξθή. 
 

 
σήμα 6.2.33 Γεπηεξνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

4ε Ιδηνκνξθή. 
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σήμα 6.2.34 Σαρύηεηα αλεμάξηεηεο παξακέηξνπ ζηξέβισζεο ζπλαξηήζεη αλεμάξηεηεο παξακέηξνπ  

ζηξέβισζεο ζηε κεζαία δηαηνκή από dynSlin.Φόξηηζε κε 4ε Ιδηνκνξθή. 

 

 
σήμα 6.2.35 Πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

4ε Ιδηνκνξθή. 
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σήμα 6.2.36 Γεπηεξνγελήο  ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

4ε Ιδηνκνξθή. 
 

 
σήμα 6.2.37 Γίξξνπν ζηξέβισζεο αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.Φόξηηζε κε  

4ε Ιδηνκνξθή. 
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σήμα 6.2.38 Πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynUniflin.Φόξηηζε  

κε 4ε Ιδηνκνξθή. 

 

 
σήμα 6.2.39 Πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynUniflin.Φόξηηζε  

κε 4ε Ιδηνκνξθή. 

 

 

6.2.5 Απνηειέζκαηα αλαιύζεσλ FFT 

 

Α) Ανάλυςη με dynSlin 
 

ηνπο παξαθάησ πίλαθεο βιέπνπκε φηη πξάγκαηη φηαλ επηβάιινπκε 1 ηδηνκνξθή, ε 
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ζπλζήθε ζηε δνθφ απηή ε νπνία ζηε ζπλέρεηα εθηειεί ειεχζεξε ηαιάλησζε κε ηε ζπρλφηεηα 

πνπ αληηζηνηρεί ζε απηή ηελ  ηδηνκνξθή. ηνπο πίλαθεο απηνχο νη ζπρλφηεηεο ηνπ dynfreeSlin 

κε ηηο νπνίεο γίλεηαη ε ζχγθξηζε παξνπζηάδνληαη ζηνλ Κεθάιαην 5.2.1 (Πίλαθαο 5.2.1).  Δλψ 

νη  % δηαθνξέο ππνινγίδνληαη βάζεη ηνπ ηχπνπ: 
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FFTi dynfreeSlin

dynfreeSlin

f f
ά ό dynfreeSlin% 100

f
 


    (6.2.1) 

 

φπνπ i 1, 2   

 

Πίνακαρ 6.2.1 Απνηειέζκαηα FFT αλαιύζεσλ. 

Γηαηνκή Μέγεζνο 
Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Ηδηνζπρλφηεηεο σ (rad/s) πρλφηεηεο f (Hz) 

1 2 3 4 1 2 3 4 

Μεζαία 

ζx FFT 659.08 - 2182.85 - 104.90 - 347.41 - 

nx FFT - 1371.87 - 3127.79 - 218.34 - 497.80 

Mt
P FFT - 1371.87 - 3127.79 - 218.34 - 497.80 

Mt
S FFT - 1371.87 - 3127.79 - 218.34 - 497.80 

Mw FFT 659.08 - 2182.85 - 104.90 - 347.41 - 

Άθξν 1 

ζx FFT - - - - - - - - 

nx FFT - - - - - - - - 

Mt
P FFT 659.08 1371.87 2182.85 3127.79 104.90 218.34 347.41 497.80 

Mt
S FFT 659.08 1371.87 2182.85 3127.79 104.90 218.34 347.41 497.80 

Mw FFT 659.08 1371.87 2182.85 3127.79 104.90 218.34 347.41 497.80 

 

Πίνακαρ 6.2.2 ύγθξηζε FFT αλαιύζεσλ  κε ζπρλόηεηεο ηδηνκνθώλ από dynfreeSlin. 

Γηαηνκή Μέγεζνο 
Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθνξά απφ dynfreeSlin 

% 

1 2 3 4 

Μεζαία 

ζx FFT 0.004 - 0.03 - 

nx FFT - 0.05 - 0.04 

Mt
P FFT - 0.05 - 0.04 

Mt
S FFT - 0.05 - 0.04 

Mw FFT 0.004 - 0.03 - 

Άθξν 1 

ζx FFT - - - - 

nx FFT - - - - 

Mt
P FFT 0.004 0.05 0.03 0.04 

Mt
S FFT 0.004 0.05 0.03 0.04 

Mw FFT 0.004 0.05 0.03 0.04 

 

 

Β) Ανάλυςη με dynUniflin 
 

ηνπο παξαθάησ πίλαθεο βιέπνπκε φηη πξάγκαηη φηαλ επηβάιινπκε 1 ηδηνκνξθή, ε 

νπνία έρεη πξνθχςεη απφ ηε Θεσξία Αλνκνηφκνξθεο ηξέςεο Υσξίο Δπηξξνή 

Αλνκνηφκνξθεο ηξέβισζεο, σο αξρηθή ζπλζήθε ζηε δνθφ απηή ζηε ζπλέρεηα εθηειεί 

ειεχζεξε ηαιάλησζε κε ηε ζπρλφηεηα πνπ αληηζηνηρεί ζε απηή ηελ  ηδηνκνξθή. 



Κεθάιαην 6
ν
 : Αξηζκεηηθά Παξαδείγκαηα: Μέξνο ΄Β 

158 

 

ηα επφκελα νη ζπρλφηεηεο ηνπ dynfreeUniflin κε ηηο νπνίεο γίλεηαη ε ζχγθξηζε 

παξνπζηάδνληαη ζηνλ Κεθάιαην 5.2.1 (Πίλαθαο 5.2.1).  Δλψ νη  % δηαθνξέο ππνινγίδνληαη 

βάζεη ηνπ ηχπνπ: 

 

FFTi dynfreeUniflin

dynfreeUniflin

f f
ά ό dynfreeUniflin% 100

f
 


    (6.2.2)  

 

Πίνακαρ 6.2.3 Απνηειέζκαηα FFT αλαιύζεσλ. 

Γηαηνκή Μέγεζνο 
Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Ηδηνζπρλφηεηεο σ (rad/s) πρλφηεηεο f (Hz) 

1 2 3 4 1 2 3 4 

Μεζαία 
ζx FFT 580.87 - 1746.20 - 92.45 - 277.92 - 

Mt
P FFT - 1162.66 - 2331.70 - 185.04 - 371.10 

Άθξν 1 
ζx FFT - - - - - - - - 

Mt
P FFT 580.87 1162.66 1746.20 2331.70 92.45 185.04 277.92 371.10 

 

Πίνακαρ 6.2.4 ύγθξηζε FFT αλαιύζεσλ  κε ζπρλόηεηεο ηδηνκνθώλ από dynfreeUniflin. 

Γηαηνκή Μέγεζνο 
Πξφγξακκα 

αλάιπζεο 

Γηαθνξά απφ dynfreeUniflin 

1 2 3 4 

Μεζαία 
ζx FFT 0.03 - 0.05 - 

Mt
P FFT - 0.04 - 0.04 

Άθξν 1 
ζx FFT - - - - 

Mt
P FFT 0.03 0.04 0.05 0.04 

 

 

6.3 2
ν
 Αξηζκεηηθό παξάδεηγκα 

 

ην 2
ν
 αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα ρξεζηκνπνηήζεθε  δνθφο δηαηνκήο δηθχςεινπ 

θηβσηίνπ (βιέπε ρήκα 6.3.1α) ηνπ Κεθαιαίνπ 5.10.1. Ζ δνθφο έρεη κήθνο L 5m  θαη είλαη 

ακθίπαθηε (βιέπε ρήκα 6.3.1β). Σε ρξνληθή ζηηγκή t 0  εθαξκφδεηαη νξζνγσληθφ πιήγκα 

ζπγθεληξσκέλεο ζηξεπηηθήο ξνπήο tM (t ) 10KNm  ζην κέζν ηεο ξάβδνπ (βιέπε ρήκα 

6.3.2). 

 

 
 

 

  

  

    

  

 
 

(α) 

 

  

    

  

άθξν 1 άθξν 2 

 
(β) 

σήμα 6.3.1 Γηαηνκή δηθύςεινπ θηβσηίνπ (α), ζηαηηθό ζύζηεκα θαη θόξηηζε (β). 
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σήμα 6.3.2 Χξνληθή εμέιημε θόξηηζεο κεζαίαο δηαηνκήο 

 

ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη νη ρξνληθέο εμειίμεηο ησλ θηλεκαηηθψλ θαη εληαηηθψλ 

κεγεζψλ θαζψο θαη ησλ ηάζεσλ φπσο πξνέθπςαλ απφ ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ θαη ην 

Nastran (κε ρξήζε θειπθσηψλ ζηνηρείσλ) γηα αλάιπζε ζην ρξνληθφ δηάζηεκα 0-0.01s. 

Δηδηθφηεξα γηα ηελ παξνπζίαζε ησλ απνηειεζκάησλ επηιέρζεθε ε δηαηνκή πνπ βξίζθεηαη 

ζην κέζν ηεο δνθνχ θαη ε δηαηνκή ηνπ άθξνπ 1 (πνπ είλαη ζηε ζέζε x 0  ηεο δνθνχ).   

Γηα ηε κεζαία δηαηνκή ππνινγίζηεθαλ ηα εληαηηθά, θηλεκαηηθά κεγέζε απφ ηα 

πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ θαη νη ζηξνθέο (φπνπ ε ζηξνθή ηεο δηαηνκήο ζεσξήζεθε φηη 

ηαπηίδεηαη κε ηε ζηξνθή ηνπ θπξίνπ θφκβνπ ηνπ δηαθξάγκαηνο ηεο δηαηνκήο) απφ ην 

Nastran. πλεπψο ε ζχγθξηζε πνπ ζα γίλεη γηα ηε κεζαία δηαηνκή αλάκεζα ζηα πξνγξάκκαηα 

ηεο ζεσξίαο δνθνχ θαη ην Nastran αθνξά κφλν ηελ ρξνληθή εμέιημε ηεο ζηξνθήο x . Απηφ 

έγηλε γηαηί δελ ζεσξήζεθε αμηφπηζην λα ιεθζνχλ απφ ην Nastran απνηειέζκαηα πνπ αθνξνχλ 

ηαζηθά κεγέζε θαζψο ην θνξηίν επηβάιιεηαη ζε απηή ηε δηαηνκή ηνπνζεηψληαο έλα 

δηάθξαγκα θαη αζθψληαο ην ζηνλ θχξην θφκβν ηνπ δηαθξάγκαηνο (γηα ηελ αθξαία δηαηνκή 

δελ ππάξρεη ην πξφβιεκα απηφ θαη παίξλνπκε ηαζηθά κεγέζε απφ ην Nastran θαζψο είλαη 

αξθεηά καθξηά απφ ηε ζέζε άζθεζεο ηνπ θνξηίνπ θαη ζεσξνχκε φηη δελ επεξεάδεηαη απφ ηνλ 

ηξφπν επηβνιήο ηνπ). 

Όζνλ αθνξά ηελ αθξαία δηαηνκή ππνινγίζηεθαλ ηα εληαηηθά κεγέζε θαη νη ηάζεηο 

Von – Mises (ηα θηλεκαηηθά κεγέζε είλαη κεδεληθά ιφγσ ηνπ ακθίπαθηνπ ζηαηηθνχ 

ζπζηήκαηνο) απφ ηα πξνγξάκκαηα ζεσξίαο δνθνχ θαη νη ηάζεηο Von Mises (ζηα Gauss Points 

ησλ ζηνηρείσλ) απφ ην Nastran. 

 

6.3.1 Κηλεκαηηθά θαη εληαηηθά κεγέζε θαη ηάζεηο ζην άθξν 1 από dynSlin 

 

ηα αθφινπζα παξνπζηάδνληαη ηα θηλεκαηηθά θαη εληαηηθά κεγέζε ηεο κεζαίαο θαη 

ηεο αθξαίαο δηαηνκήο (βιέπε ρήκα 6.3.3-ρήκα 6.3.5) απφ ην πξφγξακκα dynSlin θαζψο 

θαη ε κέγηζηε ηάζε πνπ εκθαλίδεηαη ζηε δηαηνκή ηνπ άθξνπ 1 (Πίλαθαο 6.3.1) ζε φιε ηε 

δηάξθεηα ηεο θαηαπφλεζεο απφ ην πξφγξακκα torselindstressesAm2. εκεηψλεηαη φηη ηα x

θαη xn  είλαη κεδεληθά γηα ηελ αθξαία δηαηνκή θαζψο είλαη παθησκέλε. Δπίζεο γηα ηε κεζαία 

δηαηνκή δελ ήηαλ δπλαηφ λα ππνινγηζηνχλ ηα 
P S
t tM , M θαζψο εθεί αζθείηαη ην 

ζπγθεληξσκέλν θνξηίν θαη ην δηάγξακκα ζηξεπηηθψλ ξνπψλ παξνπζηάδεη άικα. πλεπψο νη 

-2
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M
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παξαπάλσ πνζφηεηεο είλαη δπλαηφλ λα ππνινγηζηνχλ ζηηο δηαηνκέο L 2
  θαη L 2

  θαη φρη 

αθξηβψο πάλσ ζηε δηαηνκή L 2 . 

 

 
σήμα 6.3.3 ηξνθή κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.  

 

 
σήμα 6.3.4 Αλεμάξηεηε παξάκεηξνο ζηξέβισζεο κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin.  
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σήμα 6.3.5 Γίξξνπν ζηξέβισζεο κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin. 

 

 
σήμα 6.3.6 Πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin. 

 

 
σήμα 6.3.7  Γεπηεξνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin. 
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σήμα 6.3.8 Γίξξνπν ζηξέβισζεο αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynSlin. 

 

Πίνακαρ 6.3.1 Μέγηζηε ηάζε Von –Mises αθξαίαο δηαηνκήο 1 από dynSlin. 

Γηαηνκή άθξνπ 1 

Υαξ/θά Αλάιπζεο 

Σάζε Von 

- Mises 

(Kpa) 

Θέζε 

t (s) Y 

(m) 
Z(m) 

dynSlin  κε 5000 Γt ζην δηάζηεκα 0-0.01s 1294.36 0.46 0.20625 0.002734 

 

Ζ κέγηζηε ηάζε ηνπ ηειεπηαίνπ πίλαθα πξνέθπςε κε ηελ αθφινπζε δηαδηθαζία. Απφ 

ηα δηαγξάκκαηα εληαηηθψλ κεγεζψλ ηνπ άθξνπ 1 (βιέπε ρήκα 6.3.6-ρήκα 6.3.8) επηιέμακε 

3 ζπλδπαζκνχο κεγεζψλ (δειαδή ηα κεγέζε πνπ δξνχλ ηαπηφρξνλα ζε 3 δηαθνξεηηθέο 

ρξνληθέο ζηηγκέο) 
P S
t t wM , M M  .O 1

νο
 ήηαλ εθείλνο πνπ αληηζηνηρνχζε ζην κέγηζην 

P
tM

, δεχηεξνο ζην κέγηζην 
S
tM  θαη ν 3

νο
 ζην κέγηζην wM . Οη θξίζηκνη (πνπ δελ ήηαλ μεθάζαξν 

πνηνο δίλεη ηε κέγηζηε ηάζε) ζπλδπαζκνί  απφ απηνχο εηζήρζεθαλ ζην torselindstressesAm2 

θαη απφ εθεί πήξακε ηε κέγηζηε ηάζε. 

 

6.3.2 Κηλεκαηηθά θαη εληαηηθά κεγέζε από dynUniflin 

 

ηα αθφινπζα παξνπζηάδνληαη ηα θηλεκαηηθά θαη εληαηηθά κεγέζε ηεο κεζαίαο θαη ηεο 

αθξαίαο δηαηνκήο (βιέπε ρήκα 6.3.9-ρήκα 6.3.10) απφ ην πξφγξακκα dynSlin θαζψο θαη ε 

κέγηζηε ηάζε πνπ εκθαλίδεηαη ζηε δηαηνκή ηνπ άθξνπ 1 (Πίλαθαο 6.3.2) ζε φιε ηε δηάξθεηα 

ηεο θαηαπφλεζεο απφ ην πξφγξακκα torselindstressesAm2. εκεηψλεηαη φηη ην x  είλαη 

κεδέλ γηα ηελ αθξαία δηαηνκή θαζψο είλαη παθησκέλε. 
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σήμα 6.3.9 ηξνθή κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynUniflin. 

 

 
σήμα 6.3.10 Πξσηνγελήο ζηξεπηηθή ξνπή αθξαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από dynUniflin. 

 

Πίνακαρ 6.3.2 Μέγηζηε ηάζε Von –Mises αθξαίαο δηαηνκήο 1 από dynUniflin. 

Γηαηνκή άθξνπ 1 

Υαξ/θά Αλάιπζεο 

Σάζε Von 

- Mises 

(Kpa) 

Θέζε 

t (s) Y 

(m) 
Z(m) 

dynUniflin κε 5000 Γt ζην δηάζηεκα 0-0.01s 1022.18 0.46 -0.20625 0.006992 

 

Ζ κέγηζηε ηάζε ηνπ ηειεπηαίνπ πίλαθα πξνέθπςε κε ηελ αθφινπζε δηαδηθαζία. Απφ 

ηα δηάγξακκα 
P
tM ηνπ άθξνπ 1 (βιέπε ρήκα 6.3.10) επηιέμακε ηε κέγηζηε πξσηνγελή 

ζηξεπηηθή ξνπή. Ζ ξνπή απηή εηζήρζεθε ζην torselindstressesAm2 (κε κεδεληθά ηα
S
t wM , M

) θαη απφ εθεί πήξακε ηε κέγηζηε ηάζε. 

 

6.3.3 x   θαη Von Mises   από Nastran 

 

ηα αθφινπζα παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ αλαιχζεσλ πνπ πξαγκαηνπνηήζεθαλ 

κε ην Nastran γηα ην ίδην κνληέιν θειπθσηψλ ζηνηρείσλ ρσξίο θαη κε δηαθξάγκαηα. 
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Δηδηθφηεξα παξνπζηάδεηαη ε ζηξνθή ηεο κεζαίαο δηαηνκήο (βιέπε ρήκα 6.3.11, ρήκα 

6.3.14) θαη νη ηάζεηο Von-Mises (βιέπε ρήκα 6.3.12, ρήκα 6.3.15, ρήκα 6.3.13,ρήκα 

6.3.16). 

Α) Χωρίσ διαφράγματα 
 

 
σήμα 6.3.11 ηξνθή κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από Nastan. Πξνζνκνίσκα κε 41250  

θειπθσηά 4-Πιεπξηθά ζηνηρεία ρσξίο δηαθξάγκαηα. 

 

 
σήμα 6.3.12 Σάζεηο Von –Mises ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από Nastran γηα ην ζηνηρείν ζην νπνίν  

παξνπζηάδεηαη ε κέγηζηε ηάζε. Πξνζνκνίσκα κε 41250 θειπθσηά 4-Πιεπξηθά ζηνηρεία ρσξίο  

δηαθξάγκαηα. 

 

ην ρήκα 6.3.12 ηα C1, C2, C3, C4 είλαη ηα Gauss points ηνπ θειπθσηνχ ζηνηρείνπ. 
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κέγηζηε ηάζε θάζε κηαο 

Plate Top VonMises Stress 

ζηα ζηνηρεία 166, 237  

PltC1 Top VnMises Stress 

ζηα ζηνηρεία 166, 237 

PltC2 Top VnMises Stress 

ζηα ζηνηρεία 213, 284 

PltC3 Top VnMises Stress 

ζηα ζηνηρεία 213, 284 

PltC4 Top VnMises Stress 

ζηα ζηνηρεία 166, 237 
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σήμα 6.3.13 Σάζεηο Von-Mises ζην πξνζνκνίσκα ρσξίο δηαθξάγκαηα ηε ρξνληθή ζηηγκή t=0.0021s όπνπ  

παξαηεξείηαη ε κέγηζηε Von-Mises ηάζε. 
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Β) Με διαφράγματα 
 

 
σήμα 6.3.14 ηξνθή κεζαίαο δηαηνκήο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από Nastan. Πξνζνκνίσκα κε 41250  

θειπθσηά 4-Πιεπξηθά ζηνηρεία κε δηαθξάγκαηα ζε φιεο (=249) ηηο δηαηνκέο. 
 

 
σήμα 6.3.15 Σάζεηο Von –Mises ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ από Nastran γηα ην ζηνηρείν ζην νπνίν  

παξνπζηάδεηαη ε κέγηζηε ηάζε.  Πξνζνκνίσκα κε 41250 θειπθσηά 4-Πιεπξηθά ζηνηρεία κε  

δηαθξάγκαηα ζε φιεο (=249) ηηο δηαηνκέο. 
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Plate Top VonMises Stress 

ζηα ζηνηρεία 166, 237  

PltC1 Top VnMises Stress 

ζηα ζηνηρεία 166, 237 

PltC2 Top VnMises Stress 

ζηα ζηνηρεία 213, 284 

PltC3 Top VnMises Stress 

ζηα ζηνηρεία 213, 284 

PltC4 Top VnMises Stress 

ζηα ζηνηρεία 166, 237 
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σήμα 6.3.16 Σάζεηο Von-Mises ζην πξνζνκνίσκα κε δηαθξάγκαηα ηε ρξνληθή ζηηγκή t=0.00694s  

όπνπ παξαηεξείηαη ε κέγηζηε Von-Mises ηάζε. 
 

6.3.4 πγθεληξσηηθά απνηειέζκαηα 

 

ηα επφκελα ζπγθξίλνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ αλαιχζεσλ πνπ παξνπζηάζηεθαλ ζηα 

πξνεγνχκελα θαη αθνξνχλ ηηο ζηξνθέο ζηε κεζαία δηαηνκή ( βιέπε ρήκα 6.3.17) θαη ηηο 

ηάζεηο ζηελ αθξαία (Πίλαθαο 6.3.3). 
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σήμα 6.3.17  πγθξηηηθή παξνπζίαζε δηαγξακκάησλ ζx(t) απφ ηηο αλαιχζεηο πνπ παξνπζηάζηεθαλ  

παξαπάλσ. 
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Πίνακαρ 6.3.3 ύγθξηζε κεγίζησλ ηάζεσλ Von – Μisses aπό Nastran κε dynSlin θαη dynUniflin 

Γηαηνκή άθξνπ 1 

Υαξ/θά Αλάιπζεο 

Σάζε 

Von - 

Mises 

(Kpa) 

Γηαθνξά 

απφ 

dynSlin 

% 

Γηαθνξά 

απφ 

dynUniflin 

% 

Nastran ρσξίο δηαθξάγκαηα κε 500 ρξνληθέο ζηηγκέο ζην 

δηάζηεκα 0-0.01s, 41250 θειπθσηά 4-Πιεπξηθά ζηνηρεηα  
1336.56 3.26 30.76 

Nastran κε δηαθξάγκαηα (249 = ζε ΟΛΔ ηηο δηαηνκέο) κε 500 

ρξνληθέο ζηηγκέο  ζην δηάζηεκα 0-0.01s,  41250 θειπθσηά 4-

Πιεπξηθά ζηνηρεηα  

1181.68 -8.71 15.60 

dynSlin  κε 5000 ρξνληθέο ζηηγκέο  ζην δηάζηεκα 0-0.01s 1294.36 - - 

dynUniflin κε 5000 ρξνληθέο ζηηγκέο  ζην δηάζηεκα 0-0.01s 1022.18 - - 

 

Οη % δηαθνξέο ηνπ παξαπάλσ πίλαθα ππνινγίζηεθαλ απφ ηνπ ηχπνπο: 

 

 

nastran dynSlin

dynSlin

ά ό dynSlin% 100
 

 



    (6.3.1) 

 
nastran dynUniflin

dynUniflin

ά ό dynUniflin% 100
 

 



    (6.3.2) 
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πκπεξάζκαηα 
 

Ά κέξνο 
 

Γηα ην Ά κέξνο ησλ αξηζκεηηθψλ ζην νπνίν πξαγκαηνπνηήζεθε ηδηνκνξθηθή αλάιπζε 

ξάβδσλ δηαθφξσλ δηαηνκψλ, κεθψλ θαη ζηαηηθψλ ζπζηεκάησλ ηα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα 

πνπ πξνέθπςαλ είλαη ηα αθφινπζα: 

 Απφ ηηο αλαιχζεηο κε θαη ρσξίο δηαθξάγκαηα δηαπηζηψζεθε φηη είλαη πνιχ ζεκαληηθή 

ε παξνπζία ησλ δηαθξαγκάησλ ζην πξνζνκνίσκα πξνθεηκέλνπ λα ηθαλνπνηεζεί ε 

παξαδνρή 2 ηνπ Κεθαιαίνπ 3. Απηή ιέεη φηη δελ αλαπηχζζνληαη εγθάξζηεο 

παξακνξθψζεηο θαη ην ζρήκα ηεο δηαηνκήο δηαηεξείηαη πξάγκα πνπ δελ ζπλέβαηλε 

ζηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο πνπ δελ ππήξραλ δηαθξάγκαηα θαη έπαηδε θπξίαξρν 

ξφιν ην θαηλφκελν distrortion. Δμαίξεζε απνηεινχλ νη ξάβδνη ζηαπξνεηδνχο δηαηνκήο 

θαη ζπκπαγνχο νξζνγσληθήο δηαηνκήο πνπ εμεηάζηεθαλ ζηα θεθάιαηα 5.2 θαη 5.4 

αληίζηνηρα. 

 H ηζρχνπζα ζε θάζε πεξίπησζε ζεσξία δνθνχ ππνινγίδεη κε πνιχ θαιή αθξίβεηα ηηο 

4 πξψηεο ηδηνκνξθέο.  

 ε αξθεηέο πεξηπηψζεηο ηα πξνζνκνηψκαηα ησλ ηξηζδηάζηαησλ 5-εδξηθψλ ζηνηρείσλ 

δελ νδήγεζαλ ζε αμηφπηζηα απνηειέζκαηα ην νπνίν δελ ζπλέβε γηα ηα ηξηζδηάζηαηα 

6-εδξηθά θαη ηα 4-πιεπξηθά θειπθσηά. 

 Ζ ζεσξία δνθνχ ζπγθξίλεηαη επηηπρψο κε πξνζνκνηψκαηα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ 

κε δηαθξάγκαηα, φζνλ αθνξά ηηκέο ησλ x x,n . 

 Ζ επηξξνή ηεο ζηξεβισηηθήο αδξάλεηαο δελ είλαη ζεκαληηθή ζε φιεο ηηο ξάβδνπο πνπ 

εμεηάζηεθαλ. 

 ε φιεο ηηο θνίιεο θιεηζηέο δηαηνκέο έρνπκε θαιχηεξε πξφβιεςε ησλ 3d 

πεπεξαζκέλσλ απφ ηε ζεσξία δνθνχ παξά απφ ηα θειπθσηά ζηνηρεία. Σν ίδην πξάγκα 

ηζρχεη θαη γηα ην δηθχςειν θηβψηην. 

 

΄Β κέξνο 
 

ρεηηθά κε ην ΄Β κέξνο ησλ αξηζκεηηθψλ παξαδεηγκάησλ ζην νπνίν κειεηήζεθαλ κε ρξνληθή 

νινθιήξσζε εμαλαγθαζκέλεο ηαιαληψζεηο ξάβδσλ ηα θπξηφηεξα ζπκπεξάζκαηα πνπ 

πξνέθπςαλ είλαη ηα αθφινπζα: 

 Ζ κέζνδνο ρξνληθήο νινθιήξσζεο ησλ εμηζψζεσλ θίλεζεο πνπ πηνζεηήζεθε νδεγεί 

ζε αμηφπηζην ππνινγηζκφ ηεο απφθξηζεο ξάβδσλ πνπ εθηεινχλ ειεχζεξεο ζηξεπηηθέο 

ηαιαληψζεηο. 

 ηελ εμαλαγθαζκέλσλ ηαιαληψζεσλ πνπ εμεηάζηεθε  βιέπνπκε φηη ε ρξνλντζηνξία 

ηεο ζηξνθήο x  πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο 

ζρεδφλ ηαπηίδεηαη κε εθείλε πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ αλάιπζε πνπ πινπνηήζεθε ζην 

Nastran κε ρξήζε δηαθξαγκάησλ ελψ επίζεο δελ απνθιίλεη ζεκαληηθά απφ εθείλε πνπ 

πινπνηήζεθε ρσξίο δηαθξάγκαηα. Σν ίδην ζπκπέξαζκα ηζρχεη θαη γηα ηελ ζεσξία 

αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ρσξίο επηξξνή αλνκνηφκνξθεο ζηξέβισζεο. 

 ηελ πεξίπησζε εμαλαγθαζκέλσλ ηαιαληψζεσλ πνπ εμεηάζηεθε, ε επηξξνή ησλ 

αλψηεξσλ ηδηνκνξθψλ είλαη ηδηαηηέξσο αηζζεηή ζηα εληαηηθά κεγέζε ηεο ξάβδνπ, ζε 

αληίζεζε κε ηα θηλεκαηηθά κεγέζε ηεο. 

 ηελ πέξίπησζε εμαλαγθαζκέλσλ ηαιαληψζεσλ πνπ εμεηάζηεθε πξνθχπηεη φηη ε 

κέγηζε ηάζε Von – Mises φπσο πξνέθπςε απφ ηε δηεπξπκέλε ζεσξία αλνκνηφκνξθεο 

ζηξέςεο ππνεθηηκά ηελ αληίζηνηρε πνπ πξνθχπηεη κε ηελ αλάιπζε κε ην Nastran 
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ρσξίο ρξήζε δηαθξαγκάησλ (3,26%) ελψ ππεξεθηηκά εθείλε πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 

αλάιπζε κε δηαθξάγκαηα ( -8.71%). Όζνλ αθνξά ηελ κέγηζε ηάζε Von – Mises πνπ 

πξνθχπηεη απφ ηελ ζεσξία αλνκνηφκνξθεο ζηξέςεο ρσξίο επηξξνή αλνκνηφκνξθεο 

ζηξέβισζεο απηή ππνεθηηκά ζεκαληηθά ηφζν ην πξνζνκνίσκα ηνπ Nastran ρσξίο 

δηαθξάγκαηα (30.76%) φζν θαη ην πξνζνκνίσκα ηνπ Nastran κε δηαθξάγκαηα 

(15.60%). 
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