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ÊÅÖÁËÁÉÏ 1

Ramsey Theory

1. ÈåùñÞìáôá Ramsey ãéá ôï ðåðåñáóìÝíï

Èá áñ÷ßóïõìå ôç ðáñïõóßáóç áõôÞò ôçò äéðëùìáôéêÞò ìå ôï ðáñáêÜôù
ðñüâëçìá.

Ôï ðñüâëçìá ôçò ðáñÝáò

Åßíáé áëÞèåéá ïôé óå ìéá ðáñÝá Ýîé áôüìùí åßôå ôñåßò èá
ãíùñßæïíôáé åßôå ôñåßò èá Üãíùóôïé ìåôáîý ôïõò;

Áí âñåèïýìå óå ìßá ðáñÝá Ýîé áôüìùí åßíáé ðïëý åýêïëï íá äåßîïõìå
üôé åßôå èá õðÜñ÷ïõí ôñåßò ðïõ èá ãíùñßæïíôáé ìåôáîý ôïõò åßôå ôñåßò ðïõ
åßíáé Üãíùóôïé ìåôáîý ôïõò. Áõôü ôï áðëü ðáñÜäåéãìá åßíáé ç åéóáãùãÞ
ìáò ãéá ôïõò áñéèìïýò Ramsey. Ï áñéèìüò Ramsey R(n;m) åéíáé ï
åëá÷éóôïò áñéèìïò åôóé ùóôå óå ìéá ðáñåá R(n;m) ôï ðëçèïò áíèñùðùí
íá âñéóêïíôáé åéôå n ðïõ èá ãíùñéæïíôáé ïëïé ìåôáîõ ôïõò åéôå m ðïõ
èá åéíáé áãíùóôïé ìåôáîõ ôïõò.
Ôï ðñïâëçìá ôçò ðáñåáò åéíáé åéóáãùãéêï ðñïâëçìá ðñéí áñ÷éóïõìå ôçí
ðáñáèåóç ôùí âáóéêùí èåùñçìáôùí ôçò ðåðåñáóìåíçò áëëá êáé áðåéñçò
èåùñéáò Ramsey. H èåùñéá Ramsey áó÷ïëåéôáé ìå ÷ñùìáôéóìïõò óõíïëùí
êáé ôéò éäéïôçôåò ðïõ å÷ïõí áõôïé ïé ÷ñùìáôéóìïé. Ðáñáêáôù ðáñáèåôïõìå
ôï ðñùôï èùñçìáðïõ ìðïñåé êáðïéïò íá óõíáíôçóå äéáâáæïíôáò èåùñéá
Ramsey.

Èåþñçìá 1.1. 'Eóôù K ∈ N êáé C : [N]k → {1; : : : ; l} Ýíáò

ðåðåñáóìÝíïò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ [N]k, ôüôå õðÜñ÷åé Ì ⊆ N Üðåéñï

ôÝôïéï þóôå ôï óýíïëï [M ]k åßíáé ìïíï÷ñùìáôéêü. R

To ïðïéï ìáò ëååé ôï åîçò: Áí âáøïõìå ìå l ÷ñùìáôá ôïí k äéáóôáôï
÷ùñï Nk ôïôå ìðïñïõìå íá âñïõìå åíá áðåéñï õðïóõíïëï ôùí öõóéêùí
ùóôå ï k äéáóôáôïò õðï÷ùñïò ðïõ ðáñáãåôáé åéíáé ìïíï÷ñùìáôéêïò.Ãéá
ôçí ôåôñéìåíç ðåñéðôùóç ïôáí k = 1 åéíáé åõêïëï íá ôï äïõìå óôéò
ðåñéóóïôåñåò äéáóôáóåéò ç áðáíôçóç äåí åéíáé ôåôñéììåíç. Ðáñáêáôù
ðáñïõóéáæïõìå ôá ðéï óçìáíôéêá èåùñçìáôá êáé ðïñéóìáôá.
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2 1. RAMSEY THEORY

2. Ìïíï÷ñùìáôéêá Óõóôçìáôá

Áðï åäù êáé óôï åîçò èá ãñáöïõìå N ãéá ôï óõíïëï ôùí èåôéêùí
áêåñáéùí {1; 2; : : :}. Ãéá êáèå èåôéêï áêåñáéï n èá ãñáöïõìå [n] =
{1; 2; : : : ; n}. Åðéóçò ãéá êáèå óõíïëï X èá óõìâïëéæïõìå ìå X(r) =
{A ⊂ X : |A| = r}.

Ïñéóìüò 1.1. Åóôù åíá óõíïëï × , ôïôå óáí k−÷ñùìáôéóìï ôïõ
× (r) åííïïõìå ìéá óõíáñôçóç

÷ : X(r) → [k]

Áí õðáñ÷åé M ⊂ X ôåôïéï ùóôå ç ÷|M(r) åéíáé óôáèåñç óõíáñôçóç ôïôå
ôï M ëåãåôáé ìïíï÷ñùìáôéêï.

Èåþñçìá 1.2. Ãéá êáèå 2−÷ñùìáôéóìü ôïõ N(2) õðÜñ÷åé Ýíá Üðåéñï
ìïíï÷ñùìáôéêü óýíïëï M ⊆ N.

Áðïäåéîç. Óôï÷ïò ìáò åéíáé íá âñïõìå åíá õðïóõíïëï M ⊆ N
áðåéñï ôåôïéï ùóôå ôï óõíïëïM (2) íá åéíáé ìïíï÷ñùìáôéêï. Æçìáíôéêü
âÞìá óôçí áðüäåéîç ìáò åßíáé íá èåùñÞóïõìå ôï ðëÞñåò áðåéñï ãñÜöçìá
〈V;E〉 ìå V = N. Ï ÷ñùìáôéóìïò ÷ åéíáé éóïäõíáìïò ìå ôï íá ÷ñùìáôéóïõìå
ôéò ðëåõñåò ôïõ ãñáöçìáôïò ìå äõï ÷ñùìáôá åôóé ùóôå ôï ÷ñùìá ôçò
ðëåõñáò (x; y) íá åéíáé éäéï ìå ôï ÷ñùìá ôïõ ÷ ({x; y}). Äéáëåãïíôáò
áõèáéñåôá åíáí öõóéêü áñéèìü a1 ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá Üðåéñï óýíïëï öõóéêþí
áñéèìþí, Ýóôù ×1 ⊆ N \ {a1}, Ýôóé þóôå üëåò ïé ðëåõñÝò ìå êïñõöÝò ôï
a1 êáé êÜðïéï óôïé÷åßï ôïõ ×1 Ý÷ïõí ôï éäéï ÷ñùìá ðëåõñáò, Ýóôù ôï
÷1. Ôï åðüìåíï âÞìá åßíáé íá äéáëÝîïõìå Ýíá óôïé÷åßï a2 ∈ X1 êáé ìå
ôï éäéï ôñüðï íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá óýíïëï X2 ⊆ X1 \{a2} Ýôóé þóôå
êÜèå ðëåõñÜ ìå êïñõöÝò ôï a2 êáé êÜðïéï óôïé÷åßï ôïõ X2 íá Ý÷ïõí
ôï ßäéï ÷ñþìá, Ýóôù ôï ÷2. Äïõëåýïíôáò åðáãùãéêÜ êáôáóêåõÜæïõìå
äýï áêïëïõèßåò, ôçí {an}n∈N ⊂ N êáé ôçí {÷n}n∈N. Ãéá ôçí {an}n∈N
éó÷õåé ïôé êáèå ðëåõñá ìå êïñõöåò ai; aj ìå i < j å÷åé ÷ñùìá ÷i, äëä
÷ ({ai; aj}) = ÷i Eíù ãéá ôçí {÷n}n∈N éó÷õåé

÷n = 1 ç 2 ∀n ∈ N
¢ñá õðáñ÷åé åíá Ê ⊆ N áðåéñï ôåôïéï ùóôå ç {÷k}k∈K åéíáé óôáèåñç.
áõôï óõíåðáãåôáé ïôé ç õðáêïëïõèéá {ak}k∈K = Ì ⊂ N åéíáé ìïíï÷ñùìáôéêï
óõíïëï. �

Ðüñéóìá 1. Ãéá êáèå k−÷ñùìáôéóìü ôïõ N(2) õðÜñ÷åé Ýíá Üðåéñï
ìïíï÷ñùìáôéêü óýíïëï M ⊆ N.

Áðïäåéîç. Ç áðïäåéîç åéíáé éäéá ìå ôï ðñïçãïõìåíï èåùñçìá. �

ôï åíäéáöåñïí åéíáé ç åöáñìïãç ôùí èåùñçìáôùí Ramsey óå áëëïõò
êëáäïõò ôùí Ìáèçìáôéêùí, åíá ðñùôï ðáñáäåéãìá åéíáé ôï ðáñáêáôù
ðïñéóìá, ôï ïðïéï öõóéêá ìáò åéíáé çäç ãíùóôü áðü ôçí áíÜëõóç.
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Ðüñéóìá 2. ¸óôù × Ýíáò ïëéêÜ äéáôåôáãìÝíïò ÷þñïò, ôüôå êÜèå
áêïëïõèßá {xn}n∈N Ý÷åé ìïíüôïíç áêïëïõèßá.

Áðïäåéîç. ¸óôù ìéá áêïëïõèßá {xn}n∈N ⊆ X üðïõ × Ýíáò ìåñéêÜ
äéáôåôáãìÝíá ÷þñïò ôüôå ìðïñïýìå íá ÷ñùìáôßóïõìå ôï óýíïëï N(2) ùò
åîÞò:

• {k;m} (ìå k < m) £áýîïõóá¤ áí éó÷ýåé üôé xk < xm
• {k;m} (ìå k < m) £öèßíïõóá¤ áí éó÷ýåé üôé xk > xm

áðü ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá ðñïêýðôåé üôé õðÜñ÷åé Ýíá Ì ⊆ N Üðåéñï
Ýôóé þóôå ôïM (2) íá åßíáé ìïíï÷ñùìáôéêü, áõôü Üìåóá óõíåðÜãåôáé üôé
ç õðáêïëïõèßá {xm}m∈M åßíáé åßôå áýîïõóá åßôå öèßíïõóá, äçëáäÞ óå
êÜèå ðåñßðôùóç ìïíüôïíç. �

Èåþñçìá 1.3. Ãéá êÜèå 2−÷ñùìáôéóìü ôïõ N(r), õðÜñ÷åé Ýíá M ⊆
N Ýôóé þóôå ôï óýíïëï Ì (r) åßíáé ìïíï÷ñùìáôéêü.

Áðïäåéîç. H áðüäåéîç èá ãßíåé ìå åðáãùãÞ óôï r. Ãéá r = 1 ç
ðåñßðôùóç åßíáé ôåôñéììÝíç. ÅðáãùãéêÞ õðüèåóç. ¸óôù üôé éó÷ýåé ãéá
r ≥ 1, äçëáäÞ ãéá êÜèå 2−÷ñùìáôéóìü ôïõ N(r) õðÜñ÷åé Ýíá Üðåéñï
M ⊆ N Ýôóé þóôå ôïM (r) åßíáé ìïíï÷ñùìáôéêü. Èá áðïäåéîïõìå üôé ôï
ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ïðïéïäÞðïôå 2−÷ñùìáôéóìü ôïõ N(r+1). ¸óôù Ýíáò
2−÷ñùìáôóìüò ôïõ N(r+1)

÷ : N(r+1) 7→ [2]

êáé Ýíá a1 ∈ N Óôç óõíÝ÷åéá ôçò áðüäåéîçò èá åñãáóôïýìå åðáãùãéêÜ
(üðùò êáé óôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá). Êáôáñ÷Üò èá êáôáóêåõÜóïõìå

Ýíá 2−÷ñùìáôéóìü ÷′ ãéá ôï óýíïëï (N \ {a1})(r) ùò åîÞò:
÷′ (A) = ÷ (A ∪ {a1})

ãéá êÜèå A ∈ (N \ {a1})(r). Ëüãù åðáãùãéêÞò õðüèåóçò õðÜñ÷åé Ýíá
Üðåéñï M1 ⊆ N \ {a1} Ýôóé þóôå ãéá êÜèå A ∈M r

1 éó÷ýåé üôé

÷′ (A) = ÷ (A ∪ {a1}) = ÷1

. Óôï åðüìåíï âÞìá äéáëÝãïõìå Ýíá a2 ∈ M1 êáé êáôáóêåõÜæïõìå
áíôßóôïé÷á Ýíá óýíïëï Ì2⊆M1\{a2 ÷ñùìáôéóìü ÷′′ Ýôóé þóôå ÷′′ (B) =
÷ (B ∪ {a2}). Äïõëåýïíôáò åðáãùãéêÜ áõôï ôï ïðïßï åðéôõã÷Üíïõìå
åßíáé íá êáôáóêåõÜóïõìå äýï áêïëïõèßåò

• ôçí áêïëïõèßá öõóéêþí áñéèìþí {an}n∈N ⊆ N
• êáé ôçí áêïëïõèßá £÷ñùìÜôùí¤ {÷n}n∈N ⊆ N ôÝôïéåò þóôå ãéá
ïðïéáäÞðïôå áêïëïõèßá äåéêôþí i1 < : : : < ir íá éó÷ýåé

÷ ({ai1 ; : : : ; air}) = ÷

�
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Ðüñéóìá 3. ¸óôù m;n ∈ N ôüôå õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå

ãéá êÜèå 2−÷ñùìáôéóìü ôïõ [n](r) õðÜñ÷åé Ýíá ìïíï÷ñùìáôéêü óýíïëï

M ∈ [n](m)

Áðïäåéîç. H áðüäåéîç èá ãßíåé ìå åéá Üôïðï åðáãùãÞ. ¸óôù ïôé
äåí éó÷ýåé ç õðüèåóç ìáò ôüôå èá êáôáóêåõÜóïõìå åíáí 2−÷ñùìáôéóìü
ôïõ N(r) ÷ùñßò åíám−÷ñùìáôéêü óýíïëï, ôï ïðïßï Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç
ìå ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá. Ç êáôáóêåõÞ Ý÷åé þò åîÞò: Ãéá êÜèå

n ≥ r Ý÷ïõìå Ýíá ÷ñùìáôéóìü ÷n [n](r) 7→ [2] ÷ùñßò ìïíï÷ñùìáôéêü

m−óýíïëï. ÅðåéäÞ ôï [r](r) åéíáé ðåðåñáóìÝíï õðÜñ÷ïõí ðåðåñáóìÝíïé

ôï ðëÞèïò ôñüðïé ãéá íá ÷ñùìáôßóïõìå ôï [r](r) Üñá êáé Üðåéñïõò ôï

ðëÞèïò ôñüðïé þóôå ïé ðåñéïñéóìïß ÷r| [r](r) ; ÷r+1| [r](r) ; ÷r+2|; : : : íá ôáõôßæïíôáé,
Ýóôù ÷i| [r](r) = dr ãéá üëá ôá i ðïõ áíÞêïõí óôï Á1, ôï ïðïßï åßíáé

áðåéñïóýíïëï êáé dr åßíáé êÜðïéïò ÷ñùìáôéóìüò ôïõ [r](r). ÁíÜìåóá óôá

÷i ìå i ∈ A1 èá õðÜñ÷ïõí Üðåéñá ôá ïðïßá èá ôáõôßæïíôáé óôï [r + 1](r),

Ýóôù ÷i [r + 1](r) = dr+1 ãéá êÜèå i ∈ A2 ìå dr+1 : [r + 1](r) → 2 êáé
A2 ⊂ A1 Üðåéñï. Äïõëåüíôáò åðáãùãéêÜ êáôáóêåõÜæïõìå ÷ñùìáôéóìïõò

dn [n](r) → 2 ãéá n = r; r + 1; : : : Ýôóé þóôå:

(1) êáíÝíáò dn äåí Ý÷åé ìïíï÷ñùìáôéêüm−óýíïëï ìéáò êáé õðÜñ÷åé
k ôÝôïéï þóôå dn = ÷k| [n](r)

(2) ãéá êÜèå n éó÷ýåé dn+1| [n](r) = dn

Üñá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôïí ÷ñùìáôéóìü ÷ : Nr → [2] ìå ÷(A) =
dn(A) ãéá êÜèå n ≥ maxA: Ï ÷ñùìáôéóìüò áõôüò ðïõ ìüëéò ïñßóáìå
åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíïò ëüôù ôïõ (ii) êáé äåí õðÜñ÷åé ìïíï÷ñùìáôéêü
m−óýíïëï ëüãù ôïõ (i). TÝôïéïò üìùò ÷ñùìáôéóìüò äåí ìðïñåé íá
õðÜñ÷åéï ãéáôß Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå ôï èåþñçáì (2). �

ÐáñáôÞñçóç. H ðñïçãïýìåç áðüäåéîç åßíáé ìéá áðüäåéîç óõìðÜãåéáò
ìéáò êáé áõôü ðïõ áðïäåéîáìå åßíáé üôé ï ôïðïëïãéêüò ÷þñïò {0; 1}N ìå
ôçí ôïðïëïãßá ãéíüìåíï, ç ïðïßá åðÜãåôáé áðü ôçí ìåôñéêÞ d(f; g) =

1

min {n : f(n) 6= g(n)}

Èåþñçìá 1.4. Ôhe Canonical Ramsey Theorem Ãéá êÜèå ÷ñùáôéóìü
ôïõ N(2) ìå Ýíá áõèáßñåôï óýíïëï £÷ñùìÜôùí¤, õðÜñ÷åé Ýíá Üðåéñï
óýíïëï Ì ôÝôïéï þóôå:

(1) o ÷ñùìáôéóìüò ÷ åßíáé óôáèåñüò óôï M (2), åßôå
(2) ï ÷ñùìáôéóìüò ÷ åßíáé 1− 1 óôï Ì (2), åßôå
(3) ÷(ij) = ÷(kl) áí êáé ìïíï áí i = k, ãéá êÜèå i; j; k; l ∈ M ìå

i < j êáé k < l åßôå
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(4) ÷(ij) = ÷(kl) áí êáé ìïíï áí j = l, ãéá êÜèå i; j; k; l ∈ M ìå
i < j êáé k < l åßôå

Áðïäåéîç. Êáôáñ÷Üò üôáí èá ãñÜöïõìå ijkl åííïïýìå ôï óýíïëï
{i; j; k; l} ìå i < j < k < l. Óôç óõíÝ÷åéá êáôáêåõÜæïõìå Ýíáí
2−÷ñùìáôéóìü, ìå £÷ñþìáôá¤ ÍÁÉ êáé Ï×É ãéá ôï N(4) Ýôóé þóôå ôï
óýíïëï ijkl íá åðåéêïíßæåôáé óôï ÍÁÉ áí ÷(ij) = ÷(kl) êáé óôï Ï×É áí
÷(ij) 6= ÷(kl). Áðü ôï Èåþñçìá Ramsey ãéá r = 4 Ý÷ïõåì üôé õðÜñ÷åé
Ýíá Üðåéñï óýíïëï Ì ôï ïðïßï åßíáé ìïíï÷ñùìáôéêü. Áí ôï Ì åßíáé
ìïíï÷ñùìáôéêï ìå ÷ñþìá ôï ÍÁÉ ôüôå ôï Ì åßíáé êáé ìïíï÷ñùìáôéêü
ãéá ôïí ÷ñùìáôéóìü ÷. Áõôü ãéáôß ãéá ïðïéáäÞðïôå ij êáé kl ðïõ áíÞêïõí
óôï Ì (2) áí äéáëÝîïõìå ïðïéáäÞðïôå m < n ∈M ìå m > i; j; k; l ôüôå
÷(ij) = ÷(mn) = ÷(kl) Üñá éó÷ýåé ç ðñüôáóç (i). Áí õðïèÝóïõìå ôþñá
üôé ôï Ì åßíáé ìïíï÷ñùìáôéêü óýíïëï ìå ÷ñþìá ôï Ï×É ôüôå �

ÐáñáôÞñçóç. Ôï èåùñçìá áõôü óõíåðÜãåôáé ôï Èåþñçìá 1 ìéáò
áí ôï óýíïëï ôùí ÷ñùìÜôùí åßíáé ðåðåñáóìÝíï ïé ðåñéðôþóåéò (ii),(iii),
êáé (iv) åßíáé áäýíáôåò.

2.1. Ôï èåþñçìá Van der Waerden. Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá
áó÷ïëçèïýìå ìå ôï èåþñçìá ôïõ Van der Waerden êáé ôéò ãåíéêåýóåéò
ôïõ. Åßíáé ìéá åéóáãùãÞ ãéá ôï ðùò ç áðåéñç óõíäõáóôéêÞ £ìéëáÝé¤
ãéá ôéò ïìïèåóßåò êáé êáôåðÝêôáóç ðùò ìðïñåé íá óõíäåèåß ìå Üëëïõò
êëÜäïõò ôùí Ìáèçìáôéêþí üðùò ç ÁíáëõôéêÞ èåùñßá áñéèìþí áëëÜ êáé
ç ìåëÝôç ãåùìåôñéêþí éäéïôÞôùí äéáíõóìáôéêþí ÷þñùí üðùò ï R2 êáé
R3. Áõôü ôï ïðïßï èá äåéîïõìå åßíáé ôï åîÞò:

Ãéá êÜèå 2−÷ñùìáôéóìü ôùí öõóéêþí áñéèìþí N êáé ãéá êÜèå
m ∈ N õðÜñ÷åé ìéá ìïíï÷ñùìáôéêÞ áñéèìçôéêÞ áêïëïõèßá ìÞêïõò
m, äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí á; á + ë; : : : ; á + (m− 1)ë ∈ N ç ïðïßá åßíáé
ìïíï÷ñùìáôéêÞ.

ôï ïðïßï èá äåßîïõìå üôé åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï ðáñáêÜôù:

Ãéá êÜèå m ∈ N õðÜñ÷åé Ýíá n ∈ N ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå
2−÷ñùìáôéóìü ôïõ [n] õðÜñ÷åé ìéá ìïíï÷ñùìáôéêÞ áñéèìçôéêÞ
áêïëïõèßá ìÞêïõò m.

ÐáñáôÞñçóç. Ç éóïäõíáìßá ôùí äýï ðñïôÜóåùí äåí ðñÝðåé íá ìáò
åêðëÞóåé ìéáò êáé áðü ôçí ðñþôç ìðïñïýåì áí áðïäåéîïõìå ôçí äåýôåñç
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá Þäç ãíùóôÜ ìáò åðé÷åéñÞìáôá óõìðÜãåéáò.

Óôçí áðüäåéîç ðïõ èá äþóïõìå ðáñáêÜôù èá åöáñìüóïõìå ôçí åîÞò
éäÝá:
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Ãåíéêåýïíôáò èá áðïäåéîïõìå üôé ãéá êÜèå m; k ∈ N õðÜñ÷åé Ýíáò
öõóéêüò áñéèìüò n ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå k−÷ñùìáôéóìü ôïõ [n]
õðÜñ÷åé ìéá ìïíï÷ñùìáôéêÞ áñéèìçôéêÞ áêïëïõèßá ìÞêïõò m. Èá
ãñÜöïõìåW (m; k) ãéá ôïí åëÜ÷éóôï öõóéêü áñéìèü n, áí õðÜñ÷åé,
ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé ç ðñüôáóç.

Ìéá áêüìá éäåÜ ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åßíáé ç ðáñáêáôù:

Aí ìå Á1; Á2; : : : ; Ar óõìâïëßóïõìå ìéá áêïëïõèßá
áñéèìçôéêþí ðñïüäùí ìÞêïõò l, Ýóôù Ái =
{ai; ai + di; ai + 2di; : : : ; ai + (l − 1)di}. Èá ëÝìå üôé ïé
áñéèìçéôêÝò ðñüïäïé Á1; Á2; : : : ; Ar Ý÷ïõí åóôßá ôïí áñéèìü
m áí êáé ìïíï áí éó÷ýåé üôé ai + ldi ãéá êÜèå i. ¸íá ðáñÜäåéãìá,
ïé áñéèìçôéêÝò ðñüïäïé {2; 5} êáé {4; 6} Ý÷ïõí åóôßá ôï 6.

Ðñüôáóç 1.5. ¸óôù k ∈ N ôüôå ãéá êÜèå r ≤ k ∈ N õðÜñ÷åé
n ∈ N ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå k−÷ñùìáôéóìü ôïõ [n] åßôå õðÜñ÷åé ìéá
ìïíï÷ñùìáôéêÞ áñéèìçôéêÞ ðñüïäïò ìÞêïõò 3 åßôå õðÜñ÷ïõí r ôï ðëÞèïò
áñéèìçôéêÝò ðñüïäïé ìÞêïõò 2 ðïõ Ý÷ïõí ßäéá åóôßá.

Áðïäåéîç. Ç áðüäåéîç èá ãßíåé ìå åðáãùãÞ óôï r.

• Ãéá r = 1 ç áðüäåéîç åßíáé áñêåôÜ åýêïëç ãéáôß ìðïñïýìå íá
èÝóïõìå n = k + 1 êáé áðü ôçí áñ÷Þ ôïõ ðåñéóôåñþíá èá
õðÜñ÷ïõí ôïõëÜ÷éóôïí äýï óôïé÷åßá ìå ôï ßäéï ÷ñþìá Üñá êáé
ìéá r = 1 áñéèìçôéêÞ ðñüïäïò ìÞêïõò 2.
• Ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç ìáò ëÝåé üôé ãéá r − 1 ≥ 1 õðÜñ÷åé Ýíáò
öõóéêüò n ∈ N ôÝôïéïò þóôå íá éó÷ýåé ç õðüèåóç ìáò. Èá
áðïäåßîïõìå üôé ãéá ôïí r ï öõóéêüò áõôüò åßíáé ï (k2n + 1) 2n.
Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå Ýíáí k−÷ñùìáôéóìü ôïõ óõíüëïõ
[(k2n + 1) 2n] o ïðïßïò äåí ðåñéÝ÷åé ìéá áñéèìçôéêÞ ðñüïäï ìÞêïõò
3. Ôüôå èá äéáìåñßóïõìå ôï óýíïëï [(k2n + 1) 2n] óå k2n + 1
õðïóýíïëá ìÞêïõò 2n ôï êáèÝíá, Ýóôù ëïéðüí Âi = [2n(i− 1) + 1; 2ni]
ãéá i = 1; : : : ; k2n + 1. Óå êÜèå õðïóýíïëï ôçò äéáìÝñéóçò
õðÜñ÷ïõí r− áñéèìçôéêÝò ðñüïäïé ìÞêïõò 2 ìå ÷ñùìáôéêÞ åóôßá,
ëüãù ôçò åðéëïãÞò ôïõ n êáé ç ÷ñùìáôéêÞ åóôßá êáé áõôü
ãéáôß êÜèå õðïóýíïëï ôçò äéáìÝñéóçò Ý÷åé ìÞêïò (ðëçèéêüôçôá)
2n. EðåéäÞ êÜèå Bi Ý÷åé 2n óôïé÷åßá õðÜñ÷ïõí k2n äõíáôïß
k−÷ñùìáôéóìïß êáé åðåéäÞ ç äéáìÝñéóç Ý÷åé k2n + 1 õðïóýíïëá
óõíåðÜãåôáé üôé õðÜñ÷ïõí äýï õðïóýíïëá ôçò äéáìÝñéóçò, Ýóôù
Bs êáé Bs+t ôá ïðïßá èá Ý÷ïõí ôïí ßäéï ÷ñùìáôéóìü. ÅðåéäÞ
ôï Âs ðåñéÝ÷åé r − 1 ôï ðëÞèïò áñéèìçôéêÝò ðñïüäïõò ìÞêïõò,
Ýóôù {ai; ai + di}; i ∈ {1; : : : ; r − 1} ìå ÷ñùìáôéêÞ åóôßá f
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óõíåðÜãåôáé üôé ôï óýíïëï Bs+t, ðïõ åßíáé ìåôáöïñÜ ôïõ Bs

êáôá 2nt, èá Ý÷åé (ôïõëÜ÷éóôïí) ôéò åîÞò r − 1 ôï ðëÞèïò
áñéèìçôéêÝò ðñüïäïé {ai +2nt; ai +di +2nt}; i ∈ {1; : : : ; r−1}
ìå ÷ñùìáôéêÞ åóôßá f + 2nt ìå ôïí ÷ñùìáôéóìü íá ðáñáìÝíåé
áíáëëïßùôïò áðü ôçí ìåôáöïñÜ. Ç ðáñáôÞñçóç áõôÞ óõíåðÜãåôáß
üôé ïé áñéèìçôéêÝò ðñüïäïé {ai; ai+di}+2nt; i ∈ {1; : : : ; r−1}
Ý÷ïõí ÷ñùìáôéêÞ åóôßá f + 4nt, ôçí ßäéá ÷ñùìáôéêÞ åóôßá ìå
ôçí áñéèìçôéêÞ ðñüïäï {f; f + 2nt}. Áñá Ý÷ïõìå r ôï ðëÞèïò
áñéèìçôéêÝò ðñïüäïõò ìÞêïõò 2 ìå ôçí ßäéá ÷ñùìáôéêÞ åóôßá.

�

ÐáñáôÞñçóç. óôçí âéâëéïãñáößá ç éäÝá ôïõ íá âñïýìå ôï ðëçèïò
ôùí ôüðùí ...

ÐáñáôÞñçóç. H ðñïçãïýìåíç áðüäåéîç ìáò äßíåé Ýíá Üíù öñÜãìá

ãéá ôï W (3; k) ≤ kk
k
:
:
:
k
4k
 (k − 1).

Ðüñéóìá 4. ¸óôù k ∈ N, ôüôå õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéïò þóôå
üðïôå ôï [n] ÷ñùìáôßæåôáé ìå k ÷ñþìáôá, õðÜñ÷åé ìéá ìïíï÷ñùìáôéêÞ
áñéèìçôéêÞ ðñüïäïò ìÞêïõò 3.

Áðïäåéîç. Ç áðüäåéîç åßíáé Üìåóï óõìðÝñáóìá ôïõ ðñïçãïýìåíï
èåùñÞìáôïò, áñêåß íá èÝóïõìå r = k, ôüôå áíåîÜñôçôá áðü ôï ÷ñþìá
ôçò ÷ñùìáôéêÞò åóôßáò õðÜñ÷åé ìéá áñéèìçôéêÞ ðñüïäïò ìÞêïõò 3. �

Èåþñçìá 1.6. ¸óôù m; k ∈ N ôüôå õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå ãéá
ïðïéïäÞðïôå k−÷ñùìáôéóìü ôïõ [n] õðÜñ÷åé ìïíï÷ñùìáôéêÞ áêïëïõèëéá
ìÞêïõò m

Áðïäåéîç. Ç áðüäåéîç èá ãßíåé ìå åðáãùãÞ óôï m. Ãéá m = 1
Ý÷ïõìå ôåôñéììÝíç ðåñßðôùóç. Ç åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç åßíáé üôé ãéá
m − 1 ≥ 1 éó÷ýåé ç õðüèåóç êáé Ýóôù n = W (m − 1; k). Ãéá íá
óõíå÷ßóïõìå ôçí áðüäåéîç ìáò èá áðïäåéîïõìå ôï åîÞò ëÞììá:

¸óôù k ∈ N ôüôå ãéá êÜèå r ≤ k ∈ N õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéïò þóôå ãéá
êÜèå k−÷ñùìáôéóìü ôïõ [n] åßôå õðÜñ÷åé ìéá ìïíï÷ñùìáôéêÞ

áñéèìçôéêÞ ðñüïäïò ìÞêïõò m åßôå õðÜñ÷ïõí r ôï ðëÞèïò áñéèìçôéêÝò
ðñüïäïé ìÞêïõò m− 1 ðïõ Ý÷ïõí ßäéá åóôßá.

Áí áðïäåéîïõìå ôï ëÞììá áõôï, üðùò êáé ðñéí ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò
åßíáé Üìåóç óõíåðåéá ôïõ, áñêåß íá èëåóïõìå r = k. ðüäåéîç èá ãßíåé ìå
åðáãùãÞ óôï r.

• Ãéá r = 1 ç áðüäåéîç åßíáé áñêåôÜ åýêïëç ãéáôß ìðïñïýìå íá
èÝóïõìå n = W (m− 1; k) ê
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• Ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç ìáò ëÝåé üôé ãéá r − 1 ≥ 1 õðÜñ÷åé Ýíáò
öõóéêüò n ∈ N ôÝôïéïò þóôå íá éó÷ýåé ç õðüèåóç ìáò. Èá
áðïäåßîïõìå üôé ãéá ôïí r ï öõóéêüò áõôüò åßíáé ïW (m− 1; k2n) 2n.
Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå Ýíáí k−÷ñùìáôéóìü ôïõ óõíüëïõ
[W (m− 1; k2n) 2n] o ïðïßïò äåí ðåñéÝ÷åé ìéá áñéèìçôéêÞ ðñüïäï
ìÞêïõòm. Ôüôå èá äéáìåñßóïõìå ôï óýíïëï [W (m− 1; k2n) 2n]
óåW (m− 1; k2n) õðïóýíïëá ìÞêïõò 2n ôï êáèÝíá, Ýóôù ëïéðüí
Âi = [2n(i− 1) + 1; 2ni] ãéá i = 1; : : : ;W (m− 1; k2n). Aðü
ôïí ïñéóìü ôïõ W (m− 1; k2n) ìðïñïýìå íá âñïýìå m − 1 ôï
ðëÞèïò õðïóýíïëá ôçò äéáìÝñéóçò, ÝóôùBs; Bs+t; : : : ; Bs+(m−2)t
(ôá ïðïßá üðùò êáé ðñßí üëá åßíáé ìåôáöïñÝò ôïõ ðñþôïõ êáôá
kt) ìå ôï ßäéï ÷ñùìáôóìü. Ôï åðüåìíï âÞìá åßíáé íá ðáñáôçñÞóïõìå
üôé ôï Bs ðåñéÝ÷åé r−1 ôï ðëÞèïò áñéèìçôéêÝò ðñïüäïõò ìÞêïõò
m−1, ÝóôùA1; : : : ; Ar−1 ìåÁi = {ai; ai+di; : : : ; ai+(m−2)di},
oé ïðïßåò Ý÷ïõí ôçí ßäéá ÷ñùìáôéêÞ åóôßá, Ýóôù f , ç ïðïßá
áíÞêåé êáé áõôÞ óôï Bs.¼ðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç áðüäåéîç
êáôáóêåõÜæïõìå r − 1 ôï ðëÞèïò áñéèìçôéêÝò ðñïüäïõò, ôéò
A′i = {ai; ai + (di + 2nt); : : : ; ai + (m− 2)di} ãéá 1 ≤ r ≤ r− 1
Ýôóé þóôå êÜèå A′i íá Ý÷åé ÷ñùìáôéêÞ åóôßá f + (m − 1)2nt.
TÝëïò êáôáóêåõÜæïõìå ôçí ìïíï÷ñùìáôéêÞ áñéèìçôéêÞ ðñüïäï
{f; f + 2nt; : : : ; f + (m− 2)2nt} ìå ÷ñùìáôéêÞ åóôßá f + (m−
1)2nt.

�

Áò äïýìå êÜðïéÝò

Ïñéóìüò 1.2. Oñßæïõìå óáí Ackermann éåñáñ÷ßá (hierarchy) ôçí
áêïëïõèßá óõíáñôÞóåùí {fn}n∈N ìå fn : N→ N ùò åîÞò:

f1(x) = 2x

fn+1(x) = f
(x)
n (1) ãéá n ≥ 1

Áðü ôïí ïñéóìü ðñïêýðôåé üôé

f2(x) = 2x

f3(x) = 22:
:
:
2
}
x

f4(1) = 2

f4(2) = 22

f4(3) = 222
2

; êïê

H áðüäåéîç ðïõ êÜíáìå ìå ôçí äéðëÞ åðáãùãÞ äåßîáìå ðõóéáóôéêÜ üôé ïé
áñéèìïß W (m; k) (óõíáñôÞóåéò äýï ìåôáâëçôþí) áõîÜíïõí ðéï ãñÞãïñá
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óå ó÷Ýóç ìå ôçí óõíÜñôçóç fn. Áðü ôá ðéï ðñüóöáôá áðïôåëÝóìáô åßíáé
ôá ðáñáêÜôù ôñßá öñáãìáôá:

(1) W (m; k) ≤ f4(m; k)

(2) W (m; 2) = W (2) ≤ 222
22

22
m

êáé

(3) W (m; 2) = W (m) ≥ 2m

8m

Ðüñéóìá 5. Ãéá êÜèå k−÷ñùìáôéóìü ôùí öõóéêþí N õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí
Ýíá ÷ñþìá ôï ïðïßï ðåñéÝ÷åé ìéá áõèáßñåôá ìåãÜëç áñéèìèçôéêÞ ðñüïäï

ÐáñáôÞñçóç. Ôï ð´ñïçãïýìåíï ðüñéóìá äåí ìáò åããõÜôáé üôé ç
áñéèìçôéêÞ ðñüïäïò åßíáé Üðåéñç. Áí ÷ñùìáôßóïõìå ôïõò öõóéêïýò þò
åîÞò:

• To 1 ôï ÷ñùìáôéæïõìå ìå ôï 1
• Ôá 2; 3 ôá ÷ñùìáôéæïõìå ìå ôï 2
• Ôá 4; 5; 6 ôá ÷ñùìáôßæïõìå ìå ôï 3 ê.ï.

äïõëåõïíôáò áíáäñïìéáêá êáôáóêåõáæóáìå åíáí ÷ñùìáôéóìï ôùí öõóéêùí
Ýôóé þóôå ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá áñéèìçôéêÞ ðñüïäï ìå ìÞêïò n ãéá
êÜèå n ∈ N áëëÜ êáìßá äåí Ý÷åé Üðåéñï ìÞêïò.

Èåþñçìá 1.7. ¸óôù m; k ∈ N ôüôå ãéá êÜèå k−÷ñùìáôéóìü ôùí
öõóéêþí õðÜñ÷åé ìéá áñéèìçôéêÞ ðñüïäïò ìÞêïõò m ôÝôïéá þóôå ìáæß
ìå ôïí ëüãï ôçò åßíáé ìïíï÷ñùìáôéêÞ.

Áðïäåéîç. Ôï èåþñçìá ìáò ëÝåé üôé ãéá üôå ãéá êÜèå k−÷ñùìáôéóìü
ôùí öõóéêþí õðÜñ÷åé ìéá áñéèìçôéêÞ ðñüïäïò ìÞêïõò m, Ýóôù {a; a +
d; : : : ; a + (m − 1)d}, ôï óýíïëï {a; a + d; : : : ; a + (m − 1)d; d} åßíáé
ìïíï÷ñùìáôéêü. Ç áðüäåéîç èá ãßíåé ìå åðáãùãÞ óôï ðëÞèïò ôùí
÷ñùìáôùí k.

• Ãéá k = 1 ç ðåñßðôùóç åßíáé ôåôñéììÝíç.
• ¸óôù üôé ãéá k − 1 ≥ 1 éó÷ýåé ç åðáãùãéêÞ õðüèåóç, ìÜëéóôá
áðü ôï èåþñçìá Van den Waerden ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå
öõóéêüò n ôÝôïéïò þóôå ãéá k−1−÷ñùìáôéóìü ôïõ [n] õðÜñ÷åé
ìéá áñéèìçôéêÞ ðñïïäïò ðïõ ìáæß ìå ôï ëüãï ôçò åßíáé Ýíá
ìïíï÷ñùìáôéêü óýíïëï ðëçèéêüôçôáò n. Èá áðïäåéîïõìå üôé ï
öõóéêüò W (n(m− 1) + 1; k) éêáíïðïéåß ôçí õðüèåóç ìáò ãéá
k. ¸óôù Ýíáò k−÷ñùìáôéóìüò ôïõ [W (n(m− 1) + 1; k)] ôüôå
õðÜñ÷åé ìéá ìïíï÷ñùìáôéêÞ áñéèìçôéêÞ ðñüïäïò ìÞêïò n(m−
1) + 1, Ýóôù {a; a + d; : : : ; a + n(m − 1)d}. Ôüôå Ý÷ïõìå äýï
ðåñéðôþóåéò:
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{ Áí Ýíáò áðü ôïõò d; 2; d; : : : ; nd Ý÷ïõí ôï ßäéï ÷ñþìá ìå
ôçí áñéèìçôéêÞ ðñüïäï Ý÷ïõåì ôï æçôïýìåíï.

{ Óå äéáöïôåñéêÞ ðåñßðôùóç ç áñéèìçôéêÞ ðñüïäïò {d; 2d; : : : ; nd}
Ý÷åé ìÞêïò n êáé åßíáé k − 1−÷ñùìáôßóéìç

�

Ðüñéóìá 6. Ãéá êÜèå ÷ñùìáôéóìü ôùí öõóéêþí ìå k ÷ñþìáôá õðÜñ÷åé
x; y ∈ N ôÝôïéïé þóôå ôï óýíïëï x; y; x + y åßíáé ìïíï÷ñùìáôéêü

Áðïäåéîç. Ç áðüäåéîç åßíáé Üìåóï ðüñéóìá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìáôïò
ãéá m = 2. ¼ìùò ìðïñïýìå íá äþóïõìå êáé ìéá åíáëëáêôéêÞ áðüäåéêç
÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï èåþñçáì ôïõ Ramsey. ¸óôù åíáò k−÷ñùìáôéóìüò
ôùí öõóéêþí ôüôå ìðïñïýìå íá åðÜãïõìå ôïí åîÞò k−÷ñùìáôéóìü ôïõ
[n]2 ùò åîÞò:

(4) ÷′(ij) = ÷ (|i− j|)
Áðü ôï èåþñçìá Ramsey õðÜñ÷åé Ýíá ìïíï÷ñùìáôéêü ôñßãùíï, äçëáäÞ
õðÜñ÷ïõí á < â < ã ∈ N ôÝôïéïé þóôå

÷′(áâ) = ÷′(âã) = ÷′(áã)

Üñá
÷(â − á) = ÷(ã − á) = ÷(ã − â)

áñêåß íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé

(â − á) + (ã − â) = (ã − á)

êáé èÝôïíôáò x = â − á êáé y = ã − â Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï. �

3. Ôï èåþñçìá Hales-Jewett

To åðüìåíï óçìáíôéêü èåþñçìá ôçò Üðåéñçò óõíäõáóôéêÞò åéíáé ôï
èÝùñçìá ôùí Hales êáé Jewett

Ïñéóìüò 1.3. ¸óôù × Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï (áëöÜâçôï)êáé
ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï Xn, ôï ïðïßï åêöñÜæåé ôï óýíïëï üëùí ôùí
óõíáñôÞóåùí áðü ôï [n] óôï × . ¸íá óýíïëï L = {fy : y ∈ X} ⊂ Xn ìå
|L| = |X| ëÝãåôáé óõíäõáóôéêÞ ãñáììÞ áí õðÜñ÷åé Ýíá ìç êåíü É ⊂ [n]
êáé ìéá óõíÜñôçóç g : [n] \ I → X Ýôóé þóôå ãéá êÜèå y ∈ X íá éó÷ýåé:

(1) fy(i) = g(i) ãéá êÜèå i ∈ [n] \ I
(2) fy(i) = y ãéá êÜèå i ∈ I

ÐáñÜäåéãìá 1.1. Ãéá × = [3] Ý÷ïõìå üôé ïé ãñáììÝò ôïõ [3]2 åßíáé

• {(1; 1); (2; 1); (3; 1)},{(1; 2); (2; 2); (3; 2)} êáé {(1; 3); (2; 3); (3; 3)}
ãéá É = {2}
• {(1; 1); (1; 2); (1; 3)},{(2; 1); (2; 2); (2; 3)} êáé {(3; 1); (3; 2); (3; 3)}
ãéá É = {1}
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• {(1; 1); (2; 2); (3; 3)} ãéá É = {1; 2}

ÐáñÜäåéãìá 1.2. Áí F = GF (p) óþìá ãéá êÜðïéïí p ðñþôï, åßíáé
áñêåôÜ åýêïëï íá äïýìå üôé ôï óýíïëï ôùí óõíäõáóôéêþí ãñáììùí
ôïõ Fn åßíáé õðïóýíïëï ôùí ãñáììþí ôïõ Fn.Åðßóçò ôï óýíïëï ôùí
óõíäõáóôéêþí ãñáììþí ôïõ Fn åßíáé

(p + 1)n − pn

¼ìùò ï áñéèìüò ôùí ãñáììþí ôïõ Fn åßíáé

(5)

(
pn

2

)(
p
2

) =
pn−1 (pn − 1)

p− 1
> pn−2 (pn − 1) > (p + 1)n

ãéá êÜèå n ≥ 5 êáé |F| = p ≥ 2

Èåþñçìá 1.8. ¸óôù m; k ∈ N ôüôå õðÜñ÷åé n ∈ N ôÝôïéï þóôå ãéá
êÜèå k−÷ñùìáôéóìü ôïõ [m]n õðÜñ÷åé ìéá ìïíï÷ñùìáôéêÞ óõíäõáóôéêÞ
ãñáììÞ.

ÐáñáôÞñçóç. Áí L åßíáé ìéá óõíäõáóôéêÞ ãñáììÞ ôïõ [m]n ôüôå
ìå L− êáé L+ èá óõìâïëßæïõìå ôï £ðñþôï¤ êáé ôï £ôåëåõôáßï¤ óçìåßï
ôçò ãñáììÞò. Ç äéÜôáîç ðïõ äßíïõìå óôï [m]n ïñßæåôáé ùò åîÞò:
¸óôù x = (x1; : : : ; xn); y = (y1; : : : ; yn) ∈ [m]n ôüôå

x ≤ y ⇔ xi ≤ yi ∀i

Åðßóçò áí L1; : : : ; Lk åßíáé óõíäõáóôéêÝò ãñáììÝò ôüôå ëÝìå üôé Ý÷ïõí
åóôßá ôçí f áí ãéá êÜèå i éó÷ýåé L+

i = f , êáé óáí åðÝêôáóç áõôïý ëÝìå
üôé ïé óõíäõáóôéêÝò ãñáììÝò Ý÷ïõí ÷ñùìáôéêÞ åóôßá áí êÜèå Li−

{
L+
i

}
åßíáé ìïíï÷ñùìáôéêÞ áëëÜ ü÷é ìå ôï ßäéï ÷ñþìá áíá äýï.

ÐáñáôÞñçóç. Èá óõìâïëßæïõìå ôïí åëÜ÷éóôï öõóéêü áñéèìü n ðïõ
éêáíïðïéåß ôçí õðüèåóç ôïõ èåùñÞìáôïò ìå HJ(m; k).

Áðïäåéîç. Ç áðüäåéîç èá ãßíåé ìå åðáãùãÞ óôï m.

• Ãéá m = 1 Ý÷ïõìå ôåôñéììÝíç ðåñßðôùóç
• ¸óôù üôé éó÷ýåé ãéá m − 1 ≥ 1 ìå nm−1 = HJ(m − 1; k) èá
åñãáóôïýìå ðáñüìïéá ìå ôéò ðñïçãïýìåíåò áðïäåéîåéò êáé èá
äåßîïõìå ôï åîÞò ëÞììá
Ãéá êÜèå r ≤ r õðÜñ÷åé n ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå k−÷ñùìáôéóìü
ôïõ [m]n åßôå èá õðÜñ÷åé ìéá ìïíï÷ñùìáôéêÞ óõíäõáóôéêÞ ãñáììÞ
åßôå r ôï ðëÞèïò óõíäõáóôéêÝò ãñáììÝò ìå ÷ñùìáôéêÞ åóôßá.
Ãéá íá áðïäåéîïõìå ôï ëÞììá èá åñãáóôïýìå ìå åðáãùãÞ óôï
r.
{ Ãéá r = 1 áñêåß íá åðéëÝîïõìå n = HJ(m− 1; k).
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{ ¸óôù r ≥ 1Ýôóé þóôå íá éó÷ýåé ç õðüèåóç ôüôå èá äåéîïõìå
üôé ãéá r + 1 ï êáôÜëëçëïò öõóéêüò åßíáé ï n + n′ ìå
n′ = HJ(m − 1; km

n

. ¸óôù Ýíáò k−÷ñùìáôéóìüò ôïõ
[m]n+n

′
= [m]n×[m]n

′
÷ùñßò êáìßá ìïíï÷ñùìáôéêÞ óõíäõáóôéêÞ

ãñáììÞ. Ôüôå õðÜñ÷ïõí km
n

ôñüðïé íá ÷ñùìáôßóïõìå ôï
[m]n, Ýôóé ëüãù ôçò åðéëïãÞò ôïõ n′ Ý÷ïõìå ìéá óõíäõáóôéêÞ
ãñáììÞ L, ìå L ∈ [m]n

′
Ýôóé þóôå ãéá êÜèå a ∈ [m]n êáé

ãéá êÜèå b; b′ ∈ L − {L+} Ý÷ïõìå üôé ÷(a; b) = ÷(a; b′) =
÷′(a). Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ n õðÜñ÷ïõí r ôï ðëÞèïò ìïíï÷ñùìáôéêÝò,
ìå äéáöïñåôéêü ÷ñþìá áíá äõï, óõíäõáóôéêÝò ãñáììÝò ìå
÷ñùììáôéêÞ åóôßá f ãéá ôïí ÷ñùìáôéóìü ÷′. ¸óôù L1; : : : ; Lr

êáé×1; : : : ; Xr .... áíôßóôïé÷á. ÈÝôïíôáò L
′
i ôç óõíäõáóôéêÞ

ãñáììÞ ðïõ ðåñíÜ áðü ôï óçìåßï (L−i ; L
−) ìå ... ×i ∪ X

ãéá 1 ≤ i ≤ r, ôüôå ïé ãñáììÝò L′1; : : : ; L
′
r Ý÷ïõí ôçí ßäéá

÷ñùììáôéêÞ åóôßá, ôçí (f; L+). Áñêåß íá ðáñáôçñÞóïõìå
üôé ç ãñáììÞ ðïõ ðåñíá áðü ôï óçìåßï (f; L−) ìå ... ìáò
äßíåé r + 1 ôï ðëÞèïò color-focusses ãñáììÝò.

�

Ðüñéóìá 7. Ôï èåþñçìá Van Der Waerden

Áðïäåéîç. Ôï èåþñçìá Hakes êáé Jewett Ý÷åé óáí ðüñéóìá ôï
èåþñçìá Van der Waerden. ¸óôù åíáò k−÷ñùìáôéóìüò ôùí öõóéêþí
áñéèìþí, ôüôå áõôüò åðÜãåé öõóéêÜ Ýíáí k−÷ñùìáôéóìü ôïõ [m]n �

3.1. Ôï èåþñçìá Gallai. ¸óôù S ⊆ Nd ðåðåñáóìÝíï óýíïëï.
Ìéá ïìïéïèåóßá ôïõ S åßíáé ïðïéïäÞðïôå óýíïëï ôçò ìïñöÞò á + ëS ìå
a ∈ Nd êáé � ∈ N.

Èåþñçìá 1.9. Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï óýíïëï S ⊆ Nd êáé êÜèå
k−÷ñùìáôéóìü ôïõ Nd õðÜñ÷åé ìéá ìïíï÷ñùìáôéêÞ ïìïéèåóßá ôïõ óõíüëïõ
S.

Áðïäåéîç. ¸óôù ôï óýíïëï S = {s1; : : : ; sm} êáé ÷ Ýíáò k−÷ñùìáôéóìüò
ôïõ Nd. Ôüôå ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå Ýíá ÷ñùìáôéóìü óôï [m]n ùò åîçò:

(6) ÷′(~x) = ÷

(∑
i

S(xi)

)
áðü ôï èåþñçìá ôùí Hales êáé Jewett õðÜñ÷åé ìéá ìïíï÷ñùìáôéêÞ óõíäõáóôéêÞ
ãñáììÞ ç ïðïßá ìáò äßíåé ìéá ìïíï÷ñùìáôéêÞ ïìïéïèåóßá ôïõ S. �

Ðüñéóìá 8. ¸óôù S = {(x; y) : x; y ∈ {0; 1}} ôüôå áðü ôï ðñïçãïýìåíï
èåþñçìá Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷åé 'åíá ìïíï÷ñùìáôéêü ôåôñÜãùíï.
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×ñùìáôßæïíáò ôï Åðßðåäï

1. Ôï ðñïâëçìá

Ôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï Þôáí ìéá åéóáãùãÞ óå èåìåëåéþäåéò Ýííïéåò
ôçò èåùñßáò Ramsey. Óå áõôï ôï êåöáëáéï èá áó÷ïëçèïõìå ìå êáôé ôï
ïðïéï áñ÷éóå áðï ôçí èåùñéá Ramsey áëëá ôåëéêá êáôåëçîå óå åíáí
åíôåëùò äéáöïñåôéêï êëáäï, ôçí ëåãïìåíç Eõêëåéäéá Èåùñéá Ramsey
ç ïðïéá ìåëåôá ôïõò ÷ñùìáôéóìïõò óå ðåðåñáìóåíïõò äéáíõóìáôéêïõò
÷ùñïõò êáé ôéò ãåùìåôñéêåò éäéïôçôåò ðïõ ðáñáìåíïõí áíáëëïéùôåò êáôù
áðï ôçí äñáóç åíïò ÷ñùìáôéóìïõ. Ôï ðñïâëçìá ìå ôï ïðïéï èá áó÷ïëçèïõìå
åìåéò åéíáé ôï ðáñáêáôù:

Õðüèåóç 1. Ðïéïò åßíáé ï ìéêñüôåñïò áñéèìüò ÷ñùìÜôùí Ýôóé
þóôå áí ÷ñùìáôßóïõìå ôï åðßðåäï äýï óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ
Ý÷ïõí áðüóôáóç 1 íá å÷ïõí äéáöïñåôéêï ÷ñùìá.

Tï ðñüâëçìá ôïõ ÷ñùìáôéóìïý ôïõ åðéðÝäïõ Ýôóé þóôå êÜèå äýï
óçìåßá ðïõ áðÝ÷ïõí áðüóôáóç 1 íá Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü ÷ñþìá åßíáé Ýíá
ó÷åôéêÜ êáéíïýñéï ðñüâëçìá. Ðáñüëá áõôÜ åßíáé äýóêïëï íá âñïýìå
ðïéüò ôï Ýèåóå ðñþôïò. Óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá öáéíåôáé îåêáèáñá ôï
ìðåñäåìá ðïõ õðáñ÷åé ãéá ôçí áðáñ÷ç ôïõ ðñïâëçìáôïò

¸ôïò ÓõããñáöÝáò Ôé Ýãñáøå

1960 Gardner Leo Moser ... writes ...
1961 Hadwiger Nelson
1961 Erdos I cannot trace the origin of this problem
1967 Croft A long standing open problem of Erdos
1973 Woodall Gardner
1976 Simmons Erdos,Harary and Tutte

1980− 81 Erdos Hadwiger and Nelson
1991 Croft,Falconer and Guy Apparently due to E.Nelson
1991 Klle and Wagon Posed by M.Gardner and Hadwiger

2. ×ñùìáôéêïé áñéèìïé

Ï ðáñáêáôù ïñéóìïò åñ÷åôáé öõóéïëïãéêá:

13
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×ñùìáôéêïò Áñéèìïò

Åóôù åíá óõíïëï S óôï ïðïéï å÷ïõìå ïñéóåé ôçí åííïéá ôçò
áðïóôáóçò ôïôå óáí ÷ñùìáôéêï áñéèìï ïíïìáæïõìå ôïí ìéêñïôåñï
áñéèìï áðï ÷ñùìáôá ôåôïéï ùóôå äõï óçìåéá ôïõ S ìå áðïóôáóç
d = d(x; y) íá ìçí å÷ïõí ôï éäéï ÷ñùìá. Èá ôï óõìâïëéæïõìå ìå

� (S)

Ãéá áñ÷ç èá áðïäåéîïõìå ôïí ÷ñùìáôéêï áñéèìï ôùí öõóéêùí áñéèìùí
óôï åðéðåäï.

Èåþñçìá 2.1. ÷(N2) = 2

Áðïäåéîç. ¸óôù ôï åðßðåäï ôùí öõóéêþí áñéèìþí N2 ôüôå

1ï âÞìá ÂÜöïõìå ôçí ãñáììÞ x = 0 þò åîÞò:

(7) ÷0(0; n) =

{
1 áí n = 2k

0 áí n = 2k + 1

åßíáé ðñïöáíåò üôé

(8) ÷0(0; n) = ÷0(0;m)⇒ d ((0; n); (0;m)) ≥ 2

2o ÂÞìá Íá åðåêôåßíïõìå ôïí ÷ñùìáôéóìü óå üëï ôï åðßðåäï R2 ùò åîÞò

(9) ÷(k;m) =

{
÷0(0;m) áí k = 2l; l ∈ Z
1− ÷0(0;m) áí k = 2l + 1; l ∈ Z

åßíáé ðñïöáíåò üôé
(10)
÷(m;n) = ÷(m′; n′)⇒ ÷(0;m) = ÷(0;m′)⇒ d ((0; n); (0; n′)) ≥ 2⇒ d ((m;n); (m′; n′))

�

Óôç óõíå÷åéá èá áðïäåéîïõìå ôïí ÷ñùìáôéêï áñéèìï ôùí ñçôùí áñéèìùí
óôï åðéðåäï . Åéíáé óçìáíôéêï íá áíáöåñïõìå ïôé ç áðïäåéîç ôïõ ÷ñùìáôéêïõ
áñéèìïõ ôùí ñçôùí áñéèìùí äåí ãéíåôáé ìåóá áðï ôåôñéìåííá óõíïëá êáé
áôï åéíáé ìéá óçìáíôéêç åíäåéîç ãéá ôï ðïóï äõóêïëï åéíáé ôï ðñïâëçìá
ôïõ ÷ñùìáôéêõï áñéèìïõ ôïõ åðéðåäïõ

Èåþñçìá 2.2. To ÷(Q2) = 2

Áðïäåéîç. ¸óôù äýï óçìåßá (r1; r2); (q1; q2) ôïõ åðéðÝäïõ Q2 êáé

r1 − q1 =
k1
n1

; r2 − q2 =
k2
n2

1 ôüôå ïñßæïõìå ôçí ó÷Ýóç R ⊆ Q × Q þò

1óôçí áðüäåéîç èåùñïýìå ôïõò ñçôïõò óôçí áíÜãùãç ìïñöÞ ôïõò
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åîÞò

(11) (r1; r2) ∼ (q1; q2)⇔ áí ïé ðáñáíïìáóôÝò n1 êáé n2 åßíáé ðåñéôôïß

ÁõôÞ ç ó÷Ýóç óôï Q2 åßíáé ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò êáé äéáìåñßæåé ôï
Q2 óå õðïóýíïëá ìå ôçí åîÞò ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá: Áí x; y ∈ Q2

êáé d (x; y) = 1 ôüôå x ∼ y. ¼íôùò Ýóôù (r1; r2); (q1; q2) ∈ Q2 ìå

r1 − q1 =
k1
n1

; r2 − q2 =
k2
n2

, ïé ïðïßïé áðÝ÷ïõí áðüóôáóç 1, ôüôå√
(r1 − q1)2 + (r2 − q2)2 = 1 ⇒(12)

(r1 − q1)
2 + (r2 − q2)

2 = 1 ⇒(13) (
k1
n1

)2

+

(
k2
n2

)2

= 1 ⇒(14)

n2
1k

2
2 + n2

2k
2
1 = n2

1n
2
2(15)

åéíáé áñêåôá åõêïëá íá äåéîïõìå ôùñá ïôé ïé ðáñáíïìáóôåò áíáãêáóôéêá
ðñåðåé íá åéíáé ðåñéôôïé. Ç åðïìåíç ðáñáôçñçóç åéíáé ïôé ôï êáèå êëáóç
éóïäõíáìéáò åéíáé ìéá ìåôáöïñá ìéáò áëëçò êëáóçò éóïäõíáìéáò áðï ôç
äéáìåñéóç ôçò ó÷åóçò éóïäõíáìéáò. Áñá áñêåé íá ÷ñùìáôéóïõìå ìéá
êëáóç éóïäõíáìéáò. Ïíôùò áõôï ãéíåôáé ìå ôïí åîçò ôñïðï. Âáöïõìå
ìå ôï åíá ÷ñùìáôá ôá óçìåéá óôçò êëáóçò éóïäõíáìéáò ôçò ìïñöçò(ð
ð
;
ð

ð

)
êáé

(á
ð
;
á

ð

)
êáé ìå ôï äåõôåñï ôá óçìåéá ôçò ìïñöçò

(ð
ð
;
á

ð

)
êáé(á

ð
;
ð

ð

)
÷ñùìá êáé áõôïò ï ÷ñùìáôéóìïò åéíáé ï æçôïõìåíïò. �

Êáðïéá áëëá áðïôåëåóìáôá

• � (Q3) = 2
• � (Q4) = 4
• � (Q5) ≥ 8
• � (Q6) ≥ 10
• � (Q7) ≥ 15

3. Ôï êáôù êáé áíù (;) öñáãìá

Èåþñçìá 2.3. ÷(R; 1) ≥ 4

Áðïäåéîç. Èá äþóïõìå äýï áðïäåßîåéò ÷(R; 1) ≥ 4.

1ç Áðüäåéîç

¸óôù üôé ìðïñïýìå íá £âÜøïõìå¤ ôï åðßðåäï ìå ôñßá ÷ñþìáôá Ýôóé
þóôå äýï ïðïéáäÞðïôå óçìåßá ôïõ ìå áðüóôááóç 1 Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü
÷ñþìá. ÊáôáóêåõÜæïõìå Ýíá éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ðëåõñÜ 1, êÜèå
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êïñõöÞ ôïõ èá Ý÷åé êáé äéáöïñåôéêü ÷ñþìá ( ç åðéëïãÞ ãßíåôáé ôõ÷áßá)
üðùò öáßíåôáé êáé óôï ó÷Þìá. Ôï óõììåôñéêü óçìåßï ôïõ Á ùò ðñïò ôï
åõèýãñáììï ôìÞìá ÂÃ £äçìéïõñãåß¤ Ýíá äåýôåñï éóüðëåõñï ôñßãùíï,
ôï Á′ÂÃ ôï ïðïßï åßíáé êáé áõôü éóüðëåõñï êáé ç êïñõöÞ Á′ åéíáé
£âáììÝíç¤ êüêêéíç. Ôï åðüìåíï âÞìá åßíáé íá èåùñÞóïõìå ôïí êýêëï
ìå êÝíôñï ôï Á êáé áêôßíá

√
3 ôüôå áí óôñÝøïõìå ôïí ñüìâï ÁÂÃÁ′

Ýôóé þóôå ôï Á′ íá äéáãñÜøåé ôüîï ìå ÷ïñäÞ ìÞêïõò 1, üðùò öáßíåôáé
êáé áðü ôï ó÷Þìá, âñÞêáìå äýï óçìåßá ìå áðüóôáóç 1 ßäéïõ ÷ñþìáôïò
ôï ïðïßï Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå ôçí õðüèåóç ìáò, Üñá ÷(R; 1) ≥ 4.

2ç Áðüäåéîç

¸óôù üôé ìðïñïýìå íá £âÜøïõìå¤ ôï åðßðåäï ìå ôñßá ÷ñþìáôá Ýôóé
þóôå äýï ïðïéáäÞðïôå óçìåßá ôïõ ìå áðüóôááóç 1 Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü
÷ñþìá. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò Ýóôù üôé ôï (0; 0) åßíáé £âáììÝíï¤
êüêêéíï ôüôå ïé êïñõöÝò ôïõ ôõ÷áßïõ êáíïíéêïý åîÜãùíïõ ðïõ åßíáé
ðåñéãåãñáììÝíï óôï ìïíáäéáßï êýêëï C, èá åßíáé £âáììÝíåò¤ åíáëëÜî
ðñÜóéíåò êáé ìðëÝ (ó÷çìá). Ôï åðüìåíï âÞìá åßíáé íá äéáëÝîïõìå ôï
óçìåßïõ ôïõ êýêëïõ S, ìå êÝíôñï ôï (0; 0) êáé áêôßíá

√
3, ôÝôïéï þóôå

íá ó÷çìáôßæåé éóüðëåõñï ôñßöùíï ìå ôá . Ôüôå ôï óçìåßï áõôü åßíáé
âáììÝíï êüêêéíï. Ç êáôáóêåõÞ áõôÞ ìáò ïäçãåé óôï óõìðÝñáóìá üôé
ï êýêëïò S åéíáé ìïíï÷ñùìáôéêüò (åäþ êüêêéíïò) êáé Üñá õðÜñ÷ïõí



3. ÔÏ ÊÁÔÙ ÊÁÉ ÁÍÙ (;) ÖÑÁÃÌÁ 17

ôïõëÜ÷éóôïí äýï óçìåßá ðÜíù óôï êýêëï S ìå áðüóôáóç 1, ôá óçìåßá
ôïìÞò ôïõ S êáé ôïõ êýêëïõ Cx ðïõ Ý÷åé êÝíôñï ôï x êáé áêôßíá 1, ôï
ïðïßï Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå ôçí õðüèåóç ìáò.

�

Èåþñçìá 2.4. ÷(R; 1) ≤ 7

Áðïäåéîç. 1ç Áðüäåéîç
Ç ðñþôç áðüäåéîç âáóßæåôáé óå ìéá åðéêÜëõøç ôïõ åðéðÝäïõ áðü

êáíïíéêÜ åîÜãùíá ôá ïðïßá Ý÷ïõí ðëåõñÜ
2

5
. Ãéá êÜèå åðéêÜëõøç ôïõ

åðéðÝäïõ áðü êáíïíéêÜ åîÜãùíá, êÜèå åîÜãùíï óõíïñåýåé ìå 6 üìïéá ôïõ
åîÜãùíá. ÄéáëÝãïõìå áõèáßñåôá Ýíá åîÜãùíï êáé ôï ÷ñùìáôßæïõìå ìå
ôï ÷ñþìá 1, ôá 6 åîÜãùíá ðïõ óõíïñåýïõí ìå ôï åîÜãùíï ðïõ äéáëÝîáìå
ôá ÷ñùìáôßæïõìå ìå ôá õðüëïéðá 6 ÷ñþìáôá ìå áõèáßñåôï ôñüðï. Ãéá
ôéò êïéíÝò áêìÝò ôùí åîáãþíùí äéáëÝãïõìå áõèáßñåôá Ýíá áðü ôá äýï
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÷ñþìáôá ôùí åîáãþíùí óôá ïðïßá åßíáé áêìÝò. Ôï åðüìåíï âÞìá åßíáé
íá åðåêôåßíïõìå ôïí ÷ñùìáôóìü óå üëï ôï åðßðåäï üðùò öáßíåôáé óôï
ó÷çìá. To åðüìåíï âÞìá åßíáé íá áðïäåéîïõìå üôé ãéá áí äýï óçìåßá
ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ Ý÷ïõí áðüóôáóç 1 ôüôå Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü ÷ñþìá.

• Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá äýï óçìåßá áíÞêïõí óôï ßäéï åîÜãùíï
ôüôå ç ìÝãéóôç áðüóôáóç ðïõ ìðïñåß íá Ý÷ïõí ôá äýï óçìåßá

åßíáé
4

5
, ç ïðïßá åéíáé ßóç ìå ôçí ìåãáëýôåñç äéÜìåôñï ôïõ

åãáîþíïõ.
• Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá äýï óçìåßá áíÞêïõí óå äéáöïñåôéêÜ
åîÜãùíá ôüôå ç ìéêñüôåñç áðüóôáóç ðïõ åðéôõã÷Üíåôáé üôáí ôá
äõï óçìåßá áõôÜ åßíáé êïñõöÝò ôùí åîáãþíùí, üðùò öáßíåôáé

óôï ó÷Þìá. Ç áðüóôáóç ôïõò ôüôå åßíáé

√
28

5
êáé åßíáé ç ðëåõñÜ

ôïõ éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ðïõ ó÷çìáôéæåôáé (ó÷çìá).

Üñá óå êÜèå ðåñßðôùóç ç áðüóôáóç äýï óçìåßùí ðïõ Ý÷ïõí ôï ßäéï ÷ñþìá

äåí áíÞêåé óôï áíïéêôü äéÜóôçì

(
4

5
;

√
28

5

)
Üñá d 6= 1.
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2ç Áðüäåéîç +

Óôçí äåýôåñç áðüäåéîç ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýíáí äéáöïñåôéêü ÷ñùìáôéóìü
ôïõ åðéðÝäïõ. Êáôáñ÷Üò ÷ñùìáôßæïõìå ôçí ëùñßäá ôïõ åðéðÝäïõ R ×
(0; 1] äéáìåñßæïíôáò ôçò ìå £ôåôñÜãùíá¤ ðëåõñÜò

1√
2
êáé äéáãþíéï 1,

üðùò öáßíåôáé óôï ó÷çìá. Añ÷ßæïíôáò áõèáéñåôá áðü åíá ôåôñÜãùíï ôï
÷ñùìáôßæïõìå êáé Ýðåéôá ÷ñùìáôßæïõìå ôá õðüëïéðá ôåôñÜãùíá modulï
7. Ôï åðüìåíï âÞìá åßíáé åðåêôåßíïõìå áõôüí ôï ÷ñùìáôéóìü óå üëï ôï
åðßðåäï ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôå êÜèå ëùñßäá R×(n; n + 1] åßíáé ç ìåôáöïñÜ
ôçò R× (n− 1; n] êáôá ôï äéÜíõóìá (1:1; 1). Áñêåß íá ðáñáôçñÞóïõìå
üôé ïé êïñõöÝò ôùí äéáãùíßùí ôùí ôåôñáãþíùí Ý÷ïõí ìåí áðüóôáóç
1 áëëÜ äéáöïñåôéêü ÷ñþìá, ðëÝïí åßíáé ðïëý åýêïëï íá äåé÷èåß üôé
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ç åëÜ÷éóôç áðüóôáóç ìåôáîý äýï óçìåéþí ìå ßäéï ÷ñþìá åßíáé 1:1.

�

4. Ðïëõ÷ñùìáôéêïò áñéèìïò

ôï ðñïâëçìá ôïõ ÷ñùìáôéêïõ áñéèìïõ ôïõ åðéðåäïõ áðïäåé÷èçêå
ôåëéáê åíá áñêåôá äõóêïëï æçôçìá ãéá áõôï êáé ïé ìáèçìáôéêïé ðïõ
áó÷ïëçèçêáí ìå ôï ðñïâëçìá ðñïóðáèçóáí íá ðñïóåããéóïõí ôï æçôçìá
êáé ìå áëëïõò ôñïðïõò. Ìéá ôåôïéá ðñïóðáèåéá åãéíå ìå ôçí åéóáãùãç
ôçò åííïéáò ôïõ ðïõë÷ñùìáôéêïõ áñéèìïõ åíïò óõíïëïõ.

Ðïëõ÷ñùìáôéêïò Áñéèìïò

Åóôù åíá óõíïëï Á êáé åíáò ÷ñùìáôéóìïò ÷p;Á 7→ X ìå |X| = n
ôüôå áí êáèå ÷ñþìá éêáíïðïéåé üôé

∀x; y ∈ �−1(xk)⇒ d(x; y) 6= dk

Èá ëåìå ïôé ï ÷ñùìáôéóìïò åéíáé ôçò ìïñöçò (d1; : : : ; dk) ãéá ôéò
áíôéóôïé÷åò áðïóôáóåéò.
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Ìå÷ñé óôéãìçò å÷ïõìå äåéîåé ïôé õðáñ÷åé ï ÷ñùìáôéóìïò ôçò ìïñöçò
(1; 1; 1; 1; 1; 1; 1) êáé ôï ðåïìåíï åñùôçìá åéíáé áí õðáñ÷åé ï ÷ñùìáôéóìïò
ôçò ìïñöçò (1; 1; 1; 1; 1; 1) åôóé ùóôå íá ñéîïõìå ôï êáôù öñáãìá áðïôï
7 óôï 6 ôïõëá÷éóôïí. Äõóôõ÷ùò ôá ìïíá áðïôåëåóìáôá ðïõ å÷ïõìå
åéíáé ôá ðáñáêáôù.

ÕðÜñ÷åé ÷ñùìáôéóìïò ôïõ åðéðÝäïõ ôýðïõ

(
1; 1; 1; 1; 1;

1√
5

)
.

ÕðÜñ÷åé ÷ñùìáôéóìüò ôïõ åðéðÝäïõ ôýðïõ
(
1; 1; 1; 1; 1;

√
2− 1

)

êáé ôï ðéï åíäéáöåñïí áðïôåëåóìá åéíáé

ÕðÜñ÷åé ÷ñùìáôéóìïò ôïõ åðéðÝäïõ ôýðïõ (1; 1; 1; 1; 1; a) ãéá êáèå

a ∈
(

1

sqrt5
;
√

2− 1

)





ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

O ÷ñùìáôéêïò áñéèìïò ìéá ðëáêïóôñùóçò

Ïñéóìüò 3.1. Méá ðëáêüóôñùóç ôïõ åðéðÝäïõ ïíïìÜæåôáé ìéá ïéêïãÝíåéá
ðïëõãþíùí P ôÝôïéá þóôå

•
⋃
P = R2

• ãéá êÜèå P1; P2 ∈ P ôüôå intP1 ∩ intP2 = ∅

ÐáñáôÞñçóç. Óõíïñéáêü óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ åßíáé ôï óçìåßï ðïõ
äåí èá áíÞêåé óôï åóùôåñéêü êÜðïéïõ ðïëõãþíïõ

Ïñéóìüò 3.2. Méá ðëáêüóôñùóç P ôïõ åðéðåäïõ êáëåßôáé ôïðéêÜ
ðåðåñáóìÝíç áí ãéá êÜèå óçìåßïõ (x; y) ôïõ R2 õðÜñ÷åé êýêëïò C ìå
êÝíôñï ôo (x; y) Ýôóé þóôå ôá óôïé÷åéá ôïõ C ∩

⋃
P íá áíÞêïõí óå

ðåðåñáóìÝíá ôð ðëÞèïò óôïé÷åßá ôçò P .

ÐáñáôÞñçóç. Åßíáé óçìáíôéêü íá áíáöÝñïõìå üôé åíù Ýíáò ÷ñùìáôéóìüò
Ý÷åé óáí ðåäßï ïñéóìïý üëï ôï R2 ðáñüëáõôÜ èá áðïöýãïõìå íá áó÷ïëçèïýìå
ìå ôïí ÷ñùìáôéóìü ôùí óõíïñéáêþí óçìåßùí ìéáò ðëáêüóôñùóçò. Ìçí
îå÷íÜôå üôé ôá óõíïñéáêÜ óçìåßá åßíáé ôá êïéíÜ óçìåßá ôïõëÜ÷éóôïí äýï
ðïëõãþíùí ôçò ïéêïãÝíåéáò. Ïðüôå Ýíáò ÷ñùìáôéóìüò äåí ìðïñåß íá
åßíáé óôáèåñüò óå åíá ðïëýãùíï åêôüò êáé áí óõíïñåýåé ìå ðïëýãùíá
ìå ôï ßäéï ÷ñþìá. Ùò åê ôïýôïõ ðñÝðåé íá ãßíåé ìéá åðéëïãÞ ÷ñþìáôïò
ãéá ôéò êïñõöÝò êáé ôéò ðëåõñÝò ôÝôïéá þóôå ôï ÷ñþìá íá åßíáé ßäéï ìå Ýíá
áðü ôá ÷ñþìáôá ôùí ðïëõãþíùí ðïõ áíÞêïõí ç ðëåõñÜ êáé ç êïñõöÞ.
Áðïäåéêíýåôáé üôé äåí Ý÷åé óçìáóßá ðïéá åðéëïãÞ èá êÜíïõìå.

ÐáñáôÞñçóç. Óôï õðüëïéðï êåßìåíï ïé ÷ñùìáôéóìïß ÷ ôïõ åðéðÝäïõ
èá éêáíïðïéïýí ôçí ðáñáêÜôù éäéüôçôá:

• Ãéá êÜèå P ï ÷|intP åßíáé óôáèåñüò.
• Èá åéíáé ôïðéêá ðåðåñáóìåíïò

ËÞììá 3.1. Ãéá êÜèå ÷ñùìáôéóìü ÷ : R2 → ∆ distance excluding
ìéáò ôñéãùíïðïßçóçò ôüôå õðÜñ÷åé ìéá ôñé÷ñùìáôéêç êïñõöç.

Áðïäåéîç. ¸óôù üôé äåí õðÜñ÷åé ôñé÷ñùìáôéêÞ êïñõöÞ ôüôå Ýóôù
Ô1 Ýíá ôñßãùíï êáé < ìéá ïéêïãÝíåéá ôñéãþíùí ç ïðïßá åßíáé ìåãéóôéêÞ
ãéá ôéò ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:

(1) T1 ∈ <
23



24 3. O ×ÑÙÌÁÔÉÊÏÓ ÁÑÉÈÌÏÓ ÌÉÁ ÐËÁÊÏÓÔÑÙÓÇÓ

(2) Áí T2 ∈ < ôüôå intT2 êáé intT1 Ý÷ïõí ôï ßäéï ÷ñþìá, êáé
(3) ç

⋃
< åßíáé óõííåêôéêÞ.

Èá áðïäåéîïõìå üôé ãéá êÜèå ïéãÝíåéá (ï÷é êáôá áíÜãêç ìåãéóôéêÞ) ðïõ
éêáíïðïéåß ôéò (1)-(2)-(3) ç

⋃
< åéíáé öñáãìÝíç. ¸óôù üôé ãéá < ìå

Ô1 ∈ < ç Ýíùóç
⋂
< äåí åßíáé öñáãìÝíç ôüôå áí x ∈ intT1 ôï óýíïëï

Sd(x)∩
⋂
< åßíáé ìç êåíü.¸óôù y ∈ §d(x)∩

⋃
< ôüôå äéáêñßíïõìå äýï

ðåñéðôþóåéò:

• Áí ôï y áíÞêåé óå åóùôåñéêü êÜðïéïõ ôñéãþíïõ Ô ∈ < ôüôå
d = ||x − y|| êáé x; y Ý÷ïõí ôï ßäéï ÷ñþìá, ôï ïðïßï åßíáé
áíôßöáóç ìéáò ï ÷ñùìáôéóìüò ìáò åßíáé d distance excluding.
• Aí ôï y åéíáé óõíïñéáêü óçìåßï åíüò ôñéãþíïõ Ô2 ôüôå õðÜñ÷ïõí
�1 ≤ � ôÝôïéá þóôå S�(x) ⊆ intT1 êáé S�1(y) ∩ intT2 6= ∅. Aí
z ∈ S�1∩ intT2 ôüôå Sd(z)∩S�(x) 6= ∅. ¸óôù w ∈ Sd(z)∩S�(x)
ôüôå åðåéäÞ S�1(x) ⊆ S�(x) óõíåðÜãåôáé üôé ôá z êáé w èá Ý÷ïõí
áðüóôáóç d êáé ôï ßäéï ÷ñþìá ôï ïðïßï åßíáé áíôßöáóç.

Üñá ç
⋃
< åßíáé öñáãìÝíç. ¸óôù ëïéðüí ç

⋃
< öñáãìÝíç ôüôå ôï

óõìðëçñùìáôéêü ôçò <c = R2 \ < åßíáé Ýíá ìç öñáãìÝíï óýíïëï ôï
ïðïßï ðåñßÝ÷åé Ýíá õðïóýíïëï ìç öñáãìÝíï U (ìðïñåé íá åßíáé êáé ôï
ßäéï) ôï óýíïñï ôïõ ïðïßïõ äéáìåñßæåé ôï åðßðåäï ìå ìéá êëåéóôÞ êáìðýëç
Jordan, Ýóôù L. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç êáìðýëç L åßíáé ç Ýíùóç ðëåõñþí
ðïõ áíÞêïõí óå ôñßãùíá áðü ôçí ïéêïãÝíåéá < êáé áðü ôñßãùíá ðïõ
áíÞêïõí P \<. ¸óôù U ìéá ïéêïãÝíåéá ôñéãþíùí áðü ôï óýíïëï P \<
Ýôóé þóôå ïé ðëåõñÝò ôïõ íá áíÞêïõí óôçí L. Ç óçìáíôéêÞ éäéüôçôá
ðïõ Ý÷ïõí ôá ôñßãùíá áõôÜ åßíáé üôé Ý÷ïõí ïëá ôïí ßäéï ÷ñùìáôéóìü.
¼íôùò áí õðïèÝóïõìå ôï áíôßèåôï ôüôå õðÜñ÷ïõí Ä1 êáé Ä2 ôñßãùíá
ðïõ áíÞêïõí óôçí U êáé Ð1,Ð2 ïé ðëåõñÝò ôùí ôñéãþíùí áíôßóôïé÷á Ýôóé
þóôå Ð1 ⊂ L êáé Ð2 ⊂ L. Áöïý ç êáìðýëç L åßíáé óõíåêôéêü óýíïëï
óõíðÜãåôáé üôé õðÜñ÷åé Ýíá ìïíïðÜôé Ì áðü ðëåõñÝò ðïõ £óõíäÝïõí¤ ôéò
Ð1 êáé Ð2. Aðü õðüèåóç äåí õðÜñ÷åé ôñé÷ñùìáôéêÞ êïñõöÞ óôï ìïíïðÜôé
Ì Üñá êáé êÜèå êïñõöÞ ðïõ áíÞêåé óôï ìïíïðáôé åßíáé äé÷ñùìáôéêÞ.
¸óôù ëïéðüí ÷1 ôï ÷ñþìá ôùí åóùôåñéêþí ôùí ôñéãþíùí ôçò <, ÷2
ôï ÷ñþìá ôïõ Ä1 êáé ÷3 ôï ÷ñþìá ôïõ Ä2. Ãéá ôá ÷ñþìáôá éó÷ýåé
üôé ÷1 6= ÷2 êáé ÷1 6= ÷3 ãéáôß ç < åßíáé ìåãéóôéêÞ. Ôï åðüìåíï âÞìá
ôçò áðüäåéîçò åßíáé êéíçèïýìå êáôá ìÞêïò ôïõ ìïíïðáôéïý Ì áðü ôçí
ðëåõñÜ Ð1 ðñïò ôçí Ð2, þóðïõ íá óõíáíôÞóïõìå ôçí ðñþôç äé÷ñùìáôéêÞ
êïñõöÞ ìå ôá ÷ñþìáôá ÷1 êáé ÷3, Ýóôù ê3 ôüôå ç ðñïçãïýìåíç êïñõöÞ
óôï ìïíïðÜôé, Ýóôù ê2 åßíáé êáé åêåßíç äé÷ñùìáôéêÞ ìå ÷ñþìáôá ÷1 êáé
÷2. Óáí Üìåóï ðüñéóìá Ý÷ïõì üôé ôï ôñßãùíï ìå ðëåõñÜ ôçí [ê2; ê3]
Ý÷åé ìéá ôñé÷ñùìáôéêÞ êïñõöÞ, Üôïðï. ¢ñá ôá óôïé÷åßá ôçò U åßíáé
ìïíï÷ñùìáôéêÜ ùò ðñïò ôï åóùôåñéêü ôïõò. Áí èåùñÞóïõìå ôçí U Ýôóé
þóôå íá åßíáé ìåãéóôéêÞ ãéá ôéò ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:
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• T1; Ô2 ∈ U ôüôå intT1 êáé intT2 Ý÷ïõí ôï ßäéï ÷ñþìá
• ç

⋃
U åßíáé óõíåêôéêÞ.

äéáðéóôùíïõìå ïôé áöïõ åéíáé öñáãìåíç êáé äïõëåõïíôáò åðáãùãéêá
êáðïéá óôéãìç èá õðáñîåé ìéá ïéêïãåíåéá ïðïõ èá å÷åé äõï óçìåéá ìå
éäéï ÷ñùìá êáé áðïóôáóç 1 ãéáôé äéáöïñåôéêá èá åñ÷åôáé óå áíôéöáóç ìå
ôï ïôé ç ðëáêïóôñùóç ìò åéíáé ðåðåñáóìåíá ôïðéêç. �

ËÞììá 3.2. ¸óôù C Ýíáò êýêëïò ôüôå õðÜñ÷ïõí ðåðåñáóìÝíá
óõíïñéáêÜ óçìåßá ìéáò ðëáêüóôñùóçò ôïõ R2 ðÜíù óôïí êýêëï.

Áðïäåéîç. H ðëáêüóôñùóç åßíáé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíç, áõôü Ý÷åé
óáí óõíÝðåéá êÜèå êýêëïò íá Ý÷åé ìç êåíÞ ôïìÞ ìå ðåðåñáóìÝíá ôï
ðëÞèïò óôïé÷åßá ôçò ðëáêüóôñùóçò. ¼íôùò áí õðÞñ÷å êýêëïò ï ïðïßïò
åß÷å ìç êåíÞ ôïìÞ ìå Üðåéñá óôïé÷åßá ôçò ðëáêüóôñùóçò ôüôå ìå åöáñìïãÞ
ôïõ È.Bolzano-Weirstrass õðÜñ÷åé óçìåßï y ôïõ êýêëïõ C ôï ïðïßï åßíáé
óçìåßï óõóóþñåõóçò ôùí Üðåéñùí óçìåßùí ôçò ôïìÞò Üñá ãéá áõôü ôï
óçìåßï y äåí éó÷ýåé üôé ç ôïðïëïãéá ìáò åßíáé ðåðåñáóìÝíá ôïðéêÞ. Áí
õðïèÝóïõìå ëïéðüí üôé ï êýêëïò ìáò Ý÷åé Üðåéñá óõíïñéáêÜ óçìåßá ôçò
ðëáêüóôñùóçò ôüôå õðÜñ÷ïõí äýï ðåñéðôþóåéò:

• Íá õðÜñ÷ïõí Üðåéñåò êïñõöÝò óôïí êýêëï, ç õðüèåóç áõôÞ ìáò
ïäçãåß óå Üíôßöáóç ìéáò êáé ôüôå ï êýêëïò èá åß÷å êïéíÜ óçìåßá
ôïìÞò ìå Üðåéñá óôïé÷åßá ôçò ðëáêüóôñùóçò.
• Íá õðÜñ÷ïõí Üðåéñá óçìåßá ðëåõñþí óôï êýêëï. Êáé áõôÞ ç
õðüèåóç ìáò ïäçãåß óå áíôßöáóç ãéá ôïí ßäéï ëüãï áñêåß íá
ðáñáôçñÞóïõìå üôé êÜèå ðëåõñÜ õá Ý÷åé ôï ðïëý äýï êïéíÜ
óçìåßá ìå ôïíêýêëï.

�

Èåþñçìá 3.3. ¸óôù Ýíáò ÷ñùìáôéóìüò X (ðëáêïóôñùóçò) ôüôå
|× | ≥ 5
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Áðïäåéîç. ¸÷ïõìå Þäç áðïäåéîåé üôé êÜèå ðëáêüóôñùóç èá Ý÷åé
ôïõëÜ÷éóôïí ìéá ôñé÷ñùìáôéêÞ êïñõöÞ,Ýóôù x áõôÞ ç êïñõöÞ ôüôå ëüãù
ôïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìáôïò óôïí êýêëï Cx(d) ìå êÝíôñï ôï x êáé
áêôßíá d õðÜñ÷ïýí äýï óçìåßá z êáé w ìå áðüóôáóç d ôá ïðïßá åßíáé
åóùôåñéêÜ óçìåßá äýï äéáêåêñéìÝíùí óôïé÷åßùí ôçò ðëáêüóôñùóçò. ÅðåéäÞ
ôï z åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï óõíåðÜãåôáé üôé õðÜñ÷åé 0 < r < d ôÝôïéï
þóôå ï Sr(z) íá åßíáé ìïíï÷ñùìáôéêüò. Eðßóçò õðÜñ÷åé 0 < � < r Ýôóé
þóôå ïé ðëåõñÝò ôçò êïñõöÞò x íá Ý÷ïõí ç êáèåìßá Ýíá êïéíü óçìåßï
ìå ôïí êýêëï S�(x), Ýóôù ôá Ð1; Ê1 êáé Ì1. Áíôßóôïé÷á õðÜñ÷ïõí ôñßá
óçìåßá óôïí êýêëï S�(z) ôá ïðïßá Ý÷ïõí ôï ßäéï ÷ñþìá ìå ôï z êáé
áðÝ÷ïõí áðï ôá Ð1; Ê1 êáé Ì1 ôï êáèÝíá áðüóôáóç d. ¢ñá ôï z äåí
ìðïñåß íá åßíáé ÷ñùìáôéóìÝíï ìå ôá ÷ñþìáôá ôùí ðëåõñþí ðïõ áíÞêåé
ç êïñõöÞ x, äçëáäÞ ÷ñåéáæüìáóôå êáé ôÝôáñôï ÷ñþìá. Ìå÷ñé óôéãìÞò
äåßîáìå ïôé ôï êÜôù öñÜãìá ãéá åíá ÷ñùìáôéóìï ìå ðëáêüóôñùóç åßíáé
ôï 4, ãéá åðéôý÷ïõìå ôï 5 áñêåß íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ôï óçìåßï w ôïõ
êýêëïõ äåí ìðïñåß íá åßíáé ÷ñùìáôéóìÝíï ìå ôá 4 ðñïçãïýìåíá ÷ñþìáôá
Üñá ôï êÜôù öñÜãìá åßíáé 5.

�

ËÞììá 3.4. ¸óôù C Ýíáò êýêëïò ìå áêôßíá d êáé êÝíôñï K ìéá
ôñé÷ñùìáôéêÞ êïñõöÞ. Áí x; y ∈ C ìå d(x; y) = d êáé ôï x åßíáé
óõíïñéáêü óçìåßï äýï äéáöïñåôéêþí óôïé÷åßùí ôçò ðëáêüóôñùóçò ìå
äéáöïñåôéêü ÷ñþìá ôüôå ôï y äåí åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï.

Áðïäåéîç. ¸óôù üôé ôá 5 ÷ñþìáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá ôïí
÷ñùìáôéóìü åßíáé ôá × = {÷1; ÷2; ÷3; ÷4; ÷5} êáé C = Cd(T ) Ýíáò êýêëïò
ìå áêôßíá d êáé êÝíôñï ìéá ôñé÷ñùìáôéêÞ êïñõöÞ Ô Ýôóé þóôå x; y ∈ C
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ìå ìå d(x; y) = d êáé ôï x åßíáé óõíïñéáêü óçìåßï äýï äéáöïñåôéêþí
óôïé÷åßùí P1 êáé P2 ôçò ðëáêüóôñùóçò ìå äéáöïñåôéêü ÷ñþìá êáé ôï y
åóùôåñéêü óçìåßï P ôçò ðëáêüóôññùóçò.¸óôù ôá ÷ñþìáôá ôùí ðëåõñþí
ôçò Ô ÷1; ÷2 êáé ÷3, ôüôå

(1) åðåéäÞ ôï y åßíáé åóùôåñéêü õðÜñ÷åé �1 > 0 ôÝôïéï þóôå C�1(y) ⊂
P .

(2) ôï ÷ñþìá ôïõ P äåí åßíáé êáíÝíá áðü ôá ÷1; ÷2 êáé ÷3, Ýóôù üôé
åßíáé ôï ÷4.

(3) åðåéäÞ ôï x åßíáé óõíïñéáêü óçìåßï ôùí P1 êáé P2 óõíåðÜãåôáé
ïôé õðÜñ÷åé 0 < � < �1 Ýôóé þóôå ï C�(x) íá Ý÷åé êïéíÜ óçìåßá
ìå ôï åóùôåñéêÞ ôùí Ñ1 êáé Ñ2. ¸óôù x1 ∈ C�(x)∩P1∩Cd(x)
êáé x2 ∈ C�(x) ∩ P2 ∩ Cd(x).

(4) åðåéäÞ ôá x; y Ý÷ïõí áðüóôáóç d êáé 0 < � < �1 óõíåðÜãåôáé
üôé õðÜñ÷ïõí y1; y2 ∈ C�(y) ∩ P ∩ Cd(x) ìå d = d (x1; y1) =
d (x2; y2).

Åßíáé áñêåôÜ åýêïëï íá äïýìå üôé ôá x1 êáé x2 ëüãù ôùí ðñïçãïõìÝíùí
äåí ìðïñïýí íá åßíáé ÷ñùìáôéóìÝíá

• ìå ôï ÷4 ìéáò êáé åéíáé ôá y1 êáé y2
• ìå ôá ÷1; ÷2; ÷3 ìéáò êáé åßíáé åóùôåñéêá óçìåßá ðÜíù óôïí
êýêëï ìå êåíôñï ôçí ôñé÷ñùìáôéêç êïñõöç Ô

Üñá êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï.
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�

ËÞììá 3.5. ¸óôù Ýíáò êýêëïò C ìå áêôßíá d êáé êÝíôñï ìéá
ôñé÷ñùìáôéêÞ êïñõöÞ Ô ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá êáíïíéêü åîÜãùíï åããåãñáìÝíï
óôï êýêëï ïé êïñõöÝò ôïõ ïðïßïõ áðïôåëïýí óõíïñéáêÜ óçìåßá äýï
óôïé÷åßùí ôçò ðëáêüóôñùóçò ìå äéáöïñåôéêü ÷ñþìá.

Áðïäåéîç. Ìå âÜóç ôá ðñïçãïõìåíá èåùñçìáôá êáé ëçììáôá åßíáé
Üìåóï óõìðÝñáóìá üôé ðÜíù óôïí êýêëï õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí åíá óõíïñéáêï
óçìåßï ôï ïðïßï áíÞêåé óå äýï óôïé÷åßá ôçò ðëáêüóôñùóçò ìå äéáöïñåôéêü
÷ñþìá. Åðßóçò ôá äýï óçìåßá ôïõ êýêëïõ ðïõ áðÝ÷ïõí áðüóôáóç d áðü
áõôü ìå ôç óåéñÜ ôïõò äåí åßíáé åóùôåñéêÜ (ëïãù ôïõ ðñïçãïýìåíïõ
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ëÞììáôïò) áëëÜ óõíïñéáêÜ áíôßóôïé÷á äýï óôïé÷åßùí ôçò ðëáêüóôñùóçò
ìå äéáöïñåôéêü ÷ñþìá, áíôßóôïé÷á äïõëåýïíôáò ðáßñíïõìå êáé ôéò õðüëïéðåò
3 êïñõöÝò ôïõ êáíïíéêïý åîÜãùíïõ. ÅðåéäÞ ï ÷ñùìáôéóìüò ìáò ÷ñçóéìïðïéåß
5 ÷ñþìáôá êáé ôá ôñßá ôá Ý÷ïõìå ÷ñçóéìïðïéÞóåé óôéò ðëåõñÝò ôçò
êïñõöÞò Ô óõíåðÜãåôáé üôé üëá ôá óôïé÷åßá ôçò ðëáêüóôñùóçò ðïõ
áíÞêïõí ïé êïñõöÝò ôïõ åîáãþíïõ Ý÷ïõí ôá õðüëïéðá äýï ÷ñþìáôá êáé
ìÜëéóôá ç £äéÜôáîç¤ ôïõò öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá. �
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ÐáñáôÞñçóç. Ãéá ôá ðáñáêÜôù èåùñÞìáôá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ôïí åîÞò óõìâïëéóìü, áí x; y åßíáé äýï óçìåßá åíüò êýêëïõ ôüôå áõôÜ
ó÷çìáôßæïõí äýï ôüîá. Èá ãñÜöïõìå < x; y > ãéá ôï ìéêñüôåñï óå
ìÞêïò ôüîï.

ËÞììá 3.6. ¸óôù åíá êáíïíéêü åîÜãùíï ðïõ éêáíïðïéåß ôéò ðñïõðïèÝóåéò
ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ëÞììáôïò êáé x; y äýï êïñõöÝò ôïõ åîáãþíïõ ïé
ïðïßåò áðïôåëïýí ôéò êïñõöÝò ìéáò ðëåõñÜò ôïõ. Áí ÷4 êáé ÷5 åßíáé
ôá ÷ñþìáôá ôùí Ñ1 êáé Ñ2 ðïõ áíÞêåé ç x, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá � > 0 êáé
ìéá çìéåõèåßá åx ìå áñ÷Þ ôçí x ç ïðïßá åßíáé êÜèåôç óôçí ðëåõñÜ (x; y)
Ýôóé þóôå êÜèå óçìåßï ôçò ôïìÞò �x∩B(x; �) íá ìçí åßíáé ÷ñùìáôéóìÝíï
ìå ôá ÷4 êáé ÷5.

Áðïäåéîç. ¸óôù z ç êïñõöÞ ôçò äåýôåñçò ðëåõñÜò ôïõ åîáãþíïõ
ðïõ Ý÷åé óáí êïñõöÞ ôçí x. Áðü õðüèåóç ôï åóùôåñéêü ôùí P1 êáé Ñ2

åßíáé ÷ñùìáôéóìÝíá ìå ôá ÷4 êáé ÷5 áíôßóôïé÷á. Ôüôå áðü ôï ðñïçãïýìåíï
èåþñçìá ðñïêýðôåé üôé õðÜñ÷åé z1 ∈ (z; x) ôï ïðïßï åßíáé åóùôåñéêü
óçìåßï ìå ÷ñþìá ÷4, áíôßóôïé÷á õðÜñ÷åé y1 ∈ (x; y) åóùôåñéêü óçìåßï
÷ñùìáôéóìÝíï ìå ôï ÷5. Ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå ôá z1; y1 üóï êïíôÜ
èÝëïõìå óôï z êáé y áíôßóôïé÷á Ýôóé þóôå íá õðÜñ÷ïõí x1; x2 ∈ �x ìå
d(x1; z1) = d(x2; y1) = d. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ãéá ïðïéäÞðïôå óçìåßï
ôçò çìéåõèåßáò �x ôï ïðïß áðÝ÷åé áðüóôáóç áðü ôï x ìéêñüôåñç ôçò
min {d(x; x1); d(x; x2)} äåí ìðïñåß íá åßíáé ÷ñùìáôéóìÝíï ïýôå ìå ôï
÷4 ïýôå ìå ôï ÷5. �
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Èåþñçìá 3.7. ¸óôù × : R2 → ÷ åßíáé d-distance excluding ÷ñùìáôéóìüò
ìéáò ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíòç ðëáêüóôñùóçò, ôüôå |÷| ≥ 6

Áðïäåéîç. ¸óôù ëïéðüí üôé õðÜñ÷åé d-distance excluding ÷ñùìáôéóìüò
× ìå |÷| = 5 èá åðåêôåßíïõìå ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ëÞììáôïò
(äåéôå ó÷çìá ðáñáêáôù) ìå ôç êáôÜëëçëç åðéëïãÞ ôùí x; y. Áõèáßñåôá
äéáëÝãïõìå ìéá áðü ôéò ðëåõñÝò óôéò ïðïßåò áíÞêåé ç ôñé÷ñùìáôéêÞ êïñõöÞ
Ô, ÝóôùÐ , ôüôå áí ôçí ðñåïêôåéíïõìå èá ôÝìíåé ìéá ðëåõñÜ ôïõ åîáãþíïõ,
Ýóôù ôçí (x; y) üðïõ x; y ïé êïñõöÝò ôçò. ÖÝñíïíôáò ðëÝïí äýï çìéåõèåßåò
êÜèåôåò óôçí (x; y), üðùò êÜíáìå êáé ðñéí, ïé ïðïßåò ìåôáîý ôïò åßíáé
ðáñÜëëçëåò. Ëüãù ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ëÞììáôïò õðÜñ÷ïõí x1; y1 üóï
êïíôÜ èÝëïõìå óôéò êïñõöÝò x êáé y áíôßóôïé÷á Ýôóé þóôå d(x1; y1) = d,
äëä (x1; y1) ‖ (x; y) êáé íá ìçí åßíáé ÷ñùìáôéóìÝíá ìå ôá õðüëïéðá óýï
÷ñùìáôá ÷4 êáé ÷5. ÄéáëÝãïõìå ôá x1 êáé y1 ôüóï êïíôÜ óôéò x êáé
y áíôßóôïé÷á Ýôóé þóôå ï Sd(x1) ∩ Ð 6= ∅ êáé Sd(y1) ∩ Ð 6= ∅. Aõôü
óõíåðÜãåôáé üôé
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• ç x1 äåí ìðïñåß íá ÷ñùìáôéóôåß ìå ôá ÷2 êáé ÷3 Üñá åßíáé
÷ñùìáôéóìÝíç ìå ôï ÷1.
• ç y1 äåí ìðïñåß íá ÷ñùìáôéóôåß ìå ôá ÷2 êáé ÷3 Üñá åßíáé
÷ñùìáôéóìÝíç ìå ôï ÷1.

Üñá êáé x1 êáé ç y1 åßíáé ÷ñùìáôéóìÝíåò ìå ôï ÷1 Üôïðï. ¢ñá |÷| ≥
6. �



ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

Ìåôñçóéìïò ÷ñùìáôéêïò áñéèìïò

Óôï ðáñïí êåöÜëáéï èá óêéáãñáöçóïõìå ôçí áðïäåéîç ôïõ ðáñáêÜôù
èåùñÞìáôïò ðïõ ïöåßëåôáé óôïí Kenneth Falconer

Èåþñçìá 4.1. Falconer Èåþñçìá¸óôù R2 =
⋃4

i=1Ai ìéá äéáìÝñéóç
ôïõ åðéðÝäïõ áðü 4 ìåôñÞóéìá óýíïëá, ôüôå êÜðïéï áðü ôá 4 £öôÜíåé¤
ôçí áðüóôáóç 1.

Ïñéóìüò 4.1. Lebesque ðõêíüôçôá ¸óôù Á ⊆ R2 Ýíá ìåôñÞóéìï
óýíïëï Lebesque êáé x ∈ R2 ôüôå óáí Lebesque ðõêíüôçôá ôïõ Á
ïñßæïõìå ôçí óõíÜñôçóç

(16) D (A; x) = lim
r→0

� (A ∩B(x; r))

� (B(x; r))

ìå � (B(x; r)) = �r2

Èåþñçìá 4.2. Èåþñçìá Ðõêíüôçôáò Lebesque Ãéá êÜèå ìåôñÞóéìï
Á ⊆ R2 éó÷ýåé üôé:

(17) D(A; x) =

{
1 áí x ∈ A
0 áí x ∈ R2 \ A

ó÷åäüí ðáíôïý.

Ïñéóìüò 4.2. Ãéá êÜèå ìåôñÞóéìï óýíïëï A ïñßæïõìå

(18) A∗ = {x ∈ A : D(A; x) = 1}

ÐáñáôÞñçóç. ÅðåéäÞ � (A∗4) = 0 óõíåðÜãåôáé üôé ôï Á∗ ßóï ìå
ôï Á ó÷åäüí ðáíôïý.

ÐáñáôÞñçóç. Ôï Á∗ åßíáé ìåôñÞóéìï óýíïëï ìéáò êáé ç óõíÜñôçóç
� (A ∩B(x; r)) åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñôçóç êáé

(19) A∗ = D−1 [{1}]

Ïñéóìüò 4.3. Óýíïñï êáôá ðõêíüôçôá Ãéá êÜèå ìåôñÞóéìï óýíïëï
Á ïñßæïõìå ôï óýíïñï ôïõ êáôá ðõêíüôçôá ùò åîÞò

(20) @A = {x : D(A; x) 6= 0; 1 Þ äåí õðÜñ÷åé}

ÐáñáôÞñçóç. Áðü ôï èåþñçìá (4.2) ðñïêýðôåé üôé � (@A) = 0

33
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ËÞììá 4.3. Ãéá êÜèå ìåôñÞóéìï óýíïëï A ⊂ R2, ôÝôïéï þóôå
ì (A) > 0 êáé ì (R2 \ A) > 0 éó÷ýåé üôé @A 6= ∅

ÐáñÜäåéãìá 4.1. Aí èÝóïõìåÁ = [−1; 1]2 ôüôå � (A) > 0; � (R2 \ A) >
0 êáé
(21)

D(A; x) =



1 áí x ∈ (−1; 1)2

0 áí x ∈ R2 \ A
1

2
áí x = (±1; b) ìå b ∈ (−1; 1)Þ x = (á;±1) ìå á ∈ (−1; 1)

1

4
áí x = (a; b) ìå a; b ∈ {1;−1} ∈

ËÞììá 4.4. Aí R2
⋃4

i=1Ai åßíáé ìéá êÜëõøç ôïõ åðéðÝäïõ áðü 4

îÝíá ìåôñÞóéìá óýíïëá ôüôå ç
⋃4

i=1A
∗ åßíáé ìéá Ýíùóç îÝíùí ìåôáîý

ôïõò óõíüëùí ìå ôï óõìðëÞñùìáôéêï ôïõò íá åßíáé ôï(⋃4
i=1A

∗)c =M =
⋃4

i=1 @Ai

ËÞììá 4.5. ÁíM ôüôå õðÜñ÷åé x ∈M Ýôóé þóôå

(22) l (C(x; 1) ∩M) = l
(
C(x;

√
3) ∩M

)
= 0

ËÞììá 4.6. Aí R2
⋃4

i=1Ai åßíáé ìéá êÜëõøç ôïõ åðéðÝäïõ áðü 4
îÝíá ìåôñÞóéìá óýíïëá Ýôóé þóôå íá åßíáé 1-ecxluding ôüôå áí x ∈ M
ìå x ∈ @A1 ∩ @A2 óõíáðÜãåôáé üôé

(23) l
(
C(x;

√
3) \ (A∗1 ∪ A∗2)

)
= 0

ËÞììá 4.7. Aí C åßíáé Ýíáò êýêëïò ìå áêôßíá r >
1

2
êáé Å1; Å2

äýï îÝíá ìåôñÞóéìá õðóõíüëá ôïõ C ôÝôïéá þóôå l (C \ (E1 ∪ E2)) = 0

ôüôå áí � = 2 sin−1
(

1

2r

)
åßíáé Üññçôïò êáé ðïëëáðëÜóéïò ôïõ � ôüôå

Ýíá áðü ôá Å1 êáé Å2 ðåñéÝ÷åé äýï óçìåßá ðïõ áðÝ÷ïõí áðüóôáóç 1.

ËÞììá 4.8. Ãéá êÜèå n ∈ N∗ éó÷ýåé üôé
(
1− i

√
11
)2m 6= (−12)m
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Áðüäåéîç ôïõ Èåùñçìáôïò Falconer

Må ïëá ôá ðñïçãïõìåíá ëçììáôá åéíáé ðëåïí åõêïëï íá
áðïäåéîïõìå ôï æçôïõìåíï. Aí R2 =

⋃4
i=1Ai åíáò ÷ñùìáôéóìïò

áðï ìåôñçóéìá óõíïëá îåíá ìåôáîõ ôïõò ðïõ éêáíïðïéåé ôçí
÷ñìáôéêç ðñïõðïèåóç ôïôå ìå âáóç ôá ðñïçãïõìåíá ëçììáôá
êáôáëçãïõìå ïôé (

1− i
√

11
)2m
6= (−12)m

ôï ïðïéï åéíáé áôïðï.
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