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Περίληψη 

Το αντικείµενο της παρούσας εργασίας είναι η µοντελοποίηση του φαινοµένου της 

γένεσης και της διάδοσης των κυµάτων τσουνάµι µε χρήση της µεθόδου των 

Πεπερασµένων Στοιχείων. Αρχικά, παρουσιάζεται το γενικό πρόβληµα κυµάτων 

ελεύθερης επιφάνειας σύµφωνα µε τους θεµελιώδεις νόµους της υδροδυναµικής και 

περιγράφονται οι εξισώσεις ρηχών υδάτων, οι οποίες µε τις κατάλληλες παραδοχές, 

ενδείκνυνται για την περιγραφή της διάδοσης κυµάτων τσουνάµι.  

Στη συνέχεια, γίνεται µια σύντοµη αναφορά στα αίτια και τους µηχανισµούς 

δηµιουργίας κυµάτων τσουνάµι, περιγράφονται τα στάδια εξέλιξής τους και για κάθε 

ένα από αυτά, οι αντίστοιχες εξισώσεις ρηχών υδάτων. Έπειτα, παρουσιάζεται η 

µεταβολική διατύπωση των κατάλληλων γραµµικοποιηµένων εξισώσεων ρηχών 

υδάτων, η οποία οδηγεί στην κατασκευή µεθόδων πεπερασµένων στοιχείων, και 

αποδεικνύεται η ύπαρξη και η µοναδικότητα της λύσης του µεταβολικού 

προβλήµατος.  

Ακολούθως, παρουσιάζεται η προσοµοίωση και ο προγραµµατισµός που έγινε για 

την επίλυση του προβλήµατος µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων (µέσω του 

υπολογιστικού περιβάλλοντος Matlab). Τα µοντέλα προσοµοίωσης που επιλύθηκαν 

αφορούν σε διάφορους  γενεσιουργούς µηχανισµούς όπως η τµηµατική ανύψωση 

πυθµένα και οι υποθαλάσσιες κατολίσθησεις. Με την ίδια µέθοδο, επιλύθηκε και η 

περίπτωση δηµιουργίας τσουνάµι µε γενεσιουργό αίτιο την πτώση µετεωρίτη.  

Τέλος, παρατίθενται τα αποτελέσµατα των προηγούµενων εφαρµογών και γίνεται 

σχολιασµός και σύγκριση αυτών µε αντίστοιχα από τη σχετική βιβλιογραφία. 

 

Abstract 

The present study aims to investigate the generation and propagation of tsunami 

waves via suitable forms of the linearized shallow water equations and use of the 

Finite Element method.  

Initially, the derivation of the basic hydrodynamic theory for non-viscous 

incompressible fluids is introduced and the shallow water theory is described. That 

constitutes a principal approximate theory, which results from assuming the water to 

be shallow or the wave to have a long wavelength. In this study, we are restricting the 

research to the linear approximation, which is defined in terms of the ratio of a typical 

wave amplitude to a typical depth.  

 Several generating mechanisms, such as seabed dislocations or submarine 

landslides, are considered. For this purpose, 1-D and 2-D equations are presented and 

suitable variational formulations are derived and analysed. Based on the previous, 

Finite Element models are developed. The implementation of the above, along with 

several time integration techniques, into MatLab codes follows. 



 

 

Numerical results, regarding to seabed dislocations and submarine landslides, are 

presented and compared to similar cases of the relevant literature.  

Finally, an application of the above techniques for the simulation of meteor impact 

generated water waves, is attempted. Comparison of the shallow water theory with 

full dispersion solutions is presented and convergence of the numerical schemes is 

demonstrated. 
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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

1.1. Βασικά στοιχεία υδροδυναµικής
 

 

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται µια σύντοµη παρουσίαση βασικών στοιχείων 

υδροδυναµικής. Η διάρθρωση των υποενοτήτων και η περιγραφή των εξισώσεων, 

ακολουθεί την αντίστοιχη παρουσίαση του κλασσικού συγγράµµατος του J. J. 

Stoker
[1]

. Η αρχή διατήρησης ορµής του ρευστού σωµατιδίου βασίζεται στο δεύτερο 

νόµο του Νεύτωνα. Θεωρούµε στοιχειώδη όγκο µορφής ορθογωνίου 

παραλληλεπιπέδου µε πλευρές dx , dy , dz , όπως στο Σχήµα 1.1.  

 

 
Σχήµα 1.1: Στοιχειώδης όγκος ρευστού 

 

 

 

Η εντατική κατάσταση της στοιχειώδους µάζας dm  κατά τον άξονα x , που 

απεικονίζεται στο Σχήµα 1.1, περιγράφεται ως εξής 

 

[ ( ) ]dx dydz dxdydz dxdydz− + + + =
x (x)

p p p Xρ ρa   ,                (1.1.1) 

όπου 

( , , , )x y z t= =X X το σύνολο των εξωτερικών ή/και καθολικών δυνάµεων που 

ενεργούν στο στοιχείο µάζας  

( , , , )x y z t= =
(x) (x)

α α  η επιτάχυνση του στοιχείου µάζας dm  κατά τη διεύθυνση 

του άξονα x 

( , , , )x y z t= =ρ ρ η πυκνότητα του στοιχείου µάζας dm  κατά τη διεύθυνση του 

άξονα x 

 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, οι γενικές εξισώσεις κίνησης κατά τους τρεις άξονες 

γράφονται ως εξής 
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1

1

1


− + =


− + =


− + =


x (x)

y (y)

z (z)

p X a
ρ

p X a
ρ

p X a
ρ

   ,                                               (1.1.2) 

 

ή εναλλακτικά σε διανυσµατική µορφή: 

 

1
grad− + =p F a

ρ
  ,                                                (1.1.3) 

 

όπου το διάνυσµα της καθολικής δύναµης (0, , 0)g= −F F  , όπου g =επιτάχυνση της 

βαρύτητας. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι ως θετική φορά του κατακόρυφου άξονα y  

θεωρείται η αντίθετη του βάρους. 

Οι εξισώσεις (1.1.2) αποτελούν το θεµελιώδη νόµο της ρευστοµηχανικής που 

αναφέρεται σε ένα σύνολο ύλης καθορισµένης οντότητας και προσιδιάζει στην 

κινηµατική περιγραφή της ροής κατά Lagrange, κατά την οποία παρακολουθείται η 

πορεία συγκεκριµένων ρευστών σωµατιδίων. Ωστόσο, είναι αναγκαία η προσαρµογή 

των νόµων στα πλαίσια της µεθόδου Euler κατά την οποία µελετάται τι συµβαίνει σε 

σταθερά σηµεία του χώρου καθώς διέρχονται διάφορα ρευστά σωµατίδια.  

 

Συνεπώς, κατά την περιγραφή Euler το πεδίο των ταχυτήτων ( ), ,u v w  περιγράφεται 

συναρτήσει των χωρικών συντεταγµένων και του χρόνου. Πιο συγκεκριµένα, αν το 

πεδίο ροής περιγράφεται συναρτήσει των 

 

( ( ), ( ), ( ))t t t=x x y z  ,                                               (1.1.4) 

 

τότε το πεδίο ταχυτήτων περιγράφεται από τη χρονική παράγωγο των ανωτέρω ως 

εξής 

  ( ( ), ( ), ( ))t t t=ɺ ɺ ɺ ɺx x y z    ,                                            ( 1.1.5) 

 

Έστω λοιπόν, µια ιδιότητα του ρευστού F . H χρονική παράγωγός της δίνεται από 

τη σχέση 

z

d
x y z

dt
= + + +ɺ ɺ ɺ

x y t

F
F F F F  

tu x v y w z F= + + +ɺ ɺ ɺ  ,                                              (1.1.6). 

 

Εποµένως, για να εξάγουµε την ολική παράγωγο µιας συνάρτησης αρκεί να 

εφαρµόσουµε τον τελεστή 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y z t

d
u v w

dt
= + + +    ,                  (1.1.7) 

 

Σύµφωνα µε την σχέση (1.1.7), η επιτάχυνση 
(i)a  κατά την διεύθυνση του άξονα i  

προκύπτει από την παρακάτω σχέση 

 

( ) ( ) ( ) ( )i x i y i z i t

d
uu vu wu u

dt
= = + + +(i)

u
a    ,               (1.1.8). 

 

Mε γνωστές τις επιταχύνσεις του σωµατιδίου ανά άξονα, 
(i)a , και µε την παραδοχή 

ότι η µόνη εξωτερική δύναµη που ασκείται είναι της βαρύτητας, οι εξισώσεις (1.1.2) 

αναδιατυπώνονται 

1
,

1
,

1

t x y z x

t x y z y

t x y z z

u uu vu wu p

u uv vv wv p g

u uw vw ww p

ρ

ρ

ρ


+ + + = −



+ + + = − −



+ + + = −



                        (1.1.9) . 

 

Οι εξισώσεις (1.1.9) αποτελούν ένα σύστηµα τριών µη γραµµικών διαφορικών 

εξισώσεων των , , ,u v w ρ  και p . Θεωρώντας ότι πρόκειται για ασυµπίεστο ρευστό, η 

πυκνότητα ρ  λαµβάνεται σταθερή. Ταυτοχρόνως, στα ασυµπίεστα ρευστά, ο όγκος 

µιας καθορισµένης µάζας παραµένει αµετάβλητος. Η αρχή διατήρησης της µάζας 

µπορεί να περιγραφεί αρχικά από τη σχέση 

 

0
s

ρ dS =∫∫ nu  ,                                                       (1.1.10)  

 

η οποία εκφράζει ότι η εκροή µάζας από ένα όγκο που περιβάλλεται από µία κλειστή 

επιφάνεια - και µε την προϋπόθεση ότι δεν παράγεται ή καταστρέφεται ποσότητα 

µάζας µέσα στον όγκο αυτό – είναι µηδενική. Κατά σύµβαση, η φορά της ταχύτητας  

nu  λαµβάνεται θετική κατά την κάθετη στην επιφάνεια εκροή της µάζας. 

Εφαρµόζοντας το θεώρηµα Gauss, η εξίσωση (1.1.10) ισοδυναµεί µε 

 

( ) 0
s R

ρ dS div ρ dτ= =∫∫ ∫∫∫nu v  ,                              (1.1.11) 

για τυχαίο όγκο R . 

Θα πρέπει λοιπόν, ( ) 0div ρ =v . Η πυκνότητα ρ  του ρευστού σωµατιδίου κατά 

την κίνησή του µέσα στο πεδίο ροής ασυµπίεστου ρευστού παραµένει αµετάβλητη κι 

έτσι απαλείφεται από την εξίσωση (1.1.11). Εποµένως, 
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( ) 0x y zdiv u u u= + + =v    ,                                  (1.1.12) . 

 

Η εξίσωση (1.1.12) είναι η αρχή διατήρησης της ορµής και λέγεται εξίσωση 

συνέχειας. Οι εξισώσεις (1.1.9) και (1.1.12) είναι ένα κλειστό σύστηµα εξισώσεων 

που επιλύεται και προσδιορίζει µε µοναδικό τρόπο τις συνιστώσες της ταχύτητας 

, ,u v w και την πίεση p .  

 

 

 1.2. Θεώρηµα Helmholtz 

 

Έστω ότι έχουµε µια κλειστή καµπύλη C , η οποία κινείται ταυτόχρονα µε το 

ρευστό (δηλαδή τα σύνορα αποτελούνται από σωµατίδια του ίδιου ρευστού). H 

κυκλοφορία Γ του ρευστού, η οποία ορίζεται ως το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της 

εφαπτοµενικής συνιστώσας της ταχύτητας πάνω σε µία τυχαία κλειστή γραµµή C  

του χώρου, περιγράφεται συναρτήσει του χρόνου ως εξής 

 

( )
C

t udx vdy wdzΓ = + +∫�  

s

C

ds= ∫�v      ,                                                       (1.2.1) 

όπου sv = η εφαπτόµενη στην καµπύλη C  ταχύτητα του ρευστού, ds = στοιχειώδες 

µήκος τόξου. 

 

Η καµπύλη C  δίνεται από το διάνυσµα ( , )σ τx , όπου σ  είναι παράµετρος τέτοια 

ώστε 0 1σ≤ ≤  και (0, ) (1, )t t=x x . Εφαρµόζοντας τη µέθοδο Lagrange, ο καθορισµός 

της τιµής της παραµέτρου σ  προσδιορίζει ένα συγκεκριµένο σηµείο της καµπύλης 

C . 

 

Με κατάλληλο µετασχηµατισµό στο φυσικό σύστηµα η (1.2.1) γράφεται 
1

0

( )t dsΓ = ⋅∫ v xσσσσ , όπου ⋅v xσσσσ  εσωτερικό γινόµενο. Η χρονική παράγωγος αυτού 

προκύπτει ως εξής  
1

0

( ) ( )t dσΓ = ⋅ +∫ɺ ɺ ɺiv x v xσ σσ σσ σσ σ . 

 

Εναλλακτικά, η τελευταία σχέση, χρησιµοποιώντας την εξίσωση κίνησης (1.1.3), 

µπορεί να γραφεί 
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1

0

1
( ) ( )t grad g grad dσ σ

ρ
Γ = − ⋅ − ⋅ + ⋅∫ɺ x p x y v vσ σσ σσ σσ σ  

                                   

1

0

1 1
( )

2
g dσ σ

ρ
 

= − − + ⋅ 
 
∫ 0p y v vσσσσ   

                                   0=  

 

εφ’όσον οι τιµές p , y  και v  εµφανίζονται όταν 0σ =  και 1σ = , και οι τιµές ρ  και 

g  είναι σταθερές. Από την τελευταία εξίσωση, συµπεραίνεται ότι σε ρευστό χωρίς 

ιξώδες η ροή σε µία κλειστή καµπύλη, η οποία απαρτίζεται από σωµατίδια του ίδιου 

ρευστού, είναι σταθερή ως προς το χρόνο (Θεώρηµα Helmotz) . Τέτοιες περιπτώσεις 

παρατηρούνται όταν το ρευστό βρίσκεται σε ηρεµία ή όταν κινείται µε σταθερή 

ταχύτητα για κάποιο χρονικό διάστηµα.  

Με βάση τα παραπάνω, προκύπτουν πρόσθετα συµπεράσµατα. Έστω ότι ως θετική 

λαµβάνεται η αντιωρολογιακή φορά ολοκλήρωσης. Για παράδειγµα, αν θεωρήσουµε 

τυχαία επιφάνεια S που έχει ως όριο την καµπύλη C, τότε σύµφωνα µε  το θεώρηµα 

Stokes του διανυσµατικού λογισµού 

 

( ) ( )s n n

c s s

ds curl dA dAΓ = = = ∇×∫ ∫∫ ∫∫� v v v . 

Προκύπτει, δηλαδή, ότι η κυκλοφορία παριστάνει ουσιαστικά τη στροβιλότητα 

του πεδίου ανά µονάδα επιφάνειας. 

Στην περίπτωση που 0Γ =  για όλες τις κλειστές καµπύλες, προκύπτει εύκολα το 

συµπέρασµα ότι 

( , , ) 0y z z z x ycurl w v u w v u= − − − =v , 

 

οπότε η ροή ονοµάζεται αστρόβιλη. Συµπεραίνεται λοιπόν, ότι εάν η ροή ενός 

ρευστού χωρίς ιξώδες είναι στιγµιαία αστρόβιλη, τότε χαρακτηρίζεται γενικά 

αστρόβιλη (συντηρητικό πεδίο). Τότε το διάνυσµα της ταχύτητας µπορεί να γραφεί 

ως = −∇Φv , όπου Φ  λέγεται συνάρτηση δυναµικού. Στη συνέχεια του κεφαλαίου, οι 

θεωρίες που αναπτύσσονται αφορούν σε αστρόβιλα πεδία. 

 

 

1.3. Ροή δυναµικού και Νόµος Bernoulli 

 

Η θεώρηση αστρόβιλης ροής οδηγεί σε µία σειρά από χρήσιµα συµπεράσµατα. 

Κατ’αρχήν, το γεγονός ότι 0curl =v  εξασφαλίζει την ύπαρξη στο πεδίο ενός 

βαθµωτού µεγέθους, του δυναµικού ταχυτήτων ( , , ; )x y z tΦ , από το οποίο µπορεί να 

προκύψει το πεδίο των ταχυτήτων ως εξής 

 

( , , )x y zgrad= Φ = Φ Φ Φv ,                                     (1.3.1) 
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ή 

 

, ,x y zu v w= Φ = Φ =Φ  ,                                         (1.3.2). 

 

Το δυναµικό των ταχυτήτων προσδιορίζεται από το ολοκλήρωµα 

 
, ,

( , , ; )

x y z

x y z t udx vdx wdzΦ = + +∫   ,                        (1.3.3). 

 

Η µηδενική στροβιλότητα ( 0curl =v ) εξασφαλίζει ότι η έκφραση προς 

ολοκλήρωση της (1.3.3) αποτελεί τέλειο διαφορικό. Εφ’όσον προσδιοριστούν οι 

συνιστώσες της ταχύτητας από την (1.3.2), προκύπτει από την εξίσωση συνέχειας 

(1.1.12) ότι η συνάρτηση Φ  αποτελεί λύση της εξίσωσης Laplace 

 
2 0xx yy zz∇ Φ = Φ +Φ +Φ =  ,                                   (1.3.4)  

 

κι εποµένως, η Φ  χαρακτηρίζεται αρµονική συνάρτηση. Η ιδιότητα αυτή είναι πολύ 

χρήσιµη, καθώς το πεδίο των ταχυτήτων προκύπτει από µία συνάρτηση που 

ικανοποιεί τη γραµµική διαφορική εξίσωση του Laplace. 

Επιπλέον, λόγω της αστρόβιλης  ροής  οι εξισώσεις κίνησης µπορούν να γραφούν 

ως 

2 2 21
( ) ( )

2
t

p
grad grad u v w grad grad gy

ρ
Φ + + + = − −   ,        (1.3.5). 

 

Η ολοκλήρωση της εξίσωσης (1.3.5) καταλήγει στην πολύ σηµαντική εξίσωση, 

γνωστή ως νόµος Bernoulli 

 

2 2 21
( ) ( )

2
t

p
u v w gy t

ρ
Φ + + + + + =C ,                       (1.3.6). 

 

Η εξίσωση Laplace (1.3.4) και ο νόµος Bernoulli (1.3.6) µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν έναντι των εξισώσεων κίνησης και συνέχειας µε σκοπό να 

υπολογιστούν οι συνιστώσες της ταχύτητας , ,u v w  και η πίεση p . Πιο συγκεκριµένα, 

η ταχύτητα υπολογίζεται από την επίλυση της (1.3.4) ως προς Φ , και ακολούθως από 

την (1.3.6) προσδιορίζεται η τιµή της πίεσης  p . 

Παρατηρείται ότι η πίεση p  προσδιορίζεται µέσα από µία συνάρτηση που 

φαίνεται να παραµένει σταθέρη κάθε χρονική στιγµή µέσα στο ρευστό. Παρόλα αυτά, 

αν προσθέσουµε στην κατανοµή της πίεσης µία συνάρτηση χρονικά εξαρτώµενη δε 

θα παρατηρηθεί καµία µεταβολή στην κίνηση του ρευστού, καθώς µε αυτόν τον 

τρόπο δεν προστίθεται επιπλέον όρος στη βαθµίδα της πίεσης. 
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Για παράδειγµα, αν θέσουµε 

 

* ( )

t

dξ ξΦ =Φ + ∫C  ,                                                (1.3.7) 

τότε η συνάρτηση *Φ  είναι αρµονική µε 
*grad gradΦ = Φ  και µε αντικατάσταση 

στη σχέση Bernoulli (1.3.6) συµπεραίνεται ότι ( ) 0t ≡C  χωρίς βλάβη της γενικότητας. 

 

 

1.4.  Συνοριακές συνθήκες 

 

Έστω ρευστό µε σύνορο την επιφάνεια S που το διαχωρίζει από οποιοδήποτε άλλο 

µέσο. Τα σωµατίδια του ρευστού που βρίσκονται πάνω στην επιφάνεια S θεωρούµε 

ότι παραµένουν σε αυτή. Συνήθως, πρόκειται για επιφάνειες στερεού, άκαµπτου  

σώµατος που βρίσκονται σε συνεχή επαφή µε το ρευστό, όπως π.χ. ο πυθµένας της 

θάλασσας, η ελεύθερη επιφάνεια της θάλασσας που βρίσκεται σε επαφή µε την 

ατµόσφαιρα, κ.ά. 

Εάν, για παράδειγµα η επιφάνεια S δίνεται από τον τύπο ( , , ; ) 0x y z tη =  

προκύπτει, µέσω της (1.1.3), ότι η συνθήκη 

 

0x y z t

d
u v w

dt

η
η η η η= + + + =   ,                                  (1.4.1) 

 

ικανοποιείται στην επιφάνεια S. Από την (1.3.2) και το δεδοµένο ότι το διάνυσµα 

( , , )x y zη η η  είναι κάθετο στην επιφάνεια S συνεπάγεται ότι η συνθήκη (1.4.1) µπορεί 

να γραφεί 

 

2 2 2

t

x y z

η

η η η

∂Φ
= − =

∂ + +n
nv  ,                                    (1.4.2) 

 

όπου ο όρος nv  εκφράζει την ταχύτητα του ρευστού και του συνόρου S στην 

κατεύθυνση του µοναδιαίου κάθετου διανύσµατος n . 

Στην περίπτωση που το σύνορο S είναι ορισµένο και ανεξάρτητο του χρόνου η 

συνθήκη µηδενίζεται σε αυτό, δηλαδή 

 

0
∂Φ
=

∂n
 ,                                                       (1.4.3) 

 

και κρίνεται κατάλληλη για περιπτώσεις όπου ένα εκ των συνόρων είναι ο 

απαραµόρφωτος, θαλάσσιος πυθµένας. 
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Ακόµη, στην ειδική περίπτωση που σύνορο S του προβλήµατος αποτελεί η 

ελεύθερη επιφάνεια του ρευστού, στην οποία η πίεση που ασκείται είναι 

προκαθορισµένη, ο περιορισµός που λαµβάνεται σε αυτό, µέσω της (1.4.1), είναι 

 

0
x x y z z t
η η ηΦ −Φ +Φ + =  ,                                       (1.4.4). 

 

Επιπλέον, δεδοµένης της πίεσης στο σύνορο S, ο νόµος Bernoulli πάνω στο S 

διαµορφώνεται ως εξής 

 

2 2 21
( ) 0

2
t x y z

p
gη

ρ
+Φ + Φ +Φ +Φ + =  ,                             (1.4.5) 

 

Τελικά, η συνάρτηση δυναµικού Φ θα πρέπει να ικανοποιεί ένα ζεύγος µη 

γραµµικών συνοριακών συνθηκών (1.4.4) και (1.4.5) στην ελεύθερη επιφάνεια S, 

αντίθετα µε την απαίτηση της γραµµικής συνοριακής συνθήκης του απαραµόρφωτου 

συνόρου. Ωστόσο, δεν αποτελεί παράδοξο, καθώς στην ελεύθερη επιφάνεια 

υπεισέρχεται ως πρόσθετη άγνωστη συνάρτηση  η κάθετη µετατόπισή της ( , ; )x z tη . 

 

 

1.5. Τυπικό πρόβληµα θαλάσσιων κυµάτων στο επίπεδο 

 

Το Σχήµα 1.5.1 αποτυπώνει γραφικά το γενικό πρόβληµα θαλάσσιων κυµάτων 

στο επίπεδο. Ο θαλάσσιος όγκος θεωρείται αρχικά ότι βρίσκεται σε ηρεµία, 

κατανεµηµένος στο επίπεδο σύµφωνα µε τη συνάρτηση 

 

( , ) 0,h x z y z− ≤ ≤ −∞ < < ∞ . 

 

 
Σχήµα 1.5.1 Τυπικό πρόβληµα θαλάσσιων κυµάτων στο επίπεδο 
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όπου z  ο κάθετος στο επίπεδο xy  άξονας. 

 ∆εδοµένης µιας διαταραχής κατά τη χρονική στιγµή 0t = , αναζητείται η 

συνάρτηση της παραµορφωµένης ελεύθερης επιφάνειας, ( , ; )y x z t= η . Βάσει των 

δεδοµένων του προβλήµατος, θα πρέπει να ικανοποιείται αρχικά, η εξίσωση Laplace 

 

2 0xx yy zz∇ Φ = Φ +Φ +Φ = , για 

( ; )

( , ) ( , ; )

x z t x

h x z y x z t

z

 ≤ ≤ ∞

− ≤ ≤ η
−∞ < < ∞

s

              (1.5.1). 

 

όπου ( ; )x z ts
= το ελεύθερο µεταβλητό σύνορο του νερού που φτάνει στην ακτή.  

 

Η φυσική συνοριακή συνθήκη στον πυθµένα της θάλασσας, όπου δηλαδή 

( , )y h x z= − , είναι 

0
∂Φ
=

∂n
,                                                      (1.5.2) 

 

ενώ στην ελεύθερη επιφάνεια, όπου δηλαδή ( , ; )y η x z t= , έχουµε την κινηµατική 

συνοριακή συνθήκη 

0x x y z z tη η ηΦ −Φ +Φ + = ,                                   (1.5.3) 

και τη δυναµική συνθήκη 

2 2 21
( ) ( , ; )

2
t x y zg x z tη +Φ + Φ +Φ +Φ = F ,                        (1.5.4) 

 

όπου ( , ; ) 0x z t ≡F  εκτός από την περιοχή της διαταραχής. Θεωρούµε, επίσης, ότι 

όσο ,x z→∞ →∞  , οι συναρτήσεις ,ηΦ  παραµένουν φραγµένες και τόσο αυτές όσο 

και κάποιες από τις παραγώγους τους τείνουν να µηδενιστούν. 

 

Στη συνέχεια, πρέπει να ορίσουµε τις αρχικές συνθήκες του προβλήµατος, τέτοιες 

ώστε να ανταποκρίνονται στην αρχική θεώρηση ηρεµίας του νερού. ∆ηλαδή για τη 

χρονική στιγµή 0t = , ορίζουµε 

( , ; ) 0x z tη =  ,                                                 (1.5.5) 

0x y zΦ =Φ = Φ =   ,                                           (1.5.6). 

 

Τέλος, για την πλήρη διατύπωση του προβλήµατος πρέπει να εισαχθεί σε αυτό η 

προκαλούµενη διαταραχή. Αρκεί, δηλαδή, να προσδιοριστεί η συνάρτηση φόρτισης 

F . 

Στο στάδιο αυτό, που το πρόβληµα έχει περιγραφεί πλήρως, γίνεται αντιληπτή η 

δυσκολία επίλυσής του. Αυτό έγκειται αφενός στη µη γραµµικότητά του και 

αφετέρου στο ότι η ελεύθερη επιφάνεια ύδατος δεν είναι γνωστή a priori· κι έτσι το 
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πεδίο στο οποίο πρέπει να προσδιοριστεί η συνάρτηση δυναµικού Φ δεν είναι γνωστό 

εξαρχής. 

Ακόµη, στο πρόβληµα εντοπίζονται επιπλέον δυσκολίες ως προς την επίλυσή του.  

Γίνεται σαφές ότι οι εξισώσεις αυτές δεν µπορούν να περιγράψουν επακριβώς το 

φυσικό φαινόµενο όσο t→∞ , εφ’όσον οι κυµατικές διαταραχές δεν διαδίδονται 

οµαλά σε σχέση µε το χρόνο· αντιθέτως, προσεγγίζοντας την ακτή έχουµε αύξηση 

του πλάτους και θραύση των κυµάτων. Έτσι, η εισαγωγή στο µαθηµατικό µοντέλο 

των ιδιοµορφιών ως προς το χρόνο και το χώρο θα βελτιστοποιούσε το βαθµό 

ακρίβειας της λύσης. 

Ωστόσο, εξαιτίας των δυσκολιών αυτών που παρουσιάζουν τα µη γραµµικά 

προβλήµατα, προχωράµε µέσω κατάλληλων παραδοχών στην απλούστευσή τους κι 

εντέλει στην κατάταξή τους σε γνωστές κατηγορίες προβληµάτων. 

 

 

1.6. Θεωρία ρηχών υδάτων (Shallow water theory) - Παραδοχές 

 

H θεωρία ρηχών υδάτων εφαρµόζεται όταν το βάθος είναι πολύ µικρότερο σε 

σύγκριση µε µήκος κύµατος των επιφανειακών κυµάτων. Στην περίπτωση αυτή, 

µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η µετατόπιση και η κλίση της ελεύθερης επιφάνειας 

δεν είναι µικρές, καταλήγωντας έτσι σε µη γραµµικές εξισώσεις. Η θεωρία αυτή 

βρίσκει εφαρµογή παρέχοντας ικανοποιητικά αποτελέσµατα και ακριβείς 

προσεγγίσεις σε διάφορα φυσικά φαινόµενα όπως παλίρροιες, µοναχικά κύµατα 

διαδιδόµενα σε ρηχά νερά, θραύση κυµάτων σε ακτές, κύµατα καναλιών κ.ά. Ακόµη, 

µπορεί να εφαρµοστεί και σε περιπτώσεις κυµάτων µεγάλου µήκους κύµατος, όπως 

αναλύεται σε επόµενο κεφάλαιο.  

 

Αρχικά, θα εξάγουµε τη µορφή των εξισώσεων ρηχών υδάτων στις δύο 

διαστάσεις. Έστω x ο οριζόντιος άξονας της ατάραχης στάθµης ύδατος και y ο 

κάθετος σε αυτόν µε άνω θετική φορά. Η γεωµετρία του πυθµένα δίνεται από τη 

συνάρτηση ( , )y h x t= − , ενώ η µεταβολή της στάθµης ύδατος περιγράφεται από τη 

συνάρτηση ( , )y x tη= . Η ταχύτητα του ρευστού υποδηλώνεται από τις συνιστώσες 

( , , )x y tu και ( , , )x y tv . 

H εξίσωση συνέχειας είναι  

0x yu v+ =    ,                                                (1.6.1) 

 

Στην ελεύθερη επιφάνεια πρέπει να ικανοποιούνται η κινηµατική οριακή συνθήκη 

 

( ) 0t x y
u v

η
η η

=
+ − =  ,                                          (1.6.2) 

 

καθώς και η δυναµική οριακή συνθήκη, σύµφωνα µε την οποία η πίεση στην 

ελεύθερη επιφάνεια είναι µηδενική 
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0
y

p
η=
=  ,                                                 (1.6.3) . 

 

Στον πυθµένα, η αντίστοιχη κινηµατική οριακή συνθήκη εκφράζει την ιδιότητα 

των ρευστών κατά την οποία σε ακίνητο στερεό όριο η κάθετη προς αυτό συνιστώσα 

της ταχύτητας είναι µηδενική. Έτσι, 

( ) 0x y h
uh v

=−
+ =  ,                                       (1.6.4) . 

 

Η ολοκλήρωση της (1.14) καθ’ύψος καταλήγει στη σχέση 

( ) 0
x h

h

u dy v

η
η

−
−

+ =∫  ,                                     (1.6.5) . 

Αξιοποιώντας τις κινηµατικές συνθήκες, καταλήγουµε στην µορφή 

0
x t x xh

h

u dy u u h

η

η
η η

−
−

+ + ⋅ + ⋅ =∫  ,                             (1.6.6). 

 

Εισάγουµε τη σχέση 

 
( )

( )

x

x x xy y h

h x h

udy u u h u dy
x

η η

η
η

= =−
− −

∂
= ⋅ + ⋅ +

∂ ∫ ∫    ,                       (1.6.7) 

 

και συνδυάζοντας την µε την εξίσωση (1.6.6), λαµβάνουµε 

t

h

udy
x

η

η
−

∂
= −

∂ ∫   ,                                            (1.6.8). 

 

Η θεωρία ρηχών υδάτων αποτελεί µία προσεγγιστική θεωρία, η οποία εγκείται 

στην παραδοχή ότι η κατακόρυφη συνιστώσα της επιτάχυνσης έχει αµελητέα 

επίδραση στην πίεση, δηλαδή η πίεση κάτω από την ελεύθερη επιφάνεια κατανέµεται 

υδροστατικά σύµφωνα µε τη σχέση 

 

( )p g yρ η= −    ,                                            (1.6.9). 

 

Παραγωγίζοντας την (1.6.9) ως προς x, λαµβάνουµε  

 

x xp gρη=    ,                                                (1.6.10) 

 

κι εποµένως παρατηρούµε ότι η παράγωγος xp  είναι ανεξάρτητη του βάθους y . 

Κατά συνέπεια, η οριζόντια συνιστώσα της επιτάχυνσης (κατά x ) είναι ανεξάρτητη 

από την κατακόρυφη, και η ίδια αντιστοιχία προκύπτει και για τις συνιστώσες της 

ταχύτητας για κάθε χρονική στιγµή t . 
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Έτσι, προχωρούµε στην παραδόχη ότι το πεδίο των ταχυτήτων περιγράφεται από 

τη συνάρτηση ( , )u u x t= , δηλαδή µεταβάλλεται ανά σηµείο του άξονα x  και ανά 

χρονική στιγµή t  . Η εξίσωση κίνησης απλοποιείται στη µορφή 

 

t x xu uu gη+ = −   ,                                          (1.6.11). 

 

Η σχέση (1.6.11) αποτελεί την τυπική εξίσωση κίνησης σύµφωνα µε την 

περιγραφή Euler, όπου 0yu = . Επιπλέον, η (1.6.8) µπορεί να γραφεί  

 

[ ]( ) tx
u hη η+ = −   ,                                       (1. 6.12) 

καθώς λόγω της ανεξαρτησίας της ταχύτητας u από το y ισχύει 
h h

udy u dy

η η

− −

=∫ ∫ . 

Το ζεύγος των διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης (1.6.11) και (1.6.12) για τις 

άγνωστες συναρτήσεις ( , )u u x t=  και ( , )x tη η=  αποτελούν τις διαφορικές εξισώσεις 

της θεωρίας ρηχού ύδατος. Με δεδοµένες τις αρχικές συνθήκες, δηλαδή τις τιµές των 

συναρτήσεων u και η  για 0t = , η επίλυση των εν λόγω διαφορικών εξισώσεων 

αποδίδουν το ανάλογο φυσικό φαινόµενο. 

 

Επιπροσθέτως, θεωρούµε ότι οι τιµές της ταχύτητας των σωµατιδίων του ρευστού 

v και της µεταβολής της ελεύθερης επιφάνειας του ύδατος η , καθώς και οι µερικές 

παράγωγοι τους είναι πολύ µικρές, κι έτσι τα τετράγωνα τους και τα µεταξύ τους 

γινόµενα µπορούν να αµεληθούν, συγκριτικά µε τους γραµµικούς όρους. Συνεπώς, 

εισάγουµε τις γραµµικοποηµένες εξισώσεις ρηχών υδάτων, οι οποίες προέκυψαν από 

την απαλοιφή των µη γραµµικών όρων. Έτσι, έχουµε 

 

t xu gη= −  ,                                                (1.6.13) 

( )x tuh η= − ,                                                (1.6.14) 

 

Το σύστηµα των ανωτέρω διαφορικών εξισώσεων, µε κατάλληλες παραγωγίσεις 

και αντικαταστάσεις οδηγεί στην παρακάτω διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης 

1
( ) 0xx ttuh u

g
− =  ,                                         (1.6.15). 

 

Εάν, µάλιστα, το βάθος του πυθµένα είναι σταθερό η εξίσωση (1.6.15) καταλήγει 

στην κλασική γραµµική εξίσωση κύµατος 

1
0xx ttu u

gh
− = ,                                         (1.6.16). 

 

Από την κυµατική εξίσωση (1.6.16) µπορεί να εξαχθεί ότι η ταχύτητα διάδοσης 

της περιγραφόµενης διαταραχής είναι ίση µε gh .  
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Η γραµµική περιγραφή της θεωρίας των ρηχών υδάτων εφαρµοζόταν ανέκαθεν για 

την ανάλυση παλιρροϊκών φαινοµένων. Βέβαια, η ακριβής ανάλυση παλλιροϊκών 

φαινοµένων στους ωκεανούς απαιτεί τον συνυπολογισµό εξωτερικών βαρυτικών 

δυνάµεων, της δύναµης Coriolis, κ.ά.   
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2. ΚΥΜΑΤΑ ΤΣΟΥΝΑΜΙ 

 

2.1. Λίγα ιστορικά στοιχεία 

Τα κύµατα τσουνάµι έχουν καταγραφεί σα φυσικό φαινόµενο από την εποχή της 

αρχαιότητας. Υπάρχουν σαφείς ιστορικές αναφορές που κάνουν λόγο για τέτοιου 

είδους θαλάσσια κύµατα, όπως για παράδειγµα τα κύµατα τσουνάµι που 

προκλήθηκαν από την έκρηξη του ηφαιστείου της νήσου Στρογγύλης (Σαντορίνη), 

γνωστή και ως µινωική έκρηξη, γύρω στο 1600 π.Χ. Εκτιµάται ότι οι καταστροφικές 

επιπτώσεις τους προσεγγίζοντας τις ακτές της βόρειας Κρήτης ήταν τέτοιες που 

συνδέονται σε µεγάλο βαθµό µε τη “δύση” του Μινωικού πολιστισµού.  

Έκτοτε, έχουν σηµειωθεί πολλές φορές κύµατα τσουνάµι ανά τον κόσµο µε 

λιγότερο ή περισσότερο καταστροφικές συνέπειες για τον άνθρωπο. Στατιστικά, έχει 

παρατηρηθεί η συχνή εµφάνιση τους στον Ειρηνικό ωκεανό, λόγω της έντονης 

τεκτονικής δραστηριότητας των λιθοσφαιρικών πλακών. 

Ανάµεσα στο πιο πρόσφατο αλλά και πιο σοβαρό, ως προς τις επιπτώσεις τους, 

κύµα τσουνάµι είναι αυτό που προκλήθηκε από το σεισµό του 1833 στη νήσο 

Σουµάτρα της Ινδονησίας, εκτιµώµενου µεγέθους 8.8-9.2 στην κλίµακα της σεισµικής 

ροπής. Μια από τις µεγαλύτερες φυσικές καταστροφές σηµειώθηκε το 2004 εξαιτίας 

του σεισµού που εκδηλώθηκε στα ανοιχτά του Ινδικού ωκεανού, σεισµικής ροπής 

9.1-9.3 
[2]

. Τα κύµατα τσουνάµι που προκλήθηκαν έπληξαν πολλές χώρες, όπως 

Ταϋλάνδη, Ινδία, Σρι Λάνκα έως και χώρες τις Αφρικής κ.ά. Το ύψος των κυµάτων 

που καταγράφηκε ανέρχεται στα 30 µέτρα και είχε ως αποτέλεσµα έναν πρωτοφανή, 

µεγάλο αριθµό θυµάτων. Τέλος, στην Ιαπωνία το 2011 ο σεισµός σεισµικής ροπής 9, 

που προκλήθηκε µε υποθαλάσσιο επίκεντρο, έπληξε τις ακτές της Ιαπωνίας µε 

κύµατα τσουνάµι ύψους 10-30 µέτρων. Αξίζει να σηµειωθεί ότι το µεγαλύτερο κύµα 

τσουνάµι που έχει καταγραφεί µέχρι σήµερα είναι 524 µέτρων, που προκλήθηκε το 

1958 από ογκώδη κατολίσθηση στην Αλάσκα 
[3]

.  

Πλέον, τα τσουνάµι αποτελούν ένα ευρύ πεδίο έρευνας διεθνώς, η οποία 

αποσκοπεί τόσο στην κατανόηση όλων των σταδίων του φαινοµένου, όσο και στην 

προστασία των παράκτιων περιοχών έναντι αυτού. 

 

2.1.1. Χαρακτηριστικά - Αίτια γένεσης τσουνάµι 

 

Κύµατα τσουνάµι ονοµάζονται οι θαλάσσιοι κυµατισµοί ελεύθερης επιφάνειας 

σεισµογενούς ή γενικότερα κρουστικής προελεύσεως. Βασικοί µηχανισµοί 

δηµιουργίας κυµάτων τσουνάµι είναι: (α) Η µετατόπιση του πυθµένα λόγω σεισµικής 

δραστηριότητας, (β) οι γεωλισθήσεις του πυθµένα, (γ) οι ηφαιστειακές εκρήξεις και 

(δ) άλλα αίτια όπως π.χ. πτώση µετεωριτών ή αστεροειδών, υποθαλλάσιες εκρήξεις 

κ.λ.π 
[4]

.  
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Βασικά χαρακτηριστικά των κυµάτων αυτών είναι το µεγάλο µήκος κύµατος και 

τα τεράστια ποσά ενέργειας που µεταφέρονται µε κυµατική διάδοση. Η περίοδος των 

κυµάτων τσουνάµι κυµαίνεται από 5 λεπτά έως 2 ώρες περίπου. Τυπικά µήκη 

κύµατος ανήκουν στο φάσµα των δεκάδων ή και εκατοντάδων χιλιοµέτρων. Η 

ενέργεια του κύµατος είναι αύξουσα συνάρτηση της ενέργειας του γενεσιουργού 

αιτίου και οι απώλειες κατά τη φάση της διάδοσης αµελητέες.  

Τα κύµατα τσουνάµι διαδίδονται µε υψηλή ταχύτητα στα βαθιά νερά των 

ωκεανών. Η ενδεικτική µέση ταχύτητα διάδοσής τους στους ωκεανούς αντιστοιχεί 

στα 500 km/h
[4]

. Καθώς, όµως προσεγγίζουν την ακτή η ταχύτητα µειώνεται 

δραµατικά και το µεγαλύτερο µέρος της κυµατικής ενέργειας διοχετεύεται στο 

µέτωπο του κύµατος, φθάνοντας σε ύψος 5 έως 15 µέτρων
[4]

. Αξίζει να σηµειωθεί ότι 

οι αναλύσεις γύρω από το σενάριο πιθανής κατάρρευσης του ηφαιστείου La Palma 

στα Κανάρια νησιά εκτιµούν ότι το κύµα megatsunami που θα προκληθεί µπορεί να 

φτάσει σε ύψος µετώπου 650-900 µέτρων
[5]

. Έτσι, ενώ σε βαθιά νερά το τσουνάµι, 

λόγω των χαρακτηριστικών του εκεί, δεν θεωρείται σοβαρός κίνδυνος για τις 

πλέουσες κατασκευές, φτάνοντας στις ακτές έχει ιδιαίτερα καταστρεπτικές συνέπειες. 

 

2.2. Εξισώσεις ρηχών υδάτων (shallow water equations) 

Το µεγάλο µήκος κύµατος των τσουνάµι, συγκρινόµενο µε τυπικές ωκεάνιες 

βαθυµετρίες (µέγιστο ωκεάνιο βάθος περίπου 11km), καθιστά τις εξισώσεις ρηχών 

υδάτων κατάλληλο µοντέλο για την περιγραφή της δηµιουργίας και της διάδοσης των 

κυµάτων αυτών 
[6]

. 

 

2.2.1. Γένεση    

 

Κατά τη φάση της γένεσης του, το κύµα τσουνάµι, µπορεί να προσοµοιωθεί µε 

χρήση των εξισώσεων ρηχών υδάτων σε χωρικά και χρονικά µεταβαλλόµενη 

βαθυµετρία. Έτσι,  λαµβάνουµε τις ακόλουθες εξισώσεις 
[6]

: 

• Εξίσωση κίνησης              , 0 ,( ) ( ) 0i
j i i iu M g h

t
η η

∂Μ
+ + + =

∂
                            (2.2.1) 

 

• Eξίσωση συνέχειας                   0 ,( ) 0i ih
t

η
∂

+ +Μ =
∂

                                       (2.2.2) 

 

όπου:    

     

0( )i iM h b uη= + −  

iu = η ταχύτητα 
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η = η ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας της θάλασσας 

0h =βάθος πυθµένα 

g =επιτάχυνση της βαρύτητας 

 

Πιο αναλυτικά, στην περίπτωση προβλήµατος δύο διαστάσεων οι 

γραµµικοποιηµένες εξισώσεις ρηχών υδάτων είναι 

 

• Εξίσωση κίνησης 

0 0xM
gh

t x

η∂ ∂
+ =

∂ ∂
,                                                  (2.2.5) 

 
0 0

yM
gh

t y

η∂ ∂
+ =

∂ ∂
.                                                  (2.2.6) 

 

Για λόγους απλούστευσης, αν θεωρήσουµε ότι 0 0 ( , , )h h x y t=
 

και 

0( , , ) ( , , ) ( , , )h x y t h x y t x y tη= + , οι εξισώσεις διατήρησης της ορµής ανά άξονα είναι  

 

0
xM

gh
t x

η∂ ∂
= −

∂ ∂
 ,                                                   (2.2.7) 

0

yM
gh

t y

η∂ ∂
= −

∂ ∂
  .                                                 (2.2.8) 

 

Ολοκληρώνοντας ως προς το χρόνο τις εξισώσεις (2.2.7) και (2.2.8) στο διάστηµα 

[0, �] προκύπτουν οι σχέσεις 

 

0 00

0 0 0

t t t
t

x x

n n
M dt g h dt m g h dt

t x x

 ∂ ∂ ∂
= − ⇔ = − ⇔ 

∂ ∂ ∂ 
∫ ∫ ∫  

 

00

0

t

x xt

n
M M g h dt

x

∂
⇔ = −

∂∫  .                                      (2.2.9) 

 

Οµοίως, προκύπτει  για τον άξονα y 

 

00
0

t

y yt

n
M M g h dt

y

∂
= −

∂∫  .                                     (2.2.10) 

• Eξίσωση συνέχειας 

 

0( ) 0
yx

MM
h

t x y
η

∂∂∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
  .                                (2.2.11) 
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Με αντικατάσταση των (2.2.9) και (2.2.10) στην εξίσωση συνέχειας (2.2.11), 

προκύπτει 

 

0 0 0
0 0

0 0

t t
yx

MMh
g h dt g h dt

t t x x x y y y

η η η∂∂    ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + − +   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∫ ∫  .   (2.2.12) 

 

Παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο την (2.2.12), έχουµε 

 

22

0
0 02 2

0 0

t t
h

g h dt g h dt
t t t x x t y y

η η η   ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + ⇔   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∫ ∫  

 
22

0
0 02 2

h
gh gh

t t x x y y

η η η ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
  ,                 (2.2.13) 

 

ή εναλλακτικά 

 
2 22 2

0 0
0 0 0 02 2 2 2

( ) ( ) ( )
h h

g h g h h g h h
t t t t

η η
η

∂ ∂∂ ∂
= − + ∇ ∇ ⇔ = − + ∇ ∇ − ∇ ∇

∂ ∂ ∂ ∂
 .   (2.2.14) 

 

Για την επίλυση της διαφορικής εξίσωσης (2.2.14) απαιτούνται δύο αρχικές 

συνθήκες 

 

i) 0( , ,0)x yη η=  

ii) 0 0 0( , ,0)
yx

t

MMh
x y

t x y
η

∂∂∂
= − − −
∂ ∂ ∂

 

Η συνθήκη (ii) προκύπτει από την τιµή της συνάρτησης (2.2.12) για τη χρονική 

στιγµή 0t = .  

Η δύναµη Coriolis, το ιξώδες και η δύναµη της τριβής θεωρούνται αµελητέα για το 

πρόβληµα αυτό.  

 

2.2.2. ∆ιάδoση και Αναρρίχηση κύµατος στην ακτή 

 

Καθώς το τσουνάµι διαδίδεται και πλησιάζει στην ακτή, ο όρος που περιλάµβανει 

τη µετατόπιση του πυθµένα µπορεί να παραληφθεί και οι ανωτέρω εξισώσεις να 

γραφούν σε όρους ταχύτητας ως εξής 
[6]

 

 

• Εξίσωση κίνησης                    , , 0i
j i j i

u
u u g

t
η

∂
+ + =

∂
  .                                    (2.2.3) 
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• Eξίσωση συνέχειας:                  { }0 ,( ) 0i ih u
t

η
η

∂
+ + =

∂
 .                                   (2.2.4) 

 

Οι Kawahara et al.
[7]

 εφάρµοσαν τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων 

χρησιµοποιώντας τριγωνικά στοιχεία, σε κάθε κόµβο των οποίων υπολογίζονται τα 

προαναφερόµενα µεγέθη 0ih , iη  και οι ταχύτητες iu  , iv . Ακολούθως, υπολογίζεται η 

τελική στάθµη της θάλασσας από τον τύπο: 0i i ih h η= + . Στη συνέχεια, διακρίνονται 

οι εξής περιπτώσεις για κάθε πεπερασµένο στοιχείο: 

1. Όλες οι κοµβικές τιµές hi να είναι θετικές, 0ih > . Εποµένως, το στοιχείο βρίσκεται 

κάτω τη θαλάσσια στάθµη. 

2. Τουλάχιστον για µια κοµβική τιµή να ισχύει 0ih < και οι υπόλοιπες 0ih > . Σε 

αυτήν την περίπτωση, η τάχυτητα του κόµβου για τον οποίο ισχύει 0ih <   

λαµβάνεται ίση µε µηδέν. 

3. Όλες οι κοµβικές τιµές hi να είναι αρνητικές, 0ih < .  Άρα, το στοιχείο βρίσκεται 

στο εκτεθειµένο τµήµα του πυθµένα και θα παραληφθεί  από τους  υπολογισµούς. 

 

Για την προσοµοίωση του φαινοµένου, οι Kawahara et al.
[7]

 και Kawahara και 

Nakazawa
[8]

 εφάρµοσαν άµεση χρονική ολοκλήρωση δύο βηµάτων σε δεδοµένα 

ανάλυσης των σεισµών στις πόλεις Κanto και Τοkachi-oki της Ιαπωνίας. 

 

Το τρίτο στάδιο ανάλυσης του φαινοµένου, δηλαδή αυτό της προσέγγισης του 

κύµατος τσουνάµι στην ακτή (runup), έχει µοντελοποηθεί δεδοµένης της γεωµετρίας 

της ακτής. Μέσα από την ανάλυση αυτή µπορεί να εξαχθεί, εκτός των άλλων, και το 

συµπέρασµα αποκάλυψης του πυθµένα ή όχι, µέσω των ακολούθων κριτητρίων:  

(1) Εάν 0 0h h η= + ≥ , ο πυθµένας της θάλασσας αποκαλύπτεται ενώ,  

(2) Εάν 0 0h h η= + < , υπερκαλύπτεται από τον υδάτινο όγκο. 

όπου 

0h = το βάθος του πυθµένα από τη µέση στάθµη της θάλλασας. 

η = η ανύψωση της στάθµης της θάλασσας λόγω της κυµατικής διαταραχής                   

(µετρούµενη από τη µέση στάθµη). 

 

2.2.3. Γενικευµένο µοντέλο ροής σε ρηχά νερά (Ιξώδες-∆ύναµη Coriolis) 

 

Για την ακριβή ανάλυση της ροής σε ρηχά νερά (π.χ. παράκτιες θαλάσσιες ζώνες, 

νερά ποταµών) απαιτείται να ληφθεί υπόψη η τύρβη, η µεταφορά φερτών υλών, η 

θερµότητα, η δύναµη Coriolis, το ιξώδες κ.ά. Ένα καταστατικό µοντέλο που 

περιλαµβάνει όλα τα προηγούµενα δεν είναι διαθέσιµο µέχρι στιγµής στο πεδίο των 
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πεπερασµένων στοιχείων. Οι καταλληλότερες εξισώσεις για να περιγράψουν το 

φαινόµενο είναι οι ακόλουθες 
[6]

 

• Εξίσωσεις κίνησης 

( ) ( )2 2

2 22

x
g u fu u u u uu v v g

t x y x x yhC h

γηρ ρ µ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + −Ω = − − + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ,      (2.2.5) 

( ) ( )2 2

2 22

y
fg vv v v v vu v u g

t x y y x yhC h

γηρ ρ µ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + −Ω = − − + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ,      (2.2.6) 

όπου 

,u v = οι συνιστώσες της ταχύτητας στο επίπεδο διάδοσης 

Ω = παράµετρος της τιµής Coriolis 

( , )h x y = η βαθυµετρία του πυθµένα 

( , )x yη = η ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας του ρευστού 

,x yf f = διατµητικές τάσεις του αέρα 

2 2u vγ = +  

µ = συντελεστής ιξώδους 

C = σταθερά τριβής Chezy (µεταξύ ρευστού-πυθµένα) 

 

• Εξίσωση συνέχειας 

( ) ( )uh vh
t x y

η∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
 ,                                       (2.2.7) 

Το σύστηµα των εξισώσεων (2.2.5) - (2.2.7) µπορεί να προσαρµοστεί 

αναλόγως µε το πρόβληµα. Στην απλούστερη του µορφή, που αγνοούνται η 

επίδραση της δύναµης Coriolis, του ιξώδους και της τριβής, καταλήγουµε στις 

εξισώσεις ρηχών υδάτων (shallow water equations) που αναλύθηκαν 

προηγουµένως. 

Εάν, επιπλέον, η χρονική εξάρτηση της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας 

είναι αρµονική, δηλαδή ( , , ) ( , ) i tx y t x y e ωη η= , όπου ω=κυκλική συχνότητα , η 

κυµατική εξίσωση παίρνει τη µορφή 

2

0h h
g x x y y

ω η η η ∂ ∂ ∂ ∂ + + =  ∂ ∂ ∂ ∂   
 ,                          (2.2.8) 
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Πολλές φορές, είναι απαραίτητο να χρησιµοποιηθεί ένα απλουστευµένο 

µοντέλο ροής µε τριβή στο πυθµένα. Αυτό επιτυγχάνεται µε τη γραµµικοποίηση 

του όρου Chezy και µε την εισαγωγή της παραµέτου Μ , τέτοια ώστε σε ένα 

κυµατικό κύκλο να απελευθερώνεται ισοδύναµο ποσό ενέργειας
[6] 

2

i M h h
g x x y y

ω η η η
ω η

 ∂ ∂ ∂ ∂ − + = +   ∂ ∂ ∂ ∂   
  ,                       (2.2.9) 

όπου  

maxu =  η µέγιστη ταχύτητα που επιτυγχάνεται σε ένα κυµατικό κύκλο 

max
2

8

3

u
M

C hπ
=  
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3. ΜΕΤΑΒΟΛΙΚΗ ∆ΙΑΤΥΠΩΣΗ 

  

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιαστεί η ισχυρή διατύπωση του γραµµικοποιηµένου 

προβλήµατος γένεσης κύµατος τσουνάµι και θα διαµορφωθεί το αντίστοιχο 

πρόβληµα αρχικών και συνοριακών τιµών. Στη συνέχεια, παρουσιάζεται η 

µεταβολική διατύπωση του προβλήµατος, στη διακριτή µορφή της οποίας στηρίζεται 

η µέθοδος των Πεπερασµένων Στοιχείων. 

 

3.1. Ισχυρή διατύπωση του προβλήµατος γένεσης κύµατος τσουνάµι 

Έστω το ανοιχτό, φραγµένο σύνολο dΩ ⊂ℝ , 1d =  ή 2d = , µε Lipschitz σύνορο 

Γ . Έστω επιπλέον σταθερές 0g ,T >  και τυχαίο ∈Ωx . Θεωρούµε συναρτήσεις 

( ) ( )F ,Gx x  και ( )k t  τέτοιες ώστε: F : ℝ
+Ω → , G : Ω → ℝ ,   [ ] [ ]0 0 1k : ,T ,→  και 

( )0 0k = . Ορίζουµε ως συνάρτηση µεταβαλλόµενης βαθυµετρίας, τη συνάρτηση 

0h : Q →ℝ  µε [ ]0Q ,T= Ω×  και τύπο ( ) ( ) ( ) ( )0h ,t F k t G≐ +x x x . 

 

Παρατήρηση 1: Η συνθήκη ( )0 0k =  ορίζει, ότι πριν την εκδήλωση 

µετατοπίσεων του πυθµένα (γενεσιουργό αίτιο κύµατος τσουνάµι), έχουµε σταθερή 

βαθυµετρία και ίση µε ( )F x . Η περίπτωση ( ) 0G >x  αντιστοιχεί σε κατακρήµνιση 

του πυθµένα, ενώ η περίπτωση ( ) 0G <x  σε ανύψωσή του. 

 

Παρατήρηση 2: Είναι δυνατό, σε κάποια υποσύνολα του Ω  να είναι ( ) 0G >x  

και σε κάποια άλλα ( ) 0G <x . Η περίπτωση αυτή εµφανίζεται σε ορισµένες 

περιπτώσεις δηµιουργίας κυµάτων τσουνάµι µε γενεσιουργό αίτιο υποθαλάσσιες 

κατολισθήσεις.  

 

Παραδοχή 1: Στην ανάλυση που ακολουθεί, εκτός αν δηλωθεί διαφορετικά, 

θεωρούµε ότι για τη συνάρτηση ( ) 1

0 (0 ( )),h ,t W ,T;Lx
∞ ∞∈ Ω

 
 

( ) ( )0 :    b bc h ,t c , ,t Qℝ
+∃ ∈ > ∀ ∈x x .                             (3.1.1) 

 

∆ηλαδή, η συνάρτηση βαθυµετρίας είναι πάντα θετική και καµία χρονική στιγµή ο 

πυθµένας δεν φτάνει την αδιατάραχη στάθµη των υδάτων. 

Η ισχυρή µορφή του προβλήµατος δηµιουργίας κύµατος τσουνάµι, που διέπεται 

από τις γραµµικοποιηµένες εξισώσεις ρηχών υδάτων, µε βάση τις πιο πάνω 

παραδοχές, είναι η ακόλουθη: 

Έστω ( )0Z ,T= Ω× . Να βρεθεί συνάρτηση ( ):,t Z ℝη →x , τέτοια ώστε 
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( )( )
22

0
02 2

h
g h ,t

t t

η
η

∂∂
= ∇⋅ ∇ −

∂ ∂
x   στο Z ,                         (3.1.2) 

 και 

0
n

η∂
=

∂
  στο [ ]0: ,TΣ = Γ×  (συνοριακή συνθήκη), 

όπου n  το κάθετο προς τα έξω µοναδιαίο διάνυσµα στο Γ , ( ) ( )0 o,η η=x x    και   

( )
0

o

t

v
t

η

=

∂
=

∂
x  ,  στο Ω    (αρχικές συνθήκες). 

Στην περίπτωση που η συνάρητηση η  είναι συνεχής στην αρχή των χρόνων, 

ισχύει για την αρχική συνθήκη στην ταχύτητα 0

0
0 0

t
t t

h

t t

η
=

= =

∂∂
= −∇⋅ −

∂ ∂
M , όπου 

xM=M για 1d =  και ( )T

x yM ,M=M  για 2d = .  

Είναι ( ) ( )0 0 x x y yM h u , M h uη η= + = + , οι ροές αποφόρτισης κατά τις 

διευθύνσεις x  και y  αντίστοιχα. 

 

 3.2. Μεταβολική διατύπωση του προβλήµατος γένεσης κύµατος τσουνάµι 

Πριν προχωρήσουµε, θα παρουσιάσουµε κάποιους από τους χώρους συναρτήσεων 

που θα χρησιµοποιηθούν στα επόµενα, όπως και κάποιες ιδιότητες και συµβολισµούς. 

Για κάθε χώρο Banach X , ορίζουµε τους χώρους συναρτήσεων µε τιµές 

συναρτήσεις (0 )   1PL ,T ; X , p≤ < ∞  και (0 )L ,T ; X∞ , εφοδιασµένους µε τις νόρµες: 

1

(0 )

0

( )P

T p
p

L ,T ;X X
u u t

  =   
∫  και 

[ ]
(0 )

0

( )
L ,T ;X X

t ,T

u ess sup u t∞

∈
=

 

 

Το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων [ ]0u : ,T X→ , εφοδιασµένο µε τη νόρµα 

[ ]
0

(0 ) 0
( )

C ,T ;X Xt ,T
u max u t

∈
= , συµβολίζεται µε 0 (0 )C ,T ; X . Στην παρακάτω ανάλυση 

τυπικά θα επιλέγουµε 2( ) ( ) ( )r , rX W HΩ ≡ Ω ≡ Ω , 0 r< ∈ℝ , όπου ( )rH Ω  χώρος 

Hilbert. 

Ως τριπλέτα Hilbert,ορίζεται το ζεύγος ενσφηνώσεων ( ) ( ) ( )*V H VΩ ⊂ Ω ⊂ Ω , 

τέτοιο ώστε: 

• Ο  V  είναι διαχωρίσιµος και ανακλαστικός χώρος Banach. 

• O H είναι διαχωρίσιµος χώρος Hilbert. 

• O V είναι πυκνός στον H και :    
H V

c u c u+∃ ∈ ≤ℝ ,  u V∀ ∈ . 
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Για τον δυϊκό του 2L είναι ( )2 2
*

L L= . Ισχύουν οι εγκλεισµοί:

1 2 1

0 ( ) ( ) ( )H L H −Ω ⊂ Ω ⊂ Ω  και ( )1 2 1( ) ( ) ( )
*

H L H −Ω ⊂ Ω ⊂ Ω  µε συνεχείς και πυκνές 

ενσφηνώσεις. 

 

Γενικότερα: 

 

• αν το Ω  είναι φραγµένο, έχουµε 

1 2 1

0 ( ) ( ) ( ),p ,pW L W
′−Ω ⊂ Ω ⊂ Ω  ,  για κάθε 1 p≤ ≤ ∞ , µε συνεχείς και πυκνές 

ενσφηνώσεις. 

 

• αν το Ω  δεν είναι φραγµένο, έχουµε 

1 2 1

0 ( ) ( ) ( ),p ,pW L W
′−Ω ⊂ Ω ⊂ Ω  ,  µόνο για κάθε 1 2p≤ ≤ , µε συνεχείς και πυκνές 

ενσφηνώσεις, 

όπου 
1 1

1
p p

+ =
′

. 

 

Στην ανάλυση που ακολουθεί, θα χρησιµοποιήσουµε το χώρο: 

 
0 1 2(0 ) ([0 ]; ) ([0 ]; ) (0 ; )*W ,T C ,T V C ,T H H ,T V≡ ∩ ∩ ,              (3.2.1)                  

 

µε νόρµα          0 1 2

2 2 2 2

0 [0 ]; [0 ]; 0 *W ( ,T ) C ( ,T V ) C ( ,T H ) H ( ,T ;V )
u u u u= + +  ,               (3.2.2). 

Τέλος, συµβολίζουµε µε ( ),i i  το 2L ( )Ω  εσωτερικό γινόµενο, µε ,i i  το 

εσωτερικό γινόµενο ως προς τη δυϊκότητα 
*V ,V , ενώ 

X
 και 

X
 δηλώνουν 

αντίστοιχα τη νόρµα και την ηµινόρµα του χώρου Banach X . 

 

3.2.1. Ακριβής µεταβολική διατύπωση: 
 

Να βρεθεί Wη ∈ , τέτοιο ώστε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 ,tttt F G,w ga ,w gk t a ,w h ,wη η η+ + = − , w V∀ ∈ ,           (3.2.3) 

σχεδόν παντού στο [ ]0,T , και ( ) ( )0 o,η η=x x , ( )
0

o

t

v
t

η

=

∂
=

∂
x , 

όπου: 
F Ga ,a :V V× → ℝ  διγραµµικά συναρτησιακά, µε ( )Fa ,w F wd≐η η

Ω

∇ ∇ Ω∫

, ( )Ga ,w G wd≐η η
Ω

∇ ∇ Ω∫   .     

 

Το επόµενο θεώρηµα είναι ένα κοµβικό αποτέλεσµα για την ανάλυση 

µεταβολικών διατυπώσεων υπερβολικών µερικών διαφορικών εξισώσεων. 
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Θεώρηµα 1  (J. L. Lions)
[9]

: Έστω *V H V⊂ ⊂  τριπλέτα Hilbert και 

a :V V× → ℝ  διγραµµικό συναρτησιακό τέτοιο ώστε: 

• Οι απεικονίσεις ( ) ( )t ,u,w a t ,u,w→  και ( ) ( )tt ,u,w a t ,u,w→  είναι συνεχείς 

στον [ ]0,T V V× × , 

• ( ) ( ) [ ]      0a t,u,w a t,w,u u,w V , t ,T= ∀ ∈ ∀ ∈ . 

• 
1 2c ,c +∃ ∈ ℝ τέτοια ώστε ( ) 2 1

2 2

1 2( ) ( )L H
a t ,u ,u c u c u

Ω Ω
+ ≥ , u V∀ ∈ . 

Τότε, για δεδοµένα 2

1 (0 )f L ,T ; H∈ , 1

2 (0 )*f H ,T ;V∈ , 
1u V∈ , 

2u H∈ , υπάρχει 

µοναδική συνάρτηση 0 1 2([0 ]; ) ([0 ]; ) (0 ; )*u C ,T V C ,T H H ,T V∈ ∩ ∩ µε 
10u( ) u= , 

2

0t

u
u

t =

∂
=

∂
, τέτοια ώστε:  

2

1 22
( )

d u
,w a t;u,w f f ,w

dt
+ = + , w V∀ ∈  σχεδόν παντού στο [ ]0,T ,     (3.2.4) 

Επιπλέον,  c +∃ ∈ ℝ , ανεξάρτητο των 
1 2 1 2u ,u , f , f  τέτοιο ώστε: 

( )0 1 2 * 2 11 2 1 2([0 ]; ) ([0 ]; ) (0 ; ) (0 ) (0 )*C ,T V C ,T H H ,T V V H L ,T ;H H ,T ;V
u c u u f f

∩ ∩
≤ + + + ,(3.2.5). 

 

Για το διγραµµικό συναρτησιακό της µεταβολικής διατύπωσης (3.2.3) µπορούµε 

εύκολα να δείξουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα. 

 

 

Λήµµα 2: Υπάρχουν σταθερές 
1 2 0c ,c >  τέτοιες ώστε το διγραµµικό συναρτησιακό  

( ) ( ) ( ) ( )F Ga t, , ga , gk t a ,η η η η η η= + , να ικανοποιεί ανισότητα τύπου Gårding, 

[ ]0t ,T∀ ∈ . ∆ηλαδή ισχύει: 

( ) 2 1

2 2

1 2( ) ( )L H
a t , , c cη η η η

Ω Ω
+ ≥ , [ ]0t ,T∀ ∈ ,                     (3.2.6).  

 

Απόδειξη:  

Είναι:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )F Ga t , , ga , gk t a , g F k t G dη η η η η η η η
Ω

= + = + ∇ ⋅∇ Ω∫ ,       (3.2.7) 

 

Όµως µε βάση την Παραδοχή 1, έχουµε: 

( ) 1

2

( )b b H
a t , , gc d gcη η η η η

Ω
Ω

≥ ∇ ⋅∇ Ω =∫ ,                        (3.2.8). 

Προσθέτουµε και στα δύο µέλη της (3.2.8), τον όρο 2

2

1 ( )L
c η

Ω
, οπότε 
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( ) 2 1

2 2

1 2( ) ( )L H
a t; , c cη η η η

Ω Ω
+ ≥ , µε { }2 1 bc min c ,gc= ,              (3.2.9).. 

 

Είµαστε τώρα σε θέση να αποδείξουµε την ύπαρξη και την µοναδικότητα λύσης 

για το µεταβολικό πρόβληµα (3.2.3), άλλα και να εξασφαλίσουµε aprioriεκτίµηση 

ευστάθειας της λύσης αυτής. 

 

Θεώρηµα 3: Έστω ότι ( ) 2 2(0 ( ))
tt

k G L ,T ; L− ∈ Ωx , ( ) 1( )
o

Hη ∈ Ωx , ( ) 2 ( )
o

v L∈ Ωx . 

Τότε υπάρχει µοναδική συνάρτηση: 
 

0 1 1 2 2 1([0 ]; ( )) ([0 ]; ( )) (0 ; ( ) )*C ,T H C ,T L H ,T Hη ∈ Ω ∩ Ω ∩ Ω  

µε ( ) ( )0 o,η η=x x , ( )
0

o

t

v
t

η

=

∂
=

∂
x , τέτοια ώστε:  

( ) ( ) ( )
2

2 F G tt

d
,w ga ,w gkta ,w k G ,w

dt

η
η η+ + = − x , 1( )w H∀ ∈ Ω σχεδόν παντού 

στο [ ]0,T . 

Επιπλέον c +∃ ∈ ℝ , ανεξάρτητο των ( )o o tt,v , k Gη − x  τέτοιο ώστε: 

( )( )0 1 2 * 1 2 2 2([0 ]; ) ([0 ]; ) (0 ; ) ( ) ( ) (0 ( ))o o ttC ,T V C ,T H H ,T V H L L ,T ;L
c v k Gη η

∩ ∩ Ω Ω Ω
≤ + + x

 
 

Απόδειξη: 

Επιλέγουµε 1( )V H≡ Ω , 2 ( )H L= Ω . Με βάση την ανισότητα  τύπου Gårding του 

Λήµµατος 2(3.2.6), η απόδειξη είναι απλή εφαρµογή του Θεωρήµατος 1.. 

 

Αν υποθέσουµε επιπλέον οµαλότητα της ασθενούς λύσης είναι δυνατό να δείξουµε 

το πιο κάτω αποτέλεσµα, το οποίο εκφράζει την αρχή διατήρησης της ενέγρειας για 

το συγκεκριµένο φαινόµενο. 

 

 

Θεώρηµα 4: Έστω 2 1(0 ( ))L ,T ; Hη ∈ Ω  µε 2 2(0 ( ))t L ,T ; Lη ∈ Ω , 2 1(0 ( ) )*

tt L ,T ;Hη ∈ Ω , 

λύση του µεταβολικού προβλήµατος (3.2.3). Τότε ισχύει η ενεργειακού τύπου αρχή 

διατήρησης:  

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2

2

2

( )

2

0 0

    ( )

                2

t F GL

t t

o F o o s GL ( )

t ga t , t gk t a t , t

v ga , s fd ds g k s a s , s ds

η η η η η

η η η η η

Ω

Ω
Ω

+ + =

′+ + Ω +∫ ∫ ∫
 

(3.2.10). 

 

 

Απόδειξη:  
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Θέτουµε στην εξίσωση (3.2.3), 
tw η= , οπότε έχουµε: 

 

( )t tt t t td g F d gk t G d f dη η η η η η η
Ω Ω Ω Ω

Ω+ ∇ ⋅∇ Ω+ ∇ ⋅∇ Ω = Ω∫ ∫ ∫ ∫ ,         (3.2.11). 

 

Είναι όµως ( )22
t tt t t
η η η=  και ( )2 t t

η η η η∇ ⋅∇ = ∇ ⋅∇ , οπότε η εξίσωση (3.2.11) 

γίνεται: 

( )

( ) ( ) ( )2

2

2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

s t

s F G tL ( )

d g F d gk s G d f d
s s s

s g a s , s gk s a s , s f d .
s s s

η η η η η η

η η η η η η

Ω Ω Ω Ω

Ω
Ω

∂ ∂ ∂
Ω+ ∇ ⋅∇ Ω+ ∇ ⋅∇ Ω = Ω ⇒

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + = Ω

∂ ∂ ∂

∫ ∫ ∫ ∫

∫
 

 

Με ολοκλήρωση της παραπάνω σχέσης ως προς το χρόνο στο διάστηµα [ ]0,t , 

έχουµε: 

( ) ( )

( )

2 2

2 2

( ) ( )

0 0

( ) ( ) ( )

                                  ( ) ( ) ( ) 2 ( )

s o F F o oL L

t t

G s

s v ga s , s ga ,

g k s a s , s ds s fd ds.
s

η η η η η

η η η

Ω Ω

Ω

− + − +

∂
+ = Ω

∂∫ ∫ ∫
,    (3.2.12)  

 

Με παραγοντική ολοκλήρωση του ολοκληρώµατος στο αριστερό µέλος της 

(3.2.12), προκύπτει 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

( ) ( )

0 0 0

(s) ( ) (s)

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

s o F F o oL L

t tt

G G s

v ga s , ga ,

g k s a s , s g k s a s , s ds s fd ds,

η η η η η

η η η η η

Ω Ω

Ω

− + − +

′− = Ω∫ ∫ ∫
 

(3.2.13). 

Με βάση τον ορισµό του k , έχουµε ( )0 0k = . Αντικαθιστώντας στην σχέση 

(3.2.13) προκύπτει η εξίσωση (3.2.10).. 

 

3.2.2. Προσεγγιστική µεταβολική διατύπωση (Μέθοδος Galerkin)
 
:    

 

Η κατασκευή της µεθόδου των Πεπερασµένων Στοιχείων, στηρίζεται σε µια 

διακριτή µορφή της µεταβολικής διατύπωσης του προβλήµατος. Επιλέγουµε να 

προσεγγίσουµε την λύση µε συναρτήσεις ενός διακριτού υπόχωρου του V

(συναρτήσεις σχήµατος), ενώ οι συναρτήσεις βάρους, ανήκουν σε ένα διακριτό 

υπόχωρο του W [10]
 . Το διακριτό πρόβληµα είναι: 

Να βρεθεί h hWη ∈ , τέτοιο ώστε 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )00 0,tt

h h h h h h h

tt F G,w ga ,w gk t a ,w h ,wη η η+ + = − , h hw V∀ ∈ , σχεδόν 

παντού στο [ ]0,T ,και ( ) ( )0h h

o,η η=x x , ( )
0

h
h

o

t

v
t

η

=

∂
=

∂
x . 

 

     Τα όσα προηγήθηκαν για την ανάλυση του συνεχούς προβλήµατος, ισχύουν και 

στην περίπτωση του αντίστοιχου διακριτού. Στο κεφάλαιο που ακολουθεί, 

παρουσιάζεται η κατασκευή της µεθόδου των Πεπερασµένων Στοιχείων, τόσο για 

προβλήµατα σε µια, όσο και σε δύο διαστάσεις.  

 

 



 

 

 

 



                   

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Επίλυση µε τη µέδοθο των Πεπερασµένων 

Στοιχείων 
  

Κεφάλαιο 4
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4. ΕΠΙΛΥΣΗ ΜΕ ΤΗ ΜΕΘΟ∆Ο ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ 

 

4.1. Μονοδιάστατο πρόβληµα 

Έστω ότι η διάδοση του κύµατος γίνεται στον άξονα x . Η γραµµικοποιηµένη 

εξίσωση που περιγράφει τη διάδοση τσουνάµι στη µία διάσταση είναι  

22

0
02 2

h
gh

t t x x

η η∂∂ ∂ ∂ = − +  ∂ ∂ ∂ ∂ 
,                                    (4.1.1) 

Έστω οµοιόµορφη διαµέριση του πεδίου ορισµού [ ]L,LΩ = − , της µορφής 

{ }1 2 1NL x ,x ,...,x L+− = = . Έχουµε µε τον τρόπο αυτό χωρίσει το πεδίο ορισµού σε 

N  ισοµήκη πεπερασµένα στοιχεία µε κόµβους στα άκρα τους 1i ix ,x +
   , όπου 

1 2i , ,..,N= .

 

Με βάση τα αποτελέσµατα της προηγούµενης ενότητας, η µεταβολική διατύπωση 

του προβλήµατος σε ένα πεπερασµένο στοιχείο είναι 

1 1 1

1

22

0
0 0 02 2

i i i

i i ii i

x x x

x x xx x

hη w
w dx wgh wgh gh dx w dx

t x x x x t

η η η+ + +

+

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = − − −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ∫ ∫ ∫ , (4.1.2) 

 µε αρχικές συνθήκες:  0 o( , ) ( )η η=x x , 
0

o

t

v ( )
t

η

=

∂
=

∂
x .  

Μέσα σε κάθε πεπερασµένο στοιχείο, υποθέτουµε γραµµική χωρική κατανοµή της 

συνάρτησης ( )x,tη , οπότε είναι 

1 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i ix t N x t N x tη η η+ += +  ,                             (4.1.3) 

όπου 1i iN ,N +  είναι οι συναρτήσεις σχήµατος 

( ) 1 i
i

el

x x
N x

h

−
= −

  

και  1( ) i
i

el

x x
N x

h
+

−
=  

µε 1el i ih x x+= −  (δηλαδή το µήκος του πεπερασµένου στοιχείου). 

Σύµφωνα µε τη µέθοδο Budnov-Galerkin
[10]

, οι συναρτήσεις βάρους είναι ίδιες µε 

τις συναρτήσεις σχήµατος. Τελικά, µε αντικατάσταση της (4.1.3) στην (4.1.2) 

προκύπτει η εξής µητρωική σχέση για το πεπερασµένο στοιχείο: 
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1 1 1 1

1 1 1 1

2 2

1 , 0 , 1, 0

1 12 2

1 1 , 1, 0 1, 0

         

i i i i

i i i i

i i i i

i i i i

x x x x

i i i i x i x i x

x x x xi i

x x x x
i i

i i i i x i x i x

x x x x

dx dx h dx h dx

g

dx dx h dx h dx

η η
η η

+ + + +

+ + + +

+ +

+ +

+ + + +

   
Ν Ν Ν Ν Ν Ν   

      
= −      

      Ν Ν Ν Ν Ν Ν
   
   

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

ɺɺ

ɺɺ

1

1

0,

1 0,

                                                                        

i

i

i

i

x

i tt

x

x

i tt

x

h dx

h dx

+

+

+

 
Ν 

 
−  
 Ν
 
 

∫

∫

 

(4.1.5) 

 

Παρατηρείται ότι στην σχέση (4.1.5) αµελούνται οι συνοριακοί όροι ( )0 ,
i

x
x

wghη

και ( )
1

0 ,
i

x
x

wghη
+

. Αυτό συµβαίνει διότι λόγω της συνέχειάς της ποσότητας o ,xh η κατά 

τη µόρφωση των καθολικών µητρώων απαλείφονται. Επιπλέον, επιλέγουµε το πεδίο 

ορισµού έτσι ώστε το κύµα να µην φτάνει στα άκρα του, για το χρονικό διάστηµα στο 

οποίο µελετάµε το φαινόµενο. Με τον τρόπο αυτό έχουµε 
,

0
x x L
η

=−
=  και 

,
0

x x L
η

=
= . 

Χρησιµοποιούµε τώρα την απεικόνιση 

i

el

x x

h
ξ

−
=  ,                                                 (4.1.6). 

Συνεπώς, ισχύει ακόµα          1 0 1i ix x x ξ+≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ,                                 (4.1.7α) 

eldx h dξ=  ,                                               (4.1.7β). 

Ο µετασχηµατισµός αυτός επιδρά και στις συναρτήσεις σχήµατος, οι οποίες 

διαµορφώνονται ως εξής 

1i ξΝ = −   ,                                                  (4.1.8) 

1i ξ+Ν =  ,                                                    (4.1.9) 

και ακολούθως, οι παράγωγοί τους ως προς x  προκύπτουν ως εξής 

1 1 1 1
( 1)

el el

dN dN d

dx d dx h h

ξ
ξ

= = − ⋅ = −   ,                         (4.1.10) 

2 2 1 1
1

el el

dN dN d

dx d dx h h

ξ
ξ

= = ⋅ =  ,                             (4.1.11) 
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Στο στάδιο αυτό, διευκολύνονται οι υπολογισµοί των ολοκληρωµάτων των 

µητρώων της εξίσωσης (4.1.5). Πιο αναλυτικά, έχουµε 

1
11 3

2 2

1

0 0

(1 )
(1 )

3 3

i

i

x

el
el el

x

h
dx h d h

ξ
ξ ξ

+ −
Ν = − = − =∫ ∫

� �
� �
� �
� �� 	

 

1
11 3

2 2

2

0 0
3 3

i

i

x

el
el el

x

h
dx h d h

ξ
ξ ξ

+

Ν = = =∫ ∫
� �
� �
� �
� �� 	

 

1 1
1

1 2 3

1 2 2 1

0 0

(1 )
2 3 6

i i

i i

x x

el
el el

x x

h
dx dx h d h

ξ ξ
ξ ξ ξ

+ +  
Ν Ν = Ν Ν = − = − = 

 
∫ ∫ ∫

� �
� �
� �
� �� 	  

 

Η τελική µητρωική σχέση στο τοπικό σύστηµα γράφεται ως εξής 

1

1 0,1
01 1

0 1
2 20

2 0,

0

2 1 1 1

1 2 1 16

tt

el

el

tt
M K

F

N h d
h g

h d
h

N h d

ξ
η η

ξ
η η

ξ

 
 

−        = − −        −        
  

∫
∫

∫

ɺɺ

ɺɺ

��� 
�������


�����

 ,  (4.1.12) 

όπου 

Μ = τοπικό µητρώο µάζας 

Κ = τοπικό µητρώο δυσκαµψίας 

F= τοπικό διάνυσµα φόρτισης 

Σε αυτό το σηµείο, ο τρόπος επίλυσης του προβλήµατος και η λύση εξαρτώνται σε 

σηµαντικό βαθµό από την παραδοχή που αφορά στη βαθυµετρία. Στην παρούσα 

µελέτη η βαθυµετρία του πυθµένα περιγράφηκε από την ακόλουθη συνάρτηση 

0 ( , ) ( ) ( ) ( )h x t F x k t G x= +  , 
0h L∞∈ ,                             (4.1.13) 

όπου:                                       ( ) 1 qtk t e−= −   ,                                                (4.1.14) 

 

Η συνάρτηση ( )F x εκφράζει τη µόνιµη γεωµετρία του πυθµένα, ενώ ο δεύτερος 

όρος της συνάρτησης επιβάλλει τη διαταραχή. Πιο συγκεκριµένα, η χρονική 

συνάρτηση (4.1.14) µπορεί να προσδιορίσει πόσο απότοµα ή οµαλά επιβάλλεται η 
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διαταραχή, ανάλογα µε την τιµή της παραµέτρου q . Ενδεικτικά, παρουσιάζεται στο 

Σχήµα 4.1.1 η επίδραση της ( )k t  στην επιβαλλόµενη διαταραχή 

 

Σχήµα 4.1.1: Γραφική παράσταση της συνάρτησης k(t) συναρτήσει του χρόνου t και της τιµής q 
 

Γίνεται σαφές ότι όσο αυξάνεται η τιµή του q , τόσο πιο ακαριαία επιβάλλεται η 

διαταραχή του πυθµένα µέσω της συνάρτησης ( )G x . Παρατηρείται επίσης, ότι η 

συνάρτηση k(t) είναι άνω φραγµένη στην τιµή 1. Με αυτόν τον τρόπο, εξασφαλίζεται 

η φυσική ερµηνεία του γινοµένου της µε τη συνάρτηση ( )G x ,καθώς η τελευταία 

καθορίζει το είδος της επιβαλλόµενης διαταραχής· και η οποία επέτρεψε τη µελέτη 

διαφορετικών περιπτώσεων – αιτίων διαταραχής, όπως θα αναλυθούν σε επόµενη 

ενότητα. 

 

• Oλοκλήρωση Gauss 

Επιπλέον, για τον υπολογισµό των όρων 

1

0

0

h dξ∫ , 

1

0,

0

i ttN h dξ∫
 

που εµφανίζονται 

στην (4.1.12) επιλέχθηκε η µέθοδος αριθµητικής ολοκλήρωσης Gauss. Σύµφωνα µε 

τη µέθοδο αυτή, επιλέγονται n  σηµεία στα οποία υπολογίζονται η τιµή της προς 

ολοκλήρωση συνάρτησης και κατάλληλοι συντελεστές βάρους iw ώστε 

1

10

( ) ( )
n

i i

i

f x dx w f x
=

≈∑∫  , 1, 2, 3, ....,i n=                           (4.1.15) 

Οι τιµές των συντελεστών βάρους iw προσδιορίζονται µέσω ειδικών πολυωνύµων, 

των πολυωνύµων Legendre ( )nP x
 

( ) 2
2 '

2

1 ( )
i

i n i

w
x P x

=
 −  

 ,                                      (4.1.16) 
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Εποµένως, µε βάση τα παραπάνω οι εν λόγω όροι διαµορφώνονται ως εξής 

1 1 1

1 0 1 1

0 0 0

1 1

1 1

( ) ( ) ( )

                     ( ) ( ) ( )
n n

i i i i

i i

I h d F x dx d k t G x dx d

w F x dx k t w G x dx

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
= =

= = + + +

= + + +

∫ ∫ ∫

∑ ∑
                

(4.1.17) 

�

1 1

'' ''

2 1 0, 1

10 0

(1 ) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( )
n

tt el el i i i

idx

I N h d k t G x dx h d k t h w G x dxξ ξ ξ ξ ξ ξ
=

= = − + = − +∑∫ ∫ , 

 (4.1.18) 

�

1 1

'' ''

3 2 0, 1

10 0

( ) ( ) ( ) ( )
n

tt el el i i i

idx

I N h d k t G x dx h d k t h w G x dxξ ξ ξ ξ ξ ξ
=

= = + = +∑∫ ∫  ,     (4.1.19) 

 

• Mόρφωση της εξίσωσης του προβλήµατος στο καθολικό σύστηµα 

 

Εάν αντικαταστήσουµε τις (4.1.17), (4.1.18) και (4.1.19) στην (4.1.12), το τοπικό 

µητρώο δυσκαµψίας θα επιµεριστεί ως εξής 

 

 

[ ] [ ] [ ] [ ]''

1 2( ) ( )loc loc loc locM K k t K k t F= + −ɺɺη η ηη η ηη η ηη η η  ,                   (4.1.20) 

όπου: 

1 1

1

1 1
( )

1 1

n

loc i i

iel

g
K w F x dx

h
ξ

=

− 
= − +  − 
∑  ,                                                        

(4.1.21) 

2 1

1

1 1
( )

1 1

n

loc i i

iel

g
K wG x dx

h
ξ

=

− 
= − +  − 
∑  ,                                                       (4.1.22) 
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Στη συνέχεια, απαιτείται η µόρφωση των καθολικών µητρώων µάζας, δυσκαµψίας 

και φόρτισης, διαστάσεων N N× , που προκύπτουν µέσω της πρόσθεσης των  

µητρωικών όρων που αντιστοιχούν σε κοινούς βαθµούς ελευθερίας από στοιχείο σε 

στοιχείο. Έστω λοιπόν, ότι 1 2, , ,M K K F είναι τα µητρώα που αφορούν στο καθολικό 

σύστηµα. Η εξίσωση που αφορά στο µονοδιάστατο πλέγµα, Ν  βαθµών ελευθερίας 

γράφεται ως εξής 

[ ] [ ] [ ] [ ]''

1 2( ) ( )M K k t K k t F= + −ɺɺη η ηη η ηη η ηη η η  ,                           (4.1.23) 

Το καθολικό µητρώο µάζας [ ]M
 

είναι θετικά ορισµένο και εποµένως 

αντιστρέψιµο. Έτσι, µπορούµε να πολλαπλασιάσουµε από αριστερά κάθε όρο της 

εξίσωσης (4.1.23) µε το αντίστροφό του, 1M −   . ∆ηλαδή 

[ ] [ ] [ ] [ ]
1 2 1

1 1 '' 1

1 2( ) ( )

A A F

I M K k t M K k t M F− − −     = + −     ɺɺ

��� 
��� 
���

η η ηη η ηη η ηη η η  

[ ] [ ] [ ]''

1 2 1( ) ( )A k t A k t F= + −ɺɺη η ηη η ηη η ηη η η ,                           (4.1.24a) 

 

Ολοκληρώνοντας την (4.1.24a) στο [0, ]t  

''

1 2 1

0 0 0 0

''

1 2 10

0 0 0

( ) ( )

( ) ( )

t t t t

t t t

t

dt A dt A k t dt F k t dt

A dt A k t dt F k t dt

= + − ⇔

= + + −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

ɺɺ

ɺ ɺ

η η ηη η ηη η ηη η η

η η η ηη η η ηη η η ηη η η η

    ,              (4.1.24b) . 

Η επίλυση της εξίσωσης (4.1.24a)  µε µέθοδο χρονικής ολοκλήρωσης παρέχει την 

προσεγγιστική λύση του προβλήµατος της γένεσης κυµάτων τσουνάµι. 

 

4.2. ∆ιδιάστατο πρόβληµα 

Η ασθενής µορφή του προβλήµατος στις δύο διαστάσεις περιγράφεται από την 

εξίσωση 

2

0,2 ttw d g w d wh d
t

η
η

Ω Ω Ω

∂
Ω = − ∇ ∇ Ω− Ω

∂∫ ∫ ∫ ,                        (4.2.1) 

Ο όρος των συνοριακών συνθηκών αµελείται, καθώς λόγω συνέχειας απαλείφεται 

κατά τη µόρφωση της εξίσωσης στο καθολικό σύστηµα. Για την επίλυσή της (4.2.1) 

µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, όπως και στο µονοδιάστατο πρόβληµα, 



                       Επίλυση µε τη µέδοθο των Πεπερασµένων Στοιχείων                      53              

 

διακριτοποιούµε τον, πεπερασµένης διάστασης, χώρο χωρίζοντας το πεδίο ορισµούσε 

ίσα µεταξύ τους τριγωνικά πεπερασµένα στοιχεία.  

Θεωρούµε προσεγγιστική λύση πολυωνυµικής µορφής, που είναι συνεχής στους 

κόµβους 

1 1 2 2 3 3( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )x y t N x y t N x y t N x y tη η η η= + +  ,                 (4.2.3) 

όπου iN είναι συναρτήσεις σχήµατος, που αποτελούν τµηµατικά γραµµικές 

συναρτήσεις µε τύπους
[6] 

( )1 2 2

3 3

1
1

, 1

1

x y

N x y x y
D

x y

= ,  ( )
1 1

2

3 3

1
1

, 1

1

x y

N x y x y
D

x y

= ,  ( )
1 1

3 2 2

1
1

, 1

1

x y

N x y x y
D

x y

=  

µε 

1 1

2 2

3 3

1

1 2

1

x y

D x y A

x y

= =  ,  

όπου 

ix = οι τετµηµένες των κόµβων του τριγωνικου πεπεραµένου στοιχείου 

iy = οι τεταγµένες των κόµβων των τριγωνικου πεπεραµένου στοιχείου 

A =  ( )1 2 dxdy  = το εµβαδόν του τριγωνικού πεπρασµένου στοιχείου 

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία µε το µονοδιάστατο πρόβληµα, προκύπτουν τα 

παρακάτω µητρώα στο τοπικό σύστηµα 

Τοπικό µητρώο µάζας:               

2 1 1

1 2 1
24

1 1 2

loc

dxdy
M

 
 =  
  

   ,                             (4.2.4) 

Τοπικό µητρώο δυσκαµψίας: ( )

2 2

0

2 2 2

0 , ,
2 2

0
2 2

loc

dx dy dy dx

dxdy dx dy

dy dy
K g h x y t d

dx dx

dx dx

dy dy

Ω

 + − −
 
 
 −

= − Ω 
 
− 

 
 

∫  ,                       

(4.2.5) 
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Τοπικό µητρώο φόρτισης:     ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2

3

, ,

'' , ,

, ,

loc

N x y G x y d

F k t N x y G x y d

N x y G x y d

Ω

Ω

Ω

Ω

= Ω

Ω

∫

∫

∫

,                  (4.2.6) 

και εξάγεται η προς χρονική ολοκλήρωση αντίστοιχη εξίσωση. 

 

4.3. Μέθοδοι χρονικής ολοκλήρωσης διαφορικών εξισώσεων 2
ης

 τάξης 

Στο σηµείο αυτό, θα γίνει µια σύντοµη αναφορά στην επίλυση µε άµεση χρονική 

ολοκλήρωση και στις δύο βασικές µεθόδους χρονικής ολοκλήρωσης. Η βήµα προς 

βήµα άµεση (direct) χρονική ολοκλήρωση, ανεξάρτητα της γραµµικότητας ή µη του 

υπό επίλυση προβλήµατος, είναι πάντοτε δυνατή. Γενικά, διακρίνονται δύο 

κατηγορίες µεθόδων: οι απευθείας (explicit) και οι έµµεσες (implicit). Οι απευθείας 

µέθοδοι, όπως η µέθοδος των κεντρικών διαφορών, έχουν τη µορφή 

( )1 1
, , , ,...

n n n n n
U f U U U U+ −= ɺ ɺɺ , 

δηλαδή το διάνυσµα της µετατόπισης 1nU + κατά τη χρονική στιγµή ( )1 1nt n t+ = + ∆

προσδιορίζεται χρησιµοποιώντας µόνο πληροφορίες (µετατοπίσεις και χρονικές 

παραγώγους) της χρονικής στιγµής nt n t= ∆
 
και νωρίτερα. Στις έµµεσες µεθόδους, ο 

υπολογισµός του 1nU +  
προσδιορίζεται µε βάση τις χρονικές  παραγώγους του 1nU + , 

που είναι άγνωστες, δηλαδή περιγράφονται από τη µορφή 

( )1 1 1
, , ,...

n n n n
U f U U U+ + += ɺ ɺɺ  . 

Από τις πιο βασικές µεθόδους χρονικής ολοκλήρωσης είναι η µέθοδος Newmark  

και η µέθοδος των κεντρικών διαφορών. 

 

• Μέθοδος Newmark 

 

Έστω ότι έχουµε ένα σύστηµα γραµµικών διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης 

που περιγράφεται από τη γενική σχέση
[11]

: 

( ) ( ) ( ) ( )MU t CU t KU t R t+ + =ɺɺ ɺ ,                                  (4.3.1) 

µε αρχικές συνθήκες ( ) ( )0 00 , 0U U U U= =ɺ ɺ . 
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Η µέθοδος Newmark αποτελεί µία ευρέως διαδεδοµένη µέθοδο άµεσης (direct) 

χρονικής ολοκλήρωσης διαφορικών εξισώσεων, η οποία αποτελείται από τις 

παρακάτω εξισώσεις
[11] 

1 1 1 1n n n nMU CU KU R+ + + ++ + =ɺɺ ɺ  ,                                (4.3.2α) 

( )1 1
1

n n n n
U U t U Uγ γ+ + = + ∆ − + 
ɺ ɺ ɺɺ ɺɺ  ,                           (4.3.2β) 

( )
2

1 1 2 2
2

n n n n n

t
U U tU U U θβ β+ +

∆
 = + ∆ + − + 

ɺ ɺɺ ɺɺ  ,               (4.3.2γ) . 

Οι παράµετροι ,β γ ( )0 , 1β γ≤ ≤  προσδιορίζουν τα χαρακτηριστικά ευστάθειας και 

ακρίβειας του αλγορίθµου. Οι τιµές των 
1 1 1, ,n n nU U U+ + +
ɺ ɺɺ  υπολογίζονται 

χρησιµοποιώντας τις αντίστοιχες τιµές των µεγεθών του προηγούµενου χρονικού 

βήµατος. Η µέθοδος Newmark περιλαµβάνει ως ειδικές περιπτώσεις πολλές και 

εξίσου διαδεδοµένες χρονικές µεθόδους. 

Η διαδικασία σύγκλισης της µεθόδου συνίσταται σε τέσσερα διακριτά βήµατα: (1) 

τη µετατροπή σε πρόβληµα ενός βαθµού ελευθερίας (SDOF), (2) τον καθορισµό 

κατάλληλης συνθήκης ευστάθειας, (3) τον προσδιορισµό της τάξης του σφάλµατος 

και (4) την επαλήθευση της σύγκλισης µέσω µιας εκ των δύο συνθηκών.  

Η ευστάθεια της λύσης για τη µέθοδο Newmark εξασφαλίζεται ανεπιφύλακτα όταν 

ισχύει η ανισότητα: 
1

2
2

β γ≥ ≥ . Ωστόσο, πιθανή ευστάθεια µπορεί να επιτευχθεί και 

για τιµές 
1

2
γ ≥  ή 

2

γ
β <  και µε τον περιορισµό ως προς το χρονικό βήµα 

( )

1 2
2

21 1
2

2 2
,

2

h

crit critt

ξ γ γ β ξ γ

ω
γ β

    − + − + −    
     ∆ ≤ Ω Ω =

−
 , 

όπου hω  η κυκλική συχνότητα και critΩ  η τιµή της κρίσιµης συχνότητας. 

Ανάλογα µε το πρόβληµα, ορίζονται τιµές των παραµέτρων ,β γ , καθώς και η 

τιµή του critΩ  , κι έτσι η µέθοδος Newmark  διασπάται σε µεθόδους (έµµεσες ή 

άµεσες) που αφορούν ειδικές κατηγορίες προβληµάτων. 

 

• Μέθοδος κεντρικών διαφορών (explicit tmethod) 

 

Είναι η συνηθέστερη µέθοδος απευθείας χρονικής ολοκλήρωσης. Προκύπτει από 

τη θεώρηση της ελαστοδυναµικής εξίσωσης κίνησης τη χρονική στιγµή nt n t= ∆ . 
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Έστω ότι έχουµε τη διαφορική εξισώση δεύτερης τάξης που περιγράφεται στη 

σχέση (4.3.1) 

Με τις ισότητες
[11] 

1 1

2

n n
n

U U
U

t

+ −−
=

∆
ɺ  

1 1

2

2n n n
n

U U U
U

t

+ −− +
=

∆
ɺɺ  ,  

η εξίσωση (4.3.1) γίνεται 

( )1 1 12 2

1 1 1 1
2

2 2
n n n n n n

M C U R KU M U U CU
t t t t

+ − −
 + = − + − + ∆ ∆ ∆ ∆ 

 

Η µέθοδος των κεντρικών διαφορών δεν αποσβένει αυτόµατα το θόρυβο που 

αντιστοιχεί στις υψηλές συχνότητες.  

 

4.3.1. Μέθοδοι χρονικής ολοκλήρωσης εξισώσεων πρώτης τάξης 

 

Στο πρόβληµα που εξετάζει η παρούσα µελέτη, η χρονική ολοκλήρωση γίνεται 

στην εξ. (4.1.27b) στο χρονικό βήµα [ ]1,n nt t t +∆ = . Για τη διερεύνηση της λύσης, 

χρησιµοποιήθηκε η γενική µέθοδος ολοκλήρωσης, κατά την οποία 

( )
1

11
n

n

t

n n

t

u dt u u dtθ θ θ
+

+= − +  ∫  ,                                  (4.3.3) 

• Πίσω ολοκλήρωση κατά Euler (Implicit Euler) 

 

Αποτελεί µια έµµεση µέθοδο χρονικής ολοκλήρωσης, η οποία επιλύει τη 

διαφορική εξίσωση χρησιµοποιώντας τιµές της προηγούµενης αλλά και της 

τρέχουσας επανάληψης. Προκύπτει από τη σχέση (4.3.3) για την τιµή 1θ = . 

Έτσι, στο δικό µας πρόβληµα, εφαρµόζοντας την ίδια µέθοδο στην εξίσωση 

(4.1.24a) στο χρονικό βήµα [ ]1,n nt t t +∆ = λαµβάνουµε 

1 1 1 1

''

1 2 1

0 0 0

( ) ( )
n n n n

n n n n

t t t tt t t

t

t t t t

dt A dt A k t dt F k t dt
+ + + +     

= + − ⇔     
     

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ɺη η ηη η ηη η ηη η η  

 

1 1 1 1

'

1 2 1

0 0

( ) ( )
n n n n

n n

t t t t

t

t t

dt A dt dt A k t dt dt F k t dt
+ + + +   

= + − ⇔      
   

∫ ∫ ∫ ∫ɺη η ηη η ηη η ηη η η  
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Με την κατάλληλη διάσπαση των ολοκληρωµάτων, προκύπτουν οι όροι 1Int  και 

2Int , ώστε 

1 1 1

'

1 1 2 1

0 0

( ) ( ) ( )
n n n n n

n n n

t t t t t

n n

t t t

A t dt dt A t k t dt k t dt F k t dt
+ + +

+

   
− = ∆ + + ∆ + −   

   
   
∫ ∫ ∫ ∫ ∫η η η η η ηη η η η η ηη η η η η ηη η η η η η

, (4.3.4) 

όπου 

1

0

nt

Int dt= ∫ηηηη 2

0

( )
nt

Int k t dt= ∫ ηηηη
 

Εποµένως, η τελική σχέση διαµορφώνεται ως εξής: 

( ) ( )
1

'

1 1 1 1 2 2 1 1 1 ( )
n

n

t

n n n n n

t

A t Int dt A t Int k t F k t dt
+

+ + + +− = ∆ + + ∆ + −   ∫η η η ηη η η ηη η η ηη η η η  

( )2 2 '

1 1 1 2 2 2 1 1 1( )n nA Int t A t A Int t A k t t F k t t+ ++ ∆ + ∆ + ∆ + ∆ − ∆n+1 n n+1 n+1=η η η ηη η η ηη η η ηη η η η
 

Για τον υπολογισµό της τιµής της µεταβλητής ηηηη  στη ( )1n + επανάληψη 

καταλήγουµε στην εξίσωση 

( )2 2 '

1 2 1 1 1 1 2 2 1 1
( )

n n n n
I A t A k t t A Int A Int F k t t+ + +   − ∆ − ∆ + + − ∆   =η ηη ηη ηη η

 

και στην αντιστροφή του µητρώου, ώστε: 

( ) { }1
2 2 '

1 2 1 1 1 2 2 1 1( )n nI A t A k t t A Int A Int F k t t
−

+ +   − ∆ − ∆ + + − ∆   n n=+1+1+1+1η ηη ηη ηη η
,  (4.3.5) . 

 

• Εµπρός  ολοκλήρωση κατά Euler (Explicit Euler) 

 

Πρόκειται για µέθοδο απευθείας χρονικής ολοκλήρωσης, η οποία επιλύει τη 

διαφορική εξίσωση χρησιµοποιώντας τιµές µόνο της προηγούµενης επανάληψης. 

Προκύπτει από τη σχέση (4.3.3), αν αντικατασταθεί η τιµή της παραµέτρου θ µε 

0θ = . 

Έτσι, στο δικό µας πρόβληµα, εφαρµόζοντας την ίδια µέθοδο στην εξίσωση 

(4.1.24a) στο χρονικό βήµα [ ]1,n nt t t +∆ = λαµβάνουµε 

( ) ( )
1

'

1 1 2 2 1 ( )
n

n

t

n

t

A t Int t A t Int k t F k t dt
+

− = ∆ + ∆ + ∆ + −   ∫n+1 n n nη η η ηη η η ηη η η ηη η η η
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( )2 2 '

1 1 1 2 2 2 1 ( )n nA Int t A t A Int t A k t t F k t t+ ∆ + ∆ + ∆ + ∆ − ∆n+1 n n n=η η η ηη η η ηη η η ηη η η η
. 

Οµοίως, για τον υπολογισµό της τιµής της µεταβλητής ηηηη  στη ( )1n + επανάληψη, 

χωρίς να απαιτείται αντιστροφή µητρώου, καταλήγουµε στην εξίσωση 

( )( ) ( )2 2 '

1 2 1 1 2 2 1
( )

n n
I A t A k t t A Int A Int F k t t+ ∆ + ∆ + + − ∆

n+1 n
=η ηη ηη ηη η ,         (4.3.6) 

 

 

• Μέθοδος Crank-Nicolson (Implicit method) 

 

Στη µέθοδο αυτή η τιµή του ολοκληρώµατος της µεταβλήτης κατά τη n

επανάληψη λαµβάνεται ίση µε το µέσο όρο των τιµών της προήγουµενης και της 

τρέχουσας επανάληψης, δηλαδή αφορά στην τιµή της παραµέτρου 1 2θ =  (βλ. 

εξίσωση (4.3.3).  Έτσι, η εξίσωση (4.1.24a) λαµβάνει τη µορφή 

( ) ( ) ( )

1

1

1 1 2 2

1

2 2 2

2

n n

n n

qt qt

k t k t
A t Int t A t Int t

e e
qF t

+

+

− −

 + +    +  
= + ∆ + ∆ + ∆ + ⋅ ⋅∆ −      

      

 +
− ∆ 

 

n+1 n n n+1
n+1 n

η ηη ηη ηη η η ηη ηη ηη η
η ηη ηη ηη η

 

(4.3.7) 

Για τον υπολογισµό της τιµής της µεταβλητής ηηηη  στη ( )1n + επανάληψη 

καταλήγουµε στην εξίσωση 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
1

2 2 2 2
1 1

1 2 1 2

1 1 2 2 1

2 2 2 2 2 2

2

n n

n n n n

qt qt

k t k t k t k tt t t t
I

e e
A Int A Int t qF t

+

+ +

− −

   + +   ∆ ∆ ∆ ∆
−Α −Α = Ι + Α + Α +      

         

 +
+ + ∆ − ∆ 

 

n+1 nη ηη ηη ηη η

 

 (4.3.8) , 

και µε αντιστροφή του µη µηδενικού µητρώου 
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( ) ( ) ( ) ( )

( )
1

1
2

1 12

1 2 1 2

1 1 2 2 1

2 2 2

2

n n

n n n n

qt qt

k t k t k t k t t
I A + A ∆t I A A

e e
A Int A Int t qF t

+

−

+ +

− −

      + +    ∆   
= − + + +         

               

 +
+ + ∆ − ∆ 

 

η ηη ηη ηη ηn+1 n

 

(4.3.9).  

 

4.4. Μέθοδος συγκεντρωµένων µαζών  

Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι, για λόγους βελτιστοποίησης, κατά την επίλυση των 

προβληµάτων µε τη µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων χρησιµοποιήθηκαν µητρώα 

συγκεντρωµένης µάζας (lumped mass matrix). Στη συνέχεια, σύµφωνα µε τους C. 

Grossman, Hans-Gorg Roos και Martin Stynes
[21]

, αποδεικνύεται ότι η 

αντικατάσταση των µητρώων µάζας µε µητρώα συγκεντρωµένων ιδιοτήτων δεν 

επηρεάζει το ρυθµός σύγκλισης της µεθόδου.  

Ειδικά για την περίπτωση 2d = , όπου το πλήθος των στοιχείων, οπότε και των 

βαθµών ελευθερίας είναι πολύ µεγάλο, η χρήση της µεθόδου των ‘συγκεντρωµένων 

µαζών’ (lumped mass method), µπορεί να περιορίσει σηµαντικά το υπολογιστικό 

κόστος, χωρίς ουσιαστική επίδραση στις ιδιότητες σύγκλισης του αριθµητικού 

σχήµατος. Η ανάλυση που ακολουθεί αφορά σε κλασσικά τριγωνικά στοιχεία τριών 

κόµβων και ακολουθεί την ανάλυση που παρουσιάζεται στο Finite Element 

Handobook
[4]

. 

Είδαµε ότι η διακριτοποίηση της µεταβολικής διατύπωσης του προβλήµατος 

γένεσης κυµάτων τσουνάµι µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, οδηγεί στη 

διαµόρφωση ενός συστήµατος συνήθων διαφορικών εξισώσεων της µορφής: 

+ =M K fɺɺη ηη ηη ηη η ,                                               (4.4.2) 

Ο πίνακας µάζας (Consistent Mass Matrix) M , µε στοιχεία ( )ij i j
m N ,N= , όπου 

h

i jN ,N V∈  η κλασσική κοµβική βάση του χώρου των πεπερασµένων στοιχείων, δεν 

είναι διαγώνιος πίνακας. 

Στη µέθοδο των συγκεντρωµένων µαζών, ο πίνακας M  αντικαθίσταται από ένα 

διαγώνιο πίνακα MD , το κάθε στοιχείο iid  του οποίου, αποτελεί το άθροισµα των 

στοιχείων της αντίστοιχης γραµµής του πίνακα M . ∆ηλαδή, είναι: 

ii ij

j

d m= ∑
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Θα δειχθεί ότι η αντικατάσταση του M  από τον διαγώνιο πίνακα MD , ισοδυναµεί 

µε την χρήση προσεγγιστικού κανόνα ολοκλήρωσης για τον υπολογισµό των 

ολοκληρωµάτων ( )i j
N ,N . 

Υποθέτουµε τριγωνοποίηση hT
 
του πεδίου ορισµού 2Ω ⊂ ℝ  και έστω hK T∈  

τυχαίο τρίγωνο. Θεωρούµε τώρα τον κανόνα αριθµητικής ολοκλήρωσης 

3

1

1
( )

3
Kj

jK

fd K f P
=

Ω ≈ ∑∫ ,                                    (4.4.3) 

όπου τα σηµεία 
KjP  είναι οι κορυφές του τριγώνου K . Ορίζουµε: 

( ) ( )
3

1

1
( )

3
h

Kjh
K T j

u,w K u,w P
∈ =

∑ ∑≐ ,                            (4.4.4) 

Ισχύει προφανώς ( ) 0i j h
N ,N =  όταν i j≠ , αφού το γινόµενο 

i jN N  µηδενίζεται 

στην περίπτωση αυτή σε κάθε κορυφή τριγώνου (κόµβο πλέγµατος). Επιπλέον για τις 

συναρτήσεις σχήµατος ισχύει ( )=1i KiN P , οπότε έχουµε 

( ) 1

3
i i Pih

N ,N K= ,                                           (4.4.5)
 

όπου PiK  η ένωση όλων των hK T∈  που έχουν κορυφή την iP . 

Για τα ολοκληρώµατα των γραµµικών συναρτήσεων σχήµατος σε τυχαίο τρίγωνο 

hK T∈  ισχύει 

1
   

12
i j

K

N N d K , i jΩ= ≠∫     και   
2 1

6
i

K

N d KΩ=∫ ,              (4.4.6) 

εφόσον οι συναρτήσεις σχήµατος δεν µηδενίζονται ταυτοτικά στο στοιχείο K . 

Βλέπουµε τελικά ότι ( ) ( )i i i jh j
N ,N N ,N= ∑ , άρα η εφαρµογή του κανόνα 

αριθµητικής ολοκλήρωσης για τον υπολογισµό των στοιχείων ( )i j
N ,N  του πίνακα 

M , παράγει το µηρώο συγκεντρωµένων µαζών MD . 

Με βάση τα παραπάνω, η χρήση της µεθόδου των συγκεντρωµένων µαζών είναι 

ισοδύναµη µε την χρήση της εξίσωσης 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )h h h h h h h

tt F G tth
,w a ,w k t a ,w b ,wη η η+ + = − ,              (4.4.7) 

αντί της αντίστοιχης (3.2.14). 
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Τελικά, το µητρώο συγκεντρωµένης µάζας  που προέκυψε για την περίπτωση του 

διδιάστατου προβλήµατος και τριγωνικού πλέγµατος είναι  

 

1 3 0 0
1

0 1 3 0
2

0 0 1 3

dxdy

 
 Μ =  
 
 

,                                  (4.4.8) 

 

όπου ,dx dy  τα στοιχειώδη τµήµατα κατά τους άξονες x  και y  αντίστοιχα. 

 

 

 



                        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  



 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Βασικοί µηχανισµοί δηµιουργίας κυµάτων 
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5. ΒΑΣΙΚΟΙ ΜΗΧΑΝΙΣΜΟΙ ∆ΗΜΙΟΥΡΓΙΑΣ ΚΥΜΑΤΩΝ ΤΣΟΥΝΑΜΙ -

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

5.1. Μετατόπιση πυθµένα λόγω σεισµικής δραστηριότητας (Dislocation 

generated tsunami) 

5.1.1. Ενέργεια κύµατων τσουνάµι – Παράµετροι 

 

Ο µηχανισµός δηµιουργίας τσουνάµι λόγω µετατόπισης του θαλάσσιου πυθµένα 

περιγράφεται γραφικά στο Σχήµα 5.1. Στην απλούστερη µορφή του, σύµφωνα µε την 

ανάλυση των A. Οkal και C. Synolakis
[12]

, θεωρούµε µια ξαφνική, κάθετη ανύψωση 

ενός τµήµατος S του πυθµένα της θάλασσας κατά b (Σχήµα 5.1.α).  

 

Σχήµα 5.1: Τµηµατική µετατόπιση θαλάσσιου πυθµένα κατά b (κατά A. Οkal και C. Synolakis [12]) 
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Εάν η µετατόπιση αυτή είναι ακαριαία, τότε και η ελεύθερη επιφάνεια υφίσταται 

την ίδια ανύψωση b. Ακολούθως, συνεπάγεται αύξηση της δυναµικής ενέργειας του 

νερού ίση µε
[12]

 

1 wW gSbDρ∆ = ,                                                 (5.1.1) 

όπου wρ = πυκνότητα του νερού, D = βάθος και g = επιτάχυνση της βαρύτητας. Η 

σχέση (5.1.1) εκφράζει το έργο που παράγει η δύναµη της πίεσης wgSDρ κατά την 

µετατόπιση b . Το νερό είναι ασυµπίεστο και έχει πολύ χαµηλό ιξώδες συγκριτικά µε 

άλλα ρευστά, ώστε να θεωρείται αµελητέο. Αυτό σηµαίνει ότι η ποσότητα του νερού 

που ανυψώνεται τµηµατικά στην ελεύθερη επιφάνεια είναι ασταθής κι εµφανίζει την 

τάση επανένταξης στον αρχικό θαλάσσιο όγκο, του οποίου το επίπεδο στάθµης, λόγω 

των πολύ µεγαλύτερων διαστάσεων του, δεν επηρεάζεται από την τµηµατική 

µετατόπιση του (Σχήµα 5.1β) . Στην πραγµατικότητα, αν λάβουµε υπόψη µας το 

κέντρο βάρους της ανυψούµενης µάζας , τότε η τελική δυναµική ενέργεια της 

µετατοπισµένης θαλάσσιας µάζας είναι ίση µε
[12]

 

2 ( 2)wW gSb D bρ∆ = −                                         (5.1.2) 

Η διαφορά µεταξύ των (5.1.1) και (5.1.2) εκφράζει τη υπολειπόµενη, διαθέσιµη 

ενέργεια που διοχευτεύεται σε ενέργεια ταλάντωσης και κατ’επέκταση στη 

δηµιουργία τσουνάµι (Σχήµα 5.1.γ).  

Πρόκειται για ένα απλό και εφαρµόσιµο µοντέλο, καθώς η διάρκεια της 

διαταραχής του πυθµένα συνήθως, είναι κατά πολύ µικρότερη του χρόνου που 

απαιτείται για να δηµιουργηθεί τσουνάµι. Στην περίπτωση ταχείας ανύψωσης, το 

έργο που παράγεται είναι κατά πολύ µεγαλύτερο από τη δυναµική ενέργεια που 

αποκτά η ανυψωµένη επιφάνεια κι έτσι η διαφορά ενέργειας που διοχετεύεται στη 

δηµιουργία τσουνάµι είναι εξίσου µεγάλη. Στην αντίθετη περίπτωση, δηλαδή όταν η 

µετατόπιση του πυθµένα προκαλείται µε αργό ρυθµό, η υδραυλική ισορροπία 

επιτυγχάνεται σε περισσότερες ενδιάµεσες θέσεις του φαινοµένου· κι έτσι οι 

κυµατικές διαταραχές απορροφώνται από την υδάτινη µάζα γρηγορότερα. Στην 

πράξη, η ταχύτητα διάδοσης σεισµικών κυµάτων είναι της τάξεως των 3 km/s, ενώ η 

µέση ταχύτητα διάδοσης των τσουνάµι c gD= κυµαίνεται στα 250 m/s. 

 

5.1.2. Περιγραφή µοντέλου προσοµοίωσης µετατόπισης πυθµένα στη µία 

διάσταση 

 

Ο µηχανισµός γένεσης τσουνάµι από σεισµικά αίτια που προκαλούν κατακόρυφη 

µετατόπιση του θαλάσσιου πυθµένα έχει περιγραφεί από το Hammack
[13]

 (1973). 

Σύµφωνα µε το πρότυπο του Hammack, θεωρούµε µία διατοµή του πυθµένα, η οποία 

υφίσταται µετατόπιση b. Έτσι, η γεωµετρία του πυθµένα σε αυτή τη θέση 

διαµορφώνεται συµµετρικά, όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.2. 
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Σχήµα 5.2: Κατακόρυφη τµηµατική ανύψωση θαλάσσιου πυθµένα 

 

Όπως είχε αναφερθεί στο Κεφάλαιο 4, η βαθυµετρία του πυθµένα περιγράφεται 

γενικά από τη συνάρτηση 

0 ( , ) ( ) ( ) ( )h x t F x k t G x= +  ,                                     (5.1.3) 

 

όπου                                    ( ) 1 , 0qtk t e t−= − ≥ ,                                                (5.1.4) 

 

Η συνάρτηση ( )F x εκφράζει τη µόνιµη γεωµετρία του πυθµένα, ενώ ο δεύτερος 

όρος της συνάρτησης επιβάλλει τη διαταραχή. Η χρονική συνάρτηση (5.1.4) µπορεί 

να προσδιορίσει πόσο απότοµα ή οµαλά επιβάλλεται η διαταραχή, ανάλογα µε την 

τιµή της παραµέτρου q . Ενδεικτικά, παρουσιάζεται στο Σχήµα 5.3 η εξάρτηση της 

( )k t  απο την παράµετρο q. 

 

Σχήµα 5.3: Γραφική παράσταση της συνάρτησης k(t) συναρτήση του χρόνου t και της τιµής q 
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Γίνεται σαφές ότι όσο αυξάνεται η τιµή του q τόσο πιο ακαριαία επιβάλλεται η 

διαταραχή του πυθµένα µέσω της συνάρτησης ( )G x . Παρατηρείται επίσης, ότι η 

συνάρτηση k(t) είναι άνω φραγµένη στην τιµή 1. Με αυτόν τον τρόπο, εξασφαλίζεται 

η φυσική ερµηνεία του γινοµένου της µε τη συνάρτηση ( )G x ,καθώς η τελευταία 

καθορίζει το είδος της επιβαλλόµενης διαταραχής.  

Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, ο πυθµένας θεωρήθηκε οριζόντιος (βλ. Σχήµα 

5.2), δηλαδή 

( ) ,F x D= L x L− ≤ ≤ ,                                            (5.1.5) 

ενώ στην περιοχή της διαταραχής πλάτους 2w , η κατακόρυφη µετατόπιση του 

πυθµένα περιγράφηκε από τη συνάρτηση 

( ) ( )( )G x b x w x w= − + − −  H H ,                              (5.1.6). 

όπου =H η βηµατική συνάρτηση Heaviside. 

Εναλλακτικά, για λόγους βελτιστοποίησης, η γεωµετρία της επιβαλλόµενης 

διαταραχής αντικαταστάθηκε σύµφωνα µε την ακόλουθη ισότητα 

( ) ( )
( )( )2sw s x w x w

e e
x w x w e e

− + −−+ − − ≅   ⋅H H . 

Εποµένως, η συνάρτηση ( )G x λήφθηκε ίση µε 

( )
( )( )2sw s x w x w

e eG x be e
− + −−= ⋅− ,                                    (5.1.7). 

 

 

Σχήµα 5.4: Επίδραση της παραµέτρου s στη γραφική παράσταση της συνάρτησης 

( )
( ) 

  
 

⋅
2 s x+w x-w

--swe ef x =  e e  



                       Βασικοί µηχανισµοί δηµιουργίας κυµάτων τσουνάµι                      69       

 

Η συνάρτηση (5.1.7) αυτόµατα εισάγει µία νέα παράµετρο s , της οποίας η 

επίδραση ως προς την επιβαλλόµενη διαταραχή πρέπει να προσδιοριστεί. Στο Σχήµα 

5.4 απεικονίζεται, ενδεικτικά για τρεις τιµές της παραµέτρου s, η γραφική παράσταση 

της συνάρτησης 

( )
( )( )2sw s x w x w

e ef x e e
− + −

−= ⋅ ,                                  (5.1.8). 

Είναι φανερό ότι η τιµή της παραµέτρου s επηρεάζει τη γεωµετρία της 

επιβαλλόµενης διαταραχής· όσο µικρότερη είναι, τόσο πιο οµαλά επιβάλλεται η 

αλλαγή της γεωµετρίας. Αντίθετα, οι µεγάλες τιµές του s ισοδυναµούν µε την επιβολή 

διαταραχής τύπου “σκαλοπατιού”. 

Είναι σαφές ότι, πριν την επίλυση του προβλήµατος, πρέπει να οριστούν ακόµη 

τρεις παράµετροι: χαρακτηριστικό πλάτος w  , ύψος µετατόπισης b και ο 

χαρακτηριστικός χρόνος  ct . Σύµφωνα µε το Hammack
[13] 

, η τιµή του ct ορίζεται έτσι 

ώστε 1.11ct q= . Σε ό,τι αφορά το σταθερό βάθος του πυθµένα θεωρήθηκε ίσο µε 

0.025D m= , το ηµιπλάτος της ανύψωσης 0.305w m=  , ενώ το συνολικό µήκος του 

πλέγµατος, στο οποίο εξελίσσεται το φαινόµενο, επιλέχθηκε έτσι ώστε να 

αποφεύγεται η ανάκλαση του κύµατος στα σύνορα, δηλαδή 8 10L m= ÷ . 

Οι περιπτώσεις που διερευνήθηκαν καθορίζονται από τρεις διαφορετικές τιµές της 

παραµέτρου q , ώστε να αντιπροσωπεύουν διαφορετικό τρόπο επιβολής της 

µετατόπισης
[13,14]

 (βλ. Σχήµα 5.3): 1q = 26.1176 (κρουστική µετατόπιση – impulsive 

bed motion), 2q = 0.20716  (έρπουσα – creeping bed motion), 3q = 4.6211

(µεταβατική – transitional bed motion).  

Για καθεµία από τις παραπάνω τιµές, εξετάστηκαν τρεις υποπεριπτώσεις που 

αντιστοιχούν  στις τιµές της παραµέτρου s : s = 10,100,1000 .   

Τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης, που παρουσιάζονται παρακάτω, αφορούν 

τόσο σε θέσεις κοντά στη διαταραγµένη περιοχή του πυθµένα ( )x = 0, x = w , όσο 

και σε αποµακρυσµένες από τη διαταραχή θέσεις ( )x = 2w,x = 4w , όπου η 

βαθυµετρία παραµένει αµετάβλητη. 

 

o Κρουστική µετατόπιση πυθµένα (Impulsive bed motion, 1q = q ) 

Στην περίπτωση αυτή, το µεγαλύτερο µέρος της µετατόπισης του πυθµένα 

πραγµατοποιείται πριν η µεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας αρχίσει να διαδίδεται 

εκτός της περιοχής της διαταραχής. Ο λόγος  0.069ct gD w=  είναι πολύ 

µικρότερος της µονάδας, κι έτσι προκύπτει η τιµή της παραµέτρου q ίση µε 
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1 26.1176q = . Η ανύψωση του πυθµένα λήφθηκε ίση µε το 20% του βάθους του, 

δηλαδή 0.2b D= .  

Στη συνέχεια, παρατίθενται διαγράµµατα ανύψωσης της στάθµης της θάλασσας 

στις τέσσερις θέσεις ελέγχου και για τις διάφορες τιµές της παραµέτρου s . Για την 

καλύτερη εκτίµηση του φαινοµένου, έγινε αδιαστατοποίηση των αξόνων των 

διαγραµµάτων. Έτσι, η µεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας η  εκφράζεται ως 

ποσοστό της µετατόπισης του θαλάσσιου πυθµένα b , ενώ ο χρόνος εκφράζεται ως 

πολλαπλάσιο του χρόνου που απαιτείται για να διαδοθεί το κύµα µέχρι το ηµιπλάτος 

w .  

 

 

Σχήµα 5.5: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας για = 26.1176, = 0.2,s = 101q b D (2000 elements) 
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Παρατηρείται ότι στη θέση 0x =  το επίπεδο της στάθµης, αρχικά, φτάνει σε ένα 

µέγιστο πλάτος περίπου ίσο µε την ανύψωση του πυθµένα b . Στη θέση x w= , στο 

σύνορο της µετατόπισης, η ανύψωση της θαλάσσιας επιφάνειας µειώνεται περίπου 

στο µισό της µέγιστης και διατηρείται σταθερή για µικρό χρονικό διάστηµα µέχρι την 

επαναφορά της στην αρχική κατάσταση ηρεµίας. Στις θέσεις 2 , 4x w x w= =

επιβεβαιώνεται η σταθεροποίηση του πλάτους του κύµατος στο 0.5b .   

Στα Σχήµα 5.6 και Σχήµα 5.7 παρουσιάζονται τα κυµατικά προφίλ που 

προέκυψαν για τις τιµές 100s = και 1000s = αντίστοιχα. 

 

 

 

Σχήµα 5.6: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας για 1 = 26.1176, = 0.2,s = 100q b D  (2000 elements) 
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Παρατηρείται ότι οι µέγιστες τιµές ανύψωσης της στάθµης της θάλασσας, τόσο 

στην περιοχή του διαταραγµένου πυθµένα, όσο και στο αµετάβλητο τµήµα του, 

παραµένουν σταθερές και ανεξάρτητες από την τιµή του συντελεστή s . Ωστόσο,  

είναι εµφανές ότι για τις τιµές ,= =100 1000s s και σε όλες τις θέσεις ελέγχου το 

ύψος του κύµατος διατηρείται για αρκετό χρονικό διάστηµα. Στο σηµείο αυτό πρέπει 

να τονιστεί ότι στο πρόβληµα δεν έχουν ληφθεί υπόψη φαινόµενα διασποράς, γεγονός 

που δικαιολογεί την οµαλότητα της διάδοσης και της σταθερής επανάληψης της 

κυµατικής διαταραχής. 

 

 

Σχήµα 5.7: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας για 1 = 26.1176, = 0.2,s = 1000q b D (2000 elements) 

Τα παραπάνω αποτελέσµατα, όπως και αυτά που ακολουθούν, που αντιστοιχούν 

στην τιµή s=1000, φαίνεται να προσεγγίζουν µε αρκετή ακρίβεια µε αυτά της 

ανάλυσης του Hammack
[13,14]

, σύµφωνα µε την οποία η επιβολή της διαταραχής 

γίνεται µέσω της συνάρτησης Heaviside. 
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o Έρπουσα µετατόπιση πυθµένα (Creeping bed motion, 2q = q ) 

Η έρπουσα ανύψωση του πυθµένα χαρακτηρίζεται από την αποµάκρυνση της 

κυµατικής διαταραχής από την πηγή της, πριν ακόµα ολοκληρωθεί η ολική 

παραµόρφωση του πυθµένα. Ο χαρακτηριστικός λόγος λαµβάνεται πολύ µεγαλύτερος 

της µονάδας, δηλαδή 8.70ct gD w=  και κατ’επέκταση ο συντελεστής q 

µικρότερος αυτής, 2 0.20716q = . Η ανύψωση του πυθµένα λήφθηκε ίση µε το 30% 

του βάθους του, δηλαδή 0.3b D= .  

Στα Σχήµατα 5.8, 5.9 και 5.10 παρουσιάζονται οι αποκρίσεις των σηµείων της 

ελεύθερης επιφάνειας για τις τιµές 10, 100s s= =  και 1000s = αντιστοίχως. 

 

 

Σχήµα 5.8: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας για 2 = 0.2071, = 0.3,s = 10q b D  (2000 elements) 
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Σχήµα 5.9: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας για 2 = 0.2071, = 0.3,s = 100q b D (2000 elements) 

 

Η κυµατική διαταραχή που αντιστοιχεί σε αυτή την κατηγορία εξελίσσεται 

οµοιόµορφα καθ’όλο το µήκος του πλέγµατος. Συµπεραίνεται ότι εξαιτίας του πολύ 

αργού ρυθµού επιβολής της παραµόρφωσης, η ανύψωση της θαλάσσιας επιφάνειας 

πραγµατοποιείται εξίσου αργά µε αποτέλεσµα να µην παρατηρείται αισθητή µείωσή 

της µακριά από το διαταραγµένο πυθµένα. 

 Έτσι, λοιπόν, το µέγιστο πλάτος του κύµατος σταθεροποιείται εµφανώς γύρω στο 

0.12b , τόσο κοντά στην υποθαλάσσια πηγή, όσο και µακρια από αυτήν. Προκύπτει 

επίσης, ότι η επαναφορά στην αρχική ηρεµία πραγµατοποιείται αργά και οµαλά, 

συγκριτικά µε την περίπτωση της κρουστικής µετατόπισης του πυθµένα.  



                       Βασικοί µηχανισµοί δηµιουργίας κυµάτων τσουνάµι                      75       

 

 

 

 

Σχήµα 5.9: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας για 2 = 0.2071, = 0.3,s = 1000q b D (2000 elements) 

 

 

o Μεταβατική µετατόπιση πυθµένα (Transitional bed motion, 3q = q ) 

Η περίπτωση αυτή περιγράφει µία ενδιάµεση κατάσταση των προηγούµενων δύο, 

συνδυάζοντας κάποια από τα χαρακτηριστικά τους. Για παράδειγµα, αρχικά 

επιτυγχάνεται κυµατική διαταραχή πλάτους κοντά στο  0.9b , δηλαδή περίπου ίσο µε 

τη µετατόπιση που την προκάλεσε. Στις µεταγενέστερες θέσεις, ωστόσο, 

παρατηρείται σηµαντική µείωση, περίπου στο µισό της αρχικής, η οποία 

πραγµατοποιείται µε οµαλό ρυθµό.  
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Στο παράδειγµα αυτό, η συνολική µετατόπιση του πυθµένα θεωρήθηκε ίση το 10% 

του συνολικού βάθους, δηλαδή 0.1b D= . Ο χαρακτηριστικός λόγος λαµβάνεται 

ίσος µε 0.39ct gD w=  , δίνοντας  συντελεστή q µεγαλύτερο της µονάδας, 

3 4.6211q = . 

Στα σχήµατα που ακολουθούν, Σχήµα 5.10, 5.11 και 5.12 φαίνονται τα κυµατικά 

προφίλ της εν λόγω διαταραχής στις διάφορες θέσεις. 

 

 

 

Σχήµα 5.10: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας για 3 = 4.6211, = 0.1,s = 10q b D  (2000 elements) 

 

Στο σηµείο αυτό, θα πρέπει να σηµειωθεί ότι για s=10 το µέγιστο ύψος του 

κύµατος στη θέση x=0 φτάνει σε ποσοστό 80% της ανύψωσης του πυθµένα, αντί του 
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90% που παρουσιάζουν οι υπόλοιπες εφαρµογές. Αυτό συµβαίνει διότι είναι τέτοια η 

επιβολή της διαταραχής ώστε κατά την ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας, οι 

ενδιάµεσες θέσεις του υδάτινου συνόρου (µεταξύ του µεγίστου ύψους και της 

αδιατάραχτης επιφάνειας) µπορούν και αποκτούν επιτάχυνση που εµποδίζει την 

περαιτέρω αύξηση του ύψους του κύµατος. 

 

 

 

 

Σχήµα 5.11: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας για 3 = 4.6211, = 0.1,s = 100q b D  (2000 elements) 
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Σχήµα 5.12: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας για 3 = 4.6211, = 0.1,s = 1000q b D  (2000 elements) 

 

Για τη γενικότερη εποπτεία του φαινοµένου, στα Σχήµατα 5.13, 5.14 και 5.15  

παρατίθενται µια σειρά από διαδοχικά στιγµιότυπα της κυµατικής διαταραχής για 

καθεµία τιµή της παραµέτρου q και για 1000s = . Ενδεικτικά, η κατακόρυφη 

µετατόπιση του υποθαλάσσιου τµήµατος λαµβάνεται ίση µε το ηµιβάθος, δηλαδή 

0.5b D= .
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5.1.3. Περιγραφή µοντέλου προσοµοίωσης µετατόπισης πυθµένα στις δύο 

διαστάσεις 

 

Στις δύο διαστάσεις, το πρόβληµα περιγράφεται από την ανύψωση της επιφάνειας 

1 22 2w w×  κατά b , σε πυθµένα σταθερού βάθους D . Οι διαστάσεις του πλέγµατος 

ορίζουν επιφάνεια εµβαδού 2 2L H× . Στο Σχήµα 5.15 που ακολουθεί απεικονίζεται η 

εν λόγω βαθυµετρία. 

 

Σχήµα 5.15: Κατακόρυφη τµηµατική ανύψωση θαλάσσιου πυθµένα στις δύο διαστάσεις 

 

Οι διαστάσεις 1 2,w w  επιλέχθηκαν έτσι ώστε 1 2w w≪  προκειµένου η λύση να 

προσεγγίζει τη λύση του µονοδιάστατου προβλήµατος, στο οποίο η άλλη διάσταση 

θεωρείται άπειρη, και να είναι δυνατή η σύγκριση µεταξύ τους. 

Η διάταξη του Σχήµατος 5.15 παρουσιάζει διπλή συµµετρία (ως προς τους άξονες 

x και y) . Για το λόγο αυτό, προσοµοιώθηκε και εξετάστηκε το ένα τέταρτο της 

διαταραχής του πυθµένα, χρησιµοποιώντας οµογενείς συνθήκες Neumann, όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 5.16. Αυτό συµβαίνει διότι οι διαστάσεις ,L H  επιλέχθηκαν 

ώστε να αποφεύγεται η ανάκλαση του κύµατος στα σύνορα, κι εποµένως να ισχύει η 

οµογενής συνθήκη 0η∇ ⋅ =n . Οµοίως, στους άξονες ,x y , µε βάση τη διπλή 

συµµετρία, µπορούν να επιβληθούν οι οµογενείς συνθήκες Neumann 
0

0x x
η

=
=  και 

0
0y y

η
=
= .  

Η γενική βαθυµετρία του πυθµένα περιγράφεται, όπως είδαµε και νωρίτερα, από 

τη συνάρτηση 
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0( , , ) ( , ) ( ) ( , )h x y t F x y k t G x y= +  , 

όπου                                           ( ) 1 , 0qt
k t e t

−= − ≥  . 

 

 

 

Σχήµα 5.16: Κατακόρυφη τµηµατική ανύψωση του διπλά συµµετρικού τµήµατος του πυθµένα 

 

Θεωρείται ως δεδοµένο ότι το βάθος του πυθµένα παραµένει σταθερό σε όλο το 

πεδίο ορισµού,  δηλαδή  ( ),F x y D= , ,L x L H y H− ≤ ≤ − ≤ ≤ . Η συνάρτηση 

( ),G x y , λόγω συµµετρίας, η οποία καθορίζει τη γεωµετρία της επιβαλλόµενης 

διαταραχής, αναδιατυπώνεται ως εξής 

( ) ( ) ( )1 2
, 1 1G x y b x w y w= − − − − −      H H ,                    (5.1.9) 

όπου =H η βηµατική συνάρτηση Heaviside, ή 

( )
( ) ( )1 2

, 1 1
s x w s y we e

G x y b e e
− −− −   = − − −

   
 ,                    (5.1.10). 

 

Στο παράδειγµα αυτό, το σταθερό βάθος του πυθµένα θεωρήθηκε ίσο µε 

0.025D m= και οι διαστάσεις του πλέγµατος εκτιµήθηκαν µε κριτήριο τη µη 

ανάκλαση του κύµατος στα σύνορα, δηλαδή 20L H m= = . Τα ηµιπλάτη της 

ανύψωσης λήφθηκαν ίσα µε 1 20.305 , 3.05w m w m= = . Για λόγους σύγκρισης, οι 

υπόλοιπες παράµετροι ορίστηκαν σύµφωνα µε την περίπτωση της κρουστικής 

µετατόπισης του πυθµένα (impulsive bed motion), όπως και στο µονοδιάστατο 

πρόβληµα (βλ. Ενότητα 5.1.2). Ειδικότερα, ο συντελεστής q της χρονικής 
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συνάρτησης (5.1.4) αντικαταστάθηκε µε την τιµή 1q = 26.1176  , ενώ η ανύψωση του 

πυθµένα φτάνει το 20% του συνολικού του βάθους, δηλαδή  / 0.2b D = . 

Στα Σχήµατα 5.17 και 5.18,που ακολουθούν, παρουσιάζονται οι λύσεις της 

µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων ανάλογα µε το πλήθος τους στις θέσεις 

ελέγχου, για το µονοδιάστατο και το διδιάστατο πρόβληµα. 

 

Σχήµα 5.17: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας στο x=0, για = 26.1176, = 0.2,s = 10001q b D . 

 

 

 

Σχήµα 5.18: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας στο x=w1, για = 26.1176, = 0.2,s = 10001q b D . 
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Και στα δύο άκρα του τµήµατος που ανυψώνεται ( )10,x x w= = , παρατηρείται ότι 

όσο πυκνώνει το διδιάστατο πλέγµα των πεπερασµένων στοιχείων τόσο περισσότερο 

το διάγραµµα προσεγγίζει τη µονοδιάστατη λύση, ειδικά στις πρώτες χρονικές 

στιγµές. Αξίζει να σηµειωθεί ότι παρουσιάζεται σχεδόν ταύτιση µεγίστου ύψους 

κύµατος ανάµεσα στη µονοδιάστατη λύση και στη λύση µε 80000 πεπερασµένα 

στοιχεία. Στη συνέχεια, για την καλύτερη εποπτεία του φαινοµένου παρατίθενται στα 

Σχήµατα 5.19 και 5.20 στιγµιότυπα του φαινοµένου σε διάφορες χρονικές στιγµές.  
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5.2. Γεωλίσθηση πυθµένα (Landslide generated tsunami) 

 

5.2.1. Ενέργεια κύµατων τσουνάµι – Παράµετροι 
 

Οι υποθαλάσσιες γεωλισθήσεις αποτελούν σοβαρή αιτία γένεσης κυµάτων 

τσουνάµι, καθώς ευθύνονται για τη δηµιουργία του 10% όλων των καταγεγραµµένων 

τσουνάµι. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα γεωλισθήσεων εχουν σηµειωθεί στο 

ακρωτήρι Αgulhas στη Νότια Αφρική, στη βορειοδυτική Νορβηγία (όπου ο όγκος της 

γεωλίσθησης εκτιµάται πάνω από 5000 km
3
), κ.ά 

[3]
. Ενδεικτικά, αναφέρεται ότι το 

καταστροφικό τσουνάµι µέγιστου ύψους 15m, που σηµειώθηκε στην Παπούα-Νέα 

Γουινέα το 1998, οφειλόταν σε υποθαλάσσια κατολίσθηση
[15]

.  

Η υποθαλάσσια γεωλίσθηση συνίσταται στην αποκόλληση και στην ολίσθηση 

τµήµατος του πυθµένα. Ο µηχανισµός γένεσης τσουνάµι που ενεργοποιείται κατά το 

φαινόµενο αυτό παρουσιάζεται γραφικά στο Σχήµα 5.15. Σύµφωνα µε την ανάλυση 

των Ε.Okal και C. Synolakis
[12]

, στην απλούστερη µορφή του, θεωρούµε την 

ολίσθηση τµήµατος του πυθµένα κατά µήκος αυτού. Όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.15, 

στην αρχή της διαταραχής, παρατηρείται βύθιση του επιπέδου του πυθµένα, ενώ στο 

τέλος της έχουµε αντίστοιχη ανύψωση. Συνεπώς, όπως αναλύθηκε και στην Ενότητα 

5.1, αναµένονται αντίστοιχες µεταβολές και στην ελεύθερη επιφάνεια του ύδατος. 

Πιο συγκεκριµένα, στο σηµείο της βύθισης, η στάθµη του νερού µειώνεται κατά hδ , 

ενώ κατάντη της γεωλίσθησης αυξάνεται ισόποσα. Εµφανίζεται, έτσι, ένα δίπολο, 

που, ωστόσο, λειτουργεί αθροιστικά στην αποτίµηση της συνολικής ενέργειας του 

τσουνάµι
[12]

.  

 

Σχήµα 5.15: Γένεση τσουνάµι από ολίσθηση τµήµατος πυθµένα (κατά Ε. Okal και C. Synolakis[6]) 
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Μελετώντας το φαινοµένο αυτό, συµπεραίνεται ότι η διάρκεια της γεωµετρικής 

µεταβολής του πυθµένα δε µπορεί να θεωρηθεί πάντοτε αµελητέα ως προς την 

εξέλιξη του κύµατος. Αυτό συµβαίνει διότι η ταχύτητα ολίσθησης του εδάφους 

εξαρτάται από την επιτάχυνση της βαρύτητας g . Στην πράξη, η µέγιστη ταχύτητα 

που µπορεί να επιτευχθεί σε βαρυτική κατολίσθηση πρανούς δίνεται από τη σχέση 

2gzυ = , όπου z  η µέγιστη κατακόρυφη συνιστώσα της συνολικής 

µετατόπισης
[12]

. Συγκρίνοντας την ταχύτητα διάδοσης του κύµατος προκύπτει ο 

λόγος
[12]

 

2 2gz z

c gD D

υ
= = ,                                            (5.2.1). 

Σηµειώνεται ότι ο λόγος αυτός δεν µπορεί να πάρει εύκολα µεγάλες τιµές, αφού 

συνήθως ισχύει z D≪ , όπου D  συµβολίζεται το βάθος του πυθµένα. Για 

παράδειγµα, µια γεωλίσθηση η οποία υποβιβάζει κατά 500 m τον πυθµένα βάθους 

1500 m δίνει λόγο 0.8cυ = .  

Για την ενεργειακή διερεύνηση του φαινοµένου, προσοµοιώνεται η δηµιουργία και 

η ανάπτυξη του τσουνάµι κατά τη διάρκεια της ολίσθησης του πυθµένα, σύµφωνα µε 

άρθρο των Ε. Okal και C. Synolakis
[12] 

. Το µοντέλο που χρησιµοποιείται, φαίνεται 

στο Σχήµα 5.16.  

Σύµφωνα µε αυτό, ένα τµήµα του πυθµένα αρχίζει να ολισθαίνει τη χρονική 

στιγµή t=0 µε ταχύτητα v  και σταµατάει απότοµα όταν t=T (βλ. Σχήµα 5.16α). 

Θεωρείται, ακόµα ότι το ολισθαίνον τµήµα έχει σχήµα της συνάρτησης Gauss, 

εποµένως η µετατόπιση δίνεται από τη συνάρτηση
[12]

 

2( ) ,0k x vtε(x,t)= Ae t T− − ≤ ≤ ,                                 (5.2.2). 

Η µετατόπιση της θαλάσσιας επιφάνειας ( ),x tη ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση 

2 2 2
2

2 2 2
c

t x t

η η ε∂ ∂ ∂
− =

∂ ∂ ∂
,                                         (5.2.3). 

Η λύση που προκύπτει γιατην κυµατική διαταραχή ταχύτητας c+  του Σχήµατος 

5.16β για τις χρονικές στιγµές 0t ≥ είναι η ακόλουθη
[12]

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )2 2

22 2

1 2 2
,

2

k x ct k x ct
k x vt

A t
v v e e

x t e
v c c c v c v

η
− + − −

− −
            

= + +
− + −

H ,        (5.2.4) 

(όπου ( )tH : η βηµατική συνάρτηση Heaviside). 

Για το κύµα που αρχίζει να διαδίδεται µε πλάτος A− τη χρονική στιγµή t T= στη 

θέση x L vT= = ,η µετατόπιση της ελεύθερης επιφάνειας δίνεται από τη σχέση: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )2 2

22 2

2 2 2
,

2

k c k c
k v

A τ
v v e e

x t e
v c c c v c v

ξ τ ξ τ
ξ τη

− + − −
− −

            

= − + +
− + −

H ,      (5.2.5) 

όπου:  x Lξ = −  και t Tτ = − . 

 

Σχήµα 5.16: Γένεση τσουνάµι από ολίσθηση τµήµατος πυθµένα (κατά Ε. Okal και C. Synolakis[12]) 

 

Συνδυάζοντας τις (5.2.4) και (5.2.5) σύµφωνα µε την αρχή της επαλληλίας 

1 2η η η= +  , προκύπτει κοινή λύση για t T≥  

( )
( ) ( ) ( ) ( )2 22 2

2

,
2

k c k ck x ct k x ct
Av

x t
c

e e e e

c v c v

ξ τ ξ τ

η
− + − −− + − − 

 
 
  

=
− −+
+ −

,        (5.2.6).  

Ο πρώτος όρος της σχέσης (5.2.6) περιγράφει το τσουνάµι που διαδίδεται προς τα 

αριστερά, ενώ ο δεύτερος όρος το κύµα που διαδίδεται προς τα δεξιά. 
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Η εκτίµηση της ενέργειας που αποδίδεται στα κύµατα τσουνάµι που 

δηµιουργούνται εκατέρρωθεν της ολίσθησης, µπορεί να γίνει εµµέσως, µε τη βοήθεια 

των παρακάτω αδιάστατων αριθµών
[12] 

( ) ( )

2 2

,
2 2

up down

v v

c c v c c v
α α= =

+ −
. 

 

5.2.2. Περιγραφή µοντέλου προσοµοίωσης ολίσθησης πυθµένα στη µία 

διάσταση 

 

Στο Σχήµα 5.17 περιγράφεται µια τυπική διατοµή του θαλάσσιου πυθµένα που 

υφίσταται κατολίσθηση. Όπως φαίνεται, το τµήµα S1 αποκολλάται από το πυθµένα 

και µεταφέρεται στη θέση του τµήµατος S2, µε αλλαγή της αρχικής του γεωµετρίας.   

 

 

Σχήµα 5.17: Ολίσθηση τµήµατος S1 του θαλάσσιου πυθµένα και µεταφορά στη θέση S2 

 

Στο µοντέλο προσοµοίωσης που θα αναπτυχθεί παρακάτω, έγινε η παραδοχή ότι ο 

όγκος του ολισθαίνοντος τµήµατος διατηρείται σταθερός. Στο πρόβληµα µίας 

διάστασης, η παραδοχή αυτή µεταφράζεται στην ακόλουθη ισότητα 

1 2 1 1 2 2S S d w d w= ⇔ = ,                                         (5.2.7). 

Η βαθυµετρία στη γενική της µορφή περιγράφεται από τη συνάρτηση 

0 ( , ) ( ) ( ) ( )h x t F x k t G x= +  ,                                      (5.2.8) 

όπου                                      ( ) 1 , 0qt
k t e t

−= − ≥ ,                                                 (5.2.9) 
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Για τη µόνιµη βαθυµετρία, που περιγράφεται από τη συνάρτηση ( )F x , σύµφωνα 

µε το Σχήµα 5.17α, προκύπτει 

( ) ( ) ,   F x D d x L x LH= − − ≤ ≤ ,                             (5.2.10) 

Αντίστοιχα, σύµφωνα µε τη γεωµετρία του πυθµένα όπως διαµορφώνεται αµέσως 

µετά την κατολίσθηση (βλ. Σχήµα 5.17β), προκύπτει η συνάρτηση ( )G x  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 2 2( ) ,G x d x w d d x d x w L x L= − + − − − − − ≤ ≤H H H ,      (5.2.11). 

όπου ( )xH η βηµατική συνάρτηση Heaviside.  

∆εδοµένης της ισότητας ( )
( )

1
s x w

ex w eH
+−+ ≈ − , µε κατάλληλες αντικαταστάσεις, 

οι σχέσεις (5.2.10), (5.2.11) διαµορφώνονται ως εξής 

( ) ( )1 ,
sxeF x D d e L x L−= − − − ≤ ≤ ,                            (5.2.12) 

( )
( )

( ) ( ) ( )
1 3 2

1 2

1 1 1 ,
s x w s x wsxe e eG x d e d d e d e L x L
+ −

− − −   
= − − − − − − − − ≤ ≤   

     

(5.2.13). 

Στο παράδειγµα που µελετήθηκε, το σταθερό βάθος του πυθµένα κατάντη της 

γεωλίσθησης θεωρήθηκε ίσο µε 1D km=  και ανάντη 0.5d km= . Για το αρχικό 

τµήµα S1 και το τελικό S2 ορίστηκαν οι διαστάσεις: 1 2 0.2d d km= =  για το ύψος και 

1 2 10w w km= = . Σηµειώνεται ότι το συνολικό µήκος του πλέγµατος, στο οποίο 

εξελίσσεται το φαινόµενο, επιλέχθηκε έτσι ώστε να αποφεύγεται η ανάκλαση του 

κύµατος στα σύνορα, δηλαδή 200L km= . 

Για την καλύτερη εκτίµηση του φαινοµένου, εξετάστηκαν περιπτώσεις για δύο 

διαφορετικές τιµές της παραµέτρου q της συνάρτησης (5.2.9), που καθορίζουν τον 

ρυθµό επιβολής της διαταραχής (βλ.Σχήµα 5.4). Έτσι, η πρώτη εφαρµογή, που 

αφορά στην τιµή  q = 26.1176 , προσοµοιάζει την ακαριαία γεωµετρική µεταβολή του 

πυθµένα και κατ’επέκταση την αµελητέα διάρκεια της κατολίσθησης. Αντιθέτως, η 

τιµή q = 1 , που µελετήθηκε, αφορά σε φαινόµενα γεωλισθήσεων µεγαλύτερης 

διάρκειας, που εξελίσσονται σταδιακά.  

Και για τις δύο εφαρµογές, η τιµή της παραµέτρου sπου εµπλέκεται στις 

συναρτήσεις βαθυµετρίας (5.2.12) και (5.2.13) λήφθηκε ίση µε s = 1000 . Στη 

συνέχεια παρατίθενται οι µεταβολές της ελεύθερης επιφάνειας στη θέση 0x = , αλλά 

και εκατέρρωθεν της διαταραχής, δηλαδή στις θέσεις: 2 2, 2x w x w= =  και 

1 1, 2x w x w= − = − .  
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o Εφαρµογή για q = 26.1176, s = 1000  

 

Στα Σχήµατα 5.18, 5.19 παρουσιάζεται η µεταβολή της στάθµης της θαλάσσιας 

επιφάνειας στις θέσεις ελέγχου, ανηγµένη ως προς το ύψος 2d .  

 

 
Σχήµα 5.18: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας στη θέση x=0, για  = 26.1176,s = 1000q (2000 

elements) 

 

Παρατηρείται, αρχικά, ότι στις θέσεις 1 2,x w x w= − = , µεταβολή του επιπέδου της 

στάθµης κατά 50% περίπου του ύψους διαταραχής ( )1 2 1 2,d d d d= . Παρατηρείται η 

δηµιουργία δύο κυµάτων, διαδιδόµενα προς αντίθετες διευθύνσεις. Σε αντίθεση µε 

την περίπτωση της κατακόρυφης µετατόπισης του πυθµένα (που εξετάστηκε στην 

Ενότητα 5.1), τα κύµατα που δηµιουργούνται στην περίπτωση αυτή είναι µορφής Ν 

(Ν-waves). Κατά τη διάδοσης τους, δηλαδή, όπως φαίνεται και στο Σχήµα 5.19, 

επιβάλλουν αύξηση του επιπέδου της στάθµης και ανάλογη βύθιση υπό τη µορφή Ν. 

Στις θέσεις 1 22 , 2x w x w= − = , επιβεβαιώνεται η σταθεροποίηση των παλµών, 

καθώς το µέγιστο και ελάχιστο πλάτος των κυµάτων φαίνονται να διατηρούνται 

σταθερές κατά τη διάδοσή τους. 

Παρατηρείται επίσης, το κύµα που οδεύει προς τα αριστερά, διαδίδεται σε βαθειά 

νερά κι εποµένως αποκτά µεγαλύτερη ταχύτητα ( d D gd gD< ⇔ < ). Αντιθέτως, 

το κύµα που κατευθύνεται προς τα δεξιά έχει µικρότερη ταχύτητα και µεγαλύτερο 

πλάτος, καθώς διαδίδεται σε ρηχότερα νερά. Στην περίπτωση αυτή, θα πρέπει να 

τονιστεί ότι το πλάτος του κύµατος αυτού είναι συγκρίσιµο µε το τοπικό βάθος του 

πυθµένα και ενδεχοµένως για µεγαλύτερη ακρίβεια θα πρέπει να ληφθούν υπόψη µη 

γραµµικά φαινόµενα. 
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Σχήµα 5.19: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας για = 26.1176,s = 1000q (2000 elements)   

 

Μία γενική άποψη του φαινοµένου εµφανίζεται στο Σχήµα 5.20, όπου 

απεικονίζονται στιγµιότυπα των κυµάτων σε διάφορες χρονικές στιγµές. 
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o Εφαρµογή για q = 1, s = 1000  

 

Για q = 1  συµπεραίνεται ότι εξαιτίας του αργού ρυθµού επιβολής της 

παραµόρφωσης, οι µεταβολές της θαλάσσιας επιφάνειας πραγµατοποιούνται εξίσου 

αργά (Σχήµα 5.21).  

Σε ό,τι αφορά το πλάτος των κυµάτων, σηµειώνεται µικρή µείωση σε σχέση µε την 

προηγούµενη εφαρµογή (Σχήµα 5.22). Η µέγιστη ανύψωση (και βύθιση) ανέρχεται 

στο ήµισυ σχεδόν του ύψους διαταραχής για το πρωτεύον κύµα. Αντίστοιχα, οι 

µέγιστες αποκρίσεις του δευτερεύοντος κύµατος φτάνουν το 10.4d .  

Προκύπτει επίσης, ότι η επαναφορά στην αρχική ηρεµία πραγµατοποιείται αργά 

και οµαλά, συγκριτικά µε την εφαρµογή για q = 26.1176 . Και σε αυτήν την 

περίπτωση, µετά την αποµάκρυνση από την πηγή της διαταραχής, η µορφή των 

κυµάτων σταθεροποιείται· ωστόσο το µέγιστο ύψος τους επιτυγχάνεται στιγµιαία.  

 

 
 

 

Σχήµα 5.21: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας στη θέση x=0 για = 1,s = 1000q (2000 elements)  
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Σχήµα 5.22: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας για  = 1,s = 1000q (2000 elements) 

 

Στη συνέχεια, παρατίθεται το Σχήµα 5.23, στο οποίο απεικονίζονται στιγµιότυπα 

των κυµάτων που δηµιουργούνται για την περίπτωση της έρπουσας γεωλίσθησης 

( )= 1q   σε τυχαίες, διαδοχικές χρονικές στιγµές. 
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5.2.3. Μοντέλο προσοµοίωσης ολίσθησης πυθµένα σύνθετης διατοµής στη µία 

διάσταση 

 

Στο Σχήµα 5.24(α), (β) απεικονίζονται η αρχική και τελική φάση της 

κατολίσθησης του τµήµατος από τη θέση S1 στην S2, µε πιο σύνθετη βαθυµετρία από 

αυτή του περιγράφεται στο Σχήµα 5.17.  

 

Σχήµα 5.24: Ολίσθηση τµήµατος S1 του θαλάσσιου πυθµένα και µεταφορά στη θέση S2 

 

Και σε αυτήν την περίπτωση, έγινε η παραδοχή της ισότητας των εµβαδών των 

δύο τµηµάτων, δηλαδή: 

1 2 1 1 2 2S S d w d w= ⇔ = . 

Η διαδικασία που ακολουθήθηκε για την εξαγωγή των αποτελεσµάτων παρέµεινε 

ίδια, µε εξαίρεση την αλλαγή της βαθυµετρίας πριν και µετά την κατολίσθηση. Πιο 

συγκεκριµένα, για να ανταποκρίνεται στη γεωµετρία του Σχήµατος 5.24α, η 

συνάρτηση F(x) ορίστηκε ως εξής: 

( ) ( ) ( ) ( )21.1 5 ,F x D d x d x w L x L= − − − − ≤ ≤H H ,            (5.2.14). 

Αντίστοιχα, σύµφωνα µε τη γεωµετρία του πυθµένα όπως διαµορφώνεται αµέσως 

µετά την κατολίσθηση (βλ. Σχήµα 5.17β), προκύπτει η συνάρτηση ( )G x : 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 2 2( ) ,G x d x w d d x d x w L x L= − + − − − − − ≤ ≤H H H ,     (5.2.15). 

όπου ( ) :xH η βηµατική συνάρτηση Heaviside. 

Για λόγους βελτιστοποίησης, χρησιµοποιήθηκε η εκθετική προσέγγιση της 

συνάρτησης Heaviside, σύµφωνα µε την οποία ( )
( )

1
s x w

ex w eH
+−+ ≈ − , κι έτσι µε 

κατάλληλες αντικαταστάσεις, οι σχέσεις (5.2.14), (5.2.15) διαµορφώνονται ως εξής: 

( ) ( ) ( )( )1

1 1.1 1 ,
s xsxe eF x D d e d e L x L− −= − − − − − ≤ ≤ ,  (5.2.12) 

( )
( )

( )( ) ( )
1 3 2 1 2

1 2

1 1 1 ,
s x w s x wsxe e eG x d e d d e d e w x w
+ −

− − −   
= − − − − − − − − ≤ ≤   

   
(5.2.13). 

Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, οι τιµές της παραµέτρου s, που υπεισέρχονται στις 

σχέσεις (5.2.12) και (5.2.13), ορίστηκαν ως εξής: = 1000s  και 1 = 0.05s .  

Το σταθερό βάθος του πυθµένα κατάντη της γεωλίσθησης θεωρήθηκε ίσο µε 

1D km=  και ανάντη 0.5d km= . Για το αρχικό τµήµα S1 και το τελικό S2 ορίστηκαν 

οι διαστάσεις: 1 2 0.2d d km= =  για το ύψος και 1 2 10w w km= = . Σηµειώνεται ότι το 

συνολικό µήκος του πλέγµατος, στο οποίο εξελίσσεται το φαινόµενο, όπως και ο 

χρόνος εξέτασής του,  επιλέχθηκε έτσι ώστε να αποφεύγεται η ανάκλαση του κύµατος 

στα σύνορα, δηλαδή 250L km= .  

Η πρώτη εφαρµογή, που αφορά στην τιµή  q = 26.1176 , προσοµοιάζει την 

ακαριαία γεωµετρική µεταβολή του πυθµένα και κατ’επέκταση την αµελητέα 

διάρκεια της κατολίσθησης. Αντιθέτως, η τιµή q = 1 , που µελετήθηκε, αφορά σε 

φαινόµενα µεγαλύτερης διάρκειας, που εξελίσσονται σταδιακά.  

Στη συνέχεια, παρατίθενται οι µεταβολές της ελεύθερης επιφάνειας στις θέσεις 

ελέγχου: 0x = , 2 2, 2x w x w= =  και 1 1, 2x w x w= − = − .  

 

o Εφαρµογή για q = 26.1176, s = 1000  

 

Στα Σχήµατα 5.25, 5.26 παρουσιάζεται η µεταβολή της στάθµης της θαλάσσιας 

επιφάνειας στις θέσεις ελέγχου, ανηγµένη ως προς το ύψος 2d .  
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Σχήµα 5.25: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας στη θέση x=0, για = 26.1176,s = 1000q (2000 

elements)  

 

 

Σχήµα 5.26: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας στις θέσεις ελέγχου για q=26.1176, s=1000 (2000 

elements)  
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Παρατηρείται στις θέσεις 1 2,x w x w= − = , αρχική αύξηση και βύθιση του επιπέδου 

της στάθµης αντίστοιχα, κατά 50% περίπου του ύψους διαταραχής ( )1 2 1 2,d d d d= . 

Τα κύµατα που δηµιουργόυνται, κατά τη διάδοσης τους, επιβάλλουν αύξηση του 

επιπέδου της στάθµης και ανάλογη υποβίβαση υπό τη µορφή Ν. 

Στις θέσεις 1 22 , 2x w x w= − = , επιβεβαιώνεται η σταθεροποίηση των παλµών, 

καθώς η µέγιστη και ελάχιστη απόκριση των κυµάτων φαίνονται να διατηρούνται 

σταθερές κατά τη διάδοσή τους. 

Τα στιγµιότυπα που παρατίθενται στο Σχήµα 5.27 δείχνουν την εξέλιξη του 

φαινοµένου ανά διαδοχικές, χρονικές στιγµές. 

Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι στην συγκεκριµένη εφαρµογή, προβλέπεται η 

αποκάλυψη του πυθµένα µε την απενεργοποίηση των βαθµών ελευθερίας F kGη < −

και θέτουµε F kGη = − , ώστε η βύθιση της στάθµης του νερού, κατά τη διάδοση των 

κυµάτων, να µην ξεπερνάει την επιτρέποµενη λόγω επαφής µε το στερεό συνόρο.  
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o Εφαρµογή για q = 1, s = 1000  

 

Για q = 1  συµπεραίνεται ότι εξαιτίας του αργού ρυθµού επιβολής της 

παραµόρφωσης, οι µεταβολές της θαλάσσιας επιφάνειας πραγµατοποιούνται 

οµαλότερα.  

Σε ό,τι αφορά το πλάτος των κυµάτων, µειώνεται αισθητά σε σχέση µε την 

προηγούµενη εφαρµογή για q = 26.1176  (Σχήµα 5.29) .  

 

 

 

Σχήµα 5.28: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας στη θέση x=0 για = 1,s = 1000q (2000 elements)  

 

Το πρώτο κύµα, που διαδίδεται προς τα δεξιά, προκαλεί µέγιστη ανύψωση και 

βύθιση της στάθµης περίπου ίση µε 20.5d . Το κύµα που διαδίδεται προς τα αριστερά 

παρουσιάζει αντίσιοτιχα, µέγιστη ανύψωση και βύθιση κοντά στο 10.4d . 

Γίνεται σαφές ότι η επαναφορά στην αρχική ηρεµία πραγµατοποιείται ηπιότερα 

συγκριτικά µε την περίπτωση για q = 26.1176 . Και σε αυτήν την περίπτωση, µετά 

την αποµάκρυνση από την πηγή της διαταραχής, η µορφή των κυµάτων 

σταθεροποιείται· ωστόσο το µέγιστο ύψος τους επιτυγχάνεται στιγµιαία. 
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Σχήµα 5.29: Μεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας στις θέσεις ελέγχου για q=1, s=1000 (2000 elements)  

 

 

Η εξέλιξη του φαινοµένου ως προς το χρόνο συνοψίζεται στο παρακάτω 

διάγραµµα, Σχήµα 5.30. 
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5.3. Πτώση αστεροειδούς (Meteor impact generated tsunami)  

 

5.3.1. Eνέργεια κυµάτων τσουνάµι   
 

Όπως έχει αναφερθεί, τα συχνότερα αίτια δηµιουργίας κυµάτων τσουνάµι είναι οι 

υποθαλάσσιοι σεισµοί, οι γεωλισθήσεις ή εκρήξεις υποθαλάσσιων ηφαιστείων. 

Ωστόσο, η ενδεχόµενη πτώση µετεωρίτη σε θαλάσσια περιοχή αποτελεί εξίσου 

πιθανή γενεσιουργό αιτία. Με την έκρηξη του ηφαιστείου Krakatau στην Ινδονησία 

το 1883 εκτιµάται ότι απελευθερώθηκε ενέργεια ισοδύναµη 200 µεγατόνων ατοµικής 

βόµβας, δηλαδή περίπου 178.4 10× Joules
[16]

. Η ενέργεια που απελευθερώνεται από 

πτώση αστεροειδούς µπορεί να είναι πολύ µεγαλύτερη. Αστεροειδείς µε διάµετρο 

µεγαλύτερη των 200 m χτυπούν τη γη κάθε 3000-5000 χρόνια
[16]

. Εκτίµηση που 

ανάγεται σε πιθανότητα 2-3% ως προς τη διάρκεια ζωής του ανθρώπου
[16]

.   

Υπάρχουν πολλά ευρήµατα που µαρτυρούν τη πτώση µετεωριτών στη γη. 

Ανάµεσα τους συγκαταλέγεται και η πτώση αστεροειδούς, πριν από 65 εκατοµµύρια 

χρόνια, διαµέτρου 10 km,  στον κόλπο του Μεξικό (Chicxulub) που προκάλεσε 

ισχυρό τσουνάµι
[16]

. Εκτιµάται ότι αστεροειδείς µε διάµετρο µικρότερη των 100 

µέτρων δεν δύνανται να προσεγγίσουν την επιφάνεια της γης· συνήθως, εκρήγνυνται 

σε απόσταση µερικών χιλιοµέτρων από αυτή
[4]

. Χαρακτηριστικό παράδειγµα 

αποτελεί η εναέρια έκρηξη µετεωρίτη, πάνω από την περιοχή Tunguska της Ρωσσίας 

το 1908
[4]

. Στο ερευνητικό αυτό πλαίσιο, έχει προβλεφθεί, µε πιθανότητα 0.33%, η 

σύγκρουση του αστεροειδούς 1950 DA µε τη γη στις 16 Μαρτίου 2880
[16]

.  

 

5.3.2. Περιγραφή µηχανισµού γένεσης τσουνάµι – Αναλυτική λύση 

 

Τα αρχικά στάδια πτώσης µετεωρίτη στη θαλάσσια επιφάνεια φαίνονται στο 

Σχήµα 5.31.  

 

Σχήµα 5.31: Σκαρίφηµα πτώσης µετεωρίτη-Αρχικά στάδια  
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Σύµφωνα µε µελέτες και πειραµατικές έρευνες
[17]

, η εξάτµιση του νερού που 

συντελείται στη διεπιφάνεια σύγκρουσης δηµιουργεί έναν ασύµµετρο αρχικά 

θαλάσσιο κρατήρα (βλ. Σχήµα 5.31β), που πολύ σύντοµα λαµβάνει συµµετρικό 

σχήµα, τέτοιο ώστε στην ανάλυση να θεωρείται ηµισφαρικό (βλ. Σχήµα 5.31γ). 

Αποδεικνύεται πειραµατικά
[17]

 ότι η δηµιουργία της σφαιρικής κοιλότητας είναι 

ανεξάρτητη από τη γωνία πρόσκρουσης του µετεωρίτη µε τη θαλάσσια επιφάνεια.  

Αντιθέτως, εξαρτάται άµεσα από τη διάµετρό του και η αρχική µορφή της 

διακρίνεται στις δύο περιπτώσεις
[18]

 που φαίνονται στο Σχήµα 5.32.  

 

 

Σχήµα 5.32: Αρχική διατοµή κρατήρα κατά τη θαλάσσια πρόσκρουση: (α) χωρίς υδάτινο φράγµα, (β) µε 

υδάτινο, περιµετρικό φράγµα[18] 

 

Όπως φαίνεται και στο Σχήµα 5.32α, η πρώτη κατηγορία αφορά στην περίπτωση 

που  D CR R=  και περιγράφει το φαινόµενο κατά το οποίο όλη η ποσότητα του νερού 

στην περιόχη του κρατήρα εκτινάσσεται ακαθόριστα µε αποτέλεσµα να µη συνδράµει 

στη δηµιουργία κύµατος τσουνάµι
[18]

.  

Εναλλακτικά, µπορεί να θεωρηθεί ότι κατά την πτώση, η ποσότητα νερού 

εκτινάσσεται συντεταγµένα ώστε να σχηµατιστεί περιµετρικά του κρατήρα υδάτινο 

φράγµα που συµβάλλει ενεργειακά στη δηµιουργία τσουνάµι
[18]

 (βλ. Σχήµα 5.32β). 

Σε αυτήν την περίπτωση, σύµφωνα µε τους N. Ward και e. Asphaug
[18]

 , η εξωτερική 

ακτίνα της κοιλότητας λαµβάνεται ίση µε 2D CR R=  αν θεωρηθεί ότι όλο το νέρο, 

το οποίο βρισκόταν στη θέση του κρατήρα,  έχει µετατεθεί στο υδάτινο φράγµα. 

Οι N. Ward και Ε. Asphaug
[18]

 υποστηρίζουν ότι στις περισσότερες περιπτώσεις, 

τα κύµατα µε γενεσιουργό αίτιο την πτώση αστεροειδών δεν ανήκουν στην 

κατηγορία φαινοµένων µεγάλου µήκους κύµατος. Είναι φανερό ότι η παραπάνω 

διαπίστωση ισχύει ιδιαίτερα για την αρχική κοιλότητα του σχήµατος 5.32β. Συνεπώς, 

η θεώρηση γραµµικών εξισώσεων ρηχών υδάτων για την περιγραφή τους είναι 

ενδεχοµένως ανεπαρκής
[18]

.  Οι εξισώσεις ρηχών υδάτων δεν περιλαµβάνουν όρους 
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διασποράς, η οποία χαρακτηρίζει έντονα το εν λόγω φαινόµενο
[18]

. Οι C. Kharif και 

E. Pelinovsky σε σειρά άρθρων τους 
[16,19]

, αν και αναφέρουν τα πιο πάνω, κάνουν 

εκτεταµένη χρήση των εξισώσεων ρηχών υδάτων για την µοντελοποίηση κυµάτων 

από πτώση µετεωριτών. 

Σκοπός της ανάλυσης που ακολουθεί είναι ο έλεγχος της απόκλισης της λύσης των 

γραµµικοποιηµένων εξισώσεων ρηχών υδάτων από την λύση του πλήρους 

γραµµικοποιηµένου προβλήµατος Cauchy – Poisson για υδάτινα κύµατα ελεύθερης 

επιφάνειας, στο πρόβληµα της πτώσης µετεωρίτη. Θα εξεταστεί η περίπτωση 

σταθερής βαθυµετρίας, για την οποία είναι δυνατό να υπολογιστεί αναλυτικά η 

ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας, τόσο για το πλήρες γραµµικοποιηµένο 

πρόβληµα Cauchy – Poisson, όσο και για το αντίστοιχο πρόβληµα που προκύπτει στα 

πλαίσια της θεωρίας ρηχών υδάτων. Στη συνέχεια, θα ελεγχθεί η επίλυση του ίδιου 

προβλήµατος, όπως αυτό διαµορφώνεται από τις εξισώσεις ρηχών υδάτων, µε χρήση 

της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων. Είναι προφανές ότι το πρόβληµα αυτό 

δύναται να λυθεί και για µεταβαλόµενη βαθυµετρία µε τη µέθοδο των πεπερασµένων 

στοιχείων. 

 

Α. Αξονοσυµµετικό Πρόβληµα Cauchy – Poisson για κύµατα ελεύθερης επιφάνειας. 

Αν θεωρήσουµε νερό πεπερασµένου αλλά σταθερού βάθους, το αξονοσυµµετρικό 

πρόβληµα Cauchy – Poisson για υδάτινα κύµατα ελεύθερης επιφάνειας είναι
[21]

  (βλ. 

Κεφ. 1) 

2

2 2

1
0   0   0   0, r , D z , t
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φ φ φ∂ ∂ ∂
+ + = ≤ < ∞ − ≤ ≤ >
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,          (5.3.1) 

µε συνοριακές συνθήκες 

0

  0   0

0

z t
, z , t

g
t

φ η

φ
η

∂ ∂ − = ∂ ∂  = >∂ + = ∂ 

 ,                                    (5.3.2) 

 

0     0, z D, t
z

φ∂
= = − >

∂
,                                            (5.3.3) 

και αρχικές 

( )0 0 0 0r, , , rφ = ≤ < ∞ ,                                            (5.3.4) 
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( )
( )2 21 ,   0

,0,0  
0 ,   

C C D

D

D r R r R
r

R r
η

− − ≤ ≤
= 

> >∞  ,                    (5.3.5)

 

ή ισοδύναµα   

( ) ( ) ( )2 2, 0,0 1
C C D

r D r R R rη = − − −H ,                           (5.3.6) 

όπου H  η βηµατική συνάρτηση Heaviside , CD  το βάθος της αρχικής κοιλότητας 

(για 0t = , βλ. Σχήµα 5.3.2) . 

Η αναλυτική λύση του παραπάνω προβλήµατος (5.3.1)-(5.3.6) µπορεί να 

υπολογιστεί µε χρήση µετασχηµατισµού Laplace ως προς την χρονική παράµετρο και 

µετασχηµατισµού Hankel µηδενικής τάξης ως προς την ακτίνα r . Τελικά, η 

ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας είναι
[21] 

( ) ( )
2 2

1 21 2D D
C C

C C

R R
( r,t ) D I r,t D I r,t

R R
η

         =− − −           
   ,         (5.3.7)  

όπου  

( ) ( )1 1
0

1
o

D D

r
I r,t J ( s )J s cos s t ds

R R
ω

∞       =         ∫   ,                   (5.3.8) 

( ) ( )2 2
0

1 1
o

D D

r
I r,t J ( s )J s cos s t ds

s R R
ω

∞       =         ∫ ,                   (5.3.9) 

και ( ) ( )s gs tanh Dsω = , η σχέση διασποράς. 

Τα ολοκληρώµατα των σχέσεων (5.3.8) και (5.3.9) είναι έντονα ταλαντωτικά 

(highly oscillatory) και ο αναλυτικός τους υπολογισµός είναι πρακτικά αδύνατος.  

Το µέγιστο ύψος τσουνάµι επιτυγχάνεται κοντά στη µέγιστη τιµή του φάσµατος, 

δηλαδή για την τιµή του κυµατικού αριθµού 

max

2

2.11
C

s
R

π
=   ,                                          (5.3.10) 

Το µήκος κύµατος που αντιστοιχεί στην περίπτωση αυτή προσεγγίζει τη διάµετρο 

της αρχικής κοιλότητας, ενώ η µέγιστη ταχύτητα διάδοσης υπολογίζεται ίση µε
[18] 

( ) ( ) ( )max max max max

1
, sinh 2

2
u s D c s s D Ds

 = +  
,            (5.3.11) 

Αντίστοιχα, η µέγιστη κυκλική συχνότητα είναι ίση µε
[18] 
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( )max max maxtanhgs Dsω = ,                              (5.3.12) 

Αποδεικνύεται
[18]

 ότι µακριά από την πηγή, η παραµόρφωση της ελεύθερης 

επιφάνειας µειώνεται ως προς την απόσταση µε αναλογία  1 r  

( ) ( ) ( )3

0

, ,0 cos 4
2

s
r t s sr s t ds

r
η ω π

π

∞

= − −  ∫ 0
 H ,               (5.3.13) 

Τα έντονα φαινόµενα διασποράς που εµφανίζονται κατά την αποµάκρυνση του 

κύµατος από την πηγή αλλοιώνουν το ηµισφαιρικό σχήµα της αρχικής κοιλότητας και 

το µέγιστο ύψος του κύµατος
[18]

. Καθώς το τσουνάµι πλησιάζει στην ακτή, το 

πρόβληµα γίνεται µη γραµµικό και απαιτεί εφαρµογή µη γραµµικής ανάλυσης, που 

δεν αποτελεί, ωστόσο, αντικείµενο της παρούσας εργασίας. 

 

B. Αξονοσυµµετικό Πρόβληµα Αρχικών Τιµών Γραµµικοποιηµένης εξίσωσης ρηχών 

υδάτων. 

H γραµµικοποιηµένη εξίσωση ρηχού ύδατος στις δύο διαστάσεις είναι η ακόλουθη 

[βλ. Κεφάλαιο 4] 

22

0
0 02 2

h
gh gh

t t x x y y

η η η ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
,                     (5.3.14) 

όπου ( ) ( ) ( ) ( )oh x, y,t F x k t G x= + . 

Θεωρώντας σταθερή βαθυµετρία, δηλαδή ( )F x D const= =  και ( ) 0G x = , η 

προηγούµενη εξίσωση γράφεται 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
gD gD gD

t x y t x y

η η η η η η ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + ⇔ = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

,               (5.3.15)  

Η εξίσωση (5.3.15) εκφράζεται σε πολικές συντεταγµένες ως εξής 

2 2 2

2 2 2 2

1 1
gD

t r r r r

η η η η
θ

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

,                            (5.3.16) 

Λόγω της αξονικής συµµετρίας του προβλήµατος, η συνάρτηση η  δεν εξαρτάται 

από τη γωνία θ . Έχουµε δηλαδή ( )r ,tη η=  και ο τελευταίος όρος της (5.3.2) µπορεί 

να παραληφθεί. Είναι εποµένως, 

2 2

2 2

1
gD

t r r r

η η η ∂ ∂ ∂
= + ∂ ∂ ∂ 

,                                     (5.3.17) 
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µε αρχικές συνθήκες 

( ) ( ) ( )2 2, 0 1
C C D

r D r R R rHη = − − −   ,                         (5.3.18α) 

και 

( ),0 0r
t

η∂
=

∂
  ,                                          (5.3.18β) 

Κάνοντας χρήση του µετασχηµατισµού Hankel ( ),s t
0
H , µηδενικής τάξης, για την 

συνάρτηση ( ),r tη  , ως προς r , λαµβάνουµε την εξίσωση (5.3.17) υπό τη µορφή 

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

2 2

, ,
, , 0

d s t d s t
gD s s t gDs s t

dt dt
 = − ⇔ + = 

0 0

0 0

H H
H H ,      (5.3.19) 

 

Πίνακας 5.3.1.  Μετασχηµατισµοί Hankel µηδενικής τάξης 

( )    f x  , x 0≥  ( ) ( )0
H f s  

1
'' 'f f

x
+  ( )2s s−

0
H  

( )  ,    0a x aH − >  ( )a
as

s
1J  

( )2  ,   0Nx a x aH − >

 

( )
( )

( )2 1

1
0

!
1 2

!

N
n n N n

n
n

asN
a

N n s

− +
+

=

−
−∑ n+1J

 

 

 

Σε ό,τι αφορά στις αρχικές συνθήκες, αυτές µετασχηµατίζονται ως εξής (βλ. 

Πίνακα 5.3.1) 

( ) ( ) ( )
( )

( )1
3

2 1
0

1 1!
,0 1 2

1 !

n Dn nD
C D D n

nC

R sR
s D R s R

s R n s

n+1

1

J
J

−
+

=

   
= − − ⇒  

−   
∑0

H  

( ) ( ) ( ) ( )23 2

2 2

1
,0 2D DD

C D D D

C

R s R sR
s D R s R R

s R s s

1

1

J J
J

   
= − − ⇒  

   
0
H  

( ) ( ) ( )2 2
2

2 2 2
,0 1 2

D DD D
C D

C C

R s R sR R
s D R

R s R s

  
= − +  

  
0
H

1J J

 ,          (5.3.20) 
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και  

( ),0 0s =ɺ
0
H  ,                                               (5.3.21) 

όπου 2,1J J  κυλινδρικές συνάρτησεις Bessel πρώτου είδους, πρώτης και δεύτερης 

τάξης αντίστοιχα, για τις οποίες ισχύουν 

( )
( )

2 1

0

1
( )

! 1 ! 2

k k

k

x
x

k k

+∞

=

−  =  +  
∑1J ,                                    (5.3.22) 

( )
( )

2 2

0

1
( )

! 2 ! 2

k k

k

x
x

k k

+∞

=

−  =  +  
∑2J ,                                   (5.3.22) 

Η γενική λύση της (5.3.19) είναι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), cos sins t A s gDst B s gDst= +
0
H   ,                (5.3.23) 

και η παράγωγος της (5.3.23) ως προς το χρόνο 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), sin coss t A s gDs gDst B s gDs gDst= − +ɺ
0
H  ,   (5.3.23α) 

Για τη χρονική στιγµή 0t = , βάσει της αρχικής συνθήκης (5.3.21) , η σχέση 

(5.3.23α) θα πρέπει να µηδενίζεται, δηλαδή 

( ) ( ),0 0 0s B s= ⇔ =ɺ
0
H , 

κι εποµένως, η ζητούµενη λύση γίνεται 

( ) ( ) ( ), coss t A s gDst=
0
H ,                            (5.3.24) 

Εφαρµόζουµε τη δεύτερη αρχική συνθήκη (5.3.20) στην σχέση (5.3.24) για τον 

υπολογισµό του συντελεστή ( )A s , κι έτσι προκύπτει η ισότητα 

( ) ( ),0A s s=
0
H ,                                        (5.3.25) 

Τελικά, η µετασχηµατισµένη συνάρτηση έχει προσδιοριστεί πλήρως ως εξής 

( ) ( ) ( ), , 0 coss t s gDst=
0 0
H H ,                        (5.3.26) 

Εφαρµόζοντας στην (5.3.26) τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Hankel, 

λαµβάνουµε την αναλυτική λύση της ανύψωσης της ελεύθερης επιφάνειας 

  

( ) ( ) ( )
2 2

3 41 2D D
C C

C C

R R
r,t D I r,t D I r,t

R R
η

         =− − −           
,        (5.3.27)  
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όπου  

( ) ( )3 1
0

o

D

r
I r,t J ( s )J s cos gDst ds

R

∞   =    ∫  ,                    (5.3.28) 

( ) ( )4 2
0

1
o

D

r
I r,t J ( s )J s cos gDst ds

s R

∞   =    ∫ ,                  (5.3.29) 

Για τα ολοκληρώµατα 3I  και 4I  ισχύουν όσα αναφέρθηκαν και για τα 1 2I ,I . Στην 

συνέχεια του κεφαλαίου, τα ολοκληρώµατα αυτά υπολογίζονται αριθµητικά, για την 

τιµή του λόγου 0
D

r R =  και σε συγκεκριµένες χρονικές στιγµές, µε χρήση του 

υπολογιστικού πακέτου MATHEMATICA. Ενδεικτικές τιµές των ολοκληρωµάτων 

αυτών δίνονται στον Πίνακα 5.3.2. 

 

Πίνακας 5.3.2. Τιµές των ολοκληρωµάτων 
3 4
,I I  για 

D
r R = 0  

gDt  3I  4I  

0 1.00000 0.500000 

0.10 1.00000 0.490000 

0.50 1.00000 0.250000 

0.75 1.00000 -0.062500 

1.25 -0.666667 -0.125000 

1.50 -0.341641 -0.072949 

1.75 -0.218544 -0.049238 

2.00 -0.154700 -0.035890 

2.25 -0.116313 -0.027480 

2.50 -0.091086 -0.021780 

2.75 -0.073490 -0.017721 

3.00 -0.060660 -0.016259 

 

 

Ο Πίνακας 5.3.3 παρουσιάζει τα αποτελέσµατα της αναλυτικής µεθόδου που 

παρουσιάζεται σε άρθρο των S. Ward και E. Asphaug
[18]

 ως προς την εξάρτηση της 

διαµέτρου cd ( )2c cd R=  και του βάθους της κοιλότητας cD  από την ακτίνα του 

προσπίπτοντος αντικειµένου, IR . 
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Πίνακας 5.3.2. ∆ιάµετρος και βάθος κρατήρα (σε m) και ενέργεια τσουνάµι, ανάλογα µε την ακτίνα του 

µετεωρίτη, για 
D C

R R= 2  (κατά τους S. Ward και E. Asphaug[18]). 

( )IR m  

∆ιάµετρος 

κοιλότητας 

cd  

Βάθος 

κοιλότητας, 

cD  
c cd D  

Ενέργεια 

τσουνάµι, 

( )TE GTon  

25 1967 785 2.51 0.00145 

50 3378 1291 2.62 0.01160 

100 5800 2126 2.73 0.09290 

125 6903 2497 2.76 0.11700 

150 7958 2847 2.80 0.31300 

200 9960 3502 2.84 0.74300 

250 11853 4113 2.88 1.45000 

300 13665 4690 2.91 2.51000 

400 17103 5769 2.96 5.94000 

500 20354 6774 3.00 11.60000 

 

 

Συµπερασµατικά, η διαφορά µε τα τσουνάµι ενδογενούς αιτίου (σεισµική 

διέγερση, γεωλίσθηση) έγκειται στην κατεύθυνση της διαταραχής. Ο σεισµός 

διαθέτει έντονα κατευθυντικά χαρακτηριστικά, γι’αυτό άλλωστε µπορεί να έχει 

καταστροφικές συνέπειες σε περιοχές που βρίσκονται µακριά από το επίκεντρο 

του
[17]

. Σε ό,τι αφορά την υποθαλάσσια γεωλίσθηση, ο διπολικός της χαρακτήρας 

ορίζει την κύρια κατεύθυνση της διαταραχής
[17,20]

. Αντίθετα, τα τσουνάµι που 

οφείλονται σε εξωγενείς παράγοντες (π.χ. µετεωρίτης) δεν είναι κατευθυντικά, 

διαδίδονται αξονοσυµµετρικά κι έτσι εξασθενούν γεωµετρικά µε την απόσταση από 

την πηγή
[17]

. 

Έτσι, τα περισσότερα κύµατα τσουνάµι που δηµιουργούνται από πτώση 

αστεροειδούς δεν ανήκουν στην κατηγορία κυµάτων µεγάλου µήκους. Το µήκος 

κύµατος τους είναι µικρότερο από αυτό των ενδογενών διαταραχών
[17]

. Άλλωστε, 

σηµαντικό µέρος της ενέργειας τους καταναλώνεται σε εξάτµιση του νερού, 

δηµιουργία εναέριων ρευµάτων και τύρβης
[17]

. Κατ’επέκταση, η διάδοσή τους σε 

µεγάλες αποστάσεις είναι εξαιρετικά αβέβαιη. Τα κύµατα αυτά πλησιάζοντας 

παράκτιες περιοχές µοιάζουν περισσότερο µε κύµατα τυφώνων παρά κλασσικά 

τσουνάµι
[17]

.  
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5.3.3. Περιφραφή µοντέλου προσοµοίωσης πτώση µετεωρίτη σε θαλάσσια 

επιφάνεια - Αποτελέσµατα  

 

Για τη µελέτη του φαινοµένου της πτώσης µετεωρίτη στη θαλάσσια επιφάνεια και 

κατ’επέκταση τη δηµιουργία κύµατος τσουνάµι µε τη µέθοδο των πεπερασµένων 

στοιχείων, δηµιουργήθηκε ένα διδιάστατο µοντέλο προσοµοίωσης σύµφωνα µε το 

οποίο η βαθυµετρία του πυθµένα θεωρήθηκε σταθερή καθόλη τη διάρκεια εξέλιξής 

του. Έτσι, η γενική συνάρτηση περιγραφής της γεωµετρίας του πυθµένα 

διαµορφώθηκε ως εξής 

0( , , ) ( , ) ( ) ( , )h x y t F x y k t G x y= + , ,H x H L y L− ≤ ≤ − ≤ ≤  

όπου ( ),F x y D=  και εφόσον το αίτιο της διαταραχής είναι εξωγενές ( ), 0G x y = , 

µε αποτέλεσµα 

0 ( , , )h x y t D= , ,H x H L y L− ≤ ≤ − ≤ ≤   ,                       (5.3.30). 

Η επιβολή της διαταραχής έγινε µέσω της αρχικής συνθήκης: 

( ) ( )
2

,0 1 , 0c D

C

r
r D R r r

R
η

  
 = − − − > 
   

H ,                    (5.3.31) 

όπου H  η βηµατική συνάρτηση Heaviside, r  η ακτινική απόσταση από το σηµείο 

πρόσκρουσης, cD  το βάθος της κοιλότητας,  DR  η εξωτερική ακτίνα και CR  η 

εσωτερική ακτίνα της αρχικής κοιλότητας.  

Για λόγους πληρότητας, µελετήθηκαν και οι δύο περιπτώσεις εκτίναξης του νερού, 

που περιγράφηκαν παραπάνω (βλ. Σχήµα 5.32) .  Για την επίλυση του προβλήµατος 

είναι απαραίτητο να οριστούν οι παραπάνω βασικές παράµετροι. Έτσι, το βάθος του 

πυθµένα θεωρήθηκε ίσο µε  1D km= , το βάθος της αρχικής κοιλότητας λήφθηκε ίσο 

µε 0.785CD km= , ενώ σε ό,τι αφορά τις αρχικές ακτίνες ίσχυσαν οι ισότητες 

1CR km=  και 2 1.414D CR R km= ≃ . 

 

o Εφαρµογή 1
η
:  

Το παράδειγµα αυτό αφορά στην περίπτωση που το εκτινασσόµενο νερό 

αποµακρύνεται από το σηµείο πρόσκρουσης ακαθόριστα χωρίς να συµβάλλει στο 

κυµατικό φαινόµενο ( C DR = R ). Στη συνέχεια, παρατίθενται χαρακτηριστικά 

στιγµιότυπα του φαινοµένου κατά τη διάρκεια εξέλιξης του, που προέκυψαν από την 

επίλυση µε τη µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων (βλ. Σχήµα 5.33, 5.34) . 
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Για την καλύτερη εκτίµηση της λύσης, τα αποτελέσµατα της µεθόδου των 

πεπερασµένων στοιχείων συγκρίθηκαν µε την αναλυτική λύση στη θέση 0r =  (βλ. 

Σχήµα 5.35). 

 

 

Σχήµα 5.35: Σύγκριση αναλυτικής λύσης µε τη λύση µέσω της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων 

στη θέση r=0 

 

Παρατηρείται ότι µε την πύκνωση του πλέγµατος επιτυγχάνεται η ταύτιση της 

λύσης της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων µε την αναλυτική λύση σε όλες τις 

χρονικές στιγµές, επιβεβαιώνοντας την ακρίβεια της. 

 

o Εφαρµογή 2
η
:  

Η εφαρµογή αυτή περιγράφει την περίπτωση που όλη η ποσότητα του νερού που 

βρίσκεται στη θέση του κρατήρα,  µετατίθεται έτσι ώστε να σχηµατίζεται ένα υδάτινο 

φράγµα ( 2D CR = R ) . Τα χαρακτηριστικά στιγµιότυπα που προέκυψαν από την 

επίλυση µε τη µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων φαίνονται στα Σχήµατα 5.36 και 

5.37. 
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Και σε  αυτήν την εφαρµογή, τα αποτελέσµατα από την προσοµοίωση τέθηκαν σε 

σύγκριση µε τη µεταβολή της ελεύθερης επιφάνειας που προκύπτουν από την 

αναλυτική λύση στη θέση 0r =  και παρουσιάζονται στο Σχήµα 5.38. 

 

 

Σχήµα 5.38: Σύγκριση αναλυτικής λύσης µε τη λύση µέσω της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων 

στη θέση r=0 

 

Από τη σύγκριση προκύπτει ότι υπάρχει απόκλιση των δύο µεθόδων η οποία όµως 

µε την πύκνωση του πλέγµατος αποκαθίσταται πλήρως στις µεταγενέστερες χρονικές 

στιγµές. Σε ό,τι αφορά τις αρχικές χρονικές στιγµές, η απόκλιση που παρατηρείται 

µεταξύ της αναλυτικής λύσης και της υπολιγιστικής οφείλεται στην ασυνέχεια που 

εµπεριέχεται στην αρχική συνθήκη της συγκεκριµένης εφαρµογής. Πιο 

συγκεκριµένα, στην περίπτωση που D CR R=  οι αρχικές συνθήκες ( ) ( )1

o , Hη ∈ Ωx y  

και ( ) ( )2

ov , L∈ Ωx y  εξασφαλίζουν την ύπαρξη και τη µοναδικότητα της λύσης (βλ. 

Θεώρηµα 2, Κεφ.3) για την οποία ισχύει 

( )( ) ( )( ) ( )( )0 1 1 2 2 1[0 ]; [0 ]; [0 ];
*

C ,T H C ,T L H ,T Hη ∈ Ω ∩ Ω ∩ Ω  

Στην δεύτερη περίπτωση, όπου 2D CR R= , για την αρχική συνθήκη oη  , λόγω της 

ασυνέχειάς της γύρω από τη θέση  Dr R= , ισχύει ( ) ( )2

o , Lη ∈ Ωx y  κι εποµένως δεν  

πληροί τις απαιτούµενες προϋπόθεσεις του Θεωρήµατος 2. Έτσι, δεν εξασφαλίζεται η 

ύπαρξη και η µοναδικότητα της λύσης, αλλά ούτε και η οµαλότητα που καθορίζει ο 

πιο πάνω χώρος συναρτήσεων.  

Για λόγους σύγκρισης, στο Σχήµα 5.39 παρουσιάζονται ενδεικτικά στιγµιότυπα 

του κύµατος κατά µήκος του άξονα x  σε διάφορες χρονικές στιγµές για κάθεµια 

εφαρµογή.
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6. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ  

 

 

Στο πλαίσιο της παρούσας εργασίας µελετήθηκε το φαινόµενο της γένεσης 

κυµάτων τσουνάµι και της διάδοσής τους σε βαθειά νερά. Όπως είδαµε, πρόκειται για 

ένα πρόβληµα διάδοσης επιφανειακών κυµάτων µεγάλου µήκους, που στο σύνολό 

του εµπεριέχει, εκτός των άλλων, φαινόµενα διασποράς και µη γραµµικότητας.  

Στην προσπάθεια προσοµοίωσης του φαινοµένου και επίλυσής του µε τη µέθοδο 

των Πεπερασµένων Στοιχείων, το µεγάλο µήκος κύµατος των τσουνάµι, 

συγκρινόµενο µε τυπικές ωκεάνιες βαθυµετρίες (µέγιστο ωκεάνιο βάθος περίπου 

11km), κατέστησε τις εξισώσεις ρηχών υδάτων κατάλληλο µοντέλο για την 

περιγραφή της δηµιουργίας και της διάδοσης των κυµάτων αυτών. Οι 

γραµµικοποιηµένες εξισώσεις των ρηχών υδάτων (linearized shallow water theory) , 

που επιλύθηκαν υπολογιστικά, κρίθηκαν εκ του αποτελέσµατος επαρκείς στο να 

περιγράψουν επακριβώς το φαινόµενο της γένεσης και διάδοσης των κυµάτων 

τσουνάµι όσο ικανοποιείται η συνθήκη του µεγάλου µήκους κύµατος και του, σχετικά 

µε το βάθος, µικρού πλάτους. 

Επιπλέον, η µέθοδος των Πεπερασµένων Στοιχείων που χρησιµοποιήθηκε για την 

επίλυση του προβλήµατος, για τους δύο κύριους µηχανισµούς γένεσης κυµάτων 

τσουνάµι (dislocation generated tsunami, landslide generated tsunami) απέδωσε µε 

µεγάλη ακρίβεια το φαινοµένο και αποδείκτηκε εξαιρετικά ισχύρη µέθοδος. 

Ενδείκνυται, ωστόσο, σε περιοχές διάδοσης όπου το βάθος της θάλασσας µικραίνει, 

όπως στις παράκτιες περιοχές, να ληφθούν υπόψη φαινόµενα διασποράς και µη 

γραµµικότητας για την πιο αξιόπιστη περιγραφή του φαινοµένου. 

Εντέλει, µελετήθηκε και η δηµιουργία τσουνάµι εξωγενούς αιτίου, δηλαδή από την 

πτώση µετεωρίτη στη θαλάσσια επιφάνεια σταθερής βαθυµετρίας. Το πρόβληµα 

µελετήθηκε για τους δύο τρόπους εκτίναξης του νερού. Μέσα από τη σύγκριση της  

αναλυτικής επίλυσης του προβλήµατος αυτού, όπως αυτό διαµορφώνεται από τις 

εξισώσεις ρηχών υδάτων, µε τη λύση της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων 

διαπιστώθηκαν µικρές απολκίσεις. Παρόλα αυτά, θα πρέπει να σηµειωθεί ότι τα 

περισσότερα κύµατα τσουνάµι που δηµιουργούνται από πτώση αστεροειδούς δεν 

ανήκουν στην κατηγορία κυµάτων µεγάλου µήκους. Συνεπώς, η θεώρηση γραµµικών 

εξισώσεων ρηχών υδάτων για την περιγραφή τους είναι ενδεχοµένως ανεπαρκής, 

καθώς οι εξισώσεις ρηχών υδάτων δεν περιλαµβάνουν όρους διασποράς, η οποία 

χαρακτηρίζει έντονα το εν λόγω φαινόµενο.  
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