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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η παρούσα εργασία πραγματεύεται το πρόβλημα της διδιάστατης βελτιστοποίησης σχήματος. 

Ζητούμενο είναι η εύρεση του βέλτιστου σχήματος της υπό εξέταση κατασκευής ή σώματος 

που θα του επιτρέπει να ικανοποιεί τους περιορισμούς που επιβάλουν λειτουργικές ανάγκες 

(όπως για παράδειγμα η διατήρηση των αναπτυσσόμενων εσωτερικών τάσεων κάτω από το 

όριο αστοχίας του υλικού) ενώ ταυτόχρονα θα ελαχιστοποιεί κάποιο γενικευμένο κριτήριο 

απόδοσης (όπως για παράδειγμα ελαχιστοποίηση του συνολικού βάρους του σώματος). Προς 

την κατεύθυνση αυτή, γίνεται χρήση καμπυλών b-splines για την Μαθηματική περιγραφή των 

δυναμικά μεταβαλλόμενων συνόρων, διακριτοποίηση του σώματος με γεωμετρικό πλέγμα 

μέσω της Παρεμβολής Coons και τέλος χρήση της Μεθόδου Πεπερασμένων Στοιχείων για την 

ανάλυση και τον υπολογισμό των τάσεων στο σώμα.  

Στο Κεφάλαιο 2 γίνεται μια γενική αναφορά στο πρόβλημα της Βελτιστοποίησης Κατασκευών 

με τυπικές υποκατηγορίες και μεθόδους επίλυσης αυτού του είδους προβλημάτων.  

Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζεται λεπτομερέστερα η ειδική κατηγορία των προβλημάτων 

βελτιστοποίησης σχήματος σε δυο διαστάσεις και αναλύεται η μεθοδολογία που 

χρησιμοποιήθηκε στην παρούσα εργασία. 

Η ανάλυση των σωμάτων που θα παρουσιαστούν στην συνέχεια υλοποιείται με χρήση της 

Μεθόδου Πεπερασμένων Στοιχείων όπως αυτή περιγράφεται στο Κεφάλαιο 4 (μέσω 

διδιάστατων τριγωνικών ή τετραγωνικών στοιχειών κατά περίπτωση) και η περιγραφή των 

ελεγχόμενων γεωμετρικών συνόρων υλοποιείται με χρήση b-splines (2ου ή 3ου βαθμού κατά 

περίπτωση).  

Η επιλογή περιγραφής του συνόρου με b-splines γίνεται ώστε η τελικά βέλτιστη γεωμετρία να 

παρουσιάζει μια λεία μορφή και όχι αυτή που θα προέκυπτε από απευθείας χρήση του 

διακριτοποιημένου συνόρου από το πλέγμα πεπερασμένων στοιχείων και θα χαρακτηριζόταν 

από ασυνέχεια (πριονωτή μορφή) στους κόμβους μεταξύ γειτονικών στοιχείων του 

περιγράμματος του σώματος. 
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Η μεθοδολογία επίλυσης όλων των εφαρμογών που θα παρουσιαστούν στο Κεφάλαιο 5 είναι 

κοινή. Πρώτο βήμα αποτελεί η περιγραφή του ή των συνόρων με b-splines αφού πρώτα 

προσδιοριστούν τα επιθυμητά σημεία ελέγχου. Στην συνέχεια με χρήση του περιγράμματος 

γίνεται διακριτοποίηση της κατασκευής με πεπερασμένα στοιχεία και έτσι υπολογίζονται οι 

αναπτυσσόμενες ισοδύναμες κατά Von-Misses τάσεις στο σώμα.  

Η βελτιστοποίηση γίνεται με χρήση της ενσωματωμένης στο Matlab συνάρτησης fmincon και ο 

αλγόριθμος επίλυσης είναι ο SQP. Η αντικειμενική συνάρτηση και οι αντίστοιχοι περιορισμοί 

αναφέρονται αντιστοίχως σε κάθε μια από τις εφαρμογές. Θεωρώντας μοναδιαίο πάχος του 

σώματος αλλά και μοναδιαία πυκνότητα υλικού, σε όλες τις εφαρμογές ο στόχος 

ελαχιστοποίησης του βάρους καταλήγει σε ελαχιστοποίηση επιφάνειας γι' αυτό και στα 

αποτελέσματα θα χρησιμοποιηθούν μονάδες επιφανείας.   

Στο Κεφάλαιο 6 παρουσιάζονται κάποια θέματα που άπτονται του αντικειμένου της εργασίας 

και ενδεχομένως εφαρμογή τους να βελτίωνε τα αποτελέσματα που επετεύχθησαν, αλλά λόγω 

περιορισμών χρόνου δεν ήταν δυνατόν να υλοποιηθούν, και τέλος στο Κεφάλαιο 7 

παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία.     
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2. ΓΕΝΙΚΑ ΠΕΡΙ ΒΕΛΤΙΣΤΟΥ ΣΧΕΔΙΑΣΜΟΥ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ 

Βελτιστοποίηση [1], εν γένει, είναι η διαδικασία επίτευξης του καλύτερου δυνατού 

αποτελέσματος κάτω από συγκεκριμένες συνθήκες. Στον σχεδιασμό, την κατασκευή ή ακόμα 

και την συντήρηση οποιουδήποτε μηχανικού συστήματος, ο μηχανικός πρέπει να πάρει 

τεχνολογικές ή διοικητικές αποφάσεις σε διάφορα στάδια που στόχο έχουν είτε την, κατά την 

γενική έννοια, ελαχιστοποίηση της απαιτούμενης προσπάθειας είτε την μεγιστοποίηση του 

τελικού οφέλους.  

Εφόσον η απαιτούμενη προσπάθεια ή το επιθυμητό όφελος σε οποιαδήποτε πρακτική 

εφαρμογή μπορούν να εκφραστούν σαν συνάρτηση κάποιων μεταβλητών απόφασης, η 

Βελτιστοποίηση μπορεί να οριστεί ως  η διαδικασία εύρεσης των συνθηκών εκείνων που 

δίνουν την μέγιστη ή ελάχιστη τιμή σε μια συνάρτηση. Όπως φαίνεται και στο επόμενο σχήμα, 

αν το σημείο x* αντιστοιχεί στην ελάχιστη τιμή της συνάρτησης f(x), το ίδιο σημείο αντιστοιχεί 

και στο μέγιστο της συνάρτησης -f(x): 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 1: Μέγιστο και ελάχιστο συνάρτησης 

Συνεπώς και χωρίς απώλεια της γενικότητας, είναι δυνατόν ο όρος Βελτιστοποίηση να σημαίνει 

αυτόματα ελαχιστοποίηση εφόσον η αναζήτηση του μεγίστου μιας συνάρτησης μπορεί να 

βρεθεί αναζητώντας το ελάχιστο της αντίθετης συνάρτησης. 

f(x) 

-f(x) 

x* 
x 

f(x) 

x*, ελάχιστο f(x) 

x*, μέγιστο -f(x) 
O 
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Η έννοια του σχεδιασμού είναι γενική και μπορεί να περιλαμβάνει τόσο τα αμιγώς γεωμετρικά 

χαρακτηριστικά της κατασκευής (διαστάσεις όπως π.χ. διάμετροι ράβδων σε ένα 

χωροδικτύωμα ή πάχος μιας πλάκας ή την τιμή της ακτίνας σε μια διαβάθμιση διαμέτρου ενός 

άξονα) όσο και οποιοδήποτε άλλο χαρακτηριστικό (όπως π.χ. επιλογή υλικού κατασκευής) που 

επηρεάζει την απόκριση της κατασκευής στο επιβαλλόμενο φορτίο. 

Προκειμένου να οριστεί πλήρως ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης πρέπει να προσδιοριστούν: 

 το κριτήριο βέλτιστου σχεδιασμού (ποσοτικοποίηση του 'βέλτιστου' της κάθε λύσης) 

 οι περιορισμοί (οι περιορισμοί που θα καθοδηγήσουν την διαδικασία βελτιστοποίησης) 

Δεν υπάρχει μια και μοναδική μέθοδος που θα μπορούσε να λύσει όλα τα προβλήματα 

βελτιστοποίησης αποτελεσματικά. Για αυτό τον λόγο έχουν αναπτυχθεί πολλές διαφορετικές 

μέθοδοι για διαφορετικούς τύπους προβλημάτων που γενικότερα είναι γνωστές με τον όρο 

Μέθοδοι Μαθηματικού Προγραμματισμού.  

 

2.1 Μέθοδοι  βελτιστοποίησης 

Υπάρχουν πολλά κριτήρια ως προς τα οποία θα μπορούσαν να κατηγοριοποιηθούν τα 

προβλήματα άρα και αντίστοιχες μέθοδοι βελτιστοποίησης που υπάρχουν. Παρακάτω 

παρουσιάζονται μερικά από αυτά:   

 Ως προς την ύπαρξη περιορισμών 

 Με περιορισμούς  

 Χωρίς περιορισμούς 

Βελτιστοποίηση με περιορισμούς σημαίνει πως η βέλτιστη λύση αναζητείται με ταυτόχρονη 

επιβολή συνθηκών που αφορούν στις παραμέτρους του συστήματος. Οι περιορισμοί μπορεί να 

είναι ισοτικοί ή, ανισοτικοί και γραμμικοί ή μη οπότε αντιστοίχως χαρακτηρίζεται και το 

πρόβλημα ως γραμμικό ή μη-γραμμικό.  
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 Ως προς την φύση των μεταβλητών 

 Συνεχείς 

 Διακριτές 

Τυπικό παράδειγμα προβλήματος διακριτών παραμέτρων είναι αυτό της βελτιστοποίησης ενός 

δικτυώματος. Σε αυτή την περίπτωση υπάρχει ένα διάνυσμα εξόδου πεπερασμένης διάστασης 

όπου για παράδειγμα συμπεριλαμβάνονται οι μετατοπίσεις όλων των κόμβων και ένα 

διάνυσμα σχεδίασης όπου περιλαμβάνονται όλες οι διατομές των ράβδων. Σε αντίθετη 

περίπτωση, όπως για παράδειγμα σε ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης σχήματος, υπάρχει μια 

συνάρτηση που προσδιορίζει την λύση. Σε αυτή την περίπτωση απαιτείται μια διαδικασία 

διακριτοποίησης όπως για παράδειγμα αυτή της δημιουργίας ενός πλέγματος που θα κάνει 

πεπερασμένο το πρόβλημα. Θεωρητικά με την αύξηση της πυκνότητας της διακριτοποίησης, 

δηλαδή με πυκνότερο πλέγμα, το διακριτό πρόβλημα προσεγγίζει το συνεχές.   

 

 Ως προς τον τρόπο αναζήτησης της πιθανής λύσης 

 Ντετερμινιστικές μέθοδοι 

 Ημι-στοχαστικές μέθοδοι 

 Στοχαστικές μέθοδοι 

Τα κύρια χαρακτηριστικά των ντετερμινιστικών μεθόδων βελτιστοποίησης είναι η άντληση 

πληροφοριών από τις παραγώγους της αντικειμενικής συνάρτησης με στόχο τον εντοπισμό 

σημείων τοπικού ελαχίστου. Γενικά οι ντετερμινιστικοί αλγόριθμοι δεν μπορούν να 

διαχωρίσουν ποιοτικά το ολικό από κάποιο τοπικό ελάχιστο, καθώς η έρευνα που 

πραγματοποιούν βασίζεται στα θεωρήματα που αφορούν πραγματικές διαφορίσιμες 

συναρτήσεις. Εντοπίζουν σημεία στα οποία η παράγωγος της αντικειμενικής συνάρτησης 

μηδενίζεται και με τη χρήση των θεωρημάτων για τις δεύτερες μερικές παραγώγους 

συμπεραίνεται αν τα σημεία αυτά πρόκειται για ολικά ή τοπικά ελάχιστα. Οι βασικότερες 
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μαθηματικές μέθοδοι που ανήκουν σε αυτή την κατηγορία είναι: Η μέθοδος της μέγιστης 

κλίσης, η μέθοδος Newton και η μέθοδος BFGS,  καθώς και η μέθοδος των συζυγών 

διευθύνσεων. 

Οι πιο βασικές ημι-ντετερμινιστικές μέθοδοι είναι η μέθοδος Complex (Box) και η μέθοδος 

Hook-Jeeves. Βασίζονται κυρίως σε διαισθητικά κριτήρια μείωσης της αντικειμενικής 

συνάρτησης, ενώ η πρώτη εμπλέκει και μία στοχαστική διαδικασία για τη δημιουργία του 

αρχικού διανύσματος των μεταβλητών. Οι μέθοδοι αυτές παρουσιάζουν πολλά κοινά σημεία 

με τις αμιγώς ντετερμινιστικές μεθόδους χωρίς όμως να περιλαμβάνουν υπολογισμό των 

μερικών παραγώγων της αντικειμενικής συνάρτησης. 

Τέλος οι στοχαστικές μέθοδοι βελτιστοποίησης αποτελούν μία αυτόνομη κατηγορία 

αλγορίθμων με κύρια χαρακτηριστικά την απουσία υπολογισμών παραγώγων της 

αντικειμενικής συνάρτησης και τη στοχαστική επιλογή του διανύσματος των μεταβλητών. 

Βασικός αντιπρόσωπός τους είναι οι εξελικτικοί αλγόριθμοι οι οποίοι περιλαμβάνουν τις 

Στρατηγικές Εξέλιξης, τον Εξελικτικό Προγραμματισμό και τους Γενετικούς Αλγορίθμους. Οι 

Εξελικτικοί αλγόριθμοι βασίζονται στο μοντέλο της φυσικής βιολογικής εξέλιξης που 

διατυπώθηκε από τον Δαρβίνο και που εξηγεί την προσαρμοστική μεταβολή των ειδών, με την 

αρχή της φυσικής επιλογής, η οποία ευνοεί την επιβίωση και περαιτέρω εξέλιξη των ειδών 

εκείνων που εμφανίζουν την μεγαλύτερη προσαρμογή στο περιβάλλον τους. 

 

 Ως προς την φύση των εμπλεκόμενων συναρτήσεων 

 Γραμμικές 

 Μη-γραμμικές 

 Τετραγωνικές 

 Γεωμετρικές 
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Γενικά, αν η αντικειμενική συνάρτηση και όλες οι συναρτήσεις περιορισμών είναι γραμμικές ως 

προς τις μεταβλητές σχεδίασης, τότε πρόκειται για ένα πρόβλημα Γραμμικού 

Προγραμματισμού (Linear Programming LP).  Σε περίπτωση που υπάρχει οποιαδήποτε μη-

γραμμικότητα σε κάποια από τις συναρτήσεις της αντικειμενικής συνάρτησης ή των 

συναρτήσεων περιορισμών, τότε πρόκειται για μέθοδο Μη Γραμμικού Προγραμματισμού (Non-

Linear Programming NLP). Αυτή είναι και η γενικότερη περίπτωση και οποιοσδήποτε άλλος 

τύπος προβλήματος αποτελεί ουσιαστικά ειδική περίπτωση. Το πρόβλημα του Τετραγωνικού 

Προγραμματισμού (Quadratic Programming) αποτελεί μια ειδική περίπτωση όπου η 

αντικειμενική συνάρτηση είναι δευτέρου βαθμού και οι συναρτήσεις περιορισμών είναι 

γραμμικές. 

 

2.2 Γενική μαθηματική διατύπωση του προβλήματος βελτιστοποίησης κατασκευών 

Στην γενική περίπτωση ενός προβλήματος βελτιστοποίησης κατασκευών, ορίζονται οι 

παρακάτω τρεις οντότητες που χρησιμοποιούνται για την μαθηματική περιγραφή του 

προβλήματος [3]: 

 Η αντικειμενική συνάρτηση    : 

Η συνάρτηση αυτή χρησιμοποιείται ως κριτήριο κατηγοριοποίησης των εναλλακτικών 

αποδεκτών σχεδιασμών της κατασκευής. Η τιμή της είναι η τιμή του κριτηρίου βέλτιστης 

σχεδίασης όπως αυτό ορίστηκε προηγουμένως. Συνήθως συμβαίνει οι μικρότερες τιμές να 

αντιστοιχούν σε καλύτερο σχεδιασμό από τις μεγαλύτερες άρα συνήθως πρόκειται για ένα 

πρόβλημα ελαχιστοποίησης. Τυπικά μεγέθη που επιλέγονται να περιγραφούν από την 

αντικειμενική συνάρτηση σε προβλήματα βελτιστοποίησης είναι: το συνολικό βάρος της 

κατασκευής, η μετατόπιση, η αναπτυσσομένη τάση ή ακόμα και το κόστος όταν αυτό έχει 

συνδεθεί με κάποιες μεταβλητές σχεδίασης. Υπάρχουν περιπτώσεις προβλημάτων 

βελτιστοποίησης όπου ορίζονται περισσότερες από μια αντικειμενικές συναρτήσεις. Σε αυτή 

την περίπτωση και εφόσον δεν υπάρχει μια μοναδική λύση, μπορεί να οριστεί μια νέα 

αντικειμενική συνάρτηση από τις για παράδειγμα δυο αρχικές: 
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όπου οι σταθερές       ορίζουν την σχετική βαρύτητα των δυο συναρτήσεων. 

 

 Η μεταβλητή σχεδίασης    : 

Η μεταβλητή σχεδίασης μπορεί να είναι μια συνάρτηση ή συνηθέστερα ένα διάνυσμα το οποίο 

μπορεί να αλλάζει κατά την διαδικασία της βελτιστοποίησης σε αντίθεση με τις σταθερές 

προκαθορισμένες παραμέτρους του υπό μελέτη συστήματος. Περιλαμβάνει όλες εκείνες τις 

παραμέτρους που ορίζουν την σχεδίαση της κατασκευής, μπορούν να αλλάξουν και προφανώς 

έχουν επίδραση στην τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης. Τυπικά μεγέθη που μπορούν να 

χρησιμοποιηθούν σαν μεταβλητές σχεδίασης είναι π.χ. γεωμετρικά χαρακτηριστικά όπως η 

διάμετρος των ράβδων σε ένα δικτύωμα ή το πάχος μιας πλάκας ή ακόμα και η γεωμετρική 

μορφή του συνόρου ενός σώματος όπως συμβαίνει για παράδειγμα στην βελτιστοποίηση 

σχήματος. Τέλος μπορεί να περιγράφει και μη γεωμετρικά μεγέθη όπως για παράδειγμα το 

υλικό της κατασκευής.   

 

 Η μεταβλητή κατάστασης    :   

Η μεταβλητή κατάστασης είναι το διάνυσμα που περιγράφει την απόκριση της κατασκευής με 

σχεδίαση που αντιστοιχεί στην αντίστοιχη μεταβλητή σχεδίασης    . Το διάνυσμα αυτό μπορεί 

να περιλαμβάνει τις προκύπτουσες μετατοπίσεις, παραμορφώσεις, αναπτυσσόμενες τάσεις ή 

ακόμα και δυνάμεις. 

Έτσι λοιπόν, η μαθηματική περιγραφή ενός προβλήματος βελτιστοποίησης κατασκευών μπορεί 

να γραφεί ως: 
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   (Εξ. 2.2.1) 

 

Στην γενική περίπτωση, το μητρώο δυσκαμψίας της κατασκευής επηρεάζεται από τις 

μεταβλητές σχεδίασης     και επίσης το διάνυσμα μετατοπίσεων     ουσιαστικά αποτελεί το 

διάνυσμα κατάστασης άρα στην πραγματικότητα  μέσω των εξισώσεων ισορροπίας: 

           

 

οι περιορισμοί συνδυάζονται και η (Εξ. 2.2.1) μπορεί να γραφεί ως: 

 

                                            
                         

                                 

         (Εξ. 2.2.2) 

όπου η συνάρτηση           περιλαμβάνει τους συνδυασμένους περιορισμούς τόσο για την 

μεταβλητή σχεδίασης όσο και για την μεταβλητή κατάστασης (nested formulation).  
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2.3 Κατηγορίες προβλημάτων βελτιστοποίησης κατασκευών 

Υπάρχουν τρεις κατηγορίες προβλημάτων βελτιστοποίησης κατασκευών: 

 Διαστασιολογική βελτιστοποίηση (sizing optimization) 

Σε αυτή την περίπτωση η βελτιστοποίηση της κατασκευής επιτυγχάνεται μέσω 

βελτιστοποίησης των διαστάσεων και μόνο των στοιχείων που την αποτελούν. Για 

παράδειγμα σε ένα δικτύωμα η βελτιστοποίηση θα είχε σαν αποτέλεσμα την ενίσχυση 

μέσω αύξησης διατομής των ράβδων που φορτίζονται περισσότερο και την ελάττωση 

αντίστοιχα αυτών που φορτίζονται λιγότερο όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα: 

 

 

 

 

 

Σχήμα 2: Διαστασιολογική βελτιστοποίηση 

Η μεταβλητή σχεδίασης είναι το διάνυσμα που περιλαμβάνει τις διαμέτρους όλων των 

ράβδων του δικτυώματος. 

 

 Βελτιστοποίηση σχήματος (shape optimization) 

Στην βελτιστοποίηση σχήματος, η μεταβλητή σχεδίασης είναι το διάνυσμα που 

περιλαμβάνει τις παραμέτρους που ελέγχουν την μορφή του συνόρου μιας κατασκευής. 

Για παράδειγμα αν το κάτω σύνορο του δυσδιάστατου σώματος που φαίνεται στο 

επόμενο σχήμα περιγράφεται από ένα b-spline, η μεταβλητή σχεδίασης μπορεί να 

περιλαμβάνει τα σημεία ελέγχου αυτού του b-spline. Δεν επιτρέπεται η αφαίρεση 

επιφανειών αλλά μόνο η αλλαγή σχήματος.  
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Σχήμα 3: Βελτιστοποίηση Σχήματος 

 

 Τοπολογική βελτιστοποίηση (topology optimization) 

Τέλος, στην περίπτωση της τοπολογικής βελτιστοποίησης, η μεταβλητή σχεδίασης 

μπορεί να περιλαμβάνει γεωμετρικά μεγέθη τα οποία επιτρέπεται να πάρουν μηδενική 

τιμή. Αυτό θα είχε αποτέλεσμα σε ένα δικτύωμα σαν παράδειγμα την αφαίρεση μιας 

ράβδου (μηδενική διατομή)  

 

ή σε μια πλάκα την αφαίρεση υλικού από μια περιοχή (μηδενικό πάχος). 

 

Σχήμα 4: Τοπολογική βελτιστοποίηση
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3. ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΗ ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΣΧΗΜΑΤΟΣ 

Απαραίτητη προϋπόθεση για την δυνατότητα εφαρμογής μιας διαδικασίας βελτιστοποίησης 

σχήματος, είναι το σχήμα να έχει περιγραφεί μαθηματικά μέσω καμπυλών η μορφή των 

οποίων θα πρέπει να μπορεί να καθοριστεί μέσω κάποιων μεταβλητών σχεδίασης. Αυτές οι 

μεταβλητές σχεδίασης αποτελούν τα σημεία ελέγχου της καμπύλης δηλαδή είναι ο τρόπος 

ανατροφοδότησης των αποτελεσμάτων του προηγούμενου βήματος της επαναληπτικής 

διαδικασίας βελτιστοποίησης  στον νέο προς επίτευξη του βέλτιστου. 

   

3.1 Μαθηματική περιγραφή σχήματος 

Όπως προαναφέρθηκε, η μέθοδος ελέγχου της μορφής ενός σχήματος στηρίζεται στον έλεγχο 

των καμπυλών splines που ορίζουν το περίγραμμα του. Ο έλεγχος της μορφής αυτών των 

καμπυλών υλοποιείται μέσω των σημείων ελέγχου τα οποία μπορεί να αποτελούν σημεία του 

φυσικού συνόρου του σώματος ή και όχι. Καθώς τα σημεία ελέγχου κινούνται μέσα στο 

δεδομένο εύρος διακύμανσης τους, η αντίστοιχη καμπύλη spline αλλάζει μορφή. Στο (Σχήμα 5) 

που ακολουθεί παρουσιάζεται η έννοια του σημείου ελέγχου (Vi), του αντίστοιχου 

μονοδιάστατου εύρους διακύμανσης (span) καθώς και της μεταβλητής σχεδίασης (αi).   

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 5: Σημείο ελέγχου spline και γραμμικό εύρος διακύμανσης 

αi = 0 

αi = 1 

Vi
min 

Vi
max 

Vi 

span 
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Οι ακραίες τιμές του σημείου ελέγχου υποτίθεται πως είναι γνωστές και το σημείο ελέγχου 

μεταβάλλεται γραμμικά μέσα στο εύρος τιμών με βάση την εξίσωση: 

         
                       (Εξ. 3.1.1) 

άρα η τρέχουσα θέση του σημείου ελέγχου είναι γνωστή για κάθε τιμή της αντίστοιχης 

μεταβλητής σχεδίασης.  

 

Στο (Σχήμα 6) που ακολουθεί παρουσιάζεται η περίπτωση μιας καμπύλης spline που ελέγχεται 

από τρία σημεία ελέγχου. Τα δυο ακραία σημεία ελέγχου ταυτίζονται με τα φυσικά άκρα της 

καμπύλης που θα μπορούσε να αποτελεί το σύνορο ενός σώματος ενώ το μεσαίο σημείο είναι 

αυτό που ουσιαστικά θα καθορίσει την μορφή της καμπύλης ανάμεσα στα δυο άκρα εφόσον 

αυτά παραμένουν σταθερά. 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 6: Αλλαγή μορφής spline με αλλαγή θέσης σημείου ελέγχου 

 

Πέραν την προηγούμενης περίπτωσης διακύμανσης ενός σημείου ελέγχου κατά μήκος μιας 

γραμμής, υπάρχει και η περίπτωση δισδιάστατης διακύμανσης μέσα σε μια επιφάνεια όπως 

παρουσιάζεται στον επόμενο (Σχήμα 7). 

 

V1 

V2 

V3 
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Σχήμα 7: Σημείο ελέγχου και επιφανειακό εύρος διακύμανσης 

 

Οι επιλογές για την γεωμετρική περιγραφή σύνθετων σχημάτων περιλαμβάνουν πολυώνυμα 

υψηλού βαθμού Bezier splines ή ακόμα καλύτερα πολλά τμηματικά πολυώνυμα χαμηλότερου 

βαθμού με στόχο να σχηματιστούν τα λεγόμενα B-splines. 

 

3.2 Bezier splines 

Ένα Bezier spline βαθμού     ορίζεται ως: 

                 
 
                  (Εξ. 3.2.1)    

όπου:  

                  : οι συντεταγμένες του σημείου του spline που αντιστοιχούν στην 

τιμή τρέχουσα της μεταβλητής   ,  

     : το βαθμού     πολυώνυμο Bernstein που ορίζεται από τον αναδρομικό τύπο: 

                                    , 

με: 

                                                                                     

yi,min 

Vi (xi,yi) 

αh = 0 αh = 1 

αv = 1 

αv = 0 

xi,max xi,min 

yi,max 



ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΣΧΗΜΑΤΟΣ                                                                              ΔΙΔΙΑΣΤΑΤΗ ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΣΧΗΜΑΤΟΣ 

 

ΝΙΚΟΛΑΟΣ   ΣΚΟΥΝΑΚΗΣ  19 

 

x 

y 

V(u) 

V0 

V1 

V2 

V3 

Μπορεί επίσης να αποδειχτεί ότι το πολυώνυμο Bernstein μπορεί να γραφεί στην explicit 

μορφή: 

        
  

        
           

Στο σχήμα που ακολουθεί παρουσιάζεται ένα Bezier spline τρίτου βαθμού: 

 

Σχήμα 8: Bezier spline 3ου βαθμού και τα 4 σημεία ελέγχου {V0 , V1 , V2 , V3} 

 

Είναι φανερό πως ισχύει:                     δηλαδή τα            είναι αντιστοίχως το 

πρώτο και τελευταίο σημείο της καμπύλης. Παραγωγίζοντας την εξίσωση (3.2.1) ως προς   και 

υπολογίζοντας την τιμή της συνάρτησης στις τιμές 0 και 1 για την μεταβλητή   προκύπτει: 

     

  
          

     

  
            

που σημαίνει πως η κλίση της καμπύλης στα άκρα εξαρτάται μόνο από τα δυο πρώτα και τα 

δυο τελευταία σημεία αντιστοίχως στην αρχή και το τέλος της καμπύλης. 
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Ενδεικτικά παρουσιάζονται παρακάτω οι μαθηματικές εκφράσεις για καμπύλες τύπου Bezier 

spline 1ου, 2ου και 3ου βαθμού:    

Bezier spline 1ου βαθμού:   

                 

Bezier spline 2ου βαθμού:   

                             

Bezier spline 3ου βαθμού:   

                                         

 

Από τις προηγούμενες εκφράσεις γίνεται φανερό πως για την περίπτωση των Bezier splines 

ισχύει η δεσμευτική ισότητα: 

Αριθμός σημείων ελέγχου  = βαθμός καμπύλης + 1 

Στην περίπτωση λοιπόν που κάποιος επιθυμεί να μοντελοποιήσει ένα πολύπλοκο σύνορο 

σχήματος με Bezier splines θα χρειαστεί αναγκαστικά να χρησιμοποιήσει μια καμπύλη πολύ 

υψηλού βαθμού ώστε αντίστοιχα να μπορέσει να ορίσει τα επιθυμητά σε πλήθος σημεία 

ελέγχου. Είναι γνωστό πως για να περάσει μια καμπύλη από   σημεία, θα πρέπει να είναι 

βαθμού    . Εναλλακτικά, θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν περισσότερα από ένα 

συνεχόμενα Bezier splines με την ταυτόχρονη επιβολή όμως συνθηκών συνέχειας στα σημεία 

διασύνδεσης τους κάτι που θα καθιστούσε την εφαρμογή αυτή σχετικά δύσκολη.  
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3.3 B-splines 

Λύση στα παραπάνω προβλήματα που σχετίζονται με περιγραφή πολύπλοκων μορφών με 

υψηλού βαθμού πολυώνυμα, έρχονται να δώσουν τα b-splines. Λόγω του τρόπου κατασκευής 

τους, δηλαδή όντας τμηματικώς πολυωνυμικά, μπορούν να περιγράψουν πολύπλοκες 

γεωμετρίες διατηρώντας έναν χαμηλό πολυωνυμικό βαθμό άρα και μια πιο ελέγξιμη 

συμπεριφορά.   

Το επόμενο σχήμα παρουσιάζει μια περίπτωση ενός τμηματικού πολυωνύμου αποτελούμενου 

από τρία επιμέρους 3ου  βαθμού πολυώνυμα Ci(u): 

 

 

 

 

 

Σχήμα 9: Τμηματικό πολυώνυμο 

 

Τα πολυώνυμα Ci ορίζονται στο διάστημα         και τα σημεία όπου η παράμετρος u παίρνει 

τις τιμές                 καλούνται breakpoints. Κάθε σημείο της καμπύλης 

απεικονίζεται σε μια τιμή u στο διάστημα αυτό. Αν με   
   

 συμβολίσουμε την j παράγωγο του i 

πολυωνύμου, τότε μπορούμε να πούμε πως υπάρχει    συνέχεια στο breakpoint    όταν: 

  
   
         

   
     

Τα πολυώνυμα    θα μπορούσαν να είναι οποιασδήποτε τυποποιημένης μορφής, όπως για 

παράδειγμα Bezier splines τρίτου βαθμού όπως παρουσιάζει το επόμενο σχήμα όπου   
 
 είναι 

το j σημείο ελέγχου του i  πολυωνύμου. 

C1(u) 
C2(u) 

C3(u) 

u0=0 u1 u2 u3=1 
u 
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Σχήμα 10: Τμηματικό πολυώνυμο και Bezier splines 3ου βαθμού 

Προκύπτει λοιπόν άμεσα πως προκειμένου να ελεγχθεί η παραπάνω καμπύλη θα πρέπει να 

ελεγχθούν τουλάχιστον τα δώδεκα αυτά σημεία ελέγχου. Σε περίπτωση που απαιτηθούν και 

επιπλέον συνθήκες όπως για παράδειγμα    συνέχεια στα breakpoints, προκύπτουν ολοένα 

και μικρότερα υποσύνολα πολυωνύμων που ικανοποιούν τις συνθήκες. Για παράδειγμα, αν 

απαιτηθεί    συνέχεια σε όλη την καμπύλη και αυτή ικανοποιείται στις    και    αλλά για 

κάποιο σχεδιαστικό λόγο πρέπει να αλλάξει το σχήμα της    τότε αυτό είναι αδύνατον! 

Για αυτούς τους λόγους, η ιδανική περιγραφή της καμπύλης θα ήταν της μορφής: 

             

 

   

 

όπου:  

   τα απαιτούμενα σημεία ελέγχου και  

      τμηματικά πολυώνυμα που σχηματίζουν την βάση του διανυσματικού χώρου όλων των 

τμηματικών πολυωνυμικών συναρτήσεων που έχουν τον επιθυμητό βαθμό και συνέχεια. Σε 

αυτή την περίπτωση η συνέχεια της καμπύλης θα επηρεαζόταν μόνο από την συνέχεια των 

συναρτήσεων βάσης και έτσι η αλλαγή των σημείων ελέγχου δεν θα είχε καμία επίδραση.   

C1(u) C2(u) 
C3(u) 

u0=0 u1 u2 u3=1 
u 
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Επίσης, σε αντίθεση με τα Bezier splines, ο βαθμός των B-splines δεν προσδιορίζεται από το 

πλήθος των σημείων ελέγχου.  Ένα B-spline βαθμού     με         σημεία ελέγχου ορίζεται 

ως [4]: 

                                    
 
                  (Εξ. 3.3.1) 

όπου: 

                οι συναρτήσεις βάσης του    βαθμού b-spline που ορίζονται αναδρομικά ως: 

                                  
                                           
                           

  (Εξ. 3.3.2) 

 

                                 
    

       
          

        

           
                   (Εξ. 3.3.3) 

 

                                     (Εξ. 3.3.4) 

 

Πρέπει να σημειωθεί πως στην εξίσωση (3.3.3) οι τιμές των ποσοτήτων 
    

       
      

        

           
 

λαμβάνονται ως μηδέν για την περίπτωση που κάποιος παρονομαστής κλάσματος είναι 

μηδενικός. 

Οι τιμές          καλούνται κόμβοι (knots) και το πλήθος τους,    , ισούται με     

 . Προκειμένου η καμπύλη να ξεκινάει από το σημείο    και να καταλήγει στο σημείο   , θα 

πρέπει οι πρώτοι     κόμβοι να τεθούν ίσοι με μηδέν και οι τελευταίοι     κόμβοι να 

τεθούν ίσοι με τη μονάδα. Ένα κομβο-διάνυσμα (knot vector) μπορεί να οριστεί ως: 
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Οι συναρτήσεις βάσης για ένα B-spline βαθμού  , έχουν μη μηδενική τιμή μόνο για ένα 

συγκεκριμένο διάστημα τιμών της μεταβλητής  , εφόσον:                           

       . Άρα, αν το σημείο ελέγχου    μετακινηθεί, η μορφή του B-spline θα αλλάξει μόνο στο 

εσωτερικό του διαστήματος               . Κατά αυτή την έννοια τα B-splines λέγεται πως έχουν 

τοπικό έλεγχο με τα Bezier splines στην αντίθετη πλευρά να έχουν καθολικό έλεγχο στην μορφή 

της καμπύλης εφόσον μεταβολή της τιμής ενός και μόνο σημείου ελέγχου προκαλεί αλλαγή 

στην μορφή της καμπύλης σε όλο  της το εύρος.  

Στο (Σχήμα 11) που ακολουθεί παρουσιάζεται η έννοια του τοπικού ελέγχου των b-splines. 

Πρόκειται για μια καμπύλη b-spline δευτέρου βαθμού με οκτώ σημεία ελέγχου και 

συγκεκριμένα τα: 

control_points = [{0, 0}  {1, 2}  {2, 0}  {5,  1}  {6, 6}  {8, 0}] 

 

Σχήμα 11: Έλεγχος τοπικού χαρακτήρα καμπυλών b-spline 
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Τα σημεία ελέγχου για την αρχική και τελική καμπύλη παρουσιάζονται με κόκκινο (+) και (ο) 

αντίστοιχα. Η καμπύλη που αντιστοιχεί στο αρχικό διάνυσμα σημείων ελέγχου σημειώνεται με 

διακεκομμένη γραμμή. Με ρόμβο συμβολίζονται το σημεία επί της καμπύλης b-spline που 

αντιστοιχούν στο κάθε σημείο ελέγχου δηλαδή τα breakpoints. Με αλλαγή μόνο ενός σημείου 

ελέγχου (συγκεκριμένα το δεύτερο σημείο ελέγχου μεταβάλλεται από [1,2] σε [1,3]) 

παρατηρούμε πως η μορφή της καμπύλης b-spline μεταβάλλεται μόνο μεταξύ του 

προηγούμενου και επόμενου κόμβου ενώ στο υπόλοιπο μήκος της παραμένει αναλλοίωτη. 

 

Τέλος, στο (Σχήμα 12) που ακολουθεί, παρουσιάζεται η μορφή μιας καμπύλης b-spline για 

συγκεκριμένα σημεία ελέγχου καθώς αλλάζει ο βαθμός της από 1ου (κόκκινο) σε 2ου (πράσινο) 

και 3ου (μπλε). Είναι φανερό πως μόνο για την περίπτωση b-spline πρώτου βαθμού η καμπύλη 

διέρχεται από τα σημεία ελέγχου. Σε κάθε άλλη περίπτωση τα σημείο ελέγχου βρίσκονται 

εκτός αυτής. 

 

Σχήμα 12: Επίδραση βαθμού καμπύλης b-spline 
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Η μοντελοποίηση της προς βελτιστοποίηση επιφάνειας γίνεται με την δημιουργία του 

πλέγματος που θα την διακριτοποιήσει σε διδιάστατα πεπερασμένα στοιχεία. Δυο από τις πιο 

διαδεδομένες μεθόδους πλεγματοποίησης επιφανειών είναι:   

 

3.4 Επιφανειακό πλέγμα με χρήση B-splines 

Σε αυτή την περίπτωση μια επιφάνεια ορίζεται ως: 

                        
 
            

 
                  

όπου οι συναρτήσεις βάσης                 για τα κομβο-διανύσματα:   

 

                               

 

                               

 

 

προσδιορίζονται όπως στις εξισώσεις (3.3.2) έως (3.3.4). 
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3.5 Επιφανειακό πλέγμα με χρήση καμπυλών Coons  

Μια τετραπλευρική επιφάνεια περιγράφεται κατά Coons ως: 

                                                                     

                   

όπου: 

                                            , 

οι οριακές καμπύλες που περιγράφουν το σύνορο της επιφάνειας  

και:                                    ,                   και            

      οι οριακές τιμές στους τέσσερις ακραίους κόμβους της επιφανείας. 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 13: Πλέγμα επιφάνειας με παρεμβολή Coons 

Ένα από τα πλεονεκτήματα της διακριτοποίησης με παρεμβολή Coons είναι το γεγονός πως 

μπορεί να δημιουργήσει πλέγμα ακόμα και όταν οι απέναντι πλευρές του τετράπλευρου έχουν 

διαφορετικό αριθμό κόμβων. Επίσης, δεν απαιτείται οι οριακές καμπύλες να ικανοποιούν 

κάποιο συγκεκριμένο περιορισμό άρα μπορούν να είναι τύπου Lagrange, Fourier, Splines ή 

ακόμα και απλές τεθλασμένες γραμμές μόνο με C0 συνέχεια στους κόμβους. Ένα μειονέκτημα 

της μεθόδου είναι πως σε κάποιες περιπτώσεις που η γεωμετρία του προς πλεγματοποίηση 

σχήματος είναι ισχυρά κοίλη, ενδέχεται το πλέγμα να ξεπεράσει το φυσικό σύνορο του 

σώματος. Σε αυτή την περίπτωση απαιτείται μια επαναληπτική διαδικασία διόρθωσης του 

πλέγματος.   
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3.6 Συνάρτηση βελτιστοποίησης  fmincon του Matlab 

Η συνάρτηση fmincon αποτελεί μια ενσωματωμένη συνάρτηση του Matlab που 

χρησιμοποιείται για την επίλυση μη-γραμμικών πολυ-παραμετρικών προβλημάτων 

βελτιστοποίησης με περιορισμούς του τύπου:    

 

όπου:  

      η αντικειμενική συνάρτηση προς ελαχιστοποίηση 

   το διάνυσμα των μεταβλητών σχεδίασης 

                οι ανισοτικοί και ισοτικοί μη γραμμικοί περιορισμοί αντίστοιχα  

            τα μητρώα και διανύσματα των γραμμικών ανισοτήτων και ισοτήτων 

αντίστοιχα 

           τα κάτω και άνω όρια των μεταβλητών σχεδίασης 

 

Οι επιλογές αλγορίθμου για την συνάρτηση fmincon είναι: 

 active-set 

 sqp 

 interior-point 
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Στο επόμενο σχήμα παρουσιάζεται το γενικευμένο block-diagram του κώδικα που 

χρησιμοποιήθηκε για την επίλυση των εφαρμογών που θα ακολουθήσουν.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 Σχήμα 14: Block diagram αλγορίθμου βελτιστοποίησης  

 

Προσδιορισμός 
μορφής b-spline 

συνόρων 

Δημιουργία 
Πλέγματος 

Ανάλυση 
Πεπερασμένων 

Στοιχείων  

Υπολογισμός 
Τάσεων 

Συνάρτηση 
περιορισμών 

Αντικειμενική 
συνάρτηση 

Εισαγωγή 

παραμέτρων 

προβλήματος 

fmincon (sqp) 

Αρχικό διάνυσμα 

σχεδίασης 

Βέλτιστο διάνυσμα 

σχεδίασης 

Επαναλήψεις 
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3.7 Αλγόριθμος βελτιστοποίησης SQP (Sequential Quadratic Programming) 

Ξεκινώντας από το βασικό πρόβλημα ελαχιστοποίησης της συνάρτησης f(x) [1]: 

          

                                    

οι ανισοτικοί περιορισμοί μπορούν να μετατραπούν σε ισοτικούς προσθέτοντας μια δεύτερη 

μη αρνητική μεταβλητή   
  ως: 

         
                 

όπου οι τιμές της προστιθέμενης μεταβλητής είναι ακόμα άγνωστες. Με αυτό τον τρόπο το 

πρόβλημα έχει μετατραπεί στο: 

          

                                
                 

και                , το διάνυσμα των προστιθέμενων μεταβλητών.  

Το πρόβλημα λύνεται με την μέθοδο των Πολλαπλασιαστών Lagrange αφού πρώτα σχηματιστεί 

η συνάρτηση Lagrange  του προβλήματος ως: 

                        

 

   

 

όπου:               
  το διάνυσμα των πολλαπλασιαστών Lagrange. 

Τα ακρότατα σημεία της συνάρτησης Lagrange μπορούν να βρεθούν με υπολογισμό των 

παραγώγων της συνάρτησης ως αναγκαίες συνθήκες: 

                               
   

   
         

  

   
       

   

   
    

                 (Εξίσωση 3.7.1) 
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              (Εξίσωση 3.7.2) 

 

 
  

   
                           (Εξίσωση 3.7.3) 

Οι εξισώσεις (3.7.1) εως (3.7.3) επιλύονται και έτσι προκύπτουν οι βέλτιστες τιμές για τα 

διανύσματα           . Προκύπτει πως οι αναγκαίες συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούνται 

στο σημείο του ελαχίστου είναι: 

  

   
    

   

   

 

    

             

             

όπου    το σύνολο των συναρτήσεων περιορισμών που είναι ενεργές στο βέλτιστο σημείο της 

συνάρτησης. Οι παραπάνω συνθήκες καλούνται συνθήκες Kuhn-Tucker και αποτελούν 

αναγκαία αλλά όχι ικανή συνθήκη εξασφάλισης τοπικού ελάχιστου. Σε κάποιες κατηγορίες 

προβλημάτων (Convex Programming Problems) οι συνθήκες αυτές είναι ικανές και αναγκαίες 

για την ύπαρξη τοπικού ελάχιστου. Σε περίπτωση που το σετ των ενεργών περιορισμών στο 

σημείο ελαχίστου δεν είναι γνωστό, τότε οι παραπάνω συνθήκες μπορούν να γραφούν στην 

πιο γενική τους μορφή ως: 
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Ο αλγόριθμος βελτιστοποίησης SQP καλείται να λύσει το γενικευμένο πρόβλημα 

βελτιστοποίησης με περιορισμούς: 

Εύρεση του διανύσματος   που ελαχιστοποιεί την       

με τους περιορισμούς:           

                    

                   

  

όπου           οι συναρτήσεις ανισοτικών και ισοτικών περιορισμών αντίστοιχα. 

Το θεωρητικό του υπόβαθρο [1], σχετίζεται με την κατάστρωση των μη-γραμμικών εξισώσεων 

χρησιμοποιώντας τις συνθήκες Kuhn-Tucker στις συναρτήσεις Lagrange των συναρτήσεων 

περιορισμών και την επίλυση του συστήματος μη-γραμμικών εξισώσεων με την μέθοδο 

Newton.    

Ξεκινώντας από το πρόβλημα βελτιστοποίησης μόνο με τους ισοτικούς περιορισμούς η 

συνάρτηση Lagrange μπορεί να γραφεί ως: 

               

 

   

 

οι συνθήκες Kuhn-Tucker γράφονται ως: 

      (Εξίσωση 3.7.4) 

                     

Οι εξισώσεις αυτές μπορούν να επιλυθούν με την μέθοδο Newton αφού γραφούν στην μορφή: 

       

όπου: 

    
  
 
  ,           
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Σύμφωνα με την μέθοδο Newton, η επίλυση των εξισώσεων (3.7.4) μπορεί να γίνει 

επαναληπτικά με την αναδρομική σχέση προσδιορισμού του διανύσματος λύσης στην 

επανάληψη j+1: 

               

με:      
              

ή με αντικατάσταση των F και y: 

  
        

       
 
 

  
   
    

      
   
  

    (Εξίσωση 3.7.5) 

Έτσι λοιπόν το αρχικό πρόβλημα μετατρέπεται στο τετραγωνικό πρόβλημα εύρεσης του 

διανύσματος    που ελαχιστοποιεί την συνάρτηση: 

        
 

 
          

με τους γραμμικούς ισοτικούς περιορισμούς: 

      
                   

Η συνάρτηση Lagrange για την παραπάνω συνάρτηση περιορισμών μπορεί να γραφεί ως: 

          
 

 
                 

 

   

   
     

και οι συνθήκες Kuhn-Tucker για το πρόβλημα: 

                    (Εξίσωση 3.7.6) 
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Με σύγκριση των εξισώσεων (3.7.6) με αυτές της (3.7.5) προκύπτει πως αυτές είναι ουσιαστικά 

όμοιες άρα το αρχικό πρόβλημα ελαχιστοποίησης της συνάρτησης f μπορεί αν λυθεί 

επαναληπτικά λύνοντας το πρόβλημα Τετραγωνικού Προγραμματισμού που ορίστηκε 

προηγουμένως.  

Επίσης, όταν εισάγονται και οι πρόσθετοι ανισοτικοί περιορισμοί   , τότε διαμορφώνεται το 

Πρόβλημα Τετραγωνικού Προγραμματισμού εύρεσης του διανύσματος    που ελαχιστοποιεί 

την συνάρτηση: 

        
 

 
          

με περιορισμούς: 

      
                   

      
                   

με την συνάρτηση Lagrange να δίνεται από την εξίσωση 
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4. ΜΕΘΟΔΟΣ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ 

4.1 Γενικά 

Για την επίλυση των εφαρμογών που θα παρουσιαστούν στην συνέχεια χρησιμοποιήθηκε η 

μέθοδος των Πεπερασμένων Στοιχείων. Πρόκειται για μια αριθμητική μέθοδο για επίλυση 

προβλημάτων πεδίου. Εν γένει, η υλοποίηση της μεθόδου αυτής ανεξαρτήτως του 

συγκεκριμένου προβλήματος περιλαμβάνει τρία στάδια [9]: 

 Κατηγοριοποίηση του προβλήματος 

Είναι ιδιαίτερα σημαντικό να γίνει μια πρώτη διερεύνηση των βασικότερων 

χαρακτηριστικών του προς επίλυση προβλήματος και να προσδιοριστούν τα 

σημαντικότερα φυσικά φαινόμενα που το διέπουν. Για παράδειγμα ένα πρόβλημα 

μπορεί να είναι στατικό ή δυναμικό (ανεξάρτητο ή με εξάρτηση του χρόνου) ή να 

παρουσιάζει μη-γραμμικότητα οπότε να απαιτείται επαναληπτική διαδικασία για την 

επίλυση του. Τέλος για κάθε πρόβλημα είναι σημαντικό να διευκρινιστεί το επιθυμητό 

αποτέλεσμα καθώς και η απαιτούμενη ακρίβεια της λύσης. Όλες οι παραπάνω 

πληροφορίες είναι απαραίτητες προκειμένου να οριστεί πλήρως το πρόβλημα και έτσι να 

γίνουν οι σωστές επιλογές που αφορούν στα επόμενα βήματα της μοντελοποίησης και 

διακριτοποίησης.    

 Μοντελοποίηση 

Είναι προφανές πως η αναλυτική μέθοδος εφαρμόζεται όχι στο πραγματικό φυσικό 

πρόβλημα αλλά σε ένα μοντέλο αυτού. Το μοντέλο αυτό θα είναι τόσο πιο αξιόπιστο όσο 

καλύτερα έχει κατανοηθεί το πραγματικό φυσικό πρόβλημα. Στόχος του μοντέλου είναι 

να απλοποιήσει την πολυπλοκότητα του πραγματικού προβλήματος κάνοντας παραδοχές 

που δεν θα υποβαθμίσουν σημαντικά την ποιότητα του αποτελέσματος.  

 Ένα γεωμετρικό μοντέλο μετατρέπεται σε μαθηματικό όταν η συμπεριφορά του έχει 

περιγραφεί από τις κατάλληλες εξισώσεις και έχουν επιβληθεί οι σωστές συνοριακές 

συνθήκες. Οι εξισώσεις μπορεί να περιγράφουν περιορισμούς όπως η ομογένεια και το 
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ισότροπο του υλικού  καθώς και το μέγεθος των παραμορφώσεων και στροφών που 

μπορεί να υποστεί το σώμα. Στην περίπτωση της επιβολής εξωτερικών φορτίων, ένα 

κατανεμημένο σε πολύ μικρή επιφάνεια φορτίο μπορεί να μοντελοποιηθεί ως σημειακό 

(κάτι που στην πραγματικότητα δεν είναι δυνατόν) και μια στήριξη ως πάκτωση ενώ στην 

πραγματικότητα καμία στήριξη δεν μπορεί να παραμένει εντελώς απαραμόρφωτη.   

 Διακριτοποίηση 

Η διακριτοποίηση του μαθηματικού προβλήματος γίνεται δημιουργώντας ένα πλέγμα 

πεπερασμένων στοιχείων. Με αυτό τον τρόπο ένα συνεχές πεδίο μπορεί να προσεγγιστεί 

από ένα τμηματικά συνεχές πεδίο που ορίζεται από ένα πεπερασμένο αριθμό τιμών της 

ζητούμενης μεταβλητής στους κόμβους του πλέγματος και μια απλή παρεμβολή στο 

εσωτερικό των στοιχείων. Σε αυτή την φάση λοιπόν προστίθεται στο σφάλμα που έχει 

εισάγει η μοντελοποίηση του προβλήματος και το σφάλμα της διακριτοποίησης το οποίο 

μπορεί όμως να ελαχιστοποιηθεί χρησιμοποιώντας περισσότερα στοιχεία δηλαδή ένα 

πιο πυκνό πλέγμα. Τέλος, στο συνολικό σφάλμα της μεθόδου θα πρέπει να προστεθεί και 

το υπολογιστικό σφάλμα που οφείλεται στην επίλυση του προβλήματος με χρήση Η/Υ και 

τον περιορισμό που εισάγεται έτσι στην πεπερασμένη ακρίβεια των υπολογισμών.  
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4.2 Επίπεδη ελαστικότητα 

Στις εφαρμογές που θα ακολουθήσουν, κριτήριο τερματισμού της επαναληπτικής διαδικασίας 

βελτιστοποίησης είναι το μέγεθος των αναπτυσσόμενων τάσεων στο σώμα. Εφόσον θεωρούμε 

πως το πάχος του σώματος (z) σε σχέση με τις άλλες δυο διαστάσεις του είναι πολύ μικρό και 

οι φορτίσεις βρίσκονται επίσης στο επίπεδο (xy) πρόκειται τα προβλήματα αυτά να επιλυθούν 

ως προβλήματα επίπεδης εντατικής κατάστασης (σzz = σxz = σyz = 0). Παρακάτω θα 

παρουσιαστούν όλες οι απαραίτητες εξισώσεις για τον ορισμό αυτού του είδους 

προβλημάτων. 

Ξεκινώντας από τις εξισώσεις ισορροπίας μπορούμε να γράψουμε για το διάγραμμα 

ελεύθερου σώματος του σχήματος: 

   
   

  
 

    

  
      (Εξίσωση 4.2.1) 

 
    

  
 

   

  
      (Εξίσωση 4.2.2) 

  όπου       οι κατανεμημένες δυνάμεις ανά μονάδα επιφάνειας. 

 

 

 

 

 

 

Από την καταστατική εξίσωση του ισότροπου υλικού έχουμε: 

             (Εξίσωση 4.2.3) 

   

        
    

  
   

    
    

  
   

   
   
  

   

   
   

  
   

   

    

dx 

dy 
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όπου για την περίπτωση της επίπεδης εντατικής κατάστασης:                                  

     

  
  
   

      
 

    
 

   
   

  
   

 

       

  
  
   

  

και: 

 E  το μέτρο ελαστικότητας του υλικού 

 ν ο λόγος Poisson  

Οι κινηματικές εξισώσεις που σχετίζουν τις αναπτυσσόμενες παραμορφώσεις με τις 

υπάρχουσες μετατοπίσεις γράφεται: 

      

  
  
   

  

 
 
 

 
 

  

  
  

  

  

  
 

  

   
 
 

 
 

  (Εξίσωση 4.2.4) 

όπου u, v οι μετατοπίσεις κατά τους άξονες x και y αντίστοιχα. 

Οι συνοριακές συνθήκες μπορεί να είναι είτε φυσικές είτε ουσιώδεις. Στην περίπτωση των 

ουσιωδών συνοριακών συνθηκών ορίζονται προκαθορισμένες μετατοπίσεις στο σύνορο ενώ 

στην περίπτωση των φυσικών συνθηκών ορίζονται προκαθορισμένες τάσεις που μπορούν ναν 

εκφραστούν ως: 

                      (Εξίσωση 4.2.5) 

                      (Εξίσωση 4.2.6) 

 

όπου       τα συνημίτονα κατεύθυνσης του μοναδιαίου προς τα έξω διανύσματος στο σύνορο 

του σώματος όπου ασκείται το φορτίο και  το γνωστό φορτίο.  
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4.3 Διαμόρφωση προβλήματος ελαστικότητας για επίλυση με Πεπερασμένα Στοιχεία με τη 

μέθοδο Galerkin  

Προκειμένου να διαμορφωθεί το πρόβλημα ελαστικότητας για επίλυση με Πεπερασμένα 

Στοιχεία χρησιμοποιείται στην συνέχεια η Μέθοδος Galerkin [6]. Εφαρμόζοντας την μέθοδο 

των σταθμικών υπολοίπων στις εξισώσεις ισορροπίας (4.2.1) και (4.2.2), προκύπτει: 

                    
   

   

  
 

    

  
 

   
    

  
 

   

  
 
    

 
  

    
    

   
 

   
    
    

     
  

  (Εξίσωση 4.3.1) 

όπου Γe το σύνορο εφαρμογής των ουσιωδών συνθηκών (Dirichlet) και wi (i=1,2) οι συναρτήσεις 

βάρους. Με παραγοντική ολοκλήρωση και αντικατάσταση των εξισώσεων (4.2.5) και (4.2.6) 

στην (4.3.1) προκύπτει:  

             
 
   

  
   

   

  
    

 
   

  
    

   

  
   

    
 

  
    
    

   
 

   
     
     

     
  

      (Εξίσωση 4.3.2) 

όπου Γn το σύνορο εφαρμογής της φυσικής συνοριακής συνθήκης (Neumman) . 

Η τελευταία εξίσωση μπορεί να ξαναγραφεί σε μητρωική μορφή ως: 

                

   

  
 

   

  

 
   

  

   

  

  

  
  
   

    
 

  
    
    

   
 

   
     
     

   
  

  (Εξίσωση 4.3.3) 

Με αντικατάσταση της καταστατικής εξίσωσης του υλικού (4.2.3) στην εξίσωση (4.3.3) 

προκύπτει: 

           

   

  
 

   

  

 
   

  

   

  

     

  
  
   

    
 

  
    
    

   
 

   
     
     

   
  

  (Εξίσωση 4.3.4) 

Τέλος, με αντικατάσταση της κινηματικής εξίσωσης (4.2.4) στην (4.3.4) προκύπτει: 
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   (Εξίσωση 4.3.5) 

Θεωρώντας μια διακριτοποίηση του σώματος με τριγωνικά πεπερασμένα στοιχεία, οι 

μετατοπίσεις κατά x και y, δηλαδή οι u και v, μπορούν να παρεμβληθούν με τις συναρτήσεις 

σχήματος ως: 

                 
 
    και                  

 
    

ή σε μητρωική μορφή: 

 
 
 
   

         
         

 

 
 
 

 
 
  
  
  
  
  
   
 
 

 
 

        

όπου                     είναι το διάνυσμα μετατοπίσεων των κόμβων του 

τριγωνικού στοιχείου. Με χρήση αυτής της έκφρασης μπορούν να υπολογιστούν οι 

παραμορφώσεις ως: 

                       

 
 
 

 
 

  

  
  

  

  

  
 

  

   
 
 

 
 

 

 
 
 
 
 
   

  
 

   

  
 

   

  
 

 
   

  
 

   

  
 

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  

   

  

   

   
 
 
 
 

             (Εξίσωση 4.3.6) 

ή             

Η Μέθοδος Galerkin ορίζει πως οι συναρτήσεις βάρους Wi μπορούν να πάρουν τις τιμές των 

συναρτήσεων σχήματος Hi για i =1,2, και 3 συνεπώς με αντικατάσταση αυτών των 

συναρτήσεων σχήματος και χρήση της εξίσωσης (4.3.6) στην (4.3.5) προκύπτει το ολοκλήρωμα 

στην επιφάνεια του πεπερασμένου στοιχείου   ως: 
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και συνεπώς το μητρώο δυσκαμψίας για το πεπερασμένο στοιχείο μπορεί να γραφεί: 

                   
  

 (Εξίσωση 4.3.7) 

 

Η εξίσωση αυτή είναι γενική και ισχύει για κάθε είδους πεπερασμένο στοιχείο.  

Για την περίπτωση των τριγωνικών πεπερασμένων στοιχείων, με αντικατάσταση των 

συναρτήσεων σχήματος και υπολογισμό των παραγώγων τους το μητρώο Β προσδιορίζεται ως: 

    
 

  
 
                  
                  

                              

  

και η έκφραση του μητρώου δυσκαμψίας γίνεται: 

                  
  

             

όπου Α η επιφάνεια του στοιχείου. Η έκφραση ισχύει και για τις δυο περιπτώσεις επίπεδης 

εντατικής ή παραμορφωσιακής κατάστασης και το μητρώο [D] του υλικού πρέπει να επιλεχθεί 

αναλόγως για κάθε περίπτωση. 

Σχετικά με το διάνυσμα φόρτισης, αυτό προκύπτει από τους δυο όρους της δεξιάς πλευράς της 

εξίσωσης (4.3.1). Ο πρώτος όρος αφορά στις καθολικές δυνάμεις και ο δεύτερος στις 

συγκεντρωμένες επιβαλλόμενες φορτίσεις. Ο όρος των καθολικών δυνάμεων προκύπτει με 

ολοκλήρωση στην επιφάνεια του στοιχείου: 
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Ο όρος των συγκεντρωμένων δυνάμεων προκύπτει με ολοκλήρωση στο σύνορο του στοιχείου. 

Για το παράδειγμα της φόρτισης που παρουσιάζεται στο επόμενο σχήμα: 

   

 

 

 

 

Σχήμα 15: Συγκεντρωμένες δυνάμεις 

      
        

        
   

  
  

 
 
 
 
 
 
    

     
 

 
    

     

 
    
      

 
 
 
 
 

 
      

      
   

  

  

 

όπου sn και sm είναι οι συντεταγμένες κατά μήκος του τοπικού άξονα συντεταγμένων s στην 

πλευρά του πεπερασμένου στοιχείου και m και n είναι οι δυο κόμβοι που ορίζουν το μήκος της 

πλευράς κατά την οποία ασκείται η δύναμη.  Αν η τάση είναι σταθερή και ίση με    τότε το 

διάνυσμα φόρτισης προκύπτει:   

 

  
  
  
  

  
 

 

 
 
 

 
    

     

        

        

         
 
 

 
 

 

όπου          το μήκος της πλευράς του στοιχείου. 

 

 

 

= 
+ 

m 

n 

θ 

   

sm 

sm 

sn 

sn 

φy =        

φx =       

s 
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4.4 Ισοπαραμετρική  Θεώρηση 

Η γεωμετρία των σωμάτων που μπορεί να μελετηθούν με την μέθοδο  των πεπερασμένων 

στοιχείων ενδεχομένως να παρουσιάζει πολυπλοκότητα που δεν μπορεί να περιγραφεί με τα 

βασικά είδη στοιχείων στην απλή τους μορφή. Για τον λόγο αυτό αναπτύχθηκαν τα 

ισοπαραμετρικά στοιχεία μέσω των οποίων μπορεί για παράδειγμα ένα τετραγωνικό στοιχείο 

να έχει μη ορθογωνική μορφή.  

Τα ισοπαραμετρικά στοιχεία [6] υλοποιούν μια μαθηματική απεικόνιση της γεωμετρίας του 

στοιχείου από ένα σύστημα συντεταγμένων σε ένα άλλο. Το ένα σύστημα καλείται καθολικό 

ενώ το άλλο φυσικό. Το φυσικό πρόβλημα προς επίλυση είναι πάντα διατυπωμένο στην 

περιοχή του καθολικού συστήματος αναφοράς που ορίζεται από τους άξονες 'xyz' ενώ οι 

συναρτήσεις σχήματος των πεπερασμένων στοιχείων ορίζονται πάντα στο φυσικό σύστημα 

συντεταγμένων 'ξηζ'. Χρειάζεται λοιπόν μια αντιστοίχηση μεταξύ των δυο συστημάτων. 

Στο επόμενο σχήμα παρουσιάζεται ένα μονοδιάστατο γραμμικό στοιχείο που ορίζεται από τους 

κόμβους 1, 2 στα άκρα του στις θέσεις ξ=-1 και ξ = 1 αντίστοιχα στο φυσικό σύστημα. Η επιλογή 

της θέσης των κόμβων του στοιχείου στις θέσεις αυτές είναι αυθαίρετη αλλά το γεγονός αυτό 

διευκολύνει της διαδικασία ολοκλήρωσης εφόσον αυτή με αυτό τον τρόπο  έχει 

κανονικοποιηθεί στο διάστημα [-1,1]. 

 

        

 

 

 

Σχήμα 16: Γραμμικό ισοπαραμετρικό στοιχείο 

 

ξ 

x2 x1 

 

x 

hi 

ξ=-1 ξ=1 

κόμβος 1 κόμβος 2 

u1 u2 
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Οι συναρτήσεις σχήματος του στοιχείου στο φυσικό σύστημα μπορούν να γραφούν ως: 

        
 

 
      (Εξ. 4.4.1) 

        
 

 
      (Εξ. 4.4.2) 

Οι κόμβοι στο καθολικό σύστημα 'xyz' μπορεί να βρίσκονται σε οποιαδήποτε θέση x1, x2 με 

τιμές u1, u2.  

Κάθε σημείο μεταξύ των κόμβων ξ=-1 και ξ=1 μπορεί να απεικονισθεί σε κάποιο σημείο μεταξύ 

των κόμβων x1 και x2 μέσω των συναρτήσεων σχήματος ως: 

                    (Εξ. 4.4.3) 

Οι ίδιες συναρτήσεις σχήματος χρησιμοποιούνται για να παρεμβάλουν και την τιμή της 

άγνωστης μεταβλητής u μέσα στο γραμμικό στοιχείο: 

                    (Εξ. 4.4.4) 

Αυτός ακριβώς είναι και ο ορισμός του ισοπαραμετρικού στοιχείου, δηλαδή οι ίδιες 

συναρτήσεις σχήματος χρησιμοποιούνται τόσο για την γεωμετρική απεικόνιση του στοιχείου 

όσο και για την παρεμβολή της άγνωστης μεταβλητής στο στοιχείο. 

Προκειμένου να υπολογιστεί η παράγωγος 
  

  
 που απαιτείται προκειμένου να υπολογιστεί το 

μητρώο δυσκαμψίας της κατασκευής, μέσω του κανόνα της αλυσίδας έχουμε: 

                      
  

  
 

      

  
   

      

  
   

      

  

  

  
   

      

  

  

  
    (Εξ. 4.4.5) 

Η παράγωγος 
  

  
 μπορεί να προσδιοριστεί ως το αντίστροφο της 

  

  
 από την εξίσωση (4.2.2): 

                                      
  

  
 

      

  
   

      

  
  =

 

 
        (Εξ. 4.4.6) 
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Με αντικατάσταση της (4.2.4) στην (4.2.3) προκύπτει: 

  

  
  

 

     
   

 

     
   

άρα οι παράγωγοι των συναρτήσεων σχήματος ως προς το καθολικό σύστημα συντεταγμένων 

μπορούν να γραφούν ως: 

      

  
 =  

 

     
 = 

 

  
 

      

  
 = 

 

     
 = 

 

  
 

όπου:            το μήκος του πεπερασμένου στοιχείου στο καθολικό σύστημα 

συντεταγμένων.  

Με αντίστοιχο τρόπο για την περίπτωση των απλών τετραπλευρικών στοιχείων οι συναρτήσεις 

σχήματος δίνονται στο φυσικό σύστημα συντεταγμένων από: 

         
 

 
                                   

 

 
           

         
 

 
                                   

 

 
           

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 17: Διγραμμικό ισοπαραμετρικό στοιχείο 
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Αν και το ισοπαραμετρικό διγραμμικό στοιχείο απεικονίζεται στο φυσικό σύστημα σε ένα 

τετράγωνο, στο πραγματικό καθολικό σύστημα συντεταγμένων μπορεί να έχει οποιαδήποτε 

τυχαία μορφή ενός τετραπλεύρου. Τότε ένα τυχαίο σημείο (ξ,η) του φυσικού συστήματος που 

βρίσκεται εντός του τετραγώνου απεικονίζεται σε ένα σημείο (x,y) εντός του τετραπλεύρου 

μέσω των συναρτήσεων σχήματος: 

            

 

   

 

  

            

 

   

 

Με τον ίδιο τρόπο παρεμβάλλεται και η τιμή της άγνωστης μεταβλητής εντός του 

πεπερασμένου στοιχείου: 

            

 

   

 

  

Μέσω της μεταβολικής διατύπωσης για την επίλυση κάποιου προβλήματος θα ήταν αναγκαίο 

σε κάποιο σημείο να υπολογιστούν οι μερικές παράγωγοι: 

        

  
  και   

        

  
 

Εφαρμόζοντας και πάλι τον κανόνα της αλυσίδας καταλήγουμε στο αποτέλεσμα: 

 

 

  
 

  

  =  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

  

 

  

  

όπου ο πίνακας      

  

  

  

  

  

  

  

  

     

καλείται Ιακωβιανό μητρώο του μετασχηματισμού. 
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4.5 Ολοκλήρωση Gauss 

Προκειμένου να προσδιοριστεί το μητρώο δυσκαμψίας      του στοιχείου θα πρέπει να 

υπολογιστούν τα ολοκληρώματα της εξίσωσης (4.3.6): 

                  
  

 

 Ο υπολογισμός αυτός γίνεται αριθμητικά (quadrature) και η μέθοδος υπολογισμού είναι η 

μέθοδος ολοκλήρωσης Gauss. Εν γένει, η μέθοδος αυτή υπολογίζει την τιμή της συνάρτησης σε 

συγκεκριμένα σημεία, πολλαπλασιάζει την τιμή αυτή με ένα συντελεστή βαρύτητας και 

προσθέτει τα αποτελέσματα.   

 Το ορισμένο ολοκλήρωμα ορίζεται ως: 

           
   

        

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 18: Ολοκλήρωση Gauss 

Ο πεπερασμένος αριθμός πράξεων που υλοποιούνται κατά τον υπολογισμό του 

ολοκληρώματος μπορεί να προσεγγιστεί από: 

                 

 

   

 

 

 

          

α b 
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όπου Ν ένας πεπερασμένος αριθμός. Αναδιατύπωση της τελευταίας εξίσωσης σε μια πιο 

γενική μορφή δίνει: 

                

 

   

 

 

 

όπου Μ είναι το πλήθος των σημείων ολοκλήρωσης, xi τα σημεία ολοκλήρωσης (ή αλλιώς 

σημείο δειγματοληψίας sampling point ή σημείο Gauss) και τέλος Wi ο αποκαλούμενος 

συντελεστής βαρύτητας και μπορεί να ερμηνευτεί ως το πλάτος της παραλληλόγραμμης 

λωρίδας της οποίας το ύψος είναι      . Οποιαδήποτε ολοκλήρωση μπορεί να εκφραστεί σε 

αυτή τη μορφή. Προκειμένου να προκύψουν συγκεκριμένες τιμές για τα σημεία ολοκλήρωσης 

και τους συντελεστές βαρύτητας θα πρέπει η περιοχή ολοκλήρωσης να κανονικοποιηθεί στο 

διάστημα [-1, 1]. 

Στην περίπτωση επιφανειακών ολοκληρωμάτων όπως για παράδειγμα ένα επιφανειακό 

ολοκλήρωμα στο φυσικό σύστημα συντεταγμένων η μέθοδος ολοκλήρωσης Gauss μπορεί να 

γραφεί ως: 

                   

  

        

 

  

 

  

 

Η ολοκλήρωση Gauss είναι πολύ χρήσιμη για υπολογισμό ολοκληρωμάτων πολυωνυμικών 

συναρτήσεων. Μπορεί να δώσει ακριβές αποτέλεσμα για πολυώνυμα βαθμού 2n-1 με n 

σημεία ολοκλήρωσης. Σε περίπτωση που η προς ολοκλήρωση συνάρτηση δεν είναι 

πολυωνυμική το αποτέλεσμα είναι προσεγγιστικό. 

 

 

 

 

  

Σχήμα 19: Ολοκλήρωση με 4 σημεία δειγματοληψίας
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5. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

5.1 Ελαχιστοποίηση ευκαμψίας δοκού σε κάμψη με περιορισμό συνολικού βάρους  

Σε αυτή την εφαρμογή, στόχος είναι η ελαχιστοποίηση της ευκαμψίας (compliance) της δοκού 

σε κάμψη που παρουσιάζεται στο (Σχήμα 20) με μοναδικό επιβαλλόμενο περιορισμό το 

συνολικό βάρος της. Η βελτιστοποίηση υλοποιείται μέσω αναζήτησης του βέλτιστου σχήματος 

της καμπύλης που περιγράφει το πάνω σύνορο της δοκού. 

  

 

 

 

Σχήμα 20: Γεωμετρία εφαρμογής ελαχιστοποίησης ευκαμψίας δοκού σε κάμψη 

Η ευκαμψία  της δοκού ορίζεται [2] ως το γινόμενο: 

     

όπου   οι μετατοπίσεις των ελεύθερων κόμβων του πλέγματος και    το διάνυσμα των 

εξωτερικά επιβαλλομένων φορτίων σε αυτούς. 

Το βάρος του σώματος δεν επιτρέπεται να ξεπεράσει τις 180 μονάδες (σημειώνεται πως το 

αρχικό βάρος της δοκού είναι 340 μονάδες) και η πυκνότητα θεωρείται ρ = 1 kgr/m3. Η δοκός 

μοντελοποιείται με χρήση της παρεμβολής Coons με 35Χ19 διαμερίσεις κατά x και y αντίστοιχα 

δηλαδή με ένα πλέγμα (35X19)X2 τριγωνικών πεπερασμένων στοιχείων. Τα 6 σημεία ελέγχου 

του b-spline 2ου βαθμού με τα οποία επιλέγεται να περιγράφει η πάνω πλευρά της πλάκας 

βρίσκονται αρχικά στις θέσεις: 

x = {0, 3.4, 6.8, 10.2, 13.6, 17} και y =15 

P = 1000 kg/cm2 
? 

17cm 

20cm 
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και το επιτρεπόμενο μονοδιάστατο εύρος τιμών ορίζεται να είναι το {1.5, 20} κατά τον 

κατακόρυφο άξονα για κάθε μια από αυτές.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 21: Πλέγμα τριγωνικών στοιχείων και 6 σημεία ελέγχου 

Το αποτέλεσμα της βελτιστοποίησης παρουσιάζεται στο επόμενο σχήμα. Η βελτιστοποίηση 

ολοκληρώθηκε μετά από 26 επαναλήψεις και η ελάχιστη ευκαμψία βρέθηκε 160.554 Kgr cm. 

Το βάρος της δοκού περιορίστηκε στην μέγιστη επιτρεπτή τιμή του δηλαδή στις 180 μονάδες. 

Στο (Σχήμα 22) που ακολουθεί παρουσιάζεται η βέλτιστη γεωμετρία. Με κυανό χρώμα 

σημειώνεται η αρχική γεωμετρία, με μαύρο η τελική βέλτιστη γεωμετρία και με κόκκινο (ο) η 

τελική θέση των σημείων ελέγχου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 22: Βέλτιστο σχήμα δοκού σε κάμψη για ελάχιστη ευκαμψία 
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Οι τιμές των 6 μεταβλητών σχεδίασης που ορίζουν το πάνω σύνορο του σχήματος στην 

βέλτιστη σχεδίαση είναι: 

Aopt =   [0.6828    0.6230    0.5562    0.4831    0.3492    0.2239] 

 

και οι τιμές αυτές μεταφράζονται μέσω της εξίσωσης  (3.1.1) 
 
 

      
                       

 

σε συντεταγμένες των τελικών σημείων ελέγχου κατά y: 

control_points = [14.1318  13.0255  11.7897  10.4373  8.7927  5.6421] 

 

Στο διάγραμμα που ακολουθεί παρουσιάζεται η σύγκλιση του αλγορίθμου προς την τελική τιμή 

της ελάχιστης ευκαμψίας. 

 

Σχήμα 23: Σύγκλιση αλγορίθμου στην ελάχιστη ευκαμψία 
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Στο επόμενο σχήμα παρουσιάζεται η μεταβολή του βάρους της δοκού κατά την διαδικασία της 

βελτιστοποίησης.  

 

Σχήμα 24: Σύγκλιση αλγορίθμου στον περιορισμό βάρους 

 

Στο παράδειγμα αυτό ως κριτήριο βέλτιστου σχεδιασμού χρησιμοποιήθηκε η ελάχιστη 

ευκαμψία (compliance) που ενδεχομένως στερείται πρακτικού νοήματος για μια μελέτη 

μηχανικού. Στα επόμενα παραδείγματα στόχος είναι η ελαχιστοποίηση του βάρους των 

κατασκευών με περιορισμούς στις μέγιστες αναπτυσσόμενες τάσεις, κριτήριο με πολύ 

σημαντική φυσική σημασία. 
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5.2 Ελαχιστοποίηση βάρους δοκού σε κάμψη με περιορισμό μέγιστης ισοδύναμης τάσης  

Σε αυτή την εφαρμογή, στόχος είναι η ελαχιστοποίηση του βάρους της δοκού (πρόβολος) σε 

κάμψη μέσω βελτιστοποίησης του σχήματος του άνω και κάτω συνόρου της με περιορισμό 

στην μέγιστη αναπτυσσόμενη τάση. Η γεωμετρία του προβλήματος παρουσιάζεται στο 

επόμενο σχήμα.  

  

 

 

 

 

Σχήμα 25: Γεωμετρία εφαρμογής ελαχιστοποίησης βάρους δοκού σε κάμψη 

Το μέτρο ελαστικότητας, ο λόγος Poisson, η επιτρεπόμενη τάση και το μέγεθος της 

επιβαλλόμενης φόρτισης είναι αντίστοιχα:  

                                                      

Οι τάσεις στο εσωτερικό των στοιχείων προσδιορίζονται κατά Von-Misses ως: 

                              

Για την περιγραφή του σχήματος χρησιμοποιούνται για κάθε μια από τις δυο πλευρές (άνω και 

κάτω) b-splines 3ου βαθμού με έξι σημεία ελέγχου για το καθένα. Αξίζει να σημειωθεί πως κατά 

την διάρκεια της βελτιστοποίησης ακόμα και τα άκρα των δυο συνόρων που θεωρούνται 

πακτωμένα στην αριστερή τους πλευρά μπορούν να αλλάξουν θέση από κύκλο σε κύκλο χωρίς 

αυτό να αλλάζει τις επιβαλλόμενες συνοριακές συνθήκες στους αντίστοιχους κόμβους των 

πεπερασμένων στοιχείων. Για την επίλυση του προβλήματος χρησιμοποιείται ένα πλέγμα 

40X20 τετραγωνικών στοιχείων. 

P  

? 

? 

100cm 

40cm 
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Σχήμα 26: Πλέγμα τετραγωνικών στοιχείων και 12 σημεία ελέγχου 

Στο (Σχήμα 27) που ακολουθεί, παρουσιάζεται το βέλτιστο σχήμα της δοκού με μαύρο πλέγμα 

και το αρχικό σχήμα με κυανό. Με μπλε διακεκομμένη γραμμή σημειώνεται η καμπύλη της 

αναλυτικής λύσης όπως αυτή υπολογίζεται παρακάτω. Η αναλυτική λύση σχεδόν ταυτίζεται με 

την λύση των πεπερασμένων με εξαίρεση την σημειωμένη περιοχή που παρουσιάζεται με 

λεπτομέρεια στο (Σχήμα 28). 

 

Σχήμα 27: Βέλτιστο σχήμα δοκού σε κάμψη για ελάχιστο βάρος 
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Σχήμα 28: Σύγκριση με αναλυτική λύση-λεπτομέρεια 

Η αναλυτική λύση δίνει σαν αποτέλεσμα ένα μοναδικό σημείο στην δεξιά πλευρά της δοκού. 

Αυτό ήταν αδύνατο να υλοποιηθεί με την συγκεκριμένη μοντελοποίηση της δοκού εφόσον θα 

σήμαινε μηδενικό μήκος για την δεξιά πλευρά. Προκειμένου να διευθετηθεί αυτό το θέμα 

απλά δόθηκε η δυνατότητα στα σημεία ελέγχου που ορίζουν την δεξιά πλευρά της δοκού να 

πάρουν πολύ μικρές τιμές, αλλά όχι μηδενικές. Από την λύση και το προκύπτον διάνυσμα 

σχεδίασης προκύπτει πως όντως αυτά τα δυο σημεία πήραν την ελάχιστη δυνατή τιμή δηλαδή 

όντως έτειναν να ταυτιστούν σε ένα σημείο πάνω στην ουδέτερη γραμμή της δοκού.  

Το βέλτιστο διάνυσμα σχεδίασης προκύπτει: 

    
   

                                                 

       
   

                                                 
 

που αντιστοιχούν σε σημεία των αντίστοιχων b-splines: 

Top_Curve_point = [{0,11.12} {20,13.12} {40,15.33} {60,17.96} {80,21.56} {100,27.0059}] 

Bottom_Curve_points = [{0,48.87} {20,46.87} {40,44.66} {60,42.03} {80,38.43} {100,32.99}] 

και η ελάχιστη επιφάνεια: Min_Surface = 2.532,38 cm2 από την αρχική τιμή των 4.000 cm2. 
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Αναλυτική λύση: 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 29: Αναλυτική λύση βέλτιστου σχήματος δοκού σε κάμψη 

 

Η ροπή που αναπτύσσεται σε τυχαία θέση 'x'  λόγω του φορτίου P είναι: 

               

Επίσης ως γνωστό από την θεωρία κάμψης η αναπτυσσόμενη ορθή τάση στην θέση 'x' δίνεται 

από την σχέση: 

     
    

    
      

    

    
 

με: 

 y το ύψος της διατομής πάνω από την ουδέτερη γραμμή στην θέση 'x' δηλαδή 

     
    

 
  

   την ροπή αδράνειας που για ορθογωνική διατομή δίνεται από την σχέση:    
      

  
 

 Προκύπτει λοιπόν πως στο πακτωμένο άκρο της δοκού το ζητούμενο ύψος Η της διατομής θα 

είναι: 

     
   

    

  

 
 

 
    

     

    
     (Εξίσωση 5.2.1) 

P 

y 

x H 

x 

L 

h(x) 

Ο 
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Απομένει να προσδιοριστεί η μορφή της καμπύλης για την μετάβαση από το πακτωμένο στο 

ελεύθερο άκρο της δοκού δηλαδή η εξίσωση h(x). Θεωρώντας πως στο σύνορο του βέλτιστου 

σχήματος η αναπτυσσομένη τάση θα είναι ίση με την μέγιστη, δηλαδή αυτή που αναπτύσσεται 

και στο πακτωμένο άκρο, κατά αντίστοιχο τρόπο το ύψος h  της διατομής προκύπτει: 

                   
         

    
  (Εξίσωση 5.2.2) 

Με αντικατάσταση της εξίσωσης (4.2.2) στην (4.2.1) προκύπτει η αναλυτική λύση για την 

μορφή της καμπύλης h(x) ως: 

         
     

 
    (Εξίσωση 5.2.3) 

Πρέπει σε αυτό το σημείο να αναφερθεί πως προκειμένου να σχεδιαστεί η βέλτιστη αναλυτική 

λύση στο προηγούμενο σχήμα, τροφοδοτήθηκε με την τιμή του ύψους Η της διατομής από τα 

αποτελέσματα της βελτιστοποίησης προκειμένου τα αποτελέσματα να είναι συγκρίσιμα για 

ίδιο ύψος διατομής.   

Τέλος, στο (Σχήμα 30) που ακολουθεί παρουσιάζεται η πορεία σύγκλισης του αλγορίθμου προς 

την τελική ελάχιστη τιμή του βάρους μετά από n = 18 επαναλήψεις.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 30:Σύγκλιση αλγορίθμου στο ελάχιστο βάρος 
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Στα σχήματα που ακολουθούν παρουσιάζονται οι μετατοπίσεις Ux, Uy και οι ισοδύναμες 

τάσεις Von-Μisses για την αρχική (αριστερή στήλη) και βέλτιστη (δεξιά στήλη) γεωμετρία.   

 

  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

  

 

 

 

 

 

  

  

 

 

  

Σχήμα 31: Μετατοπίσεις Ux (α), Uy (β)  και ισοδύναμες τάσεις (γ)  

(α) 

(β) 

(γ) 
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5.3 Ελαχιστοποίηση βάρους δοκού σε ομοιόμορφη φόρτιση μέσω βελτιστοποίησης 

σχήματος αφαίρεσης υλικού στην κάτω πλευρά του 

Σε αυτή την εφαρμογή ζητούμενο είναι να προσδιοριστεί η μορφή της καμπύλης στην κάτω 

πλευρά της δοκού από όπου μπορεί να αφαιρεθεί υλικό κατά την διαδικασία ελαχιστοποίησης 

του βάρους χωρίς να παραβιαστεί η μέγιστη επιτρεπόμενη τάση.  

Προς αυτή την κατεύθυνση χρησιμοποιήθηκαν 4 σημεία ελέγχου {V1, V2, V3, V4} όπως 

φαίνονται στο επόμενο σχήμα και προσδιορίστηκε ένα b-spline 3ου βαθμού από αυτά.  

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 32: Γεωμετρία εφαρμογής δοκού με κατανεμημένο φορτίο 

 

Για το σημείο ελέγχου V1 ορίστηκε ένα οριζόντιο εύρος στο διάστημα [10, 450] ενώ για το 

σημείο V2 το κατακόρυφο εύρος  [0,190]. Η κατάσταση είναι παρόμοια για τα σημεία ελέγχου 

V3, V4 με συμμετρικές τιμές ως προς το μέσον της δοκού κατά την έννοια του πλάτους. 

Το μέτρο ελαστικότητας, ο λόγος Poisson, η επιτρεπόμενη τάση και το μέγεθος της 

επιβαλλόμενης φόρτισης είναι αντίστοιχα:  

                                                      

Πρέπει να σημειωθεί πως για την μοντελοποίηση του συνόρου και την δημιουργία του 

πλέγματος με παρεμβολή Coons χρησιμοποιήθηκαν τα εξής σχεδιαστικά σύνορα: 

500cm 

200cm 

P = 200Kg/cm2 

? 

V1 

V2 
V3 

V4 
x 

y 

A 

B 

F E D 

C 
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 αριστερά  : τμήμα AF 

 πάνω : τμήμα (AB)U(BC)U(CD) 

 δεξιά : τμήμα (DE) 

 κάτω : τμήμα (FE) 

Παρά το γεγονός ύπαρξης συμμετρίας του σώματος αλλά και της φόρτισης περί τον 

κατακόρυφο άξονα από το μέσον του σώματος, κατά την βελτιστοποίηση επιλύθηκε το πλήρες 

πρόβλημα προκειμένου να καταστεί δυνατόν να προσεγγιστεί η μορφή της καμπύλης από b-

spline 3ου βαθμού μέσω τεσσάρων σημείων ελέγχου.  

Επίσης, δεν επιλέχθηκε η χρήση τριών σημείων ελέγχου διότι θα ήταν, όπως αποδείχτηκε, εξ' 

αρχής αδύνατον  να προσεγγιστεί η βέλτιστη λύση. Λόγω βαθμού του b-spline υψηλότερου 

από τη μονάδα (δηλαδή μη γραμμικό) η βέλτιστη καμπύλη δεν θα μπορούσε ποτέ να 

ξεπεράσει το όριο των περίπου 100 μονάδων καθ΄ ύψος, εφόσον το σημείο ελέγχου βρίσκεται 

εκτός αυτής και περιορίζεται από το άνω φυσικό σύνορο του σώματος.  

 

 

 

 

 

 

 

  Σχήμα 33: Δοκός με κατανεμημένο φορτίο και τρία σημεία ελέγχου 

 

Το σώμα διακριτοποιήθηκε με ένα πλέγμα 40Χ10 τετραγωνικών στοιχείων όπως φαίνεται στο 

επόμενο σχήμα μαζί με κόκκινο (ο) για τις αρχικές θέσεις των σημείων ελέγχου. 

 

500cm 

200cm 

P = 200Kg/cm2 

V1 V3 
x 

y 

V2 

max 190 

max 100 
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Σχήμα 34: Πλέγμα και τέσσερα σημεία ελέγχου 

Στο σχήμα που ακολουθεί παρουσιάζεται το βέλτιστο σχήμα για την δοκό σε  κατανεμημένο 

φορτίο. Στην εικόνα παρουσιάζεται με κυανό χρώμα πλέγμα που αντιστοιχεί στην αρχική τιμή 

των μεταβλητών σχεδίασης με διάνυσμα  Α0 = [0 0 0 0] (χωρίς αφαίρεση υλικού). Με κόκκινο 

(+) παρουσιάζονται οι τελικές θέσεις των σημείων ελέγχου ενώ με κόκκινο (ο) οι αντίστοιχες 

θέσεις επί του πραγματικού συνόρου του σώματος που όμως βρίσκονται στην ίδια 

κατακόρυφο με τα εν λόγω σημεία ελέγχου. Όπως φαίνεται από το επόμενο σχήμα, και πάλι τα 

σημεία ελέγχου χρειάστηκε να υπερβούν το φυσικό σύνορο του σώματος προκειμένου να 

βρεθεί η βέλτιστη λύση.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 35: Βέλτιστο σχήμα δοκού με κατανεμημένο φορτίο 
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Το βέλτιστο διάνυσμα σχεδίασης βρέθηκε: Aopt = [0.2363    0.8011    0.8011    0.2363] 

που μεταφράζεται σε συντεταγμένες πραγματικών σημείων της καμπύλης:  

{V1c,  V2c , V3c ,  V4c} = [{43.0799  0},  {160 180.2417},  {340 180.2417},  {456.9201 0}] 

και η ελάχιστη τιμή του βάρους για την δοκό μετά από 12 επαναλήψεις  βρέθηκε:  

Min_Surface = 48756.53cm2 

από την αρχική τιμή που ήταν 100.000cm2.   

 

Στο σχήμα που ακολουθεί παρουσιάζεται η πορεία σύγκλισης του αλγορίθμου προς την 

ελάχιστη τιμή του βάρους: 

 

Σχήμα 36: Σύγκλιση αλγορίθμου στην δοκό με κατανεμημένο φορτίο 

Προκύπτει λοιπόν από τις προηγούμενες παρατηρήσεις πως ο μοναδικός ίσως τρόπος για να 

επιτευχθεί η βέλτιστη λύση με σημεία ελέγχου που να μην ξεπερνούν το φυσικό σύνορο του 

σώματος θα ήταν να επιλυθεί το μισό του συμμετρικού προβλήματος με τρία ή περισσότερα 

σημεία αλλά με το ένα από αυτά να βρίσκεται πάνω στον άξονα συμμετρίας του σώματος έτσι 

ώστε η καμπύλης b-spline να περνάει πάντα από αυτό και ταυτόχρονα να είναι δυνατή η  

προσέγγιση του άνω συνόρου του σώματος. Κάτι τέτοιο βέβαια θα απαιτούσε στο σημείο 
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συνένωσης των δυο συμμετρικών καμπυλών να υπάρχει C1 συνέχεια ώστε να μην 

δημιουργείται γωνία στο υλικό άρα και συγκέντρωση τάσεων.  

 

    

 

 

Σχήμα 37: Συμμετρική λύση δοκού σε ομοιόμορφη φόρτιση 

Πρέπει επίσης να αναφερθεί σε αυτό το σημείο πως προκειμένου να είναι δυνατή η επίλυση 

του συγκεκριμένου προβλήματος χρειάστηκε να αποκλειστούν από του περιορισμούς τα δυο 

στοιχεία της δοκού που συνδέονται στις αρθρώσεις της κάτω πλευράς. Λόγω των αρθρώσεων, 

οι τάσεις που αναπτύσσονταν σε αυτά τα δυο στοιχεία ξεπερνούσαν την επιτρεπόμενη ακόμα 

και από την πρώτη επανάληψη κατά την οποία η δοκός ήταν ακόμη πλήρης, δηλαδή δεν είχε 

αφαιρεθεί υλικό. Είναι προφανές πως με αυτές τις συνθήκες το πρόβλημα ήταν με επιλύσιμο 

και ο αλγόριθμος δεν μπορούσε να δώσει αποτέλεσμα. 

Στην προσπάθεια να ξεπεραστεί το πρόβλημα, υλοποιήθηκε επίλυση του ελαφρώς 

διαφοροποιημένου προβλήματος όπου η δεξιά άρθρωση αντικαταστάθηκε από μια κύλιση. 

Αυτό είχε σαν αποτέλεσμα την ελάττωση των τάσεων στα δυο ακραία στοιχεία και έτσι την 

δυνατότητα εύρεσης λύσης μετά από 7 επαναλήψεις. Στο επόμενο σχήμα παρουσιάζεται το 

σχετικό αποτέλεσμα. Το βάρος της δοκού σε αυτή την περίπτωση προέκυψε κατά περίπου 50%  

μεγαλύτερο από την προηγούμενη περίπτωση: 

Min_Surface = 73707.70 cm2 

και η σημαντικότερη παρατήρηση σχετικά με την βέλτιστη γεωμετρία είναι πως χρειάστηκε 

πολύ μεγαλύτερο πάχος στην μεσαία περιοχή. Τα σημεία της καμπύλης είναι: 

{V1,  V2 , V3 ,  V4} = [{45.6736  0},  {160 93.5031},  {340 93.5031},  {454.3264 0}] 

δηλαδή αύξηση πάχους στην μέση κατά περίπου 100%! 

V1 
x 

y 

Vn 
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Σχήμα 38: Λύση δοκού σε ομοιόμορφη φόρτιση με απλή στήριξη (άρθρωση-κύλιση) 
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Στα σχήματα που ακολουθούν παρουσιάζονται οι μετατοπίσεις Ux, Uy και οι ισοδύναμες 

τάσεις Von-Μisses για την αρχική (αριστερή στήλη) και βέλτιστη (δεξιά στήλη) γεωμετρία.   

  

  

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

  

 

 

Σχήμα 39: Μετατοπίσεις Ux (α), Uy (β)  και ισοδύναμες τάσεις (γ)  

(α) 

(β) 

(γ) 
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5.4 Ελαχιστοποίηση βάρους τετραγωνικού δίσκου σε διαξονικό εφελκυσμό μέσω 

βελτιστοποίησης σχήματος οπής στο κέντρο του 

Σε αυτή την εφαρμογή ζητούμενο είναι να προσδιοριστεί το σχήμα της οπής στο κέντρο του 

τετραγωνικού δίσκου από όπου μπορεί να αφαιρεθεί υλικό κατά την διαδικασία 

ελαχιστοποίησης του βάρους χωρίς να παραβιαστεί η μέγιστη επιτρεπόμενη τάση.  

Λόγω συμμετρίας τόσο της γεωμετρίας όσο και του σώματος, η επίλυση του προβλήματος θα 

υλοποιηθεί χρησιμοποιώντας μόνο το 1/4 του σώματος όπως παρουσιάζεται αυτό στην 

γραμμο-σκιασμένη περιοχή του αριστερού σχήματος. Στο δεξιά σχήμα εμφανίζονται οι 

φορτίσεις και οι συνοριακές συνθήκες κύλισης για τις εσωτερικές πλευρές του κομματιού. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 40: Γεωμετρία εφαρμογής τετραγωνικού δίσκου με οπή σε διαξονικό εφελκυσμό 

 

Το μέτρο ελαστικότητας, ο λόγος Poisson, η επιτρεπόμενη τάση και το μέγεθος της 

επιβαλλόμενης φόρτισης είναι αντίστοιχα:  

                                                                

 

60mm 

60mm 
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Πρέπει να σημειωθεί πως για την μοντελοποίηση του συνόρου και την δημιουργία του 

πλέγματος με παρεμβολή Coons χρησιμοποιήθηκαν τα εξής σχεδιαστικά σύνορα: 

 αριστερά  : τμήμα AE 

 πάνω : τμήμα (ED)U(DC) 

 δεξιά : τμήμα (BC) 

 κάτω : τμήμα (AB) 

Προκειμένου να μοντελοποιηθεί το σύνορο ΑΒ με μια καμπύλη b-spline 3ου βαθμού 

χρησιμοποιήθηκαν 5 σημεία ελέγχου κατά μήκος της. Το εύρος διακύμανσης τους ορίστηκε 

στην περιοχή ακτινών: 

[rmin, rmax] = [20, 40] mm 

Το σώμα διακριτοποιήθηκε με χρήση ενός 20Χ20 πλέγματος τετραγωνικών στοιχείων όπως 

φαίνεται στο επόμενο σχήμα. 

 

Σχήμα 41: Πλέγμα τετραγωνικών στοιχείων και 5 σημεία ελέγχου για τον δίσκο με οπή 

 

Στο σχήμα που ακολουθεί παρουσιάζεται το βέλτιστο σχήμα για τον τετραγωνικό δίσκο. Στην 

εικόνα παρουσιάζεται με κυανό χρώμα το πλέγμα που αντιστοιχεί στην αρχική τιμή των 

μεταβλητών σχεδίασης με διάνυσμα  Α0 = [0 0 0 0 0] δηλαδή με όλα τα σημεία ελέγχου να 

ανήκουν στον κύκλο r = 20mm και με μαύρο χρώμα η βέλτιστη γεωμετρία. Επίσης με κόκκινο 
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(+) παρουσιάζονται οι τελικές θέσεις των σημείων ελέγχου ενώ με κόκκινο (ο) οι αντίστοιχες 

θέσεις επί του πραγματικού συνόρου του σώματος που όμως βρίσκονται στην ίδια 

κατακόρυφο με τα εν λόγω σημεία ελέγχου.  Αξίζει να σημειωθεί πως το πρώτο σημείο ελέγχου 

παρέμεινε σχεδόν στην αρχική του θέση όπως φαίνεται και στο επόμενο σχήμα. 

 

Σχήμα 42: Βέλτιστο σχήμα οπής τετραγωνικού δίσκου σε διαξονικό εφελκυσμό 

 

Το βέλτιστο διάνυσμα σχεδίασης βρέθηκε:  

Aopt  =  [0.0200    0.1371    0.1371    0.3678    0.5013] 

με ενεργοποιημένο τον περιορισμό: RVi+1< RVi 

Τα παραπάνω σημεία ελέγχου μεταφράζονται σε συντεταγμένες 'y' των σημείων ελέγχου: 

{yV1,  yV2 , yV3 ,  yV4, yV5} = {20.3996  18.6526  16.6872  11.1009  0} 

ή ακτινικές θέσεις:  

{RV1,  RV2 , RV3 ,  RV4, RV5} = {20.3996   22.6228   22.7379   27.2130   30.0269} 

και η ελάχιστη τιμή του βάρους για τον δίσκο μετά από 9 επαναλήψεις  βρέθηκε:  
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από 3.304,65 mm2
 που ήταν αρχικά. 

Στο σχήμα που ακολουθεί παρουσιάζεται η πορεία σύγκλισης του αλγορίθμου προς την 

ελάχιστη τιμή του βάρους: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 43: Σύγκλιση αλγορίθμου στο ελάχιστο βάρος για δίσκο σε διαξονικό εφελκυσμό 

Αξίζει να σημειωθεί πως ο λόγος των κύριων αξόνων της ελλειπτικής οπής που προκύπτει είναι: 

            
       

       
        

και είναι πολύ κοντά στον λόγο των φορτίσεων που είναι: 

            
  

     
     

Tο αποτέλεσμα αυτό συμφωνεί με το γεγονός πως για την περίπτωση ισότροπου  ομογενούς 

ελαστικού δίσκου που εκτείνεται στο άπειρο με μια οπή στο κέντρο του και με γνωστές τις 

φορτίσεις στο άπειρο, έχουμε ελαχιστοποίηση της συγκέντρωσης των τάσεων στην πλάκα 

γύρω από την οπή όταν αυτή είναι έλλειψη και μάλιστα με λόγο κύριων αξόνων ίσο με τον 

λόγο των φορτίσεων.  

Στα σχήματα που ακολουθούν παρουσιάζονται οι μετατοπίσεις Ux, Uy και οι ισοδύναμες 

τάσεις Von-Μisses για την αρχική (αριστερή στήλη) και βέλτιστη (δεξιά στήλη) γεωμετρία.   
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Σχήμα 44: Μετατοπίσεις Ux (α), Uy (β)  και ισοδύναμες τάσεις (γ) 

(α) 

(β) 

(γ) 
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5.5 Ελαχιστοποίηση βάρους άξονα σε εφελκυσμό μέσω βελτιστοποίησης σχήματος  fillet 

στην διαβάθμιση διαμέτρων   

Σε αυτή την εφαρμογή ζητούμενο είναι να προσδιοριστεί το σχήμα του fillet στην διαβάθμιση 

διαμέτρων μιας ράβδου προκειμένου να ελαχιστοποιηθεί το βάρος χωρίς να παραβιαστεί η 

μέγιστη επιτρεπόμενη τάση καθώς αυτή καταπονείται σε μονοαξονικό εφελκυσμό.  

Λόγω συμμετρίας της γεωμετρίας αλλά και της φόρτισης κατά τον οριζόντιο άξονα, κατά την 

επίλυση του προβλήματος θα χρησιμοποιηθεί μόνο το επάνω μισό της ράβδου όπως φαίνεται 

στο επόμενο σχήμα. Στην ελεύθερη πλευρά BC ασκείται η εφελκυστική τάση που φορτίζει την 

ράβδο. 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 45: Γεωμετρία εφαρμογής fillet σε διαβάθμιση διαμέτρων ράβδου 

 

Το μέτρο ελαστικότητας, ο λόγος Poisson, η επιτρεπόμενη τάση και το μέγεθος της 

επιβαλλόμενης φόρτισης είναι αντίστοιχα:  

                                               

Αξίζει να σημειωθεί πως για την μοντελοποίηση του συνόρου και την δημιουργία του 

πλέγματος με παρεμβολή Coons χρησιμοποιήθηκαν τα εξής σχεδιαστικά σύνορα: 

 αριστερά  : τμήμα AF 

 πάνω : τμήμα (FE)U(ED)U(DC) 

 δεξιά : τμήμα (CB) 

 κάτω : τμήμα (AB) 
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Προκειμένου να περιγραφεί το προφίλ ED με ένα b-spline 3ου βαθμού χρησιμοποιήθηκαν 6 

σημεία ελέγχου (με τα δυο ακραία ουσιαστικά να είναι σταθεροποιημένα) και για την 

διακριτοποίηση του σώματος χρησιμοποιήθηκε ένα 30Χ10 πλέγμα τετραγωνικών 

πεπερασμένων στοιχείων. Στο σχήμα που ακολουθεί παρουσιάζεται η γεωμετρία για την 

αρχική τιμή του διανύσματος σχεδίασης καθώς και η αρχική καμπύλη b-spline. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 46: Πλέγμα τετραγωνικών στοιχείων και 6 σημεία ελέγχου 

 

Στην αρχική κατάσταση το διάνυσμα σχεδίασης περιλαμβάνει τις μέγιστες τιμές, δηλαδή: 

A0 = [1 1 1 1 1 1] 

Στο σχήμα που ακολουθεί παρουσιάζεται το βέλτιστο σχήμα για το fillet της ράβδου σε 

εφελκυσμό. Στην εικόνα παρουσιάζεται με κυανό χρώμα το πλέγμα που αντιστοιχεί στην 

αρχική τιμή των μεταβλητών σχεδίασης και με μαύρο χρώμα η βέλτιστη γεωμετρία. Με μπλε 

χρώμα σημειώνεται η βέλτιστη καμπύλη b-spline ενώ με κόκκινο (+) τα τελικά σημεία ελέγχου 

και κόκκινο (ο) τα αντίστοιχα πραγματικά σημεία της b-spline.  
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Σχήμα 47: Βέλτιστο σχήμα fillet ράβδου σε εφελκυσμό 

Το βέλτιστο διάνυσμα σχεδίασης με ενεργοποιημένο τον περιορισμό:  

        

βρέθηκε:  

Aopt = [1 0.1367 0.1367 0.0295 0 1] 

 (εφόσον τα ακραία σημεία είναι σταθερά) που μεταφράζεται σε θέσεις των ενδιάμεσων 

σημείου ελέγχου: 

[V2 V3 V4 V5] = [129,9208 129,9208  114.3  114.3] 

ή σε πραγματικά σημεία της καμπύλης: 

[Vc2 Vc3 Vc4 Vc5] = [138.0144  114.3  114.3  114.3] 

και η ελάχιστη τιμή της επιφάνειας για την δοκό μετά από 6 επαναλήψεις  βρέθηκε:  

                        

με αρχική τιμή συνολικής επιφάνειας            . Στο σχήμα που ακολουθεί παρουσιάζεται 

η πορεία σύγκλισης του αλγορίθμου προς την ελάχιστη τιμή του βάρους: 
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Σχήμα 48: Σύγκλιση αλγορίθμου στο ελάχιστο βάρος για ράβδο σε εφελκυσμό 
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Στα σχήματα που ακολουθούν παρουσιάζονται οι μετατοπίσεις Ux, Uy και οι ισοδύναμες 

τάσεις Von-Μisses για την αρχική (αριστερή στήλη) και βέλτιστη (δεξιά στήλη) γεωμετρία.   

 

  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 Σχήμα 49: Μετατοπίσεις Ux (α), Uy (β)  και ισοδύναμες τάσεις (γ)  

(α) 

(β) 

(γ) 
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Προκειμένου να παρουσιαστεί η επίδραση που έχει στα βέλτιστο αποτέλεσμα η επιλογή του 

πλήθους αλλά και της θέσης των σημείων ελέγχου για την καμπύλη b-spline επιλύθηκε το ίδιο 

πρόβλημα αλλά με ένα μοναδικό (ενεργό) σημείο ελέγχου και καμπύλη b-spline 2ου βαθμού.  

 

Σχήμα 50: Πλέγμα και ένα κεντρικό σημείο ελέγχου 

Όταν επιχειρήθηκε η επίλυση του προβλήματος με το μοναδικό σημείο ελέγχου να βρίσκεται 

στην μέση της απόστασης μεταξύ των δυο ακραίων, η επίλυση ήταν αδύνατη. Αυτό οφείλεται 

στο γεγονός πως στην συγκεκριμένη εφαρμογή τα στοιχεία που βρίσκονται στην περιοχή του 

fillet αναπτύσσουν πολύ μεγάλες τάσεις κατά την έναρξη της βελτιστοποίησης. Στο παράδειγμα 

με τα 3 ενδιάμεσα σημεία ελέγχου σταδιακά το σημείο έναρξης του fillet απομακρύνεται από 

την πλευρά που ασκείται το φορτίο και έτσι σε κάποιο σημείο οι τάσεις στα στοιχεία που 

βρίσκονται στην περιοχή του πέφτουν κάτω από την επιτρεπόμενη τιμή. Αυτό δεν ήταν δυνατό 

να συμβεί με ένα σημείο ελέγχου στην μέση του διαστήματος. Για τον λόγο αυτό επιλέχθηκε 

ένα σημείο ελέγχου πολύ κοντά στο αριστερό άκρο του fillet και συγκεκριμένα στη θέση x = 

250 όπως φαίνεται στο επόμενο σχήμα: 
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Σχήμα 51: Πλέγμα και ένα offset σημείο ελέγχου 

Το βέλτιστο διάνυσμα σχεδίασης σε αυτή την περίπτωση προέκυψε μετά από 5 επαναλήψεις: 

Aopt = [1 0.0372 1], η ελάχιστη επιφάνεια:                         από την αρχική  

948.25     και το βέλτιστο σχήμα παρουσιάζεται στο επόμενο σχήμα. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 52: Βέλτιστο σχήμα με ένα offset σημείο ελέγχου 

Παρατηρείται λοιπόν πως η διαφορά μεταξύ ενός και τριών σημείων ελέγχου είναι μόλις της 

τάξεως του 1,3% με την διαφορά πως πρέπει αυτό το ένα και μοναδικό σημείο να τοποθετηθεί 

στο σωστό σημείο προκειμένου να είναι δυνατή η εύρεση λύσης. 
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Στα σχήματα που ακολουθούν παρουσιάζονται οι μετατοπίσεις Ux, Uy και οι ισοδύναμες 

τάσεις Von-Μisses για την αρχική (αριστερή στήλη) και βέλτιστη (δεξιά στήλη) γεωμετρία.   

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 53: Μετατοπίσεις Ux (α), Uy (β)  και ισοδύναμες τάσεις (γ)  

(α) 

(β) 

(γ) 
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5.6 Ελαχιστοποίηση βάρους Gusset Plate μέσω βελτιστοποίησης σχήματος  των μη 

εδρασμένων πλευρών του   

Σε αυτή την εφαρμογή ζητούμενο είναι να προσδιοριστεί το σχήμα των καμπυλών ΑΒ, CD και 

EF που ορίζουν τις τρείς μη εδρασμένες πλευρές του gusset plate που παρουσιάζεται στο 

επόμενο σχήμα.   Στόχος είναι η αφαίρεση υλικού από αυτά τα σύνορα του σώματος κατά την 

διαδικασία ελαχιστοποίησης βάρους χωρίς να παραβιαστεί η μέγιστη επιτρεπόμενη τάση που 

αναπτύσσεται στο σώμα από τις φορτίσεις.  

Προς αυτή την κατεύθυνση χρησιμοποιήθηκαν 3 σημεία ελέγχου {V1, V2, V3,} όπως φαίνονται 

στο επόμενο σχήμα και προσδιορίστηκε ένα b-spline 2ου βαθμού από αυτά για καθεμιά από τις 

πλευρές θεωρώντας πως για κάθε καμπύλη τα δυο συμπληρωματικά σημεία ελέγχου είναι τα 

ακίνητα άκρα της αντίστοιχης πλευράς.  

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 54: Γεωμετρία εφαρμογής Gusset Plate 

Αν και τόσο η γεωμετρία όσο και η φόρτιση παρουσιάζουν συμμετρία περί τον κατακόρυφο 

άξονα που περνά από το μέσο του σώματος κατά την έννοια του πλάτους, δεν επιλέχθηκε να 

γίνει επίλυση του "μισού" συμμετρικού προβλήματος. Αυτή η επιλογή έγινε, όπως έχει ήδη 

αναφερθεί και σε προηγούμενη εφαρμογή, γιατί θα προέκυπτε λύση που δεν θα παρουσίαζε 

C1 συνέχεια στο σημείο Μ παρά μόνο με επιβολή αντίστοιχων συνθηκών η οποία δεν ήταν 

δυνατή στην παρούσα φάση.    
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Το μέτρο ελαστικότητας, ο λόγος Poisson, η επιτρεπόμενη τάση και το μέγεθος της 

επιβαλλόμενης φόρτισης είναι αντίστοιχα:  

                                                       

Στο σχήμα που ακολουθεί παρουσιάζεται το πλέγμα 20Χ24 τετραγωνικών στοιχείων που 

χρησιμοποιήθηκε για την διακριτοποίηση του σώματος. Αξίζει να σημειωθεί πως για την 

μοντελοποίηση του συνόρου και την δημιουργία του πλέγματος με παρεμβολή Coons 

χρησιμοποιήθηκαν τα εξής σχεδιαστικά σύνορα: 

 αριστερά  : καμπύλη (ΑΒ)U(BC) 

 πάνω : καμπύλη (CD) 

 δεξιά : καμπύλη (DE)U(EF) 

 κάτω : καμπύλη (AF) 

Με κόκκινο (ο) παρουσιάζονται οι θέσεις των σημείων ελέγχου για την αρχική τιμή του 

διανύσματος σχεδίασης: A0 = [0 0 0 0 1 0 0 0 0]. Σε αυτό το διάνυσμα σχεδίασης μόνο η 2η, 5η 

και 8η μεταβλητή λειτουργούν δυναμικά. Οι υπόλοιπες χρησιμοποιούνται απλώς για να 

ορίσουν τα ακίνητα άκρα των αντίστοιχων b-splines όπως αναφέρθηκε παραπάνω άρα οι τιμές 

τους δεν θα αλλάξουν μετά το πέρας της επαναληπτικής διαδικασίας. 

 

Σχήμα 55: Πλέγμα και σημεία ελέγχου 
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V1 V3 

V2 

Στο σχήμα που ακολουθεί παρουσιάζεται το βέλτιστο σχήμα για την εφαρμογή του Gusset 

Plate. Με κυανό χρώμα παρουσιάζεται η αρχική γεωμετρία και με μαύρο το τελικό βέλτιστο 

σχήμα. Με κόκκινο (+) συμβολίζονται οι πραγματικές θέσεις των σημείων ελέγχου για κάθε 

καμπύλη ενώ με κόκκινο (ο) τα αντίστοιχα σημεία πάνω στο πραγματικό σύνορο του σώματος.  

 

Σχήμα 56: Βέλτιστο σχήμα Gusset Plate 

Πρέπει να σημειωθεί πως στον ορισμό αυτού του τυπικού προβλήματος υπάρχει περιορισμός 

που δεν επιτρέπει στις προκύπτουσες καμπύλες να εισέλθουν στην περιοχή που βρίσκεται 

πίσω από τα σύνορα επιβολής της φόρτισης όπως παρουσιάζεται στο επόμενο σχήμα.  

 

 

 

  

 

Σχήμα 57: Οριοθέτηση βέλτιστου σχήματος 

 

P  

A  

B  

C D 

E 

F 

C D P  

18,096cm 

6.077cm 6.077cm 



ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΣΧΗΜΑΤΟΣ                                                                                                                                  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

 

ΝΙΚΟΛΑΟΣ   ΣΚΟΥΝΑΚΗΣ  82 

 

Προκειμένου να τηρηθεί αυτός ο περιορισμός και εφόσον όπως φαίνεται στο (Σχήμα 56) τα 

σημεία ελέγχου είναι εκτός της πραγματικής καμπύλης έπρεπε να γίνουν κάποιες δοκιμές 

σχετικά με το επιτρεπτό εύρος διακύμανσης των σημείων ελέγχου. Έτσι αυτά προέκυψαν ως: 

           

               

            

Με αυτούς του περιορισμούς καθώς και τον περιορισμό μέγιστης ισοδύναμης τάσης πρόεκυψε 

μετά από 5 επαναλήψεις το βέλτιστο διάνυσμα σχεδίασης: A0 = [0 1 0 0 0 0 0 1 0], δηλαδή το 

υλικό αφαιρέθηκε από την πλάκα και στις τρεις πλευρές στον μέγιστο επιτρεπτό βαθμό. Τα 

πραγματικά σημεία πάνω στις τρεις καμπύλες που αντιστοιχούν στα παραπάνω σημεία 

ελέγχου είναι αντίστοιχα: 

{V1c,  V2c , V3c } = [{6 12.154},  {40 18},  {78 12.154}] 

και η προκύπτει έτσι η ελάχιστη τιμή της επιφάνειας: 

                           

από την αρχική τιμή των  2.595,07     . Στο γράφημα που ακολουθεί παρουσιάζεται η πορεία 

σύγκλισης προς την ελάχιστη τιμή της επιφανείας. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 58: Σύγκλιση αλγορίθμου στην εφαρμογή Gusset Plate 
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Στα σχήματα που ακολουθούν παρουσιάζονται οι μετατοπίσεις Ux, Uy και οι ισοδύναμες 

τάσεις Von-Μisses για την αρχική (αριστερή στήλη) και βέλτιστη (δεξιά στήλη) γεωμετρία.   

  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 59: Μετατοπίσεις Ux (α), Uy (β)  και ισοδύναμες τάσεις (γ) στο Gusset Plate 

 

(α) 

(β) 

(γ) 
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5.7 Συγκεντρωτική παρουσίαση αποτελεσμάτων  - Συμπεράσματα   

Στον πίνακα που ακολουθεί παρουσιάζονται συγκεντρωτικά τα αποτελέσματα από όλες τις 

εφαρμογές που επιλύθηκαν: 

A/A Εφαρμογή 

Πλήθος 
Ενεργών 
Μεταβλ. 

Σχεδίασης 

Βαθμός 
b-spline 

Αντικειμεν. 
Συνάρτηση 

     
Περιορισμοί Επαναλ. 

Αρχική Τιμή 
Αντικειμεν. 
Συνάρτησης 

      

Ελάχιστη Τιμή 
Αντικειμεν. 
Συνάρτησης 
            

% REF. 

1 
Δοκός                    

σε κάμψη 
6 3 Ευκαμψία 

Βάρος  

(Επιφάνεια) 
26 

50,0198 

(Kgr cm) 

160,554      

(Kgr cm) 
+220,98 - 

2 
Δοκός                            

σε κάμψη 
(2x) 6 3 

Βάρος 

(Επιφάνεια) 
Τάσεις 18 

4.000      

(cm2) 

2.532,38      

(cm2) 
-36,691 - 

3a 
Δοκός με 

κατανεμημένο 
4 3 

Βάρος 

(Επιφάνεια) 
Τάσεις 12 

100.000   

(cm2) 

48.756,53    

(cm2) 
-51,243 

50.956  

(cm2) 

3b 
Δοκός με 

κατανεμημένο 
4 3 

Βάρος 

(Επιφάνεια) 
Τάσεις 7 

100.000   

(cm2) 

73.707,70    

(cm2) 
-26,292 - 

4 
Δίσκος                      

με οπή 
4 3 

Βάρος 

(Επιφάνεια) 
Τάσεις 9 

3.304,65 

(mm2) 

3.170,64     

(mm2) 
-4,055 

3.066,92      

(mm2) 

5a 
Ράβδος                  

με fillet 
4 3 

Βάρος 

(Επιφάνεια) 
Τάσεις 6 

1007.21 

(mm2) 

876,16        

(mm2) 
-13,011 

876,07 

(mm2) 

5b 
Ράβδος                    

με fillet 
1 2 

Βάρος 

(Επιφάνεια) 
Τάσεις 5 

948.25   

(mm2) 

887,69        

(mm2) 
-6,387 - 

6 Gusset Plate (3x) 1 3 
Βάρος 

(Επιφάνεια) 
Τάσεις 5 

2.595,507 

(cm2) 

1.766,696     

(cm2) 
-31,933 

1.765,7922 

(cm2) 

 

 Σχήμα 60: Συγκεντρωτική παρουσίαση αποτελεσμάτων 
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Κάποια γενικά συμπεράσματα σχετικά με την χρήση b-splines για την βελτιστοποίηση σχήματος 

μπορούν να συγκεντρωθούν στην λίστα που ακολουθεί: 

 Το πλήθος αλλά και η σχετική θέση των σημείων ελέγχου που θα επιλεγεί για τον 

έλεγχο του b-spline αποτελούν πολύ σημαντικά στοιχεία για την εξέλιξη της διαδικασίας 

βελτιστοποίησης. Γενικά, και με κριτήριο τις εφαρμογές που επιλύθηκαν στην παρούσα 

εργασία, όσο περισσότερα είναι τα σημεία ελέγχου, τόσο καλύτερο θα είναι και το 

αποτέλεσμα. Με την εισαγωγή περισσότερων σημείων, ο έλεγχος της καμπύλης στις 

περιοχές μεταξύ αυτών γίνεται πολύ πιο άμεσος εφόσον το "ανεξέλεγκτο" μήκος της 

καμπύλης ελαττώνεται. Αυτό βέβαια, ενδεχομένως να αυξάνει το υπολογιστικό κόστος. 

 Υπάρχει μια σχετική δυσκολία στην οριοθέτηση του εύρους διακύμανσης των σημείων 

ελέγχου σε σχέση με τις φυσικές διαστάσεις του υπό μελέτη σώματος. Αυτή η δυσκολία 

υφίσταται σε δυο επίπεδα: 

  Σε κάποιες περιπτώσεις και ενώ οι μέγιστες τάσεις δεν είχαν ξεπεραστεί, η 

βελτιστοποίηση τερμάτιζε εφόσον τα σημεία ελέγχου είχαν πιάσει τις ακραίες 

τιμές τους οι οποίες είχαν αρχικά τεθεί έτσι ώστε να παραμένουν τα σημεία 

ελέγχου εντός του πραγματικού συνόρου του σώματος. Προκειμένου να γίνει 

εφικτή η επίτευξη του πραγματικού βέλτιστου, χρειάστηκε τα σημεία αυτά να 

πάρουν τιμές εκτός του συνόρου. Σε αυτή την περίπτωση δεν είναι πραγματικά 

απαγορευτικό το πρόβλημα, εφόσον τελικά οι περιορισμοί των τάσεων θα 

τερματίσουν την διαδικασία (βλ. Εφαρμογή 3α). 

 Ένα σημαντικότερο πρόβλημα προκύπτει όταν χρειάζεται να μπουν περιορισμοί 

σε κάποιο πραγματικό σημείο της τελικής καμπύλης b-spline που περιγράφει το 

σύνορο. Σε αυτή την περίπτωση είναι πολύ δύσκολο να υλοποιηθεί ένας τέτοιος 

έλεγχος εφόσον στην πραγματικότητα το σημείο ελέγχου βρίσκεται εκτός της 

καμπύλης που ελέγχει (βλ. Εφαρμογή 6). 

 



ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΣΧΗΜΑΤΟΣ                                                                            ΘΕΜΑΤΑ ΠΡΟΣ ΜΕΛΛΟΝΤΙΚΗ ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΗ 

 
ΝΙΚΟΛΑΟΣ   ΣΚΟΥΝΑΚΗΣ  86 

 

6. ΘΕΜΑΤΑ ΠΡΟΣ ΜΕΛΛΟΝΤΙΚΗ ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΗ 

Κατά την διάρκεια εκπόνησης της παρούσας εργασίας, εντοπίστηκαν διάφορα σημεία 

ενδιαφέροντος τα οποία ενδεχομένως με ενσωμάτωση τους στην υπάρχουσα μεθοδολογία να 

βοηθούσαν στην βελτίωση των αποτελεσμάτων που επετεύχθησαν κατά την επίλυση των 

εφαρμογών. Παρακάτω παρουσιάζονται συνοπτικά τα σημαντικότερα από αυτά.   

6.1. Sensitivity Analysis  

Η πρώτη από τις εφαρμογές της εργασίας, που αφορούσε στην ελαχιστοποίηση της ευκαμψίας 

της δοκού σε κάμψη, επιλέχθηκε σαν μια πρώτη προσέγγιση στο θέμα της βελτιστοποίησης 

σχήματος με b-splines με κάπως απλοποιημένο χαρακτήρα εφόσον δεν ενέπλεκε και 

υπολογισμό τάσεων. Ταυτόχρονα, στόχος ήταν να γίνει και εφαρμογή της "Ανάλυσης 

Ευαισθησίας" (Sensitivity Analysis) σε αντιστοιχία με το παράδειγμα που παρουσιάζεται στο 

βιβλίο του Peter. W. Christensen [4] (σελ. 141). Τα αποτελέσματα της εφαρμογής που 

παρουσιάστηκαν στην παρούσα εργασία παράχθηκαν χωρίς εφαρμογή μιας τέτοιας 

διαδικασίας λόγω της προγραμματιστικής πολυπλοκότητας και της έλλειψης χρόνου. Στην 

γενική περίπτωση πάντως για το γενικευμένο πρόβλημα βελτιστοποίησης κατασκευών: 

 

        

   
 

                 

                                        

                                                
         

               

  

 

η διαδικασία του "Sensitivity Analysis" περιλαμβάνει υπολογισμό των παραγώγων της 

αντικειμενικής συνάρτησης αλλά και όλων των συναρτήσεων περιορισμών ως προς τις 

μεταβλητές σχεδίασης    . Για περισσότερες λεπτομέρειες ο αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει 

στο [4] Κεφάλαιο  6 και στον αλγόριθμο υλοποίησης σελ. 140  7. 
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6.2 Εξομάλυνση πλέγματος 

Σε όλες τις εφαρμογές που επιλύθηκαν, ο βαθμός της καμπύλης b-spline που περιέγραφε το 

δυναμικό σύνορο του σώματος ήταν μεγαλύτερος της μονάδας δηλαδή, μη γραμμικός. 

Παρατηρήθηκε πως για αυτό τον λόγο το πλέγμα διακριτοποίησης του σώματος ήταν μη-

ομοιόμορφο παρουσιάζοντας πυκνές και αραιές περιοχές. Στα σχήματα που ακολουθούν 

παρουσιάζεται η μορφή του πλέγματος που χρησιμοποιήθηκε για την διακριτοποίηση του 

ίδιου σώματος αλλά με διαφορετικό βαθμό καμπύλης b-spline (3ου
,  2

ου και 1ου).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 61: Επίδραση βαθμού b-spline στην ομοιομορφία του πλέγματος 
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6.3 Αδυναμία στοιχείων Q4 σε κάμψη 

Το απλό διγραμμικό στοιχείο (Q4) που χρησιμοποιήθηκε σε όλες τις εφαρμογές, εκτός της 

πρώτης, παρουσιάζει δυσκολία στην υλοποίηση καθαρής κάμψης. Όταν υπόκειται σε κάμψη 

παρουσιάζει εκτός από την ορθή παραμόρφωση κάμψης και μια παρασιτική διατμητική 

παραμόρφωση. Αυτή απορροφά παραμορφωσιακή ενέργεια και σαν αποτέλεσμα, αν 

υποθέσουμε πως η συνολική παραμόρφωση είναι δεδομένη, τότε η δύναμη που θα 

απαιτούταν για να την προκαλέσει θα ήταν εικονικά μεγαλύτερη από την πραγματική. Η 

ενέργεια παραμόρφωσης [9] U για ένα γραμμικά ελαστικό σώμα δίνεται από την σχέση: 

  
 

 
              

 

 

 

 

Σχήμα 62: Στοιχείο Q4 σε κάμψη 

Στην καθαρή κάμψη, ένα κομμάτι υλικού όπως αυτό του σχήματος 59(α) αναπτύσσει 

παραμορφώσεις: 

    
   

  
       

   

  
          

Όταν ένα Q4 στοιχείο κάμπτεται, όπως στο σχήμα 59(β), τότε η πάνω και κάτω πλευρές 

παραμένουν ίσιες και καθεμία παρουσιάζει μόνο μια οριζόντια μετατόπιση       . Έτσι από 

την σχέση παραμορφώσεων - μετατοπίσεων            , προκύπτει πως οι παραμορφώσεις 

για το στοιχείο είναι: 

    
    

  
                

    

  
 

Μια μέθοδος αντιμετώπισης του προβλήματος είναι με εισαγωγή ενός επιπλέον βαθμού 

ελευθερίας σε κάθε κόμβο (drilling d.o.f.) ή εναλλακτικά χρήση στοιχείων Q8 η Q9.  

Mb Mb 

θb 

Mb Mb 

θel 

2b 

2a 2a 
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6.4 Συνέχεια C1
  

Στην περίπτωση συνένωσης δυο διαδοχικών b-splines σε ένα κομβικό σημείο ελέγχου Vj, θα 

πρέπει να ικανοποιείται η συνθήκη C1 συνέχειας που σημαίνει: 

            

 

 

 

 

Σχήμα 63: C1 συνέχεια σε διαδοχικά splines 

που σημαίνει πως: 

   
     

 
 

Στην περίπτωση που το σημείο συνένωσης των δυο επί μέρους b-splines βρίσκεται πάνω στον 

άξονα συμμετρίας του σώματος πρέπει επίσης να επιβληθεί μια επιπλέον συνθήκη συνέχειας 

τύπου C1. 

   

 

 

 

Σχήμα 64: C1 συνέχεια σε αξονική συμμετρία 

Τότε η συνθήκη μεταφράζεται στην ακόμα πιο απλή μορφή: 

                             

δηλαδή ουσιαστικά τα σημεία ελέγχου Vj και Vr, πρέπει να έχουν την ίδια συντεταγμένη κατά 

τον άξονα y. 
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