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Ππόλογορ 

 Ζ παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία γξάθηεθε ζηα πιαίζηα ηεο νινθιήξσζεο ησλ 

ζπνπδψλ κνπ ζηελ ρνιή Δθαξκνζκέλσλ Μαζεκαηηθψλ θαη Φπζηθψλ Δπηζηεκψλ ηνπ 

ΔΜΠ. Κχξηνο ζηφρνο κνπ ήηαλ  ε εκπινθή κνπ κε ηελ έξεπλα ζε ζέκα ζρεηηθά κε ηελ 

δηδαζθαιία θαη ηελ αλάιπζε ιαζψλ ζην κάζεκα ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο ζε θνηηεηέο ηνπ 

ΔΜΠ θαη ε απφιαπζε ησλ πλεπκαηηθψλ ηαμηδηψλ πνπ ζα γίλνληαλ κε ηελ βνήζεηα ησλ 

έκπεηξσλ θαζεγεηψλ κνπ. Ννκίδσ πσο ν ζηφρνο επεηεχρζε! 

 Ηδηαίηεξα ζεξκέο επραξηζηίεο νθείισ ζηνλ Αλαπιεξσηή θαζεγεηή ηνπ Σνκέα 

Μαζεκαηηθψλ ηεο ζρνιήο κνπ θ. Αλάξγπξν Φειινχξε, πνπ ήηαλ θαη ν εηζεγεηήο ηεο 

εξγαζίαο απηήο, γηα ηελ ζπλεξγαζία πνπ είρακε, γηα ην ελδηαθέξνλ κε ην νπνίν 

παξαθνινχζεζε ηελ πξνεηνηκαζία ηεο θαη ηελ ελζάξξπλζε θαη ππνζηήξημε πνπ κνπ 

πξνζέθεξε. Δπίζεο, επραξηζηψ ζεξκά ηελ θ. Κάιιηα Παπινπνχινπ γηα ηελ ζπκβνιή ηεο 

ζηελ πινπνίεζε ηεο έξεπλαο θαη ηηο ππνδείμεηο ηεο. Σέινο, ζα πξέπεη λα επραξηζηήζσ γηα 

ηελ ππνζηήξημή ηνπ ζηελ ζηαηηζηηθή αλάιπζε ησλ απνηειεζκάησλ θαη ηηο ζπκβνπιέο ηνπο 

ζηελ πξαγκαηνπνίεζε ηεο δηπισκαηηθήο κνπ εξγαζίαο θαη ηα αδέιθηα κνπ Ησάλλε θαη 

Παλαγηψηε Καηζακπίξε αληίζηνηρα. 

 ε απηήλ ηελ εξγαζία ζηνρεχνπκε, φζν είλαη δπλαηφλ ζηα πιαίζηα κηαο 

δηπισκαηηθήο εξγαζίαο, ζηελ πνηνηηθή θαη πνζνηηθή αλίρλεπζε θαη αλάιπζε ιαζψλ ή 

ζθαικάησλ ζηελ Γξακκηθή Άιγεβξα ζε θνηηεηέο ηνπ ΔΜΠ θαη ζπγθεθξηκέλα ζηνπο 

Πνιηηηθνχο Μεραληθνχο. Σα θεθάιαηα ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο κε ηα νπνία 

θαηαπηαλφκαζηε είλαη ηξία: 1) Γηαλπζκαηηθνί (ή  Γξακκηθνί ) Υψξνη, 2) Γξακκηθέο 

Απεηθνλίζεηο θαη Πίλαθεο, θαη 3) Υαξαθηεξηζηηθά Μεγέζε. Ζ έξεπλα θαη ε κειέηε ησλ 

ιαζψλ έγηλαλ πάλσ ζε ηξία πξνβιήκαηα πνπ απνηέιεζαλ ζέκαηα ηειηθψλ εμεηάζεσλ 

ζηνπο Πνιηηηθνχο Μεραληθνχο ηνπ ΔΜΠ ηνλ Φεβξνπάξην ηνπ 2012. Σν θαζέλα απφ απηά 

ηα πξνβιήκαηα 1, 2 θαη 3 ζηεξίδνληαη πάλσ ζηελ ζεσξία ησλ παξαπάλσ θεθαιαίσλ ηεο 

Γξακκηθήο Άιγεβξαο 1, 2 θαη 3 αληηζηνίρσο. 

Πην ζπγθεθξηκέλα, ε εξγαζία απηή απαξηίδεηαη απφ 4 θεθάιαηα: 

 Σν θεθάιαην 1 πεξηιακβάλεη ηελ ζεσξία ησλ δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ, ηελ 

δηαηχπσζε θαη ηελ ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο 1 ζε βήκαηα, ηελ δηεξεχλεζε ησλ θαηεγνξηψλ 
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θαη ππνθαηεγνξηψλ ησλ ιαζψλ πνπ παξαηεξήζεθαλ ζην δείγκα ησλ θνηηεηψλ θαη ηελ 

πνηνηηθή θαη πνζνηηθή αλάιπζή ηνπο, θαζψο θαη ηα γεληθά ζπκπεξάζκαηα ηεο αλάιπζεο. 

 Σν θεθάιαην 2 πεξηιακβάλεη ηελ ζεσξία ησλ γξακκηθψλ απεηθνλίζεσλ θαη ησλ 

πηλάθσλ, ηελ δηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο 2 θαη ηελ ιχζε ηνπ ζε βήκαηα, ηελ πνηνηηθή 

θαη πνζνηηθή δηεξεχλεζε ησλ θαηεγνξηψλ θαη ησλ ππνθαηεγνξηψλ ησλ ιαζψλ πνπ 

παξαηεξήζεθαλ ζηνπο θνηηεηέο θαη ηα γεληθά ζπκπεξάζκαηα. 

 Σν θεθάιαην 3 πεξηιακβάλεη ηελ ζεσξία ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ κεγεζψλ, ηελ 

δηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο 3 θαη ηελ ιχζε ηνπ ζε βήκαηα, ηελ πνηνηηθή θαη πνζνηηθή 

αλάιπζε ησλ ιαζψλ , θαζψο θαη ηα γεληθά ζπκπεξάζκαηα ηεο αλάιπζεο. 

 Σν θεθάιαην 4 ηέινο πεξηιακβάλεη ηνπο ιφγνπο εκθάληζεο ησλ ιαζψλ ή 

ζθαικάησλ ζηελ Γξακκηθή Άιγεβξα. Αξρηθά, αλαιχεηαη ε ζέζε ηεο έλλνηαο ηνπ 

δηαλχζκαηνο ζην ζρνιείν, αλαθέξνληαη ζεκαληηθέο έξεπλεο πάλσ ζηα δηαλχζκαηα θαη 

ζηνλ ξφιν ησλ εμσηεξηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ ζηελ θαηαλφεζή ηνπο, ελψ γίλεηαη βαζχηεξε 

αλάιπζε ησλ ιφγσλ πνπ ππάξρνπλ παξαλνήζεηο. Σειεηψλεη κε ηελ παηδαγσγηθή αμία ηνπ 

καζεκαηηθνχ ιάζνπο. 

 . 

 

Aζήλα, Οθηψβξηνο 2012  



Ανάλυση Λαθών στην Γραμμική Άλγεβρα Σελίδα 9 
 
 

Πρόιογος 

ΠΔΡΙΔΥΟΜΔΝΑ 

ΠΟΙΟΣΙΚΗ ΚΑΙ ΠΟΟΣΙΚΗ ΑΝΑΛΤΗ ΛΑΘΧΝ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΔΒΡΑ 

 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1
ο
: Γιανςζμαηικοί Υώποι 

1.1 Θεσξία δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ      13 

1.1.1 Γεληθά         13 

1.1.2 Γξακκηθά ζπζηήκαηα       14 

1.1.3 Τπφρσξνο δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ     16 

1.1.4 Γξακκηθή αλεμαξηεζία δηαλπζκάησλ     17 

1.1.5 Βάζε θαη δηάζηαζε δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ    18 

1.1.6 Κιηκαθσηή κνξθή δηαλπζκάησλ θαη Θεψξεκα Γηάζηαζεο  20 

1.2 Πξφβιεκα 1
ν 
θαη ε ζσζηή ιχζε πξνβιήκαηνο 1 ζε βήκαηα   21 

1.2.1 Γεληθά         21 

1.2.2 Γηαηχπσζε πξνβιήκαηνο θαη ε ιχζε ηνπ ζε βήκαηα   22 

1.3  Γηεξεχλεζε ιαζψλ         23 

1.3.1 Δίδε ιαζψλ ζην πξφβιεκα       23 

1.3.2 Πνζνζηηαία αλάιπζε ιαζψλ ζην πξφβιεκα 1   26 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2
ο
: Γπαμμικέρ Απεικονίζειρ 

2.1 Θεσξία γξακκηθψλ απεηθνλίζεσλ      32 

2.1.1 Βαζηθά ζηνηρεία ζεσξίαο      32 

2.1.2 Ο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο L(X, Y)     34 

2.1.3 Πίλαθεο θαη γξακκηθέο απεηθνλίζεηο     34 

2.1.4 Ο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο     ( ) θαη ε άιγεβξα ησn   ( )  36 

2.1.5 Δίδε πηλάθσλ θαη πξάμεηο      40 

2.2 Πξφβιεκα 2
ν
  θαη ε ζσζηή ιχζε ηνπ ζε βήκαηα    46 

2.2.1 Γεληθά        46 

2.2.2 Γηαηχπσζε πξνβιήκαηνο 2 θαη ε ιχζε ηνπ ζε βήκαηα  46 

2.3 Γηεξεχλεζε ιαζψλ        47 

2.3.1 Δίδε ιαζψλ ζην πξφβιεκα      47 

2.3.2 Πνζνζηηαία αλάιπζε ιαζψλ ζην πξφβιεκα 2   49 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3
ο
: Υαπακηηπιζηικά Μεγέθη 

3.1 Θεσξία ραξαθηεξηζηηθψλ κεγεζψλ      52 



Ανάλυση Λαθών στην Γραμμική Άλγεβρα Σελίδα 10 
 
 

3.1.1 Δηζαγσγή        52 

3.1.2 Βαζηθά ζηνηρεία ζεσξίαο      52 

3.1.3 Ηδηφηεηεο ηδηνηηκψλ- ηδηνδηαλπζκάησλ    55 

3.1.4 Θεψξεκα Cayley- Hamilton      56 

3.1.5 Διάρηζην πνιπψλπκν       58 

3.2 Πξφβιεκα 3
ν
 θαη ε ζσζηή ιχζε ηνπ ζε βήκαηα    58 

3.2.1 Γεληθά        58 

3.2.2 Γηαηχπσζε πξνβιήκαηνο 3 θαη ε ιχζε ηνπ ζε βήκαηα   59 

3.3 Γηεξεχλεζε ιαζψλ        64 

3.3.1 Δίδε ιαζψλ ζην πξφβιεκα      64 

3.3.2 Πνζνζηηαία ιάζε ζην πξφβιεκα 3     68 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4
ο
: Λόγοι εμθάνιζηρ λαθών ζηο μάθημα ηηρ Γπαμμικήρ Άλγεβπαρ 

4.1 Ζ έλλνηα ηνπ δηαλχζκαηνο ζην Διιεληθφ ζρνιείν    72 

4.1.1 Δηζαγσγή ηνπ δηαλχζκαηνο ζηα βηβιία θαη ζηα αλαιπηηθά πξνγξάκκαηα 

         72 

4.1.2 Έξεπλεο πάλσ ζηα δηαλχζκαηα     75 

4.2 O ξφινο ησλ αλαπαξαζηάζεσλ ζηελ θαηαλφεζε ηνπ δηαλχζκαηνο  80 

4.2.1 Δηζαγσγή        80 

4.2.2 Ο ξφινο ησλ εμσηεξηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ    81 

4.2.3 χλνςε        82 

4.3 Γπζθνιίεο εθκάζεζεο ελλνηψλ ζηελ Γξακκηθήο Άιγεβξαο   83 

4.3.1 Δηζαγσγή        83 

4.3.2 Βαζχηεξε αλάιπζε ησλ ιφγσλ εκθάληζεο παξαλνήζεσλ   84 

4.4 Ζ παηδαγσγηθή αμία ηνπ ιάζνπο      86 

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

Πίλαθαο 1         88 

Πίλαθαο 2         97 

Πίλαθαο 3         104 

Βηβιηογραθηθές Αλαθορές 

Έληππν Τιηθό         116 

Ιζηνζειίδεο         117 

  



Ανάλυση Λαθών στην Γραμμική Άλγεβρα Σελίδα 11 
 
 

Διζαγωγή 

 

Γλωξίδεηε όηη γξάθω κε αξγό ξπζκό. Απηό νθείιεηαη θπξίωο ζην όηη δελ είκαη πνηέ 

ηθαλνπνηεκέλνο έωο όηνπ έρω πεη όζν ην δπλαηόλ πεξηζζόηεξα κε ιίγεο ιέμεηο, θαη ε ζπλνπηηθή 

γξαθή απαηηεί πνιύ πεξηζζόηεξν ρξόλν από ηελ εθηελή γξαθή. 

 Carl Friedrich Gauss (1777- 1855) 

Μαζαίλνληαο Γξακκηθή Άιγεβξα βξίζθεζαη απέλαληη ζε έλα ζεκαληηθφ πξφβιεκα: 

Ζ Άιγεβξα είλαη απφ ηελ θχζε ηεο αθαηξεηηθφο θιάδνο ησλ Μαζεκαηηθψλ. Δθεί έγθεηηαη 

ε δπλακηθή ηεο θαη ε θαζνιηθή ρξεζηκφηεηά ηεο. Πψο φκσο επηηπγράλεηαη κία ηζνξξνπία 

κεηαμχ ηνπ αθαηξεηηθνχ θαη ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ζηνηρείνπ; Οη πξνζπάζεηεο πνπ πξέπεη λα 

γίλνπλ είλαη πνιιέο θαη ζχλζεηεο θάπνηεο θνξέο. Πξέπεη λα θαηαβιεζεί ηδηαίηεξε 

πξνζπάζεηα έηζη ψζηε ε αθαίξεζε λα πξαγκαηνπνηείηαη ζηαδηαθά, δειαδή λα παξέρνληαη 

θίλεηξα πνπ λα δηθαηνινγνχλ ηελ εηζαγσγή λέσλ ελλνηψλ θαη λα επεμεγνχληαη κε φζν ην 

δπλαηφλ απιφ ηξφπν νη ζεκαληηθέο ηερληθέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηηο απνδείμεηο ησλ 

απνηειεζκάησλ θαη ζηηο ιχζεηο ησλ πξνβιεκάησλ. Γηα απηφλ ην ιφγν ρξεηάδεηαη λα 

ππάξρεη έλαο κεγάινο αξηζκφο επεμεξγαζκέλσλ αζθήζεσλ θαη εθαξκνγψλ. Δπίζεο, επεηδή 

νη θνηηεηέο ησλ Μαζεκαηηθψλ δελ πξέπεη λα είλαη απινί ζεαηέο αιιά ελεξγνί 

ζπκκεηέρνληεο ηεο δηαδηθαζίαο κάζεζεο είλαη ζεκαληηθφ λα επηρεηξήζνπλ λα απαληήζνπλ 

ζε εξσηήζεηο θαηαλφεζεο ησλ ελλνηψλ θαη λα ιχζνπλ αξθεηέο αζθήζεηο έηζη ψζηε λα 

ελζαξξχλεηαη ε ρξήζε ησλ καζεκαηηθψλ εξγαιείσλ πνπ δηδάρηεθε ζε πξνεγεζείζεο 

παξαθνινπζήζεηο ή  αλαγλψζεηο ηεο δηδαρζείζαο ζεσξίαο. 

Ζ ιέμε «Άιγεβξα» ππήξμε κέξνο ηνπ ηίηινπ ελφο Αξαβηθνχ θεηκέλνπ ηνπ 800 κ. 

Υ. ην νπνίν αλαθεξφηαλ ζηνπο θαλφλεο γηα ηελ ιχζε ησλ εμηζψζεσλ θαη κέρξη πεξίπνπ ηα 

κέζα ηνπ 19
νπ

 αηψλα ε Άιγεβξα ήηαλ ν θιάδνο ησλ Μαζεκαηηθψλ πνπ αζρνινχληαλ κε ηε 

κειέηε ησλ εμηζψζεσλ. 

Γελ ππάξρεη ακθηβνιία φηη ν φξνο «δνκή» θαηέρεη κία απφ ηηο θπξηφηεξεο ζέζεηο 

ζηα ζχγρξνλα Μαζεκαηηθά. Ζ ζσζηή θαηαλφεζε θαη ε κειέηε ησλ δνκψλ ζεσξείηαη πνιχ 

ζεκαληηθφ εξγαιείν γηα ηελ πξνψζεζε ηεο ελνπνίεζεο θαη ηεο αλάπηπμεο ησλ 

Μαζεκαηηθψλ. Έλα απφ ηα ζεκειηψδε είδε ησλ δνκψλ απνηειεί  έλα ζχλνιν εθνδηαζκέλν 

κε κία ή πεξηζζφηεξεο πξάμεηο. Ζ Άιγεβξα, ζηελ ζεκεξηλή επνρή, είλαη ε κειέηε απηψλ 
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ησλ ζεκειησδψλ δνκψλ. Γη’ απηφ ην ιφγν κπνξεί θαλείο λα πεη φηη ε Άιγεβξα απνηειεί 

κφλν έλα κέξνο ησλ Μαζεκαηηθψλ, αιιά θαηέρεη θαη ηνλ ξφιν πνπ είραλ θαη έρνπλ ηα 

Μαζεκαηηθά ζηελ αλάπηπμε ησλ ζεηηθψλ επηζηεκψλ. 

Ζ λέα απηή αληίιεςε γηα ην ξφιν ηεο Άιγεβξαο, πνπ επηθξάηεζε ζηε δεθαεηία ηνπ 

1920 θαη ζπλδέεηαη θπξίσο κε ηα νλφκαηα ηεο Emmy Noether, ησλ Emil Artin, B.L. Van 

Waerden, Hermann Weyl θαη άιισλ γλσζηψλ καζεκαηηθψλ, βαζίζηεθε ζηε κειέηε 

ζεκειησδψλ δνκψλ φπσο είλαη νη νκάδεο, νη δαθηχιηνη, ηα πξφηππα θαη ηα ζψκαηα. Απηή ε 

αληίιεςε ηεο ζχγρξνλεο Άιγεβξαο νδήγεζε ζε κία ζεκειηψδε θαη θαηλνηφκν αλάπηπμε 

ηεο Άιγεβξαο. Κχξην ραξαθηεξηζηηθφ απηήο ηεο αλάπηπμεο είλαη φηη ηα πξνεγνχκελα 

ρξφληα ιχζεθαλ ζεκαληηθέο εηθαζίεο πνπ δηαηππψζεθαλ ζε πξνεγνχκελνπο αηψλεο θαη πνπ 

αλαθέξνληαη ζε θιαζζηθά Μαζεκαηηθά. Ωο έλα ηέηνην παξάδεηγκα είλαη ε ζεκειηψδεο 

εηθαζία ηνπ Fermat, ζχκθσλα κε ηελ νπνία ε εμίζσζε           δελ έρεη θακία 

αθέξαηα ιχζε (x, y, z), κε ηα  x, y, z λα είλαη φια δηάθνξα ηνπ κεδελφο, φηαλ n  . H 

εηθαζία απνδείρζεθε φηη ηζρχεη απφ ηνλ Wiles, έπεηηα απφ 350 ρξφληα πεξίπνπ. Άιια 

ραξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα είλαη ην 10
ν
 ,14

ν
 θαη 17

ν
 πξφβιεκα ηνπ Hilbert, θαζψο θαη 

νη εηθαζίεο ηνπ Andrew Wiles. Έλα απφ ηα πην ζεκαληηθά απνηειέζκαηα πνπ έρεη 

επηηεπρζεί κέρξη ζήκεξα ζηελ Άιγεβξα είλαη ε απφδεημε ηεο εηθαζίαο ησλ Burnside θαη 

Galois, ε νπνία αλαθέξεηαη ζηελ Θεσξία Οκάδσλ θαη ζηελ χπαξμε ηεο ηαμηλφκεζεο ησλ 

απιψλ πεπεξαζκέλσλ νκάδσλ. Απνδείρζεθε ηε δεθαεηία ηνπ ’80 θαη απαζρφιεζε ηνπο 

κεγαιχηεξνπο αιγεβξηζηέο ηνπ πεξαζκέλνπ αηψλα. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1
ο
 

Γιανςζμαηικοί Φώποι 

 

 

1.1  Θευπία διανςζμαηικών σώπυν 

1.1.1 Γενικά 

 Έλα νπνηνδήπνηε ζχλνιν αλ εθνδηαζηεί θαηάιιεια κε δχν πξάμεηο απνθηά 

αιγεβξηθή δνκή, ε νπνία ιέγεηαη δνκή δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ. Έρνληαο ππ’ φςηλ ην 

ζχζηεκα ηδηνηήησλ πνπ ηθαλνπνηνχλ νη πξάμεηο ηεο πξφζζεζεο (εζσηεξηθή πξάμε) θαη ηνπ 

βαζκσηνχ πνιιαπιαζηαζκνχ (εμσηεξηθή πξάμε) δηακνξθψλνπκε ηνλ νξηζκφ ηνπ 

δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ. 

 

Ορηζκός 1
ος

: Έζησ έλα κε θελφ ζχλνιν Υ ην νπνίν είλαη εθνδηαζκέλν κε κία εζσηεξηθή 

πξάμε, ηελ πξφζζεζε,  

    +: XxX → X : (x,y) → x+y, 

θαη κία εμσηεξηθή πξάμε, ην βαζκσηφ πνιιαπιαζηαζκφ, κε ζπληειεζηέο ζε ζψκα Κ, 

    ∙: ΚxΥ → Υ : (ι,x) → ι∙x, 

έηζη ψζηε γηα θάζε x,y,zϵX, ι,κϵΚ λα ηζρχνπλ ηα εμήο: 

i) x+y= y+x (αληηκεηαζεηηθή ηδηφηεηα) 

ii) (x+y)+z= x+(y+z) (πξνζεηαηξηζηηθή ηδηφηεηα) 

iii) Τπάξρεη 0ϵΥ έηζη ψζηε x+0= 0+x= x (νπδέηεξν ζηνηρείν) 

iv) Γηα θάζε xϵX, ππάξρεη -xϵX έηζη ψζηε x+(-x)= (-x)+x= 0 (αληίζεην ζηνηρείν) 

v) (ι+κ)∙x= ι∙x+κ∙x (επηκεξηζηηθή ηδηφηεηα σο πξνο ηελ πξφζζεζε ζην Κ)  

vi) ι∙(x+y)= ι∙x+κ∙y (επηκεξηζηηθή ηδηφηεηα σο πξνο ηελ πξφζζεζε ζην Υ) 

vii) (ι∙κ)∙x= ι∙(κ∙x) 

viii) 1∙x= x. 

Σφηε ε ηξηάδα (Υ, +, ∙) ιέγεηαη δηαλπζκαηηθφο (ή γξακκηθφο) ρψξνο πάλσ ζην 

ζψκα Κ.  

τόιηο 1
ο
: πλήζσο, σο ζψκα Κ ζεσξείηε ην   ή ην   θαη ν Υ ιέγεηαη πξαγκαηηθφο ή 

κηγαδηθφο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο αληίζηνηρα. ε νιφθιεξν ην παξφλ θεθάιαην, ζα 

ζεσξείηαη πάληνηε φηη νη δηαλπζκαηηθνί ρψξνη νξίδνληαη πάλσ ζην ζψκα   ή   εθηφο αλ 

δειψλεηαη φηη είλαη κφλν Κ=   ή κφλν Κ=  . 
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1.1.2 Γπαμμικά ζςζηήμαηα 

Δηζαγωγή 

Κάζε εμίζσζε ηεο κνξθήο: 

ι₁∙x₁+ι₂∙x₂+…+ιᵣ∙xᵣ= κ,                                                                                              (1)  

φπνπ ι1, ι2, … , ιᵣ, κϵΚ θαη x1, x2, … , xᵣ άγλσζηνη αξηζκνί απφ ην ζψκα Κ ιέγεηαη 

γξακκηθή εμίζσζε κε r-αγλψζηνπο. Οη αξηζκνί ι₁, ι₂, … , ιᵣ ιέγνληαη ζπληειεζηέο ησλ 

αγλψζησλ. Λχζε ηεο γξακκηθήο εμίζσζεο (1) είλαη θάζε δηαηεηαγκέλε r-άδα αξηζκψλ (λ1, 

λ2,…, λᵣ) ηέηνηα ψζηε ι1∙λ1+ι2∙λ2+…+ιr∙λᵣ= κ, δειαδή επαιεζεχεη ηελ εμίζσζε αλ 

ζέζνπκε φπνπ xᵢ= λᵢ, i= 1, 2, … , r. 

  Γξακκηθφ ζχζηεκα κε m εμηζψζεηο θαη r αγλψζηνπο ή mxr γξακκηθφ ζχζηεκα 

είλαη έλα πεπεξαζκέλνπ πιήζνπο ζχζηεκα m εμηζψζεσλ κε r αγλψζηνπο θαη έρεη ηελ εμήο 

κνξθή:                                                                                                                         (2) 

{

                         

                          
                         

} 

Αλ ζεσξήζνπκε ηνπο πίλαθεο  

 

Α= [

          

          
 

          

] , Υ= [

  

  

 
  

] θαη β= [

  

  

 
  

] , 

ηφηε ην γξακκηθφ ζχζηεκα (2) γξάθεηαη σο κία εμίζσζε πηλάθσλ νπφηε: 

                                                 Α∙Υ=β                                                                    (3) 

πνπ ν πίλαθαο Α ιέγεηαη πίλαθαο ζπληειεζηψλ, ν πίλαθαο Υ ιέγεηαη πίλαθαο 

αγλψζησλ θαη ν πίλαθαο β ιέγεηαη πίλαθαο ζηαζεξψλ φξσλ. 

  Ωο ιχζε ηνπ γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο (2) ζεσξείηαη θάζε δηαηεηαγκέλε r-άδα 

αξηζκψλ (μ1, μ2,…, μr)ϵK
r
, ή αιιηψο μ= [

  

  

 
  

] πνπ επαιεζεχεη θαη ηηο m εμηζψζεηο ηνπ 

γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο (2). Σν γξακκηθφ ζχζηεκα (2) ιέγεηαη ζπκβηβαζηφ, αλ έρεη κία 

ηνπιάρηζηνλ ιχζε θαη αδχλαην, αλ δελ έρεη ιχζε. 

    

Γχν γξακκηθά ζπζηήκαηα  
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                                          Α∙Υ=β θαη Β∙Υ=γ, 

  κε ΑϵΜmxr(K), βϵΜmx1(K), BϵMnxr(K), γϵMnx1(K), θαη X=[

  

  

 
  

]  ν πίλαθαο-ζηήιε ησλ 

αγλψζησλ αξηζκψλ ιέγνληαη ηζνδχλακα, αλ θαη κφλνλ αλ, έρνπλ ηηο ίδηεο αθξηβψο ιχζεηο. 

Ζ επίιπζε ελφο γξακκηθνχ ζπζηήκαηνο, ε δηαδηθαζία δειαδή εχξεζεο φισλ ησλ ιχζεσλ 

ηνπ ζπζηήκαηνο, ζηεξίδεηαη ζηελ εχξεζε άιισλ ηζνδχλακσλ θαη πην απινπνηεκέλσλ 

γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ σο πξνο ην αξρηθφ. 

   ηαλ ν πίλαθαο β ησλ ζηαζεξψλ φξσλ είλαη ν κεδεληθφο πίλαθαο, ηφηε ην ζχζηεκα 

(3) ιέγεηαη νκνγελέο. 

  Ο πίλαθαο [Α| ] ή [Α| ]ϵΜmx(r+1)(K) ιέγεηαη επαπμεκέλνο πίλαθαο ηνπ 

ζπζηήκαηνο Α∙Υ=β θαη είλαη ν πίλαθαο Α ζπκπιεξσκέλνο κε κία επηπιένλ ζηήιε ζην 

ηέινο, φπσο νξίδεηαη απφ ηνλ πίλαθα β. 

Μέζοδος απαιοηθής ηοσ Gauss:  Έζησ ην γξακκηθφ ζχζηεκα  

Α∙Υ=β,  (4) φπνπ ΑϵΜmxr(K), X= [

  

  

 
  

] είλαη ν πίλαθαο-ζηήιε ησλ αγλψζησλ θαη β= [

  

  

 
  

] 

είλαη ν πίλαθαο-ζηήιε ησλ ζηαζεξψλ φξσλ. Γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο (4) 

ρξεζηκνπνηνχκε ηε κέζνδν απαινηθήο ηνπ Gauss ζηελ νπνία γίλεηαη ν κεηαζρεκαηηζκφο 

ηνπ επαπμεκέλνπ πίλαθα [Α| ] ηνπ ζπζηήκαηνο (4) ζε αλεγκέλν θιηκαθσηφ κε ρξήζε 

κφλνλ ζηνηρεησδψλ πξάμεσλ ζηηο γξακκέο κε ηελ εμήο δηαδηθαζία: 

i) Αλ είλαη αλάγθε κε ελαιιαγή ησλ γξακκψλ θάλνπκε ην πξψην ζηνηρείν ηεο 

πξψηεο κε-κεδεληθήο ζηήιεο δηάθνξν ηνπ κεδελφο. 

ii) Κάλνπκε ην πξψην ζηνηρείν ηεο πξψηεο κε-κεδεληθήο ζηήιεο ίζν κε ηελ 

κνλάδα. 

iii) Κάλνπκε φια ηα ζηνηρεία ηεο πξψηεο κε-κεδεληθήο ζηήιεο πνπ είλαη θάησ απφ 

ηελ κνλάδα ίζα κε κεδέλ. 

iv) Αγλνψληαο ηελ πξψηε γξακκή ρξεζηκνπνηνχκε ηα πξνεγνχκελα βήκαηα ζηνλ 

ελαπνκείλαληα πίλαθα κέρξη λα εμαληιεζνχλ ή λα κείλνπλ ζην ηέινο κεδεληθέο 

γξακκέο. 

v) ε θάζε ζηήιε πνπ πεξηέρεη ην πξψην κε-κεδεληθφ 1 κηαο κε-κεδεληθήο 

γξακκήο θάλνπκε ηα ππφινηπα ζηνηρεία 0 αξρίδνληαο απφ ηελ ζηήιε πνπ είλαη 

ζηα δεμηφηεξα. (Αιγφξηζκνο ηνπ Gauss) 
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  Άξα κε ηελ δηαδνρηθή εθαξκνγή ζηνηρεησδψλ πξάμεσλ ζηηο γξακκέο ζηνλ 

επαπμεκέλν πίλαθα [Α| ] ην ζπζηήκαηα πνπ πξνθχπηνπλ έρνπλ εμηζψζεηο πνπ είλαη 

γξακκηθνί ζπλδπαζκνί ησλ εμηζψζεσλ ηνπ αξρηθνχ ζπζηήκαηνο (4). Σα ζπζηήκαηα 

δειαδή πνπ πξνθχπηνπλ είλαη ηζνδχλακα κε ην αξρηθφ ζχζηεκα. 

  Μεηά ηελ αλαγσγή ηνπ πίλαθα [Α| - δηαθξίλνπκε ηηο εμήο δχν πεξηπηψζεηο: 

i)  Αλ ζηνλ αλεγκέλν θιηκαθσηφ πίλαθα ππάξρεη γξακκή ηεο κνξθήο 

 (0, 0,…, 0| ), t≠0, ηφηε ξ(Α)≠ξ(Α| ) θαη ην ζχζηεκα είλαη αδχλαην. 

ii) Αλ ξ(Α)= ξ(Α| )= n≤min(m, r), ηφηε ην ζχζηεκα είλαη ζπκβηβαζηφ θαη 

ζεσξνχκε (r-n) αγλψζηνπο πνπ αληηζηνηρνχλ ζε ζηήιεο ηνπ αλεγκέλνπ 

θιηκαθσηνχ πίλαθα, δελ πεξηέρνπλ θάπνην απφ ηα εγεηηθά 1 σο απζαίξεηνπο 

θαη εθθξάδνπλ ηνπο ππφινηπνπο αγλψζηνπο σο ζπλαξηήζεηο ησλ απζαίξεησλ 

αγλψζησλ (γηα n= r ην ζχζηεκα έρεη κεδεληθή ιχζε θαη γηα n<r  έρεη άπεηξεο 

ιχζεηο κε (r-n) απζαίξεηνπο αγλψζηνπο ). 

 

  1.1.3   Υπόσυπορ διανςζμαηικού σώπος 

  ε έλαλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν Υ πάλσ ζην ζψκα Κ, ππάξρνπλ ππνζχλνιά ηνπ εθηφο 

ηνπ ίδηνπ ηνπ Υ θαη ηνπ ηεηξηκκέλνπ ρψξνπ {0} ηα νπνία έρνπλ εμαηξεηηθφ ελδηαθέξνλ. 

Απηά ηα ππνζχλνια εθνδηαζκέλα κε ηηο δχν πξάμεηο ηνπ Υ ζεσξνχληαη θαη ηα ίδηα 

δηαλπζκαηηθνί ρψξνη πάλσ ζην ζψκα Κ. 

Ορηζκός 2
ος

: Έλα κε θελφ ππνζχλνιν Y ελφο δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ ιέγεηαη 

δηαλπζκαηηθφο ππφρσξνο ή ππφρσξνο ηνπ Υ, αλ θαη κφλνλ αλ, γηα θάζε ιϵΚ, x,yϵΤ 

ηζρχνπλ ηα εμήο: 

i) ι∙xϵΤ θαη 

ii) x+yϵY ή ηζνδχλακα, αλ θαη κφλνλ αλ, γηα θάζε ι.κϵΚ , x,yϵΤ ηζρχεη 

iii) ι∙x+κ∙yϵY. 

τόιηα 2: α) Αλ Τ είλαη ππφρσξνο ηνπ δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ, ηφηε γηα θάζε xϵY 

ηζρχεη θαη -xϵΤ, γηαηί αλ ζηελ i) ι=-1 πξνθχπηεη ν ηζρπξηζκφο. Άξα ιφγσ ηεο ii) ζα 

ηζρχεη θαη  

x+(-x)=0ϵY, επνκέλσο θαηαιήμακε ζην φηη θάζε ππφρσξνο Τ ελφο δηαλπζκαηηθνχ 

ρψξνπ Υ πεξηέρεη πάληα ην 0. 

β) Ο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο είλαη ππφρσξνο ηνπ εαπηνχ ηνπ θαη επίζεο ην ηεηξηκκέλν 

{0} είλαη ππφρσξνο ηνπ Υ. Κάζε άιινο ππφρσξνο ιέγεηαη γλήζηνο ππφρσξνο ηνπ Υ. 
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πλερίδνπκε ζηελ κειέηε κε ηεηξηκκέλσλ ππνρψξσλ πνπ νξίδνληαη απφ άιινπο 

ππνρψξνπο ή απφ δηαλχζκαηα ελφο δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ θαη είλαη νη εμήο: 

α) Σνκή ππνρψξσλ. 

  Αλ Τ₁, Τ₂ είλαη ππφρσξνη ηνπ δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ, ηφηε θαη ην ππνζχλνιν 

Τ₁∩Τ₂ ηνπ Υ είλαη επίζεο ππφρσξφο ηνπ. Πξάγκαηη, 0ϵΤ₁ θαη 0ϵΤ₂ άξα ζπλεπάγεηαη 

0ϵΤ₁∩Τ₂, άξα θαη ην ζχλνιν απηφ είλαη κε θελφ. Αθφκε, αλ x,yϵΤ₁∩Τ₂, ηφηε γηα θάζε 

ι,κϵΚ θαη ι∙x+κ∙yϵΤ₁ θαη ι∙x+κ∙yϵΤ₂, νπφηε ι∙x+κ∙yϵΤ₁∩Τ₂. Δπαγσγηθά σο πξνο ηελ 

ηνκή, πξνθαλψο απνδεηθλχεηαη θαη φηη ε ηνκή r-ππνρψξσλ Τ₁, Τ₂, …, Τᵣ ηνπ Υ είλαη 

ππφρσξνο ηνπ Υ.  

β) Άζξνηζκα ππνρψξσλ. 

  Αλ Τ₁, Τ₂ είλαη ππφρσξνη ηνπ δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ, ηφηε ην ζχλνιν 

Τ₁+Τ₂:={x+y: xϵΤ₁ θαη yϵΤ₂}, είλαη θαη απηφ ππφρσξνο ηνπ Υ θαη ιέγεηαη άζξνηζκα ησλ 

ππνρψξσλ Τ₁, Τ₂. Πξάγκαηη, ην 0ϵΤ₁ θαη 0ϵΤ₂ θαη άξα ην 0=0+0ϵΤ₁+Τ₂, νπφηε ην 

ζχλνιν κε θελφ. Δπίζεο, αλ x₁+x₂, y₁+y₂ϵY₁+Y₂ θαη ι,κϵΚ, ηφηε απηφ ζεκαίλεη x₁, y₁ϵΤ₁ 

θαη x₂, y₂ϵΤ₂, νπφηε θαη ι∙x₁+κ∙y₁ϵΤ₁, ι∙x₂+κ∙y₂ϵΤ₂ θαηά ζπλέπεηα 

ι∙(x₁+x₂)+κ∙(y₁+y₂)=(ι∙x₁+κ∙y₁)+(ι∙x₂+κ∙y₂)ϵΤ₁+Τ₂. Άξα Τ₁+Τ₂ ππφρσξνο ηνπ Υ. 

Δπαγσγηθά πάιη, απνδεηθλχεηαη ηειηθά φηη θαη ην ζχλνιν Τ₁+Τ₂, …, Τᵣ:={x₁+x₂+…+xᵣ: 

xᵢϵΤᵢ, i=1,2,3,…,r}, φπνπ Τ₁, Τ₂, …, Τᵣ, r>2 είλαη ππφρσξνη ηνπ Υ θαη ιέγεηαη άζξνηζκα 

ππνρψξσλ Τ₁, Τ₂, …, Τᵣ. 

γ) Γξακκηθή ζήθε. 

  Θεσξνχκε ηα δηαλχζκαηα x₁, x₂, …, xᵣ ελφο δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ πάλσ ζην 

ζψκα Κ. Σφηε ην δηάλπζκα ι₁∙x₁+ι₂∙x₂+…+ιᵣ∙xᵣ ιέγεηαη γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ x₁, 

x₂, …, xᵣ κε ζπληειεζηέο ι₁, ι₂, …, ιᵣ ζην ζψκα Κ θαη αλήθεη ζηνλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν Υ. 

Σφηε ην ζχλνιν <x₁, x₂, …, xᵣ>:= {ι₁∙x₁+ι₂∙x₂+…+ιᵣ∙xᵣ: ι₁, ι₂, …, ιᵣϵΚ} είλαη 

δηαλπζκαηηθφο ρψξνο ηνπ Υ θαη ιέγεηαη γξακηθή ζήθε ησλ δηαλπζκάησλ x₁, x₂, …, xᵣ. 

Δπίζεο, αλ Υ= <x₁, x₂, …, xᵣ>, ηφηε ιέκε φηη ηα δηαλχζκαηα x₁, x₂, …, xᵣ παξάγνπλ ηνλ 

δηαλπζκαηηθφ ρψξν Υ θαη απνηεινχλ έλα ζχλνιν γελλεηφξσλ ηνπ Υ. 

  Γηα ηελ γξακκηθή ζήθε ηζρχεη έλα βαζηθφ ζεψξεκα ην νπνίν ιέεη φηη: 

Θεώρεκα 1
ο
 : Ζ γξακκηθή ζήθε <x₁, x₂, …, xᵣ> είλαη ν ειάρηζηνο ππφρσξνο ηνπ 

δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ πνπ πεξηέρεη ηα δηαλχζκαηα x₁, x₂, …, xᵣ. 

   

1.1.4  Γπαμμική ανεξαπηηζία διανςζμάηυν 



Ανάλυση Λαθών στην Γραμμική Άλγεβρα Σελίδα 18 
 
 

  Ορηζκός 3
ος

 : α) Σα δηαλχζκαηα x₁, x₂, …, xᵣ, rϵ , ελφο δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ πάλσ 

ζην ζψκα Κ ιέγνληαη γξακκηθά εμαξηεκέλα, αλ θαη κφλνλ αλ, ππάξρνπλ ζπληειεζηέο 

ι₁,ι₂, … , ιᵣϵΚ φρη φινη κεδέλ, ηέηνηνη ψζηε λα ηζρχεη ε ηζφηεηα ι₁∙x₁+ι₂∙x₂+…+ιᵣ∙xᵣ= 0. 

β) Απφ ηελ άιιε ηα δηαλχζκαηα x₁, x₂, …, xᵣ, rϵN∙, ελφο δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ πάλσ 

ζην ζψκα Κ ιέγνληαη γξακκηθά αλεμάξηεηα, αλ θαη κφλνλ αλ, δελ είλαη γξακκηθψο 

εμαξηεκέλα, ή ηζνδχλακα, αλ θαη κφλνλ αλ, ι₁∙x₁+ι₂∙x2+…+ιᵣ∙xᵣ= 0, ι₁, ι₂, …, ιᵣϵΚ → 

ι₁= ι₂= … = ιᵣ= 0. 

τόιηο 2
ο
 : α) Κάζε δηάλπζκα xϵΥ, x≠0 είλαη γξακκηθά αλεμάξηεην, αθνχ ηζρχεη ην εμήο: 

ι∙x= 0, ιϵΚ, x≠0 → ι= 0. 

β) Σν κεδεληθφ δηάλπζκα 0ϵΥ είλαη γξακκηθά εμαξηεκέλν, αθνχ ηζρχεη: ι∙0= 0 κε ι≠0. 

Θεώρεκα 2
ο
 : Σα δηαλχζκαηα x₁, x₂, …, xᵣ, rϵ , ελφο δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ πάλσ ζην 

ζψκα Κ είλαη γξακκηθά εμαξηεκέλα, αλ θαη κφλνλ αλ, έλα ηνπιάρηζηνλ απφ απηά είλαη 

γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ ππνινίπσλ. 

 

1.1.5 Βάζη και διάζηαζη διανςζμαηικού σώπος 

  Ξεθηλάκε κε ηνλ νξηζκφ (Hamel) βάζεο ελφο δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ θαη έρνπκε ηα 

εμήο: 

Ορηζκός 4
ος

 : Σν ππνζχλνιν {x₁, x₂, …, xᵣ} ηνπ δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ πάλσ ζην ζψκα 

Κ, είλαη κία βάζε γηα ηνλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν Υ, αλ θαη κφλνλ αλ, ηζρχνπλ ηα παξαθάησ:  

i) Σα δηαλχζκαηα x₁, x₂,…, xᵣ είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα. 

ii) Ζ δηαλχζκαηα παξάγνπλ ην ρψξν, δειαδή γηα ηε γξακκηθή ηνπο ζήθε ηζρχεη 

φηη: <x₁, x₂,…, xᵣ>= Υ. 

Θεώρεκα 3
ο
 : Έζησ Υ δηαλπζκαηηθφο ρψξνο πάλσ ζην ζψκα Κ θαη {x₁, x₂,…, xᵣ} κία 

βάζε ηνπ, ηφηε γηα θάζε xϵΥ ππάξρνπλ κνλαδηθνί ζπληειεζηέο ι₁, ι₂,…, ιᵣϵΚ  ηέηνηνη 

ψζηε λα ηζρχεη x= ι₁∙x₁+ι₂∙x₂+...+ιᵣ∙xᵣ. 

  Θεσξείηε φηη ε κνλαδηθά νξηδφκελε r-άδα (ι₁, ι₂,…, ιᵣ) ζπληειεζηψλ πάλσ ζην Κ 

νξίδεη επίζεο θαη ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ δηαλχζκαηνο xϵΥ σο πξνο ηελ βάζε {x₁, x₂,…,xᵣ} 

ηνπ Υ. Οπφηε, αλ αιιάμεη ε δηάηαμε ησλ ζηνηρείσλ ηεο βάζεο, ηφηε ζα αιιάμεη θαη ε r-άδα 

ησλ ζπληειεζηψλ. Γηα απηφλ ηνλ ιφγν ε βάζε ζεσξείηε δηαηεηαγκέλε, δειαδή γηα ηελ 

εχξεζε ησλ ζπληεηαγκέλσλ ελφο δηαλχζκαηνο  σο πξνο ηελ βάζε έρνπκε ηελ δηάηαμε ησλ 

δηαλπζκάησλ ηεο βάζεο. 
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  Γηα παξάδεηγκα αλ πάξνπκε ηνλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν   , ην ηπρφλ δηάλπζκα (ι₁, 

ι₂,…, ιv)ϵ   γξάθεηαη ζηελ κνξθή:  

(ι₁, ι₂,…, ιv)= ι₁∙(1, 0, …, 0)+ι₂∙(0, 1,…, 0)+…+ιv∙(0, 0,…,1)= 

ι₁∙e₁+ι₂∙e₂+…+ιv∙ev, φπνπ ηα eᵢϵ   νξίδνληαη έηζη ψζηε λα έρνπλ ίζε κε 1 ζηελ i-ζέζε 

θαη 0 ζηηο ππφινηπεο. Άξα ηα e₁, e₂,…, eᵥ παξάγνπλ ηνλ    (1), επηπιένλ είλαη γξακκηθά 

αλεμάξηεηα (2), άξα απφ (1), (2) ηα e₁, e₂,…, eᵥ απνηεινχλ βάζε ηνπ    . Ζ βάζε απηή 

ιέγεηαη θαη θαλνληθή βάζε ηνπ   . 

  Γεληθά ππάξρνπλ δηαλπζκαηηθνί ρψξνη κε πεπεξαζκέλε βάζε (πεπεξαζκέλνο 

αξηζκφο ζηνηρείσλ), ρψξνη κε κε πεπεξαζκέλε βάζε (άπεηξνο αξηζκφο ζηνηρείσλ), ελψ 

θάζε δηαλπζκαηηθφο ρψξνο έρεη ηνπιάρηζηνλ κία βάζε. Δπνκέλσο,  πξνθχπηνπλ ηα 

εξσηήκαηα: 

i) Κάζε δηαλπζκαηηθφο ρψξνο έρεη κία βάζε πεπεξαζκέλε ή φρη; 

ii) Έρνπλ φιεο νη βάζεηο ελφο δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ ην ίδην πιήζνο ζηνηρείσλ; 

  Καη’ αξρήλ ζην i) γηα ηελ χπαξμε πεπεξαζκέλεο βάζεο ε απάληεζε είλαη λαη, 

αιιά ππφ θάπνηεο πξνυπνζέζεηο. Ζ απάληεζε θαη ζηα δπν εξσηήκαηα δίλεηαη απφ ηα 

παξαθάησ Θεσξήκαηα. 

  Θεσξνχκε έλα πεπεξαζκέλν ζχλνιν γελλεηφξσλ Α ελφο δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ 

ην νπνίν είλαη κέγηζην, δειαδή δελ ππάξρεη γξακκηθά αλεμάξηεην ππνζχλνιν ηνπ Υ πνπ 

λα έρεη ην Α σο γλήζην ππνζχλνιφ ηνπ, άξα: 

  Θεώρεκα 4
ο
 : Κάζε κέγηζην ζχλνιν Α απφ γξακκηθά αλεμάξηεηα δηαλχζκαηα ηνπ 

δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ απνηειεί βάζε ηνπ Υ. 

  Θεώρεκα 5
ο
 : Κάζε δηαλπζκαηηθφο ρψξνο Υ≠{0} ν νπνίνο έρεη έλα πεπεξαζκέλν ζχλνιν 

γελλεηφξσλ {x₁, x₂,…, xᵣ} έρεη κία βάζε. 

  Αο ζεσξήζνπκε ηψξα έλα πεπεξαζκέλν ζχλνιν γελλεηφξσλ Β ελφο δηαλπζκαηηθνχ 

ρψξνπ Υ ην νπνίν είλαη ειάρηζην, δειαδή δελ ππάξρεη γλήζην ππνζχλνιν ηνπ Β πνπ λα 

παξάγεη ηνλ ρψξν Υ. Άξα απφ ην Θεψξεκα 5 ην ζχλνιν Β είλαη βάζε ηνπ Υ. Άξα έρνπκε 

ην εμήο: 

Θεώρεκα 6
ο
 : Κάζε ειάρηζην πεπεξαζκέλν ζχλνιν γελλεηφξσλ ελφο δηαλπζκαηηθνχ 

ρψξνπ απνηειεί βάζε ηνπ. 

  Απαληήζακε ζην i) θαη κέλεη λα απαληήζνπκε θαη ζην ii) κε ην Θεψξεκα 7, πνπ 

ζηεξίδεηαη κε ηε ζεηξά ηνπ ζην αθφινπζν Λήκκα. 
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Λήκκα αληαιιαγής ηοσ Steinitz: Αλ έρσ Α= {x₁, x₂,…, xᵣ} έλα ζχλνιν απφ γξακκηθά 

αλεμάξηεηα δηαλχζκαηα ελφο δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ πάλσ ζην ζψκα Κ θαη Β= {y₁, 

y₂,…, yᵥ} είλαη έλα ζχλνιν γελλεηφξσλ ηνπ Υ, ηφηε ηζρχνπλ ηα αθφινπζα: 

i) r≤λ 

ii) Τπάξρεη έλα ζχλνιν γελλεηφξσλ ηνπ Υ ηεο κνξθήο {x₁,…, xᵣ, y′ᵣ₊₁,…, y′ᵥ}, κε 

y′ᵢϵΒ, i= r+1,…, λ. 

Θεώρεκα 7
ο
 : Δάλ έλαο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο Υ έρεη κία πεπεξαζκέλε βάζε, έζησ {x₁, 

x₂,…, xᵣ}, ηφηε θαη θάζε άιιε βάζε ηνπ ζα  έρεη ηνλ ίδην αξηζκφ ζηνηρείσλ. 

  Απφ ην Θεψξεκα 7 πξνθχπηεη ν παξαθάησ νξηζκφο: 

Ορηζκός 5
ος

 : Αλ έρνπκε έλαλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν Υ πάλσ ζην ζψκα Κ, κε πεπεξαζκέλε 

βάζε, ηφηε ν θνηλφο αξηζκφο ησλ ζηνηρείσλ θάζε βάζεο ηνπ (πιεζηθφηεηα βάζεο) ιέγεηαη 

δηάζηαζε ηνπ δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ θαη ζπκβνιίδεηαη κε dimX, ελψ ν Υ ιέγεηαη 

δηαλπζκαηηθφο ρψξνο πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο θαη ε dim{0}= 0. 

  Άκεζεο ζπλέπεηα ηνπ Λήκκαηνο αληαιιαγήο είλαη ην εμήο: «Αλ ν δηαλπζκαηηθφο 

ρψξνο Υ ζην ζψκα Κ είλαη πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο r, ηφηε νπνηαδήπνηε r+k, k= 1, 2,… 

δηαλχζκαηα απηνχ είλαη γξακκηθά εμαξηεκέλα.» 

  Δπίζεο, ππάξρεη ην Θεψξεκα 8, ην νπνίν είλαη Θεψξεκα επέθηαζεο βάζεο ελφο 

δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο θαη βαζίδεηαη ζηελ εμήο πξφηαζε: «Αλ Υ 

είλαη δηαλπζκαηηθφο ρψξνο ζην ζψκα Κ θαη Α= {x₁, x₂,…, xᵣ} είλαη έλα γξακκηθά 

αλεμάξηεην ππνζχλνιφ ηνπ, ηφηε γηα θάζε xϵΥ− <Α> ην ζχλνιν Α {x} είλαη γξακκηθά 

αλεμάξηεην.» 

 Θεώρεκα 8
ο
  : Αλ Υ είλαη έλαο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο r, ηφηε 

θάζε γξακκηθά αλεμάξηεην ππνζχλνιν ηνπ Α επεθηείλεηαη ζε κία βάζε ηνπ, δειαδή ην Α 

είλαη ππνζχλνιν θάπνηαο βάζεο ηνπ Υ. 

  Σέινο, ηζρχνπλ νη εμήο ρξήζηκεο πξνηάζεηο: «’ έλαλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν Υ 

πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο θάζε γξακκηθά αλεμάξηεην ππνζχλνιφ ηνπ Α κε r ζηνηρεία είλαη 

βάζε ηνπ.» θαη:  «Αλ Τ ππφρσξνο ηνπ δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ, ηφηε ηζρχνπλ: i) dimY≤ 

dimX, ii) dimY= dimX → Y= X.» 

 

1.1.6 Κλιμακυηή μοπθή διανςζμάηυν και Θεώπημα Γιάζηαζηρ 

Ορηζκός 6
ος

 : Αλ ζεσξήζνπκε ηα δηαλχζκαηα xᵢ= (αᵢ₁, αᵢ₂,.., αᵢᵥ)≠ 0, i= 1, 2,…, n ηνπ   . 

Αλ νη πξψηεο κε κεδεληθέο ζπληεηαγκέλεο ησλ x₁, x₂,…xn, έζησ νη     
,     

, … , 
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 αληίζηνηρα, είλαη ηέηνηεο ψζηε λα ηζρχεη: t₁< t₂ … < tn, ηφηε ιέκε φηη ηα δηαλχζκαηα 

xᵢ, i= 1, 2,…, n είλαη ζε θιηκαθσηή κνξθή. 

  ηε ζπλέρεηα αθνινπζνχλ δχν ζεσξήκαηα πνπ είλαη αλαγθαία γηα ηα δηαλχζκαηα ζε 

θιηκαθσηή κνξθή. 

Θεώρεκα 9
ο
 : Αλ ηα δηαλχζκαηα xᵢ= (αᵢ₁, αᵢ₂,…, αᵢᵥ)ϵ  , i= 1, 2,…, n είλαη ζε θιηκαθσηή 

κνξθή, ηφηε είλαη θαη γξακκηθά αλεμάξηεηα. 

Θεώρεκα 10
ο
 : Θεσξνχκε ην δηαλπζκαηηθφ ρψξν Υ πάλσ ζην ζψκα Κ, θαη ην ππνζχλνιν 

Α= {x₁, x₂,…, xn} ηνπ Υ. Αλ x= ι₁∙x₁+…+ιᵢ∙xᵢ+…+ιn∙xn κε ιᵢ≠0, ηφηε <Α>= <x₁, x₂,…, 

xn>= <x₁,…, xᵢ₋₁, x, xᵢ₊₁,…, xn>. 

  Δπίζεο, έλα ζχλνιν δηαλπζκάησλ x₁, x₂,…, xn ηνπ    κεηαηξέπεηαη ζε ζχλνιν 

δηαλπζκάησλ θιηκαθσηήο κνξθήο κε ηηο παξαθάησ ζηνηρεηψδεηο πξάμεηο:  

i) xᵢ→xj (ελαιιαγή xᵢ, xj )  

ii) xᵢ→ ι∙xᵢ, ι≠0 (αληηθαηάζηαζε ηνπ xᵢ κε ην ι∙xᵢ) 

iii) xᵢ→xᵢ+ι∙xj, ι≠0, (αληηθαηάζηαζε ηνπ xᵢ κε ην xᵢ+ι∙xj) 

iv) δηαγξαθή κεδεληθνχ δηαλχζκαηνο. 

  Οπφηε αλ κεηά ηελ εθαξκνγή ησλ ζηνηρεησδψλ πξάμεσλ ηα δηαλχζκαηα πνπ 

πξνθχπηνπλ ζε θιηκαθσηή κνξθή είλαη ηα y₁, y₂,…, yt, t≤ n, ηφηε απφ ηα δχν ηειεπηαία 

ζεσξήκαηα ηζρχνπλ ηα εμήο: 

i) y₁, y₂,…, yt είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα 

ii) <y₁, y₂,…, yt>= <x₁, x₂,…, xn>. 

  Σειεηψλνληαο ηελ ελφηεηα απηή, αλαθέξνπκε θαη έλα ρξήζηκν ζεψξεκα κε εθαξκνγέο ζε 

παξαδείγκαηα θαη αζθήζεηο θαη είλαη ην εμήο: 

Θεώρεκα 11
ο 

(Θεώρεκα Γηάζηαζες) : Αλ Υ είλαη έλαο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο 

πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο θαη Τ₁, Τ₂ ππφρσξνί ηνπ, ηφηε ηζρχεη: 

     dim(Y₁+Y₂)=  dimY₁+ dimY₂- dim(Y₁∩Y₂). 

 

 

 

1.2 Γιαηύπυζη Πποβλήμαηορ 1 και λύζη ηος ζε βήμαηα  

1.2.1 Γενικά     

ηελ αλάιπζε ιαζψλ φζνλ αθνξά ηνπο δηαλπζκαηηθνχο ρψξνπο ρξεζηκνπνηήζεθε 

ην πξφβιεκα πνπ αθνινπζεί θαη ζηε ζπλέρεηα, ε ζσζηή ιχζε ηνπ βαζηζκέλε ζηελ ζεσξία 
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πνπ δηδάρηεθε ζηηο παξαδφζεηο ηνπ εμακήλνπ ζηνπο θνηηεηέο ησλ Πνιηηηθψλ Μεραληθψλ 

ΔΜΠ, ζην 1o εμάκελν ηνπ έηνπο 2011-2012 . Ζ ιχζε απηή ρσξίδεηαη ζε βήκαηα αξγφηεξα 

γηα λα δηεπθνιπλζεί ε αλάιπζή ηνπο θαη λα δηεμαρζνχλ πην επδηάθξηηα ηα είδε ησλ ιαζψλ 

πνπ εκθαλίδνληαη ζηηο ιχζεηο πνπ δίλνπλ νη θνηηεηέο.  

 

1.2.2 Γιαηύπυζη πποβλήμαηορ και η λύζη ηος ζε βήμαηα 

Πρόβιεκα 1
ο
 : Θεσξνχκε ηνπο δχν ππνρψξνπο ηνπ δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ   :  

Α= {(x,y,z,w): y+z-2∙w= 0}, B= {(x,y,z,w): x+z= 0, y= 3∙w}. Να βξείηε κία βάζε γηα 

θαζέλαλ απφ ηνπο ππνρψξνπο Α, Β, Α∩Β θαη ηελ δηάζηαζε ηνπ ππνρψξνπ Α+Β. 

ωζηή Λύζε (ζε βήκαηα) 1
οσ

 Προβιήκαηος:  

Βήκα 1
ο
 : Γηα ηνλ ππφρσξν Α ζα ιχζνπκε ην νκνγελέο ζχζηεκα κε ηέζζεξηο αγλψζηνπο 

θαη κία εμίζσζε, θαη άξα ηξεηο παξακέηξνπο ζην ηέινο, σο εμήο: 

 y+z-2∙w= 0→ z= 2∙w-y,  

ηφηε (x, y, z, w)= (x, y, 2∙w-y, w)= x∙(1, 0, 0, 0)+y ∙(0, 1, -1, 0)+w∙(0, 0, 2, 1). Άξα 

βξίζθνπκε ηξεηο γελλήηνξεο γηα ηνλ ππφρσξν Α, δειαδή ηα δηαλχζκαηα 

 (1,  0,  0,  0), (0,  1,  -1,  0), (0,  0,  2,  1). 

Βήκα 2
ο
 : Δμεγνχκε γηαηί ηα δηαλχζκαηα-γελλήηνξεο ηνπ Α είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα. Ο 

πίλαθαο δηαζηάζεσλ (3x4) κε ηα παξαπάλσ δηαλχζκαηα, [
   
    
   

   
 
 
 
] 

είλαη ζε θιηκαθσηή  κνξθή, άξα ηα δηαλχζκαηα είλαη γξακκηθψο αλεμάξηεηα. 

Βήκα 3
ο
 : Βξίζθνπκε κία βάζε ηνπ ππνρψξνπ Α θαη είλαη ε εμήο: {(1, 0, 0, 0), (0, 1, -1, 0), 

(0, 0, 2, 1)}, ελψ ε δηάζηαζή ηνπ σο ε πιεζηθφηεηα ηεο βάζεο ηνπ είλαη: dim(Α)= 3. 

Βήκα 4
ο
 : Γηα ηνλ ππφρσξν Β ζα ιχζνπκε ην ζχζηεκα  ησλ δχν (2) εμηζψζεσλ κε 

ηέζζεξηο (4) αγλψζηνπο, άξα δχν (2) παξακέηξνπο θαη ζα έρνπκε: { x+z= 0, y= 3∙w} → 

{z= -x, y= 3∙w}, άξα (x, y, z, w)= (x, 3∙w, -x, w)= x∙(1, 0, -1, 0)+w∙(0, 3, 0, 1). Άξα 

βξίζθνπκε δχν γελλήηνξεο γηα ηνλ ππφρσξν Β, ηα δηαλχζκαηα (1, 0, -1, 0) θαη (0, 3, 0, 1). 

Βήκα 5
ο
 : Δμεγνχκε γηαηί ηα παξαπάλσ δηαλχζκαηα είλαη γξακκηθψο αλεμάξηεηα. Ο 

πίλαθαο δηαζηάζεσλ (2x4), 0
    
   

   
 
 
1 είλαη ζε θιηκαθσηή κνξθή,άξα ηα δηαλχζκαηα 

είλαη γξακκηθψο αλεμάξηεηα. 

Βήκα 6
ο
 : Άξα κία βάζε ηνπ ππνρψξνπ Β είλαη ε εμήο: {(1, 0, -1, 0), (0, 3, 0, 1)} θαη ε 

δηάζηαζή ηνπ είλαη dim(B)= 2. 
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Βήκα 7
ο
 : Γηα ηνλ ππφρσξν Α∩Β, δειαδή ηελ ηνκή ησλ ππνρψξσλ Α θαη Β παίξλνπκε φια 

ηα δηαλχζκαηα ησλ Α, Β θαη ιχλνπκε ην ζχζηεκα ησλ ηξηψλ εμηζψζεσλ κε ηέζζεξεηο 

αγλψζηνπο, άξα κία παξάκεηξν ζην ηέινο θαη παίξλνπκε: 

O ππφρσξνο είλαη ν A∩B= {(x,y,z,w): y+z-2∙w= 0, x+z= 0, y= 3∙w}, άξα ιχλσ ην 

ζχζηεκα θαη: 

{x+z= 0, y= 3∙w, y+z-2∙w= 0} → {z= -x, y= 3∙w, 3∙w+z-2∙w= 0} → {z= -x, y= 3∙w, z= -

w} → {x= -z= w, y= 3∙w, z= -w}. 

Άξα (x, y, z, w)= (w, 3∙w, -w, w)= w∙(1, 3, -1, 1). Άξα βξίζθνπκε έλαλ γελλήηνξα γηα ηνλ 

ππφρσξν Α∩Β. 

Βήκα 8
ο
 : Άξα κία βάζε ηνπ ππνρψξνπ Α∩Β είλαη ε {(1, 3, -1, 1)} θαη ε δηάζηαζή ηνπ 

dim(A∩B)= 1. 

Βήκα 9
ο
 : Δδψ βξίζθνπκε ηελ δηάζηαζε ηνπ ππνρψξνπ Α+Β ρξεζηκνπνηψληαο ην 

Θεψξεκα Γηάζηαζεο (Θεψξεκα 11
ν
) θαη έρνπκε: dim(A+B)= dim(A)+ dim(B)-

dim(A∩B)= 3+2-1= 5-1= 4, άξα dim(A+B)= 4. 

 

1.3  Γιεπεύνηζη λαθών 

1.3.1 Δίδη λαθών ζηη λύζη ηος πποβλήμαηορ 1 και καηηγοπιοποίηζή ηοςρ 

  ε απηήλ ηελ ελφηεηα ζα γίλεη πνηνηηθή αλάιπζε ησλ ιαζψλ πνπ βξέζεθαλ ζην 

δείγκα ησλ 222 γξαπηψλ ησλ πξσηνεηψλ θνηηεηψλ, δειαδή ζα θαηεγνξηνπνηεζνχλ ζε είδε 

κε βάζε θαη ηα ελλέα (9) βήκαηα ζηελ ζσζηή ιχζε θαη κε βάζε ηνπο πίλαθεο πνπ 

ππάξρνπλ ζην παξάξηεκα. 

  Καη’ αξρήλ, ηα ιάζε εδψ ρσξίδνληαη ζε ηξεηο γεληθέο θαηεγνξίεο:  

i) Λάζε θαηαλφεζεο ηεο ζεσξίαο ησλ δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ, ζπκβνιίδνπκε κε 

(Κ)  

ii) Έιιεηςεο δηθαηνιφγεζεο ηεο γξακκηθήο αλεμαξηεζίαο ησλ δηαλπζκάησλ, 

ζπκβνιίδνπκε κε (Γ) 

iii) ηηο πξάμεηο θαη ζηελ επίιπζε ζπζηήκαηνο εμηζψζεσλ, ζπκβνιίδνπκε κε (Π) 

  Aξρηθά, ζα παξαηεξήζνπκε φηη ηα βήκαηα 1, 4 θαη 7 είλαη παξφκνηα. ’απηά 

γίλεηαη επίιπζε ζπζηήκαηνο εμηζψζεσλ κε δηαθνξεηηθέο ζηνλ αξηζκφ εμηζψζεηο θάζε 

θνξά θαη δηαθνξεηηθνχο αγλψζηνπο. Σα είδε ιαζψλ πνπ ζπλαληνχκε εδψ αλήθνπλ ζηηο 

θαηεγνξίεο (i) θαη (iii).  

  πγθεθξηκέλα, γηα ηελ (i) θαηεγνξία (θαηαλφεζεο) ζπλαληνχκε ηα εμήο: 
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 α)  Γελ έρνπλ θαηαλνήζεη πψο “δηαρεηξηδφκαζηε” δηαλχζκαηα κε παξαπάλσ απφ δχν 

ζπληεηαγκέλεο αθνχ μεθεχγνπλ απφ ηνλ ηεηξηκκέλν δηαλπζκαηηθφ ππφρσξν    
θαη άξα 

πψο ιχλεηαη έλα ζχζηεκα ηξηψλ (ή πεξηζζνηέξσλ) αγλψζησλ. Απφ εθεί θαη έπεηηα ηα ιάζε 

γίλνληαη ζηηο πξάμεηο επίιπζεο ησλ ζπζηεκάησλ, άξα είκαζηε ζηελ θαηεγνξία (iii) θαη ζα 

ηα αλαιχζνπκε πην θάησ.  

β)  Γελ έρνπλ θαηαλνήζεη ην ηη είλαη νη γελλήηνξεο ελφο ππνρψξνπ δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ 

θαη πψο ηνπο βξίζθνπκε. Παξαηεξήζεθαλ δχν ιάζε: 

β₁) Απζαίξεηα, ελψ ν θνηηεηήο βξίζθεη ζσζηά ηα δηαλχζκαηα ηνπ ππνρψξνπ πξνζζέηεη θαη 

ην κεδεληθφ δηάλπζκα έηζη ψζηε λα ππάξρνπλ ηέζζεξεηο (4) γελλήηνξεο, φζν θαη ε 

δηάζηαζε ηνπ δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ    
 θαη 

β₂) Γηα ηνλ ππφρσξν Α∩Β, γηα λα βξεη ηνπο γελλήηνξέο ηνπ παίξλεη ηα δχν δηαλχζκαηα 

ηνπ ππνρψξνπ Β σο γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ησλ ηξηψλ δηαλπζκάησλ ηνπ ππνρψξνπ Α. 

  Σψξα ζηελ (iii) θαηεγνξία-πξάμεηο ζπλαληνχκε ηα εμήο: 

γ)  Λάζε ζηηο πξάμεηο επίιπζεο ησλ ζπζηεκάησλ θαη πην ζπγθεθξηκέλα παξαηεξνχκε φηη: 

γ₁) Βξίζθνπλ ιάζνο αξηζκφ δηαλπζκάησλ-γελλεηφξσλ είηε ιηγφηεξα, είηε πεξηζζφηεξα. 

γ₂)  Βξίζθνπλ κεξηθά δηαλχζκαηα ζσζηά θαη κεξηθά ιάζνο. 

γ3)   πλδπαζκφο ησλ (γ1) θαη (γ2) ιαζψλ, δειαδή ιηγφηεξνπο γελλεηφξσλ ή πεξηζζφηεξνπο 

θαη θάπνηνη απφ απηνχο είλαη νη ζσζηνί. 

γ4)  ια ηα δηαλχζκαηα-γελλήηνξεο πνπ πξνθχπηνπλ κεηά ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

είλαη ιάζνο. 

γ5)  Κάλνπλ ιάζνο ζηα πξφζεκα, άξα αξηζκεηηθά ιάζε. 

  Δπίζεο, παξαηεξνχκε φηη ηα βήκαηα 2 θαη 5 είλαη παξφκνηα θαη ζε απηά δίλεηαη ε 

εμήγεζε ηεο γξακκηθήο αλεμαξηεζίαο ησλ δηαλπζκάησλ πνπ βξέζεθαλ ζηα βήκαηα  1,4 

θαη 7. Γίλεηαη απάληεζε δειαδή ζην γηαηί ηα δηαλχζκαηα πνπ βξέζεθαλ είλαη γξακκηθά 

αλεμάξηεηα γηα ηνπο ππνρψξνπο Α, Β θαη Α∩Β θπζηθά. Σα είδε ησλ ιαζψλ πνπ 

ζπλαληνχκε ζ’ απηφ ην θνκκάηη ιχζεο αλήθνπλ ζηηο θαηεγνξίεο (i) θαη (ii). 

  Πην αλαιπηηθά βιέπνπκε ζηελ θαηεγνξία-θαηαλφεζεο (i) φηη ελψ δίλεηαη 

δηθαηνιφγεζε απηή δελ είλαη ε ζσζηή γηαηί: 

δ)  Γελ έρνπλ θαηαλνήζεη πφηε ηα δηαλχζκαηα ζεσξνχληαη γξακκηθψο αλεμάξηεηα  θαη ζε 

αξθεηέο πεξηπηψζεηο ζηελ πξνζπάζεηά ηνπο λα ηα ζέζνπλ ζε θιηκαθσηή κνξθή θάλνπλ ηα 

εμήο ιάζε: 
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δ1)  ηα πξνεγνχκελα 1,4 ή 7 βήκαηα βξίζθνπλ ιάζνο γελλήηνξεο θαη αθνχ δελ είλαη ήδε 

ζε θιηκαθσηή κνξθή ηα θάλνπλ θιηκαθσηά κε ζσζηή ή φρη δηαδηθαζία θαη πξάμεηο. 

δ2)  Βξίζθνπλ ζσζηά ηνπο γελλήηνξεο, άξα ιχλνπλ ζσζηά ηα ζπζηήκαηα εμηζψζεσλ θαη 

δελ παξαηεξνχλ φηη είλαη ήδε ζε θιηκαθσηή κνξθή. Οπφηε ζέηνπλ ηνπο πίλαθεο κε ηνπο 

γελλήηνξεο ζε θιηκαθσηή κνξθή θαη αθνχ βξίζθνπλ ην βαζκφ ησλ πηλάθσλ παίξλνπλ ίζν 

αξηζκφ δηαλπζκάησλ κε ην βαζκφ ηνπ πίλαθα θάζε θνξά θαη απηά ζεσξνχλ κφλν γξακκηθά 

αλεμάξηεηα. ια απηά απφ πάλσ πξνο ηα θάησ ζηνλ πίλαθα θαη ηα ππφινηπα πνπ 

πεξηζζεχνπλ ηα δηαγξάθνπλ.  

 ηελ θαηεγνξία (ii): 

ε)  Δλψ βξίζθνπλ ζσζηά ηα δηαλχζκαηα αθνινπζψληαο ζσζηά ηελ δηαδηθαζία ζηα 1, 4 ή 7 

βήκαηα δελ δίλεηαη δηθαηνιφγεζε γηα ηελ γξακκηθή αλεμαξηεζία ησλ δηαλπζκάησλ πνπ 

πξνθχπηνπλ, γίλεηαη κφλν απιή παξάζεζή ηνπο σο βάζε γηα ηνπο επηκέξνπο ππνρψξνπο. 

  Σέινο, θαη ηα βήκαηα 3, 6, 8 θαη 9 είλαη παξφκνηα θαη ζ’ απηά βξίζθνπκε ηελ βάζε θαη 

ηελ δηάζηαζε ησλ ππνρψξσλ Α, Β, Α∩Β θαη ηελ δηάζηαζε ηνπ ππνρψξνπ Α+Β. Σα ιάζε 

πνπ παξαηεξνχληαη ζ’ απηά ηα βήκαηα αλήθνπλ ζηηο θαηεγνξίεο (i) θαη (iii). 

  ηελ θαηεγνξία-θαηαλφεζεο (i) έρνπκε ηα εμήο είδε ιαζψλ: 

ζη) Γελ βξίζθνπλ θαζφινπ δηαζηάζεηο ή βξίζθνπλ δηαζηάζεηο θαη βάζεηο ζε θάπνηνπο απφ 

ηνπο ππνρψξνπο  ιάζνο ή ζσζηέο, άξα δελ έρνπλ θαηαλνήζεη ηηο έλλνηεο βάζε θαη 

δηάζηαζε δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ ή ηεο ηνκήο απηψλ. 

ζη1)  Αλ θαη βξίζθνπλ ζσζηά ηα δηαλχζκαηα βάζεο ζεσξνχλ κφλν θάπνηα απφ απηά σο 

γξακκηθά αλεμάξηεηα θαη θαηαιήγνπλ ζε ιάζνο δηάζηαζε. 

ζη2)  Μπεξδεχνπλ ηελ έλλνηα ηεο δηάζηαζεο κε ηνλ βαζκφ ηνπ πίλαθα, δειαδή βξίζθνπλ 

ηνλ βαζκφ ηνπ πίλαθα θάζε θνξά θαη ιέλε φηη ηφζε είλαη θαη ε δηάζηαζή ηνπ, κηθξφηεξε 

ζπλήζσο, θαη φρη φηη δηάζηαζε είλαη ε πιεζηθφηεηα ηεο βάζεο. 

ζη3)  Πξνζζέηνπλ απζαίξεηα ζηνπο γελλήηνξεο έλα ή δχν κνλαδηαία δηαλχζκαηα έηζη ψζηε 

ε βάζε ηνπ ππνρψξνπ λα πεξηέρεη ηέζζεξα δηαλχζκαηα θαη ε δηάζηαζε λα γίλεηαη ίζε κε 

ηελ δηάζηαζε ηνπ δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ, δειαδή ν ππφρσξνο λα είλαη δηάζηαζεο ηέζζεξα. 

πλήζσο απηφ παξαηεξείηαη ζηνπο ππφρσξνπο Α θαη Β θαη άξα έρεη αληίθηππν θαη ζηε 

δηάζηαζε ηνπ Α∩Β. 

ζη4)  Βξίζθνπλ ηελ δηάζηαζε ηνπ ππνρψξνπ Α∩Β ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν dim(A∩B)= 

dim(A)+dim(B) ή παίξλνπλ ηα θνηλά δηαλχζκαηα βάζεο ησλ Α θαη Β. 

δ)  Αθνξά κφλνλ ηελ δηάζηαζε ηνπ ππνρψξνπ Α+Β θαη ην φηη έγξαςαλ ιάζνο ην ζεψξεκα 

δηάζηαζεο.  
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δ1)  Γξάθνπλ φηη ε δηάζηαζε dim(A+B)= dim(A)+dim(B)-2∙dim(A∩B) ή dim(A+B)= 

dim(A)+dim(B) ή dim(A+B)= dim(A)+dim(B)+dim(A∩B) ή dim(A+B)= dim(AB)= 

dim(A)+dim(B) 

 

δ2)  Γξάθνπλ ηελ δηάζηαζε αιιά δελ εμεγνχλ πσο πξνέθπςε. 

δ3)  Γελ ηελ βξίζθνπλ θαζφινπ. 

δ4)  Παίξλνπλ κε ηελ ζεηξά ηα δηαλχζκαηα βάζεο ησλ Α, Α∩Β ζε έλαλ πίλαθα θαη ζ’ έλαλ 

άιιν ηα δηαλχζκαηα ησλ Β, Α∩Β ηνπο ζέηνπλ ζε θιηκαθσηή κνξθή κε βαζκφ γηα ηνλ θάζε 

πίλαθα ίζν κε ηξία (3), άξα ε δηάζηαζε είλαη ε άζξνηζε ησλ βαζκψλ ησλ πηλάθσλ 

dim(A+B)= 3+3+6  ή απιά ν βαζκφο ηνπ θάζε πίλαθα δειαδή dim(A+B)= 3.  

 ηελ θαηεγνξία-πξάμεηο (iii) παξαηεξνχκε ηα εμήο: 

ε) Βξίζθνπλ ιάζνο βάζε, άξα θαη δηάζηαζε θπξίσο είηε γηαηί έρνπλ βξεη ιάζνο γελλήηνξεο 

ζηνπο ππνρψξνπο ζηα πξνεγνχκελα 1, 4 θαη 7 βήκαηα, είηε γηαηί δελ ζεψξεζαλ φια ηα 

δηαλχζκαηα-γελλήηνξεο γξακκηθά αλεμάξηεηα. Γη’ απηφ ην ιφγν έρνπκε ηηο αθφινπζεο 

ππνθαηεγνξίεο: 

ε1)  Βξίζθνπλ ιάζνο αξηζκφ δηαλπζκάησλ-γελλεηφξσλ ή ιάζνο δηαλχζκαηα, άξα θαη 

ιάζνο βάζε ή δηάζηαζε. 

ε2)  Αλ θαη βξίζθνπλ ζσζηά δηαλχζκαηα βάζεο ζηελ δηάζηαζε παίξλνπλ κφλν απηά πνπ 

απζαίξεηα ζεσξνχλ σο γξακκηθά αλεμάξηεηα θαη άξα ζπλήζσο ε δηάζηαζε κηθξφηεξε ηεο 

ζσζηήο. 

1.3.2 Ποζοζηιαία ανάλςζη λαθών ζηοςρ διανςζμαηικούρ σώποςρ  

Η έπεςνα 

 Έρνληαο παξνπζηάζεη, ζε αδξέο γξακκέο, ην αλαιπηηθφ πξφγξακκα δηδαζθαιίαο ηεο 

Γξακκηθήο Άιγεβξαο ζηελ ζρνιή ησλ Πνιηηηθψλ Μεραληθψλ ( θαη γεληθφηεξα ζε ζρνιέο 

ηνπ Πνιπηερλείνπ αλάινγα ηηο αλάγθεο ηεο θάζε ζρνιήο),  γίλεηαη θαλεξφ φηη απφ ηε κηα ε 

δπζθνιία ηεο δηδαζθαιίαο θαη ηεο κάζεζεο ησλ ελλνηψλ ηεο Άιγεβξαο κηαο θαη είλαη 

πεξηνξηζκέλε ε εκβάζπλζε ζηελ δηδαζθαιία ηνπ δηαλπζκαηηθνχ ινγηζκνχ, ησλ πηλάθσλ 

θαη ησλ νξηδνπζψλ ηνπο θαη ησλ άιισλ ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ελλνηψλ απφ ηελ 

δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε αθφκε, θαη απφ ηελ άιιε δελ δίλεηαη ηδηαίηεξε έκθαζε ζηελ 

θαιιηέξγεηα ησλ δηάθνξσλ κνξθψλ αλαπαξάζηαζεο ηνπ δηαλχζκαηνο θαη άξα θαη ησλ 

γξακκηθψλ απεηθνλίζεσλ. Με βάζε ην πην πάλσ πιαίζην πξνζπαζήζακε λα δηεξεπλήζνπκε 

ηελ θαηαλφεζε ησλ βαζηθψλ ελλνηψλ ζηα ηξία θεθάιαηα Γξακκηθήο Άιγεβξαο ηα νπνία 
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αλαιχζεθαλ θαη ηα ιάζε ή ηηο παξαλνήζεηο πνπ πηζαλφλ ζπλαληάκε ζε πξσηνεηείο ή 

ηειεηφθνηηνπο ή νπνηνπζδήπνηε εμακήλνπ θνηηεηέο ηνπ ΔΜΠ. 

 α) Το δείγμα.  Γηα ηνπο ζθνπνχο ηεο έξεπλαο ρξεζηκνπνηήζεθε δείγκα θνηηεηψλ- 

ππνθεηκέλσλ. Απνηεινχληαλ απφ 222 ζηνλ αξηζκφ θνηηεηέο ησλ Πνιηηηθψλ Μεραληθψλ 

ηνπ ΔΜΠ πνπ είραλ δηδαρζεί ηελ χιε ησλ ηξηψλ θεθαιαίσλ ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο: 

Γηαλπζκαηηθνί Υψξνη, Γξακκηθέο Απεηθνλίζεηο θαη Πίλαθεο, Υαξαθηεξηζηηθά Μεγέζε. Σν 

δείγκα ρξεζηκνπνηήζεθε ζην λα εμάγνπκε ζπκπεξάζκαηα σο πξνο ηελ θαηαλφεζε, ηα 

ιάζε θαη ηηο παξαλνήζεηο γχξσ απφ ηηο έλλνηεο θαη ηα καζεκαηηθά εξγαιεία πνπ 

ζπκπεξηιακβάλνληαη ζε απηά ηα θεθάιαηα. Σν δείγκα θξίλεηαη σο αληηπξνζσπεπηηθφ γηα 

ηηο αλάγθεο ηεο έξεπλαο αθνχ απνηειείηαη απφ άηνκα πνπ έρνπλ νινθιεξψζεη ηηο 

γπκλαζηαθέο θαη ιπθεηαθέο ηνπο ζπνπδέο, θαζψο θαη ηελ θνίηεζή ηνπο ηνπιάρηζηνλ ζην 

εμάκελν πνπ δηδάρζεθαλ ηα θεθάιαηα. Δπνκέλσο, έρνπλ δηδαρζεί ην ζχλνιν ησλ 

καζεκάησλ πνπ άκεζα ή έκκεζα ζρεηίδνληαη κε ηελ δηδαζθαιία ησλ δηαλπζκαηηθψλ 

ρψξσλ, ησλ γξακκηθψλ απεηθνλίζεσλ θαη ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ κεγεζψλ. Δπηπιένλ, ηα 

άηνκα απηά πξνέξρνληαη απφ ηελ κία αληηπξνζσπεπηηθή ζρνιή κεραληθψλ θαη εθθξάδνπλ 

πεξίπνπ φιν ην θάζκα ησλ θνηηεηψλ ηνπ Πνιπηερλείνπ. Σέινο, ε εηζδνρή ηνπο ζην 

παλεπηζηήκην κεηά απφ εηζαγσγηθέο εμεηάζεηο ηνπο πξνζδίδεη ην ραξαθηεξηζκφ ησλ 

«επηκειψλ» θνηηεηψλ. Σα ππνθείκελα ηνπ δείγκαηνο ινηπφλ, ζεσξνχληαη εμνηθεησκέλα κε 

ηα δηαλπζκαηηθά κεγέζε  θαη ηηο έλλνηεο ηεο Γξακκηθή Άιγεβξα αθνχ θαηά ηα πιείζηνλ 

αθνξνχλ ππνςήθηνπο απνθνίηνπο πνιπηερληθήο ζρνιήο.  

β) Τα γπαπηά ηελικών εξεηάζευν εξαμήνος. Απφ ηα ππνθείκελα ηνπ 

δείγκαηνο δεηήζεθε λα απαληήζνπλ ζε ηξία ζέκαηα ζηηο ηειηθέο γξαπηέο εμεηάζεηο, πνπ 

απνηεινχλ θαη ηα ηξία πξνβιήκαηα πνπ αλαιχζεθαλ πνηνηηθά ζηα ηξία πξψηα θεθάιαηα 

θαη αλαδεηήζεθαλ ηα είδε ησλ ιαζψλ ή νη παξαλνήζεηο ή ηα ζθάικαηα ησλ θνηηεηψλ ζηηο 

ιχζεηο πνπ δψζαλε (Παξάξηεκα ). Ο πξψηνο πίλαθαο πεξηιακβάλεη ηα είδε ησλ ιαζψλ πνπ 

παξαηεξήζεθαλ ζηα γξαπηά θαη ηελ θσδηθνπνίεζή ηνπο ζην πξψην ζέκα ή αιιηψο ζην 

πξφβιεκα 1, κε ζηφρν λα εμεηαζηνχλ ζε βάζνο ηα ιάζε πνπ εκθαλίδνληαη ζε θάζε βήκα 

ζηελ ιχζε, ζηελ επίιπζε ζπζηεκάησλ θαη ζηελ εχξεζε γελλεηφξσλ ησλ ππνρψξσλ, 

γξακκηθή αλεμαξηεζία δηαλπζκάησλ θαη αλαγσγή ηνπο ζε θιηκαθσηή κνξθή, εχξεζε 

βάζεο θαη δηάζηαζεο. Σα ππνθείκελα θαινχληαη λα δψζνπλ ιχζεηο ζην πξφβιεκα  1, 

ρξεζηκνπνηψληαο απηά πνπ δηδάρζεθαλ ζηα ηξία πεδία ζεσξίαο ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο 

ζηελ ζρνιή θαη φζα ήδε γλσξίδνπλ απφ ην ζρνιείν.  
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γ) Παποςζίαζη και ανάλςζη αποηελεζμάηυν. ηελ παξνπζίαζε ησλ 

απνηειεζκάησλ θαηαγξάθνληαη ηα πνζνζηά ησλ ιαζψλ γηα ηα πην ζεκαληηθά ιάζε ζηνπο 

δηαλπζκαηηθνχο ρψξνπο: 

ΠΟΟΣΑ 

 

ΔΚΑΝΔ ΣΟ ΛΑΘΟ 

 

ΓΔΝ ΔΚΑΝΔ ΣΟ 

ΛΑΘΟ  

ΓΑΒ (ΓΑ- ΓΒ) 8.11% 91.89% 

ΠΑΒΓ (ΠΑ- ΠΒ- ΠΓ) 21.62% 78.38% 

ΚΑΒ (ΚΑ- ΚΒ) 7.66% 92.34% 

ΚΓΓ (ΚΓ- ΚΓ) 7.66% 92.34% 

 

 Δπίζεο, ην πνζνζηφ ησλ θνηηεηψλ πνπ έιπζαλ ζσζηά ην πξφβιεκα 1 είλαη 31.53%, 

ην πνζνζηφ απηψλ πνπ δελ ην έιπζαλ θαζφινπ είλαη 36.49% θαη ην πνζνζηφ πνπ έθαλαλ 

θάπνην ιάζνο ή δελ έιπζαλ φια ηα εξσηήκαηα είλαη 31.98%.  

δ) Σςμπεπάζμαηα. Απφ ηα βαζηθά πξνβιήκαηα ζηελ Γξακκηθή Άιγεβξα είλαη ε 

επίιπζε γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ κε ηελ κέζνδν πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζην πξφβιεκα 1 ή 

κε ηελ κέζνδν ηνπ Gauss. Καη φια απηά εθαξκφδνληαη θαη ζηελ ζπλέρεηα φηαλ δεηνχληαη ε 

εχξεζε βάζεο ή δηάζηαζεο ελφο δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ ή ησλ ππνρψξσλ ηνπ. Απφ ην 

ζρνιείν αθφκε, ζην Γπκλάζην θαη ζην Λχθεην νη θνηηεηέο δηδάζθνληαη βαζηθά ζηνηρεία 

ζεσξίαο Άιγεβξαο ζε ζπλδπαζκφ κε αζθήζεηο θαη παξαδείγκαηα θαη έηζη παίξλνπλ ηηο 

βάζεηο γηα λα κπνξνχλ λα δηαρεηξηζηνχλ πξνβιήκαηα φπσο ην πξφβιεκα 1. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, καζαίλνπλ λα ρεηξίδνληαη αξηζκεηηθέο παξαζηάζεηο θαη πξσηνβάζκηεο 

εμηζψζεηο, πνιπσλπκηθέο παξαζηάζεηο, ηαπηφηεηεο, θαλφλεο παξαγνληνπνίεζεο θαη 

απινπνίεζεο ξεηψλ παξαζηάζεσλ θαζψο θαη επίιπζε δεπηεξνβάζκησλ εμηζψζεσλ. 

Δπίζεο, καζαίλνπλ γηα ηα δηαλχζκαηα ζε δχν (2) δηαζηάζεηο  θαη επίιπζε ζπζηεκάησλ 

νκνγελψλ ή κε, ή πάιη βαζηθά ζηνηρεία γξακκηθψλ εμηζψζεσλ. ια απηά αθνξνχλ 

κεξηθέο απφ ηηο βαζηθέο έλλνηεο, γλψζεηο θαη δεμηφηεηεο πνπ πξέπεη λα έρνπλ νη θνηηεηέο 

πνπ θνηηνχλ ζε Θεηηθέο ή Πνιπηερληθέο ρνιέο. Απνηεινχλ δειαδή κεξηθά απφ ηα βαζηθά 

θνκκάηηα χιεο πνπ δηδάζθνληαη ζηελ Γεπηεξνβάζκηα Δθπαίδεπζε θαη είλαη απαξαίηεηα 

γηα λα κπνξέζεη ν θνηηεηήο λα παξαθνινπζήζεη θαη λα θαηαλνήζεη ηελ παλεπηζηεκηαθνχ 

επηπέδνπ χιε, ζηελ Γξακκηθή Άιγεβξα ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε, πνπ δηδάζθεηαη ζηελ 

ζρνιή. Μφλν πνπ ζηελ πξάμε απηφ δελ ζπκβαίλεη ζην κεγαιχηεξν πνζνζηφ θνηηεηψλ. 

Τπάξρνπλ πνιινί ιφγνη γηαηί ζπκβαίλεη απηφ, παξφκνηνη κε απηνχο πνπ αθνξνχλ θαη ηελ 
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κεηάδνζε ηεο γλψζεο ηεο Άιγεβξαο ζην παλεπηζηήκην θαη θπζηθά αληηθαηνπηξίδνληαη 

ζπλνιηθά ζρεδφλ ζηα απνηειέζκαηα ησλ γξαπηψλ ησλ θνηηεηψλ ζηηο ηειηθέο εμεηάζεηο 

εμακήλνπ. 

 Πξηλ μεθηλήζνπκε λα ζρνιηάδνπκε ηα ιάζε πνπ εκθαλίδνληαη ζηελ έξεπλα καο ζα 

πξέπεη λα αλαθέξνπκε φηη θαηά ηελ δηάξθεηα ηνπ εμακήλνπ νη θνηηεηέο δηδάρηεθαλ 

ζηνηρεία ζεσξίαο θαη εθαξκνγέο δηαλπζκαηηθνχ ινγηζκνχ, δηαλπζκαηηθψλ (ή γξακκηθψλ) 

ρψξσλ, γξακκνπξάμεηο θαη γξακκηθή αλεμαξηεζία. Δπηπιένλ, δηδάρηεθαλ ζηνηρεία 

γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ θαη πίλαθεο πνπ πιένλ δελ δηδάζθνληαη ζην Λχθεην. ιε απηή ε 

δηδαθηέα  χιε ζε ζπλδπαζκφ κε απηά πνπ ζεσξείηαη φηη δηδάρηεθαλ ζην ζρνιείν θαη 

αλαθέξνληαη πην πάλσ ήηαλ απηνλφεηα γλσζηά. Αιιά παξαηεξήζεθαλ δηάθνξα ιάζε θαη 

ην απηνλφεην δελ ίζρπε ηειηθψο. 

Σα ιάζε ή ζθάικαηα πνπ ζπλαληψληαη είλαη πνιιά θαη δηάθνξα, ελψ ηα είδε ησλ 

ιαζψλ πνπ εκθαλίδνληαη ζε απηφ ην θνκκάηη ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο ησλ δηαλπζκαηηθψλ 

ρψξσλ, ηνπιάρηζηνλ γηα ην δείγκα γξαπηψλ ησλ Πνιηηηθνχο Μεραληθνχο ηνπ ΔΜΠ  ζηηο 

ηειηθέο εμεηάζεηο Φεβξνπαξίνπ 2012 αθνξνχλ θαη’ αξράο ηξεηο θαηεγνξίεο. ηελ πξψηε 

γεληθή θαηεγνξία (i) κε ζχκβνιν (Κ) ζπκπεξηιακβάλνληαη ηα ιάζε πνπ αθνξνχλ ηελ 

θαηαλφεζε ηεο ζεσξίαο ησλ δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ θαη ε πνηνηηθή ηνπο αλάιπζε ζε 

ππνθαηεγνξίεο είλαη ζηελ  πην πάλσ παξάγξαθν. Σν ίδην ηζρχεη θαη γηα ηηο άιιεο δχν 

γεληθέο θαηεγνξίεο ιαζψλ. ηελ δεχηεξε θαηεγνξία (ii) κε ζχκβνιν Γ  κε ηηο επηκέξνπο 

ππνθαηεγνξίεο ηεο αλαιχνληαη ηα ιάζε πνπ αθνξνχλ ζηελ έιιεηςε δηθαηνιφγεζεο θαη 

απάληεζεο απφ πιεπξάο κεξίδαο ησλ θνηηεηψλ ζην εξψηεκα: Γηαηί νη πίλαθεο ησλ 

δηαλπζκάησλ πνπ πξνθχπηνπλ κεηά ηελ επίιπζε ησλ ζπζηεκάησλ ζσζηή ή ιαλζαζκέλε, 

ζεσξνχληαη γξακκηθά αλεμάξηεηα; ηελ ηξίηε θαη ηειεπηαία ππνθαηεγνξία (iii) κε 

ζχκβνιν Π αλαιχνληαη ηα ιάζε ζηηο πξάμεηο θαη ζηελ επίιπζε ησλ γξακκηθψλ 

ζπζηεκάησλ.  

Ζ νκαδνπνίεζε ησλ ιαζψλ ζηνπο δηαλπζκαηηθνχο ρψξνπο ζηηο ηξεηο κεγάιεο 

θαηεγνξίεο θαη ε θσδηθνπνίεζή ηνπο ζε ππνθαηεγνξίεο γηα κεγαιχηεξε δηεπθφιπλζε ζηελ 

θαηαλφεζε θαη ζηελ πνζνηηθή αλάιπζή ηνπο έγηλε κε ηα παξαθάησ ζχκβνια θαη είλαη ε 

εμήο:  

Γ: έιιεηςε δηθαηνιφγεζεο, γηα ηελ γξακκηθή αλεμαξηεζία. 
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ΓΑ: δελ απαληνχλ γηαηί είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα ηα δηαλχζκαηα, είηε είλαη ζσζηά ή 

ιάζνο  

ΓΒ: δηθαηνινγνχλ ηελ γξακκηθή αλεμαξηεζία, αιιά είηε ηα δηαλχζκαηα είλαη ιάζνο απφ 

πξνεγνχκελα βήκαηα ή θαη ζσζηά λα είλαη ηα ζέηνπλ ζε θιηκαθσηή κνξθή  θαη παίξλνπλ 

σο γελλήηνξεο θάπνηα απφ απηά αλάινγα κε ην βαζκφ ηνπ πίλαθα πνπ ηνπο πξνθχπηεη 

Π: ιάζε ζηηο πξάμεηο, ζηελ ιχζε ζπζηήκαηνο δηαλπζκάησλ. 

ΠΑ: αξηζκεηηθά ιάζε ζηηο πξάμεηο ή ζηα πξφζεκα. 

ΠΒ: επίιπζε ζπζηήκαηνο γξακκηθψλ εμηζψζεσλ, ιάζνο αξηζκφο δηαλπζκάησλ - 

γελλεηφξσλ είηε πεξηζζφηεξα είηε ιηγφηεξα, ιάζνο δηαλχζκαηα φια ή κεξηθά, ζπλδπαζκφο 

απηψλ ή απζαίξεηε πξφζζεζε κεδεληθνχ δηαλχζκαηνο ζ' απηά πνπ βξίζθνπλ απφ ηελ 

επίιπζε. 

ΠΓ: ιάζνο αξηζκφο δηαλπζκάησλ απφ πξνεγνχκελα βήκαηα άξα θαη ηα δηαλχζκαηα βάζεο 

ή ε δηάζηαζε ή θαη ζσζηά λα ηα βξίζθνπλ κπεξδεχνπλ ηελ δηάζηαζε κε ηνλ βαζκφ ηνπ 

πίλαθα θαη παίξλεη ηα πξψηα (κε κεδεληθά) αλάινγα ηνλ βαζκφ. 

Κ: θαηαλφεζε ηεο χιεο ησλ δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ. 

ΚΑ: δηαλχζκαηα ηνκήο Α θαη Β σο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ δηαλπζκάησλ Α θαη Β ή 

δηαλχζκαηα ηνκήο ηα θνηλά ησλ Α,Β, είηε  πξνζζέηεη κνλαδηαία δηαλχζκαηα ζ' απηά πνπ 

βξίζθεη  ψζηε ε δηάζηαζε  ηνπ ππνρψξνπ  λα είλαη ίζε κε 4 φπσο θαη ηνπ δηαλπζκαηηθνχ 

ρψξνπ. 

ΚΒ: δελ αληηιακβάλνληαη έλλνηα δηάζηαζεο θαη πψο απηή ζπλδέεηαη κε βάζε ή γελλήηνξεο 

θαη δελ ηελ βξίζθνπλ παξφιν πνπ βξίζθνπλ ζπλήζσο πξηλ ηελ βάζε ζσζηή ή ιάζνο ή 

ζπγρένπλ δηάζηαζε κε βαζκφ πίλαθα. 

ΚΓ: ζην ζεψξεκα δηάζηαζεο  γηα ηνλ ππφρσξν Α+Β είηε δελ ην γξάθνπλ θαζφινπ είηε  

δελ ην ζπκνχληαη αθξηβψο είηε ην γξάθνπλ ιάζνο θαη ην κπεξδεχνπλ κε δηάζηαζε ηνκήο 

θαη απιή πξφζζεζε δηαζηάζεσλ Α θαη Β. 

ΚΓ: είηε πξνζπαζνχλ λα βξνπλ δηάζηαζε ηνπ Α+Β απφ ηα δηαλχζκαηα βάζεο ησλ Α, Β 

θαη ηεο ηνκήο ηνπο κε πίλαθεο απηψλ θαη ζπλδπαζκφ πηλάθσλ ησλ δηαλπζκάησλ ηνπο θαη 
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βξίζθνληαο βαζκφ ή ζέηνληαο απηνχο  ζε θιηκαθσηή κνξθή θαη επηιέγνληαο ηα κε 

κεδεληθά πνπ πξνθχπηνπλ. 

1 ή 0: ιχζεθαλ ζσζηά ή δελ ιχζεθαλ αληίζηνηρα. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2
ο
 

Γπαμμικέρ απεικονίζειρ και πίνακερ 

 

2.1  Γπαμμικέρ απεικονίζειρ 

2.1.1 Βαζικά ζηοισεία θευπίαρ 

Οη γξακκηθέο απεηθνλίζεηο κεηαμχ δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ έρνπλ θάπνηεο 

μερσξηζηέο ηδηφηεηεο ζρεηηθά κε ηηο πξάμεηο κε ηηο νπνίεο είλαη εθνδηαζκέλνη νη δχν ρψξνη. 

Ορηζκός 1
ος

 :  Θεσξνχκε δχν δηαλπζκαηηθνχο ρψξνπο Υ, Τ πάλσ ζην ζψκα Κ θαη κία 

απεηθφληζε η: Υ → Τ, 

Λέγεηαη Κ-γξακκηθή ή απιά γξακκηθή απεηθφληζε, αλ θαη κφλνλ αλ, ηζρχνπλ ηα αθφινπζα: 

i) η(x, y)= η(x)+η(y), γηα θάζε x, yϵΥ (πξνζζεηηθή ηδηφηεηα) 

ii) η(ι∙x)= ι∙η(x), γηα θάζε xϵX, ιϵΚ (νκνγελήο), ή ηζνδχλακα  

iii) η(ι∙x+κ∙y)= ι∙η(x)+κ∙η(y), γηα θάζε x, yϵΥ, ι, κϵΚ. 

 

τόιηο 1
ο
 : Σελ γξακκηθή απεηθφληζε πνιιέο θνξέο ηελ νλνκάδνπκε θαη γξακκηθφ 

κεηαζρεκαηηζκφ ή γξακκηθφ ηειεζηή ή θαη νκνκνξθηζκφ γξακκηθψλ ρψξσλ, ελψ αλ ν Τ= 

Υ ηφηε ιέγεηαη ελδνκνξθηζκφο. 

 

Ορηζκός 2
ος

 : Αλ η: Υ → Τ είλαη κία γξακκηθή απεηθφληζε κεηαμχ ησλ δηαλπζκαηηθψλ 

ρψξσλ Υ, Τ πάλσ ζην ζψκα Κ, ηφηε ην ζχλνιν 

Ker(η):= {xϵΥ: η(x)= 0}, 

ιέγεηαη ππξήλαο ηεο η, ελψ ην ζχλνιν 

Im(η):= η(X)= {η(x): xϵΥ}ϲΤ, 

ιέγεηαη εηθφλα ηεο η. 

 

Θεώρεκα 1
ο
 : Σα ζχλνια Ker(η) θαη  Im(η) είλαη ππφρσξνη ησλ δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ Υ 

θαη Τ, αληηζηνίρσο. 

 

  πλερίδνπκε κε θάπνηνπο νξηζκνχο γηα ηηο γξακκηθέο απεηθνλίζεηο θαη ζρφιηα 

πάλσ ζε απηνχο. Έρνπκε ηνπο δηαλπζκαηηθνχο ρψξνπο Υ θαη Τ θαη ηελ γξακκηθή 

απεηθφληζε η: Υ → Τ, ε νπνία είλαη νκνκνξθηζκφο γξακκηθψλ ρψξσλ θαη ζηελ πεξίπησζε 
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πνπ ε η είλαη ακθηκνλνζήκαληε, δειαδή η(x)= η(y) → x= y, ηφηε ιέγεηαη κνλνκνξθηζκφο, 

ελψ αλ η(X)= Y δειαδή ε η είλαη επί ηνπ Τ ηφηε ιέγεηαη επηκνξθηζκφο. 

  Δπίζεο, αλ ε γξακκηθή απεηθφληζε η είλαη ακθηκνλνζήκαληε θαη επί, ηφηε ιέγεηαη 

ηζνκνξθηζκφο ησλ δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ Υ θαη Τ. Οη δηαλπζκαηηθoί ρψξνη Υ, Τ φπνπ 

κεηαμχ ηνπο νξίδεηαη έλαο ηζνκνξθηζκφο ιέγνληαη κε ηελ ζεηξά ηνπο ηζφκνξθνη θαη 

ζπκβνιίδνληαη Υ  Τ. 

   

 τόιηο 2
ο
 : Ζ ζρέζε ηεο ηζνκνξθίαο ζην ζχλνιν φισλ ησλ δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ πάλσ 

ζην ζψκα Κ είλαη ζρέζε ηζνδπλακίαο θαη επνκέλσο ην ζχλνιν ησλ δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ 

ρσξίδεηαη ζε θιάζεηο ηζνδπλακίαο. Οη θιάζεηο ηζνδπλακίαο είλαη ζχλνια μέλα κεηαμχ ηνπο 

θαη απνηεινχληαη απφ δηαλπζκαηηθνχο ρψξνπο πνπ είλαη ηζφκνξθνη θαη άξα φινη νη 

ηζφκνξθνη αλά δχν δηαλπζκαηηθνί (ή γξακκηθνί) ρψξνη αλήθνπλ ζηελ ίδηα θιάζε 

ηζνδπλακίαο θαη ηθαλνπνηνχλ ηηο ίδηεο αιγεβξηθέο ηδηφηεηεο (αλ θαη δηαθέξνπλ σο πξνο ηε 

θχζε ησλ ζηνηρείσλ ηνπο). 

  Αθνινπζεί έλα ζεψξεκα πνπ αθνξά ηελ ηαμηλφκεζε ησλ δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ 

πάλσ ζην ζψκα Κ σο πξνο ηελ ζρέζε ηζνδπλακίαο πνπ νξίζηεθε παξαπάλσ θαη έρεη σο 

εμήο: 

Θεώρεκα 2
ο
 : Κάζε δηαλπζκαηηθφο ρψξνο Υ πάλσ ζην ζψκα Κ, δηάζηαζεο r, είλαη 

ηζφκνξθνο κε ηνλ Κ
r
. 

τόιηα 3
ο
 : α)  Ζ ηζνκνξθία κεηαμχ ηνπ ηπραίνπ r-δηάζηαηνπ δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Υ θαη 

ηνπ Κ
r
 καο επηηξέπεη λα ηαπηίζνπκε ην ηπρφλ x= μ1∙x1+…+μr∙xr θαη γξάθνπκε x= (μ1,… μr), 

φηαλ βέβαηα γλσξίδνπκε ηελ βάζε σο πξνο ηελ νπνία ην x έρεη ζπληεηαγκέλεο (μ1,…, μr). 

Σν ηειεπηαίν δεκηνπξγεί θαη ηα πξνβιήκαηα ζρεηηθά κε ηελ πιήξε ηαχηηζε ηνπ ηπραίνπ r- 

δηάζηαηνπ ρψξνπ κε ηνλ Κ
r
, δειαδή ην φηη ν ηζνκνξθηζκφο ηνπ πξνεγνχκελνπ 

Θεσξήκαηνο 2 εμαξηάηαη απφ ηηο βάζεηο ησλ δχν ρψξσλ. Οη νξηζκνί θαη ηα ζεσξήκαηα 

πνπ ηζρχνπλ ζηνλ Κ
r
 αζθαιψο, αθνχ είλαη αλεμάξηεηα απφ ηελ ζεσξνχκελε βάζε 

(ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ), ζα ηζρχνπλ θαη ζε θάζε άιιν δηαλπζκαηηθφ ρψξν δηάζηαζεο r. 

β) Απφ ην Θεψξεκα 2 είλαη θαλεξφ φηη δχν δηαλπζκαηηθνί ρψξνη ίδηαο δηάζηαζεο είλαη 

ηζφκνξθνη. Αιιά, δελ είλαη ζαθέο ην αλ ν K
m

 είλαη ηζφκνξθνο κε ηνλ Κ
r
, ,m≠r, ή πην 

γεληθά αλ είλαη ηζφκνξθνη δχν δηαλπζκαηηθνί ρψξνη δηαθνξεηηθήο δηάζηαζεο . ε απηφ ην 

ζεκείν ηελ απάληεζε ηελ δίλεη ην παξαθάησ ζεψξεκα: 

Θεώρεκα 3
ο
 : Αλ Υ θαη Τ είλαη δχν δηαλπζκαηηθνί ρψξνη πάλσ ζην ζψκα Κ θαη 

 η: Υ → Τ κία γξακκηθή απεηθφληζε, ηφηε ηζρχνπλ: 
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i) η(0)= 0 (ην 0ϵΥ απεηθνλίδεηαη ζην 0ϵΤ). 

ii) η(-x)= -η(x), γηα θάζε xϵX  

iii) ε η είλαη 1-1 ↔ Ker(η)= {0} 

iv) Αλ ε η είλαη ηζνκνξθηζκφο θαη {x1, x2,…, xr} είλαη κία βάζε ηνπ Υ, ηφηε {η(x1), 

η(x2),…, η(xr)} είλαη βάζε ηνπ Τ. 

   

  Παξαηεξνχκε φηη ην (iv) ηνπ Θεσξήκαηνο 3 δίλεη ηελ απάληεζε ζην ζρφιην (ii) 

παξαπάλσ. Πξάγκαηη, αλ νη ρψξνη Υ θαη Τ κε dim(X)= m≠r= dim(Y) ήηαλ ηζφκνξθνη, 

ηφηε απφ ην (iv) ν ρψξνο Τ ζα είρε κία βάζε κε m-ζηνηρεία, φκσο m≠ dim(Y), άξα άηνπν. 

 

2.1.2  Ο διανςζμαηικόρ σώπορ L(X, Y) 

O ρψξνο L(X, Y) πάλσ ζην ζψκα Κ είλαη ην ζχλνιν ησλ γξακκηθψλ απεηθνλίζεσλ 

απφ ηνλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν Υ ζηνλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν Τ. Καη απηφ ην ζχλνιν είλαη 

δηαλπζκαηηθφο ρψξνο αλ νξίζνπκε ηηο πξάμεηο ηεο πξφζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ: 

(η1+η2)(x):= η1(x)+η2(x) 

(ι∙η1)(x):= ι∙η1(x), 

γηα θάζε η1, η2ϵL(X, Y) θαη γηα θάζε ιϵΚ. Σν νπδέηεξν ζηνηρείν ηεο πξφζζεζεο είλαη ε 

κεδεληθή απεηθφληζε. ηαλ κάιηζηα Υ= Τ, ηφηε ην ζχλνιν ζπκβνιίδεηαη L(X, X) θαη είλαη 

ην ζχλνιν ησλ ελδνκνξθηζκψλ ηνπ Υ. 

 

2.1.3 Πίνακερ και γπαμμικέρ απεικονίζειρ 

 

Διζαγυγή 

  Θεσξνχκε ηνπο δηαλπζκαηηθνχο ρψξνπο Υ θαη Τ πάλσ ζην ζψκα Κ, κε βάζεηο 

λ1= {x1, x2,…, xm} θαη λ2= {y1, y2,…,yr} αληίζηνηρα, θαη ηελ γξακκηθή απεηθφληζε  

η: Υ → Τ. 

  Σφηε ζα ππάξρνπλ κνλαδηθά ζηνηρεία αijϵK, 1≤i≤m, 1≤j≤r έηζη  ψζηε: 

 (  )                         

 (  )                         

              

                                            (  )                                                                                             
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  Απφ ηηο ηζφηεηεο παξαπάλσ πνπ παξέρνπλ (m∙r)- ζηνηρεία απφ ην ζψκα Κ 

ηνπνζεηεκέλα ζε m-γξακκέο ησλ r-ζηνηρείσλ νδεγνχλ ζηνλ νξηζκφ 3: 

 

Ορηζκός 3
ος

 : Μία νξζνγψληα παξάηαμε (m∙r)-ζηνηρείσλ απφ ην ζψκα Κ ζε m- νξηδφληηεο 

ζεηξέο, ηηο γξακκέο, θαη ζε r- θαηαθφξπθεο ζεηξέο, ηηο ζηήιεο, είλαη ηεο κνξθήο: 

[

       

   
       

]  (2) 

 

θαη ιέγεηαη πίλαθαο, ηχπνπ mxr, κε ζηνηρεία απφ ην ζψκα Κ θαη ζπκβνιίδνληαη κε 

θεθαιαία γξάκκαηα ή κε ην ηππηθφ ζηνηρείν αij ζε παξέλζεζε, δειαδή (αij) φηαλ ν ηχπνο 

ηνπ πίλαθα είλαη γλσζηφο. 

  Σν ζχλνιν φισλ ησλ (mxr) πηλάθσλ κε ζηνηρεία απφ ην ζψκα Κ ζπκβνιίδεηαη κε 

Μmxr(K) ή  Mmxr κε γλσζηφ ην Κ. 

  ηαλ m= r, ν πίλαθαο ιέγεηαη ηεηξαγσληθφο θαη ην ζχλνιν ησλ ηεηξαγσληθψλ 

πηλάθσλ ζπκβνιίδεηαη κε Μr(Κ) ή Μr. 

  H ζρέζε ηζφηεηαο ζην ζχλνιν Μmxr(K) νξίδεηαη σο εμήο:  

αλ Α= (αij) θαη Β= (βij)ϵMmxr(K), ηφηε 

Α= Β ↔ αij= βij, γηα θάζε i= 1, 2,…, m, j= 1, 2,…, r  (3) 

δειαδή δχν πίλαθεο ηνπ ζπλφινπ Μmxr(K)  ζεσξνχληαη δηαθεθξηκκέλνη, φηαλ γηα 

έλα ηνπιάρηζηνλ δεχγνο (i, j), ηα αληίζηνηρα ζηνηρεία ηνπο είλαη δηαθνξεηηθά. 

 

  Πίνακαρ γπαμμικήρ απεικόνιζηρ 

Έρνπκε ηνπο δηαλπζκαηηθνχο ρψξνπο Υ θαη Τ κε ηηο βάζεηο {x1, x2,…,xm} θαη {y1, 

y2,…,yr} φπσο πξηλ θαη νη ηζφηεηεο (1) γξάθνληαη κε ζπλνπηηθφ ηξφπν ζηελ κνξθή: 

η(xi)  ∑       
 
   , i= 1, 2,…, m.  (4) 

  Άξα ζε θάζε γξακκηθή απεηθφληζε κεηαμχ δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ Υ θαη Τ 

πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο m θαη r, αληίζηνηρα, κε δεδνκέλεο ηηο βάζεηο ηνπο θαη κέζσ ησλ 

ηζνηήησλ (1) θαη (4) αληηζηνηρίδεηαη έλαο πίλαθαο ηχπνπ mxr. Έηζη νξίδεηαη ε απεηθφληζε 

Μ: L(X, Y) → Mmxr(K): η → M(η):= Α= (αij), φπνπ ηα αij νξίδνληαη απφ ην (4). 
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Οξηζκόο 4
νο

 : Ο πίλαθαο Μ(η) ή Μ(η)(λ1,λ2) ιέγεηαη πίλαθαο ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο η 

σο πξνο ηηο βάζεηο λ1= {x1, x2,…, xm} θαη λ2= {y1, y2,…, yr} ησλ δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ Υ 

θαη Τ αληηζηνίρσο. 

  Ο πίλαθαο Μ(η) πξνζδηνξίδεη πιήξσο ηελ γξακκηθή απεηθφληζε η, γηαηί φηαλ 

μέξνπκε ηνλ πίλαθα ηεο η ηφηε κπνξνχκε λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ εηθφλα κέζσ ηεο η ηνπ 

ηπραίνπ ζηνηρείνπ xϵX. Ζ απεηθφληζε Μ είλαη 1-1 θαη γηα θάζε πίλαθα Α= (αij) ππάξρεη κία 

γξακκηθή απεηθφληζε ηϵL(X, Y), ηέηνηα ψζηε Μ(η)= Α. 

Δπηπιένλ, ε η είλαη γξακκηθή. Έηζη κέρξη ηψξα έρνπκε πεη φηη ε απεηθφληζε πνπ 

πξνζδηνξίδεηαη απφ ηνλ πίλαθα Μ είλαη ακθηκνλνζήκαληε θαη επί. 

 

 

 

2.1.4 Ο διανςζμαηικόρ σώπορ Μmxr(Κ) και η άλγεβπα ηυν πινάκυν Μr(K) 

 Ο δηαλσζκαηηθός τώρος Μmxr(Κ): Ζ χπαξμε ηεο ακθηκνλνζήκαληεο θαη επί 

απεηθφληζεο Μ κεηαμχ ηνπ δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ L(X, Y) θαη ηνπ ζπλφινπ Mmxr(K) 

νδεγεί ζηνλ εθνδηαζκφ ηνπ ηειεπηαίνπ κε ηε δνκή δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ κέζσ απηήο ηεο 

γξακκηθήο απεηθφληζεο. 

  Θεσξνχκε (mxr) πίλαθεο Α= (αij) θαη Β= (βij) ησλ νπνίσλ νη αληίζηνηρεο 

γξακκηθέο απεηθνλίζεηο είλαη νη η1 θαη η2, δειαδή Μ(η1)= Α θαη Μ(η2)= Β. Δπίζεο,  

η1(xi)= ∑       
 
    θαη η2(xi)= ∑       

 
   , i= 1, 2,…, m. 

Καη γηα θάζε i= 1, 2,…,m ηζρχνπλ: 

(η1+η2)(xi)= η1(xi)+η2(xi)=  ∑ (          )
 
    

(ι∙η1)(xi)= ι∙η1(xi)=  ∑ (     )    
 
    

Oπφηε, 

Μ(η1+η2)= (αij+βij) 

M(ι∙η1)= (ι∙αij) 

ή ηζνδχλακα, 

Α+Β:= (αij+βij) 

ι∙Α:= (ι∙αij), κε Α= (αij) θαη Β= (βij). 

  Δίλαη θαλεξφ φηη κε ηηο παξαπάλσ πξάμεηο ζην ζχλνιν Μmxr(Κ) ηθαλνπνηνχληαη νη 

πξνυπνζέζεηο ηνπ νξηζκνχ θαη άξα ην ζχλνιν γίλεηαη δηαλπζκαηηθφο ρψξνο πάλσ ζην 

ζψκα Κ. Eπηπιένλ, είλαη θαη ηζφκνξθνο πξνο ηνλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν L(X, Y), αθνχ απφ 
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ηα πξνεγνχκελα ζπλεπάγεηαη φηη ε ακθηκνλνζήκαληε θαη επί 

                                                                  δηαλπζκαηηθψλ 

ρψξσλ L(X, Y) θαη Μmxr(Κ). 

  Σν νπδέηεξν ζηνηρείν ηεο πξφζζεζεο είλαη ν πίλαθαο ) πνπ έρεη φια ηα ζηνηρεία 

ηνπ κεδέλ. Θεσξνχκε ην ζχλνιν ησλ πηλάθσλ {Δij}, 1≤i≤m, 1≤j≤r, φπνπ ν πίλαθαο Δij έρεη 

ην ζηνηρείν ηνπ πνπ νξίδεηαη απφ ηελ i-γξακκή θαη ηελ j-ζηήιε ίζν κε 1 θαη φια ηα 

ππφινηπα ίζα κε 0. Σν ζχλνιν απηφ απνηειείηαη απφ (m∙r)-πίλαθεο θαη απνηειεί βάζε ηνπ 

δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ Μmxr(Κ), αθνχ θάζε πίλαθαο Α= (αij)ϵMmxr(K) γξάθεηαη σο εμήο: 

Α=         +…+         +    ∙    +…+    ∙   , 

ή Α= ∑ ∑        
 
   

 
    

θαη επίζεο,  

∑ ∑        
 
       

     (ιij)     ιij   

γηα θάζε i= 1, 2,…, m, j= 1, 2,…r. 

 ια ηα παξαπάλσ νδεγνχλ ζην Θεψξεκα  4 παξαθάησ: 

Θεώρεκα 4
ο
: Αλ Υ θαη Τ είλαη δηαλπζκαηηθνί ρψξνη πάλσ ζην ζψκα Κ κε dimX= m, 

dimY= r, θαη Μmxr(Κ) είλαη ην ζχλνιν ησλ πηλάθσλ ηχπνπ mxr, κε ζηνηρεία απφ ην ζψκα 

Κ,ηφηε ηζρχνπλ: 

i) Σν ζχλνιν Μmxr(Κ) γίλεηαη δηαλπζκαηηθφο ρψξνο πάλσ ζην Κ, κέζσ ησλ 

πξάμεσλ πνπ νξίζακε παξαπάλσ. 

ii) L(X, Y)  Μmxr(Κ) 

iii) dimL(X, Y)= dimMmxr(K)= m∙r. 

 

        Η άιγεβρα ηωλ πηλάθωλ Μr(K): ε απηφ ην ζεκείν, μέξνληαο φηη ην ζχλνιν ησλ 

πξαγκαηηθψλ ζπλαξηήζεσλ κε πεδίν νξηζκνχ ην R εθνδηαζκέλν κε ηελ πξάμε ηεο 

ζχλζεζεο απεηθνλίζεσλ γίλεηαη δαθηχιηνο κε κνλάδα, ζα εηζάγνπκε κία αληίζηνηρε πξάμε 

ζην ζχλνιν φισλ ησλ πηλάθσλ. 

        Θεσξνχκε ηνπο δηαλπζκαηηθνχο ρψξνπο Υ, Τ θαη Ε πάλσ ζην ζψκα Κ, πεπεξαζκέλεο 

δηάζηαζεο m, r θαη n, αληίζηνηρα, θαη ηηο γξακκηθέο απεηθνλίζεηο 

η1: Υ   Τ θαη η2: Τ   Ε. 
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 Γηαπηζηψλνπκε φηη θαη ε ζχλζεζε      ησλ απεηθνλίζεσλ           είλαη 

γξακκηθή. 

 Αλ {          }, *           } θαη {           } είλαη βάζεηο ησλ 

δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ Υ, Τ θαη Ε, αληίζηνηρα, ηφηε ζα ηζρχνπλ: 

   (  )= ∑    
 
       θαη   (  )= ∑       

 
   , 

Γηα i=1, 2,….,m , j=1, 2,…, r θαη νη πίλαθεο ησλ   θαη   είλαη νη Μ(  )= (   )= 

A     (K) θαη M(  )= (   )= Β     (Κ), ελψ γηα ηελ ζχλζεζε ησλ    θαη   ηζρχεη: 

 (     )(  )=   (∑       
 
   )= ∑ (∑        

 
   ) 

      , i= 1, 2,…, m, 

Γειαδή, 

 Μ(     )= (   )= G     (K) 

πνπ ην γεληθφ ζηνηρείν ηνπ πίλαθα G νξίδεηαη απφ 

    = ∑        
 
   =                        

 Άξα γηα ηνπο πίλαθεο Α     ( ) θαη B     (K) νξίδνπκε ην γηλφκελφ ηνπο απφ 

ηελ ζρέζε: 

 Α∙Β= G= (   ) =  (∑        
 
   )     (K) 

Ή ηζνδχλακα, απφ ηηο αληίζηνηρεο γξακκηθέο απεηθνλίζεηο, 

 Μ(  )Μ(  ):= Μ(     ). 

 Δίλαη πξνθαλέο φηη ην γηλφκελν Α∙Β ησλ δχν πηλάθσλ νξίδεηαη απφ θαηάιιεινπο 

πίλαθεο, φπνπ ν αξηζκφο ησλ ζηειψλ ηνπ Α πξέπεη λα ηαπηίδεηαη κε ηνλ αξηζκφ ησλ 

γξακκψλ ηνπ Β. Καη ηφηε γηα λα βξνχκε ην γεληθφ ζηνηρείν (   ) ηνπ πίλαθα Α∙Β 

αζξνίδνπκε ηα γηλφκελα ηεο i-γξακκήο ηνπ Α θαη ηεο k-ζηήιεο ηνπ Β φξν πξνο φξν. 

 Απνδεηθλχεηαη ινηπφλ, απφ ηηο αληίζηνηρεο γξακκηθέο απεηθνλίζεηο, φηη ηζρχνπλ νη 

εμήο ηδηφηεηεο: 

i) (ι∙Α+κ∙Β)∙Γ= ι∙Α∙Γ+κ∙Β∙Γ (αξηζηεξά επηκεξηζηηθή ηδηφηεηα) 

ii) Α∙(ι∙Β+κ∙Γ)= ι∙Α∙Β+κ∙Α∙Γ (δεμηά επηκεξηζηηθή ηδηφηεηα) 
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iii) Α∙(Β∙Γ)= (Α∙Β)∙Γ (πξνζεηαηξηζηηθή ηδηφηεηα) 

 

Γηα θάζε ι, κ   θαη γηα φινπο ηνπο πίλαθεο Α, Β θαη Γ πνπ είλαη ηέηνηνη ψζηε λα νξίδνληαη 

νη πνιιαπιαζηαζκνί πηλάθσλ. 

 Ξαλαγπξίδνληαο ηψξα ζην ζχλνιν   (Κ) ησλ ηεηξαγσληθψλ πηλάθσλ ηχπνπ rxr κε 

ζηνηρεία απφ ην ζψκα Κ, βιέπνπκε φηη ζην ζχλνιν απηφ νξίδεηαη ε πξάμε ηνπ 

πνιιαπιαζηαζκνχ πηλάθσλ θαη ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ πξάμε ηεο πξφζζεζεο ην εθνδηάδεη 

κε ηε δνκή ηνπ δαθηπιίνπ κε κνλάδα. Σν ζχλνιν   (Κ) ινηπφλ, κε ηηο πξάμεηο ηεο 

πξφζζεζεο θαη ηνπ βαζκσηνχ πνιιαπιαζηαζκνχ έρεη ηε δνκή: 

i) Γηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ πάλσ ζην ζψκα Κ θαη είλαη δηάζηαζεο    

ii) Γαθηπιίνπ κε κνλάδα θαη 

iii) Ηζρχεη φηη ι∙(Α∙Β)= (ι∙Α)∙Β= Α∙(ι∙Β),   ι         (K) 

Άξα ην ζχλνιν   (K) είλαη κία πξνζεηαηξηζηηθή άιγεβξα κε κνλάδα, πάλσ ζην 

ζψκα Κ κε δηάζηαζε r. 

 H κνλάδα ηεο άιγεβξαο   (K) είλαη ε κνλάδα ηνπ αληίζηνηρνπ δαθηπιίνπ 

πνπ νξίδεηαη απφ ηνλ πίλαθα rxr:  

   (   ) 

  I, αλ ην r είλαη γλσζηφ θαη φπνπ     είλαη ην «δέιηα ηνπ Kronecker» 

    = {
        
        

 

 Eπίζεο, λα πνχκε φηη ην ζχλνιν   (K) δελ είλαη ζψκα, αθνχ δελ ηζρχεη ε 

αληηκεηαζεηηθή ηδηφηεηα ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ. 

 Αθφκε, δελ ππάξρεη ην αληίζηξνθν ζηνηρείν γηα φινπο ηνπο πίλαθεο ηεο 

άιγεβξαο   (K). ηαλ γηα έλαλ πίλαθα Α   (Κ), ππάξρεη πίλαθαο Υ   (K) έηζη 

ψζηε λα ηζρχνπλ: 

 Α∙Υ= Υ∙Α=   , 

Σφηε ν πίλαθαο Υ ιέγεηαη αληίζηξνθνο πίλαθαο ηνπ Α θαη ζπκβνιίδεηαη κε     . Οη 

πίλαθεο γεληθά γηα ηνπο νπνίνπο ππάξρεη ν αληίζηξνθνο ιέγνληαη αληηζηξέςηκνη ή 
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νκαινί ή κε-ηδηάδνληεο πίλαθεο. Σν ζχλνιν ησλ αληηζηξέςηκσλ (rxr) ηεηξαγσληθψλ 

πηλάθσλ κε ζηνηρεία απφ ην ζψκα Κ απνηειεί (κε αβειηαλή) νκάδα σο πξνο ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκφ θαη ζπκβνιίδεηαη σο GL(r, K) θαη ιέγεηαη «γεληθή γξακκηθή 

νκάδα». Οπφηε απφ ηελ ζεσξία ησλ αιγεβξηθψλ δνκψλ, ν αληίζηξνθνο πίλαθαο 

   ,  Α GL(r, K) είλαη κνλαδηθφο. 

   

2.1.5  Eίδη πινάκυν και ππάξειρ 

 Ξεθηλάκε κε ηα βαζηθά είδε πηλάθσλ πνπ ζπλαληνχκε ζηελ Γξακκηθή Άιγεβξα: 

α) Ορηζκός 5
ος

: Μεηά απφ ηελ ελαιιαγή ησλ γξακκψλ ελφο πίλαθα, έζησ πίλαθαο Α= 

(   )=      ( )  κε ηηο ζηήιεο ηνπ πξνθχπηεη έλαο πίλαθαο ηχπνπ (rxm) πνπ ιέγεηαη 

αλάζηξνθνο ηνπ Α θαη ζπκβνιίδεηαη κε   . Γειαδή ν αλάζηξνθνο ηζνχηαη κε:    

(   )rxm . 

 Aπφ ηνλ νξηζκφ ηνπ αλάζηξνθνπ πίλαθα πξνθχπηνπλ νη αθφινπζεο ηδηφηεηεο: 

i) (A+B)
T
=      , γηα θάζε Α, Β     (K). 

ii) (A∙B)
T
= B

T
∙A

T
, γηα θάζε Α     ( ), Β     (K) 

iii) I
T
= I 

iv) A
TT

:= (A
T
)

T
= A 

v) (A
T
)
-1

= (A
-1

)
T
. 

 

Γηα ηελ ηδηφηεηα (ii), αλ (Αij) είλαη ην γεληθφ ζηνηρείν ηνπ πίλαθα ηφηε ζα έρνπκε: 

 ((Α∙Β)
Σ
)ij= (Α∙Β)ji= ∑        

 
   = ∑ (  )   (  )    (      

   )  , 

ελψ γηα ηελ ηδηφηεηα (λ) ιφγσ ησλ ηδηνηήησλ (ii) θαη (iii) ζα έρνπκε: 

 (Α
-1

)
Σ
∙Α

Σ = 
Α

Σ
∙(Α

-1
)
Σ
= I

 

ή ηζνδχλακα, ιφγσ κνλαδηθφηεηαο ηνπ αληηζηξφθνπ πίλαθα: 

 (Α
Σ
)
-1

=  (Α
-1

)
Σ
. 

 

 β) Σν δεχηεξν είδνο πηλάθσλ πνπ ζπλαληνχκε ζπρλά είλαη νη πίλαθεο-

γξακκή θαη νη πίλαθεο-ζηήιε. Θεσξνχκε ηνλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν Μ1xr(K) ησλ 

(1xr) πηλάθσλ-γξακκή θαη ηνλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν Μrx1(Κ) ησλ (rx1) πηλάθσλ-

ζηήιε θαη ην δηαλπζκαηηθφ ρψξν Κ
r 
. Oξίδνπκε ηηο απεηθνλίζεηο  
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 η1: Κ
r       (K): (μ1, μ2,…, μr)     [

  

  
 

  

]  

 η2: Κ
r       ( ) (          )   [

  

  
 

  

], 

θαη πξνθαλψο είλαη γξακκηθέο, 1-1 θαη επί. Άξα νη δηαλπζκαηηθνί ρψξνη Κ
r
, 

Mrx1(K), M1xr(K) είλαη ηζφκνξθνη θαη άξα κπνξνχκε λα ηαπηίδνπκε δηαλχζκαηα ηνπ 

Κ
r
 κε πίλαθεο κηαο γξακκήο ή ζηήιεο γξάθνληαο: 

 (          ) ,         - 

 (          )  [

  

  
 

  

]= [            ]
Σ
. 

 Eπηπιένλ, απφ γλσζηφ ζεψξεκα γλσξίδνπκε φηη θάζε δηαλπζκαηηθφο ρψξνο 

Υ  πάλσ ζην ζψκα Κ, δηάζηαζεο r, είλαη ηζφκνξθνο πξνο ην δηαλπζκαηηθφ ρψξν Κ
r
 

. Άξα αλ λ *           + είλαη κία βάζε ηνπ Υ, κπνξνχκε λα ηαπηίζνπκε ην 

ζηνηρείo                     ηνπ Υ κε έλαλ πίλαθα-γξακκή ή έλαλ 

πίλαθα-ζηήιε. Γειαδή,  

                ,          -                  [

  

  
 

  

]. 

 Ξαλαγπξίδνπκε ζηελ ζρέζε πνπ νξίδεη ηελ γξακκηθή απεηθφληζε η1 θαη ν πίλαθάο 

ηεο ζεσξείηαη γλσζηφο. Θα έρνπκε: 

 x=                   ,        - 

   ( )                   ,        -  

        (x)=[        ]=  ,∑           ∑       
 
   

 
   -  

 ,        -   [

       

   
       

]      

 Πξαθηηθά, γηα λα βξνχκε ηνλ πίλαθα ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο   σο πξνο ηηο 

βάζεηο λ1= {          }, λ2= {         } ησλ δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ Υ θαη Τ, 

αληίζηνηρα, εθθξάδνπκε κε ηηο ζρέζεηο (1) ηηο εηθφλεο   (  )       (  ) ησλ 

δηαλπζκάησλ ηεο βάζεο                      . Οη ζπληεηαγκέλεο ηνπ   (  ) σο πξνο ηε 
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βάζε λ2 νξίδνπλ ηελ πξψηε γξακκή ηνπ πίλαθα Μ(η1)  θαη ελ γέλεη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ 

η1(xi) σο πξνο ηε βάζε λ2 νξίδνπλ ηελ i-γξακκή ηνπ πίλαθα Μ(η1), i= 1, 2,…., m. 

 Aλ ηψξα ζεσξήζνπκε ηνπο αλάζηξνθνπο πίλαθεο ησλ δχν κειψλ ηεο ηζφηεηαο ηεο 

η1(x)= x∙A παξαπάλσ ζα έρνπκε: 

 [
  

 

  

]= A
T
∙[

  
 

  

]. 

 Πνιιέο θνξέο κάιηζηα, σο πίλαθαο ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο  

η1: Υ                                   ησλ δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ Υ θαη Τ νξίδεηαη λα 

είλαη ν πίλαθαο Β:= Α
Σ
 , θαη απηφ ζπκβαίλεη θπξίσο  φηαλ ηα δηαλχζκαηα ησλ ρψξσλ Υ θαη 

Τ ηαπηίδνληαη κε πίλαθεο κίαο ζηήιεο. Γηα ηελ θαηαζθεπή ινηπφλ ηνπ πίλαθα Β νη 

ζπληεηαγκέλεο ηεο εηθφλαο η1(xi) σο πξνο ηελ βάζε λ2 ηνπ ρψξνπ Τ, νξίδνπλ ηελ i-ζηήιε 

ηνπ πίλαθα Β κε i= 1, 2, …, m θαη έρνπκε: 

 x= [
  

 

  

], η1(x)=  [
  

 

  

], θαη ηφηε θαηαιήγνπκε ζην: η1(x)=  B∙x. 

 Άξα κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαηά πεξίπησζε ηε ζρέζε η1(x)= x∙A ή ηε 

ζρέζε  

η1(x)= B∙x. 

 

 γ)  Έλαο ηεηξαγσληθφο πίλαθαο Α= (αij) ιέγεηαη δηαγψληνο, φηαλ φια ηα ζηνηρεία 

ηνπ εθηφο ηεο θχξηαο δηαγσλίνπ είλαη κεδεληθά. Γειαδή, αij= 0, γηα i j. πλήζσο ηνλ 

δηαγψλην πίλαθα ηνλ ζπκβνιίδνπκε θαη έηζη: 

 Α= diag(         ). 

 Πξνθαλψο, ηζρχεη ην αθφινπζν: 

 diag(         )∙ diag(       )= diag(               ). 

 Έλαο πίλαθαο ιέγεηαη θάησ (ή άλσ) ηξηγσληθφο, φηαλ φια ηα ζηνηρεία ηνπ άλσ 

(θάησ) απφ ηελ θχξηα δηαγψλην είλαη κεδέλ, δειαδή ηζρχεη αij= 0, γηα i<j (i>j). 

 Καη αθφκε: 

 

 δ)  Έλαο ηεηξαγσληθφο πίλαθαο Α ιέγεηαη ζπκκεηξηθφο, φηαλ Α
Σ
= Α θαη αληη-

ζπκκεηξηθφο φηαλ Α
Σ
= -Α. 

ε)  Δπίζεο, ζε κία κε-κεδεληθή γξακκή, ην εγεηηθφ ζηνηρείν ηεο είλαη ην πξψην κε-

κεδεληθφ ζηνηρείν ηεο (απφ ηα αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά).  

  



Ανάλυση Λαθών στην Γραμμική Άλγεβρα Σελίδα 43 
 
 

Έλαο πίλαθαο είλαη θιηκαθσηφο ή ζε θιηκαθσηή κνξθή φηαλ ηζρχνπλ ηα εμήο: 

i) Οη κεδεληθέο γξακκέο, αλ ππάξρνπλ, είλαη κεηά ηηο κε-κεδεληθέο. 

ii) Αλ γ1, γ2, … , γη είλαη νη κε-κεδεληθέο γξακκέο, ηφηε ην εγεηηθφ ζηνηρείν 

ηεο γξακκήο γi+1 είλαη δεμηφηεξα απφ ην εγεηηθφ ζηνηρείν ηεο γξακκήο γi , i= 

1, 2, … , η-1. 

 

Έλαο πίλαθαο ιέγεηαη αλεγκέλνο θιηκαθσηφο, φηαλ ηζρχνπλ ηα εμήο: 

i) Δίλαη θιηκαθσηήο κνξθήο 

ii) Σν εγεηηθφ ζηνηρείν θάζε κε-κεδεληθήο γξακκήο είλαη 1. 

iii) ε κία ζηήιε πνπ πεξηέρεη ην εγεηηθφ ζηνηρείν θάπνηαο 

γξακκήο, φια ηα άιια ζηνηρεία ηεο είλαη κεδέλ. 

Σειεηψζακε κε ηα βαζηθά είδε πηλάθσλ θαη ζε απηφ ην ζεκείν ζα κηιήζνπκε γηα 

ηηο ζηνηρεηψδεηο πξάμεηο πνπ νξίδνληαη ζηνπο πίλαθεο. 

Οη ζηνηρεηψδεηο πξάμεηο πνπ ηζρχνπλ ζηελ θιηκαθσηή κνξθή ησλ δηαλπζκάησλ 

ηζρχνπλ θαη ζηνπο πίλαθεο. Μφλν πνπ ζηνπο πίλαθεο ην ξφιν ησλ δηαλπζκάησλ 

παίδνπλ νη γξακκέο θαη νη ζηήιεο ησλ πηλάθσλ. Άξα ζε θάζε πίλαθα έρνπκε ηηο 

αθφινπζεο ζηνηρεηψδεηο πξάμεηο: 

i)                                                

ii)                                                    

iii)                

                      

                                                    

        

Αλαιφγσο, νξίδνληαη θαη νη ζηνηρεηψδεηο πξάμεηο ζηηο ζηήιεο ηνπ πίλαθα θαη 

έρνπκε: 

 ζi     j , ζi        ,             . 

 ε θάζε κία απφ ηηο ζηνηρεηψδεηο πξάμεηο αληηζηνηρνχκε θαη έλαλ 

ζηνηρεηψδε πίλαθα ν νπνίνο πξνθχπηεη απφ ηνλ κνλαδηαίν πίλαθα Ir αλ ηνπ 

εθαξκφζνπκε ηελ αληίζηνηρε πξάμε. 

 Οη ζηνηρεηψδεηο πξάμεηο έηζη φπσο νξίδνληαη ζηνπο πίλαθεο νδεγνχλ ζηελ 

ζπλέρεηα θαη ζηελ αλαγσγή ελφο πίλαθα ζε (αλεγκέλν) θιηκαθσηφ. 
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 Αο ζεσξήζνπκε έλαλ πίλαθα Α= (   )     (K) θαη κε δηαδνρηθή 

εθαξκνγή ησλ ζηνηρεησδψλ πξάμεσλ ηνλ αλάγνπκε ζε θιηκαθσηφ ή αλεγκέλν 

θιηκαθσηφ πίλαθα. Ζ δηαδηθαζία πνπ αθνινπζνχκε είλαη ε εμήο: 

i) Με ελαιιαγή γξακκψλ, αλ ππάξρεη αλάγθε, θάλνπκε ην ζηνηρείν α11 

δηάθνξν ηνπ κεδελφο. Σν ζηνηρείν απηφ ιέγεηαη βαζηθφ, φπσο θαη ην 

εγεηηθφ ζηνηρείν θάζε γξακκήο. Γηα λα δηεπθνιπλζνχκε ζηηο πξάμεηο 

πνπ αθνινπζνχλ θάλνπκε ην βαζηθφ ζηνηρείν κνλάδα, θάηη πνπ είλαη 

ππνρξεσηηθφ φηαλ κεηαηξέπνπκε ηνλ πίλαθα Α ζε αλεγκέλν 

θιηκαθσηφ θαη φρη απιά ζε θιηκαθσηφ. Απηφ γίλεηαη ζηελ 

πεξίπησζε ηεο πξψηεο γξακκήο κε ηελ ζηνηρεηψδε πξάμε    

 .
 

   
/    . ηελ ζπλέρεηα κε ζηνηρεηψδεηο πξάμεηο ηνπ βήκαηνο 

(iii) κεδελίδνπκε φια ηα ζηνηρεία ηεο πξψηεο ζηήιεο, εθηφο ηνπ 

βαζηθνχ. Οη ζηνηρεηψδεηο πξάμεηο πνπ γίλνληαη είλαη: 

                                               . 

Αλ ε πξψηε ζηήιε είλαη κεδεληθή ηελ αγλννχκε θαη εθαξκφδνπκε 

ηα πξνεγνχκελα ζηελ δεχηεξε ζηήιε θαη φηνπ 

 θαζ’ εμήο. 

 

ii) Με ελαιιαγή γξακκψλ (εθηφο φκσο ηεο πξψηεο γξακκήο) θάλνπκε 

ην ζηνηρείν α22 δηάθνξν ηνπ κεδελφο θαη κε ηελ ίδηα δηαδηθαζία 

φπσο θαη πξηλ ην θάλνπκε ίζν κε ην 1 θαη κεδελίδνπκε ηα ππφινηπα 

ζηνηρεία ηεο δεχηεξεο ζηήιεο πνπ είλαη αθξηβψο θάησ απφ ην 

βαζηθφ ζηνηρείν. Αλ δελ γίλεηαη ην ζηνηρείν α22 δηάθνξν ηνπ 

κεδελφο ηφηε πξνρσξνχκε ζην πξψην πξνο ηα δεμηά ζηνηρείν ηεο 

δεχηεξεο γξακκήο, ην α23 θαη εθαξκφδνπκε ηα ίδηα θαη πάιη φηνπ 

θαζ’ εμήο. 

iii) Με ζηνηρεηψδεηο πξάμεηο ηνπ βήκαηνο (iii) κεηαηξέπνπκε ηα 

ζηνηρεία ησλ ζηειψλ πνπ έρνπλ ην εγεηηθφ ζηνηρείν 1 κηαο γξακκήο, 

πνπ θαη είλαη πάλσ απφ απηφ, ζε κεδεληθφ. 

Μεηά απφ ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία ν πίλαθαο Α αλάγεηαη ζε αλεγκέλν θιηκαθσηφ 

θαη θάζε θνξά πνπ κεδελίδνπκε κφλν ηα ζηνηρεία ηεο ζηήιεο πνπ είλαη θάησ απφ 

ην βαζηθφ ζηνηρείν ν Α γίλεηαη θιηκαθσηφο. 
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τόιηα 4
ο
 :   α)  Τπάξρνπλ πνιινί ηξφπνη λα γίλεη έλαο πίλαθαο θιηκαθσηφο. Οη 

πίλαθεο απηνί πνπ πξνθχπηνπλ θάζε θνξά δελ ηαπηίδνληαη θαη’ αλάγθε, φκσο 

έρνπλ έλα θνηλφ ραξαθηεξηζηηθφ κεηαμχ ηνπο θαη απηφ είλαη φηη έρνπλ ίδην αξηζκφ 

κε-κεδεληθψλ γξακκψλ. Ο αλεγκέλνο θιηκαθσηφο πίλαθαο ζηνλ νπνίν αλάγεηαη 

έλαο πίλαθαο είλαη κνλαδηθφο 

  

 β)  Ζ κεηαηξνπή ελφο πίλαθα ζε αλεγκέλε θιηκαθσηή κνξθή είλαη πνιχ ρξήζηκε 

δηαδηθαζία γηα ηελ εχξεζε ηνπ βαζκνχ ηνπ πίλαθα αιιά θαη γηα ηελ επίιπζε γξακκηθψλ 

ζπζηεκάησλ (φπσο είδακε θαη ζην Κεθάιαην 1 ). Καη κάιηζηα δελ είλαη αλάγθε θάπνηεο 

θνξέο λα ηνλ αλάγνπκε ζε αλεγκέλν θιηκαθσηφ, αθνχ ε αλαγσγή ηνπ ζε θιηκαθσηφ ιχλεη 

κία ραξά ην πξφβιεκα γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ. 

 ηελ ζπλέρεηα  αθνινπζνχλ πξνηάζεηο ζρεηηθά κε ηηο ζηνηρεηψδεηο πξάμεηο θαη 

πίλαθεο θαη ηελ αληηζηξεςηκφηεηα ελφο πίλαθα. 

Πρόηαζε 1
ε
: Έζησ θ κία απφ ηηο ζηνηρεηψδεηο πξάμεηο γξακκψλ θαη θ(Α) ν πίλαθαο πνπ 

πξνθχπηεη κεηά ηελ εθαξκνγή ηεο πξάμεο θ ζηνλ (rxm) πίλαθα Α. Αλ Κ είλαη ν (rxr) 

ζηνηρεηψδεο πίλαθαο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ζηνηρεηψδε πξάμε θ, ηφηε:  

 θ(Α)= Κ∙Α. 

 Δπίζεο, αλ έζησ κ κία απφ ηηο ζηνηρεηψδεηο πξάμεηο ζηειψλ θαη κ(Α) ν πίλαθαο 

πνπ πξνθχπηεη κεηά ηελ εθαξκνγή ηεο πξάμεο κ ζηνλ (rxm) πίλαθα Α. 

Αλ Μ είλαη ν (mxm) ζηνηρεηψδεο πίλαθαο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ζηνηρεηψδε πξάμε κ, ηφηε: 

 κ(Α)= Α∙Μ. 

Πρόηαζε 2
ε
 : Κάζε ζηνηρεηψδεο πίλαθαο είλαη θαη αληηζηξέςηκνο. 

 Απφ ηηο δχν πξνεγνχκελεο πξνηάζεηο είλαη πξνθαλέο, φηη κε ηελ δηαδνρηθή 

εθαξκνγή ησλ ζηνηρεησδψλ πξάμεσλ γξακκψλ ζε έλαλ (rxm) πίλαθα Α, ν πίλαθαο πνπ 

πξνθχπηεη ζα είλαη ηεο κνξθήο Ρ∙Α, κε Ρ λα είλαη ν αληηζηξέςηκνο (rxr) πίλαθαο σο 

γηλφκελν ζηνηρεησδψλ πηλάθσλ. Αθνινπζεί θαη ε ηειεπηαία πξφηαζε πνπ αθνξά ηνπο 

ηεηξαγσληθνχο πίλαθεο θαη ιέεη ηα εμήο: 

Πρόηαζε 3
ε
 : Έζησ ν πίλαθαο Α   (K) θαη κε δηαδνρηθή εθαξκνγή ζηνηρεησδψλ 

πξάμεσλ γξακκψλ κεηαζρεκαηίδεηαη ζε αλεγκέλν θιηκαθσηφ πίλαθα B. Tφηε  ζα ηζρχνπλ 

ηα παξαθάησ: 

i) Αλ ν Β έρεη κία ηνπιάρηζηνλ κεδεληθή γξακκή, ηφηε ν Α είλαη κε-

αληηζηξέςηκνο. 

ii) Αλ ν Β έρεη κεδεληθέο γξακκέο, ηφηε Β= Ir θαη Α   (   ). 
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iii) Aλ νη ζηνηρεηψδεηο πξάμεηο θ1, θ2, … , θt κε ηνπο αληίζηνηρνπο ζηνηρεηψδεηο 

πίλαθεο Ρ1, Ρ2, …., Ρt κεηαζρεκαηίδνπλ ηνλ πίλαθα Α ζην Ir, ηφηε νη ίδηεο 

πξάμεηο κεηαζρεκαηίδνπλ ηνλ Ir ζηνλ Α
-1

 θαη ηζρχεη:  

Α
-1

= Ρt∙ … ∙P2∙P1∙Ir ή  Ρt∙ … ∙P2∙P1∙A= Ir. 

Απφ απηέο ηηο ζρέζεηο θαηαλννχκε φηη αλ έρνπκε ηνλ αληηζηξέςηκν πίλαθα 

Α θαη ηνλ κνλαδηαίν I θαη εθαξκφζνπκε θαη ζηνπο δχν ηαπηφρξνλα ηηο 

ζηνηρεηψδεηο πξάμεηο γξακκψλ έηζη ψζηε ν Α λα κεηαζρεκαηηζηεί ζηνλ 

κνλαδηαίν πίλαθα I, ηφηε ν I ζα κεηαηξαπεί ζηνλ αληίζηξνθν ηνπ Α ηνλ Α
-1

. 

Δίλαη κία δηαδηθαζία πνπ ζα ηελ δνχκε λα εθαξκφδεηαη θαη ζην επφκελν 

Κεθάιαην 3. 

τόιηα 5
ο
: πσο ζα παξαηεξήζνπκε κεηά απφ κία νιηθή αλάγλσζε ησλ Κεθαιαίσλ 1, 2 

θαη 3 ηα ζηνηρεία ζεσξίαο πνπ ππάξρνπλ ζε θαζέλα απφ απηά δελ έρεη μεθάζαξα 

«ζχλνξα». Γειαδή, ην θάζε θεθάιαην «δαλείδεηαη» ζηνηρεία απφ ηα άιια δχν. Ο ηξφπνο 

δηαρσξηζκνχ ηεο ζεσξίαο έγηλε πξνο ράξηλ επθνιίαο αξγφηεξα ζηελ αλάιπζε ιαζψλ. 

Άιισζηε ε ζεσξία είλαη κία θαη νη έλλνηεο ζε απηήλ ζπλδένληαη άξξεθηα κεηαμχ ηνπο. 

  

 

2.2 Ππόβλημα 2 και η λύζη ηος ζε βήμαηα 

2.2.1 Γενικά 

 Σν πξφβιεκα 2 αθνξά ηηο γξακκηθέο απεηθνλίζεηο θαη ζπγθεθξηκέλα κία γξακκηθή 

απεηθφληζε η κε πεδίν νξηζκνχ θαη ζχλνιν ηηκψλ ζηνλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν    
θαη νξίδεηαη 

έηζη ψζηε ζε θάζε ζεκείν Μ(x, y) λα αληηζηνηρίδεη ην ζεκείν Μ´(x´, y´) σο εμήο: 

 Αλ ΟΜ είλαη ην δηάλπζκα ζέζεο ηνπ (x. y)    θαη ΟΜ´ είλαη ην δηάλπζκα ζέζεο 

ηεο εηθφλαο η(x, y), ηφηε νη απνζηάζεηο ησλ δηαλπζκάησλ ΟΜ θαη ΟΜ´ λα ηζνχληαη: 

|  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |   |   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ |θαη ε κεηαμχ ηνπο γσλία: (  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )
̂

= θ.  H απεηθφληζε απηή ιέγεηαη θαη 

γεσκεηξηθφο κεηαζρεκαηηζκφο ζηξνθή ζην επίπεδν θαηά γσλία θ. 

  

 2.2.2 Γιαηύπυζη Πποβλήμαηορ 2 και η λύζη ηος ζε βήμαηα 

Πρόβιεκa 2
ο
 : Έζησ κηα γξακκηθή απεηθφληζε η:  2

     , ε νπνία αληηζηνηρίδεη ζε θάζε 

ζεκείν Μ(x, y) ηνπ Καξηεζηαλνχ επηπέδνπ ην ζεκείν Μ´( x´, y )  έηζη ψζηε λα ηζρχεη: 

Ι  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  Ι= Ι   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ Ι θαη ε γσλία (  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )
̂

= θ. Εεηνχληαη: 

α) Να βξείηε ηνλ πίλαθα ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο η σο πξνο ηελ θαλνληθή βάζε ηνπ   . 
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β) Να βξείηε ηνλ ηχπν ηεο απεηθφληζεο η. 

γ) Δάλ θ= 60  θαη Μ(x= 2, y= 3), λα βξείηε ην ζεκείν η(Μ). 

ωζηή Λύζε (ζε βήκαηα) 2
οσ

 Προβιήκαηος: α) Βήκα 1
ο
 : Ζ η(  ) ή η(   )= η(1, 0)= 

(         )  θαη  η(  )  ή  η(  ⃗⃗  ⃗)= η(0, 1)= (          ), 

 φπνπ (1, 0)    θαη (0, 1)     κνλαδηαία δηαλχζκαηα ηνπ   . 

Bήκα 2
ο
 : Άξα ν πίλαθαο ηεο η γξακκηθήο απεηθφληζεο σο πξνο ηελ θαλνληθή βάζε {(1, 0), 

(0, 1)} ηνπ    είλαη: 

 Μη= [
        

         
]
 

= [
         
        

] 

β)  Βήκα 1
ο
 : Ο ηχπνο ηεο απεηθφληζεο ηα είλαη ν εμήο:  

 η(x, y)= Mη∙0
 
 1= [

         
        

]  0
 
 1= [

             
             

] ή  

η(x, y)= (x∙                         ).  (1) 

Γειαδή, γηα λα βξνχκε ηνλ ηχπν ηεο ηα πνιιαπιαζηάζακε ηνπο πίλαθεο Mη    0 
 
 1 , ηχπσλ 

(2x2)  θαη (2x1) αληίζηνηρα, άξα γίλεηαη ν πνιιαπιαζηαζκφο θαη πξνθχπηεη πίλαθαο-ζηήιε 

ηχπνπ (2x1). 

γ) Βήκα 1
ο
 : Γηα λα βξνχκε ην ζεκείν η(Μ) αληηθαζηζηνχκε ζηνλ παξαπάλσ ηχπν (1) ηα 

δεδνκέλα, θάλνπλε ηηο απαηηνχκελεο πξάμεηο θαη πξνθχπηεη ην απνηέιεζκα, δειαδή έλα 

δηδηάζηαην δηάλπζκα. Ζ αληηθαηάζηαζε γίλεηαη σο εμήο:  

 Βάδσ φπνπ x= 2, y= 3 θαη γσλία θ= 60° θαη θάλσ δηαδνρηθέο πξάμεηο θαη παίξλσ, 

 

 η(x= 2, y= 3 )= (2∙                                 )= (2∙
 

 
- 3∙

√ 

 
   

√ 

 
   

 

 
)=  (1-3∙

√ 

 
, √  +

 

 
) =  (

    √ 

 
 

    √ 

 
). 

 

 

2.3 Γιεπεύνηζη λαθών ζηιρ γπαμμικέρ απεικονίζειρ  

2.3.1 Δίδη λαθών ζηο ππόβλημα 2 και η καηηγοπιοποίηζή ηοςρ 

 Σν πξφβιεκα 2 αθνξά ηηο γξακκηθέο απεηθνλίζεηο θαη ζπγθεθξηκέλα κία γξακκηθή 

απεηθφληζε απφ ηνλ δηαλπζκαηηθφ ρψξν            . ην πξψην εξψηεκα δεηνχληαη απφ 

ηνπο θνηηεηέο λα βξνπλ ηνλ πίλαθα ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο θαη απηφ είλαη ην βήκα 1 

σο πξνο ηελ θαλνληθή βάζε ηνπ    θαη ηνλ ηχπν ηεο απεηθφληζεο θαη απηφ είλαη ην βήκα 
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2. ην δεχηεξν εξψηεκα δίλνληαη σο δεδνκέλα νη ζπληεηαγκέλεο ελφο ζεκείνπ θαη ε γσλία 

ηνπ θαη δεηείηαη λα βξεζεί ε αληηζηνίρεζή ηνπ κέζσ ηεο απεηθφληζεο. 

 Σα είδε ησλ ιαζψλ πνπ ζπλαληψληαη εδψ είλαη ηα εμήο: 

i) Λάζε πνπ αθνξνχλ έιιεηςε δηθαηνιφγεζεο ηεο ιχζεο ζηελ εχξεζε ηνπ ηχπνπ 

ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο θαη ηνπ πίλαθά ηεο κε ζχκβνιν ην (Γ). 

ii) Λάζε ζρεηηθά κε ηελ θαηαλφεζε ηεο ζεσξίαο ησλ γξακκηθψλ απεηθνλίζεσλ θαη 

ην πψο βξίζθνπκε ηνλ ηχπν ηεο θαη ηνλ πίλαθά ηεο κε ζχκβνιν ην (Κ). Ηζρχεη 

γηα φινπο ηνπο θνηηεηέο πνπ θάλνπλ ιάζε ζηελ ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο.  

iii) Λάζε ζηηο πξάμεηο ζε αξηζκεηηθέο παξαζηάζεηο, ζηα ζπλεκίηνλα θαη εκίηνλα ή 

ζηνπο πνιιαπιαζηαζκνχο κε ζχκβνιν ην (Π). Παξαηεξνχκε φηη απηφ ην είδνο 

ζπλαληάηαη πεξηζζφηεξν ζην ηξίην εξψηεκα  ζηελ εχξεζε ζεκείνπ. 

ηα ιάζε θαηαλφεζεο θπξίσο ζπλαληνχκε πην ζπγθεθξηκέλα ηηο εμήο 

ππνθαηεγνξίεο: 

α) Βξίζθνπλ ιάζνο ηχπν ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο σο πξνο ηελ θαλνληθή 

βάζε θαη ζπκβνιίδεηαη κε ΣΑ. 

β) Βξίζθνπλ ιάζνο ηνλ ηχπν ηεο απεηθφληζεο ζην θαξηεζηαλφ επίπεδν, δειαδή 

ηνλ ηχπν η(x, y) θαη ζπκβνιίδεηαη κε ΣΒ. 

γ) Θεσξνχλ ζσζηφ ηνλ πίλαθα αιιά δελ παίξλνπλ ηνλ αλάζηξνθφ ηνπ κε ΣΓ. 

δ) Βξίζθνπλ ιαλζαζκέλν πίλαθα απεηθφληζεο θαη δελ παίξλνπλ ηνλ αλάζηξνθφ 

ηνπ θαη ζπκβνιίδεηαη κε ΣΓ. 

Γεληθφηεξα, ζα ιέγακε φηη ζε απηφ ην πξφβιεκα γξακκηθήο απεηθφληζεο 

θπξηάξρεζαλ ηα δχν άθξα. Δίηε νη θνηηεηέο ήμεξαλ λα ην ιχζνπλ είηε δελ 

ήμεξαλ θαη δελ ην έιπζαλ ή δελ θαηέιεμαλ ζηελ ζσζηή ιχζε κεηά απφ 

πξνζπάζεηεο. Σα ιάζε παξνπζηάδνληαη ζηελ πξνζπάζεηα λα ην ιχζνπλ θαη λα 

βξνπλ ηνπ ηχπν ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο, ηνλ πίλαθα ηεο γξακκηθήο 

απεηθφληζεο θαη φηαλ δελ μέξνπλ λα βξνπλ ηα παξαπάλσ πξνζπαζνχλ λα 

εθαξκφζνπλ ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο: |  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |   |   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ | θαη (  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )
̂

=θ 

ιαλζαζκέλα κε ην λα αληηθαζηζηνχλ ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ δηαλπζκάησλ θαη 

λα ρξεζηκνπνηνχλ ηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν θαη ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο 

εμηζψζεηο.  
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2.3.2 Ποζοζηιαία ανάλςζη λαθών ζηιρ γπαμμικέρ απεικονίζειρ 

α) Τα γπαπηά ηελικών εξεηάζευν εξαμήνος. Απφ ηα ππνθείκελα ηνπ 

δείγκαηνο δεηήζεθε λα απαληήζνπλ ζε ηξία ζέκαηα ζηηο ηειηθέο γξαπηέο εμεηάζεηο, πνπ 

απνηεινχλ θαη ηα ηξία πξνβιήκαηα πνπ αλαιχζεθαλ πνηνηηθά ζηα ηξία πξψηα θεθάιαηα 

θαη αλαδεηήζεθαλ ηα είδε ησλ ιαζψλ ή νη παξαλνήζεηο ή ηα ζθάικαηα ησλ θνηηεηψλ ζηηο 

ιχζεηο πνπ δψζαλε (Παξάξηεκα ). ην δεχηεξν πίλαθα αλαιχνληαη ηα είδε ησλ ιαζψλ θαη 

ε θσδηθνπνίεζή ηνπο πάλσ ζην δεχηεξν ζέκα ή αιιηψο ζην πξφβιεκα 2, κε ζηφρν λα 

εμεηαζηνχλ νη παξαλνήζεηο ζε θάζε βήκα ηεο ιχζεο θαη, πην ζπγθεθξηκέλα, ζηελ εχξεζε 

ηνπ ηχπνπ κηαο γξακκηθήο απεηθφληζεο θαη ηνπ πίλαθά ηεο, θαζψο θαη ζηελ εθαξκνγή ηνπο 

ζε ζπγθεθξηκέλεο ζπληεηαγκέλεο θαη γσλία. Σα ππνθείκελα θαινχληαη λα δψζνπλ ιχζεηο 

ζηα πξφβιεκα 2, ρξεζηκνπνηψληαο απηά πνπ δηδάρζεθαλ ζηελ ζεσξία ηεο Γξακκηθήο 

Άιγεβξαο ζηελ ζρνιή θαη φζα ήδε γλσξίδνπλ απφ ην ζρνιείν.  

β) Παποςζίαζη και ανάλςζη αποηελεζμάηυν. ηελ παξνπζίαζε ησλ 

απνηειεζκάησλ θαηαγξάθνληαη ηα ιάζε θαη νη παξαλνήζεηο ησλ ππνθεηκέλσλ ζηηο έλλνηεο 

πνπ αλαθέξζεθαλ θαη αλαιχζεθαλ παξαπάλσ θαη ππνινγίδνληαη ηα πνζνζηά ζηα πην 

ζεκαληηθά ιάζε: 

 

 

Δπίζεο, ην πνζνζηφ ησλ θνηηεηψλ πνπ ην έιπζαλ ζσζηά ην πξφβιεκα 2 είλαη 

18.92%, ην πνζνζηφ απηψλ πνπ δελ ην έιπζαλ θαζφινπ  είλαη 69.82%  θαη ην πνζνζηφ 

απηψλ πνπ έθαλαλ θάπνην ιάζνο ή δελ απάληεζαλ ζε φια ηα εξσηήκαηα είλαη 11.26%. 

γ) Σςμπεπάζμαηα. Σα απαξαίηεηα ζηνηρεία ζεσξίαο πνπ ρξεηάδεηαη λα  

γλσξίδνπλ νη θνηηεηέο πνπ θαινχληαη λα ιχζνπλ πξνβιήκαηα γξακκηθψλ απεηθνλίζεσλ 

θάπνηα ηα δηδάζθνληαη ζην ζρνιείν θαη θάπνηα ζηε ζρνιή. Απφ ην Γπκλάζην αθφκα νη 

καζεηέο δηδάζθνληαη ζηνηρεία ηξηγσλνκεηξίαο. ην Λχθεην δηδάζθνληαη πάιη 

ηξηγσλνκεηξία, ηνλ πίλαθα ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ νξηζκέλσλ γσληψλ  θαη ηηο ζρέζεηο 

κεηαμχ ησλ  ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ.  

ΠΟΟΣΑ ΔΚΑΝΔ ΣΟ ΛΑΘΟ ΓΔΝ ΔΚΑΝΔ ΣΟ ΛΑΘΟ 

Γ 5.86% 94.14% 

Π 3.15% 96.85% 

ΣΑΒ (ΣΑ- ΣΒ) 4.95% 95.05% 

ΣΓΓ (ΣΓ- ΣΓ) 3.15% 96.85% 
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Δπίζεο, καζαίλνπλ πψο νξίδεηαη ην εκίηνλν θαη ην ζπλεκίηνλν κίαο γσλίαο ζηνλ 

ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν θαη πνηεο είλαη νη άκεζεο ζπλέπεηεο ηνπ νξηζκνχ: «Αλ ε ηειηθή 

πιεπξά ηεο γσλίαο θ ηέκλεη ηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν ζην ζεκείν Μ(x, y) ηφηε: α) 

       (               )  )        (               ) » 

 Άκεζε ζπλέπεηα ηνπ νξηζκνχ είλαη φηη νη ηηκέο ησλ              δελ κπνξνχλ λα 

ππεξβνχλ θαη’απφιπηε ηηκή ηελ αθηίλα ηνπ θχθινπ, δειαδή ην 1, νπφηε: -1 

                     Δπίζεο, απφ ην ππζαγφξεην ζεψξεκα:           

πξνθχπηεη ε βαζηθή ηαπηφηεηα                          Σν πξφζεκν ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ αιιάδνπλ αλάινγα κε ην ηεηαξηεκφξην ζην νπνίν βξηζθφκαζηε 

θαη ζηνλ ηξηγσλνκεηξηθφ θχθιν ν άμνλαο xx´ αληηζηνηρεί ζην 

                              , ελψ ε αθηίλα ηνπ θχθινπ είλαη ίζε κε 1. ια απηά 

ζεσξνχληαη φηη είλαη γλσζηά απφ ηνπο πξσηνεηείο ή κε θνηηεηέο, φπσο θαη νη πίλαθεο ή ηη 

είλαη απεηθφληζε 1-1, επί, ε αληίζηξνθε εηθφλα ηεο θαη άιια πνιιά παξφκνηα. Βέβαηα 

ζηελ πξάμε ηα ιάζε πνπ πξνθχπηνπλ ζηηο ηειηθέο εμεηάζεηο  καξηπξνχλ φηη δελ ηζρχεη γηα 

φινπο ε βαζηά θαηαλφεζε απηψλ ησλ ελλνηψλ θαη πψο εθαξκφδνληαη. 

 Δπηπιένλ, ζηελ χιε δηδαζθαιίαο ζηελ ζρνιή ζπκπεξηιακβάλνληαη ζεσξία θαη 

εθαξκνγέο ζηηο γξακκηθέο απεηθνλίζεηο θαη ηελ γεσκεηξία ηνπο, ζηνπο πίλαθεο γξακκηθήο 

απεηθφληζεο θαη ζηνπο αληηζηξέςηκνπο πίλαθεο. Καη φια απηά ζε ζπλδπαζκφ θαη κε ηηο 

γλψζεηο κε ηηο νπνίεο εθνδηάδνληαη ζην ζρνιείν ζεσξνχληαη φηη είλαη ζε ζέζε λα ιχζνπλ 

πξνβιήκαηα φπσο ην 2. ηελ πξάμε φκσο βιέπνπκε φηη αληηκεησπίδνπλ δηάθνξα 

πξνβιήκαηα θαηαλφεζεο θαη δπζθνιίεο ζην λα εθαξκφζνπλ ηελ ζεσξία πνπ έρνπλ 

δηδαρζεί. Σα ιάζε πνπ ζπλαληψληαη ζην ζεκείν απηφ αλήθνπλ ζε ηξεηο γεληθέο θαηεγνξίεο. 

 Ζ πξψηε θαηεγνξία ιαζψλ ζπκβνιίδεηαη κε Γ θαη αθνξά ηελ έιιεηςε 

δηθαηνιφγεζεο ζην γηαηί ν ηχπνο ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο ή ν πίλαθάο ηεο είλαη απηφο 

πνπ γξάθνπλ, ζσζηφο ή ιαλζαζκέλνο, θαη φρη θάπνηα ή θάπνηνο άιινο. Ίζσο επεηδή ην 

πξφβιεκα έρεη δηδαρζεί απηνχζην ζηηο παξαδφζεηο ηνπ εμακήλνπ λα νθείιεηαη ζηελ 

«ηπθιή» απνκλεκφλεπζε ηνπ απνηειέζκαηνο ρσξίο νπζηαζηηθή θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ. 

Τπάξρνπλ ζίγνπξα θαη άιινη ιφγνη πνπ γίλνληαη ιάζε αιιά ζα αλαιπζνχλ κε 

πεξηζζφηεξεο ιεπηνκέξεηεο ζε επφκελν μερσξηζηφ θεθάιαην. 

 ηελ δεχηεξε θαηεγνξία κε ζχκβνιν ην Κ αλήθνπλ ηα ιάζε θαηαλφεζεο ηεο 

ζεσξίαο θαη «θξχβεηαη» πίζσ απφ νπνηνδήπνηε ιάζνο παξαηεξήζεθε ζην πξφβιεκα ησλ 

γξακκηθψλ απεηθνλίζεσλ. Αθνξά πην ζπγθεθξηκέλα είηε ηελ έιιεηςε θαηαλφεζεο ζην ηη 
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είλαη ν ηχπνο ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο σο πξνο ηελ θαλνληθή βάζε ή φρη θαη πψο ηελ 

βξίζθνπκε κε ζχκβνιν ΣΑ θαη  ΣΒ αληίζηνηρα, είηε ζην ηη είλαη θαη πψο βξίζθνπκε ηνλ 

πίλαθα ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο αλάζηξνθν φπσο πξέπεη λα είλαη ή φρη κε ζχκβνια ΣΓ 

θαη ΣΓ. 

 ηελ ηξίηε θαη ηειεπηαία γεληθή θαηεγνξία ιαζψλ αλήθνπλ ηα ιάζε πνπ γίλνληαη 

ζηηο πξάμεηο θαη ζπκβνιίδεηαη κε Π. Αθνξνχλ ηηο ιαλζαζκέλεο αληηθαηαζηάζεηο ζηνλ 

ζσζηφ ή ιαλζαζκέλν γεληθφ ηχπν ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο ζε γσλίεο, ζε αξηζκεηηθά 

ιάζε ζηηο πξάμεηο ησλ παξαζηάζεσλ πνπ πξνθχπηνπλ κεηά ηελ αληηθαηάζηαζε. Ζ 

εξκελεία ησλ ζπκβφισλ ππάξρεη πην ζπγθεληξσηηθά θαη παξαθάησ: 

Γ: έιιεηςε δηθαηνιφγεζεο, δίλεη ηελ ιχζε θαηεπζείαλ  ρσξίο επεμήγεζε. 

Π: πξάμεηο γηα εχξεζε  ζεκείνπ η(Μ), ζε αληηθαηάζηαζε ησλ δεδνκέλσλ κε ιάζνο 

ζπλεκίηνλα- εκίηνλα θαη ζε πνιιαπιαζηαζκνχο ησλ θιαζκάησλ αξγφηεξα ζηηο 

αξηζκεηηθέο παξαζηάζεηο πνπ πξνθχπηνπλ άξα θαη ιάζνο απνηέιεζκα. 

Κ: θαηαλφεζε ηεο χιεο ησλ γξακκηθψλ απεηθνλίζεσλ, ηζρχεη γηα ζχκβνια ΣΑ, 

ΣΒ, ΣΓ, ΣΓ πάληα. 

ΣΑ: ηχπνο απεηθφληζεο σο πξνο θαλνληθή βάζε. 

ΣΒ: ηχπνο απεηθφληζεο η(x,y). 

ΣΓ: κε αλάζηξνθνο πίλαθαο ηεο η. 

ΣΓ: κε αλάζηξνθνο πίλαθαο θαη ιαλζαζκέλνο. 

1 ή 0: ιχζεθαλ ζσζηά ή δελ ιχζεθαλ αληίζηνηρα. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3
ο
 

Φαπακηηπιζηικά Μεγέθη 

 

3.1 Θευπία σαπακηηπιζηικών μεγεθών 

3.1.1 Eιζαγυγή 

Αο ζεσξήζνπκε ηε γξακκηθή απεηθφληζε f:  X → X, φπνπ  X   είλαη έλαο 

δηαλπζκαηηθφο ρψξνο πάλσ ζην Κ (ζπλήζσο ν ρψξνο ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ   ή ησλ 

κηγαδηθψλ  ). Δάλ ππάξρνπλ κε κεδεληθά δηαλχζκαηα v   X, ηα νπνία έρνπλ ηελ 

ηδηφηεηα f(v )  = ι∙v , φπνπ ι   K , ηα δηαλχζκαηα απηά νλνκάδνληαη ηδηνδηαλχζκαηα ηεο 

γξακκηθήο απεηθφληζεο f, ελψ νη ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο  νπνίεο ηζρχεη ε ζρέζε απηή 

νλνκάδνληαη ηδηνηηκέο ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο. Οη φξνη  ησλ  δηαλπζκάησλ  v   πνπ  

αληηζηνηρνχλ  ζε  κηα  ζπγθεθξηκέλε  ηδηνηηκή  ι απνηεινχλ δηαλπζκαηηθνχο ππφρσξνπο 

ηνπ  X   ηνπο  νπνίνπο θαη  ζα  νλνκάζνπκε ηδηφρσξνπο ηεο ζπγθεθξηκέλεο ηδηνηηκήο. 

Βαζηθφο ζηφρνο ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ είλαη λα  δηαηππψζεη κηα κεζνδνινγία εχξεζεο 

ησλ ηδηνηηκψλ θαη ηδηνδηαλπζκάησλ κηαο γξακκηθήο απεηθφληζεο κέζσ ηνπ πίλαθα ηεο 

γξακκηθήο απεηθφληζεο. ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη    νξηζκέλεο    ηδηφηεηεο    ησλ    

ηδηνηηκψλ    θαη    ηδηνδηαλπζκάησλ πηλάθσλ/γξακκηθψλ  απεηθνλίζεσλ,  ελψ  ζην  ηέινο  

παξνπζηάδνπκε  ην  Θεψξεκα Cayley-Hamilton θαη εθαξκνγέο ηνπ ζηνλ ππνινγηζκφ: 

α)  ηνπ αληίζηξνθνπ ελφο πίλαθα, β) καζεκαηηθψλ παξαζηάζεσλ πνπ εμαξηνχληαη απφ 

έλαλ πίλαθα (φπσο νη δπλάκεηο ελφο πίλαθα), θαη γ) ηνπ ειάρηζηνπ πνιπσλχκνπ ελφο 

πίλαθα. 

 

3.1.2  Βαζικά ζηοισεία θευπίαρ ιδιοηιμών- ιδιοδιανςζμάηυν 

Ορηζκός 1
ος

  : Έζησ X έλαο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο πάλσ ζην  Κ (Κ =         )  θαη 

f : X → X , κηα γξακκηθή απεηθφληζε. Έλα κε κεδεληθφ δηάλπζκα x X νλνκάδεηαη 

ηδηνδηάλπζκα ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο εάλ ππάξρεη αξηζκφο ι Κ , ηέηνηνο ψζηε 

f ( x ) = ι∙x 

Ο  αξηζκφο ι   νλνκάδεηαη  ηδηνηηκή  ηεο  γξακκηθήο  απεηθφληζεο.  πλνιηθά, νη ηδηνηηκέο 

θαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα νλνκάδνληαη ηδηνπνζά ή ραξαθηεξηζηηθά κεγέζε ηεο γξακκηθήο 

απεηθφληζεο. 

Ο ρψξνο V(ι) = {x : x   X θαη f ( x ) = ι ∙x} νλνκάδεηαη ηδηφρσξνο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 

ηδηνηηκή ι. 

Θεώρεκα 1
ο
: Έζησ X έλαο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο πάλσ ζην Κ  θαη 
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f : X → X κηα γξακκηθή απεηθφληζε. Σφηε ν ηδηνρψξνο V(ι)   πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 

ηδηνηηκή ι  απνηειεί ππνρψξν ηνπ Υ. 

Θεώρεκα 2
ο
: Έζησ X έλαο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο  πάλσ ζην  Κ  θαη f : X → X κηα 

γξακκηθή απεηθφληζε. Αλ     , i = 1, 2, ..., n είλαη δηαθνξεηηθέο κεηαμχ ηνπο ηδηνηηκέο  ηεο 

f θαη vi , i = 1, 2, ..., n είλαη  ηα  αληίζηνηρα  ηδηνδηαλχζκαηα, ηφηε ηα δηαλχζκαηα απηά είλαη 

γξακκηθψο αλεμάξηεηα. 

Πρόηαζε 1
ε
 : Ο αξηζκφο ι Κ  απνηειεί ηδηνηηκή ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο f : X → X, αλ 

θαη κφλν αλ, det (ι∙ In – A) = 0,  

ελψ ηα ηδηνδηαλχζκαηα  x= x1∙e1+…+ xn∙en ηεο γξακκηθήο απεηθφληζεο   f   πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζηελ ηδηνηηκή ι είλαη ηα δηαλχζκαηα y = (x1, x2, …,  xn)
Σ
 ηθαλνπνηνχλ ηελ 

εμίζσζε: 

(ι∙ In − A)∙y = 0. 

Λφγσ ηεο ζχλδεζεο απηήο κεηαμχ ησλ ηδηνπνζψλ (ηδηνηηκψλ- ηδηνδηαλπζκάησλ) 

κηαο γξακκηθήο απεηθφληζεο θαη ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ζηνηρείσλ ηνπ πίλαθα ηεο 

γξακκηθήο   απεηθφληζεο (ηηκέο πνπ κεδελίδνπλ ην  πνιπψλπκν det [ι∙ In − A]- δηαλχζκαηα  

πνπ  απνηεινχλ  ιχζε  ηνπ  νκνγελνχο  ζπζηήκαηνο   (ι∙ In − A)∙ x = 0 ) δίλνπκε ηνλ 

παξαθάησ νξηζκφ: 

Ορηζκός 2
ος

 : Έλα  κε  κεδεληθφ  δηάλπζκα x  n
 (ή  n

 ) νλνκάδεηαη  ηδηνδηάλπζκα  ελφο 

ηεηξάγσλνπ  πίλαθα ψζηε A   Mn( 
n
) (ή Mn( 

n
)) εάλ ππάξρεη αξηζκφο ι   (ή  ), ηέηνηνο 

ψζηε: 

 A∙x = ι∙ x 

Ο αξηζκφο ι νλνκάδεηαη ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Α. πλνιηθά νη ηδηνηηκέο θαη ηα 

ηδηνδηαλχζκαηα νλνκάδνληαη ηδηνπνζά ή ραξαθηεξηζηηθά κεγέζε ηνπ πίλαθα. 

 ηελ ζεσξία πνπ αλαθέξεηαη παξαθάησ, φηαλ αλαθεξφκαζηε ζηα ηδηνδηαλχζκαηα 

ηνπ πίλαθα Α, ζα ελλννχκε ηα δεμηά ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ πίλαθα Α. 

Παξάδεηγκα  θαηαλόεζεο: Πξνζδηνξίζηε πνην απφ ηα δηαλχζκαηα 

x1=[
  
 
 

] ,  x2 [
 
 
 
]    x3=[

 
 
 
]   x4=[

  
 
 

]  απνηειεί ηδηνδηάλπζκα ηνπ πίλαθα 

 

 

Α=[
    
   
   

]    ( )  αη ζε πνηα ηδηνηηκή αληηζηνηρεί ην ηδηνδηάλπζκα απηφ. 

Tα εξσηήκαηα πνπ γελληνχληαη είλαη ηα εμήο : 

1) Υπάξρνπλ ηδηνδηαλχζκαηα θαη ηδηνηηκέο γηα θάζε πίλαθα Α ; 
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2) Πνην είλαη ην πιήζνο ησλ ηδηνηηκψλ θαη ηδηνδηαλπζκάησλ ελφο ηεηξάγσλνπ 

πίλαθα Α ; 

3) Με πνηνλ ηξφπν ππνινγίδσ ηηο ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα ελφο ηεηξάγσλνπ πίλαθα 

Α ; 

Θα μεθηλήζνπκε κε ηελ απάληεζε ζην ηξίην εξψηεκα, δειαδή ηνλ ηξφπν εχξεζεο ησλ 

ηδηνδηαλπζκάησλ-ηδηνηηκψλ ηνπ πίλαθα Α. Απφ ηνλ νξηζκφ, αλ x  n
 (ή  n

 ) είλαη 

ηδηνδηάλπζκα ηνπ πίλαθα A Mn( ) (ή Mn( ) , ηφηε ζα ππάξρεη ι   (ή ζην  ) ηέηνην ψζηε: 

A∙x = ι∙x ⇔ (ι∙In – A)∙ x =0 ⇔ B∙x=0. 

ηελ πεξίπησζε πνπ ν πίλαθαο B = ι∙ In − A έρεη νξίδνπζα δηάθνξε ηνπ κεδελφο, ηφηε ε 

κφλε ιχζε πνπ έρεη ην ζχζηεκα παξαπάλσ είλαη ε κεδεληθή ( x= 0 ). ε πεξίπησζε πνπ ε 

νξίδνπζα ηνπ πίλαθα B = ι∙ In − A είλαη κεδέλ, ηφηε ππάξρνπλ κε κεδεληθέο ιχζεηο 

x   ηνπ ζπζηήκαηνο. πλεπψο ην ηδηνδηάλπζκα x    ππάξρεη 

ζηελ πεξίπησζε πνπ mA(ι)= det (ι∙In- A)= 0 ή det(A- ι∙In)=  0.                                   (1) 

Ορηζκός 3
ος : Ζ εμίζσζε (1) πην πάλσ  νλνκάδεηαη ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε ηνπ πίλαθα 

A Mn( ) , ελψ ην πνιπψλπκν p(ι), νλνκάδεηαη ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν ηνπ πίλαθα 

A Mn( ). To ζχλνιν ησλ ξηδψλ ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο, νη νπνίεο θαη απνηεινχλ 

ηηο ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Α, νλνκάδεηαη θάζκα θαη ζπκβνιίδεηαη κε ζ (A). 

Απφ ην Θεκειηψδεο Θεψξεκα ηεο Άιγεβξαο ην πιήζνο ησλ ξηδψλ (θαη άξα ησλ 

ηδηνηηκψλ ιi  ) ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ πνιπσλχκνπ είλαη n, φζε δειαδή θαη ε δηάζηαζε 

ηνπ πίλαθα Α. 

 

 mA(ι)= (    )   (    )     (    )   

n1+n2+…+nk= n. 

χκθσλα κε ην Θεκειηψδεο Θεψξεκα ηεο Άιγεβξαο θάζε κε-ζηαζεξφ πνιπψλπκν 

f(x)  , - έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ζην ζψκα   θαη ζπλεπψο έλαο πίλαθαο A Mn( ) έρεη 

n ηδηνηηκέο, ζε αληίζεζε κε έλαλ πίλαθα A   ( ) ν νπνίνο κπνξεί θαη λα κελ δηαζέηεη 

ηδηνηηκέο. 

Ορηζκός 4
ος

: Ο αξηζκφο ησλ θνξψλ πνπ εκθαλίδεηαη κηα ηδηνηηκή ζην ραξαθηεξηζηηθφ 

πνιπψλπκν ηνπ πίλαθα A Mn( ) νλνκάδεηαη αιγεβξηθή πνιιαπιφηεηα ηεο ηδηνηηκήο. Γηα 

παξάδεηγκα αλ p(ι)= (    )   (    )     (    )   θαη ιi ≠ ιj , ηφηε ε αιγεβξηθή 

πνιιαπιφηεηα ηεο ιi είλαη ni. 
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 Γηα λα ππνινγίζνπκε ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ πίλαθα A Mn( ) ( Mn( )), ζα πξέπεη 

γηα θάζε ηδηνηηκή  ιi  ( )  ηνπ πίλαθα A Mn( ) ( Mn( )) λα ιχζνπκε ην νκνγελέο 

ζχζηεκα ( ιi∙ Ηn – A)∙ xi = 0. 

Oρηζκός 5
ος

 : Σν ζχλνιν ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ V(  )  πνπ αληηζηνηρνχλ ζηελ ηδηνηηκή 

ιi   (       ) απνηεινχλ έλαλ δηαλπζκαηηθφ ππφρσξν ηνπ  n
 ( n

), ν νπνίνο θαη 

νλνκάδεηαη ηδηνρψξνο ηεο ηδηνηηκήο ιi   ( ). Ζ δηάζηαζε ηνπ ηδηνρψξνπ V(  )  

νλνκάδεηαη γεσκεηξηθή πνιιαπιφηεηα ηεο ηδηνηηκήο ιi   ( )   θαη απνδεηθλχεηαη φηη είλαη 

ίζε 

κε dimV(  )=  n-  rank (ιi∙In- A). 

Ζ ηαχηηζε ηεο γεσκεηξηθήο θαη αιγεβξηθήο πνιιαπιφηεηαο γηα φιεο ηηο ηδηνηηκέο 

ηνπ πίλαθα Α απνηειεί έλαλ απφ ηνπο δχν θχξηνπο παξάγνληεο γηα ηελ δπλαηφηεηα ηεο 

δηαγσλνπνίεζεο ελφο πίλαθα θάησ απφ θαηάιιεινπο κεηαζρεκαηηζκνχο νκνηφηεηαο. 

Θεώρεκα 3
ο : Αλ ζπκβνιίζνπκε κε ni ηελ αιγεβξηθή πνιιαπιφηεηα ηεο ηδηνηηκήο  

ιi  ( ) , ηφηε ηζρχεη ε ζρέζε 1  dimV(  )    . 

 

Μεζοδοιογία  σποιογηζκού ηδηοηηκώλ- ηδηοδηαλσζκάηωλ ηοσ πίλαθα Α   ( )(  ( ))  

Βήκα 1: Δχξεζε ηδηνηηκψλ ηνπ πίλαθα Α   ( )(  ( )) 

α) Τπνινγηζκφο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ πνιπσλχκνπ  

mA(ι)= det(ι∙In- A)=                   . 
 

 

β) Τπνινγηζκφο ησλ ξηδψλ {ι1, ι2, …, ιk},           ( )  ηεο ραξαθηεξηζηηθήο 

εμίζσζεο  mA( ι) = 0 . 

Βήκα 2
ο
 : Δχξεζε ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ xi   (  ) ηνπ πίλαθα Α. 

Καη ζηε ζπλέρεηα επίιπζε ηεο εμίζσζεο A∙xi = ιi∙xi, γηα i = 1,2,...,n . 

 

3.1.3 Ιδιόηηηερ ιδιοηιμών- ιδιοδιανςζμάηυν 

ηελ ελφηεηα απηή ζα πξνζπαζήζνπκε λα παξνπζηάζνπκε κεξηθέο απφ ηηο 

ζεκαληηθέο ηδηφηεηεο ησλ ηδηνηηκψλ-ηδηνδηαλπζκάησλ ηεηξάγσλσλ πηλάθσλ. 

Θεώρεκα 4
ο : Έζησ ν πίλαθαο A Mn( ) κε ηδηνηηκή ι   ( ) θαη ην ηδηνδηάλπζκα x  n

 

( n
) πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ηδηνηηκή ι. Σφηε: 

α) Ο πίλαθαο A
k
 ζα έρεη σο ηδηνηηκή ην ι

k   ( ), k = 2,3,... θαη ηδηνδηάλπζκα ζα έρεη ην 

x  n
 . 

β) Ο πίλαθαο Α δελ έρεη πιήξε ηάμε, γηα παξάδεηγκα rankA ≠ n , αλ θαη κφλν αλ, ην 0 

απνηειεί ηδηνηηκή ηνπ πίλαθα Α. 
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γ) Αλ ν πίλαθαο Α είλαη αληηζηξέςηκνο (ζπλεπψο ι ≠ 0 ), ν πίλαθαο A
-1 

(αληίζηξνθνο) ζα 

έρεη σο ηδηνηηκή ην ι
-1   ( )  θαη ηδηνδηάλπζκα ην x  n

 ( n
 ). 

δ) Ο πίλαθαο A
Σ
 (αλάζηξνθνο) ζα έρεη σο ηδηνηηκή ην ι    ( )  . 

ε) Έζησ ν πίλαθαο B Mn( ) κε ηδηνηηκή κ   ( )  θαη ην ίδην ηδηνδηάλπζκα x  n
 ( n

 ) κε 

ηνλ πίλαθα Α, πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ηδηνηηκή κ. Σφηε ν πίλαθαο A+ B ζα έρεη σο ηδηνηηκή 

ηελ ι +κ   ( ) θαη αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα ην x  n
 ( n

 ). 

ζη) Έζησ ν πίλαθαο B Mn( ) κε ηδηνηηκή κ  ( ) θαη ην ίδην ηδηνδηάλπζκα x   n
 ( n

 ) κε 

ηνλ πίλαθα Α, πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ηδηνηηκή κ. Σφηε ν πίλαθαο A∙B ζα έρεη σο ηδηνηηκή ηελ 

ι∙κ   ( ) θαη αληίζηνηρν ηδηνδηάλπζκα ην x  n
 ( n

). 

 

 

3.1.4 Θεώπημα Cayley-Hamilton 

Θεώρεκα 5
ο
 :  Κάζε πίλαθαο A   nxn

  κεδελίδεη ην ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ πνιπψλπκν 

mA(ι)= det(ι∙In- A), δειαδή mA(A)= 0. 

 

Eθαρκογές ηοσ Θεωρήκαηος Cayley-Hamilton: α) Δχξεζε αληίζηξνθνπ πίλαθα: 

Έζησ έλαο πίλαθαο Α   ( ) κε ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν: 

 mA(ι)=                       . 

Tφηε,  ζχκθσλα κε ην Θεψξεκα Cayley-Hamilton ζα έρνπκε: 

 mA(ι)=                    

ηελ πεξίπησζε πνπ ν πίλαθαο Α είλαη αληηζηξέςηκνο ζα έρνπκε p0   

 (p0= mA(0)= det(0∙In- A)= det(-A)= (-1)
n
 ∙det(A)  ) 

 Kαη άξα: 

 p0∙In= -p1∙A-….- A
n
= A∙(-p1∙In- p2∙A-… -A

n-1
)    

    ⁄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

 

 In= A∙ 2
 

  
 (                   )3    

      
 

  
 (                    ). 

β)  Τπνινγηζκφο ηηκψλ ελφο πνιπσλχκνπ ζε πίλαθα: 

 Αο ππνζέζνπκε φηη ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ηελ ηηκή ηνπ πνιπσλχκου: 
 q( ι)=                 

ζε έλαλ πίλαθα A   ( ) κε ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν: 

 mA(ι)=                    +   . 

  

ηελ πεξίπησζε πνπ ν βαζκφο ηνπ πνιπσλχκνπ q(ι) είλαη κηθξφηεξνο απφ ηνλ 

βαζκφ ηνπ  mA(ι) ππνινγίδνπκε ηνλ πίλαθα q(A) κε απιή αληηθαηάζηαζε. ηελ πεξίπησζε 
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πνπ ν βαζκφο ηνπ πνιπσλχκνπ q(ι) είλαη κεγαιχηεξνο απφ ηνλ βαζκφ ηνπ  mΑ( ι), ηφηε 

θάλνπκε ηελ επθιείδεηα δηαίξεζε ηνπ q(ι) κε ην mΑ( ι) . Γειαδή ππάξρνπλ 

πνιπψλπκα α(ι) θαη r(ι) κε deg r (ι ) ≤ deg p (ι ) ηέηνηα ψζηε: 

 q(ι)= α(ι)∙mA(ι)+ r(ι) 

 

θαη ζπλεπψο κε αληηθαηάζηαζε ηνπ ι κε ηνλ πίλαθα Α ζα έρνπκε: 

 q(A)= α(Α)∙mA(Α)+ r(A)=  r(A). 

 Απηφ δειαδή πνπ κπνξνχκε λα θαηαθέξνπκε είλαη λα κεηψζνπκε ηνλ βαζκφ 

ππνινγηζκνχ ηνπ πνιπσλπκηθνχ πίλαθα απφ k ζε έλαλ βαζκφ κηθξφηεξν ηνπ n. Έλα 

δεχηεξν εξψηεκα πνπ γελληέηαη είλαη πσο ζα ππνινγίζνπκε ην ππφινηπν r(ι). Έλαο 

ηξφπνο είλαη κε ηελ απεπζείαο επθιείδεηα δηαίξεζε πνιπσλχκσλ. Ο ηξφπνο απηφο είλαη 

πνιχ πνιχπινθνο φηαλ ν βαζκφο k ηνπ q(ι) είλαη πνιχ κεγαιχηεξνο απφ ηνλ βαζκφ n 

ηνπ mA( ι) . Παξαθάησ ζα δνχκε θαη έλαλ δεχηεξν ηξφπν ππνινγηζκνχ ηνπ πνιπσλχκνπ 

r(ι). 

1ε περίπηωζε: Αο ππνζέζνπκε φηη ν πίλαθαο Α έρεη ηηο ηδηνηηκέο ιi, i= 1,2,..., n κε 

αιγεβξηθή πνιιαπιφηεηα 1. Σφηε ζα έρνπκε: 

 q(ιi)= α(ιi)∙mA(ιi)+r (ιi)= r(ιi), κε i=1, 2, …, n. 

δηφηη mA( ι) = det( ιi∙ In – A) = 0. Αλ ππνζέζνπκε φηη: 

 r(ι)= r0+r1∙ι+ …+ rn-1∙ι
n-1 

 
Θα πξέπεη ινηπφλ λα ιχζνπκε ην παξαθάησ ζχζηεκα εμηζψζεσλ: 

 q(  )=                   
   

, φπνπ i= 1, 2, …, n.. 

2
ε
 περίπηωζε:  Αο ππνζέζνπκε φηη ν πίλαθαο Α έρεη ηελ ηδηνηηκή ι i ,  κε αιγεβξηθή 

πνιιαπιφηεηα λ. Σφηε ζα έρνπκε: 

 q(ι)= α( ι)∙mA(ι)+ r(ι) 

φπνπ mA(ι)= det(ι∙In- A)= (     )
   ̃(ι) θαη άξα ζα έρνπκε ηζνδχλακα: 

q(ι)= α(ι)∙(     )
   ̃(ι)+ r(ι)     (  )   (  )  (     )

   ̃(  )+ r(  )    

 (  )    r(  ) . Καη: 

q´(ι)= α´(ι)∙ (     )
   ̃(ι)+α(ι)∙λ∙(     )

     ̃(ι)+α(ι)∙ (     )
    ̃(ι)+r´(ι)    

  

q´(ι)= (     )
   ∙α1(ι)+ r´(ι)      q´(ιi)= r´(ιi) 

……………………………………………………. 

 (   )(ι)= (     )      (ι)+  (   )( )      (   )(ιi)=   (   )(  )  . 

  

πλεπψο, ζα πξέπεη γηα θάζε ηδηνηηκή    κε αιγεβξηθή πνιιαπιφηεηα λ, λα ιχζνπκε ηηο 

εμηζψζεηο :  

 q(  )= r(  ) 

 q´(  )= r´(  ) 
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 q
(n-1)

(  )= r
(n-1)

(  ) 

ππνζέηνληαο φηη: 

 r(ι)=                     . 

 

3.1.5 Δλάσιζηο Πολςώνςμο 

Ορηζκός 6
ος

 : Με ηνλ φξν ειάρηζην πνιπψλπκν ελφο πίλαθα A Mn( ), νξίδνπκε ην  

κε-κεδεληθφ πνιπψλπκν ζην νπνίν ηζρχνπλ ηα εμήο: 

i) o ζπληειεζηήο ηνπ κεγηζηνβάζκηνπ φξνπ ηνπ είλαη 1 

ii) είλαη ην πνιπψλπκν κε ηνλ ειάρηζην βαζκφ ην νπνίν κεδελίδεηαη απφ ηνλ 

πίλαθα A  Mn(  ). 

 Απφ ην ζεψξεκα Cayley-Hamilton γλσξίδνπκε φηη ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 

πνιπψλπκν πνπ κεδελίδεη ηνλ πίλαθα A Mn ( ), γεγνλφο πνπ επηβεβαηψλεη ηελ 

χπαξμε ηνπ ειαρίζηνπ πνιπσλχκνπ.  

 

 

 

 

3.2 Γιαηύπυζη πποβλήμαηορ 3  και η ζυζηή λύζη ηος ζε βήμαηα 

3.2.1 Γενικά 

 ην Πξφβιεκα 3 δίλεηαη έλαο ηεηξαγσληθφο πίλαθαο Α ηχπνπ (3x3) θαη δεηείηαη  

θαη’ αξρήλ έλαο αληηζηξέςηκνο, έζησ P, πνπ ηνλ δηαγσλνπνηεί. Ο πίλαθαο Ρ πνπ ςάρλνπκε 

θαη δηαγσλνπνηεί ηνλ πίλαθα Α ζα έρεη σο ζηήιεο ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ Α. Γηα λα βξνχκε 

ηα ηδηνδηαλχζκαηα πξνεγνπκέλσο ζα ππνινγίζνπκε ηηο αληίζηνηρεο ηδηνηηκέο ηνπ Α. Καη 

επεηδή ν Α είλαη (3x3) ηεηξαγσληθφο, ζα έρεη ζίγνπξα 3 ηδηνηηκέο θαη κε αιγεβξηθή 

πνιιαπιφηεηα πνπ ζα ππνινγηζηεί γηα ηελ θαζεκηά απφ απηέο. Αθνχ βξίζθνπκε ινηπφλ ηα 

(κε κεδεληθά) ηδηνδηαλχζκαηα θαη βιέπνπκε φηη είλαη γξακκηθψο αλεμάξηεηα, ηφηε ν Α 

δηαγσλνπνηήζηκνο κέζσ ηνπ Ρ κε ζηήιεο απηά θαη ζπλεπψο, ππάξρεη ν Ρ ηέηνηνο ψζηε Α= 

Ρ∙D∙P
-1

, φπνπ D δηαγψληνο πίλαθαο κε δηαγψληα ζηνηρεία ηηο ηδηνηηκέο. Απφ ηελ ζεσξία 

παξαπάλσ βιέπνπκε φηη βξίζθνπκε ηηο ηδηνηηκέο κεδελίδνληαο ην ραξαθηεξηζηηθφ 

πνιπψλπκν ηνπ πίλαθα θαη ππνινγίδνληαο ηελ νξίδνπζα (3x3), ελψ ηα αληίζηνηρα 



Ανάλυση Λαθών στην Γραμμική Άλγεβρα Σελίδα 59 
 
 

ηδηνδηαλχζκαηα ππνινγίδνληαη κε δχν ηξφπνπο φπσο θαίλεηαη θαη ζηελ ιχζε ζε βήκαηα 

παξαθάησ. 

 Σν δεχηεξν εξψηεκα έρεη λα θάλεη πάιη κε έλαλ νπνηνδήπνηε ηεηξαγσληθφ πίλαθα 

ηχπνπ (3x3) ηέηνην ψζηε θάζε κε-κεδεληθφ δηάλπζκα  x   λα είλαη θαη ηδηνδηάλπζκά ηνπ 

(ε ηδηφηεηα ηνπ πίλαθα). Απηφ πνπ δεηείηαη είλαη λα απνδείμνπκε φηη έρεη κφλν κία ηδηνηηκή 

αιγεβξηθήο πνιιαπιφηεηαο 3. Δίλαη έλα ζεσξεηηθφ εξψηεκα πνπ γηα λα απαληεζεί 

ρξεηάδεηαη κηα πην βαζηά εκπέδσζε θαη εκπεηξία ηεο ζεσξίαο ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ 

κεγεζψλ. 

 

3.2.2 Γιαηύπυζη πποβλήμαηορ 3 και η λύζη ηος ζε βήμαηα 

Πρόβιεκα 3
ο
 : α) Γίλεηαη ν πίλαθαο Α= [

   
   
   

].  

Να βξείηε αληηζηξέςηκν πίλαθα Ρ πνπ δηαγσλνπνηεί ηνλ πίλαθα Α. 

β) Έζησ έλαο 3x3 πίλαθαο Α ηέηνηνο ψζηε θάζε κε κεδεληθφ δηάλπζκα       λα είλαη 

ηδηνδηάλπζκα ηνπ Α.  

Να απνδείμεηε φηη ν Α έρεη ΜΗΑ ΜΟΝΟ ηδηνηηκή ΑΛΓΔΒΡΗΚΖ ΠΟΛΛΑΠΛΟΣΖΣΑ 3. 

ωζηή ιύζε (ζε βήκαηα) ηοσ 3
οσ

   προβιήκαηος :   

α)  Βήκα 1
ο
: Παίξλνπκε ην ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν ηνπ πίλαθα Α: 

 ρΑ(t)= det(t∙I3- A) |       |     ⇔   |
       

      
      

|= 0  ⇔

(                   )  ⇔   (   )  *(   )  (   )   +    (   )      

   ⇔   (   )  (           ) )     ⇔  (   )  (         )    ⇔ 

⇔  (   )  (   )  (   )     ⇔  (   )  (   )   . 

 Άξα θαηαιήμακε ζην «πιαίζην» παξαπάλσ θαη νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Α είλαη: 

ι1=  2 (κε αιγεβξηθή πνιιαπιφηεηα 2 ή αιιηψο ε ι1 είλαη δηπιή ηδηνηηκή ), ι2= 5 

(αιγεβξηθήο πνιιαπιφηεηαο 1). 

Βήκα 2
ο
 : (Α´ ΣΡΟΠΟ:) Γηα ι1= 2 έρνπκε: 

[
         

        
        

|
 
 
 
] ⇔ 

⇔[
     
     
     

|
 
 
 
]  

                     

→                 [
     
   
   

|
 
 
 
] 
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 Άξα απφ ηνλ ηειεπηαίν πίλαθα πξνθχπηεη ην ζχζηεκα: -1∙          

                                         
⇒                                               (         )= (            )= 

   (     )      (      ). 

 Σα δχν δηαλχζκαηα είλαη ζε θιηκαθσηή κνξθή, άξα είλαη γξακκηθψο αλεμάξηεηα 

θαη επηπιένλ, παξάγνπλ ηνλ ππφρσξν V(ι1= 2). Άξα σο βάζε ηνπ V(2) κπνξνχκε λα 

ζεσξήζνπκε ηελ: V(2)= 〈(     ) (      )〉. 

 H αιγεβξηθή πνιιαπιφηεηα ηεο ηδηνηηκήο ι1= 2 είλαη 2 ( V(ι1= 2)    ), επνκέλσο 

ηα δηαλχζκαηα   ⃗⃗  ⃗= (1,  0,  0),   ⃗⃗⃗⃗ = (0,  -2,  1) είλαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ Α. 

 (Β´ ΣΡΟΠΟ:) Γηα ι1= 2 έρνπκε: 

(ι1∙I3- A)∙  =  ⃗  ⇔ (2∙I3- A)∙  =  ⃗  ⇔ [
     
     
     

]  [

  

  

  

]   [
 
 
 
] ⇔ -          ⇔

           ⇔                           Οπφηε, ην ηπρφλ ζηνηρείν    ηνπ V(2) 

είλαη ηεο κνξθήο: 

  = (        )= (           )=    (     )      (      ) θαη αθνχ ηα δηαλχζκαηα 

  ⃗⃗  ⃗  (     )    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  (      ) είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα εθφζνλ είλαη ζε θιηκαθσηή 

κνξθή θαη επηπιένλ παξάγνπλ ηνλ V(2) είλαη ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ πίλαθα Α. 

Βήκα 3
ο
 : (Α’ ΣΡΟΠΟ:) Γηα ι2= 5 έρνπκε: 

[
         

        
        

|
 
 
 
]⇔ 

[
     
    
    

|
 
 
 
]  

                         
→                     [

    
   
    

|
 
 
 
]  

    
  
 

            

→               [
    
    
   

|
 
 
 
]. 

Απφ ηνλ ηειεπηαίν πίλαθα βιέπνπκε φηη έρνπκε 3 αγλψζηνπο θαη 2 εμηζψζεηο, άξα 1 

παξάκεηξνο, έζησ ζεσξνχκε σο παξάκεηξν ηνπ ζπζηήκαηνο ηελ    θαη έρνπκε: 

{
       
       

}  ⇔ {
      

     
}  άξα (        )= (        )=    (     ). 

 Ζ αιγεβξηθή πνιιαπιφηεηα ηεο ι2= 5 είλαη 1 θαη άξα V(ι2= 5)= 1. Οπφηε, 

ην   ⃗⃗⃗⃗  ⃗= (1, 1, 1) είλαη ηδηνδηάλπζκα ηνπ Α. 

(Β’ ΣΡΟΠΟ:) Γηα ι2= 5 έρνπκε: 
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(5∙I3- A)∙μ= 0 ⇔ [
     
    
    

]  [

  

  

  

]= [
 
 
 
] ⇔  {

              
           

        
}  ⇔

 {
     

     
}. Άξα ην ηπρφλ ζηνηρείν    ηνπ V(5)  είλαη ηεο κνξθήο:   = (        )= 

(        )=    (     ). Άξα ζηελ ηδηνηηκή ι2= 5 αληηζηνηρεί ην ηδηνδηάλπζκα   ⃗⃗⃗⃗ = (1, 1, 

1). Eπηπιένλ, ην   ⃗⃗⃗⃗  είλαη θαη ε βάζε ηνπ ππνρψξνπ V(5)= 〈(     )〉. 

Bήκα 4
ο
 : Ο πίλαθαο Α     ( ) έρεη ηξία αθξηβψο ηδηνδηαλχζκαηα ηα νπνία είλαη 

γξακκηθψο αλεμάξηεηα, ζπλεπψο ν Α είλαη δηαγσλνπνηήζηκνο πίλαθαο κέζσ ηνπ πίλαθα Ρ 

πνπ έρεη σο ζηήιεο ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ Α. Άξα ππάξρεη αληηζηξέςηκνο Ρ ηέηνηνο ψζηε 

Α= Ρ∙D∙P
-1

, φπνπ D είλαη δηαγψληνο πίλαθαο κε δηαγψληα ζηνηρεία ηηο ηδηνηηκέο ηνπ Α, 

ηχπνπ (3x3). 

D= [
   
   
   

]. 

Βήκα 5
ο
 : Ο πίλαθαο Ρ νξίδεηαη φπσο παξαπάλσ, κε ζηήιεο ηα ηδηνδηαλχζκαηα (  ⃗⃗  ⃗   ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ), 

επνκέλσο είλαη ν εμήο: Ρ= [
   
    
   

] ηχπνπ (3x3) αληηζηξέςηκνο. 

Γηα λα βξνχκε ηνλ αληίζηξνθν ηνπ Ρ, δειαδή ηνλ Ρ
-1

: (Α’ΣΡΟΠΟ) Δθαξκφδνπκε 

Gauss- Jordan θαη έρνπκε: 

, | -   [
   
    
   

|
   
   
   

]  
            
→           [

   
   
   

|
   
   
   

]   

        
  

 
             

  

 

→                     [
   
   
   

|

   
 ⁄   

 ⁄

   

   
 ⁄  

 ⁄

]   

             
  

 

→              

[
 
 
    
   
   

||

   
 ⁄   

 ⁄

   
 ⁄  

 ⁄

  
 ⁄  

 ⁄ ]
 
 
 

  

Άξα θαηαιήμακε , | -  
(            )
→              ,  |   - θαη αθνχ πξνέθπςε κνλαδηαίνο 

πίλαθαο, ν Ρ είλαη αληηζηξέςηκνο κε αληίζηξνθν ηνλ      

[
 
 
    

 ⁄   
 ⁄

   
 ⁄  

 ⁄

  
 ⁄  

 ⁄ ]
 
 
 

. 

 



Ανάλυση Λαθών στην Γραμμική Άλγεβρα Σελίδα 62 
 
 

(Β’ΣΡΟΠΟ:) Γηα λα βξσ ηνλ αληίζηξνθν     ρξεζηκνπνηψ ην εμήο: 

 Πρόηαζε: «Αλ ν Ρ είλαη ηεηξαγσληθφο, νκαιφο πίλαθαο δειαδή κε νξίδνπζα 

| |   , ηφηε ππάξρεη ν αληίζηξνθφο ηνπ      θαη ηζνχηαη κε      
    

| |
, φπνπ adjP είλαη 

ν ζπκπιεξσκαηηθφο ηνπ Ρ.» 

Βξίζθσ ινηπφλ πξψηα ηελ νξίδνπζα (3x3) ηνπ Ρ (έζησ σο 1
ε
 γξακκή γηα επθνιία): 

| |     ( )   |
   
    
   

|    (    )    (   )    (   )      

                               (   ). 

Aθνχ ν Ρ είλαη ηεηξαγσληθφο θαη νκαιφο ζχκθσλα κε ηελ παξαπάλσ πξφηαζε έρεη 

αληίζηξνθν    . 

Βξίζθσ ηνλ ζπκπιεξσκαηηθφ ηνπ Ρ:  

αdjP= [

         

         

         

]

 

, κε ζπκπιεξσκαηηθά ζηνηρεία ηα εμήο:      (  )  

|
   
  

|  (    )            (  )    |
  
  

|      

     (  )    |
   
  

|         (  )    |
  
  

|    (  )    

     (  )    |
  
  

|         (  )    |
  
  

|      

     (  )    |
  

   
|            (  )    |

  
  

|            

  (  )    |
  
   

|              

 

 Άξα ν adjP= [
    
    
     

]

 

  [
    
    
     

]           
    

| |
 = 

 

  
     = 

[
 
 
    

 ⁄   
 ⁄

   
 ⁄  

 ⁄

  
 ⁄  

 ⁄ ]
 
 
 

   Eπνκέλσο,  θαηαιήμακε ζην ίδην απνηέιεζκα φπσο θαη κε 

ηνλ Α’ΣΡΟΠΟ, άξα ππάξρεη αληηζηξέςηκνο Ρ κε αληίζηξνθν ηνλ     θαη ηζρχεη κε βάζε 
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θαη ηελ ζεσξία:          

[
 
 
    

 ⁄   
 ⁄

   
 ⁄  

 ⁄

  
 ⁄  

 ⁄ ]
 
 
 

 [
   
   
   

]  [
   
    
   

]    

    (     )   [
   
   
   

]  

β) Βήκα 1
ο
 :Έρνπκε έλαλ πίλαθα Α     ( ) ηέηνηνο ψζηε        (   

(     )    ⃗ ) ηδηνδηάλπζκα ηνπ Α ,ν Α λα έρεη κφλν κία ηδηνηηκή (αιγεβξηθήο 

πνιιαπιφηεηαο 3 πξνθαλψο, αθνχ Α     ( ) ). 

Παίξλνπκε έλαλ ηπραίν πίλαθα Α     ( ) σο εμήο: Α= [

   
   
   

]. 

Γηα ηηο ηδηνηηκέο- ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ Α ηζρχεη: 

Α∙ ⃗      ⃗ ,  (1) 

κε ι   ηδηνηηκή θαη   ⃗      ηδηνδηάλπζκα ηνπ Α. 

Kάζε κε-κεδεληθφ δηάλπζκα       είλαη ηδηνδηάλπζκα ηνπ Α. Άξα θαη ηα 

κνλαδηαία ηξηζδηάζηαηα δηαλχζκαηα (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) είλαη ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ Α 

κε αληίζηνηρεο ηδηνηηκέο            . Σφηε γηα ην πξψην δηάλπζκα απφ ηελ ζρέζε 

Α∙ ⃗      ⃗       ,   -      ,   -    [

   
   
   

]  [
 
 
 
]     [

 
 
 
]    

[

 
 
 

]   [
  

 
 

]    {
     

     
}  

  

Δθαξκφδνπκε θαη ην 2
ν
 δηάλπζκα ζηελ (1) θαη έρνπκε:  

Α∙,   -      ,   -   [

   
   
   

]  [
 
 
 
]  [

 
  

 
]    [

 
 
 

]  [
 
  

 
]   

 {
     

     
}, ελψ εθαξκφδνληαο ην 3

ν
 δηάλπζκα: 

Α∙,   -     ,   -   [

   
   
   

]  [
 
 
 
]  [

 
 
  

]    [
 
 
 
]  [

 
 
  

]   

 {
     

     
}. 
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Άξα ν Α= [

    
    
    

] είλαη δηαγψληνο πίλαθαο κε δηαγψληα ζηνηρεία ηηο ηδηνηηκέο 

ηνπ πνπ αληηζηνηρνχλ φπσο είπακε θαη παξαπάλσ ζηα ηξία κνλαδηαία ηδηνδηαλχζκαηα. 

Βήκα 2
ο
: Σν ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν ηνπ Α είλαη: 

  ( )     (     )   |     |   |

      
      
      

|    

 (    )  (    )  (    )     

 Έζησ φηη             . Tφηε ν Α γίλεηαη, 

 Α= [
   
   
   

]    [
   
   
   

]        . 

Tφηε, γηα λα είλαη νη ηδηνηηκέο ίζεο ζα πξέπεη θάζε ηπραίν κε κεδεληθφ δηάλπζκα λα είλαη 

ηεο κνξθήο:   = [

  

  

  

]    ⃗   θαη λα ηζρχνπλ:  

Α∙     [
   
   
   

]  [

  

  

  

]    [

  

  

  

]   [

    

    

    

] ( ) θαη, 

ι∙     [

  

  

  

]   [

    

    

    

] ( ). Απφ ηηο (2), (3) πξνθχπηεη φηη ηζρχεη ε (1), δειαδή Α∙      

                ⃗   θαη αθνχ ηθαλνπνηεί ηελ (1) απνδείμακε φηη πξάγκαηη, ππάξρεη κία  

ηδηνηηκή ι ηνπ Α. Απηή θαηά ηελ ζεσξία ζα ηθαλνπνηεί θαη ηελ ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε 

ηνπ Α θαη ζα έρνπκε ηειηθά: 

  ( )     (     )   |
     

     
     

|       (   )     

Δπνκέλσο, απνδείμακε φηη  πξάγκαηη ν Α έρεη κία ΜΟΝΟ ηδηνηηκή ι κε αιγεβξηθή 

πνιιαπιφηεηα 3.  

 

 

3.3 Γιεπεύνηζη λαθών ζηο ππόβλημα 3  

3.3.1 Δίδη λαθών ζηα σαπακηηπιζηικά μεγέθη και καηηγοπιοποίηζή ηοςρ 

To πξφβιεκα 3 έρεη λα θάλεη κε ηελ εχξεζε ηδηνηηκψλ θαη ηδηνδηαλπζκάησλ έηζη 

ψζηε λα βξνχκε ηνλ αληηζηξέςηκν πίλαθα Ρ πνπ δηαγσλνπνηεί ηνλ ηεηξαγσληθφ πίλαθα Α 



Ανάλυση Λαθών στην Γραμμική Άλγεβρα Σελίδα 65 
 
 

ζην πξψην εξψηεκα θαη ζην δεχηεξν ζεσξεηηθφ εξψηεκα λα απνδείμνπλ φηη έλαο 

ηεηξαγσληθφο πίλαθαο, εδψ 3x3, κε νπνηνδήπνηε κε κεδεληθφ δηάλπζκα πνπ  αλήθεη ζηνλ 

   λα είλαη ηδηνδηάλπζκά ηνπ έρεη κφλν κία ηδηνηηκή αιγεβξηθήο πνιιαπιφηεηαο 3. Οη 

θνηηεηέο γηα λα ιχζνπλ κία ηέηνηα άζθεζε ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ πψο λα βξίζθνπλ 

ηδηνηηκέο άξα λα ιχλνπλ νξίδνπζεο θαη ζηελ ζπλέρεηα πψο λα βξίζθνπλ ηα ηδηνδηαλχζκαηά 

ηνπο άξα λα επηιχνπλ γξακκηθά ζπζηήκαηα κε ηνλ πξψην ηξφπν ή λα ζέηνπλ έλαλ πίλαθα 

ζε θιηκαθσηή κνξθή κε ηνλ δεχηεξν ηξφπν. ηελ ζπλέρεηα πξέπεη λα γλσξίδνπλ πφηε έλαλ 

πίλαθαο δηαγσλνπνηείηαη θαη πψο βξίζθνπκε ηνλ αληηζηξέςηκν πίλαθα Ρ ελφο πίλαθα Α κε 

κέζνδν Gauss-Jordan κε ηνλ πξψην ηξφπν ή κε ηνλ γλσζηφ ηχπν κε      
    

| |
 ,φπνπ εδψ 

νη θνηηεηέο θαινχληαη λα βξνπλ ηελ νξίδνπζα ηνπ Ρ θαη λα ειέγμνπλ εάλ είλαη δηάθνξε ηνπ 

κεδελφο θαη άξα λα κπνξνχλ λα ζπλερίζνπλ θαη αλ βξνπλ ηνλ ζπκπιεξσκαηηθφ πίλαθα ηνπ 

Ρ. Δπνκέλσο πξέπεη λα μέξνπλ ηελ ζεσξία πηλάθσλ πνιχ θαιά, θαζψο θαη ηηο έλλνηεο θαη 

ηα εξγαιεία πνπ ζπκπεξηιακβάλνληαη ζηελ ζεσξία θαη ζηηο εθαξκνγέο.  

 Σψξα  γηα λα ιχζνπλ θαη ην δεχηεξν εξψηεκα, πνπ είλαη πην γεληθφ θαη δεηά 

λα απνδείμνπλ φηη έλαο πίλαθαο έρεη κφλν κία ηδηνηηκή ίδηαο πνιιαπιφηεηαο ελψ 

έρεη ηελ ηδηφηεηα θάζε κε κεδεληθφ δηάλπζκά ηνπ λα είλαη θαη ηδηνδηάλπζκά ηνπ θαη 

φια απηά ζηνλ ηξηζδηάζηαην δηαλπζκαηηθφ ρψξν, ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ πνιχ 

θαιά ηελ ζεσξία ησλ ηδηνηηκψλ- ηδηνδηαλπζκάησλ, ηη ζεκαίλεη  ζ’έλαλ ηξηζδηάζηαην 

πίλαθα θάζε κε κεδεληθφ ηξηζδηάζηαην δηάλπζκα είλαη θαη ηδηνδηάλπζκα θαη πψο 

«κεηαθξάδεηαη» απηφ ζηελ πξάμε θαη ηέινο πψο ρξεζηκνπνηψληαο απηήλ ηελ 

ηδηφηεηα θαη ηα ζηνηρεία ζεσξίαο ησλ ραξαζηεξηζηηθψλ κεγεζψλ λα απνδείμνπλ φηη 

πξάγκαηη ν πίλαθαο έρεη κφλν κία ηδηνηηκή κε πνιιαπιφηεηα 3. Άξα θαη πάιη πξέπεη 

λα μέξνπλ λα ρεηξίδνληαη πνιχ θαιά πίλαθεο θαη νξίδνπζεο. Σειεηψζακε κε ην ηη 

πξέπεη λα γλσξίδνπλ γηα λα επηιχνπλ ηέηνηνπ είδνπο πξνβιήκαηα. 

 κσο, ζε απηήλ ηε θάζε ζα αλαιχζνπκε θαη ην ηη ηειηθά δελ γλσξίδνπλ απφ 

απηά θαη ηη είδνπο ιάζε θάλνπλ φηαλ ιχλνπλ ην πξφβιεκα. Σα είδε ησλ ιαζψλ πνπ 

παξαηεξνχληαη ρσξίδνληαη ζηηο εμήο θαηεγνξίεο: 

i)  Λάζε ζηελ δηθαηνιφγεζε θαη ζπκβνιίδεηαη κε Γ, φπσο έιιεηςε 

δηαθαηνιφγεζεο 

ii) Λάζε ζηελ επίιπζε ζπζηεκάησλ, ζηνπο πηλάθσλ θαη ζηηο νξίδνπζεο, 

ζπκβνιίδεηαη κε Π 
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iii) Γελ έρνπλ θαηαλνήζεη ζσζηά ή πιήξσο ηηο έλλνηεο ηδηνηηκή- ηδηνδηάλπζκα 

θαη ηνλ ηξφπν εχξεζήο ηνπο θαη πψο απηφ ζπλδέεηαη θαη νδεγεί ζην λα 

απνδείμνπλ φηη έλαο πίλαθαο δηαγσλνπνηείηαη, ηηο έλλνηεο αληηζηξεςηκφηεηα 

θαη αληηζηξέςηκνο πίλαθαο, γξακκηθή αλεμαξηεζία δηαλπζκάησλ θαη 

θιηκαθσηή κνξθή πίλαθα ηδηνδηαλπζκάησλ ή έλλνηα ζπκπιεξσκαηηθνχ 

πίλαθα. πκβνιίδεηαη κε Κ θαη ηζρχεη γηα φια ηα ιάζε πνπ γίλνληαη. 

iv) Λάζε ζηελ δηαγσλνπνίεζε ηνπ πίλαθα Α θαη ζπκβνιίδεηαη κε ΓΓ 

v) Λάζε ζηα ηδηνδηαλχζκαηα θαη ζπκβνιίδεηαη κε ΡΑ 

vi) Λάζε ζηελ αληηζηξεςηκφηεηα ηνπ Ρ θαη ζπκβνιίδεηαη κε ΡΒ 

vii) Βξίζθνπλ ιάζνο ηδηνηηκέο θαη ζπκβνιίδεηαη κε ΙΓΑ 

viii) Βξίζθνπλ ιάζνο ηδηνδηαλχζκαηα θαη ζπκβνιίδεηαη κε ΙΓΒ 

Πέξαλ φκσο απηψλ έρνπκε θαη ππνθαηεγνξίεο ιαζψλ θαη αλάινγα ην βήκα 

ζηελ ιχζε θαη ηελ θχζε ηνπ ιάζνπο είλαη νη εμήο: 

Γηα ηηο θαηεγνξίεο (i) θαη (iii): 

α) πκβνιίδεηαη κε ΓΓΓ θαη έρεη λα θάλεη κε ηελ έιιεηςε απφδεημεο ζην φηη 

θάζε κε κεδεληθφ ηδηνδηάλπζκα ελφο πίλαθα ηθαλνπνηεί  ηελ A∙x= ι∙x (2) ή 

θαη φηαλ απνδεηθλχνπλ ηελ (2) παίξλνπλ ιαλζαζκέλν ηνλ πίλαθα Α είηε ηνλ 

ζέηνπλ ζε θιηκαθσηή κνξθή θαη ηνλ θάλνπλ άλσ δηαγψλην ή δελ επηιχνπλ 

ζσζηά ηα ζπζηήκαηα ζε πξνεγνχκελα βήκαηα θαη ζέηνπλ ηελ (1) ίζε κε 

κεδέλ.   

Ζ ππνθαηεγνξία (α) αθνξνχλ θπξίσο ην βήκα 2 ηνπ δεχηεξνπ 

εξσηήκαηνο. 

Γηα ηηο θαηεγνξίεο (ii), (iii) θαη (iv): 

β) πκβνιίδεηαη κε ΚΒ θαη αθνξά ιάζε θαηαλφεζεο ηδηνηηκψλ θαη 

ηδηνδηαλπζκάησλ. Θέηνπλ ηνλ πίλαθα Α ή ηνλ  (Α- ι∙I) πξψηα ζε θιηκαθσηή 

κνξθή θαη κεηά βξίζθνπλ ηελ νξίδνπζα θαη ηηο ηδηνηηκέο ή  ζέηνπλ ηνλ 

πίλαθα (Α- ι∙I)= 0 ζε θιηκαθσηή κνξθή κε ιάζνο ηξφπν άξα πξνθχπηεη 

ιάζνο πίλαθαο  θαη ιάζνο ηδηνδηαλχζκαηα. Αθνξά ηνλ πξψην ηξφπν εχξεζεο 

ηδηνδηαλπζκάησλ ην ηειεπηαίν. Αθνξά θπξίσο ηα βήκαηα 1, 2, 3 ηνπ πξψηνπ 

εξσηήκαηνο. 

γ1)  πκβνιίδεηαη κε ΓΓΑ θαη έρεη λα θάλεη κε ηελ δηαγσλνπνίεζε ηνπ Α θαη 

ηα ιάζνο γξακκηθά αλεμάξηεηα ηδηνδηαλχζκαηα. 
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γ2) πκβνιίδεηαη κε ΓΓΒ θαη έρεη λα θάλεη κε ηελ δηαγσλνπνίεζε ηνπ Α θαη 

ηελ ιάζνο επηινγή ειαρίζηνπ πνιπσλχκνπ ή ηελ επαιήζεπζε ηεο επηινγήο 

απηήο. Δίλαη γλσζηφ φηη ην ειάρηζην πνιπψλπκν καο δίλεη ηελ δπλαηφηεηα 

λα θξίλνπκε αλ έλαο πίλαθαο είλαη δηαγσλνπνηήζηκνο ή φρη. πγθεθξηκέλα, 

ππάξρεη ην ζρεηηθφ ζεψξεκα πνπ δηαηππψλεηαη σο εμήο: «Έλαο πίλαθαο Α 

   ( )είλαη δηαγσλνπνηήζηκνο, φηαλ θαη κφλνλ φηαλ, ην ειάρηζην 

πνιχψλπκν   ( ) ηνπ Α είλαη γηλφκελν δηαθεθξηκκέλσλ πξσηνβάζκησλ 

παξαγφλησλ, δειαδή   ( )  (    )  (    )    (    )     φπνπ 

             (            

                                           ) είλαη νη δηαθεθξηκκέλεο 

ηδηνηηκέο ηνπ Α.» 

Οη ππνθαηεγνξίεο (γ1), (γ2) αθνξνχλ θπξίσο ην βήκα 4 ηνπ πξψηνπ 

εξσηήκαηνο. 

Γηα ηηο θαηεγνξίεο (ii), (iii) θαη (v): 

δ1) πκβνιίδεηαη κε ΡΑΑ θαη έρεη λα θάλεη κε ηνλ ιαλζαζκέλν πίλαθα Ρ πνπ 

αληί λα έρεη ηα ηδηνδηαλχζκαηα ζε ζηήιεο ηα έρεη ζε γξακκέο.  

δ2) πκβνιίδεηαη κε ΡΑΒ θαη έρεη λα θάλεη κε ηνλ ιαλζαζκέλν πίλαθα Ρ κε 

ιάζνο ηδηνδηαλχζκαηα απφ ηα πξνεγνχκελα βήκαηα 1, 2, 3 ή θαη κε ηνλ 

ιάζνο ηξφπν λα ηεζεί ζε θιηκαθσηή κνξθή έηζη ψζηε ν Ρ λα είλαη έλαο 

πίλαθαο κε γξακκηθά αλεμάξηεηα ηδηνδηαλχζκαηα 

δ3) πκβνιίδεηαη κε ΡΑΓ θαη έρεη λα θάλεη κε ην φηη ζέηνπλ ηνλ  Ρ σο 

δηαγψλην κε δηαγψληα ζηνηρεία ηηο ηδηνηηκέο, δειαδή αληί γηα ηνλ ζσζηφ Ρ 

παίξλνπλ ηνλ D. 

 Οη ππνθαηεγνξίεο (δ1), (δ2), (δ3) αθνξνχλ θπξίσο ην βήκα 4 ηνπ 

πξψηνπ εξσηήκαηνο ή επεξεάδνπλ ην βήκα 5 ζηελ εχξεζε ηνπ     

Γηα ηηο θαηεγνξίεο (ii), (iii) θαη (vi): 

ε1) πκβνιίδεηαη κε ΡΒΑ θαη έρεη λα θάλεη  κε ηελ αληηζηξεςηκφηεηα ηνπ Ρ θαη ηελ 

εχξεζε ηνπ ζπκπιεξσκαηηθνχ πίλαθα ηνπ Ρ έηζη ψζηε λα βξεζεί αξγφηεξα θαη ν      

ζηνλ δεχηεξν ηξφπν  

ε2) πκβνιίδεηαη κε ΡΒΒ θαη έρεη λα θάλεη κε ηελ κεηαηξνπή ηνπ πίλαθα Ρ ζε 

θιηκαθσηή κνξθή έηζη ψζηε λα βξεζεί θαη ν       κε ηνλ πξψην ηξφπν. 
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Οη ππνθαηεγνξίεο (ε1), (ε2) αθνξνχλ θπξίσο ην βήκα 5 ηνπ πξψηνπ εξσηήκαηνο. 

Γηα ηελ θαηεγνξία (vii) θαη ην ζχκβνιν ΙΓΑ δελ ππάξρνπλ ππνθαηεγνξίεο. Έρεη λα 

θάλεη κε ηηο ιάζνο ηδηνηηκέο, δηαθνξεηηθέο ή πεξηζζφηεξεο ή ιηγφηεξεο, κε ιάζνο 

πνιιαπιφηεηα. Αθνξά θπξίσο ην βήκα 1 ηνπ πξψηνπ ή δεχηεξνπ εξσηήκαηνο. 

  Γηα ηηο θαηεγνξίεο (ii), (iii) θαη (viii): 

δ1)  πκβνιίδεηαη κε ΙΓB  θαη έρεη λα θάλεη  κε ιάζνο ηδηνδηαλχζκαηα, πεξηζζφηεξα ή 

ιηγφηεξα ή ζηα πξφζεκα δειαδή αξηζκεηηθά ιάζε ζηελ επίιπζε γξακκηθψλ 

ζπζηεκάησλ.  

δ2) πκβνιίδεηαη κε ΙΓΒΒ θαη έρεη λα θάλεη κε ην φηη ην κεδεληθφ δηάλπζκα ζεσξείηαη 

ηδηνδηάλπζκα ηνπ πίλαθα Α. εκαληηθφ ιάζνο πνπ θαλεξψλεη θαη ηελ έιιεηςε 

θαηαλφεζεο ηεο έλλνηαο ηνπ ηδηνδηαλχζκαηνο ή θαη ηεο ηδηνηηκήο. 

Οη ππνθαηεγνξίεο (δ1), (δ2) αθνξνχλ θπξίσο ηα βήκαηα 2 θαη 3 ηνπ πξψηνπ εξσηήκαηνο 

ή ην βήκα 1 ηνπ δεχηεξνπ εξσηήκαηνο. 

 Δπνκέλσο, απηέο είλαη ζε αλάιπζε νη πηζαλέο θαηεγνξίεο ιαζψλ ή ζθαικάησλ θαη 

νη ππνθαηεγνξίεο ηνπο  πνπ ζπλαληψληαη ζην πξφβιεκα 3 ή θαη πην γεληθά είλαη 

δπλαηφλ λα παξαηεξεζνχλ ζε πξνβιήκαηα κε ραξαθηεξηζηηθά κεγέζε. 

3.3.2 Ποζοζηιαία λάθη ζηιρ γπαμμικέρ απεικονιζειρ 

α) Τα γπαπηά ηελικών εξεηάζευν εξαμήνος. Απφ ηα ππνθείκελα ηνπ 

δείγκαηνο δεηήζεθε λα απαληήζνπλ ζε ηξία ζέκαηα ζηηο ηειηθέο γξαπηέο εμεηάζεηο, πνπ 

απνηεινχλ θαη ηα ηξία πξνβιήκαηα πνπ αλαιχζεθαλ πνηνηηθά ζηα ηξία πξψηα θεθάιαηα 

θαη αλαδεηήζεθαλ ηα είδε ησλ ιαζψλ ή νη παξαλνήζεηο ή ηα ζθάικαηα ησλ θνηηεηψλ ζηηο 

ιχζεηο πνπ δψζαλε (Παξάξηεκα ). ηνλ ηξίην πίλαθα αλαιχνληαη ηα είδε ησλ ιαζψλ πνπ 

παξαηεξήζεθαλ ζε θάζε βήκα ιχζεο ηνπ ηξίηνπ ζέκαηνο ή αιιηψο ηνπ πξνβιήκαηνο 3  θαη 

ε θσδηθνπνίεζή ηνπο. Ζ πεξηγξαθή ηεο πξνβιεκαηηθήο θαηάζηαζεο γίλεηαη ζην πεδίν ηεο 

ζεσξίαο ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ κεγεζψλ, δειαδή ζηελ εχξεζε ηδηνηηκψλ θαη 

ηδηνδηαλπζκάησλ, ζηηο απαηηήζεηο πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηνχληαη γηα λα δηαγσλνπνηείηαη ν 

πίλαθαο, ζηελ δηαδηθαζία αληηζηξεςηκφηεηαο ηνπ πίλαθα κε εχξεζε αληηζηξφθνπ κε ηελ 

Μέζνδν ησλ Gauss- Jordan ή απφ ηελ ζρέζε      
    

| |
. Σα ππνθείκελα θαινχληαη λα 
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δψζνπλ ιχζεηο ζην πξφβιεκα 3, ρξεζηκνπνηψληαο απηά πνπ δηδάρζεθαλ ζηε ζεσξία ηεο 

Γξακκηθήο Άιγεβξαο ζηελ ζρνιή θαη φζα ήδε γλσξίδνπλ απφ ην ζρνιείν.  

β) Παποςζίαζη και ανάλςζη αποηελεζμάηυν. ηελ παξνπζίαζε ησλ 

απνηειεζκάησλ θαηαγξάθνληαη ηα ιάζε θαη παξαλνήζεηο ησλ ππνθεηκέλσλ ζηηο έλλνηεο 

πνπ αλαθέξζεθαλ θαη αλαιχζεθαλ παξαπάλσ θαη αλαιχνληαη ζε πνζνζηά ηα πην 

ζεκαληηθά ιάζε: 

ΠΟΟΣΑ ΔΚΑΝΔ ΣΟ ΛΑΘΟ ΓΔΝ ΔΚΑΝΔ ΣΟ ΛΑΘΟ 

ΓΓΓ 4.05% 95.95% 

ΚΒ 1.80% 98.20% 

ΓΓΑΒ (ΓΓΑ- ΓΓΒ) 4.05% 95.95% 

ΡΑΑ- ΡΑΒ- ΡΑΓ 14.86% 86.14% 

ΡΒΑ- ΡΒΒ 8.11% 91.89% 

ΙΓΑ 13.06% 86.94% 

ΙΓΒ 27.48% 72.52% 

ΙΓΒΒ 1.80% 98.20% 

 

Δπίζεο, ηα πνζνζηά ησλ θνηηεηψλ πνπ έιπζαλ ζσζηά ην πξφβιεκα είλαη 9.46%, ην 

πνζνζηφ απηψλ πνπ δελ ην έιπζαλ θαζφινπ είλαη 29.28% θαη ην πνζνζηφ απηψλ πνπ 

έθαλαλ θάπνην ιάζνο ή δελ έιπζαλ φια ηα εξσηήκαηα είλαη 61.26%. 

 γ) Σςμπεπάζμαηα. Κάπνηα θνκκάηηα απφ ηελ ζεσξία ηεο Άιγεβξαο φπσο 

ζπζηήκαηα γξακκηθψλ εμηζψζεσλ, ηα δηαλχζκαηα ζε δχν δηαζηάζεηο νη θνηηεηέο ηα 

έρνπλ ήδε δηδαρζεί ζην Γπκλάζην θαη ζην Λχθεην θαη ζεσξνχληαη γλσζηά θαη 

εθαξκφζηκα απφ απηνχο ζε πξψην επίπεδν, θαη ζε δεχηεξν επίπεδν  σο βάζε γηα 

ηελ πεξαηηέξσ επέθηαζε ησλ γλψζεψλ ηνπο ζηα ραξαθηεξηζηηθά κεγέζε. Γπζηπρψο, 

νη πίλαθεο δελ δηδάζθνληαη πιένλ. 

 Πην ζπγθεθξηκέλα, ζε δεχηεξν επίπεδν δηδάζθνληαη ζηε ζρνιή λέεο έλλνηεο 

φπσο ηδηνηηκέο θαη ηδηνδηαλχζκαηα, γξακκηθνχο κεηαζρεκαηηζκνχο θαη πίλαθεο, 

νξίδνπζεο, ην ραξαθηεξηζηηθφ πνιπψλπκν, ην Θεψξεκα Caley-Hamilton θαη ηελ 

αληηζηξεςηκφηεηα θαη δηαγσλνπνίεζε ελφο ηεηξαγσληθνχ πίλαθα νπνηνπδήπνηε 

κεγέζνπο γξακκψλ θαη ζηειψλ. Απηφ πνπ δελ δηδάρζεθε ζηνπο Πνιηηηθνχο 

Μεραληθνχο είλαη ην ειάρηζην πνιπψλπκν, αλ θαη ρξεζηκνπνηήζεθε ιαλζαζκέλα ζε 
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κεξηθά γξαπηά, ην νπνίν δίλεη απάληεζε ζην εάλ έλαο πίλαθαο δηαγσλνπνηείηαη. Γηα 

ηελ βαζηά εκπέδσζε ηεο γλψζεο θαη ησλ ελλνηψλ ιχλνληαη πξνβιήκαηα θαη 

αζθήζεηο κνξθήο φπσο ην πξφβιεκα 3. Καη ελψ θαη εδψ ζα πεξίκελε θαλείο ε 

θαηαλφεζε φισλ ησλ δηδαρζεηζψλ γλψζεσλ παιαηψλ θαη λέσλ ζα ήηαλ εθηθηή θαη 

εθαξκφζηκε, ηα απνηειέζκαηα ηεο κειέηεο ησλ απαληήζεσλ ζηα γξαπηά πάλσ ζην 

πξφβιεκα 3 καξηπξνχλ φηη παξεκβιήζεθαλ ζίγνπξα θάπνηνη ζνβαξνί ιφγνη 

παξαλφεζεο ηεο ζεσξίαο ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ κεγεζψλ θαη ππνινγηζκνχ ηνπο. Οη 

ιφγνη εκθάληζεο απηψλ ησλ δπζθνιηψλ ζηελ θαηαλφεζε ηεο χιεο ζηελ Γξακκηθή 

Άιγεβξα ζα αλαιπζνχλ εθηελέζηεξα ζην επφκελν θεθάιαην. 

 Σα ιάζε ζηελ ελφηεηα ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ κεγεζψλ θσδηθνπνηνχληαη θαη 

ρσξίδνληαη ελ ζπληνκία ζηα αθφινπζα: 

Γ: έιιεηςε δηθαηνιφγεζεο, έιιεηςε απφδεημεο ζην φηη θάζε κε κεδεληθφ 

ηδηνδηάλπζκα ελφο πίλαθα ηθαλνπνηεί  ηελ A∙  = ι∙   (2) ή θαη φηαλ 

απνδεηθλχνπλ ηελ (2) παίξλνπλ ιαλζαζκέλν ηνλ πίλαθα Α είηε ηνλ ζέηνπλ ζε 

θιηκαθσηή κνξθή θαη ηνλ θάλνπλ άλσ δηαγψλην ή δελ επηιχνπλ ζσζηά ηα 

ζπζηήκαηα ζε πξνεγνχκελα βήκαηα θαη ζέηνπλ ηελ (1) ίζε κε κεδέλ θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε ΓΓΓ. 

 

Π: πξάμεηο ζε επίιπζε ζπζηήκαηνο, ζε πίλαθεο, νξίδνπζεο αλάινγα ην βήκα. 

Κ: θαηαλφεζε ηεο χιεο ηδηνηηκψλ-ηδηνδηαλπζκάησλ, ηζρχεη πάληα γηα φια ηα ζχκβνια. 

ΚΒ: ιάζε θαηαλφεζεο ηδηνηηκψλ θαη ηδηνδηαλπζκάησλ ζέηνπλ ηνλ πίλαθα Α 

ή ηνλ  (Α- ι∙I) πξψηα ζε θιηκαθσηή κνξθή θαη κεηά βξίζθνπλ ηελ νξίδνπζα 

θαη ηηο ηδηνηηκέο ή ζέηνπλ ηνλ πίλαθα (Α- ι∙I)= 0 ζε θιηκαθσηή κνξθή κε 

ιάζνο ηξφπν άξα πξνθχπηεη ιάζνο πίλαθαο  θαη ιάζνο ηδηνδηαλχζκαηα. 

Αθνξά ηνλ πξψην ηξφπν εχξεζεο ηδηνδηαλπζκάησλ ην ηειεπηαίν. 

 ΓΓ: δηαγσλνπνίεζε πίλαθα είηε έρεη λα θάλεη κε ηελ δηαγσλνπνίεζε ηνπ Α θαη ηα 

ιάζνο γξακκηθά αλεμάξηεηα ηδηνδηαλχζκαηα κε ΓΓΑ, είηε κε ιάζνο ειάρηζην 

πνιπψλπκν ηνπ Α σο γηλφκελν δηαθεθξηκκέλσλ πξσηνβάζκησλ φξσλ θαη επαιήζεπζε  

επηινγήο  κε ΓΓΒ 

  ΡΑ: έρεη λα θάλεη κε ηνλ ιαλζαζκέλν πίλαθα Ρ πνπ αληί λα έρεη ηα ηδηνδηαλχζκαηα ζε 

ζηήιεο ηα έρεη ζε γξακκέο κε ΡΑΑ, είηε έρεη λα θάλεη κε ηνλ ιαλζαζκέλν πίλαθα Ρ κε 
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ιάζνο ηδηνδηαλχζκαηα απφ ηα πξνεγνχκελα βήκαηα 1, 2, 3 ή θαη κε ηνλ ιάζνο ηξφπν λα 

ηεζεί ζε θιηκαθσηή κνξθή έηζη ψζηε ν Ρ λα είλαη έλαο πίλαθαο κε γξακκηθά αλεμάξηεηα 

ηδηνδηαλχζκαηα 

κε ΡΑΒ, είηε έρεη λα θάλεη κε ην φηη ζέηνπλ ηνλ  Ρ σο δηαγψλην κε δηαγψληα 

ζηνηρεία ηηο ηδηνηηκέο, δειαδή αληί γηα ηνλ ζσζηφ Ρ παίξλνπλ ηνλ D κε ΡΑΓ. 

ΡΒ: αληηζηξεςηκφηεηα ηνπ Ρ, έρεη λα θάλεη κε ηελ εχξεζε ηνπ ζπκπιεξσκαηηθνχ 

πίλαθα ηνπ Ρ έηζη ψζηε λα βξεζεί αξγφηεξα θαη ν      ζηνλ δεχηεξν ηξφπν κε ΡΒΑ, 

έρεη λα θάλεη κε ηελ κεηαηξνπή ηνπ πίλαθα Ρ ζε θιηκαθσηή κνξθή έηζη ψζηε λα βξεζεί 

θαη ν       κε ηνλ πξψην ηξφπν κε ΡΒΒ. 

ΙΓΑ: ηδηνηηκέο ιάζνο, δηαθνξεηηθέο, πεξηζζφηεξεο ή ιηγφηεξεο, κε ιάζνο πνιιαπιφηεηα. 

ΙΓΒ: έρεη λα θάλεη  κε ιάζνο ηδηνδηαλχζκαηα, πεξηζζφηεξα ή ιηγφηεξα ή ζηα πξφζεκα 

δειαδή αξηζκεηηθά ιάζε ζηελ επίιπζε γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ.  

ΙΓΒΒ:  έρεη λα θάλεη κε ην φηη ην κεδεληθφ δηάλπζκα ζεσξείηαη ηδηνδηάλπζκα ηνπ 

πίλαθα Α. 

1 ή 0 : ιχζεθαλ  ζσζηά ή  δελ ιχζεθαλ. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4
ο
 

Λόγοι εμθάνιζηρ λαθών ή ζθαλμάηυν ζηην Γπαμμική Άλγεβπα 

 

4.1 Η έννοια ηος διανύζμαηορ ζηο Δλληνικό ζσολεία 

4.1.1 Διζαγυγή ηος διανύζμαηορ ζηα βιβλία και ζηα αναλςηικά ππογπάμμαηα 

 Απφ ην πξψην αλαιπηηθφ πξφγξακκα ηνπ 1833 κέρξη ην πξφγξακκα ηνπ 1966, κε ην 

νπνίν ηα δηαλχζκαηα θαζηεξψλνληαη ζηελ Γεπηεξνβάζκηα Δθπαίδεπζε, ηα δηαλχζκαηα δελ 

πεξηιακβάλνληαη ζηελ δηδαθηέα χιε. Ζ κφλε εμαίξεζε απνηειεί ην αλαιπηηθφ πξφγξακκα 

ηνπ 1922, ην νπνίν αλέθεξε ηα δηαλχζκαηα γηα ηηο αλάγθεο ηεο Σξηγσλνκεηξίαο ζην 

Λχθεην. 

 Απφ ην 1966 κέρξη θα ζήκεξα έρνπλ εθδνζεί ηνπιάρηζηνλ ηέζζεξηο δηαθνξεηηθέο 

ζεηξέο βηβιίσλ ζηα καζεκαηηθά θαη ζε θαζεκηά απφ απηέο γηλφηαλ δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε 

ζηελ έλλνηα ηνπ δηαλχζκαηνο. Σελ πεξίνδν 1967- 1969, κάιηζηα, ε Διιάδα αθνινχζεζε 

ηελ κεηαξξπζκηζηηθή θίλεζε ησλ «Απζηεξψλ» Μαζεκαηηθψλ. Τπήξμαλ αληηδξάζεηο 

ελαληίνλ ηεο Αληη- Δπθιείδεηαο θίλεζεο θαη είραλ σο απνηέιεζκα απφ ηελ κία κεξηά ηελ 

εθινγή ηεο απζηεξήο θαη αμησκαηηθήο ζεκειίσζεο θαη θνξκαιηζκνχ ηνπ Hilbert θαη απφ 

ηελ άιιε ηελ εηζαγσγή ελφο λένπ πιηθνχ απφ ηελ δηαλπζκαηηθή αλάιπζε θαη ηνπο 

γεσκεηξηθνχο κεηαζρεκαηηζκνχο. Σα δηαλχζκαηα εηζάγνληαη θαη ζηηο ηξεηο ηάμεηο ηνπ 

Γπκλαζίνπ θαη ζην Λχθεην, γηα ηελ κειέηε ησλ ξεηψλ θαη πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ θαη ησλ 

γεσκεηξηθψλ κεηαζρεκαηηζκψλ. Σα εθαξκνζηά θαη ηα ειεχζεξα δηαλχζκαηα νξίδνληαη 

βάζεη ηεο έλλνηαο ησλ θιάζεσλ ηζνδπλακίαο. Σψξα, ηελ πεξίνδν 1969- 1977 πεξάζακε 

ζηελ θάζε ησλ «κεηξηαζκέλσλ» καζεκαηηθψλ κε θχξην ραξαθηεξηζηηθφ ηελ απινπνίεζε 

ηεο κνξθήο θαη ηελ απνπζία νπνηνπδήπνηε αμηψκαηνο. Άξα έλλνηεο φπσο ίζα θαη ειεχζεξα 

δηαλχζκαηα δίλνληαη κε απιφ ηξφπν, ελψ ν φξνο θιάζε ηζνδπλακίαο δελ αλαθέξεηαη. ηελ 

πεξίνδν 1977- 1988 αθφκε, ιακβάλεη ρψξα κία λέα κεηαξξχζκηζε ζηα ζρνιεία ε νπνία 

ήηαλ  ζην πλεχκα ησλ ζχγρξνλσλ καζεκαηηθψλ θαη έγηλαλ πνιιέο πξνζπάζεηεο γηα λα 

απειεπζεξσζνχλ ηα ζρνιηθά καζεκαηηθά απφ ηελ παξάδνζε. Έγηλε έλα επξχηεξν 

νπζηαζηηθά άλνηγκα ζε θιάδνπο φπσο ε Γεσκεηξία, ε Φπζηθή θαη ε Ηζηνξία φπνπ ε 

θαζεκεξηλή δσή θαη ηα παξαδείγκαηα απφ εθεί ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ κειέηε ησλ 

δηαλπζκάησλ. Σα δηαλχζκαηα ρξεζηκνπνηνχληαη πιένλ γηα ηελ κειέηε ησλ αθεξαίσλ, ησλ 

γεσκεηξηθψλ κεηαζρεκαηηζκψλ ζην επίπεδν θαη ηνλ ηξηζδηάζηαην ρψξν. Σέινο, πεξίπνπ 

απφ ην 1987 άξρηζε κία λέα θάζε γηα ηελ ειιεληθή καζεκαηηθή εθπαίδεπζε κε κία θαλεξή 
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απνκάθξπλζε απφ ηηο αξρέο ησλ «παιαηψλ» Μαζεκαηηθψλ. Σα λέα βηβιία είλαη πιένλ 

απαιιαγκέλα απφ ηελ ππεξβνιηθή ρξήζε ηεο ζεσξίαο θαη ησλ ζπκβνιηζκψλ. Γίλεηαη 

έκθαζε ζηε ζχλδεζε ησλ Μαζεκαηηθψλ κε ηηο άιιεο επηζηεκνληθέο πεξηνρέο θαη ηελ 

θαζεκεξηλή δσή. Δπίζεο, παξαιείπνληαη φξνη, φπσο εθαξκνζηφ δηάλπζκα, θιάζε 

ηζνδπλακίαο θαη νη ηδηφηεηεο ηζφηεηαο δηαλπζκάησλ, ελψ εηζάγνληαη έλλνηεο φπσο γηα 

παξάδεηγκα νη ζπληεηαγκέλεο ελφο δηαλχζκαηνο. 

  ην εξψηεκα ηη είλαη δηάλπζκα δελ ππάξρεη κνλαδηθή απάληεζε. πλαληνχκε 

αξθεηέο πξνζεγγίζεηο ηεο έλλνηαο ηνπ δηαλχζκαηνο, φπσο ζηελ Φπζηθή ηα δηαλχζκαηα είλαη 

έλλνηεο πνπ έρνπλ κέηξν θαη θαηεχζπλζε θαη πξνζηίζεληαη ζχκθσλα κε ηνλ θαλφλα ησλ 

κεηαηνπίζεσλ ή ζηελ Γεσκεηξία ην δηάλπζκα νξίδεηαη σο έλα πξνζαλαηνιηζκέλν 

επζχγξακκν ηκήκα, δειαδή έλα επζχγξακκν ηκήκα ηνπ νπνίνπ ηα άθξα ζεσξνχληαη 

δηαηεηαγκέλα. Τπάξρεη θαη ε αλαιπηηθή πξνζέγγηζε ηεο έλλνηαο ηνπ δηαλχζκαηνο φπνπ 

θάζε δηάλπζκα    ηνπ επηπέδνπ γξάθεηαη κε κνλαδηθφ ηξφπν ζηε κνξθή              θαη 

ην ζπκβνιίδνπκε κε ην δηαηεηαγκέλν δεχγνο (x, y), ε αμησκαηηθή πξνζέγγηζε φπνπ ηα 

δηαλχζκαηα νξίδνληαη σο νη θιάζεηο ηζνδπλακίαο κηαο ζρέζεο ή σο ηα ζηνηρεία ελφο 

δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ. Δπίζεο, γίλεηαη πξνζέγγηζε ηεο έλλνηαο ζε ζρέζε κε ηελ θίλεζε θαη 

δηάλπζκα ζεσξείηαη ε παξάιιειε κεηαθνξά φινπ ηνπ ρψξνπ ή κηαο θιάζεο ηζνδχλακσλ 

κεηαηνπίζεσλ. 

 Αθφκε, ηα δηαλχζκαηα ρσξίδνληαη ζηηο εμήο αθφινπζεο θαηεγνξίεο: α) Σν 

νιηζζαίλνλ δηάλπζκα ην νπνίν είλαη έλα κέγεζνο ζην νπνίν ε επζεία ελέξγεηαο, ην κέηξν 

θαη ε θαηεχζπλζε πξέπεη λα πξνζδηνξίδνληαη, β) Σν εθαξκνζηφ δηάλπζκα πνπ ηνπνζεηείηαη 

ζε έλα ζεκείν, θαη γ) Σν ειεχζεξν δηάλπζκα πνπ είλαη κία πνζφηεηα πνπ πξνζδηνξίδεηαη 

πιήξσο κφλν απφ ην κέηξν θαη ηελ θαηεχζπλζε. 

 Σε κφλε θνξά πνπ ζην Γπκλαζίνπ ηα δηαλχζκαηα δηδάζθνληαη σο απηφλνκε 

ελφηεηα είλαη ζηελ Σξίηε ηάμε. Υξεζηκνπνηνχληαη παξαδείγκαηα απφ ηελ Φπζηθή γηα ηελ 

εηζαγσγή ησλ ελλνηψλ ζρεηηθά κε ην δηάλπζκα θαη ηελ παξνπζίαζε ηδηνηήησλ θαη πξάμεσλ 

κε δηαλχζκαηα. 

Δπίζεο, γίλεηαη θαη δηάθξηζε κεηαμχ αξηζκεηηθνχ θαη δηαλπζκαηηθνχ κεγέζνπο. Μφλν πνπ 

ζπλήζσο ην ζπγθεθξηκέλν θεθάιαην δελ απνηειεί δηδαθηέα χιε κε απνηέιεζκα λα 

δεκηνπξγνχληαη θελά ζηελ γλσζηηθή αλάπηπμε ησλ παηδηψλ. Ζ νπζηαζηηθή πξψηε επαθή 

ησλ παηδηψλ κε ηελ καζεκαηηθή έλλνηα ηνπ δηαλχζκαηνο γίλεηαη ζηελ δεχηεξε ηάμε ηνπ 

Λπθείνπ. Δθεί ην δηάλπζκα εηζάγεηαη σο έλα πξνζαλαηνιηζκέλν επζχγξακκν ηκήκα ηνπ 

νπνίνπ ηα άθξα ζεσξνχληαη δηαηεηαγκέλα, ελψ δελ γίλεηαη αλαθνξά ζηα ειεχζεξα ή 
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εθαξκνζηά δηαλχζκαηα. κσο, εηζάγεηαη ε έλλνηα ηεο ηζφηεηαο δηαλπζκάησλ θαη θάζε 

δηάλπζκα παξακέλεη αλαιινίσην εάλ κεηαθηλεζεί παξάιιεια σο πξνο ηελ αξρηθή ηνπ 

ζέζε, έηζη ψζηε θάζε δηάλπζκα ηνπ (δηαλπζκαηηθνχ) ρψξνπ λα είλαη ίζν κε έλα κνλαδηθφ 

δηάλπζκα πνπ έρεη αξρή έλα ζηαζεξφ ζεκείν αλαθνξάο Ο. 

 Ωο γσλία δχν δηαλπζκάησλ,    ⃗⃗⃗⃗  ⃗           ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    , νξίδεηαη λα είλαη ε θπξηή γσλία 

   ̂. Δπνκέλσο, αλ θ=    ̂, ηφηε 0 θ π. Ζ επηινγή απηή γίλεηαη γηα λα δηεπθνιπλζεί ε 

θαηαλφεζε ηνπ δηαλπζκαηηθνχ ινγηζκνχ θαη λα κελ επηβαξχλνληαη ηα παηδηά κε λένπο 

ζπκβνιηζκνχο. Οη πξάμεηο ηψξα ηεο πξφζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ δηαλπζκάησλ κε 

αξηζκφ, θαζψο θαη νη βαζηθέο ηνπο ηδηφηεηεο, παξνπζηάδνληαη κε ηελ βνήζεηα ηεο 

γεσκεηξηθήο επνπηείαο θαη ηνλίδεηαη φηη έλα νπνηνδήπνηε δηάλπζκα   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ κπνξεί λα γξαθηεί 

σο ε δηαθνξά   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗, φπνπ ην Ο είλαη έλα νπνηνδήπνηε ζεκείν ηνπ ρψξνπ. Καη φζνλ 

αθνξά ηελ ηξηγσληθή αληζφηεηα  ||  |  |  ||  |     |  |  |  |  | ηνλίδεηαη φηη ε 

αξηζηεξή ηζφηεηα ηζρχεη φηαλ ηα δηαλχζκαηα είλαη αληίξξνπα, ελψ ε δεμηά ηζφηεηα φηαλ ηα 

δηαλχζκαηα είλαη νκφξξνπα. Ζ ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε παξαιιειίαο δχν 

δηαλπζκάησλ είλαη ε εμήο:                          ⃗ , θαη ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ 

απφδεημε ηεο ζπγγξακκηθφηεηαο ηξηψλ ζεκείσλ. ηελ ζπλέρεηα, κε ηελ βνήζεηα ελφο 

νξζνθαλνληθνχ ζπζηήκαηνο έλα δηάλπζκα ζπκβνιίδεηαη κε έλα δηαηεηαγκέλν δεχγνο κε 

ζηνηρεία ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ θαη έηζη δηεπθνιχλεηαη θαη πάιη ν δηαλπζκαηηθφο ινγηζκφο. 

Με αθνξκή κάιηζηα, ηελ απφδεημε ηεο ηθαλήο θαη αλαγθαίαο ζπλζήθεο παξαιιειίαο δχν 

δηαλπζκάησλ    (     ) θαη    (     ):         |
    

    
|   , εηζάγεηαη ν 

ζπκβνιηζκφο det(    ⃗ )= |
    

    
|, o νπνίνο ζα ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα ηελ έθθξαζε ηνπ 

εκβαδνχ ελφο ηξηγψλνπ. Σέινο, νξίδεηαη ην εζσηεξηθφ γηλφκελν δχν δηαλπζκάησλ θαη 

απνδεηθλχνληαη νη βαζηθέο ηδηφηεηέο ηνπ. Σν εζσηεξηθφ γηλφκελν απνηειεί ηελ 

ζεκαληηθφηεξε ελφηεηα ηνπ θεθαιαίνπ ησλ δηαλπζκάησλ θαη απηφ θαίλεηαη ζε πνιιέο 

εθαξκνγέο ηνπ. Οη δηάθνξεο εθθξάζεηο ηνπ εζσηεξηθνχ γηλνκέλνπ επηηξέπνπλ ηνλ 

ππνινγηζκφ ηνπ κέηξνπ ελφο δηαλχζκαηνο θαη ηεο γσλίαο δχν δηαλπζκάησλ, θαζψο θαη ηελ 

πξαγκαηνπνίεζε ηεο απφδεημεο πνιιψλ πξνηάζεσλ ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο.  

 Δλ ζπληνκία ινηπφλ, παξαηέζεθε ην ηη ππάξρεη ζηα ζρνιηθά εγρεηξίδηα θαη 

δηδάζθεηαη ζην ζρνιείν ζε ζρέζε κε ηελ έλλνηα ηνπ δηαλχζκαηνο θαη ηα ζπλεπαθφινπζά 

ηεο. Ζ ζεκαζία ηεο δηδαζθαιίαο ηνπ δηαλχζκαηνο απνηειεί ζεκειηψδε αξρή ζηελ 

θαηαλφεζε ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο ζην Παλεπηζηήκην. Με άιια ιφγηα κε ηνλ 
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δηαλπζκαηηθφ ινγηζκφ ηα παηδηά εμνηθεηψλνληαη κε ηνλ ινγηζκφ δηαλπζκάησλ ψζηε λα 

αληαπνθξηζνχλ επηηπρψο ζηηο απαηηήζεηο άιισλ θιάδσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχλ δηαλχζκαηα 

φπσο Κηλεκαηηθή, πξνζεγγίδνπλ γεσκεηξηθά ζέκαηα κέζσ ησλ δηαλπζκάησλ θαη απηφ 

βνεζάεη ζηελ κειέηε θαη ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ ζε ζέκαηα Γξακκηθήο Άιγεβξαο, 

Αλαιπηηθήο Γεσκεηξίαο θαη ζηνπο κηγαδηθνχο αξηζκνχο. 

 

 

4.1.2 Έπεςνερ πάνυ ζηα διανύζμαηα 

 Ζ έλλνηα ηνπ δηαλχζκαηνο είλαη πνιπδηάζηαηε θαη ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ εκθάληζή 

ηεο ζε αιγεβξηθφ, γεσκεηξηθφ θαη θπζηθφ επίπεδν δεκηνπξγεί πνιιά πξνβιήκαηα ζηελ 

δηδαζθαιία θαη θαηαλφεζε ηεο.  

 Έρνπλ γίλεη πνιιέο έξεπλεο γηα ηα δηαλχζκαηα, θπξίσο ζηελ δεπηεξνβάζκηα 

εθπαίδεπζε, θαη ππάξρνπλ πνιιέο αλαθνξέο ζηελ αλάπηπμε ηεο ελλνηνινγηθήο ζθέςεο ζηα 

καζεκαηηθά. Ηδηαίηεξα ζπλαληνχκε ηελ έλλνηα απηή ζηελ Άιγεβξα θαη ηελ Μεραληθή.  

 Γηα παξάδεηγκα νη Jose Aguirre θαη Gaalen Erickson (1984) εξεπλνχλ ηελ 

θαηαλφεζε ηνπ δηαλχζκαηνο ζην πιαίζην ηεο Φπζηθήο θαη αληηκεησπίδνπλ ηηο ηδέεο ησλ 

καζεηψλ ζηηο νπνίεο εκπιέθεηαη ε καζεκαηηθή έλλνηα κε ηελ θπζηθή έλλνηα, φπσο ε ζέζε, 

ε ηαρχηεηα ή ε επηηάρπλζε. Πξνηείλνπλ νη θαζεγεηέο λα πξνζπαζήζνπλ λα νηθνδνκήζνπλ 

πάλσ ζηελ δηαίζζεζε ησλ παηδηψλ κέζσ ηεο θαζεκεξηλήο εκπεηξίαο ηηο ζπζρεηίζεηο πνπ 

ππάξρνπλ κε ηα πην ηππηθά πξνβιήκαηα ηεο επηζηεκνληθήο θνηλφηεηαο. Με ηνλ φξν 

δηαίζζεζε ή δηαηζζήζεηο ελλννχλ ηηο αληηιήςεηο ησλ παηδηψλ γηα ηνλ θπζηθφ θφζκν πξηλ 

δηδαρζνχλ ηελ ηππηθή γλψζε ζηελ ηάμε. Μάιηζηα, ηα δίθηπα ησλ δηαλπζκαηηθψλ ελλνηψλ 

πνπ παξάγνπλ ζηελ έξεπλά ηνπο δελ έρνπλ θακία έλδεημε ηεο καζεκαηηθήο έλλνηαο ηνπ 

δηαλχζκαηνο. χκθσλα κε απηνχο ην δηάλπζκα ζπλδπάδεηαη κε ηα δηαλπζκαηηθά κεγέζε, ηα 

νπνία είλαη πην δχζθνιν λα θαηαλνεζνχλ απφ ηα παηδηά παξά ηελ εκπεηξηθή ηνπο γλψζε. 

 Κάπνηεο άιιεο ζεκαληηθέο έξεπλεο ζηελ ίδηα θαηεχζπλζε έγηλαλ απφ ηνπο Ted 

Graham, John Berry θαη Stuart Rowlands, νη νπνίνη κειέηεζαλ ηελ έλλνηα ηνπ δηαλχζκαηνο 

κέζα απφ ηελ θαηαλφεζε ησλ δηαλπζκαηηθψλ κεγεζψλ ζηελ Μεραληθή. Αξρηθά νη Graham 

θαη  Berry, ην 1990, ζέιεζαλ λα εξεπλήζνπλ ην πψο ηα παηδηά αληηιακβάλνληαη ηηο έλλνηεο 

ηεο Μεραληθήο πξηλ αθφκε δηδαρζνχλ παξφκνηεο έλλνηεο ζηελ ηάμε, δειαδή πξνζπάζεζαλ 

λα εληνπίζνπλ ηηο δηαηζζεηηθέο ηδέεο ή θαη παξαλνήζεηο. ηνπο ζηφρνπο ηνπο 

ζπκπεξηιακβαλφηαλ θαη ε βνήζεηα ζηνπο θαζεγεηέο ησλ Μαζεκαηηθψλ, αθνχ ζα κάζαηλαλ 

ην γλσζηηθφ ππφβαζξν ησλ παηδηψλ πνπ δίδαζθαλ θαη έηζη ζα κπνξνχζαλ λα ηνπο 
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θαζνδεγήζνπλ ζε νπζηαζηηθφηεξε κάζεζε εθηνπίδνληαο ηαπηφρξνλα ηηο ιαλζαζκέλεο 

αληηιήςεηο ηνπο. Πέξα απφ απηά, ππήξμε ζπλέρεηα ηεο έξεπλάο ηνπο, ην 1991, φπνπ 

πξνζπάζεζαλ λα αλαπηχμνπλ ζηξαηεγηθέο δηδαζθαιίαο κε ηηο νπνίεο ζα κπνξνχζαλ λα 

δηνξζψζνπλ ηπρφλ παξαλνήζεηο ησλ δηδαζθνκέλσλ ζηηο έλλνηεο ηεο Μεραληθήο έηζη ψζηε 

λα κελ κεηαθεξζνχλ αξγφηεξα ζην κάζεκα ησλ Μαζεκαηηθψλ ή ηεο Φπζηθήο.    Αο 

ζεκεησζεί εδψ πσο ζην αλαιπηηθφ πξφγξακκα ηεο Αγγιίαο ε κεραληθή επηηεινχζε 

εηζαγσγηθφ θαη ππνβνεζεηηθφ ξφιν ζηελ θαηαλφεζε ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ, ζηε 

κνληεινπνίεζε θαη ζηελ επίιπζε πξνβιήκαηνο, ηνπιάρηζηνλ ην δηάζηεκα πνπ γηλφηαλ ε 

έξεπλα. Αθνινχζεζαλ αξθεηά άξζξα (Graham & Berry, 1992, Graham & Berry, 1993, 

Graham & Berry, 1996, Graham & Berry, 1997, Rowlands, Graham & Berry, 1998) κε 

ζηφρν ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ δπζθνιηψλ πνπ ζπλαληνχλ νη καζεηέο, δίλνληαο πξννδεπηηθά 

φιν θαη πεξηζζφηεξε έκθαζε ζηελ θαηαζθεπή κνληέισλ γηα ην πψο αλαπηχζζεηαη ε 

θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ. Αληηκεηψπηζαλ φκσο θάζε δηαλπζκαηηθφ κέγεζνο κεκνλσκέλα, 

ρσξίο λα πξνζπαζνχλ λα εληνπίζνπλ ηα θνηλά ηνπο ζηνηρεία, ηα θνηλά ηνπο πξνβιήκαηα 

ζηελ θαηαλφεζε θαη ηειηθά ηελ θνηλή ηνπο καζεκαηηθή δνκή. Καηά ηελ άπνςή ηνπο ην 

δηάλπζκα ζπλδπάδεηαη κε ηα δηαλπζκαηηθά κεγέζε, ηα νπνία είλαη δπζθνιφηεξν λα γίλνπλ 

θαηαλνεηά απφ ηνπο καζεηέο παξά ηελ εκπεηξία πνπ έρνπλ απφ απηά ζηε δσή ηνπο. Οη 

Rowlands, Graham & Berry (1999) παξαηήξεζαλ φηη «νη δηάθνξεο πξνζπάζεηεο γηα ηελ 

ηαμηλφκεζε ησλ ελλνηνινγηθψλ θαηαζθεπψλ ησλ θνηηεηψλ ήηαλ κε επηηπρεκέλεο.  Μία 

ηαμηλφκεζε ηνπο κπνξεί λα είλαη αδχλαηε επεηδή νη εθηηκήζεηο ησλ παξεξκελεηψλ απαηηνχλ 

λα ιάβνπκε ππφςε ην ζπγθεθξηκέλν πιαίζην κέζα ζην νπνίν ε παξεξκελεία εκθαλίδεηαη 

θαη πψο ε παξεξκελεία ζπλδέεηαη κε ηηο άιιεο κνξθέο ζπιινγηζκνχ». Ζ βαζηθφηεξε αηηία 

πνπ κπνξεί λα παξαγάγεη πνιιέο παξαλνήζεηο είλαη μεραζκέλε, θαη απηή είλαη ε κε ζαθήο 

καζεκαηηθή γλψζε ηνπ δηαλχζκαηνο. 

 ηελ ζπλέρεηα ησλ εξεπλψλ, νη Patricia Forster θαη Peter Taylor πξνζπάζεζαλ λα 

εξεπλήζνπλ ηελ εμέιημε ηεο θαηαλφεζεο ηεο έλλνηαο ηνπ δηαλχζκαηνο απφ ηνπο καζεηέο. 

Δλδηαθέξζεθαλ γηα ην καζεκαηηθφ πεξηερφκελν ηεο έλλνηαο, αιιά ε εηζαγσγή ζην 

δηάλπζκα έγηλε κέζα απφ έξγα πνπ αθνξνχζαλ πξαγκαηηθέο θαηαζηάζεηο θαη κε ηε 

δηακεζνιάβεζε ππνινγηζηψλ ηζέπεο κε γξαθηθά. Γηα λα κπνξέζνπλ λα κειεηήζνπλ ηελ 

αλάπηπμε ηεο γλψζεο βαζίζηεθαλ ηφζν ζηηο θαηεγνξίεο ηεο καζεκαηηθήο θαηαλφεζεο ησλ 

Gray θαη Tall (1994), φζν θαη ζηηο ζεσξίεο ησλ Hiebert θαη Carpenter (1992), Sfard (1991). 

Δηδηθφηεξα, ελδηαθέξζεθαλ λα εληνπίζνπλ πφηε ν καζεηήο, θαηά ηελ εθπαηδεπηηθή 

δηαδηθαζία, ρξεζηκνπνηεί ηηο ζπκβνιηθέο εθθξάζεηο δηαδηθαζηηθά θαη πφηε σο αληηθείκελα.  
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Γπζηπρψο, νη εξεπλεηέο «ράλνληαη» ζηελ παξνπζίαζε παξαηεξήζεσλ, πνπ αθνξνχλ ηνλ 

θνηλσληθφ θνλζηξνπθηηβηζκφ, ηνπο ππνινγηζηέο ηζέπεο κε γξαθηθά, ηνλ αλαζηνραζκφ, ηελ 

αλάπηπμε ηεο γλψζεο, ρσξίο λα εκβαζχλνπλ ζηελ θαηαλφεζε ηεο έλλνηαο ηνπ δηαλχζκαηνο. 

Παξφια απηά, ε εξεπλά ηνπο παξνπζηάδεη ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ αθνχ ζπλδπάδνληαο ηε 

ζεσξία ησλ δηθηχσλ ησλ Hiebert θαη Carpenter θαη ηε ζεσξία ησλ ζηαδίσλ ηεο Sfard, 

δηαρψξηζαλ ην κέηξν ηνπ δηαλχζκαηνο απφ ηελ θαηεχζπλζή ηνπ, πξνηείλνληαο (Forster θαη 

Taylor, 2000) ην παξαθάησ ζρήκα: 

 

 πσο βιέπνπκε ζεψξεζαλ ην κέηξν (ABS) σο έλαλ θφκβν ηνπ δηθηχνπ θαη ηε 

θαηεχζπλζε (ARG) σο άιιν, νη νπνίνη βέβαηα ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο. Δδψ ίζσο λα πξέπεη 

λα ζεκεηψζνπκε πσο απηφο ν δηαρσξηζκφο ζρεδφλ επηβιήζεθε απφ ηε ρξήζε ησλ 

ππνινγηζηψλ ηζέπεο κε γξαθηθά, αθνχ ν ππνινγηζκφο ηνπ κέηξνπ ελφο δηαλχζκαηνο 

γίλεηαη κε δηαθνξεηηθφ ηξφπν (κε ηε ζπλάξηεζε ABS) απφ ηνλ ππνινγηζκφ ηεο γσλίαο (κε 

ηε ζπλάξηεζε ARG). 

 Οη αληηιήςεηο ησλ καζεηψλ γηα ην δηάλπζκα, σο καζεκαηηθφ αληηθείκελν θαη 

εξγαιείν, απνηέιεζαλ θαη ην πεδίν ζπζηεκαηηθήο έξεπλαο απφ ηνπο Διέλε Γεκεηξηάδνπ, 

Αζαλάζην Γαγάηζε θαη Κσλζηαληίλν Σδαλάθε. Ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ε 

θαηαγξαθή ησλ πξνβιεκάησλ θαη ησλ παξαλνήζεσλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηηο εζθαικέλεο 

αληηιήςεηο ησλ καζεηψλ. πλνπηηθά ηνπο καζεηέο δπζθνιεχεη:  

α) Ζ έλλνηα ηεο θνξάο ηνπ δηαλχζκαηνο. Οη πεξηζζφηεξνη καζεηέο ζπγρένπλ ην καζεκαηηθφ 

ηεο πεξηερφκελν κε αληηιήςεηο θαη ζεκαζίεο απφ ηελ θαζεκεξηλή δσή θαη ηε Φπζηθή. Έηζη 

δελ αλαγλσξίδνπλ ηε θνξά σο θχξην ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ δηαλχζκαηνο θαη ηελ αγλννχλ 

ζηνπο ζπιινγηζκνχο ηνπο.  

β)  Ζ έλλνηα ηεο δηεχζπλζεο, ε νπνία φκσο θαίλεηαη λα πξνθαιεί ιηγφηεξα πξνβιήκαηα θαη 

κε αζζελέζηεξε έληαζε. Κπξίσο παξνπζηάζηεθε ζχγρπζε κεηαμχ δηεχζπλζεο θαη θνξάο, 
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έλλνηεο πνπ νη καζεηέο δελ κπνξνχζαλ λα δηαρσξίζνπλ εχθνια, θάηη πνπ απνηέιεζε πεγή 

πνιιψλ ιαζψλ.  

γ) Ο ρεηξηζκφο ηνπ ζπκβνιηζκνχ ησλ δηαλπζκάησλ φηαλ ρξεζηκνπνηνχληαη θεθαιαία 

γξάκκαηα (εθαξκνζηά δηαλχζκαηα) ζε αληίζεζε κε ηα κηθξά (ειεχζεξα δηαλχζκαηα). Απηφ 

νθείιεηαη θπξίσο ζην φηη ηα θεθαιαία γξάκκαηα ελζσκαηψλνπλ θαη ηε θνξά ησλ 

δηαλπζκάησλ. Δθεί πνπ εκθαλίζηεθαλ ηα κεγαιχηεξα πξνβιήκαηα ήηαλ ζην ζπκβνιηζκφ 

ησλ νξηδνληίσλ δηαλπζκάησλ κε θνξά απφ δεμηά πξνο ηα αξηζηεξά, άζξνηζκα κε 

ζπγγξακκηθψλ δηαλπζκάησλ, αθαίξεζε θαη ζχγθξηζε δηαλπζκάησλ.  

δ)  Ζ ρξήζε ηνπ φξνπ «αληίζεηνο». Απηφο ν φξνο ρξεζηκνπνηείηαη ζηνλ πξνθνξηθφ ιφγν κε 

δηαθνξεηηθή ζεκαζία, ζε δηαθνξεηηθέο πεξηζηάζεηο, ζπλδέεηαη δειαδή κε πξνεγνχκελεο 

θαζεκεξηλέο εκπεηξίεο. Δπνκέλσο, πξφθεηηαη γηα κηα απζφξκεηε έλλνηα ε νπνία δελ έρεη 

αλαπηπρζεί ζε ζεκείν πνπ λα δηαθνξνπνηεζεί επαξθψο απφ ην παξειζφλ θαη λα κεηαηξαπεί 

ζε επηζηεκνληθή. ε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο ε ιέμε ζεκαίλεη δηαθνξεηηθφο ή άληζνο αθφκε θαη 

φηαλ νη ζρέζεηο δελ είλαη δπαδηθέο θαη ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε δηάθξηζε δηαλπζκάησλ 

δηαθνξεηηθήο θνξάο ή δηεχζπλζεο θαη ζε κεκνλσκέλεο πεξηπηψζεηο δηαθνξεηηθνχ κέηξνπ.  

ε) Σν ηξηζππφζηαην, ζπγθεθξηκέλν κέηξν, θνξά θαη δηεχζπλζε, ηεο έλλνηαο. πλήζσο 

επηθξαηεί ην κέηξν κε απνηέιεζκα ην δηάλπζκα λα αληηκεησπίδεηαη σο επζχγξακκν ηκήκα.  

ζη)  Ζ πξφζζεζε δηαλπζκάησλ. Πνιιέο θνξέο νη καζεηέο ζεσξνχλ πσο ην κέηξν ηνπ 

αζξνίζκαηνο δπν κε ζπγγξακκηθψλ δηαλπζκάησλ είλαη ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ δπν επί 

κέξνπο κέηξσλ. Απηφ είλαη ζηελά ζπλδεδεκέλν κε ηε ρξήζε ησλ ζπκβφισλ «+», «-», θαη 

«=» ηα νπνία γηα ιφγνπο νηθνλνκίαο ηεο ζθέςεο θαη γηα λα ππελζπκίδεηαη πσο νη 

δηαλπζκαηηθέο πξάμεηο γεληθεχνπλ ηηο αξηζκεηηθέο πξάμεηο είλαη ηα ίδηα κε απηά πνπ 

ρξεζηκνπνηνχκε ζηελ αξηζκεηηθή θαη ηελ άιγεβξα, αιιά πνπ ηψξα έρνπλ έλα δηαθνξεηηθφ, 

πην γεληθφ λφεκα. Δπίζεο, πνιιά είλαη θαη ηα ιάζε πνπ γίλνληαη θαηά ηελ εθαξκνγή ηνπ 

θαλφλα ηνπ ηξηγψλνπ θαη ηνπ θαλφλα ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ. Αξθεηνί καζεηέο 

δεκηνπξγνχλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο δηδαζθαιίαο δηθνχο ηνπο θαλφλεο, παξαιιαγέο, ή 

απινπζηεχζεηο ηνπ ηππηθνχ θαλφλα, ηνπο νπνίνπο ζεσξνχλ πην απινχο θαη θαηαλνεηνχο.  

Δπίζεο, ζε κηα πξσηφηππε έξεπλα νη Α. Γαγάηζεο θαη Δ. Γεκεηξηάδνπ 

αζρνιήζεθαλ κε ηε ζχγθξηζε ησλ δηαλπζκαηηθψλ κεζφδσλ ζε ζρέζε κε ηηο κεζφδνπο ηεο 

θιαζζηθήο γεσκεηξίαο, φζνλ αθνξά ηελ επίιπζε γεσκεηξηθψλ πξνβιεκάησλ. Ζ αλάιπζε 

ησλ γξαπηψλ ησλ καζεηψλ θαηέδεημε πσο νη καζεηέο πξνηηκνχλ ηηο κεζφδνπο ηεο 

Δπθιείδεηαο γεσκεηξίαο θαη κάιηζηα θάλνπλ ιηγφηεξα ιάζε φηαλ ηηο ρξεζηκνπνηνχλ, ζε 

ζρέζε κε ηηο δηαλπζκαηηθέο κεζφδνπο.  
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Σέινο, έλα ζεκαληηθφηαην ζηνηρείν πξνέθπςε απφ ηε ζπγθξηηηθή κειέηε ησλ 

πξνβιεκάησλ δηδαζθαιίαο θαη κάζεζεο ηεο έλλνηαο ηνπ δηαλχζκαηνο ζηελ ειιεληθή θαη 

ηελ θππξηαθή δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε. Οη Έιιελεο καζεηέο πξψηα γλσξίδνπλ ην 

δηάλπζκα κέζα απφ ηα καζήκαηα ηεο Φπζηθήο. Αληίζεηα, ε θαηάζηαζε ζηελ Κχπξν είλαη 

θαιχηεξε, αθνχ ε έλλνηα ηνπ δηαλχζκαηνο εηζάγεηαη ζηα Μαζεκαηηθά (Β΄ Γπκλαζίνπ) έλα 

ρξφλν πξηλ νη καζεηέο αθνχζνπλ γηα ηα δηαλπζκαηηθά κεγέζε ζηε Φπζηθή (Γ΄ Γπκλαζίνπ). 

Απηφο είλαη ίζσο ν ζεκαληηθφηεξνο ιφγνο γηα ηνλ νπνίν νη Κχπξηνη καζεηέο έθαλαλ 

ιηγφηεξα ιάζε απφ ηνπο καζεηέο ησλ ειιεληθψλ ζρνιείσλ. Μηα κε-ζαθή, ειιηπή θαη 

κνλνκεξή αληίιεςε γηα ηε καζεκαηηθή ηδέα ηνπ δηαλχζκαηνο, πνπ κπνξεί λα δψζεη ην 

κάζεκα ηεο Φπζηθήο, δελ είλαη δηαζέζηκε ζε νπνηαδήπνηε αθαίξεζε, επεηδή δελ ζηξέθεηαη 

ζηηο ζπγθεθξηκέλεο ηδηφηεηεο ηεο θαζαξήο καζεκαηηθήο έλλνηαο ηνπ δηαλχζκαηνο.  

ε κία ηειεπηαία αλαθνξά έξεπλαο πάλσ ζηα δηαλχζκαηα νη Αnna Watson, 

Panayotis Spyrou θαη David Tall, ην 2002 εμεηάδoπλ ηε ζρέζε κεηαμχ ηνπ αληηιεπηηθνχ 

θφζκνπ ηεο ελζσκάησζεο θαη ηνπ ελλνηνινγηθνχ θφζκνπ ηνπ καζεκαηηθνχ ζπκβνιηζκνχ, 

εηδηθφηεξα ζρεηηθά κε ηελ έλλνηα ηνπ δηαλχζκαηνο. Γείρλνπλ φηη ν ελζσκαησκέλνο θφζκνο 

έρεη πνηθίιεο δηαθνξεηηθέο έλλνηεο εμαξηψκελεο απφ ην πιαίζην ζην νπνίν ε έλλνηα 

εκθαλίδεηαη θαη εμεηάδνπλ ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν απηέο ζπλδένληαη κε ην καζεκαηηθφ 

ζπκβνιηζκφ. Ζ εθκάζεζε ησλ δηαλπζκάησλ ηνπνζεηείηαη ζηε ηνκή ηεο ζεσξίαο 

ελζσκαησκέλσλ καζεκαηηθψλ ζρεηηθά κε ηα θπζηθά θαηλφκελα, θαη ηεο δηαδηθαζίαο-

αληηθεηκέλνπ ζπκπχθλσζεο ησλ δξάζεσλ σο καζεκαηηθέο έλλνηεο. Ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ 

παξνπζηάδνπλ ηα πνξίζκαηά ηνπο, πνπ αθνξνχλ ηελ πξφζζεζε δηαλπζκάησλ. Απφ ηελ 

έξεπλα θαίλεηαη πσο ν θαλφλαο ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ θαη ν θαλφλαο ηνπ ηξηγψλνπ λαη 

κελ είλαη απφ καζεκαηηθή άπνςε ηζνδχλακνη, αιιά δελ είλαη γλσζηηθά ηζνδχλακνη, 

ηδηαίηεξα φηαλ νη καζεηέο ηνπο ζπλαληνχλ γηα πξψηε θνξά. Αλαιπηηθφηεξα δηαπίζησζαλ 

φηη αληηιήςεηο ησλ καζεηψλ γηα ηηο δπλάκεηο πνπ ελεξγνχλ ζηα ζψκαηά ηνπο, ηνπο 

αλαγθάδνπλ λα αηζζαλζνχλ ην ζπλδπαζκφ δχν δπλάκεσλ σο εληαία δχλακε ελδηάκεζα ησλ 

δπν αξρηθψλ. Σν ηξάβεγκα πξνο ηα εκπξφο ελφο αηφκνπ χζηεξα απφ ηελ επίδξαζε δπν 

δπλάκεσλ ζηα ρέξηα ηνπ, ην αλαγθάδεη λα θηλεζεί ζε κηα πξνο ηα κπξνο θαηεχζπλζε πνπ 

αληηπξνζσπεχεη ην ζπλδπαζκφ ησλ δχν δπλάκεσλ. Απηφ νδεγεί ζηε θπζηθή εξκελεία ηεο 

δηαλπζκαηηθήο πξφζζεζεο κε ηε ρξεζηκνπνίεζε ηνπ θαλφλα ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ. Απφ 

ηελ άιιε πιεπξά, φηαλ ν καζεηήο ζπλαληήζεη ηα δηαλχζκαηα ζην πιαίζην ησλ δηαδνρηθψλ 

κεηαηνπίζεσλ, ηφηε νδεγείηαη θπζηθφηεξα ζηε ζχλζεζε ησλ δηαλπζκάησλ ρξεζηκνπνηψληαο 

ηνλ θαλφλα ηξηγψλσλ.  
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Απηέο φκσο νη ιεπηέο δηαθνξέο ζηελ θαηαλφεζε ηνπ δηαλπζκαηηθνχ ινγηζκνχ 

πνιιέο θνξέο νδεγνχλ ζε ιάζε, φπσο θαηά ηε κνληεινπνίεζε θπζηθψλ θαηλνκέλσλ. Γηα 

παξάδεηγκα, φηαλ δεηήζεθε απφ ηνπο καζεηέο λα αλαιχζνπλ ηηο δπλάκεηο πνπ αζθνχληαη 

ζε έλα ζψκα πνπ βξίζθεηαη ζε θεθιηκέλν επίπεδν θάπνηνη καζεηέο έδσζαλ ηελ παξαθάησ 

απάληεζε:  

 Οη καζεηέο αλέιπζαλ ηε δχλακε, πνπ νθείιεηαη ζηε βαξχηεηα ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ 

θαλφλα ηνπ ηξηγψλνπ. Απηφ φκσο νδήγεζε ζηελ εληχπσζε φηη ε νξηδφληηα ζπληζηψζα ηεο 

δχλακεο ηεο βαξχηεηαο δελ ελεξγεί ζην ζψκα, αθνχ είλαη καθξηά ηνπ. πλνπηηθά ινηπφλ, ε 

ελζσκάησζε ηνπ δηαλχζκαηνο σο θίλεζε νδεγεί θπζηθφηεξα ζηε ρξήζε ηνπ θαλφλα ηνπ 

ηξηγψλνπ, ελψ ε ελζσκάησζε ηνπ δηαλχζκαηνο σο δχλακε νδεγεί θπζηθφηεξα ζηνλ θαλφλα 

ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ. Απηφ κπνξεί λα νδεγήζεη πνιινχο καζεηέο, πνπ βξίζθνληαη ζηα 

πξψηα ζηάδηα κάζεζεο, ζε ζεκαληηθέο παξεξκελείεο, εηδηθά ζηε Μεραληθή. Δπνκέλσο ε 

ελζσκάησζε έρεη ηηο δηθέο ηεο ηδηαηηεξφηεηεο, πνπ απαηηνχλ ηδηαίηεξε πξνζνρή. 

 

 

4.2 O πόλορ ηυν αναπαπαζηάζευν ζηην καηανόηζη ηηρ έννοιαρ ηος 

διανύζμαηορ 

4.2.1 Διζαγυγή 

  

 Ζ έξεπλα ζηελ εθπαίδεπζε ησλ θπζηθψλ επηζηεκψλ έρεη θαηαδείμεη πσο νη καζεηέο 

δελ είλαη άγξαθα ραξηηά πνπ αλακέλνπλ λα γεκίζνπλ κε γλψζε. Αληίζεηα, ζηνλ θάζε 

καζεηή πξνυπάξρεη θάπνηα γλψζε ηελ νπνία ε εθπαίδεπζε θαιείηαη λα αλαπιάζεη θαη λα 

ζπκπιεξψζεη (Strike & Posner, 1985). Ζ ζεσξία ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ ηεο αληίιεςεο 

ζπκπιεξψλεη ηε ζεσξία ηεο νηθνδφκεζεο πνπ ζέιεη ηνπο καζεηέο λα νηθνδνκνχλ 

ελεξγεηηθά ηε γλψζε κέζα απφ ηελ αιιειεπίδξαζε ηεο πξνυπάξρνπζαο γλψζεο θαη ησλ 

θαηλνχξησλ εκπεηξηψλ ηνπο. Μηα απφ ηηο ζνβαξέο πξνθιήζεηο πνπ αληηκεησπίδεη ε 

εθπαίδεπζε ησλ θπζηθψλ επηζηεκψλ πξνέξρεηαη απφ ηε ζζελαξή αληίζηαζε πνπ έρνπλ νη 

καζεηέο ζην λα κεηαβάινπλ ηηο πξνυπάξρνπζεο αληηιήςεηο ηνπο. 

 Οη δηθέο ηνπο αληηιήςεηο έξρνληαη πνιιέο θνξέο ζε αληίζεζε κε ηηο ηππηθέο 

καζεκαηηθέο ή θπζηθέο δνκέο. Γηα παξάδεηγκα, νη καζεηέο αληηκεησπίδνπλ κε ζθεπηηθηζκφ 

ηελ έλλνηα ηνπ δηαλχζκαηνο. Δίλαη εμνηθεησκέλνη κε ην ζψκα ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ 

θαη δελ κπνξνχλ λα αληηιεθζνχλ φηη ηα δηαλχζκαηα απνηεινχλ μερσξηζηά καζεκαηηθά 

αληηθείκελα γηα ηα νπνία ηζρχνπλ μερσξηζηέο ηδηφηεηεο αζξνίζκαηνο ή γηλνκέλνπ. Οη 
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ιαλζαζκέλεο πξνυπάξρνπζεο αληηιήςεηο ησλ καζεηψλ ζε ζρέζε κε ηελ έλλνηα ηνπ 

δηαλχζκαηνο είλαη ππεχζπλεο γηα κηα ζεηξά απφ ιάζε φπσο: α) ην άζξνηζκα δχν δπλάκεσλ 

είλαη πάληνηε «κεγαιχηεξν» απφ ηηο ζπληζηψζεο δπλάκεηο, β) ην άζξνηζκα δχν 

δηαλπζκάησλ είλαη ην άζξνηζκα ησλ κέηξσλ ηνπο, γ) ε γσλία δχν δηαλπζκάησλ πνπ έρνπλ 

ηελ ίδηα δηεχζπλζε είλαη κεδέλ κνίξεο, ή δ) ε γσλία δπν δηαλπζκάησλ κε αληίζεηε θνξά 

είλαη κεδέλ κνίξεο. Δίλαη ινηπφλ επηβεβιεκέλε ε αλαδήηεζε δηδαθηηθψλ πξνζεγγίζεσλ 

ηθαλψλ λα βνεζήζνπλ ηνπο καζεηέο λα επηιχζνπλ ηηο λνεηηθέο ζπγθξνχζεηο αλάκεζα ζηηο 

ιαλζαζκέλεο πξνυπάξρνπζεο αληηιήςεηο πνπ έρνπλ θαη ζηηο νξζέο καζεκαηηθέο θαη 

θπζηθέο δνκέο πνπ δηέπνπλ ηελ έλλνηα ηνπ δηαλχζκαηνο. 

 

 

4.2.2 Ο πόλορ ηυν εξυηεπικών αναπαπαζηάζευν 

 Οη δηάθνξεο εμσηεξηθέο αλαπαξαζηάζεηο θσδηθνπνηνχλ ηηο ίδηεο δνκέο κηαο έλλνηαο 

κε μερσξηζηφ ηξφπν. Ζ αλαγλψξηζε ησλ δνκψλ απηψλ αλάκεζα ζηηο δηαθνξεηηθέο 

αλαπαξαζηάζεηο κπνξεί λα βνεζήζεη ηνπο καζεηέο ζηελ θαηαλφεζε ηεο έλλνηαο. Ο Duval 

(1987) ππνζηεξίδεη φηη θάζε πεδίν αλαπαξάζηαζεο ραξαθηεξίδεηαη απφ δηαθνξεηηθέο 

δπλαηφηεηεο. Ζ θχζε ελφο ζεκεησηηθνχ πεδίνπ πνπ επηιέγεηαη γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ελφο 

πεξηερνκέλνπ - αληηθεηκέλνπ, έλλνηα, πξνβιεκαηηθή θαηάζηαζε, πξνβάιιεη ηδηαίηεξεο 

πιεξνθνξίεο θαη ζηνηρεία ηνπ πεξηερνκέλνπ πνπ αλαπαξηζηά. Γηα παξάδεηγκα, ηα 

γξαθήκαηα απνθαιχπηνπλ ηε κεηαβνιή πνπ θξχβεηαη κέζα ζε κηα εμίζσζε. Οη πίλαθεο 

δηεπθνιχλνπλ ην ρξήζηε ζηελ αλαγλψξηζε κνηίβσλ (Cox & Brna 1995, Kaput 1989). Ζ 

ρξήζε δηαγξακκάησλ δηεπθνιχλεη ηηο δηεξγαζίεο αλαδήηεζεο θαη αλαγλψξηζεο, κεηψλνληαο 

ην απαηηνχκελν κλεκνληθφ θνξηίν θαη βνεζψληαο ην ρξήζηε λα επηθεληξψλεηαη 

πεξηζζφηεξν ζηα αληηθείκελα θαη ηηο ζρέζεηο ηνπο (Larkin & Simon 1987).  

Ωζηφζν, ε φζν ην δπλαηφλ πιεξέζηεξε θαηαλφεζε κηαο έλλνηαο βαζίδεηαη ζην 

ζπλδπαζκφ δχν ηνπιάρηζηνλ πεδίσλ αλαπαξάζηαζεο. Δίλαη γεληθά παξαδεθηφ φηη ε 

δηαδηθαζία κεηάθξαζεο απφ έλα πεδίν αλαπαξάζηαζεο ζε άιιν βνεζά ην καζεηή ζην λα 

αλαγλσξίζεη δηάθνξεο πηπρέο ηεο έλλνηαο, λα απνβάιεη ηελ εμάξηεζε ηνπ απφ 

ζπγθεθξηκέλνπο θνξκαιηζκνχο, λα αληηκεησπίδεη επρεξέζηεξα πξνβιεκαηηθέο 

θαηαζηάζεηο. Γηα παξάδεηγκα, ε παξάιιειε ρξήζε ηεο γεσκεηξηθήο θαη ηεο ησλ πνιηθψλ 

ζπληεηαγκέλσλ αλαπαξάζηαζεο ηνπ δηαλχζκαηνο επαπμάλεη ηελ ηθαλφηεηα δηάθξηζεο ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπ δηαλχζκαηνο ζε κέηξν, δηεχζπλζε θαη θνξά. ην ζρεδηαζκφ ησλ εζληθψλ 

επηπέδσλ εθπαίδεπζεο θαη αμηνιφγεζεο γηα ηα καζεκαηηθά ζηελ Ακεξηθή (NCTM 2000), 



Ανάλυση Λαθών στην Γραμμική Άλγεβρα Σελίδα 82 
 
 

αλαγλσξίδεηαη ε κεγάιε ζεκαζία ησλ αλαπαξαζηάζεσλ. Σνλίδεηαη ηδηαίηεξα φηη ην 

αλαιπηηθφ πξφγξακκα ζα πξέπεη λα θαιιηεξγεί ζηνπο καζεηέο ηελ ηθαλφηεηα: α) λα 

δεκηνπξγνχλ θαη λα ρξεζηκνπνηνχλ αλαπαξαζηάζεηο κε ζηφρν λα νξγαλψλνπλ, λα 

θσδηθνπνηνχλ θαη λα επηθνηλσλνχλ ηηο καζεκαηηθέο ηνπο ηδέεο, β) λα επηιέγνπλ, λα 

εθαξκφδνπλ θαη λα κεηαθξάδνπλ αλάκεζα ζε δηαθνξεηηθέο αλαπαξαζηάζεηο κε ζηφρν ηε 

θαηαλφεζε θαη επίιπζε κηαο πξνβιεκαηηθήο θαηάζηαζεο, γ) λα ρξεζηκνπνηνχλ 

αλαπαξαζηάζεηο ζηε κνληεινπνίεζε θαη εξκελεία θπζηθψλ, θνηλσληθψλ θαη καζεκαηηθψλ 

θαηλνκέλσλ. Δηδηθά ζηε δηδαζθαιία ηνπ δηαλχζκαηνο γίλεηαη εηζήγεζε γηα ρξήζε απφ ηνπο 

δηδάζθνληεο ελφο δπλακηθνχ κνληέινπ πξνζνκνίσζεο φπνπ γίλεηαη ζχδεπμε πνιηθψλ 

ζπληεηαγκέλσλ δηαλχζκαηνο θαη γεσκεηξηθήο αλαπαξάζηαζήο ηνπ. Μέζα απφ ην κνληέιν ν 

καζεηήο θαιείηαη λα πεηξακαηηζηεί πάλσ ζε κεηαβνιέο πνπ επηθέξεη ζηελ θίλεζε ελφο 

απηνθηλήηνπ ή ελφο αεξνπιάλνπ ην δηάλπζκα ηεο θίλεζεο ηνπ ή ε ζπληζηακέλε ηνπ 

δηαλχζκαηνο θίλεζεο ηνπ αληίζηνηρα. ηφρνο είλαη ε δηδαζθαιία ησλ βαζηθψλ ηδηνηήησλ 

ηνπ δηαλχζκαηνο (κέηξν, δηεχζπλζε, θνξά) θαζψο θαη ησλ βαζηθψλ κεηαζρεκαηηζκψλ ηνπ, 

φπσο, παξάιιειε κεηαηφπηζε, βαζκσηφο πνιιαπιαζηαζκφο, άζξνηζκα θαη δηαθνξά. 

 

 

4.2.3 Σύνοτη 

 πλνπηηθά,  απηά είλαη ηα ζπκπεξάζκαηα εξεπλψλ πάλσ ζηελ θαηαλφεζε θαη ηελ 

δηδαζθαιία ηεο ζεκαληηθφηαηεο, ζηελ Γξακκηθή Άιγεβξα, έλλνηαο ηνπ δηαλχζκαηνο. 

Γίλεηαη θαλεξφ φηη ε απνζπαζκαηηθή δηδαζθαιία ηεο έλλνηαο ηνπ δηαλχζκαηνο θαη ε ζαθήο 

πξνηίκεζε ζηηο αιγεβξηθέο αλαπαξαζηάζεηο ηεο αλαιπηηθήο γεσκεηξίαο είλαη ππεχζπλεο 

γηα ηελ ειιηπή θαη κνλνκεξή γλψζε πνπ απνθηνχλ νη δηδαζθφκελνη. Ζ αδπλακία ηνπο λα 

αληηιεθζνχλ ην δηάλπζκα σο έλα γεσκεηξηθφ καζεκαηηθφ αληηθείκελν δεκηνπξγεί κηα 

ζεηξά απφ παξαλνήζεηο θαη ιάζε. Ζ παξάιιειε δηδαζθαιία ησλ δηάθνξσλ κνξθψλ 

αλαπαξάζηαζεο ηνπ δηαλχζκαηνο ζα κπνξνχζε λα βνεζήζεη ζηε δηαθνξνπνίεζε ησλ 

ιαλζαζκέλσλ αληηιήςεσλ ηεο έλλνηαο ηνπ δηαλχζκαηνο. Ζ αλαπαξάζηαζε ησλ πνιηθψλ 

ζπληεηαγκέλσλ ζπκβάιιεη θαζνξηζηηθά ζηε θαηαλφεζε θαη επίιπζε πξνβιεκαηηθψλ 

θαηαζηάζεσλ κε δηαλπζκαηηθά κεγέζε. Δπηπιένλ, ε παξαηεξνχκελε θαη ζε άιιεο έλλνηεο 

δηαθνξνπνίεζε αλάκεζα ζηηο ζπκβνιηθέο, φπσο ε αιγεβξηθή θαη ιεθηηθή κνξθή, θαη ζηηο 

αηζζεηηθέο αλαπαξαζηάζεηο, φπσο ε γεσκεηξηθή,  

ακβιχλεηαη κε ηε δηδαζθαιία ησλ πνιηθψλ ζπληεηαγκέλσλ. Ζ γεσκεηξηθή αλαπαξάζηαζε 

ηνπ δηαλχζκαηνο αλαδεηθλχεηαη σο ε ηδαληθφηεξε λα πεξηγξάςεη δηαλπζκαηηθά κεγέζε θαη  
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ηνχην θαίλεηαη δηαπγέζηαηα απφ ην βαζκφ επηηπρίαο ζηε ιχζε πξνβιήκαηνο φηαλ απηή 

απνηειεί ηελ αλαπαξάζηαζε «πεγή». Απφ ηελ άιιε, ε ζεκαζία απηή κεηψλεηαη ζηε 

πεξίπησζε ησλ πνιηθψλ ζπληεηαγκέλσλ ιφγσ αθξηβψο ηεο «δηπιήο θχζεο» ηεο 

αλαπαξάζηαζεο πνπ ζπλδέεηαη κε απηή.  

 

 

4.3 Γςζκολίερ ζηην μάθηζη και ζηην εθαπμογή εννοιών ζηην Γπαμμική 

Άλγεβπα 

4.3.1 Διζαγυγή 

 Δίλαη πνιιέο νη έλλνηεο, νη γλψζεηο θαη νη δεμηφηεηεο πνπ πξέπεη λα έρνπλ νη 

θνηηεηέο πνπ θνηηνχλ ζε παλεπηζηήκηα θαη ζρνιέο. πγθεθξηκέλα, ην ηη αθξηβψο πξέπεη λα 

γλσξίδνπλ νη θνηηεηέο απφ ηελ ζεσξία ηνπ Γπκλαζίνπ θαη ηνπ Λπθείνπ θαζψο θαη ην ηη 

δηδάρζεθαλ ζηελ ζρνιή ζην κάζεκα ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο αλαιχζεθε θαη παξαηίζεηαη 

ζηα ζπκπεξάζκαηα ησλ ηξηψλ πξψησλ θεθαιαίσλ θαη ζηελ ζεσξία ηνπο αληίζηνηρα. 

Απνηεινχλ βαζηθή χιε θαη είλαη απαξαίηεηα γηα λα κπνξέζεη ν θνηηεηήο λα αληαπεμέιζεη 

ζηηο ππνρξεψζεηο ηνπ θαη λα θαηαλνήζεη ζε βάζνο, ρσξίο παξαλνήζεηο ή ιάζε, ηελ 

παλεπηζηεκηαθνχ επηπέδνπ γλψζε πνπ ηνπ πξνζθέξεηαη. 

 Γηα θάπνηνπο ιφγνπο φκσο κπνξεί έλαο θνηηεηήο λα κελ κπνξεί λα παξαθνινπζήζεη 

θαη λα θαηαλνήζεη ηελ δηδάζθνπζα χιε. Αξρηθά, αλαθέξνπκε επηγξακκαηηθά θάπνηνπο 

ιφγνπο πξαθηηθήο θχζεσο πνπ ηνπο εκπνδίδνπλ ζην λα δψζνπλ ζσζηέο ιχζεηο ζηηο 

εμεηάζεηο ή φρη θαη είλαη νη εμήο: α) Γελ κειεηνχλ πνιχ πξνζεθηηθά ην ζεσξεηηθφ κέξνο 

ηεο ζεσξίαο πνπ απνηειείηαη απφ ηηο έλλνηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο πνπ αλαιχζεθαλ 

παξαπάλσ θαη δελ επηθεληξψλνπλ ηελ πξνζνρή ηνπο ηδηαίηεξα ζηα παξαδείγκαηα πνπ 

ιχλνληαη ζηελ ηάμε ή φρη, β) Γελ πξνζπαζνχλ λα ιχζνπλ κφλνη ηνπο ηηο αζθήζεηο πνπ ηνπο 

δίλνληαη ζηελ ηάμε ή ππάξρνπλ ζε βηβιία αληίζηνηρεο ζεσξίαο κε ηελ δηδάζθνπζα, άξα 

απεηξία ιχζεο πξνβιεκάησλ θαη παιαηφηεξσλ ίζσο ζεκάησλ, γ) Γελ ζπγθξίλνπλ ηηο ιχζεηο 

ηνπο κε απηέο πνπ παξαηίζεληαη ζηα ιπκέλα πξνβιήκαηα θαη απηφ νθείιεηαη ζηελ έιιεηςε 

ζπζηεκαηηθήο παξαθνινχζεζεο ηνπ καζήκαηνο θαηά ηελ δηάξθεηα ηνπ εμακήλνπ, δ) Γελ 

αμηνινγνχλ ζσζηά ηηο γλψζεηο ηνπο, δελ έρνπλ θακία επηθνηλσλία κε ηνλ δηδάζθνληα ή κε 

θάπνηνλ πνπ θαηέρεη ζε βάζνο ηελ δηδάζθνπζα γλψζε. 
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4.3.2 Βαθύηεπη ανάλςζη ηυν λόγυν εμθάνιζηρ παπανοήζευν  

 Ζ δηδαζθαιία ησλ Μαζεκαηηθψλ πξέπεη λα απνζθνπεί ζηε σθέιεηα ηνπ θνηηεηή 

απφ ηνλ παηδεπηηθφ θαη ηνλ εθαξκφζηκν ραξαθηήξα ησλ Μαζεκαηηθψλ. Καη’ αξράο κε ηνλ 

παηδεπηηθφ ηνπο ραξαθηήξα θαιιηεξγνχλ ην λνπ, θπξίσο νμχλνληαο ηελ αλαιπηηθή θαη 

ζπλζεηηθή ζθέςε, εθπαηδεχνπλ ζηελ αθξίβεηα ηεο δηαηχπσζεο ζπιινγηζκψλ, ελζαξξχλνπλ 

θαη ζπληεινχλ ζηελ αλάπηπμε ηεο θξηηηθήο ζθέςεο. ηελ επνρή καο, φπνπ ε ππεξβνιηθή 

πιεξνθφξεζε θαηαιήγεη νπζηαζηηθά ζε παξαπιεξνθφξεζε, ε ηζρπξή θξηηηθή ζθέςε 

απνηειεί έλα ζεκαληηθφ εθφδην. Ζ ζπκβνιή ηεο καζεκαηηθήο παηδείαο είλαη ζεκαληηθή 

πξνο απηή ηελ θαηεχζπλζε. Με ηνλ εθαξκφζηκν ραξαθηήξα ηνπο, εθνδηάδνπλ κε γλψζεηο 

ρξήζηκεο ηηο άιιεο επηζηήκεο. Μάιηζηα ε ζεκεξηλή ηνπο εκβέιεηα, έρεη μεπεξάζεη ην 

πιαίζην ησλ εθαξκνγψλ ζηηο ζεηηθέο επηζηήκεο θαη ρξεζηκνπνηνχληαη ζε πνιινχο άιινπο 

ηνκείο κέρξη θαη ηηο θνηλσληθέο επηζηήκεο. Κάησ απφ απηή ηελ νπηηθή, πέξα απφ ηελ 

εκπέδσζε δηδαζθνκέλσλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ απαξαίηεηε είλαη θαη ε αλάπηπμε 

ηθαλνηήησλ σο πξνο ηε δηαδηθαζία εθαξκνγήο ηνπο ζε πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα. 

Ζ σθέιεηα ηνπ καζεηή απφ ηνπο δχν απηνχο ραξαθηήξεο ζπλαξηάηαη άκεζα κε ην ζηφρν 

ηεο εθπαίδεπζεο ελφο πνιίηε πνπ ρξεζηκνπνηεί ηε ινγηθή ηνπ, αθνκνηψλεη ζηε δσή ηνπ 

εχθνια λέεο γλψζεηο, θαη κπνξεί λα ρεηξηζηεί κε άλεζε ηα ηερλνινγηθά πξντφληα. 

Οη ιφγνη πνπ νδεγνχλ ηειηθά ζηελ παξαλφεζε καζεκαηηθψλ ελλνηψλ θαη ιχζεσλ 

πξνβιεκάησλ πάλσ ζε απηέο, πην αλαιπηηθά, κπνξνχκε λα πνχκε φηη είλαη νη εμήο:  

α) Γελ δίλεηαη έκθαζε ζηε βαζχηεξε θαη νπζηαζηηθφηεξε θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ 

θαη δεπηεξεπφλησο ζηηο πξάμεηο. Άιισζηε απηέο γίλνληαη θαη κε ειεθηξνληθφ ππνινγηζηή. 

ζν πην πιήξεο είλαη ε θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ θαη αλεμάξηεηε απφ ηα ζχκβνια πνπ ηηο 

ζπλνδεχνπλ, ηφζν πην άξηηα είλαη ε γισζζηθή ηνπο απφδνζε.  

β) Γελ γίλεηαη ζσζηή ρξήζε ησλ ζπιινγηζκψλ θαη ηεο αηηηαθήο ζρέζεο. Πξέπεη λα 

αξρίζεη φζν ην δπλαηφλ λσξίηεξα, ζε αληηζηνηρία πξνθαλψο κε ηελ σξίκαλζε ησλ παηδηψλ, 

θαη λα ζπλνδεχεη ηελ εθκάζεζε ηχπσλ, θαλφλσλ θαη ζεσξεκάησλ. Θεσξήκαηα ρσξίο 

απφδεημε πξέπεη λα απνθεχγνληαη. 

γ) Δίλαη δχζθνιε ε κεηάβαζε απφ ην ζπγθεθξηκέλν ζην αθαηξεηηθφ επίπεδν θαη 

κπνξεί λα εκθαλίδεηαη σο επηβάξπλζε θαη αχμεζε ηεο πνιππινθφηεηαο. Πξνθαλψο, νη 

αθαηξέζεηο ή νη ηππνπνηήζεηο δελ κπνξνχλ λα ιεηηνπξγήζνπλ, αλ δελ ππάξρεη κηα πξνγελέ-

ζηεξε ζπζζψξεπζε απηνχ πνπ πξέπεη λα ηππνπνηεζεί. 

δ) Τπάξρεη ππεξβνιηθή ζπζζψξεπζε γλψζεσλ θαη έηζη δελ εληζρχεηαη ε  δνκή ησλ 

γλψζεσλ θαη ε ζπζρέηηζε ηνπ θαηλνχξγηνπ κε ην ήδε αθνκνησκέλν.  
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ε) Γελ ρξεζηκνπνηνχληαη πξνβιήκαηα πνπ λα επηδέρνληαη δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο 

επίιπζεο κε απνηέιεζκα  νη θνηηεηέο λα κελ εκπεδψζνπλ ηελ νξζφηεηα ελφο ζπιινγηζκνχ 

θαη λα ζπκβηβαζηνχλ κε ηελ απιή απνκλεκφλεπζε κηαο ζεηξάο ππνρξεσηηθψλ βεκάησλ. 

 ζη) Ωο πξψελ καζεηέο πνπ έρνπλ ηειεηψζεη ην Λχθεην δελ είλαη εθνδηαζκέλνη κε 

γλψζεηο απφ αξθεηά θεθάιαηα ηεο Άιγεβξαο φπσο: ζχλνια αξηζκψλ (θπζηθνί, αθέξαηνη, 

ξεηνί, άξξεηνη, πξαγκαηηθνί αξηζκνί), αιγεβξηθέο παξαζηάζεηο, απφιπηεο ηηκέο, ξηδηθά, 

επίιπζε εμηζψζεσλ πξψηνπ, δεπηέξνπ θαη νξηζκέλσλ πνιπσλπκηθψλ εμηζψζεσλ αλψηεξνπ 

βαζκνχ, επίιπζε αληζψζεσλ θαη απφδεημε αληζνηήησλ, επίιπζε γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ 

θαη κε γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ, ζηνηρεία Σξηγσλνκεηξίαο (νξηζκνί, ζρέζεηο, εμηζψζεηο, 

ζπζηήκαηα, επίιπζε ηξηγψλσλ), αξηζκεηηθέο θαη γεσκεηξηθέο πξφνδνη, ινγάξηζκνη 

(νξηζκνί, ηδηφηεηεο, εμηζψζεηο), κηγαδηθνί αξηζκνί (νξηζκνί, πξάμεηο, ζπδπγήο, κέηξν, 

γεσκεηξηθή αλαπαξάζηαζε, επίιπζε πνιπσλπκηθψλ εμηζψζεσλ), δηαλχζκαηα ζην επίπεδν, 

δηαλπζκαηηθφο ινγηζκφο, ζπληεηαγκέλεο ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ θαη κειέηε επίπεδσλ 

θακπχισλ (επζεία, παξαβνιή, έιιεηςε θαη ππεξβνιή), ζηνηρεία Γξακκηθήο Άιγεβξαο 

(πίλαθεο, νξίδνπζεο, γεσκεηξηθνί κεηαζρεκαηηζκνί, επίιπζε γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ κε ηε 

κέζνδν απαινηθήο ηνπ Gauss), ζεσξία αξηζκψλ (νξηζκνί, δηαηξεηφηεηα, πξψηνη, γξακκηθή 

Γηνθαληηθή εμίζσζε). 

δ) Ωο λπλ θνηηεηέο ζην παλεπηζηήκην δελ είλαη εθνδηαζκέλνη κε γλψζεηο Γξακκηθήο 

Άιγεβξαο φπσο: πίλαθεο (νη βαζηθνί νξηζκνί, νη πξάμεηο ζην ζχλνιν, εηδηθνί ηχπνη 

πηλάθσλ, αλαγσγή πίλαθα ζε αλεγκέλν θιηκαθσηφ, εχξεζε αληίζηξνθνπ πίλαθα, εηζαγσγή 

ζηα γξακκηθά ζπζηήκαηα θαη ε κέζνδνο απαινηθήο ηνπ Gauss), νξίδνπζεο (νξηζκφο ηεο 

νξίδνπζαο, ηδηφηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο ηεο νξίδνπζαο, αλάπηπγκα νξίδνπζαο θαηά Laplace, 

ππνινγηζκφο ηνπ αληίζηξνθνπ πίλαθα, γξακκηθά ζπζηήκαηα  θαη ν θαλφλαο ηνπ Cramer, ν 

βαζκφο πίλαθα θαη εθαξκνγέο ζηα γξακκηθά ζπζηήκαηα), δηαλπζκαηηθφο (ν δηαλπζκαηηθφο 

ρψξνο, ζπληεηαγκέλεο ζεκείνπ θαη δηαλχζκαηνο, ην εζσηεξηθφ γηλφκελν δηαλπζκάησλ, ην 

εμσηεξηθφ γηλφκελν δηαλπζκάησλ θαη ηξηπιά γηλφκελα δηαλπζκάησλ), δηαλπζκαηηθνί ρψξνη 

(ν ππφρσξνο δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ, ε γξακκηθή εμάξηεζε δηαλπζκάησλ, ε βάζε θαη ε 

δηάζηαζε δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ, ε θιηκαθσηή κνξθή δηαλπζκάησλ), γξακκηθέο 

απεηθνλίζεηο ( ν ππξήλαο θαη ε εηθφλα κηαο  γξακκηθήο απεηθφληζεο, ν πίλαθαο ηεο 

γξακκηθήο απεηθφληζεο, νη γεσκεηξηθνί κεηαζρεκαηηζκνί ηνπ επηπέδνπ θαη ηνπ ρψξνπ) θαη 

ηέινο ηα ραξαθηεξηζηηθά κεγέζε (νη ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα, ε δηαγσλνπνίεζε 

πίλαθα, ην ζεψξεκα Cayley- Hamilton). 
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4.4 Η παιδαγυγική αξία ηος λάθοςρ υρ ζςμπέπαζμα 

 Σν ιάζνο ζην ζχγρξνλν παλεπηζηήκην απνηειεί πξφθιεζε πνιιέο θνξέο γηα ηνπο 

θνηηεηέο. Ο θαζεγεηήο ησλ Μαζεκαηηθψλ ή, πην ζπγθεθξηκέλα, ηεο Γξακκηθήο Άιγεβξαο  

ζεσξεί θάπνηεο θνξέο ην ιάζνο σο θάηη αζπκβίβαζην κε ηελ ηδηφηεηα ηνπ «θαινχ» θνηηεηή, 

θάηη πνπ κπνξεί λα εμεγεζεί κε ην φηη ν ίδηνο βξίζθεηαη κεηαμχ ηνπ δηπφινπ ζσζηφ- ιάζνο 

ζε κίαο κνξθήο αληίιεςε ε νπνία ζεσξεί ηηο  καζεκαηηθέο θαηαζηάζεηο ζην ηέινο κφλν ή 

ζσζηέο ή ιαλζαζκέλεο. Απελαληίαο, φκσο, νη εξγαζίεο θηινζφθσλ θαη ηζηνξηθψλ ηεο 

επηζηήκεο, φπσο ν Kuhn, Lakatos, Kline θαη Feyerabend, ζπκβάιινπλ ζην λα 

ζπλεηδεηνπνηήζεη θαλείο φηη ηα ιάζε έρνπλ ζεκειηψδε ξφιν ζηελ αλάπηπμε ησλ 

καζεκαηηθψλ θαη θάζε άιιεο επηζηήκεο. Ζ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ έρεη δείμεη ακέηξεηεο 

θνξέο φηη θάπνην ιάζνο ή απνηπρία ζην λα επηηεπρζεί έλαο ζηφρνο, φπσο γηα παξάδεηγκα ε 

απφδεημε ελφο αηηήκαηνο πνπ έρεη δηαηππσζεί ζε πξνεγνχκελα ρξφληα, νδήγεζε ζε 

επαλαζηαηηθά απνηειέζκαηα. 

 πσο ππνζηεξίδνπλ κειεηεηέο ζηελ πεξηνρή ηεο εθπαίδεπζεο έρεη πηα δεηρζεί φηη ηα 

ιάζε κπνξνχλ λα απνηειέζνπλ έλα ηζρπξφ εξγαιείν δηάγλσζεο ησλ καζεζηαθψλ 

δπζθνιηψλ θαη ζπλεπψο θαη ηεο ίαζήο ηνπο. Έλα βαζηθφ ζπκπέξαζκα ησλ εξεπλψλ απηψλ 

είλαη ε ζπλεηδεηνπνίεζε πσο ηα ιάζε δελ είλαη δπλαηφλ λα «ζεξαπεπηνχλ» κε ην λα 

επαλαιακβάλνληαη απιά μαλά θαη μαλά νη ζσζηέο δηαδηθαζίεο ή ηα ζσζηά απνηειέζκαηα ή 

κε ην λα δίλνληαη επηπξφζζεηεο πξαθηηθέο αζθήζεηο. Σα αίηηα είλαη πην βαζηά θαη ζα πξέπεη 

λα αλαιχνληαη θάζε θνξά κε ηδηαίηεξε πξνζνρή. Σα ιάζε ησλ θνηηεηψλ ζε νξηζκέλεο 

πεξηπηψζεηο κπνξεί λα δεκηνπξγήζνπλ ζεκαληηθέο επθαηξίεο γηα πξνβιεκαηηζκφ θαη 

ελεξγή ζπκκεηνρή, εηζάγνληαο ηνλ θνηηεηή ζηελ εξεπλεηηθή δηαδηθαζία θαη ηελ θξηηηθή 

ζηάζε απέλαληη ζηα καζεκαηηθά. Σηο επθαηξίεο απηέο πνπ παξνπζηάδνληαη θάζε θνξά 

κπνξεί  λα ηηο αμηνπνηήζεη ν θαζεγεηήο γηα λα θαιιηεξγήζεη ηηο ζσζηέο ζηάζεηο ησλ 

θνηηεηψλ ηνπ απέλαληη ζηα καζεκαηηθά ή, ζε έλαλ πην αθαηξεηηθφ θνκκάηη ηνπο φπσο είλαη 

ε Γξακκηθή Άιγεβξα, μεθεχγνληαο έηζη απφ ηελ ηππνπνίεζε ηεο δηαδηθαζίαο πνπ 

βνκβαξδίδεη ηνπο θνηηεηέο κε νπηηθά θαη άιια εξεζίζκαηα πξνο ράξηλ ηεο ππέξκεηξεο 

γλψζεο θαη πιεξνθνξίαο ρσξίο, φκσο, λα ηνπο δίλεη ηνλ ρξφλν θαη ηηο επθαηξίεο λα 

ζθεθηνχλ νη ίδηνη θαη λα ηελ αλαθαιχςνπλ μαλά. Κάπνηεο έξεπλεο ηνλίδνπλ κάιηζηα φηη ε 

«εζηθή» ζηελ αίζνπζα δνπιεχεη ζαλ γνκνιάζηηρα. Γειαδή, ζε έλα ηππηθφ ηκήκα θνηηεηψλ 

ε αληίδξαζε ηνπ θνηηεηή ζηελ ιαλζαζκέλε απάληεζε είλαη λα πξνζπαζήζεη λα ηελ μεράζεη 

φζν ην δπλαηφλ γξεγνξφηεξα. Καη απηφ γηαηί ήδε απφ ηελ πξνεγνχκελε θνηηεηηθή ηνπ 
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πνξεία έρεη κάζεη φηη ηα ιάζε είλαη «θαθά». Άξα ην ηειεπηαίν πνπ ζέιεη θαλείο λα θάλεη 

είλαη λα αζρνιεζεί κε απηά, λα ηα επεμεξγαζηεί ή λα ηα αλαιχζεη. ην εθπαηδεπηηθφ πεδίν 

πνπ πεξηγξάθεη, ζπγθεθξηκέλα, ν Papert ην παηδί δελ επηθξίλεηαη γηα ην ιάζνο ηνπ αιιά ε 

φιε δηαδηθαζία δηφξζσζεο ηνπ ιάζνπο είλαη έλα θαλνληθφ ηκήκα ηεο δηεξγαζίαο 

θαηαλφεζεο ηνπ πξνβιήκαηνο. Οη θνηηεηέο πξέπεη λα ζπλεηδεηνπνηήζνπλ φηη ν θαζεγεηήο 

είλαη θαη απηφο αηψληα καζεηεπφκελνο θαη φηη φινη καζαίλνπλ απφ ηα ιάζε ηνπο. 

 Καη αλ πξνρσξήζνπκε αθφκε πην πέξα  ζα πξέπεη λα ηνλίζνπκε θαη πσο ηα 

κνλνπάηηα ηεο κάζεζεο πεξηέρνπλ «ςεχηηθεο» ζεσξίεο πνπ δηδάζθνπλ ζεκαληηθά πξάγκαηα 

φπσο θαη νη αιεζηλέο. Σν εθπαηδεπηηθφ ζχζηεκα γεληθψο απνξξίπηεη ηηο «ςεχηηθεο» ζεσξίεο 

ησλ δηδαζθνκέλσλ, απνξξίπηνληαο έηζη δπζηπρψο θαη ηνλ ηξφπν πνπ καζαίλνπλ ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα ηα παηδηά. Απνξξίπηεη αθφκε θαη ηηο αλαθαιχςεηο πνπ δείρλνπλ ηελ 

ζπνπδαηφηεηα ησλ «ςεχηηθσλ» ζεσξηψλ ζηα κνλνπάηηα ηεο κάζεζεο. Σα παηδηά θξαηνχλ 

ηηο αλνξζφδνμεο ζεσξίεο σο έλα απαξαίηεην ηκήκα ηεο δηαδηθαζίαο κε ηελ νπνία 

καζαίλνπλ λα ζθέθηνληαη, ιεηηνπξγψληαο σο ηξφπνη αλάπηπμεο ησλ γλσζηηθψλ δηεξγαζηψλ, 

εμάζθεζεο θαη εκπέδσζεο ησλ απαξαίηεησλ δεμηνηήησλ πνπ απαηηνχληαη γηα ηελ 

δεκηνπξγία ησλ νξζφδνμσλ θαη αιεζηλψλ ζεσξηψλ. 

 Δπνκέλσο, ε επεμεξγαζία ηνπ ιάζνπο απνηειεί έλα πνιχ ρξήζηκν παηδεπηηθφ 

εξγαιείν, ην νπνίν απνηειεί θαη ραξαθηεξηζηηθφ θαη ηεο ίδηαο ηεο αλάπηπμεο, ηεο 

δηδαζθαιίαο θαη ηεο κάζεζεο ηεο επηζηεκνληθήο γλψζεο ησλ καζεκαηηθψλ. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

ΠΙΝΑΚΑ 1 (ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1
Ο
 -ΓΙΑΝΤΜΑΣΙΚΟΙ ΥΧΡΟΙ) 

Κωδικοποίηζη: 1) Γ: έιιεηςε δηθαηνιφγεζεο, γηα ηελ γξακκηθή αλεμαξηεζία. 

2) ΓΑ: δελ απαληνχλ γηαηί είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα ηα δηαλχζκαηα, είηε είλαη ζσζηά ή 

ιάζνο  

3) ΓΒ: δηθαηνινγνχλ ηελ γξακκηθή αλεμαξηεζία, αιιά είηε ηα δηαλχζκαηα είλαη ιάζνο απφ 

πξνεγνχκελα βήκαηα ή θαη ζσζηά λα είλαη ηα ζέηνπλ ζε θιηκαθσηή κνξθή  θαη παίξλνπλ 

σο γελλήηνξεο θάπνηα απφ απηά αλάινγα ην βαζκφ ηνπ πίλαθα πνπ ηνπο πξνθχπηεη 

4) Π: ιάζε ζηηο πξάμεηο, ζηελ ιχζε ζπζηήκαηνο δηαλπζκάησλ. 

5) ΠΑ: αξηζκεηηθά ιάζε ζηηο πξάμεηο ή ζηα πξφζεκα. 

6) ΠΒ: επίιπζε ζπζηήκαηνο γξακκηθψλ εμηζψζεσλ, ιάζνο αξηζκφο δηαλπζκάησλ - 

γελλεηφξσλ είηε πεξηζζφηεξα είηε ιηγφηεξα, ιάζνο δηαλχζκαηα φια ή κεξηθά, ζπλδπαζκφο 

απηψλ ή απζαίξεηε πξφζζεζε κεδεληθνχ δηαλχζκαηνο ζ'απηά πνπ βξίζθνπλ απφ ηελ 

επίιπζε. 

7) ΠΓ: ιάζνο αξηζκφο δηαλπζκάησλ απφ πξνεγνχκελα βήκαηα άξα θαη ηα δηαλχζκαηα 

βάζεο ή ε δηάζηαζε ή θαη ζσζηά λα ηα βξίζθνπλ κπεξδεχνπλ ηελ δηάζηαζε κε ηνλ βαζκφ 

ηνπ πίλαθα θαη παίξλεη ηα πξψηα (κε κεδεληθά) αλάινγα ηνλ βαζκφ 

8) Κ: θαηαλφεζε ηεο χιεο ησλ δηαλπζκαηηθψλ ρψξσλ. 

9) ΚΑ: δηαλχζκαηα ηνκήο Α θαη Β σο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ δηαλπζκάησλ Α θαη Β ή 

δηαλχζκαηα ηνκήο ηα θνηλά ησλ Α,Β, είηε  πξνζζέηεη κνλαδηαία δηαλχζκαηα ζ' απηά πνπ 

βξίζθεη  ψζηε ε δηάζηαζε  ηνπ ππνρψξνπ  λα είλαη ίζε κε 4 φπσο θαη ηνπ δηαλπζκαηηθνχ 

ρψξνπ. 

10) ΚΒ: δελ αληηιακβάλνληαη έλλνηα δηάζηαζεο θαη πψο απηή ζπλδέεηαη κε βάζε ή 

γελλήηνξεο θαη δελ ηελ βξίζθνπλ παξφιν πνπ βξίζθνπλ ζπλήζσο πξηλ ηελ βάζε ζσζηή ή 

ιάζνο ή ζπγρένπλ δηάζηαζε κε βαζκφ πίλαθα θαη ιέλε ε δηάζηαζε ίζε κε ηνλ βαζκφ ηνπ 

πίλαθα. 
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11) ΚΓ: ζην ζεψξεκα δηάζηαζεο  γηα ηνλ ππφρσξν Α+Β είηε δελ ην γξάθνπλ θαζφινπ είηε  

δελ ην ζπκνχληαη αθξηβψο είηε ην γξάθνπλ ιάζνο θαη ην κπεξδεχνπλ κε δηάζηαζε ηνκήο 

θαη απιή πξφζζεζε δηαζηάζεσλ Α θαη Β. 

12) ΚΓ: είηε πξνζπαζνχλ λα βξνπλ δηάζηαζε ηνπ Α+Β απφ ηα δηαλχζκαηα βάζεο ησλ Α, 

Β θαη ηεο ηνκήο ηνπο κε πίλαθεο απηψλ θαη ζπλδπαζκφ πηλάθσλ ησλ δηαλπζκάησλ ηνπο 

θαη βξίζθνληαο βαζκφ ή ζέηνληαο απηνχο  ζε θιηκαθσηή κνξθή θαη επηιέγνληαο ηα κε 

κεδεληθά πνπ πξνθχπηνπλ. 

13) 1 ή 0: ιχζεθαλ ζσζηά ή δελ ιχζεθαλ αληίζηνηρα. 

14) Α/Α ή ΑΡ.: αχμσλ αξηζκφο θνηηεηψλ. 

15) 1α: πξψην εξψηεκα πξνβιήκαηνο 1. 

16) Β1 έωρ Β9: ηα ελληά (9) βήκαηα ηεο ιχζεο. 

ΑΡ. 1α 1α 1α 1α 1α 1α 1α 1α 1α  ΑΡ. 1α 1α 1α 1α 1α 1α 1α 1α 1α 

Α/Α Β1 Β2 Β3 Β4 Β5 Β6 Β7 Β8 Β9  Α/Α Β1 Β2 Β3 Β4 Β5 Β6 Β7 Β8 Β9 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  112 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1  113 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

3 1 1 1 1 1 1 1 1 1  114 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

4 1 1 1 1 1 1 1 1 1  115 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

5 1 1 1 1 1 1 1 1 1  116 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

6 1 1 1 1 1 1 1 1 1  117 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

7 1 1 1 1 1 1 1 1 1  118 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

8 1 1 1 1 1 1 1 1 1  119 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

9 1 1 1 1 1 1 1 1 1  120 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

10 1 1 1 1 1 1 1 1 1  121  
ΠΒ 

ΔΑ ΠΓ 1 1 1 1 1  ΚΓ 

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1  122 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

12  
ΠΒ 

ΔΑ ΠΓ 1 1 1 1 1 0  123 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

13 1 1 1 1 1 1 1 1 1  124 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

14 1 1 1 1 1 1 1 1  ΚΓ  125 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

15 1 1 1 1 1 1 1 1 1  126 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
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16 1 1 1 1 1 1 1 1 1  127 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

17 ΠΑ 0 0 1 1 1 1 1 1  128 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

18 1 1 1 1 1 1  
ΠΒ 

ΠΓ 0  129 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

19 1 1 1 1 1 1 1 1  ΚΓ  130 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

20 1 1 1 1 1 1 1 1 1  131 ΠΒ ΔΑ 0 1 1 1 1  
ΚΒ 

 ΚΓ 

21 1 1 1 1 1 1  
ΠΒ 

0  ΚΓ  132 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

22 1 1 1 1 1 1 1 1 1  133 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

23 ΠΑ 0 0 1 1 1 1 1  ΚΓ  134 1 0 1 0 1 1 1 1 1 

24 1 1 1 1 1 1 1 1 1  135 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

25 1 1 1 1 1 1 ΠΒ  
ΠΓ 

0  136  
ΠΒ 

ΔΒ   
ΚΒ 

1 1 1 1  
ΚΑ 

0 

26 1 1 1 1 1 1 1 1 1  137  
ΠΑ 

0 0 1 1 1 ΠΒ  
ΠΓ 

0 

27 ΠΒ 0 ΠΓ 1 1 1 1 1 ΚΓ  138 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

28  
ΠΒ 

0 0  
ΠΑ 

0 0 ΠΒ 0 0  139 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

29 1 0 ΚΒ 1 0  
ΚΒ 

1 ΚΒ  
ΚΒ 

 140 1 1 1 1 1 1  
ΠΒ 

 
ΠΓ 

1 

30 ΠΒ 0 0  
ΠΒ 

0 0 0 0 0  141 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

31 1 1 1 ` 1 1 1 1 1  142 1 1 1 1 1 1  
ΠΒ 

 
ΚΒ 

1 

32 1 1 1 1 1 1 1 1 1  143 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

33 1 1 1 1 1 1 1 1 1  144 1 0 1 1 0 1 1 1  
ΚΔ 

34 1 1  
ΚΒ 

1 1 ΚΒ 1  
ΚΒ 

 
ΚΒ 

 145 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

35  
ΠΒ 

0 0  
ΠΒ 

0 0 0  
ΚΑ 

0  146 1 1 1 1 1 1 1 1   
ΚΓ 

36 1 1 1 1 1 1 1 1 1  147 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

37 0 0 0 0 0 0 0 0 0  148 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

38 1 1 1 1 1 1 1 1 0  149 1 1 1  
ΠΑ 

1 1 1 1 1 

39 0 0 0 0 0 0 0 0 0  150 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

40 1 1 1 1 1 1  
ΠΒ 

 
ΠΓ 

0  151 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

41 1 1 1 1 1 1 1 1 1  152 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

42 1 1 1 1 1 1 1 1 1  153  
ΠΒ 

0  
ΠΓ 

1 0 1  
ΠΒ 

 
ΠΓ 

1 
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43 ΠΒ 0 ΠΓ 1 0 1  
ΠΒ 

ΠΓ  ΚΓ  154 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

44 1 1 1 1 1 1 1 1 1  155 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

45 ΠΒ 0  
ΠΓ 

1 1 1 1 1 0  156 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

46 1 1 1  
ΠΒ 

0 1 1 1 1  157 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

47 1 1 1 1 1 1 1 1 1  158 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

48 0 0 0 0 0 0 0 0 0  159 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

49 0 0 0 0 0 0 0 0 0  160 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

50 0 0 0 0 0 0 0 0 0  161 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

51 0 0 0 0 0 0 0 0 0  162 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

52 0 0 0 0 0 0 0 0 0  163 1 1 1 1 1 1 1 1 KΓ 

53 0 0 0 0 0 0 0 0 0  164 1  
ΔΒ  

 
ΚΒ 

1 1 1 1 1 1 

54 0 0 0 0 0 0 0 0 0  165 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

55 0 0 0 0 0 0 0 0 0  166 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

56 0 0 0 0 0 0 0 0 0  167 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

57 0 0 0 0 0 0 0 0 0  168 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

58 0 0 0 0 0 0 0 0 0  169 1 1 1  
ΠΒ 

0  
ΠΓ   

1 1 1 

59 0 0 0 0 0 0 0 0 0  170 1 0 1 1 0 1  
ΠΒ 

 
ΠΓ 

 ΚΓ 

60 0 0 0 0 0 0 0 0 0  171 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

61 0 0 0 0 0 0 0 0 0  172 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

62 0 0 0 0 0 0 0 0 0  173 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

63 0 0 0 0 0 0 0 0 0  174 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

64 ΠΒ 0 0  
ΠΒ 

0 0 ΠΒ  
ΠΓ 

0  175  
ΠΒ 

0  
ΠΓ 

ΠΒ 0  
ΠΓ 

0 ΚΑ 0 

65  
ΠΒ 

0 0  
ΠΒ 

0 0 0 0 0  176 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

66 1 1 1 1 1 1 1 1 1  177 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

67 1  
ΔΒ 

 
KΒ 

1 1 1 0 0 0  178 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

68 1 1 1 1 1 1 1 1 1  179  
ΠΒ 

0  
ΠΓ 

ΠΒ 0  
ΠΓ 

 
ΠΒ 

1 0 

69 1 1 1  
ΠΒ 

 
ΔΒ 

ΠΓ 1 1 0  180 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

70 1 1 1 1 1 1 1 1 1  181 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
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71  
ΠΒ 

0  
ΠΓ 

1 1 1 1 1 1  182 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

72 1 1 1 1 1 1  
ΠΒ 

ΠΓ 1  183 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

73  
ΠΒ 

0 0 1 1 1 1 1 1  184 1 0  
KΒ 

1 0  
ΚΑ 

1  
ΚΑ 

0 

74 1 1 1 1 1 1  
ΠΒ 

0 1  185   
ΠΒ 

 
ΔΒ 

ΠΓ 1 1 1 1 1 1 

75 ΠΒ 0 0 1 1 1 1 1 1  186 1  
ΔΒ 

 
ΚΒ 

1 0 1 1 1 1 

76 1 1 1 1 1 1  
ΠΒ 

ΠΓ 0  187 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

77 0 0 0 0 0 0 0 0 0  188 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

78 1 1 1 1 1 1 1 1 1  189 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

79 1  
ΔΒ 

 
KΒ 

1 1 1 1 1  
ΚΔ 

 190 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

80 1 1 1 1 1 1 1 1 ΚΓ  191 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

81 1 1 1 1 1 1 1 1 1  192 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

82 0 0 0 0 0 0 0 0 0  193 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

83 1 1 1 1 1 1 1 1 1  194 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

84 1 1 1 1 1 1 1 1 1  195 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

85 1 1 1 1 1 1 1 1 1  196 1 ΔΑ 1 1 1 1 1 1 1 

86 ΠΒ 0 0 ΠΒ 0 0 0 0 0  197 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

87 ΠΒ 0 1 1 1 1  
ΠΒ 

 
ΠΓ 

0  198 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

88 1 1 1 1 1 1 1 1 1  199 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

89 1 1 1 1 1 1 1 1 1  200 1 ΔΑ 1 1 ΔΑ 1 1 1 1 

90 1 1 1 1 1 1 1 1 1  201 1 ΔΑ 1 1 1 1 1 1 1 

91 0 0 0 0 0 0 0 0 0  202 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

92 1 1  
ΚΒ 

1 1  
ΚΒ 

1 0 0  203 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

93  
ΠΒ 

0 0 1 1 1 1 1 0  204 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

94 ΠΒ 0 0 1 1 1 1 1 ΚΓ  205 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

95 0 0 0 0 0 0 0 0 0  206 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

96 0 0 0 0 0 0 0 0 0  207 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

97 0 0 0 0 0 0 0 0 0  208 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

98 0 0 0 0 0 0 0 0 0  209  
ΠΒ 

ΔΑ 1 1 1 1 1 1 1 
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99 0 0 0 0 0 0 0 0 0  210 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

100 0 0 0 0 0 0 0 0 0  211  
ΠΒ 

0 0  
ΠΒ 

0 0 0 0 0 

101 1 ΔΑ 1 1 ΔΑ 1 1 1 1  212 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

102 0 0 0 0 0 0 0 0 0  213   
ΠΒ 

ΔΒ ΚΒ 1 1 1 1 1 ΚΔ 

103 0 0 0 0 0 0 0 0 0  214 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

104 1 1 1 1 1 1  
ΠΒ 

 
ΠΓ 

1  215  
ΠΒ 

0 ΠΓ 1 ΔΑ  
ΚΒ 

ΠΒ 1 ΚΓ 

105 1 1 1 1 1 1 1 1 1  216 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

106 1 1 1 1 1 1  
ΠΒ 

 
ΠΓ 

1  217 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

107 ΠΒ 0 1  
ΠΒ 

0 1 1 1 0  218 1 ΔΑ 1 1 ΔΑ 1  
ΠΒ 

ΠΓ 1 

108 0 0 0 0 0 0 0 0 0  219 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

109 1 1 ΚΒ 1 1 ΚΒ 1 1 0  220 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

110 0 0 0 0 0 0 0 0 0  221 1 1 1 1 1 1 ΚΑ 0 0 

111 0 0 0 0 0 0 0 0 0  222 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
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Γιαγπάμμαηα πίνακα 1 

 

Διάγραμμα 1 

 

 

 

Διάγραμμα 2 
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Διάγραμμα 3 

 

 

 

 

Διάγραμμα 4 
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Διάγραμμα 5 
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ΠΙΝΑΚΑ 2 (ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2
Ο
 – ΓΡΑΜΜΙΚΔ ΑΠΔΙΚΟΝΙΔΙ) 

Κωδικοποίηζη λαθών: 1) Γ: έιιεηςε δηθαηνιφγεζεο, δίλεη ηελ ιχζε θαηεπζείαλ  ρσξίο 

επεμήγεζε. 

2) Π: πξάμεηο γηα εχξεζε  ζεκείνπ η(Μ), ζε αληηθαηάζηαζε ησλ δεδνκέλσλ κε ιάζνο 

ζπλεκίηνλα- εκίηνλα θαη ζε πνιιαπιαζηαζκνχο ησλ θιαζκάησλ αξγφηεξα ζηηο 

αξηζκεηηθέο παξαζηάζεηο πνπ πξνθχπηνπλ άξα θαη ιάζνο απνηέιεζκα. 

3) Κ: θαηαλφεζε ηεο χιεο ησλ γξακκηθψλ απεηθνλίζεσλ, ηζρχεη γηα ζχκβνια ΣΑ, ΣΒ, ΣΓ, 

ΣΓ πάληα. 

4) ΣΑ: ηχπνο απεηθφληζεο σο πξνο θαλνληθή βάζε. 

5) ΣΒ: ηχπνο απεηθφληζεο η(x,y). 

6) ΣΓ: κε αλάζηξνθνο πίλαθαο ηεο η. 

7) ΣΓ: κε αλάζηξνθνο πίλαθαο θαη ιαλζαζκέλνο. 

8) 1 ή 0: ιχζεθαλ ζσζηά ή δελ ιχζεθαλ αληίζηνηρα. 

9) Α/Α ή ΑΡ.: αχμσλ αξηζκφο θνηηεηψλ. 

10) 2α: πξψην εξψηεκα, 2β: δεχηεξν εξψηεκα,  2γ: ηξίην εξψηεκα. 

11) Β1, Β2: βήκαηα 1 θαη 2 ηεο ιχζεο. 

 

ΑΡ. 2α 2α 2β 2γ  ΑΡ. 2α 2α 2β 2γ 

Α/Α Β1 Β2 Β1 Β1  Α/Α Β1 Β2 Β1 Β1 

1 1 1 1 1  112 0 0 0 0 

2  ΚΔΤΑ ΚΤΔ 0 0  113 0 0 0 0 

3 1 1 1 1  114 0 0 0 0 

4 0 0 0 0  115 0 0 0 0 

5 1 1 1 1  116 0 0 0 0 

6 0 0 0 0  117 0 0 0 0 

7 0 0 0 0  118 0 0 0 0 

8 1 ΚΤΔ ΚΤΒ  ΠΤΒ  119 0 0 0 0 

9 0 0 0 0  120 0 0 0 0 

10 Δ 0 0 0  121 1 1 1 1 

11  ΚΔΤΑ ΚΤΔ  ΚΤΒ 0  122 0 0 0 0 

12 ΚΤΑ ΚΤΔ 0 0  123 1 1 1 Π 

13 0 0 0 0  124 0 0 0 0 

14 1 1 1 1  125 0 0 0 0 

15 1 1 1 1  126 1 1 1 1 

16 0 0 0 0  127 0 0 0 0 

17 1 ΚΤΔ ΚΔΤΒ 0  128 0 0 0 0 

18 1 1 ΚΔΤΒ 0  129 0 0 0 0 
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19 0 0 0 0  130 0 0 0 0 

20 0 0 0 0  131 1 1 1 1 

21 0 0 0 0  132 0 0 0 0 

22 1 1 ΚΔΤΒ 0  133 0 0 0 0 

23 0 0 0 0  134 1 1 1 1 

24 0 0 0 0  135 1 1 1 1 

25 0 0 0 0  136 1 1 1 1 

26 0 0 0 0  137 1 1 1 1 

27 0 0 0 0  138 1 1 1 1 

28 0 0 0 0  139 0 0 0 0 

29 0 0 0 0  140 0 0 0 0 

30 0 0 0 0  141 0 0 0 0 

31 0 0 0 0  142 0 0 0 0 

32 0 0 0 0  143 1 1 1 1 

33 0 0 0 0  144 0 0 0 0 

34 0 0 0 0  145 0 0 0 0 

35 0 0 0 0  146 0 0 0 0 

36 0 0 0 0  147 0 0 0 0 

37 0 0 0 0  148 0 0 0 0 

38 0 0 0 0  149 0 0 0 0 

39 0 0 0 0  150 0 0 0 0 

40 0 0 0 0  151 0 0 0 0 

41 0 0 0 0  152 0 0 0 0 

42 1 1 ΚΔΤΒ 0  153 0 0 0 0 

43 0 0 0 0  154 0 0 0 0 

44 0 0 0 0  155 1 1 1 1 

45 0 0 0 0  156 0 0 0 0 

46 0 0 0 0  157 0 0 0 0 

47 0 0 0 0  158 0 0 0 0 

48 0 0 0 0  159 0 0 0 0 

49 0 0 0 0  160 0 0 0 0 
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50 0 0 0 0  161 1 1 1 1 

51 0 0 0 0  162 0 0 0 0 

52 0 0 0 0  163 0 0 0 0 

53 0 0 0 0  164 0 0 0 0 

54 0 0 0 0  165 0 0 0 0 

55 0 0 0 0  166 0 0 0 0 

56 0 0 0 0  167 0 0 0 0 

57 0 0 0 0  168 0 0 0 0 

58 0 0 0 0  169 1 1 1 1 

59 0 0 0 0  170 0 0 0 0 

60 0 0 0 0  171 0 0 0 0 

61 0 0 0 0  172 0 0 0 0 

62 0 0 0 0  173 0 0 0 0 

63 0 0 0 0  174 1 1 0 0 

64 0 0 0 0  175 0 0 0 0 

65 0 0 0 0  176 0 0 0 0 

66 0 0 0 0  177 0 0 0 0 

67 0 0 0 0  178 ΚΔΤΑ ΚΤΔ ΚΤΒ 0 

68 0 0 0 0  179 1 1 1 1 

69 1 1 1 Π  180 1 1 1 1 

70 1 1 1 1  181 1 1 1 1 

71 Δ Δ 0 0  182 0 0 0 0 

72 0 0 0 0  183 0 0 0 0 

73 0 0 0 0  184 1 1 1 1 

74 0 0 0 0  185 0 0 0 0 

75 0 0 0 0  186 1 1 1 1 

76 0 0 0 0  187 0 0 0 0 

77 0 0 0 0  188 1 1 1 1 

78 1 1 1 1  189 0 0 0 0 

79 Δ Δ 0 0  190 1 1 1 1 

80 1 1 1 1  191 0 0 0 0 
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81 0 0 0 0  192 0 0 0 0 

82 0 0 0 0  193 0 0 0 0 

83 1 1 1 1  194 1 1 1 1 

84 1 ΚΤΓ 1 0  195 0 0 0 0 

85 1 1 1 1  196 Ο 0 0 0 

86 1 1 1 1  197 0 0 0 0 

87 1 1 1 1  198 0 0 0 0 

88 1 1 1 Π  199 0 0 0 0 

89 1 1 1 1  200 1 1 1 1 

90 0 0 0 0  201 1 1 1 1 

91 0 0 0 0  202 1 1 1 1 

92 0 0 0 0  203 1 0  ΚΤΒ 0 

93 Δ 1 1 Π  204 0 0 0 0 

94 Δ 1 1 Π  205 1 1 1 1 

95 0 0 0 0  206 0 0 0 0 

96 0 0 0 0  207 0 0 0 0 

97 0 0 0 0  208 0 0 0 0 

98 0 0 0 0  209 1 1 1 1 

99 0 0 0 0  210 0 0 0 0 

100 0 0 0 0  211 0 0 0 0 

101 0 0 0 0  212 0 0 0 0 

102 0 0 0 0  213 0 0 0 0 

103 0 0 0 0  214 0 0 0 0 

104 1 1 1 1  215 0 0 0 0 

105 Δ 1 1 Π  216 0 0 0 0 

106 1 1 1 1  217 1 1 1 Π 

107 Δ 0 0 0  218 1 1 1 1 

108 0 0 0 0  219 0 0 ΚΤΒ 0 

109 1 1 1 1  220 0 0 0 0 

110 0 0 0 0  221 0 0 0 0 

111 0 0 0 0  222 0 0 0 0 
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Γιαγπάμμαηα πίνακα 2 

 

Διάγραμμα 1 

 

Διάγραμμα 2 
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Διάγραμμα 3 

 

 

Διάγραμμα 4 
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Διάγραμμα 5 
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ΠΙΝΑΚΑ 3 (ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3
Ο

 – ΥΑΡΑΚΣΗΡΙΣΙΚΑ ΜΔΓΔΘΗ) 

Κωδικοποίηζη: 1) Γ: έιιεηςε δηθαηνιφγεζεο, έιιεηςε απφδεημεο ζην φηη θάζε κε 

κεδεληθφ ηδηνδηάλπζκα ελφο πίλαθα ηθαλνπνηεί  ηελ A∙  = ι∙   (2) ή θαη φηαλ απνδεηθλχνπλ 

ηελ (2) παίξλνπλ ιαλζαζκέλν ηνλ πίλαθα Α είηε ηνλ ζέηνπλ ζε θιηκαθσηή κνξθή θαη ηνλ 

θάλνπλ άλσ δηαγψλην ή δελ επηιχνπλ ζσζηά ηα ζπζηήκαηα ζε πξνεγνχκελα βήκαηα θαη 

ζέηνπλ ηελ (1) ίζε κε κεδέλ θαη ζπκβνιίδεηαη κε ΓΓΓ. 

2) Π: πξάμεηο ζε επίιπζε ζπζηήκαηνο, ζε πίλαθεο, νξίδνπζεο αλάινγα ην βήκα. 

3) Κ: θαηαλφεζε ηεο χιεο ηδηνηηκψλ-ηδηνδηαλπζκάησλ, ηζρχεη πάληα γηα φια ηα ζχκβνια. 

4) ΚΒ: ιάζε θαηαλφεζεο ηδηνηηκψλ θαη ηδηνδηαλπζκάησλ ζέηνπλ ηνλ πίλαθα Α ή ηνλ  

 (Α- ι∙I) πξψηα ζε θιηκαθσηή κνξθή θαη κεηά βξίζθνπλ ηελ νξίδνπζα θαη ηηο ηδηνηηκέο ή 

ζέηνπλ ηνλ πίλαθα (Α- ι∙I)= 0 ζε θιηκαθσηή κνξθή κε ιάζνο ηξφπν άξα πξνθχπηεη ιάζνο 

πίλαθαο  θαη ιάζνο ηδηνδηαλχζκαηα. Αθνξά ηνλ πξψην ηξφπν εχξεζεο ηδηνδηαλπζκάησλ. 

5) ΓΓ: δηαγσλνπνίεζε πίλαθα είηε έρεη λα θάλεη κε ηελ δηαγσλνπνίεζε ηνπ Α θαη ηα ιάζνο 

γξακκηθά αλεμάξηεηα ηδηνδηαλχζκαηα κε ΓΓΑ, είηε κε ιάζνο ειάρηζην πνιπψλπκν ηνπ Α 

σο γηλφκελν δηαθεθξηκκέλσλ πξσηνβάζκησλ φξσλ θαη επαιήζεπζε  επηινγήο  κε ΓΓΒ. 

6) ΡΑ: έρεη λα θάλεη κε ηνλ ιαλζαζκέλν πίλαθα Ρ πνπ αληί λα έρεη ηα ηδηνδηαλχζκαηα ζε 

ζηήιεο ηα έρεη ζε γξακκέο κε ΡΑΑ, είηε έρεη λα θάλεη κε ηνλ ιαλζαζκέλν πίλαθα Ρ κε 

ιάζνο ηδηνδηαλχζκαηα απφ ηα πξνεγνχκελα βήκαηα 1, 2, 3 ή θαη κε ηνλ ιάζνο ηξφπν λα 

ηεζεί ζε θιηκαθσηή κνξθή έηζη ψζηε ν Ρ λα είλαη έλαο πίλαθαο κε γξακκηθά αλεμάξηεηα 

ηδηνδηαλχζκαηα κε ΡΑΒ, είηε έρεη λα θάλεη κε ην φηη ζέηνπλ ηνλ  Ρ σο δηαγψλην κε 

δηαγψληα ζηνηρεία ηηο ηδηνηηκέο, δειαδή αληί γηα ηνλ ζσζηφ Ρ παίξλνπλ ηνλ D κε ΡΑΓ. 

7) ΡΒ: αληηζηξεςηκφηεηα ηνπ Ρ, έρεη λα θάλεη κε ηελ εχξεζε ηνπ ζπκπιεξσκαηηθνχ 

πίλαθα ηνπ Ρ έηζη ψζηε λα βξεζεί αξγφηεξα θαη ν      ζηνλ δεχηεξν ηξφπν κε ΡΒΑ, έρεη 

λα θάλεη κε ηελ κεηαηξνπή ηνπ πίλαθα Ρ ζε θιηκαθσηή κνξθή έηζη ψζηε λα βξεζεί θαη ν 

      κε ηνλ πξψην ηξφπν κε ΡΒΒ. 

8) ΙΓΑ: ηδηνηηκέο ιάζνο, δηαθνξεηηθέο, πεξηζζφηεξεο ή ιηγφηεξεο, κε ιάζνο πνιιαπιφηεηα. 

9) ΙΓΒ: έρεη λα θάλεη  κε ιάζνο ηδηνδηαλχζκαηα, πεξηζζφηεξα ή ιηγφηεξα ή ζηα πξφζεκα 

δειαδή αξηζκεηηθά ιάζε ζηελ επίιπζε γξακκηθψλ ζπζηεκάησλ.  

10) ΙΓΒΒ:  έρεη λα θάλεη κε ην φηη ην κεδεληθφ δηάλπζκα ζεσξείηαη ηδηνδηάλπζκα ηνπ 

πίλαθα Α. 

11) 1 ή 0 : ιχζεθαλ  ζσζηά ή  δελ ιχζεθαλ. 

12) Α/Α ή ΑΡ.: αχμσλ αξηζκφο θνηηεηψλ. 

13)3α: πξψην εξψηεκα, 3β: δεχηεξν εξψηεκα.  

14) Β1 εώρ Β5: ηα πέληε (5) βήκαηα ηνπ 3α,  Β1, Β2: ηα δχν (2) βήκαηα ηνπ 3β. 

 

ΑΡ. 3α 3α 3α 3α 3α 3β 3β  ΑΡ. 3α 3α 3α 3α 3α 3β 3β 

Α/Α Β1 Β2 Β3 Β4 Β5 Β1 Β2  Α/Α Β1 Β2 Β3 Β4 Β5 Β1 Β2 

1 1 1 1 1 1 0 0  112 0 0 0 0 0 0 0 

2 1 1 1 1 1 ΚΔ ΚΠ
ΔΔ
Δ 

 113 0 0 0 0 0 0 0 

3 1 1 1 1 1 1 ΚΔ
ΔΔ 

 114 0 0 0 0 0 0 0 

4 1 ΚΠ
ΙΔ

1 0 ΚΠ
ΡΑ

0 0  115 0 0 0 0 0 0 0 
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Β Β 
5 1 1 ΚΠΙ

ΔΒ 
0 0 0 0  116 0 0 0 0 0 0 0 

6 1 1 1 1 1 0 0  117 0 0 0 0 0 0 0 

7 1 1 1 1 1 ΚΔ ΚΔ
ΔΔ 

 118 0 0 0 0 0 0 0 

8 1 1 1 1 1 1 1  119 ΚΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 0 0 0 

9 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

1 0 0 0 0  120 0 0 0 0 0 0 0 

10 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

1 0 ΚΡ
ΒΒ 

0 0  121 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

1 1 ΚΡ
ΑΒ 

0 0 

11 1 1 1 1 1 0 0  122 0 0 0 0 0 0 0 

12 1 0 1 0 0 0 0  123 1 1 1 1 1 1 1 

13 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 ΚΡ
ΑΒ 

0 0  124 0 0 0 0 0 0 0 

14 1 1 1 1 1 1 1  125 0 0 0 0 0 0 0 

15 1 1 1 1 1 0 0  126 1 1 1 1 1 1 1 

16 1 1 1 1 1 0 0  127 0 0 0 0 0 0 0 

17 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΔΓ
Β 

ΚΠ
ΡΑ
ΑΡ
ΒΑ 

0 0  128 1 1 1 ΚΔ
ΔΓΒ 

0 0 0 

18 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΔΓ
Β 

0 0 0  129 0 0 0 0 0 0 0 

19 1 1 1 1 ΚΡ
ΑΑ 

0 0  130 0 0 0 0 0 0 0 

20 1 0 0 0 0 0 0  131 1 1 1 1 1 1 1 

21 1 1 1 1 ΚΡ
ΑΑ 

0 0  132 0 0 0 0 0 0 0 

22 ΚΠΙ
ΔΑ 

ΚΠ
ΙΔ
Β 

0 0 ΚΡ
ΑΑ
ΡΒ
Β 

0 0  133 1 1 1 1 1 1 1 

23 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

1 0 0 0 0  134 ΚΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 0 0 0 

24  
ΚΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 ΚΡ
ΑΒ
ΡΒ
Β 

0 0  135 1 1 1 1 1 0 0 
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25 1 1 1 1 1 1 1  136 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 ΚΡ
ΑΒ 

0 0 

26 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

1 0 0 0 0  137 1 0 0 ΚΠ
ΔΓΒ 

ΚΡ
ΑΑ 

0 0 

27 1 1 1 1 1 1 1  138 1 ΚΒΙ
ΔΒ 

ΚΙΔ
ΒΒ 

0 ΚΡ
ΑΒ 

0 0 

28  
ΚΠΙ
ΔΑ 

ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 0 0 0  139 1 ΚΙΔ
Β 

1 0 0 0 0 

29 ΚΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 0 0 0  140 0 0 0 0 0 0 0 

30 ΚΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 0 0 0  141 1 1 1 1 1 0 0 

31 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΔ
ΔΓ
Α 

ΚΡ
ΑΑ 

0 0  142 ΚΠ 0 0 0 0 0 0 

32 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 0 0 0  143 1 1 1 1 1 0 0 

33 ΚΠΙ
ΔΑ 

ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΔ
ΔΓΒ 

0 0 0  144 1 1 1 1 1 0 0 

34 ΚΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 0 0 0  145 1 0 0 0 0 0 0 

35 1 1 1 1 1 0 0  146 1 1 1 1 1 0 0 

36 1 1 1 0 0 0 0  147 ΚΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 0 0 0 

37 ΚΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 0 0 0  148 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

1 1 1 0 0 

38 1 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

0 0 0 0  149 1 1 1 1 1 0 0 

39 ΚΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 0 0 0  150 ΚΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 0 0 0 

40 1 1 1 1 1 1 1  151 0 0 0 0 0 0 0 

41 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

1 0 ΚΡ
ΑΑ 

0 0  152 1 1 1 1 1 0 0 

42 ΚΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 0 0 0  153 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 ΚΡ
ΑΒ 

0 0 

43 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

1 ΚΡ
ΑΑ 

0 0  154 0 0 0 0 0 0 0 

44 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 0 0 0  155 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

1 0 ΚΠ
ΡΑ
ΒΡ
ΒΑ 

0 0 

45 1 ΚΠ 1 0 0 0 0  156 0 0 0 0 0 0 0 
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46 1 1 1 1 1 1 1  157 ΚΒΙ
ΔΑ 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 0 0 0 0 

47 1 ΚΠ
ΙΔ
ΒΒ 

1 0 ΚΡ
ΑΑ 

0 0  158 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΠΙ
ΔΒ 

1 0 0 0 

48 0 0 0 0 0 0 0  159 0 0 0 0 0 0 0 

49 0 0 0 0 0 0 0  160 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΠΙ
ΔΒ
Β 

0 0 0 0 

50 0 0 0 0 0 0 0  161 0 0 0 0 0 0 0 

51 0 0 0 0 0 0 0  162 1 1 1 1 1 0 0 

52 0 0 0 0 0 0 0  163 1 1 1 1 1 0 0 

53 0 0 0 0 0 0 0  164 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

1 0 ΚΡ
ΑΑ 

0 0 

54 0 0 0 0 0 0 0  165 0 0 0 0 0 0 0 

55 0 0 0 0 0 0 0  166 1 1 1 1 1 0 0 

56 0 0 0 0 0 0 0  167 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

1 0 0 0 0 

57 0 0 0 0 0 0 0  168 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

1 0 0 0 0 

58 0 0 0 0 0 0 0  169 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 0 0 0 

59 0 0 0 0 0 0 0  170 1 ΚΠ ΚΠ 0 0 0 0 

60 0 0 0 0 0 0 0  171 ΚΙΔ
Α 

ΚΒΙ
ΔΒ 

ΚΒΙ
ΔΒ 

0 ΚΠ
ΡΑ
ΒΡ
ΒΑ 

0 0 

61 0 0 0 0 0 0 0  172 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 ΚΠ
ΡΒ
Α 

0 0 

62 0 0 0 0 0 0 0  173 1 1 1 1 1 0 0 

63 0 0 0 0 0 0 0  174 1 1 1 1 1 0 0 

64 1 1 1 1 1 1 1  175 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 0 0 0 

65 ΚΠΙ
ΔΑ 

ΚΠ
ΙΔ
ΒΒ 

0 0 0 0 0  176 0 0 0 0 0 0 0 

66 1 ΚΠ
ΙΔ
ΒΒ 

1 0 0 0 0  177 0 0 0 0 ΚΡ
ΑΑ 

0 0 

67 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

1 0 0 0 0  178 1 1 1 0 ΚΡ
ΑΓ 

1 ΚΠ
ΔΔ
Δ 

68 ΚΠΙ 0 0 0 0 0 0  179 1 ΚΠΙ 1 0 ΚΠ 0 0 
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ΔΑ  ΔΒ 
69 1 1 1 1 1 1 1  180 1 1 1 ΚΔ

ΔΓΑ 
1 0 0 

70 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 ΚΡ
ΑΒ 

0 0  181 ΚΙΔ
Α  

0 0 0 ΚΡ
ΑΓ 

0 0 

71 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 0 0 0  182 1 1 1 0 ΚΠ
ΡΑ
ΑΡ
ΒΑ 

0 0 

72 1 1 1 1 1 1 1  183 1 1 1 1 1 1 ΚΠ
ΔΔ
Δ 

73 1 1 1 1 1 1 1  184 1 1 1 1 1 0 0 

74 ΚΠΙ
ΔΑ 

ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 0 0 0  185 1 1 1 1 1 0 0 

75 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 ΚΡ
ΒΒ 

0 0  186 1 ΚΒΙ
ΔΒ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ  

0 ΚΡ
ΑΒ 

0 0 

76 1 1 1 1  
ΚΠ
ΡΒ
Β 

0 0  187 0 0 0 0 0 0 0 

77 0 0 0 0 0 0 0  188 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

1 0 ΚΡ
ΑΒ 

0 0 

78 1 1 1 1 ΚΠ
ΡΒ
Α 

0 0  189 0 0 0 0 0 0 0 

79 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

1 0 ΚΠ
ΡΒ
Α 

0 0  190 0 ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 0 0 0 

80 1 1 1 1 ΚΠ
ΡΒ
Β 

0 0  191 1 1 1 1 1 ΚΔ ΚΠ
ΔΔ
Δ 

81 1 1 1 1 1 0 0  192 0 0 0 0 0 0 0 

82 KΠΙ
ΔA 

0 0 0 0 0 0  193 1 1 ΚΠ 0 ΚΡΒ
Β 

0 0 

83 1 1 1 1 1 0 0  194 1 1 1 1 1 1 1 

84 0 0 0 0 0 0 0  195 ΚΠΙ
ΔΑ 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 ΚΔΓ
Β 

0 0 0 

85 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

1 0 0 0 0  196 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

1 0 ΚΠ
ΡΒ
Α 

0 0 

86 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 0 0 0  197 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 ΚΡ
ΑΒ 

ΚΔ ΚΔ
ΔΔ 
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87 1 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

1 ΚΠ
ΡΑ
ΑΡ
ΒΑ 

0 0  198 1 1 1 1 1 0 0 

88 0 0 0 0 0 0 0  199 0 0 0 0 0 0 0 

89 1 1 1 1 1 1 1  200 1 1 1 1 1 0 ΚΔ
ΔΔ 

90 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 ΚΡ
ΑΒ 

0 0  201 1 1 1 1 1 0 0 

91 KΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 0 0 0  202 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 ΚΡ
ΑΒ 

0 0 

92 0 0 0 0 0 0 0  203 1 1 1 1 1 0 0 

93 ΚΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 0 0 0  204 0 0 0 0 0 0 0 

94 ΚΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 0 0 0  205 1 1 1 1 1 1 1 

95 0 0 0 0 0 0 0  206 0 0 0 0 0 0 0 

96 ΚΠ 0 0 0 0 0 0  207 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

1 0 0 0 0 

97 0 0 0 0 0 0 0  208 0 0 0 0 0 0 0 

98 0 0 0 0 0 0 0  209 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

1 0 ΚΡ
ΑΒ
ΡΒ
Α 

0 ΚΔ
ΔΔ 

99 ΚΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 0 0 0  210 1 1 1 1 1 0 0 

100 0 0 0 0 0 0 0  211 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

1 0 ΚΡ
Α 

0 0 

101 1 ΚΠ
ΙΔ
Β 

ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΔ
ΔΓΒ 

0 0 0  212 0 0 0 0 0 0 0 

102 ΚΠΙ
ΔΑ 

ΚΙ
ΔΒ  

0 0 0 0 0  213 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

1 0 ΚΡ
Α 

0 0 

103 0 0 0 0 0 0 0  214 0 0 0 0 0 0 0 

104 1 1 1 1 1 1 1  215 0 0 0 0 0 0 0 

105 ΚΠΙ
ΔΑ 

0 0 0 ΚΡ
ΑΑ 

0 0  216 0 0 0 0 0 0 0 

106 1 1 1 1 1 1 1  217 0 0 0 0 0 0 0 

107 1 1 1 1 ΚΡ
ΑΑ 

0 0  218 1 1 1 1 1 0 0 

108 0 0 0 0 0 0 0  219 1 1 1 1 1 0 0 

109 0 0 0 0 0 0 0  220 ΚΠΙ
ΔΑ 

ΚΠΙ
ΔΒ 

ΚΠΙ
ΔΒ 

0 ΚΡ
ΑΡ
ΒΑ 

0 0 
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110 0 0 0 0 0 0 0  221 1 1 ΚΠΙ
ΔΒ 

1 ΚΠ
ΡΒ
Α 

0 0 

111 0 0 0 0 0 0 0  222 1 1 1 ΚΔ
ΔΓΒ 

1 0 0 
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