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ApagoreÔetai h antigraf , apoj keush kai dianom  thc paroÔsac ergasÐac, ex olokl -
rou   tm matoc aut c, gia emporikì skopì. Epitrèpetai h anatÔpwsh, apoj keush kai diano-
m  gia skopì mh kerdoskopikì, ekpaideutik c   ereunhtik c fÔshc, upì thn proôpìjesh na
anafèretai h phg  proèleushc kai na diathreÐtai to parìn m numa. Erwt mata pou aforoÔn
th qr sh thc ergasÐac gia kerdoskopikì skopì prèpei na apeujÔnontai proc ton suggrafèa.

Oi apìyeic kai ta sumper�smata pou perièqontai se autì to èggrafo ekfr�zoun ton
suggrafèa kai den prèpei na ermhneujeÐ ìti antiproswpeÔoun tic epÐshmec jèseic tou EjnikoÔ
Metsìbiou PoluteqneÐou.





PerÐlhyh

H Majhmatik  MontelopoÐhsh anafèretai ston kl�do twn Majhmatik¸n pou asqoleÐtai
me thn dhmiourgÐa majhmatik¸n protÔpwn pou anaparistoÔn diadikasÐec apì ton pragmati-
kì kìsmo. EÐnai gnwstì ìti ta fainìmena me ta opoÐa asqoleÐtai h fusik , h oikonomÐa, h
biologÐa kai �llec epist mec ekfr�zontai mèsw sunart sewn. Melet¸ntac tic sunart seic
autèc kai tic grafikèc touc parast�seic sullègoume qr simec plhroforÐec gia thn exèli-
xh twn fainomènwn mèsa se kat�llhla epilegmèna diast mata tim¸n kai metablht¸n. Sto
plaÐsio autì, stìqoc thc paroÔsac diplwmatik c ergasÐac eÐnai h parousÐash, diatÔpwsh
kai an�lush majhmatik¸n montèlwn pou meletoÔn kai perigr�foun th dunamik  biologik¸n
plhjusm¸n. Ta trÐa basik� b mata pou akoloujoÔntai sth diadikasÐa thc majhmatik  mo-
ntelopoÐhshc perilamb�noun (1) katanìhsh tou fusikoÔ probl matoc kai kataskeu  tou
majhmatikoÔ montèlou pou na anaparist� me akrÐbeia tic diadikasÐec tou sust matoc pou
melet�tai, (2) qr sh majhmatik¸n mejìdwn gia thn katanìhsh thc sumperifor�c tou mo-
ntèlou, kai (3) ermhneÐa twn apotelesm�twn gia na prosdioristeÐ an prokÔptoun shmantik�
fusik� apotelèsmata. Sthn ergasÐa aut  gÐnetai mia eisagwg  sthn montelopoÐhsh du-
namik c plhjusm¸n kai analÔontai oi di�foroi par�gontec pou ephre�zoun ta majhmatik�
montèla. Parousi�zontai merik� plhjusmiak� prìtupa enìc eÐdouc ìpwc to Maljousianì
montèlo an�ptuxhc kai h Logistik  exÐswsh. EpÐshc analÔontai plhjusmiak� prìtupa dÔ-
o kai tri¸n eid¸n, melet¸ntai allhlepidr�seic plhjusm¸n jhreut -jhr�matoc, eid¸n pou
brÐskontai se antagwnismì, en¸ gÐnetai anafor� kai sthn apokop  tm matoc plhjusmoÔ.
Tèloc, exet�zontai plhjusmiak� montèla hlikiak c dom c diakritoÔ kai suneqoÔc qrìnou
mèsw twn pin�kwn Leslie kai twn exis¸sewn McKendrick antÐstoiqa.





Abstract

The objective of this thesis is to introduce the formulation, analysis and application of
mathematical models that describe the dynamics of biological populations. There are th-
ree basic steps in mathematical modeling of biological systems. These steps include (1)
formulation of a mathematical model - problem to represent accurately the underlying
biological process or systems being studied, (2) solving of the realistic problem with ma-
thematical techniques, and (3) interpretation of the mathematical results in the context
of the nonmathematical problem.

The first chapter contains basic theory of linear differential equations, stability and
phase plane analysis. In the second chapter we present discrete one-species models and we
continue in third chapter which deals with the interaction of two and three different spe-
cies. In the fourth and last chapter we analyze the discrete and continuous age-structured
models by presenting Leslie Matrix Model and McKendrick - Von Foester equation respe-
ctively.
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Kef�laio 1

Basik  JewrÐa kai Eisagwgikèc
'Ennoiec

1.1 JewrÐa Eust�jeiac

Up�rqoun di�foroi mèjodoi epÐlushc diaforik¸n exis¸sewn qrhsimopoi¸ntac eÐte analutikèc
teqnikèc, ìpwc h olokl rwsh, ta anaptÔgmata se seirèc eÐte me th qr sh mejìdwn diakrit¸n
metablht¸n ¸ste na epitÔqoume akribeÐc proseggÐseic thc lÔshc enìc probl matoc arqik¸n
tim¸n. Up�rqoun wstìso pollèc diaforikèc exis¸seic, eidikìtera oi mh grammikèc, oi opoÐec
den epidèqontai analutik  epÐlush me opoiond pote eÔloga bolikì trìpo eÐte h eÔresh thc
lÔshc touc eÐnai arket� polÔplokh   kai adÔnath. O trìpoc antimet¸pishc tètoiwn exi-
s¸sewn basÐzetai se mia diaforetik  prosèggish gewmetrikoÔ qarakt ra, thc jewrÐa thc
eust�jeiac miac lÔshc ìpwc parousi�zetai sto [11][2] kai h opoÐa odhgeÐ se mia poiotik 
katanìhsh thc sumperifor�c twn lÔsewn kai ìqi se leptomereÐc posotikèc plhroforÐec.

Parak�tw ja melet soume diaforik� sust mata me genik  morf :

x1ptq � fpt, xq (1.1)

ìpou h fpt, xq eÐnai orismènh, suneq c kai me suneqeÐc merikèc parag¸gouc s� èna pedÐo
Ω � pt, xq : t P J, x P D � Rn�1 , ìpou J � R kai D � Rn. Me autèc tic proôpojèseic
gnwrÐzoume ìti gia k�je shmeÐo pt0, x0q P Ω up�rqei èna di�sthma pt0 � ε, t0 � εq � J , sto
opoÐo to parap�nw sÔsthma dèqetai monadik  lÔsh xpt, t0, x0q, h opoÐa exart�tai apì to
pt0, x0q kai isqÔei xpt0, t0, x0q � x0 .

1.1.1 Autìnoma Sust mata

Up�rqei mia shmantik  kathgorÐa exis¸sewn pr¸thc t�xhc kai susthm�twn exis¸sewn sta
opoÐa to dianusmatikì pedÐo den exart�tai �mesa apì ton qrìno kai kat� sunèpeia o arqikìc
qrìnoc t0 mporeÐ na jewrhjeÐ wc mhdèn dhlad  fpt, xq � fpxq sÔmfwna me to parak�tw
Je¸rhma.

Orismìc 1.1. Onom�zoume autìnomo èna sÔsthma tou opoÐou to dianusmatikì pedÐo den
exart�tai apì ton qrìno.

x1ptq � fpxq (1.2)

ìpou t P J � R , x P D ìpou D � Rn, n � 1, 2, 3, . . . kai f P C1pDq.

1
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Sq ma 1.1: Q¸roc lÔsewn kai q¸roc f�sewn miac autìnomhc diaforik c exÐswshc
sto R2. ([11])

Sust mata pou den eÐnai autìnoma onom�zontai mh-autìnoma.

Orismìc 1.2. 'Ena autìnomo sÔsthma diaforik¸n exis¸sewn orÐzei èna dianusmatikì pedÐo
ìtan k�je shmeÐo px, yq antistoiqÐzetai se èna di�nusma me suntetagmènec pF px, yq, Gpx, yqq.
Dhlad  k�je lÔsh èqei thn troqi� thc se k�je shmeÐo efaptìmenh se autì to dianusmatikì
pedÐo.

Je¸rhma 1.1. Gia k�je t, t0 P R kai x0 P D gia ta opoÐa up�rqei lÔsh xpt, t0, x0q
autìnomou sust matoc isqÔei:

xpt, t0, x0q � xpt� t0, 0, x
0q (1.3)

H apìdeixh tou parap�nw jewr matoc brÐsketai sto [11] kai paraleÐpetai.

H fusik  ermhneÐa tou autìnomou sust matoc eÐnai to sÔsthma tou opoÐou h diamìr-
fwsh, sumperilambanomènwn kai twn fusik¸n paramètrwn kai twn exwterik¸n dun�mewn  
epidr�sewn eÐnai anex�rthth tou qrìnou. Kat� sunèpeia, o autìnomoc autìc qarakt rac enìc
dianusmatikoÔ pedÐou mac epitrèpei na k�noume th melèth mac sto pedÐo D twn n diast�sewn
kai ìqi sto q¸ro twn lÔsewn pou eÐnai pn� 1q diast�sewn.

H lÔsh thc (1.2) eÐnai mia dianusmatik  sun�rthsh x � Φptq pou ikanopoieÐ thn diaforik 
exÐswsh kai mporeÐ na jewrhjeÐ wc mia parametrik  anapar�stash gia mia kampÔlh sto
epÐpedo px, yq. Mia tètoia kampÔlh onom�zetai troqi� kai jewreÐtai wc h diadrom  pou
akoloujeÐ èna kinoÔmeno swmatÐdio tou opoÐou h taqÔthta kajorÐzetai apì th diaforik 
exÐswsh. To epÐpedo px, yq kaleÐtai epÐpedo f�sewn kai èna antiproswpeutikì sÔnolo
apì troqièc wc eikìna f�sewn. H troqi� den parist�nei thn antÐstoiqh lÔsh xpt, t0, x0q
tou sust matoc (2), all� thn probol  thc diadrom c aut c apì ton q¸ro twn lÔsewn, pou
eÐnai ìpwc eÐpame pn� 1q diast�sewn sto q¸ro twn f�sewn n diast�sewn.

Sto sq ma (1.1) ([11]) faÐnontai o q¸roc lÔsewn kai o antÐstoiqoc q¸roc f�sewn miac
diaforik c exÐswshc ston R2.

Orismìc 1.3. 'Ena shmeÐo x0 enìc autìnomou sust matoc diaforik¸n exis¸sewn onom�-
zetai krÐsimo shmeÐo   shmeÐo isorropÐac   st�simo shmeÐo an isqÔei ìti fpx0q � 0.

Pèra apì to gegonìc ìti ta krÐsima shmeÐa apoteloÔn lÔsh tou (1.2), axÐzei na tonÐsoume
ìti h gewmetrik  sumperifor� ìlwn twn �llwn troqi¸n sto q¸ro f�sewn kajorÐzetai se
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meg�lo bajmì apì th fÔsh kai th jèsh twn krÐsimwn aut¸n shmeÐwn. 'Opwc anafèretai kai
sto sto [11] , mporoÔme na parathr soume ta ex c ìson afor� thn meg�lh shmasÐa touc:

(i) Apì k�je shmeÐo x0 tou q¸rou f�sewn pern� monadik  troqi�.

(ii) An mia troqi� xekin� apì mh krÐsimo shmeÐo den mporeÐ na ft�sei se èna krÐsimo shmeÐo
se peperasmèno qrìno.

(iii) Troqi� pou pern� apì èna mh krÐsimo shmeÐo, mÐa toul�qiston for�, den mporeÐ na
xanaper�sei ektìc ki an h troqi� eÐnai kleist . Se aut n thn perÐptwsh lème ìti
èqoume troqi� pou antistoiqeÐ se periodik  lÔsh.

'Oson afor� loipìn tic troqièc, gia mia troqi� enìc autìnomou sust matoc up�rqoun oi
parak�tw dunatìthtec:

(aþ.) na eÐnai krÐsimo shmeÐo.

(bþ.) na plhsi�zei èna krÐsimo shmeÐo kaj¸c tÑ8.

(gþ.) na kineÐtai se kleist  kampÔlh.

(dþ.) na plhsi�zei mia kleist  troqi�.

(eþ.) na teÐnei sto �peiro kaj¸c tÑ8.

1.1.2 Periodikèc lÔseic kai OriakoÐ kÔkloi

Poll� majhmatik� probl mata endiafèrontai gia ton prosdiorismì twn katast�sewn isor-
ropÐac kai twn periodik¸n lÔsewn, kaj¸c kai gia thn an�lush thc eust�jeiac twn lÔsewn
aut¸n. Oi periodikèc lÔseic suqn� paÐzoun shmantikì rìlo se fusik� probl mata lìgw
tou ìti anaparistoÔn katast�seic pou epanalamb�nontai me thn p�rodo tou qrìnou. Ta sh-
meÐa isorropÐac, èqoun biologikì endiafèron giatÐ anaparistoÔn stajerèc katast�seic enìc
sust matoc. To mhdèn eÐnai sun jwc èna shmeÐo isorropÐac. An to mhdèn eÐnai eustajèc
shmeÐo isorropÐac, tìte to sÔsthma plhsi�zei to mhdèn. An mia jetik  lÔsh eÐnai lÔsh isor-
ropÐac kai eÐnai eustaj c tìte gia arqikèc timèc kont� se aut  thn isorropÐa, oi lÔseic thn
proseggÐzoun.

'Ena shmantikì Je¸rhma apì tic Sun jeic Diaforikèc Exis¸seic gia autìnoma sust -
mata dÔo diast�sewn eÐnai autì tou Poincaré - Bendixson’s [1] pou mporeÐ na problèyei
thn asumptwtik  sumperifor� twn lÔsewn tou sust matoc. Epiplèon an èna autìnomo sÔ-
sthma ikanopoieÐ ta krit ria Bendixsons [1] kai Dulac [1] tìte to sÔsthma den èqei kamÐa
periodik  lÔsh.

'Ena autìnomo sÔsthma dÔo diast�sewn èqei th morf :

dx

dt
� fpx, yq (1.4)

dy

dt
� gpx, yq (1.5)

Orismìc 1.4. Onom�zoume periodik  lÔsh tou diaforikoÔ sust matoc (1.2) mia mh sta-
jer  lÔsh xptq h opoÐa ikanopoieÐ th sunj kh: xpt � T q � xptq @ t P rt0,8q , gia k�poio
T ¡ 0 ìpou T h perÐodoc.
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Orismìc 1.5. SumbolÐzoume me ΓpX0, tq thn troqi� miac lÔshc se sun�rthsh me ton
qrìno t xekin¸ntac apì to arqikì shmeÐo X0 � xpt0, ypt0qq � px0, y0q. Me Γ�pX0, tq ja
upodhl¸netai to komm�ti thc troqi�c ìpou t ¥ t0 kai ja kaleÐtai jetik  troqi� , en¸ me
Γ�pX0, tq to komm�ti thc troqi�c ìpou t ¤ t0 kai ja kaleÐtai arnhtik  troqi�. An oi troqièc
eÐnai fragmènec ( bounded), tìte to arnhtikì kai jetikì komm�ti thc troqi�c proseggÐzei ta
oriak� sÔnola kaj¸c tÑ �8   tÑ �8.

Orismìc 1.6. Onom�zoume oriakì sÔnolo αpX0q pα�limitsetq to sÔnolo twn shmeÐwn pou
proseggÐzontai apì thn arnhtik  troqi� Γ�pX0, tq , kaj¸c t Ñ �8. Onom�zoume oriakì
sÔnolo ωpX0q pω � limitsetq to sÔnolo twn shmeÐwn pou proseggÐzontai apì thn jetik 
troqi� Γ�pX0, tq , kaj¸c tÑ �8.

Je¸rhma 1.2. ( Poincaré - Bendixson ) An Γ�pX0, tq , eÐnai mia jetik  troqi� thc sqèshc
(1.2) kleist  kai fragmènh kai to oriakì sÔnolo pω � limitsetq den perièqei kanèna shmeÐo
isorropÐac tìte:

(i) Γ�pX0, tq eÐnai mia periodik  troqi� ( Γ�pX0, tq � ωpX0q )  
(ii) to oriakì sÔnolo ωpX0q eÐnai periodik  troqi� kai thn onom�zoume oriakì kÔklo.

To Je¸rhma Poincaré - Bendixson [1] , mporeÐ na efarmosteÐ se mh grammik� sust mata
an oi lÔseic eÐnai fragmènec. An den isqÔei aut  h proôpìjesh, den mporeÐ na elègxei gia
periodikèc troqièc. Gi�utì to lìgo qrhsimopoioÔntai ta krit ria Bendixson’s [1] kai Dulac
[1].

Je¸rhma 1.3. (Krit rio Bendixson’s ) 'Estw D mia apl� sundedemènh perioq  � R2.
An to

divpf, gq � Bf{Bx� Bg{By
den eÐnai mhdèn kai den all�zei prìshmo sto D ( austhr� jetikì   austhr� arnhtikì ) , tìte
den up�rqoun periodikèc troqièc tou autìnomou sust matoc duo diast�sewn (1.4) sto D.

Je¸rhma 1.4. (Krit rio Dulac ) 'Estw D mia apl� sundedemènh perioq  � R2. An
Bpx, yq eÐnai mia diaforÐsimh sun�rthsh sto D, tìte an

divpBf,Bgq � BpBfq{Bx� BpBgq{By

den eÐnai mhdèn kai den all�zei prìshmo sto D, tìte den up�rqoun periodikèc troqièc tou
autìnomou sust matoc duo diast�sewn (1.4) sto D.

1.2 EpÐpedo F�sewn Grammik¸n Susthm�twn

H ènnoia thc eust�jeiac sqetÐzetai me thn pijanìthta mikr� sf�lmata pou emfanÐzontai
sthn poreÐa thc majhmatik c diadikasÐac, na mporoÔn na exafanÐzontai kaj¸c h diadikasÐa
proqwr�. Antistrìfwc, ast�jeia prokÔptei an mikr� sf�lmata teÐnoun na auxhjoÔn mporeÐ
kai aperiìrista. H lÔsh enìc probl matoc arqik¸n tim¸n eÐnai asumptwtik� eustaj c an
arqik� geitonikèc lÔseic teÐnoun na plhsi�soun th dojeÐsa lÔsh, kai astaj c an teÐnoun
na apomakrunjoÔn apì aut n. Pio apl�, se eustajèc asumptwtikì prìblhma ta graf mata
twn lÔsewn ja sugklÐnoun, en¸ se èna astajèc prìblhma ja apoklÐnoun. Oi majhmatikoÐ
orismoÐ twn ennoi¸n aut¸n dÐnontai parak�tw kai parousi�zontai analutik� sto [11].
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Orismìc 1.7. ( Eust�jeia kat� Liapunov ) 'Estw x0 , èna krÐsimo shmeÐo tou autìnomou
sust matoc x1 � fpxq . Tìte, to x0 onom�zetai:

(i) eustajèc, an @ ε ¡ 0, Dδ � δpεq ¡ 0, ètsi ¸ste h sqèsh |xp0q � x0|   δ, sunep�getai
ìti |xptq � x0|   ε , @t ¥ 0,

(ii) asumptwtik� eustajèc, an eÐnai eustajèc kai epiplèon limxÑ8 |xptq � x0| � 0

(iii) astajèc, an den eÐnai eustajèc.

'Estw grammikì autìnomo sÔsthma me stajeroÔc suntelestèc thc morf c:

x1ptq � Axptq, t P R (1.6)

ìpou, A pÐnakac stajer¸n (n� n) me |A| � 0.

Ja melet soume thn perÐptwsh ìpou o A eÐnai ènac p2� 2q stajerìc pÐnakac kai x èna
p2� 1q di�nusma. EÐnai gnwstì ìti ìloi oi pÐnakec pn� nq eÐnai taxinomhmènoi, me th sqèsh
thc omoiìthtac, se kl�seic isodunamÐac pou antistoiqoÔn se pn� nq pÐnakec tÔpou Jordan.

Prìtash 1.1. 'Estw, ènac pragmatikìc pÐnakac A tÔpou (2�2).Tìte up�rqei ènac pÐnakac
M, me |M | � 0, ètsi ¸ste o pÐnakac J �M�1AM , na eÐnai ènac apì touc parak�tw

(i)

�
λ1 0
0 λ2




(ii)

�
λ0 0
0 λ0




(iii)

�
λ0 1
0 λ0




(iv)

�
a �β
β a




ìpou, λ0, λ1, λ2, α, β pragmatikoÐ arijmoÐ, β ¡ 0 kai λ1 � λ2.

H apìdeixh thc parap�nw prìtashc brÐsketai sto [11] kai paraleÐpetai.

Epomènwc, k�je sÔsthma p2 � 2q thc morf c x1ptq � Axptq me th bo jeia thc sqèshc
xptq �Myptq mporeÐ na metasqhmatisteÐ se èna isodÔnamo kanonikì sÔsthma

y1ptq � Jyptq.

Ac doÔme t¸ra ti sumbaÐnei me thn asumptwtik  sumperifor� twn lÔsewn tou x1ptq �
Axptq. 'Estw to sÔsthma exis¸sewn:

x1ptq � ax� by

y1ptq � cx� dy
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me pÐnaka stajer¸n A=

�
a b
c d



.

|A| � detpAq � ad � bc me |A| � 0 kai trA � a � d. Oi idiotimèc λ1, λ2 tou A eÐnai
rÐzec tou qarakthristikoÔ poluwnÔmou PApλq � λ2 � ptrAq � |A| � 0. Ed¸ diakrÐnoume tic
akìloujec peript¸seic ìpwc orÐzontai sto [11]:

(aþ) Idiotimèc pragmatikèc kai �nisec : λ1 ¡ λ2

To sÔsthma y1ptq � Jyptq , èqei th morf  y11 � λ1y1 , y12 � λ2y2 me lÔseic y1ptq � c1e
λ1t

kai y2ptq � c2e
λ2t ìpou c1, c2 P R

(i) An λ1λ2 ¡ 0 , tìte h arq  p0, 0q sto epÐpedo f�sewn onom�zetai kìmboc kai
eÐnai:

gia λ2   λ1   0 : asumptwtik� eustaj c , (Sq ma 1)

gia λ1 ¡ λ2 ¡ 0 : astaj c , (Sq ma 2)

(ii) An λ1λ2   0 , tìte h arq  p0, 0q sto epÐpedo f�sewn onom�zetai shmeÐo s�g-
matoc , (Sq ma 3)

(bþ) 'Isec idiotimèc : λ1 � λ2 � λ0

(i) O J eÐnai diag¸nioc :

Tìte èqoume ènan eidikì kìmbo, to �stro, to opoÐo eÐnai :

gia λ0   0 : asumptwtik� eustajèc , (Sq ma 4)

gia λ0 ¡ 0 : astajèc , (Sq ma 5)

(ii) O J den eÐnai diag¸nioc :

Tìte h arq  onom�zetai nìjoc kìmboc , o opoÐoc eÐnai :

gia λ0   0 : asumptwtik� eustaj c , (Sq ma 6)

gia λ0 ¡ 0 : astaj c , (Sq ma 7)

(gþ) Migadikèc idiotimèc : λ1,2 � a� ib ,b ¡ 0

(i) gia a � 0 : EstÐa   speiroeidèc shmeÐo kai eÐnai :

an a ¡ 0 : astajèc , (Sq ma 8)

an a   0 : asumptwtik� eustajèc , (Sq ma 9)

(ii) gia a � 0: Tìte h arq  onom�zetai kèntro kai apoteleÐ th monadik  mh tetrimmènh
periodik  sumperifor� pou sunant�tai sta grammik� sust mata. K�je shmeÐo
ektìc thc arq c, sunant�tai �peirec forèc me perÐodo T � p2πq{β. (Sq ma 10)

Parat rhsh: Jewr same ìti |A| � 0 , giatÐ se antÐjeth perÐptwsh ja proèkuptan
�peirec stajerèc lÔseic, dhlad  memonwmèna shmeÐa twn opoÐwn oi troqièc eÐnai eujeÐec
par�llhlec metaxÔ touc pou ìmwc den parousi�zoun k�poio idiaÐtero endiafèron.
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Σχήμα 1:     λ2<λ1<0  

ασυμπτωτικά ευσταθής κόμβος 

Σχήμα 2:     λ1>λ2>0            

ασταθής κόμβος 

Σχήμα 3:     λ2<0<λ1              

σημείο σάγματος 

Σχήμα 4:     λ0<0          

ασυμπτωτικά ευσταθές άστρο 

Σχήμα 5:     λ0>0                 

ασταθές άστρο 

Σχήμα 6:     λ0<0                         

ασυμπτωτικά ευσταθής νόθος κόμβος 

Σχήμα 7:     λ0>0                                  

ασταθής νόθος κόμβος 

Σχήμα 8:     α>0                                  

ασταθής εστία 

Σχήμα 9:     α<0                                  

ασυμπτωτικά ευσταθής εστία 

Σχήμα 10:     α=0                                  

κέντρο 

Sq ma 1.2: PedÐo f�sewn ([11])
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Sq ma 1.3: Genik  Taxinìmhsh Eust�jeiac Grammik¸n Susthm�twn ([11])
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Sth sunèqeia thc paroÔsac diplwmatik c ergasÐac, ta jèmata pou ja parousiastoÔn an�
kef�laio eÐnai:

Sto deÔtero kef�laio, gÐnetai mia eisagwg  sthn montelopoÐhsh dunamik c plhjusm¸n
kai analÔontai oi di�foroi par�gontec pou ephre�zoun ta majhmatik� montèla. Parousi�-
zontai merik� jemeli¸dh plhjusmiak� prìtupa enìc eÐdouc ìpwc to Maljousianì montèlo
an�ptuxhc kai h Logistik  exÐswsh.

Sto trÐto kef�laio, analÔontai plhjusmiak� prìtupa dÔo kai tri¸n eid¸n, melet¸ntai
allhlepidr�seic plhjusm¸n jhreut -jhr�matoc, eid¸n pou brÐskontai se antagwnismì, en¸
gÐnetai anafor� kai sthn apokop  tm matoc plhjusmoÔ.

Tèloc, to tètarto kai teleutaÐo kef�laio asqoleÐtai me plhjusmiak� montèla hlikiak c
dom c diakritoÔ kai suneqoÔc qrìnou, mèsw twn pin�kwn Leslie kai twn exis¸sewn McKen-
drick antÐstoiqa.



Kef�laio 2

Plhjusmiak� Prìtupa enìc
eÐdouc

2.1 MontelopoÐhsh Dunamik c Plhjusm¸n

H plhjusmiak  oikologÐa [3] , asqoleÐtai me thn an�ptuxh jewri¸n gÔrw apì th dom  kai th
dunamik  twn biologik¸n koinot twn.Suqn� oi koinìthtec autèc, apoteloÔntai apì èna me-
g�lo arijmì eid¸n kai anagkastik�, h plhjusmiak  oikologÐa ja dÐnei idiaÐterh èmfash stic
allhlepidr�seic metaxÔ twn eid¸n, ìpwc gia par�deigma ston antagwnismì kai th j reush.
Oi melètec pou epikentr¸nontai sthn an�ptuxh majhmatik¸n montèlwn pou perigr�foun th
dunamik  twn plhjusm¸n, jewroÔn suqn� allhlepidr�seic metaxÔ duo   perissìterwn ei-
d¸n. Apì aut  thn optik  gwnÐa ja mporoÔse kaneÐc na jewr sei, ìti h montelopoÐhsh
thc dunamik c enìc eÐdouc den eÐnai shmantik    eÐnai plhktik  miac kai den up�rqoun poll�
pr�gmata na anakalÔyoume. Up�rqoun, wstìso pollèc peript¸seic kat� tic opoÐec sqetik�
aplèc diadikasÐec aÔxhshc plhjusmoÔ eÐnai jemeli¸douc shmasÐac tìso apì episthmonik c,
ìso kai praktik c �poyhc. H an�ptuxh enìc mìno eÐdouc eÐnai mia polÔ shmantik  diergasÐa
gia par�deigma se peript¸seic :

� RagdaÐac aÔxhsh tou anjr¸pinou plhjusmoÔ.

� Eisbol c exwtik¸n   genetik¸n tropopoihmènwn organism¸n se fusik� perib�llonta.

� Epidhmi¸n loimwd¸n noshm�twn kai strathgik¸n gia thn prìlhy  touc.

2.1.1 Plhjusmiak  kat�stash (p-state)

H diamìrfwsh enìc montèlou gia th dunamik  opoioud pote plhjusmoÔ eÐnai ousiastik� h
eÔresh enìc kanìna, pou ja perigr�fei thn allag  tou plhjusmoÔ [3]. 'Ena tètoio montè-
lo, apant�ei sthn er¸thsh gia to pwc ènac plhjusmìc ja all�xei sto (kontinì) mèllon,
dedomènou:

(1) thc up�rqousac kat�stashc kai (2) twn periballontik¸n sunjhk¸n stic opoÐec
ektÐjetai o plhjusmìc.

10



2.1. MONTELOPO�IHSH DUNAMIK�HS PLHJUSM�WN 11

Sq ma 2.1: AÔxhsh Pagkìsmiou PlhjusmoÔ ton teleutaÐo ai¸na. Phg : WHO ([3])

Sq ma 2.2: EktÐmhsh AÔxhsh Pagkìsmiou PlhjusmoÔ ([3])
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Autèc oi allagèc mporeÐ na anafèrontai sto sÔnolo twn mel¸n eÐte sth sÔnjesh twn mel¸n
tou plhjusmoÔ. Gia par�deigma, ac jewr soume èna montèlo pou perigr�fei pwc ja all�xei
o arijmìc twn en likwn kai an likwn atìmwn. O plhjusmìc mporeÐ na all�xei sto sÔnolo
en¸ h suqnìthta meg�lwn kai nèwn atìmwn na parameÐnei stajerìc. Ac skeftoÔme tic alla-
gèc ston anjr¸pino plhjusmì ta teleutaÐa 100 qrìnia (Sq ma 2.1[3]) . 'Oqi mìno up�rqei
endiafèron gia tic allagèc sto sÔnolo twn anjr¸pwn pagkosmÐwc, all� kai sthn hlikiak 
dom  tou plhjusmoÔ. H plhj¸ra mazÐ me th dom  diamorf¸noun thn ek�stote plhjusmiak 
kat�stash dhlad  apì pìsa �toma kai apì ti eÐdouc (hlikÐa, fusik� qarakthristik�, fÔlo
ktl) apartÐzetai o plhjusmìc.

2.1.2 Atomik  kat�stash (i-state)

O k�je organismìc atomik� apoteleÐ mia shmantik  ontìthta sth dunamik  twn plhjusm¸n,
kaj¸c oi plhjusmiakèc allagèc sqetÐzontai �mesa me allagèc sthn kat�stash k�je or-
ganismoÔ xeqwrist�. Gia par�deigma, oi allagèc sto pl joc eÐnai apotèlesma genn sewn,
jan�twn, metan�steushc ktl. en¸ allagèc sthn plhjusmiak  dom  sqetÐzontai me thn g -
ransh   thn allag  sth fusik  kat�stash twn organism¸n. Apì thn �llh, h pijanìthta
èna mèloc tou plhjusmoÔ na anaparaqjeÐ sqetÐzetai �mesa me thn hlikÐa tou kai �lla fu-
sik� qarakthristik�. H atomik  kat�stash   i-state [3] , eÐnai h sullog  plhrofori¸n pou
sqetÐzontai me thn fusiologÐa memonwmènwn organism¸n enìc plhjusmoÔ kai ton rìlo tou
kÔklou zw c touc stic diadikasÐec anaparagwg c, jan�tou, an�ptuxhc   metan�steushc. H
memonwmènh kat�stash mporeÐ na sqetÐzetai me opoiesd pote metablhtèc qarakthrÐzoun ta
�toma, all� h epilog  periorÐzetai sun jwc se mia   dÔo (pq. h hlikÐa kai /   to mègejoc)
(Sq ma 2.3) .

2.1.3 Periballontik  kat�stash (E-state)

Oi periballontikèc sunj kec stic opoÐec ektÐjentai oi organismoÐ eÐnai exÐsou shmantikoÐ
gia thn dunamik  touc, afoÔ sun jwc jètoun touc periorismoÔc sthn an�ptux  touc. Oi
sunj kec autèc, exart¸ntai apì biotikoÔc kai abiotikoÔc par�gontec ìpwc thn jermokrasÐa,
thn ugrasÐa, touc diajèsimouc pìrouc kai to pl joc jhreut¸n kai antagwnist¸n. Epomè-
nwc, h periballontik  kat�stash   E-state [3], perigr�fei to sÔnolo twn metablht¸n pou
kajorÐzoun ton kÔklo zw c twn mel¸n enìc plhjusmoÔ. An gia par�deigma jewr soume
wc dedomènh thn dunatìthta pijan c anaparagwg c enìc organismoÔ, ètsi ìpwc orÐzetai
apì thn atomik  kat�stash, h periballontik  ja kajorÐsei an telik� ja pragmatopoihjeÐ h
anaparagwg .

2.1.4 ExÐswsh plhjusmiak c isorropÐac

An jewr soume ton plhjusmì, na apoteleÐtai apì èna sÔnolo sugkekrimènwn eid¸n pou
epibi¸noun se dedomènh perioq , tìte oi ìpoiec allagèc ston plhjusmì sqetÐzontai me thn
anaparagwg , ton j�nato kai thn metan�steush twn organism¸n. Epomènwc, mporoÔme na
ekfr�soume èna montèlo plhjusmiak c dunamik c me thn akìloujh exÐswsh [3]:

Plhjusmiak  allag =Genn seic -J�natoi +Exwterik  metan�steush -Eswterik 
metan�steush.
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Sq ma 2.3: Hlikiak  katanom  plhjusmoÔ sthn OllandÐa ta èth 1950, 1975 kai 2000.
K�je mp�ra anaparist� ton arijmì twn mel¸n se hlikiakèc kl�seic twn pènte et¸n
xekin¸ntac apì 0-4 et¸n, 5-9 et¸n kai ft�nontac ta 90-94 èth kaj¸c kai hlikÐec apì
95 et¸n kai p�nw. Phg : CBS, The Netherlands. ([3])
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Sq ma 2.4: O sunolikìc arijmìc genn sewn kai jan�twn se kl�seic twn 5 et¸n sthn
OllandÐa to 1999. K�je mp�ra anaparist� ton arijmì twn atìmwn pou genn jhkan
(kìkkino)   apebÐwsan (mple) sthn OllandÐa se hlikiakèc kl�seic twn pènte et¸n,
xekin¸ntac apì 0-4 et¸n, 5-9 et¸n kai ft�nontac ta 90-94 èth kaj¸c kai hlikÐec apì
95 et¸n kai p�nw. Phg  CBS, The Netherlands. ([3])
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Se kleistoÔc plhjusmoÔc   kleist� sust mata , h eswterik  kaj¸c kai h exwterik 
metan�steush mporoÔn na jewrhjoÔn amelhtèec. Autì mporeÐ na sumbeÐ an to mègejoc thc
perioq c jewrhjeÐ polÔ meg�lo   h perioq  jewreÐtai kleist  gia opoiad pote metakÐnhsh.
Qarakthristikì par�deigma kleistoÔ sust matoc apoteleÐ mia lÐmnh en¸ anoiqtoÔ èna pot�mi.

2.2 Maljousianì Montèlo aÔxhshc plhjusmoÔ
(Malthus Model)

To endiafèron gia to pwc oi plhjusmoÐ aux�nontai kai h epeÐgousa anaz thsh lÔsewn gia
thn aÔxhsh aut , enisqÔjhke sta tèlh tou 18ou ai¸na ìtan o Thomas Malthus (1766-1834)
[4] dhmosÐeuse to perÐfhmo {DokÐmio perÐ thc Arq c tou PlhjusmoÔ}, dhl¸nontac ìti h
dunamik  tou plhjusmoÔ eÐnai makr�n megalÔterh apì th dunamik  thc ghc na par�gei ta
èxoda diamon c twn anjr¸pwn. An kai to Maljousianì montèlo èqei apodeiqjeÐ anakribèc
gia teqnologik� aneptugmènec q¸rec, dedomènou ìti den lamb�nontai up�oyin shmantikoÐ
par�gontec pou ephre�zoun thn plhjusmiak  an�ptuxh, apotèlese wstìso b�sh gia thn
an�ptuxh thc jewrÐac perÐ dunamik c tou plhjusmoÔ.

Prosdiorismìc tou probl matoc: Ac upojèsoume ìti gnwrÐzoume ton plhjusmì se de-
domènh qronik  stigm , gia par�deigma P0 gia qrìno t � t0 kai jèloume na upologÐsoume ton
plhjusmì P se qrìno t � t1. Endiaferìmaste dhlad  na broÔme mia sun�rthsh plhjusmoÔ
P ptq gia t ¤ t ¤ t1 dedomènou ìti P pt0q � P0.

Oi suntelestèc pou ephre�zoun thn plhjusmiak  aÔxhsh eÐnai saf¸c o rujmìc genn se-
wn kai o rujmìc jan�twn oi opoÐoi prosdiorÐzontai apì diaforetikoÔc par�gontec. O rujmìc
genn sewn ephre�zetai gia par�deigma apì th brefik  jnhsimìthta, thn iatrofarmakeutik 
perÐjalyh en¸ o rujmìc jan�twn apì th dhmìsia ugeÐa, touc polèmouc, th mìlunsh, to
yuqologikì strec kai �lla. 'Alloi shmantikoÐ par�gontec oi opoÐoi ephre�zoun to montèlo
all� den ja l�boume up�oyin eÐnai h metan�steush kaj¸c kai h diajesimìthta pìrwn kai
q¸rou.

Ac upojèsoume ìti se dedomènh qronik  stigm  èqoume èna posostì genn sewn b kai
èna posostì jan�twn c. O nèoc plhjusmìc P pt�∆tq ja isoÔtai me ton prohgoÔmeno P ptq
sun th diafor� genn sewn kai jan�twn kat� th qronik  stigm  ∆t. Dhlad 

P pt�∆tq � P ptq � bP ptq∆t� cP ptq∆t (2.1)

 
∆P

∆t
� bP � cP � kP, gia t ¤ t ¤ t1, P pt0q � P0 me k ¡ 0. (2.2)

H lÔsh thc diaforik c aut c exÐswshc eÐnai:

P ptq � P0e
kpt�t0q (2.3)

gnwst  kai wc Maljousianì Montèlo plhjusmiak c aÔxhshc [4], to opoÐo problèpei ìti o
plhjusmìc upì idanikèc sunj kec ja aux�netai ekjetik� me to qrìno.

'Elegqoc montèlou An k�noume th grafik  par�stash tou plhjusmoÔ twn HPA me-
rik¸n et¸n [4] blèpoume ìti to montèlo apoklÐnei idiaÐtera gia ta teleutaÐa qrìnia. Gia par�-
deigma, to 1990 o plhjusmìc sthn Amerik   tan 248.710.000 kai to 1970  tan 203.211.926.
Antikajist¸ntac sthv exÐswsh (2.3) èqoume:
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248.710.000

203.211.926
� ekp1990�1970q

�ra

k � p 1

20
q ln

248.710.000

203.211.926
� 0.01

ParathroÔme dhlad  ìti sto di�sthma miac 20etÐac , apì to 1970 èwc to 1990, o plhjusmìc
auxanìtan perÐpou 1% k�je qrìno. Qrhsimopoi¸ntac thn plhroforÐa aut , ac epiqeir soume
na upologÐsoume poioc  tan o plhjusmìc to 2000. 'Eqoume ìti t0 � 1990, P0 � 248.710.000
kai k � 0.01 apì to opoÐo prokÔptei ìti:

P p2000q � 248.710.000e0.01p2000�1990q � 303.775.080.

To 2000 ìmwc o plhjusmìc twn HPA  tan 281.400.000. Autì shmaÐnei ìti to montèlo
apoklÐnei kat� 8%. An kai ja mporoÔsame na parablèyoume to l�joc autì, ac doÔme ti
ja gÐnei sto mèllon. An efarmìsoume kai p�li thn exÐswsh gia to ètoc 2300 upologÐzoume
ìti o plhjusmìc twn HPA ja eÐnai perÐpou 55.209 dic, ènac arijmìc o opoÐoc uperbaÐnei
kat� polÔ tic trèqousec ektim seic tou mègistou bi¸simou plhjusmoÔ se olìklhro ton
plan th! Katal goume loipìn sto sumpèrasma ìti to Maljousianì montèlo eÐnai par�logo
gia makroprìjesmec problèyeic [4].

2.3 Logistikì Montèlo aÔxhshc

Anaferj kame sto montèlo pou perigr�fei thn ekjetik  aÔxhsh enìc plhjusmoÔ

∆P

∆t
� kP,

ìtan k ¡ 0. An kai to sugkekrimèno montèlo antikatoptrÐzei apotelèsmata peiram�twn sto
arqikì touc st�dio, katanooÔme ìti kanènac plhjusmìc den mporeÐ na aux�netai ep�apeiron.
'Otan ènac plhjusmìc auxhjeÐ kat� polÔ arqÐzei na allhlepidr� diaforetik� me to perib�llon
kai me �lla eÐdh ìpwc anafèretai sto [4]. H èlleiyh pìrwn mporeÐ na mei¸sei shmantik�
thn aÔxhsh enìc meg�lou plhjusmoÔ. Akìma ìmwc ki an aux soume ta apojèmata trof c
èreunec èqoun deÐxei ìti kai p�li o rujmìc aÔxhshc elatt¸netai ìso h plhjusmiak  puknìthta
aux�netai. Stouc perissìterouc plhjusmoÔc ta mèlh antagwnÐzontai metaxÔ touc gia thn
trof , to q¸ro diabÐwshc kai �llouc fusikoÔc pìrouc. Ac jewr soume ìti h metablht  k
thc exÐswshc

P ptq � P0e
kpt�t0q

den eÐnai plèon stajer  all� exart�tai apì ton plhjusmì. 'Oso o plhjusmìc aux�netai kai
proseggÐzei to mègisto plhjusmì M h tim  k mei¸netai. 'Ena aplì upomontèlo [4] gia to
k eÐnai:

k � rpM � P q, r ¡ 0, r �staj.

Antikajist¸ntac sthn exÐswsh (2.3), prokÔptei h exÐswsh

dP

dt
� rpM � P qP (2.4)
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dP

P pM � P q � rdt, me P pt0q � P0. (2.5)

h opoÐa prwtoparousi�sthke apì ton Ollandì Majhmatikì kai Biolìgo Pierre-Francois
Verhulst (1804-1849), kai eÐnai perissìterh gnwst  wc Logistikì Montèlo aÔxhshc [4].

Apì thn �lgebra gnwrÐzoume ìti isqÔei

1

P pM � P q �
1

M
p 1

P
� 1

M � P
q

kai h exÐswsh (2.4) gr�fetai wc

dP

P
� dP

M � P
� rMdt

. Oloklhr¸nontac èqoume

lnP � ln |M � P | � rMt� C, me C � staj . (2.6)

Qrhsimopoi¸ntac tic arqikèc sunj kec gia P  M èqoume

C � ln
P0

M � P0
� rMt0

H lÔsh mac dÐnei

P ptq � P0MerMpt�t0q

M � P0 � P0erMpt�t0q
(2.7)

Gia na ektim soume to P kaj¸c tÑ8 èqoume ìti:

P ptq � P0M

P0 � pM � P0qe�rMpt�t0q
. (2.8)

Apì thn exÐswsh (2.8), parathroÔme ìti ìso o qrìnoc teÐnei sto �peiro, to P ptq plhsi�zei
ton mègisto plhjusmì M . Epiplèon, an upologÐsoume thn deÔterh par�gwgo thc exÐswshc
(2.4)

P 2 � rMP 1 � 2rPP 1 � rP 1pM � 2P q

èqoume ìti P 2 � 0 ìtan P � M
2 . Autì shmaÐnei ìti ìtan o plhjusmìc P ft�sei sto

misì tou mègistou plhjusmoÔ M , tìte o ìroc dP
dt arqÐzei na mei¸netai gr gora proc to

mhdèn. 'Etsi, an gnwrÐzoume ìti èqoume mègisth aÔxhsh plhjusmoÔ gia P � M
2 , mporoÔme se

deÔterh f�sh na upologÐsoume to M . H grafik  par�stash onom�zetai logistik  kampÔlh
[4] kai faÐnetai sto (Sq ma 1.1) gia P  M .

To logistikì montèlo dÐnei ikanopoihtik� apotelèsmata gia plhjusmoÔc apl¸n orga-
nism¸n se periorismèno q¸ro, ìpwc gia par�deigma me thn kallièrgeia zumomÔkhta pou ja
doÔme sto epìmeno kef�laio. Wstìso, ìtan anaferìmaste se an¸terouc plhjusmoÔc anjr¸-
pwn fut¸n kai z¸wn, me pio polÔploko kÔklo zw c, eÐnai polÔ pijanì na prèpei na lhfjoÔn
up�oyin polloÐ par�metroi pou all�zoun shmantik� thn plhjusmiak  aÔxhsh.
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Sq ma 2.5: Grafik  par�stash logistik c aÔxhshc. Phg :
http://www.math.andyou.com

2.4 Stoqastik� Montèla

Sthn èwc t¸ra melèth èqoume jewr sei tic diadikasÐec genn sewn kai jan�tou wc nteter-
ministikèc. Ta nteterministik� montèla upojètoun ìti oi genn seic kai oi j�natoi, gÐnontai
me kajorismèno kai problèyimo trìpo pou ìmwc tic perissìterec forèc den antapokrÐnontai
sthn pragmatikìthta. Gia ton lìgo autì, ja  tan qr simo na kataskeu�soume èna sto-
qastikì montèlo, dhlad  na kateujÔnoume tic problèyeic mac basizìmenoi se pijanotikèc
epilogèc sÔmfwna me ta [5], [12]. Ta nteterministik� montèla apodÐdoun se k�je arqik 
kat�stash enìc plhjusmoÔ mia eniaÐa kai monadik  troqi�, dhlad  èna sugkekrimèno apo-
tèlesma. Se antÐjesh, ta stoqastik� montèla basÐzontai sthn pijanìthta na sumbeÐ k�ti,
sthrizìmena se istorik� dedomèna tou sust matoc. H arqik  kat�stash tou plhjusmoÔ
kajorÐzei mia olìklhrh oikogèneia troqi¸n kai kajemi� apì autèc mporeÐ na prokÔyei me
dedomènh pijanìthta.

2.4.1 Stoqastikì Montèlo Genn sewn

Gia na dieukolÔnoume thn an�lus  mac ja upojèsoume ìti den up�rqoun j�natoi   ìti èqoun
amelhtèa dr�sh se sÔgkrish me genn seic [5], [12]. Autì eÐnai mia logik  prosèggish ìson
afor� thn an�ptuxh twn bakthrÐwn kai �llwn eid¸n pou anapar�gontai me kuttarik  diaÐresh.
Upojètoume ìti h pijanìthta anaparagwg c eÐnai tuqaÐa kai mia gènnhsh mporeÐ na l�bei
q¸ra   ìqi me Ðsh pijanìthta. Epomènwc, ac jewr soume ìti h pijanìthta èna mèloc tou
plhjusmoÔ na anapar�gei èna nèo mèloc se qrìno ∆t eÐnai λ∆t , ìpou h metablht  λ eÐnai
stajer  kai anex�rthth tou megèjouc tou plhjusmoÔ P . Katèpèktash, h pijanìthta na mhn
èqoume kamÐa gènnhsh eÐnai 1 � λ∆t , afoÔ apì thn JewrÐa Pijanot twn eÐnai gnwstì ìti
to �jroisma ìlwn twn pijanot twn apì ìla ta endeqìmena prèpei na eÐnai Ðso me th mon�da.
Epeid  den mporoÔme na upologÐsoume ton akrib  plhjusmì se dedomèno qrìno, ac doÔme
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poia h pijanìthta se qrìno pt�∆tq o plhjusmìc na eÐnai P . Up�rqoun duo peript¸seic:

(i) O plhjusmìc  tan P ptq se qrìno t kai den eÐqame kamÐa gènnhsh to qronikì di�sthma
∆t.

(ii) O plhjusmìc  tan P ptq � 1 se qrìno t kai eÐqame mia akrib¸c gènnhsh to qronikì
di�sthma ∆t.

H pijanìthta na èqoume dÔo   perissìterec genn seic apì diaforetik� mèlh tautìqrona eÐnai
amelhtèa an jewr soume ìti to di�sthma ∆t eÐnai arket� mikrì.

Ac onom�soume

� NP ptq thn pijanìthta na èqoume plhjusmì P se qrìno t.

� σP�1 thn pijanìthta na èqoume mia akrib¸c gènnhsh ston plhjusmì P � 1.

� νP thn pijanìthta na mhn èqoume kamÐa gènnhsh ston plhjusmì P .

Tìte
NP pt�∆tq � σP�1NP�1ptq � νPNP ptq (2.9)

An h pijanìthta èna mèloc na mhn d¸sei apìgono eÐnai 1 � λ∆t, tìte h pijanìthta na
mhn èqoume genn seic metaxÔ P diaforetik¸n mel¸n ja eÐnai p1� λ∆tqP . 'Ara

νP � p1� λ∆tqP .

H pijanìthta na èqoume mia toul�qiston gènnhsh ston plhjusmì P eÐnai tìte:

1� νP � 1� p1� λ∆tqP .

AfoÔ jewr same to ∆t arket� mikrì kai thn pijanìthta dÔo   perissìterwn genn sewn
amelhtèa, h pijanìthta miac akrib¸c gènnhshc eÐnai Ðsh me thn pijanìthta miac toul�qiston
gènnhshc. 'Ara

σP�1 � 1� p1� λ∆tqP�1.

Apì to di¸numo tou NeÔtwna èqoume telik� ìti:

νP � 1� λP∆t.

σP�1 � λpP � 1q∆t.

Antikajist¸ntac sthn exÐswsh (2.9) èqoume ìti:

NP pt�∆tq � λpP � 1q∆tNP�1ptq � p1� λP∆tqNP ptq.

Telik� to sÔsthma sun jwn diaforik¸n exis¸sewn pou prokÔptei eÐnai to:

dNP

dt
� λpP � 1qNP�1 � λPNP

.
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H lÔsh thc exÐswshc aut c eÐnai

NP ptq �
�
P � 1

P0 � 1



e�λP0tp1� e�λtqP�P0 . (2.10)

ìpou P � P0, P0 � 1, P0 � 2, ..... kai P p0q � P0.

Par�deigma 2.1. An h pijanìthta gènnhshc eÐnai 2% to qrìno, tìte gia arqikì plhjusmì
P � 10 poia h pijanìthta o plhjusmìc na parameÐnei Ðdioc èna qrìno met� kai poia h
pijanìthta o plhjusmìc na eÐnai P � 12 èna kai duo qrìnia met�?

LÔsh. AfoÔ h pijanìthta gènnhshc eÐnai 2% an� ètoc, dhlad  λ � 0.02 kai P0 � 10, h
pijanìthta o plhjusmìc na parameÐnei Ðdioc èna qrìno met� sÔmfwna me thn exÐswsh (2.10)
eÐnai P10p1q � e0.02 � 82%.

H pijanìthta o plhjusmìc na auxhjeÐ se P � 12 èna qrìno met� eÐnai 1, 7% en¸ se
duo qrìnia eÐnai 5%. Apì thn �llh an o arqikìc plhjusmìc  tan 1000 tìte h pijanìthta
na parameÐnei Ðdioc o arijmìc autìc ton epìmeno qrìno eÐnai uperbolik� mikr , P1000p1q �
e�20 � 2� 10�7%

Axiolog¸ntac to parap�nw montèlo, èqoume na parathr soume ìti h upìjesh Ôparxhc
mìno genn sewn den eÐnai kajìlou realistik  ìson afor� thn efarmog  thc sthn oikologÐa.
Par�ola aut�, èqei to pleonèkthma na eÐnai to pio aplì stoqastikì montèlo pou perigr�fei
thn aÔxhsh tou plhjusmoÔ eid¸n pou anapar�gontai me kuttarik  diaÐresh.

2.4.2 Stoqastikì Montèlo Jan�twn

Se aut  thn enìthta, ja doÔme thn antÐjeth diadikasÐa tou stoqastikoÔ montèlou genn sewn
kai ja melet soume to pwc h pijanìthta jan�tou sqetÐzetai me ton qrìno zw c enìc organi-
smoÔ [12]. Tètoia montèla brÐskoun meg�lh efarmog  sthn oikologÐa, ìpwc gia par�deigma
sthn perÐptwsh pou to perib�llon enìc apomonwmènou plhjusmoÔ molunjeÐ   katastrafeÐ
se tètoio bajmì ìpou den up�rqei dunatìthta anaparagwg c kai o rujmìc jan�twn twn
mel¸n eÐnai anex�rthtoc thc hlikÐac touc.

Ac k�noume k�poiec basikèc upojèseic prin proqwr soume sthn kataskeu  tou montè-
lou.

(i) Oi organismoÐ den anapar�gontai.

(ii) Oi organismoÐ anaptÔssontai anex�rthta.

(iii) o rujmìc jan�twn µ eÐnai stajerìc sto qrìno kai paramènei Ðdioc gia ìla ta mèlh tou
eÐdouc.

H teleutaÐa mac upìjesh, eÐnai isodÔnamh me to na poÔme ìti ta mèlh enìc eÐdouc den
gern�ne to opoÐo ìmwc den eÐnai kai polÔ realistikì. Ja doÔme parak�tw wstìso ta montèla
hlikiak c dom c.

Ac upojèsoume ìti h pijanìthta jan�tou enìc mèlouc tou plhjusmoÔ se qrìno ∆t eÐnai
µ∆t , ìpou µ � stajerì kai anex�rthto tou megèjouc tou plhjusmoÔ P . H mejodologÐa
eÐnai ìmoia me aut  pou akolouj same gia tic genn seic. Ac doÔme poia h pijanìthta se
qrìno pt�∆tq o plhjusmìc na eÐnai P . Up�rqoun p�li duo peript¸seic:



2.5. MONT�ELO AN�APTUXHS ME QRONIK�H UST�ERHSH AP�OKRISHS 21

(i) O plhjusmìc  tan P ptq se qrìno t kai den eÐqame kanèna j�nato to qronikì di�sthma
∆t.

(ii) O plhjusmìc  tan P ptq � 1 se qrìno t kai eÐqame ènan akrib¸c j�nato to qronikì
di�sthma ∆t.

H pijanìthta na èqoume dÔo   perissìterouc jan�touc tautìqrona eÐnai amelhtèa an je-
wr soume xan� ìti to di�sthma ∆t eÐnai arket� mikrì. Akolouj¸ntac parìmoia b mata,
katal goume sthn parak�tw diaforik  exÐswsh:

dNP

dt
� µpP � 1qNP�1 � µPNP

.

H lÔsh thc exÐswshc aut c eÐnai:

NP ptq �
�
P0

P



e�µPtp1� e�µtqP0�P . (2.11)

ìpou P � P0, P0 � 1, P0 � 2, . . . kai P p0q � P0.

2.5 Montèlo an�ptuxhc me qronik  ustèrhsh
apìkrishc

An kai poll� peir�mata se periballontik� apomonwmènouc plhjusmoÔc èqoun deÐxei ikano-
poihtik  poiotik  kai posotik  sumfwnÐa me to Logistikì montèlo an�ptuxhc, �lla peir�mata
èqoun deÐxei ìti h fèrousa ikanìthta tou sust matoc den epitugq�netai monìtona. H fè-
rousa ikanìthta enìc sust matoc eÐnai mia polÔ shmantik  par�metroc kai sqetÐzetai me th
dunatìthta tou ek�stote sust matoc na uposthrÐxei thn Ôparxh zw c [6]. Se peript¸seic
qronoôstèrhshc (Time-Delay) , o plhjusmìc talant¸netai gÔrw apì th fèrousa ikanìth-
ta an�loga me thn qronik  ustèrhsh tou sust matoc. Mia tètoia perÐptwsh ja mporoÔse
na apoteleÐ gia par�deigma èna d�soc, to opoÐo apoteleÐtai apì di�fora eÐdh dèntrwn [5].
'Estw ìti se dedomèno qrìno, o arijmìc twn dèntrwn eÐnai lÐgo parak�tw apì thn fèrousa
ikanìthta tou d�souc. 'Eqontac epark  jreptik� sustatik� ta dèntra ja par�goun karpoÔc
oi opoÐoi merik� qrìnia argìtera ja d¸soun èna meg�lo arijmì nèwn dèntrwn. Gia merik�
qrìnia akìma ja anaptÔssontai suneq¸c nèa dèntra, par' ìlo pou o plhjusmìc touc mporeÐ
na èqei xeper�sei ton arijmì pou to perib�llon mporeÐ na sunthr sei. Stadiak� o rujmìc
jan�twn ja arqÐsei na aux�netai kai Ðswc xeper�sei ton arijmì genn sewn, akìma kai ì-
tan o plhjusmìc pèsei k�tw apì th fèrousa ikanìthta tou sust matoc kai an h ustèrhsh
apìkrishc eÐnai polÔ meg�lh mporeÐ na odhg sei kai sthn exaf�nish tou eÐdouc.

An up�rqei kajorismènoc qrìnoc antÐdrashc met� apì èna erèjisma tìte mil�me gia
diakrit  ustèrhsh [1]. An h antÐdrash den gÐnetai met� apì èna sugkekrimèno qrìno all�
se suneqèc eÔroc qrìnou mil�me gia suneq  ustèrhsh.

Mia prwtob�jmia grammik  diaforik  exÐswsh me diakritì qrìno ustèrhsh τ ¡ 0 èqei
thn akìloujh morf :

dN

dt
� αNptq � bNpt� τq � fptq. (2.12)
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Mia prwtob�jmia grammik  diaforik  exÐswsh me suneq  qrìno ustèrhsh sto qronikì
di�sthma r0, τ s èqei thn akìloujh morf :

dN

dt
� αNptq � b

» τ
0
Npt� sqds� fptq. (2.13)

K�nontac allag  metablht¸n u � t � s sto olokl rwma paÐrnoume thn parak�tw exÐ-
swsh:

dN

dt
� αNptq � b

» t
t�τ

Npuqdu� fptq. (2.14)

Ja asqolhjoÔme me thn epÐlush grammik¸n diakrit¸n diaforik¸n exis¸sewn me morf 
ìpwc thc sqèshc (2.12). Gia na eÐnai h exÐswsh kal� orismènh jètoume mia arqik  sun�rthsh
φ0 orismènh se di�sthma m kouc Ðso me ton qrìno ustèrhshc.

Sto di�sthma r�τ, 0s, up�rqei sun�rthsh φ0 P Cpr�τ, 0s,R� 0q tètoia ¸ste Nptq � φ0ptq
gia k�je t P r�τ, 0s.

H lÔsh ja brejeÐ metaxÔ twn diadoqik¸n diasthm�twn r0, τ s met� rτ, 2τ s kai oÔtw ka-
jex c. Sto di�sthma r0, τ s h diaforik  exÐswsh eÐnai mia mh omogen c grammik  diaforik 
exÐswsh qwrÐc qronik  ustèrhsh giatÐ h φ0pt� τq sto r0, τ s eÐnai gnwst  sun�rthsh:

dN

dt
� αNptq � bφ0pt� τq � fptq. (2.15)

me arqikèc sunj kec Np0q � φ0 . H lÔsh aut c thc diaforik c exÐswshc ja mac d¸sei
to Nptq � φ1ptq sto r0, τ s . Met� gia to qronikì di�sthma rτ, 2τ s , h diaforik  exÐswsh
ikanopoieÐ thn

dN

dt
� αNptq � bφ1pt� τq � fptq (2.16)

me arqikèc sunj kec Npτq � φ1pτq . Epanalamb�nontac thn Ðdia diadikasÐa brÐskoume tic
lÔseic φnptq , n � 0, 1, 2, 3... sto qronikì di�sthma rpn� 1qτ, nτ s.

Par�deigma 2.1. Jèloume na lÔsoume thn parak�tw diaforik  exÐswsh me diakrit 
qronik  ustèrhsh.

dNptq
dt

� Npt� 1q � 1

me arqikèc sunj kec Nptq � 0 � φ0ptq gia t P r�1, 0s.
Pr¸ta lÔnoume to parak�tw prìblhma arqik¸n tim¸n sto r0, 1s:

dNptq
dt

� φ0pt� 1q � 1 � 1

me Np0q � φ0p0q � 0. H lÔsh tou probl matoc arqik¸n tim¸n sto [0,1] eÐnai Nptq �
t � φ1ptq . 'Ara sto qronikì di�sthma r1, 2s , ja èqoume:

dNptq
dt

� φ1pt� 1q � 1 � t

me Np1q � φ1p1q � 1.
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Sq ma 2.6: LÔsh thc exÐswshc me kai qwrÐc qronik  ustèrhsh.([1])

H lÔsh tou arqikoÔ probl matoc tim¸n eÐnai:

dNptq
dt

� φ2ptq � t2

2
� 1

2

H lÔsh thc diaforik c exÐswshc me ustèrhsh sto di�sthma r�1, 2s eÐnai:

Nptq �

$'&
'%

0, t P r�1, 0s
t, t P r�1, 0s
t2

2 � 1
2 , t P r1, 2s

(2.17)

.

An den eÐqame qronik  ustèrhsh, tìte:

dNptq
dt

� Nptq � 1

me Np0q � 0 eÐnai Nptq � et � 1 . Sto Sq ma (2.6) mporoÔme na parathr soume pwc h
qronoôstèrhsh ephre�zei thn sumperifor� thc lÔshc se sÔgkrish me thn exÐswsh qwrÐc
qronik  ustèrhsh.



Kef�laio 3

Plhjusmiak� Prìtupa duo  
tri¸n eid¸n

3.1 Plhjusmiak� Prìtupa duo eid¸n

Gia na èqoume mia kalÔterh katanìhsh twn meg�lwn oikosusthm�twn prèpei na melet soume
peript¸seic allhlepÐdrashc perissotèrwn eid¸n. Sto logistikì montèlo an�ptuxhc , h an�-
ptuxh twn eid¸n eÐnai periorismènh, Ðswc lìgw tou par�gonta pou onom�zetai trof  pou se
pollèc peript¸seic mporeÐ na eÐnai k�poio �llo eÐdoc ìpwc gia par�deigma èna mikrì oiko-
sÔsthma elafi¸n kai thc diajèsimhc qlwrÐdac gia katan�lwsh. Prin xekin soume th melèth
twn ta majhmatik¸n montèlwn ja anafèroume k�poiec parathr seic ìpwc anafèrontai qara-
kthristik� sto [5] pou ¸jhsan touc oikolìgouc na anazht soun trìpouc upologismoÔ thc
plhjusmiak c aÔxhshc.

O plhjusmìc twn yari¸n bìreia thc Adriatik c j�lassac apoteleÐ èna endiafèron oi-
kologikì sÔsthma. Upojètoume pwc o plhjusmìc twn yari¸n apoteleÐtai apì karqarÐec kai
�lla mikrìtera y�ria pou apoteloÔn trof  gia touc karqarÐec, kai meg�lh diajesimìthta
plagktìn pou trèfei ta mikrìtera y�ria. Prin ton A' Pagkìsmio Pìlemo h mazik  alieÐa
bo jhse sto na epiteuqjeÐ mia isorropÐa. An kai oi plhjusmiakèc allagèc  tan el�qistec
kat� th di�rkeia tou polèmou h alieÐa anest�lh èqontac wc apotèlesma thn aÔxhsh tou arij-
moÔ twn mikr¸n yari¸n. An kai lìgw polèmou den eÐqan gÐnei metr seic, �rqise wstìso na
gÐnetai antilhptì ìti o plhjusmìc twn karqari¸n eÐqe auxhjeÐ aisjht� dedomènou ìti up rqe
perissìterh trof  sto perib�llon. 'Otan h alieÐa epan lje sto prosk nio met� ton pìlemo,
oi yar�dec parat rhsan ìti o plhjusmìc twn yari¸n  tan uperbolik� mikrìc se sqèsh me
autì pou perÐmenan. Parathr jhke ìmwc kai k�ti �llo met� apì lÐgo qronikì di�sthma. O
plhjusmìc twn karqari¸n �rqise na mei¸netai aisjht� odhg¸ntac to sÔsthma se mia nèa
isorropÐa.

An upojèsoume ìti èqoume èna mikrì oikosÔsthma kai onom�soume N1 kai N2 touc plh-
jusmoÔc ac doÔme poia mporeÐ na eÐnai h allhlepÐdrash metaxÔ twnN1 kaiN2. To apotèlesma
thc Ôparxhc tou eÐdouc N1 èqei wc apotèlesma thn aÔxhsh   meÐwsh tou plhjusmoÔ N2. 'O-
moia to N2 mporeÐ na ephre�sei to N1 me duo trìpouc. Epomènwc èqoume treic diaforetikèc
allhlepidr�seic, sumbÐwsh, antagwnismì kai sqèsh jhreut -jhr�matoc.

24
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3.2 Montèlo jhreut -jhr�matoc Lotka-Volterra

'Ena apì ta pr¸ta oikosust mata duo eid¸n pou èqei montelopoihjeÐ eÐnai autì tou jhreut  -
jhr�matoc [5]. Ja melet soume thn allhlepÐdrash se ud�tino perib�llon metaxÔ karqari¸n
kai mikr¸n yari¸n pou apoteloÔn trof  gia touc karqarÐec. Ac upojèsoume ìti:

F � to arijmìc enìc sugkekrimènou eÐdouc yari¸n pou katanal¸nontai apì touc karqarÐec
se mia sugkekrimènh perioq  thc j�lassac se dedomènh qronik  stigm  tu.

S � o arijmìc twn karqari¸n sthn Ðdia perioq .

Upojètoume ìti h perioq  eÐnai fragmènh ètsi ¸ste na h metan�steush na eÐnai adÔnath
  na mhn apoteleÐ shmantikì par�gonta. 'Etsi èqoume:

dF

dt
� gpF, Sq

dS

dt
� hpF, Sq

Prin proqwr soume sthn kataskeu  tou montèlou ac k�noume merikèc parathr seic [5]. An
apofeuqjeÐ gia merik� qrìnia h alieÐa mikr¸n yari¸n pou trèfontai me plagktìn, tìte to
sugkekrimèno eÐdoc ja auxhjeÐ se arijmì. H aÔxhsh aut  ja èqei wc sunèpeia kai thn
aÔxhsh tou arijmoÔ twn karqari¸n pou ja èqoun plèon arket  trof . Ef�oson o arijmìc
twn karqari¸n auxhjeÐ, tìte se sÔntomo qronikì di�sthma o arijmìc twn mikr¸n yari¸n ja
tejeÐ se kÐnduno kai ta mikr� aut� y�ria ja apeiloÔntai me exaf�nish. Kat� sunèpeia, o
plhjusmìc twn karqari¸n ja meiwjeÐ ef�oson den ja up�rqei plèon arket  trof . Aut  h
èkbash ja bohj sei ton plhjusmì twn mikr¸n yari¸n na epanèljei se fusiologik� epÐpeda
kai na apokatastajeÐ ek nèou h isorropÐa. EÐnai pijanìn aut  h diadikasÐa na suneqisteÐ
ep�ìriston kai to oikosÔsthma ja qarakthrÐzetai apì periodikèc metabolèc plhjusm¸n.

'Ena qarakthristikì par�deigma apoteleÐ h allhlepÐdrash lag¸n kai enìc eÐdouc agriì-
gatac ston Kanad�. Gia poll� qrìnia oi epist monec parathroÔsan tic diakum�nseic twn dÔo
aut¸n plhjusm¸n kai ta apotelèsmata èdeixan axioshmeÐwtec periodikèc diakum�nseic ìpwc
autèc faÐnontai sto Sq ma (3.1)

An den up rqan karqarÐec kai to plagktìn wc basik  trof  twn yari¸n  tan aperiìristo
o rujmìc an�ptuxhc twn yari¸n perigr�fetai apì to Maljousianì montèlo an�ptuxhc

dF

dt
� αF (3.1)

ìpou α eÐnai o stajerìc rujmìc aÔxhshc tou plhjusmoÔ. EÔkola blèpoume ìti to montèlo
autì [5] problèpei ìti o plhjusmìc ja aux�netai ekjetik� me ton qrìno. Autì ìmwc shmaÐnei
ìti o antagwnismìc gia trof , zwtikì q¸ro kai fusikoÔc pìrouc ja periorÐsei thn aÔxhs 
tou. Tìte h exÐswsh pou perigr�fei to fainìmeno onom�zetai logistik  miac kai kaj¸c o
plhjusmìc ja aux�netai o arnhtikìc ìroc F 2 ja gÐnei shmantikìc kai ja periorÐsei thn
aÔxhsh tou plhjusmoÔ.

dF

dt
� αF p1� F

B
q, kai F p0q � F0. (3.2)
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Sq ma 3.1: Diakum�nseic pou parathr jhkan ston plhjusmì Kanadèzikhc agriìgatac
tÔpou Lynx kai lagoÔ. Phg : http://www.bbc.co.uk

Ed¸ to B eÐnai h fèrousa ikanìthta tou sust matoc [6], mia stajer� pou mporeÐ na
ermhneujeÐ wc to mègisto pl joc atìmwn pou mporeÐ na sunthr sei to oikosÔsthma. Met�
apì polÔ qrìno o plhjusmìc ja proseggÐsei th fèrousa ikanìthta B. Jètoume

b � a

B

kai telik� èqoume:

dF

dt
� αF � bF 2. (3.3)

Oi karqarÐec apì thn �llh èqoun mia teleÐwc diaforetik  sumperifor�. An den up�rqoun
y�ria, tìte den up�rqei kai apìjema trof c gia touc karqarÐec kai kat� sunèpeia o rujmìc
jan�twn ja prèpei na xepern� ton arijmì genn sewn. 'Ara:

dS

dt
� �kS (3.4)

Ac upojèsoume ìti h parousÐa yari¸n aux�nei ton analogik� ton plhjusmì twn karqari¸n.
O rujmìc an�ptuxhc twn karqari¸n , o opoÐoc  tan �k qwrÐc y�ria, gÐnetai �k � λF upì
thn parousÐa yari¸n ìpou λ ¡ 0. 'Ara

dS

dt
� Sp�k � λF q. (3.5)

Apì thn �llh, upojètoume ìti h parousÐa karqari¸n mei¸nei exÐsou analogik� ton rujmì
aÔxhshc twn yari¸n. Se aut n thn perÐptwsh o rujmìc aÔxhshc twn yari¸n gÐnetai: (
α� bF � cS ).
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Epomènwc to zeÔgoc diaforik¸n exis¸sewn pou anaptÔqjhkan xeqwrist� apì touc Lo-
tka kai Volterra [5] to 1920 eÐnai:

dF

dt
� F pα� bF � cSq. (3.6)

dS

dt
� Sp�k � λF q. (3.7)

Apìdeixh. Epeid  o arijmìc twn karqari¸n exart�tai �mesa apì ton arijmì twn diajèsimwn
yari¸n upojètoume ìti to S eÐnai sun�rthsh tou F. Epomènwc

dS

dF
�

dS
dt
dF
dt

dS

dF
� Sp�k � λF q

F pa� cSq

p a
S
� cqdS � pλ� k

F
qdF

oloklhr¸nontac èqoume,

a lnS � cS � λF � k lnF �m1

ìpou m1 �staj.
�ra

SaF k

ecS�λF
�M

M �staj.

p S
a

ecS
q � Kpe

λF

F k
q

H sun�rthsh

hpSq � Sα

ecS

èqei mègisto My sto

S � α

c

kai kanèna �llo krÐsimo shmeÐo. 'Omoia, h

gpF q � F k

eλF

èqei mègisto Mx sto

F � k

λ

ParathroÔme ìti oi troqièc eÐnai periodikèc dhlad  kleistèc kampÔlec gÔrw apì to shmeÐo
isorropÐac ìpwc faÐnetai sto Sq ma (3.2).
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Sq ma 3.2: PedÐo f�sewn exis¸sewn jhreut  - jhr�matoc. Phg :
http://www.scipy.org

ErmhneÐa montèlou Lotka-Volterra

Lìgw ìti oi troqièc eÐnai kleistèc kampÔlec, autì shmaÐnei ìti upì fusiologikèc sunj -
kec kanèna apì ta duo eÐdh den ja exafanisteÐ.

An kai to montèlo Lotka-Volterra, perigr�fei se meg�lo bajmì poiotik� apotelèsmata ta
opoÐa èqoun parathrhjeÐ sth fÔsh, up�rqoun wstìso k�poiec enst�seic sta apotelèsmata
pou mporeÐ na mac d¸sei ìson afor� tic periodikèc troqièc oi opoÐec exart¸ntai shmantik�
apì tic arqikèc sunj kec tou probl matoc.

3.3 Montèlo jhreut -jhr�matoc
Rosenzweig-MacArthur

Met� to montèlo Lotka-Volterra h melèth mac ja epikentrwjeÐ se autì twn Rosenzweig-
MacArthur [10] pou jewreÐtai ìti antapokrÐnetai perissìtero sthn pragmatikìthta miac kai
mporeÐ na exhg sei kalÔtera tic periodikèc sumperiforèc.

'Estw x h plhjusmiak  puknìthta tou jhr�matoc, y h plhjusmiak  puknìthta tou
jhreut . 'Ena tupikì montèlo jhreut -jhr�matoc èqei th morf  :

X 1 = rujmìc genn sewn- j�natoi lìgw �llwn paragìntwn- j�natoi lìgw Ôparxhc jh-
reut¸n

Y 1 = rujmìc anaparagwg c - rujmìc jan�twn

Tìte oi rujmoÐ an�ptuxhc èqoun wc ex c:

dX

dt
� rXp1� X

K
q � αX

p1� αhXqY (3.8)
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dY

dt
� ε

αX

p1� αhXqY � µY (3.9)

ìpou h eÐnai o mèsoc qrìnoc pou qrei�zetai o jhreut c gia na katanal¸sei to j rama
pou èpiase, αX h posìthta twn jhram�twn pou katanal¸netai an� jhreut  sth mon�da
tou qrìnou, ε h ikanìthta metatrop c twn jhram�twn se jhreutèc (ed¸ jewroÔme dedomè-
no ìti o rujmìc anaparagwg c twn jhreut¸n eÐnai an�logoc tou arijmoÔ jhram�twn pou
katanal¸nontai) kai µ to posostì jnhsimìthtac twn jhreut¸n.

3.3.1 To par�doxo tou emploutismoÔ

To 1963 oi Rosenzweig - MacArthur [10] parousÐasan mia genik  prosèggish gia th melèth
twn allhlepidr�sewn jhreut -jhr�matoc gnwst  wc grafik  an�lush. Sth grafik  aut 
anapar�stash o �xonac x anaparist� ton plhjusmì tou jhr�matoc en¸ o �xonac y ton
plhjusmì tou jhreut . H k�jeth gramm , anaparist� thn plhjusmiak  puknìthta tou
jhreut . Oi perioqèc dexi� thc gramm c epitrèpoun ston jhreut  na auxhjeÐ se plhjusmì
en¸ arister� o plhjusmìc mei¸netai. H kampÔlh, anaparist� ton plhjusmì tou jhr�matoc.
Dexi� epÐshc blèpoume kai to shmeÐo (K,0)- th fèrousa ikanìthta tou sust matoc. O
rujmìc an�ptuxhc èqei jetik  klÐsh se ìtan h plhjusmiak  puknìthta tou jhr�matoc eÐnai
qamhl  kai aggÐzei th mègisth tim  gia K/2. Oi endi�mesec katast�seic eÐnai sunduasmoÐ
katast�sewn jhreut  - jhr�matoc. An�loga me th jèsh sthn opoÐa brÐsketai to shmeÐo
tom c twn duo kampul¸n, èqoume ast�jeia   eust�jeia tou shmeÐou isorropÐac. Sto Sq ma
(3.3), h kampÔlh-gramm  tou jhreut  eÐnai arket� dexi� se perioq  ìpou h kampÔlh tou
jhr�matoc èqei arnhtik  klÐsh. Autì deÐqnei ènan "mh apodotikì� jhreut  o opoÐoc qrei�zetai
megalÔtero arijmì jhram�twn. Wc apotèlesma, èqoume mia seir� apì fjÐnousec talant¸seic
pou odhgoÔn se èna krÐsimo shmeÐo sthn tom  twn duo troqi¸n. An o jhreut c kinhjeÐ proc
ta arister� h tom  metatopÐzetai sto shmeÐo K/2, ìpou èqoume oriakì kÔklo ìpwc faÐnetai
sto Sq ma (3.4) gÔrw apì to shmeÐo S. Tèloc, an o jhreut c kinhjeÐ akìma pio arister�
(apodotikìc jhreut c), parathroÔme ìti an kai to j rama èqei jetik  klÐsh, telik� kai oi
duo plhjusmoÐ ja odhghjoÔn se exaf�nish sÔmfwna me to Sq ma (3.5). An o plhjusmìc tou
jhreut  meiwjeÐ lìgw enìc par�gonta diaforetikoÔ tou jhr�matoc èqoume krÐsimo shmeÐo
ìpwc faÐnetai sto Sq ma (3.6).

To apotèlesma pou prokÔptei apì thn melèth Rosenzweig - MacArthur eÐnai pwc o
emploutismìc pìrwn se èna montèlo jhreut -jhr�matoc odhgeÐ sthn apostajeropoÐhsh tou
sust matoc kai thn kat�rreush thc trofik c alusÐdac gnwstì kai wc "par�doxo tou em-
ploutismoÔ� ( the paradox of enrichment ) [10]. Ergasthriak� peir�mata èqoun deÐxei pwc
èna sÔsthma allhlepÐdrashc jhreut  - jhr�matoc suqn� stajeropoieÐtai se qamhlìtera
posost� jhr�matoc.

3.4 Antagwnismìc gia pìrouc

Se èna genikì biblÐo gia thn oikologÐa (Begon et al. 1996) o antagwnismìc orÐzetai wc
mia allhlepÐdrash kat� thn opoÐa ènac organismìc katanal¸nei pìrouc pou ja mporoÔsan na
katanalwjoÔn apo k�poion �llon [3]. Kat� sunèpeia mia aÔxhsh   meÐwsh ston plhjusmì enìc
eÐdouc odhgeÐ sthn meÐwsh   aÔxhsh antÐstoiqa enìc �llou eÐdouc   akìma mporeÐ h aÔxhsh
enìc plhjusmoÔ enìc eÐdouc na teÐnei na mei¸sei ton rujmì aÔxhshc tou Ðdiou plhjusmoÔ. H
ènnoia tou antagwnismoÔ wstìso den èqei na k�nei mìno me apojèmata trof c all� kai me
�llouc lìgouc ìpwc ton diajèsimo q¸ro, to katafÔgio, thn anaparagwg  kai �llouc.
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Sq ma 3.3: Grafik  An�lush tou montèlou Rosenzweig-MacArthur. ParathroÔme
fjÐnousec diakum�nseic sto shmeÐo tom c twn dÔo kampul¸n. ([10])

Sq ma 3.4: Montèlo jhreut -jhr�matoc gia apodotikì jhreut . Sto shmeÐo tom c
èqoume eustaj  isorropÐa. ([10])

Sq ma 3.5: 'Enac apodotikìc jhreut c, pr�gma to opoÐo odhgeÐ sthn exaf�nish kai
twn dÔo plhjusm¸n. ([10])
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Sq ma 3.6: AllhlepÐdrash jhreut -jhr�matoc ìtan h an�ptuxh tou jhreut  perio-
rÐzetai apì �llouc par�gontec kai ìqi ex' aitÐac tou plhjusmoÔ twn jhram�twn. To
apotèlesma eÐnai èna stajerì shmeÐo sto S. ([10])

Sq ma 3.7: To par�doxo tou emploutismoÔ se sqèsh jhreut - jhr�matoc. O plh-
jusmìc tou jhr�matoc èqei metakinhjeÐ pio dexi� upodhl¸nontac aÔxhsh diajèsimwn
pìrwn. ([10])
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Sq ma 3.8: An�ptuxh zumomÔkhta se mÐa kallièrgeia. Dedomèna apì R.Pearl,”The
Growth of Population,”Quart.Rev.Biol.2(1927):532-548

3.4.1 Antagwnismìc metaxÔ mel¸n tou Ðdiou plhjusmoÔ

An�ptuxh ZumomÔkhta se kleistì doqeÐo

'Ena klasikì par�deigma [3] pou sundèei thn aÔxhsh enìc plhjusmoÔ kai ton endo-antagwnismì,
eÐnai to peÐrama pou diex qjh apì ton Gause (1934) kai afor� thn an�ptuxh thc zÔmhc Sch-
izosaccharomyces kephir se kleistì doqeÐo kallièrgeiac.

Apì to sq ma (3.9), parathroÔme ìti en¸ arqik� o plhjusmìc aux�netai ekjetik�, h
an�ptuxh arqÐzei na epibradÔnetai ìtan o plhjusmìc proseggÐsei èna sugkekrimèno arijmì.
SumperaÐnoume, ìti h meÐwsh pìrwn kai diajèsimou q¸rou an�ptuxhc ephre�zei shmantik� thn
aÔxhsh tou plhjusmoÔ. Ac doÔme th sumperifor� tou logistikoÔ montèlou gia ta dedomèna
tou pÐnaka (3.8). Apì ton pÐnaka parathroÔme ìti o plhjusmìc den xepern� potè ton arijmì
661.8. Jètoume t� qrìno tètoio ¸ste:

P pt�q � M

2
(3.10)

Tìte

t� � t0 � 1

rM
ln

P0

M � P0
(3.11)

LÔnontac wc proc t0 kai antikajist¸ntac sthn

P ptq � P0M

P0 � pM � P0qe�rMpt�t0q
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Sq ma 3.9: Logistik  kampÔlh an�ptuxhc zumomÔkhta se mÐa kallièrgeia. Phg :
http://www.doctortee.com

èqoume ìti

P ptq � M

1� e�rMpt�t�q
(3.12)

To t� mporoÔme na to upologÐsoume apì thn exÐswsh (3.10),

t� � � C

rM
� 4.3

0.55
� 7.82

ìpou antikajist¸ntac M � 665, r � 0.0008271, kai t� � 7.82 sthn sqèsh (3.11) katal -
goume sthn logistik  exÐswsh

P ptq � 665

1� 73.8e�0.55t

An�ptuxh bakthrÐwn se qhmost�th

O qhmost�thc (chemostat) eÐnai èna anoiktì sÔsthma kallièrgeiac bakthrÐwn me suneq 
trofodosÐa jreptik¸n ulik¸n. Sto sq ma (3.10) faÐnetai h leitourgÐa enìc qhmost�th [3].

ApoteleÐtai apì mia suskeu  eisìdou ìpou èqoume suneq  ro  apojèmatoc jreptikoÔ
dialÔmatoc, thn dexamen  kallièrgeiac kai mia suskeu  exìdou ìpou exèrqetai stajer  po-
sìthta bakthrÐwn kai trof c, me rujmì Ðdio thc eisro c trof c ètsi ¸ste o sunolikìc ìgkoc
mèsa sth dexamen  na paramènei stajerìc. Gia na kataskeu�soume èna montèlo [3] to opoÐo
ja perigr�fei th suneq  kallièrgeia, k�noume tic akìloujec upojèseic:

• Upojètoume ìti mèsa sth dexamen  kallièrgeiac, up�rqei anadeut rac ètsi ¸ste na
mhn up�rqei qwrik  anomoiogèneia sth sugkèntrwsh jreptik¸n ousi¸n   bakthrÐwn.
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Sq ma 3.10: Apeikìnish enìc qhmost�th gia suneq  kallièrgeia mikroorganism¸n.
'Ena apìjema jreptikoÔ ugroÔ eis�getai sto doqeÐo kallièrgeiac se rujmì F . Analo-
gik� èqoume ekro  ugroÔ kai bakthrÐwn apì deÔtero swl na ètsi ¸ste o sunolikìc
ìgkoc V mèsa sto doqeÐo kallièrgeiac na paramènei stajerìc me thn p�rodo tou
qrìnou. ([3])

H paradoq  aut  mac bohj�ei na perigr�youme th diadikasÐa qrhsimopoi¸ntac ex'
olokl rou sun jeic diaforikèc exis¸seic kai ìqi merikèc.

• An kai to jreptikì di�luma mporeÐ na perièqei sugkentr¸seic kai �llwn sustatik¸n,
ja esti�soume thn prosoq  mac se èna mìno sustatikì pou ephre�zei thn an�ptu-
xh twn bakthrÐwn. Onom�zoume th sugkèntrwsh aut  Rptq kai R0ptq thn stajer 
sugkèntrwsh trof c sto doqeÐo.

• Ta bakt ria katanal¸noun to jreptikì ugrì me rujmì κRptq an�logo tou Rptq.
• K�je bakthriakì kÔttaro perièqei α mon�dec jreptikoÔ ugroÔ. 'Ena bakt rio diqo-
tomeÐtai se duo Ðdia jugatrik� kÔttara afoÔ èqei katanal¸sei α mon�dec jreptikoÔ
ugroÔ.

H basik  diafor� metaxÔ tou montèlou tou qhmost�th kai tou montèlou kallièrgeiac
bakthrÐwn, eÐnai pwc eis�getai frèskia trof  sth dexamen  kallièrgeiac me rujmì F en¸ thn
Ðdia stigm  jreptik� sustatik� kai bakt ria egkataleÐpoun to doqeÐo se Ðdio rujmì F . O
pÐnakac deÐqnei tic basikèc metablhtèc kai tic paramètrouc kaj¸c kai thn mon�da mètrhshc
touc. Epomènwc se pr¸th f�sh èqoume tic parak�tw duo exis¸seic

dR

dt
� FR0 � FR� κRN

dN

dt
� κR

α
N � FN

H pr¸th exÐswsh tou sust matoc perièqei touc ìrouc FR0 kai FR pou perigr�foun
thn eisro  kai ekro  jreptik¸n sustatik¸n antÐstoiqa. 'Omoia h deÔterh diaforik  exÐswsh
perièqei ton ìro FN pou perigr�fei thn ekro  bakthrÐwn apì th dexamen . Diorj¸nontac
tic diast�seic ètsi ¸ste na sumfwnoÔn , èqoume telik� ìti
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Sq ma 3.11: Metablhtèc pou perigr�foun to montèlo kallièrgeiac bakthrÐwn se
qhmost�th.

dR

dt
� FR0

V
� FR

V
� κRN (3.13)

dN

dt
� κR

α
N � FN

V
(3.14)

Tètoia zeÔgh exis¸sewn sunant¸ntai se ìla ta montèla pou meletoÔn th dunamik  peris-
sotèrwn apì mia sunistws¸n eÐte autèc oi sunist¸sec eÐnai pollapl� eÐdh   jreptikèc ousÐec
kai plhjusmoÐ. H lÔsh tou sust matoc basÐzetai se poiotikèc mejìdouc pou analÔoun th
sumperifor� tètoiwn montèlwn.

3.4.2 Antagwnismìc metaxÔ diaforetik¸n eid¸n

Se autì to komm�ti ja melet soume sumperiforèc metaxÔ eid¸n pou antagwnÐzontai. To pio
gnwstì montèlo antagwnismoÔ metaxÔ diaforetik¸n eid¸n eÐnai autì twn Lotka-Volterra.
Wstìso, to montèlo autì den k�nei kamÐa anafor� se diajèsimouc pìrouc. Gia èna sugkekri-
mèno eÐdoc, h parousÐa antagwnist  ja mei¸sei thn aÔxhs  tou. Ja orÐsoume tic diadikasÐec
gènnhshc kai jan�tou qwrÐc na l�boume up�oyin thn parousÐa tou �llou eÐdouc sto peri-
b�llon. Onom�zoume N1 ton plhjusmì tou enìc eÐdouc kai N2 tou �llou. Epomènwc an to
k�je eÐdoc akoloujeÐ to logistikì montèlo an�ptuxhc tìte oi plhjusmoÐ kai twn duo eid¸n
tautìqrona ja perigr�fontai apì to parak�tw sÔsthma Sun jwn Diaforik¸n Exis¸sewn:

dN1

dt
� r1N1p1� N1 � β12N2

K1
q (3.15)

dN2

dt
� r2N2p1� N2 � β21N1

K2
q (3.16)

ìpou:

- r1, r2 eÐnai h logistik  plhjusmiak  aÔxhsh twn eid¸n 1 kai 2 antÐstoiqa.
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- K1,K2 eÐnai h fèrousa ikanìthta k�je eÐdouc.

- β12 sumbolÐzei thn kat� kefal n meÐwsh tou eÐdouc 1 gia k�je eÐdoc tou 2.

- β21 sumbolÐzei thn kat� kefal n meÐwsh tou eÐdouc 2 gia k�je eÐdoc tou 1.

- β12N2 eÐnai h meÐwsh plhjusmoÔ tou eÐdouc 1 lìgw Ôparxhc tou eÐdouc 2 (3.15).

- β21N1 eÐnai h meÐwsh plhjusmoÔ tou eÐdouc 2 lìgw Ôparxhc tou eÐdouc 1 (3.16).

Apì thn exÐswsh (3.15) parathroÔme ìti an

dN1

dt
� 0

tìte gia tic troqièc N1 èqoume

N1 � 0 kai K1 �N1 � β12N2 � 0. (3.17)

'Omoia, an
dN2

dt
� 0

tìte gia tic troqièc N2 èqoume

N2 � 0 kai K2 �N2 � β21N1 � 0. (3.18)

'Etsi èqoume tèsseric diaforetikoÔc dunatoÔc sqhmatismoÔc an�loga me tic arqikèc sun-
j kec.

PerÐptwsh I
K2

β21
¡ K1 kai K2 ¡ K1

β12

PerÐptwsh II

K1 ¡ K2

β21
kai

K1

β12
¡ K2

PerÐptwsh III

K1 ¡ K2

β21
kai K2 ¡ K1

β12

PerÐptwsh IV
K2

β21
¡ K1 kai

K1

β12
¡ K2

Apì to Sq ma (3.12) mporoÔme na prosdiorÐsoume tic stajerèc katast�seic tou montè-
lou oi opoÐec perigr�fontai apì to shmeÐo tom c twn troqi¸n N1 kai N2 . Kai oi tèsseric
peript¸seic perigr�foun tic akìloujec katast�seic , Sq ma (3.13):

Na mhn epibi¸nei kanèna eÐdoc

pN1, N2q � p0, 0q. (3.19)
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Sq ma 3.12: Tèssera pedÐa f�sewn gia antagwnistik� eÐdh ([3])
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Sq ma 3.13: Tèssera pedÐa f�sewn gia antagwnistik� eÐdh. Oi koukkÐdec anapari-
stoÔn ta stajer� shmeÐa en¸ faÐnetai kai to dianusmatikì pedÐo. Oi diakekommènec
grammèc anaparistoÔn thn troqi� tou pr¸tou plhjusmoÔ en¸ oi grammèc tou deÔte-
rou. ([3])
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Na epibi¸nei mìno to deÔtero eÐdoc N2

pN1, N2q � p0,K2q , p Sq ma Iq (3.20)

Se aut n thn perÐptwsh den up�rqei shmeÐo isorropÐac. 'Olec oi kampÔlec lÔsewn ja
katal xoun sthn perioq  an�mesa stic duo grammèc pou perigr�foun ta eÐdh 1 kai 2. Se
autì to komm�ti, up�rqei ro  proc thn �nw arister  gwnÐa pr�gma pou shmaÐnei ìti ìlec oi
lÔseic kaj¸c tÑ8 teÐnoun sthn kat�stash pN1, N2q � p0,K2q pou shmaÐnei ex�leiyh tou
eÐdouc N1 kai pl rh epikr�thsh tou eÐdouc N2, gia ìlec tic arqikèc timèc twn plhjusm¸n.

Na epibi¸nei mìno to pr¸to eÐdoc N1

pN1, N2q � pK1, 0q , p Sq ma IIq (3.21)

Se aut  thn perÐptwsh (antÐjeth thc prohgoÔmenhc) up�rqei ro  proc thn k�tw dexi� gwnÐa
pr�gma pou shmaÐnei ìti ìlec oi lÔseic kaj¸c t Ñ 8 teÐnoun sthn kat�stash pN1, N2q �
pK1, 0q pou shmaÐnei ex�leiyh tou eÐdouc N2 kai pl rh epikr�thsh tou eÐdouc N1, gia ìlec
tic arqikèc timèc twn plhjusm¸n.

SunÔparxh kai twn duo eid¸n

pN1, N2q � pK1 � β12K2

1� β12β21
,
K2 � β21K1

1� β12β21
q , p Sq ma III kai IV q (3.22)

Sthn perÐptwsh ( III ) tìso to eÐdoc 1 ìso kai to eÐdoc 2 epibi¸noun exÐsou. To shmeÐo
tom c eÐnai shmeÐo s�gmatoc. ParathroÔme ìti to pedÐo dieujÔnsewn, apomakrÔnetai apì
to shmeÐo tom c proc tic duo trigwnikèc perioqèc pou oriojetoÔntai apì tic duo grammèc
kai oi opoÐec teÐnoun sta shmeÐa K1 kai K2. Mia mikr  diataraq  ja ektopÐsei thn kat�-
stash tou sust matoc se mia apì tic duo autèc trigwnikèc perioqèc. Mia diataraq  sthn
kat¸tath trigwnik  perioq  (proc to eÐdoc 1) ja prokalèsei thn ex�leiyh tou eÐdouc 2, en¸
antÐjeta mia diataraq  sthn �nw trigwnik  perioq  ja prokalèsei thn ex�leiyh tou eÐdouc
1. EpÐshc, h kat�stash tou sust matoc ja proseggÐsei ek nèou th stajer  kat�stash
an mia diataraq  metatopÐsei to sÔsthma makri� apì to shmeÐo tom c all� ektìc twn duo
trigwnik¸n perioq¸n. Se aut n thn perÐptwsh to eÐdoc 1 kai 2 sunagwnÐzontai kai to poio
eÐdoc ja epibi¸sei exart�tai apì tic arqikèc timèc twn plhjusm¸n.

Sthn perÐptwsh ( IV ) to pedÐo dieujÔnsewn kateujÔnetai proc to shmeÐo tom c. Epomènwc
èqoume asumptwtik� eustaj  kìmbo. Mia mikr  metatìpish makri� apì to K1   to K2,
aux�netai me thn p�rodo tou qrìnou miac kai to dianusmatikì pedÐo apomakrÔnetai apì ta
shmeÐa aut�. 'Ara ta K1   to K2 eÐnai sagmatik� shmeÐa. Se aut  thn perÐptwsh ta eÐdh
sunup�rqoun anex�rthta apì tic arqikèc sunj kec.

3.5 Apokop  Tm matoc PlhjusmoÔ (Harvesting)

Se aut n thn par�grafo ja melet soume thn ènnoia thc apokop c tm matoc plhjusmoÔ
(harvesting) [1]. K�nontac qr sh thc logistik c exÐswshc, autì to montèlo èqei pollèc
efarmogèc se plhjusmoÔc futik¸n   zwik¸n organism¸n pou apokìptontai   janat¸nontai
ètsi ¸ste na elegqjeÐ o plhjusmìc touc.
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Apokop  sunart sei tou plhjusmoÔ ( constant effort harvesting )
Sthn apokop  sunart sei tou plhjusmoÔ, o rujmìc apokop c exart�tai apì ton ek�stote
plhjusmì k�je for�. Ac doÔme ti morf  èqei to montèlo:

JewroÔme N � Nptq ton plhjusmì se qrìno t kai

dN

dt
� rNp1� N

K
q � EN � rNp1� E

r
� N

K
q (3.23)

ìpou r eÐnai o rujmìc aÔxhshc tou plhjusmoÔ, o ìroc EN anaparist� thn afaÐresh tm matoc
plhjusmoÔ apì ton sunolikì plhjusmì N sth mon�da tou qrìnou kai E eÐnai mia jetik 
par�metroc pou metr� thn prosp�jeia pou katabl jhke ( effort ). H kat�stash isorropÐac
K all�zei ìtan èqoume apokop ,

N � NhpEq � Kp1� E

r
q, an E   r (3.24)

kai se aut n thn perÐptwsh h apìdosh sthn kat�stash isorropÐac eÐnai:

Y pEq � EN � EKp1� E

r
q (3.25)

An E ¥ r tìte to N � 0 eÐnai h mình dunat  kat�stash isorropÐac. O plhjusmìc apokì-
ptetai èwc ìtou odhghjeÐ sthn exaf�nish. H mègisth apìdosh sunart sei thc prosp�jeiac
(Y 1pEq � 0) parathreÐtai ìtan E � r{2 . 'Etsi, h mègisth apìdosh kai to isozÔgio apokop c
dÐnontai apì tic parak�tw sqèseic [1]:

YM � Y pEq|E�r{2 �
rK

4
(3.26)

N |E�r{2 � Nhpr{2q � K

2
(3.27)

Ac melet soume t¸ra ton qrìno apokat�stashc met� thn apokop .OrÐzoume wc qrìno
apokat�stashc ( recovery time ) TR ton qrìno pou apaiteÐtai ètsi ¸ste rNpTRq{ rNp0q � e�1,
ìpou rN eÐnai h grammik  prosèggish tou rN kai isoÔtai me rN � N �N . Genik� èqoume ìti

rNptq
Np0q � e�αt (3.28)

ìpou α o rujmìc meÐwshc tou plhjusmoÔ sthn kat�stash rN . Epomènwc, h posìthta
1{α orÐzetai wc o qrìnoc apokat�stashc kai sumbolÐzetai me

TR � 1

α
(3.29)

DiakrÐnoume tic ex c peript¸seic [1]:

(i) An E � 0,dhlad  den katablhjeÐ kamÐa prosp�jeia, ja èqoume mhdenik  apokop . Mia
mikr  diataraq  makri� apì to K ja mac d¸sei

dÑ

dt
� �rÑ (3.30)

Ñptq � Ñp0qe�rt (3.31)

'Ara o qrìnoc apokat�stashc ìtan den up�rqei prosp�jeia eÐnai

TRp0q � 1

r
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(ii) An 0   E   r tìte o qrìnoc apokat�stashc gÐnetai:

TRpEq � 1

r � E

To posostì tou qrìnou apokat�stashc me kai qwrÐc apokop  dÐnetai apì thn parak�tw
sqèsh:

TRpEq
TRp0q �

1

1� E
r

(3.32)

Gia dedomènh tim  tou r ìso megalÔterh eÐnai h tim  tou E, me E   r, tìso megalÔteroc
o qrìnoc apokat�stashc.

(iii) An E � r
2 tìte èqoume th mègisth anekt  apokop  YM kai qrìno apokat�stashc,

TRpEq � 2TRp0q. 'Opwc parathroÔme qrìnoc apokat�stashc mègisthc anekt c apo-
kop c eÐnai dipl�sioc apì ton qrìno apokat�stashc qwrÐc apokop .

Apokop  plhjusmoÔ stajeroÔ rujmoÔ (constant yield harvesting)
Sthn apokop  stajeroÔ rujmoÔ, o rujmìc apokop c eÐnai gnwstìc ek twn protèrwn kai
to montèlo èqei th morf :

dN

dt
� rNp1� N

K
q � Y0 (3.33)

ìpou o ìroc Y0 ¡ 0 anaparist� thn stajer  aut  apokop  sth mon�da tou qrìnou.
Up�rqoun duo, èna   kanèna shmeÐo isorropÐac gia autì to montèlo. H mègisth tim  thc
sun�rthshc

fpNq � rNp1� N

K
q (3.34)

eÐnai rK{4. Sto di�sthma 0   Y0   rK
4 èqoume duo shmeÐa isorropÐac N1 kai N2, me

N1   N2. DiakrÐnoume tic peript¸seic [1]:

(i) An Y0 � rK
4 , èqoume mìno èna shmeÐo isorropÐac N1

(ii) An Y0 ¡ rK
4 , den èqoume kanèna shmeÐo isorropÐac sto pr¸to tetarthmìrio. Se aut n

thn perÐptwsh o plhjusmìc apokìptetai èwc ìtou exaleifjeÐ. EpÐshc parathroÔme
arnhtikèc lÔseic kai ìqi mhdenikèc . Gia par�deigma,

dN

dt
� rK

4
� Y0 � �c

miac kai

Y0 ¡ rK

4

. 'Etsi,

Nptq ¤ Np0q � ct

kai

lim
tÑ8

Nptq � �8

All� oi arnhtikèc lÔseic den èqoun biologik  shmasÐa kai autìc eÐnai ènac lìgoc pou
to prohgoÔmeno montèlo eÐnai kalÔtero apì autì.
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Sq ma 3.14: Duo katast�seic isorropÐac N1 kai N2 gia to montèlo apokop c sta-
jer c apìdoshc ìtan 0   Y0  

rK
4

([1])

(iii) An 0   Y0   rK
4 to shmeÐo isorropÐac N2 eÐnai asumptwtik� eustajèc kai eÐnai

N2pY0q � K

2
p1� r1� 4Y0

Kr
s1{2q

.

'Oson afor� ton qrìno apokat�stashc gia thn stajer  apìdosh Y0 ìtan N � N2, ja
orÐsoume Ñ � N �N2pY0q. Tìte èqoume

dÑ

dt
� Ñ

Bf
BN |N�N2pY0q � �Ñrr1� 4Y0

rK
s1{2, (3.35)

TRpY0q � 1

r
b

1� Y0
YMax

(3.36)

ìpou

YMax � rK

4

kai

TRpY0q
TRp0q � 1b

1� Y0
YMax

. (3.37)

ParathroÔme ìti o qrìnoc apokat�stashc teÐnei sto �peiro kaj¸c to Y0 teÐnei sto
Y �
Max. Autìc eÐnai akìma ènac lìgoc giatÐ to montèlo apokop c stajer c apìdoshc den

eÐnai biologik� logikì ìpwc h apokop  sunart sei tou plhjusmoÔ.
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3.6 Plhjusmiak� Prìtupa tri¸n eid¸n

Stic prohgoÔmenec paragr�fouc melet same to montèlo Lotka-Volterra se plhjusmoÔc duo
eid¸n pou brÐskontai se antagwnismì. Se autì to kef�laio ja melet soume èna pio endiafè-
ron komm�ti, thn sumperifor� tri¸n eid¸n pou brÐskontai se antagwnismì [7],[1]. To genikì
montèlo Lotka-Volterra tri¸n eid¸n èqei wc ex c:

dNi

dt
� riNiptqr1�

3̧

j�1

αijNjptqs (3.38)

ìpou Niptq eÐnai o plhjusmìc tou i eÐdouc se qrìno t , ri eÐnai o rujmìc an�ptuxhc
tou i eÐdouc kai αij ¡ 0 me i, j � 1, 2, 3 eÐnai oi suntelestèc antagwnismoÔ pou metr�ne ton
bajmì ton opoÐo to j eÐdoc ephre�zei thn an�ptuxh tou i eÐdouc. Sta sust mata tri¸n eid¸n
up�rqei h pijanìthta sunÔparxhc kai twn tri¸n   exaf�nishc enìc   duo ek twn tri¸n eid¸n.

Gia ta trÐa antagwnistik� eÐdh, n � 3, up�rqoun 12 par�metroi (9 stoiqeÐa tou pÐnaka
α kai 3 tou dianÔsmatoc r). Gia na k�noume pio apl  thn an�lus  mac, ja mei¸soume ton
arijmì twn paramètrwn tou sust matoc jewr¸ntac ta parak�tw [7]:

(i) r1 � r2 � r3 � r

(ii) ìson afor� ton antagwnismì, to eÐdoc 2 ephre�zei to eÐdoc 1 ìpwc to eÐdoc 3 ephre�zei
to eÐdoc 2 ìpwc to eÐdoc 1 ephre�zei to eÐdoc 3. Dhlad  α12 � α23 � α31 � α

(iii) omoÐwc α21 � α32 � α13 � β

Epiplèon, mporoÔme na prosarmìsoume touc plhjusmoÔc N1 ètsi ¸ste αii � 1 kai ton
qrìno t ètsi ¸ste gia r � 1 na èqoume telik¸c tic parak�tw exis¸seic:

dN1

dt
� N1r1�N1 � βN2 � αN3s (3.39)

dN2

dt
� N2r1� αN1 �N2 � βN3s (3.40)

dN3

dt
� N3r1� βN1 � αN2 �N3s (3.41)

ìpou 0   α   1, 1   β, kaiNip0q ¡ 0, i � 1, 2, 3. To montèlo autì anafèretai suqn� kai
wc to May-Leonard competition model. To sÔsthma èqei pènte shmeÐa isorropÐac: (0,0,0),
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) kai (1,1,1)/(1+α � β). O Iakwbianìc pÐnakac gia to trisdi�stato
sÔsthma eÐnai:

J �
�
� 1� 2N1 � βN2 � αN3 �βN1 �αN1

�αN1 1� αN1 � 2N2 � βN3 �βN2

�βN3 �αN3 1� βN1 � αN2 � 2N3

�


O Iakwbianìc pÐnakac sto jetikì shmeÐo isorropÐac (1,1,1)/(1+α� β) eÐnai

J5 � �p1� α� βq�1

�
� 1 β α

α 1 β
β α 1

�
� �γA

ìpou γ � p1 � α � βq�1. Oi idiotimèc tou J5 prokÔptoun apì tic idiotimèc tou A
pollaplasiazìmenwn me �γ kai eÐnai:
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λ1 � �1 kai λ2,3 � γ
2 rα� β � 2� pα� βq?3is

'Ara, gia to sÔsthma tri¸n eid¸n pou melet�me èqoume topik� asumptwtik  eust�jeia
an α� β   2.

Gia thn perÐptwsh ìpou α� β � 2

Jètoume Nptq � N1�N2�N3 kai P ptq � N1N2N3 to ginìmeno twn tri¸n plhjusm¸n se
qrìno t. AjroÐzontac tic treic diaforikèc exis¸seic tou sust matoc twn tri¸n diaforik¸n
exis¸sewn èqoume

dN

dt
� Np1�Nq

ìpou Nptq eÐnai o sunolikìc plhjusmìc twn eid¸n N1, N2, N3 . To Nptq ikanopoieÐ th
logistik  exÐswsh kai gnwrÐzoume ìti limtÑ8Nptq � 1. 'Ara, h asumptwtik  lÔsh tou
trisdi�statou sust matoc brÐsketai p�nw sthn N1 �N2 �N3 � 1. Epiplèon

drlnP ptqs
dt

� 3� 3Nptq � 3
drlnNptqs

dt

gia thn perÐptwsh ìpou α� β � 2. Oloklhr¸nontac èqoume ìti,

P ptq
P p0q � pNptq

Np0qq
3

To ìrio

lim
tÑ8

P ptq � P p0q
rNp0qs3 � C � staj.

. H asumptwtik  lÔsh tou sust matoc tri¸n eid¸n brÐsketai p�nw sto uperboloeidèc
N1N2N3 � C ìpou h stajer� C exart�tai apì tic arqikèc sunj kec.

Apì ta duo aut� apotelèsmata katal goume sto sumpèrasma [7] ìti h asumptwtik  lÔsh
brÐsketai sthn tom  twn N1N2N3 � C kai N1 �N2 �N3 � 1. 3.16

Parak�tw blèpoume k�poia grafik� paradeÐgmata tou montèlou May-Leonard gia tic
peript¸seic [7] ìpou α� β � 2, α� β ¡ 2 , kai α� β   2
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Sq ma 3.15: Apeikìnish tou 3-di�statou sust matoc twn plhjusm¸n N1, N2, N3 gia
timèc α � 0.8 kai β � 1.3 ètsi ¸ste α � β ¡ 2. ParathroÔme ìti h lÔsh brÐsketai
arqik� kont� sto shmeÐo (1,0,0) met� suneqÐzei sto (0,1,0) katìpin sto (0,0,1) kai
telik� xanagurn�ei sto arqikì shmeÐo (1,0,0) ìpou kai suneqÐzei thn kuklik  poreÐa.
Oi kÔkloi aux�nontai se mègejoc k�je for� kai �ra den èqoume periodikèc lÔseic.
To shmeÐo isorropÐac eÐnai astajèc. ([7])

Sq ma 3.16: To sq ma autì apeikonÐzei to 3-di�stato sÔsthma twn N1, N2, N3 gia
timèc α � 0.8 kai β � 1.2 ètsi ¸ste α�β � 2. H asumptwtik  lÔsh tou sust matoc
(oriakìc kÔkloc ) brÐsketai sthn tom  twn epifanei¸nN1�N2�N3 � 1 kai tou sugke-
krimènou uperboloeidoÔc N1N2N3 � 0.02. K�je arqikì shmeÐo ( N1p0q, N2p0q, N3p0q)
ja plhsi�zei ton oriakì kÔklo ìpwc faÐnetai kai apì tic diakekommènec grammèc . FaÐ-
netai o trìpoc me ton opoÐo to sÔsthma teÐnei asumptwtik� ston oriakì kÔklo apì to
arqikì shmeÐo A=(1.0, 0.8, 0.2), kai apì to shmeÐo B=(0.01, 0.04, 0.05). H stajer�
C sto sugkekrimèno par�deigma eÐnai 0.02. ([7])
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Sq ma 3.17: H sumperifor� enìc ek twn tri¸n plhjusm¸n,N1, se sun�rthsh me ton
qrìno gia α � 0.8 kai β � 1.3 gia α � β ¡ 2. To gr�fhma deÐqnei kuklik  mh
periodik  sumperifor�. ([7])

Sq ma 3.18: Apeikìnish tou 3-di�statou sust matoc twn plhjusm¸n N1, N2, N3 gia
timèc α � 0.5 kai β � 1.25 ètsi ¸ste α � β   2. 'Eqoume topik� asumptwtik 
eust�jeia. ([1])



Kef�laio 4

Plhjusmiak� Montèla
Hlikiak c Dom c

Se autì to kef�laio ja melet soume ta plhjusmiak� prìtupa hlikiak c dom c se Diakritì
kai Suneq  qrìno gia plhjusmoÔc enìc eÐdouc ìpwc melet¸ntai sto [1]. Up�rqei �mesh
susqètish an�mesa sto diakritì montèlo pou perigr�fei thn exèlixh tou plhjusmoÔ kai sto
suneqèc an�logì tou. Ja xekin soume me thn melèth twn pin�kwn Leslie (Leslie Matrix
Models) pou sunistoÔn thn basik  kathgorÐa plhjusmiak¸n montèlwn hlikiak� domhmènwn
gia diakritì qrìno kai ja suneqÐsoume me to suneqèc an�logì tou, tic exis¸seic McKendrick-
Von Foerster.

4.1 Diakrit� Majhmatik� Montèla Hlikiak c
Dom c

4.1.1 Istorik  anadrom 

Ta plhjusmiak� montèla pou k�noun qr sh pin�kwn èqoun gÐnei ìlo kai pio shmantik� kai
qr sima sthn prìbleyh thc plhjusmiak c an�ptuxhc. Oi problèyeic thc plhjusmiak c aÔ-
xhshc me qr sh upojèsewn epibÐwshc kai gonimìthtac qronologoÔntai apì to 1895 apì ton
Edwin Cannan. Stic arqèc thc dekaetÐac tou '40, o Bernardelli (1941), o Lewis (1942),
kai o Leslie(1945) epishmopoÐhsan me epituqÐa tic mejìdouc mhtr¸n gia thn melèth plhju-
sm¸n pou eÐqan eisaqjeÐ apì ton Whelpton to 1936. To montèlo tou Leslie eÐnai mia arket�
prìsfath kainotomÐa sta majhmatik�, kai èqei apodeiqjeÐ polÔ qr simo ston prosdiorismì
thc aÔxhshc tou plhjusmoÔ. Qrhsimopoi¸ntac posost� gonimìthtac, posost� epibÐwshc,
kai arqikèc sunj kec plhjusmoÔ gia èna dedomèno eÐdoc, to montèlo mporeÐ na upologÐsei
thn aÔxhsh tou plhjusmoÔ. Oi Oikolìgoi to jewroÔn qr simo ston prosdiorismì epibÐwshc
enìc eÐdouc ìtan autì eis�getai se èna nèo perib�llon. Epiplèon, to montèlo mporeÐ epÐshc
na qrhsimopoihjeÐ gia na kajoristeÐ e�n o plhjusmìc enìc dedomènou eÐdouc ja auxhjeÐ  
ja meiwjeÐ se orismèno qronikì di�sthma.

O Ratrick Holt Leslie genn jhke to 1900 kai pèjane to 1974. Se hlikÐa 21 et¸n, en¸
spoÔdaze FusiologÐa sto Panepist mio thc Oxfìrdhc, lìgw enìc probl matoc ugeÐac den
sunèqise thn karièra tou sthn iatrik  kai ègine oikolìgoc. Mèqri to 1935 ergazìtan sto
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Bureau of Animal Population (BAP) sthn Oxfìrdh, ìpou kai sunèqise mèqri th sunta-
xiodìths  tou to 1968. To 1945 ègraye èna �rjro ìpou qrhsimopoioÔse basikèc hlikiakèc
exis¸seic probol c se morf  pÐnaka en¸ argìtera prosjètontac par�gontec gonimìthtac
kai jnhsimìthtac ta sundÔase se mia eniaÐa èkfrash. To ergaleÐo autì onom�sthke plhju-
smiakì montèlo tÔpou Leslie (“The Leslie Matrix Population Model”) [8]. To 1959 o Leslie
prìteine mia tropopoihmènh morf  tou pÐnaka ¸ste na lamb�netai up' ìyin kai h epÐdrash thc
parousÐac twn �llwn plhjusm¸n sthn aÔxhsh tou plhjusmoÔ. Lìgw thc shmasÐac autoÔ
tou nteterministikì montèlou, h J.H Pollard anèptuxe mia stoqastik  ekdoq  tou basikoÔ
montèlou to 1966 dÐnontac se k�je shmeÐo tou qrìnou thn mèsh tim  kai th diaspor� tou
plhjusmoÔ k�je hlikiak c om�dac.

4.1.2 PÐnakec Leslie (Leslie Matrix Model)

To montèlo tou Leslie eÐnai èna sÔsthma prwtob�jmiwn diaforik¸n exis¸sewn pou montelo-
poieÐ th dunamik  plhjusm¸n hlikiak c dom c. O ìroc "dom � anafèretai sth diaÐresh enìc
plhjusmoÔ se di�forec kathgorÐec ìpwc hlikÐa, mègejoc, f�seic, fÔlo   q¸ro [1].

Ja upojèsoume ìti o plhjusmìc eÐnai kleistìc wc proc th metan�steush kai ìti monte-
lopoieÐtai mìno o jhlukìc plhjusmìc . O arsenikìc plhjusmìc eÐnai epÐshc par¸n all� den
lamb�netai up�oyin kai suqn� o arijmìc tou upologÐzetai apì to mègejoc tou plhjusmoÔ
twn jhluk¸n. 'Otan h analogÐa arsenik¸n - jhluk¸n eÐnai α : β kai to posostì epibÐwshc
an� hlikiak  om�da eÐnai Ðdio gia arsenik� kai jhluk� tìte o arijmìc twn arsenik¸n isoÔtai
me ton arijmì twn jhluk¸n epÐ thn posìthta α{β.

Jètoume wcm ton sunolikì arijmì twn hlikiak¸n om�dwn kaim isoÔtai me thn teleutaÐa
hlikÐa ikan  gia anaparagwg .Upojètoume ìti gia to qronikì di�sthma t se t � 1 to k�je
�tomo "gern�ei� apì i se i � 1. Upojètoume dhlad  ìti h diafor� qrìnou sumpÐptei me th
diafor� hlikÐac. 'Etsi èqoume:

xiptq : ton arijmì twn jhluk¸n thc i hlikiak c om�dac se qrìno t.

bi : th mèsh tim  epiz¸ntwn jhluk¸n apogìnwn an� jhlukì �tomo thc i hlikiak c om�dac
bi ¥ 0.

si : to posostì thc i hlikiak c om�dac pou zoun mèqri thn hlikiak  kl�sh pi � 1q ,
0   si ¤ 1.

H pr¸th hlikiak  om�da x1 apoteleÐtai apì touc apogìnouc �llwn hlikiak¸n om�dwn

x1pt� 1q � b1x1 � b2x2 � ...� bmxm �
m̧

i�1

bixiptq. (4.1)

O arijmìc twn atìmwn thc i hlikiak c om�dac pou epizoÔn mèqri thn hlikiak  om�da
(i� 1) eÐnai

xipt� 1q � sixiptq.
K�nontac qr sh pin�kwn to montèlo mporeÐ na ekfrasteÐ wc ex c:

Xpt� 1q �

�
������

x1pt� 1q
x2pt� 1q
x3pt� 1q

...
xmpt� 1q

�
������

�
������

b1 b2 . . . bm�1 bm
s1 0 . . . 0 0
0 s2 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . sm�1 0

�
�����

�
������

x1ptq
x2ptq
x3ptq
...

xmptq

�
������ LXptq. (4.2)
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Sq ma 4.1: Gr�fhma tou kÔklou zw c (  digr�fhma) tou pÐnaka Leslie. K�je arijmìc
anaparist� tic m hlikiakèc kl�seic. ([1])

ìpou L eÐnai o pÐnakac Leslie. Se genikèc grammèc o pÐnakac Leslie èqei tic metablhtèc pou
ekfr�zoun th gonimìthta sthn pr¸th gramm  kai tic pijanìthtec epibÐwshc sthn upodiag¸nio
en¸ ìla ta upìloipa eÐnai mhdèn. MporoÔme na upologÐsoume mellontik� apotelèsmata
pollaplasi�zontac me ton pÐnaka Leslie wc ex c Xp1q � LXp0q, Xp2q � LXp1q � L2Xp0q
kai oÔtw kajex c. Genik� [1] isqÔei ìti:

Xptq � LtXp0q. (4.3)

Oi sqèseic metaxÔ twn hlikiak¸n om�dwn ston pÐnaka Leslie mporoÔn na anaparastajoÔn
apì to gr�fhma tou kÔklou zw c 2.3   diatetagmèno gr�fhma   digr�fhma 2.3, tou opoÐou
oi kìmboi antiproswpeÔoun k�je hlikiak  om�da kai oi akmèc th sqèsh metaxÔ twn duo
om�dwn.K�je kìmboc eÐnai mia apì tic metablhtèc xi. O kìmboc i en¸netai me kìmbo ton j
an to stoiqeÐo ij ston pÐnaka L eÐnai mh mhdenikì.

4.1.3 Idiìthtec tou pÐnaka Leslie

'Estw A � raijs P Rn�n . An (A ¥ 0), tìte lème ìti o A eÐnai mh arnhtikìc pÐnakac [13],
kai an A ¡ 0, tìte lème ìti o A eÐnai jetikìc pÐnakac [13]. O pÐnakac Leslie eÐnai ènac mh
arnhtikìc pÐnakac kai mèsw tou Jewr matoc Frobenius [1] ja doÔme ti idiìthtec apokt�ei.

Orismìc 4.1. 'Enac pÐnakac A P Rn�npn ¥ 2q kaleÐtai upobib�simoc ( reducible) [13] an

up�rqei pÐnakac met�jeshc P kai fusikìc arijmìc r ¤ n tètoioi ¸ste: P TAP �
�
B C
0 D



ìpou B P Rr�r, C P Rr�pn�rq, D P Rpn�rq�pn�rq kai 0 P Rpn�rq�r. 'Enac pÐnakac A P Rn�n
kaleÐtai mh upobib�simoc ( irreducible) an den eÐnai upobib�simoc.

Orismìc 4.2. 'Ena digr�fhma onom�zetai isqur� sunektikì [9] an gia k�je zeÔgoc koruf¸n
i kai j (i � j) up�rqei diatetagmèno monop�ti apì to i sto j.

Je¸rhma 4.1. To digr�fhma enìc pÐnaka A eÐnai isqur� sunektikì an kai mìno an o
pÐnakac A eÐnai mh upobib�simoc.
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To gr�fhma tou kÔklou zw c tou pÐnaka Leslie sthn eikìna (4.1) (ìtan bm ¡ 0) deÐqnei
ìti to digr�fhma tou L eÐnai isqur� sunektikì ètsi ¸ste o L na eÐnai mh upobib�simoc. Par
�ola aut� ìmwc an to monop�ti apì to m sto 1 afairejeÐ, tìte a1m � bm � 0 kai o pÐnakac
Leslie metatrèpetai se upobib�simo. SumperaÐnoume loipìn ìti ikan  kai anagkaÐa sunj kh
gia na eÐnai ènac pÐnakac Leslie mh upobib�simoc eÐnai to bm � 0 kai sugkekrimèna bm ¡ 0.

Je¸rhma 4.2. (Frobenius)'Enac mh upobib�simoc, mh arnhtikìc pÐnakac A èqei p�nta mia
jetik  idiotim  λ algebrik c pollaplìthtac 1, dhlad  eÐnai apl  rÐza thc qarakthristik c
exÐswshc tou A. EpÐshc gia k�je idiotim  λi � λ tou A, isqÔei ìti |λ|   λi, dhlad  h λ eÐnai
h monadik  idiotim  megÐstou mètrou.

Je¸rhma 4.3. (Perron)'Enac jetikìc pÐnakac A èqei p�nta mia pragmatik  jetik  kai
apl  idiotim  λ megÐstou mètrou. tìte sth idiotim  aut  λ antistoiqeÐ èna mh arnhtikì
idiodi�nusma.

O pÐnakac Leslie den eÐnai jetikìc pÐnakac, ètsi to Je¸rhma Perron [1] den isqÔei. Gia
mh arnhtikoÔc , mh upobib�simouc pÐnakec up�rqei perÐptwsh na up�rqoun idiotimèc Ðdiou
megèjouc. Gia na deÐxoume ìti h idiotim  λ tou Jewr matoc Frobenius [1] eÐnai kurÐarqh
(megÐstou mètrou) ja qrhsimopoi soume to parak�tw pìrisma.

Pìrisma 4.1. 'Estw A P Rn�n ènac mh arnhtikìc, mh upobib�simoc pÐnakac. Gia k�je

k � 1, 2, ..., sumbolÐzoume Ak �
�
α
pkq
ij

	
. An up�rqoun akrib¸c h ¡ 1 idiotimèc tou A

megÐstou mètrou, tìte αkii � 0 gia k�je i � 1, 2, ..., n ìtan to k den eÐnai akèraio pollapl�sio
tou s. Eidikìtera, gia k � 1, ìla ta diag¸nia stoiqeÐa tou A eÐnai mhdenik�.

'Amesh sqèsh me to kurÐarqh idiotim  λ1 enìc mh mhdenikoÔ pÐnaka A èqei to antÐstoiqo
jetikì idiodi�nusma V1 to opoÐo onom�zetai stajer  hlikiak  katanom  kai dÐnetai wc ex c
(Pielou, 1977):

V1 �

�
�������

1
s1
λ1
...

s1s2...sm�2

λm�2
1

s1s2...sm�1

λm�1
1

�
������

(4.4)

H qarakthristik  exÐswsh gia ton pÐnaka Leslie ikanopoieÐ th sunj kh detpL� λIq � 0  

det

�
������

b1 � λ b2 . . . bm�1 bm
s1 �λ . . . 0 0
0 s2 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . sm�1 sm�2

�
������ 0 (4.5)

Met� apì pr�xeic h qarakthristik  exÐswsh pou prokÔptei eÐnai

pmpλq � λm � b1λ
m�1 � b2s1λ

m�2 � � � � � bms1 � � � sm�1 � 0. (4.6)

an exet�soume gia λ � 1 èqoume

pmp1q � 1� b1 � b2s1 � � � � � bms1 � � � sm�1



4.1. DIAKRIT�A MAJHMATIK�A MONT�ELA HLIKIAK�HS DOM�HS 51

Sq ma 4.2: To qarakthristikì polu¸numo pmpλq ìtan pmp1q ¡ 0 kai λ1   1 kai ìtan
pmp1q   0 kai λ1 ¡ 1.([1])

.

kai ìti λ1 ¡ 1 an kai mìno an pmp1q   0 kai λ1   1 an kai mìno an pmp1q ¡ 0 'Estw ìti:

R0 � b1 � b2s1 � b3s1s2 � � � � � bms1 � � � sm�1 � 0. (4.7)

ètsi ¸ste pmp1q � 1 � R0 ìpou R0 eÐnai o rujmìc anaparagwg c, kai antiproswpeÔei
ton anamenìmeno arijmì twn apogìnwn an� �tomo an� di�rkeia zw c. Tìte

pmp1q ¡ 0 an kai mìno an R0   1 kai pmp1q   0 an kai mìno an R0 ¡ 1.

Sto epìmeno Je¸rhma sunoyÐzontai ta apotelèsmata pou aforoÔn ton pÐnaka Leslie.

Je¸rhma 4.4. 'Enac mh upobib�simoc pÐnakac Leslie me morf  pou dÐnetai apì th sqèsh
(4.2) kai qarakthristikì polu¸numo pou dÐnetai apì th sqèsh (4.6) èqei kurÐarqh idiotim 
λ1 ¡ 0 pou ikanopoieÐ tic parak�tw sqèseic:

λ1 � 1 an kai mìno an R0 � 1.

λ1   1 an kai mìno an R0   1.

λ1 ¡ 1 an kai mìno an R0 ¡ 1.

ìpou R0 eÐnai o rujmìc anaparagwg c pou dÐnetai apì th sqèsh (4.7) kai h stajer 
hlikiak  katanom  V1 ikanopoieÐ th sqèsh (4.4).

Par�deigma 4.1. 'Estw L �
�

0 b2
s1 0



kai X0 � p10, 10qT . O pÐnakac L ikanopoieÐ to

Je¸rhma Frobenius kai R0 � b2s1. Gia thn perÐptwsh R0 � 1 ìpou L �
�

0 2
0.5 0



. oi

idiotimèc eÐnai λ1,2 � �1. To idiodi�nusma pou antistoiqeÐ sthn idiotim  λ1 mporeÐ na brejeÐ

lÔnontac th sqèsh pL � IqV1 � 0  

�
0 2

0.5 0


�
x1
x2



�
�

0
0



ìpou V1 � px1, x2qT

ìpou telik� brÐskoume V1 � p2, 1qT   opoiod pote pollapl�sio tou V1. EpÐshc Xp1q �
p20, 5qT , Xp2q � p10, 10qT . O plhjusmìc talant¸netai metaxÔ duo katast�sewn. Ef�oson
ta idiodianÔsmata eÐnai grammik� anex�rthta h lÔsh Xptq ja dÐnetai apì ton tÔpo:

Xptq � c1p1qt
�

2
1



� c2p�1qt

� �2
1



�
�

2c1 � 2c2p�1qt
c1 � c2p�1qt
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. AfoÔ X0 � p10, 10qT , oi stajerèc c1 � 15{2 kai c2 � 5{2 . Epomènwc h genik  lÔsh eÐnai:

Xt �
�

15� 5p�1qt�1

15{2� 5{2p�1qt



.

ShmeÐwsh:

H genik  lÔsh tou sust matoc Xpt � 1q � AXptq ìpou A ènac k � k pÐnakac me k
idiotimèc λ1, λ2, ..., λk prokÔptei wc grammikìc sunduasmìc twn k grammik¸n anex�rthtwn
dianusm�twn tXiptquki�1 : Xptq � °k

i�1 c1Xiptq ìpou Xiptq � λtiVi me Vi to idiodi�nusma pou
antistoiqeÐ sthn idiotim  λi. Analutik  parousÐash up�rqei sto [1].

Par�deigma 4.2. Ja melet soume èna hlikiak� domhmèno montèlo pou parousi�sthke apo
ton Crouse et al. (1987) gia thn qel¸na Caretta Caretta [1]. H qel¸na Caretta Caretta
apoteleÐ eÐdoc proc exaf�nish kai sÔmfwna me plhroforÐec tou Carribean Conservation
Corporation and Sea Turtle Survival League , 2003, up�rqoun ept� eÐdh jal�ssiac qel¸nac
pagkosmÐwc ek twn opoÐwn èxi apeiloÔntai me exaf�nish. ProstateÔetai apì th SÔmbash thc
Bèrnhc, kaj¸c kai apì th sunj kh CITES gia ton èlegqo tou emporÐou eid¸n apeiloÔmenwn
me exaf�nish. To 1978 gia pr¸th for� oi oikolìgoi diapÐstwsan ìti h jal�ssia aut  qel¸na
diatrèqei kÐnduno na exafanisteÐ, epeid  èqei diataraqteÐ h isorropÐa tou kÔklou anaparagwg c
thc. Oi kuriìteroi lìgoi pou prok�lesan th diat�raxh aut  eÐnai h touristik  axiopoÐhsh
twn parali¸n wotokÐac kai di�forec anjr¸pinec drasthriìthtec. EpÐshc, h qel¸na Caretta
Caretta qrei�zetai 25-30 qrìnia gia na fj�sei se hlikÐa anaparagwg c, en¸ akìmh kai me
tic idanikìterec sunj kec stic paralÐec wotokÐac mìno èna sta qÐlia qelwn�kia ja epiz sei
kai ja fj�sei s' aut n thn hlikÐa.

To montèlo diaireÐ ton plhjusmì se ept� st�dia:

St�dio 1 : [ 1] ètouc :aug�   neossoÐ.

St�dio 2 : [1-7] et¸n : mikr� qelwn�kia.

St�dio 3 : [8-15] et¸n : meg�la qelwn�kia.

St�dio 4 : [16-21] et¸n : an likec qel¸nec.

St�dio 5 : [22] et¸n : nèec qel¸nec.

St�dio 6 : [23] et¸n : jhlukèc qel¸nec pou epistrèfoun sth fwli� ton deÔtero qrìno.

St�dio 7 : [24-54] et¸n : ¸rimec qel¸nec.

O pÐnakac L èqei thn akìloujh morf :

L �

�
���������

0 0 0 0 127 4 80
0.6747 0.7370 0 0 0 0 0

0 0.0486 0.6610 0 0 0 0
0 0 0.0147 0.6907 0 0 0
0 0 0 0.0518 0 0 0
0 0 0 0 0.8091 0 0
0 0 0 0 0 0.8091 0.8089

�
��������

(4.8)
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K�nontac qr sh enìc upologistikoÔ progr�mmatoc brÐskoume tic idiotimèc kai ta idio-
dianÔsmata tou L. H kurÐarqh idiotim  èqei tim  λ1 � 0.94503 kai to kanonikopoihmèno
idiodi�nusma eÐnai :

V1
v1

�

�
���������

0.20651
0.66975
0.11460
0.00662
0.00036
0.00031
0.00185

�
��������

(4.9)

An h arqik  plhjusmiak  katanom  eÐnai kont� sthn katanom  V1, o plhjusmìc ja
mei¸netai se posostì λ1 k�je qrìno. Met� apì 25 qrìnia, o arqikìc plhjusmìc ja èqei
meiwjeÐ kat� 25% se sÔgkrish me ton arqikì (λ251 � 0.243).

4.2 Suneq  Majhmatik� Montèla Hlikiak c
Dom c

To 1911 oi Sharpe kai Lotka melèthsan kai exèfrasan èna apì ta pr¸ta majhmatik� montèla
hlikiak� domhmènou plhjusmoÔ se suneq  qrìno basizìmenoi se sÔsthma Merik¸n Diafo-
rik¸n Exis¸sewn. To montèlo autì melet jhke plhrèstata apì touc McKendrick kai Von
Foerster to 1926 kai to 1959 antÐstoiqa kai gi' autì to lìgo anafèrontai kai wc exis¸seic
McKendrick-Von Foerster . To montèlo autì, ìpwc eÐpame kai sthn arq  tou kefalaÐou
apoteleÐ to suneqèc an�logo twn pin�kwn Leslie.

4.2.1 Exis¸seic McKendrick-Von Foerster

Ac upojèsoume ìti Npt, αq eÐnai h puknìthta tou plhjusmoÔ se qrìno t kai hlikÐa α. EpÐshc,
bpαq eÐnai h eidik  gia thn hlikÐa α gonimìthta kai µpαq eÐnai o eidikìc gia thn hlikÐa α rujmìc
jnhsimìthtac. Tìte èqoume thn akìloujh grammik , prwtob�jmia merik  diaforik  exÐswsh:

BN
dt

� BN
dα

� µpαqNpt, αq � 0 (4.10)

H exÐswsh McKendrick-Von Foerster upìkeitai stic duo akìloujec sunoriakèc sunj -
kec:

Npt, 0q �
» 8
0
bpαqNpt, αqdα (4.11)

ìpou Npt, 0q eÐnai o rujmìc anaparagwg c   alli¸c exÐswsh genn sewn. Mac dÐnei ton
arijmì twn neogènnhtwn atìmwn, dhlad  hlikÐac α � 0 se qronik  stigm  t.

Np0, αq � fpαq (4.12)

ìpou fpαq eÐnai h arqik  puknìthta tou plhjusmoÔ gia ta �toma pou an koun sthn
hlikiak  kl�sh α.
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4.2.2 Analutik  LÔsh twn Exis¸sewn McKendrick

H exÐswsh McKendrick-Von Foerster eÐnai mia uperbolik  Merik  Diaforik  ExÐswsh h
opoÐa epilÔetai oloklhr¸nontac thn kat� m koc twn qarakthristik¸n thc. To apotèlesma
pou prokÔptei eÐnai mia sqèsh gia thn puknìthta plhjusmoÔ wc sun�rthsh thc arqik c
puknìthtac kai tou rujmoÔ genn sewn. SunoyÐzontac to montèlo èqoume:

BN
dt

� BN
dα

� �µpαqNpt, αq

Npt, 0q �
» 8
0
bpαqNpt, αqdα

Np0, αq � fpαq

me 0   α   8 kai 0   t   8.
H mèjodoc twn qarakthristik¸n qrhsimopoieÐtai gia na an�gei thn Merik  Diaforik 

ExÐswsh se mia Sun jh Diaforik  ExÐswsh. Oi qarakthristikèc kampÔlec mporoÔn na
brejoÔn enswmat¸nontac tic sunj kec:

dt

ds
� 1 (4.13)

dα

ds
� 1 (4.14)

stic arqikèc sunj kec

α ¡ t : tp0, τq � 0 kai αp0, τq � τ

kai

α   t : tp0, τq � τ kai αp0, τq � 0.

Oi lÔseic pou prokÔptoun eÐnai

α ¡ t : t � s kai α � s� τ, ètsi ¸ste τ � α� t.

α   t : tp0, τq � τ kai αp0, τq � 0.

H Merik  Diaforik  ExÐswsh aplopoieÐtai sthn akìloujh Sun jh Diaforik :

dN

ds
� �µpαqN (4.15)

me arqikèc sunj kec

α ¡ t : Np0, τq � fpτq kai α   t : Npτ, 0q � ³80 bpαqNpτ, αqdα.
Ja lÔsoume thn diaforik  exÐswsh gia tic duo peript¸seic α ¡ t kai α   t.
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PerÐptwsh 1 : α ¡ t

Nps, τq � Np0, τq expr�
» s
0
µps1 � τqds1s.

H lÔsh se aut n thn perÐptwsh eÐnai:

Nps, τq � fpτq expr�
» s
0
µps1 � τqds1s

Npt, αq � fpα� tq expr�
» t
0
µps1 � α� τqds1

s2 � s1 � α� t, �ra

Npt, αq � fpα� tq expr�
» α
α�t

µps2qds2s.

kai

PerÐptwsh 2 : α   t

Nps, τq � Np0, τq expr�
» s
0
µps1qds1s.

τ � t� α

Npt, αq � Npt� α, 0q expr�
» α
0
µps1qds1s.

Par' ìla aut�, h teleutaÐa exÐswsh den mac dÐnei akrib  lÔsh gia to Npt, αq miac kai to
dexÐ mèloc thc exÐswshc perilamb�nei ton ìro Npt � α, 0q (genn seic), o opoÐoc ìmwc eÐnai
�gnwstoc miac kai to Npt, αq eÐnai �gnwstoc. GnwrÐzontac ìmwc th sqèsh pou dÐnei to
Npt, 0q , Npt, 0q � ³80 bpαqNpt, αqdα mporoÔme na upologÐsoume th sun�rthsh Npt � α, 0q
gia th qronik  stigm  pt� αq. Qrhsimopoi¸ntac loipìn th sunj kh aut  kai tic lÔseic pou
proèkuyan apì tic peript¸seic èqoume ìti:

Npt, 0q �
» 0

t
bpαqNpt�α, 0q expr�

» α
0
µpsqdssdα�

» 8
t
bpαqfpα� tq expr�

» α
α�t

µpsqdssdα.
(4.16)

H lÔsh thc Npt, 0q mporeÐ na brejeÐ k�nontac qr sh miac epanalhptik c mejìdou.

Asumptwtik  sumperifor�

Ja melet soume thn asumptwtik  sumperifor� tou N kaj¸c tÑ8. An den up rqe hlikiak 
ex�rthsh, tìte to montèlo ja akoloujoÔse ekjetik  aÔxhsh. Epomènwc anazht�me lÔseic
thc morf c exppλtqrpαq ìpou 0 ¤ rpαq   8.

An λ   0, tìte limtÑ8Npt, αq � 0.

An λ ¡ 0, tìte limtÑ8Npt, αq � 8, ef' ìson rpαq ¡ 0.

An λ � 0, tìte to Npt, αq � rpαq eÐnai lÔsh isorropÐac.



56 KEF�ALAIO 4. PLHJUSMIAK�A MONT�ELA HLIKIAK�HS DOM�HS

'Enac aplìc trìpoc gia na broÔme an to λ eÐnai jetikì   arnhtikì eÐnai mèsw thc qa-
rakthristik c exÐswshc. Arqik� lÔnoume wc proc rpαq kai antikajistoÔme sthn exÐswsh
merik¸n diaforik¸n, me apotèlesma na prokÔptei to ex c:

λexppλtqrpαq � exppλtqr1pαq � �µpαqexppλtqrpαq (4.17)

  alli¸c
r1pαq � �rµpαq � λsrpαq (4.18)

ìpou oloklhr¸nontac prokÔptei ìti:

rpαq � rp0q expr�λα�
» α
0
µpsqdss ¡ 0 (4.19)

gia rp0q ¡ 0. Antikajist¸ntac Npt, αq � exppλtqrpαq sthn exÐswsh genn sewn èqoume ìti:

Npt, 0q � exppλtqrp0q �
» 8
0
bpαqNpt, αqdα �

» 8
0
bpαq exppλtqrp0q expr�λα�

» α
0
µpsqdpsqsdα.

(4.20)
ìpou telik� apaleÐfontac ton ìro exppλtqrp0q èqoume thn qarakthristik  exÐswsh:» 8

0
bpαq expr�λα�

» α
0
µpsqdpsqsdα � 1 (4.21)

Jètoume ϕpλq � ³80 bpαq expr�λα� ³α0 µpsqdpsqsdα. Tìte R0 � ϕp0q eÐnai o rujmìc anapa-
ragwg c, kai antiproswpeÔei ton anamenìmeno arijmì twn apogìnwn an� �tomo an� di�rkeia
zw c.

R0 �
» 8
0
bpαq expr�

» α
0
µpsqdpsqsdα. (4.22)

Je¸rhma 4.5. An oi lÔseic gia to suneqèc hlikiak� domhmèno montèlo eÐnai thc morf c
Npt, αq � exppλtqrpαq, tìte anR0   1, limtÑ8Npt, αq � 0 en¸ anR0 ¡ 1, limtÑ8Npt, αq �
8.

Par�deigma 4.3. Gia èna suneqèc hlikiak� domhmèno montèlo upojètoume ìti

bpαq � 10 gia 1   α   10

bpαq � 0 alli¸c

EpÐshc µpαq � ?
α gia α ¡ 0. UpologÐzontac ton rujmì anaparagwg c èqoume:

R0 �
» 10

1
10 expr�

» α
0

?
sdpsqsdα

R0 �
» 10

1
10 expp�2 3

?
α

3
qdα

R0 � 4.02

AfoÔ R0 ¡ 1, oi lÔseic teÐnoun sto �peiro kaj¸c tÑ8. Gia bpαq � 2 , R0 � 0.804 kai
oi lÔseic teÐnoun sto �peiro.
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