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Gia thn epituqÐa kai thn olokl rwsh thc diplwmatik c mou
ja  jela na euqarist sw ton kajhght  mou Iw�nnh Polur�kh kai
ton �ntra mou AristeÐdh.
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PerÐlhyh

The main components of this Thesis are Urysohn’s Lemma and
the Theorem of Tietze, whereas there has been a detailed analysis of
the fundamental concepts of Topology for the former’s substantiated
proof. First of all, the definitions of Regular and Haussdorf spaces are
provided. Moreover, there is a reference to various examples of Topo-
logical spaces and, to proceed, the definitions of Closure and Interior
are given. Furthermore, a meticulous description of Filters and Nets is
incorporated. In this section, a number of Lemmas, concerning their
converge, is quoted in addition to their connecting points. Another
point is the detailed approach of Dense Sets. In order to proceed to the
proof of Tietze’s Theorem the definition of continuity between topo-
logical spaces is emboded. Ultimately, this Thesis projects Urysohn’s
Lemma, to its different interpretations.
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Eisagwg 

O Pavel Samuilovich Urysohn up rxe ènac Sobietikìc Majhmatikìc ebraik c
katagwg c, o opoÐoc eÐnai gnwstìc gia th suneisfor� tou sta majhmatik� kai
kurÐwc gia to Metrikì Je¸rhma kai gia to L mma tou Urysohn. To ìnom�
tou èqei sundejeÐ, epÐshc, me ton ìro Merger-Urysonh dimensionkai me ton
ìro Urysohnintegralequation. O montèrnoc orismìc thc sump�geiac dìjhke
apì ton Ðdio kai ton Pavel Alexandrov, to 1923.
Stic arqèc thc dekaetÐac tou 1920 o Pavel Urysohn apèdeixe to perÐfhmo Je-
¸rhm� tou, to opoÐo einai gnwstì kai wc èna pr¸to mh tetrimmèno apotèlesma
sthn topologÐa stoiqeÐwn sunìlo. Pèra apì tic efarmogèc pou eÐnai gnwstì
oti èqei to L mma up rxe organikì stoiqeÐo gia thn apìdeixh thc upìjeshc ìti
k�je topologikìc q¸roc einai metr simoc.
Apì to 1919  dh mÐa sÔnjeth majhmatik  jewrÐa sqetik  me ta proanafer-
jènta apodeÐqjhke peiramatik� pwc  tan exairetik� qr simh sthn ermhneÐa kai
apìdeixh fusik¸n fainomènwn. Gia par�deigma, kat� th di�rkeia thc hliak c
èkleiyhc apodeÐqjhke h JewrÐa thc Sqetikìthtac, h opoÐa qrhsimopoieÐ yeudo-
Riemann q¸rouc. Empneìmenoc apì aut  thn epituqÐa o Urysohn , xekÐnhse
na douleÔei p�nw sthn epèktash tou L mmatoc kai p�nw sto Metrikì Je¸rh-
ma (metrization theorem ), se diatetagmènouc topologikoÔc q¸rouc kai stic
antÐstoiqec yeudo-metrikèc.
O Pavel Samuilovich Urysohn (1898-1924) an kai eÐqe lÐga mìno qrìnia epi-
sthmonik c èreunac lìgw tou prìwrou jan�tou tou apì pnigmì se hlikÐa mìlic
26 et¸n eÐqe na epideÐxei meg�lhc shmasÐac èrgo p�nw sthn TopologÐa. Met�
ton j�nato tou Urysohn to èrgo tou suneqÐsthke sth Sobietik  'Enwsh,apì
ton majht  tou Vadim Efremovich , apì ton majht  tou teleutaÐou Revolt
Pimenov kai apì touc foithtèc tou Pimenov .Mèqri to 1970, oi di�forec pa-
rallagèc tou L mmatoc, pou aforoÔsan to qwro-qrìno, eÐqan apodeiqjeÐ.
O Urysohn spoÔdase sto Panepist mio thc Mìsqac apì to 1915 èwc to 1921.
O epiblèpwn kajhght c tou  tan o Nikolai Luzin . 'Epeita ègine epÐkouroc
sto Ðdio Panepist mio. PnÐghke to 1924 en¸ kolumpoÔse stic aktèc thc Gal-
lÐac.
To L mma tou Urysohn afor� se kanonikoÔc topologikoÔc q¸rouc.Stic pe-
rissìterec twn peript¸sewn, stouc kanonikoÔc topologikoÔc q¸rouc peri-
lamb�netai kai o n-di�statoc EukleÐdioc q¸roc.
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TopologikoÐ q¸roi

Orismìc: TopologÐa t enìc sunìlou X eÐnai mÐa sullog  uposunìlwn
tou X, gia thn opoÐa isqÔei:

1. Ø, X ∈ τ .

2. h τ eÐnai kleist  wc proc tic peperasmènec tomèc.

3. h τ eÐnai kleist  wc proc tic aujaÐretec en¸seic.

Orismìc: Topologikìc q¸roc onom�zetai k�je mh kenì sÔnolo X, pou
eÐnai efodiasmèno me mÐa topologÐa t.

'Enac topologikìc q¸roc sumbolÐzetai wc to zeÔgoc (X, τ). K�je stoiqeÐo tou
t kaleÐtai anoiqtì sÔnolo ston X. To sumplhrwmatikì k�je anoiqtoÔ
sunìlou kaleÐtai kleistì sÔnolo.

'Ena sÔnolo mporeÐ na eÐnai tautìqrona kleistì kai anoiqtì   kai tÐpota apì ta
dÔo.Pio sugkekrimèna, ta sÔnola Ø, X eÐnai tautìqrona kleist� kai anoikt�
sÔnola.H oikogèneia kleist¸n sunìlwn èqei tic akìloujec idiìthtec, pou eÐnai
sumplhrwmatikèc, wc proc ekeÐnec twn kleist¸n sunìlwn.

• Ta Ø, X eÐnai kleist�.

• H ènwsh peperasmènou pl jouc kleist¸n sunìlwn eÐnai kleistì sÔnolo.

• H aujaÐreth tom  kleist¸n sunìlwn eÐnai kleist .

ParadeÐgmata topologik¸n q¸rwn:

1. H tetrimmènh topologÐa se èna sÔnolo X apartÐzetai mìno apì ta
Ø, X.
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2. H diakrit  topologÐa se èna sÔnolo X apoteleÐtai apì ìla ta u-
posÔnola tou X. Gi' autì k�je sÔnolo eÐnai tautìqrona kleistì kai
anoiqtì.

3. H hmimetrik  d (semimetric), se ènan q¸ro X eÐnai mÐa pragma-
tik  sun�rthsh epÐ tou X × X, mh arnhtik , summetrik , pou ikano-
poieÐ th sqèsh d(x, x) = 0, ∀x kai thn trigwnik  anisìthta, d(x, z) ≤
d(x, y) + d(y, z). H metrik  eÐnai mÐa hmimetrik , pou gia th sqèsh
d(x, y) = 0, dÐnei x = y. To zeÔgoc (X, d) kaleÐtai metrikìc q¸roc
, me d na eÐnai h metrik  tou q¸rou.
=⇒ DojeÐshc mÐac hmimetrik c d èstw Bε(x) = {y : d(x, y) < ε} h
anoikt  e-mp�la tou x. 'Ena sÔnolo U eÐnai anoiktì se mÐa hmime-
trik  topologÐa pou par�getai apì thn d an isqÔei ìti gia k�je shmeÐo x
sto U up�rqei e> 0, gia to opoÐo èqoume Bε(x) ⊂ U . Me thn trigwnik 
anisìthta exasfalÐzoume ìti k�je anoikt  mp�la eÐnai anoiktì sÔnolo.

Orismìc: 'Enac topologikìc q¸roc kaleÐtai metrikìc an up�rqei
metrik  d ston X h opoÐa par�gei ton X.

H diakrit  metrik  gia thn opoÐa isqÔei ìti d(x, y) = 1 an x 6= y
kai d(x, y) = 0 an x = y, par�gei th diakrit  topologÐa. H mhdenik  to-
pologÐa, pou orÐzetai apì thn d(x, y) = 0,∀x, y, par�gei thn tetrimmènh
topologÐa.

4. H metrik  |x − y| orÐzei mÐa topologÐa sth gramm  twn pragmatik¸n a-
rijm¸n.
K�je anoiktì di�sthma (a, b) eÐnai, epÐshc, anoiktì sthn topologÐa. Epi-
plèon, k�je anoiktì sÔnolo prokÔptei apì th arijm simh ènwsh anex�r-
thtwn anoikt¸n diasthm�twn. Autì sumbaÐnei kaj¸c k�je stoiqeÐo enìc
anoiktoÔ sunìlou prèpei na perièqetai se èna mègisto anoiktì di�sthma.
'Omwc, k�je anoiktì di�sthma perièqei toul�qiston ènan tuqaÐo arijmì
kai to sÔnolo twn tuqaÐwn arijm¸n apì th meri� tou eÐnai arijm simo
sÔnolo.

5. H EukleÐdia metrik  ston Rn me d(x, y) = [
n∑
i=1

(xi − yi)2](1/2) orÐzei

th sun jh topologÐa pou alli¸c onom�zetai kai EukleÐdia topolo-
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gÐa .

6. H ektetamènh gramm  twn pragmatik¸n arijm¸n R∗ = [−∞,∞] = R ∪
{−∞,∞} èqei, epÐshc, topologÐa h opoÐa apoteleÐtai apì ìla ta upo-
sÔnola U , ìpou gia k�je x ∈ U isqÔei ìti:

• An x ∈ R, tìte ja up�rqei ε > 0 , me (x− ε, x+ ε) ⊂ U .

• An x =∞, tìte up�rqei y ∈ R, ìpou (y,∞] ⊂ U .

• Kai, an x = −∞, tìte up�rqei y ∈ R, tètoio ¸ste [−∞, y) ⊂ U .

7. MÐa diaforetik  topologÐa tou R apoteleÐtai apì ìla ta sÔnola A gia
ta opoÐa gia k�je x ∈ A up�rqei èna sÔnolo thc morf c U \ C ⊂ A,
ìpou to U eÐnai anoiktì wc proc th sun jh metrik  to C eÐnai metr simo
kai x ∈ U \ C.

8. 'Estw N = {1, 2, ...}. H sullog  sunìlwn pou apoteloÔntai apì to
kenì sÔnolo kai ìla ta sÔnola pou perÐeqoun to 1 eÐnai topologÐa ston
N. Se aut  thn perÐptwsh, ta kleist� sÔnola eÐnai to Ðdio to N kai ìla
ta sÔnola pou den perièqoun to 1.

9. 'Estw N = {1, 2, ...} kai Un = {n, n + 1, ...}. Tìte, to kenì sÔnolo
kai ìla ta Un apoteloÔn mÐa topologÐa sto N. Ta kleist� sÔnola thc
topologÐac ja eÐnai ta arqik� tm mata {1, 2, ....n} kai to Ðdio to N.

Di�taxh stic topologÐec: EÐdame prohgoÔmena ìti k�je mh tetrimmèno
sÔnolo X mporeÐ na èqei diaforetikèc topologÐec. H oikogèneia pou apartÐ-
zetai apì ìlec tic topologÐec ston X eÐnai merik� diatetagmènh wc proc th
di�taxh sunìlwn.
An t' ⊂ t dhlad  an k�je t'-anoiktì sÔnolo eÐnai kai t-anoiktì, tìte
lème ìti h t' eÐnai asjenèsterh apì thn t kai ìti h t eÐnai isqurìterh
se sqèsh me thn t'.

H tom  miac oikogèneiac topologi¸n se èna sÔnolo eÐnai, epÐshc, topologÐa.
'Estw A mÐa tuqaÐa mh ken  oikogèneia uposunìlwn tou X. Tìte up�rqei
h mikrìterh topologÐa pou perilamb�nei to A h opoÐa akoloujeÐ th di�taxh
sunìlwn. Dhlad , h tom  twn topologi¸n perièqei thn A. IsqÔei, de, ìti h
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diakrit  topologÐa perièqei p�nta thn A. Aut  h topologÐa lègetai genn -
tria thc A kai perièqei, akrib¸c, ta Ø kai X kai ìla ta sÔnola thc morf c⋃
a Va, ìpou k�je Va eÐnai h peperasmènh tom  sunìlwn tou A.

Orismìc: 'Estw (X, τ) ènac topologikìc q¸roc kai B ⊂ τ . H B eÐnai b�sh
thn t, an kai mìno an k�je anoiktì sÔnolo eÐnai ènwsh sunìlwn thc B. Dh-
lad  an gia k�je G ∈ t, up�rqoun Bi ∈ B, i ∈ I, tètoia ¸ste G =

⋂
i∈I Bi.

Analutik�, h b�sh mÐac topologÐac t eÐnai mÐa upo-oikogèneia B tou t, tètoia
¸ste k�je U ∈ τ na eÐnai ènwsh stoiqeÐwn thc B. IsodÔnama, B eÐnai mÐa b�sh
tou t, an gia k�je x ∈ X kai gia k�je anoiktì sÔnolo U pou perièqei to x,
up�rqei anoiktì sÔnolo V ∈ B , pou ikanopoieÐ thn x ∈ V ⊂ U . AntÐstrofa,
an B eÐnai mÐa oikogèneia sunìlwn pou eÐnai kleist , wc proc thn pr�xh thc
peperasmènhc tom c kai

⋂
B = X, tìte h oikogèneia t ìlwn twn en¸sewn apì

stoiqeÐa tou B, eÐnai mÐa topologÐa, pou eÐnai b�sh thc t.

Orismìc: Estw S mÐa upo-oikogèneia miac topologÐac. H S eÐnai upob�sh
thc t, an h sullog  ìlwn twn peperasmènwn tom¸n stoiqeÐwn thc S apoteleÐ
b�sh thc t.
Na shmeiwjeÐ ìti an ta Ø kai X an koun se mÐa sullog  uposunìlwn S, tìte
h S apoteleÐ upob�sh gia thn topologÐa pou par�gei.

Orismìc: 'Enac topologikìc q¸roc kaleÐtai arijm simoc e�n èqei arij-
m simh b�sh.

Parat rhsh: MÐa topologÐa èqei arijm simh b�sh an kai mìnon an èqei
arijm simh upob�sh.

Orismìc: Sqetik  topologÐa   topologÐa pou ep�getai apì thn
t, sto Y kaleÐtai h sullog  τY uposunìlwn tou Y , ìpou Y uposÔnolo enìc
topologikoÔ q¸rou (X, τ), me:

τY = {V ∩ Y : V ∈ τ}.
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=⇒ 'Otan Y ⊂ X eÐnai efodiasmèno me thn sqetik  topologÐa, o Y kaleÐtai
topologikìc upìqwroc tou X.
'Ena sÔnolo τY eÐnai (sqetik�) anoiktì ston X. Gia par�deigma, gia
X ∈ τ kai Y ∩X, o Y eÐnai sqetik� anoiktìc wc proc ton eautì tou.
Gia ton orismì thc topologÐac apaiteÐtai na anafèroume ìti h peperasmènh
tom  anoikt¸n sunìlwn, eÐnai anoiktì sÔnolo. Wstìso, gia arijm simh tom 
anoikt¸n sunìlwn, den isqÔei p�nta ìti eÐnai anoiktì sÔnolo. Gia par�deigma,

to {0} =
∞⋃
n=1

(− 1
n
, 1
n
) eÐnai arijm simh tom  anoikt¸n sunìlwn sto R, pou den

eÐnai oÔte anoiktì, oÔte kleistì sÔnolo.
AntÐstoiqa, an kai h peperasmènh tom  kleist¸n sunìlwn eÐnai kleistì sÔ-
nolo, gia arijm simh tom  tuqaÐac kleist¸n sunìlwn, den eÐnai kat' an�gkh

kleistì sÔnolo. Gia par�deigma, to (0, 1] =
∞⋃
n=1

[ 1
n
, 1] eÐnai arijm simh tom 

kleist¸n sunìlwn sto R, pou den eÐnai oÔte kleistì, oÔte anoiktì sÔnolo.
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Kleistìthta kai Eswterikì

'Estw (X, τ) ènac topologikìc q¸roc kai èstw A èna uposÔnolo tou X. H
topologÐa τ orÐzei dÔo sÔnola, ta opoÐa sqetÐzontai �mesa me to A. To e-
swterikì tou A, pou sumbolÐzetai wc Ao eÐnai to megalÔtero, sÔmfwna me
thn arq  thc di�taxhc, anoiktì sÔnolo pou perièqetai sto A. EÐnai, dhlad , h
ènwsh ìlwn twn anoikt¸n uposunìlwn tou X. To eswterikì enìc mh kenoÔ
sunìlou mporeÐ na eÐnai kenì.
Kleistìthta tou A kaleÐtai to mikrìtero kleistì uposÔnolo, pou pe-
rièqetai sto A, kai sumbolÐzetai wc A kai eÐnai h tom  ìlwn twn kleist¸n
sunìlwn, pou perièqoun to A.
EÔkola apodeiknÔetai ìti gia A ⊂ B, isqÔei Ao ⊂ Bo kai A ⊂ B. EpÐshc, èna
sÔnolo eÐnai anoiktì an kai mìnon an A = Ao kai èna sÔnolo B eÐnai kleistì
an kai mìnon an B = B. Kat� sunèpeia, gia k�je sÔnolo A, isqÔei:

A = A kai (Ao)o = Ao

L mma:'Estw (X, τ) topologikìc q¸roc. Gia k�je uposÔnolo A tou X,
isqÔei: Ao = (Ac)c

Apìdeixh: IsqÔei ìti,

Ao ⊂ A⇒ Ac ⊂ (Ao)c ⇒ Ac ⊂ (Ao)
c

= (Ao)c ⇒ Ao ⊂ (Ac)
c

EpÐshc, afoÔ Ac ⊂ Ac, isqÔei ìti (Ac)c ⊂ A. AfoÔ to (Ac)c eÐnai èna anoiktì
sÔnolo kai Ao eÐnai to megalÔtero anoiktì sÔnolo pou perièqetai sto A,
parathroÔme ìti Ao = (Ac)c. �

Perioq  enìc stoiqeÐou x eÐnai èna sÔnolo V pou perièqei to x sto eswterikì
tou. Se aut  thn perÐptwsh lème ìti to x eÐnai eswterikì shmeÐo tou
V . SÔmfwna me ton orismì pou d¸same mÐa perioq  tou x den eÐnai aparaÐthto
na apoteleÐ anoiktì sÔnolo. Wstìso, se k�poia biblÐa sunant�me aut  thn
upìjesh. Profan¸c isqÔei to ex c:

ena sÔnolo eÐnai anoiktì, an kai mìnon an to Ðdio to sÔnolo apoteleÐ thn
perioq  gia k�je shmeÐo, pou perièqetai se autì.
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Orismìc: H sullog  ìlwn twn perioq¸n enìc shmeÐou x kaleÐtai b�sh
perioq¸n   sÔsthma perioq¸n sto x kai sumbolÐzetai wc Nx. IsqÔoun
oi akìloujec idiìthtec:

1. X ∈ Nx.

2. Gia k�je V ∈ Nx, èqoume ìti x ∈ V (dhlad , Ø /∈ Nx).

3. An V, U ∈ Nx, tìte V ∩ U ∈ Nx.

4. An V ∈ Nx kai V ⊂ W , tìte W ∈ Nx.
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KanonikoÐ kai Hausdorff TopologikoÐ Q¸roi

Orismoc: 'Enac topologikìc q¸roc lègetai kanonikìc an eÐnai hausdorff
kai an k�je dÔo xèna kleist� sÔnola, perièqontai to kajèna se dÔo anoiqt�
sÔnola, xèna metaxÔ touc.

Orismoc: 'Enac topologikìc q¸roc Q lègetai topik� sumpag c an gia
k�je x ∈ X up�rqei perioq  tou x me sumpag  kleistìthta .

Orismìc: 'Enac topologikìc q¸roc lègetai Hausdorff an gia k�je x, y ∈
X me x 6= y, up�rqoun perioqèc U, V twn x, y antÐstoiqa, tètoiec ¸ste
U ∩ V = Ø.

MÐa shmantik  sunèpeia, pou prokÔptei eÐnai h ex c:

Stouc q¸rouc hausdorff ta monadiaÐa sÔnola eÐnai kleist�. EpÐshc, oi topo-
logÐec pou orÐzontai apì metrikoÔc q¸rouc eÐnai hausdorff . Gia par�deigma,
h tetrimmènh topolìgia den eÐnai q¸roc hausdorff .

H b�sh perioq¸n sto x eÐnai mÐa sullog  B perioq¸n tou x, me thn idiìthta
ìti, an U eÐnai mÐa perioq  tou x, tìte up�rqei perioq  V ∈ B, me V ⊂ U .

Orismìc:'Enac topologikìc q¸roc lègetai 1-arijm simoc, an k�je sh-
meÐo èqei arijm simh b�sh perioq¸n.

K�je hmimetrikìc q¸roc eÐnai 1-arijm simoc: oi mp�lec aktÐnac 1
n
gÔrw apì

to x, sqhmatÐzoun mÐa arijm simh b�sh perioq¸n sto x. Profan¸c, k�je 2-
arijm simoc q¸roc eÐnai kai 1-arijm simoc, ìmwc to antÐstrofo den isqÔei.
'Ena shmeÐo x eÐnai shmeÐo kleistìthtac enìc sunìlou A, an k�je perioq 
tou x tèmnei to A. EpÐshc, isqÔei ìti to A tautÐzetai me to sÔnolo pou perièqei
ta shmeÐa kleistìthtac tou A.
'Ena stoiqeÐo x eÐnai shmeÐo suss¸reushc (  oriakì shmeÐo ) tou A, an
gia k�je perioq  V tou x, isqÔei (V \{x})

⋂
A 6= Ø.

Onom�zoume èna shmeÐo x tou A sunoriakì shmeÐo, an gia k�je perioq 
V tou x isqÔei V

⋂
A 6= Ø kai V

⋂
Ac 6= Ø. Profan¸c , ta shmeÐa sus-

s¸reushc kai ta sunoriak� shmeÐa, an koun sthn kleistìthta tou A. 'Estw
A

′
to sÔnolo ìlwn twn shmeÐwn suss¸reushc tou A kai èstw ∂A to sÔnoro
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tou A, to sÔnolo ìlwn twn sunoriak¸n shmeÐwn tou A. IsqÔoun oi parak�tw
sqèseic:

A = Ao ∪ ∂A kai ∂A = ∂Ac = A ∪ Ac

Apì tic parap�nw sqèseic, prokÔptei ìti èna sÔnolo A eÐnai kleistì, an kai
mìnon an A

′ ⊂ A kai an kai mìnon an ∂A ⊂ A. Genik�,

'Ena sÔnolo eÐnai kleistì, an kai mìnon an perièqei ìla ta oriak� tou shmeÐa.

'Ena uposÔnolo A enìc topologikoÔ q¸rou X eÐnai tèleio, ston X, an eÐnai
kleistì kai k�je stoiqeÐo tou A eÐnai shmeÐo suss¸reushc tou A. Sugkekri-
mèna, k�je perioq  tou stoiqeÐou x sto A, perièqei stoiqeÐo tou A, to opoÐo
eÐnai diaforetikì apì to x. O q¸roc X eÐnai tèleioc, an ìla ta stoiqeÐa tou
eÐnai shmeÐa suss¸reushc.
'Ena stoiqeÐo x ∈ A eÐnai apomonwmèno stoiqeÐo tou A an up�rqei pe-
rioq  (V \{x}) ∩ A = Ø. Autì shmaÐnei ìti, to {x} eÐnai èna sqetik� anoiktì
uposÔnolo tou A. 'Ena sÔnolo eÐnai tèleio an kai mìnon an eÐnai kleistì kai
ìla tou ta shmeÐa eÐnai apomonwmèna shmeÐa. Tìte h kleistìtht� tou, A, eÐnai
tèleio sÔnolo sto X. Shmei¸noume ìti to kenì sÔnolo eÐnai tèleio.
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Pukn� sÔnola

Orismìc:'Ena uposÔnolo enìc topologikoÔ q¸rou X kaleÐtai puknì ston
X, an D = X.

Sugkekrimèna, èna sÔnolo D eÐnai punì, an kai mìnon an k�je mh kenì anoiktì
uposÔnolo tou X perièqei èna stoiqeÐo sto D. Dhlad , an D puknì ston X
kai x ∈ X, tìte k�je perioq  tou x, perièqei èna stoiqeÐo sto D. Autì
shmaÐnei ìti k�je stoiqeÐo tou X proseggÐzetai, me kal  prosèggish, apì èna
stoiqeÐo tou D. 'Ena sÔnolo N den eÐnai poujen� puknì, an h kleistìtht� tou
èqei kenì eswterikì.

Orismìc:'Enac topologikìc q¸roc eÐnai diaqwrÐsimoc, na perièqei èna
arijm simo pÔkno uposÔnolo.

L mma: K�je 2-diaqwrÐsimoc q¸roc eÐnai diaqwrÐsimoc.
To antÐstrofo isqÔei gia metrikoÔc q¸rouc, ìmwc den isqÔei genik�.

Orismìc: DÔo uposÔnola A kai B enìc topologikoÔ q¸rou X xèna metaxÔ
touc eÐnai:

1. diaqwrismèna apì anoikt� sÔnola an up�rqoun dÔo anoikt� sÔ-
nola V kai W xèna metaxÔ touc gia ta opoÐa na isqÔei ìti A ⊆ V kai
B ⊆ W , kai

2. diaqwrismèna apì suneq  sun�rthsh an up�rqei suneq c f :
X → [0, 1] tètoia ¸ste f(a) = 0, f(b) = 1∀a ∈ A kai ∀b ∈ B.

L mma: An dÔo xèna metaxÔ touc uposÔnola enìc topologikoÔ q¸rou eÐnai
diaqwrismèna apì suneq  sun�rthsh, tìte eÐnai epÐshc diaqwrismèna apì anoi-
kt� sÔnola.

Apìdeixh: 'Estw A kai B dÔo xèna metaxÔ touc uposÔnola enìc topologi-
koÔ q¸rou X kai èstw f : X → [0, 1] mÐa suneq c sun�rthsh tètoia ¸ste
f(a) = 0,∀a ∈ A kai èstw f(b) = 1,∀b ∈ B. An V = {x ∈ X : f(x) < 1

2
}

kai W = {x ∈ X : f(x) ≥ 1
2
}, tìte ta V kai W eÐnai dÔo xèna metaxÔ touc
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anoikt� sÔnola gia ta opoÐa isqÔei ìti A ⊆ V kai B ⊆ W . �

TopologikoÐ q¸roi twn opoÐwn ta kleist� xèna uposÔnola diaqwrÐzontai apì
anoikt� sÔnola paÐzoun shmantikì rìlo sth majhmatik  an�lush kai apote-
loÔn touc kanonikoÔc q¸rouc.

ParadeÐgmata ( 'Enac diaqwrÐsimoc metrikìc q¸roc, me mh a-
rijm simh b�sh) DÐnoume dÔo paradeÐgmata diaqwrÐsimwn q¸rwn, pou den
èqoun arijm simec b�seic.

1. 'Estw X èna mh arijm simo sÔnolo kai èstw x ∈ X. OrÐzoume topo-
logÐa, pou apoteleÐtai apì to kenì sÔnolo kai apì ìla ta sÔnola pou
perièqoun to x. To sÔnolo {xo} eÐnai puknì ston X, �ra to X eÐnai
diaqwrÐsimo. Epiplèon, k�je sÔnolo thc morf c {xo, x}, x ∈ X, eÐnai
anoiktì, �ra den up�rqei arijm simh b�sh.

2. To epìmeno par�deigma afor� ston l1 q¸ro, ìlwn twn- kat� apìlu-
th tim - ajroÐsimwn pragmatik¸n sunart sewn, pou eÐnai efodiasmènec
me thn asjen  topologÐa σ(l1, l∞). To arijm simo sÔnolo ìlwn twn
telik� mhdenik¸n akolouji¸n, eÐnai èna puknì uposÔnolo tou l1, �ra
(l1, σ(l1, l∞)) eÐnai ènac diaqwrÐsimoc q¸roc Hausdorff . Wstìso, o
q¸roc σ(l1, l∞) den eÐnai arijm simoc.
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DÐktua

MÐa akoloujÐa ston X eÐnai mÐa sun�rthsh fusik¸n arijm¸n, sto X. Su-
n jwc jewroÔme ìti mÐa akoloujÐa, wc èna uposÔnolo tou X, me deÐktec pou
brÐskontai sto sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n. 'Ena dÐktuo eÐnai mÐa eujeÐa ge-
nÐkeush thc ènnoiac thc akoloujÐac. AntÐ gia fusikoÔc arijmoÔc, to dÐktuo
èqei th dunatìthta na qrhsimopoieÐ kai �lla sÔnola arijm¸n. H ousÐa eÐnai
ìti to sÔnolo twn deikt¸n perièqei thn ènnoia thc di�taxhc.

H ènnoia thc di�taxhc se èna, ìqi kat' an�gkh �peiro, sÔnolo D, eÐnai mÐa
autopajhtik (reflexive) dimel c sqèsh, me thn idiìthta ìti k�je zeÔgoc èqei
�nw ìrio. Autì shmaÐnei ìti gia k�je zeÔgoc α, β ∈ D up�rqei γ ∈ D, gia ta
opoÐa ikanopoioÔntai oi sqèseic γ � α kai γ � β.
MÐa di�taxh den eÐnai upoqrewtikì na eÐnai merik , afoÔ den mac qrei�zetai h
antisummetriìthta. Praktik�, ìmwc, stic perissìterec peript¸seic oi diat�-
xeic pou sunant�me eÐnai merikèc. EpÐshc, stic diat�xeic isqÔei ìti ìtan èqoume
èna peperasmèno sÔnolo, up�rqei �nw ìrio.

'Ena diatetagmèno sÔnolo, eÐnai èna sÔnoloD, efodiasmèno me th di�taxh
�. Parajètoume merik� paradeÐgmata:

1. To sÔnolo ìlwn twn fusik¸n arijm¸n N = {1, 2, ...}, efodiasmèno me
thn pr�xh thc di�taxhc �, pou orÐzetai, wc ex c: gia m ≥ n ,isqÔei
m � n.

2. To sÔnolo (0,∞), efodiasmèno me thn pr�xh thc di�taxhc, ìpou x � y,
ìtan x ≥ y.

3. To sÔnolo (0, 1), efodiasmèno me thn pr�xh thc di�taxhc, ìpou x � y,
ìtan x ≥ y.

4. To sÔsthma perioq¸n Nx, enìc shmeÐou x se ènan topologikì q¸ro,
pou eÐnai efodiasmènoc me thn pr�xh thc di�taxhc �, ìpou V � W , ìtan
V ⊂ W . To ìti èna sÔsthma perioq¸n tou x eÐnai diatetagmèno sÔnolo,
deÐqnei kat� pìso eÐnai qr sima ta dÐktua.
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5. H sullog  F ìlwn twn peperasmèwn uposunìlwn enìc sunìlouX,efodiasmènou
me thn pr�xh thc di�taxhc �, pou orÐzetai, wc ex c: gia A ⊂ B ,isqÔei
A � B.

An D diatetagmèno sÔnolo, tìte eÐnai sÔnhjec na sumbolÐzoume th di�taxh �,
wc ≥. An A kai B eÐnai diatetagmèna sÔnola, to Kartesianì touc ginìmeno A
× B eÐnai, epÐshc, diatetagmèno sÔnolo, efodiasmèno me thn pr�xh di�taxhc
ginomènou, o opoÐa orÐzetai wc (a, b) ≥ (g, d), ìtan a ≥ g kai b ≥ d.
Sugkekrimèna, an {Di : i ∈ I} mÐa oikogèneia diatetagmènwn sunìlwn, tìte
to Kartesianì thc ginìmeno D = Πi∈IDi, eÐnai -epÐshc, diatetagmèno, me thn
pr�xh thc di�taxhc, ìpou (ai)i∈I ≥ (bi)i∈I , ìtan ai ≥ bi,∀i ∈ I. Ja jewroÔ-
me ìti ti Kartesianì ginìmeno miac oikogèneiac diatetagmènwn sunìlwn eÐnai
diatetagmèno, mèsw thc di�taxhc ginomènou, ektìc kai an mac dÐnetai k�ti dia-
foretikì.

Orismìc: 'Estw D eÐnai èna diatetagmèno sÔnolo. Ja onom�zoume dÐktuo
enìc sunìlou X, th sun�rthsh x : D → X. To diatetagmèno sÔnolo D kaleÐ-
tai sÔnolo deikt¸n tou sunìlou kai ta stoiqeÐa tou D lègontai deÐktec.

Eidikìtera, k�je akoloujÐa eÐnai dÐktuo. EÐnai sÔnhjec na sumbolÐzoume th
sun�rthsh x(·), wc {xa}, to opoÐo emperièqei thn ènnoia thc di�taxhc. W-
stìso, ìpote up�rqei h an�gkh na upogrammÐsoume to sÔnolo deikt¸n D, to
dÐktuo sumbolÐzetai {xa}a∈D. ParathroÔme ìti k�je diatetagmèno sÔnolo D
eÐnai dÐktuo tou eautoÔ tou, mèsw thc tautotik c sun�rthshc.

'Ena dÐktuo {xa} se ènan topologikì q¸ro sugklÐnei se èna shmeÐo x, an
telik� perièqetai se k�je perioq  tou x. Dhlad , an gia k�je perioq  V tou
x, up�rqei ao(pou ezart�tai apì to V ), tètoia ¸ste xa ∈ V, ∀a ≥ ao. To x
eÐnai ìrio tou diktÔou kai gr�foume xa → x. Gia èna metrikì q¸ro, èqoume
xa → x, an kai mìnon an d(xa, x) → 0. StoÔc q¸rouc Hausdorff ta ìria
eÐnai monadik�.

En¸ se metrikoÔc q¸rouc oi akoloujÐec perigr�foun ikanopoihtik� ta shmeÐa
kleistìthtac enìc sunìlou, gia par�deigma,ta dÐktua qrei�zontai sthn peri-
graf  parìmoiwn idiot twn, gia genikoÔc topologikoÔc q¸rouc.
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ParadeÐgmata:

JewroÔme thn topologÐa tou paradeÐgmatoc 7, ìpwc thn eÐqame orÐsei proh-
goÔmena, sta paradeÐgmata topologik¸n q¸rwn. Ta sÔnola thc morf c U\C,
ìpou U anoiktì me th sun jh topologÐa kai C metr simo, to opoÐo apoteleÐ
b�sh thc topologÐac. Se aut  thn topologÐa, oi mìnec akoloujÐec pou sug-
klÐnoun sto shmeÐo x, eÐnai oi telik� stajerèc akoloujÐec.
H kleistìthta tou diast matoc (0,1), gi' aut  thn topologÐa eÐnai to [0,1].W-
stìso, den up�rqei akoloujÐa sto (0,1), pou na sugklÐnei eÐte sto 0, eÐte sto
1.( An {x1, x2, ...} eÐnai mÐa akoloujÐa sto (0,1), tìte to (0,2) \{x1, x2, ...},
eÐnai mÐa perioq  tou 1, pou den perièqei kanèna shmeÐo tou x).

L mma:'Ena stoiqeÐo an kei sthn kleistìthta enìc sunìlou, an kai mìnon an
autì eÐnai to ìrio enìc diktÔou tou sunìlou.

Apìdeixh:

'Estw x shmeÐo kleistìthtac tou A. 'An V ∈ ℵx, tìte V ∩ A 6= ∅, ètsi ¸ste
na up�rqei èna xv ∈ V ∩A. Tìte, to {xv}V ∈ℵx eÐnai èna dÐktuo (ìpou ℵx eÐnai
diatetagmèno, sÔmfwna me th sqèsh V ≤ W , ìtan V ⊂ W ) kai xv → x.

H ènnoia tou upodiktÔou genikeÔei thn ènnoia thc upakoloujÐac.

Orismìc: 'Ena dÐktuo {yλ}λ∈Λ kaleÐtai upodÐktuo enìc diktÔou{xa}a∈A,
an up�rqei sun�rthsh ϕ : Λ→ A, pou ikanopoieÐ tic akìloujec idiìthtec:

1. ψλ = xϕλ,∀ϕλ, ìpou ϕλ = ϕ(λ).

2. Gia k�je αo ∈ A, up�rqei k�poio λo ∈ Λ, ètsi ¸ste λ ≥ λo, me ϕλ ≥ αo.

Ta paradeÐgmata pou akoloujoÔn, perigr�foun thn ènnoia tou upodiktÔou.

• K�je upakoloujÐa mi�c akoloujÐac eÐnai upodÐktuo.

• To dÐktuo {ym,n}(m,n)∈N×N , ìtan ym,n = m2 + 2mn + n2 + 1, eÐnai èna

upodÐktuo thc akoloujÐac {xn}, ìpou xn = n2 + 1. Gia na sumbaÐnei
autì jewroÔme th sun�rthsh ϕ : N ×N → N , ìpou ϕ(m,n) = m+ n.
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EpÐshc, epishmaÐnetai ìti to dÐktuo {ym,n} den eÐnai upakoloujÐa thc
{xn}.

• JewroÔme ta dÐktua {yλ}λ∈(0,1) kai {xα}α∈(1,∞), ìpou:

– yλ = 1
λ
, ìpou (0, 1) eÐnai diatetagmèno sÔnolo, me λ � µ. Kai

– xα = α, ìpou (1,∞) eÐnai diatetagmèno, me α � β ⇔ α ≥ β.

Tìte, to {yλ} eÐnai èna upodÐktuo tou {xα} kai antÐstrofa. Autì sumbaÐnei,
an jèsoume sth sun�rthsh ϕ : (0, 1)→ (1,∞), th sqèsh ϕ(λ) = 1

λ
.

Ta upodÐktua sundèontai me ta oriak� shmeÐa twn diktÔwn. 'Ena stoiqeÐo x,
se ènan topologikì q¸ro eÐnai oriakì shmeÐo enìc diktÔou {xα}, an gia
k�je perioq  V tou x kai gia k�je deÐkth a, up�rqei k�poio β ≥ α, tètoio
¸ste xβ ∈ V . To sÔnolo ìlwn twn oriak¸n shmeÐwn tou {xa} sumbolÐzetai
Lim{xα}.

Je¸rhma: 'Ena shmeÐo eÐnai oriakì shmeÐo enìc diktÔou, an kai mìnon an
eÐnai ìrio k�poiou uposunìlou tou.

Apìdeixh:

'Estw x èna oriakì shmeÐo enìc diktÔou{xα}α∈A, se ènan topologikì q¸ro.
Gia k�je (α, V ) ∈ A× ℵx, (ìpou A× ℵx eÐnai diatetagmèno, apì thn di�taxh
tou ginomènou), epilègw èna φα,V ∈ A, me φα,V ≥ α kai xφα,V ∈ V . Katìpin
, orÐzoume to dÐktuo {yα,V }, ètsi ¸ste yα,V = xφα,V kai sugkrkrimèna isqÔei
ìti {yα,V }(α,V )∈A×ℵx eÐnai èna upodÐktuo tou {xα}, pou sugklÐnei sto x.
Gia to antÐjeto, upojètoume ìti se ènan topologikì q¸ro èna upodÐktuo
{yλ}λ∈Λ enìc diktÔou {xα}α∈A, sugklÐnei se èna shmeÐo x. Jewr¸ αo ∈ A
kai mÐa perioq  V tou x kai èstw φ : Λ → A, mÐa apeikìnish, pou perigr�fei
to upodÐktuo. EpÐdhc, epilègoume èna λo ∈ Λ, gia to opoÐo na isqÔei yλ ∈ V ,
gia k�je λ ≥ λo. 'Epeita, epilègoume λ1 ∈ Λ, tètoio ¸ste φλ ≥ αo, gia k�je
λ ≥ λ1. An to λ2 ≥ λo, ikanopoieÐ th sqèsh λ2 ≥ λ1 kai λ2 ≥ λo, tìte o
deÐkthc β = φλ2 ikanopoieÐ th sqèsh β ≥ αo kai xβ = xφλ2 = yλ2 , ètsi ¸ste
to x na eÐnai to oriakì shmeÐo tou diktÔou {xα}.
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L mma: 'Ena dÐktuo sugklÐnei se èna shmeÐo, an kai mìnon an k�je uposÔ-
nolì tou sugklÐnei sto Ðdio shmeÐo.

Apìdeixh:

'Estw {xα} èna dÐktuo se ènan topologikì q¸rp X. Profan¸c, gia k�je
upodÐktuo {yλ} tou {xα}, yλ → x. Gia to antÐjeto, upojètoume ìti k�je u-
podÐktuo tou {xα} sugklÐnei sto x kai èstw ìti to {xα} de sugklÐnei sto x.
Tìte, up�rqei perioq  V tou x, tètoia ¸ste gia k�je deÐkth α ∈ A up�rqei
φα ≥ α, me xφα /∈ V . An yα = xφα , tìte {yα}α∈A eÐnai upodÐktuo tou {xα},
to opoÐo- ìmwc- de suklÐnei sto x.'Atopo. AfoÔ ja èprepe xα → x. AxÐzei na
shmeiwjeÐ ìti ta ìria, den apaiteÐtai na eÐnai monadik�. �.

• 'Opwc kai me tic akoloujÐec, k�je fragmèno dÐktuo {xα} pragmatik¸n a-
rijm¸n, èqei mègisto kai el�qisto ìrio. To mègisto ìrio tou {xα} kaleÐtai
limit superior kai gr�fetai limsupα{xα}. To mikrìtero ìrio kaleÐtai limit
inferior, to opoÐo gr�fetai liminfα{xα}. ApodeiknÔetai ìti:

lima inf{xα} = supa infβ≥a{xβ} ≤ lima sup{xα} = infa supβ≥a{xβ}

EpÐshc, xα → x sto R isqÔei, an kai mìnon an:

x = lima inf{xα} = lima sup{xα}.
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FÐltra

H qrhsimìthta twn fÐltrwn sthn topologÐa èqei na k�nei me to sÔsthma pe-
rioq¸n Nx, enìc shmeÐou x, se ènan topologikì q¸ro.

Orismìc: 'Ena fÐltro se èna sÔnolo X, eÐnai mÐa oikogèneia F uposunì-
lwn, pou ikanopoieÐ tic parak�tw idiìthtec:

1. Ø /∈ F kai X ∈ F .

2. An A, B ∈ F , tìte A ∩B ∈ F .

3. An A ⊂ B kai A ∈ F , tìte B ∈ F .

'Ena eleÔjero fÐltro eÐnai èna fÐltro F , me ken  tom ,
⋂
A∈F A = Ø. Ta

fÐltra pou den eÐnai eleÔjera kaloÔntai kajorismèna.

Parajètoume merik� paradeÐgmata fÐltrwn.

• 'Estw X èna tuqaÐo sÔnolo kai èstw S èna mh kenì uposÔnolo tou X.
Tìte, h sullog  sunìlwn

F = {A ⊂ X : S ⊂ A}

eÐnai èna fÐltro. Sugkekrimèna, autì to fÐltro eÐnai kajorismèno.

• 'Estw X èna �peiro sÔnolo kai jewroÔme th sullog  F peperasmènwn
sunìlwn.('Ena sunolo eÐnai cofinite, an eÐnai to sumplhrwmatikì enìc
peperasmènou sunìlou ). Dhlad ,

F = {A ⊂ X : Ac peperasmèno}

ParathroÔme ìti to F eÐnai eleÔjero fÐltro.

'Ena fÐltro G eÐnai upofÐltro enìc fÐltrou F , an F ⊂ G. Se aut  thn
perÐptwsh ja lème ìti to G eÐnai finer tou F . AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti h
merik  di�taxh sta fÐltra èqei thn antÐjeth ènnoia apì aut  thc di�taxhc.
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Dhlad , U eÐnai èna upofÐltro an U ⊂ G, se èna fÐltro G, shmaÐnei U = G.

Je¸rhma sta uperfÐltra: K�je fÐltro perièqetai se èna toul�qiston
uperfÐltro. Kat� sunèpeia, k�je �peiro sÔnolo èqei èna eleÔjero uperfÐltro.

Apìdeixh:

'Estw F fÐltro enìc sunìlou X kai èstw C mÐa mh ken  sullog  ìlwn twn
upofÐltrwn tou F . Dhlad ,

F = {G : G fÐltro kai F ⊂ G}.

H sullog  C eÐnai merik� diatetagmènh. DojeÐshc alusÐdac B sthn C, h oiko-
gèneia {A = A :∈ G,gia k�poio G ∈ B} eÐnai fÐltro, pou eÐnai �nw fragmèno
gia to B sto C. 'Ara oi proupojèseic tou Jevr matoc Zorn ikanopoioÔntai,
dhlad  to C èqei megistikì stoiqeÐo. IsqÔei ìti k�je megistikì stoiqeÐo tou
C, eÐnai uperfÐltro pou perièqei to F .
Gia to teleutaÐo komm�ti thc apìdeixhc, isqÔei ìti an to X eÐnai �peiro sÔnolo,
tìte to

F = {A ⊂ X : Ac peperasmèno }.

eÐnai elèujero fÐltro. K�je uperfÐltro pou perièqei to F eÐnai eleÔjero.� .

L mma: K�je kajorismèno uperfÐltro se èna sÔnolo X, thc morf c

U = {A ⊂ X : x ∈ A}

, gia monadikì x ∈ X.

Apìdeixh:'Estw U kajorismèno uperfÐltro sto X kai èstw x ∈
⋂
A∈U A.

Tìte, to Ux = {A ⊂ X : x ∈ A} eÐnai èna fÐltro sto X, ìpou U ⊂ Ux. 'Ara,
U = Ux.�

MÐa mh ken  sullog  B} uposunìlwn tou X eÐnai mÐa b�sh fÐltrou, an

1. Ø /∈ U
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2. an A, B ∈ B, tìte up�rqei k�poio C ∈ B, me C ⊂ A ∩B.

K�je fÐltro, apoteleÐ b�sh tou eautoÔ tou. Ap' thn �llh, an B eÐnai mÐa b�sh
fÐltrou gia èna sÔnolo X, tìte to sÔnolo

FB = {A ⊂ X : B ⊂ A,gia k�poioB ∈ B},

eÐnai dÐktuo, to opoÐo onom�zetai fÐltro paragìmeno apì th B . Gia
par�deigma, h anoikt  perioq  enìc shmeÐou x, enìc topologikoÔ q¸rou, sqh-
matÐzei mÐa b�sh fÐltrou B, pou ikanopoieÐ th sqèsh FB = Nx, pou apoteleÐ
fÐltro gia k�je perioq  tou x.

L mma:'Ena uperfÐltro U , se èna sÔnolo X, ikanopoieÐ ta akìlouja:

1. An A1 ∪ ... ∪ An ∈ U , tìte Ai ∈ U , gia k�poio i.

2. An A ∩B 6= Ø, gia k�je B ∈ U , tìte A ∈ U .

Apìdeixh:

(1) 'Estw U èna uperfÐltro sto X kai èstw A ∪ B ∈ U . An A /∈ U , tìte h
sullog  sunìlwn F = {C ⊂ X : A ∪ C ∈ U} eÐnai èna fÐltro, ìpou B ∈ F
kai U ⊂ F . Tìte, U = F , �ra B ∈ U . H genik  perÐptwsh prokÔptei me
epagwg .
(2) Upojètoume ìti A ∩ B 6= ∅ gia k�je B ∈ U . An B = {A ∩ B : B ∈ U},
tìte to B apoteleÐ b�sh fÐltrou kai to fÐltro F pou par�gei ikanopoieÐ tic
sqèseic U ⊂ F kai A ∈ F . AfoÔ to U eÐnai uperfÐltro, parathroÔme ìti
F = U kai A ∈ U .�

L mma: An U eÐnai èna eleÔjero uperfÐltro se èna sÔnolo tou X, tìte de
up�rqei peperasmèno uposÔnolo tou X. Sugkekrimèna, mìno �peira sÔnola
sunant�me se uperfÐltra.

Apìdeixh:

GnwrÐzoume ìti ta eleÔjera fÐltra den perièqoun monosÔnola. Gi' autì to
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lìgo, an {x} ∈ U , tìte {x} ∩ A 6= ∅, gia k�je A ∈ U , �ra x ∈ A gia k�je
A ∈ U . Dhlad ,

⋂
A∈U A 6= ∅. 'Atopo.

T¸ra, gia k�je uperfÐltro U , an {x1, x2, ..., xn} =
⋃
n{xi} ∈ U , èqoume

{xi} ∈ U , gia k�poio i, antÐjeta me thn arqik  upìjesh. 'Ara, den up�rqei
peperasmèno uposÔnolo tou X, pou na an kei sto U . �

'Ena fÐltro F , se ènan topologikì q¸ro X, sugklÐnei se èna shmeÐo x, me
F → x, an to F perièqei thn perioq  fÐltrwn Nx, se èna x, ìpou Nx ⊂ F .
'Omoia, mÐa b�sh fÐltrwn B sugklÐnei se èna stoiqeÐo x, me B → x, an to
fÐltro pou par�getai apì apì to B sugklÐnei sto x. Profan¸c, Nx → x.
'Ena stoiqeÐo x, se ènan topologikì q¸ro, eÐnai oriakì shmeÐo enìc fÐltrou
F , ìtan x ∈ A, gia k�je A ∈ F . To sÔnolo ìlwn twn oriak¸n shmeÐwn tou
F gr�fetai LimF . Profan¸c, LimF =

⋂
A∈FA. 'Opwc kai me ta dÐktua, ta

oriak� shmeÐa enìc fÐltrou, eÐnai akrib¸c ta oriak� shmeÐa twn upofÐltrwn
tou.

Je¸rhma: 'Ena stoiqeÐo eÐnai oriakì stoiqeÐo enìc fÐltrou an kai mìno an
up�rqei upofÐltro, pou na sugklÐnei se autì.

Apìdeixh:

'Estw x oriakì shmeÐo enìc fÐltrou F se ènan topologikì q¸ro. Dhlad ,
èstw x ∈

⋂
A∈F A. Tìte, h sullog  sunìlwn

B = {V ⊂ A : V ∈ Nx kai A ∈ F}

apoteleÐ b�sh tou fÐltrou. Epiplèon, an G eÐnai to fÐltro pou par�gei, tìte
isqÔei F ⊂ G kai Nx ⊂ G.Autì shmaÐnei ìti to G eÐnai uperfÐltro tou F , pou
sugklÐnei sto x.
Gia to antÐjeto, upojètoume ìti to G uperfÐltro tou F (dhlad , F ⊂ G) gia
to opoÐo isqÔei ìti G → x (dhlad , Nx ⊂ G). Tote, gia k�je V ∈ Nx kai gia
k�je A ∈ F , aut� ja an koun sto G. Sunep¸c, x ∈

⋂
A∈F A. �

Parajètoume qwrÐc apìdeixh ton akìloujo qarakthrismì thc sÔgklishc.

32



L mma: 'Ena fÐltro sugklÐnei se èna stoiqeÐo an kai mìno an k�je upofÐltro
tou sugklÐnei sto Ðdio akrib¸c stoiqeÐo.

DÐktua kai fÐltra

Up�rqei �mesh sqèsh an�mesa se dÐktua kai fÐltra. 'Estw {xα}α∈A dÐktuo
enìc topologikoÔ q¸rou X. Gia k�je α orÐzoume to tm ma   thn our�
Fα = {xβ : β ≥ α} kai èstw B = {Fα : α ∈ A} oikogèneia sunìlwn. EÐnai
tetrimmèno ìti to B apoteleÐ b�sh fÐltrou. To fÐltro F , pou par�getai apì
th B orÐzetai wc tm ma fÐltrou(sectionfilter)   wc to fÐltro pou
par�getai apì to dÐktuo {xα}α∈A.
To dÐktuo {xα}α∈D kai to tm ma tou fÐltrou F èqoun ta Ðdia oriak� shmeÐa.
Dhlad , Lim{xα} = LimF . Pr�gmati, an x ∈ Lim{xα}, tìte to x eÐnai
ìrio k�poiou uposunìlou{yλ} tou {xα}. Diapist¸noume ìti to fÐltro G pou
par�getai apì to {yλ}, eÐnai upofÐltro tou F kai G → x. AntÐstrofa, an
x ∈ LimF , gia k�je α kai gia k�je V ∈ Nx, èqoume ìti V ∩Fα 6= ∅. Gi' autì
epilègoume èna ya,V ∈ V ∩Fα, tìte to {ya,V }(α,V )∈D×Nx , orÐzei èna upodÐktuo
tou {xα}, tètoio ¸ste ya,V → x, me x ∈ Lim{xα}.
Epeita, jewroÔme èna fÐltro F se èna topologikì q¸ro X kai èna sÔnolo
D = {(α,A) : A ∈ F kai α ∈ A}. To sÔnoloD diajètei mÐa fusik  di�taxh≥,
pou orÐzetai apì th sqèsh (α,A) ≥ (β,B), ìtan A ⊂ B, me tètoio trìpo pou
o tÔpoc xα,A=α na orÐzei èna dÐktuo ston X. Autì to dÐktuo kaleÐtai dÐktuo
pou par�getai apì to fÐltro F . ParathroÔme ìti Fα,A = A, �ra to
fÐltro pou par�getai apì to dÐktuo {xα,A} eÐnai to Ðdio to F . Sugkekrimèna,
èqoume ìti Lim{xα,A} = LimF .

Je¸rhma (AntistoiqÐa diktÔwn kai fÐltrwn)

'Ena dÐktuo kai to fÐltro, pou ekeÐno par�gei, èqoun ta Ðdia oriak� shmeÐa.
AntÐstoiqa, e'na fÐltro kai to dÐktuo pou autì par�gei, èqoun ta Ðdia oriak�
shmeÐa.
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HMISUNEQEIA KAI SUNEQEIA

Orismocv 1 MÐa sun�rthsh f : X → R onom�zetai k�tw hmisuneq c , an to
sÔnolo {x : f(x) > B} eÐnai anoiqtì gia k�je B ∈ R. EpÐshc, mÐa sun�rthsh
f : X → R , lègetai �nw hmisuneq c an to {x : f(x) < B} eÐnai anoiqtì, gia
k�je B ∈ R.

Protash 1 K�je supremum miac k�tw hmisuneqoÔc sun�rthshc eÐnai kai
to idio k�tw hmisuneqèc. 'Ena infimum miac �nw hmisuneqoÔc sun�rthshc
eÐnai, epÐshc, k�tw hmisuneqèc.

Apìdeixh : 'Estw G èna sÔnolo pragmatik¸n sunart sewn ìpou g k�tw
hmisuneq c gia k�je g ∈ G kai èstw f to supremum ∀g . Jewr¸ tuqaÐo B
∈ R kai èstw

Q ={x ∈ X : f(x) > B}

kai

M =
⋃
{x ∈ X : g(x) > b}, g ∈ G

AfoÔ to M einai mia tuqaÐa ènwsh anoikt¸n sunìlwn, to M ja eÐnai kai to
Ðdio anoiktì. Ja deÐxoume ìti M= Q . JewroÔme x ∈ X . Tìte, x ∈ X, an kai
mìno an to B den eÐnai �nw fr�gma sto {g(x) : g ∈ G} . Autì eÐnai isodÔnamo
me to f(x) > B, afoÔ to na einai mikrìtero apì to mikrìtero �nw fr�gma dÐnei
�topo gia thn upìjesh ìti to B eÐnai �nw fr�gma. EpÐshc, apì f(x) > B,
èqoume akrib¸c ìti x∈ Q .
'Ara, M = Q . Dhlad , to {x : f(x) > B} eÐnai anoiqtì ∀B ∈ R. 'Ara, h f
eÐnai k�tw hmisuneq c.

'Ena apì ta shmantikìtera kaj konta thc topologÐac eÐnai na orÐsei thn ka-
thgorÐa twn suneq¸n sunart sewn.

Orismìc: MÐa sun�rthsh f : X → Y an�mesa se dÔo topologikoÔc q¸rouc
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kaleÐtai suneq c, an to f−1(U) eÐnai anoiktì sÔnolo, gia k�je anoiktì sÔ-
nolo U .
Lème ìti h f suneq c se shmeÐo x, an f−1(V ) eÐnai perioq  tou x, ìtan
kai h V eÐnai perioq  tou f(x).
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To akìloujo L mma qarakthrÐzei touc kanonikoÔc topologikoÔc q¸rouc
kai eÐnai gnwstì wc to L mma tou Urysohn.

To L mma tou Urysohn : 'Estw X topologikìc q¸roc. Ta epìmena eÐnai
isodÔnama:

1. o X eÐnai kanonikìc.

2. An A kleistì kai V anoiktì uposÔnolo tou X gia ta opoÐa isqÔei ìti
A ⊆ V , tìte up�rqei anoiktì W tètoio ¸ste A ⊆ W ⊆ W ⊆ V .

3. K�je zeÔgoc xènwn metaxÔ touc sunìlwn diaqwrÐzetai apì mÐa suneq 
sun�rthsh.

4. An C eÐnai èna kleistì uposÔnolo tou X kai f : C → [0, 1] mÐa suneq c
sun�rthsh, tìte up�rqei suneq c epèktash thc f ston X gia ìlec tic
timèc sto [0,1].

Apìdeixh: (1) ⇒ (2) 'Estw A kleistì kai V anoiktì sÔnolo ètsi ¸ste
A ⊆ V . Jètw C = V c me A kai C xèna metaxÔ touc kleist� sÔnola. 'Ara,
up�rqoun dÔo xèna metaxÔ touc anoikt� sÔnola W kai U gia ta opoÐa isqÔei
ìti A ⊆ W kai C ⊆ U . Epeid  W ∩ U = ∅ sumperaÐnoume ìti W ∩ U = ∅ kai
�ra W ⊆ U c ⊆ Cc = V .
(2) ⇒ (3) 'Estw A kai B xèna metaxÔ touc kleist� sÔnola. Jètw V = Bc

kai orÐzoume A ⊆ V . 'Epeita jètw ro = 0, r1 = 1 kai èstw {r2, r3, ...} mÐa
arÐjmhsh tuqaÐwn arijm¸n sto anoiktì di�sthma (0,1). Lìgw thc upìjes c
mac up�rqoun dÔo anoikt� sÔnola Vr0 kai Vr1 tètoia ¸ste A ⊆ Vr1 ⊆ Vr1 ⊆
Vr0 ⊆ Vr0 ⊆ V . Sth sunèqeia ja proqwr soume epagwgik�. Jewr¸ ta
anoikt� sÔnola Vr0 , ..., Vrn ètsi ¸ste gia ri < rj isqÔei ìti A ⊆ Vrj ⊆ Vrj ⊆
Vri . Se autì to shmeÐo ja prèpei na parathr soume ìti akrib¸c dÔo arijmoÐ
up�rqoun oi ri kai rj an�mesa stouc r0, r1, ... gia touc opoÐouc isqÔei ìti
ri < rn+1 < rj ki ètsi kanènac �lloc arijmìc de brÐsketai sto di�sthma
(ri, rj). Profan¸c, ri = max{rk : rk < rn+1, 0 ≤ k ≤ n}. 'Omoia, rj =
min{rk : rn+1 < rk, 0 ≤ k ≤ n}. Apì upìjesh, up�rqei anoiktì sÔnolo Vrn+1

tètoio ¸ste

Vrj ⊆ Vrn+1 ⊆ Vrn+1 ⊆ Vri .

36



'Ara, an Q to sÔnolo twn rht¸n, mporoÔme na kataskeu�soume mÐa sullog 
anoikt¸n sunìlwn {Vr : r ∈ Q ∩ [0, 1]}, me tic akìloujec dÔo idiìthtec:

1. A ⊆ Vr ⊆ V gia k�je r ∈ Q ∩ [0, 1].

2. An ta r, s ∈ Q ∩ [0, 1] ikanopoioÔn th sqèsh s > r, tìte Vs ⊆ Vr.

AkoloÔjwc orÐzoume th sun�rthsh f : X → [0, 1], wc ex c:

f(x) =

{
sup{r : x ∈ Vr} if x ∈ V0;

0 if x /∈ V0.

Profan¸c, f(x) = 1∀x ∈ A kai f(x) = 0∀x ∈ V c = B. Isqurizomaste oti h
sun�rthsh eÐnai suneq c. Gia na apodeÐxoume ton isqurismì jètoume a ∈ X
kai èna ε > 0.
Jewr¸ arqik� ìti 0 ≤ f(a) < 1. 'Epeita epilègw dÔo tuqaÐouc arijmoÔc s, t
sto di�sthma [0, 1], tètoiouc ¸ste f(a) ≤ s ≤ t ≤ f(a) + ε. Apì tic sqèseic
Vt ⊆ Vs, f(a) < s prokÔptei ìti a /∈ Vt.
An f(a) > 0 ja epilèxoume tuqaÐo arijmì r ∈ (0, 1) tètoion ¸ste f(a)− ε ≤
r ≤ f(a) kai a ∈ Vr. Jètw U = Vr\Vt. Profan¸c, U eÐnai perioq  tou a.
EpÐshc, |f(x)− f(a)| < ε,∀x ∈ U .
An f(a) = 0 jètw U = X\Vt. Tìte, h U eÐnai perioq  tou a kai gia k�je
x ∈ U , èqoume ìti 0 ≤ f(x) ≤ t. 'Ara, |f(x) − f(a)| < ε isqÔei ∀x ∈ U .
Epomènwc, h f eÐnai se k�je perÐptwsh suneq c.
Telik�, sthn perÐptwsh ìpou f(a) = 1, epilègoume tuqaÐo arijmì r ∈ (0, 1)
tètoion ¸ste a ∈ Vr kai 1− ε < r. Profan¸c, Vr eÐnai perioq  tou a. EpÐshc,
an x ∈ Vr tìte r ≤ f(x) ≤ 1, apì to opoÐo prokÔptei ìti |f(x) − f(a)| <
ε,∀x ∈ Vr. Oi parap�nw isqurismoÐ apodeiknÔoun pwc h f eÐnai suneq c
sun�rthsh se k�je stoiqeÐo a tou X kai wc ek toÔtou h f eÐnai suneq c me
thn idiìthta ìti diaqwrÐzei ta A kai B.
(3) ⇒ (4) 'Estw C èna mh kenì kleistì uposÔnolo tou X kai èstw f : C →
[0, 1] suneq c. Ja qreiasteÐ na jewr soume f suneq  apì to C sto [−1, 1].
Xekin�me parathr¸ntac ìti an A kai B dÔo xèna metaxÔ touc kleist� uposÔnola
tou X kai [a, b] eÐnai tuqaÐo kleistì di�sthma, up�rqei suneq c sun�rthsh
φ : X → [a, b], me φ = a sto A kai φ = b sto B. (Pr�gmati, an ψ : X → [0, 1]
eÐnai mÐa suneq c sun�rthsh ètsi ¸ste y = 0 kai y = 1 gia to A kai to B
antÐstoiqa, tìte h suneq c sun�rthsh φ = (b−a) y +a paÐrnei tÐc zhtoÔmenec
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timèc ).
H epèktash thc f basÐzetai sthn akìloujh idiìthta(E): An h : C → [−r, r]
suneq c, tìte up�rqei suneq c sun�rthsh g : X → R, pou ikanopoieÐ th
sqèsh:

|g(x)| ≤ 1
3
r,∀x ∈ X kai |h(c)− g(c)| ≤ 2

3
,∀c ∈ C.

Gia na apodeÐxoume thn (E) isqurizìmaste ìti: 'Estw A = h−1([−r,− r
3
]) kai

B = h−1([− r
3
, r]). H sunèqeia thc h mac exasfalÐzei ìti ta xèna metaxÔ touc

sÔnola A kai B eÐnai kleist� sto C. AfoÔ, C kleistì uposÔnolo tou X,
autì shmaÐnei ìti ta A kai B eÐnai ki aut� kleist� uposÔnola ston X. 'Ara,
up�rqei suneq c sun�rthsh g : X → [− r

3
, r

3
] (me |g(x)| ≤ 1

3
r,∀x ∈ X ) tètoia

¸ste g = − r
3
sto A kai g = r

3
sto B. Sth sunèqeia jewr¸ c ∈ C. An c ∈ A,

tìte −r ≤ h(c) ≤ − r
3

= g(c) kai tìte |h(c) − g(c)| ≤ 2
3
r. An c ∈ B, tìte

r
3
≤ h(c) ≤ r = g(c) kai tìte |h(c)− g(c)| ≤ 2

3
r. Telik�, an c /∈ A ∪ B, tìte

− r
3
≤ h(c) ≤ r

3
, apì to opoÐo prokÔptei epÐshc ìti |h(c)− g(c)| ≤ 2

3
r.

T¸ra, ja isquristoÔme ìti up�rqei akoloujÐa gn suneq¸n pragmatik¸n su-
nart sewn ston X tètoiec ¸ste gia k�je n èqoume

|gn(x)| ≤ 1
3
(2

3
)n−1 gia k�je x ∈ X (?).

kai

|f(c)−
n∑
i=1

gi(c)| ≤ (2
3
)n gia k�je c ∈ C. (??)

H Ôparxh akoloujÐac ga apodeiknÔetai epagwgik� wc akoloÔjwc: Gia n = 1,
efarmìzoume thn idiìthta (E) me r = 1 kai h = f . 'Ara, up�rqei suneqhc
sun�rthsh g1 : X → R, pou ikanopoieÐ th sqèsh |g1(x)| ≤ 1

3
gia k�je x ∈

X kai |f(c) − g1(c)| ≤ 2
3
gia k�je c ∈ C. T¸ra epagwgik� jewroÔme ìti

f1, f2, ..., fn epilègetai ètsi ¸ste na ikanopoièi tic (?) kai (??). Efarmìzwntac

thn idiìthta (E) me r = (2
3
)n kai h = f −

n∑
i=1

gi, parathroÔme ìti up�rqei

suneq c sun�rthsh gn+1 : X → R, pou ikanopoieÐ th sqèsh gn+1(x) ≤ 1
3
(2

3
)n

gia k�je x ∈ X kai

|[f(c)−
n∑
i=1

gi(c)]− gn+1(c)| = |[f(c)−
n+1∑
i=1

gi(c)| ≤ (2
3
)n+1

gia k�je c ∈ C.
Apì th sqèsh

∞∑
i=1

1
3
(2

3
)n−1 = 1 kai (?), blèpoume ìti h seir� g(x) =

∞∑
i=1

gn(x)
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sugklÐnei omoiìmorfa kai �ra h g orÐzei suneq  sun�rthsh apì ton X epÐ tou
[-1,1]. T¸ra, parathr¸ntac thn (??) blèpoume ìti exasfalÐzetai ìti g(c) =
f(c),∀c ∈ C. 'Epeita, faÐnetai ìti h sun�rthsh |f | : X → [0, 1] kai ìti h |g|
eÐnai suneq c epèktash thc f gia ìla ta stoiqeÐa tou X.
(4) → (1) 'Estw A kai B dÔo mh ken� kleist� xèna metaxÔ touc uposÔnola
tou X. Tìte, A ∪ C eÐnai kleistì sÔnolo kai h sun�rthsh f : A ∪ B →
[0, 1], gia thn opoÐa f(a) = 0 gia k�je a ∈ A kai f(b) = 1 gia k�je b ∈ B
suneq c. Pr�gmati, an a ∈ A kai ε > 0, tìte Bc eÐnai mÐa perioq  tou a kai
|f(x) − f(a)| = 0 < ε isqÔei gia k�je x ∈ (A ∪ B) ∩ Bc. Autì deÐqnei ìti
h f eÐnai suneq c sto a ∈ A. 'Omoia, h f eÐnai suneq c gia k�je b ∈ B.
An g suneq c epèktash thc f gia ìla ta X me timèc sto [0, 1], tìte h g me
profan  trìpo diaqwrÐzei ta A kai B kai to B mporeÐ na diaqwristeÐ apì
anoikt� sÔnola. 'Ara o X eÐnai eÐnai kanonikìc q¸roc. �
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To je¸rhma epèktashc tou Tietze

'Estw C kleistì uposÔnolo enìc kanonikoÔ topologikoÔ q¸rou X kai èstw
f : C → R mÐa suneq c sun�rthsh. Tìte up�rqei suneq c epèktash thc f gia
k�je stoiqeÐo tou x, me timèc sto R.

Apìdeixh:

'Estw f : C → R suneq c sun�rthsh, ìpou C eÐnai èna kleistì uposÔnolo
kanonikoÔ q¸rou X. Jewr¸ arqik� ìti f(x) ≥ 0 gia k�je x ∈ C. Jètw
h = f

1+f
kai jewr¸ ìti h : C → (0, 1) ⊆ [0, 1] suneq c sun�rthsh. Apì to

L mma tou Urysohn up�rqei suneq c epèktash h0 : X → [0, 1].
'Epeita , èstw B = h−1

0 (−1) kai èstw B kleistì. EpÐshc, afoÔ 0 < h0(x) < 1
gia k�je x ∈ C parathroÔme ìti A ∩ B = ∅. Qrhsimopoi¸ntac to L mma tou
Urysohn gia mÐa kìma for� parathroÔme ìti up�rqei k�poia suneq c sun�r-
thsh φ : X → [0, 1] tètoio ¸ste φ(c) = 1 gia k�je c ∈ C kai φ(b) = 0 gia
k�je b ∈ B. T¸ra parathroÔme ìti h sun�rthsh g = phih0

1−φh0 eÐnai suneq c
epèktash thc f gia k�je stoiqeÐo tou X, me timèc sto R.
Sth genik  perÐptwsh, jewroÔme ìti f : C → R suneq c kai gr�foume
f = f+ − f−, me f+ = f ∨ 0 : C → R kai f− = (−f) ∨ 0 : C → R dÔo
suneqeÐc sunart seic mh arnhtikèc. Apì pio p�nw, isqÔei ìti up�rqoun dÔo
suneqeÐc sunart seic φ1, φ2 : C → R pou epekteÐnoun tic f+ kai f−, antÐstoi-
qa. ParathroÔme ìti φ = φ1 − φ1 : X → R eÐnai suneq c epèktash thc f .
�
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