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0. Εηζαγσγή  
 
΢ηελ αλάιπζε ηνπ κνλνηνκεαθνχ ππνδείγκαηνο «ζίηνπ» (corn model) ηνπ 
Solow ππνζέηνπκε φηη ην πνζνζηφ απνηακίεπζεο είλαη εμσγελψο δεδνκέλν. 
΢ε έλα φκσο ακηγψο λενθιαζηθφ ππφδεηγκα ην πνζνζηφ απνηακίεπζεο πξέπεη 
λα πξνθχπηεη απφ ηηο απνθάζεηο ησλ νηθνλνκηθψλ δξψλησλ. Ο ιφγνο πνπ ν 
Solow ην εμέιαβε σο δεδνκέλν ήηαλ θπξίσο φηη ήζειε λα θάλεη θξηηηθή ζην 
ππφδεηγκα Harrod θαηαδεηθλχνληαο φηη ηα απνηειέζκαηά ηνπ ηειεπηαίνπ 
νθείινληαη – φπσο λφκηδε – ζην γεγνλφο φηη ν Harrod ππέζεηε έλαλ ζηαζεξφ 
ιφγν θεθαιαίνπ-πξντφληνο. Ωο εθ ηνχηνπ δηαηήξεζε ηηο ππφινηπεο ππνζέζεηο 
ηνπ Harrod ζηαζεξέο θαη εηζήγαγε ηελ ππφζεζε ηεο λενθιαζηθήο ζπλάξηεζεο 
παξαγσγήο.  
 
Σν ππφδεηγκα πνπ ζα εμεηάζνπκε ζε απηήλ ηελ δηάιεμε εηζάγεη ηελ έλλνηα ηεο 
ζπλάξηεζεο ρξεζηκφηεηαο ηνπ λνηθνθπξηνχ θαη εμάγεη ελδνγελψο ην πνζνζηφ 
απνηακίεπζεο. 
 
΢ηελ κνξθή πνπ ζα ην αλαπηχμνπκε, ην ππφδεηγκα ρξνλνινγείηαη απφ ην 
1965 κε δχν άξζξα ησλ David Cass θαη Tjalling C. Koopmans. Πξνεγήζεθε 
φκσο ην 1928 έλα εληππσζηαθφ άξζξν ζην επηζηεκνληθφ πεξηνδηθφ Economic 
Journal, εμαηξεηηθά πξσηνπνξηαθφ γηα ηελ επνρή ηνπ, απφ ηνλ λεαξφ Frank 
Ramsey23 κε ηίηιν «Μηα καζεκαηηθή ζεσξία ηεο απνηακίεπζεο», ην νπνίν 
δηαθέξεη αξθεηά απφ απηφ πνπ ζα εμεηάζνπκε εδψ. 
 
Σν ππφδεηγκα πνπ ζα εμεηάζνπκε εδψ δηαθέξεη απφ ην ππφδεηγκα Solow ζην 
φηη ε καθξννηθνλνκηθή ηζνξξνπία πξνθχπηεη απφ απνθάζεηο πνπ παίξλνπλ νη 
νηθνλνκηθνί δξψληεο (agents) – επηρεηξήζεηο θαη λνηθνθπξηά – ζε 
κηθξννηθνλνκηθφ επίπεδν. Έηζη, ην πνζνζηφ απνηακίεπζεο δελ δίλεηαη 
εμσγελψο, αιιά πξνθχπηεη απφ ηελ νηθνλνκηθή απφθαζε ησλ λνηθνθπξηψλ 
πνπ κεγηζηνπνηνχλ ηελ ρξεζηκφηεηά ηνπο κε δεδνκέλν ηνλ εηζνδεκαηηθφ 
πεξηνξηζκφ. Βξηζθφκαζηε ζε έλαλ ηέιεην λενθιαζηθφ θφζκν. Τπνζέηνπκε 
πάιη, φπσο θαη ζην ππφδεηγκα Solow φηη ε εξγαζία θαη ε «απνδνηηθφηεηα ηεο 
εξγαζίαο» κεγεζχλνληαη κε ζηαζεξφ εμσγελψο δεδνκέλν ξπζκφ.  
 
Αληαγσληζηηθέο επηρεηξήζεηο, φιεο ίδηεο κεηαμχ ηνπο, πξνζιακβάλνπλ εξγάηεο 
κηζζψλνπλ θεθάιαην θαη πσινχλ πξντφλ ζε αγνξέο ζπληειεζηψλ παξαγσγήο 
θαη πξντφληνο ζε ζπλζήθεο ηέιεηνπ αληαγσληζκνχ. 
 
Έλαο ζπγθεθξηκέλνο αξηζκφο λνηθνθπξηψλ, ίδηα κεηαμχ ηνπο, θαηέρνπλ φιν ην 
θεθάιαην ηεο νηθνλνκίαο, παξέρνπλ φιε ηελ εξγαζία, θαηαλαιψλνπλ θαη 
απνηακηεχνπλ. Η νηθνλνκία ιεηηνπξγεί ζην ζπλαζξνηζηηθφ επίπεδν θαη είλαη 
κνλνηνκεαθή. Σν παξαγφκελν πξντφλ θαη ην θεθάιαην είλαη ην ίδην.  
 
Έλα ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ ππνδείγκαηνο είλαη φηη ν ρξνληθόο νξίδνληαο είλαη 
άπεηξνο (infinite time horizon models) θαη ε κεγηζηνπνίεζε ηεο ρξεζηκφηεηαο 
γίλεηαη γηα φιε ηελ (άπεηξε) δσή (lifetime) ησλ λνηθνθπξηψλ. Θα μεθηλήζνπκε 
ινηπφλ κε ηηο παξαδνρέο ηνπ ππνδείγκαηνο. 
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1.2. Σν ππόδεηγκα Ramsey-Cass-Koopmans  
 
1.2.1. Επηρεηξήζεηο 
 
Τπνζέηνπκε κία αληαγσληζηηθή νηθνλνκία κ' έλα κεγάιν αξηζκφ επηρεηξήζεσλ, 
νη νπνίεο είλαη φιεο ίδηεο κεηαμχ ηνπο. Η ζπλάξηεζε παξαγσγήο ζε θάζε κία 

απφ απηέο ηηο επηρεηξήζεηο είλαη Τ ~ F(K, AL), Οη επηρεηξήζεηο 

πξνζιακβάλνπλ εξγαζία (L) θαη ελνηθηάδνπλ θεθάιαην (Κ) απφ ηα 
λνηθνθπξηά ζε αληαγσληζηηθέο αγνξέο ζπληειεζηψλ παξαγσγήο θαη παξάγνπλ 
έλα νκνγελέο πξντόλ (Τ), ην νπνίν πσινχλ ζε κία επίζεο αληαγσληζηηθή 
αγνξά πξντφληνο, κε ζθνπφ ηε κεγηζηνπνίεζε ησλ θεξδψλ ηνπο. Σα θέξδε 
απηά, αλ ππάξρνπλ, δηαλέκνληαη ζηνπο ηδηνθηήηεο ησλ επηρεηξήζεσλ, νη νπνίνη 
ηαπηφρξνλα απνηεινχλ θαη λνηθνθπξηά. Όπσο θαη ζην Κεθάιαην 1, ην επίπεδν 
ηεο ηερλνινγίαο (Α) είλαη κία εμσγελήο κεηαβιεηή, ε νπνία απμάλεηαη κ' έλα 
ζηαζεξφ ξπζκφ g.  
 
Δθφζνλ ε νηθνλνκία είλαη αληαγσληζηηθή, νη ζπληειεζηέο παξαγσγήο 
ακείβνληαη κε ηα νξηαθά ηνπο πξντφληα. Αο εμεηάζνπκε ηελ ακνηβή ηνπ 
θεθαιαίνπ. Η πξαγκαηηθή απφδνζε ηνπ θεθαιαίνπ (ην πξαγκαηηθφ επηηφθην, r) 
είλαη ίζε κε ην νξηαθφ πξντφλ ηνπ θεθαιαίνπ (ΜΡΚ) κείνλ ην ξπζκφ 
απνζβέζεσο, δ. Καη επεηδή ΜΡΚ = f’(k), έπεηαη φηη ε πξαγκαηηθή απφδνζε 

ηνπ θεθαιαίνπ είλαη r = f’(k) - δ. Υάξηλ απιφηεηαο, ζα ππνζέζνπκε φηη δ = 0, 

νπφηε  

r = f(k)           (1.1) 

 
Η ακνηβή ηεο εξγαζίαο είλαη ν πξαγκαηηθόο κηζζόο (W), νπφηε W = MPL.  
 

Γλσξίδνπκε φηη ΜΡL = Af(k) – f’(k)x(K/L) = A[f(k) – kf’(k)] , νπφηε   

 

W = A[f(k) – kf’(k)]           (1.2)  

 
Σν W ζπκβνιίδεη ηελ ακνηβή κίαο κνλάδαο εξγαζίαο. Αλ ζπκβνιίζνπκε κε 
κηθξφ w ηελ ακνηβή κίαο κνλάδαο απνηειεζκαηηθήο εξγαζίαο, δειαδή 

w=W/A, ηφηε απφ ηελ Δμ. (1.2) παίξλνπκε  

  

W  =  f(k) - kf(k)           (1.3) 

 
Αο ζεκεησζεί φηη, ππφ ζπλζήθεο πιήξνπο αληαγσληζκνχ θαη ζηαζεξψλ 
απνδφζεσλ θιίκαθαο, ηα θέξδε ησλ επηρεηξήζεσλ είλαη κεδέλ. Γηφηη, ππ' 
απηέο ηηο ζπλζήθεο, αλ γηα κία επηρείξεζε ππάξμνπλ πνηέ ζεηηθά θέξδε, ηφηε 
απηά ζα ηείλνπλ λα γίλνπλ απεξηφξηζηα κεγάια θαη δελ ζα ππάξρεη έλα 
παξαγσγηθφ ζρέδην κεγηζηνπνηήζεσο ησλ θεξδψλ. Γειαδή, αλ γηα κία 

επηρείξεζε ί ηζρχεη φηη πi =  pF(Ki, ALi) - rKi - WLi > 0, φπνπ πi =  θέξδε θαη 

p=ηηκή ηνπ πξντόληνο, ηφηε, εμ αηηίαο ησλ ζηαζεξψλ απνδφζεσλ θιίκαθαο, 
γηα ι>1, ζα ηζρχεη θαη φηη   
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pF(λΚi, AλLi) - rλKi, - WλLi  = pλF(λΚi, ALi) - rλΚi - WλLi = 
                                              =λ[pF(Κ ALi) - rKi - WLi] = λπi > πi                    (1.4) 

 
Ωζηφζν, ηα κεγάια θέξδε ηεο επηρεηξήζεσο ί δελ ζα κείλνπλ απαξαηήξεηα. 
Θα δεκηνπξγεζνχλ λέεο επηρεηξήζεηο, εμαθαλίδνληαο έηζη θάζε επθαηξία 
θέξδνπο.  
 
1.2.2 Ννηθνθπξηά  
 
1.2.2.1 Η ζπλάξηεζε δηαρξνληθήο ρξεζηκόηεηαο ηνπ λνηθνθπξηνύ  
 
Τπνζέηνπκε φηη ππάξρεη έλαο κεγάινο θαη ζηαζεξφο αξηζκόο (Η) 
λνηθνθπξηώλ, ηα νπνία είλαη φια ίδηα κεηαμχ ηνπο θαη ηα νπνία απαξηίδνπλ 
ηνλ πιεζπζκφ. Δθφζνλ ηα Η απηά λνηθνθπξηά είλαη φια ίδηα κεηαμχ ηνπο, ζα 
εμεηάζνπκε ηε ζπκπεξηθνξά ελφο κφλνλ «αληηπξνζσπεπηηθνχ» λνηθνθπξηνχ. 
Αλ ζπκβνιίζνπκε κε L ην κέγεζνο ηνπ πιεζπζκνύ, ηφηε ν αξηζκφο ησλ 
κειψλ ηνπ λνηθνθπξηνχ είλαη L/Η. Τπνζέηνπκε φηη ν αξηζκφο L/Η απμάλεη κε 
ξπζκφ n, πνπ ζεκαίλεη φηη ην L απμάλεη κε ξπζκφ n, εθφζνλ ην Η είλαη 
ζηαζεξφ.  
Σα λνηθνθπξηά ελνηθηάδνπλ ζηηο επηρεηξήζεηο ην θεθάιαην πνπ θαηέρνπλ. Αλ ην 
αξρηθό απόζεκα θεθαιαίνπ ζηελ νηθνλνκία σο ζχλνιν είλαη Κ(0) , ηφηε ην 
αξρηθφ θεθάιαην θαηά λνηθνθπξηφ είλαη Κ(0)/Η. Κάζε κέινο ηνπ 
αληηπξνζσπεπηηθνχ λνηθνθπξηνχ πξνζθέξεη κία κνλάδα εξγαζίαο ζε θάζε 
ρξνληθή ζηηγκή t, ε ακνηβή ηεο νπνίαο είλαη W(t) (Τπνζέηνπκε ζπλερή 
ρξφλν). Σν εηζφδεκα πνπ απνθηά ην θάζε λνηθνθπξηφ απφ ηελ εξγαζία, ην 
θεθάιαην θαη ηα θέξδε (ηα νπνία, φπσο πξναλαθέξζεθε, αλακέλνληαη λα είλαη 
κεδεληθά) είηε ην θαηαλαιψλεη είηε ην απνηακηεχεη, ζε κία πξνζπάζεηα λα 
κεγηζηνπνηήζεη ηε ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηάο ηνπ.  
 
Η ηειεπηαία δελ αλαθέξεηαη κφλν ζηελ παξνχζα ρξνληθή ζηηγκή (t), αιιά θαη 
ζην κέιινλ, εθφζνλ ην λνηθνθπξηφ δεη γηα πάληα θαη ζρεδηάδεη γηα έλα άπεηξν 
ρξνληθφ νξίδνληα. Απηή ε ζπκπεξηθνξά ζα κπνξνχζε λα εξκελεπζεί θαη σο 
ζπκπεξηθνξά ελφο λνηθνθπξηνχ-δπλαζηείαο, φπνπ ην λνηθνθπξηφ δελ δεη γηα 
πάληα, αιιά λνηάδεηαη θαη γηα ηνπο απνγφλνπο ηνπ, ζηνπο νπνίνπο κεηαβηβάδεη 
ηνλ πινχην ηνπ φηαλ πεζαίλεη. 'Δζησ u(C(t)) ε ζηηγκηαία ζπλάξηεζε 
ρξεζηκφηεηαο ελφο κέινπο ηνπ λνηθνθπξηνχ, φπνπ C(t) είλαη ε θαηαλάισζε 
απηνχ ηνπ αηφκνπ θαηά ηε ζηηγκή t. Όπσο πξναλαθέξζεθε, ην θάζε 
λνηθνθπξηφ αξηζκεί L(t)/H κέιε, νπφηε ε ζηηγκηαία ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο 
(instantaneous utility function) ή ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο κίαο πεξηφδνπ 
(one-period utility function) νινθιήξνπ ηνπ λνηθνθπξηνχ ζα είλαη u(C(t))L(t)/H. 
΢πλεπψο, εάλ ην αληηπξνζσπεπηηθφ λνηθνθπξηφ πξνεμνθιεί κειινληηθέο 
κνλάδεο ρξεζηκφηεηαο κε ξπζκφ p > Ο, ηφηε ε ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηάο ηνπ 
γηα νιφθιεξν ην ρξνληθφ νξίδνληα, ηελ νπνία αο νλνκάζνπκε ζπλάξηεζε 
ρξεζηκόηεηαο δηάξθεηαο δσήο (lifetime utility function) ή ζπλάξηεζε 
δηαρξνληθήο ρξεζηκόηεηαο (intertemporal utility function), ζα είλαη  
  

   ∫     
 

   
 ( ( ))

 ( )

 
                             (1.5) 
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Η παξάκεηξνο ξ > Ο ζηελ Δμ. (2.5) είλαη ν ππνθεηκεληθόο ξπζκόο 
πξνεμνθιήζεσο (subjective discount rate) κίαο πξνζδνθψκελεο 
κειινληηθήο αμίαο. Αληαλαθιά ηελ πξνηίκεζε ελφο αηφκνπ γηα θαηαλάισζε 
ζην παξφλ παξά ζην κέιινλ, γη απηφ θαη νλνκάδεηαη θαη ξπζκφο δηαρξνληθήο 
πξνηηκήζεσο (rate of time preference). Όζν κεγαιχηεξν είλαη ην p ελφο 
αηφκνπ ηφζν πην αλππφκνλν (impatient) είλαη απηφ ην άηνκν γηα θαηαλάισζε 
ζην παξφλ παξά ζην κέιινλ. Δίλαη ν ξπζκφο κε ηνλ νπνίν κία κειινληηθή αμία 
κεηαηξέπεηαη ζε παξνχζα αμία ( present value, PV). Γηα παξάδεηγκα, ζε 
δηαθξηηφ ρξφλν, αλ έλα άηνκν έρεη ξ =  0,10, ηφηε γη απηφ ην άηνκν ε παξνχζα 
αμία €1000 πνπ αλακέλεη λα ιάβεη ζ' έλα έηνο απφ ζήκεξα είλαη PV = 
€1000/(1 + 0,10) = €909,09. Αλ ξ = 0,20, ηφηε ε ζεκεξηλή αμία €1000 πνπ 
αλακέλνληαη λα ιεθζνχλ ζ' έλα έηνο απφ ζήκεξα είλαη κφλν €833,33 
=€1000/(1 + 0,20). ΢' απηφ ην παξάδεηγκα, ην θιάζκα 1/(1 + ξ) νλνκάδεηαη 
παξάγσλ πξνεμνθιήζεσο (discount factor), δηφηη κεηαηξέπεη κία κνλάδα 
εηζνδήκαηνο πνπ ζ' απνθηεζεί ζ' έλα έηνο απφ ζήκεξα ζε κία ηζνδχλακε 
κνλάδα ζεκεξηλνχ εηζνδήκαηνο. ΢ε ζπλερή ρξφλν, θαηά ηε δηάξθεηα κίαο 
ρξνληθήο πεξηφδνπ απφ 0 κέρξη t, ν παξάγσλ πξνεμνθιήζεσο είλαη e-ξt. Αλ ξ 
= 0, ηφηε ε ζεκεξηλή θαη ε κειινληηθή θαηαλάισζε έρνπλ ηελ ίδηα αμία. 
Δθφζνλ, φκσο, ππνζέηνπκε φηη ξ > 0 απφ ηελ (1.5) είλαη θαλεξφ φηη νη 
κειινληηθέο κνλάδεο ρξεζηκφηεηαο ζπκβάιινπλ ιηγφηεξν ζηε ζπλνιηθή 
ρξεζηκφηεηα, θαη κάιηζηα ηφζν ιηγφηεξν φζν πην απνκαθξπζκέλε είλαη ε 
κειινληηθή πεξίνδνο απφ ζήκεξα. Αλ αληί ηεο ππνζέζεσο φηη ην λνηθνθπξηφ 
δεη γηα πάληα πηνζεηήζνπκε ηελ ππφζεζε ηνπ λνηθνθπξηνχ - δπλαζηείαο, ηελ 
νπνία πξναλαθέξακε, ηφηε ε εξκελεία ηνπ ξ > 0 είλαη φηη ε ρξεζηκφηεηα ησλ 
κειινληηθψλ γελεψλ έρεη κηθξφηεξε ζεκαζία απφ απηή ηνπ ζεκεξηλνχ 
λνηθνθπξηνχ. Απηφ ππνλνεί κία εγσηζηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ ζεκεξηλνχ 
λνηθνθπξηνχ έλαληη ησλ απνγφλσλ ηνπ.  
 
Αο ζεκεησζεί φηη, ζε δηαθξηηφ ρξφλν, ε αληίζηνηρε ηεο (1.5) ζπλάξηεζε 
δηαρξνληθήο ρξεζηκφηεηαο ηνπ λνηθνθπξηνχ γξάθεηαη σο εμήο:  
 

                         ∑ (   )   
    (  )

  

 
                           1.6 

 
Τπνζέηνπκε φηη ε ζηηγκηαία ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο (ζε ζπλερή ρξφλν) έρεη 
ηελ κνξθή 
 

      ( ( ))   
 ( )   

   
    ζ>0                                      1.7 

 
Γηα ηε ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο (1.7), ηζρχεη φηη u’=C(t)-ζ > 0 θαη u’’ = -ζC(t)-ζ-1 
< 0. Σν γεγνλφο φηη u" > 0 ζεκαίλεη φηη ην άηνκν ζα ζέιεη λα εμνκαιχλεη ηελ 
θαηαλάισζή ηνπ δηαρξνληθά. Θα πξνζπαζεί, δειαδή, λ' απνθεχγεη κία 
δηαρξνληθή θαηαλνκή θαηαλαιψζεσλ πνπ πεξηέρεη πνιχ πςειά, αιιά θαη 
πνιχ ρακειά επίπεδα θαηαλαιψζεσο. Γηφηη, εθφζνλ u’’ > 0 , έπεηαη φηη γηα 
κεγάιεο ηηκέο ηνπ C, ε νξηαθή ρξεζηκφηεηα, u', είλαη ρακειή ελψ, γηα κηθξέο 
ηηκέο ηνπ C, ε u' είλαη πςειή. ΢πλεπψο, φηαλ ην επίπεδν θαηαλαιψζεσο είλαη 
ζρεηηθά ρακειφ, ην άηνκν δελ ζα είλαη πξφζπκν λα ην κεηψζεη αθφκε 
πεξηζζφηεξν, πξνθεηκέλνπ λ' απνηακηεχζεη θαη λ' απνιαχζεη έηζη πςειφηεξα 
επίπεδα θαηαλαιψζεσο ζε κία κειινληηθή ρξνληθή πεξίνδν φπνπ ην C ζα 
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είλαη ζρεηηθά πςειφ. Γηφηη ηφηε ε u' ζα είλαη ρακειή (ιφγσ ηνπ κεγαιπηέξνπ C) 
θαη άξα ε επηπιένλ θαηαλάισζε πνπ ζα ππάξρεη (εμ αηηίαο ηεο 
απνηακηεχζεσο πνπ πξνεγήζεθε) δελ ζ' απμήζεη θαηά πνιχ ηε ρξεζηκφηεηά 
ηνπ. Γειαδή, ε ρξεζηκφηεηα δηάξθεηαο δσήο (U) είλαη ρακειφηεξε φηαλ ε 
δηαρξνληθή θαηαλνκή θαηαλαιψζεσλ πεξηέρεη πνιχ άληζα επίπεδα ηνπ C απ' 
φηη είλαη φηαλ ε θαηαλνκή απηή πεξηέρεη ιηγφηεξν άληζα επίπεδα ηνπ C.  
 
Η ζπλαξηεζηαθή κνξθή (1.7) καο ρξεηάδεηαη γηα λα βξνχκε ζχγθιηζε ζε 
ηξνρηά ηζφξξνπνπ κεγεζχλζεσο  Η κνξθή απηή είλαη γλσζηή σο ζπλάξηεζε 
ρξεζηκφηεηαο CRRA (Constant Relative Risk Aversion utility function), επεηδή 
γη απηή ηε ζπλάξηεζε ν ζπληειεζηήο ζρεηηθήο απνζηξνθήο θηλδχλνπ 
(coefficient of relative risk aversion), ν νπνίνο νξίδεηαη σο 
  

                                                              (1.8) 

  
είλαη ζηαζεξφο θαη ίζνο κε ζ. ΢πλεπψο, φζν κεγαιχηεξε είλαη ε ηηκή ηνπ ζ 
ηφζν πην επηθπιαθηηθφο είλαη ν θαηαλαισηήο - εξγαδφκελνο ζηελ αλάιεςε 
νηθνλνκηθψλ θηλδχλσλ. Δπεηδή, φκσο, εδψ ππνζέηνπκε φηη δελ ππάξρεη 
αβεβαηφηεηα, δελ καο ελδηαθέξεη ηφζν απηή ε εξκελεία ηνπ ζ. Δδψ, ε ηηκή ηνπ 
ζ καο ελδηαθέξεη θπξίσο επεηδή πξνζδηνξίδεη θαη έλα άιιν ρξήζηκν κέγεζνο, 
ηελ ειαζηηθόηεηα δηαρξνληθήο ππνθαηαζηάζεσο ζηελ θαηαλάισζε 
(elasticity of intertemporal substitution consumption), ηελ νπνία αο 
ζπκβνιίζνπκε κε ζ. Η παξάκεηξνο ζ νξίδεηαη επθνιφηεξα ζε δηαθξηηφ ρξφλν, 
δειαδή φηαλ ε ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο δηάξθεηαο δσήο είλαη ε (1.6). ΢' απηή 
ηελ πεξίπησζε, ην ζ νξίδεηαη σο εμήο:  
  

  
   (

    
  
)

   (       
  )

                                       (1.9) 

 
Όπνπ 
 

       
   

      

        
 

 
Δίλαη ν νξηαθφο ιφγνο ππνθαηάζηαζεο κεηαμχ Ct θαη Ct+1 ν νπνίνο κεηξά ην 
νξηαθφ φθεινο πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ θαηαλάισζε κίαο επηπιένλ κνλάδαο 
ζηελ πεξίνδν t. ΢χκθσλα κε ηνλ νξηζκφ (1.9), ην ζ είλαη ε πνζνζηηαία 

κεηαβνιή ηνπ ιφγνπ Ct+1/Ct πξνο ηελ πνζνζηηαία κεηαβνιή ηνπ        
   

,.,  
Παξάδεηγκα. Όηαλ ε ζηηγκηαία ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο έρεη ηε κνξθή CRRA, 

δειαδή      ( ( ))   
 ( )   

   
    ηφηε ε ζπλάξηεζε δηαρξνληθήο ρξεζηκφηεηαο 

(1.6) γξάθεηαη σο  
 

                         ∑ (   )   
   

  
   

   

  

 
                           (1.10)                          

 



Μελέηη ηος ςποδείγμαηορ Ramsey – Cass – Koopmans                  Βύπωναρ Γίκηρ 

 

- ΢ελίδα  7 -  

 

Οπφηε έρνπκε 
 

       
   

      
        

 
(   )    

      

(   ) (   )    
        

 (   ) (
    
  
)
 

(
    
  
)
  

 
(   )

(   )
(
    
  
)
 

 

 

         (1.11) 

 
 
    

  
       

  
     

(       )

  
 =(1+n) 

 
 
Δθφζνλ ε αλαινγηθή αχμεζε ηνπ L είλαη n. Απφ ηελ (1.11) έρνπκε 
 

   (       
  )    (   )    (   )     (

    

  
)  => 

 

    (       
  )      (

    
  
)   

 
Δθφζνλ ηα ξ θαη n είλαη ζηαζεξά. Αληηθαζηζηψληαο ην απνηέιεζκα ζηελ (1.9) 
πξνθχπηεη  
 

  
   (

    
  
)

    (
    
  
)
 

 

  
 
 

 
                                            (1.12) 

 
Γειαδή, ζηελ πεξίπησζε πνπ ε ζηηγκηαία ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο έρεη ηε 
κνξθή CRRA, ε ειαζηηθφηεηα δηαρξνληθήο ππνθαηαζηάζεσο (ζ) ηζνχηαη κε ην 
αληίζηξνθν ηνπ ζπληειεζηή ζρεηηθήο απνζηξνθήο θηλδχλνπ (rR),  
 
Απηφ ζεκαίλεη φηη, ζην ζπγθεθξηκέλν ππφδεηγκα πνπ έρνπκε πηνζεηήζεη, φζν 
πην επηθπιαθηηθφ είλαη έλα λνηθνθπξηφ ζηελ αλάιεςε νηθνλνκηθψλ θηλδχλσλ 
(δειαδή, φζν πην κεγάιε είλαη ε ηηκή ηνπ rR = ζ) ηφζν πην απξφζπκν είλαη λα 
ππνθαηαζηήζεη ηξέρνπζα κε κειινληηθή θαηαλάισζε (δειαδή, ηφζν πην κηθξή 
είλαη ε ηηκή ηνπ ζ = 1/ζ). Όπσο παξαηεξεί ν Hall (1988, ζ. 343), ε ζηελή απηή 
ζρέζε κεηαμχ ηνπ rR θαη ηνπ ζ απνηειεί κεηνλέθηεκα ηνπ ππνδείγκαηνο, δηφηη 
δελ είλαη ζχκθσλε κε ηα εκπεηξηθά επξήκαηα. ΢πγθεθξηκέλα, έρεη βξεζεί φηη ε 
ηηκή ηνπ ζ είλαη θνληά ζην κεδέλ. Αλ ζηελ πξαγκαηηθφηεηα ππήξρε ε 
παξαπάλσ ζηελή ζρέζε, ηφηε ε ηηκή ηνπ rR ζα έπξεπε λα ηείλεη ζην άπεηξν, 
δειαδή νπδείο ζα ήηαλ πξφζπκνο λ' αλαιάβεη νηθνλνκηθνχο θηλδχλνπο. Απηφ, 
φκσο, δελ ζπκβαίλεη, δηφηη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα πνιινί αλαιακβάλνπλ 
νηθνλνκηθνχο θηλδχλνπο.  
 
Αο ζεκεησζεί φηη ν ιφγνο γηα ηνλ νπνίν ζηελ Δμ. (1.7) δηαηξνχκε ην C1-ζ κε  1-ζ 
είλαη γηα λα θαηαζηήζνπκε ηελ νξηαθή ρξεζηκφηεηα ηεο θαηαλαιψζεσο ζεηηθή 
γηα θάζε ηηκή ηνπ ζ. Γηφηη, αλ αληί ηεο (1.7) είρακε u(C(t)) = C(t)1-ζ, ηφηε u '(C(t)) 
= (1 - ζ) C(t)-ζ, νπφηε, γηα ζ > 1, u '(C(t)) < 0.  
  
΢ηελ Βηβιηνγξαθία βιέπνπκε ζπρλά θαη ηελ αθφινπζε ζηηγκηαία ζπλάξηεζε 
ρξεζηκφηεηαο   
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U(C(t))=lnC(t)                                          (1.13) 

 
Η νπνία πξνθχπηεη απφ ηελ 
 

     ( ( ))   
 ( )     

   
                                  1.14 

 
ζ>0 
 
Όηαλ ην ζ  1. Απηφ κπνξεί εχθνια λα επηβεβαησζεί κε κία εθαξκνγή ηνπ 
θαλφλα l; Hospital: 
 

   
   

 ( ( ))      
   

 ( ( )     )
  

 (   )
  

    
   

  ( )      ( )

  
    ( ) 

 
Βεβαίσο, νη ζπλαξηήζεηο (1.7) θαη (1.14) αληαλαθινχλ ηελ ίδηα ζπκπεξηθνξά, 
εθφζνλ δηαθέξνπλ κφλν θαηά έλα ζηαζεξφ αξηζκφ ην -1 ζηνλ αξηζκεηή ηεο 
(1.14)], ν νπνίνο φκσο ράλεηαη φηαλ παξαγσγίδνπκε θαηά ηε δηαδηθαζία ηεο 
αξηζηνπνηήζεσο. Αο ζεκεησζεί φηη νη ζπλαξηήζεηο (1.7) θαη (1.14) είλαη 
απζηεξψο θνίιεο (strictlyy concave) γηα ζ > 0, εθφζνλ u"(C(t)) = - ζC(t)-ζ-1 < 0 
γηα C(t) > 0. ΢πλεπψο, γηα ξ > Ο, ηφζν ε ζπλάξηεζε δηαρξνληθήο 
ρξεζηκφηεηαο (1.5) φζν θαη ε ζπλάξηεζε (1.6) είλαη επίζεο απζηεξψο θνίιεο.  
 
1.2.2.2 Ο δηαρξνληθόο εηζνδεκαηηθόο πεξηνξηζκόο ηνπ λνηθνθπξηνύ  
 
Όπσο πξναλαθέξακε, ην εηζφδεκα ηνπ λνηθνθπξηνχ πξνέξρεηαη απφ εξγαζία 
θαη απφ ελνηθίαζε θεθαιαίνπ ζηηο επηρεηξήζεηο (θέξδε δελ ππάξρνπλ). Απφ 
ηελ Δμ. (1.3), γλσξίδνπκε φηη ε ακνηβή κίαο κνλάδαο απνηειεζκαηηθήο 
εξγαζίαο είλαη w = f(k) - kf"(k), ελψ απφ ηελ Δμ. (1.1) γλσξίδνπκε φηη ε ακνηβή 
κίαο κνλάδαο θεθαιαίνπ είλαη r = f’(k). Δθφζνλ ηφζν ην w φζν θαη ην r είλαη 
ζπλαξηήζεηο ηνπ k, ην νπνίν κεηαβάιιεηαη δηαρξνληθά, ζα ζεσξήζνπκε φηη θαη 
ηα w θαη r κεηαβάιινληαη δηαρξνληθά, νπφηε ζα ηα γξάθνπκε σο w(t) θαη r(t).  
 
Δάλ ην r ήηαλ ζηαζεξφ, ηφηε κία κνλάδα θεθαιαίνπ ελνηθηαδφκελε γηα ην 
ρξνληθφ δηάζηεκα απφ 0 κέρξη t ζα απμαλφηαλ ζε ert κνλάδεο, ελψ, νη Κ(0) 
κνλάδεο θεθαιαίνπ ζα απμαλφηαλ ζε K(t) = K(0)ert κνλάδεο. Απφ ηελ 
ηειεπηαία απηή εμίζσζε, είλαη θαλεξφ φηη ε παξνχζα αμία ησλ K(t) κνλάδσλ 
θεθαιαίνπ ηεο πεξηφδνπ t ηζνδπλακεί κε Κ(0) = K(t)ert κνλάδεο ηεο πεξηφδνπ 
0. Γειαδή, ν παξάγσλ πξνεμνθιήζεσο είλαη ηψξα ert.  
 
Όπσο πξναλαθέξζεθε, φκσο, ην πξαγκαηηθφ επηηφθην δελ είλαη ζηαζεξφ 
δηαρξνληθά. Μπνξεί, σζηφζν, λα ζεσξεζεί σο ην κέζν πξαγκαηηθφ επηηφθην 

( ̅), ην νπνίν επεθξάηεζε θαηά ην ρξνληθφ δηάζηεκα απφ 0 κέρξη t. Γειαδή,  
 

 ̅( )  
 

 
∫  ( )  
 

   
                                       (1.15) 
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νπφηε ν παξάγσλ πξνεμνθιήζεσο ζα είλαη    ̅( ) . Θέηνληαο  
 

 ( )   ̅(t)t                                           (1.16) 

 
κπνξνχκε λα ζπκβνιίζνπκε ηνλ παξάγνληα πξνεμνθιήζεσο σο εμήο: e-R(t)  
 

Αο παξαηεξήζνπκε φηη, εθφζνλ  ̅ είλαη ην κέζν επηηφθην πνπ επεθξάηεζε θαηά 
ην ρξνληθφ δηάζηεκα απφ 0 κέρξη t, έπεηαη φηη ε Δμ. (1.16) δίλεη ην ζπλνιηθφ 
επηηφθην, R(t), γηα νιφθιεξν ην ρξνληθφ απηφ δηάζηεκα.  
 
Σψξα, εθφζνλ:  
 

1. C(t) είλαη ε θαηαλάισζε ελφο κέινπο ηνπ λνηθνθπξηνχ 
2. ην θάζε κέινο πξνζθέξεη κία κνλάδα εξγαζίαο ζε θάζε ρξνληθή ζηηγκή 

t θαη ε ακνηβή απηήο ηεο εξγαζίαο είλαη W(t) 
3. ην λνηθνθπξηφ αξηζκεί L(t)/H κέιε θαη  
4. ην αξρηθφ θεθάιαην ηνπ λνηθνθπξηνχ είλαη Κ(0)/Η 

 
έπεηαη φηη ν εηζνδεκαηηθφο πεξηνξηζκφο δηάξθεηαο δσήο (lifetime budget 
constraint) ηνπ λνηθνθπξηνχ, ή δηαρξνληθφο εηζνδεκαηηθφο πεξηνξηζκφο 
(intertemporal budget constraint) ζε φξνπο παξνχζαο αμίαο θαηά ηε ρξνληθή 
ζηηγκή 0  είλαη  
 

∫    ( ) ( )
 ( )

 

 

   
    

 ( )

 
 ∫    ( ) ( )

 ( )

 

 

   
         (1.17) 

 
 
Όπσο ζε θάζε εηζνδεκαηηθφ πεξηνξηζκφ, ην δεμηφ ζθέινο ηεο (1.17) 
παξηζηάλεη ηηο πεγέο εηζνδήκαηνο, ελψ ην αξηζηεξφ ηηο ρξήζεηο ηνπ. Πην 
ζπγθεθξηκέλα, ην δεμηφ ζθέινο ηεο (1.17) είλαη ε παξνχζα αμία ηνπ 
εηζνδήκαηνο, ην νπνίν ην λνηθνθπξηφ αλακέλεη λ' απνθηήζεη απφ ελνίθηα θαη 
κηζζνχο. Όπσο είδακε ιίγν πην πάλσ, ε παξνχζα αμία ησλ K(t) κνλάδσλ 
θεθαιαίνπ ηεο πεξηφδνπ t ηζνδπλακεί κε Κ(0)  K(t)e-rt κνλάδεο ηεο πεξηφδνπ 0. 
΢πλεπψο, ν φξνο Κ(0)/Η παξηζηάλεη ηελ θαηά ηελ ρξνληθή ζηηγκή 0 παξνχζα 
αμία φισλ ησλ κειινληηθψλ ελνηθίσλ πνπ ζα εηζπξάμεη ην λνηθνθπξηφ. Σν 
αξηζηεξφ ζθέινο ηεο (1.17) είλαη ε παξνχζα αμία ηεο θαηαλαιψζεσο. Η Δμ. 
(1.17) κπνξεί λα γξαθεί θαη σο εμήο:  
 
 

 ( )

 
 ∫    ( )[ ( )   ( )]

 ( )

 

 

   
                 (1.18) 

 
Δίλαη ρξήζηκν λα κειεηήζνπκε ηελ νξηαθή ζπκπεξηθνξά ηεο νηθνλνκίαο θαζψο 

ην t  . Γη απηφ, μαλαγξάθνπκε ηελ (1.18) σο εμήο:  

  

      (
 ( )

 
 ∫    ( )[ ( )   ( )]

 ( )

 

 

   
  )           (1.19) 
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Αο δνχκε ηψξα πφζν είλαη ην θεθάιαην πνπ θαηέρεη ην λνηθνθπξηφ ζην ρξφλν 
s, δειαδή ην K(s)/H. Η ζπζζψξεπζε θεθαιαίνπ νθείιεηαη ζε δχν ιφγνπο. 
Πξψηνλ, νθείιεηαη ζηελ απφδνζε ηνπ αξρηθνχ θεθαιαίνπ πνπ θαηέρεη ην 
λνηθνθπξηφ ζην ρξφλν 0, Κ(0)/Η, ε αμία ηνπ νπνίνπ ζην ρξφλν s ζα είλαη 
eR(s)K(0)/H, εθφζνλ R(s) είλαη ην επηηφθην γηα νιφθιεξν ην ρξνληθφ δηάζηεκα 
απφ 0 κέρξη s. Γεχηεξνλ, νθείιεηαη ζηελ απνηακίεπζε ηνπ λνηθνθπξηνχ θαηά ην 
ρξνληθφ δηάζηεκα απφ 0 κέρξη s. Η απνηακίεπζε ηνπ λνηθνθπξηνχ ζην ρξφλν t 
είλαη [W(t) - C(t)]L(t)/H. Δμ αηηίαο ηνπ αλαηνθηζκνχ, φκσο, φζν κεγαιχηεξε 
είλαη ε απφζηαζε κεηαμχ t θαη s ηφζν πεξηζζφηεξν ζπκβάιιεη ε απνηακίεπζε 
ηνπ ρξφλνπ t ζηε ζπζζψξεπζε θεθαιαίνπ. Γηα ηελ αθξίβεηα, ζην ρξφλν s ε 
αμία ηεο απνηακηεχζεσο πνπ έγηλε ζην ρξφλν t ζα είλαη eR(s)-R(t)[W(t) – 
C(t)]L(t)/H. Μεηά απφ απηή ηε ζπδήηεζε, είλαη θαλεξφ φηη  
  

 ( )

 
   ( )

 ( )

 
 ∫   ( )  ( )[ ( )   ( )]

 ( )

 

 

   
         (1.20)  

 
Η νπνία κπνξεί λα γξαθεί θαη  
 

   ( )
 ( )

 
 
 ( )

 
 ∫    ( )[ ( )   ( )]

 ( )

 

 

   
           (1.21) 

Σν δεμηφ ζθέινο ηεο (1.21) ηζνχηαη κε ηνλ φξν πνπ βξίζθεηαη κέζα ζηηο 
αγθχιεο ηεο (1.19), ν νπνίνο, ζπλεπψο, κπνξεί λ' αληηθαηαζηαζεί κε ην 
αξηζηεξφ ζθέινο ηεο (1.21). Γειαδή, ε (1.19) γξάθεηαη θαη σο  
  
 

       
  ( )  ( )

 
                                     (1.22) 

 
Η (2.22) ιέεη φηη ε θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή 0 παξνχζα αμία ηεο πεξηνπζίαο πνπ 
ζα έρεη ην λνηθνθπξηφ θαηά ην ρξφλν s είλαη κε αξλεηηθφο αξηζκφο. (Αξλεηηθή 
αμία πεξηνπζίαο ζεκαίλεη ρξένο.) Η (1.22) είλαη γλσζηή σο ζπλζήθε κε Ρνnzί 
παηγλίνπ (no-Ponzi-game condition).  
 
Δάλ αληί ηνπ λνηθνθπξηνχ πνπ δεη γηα πάληα, δερζνχκε ηελ εθδνρή ηνπ 
λνηθνθπξηνχ-δπλαζηεία πνπ λνηάδεηαη γηα ηνπο απνγφλνπ ο ηνπ, ηφηε ε 
εξκελεία ηεο (1.22) είλαη φηη φηαλ ζ' έλα λνηθνθπξηφ πεζαίλνπλ νη γνλείο, δελ 
αθήλνπλ ρξένο ζηνπο απνγφλνπο ησλ. Η ζπλήζεο εξκελεία ηεο (1.22) είλαη 
φηη νη ρξεκαηνπηζησηηθέο αγνξέο δελ επηηξέπνπλ ζην λνηθνθπξηφ λα δηαηεξεί 
ρξένο ζην δηελεθέο, δαλεηδφκελν ζπλερψο γηα λα πιεξψλεη ρξέε πνπ 
νζνλνχπσ ιήγνπλ. Δάλ θάηη ηέηνην ήηαλ δπλαηφ, ηφηε ε παξνχζα αμία ηεο 
θαηαλαιψζεσο ηνπ λνηθνθπξηνχ ζα κπνξνχζε λα ππεξβαίλεη ηελ παξνχζα 
αμία ηνπ εηζνδήκαηφο ηνπ. Γηα λα ζπκβεί θάηη ηέηνην, φκσο, ζα πξέπεη λα 
ππάξρνπλ άιια λνηθνθπξηά ησλ νπνίσλ ε παξνχζα αμία ηεο θαηαλαιψζεψο 
ησλ λα ππνιείπεηαη ηεο παξνχζαο αμίαο ηνπ εηζνδήκαηφο ησλ. Δθφζνλ εδψ 
έρνπκε πεπεξαζκέλν αξηζκφ λνηθνθπξηψλ, ηα νπνία είλαη φια ίδηα κεηαμχ 
ηνπο, απνθιείνληαη παίγληα Ρνnzί. Αο ζεκεησζεί, σζηφζν, φηη αλ είρακε 
άπεηξν αξηζκφ λνηθνθπξηψλ, ηα νπνία δελ ήηαλ φια ίδηα κεηαμχ ηνπο, ηφηε ζα 
κπνξνχζε έλα απφ απηά λα δηαηεξήζεη ην ρξένο ηνπ γηα πάληα, δαλεηδφκελν 
θάζε θνξά πνπ ιήγεη ην ρξένο ηνπ απφ δηαθνξεηηθά άηνκα γηα λα πιεξψζεη 
ηνπο πξνεγνπκέλνπο δαλεηζηέο ηνπ.  
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Γηα παξάδεηγκα, ζα κπνξνχζε ην λνηθνθπξηφ λα δαλεηζζεί θαηά ηελ ηξέρνπζα 
πεξίνδν (0) έλα πνζφ (π.ρ. €1000) θαη λ' απμήζεη ηελ θαηαλάισζή ηνπ θαηά ην 
πνζφ απηφ. Όηαλ ιήγεη ε πξνζεζκία απνπιεξσκήο ηνπ δαλείνπ, ζα 
κπνξνχζε πάιη λα δαλεηζζεί γηα λα πιεξψζεη ην αξρηθφ δάλεην ησλ €1000 
ζπλ ηνπο ηφθνπο. ΢πλερίδνληαο απηή ηε δηαδηθαζία (ην παίγλην Ρνnzί.), ην 
ρξένο ηνπ λνηθνθπξηνχ ζ' απμαλφηαλ ζπλερψο κε ξπζκφ r (= πξαγκαηηθφ 
επηηφθην). Δπεηδή, φκσο, ην λνηθνθπξηφ νπδέπνηε πξφθεηηαη λα πιεξψζεη θάηη 
απφ ηελ «ηζέπε» ηνπ, έπεηαη φηη ε επηπιένλ θαηαλάισζε ησλ €1000, ηελ 
νπνία έθαλε θαηά ηελ πεξίνδν 0, ήηαλ νπζηαζηηθά δσξεάλ! Ο πεξηνξηζκφο 
(1.22) ζεκαίλεη φηη αλ ζηελ πεξίνδν s ην λνηθνθπξηφ είλαη ρξεσκέλν, δειαδή 
K(s) < Ο, ηφηε ην ρξένο ηνπ δελ κπνξεί λ' απμάλεη κε ξπζκφ r, αιιά κ' έλα 
κηθξφηεξν ξπζκφ θ, φπνπ θ < r. Έηζη, ζηελ (1.22) ζα έρνπκε  
 
e-R(s)Κ(s)/Η = e-rs[K(0)eks/H] = e-(r-k)rs k(0)/Η.  
 

Καζψο ην s   , ν ηειεπηαίνο απηφο φξνο ηείλεη ζην κεδέλ, εθφζνλ  

- (r - θ) < 0.  
 
 
1.2.2.3 Σν πξόβιεκα ηεο αξηζηνπνηήζεσο ηνπ λνηθνθπξηνύ  
 
Σν πξφβιεκα ηνπ λνηθνθπξηνχ είλαη λα κεγηζηνπνηήζεη ηε ζπλάξηεζε 
δηαρξνληθήο ρξεζηκφηεηαο (1.5), φπνπ ε ζηηγκηαία ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο 
είλαη ε (1.7), ππφ ηνλ δηαρξνληθφ εηζνδεκαηηθφ πεξηνξηζκφ (1.17). Πξηλ 
πξνρσξήζνπκε ζηε ιχζε απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο, αο εθθξάζνπκε θαη πάιη 
ηηο κεηαβιεηέο ζε φξνπο απνηειεζκαηηθήο εξγαζίαο. Δθφζνλ C(t) είλαη 
θαηαλάισζε θαηά εξγαδφκελν, έπεηαη φηη c(t)  = C(t)/A(t) είλαη θαηαλάισζε 
θαηά κνλάδα απνηειεζκαηηθήο εξγαζίαο. Απφ ηνλ νξηζκφ απηφλ, θαη έρνληαο 
ππ' φςε φηη A(t) = Α(0)egt, πξνθχπηεη φηη  
 

C(t) = Α(t)c(t) = A(0)egtc(t)                           (1.23) 

 
΢πλεπψο ε ζηηγκηαία ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο (1.7) κπνξεί λα γξαθεί: 
 

 ( ( ))  
[ ( )    ( )]   

   
 
 ( )    (   )   ( )   

   
          (1.24) 

  
Αληηθαζηζηνχκε ηελ (1.24) θαζψο θαη ηελ L(t) = L(0)ent ζηελ (1.5) πξνθχπηεη 
 

  ∫      ( )   
 

   

 (   )  
 ( )   

   

 ( )   

 
    

 

 ( )   
 ( )

 
∫  (   )        
 

   

 ( )   

   
   

 
Γειαδή ζε φξνπο c(t) ε ζπλάξηεζε δηαρξνληθήο ρξεζηκφηεηαο είλαη: 
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   ∫     
 ( )   

   

 

   
dt                                  (1.25) 

Όπνπ 
 

   ( )   
 ( )

 
 

Καη  
 

β = ξ – n – (1- ζ)g                             (1.26) 
 
Γηα λα είλαη ην επίπεδν ηεο δηαρξνληθήο ρξεζηκφηεηαο πεπεξαζκέλνο αξηζκφο 
ππνζέηνπκε φηη: 
 

β > 0                                                (1.27) 

 
Γηφηη, αλ β ≤ 0, ηφηε, απφ ηελ (1.25) είλαη θαλεξφ φηη U  ∞. 
Αο γξάςνπκε ηψξα ηνλ εηζνδεκαηηθφ πεξηνξηζκφ (1.17) ζε φξνπο 
απνηειεζκαηηθήο εξγαζίαο. Δμ νξηζκνχ, έρνπκε w(t) = W(t)/A(t) θαη k(t) = 
K(t)/A(t)L(t). Δπνκέλσο, θαη' αλαινγία θαη πξνο ηελ (1.23), έρνπκε φηη  

 
W(t) = A(t)w(t) = A(0)egtw(t)                           (1.28)  

 
θαη  
 

Κ(0) = k(0)A(0)L(0)                                    (1.29)  

 
 
Αληηθαζηζηψληαο ζηελ (1.17) φπνπ L(t) = L(0)ent, θαζψο θαη ηηο Δμ. (1.23), 
(1.28) θαη (1.29), πξνθχπηεη φηη  
 
 ( ) ( )

 
∫  (   )   ( ) ( )  
 

   
  ( )  ∫  (   )   ( ) ( )  

 

   
     (1.30) 

 
Γηαηξψληαο ηελ (1.30) κε A(0)L(0)/H πξνθχπηεη ν δηαρξνληθφο εηζνδεκαηηθφο 
πεξηνξηζκφο  
 

 ∫  (   )   ( ) ( )  
 

   
 k(0)+      (1.31) 

 
Σέινο εθφζνλ k(s)=K(s)/(A(s)L(s)) => K(s)=k(s)A(s)L(s)=k(s)A(0)L(0)e(g+n)s 
 
Καη ε ζπλζήθε κε Ponzi (1.22) γξάθεηαη 
 

 ( ) ( )

 
       

(   )   ( ) ( )                     (1.32) 

 
Γηαηξψληαο ηελ 1.32 κε A(0)L(0)/H>0 πξνθχπηεη ε αθφινπζε κνξθή ηεο 
ζπλζήθεο κε Ponzi παηγλίνπ: 
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(   )   ( ) ( )                        (1.33) 

΢πλνπηηθά, ην πξφβιεκα ηνπ λνηθνθπξηνχ είλαη λα επηιέμεη κία ηξνρηά ηεο c(t) 
πνπ λα κεγηζηνπνηεί ηε ζπλάξηεζε δηαρξνληθήο ρξεζηκφηεηαο (1.25) ππφ ηνλ 
δηαρξνληθφ εηζνδεκαηηθφ πεξηνξηζκφ (1.31) θαη λα ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε 
(1.33). Δπεηδή ε νξηαθή ρξεζηκφηεηα ηεο θαηαλαιψζεσο θαηά κνλάδα 
απνηειεζκαηηθήο εξγαζίαο,  
 

  

  ( )
       ( )   

 
Δίλαη ζεηηθφο αξηζκφο γηα c(t)>0 έπεηαη φηη ην λνηθνθπξηφ δελ ζα αθήζεη 
αρξεζηκνπνίεηνπο πφξνπο, αιιά ζα ηνπο θαηαλαιψζεη φινπο. Απηφ ζεκαίλεη 
φηη ζε θάζε ρξνληθή ζηηγκή ν εηζνδεκαηηθφο πεξηνξηζκφο (1.31) ζα 
ηθαλνπνηείηαη κε ην ζχκβνιν ηεο ηζφηεηαο θαη πνηέ κε απηφ ηεο αληζφηεηαο.  
 
Ωο κία πξψηε πξνζέγγηζε, ην πξφβιεκα απηφ κπνξεί λα ιπζεί «αλεπηζήκσο» 
κε ηε κέζνδν ησλ πνιιαπιαζηαζηψλ ηνπ Lagrange.3 Η ζπλάξηεζε ηνπ 
Lagrange είλαη  
 

1
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

( )
(0) ( ) ( )

1

t g n t R t g n t R t

t t t

c t
l B e dt k e w t dt e c t dt


 




  

    

  

    
       (1.34) 

 
  
Θέηνληαο ηελ πξψηε παξάγσγν ηεο (2.34) σο πξνο c(t) ίζε κε κεδέλ  
 

0
( )

l

c t





 

 
 πξνθχπηεη φηη  
  

                      
( ) ( )( ) t g n t R tBc t e e                                          (1.35) 

 
 
Λνγαξηζκίδνληαο ηελ (1.35), παίξλνπκε  
 

lnB-ζlnc(t)-βt=lnι+(g+n)t-R(t)      (α) 

 
 Απφ ηηο εμηζψζεηο (1.15) – (1.16), φκσο γλσξίδνπκε φηη : 
 

                                           
0

( ) ( )
t

R t r t d





           (1.36) 

 
Αληηθαζηζηψληαο ηελ (1.36) ζηελ (α) πξνθχπηεη φηη: 
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                                  
0

lnB lnc t t ln g n t R t     ( )    
t

r t d


   


          (1.37) 

 
Παξαγσγίδνπκε ηελ (1.37) σο πξνο ην ρξφλν. Γηα ηελ παξάγσγν ηνπ 
ηειεπηαίνπ φξνπ ηεο (1.37), ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ θαλφλα ηνπ Leibniz, επεηδή 
ηα φξηα ηνπ νινθιεξψκαηνο είλαη ζπλαξηήζεηο ηνπ t, θαη βξίζθνπκε φηη ε 
παξάγσγνο απηή είλαη ίζε κε r(t). ΢πλεπψο, ε παξάγσγνο ηεο (1.37) σο πξνο 

t είλαη: 0 ( ) / ( ( ) 0 ( ) ( )c t c t g n r t       . Αληηθαζηζηψληαο β=ξ-n-(1-ζ)g [Δμ. 

1.26] πξνθχπηεη φηη ( ) / ( ( ) [ (1 ) ] ( ) ( )c t c t n g g n r t           ή 

 

                                                

( ) ( )

( )

c t r t g

c t

 



 
                             (1.38) 

 
Η Δμίζσζε (2.38) είλαη ε ζπλζήθε δηαρξνληθήο 

απνηειεζκαηηθόηεηαο (intertemporal efficiency condition)) θαη είλαη 
γλσζηή σο εμίζσζε ηνπ Euler γηα ηελ θαηαλάισζε θαηά κνλάδα 
απνηειεζκαηηθήο εξγαζίαο. Λέεη φηη, φηαλ ην λνηθνθπξηφ επηιέγεη ην 
άξηζην επίπεδν ηεο c(t), ηφηε δελ είλαη δπλαηή ε παξαπέξα αχμεζε ηεο 
δηαρξνληθήο ρξεζηκφηεηαο ηνπ µε ηε µκεηαθνξά µκνλάδσλ c απφ ην 
ζεκείν t, ζην ζεκείν t2 (απνηακίεπζε) ή απφ ην ζεκείν t2 ζην ζεκείν t1 
(αξλεηηθή απνηακίεπζε). Η (1.38) είλαη αλαγθαία ζπλζήθε γηα ηε 
κεγηζηνπνίεζε ηεο ζπλαξηήζεσο (2.25) ππφ ηνλ πεξηνξηζκφ (1.31). 
Δθφζνλ, φκσο, φπσο αλαθέξακε ζην ηέινο ε ζπλάξηεζε (1.5) είλαη 
απζηεξψο θνίιε γηα Ρ > Ο, νπφηε θαη ε ζπλάξηεζε (1.25) είλαη απζηεξψο 
θνίιε, έπεηαη φηη ε (1.38) είλαη φρη µφλν αλαγθαία ζπλζήθε γηα κέγηζην, 
αιιά είλαη θαη ηθαλή.  
 
Ο Romer (2006, ζ. 56) παξαζέηεη θαη ην αθφινπζν ινγηθφ επηρείξεκα γηα ηελ 
απφδεημε ηεο Δμ. (1.38). 'Δζησ φηη θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή t ην λνηθνθπξηφ 
κεηψλεη ην c θαηά κία πνιχ κηθξή πνζφηεηα, Γc, ηελ νπνία απνηακηεχεη, 
πξνθεηκέλνπ λ' απμήζεη ην c θαηά ηε κειινληηθή πεξίνδν t + Γt, αθήλνληαο 
αλέπαθα ηα c φισλ ησλ άιισλ ρξνληθψλ πεξηφδσλ. Δθφζνλ ην πξαγκαηηθφ 
επηηφθην είλαη r(t), έπεηαη φηη θαηά ην ρξνληθφ δηάζηεκα Γt ην επίπεδν 

απνηακηεχζεσο S(t) ζ' απμεζεί ζε ( ) ( )( ) ( )r t tS t t e S t  . Γηα λα κεηαηξέςνπκε 

ην S ζε απνηακίεπζε θαηά κνλάδα απνηειεζκαηηθήο εξγαζίαο (s), δηαηξνχκε 

ηελ ηειεπηαία εμίζσζε κε ( )( ) ( ) ( ) ( ) g n tA t t L t t A t L t e      , νπφηε πξνθχπηεη 

φηη [ ( ) ]( ) ( ) ( ) ( ) / ( ) ( )r t g n tS t t A t t L t t e S t A t L t      ή  

 

                                    
[ ( ) ]( ) ( )r t g n ts t t e s t                        (1.39)  

 
 
΢χκθσλα κε ηελ Δμ. (1.39), αλ ην s(t) απμεζεί θαηά Γc κνλάδεο, απφ s(t) ζε 

s(t) + Γc, ηφηε ην s(t+Γt) ζ' απμεζεί θαηά [ ( ) ]r t g n te     Γc κνλάδεο. Καηά 

ζπλέπεηα, ε c(t+Γt) κπνξεί λ' απμεζεί θαηά 
[ ( ) ]r t g n te   

 Γc κνλάδεο. Αο 
ππνινγίζνπκε ην θφζηνο θαη ην φθεινο ηεο απνηακηεχζεσο ησλ Γc κνλάδσλ.  
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Δθφζνλ ε νξηαθή ρξεζηκφηεηα ηεο c(t) είλαη / ( ) ( ) tU c t Bc t e      [βι. Δμ. 

(1.25)], έπεηαη φηη ην νξηαθφ θφζηνο (ζε φξνπο ρξεζηκφηεηαο) ηεο κεηψζεσο 
ηεο c(t) θαηά Γc είλαη  
  

                                Οξηαθφ φθεινο ( ) tc t e c                              (1.41)  

 
Γειαδή, απφ κφλε ηεο, ε κείσζε ηνπ c(t) θαηά Γc θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή t 

κεηψλεη ηε ρξεζηκφηεηα ηνπ λνηθνθπξηνχ θαηά ( ) tc t e    . Δθφζνλ, φκσο, ε 

κείσζε απηή ηνπ c(t) νδεγεί ζε αχμεζε ηνπ c(t+Γt) θαηά [ ( ) ]r t g n te c    , έπεηαη 
φηη ην νξηαθφ φθεινο (πάιη ζε φξνπο ρξεζηκφηεηαο) απφ απηή ηελ ελέξγεηα 
είλαη ίζν κε ηελ νξηαθή ρξεζηκφηεηα ηεο c(t+Γt), ε νπνία είλαη 

( )( ) t tc t t e     , επί [ ( ) ]r t g n te c    . Γειαδή,  

  

                 Οπιακό όθελορ =
( ) [ ( ) ]( ) t t r t g n tc t t e e c                            (1.42) 

 

Σψξα, εθφζνλ ην c απμάλεηαη κε ξπζκφ ( ) / ( )c t c t , έπεηαη φηη c(t+Γt) 

Αληηθαζηζηψληαο απηφ ην απνηέιεζκα ζηελ (2.42), πξνθχπηεη φηη  
 

                   Οπιακό όθελορ = [ ( )/ ( )] ( ) [ ( ) ][ ( ) ]c t c t t t t r t g n tc t e e e c                          (1.43) 

 
Ωο ζπλήζσο, γηα ηε κεγηζηνπνίεζε ηεο ρξεζηκφηεηαο, είλαη αλάγθε ην νξηαθφ 
θφζηνο λα ηζνχηαη κε ην νξηαθφ φθεινο. Δπνκέλσο, κε βάζε ηηο Δμ. (1.41) θαη 
(1.43), έρνπκε φηη  
  

                       [ ( )/ ( )] ( ) [ ( ) ]( ) [ ( ) ]t c t c t t t t r t g n tc t e c c t e e e c                                (1.44) 

 

Απινπνηψληαο ηελ (1.44), πξνθχπηεη φηη [ ( )/ ( ) ( ) ] 1c t c t r t g n te          . 

Λνγαξηζκίδνληαο απηή ηελ εμίζσζε, πξνθχπηεη φηη 
[ ( )/ ( ) ( ) ] 0c t c t r t g n t       

. 
Γηαηξψληαο κε Γt θαη θαηφπηλ αληηθαζηζηψληαο ζ' απηήλ ηελ εμίζσζε φπνπ 
β=ξ-n-(1-ζ)g  [βι. Δμ. (1.26)], πξνθχπηεη φηη  
 

( ) / ( ) [ (1 ) ] ( ) 0c t c t n g r t g n             ή ( ) / ( ) ( ) 0c t c t g r t       .  

 

Λχλνληαο ηελ ηειεπηαία απηή εμίζσζε σο πξνο ( ) / ( )c t c t πξνθχπηεη ε (1.38).  

 
Σέινο, αο γξάςνπκε ηελ (1.38) ζε φξνπο ηεο θαηαλαιψζεσο θαηά εξγαδφκελν 

(C). Δθφζνλ ( ) ( ) / ( )c t C t A t   [βι. Δμ. (1.23)], έπεηαη φηη  

 

( ) / ( ) ( ) / ( ) ( ) / ( ) ( ) / ( )c t c t C t C t A t A t C t C t g     

 
Αληηθαζηζηψληαο απηφ ην απνηέιεζκα ζηελ Δμ. (1.38), πξνθχπηεη φηη ε 
εμίζσζε ηνπ Euler γηα ηελ θαηαλάισζε θαηά εξγαδφκελν είλαη  
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( ) ( )

( )

C t r t

C t






                                    (1.38

α
) 

 
Απφ ηελ Δμ. (1.38α), είλαη θαλεξφ φηη φζν πην κεγάιε είλαη ε ηηκή ηνπ ζ, ηφζν 
πην κηθξέο είλαη νη αληηδξάζεηο ηεο θαηαλαιψζεσο θαηά εξγαδφκελν (C) ζηηο 
κεηαβνιέο ηνπ πξαγκαηηθνχ επηηνθίνπ ζε ζρέζε κε ην ξπζκφ πξνεμνθιήζεσο, 
δειαδή ζηηο κεηαβνιέο ηεο δηαθνξάο r - ξ. Η παξαηήξεζε απηή δελ πξέπεη λα 
καο εθπιήζζεη, εθφζνλ φζν πην κεγάιε είλαη ε ηηκή ηνπ ζ, ηφζν πην κηθξή 
είλαη ε ειαζηηθφηεηα δηαρξνληθήο ππνθαηαζηάζεσο, ζ = 1/ζ [βι. Δμ. (1.12)]. 
Μηθξή ηηκή ηνπ ζ αθξηβψο ζεκαίλεη κηθξέο αληηδξάζεηο ηεο C ζηηο κεηαβνιέο 
ηνπ r.  
 
Σέινο, αο ιχζνπκε ην ίδην πξφβιεκα θαη κ' έλα ηξίην ηξφπν, πνπ είλαη ν πην 
ζπλεζηζκέλνο θαη πνπ ρξεζηκνπνηεί ηε ζπλάξηεζε ηνπ Hamilton. Καη γηα λα 
δείμνπκε απηφ πνπ αλαθέξακε ιίγν πξηλ ηελ Δμ. (1.8), φηη δειαδή ε 
ζπλαξηεζηαθή κνξθή CRRA, Δμ. (1.7), καο ρξεηάδεηαη γηα λα βξνχκε ζχγθιηζε 
ζε ηξνρηά ηζφξξνπνπ κεγεζχλζεσο, αο ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε γεληθή κνξθή 
ηεο ζηηγκηαίαο ζπλαξηήζεσο ρξεζηκφηεηαο, u(C(t)), αληί ηεο κνξθήο CRRA.  
 
Σν πξφβιεκα ζπλίζηαηαη ζηε κεγηζηνπνίεζε ηεο ζπλαξηήζεσο (1.5) ππφ ηνλ 
πεξηνξηζκφ πνπ δείρλεη πψο εμειίζζνληαη ηα πεξηνπζηαθά ζηνηρεία (δειαδή ην 
θεθάιαην) ηνπ λνηθνθπξηνχ απφ ζηηγκή ζε ζηηγκή. Ο πεξηνξηζκφο απηφο δίλεηαη 
ιίγν παξαθάησ απφ ηελ Δμ. (1.51) θαη είλαη εθθξαζκέλνο ζε κνλάδεο 
απνηειεζκαηηθήο εξγαζίαο. Δπνκέλσο, αο γξάςνπκε θαη ηελ (1.5) ζε φξνπο 
ηεο κεηαβιεηήο c(t), ρξεζηκνπνηψληαο ηελ (1.23). Γξάθνπκε επίζεο  

/( ) / (0) nt HL t H L e , 'Δηζη, έρνπκε λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε 

 

( )

0

(0)
( (0) ( ))n t gt

t

L
U e u A e c t dt

H




 


   

 
ππφ ηνλ πεξηνξηζκφ [βι. Δμ. (1.51) παξαθάησ]  
 

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )k t f k t c t g n k t     

 
Τπνζέηνπκε φηη ε νηθνλνκία αξρίδεη κε κία ζεηηθή πνζφηεηα θεθαιαίνπ αλά 
κνλάδα απνηειεζκαηηθήο εξγαζίαο, k(0) > 0, έηζη ψζηε λα είλαη δπλαηή ε 
παξαγσγή επζχο εμ αξρήο.  
 
 
΢ηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε, ε ζπλάξηεζε ηνπ Hamilton νξίδεηαη σο εμήο:  
 
 

( ) ( (0) ( ) (0) / ( )[ ( ( )) ( ) ( ) ( )]n t gtcJ e u A e c t L H t f k t c t g n k t        

 
φπνπ ν πνιιαπιαζηαζηήο κ(t) είλαη ε θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή 0 νξηαθή αμία 
(ζε φξνπο κνλάδσλ ρξεζηκφηεηαο) κίαο επηπιένλ κνλάδαο θεθαιαίνπ πνπ 
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απνθηάηαη θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή t. Γειαδή, κ(t) είλαη ε παξνχζα αμία ηεο 
ζθηψδνπο ηηκήο (shadow price) κίαο κνλάδαο θεθαιαίνπ. Τπφ ηηο ππνζέζεηο 
πνπ έρνπκε θάλεη γηα ηε ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο θαη ηε ζπλάξηεζε 
παξαγσγήο, νη αλαγθαίεο θαη ηθαλέο ζπλζήθεο γηα κία άξηζηε πνξεία ησλ 
κεηαβιεηψλ είλαη:  
 

0
J

c





 

 

( )
J

t
k




 


 

 

lim[ ( ) ( )] 0
t

t k t


  

 
Η δεχηεξε ζπλζήθε είλαη ε εμίζσζε ηνπ Euler ή θαλόλαο ηνπ Ramsey, πνπ 
πξέπεη λα ηθαλνπνηείηαη γηα λα είλαη άξηζηε ε ζπκπεξηθνξά ηνπ λνηθνθπξηνχ 
δηαρξνληθά. Η ηξίηε ζπλζήθε νλνκάδεηαη ηεξκαηηθή ζπλζήθε (transversality 
condition) θαη απαηηεί ε αμία ησλ πεξηνπζηαθψλ ζηνηρείσλ ηνπ λνηθνθπξηνχ, ε 
νπνία ηζνχηαη κε ηελ ζθηψδε ηηκή, κ(t), επί ηελ πνζφηεηα, k(t), λα ηείλεη ζην 
κεδέλ θαζψο t  ∞. Αλ ζεσξήζνπκε ην άπεηξν σο ην ηέινο ηνπ ρξνληθνχ 
νξίδνληα γηα ηνλ νπνίν ζρεδηάδεη ην λνηθνθπξηφ, ηφηε ε ηεξκαηηθή ζπλζήθε 
εξκελεχεηαη ζπλήζσο σο εμήο: έλα λνηθνθπξηφ κε αξηζηνπνηεηηθή 
ζπκπεξηθνξά δελ ζ' αθήζεη ηίπνηε πνιχηηκν κεηά ην ηέινο ηνπ, δηφηη ζα 
κπνξνχζε λα ρξεζηκνπνηήζεη φια ηα πεξηνπζηαθά ηνπ ζηνηρεία εθφζνλ δεη, 
απμάλνληαο έηζη ηελ επεκεξία ηνπ. Γηα ηα ππνδείγκαηα πνπ εμεηάδνπκε εδψ, 
φπνπ νη κειινληηθέο αμίεο πξνεμνθινχληαη θαη ε ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο 
δηάξθεηαο δσήο ζπγθιίλεη ζ' έλα πεπεξαζκέλν αξηζκφ [βι. π.ρ. ηε ζπδήηεζε 
θάησ απφ ηελ Δμ. (1.25)], ε εξκελεία απηή είλαη ζσζηή. Ωζηφζν, ζε 
ππνδείγκαηα ηα νπνία δελ πιεξνχλ απηέο ηηο πξνυπνζέζεηο, ε ηεξκαηηθή 
ζπλζήθε δελ είλαη νπσζδήπνηε αλαγθαία γηα άξηζηε ζπκπεξηθνξά  
 
Οη δχν πξψηεο ζπλζήθεο αξηζηνπνηήζεσο δίλνπλ ηα εμήο απνηειέζκαηα:  
 

( )' (0) (0) / ( )n g tu e A L H       

 

θαη  
 

( ) ( )[ '( ( )) ] ( )[ ( ) ]t t f k t g n t r t g n          

  
Δθφζνλ f’(k(t))=r(t) [Δμ. (1.1)] 
 
Λνγαξηζκίδνληαο ηελ πξψηε απφ ηηο δχν απηέο εμηζψζεηο πξνθχπηεη φηη  
 

ln( ') ( ) ln[ (0) (0) / ] ln[ ( )]u n g t A L H t       
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Παξαγσγίδνληαο απηή ηελ εμίζσζε σο πξνο ην ρξφλν, πξνθχπηεη φηη  
 

                                            
1 '

( )
'

du
n g

u dt





                                 (2.38β) 

 
Αιιά 
 

1 ' " " (0) ( ) ( )
[ (0) ( ) (0) ( )] [ ]

' ' ' ( )

gt
gt gtdu u u A e c t c t

A ge c t A e c t g
u dt u u c t

      

 

" ( ) ( ) ( )
[ ] [ ]

' ( ) ( )
g

u C t c t c t
g r g

u c t c t
      

 
φπνπ ζηελ πξνηειεπηαία γξακκή έρεη γίλεη ρξήζε ηεο Δμ. (1.23), ελψ ζηελ 
ηειεπηαία γξακκή έρεη γίλεη ρξήζε ηεο (1.8). Αληηθαζηζηνχκε ζηελ Δμ. (1.38β) 

απηφ ην απνηέιεζκα, θαζψο θαη ην απνηέιεζκα ( ) ( )[ ( ) ]t t r t g n     , πνπ 

βξήθακε ιίγν πην πάλσ, νπφηε πξνθχπηεη φηη  
 
 

( )
[ ] ( ) [ ( ) ]

( )
g

c t
r g n g r t g n

c t
           

 
απφ ηελ νπνία πξνθχπηεη φηη  
  

                                            

( ) ( )

( )

R

R

c t r t r g

c t r

 
                                       (1.38γ)  

 
Καη' αξρήλ, παξαηεξνχκε φηη γηα rR = ζ, ε (1.38γ) είλαη ίδηα κε ηελ (1.38). 
Σψξα, απφ ηελ (1.38γ) είλαη θαλεξφ φηη, γηα λα ππάξρεη κία ηζνξξνπία 
ζηαζεξήο θαηαζηάζεσο φπνπ c(t)/ C(t) θαη r(t) ζα είλαη ζηαζεξά, ζα πξέπεη ν 
ζπληειεζηήο ζρεηηθήο απνζηξνθήο θηλδχλνπ, rR, λα είλαη ζηαζεξφο. Απηφο 
είλαη ν ιφγνο γηα ηνλ νπνίν επηιέμακε ηε ζπλαξηεζηαθή κνξθή CRRA, Δμ. 
(1.7), φπνπ rR = ζ (ζηαζεξφ). Η επηινγή απηή απνηειεί θνηλή πξαθηηθή. 
  

1.3. Η δπλακηθή ηνπ ππνδείγκαηνο 
 
Θα πεξηγξάςνπκε ηε δπλακηθή ηνπ ππνδείγκαηνο ζε φξνπο εμειίμεσο ησλ 
κεηαβιεηψλ c θαη k.  
΢ην ππφδεηγκα Solow-Swan είρακε κία κφλν ζεκειηψδε δηαθνξηθή εμίζσζε, 
ηελ  ε νπνία πεξηέγξαθε ηελ εμέιημε ηνπ k. Δδψ έρνπκε κία αθφκε ηέηνηα 
εμίζσζε, ηελ (1.38), ε νπνία πεξηγξάθεη ηελ εμέιημε ηνπ c. Με ηε βνήζεηα ησλ 
δχν απηψλ εμηζψζεσλ, ζα πξνζπαζήζνπκε ηψξα λα βξνχκε ην ζεκείν 
ηζνξξνπίαο ζηαζεξήο θαηαζηάζεσο.  
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1.3.1 Η δπλακηθή ηνπ c  
 
Αληηθαζηζηψληαο ηελ r(t) = f’(k(t))    [Δμ. (1.1)] ζηελ (1.38), πξνθχπηεη φηη  
 
 

                                                
( ) '( ( ))

( )

c t f k t g

c t

 



 
                              (1.45) 

 
 

Απφ ηελ (2.45) είλαη θαλεξφ φηη γηα f’(k(t)) = ξ + ζg, ( ) 0c t  . Αο 

ζπκβνιίζνπκε κε k* ην επίπεδν ηνπ k φπνπ f’(k(t)) = ξ + ζg. Η ζρέζε απηή δελ 
εμαξηάηαη απφ c, νπφηε ζην Γηάγξακκα 1.1 (βι. παξαθάησ) παξηζηάλεηαη κε 
κία επζεία θάζεηε ζην ζεκείν k*  . Γηα k > k*  , ηζρχεη φηη f’(k(t)) <ξ+ζg   

(εμ αηηίαο ηνπ θζίλνληνο νξηαθνχ πξντφληνο ηνπ θεθαιαίνπ), νπφηε ( ) 0c t  , 

δειαδή ην c κεηψλεηαη  ελψ, γηα k < k*  , ηζρχεη φηη f’(k(t)) > ξ + ζg, νπφηε 

( ) 0c t   δειαδή ην c απμάλεηαη.  

 
 
1.3.2 Η δπλακηθή ηνπ k  
 

Γηα λα δνχκε πψο εμειίζζεηαη ην k, αο μεθηλήζνπκε απφ ηελ Δμ. I K    , ε 
νπνία, εθφζνλ εδψ ππνζέηνπκε φηη δ = 0, γξάθεηαη σο εμήο:  
  

                                                        I K                                                (1.46)  

 
Γηαηξψληαο ηελ (1.46) κε AL, πξνθχπηεη  
  
 

                                                    /I K L                                              (1.47)  

 
 
φπνπ ί = Ι/AL. Γηα λα εηζαγάγνπκε ην k ζηελ (1.47), αο ζπκεζνχκε  φηη  
 
 
 

                                           ( )
K A L

k k k g n k
AL A L

 
      

 
                  (1.48)  

 
Αληηθαζηζηψληαο ηελ (1.48) ζηελ (1.47) θαη αλαδηαηάζζνληαο ηνπο φξνπο, 
πξνθχπηεη φηη  
 

                                                   ( )k i g n k                                             (1.49) 

 
Ιζρχεη φηη Ι = Τ - C ή, αλ δηαηξέζνπκε κε AL, ί = y - c, ε νπνία γξάθεηαη θαη σο  
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                                              ( ) ( ( )) ( )i t f k t c t                             (1.50)  

 
Αληηθαζηζηψληαο ηελ (1.50) ζηελ (1.49), πξνθχπηεη φηη  
 

                                        ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )k t f k t c t g n k t                       (1.51)  

 
Η εμίζσζε απηή ιέγεη φηη, γηα λ' απμεζεί ην k, ζα πξέπεη ην πξντφλ, f(k(t)), λα 
ππεξβαίλεη ηηο δαπάλεο γηα θαηαλάισζε, c(t), θαη εμηζνξξνπεηηθή επέλδπζε, 
(g + n)k(t). Απφ ηελ (1.51), είλαη θαλεξφ φηη φηαλ  
 

                                          ( ) ( )c f k g n k                                (1.52)  

 
 
δειαδή φηαλ ε θαηαλάισζε ηζνχηαη κε ηε δηαθνξά ηνπ πξντφληνο κείνλ ηελ 
εμηζνξξνπεηηθή επέλδπζε (φια θαηά κνλάδα απνηειεζκαηηθήο εξγαζίαο), ηφηε 

0k  . Σψξα, γηα λα έρεη κέγηζην ε ζπλάξηεζε (1.52) ζα πξέπεη λα ηζρχεη φηη  

/ 0c k    ή 

 

                                                         '( )f k g n                             (1.53)  

 
Αο ζπκβνιίζνπκε κε kGR ην επίπεδν ηνπ k πνπ ηθαλνπνηεί ηελ (1.53). ΢ην 
Γηάγξακκα 1.1, ην νπνίν αθνινπζεί, ην kGR αληηζηνηρεί ζηελ θνξπθή ηεο 

θακπχιεο 0k  . Δθφζνλ 2 2/ "( ) 0c k f k    , έπεηαη φηη ε ζπλάξηεζε (1.52) 

είλαη απζηεξψο θνίιε θαη φηη ην kGR κεγηζηνπνηεί ηε ζπλάξηεζε (1.52), είλαη 
δειαδή ην επίπεδν ηνπ «ρξπζνχ θαλφλα» (golden rule) ζπζζσξεχζεσο 
θεθαιαίνπ. Αο ζεκεησζεί φηη ζην παξφλ ππφδεηγκα ε νηθνλνκία δελ ζα 
ηζνξξνπήζεη ζην ζεκείν ηνπ «ρξπζνχ θαλφλα», αιιά ζην ζεκείν ηνπ 
«ηξνπνπνηεκέλνπ ρξπζνχ θαλφλα» (modified golden rule). ΢ην ππφδεηγκα 
Solow-Swan ήηαλ δπλαηφ ηζνξξνπία θαη «ρξπζφο θαλφλαο» λα ζπκπέζνπλ, 
αλ ην s πάξεη ηε ζπγθεθξηκέλε ηηκή s = sGR.  
 
1.3.3 Σν δηάγξακκα θάζεσο. 
 
Η ζπλάξηεζε (1.52) παξηζηάλεηαη γξαθηθά κε κία θακπχιε φπσο απηή ηνπ 
Γηαγξάκκαηνο 1.1.  

Η θακπχιε απηή είλαη ν γεσκεηξηθφο ηφπνο (γ.η.) ησλ ζεκείσλ φπνπ 0k  , 

επεηδή, φπσο είδακε παξαπάλσ, ε (1.52) πξνθχπηεη απφ ηελ (1.51) γηα 0k  . 
Απφ ηελ (1.51) είλαη θαλεξφ φηη γηα c > f(k)-(g+n)k, δειαδή γηα φια ηα ζεκεία 

πνπ είλαη πάλσ απφ ηνλ γ.η. 0k  , ηζρχεη φηη 0k  , νπφηε ην k κεηψλεηαη ελψ, 
γηα c < f(k) - (g + n)k, δειαδή γηα φια ηα ζεκεία πνπ είλαη θάησ απφ ηνλ γ. η. 

0k  , ηζρχεη φηη 0k  , νπφηε ην k απμάλεηαη.  
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Γηάγξακκα 1.1. Η δπλακηθή ησλ c θαη k 

 
 
΢ην Γηάγξακκα 1.1, νη θαηεπζχλζεηο ησλ κεηαβνιψλ ηνπ k, φηαλ ε αθεηεξία 

είλαη έλα ζεκείν εθηφο ηνπ γ.η. 0k  , ζεκεηψλνληαη κε βέιε. Δπίζεο, 
ππάξρνπλ θαη βέιε πνπ δείρλνπλ ηηο θαηεπζχλζεηο ησλ κεηαβνιψλ ηνπ c, ηηο 
νπνίεο αλαθέξακε ζην Σκήκα 1.3.1, φηη δειαδή, γηα k < k*, ην c απμάλεηαη, 
ελψ γηα k > k* , ην c κεηψλεηαη. ΢ην ζεκείν Δ ηνπ Γηαγξάκκαηνο, ηζρχεη φηη 

0c k  . ΢πλεπψο, αλ ε νηθνλνκία θζάζεη ζην ζεκείν Δ, ηφηε ηείλεη λα 
παξακείλεη εθεί, εθφζνλ ηα c θαη k δελ κεηαβάιινληαη. ΢ε φια ηα άιια ζεκεία 
ηνπ Γηαγξάκκαηνο ππάξρεη ηάζε γηα κεηαβνιή, φπσο δείρλνπλ ηα βέιε, νπφηε 
θαίλεηαη ζε πνηα θάζε ηεο δπλακηθήο ηεο βξίζθεηαη ε νηθνλνκία. Γη απηφ ην 
ιφγν, ην Γηάγξακκα 1.1 νλνκάδεηαη δηάγξακκα θάζεσο (phase diagram).  
 
Σν γεγνλφο φηη ζην Γηάγξακκα 1.1 ηζρχεη φηη k* < kGR δελ είλαη ηπραίν. Όπσο 

είδακε πην πάλσ, ην k* νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε '( )f k g   , ε νπνία 

ζεκαίλεη φηη 0c   [βι. Δμ. (1.45)] ελψ, ην kGR νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε. 

'( )f k g n   ε νπνία δίλεη ην κέγηζην c [βι. Δμ. (1.53)]. Γειαδή, έρνπκε φηη  

 

                                                    '( )f k g                                                    (1.54)  

 
θαη  
  

                                                   '( )GRf k g n                                                   (1.55)  

 
 
Απφ ηε ζπλζήθε (1.27), φκσο, έρνπκε φηη β > 0 ή ξ - n - (1 - ζ)g > 0, πνπ 
γξάθεηαη θαη σο  



Μελέηη ηος ςποδείγμαηορ Ramsey – Cass – Koopmans                  Βύπωναρ Γίκηρ 

 

- ΢ελίδα  22 -  

 

 

                                             ξ + ζg > g + n                                         (2.56)  

  
Απφ ηηο Δμ. (1.54)-(1.55), είλαη θαλεξφ φηη ε ζπλζήθε ξ + ζg > g + n ζεκαίλεη 
φηη f’(k*) > f(kGR).  Απφ ηελ αληζφηεηα απηή, φκσο, πξνθχπηεη φηη k < kGR, 
επεηδή f"(k) < ν.  
 
1.3.4 Η αξρηθή ηηκή ηνπ c  
 
'Δζησ (k(0), c(0)) ην ζεκείν φπνπ βξίζθεηαη αξρηθά ε νηθνλνκία. Άξαγε, απφ 
νπνηνδήπνηε ζεκείν ηνπ Γηαγξάκκαηνο 1.1 θαη αλ μεθηλήζεη ε νηθνλνκία ζα 
θζάζεη ηειηθά ζην ζεκείν Δ; Με ηε βνήζεηα ηνπ Γηαγξάκκαηνο 1.2, ζα δνχκε 
φηη ε απάληεζε ζ' απηφ ην εξψηεκα είλαη αξλεηηθή. Υάξηλ παξαδείγκαηνο, 
έζησ φηη ε νηθνλνκία βξίζθεηαη αξρηθά ζην ζεκείν (0,0), αλ θαη απηφ 
παξαβηάδεη ηελ ππφζεζε k(0) > 0, ηελ νπνία έρνπκε ήδε πηνζεηήζεη. Δθφζνλ ε  
(1.45) γξάθεηαη θαη σο  
 

                               ( ) ( ) '( ( )) /c t c t f k t g                        (1.57)  

 

είλαη θαλεξφ φηη αλ c(t) =0, ηφηε ( ) 0c t  , νπφηε ην c(t) ζα παξακείλεη ζην 

κεδέλ. Δπίζεο, εθφζνλ ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )k t f k t c t g n k t     [Δμ. (1.51)], έπεηαη φηη 

γηα k = 0 θαη c = 0, ηζρχεη φηη ( ) 0k t  , νπφηε θαη ην k ζα παξακείλεη ζην κεδέλ. 

Γειαδή, αλ ε νηθνλνκία μεθηλήζεη απφ ην ζεκείν (0,0), ζα παξακείλεη εθεί, 
δηφηη, εθφζνλ k(0) = 0, ηα λνηθνθπξηά δελ έρνπλ άιιε επηινγή απφ ηελ c(0) =0. 
 
Ωο έλα άιιν παξάδεηγκα, έζησ φηη ε νηθνλνκία βξίζθεηαη αξρηθά ζην ζεκείν 

φπνπ ν γ.η. 0k  ηέκλεη ηνλ νξηδφληην άμνλα. ΢' απηφ ην ζεκείν, ηζρχεη φηη 

c(0)=0, νπφηε, κε βάζε ηελ (1.57), ζα ηζρχεη θαη φηη 0c  . Καη εθφζνλ ζ' απηφ 

ην ζεκείν έρνπκε 0k  θαη 0c  , έπεηαη φηη ε νηθνλνκία ζα παξακείλεη εθεί. 
Ωζηφζν, ην λνηθνθπξηφ πνηέ δελ ζα επηιέμεη απηφ ην ζεκείν:  
 
εθφζνλ εθεί ηζρχεη φηη k(0) > Ο, έπεηαη φηη Τ(0) > Ο, νπφηε είλαη εθηθηφ γηα ην 
λνηθνθπξηφ λα έρεη c(0) > 0. Γειαδή, δελ ζα αθήζεη αρξεζηκνπνίεηνπο 
πφξνπο.  
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Γηάγξακκα 1.2. Η δπλακηθή ησλ c θαη k γηα δηάθνξεο αξρηθέο ηηκέο ηνπ c, δεδνκέλνπ φηη k(0) < k* 

 
 
Σα δχν παξαπάλσ παξαδείγκαηα δείρλνπλ φηη ε αξρηθή ζέζε ηεο νηθνλνκίαο 
έρεη ζεκαζία γηα ηε δπλακηθή ηεο. ΢ην Γηάγξακκα 1.2, εμεηάδνπκε ηε δπλακηθή 
ζηελ νπνία νδεγνχλ δηάθνξεο αξρηθέο ηηκέο ηνπ c, δεδνκέλεο κίαο αξρηθήο 
ηηκήο ηνπ k, k(0), γηα ηελ νπνία ππνηίζεηαη φηη k(0) < k*. Αλ ην c(0) είλαη πάλσ 

απφ ηνλ γ.η. 0k  , ζ' έλα ζεκείν φπσο ην Α, ηφηε, φπσο δείρλνπλ ηα βέιε, ην 
c απμάλεηαη θαη ην k κεηψλεηαη, δειαδή ε νηθνλνκία πεγαίλεη πξνο ηα πάλσ θαη 
αξηζηεξά, φπσο δείρλεη ην βέινο πνπ μεθηλά απφ ην ζεκείν Α. Σν ίδην ζα 

ζπκβεί θαη αλ ην c(0) είλαη επί ηνπ γ.η. 0k  , ζ' έλα ζεκείν φπσο ην Β. Αλ ην 

c(0) είλαη ειαθξψο πην θάησ απφ ηνλ γ.η. 0k  , ζ' έλα ζεκείν φπσο ην C, ηφηε 
ηφζν ην c φζν θαη ην k θαη' αξρήλ απμάλνληαη. Δπεηδή, φκσο, ππνζέζακε φηη 

ην C(0) είλαη ειαθξψο κφλν θάησ απφ ηνλ γ.η. 0k  , απφ ηελ Δμ. (1.51) είλαη 
θαλεξφ φηη ε αχμεζε ηνπ k είλαη κηθξή. Αληίζεηα, ε αχμεζε ηνπ c είλαη κεγάιε, 
δηφηη ζην ζεκείν C ην C(0) είλαη πςειφ (ππελζπκίδεηαη φηη ζηνλ θάζεην άμνλα 
κεηξνχκε ην C) θαη άξα, κε βάζε ηελ (1.57), ην c  είλαη επίζεο πςειφ. 

΢πλεπψο, ε νηθνλνκία κεηαθηλείηαη θαη' αξρήλ πξνο ηα πάλσ θαη δεμηά, αιιά 

πνιχ γξήγνξα (πξηλ θζάζεη ην γ.η. 0c  ) ζα πεξάζεη πάλσ απφ ηνλ γ.η. 0k 

, νπφηε ην κελ c ζα ζπλερίζεη λ' απμάλεηαη ην δε k ζ' αξρίζεη λα κεηψλεηαη.  
 
΢ηελ αληίζεηε πξνο ηελ ηειεπηαία πεξίπησζε, ππνζέηνπκε φηη ην C(0) είλαη 

πνιχ κηθξφ, δειαδή πνιχ πην θάησ απφ ηνλ γ.η. 0k  , ζ' έλα ζεκείν φπσο ην 

D. Με βάζε ηελ (1.57), ην c  είλαη επίζεο πνιχ κηθξφ, ελψ, κε βάζε ηελ (1.51), 

ην k ζα είλαη πςειφ. ΢πλεπψο, ε νηθνλνκία κεηαθηλείηαη θαη' αξρήλ πξνο ηα 
πάλσ θαη δεμηά, αιιά πνιχ γξήγνξα ζα πεξάζεη απέλαληη απφ ηε γξακκή 

0c  , νπφηε ην κελ c ζ' αξρίζεη λα κεηψλεηαη ην δε k ζα ζπλερίζεη λ' απμάλεηαη.  
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Δπεηδή c  θαη k είλαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο ησλ κεηαβιεηψλ c θαη k, έπεηαη φηη 

ππάξρεη θάπνην ζεκείν κεηαμχ C θαη D ηέηνην ψζηε, αλ ε νηθνλνκία μεθηλήζεη 

απφ απηφ ην ζεκείν, ηφηε ζα πεξάζεη απφ ην ζεκείν Δ, φπνπ 0c k  , νπφηε 
ζα παξακείλεη εθεί. ΢ην Γηάγξακκα 1.2, ην ζεκείν απηφ ζεκεηψλεηαη κε F.  
 
΢ηελ πξνεγεζείζα ζπδήηεζε επί ηνπ Γηαγξάκκαηνο 1.2, θάζε ηξνρηά πνπ 
εμεηάζακε ηθαλνπνηεί κελ ηηο ζπλζήθεο (1.51) θαη (1.57), αιιά φρη απαξαίηεηα 
θαη δχν αθφκε ζπλζήθεο, ηηο νπνίεο πξέπεη λα ιάβνπκε ππ' φςε: ηε ζπλζήθε 
κε Ponzi παηγλίνπ (1.33) θαη ηνλ πεξηνξηζκφ k>0. Λακβάλνληαο ππ' φςε 
ηνπο δχν απηνχο πεξηνξηζκνχο, ζα δνχκε ηψξα φηη ε κφλε δπλαηή ηξνρηά ησλ 
κεηαβιεηψλ c θαη k είλαη απηή πνπ μεθηλά απφ ην ζεκείν F θαη θαηαιήγεη ζην 
ζεκείν Δ. Οη ππφινηπεο απνθιείνληαη, δηφηη παξαβηάδνπλ ηνπο ελ ιφγσ δχν 
πεξηνξηζκνχο.  
 
Καη' αξρήλ, αο εμεηάζνπκε ηξνρηέο πνπ μεθηλνχλ πάλσ απφ ην ζεκείν F. 
Όπσο είδακε, ζ' απηήλ ηελ πεξίπησζε, ην c απμάλεηαη θαη ην k κεηψλεηαη, είηε 

ακέζσο (φηαλ ε αθεηεξία είλαη πάλσ απφ ηνλ γ.η. 0k  ), είηε κεηά απφ ιίγν 

(φηαλ ε αθεηεξία είλαη θάησ απφ ηνλ γ.η. 0k  ,αιιά, φπσο είπακε, πάλσ απφ 
ην F). Απφ ηελ (1.51), φκσο, βιέπνπκε φηη ε ζπλερήο αχμεζε ηνπ c θαη ε 
ζπλερήο κείσζε ηνπ k ζα θαηαιήμεη ζην ζεκείν φπνπ k=0. Σψξα, γηα λα 
ζπλερίζεη ην c λ' απμάλεηαη, έηζη ψζηε λα ηθαλνπνηείηαη ε (1.57), ην k ζα πξέπεη 
λα κεησζεί αθφκε πεξηζζφηεξν, δειαδή λα γίλεη αξλεηηθφο αξηζκφο. Απηφ, 
φκσο, δελ είλαη δπλαηφ. Μφιηο ε νηθνλνκία θζάζεη ζην ζεκείν φπνπ k=0, εθεί 
ζα ηζρχεη θαη φηη y=0, νπφηε c=0. ΢πλεπψο, ε (2.57), ε νπνία ζέιεη ην c λ' 
απμάλεηαη, δελ ζα ηθαλνπνηείηαη. Αιιά, ε (1.57) είλαη αλαγθαία ζπλζήθε γηα ηε 
κεγηζηνπνίεζε ρξεζηκφηεηαο, νπφηε, εθφζνλ θαηά κήθνο απηήο ηεο ηξνρηάο ε 
ζπλζήθε απηή δελ ηθαλνπνηείηαη, έπεηαη φηη ην λνηθνθπξηφ δελ ζα επηιέμεη κία 
ηέηνηα ηξνρηά.  
Αο εμεηάζνπκε ηψξα ηξνρηέο πνπ μεθηλνχλ θάησ απφ ην ζεκείν F, π.ρ. απφ ην 
ζεκείν D. Όπσο είδακε παξαπάλσ, ζ' απηήλ ηελ πεξίπησζε, ην k απμάλεηαη 
ζπλερψο, νπφηε ην f’(k) κεηψλεηαη ζπλερψο. Όηαλ ην k μεπεξάζεη ην επίπεδν 
ηνπ «ρξπζνχ θαλφλα», δειαδή γηα k > kGR, ηφηε, αληί ηεο (1.55), ηζρχεη φηη 
f’(k)<g + n. Αιιά, κε βάζε ηελ (1.1), f’(k) = r. ΢πλεπψο, γηα k > kGR, έρνπκε φηη 
r < g + n. ΢πλεπψο, κε βάζε ηελ (2.16), R(s) = rs  < (g + n)s. Απηφ ζεκαίλεη φηη 

ζηελ (1.33), ε νπνία είλαη 
( ) ( )lim 0g n s R s

x
e  


 , ν φξνο ( ) ( )g n s R se   απμάλεη. Όπσο 

πξναλαθέξζεθε, φκσο, ην k(s) επίζεο απμάλεη ζπλερψο, νπφηε ζηελ (1.33), 

θαζψο ην s ,
( ) ( )g n s R se    . Αιι' απφ ηελ απφδεημε ηεο (1.33) γλσξίδνπκε 

φηη απηφ ζπκβαίλεη φηαλ ε παξνχζα αμία ηνπ εηζνδήκαηνο ηνπ λνηθνθπξηνχ 
είλαη απείξσο κεγαιχηεξε ηεο παξνχζαο αμίαο ηεο θαηαλαιψζεσο. Αλ φκσο 
ζπλέβαηλε θάηη ηέηνην, ηφηε ην λνηθνθπξηφ ζα κπνξνχζε λ' απμήζεη ηελ 
θαηαλάισζή ηνπ (θαη ηε ρξεζηκφηεηά ηνπ) ζε θάζε ρξνληθή ζηηγκή. Απηφ ζα 
ζήκαηλε φηη ην λνηθνθπξηφ δελ κεγηζηνπνηεί ηε ρξεζηκφηεηά ηνπ. Άξα 
απνθιείνπκε θαη φια ηα ζεκεία θάησ απφ ην ζεκείν F.  
 
Σέινο, αο εμεηάζνπκε ηελ ηξνρηά πνπ μεθηλά απφ ην ζεκείν F θαη θζάλεη ζην 

ζεκείν Δ, φπνπ ηζρχεη ε (1.54)  ( *)f k g   ή r g   . Με βάζε ηε 

ζπλζήθε (1.56), φκσο, έρνπκε φηη g g n    , νπφηε r > g + n θαη άξα 

( ) ( )R s rs g n s   . Απηφ ζεκαίλεη φηη ζηελ (1.33), ν φξνο 
( ) ( )g n s R se  

 κεηψλεηαη 
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κε ξπζκφ ( ) ( ) (1 ) 0r g n g g n n g                .Όπσο 

πξναλαθέξζεθε, φκσο, ην k(s) ζπγθιίλεη ζην επίπεδν k*, φπνπ θαη παξακέλεη 

ζηαζεξφ, νπφηε ζηελ (1.33), θαζψο ην s , ( ) ( ) 0g n s R se    . Απηφ ζεκαίλεη 

φηη ην λνηθνθπξηφ αθελφο ρξεζηκνπνηεί φινπο ηνπο πφξνπο ηνπ θαη αθεηέξνπ 
δελ είλαη ρξεσκέλν ζην δηελεθέο, δαλεηδφκελν ζπλερψο γηα λα πιεξψλεη ηα 
ρξέε ηνπ ιίγν πξηλ ιήμνπλ. Με άιια ιφγηα, ε ηξνρηά πνπ μεθηλά απφ ην ζεκείν 
F θαη θζάλεη ζην ζεκείν Δ ηθαλνπνηεί:  
 

1. ηε ζπλζήθε κεγηζηνπνηήζεσο ηεο δηαρξνληθήο ρξεζηκφηεηαο (1.57) 
2. ηε ζπλζήθε εμειίμεσο ηνπ k (1.51) θαη  
3. ηελ ηεξκαηηθή ζπλζήθε (terminal condition) φηη ην λνηθνθπξηφ δελ αθήλεη 

αρξεζηκνπνίεηνπο πφξνπο, αιιά νχηε θαη είλαη ρξεσκέλν ζην δηελεθέο.  
 
Δθφζνλ ε ηξνρηά πνπ μεθηλά απφ ην ζεκείν F θαη θζάλεη ζην ζεκείν Δ είλαη ε 
κφλε πνπ ηθαλνπνηεί φιεο απηέο νη ζπλζήθεο θαη ζην ζεκείν Δ ηα c θαη k 
παξακέλνπλ ζηαζεξά δηαρξνληθά έπεηαη φηη ε ελ ιφγσ ηξνρηά είλαη ε κφλε 
δπλαηή θαη ην ζεκείν Δ είλαη ην κφλν δπλαηφ ζεκείν ηζνξξνπίαο ζηαζεξήο 
θαηαζηάζεσο (steady-state equilibrium).  
 
1.3.5 Η ζαγκαηηθή ηξνρηά  
 
΢ηελ πξνεγεζείζα αλάιπζε, εμεηάζακε ηε δπλακηθή ηεο νηθνλνκίαο γηα κία 
ζπγθεθξηκέλε αξρηθή ηηκή ηνπ k, k(0) < k* . Ωζηφζν, γηα θάζε ζεηηθή αξρηθή 
ηηκή ηνπ k, k(0) >0 Ο, ππάξρεη κία αξρηθή ηηκή ηνπ c, c(0), πνπ ηθαλνπνηεί 
 

1. ηε ζπλζήθε κεγηζηνπνηήζεσο ηεο δηαρξνληθήο ρξεζηκφηεηαο (1.57) 
2. ηε ζπλζήθε εμειίμεσο ηνπ k (1.51) θαη  
3. ηελ ηεξκαηηθή ζπλζήθε φηη ην λνηθνθπξηφ δελ αθήλεη αρξεζηκνπνίεηνπο 

πφξνπο, νχηε είλαη ρξεσκέλν ζην δηελεθέο.  
 
Γειαδή, ην c(0) είλαη κία ζπλάξηεζε ηνπ k(0), ε νπνία ηθαλνπνηεί φιεο ηηο 
παξαπάλσ ηδηφηεηεο θαη ε νπνία παξάγεη ηε κνλαδηθή πνξεία πξνο ην ζεκείν 
ηζνξξνπίαο ζηαζεξήο θαηαζηάζεσο Δ. Η πνξεία απηή νλνκάδεηαη ζαγκαηηθή 
ηξνρηά (saddle path), απφ ηε ιέμε ζάγκα, πνπ ζεκαίλεη ζακάξη, επεηδή ην 
ζεκείν Δ είλαη ειάρηζην αλ μεθηλήζνπκε απφ επάλσ, αιιά κέγηζην αλ 
μεθηλήζνπκε θάησ απφ απηφ (βι. Γηάγξακκα 1.3). Ολνκάδεηαη θαη ηξνρηά 
ζπγθιίζεσο (convergence path). Γηα θάζε k(0) > 0, ππάξρεη έλα c(0) επί 
απηήο ηεο ηξνρηάο θαη ε νηθνλνκία κεηαθηλείηαη πξνο ην ζεκείν Δ.  
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Γηάγξακκα 1.3. Η ζαγκαηηθή ηξνρηά 

 
 

1.4 Επεκεξία  
 
΢ηα Γηαγξάκκαηα 1.2 θαη 1.3, είδακε φηη ε νηθνλνκία θαηαιήγεη ζην ζεκείν 
ηζνξξνπίαο ζηαζεξήο θαηαζηάζεσο Δ. Σν εξψηεκα είλαη αλ ζ' απηφ ην ζεκείν 
κεγηζηνπνηείηαη ε θνηλσληθή επεκεξία. Δθφζνλ ζ' απηφ ην ζεκείν ην 
«αληηπξνζσπεπηηθφ λνηθνθπξηφ» κεγηζηνπνηεί ηελ επεκεξία ηνπ θαη εθφζνλ 
φια ηα λνηθνθπξηά ηεο νηθνλνκίαο είλαη ίδηα κεηαμχ ηνπο έπεηαη φηη ζην ζεκείν 
Δ κεγηζηνπνηείηαη ε θνηλσληθή επεκεξία. ΢χκθσλα κε ην πξώην ζεκειηώδεο 
ζεώξεκα επεκεξίαο, ην απνηέιεζκα πνπ επηηπγράλεηαη ζην ζεκείν Δ είλαη 
άξηζην θαηά Pareto, δειαδή δελ είλαη δπλαηφ λ' απμεζεί παξαπέξα ε 
επεκεξία ελφο λνηθνθπξηνχ ρσξίο λα κεησζεί ε επεκεξία θάπνηνπ άιινπ.  
 
Σν ελ ιφγσ ζεψξεκα ιέεη φηη αλ  
 

1. ηα αγαζά αληαιιάζζνληαη ζε αγνξέο φπνπ νη ηηκέο είλαη ζε φινπο 
γλσζηέο 

2. ππάξρεη έλαο πεπεξαζκέλνο αξηζκφο λνηθνθπξηψλ θαη επηρεηξήζεσλ 
(νπφηε απνθιείνληαη παίγληα Ponzi), πνπ ζπκπεξηθέξνληαη 
αληαγσληζηηθά, νπφηε ζεσξνχλ ηηο ηηκέο σο δεδνκέλεο θαη  

3. δελ ππάξρνπλ εμσηεξηθέο επηδξάζεηο  
 
ηφηε ην απνηέιεζκα ηεο απνθεληξσκέλεο (decentralized) ή αληαγσληζηηθήο 
(competitive) απηήο νηθνλνκίαο είλαη άξηζην θαηά Pareto. Οη πξνυπνζέζεηο 
εθαξκνγήο απηνχ ηνπ ζεσξήκαηνο ππάξρνπλ ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε 
πνπ καο απαζρνιεί, νπφηε ηζρχεη θαη ην ζπκπέξαζκα. ΢πλεπψο, αλ έλαο 
θνηλσληθόο ζρεδηαζηήο (social planner) είρε ηελ εμνπζία λα θάλεη απηφο 
(αληί ηεο αγνξάο) ηελ θαηαλνκή ησλ νηθνλνκηθψλ πφξσλ, κε ζθνπφ ηε 
κεγηζηνπνίεζε ηεο θνηλσληθήο επεκεξίαο, δελ ζα κπνξνχζε λα επηηχρεη 
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θαιχηεξν απνηέιεζκα (κε ηελ έλλνηα ηνπ Pareto) απφ απηφ πνπ επηηπγράλεη ε 
αγνξά.  
 

1.5 Σξνρηά ηζόξξνπνπ κεγεζύλζεσο  
 
Όπσο είδακε ζηα Γηαγξάκκαηα 1.1 - 1.3, ε νηθνλνκία ζπγθιίλεη ζην ζεκείν Δ, 
ην νπνίν είλαη ζεκείν ηζνξξνπίαο ζηαζεξήο θαηαζηάζεσο. Απφ ηε ζηηγκή πνπ 
ζα θζάζεη εθεί θαη κεηά, ε ζπκπεξηθνξά ηεο είλαη ίδηα κε απηή πνπ πξνβιέπεη 
ην ππφδεηγκα Solow-Swan. Αο εμεηάζνπκε ηε ζπκπεξηθνξά ηεο θάζε κίαο 
κεηαβιεηήο μερσξηζηά. Πξψηνλ, εθφζνλ ζην ζεκείν Δ ην k είλαη ζηαζεξφ, 
φπνπ k = K/AL = (K/L)/A θαη εθφζνλ ηα Α θαη L απμάλνληαη κε ξπζκφ g θαη n, 
αληίζηνηρα, έπεηαη φηη ην Κ απμάλεηαη κε ξπζκφ g + n, ελψ ην K/L απμάλεηαη κε 
ξπζκφ g.  
 
Γεχηεξνλ, εθφζνλ ην k είλαη ζηαζεξφ θαη y = f(k), έπεηαη φηη ην y είλαη επίζεο 
ζηαζεξφ, φπνπ y = Y/AL = (Y/L)/A. ΢πλεπψο, ην y απμάλεηαη κε ξπζκφ g + n, 
ελψ ην Y/L απμάλεηαη κε ξπζκφ g. Σξίηνλ, εθφζνλ ζην ζεκείν Δ ην c είλαη 
ζηαζεξφ (φπνπ c = C/A θαη C = θαηαλάισζε θαηά εξγαδφκελν,), έπεηαη φηη ην 
C απμάλεηαη κε ξπζκφ g. Σέηαξηνλ, ε κέζε ξνπή πξνο απνηακίεπζε είλαη S = 
S/Y, φπνπ Y = ζπλνιηθφ πξντφλ θαη S = ζπλνιηθή απνηακίεπζε = Τ – C’(φπνπ 
C’ = ζπλνιηθή θαηαλάισζε). ΢πλεπψο, ε θαηαλάισζε θαηά εξγαδφκελν (C) 
γξάθεηαη σο C = C’/L, απφ ηελ νπνία πξνθχπηεη φηη C’ = LC. Απφ ηνπο 
νξηζκνχο απηνχο πξνθχπηεη φηη s = SY = (Τ – C’)/Y = (Τ - LC)/Y. Γηαηξψληαο 
αξηζκεηή θαη παξνλνκαζηή κε AL, πξνθχπηεη φηη S = (y - c)/y, εθφζνλ c = 
C/A. ΢πλεπψο, εθφζνλ s = (y - c)/y θαη ζην ζεκείν Δ ηα y θαη c είλαη ζηαζεξά, 
έπεηαη φηη ζην ζεκείν Δ είλαη θαη ην s ζηαζεξφ.  
 
΢πλεπψο, ην θεληξηθφ κήλπκα ηνπ ππνδείγκαηνο Solow-Swan παξακέλεη: ν 
ξπζκφο κεγεζχλζεσο ηεο κέζεο παξαγσγηθφηεηαο ηεο εξγαζίαο (Y/L) ηζνχηαη 
κε ην ξπζκφ κεγεζχλζεσο ηεο ηερλνινγίαο, g. Αλ δελ ππάξρεη πξφνδνο ηεο 
ηερλνινγίαο (g = 0), ηφηε νχηε αχμεζε ηεο παξαγσγηθφηεηαο ηεο εξγαζίαο ζα 
ππάξρεη. Σν γεγνλφο φηη ζην παξφλ ππφδεηγκα ην s δελ ζεσξήζεθε εμσγελψο 
δεδνκέλν (φπσο ζην ππφδεηγκα Solow-Swan), αιιά πξνζδηνξίζηεθε απφ ηελ 
αξηζηνπνηεηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ λνηθνθπξηνχ, δελ κεηέβαιε ην θεληξηθφ απηφ 
ζπκπέξαζκα ηνπ ππνδείγκαηνο Solow-Swan. Δπίζεο, δελ κεηέβαιε θαη ηα 
ζπκπεξάζκαηα φηη ππάξρεη ηζνξξνπία ζηαζεξήο θαηαζηάζεσο θαη ηξνρηά 
ηζφξξνπνπ κεγεζχλζεσο.  
 
Η κφλε ζεκαληηθή δηαθνξά κεηαμχ ησλ δχν ππνδεηγκάησλ είλαη φηη ζην παξφλ 
ππφδεηγκα δελ είλαη δπλαηφ λα έρνπκε ηζνξξνπία ζηαζεξήο θαηαζηάζεσο γηα 
k > kGR, ελψ απηφ ήηαλ δπλαηφ λα ζπκβεί ζην ππφδεηγκα Solow-Swan γηα s > 
sGR. ΢ην ππφδεηγκα Solow-Swan γηα s > sGR, ην c  < cGR, νπφηε ηα λνηθνθπξηά 
ζα ήζειαλ λα κεηψζνπλ ην s, κεηαβαίλνληαο έηζη ζην ζεκείν k = kGR, φπνπ 
κεγηζηνπνηείηαη ην c. Δπεηδή, φκσο, ζην ππφδεηγκα Solow-Swan ην s 
ζεσξείηαη εμσγελψο δεδνκέλν, έπεηαη φηη είλαη πηζαλφ ε νηθνλνκία λα θζάζεη 
ζε κία ηζνξξνπία ζηαζεξήο θαηαζηάζεσο φπνπ k> kGR. ΢ην ππφδεηγκα 
Ramsey-Cass-Koopmans, απηφ δελ είλαη δπλαηφ λα ζπκβεί, δηφηη ζα ζήκαηλε 
φηη ην λνηθνθπξηφ δελ κεγηζηνπνηεί ηε δηαρξνληθή ηνπ ρξεζηκφηεηα. ΢ην 
Γηάγξακκα 1.3, έζησ φηη ε αξρηθή ηηκή ηνπ k είλαη k(0) > kGR. Η αξρηθή ηηκή ηνπ 

c ζα πξέπεη λα είλαη πάλσ απφ ηελ θακπχιε 0k   θαη επί ηεο ηξνρηάο 
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ζπγθιίζεσο, δηφηη, φπσο είδακε, φιεο νη άιιεο ηξνρηέο απνθιείνληαη. 
Δπνκέλσο, ην k κεηψλεηαη θαη θζάλεη ηειηθά ζην k* < kGR . 
 
Όπσο είδακε ζηα Γηαγξάκκαηα 1.1 - 1.3, ε νηθνλνκία ζπγθιίλεη ζην ζεκείν Δ, 
ην νπνίν είλαη ζεκείν ηζνξξνπίαο ζηαζεξήο θαηαζηάζεσο, αιιά ζ' απηφ ην 
ζεκείν δελ κεγηζηνπνηείηαη ην c. εθφζνλ k* < kGR. Δπνκέλσο, ηίζεηαη ην 
αθφινπζν εξψηεκα: Δθφζνλ ζην ππφδεηγκα Ramsey-Cass- Koopmans ην s 
δελ είλαη εμσγελψο δεδνκέλν, αιιά ηα λνηθνθπξηά απνθαζίδνπλ πνηά ζα είλαη 
ε ηηκή ηνπ, ηφηε γηαηί δελ επηιέγνπλ εθείλν ην s πνπ κεγηζηνπνηεί ην c. Δθφζνλ 
k < kGR, έπεηαη φηη γηα λ' απμεζεί ην k πέξα απφ ην επίπεδν k* θαη λα θζάζεη 
ζην επίπεδν kGR, ζα ρξεηαδφηαλ αχμεζε ηεο απνηακηεχζεσο, δειαδή κείσζε 
ηεο ζεκεξηλήο θαηαλαιψζεσο. (Βι. Γηάγξακκα 1.1, φπνπ ζηα δεμηά ηνπ k* ην 
c κεηψλεηαη.) Δπεηδή, φκσο, ξ > 0, δειαδή ηα λνηθνθπξηά πξνηηκνχλ ηε 
ζεκεξηλή απφ ηε κειινληηθή θαηαλάισζε, δελ θάκλνπλ απηή ηε ζπζία 
πξνθεηκέλνπ λα επηηχρνπλ ην επίπεδν kGR, δηφηη απηφ ζα κείσλε ηε δηαρξνληθή 
ρξεζηκφηεηά ηνπο. 'Δηζη, παξακέλνπλ ζην ζεκείν Δ, φπνπ k = k* < kGR είλαη ην 
άξηζην επίπεδν ηνπ k. ΢πλεπψο, αληί ηεο ζπλζήθεο ηνπ «ρξπζνχ θαλφλα», 
f’(kGR) = g + n [Δμ. (1.55)], ην άξηζην απνηέιεζκα εδψ επηηπγράλεηαη φηαλ 
ηζρχεη ε ζπλζήθε f’(k*) = ξ + ζg [Δμ. (1.54)]. Η ζπλζήθε απηή νλνκάδεηαη 
«ηξνπνπνηεκέλνο ρξπζόο θαλόλαο ζπζζσξεύζεσο θεθαιαίνπ» 
(modified golden rule).  
  

1.6 Οη επηδξάζεηο κηάο κείσζεο ηνπ ξ 
 
Αο ππνζέζνπκε φηη ε νηθνλνκία βξίζθεηαη αξρηθά ζε ηζνξξνπία ζηαζεξήο 
θαηαζηάζεσο, φηαλ μαθληθά ζπκβαίλεη κία κείσζε ηνπ ξ. Θα ππνζέζνπκε φηη 
ε κείσζε απηή είλαη κφληκε. Γειαδή, ηα λνηθνθπξηά γίλνληαη ιηγφηεξν 
αλππφκνλα γηα θαηαλάισζε ζην παξφλ παξά ζην κέιινλ. (΢ην ππφδεηγκα 
Solow-Swan, ε κείσζε ηνπ ξ αληηζηνηρεί ζε κία αχμεζε ηνπ s.)  
 
1.6.1 Οη πνηνηηθέο επηδξάζεηο ηεο κεηώζεσο ηνπ ξ  
 
Απφ ηελ (1.54), . f’(k*) = ξ + ζg, θαη απφ ην γεγνλφο φηη f”(k) < Ο, 
ζπκπεξαίλνπκε φηη ε κείσζε ηνπ ξ ζα νδεγήζεη ηειηθά ζε αχμεζε ηνπ k . 
΢πλεπψο, ζηα Γηαγξάκκαηα 1.1 – 1 .3, ν γ.η. 0c  , ν νπνίνο νξίδεηαη απφ ηε 

ζρέζε  f’(k) = ξ + ζg [βι. Δμ. (1.45)], ζα κεηαηνπηζζεί πξνο ηα δεμηά. Γηφηη, 
εθφζνλ κεηψλεηαη ην ξ, έπεηαη φηη, ζην ηξέρνλ επίπεδν ηνπ k, ζα ηζρχεη φηη f’(k) 
> ξ + ζg. Άξα, γηα θάζε επίπεδν ηνπ c, ζ' απαηηείηαη κεγαιχηεξν k, γηα λα 

επαλέιζεη ε ηζφηεηα f’(k) = ξ + ζg θαη λα ηζρχεη θαη πάιη φηη ( ) 0c t  . Απφ ηελ 

(1.45), φκσο, είλαη θαλεξφ φηη ην άκεζν απνηέιεζκα ηεο κεηψζεσο ηνπ ξ είλαη 

ε αχμεζε ηνπ ( ) / ( )c t c t , ε νπνία είλαη δπλαηή κφλν κε ηε κείσζε ηνπ c(t), 

εθφζνλ γηα λ' απμεζεί ε κειινληηθή θαηαλάισζε πξέπεη λα κεησζεί ε 
ηξέρνπζα.  
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Γηάγξακκα 1.4. Σα απνηειέζκαηα κίαο κείσζεο ηνπ ξ 
 
 
΢ην Γηάγξακκα 1.4, ε κείσζε ηνπ ξ έρεη σο άκεζν απνηέιεζκα ηε κεηαηφπηζε 
ηεο ηξνρηάο ζπγθιίζεσο πξνο ηα θάησ, έηζη ψζηε λα ηέκλεη ην γ.η. 0c   ζ' έλα 

ζεκείν φπσο ην Α. Απφ ηελ (1.51), ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )k t f k t c t g n k t    , είλαη 

θαλεξφ φηη ε κείσζε ηνπ c(t) ζεκαίλεη φηη ( ) 0k t  , νπφηε ην k ζ' αξρίζεη λ' 

απμάλεηαη. ΢πλεπψο, ηα y θαη c επίζεο ζ' απμάλνληαη κέρξη λα θζάζνπλ ζηε 
λέα ηζνξξνπία ζηαζεξήο θαηαζηάζεσο, ζην ζεκείν Δ, φπνπ k = k** > k*.  
Όπσο κία κφληκε αχμεζε ηνπ s ζην ππφδεηγκα Solow-Swan είρε σο ζπλέπεηα 
ηελ πξνζσξηλή αχμεζε ζηνπο ξπζκνχο κεγεζχλζεσο rk θαη rY/L (βι. 
Γηαγξάκκαηα 1.4 θαη 1.6), έηζη θη εδψ, κία κφληκε κείσζε ηνπ ξ απμάλεη 
πξνζσξηλά ηνπο ξπζκνχο απηνχο.  
  
Αο εμεηάζνπκε ηψξα κία πνζνηηθή πξνζέγγηζε ηνπ ξπζκνχ κεηαβνιήο ησλ 
κεηαβιεηψλ c θαη k πξνο ην ζεκείν ηζνξξνπίαο ζηαζεξήο θαηαζηάζεσο, (k* , 
c*), φηαλ νη ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ απηψλ απνκαθξχλνληαη απφ απηφ ην ζεκείν 
εμ αηηίαο θάπνηαο δηαηαξάμεσο, φπσο είλαη π.ρ. κία κείσζε ηνπ ξ. Ο 
επθνιφηεξνο ηξφπνο λα επηηχρνπκε κία ηέηνηα πξνζέγγηζε είλαη λα πάξνπκε 
γξακκηθέο πξνζεγγίζεηο ησλ Δμ. (1.45) θαη (1.51), νη νπνίεο, φπσο είδακε, 
πεξηγξάθνπλ ηε δπλακηθή ησλ κεηαβιεηψλ c θαη k. Οη εμηζψζεηο απηέο 

εθθξάδνπλ ηηο κεηαβιεηέο c  θαη k  σο κε γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο ησλ c θαη k, 
νπφηε κπνξνχλ λα γξαθνχλ σο εμήο:  
 
 

( *, *)c k c  
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θαη  
 

( *, *)k k c  

 
Η πξνζέγγηζε απηψλ ησλ εμηζψζεσλ κε πνιπψλπκα πξψηνπ βαζκνχ θαηά 
Taylor είλαη: 
 
 

                              
* *

( *) ( *)
* *

k k k kc c
c k k c c

c c c ck c

     
      

     
                     (1.58) 

 

 

                               
* *

( *) ( *)
* *

k k k kk k
k k k c c

c c c ck c

     
      

     
                   (1.59) 

 

 Όπνπ ν ζπκβνιηζκφο 
*

*

k kc

c ck




 ζημαίνει όηι η παπάγυγορ 

c

k




εκηιμάηαι ζηο 

ζημείο (k*,c*). Αρ ζημειυθεί όηι, σάπιν πληπόηηηαρ, ζηην Δξ. (1.58) θα έππεπε να 

ςπάπσει και έναρ όπορ ( *, *)c k c , ενώ ζηην εξίζυζη (1.59) θα έππεπε να ςπάπσει και 

έναρ όπορ  ( *, *)k k c . Οι όποι αςηοί παπαλείπονηαι, διόηι ζηο ζημείο (k*,c*) οι 

ζςναπηήζειρ ( , )c c k c  και ( , )k k k c παίπνοςν ηην ηιμή 0. 

 

Αρ οπίζοςμε ηώπα ηιρ ακόλοςθερ δύο μεηαβληηέρ: 

 

                                                        *c c c                                                (1.60) 

 

και  

 

                                                        *k k k                                                 (1.61) 

 
Πξνθαλψο εθφζνλ k* θαη c* είλαη ζηαζεξέο απφ ηνπο νξηζκνχο (1.60) θαη 
(1,61) πξνθχπηεη φηη : 
 

                                                            c c                                                      (1.62) 

 

Και 

 

                                                            k k                                                        (1.63) 

 
 
 
Με βάζε ηηο (1.60) - (1.63), νη Δμ. (1.58) - (1.59) γξάθνληαη σο εμήο:  
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* *

* *

k k k kc c
c k c

c c c ck c

     
    

     
                             (1.64) 

 

 

                                           
* *

* *

k k k kk k
k k c

c c c ck c

     
    

     
                            (1.65) 

 
 
Απφ ηελ Δμ. (1.57), φκσο, γλσξίδνπκε φηη  
 

 ( ) ( ) '( ( )) /c t c t f k t g         

 
 νπφηε ππνινγίδνπκε  
 

*
* "( *) /

*

k kc
c f k

c ck






 

θαη  
 

*
[ '( *) ] / 0

*

k kc
f k g

c cc
  


   


 

 
 
Αληηθαζηζηψληαο ηα δχν απηά απνηειέζκαηα ζηελ (1.64), πξνθχπηεη φηη  
 
 

                                                   
"( *) *f k c

c k


                                                  (1.66) 

 
Δπίζεο απφ ηελ Δμ. (1.51), γλσξίδνπκε φηη  
 

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )k t f k t c t g n k t   
 

 
Οπφηε ππνινγίδνπκε απφ Δμ. (1.54) θαη (1.26) φηη : 
 

*
'( *) ( ) ( ) ( )

*

k kk
f k g n g g n

c ck
  


       


 

 
 
θαη 
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*
1

*

k kk

c cc


 


 

 
Αληηθαζηζηψληαο ηα δχν απηά απνηειέζκαηα ζηελ (1.65), πξνθχπηεη φηη  
 

                                                             k k c                                               (1.67) 

 

Γηαηξψληαο ηελ Δμ. (1.66) κε c  θαη ηελ (1.67) κε k , πξνθχπηεη ην αθφινπζν 
ζχζηεκα:  
  
 

                                                  
"( *) *c f k c k

c c
                                       (2.68)  

  

                                                      
k c

k k
                                             (2.69)  

 
Οη Δμ. (1.68) θαη (1.69) δείρλνπλ φηη νη ξπζκνί κεγεζχλζεσο ησλ κεηαβιεηψλ 

c  θαη k  εμαξηψληαη κφλν απφ ην ιφγν /c k . Τπνζέζαηε φηη ν ιφγνο απηφο 
είλαη ζηαζεξφο, πνπ ζεκαίλεη φηη ηφζν ν αξηζκεηήο φζν θαη ν παξνλνκαζηήο 
κεηαβάιινληαη πξνο ηελ ίδηα θαηεχζπλζε θαη κε ηνλ ίδην ξπζκφ, έζησ κ, 
δειαδή  
 

                                                        
c k

c k
                                             (1.70)  

 
 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ (1.70) ζηελ (1.68) θαη ιχλνληαο σο πξνο /c k , 
πξνθχπηεη φηη  
 

                                           
"( *) * 1c f k c

k  
                                        (1.71)  

 
Αληηθαζηζηψληαο ηηο Δμ. (1.70) θαη (1.71) ζηελ (1.69), πξνθχπηεη ε εμίζσζε  
 

                                            2 "( *) * / 0f k c                                     (1.72)  

  
 Οη δχν ξίδεο απηήο ηεο εμίζσζεο είλαη : 
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                                     2

1 4 "( *) * / ] / 2f k c          
                             (1.73) 

 

                                    2

2 4 "( *) * / ] / 2f k c          
                             (1.74) 

 
Δθφζνλ ππνζέηνπκε φηη β > Ο [Δμ. (1.27)], f” <0 Ο θαη ζ > 0 [Δμ. (1.7)], έπεηαη 
φηη κ2 > 0. Απφ ηελ Δμ. (1.70), βιέπνπκε φηη ζ' απηή ηελ πεξίπησζε (δειαδή 

φηαλ κ> Ο) νη απφιπηεο ηηκέο ησλ *c c c   θαη *k k k  απμάλνληαη, 
πνπ ζεκαίλεη φηη νη ηηκέο ησλ c θαη k απνκαθξχλνληαη απφ ηηο ηηκέο c* θαη k* , 
αληίζηνηρα. Γειαδή, γηα κ > 0, αλ ε νηθνλνκία βξίζθεηαη εθηφο ηνπ ζεκείνπ (k*, 
c*), ηφηε δελ ζπγθιίλεη ζ' απηφ ην ζεκείν. Απφ ηελ Δμ. (1.71), βιέπνπκε φηη, ζ' 

απηή ηελ πεξίπησζε (δειαδή φηαλ κ > Ο), νη κεηαβιεηέο c  θαη k  (άξα θαη νη 
κεηαβιεηέο c θαη k) ζπλδένληαη κε κία γξακκηθή ζρέζε πνπ έρεη αξλεηηθή 
θιίζε, εθφζνλ f"(k*) < Ο θαη ζ > 0. ΢ην Γηάγξακκα 1.5, ε ζρέζε απηή 
παξηζηάλεηαη κε ηε γξακκή ΒΒ.  
 
 

 
Γηάγξακκα 1.5. Γηάγξακκα θάζεσο γηα ην γξακκηθνπνηεκέλν ζχζηεκα 

 
Απνθιείνπκε ηελ πεξίπησζε ε αξρηθή ηηκή ηνπ (k, c), (k(0), c(0)), λα βξίζθεηαη 
πάλσ ζηε γξακκή ΒΒ, νπφηε απνξξίπηνπκε ηε ξίδα κ2. Γηφηη, αλ κελ ην ζεκείν 
(k(0), C(0)) βξηζθφηαλ ζη' αξηζηεξά ηνπ ζεκείνπ (k*, c*) θαη πάλσ ζηε γξακκή 
ΒΒ, ηφηε ην k ζα κεησλφηαλ ζπλερψο θαη ζα παξαβηαδφηαλ ηειηθά ν 
πεξηνξηζκφο k ≥ 0 ελψ, αλ βξηζθφηαλ ζηα δεμηά ηνπ ζεκείνπ (k*, c*) θαη πάλσ 
ζηε γξακκή ΒΒ, ηφηε ην k (άξα θαη ην y) ζα απμαλφηαλ ζπλερψο, δειαδή ηα 
λνηθνθπξηά ζα θαηαλάισλαλ φιν θαη ιηγφηεξν, ελψ ζα είραλ ηε δπλαηφηεηα λα 
θαηαλαιψλνπλ φιν θαη πεξηζζφηεξν. Όπσο είδακε ζην Σκήκα 1.3.4, φκσο, ηα 
λνηθνθπξηά δελ θάλνπλ ηέηνηεο επηινγέο.  
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Γηα λα ζπγθιίλεη ε νηθνλνκία ζην ζεκείν (k*, c*), πξέπεη νη απφιπηεο ηηκέο ησλ 

δηαθνξψλ *c c c   θαη *k k k   λα κεηψλνληαη ζηαδηαθά κέρξηο φηνπ 
κεδεληζζνχλ. Απφ ηελ Δμ. (1.70), βιέπνπκε φηη γηα λα ζπκβεί απηφ, ζα πξέπεη 
λα ηζρχεη φηη κ < 0. Τπνζέηνπκε, ζπλεπψο, φηη κ1 < 0, δειαδή φηη νη δηαθνξέο 

c  θαη k  κεηψλνληαη κε ηνλ ίδην ξπζκφ. Απφ ηελ Δμ. (1.71), βιέπνπκε φηη φηαλ 
κ < 0, νη κεηαβιεηέο c θαη k ζπλδένληαη κε κία γξακκηθή ζρέζε πνπ έρεη ζεηηθή 
θιίζε. ΢ην Γηάγξακκα 1.5, ε ζρέζε απηή παξηζηάλεηαη κε ηε γξακκή ΑΑ, ε 
νπνία είλαη ε ζαγκαηηθή ηξνρηά.  
 
Αο πεξηγξάςνπκε ηψξα ηε δπλακηθή ησλ κεηαβιεηψλ c θαη k κε εμηζψζεηο γηα 
ηελ πεξίπησζε κ = κ1. Καη' αξxήλ, κε βάζε ηελ Δμ. (1.71), εθφζνλ 

"( *) *f k c
c k


  ή 

"( *) *
( *) *

f k c
c k k c


    , έπεηαη φηη ε αξρηθή ηηκή ηνπ c, 

c(0), δίλεηαη απφ ηελ εμίζσζε  
  
  

                       
1 1

"( *) * "( *)
( (0) *) * * ( (0) *) 1

f k c f k
c k k c c k k

 

 
      

 
      (1.75)  

 
Γηα λα βξνχκε πψο εμειίζζνληαη θαηφπηλ νη ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ c θαη k, 
παίξλνπκε απφ ηελ Δμ. (1.70) ηηο αθφινπζεο δχν γξακκηθέο δηαθνξηθέο 

εμηζψζεηο: 1

dc
c

dt
 θαη 1

dk
k

dt
  ή  

 

                                             1

( )
( ) 0

dc t
c t

dt
                                            (1.76)  

 
θαη  
  

                                                      1

( )
( ) 0

dk t
k t

dt
                                           (1.77)  

 
 
΢χκθσλα κε ηνλ ηχπν (1.49), φπνπ p(t) = - κ1 θαη q(t) = 0, ε γεληθή ιχζε ηεο 
(1.76) είλαη : 
 

1) 1)
1

( (

( ) 0
dt dt t

c cc t e e b b e
        

  
  

  
φπνπ bc είλαη κία απζαίξεηε ζηαζεξά. Γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ ηηκή ηεο, 
ζέηνπκε ζηελ ηειεπηαία εμίζσζε φπνπ t = Ο, νπφηε πξνθχπηεη φηη 

(0) (0) *cb c c c   . Αληηθαζηζηψληαο ηελ ηηκή απηή ηνπ bc ζηε γεληθή ιχζε, 

πξνθχπηεη φηη   1( ) (0) * tc t c c e   ή    1( ) * (0) * tc t c c c e    ή  

   

                                                    1( ) (0) * *tc t c c e c                                (1.78)  



Μελέηη ηος ςποδείγμαηορ Ramsey – Cass – Koopmans                  Βύπωναρ Γίκηρ 

 

- ΢ελίδα  35 -  

 

 
Με ηνλ ίδην ηξφπν, βξίζθνπκε θαη φηη  
 

                                                    1( ) (0) * *tk t k k e k                               (1.79)  

 
Η Δμ. (1.78), ε νπνία κπνξεί λα γξαθεί θαη σο  
 
   

                                                            1
( ) *

(0) *

tc t c
e

c c





                                   (1.78α)  

  
εξκελεχεηαη σο εμήο: ε απφζηαζε c(t) – c* , ε νπνία απνκέλεη έσο φηνπ ην c 
ζπγθιίλεη ζην c*, κεηξνχκελε σο θιάζκα ηεο ζπλνιηθήο απνζηάζεσο, c(0) - c, 
ε νπνία πξέπεη λα δηαλπζεί αλ ε νηθνλνκία μεθηλήζεη απφ t = 0, κεηψλεηαη κε 
εηήζην ξπζκφ – κ1 > 0, φπνπ ην κ1 νξίδεηαη απφ ηελ Δμ. (1.73), εθφζνλ ε ξίδα 
πνπ δίλεηαη απφ ηελ Δμ. (1.74) έρεη απνξξηθζεί, δηφηη φηαλ κ > Ο, ηφηε δελ 
νδεγνχκεζα ζε ζχγθιηζε. Αλάινγε είλαη θαη ε εξκελεία ηεο (1.79).  
 
1.6.3 Η ηαρύηεηα ζπγθιίζεσο ζην ζεκείν (k*,c*) 
  
Πξνθεηκέλνπ λα θαηαιάβνπκε ην ξφιν ησλ παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο ζηελ 
ηαρχηεηα ζπγθιίζεσο ηεο νηθνλνκίαο ζην ζεκείν (k*, c*) θαη λα ζπγθξίλνπκε 
απηή ηελ ηαρχηεηα κε ηελ ηαρχηεηα ζπγθιίζεσο πνπ έρνπκε ζην ππφδεηγκα 
Solow-Swan, αο ππνζέζνπκε φηη ε ζπλάξηεζε παξαγσγήο είλαη ηεο κνξθήο 

Cobb-Douglas, δειαδή ( ) af k k , νπφηε 2'( *) ( 1)( *)af k a a k   . ΢' απηή ηελ 

πεξίπησζε, ε (1.52) δίλεη * ( *) ( ) *ac k g n k   , νπφηε ε Δμ. (1.73) γξάθεηαη 

σο εμήο:  
  

              
22

1 4 ( 1)( *) ( *) ( ) *] / / 2
a ak k g n k     
             

          

 

   
2( 1)2 1

1 4 ( 1)( *) / 4 ( 1)( *) ( )] / / 2
a

k k g n        
         

   
     (1.80)  

 
Αο ζεκεησζεί θαη πάιη φηη ν ιφγνο πνπ δελ ρξεζηκνπνηνχκε ηελ Δμ. (1.74) 
είλαη φηη ε ξίδα κ2 > 0 έρεη απνξξηθζεί. Γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ ηηκή ηνπ k*, 

ρξεζηκνπνηνχκε ηελ (1.54)  '( *)f k g   . ΢πλεπψο, έρνπκε φηη 
1( *)aa k g    , απφ ηελ νπνία πξνθχπηεη φηη  

 

                                               

1

1

*
ag

k
a

   
  
 

                                     (1.81 )  

Αληηθαζηζηψληαο ηελ (1.81) ζηελ (1.80) θαη θάλνληαο πξάμεηο, πξνθχπηεη φηη  
 

            2

1 4( 1)( ) / ( )) ( ( ) / 2g a g a g n                    
    (1.82)  
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'Έζησ, γηα παξάδεηγκα, φηη α = 1/3, ξ = 0,04, n = 0,02, g = 0,01 θαη ζ = 1. 
΢πλεπψο, κε βάζε ηελ Δμ. (1.26),  

 
Β = ξ – n – (1- ζ) g =       0,04 -0,02 – 0 = 0, 
 
 ελψ κε βάζε ηελ (1.81), ππνινγίδνπκε φηη k* = 17,213. ΢πλεπψο, ζε 
ηζνξξνπία ζηαζεξήο θαηαζηάζεσο, έρνπκε  
 

 1/3* ( *) 17,213 2,582ay k    

 

* ( *) ( ) * 2,582 (0,01 0,02)17,213 2,066ac k g n k        

 

* ( * *) / * (2,582 2,066) / 2,582 0,2s y c y      

 
1 2/3* '( *) ( *) (1/ 3)17,213 0,05ar f k a k       

 

1 ,054    

 
Σν ηειεπηαίν, ζχκθσλα κε ηελ (1.78α), ζεκαίλεη φηη ε απφζηαζε c(t) – c* , ε 
νπνία απνκέλεη έσο φηνπ ην c ζπγθιίλεη ζην c*, κεηξνχκελε σο θιάζκα ηεο 
ζπλνιηθήο απνζηάζεσο, c(0) – c*, κεηψλεηαη κε εηήζην ξπζκφ 5,4%. Με ηα ίδηα 
δεδνκέλα, ζην ππφδεηγκα Solow-Swan ν ξπζκφο ζπγθιίζεσο ζα ήηαλ κφλν 
2%. Ο ιφγνο γηα ηνλ νπνίν ε ζχγθιηζε πξαγκαηνπνηείηαη πην γξήγνξα εδψ 
είλαη φηη ζην ππφδεηγκα Solow-Swan ην πνζνζηφ ηνπ εηζνδήκαηνο πνπ 
απνηακηεχεηαη είλαη ζηαζεξφ θαη ίζν κε s, ελψ εδψ, φπσο ζα δνχκε ακέζσο 
παξαθάησ, γηα k < k*, ην πνζνζηφ απηφ, s(t), είλαη κεγαιχηεξν απφ φ,ηη είλαη 
φηαλ k = k* , δειαδή s(t) > s , νπφηε απμάλνληαη νη επελδχζεηο- ελψ, γηα k > k*, 
ηζρχεη φηη s(t) < s* , νπφηε κεηψλνληαη νη επελδχζεηο.  
 
Πξάγκαηη, εθφζνλ:  
 

1. καο ελδηαθέξεη ην ζεκείν (k(0), c(0)), δηφηη ζέινπκε λ' απαληήζνπκε ζην 
αθφινπζν εξψηεκα: «αλ μεθηλήζνπκε απφ έλα αξρηθφ ζεκείν (k(0), 
c(0)), πφζν γξήγνξα ζα θζάζνπκε ζην ζεκείν (k*, c*).  

2. εμ νξηζκνχ, έρνπκε φηη ( ) [ ( ) ( )] / ( ) 1 ( ) / ( )s t y t c t y t c t y t     

3. απφ ηελ Δμ. (1.75) έρνπκε φηη 1(0) *[1 "( *)[ (0) *] / ( )]c c f k k k     θαη  

4. γηα ηα παξαπάλσ δεδνκέλα, έρνπκε φηη Τ(t) 1/3( ) ( ( )) ( )y t f k t k t  , 

νπφηε 2/3'( ) / 3f k k ),  θαη άξα 5/3"( ) 2 / 9 0,001937f k k      έπεηαη 

φηη  
  

1/3

11 *{1 "( *)[ (0) *] / ( )}/ ( ) 1 2,066[1 0,0358619( (0) 17,213)] / (0)s c f k k k f k k k       

                           
                                                                                                         (1.83) 
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Απφ ηελ Δμ. (1.83), ππνινγίδνπκε φηη φηαλ k(0) = k* = 17,213, ηφηε s* = 1 - 
2,066/17,2131/3 = 0,20 (φπσο αθξηβψο βξήθακε θαη πην πάλσ). Όηαλ, φκσο, 
k(0) < 17,213, ηφηε s > 0,20 ελψ, φηαλ k(0) < 17,213, ηφηε s > 0,20. ΢πλεπψο, 
επηβεβαηψλεηαη ν παξαπάλσ ηζρπξηζκφο καο.  
 

2. Αξηζκεηηθή επίιπζε ηνπ κνληέινπ RAMSEY – CASS 
– COOPMANS ζηελ ζηαζεξή θαηάζηαζε 
 
Η παξαγσγηθφηεηα ηνπ θεθαιαίνπ θαη ην πξνεμνθιεηηθφ επηηφθην γηα  

κειινληηθή θαηαλάισζε είλαη πην ζεκαληηθνί παξάγνληεο  γηα ηελ νηθνλνκηθή 

αλάπηπμε απφ  ην θφζηνο  ρξεκαηννηθνλνκηθήο δηακεζνιάβεζεο. 

Υξεζηκνπνηψληαο   αλαιπηηθά  θαη αξηζκεηηθά παξαδείγκαηα  απφ  ην κνληέιν 

ηνπ  Ramsey,  απηή ε κειέηε απεηθνλίδεη πψο νη παξάκεηξνη ησλ 

πξνηηκήζεσλ ζηελ θαηαλάισζε, ηεο  παξαγσγηθφηεηαο θαζψο επίζεο  θαη ν 

ξπζκφο απφζβεζεο ηνπ  θεθαιαίνπ θαη ηνπ θφζηνπο ηεο ρξεκαηνπηζησηηθήο 

δηακεζνιάβεζεο αιιειεπηδξνχλ θαη πξνζδηνξίδνπλ  ηα επίπεδα ηεο 

παξαγσγήο, θαηαλάισζεο, επελδχζεσλ  θαη  κεηνρηθνχ θεθαιαίνπ ζε κηα 

αλαπηπζζφκελε νηθνλνκία. 

Σν κνληέιν ηνπ Ramsey (1928)  ζρεηηθά κε ηε βέιηηζηεο θαηαλάισζε  θαη ηηο 

απνηακηεχζεηο  ζε κηα αλαπηπζζφκελε νηθνλνκία, ην νπνίν επεθηάζεθε   απφ 

ηνπο  Goodwin (1961) θαη Cass (1965) θαζψο θαη  απφ άιινπο, εθαξκφδεηαη 

ζπρλά ζηελ αλάιπζε ηεο θαηαλάισζεο, απνηακηεχζεσλ, επελδχζεσλ θαη ηελ 

ζπζζψξεπζε θεθαιαίσλ. Δπηθεληξψλεηαη ζην  βέιηηζην πνζνζηφ ηεο 

απνηακίεπζεο θαη ζηε καθξνπξφζεζκε αλάπηπμε ζε αληίζεζε κε έλα κνληέιν 

κε έλα ζπλερέο  θαη εμσγελέο  ζηαζεξφ επηηφθην απνηακηεχζεσλ ην νπνίν  

αζρνιείηαη κε ηηο δηαθπκάλζεηο ζηε βξαρππξφζεζκε πεξίνδν  φπσο ηα 

κνληέια  ηνπ  Keynes (1936), Hicks (1937)  θαη ησλ ζπλερηζηψλ ηνπο. Σν 

κνληέιν Ramsey  ρξεζηκνπνηείηαη θπξίσο ηα ηειεπηαία ρξφληα  ζαλ 

benchmarking γηα αλαιχζεηο ζρεηηθέο κε ηε  θαηαλάισζε  θαη ηηο 

απνηακηεχζεηο. Δπηπιένλ, είλαη δχζθνιν  λα βξεζεί κηα άιιε κειέηε πνπ λα  

ζπλδέεη ηελ παξαγσγηθφηεηα ηνπ κεηνρηθνχ θεθαιαίνπ , ην θφζηνο ηεο 

ρξεκαηνπηζησηηθήο δηακεζνιάβεζεο θαζψο  θαη ηηο επηπηψζεηο απηψλ ζηελ 

θαηαλάισζε, ηελ απνηακίεπζε, ηηο επελδχζεηο ,ηελ ζπζζψξεπζε θεθαιαίνπ 

θαη ηελ νηθνλνκηθή αλάπηπμε. Υξεζηκνπνηψληαο αλαιπηηθέο ιχζεηο θαη 

αξηζκεηηθά  παξαδείγκαηα απηή ε κειέηε δείρλεη πσο ε παξαγσγή,  ην 
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κεηνρηθφ θεθάιαην, ε  θαηαλάισζε θαη ε απνηακίεπζε  κπνξεί λα 

αιιειεπηδξνχλ κε ηηο παξακέηξνπο ησλ πξνηηκήζεσλ, ηεο παξαγσγήο θαη ηεο 

ρξεκαηνπηζησηηθήο δηακεζνιάβεζεο ζε κηα αλαπηπζζφκελε νηθνλνκία. Οη 

αλαιχζεηο πνπ πεξηέρνληαη εδψ ζπκπιεξψλνπλ άιιεο  κειέηεο πνπ βξέζεθαλ 

ζηε βηβιηνγξαθία ζηελ Δθαξκνζκέλε Οηθνλνκηθή ηα ηειεπηαία ρξφληα , πνπ 

ρξεζηκνπνηνχλ είηε έλα ππφδεηγκα VAR γηα ηελ ψζεζε αλαιχζεηο απάληεζε ή 

καθξννηθνλνκηθά  κνληέια γηα πξνζνκνηψζεηο ή πάλει ή πνιιαπιά κνληέια 

παιηλδξφκεζεο  γηα ηελ εμέηαζε  νηθνλνκηθψλ  ππνζέζεσλ,π.ρ. Dawson 

(2003), Kim (2003), Ataullah et al. (2004), Liu θαη Shu (2004), Mallick (2004), 

Πάξθν θαη Lim (2004). 

 

Ο Ramsey (1928),κέζα απφ ην κνληέιν ηνπ  βειηηζηνπνηεί ηελ σθέιεηα απφ 

ηελ θαηαλάισζε ζε θάζε πεξίνδν ελψ ηαπηφρξνλα  νη απνηακηεχζεηο κε ηηο 

επελδχζεηο βξίζθνληαη  ζε ηζνξξνπία. Η επέλδπζε δεκηνπξγεί επηπιένλ 

κεηνρηθφ  θεθάιαην  θαη βειηηψλεη  ηα επίπεδα παξαγσγήο ηεο νηθνλνκίαο. Σν 

κνληέιν ηνπ  Ramsey κπνξεί λα εθθξαζηεί κε πέληε ζπλαξηήζεηο, 

επεμεγψληαο έηζη   ηε ρξεζηκφηεηα  ελφο  αληηπξνζσπεπηηθνχ  λνηθνθπξηνχ, 

ηεο παξαγσγή κηαο επηρείξεζεο, ηε δηαδηθαζία ζπζζψξεπζεο θεθαιαίνπ, 

πξνυπνζέζεηο δειαδή  γηα ηελ εθθαζάξηζε ηεο αγνξάο θαη ηελ αξρηθφ ζηάδην 

ηεο νηθνλνκίαο: 

 
Πξνηηκήζεηο: 

 
Τπφθεηληαη ζηελ παξαγσγή θαη ζε ηερλνινγηθνχο πεξηνξηζκνχο: 
 

 
 
΢πλζήθεο  εθθαζάξηζεο αγνξάο: 
 

 
 
Γεκηνπξγία θεθαιαίνπ: 
 

 
 
Οξηαθή ζπλζήθε 
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: 

 
 
Η ιχζε  γηα ηε βέιηηζηε θαηαλάισζε ζην ζπγθεθξηκέλν κνληέιν κπνξεί λα 

επηηεπρζεί  αληηθαζηζηψληαο ηελ θαηαλάισζε (C)  απφ ηε ζρέζε 3 (ζπλζήθε 

εθθαζάξηζεο αγνξάο) ζηε ζρέζε 1 ( ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο)  θαη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηε  ζπλζήθε  πξψηεο ηάμεο γηα ηε κεγηζηνπνίεζε ηεο 

ρξεζηκφηεηαο . Δπίζεο πξέπεη λα αλαιπζνχλ νη βέιηηζηεο ζπλζήθεο γηα 

νπνηαδήπνηε  απφ ηηο δχν πεξηφδνπο απφ πιεπξάο ειέγρνπ θαη κεηαβιεηψλ 

θαηάζηαζεο πνπ εθαξκφδεηαη ζε φιεο ηηο άιιεο ρξνληθέο πεξηφδνπο ζην 

κνληέιν. ΢χκθσλα κε ηα παξαπάλσ ηζρχεη: 

 

 
 
Γπν δηαδνρηθέο ρξνληθνί πεξίνδνη, δηακνξθψλνπλ ηελ ζπλάξηεζε 
ρξεζηκφηεηαο σο εμήο: 
 

 
Γηα ην  βέιηηζην επίπεδν  θαηαλάισζεο θαη απνηακίεπζεο, ε απψιεηα 

ρξεζηκφηεηα απφ ηε κε θαηαλάισζε ηελ πεξίνδν t  ζα πξέπεη λα ηζνχηαη κε 

θέξδνο απφ ηελ  απφ ηελ παξαγσγή ηελ επφκελε πεξίνδν, t+1. Απηφ κπνξεί 

λα εμαθξηβσζεί ζπγθξίλνληαο ηελ ζπλζήθε  πξψηεο ηάμεο ή εμίζσζε  Euler 

ιακβάλνληαο ηελ  θαηαλάισζε θαη ηελ  επέλδπζε ζαλ ειεγρφκελεο 

κεηαβιεηέο  θαη ην κεηνρηθνχ θεθαιαίν  σο κεηαβιεηή θαηάζηαζεο. 
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Απηή ε εμίζσζε ππνδειψλεη  φηη ε αλαινγία ηεο θαηαλάισζεο κεηαμχ δχν 

πεξηφδσλ ζα πξέπεη λα ηζνχηαη κε  ηελ πξνεμνθιεκέλε αμία ηνπ νξηαθνχ 

πξντφληνο  ηνπ θεθαιαίνπ ζηελ επφκελε πεξίνδν, θαη ζε κηα αληαγσληζηηθή 

ηζνξξνπία απηή ζα πξέπεη λα ηζνχηαη κε ην αθαζάξηζην επηηφθην. 

Σν επίπεδν ηεο θαηαλάισζεο θαη ην κεηνρηθφ θεθάιαην είλαη ζηαζεξά  ζε  
ζηαζεξή θαηάζηαζε είλαη: 
 

 
 
Όηαλ ζε απηή ηε ζηαζεξή θαηάζηαζε ε ηηκή  ηνπ κεηνρηθνχ θεθαιαίνπ 
αληηθαζίζηαηαη απφ ηε ζρέζε 7, ε ρξεζηκφηεηα  γίλεηαη ζηαζεξφο αξηζκφο θαη   
ν φξνο Κ κπνξεί λα ιεθζεί απφ ην ζεκείν  άζξνηζεο σο εμήο: 
 

  . 
 
 ΢ηε ζηαζεξή θαηάζηαζε ην κεηνρηθφ θεθάιαην Κ κπνξεί λα βξεζεί κε ηε 
ρξεζηκνπνίεζε ζηαζεξψλ ηηκψλ ζηελ θαηαλάισζε. Η ζρέζε 10 ινηπφλ 
γίλεηαη: 

 
 
Η παξαγσγή  ζε ζηαζεξή θαηάζηαζε δηακνξθψλεηαη  κε ηελ αληηθαηάζηαζε 
ηνπ κεηνρηθνχ θεθαιαίνπ ζηελ ζπλάξηεζε παξαγσγήο: 

 
Αληίζηνηρα γηα ηηο επελδχζεηο θαη ηελ θαηαλάισζε ηζρχεη: 
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Έηζη, ε παξαγσγή, ην κεηνρηθφ θεθάιαην θαη ε θαηαλάισζε ζηε  ζηαζεξή 

θαηάζηαζε ηεο νηθνλνκίαο είλαη ηειηθά ζπλαξηήζεηο ησλ πξνηηκήζεσλ ηνπ  

αληηπξνζσπεπηηθνχ θαηαλαισηή, (β),  ηνπ  ηερλνινγηθνχ  παξάγνληα  (Α), ηεο 

ειαζηηθφηεηα ηεο παξαγσγήο ζην κεηνρηθφ θεθάιαην (α) θαη ην πνζνζηφ ηεο 

απφζβεζεο (δ). Οη επηπηψζεηο ελφο  πςειφηεξνπ ή ρακειφηεξνπ πνζνζηνχ  

απφζβεζεο γηα καθξνπξφζεζκε αλάπηπμε ηεο νηθνλνκίαο είλαη μεθάζαξεο κε 

βάζε   ηα παξαπάλσ, αθνχ  νη ηηκέο ηεο θαηαλάισζεο, ησλ επελδχζεσλ θαη 

ηνπ κεηνρηθνχ θεθαιαίνπ δηαθέξνπλ ζεκαληηθά  αλ 0<δ<1 ζπγθξηηηθά κε ην 

ελδερφκελν  δ=1. 

 

2.1. ΕΠΙΠΣΩ΢ΕΙ΢ ΣΟΤ ΚΟ΢ΣΟΤ΢ ΧΡΗΜΑΣΟΟΙΚΟΝΟΜΙΚΗ΢ 
ΔΙΑΜΕ΢ΟΛΑΒΗ΢Η΢ 
 
Σα παξαπάλσ δχν ζελάξηα ζεσξνχλ φηη ππάξρεη κία νκαιή αγνξά θαη έλαο 

ηδαληθφο θαηαλαισηήο. Οη ρξεκαηνπηζησηηθέο αγνξέο είλαη αηειείο ζηνλ  

πξαγκαηηθφ θφζκν θαη νη επελδχζεηο δελ ηζνχληαη κε ηηο απνηακηεχζεηο  ιφγσ 

ηνπ θφζηνπο δηακεζνιάβεζεο. Έζησ φηη  ζ αληηπξνζσπεχεη έλα θφζηνο  πνπ 

επηβιήζεθε απφ  έλα ρξεκαηνπηζησηηθφ  ίδξπκα ζηελ δηαδηθαζία 

δηακεζνιάβεζεο, κε κία πςειφηεξε αμία ηνπ ζ λα  αληηπξνζσπεχεη κία 

πεξηζζφηεξν αλαπνηειεζκαηηθή αγνξά. Σφηε θ=(1+ζ)  απνηακηεχζεηο  

απαηηνχληαη γηα ηελ δεκηνπξγία κίαο κνλάδα  επελδχζεσλ. Τςειφηεξν θφζηνο 

δηακεζνιάβεζεο (κεγαιχηεξε ηηκή ηνπ ζ) ζπλεπάγεηαη κείσζε θεθαιαίνπ, 

παξαγσγήο  θαηαλάισζεο θαη επελδχζεσλ. Η καθξννηθνλνκηθή ηζνξξνπία 

ηξνπνπνηείηαη ινηπφλ σο εμήο: 
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Σψξα, ην ρξεκαηνπηζησηηθφ ζχζηεκα απνθιίλεη απφ ην πξφηππν Arrow-

Debreau γηα ηελ αληαγσληζηηθή ηζνξξνπία. Μφλν  ην 1/(1+ζ) ησλ 

απνηακηεχζεσλ  δηνρεηεχεηαη γηα επελδχζεηο,  έηζη ε επέλδπζε ηζνχηαη κε ηηο 

θαζαξέο απνηακηεχζεηο ηνπ θφζηνπο δηακεζνιάβεζεο,  

φπσο ζην Pagano (1993).  ζ +Ιt  πνζφ απνηακηεχζεσλ ζπαηαιείηαη  ζηε 

δηαδηθαζίαο ηεο ρξεκαηνπηζησηηθήο δηακεζνιάβεζεο. ΢πλεπψο, κία 

πςειφηεξε ηηκή ηνπ θ  αληηπξνζσπεχεη κεγαιχηεξε  αλαπνηειεζκαηηθφηεηα 

ζηελ νηθνλνκία.  Λχζεηο απφ ηα κνληέια κε 0 <δ<1 θαη θ>=1 ηξνπνπνηνχληαη 

σο εμήο: 

 

 
 
 
Αληίζηνηρα φπσο ζην πξνεγνχκελν κνληέιν: 
 

 
 
Γηα ην  βέιηηζην επίπεδν  θαηαλάισζεο θαη απνηακίεπζεο, ε απψιεηα 

ρξεζηκφηεηαο απφ ηε κε θαηαλάισζε ηελ πεξίνδν t  ζα πξέπεη λα ηζνχηαη κε 

θέξδνο απφ ηελ  απφ ηελ παξαγσγή (θαηαλάισζεο)  ηελ επφκελε πεξίνδν, 

t+1. Απηφ κπνξεί λα εμαθξηβσζεί ζπγθξίλνληαο ηελ ζπλζήθε  πξψηεο ηάμεο ή 

εμίζσζε  Euler ιακβάλνληαο ηελ  θαηαλάισζε θαη ηελ  επελδχζε ζαλ 

ειεγρφκελεο κεηαβιεηέο  θαη ην κεηνρηθνχ θεθαιαίν  σο κεηαβιεηή 

θαηάζηαζεο: 

 
 
Όπσο θαη παξαπάλσ, απηή ε εμίζσζε ππνδειψλεη  φηη ε αλαινγία ηεο 

θαηαλάισζεο κεηαμχ δχν πεξηφδσλ ζα πξέπεη λα ηζνχηαη κε  ηελ 

πξνεμνθιεκέλε αμία ηνπ νξηαθνχ πξντφληνο  ηνπ θεθαιαίνπ ζηελ επφκελε 
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πεξίνδν, θαη ζε κηα αληαγσληζηηθή ηζνξξνπία απηή ζα πξέπεη λα ηζνχηαη κε ην 

αθαζάξηζην επηηφθην. Πάιη γηα ηε βέιηηζηε θαηαλνκή κεηαμχ ηεο θαηαλάισζεο 

θαη απνηακηεχζεσλ, ε απψιεηα ρξεζηκφηεηαο απφ ηε κε θαηαλάισζε ηψξα 

ζα πξέπεη λα ηζνχηαη κε ην θέξδνο απφ ηελ παξαγσγή ηεο επφκελεο 

πεξηφδνπ. 

Σν επίπεδν ηεο θαηαλάισζεο θαη ην κεηνρηθφ θεθάιαην είλαη ζηαζεξά  ζε  
ζηαζεξή θαηάζηαζε: 
 

 
 
Όηαλ ζε απηή ηε ζηαζεξή θαηάζηαζε ε ηηκή  ηνπ κεηνρηθνχ θεθαιαίνπ 
αληηθαζίζηαηαη απφ ηε ζρέζε 17, ε ρξεζηκφηεηα  γίλεηαη ζηαζεξφο αξηζκφ θαη   
ν φξνο Κ κπνξεί λα ιεθζεί απφ ην ζεκείν  άζξνηζεο σο εμήο:   
 

 .  
 
 ΢ηε ζηαζεξή θαηάζηαζε ην κεηνρηθφ θεθάιαην Κ κπνξεί λα βξεζεί κε ηε 
ρξεζηκνπνίεζε ζηαζεξψλ ηηκψλ ζηελ θαηαλάισζε. Η ζρέζε 18  ινηπφλ έρεη 
σο εμήο: 

 
 
Ωο εθ ηνχηνπ, ζε πεξίπησζε χπαξμεο ρξεκαηννηθνλνκηθήο δηακεζνιάβεζεο, 
ε παξαγσγή, νη επελδχζεηο θαη ε θαηαλάισζε ζε ζηαζεξή θαηάζηαζε 
δηακνξθψλνληαη: 
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Δθηφο ινηπφλ απφ ηα β,Α,α, θαη δ,  ε θαηαλάισζε, νη επελδχζεηο θαη ην 
κεηνρηθφ θεθάιαην εμαξηψληαη επίζεο απφ ην θφζηνο δηακεζνιάβεζεο 
θ=(1+ζ). 
 
Παξφιν πνπ είδακε ηηο πηζαλέο ιχζεηο ηνπ κνληέινπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε 
θαη ηελ αξηζκεηηθή κέζνδν γηα ηελ επίιπζε ηνπ κνληέινπ ρξεζηκνπνηψληαο 
ηνπο παξαθάησ ηχπνπο: 
 

                                               

1

1

(1 )

aaAr
K

r  

 
  

  
                                          (1.83) 

 

                                               
1

(1 )

aaAr

r



  

 
   

  
                                          (1.84) 

 

                                               

1

1

(1 )

aaAr

r


  

 
   

  
                                        (1.85) 

 

                            

1

1 1

(1 ) (1 )

a aaAr aAr
C I

r r




     

    
       

      
            (1.86) 

 
 

 
 
2.2. ΔΠΔΞΗΓΗ΢Η ΚΟ΢ΣΟ΢ ΓΙΑΜΔ΢ΟΛΑΒΗ΢Η΢ 

 

΢ηνλ πξαγκαηηθφ νηθνλνκία , νη ηξάπεδεο βνεζνχλ  κέζσ ηεο  θαηαλνκήο ησλ 

θνλδπιίσλ απφ ηνπο απνηακηεπηέο ζηνπο δαλεηνιήπηεο  κε έλαλ πην 

απνηειεζκαηηθφ ηξφπν, ιφγσ ηεο θαιχηεξεο θαηαλφεζεο ησλ αλαγθψλ θαη ηεο 
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δνκήο ηεο αγνξάο. Η δηακεζνιάβεζε απηή δεκηνπξγεί κία πξνζηηζέκελε αμία. 

Η πξνζηηζέκελε απηή  αμία απφ ηηο  ππεξεζίεο  δηακεζνιάβεζεο ηζνχηαη  κε 

ην δαλεηδφκελν πνζφ  απφ ηηο ηξάπεδεο πξνο  ηνπο δαλεηνιήπηεο 

(λνηθνθπξηά/επηρεηξήζεηο)  κείνλ ην πνζφ δαλεηζκνχ απφ  ηνπο απνηακηεπηέο  

πξνο ηηο ηξάπεδεο.  Ιδαληθά, ζε θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο, ε αμία ησλ 2 

παξαπάλσ δαλείσλ ηαπηίδεηαη. ΢ηελ πξαγκαηηθή νηθνλνκία σζηφζν,  ε ηηκή 

ηεο ππεξεζίαο  δηακεζνιάβεζεο  είλαη ίζε κε ηε δηαθνξά ησλ επηηνθίσλ ησλ 

δχν  δαλείσλ. Βειηηψζεηο ζην ρξεκαηνπηζησηηθφ ζχζηεκα πνπ κεηψλνπλ απηή 

ηε δηαθνξά νδεγνχλ ζε βειηίσζε ηεο απνδνηηθφηεηαο. 

Πξαθηηθά ην παξαπάλσ επεμεγείηαη σο  εμήο: 

 Ο δηακεζνιαβεηήο  ιακβάλεη επηηφθην δαλεηζκνχ  Re απφ ην πνζφ πνπ 

δαλείδεη  πξνο ηα λνηθνθπξηά/επηρεηξήζεηο θαη  πιεξψλεη επηηφθην  R 

δαλεηζκνχ ζηα  λνηθνθπξηά απφ ηα νπνία δαλείδεηαη. Η ηζνξνπία ινηπφλ ζηελ 

αγνξά επηηνθίσλ, κε δεδνκέλε  ηελ ηερλνινγία, εθθξάδεηαη  απφ ηε ζρέζε 

θ=Re-R. Σν θ ινηπφλ απεηθνλίδεη ην θφζηνο  δηακεζνιάβεζεο. 
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2.3. ΢ελάξηα ζην κνληέιν 
 

 
 
 
 
 

2.3. ΢ρόιηα 
 
2.3.1. ΢ελάξην 1 
 

 
 
Όζν κεγαιχηεξε είλαη ε παξαγσγηθφηεηα ηνπ θεθαιαίνπ ηφζν κεγαιχηεξα 
είλαη ην χςνο ηνπ κεηνρηθνχ θεθαιαίνπ, ε παξαγσγή, ε θαηαλάισζε θαη νη 
επελδχζεηο ζε ζηαζεξή θαηάζηαζε (1-4). Απηφ ζεκαίλεη φηη νη ρψξεο κε 
πςειφηεξν κεξίδην θεθαιαίνπ ή κε πςειφηεξε παξαγσγηθφηεηα ηνπ θεθαιαίνπ 
έρνπλ πςειφηεξν επίπεδν παξαγσγήο θαη θαηαλάισζεο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΢ΕΝ. 1 ΢ΕΝ. 2 ΢ΕΝ. 3 ΢ΕΝ. 4 ΢ΕΝ. 5 ΢ΕΝ. 6 ΢ΕΝ. 7 ΢ΕΝ. 8 ΢ΕΝ. 9

ΣΕΧΝΟΛΟΓΙΑ (A) 44 44 44 44 44 44 100 100 100

ΠΑΡΑΓΩΓΙΚΟΣΗΣΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΤ (α) 0,4 0,4 0,2 0,6 0,6 0,6 0,4 0,4 0,6

ΠΡΟΕΞΟΦΛΗΣΙΚΟ ΕΠΙΣΟΚΙΟ (r) 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9 0,9

ΑΡΧΙΚΟ ΚΕΦΑΛΑΙΟ (K(0)) 100 100 100 100 100 100 100 100 100

ΠΛΗΘΩΡΙ΢ΜΟ΢ (δ) 1 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 1 0,05 0,05

INTERMEDIATION COST (φ) 1 1 1 1 1,2 1,05 1 1 1,05

ΑΠΟΣΕΛΕ΢ΜΑΣΑ
ΠΑΡΑΓΩΓΗ (Τ) 278 1.005 120 92.293 70.210 85.780 1.090 3.950 667.967

ΕΠΕΝΔΤ΢Η (Ι) 100 125 7 17.186 10.895 15.212 392 490 118.457

ΚΑΣΑΝΑΛΩ΢Η C 178 881 112 75.108 59.315 70.568 698 3.460 549.509

ΑΠΟΘΕΜΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΤ (K) 100 2.496 148 343.713 217.893 304.245 392 9.807 2.369.142

ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΢ΕΝ. 1 ΢ΕΝ. 2 ΢ΕΝ. 3 ΢ΕΝ. 4

ΣΕΧΝΟΛΟΓΙΑ (A) 44 44 44 44

ΠΑΡΑΓΩΓΙΚΟΣΗΣΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΤ (α) 0,4 0,4 0,2 0,6

ΠΡΟΕΞΟΦΛΗΣΙΚΟ ΕΠΙΣΟΚΙΟ (r) 0,9 0,9 0,9 0,9

ΑΡΧΙΚΟ ΚΕΦΑΛΑΙΟ (K(0)) 100 100 100 100

ΠΛΗΘΩΡΙ΢ΜΟ΢ (δ) 1 0,05 0,05 0,05

INTERMEDIATION COST (φ) 1 1 1 1

ΑΠΟΣΕΛΕ΢ΜΑΣΑ
ΠΑΡΑΓΩΓΗ (Τ) 278 1.005 120 92.293

ΕΠΕΝΔΤ΢Η (Ι) 100 125 7 17.186

ΚΑΣΑΝΑΛΩ΢Η C 178 881 112 75.108

ΑΠΟΘΕΜΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΤ (K) 100 2.496 148 343.713
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2.3.2. ΢ελάξην 2 
 

 
 
Μεγαιχηεξν intermediation cost κεηψλεη ην επίπεδν ηεο παξαγσγήο ζηε 
ζηαζεξή θαηάζηαζε, αιιά είλαη ιηγφηεξν ζεκαληηθφ απφ φηη ε παξαγσγηθφηεηα 
ηνπ θεθαιαίνπ (5-6). Τςειφηεξε παξαγσγηθφηεηα ησλ θεθαιαίσλ κπνξεί λα 
αληηζηαζκίζεη ην πςειφηεξν θφζηνο ηνπ intermediation cost . Οηθνλνκίεο πνπ 
κπνξνχλ απαζρνιήζνπλ ην θεθάιαην πεξηζζφηεξν απνηειεζκαηηθά κπνξνχλ 
λα αλαπηπρζνχλ ηαρχηεξα ζε αληίζεζε κε ην πςειφηεξν θφζηνο ζπλαιιαγήο 
ηνπ intermediation cost.  
 
 
2.3.3. ΢ελάξην 3 
 

 
 

Τςειφηεξν πνζνζηφ ηεο ηερλνινγηθήο πξνφδνπ (Α) νδεγεί ζε πςειφηεξν 
επίπεδν εηζνδήκαηνο ζηελ ζηαζεξή θαηάζηαζε (7 – 9 ). Οη ρψξεο πνπ 
κπνξνχλ λα ζπκπιεξψζνπλ ηελ ηερληθή πξφνδν κε κεγαιχηεξν χςνο ησλ 
θεθαιαίσλ  έρνπλ θαιχηεξε πξννπηηθή  νηθνλνκηθήο αλάπηπμεο 

 
 
 
 

ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΢ΕΝ. 5 ΢ΕΝ. 6

ΣΕΧΝΟΛΟΓΙΑ (A) 44 44

ΠΑΡΑΓΩΓΙΚΟΣΗΣΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΤ (α) 0,6 0,6

ΠΡΟΕΞΟΦΛΗΣΙΚΟ ΕΠΙΣΟΚΙΟ (r) 0,9 0,9

ΑΡΧΙΚΟ ΚΕΦΑΛΑΙΟ (K(0)) 100 100

ΠΛΗΘΩΡΙ΢ΜΟ΢ (δ) 0,05 0,05

INTERMEDIATION COST (φ) 1,2 1,05

ΑΠΟΣΕΛΕ΢ΜΑΣΑ
ΠΑΡΑΓΩΓΗ (Τ) 70.210 85.780

ΕΠΕΝΔΤ΢Η (Ι) 10.895 15.212

ΚΑΣΑΝΑΛΩ΢Η C 59.315 70.568

ΑΠΟΘΕΜΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΤ (K) 217.893 304.245

ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΢ΕΝ. 7 ΢ΕΝ. 8 ΢ΕΝ. 9

ΣΕΧΝΟΛΟΓΙΑ (A) 100 100 100

ΠΑΡΑΓΩΓΙΚΟΣΗΣΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΤ (α) 0,4 0,4 0,6

ΠΡΟΕΞΟΦΛΗΣΙΚΟ ΕΠΙΣΟΚΙΟ (r) 0,9 0,9 0,9

ΑΡΧΙΚΟ ΚΕΦΑΛΑΙΟ (K(0)) 100 100 100

ΠΛΗΘΩΡΙ΢ΜΟ΢ (δ) 1 0,05 0,05

INTERMEDIATION COST (φ) 1 1 1,05

ΑΠΟΣΕΛΕ΢ΜΑΣΑ
ΠΑΡΑΓΩΓΗ (Τ) 1.090 3.950 667.967

ΕΠΕΝΔΤ΢Η (Ι) 392 490 118.457

ΚΑΣΑΝΑΛΩ΢Η C 698 3.460 549.509

ΑΠΟΘΕΜΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΤ (K) 392 9.807 2.369.142
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2.3.4. ΢ελάξην 4 
 
 

 
 
Οη ρψξεο κε ην πςειφηεξν πνζνζηφ απφζβεζεο ηνπ θεθαιαίνπ (δ) 
παξνπζηάδνπλ ρακειφηεξν πνζνζηφ αχμεζεο ηεο παξαγσγήο (1 θαη 2). 
 
 
2.4. ΣΕΛΙΚΑ ΢ΤΜΠΕΡΑ΢ΜΑΣΑ. 
 
Όια ηα ζελάξηα ζπλνςίδνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα. Σα απνηειέζκαηα 

δίλνληαη ζπλoπrηθά ζην παξαθάησ δηάγξακκα πνπ απνδεηθλχνπλ θαη ην 

απηνλφεην ε ηερλνινγία ε παξαγσγηθόηεηα θεθαιαίνπ θαη ην ρακειό 

θόζηνο δηακεζνιάβεζεο (intermediation cost) καο δίλεη ηελ ζαθψο 

άξηζηε ιύζε. 

 
 
 
 
 
 
 
 

ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΢ΕΝ. 1 ΢ΕΝ. 2

ΣΕΧΝΟΛΟΓΙΑ (A) 44 44

ΠΑΡΑΓΩΓΙΚΟΣΗΣΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΤ (α) 0,4 0,4

ΠΡΟΕΞΟΦΛΗΣΙΚΟ ΕΠΙΣΟΚΙΟ (r) 0,9 0,9

ΑΡΧΙΚΟ ΚΕΦΑΛΑΙΟ (K(0)) 100 100

ΠΛΗΘΩΡΙ΢ΜΟ΢ (δ) 1 0,05

INTERMEDIATION COST (φ) 1 1

ΑΠΟΣΕΛΕ΢ΜΑΣΑ
ΠΑΡΑΓΩΓΗ (Τ) 278 1.005

ΕΠΕΝΔΤ΢Η (Ι) 100 125

ΚΑΣΑΝΑΛΩ΢Η C 178 881

ΑΠΟΘΕΜΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟΤ (K) 100 2.496
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4.΢θέςεηο 
Έλα απφ ηα πην εκθαλή, ελδηαθέξνληα θαη αλεζπρεηηθά εκπεηξηθά θαηλφκελα 
ηνπ ζχγρξνλνπ θφζκνπ είλαη ην ηεξάζηην ράζκα κεηαμχ πινπζίσλ θαη θησρψλ 
ρσξψλ ζε φξνπο ηνπ θαηά θεθαιήλ εηζνδήκαηφο ηνπο. Σν ράζκα απηφ είλαη 
κάιηζηα ηφζν έληνλν θαη νη εθθάλζεηο ηνπ ηφζν νξαηέο πνπ ε παξάζεζε 
ζπγθεθξηκέλσλ ζηαηηζηηθψλ ζηνηρείσλ κε ζθνπφ ηελ απφδεημε ηεο χπαξμήο 
ηνπ είλαη κάιινλ πεξηηηή. Καζψο ην θαηά θεθαιήλ ΑΔΠ απνηειεί, παξά ηηο 
φπνηεο αηέιεηέο ηνπ, έλαλ ζεκαληηθφ δείθηε ηνπ πινχηνπ θαη ηεο επεκεξίαο 
κηαο θνηλσλίαο, νη πξαθηηθέο ζπλέπεηεο ησλ αληζνηήησλ απηψλ γηα ην βηνηηθφ 
επίπεδν δηζεθαηνκκπξίσλ αλζξψπσλ είλαη πξνθαλείο, ηδίσο αλ θαλείο ιάβεη 
ππ’ φςε ην γεγνλφο φηη ζηηο θησρέο θαη ζρεηηθά ππαλάπηπθηεο ρψξεο ηεο 
Τπνζαράξηαο Αθξηθήο, ηεο Κεληξηθήο θαη Αλαηνιηθήο Αζίαο, θαζψο θαη ηεο 
Λαηηληθήο Ακεξηθήο, θαηνηθεί ε πιεηνςεθία ηνπ παγθφζκηνπ πιεζπζκνχ.  
 
Δμ ίζνπ πξνθαλέο είλαη ην φηη ε ζεσξία ηεο νηθνλνκηθήο κεγέζπλζεο απνηειεί 
ίζσο ην πιένλ πξφζθνξν έδαθνο γηα ηελ πξαγκάηεπζε ησλ παξαπάλσ 
δεηεκάησλ. Αθελφο δηφηη ην ράζκα απηφ έρεη πξνθχςεη αθξηβψο ιφγσ ηεο 
άληζεο κεγέζπλζεο ησλ δηαθφξσλ νηθνλνκηψλ θαηά ην παξειζφλ θαη 
αθεηέξνπ επεηδή κπνξεί λα θαιπθζεί κφλν κέζσ ηεο ηαρείαο κεγέζπλζεο ησλ 
θησρψλ θαη ππαλάπηπθησλ ρσξψλ.  
 
Σν θξίζηκν ινηπφλ, ζεσξεηηθφ θαη εκπεηξηθφ, εξψηεκα πνπ πξνθχπηεη είλαη ην 
εάλ θαη θαηά πφζν ππάξρνπλ, ζηα πιαίζηα ελφο ζπζηήκαηνο νηθνλνκίαο ηεο 
αγνξάο, κεραληζκνί νη νπνίνη ζα ηείλνπλ απηφκαηα λα κεηψζνπλ (ή λα 
απμήζνπλ) ην παξαπάλσ ράζκα. Δπηπιένλ, εάλ ηέηνηνπ είδνπο κεραληζκνί 
πξάγκαηη ππάξρνπλ, ηη είλαη απηφ πνπ ηνπο έρεη εκπνδίζεη λα ιεηηνπξγήζνπλ 
ζηελ πεξίπησζε ρσξψλ νη νπνίεο δελ έρνπλ θαηαθέξεη λα αλαπηπρζνχλ 
αξθεηά γξήγνξα (ζε θάπνηεο πεξηπηψζεηο θαζφινπ) ψζηε λα πξνζεγγίζνπλ ην 
επίπεδν ησλ πινπζίσλ ρσξψλ. Δάλ, πάιη, ηέηνηνη κεραληζκνί δελ ππάξρνπλ, 
ηη είδνπο πνιηηηθέο πξέπεη λα αθνινπζήζνπλ νη θησρέο ρψξεο γηα λα 
μεπεξάζνπλ ηελ ππαλάπηπμή ηνπο; Οη δηάθνξεο ζεσξεηηθέο θαη εκπεηξηθέο 
κειέηεο πεξί ζχγθιηζεο πξνζπαζνχλ λα απαληήζνπλ ζηα παξαπάλσ 
εξσηήκαηα. Γπζηπρψο, είλαη κάιινλ αδχλαην λα δηαηππψζνπκε ζην ζεκείν 
απηφ έλαλ ζαθέζηεξν νξηζκφ ηεο έλλνηαο ηεο ζχγθιηζεο, γηα ηνλ απιφ ιφγν 
φηη ζηα πιαίζηα ηεο ζρεηηθήο βηβιηνγξαθίαο ε έλλνηα απηή δελ νξίδεηαη 
κνλνζήκαληα. Αληηζέησο, ππάξρνπλ, δηάθνξεο κνξθέο ζχγθιηζεο, ζε θάζε 
κία εθ ησλ νπνίσλ αληηζηνηρνχλ δηαθνξεηηθά είδε ζηαηηζηηθψλ ειέγρσλ. Ο 
βαζηθφο ιφγνο γηα ηνλ νπνίνλ ζπκβαίλεη απηφ είλαη, ζε ηειηθή αλάιπζε, ν ίδηνο 
ιφγνο γηα ηνλ νπνίνλ ν αξηζκφο ησλ ζεσξεηηθψλ θαη θπξίσο ησλ εκπεηξηθψλ 
κειεηψλ πάλσ ζηα δεηήκαηα απηά έρεη εθηνμεπηεί θαηά ηε δηάξθεηα ησλ δχν 
ηειεπηαίσλ δεθαεηηψλ, θαζψο θαη γηα ηνλ νπνίνλ έρνπλ απμεζεί – καδί κε ηνλ 
αξηζκφ ησλ ζρεηηθψλ κειεηψλ – θαη εληαζεί θαη νη ζρεηηθέο δηακάρεο. 
 
Αληίζεηα ίζσο κε φηη ζα αλέκελε θαλείο, ε βαζηθή αηηία φισλ ησλ παξαπάλσ 
δελ ήηαλ ε αλαγλψξηζε ηεο ηεξάζηηαο ζεκαζίαο ησλ δεηεκάησλ απηψλ γηα 
πξαθηηθνχο ιφγνπο. Ο πξσηαξρηθφο φκσο ιφγνο πνπ νδήγεζε ηφζν ζηελ 
αχμεζε ηεο ελαζρφιεζεο ησλ νηθνλνκνιφγσλ κε δεηήκαηα ζχγθιηζεο φζν θαη 



Μελέηη ηος ςποδείγμαηορ Ramsey – Cass – Koopmans                  Βύπωναρ Γίκηρ 

 

- ΢ελίδα  51 -  

 

ζηελ εκθάληζε δηαθφξσλ κνξθψλ ηεο έλλνηαο απηήο, ζπλδέεηαη κάιινλ κε 
ζεσξεηηθά δεηήκαηα.  

5.΢πκπεξάζκαηα 
Η κειέηε ηεο αξηζηνπνηεηηθήο ζπκπεξηθνξάο ηνπ αληηπξνζσπεπηηθνχ 
λνηθνθπξηνχ ζην ππφδεηγκα Ramsey δίλεη κηα λέα δηάζηαζε ζηε κειέηε ηεο 
νηθνλνκηθήο κεγέζπλζεο, γηαηί δελ πηνζεηεί απζαίξεηα θάπνην πνζνζηφ ηνπ 
εηζνδήκαηνο σο απνηακίεπζε, αιιά ελζσκαηψλεη ηηο απνθάζεηο ησλ 
λνηθνθπξηψλ ζε έλα δηαρξνληθφ πιαίζην άξηζηεο ζπκπεξηθνξάο. Δίλαη 
ζεκαληηθφ φηη ηα βαζηθά απνηειέζκαηα ηνπ ππνδείγκαηνο  Ramsey δελ 
δηαθέξνπλ απφ απηά ηνπ ππνδείγκαηνο Solow – Swan. Καη ζην ππφδεηγκα 
Ramsey νη θζίλνπζεο απνδφζεηο παίδνπλ θπξίαξρν ξφιν νδεγψληαο ηελ 
νηθνλνκία ζε κηα θαηάζηαζε ζηαζεξνχ εηζνδήκαηνο, εθηφο εάλ ππνηεζεί 
εμσγελήο ηερλνινγηθή πξφνδνο. Απηφ έγηλε θαλεξφ κε ηελ παξνπζίαζε ηνπ 
ππνδείγκαηνο ΑΚ: ε χπαξμε ζηαζεξψλ απνδφζεσλ ζηε ζπλάξηεζε 
παξαγσγήο νδεγεί ζε ζηαζεξφ ξπζκφ νηθνλνκηθήο κεγέζπλζεο, αλεμάξηεηα 
απφ ην εάλ ηα λνηθνθπξηά αθνινπζνχλ αξηζηνπνηεηηθή ζπκπεξηθνξά. Η κφλε 
αμηνζεκείσηε δηαθνξά ζην άξηζην επίπεδν ηνπ εηζνδήκαηνο καθξνρξφληαο 
ηζνξξνπίαο, ην νπνίν ζην ππφδεηγκα Ramsey είλαη ρακειφηεξν ιφγσ ηεο 
χπαξμεο ηνπ ζπληειεζηή δηαρξνληθήο πξνηίκεζεο ζηε ζπλάξηεζε 
ρξεζηκφηεηαο, ν νπνίνο θαζηζηά ηα λνηθνθπξηά πην «αλππφκνλα» κε ην 
ππφδεηγκα Solow – Swan. 
 
Σέινο ην ππφδεηγκα Ramsey είλαη θαηάιιειν γηα ηε κειέηε ηεο άξηζηεο ιχζεο 
απφ πιεπξάο θαηαλνκήο ησλ πφξσλ ηεο νηθνλνκίαο κέζσ ηεο επίιπζεο ηνπ 
πξνβιήκαηνο ηνπ θνηλσληθνχ ζρεδηαζηή. ΢ην ππφδεηγκα Ramsey, ε ιχζε ηεο 
αληαγσληζηηθήο ηζνξξνπίαο ζπκπίπηεη κε ηε ιχζε ηνπ θνηλσληθνύ 
ζρεδηαζηή είλαη δειαδή άξηζηε θαηά Pareto. Η νηθνλνκία κπνξεί, ινηπφλ, λα 
αθεζεί ζην «αόξαην ρέξη» ηεο αγνξάο θαη λα θαηαιήμεη ζε κηα ηζνξξνπία, ε 
νπνία είλαη βέιηηζηε από πιεπξάο θνηλσληθήο επεκεξίαο.  
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Παξάξηεκα 1 
 

Μεηαβιεηέο θαη παξάκεηξνη ηνπ ππνδείγκαηνο Ramsey 
 
Μεηαβιεηέο 

Υ(t) = Πξντφλ (Output) 

Κ(t) =  Κεθάιαην (Capital). Σν ζπλνιηθφ θεθάιαην ηεο νηθνλνκίαο. 

L(t) = Δξγαζία (Labor) Η ζπλνιηθή εξγαζία ηεο νηθνλνκίαο, δειαδή  

ν ζπλνιηθφο αξηζκφο κειψλ ησλ λνηθνθπξηψλ 

A(t) = “Γλψζε” ή “Απνδνηηθφηεηα ηεο εξγαζίαο” (“Knowledge” or  

“effectiveness of labor”) Αξα A(t)L(t) ε ζπλνιηθή απνδνηηθή  

εξγαζία (effective labor) ηεο νηθνλνκίαο 

C(t) = Καηαλάισζε αλά κέινο λνηθνθπξηνχ 

r(t)  =  επηηφθην, ακνηβή κνλάδαο θεθαιαίνπ 

w(t) = κηζζφο αλά κνλάδα απνδνηηθήο εξγαζίαο 

U    = ρξεζηκφηεηα (utility) ηεο ζπλνιηθήο δσήο ηνπ  

λνηθνθπξηνχ 

u(t) = ζηηγκηαία ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο (instantaneous utility  

          function) 

R(t) = απφδνζε θεθαιαίνπ απφ ηελ αξρηθή ζηηγκή έσο ηελ ζηηγκή  t. 

t      = ρξφλνο (time) Αξρηθή ζηηγκή t=0. 

 
Μεηαβιεηέο ζε εληαηηθή κνξθή 
y = Y(t)/[A(t)L(t)] πξντφλ αλά κνλάδα απνδνηηθήο εξγαζίαο 

k = K(t)/[A(t)L(t)] θεθάιαην αλά κνλάδα απνδνηηθήο εξγαζίαο 

c = C(t)/A(t) θαηαλάισζε αλά κνλάδα απνδνηηθήο εξγαζίαο 

 
Παξάκεηξνη 
n = ξπζκφο αχμεζεο εξγαζίαο 

g = ξπζκφο αχμεζεο γλψζεο 

ρ = ζπληειεζηήο πξνεμφθιεζεο 

θ = παξάκεηξνο ζπλάξηεζεο ρξεζηκφηεηαο Constant Relative Risk  

      Aversion 

H = αξηζκφο λνηθνθπξηψλ ζηελ νηθνλνκία 
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Παξάξηεκα 2 

 
Αβεβαηόηεηα θαη ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο 
 

 
 
 
 
 
  



Μελέηη ηος ςποδείγμαηορ Ramsey – Cass – Koopmans                  Βύπωναρ Γίκηρ 

 

- ΢ελίδα  54 -  

 

Παξάξηεκα 3 

 
CRRA ζπλάξηεζε ρξεζηκόηεηαο γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ ζ 
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