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 ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 

ΔΙΑΓΩΓΗ 

Γηα ηελ δηαζαθήληζε ηνπ ξόινπ ησλ δηεπηθαλεηώλ ζηελ ζπλνιηθή κεραληθή ζπκπεξηθνξά 

ησλ ζύλζεησλ πιηθώλ, έρνπλ εηζαρζεί δύν κνληέια δηεπηθαλεηαθήο ζύλδεζεο: ην κνληέιν 

ηνπ ειαηεξίνπ θαη ην κνληέιν ηεο ειαζηηθήο κεκβξάλεο. Σν πξώην κνληέιν πεξηγξάθεη 

ηελ ζπκπεξηθνξά κηαο αζζελνύο ζύλδεζεο ησλ θάζεσλ ηνπ ζύλζεηνπ πιηθνύ, πνπ 

επηηξέπεη κία αζπλέρεηα ησλ κεηαηνπίζεσλ ησλ ζπλδεόκελσλ επηθαλεηώλ. Οη 

εθαπηνκεληθέο θαη νη νξζέο ζπληζηώζεο ηεο αζπλέρεηαο απηήο ζεσξνύληαη όηη 

ζπζρεηίδνληαη αλαινγηθά κε ηηο αληίζηνηρεο ζπληζηώζεο ηνπ δηεπηθαλεηαθνύ ειθπζηή. Σν 

δεύηεξν κνληέιν πεξηγξάθεη κία ηζρπξή δηεπηθαλεηαθή ζύλδεζε ησλ θάζεσλ ηνπ 

ζύλζεηνπ πιηθνύ, πνπ επηηπγράλεηαη από ηηο αλαπηπζζόκελεο (κεκβξαληθέο) ηάζεηο ζηελ 

ειαζηηθή κεκβξάλε. Οη κεκβξαληθέο απηέο ηάζεηο, πνπ έρνπλ δηαζηάζεηο δύλακε/κήθνο, 

βξίζθνληαη ζε ηζνξξνπία κε ηνπο δηεπηθαλεηαθνύο ειθπζηέο πνπ αλαπηύζζνληαη ζηηο 

επηκέξνπο θάζεηο ηνπ ζύλζεηνπ πιηθνύ. Σα δύν απηά κνληέια έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί 

επξέσο, ζηα πιαίζηα ηεο θιαζηθήο ειαζηηθόηεηα Cauchy, γηα λα πξνβιέςνπλ ηελ 

ζπκπεξηθνξά ζε αζηνρία ελόο ζύλζεηνπ πιηθνύ, θαζώο επίζεο, γηα λα εθηηκεζεί ε 

επίδξαζε ησλ δηεπηθαλεηώλ ζηηο καθξνζθνπηθέο ειαζηηθέο ηδηόηεηεο ησλ ζύλζεησλ 

πιηθώλ [1-5]. 

ηε παξνύζα εξγαζία, ην κνληέιν ειαηεξίνπ επεθηείλεηαη ζε ζύλζεηα πιηθά ηεο 

ειαζηηθόηεηαο Cosserat πξνζνκνηώλνληαο ηελ ζύλδεζε ησλ επηκέξνπο θάζεσλ ηνπο κε 

ειαηήξηα δύλακεο θαη ειαηήξηα ξνπήο, πνπ δηαλέκνληαη κε έλα ζπλερή ηξόπν πάλσ ζηε 

δηεπηθάλεηα. Όπσο ζηελ ειαζηηθόηεηα Cauchy, ε κεραληθή ζπκπεξηθνξά ηνπ 

δηεπηθαλεηαθνύ ειαηεξίνπ δύλακεο πεξηγξάθεηαη κε κία δηεπηθαλεηαθή αζπλέρεηα ησλ 

κεηαηνπίζεσλ, ηεο νπνίαο νη εθαπηνκεληθέο θαη νξζέο ζπληζηώζεο είλαη αλάινγεο κε ηηο 

αληίζηνηρεο ζπληζηώζεο ηνπ δηεπηθαλεηαθνπ ειθπζηή από δύλακε. Η κεραληθή 

ζπκπεξηθνξά ηνπ δηεπηθαλεηαθνύ ειαηεξίνπ ξνπήο πεξηγξάθεηαη από κία αζπλέρεηα ησλ 

δηεπηθαλεηαθώλ ζηξνθώλ, ηεο νπνίαο νη εθαπηνκεληθέο ζπληζηώζεο είλαη αλάινγεο κε ηηο 

αληίζηνηρεο ζπληζηώζεο ηνπ δηεπηθαλεηαθνύ ειθπζηή από ξνπή. Γηα κία ηέηνηα 
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δηεπηθάλεηα, ν ειθπζηήο από δύλακε θαη ν ειθπζηήο από ξνπή ζεσξνύληαη όηη είλαη 

ζπλερείο θαηά κήθνο ηεο δηεπηθάλεηαο. ηελ παξνύζα εξγαζία, ην παξαπάλσ κνληέιν 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα δηεξεπλήζεη ηελ επίδξαζε κίαο ππνβαζκηζκέλεο δηεπηθαλεηαθήο 

ζύλδεζεο, πάλσ ζηε ζπγθέληξσζε ηάζεσλ γύξσ από ηελ αλνκνηνγέλεηα. Σα ειαζηηθά 

πεδία ζην ζύζηεκα πξνζδηνξίδνληαη γηα κία νκνηόκνξθε απνκαθξπζκέλε ηάζε από 

δύλακε ζηε κήηξα, επηιύνληαο ην αληίζηνηρν ζπλνξηαθό ειαζηηθό πξόβιεκα 

ρξεζηκνπνηώληαο ηαζηθέο ζπλαξηήζεηο Mindlin [6]. Σα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα πνπ 

απνθηήζεθαλ θαη παξνπζηάδνληαη ζε κνξθή δηαγξακκάησλ δείρλνπλ όηη ηα ειαζηηθά 

πεδία πνπ αλαπηύζζνληαη ζην ζύζηεκα εμαξηώληαη από ηηο δηαζηάζεηο ηεο 

αλνκνηνγέλεηαο, θαη όηη ε παξνπζία κίαο αζζελνύο δηεπηθάλεηαο ζην ζύζηεκα απμάλεη 

ηνλ ζπληειεζηή έληαζεο ησλ ηάζεσλ γύξσ από ηελ αλνκνηνγέλεηα.  

Η ειαζηηθή ζεσξία πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ παξνύζα εξγαζία, εηζήρζεθε, αξρηθά, από 

ηνλ Voigt [7] θαη ηνπο αδειθνύο Cosserat [8], θαη αξγόηεξα, αλαπηύρζεθε παξαπέξα από 

πνιινύο εξεπλεηέο. Ο Voigt [7], πξνθεηκέλνπ λα μεπεξάζεη ηηο αδπλακίεο ηεο θιαζζηθήο 

ειαζηηθόηεηαο λα πεξηγξάθεη θαηλόκελα ζε πεξηνρέο, όπνπ ε κηθξνδνκή ηνπ πιηθνύ είλαη 

ζεκαληηθή, εηζήγαγε ηελ ππόζεζε όηη, κία ζηνηρεηώδεο επηθάλεηά dA  ζε έλα 

παξακνξθσκέλν ζώκα δελ κεηαβηβάδεη κόλν ηελ δύλακε dAt , αιιά, επίζεο, θαη κία 

ξνπή dAμ . Με απηό ηνλ ηξόπν, ζε θάζε ζεκείν ηνπ ζώκαηνο, εθηόο από ηηο ηάζεηο από 

δύλακε ij , αλαπηύζζεηαη θαη ηάζεηο από ξνπή ij . Όκσο, ε πιήξεο ειαζηηθή ζεσξία, 

πνπ ζηεξίδεηαη ζηελ παξαπάλσ ππόζεζε, αλαπηύρζεθε αξγόηεξα από ηνπ αδειθνύο 

Francois θαη Eugene Cosserat [8] θαη δεκνζηεύζεθε ην 1909 κε ηίηιν ‘‘Théorie des corps 

déformables’’. Γηα ηελ αλάπηπμε ηεο ζεσξίαο απηήο, νη αδειθνί Cosserat ππέζεζαλ, 

επηπξόζζεηα, όηη έλα πιηθό ζσκαηίδην (particle) ηνπ ζώκαηνο, πνπ ζηα πιαίζηα ηεο 

κεραληθήο ηνπ ζπλερνύο κέζνπ αληηπξνζσπεύνληαη κε ηνλ ζηνηρεηώδε όγθν dV , θαηά 

ηελ παξακόξθσζε, πθίζηαληαη κία κεηαηόπηζε ( , )tu x  θαη κία πεξηζηξνθή ( , )tυ x , πνπ 

είλαη ζπλαξηήζεηο ηεο ζέζεο x  ηνπ ζσκαηηδίνπ θαη ηνπ ρξόλνπ t . Σα δηαλύζκαηα u  θαη 

υ  είλαη κεηαμύ ηνπο αλεμάξηεηα θαη πεξηγξάθνπλ πιήξσο ηελ παξακνξθσζηαθή 

ειαζηηθή θαηάζηαζε ηνπ ζώκαηνο. Γηα πνιιά ρξόληα, ζηελ ζεσξία ησλ αδειθώλ 

Cosserat δελ δόζεθε ε αλάινγε ζεκαζία, επεηδή ε αλάπηπμή ηεο ήηαλ πνιύ γεληθή θαη 

μέθεπγε από ηα όξηα ηεο ζεσξίαο ηεο ειαζηηθόηεηαο. Η ξαγδαία αλάπηπμε ηεο κεραληθήο 

ησλ ζπλερώλ κέζσλ θαη ηεο ζεξκνδπλακηθήο, ζηηο δεθαεηίεο ηνπ ’60 θαη ηνπ ’70, έθεξε 

ζην πξνζθήλην ηελ ζεσξία ησλ αδειθώλ Cosserat. Η αλαδήηεζε λέσλ κνληέισλ, πνπ λα 

πεξηγξάθνπλ πεξηζζόηεξν απζηεξά ηελ πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ πιηθώλ, νδήγεζε 
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ζε ζεσξίεο παξόκνηεο ή ηαπηόζεκεο κε απηή ησλ αδειθώλ Cosserat [9-14]. ηελ αξρή, νη 

πεξηζζόηεξνη από ηνπο εξεπλεηέο απηή ηελ πεξίνδν αζρνιήζεθαλ κε ηελ απινπνηεκέλε 

πεξίπησζε ηεο ζεσξίαο ησλ αδειθώλ Cosserat, όπνπ ε παξακόξθσζε ηνπ ζώκαηνο 

πεξηγξάθεηαη κόλν από ην δηάλπζκα παξακόξθσζεο u . Σελ ίδηα πεξίνδν, έλαο κεγάινο 

αξηζκόο επξσπαίσλ εξεπλεηώλ αλαθέξεηαη απ’ επζείαο ζην έξγν ησλ αδειθώλ Cosserat, 

ην νπνίν ην ζπκπιεξώλνπλ κε θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο [15-18]. Δπίζεο, ηελ ίδηα επνρή, 

ζνβηεηηθνί εξεπλεηέο, πξνθαλώο κε ελεκεξσκέλνη γηα ην ζρεηηθό έξγν ζηελ δύζε, 

επαλαδηαηύπσζαλ ηελ ζεσξία ησλ Cosserat ζηεξηδόκελνη ζηηο ίδηεο ππνζέζεηο [19-20]. 

Δπίζεο, αμίδεη λα κλεκνλεπζεί θαη ην εθηεηακέλν έξγν ηνπ Eringen θαη ησλ ζπλεξγαηώλ 

ηνπ  πάλσ ζηελ ζεσξία ησλ αδειθώλ Cosserat, πνπ δεκνζηεύζεθε ηελ ίδηα πεξίνδν θαη 

ιίγν αξγόηεξα [21, 22]. 

Καηά ηηο ηειεπηαίεο δεθαεηίεο, έλαο ζεκαληηθόο αξηζκόο εξεπλεηηθώλ εξγαζηώλ έρεη 

εκθαληζζεί ζηελ πεξηνρή ηεο ειαζηηθόηεηαο Cosserat. Σν αλαλεσκέλν ελδηαθέξνλ ζηελ 

ζεσξία απηή έρεη πξνθύςεη από ηελ αλάγθε πεξηγξαθήο ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ 

θνθθσδώλ θαη άιισλ γεσπιηθώλ, ηελ δηεξεύλεζε δπλακηθώλ θαηλνκέλσλ ζε θνθθώδε 

θαη άιια πιηθά, θαη ηελ αλάιπζε ηεο επίδξαζεο ησλ δηαζηάζεσλ ησλ πιηθώλ ζηελ 

ζπλνιηθή κεραληθή ζπκπεξηθνξά ηνπο [23-26]. 

Σα πξόζθαηα ρξόληα, ε ξαγδαία αλάπηπμε ηεο λαλνηερλνινγίαο έρεη θέξεη, ζην 

πξνζθήλην, λέα ζέκαηα πξνο έξεπλα, πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ δνκή ηνπ πιηθνύ ζηελ λαλν-

θιίκαθα. Σα ζέκαηα απηά ζρεηίδνληαη κε ηελ επίδξαζε ησλ ζπλόξσλ θαη ησλ 

δηεπηθαλεηώλ ησλ λαλν-πιηθώλ ζηελ ζπλνιηθή κεραληθή ηνπο ζπκπεξηθνξά. Η κειέηε 

ησλ ζεκάησλ απηώλ, ζηα πιαίζηα ηεο κεραληθήο ησλ ζπλερώλ κέζσλ, έρεη δεκηνπξγήζεη 

έλαλ λέν θιάδν ηεο εθαξκνζκέλεο κεραληθήο, πνπ είλαη γλσζηά σο λαλν-κεραληθή. Η 

θύζε ησλ ζεκάησλ απηώλ θαη ε θιίκαθα ηνπ πιηθνύ ζηελ νπνία πξέπεη λα δηεξεπλεζνύλ, 

θαζηζηνύλ ηελ ειαζηηθόηεηα Cosserat σο κία θαηάιιειε ζεσξεηηθή βάζε γηα ηελ κειέηε 

απηώλ ησλ ζεκάησλ. Παξόια απηά, νη ζρεηηθέο εξγαζίεο, πνπ έρνπλ εκθαληζζεί κέρξη 

ηώξα ζηελ πεξηνρή ηεο λαλνκεραληθήο είλαη ζρεηηθά ιίγεο [27-29]. 

Η  παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία, εθηόο από ηελ εηζαγσγή πνπ απνηειεί ην θεθάιαην 1, 

πεξηιακβάλεη άιια ηέζζεξα θεθάιαηα θαη ηέεζεξα παξαξηήκαηα. ην θεθάιαην 2, 

παξνπζηάδνληαη νη βαζηθέο εμηζώζεηο ηεο επίπεδεο παξακόξθσζεο ηεο ειαζηηθόηεηαο 

Cosserat, έηζη όπσο απηέο ρξεζηκνπνηνύληαη ζην επόκελν θεθάιαην. ην θεθάιαην 3, 

πεξηγξάθεηαη ην ειαζηηθό πξόβιεκα ηεο θπθιηθήο αλνκνηνγέλεηαο θαη εηζάγνληαη νη 

ειαηεξηαθέο δηεπηθαλεηαθέο ζπλζήθεο αλνκνηνγέλεηαο-κήηξαο, πνπ είλαη ζπκβαηέο κε ηελ 
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ειαζηηθή ζεσξία Cosserat. ηελ ζπλέρεηα, ην ειαζηηθό πξόβιεκα επηιύεηαη 

ρξεζηκνπνηώληαο ηαζηθέο ζπλαξηήζεηο Mindlin. ην θεθάιαην 4, παξνπζηάδνληαη 

αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα ζε κνξθή δηαγξακκάησλ, γηα δηάθνξεο πεξηπηώζεηο θόξηηζεο 

θαη ειαζηηθώλ παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο αλνκνηνγέλεηαο-κήηξαο. ην θεθάιαην 5, 

παξνπζηάδνληαη ηα ζπκπεξάζκαηα ηεο παξνύζαο εξγαζίαο. ηα παξαξηήκαηα έρνπλ 

θαηαρσξεζεί ην κεηξσηθό ζύζηεκα γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ αγλώζησλ παξακέηξσλ 

ησλ ηαζηθώλ ζπλαξηήζεσλ Mindlin (Παξάξηεκα Α), ηα δηαγξάκκαηα γηα δηαμνληθή 

θόξηηζε ηνπ ζπζηήκαηνο (Παξάξηεκα Β), ηα δηαγξάκκαηα γηα θαζαξή δηάηκεζε 

(Παξάξηεκα Γ), θαη ηα ζρεηηθά ινγηζκηθά πξνγξάκκαηα πνπ αλαπηύρζεθαλ γηα ηελ 

απόθηεζε ησλ αξηζκεηηθώλ απνηειεζκάησλ (Παξάξηεκα Γ). 
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 ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 

ΟΙ ΔΞΙΩΔΙ ΣΗ ΔΠΙΠΔΓΗ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΗ 

ΣΗ ΔΛΑΣΙΚΟΣΗΣΑ COSSERAT 

2.1 Οι εξιζώζειρ ιζοπποπίαρ 

ην θεθάιαην απηό, ζα αλαπηπρζνύλ νη εμηζώζεηο ηεο δηδηάζηαηεο ζεσξίαο ηεο 

ειαζηηθόηεηαο Cosserat, αθνινπζώληαο ηε δηαδηθαζία πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε από ηνπο 

Timosenko θαη Goodier [30], γηα ηελ εμαγσγή ησλ αληίζηνηρσλ εμηζώζεσλ ηεο 

ειαζηηθόηεηαο Cauchy. Έζησ έλα νκνγελέο, ηζόηξνπν θαη ειαζηηθό πιηθό κε 

ζπκπεξηθνξά πιηθνύ Cosserat, πνπ έρεη παξακνξθσζεί από εμσηεξηθέο δπλάκεηο, έηζη 

ώζηε, αλαθνξηθά κε έλα ζηαζεξό θαξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ( , , )x y z , νη 

ζπληζηώζεο ησλ κεηαηνπίζεσλ u  θαη v  ζηηο δηεπζύλζεηο ησλ x , y  λα είλαη ζπλαξηήζεηο 

κόλν ησλ x  θαη y , θαη ε ηξίηε ζπληζηώζα λα είλαη κεδέλ. Καηά αληηζηνηρία κε ηελ 

ειαζηηθόηεηα Cauchy, ε παξακόξθσζε απηή ηνπ ζώκαηνο ζα ραξαθηεξίδεηαη επίπεδε 

παξακόξθσζε. ην ρήκα 2.1 δείρλνληαη νη ζπληζηώζεο ησλ ηάζεσλ, πνπ επελεξγνύλ ζε 

έλα ζηνηρεηώδεο ηκήκα ηνπ ζώκαηνο κε δηαζηάζεηο x , y  θαη κνλαδηαίν πάρνο. Οη 

πνζόηεηεο x , y , xy , yx  είλαη νη θαξηεζηαλέο ζπληζηώζεο ησλ ηάζεσλ, πνπ 

πξνέξρνληαη από δύλακε θαη x , y  νη ζπληζηώζεο ησλ ηάζεσλ πνπ πξνέξρνληαη από 

ξνπή. Θα ππνηεζεί όηη νη παξαπάλσ ζπληζηώζεο ησλ ηάζεσλ είλαη ζπλαξηήζεηο κόλν ησλ 

x  θαη y , θαη αθόκα, όηη ζην ζώκα δελ επελεξγνύλ καδηθέο δπλάκεηο θαη ξνπέο.  

Από ηελ ηζνξξνπία ησλ ξνπώλ ηνπ νξζνγσληθνύ ζηνηρείνπ, πξνθύπηεη ε παξαθάησ 

εμίζσζε 
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 0
yx

xy yx
x y


 


   

 
. (2.1) 

Η ζρέζε απηή δείρλεη όηη ε ηζόηεηα ησλ δηαηκεηηθώλ ηάζεσλ xy  θαη yx  ηεο 

ειαζηηθόηεηαο Cauchy, δελ ηζρύεη ζηελ πεξίπησζε ηεο ειαζηηθόηεηαο Cosserat.  

 

 

 

σήμα 2.1  Οη ζπληζηώζεο ησλ ηάζεσλ από δύλακε θαη νη ζπληζηώζεο ησλ ηάζεσλ από ξνπή πνπ 

επελεξγνύλ ζε έλα νξζνγσληθό ζηνηρείν ηνπ ζώκαηνο 

 

ηελ ειαζηηθόηεηα Cosserat, ε ηζόηεηα ησλ δηαηκεηηθώλ ηάζεσλ ηζρύεη κόλν ζηελ 

πεξίπησζε πνπ νη ηάζεηο από ξνπή είλαη ζηαζεξέο. 

Η ζεώξεζε ηεο ηζνξξνπίαο ηνπ νξζνγσληθνύ ζηνηρείνπ, ζηηο δηεπζύλζεηο ησλ αμόλσλ x  

θαη y , νδεγεί ζηηο ζρέζεηο 

0


 
 

yxx

x y


, 0
 

 
 

xy y

x y

 
. (2.2) 

Οη ζρέζεηο ηζνξξνπίαο (2.2) είλαη θνξκαιηζηηθά ίδηεο κε ηηο αληίζηνηρεο εμηζώζεηο ηεο 

ειαζηηθόηεηαο Cauchy, κε ηελ δηεπθξίληζε όηη, ζηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, δελ ηζρύεη ε 

ηζόηεηα ησλ δηαηκεηηθώλ ηάζεσλ. 
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2.2 Οι ζςνιζηώζερ παπαμόπθυζηρ και οι καηαζηαηικέρ εξιζώζειρ  

ηελ επίπεδε παξακόξθσζε ηεο ειαζηηθόηεηαο Cosserat, νη νξζέο παξακνξθώζεηο x , 

y , xy  θαη ε ζηξνθή z  ηνπ νξζνγσληθνύ ζηνηρείνπ, πνπ δείρλνληαη ην ρήκα 2.1, 

νξίδνληαη, όπσο ζηελ ειαζηηθόηεηα Cauchy, κε ηηο ζρέζεηο 

x
u

x






, y
v

y






, xy
v u

x y


 
 
 

, 
1

2
z

v u

x y


  
  

  
. (2.3) 

Όπσο ζηελ ειαζηηθόηεηα Cauchy, ζα ππνηεζεί όηη νη νξζέο παξακνξθώζεηο x  θαη y  

ζπλδένληαη κε ηηο νξζέο ηάζεηο από δύλακε, γξακκηθά, κε ηηο παξαθάησ γξακκηθέο 

ζρέζεηο: 

1
[ ( )]x xx xx yy
v

v
E

   


   , (2.4) 

1
[ ( )]y yy xx yy
v

v
E

   


   ,  (2.5) 

όπνπ E  θαη v  είλαη ην κέηξν ηνπ Young θαη ν ιόγνο ηνπ Poisson, αληίζηνηρα. Η ζρέζε 

πνπ ζπλδέεη ηηο δηαηκεηηθέο ηάζεηο, πνπ επελεξγνύλ ζην νξζνγσληθό ζηνηρείν ηνπ 

ζώκαηνο, κε ηηο αληίζηνηρεο δηαηκεηηθέο παξακνξθώζεηο, ζα ζπδεηεζεί ακέζσο 

παξαθάησ νξίδνληαο, πξώηα, ηηο πνζόηεηεο S
xy  θαη A

xy  κε ηηο ζρέζεηο 

1
( )
2

S
xy xy yx    , 

1
( )
2

A
xy xy yx    . (2.6) 

Από ηηο ζρέζεηο απηέο πξνθύπηεη 

A S
xy xy xy    , A S

yx xy xy    . (2.7) 

Δίλαη εύθνιν λα δηαπηζησζεί όηη γηα ηηο πνζόηεηεο απηέο ηζρύεη 

s s
xy yx  , A A

xy yx   . (2.8) 
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Οη ζρέζεηο (2.7) δείρλνπλ όηη νη δηαηκεηηθέο ηάζεηο, πνπ επελεξγνύλ ζην νξζνγώλην 

ζηνηρείν ηνπ ζώκαηνο, κπνξνύλ λα γξαθηνύλ ζε όξνπο κίαο ζπκκεηξηθήο δηαηκεηηθήο 

ηάζεο S
xy  θαη κίαο αληηζπκκεηξηθήο δηαηκεηηθήο ηάζεο A

xy .  

 

 

σήμα 2.2   Σν ζπκκεηξηθό (α)  θαη  ην αληηζπκκεηξηθό (β) κέξνο ηεο δηαηκεηηθήο ηάζεο 

 

Η πνζόηεηα S
xy , πνπ απνηειεί ην ζπκκεηξηθό ηκήκα ησλ δηαηκεηηθώλ ηάζεσλ xy  θαη 

yx , ζα ππνηεζεί όηη πξνθαιεί ηελ γσληαθή παξακόξθσζε xy  ηνπ νξζνγσληθνύ 

ζηνηρείνπ, θαη όηη ζπλδέεηαη κε απηή γξακκηθά, κε ηε ζρέζε  

1

2

S
xy xy

G
  , (2.9) 

όπνπ G  είλαη ην κέηξν δηάηκεζεο ηνπ πιηθνύ. Λακβάλνληαο ππόςε ηελ πξώηε από ηηο 

(2.6), ε (2.9) γξάθεηαη  

1
( )

2
xy xy yx

G
    . (2.10) 

Η εμίζσζε απηή απνηειεί ηελ ηξίηε θαηαζηαηηθή ζρέζε, πνπ ζπλδέεη ηηο δηαηκεηηθέο 

ηάζεηο από δύλακε, κε ηελ πξνμελνύκελε γσληαθή παξακόξθσζε xy  ηνπ νξζνγσληθνύ 

ζηνηρείνπ. Σν αληηζπκκεηξηθό ηκήκα A
xy  ησλ δηαηκεηηθώλ ηάζεσλ πξνθαιεί ηελ 

πεξηζηξνθή z  ηνπ νξζνγσληθνύ ζηνηρείνπ, πνπ είλαη ζπλάξηεζε ησλ κεηαβιεηώλ x  

θαη y . Η κεηαβνιή ηεο πεξηζηξνθήο z  πξνθαιεί ηηο θακππιόηεηαο ζην νξζνγσληθό 



ΟΙ ΔΞΙΩΔΙ ΣΗ ΔΠΙΠΔΓΗ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΗ ΣΗ ΔΛΑΣΙΚΟΣΗΣΑ 

COSSERAT 

9 

ζηνηρείν. ην ρήκα 2.3 δείρλεηαη ε θακππιόηεηα πνη πξνμελείηαη από ηελ ηάζε από 

ξνπή x .  

 

 

σήμα 2.3 Η θακππιόηεηα πνπ παξάγεηαη ζην ζηνηρείν από ηελ ηάζε από ξνπή x   

 

Από ηε γεσκεηξία ηνπ ζρήκαηνο απηνύ πξνθύπηεη όηη νη πξνθαινύκελεο θακππιόηεηεο 

ζην ζηνηρείν, ζηηο δηεπζύλζεηο x  θαη y , αληίζηνηρα, έρνπλ ηελ κνξθή 

 z
x

x








, z
y

y








. (2.11) 

Οη θακππιόηεηεο απηέο ζα ππνηεζεί όηη ζπλδένληαη, γξακκηθά, κε ηηο ηάζεηο από ξνπή 

x  θαη y , κε ηηο ζρέζεηο 

1

4
x x

B
  , 

1

4
y y

B
  , (2.12) 
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όπνπ B  είλαη κία ζηαζεξά ηνπ πιηθνύ, πνπ έρεη δηαζηάζεηο δύλακεο. Οη ζρέζεηο (2.12), 

καδί κε ηηο (2.4), (2.5) θαη (2.10) απνηεινύλ ηηο πέληε θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο ηεο 

επίπεδεο παξακόξθσζεο ζηελ ειαζηηθόηεηα Cosserat. ηηο παξαπάλσ θαηαζηαηηθέο 

ζρέζεηο ππεηζέξρνληαη ηξεηο αλεμάξηεηεο ζηαζεξέο E , v  θαη B , πνπ πεξηγξάθνπλ ηηο 

ειαζηηθέο ηδηόηεηεο ηνπ πιηθνύ. 

2.3 Οι εξιζώζειρ ζςμβιβαζηόηηηαρ  

Από ηηο γεσκεηξηθέο ζπλζήθεο πνπ παξνπζηάζζεθαλ πξνεγνύκελα, πξνθύπηεη όηη νη 

παξακνξθώζεηο x , y , xy , ε ζηξνθή z  θαη νη θακππιόηεηεο x , y  εθθξάδνληαη 

ζε όξνπο ησλ παξαγώγσλ ησλ κεηαηνπίζεσλ u  θαη v . Έηζη, αλ είλαη δεδνκέλεο νη έμη 

απηέο πνζόηεηεο, ν πξνζδηνξηζκόο ησλ δύν ζπλαξηήζεσλ u  θαη v  απαηηεί ηελ 

νινθιήξσζε ησλ ζρεηηθώλ ζρέζεσλ πνπ ζπλδένπλ ηηο πνζόηεηεο απηέο κε ηηο 

παξαγσγίζεηο ησλ κεηαηνπίζεσλ u  θαη v . Πξνθεηκέλνπ ε νινθιήξσζε ησλ ζρέζεσλ 

απηώλ λα εμαζθαιίδεη ηελ ύπαξμε κνλόηηκσλ ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ u  θαη v , ζα πξέπεη 

λα επηβιεζνύλ πεξηνξηζκνί κεηαμύ ησλ παξακνξθώζεσλ, ηεο ζηξνθήο θαη ησλ 

θακππινηήησλ. 

Οη πεξηνξηζκνί απηνί απνηεινύλ ζρέζεηο κεηαμύ ησλ πνζνηήησλ απηώλ θαη είλαη γλσζηά 

σο εμηζώζεηο ζπκβηβαζηόηεηαο. Οη ζρέζεηο απηέο ζα πξνθύςνπλ από ηηο γεσκεηξηθέο 

ζρέζεηο ησλ παξακνξθώζεσλ πνπ δηαηππώζεθαλ παξαπάλσ, κε απαινηθή ησλ 

κεηαηνπίζεσλ u  θαη v , πνπ ππεηζέξρνληαη ζηηο ζρέζεηο απηέο. 

Έηζη, απαινίθνληαο ηηο κεηαηνπίζεηο u  θαη v  από ηηο ηξεηο πξώηεο εμηζώζεηο ηεο ζρέζεο 

(3.3), πξνθύπηεη 

2 22

2 2

y xyx

x yx y

   
 

  
. (2.13) 

Όκνηα από ηηο εμηζώζεηο (2.11), κε απαινηθή ηεο πεξηζηξνθήο z  πξνθύπηεη 

yx

y x

 


 
. (2.14) 
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Δπίζεο, από ηηο εμηζώζεηο (3.3) πξνθύπηνπλ νη ζρέζεηο 

2 2

2

1 1

2 2

xy xz v u

x x y x yx

       
    

      

, (2.15) 

2 2

2

1 1

2 2

y xyz v u

y x y x yy

       
    

      

. (2.16) 

Οη εμηζώζεηο (2.13)-(2.16) απνηεινύλ ηηο ηέζζεξηο ζρέζεηο ζπκβηβαζηόηεηαο ηνπ 

πξνβιήκαηνο ηεο επίπεδεο παξακόξθσζεο ηεο ειαζηηθόηεηαο Cosserat. Αλ νη (2.15) θαη 

(2.16) εηζαρζνύλ ζηηο (2.11), βξίζθεηαη όηη  

1

2

xy x
x

x y

 


 
 

 
, 

1

2

y xy
y

x y

 


 
 

 
. (2.17) 

Δύθνια κπνξεί λα δηαπηζησζεί όηη από ηηο εμηζώζεηο (2.17), άκεζα πξνθύπηεη ε εμίζσζε 

(2.14). Απηό ζεκαίλεη όηη, από ηηο παξαπάλσ ηέζζεξηο εμηζώζεηο ζπκβηβαζηόηεηαο, νη 

ηξεηο κόλν είλαη αλεμάξηεηεο. ηε ζπλέρεηα, νη παξαπάλσ ηέζζεξηο ζρέζεηο 

ζπκβηβαζηόηεηαο ζα γξαθηνύλ ζε όξνπο ησλ ηάζεσλ, ρξεζηκνπνηώληαο ηηο θαηαζηαηηθέο 

εμηζώζεηο πνπ δηαηππώζεθε πξνεγνύκελα. Αληηθαζηζηώληαο ηηο (2.4), (2.5), (2.10) θαη 

(2.12) ζηηο παξαπάλσ ηέζζεξηο εμηζώζεηο ζπκβηβαζηόηεηαο, πξνθύπηνπλ νη ζρέζεηο  

2 22
2

2 2

( )
( )

y xy yxx
x yv

x yy x

  
 

  
    

  
, (2.18) 

yx

y x

 


 
, (2.19) 

2 2( ) 2 [ ( )]x xy yx x x yl l v
x y

     
 

    
 

, (2.20) 

2 22 [ ( )] ( )y y x y xy yxl v l
x y

     
 

    
 

, (2.21) 

όπνπ 
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2 2(1 )v B B
l

E G


  . (2.22) 

Η ζηαζεξά l , πνπ ππεηζέξρεηαη ζηηο παξαπάλσ εμηζώζεηο, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί 

ελαιιαθηηθά αληί ηεο ζηαζεξάο B , γηα λα ραξαθηεξίζεη ηελ κηθξνδνκή ηνπ πιηθνύ. Αλ 

0l   ( 0)B  , ην πιηθό δελ επηδεηθλύεη ηνπηθή θακππιόηεηα θαη ε παξακόξθσζε πνπ 

πεξηγξάθεηαη κε ηελ ειαζηηθόηεηα Cauchy. εκεηώλεηαη όηη, από ηηο εμηζώζεηο 

ζπκβηβαζηόηεηαο (2.18), (2.20) θαη (2.21), κπνξεί λα παξαρζεί, άκεζα, ε εμίζσζε (3.19). 

2.4 Οι ηαζικέρ ζςναπηήζειρ ηος Mindlin 

Η πξώηε από ηηο εμηζώζεηο ηζνξξνπίαο (2.2) ηθαλνπνηείηαη απηόκαηα, αλ εηζαρζεί κία 

ζπλάξηεζε 1( , )x y  κε ηηο ζρέζεηο 

1
x

y








, 1
yx

x





 


. (2.23) 

Η ηθαλνπνίεζε ηεο δεύηεξεο ζπλζήθεο ηζνξξνπίαο ηεο (3.2) επηηπγράλεηαη εηζάγνληαο 

κία δεύηεξε ζπλάξηεζε 2( , )x y  κε ηηο ζρέζεηο 

2
y

x








, 2
xy

y





 


. (2.24) 

Δπίζεο, ε ζπλζήθε (2.19) ηθαλνπνηείηαη, αλ εηζαρζεί κία ηξίηε ζπλάξηεζε ( , )x y  κε ηηο 

ζρέζεηο 

x
x








, y
y








. (2.25) 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο (2.23), (2.24) θαη (2.25) ζηελ (2.1), πξνθύπηεη όηη 

1 2 0
x x y y

 
 

     
      

      
. (2.26) 

Η ζρέζε απηή ηθαλνπνηείηαη, αλ εηζαρζεί κία λέα ζπλάξηεζε   κε ηηο ζρέζεηο  
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 1
x y

 


 
 

 
, 2
y x

 


 
  

 
. (2.27) 

Από ηηο ζρέζεηο απηέο πξνθύπηεη 

1
y x

 


 
 
 

, 2
y x

 


 
 
 

. (2.28) 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο ζηελ (2.22), βξίζθεηαη όηη 

2 2

2x
x yy

 


 
 

 
, 

2 2

2y
x yx

 


 
 

 
, (2.29) 

2 2

2xy
x y y

 


 
  

  
, 

2 2

2yx
x y x

 


 
  

  
, (2.30) 

Οη παξαπάλσ ζρέζεηο, καδί κε ηελ (3.20), εθθξάδνπλ ηηο ζπληζηώζεο ηεο ηάζεο από 

δύλακε θαη ηηο ζπληζηώζεο ηεο ηάζεο από ξνπή ζε όξνπο δύν ζπλαξηήζεσλ   θαη  . Αλ 

0  , νη ηάζεηο από ξνπή εμαθαλίδνληαη, θαη νη εμηζώζεηο (2.29) θαη (2.30) αλάγνληαη 

ζηηο γλσζηέο εθθξάζεηο ησλ ηαζηθώλ ζπλαξηήζεσλ ηνπ Airy ηεο ειαζηηθόηεηαο Cauchy. 

Γηα ηελ εμαγσγή ησλ ζρέζεσλ (2.29) θαη (2.30), ρξεζηκνπνηήζεθαλ νη ηξεηο εμηζώζεηο 

ηζνξξνπίαο πνπ παξέρνληαη από ηηο ζρέζεηο (2.1) θαη (2.2), θαζώο θαη ε εμίζσζε (2.19), 

από ηηο εμηζώζεηο ζπκβηβαζηόηεηαο. Οη δηαθνξηθέο εμηζώζεηο, πνπ πξέπεη λα 

ηθαλνπνηνύληαη από ηηο ηαζηθέο ζπλαξηήζεηο   θαη  , ζα πξνθύςνπλ από ηηο ππόινηπεο 

εμηζώζεηο ζπκβηβαζηόηεηαο. Αληηθαζηζηώληαο ηηο εμηζώζεηο (2.29) θαη (2.30) ζηελ 

εμίζσζε (2.18), πξνθύπηεη 

 4 0  , (2.32) 

όπνπ 4 2 2   . Έηζη, ε ηαζηθή ζπλάξηεζε   ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηελ ίδηα 

δηαθνξηθή εμίζσζε κε απηήλ ηεο ειαζηηθόηεηαο Cosserat. ηε ζπλέρεηα, εηζάγνληαο ηηο 

(2.29), (2.30) ζηηο (2.20) θαη (2.21), απνθηώληαη νη ζρέζεηο 

2 2 2 2( ) 2(1 ) ( )l v l
x y
  

 
     

 
, (2.33) 
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2 2 2 2( ) 2(1 ) ( )l v l
y x
  

 
    

 
. (2.34) 

Από ηηο ζρέζεηο απηέο ζπλάγεηαη όηη νη ζπλαξηήζεηο 2 2l    θαη 2 22(1 ) 0v l     

ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηνύλ ηελ ζπλάξηεζε Laplace. Παξαγσγίδνληαο ηελ (2.33) σο πξνο 

x , θαη ηελ (2.34) σο πξνο y , πξνθύπηεη ε παξαθάησ δηαθνξηθή εμίζσζε πνπ πξέπεη λα 

ηθαλνπνηεί ηε ζπλάξηεζε   

2 2 4 0l     . (2.35) 

Έηζη, ε θαηάζηαζε ηεο επίπεδεο παξακόξθσζεο ηεο ειαζηηθόηεηαο Cosserat, όηαλ ζην 

ζώκα δελ επελεξγνύλ καδηθέο δπλάκεηο από δύλακε θαη ξνπή, πεξηγξάθεηαη, πιήξσο, 

από ηηο ζπλαξηήζεηο   θαη  , πνπ ηθαλνπνηνύλ ηηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο (2.32) θαη 

(2.35) θαη ζπζρεηίδνληαη κε ηηο εμηζώζεηο (2.33) θαη (2.34). 

2.5 Οι εξιζώζειρ ηηρ επίπεδηρ παπαμόπθυζηρ ηηρ ελαζηικόηηηαρ 

Cosserat ζε κςλινδπικέρ ζςνηεηαγμένερ 

Οη ζπληζηώζεο ησλ ηάζεσλ από δύλακε θαη ξνπή, πνπ πξνέθπςαλ παξαπάλσ, σο πξνο ην 

πνιηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ( , )r   (ρήκα 2.3), παίξλνπλ ηελ κνξθή 

 
2 2

2 2 2

1 1 1 1   
   

   
r
r r r rr r

   


 
, (2.36) 

2 2

2 2

1 1  
  

   r rr r


  


 
, (2.37) 

2 2

2 2 2

1 1 1 1
r

r r r rr r


   


  

   
    

    
, (2.38) 

2 2

2 2

1 1
r

r r r r


  


 

  
   

   
, (2.39) 
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r
r


 , (2.40) 

1 


r






. (2.41) 

Οη ζπληζηώζεο κεηαηόπηζεο θαη ε ζηξνθή σο πξνο ην πνιηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

( , )r   έρνπλ ηελ κνξθή: 

1
2 (1 )

   
        

r
x

u v r
r r

 


 
, (2.42) 

21
2 (1 )

   
        

x
u v r

r r r


 



, (2.43) 

( )1 1
2 r
z

ru u

r r r




 
 

 
, (2.44) 

όπνπ   

2
2( )

 
 

rx

r



, 2 0 x . (2.45) 

Οη ζπλζήθεο ζπκβηβαζηόηεηαο (2.33) θαη (2.32), όηαλ κεηαζρεκαηηζηνύλ ζε πνιηθέο 

ζπληεηαγκέλεο, παίξλνπλ ηελ κνξθή: 

2 2 2 21
( ) 2(1 )l v l
r r
  



 
     

 
, (2.46) 

2 2 2 21
( ) 2(1 )l v l

r r
  



 
    

 
, (2.47) 

όπνπ  

2 2
2

2 2 2

1 1

r rr r 

  
   

 
. (2.48) 
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 ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 

ΣΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΣΗ ΚΤΚΛΙΚΗ 

ΑΝΟΜΟΙΟΓΔΝΔΙΑ Δ ΔΛΑΣΙΚΗ ΜΗΣΡΑ ΜΔ 

ΔΛΑΣΗΡΙΑΚΟΤ ΣΤΠΟΤ ΓΙΔΠΙΦΑΝΔΙΑ 

3.1 Γιαηύπυζη ηος πποβλήμαηορ και ζςνοπιακέρ ζςνθήκερ  

Σν ρήκα 3.1 δείρλεη ηελ ζπλεπίπεδε παξακόξθσζε ελόο ειαζηηθνύ ζπζηήκαηνο, πνπ 

απνηειείηαη από κία ειαζηηθή κήηξα πνπ πεηξηέρεη κία θπιηλδξηθή αλνκνηνγέλεηα, 

θπθιηθήο δηαηνκήο R .  

 

σήμα 3.1 Σν ειαζηηθό ζύζηεκα αλνκνηνγέλεηαο-κήηξαο 

 

Η παξακόξθσζε ηνπ ζπζηήκαηνο πεξηγξάθεηαη ζε ζρέζε κε έλα ζηαζεξό θαξηεζηαλό 

ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ( , , )x y z , ηνπ νπνίνπ ν άμνλαο z  ζπκπίπηεη κε ηνλ άμνλα ηεο 
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θπιηλδξηθήο αλνκνηνγέλεηαο. Σν ζύζηεκα θνξηίδεηαη από κία νκνηόκνξθε ηάζε xx , πνπ 

εθαξκόδεηαη ζην απνκαθξπζκέλν ζύλνξν ηεο κήηξαο. Σν ζύζηεκα ζα αλαιπζεί ζηα 

πιαίζηα ηεο ειαζηηθόηεηαο ησλ Cosserat, γηα κία ειαηεξηαθνύ ηύπνπ δηεπηθάλεηα, πνπ 

πξνζνκνηώλεη κία αζζελή ζύλδεζε ησλ δύν πιηθώλ. Η ζπκπεξηθνξά κίαο ηέηνηαο 

δηεπηθάλεηαο, κπνξεί λα πεξηγξαθζεί κε ηηο παξαθάησ ζρέζεηο: 

1 1
( , ) ( , )M I M I

r r rr rr
r r

u R u R
N N

      , 
1 1

( , ) ( , )M I M I
r ru R u R

N N
   

 

      , (3.1) 

1 1
( , ) ( , )M I M I

z z r rR R
N N 

        , (3.2) 

( , ) ( , )I M
rr rrR R    , ( , ) ( , )I M

r rR R     , ( , ) ( , )I M
r rR R    .  (3.3) 

Οη ηξεηο πξώηεο ζρέζεηο απνηεινύλ ηνλ ‘‘θαηαζηαηηθό λόκν’’ ηεο αζζελήο δηεπηθάλεηαο 

ηνπ ζπζηήκαηνο. ηηο ζρέζεηο απηέο νη δηεπηθαλεηαθέο πνζόηεηεο M I
r ru u , M Iu u   

αληηπξνζσπεύνπλ ηελ ειαηεξηαθή επέθηαζε ηνπ δηεπηθαλεηαθνύ ειαηεξίνπ, πνπ 

βξίζθεηαη ζην ειαηεξηαθό ζηνηρείν dS , ελώ νη πνζόηεηεο M
rr dS ( ) I

rrdS , 

M
r dS 3( ) I

r dS  απνηεινύλ ηηο αληίζηνηρεο ειαηεξηαθέο δπλάκεηο. Αληίζηνηρα, ε 

δηεπηθαλεηαθή πνζόηεηα M I
z z   αληηπξνζσπεύεη ηελ πεξηζηξνθή ηνπ ειαηεξίνπ 

ξνπήο πνπ βξίζθεηαη ζην δηεπηθαλεηαθό ζηνηρείν dS , θαη ε πνζόηεηα M
r dS ( ) I

r dS  

αληηπξνζσπεύεη ηελ ξνπή ησλ ειαηεξίσλ. Οη ζπλζήθεο ηζνξξνπίαο ηνπ δηεπηθαλεηαθνύ 

ζηνηρείνπ dS  επηβάιινπλ ηελ ζπλέρεηα ησλ δηεπηθαλεηαθώλ ειθπζηώλ από δύλακε θαη 

ξνπή ησλ δύν πιηθώλ, πνπ πεξηγξάθεηαη από ηηο ππόινηπεο ζρέζεηο (3.3). ηηο παξαπάλσ 

ζρέζεηο θαη ζην εμήο, νη άλσ δείθηεο M  θαη I  ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα δειώλνπλ 

πνζόηεηεο, πνπ ζπλδένληαη κε ηε κήηξα θαη ηελ αλνκνηνγέλεηα ηνπ ειαζηηθνύ 

ζπζηήκαηνο πνπ εμεηάδεηαη. Οη παξάκεηξνη rN , N  θαη N , πνπ ππεηζέξρνληαη ζηηο 

παξαπάλσ ζρέζεηο απνηεινύλ ηηο ειαζηηθέο ζηαζεξέο ησλ δηεπηθαλεηαθώλ ειαηεξίσλ, γηα 

ηα νπνία έρεη ππνηεζεί γξακκηθή ζπκπεξηθνξά. Γηα κεγάιεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ 

απηώλ, δειαδή όηαλ rN , N  θαη N  πξνζεγγίδνπλ ην άπεηξν, ε ζπκπεξηθνξά ηεο 

δηεπηθάλεηαο πξνζεγγίδεη απηή ηεο ηέιεηαο δηεπηθάλεηαο. Αληίζεηα, όηαλ rN , N  θαη N  
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ηείλνπλ ζην κεδέλ , νη παξαπάλσ ζρέζεηο πεξηγξάθνπλ ηνλ πιήξε δηαρσξηζκό ησλ δύν 

κέζσλ. Όηαλ rN  , 0N   θαη 0N  , ε δηεπηθάλεηα πξνζεγγίδεη ηελ 

ζπκπεξηθνξά κίαο νιηζζέλνπζαο δηεπηθάλεηαο. 

3.2 Οι ηαζικέρ ζςναπηήζειρ ηος Mindlin για ηο διθαζικό ελαζηικό 

ζύζηημα  

ην πξνεγνύκελν θεθάιαην, παξνπζηάζηεθε ζπλνπηηθά ε γεληθή ιύζε πνπ έδσζε ν 

Mindlin [16] γηα ην ζπλεπίπεδν πξόβιεκα ηεο ειαζηηθόηεηαο Cosserat ζε θπιηλδξηθέο 

ζπληεηαγκέλεο. ύκθσλα κε ηελ ιύζε απηή, ηα ειαζηηθά πεδία πνπ αλαπηύζζνληαη ζε 

έλα ζπλεπίπεδν πξόβιεκα, πνπ εκπιέθεη θπθιηθά ζύλνξα, κπνξνύλ λα εθθξαζζνύλ ζε 

όξνπο δύν ηαζηθώλ ζπλαξηήζεσλ ( , )r    θαη ( , )r   , πνπ απνηεινύλ ιύζεηο ησλ 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ (2.32) θαη (2.35). Η πξώηε από ηηο εμηζώζεηο απηέο είλαη ε 

γλσζηή δηαξκνληθή εμίζσζε ηεο δηδηάζηαηεο ειαζηηθόηεηαο Cauchy, θαη νη εθθξάζεηο 

ησλ ζπλαξηήζεσλ  , πνπ ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε απηή,  είλαη γλσζηέο σο ζπλαξηήζεηο 

Airy. Η επίιπζε ζπλνξηαθώλ πξνβιεκάησλ ζηα πιαίζηα ηεο ειαζηηθόηεηαο Cauchy κε 

ηελ θαηάιιειε επηινγή ζπλαξηήζεσλ Airy, πνπ λα ηθαλνπνηνύλ ηηο ζπλνξηαθέο 

δηεπηθαλεηαθέο ζπλζήθεο ησλ ζρεηηθώλ πξνβιεκάησλ, έρεη απνηειέζεη κία ηδηαίηεξε 

ηερληθή ζηελ ζεσξία ηεο θιαζζηθήο ειαζηηθόηεηαο. Η δεύηεξε εμίζσζε είλαη κία πην 

ζύλζεηε εμίζσζε από ηελ δηαξκνληθή. Η αλαδήηεζε ιύζεσλ ηεο δηαθνξηθήο απηήο 

εμίζσζεο ζε πξνβιήκαηα κε θπθιηθά ζύλνξα, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ηερληθή ησλ 

ρσξηδόκελσλ κεηαβιεηώλ, νδεγεί ζε εθθξάζεηο ιύζεσλ πνπ εκπιέθνπλ ζπλαξηήζεηο 

Bessel πξώηνπ θαη δεύηεξνπ είδνπο. Δπηπιένλ, νη εμηζώζεηο ζπκβηβαζηόηεηαο κεηαμύ 

θακππινηήησλ θαη παξακνξθώζεσλ επηβάιινπλ ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο εμάξηεζεο 

κεηαμύ ησλ ιύζεσλ   θαη  , πνπ ζα επηιερζνύλ λα αληηπξνζσπεύνπλ ηελ γεληθή ιύζε 

ηνπ ζρεηηθνύ ζπλνξηαθνύ πξνβιήκαηνο. Οη ζπλζήθεο απηέο, ζε πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο 

παξέρνληαη από ηηο ζρέζεηο (2.46) θαη (2.47). Γηα ην ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα πνπ 

κειεηάηαη επηιέγνληαη νη παξαθάησ ηαζηθέο ζπλαξηήζεηο  

2 2 2
1 1 1( ) cos2I A r B C r r    , 2

1 1 2 sin2I

I

r
D r E I

l
 

  
   

  

 (3.4) 
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γηα ηελ αλνκνηνγέλεηα, θαη 

2 2 2
2 22
log cos2

4 4

  
      

 
 

M x x B
r A r r C

r

 
  , 

2
2

2 22
sin2M

M

D r
E K

lr
 

  
   

   

(3.5) 

γηα ηε κήηξα. ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, 2I  θαη 2K  είλαη νη ηξνπνπνηεκέλεο ζπλαξηήζεηο 

Bessel, πξώηνπ θαη δεύηεξνπ ηύπνπ, αληίζηνηρα. ηηο ζρέζεηο απηέο, ηα 1 1 1 1 1, , , ,A B C D E  

θαη 2 2 2 2 2, , , ,A B C D E  είλαη πξαγκαηηθέο ζηαζεξέο πνπ ζα πξνζδηνξηζζνύλ παξαθάησ. Οη 

ζπλαξηήζεηο I , I  θαη M , M  ηθαλνπνηνύλ ηηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο (2.32) θαη 

(2.35), όρη όκσο θαη ηηο ζπλζήθεο (2.46) θαη (2.47). Η απαίηεζε ηθαλνπνίεζεο ησλ 

ηειεπηαίσλ ζπλζεθώλ, νδεγεί ζηηο ζρέζεηο 

2
1 124(1 )I ID v l C  , 2

2 28(1 )M MD v l C  . (3.6) 

ηε ζπλέρεηα, κε βάζε ηηο ηαζηθέο ζπλαξηήζεηο (3.4)-(3.5), πνπ επηιέρζεθαλ ζα 

πξνζδηνξηζζνύλ νη εθθξάζεηο ησλ ειαζηηθώλ πεδίσλ ζηελ κήηξα θαη ζηελ 

αλνκνηνγέλεηα. Υξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (2.36)-(2.45), πξνθύπηνπλ ηα παξαθάησ 

ειαζηηθά πεδία γηα ηελ αλνκνηνγέλεηα 

2
1 1 1 1 1 22

1
2 2 24(1 ) 3 cos2I

r I I I
I I

r r
A B v l C E I I

l lr
  

      
          

      

, (3.7) 

2 2
1 1 1 1 1 22

1
2 2 6 4(1 ) 3 cos2I

I I I
I I

r r
A B r v l C E I I

l lr
  

                   
      

, (3.8) 

2 2
1 1 1 1 22

1
2 6 8(1 ) 6 sin2I

r I I I
I I

r r
B r v l C E I I

l lr
  

                  
      

, (3.9) 

2 2 2
1 1 1 1 22

1
2 6 8(1 ) (6 ) sin2I

r I I I I
I I

r r
B r v l C E I I

l lr
   

                   
      

, (3.10) 

2
1 1 1 2
1

48(1 ) 2 sin2I
r I I I

I I

r r
v l rC E I I

r l l
  

      
        

      

, (3.11) 
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2
1 1 2
1

2 24(1 ) cos2I
I I

I

r
v l rC E I

r l
 

  
    

  

, (3.12) 

1

2 2
1 1 1 2

2 2(1 2 )

1
2 2 12(1 ) cos2

  

              

I
I r I

I I I
I

u v rA

r
B r r v r v l C E I

r l




, (3.13) 

 2 2
1 1

1 1 2

2 2 2 (3 2 ) 24(1 ) sin2

1
2 sin2

I
I I I I

I
I I

u B r r v r v l C

r r
E I I
r l l

 

 

      
 

    
     

    

, (3.14) 

2
1 1 22

1
2 12 (1 ) sin2

2

I
I z I

II

r
r v C E I

ll
  

  
    

   

, (3.15) 

Όκνηα, ηα αληίζηνηρα ειαζηηθά πεδία πνπ απνθηώληαη γηα ηε κήηξα έρνπλ κνξθή 

2

2 2 22 4 2 2 2

2 1 2

1 6 4 12
1 (1 ) cos2

2 2

2 1 3
cos2 ,

    
         

    

    
     

     

M x x
r M

M

M M M

R
A B v C

r r r r

r r
E K K
r l l r l

 
 





 (3.16) 
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2
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2 1 2

1

2

6 48
(1 ) cos 2

2

2 1 3
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R
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r r
E K K
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 (3.17) 

2

2 24 2 2 2

2 1 2

6 2 24
1 (1 ) sin 2

2

1 1 6
sin 2 ,

   
        

    

    
     

     

M x
r M

M

M M M

R
B v C

r r r

r r
E K K
r l l r l




 




 (3.18) 
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2

2 24 2 2 2

1 22

6 2 24
1 (1 ) sin 2

2

21 1
(1 ) (1 2 ) sin 2

   
        

    

      
          
       

M x
r M

M

M
M M

M M M

R
B v C

r r r

lr r
l K l K
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 (3.19) 

2

2 2 1 23 2
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(1 ) 2 sin2M

r M M
M MM

R r r
v C E K K

r l lr
  



      
         

      

, (3.20) 

2

2 2 23 2
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(1 ) cos2M

M
MM

R r
v C E K
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, (3.21) 

2

2

2 2 2 23 2 2

1 1
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2
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(1 ) 1 cos2
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M
M r M x

x
M
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r B v C E K
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 (3.22) 

2

2 23 2 2

2 1 2

2 2 8
2 (1 2 ) (1 ) sin 2

2

1
2 sin 2

   
        

    

    
     

     

M x
M M M

M

M
M M

R
u r B v v C

rr r

r r
E K K
r l l




 


 

 (3.23) 

2 2 22

4 1
2 (1 ) sin2

2

M
M z M

M M

r
v C E K

l lr
  

   
    

  

, (3.24) 

ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο ησλ ειαζηηθώλ πεδίσλ, δελ επεηζέξρνληαη νη ζηαζεξέο 1D  θαη 

2D , επεηδή έρνπλ απαιεηθζεί θάλνληαο ρξήζε ησλ ζρέζεσλ (3.6). Δπηπιένλ, από ηελ 

επηινγή ησλ ηαζηθώλ ζπλαξηήζεσλ, νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ησλ ηάζεσλ ζηελ πεξηνρή 

ηνπ απείξνπ, ηθαλνπνηνύληαη απηόκαηα. Πξάγκαηη, από ηηο  (3.7)-(3.12) θαη (3.16)-(3.21), 

όηαλ r  θαη 0  , πξνθύπηεη r xx  ,  0r   θαη 0r  . 
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3.3 Πποζδιοπιζμόρ ηυν ζηαθεπών πος ςπειζέπσονηαι ζηιρ ηαζικέρ 

ζςναπηήζειρ 

Οη ππνινηπόκελεο νθηώ ζηαζεξέο πνπ ππεηζέξρνληαη, δειαδή νη ζηαζεξέο 1 1 1 1, , ,A B C E  

γηα ηελ αλνκνηνγέλεηα θαη νη 2 2 2 2, , ,A B C E  γηα ηε κήηξα, ζα πξνζδηνξηζζνύλ από ηελ 

απαίηεζε ηθαλνπνίεζεο ησλ δηεπηθαλεηαθώλ ζπλζεθώλ (3.1)-(3.3). Αληηθαζηζηώληαο ηηο 

ζρέζεηο ησλ ειαζηηθώλ πεδίσλ (3.7)-(3.24), ζηηο ζρέζεηο (3.1)-(3.3) από ηελ απαίηεζε νη 

ζρέζεηο απηέο λα ηζρύνπλ γηα θάζε   θαη r , πξνθύπηνπλ νη παξαθάησ νθηώ γξακκηθέο 

εμηζώζεηο γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηζάξηζκνπ αγλώζησλ ζηαζεξώλ: 

1 22

1
2

2



  xA A
R


 (3.25)  

2
1 1 1 1 2 22 4

2 2 1 22 2 2

2 6
2 48(1 ) 3

4 12 2 6
1 (1 )
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I I I
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l lR R
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v C E K K

Rl l lR R







, (3.26) 
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, (3.27) 
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, (3.28) 

1 2
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xI I I I
I M

M M r

v RA A v R
R R Nr N

   

 
, (3.29) 
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, (3.31) 

2
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, (3.32) 

Σν ζύζηεκα απηό είλαη έλα γξακκηθό ζύζηεκα νθηώ εμηζώζεσλ κε άγλσζηεο πνζόηεηεο 

ηηο ζηαζεξέο ησλ ηαζηθώλ ζπλαξηήζεσλ. Η επίιπζε ησλ εμηζώζεσλ απηώλ κπνξεί λα 

γίλεη αξηζκεηηθά γηα ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ησλ ειαζηηθώλ θαη γεσκεηξηθώλ παξακέηξσλ 

ηνπ ζπζηήκαηνο  κήηξαο αλνλνηνγέλεηαο. Σν παξαπάλσ ζύζηεκα εθθξάδεηαη ζηελ 

κεηξσηθή κνξθή Ax B  θαη επηιύεηαη αξηζκεηηθά. Σα κεηξώα A , B  θαη x  νξίδνληαη 

ζην Παξάξηεκα Α.  
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 ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4 

ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΑ ΑΠΟΣΔΛΔΜΑΣΑ 

 

4.1 Ο ζςνηελεζηήρ ζςγκένηπυζηρ ηάζηρ 

ηε ζπλέρεηα, κε βάζε ηα απνηειέζκαηα πνπ απνθηήζεθαλ ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην, 

ζα κειεηεζεί ε επίδξαζε κίαο ειαηεξηαθήο ζύλδεζεο ζηελ ζπγθέληξσζε ηάζεσλ θνληά 

ζηελ δηεπηθάλεηα ηεο θπιηλδξηθήο αλνκνηνγέλεηαο.  

 

σήμα 4.1 Σν ειαζηηθό ζύζηεκα αλνκνηνγέλεηαο-κήηξαο 

 

Γηα ηηο θνξηίζεηο πνπ ζα εμεηαζζνύλ, ν ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεσλ SCF, θνληά 

ζηελ δηεπηθάλεηα ηεο αλνκνηνγέλεηαο, νξίδεηαη σο ν ιόγνο ηεο κέγηζηεο εθαπηνκεληθήο 

ηάζεο από δύλακε max ( , )R   πξνο ηελ εθαξκνζκέλε  εμσηεξηθή ηάζε 
x  , δειαδή 
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max ( , )






x

r R
SCF  


. (4.1) 

Γηα ηελ πεξίπησζε ηεο ηέιεηαο δηεπηθάλεηαο ζην ζύζηεκα, ν πξνζδηνξηζκόο ηνπ 

ζπληειεζηή ζπγθέληξσζεο ησλ ηάζεσλ έρεη γίλεη από ηνλ Weitsman [31] θαη από ηνπο 

Hartranft θαη Sih [32]. Σα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα, πνπ απνθηώληαη ζηελ παξνύζα 

εξγαζία, ζπγθξίλνληαη κε απηά πνπ παξνπζηάδνληαη ζηηο παξαπάλσ αλαθνξέο.  

ηελ ζπλέρεηα, παξνπζηάδνληαη, ζε κνξθή δηαγξακκάησλ, ηα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα 

πνπ απνθηήζεθαλ γηα κνλναμνληθή θόξηηζε ηνπ ζπζηήκαηνο κε ηάζε 
x  ζην άπεηξν 

ζύλνξν ηεο κήηξαο. Αληίζηνηρα απνηειέζκαηα απνθηώληαη γηα δηαμνληθή θόξηηζε θαη γηα 

θαζαξή θάκςε ζην άπεηξν ζύλνξν ηεο κήηξαο, πνπ θαηαρσξνύληαη ζηα Παξάξηεκαηα Β 

θαη Γ, αληίζηνηρα, ηεο παξνύζαο εξγαζίαο. ην Παξάξηεκα Γ θαηαρσξείηαη ην ινγηζκηθό 

πξόγξακκα COSSERAT-INH, πνπ ζπληάρζεθε γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ αξηζκεηηθώλ 

απνηειεζκάησλ. 

Γηα όιεο ηηο θνξηίζεηο πνπ ζεσξνύληαη, αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα εμάγνληαη, μερσξηζηά, 

γηα ηνπο παξαθάησ ζπλδπαζκώλ πιηθώλ ησλ ζπζηήκαηνο κήηξαο/αλνκνηνγέλεηαο: 

 Μήηξα Cosserat/αλνκνηνγέλεηα Cosserat 

 Μήηξα Cosserat/αλνκνηνγέλεηα Cauchy θαη Μήηξα Cauchy/αλνκνηνγέλεηα 

Cosserat 

 Μήηξα Cosserat/αλνκνηνγέλεηα άθακπηε 
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4.2 Μήηπα Cosserat/ανομοιογένεια Cosserat 

Πξώηα εμεηάδεηαη ε πεξίπησζε πνπ 0.5I M  . ηελ πεξίπησζε απηή, ε κέγηζηε 

εθαπηνκεληθή ηάζε   αλαπηύζζεηαη ζηελ κήηξα, ζηε ζέζε r R  θαη 2  .  

 

σήμα 4.2 πληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο SCF = ( 2, )M

xxr R        γηα ηέιεηα 

δηεπηθάλεηα (ζπλερήο θακπύιε) θαη ειαηεξηαθνύ ηύπνπ δηεπηθάλεηα (δηαθεθνκέλε θακπύιε)  

 

ην δηάγξακκα ηνπ ρήκαηνο 4.2 παξνπζηάδεηαη ε κεηαβνιή ηνπ ζπληειεζηή 

ζπγθέληξσζεο ηάζεσλ SCF, γηα όιεο ηηο δπλαηέο ηηκέο ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ κεθώλ Il , 

Ml , πνπ πεξηγξάθνπλ ηε κηθξνδνκή ησλ δύν πιηθώλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Σα αξηζκεηηθά 

απνηειέζκαηα ηνπ δηαγξάκκαηνο απηνύ έρνπλ ππνινγηζζεί γηα ιόγνπο Poisson 1 4Iv   

θαη 1 3Mv  . Οη ζπλερείο θακπύιεο ηνπ δηαγξάκκαηνο αληηζηνηρνύλ ζε ηέιεηα 

δηεπηθάλεηα ηνπ ζπζηήκαηνο (   rN N N  ), ελώ νη δηαθεθνκέλεο θακπύιεο, ζε 



ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΑ ΑΠΟΣΔΛΔΜΑΣΑ 

27 

δηεπηθάλεηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ κε παξακέηξνπο 2.667  r MN N N R   . Οη 

ζπλερείο θακπύιεο ηεο ηέιεηαο δηεπηθάλεηαο ηνπ δηαγξάκκαηνο ηνπ ρήκαηνο 4.2 

ηαπηίδνληαη κε απηέο πνπ έρνπλ απνθηεζεί από ηνλ Weitsman [31] γηα ηηο ίδηεο 

παξακέηξνπο. Από ην δηάγξακκα ηνπ ρήκαηνο 4.2, ζπλάγεηαη όηη, ν ζρεκαηηζκόο κηαο 

δηεπηθάλεηαο ειαηεξηαθνύ ηύπνπ ζην ζύζηεκα απμάλεη πάληα ηνλ ζπληειεζηή 

ζπγθέληξσζεο ηάζεσλ γύξσ από ηελ θπιηλδξηθή αλνκνηνγέλεηα. 

 

 

σήμα 4.3 πληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = ( 2, )I

xxr R        γηα ηέιεηα 

δηεπηθάλεηα (ζπλερήο θακπύιε) θαη ειαηεξηαθνύ ηύπνπ δηεπηθάλεηα (δηαθεθνκέλε θακπύιε).  

 

Όηαλ 2I M   , ε κέγηζηε εθαπηνκεληθή ηάζε   αλαπηύζζεηαη ζηελ αλνκνηνγέλεηα. 

ην ρήκα 4.3 παξνπζηάδνληαη νη ζπληειεζηέο ζπγθέληξσζεο ησλ ηάζεσλ γηα ηελ 

πεξίπησζε απηή ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ίδηεο κε πξνγνύκελα παξακέηξνπο . ηελ 

πεξίπησζε απηή, ηα απνθηώκελα δηαγξάκκαηα δείρλνπλ όηη ε εκθάληζε κίαο ειαηεξηαθήο 

δηεπηθάλεηαο ζην ζύζηεκα κεηώλεη ηνλ ζπληειεζηή ζπγθέληξσζεο ηάζεο ζηελ 

αλνκνηνγέλεηα. 
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4.3 Μήηπα Cosserat/ανομοιογένεια Cauchy και Μήηπα 

Cauchy/ανομοιογένεια Cosserat   

Οηαλ ε κήηξα είλαη από πιηθό Cosserat θαη ε αλνκνηνγέλεηα από πιηθό Cauchy ( 0Il ), ε 

κεηαβνιή ηνπ ζπληειεζηή ζπγθέληξσζεο ησλ ηάζεσλ δείρλεηαη ζηα δηαγξάκκαηα ησλ 

ρεκάησλ 4.4 θαη 4.5, γηα ηελ πεξίπησζε πνπ 0.5I M   , θαη ζην δηάγξακκα ησλ 

ρεκάησλ 4.6 θαη 4.7, γηα ηελ πεξίπησζε πνπ 2I M  . Σα δηαγξάκκαηα απηά 

αληηζηνηρνύλ ζηηο παξαθάησ ηηκέο ησλ παξακέηξσλ 

1 4Iv  , 1 3Mv  ,  

2I M   ,  

2.67  r MN N N R   ,. 

Όπσο ζηνλ ζπλδπαζκό κήηξαο Cosserat/αλνκνηνγέλεηαο Cauchy, ε κέγηζηε 

εθαπηνκεληθή ηάζε εκθαλίδεηαη ζηελ κήηξεα, όηαλ I M  , θαη ζηελ αλνκνηνγέλεηα, 

όηαλ I M  . Σα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα πνπ απνθηήζεθαλ δείρλνπλ όηη νη 

παξάκεηξνη ηεο ειαηεξηαθήο δηεπηθάλεηαο εμαζθνύλ κηα ζεκαληηθή επίδξαζε πάλσ ζηνλ 

ζπληειεζηή ζπγθέληξσζεο ησλ ηάζεσλ. Όπσο ζηελ πξνεγνύκελε πεξίπησζε, γηα 

I M   ν ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ησλ ηάζεσλ κεώλεηαη, όηαλ ε δηεπηθάλεηα ηεο 

αλνκνηνγέλεηαο-κήηξαο ππνβαζκηζηεί ζε κηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ δηεπηθάλεηα,ελώ ην 

αληίζεην ζπκβαίλεη όηαλ I M  .  

Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ε κήηξα είλαη από από πιηθό Cauchy ( 0Ml ) θαη ε 

αλνκνηνγέλεηα από πιηθό Cosserat, ηα αληίζηνηρα απνηειέζκαηα απεηθνλίδηληαη ζηα 

δηαγξάκκαηα 4.8-4.12. 

Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη θαη γηα ηνπο δύν ζπλδπαζκνύο θάζεσλ, ηα απνηειέζκαηα ηεο 

πεξίπησζε   rN N N   δείρλνληαη κε έληνλεο γξακκέο ησλ δηαγξακκάησλ 4.4-

4.7. Οη θακπύιεο απηέο ζπκπίπηνπλ κε απηέο πνπ απαηηήζεθαλ ζηελ αλαθνξέο [31-32] 

γηα ηηο ίδηεο παξακέηξνπο. 
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σήμα 4.4 πληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = ( 2, )M

xxr R        γηα ηέιεηα 

(έληνλε θακπύιε) θαη ειαηεξηαθνύ ηύπνπ (ιεπηή θακπύιε) δηεπηθάλεηα, όηαλ ε κήηξα 

πεξηγξάθεηαη κε ηελ ειαζηηθόηεηα ησλ Cosserat, ελώ ε αλνκνηνγέλεηα κε ηελ ειαζηηθόηεηα ηνπ 

Cauchy. 
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σήμα 4.5 πληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = ( 2, )I

xxr R        γηα ηέιεηα 

(έληνλε θακπύιε) θαη ειαηεξηαθνύ ηύπνπ (ιεπηή θακπύιε) δηεπηθάλεηα, όηαλ ε κήηξα 

πεξηγξάθεηαη κε ηελ ειαζηηθόηεηα ησλ Cosserat, ελώ ε αλνκνηνγέλεηα κε ηελ ειαζηηθόηεηα ηνπ 

Cauchy. 
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σήμα 4.6 πληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = ( 2, )M

xxr R        γηα ηέιεηα 

(έληνλε θακπύιε) θαη ειαηεξηαθνύ ηύπνπ (ιεπηή θακπύιε) δηεπηθάλεηα, όηαλ ε κήηξα 

πεξηγξάθεηαη κε ηελ ειαζηηθόηεηα ηνπ Cauchy, ελώ ε αλνκνηνγέλεηα κε ηελ ειαζηηθόηεηα ησλ 

Cosserat. 
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σήμα 4.7 πληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = ( 2, )I

xxr R        γηα ηέιεηα 

(έληνλε θακπύιε) θαη ειαηεξηαθνύ ηύπνπ (ιεπηή θακπύιε) δηεπηθάλεηα, όηαλ ε κήηξα 

πεξηγξάθεηαη κε ηελ ειαζηηθόηεηα ηνπ Cauchy, ελώ ε αλνκνηνγέλεηα κε ηελ ειαζηηθόηεηα ησλ 

Cosserat. 
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4.4 Μήηπα Cosserat/ανομοιογένεια άκαμπηη  

Σν ρήκα 4.8 δείρλεη ηελ κεηαβνιή ηνπ ζπληειεζηή ζπγθέληξσζεο ησλ ηάζεσλ γηα ηελ 

πεξίπησζε πνπ ην κέηξν δηάηκεζεο ηεο κήηξαο γίλεηαη άπεηξν (απνιύησο άθακπηε 

αλνκνηνγέλεηα), γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ ιόγνπ Poisson ηεο κήηξαο. Σα αξηζκεηηθά 

απνηειέζκαηα αληηζηνηρνύλ ζηηο παξαθάησ παξακέηξνπο: 

111.5 10 I ,  

1 4Iv  , 84 10Ml     

 2.67  r MN N N R   . 

 

 

σήμα 4.8 πληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = ( 2, )M

xxr R        γηα ηέιεηα 

(δηαθεθνκέλε θακπύιε) θαη ειαηεξηαθνύ ηύπνπ (ζπλερήο θακπύιε) δηεπηθάλεηα, όηαλ ην πιηθό 

είλαη άθακπην (rigid). 

 

Η δηαθεθνκέλε θακπύιε αληηζηνηρεί ζηελ πεξίπησζε πνπ ε δηεπηθάλεηα ηνπ ζπζηήκαηνο 

γίλεηαη ηέιεηα ( rN N N    ). Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ ζηελ πεξίπησζε 

απηή ζπκπίπηνπλ κε απηά ηεο αλαθνξάο [31].  
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5 

ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ 

 

ηελ παξνύζα εξγαζία, κηα ππνβαζκηζκέλε ζύλδεζε ησλ επηκέξνπο θάζεσλ, ζε έλα 

θνθθώδεο ζύλζεην πιηθό, πξνζνκνηώλεηαη κε ειαηήξηα δύλακεο θαη ειαηήξηα ξνπήο, 

ακειεηένπ πάρνπο, πνπ είλαη ζπλερώο δηαλεκεκέλα πάλσ ζηελ δηεπηθάλεηα. Η κεραληθή 

ζπκπεξηθνξά ελόο ειαηεξίνπ δύλακεο πεξηγξάθεηαη από κία δηεπηθαλεηαθή αζπλέρεηα 

ησλ κεηαηνπίζεσλ, ηεο νπνίαο νη εθαπηνκεληθέο θαη νη θάζεηεο δηεπηθαλεηαθέο 

ζπληζηώζεο είλαη αλάινγεο ζηηο αληίζηνηρεο ζπληζηώζεο ηνπ δηεπηθαλεηαθνύ ειθπζηή από 

δύλακε. ηελ πξνζνκνίσζε απηή, ν ειθπζηήο από δύλακε είλαη κηα ζπλερήο ζπλάξεζε 

θαηά κήθνο ηεο δηεπηθάλεηαο ησλ θάζεσλ ηνπ ζύλζεηνπ πιηθνύ. Η κεραληθή 

ζπκπεξηθνξά ελόο ειαηεξίνπ ξνπήο πεξηγξάθεηαη από κία  αζπλέρεηα ηεο πεξηζηξνθήο, 

ηεο νπνίαο ε θάζεηε θαη ε εθαπηνκεληθή δηεπηθαλεηαθή ζπληζηώζα είλαη αλάινγεο ησλ 

αληίζηνηρσλ ζπληζησζώλ ηνπ δηεπηθαλεηαθνύ ειθπζηή από ξνπή. Δπίζεο, ν ειθπζηήο από 

ξνπή είλαη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε θαηά κήθνο ηεο δηεπηθάλεηαο. 

Σν παξαπάλσ κνληέιν ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα δηεξεπλεζεί ε επίδξαζε κηαο 

ππνβαζκηζκέλεο δηεπηθάλεηαο ελόο ζπζηήκαηνο κήηξαο-αλνκνηνγέλεηαο πάλσ ζηνλ 

ζπληειεζηή ζπγθέληξσζεο ησλ ηάζεσλ, όηαλ ε κήηξα θαη ε αλνκνηνγέλεηα είλαη από 

πιηθά Cosserat θαη ζην ζύζηεκα επελεξγνύλ απνκαθξπζκέλεο νκνηόκνξθεο ηάζεηο από 

δύλακε. Σα ειαζηηθά πεδία ηνπ ζπζηήκαηνο εμάγνληαη ρξεζηκνπνηώληαο ηαζηθέο 

ζπλαξηήζεηο Mindlin. Αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα απνθηώληαη γηα κηα νκνηόκνξθε 

κνλναμνληθή θόξηηζε, γηα κία νκνηόκνξθε δηαμνληθή θόξηηζε θαη γηα κία θόξηηζε 

θαζαξήο δηάηκεζεο ζην άπεηξν ζύλνξν ηεο κήηξαο. Γηα όιεο απηέο ηηο θνξηίζεηο, 

δηεξεπλήζεθε ε εηδηθή πεξίπησζε πνπ έλα από ηα δύν πιηθά πξνζεγγίδεη ηελ 

ζπκπεξηθνξά πιηθνύ Cauchy. Δπίζεο, δηεξεπλήζεθε θαη ε πεξίπησζε πνπ ε 

αλνκνηνγέλεηα πξνζεγγίδεη ηελ ζπκπεξηθνξά ελόο απνιύησο ζηεξενύ ζώκαηνο. Σα 
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αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα πνπ απνθηώληαη, παξνπζηάδνληαη ζε δηαγξακκαηηθή κνξθή. 

Από ηα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα πνπ απνθηήζεθαλ πξηθύπηνπλ ηα παξαθάησ 

ζπκπεξάζκαηα: 

 Η κέγηζηε εθαπηνκεληθή ηάζε ζηε δηεπηθάλεηα εκθαλίδεηαη ζηε κήηξα, όηαλ ην 

κέηξν δηάηκεζεο ηεο αλνκνηνγέλεηαο είλαη κηθξόηεξν από ην κέηξν ειαζηηθόηεηαο 

ηεο κήηξαο,  θαη ζηελ αλνκνηνγέλεηα ζηελ αληίζεηε πεξίπησζε. 

 Ο ζπληέιεζηεο ζπγθέληξσζεο ησλ ηάζεσλ, γηα όιεο ηηο πεξηπηώζεηο θόξηηζεο, 

πάληα απμάλεη, όηαλ κία ηέιεηα δηεπηθάλεηα ζε έλα  ζύζηεκα αλνκνηνγέλεηαο-

κήηξαο κεηαζρεκαηίδεηαη ζε δηεπηθάλεηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ θαη I M  . Σν 

αληίζεην ζπκβαίλεη όηαλ I M  . 

 Σα ειαζηηθά πεδία εμαξηώληαη από ηα ραξαθηεξηζηηθά κήθε ηεο κηθξνδνκήο ησλ 

δύν θάζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο, θαζώο θαη από ηηο παξακέηξνπο κήθνπο πνπ 

εηζάγνληαη από ηελ ειαηεξηαθή δηεπηθάλεηα.  
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Β: Γιαγπάμμαηα διαξονικήρ θόπηιζηρ  

 

Γηα ηε θόξηηζε απηή, ηα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα πξνθύπηνπλ από ηελ θαηάιιειε 

επαιιειία δύν κνλναμνληθώλ θαηαζηάζεσλ, πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο θνξηίζεηο 

x  θαη 



y
2

3

 
 
 

x  ζην άπεηξν ζύλνξν ηεο κήηξαο, εθαξκόδνληαο ηα απνηειέζκαηα πνπ έρνπλ 

εμαρζεί ζην θεθάιαην 3, γηα ηελ κνλναμνληθή θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο. Η θόξηηζε 

ηνπ ζπζηήκαηνο δείρλεηαη ζηπν ρήκα Β.1.  

 

σήμα Β.1 Γηαμνληθή θόξηηζε θαηά ηνπο άμνλεο x θαη y. 

 

Ο ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεσλ SCF, πνπ δείρλεηαη ζηα ζρεηηθά δηαγξάκκαηα, 

παξέρεηαη από ηε ζρέζε 

max



xx

SCF 


.  (Β.1) 
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Όια ηα δηαγξάκκαηα ηνπ Παξαξηήκαηνο απηνύ έρνπλ ζπληαρζεί γηα ηηο παξαθάησ ηηκέο 

ησλ παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο: 1 4Iv  , 1 3Mv  , 129 10rN N N     . 

 

σήμα Β.2 Μήηξα από πιηθό Cosserat/Αλνκνηνγέλεηα από πιηθό Cosserat θαη 0.5I M  : ν 

ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = 
M

xx   γηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ επηθάλεηα 

(δηαθεθνκέλε θακπύιε) θαη γηα ηέιεηα (πιήξε θακπύιε). 
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σήμα Β.3 Μήηξα από πιηθό Cosserat/Αλνκνηνγέλεηα από πιηθό Cosserat θαη 2I M  : ν 

ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = 
I

xx   γηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ επηθάλεηα 

(δηαθεθνκέλε θακπύιε) θαη γηα ηέιεηα (πιήξε θακπύιε). 
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σήμα Β.4 Μήηξα από πιηθό Cosserat/Αλνκνηνγέλεηα από πιηθό Cauchy θαη 0.5I M  : ν 

ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = 
M

xx   γηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ δηεπηθάλεηα (ιεπηή 

θακπύιε) θαη γηα ηέιεηα δηεπηθάλεηα (έληνλε θακπύιε).  
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σήμα Β.5 Μήηξα από πιηθό Cosserat/Αλνκνηνγέλεηα από πιηθό Cauchy θαη 2I M  : ν 

ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = 
I

xx   γηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ δηεπηθάλεηα (ιεπηή 

θακπύιε) θαη γηα ηέιεηα δηεπηθάλεηα (έληνλε θακπύιε). 
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σήμα Β.6 Μήηξα από πιηθό Cauchy/Αλνκνηνγέλεηα από πιηθό Cosserat θαη 0.5I M  : ν 

ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = 
M

xx   γηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ δηεπηθάλεηα (ιεπηή 

θακπύιε) θαη γηα ηέιεηα δηεπηθάλεηα (εληνλε θακπύιε). 
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σήμα Β.7 Μήηξα από πιηθό Cauchy/Αλνκνηνγέλεηα από πιηθό Cosserat θαη 2I M  : ν 

ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = 
I

xx   γηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ επηθάλεηα (ιεπηή 

θακπύιε) θαη γηα ηέιεηα (έληνλε θακπύιε). 
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σήμα Β.8 Μήηξα από πιηθό Cosserat/Αλνκνηνγέλεηα από άθακπην πιηθό θαη 
110.75 10 M : 

ν ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = 
M

xx   γηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ δηεπηθάλεηα 

(δηαθεθνκέλε θακπύιε) θαη γηα ηέιεηα δηεπηθάλεηα (πιήξε θακπύιε). 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Γ: Γιαγπάμμαηα καθαπήρ κάμτηρ 

(   y x  ) 

 

 

σήμα Γ.1 Σν πξόβιεκα ηεο θαζαξήο θάκςε κε δηαμνληθέο θνξηίζεηο 1   xx yy  . 
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σήμα Γ.2 Μήηξα από πιηθό Cosserat/Αλνκνηνγέλεηα από πιηθό Cosserat θαη 0.5I M  : ν 

ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = 
M

xx   γηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ δηεπηθάλεηα 

(δηαθεθνκκέλε θακπύιε) θαη γηα ηέιεηα δηεπηθάλεηα (πιήξεο θακπύιε). 
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σήμα Γ.3 Μήηξα από πιηθό Cosserat/Αλνκνηνγέλεηα από πιηθό Cosserat θαη 2I M  : ν 

ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = 
I

xx   γηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ δηεπηθάλεηα 

(δηαθεθνκκέλε θακπύιε) θαη γηα ηέιεηα δηεπηθάλεηα (πιήξεο θακπύιε). 
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σήμα Γ.4 Μήηξα από πιηθό Cosserat/Αλνκνηνγέλεηα από πιηθό Cauchy θαη 0.5I M  : ν 

ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = 
M

xx   γηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ δηεπηθάλεηα (ιεπηή 

θακπύιε) θαη γηα ηέιεηα δηεπηθάλεηα (έληνλε θακπύιε). 
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σήμα Γ.5 Μήηξα από πιηθό Cosserat/Αλνκνηνγέλεηα από πιηθό Cauchy θαη 2I M  : ν 

ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = 
I

xx   γηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ δηεπηθάλεηα (ιεπηή 

θακπύιε) θαη γηα ηέιεηα δηεπηθάλεηα (έληνλε θακπύιε). 
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σήμα Γ.6 Μήηξα από πιηθό Cauchy/Αλνκνηνγέλεηα από πιηθό Cosserat θαη 0.5I M  : ν 

ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = 
M

xx   γηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ δηεπηθάλεηα (ιεπηή 

θακπύιε) θαη γηα ηέιεηα δηεπηθάλεηα (έληνλε θακπύιε). 
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σήμα Γ.7 Μήηξα από πιηθό Cauchy/Αλνκνηνγέλεηα από πιηθό Cosserat θαη 2I M  : ν 

ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = 
I

xx   γηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ δηεπηθάλεηα (ιεπηή 

θακπύιε) θαη γηα ηέιεηα δηεπηθάλεηα (έληνλε θακπύιε). 
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σήμα Γ.8 Μήηξα από πιηθό Cosserat/Αλνκνηνγέλεηα από άθακπην πιηθό θαη 
110.75 10 M : 

ν ζπληειεζηήο ζπγθέληξσζεο ηάζεο (SCF) = 
M

xx   γηα ειαηεξηαθνύ ηύπνπ δηεπηθάλεηα 

(δηαθεθνκέλε θακπύιε) θαη γηα ηέιεηα δηεπηθάλεηα (πιήξε θακπύιε). 

 



ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Γ: Σο λογιζμικό ππόγπαμμα COSSERAT-INH 

57 

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Γ: Σο λογιζμικό ππόγπαμμα 

COSSERAT-INH 

ε απηό ην Παξάξηεκα παξνπζηάδεηαη ν θώδηθαο πνπ ζπληάρζεθε γηα ηελ απαίηεζε ησλ 

αξηζκεηηθώλ απνηειεζκάησλ. 

clear all 

close all 

clc 

  

tic 

  

%% Γεδνκέλα 

  

R = 1;                  % αθηίλα θύθινπ [mm] 

r_ = 0.01:0.01:5;         % [mm] 

th = 0:pi/100:2*pi; 

  

  

% ζηαζεξέο αλνκνηνγέλεηαο 

mI = 4*10^11;           % [Pa] 

vI = 0.20; 

l1 = 0.5; 

  

% ζηαζεξέο κήηξαο 

mM = 4*10^11;          % [Pa] 

vM = 0.30; 

l2 = 0.70; 

  

% ζηαζεξέο ειαηεξίσλ 

Nr = 2*10^11;            % [Pa] 

Nth = 1*10^11;           % [Pa] 

Nw = 4*10^11;            % [Pa] 

  

% θόξηηζε 

P = 1;                 % [kN] 

  

%% ππνινγηζκόο βνεζεηηθώλ ζηαζεξώλ 

  

R1 = R/l1; 

R2 = R/l2; 

L1 = R/l1;             % L1 = ι1 

L2 = R/l2;             % L2 = ι2 

  

I1 = besseli(1,L1); 

I2 = besseli(2,L1); 

  

K1 = besselk(1,L2); 

K2 = besselk(2,L2); 
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%% ζπληειεζηέο κεηξώνπ Α 

  

a = 2; 

b = -1 / R^2; 

  

c = - 48 * ( 1-vI ) * l1^2; 

d = - ( 2/R^2 )*( L1*I1-3*I2 ); 

e = 6 / R^4; 

f = 4/R^2 * ( 1 - 12/L2^2*( 1-vM ) ); 

g = - ( 2/( R*l2 ) * K1 + 6/R^2 * K2 ); 

  

h = 6 * ( R^2 + 8/L1^2 * ( 1-vI ) ); 

ii = -1/R^2 * ( L1*I1 - 6*I2 ); 

jj = 2/R^2 * ( 1 - 24/L2^2 * ( 1-vM ) ); 

k = - 1/R * ( L2*K1 + 6/R * K2 ); 

  

l = 48 * ( 1-vI ) * R^3 / L1^2; 

m = 1/R * ( L1*I1 - 2*I2 ); 

n = 16/( R*L2^2 ) * ( 1-vM ); 

o = 1/R * ( L2*K1 + 2*K2 ); 

  

p = 2 * ( 1 - 2*vI ) * R; 

q = 1/R * mI/mM + 2/R^2 * mI/Nr; 

  

r = 2*R; 

s = 4*R^3 * ( vI + 12/L1^2 *( 1-vI ) ); 

t = 2/R * I2; 

u = 2/R^3 * ( mI/mM + 6/R * mI/Nr ); 

v = 4/R * ( (1-vM) * ( 1 - 4/L2^2) * mI/mM + ... 

    2/R * ( 1 - 12/L2^2 * ( 1-vM ) ) * mI/Nr ); 

w = - 2/R * ( 2*mI /(Nr*l2) * K1 + ( mI/mM + 6/R * mI/Nr )*K2 ); 

  

x = -2*R * ( ( 3-2*vI )*R^2 + 24*l1^2 * ( 1-vI ) ); 

y = -1/R * ( L1*I1 - 2*I2 ); 

z = + 2/R^3 * ( mI/mM + 6/R * mI/Nth ); 

aa = 2/R * ( -( ( 1-2*vM ) + 8/L2^2*( 1-vM ) ) * mI/mM +...  

    2/R * ( 1-24/L2^2* ( 1-vM ) )  * mI/Nth ); 

ab = -1/R * ( (L2 * mI/mM + 2/l2 * mI/Nth ) * K1 + ... 

    2 * ( mI/mM + 6/R * mI/Nth ) * K2 ); 

  

ac = - 12 * ( 1-vI ) * R^2 ; 

ad =  - 1/(2*l1^2) * I2; 

ae = 4/R*(1-vM)*( 1/R*mI/mM + 8/L2^2 * mI/Nw ); 

af = ( 2/R*L2*mI/Nw * K1 + ( 1/(2*l2^2)*mI/mM + 4/R*mI/Nw ) * K2 ); 

  

%% επίιπζε ζπζηήκαηνο 

  

A = [a  0   0   0   b   0   0   0   ; 

     

    0   -a  c   d   0   e   f   g   ; 

     

    0   a   h   ii  0   e   jj  k   ; 

     

    0   0   l   m   0   0   n   o   ; 

     

    p   0   0   0   q   0   0   0   ; 

     

    0   r   s   t   0   u   v   w   ; 

     

    0   -r  x   y   0   z   aa  ab  ; 
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    0   0   ac  ad  0   0   ae  af  ]; 

  

B = [P/2; P/2;    -P/2;   0;  ( ( 1/2-vM ) * mI/mM * R - mI/Nr ) * P;  ... 

    - ( mI/mM * R/2 - mI/Nr ) * P;     ( mI/mM * R/2 - mI/Nth ) * P; 0]; 

  

X = A\B; 

  

A1 = X(1,1);    B1 = X(2,1);    C1 = X(3,1);    E1 = X(4,1); 

A2 = X(5,1);    B2 = X(6,1);    C2 = X(7,1);    E2 = X(8,1); 

  

toc 

tic 

%% κεδεληθνί πίλαθεο 

  

ss = length( find( r_<=R ) ); 

  

s_r_I  = zeros( ss, length(th) );   s_th_I = zeros( ss, length(th) ); 

s_rth_I = zeros( ss, length(th) );  s_thr_I =  zeros( ss, length(th) ); 

m_r_I = zeros( ss, length(th) );    m_th_I =  zeros( ss, length(th) ); 

u_r_I = zeros( ss, length(th) );    u_th_I =  zeros( ss, length(th) ); 

w_z_I = zeros( ss, length(th) ); 

  

s_r_M = zeros( ( length(r_)-ss+1 ), length(th) );   s_th_M = zeros( ( length(r_)-ss+1 ), length(th) ); 

s_rth_M = zeros( ( length(r_)-ss+1 ), length(th) ); s_thr_M = zeros( ( length(r_)-ss+1 ), length(th) ); 

m_r_M = zeros( ( length(r_)-ss+1), length(th));     m_th_M =  zeros ( length(r_)-ss+1, length(th) ); 

u_r_M = zeros( ( length(r_)-ss+1), length(th) );    u_th_M =  zeros( length(r_)-ss+1, length(th) ); 

w_z_M = zeros( ( length(r_)-ss+1), length(th) ); 

  

%% Τπνινγηζκόο Σάζεσλ 

  

I_1 = besseli(1,r_/l1); 

I_2 = besseli(2,r_/l1); 

K_1 = besselk(1,r_/l2); 

K_2 = besselk(2,r_/l2); 

  

for t = 1:length(th) 

    for rr = 1:length(r_) 

         

        if r_(rr) < R            %%%%%% αλνκνηνγέλεηα %%%%% 

             

            %  taseis  %% 

            s_r_I(rr,t) = 2*A1 - 2*( B1 + 24*( 1-vI )*l1^2*C1 + ... 

                1/r_(rr)^2*E1 * ( L1*I_1(rr) - 3*I_2(rr) ) ) * cos( 2*th(t) ); 

             

            s_th_I(rr,t) = 2*A1 + ... 

                2*( B1 + 6*C1*( r_(rr)^2 + 4*( 1-vI )*l1^2 ) + ... 

                1/r_(rr)^2*E1*( L1*I_1(rr) - 3*I_2(rr) ) ) * cos( 2*th(t) ); 

             

            s_rth_I(rr,t) = ( 2*B1 + 6*( r_(rr)^2 + 8*( 1-vI )*l1^2 )*C1 -... 

                1/r_(rr)^2*E1*( L1*I_1(rr) - 6*I_2(rr) ) ) * sin( 2*th(t) ); 

  

            % κεηαηνπίζεηο %% 

            u_r_I(rr,t)  =  -1/(2*mI)*( -2*(1-2*vI)*r_(rr)*A1 +... 

                2*( B1*r_(rr) + 2*r_(rr)*( vI*r_(rr)^2 + 12*(1-vI)*l1^2 )*C1 +... 

                1/r_(rr)*E1*I_2(rr) )*cos( 2*th(t) ) ); 

  

            u_th_I(rr,t)  = -1/(2*mI)*( -2*B1*r_(rr) - ... 

                2*r_(rr)*( (3-2*vI)*r_(rr)^2 + 24*(1-vI)*l1^2 )*C1 - ... 

                1/r_(rr)*E1*( L1*I_1(rr)-2*I_2(rr) ) )*sin(2*th(t)); 
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            m_r_I(rr,t)  = ( 48*(1-vI)*l1^2*r_(rr)*C1 + ... 

                1/r_(rr)*( L1*I_1(rr)-2*I_2(rr) )*E1 )*sin(2*th(t)); 

             

            w_z_I(rr,t)  = 1/(2*mI)*( 12*r_(rr)^2*(1-vI)*C1 + ... 

                1/(2*l1^2)*I_2(rr)*E1 )*sin(2*th(t)); 

  

        elseif r_(rr) == R            %%%%%% δηεπηθάλεηα %%%%% 

             

            %  taseis  %% 

            s_r_I(rr,t) = 2*A1 - 2*( B1 + 24*( 1-vI )*l1^2*C1 + ... 

                1/r_(rr)^2*E1 * ( L1*I_1(rr) - 3*I_2(rr) ) ) * cos( 2*th(t) ); 

             

            s_th_I(rr,t) = 2*A1 + ... 

                2*( B1 + 6*C1*( r_(rr)^2 + 4*( 1-vI )*l1^2 ) + ... 

                1/r_(rr)^2*E1*( L1*I_1(rr) - 3*I_2(rr) ) ) * cos( 2*th(t) ); 

             

            s_rth_I(rr,t) = ( 2*B1 + 6*( r_(rr)^2 + 8*( 1-vI )*l1^2 )*C1 -... 

                1/r_(rr)^2*E1*( L1*I_1(rr) - 6*I_2(rr) ) ) * sin( 2*th(t) ); 

  

            % κεηαηνπίζεηο %% 

            u_r_I(rr,t)  =  -1/(2*mI)*( -2*(1-2*vI)*r_(rr)*A1 +... 

                2*( B1*r_(rr) + 2*r_(rr)*( vI*r_(rr)^2 + 12*(1-vI)*l1^2 )*C1 +... 

                1/r_(rr)*E1*I_2(rr) )*cos( 2*th(t) ) ); 

  

            u_th_I(rr,t)  = -1/(2*mI)*( -2*B1*r_(rr) - ... 

                2*r_(rr)*( (3-2*vI)*r_(rr)^2 + 24*(1-vI)*l1^2 )*C1 - ... 

                1/r_(rr)*E1*( L1*I_1(rr)-2*I_2(rr) ) )*sin(2*th(t)); 

  

            m_r_I(rr,t)  = ( 48*(1-vI)*l1^2*r_(rr)*C1 + ... 

                1/r_(rr)*( L1*I_1(rr)-2*I_2(rr) )*E1 )*sin(2*th(t)); 

             

            w_z_I(rr,t)  = 1/(2*mI)*( 12*r_(rr)^2*(1-vI)*C1 + ... 

                1/(2*l1^2)*I_2(rr)*E1 )*sin(2*th(t)); 

  

            N = rr; 

             

            %%%%%% κήηξα %%%%% 

  

            s_r_M(rr-N+1,t)  = P/2 + 1/r_(rr)^2*A2 + ... 

                ( P/2 - 6/r_(rr)^4*B2 - 4/r_(rr)^2*( 1 - 12/r_(rr)^2*( 1-vM )*R^2/L2^2 )*C2 + ... 

                2/r_(rr) * ( 1/l2*K_1(rr) + 3/r_(rr)*K_2(rr) )*E2 ) * cos( 2*th(t) ); 

             

            s_th_M(rr-N+1,t) = P/2 - 1/r_(rr)^2*A2 + ... 

                ( -P/2 + 6/r_(rr)^4*B2 - ... 

                48/r_(rr)^4*( 1-vM )*R^2/L2^2*C2 - ... 

                2/r_(rr)*( 1/l2*K_1(rr) + 3/r_(rr)*K_2(rr) )*E2 ) * cos( 2*th(t) ); 

  

            s_rth_M(rr-N+1,t)  = ( -P/2 - 6/r_(rr)^4*B2 - ... 

                2/r_(rr)^2*( 1-24/r_(rr)^2*(1-vM)*R^2/L2^2 )*C2 + ... 

                1/r_(rr)*(1/l2*K_1(rr)+6/r_(rr)*K_2(rr) )*E2 )*sin(2*th(t)); 

  

            % κεηαηνπίζεηο 

            u_r_M(rr-N+1,t)  =  -1/(2*mM)*( -( 1/2-vM )*r_(rr)*P + ... 

                1/r_(rr)*A2 + ( -P/2*r_(rr) - 2/r_(rr)^3*B2 - ... 

                4/r_(rr)*( 1-vM )*( 1 - 4/r_(rr)^2*R^2/L2^2 )*C2 + ... 

                2/r_(rr)*K_2(rr)*E2 ) *cos( 2*th(t) ) ); 

  

            u_th_M(rr-N+1,t)  =  -1/(2*mM)*( P/2*r_(rr) - 2/r_(rr)^3*B2 + ... 

                2/r_(rr) * ( (1-2*vM) + 8/r_(rr)^2*(1-vM)*R^2/L2^2 )*C2 + ... 
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                1/r_(rr)*( L2*K_1(rr) + 2*K_2(rr) )*E2 )*sin(2*th(t));                  

  

            m_r_M(rr-N+1,t)  = ( -16/r_(rr)^3*(1-vM)*R^2/L2^2*C2 - ... 

                1/r_(rr)*( L2*K_1(rr) + 2*K_2(rr) )*E2 )*sin(2*th(t)); 

  

            w_z_M(rr-N+1,t)  =  1/(2*mM)*( 4/r_(rr)^2*(1-vM)*C2 +... 

                1/(2*l2^2)*K_2(rr)*E2 )*sin( 2*th(t) ); 

             

       else            %%%%%% κήηξα %%%%% 

            % ηάζεηο % 

            s_r_M(rr-N+1,t)  = P/2 + 1/r_(rr)^2*A2 + ... 

                ( P/2 - 6/r_(rr)^4*B2 - 4/r_(rr)^2*( 1 - 12/r_(rr)^2*( 1-vM )*R^2/L2^2 )*C2 + ... 

                2/r_(rr) * ( 1/l2*K_1(rr) + 3/r_(rr)*K_2(rr) )*E2 ) * cos( 2*th(t) ); 

             

            s_th_M(rr-N+1,t) = P/2 - 1/r_(rr)^2*A2 + ... 

                ( -P/2 + 6/r_(rr)^4*B2 - ... 

                48/r_(rr)^4*( 1-vM )*R^2/L2^2*C2 - ... 

                2/r_(rr)*( 1/l2*K_1(rr) + 3/r_(rr)*K_2(rr) )*E2 ) * cos( 2*th(t) ); 

  

            s_rth_M(rr-N+1,t)  = ( -P/2 - 6/r_(rr)^4*B2 - ... 

                2/r_(rr)^2*( 1-24/r_(rr)^2*(1-vM)*R^2/L2^2 )*C2 + ... 

                1/r_(rr)*(1/l2*K_1(rr)+6/r_(rr)*K_2(rr) )*E2 )*sin(2*th(t)); 

  

            % κεηαηνπίζεηο 

            u_r_M(rr-N+1,t)  =  -1/(2*mM)*( -( 1/2-vM )*r_(rr)*P + ... 

                1/r_(rr)*A2 + ( -P/2*r_(rr) - 2/r_(rr)^3*B2 - ... 

                4/r_(rr)*( 1-vM )*( 1 - 4/r_(rr)^2*R^2/L2^2 )*C2 + ... 

                2/r_(rr)*K_2(rr)*E2 ) *cos( 2*th(t) ) ); 

  

            u_th_M(rr-N+1,t)  =  -1/(2*mM)*( P/2*r_(rr) - 2/r_(rr)^3*B2 + ... 

                2/r_(rr) * ( (1-2*vM) + 8/r_(rr)^2*(1-vM)*R^2/L2^2 )*C2 + ... 

                1/r_(rr)*( L2*K_1(rr) + 2*K_2(rr) )*E2 )*sin(2*th(t));                  

  

            m_r_M(rr-N+1,t)  = ( -16/r_(rr)^3*(1-vM)*R^2/L2^2*C2 - ... 

                1/r_(rr)*( L2*K_1(rr) + 2*K_2(rr) )*E2)*sin(2*th(t)); 

  

            w_z_M(rr-N+1,t)  =  1/(2*mM)*( 4/r_(rr)^2*(1-vM)*C2 +... 

                1/(2*l2^2)*K_2(rr)*E2 )*sin( 2*th(t) );             

        end 

    end     

end 

  

%% ηαζηθά πεδία 

% s_th( 1:N, : ) = s_th_I; 

% s_th( (N+1):(length(r_)), : ) = s_th_M( 2:end,: ) ; 

  

% s_rth( 1:N, : ) = s_rth_I; 

% s_rth( (N+1):(length(r_)), : ) = s_rth_M( 2:end,: ) ; 

  

%% plot 

z = r_.'*exp( 1i*th ); 

  

%% πεδίν ησλ ζζ ( 1ε κνξθή ) 

a = 1000; b = 500;      % window size: a=>width, b=>height 

figure('position',[(1280-a)/2 (768-b)/2 a b],'paperpositionmode','auto', 'color','white','InvertHardcopy','off');  

  

  %% κεηαβνιή ηεο ζζ θαηά κήθνο ηνπ r θαη ζ=0  

  

 TT = find( th == pi/2 ); 
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plot( r_(1:N), u_th_I(:,50)*Nw, 'linewidth',2 ) 

hold on 

plot( r_( N:end ), u_th_M(:,50)*Nw, 'r', 'linewidth',2 ) 

plot( r_(1:N), s_rth_I(:,50), 'g','linewidth',2 ) 

plot( r_( N:end ), s_rth_M(:,50), 'y', 'linewidth',2 ) 

grid on 

xlabel( '\it R','FontSize', 12, 'FontName', 'Times New Roman' ) 

  

% ylim([ -10 10 ]) 

  

%% έιεγρνο ζηε δηεπηθάλεηα  

figure 

  

plot( th, ( u_r_M(1,:) - u_r_I(end,:) )*Nr, 'rs', 'linewidth',2 ) 

hold on 

% plot( th, ( u_r_I(end,:) )*Nr, 'b', 'linewidth',2 ) 

plot( th, s_r_M(1,:), 'cx', 'linewidth',2 ) 

% plot( th, s_r_I(end,:), 'm', 'linewidth',2 ) 

grid on 

xlabel( '\it R','FontSize', 12, 'FontName', 'Times New Roman' ) 

xlim([ 0 2*pi ]) 

title('\Delta \it u_{\rho}') 

  

%% έιεγρνο ζηε δηεπηθάλεηα  

figure 

  

plot( th, ( u_th_M(1,:) - u_th_I(end,:) )*Nth, 'rs', 'linewidth',2 ) 

hold on 

plot( th, s_rth_M(1,:), 'gx', 'linewidth',2 ) 

grid on 

xlabel( '\it R','FontSize', 12, 'FontName', 'Times New Roman' ) 

xlim([ 0 2*pi ]) 

  

title('\Delta u_{\theta}') 

%% έιεγρνο ζηε δηεπηθάλεηα  

figure 

  

plot( th, ( w_z_M(1,:) - w_z_I(end,:) )*Nw, 'rs', 'linewidth',2 ) 

hold on 

plot( th, m_r_M(1,:), 'mx', 'linewidth',2 ) 

grid on 

xlabel( '\it R','FontSize', 12, 'FontName', 'Times New Roman' ) 

xlim([ 0 2*pi ]) 

  

title('\Delta \it\omega_{z}') 

%% έιεγρνο ζηε δηεπηθάλεηα  

figure 

  

plot( th, s_r_I(end,:), 'rs', 'linewidth',2 ) 

hold on 

plot( th, s_r_M(1,:), 'gx', 'linewidth',2 ) 

grid on 

xlabel( '\it R','FontSize', 12, 'FontName', 'Times New Roman' ) 

xlim([ 0 2*pi ]) 

title('\it\sigma_{\rho}') 

%% έιεγρνο ζηε δηεπηθάλεηα  

figure 

  

plot( th, s_rth_I(end,:), 'rs', 'linewidth',2 ) 

hold on 
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plot( th, s_rth_M(1,:), 'gx', 'linewidth',2 ) 

grid on 

xlabel( '\it R','FontSize', 12, 'FontName', 'Times New Roman' ) 

xlim([ 0 2*pi ]) 

title('\it\sigma_{\rho\theta}') 

%% έιεγρνο ζηε δηεπηθάλεηα  

figure 

  

plot( th, m_r_I(end,:), 'rs', 'linewidth',2 ) 

hold on 

plot( th, m_r_M(1,:), 'gx', 'linewidth',2 ) 

grid on 

xlabel( '\it R','FontSize', 12, 'FontName', 'Times New Roman' ) 

xlim([ 0 2*pi ]) 

title('\it\mu_{\rho}') 

toc 

 

  


