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Πρόλογος 
 
 
 
 
 

Η  διπλωµατική  εργασία  µε  τίτλο  «Το  Πρόβληµα  της  Επιλογής  
του  Συλλέκτη»  εκπονήθηκε  κατά  τη  διάρκεια  του  δέκατου  εξαµήνου  
της  Σχολής  Εφαρµοσµένων  Μαθηµατικών  και  Φυσικών  Επιστηµών  του  
Εθνικού  Μετσόβιου  Πολυτεχνείου. 

Το  πρόβληµα  της  επιλογής  του  συλλέκτη  στην  πιο  απλή  του  µορ-
φή  έχει  εµφανιστεί  στο  κλασσικό  σύγγραµµα  του  Feller  [8]  και  έχει  ελ-
κύσει  την  προσοχή  διαφόρων  ερευνητών  λόγω  του  πλήθους  των  εφαρ-
µογών  του  σε  πολλές  περιοχές  της  επιστήµης  (επιστήµη  υπολογιστών – 
αλγόριθµοι,  µαθηµατικός  προγραµµατισµός,  βελτιστοποίηση,  διαδικασίες  
µάθησης,  µηχανική,  οικολογία  και  γλωσσολογία). 

Στο  πρώτο  κεφάλαιο  παρουσιάζονται  διάφορα  µοντέλα  κατανοµής  
πιθανότητας  για  διακριτές  ή  συνεχείς  τυχαίες  µεταβλητές  και  δίνονται  οι  
ορισµοί  των  ασυµπτωτικών  σχέσεων. Επίσης  περιγράφεται  αναλυτικά  η   
ανέλιξη  Poisson,  αποδεικνύεται  η  φόρµουλα  αθροίσµατος  Euler – 
Maclaurin  και  αναφέρεται  ο  τρόπος  µε  τον  οποίο  προκύπτει  η  σταθερά  
Euler. 

Στις  πρώτες  ενότητες  του  δευτέρου  κεφαλαίου  παρουσιάζεται  το  
πρόβληµα  της  επιλογής  του  συλλέκτη  από  τη  σκοπιά  των  ανελίξεων  
Poisson  και  υπολογίζονται  τα  ασυµπτωτικά  αναπτύγµατα  των  ροπών  
πρώτης  και  δεύτερης  τάξης  στην  περίπτωση  των  ίσων  πιθανοτήτων. 
Στην  τελευταία  ενότητα  αναλύεται  το  πρόβληµα  µε  τη  χρησιµοποίηση  
κατάλληλων  οριακών  θεωρηµάτων  για  την  εξαγωγή  των  αποτελεσµάτων. 

Στο  παράρτηµα  περιλαµβάνονται  διάφορες  αποδείξεις  που  παραλή-
φθηκαν  από  το  κυρίως  κείµενο  για  να  µη  διασπαστεί  η  ροή  και  η  συ-
νοχή  του. 

Στο  σηµείο  αυτό  θα  ήθελα  να  εκφράσω  τις  ευχαριστίες  µου  προς  
τον  καθηγητή  και  επιβλέποντα  την  παρούσα  διπλωµατική  εργασία,  κ.κ.  
Βασίλειο  Παπανικολάου,  για  την  αµέριστη  βοήθεια  που  µου  προσέφερε  
και  για  τις  εποικοδοµητικές  παρατηρήσεις  του  καθ’ όλη  τη  διάρκεια  της  
επεξεργασίας  των  διαφόρων  ενοτήτων. Η  ευρεία  γνώση  του  επί  της  Θε-
ωρίας  Πιθανοτήτων  συνέβαλε  στην  υπέρβαση  όσων  δυσχερειών  ανέκυ-
ψαν. Ο  επαγγελµατισµός  του  αποτελεί  πρότυπο  για  τη  µελλοντική  µου  
πορεία. 

Επίσης  εκφράζονται  ιδιαίτερες  ευχαριστίες  στα  άλλα  δύο  µέλη  της  
εξεταστικής  επιτροπής,  καθηγητές  κ.κ.  Ιωάννη  Σπηλιώτη  και  κ.κ.  Χρυ-
σηίδα  Καρώνη,  για  το  χρόνο  που  αφιέρωσαν  στη  µελέτη  της  εργασίας  
στην  τελική  της  µορφή. 



Τέλος,  θα  ήθελα  να  εκφράσω  τις  θερµές  µου  ευχαριστίες  προς  
τους  γονείς  µου  για  την  ακλόνητη  στήριξη  που  µου  προσέφεραν,  την  
υποµονή  και  τη  συµπαράστασή  τους  στις  δύσκολες  στιγµές. 
 
 
 
Αθήνα,  Φεβρουάριος  2013                                          Ευάγγελος  Κ.  Γκόλιας 
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Εισαγωγή 

 
 
 
 
1.1.  Γεωµετρική  Κατανοµή 
 

Ας  υποθέσουµε  ότι  εκτελούµε  ανεξάρτητες  δοκιµές  µέχρι  να  έχου-
µε  την  πρώτη  επιτυχηµένη. Η  πιθανότητα  µία  δοκιµή  να  είναι  επιτυχη-
µένη  είναι  p. Αν  συµβολίσουµε  µε  Χ  τον  αριθµό  των  δοκιµών  που  α-
παιτούνται  µέχρι  να  έχουµε  την  πρώτη  επιτυχηµένη,  τότε  λέµε  ότι  η  Χ  
ακολουθεί  τη  Γεωµετρική  κατανοµή  µε  παράµετρο  p. Η  συνάρτηση  µά-
ζας  πιθανότητας  δίνεται  από  την  εξίσωση 
 

                               { } ( ) pp1  n  X P  p 1  n
n

−−=== ,     n = 1,2, …            (1.1) 
 
Η  εξίσωση  αυτή  προκύπτει  από  το  γεγονός  ότι  για  να  είναι  η  Χ  ίση  
µε  n,  είναι  απαραίτητο  οι  πρώτες  n – 1  δοκιµές  να  είναι  αποτυχηµένες  
και  η  n – οστή  δοκιµή  επιτυχηµένη. 

Για  να  ελέγξουµε  ότι  η  pn  είναι  συνάρτηση  µάζας  πιθανότητας  
κάνουµε  τον  υπολογισµό 
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Από  την  εξίσωση  (1.1)  έχουµε 
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Συνεπώς, 
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1.2.  Γάµµα  Κατανοµή 
 

Μία  συνεχής  τυχαία  µεταβλητή  ακολουθεί  την  κατανοµή  Γάµµα  
όταν  η  συνάρτηση  πυκνότητας  πιθανότητας  είναι  η 
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για  λ > 0  και  α > 0. Οι  παράµετροι  της  κατανοµής  Γάµµα  είναι  οι  αριθ-
µοί  α, λ. 

Η  ποσότητα  Γ(●)  είναι  η  συνάρτηση  Γάµµα  η  οποία  ορίζεται  από  
τη  σχέση 
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1.3.  Εκθετική  Κατανοµή 
 

Μία  συνεχής  τυχαία  µεταβλητή  Χ  ακολουθεί  την  Εκθετική  κατα-
νοµή  µε  παράµετρο  λ,  λ > 0,  αν  η  συνάρτηση  πυκνότητας  πιθανότητας  
δίνεται  από  τη  σχέση 
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ή,  ισοδύναµα,  αν  η  συνάρτηση  κατανοµής  πιθανότητας  δίνεται  από  τη  
σχέση 
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Για  τη  µέση  τιµή  της  Εκθετικής  κατανοµής,  Ε [Χ],  έχουµε 
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Η  χαρακτηριστική  συνάρτηση  φ(t)  της  Εκθετικής  κατανοµής  είναι 
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Όλες  οι  ροπές  της  Χ  µπορούν  να  υπολογιστούν  παραγωγίζοντας  την  ε-
ξίσωση  (1.2). Για  παράδειγµα, 
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Συνεπώς, 
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1.3.1.  Ιδιότητες  της  Εκθετικής  Κατανοµής 
 

Μία  τυχαία  µεταβλητή  Χ  έχει  την  ιδιότητα  της  «απώλειας  µνή-
µης»  αν 
 

{ } { } 0ts,      sX  P   tΧ | tsΧ  P ≥∀>=>+>               (1.3) 
 
Ισοδύναµα  µπορούµε  να  γράψουµε 
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{ } { } { }tΧ P sΧ PtsΧ P >>=+>                                (1.4) 
 
Επειδή  η  εξίσωση  (1.4)  ικανοποιείται  όταν  η  Χ  είναι  εκθετικά  κατανε-
µηµένη  ( )( )tλ sλ t  sλ eee −−+− = ,  έπεται  ότι  οι  τυχαίες  µεταβλητές  που  ακο-
λουθούν  Εκθετική  κατανοµή  έχουν  την  ιδιότητα  της  «απώλειας  µνή-
µης». 



Ας  υποθέσουµε  ότι  οι  τυχαίες  µεταβλητές  Χ1, … ,Χn  είναι  ανεξάρ-
τητες  και  όµοια  κατανεµηµένες  και  ακολουθούν  Εκθετική  κατανοµή  µε  
µέση  τιµή  

λ
1 . Θα  δείξουµε  ότι  η  τυχαία  µεταβλητή  Χ1+ … +Χn  ακολου-

θεί  τη  Γάµµα  κατανοµή  µε  παραµέτρους  n  και  λ,  χρησιµοποιώντας  τη  
µέθοδο  της  µαθηµατικής  επαγωγής. 

Για  n = 1  η  τυχαία  µεταβλητή  Χ1  ακολουθεί  τη  Γάµµα  κατανοµή  
µε  παραµέτρους  1  και  λ. Υποθέτουµε  ότι  η  Χ1+ … +Χn – 1  έχει  συνάρτη-
ση  πυκνότητας  πιθανότητας  η  οποία  δίδεται  από  τη  σχέση 
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Θα  δείξουµε  ότι  η  Χ1+ … +Χn  έχει  συνάρτηση  πυκνότητας  πιθανότητας  
την 
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Πράγµατι  έχουµε  ότι 
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Θέτουµε 
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Κατά  συνέπεια, 
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1.4.  Poisson  Κατανοµή 
 

Η  τυχαία  µεταβλητή  Χ,  που  παίρνει  µία  από  τις  τιµές  0,1,2, … ,  
ακολουθεί  Poisson  κατανοµή  µε  παράµετρο  λ,  αν  για  λ > 0, 
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Η  παραπάνω  εξίσωση  αποτελεί  πράγµατι  συνάρτηση  µάζας  πιθανότητας  
αφού 
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Χρησιµοποιώντας  τη  συνάρτηση  µάζας  πιθανότητας  παίρνουµε 
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Η  χαρακτηριστική  συνάρτηση  φ(t)  της  Poisson  κατανοµής  είναι 
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Παραγωγίζοντας  έχουµε 
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Οπότε 
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Συνεπώς, 
 

[ ] [ ] [ ]{ } λΧ ΕΧ ΕΧ V 22 =−=  
 
Βλέπουµε  λοιπόν  ότι  τόσο  η  µέση  τιµή  όσο  και  η  διασπορά  της  τυχαί-
ας  µεταβλητής,  που  ακολουθεί  Poisson  κατανοµή  µε  παράµετρο  λ,  είναι  
ίσες  µε  λ. 
 
 
1.5.  Ασυµπτωτικές  Σχέσεις 
 

Στην  ενότητα  αυτή  θα  εξετάσουµε  τις  έννοιες  τριών  συµβόλων  
που  θα  χρησιµοποιήσουµε  στο  υπόλοιπο  τµήµα  της  εργασίας. 
 
 
1.5.1.  Ασυµπτωτική  Ισοδυναµία 
 
Όταν  γράφουµε 
 
                                                     f(x) ~ g(x),     x → x0 
 
το  οποίο  διαβάζεται  ˝η  f(x)  είναι  ασυµπτωτικά  ισοδύναµη  στη  g(x)  κα-
θώς  το  x  τείνει  στο  x0˝,  εννοούµε  ότι  το  σχετικό  σφάλµα  µεταξύ  της  f  
και  της  g  π̋ηγαίνει˝  στο  µηδέν  καθώς  το  x → x0. ∆ηλαδή 
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Ισοδύναµα  έχουµε  ότι 
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Παρατηρούµε  ότι  αν  f(x) ~ g(x)  (x → x0)  τότε  και  g(x) ~ f(x)  (x → x0). 
 
 
1.5.2.  «Μεγάλο  ο» 
 

Ένα  άλλο  σύµβολο  το  οποίο  θα  χρησιµοποιήσουµε  παρακάτω  εί-
ναι  το  'Ο'. Ορίζουµε 
 
                                                   f(x) = O[g(x)],     x → x0 
 
και  διαβάζουµε  ˝η  f(x)  είναι  το  πολύ  τάξης  g(x)  καθώς  το  x → x0˝  ή  
˝η  f(x)  είναι  'Ο'  της  g(x)  καθώς  το  x → x0˝  αν  το  πηλίκο  ( )

( )xg
xf   είναι  

φραγµένο  για  x  κ̋οντά˝  στο  x0. ∆ηλαδή 
 

( )
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Μ 
xg

xf
 <  

 
για  µία  σταθερά  Μ  αν  το  x  είναι  αρκετά  ˝κοντά˝  στο  x0. Παρατηρούµε  
ότι  αν  f(x) ~ g(x)  καθώς  το  x → x0,  τότε  f(x) = O[g(x)]  καθώς  x → x0. 
Το  σύµβολο  'Ο'  είναι  ιδιαίτερα  χρήσιµο  γιατί  εκφράζει  την  τάξη  µεγέ-
θους  του  πρώτου  όρου  που  παραλείπεται  όταν  αυτός  ο  όρος  δεν  έχει  
υπολογιστεί  µε  ακρίβεια. 
 
 
1.5.3.  «Μικρό  ο» 
 

Το  τελευταίο  σύµβολο,  αλλά  όχι  το  λιγότερο  σηµαντικό,  που  θα  
παρουσιάσουµε,  είναι  το  'ο'. Ορίζουµε 
 
                                                   f(x) = o[g(x)],     x → x0 
 
και  διαβάζουµε  ˝η  f(x)  είναι  'ο'  της  g(x)  καθώς  το  x → x0˝  αν  το  πηλί-
κο  ( )

( )xg
xf   ˝πηγαίνει˝  στο  µηδέν  καθώς  το  x  τείνει  στο  x0. ∆ηλαδή 
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Στην  ειδική  περίπτωση  όπου  g(x) = x  και  x0 = 0  έχουµε 
 
                                                      f(x) = o(x),     x → 0 
 
Συνεπώς, 
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Για  να  συµβαίνει  κάτι  τέτοιο,  θα  πρέπει  το  f(x)  να  ˝πηγαίνει˝  στο  µη-
δέν  γρηγορότερα  από  το  x. ∆ηλαδή  για  µικρό  x,  το  f(x)  πρέπει  να  εί-
ναι  µικρό  όταν  συγκρίνεται  µε  το  x. 
 
Παρατήρηση: Οι  τρεις  έννοιες: ασυµπτωτική  ισοδυναµία,  «µεγάλο  ο»  και  
«µικρό  ο»  µπορούν  επίσης  να  οριστούν  στις  περιπτώσεις  −+ →→ 00 x  x  ,x  x , 
x → + ∞  και  x → – ∞. 
 
 
1.6.  Ανέλιξη  Poisson 
 
1.6.1.  Απαριθµήτρια  Ανέλιξη  (Counting  Process) 
 

Μία  στοχαστική  ανέλιξη  {Ν(t) , t ≥ 0}  ονοµάζεται  απαριθµήτρια  α-
νέλιξη  αν  το  Ν(t)  αντιπροσωπεύει  το  συνολικό  αριθµό  των  ˝γεγονότων˝  
που  συµβαίνουν  µέχρι  τη  χρονική  στιγµή  t. 

Από  τον  ορισµό  βλέπουµε  ότι  µία  απαριθµήτρια  ανέλιξη  Ν(t)  ικα-
νοποιεί  τα  παρακάτω: 

i)   N(t) ≥ 0. 

ii)  Το  Ν(t)  είναι  ακέραιος  αριθµός. 

iii) Αν  s < t,  τότε  Ν(s) ≤ N(t). 

iv) Για  s < t,  το  Ν(t) – N(s)  είναι  ίσο  µε  τον  αριθµό  των  γεγονότων  που   
     συµβαίνουν  στο  χρονικό  διάστηµα  (s , t]. 

Μία  απαριθµήτρια  ανέλιξη  λέγεται  ότι  έχει  ανεξάρτητες  προσαυ-
ξήσεις  αν  οι  αριθµοί  των  γεγονότων  που  συµβαίνουν  σε  µη  αλληλοεπι-
καλυπτόµενα  χρονικά  διαστήµατα  είναι  ανεξάρτητοι. ∆ηλαδή  για  κάθε  n  
και  κάθε  t0 < t1 < … < tn  οι  διαφορές 
 
                                            Y(tj) = N(tj) – N(tj -1),     j = 1,2, … ,n 
 
είναι  ανεξάρτητες  τυχαίες  µεταβλητές. 

Μία  απαριθµήτρια  ανέλιξη  λέγεται  ότι  έχει  στάσιµες  προσαυξήσεις  
αν  η  κατανοµή  του  αριθµού  των  γεγονότων  που  συµβαίνουν  µεταξύ  δύ-
ο  χρονικών  στιγµών  εξαρτάται  αποκλειστικά  από  την  απόσταση  µεταξύ  
των  χρονικών  στιγµών. Με  άλλα  λόγια,  η  ανέλιξη  έχει  στάσιµες  προ-
σαυξήσεις  αν  οι  τυχαίες  µεταβλητές  N(s + t) – N(s)  έχουν  την  ίδια  κατα-
νοµή  για  όλα  τα  s. 
 
 
1.6.2.  Ορισµός  της  Ανέλιξης  Poisson 
 

Μία  από  τις  σηµαντικότερες  απαριθµήτριες  ανελίξεις  είναι  η  ανέ-
λιξη  Poisson  η  οποία  ορίζεται  ως  εξής: 



Ορισµός  1.1: Η  απαριθµήτρια  ανέλιξη  {Ν(t) , t ≥ 0}  ονοµάζεται  ανέλιξη  
Poisson  µε  ρυθµό  λ,  λ > 0,  αν 

i)   N(0) = 0. 

ii)  Η  ανέλιξη  έχει  ανεξάρτητες  προσαυξήσεις. 

iii) Ο  αριθµός  των  γεγονότων  µεταξύ  δύο  χρονικών  στιγµών,  που  βρί-   
σκονται  σε  απόσταση  t  µεταξύ  τους,  ακολουθεί  κατανοµή  Poisson  
µε  παράµετρο  λt. ∆ηλαδή,  για  όλα  τα  s, t ≥ 0 
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Από  τη  συνθήκη  (iii)  προκύπτει  ότι  η  ανέλιξη  Poisson  έχει  στάσιµες  
προσαυξήσεις  και  ότι 
 

E [N(t)] = λt 
 
Ένας  διαφορετικός  ορισµός  της  ανέλιξης  Poisson  είναι  ο  ακόλουθος: 

Ορισµός  1.2: Η  απαριθµήτρια  ανέλιξη  {Ν(t) , t ≥ 0}  ονοµάζεται  ανέλιξη  
Poisson  µε  ρυθµό  λ,  λ > 0,  αν 

i)   N(0) = 0. 

ii)  Η  ανέλιξη  είναι  στάσιµων  και  ανεξάρτητων  προσαυξήσεων. 

iii) P             {N(h) = 1} = λh + o(h). 

iv) P{N(h) ≥ 2} = o(h). 
 
Θεώρηµα  1.1: Ο  Ορισµός  1.1  είναι  ισοδύναµος  µε  τον  Ορισµό  1.2. 

Απόδειξη: Πρώτα  θα  δείξουµε  ότι  από  τον  Ορισµό  1.1  συνεπάγεται  ο  
Ορισµός  1.2. Οι  πρώτες  δύο  συνθήκες  του  Ορισµού  1.2  προκύπτουν  ά-
µεσα  από  τις  συνθήκες  του  Ορισµού  1.1. Οπότε  αρκεί  να  αποδείξουµε  
τις  συνθήκες  (iii)  και  (iv)  του  Ορισµού  1.2. Από  τη  συνθήκη  (iii)  του  
Ορισµού  1.1  προκύπτει  ότι 
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(1.5) 

 
Επίσης  έχουµε  ότι 
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(1.6) 
  
Από  την  εξίσωση  (1.5)  και  από  τον  ορισµό  του  συµβόλου  'ο',  η  συνθή-
κη  (iii)  του  Ορισµού  1.2  είναι  ισοδύναµη  µε 
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Η  εξίσωση  (1.7)  αποδεικνύεται  κάνοντας  χρήση  των  ιδιοτήτων  του  ορί-
ου. 

Με  αντίστοιχα  επιχειρήµατα  αποδεικνύεται  και  η  συνθήκη  (iv)  
του  Ορισµού  1.2  χρησιµοποιώντας  την  εξίσωση  (1.6). 

Τώρα  θα  δείξουµε  ότι  από  τον  Ορισµό  1.2  συνεπάγεται  ο  Ορι-
σµός  1.1. Αρκεί  να  αποδείξουµε  την  ισχύ  της  συνθήκης  (iii)  του  Ορι-
σµού  1.1. Θεωρούµε  u ≥ 0  και  θέτουµε 
 

g(t) = E [exp{– uN(t)}] 
 
Μία  διαφορική  εξίσωση  για  το  g(t)  προκύπτει  ως  εξής: 
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(1.8) 

 
Από  τις  συνθήκες  (iii)  και  (iv)  του  Ορισµού  1.2  συνεπάγεται  ότι 
 

P{N(h) = 0} = 1 – λh + ο(h)                                   (1.9) 
 
Οπότε, 
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(1.10) 

 
Επειδή  ισχύει  ότι 
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(δες  και  Παράρτηµα  Π.4.) 
 
έχουµε, 
 

 
 
 

(1.11) 
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Χρησιµοποιώντας  τις  εξισώσεις  (1.9),  (1.11)  και  τη  συνθήκη  (iii)  του  
Ορισµού  1.2,  η  εξίσωση  (1.10)  γράφεται 
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(1.12) 
 
Από  τις  εξισώσεις  (1.8)  και  (1.12)  λαµβάνουµε  ότι 
 

( ) ( )( ) ( )hοhλehλ1tghtg u ++−=+ −  
 
από  το  οποίο  συνεπάγεται  ότι 
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Παίρνοντας  το  όριο  για  h → 0  έχουµε 
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Ισοδύναµα, 
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Ολοκληρώνοντας  και  χρησιµοποιώντας  ότι  g(0) = 1,  παίρνουµε  ότι 
 

( )( ) ( )1etλtgln u −= −  
 
ή 
 

( ) ( ){ }1etλexptg u −= −  
 
∆ηλαδή  η  ροπογεννήτρια  συνάρτηση  της  τυχαίας  µεταβλητής  Ν(t)  στο   
– u  είναι  ίση  µε  exp{λt(e – u – 1)}. Ακριβώς  το  ίδιο  αποτέλεσµα  παίρνου-



µε  για  τη  ροπογεννήτρια  συνάρτηση  µιας  τυχαίας  µεταβλητής  που  ακο-
λουθεί  κατανοµή  Poisson  µε  παράµετρο  λt. Επειδή  ισχύει  ότι  αν  δύο  
τυχαίες  µεταβλητές  έχουν  την  ίδια  ροπογεννήτρια  συνάρτηση,  τότε  έ-
χουν  την  ίδια  κατανοµή,  συµπεραίνουµε  ότι  η  τυχαία  µεταβλητή  Ν(t)  
ακολουθεί  κατανοµή  Poisson  µε  παράµετρο  λt. 
 
 
1.6.3.  Κατανοµή  του  Ενδιάµεσου  Χρόνου  και  του  Χρόνου  Αναµονής 
 

Ας  θεωρήσουµε  µία  ανέλιξη  Poisson  και  ας  συµβολίσουµε  µε  Τ1  
τη  χρονική  στιγµή  του  πρώτου  γεγονότος. Για  n > 1,  συµβολίζουµε  µε  
Τn  το  χρόνο  µεταξύ  των  γεγονότων  n – 1  και  n. Η  ακολουθία  {Τn , n = 
1,2, … }  ονοµάζεται  ακολουθία  των  ενδιάµεσων  χρόνων. 

Τώρα  θα  προσδιορίσουµε  την  κατανοµή  της  τυχαίας  µεταβλητής  
Τn. Παρατηρούµε  ότι  το  ενδεχόµενο  {Τ1 > t}  πραγµατοποιείται  αν  και  
µόνο  αν  δε  συµβαίνουν  γεγονότα  της  ανέλιξης  Poisson  το  χρονικό  διά-
στηµα  [0,t]  και  έτσι, 
 

P{T1 > t} = P{N(t) = 0} = e – λt 
 
Οπότε  η  τυχαία  µεταβλητή  Τ1  ακολουθεί  Εκθετική  κατανοµή  µε  µέση  
τιµή  

λ
1 . Τώρα, 
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(1.13) 

  
Εν  τούτοις, 
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(1.14) 

 
Η  εξίσωση  (1.13)  µέσω  της  εξίσωσης  (1.14)  γράφεται 
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Από  τις  εξισώσεις  (1.14)  και  (1.15)  συµπεραίνουµε  ότι  η  τυχαία  µετα-
βλητή  Τ2  είναι  ανεξάρτητη  από  την  Τ1  και  ακολουθεί  και  αυτή  Εκθετι-
κή  κατανοµή  µε  µέση  τιµή  

λ
1 . Επαναλαµβάνοντας  τα  ίδια  επιχειρήµατα  

οδηγούµαστε  στην  ακόλουθη  πρόταση. 
 
Πρόταση  1.1: Οι  τυχαίες  µεταβλητές  Τn , n = 1,2, …  είναι  ανεξάρτητες  
και  όµοια  κατανεµηµένες  και  ακολουθούν  Εκθετική  κατανοµή  µε  µέση  
τιµή  

λ
1 . 

 
Μία  άλλη  τυχαία  µεταβλητή  για  την  οποία  ενδιαφερόµαστε  είναι  

η  Sn,  δηλαδή  ο  χρόνος  άφιξης  του  n – οστού  γεγονότος,  που  επίσης  ο-
νοµάζεται  χρόνος  αναµονής  µέχρι  το  n – οστό  γεγονός. Προφανώς  ισχύει  
ότι 
 

                                                     ∑
=

=
n

1  i

in Τ S ,     n ≥ 1 

 
Από  την  Πρόταση  1.1  και  τα  αποτελέσµατα  της  Παραγράφου  1.3.1.  
προκύπτει  ότι  η  τυχαία  µεταβλητή  Sn  ακολουθεί  την  κατανοµή  Γάµµα  
µε  παραµέτρους  n  και  λ. ∆ηλαδή  η  συνάρτηση  πυκνότητας  πιθανότητας  
της  Sn  δίνεται  από  τη  σχέση 
 

                                         ( ) ( )
( )! 1n
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 eλ  tf
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Sn −
=

−
− ,     t ≥ 0                        (1.16) 

 
Στην  εξίσωση  (1.16)  µπορούµε  επίσης  να  καταλήξουµε  παρατηρώντας  
ότι  το  n – οστό  γεγονός  θα  συµβεί  πριν  από  ή  στη  χρονική  στιγµή  t  αν  
και  µόνο  αν  ο  αριθµός  των  γεγονότων  που  συµβαίνουν  µέχρι  τη  χρονι-
κή  στιγµή  t  είναι  τουλάχιστον  ίσος  µε  n. 
 

Ν(t) ≥ n     <=>     Sn ≤ t 
 
Οπότε, 
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που  κατόπιν  παραγώγισης  ως  προς  t  δίνει 
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1.6.4.  Ιδιότητες  της  Ανέλιξης  Poisson 
 

Ας  θεωρήσουµε  µία  ανέλιξη  Poisson  {Ν(t) , t ≥ 0}  µε  ρυθµό  λ  και  
ας  υποθέσουµε  ότι  κάθε  φορά  που  συµβαίνει  ένα  γεγονός,  αυτό  χαρα-
κτηρίζεται  είτε  ως  τύπου  Ι  είτε  ως  τύπου  ΙΙ. Ας  υποθέσουµε  περαιτέρω  
ότι  κάθε  γεγονός  χαρακτηρίζεται  ως  τύπου  Ι  µε  πιθανότητα  p  ή  ως  τύ-
που  ΙΙ  µε  πιθανότητα  1 – p,  ανεξάρτητα  από  όλα  τα  άλλα  γεγονότα. Με  
Ν1(t)  και  Ν2(t)  δηλώνουµε  τον  αριθµό  των  γεγονότων  τύπου  Ι,  και  α-
ντίστοιχα  τύπου  ΙΙ,  που  συµβαίνουν  στο  χρονικό  διάστηµα  [0,t]. Παρα-
τηρούµε  ότι  Ν(t) = Ν1(t) + Ν2(t). 
 
Πρόταση  1.2: Οι  στοχαστικές  ανελίξεις  {Ν1(t) , t ≥ 0}  και  {Ν2(t) , t ≥ 0}  
είναι  ανελίξεις  Poisson  µε  αντίστοιχους  ρυθµούς  λp  και  λ(1 – p). Επίσης,  
οι  δύο  ανελίξεις  είναι  ανεξάρτητες. 

Απόδειξη: Θα  δείξουµε  ότι  η  {Ν1(t) , t ≥ 0}  ικανοποιεί  τις  συνθήκες  του  
Ορισµού  1.2,  οπότε  είναι  ανέλιξη  Poisson  µε  ρυθµό  λp. Ακριβώς  µε  τον  
ίδιο  τρόπο  προκύπτει  ότι  και  η  {Ν2(t) , t ≥ 0}  είναι  ανέλιξη  Poisson  µε  
ρυθµό  λ(1 – p). 

• Ν1(0) = 0  το  οποίο  προκύπτει  άµεσα  από  το  γεγονός  ότι  Ν(0) = 0. 

• Η  {Ν1(t) , t ≥ 0}  κληρονοµεί  τις  ιδιότητες  των  στάσιµων  και  ανε-
ξάρτητων  προσαυξήσεων  της  ανέλιξης  {Ν(t) , t ≥ 0}. Αυτό  ισχύει  
γιατί  την  κατανοµή  του  αριθµού  των  γεγονότων  τύπου  Ι  µπορού-
µε  να  την  πάρουµε  χρησιµοποιώντας  δέσµευση  ως  προς  τον  αριθ-
µό  των  γεγονότων  σε  εκείνο  το  διάστηµα,  και  η  κατανοµή  αυτής  
της  τελευταίας  ποσότητας  εξαρτάται  µόνο  από  το  µήκος  του  δια-
στήµατος  και  είναι  ανεξάρτητη  από  ότι  έχει  συµβεί  σε  οποιοδήπο-
τε  χρονικό  διάστηµα  που  δεν  το  επικαλύπτει. 
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                                     = p(λh + ο(h)) + ο(h) 



=λph + ο(h) 

•                        P{Ν1(h) ≥ 2} ≤ P{Ν(h) ≥ 2} = ο(h) 

Οπότε  η  {Ν1(t) , t ≥ 0}  είναι  µία  ανέλιξη  Poisson  µε  ρυθµό  λp. Επειδή  η  
πιθανότητα  ενός  γεγονότος  τύπου  Ι  στο  διάστηµα  από  t  µέχρι  t + h  εί-
ναι  ανεξάρτητη  από  ότι  έχει  συµβεί  σε  διαστήµατα  που  δεν  επικαλύ-
πτουν  το  (t,t + h),  είναι  ανεξάρτητη  από  τη  γνώση  του  πότε  συµβαίνουν  
γεγονότα  τύπου  ΙΙ. Αυτό  δείχνει  ότι  οι  δύο  ανελίξεις  Poisson  είναι  ανε-
ξάρτητες. 
 
 
1.7.  Η  Φόρµουλα  Αθροίσµατος  Euler – Maclaurin 
 

Πριν  αποδείξουµε  τη  φόρµουλα  αθροίσµατος  Euler – Maclaurin  θα  
αναφέρουµε  κάποια  γενικά  στοιχεία  που  την  αφορούν. Η  φόρµουλα  αυ-
τή  αποτελεί  µία  κοµψή  και  γενική  έκφραση  για  το  ασυµπτωτικό  ανά-
πτυγµα  των  αθροισµάτων  της  µορφής 
 

( ) ( )∑
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=
n

0  κ

κf nF                                          (1.17) 

 
καθώς  το  n → ∞. 

Στη  φόρµουλα  αθροίσµατος  Euler – Maclaurin  υπάρχουν  τα  πολυ-
ώνυµα  Bernoulli  Bn(x)  τα  οποία  ορίζονται  από  τη  σχέση 
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Ισοδύναµα  µπορούµε  να  γράψουµε  ότι 
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Λίγα  από  τα  πρώτα  πολυώνυµα  Bernoulli  είναι: B0(x) = 1,  B1(x) = x – 2

1 ,  
B2(x) = x2 – x + 6

1 . Το  Bn(x)  είναι  ένα  πολυώνυµο  βαθµού  n. Οι  αριθµοί  
Bernoulli  ορίζονται  µε  τη  βοήθεια  των  πολυωνύµων  Bernoulli  καθώς   
Bn = Bn(0). Μερικοί  από  τους  πρώτους  αριθµούς  Bernoulli  είναι: B0 = 1, 
B1 = – 2

1 ,  B2 = 6
1 ,  B3 = 0,  B4 = – 30

1 . 
 
Θεώρηµα  1.2: Το  πλήρες  ασυµπτωτικό  ανάπτυγµα  της  F(n)  στην  εξίσω-
ση  (1.17)  είναι 
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όπου  c  είναι  µία  σταθερά  που  δίνεται  από  τη  σχέση 
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(1.21) 

 
και  [t]  είναι  ο  µεγαλύτερος  ακέραιος  που  είναι  µικρότερος  από  το  t. 

Απόδειξη: Οι  τύποι  (1.20)  και  (1.21),  που  αποτελούν  τη  φόρµουλα  α-
θροίσµατος  Euler – Maclaurin,  αποδεικνύονται  µε  µία  διαδικασία  πέντε  
βηµάτων: 

Βήµα  1.: Θα  αποδείξουµε  ότι 
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Από  την  εξίσωση  (1.22)  ισοδύναµα  έχουµε 
 

                                            

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]1κfκf 
2

1
1κfκf 

2

1

     tf 
2

1
 κt1κfκf 

2

1

     dt tf    tf 
2

1
 κt ddt tf    1κfκf 

2

1

1  κ

κ

1  κ

κ

1  κ

κ

1  κ

κ

++=++

⇔













 −−=++

⇔−













 −−=−++

+

+++

∫∫∫
 

 

Βήµα  2.: Η  F(n)  στην  εξίσωση  (1.17)  ικανοποιεί  τη  σχέση 
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Πράγµατι,  αν  στην  εξίσωση  (1.22)  αθροίσουµε  ως  προς  κ,  παίρνουµε  ό-
τι 
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Ισοδύναµα, 
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Από  το  δεξιό  µέλος  της  εξίσωσης  (1.24)  έχουµε 
 

( ) ( ) ( )

( )

[ ]( ) ( ) [ ]( ) ( )

[ ]( ) ( )∫

∫∫

∫

∫∫∑ ∫

+

+

=

+

′−++

+′−+′−=

′











 +

−++

+′











−+′












−=′






 −−

1  n

n
1

2

1
1

1

0
1

1  n

n
1

2

1
1

1

0
1

n

0  κ

1  κ

κ

dt tf ttΒ     ...   

dt tf ttΒ dt tf ttΒ 

dt tf 
2

1n2
tΒ ...   

dt tf 
2

3
tΒdt tf 

2

1
tΒdt tf 

2

1
 κt 

 

                                                     [ ]( ) ( )  dt tf ttΒ    
1  n

0
1∫

+

′−=  
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Από  τις  εξισώσεις  (1.24),  (1.25)  µπορούµε  να  γράψουµε 
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Ισοδύναµα, 
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Βήµα  3.: Τα  πολυώνυµα  Bernoulli  Bn(x),  τα  οποία  ορίζονται  από  την  ε-
ξίσωση  (1.18),  ικανοποιούν  τις  σχέσεις 
 

( ) ( )xΒ nxΒ 1  nn −=′                                        (1.26) 
 
και 
 

( ) ( )1Β0Β nn = ,     n ≥ 2                             (1.27) 
 
Πρώτα  θα  αποδείξουµε  την  (1.26). Παραγωγίζοντας  ως  προς  x  την  εξί-
σωση  (1.19)  παίρνουµε 
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Τώρα  θα  αποδείξουµε  την  εξίσωση  (1.27). Από  την  (1.18)  για  x = 1  έ-
χουµε 
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Η  (1.18)  για  x = 0  δίνει 
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Με  τη  χρησιµοποίηση  της  εξίσωσης  (1.29),  η  (1.28)  γράφεται 
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Από  την  τελευταία  εξίσωση  προκύπτει 
 

                                            ( ) ( )1Β0Β nn = ,     n ≠ 1                            (1.30) 
 
και 
 
                                                 ( ) ( ) 10Β1Β 11 += ,     n = 1 
 
Από  την  (1.30)  έχουµε  την  (1.27). 

Βήµα  4.: Θα  δείξουµε  ότι 
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Στο  δεύτερο  ολοκλήρωµα  του  δεξιού  µέλους  της  εξίσωσης  (1.23)  εφαρ-
µόζουµε  επανειληµµένα  ολοκλήρωση  κατά  παράγοντες  και  χρησιµοποιώ-
ντας  τις  εξισώσεις  (1.26),  (1.27)  παίρνουµε 
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Αντικαθιστώντας  την  εξίσωση  (1.32)  στην  (1.23)  παίρνουµε  την  εξίσω-
ση  (1.31). 

Βήµα  5.: Η  (1.31)  µε  αναδιάταξη  των  όρων  της  γράφεται 
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(1.33) 

 
Από  την  εξίσωση  (1.33),  παίρνοντας  το  όριο  καθώς  το  m → ∞,  προκύ-
πτει 
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Αν  στην  εξίσωση  (1.34)  πάρουµε  το  όριο  καθώς  το  n → ∞,  προκύπτουν  
οι  εξισώσεις  (1.20),  (1.21),  που  αποτελούν  τη  φόρµουλα  αθροίσµατος  
Euler – Maclaurin,  και  ολοκληρώνεται  η  απόδειξη  του  θεωρήµατος. 
 
 
1.8.  Η  Σταθερά  Euler 
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φραγµένη,  οπότε  συγκλίνει  στο  ℜ . Το  όριό  της  είναι  ο  αριθµός  e. Η  α-



κολουθία  (βn)  µε  βn = ( ) 1  n
n
11 ++   είναι  γνησίως  φθίνουσα  και  κάτω  φρα-

γµένη,  οπότε  συγκλίνει  και  αυτή  στο  ℜ . Το  όριο  της  (βn)  είναι  ο  αριθ-
µός  e. Εποµένως  µπορούµε  να  γράψουµε  την  ανισότητα 
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Κάνοντας  χρήση  της  ιδιότητας  ότι  η  συνάρτηση  ln  είναι  γνησίως  αύ-
ξουσα  έχουµε 
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Ισοδύναµα, 
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Συνεπώς, 
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Τώρα  θα  αποδείξουµε  ότι  η  ακολουθία  (γn)  µε  nlnγ
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(1.36) 

 
Από  την  (1.36),  λόγω  της  (1.35),  συνεπάγεται 

 
                                                    0γγ 1  nn >− +   για  κάθε  ℵ∈n  

 



Οπότε  η  ακολουθία  (γn)  είναι  γνησίως  φθίνουσα. 
• Η  ακολουθία  (γn)  είναι  κάτω  φραγµένη,  γιατί 
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Άρα  γn > 0  για  κάθε  ℵ∈n . 

Εποµένως  η  ακολουθία  (γn)  συγκλίνει  σε  πραγµατικό  αριθµό. Το  όριο  
της  ακολουθίας  (γn)  συµβολίζεται  µε  το  γράµµα  γ. Ο  αριθµός  γ  ονοµά-
ζεται  σταθερά  Euler  και  έχει  βρεθεί  ότι 
 

γ = 0,57721566490… 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



The  Coupon  Collector’s 
Problem 

 
 
 
 
2.1.  Το  Πρόβληµα  της  Επιλογής  του  Συλλέκτη  Κουπονιών 

από  τη  Σκοπιά  των  Ανελίξεων  Poisson 
 

Έστω  ότι  υπάρχουν  m  κουπόνια  διαφορετικά  µεταξύ  τους. Κάθε  
φορά  επιλέγουµε  ένα  κουπόνι,  ανεξάρτητα  από  αυτά  που  έχουµε  ήδη  ε-
πιλέξει. Το  j – οστό  κουπόνι,  j = 1, … ,m,  επιλέγεται  µε  πιθανότητα  pj  
και  προφανώς  1p j

m
1  j =∑ = . Συµβολίζουµε  µε  Ν  τον  αριθµό  των  κουπο-

νιών  που  πρέπει  να  επιλεγούν,  ώστε  να  έχουµε  τουλάχιστον  ένα  από  ό-
λα  τα  κουπόνια. 
 
 
2.1.1.  Υπολογισµός  της  Μέσης  Τιµής  του  Ν 
 

Συµβολίζουµε  µε  Νj  τον  αριθµό  των  κουπονιών  που  πρέπει  να  ε-
πιλεγούν,  ώστε  να  αποκτήσουµε  το  j – οστό  κουπόνι. Οπότε  µπορούµε  
να  εκφράσουµε  το  Ν  ως 
 

j
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ΝmaxΝ
≤≤
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Από  τον  ορισµό  της  τυχαίας  µεταβλητής  Νj,  προκύπτει  ότι  ακολουθεί  
τη  Γεωµετρική  κατανοµή  µε  παράµετρο  pj. 
 
Πρόταση  2.1: Οι  τυχαίες  µεταβλητές  Νj , j = 1, … ,m,  δεν  είναι  ανεξάρ-
τητες. 

Απόδειξη: Έστω  ότι  οι  Νj  είναι  ανά  δύο  ανεξάρτητες. Οπότε  από  τον  ο-
ρισµό  της  ανεξαρτησίας  τυχαίων  µεταβλητών  έχουµε 
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για  i ≠ j∈{1, … ,m}  και  κ <l   χωρίς  βλάβη  της  γενικότητας. Για  τον  υ-
πολογισµό  της  πιθανότητας  του  {Νj = κ | Νi =l }  κάνουµε  το  ακόλουθο  
σχήµα. 
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Με  τη  βοήθεια  του  σχήµατος  και  από  τον  ορισµό  της  έννοιας  της  δε-
σµευµένης  πιθανότητας 
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(2.2) 
 
Επίσης, 
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Από  τις  (2.2)  και  (2.3)  οδηγούµαστε  στο  συµπέρασµα  ότι  δεν  ισχύει  η  
(2.1). Οπότε  οι  τυχαίες  µεταβλητές  δεν  είναι  ανά  δύο  ανεξάρτητες  και  
κατά  συνέπεια  δεν  είναι  ανεξάρτητες. 

Για  αυτόν  ακριβώς  το  λόγο  θα  πρέπει  να  τροποποιήσουµε  την  
έκφραση  του  Ν,  ώστε  να  υπολογίσουµε  τη  µέση  τιµή  του  µέγιστου  α-
νεξάρτητων  τυχαίων  µεταβλητών. Για  να  το  κάνουµε  αυτό,  υποθέτουµε  
ότι  τα  κουπόνια  επιλέγονται  σε  χρονικές  στιγµές  σύµφωνα  µε  µία  ανέ-
λιξη  Poisson  µε  ρυθµό  λ = 1. Ένα  γεγονός  της  ανέλιξης  αυτής  είναι  τύ-
που  j , 1 ≤ j ≤ m,  αν  το  κουπόνι  που  επιλέγεται  εκείνη  τη  χρονική  στιγ-
µή  είναι  το  j. Συµβολίζουµε  µε  Νj(t)  τον  αριθµό  των  j  κουπονιών  που  
επιλέγονται  µέχρι  τη  χρονική  στιγµή  t. Από  την  Πρόταση  1.2  προκύπτει  
ότι  οι  στοχαστικές  ανελίξεις  { Νj(t) , t ≥ 0} , j = 1, … ,m,  είναι  ανεξάρτη-
τες  ανελίξεις  Poisson  µε  αντίστοιχους  ρυθµούς  λpj = pj. ∆ηλώνουµε  µε  
Χj  το  χρόνο  του  πρώτου  γεγονότος  της  j – οστής  ανέλιξης,  δηλαδή  τη  
χρονική  στιγµή  που  επιλέχθηκε  το  πρώτο  j  κουπόνι. 
 



Πρόταση  2.2: Οι  τυχαίες  µεταβλητές  Χj , j = 1, … ,m,  ακολουθούν  Εκθε-
τική  κατανοµή  µε  παράµετρο  pj. 

Απόδειξη: Θα  δείξουµε  ότι  η  Χj  έχει  τη  συνάρτηση  κατανοµής  πιθανό-
τητας  µιας  τυχαίας  µεταβλητής  που  ακολουθεί  Εκθετική  κατανοµή  µε  
παράµετρο  pj. Πράγµατι, 
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Πρόταση  2.3: Οι  τυχαίες  µεταβλητές  Χj , j = 1, … ,m,  είναι  ανεξάρτητες. 

Απόδειξη: Αρκεί  να  δείξουµε  ότι 
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Πράγµατι, 
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Συµβολίζουµε  µε  Χ  τη  χρονική  στιγµή  κατά  την  οποία  συµπλη-

ρώνεται  µία  ολόκληρη  συλλογή  από  κουπόνια. Με  άλλα  λόγια  είναι  το  
χρονικό  διάστηµα  που  απαιτείται  ώστε  στη  συλλογή  να  βρίσκονται  για  



πρώτη  φορά  m  διαφορετικά  κουπόνια. Οπότε  µπορούµε  να  εκφράσουµε  
το  Χ  ως 
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Χρησιµοποιώντας  τις  προτάσεις  2.2  και  2.3  έχουµε 
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(2.4) 

  
Τώρα  θα  µελετήσουµε  τη  σχέση  που  συνδέει  το  Ε [Χ],  δηλαδή  

τη  µέση  τιµή  του  χρόνου  που  απαιτείται  για  να  συµπληρώσουµε  µία  ο-
λόκληρη  συλλογή,  µε  το  Ε [Ν],  που  είναι  η  µέση  τιµή  του  αριθµού  
των  κουπονιών  που  χρειάζονται  ώστε  να  έχουµε  µία  πλήρη  συλλογή. 
Συµβολίζουµε  µε  Τi  το  i – οστό  χρονικό  διάστηµα  µιας  ανέλιξης  
Poisson  που  µετρά  τον  αριθµό  των  κουπονιών  που  έχουν  ληφθεί. ∆ηλα-
δή  η  Τi  αναπαριστά  το  χρόνο  που  µεσολαβεί  από  τη  λήψη  του  κουπο-
νιού  i – 1  µέχρι  τη  λήψη  του  i – οστού. 
 
Πρόταση  2.4: Οι  τυχαίες  µεταβλητές  Τi , 1 ≤ i ≤ Ν,  ακολουθούν  Εκθετική  
κατανοµή  µε  παράµετρο  1  και  είναι  ανεξάρτητες. 

Απόδειξη: Από  όσα  ειπώθηκαν  στην  Παράγραφο  1.6.3.  και  από  την  
Πρόταση  1.1  έχουµε  το  ζητούµενο. 

Έχει  ειπωθεί  ότι  ο  αριθµός  των  κουπονιών  που  χρειάζονται  για  
να  συµπληρωθεί  µία  ολόκληρη  συλλογή  είναι  Ν. Το  άθροισµα  των  χρο-



νικών  διαστηµάτων,  µεταξύ  των  διαδοχικών  λήψεων  των  Ν  κουπονιών,  
δίνει  το  συνολικό  χρόνο,  που  απαιτείται  για  την  ολοκλήρωση  της  συλ-
λογής,  δηλαδή  το  Χ. Συνεπώς, 
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Από  την  Πρόταση  2.4  και  από  το  γεγονός  ότι  η  Ν  είναι  ανεξάρτητη  α-
πό  τις  Τi,  έχουµε 
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(2.5) 
  
Οι  τυχαίες  µεταβλητές  Τi  έχουµε  αποδείξει  ότι  ακολουθούν  Εκθετική  
κατανοµή  µε  παράµετρο  1,  οπότε 
 

Ε [Τi] = 1                                               (2.6) 
 
Από  τη  (2.5),  λόγω  της  (2.6),  προκύπτει 
 

Ε [Ν] = Ε [Χ] 
 
Κατά  συνέπεια  το  Ε [Ν]  δίνεται  από  την  Εξίσωση  (2.4). 
 
 
 
 



2.1.2.  Υπολογισµός  της  Μέσης  Τιµής  του  Αριθµού  των  Κουπονιών  
Που  Εµφανίζονται  Μόνο  Μία  Φορά  σε  Ολόκληρη  τη  Συλλογή 

 
Ορίζουµε  η  τυχαία  µεταβλητή  Ιi  να  είναι  ίση  µε  1,  αν  υπάρχει  έ-

να  µόνο  i  κουπόνι  σε  ολόκληρη  τη  συλλογή,  ή  να  είναι  ίση  µε  0  σε  
οποιαδήποτε  άλλη  περίπτωση. Οπότε  θα  πρέπει  να  υπολογίσουµε  το  
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(2.7) 

 
Στην  τελική  συλλογή  θα  υπάρχει  ένα  µόνο  i  κουπόνι  αν  την  έχουµε  ο-
λοκληρώσει  πριν  την  έλευση  του  δεύτερου  i  κουπονιού. Με  άλλα  λόγια,  
η  ύπαρξη  µοναδικού  i  κουπονιού  στη  συλλογή  οφείλεται  στην  κατοχή  
τουλάχιστον  ενός  από  όλα  τα  κουπόνια  πριν  την  άφιξη  του  δεύτερου  i  
κουπονιού. 

Συµβολίζουµε  µε  Si  τη  χρονική  στιγµή  κατά  την  οποία  λαµβάνε-
ται  το  δεύτερο  i  κουπόνι. Έστω  τώρα  η  απαριθµήτρια  ανέλιξη  {Νi(t) ,    
t ≥ 0}  µε  την  οποία  δηλώνεται,  όπως  έχουµε  πει,  ο  αριθµός  των  i  κου-
πονιών  που  επιλέγονται  µέχρι  τη  χρονική  στιγµή  t. Σύµφωνα  µε  την  
Πρόταση  1.2  η  ανέλιξη  αυτή  είναι  ανέλιξη  Poisson  µε  ρυθµό  λpi = pi. 
Ορίζουµε  µε  Τi,1  τη  χρονική  στιγµή  κατά  την  οποία  λαµβάνεται  το  
πρώτο  i  κουπόνι. Για  n > 1,  ορίζουµε  µε  Τi,n  το  χρονικό  διάστηµα  που  
µεσολαβεί  από  τη  λήψη  του  κουπονιού  n – 1  τύπου  i  µέχρι  τη  λήψη  
του  n – οστού  του  ιδίου  τύπου. Η  ακολουθία  {Τi,n , n = 1,2, … }  ονοµάζε-
ται  ακολουθία  των  ενδιάµεσων  χρόνων  του  i – οστού  κουπονιού. Επανα-
λαµβάνοντας  την  επιχειρηµατολογία  της  Παραγράφου  1.6.3.  καταλήγου-
µε  σε  µία  πρόταση  αντίστοιχη  της  Πρότασης  1.1. 
 
Πρόταση  2.5: Οι  τυχαίες  µεταβλητές  Τi,n , n = 1,2, …  είναι  ανεξάρτητες  
και  όµοια  κατανεµηµένες  και  ακολουθούν  Εκθετική  κατανοµή  µε  παρά-
µετρο  pi. 
 
Από  τον  ορισµό  της  τυχαίας  µεταβλητής  Si  προκύπτει  ότι 
 

∑
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Από  την  Πρόταση  2.5  και  τις  ιδιότητες  της  Εκθετικής  κατανοµής,  όπως  
αυτές  αναλύονται  στην  Παράγραφο  1.3.1.,  έχουµε  ότι  η  Si  ακολουθεί  
την  κατανοµή  Γάµµα  µε  παραµέτρους  2  και  pi. 



Στο  σηµείο  αυτό  θα  πρέπει  να  θυµίσουµε  ότι  έχουµε  συµβολίσει  
µε  Χj  τη  χρονική  στιγµή  που  επιλέχθηκε  το  πρώτο  j  κουπόνι  και  ότι  
για  να  υπάρχει  στην  τελική  συλλογή  ένα  µόνο  i  κουπόνι  θα  πρέπει  να  
έχουν  εµφανιστεί  όλα  τα  κουπόνια  πριν  την  έλευση  του  δεύτερου  i  
κουπονιού. Οπότε,  χρησιµοποιώντας  και  το  ότι  η  Si  ακολουθεί  την  κα-
τανοµή  Γάµµα  µε  παραµέτρους  2  και  pi,  µπορούµε  να  γράψουµε 
 

                 

{ } { }

{ }[ ]

{ } ( )

{ }
( )

( )

{ }

( )∫ ∏

∫ ∏

∫

∫

∫

∞
−

≠

−

∞
−

≠

∞
−

≠

∞ −

∞

−=

<=







 <=

≠<=

=≠<=

≠<=

≠<==

0

xp 2
i

i  j

xp 

0

xp 2
i

i  j

j

0

xp 2
ij

i  j  

0

i
xp 

i
j

0
Siij

iij

iji

dx xep  e1 

dx xep  xΧ  P

dx xep  xΧ  P

dx 
2Γ

xpep
  ij    κάθε  για,xΧ  P

dx xf  xS  ij    κάθε  για,SΧ  P 

 S  ij    κάθε  για,SΧ  P  Ε

ij    κάθε  για,SΧ  P1I P

ij

i

i

i

i

I

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2.8) 

  

Αν  στην  Εξίσωση  (2.7)  αντικαταστήσουµε  τη  (2.8)  παίρνουµε 
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2.2.  Υπολογισµός  των  Ασυµπτωτικών  Αναπτυγµάτων  των  
Ροπών  Πρώτης  και  ∆εύτερης  Τάξης  στο  Πρόβληµα  
της  Επιλογής  του  Συλλέκτη  Κουπονιών 

 
Στη  συγκεκριµένη  ενότητα,  και  στις  υποενότητές  της,  θα  θεωρή-

σουµε  την  ύπαρξη  Ν  κουπονιών,  που  είναι  διαφορετικά  µεταξύ  τους. 
Για  1 ≤ j ≤ Ν,  θα  συµβολίσουµε  µε  pj  την  πιθανότητα  το  κουπόνι  που  
επιλέγεται  να  είναι  τύπου  j. Θα  πρέπει  εδώ  να  σηµειώσουµε  ότι  τα  
κουπόνια  επιλέγονται  ανεξάρτητα  το  ένα  από  το  άλλο  µε  επανατοποθέ-
τηση  και  ο  τύπος  τους  καταγράφεται. Ο  αριθµός  των  κουπονιών,  που  
πρέπει  να  επιλεγούν  ώστε  να  έχουµε  τουλάχιστον  ένα  κουπόνι  από  ό-
λους  τους  τύπους,  συµβολίζεται  µε  ΤΝ. 
 
 
2.2.1.  Υπολογισµός  των  Ροπών  Πρώτης  και  ∆εύτερης  Τάξης 
 

Συµβολίζουµε  µε  κ

jΑ , 1 ≤ j ≤ Ν,  το  ενδεχόµενο  το  j – οστό  κουπό-

νι  να  µην  υπάρχει  µέσα  στα  κ  τον  αριθµό  κουπόνια  που  έχουµε  επιλέ-
ξει. Τότε 
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Χρησιµοποιώντας  το  Γενικευµένο  αθροιστικό  τύπο  παίρνουµε 
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όπου  αθροίζουµε  ως  προς  τα  2Ν – 1  µη – κενά  υποσύνολα  του  {1, …   

… ,Ν}. Το  |J|  συµβολίζει  τον  πληθάριθµο  του  συνόλου  J. Για  z ∈ℂ, |z| ≥ 
≥ 1,  ορίζουµε 
 

( ) [ ]ΝΤ z Ε  zG −=                                        (2.10) 
 
Για  τον  υπολογισµό  του  δεξιού  µέλους  της  (2.10)  έχουµε 
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(2.11) 

 
Η  (2.10)  λόγω  των  εξισώσεων  (2.11)  και  (2.9)  γράφεται  ως  εξής: 
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(2.12) 

 
Παραγωγίζοντας  ως  προς  z  τη  σχέση  (2.10)  έχουµε 
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Παίρνοντας  το  όριο  καθώς  το  z → 1+  προκύπτει 
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Από  τη  σχέση  (2.12)  συνεπάγεται 
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Αντικαθιστώντας  τη  (2.14)  στη  (2.13)  και  υπολογίζοντας  το  όριο  παίρ-
νουµε 
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Η  σχέση  (2.15)  µπορεί  να  γραφεί  και  ως  ακολούθως: 
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Κάνοντας  αλλαγή  µεταβλητής  (e – t = x , dt = x

dx− )  στην  παραπάνω  σχέση, 
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Τώρα  θα  υπολογίσουµε  το  Ε [ΤΝ(ΤΝ + 1)]. Παραγωγίζοντας  δύο  φορές  
ως  προς  z  τη  σχέση  (2.10)  έχουµε 
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Παίρνοντας  στην  παραπάνω  σχέση  το  όριο  καθώς  το  z → 1+  προκύπτει 
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Από  τη  σχέση  (2.14)  συνεπάγεται 
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Αντικαθιστώντας  τη  (2.18)  στη  (2.17)  και  υπολογίζοντας  το  όριο  παίρ-
νουµε 
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Η  σχέση  (2.19)  µπορεί  να  γραφεί  και  ως  ακολούθως: 
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Κάνοντας  αλλαγή  µεταβλητής  (e – t = x , t = – lnx , dt = x

dx− )  στην  παρα-
πάνω  σχέση, 
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Από  τις  εξισώσεις  (2.16)  και  (2.20)  έχουµε  τις  τιµές  των  Ε [ΤΝ]  και     
Ε [ΤΝ(ΤΝ + 1)]  αντίστοιχα,  οπότε  µπορούµε  να  υπολογίσουµε  τη  V [ΤΝ]. 
Έχουµε 
 

                

[ ] [ ][ ] [ ] [ ]{ }[ ]
[ ] [ ]{ } [ ] [ ]

( )[ ] [ ] [ ]{ }2
ΝΝΝΝ

ΝΝ

2
Ν

2
Ν

2
ΝΝΝ

2
Ν

2
ΝΝΝ

Τ ΕΤ Ε1ΤΤ Ε

Τ ΕΤ ΕΤ ΕΤ Ε

Τ ΕΤ ΕΤ2Τ ΕΤ ΕΤ ΕΤ V

−−+=

−+−=

+−=−=

 

 
 
 
 

(2.21) 
 
 
2.2.2.  Η  Περίπτωση  των  Ίσων  Πιθανοτήτων 
 

Η  απλούστερη  περίπτωση,  όσον  αφορά  τους  προηγούµενους  τύ-
πους,  είναι  εκείνη  κατά  την  οποία 
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Η  (2.15),  λόγω  της  (2.22),  γράφεται 
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Οι  (2.19)  και  (2.20),  λόγω  της  (2.22),  γράφονται 
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Στο  ολοκλήρωµα  της  παραπάνω  σχέσης  κάνοντας  αλλαγή  µεταβλητής  

( ) ( ) ( ) )duu1  Νdx  ,  u1 lnΝxln  , u1 x  , x1u( 1  ΝΝΝ1 −−−=−=−=−=   έχου-
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Το  ολοκλήρωµα  του  δεξιού  µέλους  της  σχέσης  (2.24)  µπορεί  να  υπολο-
γιστεί  µε  αλλαγή  µεταβλητής  ).ddu , u1( ll −=−= Συνεπώς 
 

( )
∫∫ −

=
−

1

0

m1

0

m

d 
1   

du 
u1

u  
 l

l

l
                               (2.25) 

 



Χρησιµοποιώντας  το  θεώρηµα  του  διωνύµου, 
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Αντικαθιστώντας  τη  (2.26)  στη  (2.25), 
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Η  (2.24),  λόγω  της  (2.27),  γίνεται 
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Η  σχέση  (2.28)  µπορεί  να  γραφεί  και  ως  εξής: 
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(2.29) 

  
Τώρα  θα  υπολογίσουµε  το  ασυµπτωτικό  ανάπτυγµα  του  Ε [ΤΝ]  µε  τη  
βοήθεια  των  σχέσεων  (1.20)  και  (1.21). Για  f(t) = 1  t

1
+   και  F(n) = 1  t

11  n
0  t +

−
=∑   

από  την  (1.20),  έχοντας  αντικαταστήσει  στο  δεξιό  µέλος  της  όπου  n  το  
n – 1,  παίρνουµε 
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Ισοδύναµα, 
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Για  τον  υπολογισµό  της  σταθεράς  c,  η  οποία  ορίζεται  από  τη  σχέση  
(1.21),  από  τη  (2.30)  έχουµε 
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Από  τη  (2.31)  συµπεραίνουµε  ότι  η  σταθερά  c  είναι  ίση  µε  τη  σταθερά  
του  Euler. ∆ηλαδή  c = γ. Συνεπώς  η  σχέση  (2.30),  λαµβάνοντας  υπόψη  
ότι  c = γ,  αντικαθιστώντας  όπου  n  το  Ν  και  αναδιατάσσοντας  τους  ό-
ρους  του  δεξιού  µέλους  της  από  το  µεγαλύτερο  προς  το  µικρότερο  κα-
θώς  το  Ν → ∞,  γίνεται 
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Επειδή 
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µπορούµε  να  γράψουµε  ότι 
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Χρησιµοποιώντας  το  σύµβολο  'Ο',  η  (2.33)  λαµβάνει  τη  µορφή 
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Ο  υπολογισµός  του  ασυµπτωτικού  αναπτύγµατος  του  Ε [ΤΝ(ΤΝ + 1)]  γί-
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µέλος  της  όπου  n  το  n – 1,  παίρνουµε 
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Για  τον  υπολογισµό  της  σταθεράς  c,  από  τη  (2.34)  έχουµε 
 

( ) c1nFlim
  n

+=
∞→

 

 
Οπότε 
 

                                     
( )

1
6

π 
1

t 

1
  lim

1
1t 

1
  limc

2n

1  t

2  n

1  n

0  t

2  n

−=−











=

−












+
=

∑

∑

=
∞→

−

=
∞→

 

 

 
 
 

(2.35) 

  



Συνεπώς  η  σχέση  (2.34),  λαµβάνοντας  υπόψη  τη  (2.35),  αντικαθιστώ-
ντας  όπου  n  το  Ν  και  αναδιατάσσοντας  τους  όρους  του  δεξιού  µέλους  
της  από  το  µεγαλύτερο  προς  το  µικρότερο,  καθώς  το  Ν → ∞,  γίνεται 
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µπορούµε  να  γράψουµε 
 

... 
Ν30 

1

Ν6 

1
 

Ν2 

1

Ν

1

6

π 
~

m 

1
 

532

2Ν

1  m

2
++−+−∑

=

 ,     Ν → ∞   (2.36) 
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Αναπτύσσοντας  το  τετράγωνο  του  δεξιού  µέλους  της  παραπάνω  σχέσης  
βρίσκουµε 
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Από  την  Εξίσωση  (2.29),  χρησιµοποιώντας  τις  σχέσεις  (2.36),  (2.37),  ε-
κτελώντας  τις  πράξεις  και  αναδιατάσσοντας  τους  όρους  του  δεξιού  µέ-
λους  της  από  το  µεγαλύτερο  προς  το  µικρότερο,  καθώς  το  Ν → ∞,  συ-
νεπάγεται 
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Χρησιµοποιώντας  το  σύµβολο  'Ο',  η  (2.38)  λαµβάνει  τη  µορφή 
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Για  τον  υπολογισµό  του  ασυµπτωτικού  αναπτύγµατος  του  V [ΤΝ]  θα  
χρησιµοποιήσουµε  τις  σχέσεις 
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οι  οποίες  προκύπτουν  από  τις  (2.33)  και  (2.38)  αντίστοιχα  αν  παραλεί-
ψουµε  τον  υπολογισθέντα  τελευταίο  όρο  από  τα  δεξιά  µέλη  τους. Από  
την  Εξίσωση  (2.21),  µετά  από  την  αντικατάσταση  των  ασυµπτωτικών  
σχέσεων  (2.39)  και  (2.40),  έχουµε 
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Από  τη  (2.41),  εκτελώντας  τις  πράξεις  και  αναδιατάσσοντας  τους  όρους  
του  δεξιού  µέλους  της  από  το  µεγαλύτερο  προς  το  µικρότερο,  καθώς  
το  Ν → ∞,  συνεπάγεται 
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Χρησιµοποιώντας  το  σύµβολο  'Ο',  η  (2.42)  λαµβάνει  τη  µορφή 
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2.3.  Το  Πρόβληµα  της  Επιλογής  του  Συλλέκτη  Κουπονιών  

από  τη  Σκοπιά  των  Οριακών  Θεωρηµάτων 
 

Έστω  ότι  υπάρχουν  n  κουπόνια  διαφορετικά  µεταξύ  τους. Υποθέ-
τουµε  ότι  το  i – οστό  κουπόνι  επιλέγεται  τυχαία  και  ανεξάρτητα  από  
αυτά  που  έχουν  ήδη  επιλεγεί. Ορίζουµε  οι  τυχαίες  µεταβλητές  Χ1, Χ2, … 
να  είναι  ανεξάρτητες  και  όµοια  κατανεµηµένες  και  να  λαµβάνουν  τιµές  
από  το  σύνολο  {1,2, … ,n}. 
 
 
2.3.1.  Η  Ασυµπτωτική  Συµπεριφορά  του  Χρόνου  Συλλογής  των  n  

Κουπονιών 
 

Ορίζουµε  µε  n
κτ   τη  χρονική  στιγµή  κατά  την  οποία  έχουµε  για  

πρώτη  φορά  κ  διαφορετικά  µεταξύ  τους  κουπόνια. Συµβολικά  µπορούµε  
να  γράψουµε  { }{ }κ Χ, ... ,Χ :m infτ m1

n
κ == . Οπότε  ο  χρόνος,  που  απαι-

τείται  για  τη  συλλογή  όλων  των  τύπων  των  κουπονιών,  είναι  το  n
nτ ,  το  

οποίο  αναπαρίσταται  και  ως  Τn. Από  τον  ορισµό  του  n
κτ   προκύπτει  ότι  

όταν  κ = 1  τότε  .1τn
1 =  Για  κ = 0  ορίζουµε  .0τn

0 =  Το  χρονικό  διάστηµα,  
που  µεσολαβεί  από  τη  χρονική  στιγµή  που  υπάρχουν  στη  συλλογή  µας  
κ – 1  διαφορετικά  µεταξύ  τους  κουπόνια,  µέχρι  τη  χρονική  στιγµή  που  
θα  επιλέξουµε  ένα  κουπόνι  διαφορετικού  τύπου  από  αυτούς  που  προη-
γήθηκαν,  συµβολίζεται  µε  Χn,κ. Λαµβάνοντας  υπόψη  τον  ορισµό  του  n

κτ ,  

έχουµε  n
1  κ

n
κκ,n ττΧ −−≡   για  1 ≤ κ ≤ n. Από  την  Παράγραφο  1.1.  και  από  

την  έννοια  της  τυχαίας  µεταβλητής  Χn,κ  συµπεραίνουµε  ότι  ακολουθεί  
τη  Γεωµετρική  κατανοµή. Η  πιθανότητα  να  επιλέξουµε  ένα  κουπόνι  δια-
φορετικού  τύπου  από  εκείνους  των  κουπονιών  που  προηγήθηκαν  υπολο-
γίζεται  ως  εξής: 
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Η  (2.43)  δίνει  την  παράµετρο  της  Γεωµετρικής  κατανοµής  που  ακολου-
θεί  η  Χn,κ. Στο  σηµείο  αυτό  θα  πρέπει  να  παρατηρήσουµε  ότι  η  Χn,κ ,    
1 ≤ κ ≤ n,  είναι  ανεξάρτητη  από  τις  τυχαίες  µεταβλητές  Χn,j , 1 ≤ j < κ,  
διότι  τα  χρονικά  διαστήµατα  δεν  αλληλεπικαλύπτονται,  όπως  πολύ  εύκο-
λα  µπορούµε  να  συµπεράνουµε  από  τον  ορισµό  τους,  και  η  χρονική  
στιγµή  που  επιλέγεται  ένα  κουπόνι  διαφορετικού  τύπου  από  τους  τύ-
πους  των  κουπονιών  που  προηγήθηκαν  δεν  εξαρτάται  από  τις  χρονικές  
στιγµές  που  επιλέγονται  τα  προηγούµενα  διαφορετικού  τύπου  κουπόνια. 

Από  την  Παράγραφο  1.1.  έχουµε  ότι  όταν  µία  τυχαία  µεταβλητή  
Χ  ακολουθεί  τη  Γεωµετρική  κατανοµή  µε  παράµετρο  p  τότε  Ε [Χ] =  p

1   

και  V [Χ] =    2p 

p  1− . Από  την  τελευταία  σχέση  συνεπάγεται  ότι  V [X] ≤  2p 
1 . 

Χρησιµοποιώντας  την  ιδιότητα  της  γραµµικότητας  της  µέσης  τιµής, 
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(2.44) 

  
Από  την  ανισοτική  σχέση  (Π.15)  συνεπάγεται 
 

nlnnn
m

1
 nnlnn

n

1  m

+≤≤ ∑
=

                              (2.45) 

 
Επειδή  η  (2.45)  ισχύει  για  κάθε  ,n ℵ∈  θα  ισχύει  και  καθώς  το  n → ∞. 
Οπότε  έχουµε 
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Από  τη  (2.46)  προκύπτει 
 

( )nlnnlim
m

1
 n lim

  n

n

1  m
  n ∞→

=
∞→

=













∑                               (2.47) 

 
Συνεπώς  από  τις  σχέσεις  (2.44)  και  (2.47)  παίρνουµε 
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Από  τον  ορισµό  της  τυχαίας  µεταβλητής  Τn  και  από  το  Λήµµα  Π.1, 
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Ορίζουµε  µn = Ε [Τn],  

2
nσ  = V [Τ n]  και  .nlnnbn =  Θα  δείξουµε  ότι  2

n

2
n

b

σ  → 

→ 0. Πράγµατι 
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Επειδή  ισχύει  η  υπόθεση  του  Θεωρήµατος  Π.2  έχουµε 
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  κατά  πιθανότητα  (2.50) 

 
Από  τη  σχέση  (2.48) 
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Η  (2.50),  λόγω  της  (2.51),  συνεπάγεται  ότι  nlnn

Τ n  → 1  κατά  πιθανότητα. 
 
 



2.3.2.  Η  Κατανοµή  Poisson  και  το  Πρόβληµα  της  Επιλογής  του  
Συλλέκτη 

 
Ας  υποθέσουµε  ότι  έχουµε  r  µπάλες  τις  οποίες  τοποθετούµε  τυ-

χαία  µέσα  σε  n  κουτιά. 
 
Θεώρηµα  2.1: Αν  ne –r/n → λ∈[0 , ∞)  τότε  ο  αριθµός  των  άδειων  κου-
τιών  προσεγγίζει  την  κατανοµή  Poisson  µε  µέση  τιµή  λ. 

Απόδειξη: Αρχικά  παρατηρούµε  ότι 
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(2.52) 

  
Συµβολίζουµε  µε  pm(r,n)  την  πιθανότητα  ακριβώς  m  κουτιά  να  είναι  
άδεια  όταν  r  µπάλες  τοποθετούνται  µέσα  σε  n  κουτιά. Τότε 
 

{ } { }( ) 1  κουτίάδειο  1  χιστονάτουλ     κουτιάάδεια  0  P =U  
 
Ισοδύναµα, 
                

{ } { }  κουτί άδειο  1  χιστονάτουλ  P1       κουτιάάδεια  0  P −=      (2.53) 
 
Χρησιµοποιώντας  το  Γενικευµένο  αθροιστικό  τύπο  και  την  Εξίσωση  
(2.52)  παίρνουµε 
 

{ } { } { } { }
( ){ } { }

( ) ( ){ }
( ) { }

{ } { }

{ } +−




+

+




−





=

−+

+−−−+

++−−−

−++=

−

 ... άδεια  κ.i,i,i   τα P 3
n  

άδεια  κ.i,i   τα P 2
n

άδειο  κ.i   το P 1 
n

άδεια  κ.n, ... ,1  P1  

 ... άδεια  κ.n,1n,2n  P ...  

... άδεια  κ.,3,21  Pάδεια  κ.n,1n  P ...   

άδεια  κ.,21  Pάδειο  κ.n  P ... άδειο  κ.1  Pάδειο    κ.1  .τουλ P

321

211

οο1  n

οοο

οοοοο

οοοο

 



                                 

( ) { }

( ) { }

( )∑

∑

=

−

=

−

−







 −




−=






−=






−+

n

1  κ

r
1  κ

n

1  κ

κ1
1  κ

n1
1  n

n

κ
1

κ
n1

άδεια  κ.i, ... ,i  τα  P 
κ
n1

άδεια  κ.i, ... ,i  τα  P n
n1  

 

 

 
 
 
 
 
 

(2.54) 

  
Από  τη  (2.53),  λόγω  της  (2.54),  έχουµε 
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Τώρα  θα  υπολογίσουµε  την  πιθανότητα  pm(r,n). Από  τον  ορισµό  της  συ-
νεπάγεται 
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Θέλουµε  να  δείξουµε  ότι  ( ) !m
λ λ

m

m

en,rp −→   καθώς  το  n → ∞. Θα  ξεκινή-

σουµε  πρώτα  δείχνοντας  ότι  αν  λne nr →−  τότε 
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Επειδή  1 – x ≤ e – x  και  λne nr →−  έχουµε 
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Παρατηρούµε  ότι 
 

( ) ( )
( )

( )
!m

mn  

! mn !m

n ... 1mn ! mn
m
n

m−
≥

−
⋅⋅+−−

=




  

 
οπότε 
 

( )
!m

n  

n

m
1

n

m
1 

!m

mn  

n

m
1m

n 
mr  mrmr +







 −=






 −

−
≥






 −




          (2.59) 

 
Αν  0 ≤ t ≤ 2

1  τότε 
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Συνεπώς 
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Από  υπόθεση 
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Οπότε 
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Από  την  Εξίσωση  (2.61),  πολλαπλασιάζοντας  µε  n
m ,  παίρνουµε 
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(2.63) 

 
Από  τις  (2.60),  (2.62)  και  (2.63)  έχουµε 
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Η  (2.64)  συνεπάγεται 
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Συνεπώς 
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Επειδή  ( ) 11 m

n
m →−   καθώς  το  n → ∞,  από  τις  (2.59)  και  (2.65)  παίρ-

νουµε 
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(2.66) 

  
Από  τη  σχέση  (2.58)  έχουµε 
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Συνδυάζοντας  τις  (2.66)  και  (2.67)  προκύπτει 
 

!m

λ 

n

m
1m

n suplim
n

m
1m

n inflim
!m

λ mr

  n

r

  n

m

≤

















 −




≤


















 −




≤

∞→∞→
 

 
Από  την  τελευταία  σχέση  συνεπάγεται  η  (2.57). 

Τώρα  θα  διατυπώσουµε  το  Θεώρηµα  Κυριαρχηµένης  Σύγκλισης  
και  θα  το  χρησιµοποιήσουµε  για  να  συνεχίσουµε  την  απόδειξη  του  θε-
ωρήµατος. 

Θεώρηµα  Κυριαρχηµένης  Σύγκλισης 
Έστω  (fn)  µία  ακολουθία  συναρτήσεων. Αν  fn → f  σηµειακά,  gf n ≤   για  

όλα  τα  n  και  ( ) ∞<∑∞
= κg0  κ   τότε  ( ) ( )κfκf 0  κn

n
0  κ

∞
== ∑→∑   καθώς  το  n → 

→ ∞. 

Θεωρούµε  την  ακολουθία  των  συναρτήσεων  (fn),  που  ορίζεται  µε  τον  
τύπο 
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και  τη  συνάρτηση  f,  που  ορίζεται  µε 
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Από  τη  σχέση  (2.57)  έχουµε 
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για  τυχαίο  κ. Οπότε  fn(κ) → f(κ)  για  κάθε  κ 0ℵ∈ . Συνεπώς  fn → f  σηµει-
ακά. 
Από  τον  ορισµό  της  ακολουθίας  των  συναρτήσεων  (fn)  και  από  τη  σχέ-
ση  (2.58)  παίρνουµε 
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Επειδή  λne nr →−   συνεπάγεται 
 

1λne nr +≤−                                           (2.69) 
 
Από  τη  (2.68),  λόγω  της  (2.69),  προκύπτει 
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Ορίζουµε  τη  συνάρτηση  g  µε  ( ) ( )
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κg += . Από  τη  (2.70)  έχουµε  ότι  

( ) ( )κgκf n ≤   για  τυχαίο  κ. Οπότε  gf n ≤   για  όλα  τα  n. 

Από  τον  ορισµό  της  συνάρτησης  g, 
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Επειδή  ισχύουν  οι  υποθέσεις  του  Θεωρήµατος  Κυριαρχηµένης  Σύγκλι-
σης, 
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Από  τη  σχέση  (2.71),  λόγω  της  (2.55),  παίρνουµε 
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Η  (2.72)  ισχύει  αν  λne nr →− . Για  σταθερό  m,  ( ) ( ) λe mn m  nr →− −− ,  ο-
πότε  από  (2.72) 
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Από  τις  σχέσεις  (2.56),  (2.57)  και  (2.73)  προκύπτει 
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και  ολοκληρώνεται  η  απόδειξη  του  θεωρήµατος. 

Στο  πρόβληµα  της  επιλογής  του  συλλέκτη  κουπονιών  υπενθυµί-
ζουµε  ότι  οι  τυχαίες  µεταβλητές  Χ1, Χ2, …  είναι  ανεξάρτητες  και  όµοια  
κατανεµηµένες  και  λαµβάνουν  τιµές  από  το  σύνολο  {1,2, … ,n}. Επίσης  
έχουµε  συµβολίσει  µε  Τn  το  χρόνο  που  απαιτείται  για  τη  συλλογή  όλων  
των  τύπων  των  κουπονιών  και  µπορούµε  να  γράψουµε {{ ,Χ :m infΤ 1n =  

} { }} n, ... ,2,1 Χ, ... m = . Στην  παράγραφο  αυτή  οι  Χ1, Χ2, …  αναπαριστούν  
τις  µπάλες  που  τοποθετούνται  τυχαία  µέσα  σε  n  κουτιά. Σύµφωνα  µε  
αυτή  τη  θεώρηση  το  mΤn ≤   αν  και  µόνο  αν  m  µπάλες  γεµίζουν  και  
τα  n  κουτιά. Έστω  τώρα  ότι  έχουµε  r  µπάλες  µε  nxnlnnr += . Τότε 
 
                                     x xx  nln nr eenene −−−−− →== ,     n → ∞ 
 
Από  το  Θεώρηµα  2.1  προκύπτει 
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Παράρτηµα 
 
Αποδείξεις  που  παραλήφθηκαν  

από  το  κυρίως  κείµενο 

 
 
 
 
Π.1. 
 
Μία  οικογένεια  τυχαίων  µεταβλητών  Χi , i∈I  µε  ( ) ∞<2

iΧ Ε   ονοµάζεται  
ασυσχέτιστη  αν 
 

( ) jiji ΕΧ ΕΧΧΧΕ = ,     i ≠ j                         (Π.1) 

 
Λήµµα  Π.1: Αν  οι  τυχαίες  µεταβλητές  Χ1, … ,Χn  είναι  ασυσχέτιστες  και  

( ) ∞<2
iΧ Ε   για  κάθε  i = 1, … ,n  τότε 

 
( ) ( ) ( )n1n1 Χ Var ... Χ VarΧ ... Χ Var ++=++                   (Π.2) 

 
Απόδειξη: Θέτουµε  µi = ΕΧi  (i = 1, … ,n)  και  i

n
1  in ΧS =∑= . Αφού  =nSΕ  

i
n

1  i µ=∑= ,  χρησιµοποιώντας  τον  ορισµό  της  διασποράς  έχουµε 
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Γράφοντας  το  τετράγωνο  του  αθροίσµατος  ως  το  γινόµενο  δύο  αθροι-
σµάτων  έχουµε 
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Χρησιµοποιώντας  την  ιδιότητα  της  γραµµικότητας  της  αναµενόµενης  τι-
µής  και  αναπτύσσοντας  το  διπλό  άθροισµα  παίρνουµε 
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(Π.3) 

  

Τώρα  θα  δείξουµε  ότι  ο  δεύτερος  όρος  του  δεξιού  µέλους  της  ισότητας  
(Π.3)  είναι  ίσος  µε  µηδέν. Πράγµατι, 
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(Π.4) 
  

Η  ισότητα  (Π.4)  είναι  αληθής  γιατί  οι  τυχαίες  µεταβλητές  Χi,  Χj  είναι  
ασυσχέτιστες. Από  τις  ισότητες  (Π.3),  (Π.4)  προκύπτει  η  (Π.2)  και  ολο-
κληρώνεται  η  απόδειξη  του  λήµµατος. 
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Έχουµε, 
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Ολοκληρώνοντας  το  αριστερό  µέλος  της  ισότητας  (Π.6)  παίρνουµε 



                                       

( ) ( )

( )
1

Ν

1  m

m

1

1  Ν

0  m

1  m1  Ν

0  m

m

c
m

t1  

c
1m

t1
dt t1

+
−

−=

+
+

−
−=−

∑

∑∑∫

=

−

=

+−

=
 

 

 
 
 

(Π.7) 

  

Τώρα  ολοκληρώνουµε  το  δεξιό  µέλος  της  (Π.6),  οπότε 
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Χρησιµοποιώντας  το  θεώρηµα  του  διωνύµου, 
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Αντικαθιστώντας  την  ισότητα  (Π.9)  στην  (Π.8), 
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(Π.10) 

 
Εξισώνοντας  τα  δεξιά  µέλη  των  σχέσεων  (Π.7),  (Π.10), 
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Για  t = 0,  από  την  εξίσωση  (Π.11)  προκύπτει 
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Η  (Π.11),  λόγω  της  εξίσωσης  (Π.12),  γράφεται 
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Για  t = 1,  από  την  (Π.13)  προκύπτει  η  (Π.5)  και  ολοκληρώνεται  η  από-
δειξη. 
 
 
Π.3. 
 
Θα  αποδείξουµε  την  ανισοτική  σχέση 
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Επίσης  θα  αποδείξουµε  ότι  από  την  (Π.14)  προκύπτει 
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και  αντίστροφα. 
Έστω  η  συνάρτηση  f  µε  f(x) = x

1 ,  x > 0. Θεωρούµε  µία  υποδιαίρεση  του  
διαστήµατος  [1,n]  σε  n – 1  µοναδιαίου  µήκους  διαστήµατα. Τα  συνολικά  
εµβαδά  των  εγγεγραµµένων  και  περιγεγραµµένων  ορθογωνίων  δίνονται  
αντίστοιχα,  από  τους  τύπους 
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Είναι  φανερό  ότι  το  εµβαδό  του  χωρίου,  που  ορίζεται  κάτω  από  τη  
γραφική  παράσταση  της  f  και  µεταξύ  των  γραµµών  x = 1,  x = n  και  y = 
= 0  ικανοποιεί  την  ανισοτική  σχέση 
 

∑∑∫∑
=

−

==

≤≤≤
n

1  m

1  n

1  m

n

1

n

2  m
m
1

m
1

x
dx

m
1

                          (Π.16) 

 
Από  την  (Π.16)  προκύπτει  άµεσα  η  (Π.14). Από  την  τελευταία  µπορού-
µε  να  γράψουµε  ισοδύναµα 
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Από  την  τελευταία  ανισοτική  σχέση  έχουµε  την  (Π.15). Το  αντίστροφο  
ισχύει  λόγω  των  ισοδυναµιών. 
 
 
Π.4. 
 
Έστω  Χ  µία  διακριτή  τυχαία  µεταβλητή  και  g  µία  συνάρτηση  αυτής  
της  τυχαίας  µεταβλητής. Θα  δείξουµε  ότι 
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Θα  ξεκινήσουµε  από  το  δεξιό  µέλος  της  παραπάνω  ισότητας  και  θα  
καταλήξουµε  στο  αριστερό. Πράγµατι, 
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Π.5. 
 
Μία  σηµαντική  ανισοτική  σχέση,  η  οποία  µας  είναι  απαραίτητη  παρα-
κάτω,  είναι  η  Ανισότητα  Chebyshev. Αυτή  έχει  ως  εξής: 
 



Θεώρηµα  Π.1: Έστω  Χ  τυχαία  µεταβλητή  και  φ: ℜ→ℜ   µε  φ(x) =       
= φ(–x)  για  κάθε  ℜ∈x ,  φ(x) > 0  για  κάθε  x ( )+∞∈ ,0   και  φ  αύξουσα  
στο  ( )+∞,0 . Αν  επιπλέον  Ε [φ(Χ)] < ∞,  τότε 
 

{ } ( )[ ]
( )xφ

Χφ Ε
xΧ P ≤≥   για  κάθε  x > 0         (Π.17) 

 
Απόδειξη: Μπορεί  να  βρεθεί  στο  [1]  στη  σελίδα  140. 

Στο  σηµείο  αυτό  θα  πρέπει  να  παρατηρήσουµε  ότι  επειδή  { }⊆> xΧ  

{ }xΧ ≥⊆   έχουµε  { } { }xΧ PxΧ P ≥≤> . Η  τελευταία  σχέση  σε  συνδυα-

σµό  µε  την  (Π.17)  µας  οδηγεί  στο  συµπέρασµα 
 

{ } ( )[ ]
( )xφ

Χφ Ε
xΧ P ≤>   για  κάθε  x > 0         (Π.18) 

 
Έστω  τώρα  Χ1, Χ2, …  ασυσχέτιστες  τυχαίες  µεταβλητές  µε  ΕΧi = µ  και  
Var (Χi) < ∞  (i = 1, 2, … ). Θέτουµε  n1n Χ ... ΧS ++=   και  µΖ n

S
n

n −= . 
 

Λήµµα  Π.2: Αν  κ > 0  και  0Ζ Ε
κ

n →   καθώς  το  n → ∞,  τότε  0Ζn →   

κατά  πιθανότητα. 

Απόδειξη: Από  τον  ορισµό  της  σύγκλισης  κατά  πιθανότητα  έχουµε 
 
                                  { } 0  εΖ  P          0Ζ n

P
n →>⇔→   για  κάθε  ε > 0 

 
Άρα  αρκεί  να  αποδείξουµε  το  δεξιό  µέλος  της  ισοδυναµίας. Θεωρούµε  

συνάρτηση  φ  µε  ( ) κ
xxφ =   και  τυχαία  µεταβλητή  Χ = Ζn. Βλέπουµε  ότι  

οι  υποθέσεις  του  θεωρήµατος  Π.1  ικανοποιούνται,  οπότε  από  την  (Π.18)  
συνεπάγεται 
 

                                             { } ( )[ ]
( )εφ

Ζφ Ε
εΖ P n

n ≤>   για  κάθε  ε > 0 

 
Ισοδύναµα, 
 

                                           { } κ

n
κ 

n Ζ Ε εεΖ P −≤>   για  κάθε  ε > 0 

 
Για  n → ∞  έχουµε  { } 0εΖ Plim nn

=>   για  κάθε  ε > 0  και  ολοκληρώνεται  

η  απόδειξη. 
 



Θεώρηµα  Π.2: Έστω  µn = ΕSn  και  ( )n
2
n S Varσ = . Αν  02

n

2
n

b

σ →   καθώς  το   

n → ∞,  τότε  0
n

nn

b
µS →−   κατά  πιθανότητα. 

Απόδειξη: Θέτουµε  
n

nn

b
µS

nΖ
−= . Έχουµε 

 

( )

( ) ( ) 0
b

σ
S Var bSΕS Ε b

µS Ε b
b 

µS
 ΕΖ Ε

2
n

2
n

n
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n
2

nn
2 

n

2
nn

2 
n

2

n

nn2

n

→==−=

−=






 −
=

−−

−

 

 
καθώς  το  n → ∞. Ικανοποιούνται  λοιπόν  οι  υποθέσεις  του  λήµµατος  Π.2  
και  παίρνουµε  το  ζητούµενο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Πίνακας  Συµβόλων 
 
 
 
 
 

 ℵ  : Το  σύνολο  των  φυσικών  αριθµών  1,2, … ,n, …  
    

0ℵ  : Το  σύνολο  των  φυσικών  αριθµών  και  του  µη-
δενός. 

 
 

 : Το  σύνολο  των  ακέραιων  αριθµών.  

ℜ  : Το  σύνολο  των  πραγµατικών  αριθµών.  
ℂ : Το  σύνολο  των  µιγαδικών  αριθµών.  

n! = 1·2·3· … ·n,  αν  n  φυσικός  αριθµός,  0! = 1.  
α∈Α : Το  α  είναι  στοιχείο  του  συνόλου  Α.  

ΒΑ U  : Ένωση  των  συνόλων  Α  και  Β.  
ΒΑ I  : Τοµή  των  συνόλων  Α  και  Β.  

[ ] ( )cc
Α  ή  Α  : Το  συµπλήρωµα  του  συνόλου  Α.  

    

{ } : Άγγιστρα  συνόλου.  
{ } : Άγγιστρα  ενδεχοµένου.  
⊆  : Είναι  υποσύνολο  του …  

    

( )β,α  : Ανοικτό  διάστηµα  µε  άκρα  α  και  β. Το  σύνολο  
όλων  των  πραγµατικών  αριθµών  x  τέτοιων,  ώ-
στε  α < x < β. 

 

    

[ ]β,α  : Κλειστό  διάστηµα  µε  άκρα  α  και  β. Το  σύνολο  
όλων  των  πραγµατικών  αριθµών  x  τέτοιων,  ώ-
στε  α ≤ x ≤ β. 

 

    

[ )β,α  : Το  σύνολο  όλων  των  πραγµατικών  αριθµών  x  
τέτοιων,  ώστε  α ≤ x < β. 

 
    

( ]β,α  : Το  σύνολο  όλων  των  πραγµατικών  αριθµών  x  
τέτοιων,  ώστε  α < x ≤ β. 

 
    

[ )+∞,α  : Το  σύνολο  όλων  των  πραγµατικών  αριθµών  x  
τέτοιων,  ώστε  x ≥ α. 

 
    

( )+∞,α  : Το  σύνολο  όλων  των  πραγµατικών  αριθµών  x  
τέτοιων,  ώστε  x > α. 

 
    

( )β,∞−  : Το  σύνολο  όλων  των  πραγµατικών  αριθµών  x  
τέτοιων,  ώστε  x ≤ β. 

 
    

( )β,∞−  : Το  σύνολο  όλων  των  πραγµατικών  αριθµών  x  
τέτοιων,  ώστε  x < β. 

 



{ } ... exp  = e{ … }  
| · | : Απόλυτη  τιµή  πραγµατικού  αριθµού.  
| · | : Μέτρο  µιγαδικού  αριθµού.  

<=>  ή  ⇔  : Σύµβολο  ισοδυναµίας.  
∀  : Για  κάθε.  
~ : Είναι  «ασυµπτωτικά  ισοδύναµη»  στη …   

( ) ...  Ο  : Είναι  «µεγάλο  ο»  της …   
( ) ...  ο  : Είναι  «µικρό  ο»  της …   

→ : Συγκλίνει.  
→ : Τείνει.  

    

ΒΑ:f →  : Συνάρτηση  f  µε  πεδίο  (σύνολο)  ορισµού  το  Α  
(ή  υποσύνολο  του  Α)  και  πεδίο  (σύνολο)  τιµών  
το  Β  (ή  υποσύνολο  του  Β). 

 

    

( )xf  : Η  τιµή  της  συνάρτησης  f  στο  στοιχείο  x  του  
πεδίου  ορισµού  της. 

 

( )xdf  : ∆ιαφορικό  της  συνάρτησης  f.  
    

( )xflim
0x  x→

 : Η  οριακή  τιµή  (το  όριο)  της  συνάρτησης  f,  
όταν  το  x  τείνει  στο  0x . 

 
 

    

( )xfmax
Α  x∈

 : Μέγιστο  του  συνόλου  των  τιµών  της  ( )xf ,  
όπου  x  ανήκει  στο  Α. 

 
 

    

( )xfsup
Α  x∈

 : Άνω  πέρας  του  συνόλου  των  τιµών  της  ( )xf ,  
όπου  x  ανήκει  στο  Α. 

 
 

    

( )xfmin
Α  x∈

 : Ελάχιστο  του  συνόλου  των  τιµών  της  ( )xf ,  
όπου  x  ανήκει  στο  Α. 

 
 

    

( )xfinf
Α  x∈

 : Κάτω  πέρας  του  συνόλου  των  τιµών  της  ( )xf ,  
όπου  x  ανήκει  στο  Α. 

 
 

κ

n
1  κ

n

1  κ

κ α  ή  α =

=

∑∑  = n21 α ... αα +++  

 

 

{ }
∑

∈ m21 j, ... ,j,j  κ

κα  = 
m21 jjj α ... αα +++  

 

∏
=

n

1  κ

κα  = n21 α ... αα ⋅⋅⋅  
 

 

{ }
∏

∈ m21 j, ... ,j,j  κ

κα  = 
m21 jjj α ... αα ⋅⋅⋅  

 

    



( )xf  ή  
dx

df
′  :  

  

Η  παράγωγος  της  συνάρτησης  f  ως  προς  τη  µε- 
ταβλητή  x. 

 

( )xf  ή  
dx 

fd
2

2

′′  :  

  

Η  παράγωγος  δεύτερης  τάξης  της  συνάρτησης  f   
ως  προς  τη  µεταβλητή  x. 

 

( )( )xf  ή  
dx 

fd n
n

n

 :  

  

Η  παράγωγος  n – οστής  τάξης  της  συνάρτησης  f 
ως  προς  τη  µεταβλητή  x. 

 







n
κ  = ( )

( )κn0  ,κ     
! nκ !n

!κ
≤≤ℵ∈

−
  

    

( )∫ dx xf  :  

  

Το  αόριστο  ολοκλήρωµα  της  συνάρτησης  f  ως 
προς  τη  µεταβλητή  x. 

 

( )∫
β

α

dx xf  : 
 

   
  

Το  ορισµένο  ολοκλήρωµα  της  συνάρτησης  f  ως 
προς  τη  µεταβλητή  x  στο  κλειστό  διάστηµα 
[α,β]. 

 

    

( )[ ]βαxf  =  
  

( ) ( ) ( )αfβf xf
β

α
−=  

 

    

: Πολυώνυµο  Bernoulli  βαθµού  n.  ( )xΒn  
   

    

:  nΒ  
 

Αριθµός  Bernoulli,  ( )0ΒΒ nn = . 
 

    

[x]  : Ο  µεγαλύτερος  ακέραιος  που  είναι  µικρότερος  
από  το  x. 

 
    

∞ : Το  άπειρο.  
    

P{Ε}  : Η  πιθανότητα  ενός  ενδεχοµένου  Ε.  
    

P{Α|Β}  ή  P(Α|Β) : Η  δεσµευµένη  πιθανότητα  ενός  ενδεχοµένου  Α  
όταν  γνωρίζουµε  ότι  έχει  πραγµατοποιηθεί  το  
ενδεχόµενο  Β. 

 

    

Ε [Χ]  ή  Ε (Χ) : Η  µέση  τιµή  της  τυχαίας  µεταβλητής  Χ.  
    

Ε [Χ|Υ] : Η  δεσµευµένη  µέση  τιµή  της  τυχαίας  µεταβλη-
τής  Χ  δοθείσης  της  τυχαίας  µεταβλητής  Υ. 

 
    

Var (X)  ή  V [X]  : Η  διασπορά  της  τυχαίας  µεταβλητής  Χ.  
    

   

( ) ( )xF  ή  xFΧ  : Η  συνάρτηση  κατανοµής  πιθανότητας  της  τυχαί-
ας  µεταβλητής  Χ,  ( ) { } ℜ∈∀≤= x   xΧ PxF . 

 
    

{ }ℵ∈κ:pκ  : Η  συνάρτηση  µάζας  πιθανότητας  της  τυχαίας  
µεταβλητής  Χ,  { } ℵ∈∀== κ   xΧ  Pp κκ . 

 

    

( ) ( )xf  ή  xf Χ  : Η  συνάρτηση  πυκνότητας  πιθανότητας  της  τυ-  



χαίας  µεταβλητής  Χ,  ( ) ( ) ℜ∈∀′= x   xFxf   εφό-
σον  η  παράγωγος  υπάρχει. 

→P  : Συγκλίνει  κατά  πιθανότητα.  
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