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ΠΡΟΛΟΓΟ 

 

Σα γξαθήκαηα είλαη έλα βαζηθφ αληηθείκελν ζηα δηαθξηηά καζεκαηηθά θαη ε ζεσξία 

γξαθεκάησλ ε επηζηήκε πνπ ηα κειεηάεη. Ζ ζεσξία γξαθεκάησλ βξίζθεη πνιιέο 

εθαξκνγέο ζηα εθαξκνζκέλα καζεκαηηθά αιιά θαη ζηελ επηζηήκε ησλ ππνινγηζηψλ.  

Σα πξψηα ζηνηρεία ζρεηηθά κε ηε ζεσξία γξαθεκάησλ θάλνπλ ηελ εκθάληζή ηνπο ην 

1736 ζηελ εξγαζία ηνπ Euler: “Seven bridge of Konigsberg”. Απφ ηφηε ε ζεσξία 

γξαθεκάησλ άξρηζε λα εμειίζεηαη αξγά αιιά ε αθκή ηεο μεθηλάεη ηνλ πξνεγνχκελν 

αηψλα θπξίσο κε ηελ αλάπηπμε ηεο Δπηζηήκεο ησλ Τπνινγηζηψλ.  

Σν 1930 ν Πνισλφο Kazimierz Kuratowski, δηάζεκνο καζεκαηηθφο ηεο επνρήο ηνπ, 

απέδεημε ην πεξίθεκν ζεψξεκα ραξαθηεξηζκνχ ελφο γξαθήκαηνο G σο επίπεδνπ ή κε 

επίπεδνπ. ηελ εξγαζία απηή παξνπζηάδνληαη δχν απνδείμεηο ηνπ ζεσξήκαηνο απηνχ. 

ην πξψην θεθάιαην γίλεηαη κία παξνπζίαζε βαζηθψλ ελλνηψλ ηεο ζεσξίαο 

γξαθεκάησλ, ζην δεχηεξν θεθάιαην παξνπζηάδνληαη ηα επίπεδα θαη κε επίπεδα 

γξαθήκαηα θαη θάπνηεο ηδηφηεηεο απηψλ. ην ηξίην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη νη δχν 

απνδείμεηο ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Kuratowski, ε κία κε ηε ρξήζε ηεο έλλνηαο ησλ 

γεθπξψλ, θαη ε άιιε κε ζηεξηδφκελε ζηελ έλλνηα ηνπ νκνηνκνξθηζκνχ θαη ηεο 

ζπζηνιήο. Σέινο ζην ηέηαξην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη θάπνηνη αιγφξηζκνη 

επηπεδφηεηαο.  
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1 : ΒΑΗΚΔ ΔΝΝΟΗΔ ΣΖ ΘΔΩΡΗΑ ΓΡΑΦΖΜΑΣΩΝ 

 

1.1  Δηζαγσγηθέο έλλνηεο 

 

 Έλα γξάθεκα G είλαη έλα δηαηεηαγκέλν δεχγνο δχν μέλσλ κεηαμχ ηνπο ζπλφισλ 

𝑉 ≠ 0  θαη  Δ, φπνπ Δ είλαη έλα ππνζχλνιν ησλ κε δηαηεηαγκέλσλ δεπγψλ ηνπ V. Σα 

ζηνηρεία ηνπ ζπλφινπ V νλνκάδνληαη θνξπθέο ηνπ γξαθήκαηνο G  θαη ην ζχλνιφ ηνπο 

ζπκβνιίδεηαη κε V(G), ελψ ηα ζηνηρεία ηνπ ζπλφινπ Δ νλνκάδνληαη πιεπξέο ηνπ 

γξαθήκαηνο G θαη ην ζχλνιφ ηνπο ζπκβνιίδεηαη κε E(G). Σν πιήζνο ηνπ ζπλφινπ V 

ζπκβνιίδεηαη κε ∣ 𝑉 ∣ ή ∣ 𝑉(𝐺) ∣θαη νλνκάδεηαη ηάμε ηνπ γξαθήκαηνο,. Αληίζηνηρα, ην 

πιήζνο ηνπ ζπλφινπ Δ ζπκβνιίδεηαη κε ∣ 𝐸 ∣ή ∣ 𝐸(𝐺) ∣θαη νλνκάδεηαη κέγεζνο ηνπ 

γξαθήκαηνο. 

 H πιεπξά e={u,v}ιέκε φηη ελψλεη ηηο θνξπθέο u θαη v. Αλ ε 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺)ηφηε νη u θαη 

v νλνκάδνληαη γεηηνληθέο θνξπθέο θαη ε πιεπξά e(=uv, ελαιιαθηηθφο ζπκβνιηζκφο) 

ιέκε φηη πξνζπίπηεη ή δηέξρεηαη απφ ηηο θνξπθέο u θαη v πνπ νλνκάδνληαη άθξα ηεο uv. 

Γχν πιεπξέο e1 θαη e2 νλνκάδνληαη γεηηνληθέο αλ έρνπλ έλα θνηλφ άθξν, δειαδή αλ 

πξνζπίπηνπλ ζηελ ίδηα θνξπθή. 

  

 
 

V(G)={v1,v2,v3,v4,v5} 

          |V|=5 

E(G)={e1,e2,e3,e4,e5,e6,e7,e8} 

                |E|=8                               
 
ρήκα 1 

 

 

Μία πιεπξά πνπ ζπλδέεη κηα θνξπθή κε ηνλ εαπηφ ηεο νλνκάδεηαη βξφρνο. Δπίζεο δχν 

πιεπξέο κε ηα ίδηα άθξα νλνκάδνληαη παξάιιειεο. Αλ έλα γξάθεκα πεξηέρεη βξφρνπο ή 

παξάιιειεο πιεπξέο ηφηε νλνκάδεηαη πνιπγξάθεκα. 

 Αλ ζε έλα γξάθεκα ηα ζηνηρεία ηνπ ζπλφινπ Δ είλαη δηαηεηαγκέλα δεχγε 

θνξπθψλ, π.ρ. 𝑢𝑣⃗⃗⃗⃗ ,ηφηε νλνκάδνληαη ηφμα θαη φρη πιεχξεο θαη ην γξάθεκα θαιείηαη 

θαηεπζπλφκελν ή δηαηεηαγκέλν. 

Αλ έλα γξάθεκα δελ πεξηέρεη βξφρνπο ή παξάιιειεο πιεπξέο νλνκάδεηαη απιφ 

γξάθεκα. 
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                                   Μ                                 Ζ                                G 

 Σν γξάθεκα G είλαη απιφ 

 Σν γξάθεκα Μ έρεη έλα βξφρν ζηελ θνξπθή c, δχν παξάιιειεο πιεπξέο bd θαη δχν 

παξάιιειεο πιεπξέο dc 

 To δηαηεηαγκέλν γξάθεκα Ζ έρεη 6 ηφμα θαη 4 θνξπθέο 
ρήκα 2 

 

Έλα γξάθεκα G'(V',E') νλνκάδεηαη ππνγξάθεκα ηνπ G(V,E) αλ 𝑉′ ⊆ 𝑉θαη 𝐸′ ⊆ 𝐸. Αλ 

ηα δχν γξαθήκαηα έρνπλ ην ίδην ζχλνιν θνξπθψλ( V'=V) ηφηε ην G' νλνκάδεηαη 

παξάγνλ ππνγξάθεκα ηνπ G. Δπίζεο αλ ην G' πεξηέρεη φιεο ηηο πιεπξέο ηνπ G πνπ 

ελψλνπλ ηηο θνξπθέο ηνπ V' ηφηε νλνκάδεηαη παξαγφκελν ππνγξάθεκα απφ ην V' θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε G[V']. 

 

 
         G             G’ 

Τπνγξάθεκα 

ηνπ G 

         Ζ 

Παξαγφκελν 

ππνγξάθεκα 

ηνπ G απφ ηηο 

θνξπθέο a,b,c,d 

          G1 

Παξάγνλ ππνγξάθεκα 

ηνπ G 

ρήκα 3            

 

πκβνιίδνπκε κε G(n) έλα απζαίξεην γξάθεκα ηάμεο n θαη κε G(n,m) έλα απζαίξεην 

γξάθεκα ηάμεο n θαη κεγέζνπο m. 

 

Έλα γξάθεκα ηάμεσο n κε m=0 νλνκάδεηαη θέλν γξάθεκα θαη ζπκβνιίδεηαη κε Δn. 

Έλα γξάθεκα ηάμεσο n φπνπ φιεο νη θνξπθέο είλαη γεηηνληθέο αλά δχν νλνκάδεηαη 

πιήξεο θαη ζπκβνιίδεηαη κε Κn. ε έλα πιήξεο γξάθεκα ηζρχεη 𝑚 = (
𝑛
2
). 

Γεληθά γηα θάζε γξάθεκα ηζρχεη 0 ≤ 𝑚 ≤ (
𝑛
2
) =

𝑛(𝑛−1)

2
. 

Ο βαζκφο ηεο θνξπθήο ελφο γξαθήκαηνο ζπκβνιίδεηαη κε d(v) θαη είλαη ην πιήζνο ησλ 

πιεπξψλ πνπ δηέξρνληαη απφ ηελ θνξπθή απηή. Αλ d(v)=0 ηφηε ε θνξπθή ιέγεηαη 

κεκνλσκέλε. Ο κηθξφηεξνο(κεγαιχηεξνο) βαζκφο απφ ηνπο βαζκνχο ησλ θνξπθψλ ελφο 

γξαθήκαηνο G ζπκβνιίδεηαη κε δ(G)=min{𝑑(𝑣): 𝑣 ∈ 𝑉} (Γ(G)=max{𝑑(𝑣): 𝑣 ∈ 𝑉}). 

Πξνθαλψο 0 ⩽ 𝑑(𝑣) ⩽ 𝑛 − 1  ∀𝑣 ∈ 𝐺. 
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Έλα γξάθεκα γηα ην νπνίν ηζρχεη d(v)=k γηα φιεο ηηο θνξπθέο ηνπ νλνκάδεηαη k-

θαλνληθφ γξάθεκα. 

 

Θεώπημα 1 

Σν άζξνηζκα ησλ βαζκψλ ησλ θνξπθψλ ελφο γξαθήκαηνο G ηζνχηαη κε ην δηπιάζην ηνπ 

αξηζκνχ ησλ πιεπξψλ ηνπ, δειαδή ∑ 𝑑(𝑣𝑖)
𝑛
𝑖=1 = 2𝑒. 

Απόδειξη: 

Δθφζνλ θάζε πιεπξά πξνζπίπηεη ζε δχν θνξπθέο, ζα πξνζθέξεη δπφ κνλάδεο ζην 

άζξνηζκα ησλ βαζκψλ, κία κνλάδα γηα θάζε θνξπθή πνπ είλαη άθξν ηεο πιεπξάο απηήο. 

 

Μία πεπεξαζκέλε αθνινπζία ζηελ νπνία ελαιιαζζνληαη θνξπθέο θαη πιεπξέο ελφο 

γξαθήκαηνο, ε νπνία αξρίδεη θαη ηειεηψλεη ζε θνξπθή θαη θάζε ηεο πιεπξά πξνζπίπηεη 

ζηελ πξνεγνχκελε θαη επφκελε θνξπθή ηεο αθνινπζίαο, νλνκάδεηαη δξφκνο. Π.ρ. o 

δξφκνο  v1,v1v2,v2,...,vn-1vn,vn  ιέγεηαη v1→vn δξφκνο απφ ηηο αθξαίεο θνξπθέο ηνπ. 

Αλ ζε έλα δξφκν θάζε πιεπξά ηνπ δξφκνπ εκθαλίδεηαη κφλν κηα θνξά ηφηε ν δξφκνο 

ιέγεηαη δξνκίζθνο. 

Αλ ζε έλα δξφκν θάζε πιεπξά θαη θάζε θνξπθή ηνπ δξφκνπ εκθαλίδνληαη κφλν κηα 

θνξά ηφηε ν δξφκνο ιέγεηαη κνλνπάηη. 

Έλαο δξφκνο ή έλαο δξνκίζθνο πνπ έρεη ηελ ίδηα θνξπθή σο άθξα νλνκάδεηαη θιεηζηφο 

δξφκνο ή δξνκίζθνο. Αληίζηνηρα, έλα κνλνπάηη πνπ έρεη ηελ ίδηα θνξπθή σο άθξα 

νλνκάδεηαη θχθινο. 

Σν πιήζνο ησλ πιεπξψλ ελφο δξφκνπ νλνκάδεηαη κήθνο ηνπ δξφκνπ. 

 

Έλα γξάθεκα G(V,E) ιέγεηαη ζπλεθηηθφ αλ ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 ππάξρεη κνλνπάηη απφ ην u ζην v. 

To K1  ζεσξνχκε φηη είλαη ζπλεθηηθφ. Έλα κε ζπλεθηηθφ γξάθεκα G απνηειείηαη απφ 

δχν ή πεξηζζφηεξα ζπλεθηηθά ππνγξάθεκαηα πνπ νλνκάδνληαη ζπλεθηηθέο ζπληζηψζεο 

ηνπ G. Έλα ζπλεθηηθφ γξάθεκα ρσξίο θχθινπο νλνκάδεηαη δέληξν, ελψ έλα γξάθεκα 

ρσξίο θχθινπο νλνκάδεηαη δάζνο. 

 
 

πλεθηηθφ γξάθεκα 

κε θχθινπο 

Με ζπλεθηηθφ 

γξάθεκα κε 

θχθινπο 

Γέληξν  

(ζπλεθηηθφ γξάθεκα 

ρσξίο θχθινπο) 

Γάζνο 

 (κε ζπλεθηηθφ γξάθεκα ρσξίο 

θχθινπο) 

ρήκα 4 

 

Ολνκάδνπκε ζπκπιήξσκα  �̄� ελφο γξαθήκαηνο  G  έλα γξάθεκα κε V(G) ζχλνιν 

θνξπθψλ θαη ζην νπoίν δχν θνξπθέο είλαη γεηηνληθέο αλ θαη κφλν αλ δελ είλαη γεηηνληθέο 

ζην G. 
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G �̅� 
ρήκα 5 

 

Γχν γξαθήκαηα G1  θαη  G2 είλαη ηζφκνξθα ( G1=G2) αλ ππάξρεη κία 1-1 αληηζηνηρία f, 

πνπ νλνκάδεηαη ηζνκνξθηζκφο, απφ ην ζχλνιν V(G1) ζην V(G2) ηέηνηα ψζηε ε f λα 

δηαηεξεί ηηο γεηηληάζεηο αιιά θαη ηηο κε γεηηληάζεηο ησλ θνξπθψλ. Γειαδή, 𝑢𝑣 ∈
𝐸(𝐺1) αλ θαη κφλν αλ 𝑓(𝑢)𝑓(𝑣) ∈ 𝐸(𝐺2) .Πξνθαλψο δχν ηζφκνξθα γξαθήκαηα ζα 

έρνπλ ίδηα ηάμε θαη ίδην κέγεζνο. 

 

 
ρήκα 6                                                   G1=G2=G3 

 

Αλ ζεσξήζνπκε έλα γξάθεκα G, κπνξνχκε λα παξάμνπκε έλα θαηλνχξγην γξάθεκα 

ρσξίδνληαο ηηο πιεπξέο ηνπ G κε λέεο θνξπθέο βαζκνχ 2. Πξνθαλψο, ην λέν γξάθεκα 

ζα έρεη πεξηζζφηεξεο πιεπξέο θαη θνξπθέο απφ ην G θαη ηα δχν απηά γξαθήκαηα ζα 

νλνκάδνληαη νκνηφκνξθα. Γεληθά δχν γξαθήκαηα G1 θαη G2 ιέγνληαη νκνηφκνξθα αλ 

κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ κε ηε δηαδηθαζία απηή, είηε ην έλα απφ ην άιιν είηε θαη ηα δχν 

απφ ην ίδην G. 

 

 
                     G1,G2 νκνηφκνξθα κε ην Ζ, άξα G1 νκνηφκνξθν κε ην G2 

ρήκα 7 

 

Έλα γξάθεκα ιέγεηαη δηκεξέο ή δηακεξηζκέλν αλ ην ζχλνιν ησλ θνξπθψλ ηνπ V κπνξεί 

λα δηαρσξηζηεί ζε δχν μέλα κε θελά ππνζχλνια V1  θαη V2, ηέηνηα ψζηε θάζε πιεπξά 

ηνπ G λα ελψλεη κία θνξπθή ηνπ V1  κε κία θνξπθή ηνπ V2. Αλ θάζε θνξπθή ηνπ V1 
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ελψλεηαη κε θάζε θνξπθή ηνπ V2  ηφηε ην γξάθεκα ιέγεηαη πιήξεο δηκεξέο θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε Κm,n φπνπ  𝑚 =∣ 𝑉1 ∣, 𝑛 =∣ 𝑉2 ∣. 
 

 
ρήκα 8 

 

Θεώπημα 2 (θεώπημα Konig) 

Έλα γξάθεκα είλαη δηκεξέο αλ θαη κφλν αλ φινη νη θχθινη ηνπ έρνπλ άξηην κήθνο 

Απόδειξη: 

Έζησ ην δηκεξέο γξάθεκα G θαη V1, V2 ηα δχν μέλα,κε θελά ππνζχλνια ηνπ V(G). 

Έζησ v1,v2,...,vk,v1 έλαο θχθινο ηνπ G κε 𝑣1 ∈ 𝑉1 . Σφηε πξνθαλψο 𝑣2 ∈ 𝑉2, 𝑣3 ∈
𝑉1θ.ν.θ. Άξα 𝑣𝑖 ∈ 𝑉1,αλ θαη κφλν αλ ν i είλαη πεξηηηφο αξηζκφο. Αθνχ 𝑣𝑘 ∈ 𝑉2 έπεηαη φηη 

ν k είλαη άξηηνο αξηζκφο, άξα ν θχθινο έρεη άξηην κήθνο. 

Αληίζηξνθα, αξθεί λα δείμνπκε φηη θάζε ζπλεθηηθφ γξάθεκα G ηνπ νπνίνπ φινη νη 

θχθινη έρνπλ άξηην κήθνο είλαη δηακεξηζκέλν. Πξάγκαηη, αλ έλα γξάθεκα είλαη 

δηακεξηζκέλν, ηφηε θαη θάζε ζπλεθηηθή ζπληζηψζα είλαη δηακεξηζκέλε θαη αληηζηξφθσο. 

Αλ 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺), παξηζηάλνπκε κε V1 ην ππνζχλνιν ηνπ V(G)  πνπ απνηειείηαη απφ ηε v 

θαη φιεο ηηο θνξπθέο u ηνπ V(G) πνπ ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε: νπνηνδήπνηε ζπληνκφηεξν 

u-v κνλνπάηη ηνπ G έρεη άξηην κήθνο. Θέηνπκε V2=V(G)-V1. Θα δείμνπκε φηη ηα ζχλνια 

V1, V2 απνηεινχλ κία δηακέξηζε ηνπ V(G). 

Έζησ  𝑢,𝑤 ∈ 𝑉1 θαη έζησ φηη 𝑢𝑤 ∈ 𝐸(𝐺).Σφηε νχηε ε u νχηε ε w κπνξεί λα είλαη ε 

θνξπθή v. Έζησ ην ζπληνκφηεξν v-u κνλνπάηη v=u1,u2,...,u2n+1=u, n≥1 θαη ην 

ζπληνκφηεξν v-w κνλνπάηη v=w1,w2,...,w2m+1=w, m≥1. Τπνζέηνπκε φηη ε w' είλαη ε 

ηειεπηαία θνηλή θνξπθή ζηα δχν απηά κνλνπάηηα (φπνπ ε w' κπνξείλα ζπκπίπηεη κε ηε 

v). Αθνχ ηα δχν κνλνπάηηα είλαη ζπληνκφηεξα, έπεηαη φηη θαη ην v-w' κνλνπάηη πνπ 

πεξηέρεηαη ζην v-u κνλνπάηη είλαη ζπληνκφηεξν v-w' κνλνπάηη. Δπίζεο θαη ην v-w' 

κνλνπάηη πνπ πεξηέρεηαη ζην v-w κνλνπάηη είλαη ζπληνκφηεξν κνλνπάηη. Άξα, ππάξρεη 

θάπνην i γηα ην νπνίν είλαη w'=ui θαη w'=wi. Αιιά ηφηε ν θχθινο 

uiui+1,...,u2n+1,w2m+1,...,wi=ui είλαη θχθινο κε κήθνο (2n+1-i)+1+(2m+1-i)=2(n+m)+2-

2i+1  δειαδή πεξηηηφ. Απηφ φκσο έξρεηαη ζε αληίζεζε κε ηελ ππνζεζή καο. 

Παξφκνηα απνδεηθλχνπκε φηη δχν θνξπθέο ηνπ V2 δελ κπνξεί λα είλαη γεηηνληθέο. Άξα 

θάζε πιεπξά ηνπ G ελψλεη κηα θνξπθή ηνπ V1 κε κία θνξπθή ηνπ V2 θαη ην G είλαη 

δηκεξέο. 
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1.2  Γέληξα 

 

Όπσο ήδε αλαθέξζεθε, έλα ζπλεθηηθφ γξάθεκα ρσξίο θχθινπο νλνκάδεηαη δέληξν, ελψ 

αλ δελ είλαη ζπλεθηηθφ (θαη δελ πεξηέρεη θχθινπο) νλνκάδεηαη δάζνο θαη νη ζπλεθηηθέο 

ζπληζηψζεο ηνπ είλαη δέληξα. Οη θνξπθέο βαζκνχ 1 νλνκάδνληαη θχιια θαη νη 

ππφινηπεο εζσηεξηθέο θνξπθέο. 

Κάζε δέληξν  κε 2 ή πεξηζζφηεξεο πιεπξέο έρεη ηνπιάρηζηνλ δχν θχιια. Δπίζεο, αλ απφ 

έλα δέληξν αθαηξέζνπκε έλα θχιιν θαη ηελ πξνζπίπηνπζα πιεπξά πξνθχπηεη πάιη 

δέληξν, αθνχ ε αθαίξεζε κίαο πιεπξάο βαζκνχ 1 δελ επεξεάδεη ηε ζπλεθηηθφηεηα ηνπ 

γξαθήκαηνο. 

 

 

Θεώπημα 3 

Έλα ζπλεθηηθφ γξάθεκα κε n θνξπθέο έρεη ηνπιάρηζηνλ n-1 πιεπξέο. 

Απόδειξη: Γηα n=1  ην ζεψξεκα ηζρχεη( ην Κ1 ζεσξείηαη ζπλεθηηθφ). Έζησ φηη ηζρχεη 

γηα n, δειαδή φηη φια ηα ζπλεθηηθά γξαθήκαηα κε n θνξπθέο έρνπλ ηνχιαρηζηνλ n-1 

πιεπξέο. Θα δείμνπκε φηη ηζρχεη γηα n+1. Έζησ G ζπλεθηηθφ γξάθεκα κε n+1 θνξπθέο 

θαη m πιεπξέο. Αλ 𝑚 ⩾ 𝑛 + 1 → 𝑚 ⩾ 𝑛 , άξα απνδείρηεθε. Αλ 𝑚 < 𝑛 + 1 , ηφηε ην 

γξάθεκα πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ κία θνξπθή βαζκνχ 1.Πξάγκαηη, αλ 𝑣𝑖 , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 + 1νη 

θνξπθέο ηνπ   G θαη ππνζέζνπκε φηη 𝑑(𝑣𝑖) ⩾ 2 ∀𝑖, ηφηε: 

∑ 𝑑(𝑣𝑖)
𝑛+1
𝑖=1 ⩾ 2(𝑛 + 1) → 2m ⩾ 2(𝑛 + 1) → 𝑚 ⩾ 𝑛 + 1  ,άηνπν. 

Άξα ην G πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ κία θνξπθή v κε d(v)=1. Σν γξάθεκα G-v είλαη 

ζπλεθηηθφ κε n θνξπθέο, άξα απφ ηελ επαγσγηθή ππφζεζε έρεη ηνπιάρηζηνλ n-1 

πιεπξέο. Άξα ην G, πνπ έρεη κία παξαπάλσ πιεπξά απφ ην G-v, ζα έρεη ηνπιάρηζηνλ n 

πιεπξέο, δειαδή 𝑚 ⩾ 𝑛. 

 

Θεώπημα 4 

Γηα θάζε κε θαηεπζπλφκελν γξάθεκα G κε n θνξπθέο θαη m πιεπξέο, ηα επφκελα είλαη 

ηζνδχλακα: 

1. Σν γξάθεκα είλαη δέληξν. 

2. Κάζε ηπραίν δεχγνο θνξπθψλ ηνπ G ελψλεηαη κε κνλαδηθφ κνλνπάηη. 

3. Αλ αθαηξεζεί απφ ην G κία πιεπξά ην γξάθεκα παχεη λα είλαη ζπλεθηηθφ 

(ειαρηζηνηηθά ζπλεθηηθφ) 

4. Σν G είλαη ζπλεθηηθφ θαη m=n-1. 

5. Σν G είλαη άθπθιν θαη m=n-1. 

6. Αλ ζην G πξνζηεζεί κία λέα πιεπξά ην γξάθεκα απνθηά θχθιν. 

Απόδειξη 

1→2: Αθνχ ην G είλαη ζπλεθηηθφ, θάζε δεχγνο θνξπθψλ ζα ελψλεηαη κε έλα κνλνπάηη. 

Έζησ φηη γηα έλα ηπραίν δεχγνο θνξπθψλ ππάξρνπλ δχν κνλνπάηηα. Σφηε, ηα κνλνπάηηα 

θάπνπ ζα μερσξίδνπλ, αθνχ έρνπλ θνηλή αξρή, θαη θάπνπ ζα ζπλαληηνχληαη, αθνχ έρνπλ 

θνηλφ ηέινο, δεκηνπξγψληαο έηζη θχθιν. Άηνπν, γηαηί ην G είλαη δέληξν. 

2→3: Σν G είλαη ζπλεθηηθφ θαη γηα θάζε δεχγνο θνξπθψλ ππάξρεη κνλαδηθφ κνλνπάηη. 
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Άξα, αθαηξψληαο κία πιεπξά θαηαξγνχκε ηε ζπλεθηηθφηεηα κεηαμχ ησλ άθξσλ ηεο 

πιεπξάο απηήο. 

3→4: Σν G είλαη ζπλεθηηθφ. Γηα n=1 ε ηζφηεηα ηζρχεη. Έζησ, φηη ε ηζφηεηα ηζρχεη γηα 

γξαθήκαηα κε αξηζκφ θνξπθψλ κηθξφηεξν ή ίζν ηνπ n. Θα δείμνπκε φηη ηζρχεη γηα n+1. 

Αθαηξψληαο κία πιεπξά απφ ην γξάθεκα αίξεηαη ε ζπλεθηηθφηεηά ηνπ θαη πξνθχπηνπλ 

δχν ζπλεθηηθέο ζπληζηψζεο. Ζ κία ζα έρεη k θνξπθέο θαη ε άιιε n-k+1 θνξπθέο. Καη νη 

δχν ζπληζηψζεο είλαη ειαρηζηνηηθά ζπλεθηηθέο, άξα απφ ηελ επαγσγηθή ππφζεζε ζα 

έρνπλ k-1 θαη (n-k+1)-1 πιεπξέο αληίζηνηρα. Άξα, ην G, ιακβάλνληαο ππφςε θαη ηελ 

πιεπξά πνπ αθαηξέζακε έρεη ζπλνιηθά (k-1)+[(n-k+1)-1]+1=(n+1)-1 πιεπξέο. 

4→5: Έζησ φηη ην γξάθεκα είλαη ζπλεθηηθφ κε m=n-1 πιεπξέο θαη πεξηέρεη θχθιν. 

Αθαηξψληαο κία πιεπξά απφ ηνλ θχθιν δελ επεξεάδεηαη ε ζπλεθηηθφηεηα ηνπ 

γξαθήκαηνο. Άξα, πξνθχπηεη έλα άθπθιν ζπλεθηηθφ γξάθεκα, δειαδή έλα δέληξν, κε n 

θνξπθέο θαη m=n-2<n-1 πιεπξέο. Άηνπν, αθνχ ζην 4 δείμακε φηη ζα έρεη n-1 πιεπξέο. 

5→6: Αξθεί λα δείμνπκε φηη ην γξάθεκα είλαη ζπλεθηηθφ, γηαηί ε πξνζζήθε κίαο λέαο 

πιεπξάο ζα δεκηνπξγεί θπθιν κε ην κνλνπάηη πνπ ζπλδέεη ηα άθξα ηεο. Έζησ k ν 

αξηζκφο ησλ ζπλεθηηθψλ ζπληζησζψλ ηνπ γξαθήκαηνο. Θα δείμνπκε φηη k=1 ,δειαδή 

φηη ην γξάθεκα είλαη ζπλεθηηθφ. Αθνχ ην γξάθεκα είλαη άθπθιν, έηλαη δάζνο, άξα θάζε 

ζπληζηψζα ζα είλαη δέληξν.Έζησ ni  ν αξηζκφο ησλ θνξπθψλ ηεο ζπλεθηηθήο 

ζπληζηψζαο i,i=1,2, ... ,k θαη mi=ni-1 ν αξηζκφο ησλ πιεπξψλ.Άξα: 

𝑛 − 1 = 𝑚 = ∑ 𝑚𝑖
𝑘
𝑖=1 = ∑ (𝑛𝑖 − 1)𝑘

𝑖=1 = 𝑛 − 𝑘 → 𝑘 = 1. 

6→1: Αξθεί λα δείμνπκε φηη θάζε κεγηζηνηηθά άθπθιν γξάθεκα είλαη ζπλεθηηθφ. Έζησ 

φηη δελ είλαη ζπλεθηηθφ θαη G1 ,G2 δχν ζπλεθηηθέο ζπληζηψζεο ηνπ. Αλ πξνζζέζνπκε  

ηελ πιεπξά uv φπνπ 𝑢 ∈ 𝐺1 𝜅𝛼𝜄 𝑣 ∈ 𝐺2 δελ δεκηνπξγείηαη θχθινο. Άηνπν, γηαηί ην 

γξάθεκα είλαη κεγηζηνηηθά άθπθιν. 

 

Μία ρξήζηκε εθαξκνγή ησλ δέληξσλ είλαη ζην γλσζηφ πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο 

connector problem: 

 Έζησ έλα γξάθεκα G(V,E)  θαη κία ζπλάξηεζε f:E→R
+
. Ζ ζπλάξηεζε f, 

νξηζκέλε ζηηο πιεπξέο ηνπ γξαθήκαηνο,  ιέγεηαη ζπλάξηεζε θφζηνπο θαη ην γξάθεκα 

ζην νπνίν νξίδεηαη ιέγεηαη δίθηπν. Εεηείηαη λα βξεζεί έλα παξάγνλ ππνγξάθεκα 

G'(V,E') ηνπ G ηέηνην ψζηε ην άζξνηζκα  ∑ 𝑓(𝑢𝑣)𝑢𝑣∈𝐸′  λα ειαρηζηνπνηείηαη. Πξνθαλψο 

ην δεηνχκελν ππνγξάθεκα ζα είλαη έλα απφ ηα παξάγνληα δέληξα ηνπ G. Πξάγκαηη, αλ 

ην G' πεξηείρε θχθιν ηφηε αθαηξψληαο κία πιεπξά ηνπ θχθινπ ην γξάθεκα ζα 

παξέκαηλε ζπλεθηηθφ θαη ην άζξνηζκα  ∑ 𝑓(𝑢𝑣) 𝑢𝑣∈𝐸′ ζα ήηαλ κηθξφηεξν απφ ην αξρηθφ, 

άηνπν. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2 : ΔΠΗΠΔΓΑ-ΜΖ ΔΠΗΠΔΓΑ ΓΡΑΦΖΜΑΣΑ 

 

2.1  Δπίπεδα γξαθήκαηα 

 

Έλα γξάθεκα G νλνκάδεηαη επίπεδν ή εκθπηεχζηκν ζηελ επηθάλεηα S αλ κπνξεί λα 

ζρεδηαζηεη ζηελ επηθάλεηα έηζη ψζηε νη πιεπξέο ηνπ λα κελ ηέκλνληαη. Μία ηέηνηα 

ζρεδίαζε ελφο επίπεδνπ γξαθήκαηνο G νλνκάδεηαη εκθχηεπζε ηνπ G  ζηελ επηθάλεηα 

θαη είλαη έλα γξάθεκα ηζφκνξθν κε ην G. Σν ζχλνιν ησλ θνξπθψλ ηεο εκθχηεπζεο G' 

είλαη ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ ζηελ επηθάλεηα S πνπ αλαπαξηζηνχλ θνξπθέο ηνπ G θαη ην 

ζχλνιν  ησλ πιεπξψλ ηνπ G' είλαη ην ζχλνιν ησλ γξακκψλ ζηελ επηθάλεηα πνπ 

αλαπαξηζηνχλ πιεπξέο ηνπ G. 

 
ρήκα 9 

 

Θεώπημα 5 

Σα επίπεδα γξαθήκαηα είλαη εκθπηεχζηκα ζηε ζθαίξα, θαη αληίζηξνθα θάζε γξάθεκα 

εκθπηεχζηκν ζηε ζθαίξα είλαη επίπεδν. 

Απόδειξη: Θεσξνχκε κία ζθαίξα S πνπ είλαη ηνπνζεηεκέλε πάλσ ζην επίπεδν P. Έζησ 

Ν(0,0,1) ην αληηδηακεηξηθφ ζεκείν ηνπ ζεκείνπ επαθήο ηεο ζθαίξαο κε ην επίπεδν. Ζ 

απεηθφληζε π: S-{N}→P πνπ νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε π(S)=Ρ, αλ θαη κφλν αλ ηα ζεκεία 

N,S,P είλαη ζπλεπζεηαθά, ιέγεηαη ζηεξενγξαθηθή πξνβνιή. 

 
ρήκα 10 

 

 Έζησ φηη ην γξάθεκα G έρεη κία εκθχηεπζε G'  ζηε ζθαίξα. Ζ εηθφλα π(G') κέζσ ηεο 

ζηεξενγξαθηθήο πξνβνιήο είλαη κία εκθχηεπζε ηνπ G ζην επίπεδν. 
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Αληίζηξνθα, έζησ G' κία εκθχηεπζε ηνπ G ζην επίπεδν. Ζ εηθφλα π
-1

(G') είλαη κία 

εκθχηεπζε ηνπ G ζηε ζθαίξα. 

 

Έλα επίπεδν γξάθεκα ρσξίδεη ην επίπεδν ζε πεξηνρέο. Κάζε πεξηνρή έρεη σο ζχλνξν έλα 

θχθιν ή έλα θιεηζηφ δξφκν. Ο βαζκφο d(η) κίαο πεξηνρήο είλαη ην κήθνο ηνπ θχθινπ ή 

ηνπ θιεηζηνχ δξφκνπ πνπ είλαη ζχλνξν ηεο πεξηνρήο. Έηζη, αλ κία πεξηνρή είλαη 

βξφγρνο ηφηε d(η)=1, ελψ αλ έρεη σο ζχλνξν δχν παξάιιειεο πιεπξέο ηφηε d(η)=2. 'Αξα, 

ζε θάζε απιφ επίπεδν γξάθεκα έρνπκε d(η)≥3 γηα θάζε πεξηνρή η. ε θάζε επίπεδν 

γξάθεκα ππάξρεη κία πεξηνρή κε θξαγκέλε πνπ είλαη ην εμσηεξηθφ ηνπ δηαγξάκκαηνο. 
 

 

d(η1)=5 

d(η2)=3 

d(η3)=3 

d(η4)=4 

d(η5)=5 
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Θεώπημα 6 

Σν άζξνηζκα ησλ  βαζκψλ ησλ πεξηνρψλ ελφο ζπλεθηηθνχ επίπεδνπ γξαθήκαηνο G 

ηζνχηαη κε ην δηπιάζην ηνπ αξηζκνχ ησλ πιεπξψλ: ∑ 𝑑(𝑡𝑖)
𝑟
𝑖=1 = 2e 

Απόδειξη: 

Κάζε πιεπξά ζπλεηζθέξεη δχν κνλάδεο ζην άζξνηζκα ∑ 𝑑(𝑡𝑖)
𝑟
𝑖=1 θαη ζπγθεθξηκέλα απφ 

κία κνλάδα ζηηο δχν πεξηνρέο ησλ νπνίσλ ε πιεπξά απηή είλαη ζχλνξν. Αλ ε πιεπξά 

θείηαη κέζα ζε κία πεξηνρή, ηφηε ζπλεηζθέξεη πάιη 2 κνλάδεο ζην βαζκφ ηεο πεξηνρήο 

κέζα ζηελ νπνία θείηαη. 

 

 

Έζησ J κία θακπχιε Jordan  ζην επίπεδν (κία ζπλερήο θπξηή θακπχιε ηεο νπνίαο ε 

αξρή θαη ην ηέινο ζπκπίπηνπλ).Σφηε ην επίπεδν ρσξίδεηαη ζε δχν μέλα κεηαμχ ηνπο 

ζχλνια ζεκείσλ, πνπ νλνκάδνληαη εζσηεξηθφ (intJ) θαη εμσηεξηθφ (extJ) ηεο θακπχιεο 

J. 

 

Θεώπημα 7(θεώπημα Jordan) 
Κάζε γξακκή ζην επίπεδν πνπ ελψλεη έλα εζσηεξηθφ ζεκείν κίαο θακπχιεο Jordan κε 

έλα εμσηεξηθφ ηεο ηέκλεη πεξηηηφ πιήζνο θνξψλ ηελ θακπχιε. 
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Ζ uv-θακπχιε ηέκλεη  

3 θνξέο ηελ J θακπχιε 

 

 

 

 

 

 

ρήκα 12 

 

 

Θεώπημα 8 

 Σν Κ5 δελ είλαη επίπεδν. 

Απόδειξη: Έζησ φηη ην Κ5 είλαη επίπεδν θαη έζησ G κία εκθχηεπζε ηνπ Κ5 ζην επίπεδν. 

Ολνκάδνπκε ηηο θνξπθέο ηνπ G σο 𝑣1,𝑣2,𝑣3,𝑣4,𝑣5. Αθνχ ην G είλαη πιήξεο, θάζε δεχγνο 

θνξπθψλ ηνπ ζα ελψλεηαη απφ κία πιεπξά. Ο θχθινο 𝐶 = 𝑣1𝑣2𝑣3𝑣1 είλαη κία θακπχιε 

Jordan ζην επίπεδν, θαη ην ζεκείν v4 ζα αλήθεη ή ζην intC ή ζην extC. Έζησ φηη 

𝑣4 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐶 (εξγαδφκαζηε αληίζηνηρα γηα 𝑣4 ∈ 𝑒𝑥𝑡𝐶 ). Σφηε νη πιεπξέο 𝑣4𝑣1,𝑣4𝑣2,𝑣4𝑣3 

ρσξίδνπλ ην intC ζε ηξεηο πεξηνρέο intC1,intC2,intC3 . Άξα ην v5  πξέπεη λα αλήθεη ζε κία 

απφ ηηο ηέζζεξηο πεξηνρέο extC,intC1,intC2,intC3 ,φπνπ Ci=v4vjvk , j,k≠i. Αλ 𝑣5 ∈
𝑒𝑥𝑡𝐶 ηφηε, αθνχ 𝑣4 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐶, ζχκθσλα κε ην ζ.Jordan ε πιεπξά v4v5 ζα ηέκλεη ηνλ θχθιν 

C ζε θάπνην ζεκείν. Άηνπν γηαηί ην G είλαη επίπεδν. Αληίζηνηρα αλ 𝑣5 ∈ 𝑖𝑛𝑡𝐶𝑖 , 𝑖 =
1,2,3, ηφηε ε πιεπξά v5vi ζα ηέκλεη ηνλ θχθιν Ci ,πάιη άηνπν γηαηί ην G είλαη επίπεδν. 

 

 
ρήκα 13 

 

Θεώπημα 9 (ηύπορ ηος Euler) 

Αλ G έλα ζπλεθηηθφ επίπεδν γξάθεκα κε n θνξπθέο m πιεπξέο θαη η πεξηνρέο ηφηε 

ηζρχεη ν ηχπνο: n-m+η=2 

Απόδειξη: Έζησ G επίπεδν ζπλεθηηθφ γξάθεκα. Ζ απφδεημε ζα γίλεη κε επαγσγή ζηνλ 

αξηζκφ ησλ πεξηνρψλ η. Αλ η=1, ηφηε αθαηξψληαο νπνηαδήπνηε πιεπξά ηνπ G ην 

γξάθεκα γίλεηαη κε ζπλεθηηθφ. Άξα αθνπ ην  G είλαη ειαρηζηνηηθά ζπλεθηηθφ ηφηε απφ 

ζ.2 ην γξάθεκα ζα είλαη δέληξν κε κε m=n-1 θαη πξνθαλψο ην ζεψξεκα ηζρχεη. Έζησ 

φηη ην ζεψξεκα ηζρχεη γηα θάζε ζπλεθηηθφ επίπεδν γξάθεκα κε ιηγφηεξεο απφ k 
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πεξηνρέο, θαη έζησ έλα ζπλεθηηθφ επίπεδν γξάθεκα G κε k≥2 πεξηνρέο. Δπηιέγνπκε κία 

πιεπξά e ηνπ G ηέηνηα ψζηε ην G-e λα παξακέλεη ζπλεθηηθφ. Σν γξάθεκα G-e έρεη k-1 

πεξηνρέο, αθνχ νη δχν πεξηνρέο ηνπ G πνπ ρσξίδνληαλ απφ ηελ πιεπξά e ζρεκαηίδνπλ 

κία πεξηνρή ζην θαηλνχξγην γξάθεκα. Απφ επαγσγηθή ππφζεζε έρνπκε 

n(G-e)-m(G-e)+η(G-e)=2 

Δπίζεο, ηζρχεη n(G-e)=n(G),  m(G-e)=m(G)-1,  η(G-e)=η(G)-1 

Άξα, n(G)-m(G)+η(G)=2. 

 

 

Πόπιζμα 

ε θάζε ζπλεθηηθφ επίπεδν γξάθεκα κε n θνξπθέο(n≥3) θαη m πιεπξέο ηζρχεη m≤3n-6. 

Απόδειξη: Αλ η ν αξηζκφο ησλ πεξηνρψλ ηνπ γξαθήκαηνο, απφ ηνλ ηχπνπ ηνπ Euler  

έρνπκε φηη n-m+η=2. Αθνχ ην άζξνηζκα ησλ βαζκψλ πεξηνρψλ είλαη 2m θαη θάζε 

πεξηνρή έρεη d(η)≥3 ζα ηζρχεη 2m≥3η→η≤2m/3.  Με αληηθαηάζηαζε ζηνλ ηχπν ηνπ Euler 

έρνπκε 2 = 𝑛 − 𝑚 + 𝜏 ⩽ 𝑛 − 𝑚 + 2m 3⁄ → 𝑚 ⩽ 3n − 6. 

H ηζφηεηα ηζρχεη φηαλ έρνπκε κέγηζην επίπεδν γξάθεκα, δειαδή αλ γηα θάζε δεχγνο κε 

γεηηνληθψλ θνξπθψλ u θαη σ ηνπ G, ην γξάθεκα G+uv είλαη κε επίπεδν. 

 

Με ηε βνήζεηα ηνπ ηχπνπ ηνπ Euler θαζψο θαη ηνπ παξαπάλσ πνξίζκαηνο κπνξνχκε λα 

απνδείμνπκε αλ έλα γξάθεκα είλαη επίπεδν ή φρη.Θα απνδείμνπκε φηη ην Κ3,3 δελ είλαη 

επίπεδν: 

 Έζησ φηη είλαη επίπεδν γξάθεκα. ην Κ3,3 είλαη n=6 θαη m=9. Απφ ηνλ ηχπν ηνπ 

Euler παίξλνπκε φηη ην Κ3,3 έρεη η=5 πεξηνρέο.Δπηπιένλ, ην Κ3,3 είλαη δηκεξέο γξάθεκα, 

άξα φινη νη θχθινη ηνπ ζα έρνπλ άξηην κήθνο, άξα ν βαζκφο θάζε πεξηνρήο ζα είλαη 

ηνπιάρηζηνλ 4. Σν άζξνηζκα ησλ βαζκψλ ησλ πεξηνρψλ ηνπ ζα είλαη ηνπιάρηζηνλ 

∑𝑑(𝜏) ⩾ 4 ⋅ 5 = 20. Όκσο απφ ην ζ.4 :∑𝑑(𝜏) = 2 ⋅ 9 = 18 . Άξα ην Κ3,3 δελ είλαη 

επίπεδν. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



16 

 

2.2  Με επίπεδα γξαθήκαηα 

 

Έλα γξάθεκα G  ιέγεηαη κε επίπεδν φηαλ δελ είλαη επίπεδν, δειαδή φπσο θαη λα 

ζρεδηαζηεί ζην επίπεδν ζα ππάξρνπλ πάληα ηνπιάρηζηνλ δχν ηεκλφκελεο πιεπξέο. Έλαο 

απιφο ηξφπνο γηα λα ειέγμνπκε αλ έλα γξάθεκα είλαη επίπεδν ή φρη, είλαη λα δνχκε εάλ 

επαιεζεχεηαη ν ηχπνο ηνπ Euler. Πξνθαλψο, έλα κε επίπεδν γξάθεκα δελ είλαη 

εκθπηεχζηκν ζε απιέο επηθάλεηεο φπσο ην επίπεδν ή ε ζθαίξα. Παξαθάησ ζα 

αλαθέξνπκε δχν ζηνηρεία πνπ ραξαθηεξίδνπλ ηα κε επίπεδα γξαθήκαηα. 

 

Πάτος t(G) ελφο γξαθήκαηνο G είλαη ην ειάρηζην πιήζνο επίπεδσλ ππνγξαθεκάησλ ηνπ 

G ησλ νπνίσλ ηα ζχλνια πιεπξψλ είλαη κία δηακέξηζε ηνπ ζπλφινπ E(G). Δάλ ηα 

ππεξζέζνπκε έηζη ψζηε νη αληίζηνηρεο θνξπθέο λα ζπκπέζνπλ, ηφηε παίξλνπκε ην G. Με 

άιια ιφγηα, ην πάρνο είλαη έλα κέηξν ηνπ πφζν κε επίπεδν είλαη έλα γξάθεκα. 

Πξνθαλψο, ην πάρνο ελφο επίπεδνπ γξαθήκαηνο είλαη 1, ελψ γηα ηα Κ5 θαη Κ3,3 ηζρχεη 

t(K5)=t(K3,3)=2. 

 

 

        
  

 

 
ρήκα 14 

 

Αθνχ έλα κέγηζην επίπεδν γξάθεκα έρεη 3n-6 πιεπξέο, έπεηαη φηη ην πάρνο t(G) ελφο 

γξαθήκαηνο G(n,m) ζα έρεη ζαλ θάησ θξάγκα: 𝑡(𝐺) ⩾
𝑚

3n−6
 

Γηα πιήξε γξαθήκαηα παίξλνπκε: 
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𝑡(𝐾𝑛) ⩾ ⌈

𝑛(𝑛 − 1)
2

3(𝑛 − 2)
⌉ = ⌊

𝑛(𝑛 − 1)
2

3(𝑛 − 2)
⌋ = ⌊

(𝑛 + 7)

6

(𝑛 − 2)

(𝑛 − 2)
⌋ = ⌊

(𝑛 + 7)

6
⌋. 

O Beineke ην 1967 απέδεημε φηη γηα n≠9,10 ηζρχεη: 

𝑡(𝐾𝑛) = {
∣
∣𝑛+7

6 ∣
∣ 𝛾𝜄𝛼𝑛 ≠ 9, 𝑛 ≠ 10

3 𝛾𝜄𝛼 𝑛 = 9,10

. 

 

O αριθμός διαζηασρώζεων v(G) ελφο γξαθήκαηνο G είλαη ν ειάρηζηνο αξηζκφο 

δηαζηαπξψζεσλ ζηηο δηάθνξεο ζρεδηάζεηο ηνπ G ζην επίπεδν. Γηα ηηο ζρεδηάζεηο ελφο 

γξαθήκαηνο ζην επίπεδν ππνζέηνπκε φηη: 

• νη γεηηνληθέο πιεπξέο δελ ηέκλνληαη. 

• δχν κε γεηηνληθέο πιεπξέο δηαζηαπξψλνληαη ην πνιχ ζε έλα ζεκείν. 

• θακκία πιεπξά δελ δηαζηαπξψλεηαη κε ηνλ εαπηφ ηεο. 

• ζε έλα ζεκείν ηνπ επηπέδνπ δηαζηαπξψλνληαη ην πνιχ δχν πιεπξέο. 

• ε θακπχιε ηνπ επηπέδνπ πνπ αληηζηνηρεί ζε κία πιεπξά ηνπ γξαθήκαηνο δελ 

πεξηέρεη θακκία θνξπθή ηνπ γξαθήκαηνο. 

Πξνθαλψο, έλα γξάθεκα G είλαη επίπεδν αλ θαη κφλν αλ v(G)=0. Αθφκα, αλ Ζ είλαη έλα 

ππνγξάθεκα ηνπ G, ηφηε v(H)≤v(G), θαη αλ ην Ζ είλαη νκνηφκνξθν κε ην G ηφηε 

v(G)=v(H). Γηα ηνλ αξηζκφ δηαζηαπξψζεσλ δηάθνξσλ θιάζεσλ γλσξίδνπκε ειάρηζηα. 

Γηα ηα πιήξε γξαθήκαηα απνδείρηεθε απφ ηνπο Blazek θαη Korman φηη: 

𝑣(𝐾𝑛) ⩽
1

4
⌊
𝑛

2
⌋ ⌊

𝑛−1

2
⌋ ⌊

𝑛−2

2
⌋ ⌊

𝑛−3

2
⌋,θαη ν Guy θαηέιεημε φηη ε ηζφηεηα ηζρχεη γηα 1≤n≤10. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 3 : ΣΟ ΘΔΩΡΖΜΑ KURATOWSKI ΚΑΗ 2 ΑΠΟΓΔΗΞΔΗ ΑΤΣΟΤ 

 

3.1 Σν ζεψξεκα Kuratowski 

 

Έλα κεγάιν δήηεκα ζηε ζεσξία γξαθεκάησλ ήηαλ ν ραξαθηεξηζκφο θαη θαη' επέθηαζε 

ν δηαρσξηζκφο ησλ επίπεδσλ θαη κε επίπεδσλ γξαθεκάησλ. Σν ζεψξεκα ηνπ 

Kuratowski(1930), έλα απφ ηα πην γλσζηά ζεσξήκαηα ζηε ζεσξία γξαθεκάησλ, έδσζε 

έλα πνιχ ζαθή ραξαθηεξηζκφ ησλ επίπεδσλ γξαθεκάησλ. 

 

Θεώπημα 10 (θεώπημα ηος Kuratowski) 

Έλα γξάθεκα είλαη επίπεδν αλ θαη κφλν αλ δελ πεξηέρεη ππνγξάθεκα νκνηνκνξθηθφ ή 

νκνηφκνξθν ηνπ Κ5 ή ηνπ Κ3,3. 

 

Πξσηνχ πξνρσξήζνπκε ζηελ πξψηε απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ζα αλαθέξνπκε κεξηθέο 

έλλνηεο θαη ζεσξήκαηα πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ. 

 

Μία θνξπθή ελφο ζπλεθηηθνχ γξαθήκαηνο G ιέγεηαη ρσξίδνπζα θνξπθή αλ 

δηαγξάθνληάο ηελ, ην γξάθεκα παχεη λα είλαη ζπλεθηηθφ. 

 

 
                 Οη ρσξίδνπζεο θνξπθέο ηνπ γξαθήκαηνο ζεκεηψλνληαη κε ιεπθέο θνπθίδεο 

 

ρήκα 15 
 

Έλα γξάθεκα ρσξίο ρσξίδνπζεο θνξπθέο ιέγεηαη κπινθ. Έλα κπινθ ιέγεηαη ειαρηζηηθφ 

αλ αθαηξψληαο νπνηαδήπνηε θνξπθή ηνπ ή πιεπξά ηνπ παχεη λα είλαη κπινθ. 

Μπινθ ελφο γξαθήκαηνο G νλνκάδεηαη έλα ππνγξάθεκα ηνπ G πνπ είλαη κεγηζηηθφ 

κπινθ. Κάζε γξάθεκα είλαη ε έλσζε φισλ ησλ κπινθ ηνπ. 
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ρήκα 16 

 

Θεώπημα 11 

Έλα γξάθεκα G ηάμεο n≥3 είλαη κπινθ αλ θαη κφλν αλ θάζε δχν θνξπθέο ηνπ θείληαη 

πάλσ ζε θάπνην θχθιν ηνπ G. 

 

Λήμμα 1 

Αλ G είλαη έλα ειάρηζηηθν κπινθ ηάμεο ηνπιάρηζηνλ 4, ηφηε ην G πεξηέρεη κία θνξπθή 

βαζκνχ 2. 

 

Θεώπημα 12 

Έλα γξάθεκα είλαη επίπεδν αλ θαη κφλν αλ ηα κπινθ ηνπ είλαη επίπεδα. 

Απόδειξη: Έλα γξάθεκα G είλαη επίπεδν αλ θαη κφλν αλ θάζε ζπληζηψζα ηνπ είλαη 

επίπεδε, νπφηε αο ππνζέζνπκε φηη ην G είλαη ζπλεθηηθφ. Δίλαη πξνθαλέο φηη αλ ην G 

είλαη επίπεδν ηφηε θάζε κπινθ ηνπ ζα εηλεη επίπεδν. Αληίζηξνθα, δνπιεχνπκε 

επαγσγηθά κε ηνλ αξηζκφ ησλ κπινθ ηνπ G. Αλ ην G έρεη κφλν έλα κπινθ θαη απηφ εηλαη 

επίπεδν, ηφηε θαη ην G ζα είλαη επίπεδν. 'Δζησ φηη θάζε γξάθεκα κε ιηγφηεξα απφ n≥2 

κπνθ, θάζε έλα απφ ηα νπνία είλαη επίπεδα, είλαη επίπεδν γξάθεκα, θαη έζησ φηη ην G 

έρεη n κπινθ, ηα νπνία είλαη φια επίπεδα. Έζησ Β έλα αθξηαλφ κπινθ ηνπ G, θαη έζησ v 

ε ρσξίδνπζα θνξπθή ηνπ G θνηλή κε ην Β. Γηαγξάθνπκε απφ ην G φιεο ηηο θνξπθέο ηνπ 

Β εθηφο απφ ηελ v, θαη ην γξάθεκα πνπ πξνθχπηεη ην νλνκάδνπκε G'. Απφ ηελ 

επαγσγηθή ππφζεζε ην G' είλαη επίπεδν γξάθεκα. Αθνχ ην κπινθ Β είλαη επίπεδν, 

κπνξεί λα εκθπηεπζεί ζην επίπεδν, έηζη ψζηε ε v λα βξίζθεηαη ζηελ εμσηεξηθή πεξηνρή. 

ε θάζε πεξηνρή ηεο επίπεδεο εκθχηεπζεο ηνπ G' πνπ πεξηέρεη ηελ v, ην επίπεδν κπινθ 

Β κπνξεί λα ηνπνζεηεζεί έηζη ψζηε νη δχν θνξπθέο ηνπ G' θαη ηνπ Β λα ηαπηηζηνχλ ζηελ 

v. Σν απνηέιεζκα είλαη ην επίπεδν γξάθεκα G. 
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3.2  1
ε
 απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο Kuratowski (νκνηνκνξθηζκφο θαη ζπζηνιή) 

 

 3.2.1  Οκνηνκνξθηζκφο 

 

 

Μία βαζηθή ππνδηαίξεζε ελφο κε θελνχ γξαθήκαηνο G είλαη έλα γξάθεκα πνπ έρεη 

δεκηνπξγεζεί απφ ην G αθαηξψληαο κία πιεπξά uv θαη πξνζζέηνληαο κία λέα θνξπθή w 

θαη ηηο πιεπξέο wu θαη wv. Μία ππνδηαίξεζε ηνπ G είλαη έλα γξάθεκα πνπ 

δεκηνπξγείηαη απφ ην G χζηεξα απφ δηαδνρηθέο βαζηθέο ππνδηαηξέζεηο. Έλα γξάθεκα Ζ 

είλαη νκνηνκνξθηθφ απφ ην G αλ ηα δχν γξαθήκαηα είλαη ηζφκνξθα ή αλ ην Ζ είλαη 

ηζφκνξθν κε κία ππνδηαίξεζε ηνπ G. Έλα γξάθεκα G1 είλαη νκνηνκνξθηθφ κε έλα 

γξάθεκα G2 αλ ππάξρεη έλα γξάθεκα Ζ ηέηνην ψζηε, θάζε έλα απφ ηα G1 θαη G2 λα είλαη 

νκνηνκνξθηθφ απφ ην Ζ. ην ζρήκα ηα γξαθήκαηα G1 θαη G2 είλαη νκνηνκνξθηθά κεηαμχ 

ηνπο αθνχ θαζέλα απφ απηά είλαη νκνηνκνξθηθφ απφ ην Ζ. Όκσο φπηε ην G1 νχηε ην G2 

είλαη νκνηνκνξθηθφ ην έλα απφ ην άιιν. 

 

 
 

Ζ ζρέζε ''είλαη νκνηνκνξθηθφ κε'' είλαη κία ζρέζε ηζνδπλακίαο ζηα γξαθήκαηα. Άξα ην 

ζχλνιν ησλ γξαθεκάησλ κπνξεί λα ηαμηλνκεζεί ζε θιάζεηο ηζνδπλακίαο, έηζη ψζηε δχν 

γξαθήκαηα λα αλήθνπλ ζηελ ίδηα θιάζε αλ θαη κφλν αλ είλαη νκνηνκνξθηθά κεηαμχ 

ηνπο. 

 

Θεώπημα 13 

ε θάζε θιάζε C νκνηνκνξθηθψλ γξαθεκάησλ, ππάξρεη έλα κνλαδηθφ γξάθεκα Ζ 

ηέηνην ψζηε ∀𝐺 ∈ 𝐶 ην γξάθεκα G είλαη νκνηνκνξθηθφ απφ ην Ζ. 

Απόδειξη : 

Έζησ C κία θιάζε νκνηνκνξθηθψλ γξαθεκάησλ θαη έζησ Ζ έλα ζηνηρείν ηεο C κε ηνλ 

ειάρηζην αξηζκφ θνξπθψλ. Αλ 𝐺 ∈ 𝐶, ηφηε ηα G θαη Ζ είλαη νκνηνκνξθηθά γξαθήκαηα. 

Σφηε ππάξρεη έλα γξάθεκα Ζ1 ηέηνην ψζηε θάζε έλα απφ ηα Ζ θαη G λα είλαη 

νκνηνκνξθηθά απφ ην Ζ1. Αθνχ ην Ζ είλαη νκνηνκνξθηθφ απφ ην Ζ1 ηφηε ηα δχν 

γξαθήκαηα ζα είλαη ηζφκνξθα ή ην Ζ ζα είλαη ηζφκνξθν κε κία ππνδηαίξεζε ηνπ Ζ1. Αλ 

ην Ζ είλαη ηζφκνξθν κε κία ππνδηαίξεζε ηνπ Ζ1, ηφηε ην Ζ1 ζα έρεη ιηγφηεξεο θνξπθέο 

απφ ην Ζ. Απην φκσο είλαη άηνπν αθνχ 𝐻1 ∈ 𝐶 θαη ην Ζ έρεη ηηο ιηγφηεξεο θνξπθέο. Άξα 

ηα γξαθήκαηα Ζ θαη Ζ1 είλαη ηζφκνξθα θαη ην G είλαη νκνηνκνξθηθφ απφ ην Ζ. 
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Έλα γξάθεκα Ζ είλαη νκνηνκνξθηθά αλάγσγν φηαλ έλα γξάθεκα G πνπ είλαη 

νκνηνκνξθηθφ κε ην Ζ, είλαη θαη νκνηνκνξθηθφ απφ ην Ζ. Απφ ην πξνεγνχκελν 

ζεψξεκα ινηπφλ κπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε φηη θάζε ηάμε νκνηνκνξθηθψλ 

γξαθεκάησλ πεξηέρεη έλα αθξηβψο νκνηνκνξθηθά αλάγσγν γξάθεκα. 

 

Θεώπημα 14 

Έλα γξάθεκα Ζ είλαη νκνηνκνξθηθά αλάγσγν αλ θαη κφλν αλ θάζε θνξπθή βαζκνχ 2 

είλαη θνξπθή ηξηγψλνπ ηνπ Ζ. 

Απόδειξη : 

Αλ έλα γξάθεκα Ζ πεξηέρεη κία θνξπθή v βαζκνχ 2, γεηηνληθή κε ηηο θνξπθέο u θαη w, 

νη νπνίεο δελ είλαη γεηηνληθέο κεηαμχ ηνπο, ηφηε ην Ζ-v+uw είλαη νκνηνκνξθηθφ κε ην Ζ 

αιιά φρη νκνηνκνξθηθφ απφ ην Ζ. Άξα ην Ζ δελ είλαη νκνηνκνξθηθά αλάγσγν. 

Αληίζηξνθα, ππνζέηνπκε φηη ην Ζ είλαη έλα γξάθεκα ζην νπνίν θαζε θνξπθή ηνπ 

βαζκνχ 2 βξίζθεηαη ζε έλα ηξίγσλν θαη έζησ φηη ην Ζ δελ είλαη νκνηνκνξθηθά αλάγσγν. 

Σφηε ζα ππάξρεη έλα γξάθεκα G πνπ ζα είλαη νκνηνκνξθηθφ κε ην Ζ αιιά φρη απφ ην Ζ. 

Αθφκα, ζα ππάξρεη έλα γξάθεκα Ζ1 έηζη ψζηε θαη ηα δχν γξαθήκαηα Ζ θαη G λα είλαη 

νκνηνκνξθηθά απφ ην Ζ1. Αθνχ Ζ1≠Ζ, ην Ζ είλαη ηζνκνξθηθφ κε κία ππνδηαίξεζε ηνπ 

Ζ1 θαη ην Ζ κπνξεί λα δεκηνπξγεζεί απφ ην Ζ1 απφ κία αθνινπζία βαζηθψλ 

ππνδηαηξέζεσλ. Όκσο θάζε λέα θνξπθή πνπ εηζάγεηαη ζε κία βαζηθή ππνδηαίξεζε έρεη 

βαζκφ 2 θαη είλαη γεηηνληθή ζε δχν κε γεηηνληθέο κεηαμχ ηνπο θνξπθέο. Άηνπν ιφγσ ηεο 

ππφζεζεο. Άξα ην Ζ είλαη νκνηνκνξθηθά αλάγσγν. 

 

Άκεζε ζπλέπεηα ηνπ πξνεγνχκελνπ ζεσξήκαηνο είλαη φηη αλ έλα γξάθεκα Ζ δελ 

πεξηέρεη θνξπθέο βαζκνχ 2 ηφηε ζα είλαη νκνηνκνξθηθά αλάγσγν. 

 

Θεώπημα 15 (Kuratowski εςθύ) 

Αλ έλα γξάθεκα G πεξηέρεη έλα ππνγξάθεκα νκνηνκνξθηθφ κε ην Κ5 ή ην Κ3,3 ηφηε ην G 

δελ είλαη επίπεδν. 
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3.2.2  πζηνιή 

 

Γηα δχν γξαθήκαηα G1 θαη G2  , κία απεηθφληζε f απφ ην V(G1) ζην V(G2) ιέγεηαη 

βαζηθή ζπζηνιή αλ ππάξρνπλ γεηηνληθέο θνξπθέο u θαη v ηνπ G1 ηέηνηεο ψζηε: 

1. αλ f(u)=f(v) θαη {u1,v1}≠{u,v}→f(u1)≠f(v1) 

2. {u1,v1}∩{u,v}=Ø→{𝑢1,𝑣1} ∩ *𝑢, 𝑣+ = ∅ → 𝑢1𝑣1 ∈ 𝐸(𝐺1)↔𝑓(𝑢1)𝑓(𝑣1) ∈ 𝐸(𝐺2) 

3. γηα 𝑤 ∈ 𝑉(𝐺1),w≠u,v ,ηφηε 𝑢𝑤 ∈ 𝐸(𝐺1)  ή  𝑣𝑤 ∈ 𝐸(𝐺1) ↔  𝑓(𝑢)𝑓(𝑤) ∈ 𝐸(𝐺2). 

Σν G2 δεκηνπξγήζεθε απφ ην G1 απφ ηελ ηαχηηζε ησλ γεηηνληθψλ θνξπθψλ u θαη v. Ζ 

ζπζηνιή είλαη κία απεηθφληζε απφ ην V(G1) ζην V(G2) πνπ είλαη είηε έλαο ηζνκνξθηζκφο 

είηε κία αθνινπζία απφ πεπεξαζκέλα πνιιέο βαζηθέο ζπζηνιέο. 

Αλ ππάξρεη ζπζηνιή απφ ην V(G1) ζην V(G2) ηφηε ην G2 είλαη κία ζπζηνιή ηνπ G1 θαη 

ην G1 ζπζηέιεηαη ή είλαη ζπζηαιηφ ζην G2. Μία ππνζπζηνιή ελφο γξαθήκαηνο G είλαη 

κία ζπζηνιή ελφο ππνγξαθήκαηνο ηνπ G. 

ην ζρήκα 17, ην γξάθεκα G είλαη ζπζηνιή ηνπ Ζ, πνπ δεκηνπξγήζεθε απφ ηελ ηαχηηζε 

ηεο v2 θαη ηεο v5. Μπνξεί αθφκα λα ζεσξεζεί ζαλ ε ζπζηνιή πνπ παξάγεηαη απφ ηελ 

δηακέξηζε 𝑉(𝐻) = *𝑣1+ ∪ *𝑣2, 𝑣5+ ∪ *𝑣3+ ∪ *𝑣4+. 
 

 
ρήκα 17 

 

Θεώπημα 16 

Αλ έλα γξάθεκα Ζ είλαη νκνηνκνξθηθφ απφ έλα γξάθεκα G, ηφηε ην G είλαη κία 

ζπζηνιή ηνπ Ζ. 

Απόδειξη : 

Αλ G≡H (ην G είλαη ηζφκνξθν κε ην Ζ), ηφηε είλαη πξνθαλέο φηη ην G είλαη κία ζπζηνιή 

ηνπ Ζ. Έζησ φηη ην Ζ δεκηνπξγήζεθε απφ ην H κε κία αθνινπζία βαζηθψλ 

ππνδηαηξέζεσλ. Έζησ G' κία βαζηθή ππνδηαίξεζε ηνπ G.  Σφηε ην G' δεκηνπξγείηαη απφ 

ην G αθαηξψληαο κία πιεπξά uv θαη πξνζζέηνληαο κία θνξπθή w θαη ηηο πιεπξέο uw θαη 

vw. Σφηε ην G' είλαη ζπζηαιηφ ζην G κε κία βαζηθή ζπζηνιή f, ε νπνία αθήλεη ζηαζεξφ 

θάζε ζηνηρείν ηνπ V(G) θαη f(u)=f(w). Έηζη ην G κπνξεί λα δεκηνπξγεζεί απφ ην Ζ απφ 

κία απεηθφληζε ε νπνία είλαη κία ζχλζεζε απφ πνιιέο πεπεξαζκέλεο βαζηθέο ζπζηνιέο. 

Άξα, ην G είλαη κία ζπζηνιή ηνπ Ζ. 

Λήμμα 2 

Αλ έλα γξάθεκα Ζ πεξηέρεη έλα ππνγξάθεκα νκνηνκνξθηθφ απφ έλα ζπλεθηηθφ κε 

ηεηξηκκέλν γξάθεκα G, ηφηε ην G είλαη ππνζπζηνιή ηνπ Ζ. 
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3.2.3  1
ε
 απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Kuratowski 

 

Θεώπημα  Kuratowski 

Έλα γξάθεκα G είλαη επίπεδν αλ θαη κφλν αλ δελ πεξηέρεη ππνγξάθεκα νκνηνκνξθηθφ 

κε ην Κ5 ή ην Κ3,3. 

Απόδειξη : 

Ζ ζπλζήθε είλαη αλαγθαία απφ ην ζεσξ.11. Άξα πξέπεη λα απνδείμνπκε φηη είλαη θαη 

ηθαλή. Απφ ην ζεσξ.8 αξθεί λα δείμνπκε φηη αλ έλα κπινθ ηνπ γξαθήκαηνο δελ πεξηέρεη 

ππνγξάθεκα νκνηνκνξθηθφ κε ην Κ5 ή ην Κ3,3 ,ηφηε είλαη επίπεδν. Τπνζέηνπκε κε 

επαγσγή ζε άηνπν φηη απηφ δελ ηζρχεη. Σφηε απφ φια ηα κε επίπεδα κπινθ πνπ δελ 

πεξηέρνπλ ππνγξαθήκαηα νκνηνκνξθηθά  κε ην Κ5 ή ην Κ3,3, δηαιέγνπκε απηφ κε ην 

κηθξφηεξν κέγεζνο, έζησ G. 

Θα δείμνπκε φηη δ(G)≥3. Αθνχ ην G είλαη κπινθ, δελ έρεη ρσξίδνπζεο θνξπθέο, άξα δελ 

πεξηέρεη θνξπθέο βαζκνχ 1. Τπνζέηνπκε φηη πεξηέρεη κία θνξπθή v κε βαζκφ 2, ηέηνηα 

ψζηε ε v λα είλαη γεηηνληθή κε ηηο w θαη u. Διέγρνπκε ηηο δχν πηζαλφηεηεο: 

1. Αλ 𝑢𝑤 ∈ 𝐸(𝐺). Σφηε ην G-v είλαη επίζεο κπινθ. Αθνχ ην G-v είλαη ππνγξάθεκα 

ηνπ G, νχηε απηφ πεξηέρεη ππνγξάθεκα νκνηνκνξθηθφ κε ην Κ5 ή ην Κ3,3. Όκσο ην G 

έρεη επηιεθηεί σο ην κε επίπεδν κπινθ ειάρηζηνπ κεγέζνπο πνπ έρεη απηή ηελ ηδηφηεηα, 

άξα ην G-v είλαη επίπεδν. Όκσο, ζε θάζε εκθχηεπζε ηνπ G-v ζην επίπεδν, ε θνξπθή v 

θαη νη πιεπξέο uv θαη vw κπνξνχλ λα εηζαρζνχλ έηζη ψζηε ην ηειηθφ γξάθεκα G λα 

είλαη επίπεδν, άηνπν γηαηί ην G είλαη κε επίπεδν. 

2. Αλ 𝑢𝑤 ∉ 𝐸(𝐺). Σφηε ην γξάθεκα G'=G-v+uw είλαη κπινθ κηθξφηεξνπ κεγέζνπο 

απφ ην G. Δπίζεο, ην G' δελ πεξηέρεη ππνγξάθεκα νκνηνκνξθηθφ κε ην Κ5 ή ην Κ3,3. 

Γηφηη αλ πεξηείρε έλα ηέηνην ππνγξάθεκα F, αλ ην F δελ πεξηείρε ηελ πιεπξά uw, ηφηε ην 

G ζα πεξηείρε ην F, πξάγκα ην νπνίν είλαη αδχλαην. Άξα ην F πεξηέρεη ηελ uw. Αλ ζην F-

uw πξνζζέζνπκε ηελ θνξπθή v θαη ηηο πιεπξέο uv θαη wv, ην ηειηθφ γξάθεκα F' ζα 

είλαη νκνηνκνξθηθφ απφ ην F. Όκσο ην F' είλαη ππνγξάθεκα ηνπ G, πνπ είλαη αδχλαην. 

Άξα ην G' είλαη κπινθ κε κηθξφηεξν κέγεζνο απφ ην G πνπ δελ πεξηέρεη ππνγξάθεκα 

νκνηνκνξθηθφ κε ην Κ5 ή ην Κ3,3 . Δπνκέλσο, ιφγσ ηεο επηινγήο ηνπ G, ην G' εηλαη 

επίπεδν. Όκσο, αθνχ ην G είλαη νκνηνκνξθηθφ απφ ην G', ην G είλαη επίπεδν, άηνπν. 

Άξα, ηζρχεη φηη δ(G)≥3. 

Δπνκέλσο, αθνχ  δ(G)≥3, ιφγσ πξνεγνχκελνπ ιήκκαηνο, ην G δελ είλαη ειαρηζηηθφ 

κπινθ. Άξα, ππάξρεη πιεπξά e=uv, ηέηνηα ψζηε ην Ζ=G-uv λα είλαη επίζεο κπινθ. Αθνχ 

ην Ζ δελ έρεη ππνγξάθεκα  νκνηνκνξθηθφ κε ην Κ5 ή ην Κ3,3  θαη έρεη ιηγφηεξεο πιεπξέο 

απφ ην G, έπεηαη φηη ην Ζ είλαη επίπεδν. Δπίζεο, απφ ην ζεσξ.11 ππάξρνπλ θχθινη ζην 

Ζ πνπ πεξηέρνπλ ηα u θαη v. Δπηιέγνπκε έλα θχθιν C ηνπ Ζ, πνπ πεξηέρεη ηα u θαη v, 

ηέηνην ψζηε ν αξηζκφο ησλ πεξηνρψλ ζην εζσηεξηθφ ηνπ C λα είλαη ν κέγηζηνο δπλαηφο. 

Έζησ   𝐶: 𝑢 = 𝑣0,𝑣1,.. . . , 𝑣𝑖 = 𝑣, . . . , 𝑣𝑛 = 𝑢, ό𝜋𝜊𝜐  1 < 𝑖 < 𝑛 − 1. 
Όξηδνπκε δχν ππνγξαθήκαηα ηνπ Ζ: Σν εζσηεξηθφ ππνγξάθεκα ηνπ Ζ είλαη ην 

ππνγξάθεκα ηνπ G πνπ νξίδεηαη απφ ηηο πιεπξέο πνπ θείληαη εζσηεξηθά ηνπ θχθινπ C. 

Αληηζηνηρα νξίδεηαη ην εμσηεξηθφ ππνγξάθεκα ηνπ Ζ. Αθνχ ην G δελ είλαη επίπεδν 
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ππάξρνπλ θαη ηα δχν ππνγξαθήκαηα πνπ νξίζακε, γηαηί αιιηψο ε πιεπξά e ζα κπνξνχζε 

λα πξνζηεζεί ζην Ζ έηζη ψζηε ην γξάθεκα λα παξακείλεη επίπεδν. Δπίζεο, θαλέλα 

δεχγνο θνξπθψλ πνπ αλήθνπλ ζην ζχλνιν {𝑣0,𝑣1, . . . , 𝑣𝑖} ή  *𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, . . . , 𝑣𝑛+ δελ 

ελψλεηαη κε κνλνπάηη ζην εμσηεξηθφ ππνγξάθεκα ηνπ Ζ, γηαηί απηφ ζα ήηαλ αληηθαηηθφ 

κε ηελ επηινγή ηνπ C σο ηνπ κεγαιχηεξνπ δπλαηνχ θχθινπ πνπ πεξηέρεη ηηο u θαη v. 

Αθφκα, ην γεγνλφο φηη ην H+e δελ είλαη επίπεδν ππνδειψλεη ηελ χπαξμε ελφο vj-vk 

κνλνπαηηνχ P, φπνπ 0<j<i<k<n, ζην εμσηεξηθφ ππνγξάθεκα ηνπ Ζ , ηέηνηνπ ψζηε 

θακκία θνξπθή ηνπ Ρ εθηφο απν ηηο vj,vk λα αλήθεη ζηνλ C (ζρήκα 18). Δπίζεο, 

παξαηεξνχκε φηη θακκία άιιε θνξπθή ηνπ Ρ εθηφο απφ ηηο vj  θαη vk  δελ αλήθεη ζηνλ C, 

θαη φηη νπνηνδήπνηε κνλνπάηη ελψλεη κία θνξπθή ηνπ Ρ κε κία θνξπθή ηνπ C πξέπεη λα 

πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ κία απφ ηηο  vj  θαη vk. 

 
ρήκα 18 

 

'Δζησ Ζ' ε ζπληζηψζα ηνπ Ζ-{vm |0≤m<n, m≠j,k} πνπ πεξηέρεη ην Ρ. Λφγσ ηεο επηινγήο 

ηνπ C, ην ππνγξάθεκα Ζ' δελ κπνξεί λα εηζαρζεί ζην εζσηεξηθφ ηνπ C κε έλαλ επίπεδν 

ηξφπν. Απηή ε δηαπίζησζε, ζε ζπλδπαζκφ κε ην δεδνκέλν φηη ην G είλαη κε επίπεδν, 

νδεγνχλ ζην ζπκπέξαζκα φηη ην εζσηεξηθφ ππνγξάθεκα ηνπ Ζ πξέπεη λα πεξηέρεη έλα 

απφ ηα αθφινπζα: 

I. έλα vr-vs κνλνπάηη, φπνπ 0<r<j, i<s<k (ή ηζνδχλακα j<r<i θαη k<s<n), ηνπ νπνίνπ 

θακκία άιιε θνξπθή εθηφο απφ ηηο  vr θαη vs αλήθεη ζηνλ C. 

II. κία θνξπθή 𝑤 ∉ 𝐶πνπ ζπλδέεηαη κε ηνλ C κε ηξία κνλνπάηηα,μέλα κεηαμχ ηνπο 

εθηφο απφ ηελ w, ηέηνηα ψζηε νη ηειηθέο θνξπθέο ησλ δχν κνλνπαηηψλ λα είλαη νη vr θαη 

vs, φπνπ j≤r≤i θαη i<s≤k αιιά φρη ζπγρξφλσο r=j θαη s=k, θαη ε ηειηθή θνξπθή ηνπ 

ηξίηνπ κνλνπαηηνχ λα είλαη κία απφ ηηο v0 ή vi αλ r=j ή s=k, θαη κία απφ ηηο v0,vi,vj,vk αλ 

r≠j θαη s≠k. 

III.  Μία θνξπθή w, φρη ζηνλ C, πνπ είλαη ζπλδεδεκέλε κε ηνλ C κε ηξία εζσηεξηθά 

μέλα κεηαμχ ηνπο κνλνπάηηα Ρ1,Ρ2 θαη Ρ3 έηζη ψζηε νη ηειηθέο θνξπθέο ησλ κνλνπαηηψλ 

(εθηφο απφ ηελ w) λα είλαη ηξεηο απφ ηηο  v0,vi,vj,vk, έζησ νη  v0,vi,vj καδί κε έλα (vt-vk) 

κνλνπάηη Ρ4 (vt≠ v0,vi,w) φπνπ ε vt είλαη ζην Ρ1 ή ζην Ρ2 θαη ην Ρ4 είλαη μέλν κε ηα Ρ1, Ρ2 

θαη ηνλ C εθηφο απφ ηηο vt θαη vk. 

IV. Μία θνξπθή w φρη ζηνλ C  πνπ ζπλδέεηαη κε ηηο θνξπθέο  v0,vi,vj,vk κε ηέζζεξα 

μέλα κεηαμχ ηνπο κνλνπάηηα. 

ε θάζε κία απφ ηηο ηξεηο πξψηεο πεξηπηψζεηο, ην γξάθεκα G πεξηέρεη έλα ππνγξάθεκα 
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νκνηνκνξθηθφ κε ην Κ3,3, ελψ ζηελ ηέηαξηε πεξίπησζε, ην G έρεη έλα ππνγξάθεκα 

νκνηνκνξθηθφ κε ην Κ5. ε θάζε πεξίπησζε θαηαιήγνπκε ζε άηνπν, άξα δελ ππάξρεη 

ηέηνην γξάθεκα G, άξα ην ζεψξεκα απνδείρηεθε. 

 

Με ηε βνήζεηα ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Kuratowski ζα απνδείμνπκε φηη ην γξάθεκα ηνπ 

Petersen (ζρήκα 19) δελ είλαη επίπεδν. 

 
ρήκα 19                                                Tν γξάθεκα Petersen 

 

Σν γξάθεκα Petersen έρεη n=10 θαη m=15 πιεπξέο. Θεσξνχκε έλα παξάγνλ 

ππνγξάθεκά ηνπ Ζ πνπ πξνθχπηεη αθαηξψληαο ηηο πιεπξέο be θαη hi. Καηφπηλ, 

ζεσξνχκε ην νκνηνκνξθηθφ γξάθεκα Ζ' ηνπ Ζ πνπ πξνθχπηεη παξαιείπνληαο φιεο ηηο 

θνξπθέο βαζκνχ 2 απφ ην Ζ. Παξαηεξνχκε φηη ην Ζ' είλαη ηζφκνξθν κε ην Κ3,3  άξα δελ 

είλαη επίπεδν. Άξα απφ ην ζεψξεκα ηνπ Kuratowski πξνθχπηεη φηη ην γξάθεκα Petersen 

είλαη κε επίπεδν. 

Παξαηεξνχκε φηη παξά ηελ νκνηφηεηά ηνπ κε ην Κ5 ην γξάθεκα Petersen δελ πεξηέρεη 

ππνγξάθεκα νκνηνκνξθηθφ κε ην Κ5. Πεξηέρεη φκσο ην Κ5 ζαλ κία ζπζηνιή. Πξάγκαηη,  

ζεσξψληαο ηελ δηακέξηζε {a,f},{b,g},{c,h},{d,i},{e,j} πξνθχπηεη ην Κ5. Ζ ηειεπηαία 

παξαηήξεζε νδεγεί επίζεο ζην ζπκπέξαζκα φηη ην γξάθεκα Petersen είλαη κε επίπεδν. 

 

Θεώπημα 17( θεώπημα ηος Wagner) 

Έλα γξάθεκα G είλαη επίπεδν αλ θαη κφλν αλ νχηε ην Κ5 νχηε ην Κ3,3 είλαη κία 

ππνζπζηνιή ηνπ G. 

Απόδειξη : 

Έζησ G έλα κε επίπεδν γξάθεκα. Απφ ην ζεψξ.Kuratowski, ην G ζα πεξηέρεη έλα 

ππνγξάθεκα νκνηνκνξθηθφ κε (ή ηζνδχλακα εδψ, νκνηνκνθηθφ απφ) ην Κ5 ή ην 

Κ3,3.Σφηε ην Κ5 ή ην Κ3,3 είλαη ππνζπζηνιή ηνπ G. 

Γηα λα δείμνπκε ην αληίζηξνθν, πξψηα ππνζέηνπκε φηη ην G είλαη έλα γξάθεκα ηέηνην 

ψζηε ην Ζ=Κ3,3 λα είλαη ππνζπζηνιή ηνπ G. Γείρλνπκε ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε, φηη ην 

G δελ είλαη επίπεδν. Αο ζπκβνιίζνπκε ηηο θνξπθέο ηνπ Ζ σο ui θαη ui', 1≤i≤3, έηζη ψζηε 

θάζε πιεπξά ηνπ Ζ λα είλαη ηνπ ηχπνπ uiuj'. Παίξλνληαο ηνλ ελαιιαθηηθφ νξηζκφ ηεο 

ζπζηνιήο, ζεσξνχκε ην Gi, κε  1≤i≤3, ην ζπλεθηηθφ ππνγξάθεκα ηνπ G πνπ αληηζηνηρεί 

ζην ui ,θαη ην Gi' πνπ αληηζηνηρεί ζην ui'. Αθνχ 𝑢𝑖𝑢𝑗′ ∈ 𝐸(𝐻)γηα  1≤i≤3,  1≤j≤3, ζην 

γξάθεκα G ππάξρεη κία θνξπθή vij ηνπ Gi γεηηνληθή κε κία θνξπθή vij' ηνπ Gj'. Αλάκεζα 
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ζηηο θνξπθέο vi1,vi2,vi3 ηνπ Gi, δχν ή πηζαλψο θαη νη ηξεηο κπνξνχλ λα αλαπαξηζηνχλ ηελ 

ίδηα θνξπθή. Αλ  vi1=vi2=vi3, ηφηε ζέηνπκε θάζε vij=vi. Αιιηψο νξίδνπκε ηελ vi λα είλαη 

θνξπθή ηνπ Gi πνπ ζπλδέεηαη κε ηηο θνξπθέο  vi1,vi2,vi3 κε εζσηεξηθά μέλα κεηαμχ ηνπο 

κνλνπάηηα ηνπ Gi (είλαη πηζαλφ φηη vi=vij γηα θάπνην j). πλερίδνπκε φπσο πξηλ κε ηα 

ππνγξαθήκαηα Gi' θαη παίξλνπκε ηηο θνξπθέο vi'. Σν ππνγξάθεκα G πνπ επάγεηαη απφ 

ηηο 9 πιεπξέο vijvij' καδί κε ηηο πιεπξέο ελφο νπνηνπδήπνηε αλαγθαίνπ πξναλαθεξζέληνο 

κνλνπαηηνχ απφ κία θνξπθή vi ή vi' είλαη νκνηνκνξθηθφ κε ην Κ3,3. 

Έζησ ηψξα φηη ην Ζ=Κ5 είλαη κία ππνζπζηνιή ηνπ G. Έζησ V(H)={ui |1≤i≤5}, θαη έζησ 

Gi ην ζπλεθηηθφ ππνγξάθεκα ηνπ G πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ui. Όπσο πξνεγνπκέλσο, 

ππάξρεη κία θνξπθή vij ηνπ Gj γεηηνληθή κε ηελ θνξπθή vji ηνπ Gj,i≠j, 1≤i, j≤5. Γηα 

ζηαζεξφ i, 1≤i≤5, ζεσξνχκε ηηο θνξπθέο vij, i≠j. Αλ νη θνξπθέο vij αλαπαξηζηνχλ ηελ ίδηα 

θνξπθή, νξίδνπκε απηήλ ηελ θνξπθή vi. Αλ νη θνξπθέο vij είλαη δηαθξηηέο θαη ππάξρεη 

κία θνξπθή (πηζαλφλ θάπνηα vij) απφ ηελ νπνία ππάξρνπλ εζσηεξηθά μέλα κεηαμχ ηνπο 

κνλνπάηηα (θάπνην απφ ηα νπνία κπνξεί λα είλαη ηεηξηκκέλν) ζηηο vij, ηφηε νξίδνπκε 

απηήλ ηελ θνξπθή σο vi. Αλ ηξεηο απφ ηηο θνξπθέο vij είλαη ίδηεο ελψ νη άιιεο δχν είλαη 

δηαθνξεηηθέο, ηφηε νξίδνπκε ηηο δχν θνξπθέο πνπ ζπκπίπηνπλ σο vi, αλ ππάξρνπλ μέλα 

κεηαμχ ηνπο κνλνπάηηα πξνο ηηο άιιεο δχν θνξπθέο. ε δηάθνξεο πεξηπηψζεηο έρνπκε 

νξίζεη κία θνξπθή vi γηα 1≤i≤5. Αλ ην vi ππάξρεη γηα θάζε i=1,2,...,5 ηφηε ην G πεξηέρεη 

έλα ππνγξάθεκα νκνηνκνξθηθφ κε ην Κ5. 

Αιιηψο, γηα θάπνην i, ζα ππάξρνπλ δηαθξηηέο θνξπθέο wi θαη wi' ηνπ Gi, θάζε κία απφ ηηο 

νπνίεο είλαη ζπλδεδεκέλεο κε δχν απφ ηηο vij κε εζσηεξηθά μέλα κεηαμχ ηνπο κνλνπάηηα 

ηνπ Gi, ελψ νη wi θαη wi' είλαη ζπλδεδεκέλεο κε έλα κνλνπάηη ηνπ G, φπνπ θακία 

εζσηεξηθή θνξπθή ηνπ δελ έηλαη νη θνξπθέο vij. 

Αλ δχν θνξπθέο vij ζπκπίπηνπλ, ηφηε ε θνξπθή ζα είλαη ε wi. Αλ νη δχν άιιεο θνξπθέο 

vij επίζεο ζπκπίπηνπλ, ηφηε απηή είλαη ε θνξπθή wi'. Υσξίο απψιεηα ηεο γεληθφηεηαο, 

ππνζέηνπκε φηη i=1 θαη φηη ην w1 ζπλδέεηαη κε ηηο v12 θαη v13 ελψ ε w1' ζπλδέεηαη κε ηηο 

v14 θαη v15 φπσο πεξηγξάςακε. 

Οξίδνπκε ην ζχλνιν ησλ πιεπξψλ ησλ πέληε κνλνπαηηψλ ηνπ G1 σο Δ1. Σψξα 

επηζηξέθνπκε ζην G2. Αλ v21=v24=v25, ζέηνπκε Δ2=Ø. Αιιηψο, ππάξρεη κία θνξπθή w2 

ηνπ G2 (πνπ κπνξεί λα ζπκπίπηεη κε ηηο v21,v24,v25) πνπ ελψλεηαη κε εζσηεξηθά μέλα 

κεηαμχ ηνπο κνλνπάηηα ζην G2 κε ηα δηαθξηηά ζηνηρεία ηνπ {v21,v24,v25}. Σφηε νξίδνπκε 

ην Δ2 σο ην ζχλνιν πιεπξψλ απηψλ ησλ κνλνπαηηψλ. Με αλάινγν ηξφπν, νξίδνπκε ηα 

ζχλνια Δ3, Δ4 θαη Δ5 κε ηελ βνήζεηα ησλ ζπλφισλ {v31,v34,v35},{v41,v42,v43} θαη 

{v51,v52,v53} αληίζηνηρα. Σν ππνγξάθεκα πνπ παξάγεηαη απφ ηελ έλσζε ησλ ζπλφισλ Δi 

θαη ησλ πιεπξψλ vijvji πεξηέρεη έλα ππνγξάθεκα F νκνηνκνξθηθφ κε ην Κ3,3 ηέηνην ψζηε 

νη 3-θνξπθέο ηνπ F λα είλαη νη w1, w1' θαη νη θνξπθέο wi, i=2,3,4,5. ε θάζε πεξίπησζε, 

ην G δελ είλαη επίπεδν. 
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3.3  2ε απφδεημε ηνπ ζεξήκαηνο Kuratowski (γέθπξεο) 

 

3.3.1 Γέθπξεο 

 

ηελ κειέηε ησλ επίπεδσλ γξαθεκάησλ, νξηζκέλα ππνγξαθήκαηα, πνπ νλνκάδνληαη 

γέθπξεο παίδνπλ ζεκαληηθφ ξφιν. Θα δνχκε παξαθάησ θάπνηεο ηδηφηεηεο απηψλ ησλ 

ππνγξαθεκάησλ. 

Έζησ Ζ έλα ππνγξάθεκα ηνπ γξαθήκαηνο G. Οξίδνπκε κία ζρέζε ~ ζην Δ(G)\E(H) κε 

ηελ πξνυπφζεζε φηη e1~e2 αλ ππάξρεη έλα κνλνπάηη W ηέηνην ψζηε: 

1. ε πξψηε θαη ε ηειεπηαία πιεπξά ηνπ W λα είλαη νη e1 θαη ε e2 αληίζηνηρα 

2. ην W λα είλαη εζσηεξηθά μέλν κε ην Ζ ( δειαδή, θακκία εζσηεξηθή θνξπθή ηνπ 

W δελ είλαη θνξπθή ηνπ Ζ) 

Δίλαη εχθνιν λα δηαπηζηψζνπκε φηη ε ~ είλαη κία ζρέζε ηζνδπλακίαο ζην E(G)\E(H) 

(δήιαδε ζηηο πιεπξέο ηνπ G πνπ δελ αλήθνπλ ζην Ζ). Έλα ππνγξάθεκα ηνπ G-E(H) πνπ 

δεκηνπξγείηαη απφ κία θιάζε ηζνδπλακίαο κε ηε ζρέζε ~ νλνκάδεηαη γέθπξα ηνπ Ζ ζην 

G. Άκεζε ζπλέπεηα απφ ηνλ νξηζκφ είλαη φηη αλ ην Β είλαη κία γέθπξα ηνπ Ζ, ηφηε ην Β 

είλαη έλα ζπλεθηηθφ γξάθεκα θαη φηη θάζε δεχγνο θνξπθψλ ηνπ Β ζπλδέεηαη κε έλα 

κνλνπάηη εζσηεξηθά μέλν κε ην Ζ. Δπίζεο, παξαηεξνχκε φηη δχν γέθπξεο ηνπ Ζ δελ 

έρνπλ θνηλέο θνξπθέο, εθηφο, πηζαλφλ, απφ θνξπθέο ηνπ Ζ. Γηα κία γέθπξα Β ηνπ Ζ, 

γξάθνπκε 𝑉(𝐵) ∩ 𝑉(𝐻) = 𝑉(𝐵, 𝐻), θαη νλνκάδνπκε ηηο θνξπθέο ζε απηφ ην ζχλνιν, 

ζςνδεηικέρ κοπςθέρ ηνπ Β ζην Ζ. ην ζρήκα 20 βιέπνπκε δηάθνξεο γέθπξεο ελφο 

θχθινπ. 

ε απηή ηελ ελφηεηα ζα αζρνιεζνχκε κφλν κε ηε κειέηε γεθπξψλ έλνο θχθινπ C. Έηζη, 

ράξελ ζπληνκίαο, ιέγνληαο γέθσρα ζα ελλννχκε γέθσρα ηοσ C. 

 

 
ρήκα 20                     Κάζε γέθπξα Bi είλαη ζρεδηαζκέλε κε δηαθνξεηηθφ ηχπν γξακκήο 

 

ε έλα ζπλεθηηθφ γξάθεκα θάζε γέθπξα έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ζπλδεηηθή θνξπθή, θαη ζε 

έλα κπινθ θάζε γέθπξα έρεη ηνπιάρηζηνλ δχν ζπλδεηηθέο θνξπθέο. Μία γέθπξα κε k 

ζπλδεηηθέο θνξπθέο νλνκάδεηαη k-γέθπξα. Γχν k-γέθπξεο κε ηηο ίδηεο ζπλδεηηθέο 

θνξπθέο είλαη ιζοδύναμες k-γέθπξεο (π.ρ. ην ζρήκα 20 νη γέθπξεο Β1 θαη Β2 ). 

Οη ζπλδεηηθέο θνξπθέο κίαο k-γέθπξαο Β κε k≥2 δηακεξίδνπλ ηνλ θχθιν ζε πιεπξηθά 
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αλεμάξηεηα κνλνπάηηα, πνπ ιέγνληαη ημήμαηα ηεο Β. Γχν γέθπξεο αποθεύγοςν ε κία 

ηελ άιιε αλ φιεο νη ζπλδεηηθέο θνξπθέο ηεο κίαο βξίζθνληαη αθξηβψο ζε έλα ηκήκα ηεο 

άιιεο. Αιιηψο, ιέκε φηη επικαλύπηονηαι (ζην ζρήκα 20 νη Β2 θαη Β3 απνθεχγνπλ ε κία 

ηελ άιιε, ελψ νη Β1 θαη Β2 επηθαιχπηνληαη). Γχν γέθπξεο Β θαη Β' είλαη αζύμμεηπερ αλ 

ππάξρνπλ ηέζζεξηο δηαθξηηέο θνξπθέο u,v,u',v' ηνπ C ηέηνηεο ψζηε νη u θαη v λα είλαη 

ζπλδεηηθέο θνξπθέο ηνπ Β, νη u' θαη v' λα είλαη ζπλδεηηθέο θνξπθέο ηνπ Β', θαη νη 

ηέζζεξηο θνξπθέο λα εκθαλίδνληαη ζε θπθιηθή ζεηξά u,u',v,v' ζηνλ C (ζην ζρήκα 20 νη 

Β3 θαη Β4  είλαη αζχκκεηξεο, ελψ νη Β1 θαη Β2 δελ είλαη). 

 

 

Θεώπημα 18 

Αλ δχν γέθπξεο επηθαιχπηνληαη, ηφηε είηε είλαη αζχκκεηξεο είηε είλαη ηζνδχλακεο    

3-γέθπξεο. 

Απόδειξη: 

Έζησ φηη νη γέθπξεο Β θαη Β' επηθαιχπηνληαη. Σφηε, θάζε κία πξέπεη λα έρεη 

ηνπιάρηζηνλ δχν ζπλδεηηθέο θνξπθέο. Αλ ηψξα, θάπνηα απφ ηηο δχν είλαη 2-γέθπξα, 

επαιεζεχεηαη φηη πξέπεη λα είλαη αζχκκεηξεο. Τπνζέηνπκε ινηπφλ θαη νη δχν έρνπλ 

ηνπιάρηζηνλ 3 ζπλδεηηθέο θνξπθέο. Τπάξρνπλ δχν πεξηπηψζεηο: 

• Οη Β θαη Β' λα κελ είλαη ηζνδχλακεο γέθπξεο. Σφηε, ε Β' ζα έρεη κία ζπλδεηηθή 

θνξπθή u' αλάκεζα ζε δχν δηαδνρηθέο ζπλδεηηθέο θνξπθέο u θαη v ηεο Β. Αθνχ νη Β θαη 

Β' επηθαιχπηνληαη, θαπνηα ζπλδεηηθή θνξπθή v' ηεο Β' δελ ζα θείηαη ζην ηκήκα ηεο Β 

πνπ ζπλδέεη ηηο u θαη v. Άξα, νη Β θαη Β' είλαη αζχκκεηξεο. 

• Οη Β θαη Β' λα είλαη ηζνδχλακεο k-γέθπξεο, k≥3. Αλ k≥4, ηφηε νη Β θαη Β' είλαη 

πξνθαλψο αζζχκεηξεο. Αλ k=3, ηφηε είλαη ηζνδχλακεο 3-γέθπξεο. 

 

Θεώπημα 19 

Αλ κία γέθπξα Β έρεη ηξεηο ζπλδεηηθέο θνξπθέο v1,v2 θαη v3 ,ηφηε ππάξρεη κία θνξπθή v0 

ζην V(B)\V(C) θαη ηξία κνλνπάηηα P1,P2 θαη P3 ζην Β πνπ ελψλνπλ ην v0 κε ηα  v1,v2 θαη 

v3 αληίζηνηρα, ηέηνηα ψζηε, γηα i≠j, ηα Pi θαη Pj λα έρνπλ κφλν ηελ θνξπθή v0 θνηλή. 

Απόδειξη: 

Έζησ Ρ έλα (v1,v2)-κνλνπάηη ζην Β, εζσηεξηθά απνζπλδεδεκέλν απφ ηνλ C. Σν Ρ πξέπεη 

λα έρεη κία εζσηεξηθή θνξπθή v, εηδάισο ε Β ζα ήηαλ απιά ην Ρ, θαη δε ζα πεξηείρε κία 

ηξίηε ζπλδεηηθή θνξπθή v3. Έζησ Q έλα (v3,v)-κνλνπάηη ζηε Β, εζσηεξηθά 

απνζπλδεδεκέλν απφ ηνλ C, θαη έζησ v0 ε πξψηε θνξπθή ηνπ Q ζην Ρ. Ολνκάδνπκε Ρ1 

ην (v0,v1)-ηκήκα ηνπ Ρ
-1

, Ρ2 ην (v0,v2)-ηκήκα ηνπ Ρ, θαη Ρ3 ην (v0,v3)-ηκήκα ηνπ Q
-1

. 

Πξνθαλψο, ηα Ρ1,Ρ2 θαη Ρ3 ηθαλνπνηνχλ ηηο απαηηνχκελεο ζπλζήθεο, φπσο θαίλεηαη θαη 

ζην ζρήκα. 
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ρήκα 21 

 

Παξαθάησ, ζα εμεηάζνπκε γέθπξεο ζε επίπεδα γξαθήκαηα. Τπνζέηνπκε φηη G  είλαη έλα 

επίπεδν γξάθεκα θαη φηη C είλαη έλαο θχθινο ηνπ G. Σφηε ν C είλαη κία θακπχιε Jordan 

ζην επίπεδν, θαη θάζε πιεπξά ζην Δ(G)\E(C) πεξηέρεηαη ζε κία απφ ηηο δχν πεξηνρέο 

intC θαη extC. Πξνθχπηεη φηη κία γέθπξα ηνπ C πεξηέρεηαη εμ'νινθιήξνπ ζην intC ή ζην 

extC. Μία γέθπξα πνπ πεξηέρεηαη ζην intC (extC) νλνκάδεηαη εζσηεξηθή (εμσηεξηθή) 

γέθπξα (ζην ζρήκα 22 νη Β1 θαη Β2 είλαη εζσηεξηθέο γέθπξεο, θαη νη Β3 θαη Β4 

εμσηεξηθέο γέθπξεο). 

 
ρήκα 22 

 

Θεώπημα 20 

Οη εζσηεξηθέο (εμσηεξηθέο) γέθπξεο απνθεχγνπλ ε κία ηελ άιιε. 

Απόδειξη: 

Με εηο άηνπνλ επαγσγή. Έζησ Β θαη Β' δχν εζσηεξηθέο γέθπξεο πνπ επηθαιχπηνληαη. 

Σφηε, απφ ζεψξ.14, ζα πξέπεη λα είλαη αζχκκεηξεο ή ηζνδχλακεο 3-γέθπξεο. 

1
η
 περίπηωζη: Οη Β θαη Β' είλαη αζχκκεηξεο. Δμ νξηζκνχ, ππάξρνπλ δηαθξηηέο θνξπθέο u 

θαη v ζηε Β, θαη u' θαη v' ζηε Β', πνπ εκθαλίδνληαη κε θπθιηθή ζεηξά u,u',v,v' ζηνλ C. 

Έζησ Ρ έλα (u,v)-κνλνπάηη ζηε Β θαη P' έλα (u',v')-κνλνπάηη ζηε Β', θαη ηα δχν 

εζσηεξηθά απνζπλδεδεκέλα απφ ηνλ C. Σα δχν κνλνπάηηα P θαη P' δελ κπνξνχλ λα 

έρνπλ θνηλή εζσηεξηθή θνξπθή γηαηί αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθέο γέθπξεο. Δπίζεο, ηα Ρ 
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θαη Ρ' πξέπεη λα αλήθνπλ ζην intC  γηαηί είλαη εζσηεξηθέο γέθπξεο. Όκσο, απφ ην ζεσξ. 

Jordan, ην G δελ κπνξεί λα είλαη επίπεδν γξάθεκα. Άηνπν (ζρήκα 23). 

 

 
ρήκα 23 

 

2
η
 περίπηωζη: Οη Β θαη Β' είλαη ηζνδχλακεο 3-γέθπξεο. Έζησ {v1,v2,v3} ην θνηλφ ζχλνιν 

ζπλδεηηθψλ θνξπθψλ. Απφ ην ζεψξ.15, ππάξρεη ζηε Β κία θνξπθή v0 θαη ηξία 

κνλνπάηηα  P1,P2 θαη P3  πνπ ελψλνπλ ηε v0 κε ηηο  v1,v2 θαη v3 αληίζηνηρα, ηέηνηα ψζηε, 

γηα i≠j, ηα Ρi  θαη Ρj λα έρνπλ κφλν ηε v0 θνηλή. Οκνίσο, ε Β' έρεη κία θνξπθή v0' θαη ηξία 

κνλνπάηηα   P1',P2' θαη P3'  πνπ ελψλνπλ ηε v0' κε ηηο  v1',v2' θαη v3' αληίζηνηρα, ηέηνηα 

ψζηε, γηα i≠j, ηα Ρi'  θαη Ρj' λα έρνπλ κφλν ηε v0' θνηλή (ζρήκα 24). Σα κνλνπάηηα  P1,P2 

θαη P3 ρσξίδνπλ ην intC ζε ηξεηο πεξηνρέο, θαη ην v0' πξέπεη λα είλαη ζην εζσηεξηθφ κίαο 

απφ απηέο ηηο πεξηνρέο. Αθνχ κφλν δχν απφ ηηο θνξπθέο v1,v2 θαη v3 κπνξνχλ λα 

βξίζθνληαη ζην ζχλνξν ηεο πεξηνρήο πνπ πεξηέρεη ηε v0', βάζεη ζπκκεηξίαο, ππνζέηνπκε 

φηη ε v3  δελ αλήθεη ζην ζχλνξν απηήο ηεο πεξηνρήο. Απφ ην ζεψξ.Jordan, ην κνλνπάηη 

Ρ3' πξέπεη λα ηέκλεη έλα απφ ηα Ρ1,Ρ2 ή C. Όκσο, αθνχ νη Β θαη Β' είλαη δηαθνξεηηθέο 

εζσηεξηθέο γέθπξεο, απηφ είλαη αδχλαην. 

πκπεξαίλνπκε φηη νη εζσηεξηθέο γέθπξεο απνθεχγνπλ ε κία ηελ άιιε. Οκνίσο γηα ηηο 

εμσηεξηθέο. 

 
ρήκα 24 
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Έζησ G έλα επίπεδν γξάθεκα. Μία εζσηεξηθή γέθπξα B ελφο θχθινπ C ηνπ G είλαη 

μεηαβιβάζιμη αλ ππάξρεη κία εκθχηεπζε G' ηνπ G ζην επίπεδν πνπ είλαη παλνκνηφηππε 

κε ην G, εθηφο  ηνπ φηη ε Β είλαη κία εμσηεξηθή γέθπξα ηνπ C ζην G'. Σν επίπεδν 

γξάθεκα G' ιέκε φηη πξνθχπηεη απφ ην G μεηαθέρονηας ηελ Β. ην ζρήκα 25 

απεηθνλίδεηαη ε κεηαθνξά κίαο γέθπξαο. 

 
ρήκα 25 

 

Θεώπημα 21 

Μία εζσηεξηθή γέθπξα πνπ απνθεχγεη θάζε εμσηεξηθή γέθπξα είλαη κεηαβηβάζηκε. 

Απόδειξη: 

Έζησ Β κία εζσηεξηθή γέθπξα πνπ απνθεχγεη θάζε εμσηεξηθή γέθπξα. Σφηε νη 

ζπλδεηηθέο θνξπθέο ηεο Β ζηνλ C θείληαη ζην ζχλνξν κηαο πεξηνρήο ηνπ G πνπ 

πεξηέρεηαη ζην extC. Ζ Β ινηπφλ κπνξεί λα ζρεδηαζηεί κέζα ζε απηή ηελ πεξηνρή. 

(ζρήκα 25). 

 

 

 

Λήμμα 3 

Αλ ην G είλαη κε επίπεδν γξάθεκα, ηφηε θάζε ππνδηαίξεζε ηνπ G είλαη κε επίπεδν 

γξάθεκα. 

 
ρήκα 26                      Μία ππνδηαίξεζε ηνπ Κ5 θαη κία ππνδηαίξεζε ηνπ Κ3,3 

 

Λήμμα 4 

Αλ ην G είλαη επίπεδν γξάθεκα, ηφηε θάζε ππνγξάθεκα ηνπ G είλαη επίπεδν. 

 

Έζησ G  έλα 2-ζπλεθηηθφ γξάθεκα θαη u,v δχν θνξπθέο πνπ θάλνπλ ην G-{u,v} κε 
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ζπλεθηηθφ. Σφηε ππάξρνπλ δχν ππνγξαθήκαηα G1 θαη G2 ηνπ G ρσξίο θνηλέο πιεπξέο, 

ηέηνηα ψζηε 𝑉(𝐺1) ∩ 𝑉(𝐺2) = *𝑢, 𝑣+ θαη 𝐺1 ∪ 𝐺2 = 𝐺 . Καη ζηα δχν γξαθήκαηα 

ελψλνπκε ηηο u θαη v κε κία λέα πιεπξά e θαη παίξλνπκε ηα γξαθήκαηα H1 θαη Ζ2 

(ζρήκα 27). Πξνθαλψο 𝐺 = (𝐻1 ∪ 𝐻2) − 𝑒  θαη  |Δ(Ζi)|<|Δ(G)| γηα i=1,2. 

 
ρήκα 27 

 

Λήμμα 5 

Αλ ην G είλαη κε επίπεδν γξάθεκα, ηφηε ηνπιάρηζηνλ έλα απφ ηα Ζ1 θαη Ζ2 είλαη επίζεο 

κε επίπεδν. 

Απόδειξη: 

Με εηο άηνπνλ επαγσγή. Έζησ φηη ηα Ζ1 θαη Ζ2  είλαη επίπεδα. Έζησ Ζ1' κία εκθχηεπζε 

ηνπ Ζ1 ζην επίπεδν, θαη έζησ f κία πεξηνρή ηνπ Ζ1' πνπ γεηηνλεχεη κε ηελ e. Αλ Ζ2' είλαη 

κία εκθχηεπζε ηνπ Ζ2 ζην f, ηέηνηα ψζηε ηα Ζ1' θαη Ζ2' λα έρνπλ κφλν ηηο θνξπθέο u θαη 

v θαη ηελ πιεπξά e θνηλέο, ηφηε ην (𝐻1 ∪ 𝐻2) − 𝑒 είλαη κία εκθχηεπζε ηνπ G ζην 

επίπεδν. Άηνπν, γηαηί ην G είλαη κε επίπεδν. 

 

Λήμμα 6 

Έζησ G έλα κε επίπεδν ζπλεθηηθφ γξάθεκα πνπ δελ πεξηέρεη ππνδηαίξεζε ησλ Κ5 θαη 

Κ3,3 θαη έρεη φζν γίλεηαη ιηγφηεξεο πιεπξέο. Σφηε ην G είλαη απιφ θαη 3-ζπλεθηηθφ 

(πξέπεη λα αθαηξεζνχλ ηνπιάρηζηνλ 3 θνξπθέο απφ ην G γηα λα πάςεη λα είλαη 

ζπλεθηηθφ). 

Απόδειξη: 

 Με επαγσγή εηο άηνπνλ. Έζησ γξάθεκα G πνπ ηθαλνπνηεί ηελ ππφζεζε ηνπ ιήκκαηνο. 

Σφηε ην G είλαη πξνθαλψο έλα ειάρηζην κε επίπεδν γξάθεκα θαη γη'απηφ πξέπεη λα κελ 

έρεη παξάιιειεο πιεπξέο. Αλ ην G δελ είλαη 3-ζπλεθηηθφ, ηφηε έζησ κία ηνκή ηνπ G ζηα 

ππνγξαθήκαηα Ζ1 θαη Ζ2 πνπ νξίδεηαη απφ ηηο θνξπθέο u,v. Απφ ην ιήκκα 5, 

ηνπιάρηζηνλ έλα απφ ηα ππνγξαθήκαηα Ζ1 θαη Ζ2, έζησ ην Ζ1, πξέπεη λα είλαη κε 

επίπεδν. Αθνχ |Δ(Ζ1)|<|Δ(G)|, ην Ζ1 πξέπεη λα πεξηέρεη έλα ππνγξάθεκα Κ ην νπνίν λα 

είλαη ππνδηαίξεζε ηνπ Κ5 ή ηνπ Κ3,3. Αθφκα 𝛫 ⊈ 𝐺, θαη άξα ε πιεπξά e αλήθεη ζην Κ. 

'Δζησ Ρ έλα (u,v)-κνλνπάηη ζην Ζ2-e. Σφηε ην G πεξηέρεη ην ππνγξάθεκα (𝛫 ∪ 𝑃) − 𝑒, 

πνπ είλαη κία ππνδηαίξεζε ηνπ Κ θαη ζπλεπψο κία ππνδηαίξεζε ηνπ Κ5 ή ηνπ Κ3,3. 

Άηνπν. 
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3.3.2 2
ε
 απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Kuratowski 

 

Πξνηνχ πεξάζνπκε ζηελ απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο θάλνπκε ηνπο αθφινπζνπο 

ρξήζηκνπο ζπκβνιηζκνχο. Έζησ C έλαο θχθινο ζε έλα επίπεδν γξάθεκα G.  Σφηε 

κπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε δχν πηζαλνχο πξνζαλαηνιηζκνχο ηνπ C, δεμηφζηξνθα θαη 

αξηζηεξφζηξνθα. Γηα δχν θνξπθέο u,v ηνπ C, νξίδνπκε C[u,v] ην (u,v)-κνλνπάηη πνπ 

αθνινπζεί ηνλ δεμηφζηξνθν πξνζαλαηνιηζκφ. Οκνίσο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα 

ζχκβνια C(u,v], C[u,v) θαη C(u,v) γηα λα νξίζνπκε ηα κνλνπάηηα C[u,v]-u, C[u,v]-v, 

C[u,v]-{u,v}. 

Με ηελ ηειεπηαία απηή παξαηήξεζε κπνξνχκε λα πεξάζνπκε ζηελ απφδεημε ηνπ 

ζεσξήκαηνο. Ζ απφδεημε απηή βαζίδεηαη ζε απηή ησλ Dirac θαη Schuster (1954). 

 

 

Θεώπημα  Kuratowski 

Έλα γξάθεκα G είλαη επίπεδν αλ θαη κφλν αλ δελ πεξηέρεη ππνγξάθεκα νκνηνκνξθηθφ 

κε ην Κ5 ή ην Κ3,3. 

Απόδειξη: 

Απφ ηα ιήκκαηα 3 θαη 4, ε ζπλζήθε είλαη αλαγθαία. Θα απνδείμνπκε φηη είλαη θαη 

ηθαλή. Έζησ έλα κε επίπεδν γξάθεκα G πνπ δελ πεξηέρεη ππνδηαίξεζε ησλ Κ5 θαη Κ3,3 

θαη έρεη φζν ην δπλαηφλ ιηγφηεξεο πιεπξέο. Απφ ην ιήκκα 6, έπεηαη φηη ην G είλαη απιφ 

θαη 3-ζπλεθηηθφ. Δπίζεο, ην G ζα πξέπεη λα είλαη έλα ειάρηζην κε επίπεδν γξάθεκα. 

Έζησ uv κία πιεπξά ηνπ G, θαη έζησ Ζ κία εκθχηεπζε ηνπ G-uv ζην επίπεδν. Αθνχ ην 

G είλαη 3-ζπλεθηηθφ, ην Ζ είλαη 2-ζπλεθηηθφ θαη, απφ ζεψξ.11, νη u θαη v θείληαη ζε έλαλ 

θχθιν ηνπ Ζ. Έζησ C έλαο θχθινο ηνπ Ζ πνπ πεξηέρεη ηηο u θαη v, ηέηνηνο ψζηε ην 

πιήζνο ησλ πιεπξψλ πνπ πεξηέρνληαη ζην intC λα είλαη κέγηζην.   

Αθνχ ην Ζ είλαη απιφ θαη 2-ζπλεθηηθφ, θάζε γέθπξα ηνπ C ζην Ζ πξέπεη λα έρεη 

ηνχιαρηζηνλ δχν ζπλδεηηθέο θνξπθέο. Σψξα, φιεο νη εμσηεξηθέο γέθπξεο ηνπ C πξέπεη 

λα έηλαη 2-γέθπξεο πνπ επηθαιχπηνπλ ηελ uv επεηδή, αλ θάπνηα εμσηεξηθή γέθπξα ήηαλ 

k-γέθπξα κε k≥3 ή κία 2-γέθπξα πνπ απνθεχγεη ηελ uv, ηφηε ζα ππήξρε έλαο θχθινο C' 

πνπ ζα πεξηείρε ηηο u θαη v κε πεξηζζφηεξεο πιεπξέο ζην εζσηεξηθφ ηνπ απφ ην C, πνπ 

έξρεηαη ζε αληίζεζε κε ηελ επηινγή ηνπ C. Απηέο νη δχν πεξηπηψζεηο θαίλνληαη ζην 

ζρήκα 28. 

 
ρήκα 28 
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Μάιηζηα, φιεο νη εμσηεξηθέο γέθπξεο ηνπ C ζην Ζ πξέπεη λα είλαη πιεπξέο. Γηαηί, αλ 

κία 2-γέθπξα κε ζπλδεηηθέο πιεπξέο x θαη y είρε κία ηξίηε πιεπξά, ην ζχλνιν {x,y} ζα 

φξηδε κία ηνκή ηνπ G, πνπ έξρεηαη ζε αληίζεζε κε ην φηη ην G είλαη 3-ζπλεθηηθφ. 

Απφ ζεσξ.20 δχν εζσηεξηθέο γέθπξεο δελ επηθαιχπηνληαη. Έηζη, θάπνηα εζσηεξηθή 

γέθπξα αζχκκεηξε ζην uv πξέπεη λα επηθαιχπηεη θάπνηα εμσηεξηθή γέθπξα. Γηαηί 

αιιηψο, απφ ην ζεσξ.21, φιεο απηέο νη γέθπξεο ζα κπνξνχζαλ λα κεηαθεξζνχλ, θαη ηφηε 

ε πιεπξά uv ζα κπνξνχζε λα ζρεδηαζηεί ζην intC δεκηνπξγψληαο κία εκθχηεπζε ηνπ G 

ζην επίπεδν. Αθνχ ην G είλαη κε επίπεδν, απηφ δελ είλαη δπλαηφ. Έηζη, ππάξρεη κία 

εζσηεξηθή γέθπξα Β πνπ είλαη αζχκκεηξε θαη ζην uv θαη ζε κία εμσηεξηθή γέθπξα xy. 

Άξα, πξνθχπηνπλ δχν πεξηπηψζεηο, αλαιφγσο αλ ε Β έρεη κηα ζπλδεηηθή πιεπξά 

δηαθνξεηηθή απφ ηηο u,v,x θαη y ή φρη. 

Περίπηωζη 1:   ε Β έρεη κία ζπλδεηηθή θνξπθή δηαθνξεηηθή απφ ηηο  u,v,x θαη y. Έζησ 

φηη ε Β έρεη κία ζπλδεηηθή θνξπθή v1 ζην C(x,u) (ζρήκα #). Θεσξνχκε δχν πεξηπηψζεηο, 

αλαιφγσο αλ ε Β έρεη ζπλδεηηθή θνξπθή ζην C(y,v) ή φρη. 

Υποπερίπηωζη 1α:   ε  Β έρεη κία ζπλδεηηθή θνξπθή v2 ζην C(y,v). ε απηή ηελ 

πεξίπησζε ππάξρεη έλα (v1,v2)-κνλνπάηη Ρ ζηελ Β εζσηεξηθά μέλν απφ ηνλ C. Όκσο, 

ηφηε ην (𝐶 ∪ 𝑃) + *𝑢𝑣, 𝑥𝑦+ είλαη κία ππνδηαίξεζε ηνπ Κ3,3 ζην G. Άηνπν (ζρήκα 29). 

 

 
ρήκα 29 

 

Υποπερίπηωζη 1β:   ε  Β δελ έρεη ζπλδεηηθή θνξπθή ζην C(y,v). Αθνχ ε Β είλαη 

αζχκκεηξε ζην uv θαη ζην xy, ε Β πξέπεη λα έρεη ζπλδεηηθέο θνξπθέο v2 ζην C(u.y] θαη 

v3 ζην C[v,x). Άξα, ε Β έρεη ηξεηο ζπλδεηηθέο θνξπθέο  v1,v2 θαη v3. Απφ ην ζεψξ.19, 

ππάξρεη κία θνξπθή v0 ζην V(B)\V(C) θαη ηξία κνλνπάηηα Ρ1,Ρ2 θαη Ρ3 ζηελ Β πνπ 

ελψλνπλ ηελ v0 κε ηηο v1,v2 θαη v3  αληίζηνηρα, ηέηνηεο ψζηε, γηα i≠j, νη Ρi θαη Ρj λα έρνπλ 

κφλν ηελ θνξπθή v0 θνηλή. Όκσο, ε (𝐶 ∪ 𝑃1 ∪ 𝑃2 ∪ 𝑃3) + *𝑢𝑣, 𝑥𝑦+ πεξηέρεη κία 

ππνδηαίξεζε ηνπ Κ3,3. 'Αηνπν (ζρήκα 30,φπνπ ην Κ3,3 θαίλεηαη κε έληνλεο γξακκέο). 
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ρήκα 30 

 

Περίπηωζη 2:   ε  Β δελ έρεη ζπλδεηηθέο θνξπθέο άιιεο απφ ηηο u,v,x θαη y. Αθνχ ε Β 

είλαη αζχκκεηξε κε ηηο uv θαη xy,  έπεηαη φηη νη u,v,x θαη y πξέπεη λα είλαη φιεο 

ζπλδεηηθέο θνξπθέο ηεο Β. Άξα ππάξρεη έλα (u,v)-κνλνπάηη Ρ θαη έλα (x,y)-κνλνπάηη Q 

ζηελ Β ηέηνηα ψζηε (α) ηα Ρ θαη Q λα είλαη εζσηεξηθά απνζπλδεδεκέλα απφ ηνλ C, θαη 

(β) ∣ 𝑉(𝑃) ∩ 𝑉(𝑄) ∣⩾ 1. Θεσξνχκε δχν ππνπεξηπηψζεηο, αλαιφγσο αλ ηα Ρ θαη Q έρνπλ 

κία ή πεξηζζφηεξεο θνηλέο θνξπθέο. 

Υποπερίπηωζη 2α:   ∣ 𝑉(𝑃) ∩ 𝑉(𝑄) ∣= 1. ε απηή ηελ πεξίπησζε ην (𝐶 ∪ 𝑃 ∪ 𝑄) +
*𝑢𝑣, 𝑥𝑦+είλαη κία ππνδηαίξεζε ηνπ Κ5 ζην G, άηνπν (ζρήκα 31). 

 

 
ρήκα 31 

 

Υποπερίπηωζη 2β:   ∣ 𝑉(𝑃) ∩ 𝑉(𝑄) ∣⩾ 2.Έζησ u' θαη v' ε πξψηε θαη ηειεπηαία θνξπθή 

ηνπ Ρ ζην Q αληίζηνηρα, θαη έζησ Ρ1 θαη Ρ2 ηα (u,u') θαη (v,v') ηκήκαηα ηνπ Ρ. Σφηε ην 

(𝐶 ∪ 𝑃1 ∪ 𝑃2 ∪ 𝑄) + *𝑢𝑣, 𝑥𝑦+πεξηέρεη κία ππνδηαίξεζε ηνπ Κ3,3 ζην G, άηνπν (ζρήκα 

32). 
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ρήκα 32 

 

Άξα, φιεο νη πηζαλέο πεξηπηψζεηο νδεγνχλ ζε άηνπν,φπνηε ε απφδεημε είλαη πιήξεο. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4 : ΑΛΓΟΡΗΘΜΟΗ  ΔΠΗΠΔΓΟΣΖΣΑ 

 

 

4.1 Γεληθά ζηνηρεία 

 

 Σα επίπεδα γξαθήκαηα έρνπλ πνιιέο θαη δηαδεδνκέλεο εθαξκνγέο ζε δηάθνξνπο 

ηνκείο. 'Δηζη, ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο, πξέπεη λα γλσξίδνπκε αλ έλα γξάθεκα είλαη 

επίπεδν θαη λα κπνξνχκε λα βξνχκε κία εκθχηεπζή ηνπ ζην επίπεδν. Δθαξκνγέο ηνπο 

ζπλαληάκε ζην ηνκέα ησλ ειεθηξνληθψλ, ηεο κεραλνινγίαο, αιιά θαη ζην αληηθείκελν 

ησλ πνιηηηθψλ κεραληθψλ. Π.ρ.: 

• ρεδηαζκφο VLSI. Σα ειεθηξνληθά θπθιψκαηα VLSI είλαη εμαηξεηηθά πνιχπινθα 

θαη πξέπεη λα θείληαη πάλσ ζε κία επηθάλεηα. Άξα, φζν ιηγφηεξεο δηαζηαπξψζεηο 

ππάξρνπλ, ηφζν θαιχηεξνο είλαη ν ζρεδηαζκφο ηνπο. 

• ρεδηαζκφο δξφκσλ ηαρείαο θπθινθνξίαο/ζηδεξνδξνκηθψλ δηθηχσλ. Οη 

δηαζηαπξψζεηο είλαη πάληα πξνβιεκαηηθέο. 

• ρεδηαζκφο δηθηχνπ αδξεπηηθψλ θαλαιηψλ. ε απηή ηελ πεξίπησζε, νη 

δηαζηαπξψζεηο δελ είλαη απνδεθηέο. 

• Σα πεξηζζφηεξα πξνβιήκαηα εχθνινπ εληνπηζκνχ ζεκείνπ ζε ράξηεο είλαη ζηελ 

νπζία πξνβιήκαηα επίπεδσλ γξαθεκάησλ. 

 

ην πξφβιεκα ηνπ ειέγρνπ επηπεδφηεηαο ελφο γξαθήκαηνο, απάληεζε έδσζε ε 

επηζηήκε ησλ ππνινγηζηψλ κε αιγνξίζκνπο. Έηζη, απφ ηε δεθαεηία ηνπ 60 θαη κεηά 

αλαθαιχθζεθαλ πνιινί αιγφξηζκνη επηπεδφηεηαο, νη νπνίνη ζηελ αξρή ηξέραλ ζε 

πνιπσλπκηθφ ρξφλν Ο(n
2
), φκσο πιένλ φζνη ρξεζηκνπνηνχληαη ζήκεξα ηξέρνπλ ζε 

γξακκηθφ ρξφλν O(n). Αθφκα, χζηεξα απφ ην ζεψξεκα ηνπ I.Fary, πνπ έιεγε φηη θάζε 

απιφ επίπεδν γξάθεκα κπνξεί λα ζρεδηαζηεί ζην επίπεδν έηζη ψζηε νη πιεπξέο ηνπ λα 

είλαη επζχγξακκα ηκήκαηα,  αλαπηχρζεθαλ αιγφξηζκνη πνπ παξήγαγαλ κία εκθχηεπζε 

ελφο επίπεδνπ γξαθήκαηνο ζην επίπεδν ρξεζηκνπνηψληαο κφλν επζχγξακκα ηκήκαηα 

(straight-line drawing, ζρήκα 33). ηε ζπλέρεηα, αλαπηχρζεθαλ αθφκα πην 

εμεηδηθεπκέλνη αιγφξηζκνη ζρεδηαζκνχ επίπεδσλ γξαθεκάησλ, κε πεξηζζφηεξνπο 

πεξηνξηζκνχο. Δηδηθά ζηνλ ζρεδηαζκφ θπθισκάησλ, απαηηείηαη νη πιεπξέο ηνπ 

γξαθήκαηνο λα είλαη θάζεηα θαη παξάιιεια επζ. ηκήκαηα(box-orthogonal drawing, 

ζρήκα 34). 

 
ρήκα 33  Straight-line drawing                              ρήκα 34  Box-orthogonal drawing 
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4.2 Ο αιγφξηζκνο επηπεδφηεηαο ησλ Demoucron, Malgrange θαη Pertuiset 

 

ε απηήλ ηελ ελφηεηα, ζα παξνπζηάζνπκε ηνλ αιγφξηζκν επηπεδφηεηαο ησλ Demoucron, 

Malgrange θαη Pertuiset πνπ αλαπηχρζεθε ην 1964. Απφ ηφηε έρνπλ αλαπηπρζεί πην 

απνδνηηθνί, αιιά θαη ζαθψο πην απαηηεηηθνί σο πξνο ηελ θαηαλνεζή ηνπο, αιγφξηζκνη 

γηα ην ίδην πξφβιεκα. 

 

Έζησ Ζ έλα επίπεδν ππνγξάθεκα ηνπ G θαη έζησ �̃�κηα ελζσκάησζε ηνπ Ζ ζην 

επίπεδν. Λέκε φηη ην �̃� είλαη G-απνδεθηφ αλ ην G είλαη επίπεδν θαη ππάξρεη κία 

εκθχηεπζε �̃� ηνπ G, ηέηνηα ψζηε �̃� ⊆ �̃�. ην ζρήκα 35, θαίλνληαη δχν ελζσκαηψζεηο 

ελφο επίπεδνπ ππνγξαθήκαηνο ηνπ G. Ζ κία είλαη G-απνδεθηή ελψ ε άιιε φρη. 

 

 
ρήκα 35                             (a) G    (b) G-απνδεθηφ    (c) G-κε απνδεθηφ 

 

Αλ Β είλαη κία νπνηαδήπνηε γέθπξα ηνπ Ζ κέζα ζην G, ηφηε ιέγεηαη φηη ε Β είλαη 

ζρεδηάζηκε ζε κία πεξηνρή f ηνπ 𝛨 ̃αλ νη ζπλδεηηθέο θνξπθέο ηεο Β ζην Ζ είλαη ζην 

ζχλνξν ηεο f. Γξάθνπκε 𝐹(𝐵, �̃�) γηα ην ζχλνιν ησλ πεξηνρψλ ηνπ �̃� ζηηο νπνίεο ε Β 

είλαη ζρεδηάζηκε. Σν αθφινπζν ζεψξεκα παξέρεη κία αλαγθαία ζπλζήθε γηα λα είλαη 

επίπεδν ην G. 

 

Θεώπημα 22 

Αλ ην �̃� είλαη G-απνδεθηφ ηφηε, γηα θάζε γέθπξα Β ηνπ Ζ, 𝐹(𝐵, �̃�) ≠ 0. 

Απόδειξη: 

Αλ ην �̃�  είλαη G-απνδεθηφ ηφηε, εμ νξηζκνχ, ππάξρεη κία εκθχηεπζε �̃� ηνπ G ζην 

επίπεδν ηέηνηα ψζηε �̃� ⊆ �̃�.Άξα, ην ππνγξάθεκα ηνπ �̃� πνπ αληηζηνηρεί ζε κία γέθπξα 

Β ηνπ Ζ πξέπεη λα πεξηέρεηαη ζε κία πεξηνρή ηνπ �̃�. πλεπψο, 𝐹(𝐵, �̃�) ≠ 0. 

 

Αθνχ έλα γξάθεκα είλαη επίπεδν αλ θαη κφλν αλ θάζε κπινθ ηνπ είλαη επίπεδν, αξθεί 

λα κειεηήζνπκε ηα απιά κπινθ. Γνζέληνο ελφο γξαθήκαηνο G, ν αιγφξηζκνο θαζνξίδεη 

κία αχμνπζα αθνινπζία G1,G2,... επίπεδσλ ππνγξαθεκάησλ ηνπ G θαη ηηο αληίζηνηρεο 

επίπεδεο εκθπηεχζεηο ηνπο 𝐺1̃, 𝐺2̃, . .. Αλ ηo G είλαη επίπεδν, ηφηε θάζε 𝐺�̃� είλαη                 

G-απνδεθηφ θαη ε αθνινπζία 𝐺1̃, 𝐺2̃, . .. ηεξκαηίδεη ζε κία επίπεδε εκθχηεπζε ηνπ G. ε 

θάζε βήκα, ε αλαγθαία ζπλζήθε ηνπ ζεσξήκαηνο 22 ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα εμεηάζεη αλ 

ην G είλαη επίπεδν ή φρη. 
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Ο αλγόπιθμορ: 

1. Έζησ G1 έλαο θχθινο ηνπ G. Βξεο κία επίπεδε εκθχηεπζε 𝐺1̃ηνπ G1. Θέζε i=1. 

2. Αλ E(G)\E(Gi)=Ø, ζηακάηα. Αιιηψο, βξεο φιεο ηηο γέθπξεο ηνπ Gi ζην G. Γηα 

θάζε ηέηνηα γέθπξα Β βξεο ην ζχλνιν 𝐹(𝐵, 𝐺�̃�). 

3. Αλ ππάξρεη γέθπξα Β ηέηνηα ψζηε 𝐹(𝐵, 𝐺�̃�) ≠ ∅,ζηακάηα: απφ ζεψξ.22 ην G δελ 

είλαη επίπεδν. Αλ ππάξρεη γέθπξα Β ηέηνηα ψζηε ∣ 𝐹(𝐵, 𝐺�̃�) ∣= 1,ηφηε *𝑓+ =∣ 𝐹(𝐵, 𝐺�̃�) ∣. 
Αιιηψο, έζησ Β κία ηπραία γέθπξα θαη f κία νπνηαδήπνηε πεξηνρή ψζηε 𝑓 ∈ 𝐹(𝐵, 𝐺�̃�). 

4. Γηάιεμε έλα κνλνπάηη 𝑃𝑖 ⊆ 𝐵πνπ ελψλεη δχν ζπλδεηηθέο θνξπθέο ηνπ Β ζην Gi. 

Θέζε 𝐺𝑖+1 = 𝐺𝑖 ∪ 𝑃𝑖   θαη πάξε κία επίπεδε εκθχηεπζε 𝐺𝑖+1̃ ηνπ Gi+1 ζρεδηάδνληαο ην Ρi 

ζηελ πεξηνρή f ηνπ 𝐺�̃�. Αληηθαηέζηεζε ην i κε i+1 θαη πήγαηλε ζην βήκα 2. 

 

Γηα λα εμεγήζνπκε απηφλ ηνλ αιγφξηζκν,ζα πάξνπκε ην γξάθεκα G ηνπ ζρήκαηνο 36. 

Ξεθηλάκε κε ηνλ θχθιν 𝐺1̃ = 2345672 θαη κία ιίζηα απφ ηηο γέθπξεο ηνπ (δίλνληαη ζαλ 

ζχλνια πιεπξψλ γηα ζπληνκία).ε θάζε βήκα, νη γέθπξεο Β γηα ηηο νπνίεο ∣ 𝐹(𝐵, 𝐺�̃�) ∣=
1 απεηθνλίδνληαη κε έληνλα γξάκκαηα. ε απηφ ην παξάδεηγκα, ν αιγφξηζκνο ηεξκαηίδεη 

κε κία επίπεδε εκθχηεπζε 𝐺9̃ ηνπ G. Άξα ην G είλαη επίπεδν. 
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ρήκα 36 

 

Θα εθαξκφζνπκε ηψξα ηνλ αιγφξηζκν ζην γξάθεκα Ζ πνπ πξνθχπηεη απφ ην G 

δηαγξάθνληαο ηελ πιεπξά 45 θαη πξνζζέηνληαο ηελ πιεπξά 36(ζρήκα 37). Ξεθηλψληαο 

κε ηνλ θχθιν 23672, ηξέρνπκε ηνλ αιγφξηζκν φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 37.  
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ρήκα 37 

 

Παξαηεξνχκε φηη έρνληαο θαηαζθεπάζεη ην 𝐻3̃ ,βξίζθνπκε κία γέθπξα 

Β={12,13,14,15,34,48,56,58,68,78} ηέηνηα ψζηε 𝐹(𝐵, 𝛨3̃) ≠ ∅. ε απηφ ην ζεκείν ν 

αιγφξηζκνο ζηακαηά, θαη θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη ην Ζ είλαη κε επίπεδν. 

 

Γηα λα ειέγμνπκε ηελ εγθπξφηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ, πξέπεη λα δείμνπκε φηη αλ ην G είλαη 

επίπεδν, ηφηε θάζε φξνο ηεο αθνινπζίαο 𝐺1̃, 𝐺2̃, . . . , 𝐺𝜀−𝜈+1
̃ είλαη G-απνδεθηφο. Οη 

Demoucron, Malgrange θαη Pertouiset ην απέδεημαλ κε εηο άηνπνλ επαγσγή. Παξαθάησ, 

ζα δψζνπκε κηα γεληθή πεξίιεςε ηεο απφδεημήο ηνπο. 

Τπνζέηνπκε φηη ην G είλαη επίπεδν. Πξνθαλψο ην 𝐺1̃ είλαη G-απνδεθηφ. Τπνζέηνπκε φηη 

ην 𝐺�̃� είλαη G-απνδεθηφ γηα 1≤i≤k<ε-λ+1. Δμ νξηζκνχ ππάξρεη κία εκθχηεπζε �̃� ηνπ G 

ζην επίπεδν ηέηνηα ψζηε 𝐺�̃� ⊂ �̃�.Θέινπκε λα δείμνπκε φηη ην 𝐺�̃� + 1είλαη G-απνδεθηφ. 

Έζησ Β θαη f φπσο νξίζηεθαλ ζην βήκα 3 ηνπ αιγνξίζκνπ.Αλ κέζα ζην �̃�ε Β 

ζρεδηάδεηαη κέζα ζηελ f, ηφηε ην 𝐺�̃� + 1 είλαη πξνθαλψο G-απνδεθηφ. Άξα ππνζέηνπκε 

φηη θακκία γέθπξα ηνπ Gk δελ κπνξεί λα ζρεδηαζηεί ζε κφλν κία πεξηνρή ηνπ 𝐺�̃�, θαη 

φηη, κέζα ζην �̃�, ε Β ζρεδηάδεηαη θαη ζε κία άιιε f' πεξηνρή. Αθνχ θακκία γέθπξα δελ 

κπνξεί λα ζρεδηαζηεί κφλν ζε κία πεξηνρή, θακκία γέθπξα ηεο νπνίαο νη ζπλδεηηθέο 

θνξπθέο βξίζθνληαη ζην θνηλφ ζχλνξν ησλ f θαη f' κπνξεί λα επηθαιχπηεη κηα γέθπξα 

πνπ δελ έρεη απηή ηελ ηδηφηεηα. Έηζη, κπνξνχκε λα αληαιιάμνπκε γέθπξεο εθαηέξσζελ 

ηνπ θνηλνχ νξίνπ ησλ f θαη f' θαη λα πάξνπκε κία επίπεδε εκθχηεπζε ηνπ G ζηελ νπνία 

ε Β έρεη ζρεδηαζηεί ζηελ f (ζρήκα 38). Άξα,πάιη ην 𝐺�̃� + 1 είλαη G-απνδεθηφ.
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ρήκα 38 

 

Ο αιγφξηζκνο πνπ πεξηγξάςακε είλαη νξζφο θαη απφ ην παξαθάησ δηάγξακκα κπνξνχκε 

λα παξαηεξήζνπκε ηηο βαζηθέο ηνπ δηαδηθαζίεο: 

1. βξίζθνπκε έλα θχθιν G1 ζην G 

2. θαζνξίδνπκε ηηο γέθπξεο ηνπ Gi ζην G θαη ηηο ζπλδεηηθέο ηνπο θνξπθέο 

3. θαζνξίδνπκε ην b(f) γηα θάζε πεξηνρή f ηνπ 𝐺�̃� 

4. θαζνξίδνπκε ην 𝐹(𝐵, 𝐺�̃�) γηα θάζε γέθπξα Β ηνπ Gi 

5. βξίζθνπκε έλα κνλνπάηη Pi ζε θάπνηα γέθπξα Β ηνπ Gi κεηαμχ ησλ θνξπθψλ ηνπ 

V(B,Gi) 
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4.3 Μία παξαιιαγή ηνπ αιγνξίζκνπ 

 

Πξσηνχ παξνπζηάζνπκε ηελ παξαιιαγή ηνπ αιγνξίζκνπ ζα ρξεηαζηεί λα εηζάγνπκε 

θάπνηεο αθφκα έλλνηεο πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε παξαθάησ. 

 

Έλα γξάθεκα G ζην νπνίν ππάξρεη θχθινο πνπ πεξλά απφ φιεο ηηο θνξπθέο ηνπ G (φρη 

φκσο ππνρξεσηηθά θαη απφ φιεο ηηο πιεπξέο ηνπ) ιέγεηαη γπάθημα Hamilton θαη ν 

αληίζηνηρνο  θχθινο κύκλορ Hamilton. 

 

Υπωμαηιζμόρ ησλ θνξπθψλ ελφο γξαθήκαηνο G είλαη κία αληηζηνηρία δηάθνξσλ 

ρξσκάησλ ζηηο θνξπθέο ηνπ G, έηζη ψζηε δχν γεηηνληθέο θνξπθέο ηνπ G λα έρνπλ 

δηαθνξεηηθφ ρξψκα. Έλα γξάθεκα G ιέγεηαη n-ρξσκαηηθφ αλ ππάξρεη ρξσκαηηζκφο ηνπ 

κε n ρξψκαηα. Ο ειάρηζηνο αξηζκφο ρξσκάησλ πνπ απαηηείηαη γηα λα ρξσκαηηζηεί έλα 

γξάθεκα G ιέγεηαη σπωμαηικόρ απιθμόρ θαη ζπκβνιίδεηαη κε x(G). 

 

Γνζέληνο ελφο επίπεδνπ γξαθήκαηνο G, κπνξνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε έλα άιιν 

επίπεδν γξάθεκα G* ην νπνίν νλνκάδεηαη δςϊκό ηνπ G. Ζ θαηαζθεπή ηνπ G* γίλεηαη σο 

εμήο: 

1. Μέζα ζε θάζε πεξηνρή Ri ηνπ G δηαιέγνπκε έλα ζεκείν vi. 

2. Φέξνπκε κία πιεπξά e*, πνπ αληηζηνηρεί ζηελ πιεπξά e ηνπ G, ε νπνία ηέκλεη ηελ 

e θαη ζπλδέεη ηηο δχν θνξπθέο vi θαη vj ηνπ G* πνπ βξίζθνληαη κέζα ζηηο πεξηνρέο 

Ri θαη Rj ηνπ G θαη νη νπνίεο πεξηνρέο έρνπλ ηελ πιεπξά e σο ζχλνξφ ηνπο. 

 

 
ρήκα 39                Σν γξάθεκα G θαη κε δηαθεθνκέλεο γξακκέο ην δπτθφ ηνπ γξάθεκα G* 
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Θα παξνπζηάζνπκε ηνλ αιγφξηζκν εθαξκφδνληαο ηνλ παξάιιεια ζε έλα πξφβιεκα 

πξναπαηηήζεσλ κηαο θάηνςεο.  

Σν πξφβιεκα έρεη σο εμήο: 

Έζησ φηη ε θάηνςε ηνπ ηππηθνχ νξφθνπ ελφο θηηξίνπ απνηειείηαη απφ n ρψξνπο, θαη 

έζησ φηη ζέινπκε θάπνηνη απφ απφ ηνπο ρψξνπο λα επηθνηλσλνχλ κεηαμχ ηνπο. Οη m 

απηέο γεηηληάζεηο θαη νη n ρψξνη κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ σο νη m πιεπξέο θαη νη n 

θνξπθέο ελφο γξαθήκαηνο G, πνπ νλνκάδεηαη γξάθεκα γεηηλίαζεο ηεο θάηνςεο θαη 

είλαη ην δπτθφ γξάθεκα ηεο θάηνςεο. Ο αξρηηέθηνλαο ζέηεη νξηζκέλεο πξναπαηηήζεηο 

πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ε θάηνςε. Κπξίσο ελδηαθέξεηαη γηα ην πιήζνο ησλ ρψξσλ θαη 

γηα ηηο γεηηληάζεηο κεηαμχ ηνπο. Οξίδεηαη ινηπφλ έλα άιιν γξάθεκα, ην γξάθεκα 

πξναπαηηήζεσλ, ην νπνίν έρεη φιεο ηηο θνξπθέο ηνπ γξαθήκαηνο γεηηλίαζεο, αιιά 

ιηγφηεξεο πιεπξέο.  

 
ρήκα 40                             ην γξάθεκα πξναπαηηήζεσλ κηαο θάηνςεο 

 

Γλσξίδνπκε φηη ην δπτθφ γξάθεκα G* ελφο γξαθήκαηνο G είλαη επίζεο επίπεδν 

γξάθεκα. Ζ θάηνςε είλαη πξνθαλψο επίπεδν γξάθεκα, άξα θαη ην δπτθφ ηεο( ην 

γξάθεκα γεηηληάζεσλ) ζα είλαη επίζεο επίπεδν γξάθεκα. Δπνκέλσο θαη έλα παξάγνλ 

ππνγξάθεκά ηνπ, πνπ είλαη ην γξάθεκα πξναπαηηήζεσλ, πξέπεη θαη απηφ λα είλαη 

επίπεδν γξάθεκα. Αλ ινηπφλ νη πξναπαηηήζεηο είλαη ηέηνηεο πνπ ην γξάθεκα 

πξναπαηηήζεσλ δελ είλαη επίπεδν, ηφηε πξνθαλψο δελ κπνξεί λα θαηαζθεπαζηεί ε 

αληίζηνηρε θάηνςε. Άξα, θάπνηεο απφ ηηο πξναπαηηήζεηο πξέπεη λα θαηαξγεζνχλ, ψζηε 

ην γξάθεκα πξναπαηηήζεσλ λα γίλεη επίπεδν θαη ε αληίζηνηρε θάηνςε λα 

θαηαζθεπάδεηαη.  

Απηφ επηηπράλεηαη κε ηε βνήζεηα ηνπ παξαθάησ αιγνξίζκνπ φπνπ G είλαη ην γξάθεκα 

πξναπαηηήζεσλ: 

 

Ο αλγόπιθμορ: 

1. Καηαζθεπάδνπκε έλαλ θχθιν Hamilton C ηνπ G. 
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2. Καηαζθεπάδνπκε ην βνεζεηηθφ γξάθεκα G’(C): 

a. Οη θνξπθέο ηνπ είλαη νη πιεπξέο ηνπ G πνπ δελ αλήθνπλ ζηνλ C. 

b. Οη πιεπξέο ηνπ είλαη ηα δεχγε φισλ ησλ πιεπξψλ ηνπ G πνπ ηέκλνληαη αλ 

ζρεδηαζηνχλ ζην εζσηεξηθφ (ή ζην εμσηεξηθφ) ηνπ C. 

3. Βξίζθνπκε ηνπο θχθινπο ηνπ G’(C) κε πεξηηηφ κήθνο: 

a. Αλ x(G’(C)=2, δελ ππάξρνπλ θχθινη κε πεξηηηφ κήθνο. 

b. Αλ x(G’(C)>2, ππάξρνπλ θχθινη κε πεξηηηφ κήθνο. 

4. Βξίζθνπκε ην ειάρηζην ζχλνιν θνξπθψλ R ηνπ G’(C) ε δηαγξαθή ησλ νπνίσλ 

θαηαζηξέθεη φινπο ηνπο πεξηηηνχο θχθινπο( θαη φιεο ηηο πιεπξέο ηνπ βνεζεηηθνχ 

γξαθήκαηνο πνπ δηέξρνληαη απφ θνξπθή ηνπ R). Έηζη παίξλνπκε θάπνην γξάθεκα 

G’’ πνπ είλαη 2-ρξσκαηίζηκν. 

5. Υξσκαηίδνπκε ηηο θνξπθέο ηνπ G’’ κε δχν ρξψκαηα, έζησ ηα Η θαη ΗΗ. 

6. Πξνζζέηνπκε ζην εζσηεξηθφ ηνπ C ηηο πιεπξέο ηνπ G-C πνπ αληηζηνηρνχλ ζε 

θνξπθέο ηνπ G’’ ρξψκαηνο Η θαη ζην εμσηεξηθφ ηνπ C ηηο πιεπξέο ηνπ G-C πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζε θνξπθέο ηνπ G’’ ρξψκαηνο ΗΗ. Έηζη, παίξλνπκε ην επίπεδν 

γξάθεκα Gp. 

7. Ζ δεηνχκελε θάηνςε είλαη ην δπτθφ γξάθεκα ηνπ Gp. 

 

Παπάδειγμα: 

Σν γξάθεκα πξναπαηηήζεσλ κηαο θάηνςεο έρεη ηηο 8 θνξπθέο 1,2,3,4,5,6,7,8 θαη ηηο 19 

πιεπξέο 12,13,14,15,16,17,23,24,25,26,,34,45,56,57,58,67,68,78. Να εμεηάζεηε αλ κία 

ηέηνηα θάηνςε θαηαζθεπάδεηαη. Αλ δελ θαηαζθεπάδεηαη, πνηνο είλαη ν ειάρηζηνο 

αξηζκφο πξναπαηηήζεσλ πνπ πξέπεη λα θαηαξγεζνχλ ψζηε ε θάηνςε λα 

θαηαζθεπάδεηαη.  

 

1. ρεδηάδνπκε ην γξάθεκα πξναπαηηήζεσλ θαη βξίζθνπκε έλα θχθιν Hamilton, π.ρ. 

ηνλ 123456781: 

 
Σν κέγηζην επίπεδν γξάθεκα κε n=8 θνξπθέο έρεη 3n-6=18 πιεπξέο. Άξα, ην G 

αθνχ έρεη 19>18 πιεπξέο, είλαη κε επίπεδν. Άξα, ηνπιάρηζηνλ κία πιεπξά πξέπεη 

λα δηαγξαθεί. 
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2. Καηαζθεπάδνπκε ην βνεζεηηθφ γξάθεκα κε 19-8=11 θνξπθέο θαη 13 πιεπξέο, 

φζα ηα δεχγε αζπκβίβαζησλ πιεπξψλ( θαη φζα ηα ζεκεία ηνκήο ησλ πιεπξψλ ηνπ 

G). 

 

 
3. ρεδηάδνπκε ην βνεζεηηθφ γξάθεκα ψζηε λα θαίλνληαη θαιχηεξα νη θχθινη πνπ 

πεξηέρεη. Πξνθαλψο ηα δχν γξαθήκαηα είλαη ηζφκνξθα. 

 
 

Σν βνεζεηηθφ γξάθεκα πεξηέρεη ινηπφλ δχν θχθινπο κε πεξηηηφ κήθνο: ηνλ 

16,57,68,17,58,16, κήθνπο 5 θαη ηνλ 26,57,68,17,58,26, κήθνπο επίζεο 5.  

 

 

4. Άξα, ην αξρηθφ γξάθεκα δελ είλαη επίπεδν θαη δελ ππάξρεη θάηνςε πνπ λα 
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ηθαλνπνηεί ηηο δνζκέλεο πξναπαηηήζεηο. 

Αλ φκσο αθαηξέζνπκε κία απφ ηηο 4 θνξπθέο 57 ή 68 ή 17 ή 58, ην βνεζεηηθφ 

γξάθεκα δελ ζα έρεη θχθιν πεξηηηνχ κήθνπο, άξα ζα είλαη 2-ρξσκαηίζηκν θαη ην 

αξρηθφ γξάθεκα G ζα είλαη επίπεδν. 

Αθαηξψληαο ηελ 17 ην βνεζεηηθφ γξάθεκα γίλεηαη: 

 
 

5. Γηρξσκαηίδνπκε ηηο θνξπθέο ηνπ G’’ κε δχν ρξψκαηα, έζησ Η θαη ΗΗ φπσο θαίλεηαη 

παξαπάλσ. 

6. Σνπνζεηνχκε ηηο πιεπξέο πνπ αληηζνηηρνχλ ζηηο θνξπθέο ηνπ G’’ ρξψκαηνο Η κέζα 

ζηηλ θχθιν Hamilton 123456781 θαη ηηο πιεπξέο πνπ αληηζνηηρνχλ ζηηο θνξπθέο 

ρξψκαηνο ΗΗ έμσ απφ ηνλ θχθιν Hamilton θαη έρνπκε ην επίπεδν γξάθεκα Gp. 

 
 

Σν γξάθεκα πξναπαηηήζεσλ G’=G-{17} έγηλε επίπεδν θαη ε αληίζηνηρε θάηνςε 

κπνξεί λα θαηαζθεπαζηεί. 
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Μία δπλαηή θάηνςε είλαη ε παξαθάησ, φπνπ ζέζακε σο ρψξν 1 ηνλ εμσηεξηθφ ρψξν. 
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