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Περύληψη  
 
 
 
Στην παροφςα διπλωματική εργαςία θα αςχοληθοφμε με κάποια βαςικά ςτοιχεία τησ Θεωρίασ 

Αριθμϊν και τησ Κρυπτογραφίασ.  

Στο πρϊτο κεφάλαιο θα παρουςιάςουμε μερικά βαςικά θεωρήματα τησ Θεωρίασ Αριθμϊν, 

όπωσ τα αυτά του Euler και του Wilson. Επίςησ, θα εξετάςουμε την Θεωρία Τετραγωνικϊν 

Υπολοίπων.  

Στο δεφτερο κεφάλαιο, θα επικεντρωθοφμε ςτα τεςτ πιςτοποίηςησ πρϊτων αριθμϊν: Fermat,  

Solovay – Strassen και Miller Rabin. 

 Στο τρίτο κεφάλαιο, θα περιγράψουμε τισ μεθόδουσ παραγοντοποίηςησ ακεραίων αριθμϊν 

και τουσ αντίςτοιχουσ αλγόριθμουσ που ζχουν αναπτυχθεί ϊςτε να είναι εφικτή η 

παραγοντοποίηςή τουσ. 

 
 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 
 
 
 
 
 

 
Abstract 
 
 
 
In the present thesis we state certain basic elements of the Theory of Numbers 

and Cryptography.   

In the first chapter, we present certain basic theorems of the Theory of Numbers, 

as those of Euler and Wilson. Also, we examine the Theory of Square Residuals.   

In the second chapter, we focus on primality certificates testing: presenting the 

Fermat, Solovay – Strassen and Miller Rabin tests.  

In the third chapter, we describe the methods of factorization of integers and the 

corresponding algorithms that have been developed so that the factorization is 

feasible.  
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1. EΙΑΓΩΓΗ ΣΗ ΘΕΩΡΙΑ ΑΡΙΘΜΩΝ 

1.1. Βαςικϊ Θεωρόματα 

1.1.1. Σο θεώρημα του Euler 

Αν α, m ακϋραιοι με  (α, m)   1, τότε  α (   ≡ 1 (mod m), όπου φ(m  η 

ςυνϊρτηςη του Euler και (α, m  ο μϋγιςτοσ κοινόσ διαιρϋτησ των α, m. 

 

Απόδειξη: 

 

Για m = 2, το θεώρημα ιςχύει, διότι αν (α, 2  = 1, ο α εύναι περιττόσ. 

Για m ≥ 3, θεωρούμε τουσ φ(m  το πλόθοσ αριθμούσ r , r ,  . , r (   ςχετικϊ 

πρώτουσ με το m. Πολλαπλαςιϊζοντασ με το α (mod m  παύρνουμε τουσ 

αριθμούσ: 

α ∙ r , α ∙ r , ., , α ∙ r (   (mod m). 

 

Επειδό (α, m  = 1, ούτε ο α ούτε ο r  ϋχουν παρϊγοντα τον αριθμό m, ϊρα ο αr  

εύναι ςχετικϊ πρώτοσ με τον m ∀ i. Ϊρα αr  =  r  για κϊποιο j. Ακόμα, για i ≠ j 

αποκλεύεται να ϋχουμε αr  = αr  (mod m), αφού τότε από το νόμo διαγραφόσ θα 

εύχαμε r  =  r  (mod m , καθώσ (α, m) = 1.  Ϊρα, οι αριθμού                                         

α ∙ r , α ∙ r ,  . , α ∙ r (  (mod m  εύναι ύδιοι με τουσ r , r ,  . , r (   με 

διαφορετικό ύςωσ διϊταξη. υνεπώσ ϋχουμε: 

 

(α ∙ r  , (α ∙ r  ,  . , (α ∙ r (    ≡ r  r    . r (   (mod m  ό 

α (  r  r    . r (   ≡  r  r    . r (   (mod m  ό 

α (   ≡ 1 (mod m , αφού (m, r   = 1 ∀ i. 

 

Μύα ειδικό περύπτωςη του θεωρόματοσ Euler αποτελεύ το “Μικρό θεώρημα του 

Fermat”.    

 

Σο Μικρό Θεώρημα του Fermat: 

 

Αν p πρώτοσ και (p, α  = 1, τότε  α    ≡ 1 (mod p) .  

 

Απόδειξη: 

Ο p εύναι πρώτοσ, ςυνεπώσ ϋχουμε ότι φ(p) = p − 1, ϊρα από το προηγούμενο 

θεώρημα ϋχουμε το ζητούμενο. 
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1.1.2. Σο θεώρημα του Wilson 

 

Ο φυςικόσ p > 2 εύναι πρώτοσ ανν (p − 1 ! ≡ − 1 (mod p . 

 

 

Απόδειξη με θεωρύα ομϊδων: 

 

Για κϊθε πρώτο p, κϊθε αριθμόσ μικρότεροσ του p και μεγαλύτεροσ του μηδενόσ 

ϋχει ϋναν μοναδικό πολλαπλαςιαςτικό αντύςτροφο. Ακόμα, η ιςοτιμύα  

x  ≡ α (mod p   ϋχει ακριβώσ δύο λύςεισ. Ϊρα, εφόςον                                            

(p − 1  ≡ 1  ≡ 1 (mod p , οι αριθμού 2, 3,  ., p − 2 αποτελούν ζεύγη 

αντιςτρόφων (mod p .  Ϊρα, 2 ∙ 3 ∙  . ∙ (p − 2  ≡ 1 (mod p . υνεπώσ, 

(p − 1 !  = 2 ∙ 3 ∙  .∙  (p − 2 ∙  (p − 1  ≡  −1 (mod p . 

 

Αντιςτρόφωσ, αν (p − 1 ! ≡ – 1 (mod p  και p ςύνθετοσ, βλϋπουμε ότι για  p ≤ 4 

δεν ιςχύει. Για p > 4, θεωρούμε ότι p = αb για κϊποιουσ α,b με 1< α, b < p  και α 

≠ b. Ϊρα, βλϋπουμε ότι οι α, b υπϊρχουν ωσ όροι  ςτο                                                     

(p − 1 !,  ϊρα (p − 1 ! ≡ 0 (mod p) .  

 

Αν p = q  με q  πρώτο, τότε οι q και 2q υπϊρχουν ςτο γινόμενο, κϊτι που οδηγεύ 

ςε ϊτοπο. Ϊρα, ο p εύναι πρώτοσ. 

 

 

Απόδειξη Lagrange:  

 

Ϋςτω το πολυώνυμο  f(x = (x − 1 (x − 2 ∙  .∙ (x − (p − 1 ) − ( x    − 1 , 

με p πρώτο αριθμό και x = 1, 2,  ., p − 1. υνεπώσ, (x, p  = 1 και ϋνασ από τουσ 

ακεραύουσ (x − 1 , (x − 2 , . , (x − (p − 1 ) θα ιςούται με μηδϋν.  

 

Από το θεώρημα του Fermat ιςχύει  x   − 1 ≡ 0 (mod p , δηλαδό p|(x   −  1    

και p|(x − 1  (x − 2 ∙  .∙ (x − (p − 1 ), εφόςον p|0. Ϊρα, p|  f(x . 

 

Ωςτόςο, το πολυώνυμo f(x  εύναι p − 2 βαθμού, με γενικό μορφό: 

f(x = α   α x   .   α   x
   ,    Ζ 

όπου  α  = (p − 1 !  1. 

Ϊρα, από το θεώρημα ςυντελεςτών πολυωνύμου και από το ότι p| f(x  ϋχουμε 

ότι  p  α  και, ϊρα, (p − 1 !  ≡  −1 (mod p . 

 

Αντιςτρόφωσ, αν (p − 1 !  ≡  −1 (mod p , τότε , p|(p − 1 !  1, όμωσ o p εύναι ο 

μικρότεροσ θετικόσ διαιρϋτησ του, αφού δεν ϋχει κανϋνα μικρότερο δεν  

διαιρϋτη.  υνεπώσ, ο p εύναι πρώτοσ. 
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1.2. Σετραγωνικϊ υπόλοιπα 

 

1.2.1.   Σετραγωνικϊ υπόλοιπα – Οριςμού και Προτϊςεισ 

 

Οριςμόσ (Σετραγωνικό Τπόλοιπο : 

Ο αριθμόσ α καλεύται τετραγωνικό υπόλοιπο modulo p, αν η ιςοτιμύα                   

x  ≡ α(mod p   ϋχει λύςη.  

 

 

Παρϊδειγμα: 

 

Ϋςτω p = 7. Οι αριθμού 1, 4, 9 εύναι τϋλεια τετρϊγωνα αλλϊ δεν διαιρούνται με 

τον 7. Ϊρα, εύναι τετραγωνικϊ υπόλοιπα mod 7.  Αλλϊ και όλοι οι ακϋραιοι που 

εύναι ιςοδύναμοι με τα τετρϊγωνα αυτϊ mod 7 εύναι επύςησ τετραγωνικϊ 

υπόλοιπα   mod 7, όπωσ οι 2, 11 κτλ. Ο 49 όμωσ αν και τϋλειο τετρϊγωνο δεν 

εύναι τετραγωνικό υπόλοιπο mod 7 διότι 7   49. 

 

Πρόταςη: 

Αν p > 2, (α, p)= 1 με p πρώτο και η ιςοτιμύα x  ≡ α (mod p  ϋχει λύςεισ, τότε 

θα ϋχει ακριβώσ δύο λύςεισ (mod p). 

Απόδειξη: 

Ϋςτω x  μια λύςη τησ ιςοτιμύασ, τότε  x 
 ≡ α (mod p). Παρατηρούμε ότι και το       

−x  εύναι λύςη, αφού (−x  
 = x 

  ≡ α (mod p . Ακόμα, ιςχύει ότι το x  εύναι 

διαφορετικό από το −x  αφού αν x  ≡ −x  (mod p) τότε p| 2x , δηλαδό p| x , 

και ϊρα p|  x 
 . Καταλόγουμε ςε ϊτοπο. 

Θα δεύξουμε τώρα ότι δεν υπϊρχουν ϊλλεσ λύςεισ. Ϋςτω x  μια ϊλλη λύςη τησ 

ιςοτιμύασ, τότε x 
  ≡ x 

 ≡  α (mod p  δηλαδό x 
  −  x 

 ≡ 0 (mod p ,  

ϊρα, p| (x − x  (x +x  . υνεπώσ, εύτε  p| (x − x  , εύτε p  (x +x  , αφού ο p 

εύναι πρώτοσ. Οπότε,  x ≡ x (mod p  ό x ≡ −x (mod p ,  ϊρα, δεν υπϊρχουν 

ϊλλεσ λύςεισ. 
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Πρόταςη:  

Ϋςτω p > 2 πρώτοσ. το ςύνολο {1, 2, ., p − 1} υπϊρχουν (p − 1)/2 

τετραγωνικϊ υπόλοιπα και (p − 1)/2  τετραγωνικϊ μη υπόλοιπα modulo p. 

 

 

Απόδειξη: 

Βλϋπουμε ότι για x   {1, 2,  ., p − 1},  x  ≡ (−x  (mod p  και αν για                     

x ≠ y (mod p  ιςχύει ότι x ≡ y  (mod p), τότε x ≡ y (mod p  ό x ≡ −y(mod p), 

που εύναι ϊτοπο. Ϊρα, υπϊρχουν ακριβώσ (p − 1 /2 τετραγωνικϊ υπόλοιπα και 

(p − 1 /2 μη τετραγωνικϊ υπόλοιπα modulo p. 

 

Θεώρημα (Κριτόριο Euler για τα τετραγωνικϊ υπόλοιπα : 

Ο ακϋραιοσ α ≠ 0 εύναι τετραγωνικό υπόλοιπο modulo p, όπου p > 2 πρώτοσ και   

( α,p  =1  ανν: 

α
   

 ≡ 1(mod p) 

 

Απόδειξη:  

 

Ϋςτω ότι το α  ≠ 0 εύναι τετραγωνικό υπόλοιπο modulo p. Σότε, υπϊρχει 

ακϋραιοσ x  τϋτοιοσ ώςτε x 
 ≡ α (mod p . υνεπώσ, ϋχουμε x 

   
≡  α

   

 (mod p) 

και από το μικρό θεώρημα του Fermat ϋχουμε x 
   

≡ 1(mod p , ϊρα         

α
   

 ≡ 1(mod p). 
 
Αντιςτρόφωσ, ϋςτω ότι το α δεν εύναι τετραγωνικό υπόλοιπο modulo p. Για 

όλουσ τουσ ακεραύουσ αριθμούσ x, με 1  ≤ x  ≤  p − 1 θεωρούμε τουσ αριθμούσ: 

 

1x, 2x, 3x, , (p−1)x (mod p). 

 

Αυτού οι αριθμού εύναι διαφορετικού μεταξύ τουσ, διότι αν kx = jx (mod p , τότε 

p|(kx − jx , δηλαδό p| x ό p| (k−j , ϊρα k ≡ j (mod p , καταλόγουμε ςε ϊτοπο. 

Ϊρα, οι παραπϊνω αριθμού θα εύναι οι αριθμού 1, 2, ., (p−1  με διαφορετικό 

ύςωσ διϊταξη. Ϊρα, αφού 1 ≤ α ≤ p−1 για κϊποιο x θα υπϊρχει μοναδικό                       

y   {1, 2, , p−1}, ϋτςι ώςτε xy ≡ α (mod p , με y ≠ x εφόςον το α δεν εύναι 

τετραγωνικό υπόλοιπο. υνεπώσ, μπορούμε να χωρύςουμε το ςύνολο                   

{1, 2, , p−1} ςε  
   

 
 ζεύγη, ϋτςι ώςτε το γινόμενο των ζευγών κϊθε ζεύγοσ να 

εύναι  α. Ϊρα (p − 1 ! ≡   
   

  (mod p  το οπούο εύναι ιςοδύναμο με                  

  
   

 ≡ −1(mod p  από το θεώρημα του Wilson. Καταλόγουμε ςτο ςυμπϋραςμα 
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ότι αν  α τετραγωνικό υπόλοιπο τότε   
   

 ≡ 1(mod p , διαφορετικϊ           

  
   

 ≡ −1 (mod p). 

 

Πρόταςη (Λόμμα του Gauss): 

Ϋςτω p > 2 πρώτοσ και  α ακϋραιοσ με ( α,p =1. Θεωρούμε τουσ αριθμούσ:  

α, 2α, 3α,  ., 
   

 
   (mod p). 

Ϋςτω n το πλόθοσ των παραπϊνω αριθμών που εύναι μεγαλύτεροι από p/2. 

Σότε, το  α εύναι τετραγωνικό υπόλοιπο modulo p ανν ο n εύναι ϊρτιοσ και  

n ≡ ( α − 1  
    

 
 ∑  

   

 
 

   

 

   
 (    2  

 

Απόδειξη: 

Από την απόδειξη του κριτηρύου του Euler ϋχουμε ότι οι αριθμού                                

α, 2α, 3α, . , 
   

 
  α(mod p  εύναι  όλοι διαφορετικού μεταξύ τουσ. 

Ϋςτω k , k ,  . , k  οι n αριθμού που εύναι μεγαλύτεροι από το 
 

 
 και  l , l ,  . , l     

οι m= 
   

 
 − n, οι υπόλοιποι αριθμού που εύναι μικρότεροι του  

 

 
.                              

(Κανϋνασ αριθμόσ από τουσ  α, 2α, 3α,  , 
   

 
  α(mod p  δεν εύναι ύςοσ με 

 

 
, αφού 

ο p εύναι περιττόσ πρώτοσ . 

Επειδό 
 

 
< k  <p, ϋχουμε 0 < p − k  <

 

 
, ∀ i. Θα δεύξουμε ότι οι αριθμού p −  k  

εύναι διαφορετικού modulo p από τουσ l ,  l ,  . , l . Πρϊγματι, αν εύχαμε                  

p −  k  ≡ l  (mod p  για κϊποιουσ k , l , τότε k  + l   ≡ 0(mod p  ό                                 

xα   yα ≡ 0(mod p , με k  = xα, l = yα και 1 ≤ x, y ≤ 
   

 
. Ϊρα, p| (x+y , αφού     

(α, p =1, ϊτοπο, αφού 2 ≤ x + y ≤ p − 1.  

Επύςησ, αφού οι αριθμού  p − k , p −  k , , ., p − k  εύναι διαφορετικού μεταξύ 

τουσ  ϋχουμε ότι  οι n + m= 
   

 
   αριθμού  p − k , p − k ,  ., p −  k  ,  l ,  l ,  . , l  

εύναι μια μετϊθεςη των αριθμών 1, 2 , 3, .,  
   

 
.  

 

Ϊρα:  (p − k  (p − k   .(p −  k     l  l   . l  ≡ (
   

 
)! (mod p) 

ό 
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(−1   k  k  . . k  l  l  . l ≡ (
   

 
 ! (mod p). 

 

Επιπλϋον, ϋχουμε ότι k  k  . . k  l  l  . l = α (2α (3α  ( 
   

 
 α =( 

   

 
)! α

   

 . 

Ϊρα: (−1   α
   

 (
   

 
) ! ≡ (

   

 
) ! (mod p  

ό 

α
   

  ≡  (− 1   mod p. 

Aπό το κριτόριο του Euler ςυνεπϊγεται ότι το α εύναι τετραγωνικό υπόλοιπο 

ανν ο n εύναι ϊρτιοσ. 

Πρϋπει να δεύξουμε ότι: 

n ≡ ( α − 1 
    

 
 ∑  *

   

 
+ (mod 2 

   

 

   
. 

Ϋχουμε ότι: 

α=*
  

 
+ p  r , 2α = *

   

 
+ p  r ,  . ,

   

 
 α = *

   

 
+ p  r   

 

, όπου  0≤ r  < p,  ∀ i. 

Προςθϋτουμε τα παραπϊνω και προκύπτει ότι: 

α (1   2   ..  
   

 
 =  p ∑ *

   

 
+

   

 

   
  ∑ k 

 

   
  ∑ l  

   

 
  

   
. 

 

Όπωσ ξϋρουμε από πριν : 

∑ (p − k )  ∑ l = 1   . 
p − 1

2
=

p − 1

8

   
 

  

   

 

   
 . 

Ϊρα: 

α 
    

 
= p∑ *

   

 
+  np  

    

 
 2

   

 

   
∑ k  

 

   
.  

ό 

( α−1  
    

 
= p∑ *

   

 
+

   

 

   
 np  2∑ k 

 

   
≡ p∑ *

   

 
+  n(mod 2 

   

 

   
 . 

Οπότε:  

n ≡ ( α −1  
    

 
  ∑ *

   

 
+ (mod 2 

   

 

   
. 

 

 



 

12 
 

1.2.2. Σο ςύμβολο του  Legendre 

 

 

Οριςμόσ (Σο ςύμβολο του Legendre): 

Για p > 2 πρώτο και α ακϋραιο με (α,p) = 1 το ςύμβολο του Legendre ορύζεται 

ωσ εξόσ: 

(
α

p
) = {

 1, αν το α εύναι τετραγωνικό υπόλοιπο mod p

−1, αν το α εύναι τετραγωνικό μη υπόλοιπο mod p
 

Μπορούμε να ορύςουμε ιςοδύναμα το (
  

 
  ωσ εξόσ χρηςιμοποιώντασ το κριτόριο 

του Euler: 

(
 

 
   α

   

  (mod p  . 

 

Ιςχύουν οι παρακϊτω ιδιότητεσ:   

1. Αν  α ≡ b(mod p , τότε (
  

 
 = (

 

 
 . 

Απόδειξη: Ϊμεςη ςυνϋπεια του κριτόριο του Euler και των ιδιοτότων των 

ιςοτιμιών. 

 

2. (
   

 
 = (

 

 
) (

 

 
) , με ( α , p = 1. 

Απόδειξη: Ϊμεςη ςυνϋπεια του κριτόριο του Euler και των ιδιοτότων των 

ιςοτιμιών. 

 

3. (
   

 
 = 1. 

Απόδειξη: Ϊμεςη ςυνϋπεια τησ ιδιότητασ 2. 

 

4. (
  

 
 = (−1 

   

  . 

Απόδειξη: Ϊμεςη ςυνϋπεια του κριτηρύου του Euler. 

 

5. (
 

 
 = (−1 

    

  . 

Απόδειξη: ύμφωνα με το λόμμα του Gauss, αρκεύ να υπολογύςουμε πόςοι από 

τουσ αριθμούσ 2,4,6, ,p-1 εύναι μεγαλύτεροι του 
 

 
. Χρηςιμοποιώντασ τον ύδιο 

ςυμβολιςμό με την απόδειξη του λόμματοσ του Gauss ϋχουμε: 
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2+ 4+ 6+  ..  (p − 1)= k  k    k  l  l     l   ό 

 
    

 
= k  k    k  l  l    l          (1) 

 

Όμωσ, εύδαμε ότι οι αριθμού p − k , p −k ,  . , p− k , l  ,  l ,   , l  εύναι μια 

μετϊθεςη των αριθμών 1, 2 ,3,  ., 
   

 
. 

Ϊρα ϋχουμε ότι: 

 

(p − k )+( p −k )   +( p− k )+ l +l     l = 1 + 2 + 3 +   + 
    

 
 

np-(k +k    k )( l +l   l )= 
    

 
          (2) 

 

Προςθϋτοντασ τισ (1 ,(2  κατϊ μϋλη ϋχουμε np ≡  
    

 
 +2(k +k    k ). 

υνεπώσ, np ≡ 
    

 
 (mod 2), ϊρα np ≡ 

    

 
 (mod 2 , αφού ο p περιττόσ. 

΄Αρα, (
 

 
 = (−1  = (−1 

    

 . 

 

 

Θεώρημα (Νόμοσ τετραγωνικόσ αντιςτροφόσ του Legendre): 

 

Αν p,q δύο περιττού πρώτοι τότε: 

(
 

 
 (

 

 
) = (−1 

   

 
 ∙ 

   

 = {
−1, αν και οι δύο p, q ≡ 3 (mod 4 1

 1, αν τουλϊχιςτον ϋνασ από τουσ p, q ≡ 1(mod 4 p
 

ό ιςοδύναμα: 

(
 

 
 = (−1 

   

 
 ∙ 

   

 (
 

 
) 

Απόδειξη: 

 

ύμφωνα με το Λόμμα του Gauss ϋχουμε: 

 

(
 

 
 = (−1   και (

 

 
) = (−1   με 

m= ∑  
  

 
 

   

 

   
 και n = ∑  

  

 
 

   

 

   
 

 

Ϊρα, αρκεύ να δεύξουμε ότι m + n = 
(    (    

 
. 

 

Θεωρούμε την ςυνϊρτηςη f που ορύζεται από την ςχϋςη: 



 

14 
 

f(x,y) = qx − py, για x, y,    με |x| < 
 

 
 και  y <

 

 
 

και τα ςύνολα: 

S = {1,  ., 
   

 
} και Σ = ,1,  . ,

   

 
-. 

 

Αν (x, y)≠(0,0 , τότε f(x,y)≠0. Πραγματικϊ βλϋπουμε ότι αν f(x,y) = 0, τότε           

qx = py. Καθώσ (p,q =1, ϋχουμε p| x και q| y που εύναι ϊτοπο, γιατύ                          

|x| < 
 

 
 και  y <

 

 
, απ’ όπου f(x,y)− f(x’, y’ =f(x − x’,y − y’ ≠0. 

υνεπώσ, f(x,y)≠f(x’,y’ . Ϊρα, όταν ο x διατρϋχει τα ςτοιχεύα του S και ο y τα 

ςτοιχεύα του T, o f(x,y  παύρνει 
(    (    

 
 ανϊ δύο ανιςότιμεσ τιμϋσ. 

 

τη ςυνϋχεια, θα υπολογύςουμε το πλόθοσ των θετικών τιμών και το πλόθοσ 

των αρνητικών του f(x,y), με x   S και y   T.  

 

Για κϊθε x  S, θα ϋχουμε f(x,y)> 0 με y  T, αν και μόνο αν, y< 
  

 
, ό y≤ [

  

 
 . 

 

υνεπώσ, το πλόθοσ m των θετικών τιμών του f(x,y , με x  S και y  T, εύναι: 

m=  ∑ *
  

 
+

   

 

   
 

και το πλόθοσ n των αρνητικών τιμών του του f(x,y , με x  S και y  T, εύναι: 

n = ∑ *
  

 
+

   

 

   
 . 

Ϊρα θα ϋχουμε: 

m  n =
(p − 1 (q − 1 

4
 

απ’όπου προκύπτει το ζητούμενο. 
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1.2.3. Γενικό μορφό λύςησ ιςοτιμύασ δευτϋρου βαθμού  

 

Θεώρημα: 

Αν p≥3 πρώτοσ , r≥ 1 και (α,p)= 1, τότε η ιςοτιμύα x ≡ α(mod p   ϋχει λύςη αν 

και μόνο αν (
  

 
 =1, δηλαδό αν και μόνο αν η x ≡ α(mod p  εύναι επιλύςιμη. 

Απόδειξη: 

Αν x  εύναι η λύςη τησ x ≡ α(mod p  , τότε εύναι λύςη και τησ x ≡ α(mod p), 

αφού: 

x 
 ≡ α(mod p   ό 

p |  x 
  −  α ό 

 x 
  −  α ό 

x 
  ≡  α (mod p), 

δηλαδό η x ≡  α(mod p  εύναι επιλύςιμη. 

Αντιςτρόφωσ, θα αποδεύξουμε με επαγωγό ότι και η x  ≡  α (mod p   ϋχει λύςη. 

Ϋςτω ότι η x ≡ α(mod p     εύναι επιλύςιμη και ϋχει λύςη τη x . 

Ϋςτω x= x + p   y.  

Θεωρούμε την ιςοτιμύα:  (x=x +p   y   ≡ α(mod p ) 

με ϊγνωςτο τον y.  

Ϋχουμε :                          x 
  p    y  2x yp

   ≡  α(mod p  ό 

x 
  2x yp

   ≡  α(mod p   

εφόςον p  p    . 

Ϊρα θα ϋχουμε ότι: 

2x yp
   ≡ α-x 

 (mod p  . 

Όμωσ, ιςχύει ότι  α-x 
  ≡ 0(mod p    , ςυνεπώσ ο αριθμόσ 

     
 

     εύναι ακϋραιοσ, 

ϊρα: 

2x y ≡ 
     

 

    (mod p). 
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Αυτό η εξύςωςη εύναι γραμμικό και ϋχει λύςη ωσ προσ y, αφού                        

(x , p)= 1, p > 2 και (2x , p)=1. 

Αν  y  εύναι μια λύςη αυτόσ, τότε οι λύςεισ τησ  x ≡ α(mod p )  εύναι: 

x =x  p   (y  kp = x  p   y  kp , k   , 

ςυνεπώσ εύναι επιλύςιμη. 

 

Θεώρημα: 

Η ιςοτιμύα x ≡  α (mod 2 ), k ≥ 3, α περιττόσ, εύναι επιλύςιμη αν και μόνο αν  

 α ≡ 1(mod 8). 

Απόδειξη: 

Για k=3 η ιςοτιμύα γρϊφεται x ≡  α (mod 8). Εφόςον ο α εύναι περιττόσ πρϋπει 

και ο x να εύναι περιττόσ. Όμωσ, επειδό το τετρϊγωνο οποιουδόποτε περιττού 

εύναι 1 (mod 8 , πρϋπει  α ≡ 1(mod 8). Αντιςτρόφωσ, αν  α ≡ 1(mod 8 , τότε η 

x  ≡ 1(mod 8  ϋχει προφανεύσ λύςεισ  x ≡ 1, 3, 5, 7(mod 8). 

Τποθϋτουμε ότι η πρόταςη ιςχύει για κϊποιο k και ϋςτω ότι η ιςοτιμύα        

 x ≡  α(mod 2     εύναι επιλύςιμη με λύςη x . Σότε x 
 ≡ α (mod 2 ), 

ϊρα από την υπόθεςη ϋχουμε ότι α ≡ 1(mod 8).  

Αντιςτρόφωσ, αν  α ≡ 1(mod 8  θϋτουμε x= x  2 y Και εργαζόμενοι όπωσ ςτο 

προηγούμενο θεώρημα καταλόγουμε ςτο ςυμπϋραςμα ότι η ιςοτιμύα εύναι 

επιλύςιμη. 

 

Θεώρημα: 

Ϋςτω η ιςοτιμύα x ≡  α (mod m) όπου m= m ∙  .∙ m  με (m ,m ) = 1 ∀ i, j.         

Η παραπϊνω ιςοτιμύα εύναι επιλύςιμη αν και μόνο αν καθεμύα από τισ ιςοτιμύεσ 

x ≡  α (mod m  , i = 1, 2, , k εύναι επιλύςιμη. 

Απόδειξη: 

Αν x ≡  α(mod m  m (x −  α  m ∙  .∙ m   (x
  −  α  m   (x

  −  α   ∀ i, 

δηλαδό x ≡  α(mod m  , i = 1, 2, . , k, αφού (m ,m ) = 1 ∀ i,j. 

Αντιςτρόφωσ, αν x ≡  α(mod m  , i = 1, 2, . , k το ζητούμενο εύναι προφανϋσ. 
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1.2.4. Σο ςύμβολο Jacobi και ο αλγόριθμοσ για την εύρεςό του  

 

Οριςμόσ (Σο ςύμβολο του Jacobi): 

Ϋςτω P περιττόσ θετικόσ ακϋραιοσ και  α ϋνασ ακϋραιοσ αριθμόσ, τϋτοιοσ ώςτε       

( α, P)=1. 

Σότε, ορύζουμε το ςύμβολο του Jacobi (
 

 
  ωσ εξόσ: 

(
α

 
) = {

1, αν  = 1,

(
α

p 
)

  

(
α

p 
)

  

 . (
α

p 
)

  

, αν  = p 
  p 

    p 
   

όπου (
 

  
  εύναι το ςύμβολο του Legendre. 

Ϊρα, για το ςύμβολο του Jacobi ϋχουμε ότι: 

(
 

 
)= {

0, αν  α ≡ 0(mod   

1, αν για κϊποιο ακϋραιο x, α ≡ x (mod   και p δεν διαιρεύ το  α
−1, αν δεν υπϊρχει τϋτοιο x

 

Όπου θεωρόςαμε το γενικευμϋνο ςύμβολο του Legendre και κατϊ ςυνϋπεια του 

Jacobi, για τα οπούα θεωρούμε ότι εύναι ύςα με το μηδϋν αν  α P. 

Ιςχύουν οι παρακϊτω ιδιότητεσ:   

1. Αν P περιττόσ πρώτοσ, τότε το ςύμβολο (
 

 
) του Jacobi ταυτύζεται με το                      

ςύμβολο του Legendre. 

2. Αν  α ≡ b(mod P  τότε (
 

 
) = (

 

 
).    

3. (
 

 
) (

 

 
) = (

  

 
)    

4. (
 

  
) = (

 

 
) (

 

 
)   

5. (
 

 
) = (

 

 
) (−1

   

 
 ∙ 

   

 ) = {
(

 

 
) , αν  ≡ 1 (mod 4  ό m ≡ 1 (mod 4 

− (
 

 
) , αν  ≡ m ≡ 3 (mod 4 

 , 

για (P,m =1 (Νόμοσ Σετραγωνικόσ Αντιςτροφόσ . 

6. (−
 

 
) = (−1 

   

 = {
1, αν  ≡ 1 (mod 4 

−1, αν  ≡ 3(mod 4 
. 

7. (
 

 
) = (−1 

    

 
 {

1, αν  ≡ 1 ό 7(mod 8 

−1, αν  ≡ 3 ό 5 (mod 8 
. 
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Αλγόριθμοσ  (ύμβολο Jacobi): 

 

Input (ακϋραιοσ α, περιττόσ ακϋραιοσ n ≥ 3) 

b ← α mod n 

c ← n 

s ← 1 

while b ≥ 2 repeat 

while 4|  repe t  ← b/4 

if 2|b then 

if c mod 8  {3, 5} then s ← −s 

b ← b/2 

end_if 

if b = 1 then break 

if   mod 4 = c mod 4 = 3 then s ← −s 

(b, c  ←(c mod  , b) 

end_while 

return s ∙ b∎ 

 

Παρατηρόςεισ: 

 

1) Παρατηρούμε ότι ο αλγόριθμοσ αποτελεύ απλό εφαρμογό των ιδιοτότων 

του ςυμβούλου του Jacobi. 

 

2) Η πολυπλοκότητα του αλγορύθμου για δύο αριθμούσ με n ψηφύα εύναι 

O(M(n)logn , όπου M(n  εύναι η πολυπλοκότητα του αλγορύθμου που θα 

χρηςιμοποιηθεύ για τον πολλαπλαςιαςμό των αριθμών. 
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Παρϊδειγμα: 

Εύρεςη του (
    

   
)  

Ο παραπϊνω αλγόριθμοσ ακολουθεύ τα εξόσ βόματα: 

 α=1828, n=757 

B c s 

314 757 1 

157 757 -1 

129 157 -1 

28 129 -1 

7 129 -1 

3 7 -1 

3 7 1 

1 3 1 

 

υνεπώσ (
    

   
) = 1. 

 

Ασ ελϋγξουμε το αποτϋλεςμα πιο αναλυτικϊ: 

O αριθμόσ 757 εύναι πρώτοσ. υνεπώσ, το  (
    

   
) εύναι ϋνα ςύμβολο Legendre: 

(
1828

757
) = (

314

757
) = (

2

757
) ∙ (

157

757
) = (−1 

      
 ∙  157

     
 (mod 757 = 

= (−1 ∙ 157   (mod 757 = (−1 ∙ (−1 = 1. 
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2. ΣΕΣ ΠΙΣΟΠΟΙΗΗ ΠΡΩΣΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 

 

Ο διαχωριςμόσ των πρώτων αριθμών από τουσ ςύνθετουσ ϋχει αποτελϋςει ϋνα 

από τα δυςκολότερα και, ταυτόχρονα, πιο ενδιαφϋροντα προβλόματα τησ 

αριθμητικόσ. 

 

 τισ 4 επτεμβρύου 2006 ανακαλύφθηκε ο μεγαλύτεροσ γνωςτόσ πρώτοσ 

αριθμόσ. Εύναι ο 232.582.657 − 1 και ϋχει 9.808.358 ψηφύα. Έχει 650.000 

περιςςότερα ψηφύα από τον προηγούμενο μεγαλύτερο πρώτο αριθμό, που εύχε 

βρεθεύ τον Δεκϋμβριο του 2005. Σον ανακϊλυψαν οι Κϋρτισ Κούπερ και τύβεν 

Μπουν, καθηγητϋσ του Κρατικού Πανεπιςτημύου του Κεντρικού Μιζούρι, μϋςω 

του προγρϊμματοσ GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search). 

 

τη ςυνϋχεια, θα δούμε το Θεώρημα πρώτων αριθμών, το οπούο απαντϊ ςτην 

ερώτηςη “πόςουσ αριθμούσ θα πρϋπει να ελϋγξουμε, ώςτε να βρούμε ϋναν ο 

οπούοσ να εύναι πρώτοσ”. 

 

Θεώρημα (Σο θεώρημα των πρώτων αριθμών : 

Ϋςτω π(x  ο αριθμόσ των πρώτων που δεν ξεπερνούν το x, τότε 

lim   
 (  

 

   

= 1 ό π(x  
 

   
.  

ύμφωνα λοιπόν με το θεώρημα των πρώτων αριθμών, η πιθανότητα να 

επιλϋξουμε τυχαύα ϋναν αριθμό k με 1 < k ≤ x και αυτόσ να εύναι πρώτοσ εύναι 
 

 (  
=

 

   
.  Ϊρα, αν ψϊχναμε για ϋναν πρώτο με 200 περύπου ψηφύα θα 

χρειαζόταν να εξετϊςουμε κατϊ μϋςο όρο ln10    461 αριθμούσ ό εξαιρώντασ 

τουσ ϊρτιουσ περύπου 230 αριθμούσ. Ϊρα, μπορούμε να πούμε ότι υπολογιςτικϊ 

εύναι μια εφικτό διαδικαςύα, με δεδομϋνο όμωσ ότι η πολυπλοκότητα του τεςτ 

πιςτοπούηςησ πρώτου που θα χρηςιμοποιηθεύ εύναι μικρό. 

Γενικϊ το πρόβλημα να διαπιςτώςουμε αν ϋνασ αριθμόσ εύναι πρώτοσ ό όχι, 

διεθνώσ ονομϊζεται “PRIMES” και με την ςχετικϊ πρόςφατη δημοςύευςη του 

αλγορύθμου AKS (Agrawal-Kayal-Saxena primality test  το 2002, αποδεύχθηκε 

ότι το πρόβλημα “PRIMES” ανόκει ςτο P, από ϊποψη πολυπλοκότητασ. 

Γενικϊ τα τεςτ πιςτοπούηςησ πρώτων που χρηςιμοποιούνται ςτην πρϊξη εύναι 

εύτε ντετερμινιςτικϊ, εύτε πιθανοτικϊ, με τα περιςςότερα από αυτϊ να εύναι 

πιθανοτικϊ. το ςυγκεκριμϋνο κεύμενο θα εξετϊςουμε μόνο πιθανοτικϊ τεςτ, 

όπωσ τα τεςτ των Fermat, Solovay-Strassen και Miller-Rabin. 
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2.1.  Σο τεςτ του Fermat 

 

Περιγραφό του τεςτ του Fermat: 

Από το μικρό θεώρημα του Fermat ϋχουμε ότι για ϋναν πρώτο αριθμό n και για 

ακϋραιο α με 1 ≤ α ≤ n − 1, ιςχύει  α   ≡ 1 mod n. υνεπώσ αν θϋλουμε να 

εξετϊςουμε αν ϋνασ δοςμϋνοσ ακϋραιοσ n εύναι πρώτοσ και βρούμε ϋνα α, με          

1 ≤ α ≤ n – 1, για τον οπούο δεν ιςχύει το μικρό θεώρημα του Fermat, τότε 

μπορούμε να πούμε με βεβαιότητα ότι ο n εύναι ςύνθετοσ.  

 

Οριςμόσ: 

Ϋςτω n ϋνασ περιττόσ ςύνθετοσ ακϋραιοσ. Ο ακϋραιοσ α, για τον οπούο ιςχύει         

1 ≤ α ≤ n – 1  και  α   ≠ 1 mod n, ονομϊζεται Fermat – μϊρτυρασ για το n. 

 

Οριςμόσ: 

Ϋςτω n ϋνασ περιττόσ ςύνθετοσ ακϋραιοσ και ϋςτω α, με 1 ≤ α ≤ n – 1, και 

 α   ≡ 1 mod n. Σότε, ο n ονομϊζεται ψευδοπρώτοσ με βϊςη το α και ο α 

ονομϊζεται Fermat – ψεύτησ  για το n. 

 

Παρϊδειγμα: 

Ϋςτω οι αριθμού n=91=7 ∙ 13 και α =3. Παρατηρούμε ότι 3   =1 mod 91, 

δηλαδό με βϊςη το 3 ο 91 εύναι ψευδοπρώτοσ  και ο 3 εύναι Fermat – ψεύτησ  για 

το n.     Αν εύχαμε επιλϋξει α=2, θα εύχαμε ότι 2   ≡ 64 mod 91 και ϊρα το 2 εύναι 

Fermat – μϊρτυρασ  για το n. 
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Αλγόριθμοσ (Σεςτ του Fermat): 

 

FERMAT (n, t) 

INPUT: ϋνα περιττό ακϋραιο n ≥3 και ςυντελεςτό αςφϊλειασ t≥1. 

OUTPUT: θα απαντϊ ςτην ερώτηςη “εύναι ο n πρώτοσ;” με δυνατϋσ 

απαντόςεισ “ο n εύναι πρώτοσ με ςυντελεςτό αςφϊλειασ t”, “ο n εύναι 

ςύνθετοσ”. 

1. For i from 1 to t 

A. Διϊλεξε ϋναν τυχαύο ακϋραιο α, 2 ≤ α ≤ n – 2. 

B. Τπολόγιςε το r =  α    mod n.  

C. If r ≠ 1 then return (“ ο n  εύναι ςύνθετοσ” . 

2. Return (“o n εύναι πρώτοσ με ςυντελεςτό αςφϊλειασ t” .∎ 

 

Παρατόρηςη: Αν ο παραπϊνω αλγόριθμοσ μασ επιςτρϋψει “ο n εύναι ςύνθετοσ”, 

τότε μπορούμε να πούμε ότι ο n εύναι ςύγουρα ςύνθετοσ, όμωσ, αν μασ 

επιςτρϋψει “ο n εύναι πρώτοσ με ςυντελεςτό αςφϊλειασ t” τότε δεν μπορούμε να 

πούμε με βεβαιότητα ότι ο n εύναι πρώτοσ. Παρακϊτω θα αναλύςουμε το πόςο 

βϋβαιοι μπορούμε να εύμαςτε αλλϊ και τι ςημαύνει “ο n εύναι πρώτοσ με 

ςυντελεςτό αςφϊλειασ t”. 

 

Λόμμα: 

Ϋςτω n περιττόσ ακϋραιοσ, α ακϋραιοσ με  1 ≤ α ≤ n − 1, d = (α, n  και  

r =  α    mod n. 

Σότε d|r. 

 

Απόδειξη: 

Από την Ευκλεύδεια διαύρεςη ϋχουμε ότι  α   = k ∙ n  u, με 0 ≤ u ≤ n και k  

 .  Αφού d  α και d  n  d  α    και d  k ∙ n  d  u.  υνεπώσ, d  r. 

 

Παρατόρηςη: 

Ϊρα, αν α ακϋραιοσ με 1 ≤ α ≤ n – 1 και (α, n) ≠ 1, τότε  α    ≠ 1 mod n. Δηλαδό 

το τϋςτ του Fermat θα μασ εύχε επιςτρϋψει ότι ο n εύναι ςύνθετοσ. 
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Θεώρημα: 

Αν n≥3 περιττόσ ςύνθετοσ ακϋραιοσ και υπϊρχει τουλϊχιςτον ϋνα α, ώςτε να 

εύναι Fermat – μϊρτυρασ με (α, n =1, τότε η πιθανότητα να βρούμε ϋναν 

ακϋραιο k, 1 ≤ k≤ n−1 με k   ≠ 1 mod n και (k, n = 1 εύναι μεγαλύτερη του 
 

 
. 

Απόδειξη: 

Ϋςτω το ςύνολο   = {x: x     
   και (x, n = 1}. Εύναι γνωςτό ότι το    εύναι 

ομϊδα με πρϊξη τον πολλαπλαςιαςμό mod n. 

Ϋςτω το ςύνολο  Α={k:k    και k   ≡ 1 mod n} των Fermat – ψευτών. 

Θα δεύξουμε ότι τι Α εύναι υποομϊδα του   : 

A. Παρατηρούμε ότι Α    . 

B. Η διμελόσ πρϊξη του πολ/μου ςτο Α εύναι προςεταιριςτικό ωσ η 

επαγόμενη πρϊξη από την ομϊδα   . 

C. Τπϊρχει ταυτοτικό ςτοιχεύο και εύναι το 1 Α, αφού 1    ≡ 1mod n, 

(1, n  ≡ 1 και 1    
  . 

D. Κϊθε ςτοιχεύο του Α ϋχει πολλαπλαςιαςτικό αντύςτροφο. Ϋςτω l  , τότε 

το l ϋχει πολλαπλαςιαςτικό αντύςτροφο modulo n, αφού l    λόγω του ότι 

ιςχύει ότι A     και    ομϊδα. Ϋςτω h     ο αντύςτροφοσ του l, ϊρα 

hl≡ 1 mod n  (hl    ≡ 1mod n  h   ∙ l   ≡ 1mod n  h   ≡

1mod n, ϊρα h   , αφού l   ≡ 1 mod n.  

E. Σο Α εύναι κλειςτό ωσ προσ το πολλαπλαςιαςμό modulo n. Ϋςτω                          

u, w   , τότε επειδό Α      και    ομϊδα, ϋχουμε ότι  u ∙ w    . Αρκεύ να 

δεύξουμε ότι το u∙w   , δηλαδό ότι (u ∙  w    ≡ 1 mod n.Όμωσ,                       

(u ∙ w    = u   ∙ w   ≡ 1 ∙ 1 = 1 mod n. 

Ϊρα, το Α εύναι υποομϊδα του   . 

Από υπόθεςη υπϊρχει  α με ( α, n)=1, α   ≠ 1 mod n και  α    
 .  

Ϊρα  α      και α  Α, δηλαδό η Α εύναι γνόςια υποομϊδα τησ   . 

Ϊρα, από το θεώρημα του Langrage ϋχουμε ότι η τϊξη του Α θα εύναι γνόςιοσ 

διαιρϋτησ τησ τϊξησ του   , δηλαδό     = Α  ∙ s , για κϊποιο θετικό ακϋραιο s≥ 2. 

Ϊρα, η πιθανότητα να βρούμε ϋναν ακϋραιο k, 1≤ k ≤ n-1 με k   ≠ 1 mod n   

και (k, n = 1 εύναι  = 1 −
   

     
= 1 −

   

   ∙ 
= 1 −

 

 
 ϊρα,  ≥

 

 
, αφού s ≥ 2. 

Βλϋπουμε λοιπόν, ςύμφωνα με το παραπϊνω θεώρημα, ότι για δεδομϋνο 

ςύνθετο n, ϋτςι ώςτε ο n να ϋχει Fermat – μϊρτυρεσ, όταν το τεςτ του Fermat 
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μασ επιςτρϋφει “ο n εύναι πρώτοσ με ςυντελεςτό αςφαλεύασ t” ςημαύνει ότι ο n 

εύναι πρώτοσ με πιθανότητα μεγαλύτερη του 1 −  
 

   . 

Σο τεςτ του Fermat, λόγω τησ απλότητασ του ςε ςχϋςη με ϊλλα πιθανοτικϊ τεςτ 

πιςτοπούηςησ πρώτου, χρηςιμοποιεύται ςε πολλϋσ περιπτώςεισ ςτην πρϊξη, 

όπωσ ςτο κρυπτοςύςτημα PGP (Pretty Good Privacy . Παρ’ όλα αυτϊ, ϋχει το 

μειονϋκτημα ότι υπϊρχουν αριθμού που εύναι ςύνθετοι και δεν υπϊρχουν Fermat 

– μϊρτυρεσ για αυτούσ.  

 

Οριςμόσ: 

Ϋνασ περιττόσ ςύνθετοσ ακϋραιοσ n>3 λϋγεται αριθμόσ Carmichael αν δεν ϋχει 

Fermat – μϊρτυρεσ. 

 

Παρϊδειγμα: 

Οι αριθμού   561=3 ∙ 11 ∙ 17,     1105 = 5 ∙ 13 ∙ 17,     126217 = 7 ∙ 13 ∙ 19 ∙ 73 εύναι 

όλοι αριθμού Carmichael. 

 

Θεώρημα: 

Ϋνασ περιττόσ  ςύνθετοσ ακϋραιοσ n>3 εύναι αριθμόσ Carmichael, αν και μόνο αν 

δεν διαιρεύται από το τετρϊγωνο ενόσ πρώτου (εύναι ελεύθεροσ τετραγώνου  

και κϊθε πρώτοσ διαιρϋτησ p του n εύναι τϋτοιοσ, ώςτε ο p−1 να διαιρεύ n−1.  

Απόδειξη:  

Ϋςτω n αριθμόσ του Carmichael. Ϋςτω p , p πρώτοσ, η μεγαλύτεροσ δύναμη του 

p που διαιρεύ το n και g μια πρωταρχικό ρύζα mod p . Επειδό (p ,
 

   = 1, από το 

Κινϋζικο θεώρημα των υπολούπων ϋχουμε ότι υπϊρχει ακϋραιοσ b με                     

b≡ g mod p  και  ≡ 1 mod 
 

  .   υνεπώσ, ( , p = 1, ( 
 

  ) = 1και ϊρα 

 ( , n = 1. Αφού ο n εύναι αριθμόσ Carmichael ϋχουμε ότι                       ≡

1 mod n 
    
⇒      ≡ 1 mod p  και επειδό ο b εύναι πρωταρχικό ρύζα mod p , 

ϋχουμε ότι φ(p   n − 1  p   (p − 1  n − 1, όπου φ(x  η ςυνϊρτηςη του Euler. 

Ϊρα, p−1| n−1. 

 Αντιςτρόφωσ, υποθϋτουμε ότι ο n εύναι ελεύθεροσ τετραγώνου και για κϊθε 

πρώτο διαιρϋτη p του n ιςχύει p−1| n−1. 
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Ϋςτω α ακϋραιοσ με ( α,n)=1. Επειδό p  πρώτοσ, από το μικρό θεώρημα του 

Fermat ϋχουμε α   ≡ 1 mod p και επειδό p − 1 n − 1, ϋχουμε α   ≡ 1 mod p. 

Όμωσ ο n εύναι ελεύθεροσ τετραγώνου, ςυνεπώσ από το Κινϋζικο θεώρημα 

υπολούπων ϋχουμε ότι α   ≡ 1 mod n. 

 

Πόριςμα 

Ϋνασ αριθμόσ Carmichael ϋχει τουλϊχιςτον τρεύσ πρώτουσ παρϊγοντεσ. 

Απόδειξη  

Ϋςτω n ϋνασ αριθμόσ Carmichael. Ϊρα, ο n εύναι ςύνθετοσ. 

Τποθϋτουμε ότι n = pq, όπου p,q πρώτοι με p>q. Από το παραπϊνω θεώρημα 

ϋχουμε ότι  p − 1 n − 1  p − 1| pq − 1  p − 1|( p − 1)q+ q − 1     p − 1 q − 1  

  p≤q, ϊτοπο. Ϊρα ο n ϋχει τουλϊχιςτον τρεύσ παρϊγοντεσ. 

 

Τπϊρχουν πολλϊ αποτελϋςματα για τουσ αριθμούσ Carmichael, μεταξύ των 

οπούων και ότι εύναι ϊπειροι, εκεύνο όμωσ που ϋχει μεγϊλο ενδιαφϋρον για το 

τεςτ του Fermat εύναι εκεύνο που οφεύλεται ςτον R.G.E. Pinch. ύμφωνα με αυτό 

για το πλόθοσ των αριθμών Carmichael, που εύναι μικρότεροι από ϋναν αριθμό n, 

ϋςτω C(n  ιςχύει ότι C(n)<ne
           

      
. 
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2.2. Σο τεςτ των Solovay – Strassen 

 

Σο τεςτ Solovay – Strassen όταν το πρώτο πιθανοτικό τεςτ πιςτοπούηςησ 

πρώτου που χρηςιμοποιόθηκε ςτην κρυπτογραφύα δημοςύου κλειδιού, 

ςυγκεκριμϋνα ςτο κρυπτοςύςτημα RSA , όμωσ ϋχει ξεπεραςτεύ από το τεςτ   

Miller – Rabin, το οπούο εύναι καλύτερο από όλεσ τισ απόψεισ. Γι’ αυτό το λόγο το 

τεςτ Solovay – Strassen δεν χρηςιμοποιεύται πλϋον. 

Από το κριτόριο του Euler ϋχουμε ότι για ϋναν περιττό πρώτο ιςχύει το εξόσ: 

 α
   

 ≡ (
 

 
)mod n, για κϊθε ακϋραιο  α με ( α, n = 1 και (

 

 
) το ςύμβολο του 

Jacobi. 

 

Οριςμόσ: 

Ϋςτω n ϋνασ περιττόσ ςύνθετοσ αριθμόσ και α ακϋραιοσ, με 1≤ α ≤ n − 1. Αν 

ιςχύει ότι (α,n >1 εύτε  α
   

 = (
 

 
)  mod n, τότε ο  α καλεύται Euler – μϊρτυρασ 

για το n. 

 

Οριςμόσ: 

Ϋςτω n ϋνασ περιττόσ ςύνθετοσ αριθμόσ και α ακϋραιοσ, με 1≤ α ≤ n − 1. Αν 

ιςχύει ότι (α,n =1 και  α
   

 ≠ (
 

 
)  mod n, τότε ο α καλεύται Euler – ψεύτησ για 

το n και ο n καλεύται Euler ψευδοπρώτοσ με βϊςη το α. 

 

Παρϊδειγμα: 

Ϋςτω ο ακϋραιοσ 91 = 7 ∙ 13. Παρατηρούμε ότι 9
    

 = 9  ≡ 1 mod 91 και 

(
 

  
) = 1. 

υνεπώσ, το 91 εύναι Euler ψευδοπρώτοσ με βϊςη το 9 και το 9 εύναι                 

Euler –ψεύτησ για το 91. 

 

Ϋςτω 783= 3 ∙ 29.  Παρατηρούμε ότι  7
     

 = 7   ≡ 25 mod 783 και 

(
 

   
) = 1.  

υνεπώσ, ο 7 εύναι Euler – μϊρτυρασ για το n. 
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Αλγόριθμοσ (Σεςτ Solovay – Strassen): 

 

INPUT: ϋναν περιττό ακϋραιο n ≥ 3 και ςυντελεςτό αςφαλεύασ t ≥1. 

OUTPUT: θα απαντϊει ςτην ερώτηςη “εύναι ο n πρώτοσ;” με δυνατϋσ απαντόςεισ 

“ο n εύναι πρώτοσ με ςυντελεςτό αςφϊλειασ t”, “ο n εύναι ςύνθετοσ”. 

1. For i from 1 to t 

a. Διϊλεξε ϋναν τυχαύο ακϋραιο  α, 2 ≤ α ≤ n− 2. 

b. Τπολόγιςε το r= α
   

 mod n. 

c. If r ≠ 1 και r ≠ n − 1 then return (“o n εύναι ςύνθετοσ” . 

d. Τπολόγιςε το ςύμβολο του Jacobi  s= (
 

 
 . 

e. If r ≠ s mod n then return ( o n εύναι ςύνθετοσ  .  

2. Return (“o n εύναι πρώτοσ με ςυντελεςτό αςφαλεύασ t” .∎ 

 

Παρατόρηςη: 

Aν ο παραπϊνω αλγόριθμοσ μασ επιςτρϋψει ότι “ο n εύναι ςύνθετοσ”, τότε, 

μπορούμε να πούμε με βεβαιότητα ότι ο n εύναι ςύνθετοσ. Από την ϊλλη αν μασ 

επιςτρϋψει  ότι “o n εύναι πρώτοσ με ςυντελεςτό αςφαλεύασ t”, τότε, δεν 

μπορούμε να εύμαςτε ςύγουροι ότι ο n εύναι πρώτοσ. Παρακϊτω θα αναλύςουμε 

το πόςο βϋβαιο μπορούμε να εύμαςτε αλλϊ και τι ςημαύνει “o n εύναι πρώτοσ με 

ςυντελεςτό αςφαλεύασ t”. 

 

Λόμμα: 

Ϋςτω n περιττόσ ακϋραιοσ, α ακϋραιοσ με 1 ≤ α ≤ n − 1, d=( α,n  και 

r= α
   

 mod n. Σότε d|r. 

 

Απόδειξη: 

Από την ευκλεύδεια διαύρεςη ϋχουμε ότι  α
   

 = k ∙ n = u, με 0 ≤ u < n  και   k  

 . Αφού d  α και d  n  d  α
   

  και d  k ∙ n  d  u. Ϊρα, d  r. 

 

Πρόταςη: 

Ϋςτω περιττόσ ςύνθετοσ n ≥3, τότε κϊθε Euler-ψεύτησ του n εύναι και           

Fermat –ψεύτησ του n.  
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Απόδειξη:  

Ϋςτω  α Euler –ψεύτησ του n, τότε  α
   

 ≡ (
 

 
)mod n και επειδό 

(
 

 
) = {

 1, αν α τετραγωνικό υπόλοιπο mod n

−1, αν α μη τετραγωνικό υπόλοιπο mod n 
, 

ϋχουμε ότι  α
   

 ∙ (
 

 
) ≡ 1 mod n. 

Ϊρα ( α
   

 ∙ (
  

 
)   ≡ 1  mod n   α    ∙ (

  

 
  ≡ 1 mod n   α    ≡

1 mod n και εφόςον ο n εύναι ςύνθετοσ ϋχουμε ότι ο α εύναι Fermat – ψεύτησ. 

 

Πρόταςη: 

Ϋςτω n≥3 περιττόσ ςύνθετοσ ακϋραιοσ και το ςύνολο      = {x: x  

  
  και (x, n = 1}. Σο ςύνολο B= {k: k     και (

 

 
) ≡ k

   

 mod n} εύναι γνόςια 

υποομϊδα του   .  

 

Απόδειξη: 

Από το αντύςτοιχο θεώρημα που αποδεύξαμε για το τεςτ του Fermat και την 

παραπϊνω πρόταςη, ϋχουμε ότι B    (το ςύνολο των Fermat ψευτών     . 

Επύςησ, όπωσ αναφϋραμε και νωρύτερα το    εύναι πολλαπλαςιαςτικό ομϊδα. 

A. Ϊρα, B      

B. Η διμελόσ πρϊξη του πολλαπλαςιαςμού ςτο Β εύναι προςεταιριςτικό ωσ η 

επαγόμενη πρϊξη από την ομϊδα   . 

C. Τπϊρχει ταυτοτικό ςτοιχεύο και εύναι το 1   Β, αφού 

1
   

 ≡ (
 

 
)mod n, (1, n = 1 και 1    

 . 

D. Κϊθε ςτοιχεύο του Β ϋχει πολλαπλαςιαςτικό αντύςτροφο. Ϋςτω l  

 , τότε το l ϋχει πολλαπλαςιαςτικό αντύςτροφο modulo n, αφού l     λόγω 

του ότι ιςχύει ότι B      και    ομϊδα. Ϋςτω h     ο αντύςτροφοσ του l, 

ϊρα hl ≡ 1 mod n  (hl 
   

 ≡ 1 mod n  h
   

 ∙ l
   

 ≡ 1 mod n                       

h
   

 ∙ (
 

 
) ≡ 1 = (

 

 
   mod n   h

   

 ≡ (
 

 
)  mod n. Όμωσ, hl ≡ 1 mod n   

(
  

 
) = (

 

 
) = 1 και επειδό (

 

 
) ∙ (

 

 
) =  (

  

 
) ϋχουμε ότι (

 

 
) = (

 

 
). 

 Ϊρα h
   

  ≡ (
 

 
)  mod n, δηλαδό h   . 
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E. Σο Β εύναι κλειςτό ωσ προσ τον πολλαπλαςιαςμό modulo n. Ϋςτω             

u,w    τότε επειδό Β      και    υποομϊδα ϋχουμε ότι u ∙ w     . Αρκεύ 

να δεύξουμε ότι το u ∙ w   , δηλαδό ότι (u ∙ w 
   

 ≡ (
  

 
)mod n. Όμωσ,               

(u ∙  w 
   

 = u
   

  ∙ w
   

 ≡ (
 

 
) ∙ (

 

 
)= (

  

 
  mod n. 

υνεπώσ, το Β εύναι υποομϊδα του   . 

Θα δεύξουμε ότι το    περιϋχει τουλϊχιςτον ϋνα ςτοιχεύο που δεν περιϋχεται ςτο 

Β. 

Διακρύνουμε δύο περιπτώςεισ: 

A. Ϋςτω ότι ο n εύναι ελεύθεροσ τετραγώνου, δηλαδό δεν διαιρεύται από το 

τετρϊγωνο κϊποιου πρώτου μικρότερου του n. Θϋτουμε n = p ∙ m, p 

περιττόσ πρώτοσ και m ≥ 3 περιττόσ ακϋραιοσ με p   m. Ϋςτω b    κϊποιο 

μη τετραγωνικό υπόλοιπο mod p, δηλαδό (
 

 
 =  −1. Από το Κινϋζικο 

Θεώρημα των υπολούπων υπϊρχει 1≤  α < n με  α ≡   mod p (1  και  α ≡

1 mod m (2 .  

 

θα δεύξουμε ότι  α     και  α Euler – μϊρτυρασ του n.  

 

Απόδειξη ιςχυριςμού: 

Από την ςχϋςη (1  ϋχουμε ότι  α – b ≡ 0 mod p   α −  = πολ p 

και επειδό (
 

 
 =  1   b≠ 0 mod p  p   , ςυμπεραύνουμε ότι p  α. 

Ακόμη από τη ςχϋςη (2  ϋχουμε ότι (α, m =1, διότι  α −1= πολ m.  

Ϊρα,   α    . 

Σϋλοσ, παρατηρούμε ότι (
 

 
) = (

 

 
) ∙ (

  

 
) = (

 

 
) ∙ (

 

 
) = (

 

 
) ∙ 1 = −1 και 

 α
   

 ≠ −1 mod n, αφού αν  α
   

 ≠ −1 mod n   α
   

 ≠ −1 mod m, ϊτοπο 

λόγω τησ ςχϋςησ (2 . Ϊρα  α
   

 ≠ (
 

 
)  mod n. Ϊρα, για κϊθε n ελεύθερο 

τετραγώνου ϋχουμε ότι υπϊρχει 1 ≤ α < n και  α Euler – μϊρτυρασ. 

 

B. Ϋςτω τώρα ότι ο n δεν εύναι ελεύθεροσ τετραγώνου και ϊρα υπϊρχει p ≥ 

3  πρώτοσ με p  n. Γρϊφουμε n= p ∙ m με k ≥2 ακϋραιο και p   m. Θα 

βρούμε  ϋναν α, ο οπούοσ εύναι Euler – μϊρτυρασ. 

 

Αν m=1 τότε  α = 1 + p, καθώσ:   (
  

 
) = (

  

  ) = (
  

 
) ∙ (

  

 
) ∙  .∙ (

  

 
) = 1 = 1 

και από το διωνυμικό θεώρημα: 
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α
   

 = (1  p 
   

 = 1  .
   

 

 
/p   . .

   

 
   

 

/p
   

 ≡ 1  
(    

 
p mod p   

α
   

 ≠ 1 mod n, δηλαδό  α
   

 ≠ (
 

 
)mod n. 

 

Αν m ≥ 3, τότε από το Κινϋζικο θεώρημα υπολούπων επιλϋγω το α: 

1≤ α <p  ∙ m ≤ n  με α = 1  p mod p  (3  και  α = 1 mod m (4 . 

 

θα δεύξουμε ότι ο  α εύναι Euler – μϊρτυρασ για το n. 

 

Από την (4  ϋχουμε ότι (α,m =1 και από την (1  ότι                                                             

α − (1 + p =πολ p    α ≠ πολ p. Όμωσ,  n = p  m,ϊρα ( α, n = 1. Ϊρα, 

α    . 

 

Ϋςτω ότι ο  α δεν εύναι Euler – μϊρτυρασ για το n, δηλαδό                    

 α(    / ≡ (
 

 
)mod n. 

Όμωσ,  

 α
   
 = (1  p 

   
 = 1  (

n − 1
2
1

)p    (

n − 1
2

n − 1
2

)p
   
 ≡ 1  

(n − 1 

2
p mod p  , 

Δηλαδό 

 α
   
 ≠ 1 mod n, και (

α

n
) = (

α

p m
) = (

α

p
) ∙ (

 α

p
) ∙  .∙ (

α

p
) ∙ (

α

m
) = 1 ∙ 1 = 1, 

ϊρα το  α εύναι Euler – μϊρτυρασ. 

 

Ϊρα, το    περιϋχει ϋνα  α, το οπούο εύναι Euler – μϊρτυρασ και δεν ανόκει ςτο Β. 

Ϊρα, το Β εύναι γνόςια υποομϊδα του   . 

 

 

Παρατηρόςεισ: 

 

1. Από το θεώρημα του Lagrange η τϊξη του Β θα διαιρεύ την τϊξη του    

και επειδό      = φ(n  ϋχουμε ότι  Β   ≤
  (  

 
, δηλαδό το πολύ 

 (  

 
 αριθμού 

μικρότεροι του n και μεγαλύτεροι ό ύςοι του 1 εύναι Euler – ψεύτεσ. 

2. Εϊν το τεςτ Solovay – Strassen μασ επιςτρϋψει “ο n εύναι πρώτοσ με 

ςυντελεςτό αςφαλεύασ t” αυτό ςημαύνει ότι η πιθανότητα ο n να εύναι 

πρώτοσ εύναι μεγαλύτερη ό ύςη από 1 − 
 

  . 

3. Σο πλεονϋκτημα του τεςτ  Solovay – Strassen ϋναντι του τεςτ του Fermat 

εύναι ότι δεν υπϊρχουν αριθμού, όπωσ οι αριθμού του Carmichael για το τεςτ 

του Fermat, για τουσ οπούουσ το τεςτ δεν μπορεύ να αποφανθεύ αν εύναι 

πρώτοι ό όχι ανεξϊρτητα από τισ επαναλόψεισ t (εκτόσ αν πϋςουμε ςε α με 

(α,n) ≠ 1 . 
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2.3. Σο τεςτ Miller Rabin 

 

Πρόταςη: 

Ϋςτω n πρώτοσ,  α ακϋραιοσ, ο οπούοσ δεν διαιρεύται από το n και θϋτουμε             

n − 1=2  r  με r περιττό θετικό ακϋραιο και s θετικό ακϋραιο. Σότε, εύτε ιςχύει 

ότι α = 1 mod n, εύτε ότι υπϊρχει u  {0, 1, 2, 3,  , s − 1}με  α   ≡ −1 mod n. 

Απόδειξη: 

Ϋςτω k = ord  ( α
  .  Από το μικρό θεώρημα του Fermat ϋχουμε ότι                             

( α    
≡ 1 mod n,  ϊρα, k   2 . Διακρύνουμε τισ εξόσ περιπτώςεισ: 

A. Ϋςτω k =1, τότε   α ≡ 1 mod n. 

B. Ϋςτω k >1, τότε k= 2  με 1 ≤ l ≤ s και ςυνεπώσ ord ( α     ) = 2. 

Όμωσ, μόνο η κλϊςη −1 ϋχει τϊξη ύςη με 2 μϋςα ςτο   
  και ϊρα ϋχουμε ότι 

( α     ) = −1 mod n. 

 

Παρατόρηςη: 

Σο τεςτ Miller Rabin ςτηρύζεται ςτο παραπϊνω θεώρημα. 

 

Οριςμού: 

Ϋςτω n ϋνασ περιττόσ ςύνθετοσ ακϋραιοσ και n − 1= 2  r,  όπου r περιττόσ και 

s≥ 0 ακϋραιοσ. Ϋςτω  α ακϋραιοσ με 1≤  α ≤ n − 1. 

A. Αν  α ≠ 1 mod n και αν  α   ≠ −1 mod n για κϊθε l, 0 ≤ l ≤ s − 1, τότε ο  

α καλεύται ιςχυρόσ μϊρτυρασ για το n. 

B. Αν  α ≡ 1 mod n ό  α   ≡ −1 mod n  για κϊποιο l, 0 ≤ l ≤ s − 1, τότε ο  α 

καλεύται ιςχυρόσ ψεύτησ για το n και ο n καλεύται ιςχυρόσ ψευδοπρώτοσ με 

βϊςη το α. 

 

 

Παρϊδειγμα:  

Ϋςτω n = 561 = 3 ∙ 11 ∙ 17, ϊρα n − 1= 560 =2 ∙ 35, ϊρα  ςύμφωνα με τον 

παραπϊνω οριςμό s = 4 και r = 35. Για  α = 2 ϋχουμε 2   ≡ 263 mod 561 

 263 ≡ 166 mod 561  166 ≡ 67 mod 561  67 = 1 mod 561. Βλϋπουμε, 
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λοιπόν, ότι  α ≠ 1 mod n  και   α   ≠ −1 mod n για κϊθε                                                   

j, 0 ≤ j ≤ s − 1, ϊρα, ο α = 2 εύναι ιςχυρόσ μϊρτυρασ για το n  και ο n εύναι 

ςύνθετοσ. 

Από την ϊλλη, ϋςτω n= 91 = 7 ∙ 13, ϊρα n − 1= 90= 2∙ 45, s=1 και r=45. Για  

α=9 ϋχουμε 9  ≡ 1 mod 91,  α ≡ 1 mod n. Ϊρα, ο α = 9 εύναι ιςχυρόσ ψεύτησ 

για 91 και ο n ιςχυρόσ ψευδοπρώτοσ. 

 

Αλγόριθμοσ (Σεςτ Miller – Rabin): 

INPUT: ϋναν περιττό ακϋραιο n≥3 και ςυντελεςτό αςφαλεύασ t≥ 1. 

OUTPUT: θα απαντϊει ςτην ερώτηςη «εύναι ο n ο πρώτοσ;» με δυνατϋσ 

απαντόςεισ «ο n εύναι πρώτοσ με ςυντελεςτό αςφϊλειασ t», «o n εύναι ςύνθετοσ”. 

1. Βρεσ s > 1 και r περιττό,  ώςτε n − 1=  2 r. 

2. For i from 1 to t 

a. Διϊλεξε ϋναν τυχαύο ακϋραιο  α,  2 ≤  α ≤  n − 2. 

b. Τπολόγιςε το y=  α  mod n. 

c. If y≠ 1 και y ≠ n −  α then 

1) j← 1. 

2) While j ≤ s − 1 και y ≠ n − 1 

a) y←  y  mod n. 

b) If  y= 1 then return (“ο n εύναι ςύνθετοσ” . 

c) j← j  1. 

3) If   y≠ n − 1 then return (“ο n εύναι ςύνθετοσ” . 

3. Return («ο n εύναι πρώτοσ με ςυντελεςτό αςφαλεύασ t» .∎ 

 

Παρατηρόςεισ: 

1. Ο παραπϊνω αλγόριθμοσ εύναι πιθανοτικόσ. Αυτό ςημαύνει ότι δεν 

μπορούμε να εύμαςτε ςύγουροι για όλα τα αποτελϋςματα που επιςτρϋφει. Αν 

το τεςτ Miller-Rabin μασ επιςτρϋψει “ο n εύναι ςύνθετοσ”, τότε εύμαςτε 

βϋβαιοι ότι ο n εύναι ςύνθετοσ. Αν μασ επιςτρϋψει “ο n εύναι πρώτοσ με 

ςυντελεςτό αςφαλεύασ t”  ςημαύνει ότι η πιθανότητα ο n να εύναι πρώτοσ 

εύναι μεγαλύτερη από 1 − 
 

   όπωσ θα δούμε και παρακϊτω. 
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2. Η ομοιότητα του τεςτ Miller Rabin με αυτό του Fermat εύναι φανερό. Και 

τα δύο αυτϊ τεςτ ςτηρύζονται ςτο μικρό θεώρημα του Fermat, με τη 

διαφορϊ ότι το τεςτ Miller-Rabin χρηςιμοποιεύ επιπλϋον την παραπϊνω 

πρόταςη. Αυτό ϋχει ςαν αποτϋλεςμα οι αριθμού Carmichael να μην 

δημιουργούν πλϋον πρόβλημα και ακόμη ότι το Miller-Rabin χρειϊζεται 

λιγότερεσ επαναλόψεισ t, από το τεςτ του Fermat, για να μασ απαντόςει με 

την ύδια αξιοπιςτύα, αν ϋνασ αριθμόσ εύναι πρώτοσ. 

 

Πρόταςη: 

Ϋςτω n≥3 περιττόσ ςύνθετοσ. Σο ςύνολο {1,  , n − 1} περιϋχει το πολύ 
   

 
 

ακϋραιουσ που εύναι πρώτοι προσ το n και δεν εύναι ιςχυρού μϊρτυρεσ τησ 

ςυνθετότητασ του. 

Απόδειξη: 

Θα προςδιορύςουμε το πλόθοσ των ακϋραιων α με (α,n)= 1, 2≤  α ≤ n − 1  και 

 α ≡ 1 mod n   ό   α   ≡ −1 mod n για s  {0, 1, , l − 1}  με την προώπόθεςη ότι 

υπϊρχει ϋνα τϋτοιο  α. Με αυτό ωσ δεδομϋνο παρατηρούμε ότι πϊντα θα υπϊρχει 

ακϋραιοσ, ο οπούοσ ικανοποιεύ τη δεύτερη εξύςωςη, αφού αν  α ≡ 1 mod n  

(− α  ≡ −1 mod n ό (− α    ≡ −1 mod n. 

Ϋςτω k ο μεγαλύτεροσ ακϋραιοσ του ςυνόλου {0, 1, .., l-1} για το οπούο υπϊρχει 

ακϋραιοσ Α με (Α,n =1 και  Α   ≡ −1 mod n. Θϋτουμε m=2 ∙ r  και ϋςτω 

n = p 
   . p 

   η πρωτογενόσ ανϊλυςη του n. Ϋςτω η ομϊδα                                   

  = {x: x    
  και (x, n = 1}. Μπορεύ να διαπιςτωθεύ ότι τα ςύνολα 

 = {x    : x
   ≡ 1 mod n},  = {x    : x

 ≡  1 mod p 
  , i = 1, . , v}, 

 = {x    : x
 ≡  1 mod n} και  = {x    : x

 ≡ 1 mod n} εύναι υποςύνολα 

του    και μϊλιςτα ιςχύει M  L  K  J. 

Βλϋπουμε ότι για κϊθε  α   , το οπούο όμωσ δεν εύναι ιςχυρόσ μϊρτυρασ για τη 

ςυνθετότητα του n, ϋχουμε ότι  α  . Θα δεύξουμε ότι [  :   ≥ 4. Ϋςτω                   

α  , τότε  α  Μ και επομϋνωσ [K:M]=2 , για κϊποιο ακϋραιο i ≥ 0. υνεπώσ, 

[K:M]=2 , j ≤ i. την περύπτωςη όπου j ≥ 2, τότε η προσ απόδειξη ανιςότητα 

ιςχύει. 

Ϋςτω j = 0, τότε  =  . 

Για v ≥ 2 υπϊρχει δ τϋτοιο ώςτε δ≡   mod p 
   και δ ≡ 1 mod p 

  , για 

για i = 2,  . , v.  Ϊρα δ  ≡ −1 mod p 
   και  δ ≡ 1 mod p 

  , δηλαδό                   

 δ    και δ    , ϊτοπο. 
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Για ν=1 ϋχουμε ότι αν  α   ,  τότε   ord  
  ( α  p − 1.  

Αντύςτροφα, αν ord  
  ( α  p − 1 τότε  α   .  Ϊρα, το j εύναι η υποομϊδα τϊξησ 

p − 1 τησ ομϊδασ    
   και επομϋνωσ      

  :   = p 
    .  Για p 

  > 9  ϋχουμε 

ότι     
  :   ≥ 4. Αν p 

  > 9, τότε r=1 και l=3. 

Από τισ ιςοτιμύεσ x≡ 1 mod 9, x ≡ −1 mod 9,   x ≡ −1 mod 9,   x ≡ −1 mod 9 

προκύπτει ότι οι μόνοι ακϋραιοι του ςυνόλου {1 , .., 8} που δεν εύναι ιςχυρού 

μϊρτυρεσ τησ ςυνθετότητασ του 9 εύναι οι 1 και 8. 

Ασ υποθϋςουμε ςτη ςυνϋχεια ότι j= 1. Σότε υπϊρχει  α    με LU αL=K και  

α  .  Για v≥ 3,  χωρύσ βλϊβη τησ γενικότητασ μπορούμε να υποθϋςουμε ότι 

 α ≡ 1 mod p 
  , i = 1, , s και  α ≡ −1 mod p 

  , i = s  1,  . , v, με  s ≥

2 . (Αν s= 1, τότε αντικαθιςτούμε τον  α από τον  αA) 

Θεωρούμε ϋναν ακϋραιο c με c ≡  α mod p 
  ,                                                                         

c ≡ 1 mod p 
  ,  . , c ≡ 1 mod p 

  . 

Ϋχουμε c   LUαL και ςυνεπώσ c   K που εύναι ϊτοπο. Ϊρα, ο n ϋχει δύο μόνο 

πρώτουσ παρϊγοντεσ και επομϋνωσ δεν εύναι αριθμόσ Carmichael. 

Ϊρα,  ≠       :   ≥ 2, και ϊρα    :   ≥ 4. 

 

Παρατόρηςη: 

Βλϋπουμε λοιπόν ότι αν το n  εύναι περιττόσ ςύνθετοσ ακϋραιοσ, τότε το πολύ το 
 

 
  όλων των αριθμών α, 1≤  α ≤ n − 1, εύναι ιςχυρού ψεύτεσ για το n. 

ςυγκεκριμϋνα, αν n≠ 9 ο αριθμόσ των ιςχυρών ψευτών εύναι το πολύ 
 (  

 
, όπου 

φ η ςυνϊρτηςη του Euler. Δηλαδό τισ περιςςότερεσ φορϋσ το τεςτ Miller-Rabin 

μασ απαντϊει ότι το n εύναι πρώτοσ με πιθανότητα πολύ μεγαλύτερη από 1 − 
 

  . 

 

 

 

 

 

 



 

35 
 

3.    ΠΑΡΑΓΟΝΣΟΠΟΙΗΗ ΑΚΕΡΑΙΩΝ 

 

Η εύρεςη των πρώτων παραγόντων ενόσ ακϋραιου υπολογιςτικϊ αποτελεύ ϋνα 

πϊρα πολύ δύςκολο πρόβλημα. υνεχώσ ανακαλύπτονται πιο γρόγοροι και πιο 

αποδοτικού αλγόριθμοι για αυτό το πρόβλημα. Ο πιο γρόγοροσ αλγόριθμοσ για 

τα ςημερινϊ δεδομϋνα εύναι ο General Number Field Sieve (GNFS  με 

πολυπλοκότητα  O (exp((
  

 
  

 

 (log  
 

      για  ϋναν αριθμό n με b bits. 

Οι πιο δύςκολο ωσ προσ την παραγοντοπούηςη αριθμού εύναι αυτού που 

αποτελούνται από το γινόμενο δύο μεγϊλων πρώτων. Σο ρεκόρ 

παραγοντοπούηςησ τϋτοιου εύδουσ αριθμών εύναι η παραγοντοπούηςη του                      

RSA – 768 με 232 δεκαδικϊ ψηφύα. Η προςϋγγιςη ϋγινε με το GNFS. 

τη ςυνϋχεια, θα εξετϊςουμε τουσ αλγόριθμουσ Fermat, Pollard Rho, Dixon και 

Quadratic Sieve και Pollard Rho. 
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3.1. Η μϋθοδοσ παραγοντοπούηςησ του Fermat 

 

τόχοσ τησ μεθόδου αυτόσ εύναι να εκφραςτεύ ο αριθμόσ n που θϋλουμε να 

παραγοντοποιόςουμε ωσ διαφορϊ δύο τϋλειων τετραγώνων. Ϊρα, αν το 

πετύχουμε αυτό, θα ϋχουμε ότι n= α −    n = ( α −   ∙ (α    .  Αν       

(α−  >1, τότε η παραγοντοπούηςη θα αποτελεύται από μη τετριμμϋνουσ 

παρϊγοντεσ. Μϊλιςτα, αν το n εύναι περιττόσ ςύνθετοσ, τότε όλοι οι παρϊγοντεσ 

του μπορούν να βρεθούν με αυτόν τον τρόπο, αφού αν n= u ∙ v τότε με  

α=
 

 
(u  v  και b=

 

 
 u − v  ,  ϋχουμε το ζητούμενο. 

Η μϋθοδοσ παραγοντοπούηςησ του Fermat ϋχει ωσ ϋξησ: ξεκινώντασ από τον 

αριθμό  α= √n   παύρνουμε το   = n −  α , τότε αν το b εύναι ακϋραιοσ και αν η 

διαφορϊ  α −    μασ δώςει μη τετριμμϋνο παρϊγοντα του n ϋχουμε τελειώςει. 

Διαφορετικϊ, παύρνουμε  α= √n    1, α = √n    2, κλπ. Ϋτςι, αν ο αριθμόσ n 

εύναι περιττόσ και ςύνθετοσ, η διαδικαςύα θα μασ δώςει μη τετριμμϋνο 

παρϊγοντα για  α ≤
(    

 
.  Η χειρότερη περύπτωςη προκύπτει για n=3p, με p 

πρώτο, καθώσ μια μη τετριμμϋνη παραγοντοπούηςη θα προκύψει μόνο για  

α=
(    

 
.   

 

Αλγόριθμοσ (Μϋθοδοσ παραγοντοπούηςησ του Fermat): 

INPUT: ϋνα περιττό ακϋραιο>1. 

OUTPUT: θα επιςτρϋφει εύτε ϋναν μη τετριμμϋνο παρϊγοντα του n, εύτε ότι ό n 

εύναι πρώτοσ. 

1)  α=  √n     

2) While  α≤  
(    

 
 do 

A. b = √ α − n 

B. if b ακϋραιοσ και  α − b≠ 1 return   α −    

C.  α←  α  1 

3) return “ο n εύναι πρώτοσ “.∎ 

Η παραπϊνω μϋθοδοσ εύναι πολύ πιο αργό ακόμη και από το κόςκινο του 

Ερατοςθϋνη. Όμωσ, βλϋπουμε ότι αν το n ϋχει δύο παρϊγοντεσ πολύ κοντϊ ςτο 

√n, η παραγοντοπούηςη του Fermat εύναι πολύ πιο αποτελεςματικό από το 

κόςκινο του Ερατοςθϋνη. Αυτόσ εύναι και ο λόγοσ που χρηςιμοποιούμε ϋναν 

πολλαπλαςιαςτό για να κϊνουμε το τεςτ του Fermat πιο αποτελεςματικό, 

δηλαδό αν για μερικϋσ επαναλόψεισ δεν βρούμε τετριμμϋνο παρϊγοντα για το n, 
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πολλαπλαςιϊζουμε το n με ϋνα μικρό φυςικό i και αυξϊνουμε τισ πιθανότητεσ 

ϋτςι ο in να ϋχει κϊποιο μη τετριμμϋνο παρϊγοντα κοντϊ ςτο √in. τη ςυνϋχεια 

παύρνουμε το μϋγιςτο κοινό διαιρϋτη του παρϊγοντα που βρόκαμε με το n. 

 

Παραδεύγματα:  

 Χωρύσ χρόςη πολλαπλαςιαςτό: 

 

Ϋςτω n= 26563 (=101 ∙ 263 . ύμφωνα με τη μϋθοδο του Fermat ϋχουμε 

 √265663  = 163 

 α = 163 = 26569,   = 26569 − 26563 = 6 

 α = 164 = 26896,   = 26896 − 26563 = 333 

 α = 182 = 33124,   = 33124 − 26563 = 6561   = 81 

υνεπώσ, 

182 − 81 = 26563  26563 = (182 − 81 ∙  (182  81 = 101 ∙  263 

Βλϋπουμε λοιπόν ότι η κλαςικό μϋθοδοσ του Fermat μασ ϋδωςε αποτϋλεςμα 

μετϊ από 20 επαναλόψεισ. 

 

 Με χρόςη πολλαπλαςιαςτό: 

 

Ϋςτω n=3811(=103 ∙ 37).  

3n=11433 

 √11433 = 107 

 α = 107 = 11449,    = 11449 − 11433 = 16   = 4 

υνεπώσ,  

107 − 4 = 11433  11433 = (107 − 4 ∙ (107  4 = 103 ∙ 111 

n =
   ∙   

 
= 103 ∙ 37. 

ε αυτό το παρϊδειγμα η απλό μϋθοδοσ του Fermat θα μασ επϋςτρεφε 

αποτϋλεςμα μετϊ από 9 επαναλόψεισ. 

Βλϋπουμε λοιπόν πόςο επιταχύνθηκε η διαδικαςύα με τη χρόςη του 

πολλαπλαςιαςτό. 
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3.2. Η μϋθοδοσ παραγοντοπούηςησ του Dixon 

 

H μϋθοδοσ του Dixon για την παραγοντοπούηςη ενόσ αριθμού n βαςύζεται ςτην 

εύρεςη ακεραύων α, b με  α ≡   mod n και  α ≠    mod n. Ϋχουμε ότι 

 α −   ≡ 0 mod n  ( α −   ( α    = k ∙ n  n   ( α −   ( α    , χωρύσ το       

(α − b) ό το (α + b  να διαιρεύται από το n, εφόςον α≠    mod n. Ϊρα, ϋχουμε 

ότι ο αριθμόσ (α −  , n  εύναι ϋνασ μη τετριμμϋνοσ παρϊγοντασ για το n. Η 

μϋθοδοσ Dixon χρηςιμοποιεύ μια βϊςη παραγοντοπούηςησ. 

 

Οριςμού: 

 Ορύζουμε βϊςη παραγοντοπούηςησ για τη μϋθοδο Dixon ϋνα ςύνολο                               

B={-1,  p , p ,  . , p } με p  διακεκριμϋνοι πρώτοι modulo n και                                   

−1 ≡ n−1 mod n. 

 Ο ακϋραιοσ n καλεύται Β-λεύοσ αν δεν ϋχει πρώτουσ παρϊγοντεσ μεγαλύτερουσ 

του Β. (Ακόμα, ςε μερικϋσ περιπτώςεισ ονομϊζουμε ϋναν ακϋραιο n Β-λεύο, αν 

όλοι οι πρώτοι παρϊγοντεσ του βρύςκονται μϋςα ςε ϋνα ςύνολο Β.  

 Ο ακϋραιοσ x καλεύται Β-προςαρμοςμϋνοσ ωσ προσ τον φυςικό n, αν ο 

ακϋραιοσ c, με −
 

 
≤ c ≤

 

 
 και x  ≡ c mod n, εύναι Β-λεύοσ. 

 

Παρϊδειγμα: 

Ϋςτω η βϊςη παραγοντοπούηςησ Β={−1, 2, 3, 5, 7}. Οι ακϋραιοι 40= 2 ∙ 5 Και 

63= 3 ∙ 7 Εύναι 7-λεύοι. 

Ακόμα ο 71 71 = 63 mod 2849, −
    

 
≤ 63 ≤

    

 
 εύναι 7 −  

προςαρμοςμϋνοσ ωσ προσ τον 2849. 

 

Περιγραφό αλγορύθμου του Dixon: 

Για δοθϋν n και για δοθεύςα βϊςη παραγοντοπούηςησ Β, όπωσ ορύςτηκε 

παραπϊνω, ο αλγόριθμοσ του Dixon ψϊχνει αριθμούσ, ϋςτω x, κοντϊ ςτο 

[√n], για τουσ οπούουσ ιςχύει, ότι όλοι οι πρώτοι παρϊγοντεσ του 

x  mod n υπϊρχουν μϋςα ςτο ςύνολο Β.  

Ακολούθωσ, παύρνει το γινόμενο κϊποιων x, ϋτςι ώςτε ο αριθμόσ των φορών 

που χρηςιμοποιεύται κϊθε πρώτοσ τησ βϊςησ Β, να εύναι ϊρτιοσ. Κϊνοντασ αυτϊ 
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καταλόγει ςε μια ςχϋςη του τύπου x ≡ y mod n, από την οπούα ελπύζουμε ότι 

θα πϊρουμε μια μη τετριμμϋνη παραγοντοπούηςη του n. 

 

Παρϊδειγμα: 

Ϋςτω n=849239 και η βϊςη παραγοντοπούηςησ Β={-1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17}. 

Ϋχουμε ότι  √n  =921. 

 

921 = −998 ≡ 2 ∙ 499 mod 849239 

922 ≡ 845 = 5 ∙ 13 mod 849239                             √ 

    .. 

933 ≡ 21250 = 2 ∙ 5 ∙ 17 mod 849239                 √ 

934 ≡ 23117 mod 849239 

    .. 

937 ≡ 28730 = 2 ∙ 5 ∙ 13 ∙ 17 mod 849239.         √ 

 

Οι αριθμού που εύναι τςεκαριςμϋνοι αναλύονται ςε πρώτουσ παρϊγοντεσ μόνο 

από πρώτουσ τησ βϊςησ Β. 

Παρατηρούμε ότι (922 ∙ 933 ∙ 937  = 2 ∙ 5 ∙ 13 ∙ 17 = (2 ∙ 5 ∙ 13 ∙ 17   και 

αφού 922 ∙ 933 ∙ 937≡ 103951mod849239 και 2∙ 5 ∙ 13 ∙ 17 = 718250, ϋχουμε 

ότι 103951 ≡ 718250  mod 849239. Ϊρα, από το μϋγιςτο κοινό διαιρϋτη 

ϋχουμε: 

(103951 − 718250, 849239)= (614299,849239)= 691 

(103951 + 718250,849239)= (822201,849239)= 1229 

Ϊρα, βλϋπουμε ότι με την παραπϊνω μϋθοδο δύο μη τετριμμϋνουσ παρϊγοντεσ 

του 849239 που εύναι το 691 και το 1229. 
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Αλγόριθμοσ (Μϋθοδοσ παραγοντοπούηςησ Dixon): 

 

INPUT: ϋνα περιττό ακϋραιο n≥3 και μια βϊςη παραγοντοπούηςησ                                    

Β= {-1, 2, 3, ,  p }. 

OUTPUT: ϋναν μη τετριμμϋνο παρϊγοντα του n. 

1. Τπολόγιςε το m= [√n  

2. (Βρεσ k 1 ζευγϊρια ( α , α2  . Οι τιμϋσ επιλϋγονται με τη ςειρϊ 

0, 1, 2, .) 

i← 1 

While i ≤ k  1 

a. Τπολόγιςε το  α2= (m + w   mod n και ϋλεγξε με διαδοχικϋσ 

διαιρϋςεισ αν εύναι Β-λεύοσ. Αν όχι επϋλεξε το επόμενο w και 

επανϋλαβε το α2. 

b. If  α2 εύναι Β-λεύοσ με  α2 =   ∏ p
 

    
    then 

I. α  ← m  w,  α2 ←  α2 και v = (v  , v  ,  . . , v   ,                    

όπου  v  = e  mod 2 για 1 ≤ j ≤ k. 

c. i← i  1. 

3. Χρηςιμοποιώντασ μεθόδουσ γραμμικόσ ϊλγεβρασ βρεσ ϋνα μη κενό 

υποςύνολο T  {1, 2,  ., k 1} τϋτοιο ώςτε     v = 0 ςτο   . 

4. Τπολόγιςε το x= Π    α  mod n. 

5. Για κϊθε j,1≤ j ≤ k, υπολόγιςε το l =
       

 
. 

6. Τπολόγιςε το y= Π   
 p 

  
mod n. 

7. If x≡  y mod n then βρεσ ϋνα ϊλλο μη κενό υποςύνολο T   {1, 2, .., k+1} 

τϋτοιο ώςτε    v = 0 και πόγαινε ςτο βόμα 4. (την περύπτωςη που δεν 

υπϊρχει  τϋτοιο υποςύνολο Σ, πόγαινε ςτο βόμα 2, βρεσ μερικϊ ακόμη 

( α ,  α2  ) ζευγϊρια, αντικατϋςτηςε τα ςτα όδη υπϊρχοντα και πόγαινε 

ςτο βόμα 3. 

8. Τπολόγιςε το d=(x−y,n). 

9. Return d.∎ 

 

Όπωσ βλϋπουμε ςτον παραπϊνω αλγόριθμο, ψϊχνουμε ϋνα μη κενό υποςύνολο 

Σ  {1, 2,  .., k 1} τϋτοιο ώςτε     v = 0  ςτο   . Ϊρα, ψϊχνουμε μια γραμμικό 

εξϊρτηςη μεταξύ των v  διανυςμϊτων, κϊτι που μπορούμε να βρούμε εύκολα 

μϋςω τησ μεθόδου απαλοιφόσ του Gauss, αφού k ≤ k  1. Με αυτόν τον τρόπο 

βρύςκουμε ουςιαςτικϊ, ποια  α   πρϋπει να πολλαπλαςιϊςουμε ώςτε να 

καταλόξουμε ςε ϋνα τϋλειο τετρϊγωνο. 
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ημαντικό για τον παραπϊνω αλγόριθμο εύναι να παρατηρόςουμε ότι μπορεύ να 

υλοποιηθεύ εύκολα με παρϊλληλη επεξεργαςύα, αναθϋτοντασ ςε κϊθε 

επεξεργαςτό διαφορετικό τιμό του w. 
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3.3. H μϋθοδοσ Quadratic Sieve (Σετραγωνικό Κόςκινο) 

 

 

Η μϋθοδοσ Quadratic Sieve εύναι μϋχρι ςόμερα η πιο γρόγορη μϋθοδοσ 

παραγοντοπούηςησ για αριθμούσ που ϋχουν μϋχρι 110 ψηφύα και η δεύτερη 

γενικϊ πιο γρόγορη μϋθοδοσ παραγοντοπούηςησ μετϊ το Number Field Sieve. Η 

διαφορϊ του Quadratic Sieve (QS  από τη μϋθοδο του Dixon εύναι ότι 

χρηςιμοποιεύ μια μϋθοδο, παρόμοια με αυτό του Κόςκινου του Ερατοςθϋνη 

(εξού και η ονομαςύα Quadratic Sieve , για να βρύςκει πιο γρόγορα λεύουσ 

αριθμούσ, όπωσ αυτού ορύςτηκαν ςτη μϋθοδο του Dixon. 

 

Σρόποσ λειτουργύασ του QS: 

Ϋςτω ότι θϋλουμε να βρούμε ϋναν παρϊγοντα του αριθμού n. Η ιδϋα πύςω από 

το QS, όπωσ και με τη μϋθοδο του Dixon, εύναι ότι προςπαθούμε να βρούμε 

αριθμούσ  α, b, ϋτςι ώςτε  α ≡    mod n. Με αυτόν τον τρόπο θα ϋχουμε ότι                    

(α−b)( α+b =πολ n και ϋτςι εύναι πολύ πιθανό ο μϋγιςτοσ κοινόσ διαιρϋτησ του 

(α−b) ό του ( α+b  με το n δώςει ϋνα μη τετριμμϋνο παρϊγοντα του n. Για να 

καταφϋρουμε αυτό, ψϊχνουμε τετρϊγωνα αριθμούσ mod n, τα οπούα αναλύονται 

ςε μικρούσ πρώτουσ παρϊγοντεσ, με πρώτουσ που βρύςκονται μϋςα ςτη βϊςη 

παραγοντοπούηςησ QS. Σα τετρϊγωνα αυτϊ προςπαθούμε να εύναι όςο το 

δυνατόν μικρότερα mod n, καθώσ ϋτςι αυξϊνονται οι πιθανότητεσ να 

αναλύονται ςε μικρούσ μόνο πρώτουσ παρϊγοντεσ. 

υγκεκριμϋνα ςτο QS εξετϊζουμε αριθμούσ τησ μορφόσ (x  √n    − n, με το x 

να εύναι ϋνασ μικρόσ ακϋραιοσ. Ο αριθμόσ αυτόσ εύναι αρκετϊ μικρόσ mod n, 

αφού (x  √n    − n   x  2x√n. Με αυτόν τον τρόπο, ϋχοντασ βρει αρκετϊ 

τϋτοια τετρϊγωνα βρύςκουμε ϋναν ςυνδυαςμό τουσ, ϋτςι ώςτε να προκύψει μια 

παρόμοια ςχϋςη όπωσ αυτό παραπϊνω με τα  α, b. 

Για παρϊδειγμα ϋςτω ότι θϋλουμε να βρούμε ϋναν παρϊγοντα του αριθμού 583. 

Παρατηρούμε ότι: 

25 ≡ 42 = 2 ∙ 3 ∙ 7 mod 583    και  31 ≡ 378 = 2 ∙ 3 ∙ 7 mod 583,                    

ϊρα, (31 ∙ 25  = 775 ≡ 192 ≡ 2 ∙ 3 ∙ 7 = (2 ∙ 3 ∙ 7   = 126  mod 583, 

δηλαδό 192 ≡ 126  mod 583 που εύναι η ςχϋςη που ψϊχναμε. 

Ϊρα, (192 − 126)(192 + 126  = πολ 583   66∙318= πολ 583, από όπου 

προκύπτει ότι το 11 διαιρεύ το 583(= 11∙53). 

 

Σο ερώτημα ςτο παραπϊνω παρϊδειγμα εύναι πωσ βρόκαμε αποδοτικϊ το 25 και 

το 31. ύμφωνα με τη μϋθοδο του Dixon θα δοκιμϊζαμε όλουσ τουσ αριθμούσ 
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από το  √583  =24 μϋχρι το 31. Η διαφορϊ του QS εύναι ότι χρηςιμοποιεύ ϋναν 

πολύ πιο αποτελεςματικό τρόπο, ο οπούοσ ονομϊζεται sieving (κοςκύνιςμα  και 

θα τον αναλύςουμε παρακϊτω. 

 

Οριςμόσ (Βϊςη Παραγοντοπούηςησ QS): 

Ορύζουμε ωσ βϊςη παραγοντοπούηςησ για τη μϋθοδο Quadratic Sieve το ςύνολο 

Β=(p:p πρώτοσ , p≤B και (
 

 
 = 1. 

 

Κοςκύνιςμα (Sieving):  

Οι αριθμού όπωσ εύπαμε που εξετϊζει το QS εύναι τησ μορφόσ (x  √n    − n. 

Ψϊχνουμε ποιοι από τουσ αριθμούσ διαιρούνται αποκλειςτικϊ με πρώτουσ τησ 

βϊςησ παραγοντοπούηςησ. Σο κοςκύνιςμα ϋγκειται ςτο να βρούμε όλουσ τουσ 

αριθμούσ τησ μορφόσ (x  √n    − n που διαιρούνται με τον p , πρώτο τησ 

βϊςησ, δηλαδό (x  √n    − n ≡ 0 mod p , μετϊ με τον p  κλπ. υνδυϊζοντασ 

όλεσ αυτϋσ τισ ιςοτιμύεσ θα πϊρουμε αριθμούσ που διαιρούνται με όλουσ ό με 

κϊποιουσ αριθμούσ τησ βϊςησ παραγοντοπούηςησ. Αυτού με τη ςειρϊ τουσ που 

διαιρούνται με τουσ περιςςότερουσ αριθμούσ τησ βϊςησ θα εύναι και πιο πιθανό 

να εύναι λεύοι. τουσ πρώτουσ τησ βϊςεισ που εφαρμόζουμε το κοςκύνιςμα 

μπορούν να προςθϋςουμε και κϊποιεσ δυνϊμεισ τουσ, ϋτςι ώςτε να βελτιώςουμε 

την ακρύβεια. 

 

χόλια και παρατηρόςεισ για το Κοςκύνιςμα: 

1. Θα πρϋπει να παρατηρόςουμε ότι (x+kp  √n    − n ≡ (x  √n    −

n mod p,  με p πρώτο και k ακϋραιο. Ϊρα, ςε κϊθε x αντιςτοιχεύ μια ολόκληρη 

οικογϋνεια από αριθμούσ που απϋχουν p μεταξύ τουσ. 

2. Επύςησ, παρατηρούμε γιατύ ςτον οριςμό τησ βϊςησ παραγοντοπούηςησ 

βϊλαμε και τη ςυνθόκη (
 

 
) = 1, καθώσ λύνουμε ιςοτιμύεσ τησ μορφόσ                                    

(x  √n    − n ≡ 0 mod p  n ≡ (x  √n     mod p  (
 

 
) = 1. 

 

Παρϊδειγμα: 

Ϋςτω ότι θϋλουμε να βρούμε ϋναν μη τετριμμϋνο παρϊγοντα του αριθμού 

n=583 του προηγούμενου παραδεύγματοσ. Η βϊςη παραγοντοπούηςησ που θα 
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χρηςιμοποιόςουμε θα εύναι η Β={2, 3, 7}, οι οπούοι εύναι οι μόνοι πρώτοι αριθμού 

μϋχρι το 19 για τουσ οπούουσ το 583 εύναι τετραγωνικό υπόλοιπο. 

 √583  = 24 

(x+24  − 583 ≡ 0 mod 2  x ≡ 1 mod 2,                                                                                                        

ϊρα για  x = 1  2k, o (x  24  − 583 διαιρεύται με το 2. 

(x+24  − 583 ≡ 0 mod 3  x = 1  3k  ό  x = 2  3k 

(x+24  − 583 ≡ 0 mod 7  x = 1  7k  ό  x = 0  7k 

 

Ϋχουμε τον παρακϊτω πύνακα: 

 

 

 

Βλϋπουμε λοιπόν ότι μετϊ τισ διαδοχικϋσ διαιρϋςεισ, για x= 1 και x= 7 η 

ποςότητα (x+24  − 583 ϋχει πϊρει τισ ελϊχιςτεσ τιμϋσ τησ 1 και 9, αντύςτοιχα. 

Ϊρα, για x=1 και x=7 ϋχουμε τισ περιςςότερεσ πιθανότητεσ να πετύχουμε λεύουσ 

αριθμούσ. (Για x=1 ςύγουρα ϋχουμε πετύχει ϋναν λεύο αριθμό . 

Ϊρα ϋχουμε: 

x=1: (1+24   − 583 = 42 = 2 ∙ 3 ∙ 7 

x=7:(7+24   − 583 = 378 = 2 ∙ 3 ∙ 7, οι οπούοι εύναι λεύοι αριθμού και 

ςυνεχύζουμε όπωσ ςτο προηγούμενο παρϊδειγμα. 

Όπωσ βλϋπουμε η διαδικαςύα αυτό εύναι αρκετϊ χρονοβόρα για μικρούσ 

αριθμούσ, όπωσ το 583, εύναι όμωσ αποδοτικό για μεγϊλουσ ακεραύουσ, για 

παρϊδειγμα 100 ψηφύων. 

 

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

(x+24  − 583 42 93 146 201 258 317 378 441 506 573 

Διαύρ. με 2 21 93 73 201 129 317 189 441 253 573 

Διαύρ . με 3 7 31 73 67 43 317 63 147 253 191 

Διαύρ . με 7 1 31 73 67 43 317 9 21 253 191 
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Αλγόριθμοσ (Quadratic Sieve): 

 

INPUT: ϋνα περιττό ακϋραιο n≥ 3, o οπούοσ δεν εύναι πρώτοσ. 

OUTPUT: ϋναν μη τετριμμϋνο παρϊγοντα d του n. 

1. Η βϊςη παραγοντοπούηςησ B={p , p ,  . , p }, όπου p = 2 και                  

p (j > 2  εύναι ο j- πρώτοσ, για τον οπούο το n εύναι τετραγωνικό 

υπόλοιπο. 

2. α ← 1. 

3. For (2 ≤ i ≤ t  βρεσ ρύζεσ     α  τησ ιςοτιμύασ  α 
 ≡ n mod p . 

4. Εφϊρμοςε το κοςκύνιςμα ςτην ακολουθύα x − n, με x = √n|,                                              

 √n   1,  για να βρεισ t=1 διαφορετικϊ ζευγϊρια (x, x − n , με x − n 

Β-λεύο και ενςωμϊτωςϋ τα ςτο ςύνολο S. 

5. For ((x, x − n      

a. Βρεσ την παραγοντοπούηςη του x − n = ∏ p 
  . 

    

b. v⃗ (x − n ← (e , e ,   . , e  . 

6. Δημιούργηςε ϋναν πύνακα (t+1) x t, με γραμμϋσ τα ςτοιχεύα του v για τα 

διϊφορα x − n , υπολογιςμϋνα όμωσ modulo 2. 

7. Χρηςιμοπούηςε αλγόριθμουσ γραμμικόσ ϊλγεβρασ, για παρϊδειγμα τη 

μϋθοδο απαλοιφόσ Gauss, για να βρεισ ϋνα μη τετριμμϋνο ςύνολο των 

γραμμών του πύνακα, του οπούου το ϊθροιςμα των ςτοιχεύων να εύναι ύςο 

με μηδϋν, ϋςτω v⃗ (x   v⃗ (x     v⃗ (x  = 0⃗ . 

8. Θϋςε x← x x ∙   . .∙ x  mod n. 

9. y← √(x 
 − n (x 

 − n ∙  ∙ (x 
 − n , η ρύζα θα προκύψει ϊμεςα από το ότι 

γνωρύζουμε την παραγοντοπούηςη του τϋλειου τετραγώνου                            

(x 
 − n (x 

 − n ∙  ∙ (x 
 − n . 

10. Τπολόγιςε το d= (x −y, n). 

11. Return d.∎ 

 

Παρατηρόςεισ: 

1. Βλϋπουμε ότι ο αλγόριθμοσ ϋχει ωσ εύςοδο ϋναν περιττό, ο οπούοσ δεν 

εύναι πρώτοσ. Σο αν εύναι πρώτοσ ό όχι αυτόσ ο αριθμόσ μπορεύ να ελεγχθεύ με 

ϋνα τεςτ πιςτοπούηςησ πρώτου, πχ Miller – Rabin. 



 

46 
 

2. Γενικότερα ο παραπϊνω αλγόριθμοσ εύναι εντελώσ παρόμοιοσ με αυτόν 

τησ μεθόδου Dixon, με τη μόνη διαφορϊ ςτη διαδικαςύα του κοςκινύςματοσ και 

ςτην εύρεςη των λεύων αριθμών. 

3. Μπορούμε να βελτιώςουμε την υπολογιςτικό πολυπλοκότητα του 

παραπϊνω αλγορύθμου, αν επιλϋξουμε t   *
 

 
,
 

 
+, Κϊτι που προκύπτει από τη 

θεωρύα για την κατανομό των λεύων αριθμών κοντϊ ςτο √n. 

4. Με τη βελτύωςη τησ 3ησ παρατόρηςησ η υπολογιςτικό πολυπλοκότητα 

του QS εύναι   *
 

 
,
 

 
+ όπου γενικϊ 

    α, c = 0 (exp ((c  0(1 )) (ln q   (ln lnq     ). 
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3.4. Ο αλγόριθμοσ Pollard Rho 

 

 

Η βαςικό ιδϋα του αλγορύθμου:  

 

Ϋςτω p ο μικρότεροσ πρώτοσ διαιρϋτησ του n και x, x’ ακϋραιοι ςτο   , τϋτοιοι 

ώςτε x ≠ x’ και x = x’ mod p. Σότε p ≤ ΜΚΔ (x−x’, n)< n και υπολογύζοντασ τον 

ΜΚΔ θα βρούμε ϋναν μη τετριμμϋνο παρϊγοντα του n. Ϋςτω ότι θϋλουμε να 

παραγοντοποιόςουμε τον n επιλϋγοντασ πρώτα ϋνα τυχαύο υποςύνολο Χ του    

και ςτη ςυνϋχεια υπολογύζοντασ τουσ ΜΚΔ (x−x’, n) για όλα τα x, x’ ςτο Χ με 

x≠x’. 

 

Η μϋθοδοσ αυτό θα εύναι επιτυχόσ μόνο ςτην περύπτωςη που η απεικόνιςη                   

x   x mod p οδηγεύ ςε τουλϊχιςτον μύα ςύγκρουςη για το x   Χ. Η περύπτωςη 

αυτό ςτηρύζεται το παρϊδοξο των γενεθλύων το οπούο θα δούμε παρακϊτω.  

 

 

Οριςμόσ: 

 

Μύα ςύγκρουςη τησ ςυνϊρτηςησ f εύναι ϋνα ζεύγοσ (x,x’  ςτο πεδύο οριςμού για 

το οπούο ιςχύει x ≠ x’ και f( x )= f( x’). 

 

Θεώρημα (Σο παρϊδοξο των γενεθλύων : 

 

Ϋςτω n θετικόσ ακϋραιοσ και p ο μικρότεροσ μη τετριμμϋνοσ διαιρϋτησ. Η 

πιθανότητα να επιλϋξουμε δύο τυχαύουσ αριθμούσ x ,x , με x ≠ x  και x ≡

x  modulo n (δηλαδό να υπϊρχει ςύγκρουςη  ανϊμεςα ςε περύπου 1.17√n  εύναι 

μεγαλύτερη από 
 

 
. 

 

Απόδειξη: 

 

Θεωρούμε την ομϊδα των ακεραύων modulo n, δηλαδό το ςύνολο                                     

  = {0,1,2, . , n − 1}, με      = n. Θα υπολογύςουμε την πιθανότητα να μην 

επιλεχθούν ύςα ςτοιχεύα μετϊ από k διαδοχικϋσ τυχαύεσ επιλογϋσ αριθμών από 

το   .Η πιθανότητα επιλογόσ ενόσ ςυγκεκριμϋνου ςτοιχεύου εύναι 
 

 
.  Η πρώτη  

μασ επιλογό εύναι αυθαύρετη. Η πιθανότητα η δεύτερη επιλογό να εύναι 

διαφορετικό από την πρώτη εύναι 
   

 
= 1 −

 

 
. Η πιθανότητα η τρύτη επιλογό να 

εύναι διαφορετικό από τισ προηγούμενεσ δύο εύναι 
   

 
= 1 −

 

 
 κ.ο.κ. 

Ϋτςι, η πιθανότητα επιλογόσ k ςτοιχεύων χωρύσ ςυγκρούςεισ εύναι 
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 (1 −
 

 
) (1 −

 

 
) (1 −

 

 
) . (1 −

   

 
) = Π   

   (1 −
 

 
), όπωσ προκύπτει από την 

Πολλαπλαςιαςτικό Αρχό. 

 

Αν ο x εύναι μικρόσ πραγματικόσ, τότε 1− x   e  , όπωσ προκύπτει από την 

ανϊπτυξη ςε δυναμοςειρϊ του  e  : e  = 1 −
 

 !
 

  

 !
−

  

 !
  , − <  <  .  

υνεπώσ, αφού n πολύ μεγϊλο ϋπεται ότι 1−-
 

 
 e

 

 . Ϊρα, η ζητούμενη 

πιθανότητα εύναι η : 

Π   
   (1 −

1

n
)  Π   

   e
  
 = e 

 (    
  

. 

 

Η πιθανότητα εύρεςησ μιασ ςύγκρουςησ εύναι p  1 − e 
 (    

  
  και με 

ςυνεπαγωγϋσ καταλόγουμε k − k  2n in 
 

   
 και αγνοώντασ τον όρο −k  

καταλόγουμε k √2n ln 
 

   
. Ϊρα, για πιθανότητα ςύγκρουςησ P=

 

 
,  ϋχουμε 

k  1.17√n. 

 

Αλγόριθμοσ (Μϋθοδοσ παραγοντοπούηςησ Pollard Rho):  

 

INPUT: ϋνασ ςύνθετοσ ακϋραιοσ n, ο οπούοσ δεν εύναι πρώτοσ. 

1. Θϋςε  α← 2,  ← 2.           

2. For i=1,2,   

a. Τπολόγιςε  α←  α  1 mod n,  ←    1 mod n,  ←    1 mod n.  

b. Τπολόγιςε το d=( α-b,n). 

c. If 1<d<n then return (d  και τερμϊτιςε το πρόγραμμα με επιτυχύα. 

d. If d=n then τερμϊτιςε το πρόγραμμα με αποτυχύα.∎ 

 

Παρϊδειγμα:  

Ϋςτω n=1261(=13 ∙ 97 . Θα εφαρμόςουμε τον αλγόριθμο Pollard Rho. 

Α← 2, α ← 2  1 mod 1261 = 5,  ← 2,  ← 5,  ← 5  1 mod 1261 = 26. 

D= (5−26, 1261)=1 

Α← 26, ← 26  1 mod 1261 = 677,  ← 677  1 mod 1261 = 587. 

D=(26−587, 1261)=1. 
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Α← 677, ← 587  1 mod 1261 = 317,  ← 317  1 mod 1261 = 871. 

D=(677−871, 1261)=97. 

 

Ϊρα, ο αλγόριθμοσ βρόκε ϋναν μη τετριμμϋνο παρϊγοντα του 1261, το 97 ςε 3 

βόματα. 
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