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and Extremal Graph Theory, Rényi Institute, Budapest, Lecture on Endre Sze-
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� �����
 �� #$��!�
	��

�� �!� ��	� ����!	��� A,B ��� V (G)� �������
 G(A,B) �� 	� ���%�������
 ��

�������$�� �
 �!	��� ������	 A ∪B ��� ������ � ����� 
�	� 
�
�	
� � ����� ��� G

&&



�� ������ ���	
 �� �
� ��� ��� A ��� �� ��� ��� B �

��� ��������� G,H� �� H ⊂ G � �

����� ��� � H ��
�� 	�������� ��	 G� ��� �	�


�� �������������� �� ��� ��� ����
� �

��� � �� ��
 �

��� ��	 ��� �� ������ G ����

�
� 	�������� ���������� ��� H ��� H ��
�� ���	������� ��� G ��  ��� � 	����� ���

�
� ���� �
� ������
��� φ : V (H) → V (G) ������ !��� ��� ��� {x, y} ∈ E(H) ��

	��
������ ��� {φ(x), φ(y)} ∈ E(G)� " ����������� �
�� �	
���	 S �� �	�#���$���� ��

|S| � �� �S� ��� r ≥ 2� �	�#���$�	�� �� Kr �� ������ ������ r ���	�!
 ��� �� Kr
s

�� ������ ������ ��	 ���� ���  �������� ��	 �	
���	 �%
 ���	�!
 ��	 V �� r �������

������ !��� ��� ���� ��	 
� ���� �� ��� ��� ��  ����������� ������ ��� �������


|V1|, |V2|, . . . , |Vr| = s �

&� f(x) = O(g(x)) ���  �� �	����� �	
�������� f, g �� �

����� ��� 	����� �
�� �������

����������� ������� M ��� �
� ���!��� x0 ������� !��� ��� x > x0 �� ������ ���

|f(x)| ≤ M |g(x)|�
&� f(x) = o(g(x)) �� �

����� ��� ���� ��� ����� ������ �� ������ ��� limx→∞

f(x)

g(x)
=

0 ��� �� �� �
��� g�  ��� � ������� ��  �� �	
�������� ��	��$�
����

'����� � �
������� Cauchy-Schwarz � ����� �� ��������� ���
 ��� ��(� ��	 Regularity

Lemma �
������ ���
 �������! � ����� ��� ��� ��� ������������ �������� αi, bi ��% ���∑
a2i

∑
b2i ≥ (

∑
αibi)

2�

��� Regularity Pairs

'� regular pairs ��
�� ����������  ����� ���������� ��������� ��� �� ����� ������ ���

� �	�
����� �����	 ����� )�����	* ������	� 	������������ ��	� ��
�� ������	 � �� ��

��
 �	
����� �	�
����� ��	 �����������

������� �	
	�	 ����� 0 < ε < 1� ��	
���� ��� ���������� G ��� ��� �
��� �������

������� A ⊂ V,B ⊂ V � �
� ��� �� ������ (A,B)  ��� ε− regular �� ��� ��	 X ⊂ A

��� Y ⊂ B �� �!� � �����!�����

|X| > ε|A|, |Y | > ε|B|

�
"��� ���

|d(X,Y )− d(A,B)| < ε�

+,



ε− regularity

A d B

X, Y

ε− regularity

pseudo - randomness

ε − regularity A

d B Y ⊂ B

(A,B) ε−regular d

(1 − ε) a ∈ A (1 − ε)|A|
Y ⊂ B |Y | > ε|B| |deg(a, Y )|

|Y | > d− ε

X ⊂ A A

(d − ε)|Y | Y |X| ≤ εA

e(X,Y ) ≤ |X|(d− ε)|Y | d(X,Y ) =
e(X,Y )

|X||Y | ≤ d− ε = d(A,B)− ε (A,B)

ε− regular Y > ε|B| |X| ≤ εA

Regularity Lemma

regularity lemma

regular



������ ��	
 �� regular ������� ���������	���� ��� ���	������ ����� ���������

��	�	
� �� �	
� ��� �	 regularity lemma ��� ��� ��� ��� ����� ������� ��	�����

���� ��� ���	������ ����� ����������

������� �	
	�	 �Regularity Lemma, Szemerédi 1978�

��� ���	 ε > 0
 ��� ���	 ������ m
 ����	� ���� ������� M = M(ε) �	 ��� ����

����� ��������� ��� ���	 ������ G ����� ����������� m
 ����	� ��� �������� ���

������� ��� ���� � ��� �	 k ����	�� V = V1
⋃

V2
⋃ · · ·⋃Vk ������  ��	 �

• k ≤ M

• |Vi| ≤ �ε|V | ��� ���	 i

• ||Vi| − |Vj || ≤ 1 ��� ��� �� i, j �������������

• (Vi, Vj) 	!��� ε− regular ��� G ��� ��� �� "	����� (i, j) 	���� ��� �� ���# εk2 ���

�����$

 	 Regularity Lemma �� ��	����� � ����	 ������	 ��� ��� ����� �����!��

�����!� ����"� ��������!� ��	 	�	�	 �� ���� ��� �	 ���	 M(ε) ���� ����� ����	�

#���������� �	 ���	 ���� ���� �
��	� ��� $ � 
�	� ����	�	 �	� ε−5� %�����	� ��

����"�	�� ��� � �	� ��	 ����� ��������� ��	
� ��������� �� 	�	�� 	 ������� �!�

���"� �	�� ��	������ �	� ������	 ����� ������ ���"�� &����� �� �!���	�� ���

������ ������� � |V1| = n, |V2| = n ��� 	 ������� �!� ���"� ��� ����	
 ��������	�

��������� ����	� cn2 ��� ���	�� ������ c > 0 �

��� � ����	
 ��	
 �	 Regularity Lemma

#��� ������ ���� ���� �� ����� ��� ���������'�� ������	�	���	�� �	� ������� ��

�	(density) �� ��		
� ��� density �����!�� &����� �� X ���� ��� ��������	

�
�	�	 ��� Y ⊂ X) ��� � density �	� Y ���� |Y |
|X| � %�������	�� 	����	
� �� �"�	��

��� ��	 ������	 *�

+,



�� ����� ��	
�� ������	�� 	��� 	�����	�
�� ��� ������	� ��
 ������� ��� ���

�������� ��� Szemerédi� ���� �� ������� ��� Van der Waerden �� ����� ������	����

�� �� ! [dW27]"

������� �	
	�	 �Van der Waerden ����� ��	
� k, t 
����� ��
���� �������� ��������

�� ����
�	���� 
��� ��������� �� t ����
�� 
�
� �� ��� �� ��� �����!
��" #���$� k

���� #�� �� ��"��� 	� 
��%&�	
�� ��� ����
��" �%&	!�

#$��� �� ��%�� ��
 ���&� � density ����� ��� ���������� Van der Waerden� ����
 ��

������� ��� Szemerédi" �� ������� Van der Waerden ������ �� �'�(��� &��	� ��� ��

������� ��� Szemerédi� �� 	�����%�� ��
 ��� ��� ��(� ��� ���
	���
���� ����&(
	���

��� ��� �
� (�����
�� ��&	�
� �� (�
 ���
�� density" �� ����	����� ���� ����
 �����&

�%	����" �� ������� ���� ����
 ������
�� �
��	����� �� �� ������� ��� Ramsey �
�

(�����
	��%� ������&���� �� ����� ������	���� ������� ��� ��
� �������"

) �����
'� ��� ���������� ��� Van der Waerden ���� �����& 	��
(�
���� ��
 ����"

*	��	� �� ��
� �� ����� �����(� �
� ��� %���'� ��� ��
����
��� ������� ���� �����&

���&�� ���� ��� �������
��� �%	�� ��� �����
'��" �� ��
� ��� ����
������ ���& ����

�(�
 �� ��++ ��� ��� Shelah [She88]" �� ���%���� &�� ��
� �� ��������� 	��� Gowers

[Gow2] ��  ,,�� � ������ (��	
������	� �� ������� ��� Szemerédi"

-������	� ��� ���������� Van der Waerden �������� ��
 �� ������� Hales - Jewett

�� ����� 
	(���.���
 ��
/

������� �	
	�	 '�� �&�� k ∈ N ��� (�� �&�� r ∈ N �#&��� N0 = N0(k, r) 
�
���

�	
� (�� N ≥ N0� (�� �&�� �%)&�!
� � �� |A| = k ��� (�� �&�� r * ����
�	��

wN (A) =
⋃r

i=1wi 
�� %�+��� �"���� , �� (�&���
� 
�� �%)��"
�� �� �#&��� ���

��
��%!
" %�+! w(x) �"���� , {w(a) : a ∈ A} ��������
��"�

-
� �� ������� Hales Jewett �� ��%�� ���
		����� ��
 	�� ���� ��� ����	���"

$
 Erdös ��
 Turán �� ��01 [ET36]� ���(���	�� �� �������� ����� �������� ����
��%�

����
 ��� �
� ���
& �
��	��2� ����� ������(���� ��  ,,3 ��� ���� Green, Tao [GT08]4�

	(��
�& �� ��� %���'� ��
����
��� ������� 	���� ������� ��
���%�" 5����
��� �%�

�
��	���� � ����� ���������� ��� ��� Szemerédi ��
 ��
�� ���	�� 	�� ������� ���

�6



Szemerédi� ��� � �����	� �
����� ��� ����� ��������� ��� Szekeres� 
��	�����
 ��


�������� ���� k ≥ 1� ���	��
 ��� ε > 0� ����
� ��� ���� �������� ��� {1, . . . , n}�
����
������� ������
��� n(1−ε) �� ��	
���
 ������
��� ��� �	
����
�� �	���� ������

k� �� �� n(k) ����
 �	���� �������

� Endre Szemerédi ��
��� �����
�� ��  !"#� ���������� ��� �	��� �
���� �$�

Erdös ��
 Turán� ��
 ���
�� ��������� ������� ��� ���	�� �
�� �	
����
��� �	����� k

�	$��

������� �	
	�	 �Szemerédi 1975��

��� ��	
 	
���� ������ k > 2 ��� ε > 0 �����
� �� ������� n0 = n0(ε, k) �����

���
 �� n ≥ n0� A ⊂ {1, 2, . . . , n} ��� |A| > εn� ���
 �� � �
���
� ��� ���	������ ������

k �����

�
 ��	
����
� ��� ��$	������ ��� Szemerédi �
� k < 3 ����
 ���	
������� % ��	���$&

� �
� k = 3 ����������� �	��� ��� ��� Roth [Rot53] ��  !#'� % �����
�� �	�
�������

�������� Fourier� (� )�
�� ��
���	��� ��� �����
��� ����� ������$���� ��
 ���	��
 ���

�������� �� ���
�� density ��� ��� ��	
���
 �	
����
��� �	������ ������ ' ��
 ����

�	�
����
����� �������� Fourier� �� ����������� ��� ����� �� �*�����	� �������&

�� ��� ���
 ��� �� ��	
���
 �	
����
��� �	������� +��� � �
��
���� �� ��������
 ���

�������� ���� ������ ���������� ��������	�� ���  � �� ����� ,�
�� ����
 ��������

�
 Fourier ������
 ��� Roth ���
�������� ��� ��� Gowers [Gow98] ��  !!- �
�

k = 4� ��� �� .// ���
������� �
� ���� �
� ��	
����
� [Gow01]� % ������� ��� Gow-

ers �	�
������� ��
���	�
� �	������ ��� ��� ������ Fourier ��
 ��	�$� �� ��	�,���

Balog-Szemerédi-Gowers ������

� Szemerédi ��  !0! �����
�� ��� ������ ��	���$� �
� k = 4 �� �������� ��&

����
���� ��� ��  !"# ����,�	� ���
�� �� ��������
 ��
 �
� ��	
����
� �
� k > 4� �

Szemerédi �	�
������� 
��	� �	������ �
� ��� �����
�� ��� ��$� �� regularity lem-

ma�

 0



��� �����	 	�
����	 �� ���� � Furstenberg [FK78] 	������� �� ������	 ��������

������	� ��
������ ���������

��	 ���	��� 	�������  	������� ���� ��!�"	 �!� 
�	#��$�!� �	� ����
�	#��$�!�

%hypergraphs& ������ 	�� ���� Ruzsa, Szemerédi [RS78] �	� ����"����� ��� '�
�����

triangle removal lemma �� ���"� 	�	#���� ��� 	� ��	 
�$#��	 G �� n ����#�� ��������

�� ��'� εn3 ��"
!�	 ���� �'	 	��$ ��"
!�	 ������� �	 	#	������� 	� 	#	�������� ��

��'� c(ε)n2 	���� ���� c(ε) �"�	� ��	 �������	 ��� �$�� ��� ( 	� �� ε �$�� ��� (�

)*�	 ��'���	"� ������	 ��� �	 	�	#������ 
�	 '�
��� �'������	� �"�	� �� density

Hales - Jewett ������	� )+�!� �� ������	 Hales - Jewett �	� �� ������	 ��� Szemerédi


��������� �� ������	 Van der Waerden �� density Hales - Jewett 
�������� �	 Hales

- Jewett �	� Szemerédi ��!�,�	�	� -� ������	 	�	#���� �� ��,�.

������� �	
	
	 ��� ���� δ > 0 ��� ���� k� 	
����� n ���� ��� ���� 	
�������

�	 [k]n� 
	������ �	������� δ 
������� ��� combinatorial line�

-� density Hales - Jewett 	����"����� 	�� ���� Furstenberg, Katznelson [FK91] ��

����� / 	������� �������������� ��
	'�"	 	�� ��� ��
����, ��!�"	 �	��� ��"��� �	�

Ramsey ��!�,�	�	 ��!� �� ������	 ��� Carlson �	�������	� �� ������	 !� ��	 	��

�	 ��� �����'	 ���� �����	����,�

��



�������� 	

��� �����	
���� � Regularity
Lemma

���� ������	
��� 
��� ������� ��� Regularity Lemma �� ���� ���� ��� ��� �������

�������� ��� 
 ������� �����

��� �����	���	
��� ��
���

������� �	
	
	 �������� ��	� �
���
 ���������� G = (V,E)� ���� ���������� P

��
 �
�	��
 ��� ���
��� ��
 V �� V1, V2, . . . , Vk ��� ��� ���������� ε, d � ε � ����
��

�� reduced � cluster ������� R �� � �� !

• "� ���
��� ��
 ���� �� ������� V1, V2, . . . , Vk#

• $� ���
�� Vi �������� �� �� ���
�� Vj �� �� ��
���� (Vi, Vj) ���� ε− regular

�� �
��	���� ���������� ��	 d#

� 



reduced

P |V1| = |V2| = · · · =
|Vk| = l reduced ε, d, l



������� �	
	�	 �������� ��	� �
���
 ���������� R ���� �� ������� Rt�� R(t)��

�� ���� ��������� �� �������������
�� ���� ���
�� ��
 x ∈ V (R) �� ��� ������ t

��� ������� ���
�!� Vx ��� "�� ���
��� u ∈ Vx ��� v ∈ Vy �� ��!������ �� ���� ��

��� �	�� �� (x, y) ���� ���� ��� R#

��� �������	
� �� R = Kr� �� Rs = Kr
s �

��� �� ����� 	�
��	���

�� ��

� ��� 
�� ���� �� �� ��� 	����
� G ���� reduced 	����
� R ��� �� � ����
����

ε ����� ����� 
����� �� ���� 
���� ���	����
� H ��� ��������� �� Rs � ���������

��� �� G � �� � ���������
� ������  

������ �	�	
	 �Embedding Lemma� $�� ���� d ��� [0, 1]� ��� ���� Δ � 1 � 
������

ε0 > 0 ������ !���% ��� ���� ������� G� ��� ���� H ������� �� Δ(H) � Δ� ��� ����

s ∈ N ��� ��� ���� R reduced ������� ��
 G �� ���������
� ε � ε0,
2s

dΔ
� l ��� d� ������

	�� %

H ⊆ Rs ⇒ H ⊆ G #

! ������"� ����� � �"���

&�	"�� �# #����	��
� ε0 ���� ��� ε0 < d ��� (d− ε0)
Δ −Δε0 �

1

2
dΔ

$%&

� ! �����	� ��� ����� ����� ���' (d − ε)Δ − Δε → dΔ ��� �� ����� �����
� ���

�������� �� ������"���

�� ��(�����
� �� {V0, V1, . . . , Vk} ����� � ε − regular ���
����� 
� ������� ��)

������� d ��� ���
��*��� ��� � R� 
� |V0| = |V1| = · · · = |Vk| = m� +�����

V (R) = {V1, V2, . . . , Vk} �

,-



�� ��������	
 �� �� H ��
 ������� u1, u2, . . . , uh� �
����	
 �� �� H 
��� ����

�����	� ��� R(t)� ���
��� ���
 ������ ��� ui ����
 �
 ����� ��� �� t � ���� � ���

R(t)� �� ����� �� �� ��	!� ����	
 	
 Rt
j � "� �#� �����
 	� ��
����� σ : i �→ j ���

��
����$
 ���
 i ������ ��� H �
 ����� j � t � ���� � ��� R(t)�

�� ��	
 �� 
	���
����	
 ��� ��� ����� ������� u1, u2, . . . , uh ��� �����	� G �

���� ��� �� ������	
� 	
 !��� �� ���� �������� ��	!� �	��� �� ���� ���	��� ���


������� %�%� 
��� 	� 
	���
��� ui �→ vi ∈ Vσ(i) ��� �����	���� H ��� ��������	�

��� G� "� �#� �
 �� ���$����	
 v1, v2, . . . vh #��
��	��
� �������� ���� #�� vi, vj

�� 
������� 	
 ��	� �� �� 	��� �� � ��������
� ui, uj 
������� 	
 ��	� ��� H�

�� 
	���
����	
 ��� ��� ����� ��� ������� 
�������� &� ���
 ������ ��� 
	�

���
���	
 ui �� ����	
 ��� ���� � Yi ��� ���'��
� ������� �� ����� �� 	�����
 	���

�� ���� �(
 ���� �
 �� 
� ��� vi � &� ���
 ������ ui ����� �� Yi �� 
��� � �� ���

�� Vσ(i) � )��� �����
� �� Yi ���
��� 	�����
 �� 
(��* 
������� �� j < i �� ��

(ui, uj) ∈ E(H) �
� ����	
 ������ vj �� #�������	
 ���
 ���� �� ������� ��� Yi �

����
� #
� 
������� 	
 ��	� 	
 ��� vj � ���� �� �� ��	!� ����	
 �� 
(��*

Vσ(i) = Yi ⊆ Y 0
i ⊆ . . . Y i

i = {vi} �

���� 	
 Y j
i ��	!� �$��	
 ��� ��������� ��� Yi 	
�� ��� 
� ��� ��� vj �� ��� #������

��� ������� ��� �� ���� � Y j−1
i �

+
 !���  ���� ��� �������� 
������� #�#������ ���� �� ��	
 �� 
	���
����	


	� ������ uj 
 �����	
 � � �� i > j �� �� ����� (ui, uj) ∈ E(H) �� �� ���


����� i 
� ����	
 	�� ������ vj,� ����� �������� �� ����
 ��� Vσ(j) - ����
�������

���������� �� ��������� Yi �

. ���	�� ��� i > j �� �� ����� ���
 �� (ui, uj) ∈ E(H) 
��� �� �� � Δ 
(/

���	��� &� ���
 ����� i ��� 
� ����	
� ����
 �� 
(���� ����	
 �� �� ���� �

Y j
i = N(vj) ∩ Y j−1

i

0%



���

��� ����	�
�� �� 
�� ������ ������� 
�� ������� 
�� Yi ��� ��� ������
� ��

��� �� 
�� vj � ��� � ����� ���	 ������ ��
� 
�
��� � !���"�
� �� 
� � �����!����


� ���� #���� � ���� A = Vσ(j) � B = Vσ(i) �� Y = Y j−1
i � $����
� �� %�!� 
� ����

#���� �� 
� ������& �
� 
� |Y j−1
i | � �'�� 
����'�!
�� ������& εm� ���& �� �������& ��


� vj ��
�& �� 
� ���	 εm 
�� ������ � ��!���"��� �
� (

|Y j
i | � (d− ε)Y j−1

i �

�)�

*�����& !�����"��
& �� 
� ������� %��!����� �
� �� �� 
 i � ���& �� �������&

vj ��
�& �� 
� ���	 Δεm � � ��������	� 
�� �)��

+���& �� � ����������� � ����� � ������ � ����� ���� �
� 
� !	���� Y j−1
i 
� �����

�����!�� !� Y ⊆ Vσ(i) ��� � ���
�� ��
� �� 
� ������& εm � ,������� ������ �

��� ���� �
� �� ����!���& �������& ���� ���� �� 
�� ������ vj ��� ���
��� ��
� ��
�

�� t� -.��& ����� �� ���� ���& �� ������& vj ∈ Vσ(j)� ��
�& �� 
� ���	 Δmε � ����

�� ����& �� �������� *�����& ������ � ����� ���� �
� |Y j−1
i | −Δmε � t �

$����
� �
� �!'	��� ��	(

|Y j−1
i | −Δmε �3 (d− ε)Δm−Δmε � (d− ε0)

Δm−−Δmε0 �1
1

2
dΔm � t

�� �� 
 j � i �

/ ������ !��!� 
�� ����
�& ���	
��!�& �����
� !
� ������& �
� ����� 
��

���	
��!� !� �
�
������!
��� �
�������� !� ���	
��!� !� 0����
�'� �
�������� 1�

�������� �����
�& ���& �����
�&G� �����"���� 
� Regularity Lemma ���
��
&

��



���� ��� ε−regular ���	�
���� ���� ������� 	� ���� ���� ����������	� �� reduced

�
���	� R� ���� ��� �
���	� Rs� 	��
��	� �� ���
	���	� ��� ����������� �������

�� 
�	� ��! extremal graph theory� ���! �� �� 
�	� �� Turán� ��� ���� ������� 	�

��� ���"��
��� ��"���
�	�� ���! �� ��		� ��! �	������!� �� �����	� �� �� 
�	� ���

�
���� �
���	� G�

��� Extremal Graph Theory

#� ������ �
����	� ���� Extremal Graph Theory �"��� �� �$�! %

&���"��! 	��! ����������! L �
���	����� ��������	� ��� 	������ �
��	� ��	 � ���

�
���	� Gn 	��
�" �� ����� ��
"! �� ��
����� ������ ���
���	� L ∈ L � &����� ��'

���	� �� �
�����
"��	� ��� �������� %

ex(n,L) = maxL�Gn

L∈L
e(Gn)

�

()�� �
����� �� *+,*� 	� �� ����
��� �� 
�	� �� Pál Turán [Tur41]� �� ���"� �
��'

���
��� ��� 	��
���
� �
��	� ��	 � �� ��� ���� ��� ���
$� 	��! ��"��! r ��
� � ��

��� �
���	�� ��
����� ��
�����	� 	�� ��� ������ 	�
�� �� ���
�	���! %

������� �	
	�	 �Turán 1941�

�� Gn ����� 	�� 
����� �� n ����	� ��� ex(n,Kr) ≤
(
1− 1

r − 1

)
n2

2
� ���� Kr ⊂

Gn �

������ �	
	�	 � ���������� ������� χ ���� 
�������� H ����� � ���������� ��

����� ������� c� �	����� ���� �� ����	� ��� H � ���!� �� ����������!� �� c �������

��� ���	�� "��
��� ������  �� ��������� �� ���� ��� 
����� �� 	���� �� �#�� ������

-.



������ ��� 	
 ��� ��� 
������ 
���� �� ����
�����
 �
 ��� ���
�� ��� Regularity

Lemma ��� ������� ����� ��	���� ��������� �� �������� �
������

������� �	
	
	 �Erdös - Stone - Simonovits�

��� ���	 
����� H ��� ���	 ε > 0 �����	� n0� ������ ���	 
�� n ≥ n0�(
1− 1

χ(H)− 1
− ε

)
n2

2
≤ ex(n,H) ≤

(
1− 1

χ(H)− 1
+ ε

)
n2

2
�

��������  �� �� ���
�  ������ Kr� � ���������� ������� 
���� r� 	��
��� 	


��� ��� �
�����	�� �� �������� �
����� ��� Erdös, Stone, Simonovits ��� 
��� 	��

�
����� ��� Turán! "� �
����� ��� Erdös, Stone, Simonovits ��� ���
� ��� 
����	��

������ ����� ��� ������� ��� ��#�
� �� #�
� #��  ������ G #�	� �	�
 �� �
��#�
��� 	


���� ��  ������ Kr
s �  �� ���������
 r � 2 ��� s � 1 !

$� �
���	���
 �
 ���� ��� 
���� ��  ��	�� 	�� counting lemma!

����� �	
		 ����� G ��� 
����� ��� ���� X,Y, Z ��������� ��� ������� �������

V (G) � ����� ��� (X,Y ) � (Y, Z) ��� (Z,X) �� 	 ��� ε− regular !	�
���� �	 �������	"

d(X,Y ) = α� d(Y, Z) = β ��� d(Z,X) = γ � #��	 �� α, β, γ ≥ 2ε � � ������" ���

���
���� x, y, z �	 x ∈ X � y ∈ Y � z ∈ Z 	 ��� �����������

(1− 2ε)(α− ε)(β − ε)(γ − ε)|X||Y ||Z|�

$��%	�&� %� 	������	���
 �
 deg(x, Y ), deg(x, Z) ��� ������ ���  
������ ��� x 	��

Y ��� Z ���	������ ���
 �
 ��	� �� ���� &!'!' �����
� �� ���( ε|X| ������� x ∈ X�

�#����� �	�
 deg(x, Y ) ≤ (α−ε)|Y | ! )*���� �����
� �� ���( ε|X| ������� x ∈ X ��#�����

�	�
 deg(x, Z) ≤ (γ − ε)|Z| ! %� deg(x, Y ) > (α − ε)|Y | ��� deg(x, Z) > (γ − ε)|Z|� �
������� ��� ��� ���� 
���� �������	���

(α− ε)(β − ε)(γ − ε)|Y ||Z| �

��� �� �����	���
 �� ���� �(�
��  �� ��� �� x ∈ X� #����
 �� +���(�
��!

$� ����
�����
 ���� �� �
 ��
�� triangle removal lemma!

',



������� �	
	�	 �Triangle removal lemma�

��� ���	 ε > 0 
���	� δ > 0 ������ ���	� ���	 ������� Gn ��� �	 �� ���� δn3

�������� ����	� �� �	��	� ���� ������� �	 �� �� �����	���� �� ���� εn2 ������

�� !	�"�� ��������	
�� 
� Regularity Lemma ���
���� ���
ε

4
− regular ���������


�� G �� ��	��� ������	 V1, . . . , VK � ��������� ��� ���� xy�

• �	 �	���� �� ������� (Vi, Vj) �� ��	 ��	��
ε

4
− regular

• �	 �	���� �� ������� �� ��	�
�
� 
� ��� ε

2

• �	 � ������ x �	���� �� Vi �� |Vi| ≤ ε

4K
n �

 �	��� 
� ��
������ ��
� 
�	 �������� ��	�� �	� ��������� G
′

�� G! 
�
��� ��
�

��"� ������ 
�� �	���� �� �	� ������� (Vi, Vj) 
� ���� ��	��
ε

4
− regular ��� �#�� �$

�	�
�
� 
����#��
�	
ε

2
�

% ���"��� 
�	 ����	 �� ������&��� ��� 	� ��
�#���� 
�	 ��
� ��	"��� ��	�� 
�

���
ε

4
n2� % ���"��� 
�	 ����	 �� ������&��� ��� 	� ��
�#���� 
�	 ���
��� ��	"���

��	�� 
� ���
ε

2
n2 �� 
�	 ������ 
�� ��	�
�
���

% ���"��� 
�	 ����	 �� ������&��� ��� 	� ��
�#���� 
�	 
��
� ��	"��� ��	�� 
� ���

Kn
ε

4K
n�

'����� � ���"��� 
�	 ����	 �� �������
���	 �� 
�	 ����	� ����������! ��	�� 
�

��� εn2�

'� ��	� �� ����	�� ��	�� 	� ���(���� �
� 
� ������� ���	������ ������� G
′
�� �#�$

��
��
��� ��
� 
�	 �������� 
�	 ����	 ��	 ����#�� 
����	�� )��
� �
� ���#��	 �����

����� 
����	� �
� �������! ��
� xyz ��� x ∈ Vi ! y ∈ Vj ! z ∈ Vk� '�
� 
� ��������

(Vi, Vj)! (Vj , Vk)! (Vi, Vk) "� ��	�� ���
ε

4
− regular ��� �� ��	�
�
� 
����#��
�	

ε

2
���

���� |Vi|, |Vj |, |Vk| ≥ ε

4K
n! 
�
� �� 
� ��������	� �����! �#���� �
� "� ���#��	

���� 
����	� �
� ������� �� 
� ��	����� ��"�� 
��� "� ��	���

(
1− ε

2

)( ε

4

)3 ( ε

4K

)3
n3�

*+



�� ������	 
�� δ =
ε6

220K3
� ���� ����	
�� �� �	�	�

�� ���	
�� ���� ��� �������� �	
 ��������	� Erdós, Stone, Simonovits�

��������	 ����� r, s ���� ���� �������� �	
 ��������	�� ��� s = 1 � �	 ��	� !����

��	�"���� ���� ��� �	 ������� �	
 Turán� #���� �� ������	
�� ��� s � 2� ����! 	�

 ��� γ = ε ���� �
�� ���! $���� ��� ��� �������� �	
 ��������	� �

% �
!!	$������ �	
 �� ��	!	
���	
�� ����� � ����& �� '�����	�	���	
�� �	 regu-

larity lemma $�� �� ���$	
��  �� reduced $����� �	 	�	�	 �� ���� '�� �	 Kr '��(

���	�	������ �	 ������� �	
 Turán� )�	����� $�� �� �
���� ��� � �	�	 	� ���!	$ �

��� ����� ���� ε, d, l �	
 reduced $�������	� �� ��� �� ����� ���!!�!�� ��� �� 	� ��(

�����	� ��� ε − regular ���� ����� �� ��� ��� �
� � �� ����� ���!!�!��� �#!� �
� ��

��	���	����	"� � �� �	
 !�����	� ���"��
���� *�!�� !	���� �	 Rs �� ���� '��  �� Kr
s

��� ��� �	 !���� ��� ���"��
��� �� ��	� �	
�� �� �	"�� ��� �	 ���	 ��'"�� ��� $�� �	 G�

��!��� �� ��'"�� Kr
s ⊂ G �

��� d := γ ��� Δ := Δ(Kr
s )� �	 !���� ��� ���"��
��� ��� ������ ���  �� ε0 ���� ��

�������	
�� �	 regularity lemma�  ��� m >
1

γ
��� ���! $	
�� ε � ε0 �+	 �
��	!�����

��� ���� ����� ��	 ���	 ε ��� ���������,� ε <
γ

2
< 1 � ��� δ := 2γ− ε2−4ε−d− 1

m
> 0�

-
�� ����� ������ ��	" 2γ− d− 1

m
> 0 � ��� ε ��� m �	 regularity lemma ��� �����  ���

������ M(ε)� .�	� �	
�� ��� 	� n �	�
� � �	
 G �����

n =
2Ms

dΔ(1− ε)

% �	������ �
�� ����� �	
!'���	� m� �
����� ��� �	 Regularity Lemma� ��	��	"��

��� ε− regular ���� ���� {V1, . . . , Vk} �	
 G� �� m � k � M � ����� |V1| = |V2| = · · · =
|Vk| := l � *��� n � kl ���

l =
n− |V0|

k
� n− εn

M
=

1− ε

M
� 2s

dΔ
�

����� R �	 reduced $����� �	
 G �	
 ��	�"���� ��� ��� ������� ���� ����� -��

�	 !���� ��� ���"��
��� $�� �	 $����� R ���� ��	 �
/� �������� ��� $�� ��� ����(

01



������� ε� d� l 	
�� �
�������� 
���
���� ������ 	� �� Kr ⊆ R ��� ���� ����
��

Kr
s ⊆ Rs�� �	�� Kr

s ⊆ G�

���� �� �
���������� 	
�� ��������� �� ���� ���� ��� �
	������ 	� �� reduced

������� 
�� 
����� �� ���� ������ 
���	 !��� �� 
����� �� Kr � ������ �� �
����"

����� 	� Kr ⊆ R �
	 �� #�!���� ��� Turán� $� �
������� ���	� �	�� �� %��� ���

������ 
���
��� ����������� � �
	���� ��� ����!���

&��
� �� �
��������� 	� ������ regular - pairs (Vi, Vj)� ����� 
���	���� ������"

���� d � $��	 ���� �
��	���#� ��� �
	#���� ��� #��������� 	� � ��#�	� ��� ���!�

#� ���� ����������

(
1− 1

r − 1
+ ε

)
n2

2
� ���' � 
���	���� ��� reduced ���������� #�

���� ����������

(
1− 1

r − 1
+ ε

)
� ($�� �
	 �� #�!���� ��� Turán #� 
����� �������

�� Kr�

)*



�������� 	

��������	
 ��������	


�� ���� �� ��	
���� � �
����� ��� �������� ���� ������ ��� ��� ��
��� ����������

������� �� ������� �������	��� ����� ��� �����
���� �� ������ ��� Szemerédi�

� ��� ����� ��� ������� ������� �� ��������� !additive" ����� � ��� � ������ #� ������

���� �����
 ��� ���������� ������������ !additive combinatorics"� $����
�� �����%

����� �
������ �������� ��� �� ������ �� ��������� �����

������� �	
	�	 ��� �����	
��� ���� Z 	���� �� ��	����� ���� 	 	��
	���� �����

� � ������	 �� ������	 ��� �� ����� �������������� nx ∈ Z� �
�� n ∈ Z ��� x ∈ Z

	 
�� ������ 
���� ��� 
�� �����	���� ��� �����	
���  additive! ������ 	�����	


� "	�#��� (A,Z)� ���� Z 	���� �� �����	
��� ���� ��� A 	���� ��� �	�	������ �

�	�� ��������� 
�� Z� ������� ��� ���$	����
	 �	 ��
� ��� ��� A ��� 
� Z 
��

���$����	 ��� �	���������� ���� 
�� �����	
���� ��������

%� A,B 	���� �����	
��� ��������� 
�� Z 
�
	 ���"��	 
� ������� �������

A+B := {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

��� 
�� ���$��� ������� ���

A−B := {a− b : a ∈ A,B ∈ B}

&������� �����	 �� ������	 
� 	����������	�� ������� kA := {a1+ · · ·+ak :

a1, . . . , ak ∈ A}

&'



�� ������	
�� ����� ������ �� ����� ��� ��� ������ ��� ��� 
����� �������

	
�� ����� ������
��� 
������ ������	
��� ����� ����
 � ����� ��
���	
��� ����� �

a+ [0, N)r := {a, a+ r, . . . , a+ (N − 1)r}�

�� �� �����
 ����
�� ��� ��	�� �
� 	� ���� ������	
�� ����
 ��� ����� ����
 ���

�����
���� ���	���� !���
� ����������	� 	� ����� �� �������� �� ����
����
����

��� ��	�� ����
 	� ����"

• 	� A+A ����
 #�
���#

• 	� A−A ����
 #�
���#

• �������� ������ 	�	����� 	�� ���$�� (a1, a2, a3, a4) ∈ A×A×A×A 	�	�
�� ��	�

a1 + a2 = a3 + a4

• �������� ������ 	�	����� 	�� ���$�� (a1, a2, a3, a4) ∈ A×A×A×A 	�	�
�� ��	�

a1 − a2 = a3 − a4

• ���
 �%��� ��	������	
��� Fourier 1̂A &�� ��
�	�� �	�� ������
�'�

�� 	����	��� �����	��
�	
�� ���
 
�
��	��� ������� �
� 	�� ����	� 	�	�
 � ����� �

�� (��� 	�� ������� Fourier �� � �� ���� ��
 �	�� ������
��

��� Fourier analysis

����� �����	�


#)�� ��� 	� �������� �
� �� ���	������ 	�� ������	
�� ���� 	�	�
 � ����� � A ����
 ��


� ������� Fourier �
� ������ * Roth ����
�������� ��	� 	� �������� �
� �� ��������


	� ������� 	�� Szemerédi �
� k = 3 &� ���
�� ������� 	�� Roth'� +� ������� �
�

��	��� ���������� ��	�� 	 � ������� � ��
 ��� ��	� ����
����
������ �	�� �����
��

�
� 	�� ����� ��
���	
��� ����� �� +� ���
������� �� ����
��� ��
�����

,-



����� ����	
�

������� �	
	
	 ����� f ��� �	
���� f : Z → C � �����	�� ��
 ��� ���� �� f

�
 �������

EZ(f) = Ex∈Zf(x) :=
1

|Z|
∑

x∈Z f(x)�

������� �	
	�	 �����	�� �
 �	�
���� � ����
���� �
�� �	
���	 A ⊆ Z ��
 �

PZ(A) = Px∈Z(x ∈ A) := EZ(1A) =
|A|
|Z| �

��������	
��� �� 1A(x) � � ���� x ∈ A �� 1A(x) � � ������

��� �� �� ���� ��
�
��� �� ������
��� �����  �! " �"� #�����"��� �"� ������


�!�� Z/NZ�

������� �	
	�	 �Discrete Fourier Transform�

����� ��� �	
���� f : Z/NZ → C � ��� ���� r ∈ Z/NZ  �����	�� ��
 !�������

"����#������� Fourier �Discrete Fourier Transform� �� f �
 �	
����

f̂(r) = Ex∈Z/NZ

⎛⎝f(x)e

2πirx

N

⎞⎠
�

$� ���
��� ��"� �������% �� ��� 
��	
��� �� e
(rx
N

)
�
� ��
 e

2πirx

N �

&!�� ��
��!��� �����'"� ��!�'"� ����"���� ��
���� '���! �� �
� 
���� �"�

(���
������"��� � pseudo - randomness�

������� �	
	�	 ��
� �$
��� A ⊆ Z/NZ ��
�� %�	&��	#��� �pseudo-random� �
  ����

��	 �� ���� &������ I ∈ Z/NZ �#�� ��'���� ������	
|I|
N

|A| ��� �� �&�� �	�(��
�� '��

���� λI := {λx : x ∈ I}�

)�
�
��� �� �*�����
��� �
� Discrete Fourier Transform #� �"� ���!��"�" 1A(x)

�� ��  !�" ���� �� 
���
��� '��! �"� ���
� �"� pseudo-randomness�

+�



������� �	
	�	 ����� A ⊆ Z/NZ� �� |A| = αN � 	
� ���� ε > 0 ���� 	
����� ��

A ε− pseudo-random 
� 	
� ���� 
� |1̂A(r)| ≤ ε ��
 ��
 r �= 0 � ������
�
� 
� 	
� ����


� |f̂(r)| ≤ ε ��
 ��
 �
 r � ���� f = 1A − α �

� ������ ��	 pseudo-randomness 
�	 ������ �� ���
� ���� ��� ��� ������ ���

����� pseudo-random ��� ��� ������ ��� ��� ����� pseudo-random�

����� �� ���	
�� �� Roth

������ �	
	�	 ����� α > 0 	
� N > N0(α)  ����� A ⊆ {1, . . . , N} ��
 ������

�������� αN  ���� �� A �������� ���
 �������
 ��
� 
�������	�� ������� (x, x+d, x+2d)

�� �����
� ��� ��� ������ ��	 ��������	�

������ � ��������

 ���!����
� ��� ��!���"���	�

• #!��� ��!���"�� $ �� A �� ����� pseudo-random ��� ����� ε�

•  ����!� ��!���"�� $ �� A �� 
�� ����� pseudo-random�

!�������� "

%���!�&�
���� ��� �� A ��!����� ������ α3N2 �!��� �!"� �!��
�����	 �!�����	�

������ �

'!���
������
� ��� ������!�(� Discrete Fourier Transform

1̂A(x) =
∑

r 1̂A(r)e

(−rx

N

)
) �!��
�	 �"� �!��� �!"� �!��
������ �!���"� ��� A ����� $

∑
x,d 1̂A(x)1̂A(x+d)1̂A(x+2d) =

∑
x,d

∑
r,s,t 1̂A(r)e

(rx
N

)
1̂A(r)e

(
s(x+ d)

N

)
1̂A(r)e

(
t(x+ 2d)

N

)
=∑

r,s,t 1̂A(r)1̂A(s)1̂A(t)
∑

x e

(
(r + s+ t)

N

)∑
d e

(
(s+ 2t)d

N

)
�

���� ���������	 
�� balanced function

*+



�� r + s+ t �= 0 � s+ 2t �= 0� ���� ��	 	
� �	 	�����	�	 	�������	��

�� ��	
����	���� ��� ����� s = 2r, t = r �

���	  	������ ��� ����� ���� 	���������� 
����� �� A ���	� N2
∑

r 1̂A(r)
21̂A(−2r) =

α3N2 +N2
∑

r �=0 1̂A(r)
21̂A(−2r) �

� ��� �	 ���	� �������� � �� ��N2supr �=0|1̂A(−2r)
∑

r |1̂A(r)|2 ≤ N2ε
∑

r |1̂A(r)|2 =
N2εEx1A(x)

2 = N2εα � �
� � 	�������	 ��� ��	� ��� pseudo-randomness� ! 
���"

 ���	�	 ������	 ��� ��	� ����  �#����� �	������	 �� Parseval$

‖f̂‖22 = ‖f‖22� �
�$

‖f̂‖22 =
∑

r |f̂(r)|2 �	� ‖f‖22 = Ex|f(x)|2�

���	 �� ��� 	� ε � α2 �����A 
������� ������ α3N2 ����� ���� 	���������� 
������

��������	 


�%��� � �&�  A ��� ���	� pseudo-random� ���� |1̂A(r)| ≥ ε #�	 ��
� r � '� 	��

|1̂A(r)| = |Ex1A(x)e

2πirx

N | ≥ ε ⇒ A ∩ I >
|I|
N

A

#�	 ��
� (	����� ��#� ) �������	 I� *��� 
�	#�	�������	 �	 ����� ���
|A ∩ I|
|I| ≥

α+ cε �

���	 	����	����&�� � A �� � A
′
= A∩ I � � α �� � α

′
=

|A ∩ I|
|I| ≥ α+ ε �	� � N

�� � I� �	� �
	�	 	�+����� � ��� �
�������	�

! ��	���	��	 �	 ��	�	����� ���� 	
� α +��	�	 	�& �,� ����& � 
�������	 ���� ���� �

���	� ��������� � ��� �� -�

��� �����	
� ��� ������ ��� Roth

.��� 	
� � 
	�	
���� �����	� � 
	�	���� ������	$

/0



� �������� 	
 
��������� �� ��	 ���� ����� �� ������
 ��� Roth ��
 �������	

���	 
���������� �������� ; �

�� ��������� ����
 ��	 ��������� ��� �� A ��	
� pseudo-random� ��	
� 
 ���� ���


	 �� A ��	
� ε − pseudorandom �
� �� |A| = αN ! ���� �� A �
 �����"�� �"���	 α4N3

�������	 ���	 
���������� �������� ;

# 
��	���� ��	
� �"��

�� ����$����� �� �
�
���� �
�������
 %

A =
{
n ≤ N : |{n221/2}| ≤ α

2

}
! ���� �� ���������� 
��� �� ����� �	��	 
���
��

����� &�� ��������� ����� �	��	 �
	�	��� ��	 ������ ��� ��	� ��'�

(�
 �� �
�
��	� ��	� � ��"��� ���

• |A| ≈ αN &���	����
 �"���	 α'� # 
������ 
���� "����������� ��	 
	������


��� Weyl �
� ��� ����������	
 �� ����	�� ��� � n221/2(mod1) ��	
� ��������)


�
�
	�����	��

• �� A ��	
� pseudorandom 
���
 �
� ��
 ε ≈ 1

21/2
�

*����� �� A �"�� ��  �� �������	 ���	 
���������� ��������� +����
�� 
	 � �� ��

���� {n221/2}, {(n + d)221/2}, {(n + 2d)221/2} ��	
� ≤ α

2
!�� 
�$ n, n + d, n + 2d ∈ A !

���� 
����
�
 � �� ���
��� ���� {(n+3d)221/2} ≤ 7α

2
� ,� 
�$ � ���� n+3d -������
�

���
 ��� A �� ���
	����

1

7
�

*�����! ����"��	 �"���	 α3N2 ����	 ���	 
���������� ������� ��� A !
)�� �� A ��	
�

pseudo-random�

.�	���� ����"��	 �"���	
1

7
α3N2 �������	 ���	 
���������� �������� ��� A ���

��	
� �� � ���
 ����� 	������ 
�� �� α7N2 
	 �� α ��	
� ������� ��� ��
1

100
� /� ���


��$ � �		��
 ��� pseudo-randomness ��	 ��	
� 
����$ ��
 	
 � ���� ��� �������	 ���	


���������� ���������

��	
 ��� ��	��� �
�������
 ��� ����� �� � �"���� ��  �� �������	 ���	 
����������

��������! ���� 
�-�	�� ��  �����	� ��	������	� bracket quadratic� ,� 
�$ �� ��� ��


00



������ ��	 
���	 A =
{
n :

{
n21/2

{
n31/2

}} ≤ α

2

}
� ���� ���� ��� �� ������	 ����	

��� ��	 ���������	 ����������� ������� 
���	�

�����	 
�	 ������� �� �����
� �� ����������
� ��	 Fourier 
������	 ��� Roth ���

k = 4 � ����� �� ���������
� ��� �� ����
��������
� �� quadratic �����
����

 !



�������� 	

Quasirandomness �� �������
�	��
������ �
�������

��� �����	�


� ������� ��	 Regularity Lemma 
��� ����� �� ���������� �������� ���	 ��������

�������� �� �������� ��� extremal graph theory� �� �	�� �� �������� �� ���	�� 
�

���� ���� �� �� �����	�� �� ��	 ��	�������� !quasirandomness" ��� ����� ���  �����

���������# �� ��� ��$�	�� $�� �� triangle removal lemma �� �	�� ��� �� �	�����	��

�� �� ��� ��$� ��	 Regularity Lemma ���� ���  ����� ���������� %�� �� ���	�� �	��

�� ����	�����	�� �	������ ��& ����������& �����	��& ��	 �� 	������������ �����	�

�'��& �� ����� ��	 [Gow06]� (� )*+,# ���& ���
���� ��� ��� �������� �� ����# ��

Ruzsa, Szemerédi# ����� 
� ���� ����� � �$���	 �� ��'���� ��	 Roth ��� �� re-

gularity lemma� -�� ����� ����� 	����� � �����& �  ���� ��� ��������� ��� ��$� ��	

�����	& ���������& ��	 Szemerédi# ���������& �� ���������� �� Ruzsa, Szemerédi#

�� ����� ��������� �	��& ��& ����������& �� Vojta Rödl� -�� � 	��������� ����

�
����  � ��� ������ � �����	��� �� Regularity Lemma ���� ��� �� counting lemma

�� ����� ���
����� ��� ����$� 	��� ��' ��	 ����
����� �� ��	 ��	���� ���������

[FR92]� %������� �� .//.# �� Frankl ��� Rödl ���������� �� ��������� ��� 3 - uni-

form 	������������  ����& ��� ��� ��$� ��� �� ��������� k = 5 ��	 ���������& ��	

Szemerédi� 0$���������� ���� ��� )/ ����� �������# ���� � � ��������� 
� Regula-

rity Lemma ��� k− uniform 	������������# ������ � �����	�� ��	 counting lemma

��� ������� ������ ������
 � ��� �� ����������
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��� �� ���	�
��� ��� Ruzsa, Szemerédi

�������� �	
 ��	������	� �	
 Rödl ����� ���� ��������� ��� ���� ��������� � �����

��
�� �	
 �����������	� ��� Ruzsa, Szemerédi �	
 	������ ���� ����	����� ��������

�	
 ��������	� �	
 Roth� �� �	��� �	�� ���� ��  ����  ����� �
�	� �	
 �����������	��

!�"�	  ��� ���� �� ��	����	
� �	 #������	 triangle removal lemma� �	 	�	�	 ������

���� ��� �� ��	��	����	 ���#��	� �## ��� #��	
� �#�������� �� �	 ���������
�"�	
��

��"�

������� �	
	�	 ��� ���� c > 0 �	�
��� ��� ����
� α > 0 ��� ��� �	��� ����� � ��

G ����� ��� �	�����	��� �
����� �� n ��
���� 	�� 	�
����� �� 	��� αn3 �
������ ����

����� ������ �� ����
����� �� 	��� cn2 ����� �	� �� �
����� G ��� �� �� ������� ��

��� 	�
����� �
����� 

$ �������� �	
 �������	�� ���� ������� ������	�	��� �	 Regularity Lemma� �	 ���	

���� �	
 ��� ����� ��� �	 �"� �������� �	 α ��� �	 c ����� ����� ���#	�

%	 ������� ��"���� ��� �
�������� �	 ��"���� �	
 Roth� &'�� �	#� ���������  ���

����� �� ��	������� ��� triangle removal lemma ����� �	 Regularity Lemma  �#��"�	����

���� �	 ���	� �
�� ������� ������	�	�"���� �	 ������� ���������� �	 Solymosi(

������ �	
	
	 ��� ���� δ > 0 �	�
��� N ������ !��� ���� A ⊂ [N ]2 ��������

���������� δN2 	�
����� ��� �
���� ��� ��
��� (x, y), (x+ d, y), (x, y + d) �� d > 0  

�	����"� $ �������� �	
 �����������	� �	
 Solymosi ����� � ����( &'��� ��� ����	
��	��

�� �	 ���� ������� ������ �� �� ��	 ���	#� �	�
�"� {v1, v2, . . . , vn} ��� {w1, w2, . . . , wm}
( ��	
�� (vi, wj) ∈ E(G) �� ��� ���	 �� (i, j) ∈ A� )��*	
�� ��� ���� �#�� ��	�
������

( +�	 ������ (vi, wj), (vi′ , wj′ ) ,� ����� ������� �� ��� ������� �������
�- �� �����

��	������ �� ��� ���	 �� i+ j = i
′
+ j

′
� +�#��� ����	��� �#���� ��	�
������ �#�� ���

�������	
� �	
 �
��#	
 A ���� �������� ��� ��	 ������� ������

./



���� �����	 
�	����� � ����� ���
�	��	� ��	� �	 �	���	��	 �matching�� ����
�

�� ����� ��	� ���� �	� ������ ������ �	���	��	 
� �	 ��������  ����� ��	 ������

�	���	��	 (vi, wj), (vi′ , wj′ ) �	 ������� ��	 ������� 	��� ���! � (vi, wj′ )� " �������

j
′
= j + d ������ �� #������� ����
	�

$	 
��%���� ����� ��� 	�� �� �	�	��! 	�������� �� ������	 ��� Roth�

������� �	
	�	 ��� ���� δ > 0 �	�
���N ����� ���� ���� �	�������A ��� {1, 2, . . . , N}
������� ����������� δN 	�
���� ��� �
�������� 	
���� ������ ��

�	������� &��#���� �	 B ⊂ [N ]2 �� ����� ��! �! #���	��� (x, y) �����! ����

x− y ∈ A � ' �������	 ��� ������ B ��	� ���������� η > 0 �	� �%	����	� ��� 	��

�� δ � �(	���#!�	� �� ������	 )�*�* ��	 �� ����� B + �	������ ��	 ����
	 �����!

(x, y), (x+ d, y), (x, y + d) � ,��� �� 	������ x− y − d, x− y, x+ d− y �	 	���� ���

A �	� �	 	������� ��	 ������ - 	��������� ����
��

 ����� ��� ��������	��� ��� Rödl ��	 �	�	���� 	 ��������� �� ������	 )�*�. ��	

������	(��	�	 �����������	� �	 ��������� Regularity Lemma �	� counting lem-

ma�

-/



�������� �	� 
�	������	�� ������ � ������
 ��� simplex �
 ��� 3 - uniform ������

��
� �	� ����� �
���� 
��� ������� ������ ��� ����� {xyz, xyw, xzw, yzw} � ������

��� ���
� ������
������ �
����� ������ 

!��	�� "��� ���� 
���	 
�	���#� �� $
������
 ��	 ��$
 ����� 
��� 3 - uniform ��
�

������ 
���	 ��� ������ ��	 �	� ���� �
���� ��� ������ "�	�����# ��� 
���	 ���

�	��	������ ������� ���
 �� simplex ������
 �� �� ����������
 ��� �	� ��
� ���

�
��
��� 

%
 &��� ���� ��� �������� �� �
�	�
����� $
���� ��� ���������� ��� Rödl �	� ��

������ �
 ��
�������� 
���	 �� �������'

������� �	
	�	 ��� ���� �	���
� c > 0 ���
�� ��� �	���
� α > 0 �� 	�� ��������

����	�	�� �� H ����� ��� 3 - uniform ���
�
����� n ��
���� ��� ��
���� 	� ���� αn4

simplices� 	�	� ����� ������ �� ����
������ 	� ���� cn3 ����� ��� 	� H ��� �� �������

	� ���
�
����� �� ��� ��
���� simplices�

(��� ����)
	� ���� ��
	�
 ��	 � Solymosi� ��� �� $
���� * + * � ������
 
�����

�� �����
 ��� �����
	� �� ������� $
���� 

������� �	
	�	 ��� ���� δ > 0 ���
�� N 	�	��� ��	� ���� ��������� A ⊂ [N ]3

�������� 	������	�� δN3 ��
���� 	�	
��� 	�� ��
���

{(x, y, z), (x+ d, y, z), (x, y + d, z), (x, y, z + d)}

�� d > 0 �

,!��	�� �� $
���� ��� Szemerédi �	� ������� ������ * 
���	 
����� �����
	� ���

$
������� * + - [Sol03] 

(��
��� �� ����	�� ���	�����
	 �
�	�
����� regularity ��	 counting lemmas �	� ��

�
��������� $� ���
� �
 &��� ��� ������� 
�	)
	���������� �� �������
	 ����

����
	�� ��� $
������� ��� Szemerédi 

./



��� Quasirandomness

����� ����	
��	 �� �	 �
������	�� 	������� ��	 �
�����	�� ����	���� ��� �	�
��

����� ��� Szemerédi �	���	� �	 ��� �������� �
���� ��� quasirandomness�� pseudo-

randomness� !��� ���"#	�� ��� ��� ����	��� ��� Regularity Lemma #
��������	$���

"�� �	��� 	��#	$
��� ��� 	��� ��
��� % �� �$� ���� 	$��� quasirandom ���	 �� �	
�"#	�

���	
��"�	� ���"�� �� �	� 	$��� quasirandom #
�����������	 �������� �� non - qua-

sirandomness �� �	
���	 ���� 	���	�� &��� ��� 	������'�� 

(��
#��� �
	��$ �
����$ ��� ��� quasirandomness 	��� �
��������� �� ���$�� ��

������ "#	� ����	�#�	$� ��� 	$��� ���������� )� #
�������������	 ��� �
������ ����

����$ ��
�����*����� ��� ���� Chung, Graham ��� [CG90] 

������� �	
	�	 ����� G ��� 	
���� ������ �� ������ ������ X�Y � �����

|X| = M ��
 |Y | = N ��
 �� ���������� ��
 �� ������ G ���
 pMN ������ ���� �


��������� 
	
������ ��� G � ��
 
��	������!

i)" �
���� ��� ����	�� (x1, x2, y1, y2) ∈ X2×Y 2 �
� �
� ��� �� �
 x1y1, x1y2, x2y1, x2y2

� ��
 ����� ��� ���#����� G $4 - cycles% �� ��
 �� ���� p4M2N2 + c1M
2N2�

ii)&� X
′

��
 Y
′

� ��
 	�� ��������� ��� X,Y ��� ���
��� ���� � �
���� ��� ����� ���

�� X
′

��� Y
′

	
����
 ��� �� p|X ′ ||Y ′ | ���� c2MN �� �����

�� ��� �������	� 	$��� ��������	� ��� ��� "����� ��� ��� ��	 c2 > 0 ���
#	� c1 > 0

�"���� +��	 �� � i) ��#�	� ��� c1� � ii) ��#�	� ��� c2 � �� ���$��
��� �,�� �
����� ���

�� ���$� ��#�	� � �
+�� �������� ��� c1 = α ��	$��� α− quasirandom  

,$��� �	�
���"�� �� ���
$����	 ��� �������� ii �	 ��� �
���� ��� ε − regularity ���

�+���	 ���� �
#� ��� 	
���$�� -	 ����#	�+�	�� ������������ "#���	 ��� � ����"
� c1

�
"�	� �� 	$��� ε3 ��� �� ��
���	 ��� ε− regularity  

)� �
$����	 �+
� ��� "����� ��� quasirandomness ��� ��������� ��� ZN ��#�$�� ���

������� ���� �� ��� �
������	�� 	��������
����� . / 0� -	 ��� "����� mod − N

�
���� �� 	������	 ������ ��� ��
��� (α, α+ d, . . . , α(m− 1)d) � ���� � �
���	�� ��


$*	��� ���� ����� ZN  � �
����� �� ���	$ ���� �	 ��
�� ��������$�� ��������� [CG92] 

������� �	
	�	 ����� A ��� ��������� ��� ZN �������� pN � ���� �
 ���������

.1



��������� ��	 A �
��� ����������

i) � ������� ��� �������� (α, b, c, d) ∈ A4 ��� ��� ���
� ����� α + b = c + d ��
���

�� ���� p4N3 + c1N
3 �

ii) �� X �
��� ����������� mod−N ������� ���� |A ∩X| = p|X|+ c2N �

������� �	
���� ����	 quasirandom ��������
 ��� quasirandom ��
���
� ����

��������
���� � ��
 �������� ����������

����� A ⊂ ZN ����������� �� !
� ����!" ������ G � �	
 �� � ���#
 X = Y =

ZN ��� �� (x, y) ∈ X × Y $� �
#
 
��� � ��� �
 ��� �
 �
 x+ y ∈ A �

% ��� " ��
 quasirandom ��
���
 !��
� ���� ��
���" �� �� �� 	�
 ������� &

�� � � ���
������� �����'��� ������� � � �
 !
� �	
 � �'
�� � ��� quasirandom

 ������ ���
 �������� � � $������ " � � Roth�

�%��" ����������� ����� ��� �� �� �� 	�
 ������� & � ���� �'� ����
�� ����(

������ ��� ��
 ���'����� k = 4 � ���' � �������� !

 �� ��" quasirandomness ���
���'


� ��!���� ��" ���$����!" �� �� �" �������
 ���
 ���" ��
��� ��� � �� quadratic

���
��
�� ) ��!� �'
�� 
�  �'� �� �� �� ��
��� ��������& ��
 quadratic uniformity�

��# $�  �'� �� ���� !
� �	
 � �'
�� quadratically uniform ��� $� ��'� �� ����' ����

� �������� �'
�� ��
������� ��� ����
 � � $������ " *�+�,�

������� �	
	
	 ���� α > 0 � ���� 	������� A ⊂ ZN ��� ��	� pN �
��� α −
quadratically − uniform �� �� A8 ���� ��� �� ���� (p4 + α)N4 ������� ��� ���!���

(x, x+ α, x+ b, x+ c, x+ α+ b, x+ α+ c, x+ b+ c, x+ α+ b+ c) �

%� �������" (α, b, c, d) � α+b = c+d �'
�� �� '� �� " '� �
���� ��'� � ��" �������"

��"  ���" (x, x+α, x+ b, x+α+ b) � ����   ����" ����" ��
���	�� ��
 �������� i � �

$������ " *�+�,�

�'
�� ���� � ����&��� ��� 
� �
������ �� !
�  ���� ��� ��
 α− quasirandomness

*-



��� �� 3 - uniform � ���	�	�
����� �	���� �� ������������ ��� ���������� �������� qua-

dratic uniformity ��� �	�
����� ���� ������ ��� ��� ��� quasirandomness �� �	�
�����

��� ������� ���� �������� ��� ��� �� ���������� ��� quasirandomness �� ������ �� ���

quasirandomness �� �	�
�����  ��	����� ��� ����	�� �	�
��� G �� ������ ��	�
!�

X = Y = ZN ��� �� (x, y) ∈ X × Y  � ��!������ �� ���� �� ��� ���� �� x+ y ∈ A�

"������� �	���� ������ ��  ��	������ ��� ��� ��	������ ��� quadratic uniformity ��� 3 -

uniform ���	�	�
��� �� �	���	�� ���	�	�
���H �� ������ ��	�
!�X = Y = Z = ZN

�� ��� �	���� (x, y, z) ∈ X × Y × Z �� ���������� ���� �� ��� ���� �� x+ y + z ∈ A�

#�� �� ���������� ��� ����� ��� ���� ��� �	���� �� ������� ����� �� $	���� ���

��������� ���� ��� �	�
��� H ��� �� ����������� ���� ������� ���� ��	�$!� �� 4 -

cycles ���  ��	������ %�&�' ������������ ���� ���	���� ���  ��	������ %�&�(�

)� ����� �� ������������ ������	� ��� ���������� ��	���� ��� ����� ��� ������

����� ��� �	���	�� ���	�	�
��� H �� 
���������� ��� �� ����� ��� H ����� �	����� ��!

�� ������� �����	������ �� ������ ���� ��$��� *� �	!���� ��� �� ���� ������ ����� ��

���	���� �� $	���� ��� ����� ����+� ��� �	��!��� ��� ��� ��$���

#�� �� $	���� ������ ��� ���� ��� ����������  � ��	������ ���� ���� ����������� ���

������ ��� ��� quasirandomness ����+� ��� 4 - cycles ��� ��� ���	����� )� $��� ���

�	������ ��� ���� ��$��� ��� �� �	����� � ���	��� �	���� �� ��� �� ��� ��	�
�� ����

���	��!��� �� ����� ,�� �	�������������� ���� ��� �	�- ��� ��� ����	�� �	�
��� ��� 4

- cycle  � ������ ��	���+�� �	���� �� ��� �� ��� ����� ��� ���	����� ,�� ��� +������

��� ����������� ��� ���	��� ��� �� ������� ��� ����� � 4 - cycle ��� G ��� ������� ����

���	��� ����	����� (x1 + y1, x1 + y2, x2 + y1, x2 + y2) ��� ZN -� .����!� ������������

���� ��� ���������� ���	���� �� ����� ��� �� ����� ��� ��$�� ��� �	���	�� ���	�	�
��

�� ����� �� ������	� �� �����  � ����������� ��� �	������ /���� � ����������� ���	��

�� ���������� ��� ��� ��	������	�� �����������

.����!� ��� ������	� ����� �� �+��0 1� ����� ���� ���������� A ⊂ ZN �� �	������

��� �	���	�� 3 - uniform ���	�	�
��� H �� ������ ��	�
!� X = Y = Z = ZN �� �����

�� ������ ���� ��� �	����� (x, y, z) ������� !��� x+y+z ∈ A � 2	������ �� ������	�

�� ���� ,� ����������� ����- ���	�	�
��� �� ����� �� ������ ��� &����!� ��� ��	
��

%'



{(xi, yj , zk) : i, j, k ∈ {1, 2}} � ���� x1, x2 ∈ X ��� y1, y2 ∈ Z 	


������� ��� �������� ����� ��� ������ �������� ��������������� �� �� �������

��� ���� ����� ������� ��� H 	

 ���� ������ ������ ���� �� ������������ ��� �������! ������ ��� ��� α−quasirandomness

��� �� 3 - uniform � �������������	

������� �	
	�	 ����� H ��� �	
��	� 3 - uniform ���	�	����� �� ������ ��	����

X,Y, Z ������� L,M,N �������
�� ��
 � ���������� ��
 �� H ���
 pLMN �����

���� � H ����
 α− quasirandom �� ��	
���
 �� ���� (p8 + α)L2M2N2 ������	��

" ������� ������ �!���� ����� ������� ������ �� ���������� ��� ��� ������ ���!�

����� ��� �#� ��� �������� �����������	

$�� ������ ������� ����� �� ������� �� #���� ��� ��� ������ �������� ��!� ���

������� %	&	' ��� �� ����������� ��� �� �� ��������� ����� ���������	 ( ��������

�� ���� �� ������� ����� ��� ������� �� #������ #���� ��� ������ �������� ��� ��

���� �� ���������� β − vertex − uniformity ���� ��� ��� ����� �� ����� ��� ���

α−quasirandom & � ������� ����� β−vertex−uniform ��� ������ β ��� �� �)�������

��� �� α ���� �� �������� ��� �� �����	

*� ������� ������ ��� ������ ��� β − vertex− uniformity	

������� �	
	�	 ����� H ��� 3− uniform ���	�	����� �� ������ ��	���� X,Y, Z

������� L,M,N �������
�� ��
 � ���������� ��
 �� H ���
 pLMN ����� ���� ��

H ����
 β − vertex − uniform �� �
� ���� ��
���! ���������� X
′ ⊂ X,Y

′ ⊂ Y ��


Z
′ ⊂ Z � �	
��� ��� �	
���� (x, y, z) ∈ X

′ × Y
′ × Z

′
��� ��!��
 ��� H �
���	�
 ���

�� p|X ′ ||Y ′ ||Z ′ | �� ���� βLMN �

$�� ��������� � ����� ������������ ������ ��� ���� ����� ��� �������� ��� ������

�������� �� ��!������� %	&	' ����� ���� ��� γ − edge− uniformity 	

%+



������� �	
	�	 ����� H ��� 3− uniform 	
�������� �� ������ ���	��� X,Y, Z,

������ L,M,N ���������� ��� �� 	
�����	�� ��� �� H ���� pLMN ������ ���� �� H

����� γ− edge−uniform � �� �� ���� t ∈ [0, 1] ��� ���� �������� ������ G �� ������

���	��� X,Y, Z ��� tLMN ������� � ������� ��� ������� 
�	 �� ��� ��� H !�������

�
� �� ptLMN �� 
��� γLMN �

����� �����	
���� �� ����	�����
� ����� ����	��� ���� � ���	���
���� ����
��

������� ��������	 	� ����	�� ii)�� �����
��� ������ �� ��
	���
� �� 	 ����	� ii

�� !��� ��  �� ��
�� � ���!	
� ��� ���"��#���$ � �� ���! ��� ��� ������ ����	�

���% 
� ���!�
�� ��� ��������� ��� ������ ����!&�' �	���� ��� ����	� ��
��� ���(

!�
�� ������� ���������� �� ������� ����!&�� ����� !���������� ��������	 ������

�� ���
� �� 	 edge uniformity �� ��� �� 
�� ���"��� ��  �� 3 - uniform �������!	
� ���

���"��#��� $� �� ���! ��� ��� ������ ����	� ���% 
� ���!�
�� ��� ���������

��� ������ ��
&��

)��� ������� �	
���' ���� ���"������
�' ����� � ������� 	� ��������	� �� ���(

����
��� 
�� �� k - uniform �������!�
��� )��� k - partite k - uniform �������!	
�

H �����	�� p 
� ������ ����!&� Vi 
�� ���� Ni ����� quasirandom �� ���� "�� � ��(

�� (p2
k
+ c)(N1 . . . Nk)

2 k ( ������ �"����� ��� � c ����� 
����� ��� ����� �������
�'

��
!��� 
� �� ����
� ����* �� � H ����� ((k − 1)− edge)− uniform ��� 	�  �����

�� ��� ���"��#��� 
� ��� �� k -uniform �������!	
� ��� �������� ���  �� (k-1) -

uniform �������!	
�� ��& !������ ��� � ��������� "�������� �� ����
�� ����*� )���

quasirandom ���!	
� �� ����� 2 -uniform �������!	
� ���� �"� 1 - edge - uniform

�������!	
��

��� Quasirandom ������	�
��

+� ��!����� � ����������
� 	�  ����� 	� pseudorandomness ���� ������� 
 �� ��

Discrete Fourier Transform 	� "����	������� �� �����	�	� � ���
� ������� 
 ��

	� balanced �����	�	�� ���#�� �� ����	�����
� �� 	 �������� ��� ���� ����	' 	

���� ����	 �	���� �� ������� 
 �� ���������� ��� �������� �
 � �� ������ ����

[0, 1], [−1, 1],R+,R, {z ∈ C : |z| � 1} � � C' �������  �� 
����� ����� �	
�' ���

��



������� �	 
���������� ��������� ���� �� counting lemma �� 3 - uniform ����
�	���

�	�	�

� ������ �	� �� 	��� �	� ��� ������� ������	 ���	� �	 ������� ��� ������ ��� α −
quasirandomness ��� α − quasirandomness 
�	 ��	 ���	�� ������� 
�����	 �� ���

 �����	 ���	�������� !��� �������	 �	 	�����"���� �	 counting lemma �	� triangle

removal lemma ��  ��� 	��� ��� ��	�������� ��������

#������� �� ��  	���� ������	 $

������� �	�	
	 ����� X ��� Y �	
��� ������� M,N �
�������� ��� ���� f :

X × Y → [−1, 1] � ���� �� ����
� ��
�� ����	
���

i)
∑

x,x′
∑

y,y′∈Y f(x, y)f(x
′
, y)f(x, y

′
)f(x

′
, y

′
) � c1M

2N2 �

ii) ��� ���� ������� ��
�������
 u : X → [−1, 1] ��� v : Y → [−1, 1] ����� ���∑
x,y |f(x, y)u(x)v(y)| � c2MN �

iii) ��� ���� ������� ��
���
 X
′ ⊂ X ��� Y

′ ⊂ Y ����� � 
 �
���� ��

|∑x∈X′
∑

y∈Y ′ f(x, y)| � c3MN �

�������
 �

∑

x,y f(x, y) = 0 ���� ���� ��
�� ����	
�� � � 
 �������
 ����	��� ���

iv) ��� ���� ������� ��
���
 X
′ ⊂ X ��� Y

′ ⊂ Y ����� � 
 �
���� ��

∑
x∈X′

∑
y,∈Y ′ f(x, y) � c4MN �

���� ������	
��� 
��� ������� ���� �� �������	
��� ��� �� 
��� ��
� ��� f

����� ��� ���������
���	 
������
� ��� ����	����� ��� ��������� � �������� i ��

������	��� ��� ������ ��� 4− cycles ���� ������� ������ 

!�����" � !� ��������� �������� ��� �� ii 
�������� �� i  

""



����� ���
∑

x,x′
∑

y,y′∈Y f(x, y)f(x
′
, y)f(x, y

′
)f(x

′
, y

′
) > c1M

2N2

���	 
� ��
�����	 x
′
, y

′
���
�
 �
� 
�	������
 � ���	 � ���� ���� ��� 
������
���

∑
x,y f(x, y)f(x

′
, y)f(x, y

′
)f(x

′
, y

′
)

�
 	��
� �	�
��	�� 
�� c1MN  

!��	�"� �������	 �
 ��
�����	 x
′
, y

′
�����
 "��	 ��∑

x,x′
∑

y,y′∈Y f(x, y)f(x
′
, y)f(x, y

′
)f(x

′
, y

′
) > c1M

2N2

�
 	��
� �	�
��	�� 
�� c1MN  #
 ���� ������ ����	� �	 ����� 
� ������	 ���� ii ����

c2 = c1 �
� ���� u(x) = f(x, y
′
) �
� v(y) = f(x

′
, y)f(x

′
, y

′
)  

�� 
�������$� �������	� ����������"��
� ��� Cauchy - Schwarz 
�������
 %	�����	

����� ����&

|∑x,y |f(x, y)u(x)v(y)||4 =
((∑

x

∑
y f(x, y)u(x)v(y)

)2
)2

�
(
M

∑
x

(∑
y f(x, y)u(x)v(y)

)2
)

�
(
M

∑
x

(∑
y f(x, y)v(y)

)2
)2

= M2
(∑

x

∑
y,y

′ f(x, y)f(x, y
′
v(y)v(y

′
)
)2

� M2N2
∑

y,y′
(∑

x f(x, y)f(x, y
′
)v(y)v(y

′
)
)2

� M2N2
∑

x,x′
∑

y,y′ f(x, y)f(x, y
′
)f(x

′
, y)f(x

′
, y

′
)  

����� ����� 
� �� i 	��
� 
���� ���	 �� ii 	��
� 
���� ��
 c2 = c
1/4
1  

�� ii ���	���	�
� �
 iii �
� iv '#	 
�
���� 	�� ����� �
� ��� �����	�
 ������
� ����

u, v ��� �
�
����������� ���
����	�� ��� X
′
, Y

′

��������
( 

)�����	� ����� �
 �	�����	 ��� �� iii ���	���	�
� �� ii �
� �� iv ���	���	�
� �� ii 

*��	����	 ��� �	 
�
���� �	 ����� ����� ��� �� ii �	� ����	� )��� ���
��	� ����+

���� ���
����	�� u : X → [−1, 1] �
� v : Y → [−1, 1] �����	� "��	 |∑x,y f(x, y)u(x)v(y)| >
c2MN  !����� �
� 	��
� �
 ,����	 ���
�
 �������
 X1, Y1 ��� ������ X,Y ��+

���
 "��	 |∑x∈X1

∑
y∈Y1

f(x, y)| > c2MN/4 ��
�� 
� c3 � c2/4 ,
�����	 �	 �����

-.



��� � ������	� 
�
���������� ��������� �� ����
��� u = u+ − u− ��� v = v+ − v−

� ��
� u+ � u− � v+ �v− ����������� �
� ���
�� ����� ��
 [0, 1] � �� ���� ����� ��

��� 
�� ����������� s, t ���
��� ��� |∑x,y f(x, y)s(x)t(y)| > c2MN/4 � !�"�
#��

��� �#
 �� ��� ��� ���	������ ��
�#�
�� X1, Y1 �"� 
�
�"� ������
���� �� ��$����

���� �
� �������%���� ��� ��� ����������� s, t � &���� "� ��"����� � ���� ���� �
�∑
x∈X1

∑
y∈Y1

f(x, y) ��
#��� ��
∑

x,y f(x, y)s(x)t(y) ������ ���� �� ����
�� X1, Y1

���
�� ��� |∑x∈X1

∑
y∈Y1

f(x, y)| > c2MN/4� '� �
 �$�
���� ����� $����� �� ������	�

���������

'����� �� ���� ��
��� �� ��� ���$��� ���
∑

x,y f(x, y) = 0 � ()��" X2 = X �X1 ���

U2 = U�U1 � ()��" ��� ��� Sij =
∑

x∈Xi

∑
y∈Yj

f(x, y) � &��� S11+S12+S21+S22 = 0

��� i, j ∈ {1, 2} � &���� �#�%"�� ��� �� �� �������" ���� �� ��� *������ (i, j) �= (1, 1)

���
�
 ���
∑

x∈Xi

∑
y∈Yj

f(x, y) > c2MN/12 � '��� ��� 
����� �� ��
�
 ��� �
 iv ��

c4 � c2/12 �

('�� ��� ���� �#
 ���������� �������
��� �� ��
�
�

'�� �
 �������" $����� ������������� 
 �������" 
�������

������� �	�	
	 ����� X,Y ����	
 ������� M,N � ��
 ��������� f ���
� α −
quasirandom 
�

∑
x,x′∈X

∑
y,y′∈Y f(x, y)f(x

′
, y)f(x, y

′
), f(x

′
, y

′
) � αM2N2 �

)���� ������ �
���� �� ��
��� ��� ���� 
����� ��� ��� α−quasirandomness ����

�����
#� ���%����
��

������� �	�	�	 ����� G ��
 ������� �����
 �� ����	
 ������� X,Y � �� ��������

G(x, y) �� ��������� �
 ��� ����
 ������  �� �
� ���������� ! 
� xy ���
� 
��" ���

G �
� # ��
��������� �� �
 ����	
 ������� ����� ������ |M |, |N | 
��������
 �
� ��

�����
 ���� pMN 
����$ � �� �� G ���
� α−quasirandom 
� � ��������� G(x, y)−p

���
� α− quasirandom �

�������
#�� ��� ����� 
 
������ ����� ��
�#���
� �� ��� �������� ii �
� $�"�����
�

+�,�- ��$�

∑
x∈X′

∑
y∈Y ′ G(x, y) =

∑
x∈X′

∑
y∈Y ′ f(x, y) + p|X ′ ||Y ′ |�

+.



�� ������	
��� 
����� �	���� ��� ���
�� �
�� 
��	�
��� �� �������	
��� ��� ��

��
����
��� �
 counting lemma� �� ������	
��� �� ��� ��
 ������ �������	� ��� ��

��������

����� ������ ����� G ��� �	
��	� �	����� �� ������ ��	���� X,Y, Z �������

L,M,N �������
��� ����� G(X,Y ), G(Y, Z), G(X,Z) �� ����
 α− quasirandom �� ���

������� p, q, r �������
��� ���� � �	
��� ��� �	
����� ��� G  
���	�
 ��� �� pqrLMN

�� ���� 4α1/4LMN �

!�� �
"�� � ������� ��� �������� 	�
 G �� ������� ��� ��� �� ��	� ��� �
� ��!

∑
x,y,z(p+ f(x, y))(q + g(y, z))(r + h(x, z))

��
� f(x, y) = G(x, y)−p ��� 	��"���	� f : X×X → [−1, 1] ��� g(y, z) = G(y, z)−q

� h(x, z) = G(x, z)−R ����	�
�#� 
��	������

�� �����	�
�� 
� ��"���� ��	� 	�
 "��
�	��� ���� �
 "��
�	�� ��
��� �� ���	��	��� 	�

$ ��
��� %��� �� �����	
��� �
�� ��
�� ��� �
� ��
∑

x,y,z f(x, y)u(y, z)v(x, z) ��
�

u ��
 ���� �� ����� q � g ��� ��
� v �� ����� ��
 ���� � r � h � ���� �� ��	� ���

	����������
 z ������� ��� �
� �
∑

x,y f(x, y)u(y)v(x)� &��	��
�
������ �
 �������

'�'�( ��� �
 ���
��� ��� 
� f(x, y)u(y)v(x) ����� α− quasirandom� �������
��� ��� ���

�	
������� i ��� ii ��� 	����������� ��� ��������	� i 	� ii ��� �

∑

x,y f(x, y)u(y)v(x)

�� ����� �
 �
� α1/4LMN � )������
��� ���
� ��� ��"�#
�� ���" ����� ���
�
� ��
�

��� �
�� 
�
�
�� ���
 
� ' ����� �� �������
�� ���
��� �
� ����� �
 *��
����
�

�� ��
����
��� ���� �
 counting lemma �" �� ��� �����
��������� �
� � �
��

��	
��� ������ ����� G ��� m � ��	� �	����� �� ������ ��	���� X1, X2, . . . , Xm

��
 � �	�#���� ��� Ni �� ������ ��� Xi � ����� ��
 �
� ���� $����	
 (i, j) ��

i �= j �� ��	�������  
��	� �	����� G(Xi, Yi) ����
 α − quasirandom �� ��������

�� pij �������
��� ����� H ���
� %���� �	����� �� ������ ��	���� {1, 2 . . . ,m} ��


���� {x1, . . . , xm} ��� ������ ���
���� ��� X1 × X2 × · · · × Xm � ���� � �
��������

��
 � ���
���
�� i ↪→ xi ����
 �
� 
����	�
�% ��������� ��� H ��� G  
���	�
 ��� ��∏
ij∈E(H) pij

∑
ij /∈E(H)(1− pij) �� ���� 2(

m
2 ) � & �
�������� ��
 xi, xj ����
 ���% ��� G

'+



���� ij ����� ��	
 ��� H ���� ��� ���������� ������������ �������� ��� ��
∏

ij∈E(H) pij

�� ���� 2|E(H)|α1/4 �

��������� �� ������	 �
���� �	 	����	� 
���
���� 	��� � ��	���	��	 
�� �	 	������

������� ��	 ��� 	
������ ��� ���	� 
	�����	 �� 	��� 
�� 	��������	�� ��� 
����������

����	� �������� 	��� �� ��� xi ��	 ������ ��� Xi �  !��� fij(x, y) = G(x, y) − pij

��	 ���� "������ (i, j) � ���� � 
��	�����	 ��# �������# ���	�

(N1, . . . , Nm)−1
∑

x1,...,xm

∏
ij∈E(H)(pij + fij(xi, xj))

∏
ij /∈E(H)(1− pij − fij(xi, xj))

$��� �� �������	 �
���� �	 ��	�
	���� �� ����#� % ��������# ���# ���	� �

∏
ij∈E(H) pij

∑
ij /∈E(H)(1− pij)

�

�	 �������� ��� ���� ����� ���� ���	� �������  %��� �� ����� ���� ��� 	������	��#

�	 
����&��� �� fij(xi, yj) �	� 	� ���������� ��	���� ��	 �	 ���	 xk ' �� �������	 �	

���	� ������ ��# ����#
∑

xi,xj
fij(xi, xj)u(xi)v(xj) �� u, v �	 
	������� ����# ��� [−1, 1] �

 %
�# 
���	 	
� �� ������	 (�(�) �	� 	
� ��� α−quasirandomness ��� fij ' � 
������	

	��� ���	� �� 
��� α1/4NiNj � *� 	��������� ��	 ���# ��# ����# m − 2 ���	+����# �	�


���	
�	�������� �� (N1, . . . , Nm)−1 ���� 	
���������	� ��� ���� ���# �&�� ������# ��


��� α1/4 � ����# 	�� �� ���� ���	� �� 
��� 2(
m
2 ) 
	������� �� "��������� �� �������

	
���������	� �� 
	������ ���
��

��� �� Regularity Lemma ��� 	�
�� ����
���

,� 	��� ��� ������	 �	 
	����������� �	� �	 	
��������� �� Regularity Lemma �� +���

��� ������� 
�� ����� �� 	��� �� ����	���

- +	���� ���	 
�� ���+��	� 
��� 	
� ��� 	
������ ��� Regularity Lemma ���	� �

�
������ ��	# L2 ����	# �����	# ���� 	� � ��	������ 
�� +�������� ���� ��� ��� ���	�

ε − regular ���� � ����	 �	 	������	� �	�� ��	 
������	 
�� ��	����	� 	
� �� ε �

(.



�������� 	�� 
��� �� ���� ��� ��� ����� ���� 
�� ��������������� ���� �� ����������
�

����������� �� ������� ����
 �� ��� ����	���� ��� �� ����� ε−regular � � ��� �� ��!���

� "���!���� ����� �� ����� � �	�� ���������
� ��
�������

������� �	
	�	 �������� ��	� 
������ ��������� G �� ������ ������ X,Y ���

�����M,N ���������� ��� 
�� 
��������� X1∪· · ·∪Xm ��� Y1∪· · ·∪Yn ��� X,Y � 	���

|Xi| = αiM � |Yj | = βjN � �� ������������ �� d(Xi, Xj) � � ����	� �� ��� G(Xi, Yj) �


 ��
� ��� ����	 ��� ����� ����!� ��� Xi, Yj ���������������� �� |Xi|−1|Yj |−1 "

# ��� ���������� ����	� �� ��� G �� ������� ���
∑

i,j αiβjd(Xi, Yj)
2"

#� ������������ ������ �� Regularity Lemma ��� ������ ���������� $�������!��

��� ���� � ����!���� ��� ����	��� 
����
� �������	���� ���� ����	���� ��� �����


�������

������ �	
	�	 $%��� ε > 0 ��� ���� G �����
����� 
����� �&� �� �� ������

������ X,Y " '	�� ��&��� ��� 
������ X = X1 ∪ · · · ∪ Xm ��� ��� 
������ 

Y1 ∪ · · · ∪ Yn � �� n,m ������� ��	 �&�� �� ���������� ��� �� �!������� ��	 �� ε

�� � � ��	���� �
�	� ��( )�� �&�� i, j ���� |Xi| = αi|X| ��� |Yj | = βj |Y | ��� ����
B �� ������ 	��� ��� �������� (i, j) ������ ���� �� ����&� �� G(Xi, Xj) 
�� �����

ε − quasirandom� �	��
∑

(i,j)∈B αiβj � ε " *��
�����  �����	� �� ��� ������ ����&�

(x, y) ∈ X × Y �� ������ �� ��� Xi × Yj ��� �� ����� G(Xi, Yj) �������&��� �� �����

ε− quasirandom ����� �� ���� ε "

����� � probabilistic ���	
� �� Regularity Lemma

$��� ������������ ���� ������%� ��� �������� �� ����
����!�� %�� �� Regularity

Lemma ��� 	�� ������� ��� ��� ����� ��
� ��������� ��� ��� 	�� ������� ��

���� ����������� 
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����� (X,Y,E)� E ⊂ X × Y ��	 
�
�
��
�� ����� �	� �����
 ������ ������	�

����
��� �
� ���
 �� 	�����	� (Ω,B, ρ) �� Ω := X×Y � B := 2Ω � �	� ����
 �� 	�����	�

ρ �
 uniform ����
 �������
 ��
 X × Y � !������ �� � 	��� (x, y) ∈ E �"�	� ��	

probabilistic event �	� �"�	� ��
�	������ �� �
 uniform ����
 ρX(x)ρY (y)� # 
������

��� density �"�	� ����
�
����� �	�  	 �"�	� �
 �$�� ����
 �� 	�����	�%

d = d(X,Y ) = ρ(E) = ρ(
⋃

(x1,x2)∈E ρ ((x1, x2)) =
∑

E ρ ((x1, x2)) =
1

|X|
1

|Y |e(X,Y ) �

& ������	"	 ������	 
��"���	� uniform ����
� �
� ��
��� 
�"���� '���
��� �
���� ���


 
������ ��� density 	�
����" ���� 
��"	 ��	 ����
 �� 	�����	��

(� �	���"�
��� �	 �
 ���
�	 X,Y �� �
 ���
�	 �
 �	 ��	 ���� X1 ∪X2 �	� Y1 ∪Y2

���� �
 �	�����	�� �������
  	 ��
��	� �� X × Y = (X1 × Y1) ∪ (X1 × Y2) ∪ (Y2 ×
X1) ∪ (Y2 ×X2) �	� � density ���	  	 
�")��	� ��	 ������
�� �
�����	� *�	 �	������	


 ����
������ ��� density ��
 ��
���
�
 X1 ∪ Y2  	 �"�	�

d(X1, Y2) = ρX1×Y2 (E
⋂
(X1 × Y2))�

(���
�	 
�")��	� � density ��	 �	���"���� �� ������������ ��������

����� ���	 � ��������� f : X × Y → R � 
�
"	 
�")��	� �	� f(x, y) = d2(X,Y ) ��

x ∈ X, y ∈ Y � !�
� ���
 ��� ����	������ 
�
���������� ���	������� L2 (X × Y, ρ)


�")
��� ��� ����	 + 	���� ��� ���������� �,����� ��
 ��������
%

‖f‖22 =
∫
f2dρ �

(�  �����
��� ���	 ��	 �����	����� �	������ P ��� X �� Xi �	� Y �� Yj � -��� 


����
������ ��� f �� 	��� ��� �	������  	 �"�	� fP =
∑

χXi×Yjd
2(Xi, Yj) � ��
� χ �

�	�	���������� ��������� �����
��

���	 ��"���
 ����	 ��	 ��� 	����$� �
� Regularity Lemma  	 �	� ��� ��� � ����	 + ���

f �,����� ��
 ��������
 �	� ����
������� ���� �	�������  	 �"�	� ���	������ 	�� ���

����	 + �,����� ��
 ��������
 ��� f ���� ��� �	������ �	�� ��	 ��	 ��� �
�����	 �
�

 	 �$	����	� ���
 	�� �
 ε� .��	�%

‖fP‖22 =
∫

f2
Pdρ ≥

∫
f2dρ = ‖f‖22

/0



�

‖fP‖2 ≥ ‖f‖2 + o(ε)�

�

����� � ���	
�� ��� Regularity Lemma

����� �	�
���� ��� ���	� ��� 	� �� ���������� �� ���������� ������ ���	��� �����

������

����� ������ ����� U ��� 	
	
������ ���� ��� ���� f : U → R ��� ���������

�
 ���� ���� d� ����� U = U1 ∪ · · · ∪Ur �
 |Ui| = γi|U | ��� ���� di � ���� ���� �� f

	
��������� �� Ui� ���
 d2 �
∑r

i=1 γid
2
i �

�	��
����  �! �"	 �	��!�"�� Cauchy - Schwarz ����	�

(
∑r

i=1 γidi)
2 � (

∑r
i=1 γi)

(∑r
i=1 γid

2
i

)
�� ����� ������� �

d2 �
∑r

i=1 γid
2
i �

#� ��� ��� ��������� �	�
���� !�� !��	 ���������� �������	 �� ��������� ���$

����"� " ��" �������	��� ���	!�"�� ��	 �� �������

����� ������ ����� U � f ��� U1, . . . , Ur �	�� � 	�����
� ������ �	 ����



	!��� ��� �� 
 Ui ����
�!"
��� 
	�	��� �
 ����� Uij ��� ���� |Uij | = γij |U | 
�# 
	�	���

���� dij � ���� ���� ��� f 	
��������� �� Uij � ���

∑

i γid
2
i �

∑
ij γijd

2
ij �

�	��
����  �! �� ���"����	� ��� ����� ��� ���� i �"	 �	��!�"��

d2i �
∑

j

γij
γi

d2ij

%����������&�	��� ��� ��� ��� ������� γi ��� �����&�	��� ��� ���� i ����� �� &"����	��

'(



�� ������� ���	
�� ����
	���	 �� �������� ����� 
� �����������	�� ����
	� ��	


�����	���� �	� �� �	���� ���������� ��
�� ��	 ����� ��� �	�����
�	 ! � ��� �	�����"�	

�� ��� 
����� ������ ��	 � ���� �� ������� 
����� ������ ��	 �
�� ��	 ��� �	 ���

�	�����
�	 �	�����"����	 ��	������ �� �������� ���	
�� �������	 ��	 � ��
� �������#

�	�� �������� �� 
����"���	 ��$���	��	
���� 
�% �	 ��� ��	����� �	�����
�	 �� ����	

�����	
��� � ��
� ��������	�� �������� �� 
����"���	 �� �	 ��� ���	�� �	�����
�	 �

������� �	
	
	 ����� G ��� 	
���� ������ ���������� d �� ������ ������ X,Y

�������� M,N �������
��� ����� X1 ∪ · · · ∪Xm ��
 Y1 ∪ · · · ∪ Yn 	
������
� ��� X ��


Y � ����� ��
 �� Xi, Yi ������ �� 	
��������� ���
��� �� Xik, Yjl �������
��� ���� �

���� �������
� ��������� ��� G ����
� �� �� ������ 	
�������� {Xik}, {Yjl} ����

������
���� � ���� �������
� ��������� ��� G ����
� �� �� ������ 	
��������

{Xi}, {Yj}�

!��	�
"�� ��
�� U �� 
����� X × Y ��	 f � ��������	
�	�� 
�����
� �� G � ����

��� �� ����� &�'�&� �� �������
�� ��������	 ���
�! �� �	� ����� �	����	
� ������ ���

�� 
����� Xi × Yj ��	 �	� ��	����� �	����	
� ��� �� 
����� �� ����� Xik × Yjl �

(��������� ��� ����� �� ����� ���"�	 ���
	�� ���� 
��� �����	)� �� Regularity

Lemma� *�� �� ����� �������	 ��	 �� ��� "����	 ���������	 �� ����	 ε−quasirandom!

���� �� �	����	
��� ���� 
����� ��	����� 
� ��� 
�����! � ��
� ��������	�� ��������

�� �)���� ���� �	� 
������ �� �)������	 ��� �� ε �

����� �	
		 ����� G ��� 	
���� ������ ���������� d �� ������ ������ X,Y

�������� M,N �������
��� ����� ��
 �� G ����������
 �� ����
 ε − quasirandom ���#

�� ������� 	
������
� X1 ∪ X2 ��
 Y1 ∪ Y2 ����
�� ���� �� ����� ���� �������
� 

��������� ������
���� d2 + ε2/16 �

!��	�
"�� ��
�� f(x, y) = G(x, y)− d� ���� ��� �� ������� &�&�+ �������� �� ,�����

��
����� X1 ⊂ X ��	 Y1 ⊂ Y ����	� �
�� |∑x∈X1

∑
y∈Y1

f(x, y)| � εMN/4�

*� 
�,���
��� �� φ(Xi, Yj) ��� balanced �������� � �� f �� ���	��	
��� ��� 
��

���� ������� balanced 	
�� ��� balanced �������� f(x, y) = G(x, y) − d ��� ��������������
��� ����
 ���

'-



Xi × Yj � ������ �� 	
����

φ(Xi, Yj) = |Xi|−1|Yj |−1
∑

x∈Xi

∑
y∈Yj

f(x, y)

����� � 	
�� ����������� ��������� ����� ��� ���	
����� �����

∑2
i,j=1 αiβj(d+ φ(Xi, Yj))

2 =
∑2

i,j=1 αiβj(d
2 + 2dφ(Xi, Yj) + φ(Xi, Yj)

2) �

���������	� ��� � ������ ���� ����� d2� � �������� � ���� � 	
�� ��	� ��� f �����

�� ��� � ������ ����� ����� α1β1(α1M)−2(β1N)−2(εMN/4)2 ��� ����� ����� ����� �����
ε2

16
� !"�� � ������#� ������������

����� ������ ����� G ��� 	
���� ������ �� ������ ������ X,Y, �������� M,N

�������
��� ����� X1 ∪ · · · ∪Xm ��
 Y1 ∪ · · · ∪ Yn 	
������
� ��� X,Y �� |Xi| = αiM

��
 |Yj | = βjN ������ ��
 � ���� �������
�� ��������� ����� ��� 	
�������� ����


d2� ����� B �� ������ ���� ���  ����
�� (i, j) ����
� ���� �� ����������� G(Xi, Yj)

������������ �� ����
 ε − quasirandom ��
 ����
∑

(ij)∈B αiβj > ε � !��� ������ ��

"����� 	
������
� Xi1∪ . . . Xis ��
 Yj = Yj1∪· · ·∪Yjt ����
�� ���� �
 	
������
� {Xik}
��
 {Yjl} �� ����� ���� �������
�� ��������� ������
���� d2 + ε3/16 � ��
����� ��

s, t ����
 ���
����� ������� ��� ���� ��� �� 2n ��
 2m �������
���

#��	�
$�� $�  ����	��������	� �� ��		� %�&�'� (�� ��� )������ (Xi, Yj) ��� ������*

 ���� �� ����� ε − quasirandom �� ��		� %�&�'� 	�� ���
 �� ���	������� �� ��� ������

Xi = X
(j)
i1 ∪ X

(j)
i2 ��� Yj = Y

(i)
j1 ∪ Y

(i)
j2 	� 	
�� ����������� ��������� ����� �����

d(Xi, Yj)
2 + ε2/16 � +����� ��� ��� i �� Xi ���	���)���� �� ��� ������
�� ������

���� ���� � ���������� 	����� �� ����������� �����
� ���
� ,	� ����������
� ���	�������

� ���	��- ���� ��� ��� i ��
� ��	� ��� �� j ��� �� ����� �� )������ (Xi, Yj) �����

ε− quasirandom � (�� ��� i 
��� Xi = Xi1 ∪ · · · ∪Xis � ���	
���� ��� ���	���)�� ���*

�� ���� ���� ��� ���	������� Xi = X
(j)
i1 ∪X

(j)
i2 ��� ������� 	� ��� �������� �����������

	� ����������� ���� s � 2n ��� ��� ��� j 
��� Yj = Yj1 ∪ · · · ∪ Yjt � ���	
���� ���

���	���)�� ������
�� ��� ���	������� Yj = Y
(i)
j1 ∪ Y

(i)
j2 	� t � 2m�

.��� ��� ��� (i, j) ∈ B �� �����	� %�&�'� � 	�� �
�� ��� � 	
�� ����������� �������*

�� ��� G 	� /��� ��� ���	������� Xi = X
(j)
i1 ∪ X

(j)
i2 ��� Y

(i)
j1 ∪ Y

(i)
j2 � ����� ����� �����

&0



d(Xi, Xj)
2+ ε2/16 � ��� ���� �		
 (i, j) �� ����� 
�	����
� d(Xi, Yj)

2 � �
		��	�����

�
��� �� αiβj ��� ���
��
��� ��� �	� � i, j � ��
��� �� � ���� ��������� �������

��� �	�� �� ����������� {Xik}, {Yjl} ����� 
�	����
�
∑

(i,j)/∈B αiβjd(Xi, Yj)
2 +

∑
(i,j)∈B αiβj(d(Xi, Xj)

2 + ε2/16)

�
� ����� 
�	����
� d2 + ε3/16 ��� �� ������� ��� 
 B �

������
���  �� �� ������!� 
� Regularity Lemma�

��������	 "#�����!� Regularity Lemma$

#� 
 G ����� ε− quasirandom �	�� ����� #		� � ��� d � ������� 
� G � %


	���� &�'�' ��� ����� ����������� X = X1 ∪ X2 ��� Y = Y1 ∪ Y2 �� ���� ���������

������� 
�	����
� d2+ ε3/16 � #� ���
��� 	
���� 
�
�
���
� ������� �����������

X = X1 ∪ · · · ∪Xm ��� Y = Y1 ∪ · · · ∪Yn ��� �� ���(��
∑

(i,j)∈B αiβj � ε "�� B ���� 


��
��� 
����� ��� �������$ ��� �	�� ����� ��� �� )�
(�� ��	� ���� ����������� �� ����

��������� ������� ����	(��� 
�	����
� ��� ε3/16 �*���� � �� ���������
���

��� ��
	
���� ����������� �� ��!������� ���� ��������� �������� #+
( ���� �

���� ��������� ������� +������� ��� 
 ,� � ��
	
���� ����������� ���
�� �����

�� �������� �� 
 �
	( 16ε−3 )���� ��� �� �������� �� ��� ������� ����������� �
�

�� ����
�
��� 
 ���������� 
� �������
�� -���	�
� ��� 
 	���� &�'�. 
 �(�
	


�� ����	�� �� ���� �� ����������� �� +������� ��� ��� �������� �
� �� �!�����

��� 
 ε� ��
 ������������ �� ����� ��� �������� �(��
� / � ��� � ��
� 
 (0
� ��

����� ���	
�
 
 ε−3�

������
(�� �� ��� �
�� �����	����� ��		
������ "��
� ������� �� �(�
	� ���

��	(���� density$ ��
	
������� ��� �
 �� ���� 
� Roth�

'&



�������� 	

��������	
 ��������	
 ���

��� �����	
 Fourier

��� �������� �	
� �����	
�
 ���� �� ������ �� ���
 	
� ������
 Fourier ��� 	��

������� 	
� quasirandomness ���� ������� ����� �	� 	��	� ��������� �� �������	� 

������� �������� ��������! ������������ ������ "������	� 	
� ������
� Fourier ���

�������� ���� 	
� #���	�$���	
	� %quasirandomness& ���� �������� ��� ������ ���#


����� 
 �'��(

����� ���	
�� �� ����	
�� �� ��� �	�� ���� �
���	
� �	�� �����	 ���� �� �	�

���	
�� � ������� ��� 	 ������������� Fourier ��� ������������� �	
 �
���������

)����	�� ���� ��� ���� ���� ������ "� ���� ��� �������� �� �������� 	
� quasi-

randomness ���� ������� %�� ���
 	�� ��	��$
��	���� Fourier 	
� $����	
���	���� 	��&

�� ���� 	�� 	�	���� ��� �����$��! �� �����	
 ��	��	��$�� �� 	
� ��������	��� 	��� "�� 

����	�� *�*�+� ,� '���������� �� ���
 �������� �������� ��� "� 	��	����	�� �� ��	���

	�� ��������� -� .�����! ���� "� �����	���� ������! "� "��������� �"������	� �	��

/�����	� ��	��$
��	���� Fourier ��� �� ����� ������������� ����
� 	� ����
�� 	�

����� $�
���������	�� �	� ��"�	��� �	� /�����	� ��	��$
��	���� Fourier ����� ���
	���

�� �$��
 �� ��	� ��� ������� �	� �������� -� 0�	�� �� �� ������������ �� ��$��	�� ��

��	����
� 1� �����'��� ��� ������"��� �� ��
������	�� ��� ��	� 	
� ������
� 2����


 ����	
	� ��	�'� 	�� ��������� ��	��$
��	����� ��� 	�� ��	��	����� ��	
���	�� ���
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��� ��� ��	
����

������� �	
	
	 ����� ω = exp(2πi/N) � ��	
��� ��� ��������� f : ZN → C ��

��� 
�� r ∈ ZN � 	�����


f̂(r) =
∑

s∈ZN
f(s)ω−rs

� ���
����� f̂(r) �������� � ��������� ��������������� Fourier ��� f  ����� f ∗ g
� �������� ��� ��� �����������  �� ���!���� ���

f ∗ g(s) = ∑
t∈ZN

f(t)g(t− s)

"� ������#�� ��������� #� ��� �������$��� %

(f ∗ g)̂(r) = f̂(r)ĝ(r)

&'(∑
r f̂(r)ĝ(r) = N

∑
s f(s)g(s) &��������� ��� Parseval (

&)(∑
r |f̂(r)|2 = N

∑
s |f(s)|2 &��������� ��� Parseval (

&*(

f(s) = N−1
∑

r f̂(r)ω
rs &����#�� ���� � �������� ��+���� ��� ��������	�� ���������

��������������� Fourier (

&,(

� � ������ ���  ��� 
�� ��������� ����� �����
 ������ � �#��� -�� ���  ��������

��� ��+�����. ���������
 #� ���	������ ��� +�� ��� &'( ����� �� ����� ���%

(f ∗ g)(r) = ∑
s(f ∗ g)(s)ω−rs

=
∑

s,t f(t)g(t− s)ω−rtωr(t−s)

=
∑

t,u f(t)ω
−rtg(u)ω−ru

= f̂(r)ĝ(r)

���� �� ���� �	
 �
��	�� �� ������� �����
��� ��� ZN �
�� ��� �����
��� ��� {1, 2, . . . , N}

/0



��� ��� ��� 	
�
∑

r f̂(r)ĝ(r) =
∑

r

∑
s f ∗ g(s)ω−rs = Nf ∗ g(0) = N

∑
s f(s)g(s) �

�� �������� ��� ��� ���������� ��������� ����� � �������� �

����� ������ ����� f, g ����	�
��� ��� �� ZN → C� ����

∑
r |f̂(r)|2|ĝ(r)|2 = N

∑
t |

∑
s f(s)g(s− t)|2�

��������� ��� ��� ��������� 	 �!	
� �"#

∑
r |f̂(r)|2|ĝ(r)|2 =

∑
r |(f ∗ g)̂(r)|2

=
∑

t |f ∗ g(t)|2
= N

∑
t,s,u f(s)g(s− t)f(u)g(u− t)

	$�

= N
∑

t |
∑

s f(s)g(s− t)|2

�� ������� f = g ���� 	$� ��������� ��� �������� ������������ ���������

∑
r |f̂(r)|4 = N

∑
α−b=c−d f(α)f(b)f(c)f(d)

	%�

&����� ����������! ��#� ���� �������# ��������! �����'� �� "������������'� ���

�� ���������(���� ����� ���� �� ����'���� ��� ZN � )�� �� �� ������*���� ����! ��

��#�(����� ���� 	%�! ��� �������� ���� ���������� ZN ���������� δ ! ���� ��� ���

"������������( ��� ��������� A � 	%� �� ����� ��� �

∑
r |Â(r)|4 + � �#� ������#� (α, b, c, d) ∈ A4 ������� ���� α− b = c− d �

��� �# ��� ��� �,(� ������ �� ������������ ���� �� ����'���� A ⊂ ZN �������-

����� δN 	( ���������� δ ��

./�#� ��������� ��� ��� ������'���� ��������! ����� ��� *����� �� "����������'�� ����

��� ��� "������������( ��������� ��� A! ��� balanced function�

$0



������� �	
	�	 �������� 	
� balanced function ��� A ����������
� δN �
 ���
�

fA : ZN → [−1, 1] ����

fA(s) = 1− δ 
� s ∈ A �
� −δ 
������

����������	 
��
∑

s∈ZN
fA(s) = f̂A(0) = 0 ��� 
�� f̂A(r) = Â(r) �� r �= 0 �

������	 ������� �� �������	 ��� ������ ��� pseudo-randomness� ��� �����	��	 ���

����������� �	 �� �	����� ������

���� �	
	�	 ��	�� f 	������	� 
�� �� ZN 	��D � ���� �
 ������
 ���
� �	����
�
� �

i)
∑

k |
∑

s f(s)f(s− k)|2 � c1N
3 �

ii)
∑

α−b=c−d f(α)f(b)f(c)f(d) � c1N
3

iii)
∑

r |f̂(r)|4 � c1N
4 �

iv) maxr|f̂(r)| � c2N �

v)
∑

k |
∑

s f(s)g(s− k)|2 � c3N
2‖g‖22  �
 ���� 	������	� g : ZN → C �

!�����"�� �� i ���	��	��� �� ii��� ������ ���	 �� �����	�
 ��!�� ��� i"� �� i ���	#

��	��� �� iii ��
 ��� ����
���� �$"� �� iii ���	��	��� �� iv �� c2 � c
1/4
1 � �� iv ��#

�	��	��� �� iii% �&�� ����	� 
��
∑

r |f̂(r)|4 � maxr|f̂(r)|2
∑

r |f̂(r)|2 � N2maxr|f̂(r)|2�
����!��� �� c1 � c3% �� v ���	��	��� �� i� '��
 ��� ������	� 	���� �� �	� ���	 
�� ��

iii ���	��	��� �� iv�

'�
 !(��� ��$�) �����	 
��

N−1
∑

r |f̂(r)|2|ĝ(r)2|2 � N−1
(∑

r |f̂(r)|4
)1/2 (∑

r |ĝ(r)|4
)1/2

�

%��
 ����
���� Cauchy - Schwarz� ����!��� �&��
(∑

r |ĝ(r)|4
)1/2 �

∑
r |ĝ(r)|2 % ��*

�	!��� 
�� �� iii ���	��	��� �� iv%�� c3 � c
1/2
1 % 	��
� ��� �!��!����	� ��� ��
�	� ��

+,



�� ���� �� 	
�
	�� ����
 ���
� ������ �
 ������� ���� 	
�
��� ���������

������� �	
	�	 ��� �����	
�
 f : ZN → D ����	�� α− quasirandom �� ���������

	
� ����	
	� i 	�� �������� �����	�� ��� c1 = α �

������� �	
	�	 �� fA ���� 
 balanced �����	
�
 ��� ���������� A ⊂ ZN ���
���

��	
	�� δN ���� α− quasirandom� 	�	 ������ 	� ������ A α− quasirandom �

��	� �
� ���� ε − regularity 	�� ������� 	��� ����� ��
 ��� ��
 �	���� �
 	��!

�������� ��
 ���
�� ��� ��
"�
� �� 
���� ���
�� �
 ���
� ��
������ ���
�
 ���
#� ���

������ ���� ��$ % ���� �
� � α − quasirandomness ������� ��
 ��
 ������ A %	���

����� ���
� ��� �
 ���
� ���
��� &�
 	
�������
 ��
∑

r |Â(r)|4 ���
� N  ���� � 
��'���

�� ������� (α, b, c, d ∈ A4) ������� ���� α − b = c − d � (� �� A ��
� ���
�� �
�

	�������
� δ % ���� � 
��'��� �� ������� '
 ��
� 	���	�� δ4N3 = N−1|A|4 � )���	��
�� α ������� 	��� ����� ��
 ������ A% ���
� ��� �
 ���
� ���
���

��� �� ���	
�� �� Green - Tao ��� ��� �	����

�	������

*� '����
 �� Green - Tao 
�����'�� ���  ����� �
 ��� '�����
��� ��� Szemerédi

��
 ���� 	������ 
��'���� �
� ������+��
� ��� �� 	����� 
��'��� 	�������� ���
�
 �������


��'������� 	��������

,
�
��� 	
�
'������ ��
 ��
 ������� ������ ��� '����
���� -
 �������+���� �� P

�� ������ �� 	���� 
��'����

������ �	�	
	 �� ��� �	� ��� I ⊂ N ���� (k, δ) � Szemerédi � �� ��� ���������

J ⊂ I � |J | ≥ δ|I| ���� � �����
	��� ������ ������ k � !�	 	� P ∩ {1, . . . , N} ����
(k, δ) � Szemerédi�

*� '�����
 ��� Szemerédi �	
�
��
��	����
� � �#��.

������ �	�	�	 "#�	� vconst : ZN → R+ 
 �	���� �����	
�
 vconst ≡ 1 � "#�	�

0 < δ � 1 ��� k � 1 �	����� "#�	� N ������ �������� ��� f : ZN → R+ ��� �


���
	��� �����	
�
 �

/0



0 � f(x) � vconst(x) ��� ��� �� x ∈ ZN �

���

E(f(x)|x ∈ ZN ) � δ 	


��� ����� ���

E(f(x)f(x+ r) . . . f(x+ (k − 1)r)|x, r ∈ ZN ) � c(k, δ)− ok,δ(1)

��� ������ ������� c(k, δ) > 0 ��� ��� ��������� ��� ��� f � �� N 	

�������� 	
� ������ 	�� �	���� ��� ν : ZN → R+ � ������� 	� ν ��� �	�� ��

E(ν) = 1 + o(1) �

� ��������	��� 	��� ����� �� ������� �	�� ν 	� ����� �� ����� �����	������ �	
�

�������� ��
��������� �� ���� 	
� �	� ���� 
 ����� ���� ���	���� ��� ���� !	� ��"

�� ��� ��� ������ �� �����#��� � $��
 pseudo-random �����	������ ������ ��

�����#��� ��! pseudo-random �	�� !�%� 	� �������%� �	
� �������� � $��
 	� ��"

������ 	
� ������
� Fourier ��� ��
�������#
��� ����%� �	� [Gow01] ������������ !	�

!�	%� ��������� 	%� ��&	%� ���#&� � #�	��� ���	��� ����!	
	� ��������� 	������

���#
	���� ���!�����

'(



�������� 	

���������

��� �� ���	
�� Hales - Jewett

������ ��	
� 	�� ��	�	�� ���� � ���	�������� 	� ������� Hales Jewett� �� ����
�

����� �� �������� ���������

�� N = {1, 2, . . . , N} �� ������ 	��� �������� ���������

��� � ��!�	� A ���� "� ��������"� ��� �� ��� ������ �� #�� �������$�� "� � �

��!�	� ������ � ���� 	� {α, β, γ} �

%���&���� $�����	� 	� �	��'��� 	�� � ��!
	��� �� AN ( ���� N ∈ N ( ���!� �&����

� �� 	�� ��� ������ $�����	) �� �
��� N � *� ��
 �� AN ������ 	� ��� � 	��

����
� {(αj)
N
j=1 : αj ∈ A, 1 ≤ j ≤ N} �

�� W (A) ���!� �&���� � �� 	�� ��������"�� ��� ������ �	��'��) 	�� A ������� ���

!���"�� 	�� ��
�� +��� �	��'��� 	�� W (A)  "$�	�� �	����
  "���

,���( ��)����� �� � ��!�	� 	� A ∪ {x} ���� x ����&�	�� ��	�! �	
 ��� x /∈ A� -�

���!� �&���� �� V (A) 	� ��� � 	) ��	�! �	�  "��) �� ��
 	� ��� � V (A) =

W (A ∪ {x}) \W (A) � +��� �	��'��� 	�� V (A) �� ��	�� ��	�! �	
  "�� ��� �� ���!� ��

&�	�� �� w(x)� ,� �
��� ���� �	����
� 
 ��	�! �	
�  "��� w �� ���!� �&�	�� �� |w| ���
�� w(i) �� 1 ≤ i ≤ |w| �� ���!� �&���� 	� i ��	�	�$�"� 	��  "����

���	) 	��� ��� ��	�! �	
  "�� w(x) ��� α ∈ A � �� w(α) �� ���!� �&���� 	�

�	����
  "�� ��� ������	�� �� �	���	��	��� 	�� x ��� 	� α � ,� ��� � {w(α) : α ∈
W (α)} ����&�	�� combinatorial line�

���	) 	��� d ∈ N ��� w1(x), . . . , wd(x) ��	�! �	"�  "����� ,�	� 	� ��� �

./



{w1(α1)
� . . .�wd(αd) : αi ∈ A, ; 1 ≤ i ≤ d}

���������	 combinatorial d 
 �����

�� n ∈ N ��	 w1, . . . , wn ���������� ����	�� ���� ������� ��� ������ ��	 ���������

span �� ��������

< w1(x), ..., wn(x) >W (A)
= {w1(a1)

�...�wn(an) : (a1, ..., an) ∈ W (A)}
< w1(x), ..., wn(x) >V (A)

= {w1(a1)
�...�wn(an) : (a1, ..., an) ∈ V (A)}.

�� ����� span � � w1(x), . . . , wn(x) ����	 �� �!����

⋃n
i=1 < w1(x), ..., wi(x) >W (A)

.

"��������� � ���	��� ���� �� ����! ������� X �	� ���	���	�� c : X → [r] � ����

r ∈ N ��	 [r] = {1, . . . , r} �#$�� �!���� Y ⊆ X �� ���������	 ����� ���	�� �� �����	

i ∈ [r] ����	� ���� Y ⊆ c−1({i}) �

�� ������ Hales Jewett %	���������	  � �����

������� �	
	
	 �Hales - Jewett� ��� ���	 k ≤ 1, r ≤ 1 
 ����	� ���� ������� ������

N = N(k, r) ������� ���	 ��� ���	 c : AN → [r] ����	� ������������ combinatorial

line�

�� ����%	������ ������ Hales Jewett %	���������	  � ����&

������� �	
	�	 ����� d, k, r ≤ 1 � ���	 ����	� ���� ������� ������ N = N(d, k, r)

������� ���	 
 ��� ���	 w1, . . . , wN (x) �	�� !"��� !�#	�� ��� ��� ���	 c :< w1(x), . . . , wN (x) >W (A)→
[r] ������� t1(x), . . . , td(x) �	�� !"��� !�#	��
 �	 (t1(x), . . . , td(x)) ≤ (w1(x), . . . , wN (x))

�����	� ���	 �� �$��!� < t1(x), . . . , td(x) >W (A) 	%��� �������������
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