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Abstract: 

The present work, which is my Diploma Thesis, surveys an 

important theorem of enumerative combinatorics namely Pólya’s 

theorem. 

The first chapter contains four problems that can be solved by the 

Catalan numbers namely : 

• The triangulations Tn of a n-gon 

• The number an of inserting parentheses on a product of n terms 

• 2n sequences of  +1’s and -1’s with the property of  
2

k

1

a 0
n

k=

≥∑  

• the number of  rooted trees on n leaves with direction 

 

The second chapter examines the concept of the cyclic index of a 

group. It contains examples of the cyclic index of the Platonic 

polyhedrae. 

The third chapter contains the proof of Burnside’s lemma and some 

applications of the lemma. 

The fourth chapter examines the equivalent number of functions from 

set D to set R, the weight of an element in R, the inventory of the set R. 

Finally, the fifth chapter gives a proof of Pólya’s theorem and some 

applications based on the theorem, as well as, on Burnside’s lemma. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ι 

 

ΑΡΙΘΜΟΙ CΑΤΑLΑΝ 
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Η ΑΠΑΡΙΘΜΗΣΗ ΤΩΝ ∆ΕΝΤΡΩΝ ΜΕ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟ ΚΑΙ ΡΙΖΑ 

 

    Ένας τριγωνισµός ενός κυρτού n-γώνου είναι µία διαµέριση του εσωτερικού του n-

γώνου σε τρίγωνα µε ευθείες που είναι µη τεµνόµενες διαγώνιες του n-γώνου. 

    Από τον ορισµό βλέπουµε ότι η διαδικασία του τριγωνισµού δεν αυξάνει το πλήθος 

των κορυφών του n-γώνου. Αν θεωρήσουµε τις κορυφές του n-γώνου να έχουν 

ονόµατα (η κορυφή 1, η κορυφή 2, .. η κορυφή n) τότε δυο τριγωνισµοί είναι 

ισοδύναµοι αν περιέχουν ακριβώς τις ίδιες διαγώνιες. 

 

 

 

 

 

Με τον ορισµό αυτό οι δύο πρώτοι τριγωνισµοί του πενταγώνου είναι 

ισοδύναµοι, ενώ οι δύο τριγωνισµοί του εξαγώνου είναι διαφορετικοί. 

Τέλος η διαµέριση του πενταγώνου στο τελευταίο σχήµα δεν είναι 

τριγωνισµός διότι χρησιµοποιεί µία νέα εσωτερική κορυφή. 

Συµβολίζούµε µε Τn το πλήθος των διαφορετικών τριγωνισµών ενός n-γωνου 

µε ονοµασία. Ο Εuler υπολόγισε πρώτος την τιµή του Τn. 

Παρατηρούµε ότι αν ενώσουµε κάποια κορυφή του n-γώνου (έστω την ν1) µε 

όλες τις άλλες κορυφές κατασκευάζουµε έναν τριγωνισµό µε n-2 τρίγωνα το 

άθροισµα των γωνιών αυτών των n-2 τριγώνων είναι 

 (n-2)π, το οποίο προφανώς θα ισούται και µε το άθροισµα των γωνιών 

 n-γωνου. Κάθε άλλος τριγωνισµός θα έχει το ίδιο άθροισµα γωνιών αφού οι γωνίες 

του τυχόντος τριγωνισµού αναφέρονται σε κάποια διαµέριση των γωνιών του n-

γώνου. Άρα οποιοσδήποτε τριγωνισµός θα αποτελείται πάλι από n-2 τρίγωνα. 
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Έστω x το πλήθος των εσωτερικών διαγωνίων ενός τριγωνισµού. Τα n-2 

τρίγωνα του τυχόντος τριγωνισµού έχουν 3(n-2)=3n-6 πλευρές. Καθεµία από τις x 

εσωτερικές διαγώνιους µετράται δύο φορές διότι είναι πλευρά σε δύο τρίγωνα. Κάθε 

µία από τις η πλευρές του n-γωνου µετράται ακριβώς µία φορά σαν πλευρά ενός από 

τα n-2 τρίγωνα. Άρα ο συνολικός αριθµός των πλευρών των n-2 τριγώνων µετράται 

αλλιώς σαν 2x+n.  

Άρα                

                           2x + n= 3n-6 ⇒  x= n-3 

 

Άρα κάθε τριγωνισµός ενός n-γώνου χρησιµοποιεί ακριβώς n-3 διαγωνίους. 

    

   Ορίζουµε αυθαίρετα Τ1=0, Τ2=1. Το Τ3 δηλαδή το πλήθος των διαφορετικών 

τριγωνισµών ενός τριγώνου, που χρησιµοποιεί n-3=0 διαγώνιους, θα ισούται µε 1. 

Κάθε τριγωνισµός του 4-γώνου 

χρησιµοποιεί , n-3=1 διαγώνιοι για να σχηµατίσει n-2=2 τρίγωνα. Άρα  Τ4=2 , δηλαδή 

 

 

 

          

 

 

 

Για n=5 έχουµε Τ5 =5 όπως φαίνεται και στο σχήµα 
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το παρακάτω θεώρηµα δίνει µία µη γραµµική αναδροµική σχέση που επαληθεύουν οι 

αριθµοί αυτοί οφείλεται στον von Segner (1704-1777).  

 

Θεώρηµα 1: 

                                 Τn+1    =Τ2Τn+Τ3Τn-1 +...+ΤnΤ2 . 

 

Απόδειξη.   Έστω το n+1-γωνο ν1,ν2, ...,νn+1. Τότε η πλευρά νn+1ν1 ανήκει σε 

ένα µόνο τρίγωνο σε κάθε τριγωνισµό. Η τρίτη κορυφή του τρίγωνου που 

χρησιµοποιεί την πλευρά νn+1ν1  θα είναι η κορυφή νk , k=2,3,...,n. Ας µετρήσουµε το 

πλήθος των τρόπων εκλογής της τρίτης κορυφής νk. 

 

                 

                              

 

 

Το τρίγωνο νkν1νn+1 χωρίζει το n+1-γωνο σε δύο µικρότερα πολύγωνα. Πάνω 

σ' ένα κ-γωνο µε κορυφές ν1 ,ν2 ...νk , και κάτω σ' ένα (n-k+2) -γωνο µε κορυφές    νk, 

νk+1,…….νn+1. 

Το πάνω k-γωνο τριγωνοποιείται µε Τk  τρόπους ενώ το κάτω (n-k+2) -γωνο 

µε Τn-k+2 τρόπους. Άρα από τον κανόνα του γινοµένου τo πλήθος των τριγωνισµών 

στους οποίους εµφανίζεται το τρίγωνο ν1νkνn+1  είναι Τk ·Τn-k+2. Άρα το συνολικό 

πλήθος των τριγωνισµών του (n-1)-γώνου θα είναι   

                            
k n k 2   − +Τ Τ∑ =Τ2Τn+Τ3Τn-1 +...+Τ2Τ2 
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Παράδειγµα 1. 

 

         Τ6= Τ2Τ5+Τ3Τ4+Τ4Τ3+Τ5Τ2= 1·5+1·2+2·1+5·1=14 

  

                         

 

 

Το τρίγωνο ν1ν4ν10 (n=9, κ=4) χωρίζει το 10-γωνο σ' ένα πάνω 4-γωνο και σ' 

ένα κάτω 7-γωνο.                                                                                            

     Θα προσπαθήσουµε να βρούµε έναν αναλυτικό τύπο για το Τn, δηλαδή θα 

προσπαθήσουµε να λύσουµε την αναδροµική σχέση του θεωρήµατος 1. Ένα 

ενδιάµεσο βήµα προς την κατεύθυνση αυτή είναι το παρακάτω θεώρηµα: 

 

 

Θεώρηµα 2: 

             (n-3)Tn= 
2

n
(T3 Tn-1+T4Tn-2+……+Tn-1T3)  

 

Απόδειξη: 

Έστω πάλι το n-γωνο ν1 ,ν2 , ...,νn και η διαγώνιος ν1νk η  οποία χωρίζει το n-

γωνο: 

πάνω σ' ένα(k-γωνο) µε κορυφές ν1, ν2 , ...,νk και 
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κάτω σ' ένα (n-k+2)-γωνo µε νk ,νk+1 , ...,νn ,ν1 . 

 

                                     

Όπως και στο θεώρηµα 1 το πλήθος των τριγωνισµών που περιέχουν τη διαγώνιο ν1 

νk,   θα είναι: 

                                       Tk.Tn-k+2 

 

Από την κορυφή ν1 έχω συνολικά n-3 διαγωνίους, τις ν1ν3,ν1ν4,· · ·, 
 
ν1νn-1 Έχω 

λοιπόν: 

στη διαγώνιο ν1 ν3 (k=3) αντιστοιχεί: το Τ3 Τn-1 

στη διαγώνιo ν1 ν4  (k=4) αντιστοιχεί: το Τ4 Τn-2  

στη διαγώνιo ν1 νn-1 (k=n-1 αντιστοιχεί: το Τn-1 Τ3 

                                                                        

Άρα στην κορυφή ν1 αντιστοιχεί το άθροισµα: 

                  Τ3Τn-1 +Τ4Τn-2 +…+Τn-1 Τ3 

 

Από την συµµετρία του n-γώνου το άθροισµα είναι ένα ίδιο για οποιαδήποτε από τις 

n κορυφές του n-γώνου, αρά η παράσταση 

                    n(Τ3Τn-1 +Τ4Τn-2 +...+Τn-1 Τ3,) 

 µέτρα για κάθε δυνατή διαγώνιo τον ολικό αριθµό τριγωνισµών που χρησιµοποιούν 

τη διαγώνιo αυτή δύο φορές (µία για κάθε άκρο της διαγωνίου) οπότε και η 

παράσταση 

 

                       
2

n
(T3Tn-1+T4Tn-2+….Tn-1T3)                                   (1) 

µετρά για κάθε δυνατή διαγώνιο τον ολικό αριθµό τριγωνισµών που χρησιµοποιούν 

την διαγώνιo αυτή. Επειδή όµως κάθε τριγωνισµός χρησιµοποιεί n-3 διαγώνιους η 

παράσταση (1) µετρά τους τριγωνισµούς του n-γώνου ακριβώς (n-3) φορές δηλαδή 
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                   (n-3)Tn =  
2

n
(T3Tn-1+T4Tn-2+….Tn-1T3) 

 

Παράδειγµα 2.  i) για n=6 έχω: 

 

(6-3)T6= 
2

6
 (T3T5+T4T4+T5T3)    ⇒3T6=3(1·5+2·2+5·1)⇒T6=14 

                         ii)για n=7 έχω: 

 

(7-3)T6=
2

7
(T3T6+T4T5+T5T4+T6T3)  ⇒4T7=

2

7
(1·14+2·5+5·2+14·1) 

 

⇒T7=42 

 

 

Θεώρηµα 3:      

                         Tn=
1

1

−n

2 4

2

n

n

− 
 − 

 

Απόδειξη. 

      Η σχέση του θεωρήµατος 1 γράφεται (αφού Τ2 =1) 

και     Tn+1  -2Tn =T3Tn-1+T4Tn-2+….Tn-1T3       ή 

       
2

n
( Tn+1  -2Tn )  =

2

n
(T3Tn-1+T4Tn-2+….Tn-1T3) 

 

και εφαρµόζοντας στο δεξί µέλος το θεώρηµα 2 έχουµε: 
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2

n
( Tn+1  -2Tn )  = (n-3)Tn   ή 

 

2

n
 Tn+1  -nTn =(n-3) Tn          ή 

 

 

nTn+1   = (4n-6) Tn 

 

Ας αντικαταστήσουµε το Τn µε το Εn που ορίζεται από την σχέση: 

                    nTn+1   = Εn+1 

   

Παρατηρούµε ότι  για n=1 έχουµε 1·Τ2 =Ε2  ⇒  Ε2 =1. 

 

Η σχέση (2) γίνεται  λοιπόν  

                           Εn+1=(4n-6)
1−n

En
  ή   

En

En 1+
 = 

1

64

−
−

n

n
= 

1

)32(2

−
−

n

n
 =  

                                 
)1)(1(

)32)(1(2

−−
−−

nn

nn
 = 

)1)(1(

)32)(22(

−−
−−

nn

nn
               (3) 

Αλλά ισχύει  προφανώς  

 

Εn+1 = 
En

En 1+
 .  

1−En

En
 .  

2

1

−
−

En

En
 …..  

2

3

E

E
 = από την (3) = 

 

          = 








−−
−−

)1)(1(

)32)(22(

nn

nn
. 









−−
−−

)2)(2(

)52)(42(

nn

nn
 . 









−−
−−

)3)(3(

)72)(62(

nn

nn
 . . 









)1)(1(

1.2
= 
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   =
)!1(()!1(

)!22(

−−
−

nn

n
 = 

2 2

1

n

n

− 
 − 

 

 

Αν επιστρέψουµε στα Τn   και Τn+1   έχουµε 

 n Τn+1  = 
2 2

1

n

n

− 
 − 

  και  θέτoντας όπου n+1 το n έχουµε 

 (n-1)Τn = 
2 4

2

n

n

− 
 − 

  που αποδεικνύει το θεώρηµα µας.                               

 

H ακολουθία Cn = 

1

1

+n

2n

n

 
 
 

 δηλαδή η ακολουθία που οι τιµές της φαίνονται στον 

πίνακα: 

 

 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ... 

C        1 1 2 5 14 42 132 429 1.430 4.862 16.796... 

            

 

απαντάται σε πολλά προβλήµατα απαρίθµησης και ονοµάζεται ακολουθία αριθµών 

Catalan προς τιµήν του Eugene Catalan (1814-1894) που την ανακάλυψε το 1838 

λύνοντας το πρόβληµα της τοποθέτησης παρενθέσεων σ’ ένα γινόµενο.  

 

Θα εξετάσουµε το πρόβληµα αυτό αρχικά µ' ένα παράδειγµα. 

 

Παράδειγµα 3. 

i) Στο γινόµενο x1x2x3, µπορεί να τοποθετηθούν παρενθέσεις κατά 

δύο διαφορετικούς τρόπους: 

                          

( (x1x2 ) x3  )  και  (x1 (x2x3  ) ) 
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ii) Στο γινόµενο    x1x2x3x4      έχουµε    πέντε    διαφορετικούς    τρόπους 

τοποθέτησης παρενθέσεων: 

( ( xιx2 ) ( x3x4 ) ) 

 

( ( ( x1x2 ) x3 ) x4 ) 

 

( ( x1  (x2x3 ) ) x4 ) 

 

( x1 ( ( x2x3  ) x4) ) 

 

( x1 ( x2 ( x3x4 ) ) ) 

 

Παρατηρούµε ότι το   πρόβληµα εξετάζει το πλήθος των διαφορετικών 

τρόπων τοποθετήσεως   παρενθέσεων σ' ένα γινόµενο όπου δεν αλλάζει η σειρά των 

όρων και όπου κάθε υπογινόµενο να είναι γινόµενο δύο ακριβώς παραγόντων. 

 

 

Θεώρηµα 4: 

Έστω an το πλήθος των διαφορετικών τρόπων τοποθέτησης παρενθέσεων σ' 

ένα γινόµενο µε n παράγοντες. 

Τότε an=
1

n

2 2

1

n

n

− 
 − 

= Cn-1 

 

 

Απόδειξη. Το εξωτερικό ζεύγος παρενθέσεων πολλαπλασιάζει δύο 

παράγοντες. Ο πρώτος είναι ένα γινόµενο r παραγόντων µε 1≤ r<n δηλαδή της 

µορφής x1 x2…xn και ο δεύτερος ένα γινόµενο n-r παραγόντων δηλαδή της µορφής 

xr+1…..xn . Στον πρώτο παράγοντα µπορούν να τοποθετηθούν παρενθέσεις κατά ar 

τρόπους και στον δεύτερο κατά an-r τρόπους. Άρα το πλήθος των τρόπων κατά τους 

οποίους το εξωτερικό ζεύγος παρενθέσεων πολλαπλασιάζει τα r το πλήθος x1….xr µε 

τα n-r το πλήθος xr+1…..xn είναι: ar g an-r 
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Αθροίζοντας για r=1,2,...n-1 έχουµε                                                               

                            an=an-1+an-2+…..+an-1a1 

ή θέτοντας an =Τn+1 επαληθεύουν την αναδροµική σχέση του θεωρήµατος 1. 

Αλλά επιπλέον οι δύο ακολουθίες an και Τn+1  έχουν και τις ίδιες αρχικές τιµές:  

a1 =Τ2=1  για ( x1 ) 

a2 =Τ3=1  για ( x1 x2) 

a3 =Τ4=2 όπως στο παράδειγµα 3 

a4 =Τ5=5  όπως στο παράδειγµα 3 

 

Άρα οι δύο ακολουθίες συµπίπτουν και από το θεώρηµα 3 έχουµε an=
1

n

2 2

1

n

n

− 
 − 

= 

Cn-1 

 

∆είξαµε  λοιπόν  ότι το πλήθος an  της  τοποθέτησης   παρενθέσεων  σ' ένα  γινόµενο 

n παραγόντων   ισούται   µε  τον   αριθµό   Catalan n-1 τάξης Cn-1. 

 

Το θεώρηµα 3 περιγράφει ότι το πλήθος Τn των τριγωνισµών ενός  n-γώνου ισούται 

µε τον αριθµό Catalan n-2 τάξης Cn-2. Το παρακάτω παράδειγµα κάνει σαφέστερη 

την αντιστοιχία. 

 

 

Παράδειγµα 4. 

i) Έστω το γινόµενο µε n=6 όρους { a1 [ ((a2a3) (a4a5))a6 ] } 

 

Σ’ αυτό θα αντιστοιχήσουµε έναν τριγωνισµό του κανονικού επταγώνου µε 

πλευρές a1, a2 , a3, a4, a5, a6 και a7={ a1 [ ((a2a3) (a4a5))a6 ] } 
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Παρατηρούµε ότι κάθε διαγώνιος αντιστοιχεί σ' έναν από τους 

πολλαπλασιασµούς εκτός από του τελευταίου που αντιστοιχεί στη βάση του 

επταγώνου.  

 

 

ii) Έστω το γινόµενο µε n=8 όρους:                                                      

 
 

    [ { (a1 a2 ) [ a3 (a4a5)] } [(a6 a7 ) a8 ] ] = a9 
 

Σ’ αυτό θα αντιστοιχήσουµε τον παρακάτω τριγωνισµό του κανονικού 

εννεαγώνου µε πλευρές a1 ,..., a8 , a9 
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Τονίζουµε ότι στο πρόβληµα της τοποθέτησης παρενθέσεων θεωρήσαµε ότι οι 

αριθµοί x1, x2,.,. xn έχουν µία ορισµένη διάταξη. 

Αν θεωρήσαµε το διαφορετικό πρόβληµα της τοποθέτησης παρενθέσεων σ’ ένα 

γινόµενο n αριθµών όπου οι αριθµοί δεν έχουν καµία διάταξη τότε το πλήθος των 

διαφορετικών τρόπων τοποθέτησης παρενθέσεων βn θα είναι πολύ µεγαλύτερο από το 

an και συγκεκριµένα θα έχουµε: 

 

 βn=n! an   αφού an =Cn-1  θα έχουµε 

 βn=n! Cn-1  = 
!n

n

2 2

1

n

n

− 
 − 

 = (n-1)! 
2 2

1

n

n

− 
 − 

 

 

Παράδειγµα 5 

 Για n=3 θα έχουµε βn=2! 
4

2

 
 
 

 =12 τρόπους και συγκεκριµένα οι: 

 [( a1 a2 ) a3 ], [a2 ( a1 a3 )  ], [a3 ( a1 a2 )  ], [(a2 a3 ) a1 )  ], [ (a1 a3 ) a2 )  ], 

 [a1 ( a3 a2 )  ], [a1 ( a2 a3 )  ], [a2 ( a3 a1 )  ], [a3 ( a2 a1 )  ], [ (a3 a2 ) a1 )  ], 

 [(a3 a1 ) a2 )  ], [ (a2 a1 ) a3 )  ] 

 

ενώ an =2 ο πρώτος και ο έβδοµος τρόπος.                                                        

 

Θα εξετάσουµε µερικές εφαρµογές των αριθµών Catalan πριν προχωρήσουµε 

στην απαρίθµηση των δέντρων µε προσανατολισµό και ρίζα που γίνεται µε την 

βοήθεια των αριθµών αυτών. 

 

 

Θεώρηµα 5: 

Το πλήθος των ακολουθιών µε 2n όρους a1 a2...a2n
  
που σχηµατί-ζονται από n 

το πλήθος +1 και η το πλήθος -1 αλλά των οποίων τα µερικά αθροίσµατα: a1 + a2 +… 

+ ak ≥  0 ,k=1,2,...,2n ισούται µε τον n-τάξης αριθµό Catalan Cn = 
1

1n+
 

2n

n

 
 
 

  n≥  0 
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Απόδειξη 

Ας ονοµάσουµε µία ακολουθία µε n το πλήθος +1 και η το πλήθος -1 

παραδεκτή αν ικανοποιεί την συνθήκη a1 + a2 +… + ak ≥  0 ,k=1,2,...,2n και 

απαράδεκτη αν δεν την ικανοποιεί. 

Έστω Αn το πλήθος των παραδεκτών ακολουθιών µε n το πλήθος +1 (άρα µε n το 

πλήθος -1) και Un το πλήθος των απαράδεκτων ακολουθιών. Το συνολικό πλήθος των 

ακολουθιών µε n άσσους και n το πλήθος -1 προσδιορίζεται από τους n άσσους και 

ισούται µε : 
2n

n

 
 
 

 = 
(2 )!

! !

n

n n
 

Άρα Αn+ Un=
2n

n

 
 
 

 και Αn =
2n

n

 
 
 

- Un 

θα υπολογίσουµε τον αριθµό Un . 

     

Έστω µία απαράδεκτη ακολουθία µε n το πλήθος 1 και n το πλήθος -1 . Αφού 

είναι απαράδεκτη θα υπάρχει κάποιος µικρότερος δείκτης k τέτοιος ώστε το µερικό 

άθροισµα να µην ικανοποιεί την συνθήκη άρα a1 + a2 +… + ak <0. Αφού ο k είναι ο 

µικρότερος τέτοιος δείκτης θα υπάρχει ένα ίσο πλήθος από +1 και -1 πριν από τον 

όρο ak και θα έχουµε 

                                 a1 + a2 +… + ak-1 =0   και    ak=-1 

  

Βλέπουµε λοιπόν ότι ο ακέραιος k είναι περιττός. 

      Aς αντικαταστήσουµε τους αριθµούς a1,a2,… ak µε τους 

 -a1,-a2,… -ak δηλαδή ας αντικαταστήσουµε τον ai µε τον –ai για i= 1,2,…., k και ας 

αφήσουµε αµετάβλητους τους αριθµούς ak+1,…. a2n . H προκύπτουσα ακολουθία a1', 

a2',...,.a2n
 
' είναι πάλι µία ακολουθία από +1 και -1 αλλά έχει n+1 το πλήθος +1 και n-1 

το πλήθος -1. 

Αλλά η διαδικασία αυτή αντιστρέφεται. Αν µας δοθεί µία ακολουθία n+1 το 

πλήθος +1 και n-1 το πλήθος -1 κάποτε το πλήθος των +1 θα ξεπεράσει το πλήθος 

των -1 (αφού έχουµε περισσότερα +1). Αν από την αρχή της ακολουθίας µέχρι τον 

δείκτη αυτόν αντιστρέψουµε τα πρόσηµα των όρων της ακολουθίας θα προκύψει µία 

απαράδεκτη ακολουθία. Άρα έχουµε µία 1-1 αντιστοιχία µεταξύ απαράδεκτων 

ακολουθιών και ακολουθιών µε n+1 το πλήθος +1 και n-1 το πλήθος -1. Αλλά το 

πλήθος των ακολουθιών αυτών µε 2n όρους προσδιορίζεται από τους n+1 άσσους 

δηλαδή ισούται µε: 



 
- 17 - 

 

2

1

n

n

 
 + 

 = 
( )2 !

( 1)!( 1)!

n

n n+ −
 

 

Άρα Un =
( )2 !

( 1)!( 1)!

n

n n+ −
   οπότε 

 

Αn =
2n

n

 
 
 

- Un  = 
( )2 !

! !

n

n n
  -  

( )2 !

( 1)!( 1)!

n

n n+ −
  =  

( )2 !

!( 1)!

n

n n −
 (

1

n
 - 

1

1n+
) =     

      
(2 )!

!( 1)! ( 1)

n

n n n n− +
 = 

1

1n +
(2 )!

! !

n

n n
 = 

1

1n +

2n

n

 
 
 

 =Cn 
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Παράδειγµα 6 

 

i) Για n=3 έχουµε C3 = 
1

4

6

3

 
 
 

 = 5 ακολουθίες µε 6 όρους τις : 

 

            1 , 1 , 1 , -1 , -1 , -1                          

            1 , 1 , -1 , 1 , -1 , -1 

            1 , 1 , -1 , -1 , 1 , -1 

            1 , -1 , 1 , 1 , -1 , -1 

1 , -1 , 1 , -1 , 1 , -1 

 

ii) Για n=4 έχουµε C4 = 
1

5
 

8

4

 
 
 

 = 14 ακολουθίες µε 8 όρους τις: 

 

         1 , 1 , 1 , 1 , -1 , -1 , -1 , -1 

         1 , 1 , 1 , -1 , 1 , -1 , -1 , -1 

         1 , 1 , 1 , -1 , -1 , 1 , -1 , -1 

         1 , 1 , 1 , -1 , -1 , -1 , 1 , -1 

         1 , 1 , -1 , 1 , 1 , -1 , -1 , -1 

         1 , 1 , -1 , 1 , -1 , 1 , -1 , -1 

         1 , 1 , -1 , 1 , -1 , -1 , 1 , -1 

         1 , -1 , 1 , 1 , 1 , -1 , -1 , -1 

         1 , -1 , 1 , 1 ,  -1 , 1 , 1 , -1 

         1 , -1 , 1 , 1 , -1 , -1 , 1 , -1 

         1 , -1 , 1 , -1 , 1 , 1 , -1 , -1 

         1 , -1 , 1 , -1 , 1 , -1 , 1 , -1 

         1 , 1 , -1 , -1 , 1 , 1 , -1 , -1 

         1 , 1 , -1 , -1 , 1 , -1 , 1 , -1              Όπου τα µερικά αθροίσµατα είναι  πάντα ≥0 
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Παράδειγµα 7 

  

2n άνθρωποι θέλουν να πάνε σε κάποιον κινηµατογράφο που έχει είσοδο 50€. 

Οι µισοί από τους 2n ανθρώπους έχουν ένα χαρτονόµισµα των 50€ και οι άλλοι µισοί 

ένα των 100€. Το ταµείο του κινηµατογράφου όταν ανοίγει είναι άδειο και κάθε 

άνθρωπος µπορεί να αγοράσει ένα µόνο εισιτήριο. Κατά πόσους τρόπους µπορούν οι 

άνθρωποι αυτοί να τοποθετηθούν σε σειρά έτσι ώστε όποτε ένας µε εκατοστάευρω 

φθάνει στο ταµείο να έχει ο ταµίας ένα πενηντάευρω για να του δώσει ρέστα. 

      Αν θεωρήσουµε ότι οι 2n άνθρωποι είναι µη διακεκριµένοι και ταυτίσουµε όσους 

έχουν πενηντάευρω µε τον αριθµό +1 και όσους έχουν εκατοστάευρω µε το -1 τότε 

ζητάµε το πλήθος των παραδεκτών ακολουθιών µε 2n όρους και n το πλήθος +1 και n 

το πλήθος -1. Από το θεώρηµα 5 το πλήθος αυτό είναι  Cn = 
1

1n +

2n

n

 
 
 

  

     Αν οι άνθρωποι θεωρηθούν διακεκριµένοι ο ένας από τον άλλον η παραπάνω 

απάντηση θα πρέπει να πολλαπλασιαστεί επί το πλήθος των µεταθέσεων των n 

ανθρώπων που έχουν πενηντάευρω (που είναι n!) και επί το πλήθος των µεταθέσεων 

των n ανθρώπων που έχουν εκατοστάευρω (που είναι πάλι n!) άρα θα έχουµε: 

 

        n ! n! Cn = n! n! 
1

1n +
(2 )!

! !

n

n n
 = 

(2 )!

1

n

n +
 

 

π.χ. για n=2 έχουµε τις δύο ακολουθίες:  1,1,-1,-1 και 1,-1,1,-1 που αναλύονται στις 

εξής 8 αν ονοµάσω Α,Β τους δύο µε πενηντάευρω και α,β τους δύο µε 

εκατοστάευρω:  

 

 ΑΒαβ ,     ΑΒβα ,     ΒΑαβ ,    ΒΑβα,       

 ΑαΒβ ,     ΒαΑβ ,     ΑβΒα ,    ΒβΑα.                                                             

 

Παράδειγµα 8 

Ένας άνθρωπος εργάζεται σ' ένα γραφείο n τετράγωνα βόρεια και  n 

τετράγωνα ανατολικά από το σπίτι του.  Κάθε πρωί περπατά 2n 

τετράγωνα από το σπίτι στο γραφείο του όπως φαίνεται στον χάρτη 
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για n=4. Πόσους διαφορετικούς δρόµους µπορεί να χρησιµοποιήσει αν επιτρέπεται να 

περπατήσει µόνο προς τα βόρεια και τα ανατολικά και επίσης δεν επιτρέπεται να 

διασχίσει τη διαγώνιο ΣΓ;( Αν και µπορεί να την συναντήσει κατά την διαδροµή του) 

 

 

Με παχύτερη γραµµή έχουν σηµειωθεί δύο δυνατές διαδροµές, η µία πάνω 

από τη διαγώνιο και η άλλη κάτω από την διαγώνιο.  

Προφανώς κάθε παραδεκτή διαδροµή ή θα είναι πάνω ή κάτω από τη διαγώνιο. Το 

σύνολο λοιπόν θα ισούται µε το διπλάσιο των παραδεκτών διαδροµών πάνω από τη 

διαγώνιο. Κάθε παραδεκτή διαδροµή είναι µία ακολουθία n βορείων και n 

ανατολικών τετραγώνων. Ας αντιστοιχήσουµε τον αριθµό +1 στην προς τη βόρεια 

κίνηση και τον -1 στην ανατολική. Κάθε διαδροµή αντιστοιχεί σε µία ακολουθία a1 a2 

…. a2n µε n το πλήθος +1 και n το πλήθος -1 και η παραδοχή ότι δε διασχίζεται η 

διαγώνιος αντιστοιχεί στο ότι τα αθροίσµατα 

1

k

i=

∑  ai ≥  0  (k=1,2, ...,2n). 

 

Από το θεώρηµα 5 το πλήθος των παραδεκτών διαδροµών θα είναι 

    

 

                    2Cn = 
2

1n +
 

2n

n

 
 
 

 

 

Παράδειγµα 9 

Θεωρούµε ένα κανονικό 2n-γωνο εγγεγραµµένο σε κύκλο θα δείξουµε ότι το 

πλήθος των τρόπων για να ενώσουµε τα 2n σηµεία µε n µη τεµνόµενες διαγωνίους 

ισούται µε τον αριθµό Catalan Cn . 
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Απόδειξη 

Έστω an o ζητούµενος αριθµός. Έστω Ρ ένα από τα 2n σηµεία και ας το 

ενώσουµε µε µία διαγώνιο µε το Q. Προφανώς η διαγώνια ΡQ, πρέπει να έχει άρτιο 

πλήθος σηµείων του κύκλου και από τις δύο πλευρές της. (π.χ η διαγώνιος 15 δεν 

µπορεί να υπάρχει διότι αφήνει 3 σηµεία από τη µία µεριά και 2n-5 από την άλλη που 

είναι περιττοί αριθµοί). Το επιχείρηµα αυτό µας οδηγεί στην αναδροµική σχέση  

 

                 an=a0an-1+a1an-2 + ……+ an-1a0      µε a0=1 

 

Αν θέσουµε βn= an-1 , n ≥1 η  αναδροµική  σχέση  γίνεται  

βn+1 = β1 βn  + β2 βn-1 +…..+βn β1  µε β1 =1   δηλαδή η αναδροµική σχέση του 

θεωρήµατος 1. 

 

Άρα ο βn+1 είναι ο αριθµός Catalan n-τάξης και εποµένως 

 

                an= βn+1  = Cn  = 
1

1n +

2n

n

 
 
 

 

 

Τελειώνοντας παρατηρούµε  ότι οι αριθµοί Catalan ικανοποιούν   την 

αναδροµική σχέση:          

 

                         Cn  = 
1

1n +

2n

n

 
 
 

  ,   Cn-1  = 
1

n
 

2 2

1

n

n

− 
 − 

 

 

και διαιρώντας κατά µελή  

            

           n  

 

 C

−n 1C
 = 

1

n

n +
 
(2 )!( 1)!( 1)!

! !(2 2)!

n n n

n n n

− −
−

 =  
2 (2 1)

( 1)

n n n

n n n

⋅ ⋅⋅ −
+ ⋅ ⋅

 = 
4( 2)

1

n

n

−

−
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∆ηλαδή          Cn  = 
4( 2)

1

n

n

−
+

 
 −n 1C     ,  n≥1    ,  C1=1 

 

η οποία λύνεται όπως είδαµε στο θεώρηµα 3. 

 

Θα δούµε τώρα πως µε την βοήθεια των αριθµών Catalan µπορούµε να 

απαριθµήσουµε µία κατηγορία δέντρων και  συγκεκριµένα τα δέντρα µε 

προσανατολισµό και ρίζα που έχουν κορυφές βαθµού 1 ή 3. 

Η ρίζα ενός δέντρου είναι κάποια κορυφή που διακρίναµε από τις άλλες. 

Συνήθως σαν ρίζα εκλέγεται κάποια κορυφή βαθµού 1 και στην σχεδίαση του 

δέντρου η ρίζα συµπίπτει µε την χαµηλότερη κορυφή του διαγράµµατος.                                          

Οι υπόλοιπες κορυφές βαθµού 1 λέγονται  φύλλα του δέντρου και  στη 

σχεδίαση του δέντρου τα φύλλα τοποθετούνται όλα στο πάνω µέρος του 

διαγράµµατος. 

Υποθέτουµε επίσης ότι τα δέντρα µε ρίζα και βαθµούς 1 και 3 έχουν επίσης 

προσανατολισµό. ∆ηλαδή τα δύο παρακάτω δέντρα, αν και συµµετρικά, θεωρούνται 

διαφορετικά. 

      

 

 

 

Θεώρηµα 6:  

Το πλήθος των δέντρων  µε προσανατολισµό και ρίζα, µε βαθµούς κορυφών 1 

ή 3 και µε n φύλλα ισούται µε τον αριθµό Catalan (n-1) τάξης 
1

n
 

2 2

1

n

n

− 
 − 

 = Cn-1 
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Απόδειξη 1.  

∆είξαµε ότι οι αριθµοί Catalan µετρούν το πλήθος των τρόπων τοποθέτησης 

παρενθέσεων σ' ένα γινόµενο. Θα κατασκευάσουµε µία 1-1 αντιστοιχία µεταξύ 

τοποθέτησης παρενθέσεων σε γινόµενα n παραγόντων και δέντρων µε ρίζα και 

προσανατολισµό, βαθµούς κορυφών 1 ή 3 και n το πλήθος φύλλα. Έστω ένα τέτοιο 

δέντρο. 

Αριθµούµε τα φύλλα του µε τους αριθµούς a1, a2 , ...,an . Τώρα αν οι κορυφές 

ak   και ak+1  συνδέονται µε την ίδια κορυφή βαθµού 3 ονοµάζω αυτήν µε το ζεύγος ( 

ak , ak+1 ) .Συνεχίζουµε την διαδικασία αυτή κατευθυνόµενοι προς την ρίζα. Αν η 

κορυφή (x) και η κορυφή (y) συνδέονται µε την ίδια κορυφή βαθµού 3 η νέα αυτή 

κορυφή και πλησιέστερα προς την ρίζα θα πάρει το όνοµα ((x) (y)). Όταν φθάσουµε 

στην ρίζα θα έχουµε ένα πλήρως παρενθετοποιηµένο γινόµενο  a1 .... an. Η κατασκευή 

αυτή µας δίνει την 1-1 αντιστοιχία.                                                                  

 

 

Παράδειγµα 10. Τα δέντρα µε προσανατολισµό και ρίζα που έχουν κορυφές βαθµού 

1 και 3 και 4 φύλλα είναι 
1

4
 

6

3

 
 
 

  

 

 

 

Παρατηρούµε ότι οι ονοµασίες των 5 ριζών είναι οι 5 παρενθετοποιήσεις του 

γινοµένου 1234 που είδαµε στο παράδειγµα 3. 

 

Απόδειξη 2. Γνωρίζουµε ότι οι αριθµοί Catalan µετρούν το πλήθος των διαφορετικών 

τριγωνισµών ενός n-γώνου. Θα κατασκευάσουµε λοιπόν µία 1-1 αντιστοιχία µεταξύ 

των τριγωνισµών αυτών και των δέντρων µε ρίζα και προσανατολισµό, µε κορυφές 

βαθµού 1 ή 3 και µε n-1 φύλλα. 
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Πράγµατι έστω ένας τριγωνισµός (µε µη τεµνόµενες διαγώνιους) ενός n-γώνου. 

Τότε: 

 

i)     Προσθέτουµε µία κορυφή µέσα σε κάθε τρίγωνο και µία κορυφή έξω από 

κάθε πλευρά του n-γώνου. 

 

ii)     Συνδέουµε δύο κορυφές αν υπάρχει µεταξύ τους πλευρά τριγώνου. Η 

κατασκευή αυτή δίνει: κάθε νέα κορυφή εσωτερική σε τρίγωνο θα έχει 
βαθµό ακριβώς 3 στο γράφηµα που θα προκύψει κάθε νέα κορυφή έξω 

από κάποια πλευρά του n-γωνου θα έχει βαθµό 1 στο γράφηµα που θα 
προκύψει. 

 

Το γράφηµα θα είναι συνεκτικό και χωρίς κύκλους (διότι αν υπήρχαν κύκλοι το 

αρχικό n-γωνο δεν θα ήταν κυρτό όπως υποθέσαµε γι' όλα τα n-γωνα του κεφαλαίου 

αυτού) και εποµένως είναι δέντρο. 

Αν επιλέξουµε στο δέντρο αυτό µία κορυφή βαθµού 1 σαν ρίζα θα 

έχουµε ότι κάθε τριγωνισµός οδηγεί σε κατάλληλο δέντρο. 

Θα περιγράψουµε τώρα την αντίστροφη κατασκευή:   Πως οποιοδήποτε δέντρο µε 

προσανατολισµό και ρίζα, µε κορυφές βαθµού 1 ή 3 και µε n-1 φύλλα οδηγεί σε 

κάποιον τριγωνισµό του n-γώνου. 

 

i)  Εισάγουµε n νέες κορυφές µία µεταξύ δύο διαδοχικών φύλλων του δοσµένου 

δέντρου.  
 

ii)  Ενώνουµε τις n αυτές κορυφές µε πλευρές έτσι ώστε να τέµνουν τις 
αντίστοιχες πλευρές του δέντρου. 

 

 

Η κατασκευή αυτή δίνει έναν τριγωνισµό του n-γώνου και εξασφαλίζει την 1-1 

αντιστοιχία.                                                                                                  
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Παράδειγµα 11. 

 

 

 

                                                                                                επταγώνου 

Ένας τριγωνισμός                     Τριγωνισμός          Το αντίστοιχο δέντρο με  

του 8-γώνου.                               και δέντρο            14 κορυφές και 13                              

.                                                                                πλευρές. Μία από τις 

                                                                                 8 κορυφές βάθρου 1                                                                                        

,                                                                                επιλέγεται σαν ρίζα οπότε 
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Το δέντρο σχεδιάστηκε διακεκοµµένα 

Μπορούµε τώρα να εξετάσουµε το γενικότερο πρόβληµα του να µετρήσουµε 

τα δέντρα µε ρίζα, προσανατολισµό και n φύλλα. ∆εν ισχύει πια δηλαδή ο 

περιορισµός: το δέντρο να έχει κορυφές βαθµού µόνο ένα ή τρία. 

 

 

Θεώρηµα 7:  Το πλήθος των δέντρων µε προσανατολισµό, ρίζα και n φύλλα δίνεται 

από τον αριθµό Catalan n-2 τάξης  

                                             

                                          Cn-2 =
1

1n −
 

2 4

2

n

n

− 
 − 

 

 

 

Απόδειξη.  Θα κατασκευάσουµε µία 1-1 αντιστοιχία µεταξύ των δέντρων µε 

προσανατολισµό ρίζα, βαθµούς 1 ή 3 και µε n-1 φύλλα (που από το θεώρηµα 6 το 

πλήθος τους είναι ο αριθµός Catalan n-2 τάξης) και των δέντρων µε προσανατολισµό 

ρίζα και n φύλλα. Η αντιστοιχία κατασκευάζεται ως εξής: 

Έστω ένα δέντρο µε προσανατολισµό, ρίζα, n-1 φύλλα και µε βαθµούς 1 ή 3. 

Το σχεδιάζουµε, αρχίζοντας από την ρίζα, έτσι ώστε σε κάθε κορυφή βαθµού 3, οι 3 

πλευρές που διέρχονται από αυτήν να έχουν διεύθυνση προς βορρά ή προς ανατολή.  

Ακολούθως συµπτύσσουµε όλες τις πλευρές µε διεύθυνση προς ανατολή 

αφήνοντας µόνο πλευρές σε διεύθυνση προς βορρά. Συµπτύσσοντας, τα δύο άκρα 

µίας πλευράς ταυτίζονται και η πλευρά εξαφανίζεται.  

Έτσι όλες οι εσωτερικές κορυφές βαθµού 3 εξαφανίζονται και µένουν µόνο τα 

n-1 φύλλα σαν κορυφές στο νέο δέντρο .  

 

Η αντίστροφη κατασκευή: 

Κάθε κορυφή βαθµού ν θα σπάσει σε ν φύλλα και σε ν-1 κορυφές βαθµού 3 

όπως φαίνεται και στο σχήµα. 
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Μπορούµε να γενικεύσουµε και άλλο το πρόβληµά µας, έτσι ώστε η ρίζα να 

έχει οποιονδήποτε βαθµό (και όχι υποχρεωτικά 1) και να καταργηθεί ο 

προσανατολισµός (οπότε δεν ξεχωρίζουµε πλέον δύο συµµετρικά δέντρα). Τότε, αν 

συµβολίσουµε µε rn το πλήθος των δέντρων µε ρίζα που έχουν n κορυφές, η 

γεννήτρια συνάρτηση της ακολουθίας αυτής έχει την µορφή: 

 

        R(x) = x+x
2
+2x

3
+4x

4
+9x

5
+20x

6
+48x

7
+…. 
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ενώ αν συµβολίσουµε µε tn, το πλήθος των δέντρων µε n κορυφές η γεννήτρια 

συνάρτηση της ακολουθίας tn έχει την µορφή:  

 

 

         Τ(x)=x+x
2
+x

3
+2x

4
+3x

5
+6x

6
+11x

7
+23x

8
+. . . . 

 

 

Για να αποδείξουµε τις δύο αυτές σχέσεις χρειαζόµαστε για µεν την πρώτη το 

θεώρηµα του Pólya, ενώ η δεύτερη προκύπτει όπως απέδειξαν οι Pólya και Richard 

Otter από την πρώτη αν χρησιµοποιήσουµε την εξίσωση: 

            

                     Τ(x) = R(x) - 
1

2
R(x)

2 
+ 

1

2
 R(x

2
) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΙΙ 
 
 

ΚΥΚΛΙΚΟΣ ∆ΕΙΚΤΗΣ ΟΜΑ∆ΑΣ 
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Ορισµός:   

 Έστω  η µετάθεση π που ενεργεί πάνω σ’ ένα σύνολο S µε n 

στοιχεία. Αν η µετάθεση π µπορεί να αναλυθεί σε γινόµενο k1 κύκλων µήκους 

1, k2 κύκλων µήκους 2,..., kΓ   κύκλων µήκους r... (όπου οι κύκλοι δεν 

έχουν ανά δύο κοινό στοιχείο) τότε η µετάθεση π λέµε ότι είναι τύπου  {k1,  k2 

, ... , kΓ . . .} .  

Προφανώς ισχύει k1+2k2+…+r kr=n διότι το άθροισµα των µηκών των 

κύκλων θα ισούται µε το πλήθος των στοιχείων του συνόλου S. 

 

 
 Παράδειγµα 2  

 
 

Οι µεταθέσεις  π1= 
1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

 
 
 

=(1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8) 

 

 

                         π2= 
1 2 3 4 5 6 7 8

2 4 6 8 1 3 5 7

 
 
 

= (124875)(36) 

 

                          

                         π3= 
1 2 3 4 5 6

2 1 4 3 6 5

 
 
 

 = (12)(34)(56) 

 

 

                         π4= 
1 2 3 4 5 6

2 3 4 5 6 1

 
 
 

 = (123456) 

 
 
 
 

είναι αντίστοιχα τύπου: η π1 (8,0,0,0,0,0,0,0), η π2(0,1,0,0,0,1),  η π3(0,3,0,0,0,0)   και  

η  π4 (0,0,0,0,0,1).  

Παρατηρούµε για την π1: 8· 1= 8, για την  π2: 1·2+1·6=8, για την  π3: 3·2=6 και για 

την π4: 1·6=6.  

  

 

 

Θα δώσουµε  τώρα  τον ορισµό του κυκλικού δείκτη µιας οµάδας 

µεταθέσεων G. 
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Ορισµός : 

Έστω µία οµάδα G τα στοιχεία της οποίας είναι οι µεταθέσεις ενός συνόλου S µε n 

στοιχεία. 

Αν η µετάθεση g∈G είναι τύπου { k1, k2, ….., kr,….} σχηµατίζουµε το 

γινόµενο  x1
k1 

 x2
k2

xn
kn   

όπου τα x1, x2, …, xn είναι n το πλήθος µεταβλητές. Αν 

αθροίσουµε τα γινόµενα αυτά ένα για κάθε µετάθεση g∈G και διαιρέσουµε µε 

το πλήθος των στοιχείων της οµάδας G έχουµε το πολυώνυµο 

         PG (x1, x2, ……, xn ) = 
1

| |G
 

g G∈
∑  x1

k1(g)
 x2

k2(g)
 …. xn

kn(g) 

το οποίο ονοµάζεται κυκλικός δείκτης (cycle index) της οµάδας G. 

 

Παράδειγµα 3 

 

Ας θεωρήσω την οµάδα συµµετριών G ενός τετραγώνου G του 

οποίου οι κορυφές έχουν ονοµασθεί 1,2,3,4 όπως φαίνεται στο σχήµα  

                                                   

 

Οι συµµετρίες του τετραγώνου, δηλαδή οι κινήσεις του τετραγώνου που 

διατηρούν το σχήµα αναλλοίωτο είναι οι εξής:  

 

α)  Περιστροφές περί το κέντρο βάρους του τετραγώνου 

 

  i)περιστροφή µε φορά τη φορά των δεικτών του ρολογιού κατά 0° 

  ii)περιστροφή µε την ίδια φορά κατά 90° 

  iii)περιστροφή µε την ίδια φορά κατά 180° 

  iv)περιστροφή µε την ίδια φορά κατά 270°. 
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β) Κατοπτρισµοί µε άξονες 

 

 i) τη διαγώνιο 13 

ii) τη διαγώνιο 24 

iii) τη µεσοκάθετο της 12 

iv) τη  µεσοκάθετο  της 14. 

 

Κάθε µία από τις 8 αυτές συµµετρίες παράγει µία µετάθεση του συνόλου {1, 2, 3, 4} 

όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 

Συµµετρία                                                                                                                                     Μετάθεση 

Περιστροφή κατά 0°   (1)(2)(3)(4) 

Περιστροφή κατά 90°   (1234).  

Περιστροφή κατά 180°     (13)(24) 

Περιστροφή κατά 270°                                                                            (1432) 

Κατοπτρισµός κατά την 13   (24)(1)(3) 

Κατοπτρισµός κατά την 24   (13)(2)(4) 

Κατοπτρισµός κατά τη µεσοκάθετο  12 

φφηιφηειφηεηφειηφε1212112122121         12121212 

  (12)(34) 

Κατοπτρισµός κατά τη µεσοκάθετο  14   (14)(23) .  

  

 

 

Είναι εύκολο να αποδείξουµε είτε εξετάζοντας τα αξιώµατα της οµάδας,  

κάνοντας τις συνθέσεις των 8 αυτών κινήσεων ότι οι 8 αυτές µεταθέσεις αποτελούν 

µία οµάδα  G  η οποία µάλιστα  είναι  υποοµάδα  της  S4. 

O παρακάτω πίνακας µας δίνει τους τύπους των 8 αυτών µεταθέσεων: 

                   

Μετάθεση k1 k2 k3 k4 Αντίστοιχο γινόµενο 
(1)(2)(3)(4) 4 0 0 0 x1

4
 

(1234) 0 0 0 1 x4 

(13) (24) 0 2 0 0 x2
2
 

(1432) 0 0 0 1 x4 

(1)(3)(24) 0 0 0 1 x1
2

 x2 

(2)(4)(13) 2 1 0 0 x1
2

 x2 

(12) (34) 0 2 0 0 x2
2
 

(14) (23) 0 2 0 0 x2
2
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O κυκλικός δείκτης της οµάδας συµµετρίας G του τετραγώνου θα είναι λοιπόν 

το άθροισµα των γινοµένων αυτών αφού διαιρεθεί µε το πλήθος των στοιχείων της 

οµάδας : 

           PG(x1 , x2, x3,x4) = 
1

8
 ( x1

4
 + 2x1

2
x2 + 3x2

2
 + 2x4 ) 

 

 

Παράδειγµα 4 

Θεωρούµε τα γραφήµατα 

 

 

Να βρεθούν οι κυκλικοί δείκτες των οµάδων συµµετριών των δύο αυτών 

γραφηµάτων. 

 

Λύση.  

Στην περίπτωση των γραφηµάτων οι συµµετρίες είναι οι µεταθέσεις των 

κορυφών που απεικονίζουν πλευρές σε πλευρές και µη πλευρές σε µη πλευρές. 

Τέτοιες µεταθέσεις ονοµάζονται αυτοµορφισµοί και το σύνολο όλων των 

αυτοµορφισµών ενός γραφήµατος αποτελεί µία οµάδα που ονοµάζεται οµάδα 

αυτοµορφισµών του γραφήµατος. 

           Στο δεύτερο γράφηµα η µετάθεση (26)-(35) είναι ένας αυτοµορφισµός ενώ η 

µετάθεση (123456) δεν είναι διότι η πλευρά 35 έχει σαν εικόνα την 46 η οποία δεν 

είναι πλευρά του G. 

α)Το γράφηµα έχει 8 αυτοµορφισµούς, δηλαδή 4 περιστροφές κατά γωνίες 0°, 90°, 

180°, 270° και κέντρο περιστροφής την κορυφή 5 και 4 κατοπτρισµούς µε άξονες 

τους 456, 258, 159, 357. Οι αυτοµορφισµοί, οι αντίστοιχες µεταθέσεις και τα 

γινόµενα περιγράφονται στον παρακάτω πίνακα: 

 

Αυτοµορφισµός Μετάθεση Γινόµενο 

 
Περιστροφή κατά 0° (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8)(9) x1

9 

 
Περιστροφή κατά 90° (1397)(2684)(5) x1x4

2 

 
Περιστροφή κατά 180° (19)(28)(37)(46)(5) x1x2

4 
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Περιστροφή κατά 270° (1793)(2486)(5) x1x4

2 

 
 

 Κατοπτρισµός µε άξονα 456 

 

(17)(28)(39)(4)(5)(6) 

 

x1
3x2

3 

 

     Κατοπτρισµός µε άξονα 258 

 

         (13)(46)(79)(2)(5)(8) 

 

x1
3
x2

3
 

 

     Κατοπτρισµός µε άξονα 159         (24)(68)(37)(1)(5)(9)        x1
3
x2

3 

 

     Κατοπτρισµός µε άξονα 258         (26)(48)(19)(3)(5)(7)        x1
3
x2

3
 

 
 

O κυκλικός δείκτης της οµάδας αυτοµορφισµών G του γραφήµατος 

αυτού θα είναι λοιπόν  

      PG(x1 , x2,….x9) = 
1

8
 ( x1

9
 + 2x1x4

2 
+ 4x1

3
x2

3
 + x1 x2

4
 ) 

 

β )  Το γράφηµα έχει 4 αυτοµορφισµούς: 

2 περιστροφές περί το κέντρο βάρους του κατά γωνίες  0°,180° 

2 κατοπτρισµούς ως προς άξονες την 14 και τη µεσοκάθετο της 23 όπως φαίνεται και 

στον πίνακα: 

Αυτοµορφισµός 

 

Μετάθεση Γινόµενο 

περιστροφή κατά 0° 

 

(1)(2)(3)(4)(5)(6) x1
6 

περιστροφή κατά 180° 

 

14)(23)(56) x2
3 

κατοπτρισµός µε άξονα τη 

µεσοκάθετο της 23 

 

(14)(23)(56) x2
3 

κατοπτρισµός µε άξονα 

την 14 

 

(1)(4)(26)(35) x1
2
x2

2
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Ο κυκλικός δείκτης της οµάδας αυτοµορφισµών G του γραφήµατος αυτού είναι: 

              PG(x1 , x2, … x6) = 
1

4
 ( x1

6
 +2x2

3
+ x1

2
 x2

2
 ) 

 

Παράδειγµα 5. 

 Να βρεθούν οι κυκλικοί δείκτες των περιστροφικών οµάδων συµµετριών G  των 

Πλατωνικών στερεών. 

Λ ύ σ η :  

 

α) Το τετράεδρο 

Οι περιστροφικές συµµετρίες του τετραέδρου είναι 12 και φαίνονται στον παρακάτω 

πίνακα: 

 

Συµµετρία                                        Μετάθεση                  Γινόµενο 

Περιστροφή κατά 0
ο 

περί το ύψος του τετραέδρου
 

που διέρχεται από την κορυφή 1        (1) (2) (3) (4)                                               x1
4
 

Περιστροφή κατά 120
ο 

περί το ύψος που διέρχεται         

από την κορυφή 1                                (1) (234)                                 x1x3 

Περιστροφή κατά 240ο 

περί το ύψος που διέρχεται  

από την κορυφή 1                                (1) (243)                                 x1x3  

Περιστροφή κατά 120
ο 

περί το ύψος που διέρχεται  

από την κορυφή 2                                (2) (134)                                 x1x3                  

Περιστροφή κατά 240ο 

περί το ύψος που διέρχεται  

από την κορυφή 2                                (2) (143)                                 x1x3  

Περιστροφή κατά 120
ο 

περί το ύψος που διέρχεται  

από την κορυφή 3                                (3) (124)                                 x1x3  
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Περιστροφή κατά 240ο 

περί το ύψος που διέρχεται  

από την κορυφή 3                                (3) (142)                                 x1x3  

Περιστροφή κατά 120
ο 

περί το ύψος που διέρχεται  

από την κορυφή 4                               (4) (123)                                 x1x3  

Περιστροφή κατά 240ο 

περί το ύψος που διέρχεται  

από την κορυφή 4                                (4) (132)                                 x1x3  

Περιστροφή κατά 180ο 

περί τη µεσοκάθετο των 

άκρων 12 και 34                                   (12) (34)                                x2
2  

      
 

περί τη µεσοκάθετο των 

άκρων 13 και 24                                   (13) (24)                                x2
2     

περί τη µεσοκάθετο των 

άκρων 14 και 23                                   (14) (23)                                x2
2  

           

 

 

Άρα ο κυκλικός δείκτης της περιστροφικής οµάδας συµµετριών G του τετραέδρου 

είναι: 

                    PG(x1, x2, x3, x4) = 
1

12
 ( x1

4
 + 3x2

2
 + 8x1 x3 ) 

 

β) Το οκτάεδρο 

Οι περιστροφικές συµµετρίες του οκταέδρου είναι 24 οι εξής 
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i) Περιστροφές κατά 0°, 90°, 180°, 270° περί άξονες που διέρχονται από δύο 

απέναντι κορυφές του οκταγώνου. 

Εφόσον υπάρχουν 3 ζεύγη απέναντι κορυφών θα υπάρχουν 3 τέτοιοι  άξονες 

περιστροφής και συγκεκριµένα οι 16, 24, 35. 

ii) Περιστροφές κατά 180° περί άξονες που είναι µεσοκάθετοι σε δύο απέναντι 

ακµές. 

Εφόσον υπάρχουν 6 ζεύγη απέναντι ακµών θα υπάρχουν 6 τέτοιοι άξονες και 

συγκεκριµένα: 

 

Μεσοκάθετος των 14 , 26 

Μεσοκάθετος των 13 , 56 

Μεσοκάθετος των 12 , 46 

Μεσοκάθετος των 15 , 36 

Μεσοκάθετος των 23 , 45 

Μεσοκάθετος των 25 , 43 

 
 
 

 

iii) Περιστροφές κατά 120
ο
 και 240

ο
 περί άξονες που διέρχονται κάθετα από τα 

κέντρα βάρους δύο απέναντι εδρών. Οι 8 έδρες δίνουν 4 ζεύγη απέναντι εδρών και 

συγκεκριµένα : 

 

Άξονας κάθετος στις έδρες 134 - 256 

Άξονας κάθετος στις έδρες 145 - 236 

Άξονας κάθετος στις έδρες 125 - 346 

Άξονας κάθετος στις έδρες 123 - 456 

 

 

Οι 24 αυτές συµµετρίες φαίνονται στον παρακάτω πίνακα :       
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Συµµετρία Μετάθεση Γινόµενο 

Περιστροφή κατά 0
ο 
περί 

άξονα 16           
(1) (2) (3) (4) (5) (6) x1

6
 

Περιστροφή κατά 90
ο 
περί 

άξονα 16        
(1) (2345) (6) x1

2
x4 

Περιστροφή κατά 180
ο 
περί 

άξονα 16       
(1) (24) (35) (6) x1

2
x2

2
 

Περιστροφή κατά 270ο περί 

άξονα 16       

(1) (2543) (6) x1
2x4 

Περιστροφή κατά 90ο περί 

άξονα 24                          

(2) (4) (1563) x1
2x4 

Περιστροφή κατά 180ο περί 

άξονα 24       

(2) (4) (16) (35) x1
2x2

2 

Περιστροφή κατά 270ο περί 

άξονα 24       

(2) (4) (1365) x1
2x4 

Περιστροφή κατά 90ο περί 

άξονα 35        

(3) (5) (1264) x1
2x4 

Περιστροφή κατά 180ο περί 

άξονα 35       

(3) (5) (16) (24) x1
2x2

2 

Περιστροφή κατά 270ο περί 

άξονα 35       

(3) (5) (1462) x1
2x4 

Μεσοκάθετο   14  ,  26    

                                                                                           
 

(14)  (26)  (35) x2
3 

Μεσοκάθετο   13  ,  56    

                                                            

(13)  (56)  (24) x2
3 

Μεσοκάθετο   12  ,  46   

                                                             

(12)  (35)  (46) x2
3 

Μεσοκάθετο   15  ,  36   

                                                             

(15)  (24)  (36) x2
3 

Μεσοκάθετο   23  ,  45      

                                                           

(16)  (23)  (45) x2
3 

Μεσοκάθετο   25  ,  43                                              (16)  (25)  (43) x2
3 

 

Περιστροφή 120ο περί άξονα 

134-256        

(134) (265) x3
2 

Περιστροφή 240ο περί άξονα 

134-256        

(143) (256) x3
2 

Περιστροφή 120ο περί άξονα 

145-236        

(236) (145) x3
2 

Περιστροφή 240
ο 
περί άξονα 

134-256        

(263) (154) x3
2
 

Περιστροφή 120
ο 
περί άξονα 

125-346        

(346) (152) x3
2
 

Περιστροφή 240
ο 
περί άξονα 

125-346        

(125) (364) x3
2
 

Περιστροφή 120
ο 
περί άξονα 

123-456        

(123) (456) x3
2
 

Περιστροφή 240
ο 
περί άξονα (132) (465) x3

2
 



 
- 39 - 

123-456 

Άρα  ο  κυκλικός δείκτης  της περιστροφικής οµάδας  συµµετριών G 

του  οκταέδρου είναι : 

  PG(x1, x2, x3, x4, x5, x6) = 
1

24
(x1

6
 + 6x1

2
x4

 
 + 3x1

2
x2

2
 +6x2

3
+8x3

2
 ) 

 

γ) O Κύβος 

Οι περιστροφικές συµµετρίες του κύβου είναι πάλι 24 αντίστοιχες µε 

αυτές του οκταέδρου. Οι 24 περιστροφικές συµµετρίες, oι 24 κατοπτρισµοί 

και η διαδικασία µετασχηµατισµού του κύβου σε οκτάεδρο φαίνονται στο 

παρακάτω σχήµα. Οι 24 περιστροφές φαίνονται στον παρακάτω πίνακα.   
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Συµµετρία Μετάθεση Γινόµενο 

 
Άξονας από κ.β . εδρών  1234 και  5678 

περιστροφή  περί  άξονα  κατά  0°  
(1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8) 

 
x1

8
 

περιστροφή  περί  άξονα  κατά  90°  
(1234)(5678) 

 
x4

2
 

περιστροφή  περί  άξονα  κατά  180°  

(13)(24)(57)(68) 

 

x2
4
 

 

περιστροφή  περί  άξονα  κατά  270°  

(1432)(5876) 

 

x4
2
 

 

Άξονας από κ.β . εδρών  1256 και  3487 
 

περιστροφή  περί  άξονα  κατά  90°  

(1265)(4378) 

x4
2
 

 

περιστροφή  περί  άξονα  κατά  180°  

(16)(25)(47)(38) 

 

x2
4
 

 

περιστροφή  περί  άξονα          κατά  

270° 

 

(1562)(4873) 

 

x4
2
 

 

 

Άξονας από κ.β . εδρών  1584 και  2673 

 

περιστροφή  περί  άξονα  κατά  90°  

(1584)(2673) 

 

x4
2
 

 

περιστροφή  περί  άξονα  κατά  180°  

(18)(54)(27)(63) 

 

x2
4  

 

περιστροφή  περί  άξονα  κατά  270°  

(1485)(2376) 

 

x4
2  

 

 

Μεσοκάθετος  14-67 

 

(14)(28)(67)(35) 

 

x2
4  

 

 

Μεσοκάθετος  23-58 

 

(23)(58)(46)(17) 

 

x2
4
 

 

 
    

      Μεσοκάθετος  12-78 

 
(12)(78)(35)(46) 

 
x2

4  

 

 

Μεσοκάθετος  34-56 

 

(34)(56)(28)(17) 

x2
4  

 

 

Μεσοκάθετος  15-37 

 

(15)(37)(28)(64) 

x2
4  
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Μεσοκάθετος  26-48 (26)(48)(17)(53) x2
4  

 

Περιστροφή  κατά  120° 

περί  τον 28  

 

(136)(2)(8)(547) 

 

x1
2
x3

2  

 

Περιστροφή  κατά  240° περί  τον 28   
(163)(2)(8)(574) 

 
x1

2x3
2  

 

Περιστροφή  κατά  120° περί  τον 17   

(1 )(7)(254)(368) x1
2 x3

2 

 

Περιστροφή  κατά  240° περί  τον 17   

(1 )(7)(245)(386) 

 

x1
2
x3

2
 

 

Περιστροφή  κατά  120° περί  τον 35   
(3 )(5)(247)(186) 

 
x1

2x3
2  

 

Περιστροφή  κατά  240° περί  τον 28   

(3 )(5)(274)(168) 

 

x1
2
x3

2
 

 

Περιστροφή  κατά  120° περί  τον 46   
(4 )(6)(138)(257) 

 
x1

2x3
2  

 

Περιστροφή  κατά  120° περί  τον 46   

(4 )(6)(183)(275) 

 

x1
2
x3

2
 

 

 

 



 

 

Άρα  ο  κυκλικός  δείκτης της περιστροφικής οµάδας  συµµετριών G 

του  κύβου είναι : 

PG=(x 1,x 2,x 3,x 4,x 5,x 6,x 7,x 8) = 
1

24
( x1

8
+8x1

2
 x3

2
+9x2

4
+6x4

2
)  

 

Παράδειγµα 7.  

Θα υπολογίσουµε αναλυτικά τον κυκλικό δείκτη της οµάδας C12 . 

Αφού n=12 η οµάδα έχει 12 µεταθέσεις και µάλιστα τις: 

e=(1)(2)...(12) τύπος {12,0,0,...} προσθετέος    x1
12 

 

π= (1.2 12) 

 

{0,0,...,1}   x1
12

 

π
2
=(1357911)(24681012) 

 

{0,0,0,0,0,2} x
2
 

π
3
=(14710)(25811)(36912) 

 

{0,0,0,3} x4
3
 

π
4
=(159)(2610)(3711)(4812) 

 

{0,0,4} x3
4
 

π
5
=(16,11,4927,12,5,10,38) 

 

{0,0,...1} x12
1
 

π
6
=(17)(28)(39)(410)(511)(612) 

 

{0,6,0...} x2
6
 

π
7
=(183,10,5,12,7294,11,6) {0,0,...,1} x12 

 

π
8
=(195)(2106)(3117)(4128) 

 

{0,0,4,0...} x3
4
 

π
9
=(1,10,74)(2,11,85)(3,12,96)  

{0,0,0,3} 

x4
3
 

π
10

=(1,11,9753)(2,12,10864) 

 

{0,0,0,0,0,2} x6
2
 

π
11

=(1,12,11,10,98765432) {0,0,0...,1} x12 

 

                       

όπου τοποθετήθηκαν κόµµατα σε ορισµένους 12-κύκλους για να ξεχωρίσουν το 

στοιχείο 12 από το 1,2 κ.ο.κ. 

 

 

 

 



 

 

Οι διαιρέτες του 12 είναι: 

d=1, φ(1) =1⇒  ∃  1 µετάθεση  στο C12  
12

1
 = 12 κύκλους µήκους 1 (n , e) 

d=2, φ(2) =1⇒  ∃  1 µετάθεση στο C12  
12

2
 =  6 κύκλους µήκους 2 (n , π6) 

d=3, φ(3) =2⇒ ∃  2 µεταθέσεις στο C12 
12

3
= 4 κύκλους µήκους 1 (οι π

4
, π

8
) 

d=4, φ(4) =2⇒ ∃  2 µεταθέσεις στο C12 
12

4
= 3 κύκλους µήκους 4 (οι π

3
,π

8
) 

d=6, φ(6) =2⇒ ∃  2 µεταθέσεις στο C12 
12

6
= 2 κύκλους µήκους 6(οι π2, π10) 

d=12 φ(12) =4⇒ ∃  4 µεταθέσεις στο C12 
12

12
= 1 κύκλος µήκους 12 (οι π1,π5, π7, π11)            

 

 

Άρα  ο κυκλικός δείκτης της  C12 είναι : 

   
1

12
( φ(1)x1

12 + φ(2)x2
6 + φ(3)x3

4 + φ(4)x4
3 + φ(6)x6

2 + φ(12)x12
1 ) = 

= 
1

12
 (x1

12 
+ x2

6 
+ 2x3

4 
+ 2x4

3 
+ 2x6

2 
+ 4x12 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΙΙΙ 
 

 
Το Λήµµα του BURNSIDE 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



 

 

Έστω η υποοµάδα G της Sn ,της συµµετρικής οµάδας τάξης n. Το Sn έχει κατά 

τα γνωστά n! στοιχεία, όλες τις µεταθέσεις των ακεραίων 1,2,...,n. Ορίζουµε σαν 

τροχιά του αριθµού k∈{1,2,...,n} το σύνολο των ακεραίων οι οποίοι αποτελούν 

εικόνες του k στις µεταθέσεις της οµάδας G. Συµβολίζουµε το σύνολο αυτό µε 0k. 

 

 

Παράδειγµα 1. 
 

i) Έστω η υποοµάδα G= {I, (12), (34), (12)(34) } της S4 .Τότε: 
       01={1,2} 

       02={1,2} 
        03={3,4} 

        04={3,4}. 
 

 

ii) Έστω η υποοµάδα της A4 η οποία αποτελείται από τις ζυγές µεταθέσεις της S4 

(alternating group). 

 

 

Τα στοιχεία της είναι οι 12 µεταθέσεις 

Α4={1,(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243),(12)(34),                

(13)(24),(14)(23)}. 

Oι τροχιές 01, 02, 03 και 04 ισούνται  όλες  µε το σύνολο (1,2,3,4}. 

 

Στα δύο αυτά παραδείγµατα βλέπουµε ότι τα σύνολα 0x και 0y ή 

συµπίπτουν ή είναι ξένα µεταξύ τους. Αυτό ισχύει γενικά όπως θα αποδείξουµε 

παρακάτω. Έχουµε επίσης προφανώς ότι x∈0x και αν x∈0y τότε υπάρχουν π∈G µε 
π(y)=x αλλά επειδή το G είναι οµάδα έπεται ότι  π-1∈G  άρα y= π-1 (x) δηλαδή y∈0x. 

 

 

 
Θεώρηµα 1:  

Έστω G υποοµάδα της Sn και οι τροχιές 0x και 0y. Τότε ισχύει   

ή 0x =0y ή 0x∩ 0y =∅ . 

 

 

 
Απόδειξη.  

Ας υποθέσουµε ότι οι τροχιές  0x και 0y ούτε συµπίπτουν  ούτε είναι ξένες
 µεταξύ τους και έστω z∈0x∩ 0y  και w∈0x  αλλά w∉0y θα οδηγηθούµε σε 

αντίφαση. 

                       
 

 

Εφόσον z∈0x υπάρχει π∈G µε π(x)=z οπότε και η π
-1∈G  δίνει  π

-1
(z)=x. 



 

 

Εφόσον w∈0x  υπάρχει π'∈G µε π'(x)=w. Αλλά τότε η π' π-1∈G  δίνει  

π' π
-1 

(z) = π'(x)=w 

Εφόσον z∈0y υπάρχει π"∈G µε π"(y)=z. Πολλαπλασιάζοντας επί την προηγούµενη 

µετάθεση έχουµε: 

 

                         π' π
-1
π"(y)=π' π

-1
(z)=w 

 
όπου π' π-1π"∈G. Άρα βρήκαµε µία µετάθεση του G που µεταθέτει το y στο W άρα 

w∈0y άτοπον.  
 

Έστω πάλι η υποοµάδα G της Sη. Ο σταθεροποιητής (stabilizer) του αριθµού 
k∈{1,... ,n} που συµβολίζεται µε Tk  είναι το σύνολο των µεταθέσεων του G που 

αφήνουν το στοιχείο  k αµετάβλητο. 
Προσοχή στο ότι το σύνολο Tk είναι ένα σύνολο µεταθέσεων του G και όχι ένα 

σύνολο αριθµών όπως το σύνολο Ok. 
 

 

Παράδειγµα 2. 
i) Έστω πάλι η οµάδα G= {Ι, (12), (34), (12)(34)}. 

Τότε    Τ1={I, (34)} 
                   T2={I, (34)} 

                   Τ3={I, (12)} 
                   Τ4={I, (12)} 

 
ii) Έστω πάλι η υποοµάδα Α4 της S4 

Τότε          Τ1= {I, (234),(243)} 

                  Τ2= {I, (134),(143)} 

                  Τ3= {(124),(142)} 

                  Τ4= {Ι, (123),(132)}. 
 

Θεώρηµα 2:  
Για κάθε υποοµάδα G της Sn και κάθε ακέραιο  k∈{1,...,n} ισχύει:                

                                |0k|·|Τk|=|G| . 
 

Απόδειξη. 
Θα αντικαταστήσουµε το αριθµοσύνολο 0k µε ένα σύνολο µεταθέσεων Ρ µε 

τον ίδιο πληθάριθµο. 

Έστω 0k= {a1 ,a2 ,a3,...}.  Επιλέγω ένα σύνολο µεταθέσεων Ρ={p1,p2,p3,…) από 

στοιχεία της G µε: 

 

 

Η µετάθεση  p1  απεικονίζει τον  k στον  a1 

Η µετάθεση  p2  απεικονίζει  τον k στον  a2 

Η µετάθεση  p3  απεικονίζει  τον k στον  a3       κ.ο.κ. 

 

       

Παρατηρούµε ότι |Ρ| = |Οk|. Επίσης αφού το ak ∈Οk, υπάρχει πάντα µετάθεση p∈G 



 

 

που να απεικονίζει το k στο ak . 

 

      Θα δείξουµε τώρα ότι κάθε µετάθεση µπορεί να γραφεί µονοσήµαντα  σαν 

γινόµενο δύο µεταθέσεων µίας από το Ρ και µίας από το Τk. 

 

 

Πράγµατι έστω g∈G.Η µετάθεση αυτή απεικονίζει τον k στον αριθµό 
am.Αλλά τότε η µετάθεση Ρm

-1g∈G απεικονίζει τον k στον k. Πράγµατι   

                          Ρm
-1 

g(k)= Ρm
-1 

(am)= k 
 

 Άρα η µετάθεση Ρm
-1 

g  είναι κάποιο στοιχείο s του stabilizer Tk   δηλαδή        Ρm
-

1g=s  ⇒ g= Ρm s. 

Κάθε λοιπόν στοιχείο γράφεται σαν γινόµενο µίας µετάθεσης Ρm∈Ρ και µίας 
µετάθεσης s∈Tk . Θα δείξουµε ότι αυτό γίνεται  κατά µοναδικό τρόπο.  

 
Έστω ότι g= Ρm sa = Ρn sb 

 

Το γινόµενο Ρm sa δίνει Ρm sa (k) = Ρm(k)=am ενώ το γινόµενο Ρn sb δίνει Ρn sb 

(k)= Ρn(k)=an. Εφόσον τα δύο γινόµενα είναι ίσα έχουµε am=an  και m=n. 

Απλοποιώντας έχω sa=sb και έτσι αποδείχτηκε και η µοναδικότητα. 

Άρα ο αριθµός των διαφόρων τρόπων επιλογής ενός στοιχείου από το Tk και 

ενός από το Ρ ισούται µε το πλήθος των στοιχείων του G δηλαδή από την αρχή του 

γινόµενου |G| =|Τk|·|Ρ| = |Τk| · |0k| 

 

 

Παράδειγµα 3 
 

i) Για το Α4 έχω:  οι τροχιές έχουν και οι τέσσερεις από 4 στοιχεία. Οι τέσσερεις 

stabilizers έχουν από 3 στοιχεία ο καθένας. Άρα : 
                  |01|·|Τ1| = |02|·|Τ2| = |03|·|Τ3| = |04|·|Τ4| = 4·3 = 12 = |Α4|  

 
ii) Αν G=S 3 ={I,12,13,23,123,132} έχουµε 

        01=02=03={1,2 ,3} ⇒ |01| = |02| = |03 |= 3 

      Τ1={I,23}       ⇒ |T1| = |Τ2| = |Τ3| = 2 

            Τ2={I,13} 
            Τ3={I,12} 

 
Άρα |01| |Τ1|=|02| |Τ2|=|03| |Τ3|=3·2=6=|S3|. 

 
Το παρακάτω αποτέλεσµα είναι γνωστό σαν λήµµα του Burnside από τον 

William Burnside (1852-1927) αν και απαντάται και προγενέστερα.  

Είναι ένα σηµαντικό απαριθµητικό αποτέλεσµα διότι µας δίνει το πλήθος των 

ουσιαστικά διαφορετικών τροχιών που αντιστοιχούν σε µία οµάδα G αν ληφθούν υπ’ 

όψιν και οι περιστροφικές συµµετρίες του γεωµετρικού σώµατος στο οποίο 

αντιστοιχεί η οµάδα µεταθέσεων G. Η απαρίθµηση γίνεται µετρώντας τα στοιχεία 

που αφήνουν σταθερά οι µεταθέσεις της οµάδας G. 

Ας συµβολίσουµε µε λ1(g) το πλήθος των κύκλων µήκους 1 της 

µετάθεσης g∈G δηλαδή το πλήθος των αριθµών που η µετάθεση  g∈G αφήνει 

αµετάβλητους. 

Θεώρηµα 4: (Λήµµα του Burnside). 



 

 

Έστω G µία υποοµάδα της Sn . Τότε το πλήθος των διαφορετικών τροχιών που 

αντιστοιχούν στην οµάδα G ισούται µε 
1

| |G
1
(g)λ∑  όπου η άθροιση γίνεται πάνω 

σε όλες τις µεταθέσεις g∈G. 

 
 

Απόδειξη. 
Το άθροισµα λ1(g1) + λ1(g2) + λ1(g3) +…..                             (1) 

µετρά το πόσοι αριθµοί µένουν σταθεροί για όλες τις µεταθέσεις της οµάδας G. Αλλά 

ο αριθµός k µένει σταθερός µόνο για τις µεταθέσεις       g∈Tk άρα ο k προσφέρει 

|Τk|µονάδες στο άθροισµα (1). Το άθροισµα (1) λοιπόν ισούται µε 

                        |Τ1| + |Τ2|+...+ |Τk|+ …                                      (2) 

 

   Αν διαιρέσουµε κάθε προσθετέο της σχέσης (2) µε |G| θα έχουµε από το θεώρηµα 2 

 

  
1

| |G
∑ λ1(g)= 

1

| |G 1

| |
n

i

Ti
=
∑ = 

1

1

| |O
+ 

2

1

| |O
+ …+ 

1

| |
k

O
+…          (3) 

 

Παρατηρούµε όµως ότι αν η τροχιά 0k1 έχει t στοιχεία, έστω τα 

k1,k2 ,..., kt τότε από το θεώρηµα 1 ισχύει: 

 

 

              

k1

1

| |O
+ 

2

1

| |kO
+ … + 

1

| |ktO
 = 

1

t
+

1

t
 +…+

1

t
 = 1    

 

 διότι στο τελευταίο άθροισµα έχουµε t προσθετέους. 
Άρα το άθροισµα (3) αναλύεται σ’ένα αριθµό µερικών αθροισµάτων το 

καθένα από τα οποία ισούται µε τη µονάδα και το πλήθος των οποίων ισούται µε το 

πλήθος των διαφορετικών τροχιών που αντιστοιχούν στην οµάδα G. 

Άρα το πλήθος των διαφορετικών τροχιών της G ισούται µε  

                                 

1

| |G
∑ λ1(g). 

 

Παράδειγµα 4. 
 

 i) Έστω πάλι η οµάδα  G=(Ι , (12) , (34) , (12)(34) }.  
Η µετάθεση   I =  (1)(2)(3)(4) έχει 4 κύκλους µήκους  1 

                  (12)= (12) (3)(4) έχει 2 κύκλους µήκους  1 
                  (34)= (1)(2)(34) έχει 2 κύκλους µήκους  1 

           (12)(34)                   έχει 0 κύκλους µήκους  1  

 

 Άρα το πλήθος των διαφορετικών τροχιών ισούται µε  

                    
1

4
 (4+2+2+0) = 

8

4
 = 2. 

 

 



 

 

ii) Για το Α4 µε τις 12 µεταθέσεις έχουµε 

 Ι=(1)(2)(3)(4) µε 4 στοιχεία σταθερά  

υπάρχουν 8 µεταθέσεις σαν την (123)(4) µε ένα σταθερό στοιχείο η καθεµία, τέλος

 οι υπόλοιπες  3  µεταθέσεις δεν έχουν σταθερό 

στοιχείο. Άρα το πλήθος των διαφορετικών τροχιών είναι: 

        

             
1

12
 (8+4)=1 όπως είδαµε η {1,2,3,4} . 

 

 

iii) Έστω ότι θέλουµε να χρωµατίσουµε τα  4 τετραγωνίδια του 

σχήµατος µε δύο χρώµατα, έστω άσπρο και µαύρο. 

 

                 

                                  
 

Εφόσον έχουµε τέσσερα τετραγωνίδια καθένα από τα οποία χρωµατίζεται µε 
δύο χρώµατα ανεξάρτητα από το χρώµα των άλλων τετραγωνιδίων θα έχουµε 24=16 

δυνατούς χρωµατισµούς τους οποίους παραθέτουµε παρακάτω αριθµηµένους 
 

 
 



 

 

Αν όµως λάβουµε υπ’ όψιν τις περιστροφικές συµµετρίες του σχήµατος 

παρατηρούµε ότι ορισµένοι από τους χρωµατισµούς αυτούς συµπίπτουν. π.χ. ο 3 

προκύπτει από τον 2 αν το σχήµα περιστραφεί κατά 90° περί το κέντρο βάρους του (η 

περιστροφή ακολουθεί τους δείκτες ρολογιού). Υπάρχουν 4 διαφορετικές 

περιστροφές κατά γωνία 0°, 90°, 180° και 270°. Η κάθε µία από αυτές θεωρούµε ότι 

είναι µία µετάθεση των 16 χρωµατισµών. Μία τροχιά µίας µετάθεσης είναι το σύνολο 

των χρωµατισµών που είναι ισοδύναµοι από την αντίστοιχη περιστροφή. 
    Από το λήµµα του Burnside µπορούµε να µετρήσουµε τις ουσιαστικά διαφορετικές 

τροχιές δηλαδή τους ουσιαστικά διαφορετικούς χρωµατισµούς µετρώντας τα σταθερά 
στοιχεία της κάθε µίας µετάθεσης (περιστροφής). 

 
Έχουµε G=( g0 , g1 , g2 , g3 ) όπου η ταυτοτική µετάθεση 

 

  g0 = 
1 2 .... 16

1 2 .... 16

 
 
 

 = (1) (2) …. (16) αφήνει σταθερούς και τους 16 

χρωµατισµούς. 

 

Η περιστροφή κατά 90° µετάθεση 

 

  g1  = 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 3 4 5 2 7 6 9 10 11 8 13 14 15 12 16

 
 
 

 =  

 

(1)(2 3 4 5)(6 7)(8 9 10 11)(12 13 14 15)(16) αφήνει σταθερούς  δύο µόνο 

χρωµατισµούς. 

 

Η περιστροφή κατά 180° µετάθεση 

 

g2 = 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 4 5 2 3 6 7 10 11 8 9 14 15 12 13 16

 
 
 

 = 

 

(1)(2 4)(3 5)(6) (7)(8 10)(9 11)(12 14)(13 15)(16) αφήνει σταθερούς τέσσερεις 

χρωµατισµούς . 

 
Και τέλος η περιστροφή κατά 270° µετάθεση 

 

g3 = 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 5 2 3 4 7 6 11 8 9 10 15 12 13 14 16

 
 
 

 = 

 

(1)(2 5 4 3)(6 7)(8 11 10 9)(12 15 14 13)(16) αφήνει σταθερούς δύο χρωµατισµούς. 
 

 
Άρα το πλήθος των διαφορετικών χρωµατισµών είναι   

1

4
(16+2+4+2)= 6 δηλαδή οι 6 χρωµατισµοί  1, 2 ή 3 ή 4 ή 5 , 6 ή 7 , 8 ή 9 ή 10 ή 11 , 

12 ή 13 ή 14 ή 15 , 16 

 

 



 

 

iν) Θεωρούµε όλα τα κοµπολόγια µε 5 χάντρες οι οποίες χρωµατίζονται 

κόκκινες ή µπλε ή πράσινες. ∆ύο κοµπολόγια θεωρούνται ισοδύναµα αν το ένα 

προκύπτει από το άλλο µε περιστροφή. Κατοπτρισµοί δεν επιτρέπονται. Πόσα 

διαφορετικά κοµπολόγια υπάρχουν; 

 

 

Λύση. 
Υπάρχουν προφανώς 35=243 χρωµατισµοί αλλά δεν είναι όλοι διαφορετικοί 

µεταξύ τους. Η οµάδα G είναι η C5 κυκλική οµάδα τάξεως 5 δηλαδή  
 

             G={(1)(2)(3)(4)(5),(12345),(13524),(14253),(15432)} µε |G|=5. 
 

 Η ταυτοτική µετάθεση αφήνει αµετάβλητα και τα 243 κοµπολόγια, ενώ οι 
άλλες 4 µεταθέσεις αφήνουν αµετάβλητα µόνο τα 3 µονοχρωµατικά κοµπολόγια: τα 

ΚΚΚΚΚ, ΜΜΜΜΜ, ΠΠΠΠΠ. 

Άρα το πλήθος των διαφορετικών τροχιών του G είναι 

          
1

5
 (243+3+3+3+3)=51. 

 
 

Οι 51 αυτές τροχιές είναι οι εξής: 
 

 

Κοµπολόι                Μορφή             Πλήθος 

Μονοχρωµατικό       ΚΚΚΚΚ                   3 
∆ιχρωµατικό             ΚΚΚΚΜ                  6 

∆ιχρωµατικό             ΚΚΚΜΜ                 6 

∆ιχρωµατικό             ΚΚΜΚΜ                 6 

Τριχρωµατικό           ΚΚΚΜΠ                  3 

Τριχρωµατικό           ΚΚΚΠΜ                  3 

Τριχρωµατικό           ΚΚΜΚΠ                  3 

Τριχρωµατικό           ΚΚΠΚΜ                  3 

Τριχρωµατικό           ΚΚΜΜΠ                  3 

Τριχρωµατικό           ΠΜΜΚΚ                  3 

Τριχρωµατικό           ΚΚΜΠΜ                  3 

Τριχρωµατικό           ΜΠΜΚΚ                  3 

Τριχρωµατικό           ΚΠΜΚΜ                  3 

Τριχρωµατικό           ΜΚΜΠΚ                  3 

 
 

Σύνολο 51 χρωµατισµοί.



 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ IV 

 
 

ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΕΣ ΚΛΑΣΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ- ΒΑΡΗ ΚΑΙ 

ΚΑΤΑΛΟΓΟΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ



 

 

' 

Στην παράγραφο αυτή θα εξετάσουµε συναρτήσεις από ένα πεπερασµένο σύνολο D 

σ’ ένα άλλο R. Συνήθως το σύνολο R είναι ένα σύνολο χρωµάτων µε τα οποία 

χρωµατίζονται τα στοιχεία του D οπότε στην ειδική αυτή περίπτωση η κάθε 

συνάρτηση από το D στο R (και υπάρχουν |R| 
|D|

 τέτοιες συναρτήσεις) αντιστοιχεί σε 

έναν χρωµατισµό των στοιχείων του D µε |R| το πλήθος χρώµατα αλλά αυτό δεν είναι 

απαραίτητο. Επίσης κάθε συνάρτηση f αντιστοιχεί σε έναν τρόπο να τοποθετήσουµε 

|D| αντικείµενα σε |R| κάλπες. 
Έστω λοιπόν D και R δύο σύνολα και G µία οµάδα µεταθέσεων των στοιχείων 

του συνόλου D. Λέµε ότι οι συναρτήσεις  f1 και f2 είναι ισοδύναµες αν και µόνο αν 
υπάρχει π∈G τέτοια ώστε f1(d)=f2[π(d)] , 

∀ d∈D. 
     

 Θα δείξουµε ότι η διµελής αυτή σχέση είναι σχέση ισοδυναµίας. 
 

i) Αν θεωρήσουµε το µοναδιαίο στοιχείο e∈G τότε f1(d)=f1[e(d)] 
∀  d∈D οπότε ικανοποιείται η αυτοπαθής ιδιότητα. 

 

ii) Αν f1~f2  ⇒ f1 (d)=f2[π(d)]  ∀  d∈D και f2(d)= [π
-1

(d)] ∀  d∈D µε 

 π
-1∈G άρα ικανοποιείται και η συµµετρική ιδιότητα. 

 

iii) f1(d)=f2[π1(d)] και f2(d)=f3[π2(d)]  ∀  d∈D. Αλλά τότε f1(d)=f3[π2 π1(d)] ∀ d∈D. 

Επειδή π2 π1∈G ικανοποιείται και η µεταβατική ιδιότητα. Πρόκειται λοιπόν για µία 

σχέση ισοδυναµίας. 

 

Άρα οι συναρτήσεις από το D στο R χωρίζονται σε κλάσεις ισοδυναµίας από την 

σχέση ισοδυναµίας που ορίσαµε.



 

Παράδειγµα 1. 

 
Έστω D={a,b,c,d} R={Χ ,Y) και G={π1,π2,π3,π4} όπου 

 

π1=
a b c d

b c d a

 
 
 

, π2 =
a b c d

c d a b

 
 
 

, π3 =
a b c d

d a b c

 
 
 

, π4 =
a b c d

a b c d

 
 
   

 

Τότε οι 2
4
 =16 συναρτήσεις απο το D στο R είναι 

 
a/A f(a) f(b) f(c) f(d) 

f1 x x x x 
f2 y x x x 

f3 x y 
 

x x 

f4 x x y x 

f5 x x x y 

f6 y y x x 

f7 y x y x 

f8 y x x y 

f9 x y y x 

f10 x y x y 

f11 x x y y 

f12 y y y x 

f13 y y x y 

f14 y x y y 

f15 x y y y 

f16 y y y y 

 
 

    
  

 

 

Βλέπουµε ότι        f3[π1(a)] = f3(b) = y = f2(a) 
 

                             f3[π1(b)] = f3(c) = x = f2(b) 
 

                             f3[π1(c)] = f3(d) = x = f2(c) 
 

                             f3[π1(d)] = f3(a) = x = f2(d) 
 

 
 

Άρα οι συναρτήσεις f3 και f2 είναι ισοδύναµες. 

Παρόµοια διαπιστώνουµε ότι οι 16 συναρτήσεις διαιρούνται σε 6 κλάσεις 

ισοδύναµων συναρτήσεων τις { f1 },{ f2, f3, f4, f5 },{ f6, f8, f9, f11 }, { f7, f10 }, { f12, f13, 

f14, f15 } και { f16 } 



 

Αν θεωρήσουµε το σύνολο D σαν τα τέσσερα τετραγωνίδια της 2x2 

σκακιέρας {a,b,c,d} και το σύνολο R σαν τους διχρωµατισµούς τους µε δύο χρώµατα 

{x και y} και τις 4 µεταθέσεις της οµάδας G σαν π1 περιστροφή κατά 90° , π3 

περιστροφή κατά 270° , π2 περιστροφή κατά 180° , π4 περιστροφή κατά 0° το 

παράδειγµά µας ανάγεται στο παράδειγµα που έχουµε ήδη δει (Burnside) του 

διχρωµατισµού των 4 τετραγώνων της σκακιέρας, έτσι ώστε δύο σκακιέρες 

θεωρούνται ισοδύναµες, αν η µία προκύπτει από την άλλη κατά τις περιστροφές της 
οµάδας G. Οι 16 συναρτήσεις  fi είναι οι 16 δυνατοί χρωµατισµοί Ci και οι 6 

διαφορετικές κλάσεις ισοδύναµων συναρτήσεων οι 6 ουσιαστικά διαφορετικοί 
χρωµατισµοί.  

 

Παράδειγµα 2. 

Έστω ότι το σύνολο D είναι το σύνολο των 6 εδρών ενός κύβου το σύνολο 
R={Α,Μ}   f:D→R και G η οµάδα περιστροφικών συµµετριών του κύβου που δρα 

στις 6 έδρες του. 
 Θέλουµε να υπολογίσουµε τους διαφορετικούς χρωµατισµούς των εδρών του 

κύβου µε δύο χρώµατα Α και Μ αν ληφθούν υπόψη οι περιστροφικές συµµετρίες του 

κύβου. 

Προφανώς οι διχρωµατισµοί του κύβου είναι 2
6
=64 αλλά πολλοί από αυτούς είναι 

ισοδύναµοι. 

α.α. Χρωµατισµοί τρόποι 

1) 6 έδρες  χρώµατος Α-0 

έδρα Μ 

1 

2) 5 έδρες  χρώµατος Α-1 

έδρα Μ 

6 

3) 4 έδρες  χρώµατος Α-2 

απέναντι έδρες Μ 

3 

4) 4 έδρες  χρώµατος Α-2 

διαδοχικές έδρες Μ 

12 

5) 3 έδρες  χρώµατος Α που 

σχηµατίζουν τρίεδρη 

γωνία- 3 έδρες χρώµατος  

Μ που σχηµατίζουν 

τρίεδρη γωνία. 

8 

6) 
3 έδρες  χρώµατος Α που 

σχηµατίζουν 3 δίεδρες 
γωνίες- 3 έδρες χρώµατος  

Μ που σχηµατίζουν 3 
δίεδρες  γωνίες. 

12 

7) 
2 έδρες χρώµατος Α 
διαδοχικές -4 έδρες 

χρώµατος Μ 

12 

8) 2 έδρες χρώµατος Α 

απέναντι -4 έδρες 
χρώµατος Μ 

3 

9) 1 έδρα χρώµατος Α-5 
έδρες χρώµατος Μ 

6 

10) 0 έδρες χρώµατος Α-6 
έδρες χρώµατος Μ  

1 

Συνολικά 64 τρόποι 



 

Άρα µε την εξαντλητική µέθοδο υπολογίσαµε 10 διαφορετικές κλάσεις 

ισοδυναµίας. 

Θέλουµε να φθάσουµε στο αποτέλεσµα αυτό µε µία κοµψότερη µέθοδο.  

 

Θέλουµε να αντιστοιχήσουµε σε κάθε στοιχείο του συνόλου R έναν αριθµό ή 

ένα σύµβολο, κυρίως για να µπορούµε να ξεχωρίσουµε την δράση των στοιχείων του 

συνόλου R. Αν r∈R το σύµβολο w(r) παριστά το βάρος του στοιχείου r. 
 

Ο κατάλογος του συνόλου R ορίζεται σαν το άθροισµα των βάρων όλων των 

στοιχείων του R δηλαδή το άθροισµα 
r R

w(r)
∈
∑ .  

Το βάρος µίας συνάρτησης f: D →  R ορίζεται από την σχέση 

W(f)= [ ( )]
d D

w f d
∈
∏  δηλαδή ισούται µε το γινόµενο όλων των βαρών των εικόνων των 

στοιχείων του D κάτω από την συνάρτηση f. 

 

Τέλος  ο  κατάλογος ενός συνόλου συναρτήσεων ισούται  µε  το  

άθροισµα όλων των βαρών των συναρτήσεων f του συνόλου S δηλαδή ( )
f S

W f
∈
∑ . 

 
 

 
 

Παράδειγµα (συνέχεια). 
Αν στο προηγούµενο παράδειγµα θέσουµε W(Μ)=1,W(Α)=2 

Η συνάρτηση f1 έχει βάρος 2
6
 δηλ W(f1)=64. 

 

                                              
  
 

 (Η συνάρτηση αυτή αντιστοιχεί στον χρωµατισµό και των 6 εδρών µε το χρώµα Α). 
 

Η συνάρτηση  f2 που αντιστοιχεί στον χρωµατισµό των 5 εδρών Α και µίας µε 
χρώµα Μ έχει βάρος W(f2)=32.    κ.ο.κ. 



 

Παρατηρούµε ότι για το βάρος  συνάρτησης χρησιµοποιούµε το   κεφάλαιο 

σύµβολο W ενώ για το βάρος στοιχείου το µικρό W. 

Επίσης ο κατάλογος του συνόλου R είναι 2+1=3 µας πληροφορεί ότι ένα 

στοιχείο του D θα έχει την τιµή 1 ή την 2. Αν w(Α)=a και W(Μ)=m τότε ο κατάλογος 

θα ήταν a+m πράγµα που κάνει την έννοια αυτή να συµπεριφέρεται ανάλογα µε τις 

γεννήτριες συναρτήσεις.  

 
Μία σηµαντική παρατήρηση είναι η εξής: 

Ορίσαµε ότι f1~f2 αν∀ d∈D  f1[π(d)]=f2(d). Αλλά τότε έχουµε αν 
θέσουµε |D|=n 

W(f1)= w[ f1(d1)] ⋅  w[ f1(d2)] ⋅ ... w[ f1(dn)] = ( )1w  f d
d D∈

⋅   ∏  

w[ f1(π(d1))] ⋅  w[ f1(π(d2))] ⋅ ... w[ f1(π(dn))] = ( )1w  f π(d )
d D∈

⋅   ∏  

 

αλλά εφόσον π∈ G ⊆Sn τα δύο γινόµενα αυτά είναι ίσα διότι 

περιέχουν τους ίδιους όρους µε διαφορετική σειρά . 

 
 

Άρα  W(f1)= ( )1 f d
d D∈

⋅   ∏  = ( )1 f π(d )
d D∈

⋅   ∏  = ( )2 f d
d D∈

⋅   ∏  = W(f2)     

         

Η προτελευταία ισότητα ισχύει από το γεγονός  ότι f1~f2 και η 

τελευταία από τον ορισµό του βάρους µίας συνάρτησης. ∆είξαµε λοιπόν ότι αν f1~f2 

⇒  W(f1)= W(f2).Προφανώς το αντίστροφο δεν ισχύει δηλαδή συναρτήσεις µε το ίδιο 

βάρος µπορεί να ανήκουν σε διαφορετικές κλάσεις ισοδυναµίας. 

Ορίζουµε λοιπόν το βάρος µίας κλάσης ισοδυναµίας F σαν το βάρος 
οποιοσδήποτε συνάρτησης  που ανήκει στην κλάση αυτή  

W(F)= W(f) για οποιαδήποτε f∈ F. 

 

Παράδειγµα  (συνέχεια). 

 
Θέτοντας πάλι w(Α)=2, W(Μ)=1 έχουµε: 

                     W(Ι) = W(f1) = 2
6
=64  

όπου θέσαµε I την κλάση µε αύξοντα αριθµό 1  κ.ο.κ. 

                     W(ΙΙ) = W(f2)=2
5
=32 

Προσοχή όµως W(V) = W(fa)=23=8 , W(VI) = W(fb)=23=8 

 

 
 
 

αλλά οι δύο συναρτήσεις fa και fb δεν είναι ισοδύναµες. 
Πράγµατι η fa χρωµατίζει µε το A 3 έδρες που αποτελούν τρίεδρη  



 

γωνία (και άλλες 3 µε το Β που αποτελούν επίσης τρίεδρη γωνία) ενώ η fb 

χρωµατίζει µε το A 3 έδρες που αποτελούν 3 δίεδρες γωνίες (και άλλες τρείς 

µε το Μ). 

Ο κατάλογος του συνόλου R
D
 (που έχει 2

6
=64 συναρτήσεις ή 

χρωµατισµούς) είναι εξ ορισµού 
DR

( )
f

W f
∈
∑  

Άρα:     1·26+6·25+3·24+12·24+8·23+12·23+12·22+3·22+6·21+1·20= 

=1·2
6
·1

0
+6 ·2

5
·1

1
+15·2

4
·1

2
+20·2

3
·1

3
+15·2

2
·1

4
+6·2

1
·1

5
+1·2

0
·1

6
 =(2+1)

6
 = 3

6
 

=729 

όπου στην τελευταία γραµµή χρησιµοποιήσαµε το διωνυµικό θεώρηµα.  

 Η σχέση αυτή γενικεύεται και εν γένει ισχύει: 

 

 
Θεώρηµα :   

                     
DR

( )
f

W f
∈
∑ = [

R

( )
r

W r
∈
∑ ]|D| 

 

 

Παράδειγµα 3.  

Οι µη διατεταγµένες διαµερίσεις του ακεραίου 4 σε 3 το πολύ µέρη είναι 

4=4+0+0,    0+4+0,   0+0+4 

4=3+1+0 ,     3+0+1,     1+3+0,    1+0+3,    0+1+3,    0+3+1 
4=2+2+0 ,     2+0+2,     0+2+2  

4=2+1+1 ,     1+2+1,     1+1+2 

 

 

Άρα : (α+β+γ)
4
= 

4

400

 
 
 

α
4 
+

4

040

 
 
 

β
4
 +

4

004

 
 
 

γ
4
+ 

4

310

 
 
 

α
3
β+ 

4

130

 
 
 

αβ
3
+ 

                      + 
4

301

 
 
 

α
3
γ+

4

103

 
 
 

αγ
3
+

4

031

 
 
 

β
3
γ+

4

013

 
 
 

βγ
3
+ 

                      + 
4

220

 
 
 

α
2
β

2
+

4

202

 
 
 

 α
2
γ

2
+ 

4

022

 
 
 

 β
2
γ

2
+ 

4

211

 
 
 

α
2
βγ+ 

                      + 
4

121

 
 
 

αβ
2
γ+ 

4

112

 
 
 

αβγ
2  

= 

 

                        =1·α
4
+1·β

4
+1·γ

4
+4α

3
β+4αβ

3
+4α

3
γ+4αγ

3
+4β

3
γ+4βγ

3
+6α

2
β

2
+ 

+6α2γ2+6β2γ2+12α2βγ+12αβ2γ+12αβγ2 . 

 

Η παραπάνω σχέση προκύπτει από το πολυωνυµικό θεώρηµα. 
 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ V 

 

ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ POLYA 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Θεωρούµε πάλι το σύνολο D το σύνολο R και µία οµάδα µεταθέσεων 

του D. Το πρόβληµα µας είναι να βρούµε το πλήθος και γενικότερα τον 

κατάλογο των κλάσεων ισοδυναµίας των συναρτήσεων από το D στο R. Ο 

κατάλογος αυτός όπως είδαµε προηγούµενα είναι µία αναπαράσταση όλων 

των διαφορετικών τρόπων τοποθέτησης |D| αντικειµένων σε |R| θέσεις. 

Οι |R|
|D|  

το πλήθος συναρτήσεις κατατάσσονται σύµφωνα µε τα βάρη 

τους. Έστω ότι το σύνολο των συναρτήσεων Fi έχει βάρος Wi.  

Τότε σε κάθε µετάθεση π∈G αντιστοιχεί µία συνάρτηση π
(i )

 του Fi 

στον εαυτό του που ορίζεται από:  

   π(i ) : f1∈  Fi →  f2∈  Fi  αν f1(d)=f2[π(d)] ∀  d∈D. 

 

Προφανώς οι συναρτήσεις f και έχουν το ίδιο βάρος. 

 

Λ ή µ µ α  1.  

Η συνάρτηση π
(i )

 είναι µία µετάθεση του συνόλου συναρτήσεων Fi . 

 

Λήµµα 2.  

                   (π1π2)(i ) = π1
(i)π2

(i) 

              

Συµβολίζω µε λ(g) τον αριθµό των κύκλων της µετάθεσης g∈G όπου 

υπολογίζονται και οι κύκλοι µήκους ένα: 

g=(123)(45)(6)(7) ∈ S7 έχει λ(g)=4 

g=(1234) ∈  S4           έχει  λ(g)=1 

g=(123)(4)(5) ∈ S5           έχει λ(g)=3          K.Ο.Κ 

 

To θεώρηµα του Pólya  αντιµετωπίζει διάφορες περιπτώσεις όπου η 

χρήση του λήµµατος του Burnside είναι δύσκολη ή και πρακτικά αδύνατη 

όπως όταν το σύνολο D είναι αρκετά µεγάλο οπότε ο προσδιορισµός των 

στοιχείων του D που µένουν αµετάβλητα από τις µεταθέσεις του G 

πολύπλοκος. Επίσης το θεώρηµα δίνει περισσότερες πληροφορίες από απλά 

πόσες είναι οι διαφορετικές κλάσεις ισοδυναµίας. Συγκεκριµένα µας δίνει την 

γεννήτρια συνάρτησή τους.  Η απόδειξη στηρίζεται στην εξής παρατήρηση. 



 

Ας χρησιµοποιήσουµε την χρωµατική ορολογία δηλαδή ας θεωρήσουµε 

το σύνολο R σαν ένα σύνολο m χρωµάτων µε τα οποία χρωµατίζονται τα |D| 

στοιχεία του D. Έχουµε ότι η καθεµία από τις |R||D|  συναρτήσεις f είναι ένας 

χρωµατισµός. 

 

Θέλουµε λοιπόν η µετάθεση g(i ) δηλαδή ο χρωµατισµός g(i) να 

παραµένει σταθερός, αλλά για να συµβεί αυτό πρέπει η αντίστοιχη µετάθεση 

g∈G να αναλύεται σε κύκλους και οι αριθµοί (στοιχεία του D) που 

βρίσκονται στον κάθε κύκλο να έχουν το ίδιο χρώµα. Αλλά το πλήθος των 

διαφορετικών τρόπων για να χρωµατιστούν οι λ(g) κύκλοι της µετάθεσης 

g∈G µε m το πλήθος χρώµατα έτσι ώστε τα στοιχεία κάθε κύκλου να έχουν 

το ίδιο χρώµα είναι προφανώς m
λ(g)

. 

    

   

Θεώρηµα Pólya : 

Η γεννήτρια συνάρτηση των κλάσεων ισοδυναµίας των συναρτήσεων 

από το D στο R ισούται µε: 

 

PG  { ( )
r R

w r
∈

 
 
 
∑ , 2[ ( )]

r R

w r
∈

 
 
 
∑ , … , k[ ( )]

r R

w r
∈

 
 
 
∑ } 

 

δηλαδή προκύπτει αν γίνουν οι αντικαταστάσεις  

             x1  →  w(r1) + w(r2) + ...+ w(r|Rl) 

 

               x2  →  w2(r1) + w2(r2) + ...+ w2(r |Rl) 

 

               xk  →  w(r1)
k + w(r2)k + ...+ w(r |Rl)

k 

 

στον κυκλικό δείκτη της οµάδας µεταθέσεων G του D. 

 

 



 

Π α ρ ά δ ε ι γ µ α   1. 

Αν εφαρµόσουµε το θεώρηµα του Pólya στο παράδειγµα του κύβου θα 

έχουµε: 

 

          D={οι 6 έδρες του κύβου} 

 

          R={Χρώµα Α, χρώµα Μ} 

 

 

G: η οµάδα που δηµιουργούν οι περιστροφές του κύβου αλλά   

           PG(x1, x2, x3, x4)=
1

24
(x1

6+ 6x1
2x4

 + 3x1
2x2

2 +6x2
3 +8x3

2 ) 

Άρα  

          PG(2, 2, 2, 2)= 
1

24
(2

6
 +6 ⋅22 ⋅2 

 +3 ⋅22 ⋅22
 +6 ⋅23

+8 ⋅22
 )=10 

Όπως εξαντλητικά είχαµε βρει προηγουµένως. 

 

 

Πόρισµα.  

Το πλήθος των κλάσεων ισοδυναµίας θα ισούται µε PG(|R| , |R|,..,|R|). 

 

Απόδειξη.  

Αν w(1)=w(2)=...w(|R|)=1, δηλαδή όλα τα στοιχεία του R έχουν βάρος 

1 τότε το βάρος κάθε κλάσης ισοδυναµίας θα είναι 1. 

O κατάλογος λοιπόν θα ισούται µε το πλήθος των κλάσεων.  

 

 



 

 

Παράδειγµα 2. 

1) Χρωµατίζουµε τα 9 τετράγωνα µίας 3x3 σκακιέρας µε τα χρώµατα R 

και Β. 

Να βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση για τους µη ισοδύναµους 

χρωµατισµούς και το ολικό πλήθος των διαφορετικών χρωµατισµών αν 

i) οι κατοπτρισµοί της σκακιέρας δεν επιτρέπονται 
 ii)    επιτρέπονται και οι κατοπτρισµοί 

 

Λύση. 

i) Έστω η σκακιέρα    
                                                 

                                       

Η οµάδα συµµετριών της σκακιέρας αν οι κατοπτρισµοί δεν ληφθούν 

υπ’ όψιν είναι 

                                                                      Τύπος     Συµβολή                                                                 

Περιστροφή κατά 0
ο
 :(1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8)(9)              (9,0,0…)              x1

9
 

                         90ο :     (1379)(5)(2684)           (1,0,0,2)            x1 x4
2 

    
                          180

ο
 :  (19)(28)(37)(46)(5)                    (1,4,0)               x1x2

4 

                             270ο :      (1379)(5)(2684)             (1,0,0,2)           x1 x4
2 

 

 

                                   Άρα       PG(x1, x2, x3,… ) =
1

4
 (x1

9+ 2x1x4
2 +x1x2

4) 

                                    Και       PG(2,2,…) =
1

4
(29+2·2·22+2·24)=27+22+23=140

ενώ η αντικατάσταση  xi—» (R+B)
i
 δίνει  

 



 

B9+3B8R+10B7R2+22B6R3+34Β5R4+34B4R5+22B3R6+10B2R7+3BR8+R9 

µε άθροισµα συντελεστών 140 

 

 

Με λήµµα Burnside:         C4={1,ρ4,ρ4
2
,ρ4

3
} 

 

 Όλοι οι δυνατοί χρωµατισµοί  2
9
=512 

 

Η ταυτοτική διατηρεί και τους 512 χρωµατισµούς 

 

Η ρ4 (και η ρ4
3

 ) διατηρεί    2 2 1 1 2 1 1 1 1 =2
3  
χρωµατισµούς 

 

Η ρ4
2 διατηρεί  2 2 2 2 2 1 1 1 1 =25  χρωµατισµούς 

 

 

   Άρα έχω :   
9 3 52 2 2 2

4

+ ⋅ +
 = 2

7 
+ 2

2 
+ 2

3 
= 140 

 

ii) Επιτρέπονται και οι κατοπτρισµοί 

 

Με  λήµµα  Burnside:         l1: 
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 4 7 2 5 8 3 6 9

 
 
 

 = (1)(5)(9)(24)(37)(68)                        

 

 

 



 

                                            Παρόµοια και η l2 

 

  

                                  τ1 : 
1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 2 1 6 5 4 9 8 7

 
 
 

 =(13)(46)(2)(5)(8)(79) 

                                Παρόµοια και η τ2 

 

 G={1,ρ4,ρ4
2
,ρ4

3
, τ1 ,τ2 , l1 ,l2}  

 

 H l1 διατηρεί τους     2  2  2 1 2  2 1 1 2 = 2
6
 

 H  τ1  διατηρεί τους     2  2  1  2 2 1 2 2 1 = 26 

 

 Άρα 
1

8
 [29+2·23+25+2·26+2·26]=102 

 

(οι 140 ελλατώθηκαν σε 102) 

 

 

 µε Polya:     Τύπος της l1 (και της l2)    x1
3
x2

3
 

              τύπος της  τ1 (και της τ2)   x1
3x2

3 

 

άρα ο κυκλικός δείκτης θα έχει ακόµα τον προσθετέο 4 x1
3x2

3.  

 

Η γεννήτρια συνάρτηση θα έχει και τον προσθετέο 4(R+B)3(R2+B2)3  

∆ηλαδή θα είναι 

 B9+3B8R+8B7R2+16B6R3+23B5R4+23B4R5+16B3R5+8B2R7+3BR8+R9.  

µε άθροισµα συντελεστών 102.



 

Παράδειγµα 3. 

Σχηµατίζουµε µε 10 µπάλες ένα ισόπλευρο τρίγωνο µε 1 µπάλα στην 

πρώτη γραµµή 2 στην δεύτερη 3 στην τρίτη και 4 στην τέταρτη. 

Να βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση για τους µη ισοδύναµους 

χρωµατισµούς µε τα χρώµατα R, Β αν i) δεν επιτρέπονται οι κατοπτρισµοί και 

ii) επιτρέπονται κατοπτρισµοί. 

 

Λύση: 

i) 

 

C3={i ,ρ3 ,ρ3
2
 } 

 

ρ3= 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10 6 9 3 5 8 1 2 4 7

 
 
 

 = (1107)(268)(394)(5) 

παρόµοια η ρ3
2 

 

κυκλικός δείκτης 
1

3
( x1

10
+2x1x3

3
 ) 

γεννήτρια συνάρτηση R
10

+4R
9
B+15R

8
B

2
+41R

7
B

3
+72R

6
B

4
+ 

+84R
5
B

5
+72R

4
B

6
+41R

3
B

7
+15R

2
B

8
+4RB

9
+B

10
  

άθροισµα  συντελεστών 352.  

 

 

 

 



 

ii) θα υπάρχει και µεταθέσεις τ1 , τ2 , τ3 όπου 

τ1 =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10 9 6 8 5 3 7 4 2 1

 
 
 

= (110) (29) (36) (48)(5) (7) 

                                             τύπου (2,4,0,0...) 

 

παρόµοια δρουν και οι τ2 ,τ3. 

 

O κυκλικός δείκτης θα είναι 
1

6
(x1

10
+2x1x3

3
+3x1

2
x2

4
) που δίνει  τη γεννήτρια 

συνάρτηση 

 

R
10

+3R
9
B+10R

8
B

2
+25R

7
B

3
+41R

6
B

4
+48R

5
B

5
+41R

4
B

6
+25R

3
B

7
+ 

10R
2
B

8
+3RB

9
+B

10
 µε άθροισµα συντελεστών 208.  

 

 

Παράδειγµα 4 

 

Έστω D το σύνολο των 6 εδρών ενός κύβου, και έστω G  η οµάδα G όλων 

των δυνατών περιστροφών του κύβου. 

i) Ποιός ο κυκλικός δείκτης της G 

ii) Αν οι 6 έδρες χρωµατιστού µε διαφορετικά χρώµατα πόσοι 
διαφορετικοί χρωµατισµοί υπάρχουν; 

iii) Αν ένα από τα 6 χρώµατα είναι το R πόσοι διαφορετικοί χρωµατισµοί 
υπάρχουν µε ακριβώς 3 έδρες χρώµατος R; 

iv) Αν έχουµε 4 Χρώµατα A, Β, C, D πόσοι χρωµατισµοί υπάρχουν µε 2 
έδρες χρώµατος A, 2Β,1C, 1D; 

 

 

 

 

 

 



 

Λύση 

      

Οι περιστροφές του κύβου δρουν στο σύνολο των εδρών. 

i) η ταυτοτική τύπου (6,0,0...) 

ii) 3 περιστροφές κατά 180° περί τον άξονα I που διέρχεται από το κέντρο 

δύο απέναντι εδρών: 

∆ύο έδρες σταθερές, οι υπόλοιπες 4 αναλύονται σε δύο 2-κύκλους άρα τύπος: 

(2,2,0...) 

iii) 6 περιστροφές (3 κατά 90° 3 κατά 270°) περί τον ίδιο άξονα: 

∆ύο έδρες σταθερές οι υπόλοιπες 4 σχηµατίζουν έναν 4-κύκλο άρα τύπος 

(2,0,0,1) 

iv) Περιστροφή κατά 180° περί άξονα που διέρχεται από τα µέσα δύο 

απέναντι ακµών. Υπάρχουν 6 ζεύγη απέναντι ακµών άρα 6 τέτοιες 

περιστροφές. 
Η περιστροφή περί τον άξονα ΑΒ απεικονίζει κάθε έδρα στην απέναντι της 

άρα αναλύεται σε τρείς 2-κύκλους και ο τύπος της είναι (0,3,0...). 

v) Περιστροφές κατά 120° και 240° περί άξονες που διέρχονται από δύο 

απέναντι κορυφές. Έχουµε 4 τέτοιους άξονες όπως ο 12 άρα 8 

τέτοιες περιστροφές. Η περιστροφή κατά 120° περί τον άξονα 12 

δηµιουργεί δύο 3-κύκλους (ο ένας αποτελείται από τις 3 έδρες της 

τριέδρου µε κορυφή 1 και ο άλλος από τις 3 έδρες της τριέδρου µε 

κορυφή 2) και ο τύπος είναι (0,0,2...).  
 

  Ο κυκλικός δείκτης είναι λοιπόν 

                PG=
1

24
(x1

6+ 6x1
2x4

 + 3x1
2x2

2 +6x2
3 +8x3

2 ) 

ii)από το λήµµα του Burnside θα πρέπει να υπολογίσουµε πόσες από τις 

µεταθέσεις αυτές αφήνουν αµετάβλητους τους 6!=720 δυνατούς 

χρωµατισµούς των εδρών του κύβου µε 6 χρώµατα. 



 

 

Η ταυτοτική αφήνει και τους 720 χρωµατισµούς αµετάβλητους. Όλες οι άλλες 

περιστροφές εφόσον κάθε έδρα έχει διαφορετικό χρώµα δεν αφήνουν 

αµετάβλητο κανένα χρωµατισµό. 

Άρα το πλήθος των διαφορετικών χρωµατισµών είναι 

            

1

24
(720+0+...+0)=30. 

iii)Έστω x το βάρος του χρώµατος R και I το βάρος του καθενός από τα 5 

άλλα χρώµατα. Θα βρούµε τον συντελεστή του x3 στην παράσταση που 

προκύπτει από την αντικατάσταση xi → (5+x)
i
 δηλαδή την 

1

24
[(5+x)

6
+6(5+x)

2
(5+x

4
)

 
+ 3(5+x)

2
(5+x

2
)

2 
+6(5+x

2
)

3 
+8(5+x

3
)

2
 ] 

ο συντελεστής του x
3
 είναι λοιπόν 

1

24
[ 

6

3

 
 
 

·5
3
+3·10·2·5 + 0 + 0 + 8·2·5 ]=120. 

iv)Θέλουµε το συντελεστή του όρου x
2
y

2
zω  αν x,y,z,ω τα βάρη των 

χρωµάτων Α,Β,C,D αντίστοιχα. 

η γεννήτρια συνάρτηση είναι αν θέσουµε xi → (x+y+z+ω)
i 

1

24
[(x+y+z+ω)

6
+3(x+y+z+ω)

2
(x

2
+y

2
+z

2
+ω

2
)

2
+6 (x+y+z+ω)

2
 (x

4
+y

4
+z

4
+ω

4
) 

+6 (x
2
+y

2
z

2
+ω

2
)

3
+8(x

3
+y

3
+z

3
+ω

3
)

2
] 

ο συντελεστής του x2y2zω είναι από τον 1ον 

προσθετέο
6

2211

 
 
 

από τον 2ο προσθετέο 3(…+2zω+...)(...+2x
2
y

2
+...)=3·2·2 

από τους υπόλοιπους προσθετέους 

Άρα ο συντελεστής του x
2
y

2
zω είναι συνολικά  

                        
1

24
 (180+12+0)=8. 
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