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PerÐlhyh

H an�gkh thc epilog c twn statistik� shmantik¸n metablht¸n pou ja eisaqjoÔn telik�

se èna montèlo, ¸ste na perigr�youn me ìso to dunatì megalÔterh akrÐbeia to upì exètash

qarakthristikì, od ghse sth dhmiourgÐa mejìdwn ikan¸n na antapokrijoÔn sthn apaÐthsh

aut . Se sunduasmì me thn an�gkh to prokÔptwn montèlo na qarakthrÐzetai kai apì kal 

ikanìthta prìbleyhc gia mellontikèc parathr seic, anaptÔqjhkan kat�llhlec mèjodoi kai

krit ria. To koinì qarakthristikì aut¸n twn mejìdwn eÐnai ìti epib�lloun èna eÐdoc poin c

sth sun�rthsh pijanof�neiac me apotèlesma oi suntelestèc twn metablht¸n sto montèlo

na surrikn¸nontai. To koinì qarakthristikì twn krithrÐwn eÐnai ìti epib�lloun poin 

prokeimènou na mhn eisaqjoÔn anexèlgkta pollèc epexhghmatikèc metablhtèc. Mèjodoi

ìpwc h LASSO, h Palindrìmhsh Korufogramm c, h SCAD kai krit ria ìpwc AIC, BIC

anaptÔssontai sta plaÐsia thc ergasÐac ta opoÐa brÐskoun efarmog  tìso se genikeumèna

grammik� montèla ìso kai se dedomèna epibÐwshc k�nontac qr sh tou montèlou tou Cox.

Se èna sÔnolo pragmatik¸n dedomènwn efarmìzontai ìlec oi mèjodoi pou parousi�zontai

k�nontac qr sh kat�llhlwn pakètwn thc R.
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Abstract

The need of selecting the statistically significant variables that will finally participate in

the model, so that the characteristic under consideration is described as well as possible,

has led to the development of methods that are capable of meeting this requirement.

Combining this need with the fact that the resulting model should have a good predictive

ability, led to more efficient methods and criteria. The common characteristic of these

methods is that they impose a penalty in the likelihood function causing shrinkage of

the regression coefficients. The common characteristic of the criteria is that they also

consider a penalty to avoid adding too many variables to the model. Methods such as

LASSO, Ridge Regression, SCAD and criteria such as AIC and BIC are analyzed in the

present thesis; these can be applied not only to the classic general linear model but also to

generalized linear models and survival data using Cox’s model. All the methods presented

are applied to a real data set using programs in R.
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Kef�laio 1

Eisagwg 

'Otan anaferìmaste se èna statistikì montèlo ennooÔme sunoptik� th majhmatik  dia-

tÔpwsh upì morf  exis¸sewn thc sqèshc metaxÔ metablht¸n. Perigr�fei dhlad  ton

(majhmatikì) trìpo me ton opoÐo mÐa   perissìterec metablhtèc (exarthmènec) sqetÐzontai

me k�poiec �llec metablhtèc (anex�rthtec). To montèlo anafèretai wc statistikì afoÔ

oi metablhtèc sundèontai metaxÔ touc stoqastik� kai ìqi nteterministik�. ParadeÐgmatoc

q�rh, gnwrÐzoume ìti to Ôyoc enìc anjr¸pou exart�tai apì thn hlikÐa tou. An gnwrÐ-

zoume thn hlikÐa enìc atìmou kai diajètoume èna statistikì montèlo pou na sundèei ta

dÔo qarakthristik�, tìte mporoÔme na broÔme thn pijanìthta na èqei k�poio sugkekrimèno

Ôyoc. Sthn prìbleyh bèbaia aut  upeisèrqetai sf�lma afoÔ to Ôyoc enìc atìmou den

exart�tai apokleistik� apì thn hlikÐa tou. Sthn perÐptwsh pou ta dÔo qarakthristik�

sundèontai grammik� ja mporoÔsame na poÔme ìti h majhmatik  exÐswsh pou perigr�fei th

sqèsh metaxÔ twn tuqaÐwn metablht¸n ‘Ôyoc’ (Y ) kai ‘hlikÐa’ (H) eÐnai Y = β0 + β1H + ε

ìpou ε eÐnai to sf�lma. Fusik� an jewr soume thn epiplèon metablht  ‘fÔlo’ (S) tìte

h sqèsh Y = β0 + β1H + β2S + ε perigr�fei me megalÔterh akrÐbeia thn exarthmènh me-

tablht  Y . Eis�gontac ìlo kai perissìterec metablhtèc, tìso kalÔtera ja mporèsoume

na exhg soume touc par�gontec pou ephre�zoun thn exarthmènh metablht . Eis�gontac

ìmwc p�ra pollèc anex�rthtec metablhtèc tìte pijanìn to montèlo mac na eÐnai dusnìhto  

na eis�goume metablhtèc pou pragmatik� ephre�zoun el�qista. Sthn pragmatikìthta potè

den ja mporèsoume na perigr�youme akrib¸c thn exarthmènh metablht . Sunep¸c kanèna

statistikì montèlo ìso kalì kai na eÐnai, de ja antistoiqeÐ sto pragmatikì. Sta plaÐsia
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thc paroÔsac ergasÐac ja parousiastoÔn me trìpo sunektikì, mèjodoi kai teqnikèc epi-

log c tou bèltistou montèlou. H epilog  aut  den eÐnai p�nta eÔkolh kai dustuq¸c den

katal goun ìlec oi mèjodoi sto Ðdio montèlo.

Sth biostatistik , epidhmiologÐa, sta oikonomik�, sthn koinwniologÐa, sthn yuqologÐa

kai �llouc tomeÐc, eÐnai sp�nio o analut c na diajètei gn¸sh pou na tou epitrèpei na pro-

kajorÐsei èna montèlo (p.q. an prìkeitai gia èna montèlo epibÐwshc apì th Weibull   th

logarijmokanonik  katanom ), èna metasqhmatismì gia th metablht  apìkrishc   mia dom 

gia to pwc emfanÐzontai oi epexhghmatikèc metablhtèc sto montèlo (p.q. metasqhmatismoÐ,

Ôparxh mh grammik¸n ìrwn, allhlepidr�seic...). Sthn pragmatikìthta k�poioi epist monec

ekfr�zoun amfibolÐec akìma kai gia thn Ôparxh montèlou se merikèc peript¸seic. EÐmaste,

kal¸c   kak¸c, upoqrewmènoi na anaptÔxoume èna montèlo empeirik� sthn pleioyhfÐa twn

peript¸sewn. Eutuq¸c, mporoÔme na elègxoume thn akrÐbeia enìc montèlou mèsw thc sÔg-

krishc metaxÔ twn parathroÔmenwn tim¸n kai twn problepìmenwn tim¸n kai na odhghjoÔme

sto sumpèrasma ìti to montèlo pou diajètoume eÐnai axiìpisto. 'Opwc anafèrei o Harrell

(2002), èna kalì montèlo eÐnai (a) ikanopoihtikì sthn efarmog  tou se sqèsh me ton ar-

qikì stìqo (b) antiproswpeutikì (g) logikì (d) ikanì na prosarmìzetai eÔkola se nèec

exwterikèc plhroforÐec   plhroforÐec apì eidikoÔc kai (e) ikanì na parèqei plhroforÐa.

H poluplokìthta tou montèlou ìpwc aut  ekfr�zetai apì to pl joc twn summetablht¸n

pou ja qrhsimopoihjoÔn ent�ssetai sta plaÐsia thc epilog c montèlou. Poiec summetablh-

tèc prèpei na sumperilhfjoÔn sto montèlo giatÐ eÐnai statistik� shmantikèc kai ephre�zoun

thn exarthmènh metablht , poiec mporoÔn na paraleifjoÔn giatÐ suneisfèroun lÐgo   kajì-

lou? Aut� eÐnai basik� erwt mata gia thn an�ptuxh tou montèlou. PolÔ shmantikì epÐshc

eÐnai o analut c na gnwrÐzei to skopì gia ton opoÐo anaptÔssetai to montèlo. Dhlad  h

epilog  montèlou diaforopoieÐtai an o skopìc eÐnai h prìbleyh   h ektÐmhsh   o èlegqoc

upojèsewn. Sundu�zontac touc dÔo parap�nw problhmatismoÔc, up�rqei èna teqnikì jèma

to opoÐo afor� sthn poiìthta mellontik¸n problèyewn. EÐnai gnwstì ìti h prìsjesh miac

opoiasd pote metablht c se èna grammikì montèlo belti¸nei posotik�, èstw kai oriak�,

thn prosarmog  tou sto sugkekrimèno sÔnolo dedomènwn. Wstìso den mporoÔme na poÔme

to Ðdio kai gia tic mellontikèc problèyeic qrhsimopoi¸ntac autì to ektimhjèn montèlo. H

parousÐa mh shmantik¸n metablht¸n sto montèlo mporeÐ na mei¸sei thn akrÐbeia mellon-
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tik c prìbleyhc. Bèbaia, den up�rqei kanènac idiaÐteroc lìgoc na epilèxoume èna mìno

bèltisto montèlo sÔmfwna me k�poio krit rio. 'Eqei perissìtero nìhma na aporrÐyoume

montèla ta opoÐa eÐnai profan¸c kak� kai na epikentr¸soume thn prosoq  mac stic plh-

roforÐec pou mporoÔme na p�roume apì ta �lla. Fusik� prèpei na èqoume sto nou mac

ìti kanèna montèlo den eÐnai to swstì kai to mìno pou mporoÔme na perigr�youme eÐnai ta

kÔria qarakthristik� enìc fainomènou.

To er¸thma thc epilog c montèlou apasqoleÐ idiaÐtera touc epist monec. 'Enac mele-

tht c sullègei stoiqeÐa, suqn� upì morf  metr sewn gia pollèc diaforetikèc ptuqèc twn

parathroÔmenwn mon�dwn kai jèlei na melet sei p¸c oi metablhtèc autèc ephre�zoun to

qarakthristikì pou ton endiafèrei. Lìgw thc shmantikìthtac tou jèmatoc, den apoteleÐ

èkplhxh to gegonìc ìti to er¸thma autì èqei proseggisteÐ apì polloÔc ereunhtèc. Tìso h

klasik  ìso kai h Mpeôzian  sqol  katapi�sthke me to jèma proteÐnontac mejìdouc ìpwc

o èlegqoc F gia emfwleumèna montèla, AIC, BIC, Mallow’s Cp proc ta emprìc kai proc

ta pÐsw diadikasÐa epilog c, cvl, k.a. na eÐnai merikèc mìno apì tic pio gnwstèc mejìdouc

tic opoÐec ja doÔme sth sunèqeia. Merikèc apì autèc apoteloÔn mejìdouc epilog c  /kai

leitourgoÔn wc mèjodoi sÔgkrishc metaxÔ montèlwn   krit ria gia na krijeÐ h poiìthta

enìc montèlou.

Dedomènou autoÔ tou ploÔtou epilog¸n, p¸c ja apofasÐsei o statistikìc ti prèpei

na k�nei? Qreiazìmaste mia prosèggish h opoÐa ja mporeÐ na ektelesjeÐ eÔkola kai na

d¸sei apotelèsmata ta opoÐa na mporoÔn na ermhneujoÔn kai na gÐnoun katanoht�. Apì

statistik c �poyhc, jèloume mÐa mèjodo pou na eÐnai sunektik  kai arket� genik  ¸ste na

brÐskei efarmog  se eureÐa gk�ma problhm�twn (Kadane and Lazar, 2004). EÐnai shmantikì

loipìn na diajètoume mejìdouc ¸ste na entopÐzoume to mikrìtero uposÔnolo metablht¸n

apì to arqikì mac sÔnolo, gia thn prosarmog  enìc montèlou to opoÐo ja epexhgeÐ th

sumperifor� thc metablht c apìkrishc se ikanopoihtikì bajmì.

Sthn paroÔsa ergasÐa ja asqolhjoÔme me thn parousÐash kai sth sunèqeia efarmog  se

pragmatik� dedomèna, mejìdwn   krithrÐwn ta opoÐa odhgoÔn sthn epilog  tou katallhlì-

terou montèlou. Ja doÔme paradosiakèc teqnikèc all� kai pio nèec pou plèon efarmìzontai

eurèwc kai mporoÔn na efarmostoÔn kai se dedomèna pou aforoÔn montèla epibÐwshc. To

koinì qarakthristikì twn perissìterwn apì autèc tic mejìdouc eÐnai ìti prokeimènou na
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apofeuqjeÐ h uperprosarmog , dhlad  h eisagwg  poll¸n metablht¸n pou dusqeraÐnoun

thn katanìhsh tou montèlou, epib�lloun èna eÐdoc poin c h opoÐa exart�tai eÐte apì to

pl joc twn eisag¸menwn metablht¸n eÐte apì touc suntelestèc touc. ProkaloÔn ètsi

thn surrÐknwsh merik¸n   thn èxodo �llwn apì to montèlo. EÐnai shmantikì na tonÐsoume

ìti an�loga me to skopì gia ton opoÐo gÐnetai mia an�lush (èlegqo upojèsewn, ektÐmhsh,

prìbleyh) k�poia mèjodoc mporeÐ na upertereÐ ènanti k�poiac �llhc. Ta krit ria kai oi mè-

jodoi pou parousi�zontai sth sunèqeia èqoun wc kÔrio stìqo na dieukolÔnoun ton analut 

na anaptÔxei montèla ta opoÐa ja k�noun akribeÐc problèyeic thc metablht c apìkrishc se

mellontikèc parathr seic.

H ergasÐa eÐnai domhmènh wc akoloÔjwc. Sthn par�grafo 1.1 parajètoume ta basik�

stoiqeÐa tou genikoÔ grammikoÔ montèlou kai tou montèlou thc logistik c palindrìmhshc.

IdiaÐterh mneÐa ja gÐnei sto montèlo tou Cox to opoÐo anaptÔssetai sthn par�grafo 1.2

kaj¸c apoteleÐ basikì ergaleÐo sthn an�lush epibÐwshc. Gia to lìgo autì upenjumÐzoume

gia to montèlo tou Cox tic basikèc tou idiìthtec. Katìpin h par�grafoc 1.3 anafèrei ta

pr¸ta apl� krit ria me poin  gia thn epilog  tou bèltistou montèlou en¸ sthn epìmenh

par�grafo 1.4 anaptÔssontai klasikèc teqnikèc epilog c montèlou ìpwc o F èlegqoc, o

èlegqoc tou lìgou pijanofanei¸n k.�. Sto epìmeno kef�laio pern�me plèon sthn parou-

sÐash twn pio sÔgqronwn mejìdwn epilog c tou montèlou pou jewreÐtai bèltisto wc proc

thn ikanìthta prìbleyhc gia mellontikèc parathr seic twn opoÐwn to koinì qarakthristikì

eÐnai h epibol  poin c prokeimènou na apofeuqjeÐ h uperprosarmog . Sthn pr¸th par�gra-

fo tou deÔterou kefalaÐou 2.1 anafèretai ènac èlegqoc o opoÐoc prèpei na gÐnetai p�nta

prin xekin soume thn an�lush sta dedomèna mac kai eÐnai gnwstì wc global test. Katìpin,

sthn par�grafo 2.2 anaptÔssetai h mèjodoc Ridge   L2, sth sunèqeia sthn 2.3 h mèjodoc

LASSO   L1 en¸ sthn par�grafo 2.4 analÔetai h mèjodoc LASSO ìpwc aut  efarmìzetai

se dedomèna epibÐwshc sto montèlo tou Cox. GenikeÔseic thc LASSO parousi�zontai sthn

par�grafo 2.5 kai h mèjodoc SIS h opoÐa eÐnai idiaÐtera qr simh se perÐptwsh meg�lou pl -

joc anex�rthtwn metablht¸n perigr�fetai sthn par�grafo 2.6. Tèloc me thn axiolìghsh

enìc montèlou mèsw tou crossvalidation sthn par�grafo 2.7 oloklhr¸netai to deÔtero

kef�laio. Sto trÐto kai teleutaÐo kef�laio efarmìzontai oi mèjodoi pou perigr�fontai

sta pr¸ta dÔo kef�laia se pragmatik� dedomèna ìpou anafèretai analutik� h qr sh tou
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pakètou penalized thc R pou apaiteÐtai prokeimènou na pragmatopoihjeÐ h an�lush.

1.1 Genikì kai genikeumèno grammikì montèlo

To genikì grammikì montèlo apoteleÐtai apì mia exarthmènh metablht    metablht  apì-

krishc kai toul�qiston mÐa anex�rthth   epexhghmatik  metablht . 'Estw ìti diajètoume

n parathr seic kai k metablhtèc. H exarthmènh metablht  sundèetai grammik� me tic ane-

x�rthtec mèsw thc sun�rthshc palindrìmhshc

yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + · · ·+ βkxik + εi, (1.1)

yi, i = 1, . . . , n, oi timèc twn parathr sewn thc metablht c apìkrishc, to di�nusma β =

(β0, β1, . . . , βk) eÐnai oi suntelestèc palindrìmhshc pou apoteloÔn tic �gnwstec paramè-

trouc tou montèlou pou prèpei na ektimhjoÔn, xij, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k, eÐnai h tim 

thc i−ost c parat rhshc thc metablht c Xj kai εi, i = 1, . . . , n ta tuqaÐa sf�lmata. Ta

sf�lmata aut� upojètoume ìti akoloujoÔn k�poia katanom  me mèsh tim  0 kai diaspor�

σ2 gia k�je i kai eÐnai metaxÔ touc asusqètista, dhlad  Cov(εi, εj) = 0. An jewr soume

ton pÐnaka

X =


1 x11 x12 · · · x1k

1 x21 x22 · · · x2k
...

...
...

. . .
...

1 xn1 xn2 · · · xnk


o opoÐoc kaleÐtai pÐnakac sqediasmoÔ. H (1.1) upì morf  pin�kwn gr�fetai wc:

y = Xβ + ε (1.2)

ìpou y kai ε ta dianÔsmata (y1, y2, . . . , yn) kai (ε1, ε2, . . . , εn) twn tim¸n thc metablht c Y

kai twn tuqaÐwn sfalm�twn antÐstoiqa. An epiplèon upojèsoume ìti ta sf�lmata akolou-

joÔn Kanonik  katanom , tìte oi upojèseic pou anafèrame ìti prèpei na ikanopoioÔn aut�,

ed¸ sunoyÐzontai sthn apaÐthsh to di�nusma ε na akoloujeÐ thn poludi�stath Kanonik 

katanom  ε ∼ Nn(0, σ2I).

H ektÐmhsh twn paramètrwn β = (β0, β1, . . . , βk) eÐte me th mèjodo twn elaqÐstwn tetra-

g¸nwn anexart twc katanom c eÐte, sthn perÐptwsh Kanonik c katanom c twn sfalm�twn
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me th mèjodo thc mègisthc pijanof�neiac, katal gei stic Ðdiec ektim triec oi opoÐec èqoun

th morf 

β̂ = (X′X)
−1

X′y (1.3)

Oi ektim triec autèc anafèrontai wc sun jeic ektim triec elaqÐstwn tetrag¸nwn (e.e.t.).

EÐnai amerìlhptec kai m�lista eÐnai BLUE dhlad  metaxÔ ìlwn twn amerìlhptwn grammik¸n

ektimhtri¸n thc paramètrou β eÐnai ekeÐnec me thn el�qisth diaspor� (Je¸rhma Gauss-

Markov). Epiprìsjeta, me th mèjodo thc mègisthc pijanof�neiac mporeÐ na upologisteÐ

kai h ektim tria mègisthc pijanof�neiac thc diaspor�c σ2 h opoÐa eÐnai

σ̂2 =

(
y −Xβ̂

)′ (
y −Xβ̂

)
n

(1.4)

kai epeid 

SSE =
(
y −Xβ̂

)′ (
y −Xβ̂

)
(1.5)

h (1.4) gr�fetai

σ̂2 =
SSE

n
(1.6)

H ektim tria σ̂2 den eÐnai amerìlhpth. Gia to lìgo autì, ìtan h par�metroc σ2 eÐnai

�gnwsth, tìte aut  antikajÐstatai apì thn amerìlhpth ektim tri� thc

S2 = MSE = SSE/(n− p), (1.7)

ìpou p = k + 1 kai SSE dÐnetai apì thn (1.5).

K�tw apì thn upìjesh thc kanonikìthtac, h ektim tria βj akoloujeÐ thn Kanonik 

katanom . Pio sugkekrimèna

β̂j ∼ N(βj, σ
2cjj), j = 0, 1, 2, . . . , k, (1.8)

me cjj to j−ostì diag¸nio stoiqeÐo tou pÐnaka C = (X ′X)−1. H ektÐmhsh thc diaspor�c twn

ektimhtri¸n prokÔptei k�nontac qr sh thc amerìlhpthc ektim triac S2. 'Etsi prokÔptei o

pÐnakac diakÔmanshc - sundiakÔmanshc

V̂ (β̂) = S2C.

Sunep¸c to tupikì sf�lma thc ektim triac β̂j dÐnetai wc to j-ostì diag¸nio stoiqeÐo tou

pÐnaka V̂ (β̂) dhlad  eÐnai to stoiqeÐo se(β̂j) = S
√
cjj.
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Apì tic idiìthtec pou èqoun anaferjeÐ mèqri t¸ra gia to grammikì montèlo prokÔptei

�mesa ìti

E[y] = Xβ. (1.9)

To Xβ anafèretai kai wc susthmatikì   mh stoqastikì mèroc tou montèlou. To µ = E[y]

eÐnai to di�nusma twn mèswn kai apoteleÐ to susthmatikì   stoqastikì mèroc tou montèlou.

Mèqri t¸ra gnwrÐzoume ìti to tuqaÐo di�nusma y akoloujeÐ thn Kanonik  katanom . Sthn

perÐptwsh ìmwc pou h metablht  apìkrishc den akoloujeÐ kanonik  katanom  all� k�poia

�llh suneq    diakrit  katanom  (p.q. Poisson, Diwnumik ) to klasikì grammikì montèlo

den mporeÐ na efarmosteÐ sth gnwst  morf . MporeÐ ìmwc na genikeujeÐ qrhsimopoi¸ntac

mia kat�llhlh sun�rthsh sÔndeshc. Parìl' aut� ta genikeumèna grammik� montèla eÐnai

eggen¸c parametrik� me thn ènnoia ìti h sun�rthsh pijanof�neiac kajorÐzetai pl rwc apì

ton ereunht  (Gill, 2001). Ac upojèsoume loipìn ìti genikeÔoume thn (1.9) jewr¸ntac

t¸ra th morf 

g(µ) = Xβ, (1.10)

ìpou g() eÐnai mia antistrèyimh, leÐa (smooth) sun�rthsh tou dianÔsmatoc twn mèswn m. H

plhroforÐa gia th metablht  apìkrishc pou lamb�netai apì tic epexhghmatikèc metablhtèc

mèsw thc grammik c dom c Xβ den parèqetai �mesa all� elègqetai apì th morf  thc

sun�rthshc sÔndeshc g() (link function). Aut  h sun�rthsh sundèei to g(µ) me to mèso

thc metablht c apìkrishc kai ìqi apeujeÐac me to apotèlesma thc metablht c apìkrishc

ìpwc sumbaÐnei sthn perÐptwsh tou klasikoÔ grammikoÔ montèlou. Me autìn ton trìpo,

to genikeumèno grammikì montèlo epekteÐnei to grammikì montèlo ¸ste na sumperilhfjeÐ

kai h perÐptwsh montèlwn me mh kanonikèc metablhtèc apìkrishc pou mporoÔn na gÐnoun

grammik� mèsw kat�llhlwn metasqhmatism¸n.

'Etsi loipìn to genikeumèno grammikì montèlo apoteleÐtai apì trÐa mèrh.

i. To stoqastikì mèroc y to opoÐo apoteleÐtai apì anex�rthtec kai isìnomec tuqaÐec

metablhtèc apì k�poia katanom  pou an kei sthn Ekjetik  Oikogèneia Katanom¸n

me mèso m.

ii. To susthmatikì mèroc θ = Xβ. Sunep¸c oi epexhghmatikèc metablhtèc, X, eph-

re�zoun to exagìmeno thc parathroÔmenhc metablht c mìno mèsw thc morf c thc
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sun�rthshc g().

iii. Th sun�rthshc sÔndeshc h opoÐa apoteleÐ th sun�rthsh mèsw thc opoÐac sundèontai

to stoqastikì kai to susthmatikì mèroc tou montèlou mèsw thc sqèshc

g(µ) = θ ⇒ g(µ) = Xβ ⇒ µ = g−1(Xβ) = E[y].

Oi sunart seic sÔndeshc twn kuriìterwn katanom¸n faÐnontai ston pÐnaka 1.1.

Katanom  θ = g(µ) µ = g−1(θ)

Poisson log(µ) exp(θ)

Diwnumik  logit log
(

µ
1−µ

)
exp(θ)

1+exp(θ)

probit Φ−1(µ) Φ(θ)

c log log log(− log(1− µ)) 1− exp(− exp(θ))

Kanonik  µ θ

G�mma − 1
µ

−1
θ

Arnhtik  Diwnumik  log(1− µ) 1− exp(θ)

PÐnakac 1.1: Sunart seic sÔndeshc basik¸n katanom¸n.

Mia polÔ shmantik  eidik  perÐptwsh twn genikeumènwn grammik¸n montèlwn eÐnai h

logistik  palindrìmhsh. QrhsimopoieÐtai ìtan h metablht  apìkrishc eÐnai diakrit  me

dÔo mìno dunat� apotelèsmata. Tètoia dedomèna emfanÐzontai gia par�deigma se iatrik�

peir�mata sta opoÐa sto tèloc k�je peir�matoc o asjen c eÐte anènhye eÐte katèlhxe, èna

proðìn pern�ei ton èlegqo poiìthtac   apotugq�nei, ènac up�llhloc paÐrnei proagwg    ìqi

kai poll� �lla paradeÐgmata. Ta dÔo dunat� endeqìmena kwdikopoioÔntai me antÐstoiqec

timèc thc metablht c. Sun jwc qrhsimopoioÔntai oi timèc 1 gia to endeqìmeno pou mac

endiafèrei kai anaferìmaste se autì wc epituqÐa me pijanìthta p kai h tim  0 gia thn

apotuqÐa me pijanìthta q = 1− p. Mia tètoia metablht  akoloujeÐ katanom  Bernoulli me

par�metro p. Oi epexhghmatikèc metablhtèc mporoÔn na eÐnai eÐte diakritèc eÐte suneqeÐc

en¸ den tÐjetai kamÐa idiaÐterh proôpìjesh thn opoÐa prèpei na plhroÔn p.q. ìson afor�

thn katanom  touc   thn anexarthsÐa touc oÔte prèpei na èqoun Ðsec diasporèc. H logistik 

palindrìmhsh mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ kai gia thn prìbleyh an k�poio antikeÐmeno èreunac
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pijanologeÐtai na katataqjeÐ se k�poia apì tic dÔo kathgorÐec thc metablht c apìkrishc.

Epiplèon me th mèjodo aut  parèqetai gn¸sh gia thn Ôparxh sqèshc kaj¸c kai thn èntash

thc sqèshc metaxÔ metablht¸n (p.q. an k�poio �tomo kapnÐzei 10 pakèta tsig�ra thn

hmèra tìte autìc katat�ssetai se om�da uyhlìterou kindÔnou na anaptÔxei karkÐno twn

pneumìnwn se sqèsh me k�poion pou douleÔei se oruqeÐo).

An y eÐnai o arijmìc twn epituqi¸n stic n dokimèc, tìte h tuqaÐa metablht  y akoloujeÐ

diwnumik  katanom  me paramètrouc n kai p. H ex�rthsh thc y apì tic summetablhtèc eis�-

getai mèsw thc ex�rthshc thc pijanìthtac epituqÐac p apì autèc. H sun�rthsh sÔndeshc

pou qrhsimopoieÐtai eÐnai sun jwc h logit. Sunep¸c èqoume sÔmfwna me ton parap�nw sum-

bolismì θ = Xβ kai logit(p) = ln
(

p
1−p

)
. Telik� to montèlo thc logistik c palindrìmhshc

gr�fetai sth morf 

ln

(
p

1− p

)
= Xβ. (1.11)

Gia thn i-ost  parat rhsh to montèlo gr�fetai wc

ln

(
pi

1− pi

)
= β0 + β1xi1 + · · ·+ βkxik = x′iβ, i = 1, 2, . . . , n. (1.12)

Antistrèfontac th sun�rthsh sÔndeshc paÐrnoume

pi =
exp(β0 + β1xi1 + · · ·+ βkxik)

1 + exp(β0 + β1xi1 + · · ·+ βkxik)
=

exp(x′iβ)

1 + exp(x′iβ)
. (1.13)

O lìgoc p
1−p thc pijanìthtac epituqÐac p proc aut n thc apotuqÐac 1− p, kaleÐtai lì-

goc twn sumplhrwmatik¸n   sqetik¸n pijanot twn (odds) kai paÐzei shmantikì rìlo sthn

logistik  palindrìmhsh kai idiaÐtera sthn ermhneÐa twn suntelest¸n thc palindrìmhshc.

'Otan lème ìti ta odds eÐnai 2 ennooÔme ìti h pijanìthta epituqÐac eÐnai dipl�sia thc pijanì-

thtac apotuqÐac. Sqetik� me thn ermhneÐa twn suntelest¸n thc palindrìmhshc, krat¸ntac

ìlec tic summetablhtèc stajerèc kai aux�nontac mìno mia, èstw th xj, kat� mÐa mon�da,

o log�rijmoc twn odds metab�lletai kat� βj, dhlad  to suntelest  thc xj sto montèlo.

IsodÔnama, h posìthta eβj eÐnai o par�gontac me ton opoÐo pollaplasi�zetai h sqetik  pi-

janìthta pragmatopoÐhshc thc epituqÐac. An o suntelest c βj eÐnai jetikìc, tìte to odds

aux�netai kaj¸c h xj aux�nei en¸ an eÐnai arnhtikìc, tìte h sqetik  pijanìthta mei¸netai

me aÔxhsh thc xj.

H ektÐmhsh twn paramètrwn se èna montèlo logistik c palindrìmhshc (Kar¸nh kai Oi-

konìmou, 2010) gÐnetai me th mèjodo thc mègisthc pijanof�neiac. H pijanof�neia gr�fetai
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sth morf 

L(β) =
n∏
i=1

 ni

yi

 pyii (1− pi)ni−yi , (1.14)

ìpou ni o arijmìc twn dokim¸n thc statistik c mon�dac i kai pi h antÐstoiqh pijanìthta

epituqÐac. H parap�nw sun�rthsh pijanof�neiac exart�tai apì tic paramètrouc β mèsw

thc sqèshc (1.13). H antÐstoiqh logarijmopoihmènh sun�rthsh pijanof�neiac dÐnetai wc

`(β) =
n∑
i=1

ln

 ni

yi

+ yi ln pi + (ni − yi) ln(1− pi)

 . (1.15)

Qrhsimopoi¸ntac tic (1.12) kai (1.13), h teleutaÐa sqèsh gr�fetai telik� sth morf 

`(β) =
n∑
i=1

ln

 ni

yi

+ yix
′
iβ − ni ln(1 + exp(x′iβ))

 . (1.16)

ParagwgÐzontac wc proc βj kai jètontac tic merikèc parag¸gouc Ðsec me mhdèn paÐrnoume

èna sÔsthma apì p = k + 1 exis¸seic me �gnwstec tic p paramètrouc touc montèlou, to

opoÐo lÔnetai me epanalhptikèc mejìdouc. H genik  exÐswsh pou prèpei na ikanopoioÔn oi

ektim triec mègisthc pijanof�neiac twn βj ìpwc aut  prokÔptei apì tic merikèc parag¸gouc

eÐnai

X′(y − µ̂) = 0, (1.17)

ìpou µ̂j = nj p̂j.

1.2 Montèlo Cox

To montèlo tou Cox apoteleÐ ènan trìpo montelopoÐhshc gia thn an�lush dedomènwn epi-

bÐwshc. O skopìc tou montèlou eÐnai na diereun sei tautìqrona tic epidr�seic diafìrwn

metablht¸n sthn epibÐwsh. ApoteleÐ mia polÔ anagnwrismènh teqnik  sthn an�lush epibÐ-

wshc. 'Otan qrhsimopoieÐtai gia thn an�lush thc epibÐwshc asjen¸n se mia klinik  dokim ,

to montèlo mac epitrèpei na apomon¸soume tic epidr�seic thc jerapeÐac apì ta apotelè-

smata twn �llwn metablht¸n. MporeÐ epÐshc na qrhsimopoihjeÐ a priori an eÐnai gnwstì

ìti up�rqoun kai �llec metablhtèc ektìc thc jerapeÐac pou ephre�zoun thn epibÐwsh tou

asjenoÔc kai autèc oi metablhtèc den mporoÔn eÔkola na elegqjoÔn se mia klinik  dokim .
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To montèlo tou Cox an kei sthn kathgorÐa twn montèlwn analogik c diakindÔneushc

(Kar¸nh, 2009). Aut� orÐzontai apì thn èkfrash:

h(t;x) = g(x)h0(t) (1.18)

ìpou h0(t) eÐnai mia basik  sun�rthsh diakindÔneushc kai h sun�rthsh g(x) eÐnai jetik .

Sun jwc qrhsimopoieÐtai h g(x) = eβ
′x. JewreÐtai loipìn ìti oi summetablhtèc x epidroÔn

sth sun�rthsh diakindÔneushc mèsw thc sqèshc

h(t;x) = h0(t)e
β′x, (1.19)

ìpou β = (β1, β2, . . . , βp) èna di�nusma p suntelest¸n, oi opoÐoi ekfr�zoun posotik� thn

epÐdrash thc kajemi�c twn summetablht¸n x. Se èna montèlo analogik c diakindÔneushc:

- JetikoÐ suntelestèc shmaÐnei ìti o rujmìc kindÔnou eÐnai aÔxwn, sunep¸c o qrìnoc

epibÐwshc suntomeÔetai.

- ArnhtikoÐ suntelestèc shmaÐnei ìti o rujmìc kindÔnou eÐnai fjÐnwn, sunep¸c o qrìnoc

epibÐwshc epimhkÔnetai.

Ta montèla pou an koun sthn kathgorÐa aut  diakrÐnontai se dÔo epimèrouc kathgorÐec an�-

loga me to an h basik  sun�rthsh diakindÔneushc h0(t) proèrqetai apì k�poia sugkekrimènh

katanom  (parametrik� montèla)   an h h0(t) den prosdiorÐzetai kai paramènei akajìristh

kai autì odhgeÐ se èna hmi-parametrikì montèlo. To montèlo tou Cox an kei sth deÔterh

kathgorÐa, dhlad  apoteleÐ èna hmi-parametrikì montèlo analogik c diakindÔneushc. H

anexarthsÐa thc diakindÔneushc kai kat� sunèpeia thc epibÐwshc apì th summetablht  xi

shmaÐnei ìti βi = 0. Lamb�nontac upìyh ìti h swreutik  sun�rthsh diakindÔneushc, H(t),

orÐzetai wc

H(t) =

∫ t

0

h(u)du

èqoume ìti

H(t;x) = H0(t)e
β′x.

Sunep¸c, me b�sh th sqèsh S(t) = exp{−H(t)}, ìpou S(t) h sun�rthsh epibÐwshc, pro-

kÔptei

S(t;x) = exp{−H0(t)e
β′x} = (S0(t))

eβ
′x
.
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To kÔrio qarakthristikì tou montèlou tou Cox eÐnai ìti, wc hmi-parametrikì montèlo, oi

sugkekrimènec parametrikèc morfèc twn basik¸n sunart sewn H0(t) kai S0(t) den kajorÐ-

zontai. Mìno h epÐdrash twn summetablht¸n x analÔetai.

EktÐmhsh paramètrwn sto montèlo tou Cox

'Estw ìti èqoume n parathr seic (ti, di, xi), ìpou ti eÐnai o pijanìn apokommènoc qrìnoc

epibÐwshc, di eÐnai h deÐktria apokop c, dhlad  o deÐkthc di lamb�nei timèc 0   1 an�loga me

to an h parat rhsh thc mon�dac i eÐnai apokommènh   ìqi antÐstoiqa kai xi eÐnai èna di�nusma

st lh twn summetablht¸n gia th mon�da i. Sto montèlo analogik c diakindÔneushc tou

Cox h sun�rthsh kindÔnou gia th mon�da i dÐnetai wc

hi(t;xi) = h0(t)exp(β
′xi) (1.20)

ìpou exp(β′xi) eÐnai o sqetikìc kÐndunoc   posostì kindÔnou (hazard ratio).

'Estw ìti diakìptetai h leitourgÐa k mon�dwn kat� tic diakekrimènec qronikèc stigmèc

t(1) < t(2) < · · · < t(k).

Kat� th qronik  stigm  t(j) diakìptetai h leitourgÐa miac mon�dac me summetablhtèc xj kai

upojètoume ìti dj = 1, j = 1, 2, . . . , k. 'Estw Rj to sÔnolo twn mon�dwn pou brÐskontai

se kÐnduno amèswc prin th qronik  stigm  t(j). To sÔnolo Rj apoteleÐtai dhlad  apì tic

mon�dec oi opoÐec oÔte èqoun apotÔqei oÔte èqoun apokopeÐ mèqri th stigm  t(j). Sunep¸c oi

mon�dec pou perièqontai sto sÔnolo autì èqoun qrìno apotuqÐac   apokop c megalÔtero

tou t(j). Lamb�nontac upìyh ìti h h(t)dt ekfr�zei th stigmiaÐa pijanìthta diakop c, h

pijanìthta na diakopeÐ h leitourgÐa miac sugkekrimènhc mon�dac j, dedomènou ìti paÔei na

leitourgeÐ mia opoiad pote mon�da tou sunìlou Rj eÐnai

P (mon�da j apotugq�nei th stigm  t(j)|Rj mÐa apotuqÐa th stigm t(j)) =

P (mon�da j apotugq�nei th stigm  t(j)|Rj)

P ( mÐa apotuqÐa th stigm  t(j)|Rj)
=

h(t(j);xj)∑
i∈Rj h(t(j);xi)

.

H teleutaÐa sqèsh lìgw thc (1.20) paÐrnei th morf 

h0(t)e
β′xj∑

i∈Rj h0(t)e
β′xi

=
eβ

′xj∑
i∈Rj e

β′xi
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h opoÐa eÐnai anex�rthth thc h0(t). Gia na katano soume kalÔtera aut  thn pijanof�-

neia, ac jewr soume thn eidik  perÐptwsh pou oi summetablhtèc den epidroÔn kajìlou,

dhlad  to di�nusma β eÐnai mhdenikì. Tìte exp(β′xj) = exp(β′xi) = 1 kai h pijanìthta

P (mon�da j apotugq�nei th stigm  t(j)|Rj mÐa apotuqÐa th stigm t(j)) eÐnai Ðsh me 1
nj

ìpou

nj eÐnai to pl joc twn mon�dwn se kÐnduno th stigm  t(j) (Harrell, 2002). Autèc oi desmeu-

mènec pijanìthtec eÐnai metaxÔ touc anex�rthtec gia touc di�forouc qrìnouc apotuqÐac.

Sunep¸c mporeÐ na upologisteÐ mia sunolik  pijanof�neia pollaplasi�zontac ìlec autèc

tic pijanìthtec p�nw se ìlouc touc qrìnouc apotuqÐac. O Cox to ìrise autì wc merik 

pijanof�neia gia to di�nusma twn paramètrwn β:

L(β) =
k∏
j=1

{
eβ

′xj∑
i∈Rj e

β′xi

}
. (1.21)

MporoÔme na qeiristoÔme thn parap�nw sun�rthsh merik c pijanof�neiac wc mia sunhji-

smènh sun�rthsh pijanof�neiac prokeimènou na upologisteÐ h ektim tria mègisthc pijano-

f�neiac β̂ thc β akolouj¸ntac thn klasik  diadikasÐa. O log�rijmoc thc pijanof�neiac

(logarijmopoihmènh pijanof�neia) eÐnai

`(β) =
k∑
j=1

β′xj −
k∑
j=1

ln

∑
i∈Rj

eβ
′xi

 . (1.22)

ParagwgÐzontac wc proc k�je metablht  βr, r = 1, 2, . . . , p paÐrnoume

∂`

∂βr
=

k∑
j=1

xjr −
k∑
j=1

{∑
i∈Rj xir e

β′xi∑
i∈Rj e

β′xi

}
. (1.23)

LÔnontac to sÔsthma twn exis¸sewn

∂`

∂βr
= 0, r = 1, 2, . . . , p (1.24)

wc proc β1, β2, . . . , βr prokÔptoun oi zhtoÔmenec ektim triec.

Ektim seic twn diaspor¸n twn ektim sewn β̂ prosdiorÐzontai apì ton antÐstrofo tou

pÐnaka parathroÔmenhc plhroforÐac, me (r, s) stoiqeÐo − ∂2`
∂βr∂βs

|β̂ ìpou

− ∂2`

∂βr∂βs
=

k∑
j=1

∑
i∈Rj

xir

(
xis −

∑
m∈Rj xms e

β′xm∑
m∈Rj e

β′xm

)
eβ

′xi∑
m∈Rj e

β′xm
.
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Sthn perÐptwsh pou up�rqoun isìpaloi qrìnoi diakop c èqoun protajeÐ di�forec mèjodoi

gia ton qeirismì touc. Sun jwc protim�tai h apl  prosèggish tou Breslow (1974). Sthn

perÐptwsh aut , up�rqoun dj > 1 diakopèc pou sumpÐptoun th qronik  stigm  t(j) (oi opoÐec

jewrhtik� ja proèkuptan se diaforetikoÔc qrìnouc an oi metr seic  tan megalÔterhc

akrÐbeiac) kai o ìroc
eβ

′xj∑
i∈Rj e

β′xi

thc merik c pijanof�neiac (1.21) gia dj = 1 antikajÐstatai apì to

eβ
′zj{∑

i∈Rj e
β′xi

}dj (1.25)

ìpou zj =
∑dj

k=1 xk kai xk to di�nusma twn summetablht¸n thc mon�dac k, me diakop  th

stigm  t(j), k = 1, . . . , dj. H prosèggish parousi�zei probl mata sthn perÐptwsh pou se

k�poia qronik  stigm  to posostì twn Ðswn qrìnwn diakop c eÐnai meg�lo se sqèsh me

ton arijmì twn mon�dwn se kÐnduno. H apl  prosèggish tou Breslow plèon eÐnai ligìtero

dhmofil c kai sta statistik� pakèta qrhsimopoieÐtai kai h prosèggish tou Efron (1977).

Jewr¸ntac ìti ìlec oi dj! diaforetikèc seirèc pragmatopoÐhshc twn diakop¸n eÐnai exÐsou

pijanèc, o ìroc
eβ

′xj∑
i∈Rj e

β′xi

thc merik c pijanof�neiac (1.21) gia dj = 1 antikajÐstatai apì to

eβ
′zj∏dj

r=1

{∑
i∈Rj e

β′xi − (r − 1)d−1j
∑

i∈Dj e
β′xi

} (1.26)

ìpou Dj eÐnai to sÔnolo twn mon�dwn pou apotugq�noun th stigm  t(j). Kai h prosèggish

tou Efron èqei to Ðdio prìblhma me autì tou Breslow all� proteÐnetai perissìtero h qr sh

aut c tou Efron diìti eÐnai pio gr gorh apì tic akribeÐc mejìdouc kai teÐnei na d¸sei

ektim seic pio kont� stic pragmatikèc timèc ap' ìti aut  tou Breslow.

1.3 Krit ria me poin 

Ac upojèsoume ìti apì èna deÐgma anaptÔssontai dÔo antagwnistik� montèla, dhlad  è-

qoume dÔo pijan� upoy fia montèla. 'Estw l1 kai l2 oi antÐstoiqec timèc thc posìthtac
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−2 ∗ ln(pijanof�neia). 'Estw epÐshc ìti isqÔei l1 < l2. Tìte eÔkola upokÔptoume ston

peirasmì na qarakthrÐsoume to pr¸to montèlo wc autì pou prosarmìzetai kalÔtera  

autì pou k�nei kalÔterh prìbleyh. 'Omwc, mporeÐ autì to montèlo na parèqei kalÔterh

prosarmog  �mesa all� sthn perÐptwsh pou qrei�sthke polÔ perissìterec metablhtèc apì

to deÔtero, mporeÐ na mhn eÐnai ‘oikonomikì’. An kai ta dÔo montèla efarmostoÔn se èna

kainoÔrio deÐgma, h ‘uperprosarmog ’ tou pr¸tou montèlou sta arqik� dedomèna mporeÐ na

odhg sei se qeirìterh prosarmog  tou gia to nèo sÔnolo dedomènwn.

Ta krit ria AIC kai BIC parèqoun mia mèjodo sthn opoÐa epib�lletai ‘poin ’ sth

logarijmopoihmènh pijanof�neia an�loga me thn poluplokìthta tou montèlou, ètsi ¸ste

na apokt soume mia pio antikeimenik  ektÐmhsh thc axÐac enìc montèlou.

To krit rio AIC (Akaike’s Information Criterion) anaptÔqjhke apì ton Hirotogu A-

kaike (1973) kai apoteleÐ èna krit rio epilog c tou bèltistou montèlou me ìso to dunatìn

mikrìtero arijmì paramètrwn. ApoteleÐ èna mètro thc sqetik c kal c prosarmog c enìc

statistikoÔ montèlou. Sthn pr�xh to krit rio sthrÐzetai sth qamènh plhroforÐa ìtan èna

montèlo qrhsimopoieÐtai gia na perigr�yei thn pragmatikìthta. MporoÔme na poÔme ìti

perigr�fei to ‘zÔgisma’ metaxÔ merolhyÐac kai diakÔmanshc kat� thn kataskeu  tou mo-

ntèlou dhlad  metaxÔ akrÐbeiac kai poluplokìthtac. To AIC den k�nei kanènan èlegqo

upojèsewn gia to montèlo. Me aut  thn ènnoia, den mac parèqei kamÐa plhroforÐa gia to

pìso kal� prosarmìzetai èna upoy fio montèlo sta dedomèna. An kanèna apì ta upoy fia

montèla den prosarmìzetai kal�, to AIC de ja mac plhrofor sei kajìlou gia to gegonìc

autì. Protimìtero montèlo me b�sh autì to krit rio eÐnai ekeÐno me to mikrìtero AIC.

Sth genik  perÐptwsh orÐzetai apì th sqèsh

AIC = 2d− 2`, (1.27)

ìpou d to pl joc twn paramètrwn kai ` h megistopoihmènh tim  thc logarijmopoihmènhc

sun�rthshc pijanof�neiac. H eisagwg  epiplèon metablht¸n sto montèlo belti¸nei thn

prosarmog  tou sta dedomèna anex�rthta apì to an autèc eÐnai statistik� shmantikèc  

ìqi. Sunep¸c eis�gontac nèec metablhtèc aux�netai o ìroc ` sth sqèsh (1.27). Apì thn

�llh ìmwc, to AIC perilamb�nei kai mÐa ‘poin ’ h opoÐa eÐnai aÔxousa sun�rthsh tou pl -

jouc twn paramètrwn kai ekfr�zetai mèsw tou ìrou 2d sthn (1.27). Telik�, h eisagwg 

epiplèon paramètrwn sto montèlo mei¸nei thn tim  tou AIC mìno an autèc belti¸noun thn
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prosarmog  tou montèlou se bajmì pou uperbaÐnei to auxhmèno antÐbaro tou pr¸tou ìrou

2d. Sqedìn p�nta ja up�rqei qamènh plhroforÐa lìgw thc qr shc enìc upoy fiou pijanoÔ

montèlou prokeimènou na anaparast soume to ‘pragmatikì’. Jèloume apl� metaxÔ k�poiwn

upoy fiwn montèlwn na epilèxoume ekeÐno gia to opoÐo elaqistopoieÐtai h qamènh plhro-

forÐa. Den mporoÔme na epilèxoume me bebaiìthta, all� mporoÔme na elaqistopoi soume

thn ektim¸menh ap¸leia plhroforÐac.

An ìla ta upoy fia montèla èqoun ton Ðdio pl joc paramètrwn, tìte h qr sh tou AIC

pijanìn na faÐnetai na moi�zei me ton èlegqo tou lìgou twn pijanofanei¸n. 'Omwc k�ti

tètoio den isqÔei, afoÔ o èlegqoc tou lìgou pijanofanei¸n mporeÐ na efarmosteÐ mìno gia

emfwleumèna montèla, periorismìc pou sthn perÐptwsh tou AIC den ufÐstatai.

Sth perÐptwsh tou genikoÔ grammikoÔ montèlou h sun�rthsh pijanof�neiac èqei th

morf 

L(σ2, β) =
n∏
i=1

1

(2πσ2)1/2
exp

{
−S(β)

2σ2

}
(1.28)

ìpou S(β) =
∑n

i=1(yi − x′iβ)2. H megistopoÐhsh gÐnetai wc proc σ2 kai β. H logarijmo-

poihmènh sun�rthsh pijanof�neiac paÐrnei th morf 

`(σ2, β) =
n∑
i=1

{
− lnσ − 1

2σ2
S(β)− 1

2
ln(2π)

}
. (1.29)

Antikajist¸ntac tic e.e.t. (1.3) kai thn ektim tria mègisthc pijanof�neiac σ̂2 apì thn

(1.6), h (1.29) gÐnetai

` = −n ln σ̂ − 1

2
n− n

2
ln(2π). (1.30)

H teleutaÐa antistoiqeÐ sth megistopoihmènh tim  thc logarijmopoihmènhc sun�rthshc pi-

janof�neiac ` h opoÐa emfanÐzetai sto genikì tÔpo tou AIC (1.27). Telik� to krit rio

sthn perÐptwsh tou genikoÔ grammikoÔ montèlou dÐnetai apì th sqèsh

AIC = 2n ln(σ̂) + n+ n ln(2π) + 2(p+ 1). (1.31)

ìpou d = p + 1 to pl joc twn paramètrwn upì ektÐmhsh (p = k + 1 par�metroi tou

grammikoÔ montèlou kai mÐa h diaspor� σ2). Qrhsimopoi¸ntac thn (1.6), h teleutaÐa sqèsh

mporeÐ na ekfrasteÐ sth morf 

AIC = n

[
ln

(
2πSSE

n

)
+ 1

]
+ 2(p+ 1) (1.32)



1.3. KRIT�HRIA ME POIN�H 29

Sthn perÐptwsh mikroÔ megèjouc deÐgmatoc, proteÐnetai to legìmeno diorjwmèno AIC

to opoÐo dÐnetai apì th sqèsh

AICc = AIC +
2d(d+ 1)

n− d− 1
. (1.33)

Kaj¸c to mègejoc tou deÐgmatoc n megal¸nei, to AICc teÐnei sto AIC. Oi Burnham kai

Anderson (2002) sunistoÔn to diorjwmèno AIC sugkritik� me to aplì se peript¸seic pou

to n eÐnai mikrì   to d eÐnai meg�lo.

Sthn perÐptwsh thc logistik c palindrìmhshc, h logarijmopoihmènh sun�rthsh pijano-

f�neiac dÐnetai apì thn (1.16). Antikajist¸ntac sthn (1.27), prokÔptei ìti h genik  morf 

tou AIC sthn perÐptwsh thc logistik c palindrìmhshc èqei th morf 

AIC = 2p− 2
n∑
i=1

ln

 ni

yi

+ yix
′
iβ − ni ln(1 + exp(x′iβ))

 . (1.34)

'Ena krit rio parìmoio me to AIC eÐnai to BIC (Bayesian Information Criterion) pou

prot�jhke apì ton Gideon E. Schwarz (1978) o opoÐoc èdwse èna Mpeôzianì epiqeÐrhma

gia th qr sh tou. ApoteleÐ kai autì èna krit rio epilog c tou bèltistou montèlou kai

ìpwc kai to AIC lamb�nontac upìyh to gegonìc ìti h eisagwg  poll¸n metablht¸n sto

montèlo aux�nei thn pijanof�neia all� odhgeÐ se overfitting epib�llei mia ‘poin ’ gia ton

arijmì twn metablht¸n sto montèlo. Sth genik  perÐptwsh o tÔpoc gia to BIC eÐnai

BIC = d lnn− 2`. (1.35)

'Opwc kai sthn perÐptwsh tou AIC, metaxÔ dÔo upoy fiwn montèlwn, protimoÔme ekeÐno

me th mikrìterh tim  tou krithrÐou BIC. H basik  diafor� metaxÔ twn dÔo krithrÐwn

eÐnai (ektìc thc diaforetik c touc proèleushc) ìti to BIC epib�llei megalÔterh poin 

stic paramètrouc me apotèlesma na apojarrÔnetai h eisagwg  epiprìsjetwn paramètrwn

se megalÔtero bajmì ap�oti sto AIC. Bèbaia kai sthn perÐptwsh tou BIC den up�rqei

kanènac periorismìc ìti ta sugkrinìmena montèla prèpei na eÐnai emfwleumèna.

Me diadikasÐa an�logh me aut  pou akolouj jhke sthn perÐptwsh tou AIC, mporeÐ na

ekfrasteÐ kai to krit rio BIC sthn perÐptwsh tou genikoÔ grammikoÔ montèlou kaj¸c kai

sthn perÐptwsh thc logistik c palindrìmhshc.
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Sthn perÐptwsh tou grammikoÔ montèlou

BIC = 2n ln(σ̂) + n+ n ln(2π) + (p+ 1) lnn (1.36)

  isodÔnama

BIC = n

[
ln

(
2πSSE

n

)
+ 1

]
+ (p+ 1) lnn. (1.37)

Sthn perÐptwsh thc logistik c palindrìmhshc

BIC = p lnn− 2
n∑
i=1

ln

 ni

yi

+ yix
′
iβ − ni ln(1 + exp(x′iβ))

 . (1.38)

Ta dÔo parap�nw krit ria eÐnai apì ta pio diadedomèna kai o upologismìc touc parè-

qetai apì ta perissìtera statistik� pakèta. Up�rqoun kai �lla krit ria ta opoÐa epÐshc

qrhsimopoioÔntai me skopì thn epilog  tou bèltistou montèlou all� eÐte efarmìzontai se

idiaÐterec peript¸seic eÐte èqoun diaforetik  filosofÐa. Mia genÐkeush tou AIC apoteleÐ

to krit rio DIC (Deviance Information Criterion) pou prot�jhke apì touc Spiegelhalter

et.al. (2002). EÐnai idiaÐtera qr simo se probl mata epilog c MpeôzianoÔ montèlou ìpou h

posterior katanom  twn montèlwn èqei prokÔyei mèsw MCMC prosomoÐwshc. To FIC (Fo-

cused Information Criterion) apoteleÐ kai autì mia mèjodo epilog c tou katallhlìterou

montèlou gia k�poio sÔnolo dedomènwn. 'Opwc anafèretai apì touc Claeskens and Hjort

(2003), se antÐjesh me �llec mejìdouc epilog c ìpwc ta AIC, BIC kai DIC, to FIC den

epiqeireÐ na axiolog sei th sunolik  prosarmog  twn upoy fiwn montèlwn all� epiken-

tr¸netai apeujeÐac sthn pio shmantik  par�metro sÔmfwna me th statistik  an�lush gia

thn opoÐa ta upoy fia montèla odhgoÔn se diaforetikèc ektim seic. MporeÐ na efarmosteÐ

sthn epilog  metablht¸n se montèla palindrìmhshc sumperilambanomènwn twn genikeumè-

nwn grammik¸n montèlwn kai sta hmiparametrik� montèla analogik c diakindÔneushc (p.q.

Cox).

Tèloc, èna akìma apì ta pio diadedomèna krit ria gia ta grammik� montèla to opoÐo

parèqetai apì ta perissìtera statistik� pakèta eÐnai o deÐkthc tou Mallow Cp. DÐnetai

apì th sqèsh

Cp =
SSE(p)

σ̂2
+ 2p− n, (1.39)

ìpou σ̂2 h amerìlhpth ektim tria thc diaspor�c σ2 ìpwc dÐnetai apì th sqèsh (1.7) gia

to montèlo me ìlec tic dunatèc metablhtèc kai SSE(p) to parathroÔmeno �jroisma twn
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tetrag¸nwn twn upoloÐpwn tou upì exètash montèlou. QrhsimopoieÐtai prokeimènou na

apofasisjeÐ to montèlo pou prosarmìzetai kalÔtera sta dedomèna. GnwrÐzontac thn tim 

tou krithrÐou Cp gia di�fora upoy fia montèla, wc bèltisto jewreÐtai ekeÐno gia to opoÐo

Cp ' p.

Sthn perÐptwsh pou metaxÔ twn upoy fiwn montèlwn prokÔyoun toul�qiston dÔo apì

aut� na ikanopoioÔn thn parap�nw sunj kh, tìte epilègetai to montèlo me to mikrìtero p,

dhlad  ekeÐno me tic ligìterec metablhtèc afoÔ ìpwc èqei anaferjeÐ anazhtoÔme ekeÐno to

montèlo pou perigr�fei ìso to dunatìn kalÔtera th metablht  apìkrishc all� tautìqrona

eÐnai kai oikonomikì.

Genik�, h epilog  montèlou pou basÐzetai sta parap�nw krit ria den prèpei na gÐnetai

apokleistik� me th qr sh enìc kai mìno krithrÐou all� ja prèpei na lamb�nontai upìyh

kai �lloi par�gontec ìpwc h fÔsh tou probl matoc kai twn dedomènwn, pijan  epiplèon

exwterik  gn¸sh, o skopìc qr shc tou montèlou kai �lla kaj¸c epÐshc na sunektim¸ntai

ta apotelèsmata perissìterwn apì èna krit ria.

1.4 Teqnikèc epilog c me statistikoÔc elègqouc

KlasikoÐ statistikoÐ èqoun asqolhjeÐ ekten¸c me to prìblhma thc epilog c metablht¸n.

Se antÐjesh me thn mpeôzian  prosèggish, oi klasikèc proseggÐseic tou probl matoc ba-

sÐzontai sth sÔgkrish emfwleumènwn montèlwn  , ìpwc sthn perÐptwsh tou grammikoÔ

montèlou palindrìmhshc, sthn arq  twn epiprìsjetwn ajroism�twn tetrag¸nwn, dhlad 

sugkrÐnontac ta ajroÐsmata twn tetrag¸nwn twn upoloÐpwn apì montèla me kai qwrÐc

k�poiec apì tic metablhtèc. 'Egkurec sugkrÐseic mporoÔn na gÐnoun gia montèla pou dia-

fèroun sto ìti, to mikrìtero montèlo prokÔptei apì to megalÔtero jètontac merikèc apì

tic paramètrouc (dhlad  suntelestèc metablht¸n) Ðsec me to mhdèn. AntÐjeta, ìtan qrh-

simopoioÔme k�poia krit ria ìpwc p.q. AIC (par�grafoc 1.3)   cvl (par�grafoc 2.7), ta

sugkrinìmena montèla den eÐnai aparaÐthto na eÐnai emfwleumèna.

Upojètontac ìti èqei gÐnei h prosarmog  tou montèlou sumperilamb�nontac ìlec tic

summetablhtèc, mporoÔn na pragmatopoihjoÔn statistikoÐ èlegqoi gia ton èlegqo thc sh-

mantikìthtac k�je anex�rththc metablht c. Autì shmaÐnei ìti jèloume na elègxoume kat�
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pìso h k�je metablht  pragmatik� ephre�zei th metablht  apìkrishc kai èqei lìgo na

brÐsketai mèsa sto montèlo pou telik� ja katal xoume kai b�sh autoÔ ja melet soume

thn exarthmènh metablht .

'Enac pr¸toc èlegqoc eÐnai autìc tou lìgou pijanofanei¸n. 'Estw Br èna di�nusma

r paramètrwn apì tic β1, . . . , βk gia to opoÐo mac endiafèrei na elègxoume an mporeÐ na

p�rei k�poia sugkekrimènh tim . Jèloume dhlad  na pragmatopoi soume ton èlegqo an

oi metablhtèc pou perièqontai sto Br mporoÔn tautìqrona na p�roun k�je mÐa k�poia

sugkekrimènh (ìqi aparaÐthta Ðdia) tim  ìpwc dhl¸netai mèsw tou dianÔsmatoc B0
r . Oi

upìloipec q = k− r par�metroi apoteloÔn to sÔnolo Bq kai paramènoun qwrÐc periorismì.

H mhdenik  upìjesh, H0, eÐnai loipìn Br = B0
r . 'Estw b h ektim tria (di�nusma) mègisthc

pijanof�neiac tou β kai b∗q o e.m.p. tou Bq upì ton periorismì Br = B0
r . EpÐshc èstw

` h logarijmopoihmènh sun�rthsh pijanof�neiac pou antistoiqeÐ sto montèlo. H `0 eÐnai

h antÐstoiqh megistopoihmènh k�tw apì thn H0 sthn opoÐa ìmwc èqei qrhsimopoihjeÐ to

di�nusma b∗q gia tic metablhtèc twn opoÐwn h tim  den kajorÐzetai apì thn H0. 'Ara `0 =

`(B0
r , b
∗
q). K�tw apì thn enallaktik  upìjesh den up�rqei kanènac periorismìc kai �ra

`1 = `(b) eÐnai h antÐstoiqh megistopoihmènh logarijmopoihmènh sun�rthsh pijanof�neiac.

H statistik  sun�rthsh tou lìgou pijanofanei¸n (Likelihood Ratio) dÐnetai wc

LR = −2{`0 − `1} (1.40)

LR = −2{`(B0
r , b
∗
q)− `(b)} (1.41)

H statistik  sun�rthsh LR, gia arket� meg�la deÐgmata, proseggistik� akoloujeÐ X2

katanom  me tìsouc bajmoÔc eleujerÐac ìsec oi par�metroi pou ektim¸ntai, ìsec dhlad 

elègqontai k�tw apì thn mhdenik  upìjesh (Harrell, 2002). H LR suqn� qrhsimopoieÐtai

me skopì na exet�zontai stadiak� ìlo kai pio polÔploka montèla se mÐa diadikasÐa tÔpou

an�logh me th diadikasÐa se b mata (stepwise). Jewr¸ntac th mhdenik  upìjesh Br = 0,

sthn ousÐa exet�zetai an oi metablhtèc pou perièqontai sto di�nusma Br summetèqoun sto

montèlo   ìqi. Sunep¸c an o èlegqoc perioristeÐ ¸ste to Br na eÐnai monodi�stato, na

apoteleÐtai dhlad  apì ènan kai mìno suntelest , sthn ousÐa exet�zoume an aut  h meta-

blht  eÐnai statistik� shmantik    ìqi. H diadikasÐa genikeÔetai prokeimènou na epiteuqjeÐ

kai h sÔgkrish dÔo montèlwn metaxÔ touc qwrÐc aparaÐthta to enallaktikì montèlo na
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perièqei ìlec tic metablhtèc. O monadikìc periorismìc eÐnai ìti to montèlo k�tw apì thn

enallaktik  upìjesh perièqei ìlec tic metablhtèc tou mhdenikoÔ montèlou kai sÐgoura tou-

l�qiston mia akìma. Tìte h statistik  sun�rthsh tou lìgou twn pijanofanei¸n akoloujeÐ

proseggistik� X2 katanom  me bajmoÔc eleujerÐac to pl joc twn epiplèon metablht¸n

pou perièqontai sto enallaktikì montèlo, dhlad  oi bajmoÐ eleujerÐac eÐnai d = q− r ≥ 1.

Apì to teleutaÐo eÐnai profanèc ìti h mèjodoc mporeÐ na efarmosteÐ mìno gia th sÔgkrish

emfwleumènwn montèlwn.

Ac upojèsoume ìti eÐmaste sthn eidik  perÐptwsh tou genikoÔ grammikoÔ montèlou kai

epijumoÔme, ìpwc parap�nw, na k�noume ton èlegqo thc H0 : Br = 0 en¸ sthn H1 den

up�rqei kanènac periorismìc gia tic paramètrouc. Apì tic sqèseic (1.29) kai (1.6) faÐnetai

ìti h megistopoihmènh logarijmopoihmènh pijanof�neia exart�tai apì thn posìthta SSE.

Sunep¸c, o èlegqoc tou lìgou pijanofanei¸n exart�tai apì thn posìthta

SSE0 − SSE1

SSE1

=
meÐwsh tou ajroÐsmatoc tetrag¸nwn twn upoloÐpwn

�jroisma tetrag¸nwn twn upoloÐpwn upì thn H1

.

Lìgw thc kanonik c katanom c mporeÐ na deiqjeÐ ìti

SSE0 − SSE1

σ2
∼ X2

r (1.42)

kai
SSE1

σ2
∼ X2

n−p. (1.43)

Epomènwc sqhmatÐzontac to kat�llhlo phlÐko katal goume ìpwc faÐnetai parak�tw

se mia statistik  sun�rthsh h opoÐa akoloujeÐ thn F katanom  kai apoteleÐ to gnwstì

krit rio F .
SSE0−SSE1

σ2 /r
SSE1

σ2 /(n− p)
=

(SSE0 − SSE1)/r

SSE1/(n− p)
∼ Fr,(n−p). (1.44)

Sthn perÐptwsh twn genikeumènwn grammik¸n montèlwn, jewroÔme ton èlegqo ìpou h

enallaktik  upìjesh eÐnai h HS, ìpou me S dhl¸netai to koresmèno montèlo me arijmì

paramètrwn ìsec kai to mègejoc tou deÐgmatoc kai h H0 to upoy fio montèlo pou jèloume

na elègxoume me ìlec tic p < n paramètrouc. Gia to koresmèno montèlo gnwrÐzoume

ìti eÐnai to kalÔtero dunatì me thn ènnoia ìti proseggÐzei ìso to dunatìn kalÔtera to

pragmatikì kai èqei n paramètrouc ètsi ¸ste oi problepìmenec timèc na sumpÐptoun me tic

parathroÔmenec. H sun�rthsh

D = −2(`0 − `S) (1.45)
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eÐnai h elegqosun�rthsh Deviance. ParathroÔme ìti−2(`0−`S)+2(`1−`S) = −2(`0−`1) =

LR. Diapist¸noume sunep¸c ìti gia ton èlegqo upojèsewn ìpwc autìc orÐsthke gia th

diaxagwg  thc mejìdou tou lìgou pijanofanei¸n, upologÐzontac th diafor� D0−D1, ìpou

Di h Deviance upì thn Hi, i = 0, 1, katal goume sthn Ðdia statistik  sun�rthsh h opoÐa

akoloujeÐ asumptwtik� X2
d katanom . H tim  thc elegqosun�rthshc Deviance dÐnetai apì

ta perissìtera statistik� pakèta sthn perÐptwsh twn genikeumènwn grammik¸n montèlwn

kai ìqi h tim  thc logarijmopoihmènhc sun�rthshc pijanof�neiac ìpwc sun jwc sumbaÐnei

sta genik� grammik� montèla.

O èlegqoc tou Wald apoteleÐ mia akìma epilog  gia ton èlegqo thc statistik c shman-

tikìthtac miac metablht c. MporeÐ na qrhsimopoihjeÐ genik� gia ton èlegqo thc mhdenik c

upìjeshc H0 : βj = β0
j . An β

0
j = 0 tìte ousiastik� elègqetai h statistik  shmantikìthta

thc metablht c Xj. BasÐzetai sto gegonìc ìti h elegqosun�rthsh

Z =
β̂j − βj(
I−1(β̂)jj

) 1
2

∼ N(0, 1), asumptwtik� (1.46)

  isodÔnama h

Z2 =
(β̂j − βj)2(
I−1(β̂)jj

) ∼ X2
1 , asumptwtik� (1.47)

ìpou
(
I−1(β̂)jj

)
to j-ostì diag¸nio stoiqeÐo tou antÐstrofou pÐnaka plhroforÐac I(β̂) to

opoÐo isoÔtai me thn ektim¸menh diaspor�, V̂ (β̂j), thc ektim triac β̂j. O èlegqoc autìc èqei

to meionèkthma ìti den mporeÐ na efarmosteÐ gia ton tautìqrono èlegqo poll¸n metablht¸n.

'Enac akìma lìgoc gia ton opoÐo o èlegqoc tou lìgou pijanofanei¸n protim�tai ènanti tou

Wald eÐnai to gegonìc ìti o teleutaÐoc mporeÐ na d¸sei diaforetik� apotelèsmata sthn Ðdia

er¸thsh an�loga me to p¸c aut  èqei ekfrasteÐ. Gia par�deigma, h er¸thsh an R = 1 eÐnai

isodÔnamh me thn er¸thsh an lnR = 0. 'Omwc h statistik  sun�rthsh tou Wald den eÐnai

Ðdia gia R = 1 kai gia lnR = 0 afoÔ den up�rqei sqèsh metaxÔ twn tupik¸n sfalm�twn

twn tuqaÐwn metablht¸n R kai lnR. AntÐjeta o èlegqoc tou lìgou pijanofanei¸n ja

d¸sei akrib¸c ta Ðdia apotelèsmata eÐte douleÔoume me th metablht  R eÐte me thn lnR

eÐte genik� me opoiad pote monìtono metasqhmatismì thc metablht c R. Bèbaia o èlegqoc

tou Wald eÐnai qr simoc giatÐ eÐnai aplìc kai se autìn basÐzetai h eÔresh diasthm�twn

empistosÔnhc gia th metablht  βj.
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Oi di�forec diadikasÐec se b mata, ìpwc eÐnai h proc ta emprìc   proc ta pÐsw epilo-

g , eÐnai metaxÔ twn pio dhmofil¸n kai diadedomènwn teqnik¸n (Kadane and Lazar, 2004).

Parèqoun èna susthmatikì trìpo anaz thshc metaxÔ montèlwn, ìpou se k�je st�dio pro-

kÔptei èna nèo montèlo prosjètontac   afair¸ntac k�poia metablht  apì to montèlo tou

prohgoÔmenou b matoc. An kai oi teqnikèc autèc xekÐnhsan apì ta montèla palindrìmhshc

gia na bohj soun sthn epilog  metablht¸n, mporoÔn epÐshc na efarmostoÔn kai se epe-

kt�seic aut¸n ìpwc eÐnai ta genikeumèna grammik� montèla (Lawless and Shinhal, (1978);

Hastie and Pregibon, 1992). H filosofÐa thc mejìdou eÐnai h Ðdia anex�rthta apì to eÐ-

doc tou montèlou sto opoÐo anaferìmaste. Autì pou diafèrei eÐnai to krit rio sto opoÐo

basizìmaste gia na l�boume thn apìfash an mia metablht  ja eisaqjeÐ   ìqi to montèlo.

Sthn proc ta emprìc   diadikasÐa diadoqik c prìsjeshc (forward selection), h diadi-

kasÐa xekin�ei me to montèlo qwrÐc kajìlou metablhtèc kai elègqei mia mia tic upoy fiec

metablhtèc gia na eisaqjoÔn sto montèlo. Sthn perÐptwsh pou prìkeitai gia èna grammikì

montèlo palindrìmhshc, sto pr¸to b ma eis�getai h metablht  pou dÐnei th megalÔterh

statistik� shmantik  tim  thc elegqosun�rthshc F , dhlad  aut  pou suneisfèrei perissì-

tero sthn epex ghsh thc exarthmènhc metablht c, dedomènou bèbaia ìti èqei prokajoristeÐ

èna kat¸fli sthn tim  tou krithrÐou F . Se k�je b ma h diadikasÐa suneqÐzetai me ton Ðdio

trìpo, prosjètontac k�je for� th metablht  pou epidr� perissìtero, dedomènou ìti oi

�llec metablhtèc eÐnai  dh sto montèlo, an h tim  tou F eÐnai p�nw apì to kat¸fli. O

algìrijmoc stamat�ei ìtan den up�rqoun pia �llec upoy fiec metablhtèc pou na plhroÔn

to krit rio eisìdou sto montèlo.

H proc ta pÐsw   diadikasÐa diadoqik c afaÐreshc (backward elimination), eÐnai parì-

moia all� kineÐtai proc thn antÐjeth kateÔjunsh. Dhlad , xekin�ei me to pl rec montèlo

kai se k�je b ma afaireÐtai h metablht  me th mikrìterh epÐdrash sto montèlo, dedomènou

ìti oi �llec metablhtèc sumperilamb�nontai se autì. Kai sthn perÐptwsh aut , up�rqei èna

prokajorismèno kat¸fli b�sh tou opoÐou lamb�netai h apìfash thc exìdou miac metablh-

t c. 'Otan kamÐa apì tic metablhtèc pou èqoun apomeÐnei den plhroÔn to krit rio exìdou,

o algìrijmoc stamat�ei.

Tìso sthn proc ta emprìc ìso kai sthn proc ta pÐsw diadikasÐa, h apìfash eisìdou  

exìdou miac metablht c apì to montèlo eÐnai amet�klhth. Aut  h akamyÐa twn dÔo mejìdwn
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antimetwpÐzetai sth diadikasÐa kat� b mata (stepwise selection). Ed¸, se k�je b ma oi

metablhtèc exet�zontai an ja mpoun   an ja bgoun apì to montèlo. H prosj kh miac

metablht c sto montèlo mporeÐ na èqei wc apotèlesma thn exasjènish thc shmantikìthtac

k�poiac �llhc opìte h teleutaÐa ja prèpei na fÔgei parìlo pou se k�poio prohgoÔmeno

st�dio f�nhke na  tan statistik� shmantik . AntÐ tou krithrÐou F qrhsimopoioÔme kai

�lla krit ria, pq AIC, BIC.

Shmei¸netai ìti tìso sthn perÐptwsh twn genikeumènwn grammik¸n montèlwn ìso kai

sto hmiparametrikì montèlo tou Cox, h sÔgkrish metaxÔ montèlwn mporeÐ na gÐnei kai me

b�sh thn elegqosun�rthsh Deviance kai me to lìgo twn pijanofanei¸n. EpÐshc gia ta Ðdia

montèla mporeÐ na efarmosteÐ h diadikasÐa se b mata me qr sh twn krithrÐwn AIC, BIC

prokeimènou na apofasisjeÐ h eisagwg    h afaÐresh miac metablht c apì to montèlo.

Fusik� ènac logikìc enallaktikìc trìpoc gia thn exeÔresh tou bèltistou montèlou ja

 tan h melèth ìlwn twn dunat¸n montèlwn, dhlad  h melèth ìlwn twn dunat¸n uposunìlwn

metablht¸n, kai me b�sh k�poio krit rio na gÐnei h epilog  tou bèltistou. Autì mporeÐ

na gÐnei ìmwc mìno sthn perÐptwsh pou èqoume lÐgec metablhtèc. Autì k�nei h mèjodoc

Best Subsets (B.S.). Kataskeu�zontai ìla ta dunat� montèla ta opoÐa perièqoun 1,2,...

summetablhtèc kai apì aut� parousi�zontai ta epikratèstera. An�loga me to statistikì

pakèto, mporeÐ na dÐnontai gia k�je montèlo oi timèc diafìrwn krithrÐwn p.q. AIC, BIC,

Cp Mallow, R2 k.t.l. H telik  epilog  tou montèlou af netai ston analut . Tìso me th

diadikasÐa se b mata ìso kai me th B.S., prokÔptoun montèla ta opoÐa perièqoun k�poiec

summetablhtèc apì èna sÔnolo pou o analut c kajorÐzei. Apì th diadikasÐa se b mata

prokÔptei èna telikì montèlo en¸ apì th B.S. prokÔptoun ta epikratèstera, afoÔ gÐnei

epexergasÐa se ìla ta dunat�, gegonìc pou dusqeraÐnei thn efarmog  thc mejìdou se

peript¸seic montèlwn me meg�lo pl joc metablht¸n.



Kef�laio 2

Teqnikèc me poin 

'Estw ìti èqoume dedomèna (xi, yi) ìpou xi = (xi1, . . . , xip)
′ kai yi eÐnai oi timèc pou antistoi-

qoÔn sthn i−ost  parat rhsh. Oi sun jeic ektim triec elaqÐstwn tetrag¸nwn prokÔptoun

elaqistopoi¸ntac to �jroisma twn tetrag¸nwn twn upoloÐpwn. Up�rqoun dÔo lìgoi gia

touc opoÐouc ènac analut c den eÐnai ikanopoihmènoc me tic ektim triec autèc. 'Opwc tonÐzei

o Tibshirani (1996) o pr¸toc lìgoc eÐnai h akrÐbeia prìbleyhc: oi e.e.t. suqn� èqoun mikr 

merolhyÐa all� meg�lh diaspor�. H akrÐbeia prìbleyhc mporeÐ merikèc forèc na beltiwjeÐ

surrikn¸nontac k�poiouc suntelestèc   jètont�c touc Ðsouc me to mhdèn. K�nontac k�ti

tètoio apodeqìmaste lÐgh merolhyÐa prokeimènou na mei¸soume th diaspor� twn proble-

pìmenwn tim¸n kai ètsi mporeÐ na beltiwjeÐ h sunolik  akrÐbeia prìbleyhc tou montèlou.

O deÔteroc lìgoc eÐnai h ermhneÐa. 'Otan èqoume meg�lo arijmì epexhghmatik¸n metablh-

t¸n, suqn� ja jèlame na prosdiorÐsoume èna mikrìtero sÔnolo aut¸n pou anadeiknÔei tic

megalÔterec epidr�seic. Proc thn teleutaÐa kateÔjunsh èqoume  dh anafèrei th mèjodo

Best Subset h opoÐa ìmwc den an kei stic teqnikèc me poin . Me thn B.S. prokÔptoun

ermhneÔsima montèla all� eÐnai exairetik� astaj c afoÔ eÐnai mia diakrit  diadikasÐa, oi e-

pexhghmatikèc metablhtèc eÐte qrhsimopoioÔntai eÐte apokleÐontai apì to montèlo. Mikrèc

metabolèc sta dedomèna mporeÐ na odhg soun sthn epilog  teleÐwc diaforetik¸n montèlwn

kai autì mporeÐ na mei¸sei thn akrÐbeia prìbleyhc. Ja parousi�soume loipìn sth sunèqeia

dÔo mejìdouc epilog c montèlou oi opoÐec an koun sthn kathgorÐa twn poinikopoihmènwn

teqnik¸n, thn an�lush Korufogramm c, Ridge Regression   L2, kai th LASSO, (Least

Absolute Shrinkage and Selection Operator)   L1. Wc mèjodoi moi�zoun sto gegonìc ìti

37
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kai oi dÔo epib�lloun mia poin  sth sun�rthsh pijanof�neiac. H basik  diafor� touc ì-

mwc ègkeitai sth morf  thc poin c aut c. H epibol  ‘poin c’ prokeimènou na apofeuqjeÐ to

fainìmeno tou overfitting èqei  dh anaferjeÐ sta krit ria AIC kai BIC. 'Omwc ta krit ria

aut� den apoteloÔn teqnik  ektÐmhshc twn suntelest¸n twn summetablht¸n sto montèlo

all� droun mìno sugkritik� metaxÔ diafìrwn montèlwn. Prin apì aut� ìmwc akoloujeÐ

ènac shmantikìc èlegqoc pou prèpei na gÐnei prin pragmatopoihjeÐ h epilog  tou montèlou.

2.1 Global Test

Prin thn efarmog  opoiasd pote mejìdou me poin  qr simo eÐnai na mporoÔme na pragma-

topoi soume èna sunolikì èlegqo gia to an oi summetablhtèc sundèontai me th metablht 

apìkrishc. Autì k�nei to Global Test (gt) to opoÐo mporeÐ na efarmosteÐ se èna sÔnolo

(  uposÔnolo) twn anex�rthtwn metablht¸n pou summetèqoun se èna montèlo prokeimènou

na elegqjeÐ an aut  h om�da sqetÐzetai me thn exarthmènh metablht . H mhdenik  upìje-

sh autoÔ tou elègqou eÐnai ìti kamÐa apì tic summetablhtèc pou perilamb�nontai sto upì

èlegqo sÔnolo den sundèetai me th metablht  apìkrishc. Parìl' aut� o èlegqoc autìc

eÐnai sqediasmènoc kat� tètoio trìpo eidik� kateujunìmeno en�ntia sthn enallaktik  upì-

jesh ìti oi perissìterec summetablhtèc sundèontai elafr� me thn exarthmènh metablht 

(Goeman et.al., 2004). Pr�gmati, en�ntia se aut  thn enallaktik  upìjesh to gt eÐnai to

bèltisto na qrhsimopoihjeÐ kai pragmatopoieÐtai ousiastik� ènac F èlegqoc.

MporeÐ na efarmosteÐ se grammik� montèla sta opoÐa h katanom  thc exarthmènhc meta-

blht c montelopoieÐtai wc sun�rthsh twn summetablht¸n. Autì gÐnetai mèsa sto plaÐsio

twn genikeumènwn grammik¸n montèlwn. An Y eÐnai h metablht  apìkrishc, X = (xij) o

pÐnakac o opoÐoc perièqei tic metablhtèc pou mac endiafèroun (sthn perÐptwsh pou èqoume

ìlec tic summetablhtèc tìte antistoiqeÐ ston pÐnaka sqediasmoÔ) kai β èna m-di�stato

di�nusma twn suntelest¸n palindrìmhshc tìte, wc gnwstì èqoume

E(Yi|β) = g−1

(
β0 +

m∑
j=1

xijβj

)
, (2.1)

ìpou g h sun�rthsh sÔndeshc. O èlegqoc gia to an oi summetablhtèc èqoun prognwstik 
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isqÔ gia thn Y eÐnai isodÔnamo me ton èlegqo ìti ìloi oi suntelestèc eÐnai mhdèn, dhlad 

H0 : β1 = β2 = · · · = βm = 0.

Aut  h upìjesh den eÐnai dunatì na elegqjeÐ me klasikoÔc trìpouc (me β mh stoqastikì)

diìti to m mporeÐ na eÐnai megalÔtero se sqèsh me to n. Sthn perÐptwsh aut  up�rqoun

polÔ lÐgoi bajmoÐ eleujerÐac.

MporeÐ ìmwc na elegqjeÐ h parap�nw mhdenik  upìjesh an upojèsoume ìti ta β1, β2,...βm

apoteloÔn èna deÐgma apì k�poia katanom  me mèsh tim  mhdèn kai diaspor� τ 2. Me ton trì-

po autì, mÐa kai mình �gnwsth par�metroc kajorÐzei pìso epitrèpetai stouc suntelestèc

na apèqoun apì to mhdèn. H mhdenik  upìjesh aplopoieÐtai t¸ra sthn

H0 : τ 2 = 0.

Shmei¸netai ìti h epilog  tou τ 2Im (ìpou Im eÐnai o m×m monadiaÐoc pÐnakac) wc pÐnaka

sundiakÔmanshc gia to di�nusma β den eÐnai upoqrewtik . Apl� apoteleÐ thn pio bolik 

epilog  apì thn opoÐa ja prokÔyei ènac èlegqoc o opoÐoc sumperifèretai se ìlec tic

summetablhtèc epÐ Ðsoic ìroic. An gia par�deigma k�poia pr¸terh gn¸sh up�rqei sqetik�

me thn epirro  k�poiac summetablht c perissìtero sth metablht  apìkrishc autì mporeÐ

na eisaqjeÐ mèsw tou pÐnaka sundiakÔmanshc kai na odhg sei se diaforetikì èlegqo me

isqÔ ènanti diaforetik¸n enallaktik¸n upojèsewn.

Jètoume wc ri =
∑

j xijβj, i = 1, 2, . . . , n. Opìte h posìthta ri sugkentr¸nei thn

epÐdrash ìlwn twn summetablht¸n gia to �tomo i. An r = (r1, r2, . . . , rn), to di�nusma r

eÐnai èna tuqaÐo di�nusma me E(r) = 0 kai Cov(r) = τ 2XX ′. H (2.1) aplopoieÐtai loipìn

wc

E(Yi|ri) = g−1(β0 + ri). (2.2)

To teleutaÐo apoteleÐ èna montèlo tuqaÐwn epidr�sewn, sto opoÐo k�je mon�da èqei mia

tuqaÐa epÐdrash pou ephre�zei to apotèlesma kai o pÐnakac sundiakÔmanshc metaxÔ twn

tuqaÐwn epidr�sewn eÐnai gnwstìc.

'Estw R = 1
m
XX ′ ènac n×n pÐnakac an�logoc tou pÐnaka sundiakÔmanshc twn tuqaÐwn

sfalm�twn r, µ = g−1(β0) eÐnai h anamenìmenh tim  thc Y k�tw apì thn H0 kai µ2, µ4

h deÔterh kai tètarth kentrik  rop  thc Y upì thn H0. H statistik  sun�rthsh pou
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qrhsimopoieÐtai gia ton èlegqo global test eÐnai

T =
(Y − µ)′R(Y − µ)− µ2trace(R)√
2µ2

2trace(R
2) + (µ4 − 3µ2

2)
∑

iR
2
ii

(2.3)

ApodeiknÔetai ìti ìtan isqÔei h H0, h T akoloujeÐ asumptwtik� kanonik  katanom . Parìl'

aut� suqn� eÐnai pio bolikì kai qrhsimopoieÐtai h isodÔnamh all� aploÔsterh statistik 

sun�rthsh

Q =
(Y − µ)′R(Y − µ)

µ2

(2.4)

h opoÐa èqei mèsh tim 

E(Q) = trace(R)

kai diaspor�

V ar(Q) = 2trace(R2) +

(
µ4

µ2
2

− 3

)∑
i

R2
ii.

H statistik  sun�rthsh Q epÐshc akoloujeÐ kanonik  katanom  asumptwtik� all� apote-

leÐ mia tetragwnik  morf  h opoÐa eÐnai mh arnhtik  diìti o pÐnakac R eÐnai mh arnhtik�

orismènoc. Gia to lìgo autì, gia mikr� megèjh deigm�twn, mia kalÔterh prosèggish thc ka-

tanom c thc Q eÐnai h scaled X2 katanom , cX2
ν , me par�gonta scaling c = V ar(Q)/[2E[Q]]

kai bajmoÔc eleujerÐac ν = 2[E(Q)]2/V ar(Q).

2.2 Palindrìmhsh Korufogramm c (Ridge Regres-

sion)

'Otan up�rqei èntonh susqètish metaxÔ dÔo   perissìterwn epexhghmatik¸n metablht¸n,

èqoume to fainìmeno thc polusuggrammikìthtac (multicollinearity). H parousÐa thc po-

lusuggrammikìthtac odhgeÐ se auxhmèna tupik� sf�lmata twn e.e.t. kai kat� sunèpeia

duskoleÔei thn ektÐmhsh thc epÐdrashc thc k�je epexhghmatik c metablht c sthn exar-

thmènh metablht , afoÔ ta d.e. twn antÐstoiqwn suntelest¸n ja eÐnai meg�la se eÔroc.

EpÐshc se tètoiec peript¸seic eÐnai dÔskoloc o entopismìc twn statistik� shmantik¸n

metablht¸n (Kar¸nh kai Oikonìmou, 2010). H akraÐa perÐptwsh thc apìluthc polusug-

grammikìthtac prokÔptei ìtan mia epexhghmatik  metablht  eÐnai grammikìc sunduasmìc
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merik¸n   ìlwn twn �llwn epexhghmatik¸n metablht¸n. Se tètoiec peript¸seic, h an�-

lush palindrìmhshc mporeÐ na pragmatopoihjeÐ mìno afoÔ afairejeÐ mia metablht  apì to

grammik� exarthmèno sÔnolo. Bèbaia, arket� suqn� parousi�zontai peript¸seic èntonhc

susqètishc metaxÔ twn metablht¸n qwrÐc autèc na eÐnai apìluta grammik� exarthmènec.

'Estw R2
j o suntelest c prosdiorismoÔ thc grammik c palindrìmhshc me exarthmènh meta-

blht  th xj kai epexhghmatikèc metablhtèc ìlec tic �llec. O deÐkthc R2
j ekfr�zei dhlad 

to kat� pìso h xj mporeÐ na problefjeÐ apì tic upìloipec epexhghmatikèc metablhtèc. Oi

deÐktec 1−R2
j (anoq  - tolerance) prosfèrontai se orismèna progr�mmata statistik c an�-

lushc proc entopismì thc polusuggrammikìthtac. H tim  1
1−R2

j
eÐnai gnwst  wc par�gontac

megèjunshc diaspor�c (variance inflation factor - VIF) kai deÐqnei kat� pìso aux�netai h

diaspor� enìc ektimhmènou suntelest  palindrìmhshc ìtan up�rqoun susqetÐseic twn e-

pexhghmatik¸n metablht¸n. Timèc tou 1 − R2
j < 0.2   V IF > 5 jewroÔntai wc èndeixh

polusuggramikìthtac.

SÔmfwna me touc Marquardt kai Snee (1975), h polusuggrammikìthta den èqei sh-

mantikèc sunèpeiec sunolik� sthn axÐa enìc montèlou. Gia par�deigma, den ephre�zei thn

kal  prosarmog  tou montèlou sthn exarthmènh metablht , all� mac empodÐzei na antilh-

fjoÔme to rìlo thc k�je epexhghmatik c metablht c. H tupopoÐhsh twn metablht¸n eÐnai

aparaÐthth ìtan emfanÐzetai stajerìc ìroc sto montèlo. H polusuggrammikìthta pou em-

fanÐzetai apì th mh tupopoÐhsh twn metablht¸n eÐnai h pio Ôpoulh kaj¸c den ofeÐletai se

prìblhma sta dedomèna all� sthn aujaÐreth klÐmaka sthn opoÐa ekfr�zontai oi metablhtèc

prìbleyhc. Sthn tupopoÐhsh miac metablht c, apì aut  afaireÐtai o mèsoc (‘kentr�risma’

- centering) kai sth sunèqeia diaireÐtai me thn tupik  thc apìklish (scaling). Me to ken-

tr�risma afaireÐtai h epousi¸dhc polusuggrammikìthta mei¸nontac kat� sunèpeia to V IF

twn ektimhtri¸n twn suntelest¸n tou montèlou. Se èna grammikì montèlo, to kentr�risma

afaireÐ th susqètish metaxÔ tou stajeroÔ kai ìlwn twn grammik¸n ìrwn. Epiplèon, se èna

tetragwnikì montèlo, to kentr�risma mei¸nei kai se merikèc peript¸seic afaireÐ entel¸c

th susqètish metaxÔ twn grammik¸n kai tetragwnik¸n ìrwn (xj, x2j). To scaling ekfr�zei

thn exÐswsh se mia morf  pou prosfèretai gia pio apl  ermhneÐa kai qr sh.

To V IF antistoiqeÐ sta diag¸nia stoiqeÐa tou antÐstrofou pÐnaka susqètishc. Gia dÔo

epexhghmatikèc metablhtèc k�jetec metaxÔ touc to V IF eÐnai 1. To scaling den ephre�-
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zei to V IF all� to kentr�risma ephre�zei. P¸c ekteloÔme mia an�lush ìtan up�rqoun

meg�lec timèc twn V IF ? Se autèc tic peript¸seic, h mia klasik  mèjodoc twn e.e.t. de

dÐnei kalèc ektim triec ìtan up�rqoun susqetÐseic sta dedomèna. H �llh klasik  mèjodoc

thc epilog c metablht¸n kathgoriopoieÐ tic metablhtèc wc shmantikèc kai mh shmantikèc.

Meg�lh merolhyÐa sthn ektÐmhsh mporeÐ na dhmiourghjeÐ apì thn apaloif  twn mh shmanti-

k¸n metablht¸n. EÐnai kalÔtera na qrhsimopoihjeÐ lÐgo apì ìlec tic metablhtèc ap' ìti na

qrhsimopoihjoÔn k�poiec ex olokl rou kai k�poiec kajìlou. Autì k�noun oi merolhptikèc

ektim triec (Marquardt and Snee, 1975).

H mèjodoc thc an�lushc korufogramm c (Ridge Regression) eis qjhke apì touc Hoerl

kai Kennard (1970) kurÐwc me skopì na antimetwpÐsoun thn polusuggrammikìthta. AutoÐ

epikèntrwsan thn prosoq  touc stic idiotimèc tou pÐnakaX′X. 'Ena sobarì prìblhma polu-

suggrammikìthtac qarakthrÐzetai apì to gegonìc ìti h mikrìterh idiotim  tou pÐnaka X′X

eÐnai kat� polÔ mikrìterh thc mon�dac. Epes manan epÐshc th dramatik  anep�rkeia twn

e.e.t. gia mh orjog¸nia probl mata. Oi e.e.t. dÐnoun suntelestèc oi opoÐoi kat� apìluth

tim  eÐnai polÔ meg�loi kai twn opoÐwn ta prìshma mporeÐ na all�zoun ìtan sumbaÐnoun

amelhtèec allagèc sta dedomèna. Bèbaia oi e.e.t. eÐnai amerìlhptec. 'Eqei ìmwc peris-

sìtero nìhma na epitÔqoume mikrìtero mèso tetragwnikì sf�lma, an mporeÐ na epiteuqjeÐ

megalÔterh meÐwsh sth diaspor� epitrèpontac lÐgh merolhyÐa. All� megalÔterh diaspor�

shmaÐnei mikrìterh akrÐbeia prìbleyhc. Sunep¸c ènac lìgoc pou pijanìn o analut c den

eÐnai ikanopoihmènoc me touc e.e.t. eÐnai sqetik� me thn akrÐbeia prìbleyhc. Gia to lìgo

autì, ìpwc èqei  dh anaferjeÐ, ènac trìpoc prokeimènou na beltiwjeÐ h akrÐbeia prìbleyhc,

eÐnai na surrikn¸soume k�poiouc suntelestèc. EÐnai protimìtero na krat soume k�poiec

plhroforÐec apì ìlec tic metablhtèc par� na krat soume mìno merikèc apì tic metablhtèc

kai k�poiec �llec na tic aporrÐyoume teleÐwc. Akrib¸c aut  eÐnai h filosofÐa thc mejìdou

thc korufogramm c.

H ektim tria me th mèjodo thc korufogramm c thc paramètrou β = (β1, β2, . . . , βp),

prokÔptei lÔnontac thn

(X′X + λI)β̂∗ = X′y⇒

β̂ridge = (X′X + λI)−1X′y. (2.5)

ìpou λ eÐnai mia rujmistik  par�metroc. IsodÔnama oi ektim triec twn suntelest¸n βj
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upologÐzontai ètsi ¸ste na elaqistopoieÐtai

β̂ = arg min


n∑
i=1

(
yi −

p∑
j=1

βjxij

)2
 (2.6)

upì ton periorismì
p∑
j=1

β2
j ≤ t,

ìpou t eÐnai mia rujmistik  par�metroc. EÐnai emfan c apì tic parap�nw sqèseic h diafo-

ropoÐhsh thc mejìdou se sqèsh me tic e.e.t.. H emf�nish tou ìrou λI sth (2.5)   tou

periorismoÔ sth (2.6) eÐnai aut  pou dikaiologeÐ thn ènnoia thc ‘poin c’ pou epib�llei h

mèjodoc aut  sthn ektÐmhsh twn suntelest¸n. Genik�, up�rqei mia bèltisth tim  tou λ

  isodÔnama tou t, gia k�je prìblhma, all� eÐnai kalì na exet�soume th lÔsh pou dÐnei

h mèjodoc thc korufogramm c gia èna eÔroc apodekt¸n tim¸n. Apodekt  tim  shmaÐnei

tim  gia thn opoÐa h antÐstoiqh ektim tria èqei mikrìtero mèso tetragwnikì sf�lma ap'

ìti h antÐstoiqh e.e.t.. To mèso tetragwnikì sf�lma twn mellontik¸n problèyewn epÐshc

mei¸netai antÐstoiqa. Efìson gnwrÐzoume ìti h sunhjismènh ektim tria β̂ = (X′X)−1X′y

eÐnai amerìlhpth, eÐnai fanerì apì th sqèsh (2.5) ìti h β̂ridge eÐnai merolhptik . Apì thn

�llh, h diaspor� V (β̂ridge) eÐnai mikrìterh thc V (β̂). Kat� sunèpeia to mèso tetragwnikì

sf�lma thc β̂ridge mporeÐ na eÐnai polÔ mikrìtero autoÔ thc β̂.

'Opwc anafèroun oi Marquardt kai Snee (1975), gia èna sqedìn orjog¸nio montèlo, sto

opoÐo oi metablhtèc èqoun tupopoihjeÐ, ìloi oi suntelestèc èqoun perÐpou Ðsec diasporèc.

'Etsi, mporeÐ na gÐnei epilog  metablht¸n me b�sh thn apìluth tim  touc. MporoÔn na pa-

raleifjoÔn loipìn oi metablhtèc twn opoÐwn oi antÐstoiqoi suntelestèc eÐnai polÔ mikroÐ

kat� apìluth tim . EÐnai loipìn emfanèc sto shmeÐo autì pwc h mèjodoc thc korufogram-

m c mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ tìso wc mèjodoc ektÐmhshc twn suntelest¸n se èna montèlo

ìso kai wc mèjodoc epilog c metablht¸n. H B.S. eÐnai mia kal  strathgik  ìtan oi upo-

y fiec metablhtèc eÐnai metaxÔ touc (sqedìn) orjog¸niec. EÐnai epÐshc kal  strathgik 

an oi metablhtèc èqoun gÐnei (sqedìn) orjog¸niec apotelesmatik� epitrèpontac merolhyÐa

stic ektim triec. H mình �llh perÐptwsh eÐnai ìtan h epilog  metablht¸n gÐnetai me gn¸-

mwna perissìterec plhroforÐec sqetik� me th fÔsh tou probl matoc   tic idiìthtec twn

metablht¸n. Autì shmaÐnei ìti diajètoume exwterik  plhroforÐa, dhlad  anex�rthth apì

tic arijmhtikèc timèc twn dedomènwn.
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H B.S. apoteleÐ kak  strathgik  ìtan oi upoy fiec metablhtèc emfanÐzoun meg�lh su-

sqètish. Sthn pr�xh, h meg�lh tim  tou V IF apostajeropoieÐ entel¸c ìla ta krit ria

pou mporeÐ k�poioc na upologÐsei apì tic e.e.t., katal gontac ètsi se polÔ astaj  epi-

log  metablht¸n. H B.S. eÐnai epÐshc kak  taktik  sthn perÐptwsh pou stic upoy fiec

metablhtèc perièqontai kai oi kampulìgrammoi metasqhmatismoÐ touc (pq tetr�gwna).

Ridge Trace ('Iqnoc Korufogramm c)

'Ena meg�lo pleonèkthma thc an�lushc korufogramm c eÐnai ìti èna gr�fhma, to le-

gìmeno gr�fhma Ðqnouc korufogramm c, mporeÐ na bohj sei ton analut  na diapist¸sei

poioi suntelestèc eÐnai euaÐsjhtoi sta dedomèna. Sunep¸c, h an�lush euaisjhsÐac eÐnai

ènac skopìc thc an�lushc korufogramm c. To Ðqnoc korufogramm c eÐnai to gr�fhma thc

tim c k�je suntelest  ènanti tou λ. To gr�fhma ja èqei mia kampÔlh (Ðqnoc) gia k�je

suntelest . Gia na eÐnai pio xek�jaro, proteÐnetai na mh sqedi�zontai perissìteroi apì 10

suntelestèc sto Ðdio gr�fhma. O stìqoc eÐnai na broÔme mia tim  tou λ h opoÐa dÐnei èna

sÔnolo suntelest¸n me mikrìtero mèso tetragwnikì sf�lma apì autì twn e.e.t. Fusik�,

kaj¸c to λ aux�nei, to �jroisma twn tetrag¸nwn twn upoloÐpwn (SSE) epÐshc aux�netai.

Autì den eÐnai idiaÐtera anhsuqhtikì diìti o stìqoc den eÐnai na apokt soume èna montèlo

pou na prosarmìzetai ìso to dunatìn kalÔtera sta dedomèna, all� na anaptÔxoume èna

‘eustajèc’ sÔnolo suntelest¸n oi opoÐoi ja ektimoÔn apotelesmatik� mellontikèc parath-

r seic. Me th lèxh ‘eustajeÐc’ ennooÔme suntelestèc oi opoÐoi den eÐnai euaÐsjhtoi se mikrèc

allagèc sta dedomèna. An oi metablhtèc prìbleyhc emfanÐzoun meg�lec susqetÐseic, oi

suntelestèc ja all�zoun gr gora gia mikrèc timèc tou λ kai stadiak� ja stajeropoioÔntai

(all�zoun lÐgo) gia megalÔterec timèc. H tim  tou λ gia thn opoÐa oi suntelestèc èqoun

stajeropoihjeÐ dÐnei touc suntelestèc. An oi metablhtèc prìbleyhc eÐnai orjog¸niec tìte

oi suntelestèc ja all�zoun el�qista (dhl. ja eÐnai  dh stajeroÐ) anadeiknÔontac ètsi

ìti oi e.e.t. dÐnoun èna kalì sÔnolo suntelest¸n gia to montèlo. Prèpei bèbaia ed¸ na

tonÐsoume ìti h bèltisth tim  tou λ eÐnai �gnwsth kai mporeÐ mìno na ektimhjeÐ. 'Enac

enallaktikìc trìpoc upologismoÔ tou bèltistou λ eÐnai me th mèjodo tou crossvalidation

pou analÔoume se epìmenh par�grafo (2.7). To Sq ma 2.1 apoteleÐ èna par�deigma gia to

Ðqnoc korufogramm c se èna montèlo me treic metablhtèc X1, X2, X3. Kaj¸c h tim  thc
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rujmistik c paramètrou aux�netai oi suntelestèc twn metablht¸n metab�llontai. PerÐpou

apì thn tim  0.02 kai met� oi suntelestèc sqedìn stajeropoioÔntai. Sunep¸c mporoÔme

na sumper�noume ìti h bèltisth tim  thc paramètrou eÐnai λ = 0.02.

Sq ma 2.1: Ridge Trace

2.3 LASSO

'Ena basikì meionèkthma thc mejìdou thc korufogramm c, eidik� sthn perÐptwsh pou èqoume

pollèc summetablhtèc, eÐnai to gegonìc ìti lìgw tou meg�lou arijmoÔ twn paramètrwn

to montèlo pijanìn na mhn eÐnai eÔkola ermhneÔsimo. Ta krit ria kai oi teqnikèc pou

perigr�foume stoqeÔoun sto na prosdiorÐsoume èna mikrìtero uposÔnolo paramètrwn to

opoÐo na sugkentr¸nei tic metablhtèc pou epidroÔn pio èntona sthn exarthmènh metablht .

Apì thn �llh, ìpwc anafèrame parap�nw, h B.S dÐnei montèla me ligìterec metablhtèc kai

sunep¸c pio ermhneÔsima all� eÐnai exairetik� eumet�blhth diadikasÐa.

Gia thn antimet¸pish twn parap�nw problhm�twn, o Tibshirani (1996) prìteine mia nèa

mèjodo, th legìmenh LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)   L1.

H mèjodoc aut  surrikn¸nei k�poiouc suntelestèc kai �llouc touc jètei Ðsouc me mhdèn,

sundu�zontac ètsi ta jetik� stoiqeÐa twn mejìdwn B.S. kai thc korufogramm c. ApoteleÐ
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kai aut  mia mèjodo me poin .

'Estw ìti èqoume dedomèna (xi, yi) ìpou xi = (xi1, . . . , xip)
′ kai yi, i = 1, 2, . . . , n eÐnai oi

timèc pou antistoiqoÔn sthn i parat rhsh sto plaÐsio tou sun jouc grammikoÔ montèlou.

Gia thn ektÐmhsh thc paramètrou β = (β1, β2, . . . , βp), h ektim tria me th mèjodo LASSO

orÐzetai wc

(α̂, β̂) = arg min


(
yi − a−

p∑
j=1

βjxij

)2
 (2.7)

upì ton periorismì
p∑
j=1

|βj| ≤ t.

Ston parap�nw orismì h par�metroc t apoteleÐ mia rujmistik  par�metro. Epiplèon,

gia opoiad pote tim  tou t, h lÔsh thc (2.7) wc proc α eÐnai α̂ = y. QwrÐc bl�bh thc

genikìthtac mporoÔme na upojèsoume ìti y = 0 kai sunep¸c na paraleÐyoume to α. Tìte

apì ton parap�nw orismì prokÔptei ìti oi ektim triec twn suntelest¸n tou grammikoÔ

montèlou me th mèjodo LASSO dÐnontai apì th lÔsh tou sust matoc

β̂ = arg min


n∑
i=1

(
yi −

p∑
j=1

βjxij

)2
 (2.8)

upì ton periorismì
p∑
j=1

|βj| ≤ t.

H par�metroc t ≥ 0 elègqei to posì thc surrÐknwshc pou ufÐstantai oi suntelestèc.

'Estw ìti me β̂0
j sumbolÐzoume tic sun jeic ektim triec elaqÐstwn tetrag¸nwn kai èstw

t0 =
∑
|β̂0
j |. Timèc thc rujmistik c paramètrou t < t0 ja prokalèsoun surrÐknwsh twn

lÔsewn proc to 0 kai pijanìn k�poioi suntelestèc na gÐnoun akrib¸c Ðsoi me mhdèn. Gia

par�deigma, an t = t0/2, to apotèlesma ja eÐnai perÐpou parìmoio me to na brÐskame to

bèltisto sÔnolo metablht¸n megèjouc p/2. Shmei¸noume epÐshc ìti o pÐnakac sqediasmoÔ

den prèpei na eÐnai kat' an�gkh pl rouc t�xhc.

AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti oi mèjodoi L1 kai L2 apoteloÔn eidikèc peript¸seic thc genikì-

terhc palindrìmhshc Bridge pou eis qjei apì touc Frank kai Friedman (1993). Gia ton

prosdiorismì twn suntelest¸n arkeÐ na lÔsoume èna apì ta parak�tw isodÔnama probl -

mata.
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Sq ma 2.2: Palindrìmhsh bridge me t = 1

min


n∑
i=1

(
yi −

p∑
j=1

βjxij

)2
 (2.9)

upì ton periorismì
p∑
j=1

|βj|γ ≤ t.

  isodÔnama

min


n∑
i=1

(
yi −

p∑
j=1

βjxij

)2

+ λ

p∑
j=1

|βj|γ
 . (2.10)

To prìblhma (2.9) anafèretai wc palindrìmhsh upì periorismì en¸ to (2.10) wc poiniko-

poihmènh palindrìmhsh. Gia γ = 1 h mèjodoc antistoiqeÐ sth LASSO en¸ gia γ = 2 sth

Ridge. Sto gr�fhma 2.2 (Fu, 1998) faÐnetai h morf  tou periorismoÔ gia tic di�forec timèc

thc paramètrou γ.

H idèa gia th mèjodo LASSO pro lje apì mia parìmoia mèjodo pou prìteine o Breiman

(1995) h opoÐa kaleÐtai non-negative garrote (mh arnhtikìc straggalismìc). SÔmfwna me

th mèjodo aut , oi suntelestèc βj èqoun th morf  β̂j = cj β̂
0
j ìpou oi suntelestèc cj

upologÐzontai ètsi ¸ste na elaqistopoieÐtai

n∑
i=1

(
yi − α−

p∑
j=1

cjβ̂
0
jxij

)2

upì ton periorismì
p∑
j=1

cj ≤ t, cj ≥ 0. (2.11)



48 KEF�ALAIO 2. TEQNIK�ES ME POIN�H

H mèjodoc garrote xekin�ei me tic sun jeic e.e.t. kai tic surrikn¸nei kat� k�poiouc

mh-arnhtikoÔc par�gontec twn opoÐwn to �jroisma eÐnai fragmèno. O Breiman èdeixe

ìti h mèjodìc tou èqei mikrìtero sf�lma prìbleyhc apì thn B.S kai antagwnÐzetai thn

an�lush korufogramm c ektìc apì tic peript¸seic pou to pragmatikì montèlo èqei polloÔc

mikroÔc mh-mhdenikoÔc suntelestèc. 'Ena meionèkthma thc mejìdou eÐnai ìti h lÔsh thc

exart�tai tìso apì to prìshmo ìso kai apì to mègejoc twn e.e.t. Se peript¸seic ìpwc gia

par�deigma ìtan èqoume susqetÐseic metaxÔ twn epexhghmatik¸n metablht¸n ìpou oi e.e.t.

de sumperifèrontai kal�, to gegonìc autì pijanìtata na èqei wc sunèpeia na prokÔyoun

kakèc ektim seic kai me th mèjodo garrote. AntÐjeta, h LASSO den k�nei qr sh twn e.e.t.

Prokeimènou na apokt soume mia pio praktik  antÐlhyh twn mejìdwn pou èqoume ana-

fèrei, ja doÔme, ìpwc anafèretai ston Tibshirani (1996), th morf  pou autoÐ apoktoÔn

sthn perÐptwsh pou o pÐnakac sqediasmoÔ eÐnai orjokanonikìc, dhlad  X ′X = I ìpou I o

tautotikìc pÐnakac. Sthn perÐptwsh aut 

(a) H epilog  metablht¸n BS megèjouc k epilègei tic metablhtèc oi opoÐec antistoiqoÔn

stouc k megalÔterouc suntelestèc kat� apìluth tim  kai jètei touc upìloipouc Ðsouc

me mhdèn. Gia k�poia epilog  tou λ autì eÐnai isodÔnamh me to na jèsoume

β̂BSj =

 β̂0
j , |β̂0

j | > λ

0, diaforetik�.
(2.12)

(b) Sth mèjodo thc an�lushc korufogramm c (L2) oi ektim triec twn suntelest¸n βj u-

pologÐzontai apì th lÔsh tou sust matoc (2.6). Oi lÔseic tou parap�nw sust matoc

eÐnai

β̂L2
j =

1

1 + γ
β̂0
j .

(c) Sth mèjodo LASSO (L1) oi lÔseic twn exis¸sewn (2.8) sth perÐptwsh orjokanoni-

koÔ pÐnaka sqediasmoÔ eÐnai

β̂L1
j = sign(β̂0

j )(|β̂0
j − γ|)+

ìpou to γ kajorÐzetai apì th sunj kh
∑
|β̂j| = t.
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Sq ma 2.3: (a) BS, (b)L2, (c) L1, (d) Garrote, morf  surrÐknwshc suntelest¸n sthn

perÐptwsh orjokanonikoÔ pÐnaka sqediasmoÔ

(d) Oi ektim triec me th mèjodo garrote eÐnai

β̂garj =

1− γ(
β̂0
j

)2


+

β̂0
j

Sto sq ma (2.3) faÐnetai h morf  aut¸n twn sunart sewn. H L2 all�zei thn klÐmaka

stouc suntelestèc kat� èna stajerì par�gonta en¸ h L1 k�nei se merikoÔc apokop  sto

0 kai �llouc touc surrikn¸nei kat� èna stajerì par�gonta. Oi suntelestèc thc garrote

moi�zoun polÔ me th LASSO all� gia touc megalÔterouc suntelestèc h surrÐknwsh pou

ufÐstantai eÐnai mikrìterh. Oi diaforèc metaxÔ garrote kai LASSO mporeÐ na gÐnoun polÔ

megalÔterec sthn perÐptwsh mh orjokanonikoÔ pÐnaka sqediasmoÔ. H diakekommènh gramm 

antistoiqeÐ se gwnÐa 45o dhlad  stic e.e.t..

Ac upojèsoume ìti èqoume dÔo epexhghmatikèc metablhtèc. QwrÐc bl�bh thc genikìthtac

upojètoume ìti oi dÔo antÐstoiqec e.e.t. β̂0
j eÐnai jetikoÐ. EÔkola mporoÔme na deÐxoume ìti

oi ektim triec me th mèjodo L1 dÐnontai wc

β̂L1 =
(
β̂0
j − γ

)+
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ìpou to γ upologÐzetai ètsi ¸ste β̂1 + β̂2 = t gia t ≤ β̂0
1 + β̂0

2 kai isqÔei akìma ki an oi

metablhtèc parousi�zoun susqètish. LÔnontac wc proc γ paÐrnoume

β̂1 =

(
t

2
+
β̂0
1 − β̂0

2

2

)+

β̂2 =

(
t

2
− β̂0

1 − β̂0
2

2

)+

.

AntÐjeta me tic L1 ektim triec, h morf  twn ektimhtri¸n L2 exart�tai apì th susqètish

twn epexhghmatik¸n metablht¸n.

Sumperasmatik�, se prosomoi¸seic pou pragmatopoi jhkan, ìpwc autèc anafèrontai

met� apì prosomei¸seic pou èginan apì ton Tibshirani (1996), exet�sthke sugkritik� h

ikanìthta prìbleyhc twn tess�rwn mejìdwn k�tw apì trÐa diaforetik� sen�ria

(i) mikrìc arijmìc metablht¸n pou ìlec epidroÔn shmantik� sthn exarthmènh metablh-

t : Sthn perÐptwsh aut  h epilog  uposunìlou metablht¸n BS eÐnai h kalÔterh,

h LASSO ìqi tìso kal� en¸ h Palindrìmhsh Korufogramm c èdwse ta qeirìtera

apotelèsmata.

(ii) mètrioc arijmìc metablht¸n pou ìlec epidroÔn mètria sthn exarthmènh metablht :

Sthn perÐptwsh aut  h LASSO èdwse ta kalÔtera apotelèsmata kai akoloÔjhsan h

mèjodoc thc Korufogramm c kai tèloc h BS.

(iii) meg�loc arijmìc metablht¸n pou kamÐa den epidr� shmantik� sthn exarthmènh me-

tablht : Sthn perÐptwsh aut  h Palindrìmhsh Korufogramm c èdwse ta kalÔtera

apotelèsmata me diafor� en¸ akoloÔjhsan h LASSO kai teleutaÐa h BS.

H garrote ta kat�fere lÐgo kalÔtera apì th LASSO sthn pr¸th perÐptwsh, kai lÐgo qeirì-

tera stic �llec dÔo peript¸seic. Shmei¸noume ìti h axiolìghsh thc ikanìthtac prìbleyhc

ègine me qr sh thc cvl (Par�grafoc 2.7).

H LASSO mporeÐ na efarmosteÐ kai sthn perÐptwsh twn genikeumènwn grammik¸n mo-

ntèlwn. Ja doÔme p¸c aut  efarmìzetai sta plaÐsia thc An�lushc EpibÐwshc sto montèlo

tou Cox   sth logistik  palindrìmhsh.
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2.4 LASSO kai Ridge sto montèlo tou Cox kai th

logistik  palindrìmhsh

Sto sÔnhjec plaÐsio twn dedomènwn epibÐwshc, èstw ìti èqoume n parathr seic thc mor-

f c (ti, di, xi), ìpou ti eÐnai o pijanìn apokommènoc qrìnoc epibÐwshc, di eÐnai o deÐkthc

apokop c, dhlad  o deÐkthc di lamb�nei timèc 0   1 an�loga me to an h parat rhsh thc

mon�dac i eÐnai apokommènh   ìqi kai xi eÐnai to sÔnhjec di�nusma gramm  twn summeta-

blht¸n X1, X2, . . . , Xp gia th mon�da i. 'Opwc  dh gnwrÐzoume h ektÐmhsh twn paramètrwn

β = (β1, β2, . . . , βp) sto montèlo tou Cox gÐnetai mèsw thc megistopoÐhshc thc sun�rthshc

merik c pijanof�neiac (1.22) ìpwc perigr�yame sthn par�grafo 1.2. O Tibshirani (1997)

prìteine th mèjodo LASSO na efarmosteÐ kai sto montèlo tou Cox. H ektÐmhsh tou β

prìteine na gÐnei mèsw tou krithrÐou

β = arg max `(β) u.p.
∑
|βj| ≤ s (2.13)

ìpou h `(β) antistoiqeÐ sth logarijmopoihmènh sun�rthsh merik c pijanof�neiac (1.22)

kai s eÐnai mÐa par�metroc pou kajorÐzetai apì to qr sth.

'Estw β̂0
j eÐnai oi ektim triec ìpwc prokÔptoun apì th lÔsh tou sust matoc twn exi-

s¸sewn (1.24). Tìte an s ≥
∑
|β̂0
j |, tìte h epÐlush thc (2.13) dÐnei tic Ðdiec ektim triec

me autoÔc pou prokÔptoun apì th megistopoÐhsh thc merik c pijanof�neiac. AntÐjeta, an

s <
∑
|β̂0
j |, tìte h lÔsh thc (2.13) dÐnei suntelestèc surriknwmènouc proc to mhdèn. 'Ena

elkustikì qarakthristikì thc mejìdou eÐnai ìti arket� suqn� k�poioi suntelestèc eÐnai a-

krib¸c mhdèn. Autì bèbaia bohj�ei sth dhmiourgÐa telik� enìc pio ermhneÔsimou montèlou.

H omal  morf  tou periorismoÔ ja prèpei na d¸sei èna pio stajerì telikì montèlo ap' ìti

h B.S.   h diadikasÐa se b mata. Autì èqei epibebaiwjeÐ apì ton Tibshirani (1997) mè-

sw prosomoi¸sewn sta plaÐsia twn montèlwn palindrìmhshc. Shmei¸noume ìti h mèjodoc

aut  apoteleÐ èna ergaleÐo ¸ste na epitÔqoume èna oikonomikìtero montèlo (me ligìterec

metablhtèc).

OmoÐwc, h efarmog  thc Palindrìmhshc Korufogramm c sto montèlo analogik c diakin-

dÔneushc tou Cox odhgeÐ sthn epÐlush tou sust matoc an�logou me autì pou perigr�fetai

apì th sqèsh (2.13) h opoÐa tropopoieÐtai mìno wc proc ton periorismì. To prìblhma dh-
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lad  paÐrnei th morf 

β = arg max `(β) u.p.
∑

β2
j ≤ s, (2.14)

ìpou `(β) h logarijmopoihmènh sun�rthsh merik c pijanof�neiac. To mègejoc thc surrÐ-

knwshc pou prokaleÐtai apì thn efarmog  thc mejìdou exart�tai apì thn tim  thc para-

mètrou s all� kanènac suntelest c potè den mhdenÐzetai.

Sthn perÐptwsh thc logistik c palindrìmhshc, h palindrìmhsh korufogramm c pragma-

topoieÐtai megistopoi¸ntac thn poinikopoihmènh sun�rthsh logarijmopoihmènhc pijanof�-

neiac

`λ(β) = `(β)− λ
∑
j

β2
j (2.15)

ìpou `(β) h apl  logarijmopoihmènh sun�rthsh pijanof�neiac ìpwc aut  dÐnetai apì th

sqèsh (1.15). H pio apl  eidik  perÐptwsh pou ni = 1, analÔetai apì touc Cessie kai

Houwelingen (1992). Tìte h `(β) aplopoieÐtai sth morf 

`(β) =
∑
i

yi ln pi + (1− yi) ln(1− pi). (2.16)

Apì th megistopoÐhsh thc teleutaÐac wc proc β paÐrnoume tic sun jeic ektim triec mègisthc

pijanof�neiac. 'Estw β̂λ ektim triec thc palindrìmhshc korufogramm c pou prokÔptoun

apì th megistopoÐhsh thc (2.15). Apì th rujmistik  par�metro λ elègqetai to mègejoc

thc surrÐknwshc pou ufÐstantai oi suntelestèc palindrìmhshc. 'Otan λ = 0 tìte h lÔsh

eÐnai akrib¸c oi sun jeic e.m.p. en¸ an λ → ∞ tìte ìloi oi suntelestèc palindrìmhshc

teÐnoun sto mhdèn. Meg�loc arijmìc epexhghmatik¸n metablht¸n kai/  meg�lh susqètish

metaxÔ touc odhgeÐ se astajeÐc ektim triec ìpwc èqoume dei genik�. Surrikn¸nontac touc

suntelestèc proc to mhdèn kai epitrèpontac lÐgh merolhyÐa, stajeropoieÐ to sÔsthma kai

dÐnei ektim triec me mikrìterh diaspor�. Gia to lìgo autì mia kal  epilog  thc rujmistik c

paramètrou λ anamènetai na d¸sei ektim triec β̂λ oi opoÐec na eÐnai pio kont� stic timèc twn

pragmatik¸n suntelest¸n βj. Dhlad  perimènoume MSE(β̂λ) < MSE(β̂). Shmei¸netai

ìti oi ektim triec β̂λ prokÔptoun (ìpwc kai oi sun jeic e.m.p.) me arijmhtikèc mejìdouc

apì thn epÐlush tou sust matoc twn merik¸n parag¸gwn wc proc βj thc (2.15).

H epilog  thc paramètrou λ gÐnetai ètsi ¸ste na elaqistopoieÐtai to sf�lma prìbleyhc.

'Estw ìti diajètoume tic ektim triec β̂ ìpwc autèc proèkuyan apì to deÐgma twn parath-

r sewn (xi, yi), i = 1, 2, . . . , n kai p̂(x) h ektÐmhsh thc pijanìthtac epituqÐac (P (Y = 1)).
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Gia mia kainoÔria parat rhsh me di�nusma summetablht¸n xnew, h pijanìthta Ynew = 1

ektim�tai apì thn p̂ = p̂(xnew) ìtan h pragmatik  pijanìthta eÐnai p. Anafèrontai (Cessie

and Houwelingen, 1992) treic trìpoi prokeimènou na metrhjeÐ to sf�lma prìbleyhc:

a. Sf�lma taxinìmhshc (Classification/Counting Error)

CE =



1, an Ynew = 1 kai p̂ < 1
2

  Ynew = 0 kai p̂ > 1
2
,

1
2
, an p̂ = 1

2
,

0, diaforetik�.

(2.17)

b. Tetragwnikì sf�lma (Squared Error)

SE = (Ynew − p̂)2. (2.18)

g. Sf�lma thc meÐon logarijmopoihmènhc pijanof�neiac (Minus Log-likelihood Error)

ML = −{Ynew ln p̂+ (1− Ynew) ln(1− p̂)}. (2.19)

H mèsh tim  kai twn tri¸n sfalm�twn megistopoieÐtai ìtan h pijanìthta p eÐnai kont� sto

1/2 kai teÐnei sto mhdèn an h p teÐnei sto 0   sto 1. Autì sun�dei me th diaisjhtik  ermhneÐa

ìti h tim  thc Y eÐnai pio dÔskolh na problefjeÐ an h pijanìthta Y = 1 eÐnai gÔrw apì

to 1/2. Sqetik� me to pio apì ta trÐa parap�nw mètra ja epilèxoume, exart�tai kurÐwc

apì to eÐdoc tou montèlou pou qrhsimopoieÐtai gia prìbleyh. To sf�lma taxinìmhshc

apoteleÐ ènan kanìna diaqwrismoÔ twn parathr sewn kai eÐnai euaÐsjhto sthn prìbleyh

kont� sto 1/2. Ta �lla dÔo mètra lamb�noun upìyh tic problèyeic tou montèlou se ìlo

to eÔroc twn tim¸n thc p. To tetragwnikì sf�lma eÐnai diaisjhtik� elkustikì me thn

ènnoia ìti antistoiqeÐ sthn eukleÐdeia apìstash metaxÔ thc nèac parat rhshc Ynew kai thc

ektÐmhshc p̂ kai eÐnai akrib¸c an�logo me to tetragwnikì sf�lma sto sÔnhjec grammikì

montèlo. To teleutaÐo mètro ML isoÔtai me − ln p̂ an Ynew = 1 kai me − ln(1 − p̂) an

Ynew = 0. ParathroÔme ìti an ajroÐsoume thn posìthtaML p�nw se ìlec tic parathr seic

prokÔptei h −`(β) ìpwc dÐnetai apì thn (2.16). EpÐshc h posìthta 2×ML antistoiqeÐ sth

Deviance. To pleonèkthma tou sf�lmatocML eÐnai ìti sqetÐzetai me th logarijmopoihmènh

pijanof�neia kai epiplèon den periorÐzetai mìno sth logistik  palindrìmhsh all� mporeÐ
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na efarmosteÐ kai se genikìtero plaÐsio. H epilog  thc bèltisthc tim c thc rujmistik c

paramètrou λ gia thn efarmog  thc mejìdou korufogramm c sthn perÐptwsh thc logistik c

palindrìmhshc prèpei na gÐnei ètsi ¸ste na elaqistopoieÐtai to mèso sf�lma prìbleyhc. H

ektÐmhsh tou mèsou sf�lmatoc gÐnetai me th mèjodo thc cvl (bl. enìthta 2.7).

2.5 GenikeÔseic thc LASSO

'Opwc èqoume  dh anafèrei, oi pio gnwstèc kai suqnìtera qrhsimopoioÔmenec mèjodoi epilo-

g c metablht¸n, eÐnai h kat� b mata apaloif  (stepwise deletion) kai h mèjodoc epilog c

kalÔterou uposunìlou (B.S.). 'Eqoun ìmwc to meionèkthma ìti agnooÔn ta stoqastik�

sf�lmata pou emfanÐzontai kat� th diadikasÐa thc epilog c metablht¸n kaj¸c kai ìti eÐ-

nai upologistik� qronobìrec. Oi Fan kai Li (2001), prìteinan mia kainoÔria mejodologÐa,

basismènh sta poinikopoihmèna el�qista tetr�gwna (penalized least squares), h opoÐa dia-

threÐ tic kalèc idiìthtec thc palindrìmhshc korufogramm c all� kai thc mejìdou epilog c

kalÔterou uposunìlou. H mejodologÐa touc aut , epekteÐnetai kai se montèla basismèna

sthn pijanof�neia, ìpwc p.q. ta genikeumèna grammik� montèla. Ousiastik� t¸ra, autì

pou telik� epitugq�netai, eÐnai ìti tautìqrona gÐnetai kai ektÐmhsh twn paramètrwn tou

montèlou kai mhdenismìc k�poiwn, �ra ikanopoieÐtai o skopìc thc epilog c metablht¸n.

H diadikasÐa thc poinikopoÐhshc, sunÐstatai sthn eisagwg  k�poiwn sunart sewn poin c

(penalty functions), oi opoÐec prèpei na èqoun tic akìloujec idiìthtec:

• Na eÐnai idi�zousec (singular) sthn arq  ¸ste na par�goun sporadikèc lÔseic dhlad 

polloÐ ek twn ektimhjèntwn suntelest¸n na èqoun tim  mhdèn.

• Na ikanopoioÔn sugkekrimènec apait seic ¸ste na par�goun suneq  montèla (conti-

nuous models), opìte h epilog  tou montèlou na qarakthrÐzetai apì stajerìthta.

• Na fr�ssontai apì mia stajer�, ¸ste na par�goun sqedìn amerìlhptec ektim triec

gia meg�louc suntelestèc.

Oi mèjodoi pou èqoume  dh dei kai èqoun anaferjeÐ wc poinikopoihmènec (Korufogramm ,

LASSO) apoteloÔn mèlh thc mejìdou twn poinikopoihmènwn elaqÐstwn tetrag¸nwn, me th
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diafor� ìti oi sqetikèc me tic mejìdouc autèc, sunart seic poin c, den ikanopoioÔn ìlec

tic proanaferjeÐsec apait seic.

'Opwc anafèrame kai prohgoumènwc, h kainoÔrgia mèjodoc epekt�jhke kai se montèla

basismèna sthn pijanof�neia. H diafor� se sqèsh me tic paradosiakèc mejìdouc (ìpou

sun jwc qrhsimopoieÐtai tetragwnik  sun�rthsh poin c), eÐnai ìti oi nèec sunart seic poi-

n c eÐnai summetrikèc, kurtèc sto (0,∞) kai diakatèqontai apì idiomorfÐec sthn arq . Na

shmeiwjeÐ, ìti se antÐjesh me tic paradosiakèc mejìdouc epilog c metablht¸n, h nèa mèjo-

doc èqei isqurì jewrhtikì upìbajro. Oi ektim triec poinikopoihmènhc pijanof�neiac èqoun

kal  apìdosh ìson afor� thn epilog  tou swstoÔ montèlou arkeÐ na èqei epilegeÐ swst�

h rujmistik  par�metroc. San na  tan dhlad  exarq c gnwstì to swstì upo-montèlo

(submodel). Autì praktik�, shmaÐnei ìti ìtan oi swstèc par�metroi tou montèlou èqoun

k�poiec mhdenikèc sunist¸sec, autèc ektim¸ntai apì th mèjodo wc mhdenikèc me pijanìth-

ta na teÐnei sth mon�da. En¸ ìson afor� tic mh mhdenikèc sunist¸sec, autèc ektim¸ntai

tìso kal� ìpwc ìtan eÐnai gnwstì to swstì upo-montèlo. Autì profan¸c aux�nei thn

akrÐbeia ektÐmhshc tìso twn mhdenik¸n ìso kai twn mh mhdenik¸n sunistws¸n. Opìte kai

uperteroÔn thc mejìdou ektÐmhshc mègisthc pijanof�neiac.

JewroÔme to aplì grammikì montèlo (1.2). Arqik� upojètoume ìti o pÐnakac X eÐnai

orjokanonikìc. O upologismìc thc e.e.t. gÐnetai mèsw thc elaqistopoÐhshc thc ||y−Xβ||2

to opoÐo eÐnai isodÔnamo me to ||β̂− β||2, ìpou β̂ eÐnai oi sun jeic e.e.t. 'Estw z = X ′y kai

èstw ŷ = XX ′y = Xz. Mia morf  twn poinikopoihmènwn elaqÐstwn tetrag¸nwn eÐnai

1

2
||y −Xβ||2 + λ

p∑
j=1

pj(|βj|)

=
1

2
||y − ŷ||2 +

1

2

p∑
j=1

(zj − βj)2 + λ

p∑
j=1

pj(|βj|). (2.20)

Shmei¸netai ìti oi sunart seic poin c pj sthn (2.20) den eÐnai aparaÐthta oi Ðdiec gia ìla

ta j. Gia par�deigma mporeÐ na jèloume na krat soume orismènec shmantikèc metablhtèc

se èna parametrikì montèlo kai gia autì to lìgo na mh jèloume na poinikopoi soume tic

antÐstoiqec paramètrouc touc. Gia eukolÐa ìmwc, jewroÔme ìti oi sunart seic poin c eÐnai

oi Ðdiec gia ìlouc touc suntelestèc, kai ja sumbolÐzontai wc p(| · |) en¸ ja qrhsimopoioÔme

to sumbolismì pλ(| · |) deÐqnontac ètsi ìti to p(| · |) exart�tai apì to λ.
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To prìblhma elaqistopoÐhshc (2.20) eÐnai isodÔnamo me thn elaqistopoÐhsh kat� su-

nist¸sec. Kat� fusikì trìpo odhgoÔmaste loipìn sto na jewr soume to genikìtero

prìblhma poinikopoihmènwn elaqÐstwn tetrag¸nwn

1

2
|z − θ|2 + pλ(|θ|). (2.21)

Jewr¸ntac th hard sun�rthsh poin c katwflÐou

pλ(|θ|) = λ2 − (|θ| − λ)2I(|θ| < λ) (2.22)

prokÔptei h hard ektim tria

θ̂ = zI(|z| > λ). (2.23)

Dhlad , pio apl�, h lÔsh tou probl matoc (2.20) eÐnai

zjI(|z| > λ)

h opoÐa sumpÐptei me thn epilog  B.S. kai tic kat� b mata diadikasÐec diadoqik c prìsjeshc

kai afaÐreshc metablht¸n sthn perÐptwsh orjokanonikoÔ pÐnaka sqediasmoÔ.

Mia sun�rthsh poin c gia na eÐnai kal , prèpei na dÐnei ektim triec me tic akìloujec

idiìthtec:

• AmerolhyÐa: H prokÔptousa ektim tria prèpei na eÐnai sqedìn amerìlhpth, idÐwc sthn

perÐptwsh ìpou h swst  �gnwsth par�metroc θ eÐnai meg�lh. ApofeÔgetai ètsi h

merolhyÐa tou montèlou.

• Sporadikìthta: H prokÔptousa ektim tria prèpei na apoteleÐ kanìna katwflÐou (th-

resholding rule), ¸ste oi ektimhjèntec suntelestèc me mikr  tim , na mhdenÐzontai.

'Etsi, mei¸netai h poluplokìthta tou montèlou.

• Sunèqeia: H prokÔptousa ektim tria prèpei na eÐnai suneq c. ApofeÔgetai kat�

autìn ton trìpo h ast�jeia sth prìbleyh tou montèlou.

EÐnai gnwstì pwc h sun�rthsh poin c L2

pλ(|θ|) = λ|θ|2
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odhgeÐ sth mèjodo thc palindrìmhshc korufogramm c. H LASSO eÐnai h poinikopoihmènh

ektim tria elaqÐstwn tetrag¸nwn (p.e.e.t.) me sun�rthsh poin c thn L1 kai h opoÐa dÐnei

ènan soft kanìna katwflÐou

θ̂j = sgn(zj)(zj − λ)+

H Lq sun�rthsh poin c

pλ(|θ|) = λ|θ|q

odhgeÐ sthn palindrìmhsh Bridge (Frank and Friedman, 1993). H lÔsh eÐnai suneq c mìno

gia q ≥ 1. Parìl' aut�, ìtan q > 1, den par�getai mia sporadik  lÔsh. H mình suneq c

lÔsh me kanìna periorismoÔ se aut  thn oikogèneia sunart sewn eÐnai me th sun�rthsh

poin c L1, autì ìmwc prokÔptei metatopÐzontac ton ektimht  kat� mia stajer� l, �ra

q�netai kai h amerolhyÐa. EpÐshc gia 0 ≤ q < 1, den ikanopoieÐtai h sunj kh thc sunèqeiac.

Oi sunart seic poin c Lq kai hard den ikanopoioÔn kai tic treic apait seic thc amerolh-

yÐac, thc sporadikìthtac kai thc sunèqeiac. Me skopì th beltÐwsh thc L1 kai thc hard, oi

Fan kai Li (2001) eis gagan mia suneq  kai diaforÐsimh sun�rthsh poin c, th SCAD (Smo-

othly Clipped Absolute Deviation penalty) h opoÐa orÐzetai mèsw thc pr¸thc parag¸gou

thc wc

p′λ(θ) = λ

{
I(θ ≤ λ) +

(αλ− θ)
(α− 1)λ

I(θ > λ)

}
(2.24)

gia k�poio α > 2 kai θ > 0. H sugkekrimènh sun�rthsh den poinikopoieÐ uperbolik� tic

meg�lec timèc tou θ kai dÐnei mia suneq  lÔsh, thn

θ̂ =


sgn(z)(z − λ)+, |z| ≤ 2λ

(α−1)z−sgn(z)αλ
α−2 , 2λ < |z| ≤ αλ

z, |z| > αλ

(2.25)

H lÔsh (2.25) èqei dÔo �gnwstec paramètrouc, α kai λ. Sthn pr�xh ja mporoÔsame na

upologÐsoume to bèltisto zeÔgoc (α, λ) b�sei k�poiwn krithrÐwn, ìpwc thc cvl kai thc ge-

nikeumènhc cvl (par�grafoc 2.7), k�ti pou mporeÐ na eÐnai upologistik� qronobìro. Oi Fan

kai Li (2001), qrhsimopoi¸ntac ergaleÐa Mpeôzian�, katèlhxan sthn epilog  tou α = 3.7.

Sto Sq ma 2.4 faÐnontai oi treic sunart seic katwflÐou (a) B.S. (Hard), (b)Lasso(Soft),

(c) SCAD me λ = 2 kai α = 3.7
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Sq ma 2.4: (a) B.S(Hard), (b) Lasso(Soft), (c) SCAD gia λ = 2 kai α = 3.7

2.6 (Iterative) Sure Independence Screening ((I)SIS)

Probl mata epilog c metablht¸n se montèla meg�lhc di�stashc emfanÐzontai plèon suqn�

se polloÔc episthmonikoÔc kl�douc. Sthn perÐptwsh meg�lhc di�stashc p, dhlad  meg�lo

pl joc upoy fiwn summetablht¸n, to upologistikì kìstoc kai h akrÐbeia sthn ektÐmhsh

eÐnai dÔo basik� stoiqeÐa gia ta opoÐa prèpei na merimn sei o analut c.

Sto klasikì prìblhma tou genikoÔ grammikoÔ montèlou

y = Xβ + ε, (2.26)

ìpou β = (β1, β2, . . . , βp)
′ eÐnai to di�nusma twn paramètrwn, ìtan h di�stash p eÐnai meg�lh,

suqn� upotÐjetai ìti mìno ènac mikrìc arijmìc metablht¸n metaxÔ twn X1, X2, . . . , Xp

suneisfèroun sthn metablht  apìkrishc, to opoÐo isodunameÐ me thn paradoq  ìti idanik�

to di�nusma twn paramètrwn β eÐnai sporadikì (sparse). H sporadikìthta sunodeÔei suqn�

montèla meg�lwn diast�sewn ìpou o arijmìc twn exetazìmenwn metablht¸n, dhlad  h

di�stash, p, tou dianÔsmatoc β eÐnai Ðswc kat� polÔ megalÔterh tou megèjouc deÐgmatoc

n.

'Enac apì touc praktikoÔc lìgouc pou faÐnetai h pragmatik  duskolÐa ìtan h di�stash

p eÐnai megalÔterh apì to mègejoc deÐgmatoc n, eÐnai ìti o pÐnakac sqediasmoÔ èqei peris-

sìterec st lec ap' ìti grammèc. Sthn perÐptwsh aut , o pÐnakac X ′X eÐnai ter�stioc kai

mh antistrèyimoc. Pijanìn k�poia mh shmantik  anex�rthth metablht  na emfanÐzei uyh-

l  susqètish me th metablht  apìkrishc lìgw thc sÔndeshc thc pr¸thc me k�poia �llh

shmantik  anex�rthth metablht . Aut� ta fainìmena duskoleÔoun thn epilog  metablh-

t¸n. Stìqoc eÐnai h meÐwsh thc di�stashc p meg�lhc   ter�stiac klÐmakac (p.q. thc t�xhc
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exp(O(nξ) gia k�poio ξ > 0) se mia sqetik� meg�lh klÐmaka d (p.q. O(n)) qrhsimopoi¸ntac

mia gr gorh kai apotelesmatik  mèjodo. H mèjodoc aut  lègetai SIS (Sure Independence

Screening) kai prot�jhke apì touc Fan kai Lv (2008).Anaferìmenoi sthn idiìthta SS (Su-

re Screening) ennooÔme ìti ìlec oi shmantikèc metablhtèc ‘epibi¸noun’, me thn ènnoia ìti

emfanÐzontai sto telik� epilegmèno montèlo, me pijanìthta pou teÐnei sth mon�da met� apì

th dialog  pou gÐnetai stic metablhtèc.

'Estw M∗ = {1 ≤ i ≤ p : βi 6= 0} to pragmatikì sporadikì montèlo me arijmì mh

mhdenik¸n suntelest¸n (nonsparsity rate) s = |M∗|. Oi upìloipec p − s metablhtèc

mporeÐ epÐshc na parousi�zoun susqètish me th metablht  apìkrishc lìgw thc pijan c

touc sÔndeshc me tic metablhtèc pou up�rqoun sto montèlo. 'Estw ω = (ω1, ω2, . . . , ωp)
′

to di�nusma di�stashc p (componentwise regression) tètoio ¸ste

ω = X ′y (2.27)

ìpou oi st lec tou pÐnaka sqediasmoÔ X èqoun tupopoihjeÐ. Gia opoiod pote γ ∈ (0, 1),

diat�ssoume tic suntetagmènec tou dianÔsmatoc ω kat� fjÐnousa seir� kai orÐzoume èna

upomontèlo

Mγ = {1 ≤ i ≤ p : ωi eÐnai metaxÔ twn pr¸twn [γn] megalÔterwn} (2.28)

ìpou [γn] eÐnai to akèraio mèroc tou arijmoÔ γn. Autìc eÐnai ènac �mesoc trìpoc na surri-

knwjeÐ to pl rec montèlo {1, . . . , p} se èna upomontèlo Mγ megèjouc d = [γn] < n. Aut 

h mèjodoc kaleÐtai SIS. To upologistikì kìstoc thc mejìdou eÐnai autì pou antistoiqeÐ

ston pollaplasiasmì enìc n× p pÐnaka me èna di�nusma di�stashc n sun thn epilog  twn

d megalÔterwn suntetagmènwn apì èna di�nusma di�stashc p. H mèjodoc SIS loipìn èqei

upologistikì kìstoc O(np). Shmei¸noume ìti ed¸ d < n. MporoÔme na epilèxoume to d

na eÐnai sunthrhtikì, p.q. n − 1   n/ log n. Parìlo pou h mèjodoc proteÐnetai me skopì

th meÐwsh thc di�stashc apì k�poia uyhl  tim  p se k�poia qamhlìterh mikrìterh apì to

mègejoc tou deÐgmatoc, tÐpota de mac empodÐzei na efarmìsoume th mèjodo kai na katal -

xoume se k�poio telikì montèlo di�stashc d > n epilègontac γ > 1. EÐnai profanèc ìti

megalÔtero d shmaÐnei megalÔterh pijanìthta na sumperil�boume to pragmatikì montèlo

M∗ sto telikì montèlo Mγ.
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Gia to prìblhma thc epilog c metablht¸n se peript¸seic uper-uyhl c di�stashc, pro-

teÐnetai arqik� h efarmog  thc SIS prokeimènou na meiwjeÐ h di�stash apì p se mia sqetik�

qamhl  klÐmaka d k�tw apì to mègejoc tou deÐgmatoc n. Sth sunèqeia efarmìzetai mia mè-

jodoc epilog c montèlou gia qamhlìterec diast�seic ìpwc eÐnai p.q. h SCAD, h LASSO

  k�poia �llh. Sumperasmatik�, me thn efarmog  thc mejìdou SIS gÐnetai efikt  apote-

lesmatik� h epilog  montèlou se meg�lec diast�seic kai epitaqÔnetai drastik� h epilog 

metablht¸n. Epiplèon mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ se sunduasmì me opoiad pote �llh teqnik 

epilog c montèlou akìma kai Mpeôzian .

H basik  idèa thc mejìdou SIS eÐnai h efarmog  miac kai mìno componentwise regres-

sion. 'Omwc trÐa pijan� zht mata prokÔptoun. Pr¸ton, k�poiec mh shmantikèc metablhtèc

pou parousi�zoun uyhl  susqètish me k�poiec apì tic shmantikèc metablhtèc mporeÐ na

èqoun megalÔterh proteraiìthta na epilegoÔn me th SIS ap' ìti �llec shmantikèc metablh-

tèc pou ìmwc eÐnai sqetik� ligìtero susqetismènec me th metablht  apìkrishc. DeÔtero,

mia shmantik  metablht  pou eÐnai oriak� asusqètisth all� apì koinoÔ susqetismènh me

thn exarthmènh, de ja epilegeÐ apì th SIS kai sunep¸c de ja eisaqjeÐ sto ektim¸meno

montèlo. TrÐton, to z thma thc polusuggrammikìthtac apoteleÐ epiprìsjeth duskolÐa sto

jèma thc epilog c metablht¸n. Prokeimènou na xeperastoÔn ta parap�nw meionekt mata,

proteÐnetai mia epèktash thc mejìdou SIS h opoÐa kaleÐtai Iterative SIS (ISIS). H nèa mèjo-

doc leitourgeÐ wc akoloÔjwc. Sto pr¸to b ma, epilègoume èna uposÔnolo pou apoteleÐtai

apì k1 metablhtèc A1 = {Xi1 , . . . , Xik1
} qrhsimopoi¸ntac th SIS se sunduasmì me k�poia

�llh, p.q. SCAD. Tìte èqoume èna n−di�stato di�nusma apì ta upìloipa thc palindrì-

mhshc thc metablht c apìkrishc me tic {Xi1 , . . . , Xik1
}. Sto epìmeno b ma qrhsimopoioÔme

aut� ta upìloipa wc nèec parathr seic thc metablht c apìkrishc kai efarmìzoume thn

Ðdia mèjodo ìpwc sto prohgoÔmeno b ma gia tic upìloipec p− k1 metablhtèc. Me to b ma

autì prokÔptei èna uposÔnolo me k2 metablhtèc A2 = {Xj1 , . . . , Xjk2
}. Ac shmeiwjeÐ ìti

k�nontac prosarmog  twn upoloÐpwn stic metablhtèc {X1, . . . , Xp} \A1 mporeÐ na meiwjeÐ

shmantik� h proteraiìthta ekeÐnwn twn mh shmantik¸n metablht¸n pou èqoun uyhl  su-

sqètish me thn exarthmènh metablht  mèsw thc sÔndes c touc me tic Xi1 , . . . , Xik1
, afoÔ ta

upìloipa eÐnai asusqètista me tic metablhtèc pou epilèqjhkan sto A1. Autì bohj�ei sthn

epÐlush tou pr¸tou zht matoc apì aut� pou anafèrame parap�nw. EpÐshc me thn epanalh-
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ptik  aut  mèjodo, ekeÐnec oi shmantikèc metablhtèc pou q�jhkan sto prohgoÔmeno b ma

eÐnai dunatìn na epibi¸soun, gegonìc pou lÔnei kai to deÔtero z thma. Sthn pragmatikì-

thta, afoÔ eisaqjoÔn oi metablhtèc tou sunìlou A1 sto montèlo, ekeÐnec pou eÐnai oriak�

asjen¸c susqetismènec kajar� me thn Y , lìgw thc parousÐac twn metablht¸n sto A1

t¸ra ja eÐnai susqetismènec me ta upìloipa. SuneqÐzoume thn epan�lhyh thc diadikasÐac

mèqri na p�roume ` xèna metaxÔ touc uposÔnola A1, A2, . . . , A` tètoia ¸ste h ènws  touc

A = ∪`i=1Ai na èqei mègejoc d to opoÐo na eÐnai mikrìtero tou megèjouc deÐgmatoc n. Sthn

pr�xh, mporoÔme na epilèxoume gia par�deigma to megalÔtero ` gia to opoÐo |A| < n.

Oi mèjodoi autèc efarmìzontai kai se �lla montèla ìpwc ta genikeumèna grammik� mo-

ntèla   sthn perÐptwsh pou ta dedomèna prosarmìzontai sto montèlo tou Cox (Fan, Feng

and Wu, 2010). Sthn teleutaÐa perÐptwsh, gia k�je summetablht  Xm, m = 1, 2, . . . , p

orÐzetai h perij¸ria qrhsimìthta wc to mègisto thc merik c pijanof�neiac aut c thc miac

metablht c:

um = max
βm


n∑
i=1

δiximβm −
n∑
i=1

δi log

 ∑
j∈R(yi)

exp(xjmβm)


 . (2.29)

Ed¸ xim eÐnai to m stoiqeÐo tou xi = (xi1, xi2, . . . , xip)
′. Diaisjhtik�, ìso megalÔte-

rh eÐnai h perij¸ria qrhsimìthta, tìso perissìterh plhroforÐa sqetik� me thn epibÐwsh

perièqei h antÐstoiqh summetablht . AfoÔ upologistoÔn ìlec oi perij¸riec qrhsimìthtec

um, m = 1, 2, . . . , p, oi summetablhtèc katat�ssontai sÔmfwna me th qrhsimìtht� touc

xekin¸ntac apì ekeÐnh me th megalÔterh qrhsimìthta kai ft�nontac wc th mikrìterh. Ka-

tìpin epilègontai oi d pr¸tec sthn kat�taxh. 'Estw I to sÔnolo twn deikt¸n aut¸n twn

d epilegmènwn metablht¸n. To sÔnolo I anamènetai na kalÔptei to pragmatikì sÔnolo

deikt¸nM∗ me meg�lh pijanìthta, idiaÐtera an epilegeÐ èna k�poio sqetik� meg�lo d. H pa-

r�metroc d epilègetai arket� meg�lh ètsi ¸ste na exasfalisteÐ h isqÔc thc idiìthtac Sure

Screening. Parol' aut� to sÔnolo I mporeÐ na perièqei arketèc mh shmantikèc summetablh-

tèc. Gia na beltiwjeÐ h apìdosh, mporeÐ na efarmosteÐ mia mèjodoc epilog c metablht¸n

me poin  gia na apomakrunjoÔn epiplèon mh shmantikèc metablhtèc. Autì majhmatik� sh-

maÐnei ìti lÔnoume to parak�tw prìblhma elaqistopoÐhshc thc poinikopoihmènhc merik c
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pijanof�neiac:

min
βI

−
n∑
i=1

δix
′
I,iβI +

n∑
i=1

δi log

 ∑
j∈R(yi)

exp(x′I,jβI)

+
∑
m∈I

pλ(βm)

 , (2.30)

ìpou xI,i sumbolÐzei ekeÐno to mèroc tou dianÔsmatoc xi me deÐktec sto I kai omoÐwc gia

to di�nusma βI kai pλ(·) h epilegmènh, an�loga me th mèjodo pou efarmìzetai, sun�rthsh

poin c. H parap�nw elaqistopoÐhsh ja odhg sei se èna di�nusma pou apoteleÐ mia spo-

radik  dianusmatik  ektim tria palindrìmhshc β̂I . An sumbolÐsoume me M̂ to sÔnolo twn

deikt¸n twn mh-mhdenik¸n sunistws¸n tou dianÔsmatoc β̂I , tìte to M̂ apoteleÐ thn telik 

mac ektÐmhsh gia to M∗.

Sqetik� me thn efarmog  thc mejìdou ISIS arqik� efarmìzetai h SIS opìte epilègetai

èna sÔnolo deikt¸n Î1 sto opoÐo sth sunèqeia ìpwc perigr�yame efarmìzetai k�poia mè-

jodoc epilog c metablht¸n me poin  kai upologÐzontai me autì ton trìpo oi ektim triec

β̂Î1 . 'Etsi paÐrnoume èna beltiwmèno sÔnolo M̂1 wc ektim tria tou sunìlou twn pragma-

tik¸n deikt¸n, to opoÐo apoteleÐtai apì touc deÐktec twn mh-mhdenik¸n stoiqeÐwn tou β̂Î1 .

Katìpin, orÐzoume th desmeumènh qrhsimìthta gia k�je mia summetablht  m h opoÐa den

perièqetai sto sÔnolo M̂1.

um|M̂1
= max

βm,βM̂1


n∑
i=1

δi(ximβm + x′
M̂1,i

βM̂1
)−

n∑
i=1

δi log

 ∑
j∈R(yi)

exp(xjmβm + x′
M̂1,j

βM̂1
)


 .

(2.31)

Aut  h desmeumènh qrhsimìthta metr�ei thn epiprìsjeth suneisfor� thc m summetablh-

t c, dedomènou ìti ìlec oi summetablhtèc me deÐktec pou perièqontai sto sÔnolo M̂1 èqoun

sumperilhfjeÐ sto montèlo. AfoÔ upologistoÔn oi qrhsimìthtec gia ìlec tic summetablh-

tèc pou den eÐnai sto M̂1, sth sunèqeia diat�ssontai apì th megalÔterh sth mikrìterh

kai epilègoume tic d1 pr¸tec. 'Estw Î2 to sÔnolo twn deikt¸n twn epilegmènwn metablh-

t¸n sto b ma autì. Tìte kai p�li efarmìzoume mia mèjodo epilog c metablht¸n me poin 

elaqistopoi¸ntac thn

min
βM̂1∪Î2

−
n∑
i=1

δix
′
M̂1∪Î2,i

βM̂1∪Î2 +
n∑
i=1

δi log

 ∑
j∈R(yi)

exp(x′
M̂1∪Î2,j

βM̂1∪Î2)

+
∑

m∈M̂1∪Î2

pλ(βm)


(2.32)
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wc proc βM̂1∪Î2 . PaÐrnoume ètsi th sporadik  ektim tria β̂M̂1∪Î2 . 'Estw M̂2 to sÔnolo twn

deikt¸n twn mh-mhdenik¸n suntelest¸n tou β̂M̂1∪Î2 . Tìte to M̂2 apoteleÐ th nèa ektÐmhsh

tou pragmatikoÔ sunìlou deikt¸n M∗. AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti se autì to b ma, mporeÐ na

diagrafoÔn k�poiec apì tic metablhtèc Xj ∈ M̂1 oi opoÐec eÐqan epilegeÐ sto prohgoÔmeno

b ma. Oi parap�nw epanal yeic epanalamb�nontai mèqri na ikanopoihjeÐ k�poio krit rio

sÔgklishc. Ta pio sun jh eÐnai   na èqoun epilegeÐ d summetablhtèc   M̂j = M̂j−1 gia

k�poio j.

Prosomoi¸seic se dedomèna (Fan et. al., 2010) sta opoÐa efarmìsthke h L1 kai h

ISIS èdeixan ìti tìso h L1 ìso kai h ISIS èqoun thn idiìthta Sure Screening all� h L1

èdwse montèlo 10 forèc megalÔtero se mègejoc apì autì sto opoÐo katèlhxe h ISIS. Kat�

sunèpeia, h L1 emfanÐzei kai megalÔtera sf�lmata ektÐmhshc. Autì ofeÐletai sto gegonìc

ìti h L1 krat�ei arketoÔc mh-mhdenikoÔc all� mikroÔc suntelestèc pou antistoiqoÔn se

mh shmantikèc metablhtèc. Autì gÐnetai diìti, prokeimènou h L1 na èqei mikr  amerolhyÐa

gia touc mh-mhdenikoÔc suntelestèc, epilègetai mikr  tim  thc rujmistik c paramètrou λ.

'Omwc èna mikrì λ krat�ei polloÔc mikroÔc suntelestèc gia mh shmantikèc metablhtèc.

2.7 Cross-Validation (cvl)

H ikanìthta prìbleyhc (predictive value) enìc montèlou eÐnai diaforetik  ènnoia apì thn

ermhneuìmenh metablhtìthta tou montèlou. 'Otan fti�qnoume èna montèlo palindrìmhshc

sun jwc anazhtoÔme autì pou perigr�fei kalÔtera ta diajèsima dedomèna. Kat� th diadi-

kasÐa aut , h ermhneuìmenh metablhtìthta, ìpwc aut  metr�tai apì th logarijmopoihmènh

pijanof�neia, megistopoieÐtai. 'Omwc, gia na qeiristoÔme to pìso kal� to montèlo mac

problèpei mellontik� dedomèna, h ikanìthta prìbleyhc prèpei na metrhjeÐ. Sta grammik�

kai logistik� montèla autì mporeÐ na gÐnei me mètra ìpwc Allen’s PRESS, Mallows Cp,

AIC. Sthn an�lush epibÐwshc ìtan basizìmaste sto montèlo analogik c diakindÔneushc

tou Cox, PRESS kai Mallow’s Cp den eÐnai diajèsima. Epiplèon to AIC den eÐnai eÔkolo

na ermhneujeÐ, diìti oi sunist¸sec thc merik c pijanof�neiac eÐnai exarthmènec. Me afor-

m  autoÔc touc problhmatismoÔc, oi Verweij kai Van Houwelingen (1993) eis gagan thn

cross-validated logarijmopoihmènh pijanof�neia wc mètro thc ikanìthtac prìbleyhc enìc
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montèlou analogik c diakindÔneushc tou Cox.

H mèjodoc apoteleÐ genÐkeush thc pio apl c mejìdou axiolìghshc montèlou (model va-

lidation) h opoÐa upagoreÔei to qwrismì tou deÐgmatoc (data-splitting). Sthn teleutaÐa

mèjodo, to sÔnolo dedomènwn qwrÐzetai se dÔo mèrh, to training sample pou qrhsimopoieÐ-

tai gia thn an�ptuxh tou montèlou kai tou test sample to opoÐo qrhsimopoieÐtai gia thn

axiolìghsh tou montèlou. O qwrismìc tou deÐgmatoc gÐnetai me tuqaÐo trìpo. H mèjodoc

èqei to meionèkthma (Harrell, 2002) ìti to mègejoc tou arqikoÔ deÐgmatoc prèpei na eÐnai

arket� meg�lo ètsi ¸ste tìso to training ìso kai to test deÐgma ja prèpei na perièqoun

kai aut� arketèc parathr seic. EpÐshc o tuqaÐoc qwrismìc tou deÐgmatoc sunep�getai ìti

diaforetikìc trìpoc qwrÐsmatoc ja èdine diaforetik� apotelèsmata.

Merik� apì ta probl mata thc parap�nw mejìdou lÔnei h mèjodoc thc cvl. H pio apl 

morf  thc mejìdou eÐnai h leave-one-out cvl. Se k�je epan�lhyh exaireÐtai mia parat rhsh

apì thn analutik  diadikasÐa kai gÐnetai prìbleyh thc tim c thc metablht c apìkrishc gia

aut  thn parat rhsh qrhsimopoi¸ntac to montèlo pou èqei prokÔyei apì tic enapomeÐnousec

n − 1 parathr seic. H diadikasÐa epanalamb�netai n forèc kai prokÔptei ètsi mia mèsh

akrÐbeia. O Efron (1983) uposthrÐzei ìti h efarmog  thc mejìdou se om�dec (fold) dÐnei

pio akrib  apotelèsmata. fold=k shmaÐnei ìti mia om�da k parathr sewn exaireÐtai k�je

for�. Gia par�deigma upojètontac ìti k = 10 shmaÐnei ìti k�je for� ja exaireÐtai mia om�da

pou apoteleÐtai apì 10 parathr seic. Sunep¸c to arqikì sÔnolo dedomènwn qwrÐzetai se

10 uposÔnola me tuqaÐo trìpo pou to kajèna perièqei ton Ðdio arijmì parathr sewn. Se

k�je epan�lhyh oi 9 apì tic 10 om�dec qrhsimopoioÔntai gia thn an�ptuxh tou montèlou

(epilog  metablht¸n, upologismì deikt¸n, k.t.l.). Sth sunèqeia to montèlo pou prokÔptei

axiologeÐtai wc proc thc akrÐbeia p�nw sthn om�da pou èqei exairejeÐ. Aut  h diadikasÐa

epanalamb�netai toul�qiston 10 forèc apì tic opoÐec prokÔptoun toul�qiston 10 deÐktec

p.q. R2. 'Ena meionèkthma thc mejìdou eÐnai h epilog  tou arijmoÔ twn parathr sewn pou

exairoÔntai k�je for�. EpÐshc o arijmìc twn epanal yewn pou apaiteÐtai prokeimènou na

apokt soume akribeÐc ektim seic gia thn akrÐbeia tou montèlou suqn� uperbaÐnei tic 200.

Upojètoume ìti diajètoume n parathr seic kai èna montèlo palindrìmhshc qrhsimo-

poieÐtai gia na perigr�yei ta dedomèna. H logarijmopoihmènh pijanof�neia sumbolÐzetai

wc `(β), ìpou β to di�nusma twn suntelest¸n palindrìmhshc. OrÐzoume th sumbol  thc
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parat rhshc i sth logarijmopoihmènh pijanof�neia wc

`i(β) = `(β)− `(−i)(β) (2.33)

ìpou `(−i)(β) eÐnai h logarijmopoihmènh pijanof�neia an agno soume thn i-ost  parat rh-

sh. H tim  tou β h opoÐa megistopoieÐ thn `(−i)(β) sumbolÐzetai wc β̂(−i). An oi sunist¸sec

thc pijanof�neiac eÐnai anex�rthtec, ìpwc sta montèla grammik c kai logistik c palindrì-

mhshc, h `i(β) apl� isoÔtai me th sumbol  thc i-ost c sunist¸sac kai
∑n

i=1 `i(β) = `(β).

OrÐzoume wc cross-validated logarijmopoihmènh pijanof�neia cvl

cvl =
n∑
i=1

`i(β̂(−i)). (2.34)

Gia èna montèlo h cvl metr�ei pìso kal� k�je parat rhsh i mporeÐ na problefjeÐ qrhsi-

mopoi¸ntac tic �llec parathr seic kai exuphreteÐ sunep¸c wc èna mètro thc ikanìthtac

prìbleyhc tou montèlou.

H diafor� metaxÔ thc cvl kai thc logarijmopoihmènhc pijanof�neiac faÐnetai kalÔte-

ra sto grammikì montèlo me gnwst  diaspor�. An exairèsoume tic stajerèc, h −2 ×

ln−pijanof�neia sthn perÐptwsh tou grammikoÔ montèlou isoÔtai me SSR =
∑

(yi− ŷi)2 =∑
(yi − xiβ̂)2, en¸ h cvl isoÔtai me ta upìloipa PRESS, PRESS =

∑
(yi − xiβ̂(−i))2 to

opoÐo me th seir� tou eÐnai Ðso me to deÐkth Cp tou Mallows.

Sto montèlo tou Cox, h posìthta `i(β) prokÔptei (Harrell, 2002) wc ex c. UpenjumÐ-

zoume ìti h merik  pijanof�neia ìtan den up�rqoun isìthtec dÐnetai wc

L(β) =
n∏
j=1

(
xj∑

k∈Rj xk

)dj

. (2.35)

'Otan h mon�da i agnoeÐtai, tìte aut  afaireÐtai apì ìla ta sÔnola pou perièqoun tic

mon�dec pou brÐskontai se kÐnduno prin th stigm  ti. An oi qrìnoi ti eÐnai diatetagmènoi

ètsi ¸ste tj < ti gia j < i, tìte

L(−i)(β) =
∏
j<i

(
xj∑

k∈Rj xk − xi

)dj ∏
j>i

(
xj∑

k∈Rj xk

)dj

. (2.36)

H suneisfor� Li(β) thc mon�dac i sth merik  pijanof�neia isoÔtai me L(β)/L(−i)(β) to

opoÐo telik� isoÔtai me

Li(β) =
∏
j<i

(1− pij)djpdiii (2.37)
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me

pij =
xi∑

k∈Rj xk
(2.38)

thn pijanìthta h mon�da i na pej�nei th stigm  tj, dedomènwn twn sunìlwn kindÔnou kai

twn qrìnwn epibÐwshc. Sunep¸c, h Li(β) eÐnai h desmeumènh pijanìthta h mon�da i na

epibi¸sei th stigm  ti−1 kai, an di = 1, na pej�nei th stigm  ti. H suneisfor� `i(β) sth

logarijmopoihmènh pijanof�neia eÐnai

`i(β) =
∑
j<i

dj ln(1− pij) + di ln(pii). (2.39)

Sto montèlo qwrÐc summetablhtèc, pij = 1/(n−j+1) gia k�je i kai an den up�rqei apokop 

tìte li(0) = − ln(n) gia k�je i.

Gia ton upologismì thc cvl, apaiteÐtai o upologismìc twn suntelest¸n β̂(−i). O pros-

diorismìc aut¸n twn suntelest¸n apaiteÐ thn prosarmog  n montèlwn Cox k�je èna me

n− 1 parathr seic.

'Opwc anafèrjhke arketèc forèc stic prohgoÔmenec paragr�fouc h cvl qrhsimopoieÐtai

gia ton prosdiorismì twn apaitoÔmenwn rujmistik¸n paramètrwn gia thn efarmog  twn

mejìdwn me poin . Sthn perÐptwsh twn grammik¸n montèlwn h diadikasÐa gÐnetai wc ex c

sthn perÐptwsh p.q. pou fold=k. 'Estw T to sÔnolo twn dedomènwn kai Tν , T − Tν ,

ν = 1, . . . , k to test kai to training sÔnolo antÐstoiqa. Gia k�je λ, ν upologÐzoume mia

ektim tria β̂(ν)(λ) me b�sh to training deÐgma. SqhmatÐzoume to krit rio thc cvl:

cvl(λ) =
k∑
ν=1

∑
(xi,yi)∈Tν

{
yi − x′iβ̂(ν)(λ)

}2

. (2.40)

Epilègoume to λ gia to opoÐo elaqistopoieÐtai h cvl.



Kef�laio 3

Efarmogèc

Sto kef�laio autì ja doÔme p¸c efarmìzontai oi di�forec klasikèc mèjodoi all� kai

oi nèec pou perigr�yame sto jewrhtikì mèroc gia thn an�lush enìc montèlou kaj¸c kai

gia thn epilog  metablht¸n dhlad  thn epilog  tou bèltistou montèlou. Ta dedomèna

proèrqontai apì 51 asjeneÐc pou p�sqoun apì oxeÐa mueloblastik  leuqaimÐa (Lee, 1980).

AfoÔ upoblhjoÔn se k�poia jerapeÐa sto tèloc exet�zetai an antapokrÐjhkan   ìqi. Oi

metr seic èginan prin th l yh thc jerapeÐac, antistoiqoÔn stic metablhtèc ìpwc faÐnetai

apì k�je st lh twn dedomènwn kai eÐnai oi ex c:

• X1: HlikÐa di�gnwshc (age)

• X2: Posostì epÐstrwshc blastokutt�rwn (smear)

• X3: Posostì kutt�rwn leuqaimÐac pou eis ljan sto muelì twn ost¸n (infiltr)

• X4: Posostì kutt�rwn pou pro ljan apì to muelì twn ost¸n (lab)

• X5: Apìluta blastokÔttara × 103 (blasts)

• X6: Uyhlìterh jermokrasÐa s¸matoc × 10o F (temp)

• X7: Antapìkrish sth jerapeÐa: 1 AntapokrÐnetai, 0 Den antapokrÐnetai (resp)

• X8: Qrìnoc epibÐwshc se m nec apì th stigm  thc di�gnwshc (surv)

67
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• X9: Kat�stash kat� th l xh thc èreunac: 1 Den èqei epibi¸sei, 0 'Eqei epibi¸sei

(status)

Mèsa se parènjesh anafèretai to ìnoma k�je metablht c ìpwc aut  emfanÐzetai sth

statistik  an�lush pou pragmatopoi jhke. Prìkeitai gia dedomèna pou perièqoun kai a-

pokommènec parathr seic ìpwc diapist¸noume apì thn Ôparxh thc metablht c status. Ta

dedomèna analÔontai proc dÔo kateujÔnseic. Sthn pr¸th prosarmìzetai to montèlo ana-

logik c diakindÔneushc tou Cox me summetablhtèc tic X1−X6 gia na melethjeÐ h epÐdras 

touc (an up�rqei) sthn epibÐwsh twn asjen¸n lamb�nontac upìyh ìti èqoume apokommènec

parathr seic. Sth deÔterh prosarmìzetai èna genikeumèno grammikì montèlo thc logisti-

k c palindrìmhshc gia th metablht  apìkrishc X7 pou antistoiqeÐ se mia 0,1 metablht  gia

to an o asjen c antapokrÐnetai sth jerapeÐa (1)   ìqi (0). Oi epexhghmatikèc metablhtèc

eÐnai oi X1 − X6. 'Olec oi analÔseic pragmatopoioÔntai sthn R h opoÐa parèqei, mèsw

kat�llhlwn pakètwn, th dunatìthta ektèleshc kai twn poinikopoihmènwn mejìdwn L1 kai

L2 pou perigr�yame sto jewrhtikì mèroc thc ergasÐac.

3.1 Aplì montèlo tou Cox

Arqik� efarmìzoume to aplì montèlo tou Cox eis�gontac ìlec tic summetablhtèc.

> fitcox<-coxph(formula=Surv(surv,status)~age+smear+infltr+lab+blasts+temp)

> summary(fitcox)

Call:

coxph(formula = Surv(surv, status) ~ age + smear + infltr + lab +

blasts + temp)

n= 51, number of events= 45

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z|)

age 0.03198 1.03249 0.01035 3.090 0.0020 **

smear 0.01356 1.01365 0.01528 0.888 0.3747

infltr -0.01709 0.98306 0.01232 -1.387 0.1654
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lab -0.07222 0.93032 0.03926 -1.840 0.0658 .

blasts -0.01685 0.98329 0.02268 -0.743 0.4573

temp 0.02212 1.02236 0.01353 1.635 0.1021

---

Signif. codes: 0 ‘‘***’’ 0.001 ‘‘**’’ 0.01 ‘‘*’’ 0.05 ‘‘.’’ 0.1 ‘‘ ’’ 1

exp(coef) exp(-coef) lower.95 upper.95

age 1.0325 0.9685 1.0118 1.054

smear 1.0137 0.9865 0.9838 1.044

infltr 0.9831 1.0172 0.9596 1.007

lab 0.9303 1.0749 0.8614 1.005

blasts 0.9833 1.0170 0.9405 1.028

temp 1.0224 0.9781 0.9956 1.050

Concordance= 0.724 (se = 0.057 )

Rsquare= 0.328 (max possible= 0.996 )

Likelihood ratio test= 20.26 on 6 df, p=0.002486

Wald test = 19.31 on 6 df, p=0.003676

Score (logrank) test = 20.88 on 6 df, p=0.001929

> cox.zph(fitcox)

rho chisq p

age 0.2092 1.955 0.162054

smear -0.3131 4.599 0.031992

infltr -0.0762 0.232 0.630297

lab 0.1269 0.948 0.330198

blasts 0.4259 12.608 0.000384

temp -0.3899 10.726 0.001057

GLOBAL NA 23.291 0.000705
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Apì ta apotelèsmata thc an�lushc faÐnetai ìti oi metablhtèc smear, infltr, blastskai

temp na mhn eÐnai statistik� shmantikèc, h metablht  lab eÐnai oriak� kai exart�tai apì

to epÐpedo shmantikìthtac pou ja jewr soume en¸ h metablht  age faÐnetai na eÐnai h

pio shmantik . Bèbaia aparaÐthtoc eÐnai o èlegqoc gia to an h upìjesh thc analogik c

diakindÔneushc eustajeÐ. Autì gÐnetai me thn entol  cox.zph h opoÐa k�nei ton parap�nw

èlegqo gia k�je metablht  qwrist� all� kai gia to sunolikì montèlo k�nontac qr sh twn

upoloÐpwn Schoenfeld. Mia p-tim  mikrìterh apì 0.05 deÐqnei parabÐash thc upìjeshc thc

analogikìthtac. Apì thn p−tim  tou elègqou diapist¸noume ìti h upìjesh thc analogi-

k c diakindÔneushc gia ta dedomèna mac eustajeÐ an epikentrwjoÔme sth metablht  age pou

brèjhke na eÐnai statistik� shmantik . Lìgw thc shmantikìthtac aut c thc metablht c

prosarmìzoume èna nèo montèlo to opoÐo perilamb�nei mìno aut  wc summetablht . Pa-

rak�tw faÐnontai tìso ta apotelèsmata ìso kai o èlegqoc thc upìjeshc thc analogik c

diakindÔneushc gia to montèlo pou perièqei mìno th metablht  age.

> fitcox.age<-coxph(formula=Surv(surv,status)~age)

> summary(fitcox.age)

Call:

coxph(formula = Surv(surv, status) ~ age)

n= 51, number of events= 45

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z|)

age 0.032397 1.032927 0.009521 3.403 0.000667 ***

---

Signif. codes: 0 ‘‘***’’ 0.001 ‘‘**’’ 0.01 ‘‘*’’ 0.05 ‘‘.’’ 0.1 ‘‘ ’’ 1

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95

age 1.033 0.9681 1.014 1.052

Concordance= 0.65 (se = 0.057 )

Rsquare= 0.207 (max possible= 0.996 )
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Likelihood ratio test= 11.85 on 1 df, p=0.000577

Wald test = 11.58 on 1 df, p=0.0006675

Score (logrank) test = 12.29 on 1 df, p=0.0004562

>cox.zph(fitcox.age)

rho chisq p

age 0.147 0.791 0.374

Apì thn prosarmog  tou montèlou mìno me th summetablht  thc hlikÐac, fusik� epi-

bebai¸netai ìti eÐnai statistik� shmantik  kai m�lista apì thn tim  thc ektÐmhshc gia to

suntelest  β sumperaÐnoume ìti aÔxhsh thc hlikÐac di�gnwshc kat� èna qrìno aux�nei th

sun�rthsh kindÔnou kat� 0.0324. IsodÔnama afoÔ exp(β) = 1.033 shmaÐnei ìti monadiaÐa

aÔxhsh thc hlikÐac prokaleÐ aÔxhsh thc sun�rthshc kindÔnou perÐpou 3%. H p−tim =0.362

deÐqnei ìti h upìjesh thc analogik c diakindÔneushc den mporeÐ na aporrifjeÐ. Epiplèon

to Sq ma 3.1 apoteleÐ th grafik  par�stash twn upoloÐpwn Schoenfeld se sun�rthsh me

to qrìno me skopì ton èlegqo thc anexarthsÐac twn upoloÐpwn aut¸n me to qrìno h opoÐa

ed¸ eustajeÐ. AntÐstoiqa to Sq ma 3.2 parousi�zei kai p�li ta upìloipa Schoenfeld se

sun�rthsh ìmwc me thn metablht  age apì to opoÐo ektìc apì to ìti epibebai¸netai kai p�li

h upìjesh thc analogik c diakindÔneushc, parol' aut� parathroÔme ìti h prosarmosmènh

kampÔlh den eÐnai entel¸c eujeÐa (opìte ja  tan tèleio montèlo analogik c diakindÔneu-

shc) all� parousi�zei mia mikr  auxhtik  t�sh proc ta dexi�. FaÐnetai dhlad  megalÔterec

hlikÐec na èqoun uyhlìterec timèc upoloÐpwn gegonìc pou shmaÐnei ìti pijanìn na up�rqei

diaforopoÐhsh metaxÔ thc epibÐwshc twn atìmwn sta opoÐa h di�gnwsh gÐnetai se mikrìterh

hlikÐa se sqèsh me ta �toma sta opoÐa h asjèneia diagn¸sketai se megalÔterh.

3.2 Aplì montèlo logistik c palindrìmhshc

Sth sunèqeia, prosarmìzoume to montèlo thc logistik c palindrìmhshc gia th dÐtimh me-

tablht  apìkrishc pou èqoume kai paÐrnoume ta parak�tw apotelèsmata.

> fit<-glm(resp~age+smear+infltr+lab+blasts+temp,family=binomial)
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Sq ma 3.1: Upìloipa Schoenfeld gia th metablht  age sunart sei tou qrìnou.

> summary(fit)

Call:

glm(formula = resp ~ age + smear + infltr + lab + blasts + temp,

family = binomial)

Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-1.73878 -0.58099 -0.05505 0.62618 2.28425

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept) 98.52361 40.85385 2.412 0.01588 *

age -0.06029 0.02729 -2.210 0.02714 *

smear -0.00480 0.04108 -0.117 0.90698
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Sq ma 3.2: Upìloipa Schoenfeld gia th metablht  age sunart sei thc hlikÐac age.

infltr 0.03621 0.03934 0.921 0.35728

lab 0.39845 0.13278 3.001 0.00269 **

blasts 0.01343 0.05782 0.232 0.81627

temp -0.10223 0.04181 -2.445 0.01448 *

---

Signif. codes: 0 ‘‘***’’ 0.001 ‘‘**’’ 0.01 ‘‘*’’ 0.05 ‘‘.’’ 0.1 ‘‘ ’’ 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 70.524 on 50 degrees of freedom

Residual deviance: 40.060 on 44 degrees of freedom

AIC: 54.06

Number of Fisher Scoring iterations: 6



74 KEF�ALAIO 3. EFARMOG�ES

ParathroÔme ìti kai ed¸ faÐnetai �mesa ìti oi metablhtèc smear, infltr kai blasts den eÐnai

statistik� shmantikèc, oi metablhtèc temp kai age faÐnetai na eÐnai statistik� shmantikèc

en¸ perissìtero apì ìlec t¸ra uperisqÔei h lab.

Pragmatopoi¸ntac kai p�li thn Ðdia an�lush me tic treic mìno statistik� shmantikèc

metablhtèc ìpwc proèkuyan parap�nw paÐrnoume ta apotelèsmata pou akoloujoÔn. A-

xÐzei na shmeiwjeÐ ìti to nèo montèlo me tic ligìterec metablhtèc eÐnai kalÔtero apì to

prohgoÔmeno b�sei tou krithrÐou AIC afoÔ èqei mikrìterh tim  tou krithrÐou autoÔ.

> fitg<-glm(resp~age+lab+temp, family=binomial)

> summary(fitg)

Call:

glm(formula = resp ~ age + lab + temp, family = binomial)

Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-1.76104 -0.68683 -0.09747 0.67388 2.16510

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept) 87.38804 35.45816 2.465 0.01372 *

age -0.05850 0.02558 -2.287 0.02218 *

lab 0.38493 0.12152 3.168 0.00154 **

temp -0.08897 0.03607 -2.467 0.01363 *

---

Signif. codes: 0 ‘‘***’’ 0.001 ‘‘**’’ 0.01 ‘‘*’’ 0.05 ‘‘.’’ 0.1 ‘‘ ’’ 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 70.524 on 50 degrees of freedom

Residual deviance: 43.265 on 47 degrees of freedom
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AIC: 51.265

Number of Fisher Scoring iterations: 6

Sto Ðdio apotèlesma katal goume kai qrhsimopoi¸ntac th diadikasÐa epilog c se st�dia

me to krit rio AIC. H mèjodoc thc diadoqik c afaÐreshc kai prosj khc metablht¸n se

k�je b ma kai h sÔgkrish metaxÔ twn montèlwn, epilègontac telik� ekeÐno me th mikrìterh

tim  tou AIC, katal gei sto Ðdio bèltisto montèlo me autì thc logistik c palindrìmhshc

eis�gontac epiplèon th metablht  infltr. H ektèlesh thc mejìdou aut c gÐnetai me qr sh

thc sun�rthshc step en¸ h mèjodoc, proc ta emprìc, proc ta pÐsw   stepwise dhl¸netai me

èna ìrisma forward, backward   both antÐstoiqa.

> stepfit<-step(fit,direction="both")

Start: AIC=54.06

resp ~ age + smear + infltr + lab + blasts + temp

Df Deviance AIC

- smear 1 40.074 52.074

- blasts 1 40.115 52.115

- infltr 1 41.023 53.023

<none> 40.060 54.060

- age 1 46.157 58.157

- temp 1 48.277 60.277

- lab 1 55.823 67.823

Step: AIC=52.07

resp ~ age + infltr + lab + blasts + temp

Df Deviance AIC

- blasts 1 40.136 50.136

<none> 40.074 52.074
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- infltr 1 42.615 52.615

+ smear 1 40.060 54.060

- age 1 46.216 56.216

- temp 1 48.346 58.346

- lab 1 56.308 66.308

Step: AIC=50.14

resp ~ age + infltr + lab + temp

Df Deviance AIC

<none> 40.136 50.136

- infltr 1 43.265 51.265

+ blasts 1 40.074 52.074

+ smear 1 40.115 52.115

- age 1 46.438 54.438

- temp 1 48.971 56.971

- lab 1 57.602 65.602

3.3 Efarmog  L1 kai L2 - package penalized - Lo-

gistik  Palindrìmhsh

Pern�me t¸ra sthn efarmog  twn mejìdwn epilog c metablht¸n me poin . To pakèto

penalized thc R (Goeman, Meijer and Chaturvedi, 2012) eÐnai sqediasmèno gia thn prag-

matopoÐhsh poinikopoihmènhc ektÐmhshc se genikeumèna grammik� montèla. Ta montèla pou

uposthrÐzei to pakèto eÐnai aut� thc grammik c palindrìmhshc, logistik c palindrìmhshc,

Poisson palindrìmhshc kai montèlo analogik c diakindÔneushc tou Cox. Sqetik� me tic

poinèc, to pakèto epitrèpei L1, L2   sunduasmì twn dÔo. Sunoptik� upenjumÐzetai ìti oi

mèjodoi L1 kai L2 surrikn¸noun tic ektim seic twn suntelest¸n palindrìmhshc proc to

mhdèn se sqèsh me tic e.e.t.. O skopìc pou gÐnetai aut  h surrÐknwsh eÐnai gia na apofeu-

qjeÐ to overfitting pou prokaleÐtai eÐte lìgw polusuggrammikìthtac twn summetablht¸n
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eÐte lìgw meg�lhc di�stashc. Parìlo pou kai oi dÔo mèjodoi prokaloÔn surrÐknwsh, sthn

pr�xh eÐnai arket� diaforetikèc. H L2 dÐnei mikroÔc all� mh mhdenikoÔc suntelestèc gia

ìlec tic metablhtèc en¸ h L1 mhdenÐzei entel¸c k�poiouc suntelestèc kai k�poiouc �llouc

touc surrikn¸nei sqetik� lÐgo. To mègejoc thc surrÐknwshc pou ufÐstantai oi sunte-

lestèc kajorÐzetai apì th rujmistik  par�metro λ pou emfanÐzetai wc suntelest c sthn

antÐstoiqh sun�rthsh poin c an�loga me th mèjodo. Sthn R qrhsimopoieÐtai h di�krish λ1

kai λ2 gia thn par�metro ìtan efarmìzetai h mèjodoc L1   L2 antÐstoiqa. Tim  aut¸n twn

paramètrwn mhdèn shmaÐnei ìti èqoume tic e.e.t. en¸ tim  �peiro shmaÐnei �peirh surrÐknwsh

dhlad  ìloi oi suntelestèc jètontai mhdèn.

Prin thn prosarmog  tou montèlou axÐzei ton kìpo na elègxoume th mhdenik  upìjesh

ìti den up�rqei sqèsh kamÐac ek twn anex�rthtwn metablht¸n me th metablht  apìkri-

shc. O èlegqoc autì mporeÐ na pragmatopoihjeÐ k�nontac qr sh tou globaltest ìpwc autì

perigr�fetai sthn par�grafo 2.1. Se dedomèna sta opoÐa o èlegqoc eÐnai statistik� sh-

mantikìc, sqedìn p�nta èqoun mia bèltisth peperasmènh tim  thc rujmistik c paramètrou

λ stic mejìdouc epilog c metablht¸n me poin .

Oi sunart seic profL1 kai profL2 qrhsimopoioÔntai gia na exet�soun thn epÐdrash twn

rujmistik¸n paramètrwn λ1 kai λ2 sth cvl. DÐnoun thn tim  thc cvl gia di�forec timèc

twn rujmistik¸n paramètrwn. H mègisth kai h el�qisth tim  twn paramètrwn aut¸n gia

tic opoÐec upologÐzetai h cvl mporoÔn na dwjoÔn mèsw twn minlamda1   maxlamda1

kai minlamda2 kai maxlamda2 antÐstoiqa. H proepilegmènh tim  twn minlamda1 kai

minlamda2 eÐnai mhdèn. H proepilegmènh tim  tou maxlamda1 eÐnai h mègisth tim  pou èqei

nìhma gia to λ1, dhlad  h mikrìterh tim  gia thn opoÐa ìloi oi suntelestèc palindrìmhshc

gÐnontai mhdèn. Den up�rqei proepilegmènh tim  gia to maxlamda2 opìte autì p�nta prèpei

na dÐnetai wc ìrisma. O arijmìc twn bhm�twn metaxÔ mègisthc kai el�qisthc tim c mporeÐ

na kajoristeÐ mèsw tou orÐsmatoc steps to opoÐo èqei wc proepilegmènh tim  to 100. Aut�

ta b mata apèqoun exÐsou an to ìrisma log eÐnai FALSE   isapèqonta sth log klÐmaka an

to ìrisma log eÐnai TRUE. Shmei¸netai ìti h proepilegmènh tim  tou log diafèrei metaxÔ

twn sunart sewn profL1 sthn opoÐa eÐnai FALSE kai sthn profL2 sthn opoÐa eÐnai TRUE.

An to log eÐnai TRUE , tìte oi timèc minlambda1 kai minlambda2 prèpei na dwjoÔn apì

to qr sth kaj¸c oi proepilegmènec timèc den qrhsimopoioÔntai. EpÐshc, wc proepilog , o
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upologismìc thc cvl stamat�ei nwrÐtera apì autì pou pijanìn kajorÐzetai, ìtan aut  pèsei

k�tw apì ekeÐnh thn tim  thc pou antistoiqeÐ sto mhdenikì montèlo pou èqei ìlouc touc

poinikopoihmènouc suntelestèc palindrìmhshc Ðsouc me mhdèn. Autì gÐnetai prokeimènou na

apofeuqjoÔn makroskeleÐc upologismoÐ gia mikrèc timèc tou λ gia tic opoÐec ta antÐstoiqa

montèla me meg�lh pijanìthta den parousi�zoun kanèna endiafèron. Aut  h autìmath

diakop  twn upologism¸n mporeÐ kat�llhla na anairejeÐ.

Sun jwc den endiaferìmaste gia th sunolik  sumperifor� thc cvl all� mìno sto bèl-

tisto. Oi sunart seic pou qrhsimopoioÔntai gia thn eÔresh tou bèltistou λ1 kai λ2 gia

ta opoÐa megistopoieÐtai h antÐstoiqh cvl eÐnai oi optL1 kai optL2. O algìrijmoc pou

qrhsimopoieÐtai gia ton entopismì twn bèltistwn tim¸n twn paramètrwn leitourgeÐ p�nta

se peript¸seic monokìrufwn sunart sewn all� mporeÐ na sugklÐnei se topikì mègisto se

perÐptwsh pou up�rqoun perissìtera apì èna. Aut  h parat rhsh sqetÐzetai idiaÐtera me

thn L1 mèjodo, afoÔ h cvl wc sun�rthsh thc paramètrou λ1 suqn� parousi�zei di�fora

topik� mègista. Sust netai h qr sh thc optL1 se sunduasmì me thn profL1 prokeimènou

na apofeuqjeÐ h sÔgklish se l�joc mègisto. H cvl san sun�rthsh tou λ2 sumperifèretai

polÔ kalÔtera kai praktik� den èqei potè topik� mègista. Sunep¸c, h sun�rthsh optL2

mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ me asf�leia qwrÐc na eÐnai aparaÐthtoc o sunduasmìc thc me thn

profL2.

Sta dedomèna mac to globaltest pou anafèrame parap�nw dÐnei ta akìlouja apotelèsmata:

> gt(Surv(surv,status)~age+smear+infltr+lab+blasts+temp)

p-value Statistic Expected Std.dev #Cov

1 0.00445 6.94 1.96 1.9 6

Apì thn p-tim  tou elègqou diapist¸noume ìti o èlegqoc eÐnai statistik� shmantikìc

pou shmaÐnei apì th mia ìti h ikanìthta prìbleyhc tou montèlou anamènetai na eÐnai kal 

kai apì thn �llh èqei nìhma na anazht soume tic timèc twn rujmistik¸n paramètrwn gia na

proqwr soume me thn an�lush twn montèlwn me poin .

Xekin�me me th mèjodo L1. Arqik� me thn entol  profL1 apoktoÔme mia idèa gia th

sumperifor� thc cvl kaj¸c h par�metroc λ metab�lletai. Apì aut  anazhtoÔme thn tim  tou

λ gia thn opoÐa h cvl gÐnetai mègisth. Autì gÐnetai me qr sh thc optL1. Ta apotelèsmata
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pou proèkuyan kaj¸c kai to gr�fhma thc cvl gia tic di�forec timèc tou λ faÐnetai sth

sunèqeia.

> L1profile<-profL1(resp~age+smear+infltr+lab+temp,plot=TRUE)

lambda= 162.56 cvl= -36.29271

lambda= 160.918 cvl= -36.29888

lambda= 159.276 cvl= -36.31727

lambda= 157.6339 cvl= -36.36035

lambda= 155.9919 cvl= -36.4195

lambda= 154.3499 cvl= -36.4861

lambda= 152.7079 cvl= -36.56162

lambda= 151.0659 cvl= -36.64898

lambda= 149.4238 cvl= -36.74028

lambda= 147.7818 cvl= -36.83606

lambda= 146.1398 cvl= -36.93589

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

lambda= 18.06222 cvl= -26.66398

lambda= 16.4202 cvl= -26.43835

lambda= 14.77818 cvl= -26.23804

lambda= 13.13616 cvl= -26.06738

lambda= 11.49414 cvl= -25.95118

lambda= 9.852121 cvl= -25.93113

lambda= 8.210101 cvl= -26.02019

lambda= 6.568081 cvl= -26.25437

lambda= 4.926061 cvl= -26.68003

lambda= 3.28404 cvl= -27.33369
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lambda= 1.64202 cvl= -28.28889

lambda= 0 cvl= -29.57789

Warning message:

In xy.coords(x, y, xlabel, ylabel, log) :

1 x value <= 0 omitted from logarithmic plot

> optlambda1<-optL1(resp~age+smear+infltr+lab+blasts+temp)

lambda= 62.09239 cvl= -34.46502

lambda= 100.4676 cvl= -36.1672

lambda= 38.37521 cvl= -30.77353

lambda= 23.71718 cvl= -27.59435

lambda= 14.65803 cvl= -26.23036

lambda= 9.059158 cvl= -26.15863

lambda= 11.17701 cvl= -26.02396

lambda= 11.56675 cvl= -26.03096

lambda= 11.09573 cvl= -26.02286

lambda= 10.31783 cvl= -26.05385

lambda= 10.41474 cvl= -26.04852

lambda= 10.83562 cvl= -26.02956

lambda= 11.07756 cvl= -26.0231

lambda= 11.11126 cvl= -26.02306

lambda= 11.09519 cvl= -26.02285

lambda= 11.08845 cvl= -26.02284

lambda= 11.09143 cvl= -26.0228

lambda= 11.09166 cvl= -26.02281

lambda= 11.09006 cvl= -26.0228

'Hdh apì to Sq ma 3.3 eÐnai emfanèc ìti h bèltisth tim  tou λ eÐnai kont� sto 11. H

akrib c tim  thc paramètrou prokÔptei me thn entol  optlambda1$lambda apì thn opoÐa

paÐrnoume λ = 11.09143. Aut  eÐnai h tim  pou prèpei na qrhsimopoi soume wc rujmistik 

par�metro gia thn efarmog  thc mejìdou palindrìmhshc me poin  L1.
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Sq ma 3.3: cvl sunart sei tou λ

> optlambda1$lambda

[1] 11.09143

AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti sta parap�nw, dedomènou ìti sth sun�rthsh profL1 den orÐsame

thn tim  tou fold gia ton upologismì thc cvl, to bèltisto λ pou èqoume upologÐsei anti-

stoiqeÐ se fold=0. Oi sun jeic timèc gia to ìrisma autì eÐnai fold= 0, 5   10. Ektel¸ntac

touc Ðdiouc upologismoÔc kai gia tic �llec dÔo timèc tou fold diapist¸noume ìti h bèlti-

sth tim  tou λ den all�zei shmantik�. Pr�gmati, gia fold=5 paÐrnoume λ = 10.06656 en¸

gia fold=10 paÐrnoume λ = 12.98347. Sto Sq ma 3.4 parousi�zetai h sumperifor� twn

antÐstoiqwn sunart sewn thc cvl gia tic �llec dÔo timèc tou fold.

EÐmaste plèon se jèsh na ektelèsoume thn an�lush palindrìmhshc me th mèjodo LAS-

SO me skopì na prosarmìsoume to montèlo, na broÔme dhlad  tic statistik� shmantikèc

metablhtèc kai touc suntelestèc touc. Autì gÐnetai me thn entol  penalized sthn opoÐa wc

ìrisma ektìc apì tic summetablhtèc prèpei na dwjeÐ kai h tim  thc rujmistik c paramètrou

λ ìpwc aut  upologÐsthke parap�nw.

> fitpenalizedL1<-penalized(resp~age+smear+infltr+lab+blasts+temp,lambda1=11.09143)
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Sq ma 3.4: cvl sunart sei tou λ gia fold=5 arister� kai fold=10 dexi�.

# nonzero coefficients: 5

> coefficients(fitpenalizedL1)

(Intercept) age infltr lab temp

57.42035088 -0.04220828 0.02435398 0.24229158 -0.05963115

> fitpenalizedL1

Penalized logistic regression object

7 regression coefficients of which 5 are non-zero

Loglikelihood = -21.17528

L1 penalty = 4.087025 at lambda1 = 11.09143

'Opwc mporeÐ na diapistwjeÐ, to telikì montèlo sÔmfwna me th mèjodo èqei 5 mh mhdeni-

koÔc suntelestèc (sumperilambanomènou tou stajeroÔ ìrou). 'Ara apì tic 6 summetablhtèc

pou eÐqame arqik�, oi 2 èqoun mhdenisteÐ. Me thn entol  coefficients prokÔptei ìti oi meta-

blhtèc smear kai blasts eÐnai autèc pou den emfanÐzontai plèon sto montèlo, dhlad  eÐnai

statistik� mh shmantikèc kai o suntelest c touc sto montèlo eÐnai 0. To apotèlesma autì

sumpÐptei me ta apotelèsmata pou proèkuyan sthn an�lush tou montèlou wc genikeumèno

grammikì montèlo apì th diwnumik  katanom . Sqetik� me touc suntelestèc twn statisti-
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k� shmantik¸n metablht¸n, parathroÔme ìti autoÐ emfanÐzontai kai stic dÔo mejìdouc me

ta Ðdia prìshma all� sthn L1 eÐnai ìloi mikrìteroi. Endiafèron parousi�zei h apeikìnish

ìlwn twn suntelest¸n gia di�forec timèc thc paramètrou λ apì thn opoÐa mac epitrèpe-

tai na antilhfjoÔme thn epÐdrash tou λ stic timèc twn suntelest¸n twn metablht¸n sto

montèlo. Autì eÐnai dunatì na pragmatopoihjeÐ me qr sh enìc akìma orÐsmatoc steps thc

sun�rthshc penalized. Qrhsimopoi¸ntac autì, h sun�rthsh xekin�ei me thn prosarmog 

tou montèlou gia th mègisth tim  tou λ, dhlad  ekeÐnh thn tim  gia thn opoÐa ìloi oi sun-

telestèc twn metablht¸n mhdenÐzontai. Apì aut  thn tim , h sun�rthsh suneqÐzei na k�nei

prosarmog  montèlou gia ìlo kai meioÔmenec timèc thc paramètrou λ mèqri na ft�sei mia

prokajorismènh tim  thn opoÐa emeÐc èqoume jèsei kai apoteleÐ epÐshc èna akìma ìrisma

sth sun�rthsh. To gr�fhma twn suntelest¸n ìpwc autoÐ upologÐzontai gia tic di�forec

timèc tou λ gÐnetai me qr sh thc entol c plotpath. Sthn perÐptwsh twn dedomènwn pou

meletoÔme, h qr sh twn parap�nw sunart sewn kai orism�twn kaj¸c kai to Sq ma 3.5 pou

prokÔptei faÐnontai sth sunèqeia.

> fitpenalizedL1<-penalized(resp~age+smear+infltr+lab+blasts+temp,

lambda1=1,steps=100,trace=FALSE)

> plotpath(fitpenalizedL1,log="x")

Sq ma 3.5: Suntelestèc twn metablht¸n sunart sei tou λ

FaÐnetai loipìn kai apì to teleutaÐo Sq ma 3.5, ìti gia λ kont� sto 11, ìpou ìpwc èqei
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prokÔyei antistoiqeÐ sth bèltisth tim  thc rujmistik c paramètrou, up�rqoun tèssereic

metablhtèc me mh mhdenikoÔc suntelestèc.

Sth sunèqeia akoloujeÐ h efarmog  miac akìma mejìdou me poin , thc Ridge (L2) apì

autèc pou anafèrjhkan sto jewrhtikì mèroc. Oi sunart seic - entolèc pou qrhsimopoioÔme

eÐnai an�logec me autèc gia thn L1. Basik  diafor� metaxÔ twn dÔo mejìdwn, h opoÐa  dh

èqei tonisteÐ me idiaÐterh èmfash, eÐnai to gegonìc ìti t¸ra den anamènetai na mhdenisteÐ

o suntelest c kamÐac ek twn summetablht¸n. 'Olec oi metablhtèc summetèqoun sthn pro-

sarmog  tou montèlou kai kamÐa den aporrÐptetai entel¸c. Bèbaia an k�poioc suntelest c

prokÔyei exairetik� mikrìc kat' apìluth tim , profan¸c autì mporeÐ na ermhneujeÐ ìti h

antÐstoiqh metablht  den ephre�zei shmantik� thn metablht  apìkrishc kai kat� sunèpeia

den eÐnai statistik� shmantik .

H diadikasÐa loipìn xekin�ei me ton upologismì thc bèltisthc tim c thc rujmistik c pa-

ramètrou. An kai h sun�rthsh poin c L2 sumperifèretai polÔ kalÔtera apì thn L1, dhlad 

h sun�rthsh thc cvl eÐnai monokìrufh wc proc λ kai h mèjodoc sugklÐnei p�nta sto olikì

mègisto, ekteloÔme kai ed¸ thn entol  profL2. Sthn perÐptwsh aut  up�rqoun dÔo epiplè-

on orÐsmata, to minlambda2 kai maxlambda2 ta opoÐa prèpei na dwjoÔn kai antistoiqoÔn

sthn el�qisth kai sth mègisth tim  thc rujmistik c paramètrou metaxÔ twn opoÐwn ja

upologisteÐ h cvl prokeimènou na anazhthjeÐ to shmeÐo megistopoÐhshc. Sto montèlo pou

meletoÔme d¸jhkan oi timèc minlambda2=40 kai maxlambda2=100 afoÔ diapist¸jhke se

sunduasmì me to antÐstoiqo Sq ma 3.6 ìti an�mesa se autèc tic timèc brÐsketai to mègisto.

H akrib c bèltisth tim  thc paramètrou, optlambda2 lamb�netai met� thn ektèlesh thc

entol c optL2. Ta apotelèsmata ìpwc akrib¸c el fjhsan faÐnontai akoloÔjwc.

> L2profile<-profL2(resp~age+smear+infltr+lab+blasts+temp,

minlambda2=40,maxlambda2=100,plot=TRUE)

lambda= 100 cvl= -27.74052

lambda= 99.07872 cvl= -27.73652

lambda= 98.16594 cvl= -27.73263

lambda= 97.26156 cvl= -27.72885

lambda= 96.36551 cvl= -27.72518

lambda= 95.47772 cvl= -27.72161
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lambda= 94.5981 cvl= -27.71815

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

lambda= 75.75514 cvl= -27.66752

lambda= 75.05723 cvl= -27.66677

lambda= 74.36574 cvl= -27.66612

lambda= 73.68063 cvl= -27.66559

lambda= 73.00183 cvl= -27.66516

lambda= 72.32928 cvl= -27.66484

lambda= 71.66293 cvl= -27.66462

lambda= 71.00271 cvl= -27.66452

lambda= 70.34858 cvl= -27.66452

lambda= 69.70048 cvl= -27.66463

lambda= 69.05834 cvl= -27.66484

lambda= 68.42213 cvl= -27.66516

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

lambda= 43.07415 cvl= -27.81214

lambda= 42.67732 cvl= -27.81753

lambda= 42.28415 cvl= -27.82302

lambda= 41.89459 cvl= -27.82859

lambda= 41.50863 cvl= -27.83425

lambda= 41.12622 cvl= -27.83999

lambda= 40.74733 cvl= -27.84582

lambda= 40.37194 cvl= -27.85174

lambda= 40 cvl= -27.85774

> optlambda2<-optL2(resp~age+smear+infltr+lab+blasts+temp)
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Sq ma 3.6: cvl sunart sei tou λ gia thn L2 mèjodo

lambda= Inf cvl= -36.29271

lambda= 1 cvl= -30.93527

lambda= 10 cvl= -29.31644

lambda= 100 cvl= -27.74052

lambda= 1000 cvl= -30.65673

lambda= 388.1464 cvl= -29.23535

lambda= 621.8536 cvl= -29.95595

lambda= 243.7073 cvl= -28.56657

lambda= 154.4391 cvl= -28.04314

lambda= 99.26824 cvl= -27.73734

lambda= 65.17081 cvl= -27.66862

lambda= 56.71687 cvl= -27.69449

lambda= 73.77069 cvl= -27.66565

lambda= 70.55537 cvl= -27.6645

lambda= 70.7949 cvl= -27.6645

lambda= 70.68333 cvl= -27.6645

lambda= 70.683 cvl= -27.6645

lambda= 70.61935 cvl= -27.6645

lambda= 70.65869 cvl= -27.6645
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lambda= 70.67101 cvl= -27.6645

> optlambda2$lambda

[1] 70.683

'Hdh apì to Sq ma 3.6 blèpoume ìti h bèltisth tim  thc paramètrou λ eÐnai gÔrw sto

70. Apì thn entol  optlamba2$lamba paÐrnoume telik� ìti h bèltisth tim  thc rujmistik c

paramètrou me thn opoÐa mporoÔme na proqwr soume sthn prosarmog  tou montèlou me th

mèjodo L2 eÐnai λ = 70.683. AxÐzei na shmeiwjeÐ sto shmeÐo autì ìti akrib¸c ìpwc kai

sthn perÐptwsh thc mejìdou L1, to gr�fhma 3.6 kaj¸c kai h tim  tou λ pou upologÐsthkan,

èqoun ektelesteÐ gia fold=0 thc cvl. Me aut  thn tim  loipìn pern�me sthn ektÐmhsh twn

suntelest¸n gia tic summetablhtèc sto montèlo. Autì gÐnetai kai p�li me qr sh thc

entol c penalized.

> fitpenalizedL2<-penalized(resp~age+smear+infltr+lab+blasts+temp,lambda2=70.683)

> coefficients(fitpenalizedL2)

(Intercept) age smear infltr lab blasts

65.325325886 -0.045769594 -0.008277805 0.030755277 0.212146554 0.021880708

temp

-0.067083609

ParathroÔme ìti oi suntelestèc twn metablht¸n oi opoÐoi den mhdenÐzontai sÔmfwna

me thn L1 den diafèroun shmantik� sugkritik� me thn L2. Sunep¸c oi metablhtèc age,

infltr, lab kai temp ephre�zoun th metablht  apìkrishc me to Ðdio b�roc stic dÔo mejìdouc

en¸ parathroÔme ìti oi �llec dÔo metablhtèc pou apomènoun smear kai blasts eÐnai oi dÔo

metablhtèc me touc mikrìterouc suntelestèc kat' apìluth tim . H epÐdrash thc rujmistik c

paramètrou p�nw stouc suntelestèc faÐnetai sto Sq ma 3.7 sto opoÐo eÐnai profanèc ìti

ìso h tim  tou λ megal¸nei tìso oi suntelestèc surrikn¸nontai.
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Sq ma 3.7: Suntelestèc twn metablht¸n sunart sei tou λ

3.4 Efarmog  L1 kai L2 - package penalized - mo-

ntèlo Cox

Se sunèqeia thc prohgoÔmenhc paragr�fou, efarmìzoume tic mejìdouc L1 kai L2 ìtan ta

dedomèna jewrhjoÔn apokommènoi qrìnoi epibÐwshc kai exetasteÐ h epÐdrash twn summeta-

blht¸n stouc qrìnouc epibÐwshc mèsw tou montèlou tou Cox. Oi entolèc pou qrhsimo-

poioÔme eÐnai oi Ðdiec. H mình diafor� eÐnai o trìpoc pou dhl¸noume th metablht  apìkrishc

pou eÐnai o qrìnoc epibÐwshc dhlad  h metablht  surv kai oi apokommènoi qrìnoi pou dh-

l¸nontai mèsw thc dÐtimhc metablht c status. Xekin�me me thn anaz thsh thc bèltisthc

tim c tou λ prokeimènou sth sunèqeia na qrhsimopoihjeÐ gia thn ektÐmhsh twn suntele-

st¸n. Mèsw thc entol c profL1 upologÐzetai h tim  thc cvl gia di�forec timèc tou λ kai

paÐrnoume to Sq ma 3.8.

> CoxfitpenalizedL1<-profL1(Surv(surv,status)~age+smear+infltr+lab+blasts+temp,

plot=TRUE)

lambda= 366.6733 cvl= -189.3089

lambda= 362.9696 cvl= -189.3186

lambda= 359.2658 cvl= -189.3312

lambda= 355.562 cvl= -189.3455

lambda= 351.8583 cvl= -189.3622
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lambda= 348.1545 cvl= -189.3833

lambda= 344.4507 cvl= -189.4044

lambda= 340.7469 cvl= -189.416

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

lambda= 101.4197 cvl= -185.3212

lambda= 100.089 cvl= -185.3216

lambda= 100.9102 cvl= -185.321

lambda= 100.8652 cvl= -185.321

lambda= 100.8196 cvl= -185.3209

lambda= 100.7741 cvl= -185.3209

lambda= 100.7459 cvl= -185.3209

lambda= 100.7851 cvl= -185.3209

lambda= 100.7633 cvl= -185.3209

> optCoxfitpenalizedL1\$lambda

[1] 100.7741

> optCoxfitpenalizedL1$cvl

[1] -185.3209

Sq ma 3.8: Sun�rthsh cvl gia tic di�forec timèc tou λ
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'Opwc mporeÐ na parathr sei kaneÐc, sundu�zontac to bèltisto λ = 100.7741 pou èdwse

h mèjodoc me th grafik  par�stash thc cvl wc sun�rthshc tou λ, h tim  pou proèkuye

den eÐnai to olikì mègisto all� apl� èna topikì mègisto thc sun�rthshc. Den eÐnai loipìn

aut  h kat�llhlh tim  thc rujmistik c paramètrou pou prèpei na qrhsimopoi soume gia thn

efarmog  thc L1. Lìgw thc idiaiterìthtac aut c sth sumperifor� thc cvl sthn perÐptwsh

thc L1 ìpwc anafèrjhke kai nwrÐtera, h epilog  tou bèltistou λ prèpei na sunodeÔetai

p�nta apì thn ektèlesh thc sun�rthshc profL1 prokeimènou na entopisjeÐ pijan  sÔgklish

thc mejìdou se k�poio topikì mègisto. Prokeimènou na xeper�soume aut  th duskolÐa

parathroÔme apì th grafik  par�stash ìti to mègisto brÐsketai perÐpou kont� 30. Gia

to lìgo autì periorÐzoume thn anaz thsh tou megÐstou metaxÔ twn tim¸n minlambda1

kai maxlambda1 ìpwc faÐnetai parak�tw. H bèltisth tim  thc paramètrou λ eÐnai t¸ra

λ = 29.43065.

> optCoxfitpenalizedL1<-optL1(Surv(surv,status)~

age+smear+infltr+lab+blasts+temp,minlambda1=1,maxlambda1=50)

lambda= 19.71633 cvl= -185.5605

lambda= 31.28367 cvl= -185.2695

lambda= 38.43267 cvl= -185.5547

lambda= 29.11875 cvl= -185.2622

lambda= 29.77575 cvl= -185.2622

lambda= 29.47948 cvl= -185.262

lambda= 29.48495 cvl= -185.2621

lambda= 29.34169 cvl= -185.262

lambda= 29.41206 cvl= -185.262

lambda= 29.43446 cvl= -185.262

lambda= 29.43065 cvl= -185.2619

lambda= 29.42331 cvl= -185.262

lambda= 29.42889 cvl= -185.262

> optCoxfitpenalizedL1$lambda

[1] 29.43065
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> optCoxfitpenalizedL1$cvl

[1] -185.2619

Efarmìzoume th mèjodo gia thn prosarmog  tou montèlou tou Cox me thn mèjodo poin c

L1 kai prokÔptoun 4 mh mhdenikoÐ suntelestèc dhlad  statistik� shmantikèc metablhtèc.

ParathroÔme ìti oi metablhtèc age, infltr, lab kai temp eÐnai autèc pou èmeinan sto montèlo.

Epiplèon oi metablhtèc infltr kai temp èqoun polÔ mikroÔc suntelestèc kai mporoÔme na

poÔme ìti epidroÔn oriak� sto qrìno epibÐwshc. Aut� ta apotelèsmata sumpÐptoun me

ekeÐna sthn arqik  mac an�lush tou montèlou wc montèlo analogik c diakindÔneushc tou

Cox. Sto Sq ma 3.9 apeikonÐzetai h sumperifor� twn suntlest¸n gia k�je summetablht 

gia tic di�forec timèc thc paramètrou λ.

Sq ma 3.9: Suntelestèc twn metablht¸n sunart sei tou λ

> CoxCoefL1<-penalized(Surv(surv,status)~age+smear+infltr+lab+blasts+temp,

lambda1=29.43065)

# nonzero coefficients: 4

> coefficients(CoxCoefL1)

age infltr lab temp

0.027846210 -0.008259883 -0.026284444 0.008924687
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Tèloc efarmìzoume kai thn L2 mèjodo me poin  sto montèlo tou Cox qwrÐc na parath-

roÔme k�poia idiaÐterh diaforopoÐhsh sta apotelèsmata afoÔ kai ed¸ faÐnetai ousiastik�

na uperisqÔoun oi tèssereic metablhtèc me mh mhdenikoÔc suntelestèc ìpwc kai sthn L1

en¸ oi �llec dÔo metablhtèc èqoun touc mikrìterouc suntelestèc kat� apìluth tim . 'O-

la ta diagr�mmata thc sumperifor�c thc cvl, (Sq ma 3.10), twn suntelest¸n sunart sei

thc paramètrou λ (Sq ma 3.11) kaj¸c kai ta apotelèsmata pou ex qjhsan faÐnontai sth

sunèqeia.

> CoxfitpenalizedL2<-profL2(Surv(surv,status)~age+smear+infltr+lab+blasts+temp,

minlambda2=500,maxlambda2=3000,plot=TRUE)

lambda= 3000 cvl= -184.6704

lambda= 2946.193 cvl= -184.6685

lambda= 2893.35 cvl= -184.6667

. . . . . . . . . .

lambda= 2414.348 cvl= -184.6564

lambda= 2371.045 cvl= -184.656

lambda= 2328.518 cvl= -184.6558

lambda= 2286.755 cvl= -184.6556

lambda= 2245.74 cvl= -184.6556

lambda= 2205.461 cvl= -184.6557

lambda= 2165.904 cvl= -184.6559

lambda= 2127.057 cvl= -184.6562

. . . . . . . . . .

lambda= 1304.836 cvl= -184.6975

lambda= 1281.433 cvl= -184.7001

lambda= 1258.45 cvl= -184.7027

lambda= 1235.878 cvl= -184.7055

> optCoxfitpenalizedL2<-optL2(Surv(surv,status)~age+smear+infltr+lab+blasts+temp)

lambda= Inf cvl= -189.3089
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lambda= 1 cvl= -185.6072

lambda= 10 cvl= -185.5768

lambda= 100 cvl= -185.3401

lambda= 1000 cvl= -184.7417

lambda= 10000 cvl= -185.2484

lambda= 3881.464 cvl= -184.7144

lambda= 6218.536 cvl= -184.8967

lambda= 2437.073 cvl= -184.6566

lambda= 1170.071 cvl= -184.7141

lambda= 2523.904 cvl= -184.6578

lambda= 2327.692 cvl= -184.6558

lambda= 1885.52 cvl= -184.6606

lambda= 2244.834 cvl= -184.6556

lambda= 2255.12 cvl= -184.6556

lambda= 2256.691 cvl= -184.6556

lambda= 2256.554 cvl= -184.6556

lambda= 2255.906 cvl= -184.6556

lambda= 2256.306 cvl= -184.6556

> optCoxfitpenalizedL2\$lambda

[1] 2256.554

> CoxCoefL2<-penalized(Surv(surv,status)~age+smear+infltr+lab+blasts+temp,

lambda2=2256.554)

> coefficients(CoxCoefL2)

age smear infltr lab blasts temp

0.024972897 0.003564256 -0.010028457 -0.015702202 -0.007990880 0.011577720
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Sq ma 3.10: Sun�rthsh cvl gia tic di�forec timèc tou λ

Sq ma 3.11: Suntelestèc twn metablht¸n sunart sei tou λ

3.5 Efarmog  mejìdwn SCAD kai (I)SIS - library(SIS)

SuneqÐzontac me to Ðdio sÔnolo dedomènwn, efarmìzoume tic mejìdouc SIS, ISIS kai SCAD

pou perigr�yame sto jewrhtikì mèroc (par�grafoi 2.5, 2.6). Gia thn efarmog  thc SIS,

ISIS oi opoÐec pragmatopoioÔntai tautìqrona, apaiteÐtai to kentr�risma (centering) twn

anex�rthtwn metablht¸n all� ìqi h pl rhc tupopoÐhs  touc, de qrei�zetai dhlad  kai

scaling, en¸ oi metablhtèc twn qrìnwn epibÐwshc (surv) kai kat�stashc (status) den tro-

popoioÔntai. AparaÐthth eÐnai h biblioj kh SIS thc R (Fan, J., Feng, Y., Samworth, R.,

Wu, Y., 2010) h opoÐa perièqei tic aparaÐthtec entolèc gia thn pragmatopoÐhsh thc mejì-

dou. Shmei¸noume ìti h metablht  twn qrìnwn epibÐwshc surv metonom�zetai mìno sthn

perÐptwsh aut  se time. 'Etsi oi summetablhtèc paÐrnoun t¸ra th morf :
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$x

age smear infltr lab blasts temp

[1,] -29.8627451 12.0588235 -19.1960784 -2.8039216 -6.7392157 -6.1372549

[2,] -24.8627451 -1.9411765 2.8039216 6.1960784 27.6607843 33.8627451

[3,] -23.8627451 -4.9411765 -3.1960784 2.1960784 0.1607843 -14.1372549

[4,] -23.8627451 -1.9411765 5.8039216 6.1960784 13.6607843 3.8627451

[5,] -22.8627451 29.0588235 36.8039216 -3.8039216 0.1607843 -16.1372549

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[49,] 25.1372549 -5.9411765 1.8039216 7.1960784 0.8607843 -6.1372549

[50,] 27.1372549 3.0588235 10.8039216 -0.8039216 -5.8392157 -10.1372549

[51,] 30.1372549 7.0588235 14.8039216 -2.8039216 -5.8392157 -10.1372549

attr(,"scaled:center")

age smear infltr lab blasts temp

49.862745 65.941176 58.196078 9.803922 7.339216 996.137255

H entol  SIS mporeÐ t¸ra na efarmosteÐ kai paÐrnoume ta parak�tw apotelèsmata. Apì

to SISind diapist¸noume poiec metablhtèc dÐnei h mèjodoc wc statistik� shmantikèc kai

autèc sthn perÐptws  mac eÐnai oi metablhtèc me deÐktec 1, 3 kai 4 dhlad  h X1, h X3

kai h X4. Autèc antistoiqoÔn stic metablhtèc age, infltr kai lab. Sth sunèqeia h epana-

lhptik  SIS èdwse statistik� shmantik  metablht  mìno thn pr¸th summetablht  dhlad 

thn hlikÐa ìpwc akrib¸c brèjhke apì thn arq  sthn pr¸th prosarmog  twn dedomènwn

mac sto montèlo tou Cox. Apì ta apotelèsmata SIScoef kai ISIScoef faÐnontai kai oi

suntelestèc twn antÐstoiqwn metablht¸n. Gia th metablht  thc hlikÐac pou mac endiafèrei

o suntelest c sumpÐptei me autìn thc apl c prosarmog c tou Cox. Shmei¸netai ìti oi

suntelestèc pou dÐnontai sth SIScoef, èqoun prokÔyei apì th SIS sthn opoÐa sth sunèqeia

èqei efarmosteÐ h SCAD.

> SISdata<-list(x=centered.x,time=time,status=status)

> fitSISdata<-SIS(SISdata,model=’cox’)
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$SISind

[1] 1 3 4

$ISISind

[1] 1

$SIScoef

[1] 0.031176504 0.00000 -0.009318964 -0.041558844 0.00000 0.00000

$ISIScoef

[1] 0.03239672 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

Me thn entol  getfinalSCADcoefCOX mporoÔme apeujeÐac na p�roume touc suntele-

stèc palindrìmhshc me th mèjodo SCAD gia to montèlo tou Cox afoÔ èqei efarmosteÐ h

(I)SIS. Wc ìrisma sthn entol  aut  apaitoÔntai oi deÐktec twn metablht¸n me mh mhdeni-

koÔc suntelestèc pou èdwse h (I)SIS. Autì gÐnetai mèsw tou orÐsmatoc pickind to opoÐo

sto par�deigm� mac èqei tejeÐ Ðso me 1. Epiplèon apaiteÐtai mia arqik  lÔsh, gia thn opoÐa

dhl¸netai mèsw tou orÐsmatoc inittype h mèjodoc me thn opoÐa ja upologisteÐ kai h opoÐa

mporeÐ na eÐnai eÐte qwrÐc poin  eÐte h L1. 'Opwc faÐnetai parak�tw oi telikoÐ suntelestèc

gia th metablht  age den diafèroun metaxÔ twn dÔo mejìdwn me tic opoÐec ja prokÔyei h

arqik  lÔsh.

> getfinalSCADcoefCOX(x,time,status,method=’efron’,pickind=1,folds=NULL,

eps0=1e-5,tune.method="AIC",inittype="L1",detailed=FALSE)

$wt.initsoln

[1] 0.001560069

$SCADcoef

[1] 0.03236595 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

> getfinalSCADcoefCOX(x,time,status,method=’efron’,pickind=1,folds=NULL,

eps0=1e-5,tune.method="AIC",inittype="NoPen",detailed=FALSE)
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$wt.initsoln

x[, pickind]

0.03239672

$SCADcoef

[1] 0.03239672 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

K�nontac thn Ðdia diadikasÐa kai gia th logistik  palindrìmhsh paÐrnoume ìti oi stati-

stik� shmantikèc metablhtèc tìso me th SIS ìso kai me thn ISIS eÐnai pr¸th kai h tètarth

dhlad  oi age kai lab. AntÐstoiqa apotelèsmata eÐqan prokÔyei kai kat� thn apl  efarmo-

g  thc logistik c palindrìmhshc ìpou eÐqame dei ìti uperisqÔei h lab. Se antÐjesh me to

montèlo tou Cox paÐrnoume kai timèc gia to stajerì ìro. H mèjodoc apaiteÐ to qwrismì

tou deÐgmatoc se trainset kai se testset kai efarmog  thc cvl. To mègejoc tou trainset

orÐzetai sta 2/3 tou sunolikoÔ megèjouc deÐgmatoc en¸ to upìloipo 1/3 qrhsimopoieÐtai

wc to testset.

$SISind

[1] 1 4

$ISISind

[1] 1 4

$SIScoef

[1] 0.6090868 -0.0581058 0.00000 0.00000 0.2235144 0.00000 0.00000

$ISIScoef

[1] 0.6090868 -0.0581058 0.00000 0.00000 0.2235144 0.00000 0.00000

Qrhsimopoi¸ntac wc deÐktec twn statistik� shmantik¸n metablht¸n tic 1 kai 4 (oi opoÐoi

èqoun apojhkeuteÐ sto di�nusma ind) ìpwc autèc proèkuyan apì thn (I)SIS, paÐrnoume me

qr sh thc entol c getfinalSCADcoef apeujeÐac touc suntelestèc twn metablht¸n gia to

genikeumèno grammikì montèlo thc logistik c palindrìmhshc oi opoÐoi eÐnai arket� kont�
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se autoÔc pou èdwse arqik� h prosarmog  tou montèlou. Kai sthn perÐptwsh aut  fusik�

paÐrnoume tim  kai gia to stajerì ìro.

> getfinalSCADcoef(centered.x,resp,pickind=ind,folds=0,eps0=1e-5,

family=binomial(),tune.method="AIC",inittype="NoPen",detailed=FALSE)

$wt.initsoln

ones age lab

-0.13243551 -0.05020138 0.26369582

$SCADcoef

[1] -0.13243551 -0.05020138 0.00000 0.00000 0.26369582 0.00000 0.00000

3.6 Sumper�smata

Sqetik� me ta apotelèsmata gia to sÔnolo twn dedomènwn pou melet jhke, ja lègame ìti

sthn perÐptwsh pou endiaferìmaste gia to qrìno epibÐwshc twn asjen¸n, tìte h hlikÐa

faÐnetai na paÐzei to shmantikìtero rìlo, en¸ emfanÐzetai mia mikr  diaforopoÐhsh metaxÔ

atìmwn ne¸terhc kai megalÔterhc hlikÐac. Sthn perÐptwsh thc logistik c palindrìmhshc

ta odds thc antapìkrishc sth jerapeÐa faÐnetai na exart¸ntai apì tic metablhtèc age,

infltr, lab, temp me perissìterh barÔthta sth metablht  lab h opoÐa akoloujeÐtai apì thn

hlikÐa. Autì pou kathgorhmatik� mporoÔme na poÔme eÐnai ìti oi metablhtèc smear kai

blasts se kamÐa perÐptwsh den ephre�zoun ta apotelèsmata. 'Olec oi mèjodoi katal goun

se parìmoia sumper�smata.

AxÐzei na shmeiwjoÔn dÔo shmantik� stoiqeÐa. Pr¸ton, ìpwc èqoume anafèrei oi mèjodoi

me poin  antimetwpÐzoun to prìblhma thc polusuggrammikìthtac pou pijanìn na up�rqei

metaxÔ twn summetablht¸n anadeiknÔontac tic plèon statistik� shmantikèc metablhtèc.

Sto sÔnolo twn dedomènwn pou analÔjhkan parathr jhke èntonh susqètish metaxÔ twn

metablht¸n infltr kai smear oi opoÐec èqoun suntelest  susqètishc r = 0.84. EpÐshc

elafr� susqètish parousi�zei kai h metablht  blasts me ìlec tic upìloipec ektìc thc age

me suntelestèc susqètishc gÔrw sto 0.3. Sunep¸c, mporoÔme na empisteujoÔme perissì-

tero ta apotelèsmata met� thn efarmog  twn mejìdwn me poin . DeÔteron, apì tic dÔo
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kateujÔnseic an�lushc (montèlo Cox kai logistik  palindrìmhsh) h swst  kateÔjunsh

eÐnai aut  thc prosarmog c tou Cox. Dedomènou ìti diajètoume th metablht  tou qrìnou

epibÐwshc twn asjen¸n, o opoÐoc eÐnai diaforetikìc gia k�je �tomo, h an�lush gÐnetai wc

proc to qrìno epibÐwshc. H logistik  palindrìmhsh exet�zei th sqetik  pijanìthta na

antapokrijeÐ o asjen c sth jerapeÐa. H pijanìthta aut  eÐnai men diaforetik  gia k�je �-

tomo all� den anafèretai sthn Ðdia qronik  stigm  gegonìc pou apoteleÐ lanjasmènh qr sh

tou montèlou thc logistik c palindrìmhshc. H efarmog  thc bèbaia sthn paroÔsa ergasÐa

ègine me skopì na deÐxoume thn ulopoÐhsh twn mejìdwn pou parousi�same sto jewrhtikì

mèroc se pragmatik� dedomèna kai gia thn perÐptwsh thc logistik c palindrìmhsh.

Sumperasmatik�, dedomènhc thc shmasÐac thc akrÐbeiac stic problèyeic pou prèpei na

qarakthrÐzei èna montèlo pou jèloume na qrhsimopoihjeÐ gi autì to skopì, oi dÔo ba-

sikèc mèjodoi poin c L1 kai L2  rjan na belti¸soun th qr sh twn e.e.t.. H jusÐa thc

amerolhyÐac gia q�rh thc akrÐbeiac eÐnai h filosofÐa kai twn dÔo mejìdwn. Oi an�gkec

pou dhmioÔrghsan ta sÔgqrona probl mata me to meg�lo ìgko dedomènwn èprepe na an-

timetwpistoÔn apotelesmatik� kai se autì sunetèlesan polÔ oi poinikopoihmènec mèjodoi.

H suneq c èreuna se autì ton tomèa eÐqe wc apotèlesma oi dÔo autèc mèjodoi na mele-

thjoÔn se b�joc kai to pio shmantikì na exeligqjoÔn. 'Etsi per�same sta pio genik�

poinikopoihmèna el�qista tetr�gwna kai stic beltiwmènec mejìdouc SCAD, SIS kai ISIS oi

opoÐec antimetwpÐzoun apotelesmatik� ta probl mata thc polusuggrammikìthtac kai twn

dedomènwn meg�lhc di�stashc.

SugkrÐnontac metaxÔ twn LASSO, Ridge kai bèltistwn uposunìlwn B.S. anaforik� me

thn ikanìthta prìbleyhc, ìpwc  tan anamenìmeno, to apotèlesma diaforopoieÐtai an�loga

me ta qarakthristik� tou deÐgmatoc. 'Etsi diapist¸jhke ìti sthn perÐptwsh pou k�poiec

metablhtèc saf¸c uperisqÔoun k�poiwn �llwn me thn ènnoia ìti eÐnai xek�jara statistik�

shmantikèc h B.S. ta kat�fere kalÔtera all� se dedomèna me mikrì arijmì metablht¸n.

'Otan ìmwc ìlec epidroÔn mètria   kamÐa den epidr� shmantik� tìte h L1 kai h L2 antÐstoiqa

èdwsan kalÔtera apotelèsmata.

Prosomoi¸seic se dedomèna sta opoÐa efarmìsthke h L1 kai h ISIS èdeixan ìti h L1

èdwse montèlo arket� megalÔtero se mègejoc apì autì sto opoÐo katèlhxe h ISIS. Sune-

p¸c, h L1 emfanÐzei kai megalÔtera sf�lmata ektÐmhshc. Autì ofeÐletai sto gegonìc ìti h



100 KEF�ALAIO 3. EFARMOG�ES

L1 krat�ei arketoÔc mh-mhdenikoÔc all� mikroÔc suntelestèc pou antistoiqoÔn se mh sh-

mantikèc metablhtèc. H ISIS leitourgeÐ apotelesmatik� se peript¸seic pou parousi�zetai

shmantik  susqètish metaxÔ twn metablht¸n.

EpÐshc se grammik� montèla me auxhmèno epÐpedo jorÔbou all� sqetik� mikrì mègejoc

deÐgmatoc, ta apotelèsmata èdeixan ìti h L1 leitourgeÐ p�ra polÔ kal� se sqèsh me tic �llec

mejìdouc. An ìmwc to epÐpedo jorÔbou meiwjeÐ kai auxhjeÐ to mègejoc tou deÐgmatoc, tìte

h SCAD uperisqÔei thc L1 en¸ sthn perÐptwsh aut  h L2 den èdwse kal� apotelèsmata.

AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti h B.S èdwse parìmoia apotelèsmata me th SCAD.

'Olec autèc oi mèjodoi èqoun to pleonèkthma na brÐskoun efarmog  ektìc apì ta gram-

mik� montèla kai sta genikeumèna all� kai se montèla dedomènwn epibÐwshc. H efarmog 

ìlwn twn mejìdwn kai krithrÐwn pou perigr�yame èqei dieukolunjeÐ plèon shmantik� apì

th qr sh twn antÐstoiqwn statistik¸n pakètwn pou èqoun enswmatwjeÐ sta perissìte-

ra statistik� perib�llonta. H R prosfèrei saf¸c mia oloklhrwmènh qr sh aut¸n twn

mejìdwn.
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