
 

ΔΘΝΙΚΟ ΜΔΣ΢ΟΒΙΟ ΠΟΛΤΣΔΥΝΔΙΟ 

΢ΥΟΛΗ ΑΓΡΟΝΟΜΩΝ ΚΑΙ ΣΟΠΟΓΡΑΦΩΝ ΜΗΥΑΝΙΚΩΝ 

 

 

 

 

 

Η ΔΝΟΠΟΙΗΜΔΝΗ ΜΔΘΟΓΟ΢ ΣΩΝ ΓΙΦΑ΢ΙΚΩΝ ΓΤΝΑΜΙΚΩΝ 

΢ΣΗ ΓΙΔΡΔΤΝΗ΢Η ΣΗ΢ ΑΛΛΗΛΔΠΙΓΡΑ΢Η΢ ΙΓΙΟΜΟΡΦΙΩΝ ΜΔ 

ΓΙΔΠΙΦΑΝΔΙΔ΢ ΚΑΙ ΡΩΓΜΔ΢ ΢Δ ΓΙ-ΤΛΙΚΑ 

 

 

 

 

ΓΗΓΑΚΣΟΡΗΚΖ ΓΗΑΣΡΗΒΖ 

ΓΔΩΡΓΙΟΤ Γ. ΜΑΤΡΟΓΙΑΝΝΗ 

Γηπισκαηνχρνπ Αγξνλφκνπ – Σνπνγξάθνπ Μεραληθνχ ΔΜΠ 

Γηπισκαηνχρνπ Πνιηηηθνχ Μεραληθνχ ΠΘ 

 

 

ΔΠΙΒΛΔΠΩΝ: 

ΜΑΡΗΝΟ΢ Α. ΚΑΣΣΖ΢ 

Αλαπιεξσηήο Καζεγεηήο ΔΜΠ 

 

 

 

 

Αθήνα, Μάπηιορ 2013 





 

ΔΘΝΙΚΟ ΜΔΣ΢ΟΒΙΟ ΠΟΛΤΣΔΥΝΔΙΟ 

΢ΥΟΛΗ ΑΓΡΟΝΟΜΩΝ ΚΑΙ ΣΟΠΟΓΡΑΦΩΝ ΜΗΥΑΝΙΚΩΝ 

 

 

 

 

 

Η ΔΝΟΠΟΙΗΜΔΝΗ ΜΔΘΟΓΟ΢ ΣΩΝ ΓΙΦΑ΢ΙΚΩΝ ΓΤΝΑΜΙΚΩΝ 

΢ΣΗ ΓΙΔΡΔΤΝΗ΢Η ΣΗ΢ ΑΛΛΗΛΔΠΙΓΡΑ΢Η΢ ΙΓΙΟΜΟΡΦΙΩΝ ΜΔ 

ΓΙΔΠΙΦΑΝΔΙΔ΢ ΚΑΙ ΡΩΓΜΔ΢ ΢Δ ΓΙ-ΤΛΙΚΑ 

 

 

ΓΗΓΑΚΣΟΡΗΚΖ ΓΗΑΣΡΗΒΖ 

ΓΔΩΡΓΙΟΤ Γ. ΜΑΤΡΟΓΙΑΝΝΗ 

Γηπισκαηνχρνπ Αγξνλφκνπ – Σνπνγξάθνπ Μεραληθνχ ΔΜΠ 

Γηπισκαηνχρνπ Πνιηηηθνχ Μεραληθνχ ΠΘ 

 

 

ΣΡΙΜΔΛΗ΢ ΢ΤΜΒΟΤΛΔΤΣΙΚΗ 

ΔΠΙΣΡΟΠΗ: 

1. Μ. ΚΑΣΣΖ΢, Αλ. Καζ. Δ.Μ.Π. (Δπηβιέπσλ) 

2. Μ. ΢ΑΚΔΛΛΑΡΗΟΤ, Καζ. Δ.Μ.Π. 

3. Υ. ΓΗΟΤΝΖ΢, Δπίθ. Καζ. Δ.Μ.Π. 

ΔΠΣΑΜΔΛΗ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΣΙΚΗ 

ΔΠΙΣΡΟΠΗ: 

1. Μ. ΚΑΣΣΖ΢, Αλ. Καζ. Δ.Μ.Π. (Δπηβιέπσλ) 

2. Μ. ΢ΑΚΔΛΛΑΡΗΟΤ, Καζ. Δ.Μ.Π. 

3. Υ. ΓΗΟΤΝΖ΢, Δπίθ. Καζ. Δ.Μ.Π. 

4. Δ. ΘΔΟΣΟΚΟΓΛΟΤ, Καζ. Δ.Μ.Π. 

5. Γ. ΛΑΜΠΔΑ΢, Αλ. Καζ. Π. Πάηξαο  

6. Π. ΠΑΠΑΝΗΚΟ΢, Αλ. Καζ. Π. Αηγαίνπ 

7. Γ. ΔΤΣΑΞΗΟΠΟΤΛΟ΢, Δπίθ. Καζ. Δ.Μ.Π. 

 

Αθήνα, Μάπηιορ 2013



 

 

Η έγκριζη ηης διδακηορικής διαηριβής από ηην Ανώηαηη Στολή Αγρονόμφν 

και Τοπογράθφν Μητανικών ηοσ Ε.Μ. Πολσηετνείοσ δεν σποδηλώνει 

αποδοτή ηφν γνφμών ηοσ ζσγγραθέα (Ν. 5343/1932, Άξζξν 202). 



 

 

Ππόλογορ 

Ζ παξνχζα δηδαθηνξηθή δηαηξηβή εθπνλήζεθε ζην εξγαζηήξην Γνκηθήο Μεραληθήο θαη 

΢ηνηρείσλ Σερληθψλ Έξγσλ ηεο ΢ρνιήο Αγξνλφκσλ θαη Σνπνγξάθσλ Μεραληθψλ ηνπ 

Δζληθνχ Μεηζφβηνπ Πνιπηερλείνπ, ππφ ηελ επίβιεςε ηνπ θ. Μαξίλνπ Καηηή, 

Αλαπιεξσηή Καζεγεηή. 

Θα ήζεια λα επραξηζηήζσ ζεξκά ηνλ επηβιέπνληα θαζεγεηή θ. Μαξίλν Καηηή, γηα ηελ 

επθαηξία πνπ κνπ έδσζε λα αζρνιεζψ κε ηελ έξεπλα θαη γηα ηελ αδηάθνπε θαη γεκάηε 

ππνκνλή θαζνδήγεζή ηνπ ζε φιε ηελ δηάξθεηα ηεο δηαηξηβήο. 

Δπίζεο, επραξηζηίεο ζα ήζεια λα εθθξάζσ ζηνλ Καζεγεηή θ. Μηραήι ΢αθειιαξίνπ θαη 

ζηνλ Δπίθνπξν Καζεγεηή θ. Υξήζην Γηνχλε, γηα ηελ πνιχηηκε βνήζεηα πνπ κνπ 

παξείραλ σο κέιε ηεο ηξηκεινχο ζπκβνπιεπηηθήο επηηξνπήο. 

 



 

 



Πίνακας Περιετομένφν 

I 

Πίνακαρ Πεπιεσομένυν 

 Κεθάλαιο 1 1 

ΔΙ΢ΑΓΩΓΗ ....................................................................................................................... 1 

1.1 Ζ ΔΠΗ΢ΣΖΜΟΝΗΚΖ ΠΔΡΗΟΥΖ ΣΖ΢ ΔΡΔΤΝΑ΢ ............................................... 1 

1.2 ΣΟ ΑΝΣΗΚΔΗΜΔΝΟ ΣΖ΢ ΔΡΔΤΝΑ΢ .................................................................. 5 

1.3 Ζ ΓΟΜΖ ΣΖ΢ ΓΗΑΣΡΗΒΖ΢ .................................................................................. 6 

 Κεθάλαιο 2 9 

Η ΓΙΓΙΑ΢ΣΑΣΗ ΑΝΙ΢ΟΣΡΟΠΗ ΚΑΙ Ι΢ΟΣΡΟΠΗ ΔΛΑ΢ΣΙΚΟΣΗΣΑ .................. 9 

2.1 ΓΔΝΗΚΑ ................................................................................................................. 9 

2.2 ΟΗ ΒΑ΢ΗΚΔ΢ ΔΞΗ΢Ω΢ΔΗ΢ ΣΖ΢ ΣΡΗ΢ΓΗΑ΢ΣΑΣΖ΢ ΔΛΑ΢ΣΗΚΟΣΖΣΑ΢ ......... 11 

2.3 Ζ ΓΗΓΗΑ΢ΣΑΣΖ ΑΝΗ΢ΟΣΡΟΠΖ ΔΛΑ΢ΣΗΚΟΣΖΣΑ ........................................ 13 

2.3.1 Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηεο δηδηάζηαηεο ειαζηηθφηεηαο ....................... 13 

2.3.2 Ζ γεληθή ιχζε ηεο κεηξσηθήο δηαθνξηθήο εμίζσζεο ηνπ δηδηάζηαηνπ 

ειαζηηθνχ πξνβιήκαηνο .......................................................................... 14 

2.3.3 Σν δηδηάζηαην εληαηηθφ πεδίν ζε φξνπο ηνπ κηγαδηθνχ δπλακηθνχ ......... 16 

2.4 Ζ ΢ΤΝΔΠΗΠΔΓΖ ΚΑΗ Ζ ΑΝΣΗΔΠΗΠΔΓΖ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩ΢Ζ ΣΖ΢ 

ΑΝΗ΢ΟΣΡΟΠΖ΢ ΔΛΑ΢ΣΗΚΟΣΖΣΑ΢ ΚΑΗ ΟΗ ΔΞΗ΢Ω΢ΔΗ΢ ΣΖ΢ 

Η΢ΟΣΡΟΠΖ΢ ΔΛΑ΢ΣΗΚΟΣΖΣΑ΢ ...................................................................... 20 

2.4.1 Ζ ζπλεπίπεδε θαη ε αληηεπίπεδε παξακφξθσζε ..................................... 20 

2.4.2 Σν ειαζηηθφ πεδίν ηεο ζπλεπίπεδεο παξακφξθσζεο .............................. 21 

2.4.3 Σν ειαζηηθφ πεδίν ηεο αληηεπίπεδεο παξακφξθσζεο ............................. 23 

2.4.4 Οη εμηζψζεηο ηεο ηζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο ............................................ 25 

2.5 ΣΑ ΓΗΓΗΑ΢ΣΑΣΑ ΔΛΑ΢ΣΗΚΑ ΠΔΓΗΑ ΗΓΗΟΜΟΡΦΗΩΝ ΢Δ ΟΜΟΓΔΝΔ΢ 

ΤΛΗΚΟ ................................................................................................................. 28 

2.5.1 Ζ έλλνηα ηεο ηδηνκνξθίαο ζηε δηδηάζηαηε ειαζηηθφηεηα ........................ 28 



Πίνακας Περιετομένφν 

II 

2.5.2 Σα ειαζηηθά πεδία γηα γξακκηθή δχλακε ................................................ 29 

2.5.2.1 Αληζφηξνπν νκνγελέο πιηθφ ................................................................. 29 

2.5.2.2 Ηζφηξνπν νκνγελέο πιηθφ ...................................................................... 32 

2.5.3 Σα ειαζηηθά πεδία γηα γξακκηθή εμάξκσζε ........................................... 34 

2.5.3.1 Αληζφηξνπν νκνγελέο πιηθφ ................................................................. 35 

2.5.3.2 Ηζφηξνπν νκνγελέο πιηθφ ...................................................................... 37 

 Κεθάλαιο 3 39 

Η ΔΝΟΠΟΙΗΜΔΝΗ ΘΔΩΡΙΑ ΣΩΝ ΓΙΦΑ΢ΙΚΩΝ ΓΤΝΑΜΙΚΩΝ ........................ 39 

3.1 ΓΔΝΗΚΑ ............................................................................................................... 39 

3.2 Ζ ΠΡΟ΢ΟΜΟΗΩ΢Ζ ΣΟΤ ΓΗΦΑ΢ΗΚΟΤ ΤΛΗΚΟΤ ............................................ 40 

3.3 ΟΗ ΓΔΝΗΚΔ΢ ΢ΥΔ΢ΔΗ΢ ΣΩΝ ΓΗΦΑ΢ΗΚΩΝ ΓΤΝΑΜΗΚΩΝ ............................. 41 

3.3.1 Αληζφηξνπν/αληζφηξνπν δηπιηθφ ............................................................. 41 

3.3.2 Αληζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ ................................................................. 44 

3.3.3 Ηζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ ..................................................................... 46 

 Κεθάλαιο 4 49 

ΑΛΛΗΛΔΠΙΓΡΑ΢Η ΙΓΙΟΜΟΡΦΙΩΝ ΜΔ ΜΗ ΡΗΓΜΑΣΩΜΔΝΔ΢ 

ΓΙΔΠΙΦΑΝΔΙΔ΢............................................................................................................. 49 

4.1 ΓΔΝΗΚΑ ............................................................................................................... 49 

4.2 ΟΜΟΗΟΜΟΡΦΖ ΣΑ΢Ζ ....................................................................................... 50 

4.2.1 Αληζφηξνπν/αληζφηξνπν δηπιηθφ ............................................................. 51 

4.2.2 Ηζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ ..................................................................... 54 

4.2.3 Ηζφηξνπν/αληζφηξνπν δηπιηθφ ................................................................. 58 

4.3 ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΔΞΑΡΜΩ΢Ζ ΚΑΗ ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΓΤΝΑΜΖ ................................ 60 

4.3.1 Αληζφηξνπν/αληζφηξνπν δηπιηθφ ............................................................. 60 

4.3.2 Ηζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ ..................................................................... 63 

4.3.3 Αληζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ ................................................................. 66 



Πίνακας Περιετομένφν 

III 

4.3.3.1 Ζ ηδηνκνξθία ζην ηζφηξνπν πιηθφ ......................................................... 67 

4.3.3.2 Ζ ηδηνκνξθία ζην αληζφηξνπν πιηθφ ..................................................... 69 

 Κεθάλαιο 5 71 

ΑΛΛΗΛΔΠΙΓΡΑ΢Η ΙΓΙΟΜΟΡΦΙΩΝ ΜΔ ΡΗΓΜΑΣΩΜΔΝΔ΢ 

ΓΙΔΠΙΦΑΝΔΙΔ΢............................................................................................................. 71 

5.1 ΓΔΝΗΚΑ ............................................................................................................... 71 

5.2 ΠΔΡΗΓΡΑΦΖ ΣΟΤ ΔΛΑ΢ΣΗΚΟΤ ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΟ΢ ΣΖ΢ 

ΓΗΔΠΗΦΑΝΔΗΑΚΖ΢ ΡΩΓΜΖ΢ ........................................................................... 72 

5.3 ΣΟ ΢ΤΝΟΡΗΑΚΟ ΠΡΟΒΛΖΜΑ ΣΖ΢ ΓΗΔΠΗΦΑΝΔΗΑΚΖ΢ ΡΩΓΜΖ΢ ............ 74 

5.3.1 Αληζφηξνπν/αληζφηξνπν δηπιηθφ ............................................................. 74 

5.3.2 Αληζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ ................................................................. 76 

5.3.3 Ηζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ ..................................................................... 78 

5.4 ΔΠΗΛΤ΢Ζ ΣΟΤ ΢ΤΝΟΡΗΑΚΟΤ ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΟ΢ ......................................... 80 

5.4.1 Αλαγσγή ηνπ ζπλνξηαθνχ πξνβιήκαηνο ηεο ξσγκήο ζε πξφβιεκα 

Hilbert ...................................................................................................... 80 

5.4.2 Δπίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο Hilbert .......................................................... 83 

5.4.2.1 Πεξίπησζε Η: ε ( , )d z zX  δελ πεξηέρεη ινγαξηζκηθέο ηδηνκνξθίεο ....... 83 

5.4.2.2 Πεξίπησζε ΗΗ: ε ( , )d z zX  πεξηέρεη ινγαξηζκηθέο ηδηνκνξθίεο ............ 84 

5.5 ΣΑ ΔΛΑ΢ΣΗΚΑ ΠΔΓΗΑ ΣΖ΢ ΓΗΔΠΗΦΑΝΔΗΑΚΖ΢ ΡΩΓΜΖ΢ ΓΗΑ 

ΟΜΟΗΟΜΟΡΦΖ ΣΑ΢Ζ ....................................................................................... 85 

5.5.1 Αληζφηξνπν/αληζφηξνπν δηπιηθφ ............................................................. 86 

5.5.2 Ηζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ ..................................................................... 87 

5.5.3 Αληζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ ................................................................. 88 

5.6 ΣΑ ΔΛΑ΢ΣΗΚΑ ΠΔΓΗΑ ΣΖ΢ ΓΗΔΠΗΦΑΝΔΗΑΚΖ΢ ΡΩΓΜΖ΢ ΓΗΑ 

ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΔΞΑΡΜΩ΢Ζ .................................................................................. 89 

5.6.1 Αληζφηξνπν/αληζφηξνπν δηπιηθφ ............................................................. 89 

5.6.2 Ηζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ ..................................................................... 90 



Πίνακας Περιετομένφν 

IV 

5.6.3 Αληζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ ................................................................. 92 

5.7 ΣΑ ΔΛΑ΢ΣΗΚΑ ΠΔΓΗΑ ΣΖ΢ ΓΗΔΠΗΦΑΝΔΗΑΚΖ΢ ΡΩΓΜΖ΢ ΓΗΑ 

ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΓΤΝΑΜΖ ...................................................................................... 94 

5.7.1 Αληζφηξνπν/αληζφηξνπν δηπιηθφ ............................................................. 94 

5.7.2 Ηζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ ..................................................................... 95 

5.7.3 Αληζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ ................................................................. 97 

 Κεθάλαιο 6 99 

ΣΑ ΔΛΑ΢ΣΙΚΑ ΠΔΓΙΑ ΚΟΝΣΑ ΢ΣΗΝ ΑΚΡΗ ΣΗ΢ ΡΩΓΜΗ΢ ............................ 99 

6.1 ΓΔΝΗΚΑ ............................................................................................................... 99 

6.2 ΣΟ ΜΖΣΡΩΟ ΔΝΣΑ΢Ζ΢ ΣΩΝ ΣΑ΢ΔΩΝ ....................................................... 100 

6.3 Ο ΓΗΔΠΗΦΑΝΔΗΑΚΟ΢ ΔΛΚΤ΢ΣΖ΢ ΣΩΝ ΣΑ΢ΔΩΝ ΚΟΝΣΑ ΢ΣΖΝ 

ΑΚΡΖ ΣΖ΢ ΡΩΓΜΖ΢ ....................................................................................... 102 

6.4 ΣΟ ΑΝΟΗΓΜΑ ΣΖ΢ ΡΩΓΜΖ΢ ΚΟΝΣΑ ΢ΣΟ ΑΚΡΟ ΣΖ΢ ............................. 108 

6.5 Ο ΡΤΘΜΟ΢ ΑΠΔΛΔΤΘΔΡΩ΢Ζ΢ ΔΝΔΡΓΔΗΑ΢ .............................................. 109 

6.6 Ζ ΦΤ΢ΗΚΖ ΢ΖΜΑ΢ΗΑ ΣΟΤ ΜΖΣΡΩΟΤ ΔΝΣΑ΢Ζ΢ ΣΩΝ ΣΑ΢ΔΩΝ .......... 110 

6.7 ΣΟ ΜΖΣΡΩΟ ΔΝΣΑ΢Ζ΢ ΣΩΝ ΣΑ΢ΔΩΝ ΓΗΑ ΟΜΟΗΟΜΟΡΦΖ ΦΟΡΣΗ΢Ζ . 114 

6.8 ΣΟ ΜΖΣΡΩΟ ΔΝΣΑ΢Ζ΢ ΣΩΝ ΣΑ΢ΔΩΝ ΓΗΑ ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΔΞΑΡΜΩ΢Ζ .. 115 

6.9 ΣΟ ΜΖΣΡΩΟ ΔΝΣΑ΢Ζ΢ ΣΩΝ ΣΑ΢ΔΩΝ ΓΗΑ ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΓΤΝΑΜΖ ....... 117 

6.10 ΣΑ ΔΛΑ΢ΣΗΚΑ ΠΔΓΗΑ ΚΟΝΣΑ ΢ΣΟ ΑΚΡΟ ΣΖ΢ ΡΩΓΜΖ΢ ....................... 118 

6.10.1 Αληζφηξνπν/αληζφηξνπν δηπιηθφ ........................................................... 118 

6.10.2 Ηζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ ................................................................... 120 

6.10.3 Ηζφηξνπν/αληζφηξνπν δηπιηθφ ............................................................... 122 

 Κεθάλαιο 7 125 

΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ ΚΑΙ ΠΡΟΣΑ΢ΔΙ΢ ΓΙΑ ΔΡΔΤΝΑ ........................................... 125 

7.1 ΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ ........................................................................................... 125 

7.2 ΠΡΟΣΑ΢ΔΗ΢ ΓΗΑ ΠΑΡΑΠΔΡΑ ΔΡΔΤΝΑ ........................................................ 128 



Πίνακας Περιετομένφν 

V 

Βιβλιογπαθία ................................................................................................................. 129 

 ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Ι 133 

ΟΗ ΗΓΗΟΣΗΜΔ΢ ΚΑΗ ΣΑ ΗΓΗΟΓΗΑΝΤ΢ΜΑΣΑ ΣΟΤ ΜΖΣΡΩΟΤ 
1

HH  ..................133 

 ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ ΙΙ 135 

ΤΠΟΛΟΓΗ΢ΜΟ΢ ΣΟΤ ΟΛΟΚΛΖΡΩΜΑΣΟ΢ ( )zI  ...................................................135 

 ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ ΙΙΙ 137 

ΜΗΑ ΓΔΝΗΚΖ ΠΡΟΣΑ΢Ζ ΢ΣΖ ΘΔΩΡΗΑ ΣΩΝ ΟΛΟΜΟΡΦΩΝ ΜΗΓΑΓΗΚΩΝ 

΢ΤΝΑΡΣΖ΢ΔΩΝ ............................................................................................................137 

ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ IV 141 

ΣΑ Α΢ΤΜΠΣΩΣΗΚΑ ΔΛΑ΢ΣΗΚΑ ΠΔΓΗΑ ΓΗΑ ΣΟ Η΢ΟΣΡΟΠΟ/Η΢ΟΣΡΟΠΟ 

ΓΗΤΛΗΚΟ .........................................................................................................................141 

 ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ V 145 

ΟΗ ΢ΤΝΣΔΛΔ΢ΣΔ΢ ΔΝΣΑ΢Ζ΢ ΣΩΝ ΣΑ΢ΔΩΝ KI, KII ΚΑΗ KIII ΓΗΑ ΓΡΑΜΜΗΚΖ 

ΔΞΑΡΜΩ΢Ζ ΚΑΗ ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΓΤΝΑΜΖ ..................................................................145 

 ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ VI 147 

ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΔ΢ ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ .....................................................................................147 

VI.1 Γεδνκέλα πιηθψλ ................................................................................................ 147 

VI.2 Σν κεηξψν H  ..................................................................................................... 149 

VI.3 Οη ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ κεηξψνπ 1HH  ................................... 150 

VI.4 Σν κεηξψν έληαζεο ησλ ηάζεσλ ........................................................................ 151 

 ΒΙΟΓΡΑΦΙΚΟ ΢ΗΜΔΙΩΜΑ 153 

 

 



Πίνακας Περιετομένφν 

VI 



Περίληυη 

i 

Πεπίλητη 

Ζ παξνχζα δηαηξηβή αζρνιείηαη κε ηελ κειέηε ηεο αιιειεπίδξαζεο ηδηνκνξθηψλ κε 

ξεγκαησκέλεο ή κε δηεπηθάλεηεο δηπιηθψλ, γηα νπνηνδήπνηε ζπλδπαζκφ ειαζηηθήο 

αληζνηξνπίαο ησλ κεξψλ πνπ ηα ζπληζηνχλ. Ζ κειέηε γίλεηαη ζηα πιαίζηα ηεο γξακκηθήο 

ειαζηηθφηεηαο ηνπ αληζφηξνπνπ θαη ηζφηξνπνπ πιηθνχ, ρξεζηκνπνηψληαο ην 

πξνζνκνίσκα ησλ δχν ζπλδεδεκέλσλ ειαζηηθψλ εκηρψξσλ κε κηα επίπεδε δηεπηθάλεηα. 

Οη ηδηνκνξθίεο πνπ κειεηψληαη είλαη ε γξακκηθή εμάξκσζε, ε γξακκηθή δχλακε θαη κηα 

νκνηφκνξθε ηάζε, πνπ εθαξκφδεηαη ζηα απνκαθξπζκέλα ζχλνξα ησλ ειαζηηθψλ 

εκηρψξσλ. Ζ αλάιπζε ησλ ζρεηηθψλ ειαζηηθψλ πξνβιεκάησλ γίλεηαη κε επέθηαζε ηεο 

κεζφδνπ ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ, πνπ έρεη αλαπηπρζεί γηα ηζφηξνπα θαη αληζφηξνπα 

δηπιηθά, ζε δηπιηθά γηα νπνηνδήπνηε ζπλδπαζκφ ειαζηηθήο αληζνηξνπίαο ησλ επηκέξνπο 

πιηθψλ ηνπο. Ζ επέθηαζε ηεο κεζφδνπ επηηπγράλεηαη κε ηελ αλάπηπμε κηαο λέαο 

αληηπξνζψπεπζεο ηεο γεληθήο ιχζεο ηνπ δηδηάζηαηνπ ειαζηηθνχ πξνβιήκαηνο ηεο 

ηζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο. Ζ γεληθή απηή ιχζε, πξνθεηκέλνπ λα δεκηνπξγεζεί 

θνξκαιηζηηθή αληηζηνηρία κε ηελ αληίζηνηρε γεληθή ιχζε ηνπ αληζφηξνπνπ πξνβιήκαηνο, 

δηαηππψλεηαη ζε κεηξσηθή κνξθή ζε φξνπο κηαο κεηξσηθήο ζπλάξηεζεο ζηήιεο, πνπ ηα 

ζηνηρεία ηεο είλαη ηξείο νιφκνξθεο κηγαδηθέο ζπλαξηήζεηο. Ζ γεληθή ιχζε πνπ 

απνθηήζεθε νδεγεί ζε εθείλε ηεο ζπλεπίπεδεο ειαζηηθφηεηαο ησλ Kolosov-

Muskhelishvili, θαζψο θαη ζηελ ιχζε ηεο αληηεπίπεδεο ειαζηηθφηεηαο, πνπ έρεη 

αλαπηπρζεί ζηα πιαίζηα ηεο κηγαδηθήο ζεσξίαο. 

Με βάζε ηελ δηαηχπσζε ηνπ Eshelby θαη ησλ ζπλεξγαηψλ ηνπ γηα ηελ αληζφηξνπε 

ειαζηηθφηεηα, θαη ηελ δηαηχπσζε πνπ αλαπηχρζεθε παξαπάλσ γηα ηελ ηζφηξνπε 

ειαζηηθφηεηα, αλαπηχζζνληαη γεληθέο αληηπξνζσπεχζεηο ηεο ιχζεο ηνπ δηδηάζηαηνπ 

ειαζηηθνχ πξνβιήκαηνο, γηα νπνηνδήπνηε ζπλδπαζκφ ειαζηηθήο ζπκκεηξίαο ησλ 

ζπλδεδεκέλσλ ειαζηηθψλ κέζσλ ηνπ δηθαζηθνχ ζπζηήκαηνο. Οη αληηπξνζσπεχζεηο απηέο 

ηεο ιχζεο εθθξάδνληαη ζε φξνπο δχν κεηξσηθψλ ζπλαξηήζεσλ ζηήιεο, ησλ νπνίσλ ηα 

ζηνηρεία είλαη ηξείο νιφκνξθεο κηγαδηθέο ζπλαξηήζεηο. Οη κεηξσηθέο απηέο ζπλαξηήζεηο 

απνηεινχλ ηα δηθαζηθά δπλακηθά ηνπ δηθαζηθνχ ζπζηήκαηνο. Γηα φινπο ηνπο 

ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο ηνπ ζπζηήκαηνο, δειαδή γηα αληζφηξνπν/αληζφηξνπν, 

ηζφηξνπν/ηζφηξνπν θαη αληζφηξνπν/ηζφηξνπν ζχζηεκα, δείρλεηαη φηη νη γεληθέο 

αληηπξνζσπεχζεηο ηεο ιχζεο αλάγνληαη ζε κηα εληαία κνξθή, πνπ εκπιέθεη ηα δηθαζηθά 

δπλακηθά ηνπ ζπζηήκαηνο θαη δχν δηθαζηθά κεηξψα ζπληειεζηψλ. 
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Ζ ελνπνηεκέλε κέζνδνο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ, πνπ αλαπηχρζεθε, εθαξκφζζεθε 

επηηπρψο γηα ηελ επίιπζε κηαο ζεηξάο ειαζηηθψλ πξνβιεκάησλ ηνπ δηθαζηθνχ 

ζπζηήκαηνο γηα ηηο ηδηνκνξθίεο πνπ πξναλαθέξζεθαλ. ΢πγθεθξηκέλα, απφ ηελ επίιπζε 

ησλ ζρεηηθψλ πξνβιεκάησλ, απνθηήζεθαλ ηα πιήξε ειαζηηθά πεδία ζην ζχζηεκα, γηα 

κηα γξακκηθή εμάξκσζε θαη κηα γξακκηθή δχλακε, πνπ εθαξκφδνληαη θνληά ζηελ 

δηεπηθάλεηά ηνπ. Δπίζεο, ε αλαπηπρζείζα κέζνδνο εθαξκφδεηαη ζηελ επίιπζε ησλ 

ζρεηηθψλ ειαζηηθψλ πξνβιεκάησλ ηνπ δηθαζηθνχ ζπζηήκαηνο γηα νκνηφκνξθεο ηάζεηο, 

πνπ εθαξκφδνληαη ζηα απνκαθξπζκέλα ζχλνξα ησλ ζπλδεδεκέλσλ κέζσλ. Απφ ηελ 

επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ απηψλ πξνζδηνξίζζεθαλ ηα ειαζηηθά πεδία ζην ζχζηεκα, 

θαζψο θαη νη ζπλζήθεο πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ νη εθαξκνδφκελεο νκνηφκνξθεο 

ηάζεηο, πξνθεηκέλνπ λα ππάξρεη ζπκβηβαζηφηεηα ζηηο δηεπηθαλεηαθέο κεηαηνπίζεηο θαη 

ηζνξξνπία ηνπ ζπλνιηθνχ ζπζηήκαηνο. 

΢ηε ζπλέρεηα, ηα πξνεγνχκελα απνηειέζκαηα ηεο δηαηξηβήο ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηελ 

ειαζηηθή αλάιπζε ηνπ δηθαζηθνχ ζπζηήκαηνο, φηαλ ππάξρεη κηα ξσγκή ζηελ δηεπηθάλεηά 

ηνπ θαη ην ζχζηεκα θαηαπνλείηαη απφ ηηο ηδηνκνξθίεο πνπ πξναλαθέξζεθαλ. Ζ ιχζε ησλ 

ζρεηηθψλ ειαζηηθψλ πξνβιεκάησλ απνθηηέηαη ζε φξνπο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο, ελψ ιεπηνκεξή απνηειέζκαηα παξέρνληαη γηα ηελ γξακκηθή εμάξκσζε, ηελ 

γξακκηθή δχλακε θαη ηελ νκνηφκνξθε θφξηηζε ζην άπεηξν. Έηζη, απνθηήζεθαλ νη 

γεληθέο ιχζεηο γηα ηε γξακκηθή εμάξκσζε θαη ηε γξακκηθή δχλακε ζηελ πεξίπησζε ηνπ 

ηζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ. Γείρζεθε φηη ν νξηζκφο ησλ ειαζηηθψλ ηνπηθψλ πεδίσλ 

ζηελ άθξε ηεο ξσγκήο κπνξεί λα γίλεη κνλνζήκαληα θαη κε εληαίν ηξφπν γηα φινπο ηνπο 

ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο ηνπ ζπζηήκαηνο. Δπίζεο, φηη ν δηεπηθαλεηαθφο ειθπζηήο, ην 

άλνηγκα ηεο ξσγκήο θνληά ζην άθξν ηεο θαη ν ιφγνο ηνπ ξπζκνχ απειεπζέξσζεο 

ελέξγεηαο έρνπλ θνηλή δνκή γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο ηνπ ζπζηήκαηνο 

θαη κπνξνχλ λα εθθξαζζνχλ κε κνλαδηθφ ηξφπν γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο 

αληζνηξνπίαο κε θαηάιιειν νξηζκφ ησλ ζπληειεζηψλ έληαζεο ησλ ηάζεσλ. Γείρζεθε φηη 

ην άλνηγκα ηεο ξσγκήο ζπλδέεηαη γξακκηθά κε ηνλ δηεπηθαλεηαθφ ειθπζηή ησλ ηάζεσλ. 

Ζ γξακκηθή ζρέζε απνθαιχπηεη φηη γηα έλαλ νπνηνλδήπνηε ζπλδπαζκφ αληζνηξνπίαο ησλ 

δχν θάζεσλ, ππάξρνπλ ηξεηο θάζεηεο κεηαμχ ηνπο δηεπζχλζεηο, φπνπ νη ζπληζηψζεο ηνπ 

ειθπζηή πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο δηεπζχλζεηο απηέο είλαη αλάινγεο ησλ ζπληζησζψλ ηνπ 

αλνίγκαηνο ηεο ξσγκήο ζηηο δηεπζχλζεηο απηέο. 
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Abstract 

The main object of the present work is the study of the interaction of singularities with 

cracked and un-cracked interfaces of a composite body consisting of two dissimilar 

materials perfectly bonded along the interface, for any combination of elastic anisotropy 

of their parts. The study is a part of the linear elasticity of the isotropic and anisotropic 

material, using the model of two elastic half spaces associated with a linear interface. The 

singularities studied are the linear dislocation, the linear force and a uniform force applied 

to the remote border of the half-spaces. The analysis of the problems uses the extension of 

the two-phase potential method, developed for isotropic and anisotropic bi-materials, in 

any combination of elastic anisotropy of the individual materials. The extension of the 

method is achieved by developing a new representation of the two-dimensional elastic 

solution of isotropic elasticity. The general solution, in order to create formalistic line 

with the corresponding general solution of anisotropic problem, is formulated in matrix 

form in terms of a matrix column-function, whose elements are three holomorphic 

complex functions. The general solution obtained is that of in-plane elasticity developed 

by Kolosov-Muskhelishvili, and the solution of anti-plane elasticity, that has been 

developed using the complex theory. 

Based on the formulation of Eshelby et al. for the anisotropic elasticity, and the 

formulation developed above for the isotropic elasticity, there has been developed 

representations of the general solution of the two-dimensional elastic problem, for any 

combination of elastic symmetry of the associated elastic materials of the bimaterial 

system. The representations of the solution are expressed in terms of two matrix column-

functions, whose elements are three holomorphic complex functions. These matrix 

functions are the two-phase potentials of the two-phase system. For all combinations of 

anisotropy of the system, anisotropic / anisotropic, isotropic / isotropic and anisotropic / 

isotropic bimaterial, it is shown that the general representations of the solution are 

reduced to a single form, which involves the two-phase potentials of the system and the 

two two-phase matrices of the coefficients. 

The integrated method of two-phase potentials, developed, applied successfully to solve a 

series of elastic problems of the two-phase system for the singularities mentioned above. 

Specifically, using the resolution of relative problems, there is obtained the full elastic 
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fields in the system, for a linear dislocation and a linear force applied near the interface. 

Also, the developed method is applied to solving the elastic problems of the two-phase 

system for a uniform stresses, applied to a remote border of the connected materials. By 

solving these problems there are determined the elastic fields in the system, and the 

conditions that must be met by uniform stresses applied to a remote border in order to 

ensure equilibrium in the direction of the x2-axis and strain compatibility along the 

interface. 

Then, the previous results of the dissertation, used for the analysis of the bimaterial, when 

a crack is present on the interface and the loading of the system is the singularities 

mentioned above. The solution of the elastic problem is obtained in terms of the two-

phase potentials of the system, while detailed results are provided for the linear 

dislocation, linear force and uniform loading at infinity. Thus, there are obtained the 

general solutions for the case of linear dislocation and linear force in the case of isotropic 

/ anisotropic bimaterial. It was shown that the definition of local elastic fields at the edge 

of the crack can be uniquely identified for all combinations of anisotropy of the system. 

Also, that the interfacial traction vector, the crack opening near the edge and the ratio of 

the energy release rate have a common structure for all the combinations of anisotropy of 

the system and can be expressed uniquely for all combinations of anisotropy with 

appropriate definition of the stress intensity factors. It was shown that the crack opening 

is linearly related to the interfacial traction vector. This linear relationship reveals that for 

any combination of anisotropy of the two phases, there are three orthogonal directions, 

where the components of traction corresponding to these directions are analogous to the 

components of the crack opening at these directions. 

 



Κεθάλαιο 1 

1 

Κεθάλαιο 1 

ΔΙ΢ΑΓΩΓΗ 

1.1 Η ΔΠΙ΢ΣΗΜΟΝΙΚΗ ΠΔΡΙΟΥΗ ΣΗ΢ ΔΡΔΤΝΑ΢ 

Ζ αλάπηπμε ησλ πξνεγκέλσλ ζχλζεησλ πιηθψλ θαη ε επξεία ρξήζε ηνπο ζε δηάθνξεο 

ηερλνινγηθέο εθαξκνγέο, ηηο ηειεπηαίεο δεθαεηίεο, έζεζε λέα ζέκαηα πξνο έξεπλα ζηελ 

πεξηνρή ηεο κεραληθήο ησλ πιηθψλ, πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ βειηίσζε ησλ ηδηνηήησλ ηνπο 

θαη ηελ αζθαιή ηνπο ρξήζε ζηελ πξάμε. Ζ ζπλνιηθή κεραληθή ζπκπεξηθνξά ησλ πιηθψλ 

απηψλ εμαξηάηαη, θπξίσο, απφ ηηο κεραληθέο ηδηφηεηεο θαη ηνλ ηξφπν ζχλδεζεο ησλ 

ζπληζηψλησλ κεξψλ ηνπο, θαη απφ ηηο γεσκεηξηθέο θαη πιηθέο αηέιεηεο, πνπ ελππάξρνπλ 

ζηε κάδα ηνπο. Ζ παξνπζία ησλ αηειεηψλ απηψλ ζηε κάδα ηνπ πιηθνχ, πνπ είλαη 

αλαπφθεπθην γεγνλφο, δηαθφπηεη ηε ζπλέρεηα ηεο κάδαο ηνπ, πξνθαιψληαο έηζη ηνπηθέο 

δηαηαξαρέο ζηηο αλαπηπζζφκελεο ηάζεηο, φπσο ζπκβαίλεη, γηα παξάδεηγκα, γχξσ απφ κηα 

θνηιφηεηα ή θνληά ζηελ πεξηνρή κηαο αλνκνηνγέλεηαο ζε έλα ζψκα. Σν κέγεζνο ησλ 

πξνθαινχκελσλ ηνπηθψλ δηαηαξαρψλ ηνπ ηαζηθνχ πεδίνπ επεξεάδεηαη δξαζηηθά απφ ηνλ 

ηξφπν ζχλδεζεο ησλ ζπληζηψλησλ κεξψλ ηνπ ζχλζεηνπ ζψκαηνο, θαη απφ ηνλ ζπλδπαζκφ 

ησλ ειαζηηθψλ ηνπο ηδηνηήησλ. Ζ επηζηεκνληθή γλψζε, πνπ έρεη αλαπηπρζεί ηα ηειεπηαία 

ρξφληα ζηελ πεξηνρή, έρεη δηακνξθψζεη έλαλ μερσξηζηφ θιάδν ηεο εθαξκνζκέλεο 

κεραληθήο, πνπ είλαη γλσζηφο σο κηθξνκεραληθή. Ζ ζξαπζηνκεραληθή θαηέρεη κηα 

ηδηαίηεξε ζέζε ζηνλ θιάδν απηφ. Έλα απφ ηα βαζηθά αληηθείκελα έξεπλαο ζηελ πεξηνρή 

απηή είλαη ε κειέηε ηεο αιιειεπίδξαζεο ησλ παξαπάλσ αηειεηψλ ησλ ζχλζεησλ πιηθψλ 

κε ηηο δηεπηθάλεηεο θαη ηα ζχλνξά ηνπο. Σν κέγεζνο ησλ αηειεηψλ απηψλ θαζφξηζε ηελ 

θιίκαθα ηνπ λένπ απηνχ θιάδνπ ηεο εθαξκνζκέλεο κεραληθήο, πνπ είλαη ηεο ηάμεο ηνπ 
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m(=1κm). Ζ αλάιπζε ηεο κεραληθήο ζπκπεξηθνξάο ησλ ζχλζεησλ πιηθψλ ζηελ 

θιίκαθα απηή γίλεηαη κε απινπνηεκέλα κνληέια, πνπ πξνζνκνηψλνπλ ηνπηθά ηε 

γεσκεηξία θαη ηηο ηδηφηεηεο ηνπ πιηθνχ θαη ησλ αηειεηψλ ηνπ. Γηα έλα δηθαζηθφ πιηθφ, 
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έλα ηέηνην κνληέιν, είλαη απηφ ησλ δχν εκηάπεηξσλ ειαζηηθψλ κέζσλ, πνπ ζπλδένληαη κε 

κηα επίπεδε δηεπηθάλεηα. Σα ειαζηηθά κέζα πξνζνκνηψλνπλ ηηο δχν δηαθνξεηηθέο θάζεηο 

ηνπ δηθαζηθνχ πιηθνχ, θαη ε επίπεδε δηεπηθάλεηα, ηε γεσκεηξία θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά 

ηεο ζχλδεζήο ηνπο. ΢ηα κνληέια απηά ε παξνπζία κηαο γεσκεηξηθήο ή πιηθήο αηέιεηαο 

πξνζνκνηψλεηαη είηε σο ζεκεηαθή δξάζε, είηε σο αλνκνηνγέλεηα απινπνηεκέλνπ 

ζρήκαηνο. Σν κνληέιν απηφ έρεη ρξεζηκνπνηεζεί απφ πνιινχο εξεπλεηέο γηα ηε 

δηεξεχλεζε ηεο αιιειεπίδξαζεο εμαξκψζεσλ κε ξεγκαησκέλεο θαη κε ξεγκαησκέλεο 

δηεπηθάλεηεο ζε ζχλζεηα θξπζηαιιηθά πιηθά, γηα ηελ αλάιπζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ζε 

ζξαχζε δηθαζηθψλ πιηθψλ κε ξεγκαησκέλεο δηεπηθάλεηεο θαη γηα ηνλ ζεσξεηηθφ 

πξνζδηνξηζκφ ησλ ηζνδχλακσλ κεραληθψλ ηδηνηήησλ ησλ ζχλζεησλ πιηθψλ (Dundurs and 

Sendecky, 1965; England, 1965, 1966; Erdogan, 1963; Gangadharan and Dundurs, 1973; 

Gotoh, 1967; Stroh, 1958). Όπσο πξναλαθέξζεθε, ην ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ πνπ έρεη 

εθδεισζεί ζηελ αλάιπζε ηεο αιιειεπίδξαζεο ησλ γεσκεηξηθψλ θαη πιηθψλ αηειεηψλ κε 

δηεπηθάλεηεο θαη ξσγκέο, νθείιεηαη, θπξίσο, ζηε ζεκαληηθή επίδξαζε πνπ εμαζθνχλ νη 

αηέιεηεο απηέο ζηε ζπλνιηθή κεραληθή ζπκπεξηθνξά θαη αληνρή ησλ ζχλζεησλ πιηθψλ. 

Γηα παξάδεηγκα, ε πιαζηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ θξπζηαιιηθψλ πιηθψλ κπνξεί λα 

εξκελεπζεί σο κηα ζπλερή δηαλνκή εμαξκψζεσλ ζηελ πιαζηηθνπνηεκέλε πεξηνρή. Ζ 

ζεσξία ησλ Bilby, Cottrell θαη Swinden (Bilby et al., 1963) εηζήγαγε ηελ έλλνηα ηεο 

ζπλερνχο δηαλνκήο εμαξκψζεσλ γηα λα εθηηκεζεί ην εχξνο ηεο πιαζηηθήο δψλεο κπξνζηά 

απφ κηα ζπλεπίπεδε δηαηκεηηθή ξσγκή (ηχπνπ ΗΗ). Ζ παξνπζία κεκνλσκέλσλ 

εμαξκψζεσλ κπξνζηά απφ ηελ άθξε κηαο ξσγκήο κπνξεί λα δξα επλντθά έλαληη ηεο 

δηάδνζήο ηεο κε ηε δεκηνπξγία ζιηπηηθψλ ηάζεσλ κπξνζηά απφ ην κέησπν ηεο ξσγκήο 

(Majumdar and Burns, 1981). Δπίζεο, ε αχμεζε ηεο δηζζξαπζηφηεηαο ησλ θεξακηθψλ 

πιηθψλ, φηαλ απηά εκπινπηίδνληαη κε κηθξνζσκαηίδηα Εηξθφληαο, νθείιεηαη ζηελ αχμεζε 

ηνπ φγθνπ ησλ ζσκαηηδίσλ κέζα ζηνλ φγθν ηνπ θεξακηθνχ. Ζ αχμεζε απηή, πνπ 

νθείιεηαη ζε ρεκηθέο αληηδξάζεηο, δεκηνπξγεί έλα ζιηπηηθφ πεδίν γχξσ απφ ηα 

κηθξνζσκαηίδηα ηεο Εηξθφληαο ( 2ZrO ), πνπ ζσξαθίδεη ηηο πξνυπάξρνπζεο ξσγκέο ζηε 

κάδα ηνπ θεξακηθνχ. ΢ηηο ειαζηηθέο αλαιχζεηο γηα ηε κειέηε ηνπ θαηλνκέλνπ, νη 

δηαζηάζεηο ησλ κηθξνζσκαηηδίσλ ηεο Εηξθφληα, ζε ζρέζε κε απηέο ηνπ πιηθνχ, 

επηηξέπνπλ ηελ πξνζνκνίσζε ηνπ φγθνπ ηεο Εηξθφληαο σο ζεκεηαθήο δξάζεο (Budiansky 

et al., 1983; Hutchinson, 1974). Έηζη, νη ιχζεηο ησλ ειαζηηθψλ πξνβιεκάησλ ζεκεηαθψλ 

δξάζεσλ δίπια ζε δηεπηθάλεηα έρεη απνθηήζεη ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ ζηε κειέηε ησλ 

ζχλζεησλ πιηθψλ.  
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΢ηε βηβιηνγξαθία, νη ζεκεηαθέο δξάζεηο δειψλνληαη σο ηδηνκνξθίεο, θαη ηα ζρεηηθά 

ειαζηηθά πεδία σο ζπλαξηήζεηο Green ησλ ηδηνκνξθηψλ. Οη ζπλαξηήζεηο Green κπνξνχλ 

λα ρξεζηκνπνηεζνχλ, ζε ζπλδπαζκφ κε αξηζκεηηθέο κεζφδνπο, ζηελ αλάιπζε άιισλ 

ειαζηηθψλ πξνβιεκάησλ κε ζχλζεηε γεσκεηξία θαη θφξηηζε (Bilby and Eshelby, 1968; 

Rice, 1968; Hayashi and Nemat-Nasser, 1981a,b).  

Όπσο ζηα νκνγελή πιηθά, ε αλάιπζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ζε ζξαχζε ησλ ζχλζεησλ πιηθψλ 

ζηεξίρζεθε ζηε κειέηε ηεο ξσγκήο Griffith, πνπ βξίζθεηαη ζηε δηεπηθάλεηα ηνπ 

κηθξνκεραληθνχ κνληέινπ ησλ ζπλδεδεκέλσλ εκηάπεηξσλ ειαζηηθψλ κέζσλ. Σα ηνπηθά 

αζπκπησηηθά ειαζηηθά πεδία ζηα άθξα ηεο ξσγκήο απηήο, πνπ πξνέθπςαλ απφ ηε ιχζε 

ηνπ ζρεηηθνχ ειαζηηθνχ πξνβιήκαηνο, ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηνλ νξηζκφ ησλ ειαζηηθψλ 

παξακέηξσλ ζξαχζεο ησλ ζχλζεησλ πιηθψλ επεθηείλνληαο ηηο ζρεηηθέο έλλνηεο πνπ είραλ 

ήδε αλαπηπρζεί ζηα νκνγελή πιηθά (Erdogan, 1963; Sih and Rice, 1964; England, 1965; 

Shih and Assaro, 1988). Ζ επέθηαζε ηνπ νξηζκνχ ησλ ειαζηηθψλ παξακέηξσλ ζξαχζεο 

ησλ νκνγελψλ πιηθψλ ζηα ζχλζεηα πιηθά δελ ήηαλ κηα εχθνιε ππφζεζε. Ζ παξνπζία 

κηαο επηπξφζζεηεο ινγαξηζκηθήο ηδηνκνξθίαο ζην ηαζηθφ πεδίν ζηηο άθξεο ηεο ξσγκήο, 

πνπ αλαθαιχθζεθε απφ ηνλ Williams (1959), έρεη πξνθαιέζεη ζχγρπζε ζηελ πεξηνρή, 

αλαθνξηθά κε ηνλ θαηάιιειν νξηζκφ ησλ ζπληειεζηψλ έληαζεο ησλ ηάζεσλ, θαη 

εξσηεκαηηθά ζρεηηθά κε ηε ξεαιηζηηθφηεηα ηεο ειαζηηθήο ιχζεο ηεο δηεπηθαλεηαθήο 

ξσγκήο (Comninou, 1977a,b; Comninou and Schmueser, 1979; Comninou and Dundurs, 

1980). Σν δήηεκα ηνπ θαηάιιεινπ νξηζκνχ ηνπ ζπληειεζηή έληαζεο ησλ ηάζεσλ, θνληά 

ζην άθξν ηεο δηεπηθαλεηαθήο ξσγκήο, πεξηπιέθεηαη αθφκε πεξηζζφηεξν ζηελ πεξίπησζε 

ησλ αληζφηξνπσλ δηπιηθψλ (Wu, 1990; Suo, 1990; Hwu, 1991; Wang et al., 1992). 

΢εκεηψλεηαη φηη, απφ ηνπο ίδηνπο εξεπλεηέο έρνπλ δνζεί, θαηά θαηξνχο, δηαθνξεηηθνί 

νξηζκνί γηα ηνπο ζπληειεζηέο έληαζεο ησλ ηάζεσλ ηεο δηεπηθαλεηαθήο ξσγκήο, θαζψο 

θαη γηα ηηο άιιεο παξακέηξνπο ζξαχζεο πνπ ζπλδένληαη κε ηνπο ζπληειεζηέο απηνχο. Θα 

πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη, νη δηαθνξεηηθνί απηνί νξηζκνί νδεγνχλ ζηελ ίδηα ηηκή ηνπ 

ξπζκνχ απειεπζέξσζεο ελέξγεηαο (Rice, 1988; Shih and Assaro, 1988). 

Απφ ηε ζρεηηθή βηβιηνγξαθία γίλεηαη θαλεξφ φηη, ε έξεπλα πάλσ ζηα δηπιηθά έρεη 

πεξηνξηζζεί ζηηο πεξηπηψζεηο, πνπ νη δχν θάζεηο ηνπ δηπιηθνχ είλαη είηε ηζφηξνπεο ή 

αληζφηξνπεο. Δμαίξεζε απνηειεί ην έξγν ηνπ Clements (1971), ζην νπνίν κειεηήζεθε ην 

πξφβιεκα ηεο δηεπηθαλεηαθήο ξσγκήο ζε ηζφηξνπν/αληζφηξνπν δηπιηθφ γηα εζσηεξηθή 

θφξηηζε ησλ ζπλφξσλ ηεο ξσγκήο. Οη ειαζηηθέο αλαιχζεηο ηέηνησλ πξνβιεκάησλ 

ζπλαληνχλ δπζθνιία, ιφγσ έιιεηςεο κηαο εληαίαο βάζεο ζηηο ζεσξίεο πνπ πεξηγξάθνπλ 
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ηελ αληζφηξνπε θαη ηζφηξνπε ειαζηηθφηεηα. Δίλαη γλσζηφ φηη ε γεληθή ιχζε ηεο 

δηδηάζηαηεο αληζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο, πνπ αλαπηχρηεθε μερσξηζηά απφ ηνπο 

Lekhnitskii (1963) θαη Eshelby et al. (1953), εθθπιίδεηαη ζηελ πεξίπησζε πνπ νη 

ειαζηηθέο ζηαζεξέο ηνπ αληζφηξνπνπ πιηθνχ εμεηδηθεπζνχλ ζε απηέο ηνπ ηζφηξνπνπ. 

Απηφ ζεκαίλεη, φηη ε δηδηάζηαηε ζεσξία ηεο αληζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο αζηνρεί λα 

δψζεη ιχζε ζηελ εηδηθή πεξίπησζε ηεο ηζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο. ΢ηα ηζφηξνπα ειαζηηθά 

πιηθά, ε δηδηάζηαηε παξακφξθσζε κπνξεί λα δηαρσξηζηεί ζε δχν αζχδεπθηεο ειαζηηθέο 

παξακνξθψζεηο, πνπ είλαη γλσζηέο σο ζπλεπίπεδε θαη αληηεπίπεδε παξακφξθσζε. Ζ 

αληηεπίπεδε ειαζηηθή παξακφξθσζε πεξηγξάθεηαη απφ ηελ αξκνληθή εμίζσζε θαη νη 

ζρεηηθέο ειαζηηθέο αλαιχζεηο ρξεζηκνπνηνχλ ηα γλσζηά απνηειέζκαηα ησλ αξκνληθψλ 

πεδίσλ, πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί ζε άιιεο επηζηεκνληθέο πεξηνρέο. Ζ ζπλεπίπεδε 

παξακφξθσζε ηνπ ηζφηξνπνπ πιηθνχ δηέπεηαη απφ κηα δηαξκνληθή εμίζσζε, ηεο νπνίαο ε 

γεληθή ιχζε έρεη εθθξαζζεί ζε φξνπο δχν νιφκνξθσλ κηγαδηθψλ ζπλαξηήζεσλ, απφ ηνπο 

Kolosov (1908) θαη Muskhelishvili (1957). Ζ πεξίθεκε απηή ζεσξία έρεη δψζεη ιχζεηο ζε 

πνιιά θαη δχζθνια πξνβιήκαηα ηεο ηζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο, ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ 

θαη εθείλσλ ησλ ζχλζεησλ πιηθψλ θαη ξσγκψλ. Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη, ε ζρέζε ηεο 

γεληθήο ιχζεο ησλ Kolosov-Muskhelishvili γηα ηελ ηζφηξνπε ειαζηηθφηεηα, θαη εθείλε 

ηνπ Eshelby θαη ησλ ζπλεξγαηψλ ηνπ γηα ηελ αληζφηξνπε ειαζηηθφηεηα, δελ έρεη 

δηεξεπλεζεί ζηε βηβιηνγξαθία κέρξη ζήκεξα. Ζ ρξήζε ησλ δχν παξαπάλσ ζεσξηψλ, ζε 

ειαζηηθά πξνβιήκαηα ζχλζεησλ πιηθψλ, θαζίζηαηαη ηδηαίηεξα δχζθνιε θαη πεξίπινθε. 

Απηφ ζπκβαίλεη, ιφγσ ησλ πνιιψλ ειαζηηθψλ παξακέηξσλ πνπ εκπιέθνληαη ζηελ 

αλάιπζε θαη θαζηζηνχλ ηελ επίιπζε ησλ ζρεηηθψλ πξνβιεκάησλ ηδηαίηεξα δπζρεξή θαη 

θνπηψδε. Παξά ηηο δπζθνιίεο απηέο, νη δχν ζεσξίεο έρνπλ εθαξκνζηεί, επηηπρψο, ζηελ 

επίιπζε αξθεηψλ δηδηάζηαησλ δηθαζηθψλ πξνβιεκάησλ ηεο ηζφηξνπεο θαη αληζφηξνπεο 

ειαζηηθφηεηαο. Ζ παξαπάλσ δπζθνιία εθαξκνγήο ησλ δχν κεζφδσλ ζε πξνβιήκαηα 

ζχλζεησλ πιηθψλ ηεο ηζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο μεπεξάζζεθε ζεκαληηθά κε ηελ εηζαγσγή 

ησλ δηθαζηθψλ ειαζηηθψλ παξακέηξσλ ηνπ Dundurs (Dundurs, 1969). Ο Dundurs έδεημε 

φηη ηα δηδηάζηαηα ηαζηθά πεδία ζε έλα δηθαζηθφ πιηθφ εμαξηψληαη απφ δχν αδηάζηαηεο 

δηθαζηθέο ειαζηηθέο παξακέηξνπο, αληί ησλ ηεζζάξσλ ειαζηηθψλ παξακέηξσλ ησλ δχν 

επηκέξνπο πιηθψλ. Έλα ζρεηηθφ απνηέιεζκα πξνέθπςε αξγφηεξα αλαθνξηθά κε ηνλ 

ειάρηζην αξηζκφ ησλ ζπλαξηήζεσλ, πνπ κπνξνχλ λα πεξηγξάςνπλ ηα δηδηάζηαηα 

ειαζηηθά πεδία ζε έλα δηθαζηθφ ηζφηξνπν πιηθφ (Kattis, 1994; Kattis and Meguid; 1995). 

Γείρζεθε φηη, ζε έλα δηθαζηθφ ηζφηξνπν πιηθφ, δχν κφλν νιφκνξθεο ζπλαξηήζεηο 

κπνξνχλ λα πεξηγξάςνπλ πιήξσο ηα δηδηάζηαηα ειαζηηθά πεδία ηνπ δηπιηθνχ, φπσο 
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αθξηβψο ζπκβαίλεη ζηελ νκνγελή πεξίπησζε. Οη ζπλαξηήζεηο απηέο νλνκάζηεθαλ 

δηθαζηθά δπλακηθά ηνπ δηθαζηθνχ πιηθνχ θαη ε ζρεηηθή κέζνδνο πνπ αλαπηχρζεθε 

κέζνδνο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ. Οη γεληθέο ζρέζεηο ηεο κεζφδνπ απηήο παξέρνπλ ηα 

ειαζηηθά πεδία ηνπ δηπιηθνχ, ζε φξνπο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ ηνπ δηθαζηθνχ 

ζπζηήκαηνο θαη έρνπλ ελζσκαηψζεη ηηο δχν δηθαζηθέο ειαζηηθέο παξακέηξνπο ηνπ 

Dundurs. Αξγφηεξα, ηα απνηειέζκαηα απηά επεθηάζεθαλ ζε δηθαζηθά πιηθά ηεο 

δηδηάζηαηεο αληζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο κε βάζε ηελ ζεσξία ηνπ Eshelby θαη ησλ 

ζπλεξγαηψλ ηνπ (Kattis, 1999; Kattis and Providas, 1997).  

Ζ επέθηαζε ηεο κεζφδνπ ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ ζε δηπιηθά κε ηζφηξνπε θαη 

αληζφηξνπε θάζε ζα απνηεινχζε έλα απνηειεζκαηηθφ εξγαιείν γηα ηελ αλάιπζε ησλ 

ζρεηηθψλ ειαζηηθψλ πξνβιεκάησλ. Όκσο, ε επέθηαζε απηή ζπλαληά δπζθνιία, ιφγσ ηεο 

έιιεηςεο θνηλήο βάζεο ησλ δχν εκπιεθφκελσλ γεληθψλ ιχζεσλ πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί 

ζηα πιαίζηα ησλ δχν ζεσξηψλ πνπ πξναλαθέξζεθαλ. Ζ γεληθή ιχζε ηνπ Eshelby θαη ησλ 

ζπλεξγαηψλ ηνπ έρεη αλαπηπρζεί κε βάζε ηνλ γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ησλ γξακκηθψλ 

αλεμάξηεησλ ιχζεσλ ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο πνπ πεξηγξάθεη ηελ ειαζηηθή 

παξακφξθσζε ηνπ δηπιηθνχ, ελψ ε ζεσξία ησλ Kolosov-Muskhelishvili κε βάζε ηηο 

ηδηφηεηεο ησλ νιφκνξθσλ κηγαδηθψλ ζπλαξηήζεσλ. Γηα λα δηακνξθσζεί κηα θνηλή βάζε 

ησλ γεληθψλ ιχζεσλ γηα ηελ αληζφηξνπε θαη ηζφηξνπε πεξίπησζε, ζα πξέπεη λα 

αλαπηπρζεί κηα λέα γεληθή ιχζε γηα ηε δηδηάζηαηε ηζφηξνπε ειαζηηθφηεηα, πνπ ζα 

ζηεξίδεηαη ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ αλεμάξηεησλ κεξηθψλ ιχζεσλ ηεο γεληθήο δηαθνξηθήο 

εμίζσζεο ηνπ αληζφηξνπνπ πιηθνχ, ζηελ πεξίπησζε πνπ νη γεληθέο ειαζηηθέο ζηαζεξέο 

εμεηδηθεχνληαη ζε απηέο ηνπ ηζφηξνπνπ. 

1.2 ΣΟ ΑΝΣΙΚΔΙΜΔΝΟ ΣΗ΢ ΔΡΔΤΝΑ΢ 

΢ηφρνο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο είλαη ε αλάπηπμε κηαο ελνπνηεκέλεο κεζφδνπ δηθαζηθψλ 

δπλακηθψλ γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ δηπιηθψλ, γηα νπνηνλδήπνηε ζπλδπαζκφ 

αληζνηξνπίαο ησλ επηκέξνπο ζπζηαηηθψλ ηνπο. Γηα ηελ επίηεπμε απηνχ ηνπ ζηφρνπ 

απαηηείηαη ε ηνπνζέηεζε ζε εληαία βάζε ησλ γεληθψλ ιχζεσλ, πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί γηα 

ηε δηδηάζηαηε ηζφηξνπε θαη αληζφηξνπε ειαζηηθφηεηα. Με βάζε ηελ ελνπνηεκέλε κέζνδν 

πνπ ζα αλαπηπρζεί, ζα κειεηεζνχλ νη αιιειεπηδξάζεηο ηδηνκνξθηψλ κε δηεπηθάλεηεο θαη 

δηεπηθαλεηαθέο ξσγκέο ζε δηθαζηθά πιηθά, γηα νπνηνδήπνηε ζπλδπαζκφ ειαζηηθήο 

αληζνηξνπίαο ησλ κεξψλ πνπ ηα ζπληζηνχλ. Ζ κειέηε ζα γίλεη ζηα πιαίζηα ηεο γξακκηθήο 
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ειαζηηθφηεηαο πξνζνκνηψλνληαο ην δηπιηθφ κε έλα δηθαζηθφ ειαζηηθφ ζχζηεκα, πνπ ζα 

απνηειείηαη απφ δπν εκηάπεηξα ειαζηηθά κέζα ζπλδεδεκέλα κεηαμχ ηνπο ζε κηα επίπεδε 

επηθάλεηα. Οη ηδηνκνξθίεο πνπ ζα εμεηαζηνχλ είλαη ε γξακκηθή εμάξκσζε, ε γξακκηθή 

δχλακε θαη ε νκνηφκνξθε ηάζε. Οη δχν πξψηεο ηδηνκνξθίεο ζα εθαξκφδνληαη παξάιιεια 

θαη θνληά ζηελ δηεπηθάλεηα ηνπ ζπζηήκαηνο, ελψ ε ηξίηε, ζηα απνκαθξπζκέλα ζχλνξα 

ησλ δχν κέζσλ. Ζ κειέηε ζα πεξηιακβάλεη ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ ζρεηηθψλ ειαζηηθψλ 

πεδίσλ, πνπ πξνμελνχληαη ζην δηθαζηθφ ζχζηεκα απφ ηηο ηδηνκνξθίεο, θαη ζηελ 

πεξίπησζε ξεγκαησκέλεο επηθάλεηαο, ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ ειαζηηθψλ παξακέηξσλ, 

πνπ πεξηγξάθνπλ θαη ειέγρνπλ ηελ ζξαχζε ηνπ ζπζηήκαηνο. 

1.3 Η ΓΟΜΗ ΣΗ΢ ΓΙΑΣΡΙΒΗ΢ 

Ζ παξνχζα δηαηξηβή απνηειείηαη απφ επηά θεθάιαηα θαη έμη παξαξηήκαηα. ΢ην πξψην 

θεθάιαην, πνπ απνηειεί ηελ εηζαγσγή, παξνπζηάδεηαη ην αληηθείκελν ηεο έξεπλαο ηεο 

δηδαθηνξηθήο δηαηξηβήο θαη ζπδεηηέηαη ε αλαγθαηφηεηα θαη ε επηθαηξφηεηά ηνπ. Γίλεηαη 

κηα εθηελήο παξνπζίαζε ηεο επηζηεκνληθήο γλψζεο, πνπ έρεη απνθηεζεί ηα ηειεπηαία 

ρξφληα ζηελ πεξηνρή ηνπ αληηθεηκέλνπ, κε αλαθνξέο ζε άξζξα επηζηεκνληθψλ πεξηνδηθψλ 

θαη πξαθηηθψλ ζπλεδξίσλ, θαζψο θαη ζε ηερληθέο εθζέζεηο θαη βηβιία. ΢ην ηέινο ηεο 

εηζαγσγήο πεξηγξάθεηαη ε δνκή ηεο δηαηξηβήο.  

΢ην θεθάιαην 2, παξνπζηάδνληαη νη εμηζψζεηο ηεο δηζδηάζηαηεο αληζφηξνπεο 

ειαζηηθφηεηαο, έηζη φπσο απηέο ρξεζηκνπνηνχληαη ζηα επφκελα θεθάιαηα. ΢πγθεθξηκέλα, 

παξνπζηάδνληαη, ζπλνπηηθά, νη κεηξσηθέο εμηζψζεηο, πνπ αληηπξνζσπεχνπλ ηελ γεληθή 

ιχζε ηνπ δηδηάζηαηνπ πξνβιήκαηνο ηεο αληζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο, έηζη φπσο απηέο 

δηαηππψζεθαλ απφ ηνλ Eshelby θαη ηνπ ζπλεξγάηεο ηνπ. Δπίζεο, ζην θεθάιαην απηφ, 

αλαπηχζζεηαη κηα λέα αληηπξνζψπεπζε ηεο γεληθήο ιχζεο ηνπ δηδηάζηαηνπ πξνβιήκαηνο 

ηεο ηζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο, πνπ είλαη ζπκβαηή κε ηελ αληίζηνηρε γεληθή ιχζε ηεο 

αληζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο πνπ δηαηππψζεθε απφ ηνλ Eshelby θαη ηνπο ζπλεξγάηεο ηνπ. 

΢ην θεθάιαην 3, ε κέζνδνο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ, πνπ έρεη αλαπηπρζεί, μερσξηζηά, 

γηα ηελ δηδηάζηαηε ηζφηξνπε θαη αληζφηξνπε ειαζηηθφηεηα, επεθηείλεηαη ζηελ πεξίπησζε 

δηθαζηθνχ πιηθνχ, κε νπνηνδήπνηε ζπλδπαζκφ αληζνηξνπίαο ησλ κεξψλ πνπ ην 

ζπληζηνχλ. Οη γεληθέο ζρέζεηο ηεο κεζφδνπ αλαπηχζζνληαη ζε ζρέζε κε έλα δηθαζηθφ 

ζχζηεκα δχν ειαζηηθψλ εκηρψξσλ, πνπ πξνζνκνηψλεη ην δηπιηθφ, θαη δηαηππψλνληαη γηα 

φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο ησλ δχν θάζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο, πνπ 



Κεθάλαιο 1 

7 

αληηπξνζσπεχνπλ ην αληζφηξνπν/αληζφηξνπν, ην ηζφηξνπν/ηζφηξνπν θαη 

αληζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ. Γηα ηνπο ηξείο απηνχο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο, νη 

γεληθέο απηέο ζρέζεηο, πνπ παξέρνπλ ηα ειαζηηθά πεδία, εθθξάδνληαη ζε φξνπο δχν 

κεηξσηθψλ ζπλαξηήζεσλ ζηήιεο, ησλ νπνίσλ ηα ζηνηρεία είλαη ηξεηο νιφκνξθεο 

κηγαδηθέο ζπλαξηήζεηο. Οη δχν απηέο κεηξσηθέο ζπλαξηήζεηο απνηεινχλ ηα δηθαζηθά 

δπλακηθά ηνπ ζπζηήκαηνο. 

΢ην θεθάιαην 4, πξνζδηνξίδνληαη ηα πιήξε ειαζηηθά πεδία, πνπ πξνμελνχλ νη 

ηδηνκνξθίεο ζην ζχζηεκα, φηαλ ε δηεπηθάλεηα ηνπ ζπζηήκαηνο δελ είλαη ξεγκαησκέλε. Ζ 

επίιπζε ησλ ζρεηηθψλ ειαζηηθψλ πξνβιεκάησλ γίλεηαη, γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο 

αληζνηξνπίαο ηνπ ζπζηήκαηνο, κε ηελ κέζνδν ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ, πνπ 

αλαπηχρζεθε ζην θεθάιαην 3.  

΢ην θεθάιαην 5, εμάγνληαη ηε πιήξε ειαζηηθά πεδία πνπ πξνμελνχλ νη ηδηνκνξθίεο ζην 

ζχζηεκα, φηαλ ζε απηφ εκθαλίδεηαη κηα δηεπηθαλεηαθή ξσγκή. Σα ειαζηηθά απηά πεδία 

πξνζδηνξίδνληαη κε επαιιειία ησλ αληίζηνηρσλ πεδίσλ, πνπ πεξηγξάθνπλ δχν 

δηαθνξεηηθέο παξακνξθσζηαθέο θαηαζηάζεηο ηνπ δηθαζηθνχ ζπζηήκαηνο. Ζ πξψηε 

θαηάζηαζε αληηζηνηρεί ζην κε ξεγκαησκέλν ζχζηεκα, ηνπ νπνίνπ ε παξακφξθσζε 

πξνέξρεηαη απφ ηελ παξνπζία ησλ ηδηνκνξθηψλ ζην ζχζηεκα. Σα ειαζηηθά πεδία ηεο 

θαηάζηαζεο απηήο έρνπλ εμαρζεί ζην θεθάιαην 4. Ζ δεχηεξε θαηάζηαζε αληηζηνηρεί ζηελ 

παξνπζία ηεο ξσγκήο ζηελ δηεπηθάλεηα ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ε παξακφξθσζε πξνέξρεηαη 

απφ θαηαπφλεζε ησλ ζπλφξσλ ηεο ξσγκήο, κε ηάζεηο ίζεο θαη αληίζεηεο απηψλ πνπ 

αλαπηχζζνληαη ζηελ ζέζε πνπ θαηαιακβάλεη ε ξσγκή ζηελ πξψηε θαηάζηαζε. Γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ησλ ειαζηηθψλ πεδίσλ ηεο δεχηεξεο θαηάζηαζεο, ην ζρεηηθφ ζπλνξηαθφ 

πξφβιεκα αλάγεηαη ζε έλα κε νκνγελέο ζχζηεκα κεηξσηθψλ εμηζψζεσλ ηχπνπ Hilbert, 

κε άγλσζηεο πνζφηεηεο ηα δηθαζηθά δπλακηθά ηνπ ζπζηήκαηνο. Ζ ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

απηνχ γίλεηαη μερσξηζηά γηα ηηο ηδηνκνξθίεο πνπ ζεσξνχληαη θαη νη ιχζεηο απνθηψληαη ζε 

θιεηζηή κνξθή.  

΢ην θεθάιαην 6, εμάγεηαη ε αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ ειαζηηθψλ πεδίσλ ζηελ 

γεηηνληά ηνπ άθξνπ ηεο ξσγκήο, ρξεζηκνπνηψληαο ηα πιήξε ειαζηηθά πεδία ηνπ 

ξεγκαησκέλνπ ζπζηήκαηνο. Γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο ηνπ ζπζηήκαηνο, 

ηα αζπκπησηηθά ειαζηηθά πεδία εμάγνληαη ζε απιέο αιγεβξηθέο εθθξάζεηο, πνπ ηζρχνπλ 

γηα φινπο ηνπο ηχπνπο θφξηηζεο θαη γεσκεηξίαο ηνπ ζπζηήκαηνο. ΢ηα αζπκπησηηθά απηά 

πεδία, ν ηχπνο ηεο ηδηνκνξθίαο θαη ε γεσκεηξία ηνπ ζπζηήκαηνο ππεηζέξρνληαη κε ηνπο 

ζπληειεζηέο έληαζεο ησλ ηάζεσλ, πνπ είλαη ηξείο πξαγκαηηθνί αξηζκνί. Οη ζπληειεζηέο 
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απηνί νξίδνληαη κε ηελ ίδηα ζρέζε γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Δπίζεο, ζην θεθάιαην απηφ εμάγνληαη ν ηνπηθφο δηεπηθαλεηαθφο ειθπζηήο 

ησλ ηάζεσλ θαη ην άλνηγκα ηεο ξσγκήο θνληά ζην άθξν ηεο. Οη δχν απηέο πνζφηεηεο 

ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ εμαγσγή ηνπ ιφγνπ απειεπζέξσζεο ελέξγεηαο, πνπ 

αληηπξνζσπεχεηαη κε ηελ ίδηα ζρέζε γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο. 

΢ην ηειεπηαίν θεθάιαην δηαηππψλνληαη ηα ζπκπεξάζκαηα ηεο δηαηξηβήο θαη γίλνληαη 

πξνηάζεηο γηα παξαπέξα έξεπλα.  
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Κεθάλαιο 2 

Η ΓΙΓΙΑ΢ΣΑΣΗ ΑΝΙ΢ΟΣΡΟΠΗ ΚΑΙ Ι΢ΟΣΡΟΠΗ 

ΔΛΑ΢ΣΙΚΟΣΗΣΑ 

2.1 ΓΔΝΙΚΑ 

΢ην θεθάιαην απηφ παξνπζηάδνληαη ζπλνπηηθά νη βαζηθέο εμηζψζεηο ηεο δηδηάζηαηεο 

ειαζηηθφηεηαο ηνπ αληζφηξνπνπ πιηθνχ, έηζη φπσο απηέο ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ 

αλάπηπμε ησλ επφκελσλ θεθαιαίσλ. Οη εμηζψζεηο ηεο δηδηάζηαηεο αληζφηξνπεο 

ειαζηηθφηεηαο πξνθχπηνπλ απφ ηηο γεληθέο εμηζψζεηο ηεο ηξηζδηάζηαηεο ειαζηηθφηεηαο, 

ππνζέηνληαο φηη ε ειαζηηθή παξακφξθσζε, πνπ παξάγεηαη ζε έλα αληζφηξνπν ειαζηηθφ 

ζψκα, είλαη αλεμάξηεηε απφ ηε κία ζπληεηαγκέλε ελφο ζηαζεξνχ θαξηεζηαλνχ 

ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ σο πξνο ην νπνίν πεξηγξάθεηαη ε έληαζε θαη ε 

παξακφξθσζε ηνπ ζψκαηνο. Με ηελ ππφζεζε απηή, ε δηδηάζηαηε ειαζηηθή 

παξακφξθσζε ελφο γεληθά αληζφηξνπνπ ζψκαηνο πεξηγξάθεηαη κε ηξεηο δηαθνξηθέο 

εμηζψζεηο, ζηηο νπνίεο νη ηξεηο ζπληζηψζεο ηνπ δηαλχζκαηνο ηεο ειαζηηθήο κεηαηφπηζεο 

είλαη ζπδεπγκέλεο κεηαμχ ηνπο. ΢ηελ πεξίπησζε κηαο εηδηθήο ζπκκεηξίαο ηνπ 

αληζφηξνπνπ πιηθνχ, ε ειαζηηθή παξακφξθσζε ηνπ αληζφηξνπνπ πιηθνχ κπνξεί λα 

δηαρσξηζηεί ζε δχν αλεμάξηεηεο παξακνξθσζηαθέο θαηαζηάζεηο: ζε κηα 

παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε, ζηελ νπνία νη δχν ζπληζηψζεο ηεο ειαζηηθήο κεηαηφπηζεο 

είλαη ζπδεπγκέλεο κεηαμχ ηνπο, θαη ζε κηα παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε ζηελ νπνία ε 

ηξίηε ζπληζηψζα ηεο ειαζηηθήο κεηαηφπηζεο είλαη αλεμάξηεηε απφ ηηο άιιεο δχν. Ζ 

πξψηε παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε είλαη γλσζηή σο ζπλεπίπεδε (ή επίπεδε) 

παξακφξθσζε, ε δε δεχηεξε σο αληηεπίπεδε παξακφξθσζε. 

Δπίζεο, ζην θεθάιαην απηφ δηαηππψλεηαη ε γεληθή ιχζε ηνπ δηδηάζηαηνπ ειαζηηθνχ 

πξνβιήκαηνο ηεο αληζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο γηα έλα νκνγελέο πιηθφ, έηζη φπσο απηή 
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αλαπηχρζεθε απφ ηνπο Eshelby et.al (1953) θαη δνπιεχζεθε παξαπέξα απφ άιινπο 

εξεπλεηέο (Stroh, 1958; Ting, 1986). ΢ηελ παξνχζα εξγαζία, ε αλάπηπμε ηεο γεληθήο 

ιχζεο ηνπ Eshelby ζηεξίδεηαη ζε κηα ελαιιαθηηθή δηαδηθαζία, πνπ βαζίδεηαη ζηε 

κεηξσηθή δηαηχπσζε ησλ βαζηθψλ εμηζψζεσλ ηεο δηδηάζηαηεο ειαζηηθφηεηαο. ΢χκθσλα 

κε ηε δηαηχπσζε απηή, ε εληαηηθή θαηάζηαζε ηεο δηδηάζηαηεο ειαζηηθφηεηαο 

πεξηγξάθεηαη πιήξσο κε δχν κεηξψα ζηήιεο ηάζεσλ 
1ζ  θαη 

2ζ , ελψ ε παξακνξθσζηαθή 

θαηάζηαζε κε έλα κεηξψν ζηήιε u . Ζ θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο θαη ε θαηαζηαηηθή 

ζπκπεξηθνξά ηνπ ζψκαηνο πεξηγξάθνληαη πιήξσο κε ηα παξαπάλσ ηξία κεηξψα, ηα 

νπνία πξνζδηνξίδνληαη απφ ηελ επίιπζε κηαο κεηξσηθήο δηαθνξηθήο εμίζσζεο δεχηεξεο 

ηάμεο κε άγλσζηε ζπλάξηεζε ην κεηξψν u . Ζ κεηξσηθή απηή εμίζσζε εκπιέθεη ηξία 

κεηξψα ειαζηηθψλ ζηαζεξψλ ηνπ πιηθνχ, πνπ είλαη ηα κεηξψα ,  ,  Q R T , ε δε επίιπζή 

ηεο γίλεηαη κε ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ γξακκηθψλ αλεμάξηεησλ κεξηθψλ ιχζεψλ ηεο. Ζ 

γεληθή ιχζε ηεο κεηξσηθήο δηαθνξηθήο εμίζσζεο αλαπηχζζεηαη ζε φξνπο ελφο κεηξψνπ 

ζηήιεο, πνπ πεξηέρεη σο ζηνηρεία ηξεηο νιφκνξθεο κηγαδηθέο ζπλαξηήζεηο. Γηα ηε 

δηεπθφιπλζε ηεο αλάιπζεο ησλ δηθαζηθψλ πιηθψλ, πνπ γίλεηαη ζηα επφκελα θεθάιαηα, 

εηζάγεηαη κηα λέα κεηαβιεηή πεδίνπ, πνπ πεξηγξάθεη πιήξσο ηελ εληαηηθή θαηάζηαζε 

ηνπ αληζφηξνπνπ ζψκαηνο. Ζ κεηαβιεηή απηή εθθξάδεη ηε ζπληζηακέλε δχλακε πνπ 

επελεξγεί πάλσ ζε κηα αλνηρηή θπιηλδξηθή επηθάλεηα ηνπ πιηθνχ πνπ δελ ηέκλεη ηνλ 

εαπηφ ηεο. Όηαλ είλαη γλσζηή ε πνζφηεηα απηή, κε απιή παξαγψγηζε, παξάγνληαη ηα 

κεηξψα ηάζεσλ 1ζ  θαη 2ζ  ζε θάζε ζεκείν ηνπ ζψκαηνο. 

Δπεηδή έλαο απφ ηνπο βαζηθνχο ζθνπνχο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο είλαη λα θέξεη “θνληά” 

ηελ ηζφηξνπε θαη ηελ αληζφηξνπε δηδηάζηαηε ειαζηηθφηεηα, ε γεληθή ιχζε ηνπ 

δηδηάζηαηνπ πξνβιήκαηνο ηεο αληζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο αλαδεηείηαη ζηελ πεξίπησζε 

πνπ ε γεληθή απηή ιχζε εθθπιίδεηαη. Ο εθθπιηζκφο ηεο ιχζεο ζπκβαίλεη, φηαλ θάπνηεο 

απφ ηηο έμε ξίδεο ηεο ραξαθηεξηζηηθήο εμίζσζεο ηεο κεηξσηθήο δηαθνξηθήο εμίζσζεο 

ησλ κεηαηνπίζεσλ γίλνπλ ίζεο κεηαμχ ηνπο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, νη αλεμάξηεηεο 

κεξηθέο ιχζεηο ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο, πνπ επηιέρζεθαλ γηα ηε γεληθή ιχζε ηνπ 

δηδηάζηαηνπ αληζφηξνπνπ πξνβιήκαηνο, θαζίζηαληαη γξακκηθά εμαξηεκέλεο κε ζπλέπεηα 

ε γεληθή ιχζε ηνπ αληζφηξνπνπ ειαζηηθνχ πξνβιήκαηνο λα εθθπιίδεηαη. Σν αλάινγν 

ζπκβαίλεη ζηελ πεξίπησζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο ελφο κνλνβάζκηνπ ηαιαλησηή φηαλ 

νη δχν ξίδεο ηεο αληίζηνηρεο ραξαθηεξηζηηθήο δηαθνξηθήο εμίζσζεο γίλνπλ ίζεο. 

Αθνινπζψληαο κηα αλάινγε δηαδηθαζία κε απηή πνπ αθνινπζήζεθε γηα ηελ αλάπηπμε 

ηεο ιχζεο ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο ηνπ κνλνβάζκηνπ ηαιαλησηή ζηελ πεξίπησζε ησλ 
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ίζσλ ξηδψλ, αλαδεηήζεθαλ νη αλεμάξηεηεο κεξηθέο ιχζεηο ηεο κεηξσηθήο δηαθνξηθήο 

εμίζσζεο ζηελ πεξίπησζε πνπ νη ηξεηο ξίδεο γίλνπλ ίζεο κε ηε κηγαδηθή κνλάδα πνπ 

αληηζηνηρεί ζην ηζφηξνπν πιηθφ. Απφ ηνλ γξακκηθφ ζπλδπαζκφ απηψλ ησλ αλεμάξηεησλ 

ιχζεσλ αλαπηχζζεηαη ε γεληθή ιχζε ηνπ δηδηάζηαηνπ ηζφηξνπνπ πξνβιήκαηνο. Δπίζεο, 

ζην θεθάιαην απηφ, επαλεμάγνληαη νη ιχζεηο ηνπ νκνγελνχο πξνβιήκαηνο γηα ηηο 

ηδηνκνξθίεο πνπ εμεηάδνληαη ζηελ παξνχζα δηαηξηβή, πξνθεηκέλνπ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ 

ζηα επφκελα θεθάιαηα. 

2.2 ΟΙ ΒΑ΢ΙΚΔ΢ ΔΞΙ΢Ω΢ΔΙ΢ ΣΗ΢ ΣΡΙ΢ΓΙΑ΢ΣΑΣΗ΢ 

ΔΛΑ΢ΣΙΚΟΣΗΣΑ΢ 

Έζησ έλα ζηεξεφ ζψκα πνπ έρεη παξακνξθσζεί ειαζηηθά απφ έλα ζχζηεκα εμσηεξηθψλ 

δπλάκεσλ, πνπ βξίζθνληαη ζε ηζνξξνπία. Ζ γεσκεηξία ηνπ ζψκαηνο θαη ε 

παξακνξθσζηαθή ηνπ θαηάζηαζε πεξηγξάθεηαη ζε ζρέζε κε έλα θαξηεζηαλφ ζχζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ ix , πνπ είλαη ζηαζεξά ηνπνζεηεκέλν ζε ζρέζε κε ην ζψκα (΢ρήκα 2-1). 

Ζ παξακνξθσζηαθή θαη εληαηηθή θαηάζηαζε ηνπ ζψκαηνο πεξηγξάθεηαη κε ηηο 

κεηαηνπίζεηο iu , ηηο παξακνξθψζεηο ij  θαη ηηο ηάζεηο ij . ΢ηα πιαίζηα ηεο γξακκηθήο 

ζεσξίαο ηεο αληζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο, φηαλ νη καδηθέο δπλάκεηο είλαη ακειεηέεο, 

ηζρχνπλ νη παξαθάησ ζρέζεηο: 

, ,

1
( )

2
 ij i j j iu u , , 0ij j , ij ijkl klC  . (2.1)         

΢ηηο ζρέζεηο απηέο θαη ζηε ζπλέρεηα, φπνπ εκθαλίδεηαη ιαηηληθφο δείθηεο ζα παίξλεη ηηο 

ηηκέο 1, 2 θαη 3. Δπίζεο, θάζε ιαηηληθφο δείθηεο κεηά απφ θφκκα ζα δειψλεη παξαγψγηζε 

σο πξνο ηελ κεηαβιεηή πνπ αληηζηνηρεί ν δείθηεο. Ζ επαλάιεςε ιαηηληθνχ δείθηε ζηνλ 

φξν κηαο ζρέζεο ζα δειψλεη άζξνηζε. Ζ πξψηε απφ ηηο εμηζψζεηο (2.1) είλαη κηα 

γεσκεηξηθή ζπλζήθε, πνπ ζπλδέεη ηηο αλαπηπζζφκελεο κεηαηνπίζεηο iu  ζην ζψκα κε ηηο 

παξακνξθψζεηο ηνπ ij , θαη είλαη γλσζηή σο θηλεκαηηθή ζπλζήθε. Ζ δεχηεξε εμίζσζε 

πεξηγξάθεη ηελ ηζνξξνπία ελφο απεηξνζηνχ ζηνηρείνπ ηνπ ζψκαηνο, ελψ ε ηξίηε ηνλ 

θαηαζηαηηθφ λφκν ηνπ ζψκαηνο. Οη πνζφηεηεο ijklC  είλαη νη ειαζηηθέο ζηαζεξέο ηνπ 

αληζφηξνπνπ ζψκαηνο ζε ζρέζε κε ην θαξηεζηαλφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ix  θαη 
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απνηεινχλ ηα ζηνηρεία ελφο ηαλπζηή ηεηάξηεο ηάμεσο. Οη ζηαζεξέο απηέο ηθαλνπνηνχλ ηηο 

παξαθάησ ζρέζεηο 

  ijkl jikl ijlk klijC C C C .                                                                                                 (2.2) 

 

 

΢σήμα 2-1 Σν αληζφηξνπν πιηθφ θαη ην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

 

Ο παξαπάλσ θαηαζηαηηθφο λφκνο, πνπ είλαη γλσζηφο σο λφκνο ηνπ Hooke, ζηελ 

αληίζηξνθε κνξθή ηνπ γξάθεηαη 

ij ijkl klS  , (2.3) 

φπνπ ijklS  είλαη νη ειαζηηθέο ζηαζεξέο ηνπ πιηθνχ. ΢ηελ εηδηθή πεξίπησζε ηεο ηζφηξνπεο 

ειαζηηθφηεηαο, ν θαηαζηαηηθφο λφκνο ηνπ πιηθνχ παίξλεη ηελ παξαθάησ απινπνηεκέλε 

κνξθή 

2ij ij ij ij     , (2.4)                                                                                                                                                                           

φπνπ   θαη   είλαη νη ζηαζεξέο ηνπ Lame, v  ν ιφγνο ηνπ Poisson θαη E  ην κέηξν 

ειαζηηθφηεηαο. 
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2.3 Η ΓΙΓΙΑ΢ΣΑΣΗ ΑΝΙ΢ΟΣΡΟΠΗ ΔΛΑ΢ΣΙΚΟΣΗΣΑ 

2.3.1 Οι διαθοπικέρ εξιζώζειρ ηηρ διδιάζηαηηρ ελαζηικόηηηαρ  

Δάλ νη δξάζεηο, πνπ παξακνξθψλνπλ ην ζψκα, παξάγνπλ ειαζηηθέο κεηαηνπίζεηο, πνπ δε 

κεηαβάιινληαη θαηά κήθνο ελφο απφ ηνπο άμνλεο ηνπ θαξηεζηαλνχ ζπζηήκαηνο 

ζπληεηαγκέλσλ 
ix , ηφηε ε παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε ηνπ ζψκαηνο ραξαθηεξίδεηαη σο 

δηδηάζηαηε ειαζηηθή παξακφξθσζε. Αλ ππνηεζεί φηη νη παξαγφκελεο κεηαηνπίζεηο δε 

κεηαβάιινληαη θαηά κήθνο ηνπ άμνλα 
3x , ηφηε νη εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο θαη νη 

θαηαζηαηηθέο εμηζψζεηο ηεο ζρέζεο (2.1) παίξλνπλ ηε κνξθή 

, 0i  , ,i i k kC u     , (2.5) 

φπνπ νη ειιεληθνί δείθηεο ,   παίξλνπλ ηηο ηηκέο 1 θαη 2. ΢ηηο παξαπάλσ εμηζψζεηο, νη 

ηάζεηο θαη νη κεηαηνπίζεηο είλαη ζπλαξηήζεηο ησλ κεηαβιεηψλ 1x  θαη 2x , δειαδή 

1 2( , )ij ij x x  , 1 2( , )i iu u x x . (2.6)  

Οξίδνληαο ηα κεηξψα  

1 11 21 31[ , , ] T  ζ , 2 12 22 32[ , , ] T  ζ , 1 2 3[ , , ] Tu u uu , (2.7) 

νη εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο θαη νη θαηαζηαηηθέο εμηζψζεηο ηεο ζρέζεο (2.5), κπνξνχλ λα 

γξαθηνχλ ζηελ παξαθάησ κεηξσηθή κνξθή 

1 2

1 2

0
 

 
 x x

ζ ζ
,  (2.8) 

1

1 2x x

 
 

 

u u
ζ Q R , (2.9α) 

2

1 2

T

x x

 
 

 

u u
ζ R T , (2.9β) 

φπνπ ηα κεηξψα ,Q R  θαη T  νξίδνληαη κε ηηο ζρέζεηο (Ting, 1986) 

   1 1 ik i kQ CQ ,    1 2 ik i kR CR ,    2 2 ik i kT CT . (2.10) 
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Αληηθαζηζηψληαο ηηο εμηζψζεηο (2.9) ζηελ (2.8), πξνθχπηεη ε αθφινπζε κεηξσηθή 

δηαθνξηθή εμίζσζε  

2 2 2

2 2

1 1 2 2

( )T

x x x x

  
   

   

u u u
Q R R T 0 . (2.11) 

Ζ κεηξσηθή απηή εμίζσζε απνηειεί ηε δηαθνξηθή εμίζσζε ηνπ δηδηάζηαηνπ πξνβιήκαηνο 

ηεο αληζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο πνπ έρεη σο άγλσζηε ζπλάξηεζε ην κεηξψν ησλ 

κεηαηνπίζεσλ u . Ζ γεληθή ιχζε ηεο παξαπάλσ κηγαδηθήο δηαθνξηθήο εμίζσζεο ζα 

αλαπηπρζεί ακέζσο παξαθάησ. 

2.3.2 Η γενική λύζη ηηρ μηηπυικήρ διαθοπικήρ εξίζυζηρ ηος 

διδιάζηαηος ελαζηικού πποβλήμαηορ 

Ζ γεληθή ιχζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο (2.11), πνπ παξνπζηάδεηαη ζπλνπηηθά 

παξαθάησ, έρεη αλαπηπρζεί απφ ηνπο Eshelby et al. (1953) θαη έρεη επεθηαζεί παξαπέξα 

απφ κεηαγελέζηεξνπο εξεπλεηέο (Stroh, 1958 ; Ting, 1986). Ζ γεληθή ιχζε ηεο (2.11) ζα 

θαηαζθεπαζζεί απφ ηνλ γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ησλ αλεμάξηεησλ κεξηθψλ ιχζεψλ ηεο. Οη 

κεξηθέο ιχζεηο ηεο δηαθνξηθήο απηήο εμίζσζεο ζα αλαδεηεζνχλ ζηε κνξθή 

1 2( ) f x pxu a , (2.12) 

φπνπ f  είλαη κηα ζπλάξηεζε ηεο κεηαβιεηήο 1 2x px . Σν p  είλαη έλαο κηγαδηθφο 

αξηζκφο θαη ην a  έλα κεηξψν ζηήιε κε ζηαζεξά ζηνηρεία. Αληηθαζηζηψληαο ηελ (2.12) 

ζηελ (2.11) πξνθχπηεη 

2
2

2
( ) 0


      

T f
p p

z
Q R R T a . (2.13) 

 Γηα λα ηθαλνπνηείηαη ε παξαπάλσ εμίζσζε γηα θάζε ζπλάξηεζε 2 2 f z , ζα πξέπεη λα 

ηζρχεη 

2( ) 0     
T p pQ R R T a . (2.14) 

Ζ παξαπάλσ ζρέζε απνηειεί έλα νκνγελέο γξακκηθφ ζχζηεκα κε άγλσζηεο πνζφηεηεο ηα 

ζηνηρεία ηνπ κεηξψνπ a . Μηα πξνθαλήο ιχζε ηνπ νκνγελνχο απηνχ ζπζηήκαηνο είλαη ε 

κεδεληθή. Γηα λα έρεη ην ζχζηεκα απηφ θαη κε κεδεληθή ιχζε ζα πξέπεη λα ηζρχεη 
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2det ( )     
T p pQ R R T 0 . (2.15) 

Ζ παξαπάλσ εμίζσζε νδεγεί ζε κηα αιγεβξηθή εμίζσζε πνιπσλπκηθήο κνξθήο έθηνπ 

βαζκνχ σο πξνο p . Έρεη δεηρζεί απφ ηνπο Eshelby et al. (1953) φηη ε παξαπάλσ εμίζσζε 

έρεη έμη ξίδεο κηγαδηθέο. Έηζη, αλ κε 1 2 3, ,p p p  νξηζζνχλ νη ηξεηο ξίδεο ηεο (2.15) πνπ 

έρνπλ ζεηηθφ ην θαληαζηηθφ ηνπο κέξνο, ηφηε νη ππφινηπεο ηξεηο ξίδεο ζα είλαη νη 

1 2 3, ,p p p . Γηα θάζε κία ξίδα kp , πξνζδηνξίδεηαη έλα κεηξψν ka  επηιχνληαο ην 

παξαθάησ γξακκηθφ ζχζηεκα 

2( )     
T

k k kp pQ R R T a 0 . (2.16) 

Δπεηδή νη πίλαθεο ,Q R  θαη T  έρνπλ ζηνηρεία πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο, απφ ηε ζρέζε 

(2.16) ζπλάγεηαη άκεζα φηη 

2( )     
T

k k kp pQ R R T a 0 . (2.17) 

Ζ ζρέζε απηή δείρλεη φηη ζηε ξίδα kp  αληηζηνηρεί ε ιχζε ka . ΢πλεπψο, αλ ππνηεζεί φηη νη 

1 2,p p  θαη 3p  απνηεινχλ ηξεηο δηαθξηηέο ιχζεηο ηεο (2.15), ηφηε νη 1 2,p p  θαη 3p  

απνηεινχλ ηηο ππφινηπεο ξίδεο ηεο εμίζσζεο (2.17), πνπ είλαη θαη απηέο δηαθξηηέο κεηαμχ 

ηνπο. Έηζη, ζηηο έμη δηαθξηηέο ξίδεο ,k kp p  ηεο (2.11) αληηζηνηρνχλ νη έμε ιχζεηο ,k ka a  

ηεο (2.14). ΢πλεπψο, νη ζπλαξηήζεηο 

(1)

1 1 1 1 2( ) f x p xu a , (2)

2 2 1 2 2( ) f x p xu a , (3)

3 3 1 3 2( ) f x p xu a ,                                     

(4)

1 1 1 1 2( ) f x p xu a , (5)

2 2 1 2 2( ) f x p xu a , (6)

3 3 1 3 2( ) f x p xu a . (2.18) 

απνηεινχλ έμη κεξηθέο ιχζεηο ηεο (2.11), πνπ είλαη δηαθνξεηηθέο κεηαμχ ηνπο. Δχθνια 

κπνξεί λα δεηρζεί φηη νη ιχζεηο απηέο είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο. ΢πλεπψο, 

ε γεληθή ιχζε ηεο (2.11) κπνξεί λα πξνθχςεη απφ ηνλ γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ησλ κεξηθψλ 

απηψλ ιχζεσλ, δειαδή  

(1) (2) (3) (4) (5) (6)

1 2 3 4 5 6c c c c c c     u u u u u u u , (2.19) 

φπνπ νη 1 2 6, , ,c c c  είλαη κηγαδηθέο ζηαζεξέο. Ζ εμίζσζε (2.19) κπνξεί λα γξαθηεί ζηελ 

αθφινπζε κεηξσηθή κνξθή 

( ) ( )z z u Af Af , (2.20) 

φπνπ                       
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1 2 3[ , , ]A a a a , (2.21) 

1 1 2 2 3 3( ) [ ( ), ( ), ( )]Tz f z f z f zf . (2.22) 

Σα ζηνηρεία ηνπ κεηξψνπ A  εμαξηψληαη απφ ηηο ειαζηηθέο ζηαζεξέο ijklC  ηνπ 

αληζφηξνπνπ πιηθνχ. Γξάθνληαο ηε ζρέζε (2.20), νη ζηαζεξέο 
1 2 6, , ,c c c  έρνπλ 

ελζσκαησζεί ζηα ζηαζεξά ζηνηρεία ησλ κεηξψσλ 
ka , θαη γηα απηφ παξαιείπνληαη. Έηζη, 

κε ηε ζρέζε (2.22) ε γεληθή ιχζε ηνπ δηδηάζηαηνπ ειαζηηθνχ πξνβιήκαηνο εθθξάδεηαη 

ζε φξνπο ηεο κεηξσηθήο ζπλάξηεζεο ( )zf , πνπ είλαη έλα κεηξψν ζηήιε, πνπ έρεη σο 

ζηνηρεία ηξεηο νιφκνξθεο ζπλαξηήζεηο ( )l lf z . Σν κεηξψν ζηήιε ( )zf  πνπ παξέρεηαη κε 

ηε ζρέζε (2.22), ζα νξηζζεί σο ην κηγαδηθφ δπλακηθφ ηνπ ειαζηηθνχ πξνβιήκαηνο. 

2.3.3 Σο διδιάζηαηο ενηαηικό πεδίο ζε όποςρ ηος μιγαδικού δςναμικού 

Με βάζε ηελ (2.20), νη κεηξσηθέο ηάζεηο 1ζ  θαη 2ζ , πνπ παξέρνληαη ζε φξνπο ηνπ 

κεηξψνπ ησλ κεηαηνπίζεσλ κε ηηο ζρέζεηο (2.9), κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ ζε φξνπο ηνπ 

κηγαδηθνχ δπλακηθνχ ( )zf  ζηε κνξθή 

1 ( ) ( )z z   ζ Bpf Bpf , (2.23) 

2 ( ) ( )z z  ζ Bf Bf , (2.24) 

φπνπ  

1 1 2 2 3 3( ) [ ( ), ( ), ( )]Tz f z f z f z  f , (2.25) 

1 11 21 31[ , , ] T  ζ , 2 12 22 32[ , , ] T  ζ , 1 2( , )ij ij x x  , (2.26)  

θαη 

 T
B R A TAp , 1 2 3[ , , ]B b b b , (2.27) 

( ) T

tpb R T a , (2.28) 

1 2 3, ,p p pp , (2.29) 
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φπνπ ην ζχκβνιν   δειψλεη δηαγψλην πίλαθα. Γηα ηελ εμαγσγή ησλ παξαπάλσ 

ζρέζεσλ ρξεζηκνπνηήζεθε ε ηαπηφηεηα 

( )   T
QA pRA p R A TAp . (2.30) 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα πξνζδηνξηζζεί ε αλά κνλάδα κήθνπο δχλακε X , πνπ επελεξγεί πάλσ ζε 

κηα αλνηρηή εζσηεξηθή επηθάλεηα ηνπ ζψκαηνο C , πνπ ζρεκαηίδεηαη απφ ίλεο ηνπ 

ζψκαηνο, πνπ είλαη παξάιιειεο ζηνλ άμνλα 
3x . Ζ ηνκή ηεο επηθάλεηαο απηήο κε ην 

κηγαδηθφ επίπεδν 1 2( , )x x , είλαη κηα αλνηρηή θακπχιε πνπ έρεη αξρή ην ζεκείν Α θαη 

πέξαο ην ζεκείν Β (΢ρήκα 2-2).  

 

 

΢σήμα 2-2 Ζ ηνκή ηεο επηθάλεηαο C  κε ην επίπεδν 1 2( , )x x  

 

Ζ ζεηηθή θαηεχζπλζε ηεο θακπχιεο απηήο νξίδεηαη απφ ην A ζην B. Σν κνλαδηαίν 

δηάλπζκα 1 2[ , ]Tn nn , ζε θάζε ζεκείν ηεο θακπχιεο απηήο, ζα θαηεπζχλεηαη πξνο ηα 

αξηζηεξά, φηαλ θάπνηνο κεηαθηλείηαη πάλσ ζηελ θακπχιε θαηά ηε ζεηηθή ηεο 

θαηεχζπλζε. Αλ ζην επίπεδν 1 2( , )x x  ε θακπχιε ΑΒ έρεη παξακεηξηθέο εμηζψζεηο 

1 1( )x x s  θαη 2 2( )x x s , ηφηε 

1 2 n dx ds , 2 1n dx ds . (2.31)  

Ζ ζηνηρεηψδεο δχλακε, πνπ επελεξγεί ζε έλα ζηνηρεηψδεο ηκήκα 1ds  ηεο θπιηλδξηθήο 

επηθάλεηαο, είλαη 1 1 2 2( ) d n n dsX ζ ζ , φπνπ 1 1( )sζ ζ  θαη 2 2( )sζ ζ  νη ηάζεηο πνπ 
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επελεξγνχλ πάλσ ζην ηκήκα απηφ. ΢πλεπψο, ε ζπλνιηθή δχλακε πνπ επελεξγεί ζε κηα 

κνλαδηαία ισξίδα ηεο επηθάλεηαο, πνπ αληηζηνηρεί ζην ηφμν ΑΒ, ζα είλαη 

1 1 2 2( ) 
B

A

n n dsX ζ ζ . (2.32)  

Υξεζηκνπνηψληαο ηηο (2.31), ε εμίζσζε (2.32) γξάθεηαη 

1 2 2 1( )  
B

A

dx dxX ζ ζ . (2.33) 

Θα ππνηεζεί φηη ε παξαπάλσ θπιηλδξηθή επηθάλεηα ηνπ ζψκαηνο, πνπ αληηζηνηρεί ζην 

ηφμν ΑΒ, δελ δηέξρεηαη απφ ζεκεία ζηα νπνία νη ηάζεηο επηδεηθλχνπλ ηδηφκνξθε 

ζπκπεξηθνξά. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ε πξνο νινθιήξσζε πνζφηεηα ηεο (2.33) είλαη 

παληνχ νξηζκέλε ζηα ζεκεία ηεο θακπχιεο ΑΒ, θαη επνκέλσο ην νινθιήξσκα απηφ έρεη 

έλλνηα. Υξεζηκνπνηψληαο ηηο ζρέζεηο (2.23) θαη (2.24), ε πξνο νινθιήξσζε πνζφηεηα 

ηεο (2.33) γξάθεηαη 

1 2 2 1 ( ) ( )dx dx d z d z   ζ ζ B f B f , (2.34) 

φπνπ ην κεηξψν ( )d zf  έρεη νξηζζεί σο  

 1 1 1 2 2 2 3 3 3( ) ( ) , ( ) , ( )
T

d z f z dz f z dz f z dz  f , (2.35) 

Αληηθαζηζηψληαο ηε ζρέζε (2.34) ζηελ (2.33) θαη νινθιεξψλνληαο, πξνθχπηεη 

( ) ( ) ( ) ( )B B A Az z z z   X Bf Bf Bf Bf . (2.36)  

φπνπ  

1 1 2 2 3 3( ) [ ( ), ( ), ( )]A A A A Tz f z f z f zf , 1 1 2 2 3 3( ) [ ( ), ( ), ( )]B B B B Tz f z f z f zf . (2.37) 

Αλ ζεσξεζεί φηη ην Α απνηειεί έλα ζηαζεξφ ζεκείν 0( )A

k kz z  ηνπ κηγαδηθνχ επηπέδνπ 

θαη ην ζεκείν Β έλα κεηαβιεηφ ζεκείν ( )A

k kz z , ηφηε ε (2.36) γξάθεηαη 

0 0( ) ( ) ( ) ( )z z z z   X Bf Bf Bf Bf , (2.38) 

φπνπ ην κεηξψν ( )zf  παξέρεηαη απφ ηελ (2.22) θαη ην 0( )zf  απφ ηελ ζρέζε 

0 0 0 0

1 1 2 2 3 3( ) [ ( ), ( ), ( )]z f z f z f zf . (2.39) 
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Με ηε ζρέζε (2.38) εηζάγεηαη κηα λέα κεηαβιεηή πεδίνπ X , απφ ηελ νπνία κπνξνχλ λα 

παξαρζνχλ νη ηάζεηο 
1ζ  θαη 

2ζ . Πξάγκαηη, απφ ηηο (2.38), (2.23) θαη (2.24) πξνθχπηεη 

1

2


 

x

X
ζ , 

2

1



x

X
ζ . (2.40) 

Δπεηδή ν ζηαζεξφο φξνο ζηε δεμηά πιεπξά ηεο (2.38) δελ επεξεάδεη ην ηαζηθφ πεδίν, ε 

λέα κεηαβιεηή πεδίνπ X  κπνξεί λα νξηζζεί ζηελ αθφινπζε απινπνηεκέλε κνξθή 

( ) ( ) X Bf z Bf z . (2.41) 

Έηζη, νη ζρέζεηο (2.41) θαη (2.20), πεξηγξάθνπλ πιήξσο ην ηαζηθφ θαη παξακνξθσζηαθφ 

πεδίν ηνπ ζψκαηνο. ΢ηε ζπλέρεηα, αληί ησλ ηάζεσλ 
1ζ  θαη 

2ζ , ζα ρξεζηκνπνηείηαη ε λέα 

κεηαβιεηή πεδίνπ ( , )z zX X , επεηδή δηεπθνιχλεη ηελ αλάπηπμε γεληθψλ ιχζεσλ ζε 

δηθαζηθά πξνβιήκαηα. Απηφ ζπκβαίλεη, επεηδή νη δχν απηέο πνζφηεηεο εκπιέθνπλ κφλν 

εθθξάζεηο ηεο ( )zf  θαη φρη ησλ παξαγψγσλ ηεο. Έηζη, νη εμηζψζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ 

πιήξσο ην δηδηάζηαην ειαζηηθφ πεδίν ζε έλα αληζφηξνπν πιηθφ είλαη 

( , ) ( ) ( )z z z z u Af Af , (2.42) 

( , ) ( ) ( )z z z z X Bf Bf . (2.43) 

΢ηε ζπλέρεηα, ην κεηξψν απηφ ζα ζεσξείηαη σο κηα κεηξσηθή ζπλάξηεζε κε εληαία 

κεηαβιεηή 1 2 z x px ( Im 0p ) γηα φιεο ηηο ζπλαξηήζεηο kf , δειαδή 

1 2 3( ) [ ( ), ( ), ( )] Tz f z f z f zf . (2.44) 

Έηζη, φηαλ ζε έλα ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα πξνζδηνξηζζεί ην κηγαδηθφ δπλακηθφ ( )zf , ην 

ειαζηηθφ πεδίν πξνζδηνξίδεηαη αληηθαζηζηψληαο ζηελ ( )zf  ηε κεηαβιεηή z  κε ηα 1z , 2z  

θαη 3z , ζηηο αληίζηνηρεο γξακκέο. 
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2.4 Η ΢ΤΝΔΠΙΠΔΓΗ ΚΑΙ Η ΑΝΣΙΔΠΙΠΔΓΗ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩ΢Η ΣΗ΢ 

ΑΝΙ΢ΟΣΡΟΠΗ΢ ΔΛΑ΢ΣΙΚΟΣΗΣΑ΢ ΚΑΙ ΟΙ ΔΞΙ΢Ω΢ΔΙ΢ ΣΗ΢ 

Ι΢ΟΣΡΟΠΗ΢ ΔΛΑ΢ΣΙΚΟΣΗΣΑ΢ 

2.4.1 Η ζςνεπίπεδη και η ανηιεπίπεδη παπαμόπθυζη 

Δάλ νη ειαζηηθέο ηδηφηεηεο ηνπ αληζφηξνπνπ πιηθνχ είλαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ην 

επίπεδν 
1 2( , )x x , ηφηε πξνθχπηεη 

1123 1113 2223 2213 3323 3313 2312 1312 0       C C C C C C C C . (2.45) 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ε δηαθνξηθή εμίζσζε (2.11), δηαζπάηαη ζηηο παξαθάησ δχν 

αλεμάξηεηεο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο 

2 2 2

2 2

1 1 2 1

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( )T

x x x x

  
   

   

u u u
Q R R T 0 , (2.46) 

2 2 2

3 3 3
1313 1323 23232 2

1 1 2 2

2 0
u u u

C C C
x x x x

  
  

   
, (2.47) 

φπνπ  

1 2
ˆ [ , ] Tu uu , (2.48) 

1111 1112

1112 1212

ˆ  
  
 

C C

C C
Q , 

1112 1212

1122 2212

ˆ  
  
 

C C

C C
R , 

1212 2212

2212 2222

ˆ  
  
 

C C

C C
T . (2.49) 

΢ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, ην ζχκβνιν “^” εηζάγεηαη γηα λα δειψζεη πνζφηεηεο πνπ 

ζπλδένληαη κε ηε δηαθνξηθή κεηξσηθή εμίζσζε (2.46). Με ηνπο ζπκβνιηζκνχο απηνχο 

θαη ιακβάλνληαο ππφςε ηελ (2.45), νη ζρέζεηο (2.9) παξέρνπλ 

1

1 2

ˆ ˆˆ ˆˆ
x x

 
 

 

u u
ζ Q R , (2.50α) 

2

1 2

ˆ ˆˆ ˆˆ T

x x

 
 

 

u u
ζ R T , (2.50β) 

φπνπ  

1 11 12
ˆ [ , ] T ζ , 2 21 22

ˆ [ , ] T ζ , (2.51)      
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θαη  

3 3
13 1313 1323

1 2

u u
C C

x x


 
 

 
, (2.52)  

3 3
23 2313 2323

1 2

u u
C C

x x


 
 

 
. (2.53) 

Οη παξαπάλσ ζρέζεηο δείρλνπλ φηη, ζηελ πεξίπησζε ηεο ζπκκεηξίαο ηνπ πιηθνχ, πνπ 

νξίδεηαη κε ηηο ζρέζεηο (2.45), ε δηδηάζηαηε παξακνξθσζηαθή ειαζηηθή θαηάζηαζε ηνπ 

αληζφηξνπνπ πιηθνχ δηαζπάηαη ζε δχν αζχδεπθηεο παξακνξθσζηαθέο θαηαζηάζεηο: ηελ 

ζπλεπίπεδε παξακφξθσζε, πνπ πεξηγξάθεηαη κε ηε κεηξσηθή δηαθνξηθή εμίζσζε (2.46) 

θαη ηηο θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο (2.50), (2.51), θαη ηελ αληηεπίπεδε παξακφξθσζε, πνπ 

πεξηγξάθεηαη κε ηελ (2.47) θαη ηηο θαηαζηαηηθέο ζρέζεηο (2.52), (2.53). Παξαθάησ ζα 

εμαρζνχλ μερσξηζηά νη εμηζψζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηηο δχν απηέο θαηαζηάζεηο. 

2.4.2 Σο ελαζηικό πεδίο ηηρ ζςνεπίπεδηρ παπαμόπθυζηρ 

Αθνινπζψληαο ηελ ίδηα κε παξαπάλσ δηαδηθαζία, ε γεληθή ιχζε ηεο κεηξσηθήο 

εμίζσζεο ηεο ζπλεπίπεδεο ειαζηηθφηεηαο, πνπ παξέρεηαη κε ηε ζρέζε  

2 2 2

2 2

1 1 2 1

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( )
  

   
   

T

x x x x

u u u
Q R R T 0 , (2.54) 

έρεη ηε κνξθή 

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( ) ( )z z u Af Af , (2.55) 

φπνπ  

1 2
ˆ ˆ ˆ[ , ]A a a , 1 1 2 2

ˆ( ) [ ( ), ( )]Tz f z f zf , 1 1 1 2 z x p x , 2 1 2 2 z x p x . (2.56) 

΢ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, νη 1p , 2p  είλαη νη δχν, απφ ηηο ηέζζεξηο, κηγαδηθέο ξίδεο ηεο 

εμίζσζεο 

2ˆ ˆ ˆ ˆdet ( )    
 

T p pQ R R T 0 , (2.57) 

πνπ έρνπλ ζεηηθά ηα θαληαζηηθά ηνπο κέξε. Σα κεηξψα ˆ
a , πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο δχν 

απηέο ξίδεο, πξνθχπηνπλ απφ ηε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο 
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2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )    
 

T p p  Q R R T a 0 . (2.58) 

Οη άιιεο δχν κηγαδηθέο ξίδεο ηεο (2.57) είλαη νη p , πνπ αληηζηνηρνχλ ζηα κεηξψα 

ζηήιεο ˆa . Όπσο πξναλαθέξζεθε, ζηηο παξαπάλσ ζρέζεηο νη ειιεληθνί δείθηεο 

δηαηξέρνπλ ηηο ηηκέο 1 θαη 2. 

Ζ ιχζε πνπ παξέρεηαη κε ηελ (2.20) αληηζηνηρεί ζηελ πεξίπησζε ζηελ νπνία νη ξίδεο 
1p  

θαη 
2p  είλαη δηαθξηηέο, δειαδή, φηαλ 

1 2p p . ΢ηε ζπλέρεηα, ζα θαηαζθεπαζζεί ε ιχζε 

ηεο (2.54), γηα ηελ πεξίπησζε πνπ 
1 2p p . Όηαλ 

1 2 p p p , ηφηε, ζχκθσλα κε ηα 

παξαπάλσ, δχν κεξηθέο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (2.54) είλαη νη 

(2)

2 1 2
ˆˆ ( ) f x pxu a , (4)

2 1 2
ˆˆ ( )f x px u a . (2.59) 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα αλαδεηεζεί κηα ηξίηε κεξηθή ιχζε ηεο (2.54), ζηε κνξθή 

(1)

1 1 2 1 2 1 1 2
ˆ ˆˆ ( ) ( ) ( )     f x px x px f x pxu a a , (2.60) 

φπνπ ην â  είλαη ην κεηξψν, πνπ ππεηζέξρεηαη ζηηο κεξηθέο ιχζεηο (2.59), θαη ην ˆ a  είλαη 

έλα ζηαζεξφ κεηξψν, πνπ ζα πξνζδηνξηζζεί. Γηα λα είλαη ε (2.60) κεξηθή ιχζε ηεο 

(2.54), ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε απηή, δειαδή ζα πξέπεη  

2 2
2

2 2

3
2

1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) 2 ( )( ) 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 0.

T T

T

f f
p p p p pp

z z

f
p p x px

z

  
           
    


     
  

Q R R T a Q R R T a

Q R R T a

 (2.61) 

Απφ ηε ζρέζε απηή, παίξλνληαο ππφςε ηελ (2.30), πξνθχπηεη   

 
2

2

2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )( ) 2 ( ) 0 

           
   

T T f
p p p p p p p

z
Q R R T a R R T a . (2.62) 

Γηα λα ηζρχεη ε παξαπάλσ ζρέζε γηα νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε f  ζα πξέπεη 

2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )( ) 2 ( ) 0           
  

T Tp p p p p p pQ R R T a R R T a ,                            

απφ φπνπ  

2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ ( ) ] ( )[( ) 2 ]      T Tp p p p pQ R R T a R R T a . (2.63) 
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Απφ ηε ζρέζε απηή πξνζδηνξίδεηαη ην κεηξψν ˆ a , πνπ ππεηζέξρεηαη ζηε κεξηθή ιχζε 

(2.60). Ζ ιχζε ηεο παξαπάλσ κεηξσηθήο εμίζσζεο ππάξρεη, αλ θαη κφλν αλ, ν πίλαθαο â  

ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε 

ˆ ˆ[( ) 2 ] 0  T T pa R R T a . (2.64) 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε (2.60) είλαη κεξηθή ιχζε ηεο (2.54), είλαη πξνθαλέο φηη  

(3)

1 1 2 1 2 1 1 2
ˆ ˆˆ ( ) ( ) ( )f x px x px f x px     u a a  (2.65) 

είλαη, επίζεο, κηα κεξηθή ιχζε. Δχθνια δείρλεηαη φηη ην ζχλνιν ησλ ζπλαξηήζεσλ 

(1) (2) (3) (4)ˆ ˆ ˆ ˆ{ , , , }u u u u  απνηειεί έλα ζχλνιν ηεζζάξσλ γξακκηθψλ αλεμάξηεησλ κεξηθψλ 

ιχζεσλ ηεο (2.54). Δπνκέλσο, ν γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ ιχζεσλ απηψλ 

(1) (2) (3) (4)

1 2 3 4
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆc c c c   u u u u u , (2.66) 

απνηειεί ηε γεληθή ιχζε ηεο (2.54). Δηζάγνληαο ηηο (2.59), (2.60) θαη (2.65) ζηελ (2.66) 

πξνθχπηεη φηη 

1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 2 1 2

3 1 1 2 1 2 1 1 2 4 1 22

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ[ ( ) ( ) ( )] ( )

ˆ ˆ ˆˆ ˆ      [ ( ) ( ) ( )] ( ),

c f x px x px f x px c f x px

c f x px x px f x px c f x px





       


     

u a a a

a a a

 (2.67) 

απφ φπνπ 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ( ) ( ) ( ) ( )z z z z z z    u Af Af af af , 1 2 z x px . (2.68) 

΢ηε ζρέζε απηή έρνπλ εηζαρζεί ηα κεηξψα Â  θαη â , πνπ νξίδνληαη κε ηηο ζρέζεηο 

ˆ ˆ ˆ[ , ]A a a , ˆ ˆ[ , ] a a 0 . (2.69)            

΢ηελ (2.68) νη ζηαζεξέο 1 2 3 4
ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,c c c c  ηεο (2.66) δελ εκθαλίδνληαη, επεηδή έρνπλ 

ελζσκαησζεί ζηα κεηξψα ˆ a  θαη â . 

2.4.3 Σο ελαζηικό πεδίο ηηρ ανηιεπίπεδηρ παπαμόπθυζηρ 

Θα αλαδεηεζεί ηψξα ε γεληθή ιχζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο ηεο αληηεπίπεδεο 

παξακφξθσζεο, πνπ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 



Κεθάλαιο 2 

24 

2 2 2

3 3 3
1313 2312 23232 2

1 1 2 2

2 0
  

  
   

u u u
C C C

x x x x
. (2.70)                                          

Ζ γεληθή ιχζε ζα αλαδεηεζεί ζηε κνξθή 

3 3 3 1 3 2( )u a f x p x  , (2.71) 

φπνπ ε 
3f  είλαη κηα αλαιπηηθή ζπλάξηεζε ηεο κεηαβιεηήο 

1 3 2x p x  θαη 
3 , 

3p  είλαη 

κηγαδηθέο ζηαζεξέο. Αληηθαζηζηψληαο ηελ (2.71) ζηελ (2.70) πξνθχπηεη 

2
2 3

1313 2312 3 2323 3 3 2
( 2 ) 0


  



f
C C p C p a

z
, (2.72) 

απφ φπνπ 

2

1313 2312 3 2323 3 3( 2 ) 0  C C p C p a . (2.73) 

Ζ παξαπάλσ ζρέζε έρεη σο πξνθαλή ιχζε ηε κεδεληθή. Γηα λα έρεη θαη κε κεδεληθή 

ιχζε ζα πξέπεη 

2

1313 2312 3 2323 32 0  C C p C p . (2.74) 

Ζ δεπηεξνβάζκηα εμίζσζε (2.74) έρεη πάληα κηγαδηθέο ξίδεο, θαζφζνλ εχθνια δείρλεηαη 

φηη ηζρχεη 2

2312 1313 2323 0 C C C . ΢πλεπψο, εάλ ε 3p  νξηζζεί σο ε ξίδα ηεο (2.74) κε ην 

ζεηηθφ θαληαζηηθφ κέξνο, δειαδή 

2

2312 1313 2312
3 2

2323 2323 2323

   
C C C

p i
C C C

, (2.75) 

ηφηε ε δεχηεξε ξίδα ηεο (2.74), ε νπνία είλαη δεπηέξνπ βαζκνχ, ζα είλαη ε 3p . Δπεηδή νη 

πνζφηεηεο 1313 2312 2323, ,C C C  είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί, ζπλάγεηαη φηη 

2

1313 2312 3 2323 3 3( 2 ) 0  C C p C p a . (2.76) 

Άξα, κηα δεχηεξε κεξηθή ιχζε ηεο (2.70) είλαη ε 3 3 1 3 2( )a f x p x . Έηζη, ε δηαθνξηθή 

εμίζσζε (2.70) έρεη δχν κεξηθέο ιχζεηο, ηηο 3 3 3( )a f z , 3 3 3( )a f z , πνπ είλαη γξακκηθά 

αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο. ΢πλεπψο, ε γεληθή ηεο ιχζε ζα είλαη ν γξακκηθφο ζπλδπαζκφο 

ηνπο, δειαδή 

3 3 3 3 3 3 3( ) ( )u a f z a f z  , 3 1 3 2 z x p x . (2.77) 
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2.4.4 Οι εξιζώζειρ ηηρ ιζόηποπηρ ελαζηικόηηηαρ 

΢ηελ ελφηεηα απηή ζα εμαρζνχλ νη εμηζψζεηο ηνπ δηδηάζηαηνπ πξνβιήκαηνο ηεο 

ηζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο αθνινπζψληαο ηελ πξνζέγγηζε, πνπ εηζήγαγαλ νη Eshelby et al. 

(1953) γηα ηε κειέηε ηνπ αληζφηξνπνπ δηδηάζηαηνπ πξνβιήκαηνο. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ην 

ζψκα έρεη ηξία επίπεδα ειαζηηθήο ζπκκεηξίαο, πνπ ηαπηίδνληαη κε ηα επίπεδα 
1 0x , 

2 0x  θαη 3 0x , ηφηε ην πιηθφ είλαη ηζφηξνπν θαη νη κε κεδεληθέο ειαζηηθέο ζηαζεξέο 

κπνξνχλ λα γξαθνχλ ζε φξνπο δχν ζηαζεξψλ   θαη  , πνπ είλαη γλσζηέο σο ζηαζεξέο 

ηνπ Lame σο εμήο: 

1111 2222 3333 2   C C C   ,                                                                             

1122 1133 2233  C C C  ,                                                                                      

2323 3131 1212  C C C  . (2.78) 

΢ηελ πεξίπησζε απηή νη πίλαθεο ηεο (2.54) παίξλνπλ ηε κνξθή 

2 0
ˆ

0

 
  
 

 


Q , 

0
ˆ

0

 
  
 




R , 

0
ˆ

0 2

 
  

 



 
T . (2.79) 

Δηζάγνληαο ηνπο πίλαθεο απηνχο ζηελ (2.57), πξνθχπηεη ε αιγεβξηθή εμίζσζε 

4 2( 2 )[ 2 1] 0   p p   , (2.80) 

ηεο νπνίαο νη ξίδεο είλαη  

1 2  p p p i , 1 2   p p p i . (2.81) 

Ο πίλαθαο â , πνπ αληηζηνηρεί ζην p i , πξνζδηνξίδεηαη απφ ηελ (2.58), ζηε κνξθή 

2

( )
ˆ

( 2 )

  
  

  

p k

p k

 

  
a , (2.82) 

φπνπ k  είλαη κηα κηγαδηθή παξάκεηξνο. Γηα p i  θαη 1/ (4 ( ) ) k i   , ην παξαπάλσ 

κεηξψν γίλεηαη 

11
ˆ

4

 
  

 i
a . (2.83) 
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Ο πίλαθαο απηφο ηθαλνπνηεί ηελ (2.64) θαη ζπλεπψο, κπνξεί λα πξνζδηνξηζζεί ν πίλαθαο 

1 2
ˆ [ , ]   Ta aa  απφ ηελ (2.63), ζηε κνξθή 

ˆ
( 1)2

  
  

 

t

t i




a , (2.84) 

φπνπ ην t  είλαη κηα κηγαδηθή παξάκεηξνο. ΢ηελ (2.84) ε ζηαζεξά   έρεη νξηζζεί κε ηε 

ζρέζε 

3
3 4


  



 
 

 
, (2.85) 

φπνπ   είλαη ν ιφγνο ηνπ Poisson. Γηα 1 2t , ην κεηξψν ˆ a  γίλεηαη 

1
ˆ

4

  
  

 i




a . (2.86) 

Με βάζε ηηο (2.83) θαη (2.86), ηα κεηξψα Â θαη â  γξάθνληαη 

11ˆ ˆ ˆ[ , ]
4


 

   
  i i




A a a , 

1 01
ˆ ˆ[ , ]

04

 
    

 i
a a 0 . (2.87) 

Δπνκέλσο, ε γεληθή ιχζε ηεο (2.54) έρεη ηε κνξθή 

1 1

2 2

( ) ( )1 1 01
ˆ Re

( ) ( )02

         
                  

f z f z
z

f z f zi i i




u . (2.88) 

Υξεζηκνπνηψληαο ηηο (2.88) ζηηο (2.50) θαη (2.51), πξνθχπηεη 

1 2

1 0 1 1 1 0
ˆ ˆ ( ) ( ) ( )

0 0

     
          

     
i z z z z

i i i i
ζ ζ f f f . (2.89) 

Οη εμηζψζεηο (2.88) θαη (2.89) παξέρνπλ ηηο ειαζηηθέο κεηαηνπίζεηο θαη ηάζεηο ζε φξνπο 

ηνπ κηγαδηθνχ δπλακηθνχ ( )zf  πνπ πεξηέρεη σο ζηνηρεία δχν νιφκνξθεο κηγαδηθέο 

ζπλαξηήζεηο. Θέηνληαο 1( ) ( )f z z  θαη 2( ) ( )f z z , νη (2.88) θαη (2.89) νδεγνχλ ζηηο 

γλσζηέο εμηζψζεηο, πνπ έρνπλ εμαρζεί απφ ηνπο Kolosov-Muskhelishvili (1953) κε κηα 

δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε. 

Οινθιεξψλνληαο θαηάιιεια ηελ (2.89) πξνθχπηεη 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )    z z z z z zX Bf Bf bf bf , (2.90) 
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φπνπ  

1 1
ˆ

2

 
  

 

i

i i
B , 

1 0

02

 
  

 

i

i
b . (2.91) 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα αλαπηπρζεί ε ιχζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο (2.47), πνπ πεξηγξάθεη ην 

αληηεπίπεδν ειαζηηθφ πξφβιεκα, γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ ηζφηξνπνπ πιηθνχ. Απφ ηελ 

(2.75), παίξλνληαο ππφςε ηηο (2.45) πξνθχπηεη 

3 p i . 

Δπηιέγνληαο 
3 1 2 a  , ε γεληθή ιχζε (2.77) απινπνηείηαη ζηε κνξθή 

3 3

1
Re{ ( )} u f z


, 1 2 z x ix . (2.92)  

Γηα ην ηζφηξνπν πιηθφ, νη ηάζεηο (2.52) θαη (2.53) παίξλνπλ ηε κνξθή 

3
13

1






u

x
  , 3

23

2






u

x
  . (2.93) 

Απφ ηηο ζρέζεηο απηέο, κέζσ ηεο (2.92), βξίζθεηαη φηη 

13

3 3 3

23

1 11 1
ˆ ( ) ( )

2 2

     
         

    
f z f z

i i




ζ . (2.94) 

Δχθνια δείρλεηαη φηη ε δχλακε 3X  πνπ επελεξγεί ζε έλα ηφμν έρεη ηε κνξθή 

3 3 3[ ( ) ( )]
2

i
X f z f z  . (2.95) 

Οη (2.88) θαη (2.92) απνηεινχλ ηηο εμηζψζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο δηδηάζηαηεο 

ηζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο θαη κπνξνχλ λα γξαθνχλ ζε κηα εληαία κνξθή κε ηε ζρέζε 

( ) ( ) ( ) ( )z z z z z z    u Af Af af af , (2.96) 

φπνπ  

1 0
1

0
4

0 0 2

 
 

  
 
  

i i






A , 

1 0 0
1

0 0
4

0 0 0

 
 


 
  

i


a . (2.97) 

Όκνηα, νη ζρέζεηο (2.90) θαη (2.95) ζε εληαία κνξθή γξάθνληαη 
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( ) ( ) ( ) ( )z z z z z z    X Bf Bf bf bf , (2.98) 

φπνπ 

1 1 0

0
2

0 0 1

i
i i

 
 


 
  

B , 

1 0 0

0 0
2

0 0 0

i
i

 
 


 
  

b , (2.99) 

θαη 

1 2 3( ) [ ( ), ( ), ( )]Tz f z f z f zf . (2.100) 

2.5 ΣΑ ΓΙΓΙΑ΢ΣΑΣΑ ΔΛΑ΢ΣΙΚΑ ΠΔΓΙΑ ΙΓΙΟΜΟΡΦΙΩΝ ΢Δ 

ΟΜΟΓΔΝΔ΢ ΤΛΙΚΟ  

2.5.1 Η έννοια ηηρ ιδιομοπθίαρ ζηη διδιάζηαηη ελαζηικόηηηα 

Έλα απφ ηα βαζηθά αληηθείκελα ηεο παξνχζαο εξγαζίαο είλαη ν πξνζδηνξηζκφο ησλ 

ειαζηηθψλ πεδίσλ πνπ αλαπηχζζνληαη ζε έλα δηθαζηθφ ειαζηηθφ ζψκα απφ νξηζκέλεο 

ζεκεηαθέο δξάζεηο, πνπ πξνθαινχλ κεηαβνιή ζηε γεσκεηξία ηνπ ζψκαηνο. Σέηνηεο 

ζεκεηαθέο δξάζεηο είλαη ε ζπγθεληξσκέλε δχλακε, ε εμάξκσζε, ε ζπγθεληξσκέλε ξνπή 

θιπ. Σα αλαπηπζζφκελα ηαζηθά πεδία ζην ζψκα επηδεηθλχνπλ κηα ηδηφκνξθε 

ζπκπεξηθνξά, πνπ ραξαθηεξίδεηαη απφ ηνλ απεηξηζκφ ησλ ηάζεσλ ζηα ζεκεία εθαξκνγήο 

ησλ δξάζεσλ απηψλ. Απφ ηε ζθνπηά ηεο κεραληθήο ηνπ ζπλερνχο κέζνπ, ε ζπκπεξηθνξά 

απηή ζα κπνξνχζε λα απνδνζεί ζηελ αληίθαζε πνπ ππάξρεη κεηαμχ ηνπ ζεκεηαθνχ 

ραξαθηήξα ηεο δξάζεο θαη ηνπ επηθαλεηαθνχ ραξαθηήξα ηεο ηάζεο, κε ηελ νπνία ε 

δξάζε δηαρέεηαη ζην ζπλερέο κέζν. Οη ζεκεηαθέο απηέο δξάζεηο απνθαινχληαη 

ηδηνκνξθίεο θαη ε εμαγσγή ησλ ζρεηηθψλ ειαζηηθψλ πεδίσλ, πνπ παξάγνπλ ζε έλα 

απείξσο εθηεηλφκελν ζψκα, ελδηαθέξεη ηελ έξεπλα γηα δχν βαζηθνχο ιφγνπο. Ο πξψηνο 

ιφγνο είλαη φηη ηα ειαζηηθά πεδία ησλ ηδηνκνξθηψλ απηψλ κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ 

γηα ηελ επίιπζε αληίζηνηρσλ ειαζηηθψλ πξνβιεκάησλ κε πεπεξαζκέλε γεσκεηξία θαη 

ζχλζεηε θφξηηζε. Ο δεχηεξνο ιφγνο είλαη φηη, ηα ειαζηηθά πεδία νξηζκέλσλ ηδηνκνξθηψλ, 

κπνξνχλ λα πεξηγξάςνπλ ηε καθξνζθνπηθή ζπκπεξηθνξά νξηζκέλσλ πιηθψλ, φπσο γηα 

παξάδεηγκα ηελ νιθηκφηεηα ησλ θξπζηαιιηθψλ πιηθψλ. Οη ειαζηηθέο ιχζεηο ησλ 
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ηδηνκνξθηψλ πνπ επελεξγνχλ ζε έλα άπεηξν ειαζηηθφ κέζν είλαη γλσζηέο ζηε 

βηβιηνγξαθία σο ζπλαξηήζεηο Green.  

΢ηε ζπλέρεηα, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ κηγαδηθή κεηξσηθή δηαηχπσζε ηεο δηδηάζηαηεο 

ειαζηηθφηεηαο, πνπ αλαπηχρζεθε πξνεγνχκελα, ζα εμαρζνχλ ηα δηδηάζηαηα ειαζηηθά 

πεδία γηα κηα γξακκηθή δχλακε θαη κηα γξακκηθή εμάξκσζε, πνπ επελεξγνχλ ζε έλα 

άπεηξν νκνγελέο ειαζηηθφ κέζν κε αληζφηξνπε θαη ηζφηξνπε ζπκπεξηθνξά. ΢ηελ 

παξνχζα εξγαζία, κηα πνιπσλπκηθή θαηαλνκή ησλ ηάζεσλ ζην ζχλνξν ελφο απείξσο 

εθηεηλφκελνπ ειαζηηθνχ ζψκαηνο, ζα ζεσξεζεί σο ηδηνκνξθία πνπ εθαξκφδεηαη ζην 

ζεκείν ηνπ απείξνπ. 

2.5.2 Σα ελαζηικά πεδία για γπαμμική δύναμη 

Έζησ έλα ομογενές ειαζηηθφ πιηθφ, πνπ θαηαιακβάλεη ηνλ επθιείδεην ρψξν, ηνπ νπνίνπ 

ηα πιηθά ζσκαηίδηα αλαθέξνληαη ζην ζηαζεξφ θαξηεζηαλφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

1 2 3( , , )x x x . Σν πιηθφ απηφ παξακνξθψλεηαη απφ κηα δχλακε, πνπ είλαη νκνηφκνξθα 

δηαλεκεκέλε θαηά κήθνο ηεο γξακκήο 0 0

1 2 3( , , )x x x . Ζ ειαζηηθή παξακφξθσζε ηνπ 

πιηθνχ, πνπ παξάγεηαη απφ ηε δχλακε απηή, είλαη δηδηάζηαηε θαη ζα πεξηγξάθεηαη κε ηε 

κεηαβιεηή z  ελφο κηγαδηθνχ επηπέδνπ z , πνπ είλαη θάζεην ζηνλ άμνλα 3x 1 2( )z x ix  . 

Ζ γξακκηθή δχλακε ζα δειψλεηαη κε 
1 2 3[ , , ]Tp p pp , φπνπ kp  είλαη νη ζπληζηψζεο ηεο 

γξακκηθήο δχλακεο αλαθνξηθά κε ηνλ άμνλα kx . Ζ γξακκή εθαξκνγήο ηεο δηαλεκεκέλεο 

δχλακεο p  πάλσ ζην επίπεδν z  αληηζηνηρεί ζην ζεκείν 0 0

0 1 2z x ix  . ΢χκθσλα κε φζα 

αλαθέξζεθαλ πξνεγνχκελα, ην κηγαδηθφ επίπεδν 1 2( ) z x ix  απνηειεί ην θπζηθφ 

επίπεδν ηνπ πξνβιήκαηνο, ζε αληίζεζε κε ηα ηξία κηγαδηθά επίπεδα 1 2( )k kz x p x  , πνπ 

ζα απνηεινχλ ηα κεηαζρεκαηηζκέλα επίπεδα. 

2.5.2.1 Ανιζόηροπο ομογενές σλικό 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ην νκνγελέο πιηθφ είλαη αληζφηξνπν, ηα ειαζηηθά ηνπ πεδία 

πεξηγξάθνληαη κε ην κηγαδηθφ δπλακηθφ ( )zf , πνπ ππεηζέξρεηαη ζηηο ζρέζεηο (2.42) θαη 

(2.43). Σν άγλσζην απηφ κηγαδηθφ δπλακηθφ ζα αλαδεηεζεί ζηε κνξθή 
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0( ) log( )z z z f q , (2.101)  

φπνπ 

0 01 02 03log( ) log( ), log( ), log( )    z z z z z z z z . (2.102) 

΢ηηο ζρέζεηο απηέο 0 0 0

1 2k kz x p x  , θαη q  είλαη έλα ζηαζεξφ κεηξψν ζηήιε πνπ ζα 

πξνζδηνξηζζεί παξαθάησ. Όπσο πξναλαθέξζεθε, ε κεηαβιεηή πεδίνπ ( , )z zX X  

εθθξάδεη ηελ ζπληζηακέλε δχλακε, πνπ επελεξγεί πάλσ ζε κηα θπιηλδξηθή επηθάλεηα, ε 

νπνία δελ ηέκλεη ηνλ εαπηφ ηεο θαη έρεη γελέηεηξεο παξάιιειεο ζηνλ άμνλα 
3x . Έζησ, 

ηψξα, κηα θιεηζηή θπιηλδξηθή επηθάλεηα, πνπ πεξηθιείεη ηελ γξακκή εθαξκνγήο ηεο 

δχλακεο p . Ζ θπιηλδξηθή απηή επηθάλεηα, ζην επίπεδν 1 2( )z x ix   αληηπξνζσπεχεηαη 

κε ηελ θιεηζηή θακπχιε C , πνπ ε αξρή ηεο αληηζηνηρεί ζην ζεκείν Α θαη ην πέξαο ηεο 

ζην ζεκείν Β. Ζ ζπληζηακέλε δχλακε πνπ επελεξγεί πάλσ ζηελ θπιηλδξηθή επηθάλεηα ζα 

είλαη ίζε κε B AX X , φπνπ ε ζεηηθή θνξά πεξηζηξνθήο ηεο θακπχιεο απφ ην Α ζην Β 

ιακβάλεηαη λα είλαη ε αληησξνινγηαθή. Αλ απφ ην ζψκα απνθνπεί ην ηκήκα εθείλν πνπ 

πεξηθιείεηαη απφ ηελ θπιηλδξηθή επηθάλεηα, ε ζπλζήθε ηζνξξνπίαο ηνπ ηκήκαηνο απηνχ 

απαηηεί 

B A  X X p 0 . (2.103) 

Σα AX  θαη BX  απνηεινχλ ηηο ηηκέο ηεο πνζφηεηαο ( , )z zX X  ζηα ζεκεία Α θαη Β, 

αληίζηνηρα, ηνπ κηγαδηθνχ επηπέδνπ kz . Οη ηηκέο απηέο παξέρνληαη κε ηηο ζρέζεηο 

0 0log( ) log( )A A

A z z z z   X B q B q , (2.104) 

0 0log( ) log( )B B

B z z z z   X B q B q . (2.105) 

Ζ ηηκή AX  αληηζηνηρεί ζην ζεκείν Α ηεο θακπχιεο C  ηνπ θπζηθνχ επηπέδνπ z . ΢ηα 

κεηαζρεκαηηζκέλα κηγαδηθά επίπεδα kz , ην ζεκείν Α αληηζηνηρεί ζηνπο κηγαδηθνχο 

αξηζκνχο A

kz , πνπ νξίδνληαη κε ηηο ζρέζεηο 0

0, 
iA

k k kz z R e


, φπνπ 
0,

A

k k kR z z   θαη 

0 0,( )A

k karg z z   . Ζ ηηκή BX  αληηζηνηρεί ζην ζεκείν Β ηεο θακπχιεο C , ην νπνίν ζηα 

κεηαζρεκαηηζκέλα κηγαδηθά επίπεδα kz , αληηζηνηρεί ζηνπο κηγαδηθνχο αξηζκνχο 
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0( 2 )

0,


 

iB

k k kz z R e
 

, φπνπ  0, 0,   B A

k k k k kR z z z z  θαη 0 0,2 ( )B

k karg z z    . Με 

απηά ηα δεδνκέλα, απφ ηηο (2.104) θαη (2.105) ζπλάγεηαη φηη 

2 ( )  B A iX X Bq Bq , (2.106) 

Αληηθαζηζηψληαο ηε ζρέζε απηή ζηελ (2.103) πξνθχπηεη 

2
  

i

p
Bq Bq . (2.107) 

Γηα ην απνθνκκέλν ηκήκα ηνπ ζψκαηνο, πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηελ θπιηλδξηθή επηθάλεηα, 

εθηφο απφ ηελ παξαπάλσ ζπλζήθε ηζνξξνπίαο, ζα πξέπεη λα εμαζθαιίδεηαη ε κνλνηηκία 

ησλ κεηαηνπίζεσλ, γηα φια ηα ζεκεία ηεο θπιηλδξηθήο επηθάλεηαο. ΢ην ζεκείν Α ηεο 

επηθάλεηαο, ε κεηαηφπηζε Au  ζα πξέπεη λα είλαη ίζε κε ηε κεηαηφπηζε Bu  ηνπ ζεκείνπ Β, 

δειαδή ζα πξέπεη λα ηζρχεη 

A Bu u . (2.108) 

Απφ ηε ζρέζε απηή, ρξεζηκνπνηψληαο ηηο (2.42) θαη (2.101), πξνθχπηεη 

 Aq Aq 0 . (2.109) 

Δπηιχνληαο ην ζχζηεκα ησλ κεηξσηθψλ εμηζψζεσλ (2.107) θαη (2.109), βξίζθεηαη ην 

κεηξψν q  ζηε κνξθή 

1 11
( )

2

  q A M M p . (2.110) 

Ζ παξαπάλσ ζρέζε έρεη εμαρζεί γηα πξψηε θνξά απφ ηνλ Stroh (1958). ΢ηηο αλαιχζεηο 

πνπ ζα γίλνπλ ζηα επφκελα θεθάιαηα, ηα δηδηάζηαηα ειαζηηθά πεδία πνπ αλαπηχζζνληαη 

ζε έλα δηπιηθφ κε επίπεδε δηεπηθάλεηα ιφγσ κηαο γξακκηθήο δχλακεο, ζα εθθξαζζνχλ ζε 

φξνπο ηνπ κηγαδηθνχ δπλακηθνχ, πνπ αληηζηνηρεί ζην αληίζηνηρν πξφβιεκα ηνπ 

νκνγελνχο πιηθνχ. Γηα ην ζθνπφ απηφ, ηα κηγαδηθά δπλακηθά ηεο ηδηνκνξθίαο γηα ην 

άπεηξν νκνγελέο ζψκα ζα ζπκβνιίδνληαη κε 0( ; )z zf . Έηζη, γηα ην ζπγθεθξηκέλν 

πξφβιεκα, ην κηγαδηθφ δπλακηθφ ( )zf  ηεο ζρέζεο (2.101) ζα γξαθηεί ζηε κνξθή 

1 1

0 0

1
( ; ) log( ) ( )

2
z z z z



 

   f A M M p . (2.111) 
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2.5.2.2 Ιζόηροπο ομογενές σλικό 

Γηα ην ηζφηξνπν πιηθφ, ην αληίζηνηρν πξφβιεκα ηεο ζπγθεληξσκέλεο δχλακεο ζα 

αλαιπζεί πξψηα, γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ε δχλακε εθαξκφδεηαη θαηά κήθνο ηεο επζείαο 

γξακκήο 0 0

1 2 3( 0, 0, )x x x  . Σν ίρλνο ηεο γξακκήο απηήο ζην κηγαδηθφ επίπεδν 

1 2( )z x ix   είλαη ην ζεκείν 
0 0z  . Γηα ηε ζέζε απηή ηεο δχλακεο, ζα πξνζδηνξηζζεί ην 

κηγαδηθφ δπλακηθφ 0 ( )zf . Όηαλ ε δχλακε εθαξκφδεηαη θαηά κήθνο ηεο γξακκήο 

0 0

1 2 3( , , )x x x , πνπ αληηζηνηρεί ζην ζεκείν 0 0

0 1 2z x ix   ηνπ θπζηθνχ επηπέδνπ z , ην 

κηγαδηθφ δπλακηθφ ( )zf  ζα ππνινγηζζεί απφ ηε ζρέζε (Muskhelishvili, 1953) 

0 0

0 0 0( ) ( ) ( )z z z z z z   f f T f , (2.112) 

φπνπ  

0 0 0

1 0 0

0 0 0

 
 

 
 
  

Σ . (2.113) 

Σν κηγαδηθφ δπλακηθφ 0 ( )zf  ζα αλαδεηεζεί ζηε κνξθή  

0( ) logz zf c , (2.114) 

φπνπ c  είλαη έλα ζηαζεξφ κεηξψν ζηήιε. Όπσο ζηε πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ πιηθνχ, 

έηζη θαη εδψ, ζα ζεσξεζεί κηα θπιηλδξηθή θιεηζηή επηθάλεηα, ηεο νπνίαο νη γελλέηεξεο 

είλαη παξάιιειεο ζηνλ άμνλα 3x . Σν ίρλνο ηεο επηθάλεηαο απηήο πάλσ ζην κηγαδηθφ 

επίπεδν z  είλαη ε θιεηζηή θακπχιε C . Ζ θακπχιε C  έρεη σο αξρή ην ζεκείν Α ηνπ 

κηγαδηθνχ επηπέδνπ z  θαη πέξαο ην ζεκείν Β, πνπ ζπκπίπηεη κε ην Α. Καη εδψ, ε ζεηηθή 

θνξά πεξηζηξνθήο ηεο θακπχιεο ιακβάλεηαη λα είλαη ε αληησξνινγηαθή. Γηα ηελ 

πεξίπησζε ηνπ ηζφηξνπνπ πιηθνχ, ε ζπληζηακέλε δχλακε ησλ ηάζεσλ, πνπ επελεξγνχλ 

πάλσ ζηελ θπιηλδξηθή επηθάλεηα, παξέρεηαη απφ ηε ζρέζε (2.98). Αλ απφ ην πιηθφ 

απνθνπεί ην ηκήκα, πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηελ θπιηλδξηθή επηθάλεηα, ε ζπλζήθε 

ηζνξξνπίαο ηνπ ηκήκαηνο απηνχ παξέρεηαη απφ ηε ζρέζε (2.103). Ζ ηηκή AX  αληηζηνηρεί 

ζην αξρηθφ ζεκείν Α ηεο θακπχιεο C , ηνπ νπνίνπ ε ζέζε απφ ην ηδηφκνξθν ζεκείν 0z , 

νξίδεηαη κε ην κηγαδηθφ αξηζκφ 0

0 
iAz z Re


, φπνπ 
0

AR z z   θαη 0 0( )Aarg z z   . 

Ζ ηηκή BX  αληηζηνηρεί ζην ηειηθφ ζεκείν Β ηεο θακπχιεο C , ηνπ νπνίνπ ε ζέζε ζε 
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ζρέζε κε ην ηδηφκνξθν ζεκείν 
0z  νξίδεηαη κε ην κηγαδηθφ αξηζκφ 0( 2 )

0


 

iBz z Re
  , 

φπνπ  0 0   B AR z z z z  θαη 
0 02 ( )Barg z z    . Με ηα δεδνκέλα απηά, 

ιακβάλνληαο ππφςε ηηο (2.114) θαη (2.98) ζπλάγεηαη φηη 

2
  

i

p
Bc Bc . (2.115) 

Όπσο ζηε πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ ζψκαηνο, έηζη θαη εδψ, ζα πξέπεη λα 

εμαζθαιίδεηαη ε κνλνηηκία ησλ κεηαηνπίζεσλ ηεο θπιηλδξηθήο επηθάλεηαο ηνπ 

απνθνκκέλνπ ηκήκαηνο. Δπεηδή ηα ζεκεία Α θαη Β επηιέρζεθαλ απζαίξεηα, ε ζπλζήθε 

κνλνηηκίαο ησλ κεηαηνπίζεσλ ηεο θπιηλδξηθήο επηθάλεηαο πεξηγξάθεηαη κε ηε ζρέζε 

(2.108). Απφ ηε ζρέζε απηή ζπλάγεηαη φηη  

 Ac Ac 0 . (2.116) 

Απφ ην ζχζηεκα ησλ κεηξσηθψλ εμηζψζεσλ (2.115) θαη (2.116), πξνθχπηεη  

1 11
( )

2

  c A M M p . (2.117) 

Έηζη, ην κηγαδηθφ δπλακηθφ 0 ( )zf  παίξλεη ηε κνξθή 

0 1 11 1
( ) ( )

2
z

z

  f A M M p . (2.118) 

Έρνληαο πξνζδηνξίζεη ην κηγαδηθφ δπλακηθφ 0 ( )zf , πνπ αληηζηνηρεί ζην ζεκείν 

εθαξκνγήο 0 0z  , ην κηγαδηθφ δπλακηθφ ( )zf , γηα ην ζεκείν εθαξκνγήο 0 0

0 1 2z x ix  , ζα 

πξνζδηνξηζζεί απφ ηε ζρέζε (2.112). Παίξλνληαο ππφςε ηελ (2.118), ε (2.112) παξέρεη 

0
0 0

0

( ; ) log( )F F

z
z z z z

z z
   


f K p L p , (2.119) 

φπνπ  

1 0
1

0
2 (1 )

0 0 (1 )

F

i

i 
 



 
 

 
 
   

K , (2.120) 

0 0 0
1

1 0
2 (1 )

0 0 0

F i
 

 
 


 
  

L . (2.121) 
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Απφ ηε ζρέζε (2.119) πξνθχπηεη 

1 2
1 0( ) log( )

2 (1 )

p ip
f z z z

 


 


, (2.122) 

1 2 01 2
2 0

0

( )( ) 1
( ) log( )

2 (1 ) 2 (1 )

p ip zp ip
f z z z

z z



   


   

  
, (2.123) 

3
3 0( ) log( )

2

p
f z z z


   . (2.124) 

Οη εμηζψζεηο απηέο ζπκπίπηνπλ κε απηέο πνπ ππάξρνπλ ζηε βηβιηνγξαθία (Suo, 1989; 

Kattis, 1994). 

2.5.3 Σα ελαζηικά πεδία για γπαμμική εξάπμυζη 

Ζ εμάξκσζε απνηειεί κηα δνκηθή αηέιεηα ζην πιέγκα ησλ θξπζηαιιηθψλ πιηθψλ θαη 

απνηειεί ηελ βαζηθή πεγή εζσηεξηθψλ ηάζεσλ ζηα πιηθά απηά. Πεξηγξάθνληαο ηηο 

αηέιεηεο ησλ πιηθψλ απηψλ κε ηε κεραληθή ησλ ζπλερψλ κέζσλ, ζηελ πεξίπησζε ηεο 

δηδηάζηαηεο ειαζηηθφηεηαο, ε εμάξκσζε κπνξεί λα ζεσξεζεί φηη εηζάγεηαη ζε έλα ζηεξεφ 

ζψκα, πνπ πξνζνκνηψλεηαη κε έλα ζπλερέο ειαζηηθφ κέζν, κε ηηο παξαθάησ πιαζκαηηθέο 

δηαδηθαζίεο. ΢ην ζψκα, πνπ ζεσξείηαη φηη θαηαιακβάλεη ηνλ πιήξε επθιείδεην ρψξν, πνπ 

πεξηγξάθεηαη κε ην ζηαζεξφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 1 2 3( , , )x x x , γίλεηαη κηα επίπεδε 

ηνκή, πνπ μεθηλάεη απφ ηελ επζεία 0 0

1 2 3( , , )x x x  θαη ζρεκαηίδεη γσλία 0  κε ην επίπεδν 

1 3( , )x x . Οη δχν επίπεδεο επηθάλεηεο ηνπ ζψκαηνο πνπ δεκηνπξγνχληαη κε ηελ ηνκή, 

δειψλνληαη κε (+) θαη (-), φπνπ κε (-) δειψλεηαη ε επίπεδε επηθάλεηα πνπ ζπλαληάηαη 

πξψηε, φηαλ αθνινπζείηαη κηα θιεηζηή δηαδξνκή αληησξνινγηαθήο θαηεχζπλζεο, πνπ 

μεθηλάεη απφ έλα ηπραίν ζεκείν ηνπ ζψκαηνο πνπ δελ βξίζθεηαη ζε θακκία απφ ηηο δχν 

επηθάλεηεο. ΢ην κηγαδηθφ επίπεδν z , ε ηνκή πνπ έγηλε νξίδεη κηα γξακκή, πνπ μεθηλάεη 

απφ ην ζεκείν 0 0

0 1 2( ) z x ix  θαη έρεη κηα θιίζε 0  σο πξνο ηνλ άμνλα 1x . Ζ θιίζε ηεο 

επηθάλεηαο (+) είλαη ε 0 , ελψ ηεο επηθάλεηαο (-) ε 0 2  . ΢ηε ζπλέρεηα, νη δχν 

επηθάλεηεο πνπ ζρεκαηίζζεθαλ κε ηελ ηνκή κεηαηνπίδνληαη θαηά 
u  θαη 

u , έηζη ψζηε  

  u u b , (2.125) 
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φπνπ b  είλαη έλα ζηαζεξφ κεηξψν ζηήιε, γλσζηφ ζηε βηβιηνγξαθία σο δηάλπζκα Burger. 

΢ηε ζπλέρεηα, νη δχν κεηαηνπηζκέλεο επηθάλεηεο ζπγθνιινχληαη. Μεηά ηελ ζπγθφιιεζε, 

ζην ζψκα παξάγεηαη κηα παξακνξθσζηαθή ειαζηηθή θαηάζηαζε, ηεο νπνίαο νη ηάζεηο 

είλαη γλσζηέο σο εζσηεξηθέο ηάζεηο. Ζ δηδηάζηαηε ειαζηηθή παξακνξθσζηαθή 

θαηάζηαζε πνπ παξάγεηαη απφ ηηο παξαπάλσ δηαδηθαζίεο, πξνζδηνξίδεηαη μερσξηζηά 

παξαθάησ γηα ην αληζφηξνπν θαη ην ηζφηξνπν πιηθφ. 

2.5.3.1  Ανιζόηροπο ομογενές σλικό 

΢ε έλα νκνγελέο αληζφηξνπν ειαζηηθφ ζψκα, πνπ θαηαιακβάλεη ηνλ επθιείδεην ρψξν, 

έρεη εηζαρζεί κηα εμάξκσζε κε δηάλπζκα Burger b , ηεο νπνίαο ην κέησπν (ππξήλαο) 

βξίζθεηαη θαηά κήθνο ηεο γξακκήο 0 0

1 2 3( , , )x x x . ΢ηελ απαξακφξθσηε θαηάζηαζε ηνπ 

ζψκαηνο, δειαδή πξηλ εηζαρζεί ε εμάξκσζε, έζησ κηα θιεηζηή θπιηλδξηθή επηθάλεηα 

γχξσ απφ ηε γξακκή 0 0

1 2 3( , , )x x x , πνπ δελ ηέκλεη ηνλ εαπηφ ηεο θαη έρεη γελλέηεξεο 

παξάιιειεο ζηνλ άμνλα 3x . Μεηά ηελ εηζαγσγή ηεο εμάξκσζεο, ηα ζεκεία ηεο θιεηζηήο 

επηθάλεηαο πνπ ζπλαληνχλ ηελ ηνκή, έρνπλ ππνζηεί κηα κεηαηφπηζε b . Αλ ην ίρλνο ηεο 

θπιηλδξηθήο επηθάλεηαο πάλσ ζην κηγαδηθφ επίπεδν 1 2( )z x ix   δεισζεί κε C  θαη ηα 

ζεκεία, πνπ ε θακπχιε απηή ζπλαληά ηηο επηθάλεηεο (+) θαη (-) κε Α θαη Β, αληίζηνηρα, 

ηφηε ζα ηζρχεη 

B A

  u u b , (2.126)  

φπνπ ηα A


u  θαη B


u  απνηεινχλ ηηκέο ηεο κεηαηφπηζεο ( , )z zu u  ζηηο ζέζεηο Α θαη Β. Σν 

A


u  αληηζηνηρεί ζην αξρηθφ ζεκείν Α ηεο θακπχιεο C , ηνπ νπνίνπ ε ζέζε απφ ην 

ηδηφκνξθν ζεκείν 0,kz  νξίδεηαη κε ην κηγαδηθφ αξηζκφ 0

0,

iA

k k kz z R e


  . Σν 
B


u  

αληηζηνηρεί ζην ηειηθφ ζεκείν Β ηεο θακπχιεο C , ηνπ νπνίνπ ε ζέζε νξίδεηαη κε ην 

κηγαδηθφ αξηζκφ 0( 2 )

0,

iB

k k kz z R e
 

  .  

Σν άγλσζην κηγαδηθφ δπλακηθφ ζα αλαδεηεζεί ζηε κνξθή 

0( ) log( )z  f z z q , (2.127) 

φπνπ q  είλαη έλα ζηαζεξφ κεηξψν ζηήιε, πνπ ζα πξνζδηνξηζζεί. Οη ηηκέο ησλ A


u  θαη 

B


u , παξέρνληαη κε ηηο ζρέζεηο 
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0 0log( ) log( )A A

A z z z z    u A q A q , (2.128)        

0 0log( ) log( )B B

B z z z z    u A q A q . (2.129) 

Απφ ηηο (2.128) θαη (2.129) ζπλάγεηαη φηη 

2 ( )B A i   u u Aq Aq . (2.130) 

Απφ ηε ζρέζε απηή θαη ηελ (2.126), πξνθχπηεη 

2
 

i

b
Aq Aq . (2.131) 

Απηή είλαη ε πξψηε εμίζσζε γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ άγλσζηνπ κηγαδηθνχ ζηαζεξνχ 

κεηξψνπ q . Ζ δεχηεξε εμίζσζε ζα πξνθχςεη απφ ηελ ζπλζήθε ηζνξξνπίαο ηνπ ηκήκαηνο 

ηνπ ζψκαηνο, πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηελ θπιηλδξηθή επηθάλεηα. Ζ ζπλζήθε ηζνξξνπίαο 

ηνπ ζψκαηνο απαηηεί  

B A X X 0 , (2.132)         

φπνπ AX  θαη BX  είλαη νη ηηκέο ηεο ζπλαξηεζηαθήο πνζφηεηαο ζηηο ζέζεηο Α θαη Β ηεο 

θπιηλδξηθήο επηθάλεηαο. Υξεζηκνπνηψληαο ηηο ζρέζεηο (2.41), (2.132) πξνθχπηεη ε ζρέζε 

 Bq Bq 0 . (2.133) 

Απφ ηηο (2.131) θαη (2.133), βξίζθεηαη ην κεηξψν q  ζηε κνξθή 

1 1 1 11
( )

2

    q B M M b . (2.134) 

Έηζη, ην κηγαδηθφ δπλακηθφ ( )zf , πνπ δίλεηαη κε ηε ζρέζε (2.127) παίξλεη ηε κνξθή 

1 1 1 1

0 0

1
( ; ) log( ) ( )

2
z z z z



   

   f B M M b , (2.135) 

φπνπ ζηε ζρέζε απηή, φπσο ζηελ πεξίπησζε ηεο δχλακεο, έρεη ρξεζηκνπνηεζεί ν εληαίνο 

ζπκβνιηζκφο 0( ; ) z zf  αληί ηνπ ( )zf . 
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2.5.3.2 Ιζόηροπο ομογενές σλικό 

Όπσο ζηελ πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο δχλακεο, ζα πξνζδηνξηζζεί πξψηα ην κηγαδηθφ 

δπλακηθφ 0 ( )zf , γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ην κέησπν ηεο εμάξκσζεο βξίζθεηαη ζηε γξακκή 

3(0,0, )x . Σν κηγαδηθφ δπλακηθφ 0 ( )zf  ζα αλαδεηεζεί ζηε κνξθή  

0( ) logz zf c , (2.136) 

φπνπ c  είλαη έλα ζηαζεξφ κεηξψν ζηήιε πνπ ζα πξνζδηνξηζζεί. Υξεζηκνπνηψληαο ηηο 

ζρέζεηο (2.96), (2.126) θαη ηελ (2.136) πξνθχπηεη 

2
  

i

b
Ac Ac . (2.137) 

Ζ ηζνξξνπία ηνπ ηκήκαηνο ηνπ πιηθνχ, πνπ απνθφπηεηαη απφ κηα θπιηλδξηθή επηθάλεηα, 

πνπ πεξηθιείεη ην κέησπν ηεο εμάξκσζεο 
3(0,0, )x  θαη έρεη γελλέηεξεο παξάιιειεο ζηνλ 

άμνλα 3x , απαηηεί B A X X 0 . Απφ ηε ζπλζήθε απηή, παίξλνληαο ππφςε ηελ (2.98) θαη 

ηελ (2.136) πξνθχπηεη 

 Bc Bc 0 . (2.138) 

Απφ ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ κεηξσηθψλ εμηζψζεσλ (2.137) θαη (2.138), 

βξίζθεηαη φηη 

1 1 1 11
( )

2

    c B M M b . (2.139) 

Έηζη, ην κηγαδηθφ δπλακηθφ, πνπ παξέρεηαη κε ηε ζρέζε (2.136), παίξλεη ηε κνξθή 

0 1 1 1 11
( ) ( ) log

2
z z



    f B M M b . (2.140) 

Όηαλ ην κέησπν ηεο εμάξκσζεο βξίζθεηαη ζην ζεκείν 0z  ηνπ κηγαδηθνχ επηπέδνπ z , ην 

κηγαδηθφ δπλακηθφ ( )zf  πξνζδηνξίδεηαη απφ ηε ζρέζε (2.112). Βξίζθεηαη φηη   

0
0 0

0

( ; ) log( )S S

z
z z z z

z z
   


f K b L b , (2.141) 

κε  
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1 0

1 0
(1 )

0 0 (1 ) 2

S

i
i

i


 


  
 

 
 
  

K , (2.142) 

0 0 0

1 0
(1 )

0 0 0

S

i
i



 

 
 

  
 
  

L . (2.143) 

Απφ ηε ζρέζε (2.141) πξνθχπηνπλ 

1 2
1 0

( )
( ) log( )

(1 )

b ib
f z z z

i



 


 


, (2.144) 

1 2 01 2
2 0

0

( )( ) 1
( ) log( )

(1 ) (1 )

b ib zb ib
f z z z

i i z z



   


   

  
, (2.145) 

3
3 0( ) log( )

2

b
f z z z

i




   . (2.146) 

Οη εμηζψζεηο απηέο ζπκπίπηνπλ κε απηέο πνπ ππάξρνπλ ζηε βηβιηνγξαθία (Dundurs, 

1965; Suo, 1989; Kattis, 1994). 
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Κεθάλαιο 3 

Η ΔΝΟΠΟΙΗΜΔΝΗ ΘΔΩΡΙΑ ΣΩΝ ΓΙΦΑ΢ΙΚΩΝ 

ΓΤΝΑΜΙΚΩΝ 

3.1 ΓΔΝΙΚΑ 

΢ην θεθάιαην απηφ, ζηα πιαίζηα ηεο δηδηάζηαηεο ειαζηηθφηεηαο, αλαπηχζζεηαη κηα 

ελνπνηεκέλε κεζνδνινγία γηα ηελ αλάιπζε ηεο αιιειεπίδξαζεο ηδηνκνξθηψλ κε 

δηεπηθάλεηεο ζε δηθαζηθά ζχλζεηα πιηθά. Οη ηδηνκνξθίεο, πνπ κειεηψληαη ζηελ παξνχζα 

εξγαζία, είλαη: 

 ε γξακκηθή δχλακε, 

 ε εμάξκσζε, θαη 

 ε νκνηφκνξθε ηάζε. 

Σν ζχλζεην δηθαζηθφ πιηθφ πξνζνκνηψλεηαη κε δχν ειαζηηθά αλφκνηα κέζα πνπ 

θαιχπηνπλ ηνλ επθιείδεην ρψξν θαη δηαρσξίδνληαη κεηαμχ ηνπο κε κηα επίπεδε θαη 

απείξσο εθηεηλφκελε δηεπηθάλεηα. ΢ηε δηεπηθάλεηα επηθξαηνχλ ζπλζήθεο ηέιεηαο 

ζχλδεζεο, πνπ πεξηγξάθνληαη κε ηε ζπλέρεηα ησλ κεηαηνπίζεσλ θαη ησλ ηάζεσλ ησλ δχν 

θάζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Καηά ηελ αλάπηπμε ηεο κεζνδνινγίαο, ζα ζεσξεζνχλ φινη νη 

δπλαηνί ζπλδπαζκνί αληζνηξνπίαο ησλ δχν θάζεσλ ηνπ δηπιηθνχ: ην 

αληζφηξνπν/αληζφηξνπν, ην αληζφηξνπν/ηζφηξνπν θαη ην ηζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ. 

Ζ κεζνδνινγία πνπ αλαπηχζζεηαη, απνηειεί ηελ γελίθεπζε ηεο πξνζέγγηζεο ησλ 

δηθαζηθψλ δπλακηθψλ, πνπ έρεη αλαπηπρζεί μερσξηζηά γηα ηε δηδηάζηαηε αληζφηξνπε θαη 

ηζφηξνπε ειαζηηθφηεηα (Kattis, 1994; Kattis and Meguid, 1995; Kattis and Providas, 

1997). Με ηε γελίθεπζε απηή, ηα ειαζηηθά πεδία ζην δηπιηθφ ζα εθθξαζζνχλ κέζσ 

γεληθψλ ζρέζεσλ, ζε φξνπο δχν κεηξσηθψλ κηγαδηθψλ ζπλαξηήζεσλ (δηθαζηθά 
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δπλακηθά), ησλ νπνίσλ ηα ζηνηρεία είλαη νιφκνξθεο ζπλαξηήζεηο. Οη γεληθέο απηέο 

ζρέζεηο αλαπηχζζνληαη, ψζηε λα ηθαλνπνηνχληαη νη απαηηνχκελεο ζπλζήθεο ζπλέρεηαο 

ησλ ηάζεσλ θαη ησλ κεηαηνπίζεσλ ζηα ζπλδεδεκέλα ηκήκαηα ηεο δηεπηθάλεηαο. ΢ηε 

ζπλέρεηα, ε κεζνδνινγία πνπ αλαπηχζζεηαη, εθαξκφδεηαη γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ 

ειαζηηθψλ πεδίσλ ζε έλα ζχλζεην πιηθφ κε ηέιεηα ζχλδεζε ζηε δηεπηθάλεηα, γηα ηηο 

ηδηνκνξθίεο πνπ πξναλαθέξζεθαλ. Γηα κηα ζπγθεθξηκέλε ηδηνκνξθία, ηα δηθαζηθά 

δπλακηθά ηνπ ζπζηήκαηνο πξνζδηνξίδνληαη απαηηψληαο ηα ηαζηθά πεδία πνπ παξάγνληαη 

απφ απηή, λα επηδεηθλχνπλ ηελ πξνθαζνξηζκέλε ζπκπεξηθνξά πνπ ραξαθηεξίδεη ηελ 

ηδηνκνξθία. 

3.2 Η ΠΡΟ΢ΟΜΟΙΩ΢Η ΣΟΤ ΓΙΦΑ΢ΙΚΟΤ ΤΛΙΚΟΤ 

Σν ζχλζεην πιηθφ πνπ κειεηάηαη, απνηειείηαη απφ δχν επηκέξνπο πιηθά, πνπ έρνπλ 

δηαθνξεηηθέο ειαζηηθέο ηδηφηεηεο θαη ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο κε κηα επίπεδε 

δηεπηθάλεηα. Γηα ηελ αλάπηπμε ηεο κεζφδνπ ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ, εηζάγεηαη ην 

κηθξνκεραληθφ κνληέιν ησλ δχν ειαζηηθψλ κέζσλ, πνπ θαηαιακβάλνπλ ηνλ επθιείδεην 

ρψξν θαη δηαρσξίδνληαη κεηαμχ ηνπο κε κηα απείξσο εθηεηλφκελε επίπεδε δηεπηθάλεηα. Ο 

επθιείδεηνο ρψξνο πεξηγξάθεηαη κε ην θαξηεζηαλφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 1 2 3( , , )x x x , 

ηνπ νπνίνπ ην επίπεδν 1 3x x  έρεη ηνπνζεηεζεί πάλσ ζηελ επίπεδε δηεπηθάλεηα πνπ 

δηαρσξίδεη ηηο δπν θάζεηο. Σα δχν κέζα είλαη ηέιεηα ζπλδεδεκέλα θαηά κήθνο ηεο 

δηεπηθάλεηαο, εθηφο ίζσο απφ νξηζκέλα ηκήκαηά ηεο, πνπ είλαη αζχλδεηα. Ζ θάζε ηνπ 

πιηθνχ, πνπ θαηαιακβάλεη ηνλ εκηρψξν 2 0x , ζα δειψλεηαη κε Ι, ελψ ε θάζε πνπ 

θαηαιακβάλεη ηνλ εκηρψξν 2 0x  κε ΙΙ. ΢ηε ζπλέρεηα, νη πνζφηεηεο πνπ ζπλδένληαη κε 

ηηο δχν απηέο θάζεηο, ζα εθνδηάδνληαη αλάινγα κε ηνπο πάλσ ή θάησ δείθηεο Ι θαη ΙΙ 

(΢ρήκα 3-1). Καηά κήθνο ηνπ δηεπηθαλεηαθνχ ηκήκαηνο, φπνπ επηθξαηνχλ ζπλζήθεο 

ηέιεηαο ζχλδεζεο, ζα πξέπεη λα κε δηαθφπηεηαη ε ζπλέρεηα ηεο κεηαηφπηζεο θαη ηνπ 

ειθπζηή ησλ ηάζεσλ. Απηφ εμαζθαιίδεηαη φηαλ  

1 2 1 2( , 0) ( , 0)  I II

i iu x x u x x ,  (3.1α) 

2 1 2 2 1 2( , 0) ( , 0)  I II

i ix x x x  .  (3.1β) 

Λακβάλνληαο ππφςε ηηο (2.7) θαη (2.31), νη παξαπάλσ ζπλζήθεο κπνξνχλ λα γξαθηνχλ 

ζηελ παξαθάησ κεηξσηθή κνξθή 
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I IIu u ,  (3.2α) 

 X X .  (3.2β) 

Ζ ζρέζε (3.2β) απνηειεί ηελ νινθιεξσκέλε ηζνδχλακε κνξθή ηεο δηεπηθαλεηαθήο 

 

 

΢σήμα 3-1 Ζ γεσκεηξία ηνπ δηπιηθνχ 

 

ζπλζήθεο ησλ ηάζεσλ (3.1β). 

3.3 ΟΙ ΓΔΝΙΚΔ΢ ΢ΥΔ΢ΔΙ΢ ΣΩΝ ΓΙΦΑ΢ΙΚΩΝ ΓΤΝΑΜΙΚΩΝ 

3.3.1 Ανιζόηποπο/ανιζόηποπο διςλικό 

΢ηελ ελφηεηα απηή ζα εμαρζνχλ ηα δηθαζηθά δπλακηθά γηα ηελ πεξίπησζε, φπνπ νη δχν 

θάζεηο ηνπ δηπιηθνχ είλαη αληζφηξνπεο θαη θαηά κήθνο φιεο ηεο δηεπηθάλεηαο επηθξαηνχλ 

ζπλζήθεο ηέιεηαο ζχλδεζεο. Υξεζηκνπνηψληαο ηηο εμηζψζεηο (2.42) θαη (2.43) νη 

δηεπηθαλεηαθέο ζπλζήθεο (3.2) παξέρνληαη 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )  I I I I II II II IIx x x xA f A f A f A f , ζηε δηεπηθάλεηα, (3.3) 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )  I I I I II II II IIx x x xΒ f Β f Β f Β f , ζηε δηεπηθάλεηα. (3.4) 

Οη παξαπάλσ εμηζψζεηο γξάθνληαη ζηε κνξθή 
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1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )  I I II II II II I Ix x x xA f A f A f A f , (3.5) 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )  I I II II II II I Ix x x xΒ f Β f Β f Β f .  (3.6) 

΢ηε ζπλέρεηα, ζην πιήξεο επίπεδν z , νξίδεηαη κηα νιφκνξθε ζπλάξηεζε 
0 ( )zf  σο εμήο: 

0( ) ( ) ( ) I I II IIz i z i zf A f A f , φηαλ ην z I , (3.7) 

0( ) ( ) ( ) II II I Iz i z i zf A f A f , φηαλ ην z II .  (3.8) 

Σν φξηζκα ηεο ζπλάξηεζεο 
0 ( )zf  ζεσξείηαη φηη έρεη ηε γεληθή κνξθή 

1 2 z x px , φπνπ 

ην p  είλαη έλαο κηγαδηθφο αξηζκφο κε Im 0p . Με ηνλ ίδην ηξφπν, νξίδεηαη κηα δεχηεξε 

νιφκνξθε ζπλάξηεζε 0 ( )zq , ζε φιν ην επίπεδν z , σο εμήο 

0( ) ( ) ( ) I I II IIz z zq B f Β f , φηαλ z I ,  (3.9)                       

0( ) ( ) ( ) II II I Iz z zq B f Β f , φηαλ z II . (3.10)                               

Έρνληαο νξίζεη ηηο ζπλαξηήζεηο 0 ( )zf  θαη 0 ( )zq  κε ηνλ ηξφπν απηφ, ηθαλνπνηείηαη 

απηφκαηα ε ζπλέρεηα ησλ κεηαηνπίζεσλ θαηά κήθνο ηεο δηεπηθάλεηαο. Υξεζηκνπνηψληαο 

ηηο ζρέζεηο (3.7)-(3.10), βξίζθεηαη φηη  

1 1

0 0( ) ( ) ( )    I I IIz z zB f H f M q , ( z I )  (3.11) 

1 1

0 0( ) ( ) ( )    I I IIz z zB f H f M q , ( z I ) (3.12) 

γηα ηε θάζε I, θαη 

1 1

0 0( ) ( ) ( )    II II Iz z zB f H f M q , ( z II )  (3.13) 

1 1

0 0( ) ( ) ( )    II II Iz z zB f H f M q , ( z II ) (3.14)                       

γηα ηε θάζε II. ΢ηηο ζρέζεηο απηέο, έρνπλ εηζαρζεί ηα κεηξψα IM  θαη IIM  πνπ νξίδνληαη 

κε ηηο ζρέζεηο (Lothe and Barnett, 1974) 

  I I Ii 1
M B A ,   II II IIi 1

M B A .  (3.15)    

Σν κεηξψν H , πνπ ππεηζέξρεηαη ζηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, είλαη έλαο ζεηηθά νξηζκέλνο 

εξκηηηαλφο πίλαθαο (Ting, 1986), πνπ νξίδεηαη ζε φξνπο ησλ κεηξψσλ IM  θαη IIM  κε ηε 

ζρέζε 
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1 1  I IIH M M .  (3.16) 

Με ηηο εμηζψζεηο (3.11)-(3.14), ηα δηδηάζηαηα ειαζηηθά πεδία πνπ αλαπηχζζνληαη ζε έλα 

αληζφηξνπν/αληζφηξνπν δηπιηθφ, κε ηέιεηα δηεπηθαλεηαθή ζχλδεζε, κπνξνχλ λα 

εθθξαζηνχλ ζε φξνπο δχν κεηξσηθψλ ζπλαξηήζεσλ ζηειψλ 0 ( )zf  θαη 0 ( )zq , ησλ 

νπνίσλ ηα ζηνηρεία είλαη νιφκνξθεο ζπλαξηήζεηο ηεο κηγαδηθήο κεηαβιεηήο 

1 2 z x px ( Im 0p ). Οη κεηξσηθέο απηέο ζπλαξηήζεηο απνηεινχλ ηα διθαζικά 

δσναμικά ηνπ δηπιηθνχ. ΢εκεηψλεηαη, φηη κε ηε βνήζεηα ησλ παξαπάλσ ζρέζεσλ, ε ιχζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ πεξηνξίδεηαη ζηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ 
0 ( )zf  θαη 0 ( )zq , πνπ νξίζηεθαλ πξνεγνχκελα. 

Γηα έλα ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα, ηα δηθαζηθά δπλακηθά πξνζδηνξίδνληαη έηζη ψζηε λα 

ηθαλνπνηνχληαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο θαη νη ηδηφκνξθεο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο.  

Με βάζε ηηο ζρέζεηο (2.42) θαη (2.43) θαη ηηο (3.11)-(3.14), νη ηάζεηο θαη νη κεηαηνπίζεηο 

δίλνληαη απφ ηηο 

1 1 1 1

0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( )I II IIz z z z z z            X H f M q H f M q , (3.17) 

   
1 1

1 1 1 1

0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( )I II I II II I IIi z z z z z z
 

              u I M M f M q I M M f M q , (3.18) 

γηα ηε θάζε I, θαη 

1 1 1 1

0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( )II I Iz z z z z z            X H f M q H f M q , (3.19) 

   
1 1

1 1 1 1

0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( )II I II I I II Ii z z z z z z
 

              u I M M f M q I M M f M q , (3.20) 

γηα ηε θάζε II. 

Οη κεηξσηθέο ζπλαξηήζεηο ( , )I z zX  θαη ( , )II z zX , φηαλ είλαη γλσζηέο, παξάγνπλ ηα 

ειαζηηθά ηαζηθά πεδία ησλ δχν θάζεσλ κε ηηο ζρέζεηο 

 1 2
I

I I I
z


   



X
ζ P ζ P P ,  1 2

II
II II II

z


   



X
ζ P ζ P P . (3.21)   

φπνπ  

1

I I I I

P B p B , 1

II II II II

P B p B . (3.22) 
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Αληηθαζηζηψληαο ζηηο ζρέζεηο απηέο ηηο (3.17) θαη (3.19), εμάγνληαη ηα ηαζηθά πεδία ησλ 

δχν θάζεσλ ηνπ δηπιηθνχ ζε φξνπο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ 
0 ( )zf  θαη 

0 ( )zq , ζηε 

κνξθή 

  1 1

1 2 0 0( ) ( )I I I IIz z        ζ P ζ P P H f M q , (3.23) 

  1 1

1 2 0 0( ) ( )II II II Iz z        ζ P ζ P P H f M q . (3.24) 

3.3.2 Ανιζόηποπο/ιζόηποπο διςλικό 

΢ηελ πεξίπησζε απηή, ε θάζε I ηνπ δηπιηθνχ ζεσξείηαη φηη είλαη ηζφηξνπε θαη ε θάζε II 

αληζφηξνπε. Σα ειαζηηθά πεδία ηεο ηζφηξνπεο θάζεο Ι πεξηγξάθνληαη κε ηηο κεηξσηθέο 

εμηζψζεηο (2.96) θαη (2.98), ελψ ηα ειαζηηθά πεδία ηεο αληζφηξνπεο θάζεο ΙΙ, κε ηηο 

κεηξσηθέο ζπλαξηήζεηο (2.42) θαη (2.43). Υξεζηκνπνηψληαο ηηο εμηζψζεηο απηέο, νη 

δηεπηθαλεηαθέο ζπλζήθεο (3.2) παίξλνπλ ηε κνξθή 

1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )     I I I I I I I I II II II IIx x x x x x x xA f A f a f a f A f A f , (3.25)  

1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )     I I I I I I I I II II II IIx x x x x x x xB f B f b f b f B f B f ,  (3.26) 

πάλσ ζηε δηεπηθάλεηα. Δηζάγνληαο ηε ζπλάξηεζε 
1( )

I xf  κε ηε ζρέζε  

1 1 1 1( ) ( ) ( )  I I Ix x x xf f T f , (3.27) 

φπνπ 

1 1

0 0 0

1 0 0

0 0 0

 

 
 

    
 
  

I I I IΣ A a Β b ,  (3.28) 

νη ζρέζεηο (3.25), (3.26) γίλνληαη 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )   I I I I II II II IIx x x xA f A f A f A f , ζηε δηεπηθάλεηα,  (3.29) 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )   I I I I II II II IIx x x xΒ f B f B f B f , ζηε δηεπηθάλεηα.  (3.30) 

Με ηελ εηζαγσγή ηεο ζπλάξηεζεο 1( )

I xf , νη (3.21) θαη (3.22) αλάγνληαη ζηελ ίδηα κνξθή 

κε ηηο (3.3) θαη (3.4), εάλ ε 1( )I xf  αληηθαηαζηαζεί κε ηελ 1( )

I xf . ΢πλεπψο, κε ηελ ίδηα 
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δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζεθε πξνεγνχκελα, απφ ηηο (3.29) θαη (3.30) πξνθχπηνπλ νη 

παξαθάησ ζρέζεηο ησλ κηγαδηθψλ δπλακηθψλ 

1 1

0 0( ) ( ) ( )     I I IIz z zB f H f M q , ( z I )  (3.31) 

1 1

0 0( ) ( ) ( )  

 
   IIz z zB f H f M q , ( z I ) (3.32) 

γηα ηε θάζε Η, θαη 

1 1

0 0( ) ( ) ( ) 

 
   Iz z zB f H f M q , ( z II )  (3.33) 

1 1

0 0( ) ( ) ( )    II II Iz z zB f H f M q , ( z II )  (3.34)                                             

γηα ηε θάζε ΗΗ. ΢ηηο ζρέζεηο (3.31) θαη (3.32), ν νξηζκφο ηεο ζπλάξηεζεο 
1( )I x

f , πνπ 

εηζάγεηαη κε ηελ (3.19), έρεη επεθηαζεί ζε φιν ην επίπεδν z , κε ηε ζρέζε 

1( )
( ) ( )  I I

d z
z z z

dz

f
f f Σ .  (3.35) 

Δίλαη εχθνιν λα δεηρζεί φηη, αλ ε ( )I z
f  είλαη γλσζηή, ηφηε ε ( )I zf  πξνζδηνξίδεηαη απφ ηε 

ζρέζε 

( )
( ) ( ) I

I I

d z
z z z

dz


 

f
f f Σ . (3.36) 

Όπσο ζηελ πξνεγνχκελε πεξίπησζε, έηζη θαη εδψ, ηα ειαζηηθά πεδία ηνπ 

ηζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ εθθξάδνληαη κε ηηο ζρέζεηο (3.31)-(3.34) ζε φξνπο δχν 

νιφκνξθσλ κεηξσηθψλ ζπλαξηήζεσλ 0 ( )zf  θαη 0 ( )zq . Οη ζπλαξηήζεηο απηέο απνηεινχλ 

ηα δηθαζηθά δπλακηθά ηνπ δηπιηθνχ. Έηζη, κε βάζε ηηο ζρέζεηο (2.42) θαη (2.43), γηα ην 

αληζφηξνπν πιηθφ, θαη ηηο (2.96) θαη (2.98), γηα ην ηζφηξνπν πιηθφ, νη ηάζεηο θαη νη 

κεηαηνπίζεηο κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ ζε φξνπο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ 0 ( )zf  θαη 

0 ( )zq  κε ηηο ζρέζεηο 

 

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

I II II

I II I II

z z z z z z

z z z z z z

   

   

         

             

X H f M q H f M q

C H f M q C H f M q
 (3.37) 

 

1 1 1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

( , ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( )

               +( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

I II I II II I II

I II I II

i z z z z z z

z z z z z z

     

   

           

            

u I M M f M q I M M f M q

D H f M q D H f M q
 (3.38) 



Κεθάλαιο 3 

46 

γηα ηε θάζε I, θαη 

1 1 1 1

0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( )II I Iz z z z z z            X H f M q H f M q , (3.39) 

   
1 1

1 1 1 1

0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( )II I II I I II Ii z z z z z z
 

              u I M M f M q I M M f M q , (3.40) 

γηα ηε θάζε II. ΢ηηο ζρέζεηο απηέο έρνπλ εηζαρζεί ηα κεηξψα 

1

I I I

C b B , 1

I I Ii D a B . (3.41) 

Μεηαμχ ησλ κεηξψσλ απηψλ ηζρχεη ε ζρέζε 

1

I I I

  M C D . (3.42) 

Ζ ζρέζε απηή εμάγεηαη εδψ, γηα λα ρξεζηκνπνηεζεί αξγφηεξα. 

3.3.3 Ιζόηποπο/ιζόηποπο διςλικό 

΢ηελ πεξίπησζε απηή, νη θάζεηο Ι θαη ΙΙ ηνπ δηπιηθνχ είλαη ηζφηξνπεο. Υξεζηκνπνηψληαο 

ηηο εθθξάζεηο (2.96) θαη (2.98) ηεο ηζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο, νη δηεπηθαλεηαθέο ζπλζήθεο 

(3.2) κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ ζε φξνπο ησλ κηγαδηθψλ δπλακηθψλ ησλ δχν θάζεσλ κε ηηο 

ζρέζεηο 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),

I I I I I I I I

II II II II II II II II

x x x x x x

x x x x x x

    

   

A f A f a f a f

A f A f a f a f
 (3.43) 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).

I I I I I I I I

II II II II II II II II

x x x x x x

x x x x x x

    

   

B f B f b f b f

B f B f b f b f
 (3.44) 

΢ηε ζπλέρεηα, νξίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο 

If  θαη 

IIf  πάλσ ζηε δηεπηθάλεηα, κε ηηο ζρέζεηο 

1 1 1 1( ) ( ) ( )  I I Ix x x xf f T f ,  (3.45) 

1 1 1 1( ) ( ) ( )  II II IIx x x xf f T f .  (3.46) 

Με βάζε ηηο ζρέζεηο απηέο, νη εμηζψζεηο (3.43) θαη (3.44) γίλνληαη 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )     I I I I II II II IIx x x xA f A f A f A f ,  (3.47) 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )     I I I I II II II IIx x x xΒ f B f B f B f .  (3.48) 
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Οη ζρέζεηο απηέο, εθθξάδνπλ ηηο δηεπηθαλεηαθέο ζπλζήθεο ζπλέρεηαο ησλ κεηαηνπίζεσλ 

θαη ηάζεσλ ζε φξνπο ησλ ζπλαξηήζεσλ 
1( )I x

f  θαη 
1( )II x

f . Οη ζρέζεηο απηέο ηαπηίδνληαη 

ζηε κνξθή κε ηηο ζρέζεηο (3.5) θαη (3.6), αλ νη ζπλαξηήζεηο 
1( )I x

f  θαη 
1( )II x

f  

αληηθαηαζηαζνχλ κε ηηο 
1( )I xf  θαη 

1( )II xf , αληίζηνηρα. ΢πλεπψο, νη ζπλαξηήζεηο απηέο 

κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ σο ηα “ζσνεπησγμένα” δσναμικά ησλ δχν θάζεσλ ηνπ δηπιηθνχ. 

Σα ζπλεπηπγκέλα απηά δπλακηθά, κε ηε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζεθε πξνεγνχκελα, 

κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ ζε φξνπο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ 
0 ( )zf  θαη 0 ( )zq  κε ηηο 

ζρέζεηο 

1 1

0 0( ) ( ) ( )     I I IIz z zB f H f M q ,  (3.49) 

1 1

0 0( ) ( ) ( )     I I IIz z zB f H f M q , ( z I )  (3.50) 

γηα ηε θάζε Η, θαη 

1 1

0 0( ) ( ) ( )     II II Iz z zB f H f M q ,  (3.51) 

1 1

0 0( ) ( ) ( )     II II Iz z zB f H f M q , ( z II )  (3.52)   

γηα ηε θάζε ΗΗ. Καηά ηε δηαδηθαζία αλάπηπμεο ησλ παξαπάλσ ζρέζεσλ, ν νξηζκφο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ 

If  θαη 

IIf , επεθηάζεθε ζε φιν ην επίπεδν z  κε ηηο ζρέζεηο 

( ) ( ) ( )  I I I I I Iz z z zΒ f Β f b f , (3.53) 

1( ) ( ) ( )  II II II II IIz z z zΒ f Β f b f .  (3.54) 

Δίλαη εχθνιν λα δεηρζεί φηη, ζε έλα πξφβιεκα πνπ έρνπλ πξνζδηνξηζζεί ηα ζπλεπηπγκέλα 

κηγαδηθά δπλακηθά 

If  θαη 

IIf , ηα κηγαδηθά δπλακηθά ησλ δχν θάζεσλ πξνζδηνξίδνληαη 

απφ ηηο ζρέζεηο 

( )
( ) ( )


  I

I I

d z
z z z

dz

f
f f Σ , (3.55) 

( )
( ) ( )


  II

II II

d z
z z z

dz

f
f f Σ .  (3.56) 

΢ηε ζπλέρεηα, νη δχν βαζηθέο κεηαβιεηέο πεδίνπ, πνπ παξέρνπλ ηηο ηάζεηο θαη ηηο 

κεηαηνπίζεηο ζε θάζε ζεκείν ηνπ δηπιηθνχ θαη νξίδνληαη κε ηηο ζρέζεηο (2.98) θαη (2.96), 

ζα εθθξαζηνχλ γηα ηηο δχν θάζεηο ηνπ δηπιηθνχ ζε φξνπο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ 
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0 ( )zf  θαη 
0 ( )zq . Με βάζε ηηο ζρέζεηο (2.98), (2.96) θαη (3.49)-(3.52), θαη ιακβάλνληαο 

ππφςε ηηο (3.55) θαη (3.56), πξνθχπηνπλ νη ζρέζεηο 

 

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

I II II

I II I II

z z z z z z

z z z z z z

   

   

         

             

X H f M q H f M q

C H f M q C H f M q
 (3.57) 

 

1 1 1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

( , ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( )

               +( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

I II I II II I II

I II I II

i z z z z z z

z z z z z z

     

   

           

            

u I M M f M q I M M f M q

D H f M q D H f M q
 (3.58) 

γηα ηε θάζε I, θαη 

 

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

II I I

II I II I

z z z z z z

z z z z z z

   

   

         

             

X H f M q H f M q

C H f M q C H f M q
 (3.59) 

 

1 1 1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

( , ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( )

               +( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

II I II I I II I

II I II I

i z z z z z z

z z z z z z

     

   

           

            

u I M M f M q I M M f M q

D H f M q D H f M q
 (3.60) 

γηα ηε θάζε II. ΢ηηο ζρέζεηο απηέο έρνπλ εηζαρζεί ηα κεηξψα IIC  θαη IID , πνπ είλαη ηα 

αληίζηνηρα ησλ κεηξψσλ IC  θαη ID , πνπ νξίδνληαη κε ηηο ζρέζεηο 

1

II II II

C b B , 1

II II IIi D a B . (3.61) 

Δχθνια δείρλεηαη φηη ηα κεηξψα απηά ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε 

1

II II II

  M C D .  (3.62)
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Κεθάλαιο 4 

ΑΛΛΗΛΔΠΙΓΡΑ΢Η ΙΓΙΟΜΟΡΦΙΩΝ ΜΔ ΜΗ 

ΡΗΓΜΑΣΩΜΔΝΔ΢ ΓΙΔΠΙΦΑΝΔΙΔ΢ 

4.1 ΓΔΝΙΚΑ 

΢ην θεθάιαην απηφ, ε γεληθεπκέλε κέζνδνο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ, πνπ αλαπηχρζεθε 

πξνεγνχκελα, ζα εθαξκνζζεί γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ ειαζηηθψλ πεδίσλ, πνπ 

αλαπηχζζνληαη ζε έλα δηπιηθφ κε επίπεδε δηεπηθάλεηα, φηαλ ζε απηφ επελεξγεί κηα 

ηδηνκνξθία. Σν πιηθφ ζα πξνζνκνησζεί κε ην κηθξνκεραληθφ κνληέιν ησλ δχν αλφκνησλ 

ειαζηηθψλ κέζσλ, πνπ ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο κε κηα επίπεδε θαη κε ξεγκαησκέλε 

δηεπηθάλεηα. Οη ιχζεηο πνπ ζα παξαρζνχλ απνηεινχλ ηηο ζπλαξηήζεηο Green ηεο 

ηδηνκνξθίαο, θαη κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζε πνιιά πεδία ηεο ππνινγηζηηθήο 

κεραληθήο, φπσο, γηα παξάδεηγκα, ζηε κεραληθή ησλ ζξαχζεσλ θαη ζηε κέζνδν ησλ 

ζπλνξηαθψλ ζηνηρείσλ (Bilby and Eshelby, 1968; Rice, 1968; Hayashi and Nemat-

Nasser, 1981a,b). Ζ ιχζε ηεο γξακκηθήο εμάξκσζεο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ 

αλάπηπμε ηεο ιχζεο κηαο πεπεξαζκέλεο ξσγκήο, πνπ βξίζθεηαη ζε έλα απφ ηα δχν κέζα. 

Ζ αλάπηπμε ηεο ιχζεο γίλεηαη κε κία ηερληθή, πνπ είλαη γλσζηή ζηε βηβιηνγξαθία σο 

ζπλερήο δηαλνκή εμαξκψζεσλ (Budiansky et al., 1983; Hutchinson, 1974). Δπίζεο, ε 

ιχζε ηεο γξακκηθήο δχλακεο, κπνξεί λα εθαξκνζζεί ζηε κέζνδν ησλ ζπλνξηαθψλ 

ζηνηρείσλ, γηα ηελ αλάπηπμε ιχζεσλ δηπιηθψλ κε πεπεξαζκέλα ζχλνξα. 

Όπσο έρεη πξναλαθεξζεί, ζηηο ζεκεηαθέο ηδηνκνξθίεο ζπκπεξηιακβάλεηαη θαη ε θφξηηζε 

κε νκνηφκνξθεο ηάζεηο ζην άπεηξν ζχλνξν ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ δχν ειαζηηθψλ κέζσλ. 

Απηφ γίλεηαη, επεηδή απφ καζεκαηηθή ζθνπηά, ην άπεηξν ζχλνξν κπνξεί λα ζεσξεζεί σο 

ζεκείν, πνπ είλαη ην αληίζηξνθν ηνπ κεδελφο. Ζ επίιπζε ηνπ ειαζηηθνχ πξνβιήκαηνο 

ηνπ δηθαζηθνχ ειαζηηθνχ ζπζηήκαηνο γηα νκνηφκνξθεο ηάζεηο ζην άπεηξν, απνηειεί ηε 
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βάζε αλάπηπμεο ιχζεσλ πξνβιεκάησλ ξσγκψλ, πνπ ελδηαθέξνπλ ηε κεραληθή ησλ 

ζχλζεησλ πιηθψλ. Όηαλ ζε έλα ηέηνην δηθαζηθφ ζχζηεκα πξφθεηηαη λα εθαξκνζζνχλ 

νκνηφκνξθεο ηάζεηο ζηα άπεηξα ζχλνξα ησλ δχν θάζεσλ, ζα πξέπεη λα δηεξεπλεζεί ε 

ζρέζε πνπ πξέπεη λα ππάξρεη κεηαμχ ησλ νκνηφκνξθσλ ηάζεσλ πνπ ζα εθαξκνζζνχλ 

ζηελ θάζε θάζε, ψζηε λα εμαζθαιίδεηαη ε ηζνξξνπία ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ηαπηφρξνλα ε 

ζπκβηβαζηφηεηα ησλ παξακνξθψζεσλ. Ζ δηεξεχλεζε απηή γίλεηαη ζηε ζπλέρεηα γηα 

φινπο ηνπο δπλαηνχο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο ησλ δχν θάζεσλ, εθαξκφδνληαο ηελ 

ελνπνηεκέλε κέζνδν ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ πνπ αλαπηχρζεθε ζην πξνεγνχκελν 

θεθάιαην. 

4.2 ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΣΑ΢Η 

Όηαλ ζην άπεηξν ζχλνξν ηεο κηαο θάζεο ηνπ δηπιηθνχ, εθαξκφδεηαη κηα δηαλνκή 

νκνηφκνξθσλ ηάζεσλ, ε ζπκβηβαζηφηεηα ησλ παξακνξθψζεσλ θαηά κήθνο ηεο 

δηεπηθάλεηαο θαη ε ηζνξξνπία ηνπ ζπζηήκαηνο απαηηνχλ λα επηβιεζεί κηα ζπγθεθξηκέλε 

δηαλνκή νκνηφκνξθσλ ηάζεσλ ζην άπεηξν ζχλνξν ηεο άιιεο θάζεο. ΢ηελ αλάιπζε πνπ 

γίλεηαη παξαθάησ, ζεσξείηαη κηα δεδνκέλε ηαζηθή θαηάζηαζε νκνηφκνξθσλ ηάζεσλ ζην 

άπεηξν ζχλνξν ηεο θάζεο Ι, θαη ζηε ζπλέρεηα, πξνζδηνξίδεηαη ε απαηηνχκελε δηαλνκή 

νκνηφκνξθσλ ηάζεσλ ζην άπεηξν ζχλνξν ηεο θάζεο ΙΙ, γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο 

αληζνηξνπίαο ησλ δχν θάζεσλ ηνπ δηπιηθνχ. 

΢ην άπεηξν ζχλνξν ηεο θάζεο Ι ηνπ δηπιηθνχ, πνπ θαηαιακβάλεη ηνλ εκηρψξν 2 0x  , 

εθαξκφδεηαη κηα δηαλνκή νκνηφκνξθσλ ηάζεσλ, πνπ πεξηγξάθεηαη κε ηα παξαθάησ 

κεηξψα 

1 11 21 31,  ,      
T

  ζ , 2 12 22 32,  ,      
T

  ζ . (4.1)                                                

΢ηε ζπλέρεηα, ζα πξνζδηνξηζηεί ε θφξηηζε πνπ απαηηείηαη λα επηβιεζεί ζην άπεηξν 

ζχλνξν ηεο θάζεο ΙΙ, πξνθεηκέλνπ ην ζχζηεκα, αθελφο λα βξίζθεηαη ζε ηζνξξνπία, θαη 

αθεηέξνπ, λα δηαηεξείηαη ε ζπλέρεηα ησλ δηεπηθαλεηαθψλ ηάζεσλ θαη κεηαηνπίζεσλ. Γηα 

ην ζθνπφ απηφ, ζα ππνηεζεί φηη νη ηάζεηο, πνπ πξέπεη λα επηβιεζνχλ ζηε θάζε ΙΙ, είλαη 

νκνηφκνξθεο θαη φηη πεξηγξάθνληαη κε ηα κεηξψα 

1 11 21 31,  ,      
T

  ζ , 2 12 22 32,  ,      
T

  ζ .  (4.2) 
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Γηα ηηο ηξεηο πεξηπηψζεηο αληζνηξνπίαο, πνπ πξναλαθέξζεθαλ, νη ηάζεηο (4.2) πνπ πξέπεη 

λα εθαξκνζζνχλ ζηε θάζε ΙΙ, ζα εθθξαζηνχλ ζε φξνπο ησλ ηάζεσλ πνπ επελεξγνχλ ζηε 

θάζε Ι, ρξεζηκνπνηψληαο ηηο γεληθεπκέλεο ζρέζεηο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ, πνπ 

αλαπηχρζεθαλ ζηελ ελφηεηα 3.3. 

4.2.1 Ανιζόηποπο/ανιζόηποπο διςλικό 

Γηα ηελ νκνηφκνξθε θφξηηζε, πνπ εθαξκφδεηαη ζην άπεηξν ζχλνξν ηεο θάζεο Ι ηνπ 

πιηθνχ, ζα αλαδεηεζεί ην κηγαδηθφ δπλακηθφ ( )If z  ζηε κνξθή 

( ) I Iz zf q , (4.3) 

φπνπ ην 
Iq  είλαη έλα άγλσζην ζηαζεξφ κεηξψν ζηήιε πνπ ζα πξνζδηνξηζζεί. Γηα ην 

κηγαδηθφ δπλακηθφ ( )I zf , ε δχλακε ( , )I z zX  ηεο θάζεο Ι ηνπ δηπιηθνχ, πνπ παξέρεηαη 

απφ ηε ζρέζε (2.43), γίλεηαη 

( , )  I I I I Iz z z zX B q B q .  (4.4) 

Δπνκέλσο, νη ηάζεηο πνπ αλαπηχζζνληαη ζηε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ, ζα βξεζνχλ απφ ηε 

ζρέζε (3.21)1. Αληηθαζηζηψληαο ηελ (4.3) ζηελ (3.21)1, πξνθχπηεη 

1 2 ( )I I I I I   ζ P ζ P P B q .  (4.5) 

Δπεηδή ζηε θάζε Ι ηζρχεη 

1 2 1 2I I

   ζ P ζ ζ P ζ , (4.6) 

απφ ηελ (4.5), πξνθχπηεη  

1 1

1 2( ) ( )I I I I I

      q B P P ζ P ζ .  (4.7) 

Έηζη, ην κηγαδηθφ δπλακηθφ ηεο θάζεο Ι παξέρεηαη κε ηε ζρέζε 

1 1

1 2( ) ( ) ( )      I I I I Iz zf B P P ζ P ζ . (4.8) 

΢ηε ζπλέρεηα, ππνζέηνληαο φηη νη ηάζεηο ηεο θάζεο ΙΙ παξέρνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (4.2), 

αθνινπζψληαο κηα αλάινγε δηαδηθαζία πξνζδηνξίδεηαη ην κηγαδηθφ δπλακηθφ ηεο θάζεο 

ΙΙ ζηε κνξθή  

1 1

1 2( ) ( ) ( )      II II II II IIz zf B P P ζ P ζ . (4.9) 
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Ο πξνζδηνξηζκφο ηεο απαηηνχκελεο ζρέζεο κεηαμχ ησλ ηάζεσλ, πνπ εθαξκφδνληαη ζην 

άπεηξν ζχλνξν ησλ δχν θάζεσλ ηνπ δηπιηθνχ, ζα γίλεη κε βάζε ηε κέζνδν ησλ δηθαζηθψλ 

δπλακηθψλ, πνπ αλαπηχρζεθε ζην θεθάιαην 3. Γλσξίδνληαο ηα κηγαδηθά δπλακηθά ( )I zf  

θαη ( )II zf  ησλ δχν θάζεσλ, πνπ παξέρνληαη κε ηηο ζρέζεηο (4.8) θαη (4.9), ζα 

πξνζδηνξηζζνχλ ηα δηθαζηθά δπλακηθά 
0 ( )zf  θαη 0 ( )zq , πνπ παξάγνπλ ηα κηγαδηθά 

δπλακηθά. Θα ππνηεζεί φηη ηα δεηνχκελα δηθαζηθά δπλακηθά έρνπλ ηε κνξθή 

0 0
ˆ( ) z zf f , 

0 0
ˆ( ) z zq q ,  (4.10) 

φπνπ ηα 
0f̂  θαη 0q̂  είλαη κεηξψα πνπ ζα πξνζδηνξηζζνχλ. Απφ ηελ παξαγψγηζε ησλ (3.11) 

θαη (3.12), πξνθχπηεη 

1 1

0 0( ) ( ) ( )I I IIz z z      B f H f M q , (4.11) 

1 1

0 0( ) ( ) ( )I I IIz z z      B f H f M q . (4.12) 

Αληηθαζηζηψληαο ζηηο ζρέζεηο απηέο ηηο (4.8) θαη (4.9), γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ 

αγλψζησλ κεηξψσλ 0f̂  θαη 0q̂ , πξνθχπηεη ην παξαθάησ κεηξσηθφ ζχζηεκα εμηζψζεσλ 

1 1 1

0 0
ˆ ˆ ( )II I I

       
 

H f M q P P ζ , (4.13) 

1 1 1

0 0
ˆ ˆ ( )II I I

       
 

H f M q P P ζ ,  (4.14) 

φπνπ έρεη ηεζεί 

1 2I

   ζ ζ P ζ . (4.15) 

Απφ ηελ επίιπζε ηνπ κεηξσηθνχ ζπζηήκαηνο πξνθχπηνπλ ηα κεηξψα 0f̂  θαη 0q̂ , πνπ 

ππεηζέξρνληαη σο άγλσζηεο πνζφηεηεο ζηηο εμηζψζεηο (4.13) θαη (4.14). Βξίζθεηαη φηη 

1 1

0
ˆ

II II II II

    f M J ζ M J ζ ,  (4.16) 

0
ˆ

II II

  q J ζ J ζ , (4.17) 

φπνπ  

1 1 1 1

II II II I I

     J (M M ) H(P P ) . (4.18) 
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Ζ δηαδηθαζία πνπ εθαξκφζζεθε παξαπάλσ ζηε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ, γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ησλ 
0f̂  θαη 

0q̂ , ζα επαλαιεθζεί θαη γηα ηε θάζε ΙΙ. Έηζη, απφ ηελ 

παξαγψγηζε ησλ (3.13) θαη (3.14), πξνθχπηεη 

1 1

0 0( ) ( ) ( )II II Iz z z      B f H f M q ,   (4.19) 

1 1

0 0( ) ( ) ( )II II Iz z z      B f H f M q . (4.20)                       

Αληηθαζηζηψληαο ζηηο ζρέζεηο απηέο ηηο (4.9) θαη (4.10), πξνθχπηεη ην κεηξσηθφ ζχζηεκα 

1 1 1

0 0
ˆ ˆ ( )I II II

       
 

H f M q P P ζ ,  (4.21) 

1 1 1

0 0
ˆ ˆ ( )I II II

       
 

H f M q P P ζ .  (4.22) 

φπνπ έρεη ηεζεί 

1 2II

   ζ ζ P ζ . (4.23) 

Ζ ιχζε ηνπ κεηξσηθνχ απηνχ ζπζηήκαηνο παξέρεη  

1 1

0
ˆ

I I I I

    f M J ζ M J ζ , (4.24) 

0
ˆ

I I

  q J ζ J ζ , (4.25) 

φπνπ 

1 1 1 1

I I I II II

      J (M M ) H(P P ) .  (4.26) 

Σα κεηξψα 0f̂ , 0q̂ , πνπ εμάγνληαη γηα ηηο δχν θάζεηο ηνπ δηπιηθνχ θαη παξέρνληαη απφ ηηο 

ζρέζεηο (4.16) θαη (4.24), θαζψο θαη απφ ηηο (4.17) θαη (4.25), αληίζηνηρα, ζα πξέπεη λα 

ηαπηίδνληαη. Έηζη απφ ηε ζχγθξηζε ησλ (4.16) θαη (4.24) γηα ην 0f̂ , θαζψο θαη ησλ (4.17) 

θαη (4.25) γηα ην 0q̂ , πξνθχπηνπλ νη ζρέζεηο 

1 1 1 1

I I I I II II II II

         M J ζ M J ζ M J ζ M J ζ , (4.27) 

I I II II

     J ζ J ζ J ζ J ζ . (4.28) 

Οη ζρέζεηο απηέο, κεηά απφ εθηελή άιγεβξα, αλάγνληαη ζηελ παξαθάησ ηζνδχλακε 

κνξθή 

2 2

 ζ ζ , (4.29) 
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1 1 1 2 2

   ζ S ζ S ζ ,  (4.30) 

φπνπ έρεη ηεζεί 

1

1

      II II II II I IS (P P ) J J (P P ) ,  (4.31) 

  1

2 II II II I II I II II I I I II

      S (P P ) J P J P (P P )(P P ) P P . (4.32) 

Οη ζρέζεηο (4.29) θαη (4.30) πεξηγξάθνπλ ηηο ζπλζήθεο πνπ πξέπεη λα ηζρχνπλ κεηαμχ ησλ 

νκνηφκνξθσλ ηάζεσλ πνπ εθαξκφδνληαη ζηηο δχν θάζεηο ηνπ δηπιηθνχ. Ζ πξψηε ζρέζε 

πεξηγξάθεη ηελ ηζνξξνπία ηνπ δηπιηθνχ θαηά ηε δηεχζπλζε ηνπ άμνλα 
2x , ελψ ε δεχηεξε 

ζπλζήθε εμαζθαιίδεη ηε ζπκβαηφηεηα ησλ αλαπηπζζφκελσλ παξακνξθψζεσλ θαηά 

κήθνο ηεο δηεπηθάλεηαο. 

4.2.2 Ιζόηποπο/ιζόηποπο διςλικό 

Γηα ηηο νκνηφκνξθεο ηάζεηο 
1


ζ , 

2


ζ , πνπ εθαξκφδνληαη ζην άπεηξν ζχλνξν ηεο θάζεο Ι 

ηνπ δηπιηθνχ, ζα αλαδεηεζεί ην κηγαδηθφ δπλακηθφ ( )If z  ζηε κνξθή 

( )I I zf z q .  (4.33) 

φπνπ Iq  είλαη έλα ζηαζεξφ κεηξψν ζηήιε πνπ ζα πξνζδηνξηζζεί. Γηα ην κηγαδηθφ 

δπλακηθφ ( )If z , ε δχλακε ( , )IX z z  ηεο θάζεο Ι ηνπ δηπιηθνχ, πνπ παξέρεηαη απφ ηε 

ζρέζε (2.98), γίλεηαη 

( , )I I I I I Iz z z z z z z   X B q B q bq b . (4.34) 

Απφ ηε ζρέζε απηή, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ εμίζσζε 

 1 2 2 Ii i
z


  



X
ζ ζ ,  (4.35) 

πξνθχπηνπλ νη ηάζεηο 1ζ  θαη 2ζ  ζε θάζε ζεκείν ηεο θάζεο Ι ζηε κνξθή 

1 2 2 ( )I Ii i   ζ ζ Bq bq .  (4.36) 

Ζ ζρέζε απηή δείρλεη φηη νη ηάζεηο είλαη ζηαζεξέο ζηε θάζε Ι, θαη επνκέλσο ζε θάζε 

ζεκείν ηεο ηζρχεη 
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1 2 1 2i i   ζ ζ ζ ζ . (4.37) 

Απφ ηηο ζρέζεηο (4.36) θαη (4.37) πξνθχπηεη 

1 2( )
2

I I

i
i   Bq bq ζ ζ , (4.38) 

Έρεη ππνηεζεί φηη ηα ζηνηρεία 
iq  ηνπ κεηξψνπ 

Iq  είλαη κηγαδηθνί αξηζκνί, θη έρνπλ ηε 

κνξθή  k k kq a ib . Αληηθαζηζηψληαο ηα ζηνηρεία απηά ζηελ (4.38) θαη επηιχνληαο ην 

κηγαδηθφ ζχζηεκα πνπ πξνθχπηεη, βξίζθεηαη 

Iq ΢ , (4.39) 

θαη επνκέλσο 

( )I z zf ΢ , (4.40) 

φπνπ  

1 2

    i΢ ΢ ΢ , (4.41) 

κε  

11 22 22 11
1 31, ,

4 2

   
   
  
 

T

   
΢ , (4.42) 

2 12 32, ,     
T

c  ΢ ,  (4.43α)  

φπνπ c  είλαη κηα πξαγκαηηθή ζηαζεξά. Αλ ε ζηξνθή ζην άπεηξν ζχλνξν ηεο θάζεο Ι 

είλαη ίζε κε 12 , ηφηε ε ζηαζεξά απηή παίξλεη ηελ ηηκή 122 1I I    . Έηζη, ε (4.43α) 

γξάθεηαη 

12
2 12 32

2
, ,

1


   
  

 

T

I

I

 
 


΢ , (4.43β) 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα αλαδεηεζεί ην κηγαδηθφ δπλακηθφ ηεο θάζεο ΙΙ ζηε κνξθή 

( )II II zf z q ,  (4.44) 

φπνπ ην IIq  είλαη έλα ζηαζεξφ κεηξψν ζηήιε. Αθνινπζψληαο κηα αλάινγε δηαδηθαζία, ε 

ζπλάξηεζε απηή πξνζδηνξίδεηαη ζηε κνξθή  
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( )II z zf ΢ , (4.45) 

φπνπ  

1 2

    i΢ ΢ ΢ , (4.46) 

κε 

11 22 22 11
1 13, ,

4 2

   
   
  
 

T

   
΢ ,  (4.47) 

12
2 12 32

2
, ,

1


   
  

 

T

II

II

 
 


΢ .  (4.48) 

Απφ ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο ζπκπεξαίλεηαη, φηη εθηφο απφ ηα ηαζηθά πεδία, ηα νπνία 

πεξηγξάθνληαη κε ηηο (4.1) θαη (4.2), ζα πξέπεη λα νξηζηνχλ θαη νη ζηξνθέο 
12  θαη 

12  

ζηα άπεηξα ζχλνξα ησλ θάζεσλ Ι θαη ΙΙ, αληίζηνηρα, ηνπ δηπιηθνχ. 

Υξεζηκνπνηψληαο ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, ηα ζπλεπηπγκέλα δπλακηθά ησλ δχν θάζεσλ 

( )I z
f  θαη ( )II z

f , πνπ νξίδνληαη κε ηηο ζρέζεηο (3.53) θαη (3.54), γξάθνληαη 

( )I I z z Β f D΢ , ( ) II II z zΒ f D΢ ,  (4.49) 

φπνπ  

0 / 2 0

1 1/ 2 0

0 0 / 2

 
 

  
 
  

i

i

D .  (4.50) 

Οη ζρέζεηο απηέο δείρλνπλ φηη ηα ζπλεπηπγκέλα δπλακηθά είλαη ζηαζεξά παληνχ ζηηο δχν 

θάζεηο ηνπ δηπιηθνχ. ΢ηε ζπλέρεηα, ρξεζηκνπνηψληαο ηηο γεληθέο ζρέζεηο (3.49)-(3.52), 

θαη κε δεδνκέλα ηα ζπλεπηπγκέλα δπλακηθά ( )I z
f  θαη ( )II z

f , ζα πξνζδηνξηζζνχλ ηα 

δηθαζηθά δπλακηθά 0 ( )f z  θαη 0 ( )q z  ηνπ δηθαζηθνχ ζπζηήκαηνο. Τπνζέηνληαο φηη 

0 0
ˆ( ) z zf f  θαη 0 0

ˆ( ) z zq q , απφ ηηο (3.49) θαη (3.50) πξνθχπηεη ην ζχζηεκα ησλ 

κεηξσηθψλ εμηζψζεσλ 

1

0 0
ˆ ˆ

II

  f M q HD΢ , (4.51) 

1

0 0
ˆ ˆ

II

  f M q HD΢ , (4.52) 
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κε άγλσζηα ηα κεηξψα 
0f̂  θαη 

0q̂ . Δπηιχνληαο ην ζχζηεκα απηφ πξνθχπηνπλ νη ζρέζεηο 

1 1

0
ˆ     II II II IIf M G ΢ M G ΢ , (4.53) 

0
ˆ   II IIq G ΢ G ΢ , (4.54) 

φπνπ έρεη ηεζεί 

1 1 1   II II IIG (M M ) HD . (4.55) 

Υξεζηκνπνηψληαο ην ζπλεπηπγκέλν δπλακηθφ ( )II z
f  θαη ππνζέηνληαο, μαλά, φηη ηα 

κηγαδηθά δπλακηθά είλαη ηεο κνξθήο 
0 0

ˆ( ) z zf f  θαη 0 0
ˆ( ) z zq q , πξνθχπηεη ην κεηξσηθφ 

ζχζηεκα  

1

0 0
ˆ ˆ

I

  f M q HD΢ , (4.56) 

1

0 0
ˆ ˆ

I

  f M q HD΢ . (4.57) 

Απφ ην κεηξσηθφ απηφ ζχζηεκα πξνθχπηεη φηη 

1 1

0
ˆ     I I I If M G ΢ M G ΢ ,  (4.58) 

0
ˆ   I Iq G ΢ G ΢ ,  (4.59) 

φπνπ 

1 1 1   I I IG (M M ) HD .  (4.60) 

Σα κεηξψα 0f̂ , 0q̂ , πνπ παξέρνληαη κε ηηο ζρέζεηο (4.53), (4.58) θαη (4.54), (4.59), 

αληίζηνηρα, πξέπεη λα ηαπηίδνληαη. Απηφ ζπκβαίλεη φηαλ 

1 1 1 1

II II II II I I I I

         M G ΢ M G ΢ M G ΢ M G ΢ , (4.61) 

II II I I

     G ΢ G ΢ G ΢ G ΢ . (4.62) 

Μεηά απφ εθηελή άιγεβξα, νη παξαπάλσ ζρέζεηο παξέρνπλ 

2 2

 ζ ζ , (4.63) 

11 22 11

3 3 (1 )

1 1 (1 )

     
   

   

II I II II I

II II I I II

    
  

    
, (4.64) 
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12 12 12
2

 
  II I

I II

 
  

 
, (4.65) 

31 31

 


II I

 

 
. (4.66) 

Οη ζρέζεηο (4.63)-(4.66) εθθξάδνπλ ηηο ζπλζήθεο πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηνχληαη απφ ηηο 

ηάζεηο θαη ηηο ζηξνθέο, πνπ εθαξκφδνληαη ζηηο δχν θάζεηο ηνπ δηπιηθνχ, έηζη ψζηε λα 

είλαη απνδεθηά σο ειαζηηθά πεδία ησλ δχν θάζεσλ. Ζ πξψηε ζρέζε εμαζθαιίδεη ηελ 

ηζνξξνπία ηνπ δηπιηθνχ θαηά ηνλ άμνλα 2x . Οη ππφινηπεο ζρέζεηο εμαζθαιίδνπλ ηελ 

ζπκβηβαζηφηεηα ησλ παξακνξθψζεσλ θαηά κήθνο ηεο δηεπηθάλεηαο. Οη παξαπάλσ 

ζρέζεηο ηαπηίδνληαη κε απηέο πνπ εμήρζεζαλ απφ ηνπο Rice θαη Sih (1965). 

4.2.3 Ιζόηποπο/ανιζόηποπο διςλικό 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα κειεηεζεί ε πεξίπησζε φπνπ ε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ είλαη ηζφηξνπε, ελψ 

ε θάζε ΙΙ αληζφηξνπε. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ηα κηγαδηθά δπλακηθά ησλ δχν θάζεσλ ηνπ 

δηπιηθνχ δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο 

( ) I z zf ΢ , (4.67) 

 
11( )z z
 

     f Β P P ζ , (4.68) 

φπνπ ηα 
΢ , 

ζ  δίλνληαη απφ ηηο (4.41) θαη (4.23), αληίζηνηρα. Όπσο ζηηο δχν 

πξνεγνχκελεο πεξηπηψζεηο, ηα δηθαζηθά δπλακηθά 
0 ( )zf , 

0 ( )zq  ζα αλαδεηεζνχλ ζηε 

κνξθή 0 0
ˆ( ) z zf f  θαη 0 0

ˆ( ) z zq q . Δξγαδφκελνη φπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ 

ηζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ, γηα ηε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ, ηα κεηξψα 0f̂ , 0q̂  

πξνθχπηνπλ ζηε κνξθή 

1 1

0
ˆ     II II II IIf M G ΢ M G ΢ , (4.69) 

0
ˆ   II IIq G ΢ G ΢ . (4.70) 

Θα πξέπεη λα επηζεκαλζεί φηη, ζε αληίζεζε κε φηη ζπκβαίλεη ζηελ πεξίπησζε ηνπ 

ηζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ, ην κεηξψν IIM , πνπ ππεηζέξρεηαη ζηηο παξαπάλσ 
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ζρέζεηο, αλαθέξεηαη ζην αληζφηξνπν πιηθφ ηεο θάζεο ΙΙ θαη νξίδεηαη κε ηε ζρέζε (3.15)2, 

ελψ ην κεηξψν 
IIG  παξέρεηαη απφ ηελ (4.55). 

Όκνηα, γηα ηε θάζε ΙΙ, εξγαδφκελνη φπσο ζηε πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ 

δηπιηθνχ, πξνθχπηνπλ ηα κεηξψα 
0f̂ , 

0q̂  ζηε κνξθή 

1 1

0
ˆ     I I I If M J ζ M J ζ , (4.71) 

0
ˆ   I Iq J ζ J ζ . (4.72)   

Σν κεηξψν 
IJ , πνπ ππεηζέξρεηαη ζηηο ζρέζεηο απηέο, δίλεηαη απφ ηελ (4.26). ΢ην κεηξψν 

απηφ εκπιέθνληαη νη ειαζηηθέο ζηαζεξέο θαη ησλ δχν θάζεσλ ηνπ πιηθνχ, δηακέζνπ ησλ 

κεηξψσλ IM  θαη H , πνπ νξίδνληαη κε ηηο ζρέζεηο (3.15)1 θαη (3.16), αληίζηνηρα. Απφ ηα 

δεχγε ησλ εμηζψζεσλ (4.69), (4.71), θαη (4.70), (4.72) πξνθχπηνπλ νη ζρέζεηο 

1 1 1 1

II II II II I I I I

         M G ΢ M G ΢ M J ζ M J ζ , (4.73) 

II II I I

     G ΢ G ΢ J ζ J ζ . (4.74) 

Σν ζχζηεκα ησλ εμηζψζεσλ απηψλ κπνξεί λα κεηαζρεκαηηζζεί ηζνδχλακα ζηηο 

παξαθάησ ζρέζεηο 

2 2

 ζ ζ , (4.75) 

1 1 1 2 2 3 12

     ζ J ζ J ζ J , (4.76) 

φπνπ έρεη ηεζεί 

1 1J wv , 
2 2( ) II  J w v H P , 3 3J wv , (4.77)                                                           

1 1 11
( )

8
II II





  
 




  w P P (M M ) , (4.78)                           

θαη 

1

0 0

0 0 0

8
0 0

1

 
 
 

  
 
 

  I

i

i


v , 
2

2 0

2 2 0

8
0 0

1

 
 
 

  
 
 

  I

i

i



v , 3

0

8

1

0

 
 
  
 
 
 

I

I

i


v . (4.79) 
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Οη ζρέζεηο (4.75) θαη (4.76) παξέρνπλ ηηο ζπλζήθεο πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ νη 

νκνηφκνξθεο ηάζεηο πνπ επηβάιινληαη ζηηο δχν θάζεηο ηνπ δηπιηθνχ, ψζηε λα απνηεινχλ 

ιχζεηο ηνπ αληίζηνηρνπ ειαζηηθνχ πξνβιήκαηνο. 

4.3 ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΔΞΑΡΜΩ΢Η ΚΑΙ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΓΤΝΑΜΗ 

΢ηελ ελφηεηα απηή ζα πξνζδηνξηζζνχλ ηα δηδηάζηαηα ειαζηηθά πεδία, πνπ πξνμελνχληαη 

ζε έλα δηπιηθφ απφ κηα γξακκηθή εμάξκσζε θαη κηα γξακκηθή δχλακε, πνπ επελεξγνχλ 

θνληά ζηε δηεπηθάλεηά ηνπ. Αλ θαη γηα νξηζκέλνπο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο ηνπ 

δηπιηθνχ, ηα ειαζηηθά πεδία είλαη γλσζηά ζηε βηβιηνγξαθία, επαλεμάγνληαη εδψ ζε φξνπο 

ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ. Σα κηγαδηθά δπλακηθά ηεο θάζε θάζεο ηνπ δηπιηθνχ 

εθθξάδνληαη ζε φξνπο ηνπ δηθαζηθνχ δπλακηθνχ 0( ; )z zf  ηνπ αληίζηνηρνπ νκνγελνχο 

πξνβιήκαηνο ηνπ δηπιηθνχ. Σν δηθαζηθφ απηφ δπλακηθφ αληηζηνηρεί ζηελ πεξίπησζε πνπ 

ην δηπιηθφ είλαη νκνγελέο κε ηηο ειαζηηθέο ηδηφηεηεο ηεο θάζεο πνπ βξίζθεηαη ε 

ηδηνκνξθία. Γηα ηηο δχν ηδηνκνξθίεο πνπ εμεηάδνληαη, νη εθθξάζεηο ησλ κηγαδηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ 0( ; )z zf  παξέρνληαη κε ηηο ζρέζεηο (2.111) θαη (2.135), αληίζηνηρα. Ζ 

αλάιπζε πνπ γίλεηαη παξαθάησ αληηκεησπίδεη εληαία ηηο δχν ηδηνκνξθίεο, ππνζέηνληαο 

φηη εθαξκφδνληαη ζην ίδην ζεκείν ηνπ θπζηθνχ κηγαδηθνχ επηπέδνπ. 

4.3.1 Ανιζόηποπο/ανιζόηποπο διςλικό 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα πξνζδηνξηζζνχλ ηα δηθαζηθά δπλακηθά ηνπ δηπιηθνχ, γηα ηελ πεξίπησζε 

ηνπ αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ ζπλδπαζκνχ, φηαλ ε ηδηνκνξθία εθαξκφδεηαη ζηε θάζε ΙΙ. 

Σα δηθαζηθά δπλακηθά 0 ( )zf  θαη 0 ( )zq  ηνπ δηπιηθνχ ζα αλαδεηεζνχλ ζηε κνξθή 

0 1 0 2 0( ) ( ; ) ( ; )  z z z z zf c f c f , (4.80) 

0 1 0 2 0( ) ( ; ) ( ; )  z z z z zq d f d f , (4.81) 

φπνπ 1 2,c c  θαη 1 2,d d  είλαη κηγαδηθέο ζηαζεξέο πνπ ζα πξνζδηνξηζζνχλ παξαθάησ. 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο ζηελ (3.11) πξνθχπηεη 

1 1 1

1 1 0 2 2 0( ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; )I I II IIz z z z z  

 
     B f H c M d f c M d f . (4.82) 
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Δπεηδή ην ζεκείν 
0z  βξίζθεηαη ζηε θάζε ΙΙ ηνπ δηπιηθνχ, ην 

0z  ζα βξίζθεηαη ζηε θάζε Ι. 

΢ην πεδίν ηνπ κηγαδηθνχ επηπέδνπ, πνπ αληηζηνηρεί ζηε θάζε απηή, ε ζπλάξηεζε ζα 

πξέπεη λα νξίδεηαη παληνχ, ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηνπ ζεκείνπ 
0z , πξνθεηκέλνπ νη 

ηάζεηο ζην ζεκείν απηφ λα είλαη πεπεξαζκέλεο. Απηφ εμαζθαιίδεηαη φηαλ 

1

2 2

 IIc M d 0 . (4.83) 

Δπίζεο, κε αληηθαηάζηαζε ησλ (4.80), (4.81) ζηελ (3.12) πξνθχπηεη 

1 1 1

1 1 0 2 2 0( ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; )  

 
     I I II IIz z z z zB f H c M d f c M d f . (4.84) 

Ζ ζπλάξηεζε απηή ζα πξέπεη λα παξέρεη πεπεξαζκέλεο ηηκέο γηα θάζε z , πνπ αληηζηνηρεί 

ζηε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ. Αλ z I , ηφηε z II  θαη, ζχκθσλα κε ηελ (4.84), νη ηάζεηο 

απεηξίδνληαη φηαλ 0z z . Απηφ κπνξεί λα απνθεπρζεί, αλ ηζρχεη 

1

1 1

 IIc M d 0 . (4.85) 

Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ άγλσζησλ ζηαζεξψλ κεηξψσλ, πνπ ππεηζέξρνληαη ζηηο (4.80) 

θαη (4.81), έρνπλ εμαρζεί νη γξακκηθέο νκνγελείο εμηζψζεηο (4.83) θαη (4.85). Οη άιιεο 

δχν γξακκηθέο κεηξσηθέο εμηζψζεηο, πνπ απαηηνχληαη γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ 

ζηαζεξψλ απηψλ, ζα εμαρζνχλ απφ ηελ πξνζαξκνγή ηεο ζπκπεξηθνξάο ηνπ κηγαδηθνχ 

δπλακηθνχ ( )II zf  ζηελ ηδηφκνξθε ζπκπεξηθνξά, πνπ εηζάγεη ε ηδηνκνξθία ζηελ πεξηνρή 

ηνπ ζεκείνπ 0z . Ζ ζπκπεξηθνξά απηή πεξηγξάθεηαη απφ ηε ζπκπεξηθνξά ηεο κηγαδηθήο 

ζπλάξηεζεο 0( ; )z zf  ζην ζεκείν απηφ. Με αληηθαηάζηαζε ησλ (4.80), (4.81) ζηηο (3.13) 

θαη (3.14) πξνθχπηεη 

1 1 1

1 1 0 2 2 0( ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; )  

 
     II II I Iz z z z zB f H c M d f c M d f , (4.86) 

1 1 1

1 1 0 2 2 0( ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; )  

 
     II II I Iz z z z zB f H c M d f c M d f . (4.87) 

Ζ ζπκπεξηθνξά ηνπ κηγαδηθνχ δπλακηθνχ ( )II zf  ζα ζπκπίπηεη κε ηελ ηδηφκνξθε 

ζπκπεξηθνξά ηεο 0( ; )z zf  ζην ζεκείν 0z , αλ ηεζεί 

1 1

1 1( )  I IIH c M d B , (4.88) 

1 1

2 2( )  I IIH c M d B . (4.89) 
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Οη εμηζψζεηο (4.83), (4.85) θαη (4.88), (4.89) απαξηίδνπλ έλα ζχζηεκα ηεζζάξσλ 

κεηξσηθψλ εμηζψζεσλ κε άγλσζηα ηα κεηξψα ζηήιεο 
1c , 

2c  θαη 
1d , 

2d  . Ζ επίιπζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο απηνχ παξέρεη 

1

1

 II IIc M B , 1  IId B , (4.90) 

1

2

 II IIc M B , 
2   IId B . (4.91) 

Δπνκέλσο, ρξεζηκνπνηψληαο ηηο (4.90) θαη (4.91) ηα κηγαδηθά δπλακηθά 
0 ( )zf  θαη 

0 ( )zq  

γξάθνληαη 

1 1

0 0 0( ) ( ; ) ( ; ) 

  II II II IIz z z z zf M B f M B f , (4.92) 

0 0 0( ) ( ; ) ( ; )  II IIz z z z zq B f B f . (4.93) 

Οη ζρέζεηο απηέο παξέρνπλ ηα δηθαζηθά δπλακηθά ηνπ δηπιηθνχ ζε φξνπο ηεο ζπλάξηεζεο 

0( ; )z zf , πνπ αληηζηνηρεί ζην κηγαδηθφ δπλακηθφ ηνπ αληίζηνηρνπ νκνγελνχο 

πξνβιήκαηνο ηνπ δηπιηθνχ. Απφ ηηο (4.82), (4.86) θαη ηηο (4.92), (4.93) πξνθχπηνπλ ηα 

κηγαδηθά δπλακηθά ησλ δχν θάζεσλ 

 1 1 1 1

0( ) ( ; )I I II II IIz z z   

 f B H M M B f , (4.94) 

 1 1 1 1

0 0( ) ( ; ) ( ; )II II II I IIz z z z z   

   f f B H M M B f . (4.95) 

Οη ζρέζεηο απηέο ηαπηίδνληαη κε απηέο πνπ έρνπλ εμαρζεί απφ ηνλ Suo (1990) γηα ηελ 

πεξίπησζε ηεο δχλακεο θαη ηεο εμάξκσζεο. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ην ζεκείν εθαξκνγήο 

ηεο ηδηνκνξθίαο βξίζθεηαη ζην ζψκα Ι, κε ηελ ίδηα δηαδηθαζία, πξνθχπηνπλ ηα κηγαδηθά 

ησλ δχν θάζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο 

 1 1 1 1

0 0( ) ( ; ) ( ; )I I I II Iz z z z z   

   f f B H M M B f , (4.96) 

 1 1 1 1

0( ) ( ; )II II I I Iz z z   

 f B H M M B f . (4.97) 
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4.3.2 Ιζόηποπο/ιζόηποπο διςλικό 

΢ηελ ελφηεηα απηή ζα πξνζδηνξηζζνχλ ηα δηθαζηθά δπλακηθά ηνπ δηπιηθνχ, φηαλ νη δχν 

θάζεηο ηνπ δηπιηθνχ είλαη ηζφηξνπεο, θαη ε ηδηνκνξθία επελεξγεί ζην ζεκείν 
0z  ηεο 

θάζεο ΙΙ. Σα δηθαζηθά δπλακηθά 0 ( )zf  θαη 0 ( )zq  ζα αλαδεηεζνχλ ζηε κνξθή 

0 1 0 2 0 3 0 4 0( ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )   
    z z z z z z z z z z zf c f c f c f c f , (4.98) 

0 1 0 2 0 3 0 4 0( ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )   
    z z z z z z z z z z zq d f d f d f d f , (4.99) 

φπνπ 1c , 
2c , 

3c , 
4c  θαη 

1d , 
2d , 

3d , 
4d  είλαη ζηαζεξά κεηξψα πνπ ζα πξνζδηνξηζζνχλ. 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ (4.98), (4.99) ζηηο (3.49) θαη (3.50) πξνθχπηνπλ νη παξαθάησ 

εθθξάζεηο ησλ ζπλεπηπγκέλσλ κηγαδηθψλ δπλακηθψλ ηεο θάζεο Ι ηνπ δηπιηθνχ 

1 1 1

1 1 0 2 2 0

1 1

3 3 0 4 4 0

( ) [( ) ( ; ) ( ) ( ; )

                    ( ) ( ; ) ( ) ( ; )],

I I II II

II II

z z z z z z

z z z z z

   

 

 

 

   

   

B f H c M d f c M d f

c M d f c M d f
 (4.100) 

1 1 1

1 1 0 2 2 0

1 1

3 3 0 4 4 0

( ) [( ) ( ; ) ( ) ( ; )

                     ( ) ( ; ) ( ) ( ; )],

I I II II

II II

z z z z z z

z z z z z

   

 

 

 

   

   

B f H c M d f c M d f

c M d f c M d f
 (4.101) 

φπνπ 

( ) ( ) ( )  I I I I I Iz z z zΒ f Β f b f . 

Γηα λα είλαη νη ηάζεηο πεπεξαζκέλεο ζηε θάζε Ι, ε ( )

I I zB f  ζα πξέπεη λα είλαη παληνχ 

νιφκνξθε θαη λα νξίδεηαη ζε θάζε ζεκείν ηεο. Δπεηδή ην ζεκείν 0z  είλαη έλα ζεκείν ηεο 

θάζεο ΙΙ ηνπ δηπιηθνχ, ην 0z  είλαη έλα ζεκείν ηεο θάζεο Ι. Γηα λα εμαζθαιηζζνχλ 

πεπεξαζκέλεο ηάζεηο ζην ζεκείν απηφ ζα πξέπεη  

1

3 3

 IIc M d 0 , (4.102) 

1

4 4

 IIc M d 0 . (4.103) 

Δπίζεο, φηαλ ην z  αλήθεη ζηε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ, ην z  αλήθεη ζηε θάζε ΙΙ, φπνπ 

βξίζθεηαη ην ζεκείν εθαξκνγήο ηεο ηδηνκνξθίαο 0z . Γηα λα κελ ππάξρεη απεηξηζκφο ησλ 

ηάζεσλ, φηαλ 0z z , ζα πξέπεη 

1

1 1

 IIc M d 0 , (4.104) 
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1

2 2

 IIc M d 0 . (4.105) 

Γηα ηε θάζε ΙΙ ηνπ δηπιηθνχ, νη εθθξάζεηο ηνπ κηγαδηθνχ δπλακηθνχ ( )II z
f  πξνθχπηνπλ 

κε αληηθαηάζηαζε ησλ (4.98) θαη (4.99) ζηηο (3.51) θαη (3.52). Βξίζθεηαη φηη 

1 1 1

1 1 0 2 2 0

1 1

3 3 0 4 4 0

( ) [( ) ( ; ) ( ) ( ; )

                     ( ) ( ; ) ( ) ( ; )],

II II I I

I I

z z z z z z

z z z z z

   

 

 

 

   

   

B f H c M d f c M d f

c M d f c M d f
 (4.106) 

1 1 1

1 1 0 2 2 0

1 1

3 3 0 4 4 0

( ) [( ) ( ; ) ( ) ( ; )

                      ( ) ( ; ) ( ) ( ; )],

II II I I

I I

z z z z z z

z z z z z

   

 

 

 

   

   

B f H c M d f c M d f

c M d f c M d f
 (4.107) 

φπνπ 

( ) ( ) ( )II II II II II IIz z z z  Β f Β f b f . 

΢ηε θάζε ΙΙ ηνπ δηπιηθνχ, φπνπ εθαξκφδεηαη ε ηδηνκνξθία, νη ηάζεηο ζηε γεηηνληά ηνπ 

ζεκείνπ εθαξκνγήο ζα πξέπεη λα επηδεηθλχνπλ κηα ζπγθεθξηκέλε ζπκπεξηθνξά, πνπ 

πεξηγξάθεηαη κε ηε ζπλάξηεζε 
0( ; )z zf . Πξνθεηκέλνπ ηα κηγαδηθά δπλακηθά ( )II z

f , 

( )II z
f  λα επηδεηθλχνπλ ηελ ίδηα ζπκπεξηθνξά κε απηήλ ησλ 0( ; )z zf  θαη 

0( ; )z zf  ζην 

ζεκείν εθαξκνγήο ηεο ηδηνκνξθίαο, ζα πξέπεη 

1 1

1 1( )  I IIH c M d B , (4.108) 

1 1

2 2( )  I IIH c M d b , (4.109) 

θαη  

1 1

3 3( )  I IIH c M d B , (4.110) 

1 1

4 4( )  I IIH c M d b . (4.111) 

Με ηηο παξαπάλσ εμηζψζεηο ζπκπιεξψλεηαη ν απαηηνχκελνο αξηζκφο ησλ αιγεβξηθψλ 

εμηζψζεσλ γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ νθηψ άγλσζησλ ζηαζεξψλ κεηξψσλ πνπ 

ππεηζέξρνληαη ζηηο εθθξάζεηο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ (4.98), (4.99). Απφ ηελ επίιπζε 

ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ κεηξσηθψλ εμηζψζεσλ (4.102)-(4.105) θαη (4.108)-(4.111), 

βξίζθεηαη φηη 

1

1

 II IIc M B , 1  IId B , (4.112) 

1

2

 II IIc M b , 2  IId b , (4.113) 
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θαη  

1

3

 II IIc M B , 
3   IId B , (4.114) 

1

4

 II IIc M b , 
4   IId b . (4.115) 

Υξεζηκνπνηψληαο ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, ηα δηθαζηθά κηγαδηθά δπλακηθά (4.98) θαη 

(4.99) παίξλνπλ ηε κνξθή 

1 1 1 1

0 0 0 0 0( ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )   

   
    II II II II II II II IIz z z z z z z z z z zf M B f M b f M B f M b f , (4.116) 

0 0 0 0 0( ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )   
    II II II IIz z z z z z z z z z zq B f b f B f b f . (4.117) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο παξαπάλσ εθθξάζεηο ησλ κηγαδηθψλ δπλακηθψλ ζηηο (4.100), 

(4.106) πξνθχπηεη 

 1 1 1 1

0 0( ) [ ( ; ) ( ; )]I I II II II IIz z z z z z    

 
  f B H M M B f b f , (4.118) 

 1 1 1 1

0 0 0 0( ) ( ; ) ( ; ) [ ( ; ) ( ; )]II II II I II IIz z z z z z z z z z z    

   
     f f Tf B H M M B f b f , (4.119) 

φπνπ 

0 0 0

1 0 0

0 0 0

 
 

 
 
  

Σ . 

Όηαλ ε ηδηνκνξθία εθαξκφδεηαη ζηε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ, κε ηελ ίδηα δηαδηθαζία, 

ππνινγίδνληαη ηα ζπλεπηπγκέλα δπλακηθά ησλ δχν θάζεσλ ζηε κνξθή 

 1 1 1 1

0 0 0 0( ) ( ; ) ( ; ) [ ( ; ) ( ; )]I I I II I Iz z z z z z z z z z z    

   
     f f Tf B H M M B f b f , (4.120) 

 1 1 1 1

0 0( ) [ ( ; ) ( ; )]II II I I I Iz z z z z z    

 
  f B H M M B f b f . (4.121) 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα δεηρζεί φηη νη παξαπάλσ εθθξάζεηο νδεγνχλ ζηηο ιχζεηο γηα ην 

ζπλεπίπεδν θαη αληηεπίπεδν πξφβιεκα, πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί απφ άιινπο εξεπλεηέο. 

Υξεζηκνπνηψληαο ηηο αδηάζηαηεο παξακέηξνπο  ,   θαη  , πνπ δίλνληαη απφ ηηο 

ζρέζεηο 


 



II I I II

II I II

   

  
, 


 



II I

I II I

 

  
, 


  



II I

II I II

 

  
, (4.122) 

απφ ηηο (4.120), (4.121) θαη ηελ (3.27) πξνθχπηεη 
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1 0 0 0
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

0 1 0
II z z z z 

   
    

    
f f f , (4.123) 

γηα ηε θάζε ΙΙ ηνπ δηπιηθνχ, φπνπ 

,1

,2

( )
ˆ ( )

( )

II

II

II

f z
z

f z

 
  
 

f , 
,1

,2

( )
ˆ ( )

( )

f z
z

f z







 
  
 

f , 
,1

,2

( )
( )

( )

f z
z

f z







 
    

f , (4.124) 

θαη  

,3 ,3

2
( ) ( )II

II

I II

f z f z


 



. (4.125) 

Γηα ηε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ, πξνθχπηεη 

2
0 1 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1 1 0

I z z z z z z z   

      
           

     
f If f f f , (4.126) 

κε 

,1

,2

( )
ˆ ( )

( )

I

I

I

f z
z

f z

 
  
 

f , (4.127) 

,3 ,3 ,3( ) ( ) ( )I II
I

I II

f z f z f z
 

 
 


 


, (4.128) 

φπνπ ην ζχκβνιν “^” δειψλεη πνζφηεηεο ηνπ ζπλεπίπεδνπ πξνβιήκαηνο. Οη παξαπάλσ 

ζρέζεηο είλαη ζπκβαηέο κε απηέο πνπ έρνπλ απνθηεζεί ζηε βηβιηνγξαθία (Dundurs and 

Sendecky, 1965; Suo, 1990; Kattis, 1994) 

4.3.3 Ανιζόηποπο/ιζόηποπο διςλικό 

΢ηελ πεξίπησζε ηνπ ζπλδπαζκνχ απηνχ, ρσξίο λα βιαθζεί ε γεληθφηεηα, ζα ζεσξεζεί φηη 

ε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ είλαη ηζφηξνπε θαη ε θάζε ΙΙ αληζφηξνπε. Γηα ην δηπιηθφ απηφ, ν 

πξνζδηνξηζκφο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ ζα γίλεη ζεσξψληαο δχν πεξηπηψζεηο γηα ηε 

ζέζε ηεο ηδηνκνξθίαο. ΢ηελ πξψηε πεξίπησζε, ε ηδηνκνξθία ζα εθαξκφδεηαη ζηελ 

ηζφηξνπε θάζε Ι , ελψ ζηε δεχηεξε πεξίπησζε εθαξκφδεηαη ζηελ αληζφηξνπε θάζε ΙΙ. 
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4.3.3.1 Η ιδιομορθία ζηο ιζόηροπο σλικό 

΢ηελ πεξίπησζε απηή, ηα δηθαζηθά δπλακηθά 
0 ( )zf  θαη 

0 ( )zq  ηνπ δηπιηθνχ ζα 

αλαδεηεζνχλ ζηε κνξθή 

0 1 0 2 0 3 0 4 0( ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )   
    z z z z z z z z zf c f c zf c f c zf , (4.129) 

0 1 0 2 0 3 0 4 0( ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )   
    z z z z z z z z zq d f d zf d f d zf , (4.130) 

φπνπ 1c , 2c , 3c , 4c  θαη 1d , 2d , 3d , 4d  είλαη κηγαδηθέο ζηαζεξέο πνπ ζα πξνζδηνξηζζνχλ. 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο απηέο ζηηο (3.31) θαη (3.32), πξνθχπηεη φηη 

1 1 1

1 1 0 2 2 0

1 1

3 3 0 4 4 0

( ) [( ) ( ; ) ( ) ( ; )

                    ( ) ( ; ) ( ) ( ; )],

I I II II

II II

z z z z z z

z z z z z

   

 

 

 

   

   

B f H c M d f c M d f

c M d f c M d f
 (4.131) 

1 1 1

1 1 0 2 2 0

1 1

3 3 0 4 4 0

( ) [( ) ( ; ) ( ) ( ; )

                     ( ) ( ; ) ( ) ( ; )].

I I II II

II II

z z z z z z

z z z z z

   

 

 

 

   

   

B f H c M d f c M d f

c M d f c M d f
 (4.132) 

Απφ ηελ πξνζαξκνγή ηεο ζπκπεξηθνξάο ηνπ κηγαδηθνχ δπλακηθνχ ( )I zf  ζηελ ηδηφκνξθε 

ζπκπεξηθνξά ηεο 0( ; )z zf ζην ζεκείν 0z , πξνθχπηεη ην παξαθάησ ζχζηεκα κεηξσηθψλ 

εμηζψζεσλ: 

1 1

1 1( )  II IH c M d B , (4.133) 

1 1

2 2( )  II IH c M d b , (4.134) 

θαη  

1 1

3 3( )  II IH c M d B , (4.135) 

1 1

4 4( )  II IH c M d b . (4.136) 

Οη εθθξάζεηο πνπ παξέρνπλ ην δηθαζηθφ δπλακηθφ ηεο αληζφηξνπεο θάζεο ΙΙ ηνπ 

δηπιηθνχ, βξίζθνληαη αληηθαζηζηψληαο ηηο (4.129), (4.130) ζηηο (3.33) θαη (3.34). 

Βξίζθεηαη φηη 

1 1 1

1 1 0 2 2 0

1 1

3 3 0 4 4 0

( ) [( ) ( ; ) ( ) ( ; )

                     ( ) ( ; ) ( ) ( ; )],

II II I I

I I

z z z z z z

z z z z z

  

 

 

 

   

   

B f H c M d f c M d f

c M d f c M d f
 (4.137) 

1 1 1

1 1 0 2 2 0

1 1

3 3 0 4 4 0

( ) [( ) ( ; ) ( ) ( ; )

                      ( ) ( ; ) ( ) ( ; )].

II II I I

I I

z z z z z z

z z z z z

  

 

 

 

   

   

B f H c M d f c M d f

c M d f c M d f
 (4.138) 
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Δπεηδή ην ζεκείν ηδηνκνξθίαο 
0z  βξίζθεηαη ζηελ ηζφηξνπε θάζε Ι, ην 

0z  ζα βξίζθεηαη 

ζηελ αληζφηξνπε θάζε ΙΙ. Απαηηψληαο νη ηάζεηο ζην ζεκείν 
0z  λα είλαη πεπεξαζκέλεο, 

απφ ηελ (4.137) ζπλάγεηαη φηη 

1

3 3 0 Ic M d , (4.139) 

1

4 4 0 Ic M d . (4.140) 

Όηαλ ην z  βξίζθεηαη ζηελ αληζφηξνπε θάζε ΙΙ, ην z  βξίζθεηαη ζηελ ηζφηξνπε θάζε Ι. 

Γηα λα παξέρεη ε ζπλάξηεζε ( )II II zB f , πνπ παξέρεηαη απφ ηελ (4.138), πεπεξαζκέλεο 

ηάζεηο ζην ζεκείν 
0z , ζα πξέπεη 

1

1 1

 Ic M d 0 , (4.141) 

1

2 2

 Ic M d 0 . (4.142) 

Απφ ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ εμηζψζεσλ (4.133)-(4.136) θαη (4.139)-(4.142), 

πξνθχπηνπλ ηα άγλσζηα κεηξψα ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ (4.129) θαη (4.130). 

Βξίζθεηαη φηη 

1

1

 I Ic M B , 1  Id B , (4.143) 

1

2

 I Ic M b , 2  Id b , (4.144) 

θαη  

1

3

 I Ic M B , 3   Id B , (4.145) 

1

4

 I Ic M b , 
4   Id b . (4.146) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο παξαπάλσ ζηαζεξέο ζηηο (4.129) θαη (4.130), πξνθχπηνπλ ηα 

δηθαζηθά δπλακηθά ησλ δχν θάζεσλ 

1 1

0 0 0 0 0( ) [ ( ; ) ( ; )] [ ( ; ) ( ; )]I I I I I Iz z z z z z z z z 

   
    f M B f b zf M B f b zf , (4.147) 

0 0 0 0 0( ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )I I I Iz z z z z z z z z   
    q B f b zf B f b zf . (4.148) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο παξαπάλσ εθθξάζεηο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ ζηηο (4.131), 

(4.132) θαη (4.137), (4.138), πξνθχπηνπλ ηα κηγαδηθά δπλακηθά ηεο ηζφηξνπεο θάζεο 

 1 1 1 1

0 0 0 0( ) ( ; ) ( ; ) [ ( ; ) ( ; )]I I I II I Iz z z z z z z z z z z    

   
     f f Tf B H M M B f b f , (4.149) 
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 1 1 1 1

0 0 0 0( ) ( ; ) ( ; ) [ ( ; ) ( ; )]I I I II I Iz z z z z z z z z z z    

   
     f f Tf B H M M B f b f , (4.150) 

θαη ηα κηγαδηθά δπλακηθά ηεο αληζφηξνπεο θάζεο   

 1 1 1 1

0 0( ) [ ( ; ) ( ; )]II II I I I Iz z z z z   

 
  f B H M M B f b zf , (4.151) 

 1 1 1 1

0 0( ) [ ( ; ) ( ; )]II II I I I Iz z z z z   

 
  f B H M M B f b zf . (4.152) 

4.3.3.2 Η ιδιομορθία ζηο ανιζόηροπο σλικό 

Όηαλ ε ηδηνκνξθία βξίζθεηαη ζηελ αληζφηξνπε θάζε ΙΙ ηνπ δηπιηθνχ, ηα δηθαζηθά 

δπλακηθά 0 ( )zf  θαη 0 ( )zq  ζα αλαδεηεζνχλ ζηε κνξθή 

0 1 0 2 0( ) ( ; ) ( ; )  z z z z zf c f c f , (4.153) 

0 1 0 2 0( ) ( ; ) ( ; )  z z z z zq d f d f , (4.154) 

φπνπ 1c , 2c  θαη 1d , 2d  είλαη κηγαδηθέο ζηαζεξέο πνπ πξέπεη λα πξνζδηνξηζζνχλ. 

Δηζάγνληαο ηηο ζρέζεηο απηέο ζηηο (3.31) θαη (3.32), πξνθχπηεη φηη 

1 1 1

1 1 0 2 2 0( ) [( ) ( ; ) ( ) ( ; )]   

    I I II IIz z z z zB f H c M d f c M d f , (4.155) 

1 1 1

1 1 0 2 2 0( ) [( ) ( ; ) ( ) ( ; )]   

    I I II IIz z z z zB f H c M d f c M d f . (4.156) 

Όπσο πξνεγνχκελα, ε απαίηεζε πεπεξαζκέλσλ ηάζεσλ ζε θάζε ζεκείν ηεο ηζφηξνπεο 

θάζεο Ι, ηθαλνπνηείηαη αλ 

1

2 2II

 c M d 0 , (4.157) 

1

1 1

 IIc M d 0 . (4.158) 

Οη εθθξάζεηο ησλ κηγαδηθψλ δπλακηθψλ, πνπ παξέρνπλ ηα ειαζηηθά πεδία ηεο 

αληζφηξνπεο θάζεο ΙΙ, πξνθχπηνπλ κε αληηθαηάζηαζε ησλ (4.153). (4.154) ζηηο (3.33) 

θαη (3.34). Βξίζθεηαη φηη  

1 1 1

1 1 0 2 2 0( ) [( ) ( ; ) ( ) ( ; )]  

    II II I Iz z z z zB f H c M d f c M d f , (4.159) 

1 1 1

1 1 0 2 2 0( ) [( ) ( ; ) ( ) ( ; )]  

    II II I Iz z z z zB f H c M d f c M d f .  (4.160) 
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Ζ πξνζαξκνγή ηεο ηδηφκνξθεο ζπκπεξηθνξάο ηνπ κηγαδηθνχ δπλακηθνχ ( )II zf  ζηε 

ζπκπεξηθνξά ηεο 
0( ; )z zf , ζην ζεκείν 

0z  νδεγεί ζηηο ζρέζεηο 

1 1

1 1( )  I IIH c M d B , (4.161) 

1 1

2 2( )  I IIH c M d B . (4.162) 

Απφ ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ εμηζψζεσλ (4.157), (4.158), (4.161), (4.162), 

πξνθχπηνπλ νη παξαθάησ ηηκέο ησλ άγλσζησλ ζηαζεξψλ κεηξψσλ, πνπ ππεηζέξρνληαη 

ζηηο εθθξάζεηο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ (4.153) θαη (4.154): 

1

1

 II IIc M B , 
1  IId B , (4.163) 

1

2

 II IIc M B , 
2   IId B . (4.164) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ ζηαζεξψλ απηψλ ζηηο εθθξάζεηο ησλ δηθαζηθψλ 

δπλακηθψλ πξνθχπηνπλ νη ζρέζεηο 

1 1

0 0 0( ) ( ; ) ( ; ) 

  II II II IIz z z z zf M B f M B f , (4.165) 

0 0 0( ) ( ; ) ( ; )  II IIz z z z zq B f B f . (4.166) 

Με βάζε ηηο ζρέζεηο απηέο, νη εθθξάζεηο ησλ κηγαδηθψλ δπλακηθψλ ησλ δχν θάζεσλ ηνπ 

δηπιηθνχ παίξλνπλ ηε κνξθή 

 1 1 1 1

0( ) ( ; )I I II II IIz z z    

 f B H M M B f , (4.167) 

 1 1 1 1

0( ) ( ; )I I II II IIz z z    

 f B H M M B f , (4.168) 

γηα ηελ ηζφηξνπε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ, θαη 

 1 1 1 1

0 0( ) ( ; ) ( ; )II II II I IIz z z z z   

   f f B H M M B f , (4.169) 

 1 1 1 1

0 0( ) ( ; ) ( ; )II II II I IIz z z z z   

   f f B H M M B f , (4.170) 

γηα ηελ αληζφηξνπε θάζε ΙΙ. 



Κεθάλαιο 5 

71 

Κεθάλαιο 5 

ΑΛΛΗΛΔΠΙΓΡΑ΢Η ΙΓΙΟΜΟΡΦΙΩΝ ΜΔ 

ΡΗΓΜΑΣΩΜΔΝΔ΢ ΓΙΔΠΙΦΑΝΔΙΔ΢ 

5.1 ΓΔΝΙΚΑ 

΢ην θεθάιαην απηφ, απνθηψληαη ηα πιήξε ειαζηηθά πεδία πνπ αλαπηχζζνληαη ζην 

δηπιηθφ, ιφγσ ζεκεηαθψλ ηδηνκνξθηψλ, φηαλ ζηε δηεπηθάλεηα ηνπ δηπιηθνχ έρεη 

εκθαληζζεί κηα ξσγκή. Ζ αλάιπζε γίλεηαη γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο 

ηνπ πιηθνχ, ηα δε ειαζηηθά πεδία πξνζδηνξίδνληαη γηα νπνηαδήπνηε κνξθή ηεο ζεκεηαθήο 

ηδηνκνξθίαο. Λεπηνκεξή απνηειέζκαηα παξέρνληαη γηα ηελ πεξίπησζε ηεο νκνηφκνξθεο 

θφξηηζεο, ηεο γξακκηθήο εμάξκσζεο θαη ηεο γξακκηθήο δχλακεο. 

Ζ ιχζε ηνπ ζρεηηθνχ ειαζηηθνχ πξνβιήκαηνο βαζίδεηαη ζηα απνηειέζκαηα πνπ 

απνθηήζεθαλ ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην γηα κε ξεγκαησκέλε δηεπηθάλεηα ηνπ δηπιηθνχ. 

Με βάζε ηα απνηειέζκαηα απηά θαη έλα ζρήκα ππέξζεζεο, ην ειαζηηθφ πξφβιεκα ηεο 

δηεπηθαλεηαθήο ξσγκήο αλάγεηαη ζε έλα κεηξσηθφ ζπλνξηαθφ πξφβιεκα Hilbert, κε 

άγλσζηεο ζπλαξηήζεηο ηα δηθαζηθά δπλακηθά ηνπ δηπιηθνχ. Ζ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

Hilbert επηηπγράλεηαη αλαιπηηθά ρξεζηκνπνηψληαο γλσζηά ζεσξήκαηα ησλ νιφκνξθσλ 

κηγαδηθψλ ζπλαξηήζεσλ θαη εηζάγνληαο κηα λέα πξφηαζε ηεο κηγαδηθήο αλάιπζεο, πνπ 

δηαηππψλεηαη γηα πξψηε θνξά ζηελ παξνχζα εξγαζία. Παξφιν πνπ ζηε βηβιηνγξαθία 

έρεη εκθαληζζεί έλα ηεξάζηην εξεπλεηηθφ έξγν πάλσ ζηε δηεπηθαλεηαθή ξσγκή ζε 

ηζφηξνπα/ηζφηξνπα θαη αληζφηξνπα/αληζφηξνπα δηπιηθά, νη ειαζηηθέο ιχζεηο πνπ έρνπλ 

πξνθχςεη, πεξηνξίδνληαη κφλν ζε έλαλ ειάρηζην αξηζκφ θνξηίζεσλ (England, 1966; 

Erdogan, 1963, 1965; Gotoh, 1967; Clements, 1971; Willis, 1971; Ting, 1986; Shih and 

Assaro, 1988; Qu and Bassani, 1989; Suo, 1990; Hwu, 1991).  
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5.2 ΠΔΡΙΓΡΑΦΗ ΣΟΤ ΔΛΑ΢ΣΙΚΟΤ ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΟ΢ ΣΗ΢ 

ΓΙΔΠΙΦΑΝΔΙΑΚΗ΢ ΡΩΓΜΗ΢ 

΢ε ζρέζε κε ην κνληέιν ησλ ζπλδεδεκέλσλ εκηάπεηξσλ ειαζηηθψλ κέζσλ, πνπ έρεη 

εηζαρζεί γηα ηελ πξνζνκνίσζε ηνπ δηπιηθνχ, ε δηεπηθαλεηαθή ξσγκή νξίδεηαη σο έλα 

αζχλδεην δηεπηθαλεηαθφ ηκήκα, πνπ πεξηνξίδεηαη κεηαμχ ησλ γξακκψλ 
1 3( ,0, )a x  θαη 

2 3( ,0, )a x , φπνπ 
1 2,a a  είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί. Ζ ειαζηηθή αλάιπζε ζα γίλεη γηα κηα 

νκνηφκνξθε ηάζε ζην άπεηξν ζχλνξν ηνπ δηπιηθνχ θαη γηα κηα γξακκηθή ηδηνκνξθία, ηεο 

νπνίαο ην κέησπν βξίζθεηαη θαηά κήθνο ηεο γξακκήο 0 0

1 2 3( , , )x x x , πνπ αληηζηνηρεί ζην 

ζεκείν 0 0

0 1 2z x ix   ηνπ κηγαδηθνχ επηπέδνπ 1 2( )z x ix  . ΢ηελ αλάιπζε πνπ ζα γίλεη, 

ζα ρξεζηκνπνηεζεί ην κηγαδηθφ δπλακηθφ ηνπ ανηίζηοιτοσ ομογενούς προβλήμαηος, πνπ 

παξέρεηαη απφ ηηο ζπλαξηήζεηο 0( ; )z zf  πνπ έρνπλ πξνζδηνξηζζεί ζην θεθάιαην 2.  

 

 

΢σήμα 5-1: Ζ δηεπηθαλεηαθή ξσγκή ζην επίπεδν 1 2( )z x ix   

  

Τπελζπκίδεηαη φηη ην αληίζηνηρν νκνγελέο πξφβιεκα αληηζηνηρεί ζηελ πεξίπησζε πνπ ην 

δηπιηθφ παξακνξθψλεηαη απφ ηελ ίδηα ηδηνκνξθία, είλαη νκνγελέο θαη κε ξεγκαησκέλν, 

θαη έρεη ηηο ειαζηηθέο ηδηφηεηεο ηεο θάζεο εθείλεο πνπ βξίζθεηαη ε ηδηνκνξθία. Γηα ηελ 

πεξίπησζε ηεο νκνηφκνξθεο θφξηηζεο, ζα ππνηεζεί φηη κεηαμχ ησλ ειαζηηθψλ πεδίσλ, 

πνπ εθαξκφδνληαη ζηα άπεηξα ζχλνξα ησλ δχν θάζεσλ, ηζρχνπλ νη ζρέζεηο πνπ έρνπλ 

εμαρζεί ζηελ ελφηεηα 3.2. Οη ζρέζεηο απηέο εμαζθαιίδνπλ ηελ ηζνξξνπία ηνπ δηπιηθνχ 
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θαη ηελ απαηηνχκελε ζπκβηβαζηφηεηα ησλ αλαπηπζζφκελσλ παξακνξθψζεσλ θαηά 

κήθνο ηεο δηεπηθάλεηαο ηνπ δηπιηθνχ. 

Καηά κήθνο ηνπ ζπλδεδεκέλνπ δηεπηθαλεηαθνχ ηκήκαηνο, ζα ππνηεζεί φηη επηθξαηνχλ 

ζπλζήθεο ηέιεηαο ζχλδεζεο, πνπ πεξηγξάθνληαη κε ηε ζπλέρεηα ησλ αλαπηπζζφκελσλ 

ειαζηηθψλ κεηαηνπίζεσλ θαη ηε ζπλέρεηα ηνπ ειθπζηή ησλ ηάζεσλ. Έηζη, γηα ην ηκήκα 

απηφ ζα ηζρχνπλ νη ζρέζεηο 

1 2 1 2( , 0) ( , 0)  I II

i iu x x u x x , 
2 1 2 2 1 2( , 0) ( , 0)I II

i ix x x x    , (
1 2x a  θαη 1 1x a ). (5.1) 

Αλ ππνηεζεί φηη ζηα δχν ζχλνξα ηεο ξσγκήο δελ εθαξκφδεηαη εμσηεξηθή θφξηηζε, ζα 

πξέπεη λα ηζρχεη 

2 1 2 2 1 2( , 0) ( , 0) 0I II

i ix x x x     , ( 1 1 2a x a  ). (5.2) 

Λακβάλνληαο ππφςε ηηο (2.7) θαη (2.31), νη παξαπάλσ ζρέζεηο, κπνξνχλ λα γξαθηνχλ 

ζηελ παξαθάησ ηζνδχλακε κεηξσηθή κνξθή 

1 2 1 2( , 0) ( , 0)x x x x   u u , 1 2 1 2( , 0) ( , 0)x x x x   X X , 1 2x a  θαη 1 1x a , (5.3)                                                                                                      

θαη  

1 2 1 2( , 0) ( , 0)x x x x    X X 0 , 1 1 2a x a  . (5.4) 

΢ηε ζπλέρεηα, ε επίιπζε ηνπ παξαπάλσ πξνβιήκαηνο ζα πξνθχςεη απφ ηελ επαιιειία 

ησλ ιχζεσλ δχν ππν-πξνβιεκάησλ: ηνπ ππν-πξνβιήκαηνο (d) θαη ηνπ ππν-πξνβιήκαηνο 

(c). Σν ππν-πξφβιεκα (d) αληηζηνηρεί ζηελ πεξίπησζε ηνπ δηπιηθνχ κε ηέιεηα 

δηεπηθαλεηαθή ζχλδεζε, φηαλ απηφ θνξηίδεηαη κε ηελ ηδηνκνξθία πνπ ζεσξείηαη. Σν ππν-

πξφβιεκα (c) αληηζηνηρεί ζηελ πεξίπησζε ηνπ ξεγκαησκέλνπ δηπιηθνχ, φηαλ ηα δχν 

ζχλνξα ηεο ξσγκήο θνξηίδνληαη κε ηηο ηάζεηο 
2( )I d

i  θαη 
2( )II d

i , πνπ αλαπηχζζνληαη 

ζην δηεπηθαλεηαθφ ηκήκα 1 2( , )a a , ηνπ ππν-πξνβιήκαηνο (d). Ζ επαιιειία απηή δείρλεηαη 

ζην ΢ρήκα 5-2. 

 

΢σήμα 5-2: Σα ππνπξνβιήκαηα (d) θαη (c) θαη ε ππέξζεζή ηνπο 
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Σν πξφβιεκα (d) έρεη επηιπζεί ζην θεθάιαην 4 γηα φινπο ηνπο δπλαηνχο ζπλδπαζκνχο 

αληζνηξνπίαο θαη γηα ηηο ζπγθεθξηκέλεο ηδηνκνξθίεο πνπ ζεσξνχληαη ζηελ παξνχζα 

εξγαζία. ΢ηε ζπλέρεηα, ζα επηιπζεί ην πξφβιεκα (c), πνπ είλαη έλα ζπλνξηαθφ πξφβιεκα 

ξσγκήο. Γηα ην πξφβιεκα απηφ ηζρχνπλ νη παξαθάησ ζπλζήθεο ζηα ζχλνξα ηεο ξσγκήο 

2 2( ) ( )I c I d

i i   , 
2 2( ) ( )II c II d

i i   , 1 1 2a x a  . (5.5) 

Οη παξαπάλσ ζρέζεηο κπνξνχλ λα γξαθνχλ ηζνδχλακα ζηελ παξαθάησ κεηξσηθή κνξθή 

1 2 1 2( , 0) ( , 0)c d

I Ix x x x   X X , 
1 2 1 2( , 0) ( , 0)c d

II IIx x x x   X X , 
1 1 2a x a  . (5.6) 

΢ην ζπλδεδεκέλν δηεπηθαλεηαθφ ηκήκα ηνπ δηπιηθνχ επηθξαηνχλ ζπλζήθεο ηέιεηαο 

ζχλδεζεο. Οη ζπλζήθεο απηέο πεξηγξάθνληαη κε ηηο ζρέζεηο 

1 2 1 2( , 0) ( , 0)c c

I IIx x x x  X X , 1 1x a  θαη 1 2x a . (5.7) 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα επηιπζεί ην ζπλνξηαθφ πξφβιεκα (c), γηα ηηο αληίζηνηρεο πεξηπηψζεηο 

πνπ έρνπλ ζεσξεζεί ζην πξφβιεκα (d). 

5.3 ΣΟ ΢ΤΝΟΡΙΑΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΣΗ΢ ΓΙΔΠΙΦΑΝΔΙΑΚΗ΢ ΡΩΓΜΗ΢ 

5.3.1 Ανιζόηποπο/ανιζόηποπο διςλικό 

Θα εμεηαζζεί πξψηα ε πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ, φηαλ ε 

ηδηνκνξθία βξίζθεηαη ζηε θάζε ΙΙ. Ζ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο (d), πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 

πεξίπησζε απηή, έρεη αλαπηπρζεί ζηελ ελφηεηα 4.3. Απφ ηελ επίιπζε απηή, νη 

ζπλαξηεζηαθέο πνζφηεηεο ( , )d

I z zX  θαη ( , )d

II z zX , πνπ ππεηζέξρνληαη ζηηο ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο (5.6) ηνπ πξνβιήκαηνο (c), έρνπλ βξεζεί ζηε κνξθή 

   1 1 1 1 1 1

0 0( , ) ( ; ) ( ; )d

I II II II II II IIz z z z z z     

    X H M M B f H M M B f , (5.8)                                                                   

 

 

1 1 1

0 0

1 1 1

0 0

( , ) ( ; ) ( ; )

              ( ; ) ( ; ).

d

II II II I II

II II I II

z z z z z z

z z z z

  

 

  

 

  

  

X B f H M M B f

B f H M M B f
 (5.9)          
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΢ηε ζπλέρεηα, νη άλσ δείθηεο “d” θαη “c”, φπνπ απηνί εκθαλίδνληαη ζα δειψλνπλ 

πνζφηεηεο πνπ ζπλδένληαη κε ηα ππν-πξνβιήκαηα (d) θαη (c), αληίζηνηρα. Γηα ην 

πξφβιεκα (c), νη πνζφηεηεο ( , )c

I z zX  θαη ( , )c

II z zX , ζε φξνπο ησλ κηγαδηθψλ δπλακηθψλ 

( )c

I zf  θαη ( )c

II zf  ησλ δχν θάζεσλ ηνπ δηπιηθνχ, παξέρνληαη απφ ηηο ζρέζεηο 

( , ) ( ) ( )c c c

I I I I Iz z z z X B f B f , (5.10)                             

( , ) ( ) ( )c c c

II II II II IIz z z z X B f B f . (5.11) 

Γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ ζπλδπαζκνχ, ηα κηγαδηθά δπλακηθά 

( )c

I zf  θαη ( )c

II zf  κπνξνχλ λα γξαθνχλ ζε φξνπο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ 
0 ( )c zf  θαη 

0 ( )c zq  ηνπ δηπιηθνχ ζηε κνξθή  

1 1 1

0 0( ) ( ) ( )c c c

I I IIz z z     f B H f M q , (5.12) 

1 1 1

0 0( ) ( ) ( )c c c

II II Iz z z     f B H f M q . (5.13) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο (5.12) θαη (5.13) ζηηο (5.10) θαη (5.11), νη πνζφηεηεο 

( , )c

I z zX  θαη ( , )c

II z zX  ζε φξνπο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ γξάθνληαη: 

1 1 1 1

0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( )c c c c c

I II IIz z z z z z            X H f M q H f M q , (5.14) 

1 1 1 1

0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( )c c c c c

II I Iz z z z z z            X H f M q H f M q . (5.15) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο απηέο ζηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (5.6), πξνθχπηεη φηη 

1 1 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , )c c c c d

II IIx x x x x x
 

             H f M q H f M q X , (5.16) 

1 1 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , )c c c c d

I Ix x x x x x
 

             H f M q H f M q X , 1 1 2( , )x a a . (5.17) 

φπνπ έρεη ηεζεί 1 1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) d d d

I IIx x x x x xX X X , θαη επνκέλσο 

   1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 1 0( , ) ( ; ) ( ; )d

II II II II II IIx x x z x z     

    X H M M B f H M M B f . (5.18) 

΢ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, ηα ζχκβνια [  ]  θαη [  ]  έρνπλ εηζαρζεί γηα λα δειψζνπλ 

ηηο ηηκέο πνπ παίξλνπλ νη πνζφηεηεο, πνπ βξίζθνληαη ζηηο αγθχιεο, φηαλ ην z  

πξνζεγγίδεη ηε δηεπηθαλεηαθή ξσγκή απφ ηηο θάζεηο Ι θαη ΙΙ ηνπ δηπιηθνχ, αληίζηνηρα. Με 
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πξφζζεζε θαη αθαίξεζε ησλ εμηζψζεσλ (5.16) θαη (5.17), πξνθχπηεη ην παξαθάησ 

ηζνδχλακν ζχζηεκα κεηξσηθψλ εμηζψζεσλ 

0 1 0 1( ) ( )c cx x
 

      q q , 
1 1 2( , )x a a , (5.19) 

1 1

0 1 0 1 0 1( ) ( ) ( )c c cx x x
 

        H f H f g , 
1 1 2( , )x a a , (5.20) 

φπνπ έρεη ηεζεί 

 1 1 1 1

0 1 1 1 0 1( ) ( , ) ( )c d c

II IIx x x x      g X H M H M q . (5.21) 

Ζ εμίζσζε (5.19) δείρλεη φηη ην δηθαζηθφ δπλακηθφ 
0 ( )c zq  είλαη κηα νιφκνξθε 

ζπλάξηεζε, πνπ είλαη παληνχ ζπλερήο ζην κηγαδηθφ επίπεδν z . Δπνκέλσο, κπνξεί λα 

γξαθεί φηη 

0 1 0 1 0 1( ) ( ) ( )c c cx x x
 

       q q q , 1 ( , )x    . (5.22) 

5.3.2 Ανιζόηποπο/ιζόηποπο διςλικό 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ είλαη ηζφηξνπε, ε θάζε ΙΙ αληζφηξνπε θαη ε 

θφξηηζε επελεξγεί ζηελ ηζφηξνπε θάζε Ι, νη ζπλαξηεζηαθέο πνζφηεηεο ( , )d

I z zX  θαη 

( , )d

II z zX  έρνπλ πξνζδηνξηζζεί ζηελ ελφηεηα 4.3 ζηε κνξθή 

 

 

1 1 1

0 0

1 1 1

0 0

( , ) ( ; ) ( ; )

              ( ; ) ( ; ),

d

I I I II I

I I II I

z z z z z z

z z z z

    

 

    

 

  

  

X B f H M M B f

B f H M M B f
 (5.23) 

   1 1 1 1 1 1

0 0( , ) ( ; ) ( ; )d

II I I I I I Iz z z z z z       

    X H M M B f H M M B f , (5.24) 

φπνπ 

0 0 0( ; ) ( ; ) ( ; )z z z z z z z

  
 f f Tf , (5.25) 

θαη 

0 0 0

1 0 0

0 0 0

 
 

 
 
  

Σ . 
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΢ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, ε νιφκνξθε ζπλάξηεζε 
0( ; )z zf  έρεη πξνζδηνξηζζεί ζηελ 

ελφηεηα 2.5 γηα φιεο ηηο ηδηνκνξθίεο πνπ εμεηάδνληαη. Γηα ην πξφβιεκα (c), νη 

αληίζηνηρεο πνζφηεηεο ζε φξνπο ησλ κηγαδηθψλ δπλακηθψλ ( )c

I z
f  θαη ( )c

II zf  ησλ δχν 

θάζεσλ ηνπ δηπιηθνχ παξέρνληαη απφ ηηο ζρέζεηο 

( , ) ( ) ( )c c c

I I I I Iz z z z  X B f B f , (5.26) 

( , ) ( ) ( )c c c

II II II II IIz z z z X B f B f . (5.27) 

Γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ, νη εθθξάζεηο ησλ κηγαδηθψλ 

δπλακηθψλ, πνπ ππεηζέξρνληαη ζηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, έρνπλ ηε κνξθή 

1 1 1

0 0( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]c c c c c

I I I I IIz z z z z z      f f Tf B H f M q , (5.28) 

1 1 1

0 0( ) ( ) ( )c c c

II II Iz z z     f B H f M q . (5.29) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο ζηηο (5.26) θαη (5.27), πξνθχπηνπλ νη εθθξάζεηο 

ησλ ζπλαξηεζηαθψλ πνζνηήησλ ( , )c

I z zX  θαη ( , )c

II z zX  ζε φξνπο ησλ δηθαζηθψλ 

δπλακηθψλ 

 

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

c c c c c

I II II

c c c c

I II I II

z z z z z z

z z z z z z

   

   

         

             

X H f M q H f M q

C H f M q C H f M q
 (5.30) 

1 1 1 1

0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( )c c c c c

II I Iz z z z z z            X H f M q H f M q . (5.31) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο (5.30) θαη (5.31) ζηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (5.6), πξνθχπηεη ην 

παξαθάησ ζχζηεκα εμηζψζεσλ 

1 1 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , )c c c c d

II IIx x x x x x
 

             H f M q H f M q X , (5.32) 

1 1 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , )c c c c d

I Ix x x x x x
 

             H f M q H f M q X , (5.33) 

΢ηηο ζρέζεηο απηέο έρεη ηεζεί 1 1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) d d d

I IIx x x x x xX X X , φπνπ  

   1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 1 0( , ) ( ; ) ( ; )d

I I I I I Ix x x z x z       

    X H M M B f H M M B f . (5.34) 

Οη ζρέζεηο απηέο ηαπηίδνληαη κε ηηο ζρέζεηο πνπ έρνπλ πξνθχςεη γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ 

αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ. Έηζη, ην παξαπάλσ κεηξσηθφ ζχζηεκα αλάγεηαη ζην 
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ζχζηεκα ησλ εμηζψζεσλ (5.16) θαη (5.17), ηνπ νπνίνπ ε γεληθή ιχζε ζα εμαρζεί 

παξαθάησ. 

Σα παξαπάλσ αλαθέξνληαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ε ηδηνκνξθία βξίζθεηαη ζηελ ηζφηξνπε 

θάζε Ι. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε ηδηνκνξθία επελεξγεί ζηελ αληζφηξνπε θάζε ΙΙ, νη 

πνζφηεηεο ( , )d

I z zX  θαη ( , )d

II z zX  έρνπλ βξεζεί ζηε κνξθή 

   1 1 1 1 1 1

0 0( , ) ( ; ) ( ; )d

I II II II II II IIz z z z z z     

    X H M M B f H M M B f , (5.35) 

 

 

1 1 1

0 0

1 1 1

0 0

( , ) ( ; ) ( ; )

              ( ; ) ( ; ).

d

II II II I II

II II I II

z z z z z z

z z z z

  

 

  

 

  

  

X B f H M M B f

B f H M M B f
 (5.36) 

Γηα ην πξφβιεκα (c), νη αληίζηνηρεο πνζφηεηεο ζε φξνπο ησλ κηγαδηθψλ δπλακηθψλ 

( )c

I z
f  θαη ( )c

II zf  ησλ δχν θάζεσλ παξέρνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (5.28) θαη (5.29). Απφ ηηο 

ζρέζεηο απηέο, παίξλνληαο ππφςε ηηο (5.30), (5.31), πξνθχπηεη ην κεηξσηθφ ζχζηεκα 

1 1 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , )c c c c d

II IIx x x x x x
 

             H f M q H f M q X , (5.37) 

1 1 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , )c c c c d

I Ix x x x x x
 

             H f M q H f M q X , (5.38) 

φπνπ έρεη ηεζεί 1 1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , )d d d

I IIx x x x x x X X X . Απφ ηηο (5.37) θαη (5.38) βξίζθεηαη 

   1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 1 0( , ) ( ; ) ( ; )d

II II II II II IIx x x z x z     

    X H M M B f H M M B f . (5.39) 

Όπσο ζηελ πξνεγνχκελε πεξίπησζε, νη παξαπάλσ ζρέζεηο νδεγνχλ ζην κεηξσηθφ 

ζχζηεκα (5.19) θαη (5.20), ηνπ νπνίνπ ε ιχζε αληηκεησπίδεηαη παξαθάησ. 

5.3.3 Ιζόηποπο/ιζόηποπο διςλικό 

Όηαλ θαη νη δχν θάζεηο ηνπ δηπιηθνχ είλαη ηζφηξνπεο, θαη ε ηδηνκνξθία βξίζθεηαη ζηε 

θάζε ΙΙ ηνπ δηπιηθνχ, νη ζπλαξηεζηαθέο πνζφηεηεο ( , )d

I z zX  θαη ( , )d

II z zX  έρνπλ 

πξνζδηνξηζζεί ζηε κνξθή 

   1 1 1 1 1 1

0 0( , ) ( ; ) ( ; )d

I II II II II II IIz z z z z z       

    X H M M B f H M M B f , (5.40) 
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 

 

1 1 1

0 0

1 1 1

0 0

( , ) ( ; ) ( ; )

              ( ; ) ( ; ),

d

II II II I II

II II I II

z z z z z z

z z z z

    

 

    

 

  

  

X B f H M M B f

B f H M M B f
 (5.41) 

φπνπ ε ζπλάξηεζε 
0( ; )z z

f  νξίδεηαη κε ηε ζρέζε (5.25). Γηα ην πξφβιεκα (c), νη 

εθθξάζεηο ησλ πνζνηήησλ ( , )c

I z zX , ( , )c

II z zX  ζε φξνπο ησλ κηγαδηθψλ δπλακηθψλ 

( )c

I z
f  θαη ( )c

II z
f  έρνπλ ηε κνξθή 

( , ) ( ) ( )c c c

I I I I Iz z z z  X B f B f , (5.42) 

( , ) ( ) ( )c c c

II II II II IIz z z z  X B f B f . (5.43) 

Γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ ηζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ, ηα κηγαδηθά δπλακηθά δχν 

θάζεσλ ζε φξνπο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ παξέρνληαη κε ηηο ζρέζεηο 

1 1 1

0 0( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]c c c c c

I I I I IIz z z z z z      f f Tf B H f M q , (5.44) 

1 1 1

0 0( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]c c c c c

II II II II Iz z z z z z      f f Tf B H f M q . (5.45) 

Υξεζηκνπνηψληαο ηηο (5.42)-(5.45), νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο (5.6) νδεγνχλ ζην παξαθάησ 

ζπλνξηαθφ πξφβιεκα 

1 1 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , )c c c c d

II IIx x x x x x
 

             H f M q H f M q X , (5.46) 

1 1 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( , )c c c c d

I Ix x x x x x
 

             H f M q H f M q X , (5.47) 

φπνπ έρεη ηεζεί 1 1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) d d d

I IIx x x x x xX X X . Ζ πνζφηεηα 
1 1( , )d x xX  παξέρεηαη κε 

ηε ζρέζε 

   1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 1 0( , ) ( ; ) ( ; )d

II II II II II IIx x x z x z       

    X H M M B f H M M B f . (5.48) 

Σν παξαπάλσ ζπλνξηαθφ πξφβιεκα ηαπηίδεηαη κε απηά πνπ έρνπλ πξνθχςεη 

πξνεγνχκελα γηα ηνπο άιινπο δχν ζπλδπαζκνχο θάζεσλ ηνπ δηπιηθνχ. 
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5.4 ΔΠΙΛΤ΢Η ΣΟΤ ΢ΤΝΟΡΙΑΚΟΤ ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΟ΢ 

5.4.1 Αναγυγή ηος ζςνοπιακού πποβλήμαηορ ηηρ πυγμήρ ζε ππόβλημα 

Hilbert 

Οη άγλσζηεο ζπλαξηήζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο (c) είλαη ηα δηθαζηθά δπλακηθά 
0 ( )c zf  θαη 

0 ( )c zq , πνπ είλαη νιφκνξθεο ζπλαξηήζεηο. Γείρζεθε πξνεγνχκελα, φηη νη ζπλαξηήζεηο 

απηέο, γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο, ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ ηηο 

ζπλζήθεο (5.19) θαη (5.20) πάλσ ζηα ζχλνξα ηεο ξσγκήο. Δπίζεο, ιφγσ απνπζίαο ηάζεσλ 

ζην άπεηξν, νη ζπλαξηήζεηο απηέο, πξέπεη λα ζπγθιίλνπλ ζην κεδέλ ζηελ πεξηνρή ηνπ 

απείξνπ. Ζ ζπλζήθε (5.19) δείρλεη φηη ε άγλσζηε νιφκνξθε ζπλάξηεζε 
0 ( )c zq , είλαη 

παληνχ νιφκνξθε ζην κηγαδηθφ επίπεδν z , θαη επνκέλσο, ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα ηνπ 

Liouville ζα πξέπεη λα είλαη κηα ζηαζεξή ζπλάξηεζε (Milne-Thomson, 1968). Δπηπιένλ, 

επεηδή ε ζπλάξηεζε απηή κεδελίδεηαη ζην άπεηξν, ζα πξέπεη λα είλαη ε κεδεληθή 

ζπλάξηεζε, ζπλεπψο 

0( )c z q 0 . (5.49) 

Απνκέλεη ηψξα ν πξνζδηνξηζκφο ηεο νιφκνξθεο ζπλάξηεζεο 0 ( )c zf . Ζ ζπλάξηεζε απηή 

είλαη παληνχ νιφκνξθε ζην κηγαδηθφ επίπεδν z , κεδελίδεηαη ζην άπεηξν θαη, ζχκθσλα 

κε ηελ (5.20), είλαη ηκεκαηηθά ζπλερήο πάλσ ζηνλ άμνλα 1x . Ζ αζπλέρεηα ηεο 

ζπλάξηεζεο απηήο πεξηνξίδεηαη ζην ηκήκα 1 2( , )a a  ηνπ άμνλα 1x , πνπ βξίζθεηαη ε 

δηεπηθαλεηαθή ξσγκή. Ζ αζπλέρεηα απηή πεξηγξάθεηαη κε ηε ζρέζε (5.20), ε νπνία, 

παίξλνληαο ππφςε ηηο (5.49) θαη (5.21), κπνξεί λα ηεζεί ζηε κνξθή 

1

0 1 0 1 1 1( ) ( ) ( , )
 

        
c c dx x x xf HH f HX . (5.50)

Ζ ζρέζε (5.50) νξίδεη έλα πξφβιεκα Hilbert ζε κεηξσηθή κνξθή, κε άγλσζηε ζπλάξηεζε 

ηελ 0 ( )c zf . Σν κεηξψν 1
HH  κπνξεί λα γξαθεί ζηελ παξαθάησ δηαγσλνπνηεκέλε κνξθή 

1 1 HH RLR , (5.51) 

φπνπ  

1 2 3, ,  L ,  1 2 3, ,R r r r . (5.52) 
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Σα ζηνηρεία 
k  ηνπ κεηξψνπ L  έρνπλ πξνζδηνξηζζεί απφ ηνλ Ting (1986), ζηε κνξθή  

1

1

1










, 

2

1

1










, 3 1 , (5.53) 

φπνπ 

1 2

1 21
( )

2

 
  
 

trac WD , (5.54) 

κε  

  iH D W . (5.55) 

Σα ζηνηρεία ηνπ κεηξψνπ R , πνπ είλαη κεηξψα ζηήιεο, πξνζδηνξίδνληαη απφ ηηο 

παξαθάησ ζρέζεηο 

1

1 1 1

  HH r r , 1

2 2 2

  HH r r , 1

3 3 3

  HH r r . (5.56)  

Ζ παξαπάλσ ζρέζε νξίδεη έλα πξφβιεκα ηδηνηηκψλ κε ηδηνδηαλχζκαηα ηα 1 2 3, ,r r r  θαη 

ηδηνηηκέο ηα 1 2,   θαη 3 . Έρεη απνδεηρζεί απφ ηνλ Ting (1986), φηη 1  θαη 2  είλαη 

πξαγκαηηθνί αξηζκνί θαη φηη 3 1  . Απφ ηελ (5.53), άκεζα πξνθχπηεη φηη ηα 1 , 2  

ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε 

1

2

1



. (5.57) 

Απφ ηε ζρέζε απηή θαη ηελ (5.56) ζπλάγεηαη φηη ηα κεηξψα (ηδηνδηαλχζκαηα) 1r , 2r  θαη 

3r  πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο ηηκέο (ηδηνηηκέο) 1 , 2  θαη 3 , ηθαλνπνηνχλ ηηο ζπλζήθεο 

1 2r r , 3 3r r . (5.58) 

Ζ δεχηεξε ζπλζήθε δείρλεη φηη ηα ζηνηρεία ηνπ κεηξψνπ 3r  είλαη πξαγκαηηθά. Θέηνληαο 

1 2 r r r  θαη 3 0r r , εχθνια κπνξεί λα απνδεηρζεί φηη ηζρχνπλ νη παξαθάησ ζρέζεηο  

1T  r H r 0 , 1T  r H r 0 , 1

0

T  r H r 0 , 1

0

T  r H r 0 . (5.59) 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα επηιπζεί ην πξφβιεκα Hilbert (5.50), κε αλαγσγή ηνπ ζηελ παξαθάησ 

ηζνδχλακε κνξθή  

1 1 1

0 1 0 1 1 1( ) ( ) ( , )
 

          
c c dx x x xR f L R f R HX , 1 1 2( , )x a a . (5.60) 
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Ζ κνξθή απηή πξνθχπηεη αληηθαζηζηψληαο ηελ (5.51) ζηελ (5.50). Σν παξαπάλσ 

πξφβιεκα έρεη αλαρζεί ζε έλα πξφβιεκα Hilbert κεηξσηθήο κνξθήο κε άγλσζηε 

κεηξσηθή ζπλάξηεζε ηελ 1

0 ( )c z
R f  (Muskhelishvili, 1953). Γηα ηελ επίιπζε ηνπ 

παξαπάλσ πξνβιήκαηνο, ζα νξηζζεί ε κεηξσηθή ζπλάξηεζε ( )zX , ζε ζρέζε κε ην 

επζχγξακκν ηκήκα 1 2( , )a a   ηνπ άμνλα 
2x , κε ηε ζρέζε 

1 1 2 2 3 3( ) ( ), ( ), ( )z z z zX X X X ,  (5.61) 

φπνπ  

2
1 2

1

( ) ( )( )

ki

k
k k k k

k

z a
z z a z a

z a


 

    
 

X , (5.62)  

είλαη ζπλαξηήζεηο ηχπνπ Plemelj, πνπ νξίδνληαη αλαθνξηθά κε ην ηκήκα 1 2( , )a a   

(Muskhelishvili, 1953). ΢ηηο ζπλαξηήζεηο απηέο, ηα k  είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί. Γηα ηηο 

νιφκνξθεο ζπλαξηήζεηο ( )k kzX  εχθνια δείρλεηαη φηη  

2

1 1( ) ( )k

k kx e x
  X X , 1 1 2( , )x a a  . (5.63) 

Οξίδνληαο ην k  ησλ ζπλαξηήζεσλ απηψλ κε ηε ζρέζε  

2 k

ke
 

 , (5.64)  

φπνπ ηα k  παξέρνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (5.53), πξνθχπηεη  

1
ln

2
k k 


  . (5.65)  

Έηζη, ε ζρέζε (5.63) γίλεηαη  

1 1( ) ( )k k kx x  X X , 1 1 2( , )x a a  , (5.66) 

πνπ ζε κεηξσηθή κνξθή γξάθεηαη  

1

1 1[ ( )][ ( )]x x   L X X , 1 1 2( , )x a a  . (5.67) 

Αληηθαζηζηψληαο ηε ζρέζε (5.67) ζηελ (5.60), πξνθχπηεη ε παξαθάησ κνξθή ηνπ 

πξνβιήκαηνο Hilbert 

   1 1 1

1 0 1 1 0 1 1 1 1[ ( )] ( ) [ ( )] ( ) [ ( )] ( , )
 

     c c dx x x x x x xR f R f R HXX X X , 1 1 2( , )x a a . (5.68) 
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΢ηελ επίιπζε ηνπ ζπλνξηαθνχ πξνβιήκαηνο Hilbert, πνπ νξίδεηαη κε ηε ζπλαξηεζηαθή 

ζρέζε (5.68), ππεηζέξρεηαη ε ζπλάξηεζε 
1 1( , )d x xX , πνπ αληηπξνζσπεχεη ηηο ζπλνξηαθέο 

ηηκέο ησλ κε νιφκνξθσλ ζπλαξηήζεσλ ( , )d

I z zX  θαη ( , )d

II z zX  ησλ δχν θάζεσλ. Απφ ηε 

ζπλνξηαθή ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο 
1 1( , )d

I x xX  πάλσ ζην δηεπηθαλεηαθφ ηκήκα 
1 2( , )a a , 

νξίδεηαη ε νιφκνξθε ζπλάξηεζε ( , )d

I z zX , πνπ απνηειεί ηνλ νινκνξθηθφ 

κεηαζρεκαηηζκφ ηεο κε νιφκνξθεο ζπλάξηεζεο ( , )d

I z zX  (Kattis and Mavroyannis, 

2011). Με ην κεηαζρεκαηηζκφ απηφ, αλνίγεηαη ν δξφκνο γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζπλνξηαθνχ 

πξνβιήκαηνο Hilbert, ζην νπνίν πξέπεη λα ππεηζέξρνληαη κφλν νιφκνξθεο κηγαδηθέο 

ζπλαξηήζεηο. Παξαθάησ, ην πξφβιεκα Hilbert, πνπ νξίδεηαη κε ηε ζρέζε (5.68), 

επηιχεηαη αλαιπηηθά γηα δχν δηαθξηηέο πεξηπηψζεηο ηεο νιφκνξθεο ζπλάξηεζεο ( , )d z zX . 

5.4.2 Δπίλςζη ηος πποβλήμαηορ Hilbert 

5.4.2.1 Περίπηφζη Ι: η ( , )d z zX  δεν περιέτει λογαριθμικές ιδιομορθίες  

Σν δηθαζηθφ δπλακηθφ 
0 ( )c zf , ιφγσ απνπζίαο ηάζεσλ ζηελ πεξηνρή ηνπ απείξνπ, 

ζπγθιίλεη ζε κηα ζηαζεξή ηηκή ζηελ πεξηνρή απηή. Δπίζεο, ε ζπλάξηεζε 1[ ( )]zRX  

ζπγθιίλεη ζην κεδεληθφ κεηξψν, θαζψο ην kz  ηείλεη ζην άπεηξν. Με βάζε ηα παξαπάλσ 

ζπλάγεηαη φηη ε κεηξσηθή ζπλάξηεζε 1

0[ ( )] ( ) cz zR fX  ζπγθιίλεη ζην κεδεληθφ κεηξψν, 

θαζψο ην kz  ηείλεη ζην άπεηξν. Δπεηδή ε ζπλάξηεζε 1

0[ ( )] ( ) cz zR fX  ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε 

(5.68) θαη κεδελίδεηαη ζην άπεηξν, ζχκθσλα κε γλσζηφ ζεψξεκα ηεο κηγαδηθήο 

αλάιπζεο (Milne-Thomson, 1968), ζα είλαη  

1 1

0 1 1 1

1
[ ( )] ( ) ( ) ( )

2

cz z x z x dx
i

 



 R f GX , (5.69) 

φπνπ έρεη εηζαρζεί ε νιφκνξθε ζπλάξηεζε ( )zG  κε ηε ζρέζε 

1( ) [ ( )] ( , )   dz z z zG R HXX . (5.70)  

΢πλεπψο, ην κηγαδηθφ δπλακηθφ 0 ( )c zf  ζα είλαη 



Κεθάλαιο 5 

84 

1

0 1 1 1

1
( ) ( ) ( ) ( )

2

c z z x z x dx
i





 f R GX . (5.71) 

Αλ ε νιφκνξθε ζπλάξηεζε ( )zG  πεξηέρεη κφλν θιαζκαηηθέο ηδηνκνξθίεο ζηα ζεκεία 0z  

θαη 
0z , ην νινθιήξσκα ππνινγίδεηαη ζην Παξάξηεκα ΗΗ (ζρέζε ΗΗ.5). Αληηθαζηζηψληαο 

ην νινθιήξσκα απηφ ζηελ (5.71) πξνθχπηεη  

0 0

1

0 ( ) ( )( ) [ ( ) ( ) ( )]c

z zz z z z z   f R I L G G GX , (5.72) 

φπνπ 
0
( )z zG  θαη 

0
( )z zG  είλαη ηα πξσηεχνληα κέξε ηεο ( )zG  ζηα ζεκεία ηδηνκνξθίαο 

0z  

θαη 0z . Ζ παξαπάλσ ζρέζε παξέρεη ην δηθαζηθφ δπλακηθφ 
0 ( )c zf  ηνπ πξνβιήκαηνο (c), 

γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ε ( )zG  δελ πεξηέρεη ινγαξηζκηθέο ηδηνκνξθίεο. 

Αλ ε θφξηηζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη κηα πνιπσλπκηθή δηαλνκή ηάζεσλ n ηάμεο ζην 

άπεηξν, ηφηε ε ( )zG  έρεη ζην ζεκείν ηνπ απείξνπ έλαλ πφιν n ηάμεο. ΢ηελ πεξίπησζε 

απηή, ιακβάλνληαο ππφςε ηελ (ΗΗ.6), ε (5.69) παξέρεη 

1

0 ( ) ( )( ) [ ( ) ( )]c z z z z

  f R I L G GX . (5.73) 

΢ηε ζρέζε απηή, ε ( )zG  είλαη ην πξσηεχνλ κέξνο ηεο ( )zG  ζην z . 

5.4.2.2 Περίπηφζη ΙΙ: η ( , )d z zX  περιέτει λογαριθμικές ιδιομορθίες 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε ( , )d z zX  πεξηέρεη σο φξνπο ινγαξηζκηθέο ηδηνκνξθίεο, φπσο 

ζπκβαίλεη ζηελ πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο εμάξκσζεο θαη ηεο γξακκηθήο δχλακεο, ε 

παξαπάλσ δηαδηθαζία ππνινγηζκνχ ηνπ δηθαζηθνχ δπλακηθνχ 
0 ( )c zf  δε κπνξεί λα 

εθαξκνζζεί. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, κπνξεί λα πξνζδηνξηζζεί ε παξάγσγνο ηνπ δηθαζηθνχ 

δπλακηθνχ 0[ ( )]c z f , ρξεζηκνπνηψληαο κηα λέα πξφηαζε ηεο κηγαδηθήο αλάιπζεο πνπ 

δηαηππψλεηαη ζην Παξάξηεκα ΗΗΗ. Με βάζε ηηο (5.69) θαη (5.70), ην δηθαζηθφ δπλακηθφ 

0 ( )c zf  παίξλεη ηε κνξθή 

1 1

0 1 1 1 1

1
( ) ( ) ( ) [ ( )] ( )

2

c z z x z x x dx
i

  



 f R gX X , (5.74) 

φπνπ έρεη εηζαρζεί ε νιφκνξθε ζπλάξηεζε ( )zg  κε ηε ζρέζε  

1( ) ( , )dz z z g R HX . (5.75)  
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Υξεζηκνπνηψληαο ηελ πξφηαζε ηνπ Παξαξηήκαηνο ΗΗΗ, ε παξαπάλσ ζρέζε παξέρεη 

1 1

0 0 1 0 1 1 1

1
[ ( )] ( ) ( ) [ ( )] ( )

2

c z z x z x x dx
i

  



  f R gX X , (5.76) 

φπνπ ε ζπλάξηεζε 0 ( )zX  παξέρεηαη απφ ηελ (ΗΗΗ.2). Έηζη, αλ ε ( )zg  πεξηέρεη σο φξνπο 

ινγαξηζκηθέο ηδηνκνξθίεο, ηφηε ζηελ ( )zg  νη ηδηνκνξθίεο απηέο κεηαηξέπνληαη ζε 

θιαζκαηηθέο. ΢πλεπψο, ζηελ πεξίπησζε απηή, ν ππνινγηζκφο ηνπ νινθιεξψκαηνο πνπ 

ππεηζέξρεηαη ζηελ (5.76), κπνξεί λα γίλεη κε ηελ ίδηα δηαδηθαζία πνπ εθαξκφζζεθε 

παξαπάλσ. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, αλ ε ( )zg  είλαη ηδηφκνξθε ζηα ζεκεία 
0z , 

0z  θαη 

ζπγθιίλεη ζην άπεηξν, ηφηε 

0 0

1

0 0[ ( )] ( )( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]c

z zz z z z z z


     f R I LX H H H H , (5.77) 

φπνπ 

1 1

0 0( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ( , )]dd
z z z z z z

dz

   g R H XX XH , (5.78) 

θαη νη 
0
( )z zH , 

0
( )z zH , ( )zH  είλαη ηα πξσηεχνληα κέξε ηεο ( )zH  ζηα ηδηφκνξθα 

ζεκεία 0z , 0z  θαη  , αληίζηνηρα. 

5.5 ΣΑ ΔΛΑ΢ΣΙΚΑ ΠΔΓΙΑ ΣΗ΢ ΓΙΔΠΙΦΑΝΔΙΑΚΗ΢ ΡΩΓΜΗ΢ ΓΙΑ 

ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΣΑ΢Η 

΢ηε ζπλέρεηα, ηα παξαπάλσ γεληθά απνηειέζκαηα ζα εμεηδηθεπηνχλ ζηελ πεξίπησζε πνπ 

ην δηπιηθφ θνξηίδεηαη κε κηα νκνηφκνξθε ηάζε ζηα απνκαθξπζκέλα ζχλνξα ηνπ 

δηπιηθνχ. ΢ην απνκαθξπζκέλν ζχλνξν ηεο θάζεο Ι, έζησ φηη επελεξγνχλ νη κεηξσηθέο 

ηάζεηο 1 11 21 31[ ,  , ]    T  ζ , 
2 12 22 32[ ,  , ]    T  ζ , θαη ζην απνκαθξπζκέλν ζχλνξν ηεο 

θάζεο ΙΙ, νη 1 11 21 31[ ,  , ]    T  ζ , 2 12 22 32[ ,  , ]    T  ζ . Οη κεηξσηθέο απηέο ηάζεηο 

ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ ηηο ζπλζήθεο πνπ αλαπηχρζεθαλ ζηελ ελφηεηα 4.2, 

πξνθεηκέλνπ ην δηπιηθφ λα βξίζθεηαη ζε ηζνξξνπία θαη λα ππάξρεη ζπκβηβαζηφηεηα ησλ 

παξακνξθψζεσλ θαηά κήθνο ηεο δηεπηθάλεηάο ηνπ. Γηα ηελ νκνηφκνξθε απηή θφξηηζε, ε 

ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο (c) έρεη αλαρζεί ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ κηγαδηθνχ δπλακηθνχ 

0 ( )c zf , πνπ, ζηε γεληθή ηνπ κνξθή, δίλεηαη απφ ηε ζρέζε (5.73). ΢χκθσλα κε ηε ζρέζε 
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απηή, ην κηγαδηθφ δπλακηθφ είλαη πιήξσο πξνζδηνξηζκέλν, αλ ππνινγηζζεί ε ζπλάξηεζε 

( )zG , πνπ απνηειεί ην πξσηεχνλ κέξνο ηεο ζπλάξηεζεο ( )zG  ζην ζεκείν ηνπ απείξνπ. 

Παξαθάησ, ζα πξνζδηνξηζζεί ην κηγαδηθφ δπλακηθά 
0 ( )c zf , γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο 

αληζνηξνπίαο ηνπ πιηθνχ. Τπελζπκίδεηαη φηη, γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο, 

έρεη πξνθχςεη φηη 
0( )c z q 0 .  

5.5.1 Ανιζόηποπο/ανιζόηποπο διςλικό 

Γηα ηνλ ζπλδπαζκφ αληζφηξνπν/αληζφηξνπν δηπιηθφ, ε πνζφηεηα 
1 1( , )d x xX , κε 

αληηθαηάζηαζε ηεο ζρέζεο (4.8) ζηελ (2.43), παίξλεη ηε κνξθή 

1 1

1 1 1 2 1 2 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )d

I I I I I Ix x x            X P P ζ P ζ P P ζ P ζ . (5.79) 

Δπνκέλσο, ε ζπλάξηεζε ( , )d z zX  νξίδεηαη κε ηε ζρέζε 

1 1

1 2 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )d

I I I I I Iz z z            X P P ζ P ζ P P ζ P ζ , (5.80) 

απφ φπνπ 

2( , )d z z z X ζ . (5.81) 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ (5.81) ζηελ (5.73), πξνθχπηεη φηη 

1

2( ) [ ( )]z z z G R HζX , (5.82) 

φπνπ ε ( )zX  παξέρεηαη απφ ηελ (5.61). ΢ηε ζρέζε απηή, ην R  είλαη ην κεηξψν 

ηδηνδηαλπζκάησλ θαη παξέρεηαη απφ ηελ (5.52)2. Ζ ζπλάξηεζε ( )zG  έρεη έλα πφιν 

κεδεληθήο ηάμεο ζην άπεηξν, πνπ ζεκαίλεη φηη ε ζπλάξηεζε απηή ζπγθιίλεη ζε έλα 

ζηαζεξφ κεηξψν ζηελ πεξηνρή απηή. Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο ( )zG , απαηηείηαη ν 

ππνινγηζκφο ηνπ αλαπηχγκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο 1[ ( )]zX  ζην ζεκείν ηνπ απείξνπ. Σν 

αλάπηπγκα απηφ εχθνια βξίζθεηαη ζηε κνξθή 

1

2

1 1
[ ( )]z

z z

   I D X , z , (5.83) 

φπνπ I  είλαη ν κνλαδηαίνο πίλαθαο θαη 
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1 2k ka a  D , 1 2 k ki  . (5.84) 

Τπελζπκίδεηαη φηη ηα 
1a  θαη 

2a  ζηε ζρέζε απηή είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί, πνπ νξίδνπλ 

ηηο ζέζεηο ησλ άθξσλ ηεο ξσγκήο ζηνλ άμνλα 
1x . Απφ ηηο (5.82) θαη (5.83), ζπλάγεηαη φηη 

1
1 2 2

2 2
( )

a
z

z z

 
     

DR Hζ
G R Hζ  , z . (5.85) 

Απφ ην αλάπηπγκα απηφ πξνθχπηεη φηη ην πξσηεχνλ κέξνο ηεο ( )zG  ζην ζεκείν ηνπ 

απείξνπ είλαη 

1

2( )z  

 G R Hζ . (5.86) 

Έηζη, αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο (5.82) θαη (5.86) ζηε ζρέζε (5.73), πξνθχπηεη ην 

δηθαζηθφ δπλακηθφ ζηε κνξθή 

 1 1

0 2( ) ( ) ( )c z z z    f R I L R HζX . (5.87) 

5.5.2 Ιζόηποπο/ιζόηποπο διςλικό 

΢ηελ πεξίπησζε ηνπ ηζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ, ε πνζφηεηα 
1 1( , )d x xX  έρεη 

πξνζδηνξηζζεί ζηε κνξθή 

   1 1 1 2 1 1 2 1( , )d x x i x i x      X D ΢ ΢ D ΢ ΢ , (5.88) 

απφ φπνπ  

1 1 2 1( , )d x x x X ζ . (5.89) 

Με βάζε ηε ζρέζε απηή, ε ζπλαξηεζηαθή πνζφηεηα ( , )d z zX  νξίδεηαη κε ηε ζρέζε 

2( , )d z z z X ζ . (5.90) 

Αληηθαζηζηψληαο ηε ζρέζε απηή ζηελ (5.73), πξνθχπηεη φηη 

1

2( ) [ ( )]z z z G R HζX . (5.91) 
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Σν αλάπηπγκα ηεο ζπλάξηεζεο 1[ ( )]zX  ζην ζεκείν ηνπ απείξνπ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

(5.83). Με βάζε ην αλάπηπγκα απηφ πξνζδηνξίδεηαη ην αλάπηπγκα ηεο ( )zG  ζην άπεηξν, 

απφ φπνπ πξνθχπηεη ην πξσηεχνλ κέξνο ηεο ζπλάξηεζεο απηήο ζην άπεηξν ζηε κνξθή 

1

2( )z  

 G R Hζ . (5.92) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο (5.91), (5.92) ζηελ (5.73), πξνζδηνξίδεηαη ην δηθαζηθφ δπλακηθφ 

0 ( )c zf  ζηε κνξθή 

 1 1

0 2( ) ( ) ( )c z z z    f R I L R HζX . (5.93) 

΢εκεηψλεηαη φηη ην παξαπάλσ δηθαζηθφ δπλακηθφ ηαπηίδεηαη ζηε κνξθή κε απηφ ηνπ 

αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ.  

5.5.3 Ανιζόηποπο/ιζόηποπο διςλικό 

Αλ ε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ είλαη ηζφηξνπε θαη ε θάζε ΙΙ αληζφηξνπε, ε πνζφηεηα 

1 1( , )d x xX  έρεη πξνζδηνξηζζεί ζηε κνξθή 

1 1 2 1( , )d x x x X ζ . (5.94) 

Απφ ηε ζρέζε απηή νξίδεηαη ε ( , )d z zX  κε ηε ζρέζε 

2( , )d z z z X ζ . (5.95) 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ (5.95) ζηελ (5.70), πξνθχπηεη φηη 

1

2( ) [ ( )]z z z G R HζX . (5.96) 

Αθνινπζψληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία κε παξαπάλσ, ην πξσηεχνλ κέξνο ηεο ζπλάξηεζεο 

απηήο ζην ζεκείν ηνπ απείξνπ εμάγεηαη ζηε κνξθή 

1

2( )z  

 G R Hζ . (5.97) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο (5.96) θαη (5.97) ζηελ (5.73), βξίζθεηαη φηη 

 1 1

0 2( ) ( ) ( )c z z z    f R I L R HζX . (5.98) 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ε κνξθή ηνπ δηθαζηθνχ δπλακηθνχ 0 ( )c zf  πνπ πξνέθπςε θαη γηα 

ηνπο ηξεηο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο είλαη ηαπηφζεκε. ΢ε θάζε ζπλδπαζκφ ηνπ δηπιηθνχ 
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ηα κεηξψα H  θαη R  ππνινγίδνληαη απφ ηηο ειαζηηθέο ζηαζεξέο ησλ δχν αληίζηνηρσλ 

θάζεσλ. 

5.6 ΣΑ ΔΛΑ΢ΣΙΚΑ ΠΔΓΙΑ ΣΗ΢ ΓΙΔΠΙΦΑΝΔΙΑΚΗ΢ ΡΩΓΜΗ΢ ΓΙΑ 

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΔΞΑΡΜΩ΢Η 

΢ηε ζπλέρεηα ην ππν-πξφβιεκα (d) ηεο δηεπηθαλεηαθήο ξσγκήο επηιχεηαη γηα ηελ 

πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο εμάξκσζεο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ε ζπλάξηεζε ( , )d z zX  

πεξηέρεη ινγαξηζκηθέο ηδηνκνξθίεο ζηα ζεκεία 
0z  θαη 

0z  ηνπ κηγαδηθνχ επηπέδνπ, θαη 

ζπλεπψο, γηα ηνλ πξνζδηνξηζκνχ ηνπ δηθαζηθνχ δπλακηθνχ 
0 ( )c zf  ζα εθαξκνζζεί ε 

γεληθή ιχζε (5.77). Τπελζπκίδεηαη φηη, θαη γηα ηελ πεξίπησζε απηή, έρεη βξεζεί 

0( ) c zq 0 . 

5.6.1 Ανιζόηποπο/ανιζόηποπο διςλικό 

΢ηελ πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ, ε ζπλάξηεζε 
1 1( , )d x xX  έρεη 

εμαρζεί ζηε κνξθή  

   1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 1 0( , ) ( ; ) ( ; )d

II II II II II IIx x x z x z     

    X H M M B f H M M B f , (5.99) 

φπνπ ε 1 0( ; )x zf  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε  

1 1 1 1

1 0 1 0

1
( ; ) log( ) ( )

2
x z x z



   

     f B M M b . (5.100) 

Απφ ηελ (5.99) νξίδεηαη ε νιφκνξθε ζπλάξηεζε ( , )d z zX  κε ηε ζρέζε 

1 1

0 0

1 1
( , ) log( ) log( )

2 2

d z z z z z z
 

    X H b H b . (5.101) 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ (5.99) ζηελ (5.78), πξνθχπηεη 

1 1

0

0 0

1 1 1
( ) [ ( )]

2
z z

z z z z

  
   

  
R HH bXH . (5.102)  
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Ζ νιφκνξθε απηή ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη ηδηνκνξθίεο ζηα ζεκεία 
0 0,z z  θαη  . Απφ ηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ησλ ζρεηηθψλ αλαπηπγκάησλ ηεο ( )zH  ζηα ηδηφκνξθα ζεκεία, 

ππνινγίδνληαη ηα παξαθάησ πξσηεχνληα κέξε ηεο παξαπάλσ ζπλάξηεζεο ζηα ζεκεία 

απηά 

0

1 1

0 0

0

1 1
( ) ( )

2
z z z

z z

  


R bXH , (5.103) 

0

1 1

0 0

0

1 1
( ) ( )

2
z z z

z z

  


LR bXH , (5.104) 

11
( ) ( )

2



   z


I L R bH . (5.105) 

Υξεζηκνπνηψληαο ηελ (5.77), ην δηθαζηθφ δπλακηθφ πξνθχπηεη ζηε κνξθή 

1 1

0

0 0

1 1 1 1

0 0 0 0 0

0 0

1 1 1
[ ( )] ( )

2

1 1 1
     ( )( ) ( ) ( ) .

2

c z
z z z z

z z z
z z z z





 

   

 
     

  

 
     

  

f R I L L R b

R I L L I L R bX X X

 (5.106) 

5.6.2 Ιζόηποπο/ιζόηποπο διςλικό 

Γηα ηνλ ζπλδπαζκφ ηζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ, ζηελ πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο 

εμάξκσζεο, ε ζπλάξηεζε 1 1( , )d x xX  έρεη πξνζδηνξηζζεί ζηε κνξθή  

   1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 1 0( , ) ( ; ) ( ; )d

II II II II II IIx x x z x z       

    X H M M B f H M M B f , (5.107) 

φπνπ 

0 0
1 0 1 0 1 1 2

1 0 1 0 1 0

1
( ; ) log( )

( )
S S S S

z z
x z x z x x

x z x z x z



     
  

f K b L b TK b TL b . (5.108) 

Σα κεηξψα πνπ ππεηζέξρνληαη ζηελ παξαπάλσ ζρέζε νξίδνληαη κε ηηο ζρέζεηο 

1 0

1 0
(1 )

0 0 (1 ) 2

II
S

II

II

i
i

i


 


  
 

 
 
  

K , 

0 0 0

1 0
(1 )

0 0 0

II
S

II

i
i



 

 
 

  
 
  

L , 

0 0 0

1 0 0

0 0 0

 
 

 
 
  

Σ , 
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φπνπ 
II , 

II  είλαη νη ειαζηηθέο ζηαζεξέο ηεο ηζφηξνπεο θάζεο ΙΙ. ΢πλεπψο, ε 

ζπλάξηεζε ( , )d z zX  νξίδεηαη κε ηε ζρέζε  

   1 1 1 1 1 1

0 0( , ) ( ; ) ( ; )d

II II II II II IIz z z z z z       

    X H M M B f H M M B f , (5.109) 

φπνπ 

0 0
0 0 2

0 0 0

1
( ; ) log( )

( )
S S S S

z z
z z z z z z

z z z z z z



     
  

f K b L b TK b TL b . (5.110) 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ (5.109) ζηελ (5.78) πξνθχπηεη 

1 1 1 0 0
0 2

0 0

1 1 0 0

2

0 0

1 1
( ) ( )

2 ( )

1
                                   ,

( )

z z
z z

z z z z

z z

z z z z



  

 

 
  

 


  

  

R R W

LR LR W b

XH

 (5.111) 

φπνπ 

1 0
1

1 0
2

0 0 0

i

i

 
 

 
 
  

W . (5.112) 

Δίλαη πξνθαλέο φηη ε νιφκνξθε ζπλάξηεζε ( )zH  παξνπζηάδεη ηδηνκνξθίεο ζηα ζεκεία 

0 0,z z  θαη  . Απφ ηα ζρεηηθά αλαπηχγκαηα ηεο ( )zH , ππνινγίδνληαη ηα παξαθάησ 

πξσηεχνληα κέξε ηεο ζηα ζεκεία απηά 

0

1 1 0 0 0 0
0 0 02

0 0 0

1 1
( ) ( ) ( )

2 ( )
z

z z z z
z z z

z z z z z z

    
    

   
R W Wη bXH , (5.113) 

0

1 1 0 0 0 0
0 0 02

0 0 0

1 1
( ) ( ) ( )

2 ( )
z

z z z z
z z z

z z z z z z

    
    

   
LR W Wη bXH , (5.114) 

11
( ) ( )

2



   z


I L R bH , (5.115) 

φπνπ 

1 2

( )  
 

z
z a z a

 
η . (5.116) 
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Αληηθαζηζηψληαο ηηο (5.111) θαη (5.113)-(5.115) ζηελ (5.77) πξνθχπηεη ην δηθαζηθφ 

δπλακηθφ ζηε κνξθή 

1 1 1

0 0 0

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0

1

0

1
[ ( )] ( ) ( ; ) ( ; )

2

1
             ( )( ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; )

2

1
             ( ) ,

2

c

S S

S S

z z z z z

z z z z z z z

z







  

    



       

    



f R I L R LR b

R I L R LR b

R R b

L L

K KX X X

X

 (5.117) 

φπνπ 

0 0
0 2

0 0

1
( ; )

( )


 

 
S

z z
z z

z z z z
I WL , (5.118) 

0 0 0 0
0 02

0 0 0

1
( ; ) ( )

( )

 
  

  
S

z z z z
z z z

z z z z z z
I W WηK . (5.119) 

5.6.3 Ανιζόηποπο/ιζόηποπο διςλικό 

΢ηελ πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ, ε ζπλαξηεζηαθή πνζφηεηα 

( , )d z zX , πνπ ππεηζέξρεηαη ζηε ζπλάξηεζε ( )zH , εμαξηάηαη απφ ηε θάζε ηνπ δηπιηθνχ 

φπνπ επελεξγεί ε εμάξκσζε. Έηζη, αλ ε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ είλαη ηζφηξνπε, ε θάζε ΙΙ 

αληζφηξνπε θαη ε εμάξκσζε επελεξγεί ζηελ ηζφηξνπε θάζε Ι, ε ( , )d z zX  έρεη 

ππνινγηζζεί ζηε κνξθή 

   1 1 1 1 1 1

0 0( , ) ( ; ) ( ; )d

I I I I I Iz z z z z z       

    X H M M B f H M M B f , (5.120) 

φπνπ ε ζρέζε 0( ; )z z

f  δίλεηαη απφ ηελ (5.110). Ζ παξαπάλσ ζρέζε ηαπηίδεηαη ζηε 

κνξθή κε ηελ πνζφηεηα ( , )d z zX  ηεο ζρέζεο (5.48), πνπ βξέζεθε πξνεγνχκελα γηα ηελ 

πεξίπησζε ηνπ ηζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ. Όκσο, ζα πξέπεη λα δηεπθξηληζηεί φηη ηα 

κεηξψα ηεο (5.117) εκπιέθνπλ ηηο ειαζηηθέο ζηαζεξέο ηηο ηζφηξνπεο θαη ηεο αληζφηξνπεο 

θάζεο ηνπ δηπιηθνχ. Αληηθαζηζηψληαο ηελ (5.120) ζηελ (5.78) πξνθχπηεη 
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1 1 1 0 0
0 2

0 0

1 1 0 0

2

0 0

1 1
( ) ( )

2 ( )

1
                                     .

( )

z z
z z

z z z z

z z

z z z z



  

 

 
  

 


  

  

LR LR W

R R W b

XH

 (5.121) 

Απφ ηα ζρεηηθά αλαπηχγκαηα ηεο ( )zH , ππνινγίδνληαη ηα πξσηεχνληα κέξε ηεο 

ζπλάξηεζεο απηήο ζηα ηδηφκνξθα ζεκεία 
0 0,z z  θαη  . Βξίζθεηαη φηη 

0

1 1 0 0 0 0
0 0 02

0 0 0

1 1
( ) ( ) ( )

2 ( )
z

z z z z
z z z

z z z z z z

    
    

   
LR W Wη bXH , (5.122) 

0

1 1 0 0 0 0
0 0 02

0 0 0

1 1
( ) ( ) ( )

2 ( )
z

z z z z
z z z

z z z z z z

    
    

   
R W Wη bXH , (5.123) 

11
( ) ( )

2



   z


I L R bH . (5.124) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο (5.121) θαη (5.122)-(5.124) ζηελ (5.77) πξνθχπηεη ην δηθαζηθφ 

δπλακηθφ 

1 1 1

0 0 0

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0

1

0

1
[ ( )] ( ) ( ; ) ( ; )

2

1
              ( )( ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; )

2

1
              ( ) ,

2

c

S S

S S

z z z z z

z z z z z z z

z







  

    



       

    



f R I L LR R b

R I L LR R

R R b

L L

K KX X X

X

 (5.125) 

φπνπ νη κεηξσηθέο ζπλαξηήζεηο 0( ; )S z zL  θαη 0( ; )S z zK  δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο 

(5.118) θαη (5.119). 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε εμάξκσζε επελεξγεί ζηελ αληζφηξνπε θάζε ΙΙ, ε ( , )d z zX  έρεη ηε 

κνξθή 

   1 1 1 1 1 1

0 0( , ) ( ; ) ( ; )d

II II II II II IIz z z z z z     

    X H M M B f H M M B f , (5.126) 

φπνπ ε 0( ; )z zf  παξέρεηαη απφ ηελ (2.135). Ζ παξαπάλσ πνζφηεηα ηαπηίδεηαη ζηε 

κνξθή κε ηελ αληίζηνηρε πνζφηεηα ( , )d z zX  ηνπ αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ, 

πνπ παξέρεηαη απφ ηελ (5.18). Γηεπθξηλίδεηαη θαη εδψ φηη ηα ππεηζεξρφκελα κεηξψα ζηελ 

(5.125) εκπιέθνπλ ηηο ζηαζεξέο ηεο ηζφηξνπεο θαη αληζφηξνπεο θάζεο ηνπ δηπιηθνχ. 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ (5.126) ζηελ (5.18) πξνθχπηεη 
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1 1

0

0 0

1 1 1
( ) [ ( )]

2

  
   

  
z z

z z z z
R I HH bXH . (5.127) 

Ζ παξαπάλσ ζπλάξηεζε ηαπηίδεηαη ζηε κνξθή κε ηηο αληίζηνηρεο ζρέζεηο ηνπ 

αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ, φηαλ ε γξακκηθή εμάξκσζε επελεξγεί ζηε θάζε ΙΙ. 

Σα πξσηεχνληα κέξε ηεο ( )zH  ζηα ζεκεία ηδηνκνξθίαο δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο 

(5.104)-(5.106). Έηζη, γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ε εμάξκσζε επελεξγεί ζηελ αληζφηξνπε 

θάζε ΙΙ ηνπ δηπιηθνχ, βξίζθεηαη φηη 

1 1

0

0 0

1 1 1 1

0 0 0 0 0

0 0

1 1 1
[ ( )] ( )

2

1 1 1
              ( )( ) ( ) ( ) .

2

 

   

 
     

  

 
     

  

c z
z z z z

z z z
z z z z





f R I L I L R b

R I L L I L R bX X X

 (5.128) 

Γηεπθξηλίδεηαη θαη εδψ φηη ηα κεηξψα πνπ ππεηζέξρνληαη ζηελ (5.128), πξνζδηνξίδνληαη 

απφ ηηο ειαζηηθέο ζηαζεξέο ηεο ηζφηξνπεο θάζεο Ι θαη ηηο αληζφηξνπεο θάζεο ΙΙ ηνπ 

δηπιηθνχ. 

5.7 ΣΑ ΔΛΑ΢ΣΙΚΑ ΠΔΓΙΑ ΣΗ΢ ΓΙΔΠΙΦΑΝΔΙΑΚΗ΢ ΡΩΓΜΗ΢ ΓΙΑ 

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΓΤΝΑΜΗ 

5.7.1 Ανιζόηποπο/ανιζόηποπο διςλικό 

΢ηελ πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ, ε ζπλάξηεζε 1 1( , )d x xX  

παίξλεη ηε κνξθή  

   1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 1 0( , ) ( ; ) ( ; )d

II II II II II IIx x x z x z     

    X H M M B f H M M B f , (5.129) 

φπνπ ην 1 0( ; )x zf  παξέρεηαη απφ ηε ζρέζε 

1 1

1 0 1 0

1
( ; ) log( ) ( )

2
x z x z



 

   f A M M p . (5.130) 

Απφ ηε ζρέζε απηή, νξίδεηαη ε νιφκνξθε ζπλάξηεζε ( , )d z zX  ζηε κνξθή 

1 1 1 1

0 0( , ) log( ) log( )
2 2

d

II II

i i
z z z z z z

 

      X H M p H M p . (5.131) 
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Αληηθαζηζηψληαο ηελ (5.131) ζηελ (5.78) βξίζθεηαη φηη 

1 1 1 1

0

0 0

1 1
( ) [ ( )]

2
II II

i
z z

z z z z

    
   

  
R M HH M pXH . (5.132)  

Σα πξσηεχνληα κέξε ηεο ζπλάξηεζεο απηήο ζηα ηδηφκνξθα ζεκεία ηεο, βξίζθνληαη ζηε 

κνξθή 

0

1 1 1

0 0

0

1
( ) ( )

2
z II

i
z z

z z

   


R M pH X , (5.133) 

0

1 1 1

0 0

0

1
( ) ( )

2
z II

i
z z

z z

  


LR M pH X , (5.134) 

 1 1 1 1( )
2

II II

i
z



   

  R M LR M pH . (5.135) 

Έηζη, απφ ηελ (5.77), παίξλνληαο ππφςε ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, πξνθχπηεη 

 

1 1 1 1 1

0

0 0

1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

0 0

1 1 1 1 1

0

1 1
[ ( )] ( )

2

1 1
           ( )( ) ( ) ( )

2

           ( )( ) .
2

c

II II

II II

II II

i
z

z z z z

i
z z z

z z z z

i
z







    

      

    

 
     

  

 
   

  

  

f R I L R M LR M p

R I L R M LR M p

R I L R M LR M p

X X X

X

 (5.136) 

5.7.2 Ιζόηποπο/ιζόηποπο διςλικό 

Γηα ηνλ ζπλδπαζκφ ηζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ, ζηελ πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο δχλακεο, 

ε ζπλάξηεζε 
1 1( , )d x xX  έρεη ηε κνξθή  

   1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 1 0( , ) ( ; ) ( ; )d

II II II II II IIx x x z x z       

    X H M M B f H M M B f , (5.137) 

φπνπ 

0 0
1 0 1 0 1 1 2

1 0 1 0 1 0

1
( ; ) log( )

( )
F F F F

z z
x z x z x x

x z x z x z



     
  

f K p L p TK p TL p . (5.138) 

Σα κεηξψα πνπ ππεηζέξρνληαη ζηελ παξαπάλσ ζρέζε έρνπλ ηε κνξθή 
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1 0
1

0
2 (1 )

0 0 (1 )

F II II

II

II

i

i 
 



 
 

 
 
   

K , 

0 0 0
1

1 0
2 (1 )

0 0 0

S

II

i
 

 
 


 
  

L , 

0 0 0

1 0 0

0 0 0

 
 

 
 
  

Σ . 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ (5.137) ζηελ (5.78), πξνθχπηεη 

1 1 1 1 0 0
0 2

0 0

1 1 1 0 0

2

0 0

1 1
( ) ( )

2 2 ( )

1
                                  ,

2 ( )

   

  

 
   

 


  

  

II

II

II

II

z zi
z z i

z z z z

z zi
i

z z z z

 



R M R W

LR M LR W p

XH

 (5.139) 

φπνπ ην κεηξψν W  δίλεηαη απφ ηελ (5.113). Σα παξαθάησ πξσηεχνληα κέξε ηεο ( )zH  

ζηα ζεκεία ηδηνκνξθίαο ηεο ππνινγίδνληαη ζηε κνξθή 

0

1 1 1 0 0
0 0 2

0 0

0 0
0

0

1 1
( ) ( )

2 2 ( )

                                                                ( ) ,
2

z II

II

II

z zi
z z i

z z z z

z zi
z

z z

 



   
   

 


 

 

R M W

Wη p

XH

 (5.140) 

0

1 1 1 0 0
0 0 2

0 0

0 0
0

0

1 1
( ) ( )

2 2 ( )

                                                                 ( ) ,
2

z II

II

II

z zi
z z i

z z z z

z zi
z

z z

 



   
  

 


 

 

LR M W

Wη p

XH

 (5.141) 

 1 1 1 1( )
2

II II

i
z



   

  R M LR M pH , (5.142) 

φπνπ 

1 2

( )  
 

z
z a z a

 
η . (5.143) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο ζηελ (5.77) πξνθχπηεη 

 

1 1 1

0 0 0

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

0

1
[ ( )] ( ) ( ; ) ( ; )

2

1
        ( )( ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; )

2

1
        ( )( ) ,

2

c

F F

F F

II II

z z z z z

z z z z z z z

z i







  

    

    

       

    

  

f R I L R LR p

R I L R LR p

R I L R M LR M p

L L

K KX X X

X

 (5.144) 

φπνπ 
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1 0 0
0 2

0 0

1
( ; )

2 ( )
F II

II

z zi
z z i

z z z z

 
  

 
M WL , (5.145) 

1 0 0 0 0
0 02

0 0 0

1
( ; ) ( )

2 ( ) 2
F II

II II

z z z zi i
z z i z

z z z z z z 

  
   

  
M W WηK . (5.146) 

5.7.3 Ανιζόηποπο/ιζόηποπο διςλικό 

΢ηελ πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ, ε ζπλάξηεζε ( , )d z zX , εμαξηάηαη 

απφ ηε θάζε ηνπ δηπιηθνχ φπνπ επελεξγεί ε δχλακε. Έηζη, αλ ε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ είλαη 

ηζφηξνπε, ε θάζε ΙΙ αληζφηξνπε θαη ε δχλακε επελεξγεί ζηελ ηζφηξνπε θάζε Ι, ε 

( , )d z zX  έρεη ηε κνξθή 

   1 1 1 1 1 1

0 0( , ) ( ; ) ( ; )d

I I I I I Iz z z z z z       

    X H M M B f H M M B f , (5.147) 

φπνπ ε 
0( ; )z z

f  δίλεηαη κε ηε ζρέζε (5.25). ΢ηελ πεξίπησζε απηή ε ζπλάξηεζε ( )zH  

έρεη ηε κνξθή 

1 1 1 1 0 0
0 2

0 0

1 1 1 0 0

2

0 0

1 1
( ) ( )

2 2 ( )

1
                                       ,

2 ( )

I

I

I

I

z zi
z z i

z z z z

z zi
i

z z z z

 



   

  

 
   

 


  

  

LR M LR W

R M R W p

XH

 (5.148) 

Σα πξσηεχνληα κέξε ηεο ( )zH  ζηα ηδηφκνξθα ζεκεία ηεο, είλαη 

0

1 1 1 0 0
0 0 2

0 0

0 0
0

0

1 1
( ) ( )

2 2 ( )

                                                                   ( ) ,
2

z I

I

I

z zi
z z i

z z z z

z zi
z

z z

 



   
   

 


 

 

LR M W

Wη p

XH

 (5.149) 

0

1 1 1 0 0
0 0 2

0 0

0 0
0

0

1 1
( ) ( )

2 2 ( )

                                                              ( ) ,
2

z I

I

I

z zi
z z i

z z z z

z zi
z

z z

 



   
  

 


 

 

R M W

Wη p

XH

 (5.150) 

 1 1 1 1( )
2

I I

i
z



   

   R M LR M pH . (5.151) 
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Έηζη απφ ηελ (5.77) πξνθχπηεη 

 

1 1 1

0 0 0

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

0

1
[ ( )] ( ) ( ; ) ( ; )

2

1
          ( )( ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; )

2

          ( )( ) ,
2

c

F F

F F

I I

z z z z z

z z z z z z z

i
z







  

    

    

       

    

  

f R I L LR R p

R I L LR R p

R I L R M LR M p

L L

K KX X X

X

  (5.152) 

φπνπ 

1 0 0
0 2

0 0

1
( ; )

2 ( )
F I

I

z zi
z z i

z z z z

 
  

 
M WL , (5.153) 

1 0 0 0 0
0 02

0 0 0

1
( ; ) ( )

2 ( ) 2
F I

I I

z z z zi i
z z i z

z z z z z z 

  
   

  
M W WηK . (5.154) 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε γξακκηθή δχλακε επελεξγεί ζηελ αληζφηξνπε θάζε ΙΙ, νη 

ζπλαξηήζεηο ( , )d z zX  θαη ( )zH  είλαη 

   1 1 1 1 1 1

0 0( , ) ( ; ) ( ; )d

II II II II II IIz z z z z z     

    X H M M B f H M M B f , (5.155) 

1 1 1 1

0

0 0

1 1
( ) [ ( )]

2
II II

i
z z

z z z z

    
   

  
R M HH M pXH . (5.156)  

Σα πξσηεχνληα κέξε ηεο ( )zH  ζηα ζεκεία ηδηνκνξθίαο δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο 

(5.133)-(5.135). Απφ ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο θαη ηελ (5.77) πξνθχπηεη φηη 

 

1 1 1 1 1

0

0 0

1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

0 0

1 1 1 1 1

0

1 1
[ ( )] ( )

2

1 1
          ( )( ) ( ) ( )

2

          ( )( ) .
2

c

II II

II II

II II

i
z

z z z z

i
z z z

z z z z

i
z







    

      

    

 
     

  

 
   

  

  

f R I L R M LR M p

R I L R M LR M p

R I L R M LR M p

X X X

X

 (5.157) 

Σα κεηξψα πνπ ππεηζέξρνληαη ζηελ παξαπάλσ ζρέζε εκπιέθνπλ ηηο ειαζηηθέο ζηαζεξέο 

ηεο ηζφηξνπεο θάζεο Ι θαη ηηο αληζφηξνπεο θάζεο ΙΙ ηνπ δηπιηθνχ. 
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Κεθάλαιο 6 

ΣΑ ΔΛΑ΢ΣΙΚΑ ΠΔΓΙΑ ΚΟΝΣΑ ΢ΣΗΝ ΑΚΡΗ ΣΗ΢ 

ΡΩΓΜΗ΢  

6.1 ΓΔΝΙΚΑ 

΢ην θεθάιαην απηφ, κε βάζε ηελ ελνπνηεκέλε ζεσξία ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ πνπ 

αλαπηχρζεθε θαη ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηε ιχζε ησλ ζρεηηθψλ ειαζηηθψλ πξνβιεκάησλ, 

νη ειαζηηθέο παξάκεηξνη ζξαχζεο κηαο δηεπηθαλεηαθήο ξσγκήο ηνπνζεηνχληαη ζε εληαία 

βάζε, γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο ηνπ δηπιηθνχ. Σα αζπκπησηηθά 

ειαζηηθά πεδία ζηελ άθξε ηεο δηεπηθαλεηαθήο ξσγκήο απνθηψληαη κε απιέο αιγεβξηθέο 

εθθξάζεηο ζε φξνπο ησλ ζηνηρείσλ ελφο κεηξψνπ, πνπ απνηειεί ην κεηξψν έληαζεο ησλ 

ηάζεσλ ηνπ άθξνπ ηεο ξσγκήο. Απφ ηα πεδία απηά, πξνζδηνξίδνληαη νη παξάκεηξνη 

ζξαχζεο ηνπ δηπιηθνχ ζε φξνπο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ κεηξψνπ έληαζεο ησλ ηάζεσλ. Οη 

παξάκεηξνη ζξαχζεο πνπ εμάγνληαη είλαη ν δηεπηθαλεηαθφο ειθπζηήο ησλ ηάζεσλ 

κπξνζηά απφ ην κέησπν ηεο ξσγκήο, ην άλνηγκα ηεο ξσγκήο θαη ν ξπζκφο 

απειεπζέξσζεο ελέξγεηαο. Ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ δείρλεηαη ζηελ δηεξεχλεζε ηεο θχζεο 

ηνπ κεηξψνπ έληαζεο ησλ ηάζεσλ, πνπ απνηειεί ηε κεηξσηθή έθθξαζε ησλ γλσζηψλ 

ζπληειεζηψλ έληαζεο ησλ ηάζεσλ. ΢ηφρνο ηεο δηεξεχλεζεο απηήο είλαη λα βξεζεί ε θνηλή 

βάζε ησλ ελαιιαθηηθψλ νξηζκψλ ηνπ ζπληειεζηή έληαζεο ησλ ηάζεσλ, πνπ έρνπλ 

εκθαληζζεί ζηε βηβιηνγξαθία γηα ηε δηεπηθαλεηαθή ξσγκή. ΢ηα ηέιε ηεο δεθαεηίαο ηνπ 

„80 θαη ζηηο αξρέο ηνπ „90, ε δηεξεχλεζε ησλ ειαζηηθψλ παξακέηξσλ ζξαχζεο ηεο 

δηεπηθαλεηαθήο ξσγκήο απνηέιεζε έλα ηδηαίηεξν αληηθείκελν έξεπλαο απφ πνιιέο 

εξεπλεηηθέο νκάδεο, θαη ην ζρεηηθφ έξγν πνπ παξήρζεη δηακφξθσζε έλα ηδηαίηεξν θιάδν 

ζηελ ζξαπζηνκεραληθή, πνπ είλαη γλσζηφο σο δηεπηθαλεηαθή ζξαπζηνκεραληθή. 

΢εκαληηθή ζπκβνιή ζηελ αλάπηπμε ηνπ θιάδνπ απηνχ ππήξμε ην έξγν ησλ εξεπλεηηθψλ 
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νκάδσλ ησλ παλεπηζηεκίσλ Harvard θαη Brown (Rice, 1988; Suo, 1989, 1990; Shih, 

1988; Ting, 1990; Gao et al., 1992). 

6.2 ΣΟ ΜΗΣΡΩΟ ΔΝΣΑ΢Η΢ ΣΩΝ ΣΑ΢ΔΩΝ 

Απφ ηελ αλάιπζε πνπ έγηλε ζην θεθάιαην 5 πξνέθπςε φηη ζηελ άθξε ηεο δηεπηθαλεηαθήο 

ξσγκήο νη ηάζεηο επηδεηθλχνπλ κηα ηδηφκνξθε ζπκπεξηθνξά. Ζ ζπκπεξηθνξά απηή 

εηζάγεηαη κε ην δηθαζηθφ δπλακηθφ 
0 ( )c zf , πνπ, ζηε γεληθή ηνπ κνξθή, παξέρεηαη απφ ηηο 

ζρέζεηο (5.72) θαη (5.73). Πξνθεηκέλνπ λα κειεηεζεί ε ζπκπεξηθνξά απηή, ζα εηζαρζεί 

έλα λέν ηνπηθφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 1 2
ˆ ˆ( , )x x  θεληξαξηζκέλν ζηελ άθξε ηεο ξσγκήο 

2(0, )a , ηνπ νπνίνπ νη άμνλεο 
1 2
ˆ ˆ,x x  είλαη παξάιιεινη ζηνπο 

1x  θαη 
2x , αληίζηνηρα 

(΢ρήκα 6-1). Έζησ Μ έλα ζεκείν ζηε γεηηνληά ηνπ άθξνπ ηεο ξσγκήο 2a , πνπ 

αληηπξνζσπεχεηαη κε ηνπο κηγαδηθνχο αξηζκνχο 1 2k kz x p x   ζηα ηξία κηγαδηθά επίπεδα 

kz . Σν ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 1 2
ˆ ˆ( , )x x , πνπ νξίζζεθε πξνεγνχκελα, εηζάγεη κε ηε 

ζρέζε 1 2
ˆ ˆ

k kx p x    έλα κηγαδηθφ επίπεδν 
k , πνπ έρεη κηα κνλνζήκαληε αληηζηνηρία κε 

ην επίπεδν kz . Ζ κνλνζήκαληε απηή αληηζηνηρία πξνθχπηεη απφ ηελ παξαιιειία κεηαμχ 

ησλ αμφλσλ ησλ δχν ζπζηεκάησλ πνπ παξέρεη 1 1 2
ˆx x a  , 2 2

ˆx x . Έηζη, γηα ηηο δχν 

κεηαβιεηέο kz  θαη k  ηζρχεη ε ζρέζε 

2k kz a   . (6.1) 

΢ηε ζπλέρεηα, ε ζπλάξηεζε ηνπ ( )k kzX  πνπ νξίδεηαη κε ηε ζρέζε (5.62) ζα αλαπηπρζεί 

ζε ζεηξά ζηελ πεξηνρή ηνπ άθξνπ ηεο ξσγκήο 2a  ζην επίπεδν k . Θεσξψληαο φηη 

k l  , φπνπ 2 1( )l a a   είλαη ην κήθνο ηεο ξσγκήο, ε ( )k kzX  κπνξεί λα αλαπηπρζεί 

ζηελ παξαθάησ ζεηξά 

3 5

2 2
2 1 2( )

k k ki i i

k k k
k k k k ka l b b

l l l

  
  

   
     

        
     

X + , k l  , (6.2) 

φπνπ 1 2, ,b b   είλαη κηγαδηθέο ζηαζεξέο. ΢ηελ απεηξνζεηξά (6.2), επεηδή k l  , νη φξνη 

ηνπ   κε εθζέηε κεγαιχηεξν ηνπ 1 2  γίλνληαη ακειεηένη ζπγθξηλφκελνη κε ηνλ πξψην 

φξν ηεο ζεηξάο. ΢πλεπψο, απφ ηε ζρέζε απηή πξνζεγγηζηηθά κπνξεί λα γξαθηεί 
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2( )
ki

k
k k ka l

l




 
 

   
 

X , k l  . (6.3) 

Απηή είλαη ε αζπκπησηηθή έθθξαζε ηεο 2( )k ka X  θνληά ζην άθξν 2a  ηεο ξσγκήο. 

Με βάζε ηε ζρέζε απηή, κπνξεί λα πξνζδηνξηζζεί ε αζπκπησηηθή έθθξαζε ηεο 

κεηξσηθήο ζπλάξηεζεο ( )zX  θνληά ζηελ άθξε ηεο ξσγκήο. Βξίζθεηαη φηη 

2( ) ( )

i

z a l
l




 
 

    
 

X X , k l  . (6.4) 

Ο πξνζδηνξηζκφο ηεο αζπκπησηηθήο έθθξαζεο ηνπ ειαζηηθνχ πεδίνπ θνληά ζηελ άθξε 

ηεο ξσγκήο ζα πξνζδηνξηζζεί απφ ηελ ιχζε πνπ έρεη εμαρζεί γηα ηελ νκνηφκνξθε 

θφξηηζε ηνπ δηπιηθνχ ζην άπεηξν ζχλνξφ ηνπ. Γηα ηελ πεξίπησζε απηή, ην δηθαζηθφ 

δπλακηθφ παξέρεηαη απφ ηε ζρέζε (5.87). Αληηθαζηζηψληαο ηε ζρέζε (6.4) ζην κηγαδηθφ 

δπλακηθφ 
0 ( )c zf  πξνθχπηεη 

1 1

0 2 2( ) ( )

i

c a l
l




     
    

 
f R I L R Hζ . (6.5) 

Ζ παξαπάλσ ζρέζε απνηειεί ηελ αζπκπησηηθή έθθξαζε ηνπ δηθαζηθνχ δπλακηθνχ θνληά 

ζηελ άθξε ηεο ξσγκήο. Δηζάγεηαη ηψξα, έλα κεηξψν ζηήιεο K  κε ηε ζρέζε  

1 1

1 2 3 2[ , , ] ( )TK K K l     K I L R Hζ , (6.6) 

φπνπ 1 2,K K  θαη 3K  είλαη κηγαδηθνί αξηζκνί. Σν κεηξψν απηφ ζα νξηζζεί σο μηηρώο 

ένηαζης ηφν ηάζεφν θνληά ζην άθξν ηεο ξσγκήο 2a . Με βάζε ηε ζρέζε απηή, ην 

δηθαζηθφ δπλακηθφ 0 ( )c zf , πνπ παξέρεηαη κε ηελ (6.5), γξάθεηαη   

0 0 2( ) ( )

i

c cz a
l




 
 

    
 

f f R K , φηαλ k l  . (6.7) 

Ο παξαπάλσ νξηζκφο ηνπ κεηξψνπ έληαζεο ησλ ηάζεσλ, ζηεξίρζεθε ζηε ιχζε ηεο 

δηεπηθαλεηαθήο ξσγκήο, γηα ηελ νκνηφκνξθε θφξηηζε ηνπ δηπιηθνχ. Απφ ηε γεληθή ιχζε 

ηεο δηεπηθαλεηαθήο ξσγκήο, πνπ πξνέθπςε ζην θεθάιαην 5, ην δηθαζηθφ δπλακηθφ 0 ( )c zf  

θνληά ζηελ άθξε ηεο ξσγκήο κπνξεί πάληα λα γξαθηεί ζηελ αζπκπησηηθή κνξθή ηεο 

(6.7), αλ ην κεηξψν ηνπ ζπληειεζηή έληαζεο ησλ ηάζεσλ 1 2 3[ , , ]TK K KK  νξηζζεί κε ηε 

ζρέζε 
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 1

0 2
0

lim ( )
k

i
cl

a










 K R f . (6.8) 

Ζ παξαπάλσ ζρέζε κπνξεί λα γξαθηεί ηζνδχλακα ζε φξνπο ησλ κεηαβιεηψλ 
kz  κε ηε 

ζρέζε 

2

1

0

2

lim ( )
( )k

i
c

z a

l
z

z a











K R f . (6.9) 

Αλ απφ ηελ επίιπζε ηνπ ζρεηηθνχ ειαζηηθνχ πξνβιήκαηνο, ην δηθαζηθφ δπλακηθφ έρεη 

πξνθχςεη ζηελ παξαγσγηζκέλε ηνπ κνξθή 
0 ( )c zf , φπσο ζπκβαίλεη ζηελ πεξίπησζε ηεο 

γξακκηθήο δχλακεο θαη εμάξκσζεο, ν παξαπάλσ νξηζκφο κπνξεί λα γξαθηεί ηζνδχλακα 

ζηε κνξθή 

1

0 2
0

lim ( )
k

i

cl
a




 







 
  

 
K R f , (6.10) 

ζε φξνπο ηεο κεηαβιεηήο k , ή 

2

1

2 0

2

lim ( )
k

i

c

z a

l
z a z

z a







 
   

 
K R f , (6.11) 

ζε φξνπο ηεο κεηαβιεηήο kz . 

΢ηε ζπλέρεηα, κε βάζε ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ ηνπ κεηξψνπ έληαζεο ησλ ηάζεσλ πνπ 

δφζεθε, ζα εμαρζνχλ νξηζκέλα γεληθά απνηειέζκαηα, πνπ αθνξνχλ νξηζκέλεο 

παξακέηξνπο ηεο κεραληθήο ησλ ζξαχζεσλ. Γηα ην ζθνπφ απηφ, ζα πξνζδηνξηζζνχλ 

πξψηα ηα αζπκπησηηθά ειαζηηθά πεδία θνληά ζηελ άθξε ηεο ξσγκήο, ζε φξνπο ηνπ 

κεηξψνπ έληαζεο ησλ ηάζεσλ.  

6.3 Ο ΓΙΔΠΙΦΑΝΔΙΑΚΟ΢ ΔΛΚΤ΢ΣΗ΢ ΣΩΝ ΣΑ΢ΔΩΝ ΚΟΝΣΑ ΢ΣΗΝ 

ΑΚΡΗ ΣΗ΢ ΡΩΓΜΗ΢ 

΢ηε ζπλέρεηα, κε βάζε ηελ αζπκπησηηθή κνξθή ηνπ δηθαζηθνχ δπλακηθνχ 0 ( )c zf  ζηελ 

άθξε ηεο ξσγκήο, πνπ παξέρεηαη κε ηε ζρέζε (6.7), θαη ηηο γεληθέο ζρέζεηο ησλ 

δηθαζηθψλ δπλακηθψλ, πνπ έρνπλ εμαρζεί ζην θεθάιαην 3, ζα πξνζδηνξηζζεί ν 
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δηεπηθαλεηαθφο ειθπζηήο ησλ ηάζεσλ κπξνζηά απφ ην άθξν 
2a  ηεο δηεπηθαλεηαθήο 

ξσγκήο. Γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ, νη ζπλαξηεζηαθέο 

πνζφηεηεο ( , )I z zX  θαη ( , )II z zX , ζε φξνπο ηνπ δηθαζηθνχ δπλακηθνχ 
0 ( )c zf , παξέρνληαη 

απφ ηηο ζρέζεηο (3.17) θαη (3.19). Ζ αζπκπησηηθή έθθξαζε ησλ πνζνηήησλ απηψλ 

πξνθχπηεη αληηθαζηζηψληαο ηελ (6.7) ζηηο ζρέζεηο απηέο. Βξίζθεηαη φηη θνληά ζηελ άθξε 

2a  ηεο ξσγκήο 

1 1

2 2( , ) ( , )

ii

c c

I Iz z a a
l l


 

    
   
        

    

X X H R H R K , (6.12) 

1 1

2 2( , ) ( , )

ii

c

II IIz z a a
l l


 

    
   
        

    

X X H R H R K . (6.13) 

Με βάζε ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, ζα πξνζδηνξηζζνχλ νη αζπκπησηηθέο εθθξάζεηο ησλ 

κεηξσηθψλ ηάζεσλ 
1ζ  θαη 

2ζ , θνληά ζηελ άθξε 2a  ηεο δηεπηθαλεηαθήο ξσγκήο. 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο (6.12), (6.13) ζηηο (2.40), πξνθχπηνπλ νη παξαθάησ αζπκπησηηθέο 

κνξθέο ησλ ηάζεσλ θνληά ζηελ άθξε ηεο ξσγκήο γηα ηε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ 

1 1

2

1

1 1 1 1

2 2

ii

I I i i
x l l


 

 
 

 
    
        

     

X
ζ H R H R K , (6.14) 

1 1

1

2

1 1 1 1

2 2

ii

I I i p i p
x l l


 

 
 

 
    
          

     

X
ζ H R H R K . (6.15) 

Με φκνην ηξφπν πξνζδηνξίδνληαη νη αληίζηνηρεο αζπκπησηηθέο εθθξάζεηο ησλ ηάζεσλ γηα 

ηε θάζε ΙΙ ηνπ δηπιηθνχ ζηε κνξθή 

1 1

2

1 1 1 1

2 2

ii

II i i
l l


 

 
 

 
   
       

    

ζ H R H R K , (6.16) 

1 1

1

1 1 1 1

2 2

ii

II i p i p
l l


 

 
 

 
   
        

    

ζ H R H R K . (6.17) 

Πάλσ ζηε δηεπηθάλεηα ηνπ δηπιηθνχ θαη κπξνζηά απφ ηελ άθξε 2a  ηεο ξσγκήο, ην 

κεηξψν ηνπ ειθπζηή ησλ ηάζεσλ είλαη 2( , 0) ( , 0)I Ir r   t ζ , γηα ηε θάζε Ι, θαη 
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2( , 0) ( , 0)II IIr r   t ζ , γηα ηε θάζε ΙΙ. Έηζη, πάλσ ζηε δηεπηθάλεηα θαη κπξνζηά απφ 

ην άθξν 2a  ηεο ξσγκήο, απφ ηηο (6.14)-(6.17) βξίζθεηαη φηη  

 1 1 1 1
( , 0) ( , 0)

2

i

I II r
r r i

lr



     
       

 
t t H H R K , (6.18) 

φπνπ έρεη ηεζεί 
1( 0)r x  . Δπεηδή  1 2 3, ,R r r r  θαη  1 2 3, ,

T
K K KK , ε ζρέζε (6.18) 

γξάθεηαη 

1 1

1 1 1 2 2 2 3 3 3

1
( , 0) ( , 0) [ ][ ]

i i

I II r r
r r K K K

l l r

 

    



     
         

   
t t H H r r r . (6.19) 

 

 

΢σήμα 6-1: Σν ηνπηθφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζηελ άθξε ηεο ξσγκήο 

 

Αλ ηεζνχλ 

( ) ( , 0) ( , 0)I IIr r r    t t t , 

1 2

1

2
    i    , 0 3

1

2
   , 

θαη 

1 2 r r r , 0 3 3 r r r , 

ε παξαπάλσ ζρέζε κπνξεί λα γξαθηεί ζηελ παξαθάησ απινπνηεκέλε κνξθή 
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1 1

1 2 0 3

1 1
( ) [ ]

2

i i
r r

r K K K
l l r

 

 



 
    

       
     

t H H r r r . (6.20) 

Σν παξαπάλσ κεηξψν ( )rt  αληηπξνζσπεχεη ηνλ δηεπηθαλεηαθφ ειθπζηή ησλ ηάζεσλ γηα 

ην αληζφηξνπν/αληζφηξνπν δηπιηθφ. ΢ηε ζπλέρεηα, ζα δεηρζεί φηη ε ζρέζε (6.20) 

αληηπξνζσπεχεη ηνλ δηεπηθαλεηαθφ ειθπζηή ησλ ηάζεσλ θαη γηα ηελ πεξίπησζε ησλ 

άιισλ δχν ζπλδπαζκψλ ηνπ δηπιηθνχ. 

Γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ ηζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ νη αληίζηνηρεο εθθξάζεηο ησλ 

(6.12) θαη (6.13) πξνθχπηνπλ απφ ηηο ζρέζεηο (3.57) θαη (3.59) ζηε κνξθή 

1 1

2 2

1 1

( , ) ( , )

1 1 1 1
 ( ) ,

2 2

ii

c c

I I

ii

I I

z z a a
l l

i i
l l





 
   

 
   

 

 

 

   
        

    

   
        

    

X X H R H R K

C H R C H R K

 (6.21) 

1 1

2 2

1 1

( , ) ( , )

1 1 1 1
  ( ) ,

2 2

ii

c c

II II

ii

II II

z z a a
l l

i i
l l





 
   

 
   

 

 

 

   
        

    

   
        

    

X X H R H R K

C H R C H R K

 (6.22) 

φπνπ νη IC  θαη IIC  δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (3.41)1 θαη (3.61)1, αληίζηνηρα. Οη 

αζπκπησηηθέο εθθξάζεηο ησλ ηάζεσλ πξνθχπηνπλ απφ ηηο ζρέζεηο (2.40) ζηελ παξαθάησ 

κνξθή 

1 1

2

1 2 1 2

3 3

1 1 1 1

2 2

1 1 1 1
 ( ) ,

4 4

 

 

   
       

    

       
            

        

ii

I

ii

I I

i i
l l

l l





 
 

 

 
   

 

ζ H R H R K

C H R C H R K

 (6.23) 
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1 1

1

1 1
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       
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ζ H R H R K
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(6.24) 
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   
       
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 (6.26) 

Απφ ηηο ζρέζεηο απηέο, ν δηεπηθαλεηαθφο ειθπζηήο ησλ ηάζεσλ ( )rt  κπξνζηά απφ ην 

κέησπν ηεο ξσγκήο πξνθχπηεη πάιη ζηε κνξθή ηεο (6.20). Όκσο, ζα πξέπεη λα 

δηεπθξηληζζεί φηη ζηελ πεξίπησζε ηνπ ηζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ ζπλδπαζκνχ, ηα κεηξψα H  

θαη r  αληηζηνηρνχλ ζηηο ειαζηηθέο ζηαζεξέο ησλ ηζφηξνπσλ θάζεσλ ηνπ δηπιηθνχ. 

Δπίζεο, είλαη θαλεξφ φηη ε ζρέζε (6.20) αληηπξνζσπεχεη ηνλ δηεπηθαλεηαθφ ειθπζηή ησλ 

ηάζεσλ κπξνζηά απφ ην κέησπν ηεο ξσγκήο θαη γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ 

αληζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ην κεηξψν H  ζα πξνζδηνξηζζεί 

απφ ηηο ειαζηηθέο ζηαζεξέο ηεο ηζφηξνπεο θαη αληζφηξνπεο θάζεο ηνπ δηπιηθνχ. 

΢πλεπψο, θαη για ηοσς ηρεις ζσνδσαζμούς ανιζοηροπίας ηοσ δισλικού, ο διεπιθανειακός 

ελκσζηής ηφν ηάζεφν μπροζηά από ηο μέηφπο ηης ρφγμής παρέτεηαι από ηη ζτέζη (6.20). 

Σν γεγνλφο απηφ επηηξέπεη ηελ εληαία δηαπξαγκάηεπζε ηνπ κεηξψνπ έληαζεο ησλ ηάζεσλ 

ζηελ άθξε ηεο ξσγκήο γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο ησλ δχν θάζεσλ. 
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΢ηε ζπλέρεηα ζα εμαρζεί κηα ζεκαληηθή ηδηφηεηα γηα ηα ζηνηρεία ηνπ κεηξψνπ 

ζπληειεζηή έληαζεο ησλ ηάζεσλ, πνπ ζα δψζεη ηε δπλαηφηεηα λα ζπλδεζεί ην κεηξψν 

απηφ κε ηνπο θιαζζηθνχο νξηζκνχο ησλ ζπληειεζηψλ έληαζεο ησλ ηάζεσλ. Δπεηδή ηα 

ζηνηρεία ηνπ ειθπζηή ησλ ηάζεσλ είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί, ζα πξέπεη λα ηζρχεη 

( , 0) ( , 0)r r   t t . (6.27) 

Απφ ηε ζρέζε απηή θαη ηελ (6.20) πξνθχπηεη  

1 1

1 2 2 1

0 3 3

1 1
[ ][ ( ) ( )

2 2

1 1
                 ( )] .

2

i i
r r

i K K i K K
l l

K K
r

 

 



       
          

     

  

H H r r

r 0

 (6.28) 

Ζ ζρέζε απηή ζα πξέπεη λα ηζρχεη γηα θάζε ηηκή ηνπ r  πάλσ ζηε δηεπηθάλεηα θαη πνιχ 

θνληά ζηελ άθξε ηεο ξσγκήο. Απηφ ζα ζπκβαίλεη κφλν φηαλ ηζρχεη  

1 2 0K K  , 2 1 0K K  , 
3 3 0K K  , (6.29) 

απφ φπνπ 

1 2K K , 
3 3K K . (6.30)  

Ζ ζρέζε απηή δείρλεη φηη ηα ζηνηρεία ηνπ κεηξψνπ K  κπνξνχλ λα εθθξαζζνχλ ζε φξνπο 

ηξηψλ αλεμάξηεησλ πξαγκαηηθψλ ζηαζεξψλ. Με βάζε ηελ παξαηήξεζε απηή, ηίζεληαη 

1 2  I IIK K K iK , 3 IIIK K , (6.31)  

φπνπ ,I IIK K  θαη IIIK  είλαη ηξείο πξαγκαηηθνί αξηζκνί. Έηζη, ε αζπκπησηηθή κνξθή ηνπ 

δηεπηθαλεηαθνχ ειθπζηή κπξνζηά ζην άθξν ηεο ξσγκήο, γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο 

αληζνηξνπίαο ηνπ δηπιηθνχ παίξλεη ηε κνξθή 

1 1

0 0

1
( ) [ ]

i i

III

r r
r K K K

l l r

 

  



 
    

       
     

t H H r r r . (6.32) 

Θα δεηρζεί παξαθάησ φηη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί ,I IIK K  θαη IIIK  ηνπ κεηξψνπ K  

αληηπξνζσπεχνπλ ηνπο γλσζηνχο ζπληειεζηέο έληαζεο πνπ έρνπλ νξηζζεί ζηε 

βηβιηνγξαθία. 
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6.4 ΣΟ ΑΝΟΙΓΜΑ ΣΗ΢ ΡΩΓΜΗ΢ ΚΟΝΣΑ ΢ΣΟ ΑΚΡΟ ΣΗ΢ 

΢ηελ ελφηεηα απηή, ζα πξνζδηνξηζζνχλ νη αζπκπησηηθέο εθθξάζεηο ησλ κεηαηνπίζεσλ 

κπξνζηά απφ ηελ άθξε 2a  ηεο ξσγκήο. Αληηθαζηζηψληαο ηελ (6.7) ζηηο ζρέζεηο (3.18) θαη 

(3.20) βξίζθεηαη φηη 
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u M H R M H R K . (6.34) 

Πίζσ απφ ηελ άθξε 2a , ην άνοιγμα ηης ρφγμής νξίδεηαη κε ηε ζρέζε 

2 2( , ) ( , )I IIa r a r          u u u , (6.35) 

φπνπ  

1 2 3[ , , ]Tu u u    u . (6.36) 

Απφ ηηο (6.33), (6.34) θαη (6.35) βξίζθεηαη φηη 
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Ζ ζρέζε απηή, γηα  0, ,R r r r  θαη , ,
T

IIIK K K   K , γξάθεηαη 
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Οη αληίζηνηρεο ζρέζεηο ησλ (6.33) θαη (6.34) γηα ην ηζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ 

πξνθχπηνπλ απφ ηηο (6.7), (3.58) θαη (3.60) ζηε κνξθή 
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 (6.39) 
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 (6.40) 

φπνπ νη 
ID  θαη 

IID  δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (3.41)2 θαη (3.61)2, αληίζηνηρα. Δχθνια 

δείρλεηαη φηη νη παξαπάλσ ζρέζεηο νδεγνχλ ζηελ έθθξαζε (6.37) ηνπ αλνίγκαηνο ηεο 

ξσγκήο. Ζ ίδηα έθθξαζε πξνθχπηεη θαη γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ 

ζπλδπαζκνχ. ΢πλεπψο, για ηοσς ηρεις ζσνδσαζμούς ανιζοηροπίας ηοσ δισλικού, ηο άνοιγμα 

ηης ρφγμής παρέτεηαι από ηη ζτέζη (6.37). 

6.5 Ο ΡΤΘΜΟ΢ ΑΠΔΛΔΤΘΔΡΩ΢Η΢ ΔΝΔΡΓΔΙΑ΢ 

Ζ έλλνηα ηνπ ξπζκνχ απειεπζέξσζεο ελέξγεηαο έρεη εηζαρζεί ζηε ζξαπζηνκεραληθή γηα 

λα πεξηγξάςεη ηε δηάδνζε κηαο πξνυπάξρνπζαο ξσγκήο ζε έλα ζψκα πνπ βξίζθεηαη ππφ 

έληαζε. Ο νξηζκφο ηεο έλλνηαο απηήο πξνυπνζέηεη φηη ε δηάδνζε ηεο ξσγκήο γίλεηαη κε 

νκνηφζεην ηξφπν. Σν πιηθφ, θαηά ηε θφξηηζή ηνπ, απνζεθεχεη ειαζηηθή ελέξγεηα, ε νπνία 

δηαλέκεηαη κε έλα ζπλερή ηξφπν ζηνλ φγθν πνπ θαηαιακβάλεη ην πιηθφ. Ζ ππθλφηεηα 

δηαλνκήο ηεο ειαζηηθήο ελέξγεηαο γίλεηαη πνιχ κεγαιχηεξε ζηηο πεξηνρέο ηνπ πιηθνχ πνπ 

βξίζθνληαη θνληά ζηα δχν άθξα ηεο ξσγκήο. Σν πιηθφ, γηα θάπνηα ηηκή ηεο έληαζεο, 

πξνθεηκέλνπ λα αλαθνπθηζζεί, απειεπζεξψλεη ειαζηηθή ελέξγεηα κε ην ζρεκαηηζκφ λέσλ 

επηθαλεηψλ. Έηζη, αλ ε ξσγκή πνπ έρεη κήθνο l , επεθηαζεί νκνηφζεηα θαηά l , ζα 

ζρεκαηηζζνχλ δχν λέεο επηθάλεηεο εκβαδνχ S . ΢ε απηή ηελ επέθηαζε, ε ελέξγεηα E  

πνπ απειεπζεξψλεηαη παξέρεηαη απφ ηε ζρέζε  

0

1
( )

2

l

TE r dr



   t u . (6.41)  

Ο ξπζκφο απειεπζέξσζεο ελέξγεηαο νξίδεηαη κε ηε ζρέζε 

0

1

2

l

TE
G dr

S S





 
    t u . (6.42) 

Αληηθαζηζηψληαο ζηελ παξαπάλσ ζρέζε ηηο (6.32) θαη (6.37) θαη νινθιεξψλνληαο 

πξνθχπηεη 
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Καηά ηελ νινθιήξσζε, έγηλε ρξήζε ηεο παξαθάησ ζρέζεο 

1

0
1 sin

 
 

 
q

t q
dt

t q




, (Re 1)q , (6.44) 

θαζψο επίζεο θαη ρξήζε ησλ ζπλζεθψλ νξζνγσληφηεηαο πνπ παξέρνληαη κε ηηο ζρέζεηο 

(5.59). 

6.6 Η ΦΤ΢ΙΚΗ ΢ΗΜΑ΢ΙΑ ΣΟΤ ΜΗΣΡΩΟΤ ΔΝΣΑ΢Η΢ ΣΩΝ ΣΑ΢ΔΩΝ 

Οη πνζφηεηεο πνπ πεξηγξάθνπλ πιήξσο ηελ έληαζε, ηελ παξακφξθσζε θαη ηελ 

ελεξγεηαθή θαηάζηαζε ζην κέησπν ηεο ξσγκήο θαη πάλσ ζηε δηεπηθάλεηα είλαη ν 

δηεπηθαλεηαθφο ειθπζηήο ησλ ηάζεσλ t  κπξνζηά απφ ηε ξσγκή, ην άλνηγκα ηεο ξσγκήο 

u  θαη ν ξπζκφο απειεπζέξσζεο ελέξγεηαο G  θαηά ηε δηάδνζε ηεο ξσγκήο. Οη ζρέζεηο 

πνπ παξέρνπλ ηηο πνζφηεηεο απηέο έρνπλ πξνθχςεη ζηε κνξθή 
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Σα ηξία κεηξψα ζηήιεο ,r r  θαη 0r  πνπ ππεηζέξρνληαη ζηηο παξαπάλσ πνζφηεηεο, ζα 

ζεσξεζεί φηη απνηεινχλ ηξία δηαλχζκαηα ελφο δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ D , ηνπ νπνίνπ ηα 

ζηνηρεία είλαη κεηξψα ζηήιεο, κε ζηνηρεία κηγαδηθνχο αξηζκνχο. Ο δηαλπζκαηηθφο απηφο 

ρψξνο ζα νλνκαζηεί δηαλπζκαηηθφο ρψξνο ησλ κεηαηνπίζεσλ. Θέηνληαο 1 2, r r r r  θαη 

3 0r r  είλαη εχθνιν λα απνδεηρζεί φηη ηα ηξία δηαλχζκαηα 1 2,r r  θαη 3r  είλαη γξακκηθά 

αλεμάξηεηα κεηαμχ ηνπο θαη επνκέλσο κπνξνχλ λα απνηειέζνπλ κηα βάζε ηνπ παξαπάλσ 

δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ. Θεσξψληαο σο βάζε ηα ηξία απηά δηαλχζκαηα, θάζε δηάλπζκα 

ηνπ ρψξνπ ησλ κεηαηνπίζεσλ κπνξεί λα εθθξαζηεί σο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ ηξηψλ 
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απηψλ δηαλπζκάησλ. Ωο πξνο ηε βάζε απηή ην δηάλπζκα u , πνπ παξέρεηαη κε ηε ζρέζε 

(6.38), είλαη  

1 2 31 2 3u u u    
r r r

u r r r , (6.45)  

φπνπ 
1

u
r

, 
2

u
r

 θαη 
3

u
r

 είλαη νη ζπληζηψζεο ηνπ δηαλχζκαηνο κεηαηφπηζεο u  ζηηο 

δηεπζχλζεηο ησλ 
1 2,r r  θαη 3r , αληίζηνηρα. Οη ζπληζηψζεο απηέο είλαη 

1
2 cosh

i
r

u rK
l




 

   
 

r
, (6.46α) 

2 1
2 cosh

i
r

u rK u
l







 
    

 
r r

, (6.46β) 

2
2 IIIu rK r

. (6.46γ) 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα νξηζζεί έλαο λένο δηαλπζκαηηθφο ρψξνο T , πνπ ζα νλνκαζζεί 

δηαλπζκαηηθφο ρψξνο ησλ ηάζεσλ. Σα ζηνηρεία ηνπ ρψξνπ απηνχ 
r  ζα πξνθχπηνπλ απφ 

ηα ζηνηρεία ηνπ ρψξνπ ησλ κεηαηνπίζεσλ r , κε ηνλ γξακκηθφ κεηαζρεκαηηζκφ 

1 1[ ]i i

   r H H r . (6.47) 

Δχθνια πξνθχπηεη φηη ηα κεηξψα 
1 2, 

r r  θαη 
3


r , πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ πξνεγνχκελε 

βάζε κε ηνλ παξαπάλσ γξακκηθφ κεηαζρεκαηηζκφ, απνηεινχλ κηα βάζε ηνπ 

δηαλπζκαηηθνχ ρψξνπ ησλ ηάζεσλ. Παίξλνληαο ππφςε φηη 1 2, r r r r  θαη 3 0r r  ε λέα 

βάζε κπνξεί λα αληηπξνζσπεπζεί κε ηα δηαλχζκαηα , 
r r  θαη 

0


r , φπνπ 

1 1[ ]   r H H r , 1 1

0 3[ ]   r H H r . (6.48) 

΢πλεπψο, νη ζρέζεηο (6.32) θαη (6.38) γξάθνληαη ηζνδχλακα 

0 0

1
i i

III

r r
K K K

l l r

 

  



  
    

      
     

t r r r , (6.49) 

1 1 1

02 [ ] cosh

i i

III

r r
r K K K

l l

 





     
     

                

u H H r r r . (6.50) 
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Απφ ηε ζρέζε (6.49) πξνθχπηεη φηη, ζην δηαλπζκαηηθφ ρψξν ησλ ηάζεσλ, ην δηάλπζκα 

ηνπ ειθπζηή ησλ ηάζεσλ t  κπνξεί λα γξαθηεί σο ην άζξνηζκα ησλ ηξηψλ ζπληζησζψλ 

ησλ 
0

, ,  r r r
t t t  ζηηο δηεπζχλζεηο ησλ ηξηψλ δηαλπζκάησλ , 

r r  θαη 
0


r  σο εμήο 

00
0  

       t t t
r r rr r r

t t t t r r r , (6.51) 

φπνπ 

1 
  

 

i
r

t K t
l r




r r

, (6.52α) 

0 0

1
 IIIt K

r
r

. (6.52β) 

Απφ ηελ επίιπζε ηνπ ζρεηηθνχ νκνγελνχο ζπζηήκαηνο, ηα δηαλχζκαηα r  θαη 0r  

πξνθχπηνπλ ζηε κνξθή 

ˆcr r , 0 3 0̂cr r , (6.53) 

φπνπ ηα r̂  θαη 0r̂  είλαη ζηαζεξά δηαλχζκαηα ζηήιεο ησλ νπνίσλ ηα ζηνηρεία έρνπλ 

αδηάζηαηε κνξθή, ην c  είλαη κηα κηγαδηθή ζηαζεξά θαη ην 3c  κηα πξαγκαηηθή ζηαζεξά. 

΢ηε ζπλέρεηα, νη απζαίξεηεο ζηαζεξέο c  θαη 3c  ζα επηιερηνχλ έηζη ψζηε λα ηζρχεη  

ˆ 1T   r r , 0 0
ˆ 1T   r r . (6.54) 

Απφ ηελ επηινγή απηή, παίξλνληαο ππφςε ηηο (6.53) πξνθχπηεη φηη 

1 1

1

ˆ ˆ[ ]T
c

 
 

r H H r
, 3 1 1

0 0

1

ˆ ˆ[ ]T
c

 
 

r H H r
. (6.55) 

Με ηνλ ηξφπν απηφ νη πνζφηεηεο 1 c  θαη 31 c  απνθηνχλ δηαζηάζεηο ηάζεσλ. Έηζη ηα 
r  

θαη 
0


r  πνπ δίλνληαη απφ ηηο (6.48), ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ζρέζεηο (6.53) θαη (6.55) 

γξάθνληαη 

1 1

1 1 1

ˆ[ ]

ˆ ˆ[ ]T

 


  


 



H H r
r

r H H r
, 

1 1

0
0 1 1 1

0 0

ˆ[ ]

ˆ ˆ[ ]T

 


  


 



H H r
r

r H H r
. (6.56) 

Θα αλαδεηεζεί ηψξα ε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηνλ ειθπζηή ησλ ηάζεσλ κπξνζηά απφ ηε 

ξσγκή κε ην άλνηγκα ηεο ξσγκήο u . Απαιείθνληαο ην κεηξψν K  κεηαμχ ησλ ζρέζεσλ 

(6.18) θαη (6.37) πξνθχπηεη 
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 1 1 12
cosh

r




    t H H R R u . (6.57) 

Ζ ζρέζε απηή γηα 0   παξέρεη 

 1 14r    t H H u . (6.58) 

Οη ζρέζεηο (6.57) θαη (6.58) δείρλνπλ φηη, γηα κηα ζπγθεθξηκέλε αθηίλα r , ππάξρεη κηα 

γξακκηθή ζρέζε κεηαμχ ησλ ζπληζησζψλ ηνπ ειθπζηή ησλ ηάζεσλ θαη ησλ ζπληζησζψλ 

ηνπ αλνίγκαηνο ηεο ξσγκήο. ΢ηε ζπλέρεηα ζα δηεξεπλεζεί ε πεξίπησζε πνπ 0  . ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή, ην κεηξψν 1 1 H H  έρεη πξαγκαηηθά ζηνηρεία θαη δελ είλαη δηαγψλην. 

Σν κεηξψν απηφ κπνξεί λα δηαγσλνπνηεζεί εθαξκφδνληαο ηε γλσζηή δηαδηθαζία πνπ 

αλαθέξζεθε ζηελ ελφηεηα 5.4.1, θαη λα ηεζεί ζηε κνξθή 

1 1 1     H H R L R , (6.59) 

φπνπ 
R  είλαη ην κεηξψν ηδηνδηαλπζκάησλ ηνπ 1 1 H H  θαη 

L  είλαη ην δηαγψλην 

κεηξψν ησλ ηδηνηηκψλ. Δχθνια δείρλεηαη φηη ηα ζηνηρεία ησλ κεηξψσλ 
R  θαη 

L  είλαη 

πξαγκαηηθά. Αληηθαζηζηψληαο ηε ζρέζε (6.59) ζηελ (6.58) βξίζθεηαη φηη 

4r    t L u , (6.60) 

φπνπ έρεη ηεζεί 

1

21 22 23[ , , ]       t R t , 1

1 2 3[ , , ]u u u          u R u . (6.61) 

Σν κεηξψν 1
R  κεηαζρεκαηίδεη ην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 1 2 3( , , )x x x  ζε έλα ζχζηεκα 

1 2 3( , , )x x x   , γηα ην νπνίν 3 3x x . Ωο πξνο ην ζχζηεκα απηφ απφ ηε ζρέζε (6.60) 

πξνθχπηεη 

21 1 14r u     , 22 2 24r u     , 
23 3 34r u     , (6.62) 

φπνπ ηα 1 2 3, ,      είλαη ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ κεηξψνπ 
L . Οη παξαπάλσ ζρέζεηο 

δείρλνπλ φηη γηα έλαλ νπνηνλδήπνηε ζπλδπαζκφ πιηθψλ, πάληα ππάξρεη έλα ζχζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ θεληξαξηζκέλν ζην άθξν ηεο ξσγκήο γηα ην νπνίν νη ζπληζηψζεο ηνπ 

δηεπηθαλεηαθνχ ειθπζηή ησλ ηάζεσλ είλαη αλάινγεο ησλ αληίζηνηρσλ ζπληζησζψλ ηνπ 

δηαλχζκαηνο ηνπ αλνίγκαηνο ηεο ξσγκήο. 
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6.7 ΣΟ ΜΗΣΡΩΟ ΔΝΣΑ΢Η΢ ΣΩΝ ΣΑ΢ΔΩΝ ΓΙΑ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ 

ΦΟΡΣΙ΢Η 

Γείρζεθε πξνεγνχκελα φηη, γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο ηνπ δηπιηθνχ, νη 

εθθξάζεηο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ παξέρνληαη κε ηηο ζρέζεηο (6.5), (6.7) πνπ 

ζπκπίπηνπλ κεηαμχ ηνπο. Υξεζηκνπνηψληαο ηνλ νξηζκφ πνπ δφζεθε γηα ην κεηξψν 

έληαζεο ησλ ηάζεσλ, γηα φινπο ηνπ ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο ηνπ δηπιηθνχ πξνθχπηεη 

1 1

2( ) l    K I L R Hζ . (6.63) 

Σν κεηξψν R  παξέρεηαη απφ ηε ζρέζε 

ˆR Rc . (6.64) 

φπνπ R̂  είλαη ην κεηξψν ησλ αδηάζηαησλ ηδηνδηαλπζκάησλ, δειαδή 

1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ[ , , ]R r r r . (6.65) 

Σν κεηξψν c  έρεη πξνζδηνξηζζεί έηζη ψζηε 

 1 1ˆ ˆT    R H H Rc I . (6.66) 

Παίξλνληαο ππφςε ηηο (6.64) θαη (6.65), ην κεηξψν έληαζεο ησλ ηάζεσλ πνπ παξέρεηαη 

απφ ηε ζρέζε (6.63) γξάθεηαη 

     1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 2 3 3 2
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) , ,T T T l            K I L r H H r r H H r r H H r R Hζ . (6.67) 

Ζ παξαπάλσ ζρέζε παξέρεη ην κεηξψν έληαζεο ησλ ηάζεσλ γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο 

αληζνηξνπίαο ηνπ δηπιηθνχ. Ζ ζρέζε (6.67) ζα εμεηδηθεπζεί ζηελ πεξίπησζε ηνπ 

ηζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ γηα ην νπνίν ην κεηξψν έληαζεο ησλ ηάζεσλ έρεη εμαρζεί 

ζηε βηβιηνγξαθία ζηε κνξθή ησλ ζπληειεζηψλ έληαζεο ησλ ηάζεσλ. Γηα ηελ πεξίπησζε 

απηή, ηα αδηάζηαηα ηδηνδηαλχζκαηα έρνπλ βξεζεί ζηε κνξθή (Παξάξηεκα Η) 

1̂ [ ,1,0]i r , 2
ˆ [ ,1,0]ir , 3̂ [0,0,1]r . (6.68) 

Απφ ηε ζρέζε (Η.1) ηνπ Παξαξηήκαηνο Η, πνπ παξέρεη ην κεηξψν H  γηα ηελ πεξίπησζε 

ηνπ ηζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ ζπλδπαζκνχ, ππνινγίδνληαη νη πνζφηεηεο πνπ ππεηζέξρνληαη 

ζηελ (6.67) 

1 1
( ) 1 ,1 ,1

2
    I L , (6.69) 
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   1 1 1 1

1 1 2 2

2

8
ˆ ˆ ˆ ˆ

1 1
(1 )

2 2

T T

I II

I II

 


 

      
  

  
 

r H H r r H H r , (6.70) 

1 1 1

3 3

2
ˆ ˆ[ ]

( )

T I II

I II

 

 

   


r H H r . (6.71) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο ζηελ (6.67) πξνθχπηεη  

22 12

22 12

23

i

i l

 

 



 
 

 
 
  

K . (6.72) 

Ζ ζρέζε απηή ζπκπίπηεη κε ηελ αληίζηνηρε ζρέζε πνπ έρεη πξνθχςεη γηα ηε ξσγκή ζε 

νκνγελέο πιηθφ. 

6.8 ΣΟ ΜΗΣΡΩΟ ΔΝΣΑ΢Η΢ ΣΩΝ ΣΑ΢ΔΩΝ ΓΙΑ ΓΡΑΜΜΙΚΗ 

ΔΞΑΡΜΩ΢Η 

Γηα ηελ ηδηνκνξθία απηή ην δηθαζηθφ δπλακηθφ ηνπ αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ 

είλαη δηαθνξεηηθφ απφ εθείλν ηνπ ηζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ. Όκσο, ην δηθαζηθφ 

δπλακηθφ ηνπ αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ ηαπηίδεηαη ζηε κνξθή κε απηφ ηνπ 

αληζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ, φηαλ ε ηδηνκνξθία ηνπ ηειεπηαίνπ επελεξγεί ζηελ 

αληζφηξνπε θάζε. Δπίζεο, ην δηθαζηθφ δπλακηθφ ηνπ ηζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ 

ηαπηίδεηαη ζηε κνξθή κε απηφ ηνπ ηζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ ζπλδπαζκνχ, φηαλ ε 

ηδηνκνξθία ηνπ ηειεπηαίνπ βξίζθεηαη ζηελ ηζφηξνπε θάζε. 

Έηζη, γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ, ην κεηξψν έληαζεο 

ησλ ηάζεσλ ζα πξνζδηνξηζζεί απφ ην δηθαζηθφ δπλακηθφ πνπ παξέρεηαη απφ ηε ζρέζε 

(5.106) ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ νξηζκφ ηεο (6.10). Βξίζθεηαη φηη 

1 0 1 0 1

0 2 0 2

10 1 0 1

0 2 0 2

1
( )

2

                                .

i

i

z a z a

z a z al

z a z a

z a z a











   
    

   

  
   

    

K I L

L I L R b

 (6.73) 
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Ζ πεξίπησζε απηή ηζρχεη θαη γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ 

ζπλδπαζκνχ, φηαλ ε ηδηνκνξθία βξίζθεηαη ζηελ αληζφηξνπε θάζε. 

Γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ ηζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ ζπλδπαζκνχ ην δηθαζηθφ δπλακηθφ 
0 ( )c zf  

παξέρεηαη απφ ηελ (5.117). Υξεζηκνπνηψληαο ηνλ νξηζκφ βξίζθεηαη 
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 (6.74) 

φπνπ ην 0( ; )S z zK  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε (5.119). Ζ παξαπάλσ ζρέζε ηζρχεη θαη γηα ηελ 

πεξίπησζε ηνπ ηζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ, φηαλ ε ηδηνκνξθία βξίζθεηαη ζηελ 

ηζφηξνπε θάζε. Υξεζηκνπνηψληαο ηηο ζρέζεηο (6.70), (6.71) θαη ηα απνηειέζκαηα ηνπ 

Παξαξηήκαηνο Η, ηα ζηνηρεία 1 2,K K  θαη 3K  ηνπ κεηξψνπ K  πξνθχπηνπλ ζηε κνξθή 
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 (6.75) 
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Απφ ηηο ζρέζεηο απηέο πξνθχπηνπλ νη ζπληειεζηέο έληαζεο ησλ ηάζεσλ , ,I II IIIK K K , 

(
1 2 I IIK K K iK   , 

3 IIIK K ), πνπ θαηαρσξνχληαη ζην Παξάξηεκα V. 

6.9 ΣΟ ΜΗΣΡΩΟ ΔΝΣΑ΢Η΢ ΣΩΝ ΣΑ΢ΔΩΝ ΓΙΑ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΓΤΝΑΜΗ 

Αθνινπζψληαο ηε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζεθε γηα ηελ γξακκηθή εμάξκσζε, απφ ηε 

ζρέζε (5.136), εμάγεηαη ην κεηξψν έληαζεο ησλ ηάζεσλ γηα ηνλ αληζφηξνπν/αληζφηξνπν 

ζπλδπαζκφ ζηε κνξθή 
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 (6.78) 

Ζ ζρέζε απηή ηζρχεη θαη γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ ζπλδπαζκνχ, 

φηαλ ε ηδηνκνξθία επελεξγεί ζηελ αληζφηξνπε θάζε.  

Γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ ηζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ, ην κεηξψν έληαζεο ησλ ηάζεσλ 

εμάγεηαη απφ ηε ζρέζε (5.144) ζηε κνξθή 
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 (6.79) 

φπνπ ην 0( ; )F z zK  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε (5.146). Ζ παξαπάλσ ζρέζε ηζρχεη θαη γηα ηελ 

πεξίπησζε ηνπ ηζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ, φηαλ ε ηδηνκνξθία βξίζθεηαη ζηελ 

ηζφηξνπε θάζε. Υξεζηκνπνηψληαο ηηο ζρέζεηο (6.70), (6.71) θαη ηα απνηειέζκαηα ηνπ 

Παξαξηήκαηνο Η, ηα ζηνηρεία 1 2,K K  θαη 3K  ηνπ κεηξψνπ έληαζεο ησλ ηάζεσλ 

πξνθχπηνπλ ζηε κνξθή  
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Απφ ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο πξνθχπηνπλ νη ζπληειεζηέο έληαζεο ησλ ηάζεσλ ,I IIK K  θαη 

IIIK , πνπ θαηαρσξνχληαη ζην Παξάξηεκα V. 

6.10 ΣΑ ΔΛΑ΢ΣΙΚΑ ΠΔΓΙΑ ΚΟΝΣΑ ΢ΣΟ ΑΚΡΟ ΣΗ΢ ΡΩΓΜΗ΢ 

6.10.1  Ανιζόηποπο/ανιζόηποπο διςλικό 

Γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ, ηα κεηξψα ηάζεσλ 1ζ  θαη 

2ζ , γηα ηηο δχν θάζεηο ηνπ δηπιηθνχ έρνπλ εθθξαζζεί ζε φξνπο ηνπ κεηξψνπ έληαζεο ησλ 

ηάζεσλ κε ηηο ζρέζεηο (6.14)-(6.17). Οη ζρέζεηο απηέο παξέρνπλ ηηο αζπκπησηηθέο κνξθέο 

ησλ ηάζεσλ θαη ησλ κεηαηνπίζεσλ ζηε γεηηνληά ηνπ άθξνπ ηεο ξσγκήο. ΢ηε ζπλέρεηα, ε 

αζπκπησηηθή κνξθή ησλ παξαπάλσ ηάζεσλ ζα γξαθηεί ζε φξνπο ησλ ζπληειεζηψλ 

έληαζεο ησλ ηάζεσλ 1 2,K K  θαη 3K  ζε απιή αιγεβξηθή κνξθή, ρξεζηκνπνηψληαο ηα 

θαλνληθνπνηεκέλα ηδηνδηαλχζκαηα R̂  πνπ εηζάγνληαη κε ηε ζρέζε (6.64). Παίξλνληαο 

ππφςε ηηο (6.64), (6.65), νη ζρέζεηο (6.14) θαη (6.15) γξάθνληαη 
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΢ηηο παξαπάλσ εθθξάζεηο ησλ ηάζεσλ νη ππεηζεξρφκελεο αιγεβξηθέο ζπλαξηήζεηο 
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 (6.87) 
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lnk k
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2
k ki   . (6.88) 

Οη αληίζηνηρεο εθθξάζεηο γηα ηε θάζε ΙΙ πξνθχπηνπλ απφ ηηο ζρέζεηο (6.16) θαη (6.17) 

ζηε κνξθή 
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Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ 0k  θαη H H , νη παξαπάλσ εθθξάζεηο θαη γηα ηηο δχν θάζεηο 

παίξλνπλ ηε κνξθή 
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Οη παξαπάλσ ζρέζεηο αληηζηνηρνχλ ζηελ πεξίπησζε ηνπ νκνγελνχο πιηθνχ θαη είλαη 

ζπκβαηέο κε απηέο πνπ έρνπλ απνθηεζεί απφ ηνπο Sih et al. (1965). 

6.10.2  Ιζόηποπο/ιζόηποπο διςλικό 

Γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ ηζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ, νη αζπκπησηηθέο κνξθέο ησλ 

ηάζεσλ 1ζ  θαη 2ζ , γηα ηηο δχν θάζεηο ηνπ δηπιηθνχ έρνπλ εθθξαζζεί ζε φξνπο ηνπ 

κεηξψνπ έληαζεο ησλ ηάζεσλ κε ηηο ζρέζεηο (6.23)-(6.26). ΢ηε ζπλέρεηα, νη εθθξάζεηο 

απηέο ησλ ηάζεσλ ζα γξαθηνχλ ζε φξνπο ησλ ζπληειεζηψλ έληαζεο ησλ ηάζεσλ 1 2,K K  

θαη 3K  ζε απιή αιγεβξηθή κνξθή παίξλνληαο ππφςε ηελ (6.64). Βξίζθεηαη φηη 
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2,1 1, 4 cos sin exp ln
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κε  

lnk k

r
i

l
  , 

1

2
k ki   . (6.106) 

Γηα ηε θάζε ΙΙ ηνπ δηπιηθνχ είλαη 
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2,1 1

1
, 4 cos sin exp ln
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6.10.3  Ιζόηποπο/ανιζόηποπο διςλικό 

Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ε θάζε Ι ηνπ δηπιηθνχ είλαη ηζφηξνπε θαη ε θάζε ΙΙ αληζφηξνπε, 

ηα κεηξψα ησλ ηάζεσλ 1ζ  θαη 2ζ  γηα ηελ ηζφηξνπε θάζε ηνπ δηπιηθνχ ζα εθθξαζζνχλ 

ζε φξνπο ηνπ κεηξψνπ έληαζεο ησλ ηάζεσλ κε ηηο ζρέζεηο (6.27) θαη (6.28), ελψ γηα ηελ 
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αληζφηξνπε θάζε κε ηηο ζρέζεηο (6.20) θαη (6.21). Οη εθθξάζεηο γηα ηελ ηζφηξνπε θάζε Ι 

παξέρνληαη απφ ηηο ζρέζεηο 
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θαη ηα k , k δίλνληαη απφ ηε ζρέζε (6.106).  

Οη εθθξάζεηο γηα ηελ αληζφηξνπε θάζε ΙΙ πξνθχπηνπλ απφ ηηο ζρέζεηο (6.20) θαη (6.21) 

ζηε κνξθή 
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φπνπ νη ζπλαξηήζεηο 2, ( , )II

kG r l  θαη 1, ( , )II

kG r l  δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (6.86) θαη 

(6.87). 
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Κεθάλαιο 7 

΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ ΚΑΙ ΠΡΟΣΑ΢ΔΙ΢ ΓΙΑ ΔΡΔΤΝΑ 

7.1 ΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ 

Ζ παξνχζα δηαηξηβή αζρνιείηαη κε ηελ κειέηε ηεο αιιειεπίδξαζεο ηδηνκνξθηψλ κε 

ξεγκαησκέλεο ή κε δηεπηθάλεηεο δηπιηθψλ, γηα νπνηνδήπνηε ζπλδπαζκφ ειαζηηθήο 

αληζνηξνπίαο ησλ κεξψλ πνπ ηα ζπληζηνχλ. Ζ κειέηε γίλεηαη ζηα πιαίζηα ηεο γξακκηθήο 

ειαζηηθφηεηαο ηνπ αληζφηξνπνπ θαη ηζφηξνπνπ πιηθνχ, ρξεζηκνπνηψληαο ην 

πξνζνκνίσκα ησλ δχν ζπλδεδεκέλσλ ειαζηηθψλ εκηρψξσλ κε κηα επίπεδε δηεπηθάλεηα. 

Οη ηδηνκνξθίεο πνπ κειεηψληαη είλαη ε γξακκηθή εμάξκσζε, πνπ ν ππξήλαο ηεο 

αληηπξνζσπεχεηαη απφ κηα γξακκή παξάιιειε ζηελ δηεπηθάλεηα ηνπ ζπζηήκαηνο, ε 

γξακκηθή δχλακε, πνπ εθαξκφδεηαη ζε κηα γξακκή πνπ είλαη παξάιιειε ζηελ 

δηεπηθάλεηα, θαη απφ κηα νκνηφκνξθε ηάζε, πνπ εθαξκφδεηαη ζηα απνκαθξπζκέλα 

ζχλνξα ησλ ειαζηηθψλ εκηρψξσλ. Ζ αλάιπζε ησλ ζρεηηθψλ ειαζηηθψλ πξνβιεκάησλ 

γίλεηαη κε επέθηαζε ηεο κεζφδνπ ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ, πνπ έρεη αλαπηπρζεί γηα 

ηζφηξνπα θαη αληζφηξνπα δηπιηθά, ζε δηπιηθά γηα νπνηνδήπνηε ζπλδπαζκφ ειαζηηθήο 

αληζνηξνπίαο ησλ επηκέξνπο πιηθψλ ηνπο. Ζ επέθηαζε ηεο κεζφδνπ επηηπγράλεηαη κε ηελ 

αλάπηπμε κηαο λέαο αληηπξνζψπεπζεο ηεο γεληθήο ιχζεο ηνπ δηδηάζηαηνπ ειαζηηθνχ 

πξνβιήκαηνο ηεο ηζφηξνπεο ειαζηηθφηεηαο. Ζ γεληθή απηή ιχζε αλαπηχζζεηαη απφ ηνλ 

γξακκηθφ ζπλδπαζκφ έμη γξακκηθψο αλεμάξηεησλ κεξηθψλ ιχζεσλ ηεο δηαθνξηθήο 

εμίζσζεο κεηαηνπίζεσλ ηνπ ζρεηηθνχ ειαζηηθνχ πξνβιήκαηνο. Ζ γεληθή απηή ιχζε, 

πξνθεηκέλνπ λα δεκηνπξγεζεί θνξκαιηζηηθή αληηζηνηρία κε ηελ αληίζηνηρε γεληθή ιχζε 

ηνπ αληζφηξνπνπ πξνβιήκαηνο, δηαηππψλεηαη ζε κεηξσηθή κνξθή ζε φξνπο κηαο 

κεηξσηθήο ζπλάξηεζεο ζηήιεο, πνπ ηα ζηνηρεία ηεο είλαη ηξείο νιφκνξθεο κηγαδηθέο 

ζπλαξηήζεηο. Ζ γεληθή ιχζε πνπ απνθηήζεθε νδεγεί ζε εθείλε ηεο ζπλεπίπεδεο 

ειαζηηθφηεηαο ησλ Kolosov-Muskhelishvili, θαζψο θαη ζηελ ιχζε ηεο αληηεπίπεδεο 
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ειαζηηθφηεηαο, πνπ έρεη αλαπηπρζεί ζηα πιαίζηα ηεο κηγαδηθήο ζεσξίαο. Θα πξέπεη λα 

ζεκεησζεί φηη, ε γεληθή απηή αληηπξνζψπεπζε ηεο ιχζεο, πνπ γίλεηαη γηα πξψηε θνξά 

ζηελ παξνχζα δηαηξηβή, ηνπνζεηεί ηηο ππάξρνπζεο κεζφδνπο αλάιπζεο ηζνηξφπσλ θαη 

αληζνηξφπσλ δηπιηθψλ ζε εληαία βάζε, δεκηνπξγψληαο έηζη ηηο πξνυπνζέζεηο γηα ηελ 

δηαπξαγκάηεπζε δηπιηθψλ κε ζπλχπαξμε ηζφηξνπεο θαη αληζφηξνπεο θάζεο.  

Με βάζε ηελ δηαηχπσζε ηνπ Eshelby θαη ησλ ζπλεξγαηψλ ηνπ γηα ηελ αληζφηξνπε 

ειαζηηθφηεηα, θαη ηελ δηαηχπσζε πνπ αλαπηχρζεθε παξαπάλσ γηα ηελ ηζφηξνπε 

ειαζηηθφηεηα, αλαπηχζζνληαη γεληθέο αληηπξνζσπεχζεηο ηεο ιχζεο ηνπ δηδηάζηαηνπ 

ειαζηηθνχ πξνβιήκαηνο, γηα νπνηνδήπνηε ζπλδπαζκφ ειαζηηθήο ζπκκεηξίαο ησλ 

ζπλδεδεκέλσλ ειαζηηθψλ κέζσλ ηνπ δηθαζηθνχ ζπζηήκαηνο. Οη αληηπξνζσπεχζεηο απηέο 

ηεο ιχζεο εθθξάδνληαη ζε φξνπο δχν κεηξσηθψλ ζπλαξηήζεσλ ζηήιεο, ησλ νπνίσλ ηα 

ζηνηρεία είλαη ηξείο νιφκνξθεο κηγαδηθέο ζπλαξηήζεηο. Οη κεηξσηθέο απηέο ζπλαξηήζεηο 

απνηεινχλ ηα δηθαζηθά δπλακηθά ηνπ δηθαζηθνχ ζπζηήκαηνο. Γηα φινπο ηνπο 

ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο ηνπ ζπζηήκαηνο, δειαδή γηα αληζφηξνπν/αληζφηξνπν, 

ηζφηξνπν/ηζφηξνπν θαη αληζφηξνπν/ηζφηξνπν ζχζηεκα, δείρλεηαη φηη νη γεληθέο 

αληηπξνζσπεχζεηο ηεο ιχζεο αλάγνληαη ζε κηα εληαία κνξθή, πνπ εκπιέθεη ηα δηθαζηθά 

δπλακηθά ηνπ ζπζηήκαηνο θαη δχν δηθαζηθά κεηξψα ζπληειεζηψλ. Σα ζηνηρεία ησλ 

κεηξψσλ απηψλ έρνπλ σο ζηνηρεία ζπλδπαζκνχο ησλ ειαζηηθψλ ζηαζεξψλ ησλ δχν 

θάζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Οη ζρέζεηο απηέο ζπληζηνχλ ηελ ελνπνηεκέλε κέζνδν ησλ 

δηθαζηθψλ δπλακηθψλ γηα δηπιηθά, κε νπνηνδήπνηε ζπλδπαζκφ αληζνηξνπίαο ησλ 

επηκέξνπο ζπζηαηηθψλ ηνπο. 

Ζ ελνπνηεκέλε κέζνδνο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ, πνπ αλαπηχρζεθε, εθαξκφζζεθε 

επηηπρψο γηα ηελ επίιπζε κηαο ζεηξάο ειαζηηθψλ πξνβιεκάησλ ηνπ δηθαζηθνχ 

ζπζηήκαηνο γηα ηηο ηδηνκνξθίεο πνπ πξναλαθέξζεθαλ. ΢πγθεθξηκέλα, απφ ηελ επίιπζε 

ησλ ζρεηηθψλ πξνβιεκάησλ, απνθηήζεθαλ ηα πιήξε ειαζηηθά πεδία ζην ζχζηεκα, γηα 

κηα γξακκηθή εμάξκσζε θαη κηα γξακκηθή δχλακε, πνπ εθαξκφδνληαη θνληά ζηελ 

δηεπηθάλεηά ηνπ. Γηα ηηο ηδηνκνξθίεο απηέο, ηα λέα απνηειέζκαηα, πνπ απνθηήζεθαλ ζηελ 

παξνχζα δηαηξηβή, είλαη απηά ηνπ ζπλδπαζκνχ αληζφηξνπνπ/ηζφηξνπνπ δηπιηθνχ. Σα 

απνηειέζκαηα, πνπ παξήρζεζαλ γηα ηνπο άιινπο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο ηνπ 

ζπζηήκαηνο, ζπκπίπηνπλ κε απηά πνπ έρνπλ θαηαγξαθεί ζηε δηεζλή βηβιηνγξαθία, 

γεγνλφο πνπ επηβεβαηψλεη ηελ νξζφηεηα ηεο αλαπηπρζείζαο κεζφδνπ. Δπίζεο, ε 

αλαπηπρζείζα κέζνδνο εθαξκφδεηαη ζηελ επίιπζε ησλ ζρεηηθψλ ειαζηηθψλ 

πξνβιεκάησλ ηνπ δηθαζηθνχ ζπζηήκαηνο γηα νκνηφκνξθεο ηάζεηο, πνπ εθαξκφδνληαη ζηα 
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απνκαθξπζκέλα ζχλνξα ησλ ζπλδεδεκέλσλ κέζσλ. Απφ ηελ επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ 

απηψλ πξνζδηνξίζζεθαλ ηα ειαζηηθά πεδία ζην ζχζηεκα, θαζψο θαη νη ζπλζήθεο πνπ 

πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ νη εθαξκνδφκελεο νκνηφκνξθεο ηάζεηο, πξνθεηκέλνπ λα ππάξρεη 

ζπκβηβαζηφηεηα ζηηο δηεπηθαλεηαθέο κεηαηνπίζεηο θαη ηζνξξνπία ηνπ ζπλνιηθνχ 

ζπζηήκαηνο. Σα λέα απνηειέζκαηα πνπ απνθηήζεθαλ εδψ είλαη απηά ηνπ 

αληζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ θαη ηζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ ζπλδπαζκνχ αληζνηξνπίαο ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ γηα ηνλ ηζφηξνπν/ηζφηξνπν ζπλδπαζκφ 

ζπκπίπηνπλ κε απηά ηεο βηβιηνγξαθίαο. 

΢ηε ζπλέρεηα, ηα πξνεγνχκελα απνηειέζκαηα ηεο δηαηξηβήο ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηελ 

ειαζηηθή αλάιπζε ηνπ δηθαζηθνχ ζπζηήκαηνο, φηαλ ππάξρεη κηα ξσγκή ζηελ δηεπηθάλεηά 

ηνπ θαη ην ζχζηεκα θαηαπνλείηαη απφ ηηο ηδηνκνξθίεο πνπ πξναλαθέξζεθαλ. Ζ ιχζε ησλ 

ζρεηηθψλ ειαζηηθψλ πξνβιεκάησλ απνθηηέηαη ζε φξνπο ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο, ελψ ιεπηνκεξή απνηειέζκαηα παξέρνληαη γηα ηελ γξακκηθή εμάξκσζε, ηελ 

γξακκηθή δχλακε θαη ηελ νκνηφκνξθε θφξηηζε ζην άπεηξν. Δδψ, ηα λέα απνηειέζκαηα 

είλαη νη γεληθέο ιχζεηο γηα ηε γξακκηθή εμάξκσζε θαη ηε γξακκηθή δχλακε ζηελ 

πεξίπησζε ηνπ ηζφηξνπνπ/αληζφηξνπνπ δηπιηθνχ. Δπίζεο, ηα γεληθά απνηειέζκαηα πνπ 

απνθηήζεθαλ γηα ηηο ειαζηηθέο παξακέηξνπο ζξαχζεο ηνπ ξεγκαησκέλνπ ζπζηήκαηνο, 

απνηεινχλ κηα ζεκαληηθή ζπκβνιή ζηελ έξεπλα πνπ δηεμάγεηαη ζηελ πεξηνρή απηή. Σα 

απνηειέζκαηα απηά αθνξνχλ ηελ δνκή ησλ ηνπηθψλ ειαζηηθψλ πεδίσλ ζηελ άθξε κηαο 

δηεπηθαλεηαθήο ξσγκήο θαη ηηο ειαζηηθέο παξακέηξνπο ζξαχζεο πνπ ππεηζέξρνληαη ζηα 

πεδία απηά. Γείρζεθε φηη ν νξηζκφο ησλ ειαζηηθψλ ηνπηθψλ πεδίσλ ζηελ άθξε ηεο 

ξσγκήο κπνξεί λα γίλεη κνλνζήκαληα θαη κε εληαίν ηξφπν γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο 

αληζνηξνπίαο ηνπ ζπζηήκαηνο. Δπίζεο, δείρζεθε φηη ν δηεπηθαλεηαθφο ειθπζηήο, ην 

άλνηγκα ηεο ξσγκήο θνληά ζην άθξν ηεο θαη ν ιφγνο ηνπ ξπζκνχ απειεπζέξσζεο 

ελέξγεηαο έρνπλ θνηλή δνκή γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο ηνπ ζπζηήκαηνο 

θαη κπνξνχλ λα εθθξαζζνχλ κε κνλαδηθφ ηξφπν γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο 

αληζνηξνπίαο κε θαηάιιειν νξηζκφ ησλ ζπληειεζηψλ έληαζεο ησλ ηάζεσλ. Γείρζεθε φηη 

νη ηάζεηο θαη νη κεηαηνπίζεηο ππνθέξνπλ απφ ηελ γλσζηή ινγαξηζκηθή δηαθχκαλζε θνληά 

ζην άθξν ηεο ξσγκήο πνπ είλαη παξνχζα ζε φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο αληζνηξνπίαο. 

Γείρζεθε φηη ην άλνηγκα ηεο ξσγκήο ζπλδέεηαη γξακκηθά κε ηνλ δηεπηθαλεηαθφ ειθπζηή 

ησλ ηάζεσλ. Ζ γξακκηθή ζρέζε απνθαιχπηεη φηη γηα έλαλ νπνηνλδήπνηε ζπλδπαζκφ 

αληζνηξνπίαο ησλ δχν θάζεσλ, ππάξρνπλ ηξεηο θάζεηεο κεηαμχ ηνπο δηεπζχλζεηο, φπνπ νη 

ζπληζηψζεο ηνπ ειθπζηή πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο δηεπζχλζεηο απηέο είλαη αλάινγεο ησλ 
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ζπληζησζψλ ηνπ αλνίγκαηνο ηεο ξσγκήο ζηηο δηεπζχλζεηο απηέο. Γηα ην ζπλδπαζκφ 

ηζφηξνπν/ηζφηξνπν δηπιηθφ νη δχν απφ ηηο δηεπζχλζεηο απηέο αληηζηνηρνχλ ζηε 

δηεπηθάλεηα θαη ε ηξίηε ζηελ παξάιιειε πξνο ηα ζχλνξα ηεο ξσγκήο. 

7.2 ΠΡΟΣΑ΢ΔΙ΢ ΓΙΑ ΠΑΡΑΠΔΡΑ ΔΡΔΤΝΑ 

Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ ζηελ παξνχζα εξγαζία αλνίγνπλ ην δξφκν γηα ηελ 

επέθηαζε ηεο κεζφδνπ ησλ δηθαζηθψλ δπλακηθψλ ζε δηδηάζηαηα πξνβιήκαηα κε 

θακππιφγξακκεο δηεπηθάλεηεο. Ζ επέθηαζε απηή ζα δψζεη ηε δπλαηφηεηα λα δηεξεπλεζεί 

ε κεραληθή ζπκπεξηθνξά θαη ε ζξαχζε δηθαζηθψλ θνθθσδψλ πιηθψλ, γηα νπνηνλδήπνηε 

ζπλδπαζκφ αληζνηξνπίαο ησλ δχν θάζεσλ. Σα απνηειέζκαηα, πνπ πξνέθπςαλ ζηελ 

παξνχζα εξγαζία, κπνξνχλ άκεζα λα επεθηαζνχλ  ζηελ πεξίπησζε ησλ πιηθψλ απηψλ.  

 Σα αζπκπησηηθά ειαζηηθά πεδία πνπ έρνπλ εμαρζεί ζηελ άθξε ηεο ξσγκήο, κε βάζε ηνλ 

νξηζκφ ηνπ κεηξψνπ έληαζεο πνπ δφζεθε, εμαξηψληαη απφ ην κήθνο ηεο ξσγκήο l , κέζσ 

ηνπ φξνπ ηεο ινγαξηζκηθήο δηαθχκαλζεο ln( )r l  . Σν γεγνλφο απηφ έξρεηαη ζε 

αληίζεζε κε ηε γεληθή κνξθή ησλ ειαζηηθψλ πεδίσλ ηεο ξσγκήο πνπ βξίζθεηαη ζε 

νκνγελέο κέζν, πνπ είλαη αλεμάξηεηα απφ ην κήθνο ηεο ξσγκήο. Θα πξέπεη λα 

δηεξεπλεζεί πσο νη έλλνηεο ηεο κεραληθήο ηεο ζξαχζεο, πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί ζηελ 

νκνγελή πεξίπησζε, ζα κπνξνχζαλ λα γίλνπλ ζπκβηβαζηέο κε ηα απνηειέζκαηα απηά. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Ι 
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1 0
1 11

1 0
2 2 2

4( )
0 0

(1 ) (1 )

I II

I II

I II

II I I II

i

i


 


 

 

   

 
 
   

     
  


 

    

H , (Η.1) 

φπνπ  

( 1) ( 1)

(1 ) (1 )

II I I II

II I I II

   


   

  


  
, (Η.2) 

είλαη ε δηθαζηθή παξάκεηξνο ηνπ Dundurs. Απφ ην κεηξψν απηφ πξνθχπηεη 

2

2 2

2
1

2 2

1 2
0

1 1

2 1
0

1 1

0 0 1



 
 

 
 
 

  
  

 
 
  

i

i

 

 

 

 
HH . (Η.3) 

Ζ ζρέζε απηή δείρλεη φηη ην κεηξψν 1
HH  εμαξηάηαη απνθιεηζηηθά θαη κφλν απφ ηελ 

δηθαζηθή παξάκεηξν   ηνπ δηπιηθνχ. Γηα νκνγελέο πιηθφ ( 0)  , ην κεηξψν απηφ 

γίλεηαη ην κνλαδηαίν κεηξψν. ΢ηε ζπλέρεηα ζα δηεξεπλεζεί ην παξαθάησ πξφβιεκα 

ηδηνηηκψλ,  

1   HH I 0 , (Η.4) 
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ππνζέηνληαο φηη 1 HH I . Γηα λα έρεη ην ζχζηεκα απηφ, εθηφο απφ ηε κεδεληθή, θαη κε 

κεδεληθή ιχζε ζα πξέπεη 

2

2 2

2

2 2

1 2
0

1 1

2 1
det 0

1 1

0 0 1

i

i

 


 

 


 



 
 

 
 
 
   

  
 
 
  

0 . (Η.5) 

Απφ ηε ζρέζε απηή εμάγεηαη ε παξαθάησ αιγεβξηθή εμίζσζε 

2
2 2

2 2 2

1 4
(1 ) 0

1 (1 )

  
     

    

 
 

 
. (Η.6) 

Ζ εμίζσζε απηή έρεη ηηο παξαθάησ πξαγκαηηθέο ξίδεο 

1

1

1


 




 


, 

2

1 1

1


 






 
, 3 1 . (Η.7) 

Οη ξίδεο απηέο απνηεινχλ ηηο ηξεηο ηδηνηηκέο ηνπ ηδηνπξνβιήκαηνο (Η.4). ΢ηηο ηξεηο απηέο 

ηδηνηηκέο αληηζηνηρνχλ ηξία ηδηνδηαλχζκαηα, πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε ιχζε ηνπ 

αληίζηνηρνπ νκνγελνχο ζπζηήκαηνο. Έηζη, ηα ηξία ηδηνδηαλχζκαηα πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο 

ηξεηο απηέο ηδηνηηκέο, βξίζθνληαη ζηε κνξθή 

1 1 1[ , ,0]  Tic cr , 
2 2 2[ , ,0] Tic cr , 2 3[0,0, ] Tcr , (Η.8) 

ή  

1 1 1̂cr r , 2 2 2
ˆcr r , 3 3 0̂cr r , (Η.8) 

κε  

1̂ [ ,1,0]Ti r , 2
ˆ [ ,1,0]Tir , 

3̂ [0,0,1]Tr . 

΢ηα ηδηνδηαλχζκαηα απηά νη 1 2,c c  είλαη απζαίξεηεο κηγαδηθέο ζηαζεξέο θαη ε 3c  είλαη κηα 

πξαγκαηηθή ζηαζεξά. 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ ΙΙ 

ΤΠΟΛΟΓΗ΢ΜΟ΢ ΣΟΤ ΟΛΟΚΛΖΡΩΜΑΣΟ΢ ( )zI  

΢ην Παξάξηεκα απηφ ππνινγίδεηαη ην νινθιήξσκα πνπ ππεηζέξρεηαη ζηε ζρέζε (5.71). 

Γηα ηνλ ζθνπφ απηφ ζεσξείηαη ην παξαθάησ επηθακπχιην νινθιήξσκα:  

11
( ) ( ) ( )

2
C

z t z d
i

 I G t t , (ΗΗ.1) 

φπνπ ε C  είλαη κηα θιεηζηή θακπχιε, πνπ ζπληίζεηαη απφ ηα επηκέξνπο ηκήκαηα 

1 1 2 2 2 1, , , , , ,      , φπσο απηά δείρλνληαη ζην ΢ρήκα ΗΗ-1. 

 

 

΢σήμα ΙΙ-1 Οη δξφκνη νινθιήξσζεο 
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Ζ ζπλάξηεζε ( )zG  πνπ ππεηζέξρεηαη ζην επηθακπχιην νινθιήξσκα (ΗΗ.1), νξίδεηαη κε 

ηε ζρέζε 

1( ) [ ( )] ( , )dz z z z G R HXX , (ΗΗ.2) 

φπνπ  

1 1 1 1 1 1

0 0( , ) [ ] ( ; ) [ ] ( ; )     

    d

II II II II II IIz z z z z zX H M M B f H M M B f . (ΗΗ.3) 

Ζ ζπλάξηεζε ( )zG  απνηειεί ηελ επέθηαζε ηνπ νξηζκνχ ηεο 1( )xG , πνπ παξέρεηαη κε ηε 

ζρέζε (5.70), ζε φιν ην κηγαδηθφ επίπεδν z . Γηα ηελ πεξίπησζε ησλ ζεκεηαθψλ 

ηδηνκνξθηψλ, ε ( )zG  είλαη κηα νιφκνξθε ζπλάξηεζε ζε φιν ην κηγαδηθφ επίπεδν z , κε 

εμαίξεζε ηα ζεκεία 0z  θαη 0z , ζηα νπνία παξνπζηάδεη ηδηφκνξθε ζπκπεξηθνξά. Ζ 

ηδηφκνξθε απηή ζπκπεξηθνξά εηζάγεηαη απφ ηηο ζπλαξηήζεηο 
0( ; )z zf  θαη 

0( ; )z zf . 

Έζησ φηη νη 
0
( )z zG  θαη 

0
( )z zG  είλαη ηα πξσηεχνληα κέξε ηεο ( )zG  ζηα ηδηφκνξθα 

ζεκεία 0z  θαη 0z , αληίζηνηρα. Δάλ ν επηκέξνπο δξφκνο νινθιήξσζεο   είλαη πεξηθέξεηα 

ηεο νπνίαο ε αθηίλα ηείλεη ζην άπεηξν, απφ γλσζηφ ζεψξεκα ηεο κηγαδηθήο αλάιπζεο, 

πξνθχπηεη  

0 0
( ) ( ) ( ) ( )z zz z z z  I G G G . (ΗΗ.4) 

Θα ζεσξεζεί ηψξα φηη νη αθηίλεο ησλ δξφκσλ 1 2,   πνπ δείρλνληαη ζην ΢ρήκα ΗΗ-1 

ηείλνπλ ζην κεδέλ. Σφηε ηα 1 2,   ηείλνπλ λα ζπκπέζνπλ ζην ζχλνξν ηεο ξσγκήο, νπφηε 

1    θαη 2   . Έηζη, ιακβάλνληαο ππφςε ηε ζρέζε (5.67), ην νινθιήξσκα ( )zI  

αλάγεηαη ζηε κνξθή 

0 0

1 1

1 1 1

1
( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )]

2
z zx z x dx z z z

i

 



     G I L G G G , (ΗΗ.5)  

πνπ πεξηέρεη ην νινθιήξσκα πνπ ππεηζέξρεηαη ζην δηθαζηθφ δπλακηθφ 
0 ( )c zf , πνπ 

παξέρεηαη κε ηε ζρέζε (5.71). ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε ζπλάξηεζε ( )zG  έρεη έλαλ πφιν 

ζην άπεηξν ηάμεο n , δειαδή αλαπηχζζεηαη ζην άπεηξν ζε κηα απεηξνζεηξά, πνπ πεξηέρεη 

έλα πνιπψλπκν ( )zG  βαζκνχ n , ηφηε ε αληίζηνηρε ζρέζε ηεο (ΗΗ.5) είλαη ε  

1 1

1 1 1

1
( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]

2
x z x dx z z

i

 





    G I L G G . (ΗΗ.6) 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ ΙΙΙ 

ΜΗΑ ΓΔΝΗΚΖ ΠΡΟΣΑ΢Ζ ΢ΣΖ ΘΔΩΡΗΑ ΣΩΝ ΟΛΟΜΟΡΦΩΝ 

ΜΗΓΑΓΗΚΩΝ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢ΔΩΝ 

Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ νινθιεξψκαηνο πνπ ππεηζέξρεηαη ζηε ζρέζε (5.74), φηαλ ε 

( )zG  πεξηέρεη ινγαξηζκηθέο ηδηνκνξθίεο, εηζάγεηαη ε παξαθάησ πξφηαζε: Έζησ ην ηφμν 

1 2( , )a a   ηνπ ΢ρήκαηνο ΗΗΗ-1 φηη είλαη ηκήκα κηαο ιείαο θακπχιεο ηνπ κηγαδηθνχ 

επηπέδνπ z , πνπ δελ ηέκλεη ηνλ εαπηφ ηεο θαη έρεη ζεηηθή θνξά πεξηγξαθήο απφ ην 1a  ζην 

2a . ΢ε ζρέζε κε ην ηφμν απηφ, νξίδνληαη νη κηγαδηθέο ζπλαξηήζεηο ηνπ Plemelj κε ηηο 

ζρέζεηο 

1 2( ) ( ) ( )z z a z a   X , (ΗΗΗ.1) 

0 1 2( ) ( ) ( )z z a z a    X , (ΗΗΗ.2) 

φπνπ  

1

2
i   , (ΗΗΗ.3) 

θαη   είλαη έλαο πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 

 

 

΢σήμα ΙΙΙ-1 Ζ ζεηηθή θαη ε αξλεηηθή πιεπξά ηνπ ηφμνπ αζπλέρεηαο 
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Οη ζπλαξηήζεηο απηέο, είλαη αζπλερείο ζην 
1 2( , )a a  , θαη ηθαλνπνηνχλ ηηο παξαθάησ 

ζπλζήθεο αζπλέρεηαο 

2( ) ( )t e t  X X , 2

0 0( ) ( )t e t  X X , (ΗΗΗ.4) 

πάλσ ζην ηφμν απηφ. ΢ηηο ζρέζεηο απηέο νη άλσ δείθηεο “+” θαη “-” δειψλνπλ ηηο 

ζπλνξηαθέο ηηκέο ησλ αληίζηνηρσλ ζπλαξηήζεσλ πάλσ ζην ηφμν  , θαζψο ην z  

πξνζεγγίδεη ην t  απφ ηε ζεηηθή θαη αξλεηηθή πιεπξά ηνπ ηφμνπ, αληίζηνηρα (ε ζεηηθή 

πεξηνρή ηνπ ηφμνπ   βξίζθεηαη ζηελ αξηζηεξή πιεπξά θαζψο θάπνηνο κεηαθηλείηαη θαηά 

ηε ζεηηθή δηεχζπλζε). 

Αλ πάλσ ζην ηφμν 
1 2( , )a a  νξηζζεί ε νιφκνξθε ζπλάξηεζε 

2

1 0

( ) ( )
( )

2 ( )( )

a

a

z f t
z dt

i t t z 


 X
X

F . (ΗΗΗ.5) 

φπνπ ( )f z  είλαη κηα νιφκνξθε ζπλάξηεζε, πνπ ηθαλνπνηεί ηηο ζρέζεηο 

1 2

1 1

0 0lim ( ) ( ) lim ( ) ( ) 0
x a x a

f t t f t t 

 
 X X , (ΗΗΗ.6) 

ηφηε ηζρχεη  

 
2

1

0

0

( ) ( )

2 ( )( )

a

a

zd f t
dt

dz i t t z 




 X
XF

. (ΗΗΗ.7) 

 

Απόδειξη 

Παξαγσγίδνληαο ηα δχν κέιε ηεο (ΗΗΗ.5) πξνθχπηεη 

2

1

0 1 2
1 2

0 1 2

( ) ( )( ) ( )
( )

2 ( )( )( )( )

a

a

z z a z a t dt
z z a a

i t z t t z t a t a
 

 

  
         


fX

F
X

. (III.8) 

Γηα ηελ αιγεβξηθή πνζφηεηα πνπ βξίζθεηαη κέζα ζηηο αγθχιεο ηνπ παξαπάλσ 

νινθιεξψκαηνο, εχθνια δείρλεηαη φηη ηζρχεη ε ηαπηφηεηα 

1 2 1 2
1 2 1 2

( )( ) ( )( )z a z a t a t a
z a a a a t

t z t z
   

   
      

 
. (ΗΗΗ.9) 

Αληηθαζηζηψληαο ηελ (ΗΗΗ.9) ζηελ (ΗΗΗ.8), πξνθχπηεη 
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2 2

1 1

0 01 2

2

0 1 2 0

( ) ( )( )( ) ( )
( )

2 ( )( )( )( ) 2 ( )( )

a a

a a

z zf t a a t dt f t dt
z

i t t z t a t a i t t z

 

  

 
  

    
X X

F
X X

. (ΗΗΗ.10) 

Σν νινθιήξσκα ηνπ πξψηνπ φξνπ ηεο δεμηάο πιεπξάο ηεο παξαπάλσ ζρέζεο, κε ηελ 

νινθιήξσζε θαηά παξάγνληεο παξέρεη 

22 2

1 11

2

1

2

0 0 0

1 2

0 1 2

( ) ( ) 1 ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )
                           .

( )( )( )( )

aa a

a aa

a

a

f t dt f t f t dt

t t z t t z t t z

t t a a dt

t t z t a t a

 

  



  
   

   

 


  

 


f

X X X

X

 (ΗΗΗ.11) 

Λφγσ ηεο ζπλζήθεο (ΗΗΗ.7) ν πξψηνο φξνο ηεο παξαπάλσ ζρέζεο κεδελίδεηαη. ΢ηε 

ζπλέρεηα αληηθαζηζηψληαο ηελ (ΗΗΗ.11) ζηελ (ΗΗΗ.10), πξνθχπηεη φηη 

 
2

1

0

0

( )( ) ( )

2 ( )( )

a

a

zd z f t
dt

dz i t t z 




 X
XF

 . (ΗΗΗ.12) 

Ζ παξαπάλσ πξφηαζε κπνξεί λα γεληθεπηεί γηα ηηο κεηξσηθέο ζπλαξηήζεηο ( )zX  θαη 

0 ( )zX  πνπ νξίδνληαη ζην ηφμν 1 2( , )a a  ηνπ κηγαδηθνχ επηπέδνπ z  κε ηηο ζρέζεηο 

1 1 2 2 3 3( ) ( ), ( ), ( )z z z z X X XX , 0 01 1 02 2 03 3( ) ( ), ( ), ( )z z z z X X XX , 

φπνπ 

1 2( ) ( ) ( )k k

k z z a z a
 

  X , 0 1 2( ) ( ) ( )k k

k z z a z a
  

  X , 
1

2
k ki   , 

φπνπ 1,2,3k  . ΢ηελ πεξίπησζε απηή, νη ζπλζήθεο (ΗΗΗ.6) γξάθνληαη 

1

1

0lim ( ) ( )
x a

t t


f 0X . (ΗΗΗ.13) 

Έηζη, αλ ε κεηξσηθή ζπλάξηεζε 1 2 3( ) [ ( ), ( ), ( )]Tz z z z F F FF  νξηζζεί κε ηε ζρέζε 

2

1

1 1

0 0

1
( ) ( ) ( ) [ ( )] ( )

2

a

a

z z t z t t dt
i

    fX XF , (ΗΗΗ.14) 

φπνπ 1 2 3( ) [ ( ), ( ), ( )]Tz f z f z f zf  θαη ( )kf z  είλαη νιφκνξθεο ζπλαξηήζεηο, ηφηε ηζρχεη 

2

1

1 1

0 0

1
( ) ( ) ( ) [ ( )] ( )

2

a

a

z z t z t t dt
i

     fX XF . (ΗΗΗ.15) 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ IV 

ΣΑ Α΢ΤΜΠΣΩΣΗΚΑ ΔΛΑ΢ΣΗΚΑ ΠΔΓΗΑ ΓΗΑ ΣΟ 

Η΢ΟΣΡΟΠΟ/Η΢ΟΣΡΟΠΟ ΓΗΤΛΗΚΟ 

΢ην Παξάξηεκα απηφ θαηαρσξνχληαη νη απινπνηεκέλεο αιγεβξηθέο εθθξάζεηο ησλ 

ηάζεσλ, πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηηο (6.98) θαη (6.99). Οη εθθξάζεηο απηέο δηαηππψλνληαη ζε 

φξνπο ησλ ζπληειεζηψλ έληαζεο ησλ ηάζεσλ ,I IIK K  θαη IIIK  πνπ εηζάγνληαη κε ηε 

ζρέζε (6.31). Οη ηάζεηο γηα ηελ (ηζφηξνπε) θάζε Ι είλαη 

2 ( )

11

2

1 tanh 1
( ) { cos ln cos ln

4 2 2

1
           cos ln
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 (IV.1) 
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 (IV.3) 

Οη ηάζεηο γηα ηελ (ηζφηξνπε) θάζε ΙΙ πξνθχπηνπλ απφ ηηο πξνεγνχκελεο ζρέζεηο 

ζέηνληαο ζηε ζέζε ηνπ e  ην e   θαη ζηε ζέζε ηνπ e   ην e . Οη παξαπάλσ ζρέζεηο, 

ζηελ εηδηθή πεξίπησζε ηνπ νκνγελνχο πιηθνχ παξέρνπλ: 
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, (IV.4) 
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Οη ζρέζεηο απηέο είλαη νη γλσζηέο ζρέζεηο ηεο κεραληθήο ησλ ζξαχζεσλ γηα κηα ξσγκή ζε 

νκνγελέο πιηθφ (Irwin, 1957). 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ V 

ΟΗ ΢ΤΝΣΔΛΔ΢ΣΔ΢ ΔΝΣΑ΢Ζ΢ ΣΩΝ ΣΑ΢ΔΩΝ KI, KII ΚΑΗ KIII 

ΓΗΑ ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΔΞΑΡΜΩ΢Ζ ΚΑΗ ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΓΤΝΑΜΖ 

Οη ζπληειεζηέο έληαζεο ησλ ηάζεσλ γηα ηε γξακκηθή εμάξκσζε: 
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Οη ζπληειεζηέο έληαζεο ησλ ηάζεσλ γηα ηε γξακκηθή δχλακε: 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ VI 

ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΔ΢ ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

VI.1 Γεδομένα ςλικών 

Σα βαζηθά απνηειέζκαηα πνπ έρνπλ πξνθχςεη ζηελ παξνχζα δηαηξηβή ζα εθαξκνζζνχλ 

ζε δηθαζηθά ζπζηήκαηα πνπ ζα εκπιέθνπλ ηξία πιηθά, ησλ νπνίσλ νη ειαζηηθέο ηδηφηεηεο 

παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα VI.1. 

 

Πίνακαρ V.1 

 Αληζφηξνπα Τιηθά 
Ηζφηξνπν 

Τιηθφ 

ειαζηηθέο ζηαζεξέο 

ijklC  

Τιηθφ 1 Τιηθφ 2  Τιηθφ 3 

(κνλνθιηλήο αληζνηξνπία) 

[GPa] 

(θπβηθή αληζνηξνπία) 

[GPa] 

(ηζφηξνπν) 

1111C  223 70 76 GPa  

1122C  108 -30 0.3  

1133C  98.5 -  

1113C  8.4 -  

2222C  150 -  

2233C  102 -  

2213C  33.3 -  

3333C  251 -  

3313C  -6.1 -  

2323C  78.8 20  

2312C  6.6 -  

1313C  68.8 -  
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Γηα ηα αληζφηξνπα πιηθά 1 θαη 2 ζα πξνζδηνξηζζνχλ πξψηα ηα κεηξψα ,Q R  θαη T , πνπ 

ππεηζέξρνληαη ζην πξφβιεκα ηδηνηηκψλ (2.16). Με βάζε ηηο ζρέζεηο (2.10) θαη ηηο ηηκέο 

ηνπ Πίλαθα VI.1, ηα κεηξψα ησλ δχν πιηθψλ βξίζθνληαη ζηε κνξθή 

Τιηθφ 1: 

223 0 8.4
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R  [GPa], 

 

78 0 6.6

0 150 0

6.6 0 78.8

 
 


 
  

T  [GPa], (VI.1) 

Τιηθφ 2: 

70 0 0

0 20 0

0 0 20

 
 


 
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Q  [GPa], 

0 30 0

20 0 0

0 0 0

 
 


 
  

R  [GPa], 

20 0 0
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 


 
  

T  [GPa]. (VI.2) 

Απφ ηελ αξηζκεηηθή επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηδηνηηκψλ (2.17) πξνθχπηνπλ νη 

παξαθάησ ηξεηο κηγαδηθέο ξίδεο ηεο αιγεβξηθήο εμίζσζεο (2.15), πνπ έρνπλ ζεηηθφ 

θαληαζηηθφ κέξνο 

Τιηθφ 1: 1 0.7319 0.7907p i   , 2 0.7319 0.7907p i  , 3 0.9825p i , (VI.3) 

Τιηθφ 2: 1 1.8499p i , 2 0.5406p i , 3p i . (VI.4) 

Σα ηδηνδηαλχζκαηα πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο ξίδεο απηέο είλαη 

Τιηθφ 1: 

  6

1 0.861 1.401 ,  1.572 1.096 ,  0.561 0.211 10
T

i i i     a , (VI.5) 

  6

2 1.401 0.861 ,  1.096 1.574 ,  0.211 0.561 10
T

i i i     a , (VI.6) 

  6

3 0.497 0.497 ,  0.361 0.361 ,  1.806 1.806 10
T

i i i      a , (VI.7) 

Τιηθφ 2: 

 1 0.997,  0.084 ,  0
T

i a , (VI.8) 
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 2 0.084 ,  0.997,  0
T

ia , (VI.9) 

 0,  0,  1
T

a . (VI.10) 

Απφ ηα παξαπάλσ ηδηνδηαλχζκαηα, κε βάζε ηηο ζρέζεηο (2.21) θαη (2.27) πξνθχπηνπλ ηα 

παξαθάησ κεηξψα A  θαη B  γηα ηα δχν πιηθά 

Τιηθφ 1: 

6

0.861 1.401 1.572 1.096 0.561 0.211

1.401 0.861 1.096 1.574 0.211 0.561 10

0.497 0.497 0.361 0.361 1.806 1.806

i i i

i i i

i i i



    
 

    
 
      

A , (VI.11) 

4

16.80 5.439 5.439 16.80 5.851 5.851

6.889 14.87 14.87 6.889 5.955 5.955 10

0.564 5.112 5.112 0.564 13.42 13.42

i i i

i i i

i i i

    
 

    
 
     

B , (VI.12) 

Τιηθφ 2: 

0.997 0.084 0

0.084 0.997 0

0 0 1

i

i

 
 

 
 
  

A , 

35.188 19.022 0

19.022 35.188 0

0 0 20

i

i

i

 
 

 
 
  

B . (VI.13) 

Γηα ην πιηθφ 3 πνπ είλαη ηζφηξνπν, ηα κεηξψα A  θαη B  πνπ ππεηζέξρνληαη ζηελ 

αλάιπζε πξνζδηνξίδνληαη άκεζα απφ ηηο ζρέζεηο (2.97) θαη (2.99) 

0.0022 0.0013 0

0.0022 0.0013 0

0 0 0.0025

 
 

  
 
  

i iA , 

0.5 0.5 0

0.5 0.5 0

0 0 0.5

 
 

 
 
  

i i

B . (VI.14) 

΢ηα κεηξψα απηά ε ειαζηηθή παξάκεηξνο   ππνινγίζηεθε απφ ηε ζρέζε 3 4   . 

VI.2 Σο μηηπώο H  

Γηα έλα δηπιηθφ, ηνπ νπνίνπ ε θάζε Ι αληηζηνηρεί ζην αληζφηξνπν πιηθφ 1 θαη ε θάζε ΙΙ 

ζην αληζφηξνπν πιηθφ 2 (δηπιηθφ α), ην κεηξψν H  ππνινγίδεηαη απφ ηε ζρέζε (3.18). 

Βξίζθεηαη φηη  
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0.0418 0.025 0

0.025 0.0418 0

0 0 0.05

i

i

 
 


 
  

H . (VI.15) 

Αληίζηνηρα, γηα έλα δηπιηθφ, πνπ ε θάζε Ι είλαη αληζφηξνπε θαη ε θάζε ΙΙ ηζφηξνπε 

(δηπιηθφ β), ν πίλαθαο H  έρεη ηε κνξθή 

0.0091 0.0025 0

0.0025 0.0091 0

0 0 0.0132

i

i

 
 

  
 
  

H . (VI.16) 

VI.3 Οι ιδιοηιμέρ και ηα ιδιοδιανύζμαηα ηος μηηπώος 1HH  

Γηα ην δηπιηθφ α ην κεηξψν 1
HH  είλαη 

1

2.1111 1.8592 0

1.8592 2.1111 0

0 0 1

i

i

 
 


 
  

HH . (VI.17) 

Οη ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ κεηξψνπ απηνχ είλαη 

1 3.9704  ,  1 1 ,  1,  0
T

c i r , (VI.18) 

2 0.2519  ,  2 2 ,  1,  0
T

c ir , (VI.19) 

3 1  ,  3 3 0,  0,  1
T

cr . (VI.20) 

Όκνηα γηα ην δηπιηθφ β, ηα αληίζηνηρα κεηξψα είλαη 

1

1.1641 0.5959 0

0.5959 1.1641 0

0 0 1

i

i

 
 


 
  

HH , (VI.21) 

1 1.76  ,  1 1 ,  1,  0
T

c i r , (VI.22) 

2 0.5682  ,  2 2 ,  1,  0
T

c ir , (VI.23) 

3 1  ,  3 3 0,  0,  1
T

cr . (VI.24) 
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VI.4 Σο μηηπώο ένηαζηρ ηυν ηάζευν 

Γηα ην δηπιηθφ α, ην κεηξψν έληαζεο ησλ ηάζεσλ γηα κηα νκνηφκνξθε ηάζε ζην άπεηξν 

ζα πξνζδηνξηζζεί απφ ηε ζρέζε (6.67), ππνινγίδνληαο πξψηα ηα κεηξψα πνπ 

ππεηζέξρνληαη ζηε ζρέζε απηή 

1

0.2012 0 0

( ) 0 0.7988 0

0 0 0.5



 
 

 
 
  

I L , (VI.25) 

 1 1

1 1
ˆ ˆ 148.74T   r H H r ,  1 1

2 2
ˆ ˆ 148.74T   r H H r ,  1 1

3 3
ˆ ˆ 40T   r H H r , (VI.26) 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ζρέζεηο απηέο ζηελ (6.67) πξνθχπηεη ην κεηξψν έληαζεο ησλ 

ηάζεσλ ζηε κνξθή 

3

2

1 0

1 0 10

0 0 1

i

i l

 
 

 
 
  

K ζ . (VI.27) 

΢ηε ζρέζε απηή ην 
2
  είλαη ζε [MPa] θαη ην κήθνο l  ζε mm. Γηα ην δηπιηθφ β, είλαη 

1

0.3623 0 0

( ) 0 0.6377 0

0 0 0.5



 
 

 
 
  

I L  

 1 1

1 1
ˆ ˆ 476.727T    r H H r ,  1 1

2 2
ˆ ˆ 476.727T    r H H r , 

 1 1

3 3
ˆ ˆ 152T    r H H r , (VI.28) 

θαη πξνθχπηεη 

3

2

1 0

1 0 10

0 0 1

i

i l

 
 

 
 
  

K ζ . (VI.29) 
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ΒΙΟΓΡΑΦΙΚΟ ΢ΗΜΔΙΩΜΑ 

Ο θ. Μαπξνγηάλλεο Γεψξγηνο είλαη Γηπισκαηνχρνο Αγξνλφκνο θαη Σνπνγξάθνο 

Μεραληθφο ηνπ ΔΜΠ θαη Γηπισκαηνχρνο Πνιηηηθφο Μεραληθφο ηνπ Παλεπηζηεκίνπ 

Θεζζαιίαο. Ωο ππνςήθηνο δηδάθηνξαο ζπκκεηείρε επηθνπξηθά ζηελ δηδαζθαιία θαη ζηηο 

εξγαζηεξηαθέο αζθήζεηο ησλ καζεκάησλ ηεο Σερληθήο Μεραληθήο, πνπ δηδάζθεηαη ζηε 

΢ρνιή Αγξνλφκσλ θαη Σνπνγξάθσλ Μεραληθψλ ηνπ ΔΜΠ. Έρεη δεκνζηεχζεη δχν 

επηζηεκνληθέο εξγαζίεο ζε έγθξηηα δηεζλή πεξηνδηθά (Acta Mechanica, Journal of 

Elasticity). 

 


