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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Η παρούσα εργασία πραγματεύεται, όπως προδίδει και ο τίτλος της, το ζήτη-

μα του πολυπολικού αναπτύγματος της ακτινοβολίας στα πλαίσια της κλασικής

θεωρίας του ηλεκτρομαγνητισμού. Πρόκειται για μια πολύ ισχυρή μαθηματι-

κή μέθοδο, η οποία καθιστά δυνατό τον προσδιορισμό της ακτινοβολίας που

εκπέμπεται από μια μακρινή πηγή στις περιπτώσεις εκείνες όπου μια απευθείας

αντιμετώπιση του προβλήματος αποτυγχάνει, ενώ είναι δυνατή και η επέκτασή

της στο πεδίο των βαρυτικών κυμάτων.

Στο πρώτο μέρος της εργασίας παρουσιάζεται μια κάπως φτωχή αντιμε-

τώπιση του ζητήματος, η οποία εστιάζει στο ανάπτυγμα του διανυσματικού

δυναμικού και έχει κυρίως ως στόχο να εισάγει τον αναγνώστη στη φύση του

προβλήματος. Οι αδυναμίες αυτής της ανάλυσης γίνονται αρκετά γρήγορα εμ-

φανείς, οπότε δίνεται με αυτόν τον τρόπο το ερέθισμα για την αναζήτηση μιας

πιο συστηματικής προσέγγισης του θέματος.

Η προσέγγιση αυτή πραγματοποιείται στο δεύτερο μέρος, με το λεγόμενο

γενικευμένο πολυπολικό ανάπτυγμα της ακτινοβολίας, και έχει ως αφετηρία την

κυματική εξίσωση του Helmholtz. Στα πλαίσιά της, παρατίθενται ορισμένες

ιδιότητες των πολυπολικών ηλεκτρομαγνητικών πεδίων, όπως είναι η τροχιακή

στροφορμή και η ενέργεια, ενώ πραγματοποιείται και η σύνδεσή τους με τις

πηγές που τα παράγουν.

Το τρίτο μέρος της εργασίας είναι εστιασμένο σε ένα ενδεικτικό πρόβλημα,

τον προσδιορισμό της ακτινοβολίας που εκπέμπεται από μια γραμμική κεραία

κεντρικής παροχής. Στην αρχή πραγματοποιείται απευθείας υπολογισμός των

απαραίτητων ποσοτήτων, ενώ στη συνέχεια επιστρατεύεται η μέθοδος του γε-

νικευμένου πολυπολικού αναπτύγματος, έτσι ώστε να αξιολογηθεί στην πράξη

η ισχύς και η χρησιμότητά της.

Στα παραρτήματα έχουν συμπεριληφθεί όλα τα αναγκαία μαθηματικά εργα-

λεία, όπως για παράδειγμα τα πολυώνυμα Legendre, οι σφαιρικές αρμονικές

συναρτήσεις, οι συναρτήσεις Bessel αλλά και οι ταυτότητες και συναρτήσεις

του Green. Τέλος, παρουσιάζεται σύντομα μια απλή αριθμητική μέθοδος για

τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων η οποία προσαρμόζεται με τέτοιον τρόπο ώστε

να είναι δυνατή η άμεση χρήση της στα πλαίσια του μαθηματικού λογισμικού

Matlab.



ABSTRACT

The present thesis attempts to investigate the multipole expansion of
radiation, within the scope of classical electromagnetic theory. This powerful
mathematical method makes the determination of radiation emitted from a
distant source possible, even in those cases where a direct approach to the
problem seems condemned to fail, whereas its application can be extended
to the theory of gravitational waves.

The first part of the thesis exposes a rather poor confrontation of the
issue, focusing on the expansion of the vector potential and aiming to in-
troduce the reader into the nature of the problem. However, the drawbacks
of this analysis soon become too important to ignore, providing us with the
opportunity to advance to a more systematic approach of the subject.

This approach is carried out in the second part, where the so called gen-
eralized multipole expansion of radiation is established, using the Helmholtz
wave equation as a starting point. In this regard, several properties of multi-
pole electromagnetic waves, such as angular momentum and energy, together
with their connection with the sources that produce them, are examined as
well.

The third part of the thesis is focused on a significant problem, that of
the radiation emitted from a center-fed linear antenna. At first, a direct
approach to the problem is made, so that the reader can compare with the
results obtained afterwards, using the generalized multipole expansion, and
ascertain the accuracy and power of the method.

All necessary mathematical tools, such as Legendre polynomials, spher-
ical harmonics and Bessel functions, together with Green’s identities and
functions, are being included in the appendices. Finally, a simple but acute
method for the numerical computation of integrals is presented and modified,
in order to be used together with Matlab mathematical software.
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Κεφαλαιο 1

Αναπτυγμα Διανυσματικου
Δυναμικου

1.1 Πεδία & Ακτινοβολία μιας Εντοπισμένης Παλλόμενης Πηγής

Ας υποθέσουμε ότι μας δίνεται ένα δυναμικό σύστημα φορτίων, η πυκνότητα

των οποίων περιγράφεται από την συνάρτηση f(r, t). Στη γενική περίπτωση, η

εξάρτησή της από τον χρόνο μπορεί να είναι ιδιαίτερα πολύπλοκη, γεγονός που

ενδέχεται να την καταστήσει απαγορευτικά δύσκολη στη διαχείρησή της.

Αποδεικνύεται ότι μια τέτοια συνάρτηση μπορούμε πάντα να τη μετασχημα-

τίσουμε κατά Fourier σε μία άλλη, μέσω της σχέσης
∗

F(r, ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(r, t)eiωtdt (1.1)

η οποία εξαρτάται από την κυκλική συχνότητα ω, αντί του χρόνου. Αν τώρα θε-

λήσουμε να ξαναπάρουμε την αρχική f(r, t), δεν έχουμε παρά να υπολογίσουμε

το ολοκλήρωμα

f(r, t) =

∫ +∞

−∞
F(r, ω)e−iωtdω (1.2)

∗
Μπορούμε πολύ εύκολα να διαπιστώσουμε ότι η έκφραση αυτή είναι ισοδύναμη με την

κάπως πιο οικεία

F(r, ω) =

∫ +∞

−∞
f(r, t)e−iωtdt

στην περίπτωση της οποίας, η αρχική συνάρτηση θα δίνεται από τη σχέση

f(r, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F(r, ω)eiωtdω
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Η τεχνική αυτή μας δίνει τη δυνατότητα να διαχωρίσουμε την πολύπλοκη συ-

νάρτηση f(r, t) στις πολύ απλούστερες F(r, ω) exp(−iωt), μέσω της σχέσης

(1.1). Για την αντίστροφη διαδικασία, δεν έχουμε παρά να ολοκληρώσουμε σε

όλες τις συχνότητες, όπως μας υποδεικνύει η (1.2).

Είναι φανερό λοιπόν ότι δεν χάνουμε σε γενικότητα, αν περιορίσουμε την

συζήτησή μας σε εκείνη την κατανομή φορτίου με πυκνότητα

ρ(r, t) = ρ(r)e−iωt (1.3)

Κάνοντας αυτήν την επιλογή, μπορούμε να δούμε εύκολα ότι η πυκνότητα ρεύμα-

τος χαρακτηρίζεται από την ίδια χρονική εξάρτηση. ΄Οντως, αν θεωρήσουμε ότι

η χωροχρονική εξάρτηση γίνεται να διαχωριστεί γράφοντας J(r, t) = J(r)J(t),
τότε από την εξίσωση συνέχειας

∇ · J = −∂ρ
∂t

(1.4)

πραγματοποιώντας την αντικατάσταση, βρίσκουμε

J(t)∇ · J(r) = iωρ(r)e−iωt

Είναι φανερό ότι η χρονική εξάρτηση θα είναι

J(t) = e−iωt

επομένως, μπορούμε να γράψουμε την πυκνότητα ρεύματος στη μορφή

J(r, t) = J(r)e−iωt (1.5)

Στο τέλος θα κρατάμε το πραγματικό μέρος των εκφράσεων, έτσι ώστε οι

λύσεις μας να έχουν φυσικό νόημα. Είναι εύκολο να δείξουμε ότι τα δυναμικά

& τα πεδία θα έχουν την ίδια χρονική εξάρτηση με τις κατανομές. Ο χώρος, με

εξαίρεση φυσικά τις πηγές, θα θεωρείται κενός.

Γνωρίζουμε ότι στη βαθμίδα Lorentz, το διανυσματικό δυναμικό μιας εντο-

πισμένης κατανομής ρευμάτων δίνεται από τη σχέση

A(r, t) =
µ0

4π

∫ ∫
J(r′, t′)

|r− r′|
δ

(
t′ +
|r− r′|
c
− t
)
dτ ′dt′ (1.6)

Η σημασία των διάφορων χωρικών μεταβλητών φαίνεται στο Σχήμα 1.1. Η

συνάρτηση δ εξασφαλίζει την αιτιότητα, ότι δηλαδή η πληροφορία χρειάζεται

χρόνο |r− r′|/c για να φτάσει από το αίτιο (πηγή) στον παρατηρητή, καθώς
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∼ d

dτ ′

P

r′

r
r− r′

x

y

z

Σχήμα 1.1: Μία τυχαία κατανομή φορτίων

και ρευμάτων, τοποθετημένη πάνω στην αρχή

των αξόνων.

ταξιδεύει με την ταχύτητα του φωτός. Χρησιμοποιώντας την έκφραση (1.5) για

το J(r, t), η παραπάνω σχέση γράφεται

A(r, t) =
µ0

4π

∫ ∫
J(r′)

|r− r′|
e−iωt

′
δ

(
t′ +
|r− r′|
c
− t
)
dτ ′dt′

=
µ0

4π

∫
J(r′)

|r− r′|
e−iω(t−|r−r

′|/c)dτ ′

=
µ0

4π

∫
J(r′)

eik|r−r
′|

|r− r′|
dτ ′e−iωt

όπου k = ω/c. Είναι εμφανές ότι το διανυσματικό πεδίο θα έχει την ίδια χρονική

εξάρτηση με την πηγή. Κρατώντας μόνο το χωρικό κομμάτι της τελευταίας

σχέσης, βρίσκουμε

A(r) =
µ0

4π

∫
J(r′)

eik|r−r
′|

|r− r′|
dτ ′ (1.7)

Πολύ συχνά στον ηλεκτρομαγνητισμό, αντί του μαγνητικού πεδίου χρησι-

μοποιείται ένα βοηθητικό πεδίο, το οποίο ορίζεται ως

H ≡ 1

µ0

B−M

όπουB το μαγνητικό πεδίο & M η μαγνήτιση. Στο κενό είναιM = 0, επομένως
τα δύο πεδία θα συνδέονται μέσω της απλής σχέσης

H =
1

µ0

B
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Στην εργασία αυτή θα κάνουμε χρήση του H, το οποίο θα ονομάζουμε απλώς

πεδίο H.
∗
Είναι εμφανές ότι το πεδίο αυτό ικανοποιεί τις ίδιες ακριβώς σχέσεις

με το B στο κενό, διαφέροντας μόνο κατά τη σταθερά 1/µ0.

Σύμφωνα λοιπόν με τον ορισμό του διανυσματικού δυναμικού

H =
1

µ0

∇×A (1.8)

απ΄ όπου φαίνεται αμέσως πως το πεδίο H θα έχει την ίδια χρονική εξάρτηση

με το A. Επιπλέον, οι εξισώσεις του Maxwell στο κενό δίνουν

∇×H = ε0
∂E

∂t
= −iωε0E

όπου θεωρήσαμε ότι E(r, t) = E(r) exp(−iωt).† Λύνοντας ως προς E, έχουμε

E =
i

ωε0
∇×H =

i

kcε0
∇×H =

i
√
µ0ε0

kε0
∇×H =

i
√
µ0/ε0
k

∇×H

αφού c = 1/
√
µ0ε0. Ορίζοντας την εμπέδηση του κενού ως Z0 ≡

√
µ0/ε0, θα

έχουμε τελικά

E =
iZ0

k
∇×H (1.9)

Θεωρητικώς, όποτε μας δίνεται η κατανομή των ρευμάτων J(r), μπορούμε

μέσω της σχέσης (1.7) να υπολογίσουμε κατευθείαν το A. Αυτό είναι όντως

πραγματοποιήσιμο σε ορισμένες απλές περιπτώσεις, για την πλειονότητα όμως

των προβλημάτων απαιτείται διαφορετική προσέγγιση, καθώς τα εμπλεκόμενα

ολοκληρώματα μπορούν να γίνουν απαγορευτικά δύσκολα. Συνήθως μας ενδια-

φέρει το όριο στο οποίο οι διαστάσεις της πηγής (∼ d) είναι πολύ μικρές σε

σχέση με το μήκος κύματος (λ = 2π/k).
Σύμφωνα με αυτά, μπορούμε να διακρίνουμε τρεις διαφορετικές περιπτώσεις:

Τη στατική ζώνη: d� r � λ

Την ενδιάμεση ζώνη: d� r ∼ λ

Τη ζώνη ακτινοβολίας: d� λ� r

∗
Πολλές φορές υιοθετείται και για τις δύο ποσότητες ο όρος μαγνητικό πεδίο, πρακτική

που μπορεί να οδηγήσει σε σύγχυση.
†
Ο ισχυρισμός αυτός βασίζεται στα ίδια ακριβώς επιχειρήματα που χρησιμοποιήσαμε για

τη χρονική εξάρτηση του H.
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Αναλόγως με την περιοχή που μελετάμε, τα ηλεκτρομαγνητικά πεδία θα

συμπεριφέρονται με πολύ διαφορετικό τρόπο. ΄Ετσι, στην στατική ζώνη, τα

πεδία θα έχουν ακτινικές συνιστώσες και θα εξαρτώνται άμεσα από τα χαρα-

κτηριστικά της πηγής. Αντίθετα, στη ζώνη ακτινοβολίας, θα είναι εγκάρσια

στο r και αντιστρόφως ανάλογα της απόστασης.

Στην στατική ζώνη έχουμε r � λ, επειδή όμως λ = 2π/k και 2π ∼ 1 θα

είναι τελικά kd� kr � 1. Το εκθετικό της σχέσης (1.7) μπορεί να αναπτυχθεί

ως γνωστόν

eik|r−r
′| = 1 +

ik|r− r′|
1!

+
(ik|r− r′|)2

2!
+ . . .

και επειδή k|r− r′| � 1, μπορούμε να θέσουμε

eik|r−r
′| ' 1

Η σχέση (1.7) θα γράφεται λοιπόν ως

lim
kr→0

A(r) =
µ0

4π

∫
J(r′)

|r− r′|
dτ ′

Τέλος, με χρήση του αποτελέσματος (Αʹ.45)

1

|r− r′|
=
∞∑
l=0

l∑
m=−l

4π

2l + 1

rl<
rl+1
>

Y ∗lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ)

καταλήγουμε στη σχέση
∗

lim
kr→0

A(r) =
µ0

4π

∞∑
l=0

l∑
m=−l

4π

2l + 1

Ylm(θ, φ)

rl+1

∫
J(r′)r′lY ∗lm(θ′, φ′)dτ ′

Αντίθετα, στη ζώνη ακτινοβολίας ο ρόλος του εκθετικού είναι πιο σημαντι-

κός. Επειδή r � λ προκύπτει ότι kr � 1, άρα το εκθετικό παύει να προσεγγίζε-

ται από τη μονάδα και χρειάζεται διαφορετική αντιμετώπιση. Πιο συγκεκριμένα

|r− r′| =
√

(r− r′)2 =
√
r2 + r′2 − 2r · r′ = r

√
1 +

r′2

r2
− 2

r̂ · r′
r

όπου r̂ = r/r το ακτινικό μοναδιαίο διάνυσμα. Από τη στιγμή που r′/r � 1,
μπορούμε σε πρώτη προσέγγιση να γράψουμε

|r− r′| ' r

√
1− 2

r̂ · r′
r

= r

(
1− 2

r̂ · r′

r

)1/2

∗
Αφού r′ ∼ d� r, θα είναι προφανώς r< = r′ και r> = r.
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Προκειμένου να απαλλαγούμε από τη ρίζα θα χρειαστεί να επικαλεστούμε το

διωνυμικό ανάπτυγμα, σύμφωνα με το οποίο μία ποσότητα της μορφής (1 +x)α

μπορεί να αναπτυχθεί ως εξής
∗

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 +

α(α− 1)(α− 2)

3!
x3 + . . .

Ωστόσο, για να συγκλίνει η σειρά θα πρέπει υποχρεωτικά να είναι x < 1.
Στην περίπτωσή μας όχι μόνο ικανοποιείται αυτή η συνθήκη, αλλά επιπλέον

x� 1 (όπου x προφανώς η ποσότητα −2r̂ ·r′/r), γεγονός που μας επιτρέπει να

κρατήσουμε μόνο τους δύο πρώτους όρους του αναπτύγματος, χωρίς σημαντικό

σφάλμα. Για α = 1/2, θα έχουμε τελικά

|r− r′| ' r − r̂ · r′

Εφαρμόζοντας την παραπάνω διαπίστωση στη σχέση (1.7) και κρατώντας

μόνο τον πρώτο (και επικρατέστερο) όρο στον παρανομαστή, το διανυσματικό

δυναμικό στη ζώνη ακτινοβολίας θα γράφεται

lim
kr→∞

A(r) =
µ0

4π

eikr

r

∫
J(r′)e−ikr̂·r

′
dτ ′ (1.10)

Η έκφραση αυτή αντιστοιχεί σε ένα εκπεμπόμενο σφαιρικό κύμα (μειώνεται η

ένταση όσο αυξάνεται το r), το οποίο όμως έχει μία γωνιακή εξάρτηση (μέσω

της ποσότητας r̂ · r′ στο εκθετικό).

΄Εχουμε ήδη δεχθεί ότι r′ ∼ d � λ, δηλαδή οι διαστάσεις της πηγής είναι

πολύ μικρές, συγκρινόμενες με το μήκος κύματος. Εύκολα βρίσκουμε ότι kr̂ ·
r′ � 1,† γεγονός που μας προτρέπει να αναπτύξουμε το εκθετικό κατά Taylor
γύρω από το μηδέν

e−ikr̂·r
′
= 1 + (−ikr̂ · r′) +

(−ikr̂ · r′)2

2!
+ . . . =

∞∑
n=0

(−ikr̂ · r′)n

n!

οπότε η (1.10) θα γίνει τελικά

lim
kr→∞

A(r) =
µ0

4π

eikr

r

∞∑
n=0

(−ik)n

n!

∫
J(r′)(r̂ · r′)ndτ ′ (1.11)

Επειδή κάθε όρος είναι ανάλογος της ποσότητας (kr̂ · r′)n, βλέπουμε πως όσο

αυξάνεται η τάξη n του όρου, τόσο μειώνεται το μέγεθος της συνεισφοράς

∗
Το διωνυμικό ανάπτυγμα πρόκειται στην πραγματικότητα για μία απλή εφαρμογή του

αναπτύγματος Taylor γύρω από το μηδέν.
†
Αφού προφανώς r̂ · r′ ≤ r′, ενώ επίσης kλ = 2π ∼ 1.
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του (αφού kr̂ · r′ � 1). Συνεπώς, στον προσδιορισμό της ακτινοβολίας θα

συνεισφέρουν οι πρώτοι μόνο όροι του αναπτύγματος.

Παρόμοια με τη σχέση (1.6), το βαθμωτό δυναμικό θα δίνεται από τη σχέση

Φ(r, t) =
1

4πε0

∫ ∫
ρ(r′, t′)

|r− r′|
δ

(
t′ +
|r− r′|
c
− t
)
dτ ′dt′

=
1

4πε0

∫
ρ(r′, t− |r− r′|/c)

|r− r′|
dτ ′

Προκειμένου να βρούμε τον μονοπολικό όρο, δεν έχουμε παρά να θέσουμε

|r− r′| → r στο ολοκλήρωμα,
∗
οπότε και παίρνουμε τη σχέση

Φel.monopole(r, t) =
q(t′ = t− r/c)

4πε0r
(1.12)

όπου q(t) το συνολικό φορτίο της πηγής. Ωστόσο, έχουμε θεωρήσει ότι η

πηγή μας είναι εντοπισμένη, δηλαδή δεν έχουμε μετακίνηση φορτίου από και

προς την πηγή, παρά μόνο στο εσωτερικό της. Επιπλέον, η διατήρηση του

φορτίου εγγυάται ότι το συνολικό φορτίο της πηγής θα είναι σταθερό στον

χρόνο, επομένως ο μονοπολικός όρος του δυναμικού, αλλά και των πεδίων, θα

έχει στατικό χαρακτήρα.

Στην περίπτωσή μας η πηγή θα έχει την αρμονική χρονική εξάρτηση της

σχέσης (1.3) και η (1.12) θα γίνει

Φel.monopole(r) =
qe−iω(t−r/c)

4πε0r
=

qeikr

4πε0r
e−iωt

όπου

q =

∫
ρ(r′)dτ ′

το συνολικό φορτίο. Σύμφωνα όμως με όσα είπαμε προηγουμένως, το μονο-

πολικό δυναμικό οφείλει να είναι ανεξάρτητο του χρόνου. Με άλλα λόγια, θα

πρέπει

d

dt
Φel.monopole = −iω qe

ikr

4πε0r
e−iωt = 0

Προκειμένου να ικανοποιείται αυτή η απαίτηση, θα πρέπει είτε ω = 0 είτε q = 0.
Επειδή έχουμε θεωρήσει ότι η πηγή μας δεν είναι στατική περιοριζόμαστε στη

δεύτερη περίπτωση, εκείνη που το συνολικό φορτίο της πηγής είναι μηδέν. Τότε

η (1.12) θα δίνει

Φel.monopole(r) = 0

∗
Ο μονοπολικός όρος αντιστοιχεί στο δυναμικό εκείνο που όλο το φορτίο είναι συγκεν-

τρωμένο στην αρχή των αξόνων, δηλαδή ρ(r′, t′) = q(t′)δ(r′)/4πr′2.
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δηλαδή θα έχουμε απουσία του μονοπολικού όρου.

Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε με τις πρώτες τάξεις των πολυπολικών πεδί-

ων παραλείποντας φυσικά τον μονοπολικό όρο που δείξαμε ότι μηδενίζεται. Από

τις σχέσεις (1.8) & (1.9) είναι εμφανές ότι τα ηλεκτρομαγνητικά πεδία μπορούν

να υπολογιστούν εξ ολοκλήρου από το διανυσματικό δυναμικό, οπότε δεν θα

ασχοληθούμε περαιτέρω με το βαθμωτό δυναμικό.

1.2 Ηλεκτρικά Διπολικά Πεδία & Ακτινοβολία

Στη σχέση (1.11) αναπτύξαμε το διανυσματικό δυναμικό σε δυνάμεις της μικρής

ποσότητας kr̂ · r′. Αν από το ανάπτυγμα αυτό κρατήσουμε μόνο τον πρώτο όρο

(n = 0) του αθροίσματος, θα έχουμε ξεχωρίσει τον ηλεκτρικό διπολικό όρο

Ael.dipole(r) =
µ0

4π

eikr

r

∫
J(r′)dτ ′ (1.13)

΄Οπως έχουμε πει προηγουμένως, αυτός θα είναι ο επικρατέστερος όρος του

αναπτύγματος και όλοι οι υπόλοιποι θα αποτελούν διορθώσεις του. Χρησιμο-

ποιώντας την ιδιότητα (Αʹ.1), το ολοκλήρωμα γίνεται∫
J(r′)dτ ′ = −

∫
r′(∇′ · J)dτ ′

ενώ από την εξίσωση συνέχειας (1.4) και την αρμονική χρονική εξάρτηση της

πυκνότητας φορτίου (1.3), θα είναι∫
J(r′)dτ ′ =

∫
r′
∂ρ

∂t
dτ ′ = −iω

∫
r′ρ(r′)dτ ′

Ορίζοντας την ηλεκτρική διπολική ροπή της κατανομής ως

p ≡
∫

r′ρ(r′)dτ ′ (1.14)

η σχέση (1.13) θα πάρει τη μορφή

Ael.dipole(r) = −iω µ0

4π

eikr

r
p (1.15)

Δικαίως λοιπόν χαρακτηρίσαμε τον όρο αυτό του αναπτύγματος (1.11) ως ηλε-

κτρικό διπολικό όρο, καθώς αποτελεί συνάρτηση της ποσότητας p.
Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε τα αντίστοιχα πεδία, με βάση το αποτέλεσμα

που μόλις βρήκαμε. Πιο συγκεκριμένα, με τη βοήθεια της (1.8) προκύπτει το

πεδίο

Hel.dipole = − iω
4π

∇×
(
p
eikr

r

)
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Προκειμένου να απλοποιηθεί κάπως ο στροβιλισμός της σύνθετης αυτής έκ-

φρασης, θα αξιοποιήσουμε τη διανυσματική ταυτότητα

∇× (fA) = (∇f)×A + f(∇×A) (1.16)

οπότε θα έχουμε

Hel.dipole = − iω
4π

[(
∇eikr

r

)
× p +

eikr

r
(∇× p)

]
Ο στροβιλισμός της ηλεκτρικής διπολικής ροπής μηδενίζεται, καθώς από τον

ορισμό (1.14) είναι φανερό ότι είναι ανεξάρτητη των x, y, z. Επιπλέον, από την

ταυτότητα

∇(fg) = f(∇g) + g(∇f)

βρίσκουμε την κλίση

∇eikr

r
= ik

eikr

r
r̂ − eikr

r2
r̂ = ik

eikr

r

(
1− 1

ikr

)
r̂

επομένως το πεδίο θα γράφεται τελικά ως

Hel.dipole =
ck2

4π
(r̂ × p)

eikr

r

(
1− 1

ikr

)
, (1.17)

αφού ω = ck
Για να βρούμε το αντίστοιχο ηλεκτρικό πεδίο, θα χρειαστεί να εισάγουμε

στη σχέση (1.9) το αποτέλεσμα που μόλις βρήκαμε. Θα είναι λοιπόν

Eel.dipole =
iZ0

k

ck2

4π

{
∇×

[
(r̂ × p)

eikr

r

(
1− 1

ikr

)]}
=
cZ0

4π
ik

{
∇×

[
(r̂ × p)

(
eikr

r
− eikr

ikr2

)]}
=
cZ0

4π
ik

{
∇×

[
(r× p)

(
eikr

r2
− eikr

ikr3

)]}
΄Ομως, εξ ορισμού το γινόμενο των c και Z0 είναι

cZ0 =
1

√
µoε0

√
µ0

ε0
=

1

ε0

ενώ με τη βοήθεια της ταυτότητας (1.16) για τον στροβιλισμό, βρίσκουμε

Eel.dipole =
1

4πε0
ik

{[
∇
(
eikr

r2
− eikr

ikr3

)]
× (r× p)

+

(
eikr

r2
− eikr

ikr3

)[
∇× (r× p)

]}
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Η κλίση που εμφανίζεται στην παραπάνω σχέση θα είναι

∇
(
eikr

r2
− eikr

ikr3

)
= eikr

(
3

ikr4
− 2

r3

)
r̂ + ikeikr

(
1

r2
− 1

ikr3

)
r̂

= eikr
(

3

ikr4
− 3

r3
+
ik

r2

)
r̂

Ο στροβιλισμός που εμφανίζεται στον δεύτερο όρο μπορεί να απλοποιηθεί με

τη βοήθεια της διανυσματικής ταυτότητας

∇× (A×B) = (B ·∇)A− (A ·∇)B + A(∇ ·B)−B(∇ ·A)

οπότε θα έχουμε

∇× (r× p) = (p ·∇)r− (r ·∇)p + r(∇ · p)− p(∇ · r)

Θα εξετάσουμε τον κάθε όρο ξεχωριστά. Εύκολα φαίνεται ότι ο δεύτερος

& τρίτος όρος θα είναι ίσοι με το μηδέν καθώς, όπως έχουμε αναφέρει και

προηγουμένως, το p είναι ανεξάρτητο των χωρικών μεταβλητών. Με ανάλυση

των διανυσμάτων στις συνιστώσες τους, ο πρώτος όρος γράφεται
∗

(p ·∇)r = pi∂ixjx̂j = piδijx̂j = pix̂i = p

ενώ επειδή η απόκλιση του διανύσματος της θέσης είναι

∇ · r = ∂ixi = δii = 3

ο τέταρτος όρος θα γράφεται

p(∇ · r) = 3p

΄Υστερα από όλα αυτά, ο στροβιλισμός παίρνει την απλή μορφή

∇× (r× p) = p− 3p = −2p

και το ηλεκτρικό πεδίο θα γράφεται ως

Eel.dipole =
ik

4πε0
eikr

{(
3

ikr4
− 3

r3
+
ik

r2

)[
r̂ × (r× p)

]
− 2

(
1

r2
− 1

ikr3

)
p

}
=

ik

4πε0
eikr

{(
3

ikr3
− 3

r2
+
ik

r

)[
r̂ × (r̂ × p)

]
− 2

(
1

r2
− 1

ikr3

)
p

}
∗
Προκειμένου να ελαφρύνει ο συμβολισμός έχουμε ακολουθήσει τη σύμβαση του Ein-

stein, σύμφωνα με την οποία οι επαναλαμβανόμενοι δείκτες σε ένα γινόμενο υπονοούν άθροι-
σμα.
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Ωστόσο, γνωρίζουμε την ακόλουθη ταυτότητα για το τριπλό εξωτερικό γινό-

μενο

A× (B×C) = B(A ·C)−C(A ·B)

η οποία στην περίπτωσή μας δίνει

r̂ × (r̂ × p) = r̂(r̂ · p)− p(r̂ · r̂) = r̂(r̂ · p)− p

Αν χρησιμοποιήσουμε το αποτέλεσμα αυτό μόνο στους δύο από τους τρεις

όρους του τριπλού γινομένου, το E γράφεται

Eel.dipole =
ik

4πε0

{
ik
eikr

r

[
r̂ × (r̂ × p)

]
− 3eikr

(
1

r2
− 1

ikr3

)[
r̂(r̂ · p)− p

]
−2eikr

(
1

r2
− 1

ikr3

)
p

}
=

1

4πε0

{
−k2

[
r̂ × (r̂ × p)

]eikr
r
− eikr

(
ik

r2
− 1

r3

)[
3r̂(r̂ · p)− p

]}
Τελικά, το ηλεκτρικό πεδίο θα είναι

Eel.dipole =
1

4πε0

{
k2
[
(r̂ × p)× r̂

]eikr
r

+
[
3r̂(r̂ · p)− p

]( 1

r3
− ik

r2

)
eikr
}

(1.18)

Τα δύο πεδία (1.17) και (1.18) μπορούν να απλοποιηθούν σημαντικά, ανα-

λόγως με την περιοχή που μας ενδιαφέρει. Για παράδειγμα, στην στατική ζώνη

όπου kr � 1 θα επιβιώσουν οι μεγαλύτερες δυνάμεις του 1/r, ενώ το exp (ikr)
μπορεί να τεθεί ίσο με τη μονάδα. Τα πεδία τότε θα γίνουν

Hel.dipole = −ck
2

4π
(r̂ × p)

1

ikr2
=
iω

4π
(r̂ × p)

1

r2

και

Eel.dipole =
1

4πε0

[
3r̂(r̂ · p− p)

] 1

r3

Παρατηρούμε ότι ο λόγος των δύο μεγεθών είναι

|H|el.dipole
|E|el.dipole

= ωε0r = ε0ckr =
ε0√
µ0ε0

kr =
kr

Z0

δηλαδή το ηλεκτρικό πεδίο είναι πολύ πιο ισχυρό σε σχέση με τοH, αφού έχουμε

θεωρήσει ότι kr � 1. Συνεπώς, στην στατική ζώνη τα πεδία θα είναι κυρίως
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ηλεκτρικής φύσης, ενώ στο στατικό όριο k → 0 η ζώνη αυτή επεκτείνεται σε

όλο τον χώρο.
∗

Εμείς ωστόσο θα περιοριστούμε στη ζώνη ακτινοβολίας, στην οποία όπως

έχουμε ήδη πει ισχύει kr � 1. Στην περίπτωση αυτή θα επιζούν οι μικρότερες

δυνάμεις του 1/r, ενώ το εκθετικό δεν μπορεί πλέον να αγνοηθεί. Το πεδίο H
θα είναι

Hel.dipole =
ck2

4π
(r̂ × p)

eikr

r
(1.19)

ενώ το ηλεκτρικό πεδίο θα δίνεται από τη σχέση

Eel.dipole =
k2

4πε0

[
(r̂ × p)× r̂

]eikr
r

=
1

ε0c

{[
ck2

4π
(r̂ × p)

eikr

r

]
× r̂
}

και επειδή

1

ε0c
=

√
µ0ε0

ε0
=

√
µ0

ε0
= Z0

μπορούμε τελικά να γράψουμε

Eel.dipole = Z0(Hel.dipole × r̂) (1.20)

Παρατηρούμε ότι στην περίπτωση αυτή τα πεδία φθίνουν με ρυθμό 1/r, κάτι

που είναι χαρακτηριστικό για τα λεγόμενα πεδία ακτινοβολίας.

Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε την ισχύ της εκπεμπόμενης ακτινοβολίας.

Γνωρίζουμε ότι η ισχύς ανά επιφάνεια που μεταφέρουν τα πεδία δίνεται από το

διάνυσμα Poynting

S =
1

µ0

(E×B) = E×H (1.21)

Λόγω της αρμονικής χρονικής εξάρτησης και επειδή στο τέλος κρατάμε

μόνο το πραγματικό μέρος των πεδίων, το διάνυσμα Poynting θα περιέχει έναν

παράγοντα cos2(kr− ωt).† Ωστόσο, στις περισσότερες περιπτώσεις η γωνιακή

συχνότητα ω είναι πολύ μικρή σε σύγκριση με τις συνήθεις τιμές του χρόνου.

Με άλλα λόγια η ταλάντωση του S γύρω από τη μέση τιμή του < S > θα

είναι τόσο γρήγορη, ώστε τελικά κάθε μακροσκοπική μέτρηση θα περιέχει πάρα

πολλούς κύκλους. Η ποσότητα λοιπόν που μας ενδιαφέρει είναι η < S >, η

οποία βρίσκεται από την (1.21) αν αντί του cos2(kr − ωt) χρησιμοποιήσουμε

την χρονική μέση τιμή του

< cos2(kr − ωt) >=
1

T

∫ T

0

cos2(kr − ωt)dt

∗
Αφού kr → 0 για κάθε τιμή του r.
†
Αναλόγως με τη μορφή των πεδίων, ο παράγοντας αυτός μπορεί να είναι ίσος και με

sin2(kr − ωt). ΄Οπως και να έχει, εύκολα φαίνεται ότι και στις δύο περιπτώσεις καταλήγουμε
στο ίδιο αποτέλεσμα για την ακτινοβολούμενη ισχύ.
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Με βάση την τριγωνομετρική ταυτότητα

cos2θ =
1 + cos 2θ

2

θα έχουμε

< cos2(kr − ωt) >=
1

2T

∫ T

0

dt+
1

2T

∫ T

0

cos[2(kr − ωt)]dt

Το ολοκλήρωμα στον δεύτερο όρο πραγματοποιείται σε διάστημα δύο κύκλων

του συνημιτόνου, επομένως θα είναι ίσο με το μηδέν. Τελικά θα έχουμε

< cos2(kr − ωt) >=
1

2

Προκειμένου λοιπόν να πάρουμε την μέση τιμή του S, δεν έχουμε παρά να

αντικαταστήσουμε το συνημίτονο με 1/2, κάτι το οποίο ισοδυναμεί με το να

γράψουμε

< S >=
1

2
Re(E×H∗)

Ο μιγαδικός συζυγής του H εξασφαλίζει την απαλοιφή των εκθετικών, μέσα

στα οποία εμφανίζεται ο όρος cos2(kr − ωt), ενώ στο τέλος κρατάμε πάντα το

πραγματικό μέρος, έτσι ώστε το αποτέλεσμά μας να έχει φυσική σημασία.

΄Οπως έχουμε πει, το διάνυσμα Poynting εκφράζει την ισχύ ανά επιφάνεια

και δείχνει προς την κατεύθυνση διάδοσής της. Η ισχύς λοιπόν που διέρχεται

από ένα στοιχειώδες εμβαδό στην επιφάνεια μιας σφαίρας ακτίνας r θα δίνεται

από τη σχέση

dP =< S > · da = (r̂ · < S >)r2dΩ

επομένως, η ισχύς ανά στερεά γωνία θα είναι

dP

dΩ
= r2(r̂ · < S >)

Αν χρησιμοποιήσουμε για τη χρονική μέση τιμή του S όσα είπαμε προηγουμέ-

νως, θα έχουμε τελικά

dP

dΩ
=

1

2
Re
[
r2r̂ · (E×H∗)

]
(1.22)

Στη ζώνη ακτινοβολίας τα πεδία δίνονται από τις σχέσεις (1.19) και (1.20),

οπότε η ισχύς ανά στερεά γωνία γίνεται

dP

dΩ

∣∣∣∣
el.dipole

=
Z0

2
Re
{
r2r̂ ·

[
(Hel.dipole × r̂)×H∗el.dipole

] }
=
c2Z0

32π2
k4 r̂ ·

{[
(r̂ × p)× r̂

]
× (r̂ × p∗)

}
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Μέσω της διανυσματικής ταυτότητας

A · (B×C) = B · (C×A)

μπορούμε να γράψουμε

r̂ ·
{[

(r̂×p)× r̂
]
× (r̂×p∗)

}
=
[
(r̂×p)× r̂

]
·
[
(r̂×p∗)× r̂

]
=
∣∣(r̂×p)× r̂

∣∣2
οπότε η προηγούμενη σχέση θα παίρνει την απλούστερη μορφή

dP

dΩ

∣∣∣∣
el.dipole

=
c2Z0

32π2
k4
∣∣(r̂ × p)× r̂

∣∣2 (1.23)

Από τη σχέση (1.20) είναι φανερό ότι ηλεκτρικό πεδίο είναι παράλληλο στο

διάνυσμα Hel.dipole × r̂, ή ισοδύναμα στο

(r̂ × p)× r̂

Βλέπουμε λοιπόν ότι η πόλωση της ακτινοβολίας κρύβεται μέσα στη σχέση

(1.23) της γωνιακής κατανομής της ισχύος.

Μπορούμε πάντα να στρέψουμε το σύστημα συντεταγμένων έτσι ώστε το

p να βρίσκεται πάνω στον άξονα z, οπότε θα έχουμε∣∣(r̂ × p)× r̂
∣∣2 = |p|2 sin2θ

και η ισχύς ανά στερεά γωνία θα γίνεται

dP

dΩ

∣∣∣∣
el.dipole

=
c2Z0

32π2
k4|p|2 sin2θ (1.24)

Προκειμένου να βρούμε τη συνολική ακτινοβολούμενη ισχύ, δεν έχουμε παρά

να ολοκληρώσουμε σε όλη τη στερεά γωνία

Pel.dipole =
c2Z0

32π2
k4|p|2

∫
sin2θ dΩ

Το ολοκλήρωμα που προκύπτει θα είναι∫
sin2θ dΩ = 2π

∫ π

0

sin2θ sin θdθ

Θέτουμε u = sin θ, οπότε τελικά βρίσκουμε∫
sin2θ dΩ = 2π

∫ 1

−1
(1− u2)du = 2π

(
2− 2

3

)
=

8π

3
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y

z

x

r̂

θ

d
2

−d
2

φ

Σχήμα 1.2: Μία απλή γραμμική κεραία

κεντρικής παροχής.

Με βάση αυτό το αποτέλεσμα, μπορούμε τελικά να εκφράσουμε τη συνολική

ισχύ ως

Pel.dipole =
c2Z0k

4

12π
|p|2 (1.25)

Ως ένα απλό παράδειγμα ηλεκτρικού διπόλου μπορούμε να θεωρήσουμε την

γραμμική κεραία κεντρικής παροχής, με μήκος d πολύ μικρό σε σχέση με το

μήκος κύματος λ, που απεικονίζεται στο Σχήμα 1.2. Θέτουμε το σύστημα

συντεταγμένων έτσι ώστε η κεραία να βρίσκεται πάνω στον άξονα z, ενώ υ-

ποθέτουμε ότι το ρεύμα έχει την ίδια κατεύθυνση και στα δύο μέρη της. Αν

θεωρήσουμε ότι στο κέντρο έχουμε τη μέγιστη τιμή I0, ενώ στα άκρα της μη-

δενίζεται με γραμμικό τρόπο, τότε για x = y = 0, δηλαδή πάνω στην κεραία,

θα είναι

I(z) = I0

(
1− 2|z|

d

)
(1.26)

ενώ για |z| > d θεωρούμε ότι έχουμε I(z) = 0. Ωστόσο, από τον ορισμό της

η πυκνότητα ρεύματος γράφεται

J ≡ I

da⊥

όπου da⊥ η κάθετη στη ροή του ρεύματος στοιχειώδης επιφάνεια. Στην πε-

ρίπτωσή μας θα είναι προφανώς da⊥ = dxdy, οπότε η προηγούμενη σχέση

γίνεται
∗

J =
∂

∂x

∂I

∂y
= δ(y)

∂I

∂x
= δ(x)δ(y)I

Από την ιδιότητα της συνάρτησης δέλτα

f(x)δ(x) = f(0)δ(x)

∗
Οι συναρτήσεις δέλτα εμφανίζονται εξαιτίας της ασυνέχειας που παρουσιάζει η τιμή του

ρεύματος για x = 0 και y = 0.
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ενώ επίσης θεωρούμε ότι πάνω στην κεραία θα είναι

I(x = 0, y = 0, z) = I(z)ẑ

όπου I(z) όπως στη σχέση (1.26). Για την αρμονική χρονική εξάρτηση της

σχέσης (1.5), η πυκνότητα ρεύματος θα γράφεται τελικά

J(r, t) = δ(x)δ(y)I(z)e−iωt ẑ (1.27)

Προκειμένου να βρούμε τη συνολική ακτινοβολούμενη ισχύ αυτού του συ-

στήματος, είναι φανερό από τη σχέση (1.25) ότι θα χρειαστούμε την ηλεκτρική

διπολική ροπή. Κρίνεται απαραίτητο λοιπόν να υπολογίσουμε την πυκνότητα

φορτίου, η οποία συνδέεται με την πυκνότητα ρεύματος μέσω της εξίσωσης

συνέχειας (1.4)

∇ · J = −∂ρ
∂t

= iωρ

όπου εκμεταλλευτήκαμε την αρμονική χρονική εξάρτηση (1.3) της πηγής για να

απαλλαγούμε από τη χρονική παράγωγο. Λύνοντας ως προς ρ βρίσκουμε

ρ = − i
ω

(∇ · J)

Ωστόσο, βάσει της έκφρασης (1.27) που βρήκαμε για το J, η απόκλιση θα είναι

∇ · J =
∂J

∂z
= δ(x)δ(y)

dI(z)

dz
e−iωt

ενώ από την (1.26) η παράγωγος γράφεται

dI(z)

dz
= −2I0

d

d|z|
dz

= ∓2I0
d

όπου το πάνω (κάτω) πρόσημο αντιστοιχεί στα θετικά (αρνητικά) z. Τελικά, η

πυκνότητα ρεύματος θα παίρνει τη μορφή

ρ(r, t) = ±2iI0
ωd

δ(x)δ(y)e−iωt (1.28)

Σύμφωνα με τον ορισμό (1.14), η ηλεκτρική διπολική ροπή δίνεται από τη σχέση
∗

p ≡
∫

r′ρ(r′)dτ ′

∗
Είναι φανερό από τις σχέσεις (1.24) και (1.25) ότι δεν μας ενδιαφέρει η χρονική εξάρτηση

του p.
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΄Ομως, οι ιδιότητες της συνάρτησης δέλτα∫
x′δ(x′)dx′ =

∫
y′δ(y′)dy′ = 0

και ∫
δ(x′)dx′

∫
δ(y′)dy′ = 1

εξασφαλίζουν τον μηδενισμό των συνιστωσών px και py. Τελικά θα έχουμε

p =
2iI0
ωd

[∫ d/2

0

z′dz′ −
∫ 0

−d/2
z′dz′

]
ẑ =

2iI0
ωd

(
d2

8
+
d2

8

)
ẑ =

iI0d

2ω
ẑ

Για να υπολογίσουμε την ακτινοβολούμενη ισχύ του συστήματος, μας ενδιαφέρει

το τετράγωνο του μέτρου της ηλεκτρικής διπολικής ροπής

|p|2 =
I20d

2

4ω2

Με αντικατάσταση στη σχέση (1.24) θα προκύψει η γωνιακή κατανομή της

ισχύος

dP

dΩ

∣∣∣∣
el.dipole

=
c2Z0k

4I20d
2

128π2ω2
sin2θ =

Z0I
2
0

128π2
(kd)2 sin2θ (1.29)

καθώς ω2 = (kc)2. Στο σχήμα 1.3 απεικονίζουμε το πολικό διάγραμμα που

αντιστοιχεί σε αυτήν τη γωνιακή εξάρτηση. Στη συνέχεια, με ολοκλήρωση σε

όλη τη στερεά γωνία ή κατευθείαν μέσω της (1.25), η ολική ακτινοβολούμενη

ισχύς βρίσκεται

Pel.dipole =
Z0I

2
0

48π
(kd)2

Παρατηρούμε ότι η ισχύς είναι ανάλογη του τετραγώνου της συχνότητας,
∗
του-

λάχιστον στο όριο kd � 1 που βρισκόμαστε. Η συνιστώσα I20/2 που εμφα-

νίζεται στη σχέση αυτή έχει διαστάσεις αντίστασης και ονομάζεται αντίσταση

ακτινοβολίας Rrad της κεραίας.

1.3 Μαγνητικά Διπολικά & Ηλεκτρικά Τετραπολικά Πεδία

Στο σημείο αυτό θα εστιάσουμε στον δεύτερο όρο του αναπτύγματος του δυ-

ναμικού της σχέσης (1.11), ο οποίος, όπως θα δείξουμε στη συνέχεια, περιέχει

∗
Εύκολα βρίσκουμε ότι k = ω/c = 2πf/c, όπου f η συχνότητα.
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z

Σχήμα 1.3: Γωνιακή κατα-

νομή της ακτινοβολίας για έ-

να ηλεκτρικό δίπολο.

τόσο τη μαγνητική διπολική ροπή όσο και την ηλεκτρική τετραπολική ροπή της

πηγής

Aem(r) = −ik µ0

4π

eikr

r

∫
J(r′)(r̂ · r′)dτ ′ (1.30)

Η ποσότητα εντός του ολοκληρώματος μπορεί πάντα να χωριστεί ως

(r̂ · r′)J =
1

2

[
(r̂ · r′)J + (r̂ · J)r′

]
+

1

2

[
(r̂ · r′)J− (r̂ · J)r′

]
δηλαδή να γραφεί σαν άθροισμα δύο όρων, ενός συμμετρικού και ενός αντισυμ-

μετρικού ως προς την εναλλαγή των J & r′. Ο λόγος βέβαια που μας ωθεί προς

αυτήν την κατεύθυνση είναι η διανυσματική ταυτότητα

A× (B×C) = B(A ·C)−C(A ·B)

η οποία στην περίπτωσή μας παίρνει τη μορφή
∗

r̂ × (J× r′) = (r′ × J)× r̂ = J(r̂ · r′)− r′(r̂ · J)

Με αυτόν τον τρόπο, η ποσότητα μέσα στο ολοκλήρωμα της (1.30) θα γράφεται

(r̂ · r′)J =
1

2

[
(r̂ · r′)J + (r̂ · J)r′

]
+

1

2

[
(r′ × J)× r̂

]
(1.31)

Στο σημείο αυτό θα αναγκαστούμε να ανακόψουμε για λίγο την ανάλυση

που κάνουμε, προκειμένου να εισάγουμε ορισμένες βασικές έννοιες από τη θε-

ωρία του ηλεκτρομαγνητισμού. Εξ ορισμού, η μαγνητική διπολική ροπή ενός

βρόχου που διαρρέεται από ρεύμα έντασης I δίνεται από τη σχέση

m ≡ 1

2

∮
(r′ × I)dl

∗
Στην πρώτη ισότητα κάναμε διπλή χρήση της πολύ βασικής ιδιότητας A×B = −B×A.
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όπου η ολοκλήρωση πραγματοποιείται κατά μήκος του βρόχου. Προφανώς, η

έκφραση

dm

dl
=

1

2
(r′ × I) (1.32)

είναι απολύτως ισοδύναμη από μαθηματικής πλευράς. Μία άλλη επίσης σημαν-

τική έννοια που θα χρειαστούμε είναι εκείνη της μαγνήτισης, η οποία ορίζεται

ως η χωρική πυκνότητα της μαγνητικής διπολικής ροπής

M ≡ dm

dτ
(1.33)

Ωστόσο, τον στοιχειώδη όγκο dτ μπορούμε πάντα να τον γράψουμε ως το

γινόμενο της μετατόπισης dl κατά μήκος του βρόχου επί το εμβαδό da⊥ της

διατομής του

M =
d

da⊥

(
dm

dl

)
Παρατηρούμε ότι ο όρος μέσα στην παρένθεση ταυτίζεται με το αριστερό μέλος

της (1.32), επομένως μπορούμε να ξαναγράψουμε την τελευταία σχέση ως

M =
d

da⊥

[
1

2
(r′ × I)

]
=

1

2

(
r′ × dI

da⊥

)
Προκειμένου να ολοκληρώσουμε τον συλλογισμό μας, αρκεί να θυμηθούμε ότι

η πυκνότητα ρεύματος ορίζεται ως

J ≡ dI

da⊥

δηλαδή ως το ρεύμα που διαπερνά μία στοιχειώδη διατομή κάθετη στη ροή (η

οποία στην περίπτωσή μας είναι η διατομή του βρόχου). Λαμβάνοντας υπόψη

μας τον ορισμό αυτό, η μαγνήτιση θα δίνεται τελικά από τη σχέση

M =
1

2
(r′ × J)

Το αποτέλεσμα αυτό αποτελεί τον λόγο της παρέκλισής μας, καθώς με μία

απλή σύγκριση με τη σχέση (1.31) γίνεται ξεκάθαρο ότι ο αντισυμμετρικός όρος

περιλαμβάνει την έννοια της μαγνήτισης. Πιο συγκεκριμένα, το άθροισμα των

δύο όρων θα γράφεται

(r̂ · r′)J =
1

2

[
(r̂ · r′)J + (r̂ · J)r′

]
+ M× r̂ (1.34)
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Αν τώρα από την παραπάνω σχέση κρατήσουμε μόνο τον δεύτερο όρο και αν-

τικαταστήσουμε στην (1.30), προκύπτει το διανυσματικό δυναμικό

Am.dipole(r) = −ik µ0

4π

eikr

r

∫
(M× r̂)dτ ′ = ik

µ0

4π

eikr

r

[
r̂ ×

∫
M dτ ′

]
Από τον ορισμό (1.33) της μαγνήτισης, είναι φανερό πως το ολοκλήρωμα μέσα

στις αγκύλες θα εκφράζει την ολική μαγνητική διπολική ροπή της πηγής∫
M dτ ′ =

∫
dm = m

συνεπώς, το διανυσματικό δυναμικό θα παίρνει την κάπως πιο απλή μορφή

Am.dipole(r) =
ikµ0

4π
(r̂ ×m)

eikr

r
(1.35)

Το δυναμικό αυτό έχει σαφώς μαγνητικό διπολικό χαρακτήρα ενώ, όπως θα

δούμε και στη συνέχεια, το ίδιο θα ισχύει και για τα αντίστοιχα πεδία.

Συγκρίνοντας τώρα το αποτέλεσμα που μόλις βρήκαμε με τη σχέση (1.19)

για τον ηλεκτρικό διπολικό όρο του H, διαπιστώνουμε ότι υπάρχει η αντιστοιχία

Am.dipole =
iµ0

k
Hel.dipole

∣∣∣∣
p→m/c

(1.36)

Το γεγονός αυτό μας υποδεικνύει ότι, για την εύρεση των πεδίων που συν-

δέονται με αυτό το δυναμικό, δεν χρειάζεται να πραγματοποιήσουμε εκτενείς

υπολογισμούς. Συγκεκριμένα, αρκεί να εκμεταλλευτούμε τα αποτελέσματα που

βρήκαμε στην προηγούμενη ενότητα για τους ηλεκτρικούς διπολικούς όρους,

με τις κατάλληλες φυσικά τροποποιήσεις, και να περιοριστούμε στη ζώνη ακτι-

νοβολίας.

΄Οπως πάντα, το πεδίο H θα προκύψει από τη σχέση (1.8)

Hm.dipole =
1

µ0

(∇×Am.dipole) =
i

k
(∇×Hel.dipole)

∣∣∣∣
p→m/c

όπου στην τελευταία ισότητα εκμεταλλευτήκαμε την αντιστοιχία (1.36). Ωστό-

σο, αντί να υπολογίσουμε από την αρχή τον στροβιλισμό εντός της παρένθεσης,

μπορούμε απλώς να βασιστούμε στη σχέση (1.9)

Eel.dipole =
iZ0

k
(∇×Hel.dipole)
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η οποία μας δίνει τη δυνατότητα να εκφράσουμε το Hm.dipole συναρτήσει του

Eel.dipole. Η ακριβής αντιστοιχία θα είναι

Hm.dipole =
1

Z0

Eel.dipole

∣∣∣∣
p→m/c

(1.37)

΄Οπως φαίνεται και στο αποτέλεσμα (1.20) της προηγούμενης ενότητας, το η-

λεκτρικό αυτό πεδίο μπορεί με τη σειρά του να εκφραστεί μέσω του Hel.dipole

Hm.dipole = (Hel.dipole × r̂)
∣∣∣∣
p→m/c

ενώ αν αντικαταστήσουμε την (1.19) στην έκφραση αυτή, ο μαγνητικός διπο-

λικός όρος του H θα πάρει τελικά τη μορφή

Hm.dipole =
k2

4π

[
(r̂ ×m)× r̂

]eikr
r

(1.38)

Παρόμοια διαδικασία θα ακολουθήσουμε και για τον υπολογισμό του ηλεκτρικού

πεδίου. Αφετηρία μας ως συνήθως είναι η σχέση (1.9)

Em.dipole =
iZ0

k
(∇×Hm.dipole)

η οποία σε συνδυασμό με την (1.37) μας δίνει

Em.dipole =
i

k
(∇× Eel.dipole)

∣∣∣∣
p→m/c

Προκειμένου να προχωρήσουμε, θα χρειαστεί να εκμεταλλευτούμε τη σχέση

του Maxwell που συνδέει τον στροβιλισμό του E με το μαγνητικό πεδίο

∇× E = −∂B
∂t

= −µ0
∂H

∂t
= iωµ0H

όπου φυσικά λάβαμε υπόψη την αρμονική χρονική εξάρτηση exp(−iωt) του H.

Χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα αυτό στην προηγούμενη σχέση, βρίσκουμε

Em.dipole = −ωµ0

k
Hel.dipole

∣∣∣∣
p→m/c

Μπορούμε να απλοποιήσουμε περαιτέρω την έκφραση αυτή, αν γράψουμε τον

αριθμητή ως

ωµ0 = kcµ0 = k
1

√
µ0ε0

µ0 = k

√
µ0

ε0
= kZ0
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οπότε ο μαγνητικός διπολικός όρος του ηλεκτρικού πεδίου θα εκφράζεται συ-

ναρτήσει του Hel.dipole μέσω της σχέσης

Em.dipole = −Z0Hel.dipole

∣∣∣∣
p→m/c

(1.39)

Αν αντικαταστήσουμε το αποτέλεσμα (1.19) που βρήκαμε στην προηγούμενη

ενότητα, το ηλεκτρικό πεδίο θα πάρει την τελική μορφή

Em.dipole = −Z0

4π
k2(r̂ ×m)

eikr

r
(1.40)

Παρατηρούμε ότι στην περίπτωση αυτή η πόλωση της ακτινοβολίας θα είναι

κάθετη στη μαγνητική διπολική ροπή. Από τη σχέση (1.22) η ισχύς ανά στερεά

γωνία θα είναι

dP

dΩ

∣∣∣∣
m.dipole

=
1

2
Re
[
r2r̂ · (Em.dipole ×H∗m.dipole)

]
ενώ αν εισάγουμε τις σχέσεις (1.37) και (1.39), βλέπουμε αμέσως ότι η έκφραση

αυτή γίνεται

dP

dΩ

∣∣∣∣
m.dipole

= − 1

2
Re
[
r2r̂ · (Hel.dipole × E∗el.dipole)

]∣∣∣∣
p→m/c

ή αλλιώς

dP

dΩ

∣∣∣∣
m.dipole

=
1

2
Re
[
r2r̂ · (E∗el.dipole ×Hel.dipole)

]∣∣∣∣
p→m/c

΄Οπως είναι φανερό και από τη σχετική συζήτηση της προηγούμενης παραγρά-

φου, δεν έχει ιδιαίτερη σημασία η ακριβής θέση της μιγαδικής συζυγίας εντός

του εξωτερικού γινομένου. Μπορούμε λοιπόν χωρίς πρόβλημα να γράψουμε

dP

dΩ

∣∣∣∣
m.dipole

=
dP

dΩ

∣∣∣∣∣p→m/c
el.dipole

δηλαδή η ακτινοβολούμενη ισχύς θα είναι ίδια για τον ηλεκτρικό και μαγνητι-

κό διπολικό όρο, με την αντικατάσταση βεβαίως p → m/c. ΄Εχοντας αυτό

κατά νου, μπορούμε να βασιστούμε στο αποτέλεσμα της σχέσης (1.25) και να

γράψουμε τη συνολική ισχύ ως
∗

Pm.dipole =
Z0k

4

12π
|m|2 (1.41)

∗
Επειδή οι δύο περιπτώσεις μοιράζονται την ίδια γωνιακή κατανομή της ακτινοβολίας,

είναι προφανές ότι θα έχουν και την ίδια συνολική ισχύ.
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Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε με το συμμετρικό μέρος της έκφρασης (1.34),

το οποίο όπως θα δείξουμε έχει ηλεκτρικό τετραπολικό χαρακτήρα. Τοποθε-

τώντας το στη σχέση (1.30) προκύπτει το διανυσματικό δυναμικό

Ael.quad. = −ik µ0

8π

eikr

r

∫ [
(r̂ · r′)J + (r̂ · J)r′

]
dτ ′

Το ολοκλήρωμα της σχέσης αυτής μπορεί να απλοποιηθεί σημαντικά, αν χρη-

σιμοποιήσουμε την ιδιότητα (Αʹ.1) στον πρώτο όρο, δηλαδή γράφοντας∫ [
(r̂ ·r′)J+(r̂ ·J)r′

]
dτ ′ = −

∫
r′
{
∇′ ·

[
(r̂ ·r′)J

]}
dτ ′+

∫
(r̂ ·J)r′dτ ′ (1.42)

όπου ο τελεστής ∇′, όπως είναι λογικό, δρα πάνω στις τονούμενες μεταβλητές.

Χρησιμοποιώντας τη διανυσματική ταυτότητα

∇ · (fA) = f(∇ ·A) + A · (∇f)

η απόκλιση εντός του πρώτου ολοκληρώματος γράφεται ως

∇′ ·
[
(r̂ · r′)J

]
= (r̂ · r′)(∇′ · J) + J ·

[
∇′(r̂ · r′)

]
Γνωρίζουμε ότι η απόκλιση της πυκνότητας ρεύματος, που εμφανίζεται στον

πρώτο όρο, συνδέεται μέσω της εξίσωσης συνέχειας (1.4) με τη χρονική παρά-

γωγο του ρ

(r̂ · r′)(∇′ · J) = −(r̂ · r′)∂ρ
∂t

= iω(r̂ · r′)ρ(r′) = ikc(r̂ · r′)ρ(r′)

όπου βέβαια χρησιμοποιήσαμε την αρμονική χρονική εξάρτηση (1.3) της πηγής

για να απαλλαγούμε από την παράγωγο. Προκειμένου να υπολογίσουμε την

κλίση στον δεύτερο όρο, αναγκαζόμαστε να αναλύσουμε τα διανύσματα στις

συνιστώσες τους

∇′(r̂ · r′) = x̂i∂
′
injx

′
j = x̂injδij = x̂ini = r̂

όπου ni οι συνιστώσες του μοναδιαίου ακτινικού διανύσματος r̂ = (n1, n2, n3).
Τελικά το άθροισμα των δύο όρων θα είναι

∇′ ·
[
(r̂ · r′)J

]
= ikc(r̂ · r′)ρ(r′) + J · r̂

Κάνοντας αυτήν την αντικατάσταση στο ολοκλήρωμα (1.42) του διανυσματικού

δυναμικού, βλέπουμε ότι οι δύο από τους τρεις όρους απλοποιούνται, οπότε

τελικά θα γράφουμε∫ [
(r̂ · r′)J + (r̂ · J)r′

]
dτ ′ = −ikc

∫
r′(r̂ · r′)ρ(r′)dτ ′
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και το ίδιο το δυναμικό θα πάρει τη μορφή

Ael.quad. = −µ0ck
2

8π

eikr

r

∫
r′(r̂ · r′)ρ(r′)dτ ′ (1.43)

΄Οπως πάντα, θα προσπαθήσουμε να υπολογίσουμε τα ηλεκτρομαγνητικά

πεδία βασιζόμενοι στο διανυσματικό δυναμικό. Το πεδίο H δίνεται από τη

σχέση (1.8)

Hel.quad. =
1

µ0

∇×Ael.quad. = −ck
2

8π

[
∇×

(
eikr

r

∫
r′(r̂ · r′)ρ(r′)dτ ′

)]
(1.44)

Η ποσότητα μέσα στις αγκύλες μπορεί να γραφεί ως
∗

∇×
(
eikr

r

∫
r′(r̂ · r′)ρ(r′)dτ ′

)
=

∫ {
∇×

[
r′
eikr

r
(r̂ · r′)

]}
ρ(r′)dτ ′ (1.45)

Το επόμενο βήμα είναι να αναλύσουμε τον στροβιλισμό του σύνθετου διανύ-

σματος μέσα στις αγκύλες, κάτι το οποίο μπορεί να γίνει με χρήση της γνωστής

διανυσματικής ταυτότητας

∇× (fA) = f(∇×A)−A× (∇f)

σύμφωνα με την οποία θα έχουμε

∇×
[
r′
eikr

r
(r̂ · r′)

]
=
eikr

r
(r̂ · r′)(∇× r′)− r′ ×∇

[
eikr

r
(r̂ · r′)

]
Εύκολα διαπιστώνουμε ότι ο πρώτος όρος μηδενίζεται, καθώς ο στροβιλισμός

του r′ περιέχει παραγώγους ως προς τις μη τονούμενες χωρικές μεταβλητές. Η

προηγούμενη σχέση γίνεται

∇×
[
r′
eikr

r
(r̂ · r′)

]
= ∇

[
eikr

r
(r̂ · r′)

]
× r′ (1.46)

Στη συνέχεια θα προσπαθήσουμε να απλοποιήσουμε την κλίση της σύνθετης

βαθμωτής ποσότητας. Αφετηρία μας θα είναι η ταυτότητα

∇(fg) = f(∇g) + g(∇f)

η οποία στην περίπτωσή μας δίνει

∇
[
eikr

r
(r̂ · r′)

]
=

(
∇eikr

r

)
(r̂ · r′) +

eikr

r
∇(r̂ · r′) (1.47)

∗
Η βαθμωτή ποσότητα ρ(r′) είναι ανεξάρτητη των μη τονούμενων μεταβλητών, επομένως

μπορεί να βγει έξω από τον στροβιλισμό.
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Με χρήση της ίδιας διανυσματικής ταυτότητας, η κλίση στον πρώτο όρο θα

είναι

∇eikr

r
=

1

r
∇eikr + eikr∇1

r
=

(
ik
eikr

r
− eikr

r2

)
r̂ (1.48)

ενώ για την κλίση που εμφανίζεται στον δεύτερο όρο, θα χρειαστεί να επικα-

λεστούμε μία άλλη διανυσματική ταυτότητα, σύμφωνα με την οποία

∇(A ·B) = A× (∇×B) + B× (∇×A) + (A ·∇)B + (B ·∇)A

Για A = r̂ και B = r′ η τελευταία σχέση παίρνει τη φαινομενικά σύνθετη μορφή

∇(r̂ · r′) = r̂ × (∇× r′) + r′ × (∇× r̂) + (r̂ ·∇)r′ + (r′ ·∇)r̂

η οποία στην πραγματικότητα απλοποιείται σημαντικά, καθώς οι τρεις πρώτοι

όροι είναι μηδενικοί. ΄Οντως, ο πρώτος και ο τρίτος περιέχουν παραγώγιση

του r′ ως προς τις μη τονούμενες χωρικές μεταβλητές, κάτι το οποίο έχουμε

ήδη εξηγήσει ότι ισούται με το μηδέν, ενώ για να αντιληφθούμε τον μηδενισμό

του δεύτερου όρου, αρκεί να θυμηθούμε ότι ο στροβιλισμός μίας διανυσματικής

συνάρτησης γράφεται σε σφαιρικές συντεταγμένες ως

∇× v =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(sin θυφ)− ∂υθ

∂φ

]
r̂

+
1

r

[
1

sin θ

∂υr
∂φ
− ∂

∂r
(rυφ)

]
θ̂ +

1

r

[
∂

∂r
(rυθ)−

∂υr
∂θ

]
φ̂

Τελικά θα κρατήσουμε μόνο τον τέταρτο όρο, οπότε η απόκλιση θα πάρει τη

μορφή

∇(r̂ · r′) = (r′ ·∇)r̂ (1.49)

Προκειμένου να συνεχίσουμε, θα χρειαστεί να αναλύσουμε τα διανύσματα στις

συνιστώσες τους. Δεδομένου ότι r̂ = nix̂i, έχουμε
∗

(r′ ·∇)r̂ = x′i∂injx̂j = x′ix̂j∂inj = x′ix̂j∂i
xj
r

Η παράγωγος που εμφανίζεται θα γράφεται

∂i
xj
r

=
1

r
∂ixj + xj∂i

1

r

∗
Στην τελευταία ισότητα θέσαμε nj = xj/r, το οποίο προκύπτει εύκολα από τη σχέση

nj x̂j = r̂ =
r

r
=
xj
r
x̂j
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Ο πρώτος όρος είναι φανερό ότι γίνεται

1

r
∂ixj =

1

r
δij

ενώ ο δεύτερος χρειάζεται πιο σύνθετη διαχείρηση. Ξεκινάμε χρησιμοποιώντας

τη σχέση r = (x2 + y2 + z2)1/2, όποτε θα έχουμε

xj∂i
1

r
= xj∂i(x

2 + y2 + z2)−1/2 = −1

2
xj(x

2 + y2 + z2)−3/22xi = − 1

r3
xixj

το οποίο μπορεί να γραφεί και ως

xj∂i
1

r
= −1

r
ninj

Τελικά η (1.49) θα πάρει τη μορφή

∇(r̂ · r′) = (r′ ·∇)r̂ =
1

r
x′ix̂j

(
δij − ninj

)
=

1

r

[
r′ − (r̂ · r′)r̂

]
(1.50)

Αντικατάσταση των αποτελεσμάτων (1.48) και (1.50) στη σχέση (1.47) μας

δίνει

∇
[
eikr

r
(r̂ · r′)

]
=

(
ik
eikr

r
− eikr

r2

)
r̂(r̂ · r′) +

eikr

r2
[
r′ − (r̂ · r′)r̂

]
=

(
ik
eikr

r
− 2

eikr

r2

)
r̂(r̂ · r′) +

eikr

r2
r′ (1.51)

Αν τοποθετήσουμε την παραπάνω έκφραση στη σχέση (1.46) παίρνουμε

∇×
[
r′
eikr

r
(r̂ · r′)

]
= ∇

[
eikr

r
(r̂ · r′)

]
× r′ =

(
ik
eikr

r
− 2

eikr

r2

)
(r̂ × r′)(r̂ · r′)

όπου φυσικά λάβαμε υπόψη μας την πολύ βασική ιδιότητα r′ × r′ = 0 για

να μηδενίσουμε τον δεύτερο όρο. Η έκφραση αυτή με τη σειρά της δίνει, σε

συνδυασμό με τις σχέσεις (1.45) και (1.44), το διανυσματικό δυναμικό

Hel.quad. = −ck
2

8π

(
ik
eikr

r
− 2

eikr

r2

)∫
(r̂ × r′)(r̂ · r′)ρ(r′)dτ ′

Επειδή εμείς ενδιαφερόμαστε για τη ζώνη ακτινοβολίας όπου kr � 1, θα κρα-

τήσουμε μόνο τις μικρότερες δυνάμεις ως προς το 1/r, οπότε η προηγούμενη

σχέση περιορίζεται στην

Hel.quad. = −ick
3

8π

eikr

r

∫
(r̂ × r′)(r̂ · r′)ρ(r′)dτ ′ (1.52)
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Για να υπολογίσουμε το αντίστοιχο ηλεκτρικό πεδίο δεν έχουμε παρά να

χρησιμοποιήσουμε τη σχέση (1.9), σύμφωνα με την οποία

Eel.quad. =
iZ0

k
(∇×Hel.quad.)

Με χρήση του αποτελέσματος (1.52) που βρήκαμε προηγουμένως, βλέπουμε ότι

ο στροβιλισμός του H θα γράφεται

∇×Hel.quad. = −ick
3

8π

[
∇× eikr

r

∫
(r̂ × r′)(r̂ · r′)ρ(r′)dτ ′

]

= −ick
3

8π

∫ {
∇×

[
(r̂ × r′)

eikr

r
(r̂ · r′)

]}
ρ(r′)dτ ′ (1.53)

Για άλλη μία φορά θα χρειαστεί να επικαλεστούμε τη διανυσματική ταυτότητα

∇× (fA) = f(∇×A)−A× (∇f)

η οποία στην περίπτωσή μας δίνει

∇×
[
(r̂ × r′)

eikr

r
(r̂ · r′)

]
=
eikr

r
(r̂·r′)∇×(r̂×r′)−(r̂×r′)×∇eikr

r
(r̂·r′) (1.54)

Την κλίση στον δεύτερο όρο την έχουμε ήδη υπολογίσει στη σχέση (1.51),

οπότε μένει να βρεθεί ο στροβιλισμός που εμφανίζεται στον πρώτο όρο. Η

ταυτότητα στην οποία θα βασιστούμε αυτήν τη φορά είναι η

∇× (A×B) = (B ·∇)A− (A ·∇)B + A(∇ ·B)−B(∇ ·A)

Για A = r̂ και B = r′, βρίσκουμε την έκφραση που χρειαζόμαστε

∇× (r̂ × r′) = (r′ ·∇)r̂ − (r̂ ·∇)r′ + r̂(∇ · r′)− r′(∇ · r̂)

Ο δεύτερος και τρίτος όρος μηδενίζονται, καθώς περιέχουν παραγωγίσεις ως

προς μη τονούμενες χωρικές μεταβλητές. Ο τέταρτος όρος βρίσκεται εύκολα

αν χρησιμοποιήσουμε τη γενική έκφραση για την απόκλιση ενός διανύσματος

σε σφαιρικές συντεταγμένες

∇ · v =
1

r2
∂

∂r
(r2υr) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θυθ) +

1

r sin θ

∂υφ
∂φ

από την οποία βλέπουμε αμέσως ότι

∇ · r̂ =
1

r2
d

dr
(r2) =

2

r
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Ο πρώτος όρος έχει ήδη υπολογιστεί στην (1.50) και είναι

(r′ ·∇)r̂ =
1

r

[
r′ − (r̂ · r′)r̂

]
επομένως, ο στροβιλισμός του r̂ × r′ θα είναι

∇× (r̂ × r′) =
1

r

[
r′ − (r̂ · r′)r̂

]
− 2

r′

r
= −1

r

[
r′ + (r̂ · r′)r̂

]
Με βάση αυτό το αποτέλεσμα, καθώς και από τη σχέση (1.51), ο στροβιλισμός

(1.54) θα γράφεται τελικά

∇×
[
r̂ × r′

eikr

r
(r̂ · r′)

]
= −e

ikr

r2
(r̂ · r′)

[
r′ + (r̂ · r′)r̂

]
− (r̂ × r′)×

[(
ik
eikr

r
− 2

eikr

r2

)
r̂(r̂ · r′) +

eikr

r2
r′
]

Ωστόσο, όπως και προηγουμένως, θα περιοριστούμε στη ζώνη ακτινοβολίας

όπου επιζούν οι μικρότεροι όροι ως προς 1/r. Αγνοώντας λοιπόν τους όρους

δευτέρας τάξης, η τελευταία σχέση γίνεται

∇×
[
(r̂ × r′)

eikr

r
(r̂ · r′)

]
= ik

eikr

r

[
r̂ × (r̂ × r′)

]
(r̂ · r′)

ενώ ο στροβιλισμός της σχέσης (1.53) θα γράφεται

∇×Hel.quad. = −ick
3

8π

∫ {
ik
eikr

r

[
r̂ × (r̂ × r′)

]
(r̂ · r′)

}
ρ(r′)dτ ′

= ik

{
r̂ ×

[
−ick

3

8π

eikr

r

∫
(r̂ × r′)(r̂ · r′)ρ(r′)dτ ′

]}
Συγκρίνοντας την έκφραση αυτή με τη σχέση (1.52), γίνεται φανερό ότι ο όρος

μέσα στις αγκύλες αντιπροσωπεύει το πεδίο Hel.quad.. Μπορούμε λοιπόν πολύ

πιο απλά να γράψουμε

∇×Hel.quad. = ik (r̂ ×Hel.quad.) = −ik (Hel.quad. × r̂)

ενώ αν χρησιμοποιήσουμε τη σχέση (1.9), το ηλεκτρικό πεδίο βρίσκεται τελικά

Eel.quad. = Z0(Hel.quad. × r̂) (1.55)



Κεφαλαιο 1. Αναπτυγμα Διανυσματικου Δυναμικου 29

Προκειμένου να προχωρήσουμε στον υπολογισμό της ακτινοβολίας, είναι

απαραίτητο να ακολουθήσουμε μία κάπως διαφορετική προσέγγιση στο πρό-

βλημα. Ορίζουμε τον τανυστή τετραπολικής ροπής ως το ολοκλήρωμα

Qij ≡
∫

(3x′ix
′
j − r′2δij)ρ(r′)dτ ′ (1.56)

καθώς και το διάνυσμα Q(r̂), με συνιστώσες

Qi =
3∑
j=1

Qijnj = Qijnj (1.57)

όπου nj μία εκ των συνιστωσών του μοναδιαίου ακτινικού διανύσματος r̂ =
(n1, n2, n3). Βλέπουμε ότι το Q(r̂) εξαρτάται τόσο από τη θέση του παρατηρητή

(όπως υποδηλώνει η παρουσία του r̂), όσο και από τα χαρακτηριστικά της πηγής

(μέσω της κατανομής ρ).
Στην ανάλυση που κάνουμε είναι εμφανές ότι ακολουθούμε τη σύμβαση του

Einstein, σύμφωνα με την οποία οι επαναλαμβανόμενοι δείκτες σε ένα γινόμενο

υπονοούν άθροισμα. Αν χρησιμοποιήσουμε τον ορισμό (1.56) στην (1.57),

προκύπτει για την i συνιστώσα

Qi =

∫
(3x′ix

′
j − r′2δij)njρ(r′)dτ ′ = 3

∫
x′ix
′
jnjρ(r′)dτ ′ − ni

∫
r′2ρ(r)dτ ′

Εύκολα βλέπουμε ότι ο πρώτος όρος περιέχει την ποσότητα

x′jnj = x′1n1 + x′2n2 + x′3n3 = r̂ · r′

συνεπώς, το Qi θα πάρει τη μορφή

Qi = 3

∫
x′i(r̂ · r′)ρ(r′)dτ ′ − ni

∫
r′2ρ(r)dτ ′

Αν πολλαπλασιάσουμε τα δύο μέλη της σχέσης αυτής με x̂i και αθροίσουμε

στους i δείκτες, προκύπτει το διάνυσμα Q(r̂), το οποίο θα γράφεται ως

Q(r̂) = 3

∫
r′(r̂ · r′)ρ(r′)dτ ′ − r̂

∫
r′2ρ(r′)dτ ′ (1.58)

Ο σκοπός όλης αυτής της ανάλυσης ήταν να εκφράσουμε το ολοκλήρωμα της

σχέσης (1.52) συναρτήσει του Q(r̂). Το τελευταίο βήμα που μας χωρίζει από

αυτό είναι να θεωρήσουμε το εξωτερικό του γινόμενο με το μοναδιαίο ακτινικό

διάνυσμα

r̂ ×Q(r̂) = 3

∫
(r̂ × r′)(r̂ · r′)ρ(r′)dτ ′
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όπου φυσικά λάβαμε υπόψη μας τη βασική ιδιότητα r̂ × r̂ = 0, προκειμένου να

απαλοίψουμε το δεύτερο ολοκλήρωμα. Εύκολα πλέον μπορούμε να γράψουμε

την (1.52) ως

Hel.quad. = −ick
3

24π

eikr

r

[
r̂ ×Q(r̂)

]
(1.59)

Η γωνιακή κατανομή της ακτινοβολούμενης ισχύος βρίσκεται ως συνήθως από

την (1.22)

dP

dΩ

∣∣∣∣
el.quad.

=
1

2
Re
[
r2r̂ · (Eel.quad. ×H∗el.quad.)

]
Ωστόσο, επειδή το ηλεκτρικό πεδίο γράφεται μέσω της (1.55) συναρτήσει του

H, το τριπλό γινόμενο παίρνει τη μορφή

r̂ · (Eel.quad. ×H∗el.quad.) = Z0r̂ ·
[
(Hel.quad. × r̂)×H∗el.quad.

]
Αν χρησιμοποιήσουμε την διανυσματική ταυτότητα

A · (B×C) = B · (C×A)

η προηγούμενη σχέση μπορεί να απλοποιηθεί ως εξής

r̂ · (Eel.quad.×H∗el.quad.) = Z0(Hel.quad.× r̂) · (H∗el.quad.× r̂) = Z0

∣∣Hel.quad.× r̂
∣∣2

Αν αντικαταστήσουμε το τριπλό γινόμενο μαζί με την (1.59) στην ισχύ ανά

στερεά γωνία, προκύπτει η κάπως σύνθετη σχέση

dP

dΩ

∣∣∣∣
el.quad.

=
c2Z0k

6

1152π2

∣∣∣[r̂ ×Q(r̂)
]
× r̂
∣∣∣2 (1.60)

Παρατηρούμε ότι για άλλη μία φορά το διάνυσμα της πόλωσης εμφανίζεται μέσα

στην έκφραση για το dP/dΩ,
∗
όπως ακριβώς συνέβη και στις προηγούμενες

περιπτώσεις.

Η ακριβής έκφραση για τη γωνιακή κατανομή της ακτινοβολίας είναι αρκετά

σύνθετη, ωστόσο η συνολική ακτινοβολούμενη ισχύς μπορεί να υπολογιστεί με

άμεσο τρόπο. Με βάση τη διανυσματική ταυτότητα

A× (B×C) = B(A ·C)−C(A ·B)

το τριπλό εξωτερικό γινόμενο της προηγούμενης σχέσης μπορεί να γραφεί ως[
r̂ ×Q(r̂)

]
× r̂ = (r̂ · r̂)Q− (r̂ ·Q)r̂ = Q− (r̂ ·Q)r̂

∗
Από τη σχέση (1.55) φαίνεται εύκολα ότι όντως το ηλεκτρικό πεδίο θα έχει αυτήν την

κατεύθυνση.
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ενώ το μιγαδικό μέτρο αυτής της ποσότητας υψωμένο στο τετράγωνο θα είναι∣∣∣[r̂ ×Q(r̂)
]
× r̂
∣∣∣2 =

[
Q− (r̂ ·Q)r̂

]∗ · [Q− (r̂ ·Q)r̂
]

= Q∗ ·Q− 2(r̂ ·Q∗)(r̂ ·Q) + (r̂ ·Q∗)(r̂ ·Q)(r̂ · r̂)

= Q∗ ·Q− |r̂ ·Q|2

Από τον ορισμό (1.57) φαίνεται εύκολα ότι ο πρώτος όρος γράφεται

Q∗ ·Q = Q∗iQi = Q∗ijQiknjnk

ενώ ο δεύτερος θα παίρνει τη μορφή

|r̂ ·Q|2 = (r̂ ·Q∗)(r̂ ·Q) = Q∗iniQknk = Q∗ijQklninjnknl

Πραγματοποιώντας τις αντικαταστάσεις αυτές στην προηγούμενη σχέση, προ-

κύπτει ∣∣∣[r̂ ×Q(r̂)
]
× r̂
∣∣∣2 = Q∗ijQiknjnk −Q∗ijQklninjnknl (1.61)

Προκειμένου να υπολογίσουμε τη συνολική ακτινοβολούμενη ισχύ, είναι απα-

ραίτητο να ολοκληρώσουμε αυτήν την ποσότητα σε όλη τη στερεά γωνία. Στον

πρώτο όρο θα προκύψει ένα ολοκλήρωμα της μορφής
∗∫

njnk dΩ =

∫ π

0

∫ 2π

0

njnk sin θ dθ dφ

Γνωρίζουμε ότι οι συνιστώσες του r̂ έχουν τις τιμές

n1 = sin θ cosφ

n2 = sin θ sinφ

n3 = cos θ

 (1.62)

οπότε για j 6= k θα εμφανίζεται ένα από τα ολοκληρώματα∫ 2π

0

cosφ dφ =

∫ 2π

0

sinφ dφ =

∫ 2π

0

sinφ cosφ dφ = 0

Με άλλα λόγια θα πρέπει αναγκαστικά να ισχύει j = k, διαφορετικά το ολο-

κλήρωμα θα μηδενίζεται. Αυτό μπορεί να εκφραστεί μαθηματικά ως∫
njnk dΩ ∝ δjk

∗
Από τον ορισμό (1.56) είναι φανερό ότι το Qij θα είναι ανεξάρτητο των χωρικών μετα-

βλητών, επομένως μπορεί να βγει εκτός του ολοκληρώματος.
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Για να βρούμε την ακριβή τιμή του ολοκληρώματος, δεν έχουμε παρά να επαλη-

θεύσουμε ότι ∫
n1n1 dΩ =

∫
n2n2 dΩ =

∫
n3n3 dΩ =

4π

3

Συνδυάζοντας τα δύο προηγούμενα συμπεράσματα, μπορούμε τελικά να γρά-

ψουμε ∫
njnk dΩ =

4π

3
δjk (1.63)

Στη συνέχεια θα επιχειρήσουμε να βρούμε μία παρόμοια σχέση για το ολοκλή-

ρωμα ∫
ninjnknl dΩ =

∫ π

0

∫ 2π

0

ninjnknl sin θ dθ dφ

Ας ξεκινήσουμε υποθέτοντας ότι εμφανίζονται και οι τρεις συνιστώσες του

r̂ = (n1, n2, n3), έστω j = 1, k = 2 και l = 3. Αναλόγως με την τιμή του i, θα
εμφανίζεται ένα από τα ολοκληρώματα∫ 2π

0

sinφ cosφ dφ =

∫ 2π

0

sin2φ cosφ dφ =

∫ 2π

0

sinφ cos2φ dφ = 0

Προκειμένου λοιπόν το ολοκλήρωμα να είναι διάφορο του μηδενός, θα πρέπει

να εμφανίζονται το πολύ δύο διαφορετικές συνιστώσες του r̂. ΄Εστω ότι j =
k = l 6= i, δηλαδή τρεις από τις τέσσερις συνιστώσες είναι ίδιες. Σε αυτήν την

περίπτωση, θα προκύψει ένα από τα ολοκληρώματα∫
nin

3
j dΩ ∝

∫ 2π

0

sin3φ dφ =

∫ 2π

0

cos3φ dφ =

∫ 2π

0

cos3φ sinφ dφ

=

∫ 2π

0

sin3φ cosφ dφ =

∫ 2π

0

cosφ dφ =

∫ 2π

0

sinφ dφ = 0

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι, για να μην μηδενίζεται το ολοκλήρωμα,

θα πρέπει είτε να εμφανίζονται δύο από τις συνιστώσες του r̂ σε ζευγάρια είτε

μία συνιστώσα τέσσερις φορές. Αυτό εκφράζεται με πιο αυστηρό τρόπο μέσω

της σχέσης ∫
ninjnknl dΩ ∝ (δijδkl + δikδjl + δilδjk)

Πραγματοποιώντας τους κατάλληλους υπολογισμούς, μπορούμε να επαληθεύ-

σουμε ότι η ακριβής σχέση θα είναι∫
ninjnknl dΩ =

4π

15
(δijδkl + δikδjl + δilδjk) (1.64)
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Αν τώρα ολοκληρώσουμε σε ολόκληρη τη στερεά γωνία την έκφραση (1.61)∫ ∣∣∣[r̂ ×Q(r̂)
]
× r̂
∣∣∣2dΩ = Q∗ijQik

∫
njnk dΩ−Q∗ijQkl

∫
ninjnknl dΩ

και χρησιμοποιήσουμε τις ιδιότητες (1.63) και (1.64) που μόλις γράψαμε, προ-

κύπτει∫ ∣∣∣[r̂ ×Q(r̂)
]
× r̂
∣∣∣2dΩ =

4π

3
Q∗ijQikδjk −

4π

15
Q∗ijQkl (δijδkl + δikδjl + δilδjk)

Ο πρώτος όρος της παραπάνω σχέσης θα γράφεται ως

4π

3
Q∗ijQikδjk =

4π

3
Q∗ijQij =

4π

3

∑
i,j

|Qij|2

ενώ ο δεύτερος όρος θα παίρνει τη μορφή

4π

15
Q∗ijQkl (δijδkl + δikδjl + δilδjk) =

4π

15

(
Q∗iiQkk +Q∗ijQij +Q∗ijQji

)
=

4π

15

[
Q∗iiQkk + 2

∑
i,j

|Qij|2
]

όπου αξιοποιήσαμε το γεγονός ότι το Qij είναι συμμετρικός τανυστής.
∗

Στη

συνέχεια θα δείξουμε ότι το άθροισμα των διαγώνιων στοιχείων του Qij είναι

μηδέν. ΄Οντως, από την (1.56) εύκολα βρίσκουμε
†

Qii =

∫ (
3x′ix

′
i − r′2δii

)
ρ(r′)dτ ′ =

∫ [
3
(
x′21 + x′22 + x′23

)
− 3r′2

]
ρ(r′)dτ ′

=

∫ (
3r′2 − 3r′2

)
ρ(r′)dτ ′ = 0

Με βάση όλα όσα είπαμε, το ολοκλήρωμα στη στερεά γωνία θα είναι∫ ∣∣∣[r̂ ×Q(r̂)
]
× r̂
∣∣∣2dΩ =

4π

3

∑
i,j

|Qij|2 −
8π

15

∑
i,j

|Qij|2 =
4π

5

∑
i,j

|Qij|2

Αν ολοκληρώσουμε την (1.60) και πραγματοποιήσουμε την παραπάνω αντικα-

τάσταση, η συνολική ακτινοβολούμενη ισχύς βρίσκεται

Pel.quad. =
c2Z0k

6

1440π

∑
i,j

|Qij|2 (1.65)

∗
Η συμμετρία του τανυστή Qij προκύπτει άμεσα από τον ορισμό (1.56), καθώς, όπως

μπορεί πολύ εύκολα να επαληθευτεί, ισχύει Qij = Qji.
†
Λάβαμε υπόψη μας το γεγονός ότι r2 = x2+y2+z2 καθώς και δii = δ11+δ22+δ33 = 3.
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Παρατηρούμε ότι η ισχύς είναι ανάλογη της έκτης δύναμης της συχνότητας,
∗

σε σύγκριση με την τέταρτη δύναμη που είχαμε στην ηλεκτρική διπολική ακτι-

νοβολία (1.25).

Σαν ένα απλό παράδειγμα, μπορούμε να θεωρήσουμε μία παλλόμενη κατα-

νομή φορτίου με αζιμουθιακή συμμετρία, δηλαδή

ρ(r′) = ρ(r′, θ′)

Από τον ορισμό (1.56) βλέπουμε ότι τα μη διαγώνια στοιχεία θα είναι

Qij = 3

∫
x′ix
′
jρ(r′, θ′)dτ ′ = 3

∫ ∞
0

∫ π

0

∫ 2π

0

x′ix
′
jρ(r′, θ′)r′2dr′ sin θ′dθ′dφ′

και επειδή το ρ θα βγαίνει έξω από το ολοκλήρωμα ως προς το φ′, αναλόγως

με την τιμή των i και j θα εμφανίζεται ένα από τα ολοκληρώματα∫ 2π

0

sinφ′ dφ′ =

∫ 2π

0

cosφ′ dφ′ =

∫ 2π

0

sinφ′ cosφ′ dφ′ = 0

επομένως, για να μην μηδενίζεται το Qij, θα πρέπει αναγκαστικά i = j. Ο

τανυστής τετραπολικής ροπής θα έχει λοιπόν μόνο διαγώνια στοιχεία και η

σχέση (1.61) θα γίνεται∣∣∣[r̂ ×Q(r̂)
]
× r̂
∣∣∣2 =

∑
i

Q∗iiQiinini −
∑
i,k

Q∗iiQkknininjnj

=
∑
i

|Qii|2 n2
i −

∑
i,k

Q∗iin
2
iQkkn

2
k (1.66)

Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε τα διαγώνια στοιχεία του Qij. Για το στοιχείο

33 θα έχουμε

Q33 =

∫ (
3z′2 − r′2

)
ρ(r′, θ′)dτ ′

=

∫ ∞
0

∫ π

0

∫ 2π

0

(
3r′4 cos2θ′ − r′4

)
ρ(r′, θ′)dr′ sin θ′dθ′dφ′

= 2π

∫ ∞
0

∫ π

0

r′4ρ(r′, θ′)dr′
(
3 cos2θ − 1

)
sin θ′dθ′

∗
Μην ξεχνάμε ότι ο κυματικός αριθμός εκφράζεται συναρτήσει της συχνότητας ως k =

ω/c = 2πf/c.
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Αν θέσουμε Q33 ≡ Q0, τα υπόλοιπα στοιχεία θα γράφονται συναρτήσει αυτού.

Πράγματι το πρώτο διαγώνιο στοιχείο θα είναι

Q11 =

∫ (
3x′2 − r′2

)
ρ(r′, θ′)dτ ′

=

∫ ∞
0

∫ π

0

∫ 2π

0

(
3r′4 sin2θ′ cos2φ′ − r′4

)
ρ(r′, θ′)dr′ sin θ′dθ′dφ′

=

∫ ∞
0

∫ π

0

r′4ρ(r′, θ′)dr′
[
3 sin2θ′

∫ 2π

0

cos2φ′ dφ′ − 2π

]
sin θ′dθ′

όμως, με τη βοήθεια της τριγωνομετρικής ταυτότητας, το ολοκλήρωμα ως προς

φ′ γίνεται ∫ 2π

0

cos2φ′ dφ′ =
1

2

∫ 2π

0

(1 + cos 2φ′) dφ′ = π

επομένως το Q11 θα γράφεται
∗

Q11 =

∫ ∞
0

∫ π

0

r′4ρ(r′, θ′)dr′
(
3π sin2θ′ − 2π

)
sin θ′dθ′

= π

∫ ∞
0

∫ π

0

r′4ρ(r′, θ′)dr′
(
1− 3 cos2θ′

)
sin θ′dθ′

= −1

2

[
2π

∫ ∞
0

∫ π

0

r′4ρ(r′, θ′)dr′
(
3 cos2θ′ − 1

)
sin θ′dθ′

]
= −1

2
Q0

Ο υπολογισμός του Q22 μπορεί να γίνει πολύ πιο άμεσα, αρκεί να θυμηθούμε

πως το άθροισμα των διαγώνιων στοιχείων του τανυστή τετραπολικής ροπής

είναι μηδέν. ΄Ετσι θα έχουμε

Q11 +Q22 +Q33 = −1

2
Q0 +Q22 +Q0 = 0

από το οποίο βρίσκουμε αμέσως ότι

Q22 = Q11 = −1

2
Q0

Στην ανάλυση που κάνουμε θα θεωρήσουμε ότι το Q0 είναι πραγματικό ή ισοδύ-

ναμα ότι η πυκνότητα φορτίου ρ είναι πραγματική (κάτι που στην πραγματικότη-

τα είναι αρκετά εύλογο από φυσικής πλευράς). Με βάση αυτά τα αποτελέσματα,

∗
Στην δεύτερη ισότητα κάναμε χρήση της στοιχειώδους τριγωνομετρικής σχέσης sin2θ+

cos2θ = 1.
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μπορούμε πλέον να γράψουμε την (1.66) με πολύ πιο κομψό τρόπο. Ο πρώτος

όρος θα είναι∑
i

|Qii|2 n2
i = |Q11|2 n2

1 + |Q22|2 n2
2 + |Q33|2 n2

3

=
Q2

0

4
sin2θ cos2φ+

Q2
0

4
sin2θ sin2φ+Q2

0 cos2θ

=
Q2

0

4
sin2θ +Q2

0 cos2θ = Q2
0

(
1

4
sin2θ + cos2θ

)
ενώ ο δεύτερος θα γράφεται ως

∑
i,k

Q∗iin
2
iQkkn

2
k =

[∑
i

Qiin
2
i

]2
=
(
Q11n

2
1 +Q22n

2
2 +Q33n

2
3

)2
=

(
−Q0

2
sin2θ cos2φ− Q0

2
sin2θ sin2φ+Q0 cos2θ

)2

= Q2
0

(
cos2θ − 1

2
sin2θ

)2

= Q2
0

(
cos4θ +

1

4
sin4θ − sin2θ cos2θ

)

= Q2
0

[
cos2θ

(
1− sin2θ

)
+

1

4
sin2θ

(
1− cos2θ

)
− sin2θ cos2θ

]

= Q2
0

(
cos2θ +

1

4
sin2θ − 9

4
sin2θ cos2θ

)
Τελικά, τα δύο παραπάνω αποτελέσματα, σε συνδυασμό με την (1.66) μας δίνουν

τη σχέση ∣∣∣[r̂ ×Q(r̂)
]
× r̂
∣∣∣2 =

9

4
Q2

0 sin2θ cos2θ

η οποία με τη σειρά της, αν αντικατασταθεί στην (1.60), μας επιτρέπει να εκ-

φράσουμε τη γωνιακή κατανομή της ισχύος για το συγκεκριμένο παράδειγμα

ως εξής

dP

dΩ

∣∣∣∣
el.quad.

=
c2Z0k

6

512π2
Q2

0 sin2θ cos2θ (1.67)

Η γραφική παράσταση της κατανομής αυτής δίνεται στο σχήμα 1.4, όπου φαί-

νεται ξεκάθαρα ότι έχουμε μέγιστα για θ = π/4 και θ = 3π/4.
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z

Σχήμα 1.4: Γωνιακή κατανομή

της τετραπολικής ακτινοβολίας.

Η συνολική ακτινοβολούμενη ισχύς μπορεί να βρεθεί με δύο τρόπους. Ο

ένας είναι να ολοκληρώσουμε την προηγούμενη σχέση σε ολόκληρη τη στερεά

γωνία, δηλαδή

Pel.quad. =
c2Z0k

6

512π2
Q2

0

∫
sin2θ cos2θ dΩ =

c2Z0k
6

256π
Q2

0

∫ π

0

sin3θ cos2θ dθ

όπου το ολοκλήρωμα βρίσκεται με αλλαγή μεταβλητής∫ π

0

sin3θ cos2θ dθ =

∫ 1

−1

(
1− cos2θ

)
cos2θ d (cos θ) =

(
x3

3
− x5

5

)∣∣∣∣1
−1

=
4

15

οπότε τελικά η συνολική ισχύς θα είναι

Pel.quad. =
c2Z0k

6Q2
0

960π
(1.68)

Ο δεύτερος τρόπος υπολογισμού της ισχύος είναι κατευθείαν από τη σχέση

(1.65). Το προφανές πλεονέκτημα αυτής της μεθόδου είναι ότι αποφεύγουμε

την ολοκλήρωση, ενώ το μόνο που χρειάζεται είναι να υπολογίσουμε το άθροι-

σμα
∗ ∑

ij

|Qij|2 = Q11 +Q22 +Q33 =
1

4
Q2

0 +
1

4
Q2

0 +Q2
0 =

3

2
Q2

0

με το οποίο καταλήγουμε πάλι στο αποτέλεσμα (1.68).

Η μέθοδος του αναπτύγματος του διανυσματικού δυναμικού, μέσω της σχέ-

σης (1.11), αποδεικνύεται απαγορευτικά δύσκολη για όρους πέραν του ηλεκτρι-

κού τετραπολικού. ΄Ενα επιπλέον πρόβλημα το οποίο έγινε φανερό σε αυτήν

∗
Υπενθυμίζουμε ότι στο συγκεκριμένο παράδειγμα τα μη διαγώνια στοιχεία του τανυστή

τετραπολικής ροπής μηδενίζονται.
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την παράγραφο είναι ότι οι διαφορετικές –από φυσικής πλευράς– ποσότητες δεν

είναι άμεσα διαχωρήσιμες, όπως για παράδειγμα ο μαγνητικός διπολικός και ο

ηλεκτρικός τετραπολικός όρος. Τέλος, όπως έγινε εμφανές και στην εισαγωγή,

η μέθοδος αυτή περιορίζεται στο όριο εκείνο που το μήκος κύματος είναι πολύ

μεγαλύτερο από τις διαστάσεις της πηγής.

Δημιουργείται όπως βλέπουμε η ανάγκη για την εξεύρεση μιας πιο συστη-

ματικής μαθηματικής μεθόδου, η οποία να μην παρουσιάζει τις ίδιες αδυναμίες,

κάτι που πραγματοποιείται στο αμέσως επόμενο κεφάλαιο όπου αναπτύσσεται

το γενικευμένο πολυπολικό ανάπτυγμα της ακτινοβολίας.



Κεφαλαιο 2

Γενικευμενο Πολυπολικο
Αναπτυγμα Ακτινοβολιας

2.1 Σφαιρικές Λύσεις της Βαθμωτής Κυματικής Εξίσωσης

Μέχρι στιγμής, η προσέγγιση που ακολουθήσαμε για το πρόβλημα των ακτι-

νοβολούντων πηγών ήταν ιδιαιτέρως άμεση, καθώς εισάγαμε λίγο πολύ τα πο-

λύπολα των πρώτων τάξεων με το χέρι. Γρήγορα ωστόσο γίνεται επιτακτική

η ανάγκη για υιοθέτηση μιας πιο συστηματικής προσέγγισης, την οποία θα

αρχίσουμε να αναπτύσσουμε από εδώ και στο εξής.

Θα ξεκινήσουμε πρώτα με την πιο απλή περίπτωση ενός βαθμωτού πεδίου

ψ(r, t) που ικανοποιεί την κυματική εξίσωση απουσία πηγών

∇2ψ − 1

c2
∂2ψ

∂t2
= 0

το οποίο, όπως γνωρίζουμε, μπορεί να αναλυθεί κατά Fourier στον χρόνο

ψ(r, t) =

∫ +∞

−∞
ψ(r, ω)e−iωtdω

Συνδυάζοντας τις δύο αυτές σχέσεις, καθώς και εξαιτίας της γραμμικότητας

της κυματικής εξίσωσης, βρίσκουμε ότι οι συνιστώσες ψ(r, ω) exp(−iωt) θα

ικανοποιούν τη σχέση(
∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
ψ(r, ω)e−iωt =

(
∇2 +

ω2

c2

)
ψ(r, ω)e−iωt = 0

Τέλος, αν απαλοίψουμε το εκθετικό και θυμηθούμε ότι k = ω/c, προκύπτει

ότι η κάθε συνιστώσα Fourier θα ικανοποιεί ξεχωριστά τη λεγόμενη κυματική

εξίσωση του Helmholtz
(∇2 + k2)ψ(r, ω) = 0 (2.1)
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Μπορούμε να εκφράσουμε τη λαπλασιανή ∇2
σε σφαιρικές συντεταγμένες

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂φ

∂r

)
+ k2ψ +

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

r2 sin2θ

∂2ψ

∂φ2
= 0

ενώ αν αναζητήσουμε λύσεις της μορφής φ(r, ω) = R(r)P (θ)Q(φ) και διαιρέ-

σουμε με PQ

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
+ k2R +

R

r2

[
1

P

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dP

dθ

)
+

1

Q

1

sin2θ

d2Q

dφ2

]
︸ ︷︷ ︸

−l(l+1)

= 0

προκύπτουν τελικά δύο εξισώσεις. Η πρώτη που αφορά στο γωνιακό κομμάτι

του φ(r, ω)

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dP

dθ

)
+

[
l(l + 1) +

1

sin2θ

1

Q

d2Q

dφ2︸ ︷︷ ︸
−m2

]
P = 0

έχει ήδη συζητηθεί και έχει ως λύσεις τις σφαιρικές αρμονικές (Αʹ.30), επομένως

θα ισχύει

P (θ)Q(φ) = Ylm(θ, φ)

Το ακτινικό μέρος μπορεί να γραφεί ως R(r) = fl(r), καθώς θα ικανοποιεί την

εξίσωση [
d2

dr2
+

2

r

d

dr
+ k2 − l(l + 1)

r2

]
fl(r) = 0 (2.2)

Αν μάλιστα πραγματοποιήσουμε την ακόλουθη αντικατάσταση

fl(r) =
ul(r)√
r

και πολλαπλασιάσουμε με
√
r, θα προκύψει η εξίσωση Bessel (Αʹ.49)[

d2

dr2
+

1

r

d

dr
+ k2 − (l + 1/2)2

r2

]
ul(r) = 0

η οποία, όπως έχουμε δείξει, θα επιδέχεται ως λύσεις τις συναρτήσεις Hankel

H
(1,2)
l+1/2(kr) όπως τις έχουμε ορίσει στις (Αʹ.56). Συνεπώς, το ακτινικό κομμάτι

του πεδίου θα γράφεται σαν ένας γραμμικός συνδυασμός

flm(r) = A
(1)
lm

H
(1)
l+1/2(kr)√

r
+ A

(2)
lm

H
(2)
l+1/2(kr)√

r
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Στη συνέχεια θα φανεί εξαιρετικά χρήσιμη η εισαγωγή των σφαιρικών συναρ-

τήσεων Bessel και Hankel, οι οποίες ορίζονται μέσω των σχέσεων

jl(x) =

√
π

2x
Jl+1/2(x)

nl(x) =

√
π

2x
Nl+1/2(x)

h
(1,2)
l (x) =

√
π

2x
H

(1,2)
l+1/2 = jl(x)± inl(x)

(2.3)

Με βάση αυτές, μπορούμε να γράψουμε τη γενική λύση της εξίσωσης (2.1) σαν

ένα γραμμικό συνδυασμό της μορφής

ψ(r) =
∑
l,m

[
A

(1)
lmh

(1)
l (kr) + A

(2)
lmh

(2)
l (kr)

]
Ylm(θ, φ) (2.4)

με τις συνιστώσες A
(1,2)
lm να προσδιορίζονται από τις συνοριακές συνθήκες του

προβλήματος.

Αποδεικνύεται ότι για μικρές τιμές της μεταβλητής (x� 1, l), οι σφαιρικές
συναρτήσεις Bessel παίρνουν την οριακή τιμή

jl(x)→ xl

(2l + 1)!!

(
1− x2

2(2l + 3)
+ . . .

)

nl(x)→ −(2l − 1)!!

xl+1

(
1− x2

2(1− 2l)
+ . . .

) (2.5)

όπου (2l + 1)!! = (2l + 1)(2l − 1)(2l − 3) · · · (5) · (3) · (1). Από την άλλη, για

μεγάλες τιμές (x� l), οι συναρτήσεις θα καταλήγουν στις

jl(x)→ 1

x
sin

(
x− lπ

2

)

nl(x)→ −1

x
cos

(
x− lπ

2

)

h
(1)
l → (−i)l+1 e

ix

x

(2.6)

Μια επιπλέον ιδιότητα που θα μας χρησιμεύσει αργότερα είναι η ακόλουθη

W (jl, nl) =
1

i
W (jl, h

(1)
l ) = −W (nl, h

(1)
l ) =

1

x2
(2.7)
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όπου W (f, g) = fg′ − f ′g η ορίζουσα του Wronski για δύο συναρτήσεις.

Στο σημείο αυτό θα επανεξετάσουμε τις γωνιακές συναρτήσεις Ylm(θ, φ),
οι οποίες αποτελούν λύσεις της εξίσωσης

−
[

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2θ

∂2

∂φ2

]
Ylm = l(l + 1)Ylm (2.8)

ενώ θα χρειαστεί να εισάγουμε και τον πολύ χρήσιμο τελεστή

L ≡ 1

i
(r×∇) (2.9)

Εκφράζοντας τον τελεστή ∇ σε σφαιρικές συντεταγμένες

∇ = r̂
∂

∂r
+ θ̂

1

r

∂

∂θ
+ φ̂

1

r sin θ

∂

∂φ

και χρησιμοποιώντας τις σχέσεις μεταξύ των μοναδιαίων διανυσμάτων
r̂ = sin θ cosφ x̂+ sin θ sinφ ŷ + cos θ ẑ

θ̂ = cos θ cosφ x̂+ cos θ sinφ ŷ − sin θ ẑ

φ̂ = − sinφ x̂+ cosφ ŷ

μπορούμε να υπολογίσουμε την ακριβή μορφή των συνιστωσών του L

Lx = i

(
sinφ

∂

∂θ
+ cot θ cosφ

∂

∂φ

)
Ly = i

(
− cosφ

∂

∂θ
+ cot θ sinφ

∂

∂φ

)
Lz = −i ∂

∂φ


(2.10)

Το τετράγωνο του L2 = L2
x + L2

y + L2
z βρίσκεται έπειτα από αρκετές πράξεις

ίσο με

L2 = −
[

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2θ

∂2

∂φ2

]
(2.11)

δηλαδή είναι ταυτόσημο με το αριστερό μέλος της εξίσωσης (2.8), η οποία

μπορεί πλέον να εκφραστεί πολύ πιο κομψά μέσω της σχέσης

L2Ylm = l(l + 1)Ylm (2.12)

Θα αποδειχθεί πολύ χρήσιμο στην πορεία, αν εισάγουμε τους τελεστές

L± ≡ Lx ± iLy (2.13)



Κεφαλαιο 2. Γενικευμενο Πολυπολικο Αναπτυγμα Ακτινοβολιας 43

οι οποίοι, με τη βοήθεια της αναπαράστασης (2.10), γράφονται

L± = i

(
sinφ

∂

∂θ
+ cot θ cosφ

∂

∂φ

)
± cosφ

∂

∂θ
∓ cot θ sinφ

∂

∂φ

= ± (cosφ± i sinφ)
∂

∂θ
+ i cot θ (cosφ± i sinφ)

∂

∂φ

Μπορούμε λοιπόν εναλλακτικά, αντί των Lx, Ly & Lz, να σχηματίσουμε την

εξής τριάδα τελεστών

L+ = eiφ
(
∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ

)
L− = e−iφ

(
− ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ

)
Lz = −i ∂

∂φ


(2.14)

οι οποίοι αποδεικνύονται ότι έχουν την ακόλουθη επίδραση πάνω στις σφαιρικές

αρμονικές

L+Ylm =
√

(l −m)(l +m+ 1)Yl,m+1

L−Ylm =
√

(l +m)(l −m+ 1)Yl,m−1

LzYlm = mYlm

(2.15)

Με βάση τον ορισμό (2.13), μπορούμε εύκολα να γράψουμε τα Lx & Ly συναρ-

τήσει των L±

Lx =
L+ + L−

2

Ly =
L+ − L−

2i

επομένως, ο τελεστής L = Lxx̂+Lyŷ+Lz ẑ, θα εκφράζεται στην εναλλακτική

–και ιδιαιτέρως χρήσιμη για τη συνέχεια– μορφή

L =
L+ + L−

2
x̂+

L+ − L−
2i

ŷ + Lz ẑ (2.16)



Κεφαλαιο 2. Γενικευμενο Πολυπολικο Αναπτυγμα Ακτινοβολιας 44

2.2 Πολυπολικό Ανάπτυγμα των Ηλεκτρομαγνητικών Πεδίων

Ως γνωστόν, η συμπεριφορά των ηλεκτρομαγνητικών πεδίων στο κενό περι-

γράφεται από τις εξισώσεις του Maxwell

∇× E = −∂B
∂t

∇×B =
1

c2
∂E

∂t

∇ · E = 0 ∇ ·B = 0

Αν χρησιμοποιήσουμε το πεδίο H = B/µ0 και υποθέσουμε ότι όλα τα πεδία

χαρακτηρίζονται από την ίδια χρονική εξάρτηση exp(−iωt), οι εξισώσεις αυτές

ξαναγράφονται με τη μορφή

∇× E = ikZ0H ∇×H = − ik
Z0

E

∇ · E = 0 ∇ ·H = 0

(2.17)

όπου Z0 ≡
√
µ0/ε0. Αξιοποιώντας τη διανυσματική ταυτότητα

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A

μπορούμε, ύστερα από εφαρμογή του στροβιλισμού, να ξαναγράψουμε την πρώ-

τη εξίσωση

∇(∇ · E)−∇2E = −∇2E = ikZ0∇×H = k2E

όπου συνδυάσαμε και τις άλλες δύο από τις τρεις εξισώσεις. Οι σχέσεις λοιπόν

που θα ικανοποιεί το ηλεκτρικό πεδίο θα είναι οι

(∇2 + k2)E = 0

∇ · E = 0

 (2.18)

με το H να δίνεται από την έκφραση

H = − i

kZ0

∇× E (2.19)

Με εντελώς παρόμοιο τρόπο, μπορούμε να αποσυμπλέξουμε τις εξισώσεις (2.17)

για το H

(∇2 + k2)H = 0

∇ ·H = 0

 (2.20)
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με το E να δίνεται πλέον από την

E =
iZ0

k
∇×H (2.21)

Βλέπουμε λοιπόν ότι αντί των εξισώσεων (2.17) του Maxwell, έχουμε το

δικαίωμα να χρησιμοποιήσουμε ισοδύναμα είτε τις (2.18) & (2.19) είτε τις (2.20)

& (2.21) για την επίλυση του προβλήματος. Επιπλέον, γίνεται φανερό πως η

κάθε καρτεσιανή συνιστώσα των E & H θα ικανοποιεί την κυματική εξίσωση

Helmholtz (2.1). Εμείς ωστόσο θα ακολουθήσουμε μια διαφορετική προσέγγι-

ση, η οποία στην πορεία θα αποδειχθεί ιδιαιτέρως βολική.

Για τον σκοπό αυτό, θα θεωρούμε την ποσότητα r ·A, όπου A ένα ομαλό

διανυσματικό πεδίο. Η δράση της λαπλασιανής πάνω σε αυτό, με ανάλυση στις

καρτεσιανές συνιστώσες, θα δώσει

∇2(r ·A) = ∂i∂ixjAj = ∂i(δijAj + xj∂iAj) = xj∂i∂iAj + 2∂iδijAj

όπου, ως συνήθως, η άθροιση πάνω στους επαναλαμβανόμενους δείκτες θεω-

ρείται αυτονόητη. Σε διανυσματική μορφή, η ταυτότητα αυτή θα γράφεται

∇2(r ·A) = r · (∇2A) + 2∇ ·A (2.22)

Μετασχηματίζοντας τις εξισώσεις (2.18) & (2.20) σύμφωνα με το αποτέλεσμα

αυτό, βρίσκουμε ότι και οι βαθμωτές ποσότητες r · E & r ·H θα ικανοποιούν

την κυματική εξίσωση Helmholtz

(∇2 + k2)(r · E) = 0

(∇2 + k2)(r ·H) = 0

 (2.23)

επομένως θα δίνονται από εκφράσεις αντίστοιχες με την (2.4).

Στο σημείο αυτό θα χρειαστεί να δώσουμε έναν αυστηρό ορισμό των μα-

γνητικών πολυπολικών πεδίων τάξης (l,m), μέσω των σχέσεων

r ·H(M)
lm =

l(l + 1)

k
gl(kr)Ylm(θ, φ)

r · E(M)
lm = 0

 (2.24)

όπου έχουμε συμβολίσει με gl(kr) την ποσότητα

gl(kr) = A
(1)
l h

(1)
l (kr) + A

(2)
l h

(2)
l (kr) (2.25)
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Ο διαχωρισμός του παράγοντα l(l + 1)/k από το gl(kr) θα μας εξυπηρετήσει

στη συνέχεια. Αν τώρα πολλαπλασιάσουμε την σχέση (2.19) από αριστερά με

r, βρίσκουμε

r ·H =
1

kZ0

1

i
r · (∇× E) =

1

kZ0

1

i
(r×∇) · E =

1

kZ0

L · E

όπου χρησιμοποιήσαμε και τον ορισμό (2.9) του τελεστή L. Με βάση αυτό το

αποτέλεσμα, η πρώτη εκ των (2.24) ξαναγράφεται ως

L · E(M)
lm = l(l + 1)Z0gl(kr)Ylm(θ, φ)

Θα προσπαθήσουμε να προσδιορίσουμε τη μορφή του E
(M)
lm για την οποία ικα-

νοποιείται η παραπάνω σχέση. Καταρχάς, επειδή ο τελεστής L δρα μόνο στο

γωνιακό κομμάτι του, η ακτινική του εξάρτηση θα χαρακτηρίζεται εξ ολοκλή-

ρου από το gl(kr). Επιπλέον, από τη μορφή (2.16) του τελεστή καθώς και

τις ιδιότητες (2.15), βλέπουμε ότι η δράση του πάνω σε μια συνάρτηση Ylm,

επιστρέφει έναν συνδυασμό των συναρτήσεων Ylm & Yl,m±1. Ωστόσο, το δεξί

μέλος της σχέσης αυτής αποτελεί συνάρτηση μόνο του Ylm, κάτι που μπορεί να

ισχύει μόνο αν το ηλεκτρικό πεδίο έχει τη μορφή

E
(M)
lm = E(r)LYlm(θ, φ)

καθώς σε αυτήν την περίπτωση θα ισχύει

L · E(M)
lm = E(r)L2Ylm(θ, φ) = E(r)l(l + 1)Ylm(θ, φ)

Συγκρίνοντας τις δύο εκφράσεις, βρίσκουμε τελικά ότι E(r) = Z0gl(kr), συνε-
πώς τα μαγνητικά πολυπολικά πεδία τάξης (l,m) θα δίνονται από τις σχέσεις

E
(M)
lm = Z0gl(kr)LYlm(θ, φ)

H
(M)
lm = − i

kZ0

∇× E
(M)
lm

 (2.26)

όπου επιστρατεύσαμε και την (2.19) προκειμένου να γράψουμε το H
(M)
lm συναρ-

τήσει του E
(M)
lm .

Παρόμοια με τις (2.24), τα ηλεκτρικά πολυπολικά πεδία τάξης (l,m) θα

ορίζονται μέσω των αντίστοιχων σχέσεων

r · E(E)
lm = −Z0

l(l + 1)

k
fl(kr)Ylm(θ, φ)

r ·H(E)
lm = 0

 (2.27)
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όπου πάλι ο ακτινικός παράγοντας fl(kr) θα είναι της μορφής

fl(kr) = B
(1)
l h

(1)
l (kr) +B

(2)
l h

(2)
l (kr) (2.28)

Αυτή τη φορά θα χρησιμοποιήσουμε τη σχέση (2.21), την οποία θα πολλαπλα-

σιάσουμε με r

r · E =
iZ0

k
r · (∇×H) = −Z0

ik
(r×∇) ·H = −Z0

k
L ·H

και τελικά, σε συνδυασμό με την πρώτη από τις (2.27), θα δώσει

L ·H(E)
lm = l(l + 1)fl(kr)Ylm(θ, φ)

Ακολουθώντας τον ίδιο με πριν συλλογισμό, βρίσκουμε ότι τα ηλεκτρικά πολυ-

πολικά πεδία τάξης (l,m) θα εκφράζονται μέσω των σχέσεων

H
(E)
lm = fl(kr)LYlm(θ, φ)

E
(E)
lm =

iZ0

k
∇×H

(E)
lm

 (2.29)

όπου τώρα αξιοποιήσαμε την (2.21) για να εκφράσουμε το E
(E)
lm .

Για την μετέπειτα ανάλυσή μας, θα φανεί πολύ χρήσιμος ο ακόλουθος ορι-

σμός

Xlm(θ, φ) ≡ 1√
l(l + 1)

LYlm(θ, φ) (2.30)

με βάση τον οποίο μπορεί να δειχθεί η σχέση ορθογωνιότητας
∗∫

X∗l′m′ ·Xlm dΩ = δll′δmm′ (2.31)

καθώς και η επίσης χρήσιμη σχέση∫
X∗l′m′ · (r×Xlm) dΩ = 0 (2.32)

Χρησιμοποιώντας αυτόν τον ορισμό, οι σχέσεις (2.26) ξαναγράφονται με τη

μορφή

E
(M)
lm = Z0gl(kr)Xlm

H
(M)
lm = − i

k
∇× gl(kr)Xlm

 (2.33)

∗
Αρκεί να χρησιμοποιήσουμε την γραφή (2.16) του τελεστή L για να εκφράσουμε τα Xlm

συναρτήσει των Ylm & Yl,m±1 και στη συνέχεια να εκμεταλλευτούμε την ορθογωνιότητα των
σφαιρικών αρμονικών.
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όπου ενσωματώσαμε τον παράγοντα
√
l(l + 1) στους συντελεστές gl(kr), ενώ

με τον ίδιο ακριβώς τρόπο οι (2.29) γράφονται

H
(E)
lm = fl(kr)Xlm

E
(E)
lm =

iZ0

k
∇× fl(kr)Xlm

 (2.34)

Αποδεικνύεται ότι τα πολυπολικά πεδία (2.33) και (2.34) σχηματίζουν ένα

πλήρες σύνολο διανυσματικών λύσεων των εξισώσεων Maxwell απουσία πηγών.

Με άλλα λόγια, η γενική λύση των εξισώσεων (2.17) θα πάρει τη μορφή
∗

H =
∑
l,m

[
aE(l,m)H

(E)
lm + aM(l,m)H

(M)
lm

]
E =

∑
l,m

[
aE(l,m)E

(E)
lm + aM(l,m)E

(M)
lm

] (2.35)

ενώ αν χρησιμοποιήσουμε τα αποτελέσματα (2.33) και (2.34) που βρήκαμε προη-

γουμένως, προκύπτουν τελικά οι εκφράσεις

H =
∑
l,m

[
aE(l,m)fl(kr)Xlm −

i

k
aM(l,m)∇× gl(kr)Xlm

]

E = Z0

∑
l,m

[
i

k
aE(l,m)∇× fl(kr)Xlm + aM(l,m)gl(kr)Xlm

] (2.36)

όπου οι συντελεστές aE(l,m) και aM(l,m) θα καθορίζουν τον βαθμό στον

οποίο εμφανίζεται το κάθε πολυπολικό πεδίο. Τόσο οι συντελεστές αυτοί,

όσο και οι ακτινικές συναρτήσεις fl(kr) και gl(kr) –οι οποίες είναι της μορ-

φής (2.28) και (2.25) αντίστοιχα– θα προσδιορίζονται από τις πηγές και τις

συνοριακές συνθήκες του εκάστοτε προβλήματος. Για του λόγου το αληθές,

αν πολλαπλασιάσουμε την πρώτη από τις (2.36) με το ακτινικό διάνυσμα r θα

έχουμε

r ·H = − i
k

∑
l,m

aM(l,m)r ·
[
∇× gl(kr)Xlm

]
=

1

k

∑
l,m

aM(l,m)gl(kr)L ·Xlm

όπου χρησιμοποιήσαμε την ορθογωνιότητα r · Xlm = 0 και τον ορισμό (2.9)

του τελεστή L. Εκφράζοντας τώρα το Xlm μέσω της (2.30) και αξιοποιώντας

∗
Το γεγονός ότι τα πεδίαH & E θα έχουν τους ίδιους συντελεστές aE(l,m) & aM (l,m)

προκύπτει κατευθείαν από τις σχέσεις (2.19) και (2.21) καθώς και από τη γραμμικότητα των

εξισώσεων.
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την ιδιότητα (2.12), βρίσκουμε

r ·H =
1

k

∑
l,m

√
l(l + 1)aM(l,m)gl(kr)Ylm(θ, φ)

ενώ, αν πολλαπλασιάσουμε με Y ∗(lm), ολοκληρώσουμε σε ολόκληρη τη στερεά

γωνία dΩ και επαναλάβουμε τα ίδια ακριβώς βήματα για το γινόμενο r · E, θα

καταλήξουμε στις ακόλουθες σχέσεις για τους συντελεστές

aM(l,m)gl(kr) =
k√

l(l + 1)

∫
Y ∗lm(r ·H)dΩ

Z0aE(l,m)fl(kr) = − k√
l(l + 1)

∫
Y ∗lm(r · E)dΩ

(2.37)

Βλέπουμε λοιπόν ότι η γνώση των r·H και r·E σε δύο διαφορετικές αποστάσεις
∗

r1 & r2 καθιστά δυνατό τον προσδιορισμό τόσο των συντελεστών aE(l,m) &
aM(l,m), όσο και των ακτινικών συναρτήσεων gl(kr) & fl(kr).

†

2.3 Ιδιότητες των Πολυπολικών Πεδίων

Στο σημείο αυτό θα αναλύσουμε ορισμένες από τις ιδιότητες των πολυπολικών

πεδίων (2.33) και (2.34). Πρώτα θα βρούμε τη μορφή που θα έχουν στις πολύ

κοντινές αποστάσεις kr � 1. Σύμφωνα με τον ορισμό της (2.28), η ακτινική

συνάρτηση fl(kr) εξαρτάται από τις σφαιρικές συναρτήσεις Hankel h
(1,2)
l (kr),

οι οποίες έχουν οριστεί μέσω των σχέσεων (2.3)

h
(1,2)
l (x) = jl(x)± inl(x)

όπου jl(x) και nl(x) οι σφαιρικές συναρτήσεις Bessel. Επιπλέον, σύμφωνα με τις

(2.5), βλέπουμε ότι στο όριο x� 1 οι συναρτήσεις nl(x) θα έχουν ασύγκριτα

μεγαλύτερη τιμή από τις jl(x). Συγκεκριμένα, θα είναι

jl(x) ' xl

(2l + 1)!!
� nl(x) ' −(2l − 1)!!

xl+1

επομένως, οι ακτινικές συναρτήσεις fl(kr) θα δίνονται, σύμφωνα και με τον

ορισμό (2.28), από την έκφραση

fl(kr) = B
(1)
l h

(1)
l (kr) +B

(2)
l h

(2)
l (kr) ' −i(2l − 1)!!

(kr)l+1

[
B

(1)
l −B

(2)
l

]
∗
Η απαίτηση αυτή πηγάζει από το γεγονός ότι οι (2.37) αποτελούν ένα σύστημα δύο

εξισώσεων με τέσσερις αγνώστους.
†
Από τις (2.25) και (2.28) βλέπουμε ότι χρειάζεται απλώς να προσδιορίσουμε τους συν-

τελεστές A
(1,2)
l και B

(1,2)
l για να αποκτήσουμε πλήρη γνώση των gl(kr) και fl(kr).
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Διαλέγοντας με κατάλληλο τρόπο τους συντελεστές B
(1,2)
l , μπορούμε τελικά

να γράψουμε το πρώτο εκ των πολυπολικών πεδίων (2.34) με τη μορφή

H
(E)
lm → −

k

l
L
Ylm
rl+1

(2.38)

Για τον υπολογισμό του αντίστοιχου ηλεκτρικού πεδίου E
(E)
lm θα χρειαστεί να

επιστρατεύσουμε την ακόλουθη τελεστική ταυτότητα

i∇× L = r∇2 −∇
(

1 + r
∂

∂r

)
(2.39)

Για την απόδειξή της, θα χρειαστεί να δράσουμε πάνω σε μια αυθαίρετη συνάρ-

τηση ψ, οπότε θα έχουμε

i∇×Lψ = ∇×(r×∇ψ) = r(∇·∇ψ)−(∇ψ)(∇·r)+
[
(∇ψ)·∇

]
r−(r·∇)∇ψ

όπου χρησιμοποιήσαμε τον ορισμό του τελεστή L ≡ (r ×∇)/i, καθώς και τη

διανυσματική ταυτότητα

∇× (A×B) = A(∇ ·B)−B(∇ ·A) + (B ·∇)A− (A ·∇)B

Ο πρώτος όρος είναι φυσικά r∇2ψ, ενώ ο δεύτερος βλέπουμε αμέσως ότι θα

ισούται με −3∇ψ. Για τον τρίτο όρο θα χρειαστεί να γράψουμε κάπως πιο

αναλυτικά [
(∇ψ) ·∇

]
r = (∂iψ)∂ixjx̂j = (∂iψ)δijx̂j = ∇ψ

Για τον τέταρτο όρο θα χρειαστούμε την αναπαράσταση του τελεστή της κλίσης

∇ψ σε σφαιρικές συντεταγμένες

∇ψ = r̂
∂ψ

∂r
+ θ̂

1

r

∂ψ

∂θ
+ φ̂

1

r sin θ

∂ψ

∂φ

οπότε θα μπορούμε να γράψουμε

−(r ·∇)∇ψ = −r ∂
∂r

(
r̂
∂ψ

∂r
+ θ̂

1

r

∂ψ

∂θ
+ φ̂

1

r sin θ

∂ψ

∂φ

)

= −r
(
r̂
∂

∂r

∂ψ

∂r
+ θ̂

1

r

∂

∂θ

∂ψ

∂r
+ φ̂

1

r sin θ

∂

∂φ

∂ψ

∂r

)

+ θ̂
1

r

∂ψ

∂θ
+ φ̂

1

r sin θ

∂ψ

∂φ

= −r∇∂ψ

∂r
− r̂ ∂ψ

∂r
+ ∇ψ = −∇

(
r
∂ψ

∂r

)
+ ∇ψ
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Αντικαθιστώντας όλα αυτά στην αρχική σχέση και απαιτώντας να ικανοποιείται

για οποιαδήποτε συνάρτηση ψ, καταλήγουμε τελικά στο ζητούμενο αποτέλεσμα

(2.39).

Πλέον είμαστε σε θέση να υπολογίσουμε το πολυπολικό πεδίο E
(E)
lm , το

οποίο σύμφωνα με τη σχέση (2.34) και το αποτέλεσμα (2.38) θα είναι

E
(E)
lm =

iZ0

k
∇×H

(E)
lm → −

i

l
Z0∇× L

Ylm
rl+1

Αν επιστρατεύσουμε την ταυτότητα (2.39) που μόλις αποδείξαμε, βρίσκουμε

E
(E)
lm → −

Z0

l

[
r∇2 −∇

(
1 + r

∂

∂r

)]
Ylm
rl+1

΄Οπως προκύπτει από το αποτέλεσμα (Αʹ.8) καθώς και την μετέπειτα ανάλυση

που οδηγεί στην εισαγωγή των σφαιρικών αρμονικών, η ποσότητα Ylm/r
l+1

αποτελεί λύση της εξίσωσης Laplace, επομένως ο πρώτος όρος θα μηδενίζεται

E
(E)
lm →

Z0

l
∇
(

1 + r
∂

∂r

)
Ylm
rl+1

=
Z0

l
∇ [1− (l + 1)]

Ylm
rl+1

οπότε τελικά το ηλεκτρικό πεδίο στην περιοχή kr � 1 θα δίνεται από τη σχέση

E
(E)
lm → −Z0∇

(
Ylm
rl+1

)
(2.40)

Με μια ματιά στα αποτελέσματα (2.38) & (2.40) διαπιστώνουμε ότι, στην κον-

τινή ζώνη το πεδίο H
(E)
lm είναι μικρότερο σε μέτρο από το E

(E)
lm /Z0 κατά ένα

παράγοντα kr,∗ επομένως τα ηλεκτρικά πολύπολα έχουν πολύ ασθενή μαγνητι-

κό χαρακτήρα.

Προκειμένου να υπολογίσουμε τα αντίστοιχα μαγνητικά πολυπολικά πεδία

E
(M)
lm & H

(M)
lm , δεν έχουμε παρά να ακολουθήσουμε την ίδια με πριν διαδικασία.

Μπορούμε ωστόσο να εξοικονομήσουμε πολύ χρόνο αν παρατηρήσουμε ότι,

για fl(kr) = gl(kr) (όπως δείξαμε ότι συμβαίνει στην περιοχή kr � 1), τα

πολυπολικά πεδία (2.33) και (2.34) συνδέονται μέσω των πολύ απλών σχέσεων

E
(E)
lm → −Z0H

(M)
lm

H
(E)
lm → E

(M)
lm /Z0

Στη συνέχεια θα βρούμε τη μορφή που έχουν τα πολυπολικά πεδία στη ζώνη

ακτινοβολίας, όπου ισχύει kr � 1. Επειδή αυτή εξαρτάται άμεσα από τις συνο-

ριακές συνθήκες που επιβάλλονται, εμείς εδώ θα απαιτήσουμε τα πεδία μας να

∗
Η σύγκριση αυτή διευκολύνεται σημαντικά αν αντικαταστήσουμε τον τελεστή L με την

έκφραση (r×∇)/i, σύμφωνα δηλαδή με τη σχέση ορισμού του (2.9).
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έχουν τον χαρακτήρα εξερχόμενων κυμάτων, κάτι που αντιστοιχεί στην ακτι-

νοβολία που εκπέμπεται από μια εντοπισμένη πηγή. Σε αυτήν την περίπτωση, η

ακτινική συνάρτηση fl(kr) θα είναι ανάλογη της σφαιρικής συνάρτησης Hankel

h
(1)
l (kr). Για να το δούμε καλύτερα αυτό θα χρειαστεί να θυμηθούμε ότι για

kr � 1, σύμφωνα με τις (2.6), ισχύει η προσεγγιστική σχέση
∗

h
(1,2)
l (kr) = (∓i)l+1 e

±ikr

kr
(2.41)

γεγονός το οποίο, σε συνδυασμό με τη χρονική εξάρτηση exp(−iωt) που έ-

χουμε θεωρήσει, συνεπάγεται ότι μόνο η συνάρτηση h
(1)
l (kr) θα προσδίδει τον

χαρακτήρα εξερχόμενου κύματος exp[−i(ωt− kr)] στα πεδία.

Σύμφωνα λοιπόν με όσα είπαμε, το πολυπολικό πεδίο H
(E)
lm , το οποίο προσ-

διορίζεται από τη σχέση (2.34), θα παίρνει τη μορφή

H
(E)
lm → (−i)l+1 e

ikr

kr
LYlm (2.42)

όπου αγνοήσαμε προς το παρόν τις διάφορες σταθερές αναλογίας που εμφανί-

ζονται. Ομοίως, το αντίστοιχο ηλεκτρικό πεδίο θα γράφεται

E
(E)
lm =

iZ0

k
∇×H

(E)
lm → Z0

(−i)l

k2
∇×

(
eikr

r
LYlm

)
ενώ αν επιστρατεύσουμε και τη διανυσματική ταυτότητα

∇× (fA) = ∇f ×A + f∇×A

μπορούμε να ξαναγράψουμε την τελευταία σχέση με τη μορφή

E
(E)
lm → Z0

(−i)l

k2

[
∇
(
eikr

r

)
× LYlm +

eikr

r
∇× LYlm

]
Επειδή βρισκόμαστε στη ζώνη ακτινοβολίας, έχουμε το δικαίωμα να κρατήσουμε

τις μικρότερες δυνάμεις ως προς την ποσότητα 1/r. ΄Ετσι λοιπόν, η κλίση στον

πρώτο όρο θα γράφεται

∇
(
eikr

r

)
=

(
ik
eikr

r
− eikr

r2

)
r̂ → ik

eikr

r
r̂

∗
Στο σημείο αυτό χρησιμοποιήσαμε και τη σύνδεση h

(2)
l (x) = [h

(1)
l (x)]∗ που ισχύει για

πραγματικό x.
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ενώ, αν χρησιμοποιήσουμε και την ταυτότητα (2.39) μαζί με το γεγονός ότι

∂Ylm/∂r = 0, θα έχουμε

E
(E)
lm → −Z0(−i)l+1 e

ikr

kr

[
r̂ × LYlm −

1

k
(r∇2 −∇)Ylm

]
Από τη μορφή των τελεστών ∇2

και ∇ σε σφαιρικές συντεταγμένες, βλέπουμε

αμέσως ότι ο δεύτερος όρος θα περιέχει έναν επιπλέον παράγοντα 1/kr σε

σχέση με τον πρώτο, επομένως μπορεί να παραλειφθεί. Είναι πολύ εύκολο

λοιπόν να εκφράσουμε το E
(E)
lm συναρτήσει του (2.42), οπότε και θα έχουμε

E
(E)
lm → Z0H

(E)
lm × r̂ (2.43)

Τα πεδία (2.42) και (2.43) έχουν όλα εκείνα τα χαρακτηριστικά που διαθέτουν

τα πεδία ακτινοβολίας, δηλαδή ότι είναι εγκάρσια στο ακτινικό διάνυσμα r καθώς

και ότι σβήνουν στο άπειρο με ρυθμό 1/r. Για να υπολογίσουμε τα αντίστοιχα

μαγνητικά πολυπολικά πεδία E
(M)
lm και H

(M)
lm , αντί να επαναλάβουμε την ίδια

διαδικασία από την αρχή, δεν έχουμε παρά να χρησιμοποιήσουμε όπως και πριν

τις σχέσεις

E
(E)
lm → −Z0H

(M)
lm

H
(E)
lm → E

(M)
lm /Z0

οπότε και θα καταλήξουμε στις ακόλουθες εκφράσεις

E
(M)
lm = Z0(−i)l+1 e

ikr

kr
LYlm

H
(M)
lm = − 1

Z0

E
(M)
lm × r̂

(2.44)

Σε αυτό το σημείο θα επιχειρήσουμε να υπολογίσουμε την ενέργεια και τη

στροφορμή που φέρει η ακτινοβολία. Σύμφωνα με όσα είπαμε προηγουμένως,

δηλαδή με βάση τα αποτελέσματα (2.43) και (2.44), τα ηλεκτρομαγνητικά πεδία

(2.35) θα παίρνουν στη ζώνη ακτινοβολίας τη μορφή

H =
∑
l,m

[
aE(l,m)H

(E)
lm −

1

Z0

aM(l,m)E
(M)
lm × r̂

]
e−iωt

E =
∑
l,m

[
Z0aE(l,m)H

(E)
lm × r̂ + aM(l,m)E

(M)
lm

]
e−iωt

(2.45)

όπου συμπεριλάβαμε και την αρμονική χρονική εξάρτηση exp(−iωt).
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΄Οπως γνωρίζουμε από τη θεωρία του ηλεκτρομαγνητισμού, η πυκνότητα

ενέργειας που είναι αποθηκευμένη σε ένα ηλεκτρομαγνητικό πεδίο δίνεται από

τη σχέση

dWEB

dτ
=

1

2
Re

(
ε0E

2 +
1

µ0

B2

)
όπου ως συνήθως κρατήσαμε μόνο το πραγματικό μέρος των πεδίων, καθώς

εκείνο είναι που διαθέτει φυσικό νόημα. Χρησιμοποιώντας τη σχέση B = µ0H
και παίρνοντας τη μέση τιμή ως προς τον χρόνο, θα έχουμε

u ≡ 〈dWEB

dτ
〉 =

1

4
(ε0E · E∗ + µ0H ·H∗)

ενώ αν θυμηθούμε ότι Z0 ≡
√
µ0/ε0 θα έχουμε τελικά

u =
ε0
4

(E · E∗ + Z2
0H ·H∗)

Η πυκνότητα ενέργειας u μπορεί να γραφεί σαν dU/dτ , όπου dτ = r2drdΩ ο

στοιχειώδης όγκος και U η ενέργεια. Επομένως, η ενέργεια που περιέχεται σε

έναν σφαιρικό φλοιό ανάμεσα στο r και το r + dr είναι ίση με

dU

dr
= r2

∫
u dΩ = r2

ε0
4

∫
(E · E∗ + Z2

0H ·H∗)dΩ

Στη γενική περίπτωση λοιπόν, θα χρειαστεί να τοποθετήσουμε τα πεδία (2.45)

στη σχέση αυτή. Οι πράξεις απλοποιούνται σημαντικά αν θυμηθούμε, από τις

σχέσεις (2.42) και (2.44), ότι H
(E)
lm ,E

(M)
lm ∝ Xlm, καθώς και αν χρησιμοποιή-

σουμε την ακόλουθη σχέση
∗

(Xlm × r̂) · (X∗l′m′ × r̂) = Xlm ·X∗l′m′

μαζί με τη σχέση ορθογωνιότητας (2.32). Με αυτόν τον τρόπο, θα καταλήξουμε

στην έκφραση

dU

dr
= r2

ε0
2

∑
l,m

∑
l′,m′

[
Z2

0aE(l,m)a∗E(l′,m′)

∫
H

(E)
lm ·H

∗(E)
l′m′ dΩ

+ aM(l,m) a∗M(l′,m′)

∫
E

(M)
lm · E

∗(M)
l′m′ dΩ

]
∗
Προκύπτει από τη διανυσματική ταυτότητα

(A×B) · (C×D) = (A ·C)(B ·D)− (A ·D)(B ·C)

καθώς και από το γεγονός ότι Xlm · r̂ = X∗lm · r̂ = 0.
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Για να προχωρήσουμε, θα μας διευκολύνει αν ξαναγράψουμε τη σχέση (2.42)

και την πρώτη από τις (2.44) ως

H
(E)
lm = (−i)l+1 e

ikr

kr
Xlm

E
(M)
lm = Z0(−i)l+1 e

ikr

kr
Xlm

(2.46)

δηλαδή με τους παράγοντες
√
l(l + 1) να ενσωματώνονται στους συντελεστές

aE(l,m) & aM(l,m). Με αυτόν τον τρόπο μπορούμε να εκμεταλλευτούμε την

ορθογωνιότητα (2.31) των συναρτήσεων Xlm, οπότε αμέσως θα βρούμε

dU

dr
=

µ0

2k2

∑
l,m

[
|aE(l,m)|2 + |aM(l,m)|2

]
(2.47)

Παρατηρούμε ότι η έκφραση αυτή είναι ανεξάρτητη της ακτίνας r.
Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε την τροχιακή στροφορμή την οποία φέρει η

ηλεκτρομαγνητική ακτινοβολία (2.45). Γνωρίζουμε καταρχάς από τον ηλεκτρο-

μαγνητισμό ότι η ορμή που φέρνουν τα πεδία είναι ίση με

p = ε0Re

[∫
(E×B)dτ

]
=

1

c2
Re

[∫
(E×H)dτ

]
επομένως, η χωρική πυκνότητα της ορμής αυτής, παίρνοντας και τη μέση της

τιμή ως προς τον χρόνο, θα είναι ίση με

d〈p〉
dτ

=
1

2c2
Re
(
E×H∗

)
Από τον ορισμό της τροχιακής στροφορμής M ≡ r × p, μπορούμε να εκφρά-

σουμε τη χρονική μέση τιμή της πυκνότητάς της ως

m =
1

2c2
Re
[
r× (E×H∗)

]
(2.48)

Πολύ σύντομα διαπιστώνουμε ότι αν χρησιμοποιήσουμε τα πεδία (2.45) που

βρήκαμε για τη ζώνη ακτινοβολίας, η τροχιακή στροφορμή προκύπτει ίση με

μηδέν, καθώς το τριπλό γινόμενο μπορεί να γραφεί ως

r× (E×H∗) = E(r ·H∗)−H∗(r · E)

ενώ είναι προφανές ότι για τα πεδία αυτά θα ισχύει r ·E = Z0r ·H = 0. Η πηγή

του προβλήματος εντοπίζεται ακριβώς στη διαδικασία υπολογισμού των πεδίων
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E
(E)
lm και H

(M)
lm , στη σχέση δηλαδή (2.43) και τη δεύτερη από τις (2.44), για

την εξαγωγή των οποίων παραλείψαμε όρους που περιείχαν ανώτερες δυνάμεις

ως προς 1/r (οι οποίοι ήταν και αυτοί που εξασφάλιζαν ότι r · E(E)
lm 6= 0 και

r · H(M)
lm 6= 0). Αντιθέτως, τα πεδία E

(M)
lm και H

(E)
lm ήταν εξ ορισμού κάθετα

στο ακτινικό διάνυσμα r, όπως φαίνεται καθαρά και από τις σχέσεις (2.24) και

(2.27).

Είναι φανερό λοιπόν ότι, αντί των ηλεκτρομαγνητικών πεδίων (2.45), θα

ήταν καταλληλότερο να ξεκινήσουμε από τα αντίστοιχα (2.36), στα οποία όμως

θα έχουμε κάνει την επιλογή fl(kr) = gl(kr) = h
(1)
l (kr) που χαρακτηρίζει τα

εκπεμπόμενα κύματα. Συνεπώς, θα βασιστούμε στις ακόλουθες εκφράσεις

H =
∑
l,m

[
aE(l,m)h

(1)
l (kr)Xlm −

i

k
aM(l,m)∇× h(1)l (kr)Xlm

]

E = Z0

∑
l,m

[
i

k
aE(l,m)∇× h(1)l (kr)Xlm + aM(l,m)h

(1)
l (kr)Xlm

]
ενώ μπορούμε αμέσως να πεισθούμε ότι τα γινόμενα r · H και r · E θα είναι

πλέον διάφορα του μηδενός και ίσα με

r ·H =
1

k

∑
l,m

aM(l,m)h
(1)
l (kr)L ·Xlm

r · E = −Z0

k

∑
l,m

aE(l,m)h
(1)
l (kr)L ·Xlm

αφού είναι πολύ εύκολο να δούμε ότι r ·Xlm = 0 και

−ir ·
[
∇× h(1)l (kr)Xlm

]
=

1

i
(r×∇) ·

[
h
(1)
l (kr)Xlm

]
= h

(1)
l (kr)L ·Xlm

Αν τώρα τοποθετήσουμε στη σχέση αυτή την έκφραση (2.41) για τα h
(1)
l (kr)

στη ζώνη ακτινοβολίας και επιπλέον εισάγουμε τη χρονική εξάρτηση exp(−iωt)
των πεδίων, θα έχουμε

r ·H =
ei(kr−ωt)

k2r

∑
l,m

(−i)l+1aM(l,m)L ·Xlm

r · E = −Z0
ei(kr−ωt)

k2r

∑
l,m

(−i)l+1aE(l,m)L ·Xlm

(2.49)
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Επιστρέφοντας τώρα στη σχέση (2.48), αν αναλύσουμε όπως και πριν το

τριπλό εξωτερικό γινόμενο, μπορούμε να την ξαναγράψουμε με την μορφή
∗

m =
1

2c2
Re
[
E(r ·H∗)−H∗(r · E)

]
=

1

2c2
Re
[
E(r ·H)∗ −H(r · E)∗

]
Είχαμε ορίσει τοm ως τη χρονική μέση τιμή της πυκνότητας της στροφορμήςM
που φέρουν τα πεδία, δηλαδή m ≡ dM/dτ , όπου dτ = r2drdΩ ο στοιχειώδης

όγκος (σε σφαιρικές συντεταγμένες). Μπορούμε, συνεπώς, να εκφράσουμε τη

χρονική μέση τιμή της στροφορμής που περιέχεται σε έναν σφαιρικό φλοιό από

r μέχρι r + dr μέσω της σχέσης

dM

dr
= r2

∫
m dΩ =

1

2c2
r2Re

∫ [
E(r ·H)∗ −H(r · E)∗

]
dΩ (2.50)

Σε αυτό το σημείο, μπορούμε πλέον να χρησιμοποιήσουμε τα ηλεκτρομαγνη-

τικά πεδία (2.45), μαζί με τις εκφράσεις (2.46), που είχαμε βρει για τη ζώνη

ακτινοβολίας

H =
ei(kr−ωt)

kr

∑
l,m

(−i)l+1
[
aE(l,m)Xlm + aM(l,m)r̂ ×Xlm

]

E = Z0
ei(kr−ωt)

kr

∑
l,m

(−i)l+1
[
− aE(l,m)r̂ ×Xlm + aM(l,m)Xlm

] (2.51)

Αν τώρα τοποθετήσουμε τις εκφράσεις (2.49) και (2.51) στη σχέση (2.50),

προκύπτει

dM

dr
=

Z0

2c2k3
Re
∑
l,m
l′,m′

il
′−l

×


[
a∗E(l′,m′)aE(l,m) + a∗M(l′,m′)aM(l,m)

] ∫
(L ·Xl′m′)∗XlmdΩ

+
[
a∗E(l′,m′)aM(l,m)− a∗M(l′,m′)aE(l,m)

] ∫
(L ·Xl′m′)∗r̂ ×XlmdΩ


Στο σημείο αυτό αξίζει να προσέξουμε ότι το γινόμενο L · Xl′m′ θα περιέχει

τη συνάρτηση Yl′m′(θ, φ), ενώ η συνάρτηση Xlm θα περιέχει τις σφαιρικές αρ-

μονικές Ylm,m±1. Εκμεταλλευόμενοι την ορθογωνιότητα, γνωρίζουμε ότι θα

∗
Είναι προφανές ότι για τυχαίο μιγαδικό αριθμό z = a+ ib θα ισχύει

Re(z) = Re(z∗) = a
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προκύψει στον πρώτο όρο ένας παράγοντας δll′ , γεγονός που μας επιτρέπει να

ξαναγράψουμε την προηγούμενη σχέση ως

dM

dr
=

µ0

2ωk2
Re
∑
l,m
l′,m′{[

a∗E(l′,m′)aE(l,m) + a∗M(l′,m′)aM(l,m)
] ∫

(L ·Xl′m′)∗XlmdΩ

+ il
′−l [a∗E(l′,m′)aM(l,m)− a∗M(l′,m′)aE(l,m)

] ∫
(L ·Xl′m′)∗r̂ ×XlmdΩ

}

2.4 Γωνιακή Κατανομή της Πολυπολικής Ακτινοβολίας

΄Εχουμε ήδη δείξει ότι, για μια τυχαία και εντοπισμένη πηγή, τα παραγόμενα

ηλεκτρομαγνητικά πεδία στην ζώνη ακτινοβολίας θα δίνονται από τη σχέση

(2.51). Αν προσέξουμε ότι
∗ (r̂×Xlm)×r̂ = Xlm, μπορούμε να τα ξαναγράψουμε

με τη μορφή

H =
ei(kr−ωt)

kr

∑
l,m

(−i)l+1
[
aE(l,m)Xlm + aM(l,m)r̂ ×Xlm

]
E = Z0H× r̂

(2.52)

Προκειμένου να υπολογίσουμε τη γωνιακή κατανομή της ακτινοβολίας, θα

χρειαστεί ως συνήθως να ξεκινήσουμε από τη σχέση (1.22)

dP

dΩ
=

1

2
Re
[
r2r̂ · (E×H∗)

]
Το γεγονός ότι το ηλεκτρικό πεδίο εκφράζεται απλά ως το εξωτερικό γινόμενο

E = Z0H× r̂, μας επιτρέπει να επεξεργαστούμε την ποσότητα που εμφανίζεται

ως εξής

r2r̂ · (E×H∗) = r2E · (H∗ × r̂) = Z0r
2(H× r̂) · (H× r̂)∗ = Z0

∣∣H× r
∣∣2

οπότε και η ακτινοβολούμενη ισχύς ανά στερεά γωνία θα παίρνει την πιο εύ-

χρηστη μορφή

dP

dΩ
=
Z0

2

∣∣H× r
∣∣2

∗
Προκύπτει από τη διανυσματική ταυτότητα

A× (B×C) = B(A ·C)−C(A ·B)

καθώς και από το γεγονός ότι r̂ ·Xlm = 0.
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Ο τύπος αυτός, πέραν της απλότητάς του, έχει επιπλέον το σαφές πλεονέκτημα

ότι απεικονίζει την πόλωση της ακτινοβολίας εντός της απόλυτης τιμής. Τέ-

λος, αν χρησιμοποιήσουμε την πρώτη από τις (2.52) για να εκφράσουμε το H,

προκύπτει η σχέση

dP

dΩ
=

Z0

2k2

∣∣∣∣∣∑
l,m

(−i)l+1
[
aE(l,m)Xlm × r̂ + aM(l,m)Xlm

]∣∣∣∣∣
2

(2.53)

Με μια ματιά στο αποτέλεσμα αυτό, διαπιστώνουμε ότι, ενώ τα ηλεκτρομα-

γνητικά πολύπολα για δεδομένα (l,m) χαρακτηρίζονται από την ίδια γωνιακή

εξάρτηση Xlm, οι πολωσιμότητές τους σχηματίζουν ορθή γωνία. Επομένως, η

πολυπολική τάξη της ακτινοβολίας μπορεί να προσδιοριστεί από μια απλή μέ-

τρηση της γωνιακής κατανομής της ισχύος, αλλά προκειμένου να βρούμε τη

φύση αυτής της ακτινοβολίας (ηλεκτρική ή μαγνητική), κρίνεται απαραίτητη η

μέτρηση της πολωσιμότητάς της.

Αν εμείς θεωρήσουμε πως η ακτινοβολία μας αποτελείται από ένα απλό πο-

λύπολο τάξης (l,m), τότε η σχέση (2.53) παίρνει την πολύ απλή μορφή

dP (l,m)

dΩ
=

Z0

2k2
∣∣a(l,m)

∣∣2∣∣Xlm

∣∣2
Η γωνιακή εξάρτηση της ισχύος είναι συγκεντρωμένη στη συνάρτηση |Xlm|2,
η οποία, από τον ορισμό (2.30) αλλά και τη σχέση (2.16), θα γράφεται∣∣Xlm

∣∣2 =
1

l(l + 1)
|LYlm|2

=
1

l(l + 1)

(
|L+Ylm + L−Ylm|2

4
+
|L+Ylm − L−Ylm|2

4
+ |LzYlm|2

)

=
1

l(l + 1)

(
1

2
|L+Ylm|2 +

1

2
|L−Ylm|2 + |LzYlm|2

)
ενώ, αν χρησιμοποιήσουμε και τις ιδιότητες (2.15), θα παίρνουμε τελικά την

έκφραση

|Xlm|2 =
1

2l(l + 1)

[
(l −m)(l +m+ 1)|Yl,m+1|2

+ (l +m)(l −m+ 1)|Yl,m−1|2 + 2m2|Ylm|2
]

(2.54)

Βασιζόμενοι στη σχέση (2.54) καθώς και σε ορισμένες από τις σφαιρικές αρ-

μονικές Ylm που παρουσιάζουμε στην ενότητα Αʹ.5, μπορούμε να υπολογίσουμε
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τις ακόλουθες γωνιακές κατανομές για τις πρώτες τάξεις

|X10|2 =
3

8π
sin2θ

|X1±1|2 =
3

16π
(1 + cos2θ)

|X20|2 =
15

8π
sin2θ cos2θ

|X2±1|2 =
5

16π
(1− 3 cos2θ + 4 cos4θ)

|X2±2|2 =
5

16π
(1− cos4θ)

οι οποίες απεικονίζονται γραφικά στο σχήμα 2.1. Γενικά πάντως, μια πολυπο-

λική κατανομή τάξης l θα αποτελείται από μια υπέρθεση των 2l + 1 επιμέρους

κατανομών, μια για κάθε τιμή του m.

Το επόμενο λογικό βήμα είναι ο υπολογισμός της συνολικής ακτινοβολού-

μενης ισχύος, για τη γενική περίπτωση (2.53), δηλαδή μια ολοκλήρωση σε ολό-

κληρη τη στερεά γωνία. Για το σκοπό αυτό, γράφουμε πρώτα το dP/dΩ στη

μορφή

dP

dΩ
=

Z0

2k2

∑
l,m
l′,m′

il
′−l
{[
a∗E(l′,m′)aE(l,m) + a∗M(l′,m′)aM(l,m)

]
X∗l′m′ ·Xlm

+ a∗E(l′,m′)aM(l,m)(Xl′m′ × r̂)∗ ·Xlm

+ a∗M(l′,m′)aE(l,m)X∗l′m′ · (Xlm × r̂)
}

όπου χρησιμοποιήσαμε για άλλη μια φορά την ιδιότητα (X∗l′m′× r̂) · (Xlm× r̂) =
X∗l′m′ · Xlm. Διαπιστώνουμε πως η διαδικασία της ολοκλήρωσης έχει απλο-

ποιηθεί σημαντικά, καθώς αν λάβουμε υπόψη μας τις σχέσεις ορθογωνιότητας

(2.31) και (2.32) των συναρτήσεων Xlm θα καταλήξουμε αμέσως στη σχέση

P =
Z0

2k2

∑
l,m

[
|aE(l,m)|2 + |aM(l,m)|2

]
(2.55)

Τέλος, αν θεωρήσουμε όπως προηγουμένως την περίπτωση μιας καθαρής πο-

λυπολικής ακτινοβολίας, η έκφραση αυτή απλοποιείται ακόμα περισσότερο στην

ακόλουθη

P (l,m) =
Z0

2k2
|a(l,m)|2
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Σχήμα 2.1: Γωνιακή κατανομή της διπολικής και τετραπολικής ακτινοβολίας για τις πρώτες

τάξεις (l,m).
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2.5 Πηγές Πολυπολικής Ακτινοβολίας

Στο σημείο αυτό θα πραγματοποιήσουμε τη σύνδεση ανάμεσα στα ηλεκτρο-

μαγνητικά πολυπολικά πεδία, τα οποία παρουσιάσαμε προηγουμένως, και στις

πηγές που τα παράγουν. Θα υποθέσουμε ότι υπάρχουν εντοπισμένες κατανο-

μές φορτίου ρ(r, t), ρεύματος J(r, t) καθώς και ενδογενούς μαγνήτισης M(r, t).
Μπορούμε πάντα να αναλύσουμε τις κατανομές αυτές κατά Fourier, επομένως
έχουμε το δικαίωμα να θεωρήσουμε τις χρονικές εξαρτήσεις

ρ(r, t) = ρ(r)e−iωt

J(r, t) = J(r)e−iωt

M(r, t) = M(r)e−iωt

(2.56)

΄Οπως έχουμε διαπιστώσει σε προηγούμενο σημείο, τα ηλεκτρομαγνητικά πεδία

υιοθετούν τη χρονική αυτή συμπεριφορά, ενώ, ως συνήθως, για τον υπολογι-

σμό φυσικά μετρήσιμων ποσοτήτων χρησιμοποιούμε το πραγματικό μέρος των

μιγαδικών εκφράσεων.

Αφετηρία μας θα αποτελέσουν οι εξισώσεις του Maxwell στην ύλη, οι οποίες

ως γνωστόν στη διαφορική τους μορφή θα γράφονται

∇ ·D = ρ ∇× E = −∂B
∂t

∇ ·B = 0 ∇×H = J +
∂D

∂t

όπου D = ε0E+P = ε0E η ηλεκτρική μετατόπιση, αφού δεν έχουμε θεωρήσει

ενδογενή πόλωση, και H = B/µ0−M. Αν εισάγουμε και το πεδίο H′ = B/µ0,

τότε οι εξισώσεις αυτές θα ξαναγράφονται ως

∇ · E =
ρ

ε0
∇× E + µ0

∂H′

∂t
= 0

∇ ·H′ = 0 ∇×H′ − ε0
∂E

∂t
= J + ∇×M

Επιπλεόν, λαμβάνοντας υπόψη και την αρμονική χρονική εξάρτηση exp(−iωt)
των πεδίων, προκύπτουν οι κάπως πιο απλές εκφράσεις

∇ · E = ρ/ε0 ∇× E− ikZ0H
′ = 0

∇ ·H′ = 0 ∇×H′ + ikE/Z0 = J + ∇×M
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όπου έχουμε κάνει χρήση των σχέσεων ω = kc = k/
√
µ0ε0 και Z0 =

√
µ0/ε0.

΄Οπως θα φανεί και στη συνέχεια, είναι πολύ βολικό να εργαζόμαστε με μη

αποκλίνοντα πεδία, εκείνα δηλαδή που έχουν μηδενική απόκλιση. Για τον σκοπό

αυτό, θα εισάγουμε το πεδίο

E′ ≡ E +
i

ωε0
J

το οποίο βλέπουμε αμέσως ότι θα έχει μηδενική απόκλιση, καθώς

∇ · E′ = ∇ · E +
i

ωε0
∇ · J =

ρ

ε0
− i

ωε0

∂ρ

∂t
= 0

όπου χρησιμοποιήσαμε την εξίσωση συνέχειας ∂ρ/∂t + ∇ · J = 0 καθώς και

τη χρονική εξάρτηση exp(−iωt) της κατανομής φορτίου. Τελικά, οι διαφορικές

εξισώσεις του Maxwell για αυτές τις κατανομές θα γράφονται

∇ · E′ = 0

∇× E′ − ikZ0H
′ =

i

ωε0
∇× J

∇ ·H′ = 0

∇×H′ + ikE′/Z0 = ∇×M

Εφαρμόζοντας στροβιλισμό στη δεύτερη και τέταρτη σχέση, καθώς και από τη

διανυσματική ταυτότητα ∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A, βρίσκουμε

∇2E′ + ikZ0∇×H′ = − i

ωε0
∇× (∇× J)

∇2H′ − ik(∇× E′)/Z0 = −∇× (∇×M)

∇× E′ = ikZ0H
′ +

i

ωε0
∇× J

∇×H′ = −ikE′/Z0 + ∇×M

ενώ, αν αντικαταστήσουμε και τις εκφράσεις για τα ∇× E′ και ∇×H′, προ-
κύπτουν τελικά οι μη ομογενείς κυματικές εξισώσεις Helmholtz

(∇2 + k2)H′ = −∇× (J + ∇×M)

(∇2 + k2)E′ = −iZ0k∇×
(
M +

1

k2
∇× J

) (2.57)
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Από τις σχέσεις (2.37) γίνεται φανερό ότι, για τον προσδιορισμό των συν-

τελεστών aM(l,m) και aE(l,m) του πολυπολικού αναπτύγματος (2.36) των

ηλεκτρομαγνητικών πεδίων, είναι απαραίτητη η γνώση των ποσοτήτων r · H′
και r · E′. Για τον σκοπό αυτό, θα επικαλεστούμε την ταυτότητα (2.22)

∇2(r ·A) = r · (∇2A) + 2∇ ·A

με βάση την οποία προκύπτει ότι

∇2(r ·H′) = r · (∇2H′) = −k2r ·H′ − r ·
[
∇× (J + ∇×M)

]
∇2(r · E′) = r · (∇2E′) = −k2r · E′ − iZ0kr ·

[
∇×

(
M +

1

k2
∇× Je

)]
Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε και τον τελεστή L = −ir × ∇, οπότε θα

καταλήξουμε στις αντίστοιχες μη ομογενείς εξισώσεις για τα r ·H′ και r · E′

(∇2 + k2)r ·H′ = −iL · (J + ∇×M)

(∇2 + k2)r · E′ = Z0kL ·
(
M +

1

k2
∇× J

) (2.58)

Η μεθοδολογία για την επίλυση αυτών των εξισώσεων έχει παρατεθεί στην

ενότητα Αʹ.9, οπότε εμείς θα αξιοποιήσουμε κατευθείαν τις σχέσεις (Αʹ.61)

και (Αʹ.64), στην τελευταία από τις οποίες θα θέσουμε A = 1 & B = 0 όπως

αρμόζει σε εκπεμπόμενα κύματα χωρίς συνοριακές συνθήκες πέραν του απείρου.

Με αυτόν τον τρόπο λοιπόν, οι λύσεις της εξίσωσης (2.58) θα γράφονται

r ·H′(r) =
i

4π

∫
eik|r−r

′|

|r− r′|
L′ ·

[
J(r′) + ∇′ ×M(r′)

]
dτ ′

r · E′(r) = −Z0k

4π

∫
eik|r−r

′|

|r− r′|
L′ ·

[
M(r′) +

1

k2
∇′ × J(r′)

]
dτ ′

(2.59)

Προκειμένου να πραγματοποιήσουμε τη σύνδεση ανάμεσα στα πολυπολικά

πεδία (2.36) και τις πηγές ρ, J και M, αρκεί να υπολογίσουμε τους συντελεστές

(2.37), στους οποίους όμως θα έχουμε θέσει fl(kr) = gl(kr) = h
(1)
l (kr), όπως

αρμόζει σε εκπεμπόμενα κύματα

aM(l,m)h
(1)
l (kr) =

k√
l(l + 1)

∫
Y ∗lm(θ, φ)r ·H(r)dΩ

Z0aE(l,m)h
(1)
l (kr) = − k√

l(l + 1)

∫
Y ∗lm(θ, φ)r · E(r)dΩ

(2.60)
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Για να το πραγματοποιήσουμε αυτό, θα εισάγουμε στις (2.59) το ανάπτυγμα

(Αʹ.74) της συνάρτησης Green

eik|r−r
′|

4π|r− r′|
= ik

∞∑
l=0

jl(kr<)h
(1)
l (kr>)

l∑
m=−l

Y ∗lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ)

και θα θεωρήσουμε ότι το διάνυσμα r βρίσκεται έξω από μια σφαίρα που πε-

ρικλύει τις πηγές, έτσι ώστε να ισχύει r > r′ στα ολοκληρώματα (2.59). Με

αυτόν τον τρόπο θα έχουμε
∗

r ·H(r) = −k
∞∑
l=0

l∑
m=−l

h
(1)
l (kr)Ylm(θ, φ)

·
∫
jl(kr

′)Y ∗lm(θ′, φ′)L′ ·
[
J(r′) + ∇′ ×M(r′)

]
dτ ′

r · E(r) = −ik2Z0

∞∑
l=0

l∑
m=−l

h
(1)
l (kr)Ylm(θ, φ)

·
∫
jl(kr

′)Y ∗lm(θ′, φ′)L′ ·
[
M(r′) +

1

k2
∇′ × J(r′)

]
dτ ′

τα οποία, αν τα τοποθετήσουμε στις (2.60) και εκμεταλλευτούμε την ορθογω-

νιότητα των σφαιρικών αρμονικών, βρίσκουμε τελικά ότι
†

aE(l,m) =
ik3√
l(l + 1)

∫
jl(kr)Y

∗
lm(θ, φ)L ·

(
M +

1

k2
∇× J

)
dτ

aM(l,m) = − k2√
l(l + 1)

∫
jl(kr)Y

∗
lm(θ, φ)L · (J + ∇×M)dτ

(2.61)

Προκειμένου να φέρουμε τα εμφανιζόμενα ολοκληρώματα σε μια πιο χρήσιμη

μορφή, θα χρειαστεί να αποδείξουμε τις παρακάτω διανυσματικές ταυτότητες

L ·A = i∇ · (r×A)

L · (∇×A) = i∇2(r ·A)− i

r

∂

∂r
(r2∇ ·A)

(2.62)

∗
Από τον ορισμό τους, μπορούμε αμέσως να διαπιστώσουμε ότι στον χώρο εκτός των

πηγών θα ισχύει H′ = H και E′ = E.
†
Αφού πραγματοποιήσαμε την ολοκλήρωση, θέσαμε r′ → r στην μεταβλητή του εναπο-

μείναντος ολοκληρώματος, για να ελαφρύνουμε κάπως τον συμβολισμό.
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Η πρώτη από αυτές αποδεικνύεται αρκετά σύντομα, αν πρώτα θυμηθούμε ότι

L = −ir×∇
L ·A = −i(r×∇) ·A = −ir · (∇×A)

και έπειτα χρησιμοποιήσουμε μια βασική διανυσματική ταυτότητα για να γρά-

ψουμε

∇ · (r×A) = A · (∇× r)− r · (∇×A)

οπότε, αν θυμηθούμε ότι ∇×r = 0 και εξισώσουμε τις δύο παραπάνω σχέσεις,

καταλήγουμε στο ζητούμενο αποτέλεσμα. Η δεύτερη ταυτότητα είναι κάπως πιο

πολύπλοκη στην εξαγωγή της. Θα ξεκινήσουμε εφαρμόζοντας αυτό που μόλις

αποδείξαμε, οπότε θα έχουμε

L · (∇×A) = i∇ ·
[
r× (∇×A)

]
και στη συνέχεια θα εκμεταλλευτούμε πάλι μια διανυσματική ταυτότητα για να

γράψουμε

∇(r ·A) = (A ·∇)r + (r ·∇)A + A× (∇× r) + r× (∇×A)

με τον τρίτο όρο του δεξιού μέλους να μηδενίζεται. Συνδυάζοντας τις δύο αυτές

σχέσεις, προκύπτει ότι

L · (∇×A) = i∇2(r ·A)− i∇ ·
[
(A ·∇)r + (r ·∇)A

]
= i∇2(r ·A)− i∇ ·A− i∇ ·

[
(r ·∇)A

]
όπου αξιοποιήσαμε και την ακόλουθη ιδιότητα

(A ·∇)r = Ai∂ixjx̂j = Aiδijx̂j = A

Αν αναλύσουμε τον τρίτο όρο του δεξιού μέλους στις συνιστώσες του, βρί-

σκουμε την ακόλουθη έκφραση
∗

∇ ·
[
(r ·∇)A

]
= ∂ixj∂jAi = (δij + xj∂i)∂jAi = ∇ ·A + (r ·∇)(∇ ·A)

= ∇ ·A + r
∂

∂r
(∇ ·A)

με τη βοήθεια της οποίας καταλήγουμε τελικά στο ζητούμενο αποτέλεσμα

L · (∇×A) = i∇2(r ·A)− i
[
2∇ ·A + r

∂

∂r
(∇ ·A)

]

= i∇2(r ·A)− i

r

∂

∂r
(r2∇ ·A)

∗
Στο τελευταίο βήμα χρησιμοποιήσαμε την αναπαράσταση του τελεστή ∇ σε σφαιρικές

συντεταγμένες.



Κεφαλαιο 2. Γενικευμενο Πολυπολικο Αναπτυγμα Ακτινοβολιας 67

Πλέον, είμαστε σε θέση, με τη βοήθεια των (2.62), να ξαναγράψουμε τους

συντελεστές (2.61) με την ακόλουθη μορφή

aE(l,m) = − k3√
l(l + 1)

∫
jl(kr)Y

∗
lm

[
∇ · (r×M) +

1

k2
∇2(r · J)

− 1

k2r

∂

∂r
(r2∇ · J)

]
dτ

aM(l,m) =
k2

i
√
l(l + 1)

∫
jl(kr)Y

∗
lm

[
∇ · (r× J) +∇2(r ·M)

−1

r

∂

∂r
(r2∇ ·M)

]
dτ

Στα παραπάνω ολοκληρώματα, απομένει να πραγματοποιήσουμε τρεις διαφο-

ρετικές πράξεις, προκειμένου να τα φέρουμε στην απλούστερη δυνατή μορφή.

Καταρχάς, θα εκμεταλλευτούμε την εξίσωση συνέχειας μαζί με την αρμονική

χρονική εξάρτηση για να γράψουμε

∇ · J = −∂ρ
∂t

= iωρ = ikcρ

Επιπλέον, θα χρειαστούμε τη δεύτερη ταυτότητα του Green (Αʹ.58) για δύο

τυχαία πεδία φ & ψ, τα οποία μηδενίζονται στο άπειρο (όπως αρμόζει στις

εντοπισμένες κατανομές που έχουμε θεωρήσει)∫
φ∇2ψdτ =

∫
ψ∇2φdτ

μαζί με το γεγονός ότι η ποσότητα jl(kr)Y
∗
lm(θ, φ) αποτελεί λύση της ομογε-

νούς κυματικής εξίσωσης Helmholtz (2.1). Ο συνδυασμός αυτών των δύο, μας

επιτρέπει να κάνουμε την αντικατάσταση ∇2 → −k2 στα παραπάνω ολοκληρώ-

ματα. Τέλος, αν θυμηθούμε ότι dτ = r2drdΩ, διαπιστώνουμε πως μπορούμε να

ολοκληρώσουμε κατά παράγοντες τους τρίτους όρους των δύο συντελεστών.

Πραγματοποιώντας όλες αυτές τις αλλαγές, η προηγούμενη έκφραση θα ξανα-

γράφεται τελικά με τον ακόλουθο τρόπο

aE(lm) =
k2

i
√
l(l + 1)

∫
Y ∗lm

 cρ
∂

∂r

[
rjl(kr)

]
+ ik(r · J)jl(kr)

− ikjl(kr)∇ · (r×M)

 dτ (2.63)

aM(lm) =
k2

i
√
l(l + 1)

∫
Y ∗lm

 jl(kr)∇ · (r× J) + (∇ ·M)
∂

∂r

[
rjl(kr)

]
− k2(r ·M)jl(kr)

 dτ
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Αρκετά συχνά, ιδιαίτερα στο πεδίο της ατομικής και πυρηνικής φυσικής, οι

διαστάσεις των πηγών είναι πολύ μικρότερες σε σύγκριση με τον κυματικό αριθ-

μό k, οπότε στα ολοκληρώματα (2.63) θα ισχύει krmax � 1. Το γεγονός αυτό

μας επιτρέπει να απλοποιήσουμε σημαντικά τις εκφράσεις των συντελεστών του

πολυπολικού αναπτύγματος. ΄Οντως, με μια γρήγορη ματιά βλέπουμε αμέσως

ότι οι όροι r·J και r·M είναι πολύ μικρότεροι από τους υπόλοιπους και μπορούν

να παραλειφθούν σε πρώτη προσέγγιση, ενώ από την προσεγγιστική έκφραση

(2.5) θα έχουμε

jl(kr) '
(kr)l

(2l + 1)!!

Εφαρμόζοντας τις παραπάνω απλοποιήσεις στις (2.63), καταλήγουμε στις εκ-

φράσεις

aE(l,m) ' ckl+2

i(2l + 1)!!

√
l + 1

l

[∫
rlY ∗lmρ dτ

− ik

(l + 1)c

∫
rlY ∗lm∇ · (r×M)dτ

]

aM(l,m) ' ikl+2

(2l + 1)!!

√
l + 1

l

[
− 1

l + 1

∫
rlY ∗lm∇ · (r× J)dτ

−
∫
rlY ∗lm∇ ·Mdτ

]
Ο πρώτος όρος του συντελεστή aE(l,m) περιλαμβάνει την ηλεκτρική πολυπο-

λική ροπή λόγω της κατανομής φορτίου, ενώ ο δεύτερος την αντίστοιχη επαγό-

μενη εξαιτίας της μαγνήτισης. Ομοίως, οι δύο όροι του aM(l,m) περιέχουν τις

μαγνητικές πολυπολικές ροπές που δημιουργούν τα ρεύματα και η μαγνήτιση.



Κεφαλαιο 3

Γραμμικη Κεραια Κεντρικης
Παροχης

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με μια πολύ χρήσιμη εφαρμογή της κλασι-

κής θεωρίας του ηλεκτρομαγνητισμού, την ακτινοβολία που εκπέμπει μια γραμ-

μική κεραία κεντρικής παροχής, κάνοντας την παραδοχή ότι η διάμετρος της

διατομής της είναι αμελητέα σε σχέση με το μήκος της. Θα μας δοθεί με αυτόν

τον τρόπο η δυνατότητα να εκτιμήσουμε την αποτελεσματικότητα της μεθόδου

του γενικευμένου πολυπολικού αναπτύγματος, η οποία αναπτύχθηκε αναλυτι-

κά στο προηγούμενο κεφάλαιο. Τέλος, θα παρουσιάσουμε με σύντομο τρόπο

την πιο ρεαλιστική εκείνη περίπτωση στην οποία η κεραία διαθέτει υπολογίσιμο

εμβαδό διατομής, αντιμετωπίζοντάς την πλέον ως πρόβλημα συνοριακών τιμών.

3.1 ΄Αμεση Προσέγγιση του Προβλήματος

Σε ορισμένα συστήματα ακτινοβολίας, η γεωμετρία της κατανομής ρευμάτων

είναι αρκούντως απλή ώστε να έχουμε τη δυνατότητα να πραγματοποιήσουμε

απευθείας υπολογισμό του ολοκληρώματος (1.7), βρίσκοντας έτσι το διανυσμα-

τικό δυναμικό σε μια κλειστή μορφή. Ως ένα τέτοιο παράδειγμα απλού συστή-

ματος μπορούμε να θεωρήσουμε μία λεπτή, γραμμική κεραία μήκους d, η οποία

διεγείρεται μέσω μιας μικρής οπής στο μέσον της. Θέτουμε το σύστημα συν-

τεταγμένων με τέτοιο τρόπο, ώστε η κεραία να βρίσκεται πάνω στον άξονα z
και η οπή πάνω στην αρχή των αξόνων, όπως ακριβώς απεικονίζεται στο σχή-

μα 3.1. Αν αγνοήσουμε την απόσβεση εξαιτίας της εκπομπής ακτινοβολίας και

δεχτούμε ότι η κεραία είναι αρκετά λεπτή, το ρεύμα κατά μήκος της μπορεί να

θεωρηθεί ημιτονοειδές ως προς τον χρόνο και τον χώρο, με κυματικό αριθμό

k = ω/c, ενώ φυσικά θα είναι συμμετρικό στις δύο πλευρές της. Τέλος, θα

κάνουμε την εύλογη παραδοχή ότι το ρεύμα μηδενίζεται στα άκρα της κεραίας.
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Σύμφωνα με όλα αυτά, μπορούμε να γράψουμε το ρεύμα που διαρρέει την κεραία

ως

I(x = y = 0, z) = I sin

(
kd

2
− k|z|

)
ẑ (3.1)

Η πυκνότητα ρεύματος, όπως έχουμε αναφέρει και στην προηγούμενη ενότητα,

ορίζεται ως

J ≡ dI

da⊥

δηλαδή ως το ρεύμα που διαπερνά μία στοιχειώδη επιφάνεια κάθετη στη ροή.

Στην περίπτωσή μας είναι φανερό ότι θα ισχύει da⊥ = dxdy, άρα η προηγούμενη

σχέση θα γράφεται

J =
∂

∂x

(
∂I

∂y

)
Ωστόσο, έχουμε θεωρήσει ότι το ρεύμα μηδενίζεται εκτός της κεραίας, ενώ

(λόγω του πολύ μικρού πάχους της) για x = y = 0 θα παρουσιάζει μία ασυνεχή

μετάβαση στην τιμή (3.1). Η ακραία αυτή συμπεριφορά επηρεάζει άμεσα την

παράγωγο του I, καθιστώντας την άπειρη πάνω στον χώρο της κεραίας και

μηδενική οπουδήποτε αλλού. Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση δέλτα του Dirac,
μπορούμε να εκφράσουμε την παραπάνω διαπίστωση ως

∂I

∂x
= I δ(x)

ενώ αντίστοιχη θα είναι η σχέση και για την παραγώγιση ως προς y. Με αυτόν

τον τρόπο, η πυκνότητα ρεύματος για το συγκεκριμένο παράδειγμα γράφεται
∗

J(r) = I δ(x)δ(y) = I(x = y = 0, z) δ(x)δ(y)

ενώ αν τη συνδυάσουμε με την έκφραση (3.1) που έχουμε θεωρήσει για το

ρεύμα πάνω στην κεραία, προκύπτει τελικά η κατανομή

J(r) = I sin

(
kd

2
− k|z|

)
δ(x)δ(y)ẑ (3.2)

όπου εννοείται ότι |z| < d/2.†

∗
Στην δεύτερη ισότητα χρησιμοποιήσαμε μία από τις βασικές ιδιότητες της δέλτα συνάρ-

τησης, σύμφωνα με την οποία

f(x)δ(x) = f(0)δ(x)

†
Προφανώς για |z| ≥ d/2 θεωρούμε ότι η συνάρτηση πυκνότητας ρεύματος θα μηδενίζε-

ται.
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y

z

x

r̂

θ

d
2

−d
2

φ

κεντρική

παροχή

Σχήμα 3.1: Μία γραμμική κεραία, κεν-

τρικής παροχής.

΄Οπως έχουμε ήδη δείξει από το πρώτο κεφάλαιο, το διανυσματικό δυναμικό

στη ζώνη ακτινοβολίας μπορεί θεωρητικά να βρεθεί από τη σχέση (1.10)

A(r) =
µ0

4π

eikr

r

∫
J(r′)e−ikr̂·r

′
dτ ′

Ωστόσο, επειδή τα εμφανιζόμενα ολοκληρώματα είναι συνήθως αρκετά δύσκο-

λα στον υπολογισμό τους, μέχρι τώρα κάναμε ανάπτυγμα του εκθετικού και

εξετάζαμε τον κάθε όρο ξεχωριστά. Στην περίπτωσή μας το ολοκλήρωμα λύ-

νεται σχετικά εύκολα, οπότε θα επιχειρήσουμε τον υπολογισμό του δυναμικού

κατευθείαν από αυτήν τη σχέση. Για την πυκνότητα ρεύματος (3.2), προκύπτει

η έκφραση

A(r) =
µ0

4π

Ieikr

r
ẑ

∫
sin

(
kd

2
− k|z′|

)
δ(x′)δ(y′)e−ikr̂·r

′
dτ ′

η οποία, αναλύοντας το χωρικό ολοκλήρωμα, γράφεται ως

A(r) =
µ0

4π

Ieikr

r
ẑ

∫ +d/2

−d/2
sin

(
kd

2
− k|z′|

)

·
[∫ +∞

−∞
δ(y′)

∫ +∞

−∞
δ(x′)e−ikr̂·r

′
dx′dy′

]
dz′

Χωρίζοντας το διάνυσμα r′ = (x′, y′, z′) στις συνιστώσες του, μπορούμε εύκολα

να ξεχωρίσουμε και τα ολοκληρώματα εντός των αγκυλών∫ +∞

−∞
δ(y′)

∫ +∞

−∞
δ(x′)e−ikr̂·r

′
dx′dy′ =

e−ikz
′r̂·ẑ
∫ +∞

−∞
δ(x′)e−ikx

′r̂·x̂dx′
∫ +∞

−∞
δ(y′)e−iky

′r̂·ŷdy′
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ενώ αν αξιοποιήσουμε τη σχέση μέσω της οποίας ορίζεται η συνάρτηση δέλτα∫ +∞

−∞
f(x)δ(x)dx = f(0)

διαπιστώνουμε αμέσως ότι τα ολοκληρώματα ως προς x′ και y′ θα ισούνται με

τη μονάδα. Λαμβάνοντας υπόψη και το γεγονός ότι r̂ · ẑ = cos θ,∗ μπορούμε

τελικά να γράψουμε το διανυσματικό δυναμικό ως

A(r′) =
µ0

4π

Ieikr

r
ẑ

∫ +d/2

−d/2
sin

(
kd

2
− k|z′|

)
e−ikz

′ cos θdz′ (3.3)

Στο σημείο αυτό θα εστιάσουμε την προσπάθειά μας στον υπολογισμό του

ολοκληρώματος. Αρχικά πρέπει να φέρουμε την υπό ολοκλήρωση συνάρτηση

σε πιο πρακτική μορφή, κάτι που μπορεί να γίνει αν χρησιμοποιήσουμε τη σχέση

sinx =
1

2i

(
eix − e−ix

)
η οποία αποτελεί άμεση συνέπεια του τύπου του Euler. Εκφράζοντας λοιπόν

τη συνάρτηση του ημιτόνου με αυτόν τον τρόπο, το ολοκλήρωμα θα γράφεται

C ≡
∫ +d/2

−d/2
sin

(
kd

2
− k|z′|

)
e−ikz

′ cos θdz′

=
1

2i

∫ d/2

−d/2

[
ei(kd/2−k|z

′|) − e−i(kd/2−k|z′|)
]
e−ikz

′ cos θdz′

=
1

2i

[
eikd/2

∫ +d/2

−d/2
e−ik(|z

′|+z′ cos θ)dz′︸ ︷︷ ︸
C1

−e−ikd/2
∫ +d/2

−d/2
eik(|z

′|−z′ cos θ)dz′︸ ︷︷ ︸
C2

]

όπου για ευκολία έχουμε χωρίσει το ολοκλήρωμα σε δύο μέρη. Προκειμένου

να απαλλαγούμε από το απόλυτο του z′, θα αναγκαζούμε να διαχωρίσουμε τις

περιοχές ολοκλήρωσης με βάση το πρόσημό του. Ξεκινώντας λοιπόν από το

∗
Η διαπίστωση αυτή υποβιβάζεται στο επίπεδο του προφανούς αν θυμηθούμε ότι, στις

σφαιρικές συντεταγμένες, ως θ ορίζεται η γωνία ανάμεσα στο ακτινικό διάνυσμα r και τον
άξονα z.
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πρώτο ολοκλήρωμα, θα έχουμε

C1 =

∫ +d/2

0

e−ik(1+cos θ)z′dz′ +

∫ 0

−d/2
eik(1−cos θ)z

′
dz′

=
i

k(1 + cos θ)

[
e−ik(1+cos θ)z′

]+d/2
0
− i

k(1− cos θ)

[
eik(1−cos θ)z

′
]0
−d/2

=
i

k(1 + cos θ)

[
e−ik(1+cos θ)d/2 − 1

]
− i

k(1− cos θ)

[
1− e−ik(1−cos θ)d/2

]
ενώ, με την ίδια ακριβώς διαδικασία, το δεύτερο ολοκλήρωμα γίνεται

C2 =

∫ +d/2

0

eik(1−cos θ)z
′
dz′ +

∫ 0

−d/2
e−ik(1+cos θ)z′dz′

= − i

k(1− cos θ)

[
eik(1−cos θ)z

′
]+d/2
0

+
i

k(1 + cos θ)

[
e−ik(1+cos θ)z′

]0
−d/2

= − i

k(1− cos θ)

[
eik(1−cos θ)d/2 − 1

]
+

i

k(1 + cos θ)

[
1− eik(1+cos θ)d/2

]
Συγχωνεύοντας τα δύο αυτά αποτελέσματα στο αρχικό ολοκλήρωμα C, βρί-

σκουμε

C =
1

2k(1 + cos θ)

[
e−i(kd cos θ)/2 − eikd/2

]
− 1

2k(1− cos θ)

[
eikd/2 − ei(kd cos θ)/2

]
+

1

2k(1− cos θ)

[
e−i(kd cos θ)/2 − e−ikd/2

]
− 1

2k(1 + cos θ)

[
e−ikd/2 − ei(kd cos θ)/2

]
=

1

k(1 + cos θ)

[
cos

(
kd

2
cos θ

)
− cos

(
kd

2

)]

+
1

k(1− cos θ)

[
cos

(
kd

2
cos θ

)
− cos

(
kd

2

)]
Παρατηρούμε ότι το άθροισμα των δύο κλασμάτων μπορεί να απλοποιηθεί ως
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εξής

1

1 + cos θ
+

1

1− cos θ
=

1− cos θ + 1 + cos θ

(1 + cos θ)(1− cos θ)
=

2

1− cos2θ
=

2

sin2θ

οπότε και το ολοκλήρωμα θα πάρει την τελική του μορφή

C =
2

k sin2θ

[
cos

(
kd

2
cos θ

)
− cos

(
kd

2

)]
Θέτοντας το αποτέλεσμα αυτό στη σχέση (3.3), προκύπτει η ακριβής μορφή

του διανυσματικού δυναμικού στη ζώνη ακτινοβολίας

A(r) =
µ0

4π

2Ieikr

kr

cos

(
kd

2
cos θ

)
− cos

(
kd

2

)
sin2θ

 ẑ (3.4)

Από το σημείο αυτό και μετά, η διαδικασία είναι παρόμοια με εκείνη των

προηγούμενων κεφαλαίων. ΄Ετσι, θα προσπαθήσουμε να προσδιορίσουμε το

πεδίο H μέσω της σχέσης (1.8)

H =
1

µ0

(∇×A) =
2I

4πk

∇×

eikrr
cos

(
kd

2
cos θ

)
− cos

(
kd

2

)
sin2θ

ẑ


 (3.5)

ενώ, προκειμένου να απλοποιήσουμε οπτικά τις πράξεις, θα συμβολίζουμε

Θ ≡
cos

(
kd

2
cos θ

)
− cos

(
kd

2

)
sin2θ

(3.6)

Το επόμενο βήμα λοιπόν είναι να υπολογίσουμε τον στροβιλισμό εντός των

αγκυλών της έκφρασης (3.5)

∇×
(
eikr

r
Θ ẑ

)
Αφετηρία μας ως συνήθως θα αποτελέσει η διανυσματική ταυτότητα

∇× (fA) = f(∇×A)−A× (∇f)

η οποία στην περίπτωσή μας γράφεται

∇×
(
eikr

r
Θ ẑ

)
=
eikr

r
Θ(∇× ẑ)− ẑ ×∇

(
eikr

r
Θ

)
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Ωστόσο, όπως μπορούμε εύκολα να διαπιστώσουμε από την έκφρασή του σε

καρτεσιανές συντεταγμένες, ο στροβιλισμός του μοναδιαίου διανύσματος ẑ είναι

μηδέν, επομένως η προηγούμενη σχέση περιορίζεται στην

∇×
(
eikr

r
Θ ẑ

)
= ∇

(
eikr

r
Θ

)
× ẑ (3.7)

Για τον υπολογισμό της κλίσης, θα χρησιμοποιήσουμε τη βασική ταυτότητα

∇(fg) = f(∇g) + g(∇f)

σύμφωνα με την οποία θα είναι

∇
(
eikr

r
Θ

)
= Θ

(
∇eikr

r

)
+
eikr

r
(∇Θ)

Η κλίση στον πρώτο όρο, όπως έχουμε ήδη δείξει σε προηγούμενες ενότητες,

γράφεται

∇eikr

r
=

(
ik
eikr

r
− eikr

r2

)
r̂

ενώ για την διαχείρηση του δεύτερου όρου, θα βασιστούμε στη γενική έκφραση

της κλίσης μιας συνάρτησης σε σφαιρικές συντεταγμένες

∇Θ =
∂Θ

∂r
r̂ +

1

r

∂Θ

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂Θ

∂φ
φ̂

Από τον ορισμό (3.6) είναι φανερό ότι το Θ αποτελεί συνάρτηση μόνο της

μεταβλητής θ, οπότε από την προηγούμενη έκφραση θα κρατήσουμε μόνο τον

πρώτο όρο

∇Θ =
1

r

dΘ

dθ
θ̂

Με βάση αυτά τα δύο αποτελέσματα, η κλίση στη σχέση (3.7) θα γράφεται

αναλυτικά ως

∇
(
eikr

r
Θ

)
= Θ

(
ik
eikr

r
− eikr

r2

)
r̂ +

eikr

r2
dΘ

dθ
θ̂

= ik
eikr

r
Θ r̂ +

eikr

r2

(
dΘ

dθ
θ̂ −Θ r̂

)
(3.8)

Ωστόσο, από τη στιγμή που έχουμε περιοριστεί στη ζώνη ακτινοβολίας όπου

kr � 1, θα επιβιώσει μόνο ο όρος που είναι πρώτης τάξης ως προς 1/r, οπότε
θα έχουμε

∇
(
eikr

r
Θ

)
= ik

eikr

r
Θ r̂
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ενώ η σχέση (3.7) θα δώσει

∇×
(
eikr

r
Θ ẑ

)
= ik

eikr

r
Θ(r̂ × ẑ)

Χρησιμοποιώντας την πλήρη έκφραση για το Θ και με αντικατάσταση στη σχέση

(3.5), το πεδίο H παίρνει τελικά τη μορφή

H = ik
1

4π

2Ieikr

kr

cos

(
kd

2
cos θ

)
− cos

(
kd

2

)
sin2θ

 (r̂ × ẑ) (3.9)

η οποία, ύστερα από σύγκριση με τη σχέση (3.4), μπορεί να γραφεί συναρτήσει

του διανυσματικού δυναμικού ως

H =
ik

µ0

(r̂ ×A) (3.10)

Σειρά στον υπολογισμό μας έχει το ηλεκτρικό πεδίο, το οποίο όπως και στις

προηγούμενες περιπτώσεις θα προκύψει από την σχέση (1.9)

E =
iZ0

k
(∇×H)

Από την πλήρη έκφραση (3.9) του πεδίου H, καθώς και αν χρησιμοποιήσουμε

για διευκόλυνσή μας τον ορισμό (3.6) προκειμένου να εκφράσουμε το γωνιακό

κομμάτι, βρίσκουμε

E = −Z0

4π

2I

k

{
∇×

[
eikr

r
Θ(r̂ × ẑ)

]}
(3.11)

Βασιζόμενοι για άλλη μία φορά στη διανυσματική ταυτότητα

∇× (fA) = f(∇×A)−A× (∇f)

μπορούμε να διαχωρίσουμε τον στροβιλισμό εντός των αγκίστρων σε δύο όρους

∇×
[
eikr

r
Θ(r̂ × ẑ)

]
=
eikr

r

[
∇× (r̂ × ẑ)

]
− (r̂ × ẑ)×∇

(
eikr

r
Θ

)
(3.12)

Η κλίση στον δεύτερο όρο έχει υπολογιστεί προηγουμένως, οπότε μπορούμε

να πάρουμε κατευθείαν το αποτέλεσμα από την (3.8)

∇
(
eikr

r
Θ

)
= ik

eikr

r
Θ r̂ +

eikr

r2

(
dΘ

dθ
θ̂ −Θ r̂

)
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Για τον στροβιλισμό του πρώτου όρου θα αξιοποιήσουμε την ταυτότητα

∇× (A×B) = (B ·∇)A− (A ·∇)B + A(∇ ·B)−B(∇ ·A)

η οποία στην περίπτωσή μας δίνει

∇× (r̂ × ẑ) = (ẑ ·∇)r̂ − (r̂ ·∇)ẑ + r̂(∇ · ẑ)− ẑ(∇ · r̂) (3.13)

Προκειμένου να απλοποιήσουμε αυτήν τη σχέση, θα χρειαστεί να επεξεργα-

στούμε τον κάθε όρο ξεχωριστά. Ξεκινώντας από τον πρώτο, γράφουμε

(ẑ ·∇)r̂ =
∂

∂z
r̂ =

∂

∂z

r

r
=

1

r

∂r

∂z
+ r

∂

∂z

1

r

όπου εύκολα μπορούμε να δούμε ότι

∂r

∂z
=

∂

∂z
(xx̂+ yŷ + zẑ) = ẑ

ενώ η παράγωγος του 1/r θα είναι

∂

∂z

1

r
=

∂

∂z
(x2 + y2 + z2)−1/2 = −1

2
2z(x2 + y2 + z2)−3/2 = − z

r3

Τελικά ο πρώτος όρος θα γράφεται

(ẑ ·∇)r̂ =
ẑ

r
− r

z

r3
=

1

r
ẑ − z

r2
r̂

Ο δεύτερος όρος μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι μηδενίζεται, καθώς αν αναλύ-

σουμε το εσωτερικό γινόμενο βρίσκουμε

(r̂ ·∇)ẑ =
1

r
(r ·∇)ẑ =

1

r

(
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z

)
ẑ = 0

ενώ μηδενικός θα είναι και ο τρίτος όρος, αφού η απόκλιση του z γράφεται

∇ · ẑ =

(
x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z

)
ẑ = 0

Από τη γενική έκφραση της απόκλισης μιας διανυσματικής συνάρτησης v =

υrr̂ + υθθ̂ + υφφ̂ εκφρασμένης σε σφαιρικές συντεταγμένες

∇ · v =
1

r2
∂

∂r
(r2υr) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θυθ) +

1

r sin θ

∂υφ
∂φ
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μπορούμε άμεσα να υπολογίσουμε την απόκλιση του ακτινικού μοναδιαίου δια-

νύσματος, που εμφανίζεται στον τελευταίο όρο

∇ · r̂ =
1

r2
d

dr
(r2) =

2

r

Σύμφωνα με τα παραπάνω, μπορούμε τελικά να γράψουμε τη σχέση (3.13) ως

∇× (r̂ × ẑ) =
ẑ

r
− zr̂

r2
− 2

ẑ

r
= −1

r

(
ẑ +

z

r
r̂
)

Με αντικατάσταση της έκφρασης αυτής, καθώς και της (3.8), στη σχέση (3.12)

προκύπτει

∇×
[
eikr

r
Θ(r̂ × ẑ)

]
= −e

ikr

r2

(
ẑ +

z

r
r̂
)

− (r̂ × ẑ)×
[
ik
eikr

r
Θ r̂ +

eikr

r2

(
dΘ

dθ
θ̂ −Θ r̂

)]
ενώ αν λάβουμε υπόψη το γεγονός ότι ενδιαφερόμαστε για τη ζώνη ακτινοβολί-

ας, θα χρειαστεί να κρατήσουμε μόνο τους όρους πρώτης τάξης ως προς 1/r,∗

οπότε θα έχουμε

∇×
[
eikr

r
Θ(r̂ × ẑ)

]
= −ik e

ikr

r
Θ
[
(r̂ × ẑ)× r̂

]
Τέλος, αν εντάξουμε το αποτέλεσμα αυτό στην (3.11) και γράψουμε την πλήρη

έκφραση (3.6) του Θ, βρίσκουμε ότι το ηλεκτρικό πεδίο δίνεται από τη σχέση

E =
ikZ0

µ0

µ0

4π

2Ieikr

kr

cos

(
kd

2
cos θ

)
− cos

(
kd

2

)
sin2θ

 [(r̂ × ẑ)× r̂
]

ενώ μπορεί να γραφεί πιο απλά, συναρτήσει του διανυσματικού δυναμικού (3.4),

ως

E =
ikZ0

µ0

[
(r̂ ×A)× r̂

]
(3.14)

Είμαστε πλέον έτοιμοι να υπολογίσουμε τη γωνιακή κατανομή της ακτινο-

βολούμενης ισχύος. Ξεκινάμε από τη σχέση (1.22), σύμφωνα με την οποία

dP

dΩ
=

1

2
Re
[
r2r̂ · (E×H∗)

]
∗
Επειδή γενικά z ∼ r, θεωρούμε ότι ο όρος z/r3 είναι όρος δευτέρας τάξης ως προς 1/r.
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ενώ αν χρησιμοποιήσουμε τα πεδία που μόλις βρήκαμε στις σχέσεις (3.10) και

(3.14), η έκφραση αυτή θα γράφεται

dP

dΩ
=
k2Z0

2µ2
0

r2Re
{
r̂ ·
{[

(r̂ ×A)× r̂
]
× (r̂ ×A∗)

}}
Με τη βοήθεια της διανυσματικής ταυτότητας

A · (B×C) = B · (C×A)

ο όρος μέσα στα άγκιστρα μετατρέπεται σε γινόμενο ενός διανύσματος με τον

μιγαδικό συζυγή του, επομένως μπορούμε να γράψουμε πιο κομψά

dP

dΩ
=
k2Z0

2µ2
0

r2
∣∣(r̂ ×A)× r̂

∣∣2
Απομένει να χρησιμοποιήσουμε την ακριβή έκφραση του διανυσματικού δυνα-

μικού από τη σχέση (3.4) και η παραπάνω έκφραση θα ξαναγραφεί ως

dP

dΩ
=
Z0I

2

8π2

∣∣∣∣∣∣∣∣
cos

(
kd

2
cos θ

)
− cos

(
kd

2

)
sin2θ

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 ∣∣(r̂ × ẑ)× r̂

∣∣2
Καθώς στις σφαιρικές συντεταγμένες ορίζουμε ως θ τη γωνία ανάμεσα στο

ακτινικό διάνυσμα και τον άξονα z, μπορούμε εύκολα να διαπιστώσουμε ότι

ισχύει η σχέση

|r̂ × ẑ| = sin θ

ενώ επειδή το διάνυσμα r̂ × ẑ είναι κάθετο στο μοναδιαίο r̂, το μέτρο του

εξωτερικού τους γινομένου θα ισούται με το γινόμενο των μέτρων τους∣∣(r̂ × ẑ)× r̂
∣∣ = sin θ

Με αυτήν την τελική προσθήκη, η γωνιακή κατανομή της ακτινοβολούμενης

ισχύος για το συγκεκριμένο σύστημα θα πάρει τη μορφή

dP

dΩ
=
Z0I

2

8π2

∣∣∣∣∣∣∣∣
cos

(
kd

2
cos θ

)
− cos

(
kd

2

)
sin θ

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

(3.15)

Από τη σχέση (3.14) είναι φανερό ότι το ηλεκτρικό πεδίο θα είναι παράλληλο

στο διάνυσμα (r̂×A)× r̂. Επειδή όμως το διανυσματικό δυναμικό A, σύμφωνα
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και με την (3.4), δείχνει στον άξονα z, η πόλωση της ακτινοβολίας θα βρίσκεται

πάνω στο επίπεδο που σχηματίζει η κεραία με το ακτινικό διάνυσμα.

΄Οπως γίνεται φανερό από τη σχέση (3.15), η γωνιακή κατανομή της ακτινο-

βολίας εξαρτάται άμεσα από την τιμή της ποσότητας kd. Για παράδειγμα, στο

όριο εκείνο που kd� 1 θα ισχύει σε πρώτη προσέγγιση
∗

cos

(
kd

2
cos θ

)
' 1− (kd)2

8
cos2θ

καθώς και

cos

(
kd

2

)
' 1− (kd)2

8

επομένως, η διαφορά αυτών των δύο μεγεθών θα γράφεται

cos

(
kd

2
cos θ

)
− cos

(
kd

2

)
' (kd)2

8
(1− cos2θ) =

(kd)2

8
sin2θ

Αντικαθιστώντας στη σχέση (3.15), βρίσκουμε για την κατανομή της ισχύος

dP

dΩ

∣∣∣∣
kd�1

' Z0I
2

512π2
(kd)4 sin2θ

αποτέλεσμα το οποίο παρουσιάζει την ίδια γωνιακή εξάρτηση με εκείνη της

(1.29) που είχαμε υπολογίσει στην περίπτωση του ηλεκτρικού διπόλου.

Ενδιαφέρον παρουσιάζουν και δύο άλλες ειδικές τιμές της ποσότητας kd.
Στην πρώτη περίπτωση θεωρούμε ότι kd = π κάτι το οποίο, αν θυμηθούμε ότι

k = 2π/λ, είναι ισοδύναμο με τον ισχυρισμό d = λ/2, δηλαδή ότι το μήκος

της κεραίας ισούται με μισό μήκος κύματος της ακτινοβολίας. Σε αυτήν την

περίπτωση, το γωνιακό κομμάτι της (3.15) θα γράφεται∣∣∣∣∣∣∣∣
cos

(
kd

2
cos θ

)
− cos

(
kd

2

)
sin θ

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣
cos
(π

2
cos θ

)
sin θ

∣∣∣∣∣∣
2

=
cos2

(π
2

cos θ
)

sin2θ

Η δεύτερη περίπτωση αναφέρεται στην τιμή kd = 2π, η οποία αντιστοιχεί σε

d = λ ή αλλιώς σε κεραία με μήκος ίσο με το μήκος κύματος της ακτινοβολίας.

∗
Το ανάπτυγμα κατά Taylor του cosx γύρω από το x = 0 δίνει

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . .
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Το γωνιακό κομμάτι της κατανομής ισχύος θα παίρνει τη μορφή∣∣∣∣∣∣∣∣
cos

(
kd

2
cos θ

)
− cos

(
kd

2

)
sin θ

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣cos(π cos θ) + 1

sin θ

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣∣
2 cos2

(π
2

cos θ
)

sin θ

∣∣∣∣∣∣
2

=
4 cos4

(π
2

cos θ
)

sin2θ

όπου κάναμε χρήση της τριγωνομετρικής ταυτότητας

cos2x =
1 + cos 2x

2

Αν θέλουμε να συμπυκνώσουμε τα δύο προηγούμενα αποτελέσματα σε μία

σχέση, μπορούμε να γράψουμε την ακτινοβολούμενη ισχύ ανά στερεά γωνία ως

dP

dΩ
=
Z0I

2

8π2



cos2
(π

2
cos θ

)
sin2θ

, kd = π

4 cos4
(π

2
cos θ

)
sin2θ

, kd = 2π

(3.16)

Παρατηρούμε ότι και στις δύο περιπτώσεις η μέγιστη τιμή της ισχύος της ακτι-

νοβολίας βρίσκεται στις γωνίες θ = π/2 και θ = 3π/2. Ωστόσο, για d = λ η

ισχύς είναι τέσσερις φορές μεγαλύτερη σε σύγκριση με την περίπτωση d = λ/2.
Με άλλα λόγια, διπλασιασμός του μήκους της κεραίας ισοδυναμεί με τετρα-

πλασιασμό της ακτινοβολούμενης ισχύος για τις συγκεκριμένες γωνίες. Με

κατάλληλη τοποθέτηση ορισμένων βασικών κεραιών, καθώς και με προσεκτικό

συντονισμό της φάσης των ρευμάτων, είναι δυνατό να σχηματιστούν αυθαίρετες

κατανομές ακτινοβολίας.

Αν εμείς επιχειρήσουμε να ολοκληρώσουμε τη σχέση (3.16) σε ολόκληρη τη

στερεά γωνία dΩ προκειμένου να βρούμε τη συνολική ακτινοβολούμενη ισχύ,

σύντομα θα βρεθούμε αντιμέτωποι με δύο ολοκληρώματα της μορφής

P =
Z0I

2

4π



∫ π

0

cos2[(π/2) cos θ]

sin θ
dθ, kd = π

4

∫ π

0

cos4[(π/2) cos θ]

sin θ
dθ, kd = 2π
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τα οποία αποδεικνύονται ιδιαιτέρως δύσκολα στον αναλυτικό τους υπολογισμό.

Αντιθέτως, κάνοντας χρήση αριθμητικών μεθόδων, μπορούμε αρκετά εύκολα να

βρούμε μια πολύ ακριβή προσέγγισή τους, κάτι που παρουσιάζουμε αρκούντως

αναλυτικά στο παράρτημα Βʹ. Αξιοποιώντας λοιπόν τα αποτελέσματα (Βʹ.2) &
(Βʹ.3), βρίσκουμε τελικά ότι

P =
Z0I

2

4π


1.2188, kd = π

3.3181, kd = 2π

(3.17)

3.2 Επίλυση με τη Μέθοδο του Γενικευμένου Πολυπολικού

Αναπτύγματος

Στο σημείο αυτό θα ασχοληθούμε με το ίδιο πρόβλημα που αντιμετωπίσαμε

στην αμέσως προηγούμενη ενότητα, δηλαδή με την ακτινοβολία μιας λεπτής,

γραμμικής κεραίας κεντρικής παροχής, χρησιμοποιώντας όμως αυτή τη φορά

τη μέθοδο του γενικευμένου πολυπολικού αναπτύγματος που αναπτύχθηκε στο

κεφάλαιο 2. Με αυτόν τον τρόπο, μας δίνεται η δυνατότητα να ελέγξουμε τον

βαθμό της σύγκλισης της προσεγγιστικής αυτής μεθόδου με την ακριβή λύση

που βρήκαμε.

΄Οπως και προηγουμένως, θα υποθέσουμε ότι η κεραία μήκους d βρίσκεται

πάνω στον άξονα z, με το κέντρο της στο σημείο z = 0. Προς το παρόν,

η μοναδική υπόθεση που θα πραγματοποιήσουμε είναι εκείνη της αρμονικής

χρονικής εξάρτησης, κάτι που μας επιτρέπει να γράψουμε

I(z, t) = I(|z|)e−iωtẑ

ενώ θα πρέπει ταυτόχρονα να απαιτήσουμε I(±d/2) = 0, δηλαδή να μηδενίζεται

το ρεύμα στα άκρα της κεραίας.

Για να προχωρήσουμε στην ανάλυσή μας, θα χρειαστεί πρώτα να προσδιο-

ρίσουμε την πυκνότητα ρεύματος που ανταποκρίνεται στα δεδομένα του προ-

βλήματος, εκφρασμένη σε σφαιρικές συντεταγμένες. Είναι σχετικά εύκολο να

φέρουμε την προηγούμενη σχέση για το ρεύμα στην ακόλουθη μορφή
∗

I(r) =

 I(r) cos θ r̂, θ = 0, π

0, θ 6= 0, π

∗
Στην ανάλυση που ακολουθεί, θα χρησιμοποιήσουμε για απλότητα τα χωρικά μόνο κομ-

μάτια των φορτίων & ρευμάτων, με την χρονική εξάρτηση exp(−iωt) να υπονοείται.
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Από τη σχέση ορισμού J = dI/da⊥ καθώς και με διάφορες δοκιμές, διαπιστώ-

νουμε πως η κατάλληλη έκφραση για την πυκνότητα ρεύματος είναι η ακόλουθη

J(r) =
I(r)

2πr2
[
δ(cos θ − 1)− δ(cos θ + 1)

]
r̂ (3.18)

Σαν επαλήθευση, μπορούμε να υπολογίσουμε το συνολικό ρεύμα που διέρχεται

από μια επιφάνεια κάθετη στην κεραία. Για τον σκοπό αυτό, θα χρειαστεί να

ολοκληρώσουμε σε ένα ημισφαιρικό κέλυφος που δείχνει στα θετικά του άξονα

z και έχει κέντρο την αρχή των αξόνων με τον εξής τρόπο∫
A

J(r)da⊥ = 2πr2
∫ π/2

0

J(r) sin θdθ

= I(r)

∫ 1

0

[
δ(cos θ − 1)− δ(cos θ + 1)

]
r̂d(cos θ)

το οποίο βλέπουμε αμέσως ότι δίνει το σωστό αποτέλεσμα για το I(r), ενώ το

ίδιο ακριβώς θα βρίσκαμε αν παίρναμε την επιφάνεια στα αρνητικά του άξονα z.
Ως γνωστόν, από την πυκνότητα ρεύματος μπορούμε εύκολα να βρούμε την

πυκνότητα φορτίου, μέσω της εξίσωσης συνέχειας

∇ · J = −∂ρ
∂t

= iωρ

επομένως, αν χρησιμοποιήσουμε την έκφραση (3.18), προκύπτει αμέσως ότι
∗

ρ(r) =
1

iω

dI(r)

dr

δ(cos θ − 1)− δ(cos θ + 1)

2πr2
(3.19)

Με μια ματιά στην έκφραση (2.63), σύντομα διαπιστώνουμε ότι οι συντελε-

στές aM(l,m) μηδενίζονται για αυτήν την κατανομή, καθώς θα είναι προφανώς

M = 0 και r × J = 0, όπως φαίνεται καθαρά από τα δεδομένα μας και τη

σχέση (3.18). Επομένως, η ακτινοβολία θα έχει ηλεκτρικό χαρακτήρα, με τις

συνιστώσες aE(l,m) κάθε πολυπολικού όρου να δίνονται από τη σχέση

aE(l,m) =
k2

2π
√
l(l + 1)

∫ d/2

0

{
kr jl(kr)I(r)− 1

k

dI

dr

d

dr

[
rjl(kr)

]}
dr

·
∫
Y ∗lm(θ, φ)

[
δ(cos θ − 1)− δ(cos θ + 1)

]
dΩ

∗
Η απόκλιση ενός διανύσματος A γράφεται σε σφαιρικές συντεταγμένες

∇ ·A =
1

r2
∂

∂r
(r2Ar) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θAθ) +

1

r sin θ

∂Aφ
∂φ
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Το ολοκλήρωμα πάνω στη στερεά γωνία μπορεί να ξαναγραφεί ως∫ 1

1

∫ 2π

0

Y ∗lm(θ, φ)
[
δ(cos θ − 1)− δ(cos θ + 1)

]
dφ d(cos θ) =∫ 2π

0

[
Y ∗lm(0, φ)− Y ∗lm(π, φ)

]
dφ

ενώ, από τον ορισμό (Αʹ.30) των σφαιρικών αρμονικών συναρτήσεων, μαζί με

τη σχέση (Αʹ.26), βλέπουμε ότι για θ = 0, π θα επιβιώσουν μόνο εκείνες οι

συναρτήσεις για τις οποίες ισχύει m = 0. Από τις ίδιες σχέσεις, διαπιστώνουμε

ότι Y ∗l0(θ, φ) = Yl0(θ, φ) = Yl0(θ, 0), επομένως το γωνιακό ολοκλήρωμα θα

γράφεται τελικά
∗∫

Y ∗lm(θ, φ)
[
δ(cos θ − 1)− δ(cos θ + 1)

]
dΩ = 2πδm0

[
Yl0(0)− Yl0(π)

]
Η απουσία των πολυπολικών όρων m 6= 0 του αναπτύγματος φαντάζει αρκετά

εύλογη, αν αναλογιστεί κανείς την αζιμουθιακή συμμετρία (συμμετρία ως προς

τον άξονα z) της διάταξης. Αν θυμηθούμε και τη σχετική συζήτηση της ενότη-

τας Αʹ.3 – σύμφωνα με την οποία τα πολυώνυμα Legendre είναι άρτια (περιττά)

γύρω από το θ = π/2 για άρτιο (περιττό) l – βλέπουμε ότι η προηγούμενη

έκφραση θα είναι διάφορη του μηδενός μόνο για περιττή τιμή της παραμέτρου

l. Επιπλέον, η κανονικοίηση των πολυωνύμων Pl(θ) στο θ = 0 σε συνδυασμό

με την (Αʹ.30), δίνουν τελικά∫
Y ∗lm
[
δ(cos θ−1)−δ(cos θ+1)

]
dΩ =


√

4π(2l + 1), l περιττό & m = 0

0, αλλού

Χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα αυτό, σε συνδυασμό με την ακόλουθη σχέση

dI

dr

d

dr

[
rjl(kr)

]
=

d

dr

[
rjl(kr)

dI

dr

]
− rjl(kr)

d2I

dr2

μπορούμε να ξαναγράψουμε την έκφραση για τους συντελεστές aE(l,m) με τη

μορφή

aE(l, 0) =
k

2π

√
4π(2l + 1)

l(l + 1)

∫ d/2

0

{
− d

dr

[
rjl(kr)

dI

dr

]

+ rjl(kr)

(
d2I

dr2
+ k2I

)}
dr (3.20)

∗
Από τις ιδιότητες της συνάρτησης δέλτα, προκύπτει ότι δ(cos θ − 1) = δ(θ)/| sin θ| και

αντίστοιχα δ(cos θ + 1) = δ(θ − π)/| sin θ|.
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Μέχρι αυτό το σημείο μπορούμε να προχωρήσουμε, δίχως να αξιοποιήσουμε

τις λεπτομέρειες που σχετίζονται με τη μορφή του ρεύματος I(r). Επειδή ο

σκοπός μας εδώ είναι να παρουσιάσουμε την ακρίβεια της μεθόδου του πολυπο-

λικού αναπτύγματος, θα χρησιμοποιήσουμε την ίδια κατανομή (3.1) που είχαμε

θεωρήσει στην ενότητα 3.1

I(r) = I sin

(
kd

2
− kr

)
I είναι η μέγιστη τιμή του ρεύματος, ενώ για r = d/2 το ρεύμα μηδενίζεται όπως

πρέπει. Με βάση αυτήν την έκφραση, βλέπουμε αμέσως ότι ο δεύτερος όρος

της (3.20) μηδενίζεται, αφού d2I/dr2 = −k2I(r). Ο πρώτος όρος αποτελεί ένα

τέλειο διαφορικό, κάτι που αμέσως μας επιτρέπει να γράψουμε

aE(l, 0) =
I

πd

√
4π(2l + 1)

l(l + 1)

(
kd

2

)2

jl

(
kd

2

)
, l περιττό (3.21)

΄Οπως και στην ενότητα 3.1, έτσι κι εδώ θα ασχοληθούμε με δύο ειδικές

περιπτώσεις όσον αφορά στις διαστάσεις της κεραίας. Στην πρώτη περίπτωση

θεωρούμε ότι kd = π, κάτι που αντιστοιχεί σε μήκος κεραίας ίσο με το μισό μή-

κος κύματος της ακτινοβολίας, ενώ στη δεύτερη περίπτωση παίρνουμε kd = 2π,
δηλαδή κεραία με μήκος ένα μήκος κύματος. Από τη σχέση (3.21) βλέπουμε

ότι, προκειμένου να υπολογίσουμε τους συντελεστές aE(l, 0), θα χρειαστούμε

τις περιττές τάξεις των σφαιρικών συναρτήσεων Bessel jl. Ενδεικτικά, παρου-

σιάζουμε τις δύο πρώτες από αυτές

j1(x) =
sinx

x2
− cosx

x
, j3(x) =

(
15

x4
− 6

x2

)
sinx−

(
15

x3
− 1

x

)
cosx

με βάση τις οποίες, μπορούμε να κατασκευάσουμε τις τρεις πρώτες στήλες

του πίνακα 3.1. Παρατηρούμε ότι όσο αυξάνεται η τάξη l τόσο μειώνεται η

συνεισφορά της κάθε συνιστώσας, ενώ όσο μεγαλύτερες είναι οι διαστάσεις

της πηγής, τόσο ασθενέστερη γίνεται αυτή η μείωση. Για τη συζήτησή μας

πάντως θα περιοριστούμε στους όρους l = 1 και l = 3, κάτι που όπως θα

αποδειχθεί στη συνέχεια είναι παραπάνω από αρκετό.

Στο σημείο αυτό, είμαστε έτοιμοι να υπολογίσουμε τη γωνιακή κατανομή

της ακτινοβολίας βασιζόμενοι στη σχέση (2.53), η οποία στην περίπτωσή μας

θα γράφεται

dP

dΩ
=

Z0

2k2
∣∣− aE(1, 0)X10 × r̂ + aE(3, 0)X30 × r̂

∣∣2
=
Z0|aE(1, 0)|2

2k2

∣∣∣∣X10 −
aE(3, 0)

aE(1, 0)
X30

∣∣∣∣2
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ενώ, αν θυμηθούμε και τη σχέση ορισμού (2.30) των συναρτήσεωνXlm, σύμφω-

να με την οποία Xlm = LYlm/
√
l(l + 1), καταλήγουμε στην ακόλουθη έκφραση

για την κατανομή

dP

dΩ
=
Z0|aE(1, 0)|2

4k2

∣∣∣∣LY10 − aE(3, 0)√
6aE(1, 0)

LYlm

∣∣∣∣2 (3.22)

Προκειμένου να προχωρήσουμε στους υπολογισμούς μας, θα χρειαστεί να θυ-

μηθούμε την έκφραση (2.16) που είχαμε βρει για τον τελεστή L, με βάση την

οποία μπορούμε να γράψουμε

(LYl′m′)∗ ·(LYlm) =
1

2
(L+Yl′m′)∗L+Ylm+

1

2
(L−Yl′m′)∗L−Ylm+(LzYl′m′)∗LzYlm

Αν τέλος επικαλεστούμε τις ιδιότητες (2.15) των τελεστών L+, L− & Lz αλλά

και ορισμένες από τις πρώτες σφαιρικές αρμονικές συναρτήσεις που παρουσιά-

ζουμε στην ενότητα Αʹ.5, βρίσκουμε τις ακόλουθες εκφράσεις∣∣LY10∣∣2 =
3

4π
sin2θ

∣∣LY30∣∣2 =
63

16π
sin2θ(5 cos2θ − 1)2

(LY10)
∗ · (LY30) =

3
√

21

8π
sin2θ(5 cos2θ − 1)

Επιπλέον, με μια ματιά στον πίνακα 3.1 και με μια απλή επεξεργασία, διαπι-

στώνουμε ότι το τετράγωνο του συντελεστή aE(1, 0) μπορεί να γραφεί με τη

συμπαγή μορφή

∣∣aE(1, 0)
∣∣2 = λk2

6I2

π3
, όπου λ =

 1, kd = π

π2/4, kd = 2π

Πίνακας 3.1: Πολυπολικές Συνιστώσες για μια Γραμμική Κεραία

kd aE(1, 0) aE(3, 0)/aE(1, 0) aE(5, 0)/aE(1, 0)

π

√
6

π

I

d
4.94× 10−2 1.02× 10−3

2π
√

6π
I

d
0.3242 2.39× 10−2
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Σχήμα 3.2: Στα διαγράμματα απεικονίζονται ταυτόχρονα η ακριβής (συμπαγής γραμμή) και

η προσεγγιστική (διακεκομμένη γραμμή) γωνιακή κατανομή της ακτινοβολίας για γραμμική

κεραία. Το αριστερό σχήμα αναφέρεται στην περίπτωση kd = π και το δεξί στην kd = 2π.

Είμαστε πλέον σε θέση υπολογίσουμε τη σχέση (3.22), αρκεί να εισάγουμε

τις παραπάνω εκφράσεις και να πραγματοποιήσουμε τις απαραίτητες απλοποι-

ήσεις. Με αυτόν τον τρόπο, βρίσκουμε τελικά ότι η γωνιακή κατανομή της

ακτινοβολίας για μια γραμμική κεραία θα δίνεται από την ακόλουθη σχέση

dP

dΩ
= λ

3Z0I
2

π3

(
3

8π
sin2θ

) ∣∣∣∣∣1−
√

7

8

aE(3, 0)

aE(1, 0)
(5 cos2θ − 1)

∣∣∣∣∣
2

(3.23)

Προκειμένου να ελέγξουμε την ακρίβεια των υπολογισμών μας, δεν έχουμε

παρά να συγκρίνουμε τις δύο αυτές τιμές της γωνιακής κατανομής της ακτινο-

βολίας (για λ = 1 και λ = π2/4, μαζί με τις αντίστοιχες τιμές του πίνακα 3.1)

με τις ακριβείς εκφράσεις (3.16) τις οποίες είχαμε εξάγει στην ενότητα 3.1

dP

dΩ
=
Z0I

2

8π2



cos2
(π

2
cos θ

)
sin2θ

, kd = π

4 cos4
(π

2
cos θ

)
sin2θ

, kd = 2π

Στο σχήμα 3.2 παρουσιάζουμε τα σχετικά πολικά διαγράμματα, από τα οποία

διαπιστώνεται η πολύ ικανοποιητική ακρίβεια της μεθόδου του πολυπολικού

αναπτύγματος. Ιδιαίτερα στην περίπτωση kd = π κατά την οποία το μήκος της

κεραίας ισούται με μισό μήκος κύματος της ακτινοβολίας, βλέπουμε ότι υπάρχει

σχεδόν απόλυτη σύγκλιση των αποτελεσμάτων, καθώς τα δύο διαγράμματα είναι

μη διακρίσιμα μεταξύ τους. Και στις δύο περιπτώσεις πάντως, η προσέγγιση

δευτέρας τάξης κρίνεται παραπάνω από ικανοποιητική.
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Αν, τέλος, θελήσουμε να υπολογίσουμε τη συνολική ακτινοβολούμενη ισχύ,

δεν έχουμε παρά να χρησιμοποιήσουμε τη σχέση (2.55), η οποία στην περίπτωση

που εξετάζουμε θα γράφεται με τη μορφή

P =
Z0

2k2

∞∑
l=1,3,5

∣∣aE(l, 0)
∣∣2

΄Οπως προηγουμένως, από το άπειρο άθροισμα θα κρατήσουμε μονάχα τους δύο

πρώτους όρους, οπότε θα γράφουμε

P =
Z0

2k2
∣∣aE(1, 0)

∣∣2 [1 +

∣∣∣∣aE(3, 0)

aE(1, 0)

∣∣∣∣2
]

Με μια ματιά στον πίνακα 3.1 διαπιστώνουμε ότι για kd = π ο δεύτερος όρος

προσέγγισης είναι περίπου 2.44× 10−3 φορές μικρότερος του πρώτου, οπότε η

συνεισφορά του κρίνεται αμελητέα, σε αντίθεση με την περίπτωση εκείνη όπου

kd = 2π με τον δεύτερο όρο να συνεισφέρει περίπου κατά 10.5%. Πραγματο-

ποιώντας μια ελαφριά τροποποίηση, μπορούμε να συμπυκνώσουμε τα παραπάνω

στην ακόλουθη σχέση

P =
Z0I

2

4π


1.2188, kd = π

3.3150, kd = 2π

Επιλέξαμε να την εκφράσουμε σε αυτήν την μορφή, έτσι ώστε να έχουμε τη

δυνατότητα μιας άμεσης σύγκρισης με το αντίστοιχο αποτέλεσμα (3.17), το

οποίο είχαμε εξαγάγει αριθμητικά στην ενότητα 3.1

P =
Z0I

2

4π


1.2188, kd = π

3.3181, kd = 2π

Για άλλη μια φορά βλέπουμε ότι η μέθοδος του πολυπολικού αναπτύγματος

δίνει αποτελέσματα εξαιρετικής ακρίβειας ακόμα και αν περιοριστούμε σε όρους

δεύτερης προσέγγισης, η οποία όμως έχει μια πτωτική τάση με την αύξηση των

διαστάσεων της πηγής (του μήκους της κεραίας σε αυτήν την περίπτωση).

3.3 Η Κεραία ως Πρόβλημα Συνοριακών Τιμών

Μονάχα για την ιδανική περίπτωση απειροστά λεπτών αγωγών, έχουμε το δικαί-

ωμα να θεωρήσουμε ημιτονοειδή μορφή της πυκνότητας ρεύματος, ή και οποια-

δήποτε άλλη γνωστή μορφή. Για ρεαλιστικά συστήματα, όπως για παράδειγμα
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μία κεραία πεπερασμένων διαστάσεων με συγκεκριμένη διέγερση αποτελεί ένα

ιδιαίτερα σύνθετο πρόβλημα συνοριακών τιμών.

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουμε μια πολύ βασική μεθοδολογία για την ε-

πίλυση του προβλήματος, θεωρώντας γραμμική κεραία μήκους d, όπως εκείνη

του σχήματος 3.1, η οποία όμως έχει κυκλική διατομή ακτίνας α. Υποθέτου-

με ότι είναι κατασκευασμένη από ιδανικό αγωγό και με ακτίνα πολύ μικρή σε

σύγκριση με το μήκος της αλλά και με το μήκος κύματος. Με αυτόν τον τρόπο

διασφαλίζουμε ότι το ρεύμα στην επιφάνεια της κεραίας θα έχει μόνο διαμήκη

συνιστώσα z, καθώς επίσης και ότι τα πεδία θα χαρακτηρίζονται από αζιμου-

θιακή συμμετρία, δηλαδή θα είναι ανεξάρτητα της γωνίας φ.
Ως άμεση συνέπεια των παραπάνω, το διανυσματικό δυναμικό διαθέτει μόνο

z συνιστώσα,
∗
ενώ όπως πάντα τα δυναμικά και τα πεδία θα χαρακτηρίζονται από

τη γνωστή αρμονική χρονική εξάρτηση. Γνωρίζουμε ότι στη βαθμίδα Lorentz
ισχύει η σχέση

∇ ·A = −µ0ε0
∂Φ

∂t
= − 1

c2
∂Φ

∂t
ενώ αν αξιοποιήσουμε και το γεγονός ότι Φ(r, t) = Φ(r) exp(−iωt), θα γρά-

φουμε

∇ ·A =
iω

c2
Φ(r, t) =

ik

c
Φ(r, t)

Τέλος, απαλοίφοντας τους χρονικούς όρους της προηγούμενης σχέσης
†
και

λύνοντας ως προς το βαθμωτό δυναμικό, προκύπτει η σχέση

Φ(r) = −ic
k

(∇ ·A) (3.24)

Στη συνέχεια θα επιχειρήσουμε να βρούμε μία έκφραση για το ηλεκτρικό πε-

δίο, βασιζόμενοι στο αποτέλεσμα αυτό. Αφετηρία μας θα αποτελέσει η γνωστή

από τον ηλεκτρομαγνητισμό σχέση

E = −∇Φ− ∂A

∂t

η οποία, σε συνδυασμό με την (3.24), θα δώσει

E(r, t) =
ic

k
∇(∇ ·A) + iωA(r, t) =

ic

k

[
∇(∇ ·A) +

ωk

c
A(r, t)

]
Αν επιπλέον χρησιμοποιήσουμε τη σχέση ω = kc και απαλοίψουμε τη χρονική

εξάρτηση όπως προηγουμένως, καταλήγουμε στην έκφραση

E(r) =
ic

k

[
∇(∇ ·A) + k2A

]
(3.25)

∗
Το συμπέρασμα αυτό προκύπτει από την έκφραση (1.7) του δυναμικού.
†
Μην ξεχνάμε ότι το A, άρα και το ∇ ·A, μοιράζεται την ίδια χρονική εξάρτηση με το

Φ.



Κεφαλαιο 3. Γραμμικη Κεραια Κεντρικης Παροχης 90

Δεδομένου ότι A = Az(r)ẑ, καθώς το διανυσματικό δυναμικό έχει μόνο δια-

μήκη συνιστώσα z, η απόκλισή του θα έχει την απλή μορφή

∇ ·A =
∂Az
∂z

ενώ η (3.25) θα ξαναγράφεται ως

E(r) =
ic

k

(
∂2Az
∂x∂z

x̂+
∂2Az
∂y∂z

ŷ +
∂2Az
∂z2

ẑ + k2Az ẑ

)
Από την έκφραση αυτή, μπορούμε αρκετά εύκολα να ξεχωρίσουμε τη z συνι-

στώσα του ηλεκτρικού πεδίου

Ez(r) =
ic

k

(
∂2

∂z2
+ k2

)
Az(r) (3.26)

Στη συνέχεια θα εκμεταλλευτούμε μία ιδιότητα των ιδανικών αγωγών, σύμ-

φωνα με την οποία το ηλεκτρικό πεδίο στην επιφάνειά του σώματος διαθέτει

μόνο κάθετη σε αυτήν συνιστώσα. ΄Ετσι, η εφαπτομενική συνιστώσα (στην

περίπτωσή μας η Ez) θα μηδενίζεται σε εκείνο το σύνορο, συνθήκη η οποία

μπορεί να εκφραστεί σε κυλινδρικές συντεταγμένες ως

Ez(ρ = α, z) = 0

όπου παραλείψαμε να γράψουμε τη μεταβλητή φ λόγω αζιμουθιακής συμμετρίας,

ενώ επίσης εννοείται ότι περιοριζόμαστε πάνω στην κεραία, δηλαδή για z < d/2.
Με χρήση της έκφρασης (3.26) για τη z συνιστώσα, προκύπτει ότι το Az θα

ικανοποιεί την εξίσωση (
∂2

∂z2
+ k2

)
Az(ρ = α, z) = 0 (3.27)

Με άλλα λόγια αποδείξαμε ότι, για τις παραδοχές που έχουμε κάνει, το διανυ-

σματικό δυναμικό στην επιφάνεια της κεραίας θα έχει αναγκαστικά ημιτονοειδή

μορφή.
∗

Το επόμενο βήμα στον συλλογισμό μας είναι να επεξεργαστούμε το διανυ-

σματικό δυναμικό, το οποίο έχουμε δείξει ότι δίνεται από τη σχέση (1.7)

A(r) =
µ0

4π

∫
J(r′)

eik|r−r
′|

|r− r′|
dτ ′

∗
Υπενθυμίζουμε ότι η διαφορική εξίσωση

d2f

dx2
+ k2f = 0

έχει ως γενική λύση τη συνάρτηση f = A sin(kx) +B cos(kx).
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επειδή όμως, όπως έχουμε πει και προηγουμένως, η πυκνότητα ρεύματος θα

έχει μόνο διαμήκη συνιστώσα z, μπορούμε να περιοριστούμε στην έκφραση

Az(r) =
µ0

4π

∫
Jz(r

′)
eik|r−r

′|

|r− r′|
dτ ′ (3.28)

΄Οπως γνωρίζουμε, η πυκνότητα ρεύματος ορίζεται ως το ρεύμα που διαπερνά

μία στοιχειώδη επιφάνεια da⊥ κάθετη στη ροή, δηλαδή

J ≡ dI

da⊥

Είναι φανερό ότι στην περίπτωσή μας θα είναι da⊥ = 2πρdρ, ενώ αν θεωρήσουμε

ότι το συνολικό ρεύμα στην κατεύθυνση z είναι I(z) και περιορίζεται στην

επιφάνεια της κεραίας, θα ισχύει

J =
1

2πρ

dI

dρ
=
I(z)

2πρ
δ(ρ− α)ẑ

Με βάση αυτήν την πυκνότητα ρεύματος, η σχέση (3.28) θα γράφεται ως

Az(r) =
µ0

4π

∫ ∞
0

∫ 2π

0

∫ z0+d

z0

I(z′)

2πρ′
δ(ρ′ − α)

eik|r−r
′|

|r− r′|
ρ′dρ′dφ′dz′

ή, αν εκμεταλλευτούμε τη συνάρτηση δέλτα του Dirac, ως

Az(r) =
µ0

8π2

∫ 2π

0

∫ z0+d

z0

I(z′)
eik|r−r

′|

|r− r′|

∣∣∣∣
ρ′=α

dφ′dz′

Εμείς ωστόσο, όπως φαίνεται και από την εξίσωση (3.27), ενδιαφερόμαστε για

την τιμή του διανυσματικού δυναμικού στην περιοχή ρ = α, επομένως μπορούμε

να περιορίσουμε την προηγούμενη σχέση στην

Az(ρ = α, z) =
µ0

8π2

∫ 2π

0

∫ z0+d

z0

I(z′)
eik|r−r

′|

|r− r′|

∣∣∣∣
ρ=ρ′=α

dφ′dz′ (3.29)

Προκειμένου να επεξεργαστούμε το ολοκλήρωμα, θα χρειαστεί να προσ-

διορίσουμε το διάνυσμα |r − r′|, κάτι που μπορεί να γίνει αν εκφράσουμε τα

διανύσματα r = (x, y, z) και r′ = (x′, y′, z′) σε κυλινδρικές συντεταγμένες.

Αφετηρία μας θα είναι οι σχέσεις μετατροπής
x = ρ cosφ

y = ρ sinφ

z = z



Κεφαλαιο 3. Γραμμικη Κεραια Κεντρικης Παροχης 92

από τις οποίες βρίσκουμε r = (ρ cosφ, ρ sinφ, z) και r′ = (ρ′ cosφ′, ρ′ sinφ′, z′).
Από τη στιγμή που έχουμε θεωρήσει αζιμουθιακή συμμετρία, διατηρούμε το

δικαίωμα να θέσουμε φ = 0, ενώ το μέτρο της διαφοράς των δύο διανυσμάτων

θα γράφεται

|r− r′| =
√

(ρ− ρ′ cosφ′)2 + (ρ′ sinφ′)2 + (z − z′)2

=
√
ρ2 + ρ′2 cos2φ′ − 2ρρ′ cosφ′ + ρ′2 sin2φ′ + (z − z′)2

=

√
ρ2 + ρ′2 − 2ρρ′ cosφ′ + (z − z′)2

Ωστόσο, αν χρησιμοποιήσουμε την τριγωνομετρική ταυτότητα
∗

cosx = 1− 2 sin2
(x

2

)
η προηγούμενη σχέση θα γράφεται ως

|r− r′| =

√
ρ2 + ρ′2 − 2ρρ′ + 4ρρ′ sin2

(
φ′

2

)
+ (z − z′)2

=

√
(ρ− ρ′)2 + 4ρρ′ sin2

(
φ′

2

)
+ (z − z′)2

ενώ για ρ = ρ′ = α, θα έχουμε τελικά

|r− r′|
∣∣∣
ρ=ρ′=α

=

√
(z − z′)2 + 4α2 sin2

(
φ′

2

)
Αν αντικαταστήσουμε το αποτέλεσμα αυτό στην (3.29), το διανυσματικό

δυναμικό θα πάρει τη μορφή

Az(ρ = α, z) =
µ0

8π2

∫ 2π

0

dφ′

·
∫ z0+d

z0

I(z′)
exp

[
ik
√

4(z − z′)2 + α2 sin2(φ′/2)
]

√
4(z − z′)2 + α2 sin2(φ′/2)

dz′

∗
Η σχέση αυτή είναι ισοδύναμη με τη γνωστή ταυτότητα

sin2x =
1− cos 2x

2



Κεφαλαιο 3. Γραμμικη Κεραια Κεντρικης Παροχης 93

ενώ αν θέσουμε β = φ′/2, μπορούμε να το γράψουμε πιο απλά ως

Az(ρ = α, z) =
µ0

4π

∫ z0+d

z0

I(z′)K(z − z′)dz′ (3.30)

όπου

K(z − z′) ≡ 1

π

∫ π

0

exp
[
ik
√

(z − z′)2 + 4α2 sin2β
]

√
(z − z′)2 + 4α2 sin2β

dβ (3.31)

Πλέον είμαστε σε θέση να επαναδιατυπώσουμε τη διαφορική εξίσωση (3.27),

γράφοντας (
∂2

∂z2
+ k2

)∫ z0+d

z0

I(z′)K(z − z′)dz′ = 0

γεγονός που μας επιτρέπει να εκφράσουμε το ολοκλήρωμα ως∫ z0+d

z0

I(z′)K(z − z′)dz′ = α1 cos kz + α2 sin kz

Οι σταθερές α1 και α2 προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες του προβλή-

ματος, και συγκεκριμένα από το γεγονός ότι το ρεύμα μηδενίζεται στα άκρα της

κεραίας. Η επίλυση της ολοκληρωτικής αυτής εξίσωσης δεν είναι εύκολη κα-

θώς, όπως είναι φανερό και από τη σχέση (3.31), χρειάζεται ιδιαίτερη προσοχή

στην περιοχή εκείνη που z ' z′.



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ



Παραρτημα Αʹ

Μαθηματικο Συμπληρωμα

Αʹ.1 Διανυσματική Ολοκλήρωση κατά Παράγοντες

΄Εστω ότι μας δίνεται το ακόλουθο χωρικό ολοκλήρωμα∫
V

∇ · (fA)dτ

Κάνοντας χρήση της διανυσματικής ταυτότητας

∇ · (fA) = A · (∇f) + f(∇ ·A)

μπορούμε να το ξαναγράψουμε με τη μορφή∫
V

∇ · (fA)dτ =

∫
V

A · (∇f)dτ +

∫
V

f(∇ ·A)dτ

Αν επιπλέον χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα της απόκλισης στον πρώτο όρο του

δεξιού μέλους της ισότητας, θα έχουμε τελικά∫
V

f(∇ ·A)dτ =

∫
S

fA · da−
∫
V

A · (∇f)dτ

όπου S η συνοριακή επιφάνεια ∂V του όγκου V , ενώ το da θα έχει κατεύθυνση

κάθετη στη στοιχειώδη επιφάνεια da. Η σχέση αυτή αποτελεί την γενίκευση

της παραγοντικής ολοκλήρωσης στις τρεις διαστάσεις.

Θα εξειδικεύσουμε τη διαπίστωση αυτή θεωρώντας ότι η χωρική ολοκλήρω-

ση πραγματοποιείται σε όλο τον χώρο, ενώ επίσης θα θέσουμε f = xi, όπου

xi μία εκ των συνιστωσών του διανύσματος θέσης r = (x, y, z). Κάνοντας
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τέλος την παραδοχή ότι το διάνυσμα A είναι μηδέν στο άπειρο,
∗
το επιφανειακό

ολοκλήρωμα θα μηδενίζεται και η προηγούμενη σχέση θα γράφεται∫
xi(∇ ·A)dτ = −

∫
A · (∇xi)dτ = −

∫
A · x̂idτ

αφού

∇xi =

(
∂

∂x
x̂+

∂

∂y
ŷ +

∂

∂z
ẑ

)
xi = x̂i

Πολλαπλασιάζοντας και τα δυο μέλη με x̂i και αθροίζοντας σε όλα τα i, βρί-

σκουμε

3∑
i=1

∫
xix̂i(∇ ·A)dτ = −

3∑
i=1

∫
(A · x̂i)x̂idτ

Επειδή όμως

3∑
i=1

(A · x̂i)x̂i =
3∑
i=1

Aix̂i = A

θα προκύψει τελικά η χρήσιμη σχέση∫
r(∇ ·A)dτ = −

∫
Adτ (Αʹ.1)

Αʹ.2 Εξίσωση Laplace σε Σφαιρικές Συντεταγμένες

΄Οπως γνωρίζουμε από την θεωρία του ηλεκτρομαγνητισμού, ο νόμος του Gauss
γράφεται σε διαφορική μορφή ως

∇ · E =
ρ

ε0

Δεδομένου ότι στην ηλεκτροστατική το ηλεκτρικό πεδίο μπορεί να εκφραστεί

συναρτήσει ενός βαθμωτού δυναμικού E = −∇Φ, η προηγούμενη σχέση ξα-

ναγράφεται ως

∇2Φ = − ρ
ε0

η οποία είναι γνωστή και ως εξίσωση Poisson. Αν τέλος δεχτούμε ότι στην

περιοχή που μας ενδιαφέρει δεν υπάρχουν φορτία, τότε προκύπτει η λεγόμενη

εξίσωση Laplace
∇2Φ = 0

∗
Δεν αρκεί να σβήνει στο άπειρο με ομαλό τρόπο, καθώς το da περιέχει έναν παράγοντα

r2, ενώ έχουμε επιπλέον θέσει και f = xi. Μία ικανή συνθήκη είναι το A να μηδενίζεται
απότομα, όπως ακριβώς συμβαίνει και σε μία εντοπισμένη κατανομή ρευμάτων J.
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Η τελευταία αυτή έκφραση μας παρέχει την ελευθερία να επιλέξουμε εμείς

το σύστημα συντεταγμένων με το οποίο θα εργαστούμε. Εκφράζοντας την

λαπλασιανή ∇2
σε σφαιρικές συντεταγμένες, προκύπτει η εξίσωση

1

r

∂2

∂r2
(rΦ) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Φ

∂θ

)
+

1

r2 sin2θ

∂2Φ

∂φ2
= 0 (Αʹ.2)

Προκειμένου να την επιλύσουμε, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το δυναμικό έχει

τη μορφή

Φ =
U(r)

r
P (θ)Q(φ) (Αʹ.3)

οπότε με αντικατάσταση στην (Αʹ.2) βρίσκουμε

PQ

r

d2U

dr2
+

UQ

r3 sin θ

d

dθ

(
sin θ

dP

dθ

)
+

UP

r3 sin2θ

d2Q

dφ2
= 0

Πολλαπλασιάζοντας με r3 sin2θ/UPQ, η εξίσωση παίρνει τη χωριζόμενη μορφή

r2 sin2θ

[
1

U

d2U

dr2
+

1

Pr2 sin θ

d

dθ

(
sin θ

dP

dθ

)]
+

1

Q

d2Q

dφ2︸ ︷︷ ︸
−m2

= 0 (Αʹ.4)

΄Εχουμε πλέον απομονώσει την εξάρτηση ως προς φ στον τελευταίο όρο, επο-

μένως μπορούμε να τον θέσουμε ίσο με μία σταθερά

1

Q

d2Q

dφ2
= −m2

(Αʹ.5)

Οι λύσεις της διαφορικής αυτής εξίσωσης θα είναι της μορφής
∗

Q = e±imφ (Αʹ.6)

απ΄ όπου είναι φανερό πως, για να ισχύει η φυσική απαίτηση Q(φ+2π) = Q(φ),
θα πρέπει η σταθερά m να περιορίζεται σε ακέραιες τιμές.

Πολλαπλασιάζοντας τώρα την εξίσωση (Αʹ.4) με 1/ sin2θ βρίσκουμε

r2

U

d2U

dr2︸ ︷︷ ︸
l(l+1)

+
1

P sin θ

d

dθ

(
sin θ

dP

dθ

)
− m2

sin2θ
= 0 (Αʹ.7)

∗
΄Εχουμε παραλείψει την πολλαπλασιαστική σταθερά, καθώς αυτή μπορεί πάντοτε να

ενσωματωθεί στα U(r) & P (θ).
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όπου αυτήν τη φορά απομονώσαμε την εξάρτηση ως προς r στον πρώτο όρο.

΄Εχουμε λοιπόν το δικαίωμα να απαιτήσουμε να ισχύει

r2

U

d2U

dr2
= l(l + 1)

ή με απλή αναδιάταξη των όρων

d2U

dr2
− l(l + 1)

r2
U = 0

Το γεγονός ότι θέσαμε τη σταθερά ίση με l(l+1) αποτελεί απλώς μία ιδιόμορφη

επιλογή, η οποία μας επιτρέπει να γράψουμε αμέσως τις λύσεις της διαφορικής

αυτής εξίσωσης ως

U = Arl+1 +Br−l (Αʹ.8)

όπως μπορεί πολύ εύκολα να επαληθεύσει ο αναγνώστης. Τέλος, αν πολλαπλα-

σιάσουμε με P την (Αʹ.7), καταλήγουμε στη διαφορική εξίσωση

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dP

dθ

)
+

[
l(l + 1)− m2

sin2θ

]
P = 0 (Αʹ.9)

ενώ δεν πρέπει να ξεχνάμε και ότι εκκρεμεί ο προσδιορισμός του l.

Αʹ.3 Εξίσωση Legendre & Πολυώνυμα Legendre

Προκειμένου να επιλύσουμε την εξίσωση (Αʹ.9), μπορούμε για λόγους ευκολίας

να την εκφράσουμε συναρτήσει της μεταβλητής x = cos θ. Το διαφορικό της

θα είναι dx = − sin θdθ, επομένως η εξίσωση θα ξαναγράφεται ως

d

dx

[
(1− x2)dP

dx

]
+

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
P = 0 (Αʹ.10)

όπου βεβαίως χρησιμοποιήσαμε και το γεγονός ότι sin2θ = 1− x2. Η εξίσωση

αυτή ονομάζεται γενικευμένη εξίσωση Legendre και επιδέχεται ως λύσεις τις

λεγόμενες συναρτήσεις Legendre.
Στην ενότητα αυτή θα ασχοληθούμε με την πιο απλή περίπτωση όπουm = 0.

Κάνοντας αυτήν την παραδοχή, καταλήγουμε στη συνήθη εξίσωση Legendre

d

dx

[
(1− x2)dP

dx

]
+ l(l + 1)P = 0 (Αʹ.11)

Ως γνωστόν, η μεταβλητή θ παίρνει τιμές στο διάστημα [0, π], επομένως θα

αναζητήσουμε μονότιμες, πεπερασμένες & συνεχείς λύσεις της (Αʹ.11) στο αν-

τίστοιχο διάστημα −1 ≤ x ≤ 1.∗

∗
Η απαίτηση αυτή μας εξασφαλίζει ότι η γενική λύση Φ = UPQ/r της εξίσωσης (Αʹ.2)

θα εκφράζει ένα δυναμικό που αντιστοιχεί σε ένα πραγματικό φυσικό σύστημα.
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Θα ξεκινήσουμε την αναζήτηση αυτή, κάνοντας την υπόθεση ότι η λύση μας

θα έχει τη γενική μορφή της ακόλουθης δυναμοσειράς

P (x) = xb
∞∑
j=0

ajx
j =

∞∑
j=0

ajx
b+j

με το b να είναι μια άγνωστη προς το παρόν παράμετρος. Προκειμένου να

προσδιορίσουμε τόσο το b όσο και τους συντελεστές aj, θα πρέπει να αντικα-

ταστήσουμε την έκφραση αυτή στη διαφορική εξίσωση (Αʹ.11)

∞∑
j=0

{
d

dx

[
(1− x2)(b+ j)ajx

b+j−1]+ l(l + 1)ajx
b+j

}
= 0

ενώ αν πραγματοποιήσουμε και την εναπομένουσα παραγώγιση, προκύπτει η

συνθήκη

∞∑
j=0

{
(b+j)(b+j−1)ajx

b+j−2−
[
(b+j)(b+j+1)−l(l+1)

]
ajx

b+j
}

= 0 (Αʹ.12)

μέσα στην οποία περιέχονται οι πληροφορίες για τις άγνωστες παραμέτρους της

P (x). Για να το δούμε καλύτερα αυτό, είναι αναγκαίο να ομαδοποιήσουμε τους

όρους του αθροίσματος με βάση τις δυνάμεις του x. Τον πρώτο όρο μπορούμε

να τον γράψουμε ως

b(b− 1)a0x
b−2 + b(b+ 1)a1x

b−1 +
∞∑
n=2

(b+ n)(b+ n− 1)anx
b+n−2

ενώ αν χρησιμοποιήσουμε την μεταβλητή j = n−2 για την άθροιση, θα βρούμε

b(b− 1)a0x
b−2 + b(b+ 1)a1x

b−1 +
∞∑
j=0

(b+ j + 1)(b+ j + 2)aj+2x
b+j

Αν αντικαταστήσουμε το αποτέλεσμα αυτό, η συνθήκη (Αʹ.12) ξαναγράφεται

στην πολύ πιο χρήσιμη μορφή

b(b− 1)a0x
b−2 + b(b+ 1)a1x

b−1 +
∞∑
j=0

{
(b+ j + 1)(b+ j + 2)aj+2

−
[
(b+ j)(b+ j + 1)− l(l + 1)

]
aj

}
xb+j = 0

Είναι φανερό πως αν θέλουμε η συνθήκη αυτή να είναι αληθής για οποιαδή-

ποτε τιμή της μεταβλητής στο διάστημα −1 ≤ x ≤ 1, θα πρέπει ο συντελεστής
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της κάθε δύναμης του x να μηδενίζεται ξεχωριστά. Για τους δύο πρώτους

όρους, θα έχουμε λοιπόν

αν a0 6= 0 τότε b(b− 1) = 0

αν a1 6= 0 τότε b(b+ 1) = 0

}
(Αʹ.13)

ενώ για τους υπόλοιπους, αρκεί να ισχύει η σχέση

aj+2 =

[
(b+ j)(b+ j + 1)− l(l + 1)

(b+ j + 1)(b+ j + 2)

]
aj (Αʹ.14)

Οι συνθήκες (Αʹ.13) μας υποδεικνύουν ότι το πρόβλημα χωρίζεται σε τέσσερις

διαφορετικές περιπτώσεις.

Στην πρώτη περίπτωση έχουμε a0 = a1 = 0, κάτι που αντιστοιχεί στην

τετριμμένη λύση P (x) = 0, καθώς από την (Αʹ.14) γίνεται αμέσως φανερό ότι

όλοι οι συντελεστές aj θα είναι ίσοι με το μηδέν. Για ευνόητους λοιπόν λόγους,

η λύση αυτή απορρίπτεται.

Στην δεύτερη περίπτωση θα ισχύει a0 6= a1 = 0, γεγονός που συνεπάγεται

από την (Αʹ.14) ότι θα επιζούν μόνο οι συντελεστές aj με άρτιο δείκτη. Επι-

πλέον, από την (Αʹ.13) προκύπτουν δύο υποπεριπτώσεις, μία για κάθε τιμή της

παραμέτρου b:

b = 0: με άρτια λύση P (x) =
∞∑

j=0,2,4

ajx
j =

∞∑
j=0

a2j x
2j

b = 1: με περιττή λύση P (x) =
∞∑

j=0,2,4

ajx
j+1 =

∞∑
j=0

a2j x
2j+1

Στην τρίτη περίπτωση θεωρούμε a1 6= a0 = 0, όπου είναι φανερό ότι ε-

πιζούν μόνο οι συντελεστές aj με περιττό δείκτη. Πάλι θα διακρίνουμε δύο

υποπεριπτώσεις:

b = −1: με άρτια λύση P (x) =
∞∑

j=1,3,5

ajx
j−1 =

∞∑
j=0

a2j+1 x
2j

b = 0: με περιττή λύση P (x) =
∞∑

j=1,3,5

ajx
j =

∞∑
j=0

a2j+1 x
2j+1

Η τέταρτη περίπτωση όπου a0 6= 0 και a1 6= 0 οδηγεί σε μη αποδεκτές

λύσεις, όπως θα δείξουμε αργότερα. Με μία απλή παρατήρηση μπορούμε να

διαπιστώσουμε ότι οι επιλογές a0 6= 0 και a1 6= 0 είναι απολύτως ισοδύναμες,

επομένως δεν χάνουμε σε γενικότητα αν εστιάσουμε αποκλειστικά στην πρώτη.
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Προκειμένου να θεωρούνται αποδεκτές οι λύσεις μας, θα πρέπει υποχρεωτι-

κά να είναι πεπερασμένες στο διάστημα −1 ≤ x ≤ 1. Για |x| < 1 αποδεικνύεται

ότι και οι δύο σειρές b = 0 και b = 1 θα συγκλίνουν, κάτι που δεν ισχύει για

τις οριακές τιμές x = ±1. Είναι αναγκαία λοιπόν συνθήκη να τερματίζεται η

σειρά για κάποια συγκεκριμένη τιμή του j.
Για άρτιες λύσεις (b = 0), η σχέση (Αʹ.14) μαζί με την αυτονόητη αντικα-

τάσταση j → 2j∗ δίνει την ακόλουθη εξάρτηση των συντελεστών

a2j+2 =

[
2j(2j + 1)− l(l + 1)

(2j + 1)(2j + 2)

]
a2j

Είναι φανερό λοιπόν ότι, για να τερματίζεται η σειρά για ορισμένη τιμή του j,
θα πρέπει να ισχύει l = 2j. Με άλλα λόγια, το l οφείλει να είναι θετικός και

άρτιος αριθμός. Ομοίως, για τις περιττές λύσεις (b = 1) θα ισχύει

a2j+2 =

[
(2j + 1)(2j + 2)− l(l + 1)

(2j + 2)(2j + 3)

]
a2j

επομένως θα πρέπει απαραίτητα να είναι l = 2j + 1 για ορισμένο j, δηλαδή η

παράμετρος l να είναι μεγαλύτερη του μηδενός και περιττή. Και για τις δύο

περιπτώσεις βρίσκουμε εύκολα ότι η μέγιστη δύναμη της σειράς θα είναι η xl,
ενώ η ελάχιστη θα είναι η x0 για άρτιο και η x για περιττό l.

Οι λύσεις που βρήκαμε συμβολίζονται ως Pl(x) και ονομάζονται πολυώνυμα

Legendre τάξης l, ενώ κατά σύμβαση κανονικοποιούνται ώστε να ισχύει Pl(1) =
1. Στη συνέχεια παρουσιάζουμε τα πέντε πρώτα από αυτά

P0(x) = 1

P1(x) = x

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x)

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3)


Αποδεικνύεται ότι υπάρχει ένας πιο άμεσος τρόπος να βρίσκουμε τα πολυώνυμα

κάθε τάξης, μέσω του λεγόμενου τύπου του Rodrigues

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2 − 1)l (Αʹ.15)

∗
Μην ξεχνάμε ότι με την επιλογή a1 = 0 έχουμε αυτομάτως αποκλείσει όλους τους

συντελεστές της μορφής a2j+1.
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Τα πολυώνυμα Legendre αποτελούν ένα πλήρες σύστημα ορθογώνιων συ-

ναρτήσεων στο διάστημα−1 ≤ x ≤ 1. Εδώ θα αποδείξουμε την ορθογωνιότητα

κατευθείαν από τη διαφορική εξίσωση (Αʹ.11). Αν την πολλαπλασιάσουμε με

Pl′(x) και ολοκληρώσουμε σε όλο το πεδίο ορισμού, προκύπτει η ακόλουθη

σχέση ∫ 1

−1
Pl′(x)

{
d

dx

[
(1− x2)dPl

dx

]
+ l(l + 1)Pl(x)

}
dx = 0

Ολοκληρώνοντας κατά μέλη τον πρώτο όρο, βρίσκουμε
∗∫ 1

−1

[
(x2 − 1)

dPl
dx

dPl′

dx
+ l(l + 1)Pl(x)Pl′(x)

]
dx = 0

ενώ είναι προφανές ότι μπορούμε να ξαναγράψουμε τη σχέση αυτή, εναλλάσ-

σοντας απλώς τις παραμέτρους l και l′†∫ 1

−1

[
(x2 − 1)

dPl
dx

dPl′

dx
+ l′(l′ + 1)Pl(x)Pl′(x)

]
dx = 0

Αφαιρώντας κατά μέλη τις δύο τελευταίες εξισώσεις, καταλήγουμε στο αποτέ-

λεσμα [
l(l + 1)− l′(l′ + 1)

] ∫ 1

−1
Pl(x)Pl′(x)dx = 0

το οποίο αποτελεί τη σχέση ορθογωνιότητας που ψάχναμε. Πράγματι, παρατη-

ρούμε ότι για l 6= l′ το ολοκλήρωμα είναι αναγκαστικά ίσο με το μηδέν, ενώ για

l = l′ θα έχει πεπερασμένη τιμή.

Αν θέλουμε να υπολογίσουμε την ακριβή τιμή του ολοκληρώματος, θα α-

ναγκαστούμε να καταφύγουμε σε μια συγκεκριμένη αναπαράσταση των πολυω-

νύμων Legendre, όπως ο τύπος (Αʹ.15) του Rodrigues. Το ολοκλήρωμα λοιπόν

θα γράφεται

Nl ≡
∫ 1

−1

[
Pl(x)

]2
dx =

1

22l(l!)2

∫ 1

−1

dl

dxl
(x2 − 1)l

dl

dxl
(x2 − 1)ldx

Πραγματοποιώντας l παραγοντικές ολοκληρώσεις, προκύπτει η σχέση

Nl =
(−1)l

22l(l!)2

∫ 1

−1
(x2 − 1)l

d2l

dx2l
(x2 − 1)ldx

∗
Ο επιπλέον όρος που εμφανίζεται κατά την παραγοντική ολοκλήρωση θα είναι[

(1− x2)
dPl
dx

Pl′(x)

]1
−1

= 0

†
Στο αποτέλεσμα αυτό θα καταλήγαμε αν πολλαπλασιάζαμε με Pl(x) τη διαφορική εξί-

σωση που ικανοποιεί το Pl′(x) και επαναλαμβάναμε την ίδια ακριβώς διαδικασία.
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καθώς οι l επιπλέον όροι που εμφανίζονται θα είναι όλοι μηδενικοί, εξαιτίας του

παράγοντα (x2 − 1)l. Ωστόσο, σύμφωνα με το διωνυμικό θεώρημα, για τυχαία

x και y, ισχύει

(x+ y)k =
k∑

n=0

(
k

n

)
xnyk−n

το οποίο στην περίπτωσή μας εξειδικεύεται ως

(x2 − 1)l =
l∑

n=0

(
l

n

)
x2n(−1)l−n

επομένως μπορούμε αρκετά εύκολα να υπολογίσουμε την παράγωγο 2l τάξης

ως προς x

d2l

dx2l
(x2 − 1)l =

l∑
n=0

(
l

n

)
(−1)l−n

d2l

dx2l
x2n =

d2l

dx2l
x2l = (2l)!

καθώς μόνο ο όρος n = l θα επιβιώσει από την παραγώγιση. Με αντικατάσταση

λοιπόν στο Nl, καθώς και επειδή (−1)l(x2 − 1)l = (1− x2)l, προκύπτει

Nl =
(2l)!

22l(l!)2

∫ 1

−1
(1− x2)ldx (Αʹ.16)

Η έκφραση αυτή γίνεται να υπολογιστεί με απευθείας ολοκλήρωση, εμείς ω-

στόσο θα χρησιμοποιήσουμε έναν πιο έμμεσο τρόπο. Η ποσότητα εντός του

ολοκληρώματος μπορεί να πάρει τη μορφή

(1− x2)l = (1− x2)(1− x2)l−1 = (1− x2)l−1 − x2(1− x2)l−1

Ωστόσο, αν παρατηρήσουμε την ακόλουθη σύνδεση

d

dx
(1− x2)l = −2lx(1− x2)l−1

μπορούμε να την ξαναγράψουμε ως

(1− x2)l = (1− x2)l−1 +
x

2l

d

dx
(1− x2)l

οπότε με αντικατάσταση στην (Αʹ.16) βρίσκουμε

Nl =
(2l)!

22l(l!)2

∫ 1

−1
(1− x2)l−1dx+

(2l − 1)!

22l(l!)2

∫ 1

−1
x
d

dx
(1− x2)ldx
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Στη συνέχεια πραγματοποιούμε παραγοντική ολοκλήρωση στον δεύτερο όρο

Nl =
(2l)!

22l(l!)2

∫ 1

−1
(1− x2)l−1dx− (2l − 1)!

22l(l!)2

∫ 1

−1
(1− x2)ldx

ενώ η σύγκριση με την έκφραση (Αʹ.16), καθώς και με εκείνη που παίρνουμε

ύστερα από την αντικατάσταση l→ l − 1

Nl−1 =
(2l − 2)!

22l−2
[
(l − 1)!

]2 ∫ 1

−1
(1− x2)l−1dx

μας παρακινεί να ξαναγράψουμε το Nl στη μορφή

Nl =
2l(2l − 1)

22l2

[
(2l − 2)!

22l−2
[
(l − 1)!

]2 ∫ 1

−1
(1− x2)l−1dx

]

− 1

2l

[
(2l)!

22l(l!)2

∫ 1

−1
(1− x2)ldx

]
Πλέον έχουμε τη δυνατότητα να απαλλαγούμε από την παρουσία των ολοκλη-

ρωμάτων και να το εκφράσουμε με πολύ απλούστερο τρόπο ως

Nl =

(
2l − 1

2l

)
Nl−1 −

1

2l
Nl

Πολλαπλασιάσουμε με 2l και χωρίζουμε τους διαφορετικούς όρους, οπότε βρί-

σκουμε

(2l + 1)Nl = (2l − 1)Nl−1

Προκειμένου να αναδείξουμε τη χρησιμότητα της σχέσης αυτής, μπορούμε να

ορίσουμε την ακόλουθη συνάρτηση της ακέραιας και θετικής μεταβλητής l

Ml ≡ (2l + 1)Nl (Αʹ.17)

με βάση την οποία θα ξαναγράφεται ως

Ml = Ml−1

κάτι που προφανώς ισχύει για οποιοδήποτε l ∈ N. Με άλλα λόγια, η συνάρτηση

Ml είναι στην πραγματικότητα ανεξάρτητη του l, γεγονός που καθιστά τον

υπολογισμό της αναπάντεχα εύκολο. Πιο συγκεκριμένα, αρκεί να γράψουμε

Ml = M0 = N0 =
0!

20(0!)2

∫ 1

−1
(1− x2)0dx = 2
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όπου φυσικά χρησιμοποιήσαμε τη σχέση (Αʹ.16) αλλά και το γεγονός ότι 0! = 1.
Αντικαθιστώντας την Ml από την (Αʹ.17), προκύπτει το ζητούμενο αποτέλεσμα

Nl =
2

2l + 1

Είμαστε πλέον σε θέση να συμπυκνώσουμε τα αποτελέσματα των τριών

τελευταίων σελίδων στην ακόλουθη σχέση ορθογωνιότητας για τα πολυώνυμα

του Legendre ∫ 1

−1
Pl′(x)Pl(x)dx =

2

2l + 1
δl′l (Αʹ.18)

Η σχέση αυτή μας δίνει τη δυνατότητα να κατασκευάσουμε συναρτήσεις Ul(x),
οι οποίες να είναι ορθοκανονικές στο διάστημα −1 ≤ x ≤ 1. Πιο συγκεκριμένα,

αρκεί να ορίσουμε

Ul(x) ≡
√

2l + 1

2
Pl(x)

΄Οπως έχουμε αναφέρει και προηγουμένως, τα πολυώνυμα Legendre απο-

τελούν ένα πλήρες σύστημα ορθογώνιων συναρτήσεων. Στην πράξη, αυτό

σημαίνει πως οποιαδήποτε συνάρτηση f(x) ορίζεται στο διάστημα −1 ≤ x ≤ 1,
μπορεί να εκφραστεί σαν γραμμικός συνδυασμός αυτών

f(x) =
∞∑
l=0

AlPl(x) (Αʹ.19)

Για να υπολογίσουμε τους συντελεστές, αρκεί να πολλαπλασιάσουμε με Pl′(x)
και να ολοκληρώσουμε σε ολόκληρο το πεδίο ορισμού∫ 1

−1
f(x)Pl′(x)dx =

∞∑
l=0

Al

∫ 1

−1
Pl′(x)Pl(x)dx

οπότε, χρησιμοποιώντας τη σχέση ορθογωνιότητας (Αʹ.18), μπορούμε να απαλ-

λαγούμε από το άθροισμα στον δεύτερο όρο και να γράψουμε∫ 1

−1
f(x)Pl′(x)dx =

∞∑
l=0

2

2l + 1
Alδl′l =

2

2l′ + 1
Al′

Τέλος, αν λύσουμε ως προς Al′ και θέσουμε l′ → l, βρίσκουμε μια γενική

έκφραση για τους συντελεστές της σχέσης (Αʹ.19)

Al =
2l + 1

2

∫ 1

−1
f(x)Pl(x)dx (Αʹ.20)
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Αʹ.4 Προβλήματα Συνοριακών Τιμών με Αζιμουθιακή Συμμετρία

Στην περίπτωση που το πρόβλημα προς επίλυση διαθέτει αζιμουθιακή συμμετρία,

δηλαδή αν Q(φ) = 1, είναι φανερό από τη σχέση (Αʹ.5) ότι θα ισχύει m = 0.
Η γενικότερη λύση για ένα τέτοιο πρόβλημα θα έχει τη μορφή

Φ(r, θ) =
∞∑
l=0

[
Alr

l +Blr
−(l+1)

]
Pl(cos θ) (Αʹ.21)

όπου έχουμε χρησιμοποιήσει στην (Αʹ.3) το αποτέλεσμα της προηγούμενης

ενότητας, καθώς και την έκφραση (Αʹ.8). Οι συντελεστές Al και Bl μπορούν

να υπολογιστούν από τις συνοριακές συνθήκες του εκάστοτε συστήματος.

Για παράδειγμα, ας θεωρήσουμε ότι το δυναμικό στην επιφάνεια μιας σφαίρας

με ακτίνα R ακολουθεί μια γνωστή κατανομή V (θ), ενώ εμείς ενδιαφερόμαστε

για το δυναμικό στο εσωτερικό της. Αν δεν υπάρχουν φορτία στο κέντρο, το

δυναμικό οφείλει να είναι πεπερασμένο για r = 0, επομένως θα πρέπει να ισχύει

Bl = 0 για κάθε τιμή του l. Επιβάλλοντας τη απαίτηση αυτή στην (Αʹ.21), η

συνοριακή συνθήκη για r = R γράφεται

Φ(R, θ) =
∞∑
l=0

AlR
lPl(cos θ) = V (θ)

ενώ οι οι συντελεστές, όπως υποδεικνύει και η σχέση (Αʹ.20) (μαζί με την

αυτονόητη αντικατάσταση x = cos θ), θα δίνονται από την έκφραση

Al =
2l + 1

2Rl

∫ π

0

V (θ)Pl(cos θ) sin θdθ

Στην περίπτωση που ενδιαφερόμαστε για τον χώρο έξω από τη σφαίρα, η επι-

πλέον συνοριακή συνθήκη απαιτεί το δυναμικό να λαμβάνει πεπερασμένη τιμή

για r → ∞, θα πρέπει λοιπόν απαραίτητα να μηδενίζονται οι συντελεστές Al
αντί των Bl.

Αποδεικνύεται ότι η λύση (Αʹ.21), με τους συντελεστές να καθορίζονται από

τις συνοριακές συνθήκες του προβλήματος, αποτελεί ένα μοναδικό ανάπτυγμα

του δυναμικού. Το γεγονός αυτό μας δίνει τη δυνατότητα να υπολογίσουμε το

δυναμικό σε όλο τον χώρο, βασιζόμενοι στην τιμή που παίρνει σε μια συγκε-

κριμένη περιοχή του.

Μια ιδιαίτερα σημαντική εφαρμογή των παραπάνω που θα μας απασχολήσει

στη συνέχεια, αφορά στον υπολογισμό του δυναμικού σε ένα σημείο r του

χώρου, το οποίο οφείλεται σε ένα φορτίο τοποθετημένο στη θέση r′. Ορίζουμε

ως γ τη γωνία που σχηματίζουν τα δύο διανύσματα, όπως φαίνεται γραφικά
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x

y

z
r′

r

γ

Σχήμα Αʹ.1

και στο σχήμα Αʹ.1. Γνωρίζουμε εκ των προτέρων ότι ένα τέτοιο δυναμικό θα

δίνεται από την ακριβή σχέση

Φ(r) =
q

4πε0

1

|r− r′|
(Αʹ.22)

όπου |r− r′| η απόσταση από το φορτίο.

Στρέφοντας τους άξονες με τέτοιο τρόπο ώστε το r′ να βρεθεί πάνω στον

άξονα z, είναι φανερό ότι το πρόβλημα αποκτά αζιμουθιακή συμμετρία, ενώ

πλέον το γ θα εκφράζει την πολική γωνία. Επομένως, με εξαίρεση το σημείο

r = r′, το δυναμικό θα ικανοποιεί την εξίσωση Laplace και θα εκφράζεται από

το ανάπτυγμα (Αʹ.21)

Φ(r, γ) =
∞∑
l=0

[
Alr

l +Blr
−(l+1)

]
Pl(cos γ) (Αʹ.23)

το οποίο, στην οριακή περίπτωση γ = 0 γίνεται

Φ(r, γ = 0) =
∞∑
l=0

[
Alr

l +Blr
−(l+1)

]
(Αʹ.24)

αφού, όπως αναφέραμε και στην προηγούμενη ενότητα, τα πολυώνυμα Legendre
είναι κανονικοποιημένα ώστε να ισχύει Pl(1) = 1 για κάθε τάξη l. Στη συνέχεια

θα επιχειρήσουμε να αντιπαραβάλλουμε το αποτέλεσμα αυτό με την εκ των

προτέρων γνωστή μορφή που παίρνει η έκφραση (Αʹ.22) στο ίδιο όριο. Ο όρος

1/|r− r′| γράφεται αναλυτικά

1

|r− r′|
=
[
(r− r′)2

]−1/2
= (r2 + r′2 − 2rr′ cos γ)−1/2
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το οποίο, για γ = 0 μπορεί να απλοποιηθεί ως εξής

1

|r− r′|γ=0

= (r2 + r′2 − 2rr′)−1/2 =
[
(r − r′)2

]−1/2
=

1

|r − r′|

=
1

r> − r<
=

1

r>

(
1− r<

r>

)−1
όπου r> (r<) εκείνο εκ των r και r′ που είναι μεγαλύτερο (μικρότερο) κατά

απόλυτη τιμή. ΄Οπως μπορούμε εύκολα να διαπιστώσουμε αναπτύσσοντας κατά

Taylor γύρω από το σημείο x = 0, μια συνάρτηση της μορφής (1 − x)a είναι

ισοδύναμη με τη δυναμοσειρά
∗

(1− x)a = 1− ax+ a(a− 1)
x2

2
− a(a− 1)(a− 2)

x3

3!
+ . . .

η οποία για a = −1 γράφεται

(1− x)−1 = 1 + x+ x2 + x3 + . . .

Το γεγονός αυτό μας επιτρέπει να εκφράσουμε την ποσότητα 1/|r − r′| ως

1

|r− r′|γ=0

=
1

r>

[
1 +

(
r<
r>

)
+

(
r<
r>

)2

+

(
r<
r>

)3

+ . . .

]
=

1

r>

∞∑
l=0

(
r<
r>

)l
επομένως η έκφραση (Αʹ.22), για σημεία πάνω στον άξονα z, παίρνει τη μορφή

Φ(r, γ = 0) =
q

4πε0

1

r>

∞∑
l=0

(
r<
r>

)l
=

q

4πε0

∞∑
l=0

rl<
rl+1
>

Το δυναμικό αυτό θα πρέπει να είναι ίσο με την τιμή που παίρνει η (Αʹ.23) στο

όριο γ = 0, δηλαδή με την έκφραση (Αʹ.24)

q

4πε0

∞∑
l=0

rl<
rl+1
>

=
∞∑
l=0

[
Alr

l +Blr
−(l+1)

]
Στη συνέχεια διακρίνουμε τις δύο δυνατές περιπτώσεις. Για r = r< και r′ = r>
η σχέση αυτή δίνει Al = q/(4πε0r

′l+1) και Bl = 0, ενώ για r = r> και r = r<
θα είναι Al = 0 και Bl = qr′l/4πε0. Και στις δύο περιπτώσεις, με αντικατάστα-

ση των συντελεστών στην (Αʹ.23), μπορούμε να γράψουμε το ανάπτυγμα του

δυναμικού για κάθε σημείο του χώρου ως

Φ(r, γ) =
q

4πε0

∞∑
l=0

rl<
rl+1
>

Pl(cos γ)

∗
Απαραίτητη προϋπόθεση προκειμένου να συγκλίνει η σειρά είναι η συνθήκη x < 1.
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Αντιπαραβάλλοντας το αποτέλεσμα αυτό με το γνωστό δυναμικό (Αʹ.22), μπο-

ρούμε να εξάγουμε την πολύ σημαντική σχέση

1

|r− r′|
=
∞∑
l=0

rl<
rl+1
>

Pl(cos γ) (Αʹ.25)

Αʹ.5 Συναφή Πολυώνυμα Legendre & Σφαιρικές Αρμονικές
Ylm(θ, φ)

Σε προηγούμενη ενότητα παρουσιάσαμε ιδιαίτερα αναλυτικά τη διαδικασία επί-

λυσης της συνήθους εξίσωσης Legendre (Αʹ.11), η οποία προέκυψε από την

(Αʹ.10) με την παραδοχή ότι m = 0. Στη γενική περίπτωση όμως θα είναι

m 6= 0, οπότε καλούμαστε να επιλύσουμε τη γενικευμένη εξίσωση του Legen-
dre

d

dx

[
(1− x2)dP

dx

]
+

[
l(l + 1)− m2

1− x2

]
P = 0

Αποδεικνύεται ότι, προκειμένου οι λύσεις να είναι πεπερασμένες στο διάστη-

μα −1 ≤ x ≤ 1, θα πρέπει πάλι το l να είναι θετικός ακέραιος αριθμός. Από

τη σχέση (Αʹ.6) είχαμε ήδη συμπεράνει ότι η παράμετρος m περιορίζεται σε

ακέραιες τιμές, ενώ αυτή τη φορά προκύπτει η επιπλέον απαίτηση |m| ≤ l.
Η λύση της εξίσωσης με αυτές τις ιδιότητες ονομάζεται συναφής συνάρτηση

Legendre, ενώ συνδέεται με τα συνήθη πολυώνυμα μέσω της σχέσης

Pm
l (x) = (−1)m(1− x2)m/2 d

m

dxm
Pl(x) (Αʹ.26)

Αν αντικαταστήσουμε τον τύπο (Αʹ.15) του Rodrigues, προκύπτει αμέσως η

έκφραση

Pm
l (x) =

(−1)m

2ll!
(1− x2)m/2 d

l+m

dxl+m
(x2 − 1)l

Μια αρκετά χρήσιμη ιδιότητα των πολυωνύμων αυτών είναι η

P−ml (x) = (−1)m
(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (x) (Αʹ.27)

Αποδεικνύεται επίσης ότι, για δεδομένη τιμή του m, οι συναρτήσεις Pm
l (x)

αποτελούν ένα πλήρες σύνολο ορθογώνων ως προς τον δείκτη l συναρτήσεων
στο διάστημα −1 ≤ x ≤ 1. Η σχέση ορθογωνιότητας είναι∫ 1

−1
Pm
l′ (x)Pm

l (x)dx =
2

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
δl′l (Αʹ.28)



Παραρτημα αʹ. Μαθηματικο Συμπληρωμα 110

Αφορμή για την ανάλυση των πολυωνύμων Legendre στάθηκε ο διαχωρι-

σμός της λύσης (Αʹ.3) της εξίσωσης Laplace σε συναρτήσεις των μεταβλητών

r, θ και φ

Φ(r, θ, φ) =
U(r)

r
P (θ)Q(φ)

με βάση την οποία είχαμε βρει αρκετά εύκολα ότι Q(φ) = Qm(φ) = exp(imφ).∗

Οι συναρτήσεις αυτές σχηματίζουν ένα πλήρες σύνολο ορθογώνιων συναρτή-

σεων στο διάστημα 0 ≤ φ ≤ 2π, ως προς τον δείκτη m. Η ορθογωνιότητα

εκφράζεται μέσω της σχέσης∫ 2π

0

Q∗m′(φ)Qm(φ)dφ =

∫ 2π

0

ei(m−m
′)φdφ = 2πδm′m (Αʹ.29)

Επιπλέον, με βάση τη μέχρι τώρα συζήτηση, είναι φανερό πως μπορούμε να

γράψουμε την εξάρτηση ως προς θ στη μορφή P (θ) = Pm
l (cos θ). Εκμεταλ-

λευόμενοι λοιπόν τις σχέσεις (Αʹ.28) και (Αʹ.29), μπορούμε να κατασκευάσουμε

τις ακόλουθες ορθοκανονικές συναρτήσεις

Ylm(θ, φ) ≡

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)eimφ (Αʹ.30)

οι οποίες ονομάζονται σφαιρικές αρμονικές και αποτελούν ένα πλήρες ορθογώ-

νιο σύνολο συναρτήσεων στην επιφάνεια μιας μοναδιαίας σφαίρας (r = 1), ως

προς τους δείκτες l και m.

Από τον ορισμό (Αʹ.30), διαπιστώνουμε ότι με την αντικατάστασηm→ −m
παίρνουμε

Yl−m(θ, φ) =

√
2l + 1

4π

(l +m)!

(l −m)!
P−ml (cos θ)e−imφ

ενώ αν αξιοποιήσουμε και τη σχέση (Αʹ.27), προκύπτει η ακόλουθη χρήσιμη

ιδιότητα

Yl−m(θ, φ) = (−1)m

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)e−imφ = (−1)mY ∗lm(θ, φ)

Η ορθογωνιότητα των σφαιρικών αρμονικών εκφράζεται μαθηματικά μέσω της

σχέσης ∫
Y ∗l′m′(θ, φ)Ylm(θ, φ)dΩ = δl′lδm′m (Αʹ.31)

∗
Από τις λύσεις Q(φ) = exp(±imφ) μπορούμε να κρατήσουμε εκείνες με το θετικό

πρόσημο, από τη στιγμή που οι υπόλοιπες προκύπτουν με την απλή αντικατάστασηm→ −m.
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όπου dΩ = sin θdθdφ η στοιχειώδης στερεά γωνία. Στη συνέχεια παρουσιά-

ζουμε ενδεικτικά τις σφαιρικές αρμονικές για τις τέσσερις πρώτες τιμές της

παραμέτρου l

l = 0 Y00 =
1√
4π

l = 1


Y11 = −

√
3

8π
sin θeiφ

Y10 =

√
3

4π
cos θ

l = 2



Y22 =
1

4

√
15

2π
sin2θe2iφ

Y21 = −
√

15

8π
sin θ cos θeiφ

Y20 =

√
5

4π

(
3

2
cos2θ − 1

2

)

l = 3



Y33 = −1

4

√
35

4π
sin3θe3iφ

Y32 =
1

4

√
105

2π
sin2θ cos θe2iφ

Y31 = −1

4

√
21

4π
sin θ(5 cos2θ − 1)eiφ

Y30 =

√
7

4π

(
5

2
cos3θ − 3

2
cos θ

)

Οποιαδήποτε αυθαίρετη συνάρτηση g(θ, φ) που ορίζεται στα διαστήματα

0 ≤ θ ≤ π και 0 ≤ φ ≤ 2π μπορεί να αναπτυχθεί στις σφαιρικές αρμονικές

g(θ, φ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

AlmYlm(θ, φ) (Αʹ.32)

όπου οι συντελεστές Alm προσδιορίζονται εύκολα αν πολλαπλασιάσουμε με

Y ∗l′m′(θ, φ), ολοκληρώσουμε στην στερεά γωνία και αξιοποιήσουμε τη σχέση
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ορθογωνιότητας

Alm =

∫
Y ∗lm(θ, φ)g(θ, φ)dΩ (Αʹ.33)

Στην περίπτωση που ενδιαφερόμαστε για το σημείο θ = 0 (όπως για παράδειγμα

στην επόμενη ενότητα), η (Αʹ.32) θα γράφεται

g(0, φ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

AlmYlm(0, φ)

Ωστόσο, από τις σχέσεις (Αʹ.30) και (Αʹ.26), αλλά και από τη γνωστή ιδιότητα

P 0
l (1) = Pl(1) = 1, προκύπτει ότι

Ylm(0, φ) = Yl0(0, φ)δm0 =

√
2l + 1

4π
δm0

δηλαδή για θ = 0 θα μηδενίζονται όλοι οι όροι του αναπτύγματος με m 6= 0.
Επομένως, η προηγούμενη σχέση ξαναγράφεται στην πιο απλή μορφή

g(0, φ) =
∞∑
l=0

√
2l + 1

4π
Al0 (Αʹ.34)

ενώ οι συντελεστές θα δίνονται από την (Αʹ.33)

Al0 =

∫
Y ∗l0(θ, φ)g(θ, φ)dΩ

η οποία, με τη βοήθεια της (Αʹ.30) απλοποιείται στην

Al0 =

√
2l + 1

4π

∫
Pl(cos θ)g(θ, φ)dΩ (Αʹ.35)

Αʹ.6 Θεώρημα Σύνθεσης για τις Σφαιρικές Αρμονικές

Στην ενότητα αυτή θα επιχειρήσουμε να αποδείξουμε το λεγόμενο θεώρημα

σύνθεσης, ένα ιδιαίτερα χρήσιμο μαθηματικό εργαλείο. Ας θεωρήσουμε δύ-

ο διανύσματα r και r′, όπως στο σχήμα Αʹ.2, τα οποία σχηματίζουν μεταξύ

τους γωνία γ. Σκοπός μας είναι να εκφράσουμε τη συνάρτηση Pl(cos γ) σαν

ανάπτυγμα σφαιρικών αρμονικών.

Είναι μάλλον προφανές ότι η ποσότητα cos γ αποτελεί συνάρτηση των μετα-

βλητών θ, φ και θ′, φ′. Πιο συγκεκριμένα, η εξάρτηση αυτή θα αντικατοπτρίζεται
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x

y

z
r′

r

γ
θ

θ′

φ

φ′

Σχήμα Αʹ.2

από την ακριβή σχέση
∗

cos γ = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(φ− φ′) (Αʹ.36)

Αν θεωρήσουμε ότι το διάνυσμα r′ κατέχει μια δεδομένη θέση στον χώρο,

τότε η ποσότητα Pl(cos γ) θα αποτελεί συνάρτηση των θ & φ, ενώ θα έχει

σαν παραμέτρους τις θ′ & φ′. Ανατρέχοντας στη συζήτηση της προηγούμενης

ενότητας, γίνεται φανερό πως μπορούμε να την αναπτύξουμε στη βάση των

σφαιρικών αρμονικών

Pl(cos γ) =
∞∑
l′=0

l′∑
m=−l′

Al′m(θ′, φ′)Yl′m(θ, φ) (Αʹ.37)

Αν στρέψουμε τους άξονες έτσι ώστε το διάνυσμα r′ να βρίσκεται πανω στον

z, η γωνία γ γίνεται ισοδύναμη με την πολική γωνία θ του συστήματος,
†
επο-

μένως η συνάρτηση Pl(cos γ) θα ικανοποιεί τη συνήθη διαφορική εξίσωση του

Legendre (Αʹ.11) για x = cos γ = cos θ[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+ l(l + 1)

]
Pl(cos γ) = 0

Από τη μορφή της λαπλασιανής σε σφαιρικές συντεταγμένες

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2θ

∂2

∂φ2

∗
Η απόδειξη είναι σχετικά απλή, καθώς το μόνο που χρειάζεται είναι να εκφράσουμε το

εσωτερικό γινόμενο r · r′ με δύο διαφορετικούς τρόπους (μια φορά συναρτήσει της γωνίας
γ μεταξύ των δύο διανυσμάτων και μια με βάση τις συντεταγμένες τους στον χώρο) και να
εξισώσουμε.

†
Μαθηματικώς αυτό προκύπτει θέτοντας θ′ = 0 στη σχέση (Αʹ.36).
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και επειδή για θ′ = 0 η Pl(cos γ) είναι συνάρτηση μόνο της πολικής γωνίας θ,
η τελευταία σχέση ξαναγράφεται πιο απλά[

r′2∇′2 + l(l + 1)
]
Pl(cos γ) = 0

όπου οι r′2 και ∇′2 αναφέρονται στο στραμμένο σύστημα αξόνων. Ωστόσο,

επειδή η ποσότητα r′2∇′2Pl(cos γ) αποτελεί βαθμωτό μέγεθος, γνωρίζουμε πως

θα παραμείνει αμετάβλητη αν επαναφέρουμε τους άξονες στην αρχική θέση του

σχήματος (Αʹ.2). Επομένως, η προηγούμενη εξίσωση θα εξακολουθεί να ισχύει

και στη γενική περίπτωση[
r2∇2 + l(l + 1)

]
Pl(cos γ) = 0

όπου τα r2 και ∇2
αναφέρονται πλέον στο αρχικό τυχαίο σύστημα αξόνων. Αν

αντικαταστήσουμε την Pl(cos γ) με το ανάπτυγμά της (Αʹ.37), η σχέση αυτή

θα γράφεται

∞∑
l′=0

l′∑
m=−l′

Al′m(θ′, φ′)
[
r2∇2 + l(l + 1)

]
Yl′m(θ, φ) = 0 (Αʹ.38)

Ωστόσο, αν παρατηρήσουμε ότι ο πρώτος όρος περιλαμβάνει την έκφραση

r2∇2Yl′m(θ, φ) =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Yl′m
∂θ

)
+

1

sin2θ

∂2Yl′m
∂φ2

η οποία, με τη βοήθεια των διαφορικων εξισώσεων (Αʹ.5) και (Αʹ.7), γίνεται
∗

r2∇2Yl′m(θ, φ) = −l′(l′+1)Yl′m+
m2

sin2θ
Yl′m−

m2

sin2θ
Yl′m = −l′(l′+1)Yl′m(θ, φ)

τότε η συνθήκη (Αʹ.38) ξαναγράφεται στην πολύ πιο διαφωτιστική μορφή

∞∑
l′=0

l′∑
m=−l′

Al′m(θ′, φ′)
[
l(l + 1)− l′(l′ + 1)

]
Yl′m(θ, φ) = 0

Προκειμένου αυτή να ικανοποιείται για αυθαίρετες τιμές των θ & φ, θα πρέπει

απαραιτήτως να μηδενίζεται ο κάθε συντελεστής ξεχωριστά

Al′m(θ′, φ′)
[
l(l + 1)− l′(l′ + 1)

]
= 0

∗
Μην ξεχνάμε ότι είχαμε κατασκευάσει τις σφαιρικές αρμονικές σαν γινόμενο των Pml

και Qm.
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για κάθε l′. Η συνθήκη αυτή συνεπάγεται ότι Al′m = Almδl′l = Amδl′l, ή πιο

απλά πως από το ανάπτυγμα (Αʹ.37) θα επιβιώσουν μόνο εκείνοι οι όροι με

l′ = l

Pl(cos γ) =
l∑

m=−l

Am(θ′, φ′)Ylm(θ, φ) (Αʹ.39)

Ως γνωστόν, οι συντελεστές Am δίνονται από το ολοκλήρωμα

Am(θ′, φ′) =

∫
Y ∗lm(θ, φ)Pl(cos γ)dΩ (Αʹ.40)

γεγονός που μας παρακινεί να τους συγκρίνουμε με εκείνους που είχαμε βρει

στη σχέση (Αʹ.35) της προηγούμενης ενότητας
∗

Bl0 =

√
2l + 1

4π

∫
g(θ, φ)Pl(cos θ)dΩ (Αʹ.41)

οι οποίοι αποτελούσαν μέρος του αναπτύγματος (Αʹ.34)

g(0, φ) =
∞∑
l=0

√
2l + 1

4π
Bl0 (Αʹ.42)

Εμείς αντί της g(θ, φ) θα θεωρήσουμε τη συνάρτηση Y ∗lm(θ, φ). Σε εκείνο το

σύστημα αξόνων όπου θ′ = 0, η πολική γωνία γίνεται γ και η αζιμουθιακή β,
επομένως έχουμε τη δυνατότητα να την αναπτύξουμε ως

Y ∗lm
[
θ(γ, β), φ(γ, β)

]
=

l∑
m=−l

BlmYlm(γ, β)

καθώς, με παρόμοιο όπως και για στη σχέση (Αʹ.39) τρόπο, αποδεικνύεται ότι

θα εμφανίζονται μόνο όροι τάξης l. Για γ = 0 είναι προφανές ότι θ → θ′ και
φ → φ′, αφού τα διανύσματα r και r′ γίνονται παράλληλα, οπότε σε αυτήν την

περίπτωση, με επαναφορά των αξόνων στην αρχική τους θέση, η σχέση (Αʹ.42)

θα δώσει

Y ∗lm
[
θ(γ, β), φ(γ, β)

]
γ=0

= Y ∗lm(θ′, φ′) =

√
2l + 1

4π
Bl0 (Αʹ.43)

με τον συντελεστή Bl0 να δίνεται από την –αντίστοιχη με την (Αʹ.41)– έκφραση

Bl0 =

√
2l + 1

4π

∫
Y ∗lm(θ, φ)Pl(cos γ)dΩγ

∗
Για ευνόητους λόγους συμβολίσαμε τους συντελεστές με Bl0, αντί για Al0.
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Ωστόσο, μπορούμε εύκολα να διαπιστώσουμε ότι dΩγ = dΩ, καθώς η στοι-

χειώδης στερεά γωνία είναι ανεξάρτητη της κατεύθυνσης των αξόνων. Συγ-

κρίνοντας λοιπόν τη σχέση αυτή με τους συντελεστές Am(θ′, φ′) στην (Αʹ.40),

μπορούμε να την ξαναγράψουμε ως

Bl0 =

√
2l + 1

4π
Am(θ′, φ′)

ενώ, αν την αντικαταστήσουμε στην (Αʹ.43) και λύσουμε ως προς Am(θ′, φ′),
βρίσκουμε

Am(θ′, φ′) =
4π

2l + 1
Y ∗lm(θ′, φ′)

Συνεπώς, η σχέση (Αʹ.39) σε συνδυασμό με το αποτέλεσμα αυτό θα δώσει

Pl(cos γ) =
4π

2l + 1

l∑
m=−l

Y ∗lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ) (Αʹ.44)

ολοκληρώνοντας με αυτόν τον τρόπο την απόδειξη του θεωρήματος σύνθεσης.

Αν χρησιμοποιήσουμε το ανάπτυγμα αυτό του Pl(cos γ) στη σχέση (Αʹ.25),

προκύπτει ότι

1

|r− r′|
=
∞∑
l=0

l∑
m=−l

4π

2l + 1

rl<
rl+1
>

Y ∗lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ) (Αʹ.45)

Η εξίσωση αυτή μπορεί να αποδειχθεί ιδιαιτέρως χρήσιμη σε ολοκληρώματα που

πραγματοποιούνται πάνω σε πυκνότητες φορτίων κλπ. Το τίμημα που πληρώ-

νουμε εντοπίζεται στο διπλό άθροισμα, ένα πρόβλημα το οποίο ωστόσο μπορεί

να ξεπεραστεί αν εκμεταλλευτούμε την ορθογωνιότητα των σφαιρικών αρμονι-

κών.

Αʹ.7 Συναρτήσεις Bessel

Στην ενότητα Αʹ.2 είχαμε ξεκινήσει από την εξίσωση Laplace ∇2Φ = 0, εκφρα-
σμένη σε σφαιρικές συντεταγμένες, για την επίλυση της οποίας αναγκαστήκαμε

να ορίσουμε τα πολυώνυμα Legendre. Εντελώς ανάλογα τώρα, θα εκφράσου-

με την ίδια εξίσωση σε κυλινδρικές συντεταγμένες, κάτι που σύντομα θα μας

οδηγήσει στον ορισμό των συναρτήσεων Bessel.
Ο τελεστής της λαπλασιανής γραμμένος σε κυλινδρικές συντεταγμένες έχει

τη μορφή

∇2 =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2

∂φ2
+

∂2

∂z2
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ρ

x

y

z

r

φ

z

Σχήμα Αʹ.3

με τη σημασία της κάθε μεταβλητής να διευκρινίζεται στο σχήμα Αʹ.3. Συνεπώς,

η εξίσωση Laplace σε αυτό το σύστημα συντεταγμένων θα γράφεται

∂2Φ

∂ρ2
+

1

ρ

∂Φ

∂ρ
+

1

ρ2
∂2Φ

∂φ2
+
∂2Φ

∂z2
= 0 (Αʹ.46)

΄Οπως συνηθίζεται σε τέτοιου είδους προβλήματα, θα χρησιμοποιήσουμε τη

μέθοδο χωριζόμενων μεταβλητών, δηλαδή θα αναζητήσουμε λύσεις της μορφής

Φ(ρ, φ, z) = R(ρ)Q(φ)Z(z) (Αʹ.47)

Διαιρώντας τη σχέση (Αʹ.46) με Φ και αντικαθιστώντας την έκφραση (Αʹ.47),

προκύπτει

1

R

(
d2R

dρ2
+

1

ρ

dR

dρ

)
+

1

ρ2
1

Q

d2Q

dφ2︸ ︷︷ ︸
−ν2

+
1

Z

d2Z

dz2︸ ︷︷ ︸
k2

= 0 (Αʹ.48)

όπου ως συνήθως έχουμε διαχωρίσει και θέσει ίσους με μια σταθερά τους όρους

που συγκεντρώνουν ολόκληρη την εξάρτηση από μια μεταβλητή.
∗
΄Ετσι, για το

Q(φ) βρίσκουμε

Q(φ) = e±iνφ

ενώ από την απαίτηση Q(φ + 2π) = Q(φ), προκύπτει ότι το ν οφείλει να είναι

ακέραιος αριθμός. Ομοίως για το Z(z) βρίσκουμε εξίσου εύκολα ότι

Z(z) = e±kz

όμως τώρα, όσο δεν επιβάλλουμε συνοριακές συνθήκες, η μόνη παραδοχή που

μπορούμε να κάνουμε για το k είναι ότι πρόκειται για θετικό πραγματικό αριθμό.

∗
Η επιλογή των σταθερών έγινε με τέτοιον τρόπο ώστε η συνάρτηση Q(φ) να είναι

περιοδική, ενώ η Z(z) να επιδέχεται μηδενισμό στο άπειρο.
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Η εξίσωση ωστόσο που παρουσιάζει πραγματικό ενδιαφέρον είναι εκείνη που

αφορά το R(ρ)
d2R

dρ2
+

1

ρ

dR

dρ
+

(
k2 − ν2

ρ2

)
R = 0 (Αʹ.49)

την οποία μπορούμε να απλοποιήσουμε κάπως, αν χρησιμοποιήσουμε ως μετα-

βλητή το x = kρ
d2R

dx2
+

1

x

dR

dx
+

(
1− ν2

x2

)
R = 0 (Αʹ.50)

Η σχέση αυτή είναι γνωστή ως εξίσωση Bessel, ενώ οι λύσεις της ονομάζονται

συναρτήσεις Bessel τάξης ν. ΄Οπως και με την εξίσωση Legendre, θα υποθέ-

σουμε ότι η λύση μας έχει τη μορφή δυναμοσειράς

R(x) = xb
∞∑
j=0

ajx
j =

∞∑
j=0

ajx
j+b

(Αʹ.51)

η οποία, αν αντικατασταθεί στην (Αʹ.50), θα δώσει τη συνθήκη

∞∑
j′=0

aj′
[
(j′ + b)2 − ν2

]
xj

′+b−2 +
∞∑
j=0

ajx
j+b = 0

Αν στο πρώτο άθροισμα γράψουμε ξεχωριστά τους δύο πρώτους όρους και

έπειτα θέσουμε j′ = j − 2, θα προκύψει η αρκετά πιο χρήσιμη σχέση

a0(b
2−ν2)xb−2+a1

[
(b+1)2−ν2

]
xb−1+

∞∑
j=0

{
aj+2

[
(j+b+2)2−ν2

]
+aj

}
xj+b = 0

Προκειμένου αυτή να ικανοποιείται για αυθαίρετη τιμή του x, θα πρέπει οι

συντελεστές κάθε δύναμης να μηδενίζονται ξεχωριστά. Είναι φανερό πως θα

πρέπει αναγκαστικά ένα εκ των a0 & a1 να μηδενίζεται, επιλέγοντας λοιπόν

a1 = 0 και a0 6= 0 βρίσκουμε

b = ±ν (Αʹ.52)

μαζί με τον αναδρομικό τύπο

aj+2 = − 1

(j + b+ 2)2 − ν2
aj

Από την επιλογή a1 = 0 βλέπουμε ότι μόνο οι συντελεστές a2j των άρτιων

δυνάμεων του x θα είναι διάφοροι του μηδενός, επομένως αν θέσουμε j+2→ 2j
στον τύπο αυτό βρίσκουμε

a2j = − 1

(2j + b)2 − ν2
a2j−2 = − 1

4j(j + b)
a2j−2
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όπου στην τελευταία ισότητα αξιοποιήσαμε το αποτέλεσμα (Αʹ.52). Παρατηρών-

τας προσεκτικά τη σχέση αυτή, διαπιστώνουμε πως μπορούμε να συνδέσουμε

το a2j με το a0 εφαρμόζοντάς την διαδοχικά j φορές. Με αυτόν τον τρόπο

βρίσκουμε ότι

a2j =
(−1)jb!

22jj!(j + b)!
a0 (Αʹ.53)

Στο σημείο αυτό θα διακόψουμε για λίγο την ανάλυσή μας, προκειμένου να

αναπτύξουμε ορισμένες βασικές ιδιότητες των συναρτήσεων Γάμμα που θα μας

χρειαστούν. Οι συναρτήσεις αυτές ορίζονται μέσω του ολοκληρώματος

Γ(z) ≡
∫ +∞

0

e−ttz−1dt

με το πεδίο ορισμού να είναι όλο το σύνολο C των μιγαδικών αριθμών. Είναι

πολύ εύκολο να διαπιστώσουμε ότι Γ(1) = 1, ενώ εξίσου εύκολα μπορούμε να

αποδείξουμε και την ιδιότητα
∗

Γ(z + 1) = zΓ(z)

από την οποία βρίσκουμε ότι

Γ(2) = 1, Γ(3) = 1 · 2, Γ(4) = 1 · 2 · 3, . . . Γ(n+ 1) = n!

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι οι συναρτήσεις Γάμμα αποτελούν μια γενίκευση της

έννοιας του παραγοντικού ενός φυσικού αριθμού, επεκτείνοντάς το και στους

μιγαδικούς αριθμούς.

Επιστρέφοντας τώρα στη σχέση (Αʹ.53) και χρησιμοποιώντας αυτά που εί-

παμε, ξαναγράφουμε την έκφραση για τους συντελεστές a2j στη μορφή

a2j =
(−1)jΓ(b+ 1)

22jj!Γ(j + b+ 1)
a0 (Αʹ.54)

Κατά σύμβαση θέτουμε τη σταθερά a0 = [2bΓ(b+ 1)]−1 έτσι ώστε οι συντελε-

στές να γράφονται

a2j =
(−1)j

22j+bj!Γ(j + b+ 1)

∗
Αρκεί να χρησιμοποιήσουμε τη σχέση ορισμού για την Γ(z + 1) και να πραγματοποιή-

σουμε παραγοντική ολοκλήρωση

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0

e−ttzdt = −
[
e−ttz

]+∞
0

+ z

∫ +∞

0

e−ttz−1dt = zΓ(z)
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ενώ οι λύσεις (Αʹ.51) για τις δύο τιμές b = ±ν προκύπτουν τελικά

Jν(x) =
(x

2

)ν ∞∑
j=0

(−1)j

j!Γ(j + ν + 1)

(x
2

)2j

J−ν(x) =
(x

2

)−ν ∞∑
j=0

(−1)j

j!Γ(j − ν + 1)

(x
2

)2j


(Αʹ.55)

Οι λύσεις αυτές ονομάζονται συναρτήσεις Bessel του πρώτου είδους τάξης ±ν,
ενώ βρίσκεται ότι συγκλίνουν για κάθε πεπερασμένη τιμή του x.

΄Οταν ν = m ακέραιος, αποδεικνύεται ότι οι δύο αυτές λύσεις δεν είναι

ανεξάρτητες, καθώς η δεύτερη από τις (Αʹ.55) με την αλλαγή μεταβλητής j′ =
j −m θα γράφεται

J−m(x) =
(x

2

)m ∞∑
j′=−m

(−1)j
′+m

(j′ +m)!Γ(j′ + 1)

(x
2

)2j′

=
(x

2

)m ∞∑
j′=−m

(−1)j
′+m

j′!Γ(j′ +m+ 1)

(x
2

)2j′
ενώ, επειδή το παραγοντικό j′! απειρίζεται για αρνητικούς ακεραίους,

∗
προκύπτει

τελικά

J−m(x) = (−1)mJm(x)

Βλέπουμε λοιπόν ότι χρειαζόμαστε μια άλλη λύση που να είναι ανεξάρτητη του

Jν(x) όταν το ν είναι ακέραιος. Αποδεικνύεται πως η κατάλληλη για αυτόν τον

σκοπό συνάρτηση είναι η λεγόμενη συνάρτηση Bessel του δευτέρου είδους που
ορίζεται μέσω της σχέσης

Nν(x) =
Jν(x) cos νπ − J−ν(x)

sin νπ

επομένως οι συναρτήσεις Jν(x) και Nν(x) αποτελούν ζευγάρι ανεξάρτητων λύ-

σεων της εξίσωσης Bessel.
΄Ενα άλλο ζευγάρι ανεξάρτητων λύσεων, οι οποίες ονομάζονται συναρτήσεις

Bessel του τρίτου είδους ή συναρτήσεις Hankel, μπορεί να προκύψει μέσω των

∗
΄Ενας τρόπος για να το δούμε αυτό είναι να γράψουμε

n! =
(n+ 1)!

n+ 1

το οποίο για n = −1 δίνει 1/0 (αφού 0! = 1), για n = −2 ομοίως −1/0 και ούτω καθεξής.
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σχέσεων

H(1)
ν (x) = Jν(x) + iNν(x)

H(2)
ν (x) = Jν(x)− iNν(x)

}
(Αʹ.56)

Αʹ.8 Ταυτότητες του Green

Σε πολλές περιπτώσεις, αποδεικνύονται εξαιρετικά χρήσιμες οι λεγόμενες ταυ-

τότητες του Green, τις οποίες θα αναπτύξουμε στη συνέχεια. Θα ξεκινήσουμε

από το γνωστό θεώρημα της απόκλισης, σύμφωνα με το οποίο για τυχαίο A
θα ισχύει ∫

V

∇ ·Adτ =

∮
S

A · n̂ da

όπου S το σύνορο του όγκου V και n̂ το μοναδιαίο διάνυσμα που είναι κάθετο

στην απειροστή επιφάνεια da. Αν τώρα θεωρήσουμε ότι A = φ∇ψ, όπου φ
και ψ τυχαία βαθμωτά πεδία, η απόκλιση θα είναι

∗

∇ ·A = ∇ · (φ∇ψ) = φ∇2ψ + ∇φ ·∇ψ

ενώ το γινόμενο A · n̂ θα γράφεται

φ∇ψ · n̂ = φ
∂ψ

∂n

όπου ∂ψ/∂n η παράγωγος του ψ στην κατεύθυνση του n̂. Με αντικατάσταση

των αποτελεσμάτων αυτών στο θεώρημα της απόκλισης, προκύπτει η πρώτη

ταυτότητα του Green∫
V

(φ∇2ψ + ∇φ ·∇ψ)dτ =

∮
S

φ
∂ψ

∂n
da (Αʹ.57)

ενώ είναι προφανές ότι μπορούμε την ξαναγράψουμε εναλλάσσοντας τις θέσεις

των φ και ψ ∫
V

(ψ∇2φ+ ∇ψ ·∇φ)dτ =

∮
S

ψ
∂φ

∂n
da

Αν αφαιρέσουμε κατά μέλη τις δύο αυτές σχέσεις, καταλήγουμε στη λεγόμενη

δεύτερη ταυτότητα του Green∫
V

(φ∇2ψ − ψ∇2φ)dτ =

∮
S

(
φ
∂ψ

∂n
− ψ∂φ

∂n

)
da (Αʹ.58)

∗
Βασιζόμαστε στη διανυσματική ταυτότητα

∇ · (fA) = f(∇ ·A) + A · (∇f)
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Αʹ.9 Συναρτήσεις Green & Κυματική Εξίσωση

Στην ενότητα αυτή θα ασχοληθούμε με την επίλυση της κυματικής εξίσωσης

παρουσία πηγών

∇2Ψ− 1

c2
∂2Ψ

∂t2
= −f(r, t)

΄Οπως έχουμε αναφέρει πολλές φορές, τυχαίες συναρτήσεις σαν τις Ψ(r, t) και

f(r, t) μπορούν πάντα να αναλυθούν κατά Fourier

Ψ(r, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
Ψ(r, ω)e−iωtdω

f(r, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(r, ω)e−iωtdω

όπου οι Ψ(r, ω) και f(r, ω) αποτελούν τους λεγόμενους μετασχηματισμούς Fou-
rier των Ψ(r, t) και f(r, t) αντίστοιχα

Ψ(r, ω) =

∫ +∞

−∞
Ψ(r, t)eiωtdt

f(r, ω) =

∫ +∞

−∞
f(r, t)eiωtdt

΄Οταν χρησιμοποιήσουμε αυτές τις εκφράσεις στην κυματική εξίσωση, βρίσκου-

με ότι η μετασχηματισμένη κατά Fourier Ψ(r, ω) θα ικανοποιεί τη λεγόμενη μη

ομογενή κυματική εξίσωση Helmholtz, η οποία για k ≡ ω/c θα γράφεται ως

(∇2 + k2)Ψ(r, ω) = −f(r, ω) (Αʹ.59)

Προκειμένου να επιλύσουμε αυτήν την εξίσωση, θα αναζητήσουμε πρώτα

μια συνάρτηση Gk(r, r
′) η οποία θα ικανοποιεί την κάπως πιο εξειδικευμένη

σχέση

(∇2 + k2)Gk(r, r
′) = −δ(3)(r− r′) (Αʹ.60)

όπου δ(3)(r− r′) η τρισδιάστατη συνάρτηση δέλτα του Dirac. ΄Οσο άκαιρη και

αν φαντάζει αυτή η επιλογή, μπορεί κανείς εύκολα να διαπιστώσει ότι οδηγεί

στη λύση της αρχικής εξίσωσης (Αʹ.59). Συγκεκριμένα, αρκεί να ξαναγράψουμε

την τελευταία με τον ακόλουθο κάπως ιδιαίτερο τρόπο

(∇2 + k2)Ψ(r, ω) = −
∫
f(r′, ω)δ(3)(r− r′)dτ ′
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Χρησιμοποιώντας τώρα την τροποποιημένη εξίσωση (Αʹ.60), μπορούμε να εισά-

γουμε τη συνάρτηση Green Gk(r, r
′) ως εξής

(∇2 + k2)Ψ(r, ω) =

∫
f(r′, ω)(∇2 + k2)Gk(r, r

′)dτ ′

= (∇2 + k2)

∫
f(r′, ω)Gk(r, r

′)dτ ′

οπότε, προκύπτει αμέσως ότι η ζητούμενη λύση θα γράφεται τελικά με τη μορφή

Ψ(r, ω) =

∫
f(r′, ω)Gk(r, r

′)dτ ′ (Αʹ.61)

Να σημειώσουμε στο σημείο αυτό ότι η Gk(r, r
′) ανήκει σε μια γενικότερη

οικογένεια συναρτήσεων, τις λεγόμενες συναρτήσεις Green, οι οποίες έχουν

όλες την κοινή ιδιότητα να ικανοποιούν μια διαφορική εξίσωση της μορφής

LG(x, x′) = δ(x− x′)

όπου L ένας γραμμικός διαφορικός τελεστής. Στη συγκεκριμένη τρισδιάστατη

περίπτωση που εξετάζουμε εδώ, ο τελεστής θα έχει φυσικά τη μορφή L =
−(∇2 + k2).

Μόλις είδαμε λοιπόν ότι η ανεύρεση της συνάρτησης Ψ(r, ω) περιορίστηκε

στην αναζήτηση της συνάρτησης Green που ικανοποιεί την εξίσωση (Αʹ.60).

Για το σκοπό αυτό, θα πρέπει καταρχάς να δείξουμε ότι είναι συμμετρική ως

προς τα r και r′ απουσία συνοριακών συνθηκών, δηλαδή ότι ισχύει Gk(r, r
′) =

Gk(r
′, r). Η ιδιότητα αυτή αποδεικνύεται σχετικά εύκολα, αν επικαλεστούμε

τη δεύτερη ταυτότητα του Green (Αʹ.58) και θέσουμε φ = Gk(y, r
′) και ψ =

Gk(y, r), όπου y η μεταβλητή ολοκλήρωσης∫
V

[
Gk(y, r

′)∇2
yGk(y, r)−Gk(y, r)∇2

yGk(y, r
′)
]
dτy

=

∮
S

[
Gk(y, r

′)
∂Gk(y, r)

∂n
−Gk(y, r)

∂Gk(y, r
′)

∂n

]
day

όπου οι δείκτες y απλώς μας υπενθυμίζουν τη δράση του τελεστή ∇2
και την

ολοκλήρωση ως προς y. Θεωρώντας ως μοναδική συνοριακή συνθήκη τον μη-

δενισμό στο άπειρο, μπορούμε να θέσουμε τον όγκο V να τείνει σε ολόκληρο

τον χώρο, οπότε τα επιφανειακά ολοκληρώματα του δεύτερου μέλους θα εξα-

λειφθούν. Με αυτόν τον τρόπο, καταλήγουμε στη σχέση∫
Gk(y, r

′)∇2
yGk(y, r)dτy =

∫
Gk(y, r)∇2

yGk(y, r
′)dτy
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ενώ, αν χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση (Αʹ.60) για να γράψουμε

∇2
yGk(y, r) = −δ(3)(y − r)− k2Gk(y, r)

∇2
yGk(y, r

′) = −δ(3)(y − r′)− k2Gk(y, r
′)

προκύπτει τελικά η ζητούμενη ιδιότητα

Gk(r, r
′) = Gk(r

′, r)

Εξαιτίας της απουσίας συνοριακών συνθηκών, είναι λογικό να αναζητήσου-

με λύσεις που διαθέτουν σφαιρική συμμετρία, δηλαδή της μορφής Gk(R), όπου
R = r − r′. Από τη μορφή της εξίσωσης (Αʹ.60), βλέπουμε πως είναι ανεξάρ-

τητη του συστήματος συντεταγμένων στο οποίο δουλεύουμε, καθώς περιέχει

μόνο βαθμωτές ποσότητες. Αυτό σημαίνει ότι, αν βρούμε μια λύση της σε ένα

συγκεκριμένο σύστημα αξόνων, μπορούμε να είμαστε σίγουροι πως θα εξακο-

λουθεί να την ικανοποιεί σε οποιοδήποτε άλλο σύστημα επιλέξουμε. ΄Εχουμε

λοιπόν την ελευθερία να μετακινήσουμε τους άξονες με τέτοιον τρόπο ώστε να

ισχύει r′ = 0, ή ισοδύναμα R = r. Εκφράζοντας τον τελεστή της λαπλασια-

νής ∇2
σε σφαιρικές συντεταγμένες και θεωρώντας ότι Gk(r, r

′) = Gk(R), θα
έχουμε

1

R

d2

dR2
(RGk) + k2Gk = −δ(3)(R)

Για οποιοδήποτε σημείο εκτός του R = 0, η παραπάνω εξίσωση θα έχει τη

μορφή

d2

dR2
(RGk) + k2(RGk) = 0

από την οποία βρίσκουμε πολύ εύκολα ότι

RGk(R) = AeikR +Be−ikR

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι, σε κάθε σημείο εκτός του R = 0, η προς αναζήτηση

συνάρτηση θα έχει την αρκετά απλή μορφή[
Gk(R)

]
R 6=0

= A
eikR

R
+B

e−ikR

R
(Αʹ.62)

Από την άλλη, στο όριο εκείνο που ισχύει kR � 1, η εξίσωση (Αʹ.60) θα

περιορίζεται στην

∇2Gk(R) = −δ(3)(R)

όπου παραλείψαμε τον όρο k2Gk(R) ως πολύ μικρότερο των υπολοίπων. Η

λύση αυτής της εξίσωσης είναι ήδη γνωστή από την ηλεκτροστατική
∗[

Gk(R)
]
kR�1

=
1

4πR
(Αʹ.63)

∗
Αναφερόμαστε στη γνωστή ιδιότητα ∇2(1/R) = −4πδ(3)(R).
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Συνδυάζοντας τις διαφορετικές μορφές (Αʹ.62) και (Αʹ.63) που έχει η ζητούμενη

συνάρτηση στις διάφορες περιοχές του χώρου, βλέπουμε ότι η γενική λύση θα

γράφεται με τη μορφή

Gk(R) = AG
(+)
k (R) +BG

(−)
k (R) = A

eikR

4πR
+B

e−ikR

4πR
(Αʹ.64)

με την κανονικοποίηση A + B = 1 που προκύπτει από την (Αʹ.63). Με βάση

τη χρονική εξάρτηση exp(−iωt) που έχουμε θεωρήσει από την αρχή, διαπιστώ-

νουμε ότι ο πρώτος όρος G
(+)
k θα εκφράζει ένα εκπεμπόμενο σφαιρικό κύμα

που αποκλίνει από το κέντρο R = 0, σε αντίθεση με τον δεύτερο όρο G
(−)
k που

συγκλίνει προς αυτό.

Αʹ.10 Ανάπτυγμα της Συνάρτησης Green exp(ikR)/R

΄Οπως δείξαμε στην αμέσως προηγούμενη ενότητα, η εξίσωση της μορφής

(∇2 + k2)Gk(r, r
′) = −δ(3)(r− r′) (Αʹ.65)

δέχεται ως λύση τη συνάρτηση Green (Αʹ.64). Αν θεωρήσουμε ως επιπλέον

συνθήκη τα εκπεμπόμενα σφαιρικά κύματα, θα πρέπει να θέσουμε A = 1 &
B = 0, οπότε θα έχουμε

Gk(r, r
′) =

eik|r−r
′|

4π|r− r′|
(Αʹ.66)

Προκειμένου να βρούμε το ανάπτυγμα της συνάρτησης Gk(r, r
′), θα αναζητή-

σουμε τη λύση της (Αʹ.65) με διαφορετικό τρόπο απ΄ ό,τι προηγουμένως.

Θα ξεκινήσουμε εκφράζοντας τη συνάρτηση δ(3)(r − r′) σε σφαιρικές συν-

τεταγμένες. Η βασική ιδιότητα της γενικευμένης αυτής συνάρτησης είναι ως

γνωστόν η ακόλουθη
∗ ∫

f(r′)δ(3)(r− r′)dτ ′ = f(r)

όπου f(r) μια αυθαίρετη συνάρτηση. Μπορούμε να εκφράσουμε τον στοιχειώδη

όγκο ως dτ ′ = r′2dr′ sin θ′dθ′dφ′ = −r′2dr′d(cos θ′)dφ′, οπότε η προηγούμενη

σχέση θα παίρνει τη μορφή∫ ∞
0

∫ 1

−1

∫ 2π

0

f(r′, θ′, φ′)δ(3)(r− r′)dφ′d(cos θ′)r′2dr′ = f(r, θ, φ)

∗
Για να είμαστε ακριβείς, οφείλουμε να σημειώσουμε πως η σχέση αυτή προϋποθέτει να

περιλαμβάνεται το σημείο r μέσα στον όγκο της ολοκλήρωσης.
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Βλέπουμε λοιπόν ότι, για να ικανοποιείται αυτή η σχέση, θα πρέπει τρισδιάστατη

συνάρτηση δέλτα του Dirac να γράφεται ως
∗

δ(3)(r− r′) =
1

r2
δ(r − r′)δ(φ− φ′)δ(cos θ − cos θ′) (Αʹ.67)

Στη συνέχεια, θα χρειαστεί να επικαλεστούμε τη λεγόμενη σχέση πληρότη-

τας των σφαιρικών αρμονικών συναρτήσεων Ylm(θ, φ), σύμφωνα με την οποία

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y ∗lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ) = δ(φ− φ′)δ(cos θ − cos θ′) (Αʹ.68)

Για την απόδειξή της, θα χρειαστεί να θυμηθούμε ότι οι σφαιρικές αρμονικές

αποτελούν ένα πλήρες σύνολο ορθογώνιων συναρτήσεων στην επιφάνεια μιας

μοναδιαίας σφαίρας. Στην πράξη, αυτό σημαίνει πως μια αυθαίρετη συνάρτηση

f(θ, φ) μπορεί να γραφεί σαν γραμμικός της μορφής

f(θ, φ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

clmYlm(θ, φ)

με τους συντελεστές clm να δίνονται από τη σχέση

clm =

∫
f(θ′, φ′)Y ∗lm(θ′, φ′)dΩ =

∫ 1

−1

∫ 2π

0

f(θ′, φ′)Y ∗lm(θ′, φ′)dφ′d(cos θ′)

Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες εκφράσεις, μπορούμε να βρούμε την ακόλουθη

σχέση

f(θ, φ) =

∫ 1

−1

∫ 2π

0

f(θ′, φ′)

[
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y ∗lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ)

]
dφ′d(cos θ′)

από την οποία προκύπτει αμέσως η ζητούμενη ιδιότητα (Αʹ.68).

Στο σημείο αυτό, μπορούμε από τις (Αʹ.67) και (Αʹ.68) να εκφράσουμε την

τρισδιάστατη συνάρτηση δέλτα μέσω των σφαιρικών αρμονικών ως εξής

δ(3)(r− r′) =
1

r2
δ(r − r′)

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y ∗lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ) (Αʹ.69)

΄Οσον αφορά στη λύση Gk(r, r
′) της εξίσωσης (Αʹ.65) που αναζητούμε, μπο-

ρούμε επίσης να την γράψουμε σαν άθροισμα σφαιρικών αρμονικών,
†
αν θεωρη-

σουμε τα r, r′, θ′ & φ′ ως παραμέτρους και απομονώσουμε αυτήν την εξάρτηση

∗
Χρησιμοποιήσαμε και την πολύ βασική ιδιότητα δ(x− x0)f(x) = δ(x− x0)f(x0).
†
Μην ξεχνάμε ότι, όπως έχουμε αναφέρει σε διάφορες περιστάσεις, οποιαδήποτε συνάρτη-

ση f(θ, φ) μπορεί να γραφεί σαν γραμμικός συνδυασμός των σφαιρικών αρμονικών Ylm(θ, φ).
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στους συντελεστές του αναπτύγματος

Gk(r, r
′) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Alm(r|r′, θ′, φ′)Ylm(θ, φ) (Αʹ.70)

Διαπιστώνουμε, λοιπόν, πως το μόνο που απομένει είναι να προσδιορίσουμε τους

συντελεστές Alm, κάτι που μπορεί να γίνει αν αντικαταστήσουμε τις (Αʹ.69) και

(Αʹ.70) στην αρχική διαφορική εξίσωση (Αʹ.65)

∞∑
l=0

l∑
m=−l

(∇2 + k2)Alm(r|r′, θ′, φ′)Ylm(θ, φ)

=
1

r2
δ(r − r′)

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y ∗lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ)

Για να προχωρήσουμε, θα χρειαστεί να εκφράσουμε τον τελεστή της λαπλα-

σιανής σε σφαιρικές συντεταγμένες, εισάγοντας ταυτόχρονα τον τελεστή της

τροχιακής στροφορμής L∗

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
− L2

r2

ενώ, αν εκμεταλλευτούμε και την ιδιότητα L2Ylm = l(l+ 1)Ylm, τότε τελικά θα

γράφουμε

∞∑
l=0

l∑
m=−l

[
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− l(l + 1)

r2
+ k2

]
Alm(r|r′, θ′, φ′)Ylm(θ, φ)

=
1

r2
δ(r − r′)

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y ∗lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ)

Μια ιδιαιτέρως βολική επιλογή για τους συντελεστές Alm είναι η ακόλουθη

Alm(r|r′, θ′, φ′) = gl(r, r
′)Y ∗lm(θ′, φ′) (Αʹ.71)

αφού, με αυτόν τον τρόπο, η μοναδική απαίτηση που απομένει είναι να ικανο-

ποιείται η εξίσωση[
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+ k2 − l(l + 1)

r2

]
gl(r, r

′) = − 1

r2
δ(r − r′) (Αʹ.72)

∗
Αυτό γίνεται πιο σαφές αν θυμηθούμε την έκφραση (2.11) που είχαμε βρει για το τετρά-

γωνο του τελεστή.
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Για r 6= r′, το δεξί μέλος της εξίσωσης αυτής μηδενίζεται, οπότε καταλήγουμε

στην (2.2) [
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+ k2 − l(l + 1)

r2

]
gl(r, r

′) = 0

η οποία γνωρίζουμε πως δέχεται ως λύσεις τις σφαιρικές συναρτήσεις Bessel
(2.3). Αν εμείς απαιτήσουμε η gl(r, r

′) να είναι πεπερασμένη στο κέντρο και να

διαθέτει συμπεριφορά εξερχόμενου κύματος στο άπειρο,
∗
τότε αναγκαστικά θα

αναζητήσουμε λύσεις της μορφής

gl(r, r
′) = A

h
(1)
l (kr′)jl(kr), r < r′

jl(kr
′)h

(1)
l (kr), r > r′

όπου εκμεταλλευτήκαμε και το γεγονός ότι gl(r, r
′) = gl(r

′, r), κάτι που πη-

γάζει κατευθείαν από την ιδιότητα Gk(r, r
′) = Gk(r

′, r) την οποία αποδείξαμε

στην προηγούμενη ενότητα. Μπορούμε να ξαναγράψουμε τη λύση αυτή με τον

ακόλουθο, πιο απλό τρόπο

gl(r, r
′) = Ajl(kr<)h

(1)
l (kr>) (Αʹ.73)

με τα r< & r> να καθορίζονται από τη σχέση r< < r> και το A μια σταθερά

που μένει να προσδιοριστεί. Για το σκοπό αυτό, γράφουμε πάλι την (Αʹ.72) με

τη μορφή [
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+ k2 − l(l + 1)

r2

]
gl(r, r

′) = − 1

r2
δ(r − r′)

την πολλαπλασιάζουμε με r2 και την ολοκληρώνουμε από r = r′ − ε μέχρι r =
r′ + ε, όπου το ε αυθαίρετα μικρό. Με αυτόν τον τρόπο, ο δεύτερος και τρίτος

όρος του αριστερού μέλους θα μηδενιστούν (αφού η ασυνέχεια εντοπίζεται μόνο

στην παράγωγο του gl(r, r
′)) και θα απομείνει η σχέση

lim
ε→0

{[
r2
∂

∂r
gl(r, r

′)

]
r=r′+ε

−
[
r2
∂

∂r
gl(r, r

′)

]
r=r′−ε

}
= −1

η οποία θα ξαναγράφεται με τη μορφή

lim
ε→0

{[
∂

∂r
gl(r, r

′)

]
r=r′+ε

−
[
∂

∂r
gl(r, r

′)

]
r=r′−ε

}
= − 1

r′2

∗
Παραπέμπουμε στις προσεγγιστικές σχέσεις (2.5) και (2.6).
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Αν τώρα εισάγουμε το αποτέλεσμα (Αʹ.73) που εξάγαμε προηγουμένως, θα

βρούμε

A

[
jl(kr

′)
d

dr′
h
(1)
l (kr′)− h(1)l (kr′)

d

dr′
jl(kr

′)

]
= − 1

r′2

ενώ αν θέσουμε x = kr′, θα έχουμε

A

[
jl(x)

d

dx
h
(1)
l (x)− h(1)l (x)

d

dx
jl(x)

]
= − k

x2

Εντός των αγκυλών αναγνωρίζουμε την ορίζουσα του Wronski των συναρτήσε-

ων jl(x) και h
(1)
l (x), η οποία, σύμφωνα με τη σχέση (2.7), παίρνει την τιμή i/x2.

Αμέσως βλέπουμε ότι η κατάλληλη τιμή της σταθεράς είναι A = ik, επομένως,
η (Αʹ.73) θα γράφεται

gl(r, r
′) = ikjl(kr<)h

(1)
l (kr>)

ενώ, με βάση αυτό το αποτέλεσμα, οι συντελεστές (Αʹ.71) θα είναι ίσοι με

Alm = ikjl(kr<)h
(1)
l (kr>)Y ∗lm(θ′, φ′)

Αν τους εισάγουμε στο ανάπτυγμα (Αʹ.70) της συνάρτησης Gk(r, r
′) και το εξι-

σώσουμε με το αποτέλεσμα (Αʹ.66), βρίσκουμε τελικά το επιθυμητό ανάπτυγμα

eik|r−r
′|

4π|r− r′|
= ik

∞∑
l=0

jl(kr<)h
(1)
l (kr>)

l∑
m=−l

Y ∗lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ) (Αʹ.74)



Παραρτημα Βʹ

Υπολογισμος Ολοκληρωματων μεσω
Matlab

Βʹ.1 Παρουσίαση της Μεθόδου

Στο σημείο αυτό θα παρουσιάσουμε μια ιδιαίτερα απλή μέθοδο για τον αριθμη-

τικό υπολογισμό ολοκληρωμάτων μιας μεταβλητής. Ας υποθέσουμε πως μας

ενδιαφέρει η τιμή του ορισμένου ολοκληρώματος

I =

∫ b

a

f(x)dx

Προσεγγίζοντας γραφικά το πρόβλημα, διαπιστώνουμε πως το I ισούται με το

εμβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται ανάμεσα στη συνάρτηση f(x) και τον

άξονα x, στο διάστημα [a, b]. Με μια ματιά στο σχήμα (Βʹ.1) βλέπουμε ότι το

εμβαδό αυτό μπορεί κατά προσέγγιση να αναπαραστεί ως το άθροισμα πολλών

τραπεζίων με ύψος h, το κάθε ένα από τα οποία έχει ως βάσεις τα f(xi) και

f(xi + h). Μαθηματικά αυτό εκφράζεται μέσω της σχέσης

I '
n−1∑
i=0

h

2

[
f(a+ ih) + f(a+ ih+ h)

]
=
h

2

[
f(a) + f(b) + 2

n−1∑
i=1

f(a+ ih)

]
(Βʹ.1)

όπου n ο αριθμός των τραπεζίων και h = (b−a)/n το ύψος καθενός από αυτά.

Η εφαρμογή των παραπάνω στο μαθηματικό λογισμικό Matlab είναι εντε-

λώς άμεση, καθώς δεν έχουμε παρά να πληκτρολογήσουμε τον παρακάτω απλό

κώδικα
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>> f=inline(‘function’);

>> h=value;

>> a=value;

>> b=value;

>> I=(h/2)*(f(a)+f(b));

>> for i=(a+h):h:(b-h)

I=I+h*f(i);

end

Στην αρχή ορίζουμε την προς ολοκλήρωση συνάρτηση f(x) εκφράζοντάς την

στο σημείο function, εισάγουμε τις παραμέτρους h, a & b και αρχικοποιούμε

το άθροισμα I σύμφωνα με τον τύπο (Βʹ.1). Στη συνέχεια μέσω ενός βρόχου

επανάληψης πραγματοποιούμε την άθροιση, ενώ για να λάβουμε το ζητούμενο

αποτέλεσμα δεν έχουμε παρά να πληκτρολογήσουμε στη γραμμή εντολών το

όνομα της μεταβλητής Ι.

x

y

f(x)

xi xi + h

f(xi) f(xi + h)

Σχήμα Βʹ.1

Βʹ.2 Εφαρμογή

Στο σημείο αυτό θα επιστρατεύσουμε τη μέθοδο που παρουσιάσαμε προηγου-

μένως, προκειμένου να υπολογίσουμε αριθμητικά τα δύο ολοκληρώματα που

προέκυψαν στο τέλος της παραγράφου 3.1. Το πρώτο από αυτά ήταν της μορ-

φής ∫ b

a

f(x)dx =

∫ π

0

cos2[(π/2) cos θ]

sin θ
dθ

επομένως, εφαρμόζοντας όσα είπαμε στην προηγούμενη ενότητα πληκτρολο-

γούμε τις ακόλουθες εντολές

>> f=inline(‘(cos(pi*cos(x)/2))^2/sin(x)’)
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>> h=0.0001;

>> a=0.000001;

>> b=pi-0.000001;

>> I=(h/2)*(f(a)+f(b));

>> for i=(a+h):h:(b-h)

I=I+h*f(i);

end

Η επιλογή των άκρων έγινε με τέτοιον τρόπο ώστε να διαφέρουν ελάχιστα από

τις δοσμένες τιμές 0 και π, καθώς πάνω σε αυτές η συνάρτηση f(x) παίρνει την

μη αποδεκτή μορφή 0/0. Πληκτρολογώντας I στη γραμμή εντολών εμφανίζεται

το ζητούμενο αποτέλεσμα

>> I

I =

1.2188

από το οποίο εξάγουμε την ακόλουθη προσεγγιστική σχέση∫ π

0

cos2[(π/2) cos θ]

sin θ
dθ ' 1.2188 (Βʹ.2)

Ομοίως, για τον υπολογισμό του δεύτερου ελαφρώς διαφορετικού ολοκληρώ-

ματος ∫ b

a

f(x)dx = 4

∫ π

0

cos4[(π/2) cos θ]

sin θ
dθ

δεν έχουμε παρά να αλλάξουμε την πρώτη γραμμή του κώδικα με την ακόλουθη

>> f=inline(‘(cos(pi*cos(x)/2))^4/sin(x)’);

και ακολουθώντας τα ίδια ακριβώς βήματα με πριν, βρίσκουμε τελικά

>> 4*I

ans =

3.3181

γεγονός που μας επιτρέπει να γράψουμε

4

∫ π

0

cos4[(π/2) cos θ]

sin θ
dθ ' 3.3181 (Βʹ.3)



Βιβλιογραφια

[1] John David Jackson, Classical Electrodynamics, John Wiley & Sons,
Third Edition, 2001

[2] David J. Griffiths, Εισαγωγή στην Ηλεκτροδυναμική, Πανεπιστημιακές

Εκδόσεις Κρήτης, 2007

[3] Γ. Σ. Παπαγεωργιου & Χ. Γ. Τσιτουρας, Αριθμητική Ανάλυση με Εφαρ-
μογές σε Matlab και Mathematica, Εκδόσεις Συμεών, 2006

[4] Θεοδωρος Αλεξοπουλος, Εισαγωγή στην Ανάλυση Σήματος, Πανεπιστη-

μιακές Εκδόσεις ΕΜΠ, 2010


