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Prìlogoc

Stìqoc thc paroÔsac diplwmatik c eÐnai h melèth tou probl matoc thc timolìghshc para-

g¸gwn kai h an�ptuxh kat�llhlwn majhmatik¸n ergaleÐwn. H prosèggish tou probl matoc

autoÔ gÐnetai bhmatik� ètsi ¸ste na gÐnoun perissìtero katanohtèc oi aparaÐthtec ènnoiec.

Sto pr¸to kef�laio pragmatopoieÐtai mia genik  perigraf  twn qrhmatisthriak¸n agor¸n

kaj¸c kai twn qrhmatooikonomik¸n proðìntwn, ìpwc ta par�gwga EurwpaðkoÔ kai Amerik�-

nikou tÔpou. Sto plaÐsio autì, anaptÔssontai perilhptik� kai k�poia jèmata pou aforoÔn

ependutèc se praktikì epÐpedo (p.q. strathgikèc agorapwlhsi¸n metoq¸n kai dikaiwm�twn

proaÐreshc). To kÔrio prìblhma pou tÐjetai fusiologik� sthn sunèqeia sqetÐzetai me thn

tim  twn par�gwgwn qrhmatooikonomik¸n proðìntwn se mia qrhmatisthriak  agor� (option

pricing). Ta proðìnta aut� mporoÔn na diapragmateÔontai se opoiad pote tim ? To er¸thma

autì apodeiknÔetai exairetik� gìnimo kai gia thn antimet¸pis  tou odhgoÔmaste sthn eisa-

gwg  ennoi¸n ìpwc to bèbaio kèrdoc qwrÐc kÐnduno (arbitrage), ta autoqrhmatodotoÔmena

qartoful�kia (self-financing portfolios), thn antistajmistik  strathgik  (hedging), ton kì-

smo "oudèterou kindÔnou � (risk-neutral world) k.a. EÐnai axioshmeÐwto to gegonìc ìti h melèth

enìc tìso praktikoÔ probl matoc apodeiknÔetai ìti apaiteÐ th qr sh arket� <<proqwrhmènwn>>

majhmatik¸n teqnik¸n pou basÐzontai sthn majhmatik  an�lush kai sth jewrÐa stoqastik¸n

anelÐxewn.

Arqik� to prìblhma thc timolìghshc melet�tai se èna uperaplousteumèno montèlo agor�c,

to diwnumikì montèlo miac periìdou, ìpou ìmwc genn�tai se akatèrgasth morf  h diadikasÐa

pou ja mac odhg sei sthn antimet¸pish tou probl matoc se pio realistik� montèla. Sto

montèlo autì h agor� exet�zetai se dÔo mìno qronik� shmeÐa. Mèqric ed¸ den qrei�zontai
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PERIEQ�OMENA 2

idiaÐterec kai exeidikeumènec majhmatikèc teqnikèc, par� mìno h stoiqei¸dhc gn¸sh thc jew-

rÐac pijanot twn.

Sth sunèqeia, to diwnumikì montèlo miac periìdou genikeÔetai sto diwnumikì montèlo poll¸n

periìdwn. An kai h genÐkeush apì èna montèlo agor�c pou exet�zetai se dÔo mìno qronik�

shmeÐa, se èna montèlo agor�c pou exet�zetai se n qronik� shmeÐa eÐnai apìluta fusiologi-

k , h melèth t¸ra apaiteÐ pio exeidikeumèna majhmatik� ergaleÐa. Gia to lìgo autì, arqik�

pragmatopoieÐtai mia sÔntomh episkìphsh twn basik¸n ennoi¸n thc jewrÐac twn martingales

kai sth sunèqeia anaptÔssoume thn jewrÐa timolìghshc me martingale mètra gia par�gwga

EurwpaðkoÔ tÔpou.

Sto epìmeno kef�laio anaptÔssoume thn antÐstoiqh jewrÐa gia ta par�gwga Amerik�nikou

tÔpou. Ta par�gwga Amerik�nikou tÔpou èqoun mia jemeli¸dh diafor� se sqèsh me ta par�-

gwga EurwpaðkoÔ tÔpou, se aut� o agorast c mporeÐ na exask sei to par�gwgo opoiad pote

stigm  jel sei, mèqri kai th stigm  thc l xhc tou. To gegonìc autì periplèkei thn timolì-

ghs  tou kai odhgeÐ sthn eisagwg  nèwn ennoiwn ìpwc o qrìnoc diakop c kai o bèltistoc

qrìnoc diakop c.

To diwnumikì montèlo n periìdwn, wc montèlo diakritoÔ qrìnou exakoloujeÐ na eÐnai aplou-

steutikì all� plhsi�zei polÔ thn pragmatikìthta an kaneÐc jewr sei to n polÔ meg�lo (je-

wrhtik� n→ +∞). Tìte ja p�rei mia saf  eikìna gia to p¸c ja prèpei na antimetwpÐsei to

prìblhma se perissìtero realistik� montèla ìpwc eÐnai ta montèla suneqoÔc qrìnou. Sto

teleutaÐo kef�laio eis�goume to logarijmokanonikì montèlo gia tic timèc tou prwtogenoÔc

proðìntoc kai suzht�me ton trìpo me ton opoÐo mporeÐ na proseggisteÐ apì to diwnumikì mo-

ntèlo. Sth sunèqeia ja qrhsimopoioÔme autì to montèlo gia na timolog soume par�gwga me

ton tÔpo Black-Scholes gia n → +∞ kai tèloc ja d¸soume mia efarmog  autoÔ tou tÔpou

sta dikai¸mata agor�c kai p¸lhshc.

Sto shmeÐo autì ja  jela na euqarist sw ton kajhght  Miq�lh Loul�kh gia thn polÔtimh

bo jeia pou eÐqa sthn epilush diafìrwn problhm�twn pou parousi�sthkan kaj¸c kai gia to

jetikì klÐma sunergasÐac pou frìntise na dhmiourg sei apì thn pr¸th stigm .



Kef�laio 1

Diwnumikì upìdeigma poll¸n

periìdwn

1.1 Basikèc ènnoiec

1.1.1 Qrhmatagor� kai par�gwga

MÐa oikonomÐa mporeÐ na apoteleÐtai apì mÐa seir� agor¸n oi opoÐec eÐnai allhlosundeìme-

nec. Apì ìlec tic pijanèc agorèc pou mporeÐ na emfanÐzontai se èna oikonomikì sÔsthma oi

qrhmatagorèc emfanÐzoun Ðswc to megalÔtero endiafèron. Autì giatÐ sundèontai me opoia-

d pote �llh agor� all� kai me to k�je �tomo. Oi qrhmatagorèc apoteloÔn to mèso pou

qrhsimopoioÔn oi epiqeir seic gia na mazèyoun ta aparaÐthta kef�laia gia na exasfalÐsoun

thn leitourgÐa touc, to mèso pou qrhsimopoioÔn oi memonwmènoi ependutèc gia na aux soun

thn euhmerÐa touc kai to mèso pou qrhsimopoioÔme gia na apojhkeÔsoume ton pleon�zonta

ploÔto. H qrhmatagor� eÐnai o <<tìpoc >> ston opoÐo gÐnontai oi sunallagèc se qrhmatooiko-

nomik� periousiak� stoiqeÐa.

'Ena qrhmatooikonomikì periousiakì stoiqeÐo   tÐtloc (financial asset) eÐnai mia axÐwsh se

k�poio mellontikì eisìdhma(apolab ). Oi apolabèc den eÐnai gnwstèc ek twn protèrwn. To

sumbìlaio autì pwleÐtai   agor�zetai s mera (dhlad  prin gÐnei gnwstì to poièc ja eÐnai oi
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KEF�ALAIO 1. DIWNUMIK�O UP�ODEIGMA POLL�WN PERI�ODWN 4

apolabèc apì autì) kai qrhsimopoieÐtai gia thn metafor� ploÔtou se mellontikèc qronikèc

stigmèc kai se diaforetikèc katast�seic tou kìsmou. ParadeÐgmata tètoiwn tÐtlwn eÐnai ta

omìloga, oi metoqèc kai ta par�gwga, ìpou me ta teleutaÐa ja asqolhjoÔme parak�tw.

Ta par�gwga proðìnta (derivative assets) eÐnai sumbìlaia pou kajorÐzoun mia sumfwnÐa

pou prìkeitai na ulopoihjeÐ sto mèllon kai h axÐa twn opoÐwn exart�tai apì thn axÐa enìc  

perissìterwn �llwn tÐtlwn   emporeum�twn(prwtogen  proiìnta). Gia autì to lìgo onom�-

zontai kai exart¸menec apait seic (contingent claims). To prwtogenèc proðìn, apì to opoÐo

exart�tai h axÐa tou parag¸gou, mporeÐ na eÐnai mia metoq , èna xèno sun�llagma, èna aga-

jì(p.q petrèlaio), ènac qrhmatisthriakìc deÐkthc, èna omìlogo akìma kai èna �llo par�gwgo.

ParadeÐgmata tètoiwn parag¸gwn eÐnai ta dikai¸mata proaÐreshc agor�c kai p¸lhshc metoq¸n

  mon�dwn tou deÐkth (call and put options), ta sumbìlaia mellontik c ekpl rwshc (futures),

eÐte p�nw se metoqèc eÐte ep�nw se emporeÔmata, ta sumbìlaia antallag c (swaps) k.a.

Parak�tw ja asqoleijoÔme kurÐwc me ta dikai¸mata proaÐreshc kai thn timologhs  touc,

opìte gia autì to lìgo ja anafèroume lÐga lìgia parap�nw.

DikaÐwma proaÐreshc (option) kaleÐtai mÐa sumfwnÐa   èna sumbìlaio metaxÔ dÔo anti-

sumballomènwn, ton agorast  kai ton pwlht  tou dikai¸matoc, me th mesol�bhsh tou Qrh-

matisthrÐou Parag¸gwn. H sumfwnÐa aut  dÐnei ston agorast  to dikaÐwma kai ìqi thn

upoqrèwsh na agor�sei   na pwl sei (an�loga me to eÐdoc tou dikai¸matoc) apì ton pwlht 

tou dikai¸matoc èna sugkekrimèno agajì A se mÐa prokajorismènh tim  K, kat� th di�rkeia

mÐac qronik c periìdou [0, T]   se sugkekrimènh qronik  stigm  T sto mèllon. To upokeÐmeno

agajì A mporeÐ p.q. na eÐnai metoq , qrhmatisthriakìc deÐkthc, sun�llagma, all� mporeÐ se

orismènec agorèc na eÐnai kai k�poio empìreuma. O agorast c tou dikai¸matoc (holder) den

eÐnai upoqrewmènoc na exask sei to dikaÐwm� tou (na agor�sei   na pwl sei) par� mìno e�n

ton sumfèrei. AntÐjeta o pwlht c (writer) tou dikai¸matoc eÐnai upoqrewmènoc na pr�xei ì,ti

telik� apofasÐsei o agorast c tou dikai¸matoc. To gegonìc autì jètei se pleonektik  jèsh

ton agorast  kai gia autì o agorast c ja prèpei na katab�lei èna antÐtimo C (asf�listro  
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tim  dikai¸matoc - Option price, option premium) ston pwlht , o opoÐoc ousiastik� analam-

b�nei rÐsko, gia na apokt sei to dikaÐwma. SÔmfwna me ta parap�nw, èna dikaÐwma proaÐreshc

qarakthrÐzetai apì ta ex c:

1. To eÐdoc tou dikai¸matoc (dikaÐwma agor�c − call option   dikaÐwma p¸lhshc − put

option). Sthn agor� mporeÐ kaneÐc na agor�sei èna call option (long call)   na poul sei

èna call option (short call)   na agor�sei èna put option (long put)   na poul sei èna

put option (short put).

2. O upokeÐmenoc tÐtloc (p.q. deÐkthc FTSE/ASE-20 , metoq  OTE k.lp.)

3. To mègejoc tou sumbolaÐou (p.q. èna sumbìlaio me upokeÐmeno tÐtlo th metoq  tou

OTE, mporeÐ na antistoiqeÐ se 100 metoqèc tou OTE)

4. H hmeromhnÐa l xhc (exercise date, maturity). An�loga me to qrìno ex�skhshc T up�r-

qoun dÔo kÔriec kathgorÐec dikaiwm�twn proaÐreshc: (a) AmerikanikoÔ tÔpou (American

option) ìtan to dikaÐwma proaÐreshc mporeÐ na exaskhjeÐ opoiad pote stigm  mèqri thn

hmeromhnÐa l xhc. (b) EurwpaðkoÔ tÔpou (European option) ìtan to dikaÐwma proaÐre-

shc mporeÐ na exaskhjeÐ mìno kat� thn hmeromhnÐa l xhc.

5. H tim  ex�skhshc K (strike price   exercise price) eÐnai h prokajorismènh tim  sthn

opoÐa o agorast c tou dikai¸matoc agor�c/p¸lhshc ja agor�sei/pwl sei (e�n epilèxei

na exask sei to dikaÐwma) to sugkekrimèno agajì (p.q. metoq ) sto opoÐo anafèretai

to dikaÐwma.
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6. To antÐtimo C (asf�listro   tim  dikai¸matoc - Option price, option premium) to opoÐo

katab�lei o agorast c ston pwlht  tou dikai¸matoc.

Par�deigma 1 'Enac ependut c pisteÔei ìti h axÐa thc metoq c miac etaireÐac X prìkei-

tai na anèbei shmantik� mèsa ston epìmeno m na kai jèlei na ependÔsei sth metoq  aut .

H tim  thc metoq c s mera eÐnai 10eur¸, en¸ sthn agor� epÐshc diatÐjetai proc 2eur¸ èna

amerik�niko dikaÐwma agor�c thc metoq c thc etaireÐac X me wrÐmansh se èna m na kai tim 

ex�skhshc 10eur¸. O ependut c apofasÐzei na diajèsei 1.000eur¸ kai exet�zei dÔo enallakti-

kèc ependutikèc strathgikèc: eÐte na agor�sei 100 metoqèc thc etaireÐac, eÐte na agor�sei èna

dikaÐwma agor�c 500 metoq¸n. Ac doÔme t¸ra ti ja sumbeÐ stic dÔo peript¸seic an�loga me

to an h pepoÐjhsh tou ependut  epalhjeuteÐ   ìqi. An h tim  thc metoq c paramènei diark¸c

k�tw apì ta 10eur¸ tìte sthn pr¸th perÐptwsh ja diathr sei thn axÐa twn metoq¸n tou en¸

sth deÔterh ja q�sei ìlh tou thn epèndush afoÔ den ja mporèsei na ask sei to dikaÐwma

pou èqei agor�sei. Aut  akrib¸c h megalÔterh èkjesh ston kÐnduno eÐnai kai o lìgoc pou

kostÐzei p�nta ligìtero na agor�sei kaneÐc èna dikaÐwma agor�c thc metoq c apì ìti thn Ðdia

thn metoq .

Sto par�deigma mac o ependut c mporeÐ na agor�sei 100 metoqèc   to dikaÐwma agor�c 500

metoq¸n. An ìmwc h axÐa thc metoq c anèbei tìte k�je epiplèon eur¸ anìdou sthn axÐa thc

metoq c ja apofèrei ston ependut  100eur¸ epipleìn an èqei ependÔsei sthn metoq  all�

500eur¸ epiplèon an èqei ependÔsei sto par�gwgì thc. 'Etsi an gia par�deigma h tim  thc

metoq c anèbei sta 15eur¸ tìte sthn deÔterh perÐptwsh h axÐa twn metoq¸n tou ependut 

eÐnai 1500eur¸, apofèrontac tou kèrdoc 50 tic ekatì. Sth deÔterh perÐptwsh mporèi, qrhsi-

mopoi¸ntac to dikaÐwma, na agor�sei 500 metoqèc thc etairÐac proc 10eur¸ kai na tic poul sei

�mesa sthn agoraÐa tim  touc (15eur¸). Autì ja apofèrei 5eur¸ an� metoq , �ra 2500eur¸

kai kèrdoc 150 tic ekatì epÐ thc arqik c tou epèndushc!

H epèndush sto dikaÐwma agor�c enèqei men megalÔtero kÐnduno af nei ìmwc kai megalÔte-

ro perij¸rio kèrdouc an h pepoÐjhsh tou ependut  epalhjeuteÐ. Autì eÐnai èna par�deigma

qr shc parag ģwn gia kerdoskopÐa. Ja prèpei ìmwc kaneÐc na èqei kat� nou ìti ta par�gwga

eÐnai ìpwc ta paÐgnia mhdenikoÔ ajroÐsmatoc. To kèrdoc tou sumballìmenou eÐnai h zhmÐa tou
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�llou. Kai sun jwc oi �lloi eÐnai meg�loi organismoÐ pou mporoÔn me tic kin seic touc na

ephre�soun thn agor�.

Par�deigma 2 Mia ellhnik  etaireÐa upogr�fei èna sumbìlaio gia thn agor� enìc mh-

qan matoc apì mia amerik�nikh kataskeu�stria. H teleutaÐa analamb�nei na parad¸sei to

mhq�nhma se èna qrìno ènanti 100.000 doll�ria. H trèqousa isotimÐa dollarÐou/eur¸ eÐnai

1doll�rio= 0.78923 eur¸. H ellhnik  etaireÐa brÐskei thn tim  sumfèrousa all� anhsuqeÐ

gia thn isotimÐa dollarÐou-eur¸ se èna qrìno. Jèlontac na katartÐsei ton proôpologismì thc

ja  jele na sigourèyei ìti den ja plhr¸sei p�nw apì 80.000 eur¸ gia to mhq�nhma. 'Ena

eurwpaðkì dikaÐwma agor�c 100.000 dollarÐwn me wrÐmansh se èna qrìno kai tim  ex�skhshc

80.000 eur¸ ja mporoÔse na faneÐ polÔ qr simo. An se èna qrìno h isotimÐa dollarÐou/eur¸

uperbeÐ ta 0.80 eur¸/doll�rio h etaireÐa ja mporeÐ na exask sei to dikaÐwma agor�c kai na

l�bei 100.000 doll�ria ènanti 80.000 eur¸. An p�li h isotimÐa èqei meÐnei k�tw apì 0.80eu-

r¸/doll�rio tìte h etaireÐa mporeÐ na antall�xei eur¸ proc amerik�nika doll�ria sthn trè-

qousa isotimÐa. Autì eÐnai èna par�deigma qr shc twn parag ģwn gia thn antist�jmish tou

kindÔnou apì tic metabolèc thc axÐac tou prwtogenoÔc proðìntoc.

1.1.2 Arq  thc mh epithdeiìthtac -Basik  prosèggish

Gia thn an�lush twn parag¸gwn ja qrhsimopoi soume èna basikì ergaleÐo thn Arq  thc

mh epithdeiìthtac (principle of no arbitrage). Se autì to shmeÐo ja d¸soume mia diaisjh-

tik  ermhneÐa aut c thc arq c thn opoÐa argìtera ja orÐsoume majhmatik� pìte isqÔei se mia

agor� kai pìte ìqi.

Se mia qrhmatisthriak  agor� oi sunallassìmenoi mporoÔn na kathgoriopoihjoÔn se treic

kathgorÐec: touc hedgers, speculators kai touc arbitrageurs. Oi hedgers prospajoÔn na

prostateÔsoun mÐa jèsh touc sthn agor� qrhsimopoi¸ntac mÐa kat�llhlh jèsh sthn agor�

twn parag¸gwn (Hedging: antist�jmish kindÔnou). Me �lla lìgia, èqoun wc skopì thn meÐ-

wsh tou kindÔnou pou endeqomènwc antimetwpÐzoun. En¸ oi hedgers prospajoÔn na mei¸soun

ton kÐnduno pou diaqeirÐzontai (p.q. me to na mei¸soun thn mègisth zhmi� pou mporoÔn na
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èqoun), oi speculators (kerdoskìpoi) analamb�noun rÐska ta opoÐa euelpistoÔn ìti ja touc

odhg soun se kèrdh (p.q. k�noun kin seic pou aux�noun th diaspor� tou tuqaÐou kèrdouc

touc). Apì thn �llh oi arbitrageurs den prosdokoÔn kèrdoc analamb�nontac rÐsko ìpwc oi

kerdoskìpoi, all� prospajoÔn na entopÐsoun prìskairec anisorropÐec thc agor�c kai na tic

ekmetalleutoÔn apokomÐzontac sÐgouro kèrdoc, qwrÐc rÐsko (o ìroc arbitrage metafr�zetai

kai wc exisorropoihtik  kerdoskopÐa). 'Enac arbitrageur mporeÐ, ekmetalleuìmenoc k�poiec

sugkurÐec kai akolouj¸ntac mia sugkekrimènh strathgik  agor�c metoq¸n, omolìgwn kai

parag¸gwn na èqei sÐgouro kèrdoc. 'Ena aplì par�deigma eÐnai to ex c: h metoq  AAA diatÐ-

jetai tautìqrona se dÔo agorèc, sto qrhmatist rio thc Nèac Uìrkhc kai sto qrhmatist rio

tou LondÐnou me tim  168 dol�ria kai 100 lÐrec AgglÐac antÐstoiqa, en¸ h trèqousa isotimÐa

DolarÐou - LÐrac eÐnai 1 lÐra = 1.7 dol. (p¸lhsh lÐrac). 'Enac arbitrageur mporeÐ na agor�sei

1000 metoqèc thc AAA apì thn Nèa Uìrkh kai na tic pwl sei �mesa sto LondÐno. To kèrdoc

pou ja èqei ja eÐnai (−168 + 100 × 1.7) × 1000 = 2000 dol�ria qwrÐc na sunupologÐzontai

ta èxoda sunallag¸n. Epomènwc ja èqei sÐgouro kèrdoc (qwrÐc rÐsko). H eukairÐa aut 

sÔntoma ja ekleÐyei diìti, antilambanìmenoi to gegonìc, ja speÔsoun polloÐ na agor�soun

apì thn Nèa Uìrkh kai na pwl soun sto LondÐno, aux�nontac thn axÐa thc AAA sto men

kai mei¸nont�c th sto de. To apotèlesma ja eÐnai na ft�sei h tim  thc AAA se èna shmeÐo

isorropÐac pou den ja epitrèpei sÐgouro kèrdoc. Epomènwc oi eukairÐec gia arbitrageur pou

tuqìn emfanÐzontai sthn agor�, polÔ gr gora exafanÐzontai.

Epomènwc autì pou axi¸nei h arq  thc mh epithdeiìthtac eÐnai ìti den eÐnai dunatìn na up�rxei

dunatìthta kèrdouc qwrÐc thn an�lhyh rÐskou. H apodoq  thc arq c mh epithdeiìthtac èqei

saf  majhmatik  perigraf  me thn qr sh idiot twn twn martingale kai kat�llhla proexoflh-

mènec timèc twn periousiak¸n stoiqeÐwn. Ta jemeli¸dh jewr mata sqetik� me thn apotÐmhsh

periousiak¸n stoiqeÐwn sqetÐzontai me thn apousÐa epithdeiìthtac, san par�deigma mporoÔme

na fèroume to tÔpo twn Black-Scholes gia thn apotÐmhsh parag¸gwn sumbolaÐwn.
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1.1.3 AxÐa tou qr matoc sto qrìno

H teleutaÐa ènnoia pou ja suzht soume se aut  thn eisagwgik  par�grafo eÐnai h ènnoia

tou qr matoc mèsa sto qrìno. 'Estw ìti èqoume èna ependumèno kef�laio P pou apodÐdei

tìko me onomastikì et sio epitìkio r, me suneq  anatokismì, an èqoume k → ∞ periìdouc

anatokismoÔ. Sto tèloc tou ètouc ja prèpei na apodojeÐ posì Ðso me

lim
k→∞

P (1 +
r

k
)k = Per

Genik�, met� apì t èth, t ∈ (0, 1), to arqikì kef�laio P apodÐdei to posì Pert.

Ja upojèsoume ìti sthn agor� mporeÐ kaneÐc p�ntote na daneÐsei   na daneisjeÐ me onomastikì

et sio epitìkio r (suneqoÔc anatokismoÔ) qwrÐc na up�rqei rÐsko, dhlad  o daneizìmenoc ja

epistrèyei p�ntote to posì sun ton tìko pou antistoiqeÐ. To epitìkio autì sthn pr�xh den

eÐnai stajerì, all� sto ex c ja melet�me thn agor� se ènan qronikì orÐzonta mèsa ston opoÐo

mporoÔme gia aplìthta na jewr soume ìti to r paramènei stajerì.

Epomènwc èna qrhmatikì posì pou s mera èqei paroÔsa   proexoflhmènh axÐa P , met� apì

qrìno t (metroÔmeno se èth) ja èqei mellontik  axÐa Pert dhlad  an epèndue kaneÐc s mera

to posì P se omìloga me epitìkio r, met� apì qrìno t ja el�mbane to posì Pert. AntÐjeta

èna posì pou met� apì qrìno t èqei mellontik  axÐa P , s mera ja èqei paroÔsa axÐa Pe−rt,

dhlad  an epèndue kaneÐc s mera to posì Pe−rt se omìloga me epitìkio r, met� apì qrìno t

ja el�mbane to posì Pe−rtert = P .

Apì to shmeÐo autì kai pèra ja upojèsoume ìti sthn agor� mac up�rqei èna proðìn me axÐa

1 eur¸ th stigm  T kai sto opoÐo mporoÔme na p�roume jetik    arnhtik  jèsh. Epeid  h

apìdosh autoÔ tou proðìntoc den exart�tai apì thn exèlixh thc agor�c mèqri to qrìno T ,

to proðìn autì onom�zetai �neu kindÔnou proðìn. Th shmerin  axÐa autoÔ tou proðìntoc (se

eur¸) thn sumbolÐzoume me B(0, T ). Ja upojèsoume ìti to �neu kindÔnou proðìn eÐnai ènac

katajetikìc logariasmìc   èna omìlogo opìte ja èqoume B(0, T ) = e−rT sÔmfwna me ta

parap�nw.
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1.2 Diwnumikì Montèlo Miac Periìdou-Timolìghsh

Parag¸gwn

Sth par�grafo aut  ja melet soume to prìblhma eÔreshc thc axÐac C (option price   option

premium) pou ja prèpei na èqei èna sumbìlaio proaÐreshc (agor�c   p¸lhshc) EurwpaðkoÔ

tÔpou epÐ miac metoq c. To kleidÐ ed¸ eÐnai na upojèsoume ìti h agor� brÐsketai se kat�stash

isorropÐac kai epomènwc h tim  C ja prèpei na eÐnai tètoia ¸ste na mhn prosfèrei strathgik 

epithdeiìthtac.

K�je realistikì montèlo ja prèpei na perièqei mia tuqaiìthta wc proc thn qronik  exèlixh

thc axÐac tou prwtogenoÔc proðìntoc kai na lamb�nei up' ìyin thn metabol  thc axÐac tou

qr matoc me to qrìno. To diwnumikì montèlo miac periìdou èqei aut� ta qarakthristik� sthn

aploÔsterh dunat  morf . Profan¸c, den èqei sqèsh me thn pragmatikìthta all� ja mac

bohj sei na k�noume èna pr¸to b ma kai na eik�soume ti mporeÐ na gÐnetai se pio sÔnjetec

peript¸seic. Se autì to aplì montèlo ja doÔme ìti mporoÔme me sqetik� aplì trìpo na

broÔme thn tim  C enìc dikai¸matoc proaÐreshc, dhlad  to posì pou ja prèpei na katab�llei

o agorast c (holder) ston pwlht  (writer) tou sumbolaÐou.

H agor� mac ja apoteleÐtai mìno apì to prwtogenèc proðìn kai èna omìlogo. H trèqousa

tim  tou proðìntoc ja eÐnai S0 kai mac endiafèrei mìno mia metagenèsterh qronik  stigm  T .

H ST ja eÐnai mia tuqaÐa metablht  pou mporeÐ na l�bei mìno dÔo timèc : thn tim  S0u me

pijanìthta p (0 < p < 1)   thn tim  S0d me pijanìthta 1− p, ìpou 0 < d < u.

H arq  thc mh epithdeiìthtac epib�llei thn sqèsh

0 < d < erT < u⇔ 0 < dS0 < S0e
rT < uS0

EÐnai eÔkolo na doÔme ìti ja prèpei na isqÔei aut  h sunj kh, diìti diaforetik� an d < u < erT

tìte h epèndush se omìloga me epitìkio r, ja èqei p�ntote kalÔterh apìdosh apì thn epèndush

sth metoq  kai epomènwc mporeÐ kaneÐc na èqei sÐgouro kèrdoc (epithdeiìthta) an pwl sei

metoqèc kai ependÔsei se omìloga. 'Omoia, up�rqei epithdeiìthta kai ìtan erT < d < u.
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H arqik  axÐa tou omolìgou ja eÐnai e−rT en¸ h axÐa tou sto qrìno T ja eÐnai 1.

H apìdosh X = X(ST ) enìc eurwpaðkoÔ parag¸gou epÐ autoÔ tou proðìntoc me qrìno

wrÐmanshc T ja eÐnai ki aut  mia tuqaÐa metablht  pou mporeÐ na p�rei dÔo mìno timèc :

Xu me pijanìthta p kai Xd me pijanìthta 1 − p. Gia par�deigma, èna Eurwpaðkì dikaÐw-

ma agor�c me tim  ex�skhshc K ∈ (0,∞) kai hmeromhnÐa ex�skhshc T anaparist�tai me

X = (ST −K)+ ≡ max{0, ST −K}. To nìhma thc X se aut  thn perÐptwsh eÐnai wc ex c:

An ST > K, o agorast c tou EurwpaðkoÔ dikai¸matoc ja to exask sei sto qrìno T kai met�

poul¸ntac èna merÐdio twn metoq¸n pou mìlic agìrase sthn tim  K, ja èqei kèrdoc ST −K.

'Etsi, se aut  thn perÐptwsh, h axÐa tou dikai¸matoc sto qrìno T eÐnai ST − K. Apì thn

�llh, an ST ≤ K, o agorast c tou dikai¸matoc den ja to exask sei kai h axÐa tou ja eÐnai 0

sto qrìno T .

Gia na timolog soume èna par�gwgo me apìdosh X ja kataskeu�soume èna qartoful�kio

apoteloÔmeno apì α mèrh tou prwtogenoÔc proðìntoc kai β omìloga ètsi ¸ste h axÐa tou

qartofulakÐou sto qrìno T na tautÐzetai me thn axÐa tou parag¸gou, anex�rthta me to poi�

ja eÐnai h tim  thc tuqaÐac metablht c ST . Dhlad , αST + β = X(ST ). Sto diwnumikì

upìdeigma pou melet�me, autì isodunameÐ me to akìloujo sÔsthma exis¸sewn:

αS0u+ β = Xu

αS0d+ β = Xd

(1.2.1)

To sÔsthma autì mporeÐ p�nta (gia k�je (Xu, Xd)) na lujeÐ kai h lÔsh tou dÐnetai apì tic :

α =
Xu −Xd

(u− d)S0

, β =
uXd − dXu

u− d

Efìson to qartoful�kio èqei thn Ðdia axÐa me to par�gwgo sto qrìno T , apì thn arq  thc

mh epithdeiìthtac ja prèpei na èqoun kai thn Ðdia arqik  axÐa. Epomènwc, h jewrhtik� dÐkaih

tim  tou parag¸gou eÐnai

C = αS0 + βe−rT
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Antikajist¸ntac ta α, β pou br kame èqoume

C = e−rT (qXu + (1− q)Xd) = e−rTEq[X],

ìpou q = erT−d
u−d .

ParathroÔme ìti lìgw thc mh epithdeiìthtac to q ∈ (0, 1) kai akrib¸c ìpwc to p, oi pija-

nìthtec pou orÐzei na sumbeÐ to uS0 kai to dS0 eÐnai q > 0 kai 1 − q > 0 antÐstoiqa. EÐnai

shmantikì epÐshc na shmei¸soume ìti to q den exart�tai apì thn pijanìthta p tou montèlou.

Tèloc, an to Ðdio to prwtogenèc proðìn eklhfjeÐ wc par�gwgo me sun�rthsh apìdoshc

X(ST ) = ST , tìte

C = S0 = e−rTEq[ST ]

Dhlad , upì to mètro q, h epèndush sthn metoq  èqei anamenìmenh apìdosh Eq[ST ] kai ja

eÐnai Ðsh me thn apìdosh tou omolìgou erTS0. Profan¸c, ston pragmatikì kìsmo den isqÔei h

parap�nw isìthta diìti tìte den ja up rqe kanèna kÐnhtro na ependÔsei kaneÐc se metoqèc afoÔ

prosfèroun thn Ðdia mèsh apìdosh me ta omìloga ta opoÐa, antÐjeta apì tic metoqèc, den èqoun

kanèna ependutikì kÐnduno (dhlad  sthn pragmatikìthta ja prèpei (Eq[ST ]) > erTS0). Isìthta

ja Ðsque mìno an oi ependutèc den endiafèrontan gia ton kÐnduno pou analamb�noun, dhlad 

 tan {oudèteroi} apènanti ston kÐnduno (den katab�lloun k�poio posì gia na apallagoÔn

apì k�poio kÐnduno kai den apaitoÔn k�poio posì gia na anal�boun kÐnduno). Gia autì kai to

mètro p anafèretai kai wc mètro pijanìthtac ston {pragmatikì kìsmo} en¸ to q anafèretai

wc mètro pijanìthtac se èna {kìsmo oudèterou rÐskou} (risk neutral probability measure).

Ta mètra pou ikanopoioÔn aut  th sqèsh ja onom�zontai mètra adi�fora kindÔnou.

1.3 Diwnumikì montèlo poll¸n periìdwn

1.3.1 To Diwnumikì montèlo poll¸n periìdwn

JewroÔme èna qronikì orÐzonta T < ∞ kai diamerÐzoume to di�sthma [0, T ] se N mikrìtera

diast mata 0 = t0 < t1 < · · · < tN−1 < tN = T Ðsou eÔrouc h = T/N , dhlad  tk = kh, k =

0, 1, . . . , N. Se k�je tètoia qronik  stigm  mporeÐ na parathrhjeÐ h axÐa dÔo proðìntwn. To
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èna apì ta opoÐa eÐnai qwrÐc kÐnduno p.q. èna omìlogo (bond), en¸ to �llo eÐnai me kÐnduno p.q.

mia metoq (stock). Epeid  ja timolog soume kai antistajmÐsoume par�gwga tou proðìntoc me

kÐnduno ja anaferìmaste se autì wc <<prwtogenèc proðìn >>.

Ja upojèsoume ìti h shmerin  axÐa tou �neu kindÔnou proðìntoc eÐnai B0 = 1 en¸ metab�lletai

sto qrìno me èna stajerì rujmì, dhlad  Btk+1
/Btk = erh, ìpou èqoume upojèsei ìti to proðìn

qwrÐc kÐnduno eÐnai ènac logariasmìc me stajerì epitokio r suneqoÔc anatokismoÔ. Epomènwc,

h tim  tou �neu kindÔnou proðìntoc dÐnetai apì thn sqèsh

Btk+1
= Btke

rh, k = 0, 1, . . . , N − 1

H shmerin  axÐa tou prwtogenoÔc proðìntoc eÐnai S0 > 0 en¸ h exèlixh thc sto qrìno eÐnai

stoqastik : An th qronik  stigm  tk eÐnai Stk , tìte

Stk+1
= Stkξk+1

ìpou h {ξk}Nk=1 eÐnai mia akoloujÐa apì anex�rthtec isìnomec tuqaÐec metablhtèc. H katanom 

twn ξk eÐnai h akìloujh:

ξk =

u, me pijanìthta p,

d, me pijanìthta 1− p
(1.3.1)

Gia par�deigma an autì to proðìn eÐnai mia metoq  tìte h montelopoÐhsh aut  antistoiqeÐ sthn

�nodo kai thn pt¸sh thc metoq c me pijanìthta p kai 1− p antÐstoiqa.

'Opwc eÐdame kai sto montèlo miac periìdou prokeimènou na mhn up�rqoun eukairÐec epithdeiì-

thtac ja prèpei ta u, d na ikanopoioÔn ton periorismì d < erh < u kai epipleìn ja apait soume

d > 0 ¸ste h tim  tou prwtogenoÔc proðìntoc na eÐnai p�nta austhr� jetik . H dunamik 

tou prwtogenoÔc proðìntoc sto diwnumikì montèlo poll¸n periìdwn mporeÐ na parastajeÐ

diagrammatik� me to akìloujo dèntro:
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ParathroÔme ìti

Stk = S0

k∏
i=1

ξi, k = 0, 1, . . . , N.

(Ed¸ upojètoume ìti èna kenì ginìmeno eÐnai orismèno na paÐrnei thn tim  1).

Upojètoume t¸ra ìti o q¸roc pijanìthtac (Ω,F , P ) ston opoÐo orÐzontai oi tuqaÐec metablh-

tèc eÐnai tètoioc ¸ste to Ω eÐnai to peperasmèno sÔnolo twn 2N pijan¸n senarÐwn exèlixhc thc

agor�c (èna monop�ti N bhm�twn pou xekin� apì thn S0 kai katal gei se mia apì tic N + 1

dunatèc timèc thc ST .), h s-algebra F perièqei ìla ta dunat� uposÔnola tou Ω kai to P

eÐnai èna mètro pijanìthtac ston (Ω,F) pou sqetÐzetai me thn pijanìthta p. Gia par�deigma,

P ((S0, St1 , . . . , ST ) = (S0, S0u, S0u
2, . . . , S0u

T )) = pT . K�je èna apì ta dunat� apotelèsmata

2N èqei austhr� jetik  pijanìthta upì to mètro P .

Gia na perigr�youme thn diajèsimh plhroforÐa pou èqei o ependut c sto qrìno t, eis�goume

thn s-�lgebra pou par�getai apì tic timèc tou prwtogenoÔc proðìntoc mèqri kai thn qronik 

stigm  t, dhlad 

Fk = σ({S0, St1 , . . . , Stk})

Eidikìtera, me ton sugkekrimèno q¸ro pijanìthtac, FT = F . H oikogèneia {Fk, k =

0, 1, . . . , N} kaleÐtai di jhsh   filtr�risma (filtration). Suqn� ja thn gr�foume {Fk}.

Mia ependutik  strathgik  (trading strategy) eÐnai mia sullog  zeug¸n apì tuqaÐec metablh-

tèc

φ = {(αk, βk), k = 1, . . . , N}
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ìpou h tuqaÐa metablht  αk anaparist� ta mèrh tou prwtogenoÔc proðìntoc pou katèqontai

sto qronikì di�sthma (tk−1, tk] kai h tuqaÐa metablht  βk anaparist� tic mon�dec apì to �neu

kindÔnou proðìn pou katèqontai sto qronikì di�sthma (tk−1, tk]. Gia aplìthta epitrèpoume

ta αk, βk na paÐrnoun timèc se ìlo to R. Eidikìtera, me aut  thn upìjesh ìtan αk < 0

ennooÔme ìti poul�me merÐdio apì to prwtogenèc proðìn en¸ ìtan βk < 0 ennooÔme ìti danei-

zìmaste. JewroÔme ìti oi ependÔseic pragmatopoioÔntai sto qrìno tk−1 kai kajorÐzoun to

qartoful�kio (αk, βk) mèqri thn epìmenh qronik  stigm  tk. Gia na apofÔgoume strathgikèc

pou ja sthrÐzontai se mellontik  plhroforÐa, upojètoume ìti αk, βk eÐnai Ftk−1
−metr simec

gia k = 1, 2, . . . , N. Sto diakritì montèlo autì shmaÐnei ìti h αk kai h βk mporoÔn na ek-

frastoÔn wc pragmatikèc sunart seic tou (S0, St1 , . . . , Stk−1
). 'Etsi, h sÔnjesh twn zeug¸n

gia to di�sthma (tk−1, tk] exart�tai mìno apì tic timèc tou prwtogenoÔc proðìntoc mèqri thn

stigm  tk−1.

Ja perioristoÔme t¸ra se autoqrhmatodotoÔmenec (self-financing) ependutikèc strathgikèc

dhlad  ependutikèc strathgikèc φ tètoiec ¸ste

αkStk + βkBtk = αk+1Stk + βk+1Btk , k = 1, 2, . . . , N − 1,

kai o arqikìc ploÔtoc tou ependut  eÐnai Ðsoc me

α1S0 + β1B0.

Ja lème ìti mia ependutik  strathgik  φ anaparist� èna qartoful�kio tou opoÐou h axÐa

dÐnetai apì thn Vtk(φ), me

V0(φ) = α1S0 + β1B0, Vtk(φ) = αkStk + βkBtk , k = 1, 2, . . . , N.

Orismìc 1 Mia autoqrhmatodotoÔmenh strathgik  φ onom�zetai arbitrage (strathgik  e-

pithdeiìthtac) an h axÐa V (φ) pou antistoiqeÐ se aut  ikanopoieÐ thn sunj kh V0(φ) =

0, VT (φ) ≥ 0 kai E[VT (φ)] > 0. H' isodÔnama antÐ gia E[VT (φ)] > 0 mporoÔme na èqoume

P (VT (φ) > 0) > 0.

O arqikìc ploÔtoc pou qrei�zetai gia mia tètoia strathgik  eÐnai mhdèn kai h axÐa pou ja èqei

ston telikì qrìno eÐnai jetik , to opoÐo ousiastik� shmaÐnei ìti h strathgik  aut  par�gei

kèrdoc qwrÐc kÐnduno apì to tÐpota.
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1.3.2 Ependutik  strathgik  Ðshc telik c axÐac me Eurwpa-

ðkì Par�gwgo

'Ena Eurwpaðkì par�gwgo anaparist�tai apì mia FT - metr simh tuqaÐa metablht  X. Aut 

h tuqaÐa metablht  anaparist� thn axÐa tou parag¸gou sto qrìno l xhc T . Dhlad  se k�je

pijanì sen�rio thc agor�c ω ∈ Ω, h X(ω) antistoiqeÐ sthn apìdosh tou parag¸gou se autì

to sen�rio.

Gia na timolog soume to par�gwgo ja deÐxoume pr¸ta ìti up�rqei ependutik  strathgik  φ =

{(αk, βk), k = 1, . . . , N} gia èna Eurwpaðkì par�gwgo X pou èqei Ðdia apìdosh ston telikì

qrìno, dhlad  VT (φ) ≡ αTST + βTBT = X. Aut  thn strathgik  ja thn kataskeu�soume

ergazìmenoi proc ta pÐsw sto diwnumikì dèntro.

Kataskeu :

'Estw VT = X. Efìson h X eÐnai mia FT - metr simh tuqaÐa metablht  ja eÐnai mia sun�rthsh

twn tim¸n pou mporeÐ na p�rei to (T + 1)-diastato di�nusma (S0, St1 , . . . , ST ), �ra

VT = f(S0, St1 , . . . , ST )

gia k�poia pragmatik  sun�rthsh f me (T+1) metablhtèc. Arqik�, upojètoume ìti gnwrÐzoume

tic timèc twn S0, St1 , . . . , StN−1
. Tìte to kìstoc kai h kataskeu  thc antÐstoiqhc strathgi-

k c sto qronikì di�sthma (tN−1, T ] mporeÐ na upologisteÐ me an�logo trìpo ìpwc autìn tou

aploÔ diwnumikoÔ montèlou. Dojèntwn twn S0, St1 , . . . , StN−1
, up�rqoun dÔo dunatèc timèc

gia to VT sto qrìno T , analoga me to an ST = StN−1
u   ST = StN−1

d. Ja sumbolÐzoume

autèc tic dÔo timèc me V u
T kai V d

T . Sthn pragmatikìthta, V u
T = f(S0, St1 , . . . , StN−1

u) kai

V d
T = f(S0, St1 , . . . , StN−1

d) pou shmaÐnei ìti eÐnai FN−1- metr simec tuqaÐec metablhtèc.

T¸ra, gia k�je Eurwpaðkì par�gwgo X, me ìmoia an�lush me aut  thc miac periìdou, dedo-

mènou ìti VT (φ) = X èqoume

αT =
V u
T − V d

T

(u− d)StN−1

, βT =
uV d

T − dV u
T

BT (u− d)

kai to kef�laio pou apaiteÐtai sto qrìno tN−1 gia thn qrhmatodìthsh thc autoqrhmatodotoÔ-
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menhc strathgik c eÐnai VtN−1
, dhlad 

VtN−1
= αN−1StN−1

+ βN−1BtN−1
= αTStN−1

+ βTBtN−1
= e−rh(qV u

T + (1− q)V d
T ),

ìpou q = erh−d
u−d .

MporoÔme t¸ra na epanal�boume ta parap�nw b mata opisjodrom¸ntac mèqri to qrìno 0.

Sugkekrimèna, epilègoume k ∈ {1, . . . , N − 1} kai upojètoume ìti èqoume prosdiorÐsei tic

timèc twn (αk+1, βk+1), . . . , (αT , βT ) gia tic qronikèc periìdouc (tk, tk+1], . . . , (tN−1, T ] me axÐec

Vtk , . . . , VtN−1
, gia touc qrìnouc tk, tk+1, . . . , tN−1, kai gia ton qrìno T h axÐa tou (αT , βT ) eÐnai

VT = X. Dojèntwn twn S0, St1 , . . . , Stk−1
ta αk kai βk gia to di�sthma (tk−1, tk] epilègontai

ètsi ¸ste na mac dÐnoun tic timèc thc tuqaÐac metablht c Vtk dhlad αkStk−1
u+ βkBtk = V u

tk

αkStk−1
d+ βkBtk = V d

tk

(1.3.2)

To sÔsthma autì mporeÐ p�nta (gia k�je (V u
tk
, V d

tk
)) na lujeÐ kai h lÔsh tou dÐnetai apì tic :

αk =
V u
tk
− V d

tk

(u− d)Stk−1

, βk =
uV d

tk
− dV u

tk

Btk(u− d)

kai to kef�laio pou apaiteÐtai sto qrìno tk−1 gia thn qrhmatodìthsh thc autoqrhmatodotoÔ-

menhc strathgik c eÐnai Vtk−1
, dhlad 

Vtk−1
= αk−1Stk−1

+ βk−1BtN−1
= αkStk−1

+ βkBtk−1
= e−rh(qV u

tk
+ (1− q)V d

tk
), (1.3.3)

ìpou q = erh−d
u−d . Autì oloklhr¸nei thn epagwg . 'Ara èqoume kataskeu�sei mia ependutik 

strathgik  pou sto tèloc tou qronikoÔ orÐzonta èqei thn Ðdia apìdosh me to Eurwpaðkì

par�gwgo. H arq  thc mh epithdeiìthtac epib�llei se aut  thn perÐptwsh thn arqik  axÐa

tou parag¸gou na eÐnai Ðsh me thn axÐa thc strathgik c pou kataskeu�same, dhlad  V0 =

α1S0 + β1B0 = α1S0 + β1.



Kef�laio 2

Timolìghsh Eurwpaðk¸n

Parag¸gwn

2.1 Martingales

'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanìthtac. Mia akoloujÐa s-algebr¸n F1,F2, . . . me thn idiìth-

ta F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ F kaleÐtai mellontik  istorÐa   filtr�risma (filtration). Mia akoloujÐa

tuqaÐwn metablht¸n X1, X2, . . . ja lègetai prosarmosmènh se èna filtr�risma F1,F2, . . . me

thn idiìthta F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ F an Xi eÐnai Fi−metr simh, dhlad  σ(Xi) ⊂ Fi.

Sun jwc, h Fi jewreÐtai ìti ekfr�zei thn plhroforÐa pou ja èqoume se k�poio qrìno ti sto

mèllon me t1 < t2 < . . . kai epomènwc F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ F , diìti an k�poio endeqìmeno an kei

sthn Fi−1 ja an kei kai sthn Fi (An gnwrÐzoume ìti èna A èqei pragmatopoihjeÐ   ìqi sto

qrìno i− 1 ja gnwrÐzoume kai sto qrìno i). Diaisjhtik�, h Xi eÐnai Fi−metr simh an h tim 

thc Xi eÐnai gnwst  dedomènhc thc plhroforÐac Fi, dhlad  an h tim  thc eÐnai gnwst  sto

qrìno ti. Autì sumbaÐnei diìti h plhroforÐa Fi pou èqoume eÐnai poi� apì ta endeqìmena thc

Fi pragmatopoi jhkan kai poi� ìqi. Epeid  ta endeqìmena X−1i (B), B ∈ B(R) an koun sthn

Fi, efìson σ(Xi) ⊂ Fi, epomènwc ja gnwrÐzoume poi� apì aut� pragmatopoi jhkan, dhlad 

ja gnwrÐzoume epakrib¸c thn tim  thc Xi.

Par�deigma 3 'Estw X0, X1, X2, . . . h tim  enìc agajoÔ stouc qrìnouc 0, 1, 2, . . . kai Ω

18
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eÐnai o q¸roc twn dunat¸n katast�sewn pou mporeÐ na brejeÐ h agor� apì s mera mèqri èna

qronikì shmeÐo sto mèllon. K�je ω ∈ Ω mporeÐ na kajorÐzei diaforetik  istorÐa apì s mera

kai met�. SumbolÐzoume me F ìla ta dunat� endeqìmena tou Ω. MporoÔme na jewr soume

ìti sto qrìno n ja eÐnai gnwstì gia k�poia endeqìmena tou F an èqoun sumbeÐ   ìqi, kai

èstw Fn h s-�lgebra aut¸n twn endeqomènwn. H Fn mporeÐ na jewrhjeÐ ìti ekfr�zei ìlh thn

plhroforÐa sqetik� me thn kat�stash pou epikrateÐ sthn agor� mèqri kai to qrìno n. EÐnai

profanèc ìti F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ F . H tim  tou agajoÔ Xn profan¸c eÐnai Fn−metr simh diìti

sto qrìno n ja eÐnai gnwst  h tim  Xn. Epomènwc, h akoloujÐa twn tim¸n X1, X2, . . . eÐnai

prosarmosmènh sto filtr�risma F1,F2 . . .

H anamenìmenh tim  tou agajoÔ sto qrìno n + 1 ìtan ja briskìmaste sto qrìno n, eÐnai

Ðsh me E[Xn+1|Fn]. Se pollèc peript¸seic, aut  h anamenìmenh tim  eÐnai Ðsh me thn tim 

Xn tou agajoÔ ston qrìno n (h Xn ja eÐnai gnwst  sto qrìno n). An p.q. h akoloujÐa

X1, X2, . . . genikìtera ekfr�zei to kèrdoc apì thn summetoq  mac se èna tuqerì paiqnÐdi, tìte

h E[Xn+1|Fn] eÐnai to anamenìmeno kèrdoc pou ja èqoume sto qrìno n+1 ìtan ja briskìmaste

sto qrìno n. An to E[Xn+1|Fn] eÐnai Ðso me Xn tìte lègetai ìti summetèqoume se èna <<dÐkaio>>

tuqerì paiqnÐdi, me thn ènnoia ìti to anamenìmeno kèrdoc pou ja èqoume apì ton qrìno n sto

qrìno n+ 1 ja eÐnai

E[Xn+1 −Xn|Fn] = E[Xn+1|Fn]− E[Xn|Fn] = E[Xn+1|Fn]−Xn = 0.

H idiìthta aut  eÐnai polÔ shmantik  kai gia autì ja d¸soume ton epìmeno orismì.

Orismìc 2 Mia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸nX1, X2, . . . apì ton (Ω,F , P ) ston (R,B(R))

h opoÐa eÐnai prosarmosmènh sto filtr�risma F1,F2, . . . , me E[|Xi|] < ∞, i = 1, 2, . . . ja

kaleÐtai

(aþ) martingale wc proc to filtr�risma {Ft} an

E[Xn+1|Fn] = Xn, n = 1, 2, . . .

σ.β sto Ω.
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(bþ) supermartingale wc proc to filtr�risma {Ft} an

E[Xn+1|Fn] ≤ Xn, n = 1, 2, . . .

σ.β sto Ω.

(gþ) submartingale wc proc to filtr�risma {Ft} an

E[Xn+1|Fn] ≥ Xn, n = 1, 2, . . .

σ.β sto Ω.

Parat rhsh 1 PaathroÔme ìti ston parap�nw orismì ja mporoÔsame na gr�youme isodÔ-

nama gia to (a): E[Xt|Fs] = Xs, s ≤ t (an�loga gia ta (b), (c)).

Me apl� lìgia oi parap�nw orismoÐ mac lène ìti gia èna martingale èqontac upìyhn mac

thn plhroforÐa pou perièqetai sthn Fs h kalÔterh prìbleyh pou mporoÔme na k�noume eÐnai

gia thn tim  thc Xt eÐnai h tim  Xs. An h Xt eÐnai supermartingale h kalÔterh prìblhyh

pou mporoÔme na k�noume gia thn tim  thc Xt èqontac upìyh thn plhroforÐa pou perièqetai

sthn Fs ja eÐnai mikrìterh apì thn tim  Xt. Tèloc, an h Xt eÐnai submartingale h kalÔterh

prìbleyh pou mporoÔme na k�noume gia thn tim  thc Xt èqontac upìyh thn plhroforÐa pou

perièqetai sthn Fs ja eÐnai megalÔterh apì thn tim  Xs.

Parat rhsh 2 An X1, X2, . . . eÐnai martingale wc proc k�poio filtr�risma F1,F2, . . . tìte

eÐnai kai martingale wc proc to filtr�risma

D1 = σ(X1),D2 = σ(X1, X2),D3 = σ(X1, X2, X3), . . . .

Pr�gmati, h parap�nw akoloujÐa s-algebr¸n eÐnai filtr�risma kaj¸c D1 ⊂ D2 ⊂ · · · ⊂

F , h akoloujÐa X1, X2, . . . eÐnai prosarmosmènh se aut  efìson Xi eÐnai profan¸c Di =

σ(X1, . . . , Xi)−metr simh kai

E[Xn+1|Dn] = E[E[Xn+1|Fn]|Dn] = E[Xn|Dn] = Xn
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ìpou qrhsimopoi same thn tower property kaj¸c Dn ⊂ Fn.

To sugkekrimèno filtr�risma eÐnai to mikrìtero wc proc to opoÐo h X1, X2, . . . eÐnai martin-

gale.

Parat rhsh 3 Apì thn sqèsh E[Xn+1|Fn] = Xn sunep�getai ìti gia mia martingale ako-

loujÐa X1, X2, . . . isqÔei E[E[Xn+1|Fn]] = E[Xn] �ra

E[X0] = E[E[X1|F0]] = E[X1] kai E[E[X2|F1]] = E[X1] = E[X0]

Epomènwc, epagwgik�

E[Xn+1] = E[Xn] = · · · = E[X0]

Dhlad  ìlec oi t.m. X1, X2, . . . miac akoloujÐacmartingale èqoune thn Ðdia mèsh tim . EpÐshc,

E[Xn+2|Fn] = E[E[Xn+2|Fn+1]|Fn] = E[Xn+1|Fn] = Xn kai �ra E[Xn+k|Fn] = Xn, k =

1, 2, . . .

'Estw t¸ra ìti dÔo stoqastikèc anelÐxeic {Xtk}Nk=0 kai {Ytk}N−1k=0 tètoiec ¸ste oi Xtk , Ytk na

eÐnai Fk−metr simec gia k�je k = 0, 1, . . . , N−1, kai sqhmatÐzoume mia kainoÔrgia stoqastik 

anèlixh, {(Y ·X)tk}Nk=0 pou orÐzetai wc ex c:

(Y ·X)0 = 0 kai (Y ·X)tk :=
k−1∑
j=0

Ytj(Xtj+1
−Xtj), k = 1, 2, . . . , N.

H anèlixh (Y ·X) onom�zetai metasqhmatismìc martingale thc Y wc proc X. EÔkola blèpei

kaneÐc ìti h (Y ·X) eÐnai epÐshc Fk−metr simh.

Je¸rhma 1 An h anèlixh X eÐnai martingale kai oi {Ytk}N−1k=0 eÐnai Fk−metr simec, tìte h

(Y ·X) eÐnai martingale.

Apìdeixh. 'Eqoume

(Y ·X)tk+1
− (Y ·X)tk = Ytk(Xtk+1

−Xtk).

Epomènwc, apì idiìthta twn desmeumènwn anamenìmenwn tim¸n

E[(Y ·X)tk+1
− (Y ·X)tk |Fk] = E[Ytk(Xtk+1

−Xtk)|Fk] = Ytk(E[Xtk+1
|Fk]− E[Xtk |Fk])

= Ytk(E[Xtk+1
|Fk]−Xtk) = 0,

kai �ra h (Y ·X) eÐnai martingale.
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2.2 Timolìghsh Eurwpaðk¸n Parag¸gwn

'Estw èna Eurwpaðkì par�gwgo pou anaparist�tai apì mia FT - metr simh tuqaÐa metablht 

X. Aut  h tuqaÐa metablht  anaparist� thn axÐa tou dikai¸matoc sto qrìno l xhc T . Dhlad 

se k�je pijanì sen�rio thc agor�c ω ∈ Ω, h X(ω) antistoiqeÐ sthn apìdosh tou parag¸gou

se autì to sen�rio.

Ja timolog soume to par�gwgo me thn qr sh Martingale. 'Opwc deÐxame sto prohgoÔmeno

kef�laio gia k�je Eurwpaðkì par�gwgo X up�rqei ependutik  strathgik  φ = {(αk, βk), k =

1, . . . , N} pou èqei Ðdia apìdosh ston telikì qrìno, dhlad  VT (φ) ≡ αTST+βTBT = X. 'Opou

sÔmfwna me thn sqèsh (1.3.3) kai aut� pou anafèrame sto prohgoÔmeno kef�laio, sto qrìno

tk ∈ {t1, t2, . . . tN−1} ja èqoume

Vtk−1
= αk−1Stk−1

+ βk−1Btk−1
= αkStk−1

+ βkBtk−1
= e−rh(qV u

tk
+ (1− q)V d

tk
),

ìpou q = erh−d
u−d . Aut  thn sqèsh mporoÔme na thn gr�youme upì thn morf  desmeumènwn

mèswn tim¸n. Pr�gmati, parathroÔme ìti

VtN−1
= e−rh(qV u

T + (1− q)V d
T ) = e−rhEq[VT |FN−1] = e−rhEq[X|FN−1],

ìpou Eq[·|FN−1] sumbolÐzei thn desmeumènh mèsh tim , dojeÐshc thc s-�lgebrac FN−1 upì to

mètro q. Me an�logh logik  èqoume gia opoiod pote qrìno tk ∈ {0, t1, t2, . . . tN−1, T},

Vtk = e−rh(qV u
tk

+ (1− q)V d
tk

) = e−rhEq[Vtk+1
|Fk]

= (e−rh)N−kEq[Eq[X|Fk+1]|Fk] = (e−r)T−tkEq[X|Fk],
(2.2.1)

Sugkekrimèna, VT = X kai

V0 = e−rTEq[X|F0] = e−rTEq[X]. (2.2.2)

Gia na apodeÐxoume ìti up�rqei mia tim  mh kerdoskopÐac gia to parag¸gou, ja qreiastoÔme ta

parak�tw l mmata. Gia to skopì autì ja jèsoume S∗tk = Stk/Btk = e−rtkStk , k = 0, 1, . . . , N.

H diadikasÐa S∗ = {S∗tk , k = 0, 1, . . . , N} kaleÐtai proexoflhmènh axÐa tou prwtogenoÔc

proðìntoc.



KEF�ALAIO 2. TIMOL�OGHSH EURWPAðK�WN PARAG�WGWN 23

L mma 1 H diadikasÐa {(S∗tk ,Fk), k = 0, 1, . . . , N} eÐnai martingale upì to metro q.

Apìdeixh. Profan¸c to S∗tk eÐnai Fk−metr simo, kaj¸c to S
∗
tk
exart�tai apì thn Fk−metr simh

tuqaÐa metablht  Stk . EpÐshc, to S∗tk èqei peperasmènh mèsh tim  gia k�je k, efìson lam-

b�nei peperasmèno pl joc tim¸n. Ja epibebai¸soume t¸ra thn sunj kh gia thn desmeumènh

tim . 'Estw, k = 1, . . . , N , tìte qrhsimopoi¸ntac to gegonìc ìti h Fk−1 par�getai apì ta

S0, St1 , . . . , Stk−1
kai ìti h ξk eÐnai anex�rthth apì aut  thn s-�lgebra, èqoume

Eq[S∗tk |Fk−1] = e−rtkEq[Stk−1
ξk|Fk−1] (h Stk−1

eÐnai Fk−1− metr simh)

= e−rtkStk−1
Eq[ξk|Fk−1] = e−rtkStk−1

Eq[ξk] (h ξk eÐnai anex�rthth apì thn Fk−1)

= e−rhS∗tk−1
(qu+ (1− q)d) = S∗tk−1

(qrhsimopoi¸ntac ton orismì tou q).

(2.2.3)

Parat rhsh 4 'Ena mètro pijanìthtac sto q¸ro twn troqi¸n tou prwtogenoÔc proðìntoc

wc proc to opoÐo h proexoflhmènh axÐa tou prwtogenoÔc proðìntoc {(S∗tk ,Fk), k = 0, 1, . . . , N}

eÐnai martingale onom�zetai mètro pijanìthtac adi�foro kindÔnou (ìpwc exhg same sthn pa-

r�grafo (1.2) )   alli¸c mètro martingale (martingale measure).

L mma 2 'Estw φ mia ependutik  strathgik  me anèlixh tim¸n {Vtk(φ) : k = 0, 1, . . . , N}.

An {V ∗tk(φ) = e−rtkVtk(φ) : k = 0, 1, . . . , N} h anèlixh twn proexoflhmènwn axÐwn tou qarto-

fulakÐou, tìte h {(V ∗tk(φ),Fk : k = 0, 1, . . . , N} eÐnai martingale upì to mètro q.

Apìdeixh. 'Estw φ = {(αk, βk) : k = 1, . . . , N}. UpenjumÐzoume ed¸ ìti V ∗tk = αkS
∗
tk

+ βk,

αk, βk ∈ Fk−1 gia k = 1, . . . , N kai V ∗0 = α1S
∗
0+β1. H V ∗tk eÐnai Fk-metr simh efìson αk, βk kai

S∗tk eÐnai Fk-metr sima. Apì to prohgoÔmeno L mma èqoume ìti h {(S∗tk ,Fk), k = 0, 1, . . . , N}

eÐnai martingale upì to metro q. Epomènwc, gia k = 1, . . . , N

Eq[V ∗tk |Fk−1] = αkE
q[S∗tk |Fk−1] + βk

= αkS
∗
tk−1

+ βk

(2.2.4)
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Gr�fontac t¸ra analutik� thn desmeumènh mèsh tim  kai qrhsimopoi¸ntac thn idiìthta thc

autoqrhmatodotoÔmenhc strathgik c φ, gia k = 2, . . . , N èpetai ìti

Eq[V ∗tk |Fk−1] = e−rtk−1
(
αkStk−1

+ βkBtk−1

)
= e−rtk−1

(
αk−1Stk−1

+ βk−1Btk−1

)
= V ∗tk−1

(2.2.5)

Gia k = 1,

Eq[V ∗t1|F0] = α1S0 + β1B0

= V0 = V ∗0

(2.2.6)

ex' orismoÔ. Epomènwc apodeÐxame ìti isqÔei h idiìthta martingale.

Ja sumbolÐsoume me C0 thn tim  gia thn apìkthsh enìc dikai¸matoc proaÐreshc th qronik 

stigm  mhdèn. Efìson ja prosdiorÐsoume tim  gia to par�gwgo mìno th qronik  stigm  mh-

dèn, emporikèc sunallagèc wc proc to par�gwgo ja epitrèpontai mìno arqik�, en¸ allagèc

stic mon�dec tou prwtogenoÔc proðìntoc kai tou �neu kindÔnou ja mporoÔn na sumboÔn se

k�je qronik  stigm  0, t1, . . . , tN−1. Mia ependutik  strathgik  wc proc to prwtogenèc, to

�neu kindÔnou proðìn kai to par�gwgo eÐnai mia sullog  ψ = {(αk, βk) : k = 1, . . . , N ; γ1}

ìpou gia k = 1, 2, . . . , N , αk, βk eÐnai Ftk−1
−metr simec tuqaÐec metablhtèc pou anapari-

stoÔn,antÐstoiqa, ta mèrh tou prwtogenoÔc kai tou �neu kindÔnou proðìntoc pou katèqontai

to qronikì di�sthma (tk−1, tk] kai h γ1 eÐnai mia F0−metr simh tuqaÐa metablht (sthn prag-

matikìthta eÐnai stajer ) pou anaparist� tic mon�dec apì to par�gwgo oi opoÐec katèqontai

sto di�sthma (0, T ]. H ependutik  strathgik  ja eÐnai autoqrhmatodotoÔmenh, dhlad  gia ton

arqikì qrìno èqoume

V0(ψ) = α1S0 + β1B0 + γ1C0,

kai se k�je qrìnik  stigm  t1, . . . , tN−1,

αkStk + βkBtk = αk+1Stk + βk+1Btk

H teleutaÐa exÐswsh den sumperilamb�nei ìro gia to par�gwgo diìti den metab�lloume tic

mon�dec tou met� thn qronik  stigm  mhdèn.



KEF�ALAIO 2. TIMOL�OGHSH EURWPAðK�WN PARAG�WGWN 25

Mia strathgik  epithdeiìthtac (arbitrage opportunity) se mia agor� me èna prwtogenèc pro-

ðìn, èna �neu kindÔnou kai èna par�gwgo eÐnai mia ependutik  strathgik  ψ tètoia ¸ste

V0(ψ) = 0, VT (ψ) ≥ 0 kai E[VT (ψ)] > 0.

Je¸rhma 2 'EstwX∗ = e−rTX. Tìte V0 = Eq[X∗] eÐnai h monadik  tim  mh epithdeiìthtac

gia to Eurwpaðkì par�gwgo X.

Apìdeixh. 'Estw φ∗ = {(α∗k, β∗k), k = 1, . . . , N} h strathgik  antist�jmishc tou dikai¸-

matoc proaÐreshc X pou apodeÐxame ìti up�rqei sto prohgoÔmeno kef�laio. Tìte h anèlixh

axi¸n V = {Vk(φ∗), k = 0, 1, . . . , N} wc proc φ∗ ikanopoieÐ thn (2.2.1) gia k = 0, 1, . . . , N .

Shmei¸noume ìti apì thn (2.2.2), V0 eÐnai h arqik  tim  aut  thc antistajmistik c strathgik c.

Ja qrhsimopoi soume thn Ôparxh thc antistajmistik c strathgik c na deÐxoume ìti an h arqik 

tim  tou dikai¸matoc proaÐreshc den eÐnai V0, tìte up�rqei strathgik  epithdeiìthtac sthn

agor�. 'Estw C0 > V0. Tìte ènac ependut c mporeÐ na poul sei èna dikaÐwma agor�c arqik�,

na qrhsimopoi sei V0 sthn strathgik  antist�jmishc φ∗ tou prwtogenoÔc -�neu kindÔnou

proðìntoc kai na agor�sei C0 − V0 epiplèon mon�dec apì to �neu kindÔnou proðìn sto qrìno

mhdèn kai na ta diathr sei aut� olìklhrh thn perÐodo (0, T ]. 'Etsi, h ependutik  strathgik 

eÐnai h ψ = {(α∗k, β∗k + C0 − V0), k = 1, 2, . . . , N ; γ1 = −1}. Aut  èqei arqik  axÐa V0(ψ) =

α∗1S0 + β∗1 + C0 − V0 − C0 = 0, efìson B0 = 1 kai V0 = V0(φ
∗) = α∗1S0 + β∗1 kai h axÐa tou

qartofulakÐou sto qrìno T eÐnai

VT (ψ) = α∗NST + β∗NBT + (C0 − V0)BT −X

= X + (C0 − V0)BT −X = (C0 − V0)BT > 0,
(2.2.7)

ìpou qrhsimopoi same to gegonìc ìti {(α∗k, β∗k), k = 1, 2, . . . , N} eÐnai mia antistajmistik 

strathgik  gia to par�gwgo X kai epomènwc èqei tim  X sto qrìno T . 'Etsi h ψ eÐnai

mia strathgik  epithdeiìthtac. OmoÐwc, an C0 < V0, h strathgik  −ψ eÐnai mia strathgik 

epithdeiìthtac.

Upojètoume t¸ra C0 = V0. Ja deÐxoume t¸ra ìti den up�rqei strathgik  epithdeiìthtac.

'Estw ψ = {(αk, βk), k = 1, 2, . . . , N ; γ1} mia strathgik  gia to prwtogenèc proðìn, to �neu
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kindÔnou kai to par�gwgo me arqik  axÐa mhdèn kai telik  axÐa VT (ψ) dhlad  mia mh arnhtik 

tuqaÐa metablht . Tìte

0 = V0(ψ) = α1S0 + β1B0 + γ1C0 (2.2.8)

0 ≤ VT (ψ) = αNST + βNBT + γ1X (2.2.9)

ParathroÔme ìti φ = {(αk, βk), k = 1, 2, . . . , N} eÐnai mia ependutik  strathgik  gia to

prwtogenèc proðìn kai to �neu kindÔnou. Qrhsimopoi¸ntac thn idiìthta martingale gia to

{(V ∗tk(φ),Fk) : k = 0, 1, . . . , N} upì to mètro q, jètontac V ∗tk(ψ) = Vtk(ψ)e−rtk , k =

0, 1, . . . , N èqoume

e−rTEq[VT (ψ)] = Eq[V ∗T (ψ)]

= Eq[V ∗T (φ)] + Eq[γ1X
∗]

= Eq[V ∗0 (φ)] + γ1E
q[X∗]

= α1S
∗
0 + β1B

∗
0 + γ1C0

= V0(ψ) = 0

ìpou qrhsimopoi same ìti γ1 eÐnai F0−metr simh, C0 = Eq[X∗], S∗0 = S0, B
∗
0 = B0, kai

V0(ψ) = 0. Efìson èqoume upojèsei ìti VT (ψ) ≥ 0 kai h pijanìthta pou sqetÐzetai me to

q dÐnei jetik  pijanìthta se ìlec tic pijanèc timèc thc VT (ψ), èpetai ìti VT (ψ) = 0 kai ètsi

E[VT (ψ)] = 0. Epomènwc, den mporeÐ na up�rxei strathgik  epithdeiìthtac ìtan C0 = V0.

H qrhsimìthta autoÔ tou jewr matoc eÐnai ìti efìson gnwrÐzoume to mètro martingale den

eÐnai aparaÐthto na trèxoume ton anadromikì algìrijmo gia na timolog soume èna par�gwgo.

H shmerin  axÐa k�je parag¸gou eÐnai h proexoflhmènh anamenìmenh wc proc to mètro q

apìdos  tou sthn wrÐmansh.

Se autì to shmeÐo ja parousi�soume èna �llo trìpo apìdeixhc twn parap�nw apotelesm�twn.

Ac jewr soume t¸ra mia autoqrhmatodotoÔmenh strathgik  φ = {(αk, βk), k = 1, . . . , N}
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ìpou anaparist� èna qartoful�kio tou opoÐou h axÐa dÐnetai stouc qrìnouc tk,

V0 = α1S0 + β1B0

Vtk = αkStk + βkBtk k = 1, 2, . . . , N

  enallaktik� h proexoflhmènh axÐa tou qartofulakÐou eÐnai

V ∗0 = α1S
∗
0 + β1

V ∗tk = αkS
∗
tk

+ βk k = 1, 2, . . . , N

ìpou S∗tk = Btke
−rtk 'Eqoume loipìn gia k ≤ N − 1

Vtk+1

Btk+1

− Vtk
Btk

= αk+1

Stk+1

Btk+1

− αk
Stk
Btk

+ βk+1 − βk (2.2.10)

Apì thn sunj kh autoqrhmatodìthshc èqoume ìti

αkStk + βkBtk = αtk+1
Stk + βtk+1

Btk

kai �ra

αk
Stk
Btk

− αk+1
Stk
Btk

= βk+1 − βk.

MporoÔme loipìn na xanagr�youme thn sqèsh (2.2.10) wc ex c:

Vtk+1

Btk+1

− Vtk
Btk

= αk+1

(
Stk+1

Btk+1

− Stk
Btk

)
.

An t¸ra n ∈ {1, 2, . . . , N}, ajroÐzontac tic parap�nw sqèseic gia k = 0, 1, . . . , n−1 prokÔptei

ìti
Vtn
Btn

= V0 +
n−1∑
k=0

αk+1

(
Stk+1

Btk+1

− Stk
Btk

)
(2.2.11)

'Ara h e−rtkVtk − V0 eÐnai ènac metasqhmatismìc martingale.

'Opwc èqoume anafèrei èna mètro pijanìthtac sto q¸ro twn troqi¸n tou prwtogenoÔc proðìn-

toc wc proc to opoÐo h proexoflhmènh axÐa tou prwtogenoÔc proðìntoc ertSt eÐnai martingale

onom�zetai adi�foro kindÔnou mètro pijanìthtac   mètro martingale.
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Je¸rhma 3 'Estw Q èna mètro martingale ston Ω, tìte h proexoflhmènh axÐa k�je auto-

qrhmatodotoÔmenou qartofulakÐou e−rtkVtk eÐnai èna (Q,Fk)−martingale.

Apìdeixh. Apì to je¸rhma 1 kai thn sqèsh (2.2.11) prokÔptei �mesa to sumpèrasma.

Je¸rhma 4 'Estw Q èna mètro martingale ston Ω, tìte h shmerin  axÐa enìc parag ģou

me apìdosh sthn orÐmansh X dÐnetai apì thn sqèsh

V0 = EQ[X∗]

Apìdeixh. Apì to prohgoÔmeno je¸rhma èqoume ìti h e−rtkVtk eÐnai (Q,Fk)−martingale

kai �ra èqoume

V0 = e−rt0V0 = EQ[e−rt0Vt0 ] = EQ[e−rtNVtN ] = e−rTEQ[X] = EQ[X∗]

ParathroÔme ìti me autì ton trìpo apìdeixhc ègine el�qisth qr sh twn eidik¸n qarakth-

ristik¸n tou montèlou mac. Gia to je¸rhma 3 to mìno pou qrhsimopoi same eÐnai ìti sthn

agor� up�rqoun dÔo proðìnta kai ìti mporoÔme na sunallasìmaste stouc qrìnouc tk. Gia to

je¸rhma 4 qrhsimopoi same mìno ìti mporoÔme na anapar�goume thn apìdosh tou parag¸gou

me mia autoqrhmatodotoÔmenh strathgik .

Tèloc, ja deÐxoume t¸ra ìti to mètro q pou qrhsimopoi same parap�nw eÐnai to monadikì

mètro martingale ston Ω. Pr�gmati, èstw Q èna mètro pijanìthtac ston Ω, tìte

EQ[Stk+1
|Fk] = StkE

Q[ξk+1|Fk]

= Stk (uQ(ξk+1 = u|Fk) + dQ(ξk+1 = d|Fk))

= Stk (d+ (u− d)Q(ξk+1 = u|Fk))

kai �ra gia thn proexoflhmènh axÐa tou prwtogenoÔc proðìntoc èqoume

EQ[e−rtk+1Stk+1
|Fk] = e−rtkStk × e−rh(d+ (u− d)Q(ξk+1 = u|Fk))
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Apì aut  thn sqèsh eÔkola blèpoume ìti toQ eÐnai mètro martingale, dhlad  EQ[e−rtk+1Stk+1
|Fk] =

e−rtkStk , an kai mìno an

Q(ξk+1 = u|Fk) =
erh − d
u− d

, gia k�je k = 0, 1, . . . , N − 1.

Tèloc,h sqèsh aut  epib�llei thn Q−pijanìthta k�je troqi�c, �ra to mètro Q pou kata-

skeu�same eÐnai to monadikì mètro martingale. ParathroÔme epiplèon ìti to mètro Q den

exart�tai apì thn par�metro p tou montèlou mac.



Kef�laio 3

Timolìghsh Amerik�nikwn

Parag¸gwn

3.1 Qrìnoi diakop c

Orismìc 3 Mia tuqaÐa metablht  τ : Ω→ N = N ∪ {+∞} kaleÐtai qrìnoc diakop c an

{τ ≤ t} ≡ {ω ∈ Ω : τ(ω) ≤ t} ∈ Ft, gia k�je t ∈ N

Dhlad  h antÐstrofh eikìna mèsw thc τ k�je sunìlou {0, 1, . . . , t} na eÐnai stoiqeÐo thc

s-�lgebrac Ft.

O qrìnoc diakop c mporeÐ na jewrhjeÐ wc o qrìnoc ston opoÐo èna tuqaÐo gegonìc sumbaÐnei

me thn sÔmbash ìti paÐrnei thn tim  +∞ an to gegonìc den pragmatopoihjeÐ potè.

Je¸rhma 5 'Estw τ ènac qrìnoc diakop c fragmènoc apì mia stajer� c kai èstw {Xn}n≥0
èna martingale. Tìte E[XT ] = E[X0].

Apìdeixh. ParathroÔme ìti Xτ (ω) =
∑∞

n=0Xn(ω)1{τ(ω)=n}. Epomènwc, qwrÐc bl�bh thc

30
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genikìthtac upojètoume ìti c eÐnai akèraioc, tìte

E[Xτ ] = E[
∞∑
n=0

Xn1{τ=n}]

= E[
c∑

n=0

Xn1{τ=n}]

=
c∑

n=0

E[Xn1{τ=n}]

Epeid  ìmwc {τ = n} = {τ ≤ n} \ {τ ≤ n− 1} èqoume ìti {τ = n} ∈ Fn, �ra h 1{τ=n} eÐnai

Fn−metr simh kai epeid  h {Xn}n≥0 eÐnai martingale èqoume

E[Xτ ] =
c∑

n=0

E[E[Xc|Fn]1{τ=n}]

=
c∑

n=0

E[Xc1{τ=n}]

= E[Xc

c∑
n=0

1{τ=n}]

= E[Xc] = E[X0] (kaj¸c {Xn} eÐnai martingale)

H s-�lgebra Fn jewroÔme ìti anaparist� thn parathroÔmenh plhroforÐa mèqri kai ton qrìno

n. Ja jelame t¸ra na orÐsoume mia an�logh s-�lgebra pou na ekfr�zei ta gegonìta mèqri

kai ton qrìno diakop c τ .

Orismìc 4 'Estw τ ènac qrìnoc diakop c. H s-�lgebra tou qrìnou diakop c Fτ orÐzetai na

eÐnai

Fτ = {A ∈ F : A ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn, gia k�je n}.

Je¸rhma 6 An τ eÐnai qrìnoc diakop c, tìte Fτ eÐnai s-�lgebra.

Apìdeixh. Profan¸c, ∅ kai Ω an koun sthn Fτ . An A ∈ Fτ , tìte

Ac ∩ {τ ≤ n} = {τ ≤ n} \ (A ∩ {τ ≤ n}),
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kai �ra Ac ∈ Fτ . EpÐshc, an {Ai}i≥1 ⊂ Fτ , tìte(
∞⋃
i=1

Ai

)
∩ {τ ≤ n} =

∞⋃
i=1

(Ai ∩ {τ ≤ n}) ∈ Fτ ,

Epomènwc, eÐnai s-�lgebra.

Je¸rhma 7 'Estw σ, τ qrìnoi diakop c, me σ ≤ τ . Tìte Fσ ⊂ Fτ .

Apìdeixh. Efìson σ ≤ τ èqoume {τ ≤ n} ⊂ {σ ≤ n}. Epomènwc, an A ∈ Fσ, tìte

A ∩ {τ ≤ n} = A ∩ {σ ≤ n} ∩ {τ ≤ n}

all� A ∩ {σ ≤ n} ∈ Fn kai {τ ≤ n} ∈ Fn, �ra A ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn. Sunep¸c, A ∈ Fτ .

Parat rhsh 5 An σ kai τ eÐnai qrìnoi diakop c, tìte kai oi σ+ τ, σ∨ τ, σ∧ τ eÐnai qrìnoi

diakop c. To Ðdio isqÔei kai gia ton t ∧ τ

Upojètoume t¸ra ìti èqoume mia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n {Xn}n≥0 meXn na eÐnai Fn me-

tr simh gia k�je n. 'Estw τ qrìnoc diakop c me P (τ <∞) = 1. Tìte Xτ =
∑∞

n=0Xn1{T=n}

kai èqoume

Je¸rhma 8 H Xτ eÐnai Fτ−metr simh.

Apìdeixh. 'Estw A èna Borel sÔnolo kai jèloume na deÐxoume ìti {Xτ ∈ A} ∈ Fτ , dhlad 

jèloume na deÐxoume ìti {Xτ ∈ A} ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn. All�

{Xτ ∈ A} ∩ {τ ≤ n} =
n⋂
k=0

{Xτ ∈ A} ∩ {τ = k}

=
n⋂
k=0

{Xk ∈ A} ∩ {τ = k}

kai {Xk ∈ A} ∩ {τ = k} ∈ Fk ⊂ \ gia k ≤ n.

Ta epìmena dÔo jewr mata deÐqnoun ìti h martingale idiìthta isqÔei stouc qrìnouc diakop c.
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Je¸rhma 9 (Doob’s Optional Sampling Theorem) 'Estw X = {Xn}n≥0 èna martin-

gale kai èstw σ, τ dÔo qrìnoi diakop c fragmènoi apì mia stajer� c, me σ ≤ τ σ.β. Tìte

E[Xτ |Fσ] = Xσ σ.β.

Apìdeixh. Arqik� h |Xτ | ≤
∑c

n=0|Xn| eÐnai oloklhr¸simh (qwrÐc bl�bh thc genikìthtac

mporoÔme na upojèsoume ìti to c eÐnai akèraioc), ìpwc kai h Xσ kai epiplèon Xσ eÐnai Fσ-

metr simh apì to prohgoÔmeno je¸rhma. Epomènwc, mènei na deÐxoume ìti E[XτZ] = E[XσZ]

gia k�je fragmènh Fσ-metr simh t.m. Z. Apì èna sunhjismèno isqurismì eÐnai arketì na

deÐxoume ìti an A ∈ Fσ tìte

E[Xτ1A] = E[Xσ1A]

(An isqÔei autì, tìte isqÔei E[XτZ] = E[XσZ] gia k�je apl  t.m. Z lìgw grammikìthtac,

tìte isqÔei kai gia ìlec tic Fσ−metr simec kai fragmènec Z apì to je¸rhma Kuriarqhmènhc

sÔgklishc tou Lebesgue).

Epomènwc, èstw A ∈ Fσ. OrÐzoume èna nèo tuqaÐo qrìno ρ wc ex c

ρ(ω) = σ(ω)1A(ω) + τA(ω)1Ac(ω).

Tìte o ρ eÐnai epÐshc ènac qrìnoc diakop c: pr�gmati,

{ρ ≤ n} = (A ∩ {σ ≤ n}) ∪ (Ac ∩ {τ ≤ n}),

kai A ∩ {σ ≤ n} ∈ Fn diìti A ∈ Fσ. Efìson, A ∈ Fσ èqoume ìti Ac ∈ Fσ kai �ra Ac ∈ Fτ
apì to je¸rhma 7. 'Ara Ac ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn kai sumperaÐnoume ìti {R ≤ n} ∈ Fn kai ρ eÐnai

ènac qrìnoc diakop c. Epomènwc, E[Xρ] = E[Xτ ] = E[X0] apì to je¸rhma 5.All�

E[Xρ] = E[Xσ1A +Xτ1Ac ]

E[Xτ ] = E[Xτ1A +Xτ1Ac ]

kai afair¸ntac èqoume

E[Xσ1A]− E[Xτ1A] = 0.

MporoÔme na qrhsimopoi soume sugkekrimèna to apotèlesma gia σ = 0.
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Parat rhsh 6 Sto parap�nw je¸rhma ja mporoÔsame na upojèsoume ìti h {Xn}n≥0 eÐnai

submartingale kai me tic Ðdiec upojèseic na p�roume Xσ ≤ E[Xτ |Fσ] P − σ.β.

Je¸rhma 10 'Estw {Xn}n≥0 mia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n meXn na eÐnai Fn−metr simh

gia k�je n. Upojètoume ìti E[|Xn|] <∞ gia k�je n kai E[Xn] = E[X0] gia ìlouc touc frag-

mènouc qrìnouc diakop c τ . Tìte X eÐnai martingale.

Apìdeixh. 'Estw 0 ≤ m < n <∞, kai èstw A ∈ Fm. OrÐzoume èna tuqaÐo qrìno τ wc

τ(ω) =

m, an ω ∈ A
c

n, an ω ∈ A

Tìte τ eÐnai ènac qrìnoc diakop c, �ra

E[X0] = E[Xτ ] = E[Xm1Ac +Xn1A].

Wstìso èqoume epÐshc E[X0] = E[Xm1Ac +Xm1A]. Afair¸ntac èqoume E[Xn1A] = E[Xm1A]

  isodÔnama E[Xn|Fm] = Xm σ.β.

3.2 Timolìghsh Amerik�nikwn Parag¸gwn

O agorast c enìc parag¸gou EurwpaðkoÔ tÔpou èqei thn dunatìthta na to exask sei mìno

sth l xh tou, gegonìc pou aplousteÔei th diadikasÐa timolìghshc. Ja prèpei na upogram-

misteÐ ìmwc ìti stic agorèc parag¸gwn eÐnai plèon sun jhc h timolìghsh twn parag¸gwn

Amerik�nikou tÔpou, kaj¸c prìkeitai gia ton pio diadedomèno tÔpo sÔgqronou parag¸gou.

Sthn perÐptwsh enìc parag¸gou Amerik�nikou tÔpou, o agorast c mporeÐ na exask sei to

par�gwgo opoiad pote stigm  jel sei, mèqri kai th stigm  thc l xhc tou, k�ti pou periplè-

kei thn timolìghs  tou. Basik  diaforopoÐhsh thc diadikasÐac timolìghshc twn parag¸gwn

Amerik�nikou tÔpou apoteleÐ h èmfash stic qronikèc stigmèc kat� tic opoÐec to prwtogenèc

proðìn dianèmei mèrisma, kaj¸c apoteloÔn pijanèc bèltistec stigmèc ex�skhshc tou parag¸-

gou.
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'Ena par�gwgo Amerik�nikou tÔpou (American contingent claim-ACC) ja anaparist�tai a-

pì mia peperasmènh akoloujÐa Y = {Yt, t = 0, 1, . . . , T} pragmatik¸n tuqaÐwn metablh-

t¸n tètoiec ¸ste h Yt na eÐnai Ft−metr simh gia t = 0, 1, 2, . . . , T . H tuqaÐa metablht 

Yt, t = 0, 1, 2, . . . , T ermhneÔetai wc h apìdosh tou parag¸gou an o k�toqoc tou to exask -

sei sto qrìno t. O qrìnoc ston opoÐo o k�toqoc exaskeÐ to par�gwgo apaiteÐtai na eÐnai

qrìnoc diakop c (stopping time).

Gia s, t ∈ {0, 1, . . . , T} tètoia ¸ste s ≤ t, ja sumbolÐzoume me T[s,t] to sÔnolo twn qrìnwn

diakop c akèraiwn tim¸n pou paÐrnoun timèc sto di�sthma [s, t]. 'Ena par�deigma enìc tètoiou

parag¸gou Amerik�nikou tÔpou eÐnai èna Amerik�niko dikaÐwma agor�c (call option) me tim 

ex�skhshcK to opoÐo èqei apìdosh Yt = (St−K)+ sto qrìno t, t = 0, 1, . . . , T . ParathroÔme

ìti an St ≤ K, exask¸ntac to par�gwgo sto qrìno t ja èqei thn Ðdia apìdosh me to na mhn

exaskoÔsame kajìlou to par�gwgo. Uiojet same aut  thn sÔmbash ¸ste na mporoÔme na

èqoume èna genikìtero plaÐsio antimet¸pishc twn parag¸gwn, sumperilambanomènou dikaiw-

m�twn proaÐreshc kai sumbolaÐwn.

'Ena shmantikì qarakthristikì enìc parag¸gou Amerik�nikou tÔpou eÐnai ìti o agorast c kai

o pwlht c enìc tètoiou parag¸gou èqoun diaforetikèc dunatìthtec; o agorast c mporeÐ na

exask sei to par�gwgo se k�je qrìno diakop c τ ∈ T[0,T ], en¸ o pwlht c anazht� prostasÐa

apì to rÐsko pou susqetÐzetai me ìlec tic pijanèc epilogèc tou qrìnou diakop c apì ton

agorast . 'Opwc sthn timolìghsh twn Eurwpaik¸n parag¸gwn, ètsi kai sthn timolìghsh

Amerik�nikwn parag¸gwn, shmantikì rìlo ja èqei h ependutik  strathgik  h opoÐa antistaj-

mÐzei (hedge) ton kÐnduno tou pwlht  enìc Amerik�nikou parag¸gou. Wstìso, antÐjeta me

to Eurwpaðkì par�gwgo, o pwlht c den ja eÐnai p�nta se jèsh na anapar�gei thn apìdosh

tou Amerik�nikou parag¸gou se k�je qrìno t. AntÐ gia autì, o pwlht c enìc Amerik�ni-

kou parag¸gou anazht� mia strathgik  uperantist�jmishc (superhedging) h opoÐa eÐnai mia

autoqrhmatodotoÔmenh ependutik  strathgik  φ me axÐa toul�qiston ìso h apìdosh tou A-

merik�nikou parag¸gou sto qrìno t.

Pio sugkekrimèna, èstw Y = {Yt, t = 0, 1, . . . , T} h akoloujÐa twn apodìsewn tou Amerik�ni-

kou parag¸gou (sumbolismìc ACC). Gia t = 0, 1, . . . , T, ja sumbolÐzoume me Ut to el�qisto
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posì ploÔtou pou qrei�zetai na èqei o pwlht c tou ACC sto qrìno t ¸ste na exasfali-

steÐ ìti o pwlht c èqei arket� ¸ste na kalÔyei thn apìdosh an o agorast c exask sei to

par�gwgo se k�poio qrìno diakop c τ ∈ T[t,T ]. Mia uperantistajmitik  strathgik  gia ton

pwlht  eÐnai mia autoqrhmatodotoÔmenh strathgik  φ = {(αt, βt), t = 1, 2, . . . , T} me timèc

Vt(φ) sto qrìno t = 0, 1, . . . , T tètoia ¸ste Ut ≤ Vt(φ) gia t = 0, 1, 2, . . . , T . Mia tètoia φ

mporeÐ na kataskeuasteÐ stadiak� proqwr¸ntac proc ta pÐsw sto diwnumikì dèntro. Gia na

to apodeÐxoume autì, parathroÔme ìti UT = YT . Dedomènhc thc s-�lgebrac FT−1, dhlad 

dojèntwn twn S0, S1, . . . , ST−1, ja sumbolÐsoume me Uu
T to posì pou o pwlht c tou ACC ja

prèpei na kalÔyei ton qrìno T an h tim  tou prwtogenoÔc proðìntoc ston qrìno autì eÐnai

ST−1u kai me Ud
T to posì pou o pwlht c ja prèpei na kalÔyei ton qrìno T an h tim  tou

prwtogenoÔc proðìntoc eÐnai ST−1d. 'Etsi, me ton Ðdio trìpo ìpwc sthn perÐptwsh tou Eurw-

paðkoÔ parag¸gou, dedomènhc thc FT−1, to el�qisto posì pou qrei�zetai sto qrìno T − 1

gia na kalufjeÐ h pijan  apìdosh tou parag¸gou ACC sto qrìno T eÐnai

e−rhEq[UT |FT−1]

kai h apìdosh sto qrìno T mporeÐ na kataskeuasteÐ apì to posì autì qrhsimopoi¸ntac

FT−1−metr simec katanomèc (α̃T , β̃T ) tou prwtogenoÔc kai tou �neu kindÔnou proðìntoc sto

qronikì di�sthma (T − 1, T ] pou orÐzontai apì tic sqèseic:

α̃TST + β̃TBT = UT ,

α̃TST−1 + β̃TBT−1 = e−rhEq[UT |FT−1]

T¸ra, sto qrìno T − 1, o pwlht c prèpei na èqei toul�qiston

UT−1 = max{YT−1, e−rhEq[UT |FT−1]}

me skopì na kalÔyei thn apìdosh YT−1 pou antistoiqeÐ se pijan  ex�skhsh tou dikai¸matoc

sto qrìno T − 1, kai na èqei epark  ploÔto ¸ste na par�gei axÐa sto qrìno T toul�qiston

tìso meg�lh ìso h apìdosh tou parag¸gouACC sto qrìno T , dhlad  UT = YT .

'Estw

δ̃T = UT−1 − e−rhEq[UT |FT−1].
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Tìte δ̃T eÐnai to pleìnasma apì to UT−1 wc proc autì pou qrei�zetai gia thn k�luyh thc

apìdoshc tou dikai¸matoc sto qrìno T . ParathroÔme ìti den up�rqei pleìnasma an YT−1 <

UT−1. K�nontac thn diadikasÐa proc ta pÐsw epagwgik� sto dèndro kai epanalamb�nontac

se k�je st�dio èna parìmoio epiqeÐrhma me autì pou efarmìsthke sto di�sthma (T − 1, T ],

blèpoume ìti gia t = 0, 1, . . . , T − 1, dedomènhc thc Ft, to posì ploÔtou pou qrei�zetai sto

qrìno t gia na kalÔyei pijan  apìdosh tou dikai¸matoc sto [t, T ] eÐnai

Ut = max{Yt, e−rhEq[Ut+1|Ft]}.

Epiplèon, desmeÔontac wc proc Ft (dhlad  dojèntwn S0, S1, . . . , St) kai jètontac Uu
t+1 kai

Ud
t+1 tic dÔo pijanèc timèc tou Ut+1 antÐstoiqa an St+1 = Stu   St+1 = Std, h katanomh tou

prwtogenoÔc kai �neu kindÔnou proðìntoc, (α̃t+1, β̃t+1) sto (t, t+1],èqei axÐa ston qrìno t pou

dÐnetai apì

e−rhEq[Ut+1|Ft] (3.2.1)

kai h axÐa Ut+1 ston qrìno t+ 1 dÐnetai apì thn

α̃t+1St+1 + β̃t+1Bt+1 = Ut+1

  isodÔnama α̃t+1Stu+ β̃t+1e
r(t+1) = Uu

t+1

α̃t+1Std+ β̃t+1e
r(t+1) = Ud

t+1

⇒

'Ara

α̃t+1 =
Uu
t+1 − Ud

t+1

(u− d)St

β̃t+1 = e−r(t+1)

(
uUu

t+1 − dUd
t+1

u− d

)
'Estw

δ̃t+1 = Ut − e−rhEq[Ut+1|Ft]. (3.2.2)

Tìte δ̃t+1 eÐnai to pleìnasma apì to Ut wc proc to ti ja qreiasteÐ gia na kalufjeÐ h pijan 

apìdosh tou dikai¸matoc sto [t+1, T ]. ParathsoÔme ìti ex' orismoÔ tou Ut ja èqoume δ̃t+1 = 0
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an Yt < Ut.

Upojètontac ìti Ut, t = 0, 1, . . . , T kai α̃t+1, β̃t+1, δ̃t+1, t = 1, 2, . . . , T eÐnai orismèna ìpwc

parap�nw, ja jèsoume

α∗t = α̃t, (3.2.3)

β∗t = β̃t +
t∑

s=1

δ̃s
Bs−1

, (3.2.4)

gia t = 1, 2, . . . , T . Gia to skopì autì, parathroÔme ìti δ̃s eÐnai to pleìnasma sto qrìno s−1

apì thn posìthta e−rhEq[Us|Fs−1] pou qrei�zetai sto qrìno s− 1 gia na qrhmatodot soume

thn (α̃s, β̃s). JewroÔme autì to pleìnasma wc epèndush sto �neu kindÔnou proðìn to qronikì

di�sthma (s−1, T ]. To kìstoc miac mon�dac tou �neu kindÔnou proðìntoc eÐnai Bs−1 sto qrìno

s− 1 kai epomènwc to pl joc twn mon�dwn apì to �neu kindÔnou pou agor�zontai me to δ̃s ja

eÐnai δ̃s/Bs−1.

Ek kataskeu c, gia t = 1, . . . , T,

α̃tSt + β̃tBt = Ut

H ependutik  strathgik  φ∗ = {(α∗t , β∗t ), t = 1, 2, . . . , T} wc proc to prwtogenèc kai to �neu

kindÔnou proðìn eÐnai autoqrhmatodotoÔmenh efìson gia t = 1, . . . , T − 1,

α∗t+1St + β∗t+1Bt = α̃t+1St + β̃t+1Bt +

(
t+1∑
s=1

δ̃s
Bs−1

)
Bt

= e−rhEq[Ut+1|Ft] +

(
t∑

s=1

δ̃s
Bs−1

)
+ δ̃t+1

= Ut +

(
t∑

s=1

δ̃s
Bs−1

)
Bt

= α̃tSt + β̃tBt +

(
t∑

s=1

δ̃s
Bs−1

)
Bt

= α∗tSt + β∗tBt

Gia thn pr¸th isìthta qrhsimopoi same ton orismì tou (α∗t+1, β
∗
t+1) (bl.(3.2.3)-(3.2.4) ). Gia

thn deÔterh isìthta qrhsimopoi same to gegonìc ìti to (α̃t+1, β̃t+1) eÐnai sqediasmèna ¸ste

na dÐnoun thn tim  (3.2.1) sto qrìno t. Gia thn trÐth isìthta qrhsimopoi same ton orismì
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(3.2.2) gia to δ̃t+1. Gia thn tètarth isìthta qrhsimopoi same to gegonìc ìti to (αt, βt) èqei

kataskeuasteÐ ètsi ¸ste na èqei thn tim  Ut sto qrìno t. H pèmpth isìthta qrhsimopoieÐ ton

orismì (3.2.3)-(3.2.4) tou (α∗t , β
∗
t ).

H arqik  tim  thc strathgik c φ∗ eÐnai

V0(φ
∗) = α∗1S0 + β∗1B0

= α̃1S0 + β̃1B0 + δ̃1

= e−rhEq[U1] + U0 − e−rhEq[U1]

= U0

Se autì to shmeÐo qrhsimopoi same to gegonìc ìti h F0 eÐnai tetrimènh kai epomènwc h de-

smeumènh mèsh tim  wc proc aut  thn s-�lgebra aplopoieÐtai sthn sun jh mèsh tim . H axÐa

thc φ∗ sto qrìno t = 1, 2, . . . , T eÐnai

Vt(φ
∗) = α̃tSt + β̃tBt +

(
t∑

s=1

δ̃s
Bs−1

)
Bt ≥ Ut

'Estw t¸ra o qrìnoc diakop c

τ ∗ = min{s ≥ 0 : Us = Ys}. (3.2.5)

ParathroÔme ìti Ys ≤ Us gia s = 0, 1, . . . , T kai Ys < Us gia 0 ≤ s < τ ∗, dhlad  δ̃s = 0 gia

1 ≤ s ≤ τ ∗ kai epomènwc

Vt(φ
∗) = Ut, gia 0 ≤ t ≤ τ ∗. (3.2.6)

Gia t = 0, 1, . . . , T orÐzoume tic proexoflhmènec timèc twn tuqaÐwn metablht¸n

Y ∗t = e−rtYt, U∗t = e−rtUt. (3.2.7)

Tìte gia t = 0, 1, . . . , T − 1,

U∗t = max{Y ∗t , Eq[U∗t+1|Ft]}, (3.2.8)

kai U∗T = Y ∗T . H anèlixh {U∗t , t = 0, 1, . . . , T} kaleÐtai qartoful�kio Snell (Snell envelope)

tou {Y ∗t , t = 0, 1, . . . , T} kai èqei tic akìloujec idiìthtec.
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L mma 3 (i) Upì to mètro q, to U∗ = {U∗t , t = 0, 1, . . . , T} eÐnai to mikrìtero super-

martingale tètoio ¸ste U∗t ≥ Y ∗t gia t = 0, 1, . . . , T .

(ii) Gia t = 0, 1, . . . , T ,

U∗t = max
τ∈T[t,T ]

Eq[Y ∗τ |Ft]. (3.2.9)

(iii) Gia t = 0, 1, . . . , T ,

τ ∗(t) ≡ min{v ≥ t : U∗v = Y ∗v } (3.2.10)

eÐnai èna stoiqeÐo tou T[t,T ] pou pi�nei to mègistì sto dexÐ mèloc thc (3.2.9).

Apìdeixh. Sthn apìdeixh aut  ìlec oi mèsec timèc kai oi desmeumènec mèsec timèc ja upo-

logÐzontai wc proc to mètro q. Gia na deÐxoume ìti to U∗ eÐnai to mikrìtero supermartingale

pou ikanopoieÐ thn anisìthta, upojètoume ìti

W = {Wt,Ft, t = 0, 1, . . . , T}

eÐnai èna �llo supermartingale tètoio ¸ste Wt ≥ Y ∗t , t = 0, 1, . . . , T. Tìte WT ≥ Y ∗T = U∗T .

Gia na to apodeÐxoume me proc ta pÐsw epagwg , upojètoume ìti s ∈ {0, 1, . . . , T − 1} kai

Wt ≥ U∗t gia t = s + 1, . . . , T . Tìte apì thn supermartingale idiìthta tou W kai thn

epagwgik  upìjesh,

Ws ≥ Eq[Ws+1|Fs] ≥ Eq[U∗s+1|Fs].

'Omwc apì thn upìjesh èqoume ìti Ws ≥ Y ∗s , �ra to Ws ja eÐnai megalÔtero   Ðso apì to

mègisto twn Y ∗s kai Eq[U∗s+1|Fs], to opoÐo eÐnai Ðso me U∗s . Autì oloklhr¸nei to epagwgikì

b ma kai �ra Wt ≥ U∗t gia t = T, T − 1, . . . , 1, 0.

Prin proqwr soume sthn apìdeixh twn (ii) kai (iii), ja deÐxoume pr¸ta ìti to τ ∗(t) an kei

sto T[t,T ] gia t = 0, 1, . . . , T. 'Estw t ∈ {0, 1, . . . , T}. Tìte ex' orismoÔ τ ∗(t) ≥ t kai τ ∗(t) ≤ T



KEF�ALAIO 3. TIMOL�OGHSH AMERIK�ANIKWN PARAG�WGWN 41

afoÔ U∗T = Y ∗T . EpÐshc, Y ∗v kai U∗v eÐnai Fv−metr simec gia k�je v ∈ {0, 1, . . . , T} kai �ra

èpetai ìti gia k�je s ∈ {t, t+ 1, . . . , T},

{τ ∗(t) = s} = {Y ∗v < U∗v gia v ∈ [t, s) kai Y ∗s = U∗s } ∈ Fs.

'Ara τ ∗(t) eÐnai ènac qrìnoc diakop c.

ApodeiknÔoume to upìloipo twn (ii) kai (iii) mazÐ, qrhsimopoi¸ntac xan� proc ta pÐsw e-

pagwg . Gia t = T , kai oi dÔo sqèseic deÐqnontai eÔkola kaj¸c T[T,T ] = {T}, Y ∗T eÐnai

FT−metr simh kai U∗T = Y ∗T . Gia to epagwgikì b ma, upojètoume ìti s ∈ {0, 1, . . . , T − 1}

kai ìti isqÔoun oi (i) kai (ii) gia t = s+ 1, s+ 2, . . . , T . Apì thn (3.2.8) me t = s kai thn (ii)

me t = s+ 1, gia k�je σ ∈ T[s+1,T ] èqoume

U∗s ≥ Y ∗s

kai

U∗s+1 ≥ Eq[Y ∗σ |Fs+1]⇒ U∗s ≥ Eq[U∗s+1|Fs] ≥ Eq[Eq[Y ∗σ |Fs+1]|Fs]

'Ara ja èqoume

U∗s ≥ max{Y ∗s , Eq[Eq[Y ∗σ |Fs+1]|Fs]}

= max{Y ∗s , Eq[Y ∗σ |Fs]}
(3.2.11)

Qrhsimopoi same thn tower idiìthta gia tic desmeumènec mèsec timèc. Gia τ ∈ T[s,T ],

Y ∗τ = 1{τ=s}Y
∗
s + 1{τ≥s+1}Y

∗
τ∨(s+1),

ìpou τ ∨ (s+ 1) = max{τ, s+ 1}. GnwrÐzoume ìti gia na eÐnai mia qarakthristik  sun�rthsh

Fs−metr simh arkeÐ to sÔnolo sto opoÐo eÐnai mh mhdenik  na an kei sthn Fs. 'Ara efìson τ

eÐnai qrìnoc diakop c me akèraiec timèc sto [s, T ], tìte epeid  {τ = s} ∈ Fs ⇒ {τ = s}c ∈ Fs
dhlad  h 1{τ≥s+1} = 1{τ=s}c eÐnai Fs−metr simh. Tìte qrhsimopoi¸ntac basikèc idiìthtec twn

desmeumènwn mèswn tim¸n èqoume

Eq[Y ∗τ |Fs] = Eq[1{t=s}Y
∗
s |Fs] + Eq[1{τ≥s+1}Y

∗
τ∨(s+1)|Fs]

= 1{t=s}E
q[Y ∗s |Fs] + 1{τ≥s+1}E

q[Y ∗τ∨(s+1)|Fs]

= 1{t=s}Y
∗
s + 1{τ≥s+1}E

q[Y ∗τ∨(s+1)|Fs]

≤ max{Y ∗s , Eq[Y ∗τ∨(s+1)|Fs]}.

(3.2.12)
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Efìson τ∨(s+1) ∈ T[s+1,T ], dhlad  eÐnai èna σ ∈ T[s+1,T ] ,apì tic sqèseic (3.2.11) kai (3.2.12)

èpetai ìti

U∗s ≥ Eq[Y ∗τ |F∫ ],

kai epeid  to τ ∈ T[s,T ]  tan tuqaÐo, sumperaÐnoume ìti

U∗s ≥ max
τ∈T[s,T ]

Eq[Y ∗τ |Fs]. (3.2.13)

H apìdeixh twn (ii) kai (iii) gia t = s ja oloklhrwjeÐ mìlic apodeÐxoume ìti to mègisto tou

dexioÔ mèlouc thc (3.2.13) epitugq�netai sto τ = τ ∗(s) kai h tim  autoÔ tou megÐstou eÐnai to

U∗s . Apì thn (3.2.8) me t = s kai sthn (iii) me t = s+ 1, èqoume

U∗s = max{Y ∗s , Eq[Eq[Y ∗τ∗(s+1)|Fs+1]|Fs]}

= max{Y ∗s , Eq
[
Y ∗τ∗(s+1)|Fs

]
}.

Sto sÔnolo {τ ∗(s) = s} èqoume ex' orismoÔ ìti Y ∗s = U∗s kai sto {τ ∗(s) ≥ s + 1} ja eÐnai

Y ∗s < U∗s . 'Ara,

U∗s = 1{τ∗(s)=s}Y
∗
s + 1{τ∗(s)≥s+1}E

q[Y ∗τ∗(s+1)|Fs].

Epiplèon, parathroÔme ìti {τ ∗(s) ≥ s + 1}, τ ∗(s) = τ ∗(s + 1) kai ètsi h parap�nw sqèsh

aplopoieÐtai sthn

U∗s = Eq[Y ∗τ∗(s)|Fs]

'Opou qrhsimopoi same to gegonìc ìti to τ ∗(s) eÐnai qrìnoc diakop c me akèraiec timèc sto

[s, T ] kai ètsi {τ ∗(s) ≥ s+ 1} = {τ ∗(s) = s}c ∈ Fs. Autì oloklhr¸nei thn apìdeixh twn (ii)

kai (iii) gia t = s, kai ètsi to apotèlesma èpetai apì thn epagwg .

Apì ton orismì (3.2.5) tou τ ∗ kai parathr¸ntac ìti τ ∗ = τ ∗(0). Tìte èqoume ta epìmena.

L mma 4 Upì to mètro q to {U∗t∧τ∗ ,Ft : t = 0, 1, . . . , T} eÐnai martingale.

Apìdeixh. Kaj¸c to τ ∗ eÐnai qrìnoc diakop c, èqoume ìti U∗t∧τ∗ ∈ Ft gia t = 0, 1, . . . , T

kai o q¸roc pijanìthtac eÐnai peperasmènoc, h oloklhrwsimìthta tic U∗t∧τ∗ eÐnai autìmath gia
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k�je t. Gia dedomèno t ∈ {0, 1, . . . , T − 1}. Sto sÔnolo {τ ∗ > t}, èqoume Y ∗t < U∗t kai �ra

U∗t = Eq[U∗t+1|Ft] ekeÐ. Epomènwc,

U∗(t+1)∧τ∗ − U∗t∧τ∗ = 1τ∗>t(U
∗
t+1 − U∗t )

= 1τ∗>t
(
U∗t+1 − Eq[U∗t+1|Ft]

)
,

kai tìte paÐrnontac tic desmeumènec mèsec timèc wc proc thn s-�lgebra Ft upì to mètro q,

qrhsimopoi¸ntac to gegonìc ìti {τ ∗ > t} ∈ Ft, ja èqoume

Eq[U∗(t+1)∧τ∗ − U∗t∧τ∗|Ft] = 0.

Isqurizìmaste t¸ra ìti h U0 eÐnai h monadik  arqik  tim  mh epithdeiìthtac gia to Amerik�niko

par�gwgo. Gia na to doÔme autì, ja qreiastoÔme thn ènnoia thc epithdeiìthtac se mia agor�

ìpou to prwteÔon kai to �neu kindÔnou proðìn emporeÔontai, kai to Amerik�niko par�gwgo

(ACC) mporeÐ na agorasteÐ   na pwlhjeÐ sto qrìno 0. Gia mia tètoia agor�, èstw h arqik  tim 

tou ACC eÐnai mia stajer� C0. Up�rqoun dÔo eid¸n strathgikèc epithdeiìthtac (arbitrage

opportunity): mia gia ton pwlht  kai mia gia ton agorast  tou ACC. O pwlht c tou ACC

èqei strathgik  epithdeiìthtac (arbitrage opportunity) an up�rqei strathgik  φs wc proc to

prwteÔon kai to �neu kindÔnou proðìn, tètoia ¸ste V0(φs) = C0 kai gia ìlouc touc qrìnouc

diakop c τ ∈ T[0,t],

Vτ (φ
s)− Yτ ≥ 0 kai E[Vτ (φ

s)− Yτ ] > 0. (3.2.14)

O agorast c tou ACC èqei strathgik  epithdeiìthtac (arbitrage opportunity) an up�rqei

mia ependutik  strathgik  φb wc proc to prwteÔon kai to �neu kindÔnou proðìn, tètoia ¸ste

V0(φ
b) = −C0 kai up�rqei ènac qrìnoc diakop c τ ∈ T[0,T ] tètoia ¸ste

Vτ (φ
b) + Yτ ≥ 0 kai E[Vτ (φ

b) + Yτ ] > 0. (3.2.15)

H C0 eÐnai tim  mh epithdeiìthtac an den up�rqei strathgik  epithdeiìthtac (arbitrage oppor-

tunity) gia ton agorast    ton pwlht  tou dikai¸matoc proaÐreshc se aut  thn tim .

Gia na epwfelhjeÐ thn strathgik  epithdeiìthtac tou pwlht  ènac ependut c mporeÐ na pou-

l sei èna ACC sto qrìno mhdèn gia C0 kai na ependÔsei thn apìdosh C0 sÔmfwna me thn
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ependutik  strathgik  φs ewc ìtou to par�gwgo exaskhjeÐ apì ton agorast  se k�poio qrì-

no diakop c τ . Sto qrìno τ , o pwlht c ja d¸sei Yτ ston agorast  gia na exofl sei to

par�gwgo kai ja èqei èna epakìloujo ploÔto Vτ (φs)−Yτ sto qrìno τ . O pwlht c mporeÐ na

ependÔsei autì to posì sto �neu kindÔnou proðìn sth qronik  perÐodo (τ, T ]. Autì mporeÐ na

d¸sei èna telikì posì (Vτ (φ
s)−Yτ )e−r(T−τ) to opoÐo eÐnai mh mhdenikì kai austhr� jetikì me

jetik  pijanìthta (upì to p   to q).

Gia na epwfelhjeÐ thn strathgik  epithdeiìthtac tou agorast  ènac ependut c ja mporoÔse

na agor�sei èna ACC sto qrìno mhdèn gia C0 kai na ependÔsei−C0 sÔmfwna me thn ependutik 

strathgik  φb wc ton qrìno τ , ston opoÐo o agorast c exaskeÐ to par�gwgo. O agorast c

ja èqei sto qrìno τ ploÔto Vτ (φ
b) + Yτ kai ja mporoÔse na ton ependÔsei sto di�sthma

(τ, T ], ¸ste o telikìc ploÔtoc tou na eÐnai (Vτ (φ
b) + Yτ )e

−r(T−τ), to opoÐo eÐnai mh arnhtikì

kai austhr� jetikì me jetik  pijanìthta.

Parat rhsh 7 ErmhneÔontac ed¸ ton orismì thc strathgik c epithdeiìthtac gia ton ago-

rast    ton pwlht  tou Amerik�nikou parag ģou, upojèsame ìti o pwlht c   o agorast c

ja sunèqizan na ependÔoun sthn arqik  agor� kai met� thn ex�skhsh tou parag ģou. 'Ena

pleonèkthma aut c thc ermhneÐac eÐnai ìti dieukolÔnei th sÔgkrish twn apolab¸n se sugke-

krimèno qrìno T . Enallaktik�, k�poioc ja mporoÔse na upojèsei ìti met� thn ex�skhsh tou

parag ģou, o pwlht c kai o agorast c den ependÔoun �llo sthn arqik  agor�. Autì eÐnai

isodÔnamo me to na ependÔsoun se èna �neu kindÔnou proðìn me mhdenikì rujmì anatokismoÔ

met� thn ex�skhsh tou ACC. Me opoiad pote trìpo sÔgkrishc, o majhmatikìc orismìc thc

strathgik c epithdeiìthtac eÐnai o Ðdioc.

To epìmeno L mma ja qrhsimopoihjeÐ gia na deÐxoume ìti h tim  tou U0 gia èna ACC eÐnai mia

arqik  tim  mh epithdeiìthtac.

L mma 5 'Estw φ mia ependutik  strathgik  wc proc èna prwtogenèc proðìn kai èna �neu

kindÔnou me proexoflhmènh anèlixh tim¸n

{V ∗t (φ) = e−rtVt(φ), t = 0, 1, . . . , T}.
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Tìte, gia opoiod pote τ ∈ T[0,T ],

Eq[V ∗τ (φ)] = V ∗0 (φ). (3.2.16)

Apìdeixh. Apì to L mma 2, {V ∗t (φ),Ft, t = 0, 1, . . . , T} eÐnai martingale upì to mètro

q. Tìte h exÐswsh (3.2.16) prokÔptei apì to je¸rhma 9 (Doob’s Optional Sampling Theo-

rem),efìson τ eÐnai ènac fragmènoc qrìnoc diakop c.

Je¸rhma 11 H monadik  arqik  tim  mh epithdeiìthtac gia èna par�gwgo Amerik�nikou

tÔpou eÐnai U0.

Apìdeixh. Pr¸ta ja deÐxoume ìti h tim  mh epithdeiìthtac den mporeÐ na eÐnai diaforetik 

apì to U0 dhlad  ja apodeÐxoume thn monadikìthta aut c thc arqik c tim c.

Upojètoume ìti C0 > U0. Tìte up�rqei mia strathgik  epithdeiìthtac gia ton pwlht  tou A-

merik�nikou parag¸gou. Pr�gmati, ja sumbolÐzoume me φs thn ependutik  strathgik  wc proc

to prwtogenèc kai to �neu kindÔnou proðìn h opoÐa antistoiqeÐ U0 sthn epèndush sÔmfwna me

thn uperantistajmistik  superhedging strathgik  φ∗, kai C0 − U0 sto �neu kindÔnou proðìn

sto qrìno mhdèn kai diathr¸ntac tic mon�dec tou se ìlo to qrìnikì di�sthma [0, T ]. Parath-

roume ìti h arqik  tim  V0(φs) = C0 kai h tim  Vt(φ∗) tou φ∗ sto qrìno t eÐnai toul�qiston

Ut gia t = 0, 1, . . . , T . Tìte gia k�je qrìno diakop c τ ∈ T[0,T ],

Vτ (φ
s)− Yτ = Vτ (φ

∗) + (C0 − U0)Bτ − Yτ

≥ Uτ + (C0 − U0)Bτ − Yτ

≥ (C0 − U0)Bτ ,

(3.2.17)

ìpou (C0 − U0)Bτ > 0. 'Etsi, up�rqei strathgik  epithdeiìthtac gia ton pwlht  tou Ameri-

k�nikou dikai¸matoc proaÐreshc.

Apì thn �llh meri�, upojètoume ìti C0 < U0. Tìte up�rqei mia strathgik  epithdeiìthtac

gia ton agorast  tou Amerik�nikou parag¸gou. Pr�gmati, an sumbolÐsoume me φb thn e-

pendutik  strathgik  pou antistoiqeÐ −U0 sthn epèndush sÔmfwna me thn arnhtik  −φ∗ thc

uperantistajmistik c (superhedging) strathgik c φ∗ kai U0 − C0 sto �neu kindÔnou proðìn
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sto qrìno mhdèn kai diathr¸ntac tic mon�dec tou se ìlo to qrìnikì di�sthma [0, T ]. Epipleìn,

jewr¸ntac τ ∗, ìpou jewroÔme ìti eÐnai o qrìnoc ston opoÐo exaskeÐtai to par�gwgo ACC.

ParathroÔme ìti Vt(−φ∗) = −Vt(φ∗) gia t = 0, 1, . . . , T kai V0(φb) = −C0. Tìte, apì thn

(3.2.6) kai ton orismì tou τ ∗, èqoume ìti Vτ∗(φ∗) = Uτ∗ = Yτ∗ kai ètsi

Vτ∗(φb) + Yτ∗ = −Vτ∗(φ∗) + (U0 − C0)Bτ∗ + Yτ∗ = (U0 − C0)Bτ∗ .

Efìson, (U0 − C0)Bτ∗ > 0, up�rqei strathgik  epithdeiìthtac gia ton agorast  tou Ameri-

k�nikou dikai¸matoc proaÐreshc.

Tèloc, upojètoume ìti C0 = U0. Jèloume na deÐxoume ìti den up�rqei epithdeiìthta. Xekin�me

deÐqnontac ìti den up�rqei strathgik  epithdeiìthtac gia ton agorast  tou Amerik�nikou

parag¸gou me C0 = U0. Upojètoume ìti up�rqei mia ependutik  strathgik  φs tètoia ¸ste

V0(φ
s) = U0 kai gia k�je τ ∈ T[0,T ] h (3.2.14) isqÔei. ParathroÔme ìti τ ∗ ∈ T[0,T ]. Tìte èpetai

apì thn (3.2.14) me τ = τ ∗ ìti Vτ∗(φs)−Yτ∗ ≥ 0 kai aut  h anisìthta isqÔei me austhr� jetik 

pijanìthta upì to mètro p kai ètsi upì to mètro q. Autèc oi Ðdiec idiìthtec suneqÐzoun na

isqÔoun met� ton pollaplasiasmì thc tuqaÐac metablht c me ton tuqaÐo par�gonta e−rτ
∗
kai

epomènwc èpetai ìti

Eq[V ∗τ∗(φs)− Y ∗τ∗ ] > 0. (3.2.18)

Apì thn �llh, apì thn sqèsh (3.2.16), Eq[V ∗τ∗(φs)] = V ∗0 (φs) = U∗0 kai apì tic (ii) kai

(iii) tou L mmatoc 3, Eq[Y ∗τ∗ ] = U∗0 . Sundu�zontac autèc tic dÔo idiìthtec, paÐrnoume ìti

Eq[V ∗τ∗(φs) − Y ∗τ∗ ] = 0, h opoÐa èrqetai se antÐjesh me thn (3.2.18). Epomènwc, den up�rqei

tètoia φs kai sunep¸c den up�rqei strathgik  epithdeiìthtac gia ton pwlht  tou Amerik�nikou

parag¸gou.

Ja deÐxoume t¸ra ìti den up�rqei strathgik  epithdeiìthtac gia ton pwlht  tou Amerik�nikou

parag¸gou me C0 = U0. Pr�gmati, upojètoume ìti up�rqei ependutik  strathgik  φb tètoia

¸ste V0(φb) = −U0 kai ènac qrìnoc diakop c τ ∈ T[0,T ] tètoioc ¸ste na isqÔei h (3.2.15).

Gia to �topo, ja deÐxoume ìti E[Vτ (φ
b) + Yτ ] ≤ 0,   isodÔnama ìti Eq[Vτ (φ

b) + Yτ ] ≤ 0, to

opoÐo eÐnai isodÔnamo me to na deÐxoume ìti Eq[V ∗τ (φb) + Y ∗τ ] ≤ 0 (kaj¸c èqoume upojèsei ìti

Vτ (φ
b) + Yτ ≥ 0). Apì thn (3.2.16), Eq[V ∗τ (φb)] = V ∗0 (φb) = −U∗0 . Epiplèon, apì to (ii) tou
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L mmatoc (3), Eq[Y ∗τ ] ≤ U∗0 . Epomènwc, E
q[V ∗τ (φb) +Y ∗τ ] ≤ 0, kai deÐxame to �topo. Sunep¸c,

den up�rqei strathgik  epithdeiìthtac gia ton agorast  tou Amerik�nikou parag¸gou.



Kef�laio 4

SÔgklish sto montèlo Black-Scholes

4.1 SÔgklish sto montèlo Black-Scholes

Se autì to kef�laio ja eis�goume to logarijmokanonikì montèlo gia tic timèc thc metoq c

kai ja suzht soume pwc mporeÐ na proseggisteÐ apì to diwnumikì upìdeigma. Sth sunèqeia

ja qrhsimopoi soume autì to upìdeigma gia na timolog soume ta par�gwga. H Black-Scholes

an�lush epitugq�netai sto ìrio h→ 0.

'Opwc èqoume  dh anafèrei sta prohgoÔmena kef�laia, an èqoume stajerì epitìkio gia to �neu

kindÔnou proðìn kai perigr�foume thn exèlixh tou prwtogenoÔc proðìntoc me èna pollaplì

diwnumikì dèndro me Sutk = uStk−1
kai Sdtk = dStk−1

tìte h axÐa sto qrìno 0 tou parag¸gou me

qrìno wrÐmanshc T = Nh kai apìdosh X = f(ST ) eÐnai

V0 = e−rTEq[X] = e−rTEq[f(ST )] = e−rT
N∑
k=0

(Nk)qN−k(1− q)kf(S0u
N−kdk)

me q = erh−d
u−d . H sqèsh aut  eÐnai gnwst  kai wc o diakritìc tÔpoc twn Black-Scholes.

An èqoume èna �neu kindÔnou proðìn pou axÐzei B0 eur¸ sto qrìno 0 ja axÐzei B(t) = B0e
rt

eur¸ sto qrìno t, ìpou r stajerì epitìkio. H posìthta h opoÐa mènei stajer  den eÐnai o

rujmìc an�ptuxhc all� to epitìkio r = 1
B
dB
dt

= dlogB
dt

.

To prwtogenèc proðìn enèqei kÐnduno, dhlad  h exèlixh tou eÐnai �gnwsth kai faÐnetai na eÐnai

48



KEF�ALAIO 4. S�UGKLISH STO MONT�ELO BLACK-SCHOLES 49

tuqaÐa. MporoÔme ìmwc na perigr�youme thn dunamik  tou me èna isodÔnamo epitìkio gia k�je

qronik  perÐodo. Diasp¸ntac ton qrìno se diast mata m kouc h, to isodÔnamo epitìkio gia

kh < t < (k + 1)h eÐnai rk an S(k+1)h = erkhSkh dhlad 

rk =
log(S(k+1)h)− log(Skh)

h

To rk lègetai ìti eÐnai h epistrof  (return) tou prwtogenoÔc proðìntoc sto antÐstoiqo qronikì

di�sthma. ParathroÔme ìti gia na upologÐsoume thn tim  tou prwtogenoÔc proðìntoc se èna

megalÔtero di�sthma mporoÔme apl� na ajroÐsoume touc ekjètec

Slh = erkh+rk+1h+···+rl−1hSkh, gia k < l.

Sth pragmatikìthta, to rk eÐnai o rujmìc epistrof c sto di�sthma k kai h pragmatik  e-

pistrof  se autì to di�sthma eÐnai erkh. All� gia eukolÐa ja qrhsimopoi soume ton ìro

<ápistrof >> (return) gia to rk.

Efìson h tim  tou prwtogenoÔc proðìntoc eÐnai tuqaÐa to Ðdio ja isqÔei kai gia k�je rk. Oi

tuqaÐec metablhtèc rkh eÐnai anex�rthtec, isìnomec kai akoloujoÔn thn Kanonik  katanom 

me mèso µh kai diaspor� σ2h, gia k�poiec stajerèc µ kai σ.

H stajer� µ lègetai anamenìmenh epistrof  (expected return), kaj¸c h anamenìmenh epistro-

f  se di�sthma m kouc h eÐnai µh. H stajer� σ kaleÐtai metablhtìthta(volatility). Autèc oi

stajerèc jewroÔntai anex�rtetec apì to di�sthma h. Epomènwc, èqoume thn epìmenh isqurì-

terh upìjesh

• Gia k�je di�sthma (t1, t2) h tuqaÐa metablht  log(St2)−log(St1) akoloujeÐ thn Kanonik 

katanom  me mèso µ(t2 − t1) kai diaspor� σ2(t2 − t1).

• Oi Kanonikèc tuqaÐec metablhtèc pou antistoiqoÔn se xèna diast mata qrìnou eÐnai

anex�rthtec.

Sugkekrimèna h logSt eÐnai mia kÐnhsh Brown me t�sh(drift).

ShmeÐwsh 1 H kÐnhsh Brown eÐnai o jemèlioc lÐjoc twn suneq¸n montèlwn. H stoqastik 

aut  diadikasÐa paÐzei polÔ shmantikì rìlo sthn jewrÐa twn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸-
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sewn kai apoteleÐ ènan apì touc akrogwniaÐouc lÐjouc twn qrhmatooikonomik¸n majhmatik¸n,

ìso afor� ta montèla se suneq  qrìno.

H kÐnhsh Brown eÐnai mia stoqastik  diadikasÐa Bt h opoÐa paÐrnei timèc ston R kai èqei tic

akìloujec idiìthtec

(i) An t0 < t1 < · · · < tn tìte oi tuqaÐec metablhtèc Bt0 , Bt1 − Bt0 , . . . , Btn − Btn−1 eÐnai

anex�rthtec (anex�rthtec metabolèc)

(ii) An s, t ≥ 0, tìte Bt+s −Bs ∼ N(0, t)

(iii) Oi troqièc thc kÐnhshc Brown eÐnai suneqeÐc me pijanìthta 1, dhlad  h t → Bt eÐnai

suneq c sun�rthsh tou t, sqedìn bèbaia.

H kÐnhsh Brown an thn jewr soume san mia tuqaÐa sun�rthsh tou qrìnou, eÐnai èna par�-

deigma miac arket� pajologik c sun�rthshc.

• H kÐnhsh Brown eÐnai mia sun�rthsh h opoÐa eÐnai men suneq c wc proc t all� den eÐnai

diaforÐsimh wc proc t poujen�, sqedìn bebaÐwc.

• H metabol  thc kÐnhshc Brown sto di�sthma [0, t] eÐnai �peirh gia k�je t, sqedìn

bebaÐwc, en¸ antÐjeta h tetragwnik  metabol  thc sto di�sthma autì eÐnai peperasmènh

kai Ðsh me t.

Parat rhsh 8 H upìjesh thc Kanonikìthtac twn rkh den eÐnai aparaÐthth gia to sum-

pèrasma thc logarijmokanonik c katanom c. MporoÔme na upojèsoume ìti gia k�je n ≥ 1

up�rqoun n tuqaÐec metablhtèc {rnk, 1 ≤ k ≤ n}, ìpou n→∞ :

r11, 0, . . . , 0;

r21, r22, . . . , 0;

. . . , . . . , . . . , . . . ;

rn1, rn2, . . . , rnn;

. . . , . . . , . . . , . . . ;
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Upojètoume ìti se k�je gramm  oi tuqaÐec metablhtèc eÐnai anex�rthtec ìmwc autèc pou eÐnai

se diaforetikèc grammèc mporoÔn na eÐnai exarthmènec. EpÐshc jewroÔme Fnk kai fnk th

sun�rthsh katanom c kai th sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac thc t.m. rnk kai upojètoume

ìti ikanopoioÔn thn ex c idiìthta:Gia k�je η > 0,
∑n

i=1

∫
|x|>η x

2dFni → 0. An sumbolÐsoume

me Tn =
∑n

k=1 rnk kai

E(rnk) = ank, V (rnk) = σ2
nk <∞,

E(Tn) =
n∑
k=1

ank = µT, V (Tn) =
n∑
k=1

σ2
nk = σ2T,

tìte apì to Kentrikì Oriakì Je¸rhma Lindeberg-Feller èqoume ìti

Tn − E(Tn)√
V (Tn)

d→ Z

kaj¸c n→∞, ìpou h Z eÐnai mia tuqaÐa metablht  pou akoloujeÐ thn tupopoihmènh kanonik 

katanom  N(0, 1). Epomènwc, h Tn
d→ µT + σ

√
TZ kaj¸c n→∞, �ra h Tn sugklÐnei se mia

tuqaÐa metablht  pou akoloujeÐ thn N(µT, σ2T ). Sunep¸c,

ln
Sn
S0

=
n∑
k=1

rnk
d→ µT + σ

√
TZ ⇒ Sn = S0e

∑n
k=1 rnk

d→ eµT+σ
√
TZ

kaj¸c n→∞,ìpou Z tuqaÐa metablht  pou akoloujeÐ thn tupopoihmènh kanonik  katanom 

N(0, 1).

H logarijmokanonik  upìjesh ja mac odhg sei se èna tÔpo gia thn paroÔsa axÐa tou pa-

rag¸gou all� eÐnai shmantikì na jumìmaste ìti o tÔpoc autìc den eÐnai kalÔteroc apì to

diwnumikì upìdeigma sto opoÐo basÐzetai. O tÔpoc autìc den sumfwneÐ apìluta me autì pou

ja èbriske k�poioc sthn agor�, o kÔrioc lìgoc eÐnai ìti to logarijmokanonikì montèlo den

eÐnai to tèleio montèlo gia thn pragmatik  agor�. PolÔ doulei� èqei gÐnei me skopì thn bel-

tiws  tou, gia par�deigma upojètontac ìti h metablhtìthta eÐnai tuqaÐa kai ìqi stajer  wc

proc ton qrìno.

Sthn pragmatikìthta, kanènac den pisteÔei ìti h logarijmokanonik  upìjesh eÐnai kuriolekti-

k� swst . EÐnai ìmwc mia bolik  prosèggish, h opoÐa (a) emperièqei to gegonìc ìti oi timèc
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den gÐnontai arnhtikèc, (b) genik� den eÐnai tìso makri� apì aut� pou parathroÔntai kai (g)

odhgeÐ se èna aplì tÔpo timolìghshc kai antist�jmishc.

Isqurizìmaste ìti h logarijmokanonik  dunamik  mporeÐ na proseggisteÐ diair¸ntac to qrìno

se poll� diast mata kai rÐqnontac èna nìmisma gia na prosdiorÐsoume thn epistrofh se k�je

di�sthma.

To nìmisma mporeÐ na eÐnai dÐkaio   merolhptikì. Gia aplìthta ja upojèsoume ìti eÐnai

dÐkaio. Gia thn prosomoÐwsh miac logarijmokanonik c anèlixhc me anamenìmenh epistrof  µ

kai metablhtìthta σ h epistrof  prèpei na eÐnaiµh+ σ
√
h, an èrjei kef�li (pijanìthta 1/2)

µh− σ
√
h, an èrjei gr�mmata (pijanìthta 1/2)

Me �lla lìgia, dojèntoc h jèloume na broÔme to diwnumikì dèndro me

Sutk = Stk−1
eµh+σ

√
h,

Sdtk = Stk−1
eµh−σ

√
h

me Ðsh pijanìthta pragmatopoÐhshc k�je kl�dou (p = 1/2).

'Estw k�poioc qrìnoc t kai gia aplìthta upojètoume ìti eÐnai pollapl�sio tou h, dhlad 

t = nh. Ft�nontac ston qrìno autì an èqoume j forèc kefal  kai n − j forèc gr�mmata,

tìte h tim  tou prwtogenoÔc proðìntoc eÐnai

S0 exp[nµh+ jσ
√
h− (n− j)σ

√
h] = S0exp[µt+ (2j − n)σ

√
h].

Ja prèpei t¸ra na mporoÔme na katano soume thn sun�rthsh katanom c pijanìthtac (a-

sumptwtik� kaj¸c h → 0), efìson mporoÔme na katano soume ta apotelèsmata thc rÐyhc

nomÐsmatoc pollèc forèc. Apo to Kentrikì Oriakì je¸rhma gnwrÐzoume ìti h katanom  gia

to nìmisma proseggÐzei thn kanonik  katanom  ìtan n→∞.

Gia na to melet soume pio posotik� eÐnai qr simo na qrhsimopoi soume pijanojewrhtikì sum-

bolismì. AnagnwrÐzontac ìti h j eÐnai mia tuqaÐa metablht  ja thn sumbolÐsoume me Xn:

Xn = to pl joc twn kefal¸n kat� tic n rÐyeic enìc dÐkaiou nomÐsmatoc.
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Efìson Xn eÐnai to �jroisma n anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n(mia gia k�je rÐyh) pou

akoloujoÔn thn Bernoulli me pijanìthta p, mporoÔme eÔkola na doÔme ìti

E[Xn] = n/2, V (Xn) = n/4

To Kentrikì Oriakì je¸rhma mac dÐnei ìti h 1
n
Xn sugklÐnei se mia Kanonik  tuqaÐa metablht 

me mèso 1
2
kai diaspor� 1

4n
. EÐnai eÔkola t¸ra apì autì na doÔme ìti h

2Xn − n√
n

sugklÐnei se mia Kanonik  me mèsh tim  0 kai diaspor� 1. Efìson ìmwc
√
h =

√
t/
√
n, o

tÔpoc gia thn telik  tim  tou prwtogenoÔc proðìntoc mporeÐ na grafeÐ wc

St = S0 exp[µt+ σ
√
t
2Xn − n√

n
].

Epomènwc, asumptwtik� h→ 0 kaj¸c n→∞ me t = nh stajerì,

St = S0 exp[µt+ σ
√
tZ],

ìpou Z eÐnai mia tuqaÐa metablht  me mèsh tim  0 kai diaspor� 1. Eidikìtera, logSt − logS0

eÐnai mia Kanonik  tuqaÐa metablht  me mèsh tim  µt kai diaspor� σ2t, ìpwc perimèname.

O isqurismìc gia thn logarijmokanonik  dunamik  mac lèei epÐshc ìti logSt2−logSt1 akoloujeÐ

Kanonik  katanom  me mèsh tim  µ(t2 − t1) kai diaspor� σ2(t2 − t1) gia ìla ta t1 < t2. H

epibebaÐwsh autoÔ eÐnai ìmoia me autì pou k�name parap�nw.

Parat rhsh 9 ParathroÔme ìti stouc upologismoÔc mac qrhsimoipoi same mìno thn mèsh

tim  kai thn diaspor� gia thnXn, efìson basist kame sto Kentrikì Oriakì Je¸rhma. O sug-

kekrimènoc trìpoc pou epilèxame to dèndro (dhlad  me Sutk = Stk−1
eµh+σ

√
h, Sdtk = Stk−1

eµh−σ
√
h

kai me pijanìthta na sumbeÐ h k�je perÐptwsh 1/2) den eÐnai o mìnoc. 'Enac pio genikìc trì-

poc eÐnai na p�roume Sutk = Stk−1
u me pijanìthta p kai Sdtk = Stk−1

d me pijanìthta 1 − p kai

epilègontac oi treÐc stajerèc u, d, p na ikanopoioÔn dÔo periorismoÔc pou na sundèontai me thn

mèsh tim  kai thn diaspor�.



KEF�ALAIO 4. S�UGKLISH STO MONT�ELO BLACK-SCHOLES 54

Sta prohgoÔmena antistoiqÐsame pijanìthta 1/2 sto diwnumikì dèndro kaj¸c jèlame na ka-

tano soume to logarijmokanonikì montèlo wc to ìrio thc diadikasÐac rÐyhc enìc nomÐsmatoc.

'Estw t¸ra èna diwnumikì dèndro, gia k�poio sugkekrimèno h kont� sto mhdèn. Ja to qrhsi-

mopoi soume gia na timolog soume par�gwga.

GnwrÐzoume ìti o tÔpoc gia thn timolìghsh enìc parag¸gou me apìdosh X = f(ST ) sto

qrìno wrÐmanshc T eÐnai

V0 = e−rTEq[X] = e−rTEq[f(ST )]

ìpou to Eq sumbolÐzei thn anamenìmenh tim  wc proc to adi�foro mètro kindÔnou. Qrhsimo-

poi¸ntac to adi�foro mètro kindÔnou to nìmisma mac den eÐnai plèon dÐkaio. Antijètwc, eÐnai

merolhptikì me pijanìthta na èrjei kefal  (h metoq  anebaÐnei) q kai me pijanìthta na èrjoun

gr�mmata (h metoq  na pèsei) 1− q, ìpou

q =
erh − d
u− d

=
erh − eµh−σ

√
h

eµh+σ
√
h − eµh−σ

√
h
.

Qrhsimopoi¸ntac to an�ptugma Taylor ex = 1 + x+ x2

2!
+ . . . mporoÔme na diapist¸soume ìti

q =
1

2

(
1−
√
h
µ− r + 1

2
σ2

σ

)
+ ìroi dun�mewn tou h.

dhlad  sthn pragmatikìthta h tim  tou q einai kont� sto 1/2 ìtan h eÐnai mikrì. EpÐshc, apì

thn parap�nw sqèsh èqoume

q(1− q) =
1

4
+ ìroi dun�mewn tou h.

Stìqoc mac t¸ra eÐnai na broÔme thn katanom  gia tic telikèc timèc tou ST ìtan qrhsimopoioÔme

to q−merolhptikì nìmisma kai sth sunèqeia ja broÔme thn anamenìmenh tim  tou X = f(ST )

wc proc aut  thn katanom . MporoÔme p�li na qrhsimopoi soume an�loga epiqeir mata me

aut� pou qrhsimopoi same parap�nw:

ìpwc prin sumbolÐzoume me Xn to pl joc twn kefal¸n kai èqoume

St = S0 exp[µt+ σ
√
t
2Xn − n√

n
].
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All� t¸ra to Xn eÐnai �jroisma anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n me mèsh tim  q kai diaspor�

q(1− q), ètsi h Xn èqei mèsh tim  nq kai diaspor� nq(1− q). Epomènwc,

E[
2Xn − n√

n
] = (2q − 1)

√
n ≈ −

√
t

(
µ− r + 1

2
σ2

σ

)
kai

V [
2Xn − n√

n
] ≈ 1.

Apì to Kentrikì Oriakì Je¸rhma èqoume ìti aut  h tuqaÐa metablht  ja sugklÐnei se mia t.m.

pou ja akoloujeÐ Kanonik  katanom  me mèsh tim  kai diaspor� sÔmfwna me touc parap�nw

upologismoÔc. Dhlad , kaj¸c to h→ 0, ìtan qrhsimopoioÔme to merolhptikì nìmisma me to

adi�foro kindÔnou mètro,

St = S0 exp[µt+ σ
√
tZ ′].

ìpou Z ′ eÐnai mia tuqaÐa metablht  pou akoloujeÐ Kanonik  katanom  me mèsh tim 
√
t
(
r−µ− 1

2
σ2

σ

)
kai diaspor� 1. IsodÔnama, an Z ′ = Z +

√
t
(
r−µ− 1

2
σ2

σ

)
,

St = S0 exp[(r − 1

2
σ2)t+ σ

√
tZ],

ìpou Z akoloujeÐ thn Kanonik  katanom  me mèsh tim  0 kai diaspor� 1. ParathroÔme ìti h

katanom  tou St exart�tai apì ta σ kai r all� ìqi apì to µ.

H tim  tou dikai¸matoc eÐnai e−rT forèc thn anamenìmenh tim  thc apìdoshc tou wc proc thn

antÐstoiqh katanom  pijanìthtac. Qrhsimopoi¸ntac thn sun�rthsh katanom c thc Kanonik c

gia thn ektÐmhsh thc anamenìmenhc tim c, èqoume

V0 = e−rTE[X] = e−rTE[f(ST )] = e−rTE[f(S0e
Y )]

ìpou Y eÐnai mia tuqaÐa metablht  pou akoloujeÐ thn Kanonik  katanom  me mèsh tim (
r − 1

2
σ2
)
T kai diaspor� σ2T   isodÔnama

V0 = e−rT
∫ ∞
−∞

f(S0e
y)

1

σ
√

2πT
exp[
−(y − [r − σ2/2]T )2

2σ2T
]dy

Aut  h sqèsh eÐnai h gnwst  sqèsh Black Scholes.
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Parat rhsh 10 H St sugklÐnei kat� nìmo sthn tuqaÐa metablht  S0e
Y . Autì eÐnai iso-

dÔnamo me

lim
n→∞

E[f(St)] = E[f(S0e
Y )], gia k�je suneq  kai fragmènh f : R→ R

'Ara h sqèsh Black Scholes pou anafèroume parap�nw eÐnai swst  gia par�gwga pou èqoun

fragmènh apìdosh f , ìmwc ja prèpei na diereun soume thn perÐptwsh twn mh fragmènwn

parag ģwn. Mac arkeÐ na apodeÐxoume thn isq  thc sqèshc gia sunart seic thc morf c

f(x) ≤ C(1 + xm), C,m > 0.

Pr�gmati, an jèsoume g(x) = min{f(x), L} me L jetik  stajer�, tìte h g eÐnai suneq c kai

fragmènh apì to L �ra apì thn kat� nìmo sÔgklish èqoume

lim
n→∞

E[g(St)] = E[g(S0e
Y )] gia k�je tuqaÐa stajer� L.

Sunep¸c, gia L→∞ èqoume limn→∞E[f(St)] = E[f(S0e
Y )], dhlad  h sqèsh Black Scholes

isqÔei gia par�gwga aut c thc morf c. 'Ena tètoio par�deigma eÐnai to dikaÐwma agor�c

f(x) = (x−K)+ < x.

Gia t¸ra ja upojèsoume arketì na doulèyoume proc ta pÐsw sto diwnumikì dèndro pou èqoume

gia mia sugkerimènh mikr  tim  h.

K�nontac mia epan�lhyh sto ti èqoume brei parap�nw èqoume ìti dojeÐshc miac logarijmoka-

nonik c anèlixhc tim¸n enìc prwtogenoÔc proðìntoc me epistrof  µ kai metablhtìthta σ kai

dojèntoc enìc h, to dèndro ja prèpei na kataskeuasteÐ ètsi ¸ste Sut = uSt−1, S
d
t = dSt−1 me

u = eµh+σ
√
h, d = eµh−σ

√
h

Aut� kajorÐzoun to mètro adi�foro kindÔnou q apì ton tÔpo pou dìjhke parap�nw. Dou-

leÔontac proc ta pÐsw kat� m koc tou diwnumikoÔ dèndrou katal goume isodÔnama sthn pro-

exoflhmènh anamenìmenh tim  f(ST ) wc proc to adi�foro kindÔnou mètro. H eÔresh thc

proexoflhmènhc anamenìmenhc tim c tou X = f(ST ) wc proc to antÐstoiqo mètro adi�foro

kindÔnou eÐnai isodÔnamh diadikasÐa me to na doulèyoume proc ta pÐsw sto diwnumikì dèndro.
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'Opwc parathr same parap�nw h katanom  tou St pou antistoiqeÐ sto mètro adi�foro kindÔnou

exart�tai apì th σ (thn metablhtìthta tou prwtogenoÔc proðìntoc) kai to r (epitìkio) all�

ìqi apì to µ. Epomènwc, gia na timolog soume par�gwga den qreiazìmaste thn tim  tou µ.

Pio sugkekrimèna,an èqoume gia par�deigma dÔo logarijmokanonik� montèla gia to prwtogenèc

proðìn me diaforetik� µ all� Ðdia σ, tìte sto ìrio h → 0 den ja d¸soun diaforetikèc timèc

gia to par�gwgo. 'Ara mporoÔme na epilèxoume to µ me ìpoio trìpo epijumoÔme, den uparqei

lìgoc na apait soume na èqei thn pragmatik  anamenìmenh tim  epistrof c.

Oi pio sun jeic epilogèc eÐnai

1. to µ na èqei thn anamenìmenh tim  thc epistrof c  

2. to µ na eÐnai tètoio ¸ste µ− r + 1
2
σ2 = 0 dhlad  µ = r − 1

2
σ2.

H teleutaÐa epilog  èqei to pleonèkthma ìti h tim  tou q gÐnetai akìma pio kontin  sto 1/2.

'Iswc faÐnetai perÐergo pwc h axÐa enìc parag¸gou den exart�tai apì to µ all� mia diaisjhtik 

ex ghsh pou mporoÔme na d¸soume eÐnai ìti èqontac thn upìjesh thc mh epithdeiìthtac, h tim 

tou den ja prèpei na exart�tai apì thn anodik    kajodik  t�sh tou prwtogenoÔc proðìntoc,

k�ti to opoÐo mac dÐnetai kurÐwc apì to µ. Mia mh diaisjhtik  ex ghsh mporeÐ na dwjeÐ

parathr¸ntac to ex c:

JewroÔme thn eidik  perÐptwsh ìpou f(s) = s, dhlad  an h apìdosh eÐnai apl� h axÐa tou

prwtogenoÔc proðìntoc ston qrìno wrÐmanshc, tìte h axÐa tou parag¸gou sto qrìno mhdèn

eÐnai S0. Ac doÔme t¸ra thn an�lush me b�sh to suneqèc diwnumikì montèlo. H axÐa tou

parag¸gou eÐnai

e−rTE[S0e
Y ]

ìpou Y eÐnai mia tuqaÐa metablht  pou akoloujeÐ thn Kanonik  katanom  me mèsh tim  rT −
1
2
σ2T kai diaspor� σ2T .

Oi dÔo trìpoi upologismoÔ mac dÐnoun to Ðdio apotèlesma mìno an h Y eÐnai tètoia ¸ste

e−rTE[eY ] = 1.

EÐnai ìmwc oi posothtec autèc Ðsec ; H ap�nthsh eÐnai nai.

An deqjoÔme thn Ôparxh tou tÔpou timolìghshc V0 = e−rTE[f(S0e
Y )], me Y Kanonik  tuqaÐa
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metablht  me diaspor� σ2T , tìte h epibebaÐwsh thc sunj khc isìthtac twn tim¸n anagk�zei

thn mèsh tim  thc Y na eÐnai rT − 1
2
σ2T .

Mènei loipìn na diapist¸soume ton isqurismì autì, o opoÐoc èpetai apì to epìmeno L mma:

L mma 6 An Y eÐnai mia tuqaÐa metablht  pou akoloujeÐ Kanonik  katanom  me mèsh tim 

m kai tupik  apìklish s, tìte

E[eY ] = em+ 1
2
s2

Apìdeixh. Wc gnwstìn

E[eY ] =
1

s
√

2π

∫ ∞
−∞

eye−
(y−m)2

2s2 dy.

Sumplhr¸nontac to tetr�gwno

y − (y −m)2

2s2
= m+

1

2
s2 − (y − [m+ s2])2

2s2
.

Epomènwc, h anamenìmenh tim  thc eY eÐnai

em+ 1
2
s2 1

s
√

2π

∫ ∞
−∞

exp[
−[y − [m+ s2]])2

2s2
]dy

K�nontac allag  metablht¸n u = (y − [m+ s2])/s gÐnetai

em+ 1
2
s2 1√

2π

∫ ∞
−∞

exp−u
2/2du = em+ 1

2
s2 .

Sunep¸c, an h Y èqei diaspor� σ2T , tìte apì to L mma ja prèpei E[eY ] = em+ 1
2
σ2T kai apì

thn sunj kh isìthtac twn tim¸n h mèsh tim  thc Y ja eÐnai m = rT − 1
2
σ2T . 'Ara, h tim  tou

parag¸gou den exart�tai apì to µ.

4.2 Efarmogèc tou tÔpou Black-Scholes

Sthn enìthta aut  ja qrhsimopoi soume ton tÔpo Black-Scholes me skopì na timolog soume

èna Eurwpaðkì dikaÐwma agor�c kai p¸lhshc. 'Opwc  dh èqoume anafèrei h axÐa sto qrìno t

enìc EurwpaðkoÔ dikai¸matoc me apìdosh f(ST ) eÐnai

Vt = e−r(T−t)Eq[f(ST )]
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ìpou q eÐnai to �neu kindÔnou mètro pijanìthtac. Sto logarijmokanonikì montèlo ìpwc

apodeÐxame sthn prohgoÔmenh par�grafo h katanom  tou prwtogenoÔc proðìntoc mporeÐ na

prosdioristeÐ apì thn idiìthta

ST = St exp[(r − 1

2
σ2)(T − t) + σ

√
T − tZ]

ìpou h tuqaÐa metablht  Z akoloujeÐ Kanonik  katanom  me mèsh tim  0 kai diaspor� 1.

IsodÔnama h log[ST/St] akoloujeÐ Kanonik  katanom  me mèsh tim  (r − 1
2
σ2)(T − t) kai

diaspor� σ2(T − t).

H axÐa tou dikai¸matoc gia k�je apìdosh f mporeÐ na ektimhjeÐ me arijmhtik  olokl rwsh.

All� sthn perÐptwsh twn dikaiwm�twn agor�c kai p¸lhshc mporoÔme na ex�goume akribeÐc

ekfr�seic wc proc thn sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac thc tupik c Kanonik c katanom c

N(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u

2/2du.

'Estw

• c[S0, T ;K] h axÐa sto qrìno 0 enìc EurwpaðkoÔ diakai¸matoc agor�c me tim  ex�skhshc

K, qrìno l xhc T kai arqik  tim  tou prwtogenoÔc proðìntoc S0.

• p[S0, T ;K] h axÐa sto qrìno 0 enìc EurwpaðkoÔ diakai¸matoc p¸lhshc me tim  ex�skh-

shc K, qrìno l xhc T kai arqik  tim  tou prwtogenoÔc proðìntoc S0.

L mma 7 'Estw X mia tuqaÐa metablht  pou akoloujeÐ Kanonik  katanom  me mèsh tim 

µ kai diaspor� σ2. Tìte gia k�je pragmatikì arijmì a kai k,

E[eaX |X ≥ k] = eaµ+
1
2
α2σ2

N(d)

me d = −k+µ+aσ2

σ
.

Apìdeixh. To aristerì mèloc thc sqèshc eÐnai ex' orismoÔ

E[eaX |X ≥ k] =
1

σ
√

2π

∫ ∞
k

eax exp [
−(x− µ)2

2σ2
]dx.
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Sumplhr¸nontac to tetr�gwno

ax− (x− µ)2

2σ2
= aµ+

1

2
a2σ2 − [x− (µ+ aσ2)]2

2σ2
.

Epomènwc,

E[eaX |X ≥ k] = eaµ+
1
2
a2σ2 1

σ
√

2π

∫ ∞
k

exp [
−[x− (µ+ aσ2)]2

2σ2
]dx.

An jèsoume u = [x− (µ+ aσ2)]/σ kai κ = [k − (µ+ aσ2)]/σ èqoume

eaµ+
1
2
a2σ2 1

σ
√

2π

∫ ∞
κ

e−u
2/2du = eaµ+

1
2
a2σ2

[1−N(κ)]

= eaµ+
1
2
a2σ2

N(d)

ìpou d = −κ = (−k + µ+ aσ2)/σ.

Ja efarmìsoume t¸ra to L mma gia na timolog soume to Eurwpaðkì dikaÐwma agor�c. Jè-

loume na upologÐsoume

e−rT
∫ ∞
−∞

(S0e
x −K)+

1

σ
√

2πT
exp[
−(x− [r − σ2/2]T )2

2σ2T
]dx.

To olokl rwma eÐnai mh mhdenikì ìtan S0e
x > K, dhlad  ìtan x > log(K/S0). Efarmìzontac

to L mma me a = 1 kai k = log(K/S0) ìpwc parap�nw, èqoume

e−rT
∫ −∞
k

S0e
x 1

σ
√

2πT
exp
−(x− [r − σ2/2]T )2

2σ2T
dx = S0N(d1)

Efarmìzontac to L mma xan� gia a = 0 ìpwc parap�nw, èqoume

e−rT
∫ ∞
k

K
1

σ
√

2πT
exp
−(x− [r − σ2/2]T )2

2σ2T
dx = Ke−rTN(d2)

Apì ta dÔo aut� apotelèsmata katal goume sth sqèsh

c[S0, T ;K] = S0N(d1)−Ke−rTN(d2),

ìpou d1 = 1
σ
√
T

[log(S0/K) + (r+ 1
2
σ2)T ] kai d2 = 1

σ
√
T

[log(S0/K) + (r− 1
2
σ2)T ] = d1 − σ

√
T

Ja efarmìsoume t¸ra to L mma gia na timolog soume to Eurwpaðkì dikaÐwma p¸lhshc. Jè-

loume na upologÐsoume

e−rT
∫ ∞
−∞

(K − S0e
x)+

1

σ
√

2πT
exp[
−(x− [r − σ2/2]T )2

2σ2T
]dx.
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To olokl rwma eÐnai mh mhdenikì ìtan S0e
x < K, dhlad  ìtan x < log(K/S0). Efarmìzontac

to L mma me a = 1 kai k = log(K/S0) èqoume

e−rT
∫ k

∞
S0e

x 1

σ
√

2πT
exp
−(x− [r − σ2/2]T )2

2σ2T
dx = S0(1−N(d1)) = S0N(−d1)

Efarmìzontac to L mma xan� gia a = 0 èqoume

e−rT
∫ k

−∞
K

1

σ
√

2πT
exp
−(x− [r − σ2/2]T )2

2σ2T
dx = Ke−rT (1−N(d2)) = Ke−rTN(−d2)

Apì ta dÔo aut� apotelèsmata katal goume sth sqèsh

c[S0, T ;K] = Ke−rTN(−d2)− S0N(−d1),

ìpou d1, d2 ìpwc prohgoumènoc.

Gia dikai¸mata me qrìno wrÐmanshc T kai tim  ex�skhshc K, h axÐa se k�poio qrìno t eÐnai

an�loga c[St, T − t;K] gia èna dikaÐwma agor�c kai p[St, T − t;K] gia èna dikaÐwma p¸lhshc.



Par�rthma Aþ

Basikèc 'Ennoiec JewrÐac

Pijanot twn

Aþ.1 BasikoÐ orismoÐ

Gia na orÐsoume majhmatik� thn ènnoia tou gegonìtoc   thc sullog c gegonìtwn, ja prèpei

na eis�goume thn ènnoia thc s- �lgebrac.

Orismìc 5 'Estw Ω k�poio sÔnolo. Mia s-�lgebra F ep�nw sto sÔnolo Ω eÐnai mÐa oikogè-

neia uposunìlwn tou Ω me tic parak�tw idiìthtec:

(i) ∅,Ω ∈ F

(ii) A ∈ F ⇒ Ac ≡ Ω\A ∈ F

(iii) {Ai}∞i=1 ⊂ F ⇒ ∪∞i=1Ai ∈ F

Apì ton orismì èqoume thn parak�tw �mesh idiìthta

{Ai}∞i=1 ⊂ F ⇒ ∩∞i=1Ai = (∪∞i=1Ai)
c ∈ F

Oi s-�lgebrec sun jwc qrhsimopoioÔntai gia na perigr�youn domèc plhroforÐac. Ta stoiqeÐa

tou sunìlou Ω mporoÔn na jewrhjoÔn san oi pijanèc katast�seic tou kìsmou   ta pijan�

apotelèsmata enìc peir�matoc. Mia s- �lgebra, h opoÐa ex' orismoÔ eÐnai èna sÔnolo uposu-

nìlwn tou Ω, eÐnai kat� k�poio trìpo to sÔnolo ìlwn twn pijan¸n erwt sewn pou mporeÐ

62
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k�poioc na jèsei gia to peÐrama autì   thn kat�stash tou kìsmou. Ta uposÔnola tou Ω ja

anafèrontai wc gegonìta.

Prìtash 12 'Estw D mia oikogèneia uposunìlwn tou Ω, tìte up�rqei monadik  el�qisth

s-�lgebra pou thn perièqei. H s-�lgebra aut  sun jwc sumbolÐzetai me σ(D).

'An o Ω eÐnai to sÔnolo R kai U h oikogèneia twn anoiqt¸n uposunìlwn tou, tìte to sÔnolo

σ(U) sumbolÐzetai me B(R) kai ta stoiqeÐa tou kaloÔntai sÔnola Borel tou R. Prìkeitai

dhlad  gia thn el�qisth s-�lgebra pou perièqei ta anoiqt� sÔnola, apodeiknÔetai ìti perièqei

kai ìla ta kleist� sÔnola kai ìla ta diast mata tou R. EÐnai axioshmeÐwto to gegonìc

ìti B(R) 6= P(R), dhlad  up�rqoun uposÔnola tou R pou den eÐnai sÔnola Borel, dhlad 

den mporoÔn na paraqjoÔn apì ta anoiqt� sÔnola (  p.q. ta diast mata) mèsw arijm simwn

tom¸n, en¸sewn kai sumplhrwm�twn. O orismìc twn Borel sunìlwn genikeÔetai me profan 

trìpo kai ston Rn kai genikìtera se k�je metrikì q¸ro.

Orismìc 6 'Estw èna sÔnolo Ω kai mia s-�lgebra F pou apoteleÐtai apì uposÔnola tou Ω.

To zeÔgoc (Ω,F) kaleÐtai metr simoc q¸roc.

Par�deigma 4 Ac jewr soume to sÔnolo Ω = {1, 2, 3} kai thn s- �lgebra F = {Ω, ∅, {2}, {1, 3}}.

To zeÔgoc (Ω,F) eÐnai metr simoc q¸roc.

Qreiazìmaste se autì to shmeÐo sunart seic pou na mac apantoÔn sto er¸thma tou kat� pìso

eÐnai k�ti pijanì na sumbeÐ. Autèc oi sunart seic ja onom�zontai mètra pijanìthtac.

Orismìc 7 'Ena mètro pijanìthtac P ep�nw se èna metr simo q¸ro (Ω,F) eÐnai mia apei-

kìnish P : F → [0, 1] me tic idiìthtec

(i) P (∅) = 0, P (Ω) = 1

(ii) An {Ai}∞i=1 ⊂ F akoloujÐa xènwn an� dÔo sunìlwn, tìte

P (∪∞i=1Ai) =
∞∑
i=1

P (Ai)

H tri�da t¸ra (Ω,F , P ) kaleÐtai q¸roc pijanìthtac.
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Prìtash 13 'Estw dÔo uposÔnola A,B enìc sunìlou Ω kai F mia s-�lgebra pou perièqei

to A. MporoÔme na orÐsoume thn apeikìnish A → P (A|B) = P (A∩B)
P (B)

, h opoÐa eÐnai èna nèo

mètro pijanìthtac sto F , to opoÐo onom�zetai upì sunj kh mètro pijanìthtac.

Apìdeixh. MporoÔme eÔkola na apodeÐxoume ìti h nèa aut  apeikìnish eÐnai mètro pijanì-

thtac. Pr�gmati, an jèsoume Q(A) = P (A|B) gia dedomèno B èqoume

Q(∅) =
P (∅ ∩B)

P (B)
= 0, Q(Ω) =

P (Ω ∩B)

P (B)
=
P (B)

P (B)
= 1

kai èstw {Ai}∞i=1 ⊂ Ω xèna an� dÔo, tìte kai {Ai ∩B}∞i=1 ja eÐnai xèna an� dÔo

Q(∪∞i=1Ai) = P (∪∞i=1Ai|B) =
P ((∪∞i=1Ai) ∩B)

P (B)
=
P (∪∞i=1(Ai ∩B))

P (B)
=

∞∑
i=n

P (Ai ∩B)

P (B)
=
∞∑
i=n

Q(Ai)

Mia polÔ shmantik  ènnoia eÐnai aut  tou metr simou sunìlou. H ènnoia aut  orÐzetai p�ntote

wc proc mia sugkekrimènh s-�lgebra. Ta uposÔnola A tou Ω pou an koun sth s-algebra F

apokaloÔntai F−metr sima. 'Opwc eÐnai profanèc to ìti èna sÔnolo eÐnai metr simo wc proc

mia s-�lgebra den sunep�getai ìti eÐnai metr simo kai wc proc opoiad pote �llh.

Orismìc 8 'Estw Ω èna sÔnolo kai F mia s-�lgebra orismènh p�nw sto Ω. H sun�rthsh

X : Ω→ Rn apokaleÐtai F−metr simh an

X−1(U) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ U} ∈ F

gia k�je anoiqtì sÔnolo U ⊂ Rn

Me �lla lìgia lème ìti mia sun�rthsh X eÐnai F−metr simh an h antÐstrofh eikìna mèsw thc

X enìc anoiqtoÔ uposunìlou tou Rn an kei sthn s-�lgebra F .

Orismìc 9 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanot twn kai X : Ω → Rn mia sun�rthsh. An

h X eÐnai F−metr simh, tìte ja lème ìti eÐnai tuqaÐa metablht .

Mia tuqaÐa metablht  eÐnai ex' orismoÔ metr simh wc proc thn s-�lgebra F . 'Omwc, kat�

kanìna ja up�rqoun kai mikrìterec s-�lgebrec gia tic opoÐec h X eÐnai epÐshc metr simh.
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Orismìc 10 'Estw (Ω,F , P ) ènac q¸roc pijanot twn kai mia tuqaÐa metablht  X. Ja

lème ìti h σ(X) eÐnai h s-�lgebra pou par�getai apì thn X, an eÐnai h mikrìterh s-�lgebra

gia thn opoÐa h tuqaÐa metablht  X eÐnai metr simh.

EÐnai eÔkolo na parathr soume ìti h s-�lgebra aut  ja eÐnai σ(X) = {X−1(U) : U ⊂ Rn} =

{X−1(U) : U ∈ B(R)}

Me �lla lìgia h σ(X) eÐnai h mikrìterh s-�lgebra pou perièqei thn plhroforÐa sqetik� me tic

timèc pou mporeÐ na p�rei h X. Epiplèon, an Xi, i ∈ I eÐnai mia oikogèneia t.m., sumbolÐzoume

me σ(Xi, i ∈ I) thn s-�lgebra

σ(Xi, i ∈ I) = σ (∪i∈Iσ(Xi))

h opoÐa eÐnai h el�qisth s-�lgebra ston Ω wc proc thn opoÐa ìlec oi Xi, i ∈ I eÐnai metr si-

mec. Ja d¸soume parak�tw kapoioÔc orismoÔc gia thn anexarthsÐa. Ja xekin soume me thn

anexarthsÐa gegonìtwn, met� me thn anexarthsÐa sullog¸n gegonìtwn dhlad  me s-�lgebrec

kai tèloc me thn anexarthsÐa tuqaÐwn metablht¸n.

Orismìc 11 'Estw {Ai}i∈I mia �peirh oikogèneia gegonìtwn. Ja lème ìti eÐnai anex�rthth

an gia k�je peperasmèno uposÔnolo J tou I isqÔei

P (∩j∈JAj) =
∏
j∈J

P (Aj)

'Estw t¸ra mia s-�lgebra F ep�nw se èna sÔnolo Ω.

Orismìc 12 Oi s-upo�lgebrec Fi, i ∈ I thc F onom�zontai anex�rthtec an gia k�je upo-

sÔnolo J tou I kai k�je sÔnolo Ai ∈ Fi èqoume

P (∩j∈JAj) =
∏
j∈J

P (Aj)

Me b�sh ton orismì twn anex�rthtwn algebr¸n mporoÔme na orÐsoume thn ènnoia twn ane-

x�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n.

Orismìc 13 'Estw Xi, i ∈ I tuqaÐec metablhtèc. Ja lème ìti eÐnai anex�rthtec an oi

s-�lgebrec pou par�gontai apì tic tuqaÐec metablhtèc eÐnai anex�rthtec.
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Aþ.2 Upì sunj kh mèsh tim 

H ènnoia thc upì sunj khc mèshc tim c eÐnai idiaÐtera qr simh sthn stoqastik  an�lush.

Orismìc 14 'Estw ènac q¸roc pijanot twn (Ω,F0, P ), mia s-�lgebra F ⊂ F0 kai mia

F0−metr simh tuqaÐa metablht  X gia thn opoÐa isqÔei E[|X|] < ∞. Tìte mporoÔme na

orÐsoume thn tuqaÐa metablht  Y := E[X|F ] me tic idiìthtec

(i) H Y eÐnai F−metr simh.

(ii)
∫
A
XdP =

∫
A
Y dP , gia k�je A ∈ F .

H tuqaÐa metablht  E[X|F ] onom�zetai desmeumènh mèsh tim  thc tuqaÐac metablht c Q

wc proc thn s-�lgebra F .

Diaisjhtik� mporoÔme na jewr soume thn F san thn <<plhroforÐa>> thn opoÐa èqoume sthn

di�jesh mac. Sthn perÐptwsh aut  h upì sunj kh mèsh tim  E[X|F ] eÐnai h kalÔterh ektÐmhsh

thc tuqaÐac metablht c X dedomènhc thc plhroforÐac pou èqoume sthn di�jesh mac.

H E[X|F ] up�rqei p�ntote kai eÐnai monadik  sqedìn gia k�je ω ∈ Ω (an up�rqoun dÔo t.m.

pou ikanopoioÔn ton orismì, tìte ja eÐnai Ðsec me pijanìthta 1).

An Y eÐnai mia tuqaÐa metablht  orismènh se èna q¸ro pijanìthtac kai σ(Y ) h s-�lgebra

pou par�getai apì thn Y , tìte h desmeumènh mèsh tim  E[X|σ(Y )] suqn� sumbolÐzetai me

E[X|Y ]. EÐnai gnwstì ìti ìtan oi X, Y eÐnai suneqeÐc t.m., h desmeumènh mèsh tim  E[X|Y ] =∫∞
−∞ xfX|Y (x|y)dx, an�loga sth perÐptwsh twn diakrit¸n t.m. E[X|Y ] =

∑
i xiP (X = xi|Y ).

Oi mèsec timèc autèc eÐnai sunart seic tou y, gia k�je tim  pou ja p�rei h Y = y èqoume

an�logh mèsh tim .

Merikèc forèc ja gr�foume E[X|Yi, i ∈ I] enno¸ntac thn E[X|σ(Yi, i ∈ I)] dhlad  thn mèsh

tim  thc X dedomènhc thc s-�lgebrac pou par�getai apì tic Yi, i ∈ I.

Idiìthtec Desmeumènhc mèshc tim c

'Estw ènac q¸roc pijanìthtac (Ω,F , P ), dÔo tuqaÐec metablhtèc X, Y me E[|X|], E[|Y |] <∞

kai D,D1,D2 upo�lgebrec thc F .
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(i) E[X|{∅,Ω}] = X.

H s-�lgebra {∅,Ω} den mac parèqei kamÐa plhroforÐa, to Ω ja pragmatopoihjeÐ sÐgoura en¸

to ∅ ìqi.

(ii) E[X|F ] = X, E[X|σ(X)] = X.

An gnwrÐzoume poi� apì ta endeqìmena thc F   thc σ(X) pragmatopoi jhkan, ousiastik�

gnwrÐzoume kai thn tim  pou ja p�rei h X kai epomènwc h anamenìmenh tim  ja eÐnai h Ðdia h

X.

(iii) An h X eÐnai D−metr simh kai E[|XY |] <∞, tìte E[XY |D] = XE[Y |D]

(iv) An D1 ⊂ D2, tìte E[E[X|D2]|D1] = E[E[X|D1]|D2] = E[X|D1].

Dhlad  an desmeÔsoume wc proc dÔo <<plhroforÐec >>, mia <<megalÔterh>> kai mia <<mikrìterh>>,

tìte eÐnai san na desmèuoume mìno wc proc thn mikrìterh. H idiìthta aut  eÐnai gnwst  wc

tower property.

Aþ.3 Basik� Jewr mata Pijanot twn

Je¸rhma 14 (Kentrikì Oriakì Je¸rhma) 'Estw {Xn, n ≥ 1} mia akoloujÐa isìno-

mwn kai anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n me mèsh tim  µ kai peperasmènh diaspor� σ2. An

sumbolÐsoume me Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn, tìte

Sn − nµ
σ
√
n
→ Z kata nìmo kaj¸c n→ +∞

ìpou Z eÐnai h tupopoihmènh Kanonik  katanom .

K�poiec forèc oiX1, . . . , Xn eÐnai anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc, pijan� thc Ðdiac katanom c,

all� oi katanomèc na exart¸ntai apì to n. Gia par�deigma h Diwnumik  B(n, pn) ìpou h

pijanìthta epituqÐac pn k�je dokim c all�zei kaj¸c to n megal¸nei. Gia thn epÐlush autoÔ

tou probl matoc qreiazìmaste mia genÐkeush tou KentrikoÔ OriakoÔ Jewr matoc ìpou oi

tuqaÐec metablhtèc den eÐnai isìnomec.
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Estw gia k�je n ≥ 1 up�rqoun kn tuqaÐec metablhtèc, {Xni, 1 ≤ i ≤ kn}, ìpou to kn → ∞

kaj¸c n→∞:

X11, X12, . . . , X1k1 ;

X21, X22, . . . , X2k2 ;

. . . , . . . , . . . , . . . ;

Xn1, Xn2, . . . , Xnkn ;

. . . , . . . , . . . , . . . ;

'Estw Fni kai fni h sun�rthsh katanom c kai puknìthtac pijanìthtac thc tuqaÐac metablht c

Xni.

Upojètoume ìti

E[Xni] = µni, V [Xni] = σ2
ni

E[
kn∑
i=1

Xni] =
kn∑
i=1

µni = µn, V [
kn∑
i=1

Xni] =
kn∑
i=1

σ2
ni = σ2

n

Je¸rhma 15 (Kentrikì Oriakì Je¸rhma Lindeberg-Feller) 'Estw σ2
ni < ∞ gia

k�je n kai i. Gia k�je Xni upojètoume ìti µni = 0 kai
∑kn

i=1 σ
2
ni = 1. Tìte ta epìmena eÐnai

isodÔnama:

(i) Gia k�je ε > 0, limn→∞max1≤i≤kn P (|Xni| > ε) = 0 kai h Tn sugklÐnei kat� nìmon se

mia tuqaÐa metablht  ZÑ(0, 1)

(ii) Gia k�je η > 0, èqoume
kn∑
i=1

∫
|x|>η

x2dFni → 0.

Aþ.4 Bèltistoc qrìnoc diakop c

Se aut  thn par�grafo ja asqolhjoÔme me thn eÔresh tou bèltistou qrìnou diakop c. Me

autì ennooÔme thn kalÔterh qronik  stigm  gia na stamat soume mia diadikasÐa sÔmfwna

me thn plhroforÐa pou èqoume mèqri ekeÐnh th stigm , dhlad  gia par�deigma an èqoume sthn
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katoq  mac èna Amerik�niko dikaÐwma na broÔme ton bèltisto qrìno ston opoÐo ja mporoÔsame

na exask soume to dikaÐwma.

'Estw X = {Xn}n≥0 mia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n orismènwn se èna q¸ro pijanìthtac

(Ω,F , P ) me filtr�risma {Fn}n≥0, dhlad  k�je Fn eÐnai s-�lgebra uposunìlwn tou Ω kai

F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ F . Upojètoume ìti to Xn eÐnai h apìdosh pou ja èqoume an h diadikasÐa

stamat sei sto qrìno n. EpÐshc, jewroÔme ìti h {Xn}n≥0 eÐnai prosarmosmènh sto filtr�-

risma {Fn}n≥0, dhlad  h Xn eÐnai Fn−metr simh. Tèloc, jewroÔme ìti h Fn antistoiqeÐ sthn

plhroforÐa pou èqoume mèqri thn qronik  stigm  n kai oi apof�seic mac ìson afor� ton

bèltisto qrìno diakop c sto qrìno n ja basistoÔn se aut  thn plhroforÐa.

Ja sumbolÐsoume me M to sÔnolo twn qrìnwn diakop c kai ja orÐsoume thn akìloujh oiko-

gèneia stoiqeÐwn tou M wc ex c:

MN
n = {τ ∈M : n ≤ τ ≤ N},

ìpou 0 ≤ n ≤ N . Gia eukolÐa jètoume MN = MN
0 kai Mn = M∞

n .

To prìblhma tou bèltistou qrìnou diakop c pou ja melet soume eÐnai h epÐlush tou probl -

matoc

V∗ = sup
τ∈M

E[Xτ ] (Aþ.4.1)

ParathroÔme ìti h (Aþ.4.1) perilamb�nei dÔo jèmata (a) na upologÐsoume thn axÐa tou V∗, (b)

na broÔme ton bèltisto qrìno diakop c τ∗ ston opoÐo epitugq�netai to supremum.

Gia na diapist¸soume thn Ôparxh thc E[Xτ ] sthn (Aþ.4.1) ja prèpei na jèsoume k�poiec

epiplèon sunj kec gia thn X kai ta τ . An h epìmenh sunj kh ikanopoieÐtai (me XN ≡ 0 ìtan

N =∞):

E

(
sup

n≤k≤N
|Xk|

)
<∞ (Aþ.4.2)

tìte E[Qτ ] eÐnai kal� orismènh gia ìla ta τ ∈MN
n .

Gia tic upooikogèneic MN
n twn qrìnwn diakop c pou orÐsame prohgoumènwc jètoume antÐstoi-

qec sunart seic axi¸n wc

V N
n = sup

τ∈MN
n

E[Xτ ], (Aþ.4.3)
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ìpou 0 ≤ n ≤ N . P�li gia eukolÐa jètoume V N = V N
0 kai Vn = V ∞n . OmoÐwc, jètoume

V = V ∞0 ìtan to supremum epitugq�netai panw se ol� ta τ tou M.

Gia na lÔsoume to prìblhma (Aþ.4.3) ìtan N <∞ me thn mèjodo thc proc ta pÐsw epagwg c

ja prèpei na eis�goume mia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n {SNn }0≤n≤N tètoia ¸ste gia k�je

n0 ∈ {0, 1, . . . , N} na isqÔei

SNn0
= sup

0≤t≤n0

E[Xt]

Shmei¸noume ìti h {SNn }0≤n≤N apoteleÐ mia stoqastik  lÔsh tou prob matoc mac. O bèltistoc

qrìnoc diakop c τNn eÐnai stajerìc kai eÐnai o mikrìteroc qrìnoc ston opoÐo h anamenìmenh

tim  thc X gÐnetai gia pr¸th for� mègisth, dhlad 

τNn = inf{n ≤ k ≤ N : SNk = Qk}, 0 ≤ n ≤ N

H mèjodoc thc proc ta pÐsw epagwg c eÐnai ousiastik� mia mèjodoc gia na prosdiorÐsoume

thn {SNn }0≤n≤N kai orÐzetai epagwgik� wc ex c:

SNn = XN , an n = N, (Aþ.4.4)

SNn = max(Xn, E[SNn+1|Fn]), an n = N − 1, . . . , 0 (Aþ.4.5)

To pr¸to mèroc tou epìmenou jewr matoc mac dÐnei ìti ta SNn kai τNn lÔnoun to prìblhma me

stoqastik  ènnoia. To deÔtero mèroc tou jewr matoc mac odhgeÐ se mia lÔsh tou arqikoÔ

mac probl matoc (Aþ.4.3). To trÐto mèroc mac dÐnei èna supermartingale qarakthrismì gia thn

lÔsh.

Je¸rhma 16 'Estw to prìblhma bèltistou qrìnou diakop c (Aþ.4.3) upì thn isqÔ thc sun-

j khc (Aþ.4.2). Tìte gia ìla ta 0 ≤ n ≤ N èqoume:

SNn ≥ E[Xτ |Fn], gia k�je τ ∈MN
n , (Aþ.4.6)

SNn = E[XτNn
|Fn]. (Aþ.4.7)

Epiplèon, an 0 ≤ n ≤ N dÐnetai kai eÐnai stajerì, tìte èqoume:

(i) O qrìnoc diakop c τNn eÐnai bèltistoc gia to (Aþ.4.3).
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(ii) An τ∗ eÐnai ènac bèltistoc qrìnoc diakop c thc (Aþ.4.3), tìte τNn ≤ τ∗ P − σ.β.

(iii) H akoloujÐa {SNk }n≤k≤N eÐnai to mikrìteromartingale to opoÐo kuriarqeÐ thn {Xk}n≤k≤N

(iv) H akoloujÐa {SNk∧τNn }n≤k≤N eÐnai martingale.

Apìdeixh. Ja apodeÐxoume epagwgik� th sqèsh:

SNn ≥ E[Xτ |Fn], ∀τ ∈MN
n . (Aþ.4.8)

Gia n = N epeid  MN
N = {N} arkeÐ na elègxoume an

SNN ≥ E[XN |FN ]

H {Xn}n≥0 eÐnai prosarmosmènh sto filtr�risma {Fn}n≥0 kai sunep¸c eÐnai FN−metr simh,

ètsi

E[XN |FN ] = XN

kai h sqèsh gÐnetai

SNN ≥ XN

gia thn opoÐa ikanopoieÐtai h isìthta ex' orismoÔ thc Sn. Upojètoume pwc h (Aþ.4.8) ikano-

poieÐtai gia n = N,N − 1, . . . , k kai ja deÐxoume ìti isqÔei gia n = k − 1. 'Estw τ ∈ MN
k−1

kai orÐzoume τ = τ ∨ k ≡ max(τ, k) me τ ∈ MN
k . Tìte mporoÔme na gr�youme thn Xτ gia

τ ∈MN
k−1 wc

Xτ = 1{τ=k−1}Xk−1 + 1{τ≥k}Xτ

kai sunep¸c to dexÐ mèloc thc sqèshc (Aþ.4.8) gÐnetai

E[Xτ |Fk−1] = E[1{τ=k−1}Xk−1|Fk−1] + E[1{τ≥k}Xτ |Fk−1]

ParathroÔme ìti h 1{τ=k−1} eÐnai Fk−1−metr simh afoÔ

{τ = k − 1} = ∩k−1i=0 {t ≤ i} ∈ Fk−1
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kai gia k�je i ∈ {0, 1, . . . , k − 1} isqÔei ìti {τ ≤ i} ∈ Fi ⊂ Fk−1. Epiplèon, h Xk−1 eÐnai

Fk−1−metr simh �ra h sun�rthsh 1{τ=k−1}Xk−1 ja eÐnai Fk−1−metr simh , �ra

E[Xτ |Fn] = 1{τ=k−1}Xk−1 + E[1{τ≥k}Xτ |Fk−1].

EpÐshc, h 1{τ≥k} eÐnai Fk−1−metr simh afoÔ to {τ ≥ k} = {τ < k}c ∈ Fk−1, �ra

E[Xτ |Fk−1] = 1{τ=k−1}Xk−1 + 1{τ≥k}E[Xτ |Fk−1].

EpÐshc, epeid  Fk−1 ⊂ Fk kai thn tower property ja isqÔei

E[Xτ |Fk−1] = E[E[Xτ |Fk]|Fk−1]

kai ètsi h sqèsh gÐnetai

E[Xτ |Fk−1] = 1{τ=k−1}Xk−1 + 1{τ≥k}E[E[Xτ |Fk]|Fk−1].

Apì ton orismì t¸ra thc SNn èqoume

SNn = max(Xn, E[SNn+1|Fn]) ≥ Xn

gia k�je n = 0, . . . , N − 1, epomènwc Xk−1 ≤ SNk−1. Epiplèon, apì thn epagwgik  upìjesh

gia n = N,N − 1, . . . , k isqÔei

SNk ≥ E[Xτ |Fk], ∀τ ∈MN
k

kai efìson τ ∈MN
k èpetai ìti SNk ≥ E[Xτ |Fk]. Sunep¸c,

E[Xτ |Fk−1] ≤ 1{τ=k−1}S
N
k−1 + 1{τ≥k}E[SNk |Fk−1]

Tèloc, apì ton orismì thc SNn ja isqÔei

SNk−1 = max(Xk−1, E[SNk |Fk−1]) ≥ E[SNk |Fk−1].

'Ara

E[Xτ |Fk] ≤ 1{τ=k−1}S
N
k−1 + 1{τ≥k}S

N
k−1 = SNk−1.
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Sunep¸c, apodeÐxame ton isqurismì

SNk−1 ≥ E[Xτ |Fk], ∀τ ∈MN
k−1.

Gia thn epìmenh sqèsh ja ergastoÔme p�li epagwgik� kai ja apodeÐxoume ìti isqÔei h sqèsh

SNn = E[XτNn
|Fn] (Aþ.4.9)

Gia n = N ja prèpei na deÐxoume ìti

SNN = E[XτNN
|FN ]

Epeid  ìmwc SNN = XN , èqoume

τNN = inf{N ≤ k ≤ N : SNk = Xk} = {N}

kai �ra

SNN = E[QτNN
|FN ] = E[XN |FN ] = XN ,

afoÔ h XN eÐnai FN−metr simh. Apì ton orismì thc SNn èqoume ìti h sqèsh aut  isqÔei.

Upojètoume t¸ra ìti isqÔei h (Aþ.4.9) gia n = N,N − 1, . . . , k kai ja deÐxoume ìti isqÔei gia

n = k − 1. 'Omoia me prin, ja sp�soume thn XτNk−1
¸ste

E[XτNk−1
|Fk−1] = E[1{τNk−1=k−1}

Xk−1|Fk−1] + E[1{τNk−1≥k}
XτNk−1

|Fk−1]

ParathroÔme ìti 1{τNk−1=k−1}
= 1{τ=k−1} pou èqoume deÐxei ìti eÐnai Fk−1−metr simh kai

1{τNk−1≥k}
= 1{τ≥k} gia τ ∈ MN

k−1, dhlad  eÐnai Fk−1−metr simh. An t¸ra efarmìsoume

thn tower property ja èqoume

E[XτNk−1
|Fk−1] = 1{τNk−1=k−1}

Xk−1 + 1{τNk−1≥k}
E[E[XτNk−1

|Fk]|Fk−1].

Apì thn epagwgik  upìjesh E[XτNk−1
|Fk−1] = SNk , �ra

E[XτNk−1
|Fk−1] = 1{τNk−1=k−1}

Xk−1 + 1{τNk−1≥k}
E[SNk |Fk−1]
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Epeid  ìmwc τNk−1 = inf{k − 1 ≤ t ≤ N : SNt = Xt} kai ètsi ìtan τNk−1 = k − 1 èpetai ìti

Xk−1 = SNk−1, �ra

E[XτNk−1
|Fk−1] = 1{τNk−1=k−1}

SNk−1 + 1{τNk−1≥k}
E[SNk |Fk−1].

P�li epeid  τNk−1 = inf{k − 1 ≤ t ≤ N : SNt = Xt} kai dedomènou ìti τNk−1 ≥ k èpetai ìti

SNk−1 6= Xk−1. Sunep¸c, ja prèpei SNk−1 = E[SNk |Fk−1], �ra

E[XτNk−1
|Fk−1] = 1{τNk−1=k−1}

SNk−1 + 1{τNk−1≥k}
SNk−1 = SNk−1

pou eÐnai to zhtoÔmeno.

Ja apodeÐxoume t¸ra to (i). 'Estw 0 ≤ n ≤ N , apì ton orismì thc SNn èqoume SNn ≥

E[Xτ |Fn]⇒ E[SNn ]E[E[Xτ |Fn]], ∀τ ∈MN
n kai �ra

E[SNn ] ≥ E[Xτ |Fn] ∀τ ∈MN
n

'Ara h E[SNn ] eÐnai �nw fr�gma twn E[Xτ ] gia τ ∈MN
n kai �ra ja isqÔei ìti

E[SNn ] ≥ sup
n≤τ≤N

E[Xτ ]V
N
n

Antistrìfwc, apodeÐxame parap�nw ìti SNn = E[XτNn
|Fn] kai �ra

E[SNn ] = E[E[XτNn
|Fn]] = E[XτNn

]

ètsi

E[SNn ] ≤ sup
nτ≤N

E[Sn] = sup
n≤τ≤N

E[XτNn
] ≤ sup

n≤τ≤N
E[Xτ ]

diìti parathroÔme ìti {τNn : n ≤ τ ≤ N} eÐnai uposÔnolo twn {τ : n ≤ τ ≤ N}, �ra

E[SNn ] ≤ V N
n

Sunep¸c, apì tic dÔo anisìthtec prokÔptei ìti

E[SNn ] = V N
n
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h opoÐa mac dÐnei to zhtoÔmeno

E[XτNn
] = sup

n≤τ≤N
E[Xτ ]

dhlad  ìti o qrìnoc τNn gia dedomèno n eÐnai bèltistoc.

Tèloc, ja apodeÐxoume thn (ii), gia tic (iii), (iv) parapèmpoume sto pr¸to kef�laio tou

biblÐou tou Goran Peskir ([8]). Isqurizìmaste ìti an to τ∗ eÐnai bèltisto, ja prèpei SNτ∗ = Xτ∗

P −σ.β. Pr�gmati, èstw pwc den isqÔei autì, tìte qrhsimopoi¸ntac to gegonìc ìti SNk ≥ Xk

gia ìla ta n ≤ k ≤ N , ja èqoume SNτ∗ ≥ Xτ∗ me P (SNτ∗ > Xτ∗) > 0. Apì autì èpetai ìti

E[Xτ∗ ] < E[SNτ∗ ] ≤ E[SNn ] = V N
n , ìpou h deÔterh anisìthta eÐnai sunèpeia tou jewr matoc

9 kai apì to (iii) h {SNk }n≤k≤N eÐnai supermartingale, en¸ h isìthta eÐnai sunèpeia tou (i).

Autì mac odhgeÐ se �topo, kaj¸c sth sqèsh mac èqoume austhr  anisìthta kai to τ∗ èqoume

upojèsei ìti eÐnai bèltisto. Epomènwc, SNτ∗ = Xτ∗ P−σ.β. ìpwc isqurist kame kai to gegonìc

ìti τNn ≤ τ∗ P − σ.β. èpetai apì ton orismì tou τNn .
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