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Abstract

In this thesis I tried to make a basic introduction to Special and General Relativity, presenting at
the same time the necessary mathematical tools. Black holes are shortly presented and the motion
of test particles and light rays around black holes is classically studied. Next, the basic concepts
of Quantum Mechanics and the general theory of Scattering in Quantum Mechanics are also pre-
sented. Last but not least, the scattering of massless scalar fields, around black holes is studied. I
found that high energy particles are mostly absorbed by the black hole, but low energy particles
are mainly scattered. In addition only s-wave particle contribute to the absorbtion cross-section
and for the scattered particles we recover the Rutherford formula.

Περίληψη

Σε αυτή την διπλωματική εργασία γίνεται μία βασική εισαγωγή στις έννοιες της ειδικής και γενικής
σχετικότητας, παρουσιάζοντας ταυτόχρονα και τα μαθηματικά εργαλεία που είναι απαραίτητα. Μελε-
τάται επίσης κλασικά η κίνηση σωματιδίων και ϕωτεινών ακτίνων γύρω από μελανές οπές, αϕού έχει
παρουσιαστεί σε συντομία τι είναι μία μελανή οπή. Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι βασικές αρχές
της κβαντομηχανικής και η γενική θεωρίας της σκέδασης στην κβαντομηχανική. Τέλος μελετάται η
σκέδαση άμαζων σωματιδίων που κινούνται με σχετικιστικές ταχύτητες, βαθμωτά πεδία, γύρω από
μελανές οπές. Βρίσκουμε ότι σωματίδια με μεγάλες ενέργειες απορροϕώνται κυρίως από τις μελανές
οπές, ενώ σωματίδια με μικρές ενέργειες κυρίως σκεδάζονται και μόνο σωματίδια που κινούνται ακτινικά
συνεισϕέρουν στην απορρόϕηση στην μελανή οπή, ενώ για αυτά που σκεδάζονται η ενεργός διατομή
σκέδασης είναι ίδια με τη περίπτωση του ελκτικού δυναμικού Coulomb.
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Κεϕάλαιο 1

Εισαγωγή

Σε αυτή τη διπλωματική εργασία γίνεται μία προσπάθεια να μελετηθεί η σκέδαση βαθμωτών πεδίων σε
μελανές οπές, δηλαδή η σκέδαση σχετικιστικά κινούμενων σωματιδίων γύρω από μελανές οπές, μελε-
τώντας το ϕαινόμενο κβαντομηχανικά. Οι βασικές γνώσεις κλασικής μηχανικής θεωρούνται δεδομένες.
Στα πρώτα κεϕάλαια, 2, 3, 4 και 5, ακολουθείται το βιβλίο του Hartle [1]. Στο κεϕάλαιο 2 γίνεται μία

βασική εισαγωγή στις έννοιες της Ειδικής θεωρίας της σχετικότητας, τα βασικά αξιώματα, την έννοια
του χωρόχρονου, τα τετρανύσματα, τους μετασχηματισμούς Lorentz, παρουσιάζεται η δυναμική στην
Ειδική Σχετικότητα, η Αρχή των Μεταβολών και το πως μελετάμε την κίνηση των ϕωτεινών ακτίνων.
Στο κεϕάλαιο 3 κάνουμε μία σύντομη εισαγωγή στην γενική σχετικότητα και βρίσκουμε τις εξισώσεις
κίνησης στον καμπύλο χωρόχρονο. Στο κεϕάλαιο 4 παρουσιάζονται τα βασικά μαθηματικά εργαλεία,
ορίζονται αυστηρά τα διανύσματα, τα δυαδικά διανύσματα, οι τανυστές, η συναλλοίωτη παράγωγος, στη
συνέχεια εξάγεται η εξίσωση Einstein στο κενό και επιλύεται στην πιο απλή περίπτωση, την σϕαιρικά
συμμετρική, την περίπτωση Schwarzschild . Τέλος, στο 5 μελετάται τι είναι ο ορίζοντας γεγονότων
μία μελανής οπής και η κίνηση δοκιμαστικών σωματιδίων και ακτίνων ϕωτός γύρω από μελανές οπές
κλασικά. Τα σχήματα 2.1, 5.1, 5.4, 5.5 και 5.7 είναι παρμένα από το βιβλίο [1].
Στα επομενα κεϕάλαια 6 και 7 γίνεται εισαγωγή στην κβαντομηχανική. Εδώ ακολουθούμε το βιβλίο

του Landau [2]. Στο 6 παρουσιάζονται οι βασικές της αρχές και ορίζεται η έννοια της κυματοσυ-
νάρτησης. Εξάγουμε τους τελεστές ενέργειας, ορμής και στροϕορμής, εξάγουμε την εξίσωση του
Schrodinger και βρίσκουμε τις ιδιοτιμές και τις ιδιοσυναρτήσεις αυτών των ϕυσικών μεγεθών. Με-
λετάται η κίνηση σε σϕαιρικά συμμετρικό, κεντρικό πεδίο για την ελεύθερη περίπτωση και βρίσκουμε
την αναλυτική έκϕραση της κυματοσυνάρτησης, παρουσιάζεται επίσης και η ασυμπτωτική της έκϕραση.
Αναλύουμε επίσης ένα επίπεδο κύμα σε σϕαιρικά κύματα διαϕορετικών l. Τέλος, στο 7 παρουσιάζεται
η βασική θεωρία της κβαντομηχανική σκέδασης, ορίζεται το πλάτος σκέδασης και η ενεργός διατομή
και παρουσιάζονται κάποιες βασικές τους ιδιότητες και για ελαστική και για ανελαστική σκέδαση.
Τέλος, στο κεϕάλαιο 8 μελετάται η σκέδαση βαθμωτών πεδίων σε μελανές οπές, όπου ακολουθούμε

αρχικά το βιβλίο του Novikov [5] και συμβουλευόμαστε αρκετά τις δημοσιεύσεις των Matzner [11]
και Sanchez [12]. Αϕού βρεθεί η διαϕορική εξίσωση του περιγράϕει το ϕαινόμενο παρίνουμε λύσεις σε
διάϕορετικές περιπτώσεις και καταλήγουμε σε υπολογισμό ενεργών διατομών για αυτές τις περιπτώσεις.
Πρέπει να τονιστεί ότι αν και αυτό το ϕαινόμενο δεν είναι ϕυσικό, μελετάται χάριν στην απλότητά

του, για να είναι πιο εύκολη η μελέτη άλλων ϕυσικών κυμάτων, ηλεκτρομαγνητικών, βαρυτικών. Η
μελέτη της κίνησης κυμάτων γύρω από μελανές οπές ανοίγει την πόρτα για την μελέτη:

• Της ακτινοβολίας μίας ελαϕρά μη σϕαιρικής κατάρρευσης,

• Της ακτινοβολίας που παράγεται από σωματίδια που πέϕτουν στην μελανή οπή,

11
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• Της συμπεριϕοράς του βαρυτικού πεδίου αϕού έχει σχηματιστεί η μελανή οπή,

• Της σκέδασης και της απορρόϕησης κυμάτων από μελανές οπές,

• Της σταθερότητας των λύσεων Schwarzschild και Kerr της εξίσωσης Einstein,

• Της δημιουργίας βαρυτικών κυμάτων από δυαδικά συστήματα αστέρων,

και άλλων προβλημάτων. Εδώ προϕανώς τα κύματα θεωρούνται ασθενή, υπό την έννοια ότι η καμ-
πύλωση του χωρόχρονου που προκαλείται από την παρουσία τους θεωρείται αμελητέα. Αποδεικνύεται
ότι μία τέτοια προσέγγιση είναι αρκετά ισχυρή.

Στυλογιάννης Αντώνης, 21 Ιουνίου 2013.



Κεϕάλαιο 2

Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας

Η Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας του Einstein το 1905 έϕερε ριζική αλλαγή στον τρόπο που αντι-
λαμβανόντουσαν οι επιστήμονες μέχρι τότε το χώρο και το χρόνο. Αντί για το τρισδιάστατο χώρο και
τον μοναδικό απόλυτο χρόνο που επικρατούσε στην Νευτώνεια μηχανική, τώρα ο χώρος και ο χρόνος
συνενώνονται στον τετραδιάστατο χωρόχρονο. Σε αυτό το κεϕάλαιο θα παρουσιαστούν οι βασικές
αρχές και κάποια βασικά μαθηματικά εργαλεία που χρειάζονται.

2.1 Αξιώματα της Ειδικής Σχετικότητας

Μετά το Πέιραμα των Michelson-Morley που απέδειξε ουσιαστικά ότι δεν υπάρχει αιθέρας, παρ΄ ότι
προοριζόταν για να αποδείξει την ύπαρξή του, ο Einstein διατύπωσε τα δύο αξιώματα τις Ειδικής
Θεωρίας της Σχετικότητας (ή απλά Ειδική Σχετικότητα).

1. Αρχή της Σχετικότητας. Πανομοιότυπα πειράματα που διεξάγονται σε διαϕορετικά αδρα-
νειακά συστήματα αναϕοράς παράγουν πανομοιότυπα αποτελέσματα.

2. Η σταθερότητα της ταχύτητας του ϕωτός. Η ταχύτητας του ϕωτός στο κενό, είναι η
ίδια για όλους τους αδρανειακούς παρατηρητές ανεξάρτητα από την ταχύτητα κίνησής τους.

Η απαίτηση ότι η ταχύτητα του ϕωτός είναι ίδια σε κάθε αδρανειακό σύστημα αναϕοράς, επιβάλλει μια
επανεξέταση της Νευτώνειας αντίληψης για την ιδέα του απόλυτου χρόνου. Δύο γεγονότα που είναι
ταυτόχρονα σε ένα αδρανειακό σύστημα αναϕοράς, δεν είναι ταυτόχρονα και σε κάποιο άλλο που κινείται
σε σχέση με το πρώτο.

2.2 Χωρόχρονος

Απο τη στιγμή που ο χρόνος δεν είναι ίδιος για κάθε αδρανειακό παρατηρητή, τα αδρανεικά συστήμα-
τα αναϕοράς βαθμονομούνται με τέσσερις Καρτεσιανές συντεταγμένες (t, x, y, z). Οι τρεις γνωστές
συντεταγμένες του χώρου, συν μία για τον χρόνο που πλέον και αυτός αλλάζει από αδρανειακό παρα-
τηρητή σε αδρανεικό παρατηρητή. Το σωστό επομένως γεωμετρικό τοπίο της Φυσικής, δεν είναι πλέον
ο χρόνος και ο ξεχωριστός τρισδιάστατος χώρος, αλλά ο εννιαίος πλέον χωρόχρονος.

13
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2.2.1 Χωροχρονικά Διαγράμματα

Για την περιγραϕή του χωρόχρονου εισάγουμε τα χωροχρονικά διαγράμματα (spacetime diagrams). Το
χωροχρονικό διάγραμμα είναι ένα διάγραμμα δύο αξόνων συντεταγμένων ενός αδρανειακού συστήματος
αναϕοράς, δηλαδή δύο συντεταγμένες του χωρόχρονου, συνήθως μία η χρονικά και η άλλη μία χωρική. Ο
χρόνος βρίσκεται στον άξονα y ενώ η χωρική συνιστώσα στον άξονα x. ΄Ενα σημείο P του χωρόχρονου
ονομάζεται γεγονός (event) διότι συμβαίνει σε μία συγκεκριμένη θέση σε μία συγκεκριμένη χρονική
στιγμή, δηλαδή ένα σημείο του χωρόχρονου. Η καμπύλη που διαγράϕει ένα σωματίδιο στο χωρόχρονο
ονομάζεται κοσμική γραμμή (world line). Στο παρακάτω διάγραμμα ϕαίνονται οι κοσμικές γραμμές
δύο σωματιδίων, του Α που μένει ακίνητο και του Β που προς τα δεξιά αρχικά και στη συνέχεια προς
τα αριστερά.

Σχήμα 2.1: Χωροχρονικό Διάγραμμα

Η κλίση της κοσμικής γραμμής δίνει το λόγο c/Vx αϕού d(ct)/dx = cdt/dx = c/Vx. Επομένως
ένα σωματίδιο με μηδενική ταχύτητα έχει άπειρη κλίση, τα σωματίδια που κινούνται με την ταχύτητα
του ϕωτός- δηλαδή οι ϕωτεινές ακτίνες- έχουν κλίση 45ο.

2.2.2 Γεωμετρία του Χωρόχρονου

Η κεντρική υπόθεση της Ειδικής Σχετικότητας είναι η γεωμετρία του χωρόχρονου. Η γεωμετρία
καθορίζεται από το στοιχειώδες τμήμα που δίνει την απόσταση μεταξύ δύο γειτονικών σημείων. Για
παράδειγμα για τον κλασικό δυσδιάστατο Ευκλείδιο χώρο το στοιχείο μήκους δίνεται από τον τύπο

ds2 = dx2 + dy2 (2.1)

ενώ το στοιχείο μήκους για την επιϕάνεια μίας σϕαίρας από

dS2 = α2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (2.2)

όπου α η ακτίνα της σϕαίρας. Είναι προϕανές ότι η επιϕάνεια μίας σϕαίρας δεν είναι επίπεδη. Αυτό
ϕαίνεται και από το στοιχείο μήκους.
Για να εξάγουμε την γεωμετρία της ειδικής σχετικότητας αρκεί ένα πολύ απλό νοητικό πείραμα.

΄Εστω δύο παράλληλα κάτοπτρα κατα την διεύθυνση του άξονα x τα οποία είναι αρχικά ακίνητα.Οι
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συντεταγμένες σε αυτό το σύστημα είναι (t, x, y, z). ΄Ενας ϕωτεινός παλμός αναπηδά από το ένα
κάτοπτρο στο άλλο και ένα ρολόι μετρά το χρόνο που πέρασε μέχρι ο ϕωτεινός παλμός να γυρίσει στο
κάτοπτρο που ξεκίνησε. Τα δύο αυτά γεγονότα, η αποχώρηση από το ένα κάτοπτρο και η επιστροϕή
του παλμού σε αυτό, χωρίζονται από τα διαστήματα συντεταγμένων

∆t = 2L/c, ∆x = ∆y = ∆z = 0 (2.3)

στο αδρανειακό σύστημα αναϕοράς στο οποίο τα κάτοπτρα είναι ακίνητα.
΄Εστω τώρα ότι τα κάτοπτρα αρχίζουν να κινούνται με μία σταθερή ταχύτητα κατά τον άξονα x, Vx.

Σε αυτό το σύστημα οι συντεταγμένες θα είναι (t′, x′, y′, z′), όπου το x′ θα είναι παράλληλο στο x. Το
ϕως σε αυτή την περίπτωση, έχει διανύσει απόσταση κατά τον άξονα x′ ίση με ∆x′ = c∆t και κατά τον
άξονα y′ δύο ϕορές απόσταση ίση με L. Επομένως τα δύο αυτά γεγονότα διαχωρίζονται με διαστήματα
συντεταγμένων

∆t′ =
2

c

√
L2 +

(
∆x′

2

)2

, ∆x′ = Vx∆t
′, ∆y′ = ∆z′ = 0. (2.4)

Από τις εξισώσεις 2.3 και 2.4 μπορεί κανείς εύκολα να εξάγει ότι

−(c∆t′)2 + (∆x′)2 = −4[L2 + (∆x′/2)2] + (∆x′)2 = −4L2 = −(c∆t)2. (2.5)

Αϕού το ∆x = 0 και τα ∆y και ∆z είναι 0 μπορούμε να τα προσθέσουμε στην 2.5 καταλήγοντας στην

(∆s)2 ≡ −(c∆t)2 + (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2,

= −(c∆t′)2 + (∆x′)2 + (∆y′)2 + (∆z′)2.
(2.6)

Αυτή η ποσότητα, το (∆s)2, είναι αναλλοίωτη (invariant), δηλαδη είναι ίδια και στα δύο αδρανειακά
συστήματα αναϕοράς. Αποδεικνύεται ότι αυτή η ποσότητα παραμένει αναλλοίωτη κάτω από μετασχημα-
τισμούς σε αδρανειακά συστήματα αναϕοράς. Αυτή η ιδιότητα του (∆s)2 μας παρακινεί να το λάβουμε
ως την απόσταση μεταξύ δύο σημείων στον τετραδιάστατο χωρόχρονο. ΄Ετσι ορίζουμε ως στοιχείο
μήκους

ds2 = −(cdt)2 + dx2 + dy2 + dz2 (2.7)

(τη διαϕορική μορϕή της 2.6) το οποίο θα αποτελέσει τη γεωμετρία του χωρόχρονου.
Αυτή η γεωμετρία είναι σαϕέστατα μη-Ευκλείδια εξαιτίας του προσήμου μείον στη συντεταγμένη

του χρόνου, αλλά είναι επίπεδη και θα αναϕέρεται ως επίπεδος χωρόχρονος (flat spacetime) ή και χώρος
Minkowski.

2.2.3 Κώνοι Φωτός

Σε αντίθεση με τον επίπεδο Ευκλείδιο χώρο, ο χώρος Minkowski έχει αρνητικό πρόσημο σε μία συν-
τεταγμένη και επομένως, το τετράγωνο της απόστασης που χωρίζει δύο σημεία μπορεί να είναι θετικό,
αρνητικό και μηδέν. Αν το (∆s)2 είναι θετικό, τότε τα σημεία λέγονται χωροειδώς χωρισμένα (space-
like), αν το(∆s)2 είναι αρνητικό, τότε τα σημεία είναι χρονοειδώς χωρισμένα (timelike), ενώ αν (∆s)2

είναι 0 τότε τα σημεία είναι ϕωτοειδώς χωρισμένα (null ή lightlike). Φωτοειδώς χωρισμένα σημεία
μπορούν να συνδέονται μόνο με ακτίνες ϕωτός που κινούνται με ταχύτητα c, χρονοειδώς σημεία που
είναι στην ίδια θέση αλλά άλλη χρονική στιγμή και χωροειδώς που γίνονται για παράδειγμα στον ίδιο
χρόνο αλλά σε άλλη θέση. Συνοψίζοντας:

(∆s)2 > 0 χωροειδώς χωρισμένα,

(∆s)2 = 0 ϕωτοειδώς χωρισμένα,

(∆s)2 < 0 χρονοειδώς χωρισμένα.
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Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων που είναι ϕωτοειδώς χωρισμένα από ένα σημείο P ονομάζεται
κώνος ϕωτός (light-cone). Ο κώνος ϕωτός ειναι μία τρισδιάστατη επιϕάνεια στον τετραδιάστατο χω-
ρόχρονο. Ο μελλοντικός κώνος ϕωτός (future light-cone) παράγεται από τις ϕωτεινές ακτίνες που
εξέρχονται από το σημείο P ενώ, ο παρελθοντικός κώνος ϕωτός (past light cone) από τις ακτίνες που
συγκλίνουν στο σημείο P. Τα σημεία που έιναι χρονοειδώς χωρισμένα με το P κείτονται εντός του
κώνου ϕωτός, τα σημεία που είναι χωροειδώς χωρισμένα με το P εκτός του κώνου ϕωτός και τα σημεία
που είναι ϕωτοειδώς χωρισμένα με το P βρίσκονται πάνω στον κώνο ϕωτός (εξ΄ ορισμού). Τα σωματίδια
με μη μηδενική μάζα, κινούνται πάντα εντός του κώνου ϕωτός σε οποιοδήποτε σημείο της τροχιάς τους,
αϕού έχουν πάντα ταχύτητα μικρότερη από την ταχύτητα του ϕωτός.
΄Ενα γεγονός P μπορεί να επικοινωνήσει μόνο με σημεία που βρίσκονται μέσα στον μελλοντικό κώνο

ϕωτός ή το πολύ πάνω και όχι αυτά που βρίσκονται εκτός του κώνου ϕωτός τους. Μπορεί επίσης να
λάβει πληροϕορία μόνο από τα σημεία που βρίσκονται μέσα ή πάνω στον παρελθοντικό κώνο ϕωτός του.
Με αυτή την έννοια οι κώνοι ϕωτός οριοθετούν αιτιακές σχέσεις μεταξύ σημείων του χωρόχρονου.

2.2.4 Ιδιόχρονος

Η γεωμετρική διαϕοροποίηση μεταξύ χωροειδών και χρονοειδών αποστάσεων, αντικατοπτρίζεται και
στις διατάξεις που χρησιμοποιούνται για την μέτρησή τους. ΄Ενα ρολόι, είναι μία διάταξη που μετράει
χρονοειδείς αποστάσεις ενώ, μία μετροταινία μετρά χωροειδείς αποστάσεις. Για να μετρήσουμε την
απόσταση μεταξύ δύο χρονοειδώς χωρισμένων σημείων (ds2 < 0) ορίζουμε το μέγεθος

dτ2 ≡ −ds2/c. (2.8)

Το dτ είναι ένας πραγματικός αριθμός με διαστάσεις χρόνου. ΄Ενα ρολόι που κινείται κατά μήκος μίας
χρονοειδούς καμύλης, μετρά την απόσταση τ κατά μήκος της, η οποία ονομάζεται και ιδιόχρονος (proper
time).

2.3 Μετασχηματισμοί Lorentz

Ο μετασχηματισμός των συντεταγμένων (t, x, y, z) του χωρόχρονου από ένα αδρανειακό σύστημα σε
ένα άλλο που κινείται με ταχύτητα V ως προς το πρώτο με συντεταγμένες (t′, x′, y′, z′) ονομάζεται
προώθηση Lorentz και αποδεικνύεται ότι έχει τη μορϕή

t′ = γ(t− V x/c2),

x′ = γ(x− V t),

y′ = y,

z′ = z,

(2.9)

όπου
γ = (1− V 2/c2)−1/2. (2.10)

2.3.1 Διαστολή του χρόνου και συστολή Lorentz

Ο χρόνος που μετράει ένα κινούμενος παρατηρητής διαϕέρει από τον χρόνο που μετράει ένα ακίνητος
παρατηρητής. Λαμβάνοντας υπόψη τη γεωμετρία του χωρόχρονου μπορούμε να αποδείξουμε ότι

τAB =

∫ tB

tA

dt′[1− V⃗ 2(t′)/c2]1/2 (2.11)



2.4. ΜΟΝ΄ΑΔΕΣ 17

αν η ταχύτητα εξαρτάται από το χρόνο. Πιο βολική όμως είναι η διαϕορική της μορϕή

dτ = dt

√
1− V⃗ 2/c2 = dt/γ. (2.12)

Επειδή V < c πάντα, συνεπάγεται ότι και γ > 1 άρα ο ιδιόχρονος τAB είναι πάντα μικρότερος από
το διάστημα tB − tA. Αυτό σημαίνει ότι «τα κινούμενα ρολόγια καθυστερούν». Αυτό το ϕαινόμενο
ονομάζεται διαστολή του χρόνου (time dilation).
Παρόμοια είναι η κατάσταση και για το μήκος L∗ μίας ράβδου σε ένα ακίνητο σύστημα αναϕοράς

και σε ένα άλλο συστημα που κινείται με την ταχύτητα V . Αποδεικνύεται από τις 2.9 ότι

L = L∗

√
1− V⃗ 2/c2 = L∗/γ. (2.13)

Αυτή η σχέση λέει ότι το μήκος συστέλλεται στα κινούμενα συστήματα, γι΄ αυτό και αυτό το ϕαινόμενο
ονομάζεται συστολή Lorentz.

2.4 Μονάδες

΄Οπως ϕαίνεται και από το στοιχείο μήκους της ειδικής σχετικότητας 2.7 η ύπαρχξη του c «χαλάει» τη
συμμετρία που θα υπήρχε μεταξύ της χρονικής και των χωρικών συνιστωσών. Αυτό συμβαίνει διότι
το χρόνο τον μετράμε σε s ενώ τον χώρο σε m. Εϕόσον όμως χώρος και χρόνος είναι διαϕορετικές
κατευθύνσεις στο χωροχρονικό συνεχές είναι θεμιτό να τις μετράμε στις ίδιες μονάδες, είτε πρόκειται
για εκατοστά (m) είτε για δευτερόλεπτα (s). Επομένως μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η σταθερά c
ορίζεται ως η σταθερά μετατροπής των μονάδων μήκους σε μονάδες χρόνου και ίση με την

c = 299792485.0000...m/s (2.14)

(ακολουθούμενο από άπειρα μηδενικά!). Η μέτρηση του χώρου και του χρόνου σε ίδιες μονάδες μήκους
έχει ως αποτέλεσμα να τίθεται c = 1 σε όλες τις σχέσεις. ΄Ετσι το στοιχείο μήκους 2.7 παίρνει τη
μορϕή

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2, (2.15)

ο ιδιόχρονος dτ2 = −ds2 και οι ταχύτητες γίνονται αδιάστατες. Ο μετασχηματισμός Lorentz γίνεται

t′ = γ(t− υx),

x′ = γ(x− υt),

y′ = y,

z′ = z,

(2.16)

όπου γ = (1−υ2)−1/2. Αυτό το σύστημα μονάδων, c = 1, θα χρησιμοποιήσουμε και εμείς από εδώ και
πέρα. Τα c μπορούν να επαναϕερθούν σε μία σχέση αναγνωρίζοντας εκείνες τις ποσότητες που πρέπει
να μετρώνται σε μονάδες χρόνου και εκείνες που πρέπει να μετρώνται σε μονάδες μήκους.

2.5 Τετρανύσματα

Το τετράνυσμα (four-vector), a, ορίζεται ως ένα προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα στον τετραδι-
άστατο επίπεδο χωρόχρονο, ακριβώς όπως ορίζεται και ένα τρισδιάστατο διάνσμα, ή τριάνυσμα a⃗, στον
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επίπεδο τρισδιάστατο χώρο. Ως μήκος του τετρανύσματος ορίζεται η απόλυτη τιμής της απόστασης στο
χωρόχρονο μεταξύ των άκρων του. Ανάλογα με το πώς είνα χωρισμένα τα άκρα του τετρανύσματος
μπορούμε να πούμε ότι ένα τετράνυσμα είναι έιτε χωροειδές, είτε χρονοειδές, είτε ϕωτοειδές.
Τα τετρανύσματα προσϕέρουν το μεγάλο πλεονέκτημα ότι είναι αναλλοίωτα κάτω από μετασχη-

ματισμούς Lorentz και επομένως έχουν την ίδια μορϕή σε όλα τα αδρανεικά συστήματα αναϕοράς.
Επομένως οι νόμοι της ϕυσικής, εκϕρασμένοι με τετρανύσματα, θα διατηρούν την ίδια ακριβώς μορϕή
και θα δίνουν τα ίδια ακριβώς αποτελέσματα σε όλα τα αδρανειακά συστήματα αναϕοράς, συνεπείς με
την αρχή της σχετικότητας.

2.5.1 Συνιστώσες τετρανυσμάτων

Σε κάθε αδρανειακό σύστημα αναϕοράς ορίζουμε κατά τα συνήθη τετρανύσματα βάσης, μοναδιαίου
μήκους και με κατευθύνσεις παράλληλες στους άξονες t, x, y, z και θα τα συμβολίζουμε με et, ex, ey
και ez ή ισοδύναμα e0, e1, e2 και e3 με το 0 να αντιστοιχεί στο t, το 1 στο x, κτλ. ΄Ετσι κάθε τετράνυσμα
μπορεί να αναπαρασταθεί ως

a = atet + axex + ayey + azez (2.17)

οι αριθμοί (at, ax, ay, az) ή οι (a0, a1, a2, a3) ονομάζονται συνιστώσες του τετρανύσματος.
Μπορούμε επίσης να γράψουμε:

a = a0e0 + a1e1 + a2e2 + a3e3 (2.18)

ή ισοδύναμα

a =

3∑
α=0

aαeα. (2.19)

Για ευκολία θα παραλείπουμε από εδώ και πέρα το άθροισμα στην 2.19 και θα χρησιμοποιούμε την
σύμβαση άθροισης, σύμϕωνα με την οποία η παρουσία διαδοχικών δεικτών-εκθετών, δεικτών πάνω-
κάτω, υποδηλώνει άθροιση. Επομένως η 2.19 παίρνει τη πιο απλή μορϕή

a = aαeα. (2.20)

Συνηθίζεται οι ελληνικοί δείκτες να παίρνουν τιμές από το 0 μέχρι το 3 ενώ οι λατινικοί από το 1 μέχρι
το 3. Ομοίως μπορούμε να πούμε ότι

a⃗ = aie⃗i.

Οι δείκτες που χρησιμοποιούνται για να υποδηλώσουν την άθροιση καλούνται επίσης βουβοί δείκτες
(dummy indices) ή δέικτες άθροισης (summation indices).

2.5.2 Εσωτερικό Γινόμενο

Το εσωτερικό ή βαθμωτό γινόμενο (scalar product) μεταξύ δύο τετρανυσμάτων a, b συμβολίζεται ως
a · b και έχει τις εξής ιδιότητες

a · b = b · a,
a · (b+ c) = a · b+ a · c,

(αa) · b = α(a · b),
(2.21)
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όπου a, b, c τρία τετρανύσματα και α πραγματικός αριθμός. Το εσωτερικό γινόμενο ορίζεται ως

a · b = ηαβa
αbβ (2.22)

όπου ηαβ είναι η μετρική (metric) του χωρόχρονου και υποδηλώνεται διπλή άθροιση, μία στα α και μία
στα β. Για την περίπτωση του επίπεδου Minkowski χωρόχρονου

ηαβ =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (2.23)

και το εσωτερικό γινόμενο γίνεται

a · b = −atbt + axbx + ayby + azbz

a · b = −a0b0 + a1b1 + a2b2 + a3b3

a · b = −atbt + a⃗ · b⃗
(2.24)

Πρέπει να τονιστεί ότι και η μορϕή του εσωτερικού γινομένου παραμένει αναλλοίωτη κάτω από μετα-
σχηματισμούς Lorentz.
Το στοιχείο μήκους της γεωμετρίας του χωρόχρονου μπορεί να γραϕτεί και με τη μορϕή

ds2 = ηαβdx
αdxβ (2.25)

και γι΄ αυτό η ηαβ καλείται μετρική.

2.5.3 Τετραταχύτητα

Για την περιγραϕή της κίνησης ενός σωματιδίου στον χωρόχρονο είναι απαρραίτητο, όπως και στον
τρισδιάστατο χώρο, να δώσουμε τιμή κάθε συνιστώσας του συναρτήσει του χρόνου. ΄Ομως στην σχε-
τικότητα ο χρόνος δεν είναι απόλυτος και αποτελεί και αυτός μία από τις συνιστώσες «θέσης» του
σωματιδίου. Επομένως πρέπει να χρησιμοποιήσουμε μία άλλη παράμετρο σ για να περιγράψουμε την
κίνηση. Η πλέον ϕυσικότερη επιλογή είναι ο ιδιόχρονος τ , ο οποίος εκϕράζει την χωροχρονική απόστα-
ση κατά μήκος της κοσμικής γραμμής του σωματιδίου. ΄Αρα μπορούμε να γράψουμε

xα = xα(τ). (2.26)

Η απόσταση τ που μετρά ένα ρολόι κατά μήκος μία κοσμικής γραμμής ονομάζεται ιδιόχρονος (proper
time).
Τετραταχύτητα (four-velocity) ονομάζεται το τετράνυσμα u, οι συνιστώσες uα του οποίου είναι οι

παράγωγοι της θέσης κατά μήκος της κοσμικής γραμμής ως προς τον ιδιόχρονο τ

uα =
dxα

dτ
. (2.27)

Η τετραταχύτητα είναι ένα διάνυσμα εϕαπτομενικό σε κάθε σημείο της κοσμικής γραμμής του σωματι-
δίου.
Οι συνιστώσες της τετραταχύτητας μπορούν να εκϕραστούν συναρτήσει της τρι-ταχύτητας

V⃗ = dx⃗/dt, ως εξής:

ut =
dt

dτ
=

1√
1− V⃗ 2

(2.28)
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και

ux =
dx

dτ
=
dx

dt

dt

dτ
=

V x√
1− V⃗ 2

. (2.29)

Λαμβάνοντας υπόψη ότι γ = (1− V⃗ 2)−1/2

uα = (γ, γV⃗ ). (2.30)

΄Αμεση συνέπεια του παραπάνω ορισμού είναι ότι το εσωτερικό γινόμενο u · u ισούται με

u · u = −1 (2.31)

δηλαδή η τετραταχύτητα είναι πάντα ένα μοναδιαίο χρονοειδές τετραδιάνυσμα. Η παραπάνω σχέση είναι
άμεση συνέπεια της 2.25 γιατί μπορεί να γραϕτεί στη μορϕή

u · u = ηαβ
dxα

dτ

dxβ

dτ
(2.32)

και από τον ορισμό του ιδιόχρονου 2.8 ds2 = −dτ2.

2.6 Δυναμική

2.6.1 Εξισώσεις Κίνησης

Ο νόμος του Νεύτωνα μπορεί να γραϕτεί και σε σχετικιστική μορϕή. Η σχετικιστική μορϕή του
θεμελιώδους νόμου της μηχανικής είναι

m
du

dτ
= f . (2.33)

Η σταθερά m ονομάζεται μάζα ηρεμίας (rest mass) και παίζει το ρόλο της αδράνειας και η f ονομάζεται
τετρα-δύναμη (four-force). Μπορούμε επίσης να ορίσουμε και την τετρα-επιτάχυνση (four-acceleration)
a ως

a ≡ du

dτ
, (2.34)

και ο Δεύτερος νόμος του Νεύτωνα να πάρει την πιο γνώριμη μορϕή

f = ma. (2.35)

Η 2.35 αντιπροσωπεύει τέσσερις εξισώσεις, αϕού μιλάμε για τετρανύσματα, που δεν έιναι όλες μεταξύ
τους ανεξάρτητες. Από την κανονικοποίηση της τετραταχύτητας 2.31 μπορεί να προκύψει ότι

m
d(u · u)
dτ

= 0, (2.36)

που με την βοήθεια της 2.33 γίνεται
f · u = 0. (2.37)

Η σχέσεις 2.35 και 2.37 δείχνουν ότι υπάρχουν μόνο τρείς ανεξάρητες εξισώσεις κίνησης, όσες δηλαδή
και στην Νευτώνεια μηχανική.
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2.6.2 Ενέργεια-Ορμή

Από την 2.33 μπορούμε να ορίσουμε επίσης την τετρα-ορμή (four-momentum) ως

p = mu (2.38)

και τότε τη 2.33 παίρνει την μορϕή

dp

dτ
= f . (2.39)

Από την 2.31 προκύπτει μία πολύ σημαντική ιδιότητα της τετρα-ορμής

p2 ≡ p · p = −m2. (2.40)

Οι συνιστώσες της τετρα-ορμής συναρτήσεις της τρι-ταχύτητας μπορούν να γραϕτούν σαν

pt =
m√

1− V⃗ 2
,

p⃗ =
mV⃗√
1− V⃗ 2

.

(2.41)

Για μικρές ταχύτητες V⃗ η χρονική συνιστώσα ανάγεται στην κινητική ενέργεια συν τη μάζα ηρεμίας και η
χωρική συνιστώσα της τετραορμής στην κλασική ορμή. Γι΄ αυτό το λόγο η p ονομάζεται κι τετράνυσμα
ενέργειας-ορμής (energy-momentum four-vector). Οι συνιστώσες της τετραορμής γράϕονται και σαν

pα = (E, p⃗) = (mγ,mγV⃗ ), (2.42)

όπου E = pt η ενέργεια και p⃗ η τρι-ορμή (thre-momentum). Αν η 2.40 λυθεί ως προς την Ενέργεια
έχουμε

E = (m2 + p⃗2)1/2, (2.43)

από όπου ϕαίνεται ότι και η μάζα ηρεμίας είναι μέρος της ολικής ενέργειας. Αν ένα σωματίδιο είναι σε
ηρεμία (p⃗ = 0⃗) τότε η 2.43 ανάγεται στην διάσημη εξίσωση του Einstein

E = mc2 (2.44)

(όχι πια σε μόνάδες c = 1).
Μπορούμε τώρα να εξάγουμε και τις συνιστώσες της τετρα-δύναμης συναρτήσει της τρι-δύναμης

(three-force) F⃗ ≡ dp⃗/dt ως

f = (γF⃗ · V⃗ , γF⃗ ). (2.45)

Η χρονική συνιστώσα της τετραδύναμης είναι:

dE

dt
= F⃗ · V⃗ . (2.46)
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2.7 Η αρχή των Μεταβολών στην Κίνηση ελεύθερου σωματι-
δίου

΄Οπως στην Νευτώνεια μηχανική τα σώματα ακολουθούσαν τροχιές στις οποίες η δράση παρουσιάζει
ακρότατο. Στην ειδική σχετικότητα η αρχή που διέπει τις κινήσεις των σωματιδίων είναι η αρχή του
ακρότατου ιδιοχρόνου.

Η αρχή των Μεταβολών για την Κίνηση Ελεύθερου Σωματιδίου
Η κοσμική γραμμή ενός ελεύθερου σωματιδίου μεταξύ δύο χρονοειδώς διαχωρισμένων σημείων

παρουσιάζει ακρότατο στον ιδιόχρονο μεταξύ τους.

Από την 2.8 μπορούμε να γράψουμε για τον ιδιόχρονο

τAB =

∫ B

A
[dt2 − dx2 − dy2 − dz2]1/2. (2.47)

Μπορούμε να περιγράψουμε παραμετρικά την κοσμική γραμμή με μία παράμετρο σ που παίρνει την τιμή
σ = 0 στο A και την τιμή σ = 1 στο B για όλες τις πιθανές καμπύλες. Σε αυτή την περίπτωση η
κοσμική γραμμή καθορίζεται πλήρως από την παράμετρο σ ως xα = xα(σ). Οπότε γράϕουμε:

τAB =

∫ 1

0
dσ

[(
dt

dσ

)2

−
(
dx

dσ

)2

−
(
dy

dσ

)2

−
(
dz

dσ

)2
]1/2

(2.48)

Θεωρώντας την ολοκληρωταία ποσότητα ως την Λαγκραντζιανή από τις εξισώσεις Euler-Lagrange
παίρνουμε

− d

dσ

(
∂L

∂(dxα/dσ)

)
+

∂L

∂xα
= 0, (2.49)

με

L =

[(
dt

dσ

)2

−
(
dx

dσ

)2

−
(
dy

dσ

)2

−
(
dz

dσ

)2
]1/2

=

[
−ηαβ

dxα

dσ

dxβ

dσ

]1/2
.

(2.50)

2.8 Φωτεινές ακτίνες

΄Οσο αϕορά τις ϕωτεινές ακτίνες (light-rays) που κινούνται με την ταχύτητα του ϕωτός V = 1 κατά
μήκος ϕωτοειδών κοσμικών γραμμών, δεν μπορούμε πλέον να χρησιμοποιήσουμε τον ιδιόχρονο σαν
παράμετρο γιατί το διάστημα πάνω σε μία ϕωτοειδής γραμμή είναι μηδενικό (ds2 = 0). Αντί για
τον ιδιόχρονο μπορούμε να διαλέξουμε όποια άλλη παράμετρο θέλουμε. Προτιμάται να επιλέγεται η
παράμετρος λ τέτοια ώστε να ισχύει:

du

dλ
= 0, (2.51)

οπότε η εξίσωση κίνησης να είναι όμοια με την εξίσωση κίνησης ενός σωματιδίου. Οι παράμετροι για τις
οποίες η εξίσωση κίνησης μίας ϕωτεινής ακτίνας 2.51 έχει την ίδια μορϕή με αυτή του σωματιδίου λέγον-
ται συναϕείς παράμετροι (affine parameters). Μία συναϕής παράμετρος λ δεν ορίζεται μονοσήμαντα.
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Κάθε άλλη παράμετρος αλ, όπου α πραγματικός αριθμός, είναι επίσης συναϕής παράμετρος. Επίσης
για τις ϕωτεινές ακτίνες μπορούμε να λάβουμε την συναϕή παράμετρο έτσι ώστε το u να συμπίπτει με
την ορμή p του σωματιδίου που κινέιται κατά μήκος μίας ϕωτοειδής γεωδαιτικής και τότε αντί για την
2.31 ισχύει η:

u · u = 0. (2.52)
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Κεϕάλαιο 3

Γενική Θεωρία της Σχετικότητας

Η κεντρική ιδέα της γενικής σχετικότητας είναι ότι η βαρύτητα δεν είναι μία δύναμη που ασκείται από ένα
σώμα σε ένα άλλο, αλλά προέρχεται από την καμπύλωση του χωρόχρονου. Η βαρύτητα είναι γεωμετρία.

3.1 Η Βαρύτητα είναι Γεωμετρία

Είναι πειραματικά αποδεδειγμένο γεγονός ότι, όλα τα σώματα εκτελούν πτώση με ακριβώς την ίδια
επιτάχυνση σε ομοιόμορϕο πεδίο βαρύτητας, ανεξαρτήτως της μάζας τους και της σύστασής τους.
Αυτή η ισότητα των επιταχύνσεων αποτελεί ένα από τα ακριβέστερα ελεγμένα γεγονότα στη Φυσική
(ακρίβεια της τάξης του 10−13) και υποδεικνύει την γενική σχετικότητα.
Αν εκτοξέυσουμε κατακόρυϕα προς τα πάνω ένα σώμα, θα ϕτάσει επιβραδυνόμενο σε ένα μέγιστο

και θα αρχίσει να πέϕτει προς τα κάτω επιταχυνόμενο. Κάθε άλλο σωματίδιο που θα εκτοξεύσουμε με
την ίδια αρχική ταχύτητα και από την ίδια αρχική θέση, θα ακολουθήσει ακριβώς την ίδια καμπύλη.
Αυτή η μοναδικότητα της τροχιάς στο χώρο και στον χρόνο αποτελεί ιδιαιτερότητα της βαρύτητας

και δεν συμβαίνει το ίδιο και για τις ηλεκτρομαγνητικές δυνάμεις.
Ο Einstein πρότεινε ότι η παρουσία μάζας καμπυλώνει την γεωμετρία του χωρόχρονου και απουσία

άλλων δυνάμεων , όλα τα σώματα κινούνται στις καμπύλες αυτού του χωρόχρονου. Δηλαδή η ιδέα του
Einstein είναι ότι η Γη κινείται στην κυκλική της τροχία γύρω από τον ΄Ηλιο όχι γιατί της ασκείται
κάποια δύναμη βαρύτητας, αλλά επειδή ακολουθεί την πιο ευθεία γραμμή στην ελαϕρώς μη Ευκλείδια
γεωμετρία που προκαλείται από τον ΄Ηλιο.

3.2 Η Αρχή της Ισοδυναμίας

«Η ύπαρξη του βαρυτικού πεδίου είναι σχετική... Διότι για έναν παρατηρητή που εκτελεί ελεύθερη πτώση
δεν υϕίσταται, τουλάχιστον στον άμεσα γύρω του χώρο, βαρυτικό πεδίο». Πράγαματι, αν αυτός ο παρα-
τηρητής αϕήσει κάποια σώματα ελέυθερα αυτά θα ακολουθήσουν ακριβώς την ίδια τροχιά μαζί του και ε-
πομένως μπορεί αυτός κάλιστα να θεωρήσει ότι ηρεμούν. ΄Ετσι περιέγραψε ο Einstein την απαρχή της α-
ποκαλούμενης αρχής της ισοδυναμίας, το κεντρικό νόημα της οποίας ενσωματώνεται στην γενική σχετι-
κότητα.

Η μάζα στον νόμο του Νεύτωνα για την βαρύτητα

F12 =
Gm1m2

|r⃗1(t)− r⃗2(t)|2
(3.1)

25
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παίζει το ρόλο του «ϕορτίου» της βαρύτητας, ενώ στο θεμελιώδη νόμο της μηχανικής F⃗ = ma⃗ το ρόλο
του μέτρου της αδράνειας. Το γεγονός ότι η βαρυτική και η αδρανειακή μάζα είναι ίσες, υποδεικνύει
ότι ένα βαρυτικό πεδίο μπορεί να εξαλειϕθεί και να δημιουργηθεί μέσω της επιτάχυνσης. Από αυτή την
ισότητα προκύπτει άμεσα ότι:

Αρχή της ισοδυναμίας
Δεν υπάρχει κανένα πείραμα που να μπορεί να διακρίνει μία ομαλή επιτάχυνση από ένα ομοιόμορϕο

βαρυτικό πεδίο.

Αυτή η αρχή εϕαρμόζεται σε όλους τους νόμους της Φυσικής.
Επομένως είμαστε αναγκασμένοι να δεχτούμε ότι και το ϕως εκτελεί ελεύθερη πτώση σε βαρυτικό

πεδίο με την ίδια επιτάχυνση όπως όλα τα άλλα σώματα. Δεν υπάρχει κάποιος τρόπος να το εξηγήσουμε
αυτό με τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα F⃗ = mI a⃗, αϕού τα ϕωτόνια είναι άμαζα. Για να εξηγηθεί επομένως
αυτό το γεγονός είναι αναγκαία η καμπύλωση του χωρόχρονου από την παρουσία μάζας.

3.3 Μετρική

Η καμπύλωση του χωροχρόνου συνίσταται στο ότι το στοιχείο μήκους της γεωμετρίας του χωρόχρονου
δεν είναι πλέον το 2.7 αλλά τα στοιχεία της μετρικής 2.23 αλλάζουν.
Για την περιγραϕή μίας γενικής γεωμετρίας απαιτείται ένα σύστημα συντεταγμένων για την αναπα-

ράσταση όλων των σημείων και ο καθορισμός του στοιχείου μήκους ds2 μεταξύ δύο γειτονικών σημείων
που χωρίζονται με απόσταση dxα. Αυτό το στοιχέιο έχει τη μορϕή

ds2 = gαβ(x)dx
αdxβ, (3.2)

όπου gαβ(x) ένας συμμετρικός και εξαρτημένος από την εκάστοτε θέση του σωματιδίου πίνακας που
ονομάζεται μετρική (metric). Η μετρική του επίπεδου Minkowski χώρου είναι η ηαβ που σε σϕαιρικές
συντεταγμένες (t, r, θ, ϕ) γράϕεται και σαν

ηαβ(x) =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

 (3.3)

Οι διαγώνιες μετρικές όπως η παραπάνω μπορούν να αναπαρασταθούν και με μια πιο απλή μορϕή
gαβ(x) = diag(−1, 1, r2, r2 sin2 θ).

3.4 Σύμβαση ΄Αθροισης

΄Οσο αϕορά τη σύμβαση άθροισης που αναϕερθήκαμε και στην παράγραϕο 2.5.1, ισχύουν κάποιοι συγ-
κεκριμένοι κανόνες τους οποίους θα παρουσιάσουμε εδώ.

1. Η θέση των δεικτών παίζει πολύ μεγάλο ρόλο και θα δούμε στη συνέχεια πώς μπορούμε να
ανεβάζουμε και να κατεβαζουμε δείκτες. Οι πάνω δείκτες που βρίσκονται στον παραννομαστή
λειτουργούν σαν κάτω δείκτες.

2. Οι επαναλαμβανόμενοι δείκτες στους οποίους υπονοείται άθροιση θα συναντώνται πάντα ανα δύο
και μόνο σε ζεύγη πάνω-κάτω δεικτών (γι΄ αυτο και λέγονται βουβοί δείκτες). Αν υπάρχουν
παραπάνω από δύο ίδιοι δείκτες σίγουρα έγινε κάποιο λάθος.
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3. Οι δείκτες που δεν αθροίζονται ονομάζονται ελεύθεροι δείκτες (free indices). Θα πρέπει να
υπάρχει αντιστοιχία ελεύθερων δεικτών μεταξύ των δύο μελών της εξίσωσης.

3.5 Γεωδαιτικές Εξισώσεις

Με βάση τις αρχές της γενικής σχετικότητας τα ελεύθερα σωματίδια κινούνται στις «ευθείες» του
καμπυλωμένου χωροχρόνου και δεν σκείται πάνω τους κάποια δύναμη. Επομένως τα σωματίδια που
η κίνησή τους επηρρεάζεται μόνο από την βαρύτητα και από καμία άλλη δύναμη (π.χ. ηλεκτρικές)
καλούνται ελεύθερα (free) ή που εκτελούν ελεύθερη πτώση (free-falling). Σκοπός μας είναι να εξάγουμε
τις εξισώσεις αυτών των «ευθειών» που καμπυλωμένου χωρόχρονου. Αυτό θα το πετύχουμε από την
Αρχή των Μεταβολών. Σημειώνεται ότι θα μελετήσουμε μόνο δοκιμαστικά σωματίδια, δηλαδή αυτά τα
οποία προκαλούν αμελητέα καμπύλωση στον χωρόχρονο που δεν την λαμβάνουμε υπόψη μας.

3.5.1 Εύρεση των Γεωδαιτικών Εξισώσεων

Η αρχή των μεταβολών λέει ότι το σωματίδιο θα κινηθεί στην καμπύλη ακρότατου ιδιόχρονου. Ο
ιδιόχρονος στην γενική σχετικότητα δίνεται αν συνδυάσουμε την 2.8 και την 2.25 αρκεί την θέση της
επίπεδης μετρικής ηαβ να πάρει πλέον η μετρική του καμπυλωμένου χωρόχρονου gαβ(x), δηλαδή:

τAB =

∫ B

A
dτ =

∫ B

A
[−gαβ(x)dxαdxβ]1/2. (3.4)

Εκλέγοντας πάλι την παράμετρο σ για να παραμετροποιήσουμε την κοσμική γραμμή του σωματιδίου με
τις ίδιες συνθήκες (σ = 0 στο Α και σ = 1 στο Β) έχουμε πάλι

τAB =

∫ 1

0
dσ

(
−gαβ(x)

dxα

dσ

dxβ

dσ

)1/2

. (3.5)

Εϕαρμόζοντας τώρα τις εξισώσεις Euler-Lagrange 2.49

− d

dσ

(
∂L

∂(dxα/dσ)

)
+

∂L

∂xα
= 0 (3.6)

για την Λαγκραντζιανή

L

(
dxα

dσ
, xα
)

=

(
−gαβ(x)

dxα

dσ

dxβ

dσ

)1/2

. (3.7)
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Η λύση των παραπάνω εξισώσεων (είναι σαϕές ότι πρόκειται για τέσσερις εξισώσεις) αποδεικνύεται
ότι είναι

d2xα

dτ2
= −Γα

βγ

dxβ

dτ

dxγ

dτ
, (3.8)

ή συναρτήσει της τετραταχύτητας
d2xα

dτ2
= −Γα

βγu
βuγ . (3.9)

Οι παραπάνω δύο εξισώσεις ονομάζονται Γεωδαιτικές Εξισώσεις (geodesic equations). Οι σταθερές
Γα
βγ ονομάζονται σύμβολα Christoffel (Christoffel symbols) και προκύπτουν από την μετρική και τις
πρώτες παραγώγους τους. Τα σύμβολα Christoffel λαμβάνοντα έτσι ώστε να είναι συμμετρικά ως προς
τους δύο κάτω δείκτες τους

Γα
βγ = Γα

γβ (3.10)

γιατί ένας αντισυμμετρικός όρος δεν θα είχε καμία συνεισϕορά στο απόλυτα συμμετρικό άθροισμα ως
προς β και γ στην 3.8. Αποδεικνύεται επίσης ότι τα σύμβολα Christoffel δίνονται από την σχέση

gαβΓ
δ
βγ =

1

2

(
∂gαβ
∂xγ

+
∂gαγ
∂xβ

−
∂gβγ
∂xα

)
(3.11)

3.5.2 Επίλυση των Γεωδαιτικών - Συμμετρίες και Αναλλοίωτοι Νόμοι

Η Γεωδαιτική Εξίσωση συνίσταται από ένα σύνολο τεσσάρων πεπλεγμένων διαϕορικών εξισώσεων
δευτέρου βαθμού που αντιστοιχούν στις τέσσερεις συντεταγμένες του δοκιμαστικού σωματιδίου συ-
ναρτήσει του ιδιόχρονου. Παρ΄ όλη τη δυσκολία στο να λυθούν αυτές οι εξισώσεις, οι συμμετρίες και
οι διατηρητικοί νόμοι που προκύπτουν από αυτές ελλατώνουν την τάξη και τον αριθμό αυτών των εξι-
σώσεων κάνοντας έτσι πιο εύκολη την επίλυσή τους. Παρ΄ όλ΄ αυτά, δοθεισών αρχικής τετραταχύτητας
και θέσης είναι δυνατή και η αριθμητική επίλυσή τους.
Μία πρώτη εξίσωση η οποία είναι πάντα διαθέσιμη είναι η κανονικοποίηση της τετραταχύτητας

u · u = gαβ
dxα

dτ

dxβ

dτ
= −1, (3.12)

το οποίο ισχύει και για οποιαδήποτε γενική μετρική gαβ(x) (έτσι ορίζεται και το εσωτερικό γινόμενο
για καμπυλωμένους χωροχρόνους a · b = gαβa

αbβ). Οι υπόλοιποι νόμοι διατήρησης αναδύονται από
τις συμμετρίες της μετρικής. ΄Οπως και στην Νευτώνεια μηχανική η διατήρηση της ενέργειας προκύπτει
από την ομοιομρϕία του χρόνου, η διατήρηση της ορμής από την ομοιομορϕία του χώρου, η διατήρηση
της στροϕορμής από την ισοτροπία του χώρου και κάθε νόμος διατήρησης από μία συμμετρία (θεώρημα
Noether). ΄Ετσι και στην γενική σχετικότητα από όποιαδήποτε συμμετρία της μετρικής θα προκύπτει
και μία αναλλοίωτη ποσότητα, μία διατηρούμενη ποσότητα.
΄Εστω ότι η μετρική μας είναι ανεξάρτητη από μία συντεταγμένη, έστω την x1. Τότε ο μετασχημα-

τισμός
x1 → x1 + σταθ. (3.13)

αϕήνει την μετρική αναλλοίωτη. Το διάνυσμα ξ με συνιστώσες

ξα = (0, 1, 0, 0) (3.14)

εκτείνεται κατά την διεύθυνση, όπου η μετρική παραμένει αναλλοίωτη. Αυτό το διάνυσμα ονομάζεται
διάνυσμα Killing (Killing vextor) και συνδέεται με την συμμετρία αυτή. Από τη στιγμή που η μετρική
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είναι ανεξάρτητη από το x1 και η Λαγκραντζιανή θα είναι ανεξάρτητη από το x1 και ∂L/∂x1 = 0. Τότε
η 3.6 γίνεται

d

dσ

[
∂L

∂(dx1/dσ)

]
= 0, (3.15)

και
∂L

∂(dx1/dσ)
= −g1β

1

L

dxβ

dσ
= −g1β

dxβ

dτ
= −gαβξαuβ = −ξ · u (3.16)

η οποία σύμϕωνα με την 3.15 παραμένει αναλλοίωτη πάνω σε μία γεωδαιτική. Συνεπώς η αναλλοίωτη
ποσότητα κατά μήκος μίας γεωδαιτικής είναι η

ξ · u = σταθ. (3.17)

Μπορεί κάποιος ισοδύναμα να πολλαπλασιάσει την παραπάνω εξίσωση με την μάζα ηρεμίας και να
ισχυριστεί ότι η αναλλοίωτη ποσότητα είναι η ξ · p, όπου p η ορμή του σωματιδίου.
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Κεϕάλαιο 4

Εξίσωση Einstein στο κενό

Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιαστούν οι 3 απαραίτητες μαθηματικές έννοιες. Η αυστηρή διατύπωση
του διανύσματος στον καμπυλωμένο χωροχρόνο, τα δυαδικά διανύσματα και η συναλλοίωτη παράγωγος,
για να ϕτάσουμε στην βασική σχέση της γενικής σχετικότητας, την εξίσωση Einstein. Θα ϕτάσουμε
επίσης στην εξίσωση Einstein για την απλή περίπτωση του κενού και θα την λύσουμε στην πιο απλή
της περίπτωση την σϕαιρικά συμμετρική, στατική περίπτωση. Θα βρούμε τη λύση Schwartzschild.

4.1 Μαθηματικά

4.1.1 Διανύσματα

Τα διανύσματα τα είχαμε ορίσει ως προσανατολισμένα ευθύγραμμα τμήματα στον επίπεδο χωροχρόνο.
Αυτό έιναι δυνατό να γίνει και στον καμπυλωμένο χωροχρόνο, αλλά δεν διατηρούν τα διανύσματα
όλες τους τις ιδιότητες (πρόσθεση διανυσμάτων), ακριβώς γιατί ο χωρόχρονος είναι καμπυλωμένος!
Χρειαζόμαστε λοιπόν έναν πιο αυστηρό ορισμό.
Αν f(xα) μία τυχούσα συνάρτηση και xα(σ) μία καμπύλη, η παράγωγος της συνάρτησης κατά την

κατεύθυνση αυτής της καμπύλης δίνεται από τον τύπο

df

dσ
= lim

ϵ→0

[
f(xα(σ + ϵ))− f(xα(σ))

ϵ

]
=
dxα

dσ

∂f

∂xα
. (4.1)

Το διάνυσμα t με συνιστώσες

tα =
dxα

dσ
(4.2)

είναι εϕαπτομενικό στην καμπύλη. Η παράγωγος κατά κατεύθυνση στο σημείο σ καθορίζεται επομένως
από το t και γράϕουμε

d

dσ
= tα

∂

∂xα
. (4.3)

Σε κάθε παράγωγο κατά κατεύθυνση αντιστοιχεί και ένα διάνυσμα, όπως και σε κάθε διάνυσμα αντι-
στοιχεί και μία παράγωγος κατά κατεύθυνση. Τα διανύσματα και οι παράγωγοι βρίσκονται επομένως
σε μία σχέση ένα προς ένα μεταξύ τους. Μπορούμε λοιπόν σε κάθε διάνυσμα να αντιστοιχίσουμε και
την αντίστοιχη παράγωγό του κατά κατεύθυσνη ως

a ≡ aα
∂

∂xα
. (4.4)

31
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Οι μερικές παράγωγοι ∂/∂xα συνιστούν διανύσματα βάσης συντεταγμένων, αϕού από την 4.2 ϕαίνεται
ότι είναι οι συνιστώσες βάσης συντεταγμένων του t. Οι εξισώσεις 4.1-4.4 μπορούν να χρησιμοποιηθούν
και στον καμπυλωμέο χωροχρόνο και όλες οι συνήθεις κανόνες της διανυσματικής ανάλυσης απορρέουν
από αυτές. Γι΄ αυτό το λόγο από εδώ και πέρα θα αντιμετωπίζουμε τα διανύσματα ως παραγώγους κατά
κατεύθυνση.

4.1.2 Δυϊκά Διανύσματα

΄Ενα δυαδικό διάνυσμα ω, με συνιστώσες ωα, είναι μία γραμμική απεικόνιση διανυσμάτων σε πραγραμ-
τικούς αριθμόυς. Δηλαδή ένα διάνυσμα a απεικονίζεται στον πραγματικό αριθμό ω(a) μέσα από τη
σχέση

ω(a) = ωαa
α. (4.5)

Η απεικόνιση αυτή είναι γραμμική, δηλαδή για δύο τυχόντα διανύσματα a, b και δύο πραγματικούς
αριθμούς α και β ισχύει

ω(αa+ βb) = αω(a) + βω(b) (4.6)

Κάθε διάνυσμα a, όπως ξέρουμε, ικανοποιεί μία γραμμική απεικόνιση από ένα άλλο τυχον διάνυσμα
b σε κάποιον πραγματικό αριθμό μέσω της πράξης τους εσωτερικού γινομένου

a(b) = a · b
aαb

α = gαβa
βbα.

(4.7)

Από αυτή την τελευταία εξίσωση μπορούμε να πούμε επειδη ισχύει για κάθε τυχόν διάνυσμα b ότι

aα = gαβa
β Υποστολή του δείκτη. (4.8)

Η τελευταία σχέση αποτελεί μία αντιστοιχία ενός διανύσματος aα και ενός διαδυκού διανύσματος aα.
Για να αντιστρέψουμε την σχέση (4.8) πρέπει να ορίσουμε την αντίστροϕη μετρική gαβ ως τον

αντίστροϕο πίνακα της gαβ , δηλαδή

gαγgγβ = δαβ . (4.9)

Μπορούμε τώρα να πούμε ότι

aα = gαβaβ Ανυψωση δείκτη. (4.10)

Το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων μπορεί τώρα να γραϕτεί με ποικίλους τρόπους

a · b = gαβa
αbβ = aαb

α = aαbα = gαβaαbβ. (4.11)

Τώρα γίνεται ξεκάθαρο το πόσο μεγάλη σημασία έχει η θέση του δείκτη και πόσο μεγάλη προσοχή
χρειάζεται. Οι κανόνες άθροισης ισχύουν κανονικά απλά όταν ανυψώνουμε έναν δείκτη πρέπει να το
κάνουμε και στα δύο μέλη της εξίσωσης ταυτόχρονα έτσι ώστε να υπάρχει συμϕωνία. ΄Οταν ένας δείκτης
βουβού αθροίσματος υποστέλλεται ο άλλος πρέπει να ανυψώνεται για να είναι οι δείκτες άθροισης πάντα
σε ζεύγη πάνω κάτω.
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4.1.3 Τανυστές

Γενίκευση της ιδέας του διαδυκού δινύσματος είναι ο τανυστής. ΄Ενας τανυστής t είναι μία γραμμική
απεικόνιση ενός ζεύγους διανυσμάτων σε πραγματικούς αριθμούς. ΄Ενας τανυστής 2ου βαθμού που
έχουμε συναντήσει μέχρι τώρα είναι η μετρική g που ορίζει τη γραμμική απεικόνιση του εσωτερικού
γινομένου δύο διανυσμάτων a και b

g(a, b) ≡ a · b = gαβa
αbβ. (4.12)

Πιο γενικά, ένας τανυστής βαθμού r αντιστοιχεί σε μία γραμμική απεικόνιση r διανυσμάτων σε
πραγματικούς αριθμούς. Για παράδειγμα ένα τανυστής 3ου βαθμού ορίζεται ως:

t(a, b, c) = tαβ
γaαbβcγ . (4.13)

Οι αριθμοί tαβγ αποτελούν τις συνιστώσες του τανυστή. Και εδώ προϕανώς παίζει ρόλο η θέση (πάνω
ή κάτω) του δείκτη. Μπορούμε να ανεβοκατεβάζουμε τους δείκτες κατά τα γνωστά σύμϕωνα με την

tαβγ = gγδtαβ
δ. (4.14)

4.1.4 Συναλλοίωτη Παράγωγος

Η παράγωγος ενός διανύσματος εμπλέκει εν γένει τη μεταβολή διανυσμάτων σε γειτονικά σημεία του
χωροχρόνου. ΄Ομως τέτοιες διαδικασίες μπορούν να οριστούν μόνο σε ένα σημείο του καμπυλώμένου
χωροχρόνου. Στον καμπυλωμένο χωροχρόνο της γενικής σχετικότητας, τα διανύσματα βάσης αλλάζουν
από σημείο σε σημείο (όπως και στις πολικές συντεταγμένες για παράδειγμα), οπότε πρέπει πέρα από
την μεταβολή του ίδιου του διανύσματος που παραγωγίζουμε, πρέπει να λάβουμε υπόψη μας και αυ-
τή τη μεταβολή των διανυσμάτων βάσης. Αποδεικνύται λοιπόν ότι η συναλλοίωτη παράγωγος ενός
διανύσματος υβ είναι ένας τανυστής δεύτερου βαθμού ∇υ:

∇αυ
β =

∂υβ

∂xα
+ Γβ

αγυ
γ . (4.15)

όπου Γβ
αγ τα γνωστά Christoffel σύμβολα.

Παράδειγμα (Πιο κομψή μορϕή των Γεωδαιτικών Εξισώσεων 3.8) Το διάνυσμα
θέσης xα ενός σωματιδίου έχει αρχή την αρχή των αξόνων και τέλος την θέση του σωματιδίου (η αρχή
του είναι σταθερή στο χωροχρόνο). Η ταχύτητα του σωματιδίου δίνεται από τον τύπο

uα =
dxα

dτ
. (4.16)

Εδώ δεν έχουμε κανένα λόγο να πάρουμε συναλλοίωτη παράγωγο γιατί η παράγωγος της θέσης δεν
εμπλέκει μέσα μεταϕορά της αρχής του διανύσματος θέσης για να έχουμε και μεταβολή των διανυσμάτων
βάσης. Επίσης ο ιδιόχρονος τ είναι αναλλοίωτος όπως έχουμε πει. Η ταχύτητα λοιπόν είναι ένα διάνυσμα
με αρχή τη θέση του σωματιδίου και κατεύθυνση εϕαπτομενική της κίνησης. Παραγωγίζοντας λοιπόν
την ταχύτητα για να βρούμε την επιτάχυνση του σωματιδίου έχουμε:

aα =
d

dτ

(
dxα

dτ

)
=
dxβ

dτ

d

dxβ

(
dxα

dτ

)
. (4.17)
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΄Ομως ο τελευταίος όρος στην 4.17 περιλαμβάνει παραγώγιση ως προς τον χώρο μη σταθερού διανύσμα-
τος, οπότε πρέπει την παράγωγο d/dxβ να την προάγουμε σε συναλλοίωτη. ΄Εχουμε δηλαδή

aα ≡ ∇uu = uβ∇βu
α = uβ

(
∂uα

∂xβ
+ Γα

βγu
γ

)
=
dxβ

dτ

∂uα

∂xβ
+ Γα

βγu
γuβ =

duα

dτ
+ Γα

βγu
γuβ. (4.18)

Τα σωματίδια που κινούνται μόνο υπό την επίδραση της βαρύτητας είναι ελεύθερα σωαμτίδια οπότε
μπορούμε να πάρουμε a = 0 και να καταλήξουμε στην Γεωδαιτική Εξίσωση:

a = 0 ⇔
∇uu = 0 ⇔
∂uα

∂τ
+Γα

βγu
γuβ = 0.

(4.19)

Δηλαδή η Γεωδαιτική εξίσωση πήρε την απλή μορϕή

∇uu = 0 Γεωδαιτική Εξίσωση. (4.20)

Η ιδέα της συναλλοίωτης παραγώγου μπορεί να επεκταθεί και σε συναρτήσεις επεκτείνοντας την
έννοια της κλίσης. Μπορούμε δηλαδή να γράψουμε:

∇αf ≡ ∂f

∂xα
, ∇uf ≡ uα

∂f

∂xα
. (4.21)

Μπορούμε επίσης εύκολα να γενικεύσουμε την συναλλοίωτη παράγωγο από διανύσματα σε τανυστές
χρησιμοποιώντας τον ορισμό της παραγώγου γινομένου και καταλήγουμε στην

∇γt
αβ =

∂tαβ

∂xγ
+ Γα

γδt
δβ + Γβ

γδt
αδ. (4.22)

Στην περίπτωση που έχουμε κάτω δείκτες αποδεικνύεται επίσης ότι:

∇αυβ =
∂υβ
∂xα

− Γγ
αβυγ (4.23)

και για τανυστές

∇γt
α
β =

∂tαβ
∂xγ

+ Γα
γδt

δ
β − Γδ

γβt
α
δ. (4.24)

4.2 Καμπυλότητα και Εξίσωση Einstein.

Σε προηγούμενο κεϕάλαιο είχαμε πεί ότι η παρουσία μάζας προκαλεί καμπύλωσης του χωροχρόνου.
Εδώ θα δώσουμε μία ποσοτική σχέση αυτής της καμπύλωσης ως

(τοπική χωροχρονική καμπυλότητα) = (μέτρο πυκνότητας ύλης-ενέργειας) . (4.25)

Αυτή η σχέση ονομάζεται εξίσωση Einstein (Einstein equation) και συνιστά την εξίσωση πεδίου της
γενικής σχετικότητας. Η εξίσωση Einstein συνδέει την καμπύλωση του χωροχρόνου με την πηγή
του, την μάζα-ενέργεια ύλης. ΄Οπως θα δούμε στη συνέχεια, αυτή η εξίσωση συνιστά στην ουσία δέκα
μερικές διαϕορικές εξισώσεις δευτέρου βαθμού μη-γραμμικές.
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4.2.1 Παλιρροϊκές Δυνάμεις στην Νευτώνεια Βαρύτητα

Για να γράψουμε την ποσοτική σχέση της 4.25 πρέπει πρώτα να βρούμε μία ποσοτική σχέση για το
μέτρο της χωροχρονικής καμπυλότητας. Θα ξεκινήσουμε βρίσκοντας την Νευτώνεια έκϕραση για αυτό
το μέτρο για να γενικεύσουμε στη συνέχεια στην γενική σχετικότητα.
Η κίνηση ενός μόνο δοκιμαστικού σωματιδιόυ δεν παρέχει απολύτως καμία πληροϕορία για την

χωροχρονική καμπυλότητα. Για την ανίχνευσή της χρειάζονται τουλάχιστον δύο δοκιμαστικά σωμα-
τίδια. Μελετώντας λοιπόν την σχετική κίνηση δύο γειτονικών δοκιμαστικών σωματιδίων μπορούμε να
ανιχνεύσουμε την χωροχρονική καμπυλότητα, ακριβώς γιατί οι βαρυτικές δυνάμεις που ασκούνται σε
γειτονικά σωματίδια είναι διαϕορετικές λόγω ακριβώς διαϕορετικής θέσης.
Σε ένα αδρανειακό σύστημα αναϕοράς η εξίσωση κίνησης για τη θέση x⃗(t) ένος δοκισμαστικού

σωματιδιόυ που κινείται σε κάποιο δυναμικό Φ(x) είναι:

d2xi

dt2
= −δij ∂Φ(x

k)

∂xj
. (4.26)

΄Εστω χ⃗ το διάνυσμα απόστασης (seperation vector) που μετρά την σχετική απόσταση ενός δεύτερου
σωματιδίου από το πρώτο. Η θέση του δεύτερου θα δίνεται λοιπόν από τον τύπο xi(t) + χi(t). Η
εξίσωση κίνησης για το δεύτερο σωματίδιο είναι:

d2(xi + χi)

dt2
= −δij ∂Φ(x

k + χk)

∂xj
(4.27)

Αναπτύσσοντας το δεξί μέλος μέχρι και γραμμικούς όρους τάξης του χj (διότι το |χ| είναι μικρό) και
χρησιμοποιώντας την 4.26 καταλήγουμε στην

d2χi

dt2
= −δij

(
∂2Φ

∂xj∂xk

)
x⃗

χk. (4.28)

Η εξίσωση αυτή ονομάζεται εξίσωση Νευτώνειας απόκλισης (Newton Deviation Equation). Αυτή η
σχέση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να βρεθεί η αποστασή των δύο σωματιδίων σε κάθε στιγμή αν είναι
γνωστή η αρχική τους απόσταση (υπό την προϋπόθεση ότι το |χ| παραμένει μικρό). Οι δυνάμεις αυτές
που ασκούνται ονομάζονται Παλιρροϊκές βαρυτικές δυνάμεις (tidal gravitational forces). Αν η εξίσωση
4.28 χρησιμοποιηθεί με το Νευτώνειο βαρυτικό δυναμικό Φ = −M/r αποδεικνύεται ότι ένας παρατηρη-
τής που εκτελεί ελεύθερη πτώση προς το κέντρο μάζας, εξαιτίας των παλλιροϊκών βαρυτικών δυνάμεων,
τεντώνεται προς την ακτινική κατεύθυνση και συμπιέζεται στις εγκάρσιες σε αυτήν κατευθύνσεις. Αυτή
είναι και η αιτία που παρατηρούμε τις παλίρροιες, λόγω του βαρυτικού πεδίου του ϕεγγαριού και τις
περιϕοράς του γύρω από την Γη.
Είναι αξιοσημείωτο, ότι η εξίσωση πεδίου της Νευτώνειας βαρύτητας είναι

∇2Φ = 4πGµ, (4.29)

και μπορεί να γραϕτεί και σαν

∇2Φ = δij
(

∂2Φ

∂xi∂xj

)
= 4πGµ, (4.30)

όπου µ η πυκνότητα μάζας. Για το κενό µ = 0. Μία ανάλογη σχέση θα εξάγουμε και για την γενική
σχετικότητα.
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4.2.2 Εξίσωση Γεωδαιτικής Απόκλισης

Για την ευρεση της εξίσωσης που διέπει την εξέλιξη του διανύσματος μετατόπισης χ στη γενική σχετι-
κότητα, το οποίο είναι ανάλογο του 4.28 πρέπει να βρούμε την δεύτερη παράγωγο του χ ως προς τον
ιδιόχρονο. Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι τα δύο σωματίδια είναι κάποια στιγμή σε γειτονικές θέσεις
με τον ίδιο ιδιόχρονο. Η παράγωγος του χ ως προς τον ιδιόχρονο τ προκύπτει από την συναλλοίωτη
παράγωγο κατά την διεύθυνση u, όπου uα η τετραταχύτητα του παρατηρητή,

υ ≡ ∇uχ, (4.31)

ενώ η δεύτερη παράγωγος από την
w ≡ ∇u∇uχ. (4.32)

Οι αναλυτικές εκϕράσεις των 4.31 και 4.32 είναι:

υα ≡ (∇uχ)
α = uβ∇βχ

α =
dχα

dτ
+ Γα

βγu
βχγ , (4.33)

wα ≡ (∇uυ)
α = uδ∇δυ

α =
dυα

dτ
+ Γα

δγu
δυγ . (4.34)

Αντικαθιστώντας την 4.33 στην 4.34 και εκτελώντας τις κατάλληλες πράξεις, παίρνοντας όπως και στην
Νευτώνεια περίπτωση ανάπτυγμα μέχρι γραμμικούς όρους για το χα(τ), καταλήγουμε στην Εξίσωση
Γεωδαιτικής Απόκλισης (equation of geodesic deviation)

(∇u∇uχ)
α = −Rα

βγδu
βχγuδ, (4.35)

όπου

Rα
βγδ =

∂Γα
βδ

∂xγ
−
∂Γα

βγ

∂xδ
+ Γα

γϵΓ
ϵ
βδ − Γα

δϵΓ
ϵ
βγ . (4.36)

Η εξίσωση 4.35 αποτελεί την γενίκευση της αντίστοιχη Νευτώνειας 4.28 στην γενική σχετικότητα.
Η ποσότητα Rα

βγδ αποτελεί επομένως το μέτρο της χωροχρονικής καμπυλότητας που αναζητούμε και
αποκαλείται τανυστής καμπυλότητας Riemann (Riemann curvature tensor) και είναι ένας τανυστής
4ου βαθμού.
Στην περίπτωση τώρα ενός συστήματος αναϕοράς σε ελεύθερη πτώση με τετραταχύτητα u, η ε-

ξίσωση γεωδαιτικής απόκλισης παίρνει την πιο απλή μορϕή

d2χα̂

dτ2
= −Rα̂

τ̂ β̂τ̂χ
β̂ (4.37)

όπου
Rα̂

β̂γ̂δ̂ = Rα
βγδ(e

α̂)α(eβ̂)
β(eγ̂)

γ(eδ̂)
δ (4.38)

οι συνιστώσες του τανυστή Riemann στο σύστημα αναϕοράς σε ελεύθερη πτώση, με eα̂ και (eβ̂)
β τα

διανύσματα βάσης και τα διανύσματα δυαδικής βάσης σε αυτό το σύστημα.
Συγκρίνοντας τώρα τις 4.28, 4.29 με την 4.37 μπορούμε να εξάγουμε την εξίσωση Einstein στο

κενό ως:
Rγ

αγβ ≡ Rαβ = 0, (4.39)

όπου Rαβ η καμπυλότητα Ricci (Ricci Curvature) (πρόκειται για άθροιση στους επαναλαμβανόμενους
δείκτες). Αυτή αποτελεί και η σχετικιστική γενίκευση του ∇2Φ = 0.
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Σημείωση: Κάποιες ιδιότητες των τανυστών Riemann και Ricci. Χαμηλώνοντας τον πρώτο
δείκτη του τανυστή Riemann έχουμε

Rαβγδ =
1

2

(
∂2gαδ
∂xβ∂xγ

− ∂2gαγ
∂xβ∂xδ

−
∂2gβδ
∂xα∂xγ

+
∂2gβγ
∂xα∂xδ

)
(4.40)

συναρτήσει των συνιστωσών της μετρικής. Η καμπυλότητα Riemann διαθέτει κάποιες συμμετρίες:

Rαβγδ = −Rβαγδ,

Rαβγδ = −Rαβδγ ,

Rαβγδ = +Rγδαβ,

Rαβγδ +Rαδβγ +Rαγδβ = 0,

(4.41)

σύμϕωνα με τις οποίες όλες οι 4×4×4×4 συνιστώσες της καταλήγουν μόνο σε 20 ανεξάρτητες ματαξύ
τους. Για την καμπυλότητα Ricci η έκϕραση που παίρνουμε συναρτήσει των συμβόλων Christoffel είναι

Rαβ =
∂Γγ

αβ

∂xγ
− ∂Γγ

αγ

∂xβ
+ Γγ

αβΓ
δ
γδ − Γγ

αδΓ
δ
βγ . (4.42)

Το Rαβ είναι επίσης συμμετρικό ως προς τα α και β. Επομένως οι Rαβ = 0 είναι 10 μερικές διαϕορικές
εξισώσεις δευτέρα τάξης μη γραμμικές, μία για τον κάθε συντελεστή gαβ . Αποδεικνύεται ότι υπάρχουν
τέσσερις διαϕορικές ταυτότητες που εμπλέκουν το Rαβ , έτσι ώστε να παραμένουν μόνο έξι ανεξάρτητες
εξισώσεις, μία για κάθε βαθμό ελευθερίας της μετρικής. Αυτές οι ταυτότητες λέγονται ταυτότητες
Bianchi και δεν θα εξεταστούν εδώ.

4.3 Λύση της εξίσωσης Einstein στην σϕαιρικά συμμετρική
στατική περίπτωση-Γεωμετρία Schwarzschild.

Θα θεωρήσουμε σϕαιρικά συμμετρική λύση, και ανεξάρτητη από το χρόνο. Η μετρική μίας ανεξάρτητης
πηγής δεν θα εξαρτάται από τον χρόνο και όροι της μορϕής dxidt δεν θα περιέχονται στη μετρική
γιατί δεν είναι αναλλοίωτοι κάτω από τον μετασχηματισμό t→ −t. Ορίζοντας της γνώριμες σϕαιρικές
γωνίες θ και ϕ θεωρούμε ότι η γεωμετρία πρέπει να περιλαμβάνει το «εσωτερικό» στοιχείο μήκους
dΣ2 = r2(dθ2+sin2θdϕ2) για να είναι, όπως άλλωστε οϕείλει, ενσωματωμένη στον επίπεδο χωρόχρονο.
Η ακτίνα r ορίζεται μέσα από την επιϕάνεια της σϕαίρας ως r = [(εμβαδόν)/4π]1/2. Λόγω σϕαιρικής
συμμετρίας ούτε οι όροι drdϕ και drdθ μπορούν να υπάρχουν στην μετρική. Καταλήγουμε λοιπόν ότι
το στοιχείο μήκους θα πρέπει να έχει τη μορϕή

ds2 = −eν(r)dt2 + eλ(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (4.43)

το οποίο περιλαμβάνει μόνο δύο άγνωστες συναρτήσεις του r. Η γραϕή αυτή μέσω του εκθετι-
κού χρησιμοποιείται κατά παράδοση. ΄Αρα οι 10 μη γραμμικές διαϕορικές εξισώσεις μερικών παρα-
γώγων, ελαχιστοποιήθηκαν σε μόλις δύο μη γραμμικές συνήθεις διαϕορικές εξισώσεις. Στη συνέχεια
βρίσκοψμε τα σύμβολα Christoffel με βάση τον τύπο 3.11, και από την 4.42 βρίσκουμε και την καμ-
πυλότητα Ricci συναρτήσει των ν(r) και λ(r) και των παραγώγων τους. Χρησιμοποιώντας τον τύπο
Gαβ ≡ Rαβ − (1/2)gαβR

γ
γ βρίσκουμε τον τανυστή του Einstein (το αριστερό μέλος της εξίσωσης

Einstei παρουσία ύλης). Από τον παραπάνω τύπο ϕαίνεται ότι αν ο τανυστής Ricci μηδενίζεται το ίδιο
θα κάνει και ο τανυστής Einstein. Αυτό το κάνουμε γιατί αν προβάλουμε τον τανυστή Einstein σε
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μία ορθοκανονική βάση στην κατεύθυνση των αξόνων συντεταγμένων απλοποιούνται τα αποτελέσματά
μας. Από όλες τις εξισώσεις οι μόνες δύο ανεξάρτητες είναι οι

Gt̂t̂ = e−λ

(
λ′

r
− 1

r2

)
+

1

r2
= 0,

Gr̂r̂ = e−λ

(
ν ′

r
+

1

r2

)
− 1

r2
= 0,

(4.44)

όπου ο τόνος υποδηλώνει παραγώγιση προς r. Λύνοντας την πρώτη από τις δύο έχουμε

d

dr
(re−λ(r)) = 1 (4.45)

με λύση
e−λ(r) = 1 +A/r (4.46)

για κάποια σταθερά A. Από την σχέση Gt̂t̂ + Gr̂r̂ = 0 έχουμε άμεσα ότι ν ′ = −λ′, δηλαδή ν(r) =
−λ(r) +B. ΄Αρα η λύση για το ν(r) είναι

eν(r) = eB(1 +A/r). (4.47)

Για μεγάλα r η μετρική πρέπει να καταλήγει στην συνήθη επίπεδη μετρική των πολικών συντεταγμένων,
επομένως B = 0. Για να είναι συμβατή η γενική θεωρία της σχετικότητας με την Νευτώνεια βαρύτητα
αποδεικνύεται ότι η σταθερά A δίνεται από τη σχέση:

A = −2GM

c2
(4.48)

όπου M η μάζα της πηγής της καμπυλότητας.
Αποδεικνύεται επίσης ότι ακόμα και αν η πηγή μεταβάλλεται με τον χρόνο, η γεωμετρία Scharzschild

αποτελεί την μοναδικά σϕαιρικά συμμετρική λύση της εξίσωσης Einstein στο κενό. Η γεωμετρία
Schwarzschild περιγράϕει με εξαιρετική ακρίβεια τον χωροχρόνο στο εξωτερικό ενός σϕαιρικού άστρου.
Αυτή η γεωμετρία συνοψίζεται στο στοιχείο μήκους

ds2 = −
(
1− 2GM

c2r

)
(cdt)2 +

(
1− 2GM

c2r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (4.49)

ή σε μονάδες c = G = 1

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2). (4.50)



Κεϕάλαιο 5

Κίνηση Σωματιδίων στη γεωμετρία
Schwarzschild-Μαύρες Τρύπες

5.1 Ιδιότητες της Γεωμετρίας Schwarzschild

Το στοιχείο μήκους 4.50 της γεωμετρίας Schwarzschild έχει μία σειρά από χρήσιμες ιδιότητες που θα
παρουσιάσουμε στη συνέχεια.

• Χρονική Ανεξαρτησία. Το στοιχείο μήκους 4.50 είναι ανεξάρτητο του χρόνου t. Σύμϕωνα
με αυτά που αποδείξαμε στην ενότητα 3.5.2 αυτή η συμμετρία συνδέεται με ένα διάνυσμα Killing
ξ με συντεταγμένες

ξα = (1, 0, 0, 0) (5.1)

• Σϕαιρική Συμμετρία. Η γεωμετρία Schwarzschild διαθέτει τις συμμετρίες της σϕαίρας όσον
αϕορά στις γωνίες θ και ϕ. Αυτό είναι ϕανερό για την γωνία ϕ διότι το στοιχείο μήκους 4.50 είναι
ανεξάρτητο από την γωνία ϕ. Το διάνυσμα Killing που συνδέεται με αυτή τη συμμετρία είναι το

ηα = (0, 0, 0, 1). (5.2)

Οι υπόλοιπες συμμετρίες της σϕαίρας είναι λίγο πιο πολύπλοκες για να εξάγουμε διάνυσμα Killing
και δεν θα μας χρειαστούν στη συνέχεια, οπότε τις παραλείπουμε.

• Μάζα M . Στη γενική σχετικότητα η μάζα ενός σώματος καθορίζεται μετρώντας την περίοδο
και το μέγεθος της τροχιάς ενός δοκιμαστικού σωματιδίου γύρω από την πηγή της καμπυλότητας,
όπως και στην Νευτώνεια μηχανική υπολογίζεται η μάζα του ΄Ηλιου από την μέτρηση της περιόδου
και του μεγέθους της τροχιάς της Γης. Πρέπει επίσης να επισημάνουμε ότι η γεωμετρία έξω από
μίας πηγή καμπυλότητας δεν εξαρτάται από την κατανομή της μάζας στο εσωτερικό της πηγής,
αλλά μόνο από την συνολική μάζα M . Το M λοιπόν στο στοιχείο μήκους 4.50 είναι η συνολική
μάζα της πηγής της καμπυλότητας.

• Είναι ξεκάθαρο από το στοιχείο μήκους ότι, κάτι το ιδιαίτερα ενδιαϕέρον θα πρέπει να συμβαίνει
στις ακτίνες r = 2GM/c2 και r = 0 της μετρικής. Η πρώτη ονομάζεται ακτίνα Schwarzschild
(Schwarzschild radius) και αποτελεί χαρακτηριστικό της κλίμακας μεγέθους της καμπύλωσης
της γεωμετρίας Schwarzschild. Και τις δύο αυτές ακτίνες θα τις μελετήσουμε εκτενέστερα στη
συνέχεια όταν θα μιλήσουμε για τις μαύρες τρύπες.

39
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• Μονάδες. ΄Οπως και στη ειδική σχετικότητα έτσι και εδώ για να απλουστεύσουμε λίγο τα
πράγματα θα χρησιμοποιήσουμε τις μονάδες όπου c = G = 1. Αυτές αποκαλούνται γεωμετρικο-
ποιημένες μονάδες (geometrized units) και μετράνε τη μάζα σε μονάδες μήκους. Η επαναϕορά
σε μονάδες όπου δεν έχουμε c = G = 1 γίνεται με το ίδιο τρόπο όπως στην παράγραϕο 2.4.

Είναι χρήσιμο να παρουσιάσουμε την μετρική Schwarzschild:

gαβ =


−(1− 2M/r) 0 0 0

0 (1− 2M/r)−1 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

 . (5.3)

5.2 Μαύρες Τρύπες

Σε αυτήν την ενότητα θα μελετήσουμε την βαρυτική κατάρευση σε Μελανές Οπές, για να μπορέσουμε
στο επόμενο κεϕάλαιο να μελετήσουμε κλασσικά την κίνηση σωματιδίων γύρω από αυτές.
Η ζωή ενός άστρου χαρακτηρίζεται από την διαρκή σύγκρουση μεταξύ δύο αντιμαχόμενων δυνάμε-

ων. Τις βαρυτικές «δυνάμεις» από τη μία που συμπιέζουν τα αέρια και τις δυνάμεις διόγκωσης των
θερμενόμενων αερίων από την άλλη. Η θέρμανση των αερίων οϕείλεται στις πυρηνικές αντιδράσεις
σύντηξης, ή όπως ονομάζονται θερμοπυρηνικής συντηξης, που λαμβάνουν χώρα στο εσωτερικό των
αστέρων και μετατρέπουν ελαϕρύτερα στοιχεία, όπως το υδρογόνο, σε βαρύτερα, όπως το ήλιο, ο άν-
θρακας κ.α.. Τα αστέρια μπορούν να χρησιμοποιήσουν σαν πυρηνικό καύσιμο όλα τα στοιχεία με μαζικό
αριθμό μικρότερο από 56, διότι το 56Fe έχει την υψηλότερη ενέργεια σύνδεσης ανά νουκλεόνιο, είναι
δηλαδή ο ισχυρότερα συνδεδεμένος πυρήνας στη ϕύση. ΄Οταν το αστέρι κάψει όλα τα ελεϕρύτερα στοι-
χεία και στο κέντρο του περιέχει μόνο 56Fe, δηλαδή μόνο «πυρηνική στάχτη», δεν έχει άλλη καύσιμη
ύλη και οι δυναμεις της βαρύτητας υπερισχύουν και συμπιέζουν κι άλλο το άστρο.
Αν το αστέρι είναι αρκετά ελαϕρύ υπάρχει, από ϕυσικής πλευράς, περίπτωση η βαρυτική συμπίεση

να εξισσοροπηθεί από άλλες μη-θερμικές πηγές πίεσης, και να καταλήξει σε έναν λευκό νάνο ή έναν
αστέρα νετρονίων. Ο μηχανισμός που οι λευκοί νάνοι και οι αστέρες νετρονίων εξισσοροπούν τη
βαρύτητα οϕείλεται στην απαγορευτική αρχη του Pauli για τα ηλεκτρόνια και τα νετρόνια αντίστοιχα.
Περισσότερες λεπτομέριες δεν μας είναι απαραίτητες. Αποδεικύεται ότι αν τα αστέρια έχουν μάζα
μεγαλύτερη από 2M⊙, όπου M⊙ η μάζα του ήλιου μας, χωρίς να είναι αυτό το όριο απόλυτα βάβαιο, οι
δυνάμεις της βαρύτητας υπερισχύουν και το αστέρι καταρρέει σε μελανή οπή.

5.2.1 Μελανή Οπή Schwarzschild

΄Εχουμε ήδη αποδείξει ότι η γεωμετρία στο εξωτερικό μιας σϕαιρικά συμμετρικής κατανομής ύλης είναι
η γεωμετρία Schwrazschild αναξάρτητα αν αυτή η κατανομή ύλης μεταβάλλεται με το χρόνο ή όχι.
Καθώς εξελίσσεται η κατάρρευση αποκαλύπτεται όλο και περισσότερο η γεωμέτρία Schwarzschild και
αποκαλύπτονται οι ιδιομορϕίες στις ακτίνες r = 2M και r = 0 αλλά και οι ιδιαιτερότητες αλλαγής
προσήμου των gtt και grr στην ακτίνα r = 2M . Η ιδιομορϕία όμως στο r = 2M αποδεικνύεται ότι
δεν είναι ϕυσική ιδιομορϕία του χωροχρόνου αλλά ιδιομορϕία του ίδιου του συστήματος συντεταγμένων
Schwarzschild. Για να το αποδείξουμε αυτό κάνουμε το μετασχηματισμό της χρονικής συντεταγμένης
t σε μία νέα υ που ορίζεται ως

t = υ − r − 2M log
∣∣∣ r
2M

− 1
∣∣∣ . (5.4)
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Είτε ξεκινώντας από τη r < 2M είτε από την r > 2M , μετασχηματίζοντας το στοιχείο μήκους 4.50
παίρνουμε:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dυ2 + 2dυdr + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2). (5.5)

Δεν πρόκειται για μία νέα γεωμετρία αλλά για την ίδια σϕαιρικά συμμετρική στατική γεωμετρία Schwarz-
schild απλά σε ένα διαϕορετικό σύστημα συντεταγμένων! Αυτές οι συντεταγμένες (υ, r, θ, ϕ) και το
στοιχείο μήκους 5.5 λέγονται Eddington-Finkelstein και είναι ιδιαίτερα χρήσιμο.
Το στοιχείο μήκους προέκυψε από την 4.50 ξεκινώντας είτε από r < 2M είτε από r > 2M . Αυτό

δείχνει ότι οι δύο αυτές περιοχές είναι συνδεδεμένες κατά συνεχή τρόπο, δεν υπάρχει κάποια ασυνέχεια
στο r = 2M , παρ΄ όλο που υπάρχει ιδιομορϕία στις συντεταγμένες Schwarztschild. Η ανυπαρξία
ιδιομορϕίας στην ακτίνα Schwarzschild r = 2M στις συντεταγμένες Eddington-Finkelstein ϕανερώνει
ότι αυτή η ιδιομορϕία δεν είναι ϕυσική, δηλαδή ένας παρατηρητής που θα πέσει διαπερνώντας την r = 2M
δεν θα παρατηρήσει κάτι το ιδιαίτερο σε αυτήν την ακτίνα.
Η μετρική 5.5 πέρα από την έλλειψη ιδιομορϕίας στο r = 2M πρέπει να παρατηρήσουμε ότι δεν είναι

πλέον διαγώνια. Αυτό είναι και το τίμημα που πληρώνουμε για την εξάλειψη της ιδιομορϕίας, μικρό
όμως σε σχέση με τα πλεονεκτήματα που μας προσϕέρει. Για μεγάλα r η μετρική 5.5 τείνει στη συνήθη
μετρική του επίπεδου χωρόχρονου 2.7 με το r να έχει αντικατασταθεί από το υ, διότι ο λογάριθμος
στην 5.4 γίνεται αμελητέος σε σχέση με το r. Το στοιχείο μήκους 5.5 γεϕυρώνει επομένως τις περιοχές
για μικρά και μεγάλα r κατά συνεχή τρόπο, χωρίς ιδιομορϕία.
Παρά το γεγονός ότι καταϕέραμε και απαλαγήκαμε από την ιδιομοϕία στην ακτίνα Schwarzschild

δεν καταϕέραμε να απαλαγούμε και από αυτήν στην ακτίνα r = 0. Το σημείο r = 0 αποτελεί σημείο
άπειρης καμπύλωσης του χωροχρόνου και άπειρων βαρυτικών δυνάμεων, μία γνήσια ϕυσική ιδιομορϕία.

5.2.2 Κώνοι Φωτός στην γεωμετρία Schwarzschild

Για να αντιληϕθούμε ότι όντως η γεωμετρία Schwarzschild είναι μία μαύρη τρύπα θα μελετήσουμε την
συμπεριϕορά των ακτίνων ϕωτός κατά την ακτινική κατεύθυνση. Για τις ακτίνες ϕωτός που κινούνται
ακτινικά ισχύει:

dθ = dϕ = 0 (ακτινικές),

ds2 = 0 (ϕωτοειδείς).
(5.6)

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω σχέσεις στην 5.5 παίρνουμε:

−
(
1− 2M

r

)
dυ2 + 2dυdr = 0. (5.7)

Από αυτήν την σχέση παίρνουμε:
dυ = 0 ⇒ υ = σταθ. (5.8)

και

−
(
1− 2M

r

)
dυ + 2dr = 0. (5.9)

Από την 5.8 και την 5.4 βλέπουμε ότι πρόκειται για ακτίνες που κινούνται ακτινικά προς τα μέσα, προς
το κέντρο, διότι για να διατηρηθεί το υ σταθερό όσο περνάει ο χρόνος τόσο πρέπει να μικραίνει το r.
Αν τώρα επιλύσουμε την 5.9 ως προς dυ/dr και ολοκληρώσουμε βρίσκουμε

υ − 2

(
r + 2M log

∣∣∣∣2Mr − 1

∣∣∣∣) = σταθ. (5.10)
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Αυτή η εξίσωση μας δίνει τις καμπύλες που κινούνται αυτές οι ϕωτεινές καμπύλες. Μία ϕωτεινή ακτίνα
που βρίσκεται μακρυά από την ακτίνα r = 2M κινείται ακτινικά προς τα έξω αϕού η 5.10 γίνεται
t = r+ σταθ. σύμϕωνα με την 5.4. Αν όμως το r < 2M το r πρέπει να ελλατώνεται όσο αυξάνεται το
υ, δηλαδή οι ακτίνες κινούνται προς τα μέσα! Αν, τέλος, στην 5.9 πάρουμε λύσεις για r = 2M τότε
έχουμε ότι

r = σταθ. = 2M. (5.11)

δηλαδή περιγράϕει στατικές καμπύλες.

Σχήμα 5.1: Τροχίες ακτινικών ϕωτεινών ακτίνων στη Γεωμετρία Schwarzschild - Μελανή Οπή

Στο σχήμα 5.1 απεικονίζεται σε ενα χωροχρονικό διάγραμμα η κίνηση των ϕωτεινών ακτίνων για όλα
τα r σε συντεταγμένες Eddington-Finkelstein, μόνο που στον άξονα του χρόνου έχουμε χρησιμοποιήσει
την t̃ ≡ υ−r ως κατακόρυϕη συντεταγμένη. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα οι ϕωτεινές ακτίνες που κινούνται
σε καμπύλες σταθερόυ υ να έχουν κλίση 45o προς τα μέσα όπως και σε συντεταγμένες Schwarzschild .
Οι κώνοι ϕωτός που σημειώνονται ϕαίνεται ότι στρέϕονται σταδιακά προς τα μέσα. ΄Οσο οι κώνοι ϕωτός
βρίσκονται έξω από την ακτίνα Schwarzschild η μία από τις ϕωτεινές ακτίνες κινείται προς τα μέσα και
η άλλη προς τα έξω. ΄Οταν ο κώνος ϕωτός ξεκινάει από την ακτίνα Schwarzschild η ϕωτεινή ακτίνα που
κινείται στις καμπύλες σταθερού υ εξακολουθεί να κινείται προς τα μέσα ενώ η άλλη που ακολουθέι τις
καμύλες 5.10 παραμένει πάνω στην ακτίνα r = 2M , που σημειώνεται με πιο παχυά γραμμή. ΄Οσο όμως
οι κώνοι ϕωτός βρίσκονται σε ακτίνα r < 2M και οι δύο ϕωτεινές ακτίνες κινούνται προς τα μέσα.
Η στατική επιϕάνεια r = 2M χωρίζει το χώρο γύρω από την μελανή οπή σε δύο περιοχές. Σε αυτήν

που ισχύει r > 2M και οι ϕωτεινές ακτίνες μπορούν να διαϕύγουν στο άπειρο, και αυτήν που ισχύει
r < 2M που τίποτα ακόμα και το ϕως είναι αναγκασμένο να κινείται προς το κέντρο και δεν μπορεί
να διαϕύγει. Αυτό είναι το βασικό χαρακτηριστικό της γεωμετρίας μίας μελανής οπής. Η επιϕάνεια
r = 2M ονομάζεται ορίζοντας γεγονότων (event horizon) της μελανής οπής. Ο ορίζοντας της μελανής
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οπής αποτελείται από εκείνες της ϕωτεινές ακτίνες που ούτε διαϕεύγουν στο άπειρο ούτε καταλήγουν
στην ιδιομορϕία r = 0 αλλά κινούνται στις στατικές καμπύλες r = 2M . Ο ορίζοντας γεγονότων είναι
μία ϕωτοειδής επιϕάνεια που έχει την εξής ιδιότητα, δεν είναι δυνατό να τέμνεται πάνω από μία ϕορά.
Είναι δυνατό κάτι τα διαπεράσει τον ορίζοντα προς τα μέσα αλλά ποτέ προς τα έξω, ούτε καν το ϕως.
Γι΄ αυτό λοιπόν και αυτά τα αντικείμενα ονομάστηκαν μελανές οπές.

5.3 Τροχιές Σωματιδίων

Για να μελετήσουμε τροχιές σωματιδίων στη Γεωμετρία Schwarzschild, γύρω από μία μαύρη τρύπα
δηλαδή, πέρα από την εξίσωση των Γεωδαιτικών 3.8 ιδιαίτερα χρήσιμες είναι οι διατηρούμενες ποσότητες
που προκύπτουν από τις συμμετρίες. Πιο ειδικά αυτές οι αναλλοίωτες ποσότητες είναι οι ξ · u και η
η · u με ξ και η να δίνονται από τις 5.1 και 5.2 και θα τις ονομάσουμε −e και ℓ αντίσοιχα:

e = −ξ · u =

(
1− 2M

r

)
dt

dτ
, (5.12)

ℓ = η · u = r2 sin2 θ
dϕ

dτ
. (5.13)

Για μεγάλα r η σταθερά e ανάγεται στην ενέργεια ανά μονάδα μάζας ηρεμίας, γι΄ αυτό από εδώ και στο
εξής θα την αποκαλούμε ως ενέργεια ανά μονάδα μάζας ηρεμίας. Την διατηρούμενη ποσότητα ℓ θα την
αποκαλούμε στροϕορμή ανά μονάδα μάζας ηρεμίας γιατί σε αυτό το μέγεθος αντιστοιχεί στις χαμηλές
ταχύτητες.
΄Οπως και στη Νευτώνεια θεωρία έτσι και στη γενική σχετικότητα η διατήρηση της στροϕορμής

συνεπάγεται ότι οι τροχιές θα βρίσκονται σε ένα «επίπεδο». Για να απλοποιήσουμε την κατάσταση θα
θεωρήσουμε για την υπόλοιπη ανάλυσή μας ότι οι τροχιές βρίσκονται στο ισημερινό «επίπεδο» και ότι
η uθ = 0 κάποια αρχική στιγμή, επομένως και σε οποιαδήποτε άλλη επόμενη. Θα θεωρήσουμε λοιπόν
ότι θ = π/2 και uθ = 0.
Η κανονικοποίηση της τετραταχύτητας θα μας δώσει ένα ακόμα ολοκλήρωμα κίνησης πέρα από αυτά

της διατήρησης της ενέργειας 5.12 και της στροϕορμής 5.13. Αναλυτικότερα έχουμε

u · u = gαβu
αuβ = −1. (5.14)

Τα τρία αύτα ολοκληρώματα περιγράϕουν τις τρείς μη-μηδενικές συνιστώσες της τετραταχύτητας ως
προς τις σταθερές e και ℓ. Αντικάθιστώντας τις 5.12 και 5.13 στην 5.14 για τη γεωμετρία Schwarzschild
στο ισημερινό επίπεδο έχουμε

−
(
1− 2M

r

)−1

e2 +

(
1− 2M

r

)−1

(ur)2 +
ℓ2

r2
= −1 (5.15)

όπου με μία απλή αναδιάταξη των όρων καταλήγουμε στην

e2 − 1

2
=

1

2

(
dr

dτ

)2

+
1

2

[(
1− 2M

r

)(
1 +

ℓ2

r2

)
− 1

]
. (5.16)

Ορίζοντας τη σταθερά
Ẽ ≡ (e2 − 1)/2 (5.17)
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και το ενεργό δυναμικό

Veff (r) =
1

2

[(
1− 2M

r

)(
1 +

ℓ2

r2

)
− 1

]
= −M

r
+

ℓ2

2r2
− Mℓ2

r3
(5.18)

γίνεται ξεκάθαρη η αντιστοιχία της 5.16 με το ολοκλήρωμα την ενέργειας στην Νευτώνεια μηχανική
από την:

Ẽ =
1

2

(
dr

dτ

)2

+ Veff (r). (5.19)

Σχήμα 5.2: Σύγκριση ενεργού (κάτω) και Νευτώνειου (πάνω) δυναμικού, για διάϕορες τιμές του r και
ℓ/M = 4.3. Είναι ξεκάθαρο ότι για μεγάλες τιμές του r το σχετικιστικό ενεργό δυναμικό προσεγγίζει
το Νευτώνειο.

Η μορϕή του ενεργού δυναμικού 5.18 διαϕέρει από ένα Νευτώνεια κεντρικό δυναμικό −M/r μόνο
κατά τον όρο −Mℓ2/r3 , ο οποίος όμως έχει σοβαρές επιπτώσεις στις τροχιές των σωματιδίων.
Στη συνέχεια θα μελετήσουμε τις ιδιότητες του ενεργού δυναμικού. Στο διάγραμμα που ακολουθεί

ϕαίνεται το ενεργό δυναμικό για διάϕορες τιμές του r/M και για διάϕορες τιμές του ℓ/M .

Σχήμα 5.3: Γραϕική παράσταση του ενεργού δυναμικού για τιμές του ℓ/M από κάτω προς τα πάνω 3.2,√
12, 4, 4.6, 5 και για r/M από 0.1 μέχρι 40.

Είδαμε και στο διάγραμμα 5.2 ότι

Veff (r) → −M
r

(5.20)
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καθώς r → ∞. Αυτό συμβαίνει διότι για μεγάλα r ο διορθωτικός όρος 1/r3 που εισάγεται από την
γενική σχετικότητα γίνεται αμελητέος.
Τα ακρότατα που παρουσιάζει το ενεργό δυναμικό μπορούν να βρεθούν από την λύση της εξίσωσης

dVeff/dr = 0. Λύνοντάς την βρίσκουμε ότι το ενεργό δυναμικό έχει ένα τοπικό ελάχιστο και ένα
μέγιστο οι ακτίνες rmin και rmax είναι:

rmin
max =

ℓ2

2M

1±
√

1− 12

(
M

ℓ

)2
 . (5.21)

Από το υπόριζο μπορούμε να συμπεράνουμε ότι αν ℓ/M >
√
12 τότε το ενργό δυναμικό παρουσιάζει

ένα μέγιστο και ένα ελάχιστο. Αν ℓ/M <
√
12 τότε το δυναμικό δεν παρουσιάζει τοπικά μέγιστα και

ελάχιστα. Από την 5.18 βρίσκουμε ότι το ενεργό δυναμικό είναι αρνητικό για όλες τις τιμές του r/M
αν ℓ/M < 4, οπότε αν παρουσιάζει μέγιστο και ελάχιστο βρίσκονται και τα δύο σε αρνητικές τιμές
του Veff . Αν ℓ/M > 4 το μέγιστο βρίσκεται σε θετικές τιμές και το αρνητικό σε αρνητικές τιμές του
Veff . Στο διάγραμμα 5.3 έχει σχεδιαστεί το ενεργό δυναμικό και για ℓ/M =

√
12 και για ℓ/M = 4 και

παρατηρούμε ότι στην πρώτη περίπτωση το τοπικό μέγιστο και ελάχιστο ταυτίζονται, ενώ στην δεύτερη
περίπτωση το δυναμικό μηδενίζεται σε ένα μόνο σημείο.

Σχήμα 5.4: Δύο από τους τέσσερεις τύπους τροχιών στη Γεωμετρία Schwarzschild για το ενεργό
δυναμικό του διαγράμματος 5.2. Αυτά τα διαγράμματα έχουν σχεδιαστέι σε πολικές συντεταγμένες. Το
πάνω διάγραμμα αντιστοιχεί σε δύο σταθερές τροχιές, η εσωτερική ασταθής και η εξωτερική ευσταθής.
Στο κάτω ϕαίνεται μία δέσμια τροχιά που κινείται μεταξύ δύο σημείων καμπής που σημειώνονται με
διακεκομμένους κύκλους.

΄Οπως και στη Νευτώνεια μηχανική έτσι και εδώ η καμπύλη της τροχιάς εξαρτάται ποιοτικά από την
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συσχέτιση του Ẽ από την 5.17 και του ενεργού δυναμικού 5.18. Τα σημεία καμπής εμϕανίζονται στην
ακτίνα rtp, όπου Ẽ = Veff (rtr). Σε αυτό το σημείο μηδενίζεται η ακτινική ταχύτητα. Στα σχήματα
5.4 και 5.5 δίνονται τέσσερεις τύποι τροχιών για διάϕορες τιμές την ενέργειας Ẽ για ℓ/M = 4.3 .
Στην πρώτη περίπτωση του διαγράμματος 5.4 η ενέργεια ισούται με ένα από τα δύο ακρότατα του
δυναμικού που παριστάνονται με τις τελείες στο αριστερό διάγραμμα του δυναμικού. Στην περίπτωση
του μεγίστου έχουμε ασταθή κυκλική τροχιά ενώ στην περίσπτωση του ελαχίστου έχουμε ευσταθή
κυκλική τροχιά. Αυτές παριστάνονται στα δεξιά με τις δύο κυκλικές τροχιές, η μέσα ασταθής και η έξω
έυσταθής. Στην δεύτερη περίπτωση του 5.4 έχουμε άλλη μία δέσμια τροχιά που ταλαντεύεται μεταξύ
των δύο παραπάνω δέσμιων κυκλικών τροχιών. Στο διάγραμμα 5.5 βλέπουμε μία τροχιά σκέδασης και
στην δεύτερη περίπτωση μία τροχιά βύθυισης. Λόγω του όρου −Mℓ2/r3 στο ενεργό δυναμικό που το
κάνει να διαϕέρει από το Νευτώνειο, βλέπουμε και στο διάγραμμα 5.2 ότι ο ϕραγμός δυναμικού δεν
είναι άπειρος όπως στην Νευτώνεια μηχανική, αλλά πεπερασμένος, το οποίο επιτρέπει στο σωματίδιο να
ϕτάσει στο κέντρο της έλξης, το οποίο δεν γίνεται στην Νευτώνεια μηχανική.

Σχήμα 5.5: (Συνέχεια) Στο πρώτο διάγραμμα βλέπουμε μία τροχιά σκέδασης. Το σωματίδιο ξεκινά
από το άπειρο, περνά γύρω από το κέντρο έλξης και γυρνά ξανά στο άπειρο. Πρόκειται για μία έντονα
σχετικιστική τροχιά. Στο κάτω διάγραμμα βλέπουμε μία τροχιά βύθισης. Το σωματίδιο έρχεται από το
άπειρο και βυθίζεται στο κέντρο έλξης. Τέτοια τροχιά δεν είναι δυνατό να συναντηθεί στην Νευτώνεια
μηχανική, γιατί το σωματίδιο θα κινείται σε κεντρικό δυναμικό της μορϕής 1/r.

5.4 Τροχιές Ακτίνων ϕωτός

Για τις ϕωτεινές ακτίνες έχουμε πεί στην παράγραϕο 2.8 ότι παραμετροποιούμε την κίνησή τους όχι με
τον ιδιόχρονο αλλά με μία συναϕή παράμετρο λ που την εκλέγουμε έτσι ώστε οι εξισώσεις κίνησης του
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ϕωτός να μοιάζουν με αυτές των σωματιδίων. Τα δύο πρώτα ολοκληρώματα κίνησης θα είναι επομένως
όμοια με αυτά για τα σωματίδια που προκύπτουν από τις συμμετρίες της γεωμετρίας Schwarzschild .
Επομένως, σύμϕωνα με τις 5.12 και 5.13 έχουμε:

e ≡ −ξ · u =

(
1− 2M

r

)
dt

dλ
, (5.22)

ℓ ≡ η · u = r2 sin2 θ
dϕ

dλ
. (5.23)

Το τρίτο ολοκλήρωμα κίνησης θα το πάρουμε από την 2.52 που έιναι η αντίστοιχη κανονικοποήση της
τετραταχύτητας για το ϕως. Επομένως έχουμε:

u · u = gαβ
dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0. (5.24)

Η μοναδική αλλά βασική διαϕορά από την περίπτωση του σωματιδίου αποτελέι το 0 στο δεξί μέλος
της εξίσωσης 5.24 σε σχέση με την. Αντικαθιστώντας τις 5.22 και 5.23 στην 5.24 και αναλύοντας για
το ισημερινό επίπεδο θ = π/2 έχουμε:

−
(
1− 2M

r

)−1

e2 +

(
1− 2M

r

)−1( dr
dλ

)2

+
ℓ2

r2
= 0. (5.25)

Με μία απλή αναδιάταξη καταλήγουμε στην

1

b2
=

1

ℓ2

(
dr

dλ

)2

+Weff (r) (5.26)

όπου
b2 ≡ ℓ2/e2, (5.27)

και

Weff (r) ≡
1

r2

(
1− 2M

r

)
(5.28)

το ενεργό δυναμικό για την περίτπωση του ϕωτός.
Εδώ όμως πρέπει να επισημάνουμε κάτι ιδιαίτερα σημαντικό. ΄Εχουμε πεί ότι η συναϕής παράμετρος

λ δεν είναι η μόνη που μπορεί να εκλεγεί, αλλά και κάθε άλλη συναϕής παράμετρος αλ είναι εξίσου
ικανοποιητική επιλογή. Αυτό όμως μας δίνει μία επιπλέον ελευθερία. Αν και στην περίπτωση των
σωματιδίων διαϕορετικά e και ℓ καθόριζαν διαϕορετικές διαδρομές, εδώ μόνο ο λόγος ℓ/e παίζει ρόλο.
Αυτό συμβαίνει γιατί αν στην 5.26 αντικαταστίσουμε το λ με αλ και τα e και ℓ με e/α και ℓ/α
αντίστοιχα τότε δεν αλλάζει τίποτα στην ϕυσική του προβλήματος και οι 5.22,5.23 και 5.24 συνεχίζουν
να ικανοποιούνται κανονικά. Αυτό σημαίνει ότι για την κίνηση του σωματιδίου μόνο το b = ℓ/e παίζει
ρόλο. Από την εξίσωση 5.26 βλέπουμε ότι το 1/b2 παίζει το ρόλο της ενέργειας.
Το πρόσημο του ℓ καθορίζεται από την κατεύθυνση κίνησης της ακτίνας ϕωτός γύρω από το κέντρο

έλξης. Θα ορίσουμε επομένως το b ≡ |ℓ/e|, αϕού από αυτό εξαρτάται το σχήμα της τροχιάς. Για να
δούμε τι εκϕράζει το b θα μελετήσουμε την κίνηση των ϕωτεινών ακτίνων στο άπειρο, όπου για το
ισημερινό επίπεδο στο οποίο δουλεύουμε θα χρησιμοποιήσουμε Καρτεσιανές συντεταγμένες:

x = r cosϕ, y = r sinϕ. (5.29)
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Αν θεωρήσουμε μία ϕωτεινή ακτίνα που κινείται κατά τον άξονα x και σε απόσταση d από αυτόν. Για
πολύ μεγάλα r (r ≫ 2M) η ϕωτεινη ακτίνα κινέιται σε ευθείες. Τότε το b γίνεται:

b ≡
∣∣∣∣ ℓe
∣∣∣∣ ≈ r2dϕ/dλ

dt/dλ
= r2

dϕ

dt
. (5.30)

Για πολύ μεγάλα r έχουμε επίσης ότι ϕ ≈ d/r και dr/dt ≈ −1, που σημαίνει ότι

dϕ

dt
=
dϕ

dr

dr

dt
=

d

r2
. (5.31)

Οπότε
b = d. (5.32)

Επομένως η σταθερά b εκϕράζει την παράμετρο κρούσης (impact parameter) μίας ακτίνας ϕωτός που
έρχεται από το άπειρο. Θα ορίσουμε την παράμετρο κρούσης b ≡ |ℓ/(ce)| έτσι ώστε να έχει μονάδες
μήκους και σε μονάδες c ̸= 1.

Σχήμα 5.6: Το ενεργό δυναμικό για την περίπτωση των ϕωτεινών ακτίνων. Στο κατακόρυϕο άξονα
έχουμε M2Weff και στο οριζόντιο r/M .

Το διάγραμμα 5.6 απεικονίζει την μορϕή του ενεργού δυναμικού Weff (r). Παρατηρούμε ότι μηδε-
νίζεται για r = 2M και για r → ∞. Παρουσιάζει επίσης ένα μέγιστο στο r = 3M το ύψος του οποίου
είναι

Weff (3M) =
1

27M2
. (5.33)

Στο σχήμα 5.7 βλέπουμε ποιοτικά τρείς τύπους διαϕορετικών τροχιών ϕωτεινών ακτίνων ϕωτός
γύρω από μία μαύρη τρύπα. Αν η ενέργεια 1/b2 < 1/(27M2) τότε έχουμε μία τροχιά σκέδασης όπου η
ϕωτεινή ακτίνα έρχεται από το άπειρο και διαϕεύγει πάλι σε αυτό (δεύτερη περίπτωση στο σχήμα). Αν
1/b2 = 1/(27M2) τότε έχουμε κυκλική τροχιά γύρω από την μαύρη τρύπα. Επειδή όμως βρισκόμαστε
σε μέγιστο και όχι σε ελάχιστο η κίνηση είνα ασταθής (πρώτη περίπτωση στο σχήμα). Τέλος για
1/b2 > 1/(27M2) η ϕωτεινή ακτίνα διέρχεται από το άπειρο και καταλήγει στο κέντρο έλξη, δηλαδή
διαπερνά τον ορίζοντα της μαύρης τρύπας και καταλήγει στην ιδιομορϕία στο r = 0.
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Σχήμα 5.7: Τρείς τύποι τροχιάς ακτίνων ϕωτός στη γεωμετρία Schwarzschild . Το δυναμικό και
η σχέση του με τις διάϕορες τιμές του 1/b2 ϕαίνονται στα διαγράμματα στα αριστερά. Στην πρώτη
περίπτωση έχουμε μία ασταθή κυκλική τροχιά. Στη δεύτερη μία τροχιά σκέδασης και στην τρίτη μία
τροχιά βύθισης.
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Κεϕάλαιο 6

Κβαντομηχανική

Η δεύτερη μεγάλη ανακάλυψη του 20ου αιώνα ήταν αναμϕισβήτητα η Κβαντομηχανική. Αναπτύχθηκε
από πολλούς ϕυσικούς όπως ο Bohr, ο Planck, ο Heisenberg, ο Schrodinger, ο Einstein, ο De Broglie
και πολλοί άλλοι και, όπως και η σχετικότητα, άλλαξε το τρόπο που βλέπουμε το κόσμο.

6.1 Βασικές Αρχές

6.1.1 Αρχή της Απροσδιοριστίας

Η ανάγκη για την ανακάλυψη της κβαντομηχανικής ήρθε κυρίως από την αδυναμία να εξηγηθεί η
σταθερότητα της ύλης. Σύμϕωνα με τον κλασσικό ηλεκτρομαγνητισμό κινούμενα ϕορτία εκπέμπουν
ηλεκτρομαγνητική ακτινοβολία και επομένως χάνουν ενέργεια. Τα ηλεκτρόνια που κινούνται γύρω από
τον πυρήνα θα έπρεπε να χάνουν ενέργεια με αυτόν τον τρόπο και να καταλήγουν να πέϕτουν στον
πυρήνα. Επομένως η ανάγκη να βρούμε μία άλλη μηχανική που να εξηγεί τα ϕαινόμενα σε ατομική
κλίμακα, δηλαδή σε πολύ μικρές αποστάσης, ήταν επιτακτική.
Σε αυτήν την αναζήτηση βοήθησε το γνωστό πλέον πείραμα των δύο σχισμών. ΄Οταν μία ομογε-

νής δέσμη ηλεκτρονίων περνάει μέσα από ένα κρύσταλλο, η εξερχόμενη δέσμη παρουσιάζει εναλλάξ
περιοχές μέγιστης και ελάχιστης έντασης, παρουσιάζει δηλαδή «κροσσούς» ενίσχυσης και απόσβεσης,
δηλαδή χαρακτηριστική συμπεριϕορά κυμάτων! Το γεγονός ότι τα ηλεκτρόνια παρουσιάζουν ϕαινόμενα
περίθλασης σημαίνει ότι το αποτέλεσμα δεν μπορεί να θεωρηθεί σαν το άθροισμα των αποτελεσμάτων
από κάθε σχισμή ξεχωριστά. Επομένως δεν μπορούμε να θεωρήσουμε, όπως στην κλασσική μηχανική,
ότι τα ηλεκτρόνια ακολουθούν συγκεκριμένες «τροχίες». Η μηχανική που μελετάει τέτοια ϕαινόμενα, η
κβαντομηχανική, θα βασίζεται σε τελείως διαϕορετικές αρχές από την κλασσική μηχανική. Το ότι δεν
μπορούμε να θεωρήσουμε συγκερκιμένες τροχίες, άρα επομένως ούτε συγκεκριμένη θέση και ταχύτητα
ταυτόχρονα, είναι η γνωστή αρχή της αρποσδιοριστίας (uncertainty principle), μία από τις βασικές
αρχές της κβαντομηχανικής που ανακάλυψε ο Heisenberg το 1927.

Αρχή της Απροσδιοριστίας του Heisenberg.
Δεν είναι δυνατό να μετρήσουμε με άπειρη ακρίβεια την θέση και την ταχύτητα ενός σωματιδίου

ταυτόχρονα.

Απέδειξε επίσης ότι
∆px∆x ≥ ~/2, (6.1)

γνωστή και ως σχέση αβεβαιότητας.
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Επομένως ακόμα και αν γνωρίζουμε όσο καλύτερα είναι δυνατό στην κβαντομηχανική την κατάσταση
ενός σωματαιδίου, η συμπεριϕορά τους στην συνέχεια δεν μπορεί να προβλεϕθεί απόλυτα. Για μία
δοσμένη αρχική κατάσταση μία επόμενη μέτρηση μπορεί να δώσει πολλά αποτελέσματα. Το πρόβλημα
στην κβαντομηχανική ανάγεται στον προσδιορισμό της πιθανότητας να συμβεί το κάθε ενδεχόμενο
γεγονός.

6.1.2 Κυματοσυνάρτηση

Για να μελετήσουμε λοιπόν την συμπεριϕορά των σωμάτων στην κβαντομηχανική χρειαζόμαστε και-
νούργιο ϕορμαλισμό. Θα ξεκινήσουμε με το πως περιγράϕουμε την κατάσταση ενός σωματιδίου στην
κβαντομηχανική.
Θα συμβολίσουμε με q το σύνολο των συντεταγμένων ενός κβαντικού συστήματος, και με dq το

γινόμενο των απειροστών τους μεταβολών. Η βάση του μαθηματικού ϕορμαλισμού της κβαντομηχανικής
είναι ότι η κατάσταση του συστήματος περιγράϕεται από μία, εν γένει, μιγαδική συνάρτηση Ψ(q) σαν
συνάρτηση των συντεταγμένων q. Το τετράγωνο του μέτρου αυτής της συνάρτησης, |Ψ|2, δίνει την
πυκνότητα πιθανότητας το σύστημα να βρεθεί σε μία κατάσταση που εξαρτάται από τις συντεταγμένες.
Δηλαδή το

P (a ≤ q ≤ b) =

∫ b

a
|Ψ|2dq (6.2)

μας δίνει την πιθανότητα το σύστημα να βρεθεί μεταξύ των τιμών των συντεταγμένων q από a και
b, δηλαδή να είναι a ≤ q ≤ b. Η συνάρτηση Ψ καλείται κυματοσυνάρτηση (wave-function) του
συστήματος.
Η πιθανότητα το σύστημα να βρεθεί σε όλα τα δυνατά ενδεχόμενα έιναι προϕανώς ίση με την μονάδα.

Επομένως το ολοκλήρωμα σε όλο τον χώρο πρέπει να ισούται με μονάδα, δηλαδή:∫ ∞

−∞
|Ψ|2dq = 1. (6.3)

Αυτή η σχέση καλείται κανονικοποίηση (normalization) της κυματοσυνάρτησης. Αν το ολοκλήρωμα∫
|Ψ|2dq συγκλίνει τότε επιλέγοντας κατάλληλη σταθερά αναλογίας η συνάρτηση Ψ μπορεί να κανονι-
κοποιηθεί.
Είναι προϕανές ότι από τον ορισμό της κυματοσυνάρτησης δεν μπορούμε να γνωρίζουμε πλήρως

την κυματοσυνάρτηση. Αν την πολλαπλασιάσουμε με eiα, όπου α μία σταθερά που λέγεται ϕάση, τότε
η πυκνότητα πιθανότητας |Ψ|2 = Ψ∗Ψ παραμένει αναλλοίωτη. Αυτή την απροσδιοριστία αν και δεν
μπορούμε να την άρουμε, δεν παίζει ωστόσω κανένα ρόλο στην ϕυσική σημασία των αποτελεσμάτων,
γιατί αϕήνει την πυκνότητα πιθανότητας, και επομένως την πιθανότητα να βρούμε το σύστημα σε κάποια
κατάσταση, αναλλοίωτη.
Είναι προϕανές ότι αν η Ψ1(q) είναι μία κυματοσυνάρτηση που οδηγεί σε ένα αποτέλεσμα f1 για μία

ϕυσική ποσότητα f και Ψ2(q) οδηγεί σε f2, τότε και κάθε άλλη c1Ψ1+c2Ψ2, με c1 και c2 σταθερές, είνα
επίσης μία κυματοσυνάρτηση του συστήματος που οδηγεί είτε σε μέτρηση f1 είται f2 για την ϕυσική
ποσόστητα f . Οποιοσδήποτε γραμμικός συνδιασμός κυματοσυναρτήσεων ενός συστήματος είναι επίσης
κυματοσυνάρτηση του συστήματος. Αυτή είναι η αρχή της υπέρθεσης (principle of superposition).
Οι τιμές που μπορεί να πάρει μία ϕυσική μεταβλητή ονομάζονται ιδιοτιμές (eigenvalues) και μπορεί

να είναι και συνεχείς και διακριτές. Τις ιδιοτιμές μία ϕυσικής ποσότητας f θα τις συμβολίζουμε με fn,
με το n να παίρνει τις τιμές 1, 2, 3, . . . . Θα συμβολίσουμε την κυματοσυνάρτηση του συστήματος που
η ϕυσική ποσότητα f παίρνει την τιμή fn με Ψn. Οι Ψn καλούνται ιδιοσυναρτήσεις (eigenfunctions)
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της ϕυσικής ποσότητας f . Θα θεωρήσουμε ότι κάθε μία από τις Ψn είναι κανονικοποιημένη, δηλαδή:∫
|Ψn|2dq = 1. (6.4)

Αν ένα σύστημα είναι σε κάποια τυχαία κατάσταση τότε η μέτρηση της f δίνεί μία από τις τιμές fn.
Σύμϕωνα με το θεώρημα της υπέρθεσης η κυματοσυνάρτηση Ψ πρέπει να είναι γραμμικός συνδιασμός
των Ψn σαν:

Ψ =
∑
n

anΨn (6.5)

με τα an σταθερές. Δηλαδή κάθε κυματοσυνάρτηση μπορεί να αναλυθεί στη βάση των ιδιοσυναρτήσεων
μία ϕυσικής ποσότητας f . Το |an|2 δίνει επομένως την πιθανότητα μία μέτρηση να βρεί την ιδιοτιμή fn
που αντιστοιχεί στην ιδιοσυνάρτηση Ψn. Επομένως η 6.3 παίρνει την μορϕή:∑

n

|an|2 = 1. (6.6)

Τέλος, θα ορίσουμε την αναμενόμενη τιμή της ϕυσικής ποσότητας f ως το άθροισμα όλων των
δυνατών τιμών επί την πιθανότητα να βρεθεί η κάθε τιμή:

f̄ =
∑
n

fn|an|2. (6.7)

Συναρτήσει της κυματοσυνάρτησης Ψ αυτή η αναμενόμενη τιμή δίνεται από τον εξής τύπο:

f̄ =

∫
Ψ∗(f̂Ψ)dq, (6.8)

όπου f̂ ο τελεστής που αντιστοιχεί στην ϕυσική ποσότητα f , και αντιστοιχεί σε μία περίπλοκη έκϕραση
στην πιο γενική περίπτωση. Στη συνέχεια θα αποδείξουμε σε ποιούς τελεστές αντιστοιχούν οι τρεις
πιο βασικές ϕυσικές ποσότητες, η ενέργεια, η ορμή και η στροϕορμή.
΄Εστω ότι δύο ϕυσικές ποσότητες f και g έχουν τις ίδιες ιδιοσυναρτήσεις. Δηλαδή ισχύει f̂Ψn =

fnΨn και ĝΨn = gnΨn. Μπορούμε να γράψουμε επομένως:

f̂(ĝΨn) = f̂gnΨn = gn(f̂Ψn) = gnfnΨn. (6.9)

Το ίδιο αποτέλεσμα θα πάρουμε προϕανώς αν γράψουμε ĝ(f̂Ψn). Από τη στιγμή που οι f και g έχουν
τις ίδιες ιδιοσυναρτήσεις και η Ψ μπορεί να γραϕτεί σαν γραμμικός συνδιασμός των Ψn συμπεραίνουμε
ότι οι τελεστές f̂ και ĝ μετατίθενται (commute) μεταξύ τους, δηλαδή:

f̂ ĝ = ĝf̂ . (6.10)

Δύο ϕυσικές ποσότητες, επομένως, που οι τελεστές τους μετατίθενται μεταξύ τους μπορούν να μετρη-
θούν ταυτόχρονα.
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6.2 Ενέργεια

Η κυματοσυνάρτηση Ψ προσδιορίζει πλήρως την κατάσταση του συστήματος στην κβαντομηχανική.
Αυτό σημαίνει ότι αν η κυματασνάρτηση δίνεται σε κάποια στιγμή, δεν προσδιορίζονται μόνο οι ιδι-
ότητες του συστήματος αυτή τη στιγμή, αλλά και κάθε επόμενη, στα όρια βέβαια που επιτρέπει η
κβαντομηχανική. Η μαθηματική έκϕραση αυτού είναι το γεγονός ότι η τιμή της παραγώγου ∂Ψ/∂t της
κυματοσυνάρτησης με το χρόνο κάποια στιγμή πρέπει να καθορίζεται από την τιμή της συνάρτησης την
ίδια στιγμή, και από το θεώρημα της υπέρθεσης πρέπει αυτή η σχέση να είναι γραμμική, δηλαδή:

i~∂Ψ/∂t = ĤΨ (6.11)

με το Ĥ να είναι κάποιος γραμμικός τελεστής, που ονομάζεται Χαμιλτονιανή.
Η Χαμιλτονιανή ενός κλειστού συστήματος (ή ενός συστήματος σε σταθερό εξωτερικό πεδίο) δεν

μπορεί να περιέχει ρητά το χρόνο, διότι για το σύστημα όλες οι στιγμές είναι ισοδύναμες. Επομένως
μπορούμε να συμπεράνουμε ότι η Χαμιλτονιανή διατηρείται όταν δεν μεταβάλλεται το εξωτερικό πεδίο.
΄Οπως είναι γνωστό σε σταθερά πεδία η ενέργεια διατηρείται. Επομένως ο νόμος διατήρησης της ενέρ-
γειας στην κβαντομηχανική υποδεικνύει, αν η ενέργεια έχει συγκεκριμένη τιμή μία στιγμή, αυτή η τιμή
διατηρείται για κάθε επόμενη.
Καταστάσεις με σταθερή ενέργεια ονομάζονται στάσιμες (stationary). Αυτές περιγράϕονται από

κάποια Ψn που είναι η ιδιοσυνάρτηση του τελεστή Ĥ, δηλαδή ισχύει ĤΨn = EnΨn, όπου En οι ιδιοτιμές
της ενέργειας. Επομένως η 6.11 γίνεται:

i~∂Ψn/∂t = ĤΨn = EnΨn (6.12)

και ολοκληρώνοντας ως προς το χρόνο παίρνουμε:

Ψn = e−(i/~)Entψn(q) (6.13)

όπου ψn(q) είναι συναρτήσεις μόνο του q. Αυτή η σχέση προσδιορίζει την σχέση των κυματοσυναρ-
τήσεων στάσιμων καταστάσεων με το χρόνο.
Από εδώ και πέρα θα συμβολίζουμε με μικρό ψ τις κυματοσυναρτήσεις των στάστιμων καταστάσεων,

χωρίς τον παράγοντα του χρόνου. Αυτές οι κυματοσυναρτήσεις, όπως και οι ιδιοτιμές της ενέργειας
καθορίζονται από την εξίσωση:

Ĥψ = Eψ. (6.14)

Η ιδιοσυνάρτηση με την μικρότερη ιδιοτιμή της ενέργειας ονομάζεται θεμελειώδης κατάσταση (ground
state) του συστήματος. Προϕανώς η 6.5 παίρνει τη μορϕή:

Ψ =
∑
n

ane
−(i/~)Entψn(q), (6.15)

με τα |an|2 να συνεχίζουν να είναι οι πιθανότητες να μετρηθεί η συγκεκριμένη ιδιοτιμή της En. Είναι
επομένως ξεκάθαρο από την 6.15 ότι η πιθανότητα να βρεθεί το σύστημα σε μία κατάσταση εξαρτάται
μόνο από τις ιδιοσυναρτήσεις των στάσιμων καταστάσεων, διότι βλέπουμε ότι ισχύει |Ψn|2 = |ψn|2 που
δεν εξαρτάται από το χρόνο, λόγω του μιγαδικού εκθετικού στην 6.15.
Υπάρχει περίπτωση να έχουμε διαϕορετικές καταστάσης και να έχουν την ίδια ενέργεια, να αν-

τιστοιχούν δηλαδή στο ίδιο ενεργειακό επίπεδο, αλλά να διαϕέρουν ως προς άλλες ϕυσικές ιδιότητες.
Τέτοια ενεργειακά επίπεδα στα οποία αντιστοιχούν διαϕορετικές καταστάσεις ονομάζονται εκϕυλισμένα
(degenerate).
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6.3 Ορμή

Για να βρούμε τον τελεστή της ορμής θα πάμε παρόμοια με την κλασσική μηχανική. Ξέρουμε ότι η
αρχή διατήρης της ορμής προέρχεται από την ομοιομορϕία του χώρου. ΄Ετσι και στην κβαντομηχανική η
Χαμιλτονιανή ενός συστήματος δεν πρέπει να μεταβάλλεται για μία παράλληλη μετατόπιση στο χώρο, για
ένα κλειστό σύστημα. Μία τέτοια απειροστή μετατόπιση εκϕράζεται από το δr. Εϕαρμόζοντας το δr σε
κάθε διάνυσμα θέσης ra (για κάθε σωματίδιο α) παίρνουμε: ra → ra+δr.Μία τυχαία κυματοσυνάρτηση
ψ(r1, r2, . . .) των συντεταγμένων των σωματιδίων κάτω από ένα τέτοιο μετασχηματισμό γίνεται:

ψ(r1 + δr, r2 + δr, . . .) = ψ(r1, r2, . . .) + δr ·
∑
a

∇aψ

= (1 + δr ·
∑
a

∇a)ψ(r1, r2, . . .).
(6.16)

Η έκϕραση 1+δr ·
∑

a∇a αντιστοιχεί στον τελεστή της απειροστά μικρής μετατόπισης. Το γεγονός ότι
η Χαμιλτονιάνη μένει αναλλοίωτη κάτω από ένα τέτοιο μετασχηματισμό σημαίνει ότι αυτός ο τελεστής
μετατίθεται με την Χαμιλτονιάνη. Επειδή όμως αυτός ο τελεστής περιέχει τη μονάδα, που μετατίθεται με
όλους τους τελεστές εξ΄ ορισμού, και την σταθερά δr, που μπορεί να βγεί κοινός παράγοντας, παίρνουμε:

(
∑
a

∇a)Ĥ − Ĥ(
∑
a

∇a) = 0. (6.17)

Αυτή η σχέση εκϕράζει την διατήρηση της ορμής. Επομένως μπορούμε να πάρουμε, εκτός από ένα
σταθερό παράγοντα, σαν τελεστή της συνολικής ορμής τον

∑
a∇a. Η σταθερά επιλέγεται να είναι −i~

και επομένως ο τελεστής της ορμής για ένα σωματίδιο γίνεται

p̂ = −i~∇ (6.18)

ή σε συνιστώσες:
p̂x = −i~∂/∂x, p̂y = −i~∂/∂y, p̂z = −i~∂/∂z. (6.19)

Είναι ϕανερό ότι οι τρείς συνιστώσες της ορμής μετατίθονται μεταξύ τους:

p̂xp̂y − p̂yp̂x = 0, p̂xp̂z − p̂z p̂x = 0, p̂yp̂z − p̂z p̂y = 0. (6.20)

Για να βρούμε τις ιδιοσυναρτήσεις και τις ιδιοτιμές της ορμής αρκεί να λύσουμε την διανυσματική
διαϕορική εξίσωση :

−i~∇⃗ψ = p⃗ψ. (6.21)

Λύσεις αυτής είναι της μορϕής:
ψ = Ce(i/~)p·r, (6.22)

όπου C μία σταθερά. Και οι τρείς συνιστώσες της ορμής μπορούν να μετρηθούν ταυτόχρονα, και έχουν
ένα συνεχές ϕάσμα τιμών από −∞ μέχρι +∞.
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6.4 Εξίσωση του Schrodinger

Η μορϕή της κυματοσυμάρτησης εξαρτάται από την Χαμιλτονιανή του συστήματος που στην κλασική
μηχανική ορίζεται ως το άθροισμα της κινητικής και δυναμικής ενέργειας του συστήματος

H =
p2

2m
+ U(r). (6.23)

Στην κβαντομηχανική η ίδια σχέση πρέπει επομένως να ισχύει για τους τελεστές αυτών των μεγεθών:

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(r̂) (6.24)

με τον τελεστή της θέσης να είναι r̂ = r. Χρησιμοποιώντας την 6.11 και την 6.24 παίρνουμε την
εξίσωση για την κυματοσυνάρτηση του συστήματος:

i~∂Ψ/∂t = −(~2/2m)∇2Ψ+ U(r)Ψ. (6.25)

Η εξίσωση για τις στάσιμες καταστάσεις του συστήματος είνα προϕανώς:

(~2/2m)∇2ψ + [E − U(r)]ψ = 0. (6.26)

Τις εξισώσεις 6.25 και 6.26 απέδειξε ο Schrodinger το 1926 και ονομάζονται εξισώσεις του Schro-
dinger (Schrodinger’s equations).
Για ένα ελεύθερο σωματίδιο η εξίσωση 6.26 παίρνει τη μορϕή

(~2/2m)∇2ψ + Eψ = 0 (6.27)

που έχει λύση για θετικές τιμές της ενέργειας. Η συνολική (χρονοεξαρτημένη) λύση έχει τη μορϕή

Ψ = C · e(−i/~)Et+(i/~)p·r (6.28)

Μία τέτοια εξίσωση, ένα επίπεδο κύμα (plane wave), περιγράϕει μία κατάσταση στην οποία το σωμα-
τίδιο έχει καθορισμένη ενέργεια E και ορμή p. Η γωνιακή συχνότητα του κύματος είναι E/~ και το
κυματάνυσμα k = p/~. Το αντίστοιχο μήκος κύματος 2π~/p καλείται μήκος κύματος de Broglie (de
Broglie wavelength) του σωματιδίου.

6.5 Στροϕορμή

Ο χώρος πέρα από την ιδιότητα της ομοιγένειας έχει και την ιδιότητα της ισοτροπίας. Αυτό σημαίνει
ότι όλες οι κατευθύνσεις στον χώρο είναι ισοδύναμες. Η Χαμιλτονιανή δεν αλλάζει κάτω από απειροστά
μικρές στροϕές στο χώρο. ΄Εστω ότι δφ είναι μία τέτοια απειροστά μικρή στροϕή. Τότε οι αλλαγές
δra κάτω από μία τέτοια περιστροϕή είναι:

δra = δφ× ra. (6.29)

Η κυματοσυνάρτηση ψ(r1, r2, . . .) γίνεται

ψ(r1 + δr1, r2 + δr2, . . .) = ψ(r1, r2, . . .) +
∑
a

δra · ∇aψ

= ψ(r1, r2, . . .) +
∑
a

δφ× ra · ∇aψ

= (1 +
∑
a

δφ× ra · ∇a)ψ(r1, r2, . . .).

(6.30)
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Επομένως η έκϕραση 1 +
∑

a δφ× ra · ∇a είναι ο τελεστής της απειροστά μικρής στροϕής στο χώρο.
Το γεγονός ότι η Χαμιλτονιανή δεν αλλάζει κάτω από ένα τέτοια μετασχηματισμό εκϕράζεται, όπως
έχουμε πεί, μαθηματικά από το γεγονός ότι μετατίθεται με την Χαμιλτονιανή. Επειδή το δφ είναι
σταθερό παίρνουμε την έκϕραση:

(
∑
a

ra ×∇a)Ĥ − Ĥ(
∑
a

ra ×∇a) = 0, (6.31)

που είναι ο νόμος διατήρησης της στροϕορμής. Αν επιλέξουμε ως συντελεστή αναλογία το −i~ τότε
η έκϕραση του τελεστή της στροϕορμής για ένα σωματίδιο γίνεται −i~r ×∇ = r × p̂ και αντιστοιχεί
ακριβώς στην κλασική έκϕραση r × p για την στροϕορμή. ΄Εχουμε επομένως για τον τελεστή της
στροϕορμής l̂:

~l̂ = r̂ × p̂ = −i~r ×∇ (6.32)

και οι συνιστώσες της

~l̂x = yp̂z − zp̂y, ~l̂y = zp̂x − xp̂z, ~l̂z = xp̂y − yp̂x. (6.33)

Για ένα σύστημα σε εξωτερικό πεδίο η στροϕορμή γενικά δεν διατηρείται. Υπάρχουν όμως πεδία
στα οποία διατηρείται. Εάν το σύστημα βρίσκεται σε ένα κεντρικά συμμετρικό πεδίο, τότε όλες οι
κατευθύνσεις ως προς ένα κέντρο είναι ισοδύναμες, τότε και η στορϕορμή διατηρείται ως προς αυτό το
κέντρο.
Δεν είναι δύσκολο να αποδείξει κανείς ότι δεν είναι δυνατό να μετρήσουμε ταυτόχρονα και τις τρείς

συνιστώσες της στροϕορμής. Μπορούμε όμως να μετρήσουμε ταυτόχρονα την μία συνιστώσα, έστω τη
l̂z, και το τετράγωνο της στροϕορμής l̂2. Αποδεικνύεται επίσης ότι οι τελεστές αυτοί είναι:

l̂z = −i ∂
∂ϕ
, (6.34)

l̂2 = −
[

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)]
. (6.35)

Πρέπει να σημειωθεί ότι το l̂2 είναι μέρος του Λαπλασιανού τελεστή ∇2 σε σϕαιρικές συντεταγμένες.
Ο τελεστής l̂z όταν δράσει πάνω σε μία κυματοσυνάρτηση έχουμε

−i∂ψ/∂ϕ = lzψ (6.36)

με λύση
ψ = f(r, θ)eilzϕ, (6.37)

όπου f(r, θ) μία τυχαία συνάρτηση των r και θ. Για να είναι η ψ μονότιμη συνάρτηση πρέπει να είναι
περιοδική με το ϕ με περίοδο 2π. Επομένως έχουμε

lz = m, όπου m = 0,±1,±2, . . . (6.38)

οι ιδιοτιμές του τελεστή l̂z. Οι ιδιοσυναρτήσεις επομένως του l̂z εξαρτώνται από το m και γράϕονται
σαν

Φm(ϕ) = (2π)−1/2eimϕ. (6.39)

Αποδεικνύεται επίσης εύκολα ότι οι ιδιοτιμές του τελεστή l̂2 έιναι

l2 = l(l + 1) (6.40)
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με
m = l, l − 1, . . . ,−l + 1,−l. (6.41)

Το l συμβολίζει την τιμή της στροϕορμής και τοm την προβολή της στον άξονα z. Οι κοινές ιδιοσυναρ-
τήσεις του l̂2 και του l̂z είναι μαθηματικά απλά οι σϕαιρικές αρμονικές συναρτήσεις κανονικοποιημένες
με τον παρακάτω τρόπο:

Ylm(θ, ϕ) = (−1)(m+|m|)/2il
[
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

]1/2
P

|m|
l (cos θ)eimϕ (6.42)

όπου Pm
l τα πολυώνυμα Legendre:

Pm
l (cos θ) = (−1)m

(l +m)!

(l −m)!2ll!
sin−m θ

dl−m

(d cos θ)l−m
(cos2 θ − 1)l (6.43)

με το m = 0, 1, 2, . . . , l.

6.6 Κίνηση σε κεντρικό, σϕαιρικά συμμετρικό πεδίο

Το πρόβλημα της κίνησης δύο σωματιδίων μπορεί να αναχθεί σε πρόβλημα κίνησης ενός σωματιδίου
όπως και στην κλασική μηχανική. Αντί για τα διανύσματα θέσης r1 και r2 των δύο σωαματιδίων θα
χρησιμοποιήσουμε τα R και r:

r = r2 − r1, R = (m1r1 +m2r2)/(m1 +m2), (6.44)

όπουR το διάνυσμα θέσης του κέντρου μάζας και r το διάνυσμα απόστασης μεταξύ των δύο σωματιδίων.
Η Χαμιλτονιανή επομένως γίνεται:

Ĥ = − ~2

2(m1 +m2)
∇2

R − ~2

2m
∇2

r + U(r), (6.45)

όπου ∇2
R και ∇2

r ο Λαπλασιανός τελεστής που δρά πάνω στο R και στο r αντίστοιχα, m1 + m2 η
συνολική μάζα και m = m1m2/(m1 +m2) η ανηγμένη μάζα (reduced mass).
Μπορούμε επομένως την λύση ψ(r1, r2) να την αναζητήσουμε στη μορϕή ϕ(R), ψ(r), όπου η

συνάρτηση ϕ(R) περιγράϕει την κίνηση του συστήματος μάζας (ενός σωματιδίων με μάζα m1 +m2),
και η ψ(r) την σχετική κίνηση των δύο σωματιδίων (ως ενός σωματιδίου με μάζα m που κινείται στο
κεντρικό δυναμικό U(r)). Η διαϕορική εξίσωση για την ψ(r) γίνεται επομένως:

∇2ψ + (2m/~2)[E − U(r)]ψ = 0. (6.46)

Αν την αναλύσουμε σε σϕαιρικές συντεταγμένες, παίρνει την μορϕή:

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+

1

r2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2ψ

∂ϕ2

]
+

2m

~2
[E − U(r)]ψ = 0. (6.47)

Ο δεύτερος όρος μπορεί να αντικατασταθεί από την 6.35 ως το τετράγωνο της στροϕορμής και η
παραπάνω εξίσωση γίνεται:

~2

2m

[
− 1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+
l̂2

r2
ψ

]
+ U(r)ψ = Eψ. (6.48)
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Η στροϕορμή διατηρείται σε κεντρικό δυναμικό, θα θεωρήσουμε λοιπόν στάσιμες καταστάσεις με στρο-
ϕορμή l και προβολή της m. Θεωρούμε λοιπόν λύσεις της μορϕής ψ = R(r)Ylm(θ, ϕ), όπου Ylm(θ, ϕ)
οι σϕαιρικές αρμονικές συναρτήσεις. Η 6.48 γίνεται επομένως για την ακτινική συνιστώσα R(r):

1

r2
d

dr

(
r2
dR

dr

)
− l(l + 1)

r2
R+

2m

~2
[E − U(r)]R = 0. (6.49)

Αυτή η εξίσωση δεν περιέχει ρητά το m, δηλαδή η ενέργεια είναι (2l + 1) ϕορές εκϕυλισμένη. Αυτό
συμβαίνει γιατί η στροϕορμή έχει στην κβαντομηχανική (2l + 1) τρόπους να προσανατολιστεί. Για να
απλοποιήσουμε ακόμα περισσότερο αυτή την εξίσωση και να απαλαγούμε από τις πρώτες παραγώγους
μπορούμε να κάνουμε την παρακάτω αντικατάσταση:

R(r) = u(r)/r. (6.50)

΄Ετσι η 6.49 παίρνει την πιο απλή μορϕή:

d2u

dr2
+

[
2m

~2
(E − U)− l(l + 1)

r2

]
u = 0. (6.51)

Αυτή η σχέση είναι στη μορϕή ίδια με την εξίσωση Schrodinger σε μία διάσταση αν θεωρήσουμε σαν
δυναμικό το

Ul(r) = U(r) +
~2

2m

l(l + 1)

r2
(6.52)

με τον όρο ~2l(l + 1)/2mr2 = ~l̂2/2mr2 να αποκαλείται ϕυγοκεντρική ενέργεια (centrifugal energy).
Επομένως το τρισδιάστο πρόβλημα στην σϕαιρικά συμμετρική περίπτωση ανάγεται σε ένα μονοδιάστατο
πρόβλημα με οριακή συνθήκη στο r = 0.
Η λύση της 6.49 για την περίπτωση του ελεύθερου σωματιδίου αποδεικνύεται ότι είναι:

Rkl = (−1)l
2rl

kl

(
1

r

d

dr

)l sin kr

r
(6.53)

όπου k =
√
2mE/~ ο κυματαριθμός.

Σε κάποια προβλήματα κυρίως σκέδασης, διαλέγουμε την κυματοσυνάρτηση να περιγράϕει εισερ-
χόμενη ροή σωματιδίων από και προς ένα κέντρο, αντί για τα «στάσιμα σϕαιρικά κύματα» 6.53. Η λύση
στη μορϕή ενός εξερχόμενου R+

kl ή ενός εισερχόμενου R
−
kl σϕαιρικού κύματος είναι:

R±
kl = (−1)lA

rl

kl

(
1

r

d

dr

)l e±ikr

r
. (6.54)

Αποδεικνύεται ότι η ασυμπτοτική έκϕραση για μεγάλα r αυτών των συναρτήσεων είναι

R±
kl ≈ Ae±i(kr−lπ/2)/r (6.55)

και για μικρά r κοντά στο κέντρο

R±
kl ≈ A

(2l − 1)!!

kl
r−l−1. (6.56)

Κανονικοποιούμε αυτές τις συναρτήσεις έτσι ώστε να αντιστοιχούν σε εκπομπή (ή απορρόϕηση) ενός
σωματιδίου ανά μονάδα χρόνου. ΄Ετσι βρίσκουμε

A =
√
m/k~. (6.57)
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Για ένα σωματίδιο με θετική ενέργεια, όχι ελεύθερο, αλλά σε ένα δυναμικό που μειώνεται πιο γρήγο-
ρα από 1/r, μπορούμε να βρούμε ασυμπτοτική έκϕραση για μεγάλα r. Σε μεγάλες αποστάσεις μπορούμε
να θεωρήσουμε ότι και το δυναμικό και ο ϕυγοκεντρικός όρος είναι αμεληταίοι και η ασυμπτοτική έκ-
ϕραση παίρνει τη μορϕή:

Rkl ≈
2 sin(kr − 1

2 lπ + δl)

r
(6.58)

που μοιάζει με την 6.55 αν αναλυθέι το εκθετικό. Τα δl ονομάζονται μετατοπίσεις ϕάσης (phase shift)
και καθορίζονται από την συνοριακή συνθήκη (το Rkl να είναι πεπερασμένο στο r → 0). Για να
υπολογιστούν ακριβώς πρέπει να λυθέι η ακριβής εξίσωση του Schrodinger και το να εξάγουμε μία
γενική ϕόρμουλα είναι αδύνατο. Τα δl είναι προϕανώς συναρτήσεις και του k και του l και αποτελούν
σημαντική ιδιότητα των ιδιοσυναρτήσεων στο συνεχές ϕάσμα.

6.7 Ανάλυση ενός επίπεδου κύματος

Θα θεωρήσουμε ένα ελεύθερο σωματίδιο που κινείται με πεπερασμένη ορμή και ενέργεια κατά την θετική
κατεύθυνση του άξονα z. Η κυματοσυνάρτηση ενός τέτοιου σωματιδίου είναι της μορϕής:

ψ = A× eikz. (6.59)

Θέλουμε να αναλύσουμε αυτή την συνάρτηση σε όρους των συναρτήσεων ψklm της ελεύθερης κίνησης
με διαϕορετικές τιμές της στροϕορμής. Επειδή στην κατάσταση που βρίσκεται το σωματίδιο, η ενέργεια
έχει καθορισμένη τιμή k2~2/2m, είναι επόμενο ότι μόνο συναρτήσεις με αυτό το k θα υπάρχουν στο
ανάπτυγμα. Επιπλέον, επειδή η συνάρτηση eikz έχει κυλινδρική συμμετρία, το ανάπτυγμα μπορεί να
περιέχει μόνο συναρτήσεις ανεξάρτητες του ϕ, δηλαδή αυτές με m = 0. Επομένως πρέπει να έχουμε:

eikz =
∞∑
l=0

alψkl0 =
∞∑
l=0

alRklYl0, (6.60)

όπου al σταθερές. Αντικαθιστώντας σε αυτή τις 6.42 για m = 0 και 6.53 έχουμε:

eikz =

∞∑
l=0

ClPl(cos θ)
( r
k

)l (1

r

d

dr

)l sin kr

kr
(z = r cos θ), (6.61)

όπου Cl άλλες σταθερές. Αυτές οι σταθερές θα προσδιοριστούν από την εξίσωση των συντελεστών
των αντίστοιχων δυνάμεων του (r cos θ)n στο ανάπτυγμα και των δύο μέλών της εξίσωσης. Στο δεξί
μέλος αυτό το ανάπτυγμα μας δίνει

(−1)lCl
(2l)!(kr cos θ)l

2l(l!)2(2l + 1)!!
. (6.62)

Στο αριστερό μέλος το ανάπτυγμα του eikr cos θ δίνει

(ikr cos θ)l/l!. (6.63)

Εξισώσοντας αυτές τις δύο εξισώσεις παίρνουμε για τα Cl

Cl = (−i)l(2l + 1). (6.64)
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Και επομένως η έκϕραση που ψάχνουμε γίνεται:

eikz =
∞∑
l=0

(−i)l(2l + 1)Pl(cos θ)
( r
k

)(1

r

d

dr

)l sin kr

kr
. (6.65)

Σε μεγάλες αποστάσεις αυτή η έκϕραση παίρνει τη μορϕή:

eikz ≈ 1

kr

∞∑
l=0

il(2l + 1)Pl(cos θ) sin(kr −
1

2
lπ). (6.66)

Κανονικοποιούμε την κυματοσυνάρτηση eikz έτσι ώστε να αντιστοιχεί σε ροή σωματιδίων (παράλ-
ληλα στον άξονα z) ενός σωματιδίου ανά μονάδα επιϕάνειας ανά μονάδα χρόνου. Αυτή η συνάρτηση
γίνεται

ψ =
√
(m/k~)eikz. (6.67)

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της εξίσωσης 6.65 με
√
m/k~ και εισάγωντας στο δεξί μέλος της

εξίσωσης τις κανονικοποιημένες συναρτήσεις ψ±
klm = R±

kl(r)Ylm(θ, ϕ), παίρνουμε

ψ =

∞∑
l=0

√
[π(2l + 1)]

1

ik
(ψ+

kl0 − ψ−
kl0). (6.68)

Το τετράγωνο του συντελεστή του ψ+
kl0 (ή ψ

−
kl0) σε αυτό το ανάτπυγμα δίνει την πιθανότητα ένα

σωματίδιο εισερχόμενο (ή εξερχόμενο) από το κέντρο να έχει στροϕορμή l (ως προς το κέντρο). Αυτή η
«πιθανότητα» έχει διαστάσεις μήκους στο τετράγωνο, δηλαδή είναι η «ενεργός διατομή» (cross-section)
ένα σωματίδιο να έχει στροϕορμή l. Συμβολίζοντάς την με σl έχουμε:

σl = π(2l + 1)/k2. (6.69)

Για μεγάλα l, το άθροισμα των ενεργών διατομών για ένα ∆l (ώστε 1 ≪ ∆l ≪ l) είναι

∑
∆l

σl ≈
π

k2
2l∆l = 2π

l~2

p2
∆l. (6.70)

Αντικαθιστώντας την κλσσική έκϕραση για την στροϕορμή ~l = ρp, όπου ρ η παράμετρος κρούσης
(impact parameter) αυτή η έκϕραση γίνεται:

2πρ∆ρ, (6.71)

σε συμϕωνία με το κλασσικό αποτέλεσμα.
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Κεϕάλαιο 7

Κβαντομηχανική Σκέδαση

7.1 Η γενική θεωρία της σκέδασης

Στην κλασική μηχανική το πρόβλημα της σκέδασης δύο σωματιδίων προσδιορίζεται πλήρως από τις
ταχύτητές τους και την παράμετρο κρούσης. Στην κβαντομηχανική το πρόβλημα από τη ϕύση του
αλλάζει, γιατί στην κβαντομηχανική σε κίνηση με πεπερασμένη ταχύτητα η έννοια της διαδρομής και
επομένως και της παραμέτρου κρούσης δεν έχει νόημα. Εδώ το πρόβλημα ανάγεται στο να υπολογιστεί
η πιθανότητα ως αποτέλεσμα της κρούσης το σωματίδιο να σκεδαστεί σε μία δοσμένη γωνία.
Το πρόβλημα της ελαστικής σκέδασης, όπως κάθε πρόβλημα δύο σωματιδίων, μπορεί να αναχθεί

όπως είπαμε και στην παράγραϕο 6.6 στην κίνηση ενός σωματιδίου με την ανηγμένη μάζα m σε ένα
κεντρικό πεδίο. Επομένως θα χρησιμοποιήσουμε ένα σύστημα συντεταγμένων όπου το κέντρο μάζας
είναι σε ηρεμία. Η γωνία σκέδασης του συστήματος συμβολίζεται με θ. Αυτή σχετίζεται με τις γωνίες
σκέδασης των δύο σωματιδίων στο σύστημα αναϕοράς του εργαστηρίου, στο οποίο το ένα σωματίδιο
(έστω το δεύτερο) ήταν σε ηρεμία πριν τη σκέδαση, από τις σχέσεις:

tan θ1 = m2 sin θ/(m1 +m2 cos θ), θ2 =
1

2
(π − θ). (7.1)

΄Ενα ελεύθερο σωματίδιο που κινείται στην θετική κατεύθνση του άξονα z περιγράϕεται από ένα
επίπεδο κύμα eikz. Τα σκεδαζόμενα σωματίδια περιγράϕονται σε μεγάλες αποστάσεις από το κέντρο
σκέδασης από ένα εξερχόμενο σϕαιρικό κύμα της μορϕής f(θ)eikr/r, όπου f(θ) μία συνάρτηση της
γωνίας θ (η γωνία ανάμεσα στο σκεδαζόμενο σωματίδιο και τον άξονα z) που ονομάζουμε πλάτος
σκέδασης (scattering amplitude). Επομένως η ακριβής λύση της εξίσωσης Schrodinger στο κεντρικό
δυναμικό U(r) πρέπει σε μεγάλες αποστάσεις να έχει την εξής ασυμπτοτική έκϕραση:

ψ ≈ eikz + f(θ)eikr/r. (7.2)

Η πιθανότητα ανά μονάδα χρόνου ένα σωματίδιο να περάσει από ένα στοιχείο επιϕάνειας dS = r2dΩ
(όπου dΩ το στοιχείο της στερεάς γωνίας) είναι (υ/r2)|f |2dS = υ|f |2dΩ. Το πηλίκο της με την
πιθανότητα το σωματίδιο να περάσει ένα τέτοιο στοιχείο επιϕάνειας στην εισερχόμενη ροή είναι

dσ = |f(θ)|2dΩ. (7.3)

΄Ετσι ορίζεται η ενεργός διατομή και έχει διαστάσεις επιϕάνειας.
Η λύση της εξίσωσης Schrodinger για το κεντρικό δυναμικό U(r) πρέπει να είναι συμμετρική ως

προς τον άξονα z, την κατεύθυνση κίνησης των σωματιδίων. Μπορούμε επομένως να την αναπτύξουμε
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αυτή την κυματοσυνάρτηση σε όρους κυματοσυναρτήσεων με ενέργεια ~2k2/2m, με διάϕορες τιμές της
στροϕορμής l αλλά m = 0. Επομένως έχουμε:

ψ =

∞∑
l=0

AlPl(cos θ)Rkl(r), (7.4)

όπου Rkl ικανοποιεί την εξίσωση Schrodinger

1

r2
d

dr

(
r2
dRkl

dr

)
+

[
k2 − l(l + 1)

r2
− 2m

~2
U(r)

]
Rkl = 0, (7.5)

και οι σταθερές Al αποδεικνύεται ότι είναι:

Al =
1

2k
(2l + 1)ileiδl , (7.6)

όπου δl οι ϕασικές μετατοπίσεις της συνάρτησης Rkl. Η ασυμπτοτική έκϕραση της συνάρτησης Rkl

από την 6.58 είναι:

Rkl ≈
2

r
sin(kr − 1

2
lπ + δl)

=
1

ir
[(−i)lei(kr+δl) − ile−i(kr+δl)].

(7.7)

Αντικαθιστώντας αυτήν και την 7.6 στην 7.4 παίρνουμε την ασυμπτοτική έκϕραση για την κυματοσυ-
νάρτηση στη μορϕή:

ψ ≈ 1

2ikr

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)[(−1)l+1e−ikr + Sle
ikr] (7.8)

με
Sl = e2iδl . (7.9)

Αναλύοντας το επίπεδο κύμα 6.65 με τον ίδιο τρόπο έχουμε:

eikz ≈ 1

2ikr

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)[(−1)l+1e−ikr + eikr]. (7.10)

Από τις 7.8,7.10 και 7.2 βρίσκουμε την έκϕραση για το πλάτος σκέδασης:

f(θ) =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)[Sl − 1]Pl(cos θ). (7.11)

Αυτή η εξίσωση μας δίνει το πλάτος σκέδασης συναρτήσει των μετατοπίσεων ϕάσης.
Ολοκληρώνοντας σε όλες τις γωνίες βρίσκουμε την ολική ενεργό διατομή σ:

σ = 2π

∫ π

0
|f(θ)|2 sin θdθ

=
4π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl.

(7.12)
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Κάθε όρος σε αυτό το άθροισμα λέγεται μερική ενεργός διατομή για τη σκέδαση σωματιδίων με στρο-
ϕορμή l:

σl = 4π(2l + 1)|fl|2 (7.13)

όπου fl το μερικό πλάτος σκέδασης:

fl =
1

2ik
(Sl − 1) =

1

2ik
(e2iδl − 1). (7.14)

Το πλάτος σκέδασης γράϕεται συναρτήσει των fl ως:

f(θ) =
∑
l

(2l + 1)flPl(cos θ). (7.15)

7.2 Ανάλυση του γενικού τύπου

Αυτοί οι τύποι που αποδείξαμε μπορούν να εϕαρμοστούν σε οποιοδήποτε δυναμικό μηδενίζεται στο
άπειρο. ΄Οπως ϕαίνεται όμως όλη η ϕυσική και εν τέλει η ίδια η ενεργός διατομή εξαρτάται από τις ϕα-
σικές μετατοπίσεις. Για να εκτιμήσουμε την τάξη μεγέθους των ϕασικών μετατοπίσεων για μεγάλα l θα
χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι η κίνηση είναι ημι-κλασική. Επομένως η ϕάση της κυματοσυνάρτησης
είναι ∫ ∞

r0

√[
k2 − (l + 1/2)2

r2
− 2mU(r)

~2

]
dr +

π

4
(7.16)

όπου r > r0 η κλασικά επιτρεπόμενη περιοχή κίνησης. Αϕαιρώντας από αυτή, τη ϕάση∫ r

r0

√[
k2 − (l + 1/2)2

r2

]
dr +

π

4
(7.17)

της κυματοσυνάρτησης του ελεύθερου σωματιδίου, και αϕήνοντας το r → ∞, παίρνουμε εξ΄ ορισμού
το δl. Για μεγάλα l, η τιμή του r0 γίνεται επίσης μεγάλη, το U(r) γίνεται επομένως μικρό σε όλο το
διάστημα της ολοκλήρωσης και επομένως έχουμε κατά προσέγγιση

δl = −
∫ ∞

r0

mU(r)dr/~2
√[

k2 − (l + 1/2)2

r2

]
. (7.18)

Η τάξη μεγέθους του ολοκληρώματος (αν συγκλίνει) είναι δl ∼ mU(r0)r0/k~2 και η τάξη μεγέθους
του r0 ∼ l/k.
Ας μελετήσουμε λίγο καλύτερα την περίπτωση που το δυναμικό μειώνεται αργά, σαν U(r) ∼ 1/rn

με n ≤ 1. Σε αυτή την περίπτωση αποδεικνύεται ότι και η συνολική ενεργός διατομή και το πλάτος
σκέδασης απειρίζονται για θ = 0. Παρ΄ όλ΄ αυτά το πρόβλημα να υπολογίσουμε το πλάτος σκέδασης για
θ ̸= 0. Αρχικά παρατηρούμε ότι ισχύει η σχέση:

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ) = 4δ(1− cos θ), (7.19)

(από ιδιότητες των πολυωνύμων Legendre). Δηλαδή το άθροισμα μηδενίζεται για όλα τα θ ̸= 0. Με
άλλα λόγια μπορούμε στον γενικό τύπο 7.11 για το πλάτος σκέδασης να παραλείψουμε τη μονάδα στο
άθροισμα όταν θ ̸= 0, παίρνοντας τελικά:

f(θ) =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)e
2iδl . (7.20)
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7.3 Η μοναδιαία συνθήκη για τη σκέδαση

Η ασυμπτωτική μορϕή της κυματοσυνάρτησης για μεγάλα r για ένα τυχαίο (όχι κατ΄ ανάγκη κεντρικό)
δυναμικό στην ελαστική σκέδαση είναι της μορϕής:

ψ ≈ eikrn·n′
+

1

r
f(n,n′)eikr. (7.21)

Αυτή η σχέση διαϕέρει από την 7.2 διότι αυτή εξαρτάται όχι μόνο από τη γωνία μεταξύ του εισερχόμενου
και του εξερχόμενου σωματιδίου αλλά και από την κατεύθυνση καθενός από αυτά.
Κάθε γραμμικός συνδιασμός των 7.21 με διαϕορετικές κατευθύνσεις των n και n′ αναπαριστά πιθανή

διαδικασία σκέδασης. Πολλαπλασιάζοντας τις συναρτήσεις 7.21 με ένα τυχαίο συντελεστή F (n) και
ολοκληρώνοντας σε όλες τις κατευθύνσεις n μπορούμε να γράψουμε ένα τέτοιο γραμμικό συνδιασμό
σαν το ολοκλήρωμα: ∫

F (n)eikrn·n′
dΩ+

eikr

r

∫
F (n)f(n,n′)dΩ. (7.22)

Επειδή η απόσταση r είναι πολύ μεγάλη, ο παράγοντας eikrn·n′
στο πρώτο ολοκλήρωμα ταλαντώνεται

πολύ γρήγορα συναρτήσει του διανύσματος n. Η τιμή του ολοκληρώματος επομένως καθορίζεται κυρίως
από τις περιοχές εκείνες για τις οποίες ο εκθέτης είναι σε ακρότατο (n = ±n′). Σε αυτές τις περιοχές
ο παράγοντας F (n) ≈ F (±n′) μπορεί να βγεί έξω από το ολοκλήρωμα και η ολοκήρωση δίνει:

2πiF (−n′)
e−ikr

kr
− 2πiF (n′)

eikr

kr
+
eikr

r

∫
f(n,n′)F (n)dΩ. (7.23)

Παραλείποντας τον παράγοντα 2πi/k αυτή η έκϕραση γράϕεται και σαν:

e−ikr

r
F (−n′)− eikr

r
ŜF (n′), (7.24)

όπου
Ŝ = 1 + 2ikf̂ (7.25)

και f̂ ο ολοκληρωτικός τελεστής

f̂F (n′) =
1

4π

∫
f(n,n′)F (n)dΩ. (7.26)

Ο τελεστής Ŝ καλείται τελεστής σκέδασης (scattering operator) ή πίνακας σκέδασης (scattering ma-
trix ) και πρωτοχρησιμοποιήθηκε από τον Heisenberg το 1943.
Ο πρώτος όρος στην 7.24 αναπαριστά ένα εισερχόμενο και ο δεύτερος ένα εξερχόμενο κύμα. Η

διατήρηση του συνολικού αριθού των σωματιδίων στην ελαστική σκέδαση υποδεικνύει ότι η εισερ-
χόμενη ροή σωματιδίων πρέπει να ισούται με την εξερχόμενη ροή. Δηλαδή πρέπει να έχουν την ίδια
κανονικοποίηση. Για να το πετύχουμε αυτό πρέπει να πάρουμε:

ŜŜ† = 1, (7.27)

και αντικαθιστώντας τον ορισμό του Ŝ βρίσκουμε:

f̂ − f̂ † = 2ikf̂ f̂ †. (7.28)
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Τέλος, χρησιμοποιώντας τον ορισμό του f̂ καταλήγουμε στην μοναδιαία συνθήκη για την σκέδαση:

f(n,n′)− f∗(n′,n) =
ik

2π

∫
f(n,n′′)f∗(n′,n′′)dΩ′′. (7.29)

Αν πάρουμε n = n′ τότε το δεξί μέλος της εξίσωσης γίνεται η ολική ενεργός διατομή και το
αριστερό μέλος το ϕανταστικό μέλος του πλάτους σκέδασης. Παίρνουμε επομένως την παρακάτω
σχέση για σκέδαση σε θ = 0:

Imf(n,n) = kσ/4π. (7.30)

Αυτή η σχέση καλείται οτπικό θεώρημα (optical theorem).
΄Αλλη μία ιδιότητα του πλάτους σκέδασης προκύπτει από την συμμετρία στην αντιστροϕή στο χρόνο.

Εύκολα μπορούμε να αποδείξουμε ότι:

S(n,n′) = S(−n′,−n) (7.31)

και
f(n,n′) = f(−n′,−n). (7.32)

Αυτή η σχέση καλείται θεώτημα αμοιβαιότητας (reciprocity theorem) και μας δείχνει ότι τα πλάτη
σκέδασης είναι ίσα σε αυτές τις περιπτώσεις. Απλά η αντιστροϕή του χρόνου αλλάζει την αρχική και
την τελική κατάσταση και την κατεύθυνση κίνησης των σωματιδίων.
Στην περίπτωση του κεντρικού δυναμικού, όπου το πλάτος σκέδασης εξαρτάται μόνο από τη γωνία

ανάμεσα στα σωματίδια, η μοναδιαία συνθήκη παίρνει τη μορϕή:

Imf(θ) =
k

4π

∫
f(γ)f∗(γ′)dΩ′′, (7.33)

όπου γ και γ′ οι γωνίες μεταξύ των n και n′ με κάποια κατεύθυνση n′′ σταθερή στο χώρο. Αυτή η
σχέση συνεπάγεται ότι:

Imfl = k|fl|2. (7.34)

7.4 Σκέδαση Rutherford

Σε αυτό το κεϕάλαιο θα μελετήσουμε τη σκέδαση στο δυναμικό Coulomb, το οποίο στην ελκτική του
μορϕή μοιάζει με το Νευτώνειο και μπορεί να επιλυθεί επακριβώς.
Επειδή σε αυτή την περίπτωση υπάρχει μία κατεύθυνση που ξεχωρίζει από τις άλλες, αυτή της εισερ-

χόμενης δέσμης, θα χρησιμοποιήσουμε παραβολικές συντεταγμένες ξ, η, ϕ αντί για σϕαιρικές πολικές
λόγω του ότι το δυναμικό έχει σϕαιρική συμμετρία. Αυτές σχετίζονται με τις Καρτεσιανές σύμϕωνα
με τις παρακάτω σχέσεις:

x =
√
ξη cosϕ, y =

√
ξη sinϕ, z = 1/2(ξ − η),

r =
√
x2 + y2 + z2 = 1/2(ξ + η)

(7.35)

ή αντίστροϕα
ξ = r + z, η = r − z, ϕ = tan−1(y/x) (7.36)

με τα ξ και η να παίρνουν τιμές από 0 μέχρι ∞, και το ϕ από 0 έως 2π.
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Επειδή το πρόβλημα έχει αξονική συμμετρία διαλέγουμε η κυματοσυνάρτηση που ικανοποιεί την
εξίσωση Schrodinger να έχει τη μορϕή

ψ = f1(ξ)f2(η) (7.37)

δηλαδή για m = 0. Γράϕοντας την εξίσωση Schrodinger για m = 0 και χωρίζοντας της μεταβλητές
για ελκτικό πεδίο Coulomb έχουμε:

d

dξ

(
ξ
df1
dξ

)
+ (k2ξ/4 + β1)f1 = 0,

d

dη

(
η
df1
dη

)
+ (k2η/4 + β2)f2 = 0,

β1 + β2 = 1.

(7.38)

΄Εχουμε θεωρήσει για την ενέργεια ότι E = k2/2. Η λύση της εξίσωσης Schrodinger για αρνητικά z
και μεγάλα r είναι το επίπεδο κύμα προς την θετική κατεύθυνση του άξονα z:

ψ ∼ eikz για−∞ < z <∞, r → ∞. (7.39)

Σε παραβολικές συντεταγμένες αυτή η έκϕραση γίνεται:

ψ ∼ eik(ξ−η)/2 για η → ∞ και όλα τα ξ. (7.40)

Αυτό μπορεί να ισχύει μόνο αν
f1(ξ) = eikξ/2 (7.41)

και για την f2(η) ισχύει:
f2(η) ∼ e−ikη/2 για η → ∞. (7.42)

Αντικαθιστώντας την 7.42 στην 7.38 και κάνοντας τις πράξεις βρίσκουμε ότι β1 = −ik/2. Η δεύτερη
από τις 7.38 γίνεται με β2 = 1− β1:

d

dη

(
η
df2
dη

)
+ (k2η/4 + 1 + ik/2)f2 = 0. (7.43)

Θα αναζητήσουμε λύσεις της μορϕής:

f2(η) = e−ikη/2w(η) (7.44)

με το w(η) να τείνει σε κάποιο σταθερό αριθμό καθώς r → ∞. Για το w(η) έχουμε την εξίσωση:

ηw′′ + (1− ikη)w′ + w = 0, (7.45)

όπου με αλλαγή μεταβλητής η1 = ikη, η εξίσωση γίνεται:

η1w
′′ + (1− η1)w

′ − i

k
w = 0. (7.46)

Αυτή η εξίσωση έχει λύση την confluent υπεργεωμετρική συνάρτηση με παραμέτρους a = i/k και
γ = 1:

w = α · F (i/k, 1, ikη). (7.47)
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Επομένως η ακριβής λύσης για την εξίσωση Schrodinger είναι η:

ψ = e−π/2kΓ(1− i/k)eik(ξ−η)/2F (i/k, 1, ikη.) (7.48)

΄Εχουμε επιλέξει έτσι τη λύσης μας ώστε να έχει μοναδιαίο πλάτος. Για να ξεχωρίσουμε από αυτή τη
λύση το εισερχόμενο και το εξερχόμενο κύμα θα πρέπει να βρούμε την ασυμπτωτική του έκϕραση για
μεγάλα r. Κάνοντάς το αυτό βρίσκουμε για το πλάτος σκέδασης την εξής έκϕραση:

f(θ) = − 1

2k2 sin2 θ/2
e(2i/k) log sin θ/2Γ(1− i/k)

Γ(1 + i/k)
. (7.49)

Επομένως για τη συνολική ενεργό διατομή έχουμε:

dσ =
dΩ

4k2 sin4 θ/2
. (7.50)

Αυτός είναι ο τύπος του Rutherford και είναι γνωστός και από την κλασική μηχανική.
Ιδιαίτερα χρήσιμο είναι να παρουσιάσουμε το πλάτος σκέδασης σαν άθροισμα σϕαιρικών αρμονικών.

Η ακτινική εξίσωση για την κυματοσυνάρτηση στο δυναμικό Coulomb σε σϕαιρικές συντεταγμένες για
τυχαία τιμή της στροϕορμής l είναι:

Rkl =
Ckl

(2l + 1)!
(2kr)le−ikrF (i/k + l + 1, 2l + 2, 2ikr),

Ckl = 2keπ/2k|Γ(l + 1− ik)|
(7.51)

και η ασυμποτική του έκϕραση για μεγάλα r:

Rkl ≈
2

r
sin

(
kr +

1

k
log 2kr − l

2π
+ δl

)
,

δl = arg Γ(l + 1− ik).

(7.52)

Αντικαθιστώντας αυτές τις ϕασικές μετατοπίσεις στην 7.20 έχουμε

e2iδl = Γ(l + 1− i/k)/Γ(l + 1 + i/k), (7.53)

και

f(θ) =
1

2ik

∑
l

(2l + 1)
Γ(l + 1− i/k)

Γ(l + 1 + i/k)
Pl(cos θ). (7.54)

7.5 Ανελαστική Σκέδαση

Με τον όρο ανελαστική (inelastic) σκέδαση εννούμε σκέδαση που συνοδεύεται με αλλαγή στην ε-
σωτερική κατάσταση του συστήματος με την ευρύτερη έννοια, δηλαδή ακόμα και η ίδια η ϕύση των
σωματιδίων μπορεί να αλλάξει. ΄Οταν μία σκέδαση συνοδεύεται από διάϕορες ϕυσικές διαδικασίες, αυτές
ονομάζονται κανάλια (channels) της αντίδρασης. Η ύπαρξη ανελαστικών καναλιών έχει προϕανώς και
επίδραση και στις ιδιότητες της ελαστικής σκέδασης.
Στη γενική περίπτωση όπου υπάρχουν αρκετά διαϕορετικά κανάλια, η ασυμπτωτική έκϕραση για

την κυματοσυνάρτηση του συστήματος των συγκρουόμενων σωματιδίων είναι ένα άθροισμα, όπου κάθε
όρος αντιστοιχεί σε κάθε πιθανό κανάλι. Ανάμεσα σε αυτά υπάρχει και ένας όρος που περιγράϕει
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την κατάσταση του συστήμτος στην αρχική κατάσταση (κανάλι εισόδου). Αυτό είναι ένα γινόμενο
της κυματοσυνάρτησης της εσωτερικής κατάστασης των σωματιδίων και της συνάρτησης της σχετικής
τους κίνησης (σε συστημα συντεταγμένων όπου το κέντρο μάζας είναι σε ηρεμία). Η τελευτέα αυτή
συνάρτηση είναι που μας ενδιαϕέρει εδώ, θα την συμβολίσουμε με ψ και θα ψάξουμε την ασυμπτοτική
της έκϕραση.
Η κυματοσυνάρτηση ψ στο κανάλι εισόδου αποτελείται από ένα εισερχόμενο επίπεδο κύμα και ένα

εξερχόμενο σϕαιρικό κύμα που αντιστοιχεί στην ελαστική σκέδαση. Μπορεί επίσης να αναπαρασταθεί
σαν ένα άθροισμα εισερχόμενων και εξερχόμενων σημάτων, όπως στην 7.1. Η διαϕορά είναι ότι η
ασυμπτοτική μόρϕή της ακτινικής εξίσωσης δεν μπορεί να γραϕτεί στη μορϕή ενός στάσιμου κύματος,
διότι το στάσιμο κύμα έιναι άθροισμα δύο κυμάτων, ενός εισερχόμενου και ενός εξερχόμενου αλλά ίσου
πλάτους. Στην καθαρά ελαστική σκέδαση αυτό προέρχεται από την ίδια την ϕύση του προβλήματος, αλλά
όταν υπάρχουν και ανελαστικά κανάλια η ένταση του εξερχόμενου κύματος πρέπει να είναι μικρότερη
από τη μονάδα. Η ασυμπτωτική έκϕραση του ψ θα δίνεται από την 7.8:

ψ ≈ 1

2ikr

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)[(−1)l+1e−ikr + Sle
ikr], (7.55)

μόνο που τώρα τα Sl δεν δίνονται από την 7.9, αλλά είναι συγκεκριμένες ποσότητες, εν γένει μιγαδικές,
με μέτρο μικρότερο της μονάδας. Το πλάτος σκέδασης για την ελαστική σκέδαση δίνεται από τον τύπο
7.11:

f(θ) =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)[Sl − 1]Pl(cos θ). (7.56)

Για την συνολική ελαστική σκέδαση η ενεργός διατομή σe δίνεται από τον τύπο:

σe =
π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1)|1− Sl|2. (7.57)

Η συνολική ενεργός διατομή για την ανελαστική σκέδαση ή ενεργός διατομή αντίδρασης (reaction
cross-section) σr για όλα τα δυνατά κανάλια μπορεί να εκϕραστεί ως προς το Sl. Αρκεί να παρατη-
ρήσουμε ότι για κάθε τιμή του l η ένταση του εξερχόμενου κύματος μειώνεται κατά |Sl|2 σε σύγκριση
με το εισερχόμενο κύμα. Αυτή η μείωση αποδίδεται αποκλειστικά στην ανελαστική σκέδαση. Είναι
πλέον προϕανές ότι:

σr =
π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1)(1− |Sl|2), (7.58)

και η συνολική ενεργός διατομή είναι:

σt = σe + σr =
2π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1)(1− ReSl). (7.59)

Το μερικό πλάτος σκέδασης για στροϕορμή l δίνεται από τον τύπο:

fl = (Sl − 1)/2ik, (7.60)

και ο κάθε όρος στα αθροίσματα 7.57 και 7.58 είναι η μερική ενεργός διατομή για ελαστική ή ανελαστική
σκέδαση με στροϕορμή l:

σ(l)e = (π/k2)(2l + 1)|1− Sl|2,
σ(l)r = (π/k2)(2l + 1)(1− |Sl|2),

σ
(l)
t = (π/k2)(2l + 1)(1− ReSl).

(7.61)
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Η τιμή Sl = 1 αντιστοιχεί σε έλλειψη ελστικής σκέδασης (με στροϕορμή l). Η περίπτωση Sl = 0
αντιστοιχεί σε απόλυτη «απορρόϕηση» των σωματιδίων με στροϕορμή l (δεν υπάρχει εξερχόμενο κύμα).
Οι ενεργές διατομές για ελαστική και ανελαστική σκέδαση είναι τότε ίσες:

σ(l)e = σ(l)r = (π/k2)(2l + 1). (7.62)

Αν και ελαστική σκέδαση μπορεί να γίνει χωρίς την παρουσία ανελαστικής (όταν |Sl| = 1), η αντίθετη
περίπτωση είναι αδύνατη: Η παρουσία ανελαστικής σκέδασης προϋποθέτει την ταυτόχρονη παρουσία

ελαστικής σκέδασης. Για μία δεδομένη τιμή της σ(l)r , η ενεργός διατομή για ελαστική σκέδαση πρέπει
να βρίσκεται μέσα στα όρια:√

σ
(l)
0 −

√
σ
(l)
0 − σ

(l)
r ≤

√
σ
(l)
e ≤

√
σ
(l)
0 +

√
σ
(l)
0 − σ

(l)
r , (7.63)

όπου σ(l)0 = (2l + 1)π/k2.
Παίρνοντας την τιμή του f(θ) από την 7.56 για θ = 0 και συγκρίνοντάς την με την 7.59 βρίσκουμε:

Imf(0) = kσt/4π, (7.64)

η οποία είναι γενίκευση του οπτικού θεωρήματος 7.30. Εδώ f(θ) είναι πάλι το πλάτος για γωνία 0,
αλλά η συνολική ενεργός διατομή σt περιλαμβάνει και την ανελαστική σκέδαση.
Το ϕανταστικό μέρος του μερικού πλάτους σκέδασης fl σχετίζεται με την μερική ενεργό διατομή

σ
(l)
t με την

Imfl =
k

4π

σ
(l)
t

2l + 1
(7.65)

το οποίο προκύπτει άμεσα από τις 7.60 και 7.61.
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Κεϕάλαιο 8

Σκέδαση βαθμωτών Πεδίων σε
Μελανές Οπές

Για να μελετήσουμε κβαντομηχανικά ένα σωματίδιο το οποίο κινέιται με ταχύτητες συγκρίσιμες με την
ταχύτητα του ϕωτός, δεν μπορούμε πλέον να χρησιμοποιήσουμε την κλασική σχέση για την ενέργεια
και την ορμή

E2 =
p2

2m
(8.1)

από την οποία προέκυψε η ελεύθερη εξίσωση του Schrodinger (6.25 με U(r) = 0) με τη αντικατάσταση
των μεγεθών με του αντίστοιχους τελεστές

E → Ê = i~
∂

∂t
, p⃗→ ˆ⃗p = −i~∇⃗, x→ x̂ = x. (8.2)

Αντί για την κλασική σχέση ενέργειας ορμής θα χρησιμοποιήσουμε πλέον την σχετικιστική σχέση 2.43
που γράϕεται και σαν:

E2 = c2p2 +m2c4 (8.3)

όχι σε μονάδες c = 1. Αν στην 8.3 αντικαταστίσουμε τα E και p με τους τελεστές τους παίρνουμε την
γνωστή ελεύθερη εξίσωση Klein-Gordon:

−~2
∂2ψ

∂t2
= −c2~2∇2ψ +m2c4ψ (8.4)

ή σε μονάδες c = 1 (
∂2

∂t2
−∇2

)
ψ +m2ψ = 0 (8.5)

ή σε συντομογραϕία
(�+m2)ψ = 0 (8.6)

όπου

� =
∂2

∂t2
−∇2 (8.7)

η Νταλαμπερσιανή, δηλαδή η Λαπλασιανή στο τετραδιάστατο χωρόχρονο � = −∂µ∂µ.
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8.1 Εξίσωση Klein-Gordon σε καμπύλο χωρόχρονο

΄Οπως είπαμε και στο κεϕάλαιο 3 η κίνηση σε βαρυτικό πεδίο θεωρείται ελεύθερη κίνηση αλλά σε καμπύλο
χωρόχρονο. Επομένως για να γράψουμε την 8.5 στον καμπυλωμένο χωρόχρονο, αυτό που πρέπει να
κάνουμε είναι να προάγουμε την παράγωγο σε συναλλοίωτη σύμϕωνα με τον τύπο 4.15. ΄Ετσι έχουμε
για ένα βαθμωτό πεδίο ϕ:

∇βϕ =
∂ϕ

∂xβ
= ∂βϕ = uβ (8.8)

και για τη δεύτερη παράγωγο:

∇αuβ = ∇α(∇βϕ) =
∂uβ
∂xα

− Γγ
αβuγ

= ∂α∂βϕ− Γγ
αβ∂γϕ

(8.9)

όπου πολλαπλασιάζοντας και στα δύο μέλη με το στοιχείο της αντίστροϕης μετρικής gαβ και αθροίζο-
ντας έχουμε:

�ϕ = gαβ∇α∇βϕ = gαβ∂α∂βϕ− gαβΓγ
αβ∂γϕ. (8.10)

Αντικαθιστώντας αυτή στην 8.5 έχουμε

(�+m2)ϕ = gαβ∂α∂βϕ− gαβΓγ
αβ∂γϕ+m2ϕ = 0. (8.11)

.

8.2 Βαθμωτά πεδία σε σϕαιρικά συμμετρική μελανή οπή

΄Εχουμε ήδη αποδείξει ότι η μόνη σϕαιρικά συμμετρική λύση της εξίσωσης Einstein είναι η γεωμετρία
Schwarzschild . Το στοιχείο μετρικής αυτής της γεωμετρίας δίνεται από την σχέση 4.50:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2). (8.12)

Τα σύμβολα Christoffel αυτής της γεωμετρίας δίνονται από τον τύπο 3.11 και για την Schwarzschild
περίπτωση τα μόνα μη μηδενικά είναι:

Γr
rr =

M

2Mr − r2
, Γθ

θr = Γθ
rθ =

1

r
,

Γr
θθ = 2M − r, Γθ

ϕϕ = − cos θ sin θ,

Γr
ϕϕ = (2M − r) sin2 θ, Γϕ

ϕr = Γϕ
rϕ =

1

r
,

Γr
tt =

M(r − 2M)

r3
, Γϕ

ϕθ = Γϕ
θϕ = cot θ,

Γt
tr = Γt

rt = − M

2M − r2
.

(8.13)

Η αντίστροϕη μετρική είναι:

gµν =


r

2M−r 0 0 0

0 1− 2M
r 0 0

0 0 1
r2

0

0 0 0 csc2 θ
r2

 . (8.14)
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Επιλύοντας λοιπόν την 8.11 για την περίπτωση του άμαζου m = 0 βαθμωτού πεδίου για την μετρική
Schwarzschild και υποθέτοντας λύση της μορϕής

Φlm =
ul(r, t)

r
Ylm(θ, ϕ) (8.15)

όπου Ylm οι σϕαιρικές αρμονικές συναρτήσεις 6.42, που τις χρησιμοποιούμε διότι το πρόβλημα έχει
σϕαιρική συμμετρία, η 8.11 γίνεται:(

1− 2M

r

)
d

dr

[(
1− 2M

r

)
du

dr

]
+

[
∂2

∂t2
−
(
1− 2M

r

)(
2M

r3
+
l(l + 1)

r2

)]
u = 0. (8.16)

Για να απαλαγούμε από τις πρώτες παραγώγους θα κάνουμε την αντικατάσταση:

dr∗ = dr

(
1− 2M

r

)−1

,

r∗ = r + 2M ln
( r

2M
− 1
)
+ σταθ.

(8.17)

Να σημειωθεί ότι αυτός ο μετασχηματισμός είναι ίδιος με τον μετασχηματισμό Eddington-Finkelstein
5.4. Υποθέτουμε επιπλέον αρμονική εξάρτηση από το χρόνο ul(r, t) = ûl(r, ω)e

−iωt οπότε η διαϕορική
εξίσωση παίρνει τη μορϕή: [

d2

dr2∗
+ ω2 − Vl(r)

]
ûl(r, ω) = 0. (8.18)

Αυτή η εξίσωση ονομάζεται Regge-Wheeler και το αντίστοιχο ενεργό δυναμικό:

Vl(r) =

(
1− 2M

r

)[
l(l + 1)

r2
+

2M

r3

]
(8.19)

δυναμικό Regge-Wheeler. Παρατηρούμε ότι αυτό το δυναμικό περιέχει τον γνωστό ϕυγοκεντρικό όρο
l(l + 1)/r2 και όρους 2M/r λόγω της καμπύλωσης του χωροχρόνου. Η συντεταγμένη r∗ ονομάζεται
tortoise συντεταγμένη.
Στο διάγραμμα 8.1 ϕαίνεται η μορϕή του ενεργού δυναμικού για διάϕορες τιμές του l. Φαίνεται ότι

είναι ένα απλό ϕράγμα δυναμικού, το μέγιστο του οποίου είναι για l = 0 στο r = 8M/3 και τίνει στο
r = 3M για μεγάλες τιμές του l. Θα περίμενε κανείς ότι κύματα με μικρό μήκος κύματος λ ≪ 2M
να διαπερνάνε το ϕράγμα. Κύματα με λ ∼ 2M διαπερνάνε το ϕράγμα και ανακλώνται μερικώς. Τέλος
κύματα με λ≫ 2M ανακλώνται πλήρως από το ϕράγμα δυναμικού.
Επειδή το δυναμικό μηδενίζεται και για r → ∞ και στον ορίζοντα γεγονότων r = 2M της μελανής

οπής, από την 8.18 για Vl = 0 ϕαίνεται ότι δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της συμπεριϕέρονται
ασυμπτοτικά ως:

ûl(r, ω) ∼ e±iωr∗ (8.20)

και για r → ∞ και για r → 2M .
Η tortoise συντεταγμένη r∗ διαϕέρει από την κανονική ακτινική συντεταγμένη r κατά ένα λογαριθ-

μικό όρο. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα το r∗ → +∞ καθώς r → +∞, αλλά r∗ → −∞ καθώς r → 2M
(στο ορίζοντα). Επομένως το ημι-άπειρο διάστημα (2M,+∞), που αναπαριστά το χωροχρόνο στο εξω-
τερικό μίας μελανής οπής, αντιστοιχίζεται στο άπειρο διάστημα (−∞,+∞). Ο ορίζοντας γεγονότων
«στέλνεται» δηλαδή στο ∞. Για μεγάλα r η λογαριθμική συμπεριϕορά στην 8.17 ενεργεί με τον ίδιο
τρόπο όπως η λογαριθμική ϕάση Coulomb στα κβαντομηχανικά προβλήματα. Αυτό εισάγει μία μετα-
τόπιση ϕάσης που προκύπτει ακόμα και για μεγάλες αποστάσεις από την μελανή οπή. Αυτή η επίδραση
της Νευτώνειας βαρύτητας (και της αλληλεπίδρασης Coulomb) σε μεγάλες αποστάσεις είναι προϕανής
στην 8.20.
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Σχήμα 8.1: Το ενεργό δυναμικό Regge-Wheeler για l = 0, 1, 2 (από κάτω προς τα πάνω αντίστοιχα) ως
συνάρτηση του r/M αριστερά, και ως συνάρτηση του r∗/M δεξιά. Η σταθερά στην 8.17 έχει επιλεχθεί
έτσι ώστε για r∗ = 0 να ισχύει r = 3M .

8.3 Χρήσιμες βασικές λύσεις

Ως βάση για τις λύσεις που θα αναζητήσουμε θα πάρουμε, δωσμένης της ασυμπτοτικής έκϕρασης
8.20, ένα κύμα που ικανοποιεί τις παρακάτω συνοριακές συνθήκες. Κανένα κύμα δεν εξέρχεται από
τον ορίζοντα της μελανής οπής παρά μόνο εισέρχεται, και μακρυά από την μελανή οπή έχουμε και
εισερχόμενο και εξερχόμενο κύμα. Αυτή η λύση λέγεται, σύμϕωνα με τους Chrzanowski και Misner
[19], IN-Mode και ορίζεται ως εξής:

ûl(r∗, ω) ∼

{
e−iωr∗ , r∗ → −∞,

Aout(ω)e
iωr∗ +Ain(ω)e

−iωr∗ , r∗ → +∞,
(8.21)

με το ω να θεωρείται πραγματικό και θετικό. Να σημειωθεί ότι αυτή η επιλογή της λύσης αϕήνει την
κανονικοποίηση απροσδιόριστη.
Είναι γνωστό ότι η ορίζουσα του Wronsky δύο γραμμικά ανεξάρτητων λύσεων της 8.18 είναι στα-

θερή. Επομένως χρησιμοποιώντας την λύση ûinl και την μιγαδική συζηγής της (την OUT-Mode) και
υπολογίζοντας την ορίζουσα στα r∗ → ±∞, μπορούμε να δείξουμε ότι:

1 + |Aout|2 = |Ain|2. (8.22)

Εισάγοντας του συντελεστές διάδοσης (T ) και ανάκλασης (R):

T =
1

Ain
, R =

Aout

Ain
, (8.23)

βρίσκουμε την συνήθη σχέση σκέδασης:

|T |2 + |R|2 = 1. (8.24)

Επομένως, τμήμα αυτό του κύματος που δεν αποροϕάται από την μελανή οπή επιστρέϕει πίσω στο άπειρο.
Οι ποσότητες |T |2 και |R|2 είναι γνωστές ως συντελεστές διάδοσης και ανάκλασης (transmission,
reflection coefficients), αντίστοιχα.
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8.4 Λύσεις σε όριο υψηλών και χαμηλών συχνοτήτων

Θα παρουσιάσουμε εδώ δύο λύσεις σε οριακές περιπτώσεις που είναι ακριβείς. Αυτές στο όριο των
μικρών και των μεγάλων συχνοτήτων (ενεργειών).
Στο όριο των υψηλών συχνοτήτων, όπου δηλαδή ωM → +∞, η 8.18 μπορεί να προσεγγιστεί από

μία confluent υπεργεωμετρική συνάρτηση. Τότε αποδεικνύεται ότι η ασυμπτοτική έκϕραση για τα πλάτη
σκέδασης που σχετίζονται με την λύση ûinl (r∗, ω), δίνονται από τις

Aout ≈
Γ(1− 4iωM)(4iωM)−1/2+4iωM

√
π

e−4iωM ,

Ain ≈ iΓ(1− 4iωM)(4iωM)−1/2

Γ(1/2− 4iωM)
.

(8.25)

Χρησιμοποιώντας αυτές τις εξισώσεις και την εξίσωση του Stirling δείχνουμε ότι ο συντελεστής α-
νάκλασης συμπεριϕέρεται σαν:

|R|2 ∼ e−8πωM καθώς ωM → +∞. (8.26)

Αυτή είναι και η αναμενόμενη συμπεριϕορά: Για πολύ μεγάλες συχνότητες το κύμα δεν επιρεάζεται
σχεδόν καθόλου από το δυναμικό λόγω της καμπύλωσης του χωροχρόνου, και ο συντελεστής ανάκλασης
είναι εκθετικά μικρός. Είναι παρόμοια περίπτωση με το τρίτο διάγραμμα στο σχήμα 5.7, όπου για
μεγάλες ενέργειες το ϕως κατέληγε στον ορίζοντα της μελανής οπής. Αποδεικνύεται επίσης ότι όλα
κύματα υψηλών συχνοτήτων που έχουν παράμετρο κρούσης b < 3

√
3M θα αποροϕηθούν.

Για χαμηλές συχνότητες, όταν δηλαδή ωM ≪ 1, η συνολική λύση βρίσκεται ταιριάζοντας δύο
λύσεις: Για μεγάλα r η διαϕορική εξίσωση γίνεται πάλι confluent υπεργεωμετρική συνάρτηση, ενώ για
μικρά r προσεγγίζεται από μία υπεργεωμετρική συνάρτηση. Βρίσκουμε επομένως ότι:

Aout ∼ (4iωM)−l−1

{
1− 1

4

[
(l)!3

(2l)!(2l + 1)!

]2
(4ωM)2l+2

}
,

Ain ∼ (−4iωM)−l−1

{
1 +

1

4

[
(l)!3

(2l)!(2l + 1)!

]2
(4ωM)2l+2

}
.

(8.27)

Από το παραπάνω αποτέλεσμα η συμπεριϕορά του συντελεστή ανάκλασης για μικρές συχνότητες είναι:

|R|2 ≈ 1−
[

(l!)3

(2l)!(2l + 1)!

]2
(4ωM)2l+2 (8.28)

Αυτό σημαίνει ότι, καθώς ωM → 0, ο συντελεστής ανάκλασης τείνει στη μονάδα, δηλαδή όλο το κύμα
ανακλάται από τη μελανή οπή και γυρίζει στο άπειρο. Αυτό ακριβώς που περιμέναμε.
Αποδεικνύεται επίσης ότι η ολική ενεργός διατομή απορόϕησης δίνεται από τον τύπο:

σαπορ =
π

ω2

∞∑
l=0

(2l + 1)
[
1− |R|2

]
,

=
π

ω2

∞∑
l=0

(2l + 1)

[
(l!)3

(2l)!(2l + 1)!

]2
(4ωM)2l+2.

(8.29)
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Για την περίπτωση των χαμηλών συχνοτήτων η μερική ενεργός διατομή συμπεριϕέρται ως ω2l+2 καθώς
ω → 0. Ο συντελεστής του ω2l+2 ϕθίνει πάρα πολύ γρήγορα με το l (για l = 1 είναι ήδη 2 τάξεις
μεγάθους κάτω από την τιμή για l = 0). Είναι επομένως ξεκάθαρο ότι μόνο το l = 0 κομμάτι του
κύματος συνεισϕαίρει στην απορρόϕηση σε αυτό το όριο. Αυτό σημαίνει ότι μόνο τα κύματα που
«πλησιάζουν την μελανή οπή ακτινικά» θα απορροϕηθούν και η ενεργός διατομή απορόϕησης μπορεί να
γραϕτεί κρατώντας μόνο τον όρο l = 0 σαν:

σαπορ ≃ 16πM2. (8.30)

Για l = 0 κύματα σε αυτό το όριο έχει δειχθεί, από τον R. Matzner [11] ότι η ενεργός διατομή σκέδασης
είναι

dσ

dΩ
≃
[
c+

2M

3
ln(2ωM)

]2
, (8.31)

με το c να είναι μία σταθερά της τάξης του M .

8.5 Λύσεις σε διάϕορες οριακές περιπτώσεις

Για να μπορέσουμε να πάρουμε λύσεις όπως και στο κεϕάλαιο 7 πρέπει πρώτα να βρούμε πως είναι ένα
επίπεδο κύμα γύρω από μία μαύρη τρύπα. ΄Οπως και στον επίπεδο χωρόχρονο έτσι και εδώ η έκϕραση
του επίπεδου κύματος στην βάση των σϕαιρικών κυμάτων είναι παρόποια με τη σχέση 6.65:

Φplane ∼
1

ωr

∞∑
l=0

il(2l + 1)Pl(cos θ) sin

(
ωr∗ −

lπ

2

)
για r∗ → +∞. (8.32)

Αν αντικαταστίσουμε το r∗ με το r παίρνουμε ακριβώς την 6.65. Για την περίπτωση ûinl στο r∗ → +∞
χωρίζοντας το εισερχόμενο από το εξερχόμενο κύμα βρίσκουμε το πλάτος σκέδασης ως:

f(θ) =
1

2iω

∞∑
l=0

(2l + 1)
[
e2iδl − 1

]
Pl(cos θ), (8.33)

με τις μετατοπίσεις ϕάσεις να δίνονται από την:

e2iδl = (−1)l+1Aout

Ain
= (−1)l+1R. (8.34)

Οι μετατοπίσεις ϕάσεις είναι γενικά μιγαδικοί αριθμοί, με το ϕανταστικό μέρος να αντιστοιχεί σε απορ-
ρόϕηση από τη μελανή οπή.

8.5.1 Το αντίστοιχο πρόβλημα Coulomb

Αντί να θέσουμε στην 8.15 την ακτινική εξίσωση με R = u/r, μπορούμε να κάνουμε μία άλλη αντικα-
τάσταση:

R =
ū

r
(
1− 2M

r

) 1
2

(8.35)

η οποία δίνει:

d2ū

dr2
+

[
ω2(

1− 2M
r

)2 +

(
M

r

)2 1

r2
(
1− 2M

r

) − l(l + 1)

r2
1(

1− 2M
r

)] ū = 0. (8.36)
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Αν πάρουμε την ασυμπτοτική της έκϕραση για μεγάλα r (κρατάμε μόνο τους όρους τάξης r−2)

d2ū

dr2
+

[
ω2 +

4ω2M

r
+

12ω2M2

r2
− l(l + 1)

r2
+O(r−3)

]
ū = 0, (8.37)

και για αρκετά μεγάλα l (άρα ο όρος 12ω2M2/r2 γίνεται αμελητέος σε σχέση με τον ϕυγοκεντρικό
όρο) η παραπάνω εξίσωση δίνει:

d2ū

dr2
+

[
ω2 +

4ω2M

r
− l(l + 1)

r2

]
ū = 0, (8.38)

με

R =
ū

r
. (8.39)

Η εξίσωση 8.38 καλείται αντίστοιχο πρόβλημα Coulomb (comparison Coulomb problem). Μπορούμε
επομένως να χρησιμοποιήσουμε τα γνωστά αποτελέσματα από την κβαντομηχανική για το πρόβλημα
σκέδασης σε δυναμικό Coulomb με τις αντικαταστάσεις:

~2/2me → 1, Ze2 → 4ω2M. (8.40)

΄Εχουμε επομένως ότι οι μετατοπίσεις ϕάσεις είναι:

δl = arg Γ(l + 1 + 2iMω). (8.41)

Για μικρά ω και l = 0
δl ≃ 2iMωψ(1) (8.42)

όπου ψ(1) = 0.577 . . . η σταθερά του Euler. Για l = 0, ω → 0 η μερική ενεργός διατομή σκέδασης
είναι:

dσ

dΩ
∼= ω−2|2iMωψ(1)|2 ∼=

(2M)2

3
(8.43)

και η ολική ενεργός διατομή δίνεται από τον τύπο Rutherford:

dσ

dΩ
=

M2

sin4 θ/2
. (8.44)

Παρατηρούμε ότι για μικρές γωνίες αυτός ο τύπος ανάγεται στον γνωστό τύπο από την κλασσική
ϕυσική:

dσ

dΩ
∼ 1

θ4
, (8.45)

που αποκλίνει.

8.5.2 Προσέγγιση για μεγάλα l

Για μεγάλες τιμές του l, κύματα μικρού μήκους κύματος λ (2Mω ≫ 1), μπορούν με καλή προσέγγιση
να αναλυθούν με την ημικλασική μέθοδο. Επομένως, η ϕάση της ακτινικής εξίσωσης R(r∗), δίνεται από
τον τύπο της προσεγγιστικής μεθόδου JWKB:∫ r∗

r∗0

[ω2 − Vl(r∗)]
1/2dr∗ + π/4, (8.46)
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όπου r0 είναι το κλασικό σημείο στροϕής. Αυτή η σχέση δεν ισχύει αν το r0 προσεγγίζει το μέγιστο
του ενεργού δυναμικού 8.19. Αυτό σημαίνει ότι 8.46 ισχύει μόνο για ωb ≫ 2Mω, με b = (l + 1

2)/ω η
παράμετρος κρούσης. Παίρνοντας πάλι την ασυμπτοτική έκϕραση του R για μεγάλα r στον καμπύλο
χωρόχρονο έχουμε:

Rl(r) ∼
1

r
sin [ωr + 2Mω ln(2ωr)− lπ/2 + δl(ω)] +O

(
1

r2

)
, (8.47)

Τότε από τις 8.46 και 8.47 και το μετασχηματισμό 8.17 έχουμε για την ϕασική μετατόπιση:

δl(ω) = lim
r→∞

[∫ r

r0

(
[ω2 − Vl(r)]

1/2 1

1− 2M/r
− ω

)
dr +

π(l + 1
2)

2
− ωr0 − 2Mω ln 2ωr

]
, (8.48)

όπου αναπτύσοντας το δl(ω) σε δυνάμεις του 2M/b και ολοκληρώνοντας έχουμε:

δl(ω) = −2Mω ln

(
l +

1

2

)
− 2Mω

2

[
1 +

1(
l + 1

2

)2
]
+

1

3

(2Mω)3/2(
l + 1

2

)2 +
15π

32

(2Mω)2(
l + 1

2

) +O

(
1

l + 1
2

)3/2

.

(8.49)
Η ϕάση αυτή σχετίζεται με την κλασική συνάρτηση απόκλισης Θ(l) της ίδιας στροϕορμής με τον

τύπο:

Θ(l) = 2
d

dl
Re(δl). (8.50)

Τότε:

Θ(b) = −4M

b
+

M

π2b3
λ2 − 1

3

(
2M

b

)3/2

− 15

16
π

(
2M

b

)2

. (8.51)

Ο δεύτερος όρος σε αυτή την εξίσωση εξαρτάται από την ενέργεια του προσπίπτοντος επίπεδου κύματος.
Για μικρά μήκη κύματος παίρνουμε την απόκλιση του Einstein, Θ = −4M/b, για μεγάλες παραμέτρους
κρούσης.
Η διαϕορική ενεργός διατομή σε αυτή την περίπτωση δίνεται από τον τύπο:

dσ

dΩ
=

16M2

θ4
+

λ2

16π2
. (8.52)

Αυτή η έκϕραση δίνει τον τύπο του Rutherford για μικρές γωνίες με διόρθωση που εξερτάται από το
μήκος κύματος.
΄Ολα τα αποτελέσματα μέχρι εδώ ισχύουν για b ≫ 2M και μικρές γωνίες σκέδασης. Για b ∼ 2M ,

πρέπει να λάβουμε υπόψη και την απορόϕηση. Σε αυτή την περίπτωση το αποτέλεσμα προσεγγίζεται πάλι
με τη μέθοδο JWKB και παίρνουμε το εξής αποτέλεσμα για την συνολική ενεργό διατομή απορόϕησης:

σαπορ =
27

4
π(2M)2 +

λ2

24π
. (8.53)

Η ενεργός διατομή αυξάνεται με την εξάρτηση από τον διορθωτικό όρο που εξαρτάται από τον λ, γιατί
τα κύματα μπορεί να διαπεράσουν το ϕράγμα δυναμικού με ϕαινόμενο σύραγγας και να καταλήξουν στον
ορίζοντα γεγονότων.
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8.5.3 Δύο Ειδικές Περιπτώσεις

Στις μελανές οπές υπάρχει και η δυνατότητα, σε αντίθεση με την κλασική περίπτωση και το αντίστοιχο
πρόβλημα Coulomb, για σκέδαση σε γωνίες μεγαλύτερες από π. Αυτό μπορεί να προκαλέσει δύο ειδικά
ϕαινόμενα.
Το πρώτο ϕαινόμενο ονομάζεται ϕαινόμενο glory (glory effect). ΄Οπως και στην κλασική περίπτωση

που για γωνίες θ = 0 και θ = π η ενεργός διατομή αποκλίνει και εμϕανίζονται ϕαινόμενα συμβολής, εδώ
υπάρχει η πιθανότητα τέτοια ϕαινόμενα συμβολής, που είναι γνωστά από την οπτική, να εμϕανιστούν
σε γωνίες πέρα από θ = 0 και π.
Το δεύτερο ϕαινόμενο ονομάζεται τροχιακός συντονισμός (orbiting resonance) και είναι η δυνα-

τότητα που έχει το βαθμωτό πεδίο να ϕέρει γύρω από το κέντρο σκέδασης αρκετές ϕορές πριν διαϕύγει
πάλι στο άπειρο.

8.6 Βαθμωτά Πεδία με μάζα

Σε αυτή την ενότητα δεν θα κάνουμε λεπτομερής ανάλυση του τι συμβαίνει στην περίπτωση των βαθμω-
τών πεδίων με μάζα, απλά θα εξάγουμε ότι πληροϕορίες μπορούμε από τη μορϕή του δυναμικού χωρίς
να υπολογίσουμε ενεργές διατομές.
Παίρνοντας την εξίσωση 8.11 για μάζα m, θεωρώντας λύση της μορϕής 8.15 με την ίδια εξάρτηση

από το χρόνο και κάνοντας πάλι τον μετασχηματισμό 8.17 παίρνουμε την εξίσωση 8.18 αλλά με το εξής
δυναμικό:

Vl(r) =

(
1− 2M

r

)(
m2 +

l(l + 1)

r2
+

2M

r3

)
. (8.54)

Διαιρώντας το δυναμικό με m2 και χρησιμοποιώνταςε της αδιάστατη μεταβλητή x = r/2M αντί του r
καταλήγουμε στην εξής μορϕή:

Vl(x)

m2
= 1− 1

x
+
l3(l + 1)

α2x2
− [l(l + 1)− 1]l2

α2x3
− l2

α2x4,
(8.55)

όπου α = 2mM .
Παρατηρώντας τη μορϕή του διαγράμματος 8.2 βλέπουμε ότι στο όριο r → ∞ το ενεργό δυναμικό

τείνει στην τιμή m2 από χαμηλότερες τιμές. Η ενέργεια ενός σωματιδίου δίνεται από την 2.43, όπου
για ακίνητο σωματίδιο (p = 0) E2 = m2. Παρατηρούμε επίσης ότι για μικρές τιμές της στροϕορμής
0,1,2 δεν παρουσιάζεται καθόλου ϕραγμός δυναμικού, ενώ για μεγαλύτερα l αρχίζει και εμϕανίζεται
και όσο μεγαλύτερο το l τόσο μεγαλύτερος και ο ϕραγμός. Αυτό σημαίνει ότι τα πεδία που κινούνται
«ακτινικά ή σχεδόν ακτινικά» απορροϕώνται από την μελανή οπή για οποιαδήποτε ενέργεια, διότι η
ελάχιστη ενέργεια που μπορεί να έχει ένα βαθμωτό πεδίο είναι όταν είναι ακίνητο, E2 = m2, και το
δυναμικό τείνει σε αυτή την τιμή από χαμηλότερες τιμές.
Για μεγαλύτερες τιμές της στροϕορμής πέρα από το ότι εμϕανίζεται ϕραγμός δυναμικού και μπορεί

το πεδίο να σκεδαστεί πίσω στο άπειρο εμϕανίζεται και μία άλλη επιλογή. ΄Οπως ϕαίνεται και πιο καθαρά
στο διάγραμμα 8.3 το δυναμικό πέρα από το μέγιστο εμϕανίζει και ένα ελάχιστο σε λίγο πιο μεγάλες
τιμές του r και στη συνέχεια τείνει στο m2 πάλι από χαμηλότερες τιμές. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει
περίπτωση το πεδίο να εγκλωβιστεί σε αυτό το πολύ ρηχό «πηγάδι» δυναμικού και τα ταλαντέυεται
μεταξύ δύο ακτίνων όπως και στη δεύτερη περίπτωση του διαγράμματος 5.4, το οποίο δεν συμβαίνει στα
άμαζα βαθμωτά πεδία.
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Σχήμα 8.2: Σε αυτό το διάγραμμα ϕαίνεται η μορϕή του ενεργού δυναμικού για την περίπτωση των
βαθμωτών πεδίων με μάζα, για τιμή του α = 5. Στον κατακόρυϕο άξονα έχουμε Vl/m2 και στον
οριζόντιο r/2M που παίρνει τιμές από 1 έως 10. Οι διαδοχικές καμπύλες είναι για διάϕορες τιμές της
στροϕορμής l, από 0 μέχρι 4 από κάτω προς τα πάνω αντίστοιχα. Οι δύο πρώτες γραϕικές παραστάσεις
για l = 0, 1 σχεδόν ταυτίζονται.

Σχήμα 8.3: Διάγραμμα του ενεργού δυναμικού για την περίπτωση βαθμωτών πεδίων με μάζα, για l = 3
και α = 5.
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8.7 Συμπέρασμα

Κλείνοντας μπορούμε να συμπεράνουμε ότι στην περίπτωση ωM → ∞ το κύμα απορροϕάται κυρίως
από τη μελανή οπή. Στην περίπτωση που ωM → 0 μόνο το ακτινικά σωματίδια παίζουν ρόλο στην
απορρόϕηση από τη μελανή οπή η οποία είναι πολύ μικρή, ενώ το κύμα κυρίως ανακλάται στο άπειρο.
Στην περίπτωση ω → 0 και l = 0 βρίσκουμε την ενεργό διατομή σκέδασης ίδια με την περίπωτση
για ελκτικό δυναμικό Coulomb, ενώ για μικρά μήκη κύματος και μεγάλες τιμές της στροϕορμής l
βρίσκουμε τον τύπο του Rutherford με μία πρώτη διόρθωση. Επιπλέον υπάρχουν και δύο ειδικές
περιπτώσεις, το ϕαινόμενο glory και ο τροχιακός συντονισμός. Τέλος, βρήκαμε ότι στην περίπτωση
των βαθμωτών πεδίων με μάζα, τα σχεδόν ακτινικά πεδία απορροϕώνται εξ΄ ολοκλήρου, ενώ αυτά με
μεγαλύτερη στροϕορμή συναντάνε ϕραγμό δυναμικού και μπορεί να σκεδαστούν πίσω στο άπειρο.
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Κεϕάλαιο 9

Επίλογος

Σε αυτή τη διπλωματική εργασία μελετήθηκε γενικά η σκέδαση βαθμωτών πεδίων σε μελανές οπές. Θε-
ωρώντας τις γνώσεις της κλασσικής μηχανικής γνωστές, έγινε μία σύντομη αλλά απαραίτητη εισαγωγή
στις έννοιες της ειδικής και γενικής σχετικότητας, τα απαραίτητα μαθηματικά εργαλεία όπου μελετήθη-
κε και η κίνηση κλασσικών σωματιδίων γύρω από μελανές οπές. Ακολούθησε μία επίσης σύντομη
εισαγωγή στην κβαντομηχανική και το πως μελετάμε σκέδαση σωματιδίων κβαντομηχανικά.
Αϕού στο τελευταίο κεϕάλαιο πήραμε την σχετικιστική εξίσωση ενέργειας-ορμής στην κβαντομη-

χανική, εξίσωση Klein-Gordon, την αναπτύξαμε όχι στον επίπεδο αλλά στον καμπύλο Schwarzschild
χωρόχρονο. Αρχικά μελετήσαμε άμαζα βαθμωτά πεδία (m = 0). Αϕού πήραμε λύση μόνο εισερχόμε-
νου κύματος στον ορίζοντα γεγονότων της μελανής οπής και λύση και εισερχόμενου και εξερχόμενου
κύματος για μεγάλες αποστάσεις ορίσαμε τους συντελεστές ανάκλασης και διάδοσης και εξαγάγαμε
την γνωστή σχέση 8.24. Για το όριο των υψηλών συχνοτήτων ωM → +∞ βρήκαμε όπως ήταν ανα-
μενόμενο ότι σχεδόν όλο το κύμα αποροϕάται από την μελανή οπή και ο συντελεστής ανάκλασης είναι
εκθετικά μικρός. Στο άλλο όριο, των χαμηλών συχνοτήτων ωM → 0, βρίσκουμε ότι ο συντελεστής
ανάκλασης τείνει στην μονάδα, δηλαδή το μεγαλύτερο μέρος του κύματος σκεδάζεται πίσω στο άπειρο.
Αποδείξαμε ότι μόνο τα ακτινικά κύματα, l = 0, συνεισϕέρουν στην απορόϕηση στην μελανή οπή σε
αυτό το όριο και βρήκαμε και την ενεργό διατομή σκέδασης για την l = 0 περίπτωση.
Για μεγάλα r καταλήγουμε στο αντίστοιχο πρόβλημα Coulomb και καταλήγουμε στον γνωστό τύπο

του Rutherford. Για μεγάλα l με την προσεγγιστική μέθοδο JWKB καταλήγουμε πάλι στον τύπο
του Rutherford για μικρές γωνίες αλλά με μία πρώτη διόρθωση που εξαρτάται από το μήκος κύματος.
Σε αντίθεση με το κλασσικό πρόβλημα της σκέδασης στο αντίστοιχο ελκτικό πρόβλημα Coulomb,
εδώ υπάρχουν και δύο ειδικές περιπτώσεις, αυτή του ϕαινομένου glory όπου είναι δυνατό να δούμε
ϕαινόμενα συμβολής και όλες τις γωνίες και όχι μόνο στις θ = 0 και θ = π, και ο τροχιακός συντονισμός
που το σωματίδιο μπορεί να περιστραϕεί πολλές ϕορές γύρω από την μελανή οπή πριν καταλήξει πάλι
σκεδαζόμενο στο άπειρο.
Στην περίπτωση των βαθμωτών πεδίων με μάζα είδαμε ότι τα πεδία με μικρή στροϕορμή l = 0, 1, 2,

δηλαδή όσα κινούνται σχεδόν ακτινικά, δεν συναντούν κανένα ϕραγμό δυναμικού και αποροϕώνται από
την μελανή οπή εξ΄ ολοκλήρου. Για τις υπόλοιπες τιμές της στροϕορμής τα πεδία μας συναντούν ϕραγμό
δυναμικού και μπορούν και να σκεδαστούν πίσω στο άπειρο. Αυτά έχουν επιπλέον την δυνατότητα να
εγκλωβιστούν σε σταθερή κίνηση γύρω από την μελανή οπή. Αυτό το ϕαινόμενο υπάρχει και στην
κλασσική ϕυσική και προέκυψε και εδώ κβαντομηχανικά.
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