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Κεφάλαιο 1

Χώροι Sobolev

1.1 Χώροι Banach

Ορισµός 1.1.1 ΄Εστω Χ ένας γραµµικός χώρος. Μία απεικόνιση ‖ · ‖ : X → [0,∞) καλείται νόρµα αν

∀u, v ∈ X και ∀λ ∈ R

(i) ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖

(ii) ‖λu‖ ≤ |λ|‖u‖

(iii) ‖u‖ = 0 αν και µόνο αν u = 0

Ορισµός 1.1.2 ΄Ενας γραµµικός χώρος µε νόρµα λέγεται Banach αν είναι πλήρης, δηλαδή αν κάθε

ακολουθία Cauchy είναι συγκλίνουσα.

Ορισµοί 1.1.3

1. ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος πάνω στο σώµα F. Μία απεικόνιση 〈·〉 : V × V → F καλείται

εσωτερικό γινόµενο αν ∀u, v, w ∈ V και ∀a, b ∈ F :

(i) 〈u, u〉 ≥ 0 και 〈u, u〉 = 0⇒ u = 0

(ii) 〈u, v〉 = 〈v, u〉 ( Αν F = R, 〈u, v〉 = 〈v, u〉)

(iii) 〈au+ bv, w〉 = a〈u,w〉+ b〈v, w〉

2. ΄Ενας χώρος Banach του οποίου η νόρµα επάγεται από εσωτερικό γινόµενο ονοµάζεται χώρος

Hilbert
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Ορισµοί 1.1.4

1. ΄Εστω U ⊂ Rn ανοιχτό και u ∈ U . Η u καλείται Hölder συνεχής µε εκθέτη γ , αν για κάποια

σταθερά C:

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|γ (x, y ∈ U)

2. Αν u : U → R είναι συνεχής και ϕραγµένη, ορίζουµε :

‖u‖C(Ū) := sup
x∈U
|u(x)|

3. (i) Η γ −Hölder σεµινόρµα µίας u : U → R είναι η

[u]C0,γ(Ū) := sup
x,y∈U
x 6=y

{
|u(x)− u(y)|
|x− y|γ

}

(ii) Και η γ-Hölder νόρµα είναι η

‖u‖C0,γ(Ū) := ‖u‖C(Ū) + [u]C0,γ(Ū)

4. Ο χώρος που αποτελείται από τις συναρτήσεις u ∈ Ck,γ(Ū) για τις οποίες η νόρµα

‖u‖Ck,γ(Ū) :=
∑
|α|≤k

‖Dαu‖C(Ū) +
∑
|α|=k

[Dαu]C0,γ(Ū)

είναι πεπερασµένη καλείται χώρος Hölder και συµβολίζεται Ck,γ(Ū)

Θεώρηµα 1.1.1 Ο χώρος Ck,γ(Ū) είναι χώρος Banach.

1.2 Χώροι Sobolev

Σε αυτή την ενότητα ορίζουµε την ασθενή παράγωγο, τους χώρους Sobolev και αποδεικνύουµε κάποιες

ιδιότητές τους. Με τον συµβολισµό C∞c (U) εννοούµε το χώρο των άπειρες ϕορές παραγωγίσιµων

συναρτήσεων φ : U → R που έχουν συµπαγή ϕορέα στο U . Αυτές τις συναρτήσεις ϑα τις λέµε στο

εξής δοκιµαστικές συναρτήσεις.
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1.2.1 Ασθενείς παράγωγοι

Ορισµός 1.2.1 ΄Εστω u, v ∈ L1
loc(U) καια = (α1, α2, . . . , αn), όπουL1

loc(U) =
{
u : U → R|u ∈ L1(V )

∀ V ⊂⊂ U}. Θα λέµε ότι η v είναι η α-ασθενής µερική παράγωγος της u και ϑα συµβολίζουµεDαu = v

αν ∫
U

uDαφdx = (−1)|α|
∫
U
vφ dx ∀ φ ∈ C∞c (U)

Λήµµα 1.2.1 (Μοναδικότητα της ασθενούς παραγώγου). Μία α-ασθενής µερική παράγωγος της u, αν

υπάρχει, είναι µοναδική εκτός από σύνολο µέτρου µηδέν.

Απόδειξη. ΄Εστω v, ṽ ∈ L1
loc(U) τέτοιες ώστε∫
U

uDαφdx = (−1)|α|
∫
U
vφ dx = (−1)|α|

∫
U
ṽφ dx

για κάθε φ ∈ C∞c (U). Τότε ∫
U

(v − ṽ)φdx = 0

για κάθε φ ∈ C∞c (U) και συνεπώς v − ṽ = 0 σχεδόν παντού.

Παράδειγµα 1.2.1 Για n = 1, U = (0, 2) και

u(x) =

 x για 0 < x ≤ 1

1 για 1 ≤ x < 2

Ορίζουµε

v(x) =

 1 για 0 < x ≤ 1

0 για 1 < x < 2

όπου u′ = v µε την ασθενή έννοια, αφού για κάθε φ ∈ C∞c (U)∫ 2

0
uφ′ dx =

∫ 1

0
xφ′ dx+

∫ 2

1
φ′ dx

= −
∫ 1

0
φdx+ φ(1)− φ(1) = −

∫ 2

0
vφ dx

από παραγοντική ολοκλήρωση και το γεγονός ότι φ(2) = 0.
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1.2.2 Ορισµοί χώρων Sobolev

Ορισµοί 1.2.2

1. Ο χώρος Sobolev W k,p(U) αποτελείται από όλες τις τοπικά αθροίσιµες συναρτήσεις u : U → R

τέτοιες ώστε για κάθε α = (α1, α2, . . . , αn) µε |α| ≤ k οι Dαu να υπάρχουν µε την ασθενή έννοια

και να ανήκουν στον Lp(U).

2. Στην περίπτωση που p = 2, ο χώρος συµβολίζεται Hk(U) = W k,2(U) και είναι χώρος Hilbert.

3. Για u ∈W k,p(U) ορίζουµε τη νόρµα της ως :

‖u‖Wk,p(U) :=


(∑

|α|≤k
∫
U |D

αu|p dx
)1/p

(1 ≤ p <∞)∑
|α|≤k ess supU |Dαu| (p =∞)

Ορισµοί 1.2.3

( i) ΄Εστω {um}∞m=1 , u ∈W k,p(U). Λέµε ότι η um συγκλίνει στη u στον W k,p(U) και γράφουµε

um → u στον W k,p(U)

αν ισχύει ότι

lim
m→∞

‖um − u‖Wk,p(U) = 0

( ii) Γράφουµε

um → u στον W k,p
loc (U)

για να υποδηλώσουµε ότι

um → u στον W k,p(V ) για κάθε V ⊂⊂ U

Ορισµός 1.2.4 Συµβολίζουµε ως W k,p
0 (U) την κλειστότητα του χώρου C∞c (U) στον W k,p(U).

Αυτό σηµαίνει πως µία u ∈ W k,p
0 (U) αν και µόνο αν υπάρχουν συναρτήσεις um ∈ C∞c (U) τέτοιες

ώστε um → u στον W k,p(U). Στην ουσία ερµηνεύουµε τον W k,p
0 (U) ως τον χώρο που αποτελειται από

τις συναρτησεις u ∈W k,p(U) έτσι ώστε

Dαu = 0 στο ∂U για όλα τα α µε |α| ≤ k − 1
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1.2.3 Βασικές ιδιότητες

Θεώρηµα 1.2.1 ΄Εστω u, v ∈W k,p(U), |α| ≤ k. Τότε

( i) Dαu ∈W k−|α|,p(U) και Dβ(Dαu) = Dα(Dβu) = Dα+βu για κάθε α, β µε |α|+ |β| ≤ k.

( ii) Για κάθε λ,µ ∈ R, λu+ µv ∈W k,p(U) και Dα(λu+ µv) = λDαu+ µDαv, |α| ≤ k.

( iii) Αν V είναι ανοιχτό υποσύνολο του U , τότε u ∈W k,p(V ).

( iv) Αν ζ ∈ C∞c (U), τοτε ζu ∈W k,p(U) και

Dα(ζu) =
∑
β≤α

(
α

β

)
DβζDα−βu

Θεώρηµα 1.2.2 Για κάθε k = 1, . . . και 1 ≤ p ≤ ∞, ο χώρος Sobolev W k,p(U) είναι χώρος Banach.

Απόδειξη.

1. Ελέγχουµε πρώτα απ’ολα ότι η ‖u‖Wk,p(U) είναι πράγµατι νόρµα. Από τον ορισµό εύκολα

προκύπτει ότι

‖λu‖Wk,p(U) = |λ|‖u‖Wk,p(U)

και

‖u‖Wk,p(U) = 0 αν και µόνο αν u = 0 σχεδόν παντού.

Για την τριγωνική ανισότητα υποθέτουµε ότι u, v ∈ W k,p(U). Τότε, για την περίπτωση 1 ≤ p <

∞ χρησιµοποιούµε την ανισότητα Minkowski (‖u+ v‖Lp ≤ ‖u‖Lp + ‖v‖Lp) και προκύπτει

‖u+ v‖Wk,p(U) =

∑
|α|≤k

‖Dαu+Dαv‖Lp(U)

1/p

≤

∑
|α|≤k

(
‖Dαu‖Lp(U) + ‖Dαv‖Lp(U)

)p1/p

≤

∑
|α|≤k

‖Dαu‖pLp(U)

1/p

+

∑
|α|≤k

‖Dαv‖pLp(U)

1/p

= ‖u‖Wk,p(U) + ‖v‖Wk,p(U)
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2. Μένει να δείξουµε ότι οW k,p(U) είναι πλήρης.Υποθέτουµε άρα ότι η {um}∞m=1 είναι ακολουθία

Cauchy στον W k,p(U).Τότε για κάθε |α| ≤ k, η {Dαum}∞m=1 είναι ακολουθία Cauchy στον

Lp(U). Αφού ο Lp(U) είναι πλήρης, υπάρχουν συναρτήσεις uα ∈ Lp(U) τέτοιες ώστε

Dαum → uα στον Lp(U)

για κάθε |α| ≤ k. Πιο συγκεκριµένα,

um → u(0,...,0) =: u στον Lp(U).

3. Μπορούµε πλέον να ισχυριστούµε ότι

u ∈W k,p(U), Dαu = uα (|α| ≤ k) (1.2.1)

Για να επαληθεύσουµε αυτό τον ισχυρισµό, σταθεροποιούµε µία φ ∈ C∞c (U). Τότε∫
U
uDαφdx = lim

m→∞

∫
U
umD

αφdx

= lim
m→∞

(−1)|α|
∫
U
Dαumφdx

= (−1)|α|
∫
U
uαφdx

Συνεπώς, η (1.2.1) ισχύει και, άρα, αφού Dαum → Dαu στον Lp(U) για κάθε |α| ≤ k ,

ϐλέπουµε ότι um → u στον W k,p(U) , όπως ϑέλαµε.

1.3 Οµαλοποιητής και Προσέγγιση

΄Εστω U ⊂ Rn ανοιχτό και ε > 0. Ορίζουµε το σύνολο Uε ως Uε := {x ∈ U | dist (x, ∂U) > ε}.

Ορισµοί 1.3.1 ( i) Ορίζουµε τον πρότυπο οµαλοποιητή η ∈ C∞(Rn) ως

η(x) :=


C exp

(
1

|x|2−1

)
αν |x| < 1

0 αν |x| ≥ 1

όπου η σταθερά C > 0 είναι τέτοια ώστε
∫
Rn η dx = 1.

12



( ii) Για κάθε ε > 0, ϑέτουµε

ηε(x) :=
1

εn
η
(x
ε

)
.

Οι ηε ανήκουν στον C∞ και ικανοποιούν τα∫
Rn
ηε dx = 1 και spt(ηε) ⊂ B(0, ε).

Ορισµός 1.3.2 Αν f : U → R είναι τοπικά ολοκληρώσιµη, οριζουµε την οµαλοποίησή της ως

f ε := ηε ∗ f στο Uε

Αυτή είναι η

f ε(x) =

∫
U
ηε(x− y)f(y) dy =

∫
B(0,ε)

ηε(y)f(x− y) dy

για x ∈ Uε

Θεώρηµα 1.3.1 (Ιδιότητες του οµαλοποιητή)

( i) f ε ∈ C∞(Uε)

( ii) f ε → f σεδόν παντού καθώς ε→ 0

( iii) Αν f ∈ C(U), τότε f ε → f οµοιόµορφα σε συµπαγή υποσύνολα του U .

( iv) Αν 1 ≤ p ≤ ∞ και f ∈ Lploc, τότε f ε → f στον Lploc(U).

Απόδειξη.

1. ΄Εστω x ∈ Uε το οποίο κρατάµε σταθερό, i ∈ {1, . . . , n} και h τόσο µικρο που το x+ hei ∈ Uε.

Τότε

f ε(x+ hei)− f ε(x)

h
=

1

εn

∫
U

1

h

[
η

(
x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y
ε

)]
f(y) dy

=
1

εn

∫
V

1

h

[
η

(
x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y
ε

)]
f(y) dy

για κάποιο ανοιχτο σύνολο V ⊂⊂ U . Επειδή

1

h

[
η

(
x+ hei − y

ε

)
− η

(
x− y
ε

)]
→ 1

ε

∂η

∂xi

(
x− y
ε

)
13



οµοιόµορφα στο V , η ∂fε

∂xi
(x) υπάρχει και ισούται µε

∫
U

∂ηε
∂xi

(x− y)f(y) dy.

Οµοίως αποδεικνύεται ότι η Dαf ε υπάρχει και

Dαf ε(x) =

∫
U
Dαηε(x− y)f(y) dy (x ∈ Uε)

για κάθε α = (α1, α2, . . . , αn). Αυτό αποδεικνύει το (i).

2. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα ∆ιαφορισιµότητας του Lebesgue (µε ϐάση το οποίο για τοπικά αθροί-

σιµη f : Rn → R ισχύει σχεδόν για κάθε σηµείο x0 ∈ Rn ότι −
∫
B(x0,r)

f dx→ f(x0) καθώς r → 0

),

lim
r→0
−
∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy = 0 (1.3.1)

για σχεδόν κάθε x ∈ U . Σταθεροποιούµε ένα τέτοιο x. Τότε

|f ε(x)− f(x)| =

∣∣∣∣∣
∫
B(x,ε)

ηε(x− y)[f(y)− f(x)] dy

∣∣∣∣∣
≤ 1

εn

∫
B(x,ε)

η

(
x− y
ε

)
|f(y)− f(x)| dy

≤ C−
∫
B(x,ε)

|f(y)− f(x)| dy → 0 καθώς ε→ 0

από την (1.3.1). Από αυτό προκύπτει το (ii).

3. Υποθέτουµε τώρα ότι f ∈ C(U). ∆εδοµένου ενός V ⊂⊂ U διαλέγουµε V ⊂⊂ W ⊂⊂ U

και παρατηρούµε ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο W . ΄Αρα, το όριο της (1.3.1) ισχυει

οµιόµορφα για x ∈ V . Συνεπώς ο παραπάνω υπολογισµός συνεπάγεται ότι f ε → f οµοιόµρφα

στο V .

4. Στη συνέχεια, υποθέτουµε ότι 1 ≤ p < ∞ και f ∈ Lploc(U). ∆ιαλέγουµε οποιοδήποτε ανοιχτό

συνολο V ⊂⊂ U και όπως πριν ένα ανοιχτο W τέτοιο ώστε V ⊂⊂ W ⊂⊂ U . Ισχυριζόµαστε ότι

για αρκετά µικρο ε > 0

‖f ε‖Lp(V ) ≤ ‖f‖Lp(W ). (1.3.2)
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Για να το δειξουµε αυτό, παρατηρούµε ότι αν 1 < p <∞ και x ∈ V ,

|f ε(x)| =

∣∣∣∣∣
∫
B(x,ε)

ηε(x− y)f(y) dy

∣∣∣∣∣
≤

∫
B(x,ε)

η1−1/p
ε (x− y)η1/p

ε (x− y)|f(y)| dy

≤

(∫
B(x,ε)

ηε(x− y) dy

)1−1/p(∫
B(x,ε)

ηε(x− y)|f(y)|p dy

)1/p

.

∆εδοµένου ότι
∫
B(x,ε) ηε(x− y) dy = 1, η παραπάνω ανισότητα συνεπάγεται ότι

∫
V
|f ε(x)|p dx ≤

∫
V

(∫
B(x,ε)

ηε(x− y)|f(y)|p dy

)
dx

≤
∫
W
|f(y)|p

(∫
B(y,ε)

ηε(x− y) dx

)
dy =

∫
W
|f(y)|p dy,

δεδοµένου ότι το ε > 0 είναι αρκετά µικρό. Αυτή είναι η ανισότητα (1.3.2).

5. Σταθεροποιούµε τώρα V ⊂⊂W ⊂⊂ U, δ > 0 και διαλέγουµε g ∈ C(W ) τέτοιο ώστε

‖f − g‖Lp(W ) < δ

Τότε

‖f ε − f‖Lp(V ) ≤ ‖f ε − gε‖Lp(V ) + ‖gε − g‖Lp(V ) + ‖g − f‖Lp(V )

≤ 2‖f − g‖Lp(W ) + ‖gε − g‖Lp(V ) από την (1.3.2)

≤ 2δ + ‖gε − g‖Lp(V ).

Επειδή gε → g οµοιόµορφα στο V , έχουµε lim supε→0 ‖f ε − f‖Lp(V ) ≤ 2δ. Συνεπώς δείχτηκε

και το (iv).

1.3.1 Προσέγγιση στο εσωτερικό από οµαλές συναρτήσεις

Θεώρηµα 1.3.2 Θεωρούµε u ∈W k,p(U) για κάποιο 1 ≤ p <∞ και ϑέτουµε

uε = ηε ∗ u στο Uε

Τότε
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( i) uε ∈ C∞(Uε) για κάθε ε > 0

και

( ii) uε → u στον W k,p
loc (U), καθώς ε→ 0

Απόδειξη.

1. Η υπόθεση (i) αποδεικνύεται όπως στο Θεώρηµα 1.3.1

2. Ισχυριζόµαστε ότι αν |α| ≤ k, τότε

Dαuε = ηε ∗Dαu στο Uε (1.3.3)

δηλαδή ότι η κλασσική α-µερική παράγωγος της οµαλής συνάρτησης uε είναι η ε-οµαλοποίηση

της α-ασθενούς µερικής παραγώγου της u. Για να το επιβεβαιώσουµε, υπολογίζουµε για x ∈ Uε

Dαuε(x) = Dα

∫
U
ηε(x− y)u(y) dy

=

∫
U
Dα
xηε(x− y)u(y) dy

= (−1)|α|
∫
U
Dα
y ηε(x− y)u(y) dy

Για σταθερό x ∈ Uε η συνάρτηση φ(y) := ηε(x − y) ανήκει στο C∞c (U) και συνεπώς από τον

ορισµό της α-ασθενούς µερικής παραγώγου προκύπτει ότι∫
U
Dα
y ηε(x− y)u(y) dy = (−1)|α|

∫
U
ηε(x− y)Dαu(y) dy.

΄Ετσι

Dαuε(x) = (−1)|α|+|α|
∫
U
ηε(x− y)Dαu(y) dy

= [ηε ∗Dαu](x)

που είναι η σχέση (1.3.3)

3. ∆ιαλέγουµε τώρα ένα ανοιχτό σύνολο V ⊂⊂ U . Με ϐάση τη σχέση (1.3.3) και το προηγούµενο

ϑεώρηµα Dαuε → Dαu στον Lp(V ) καθώς ε→ 0, για κάθε |α| ≤ k. Συνεπώς

‖uε − u‖p
Wk,p(V )

=
∑
|α|≤k

‖Dαuε −Dαu‖pLp(V ) → 0

καθώς ε→ 0. Αυτό αποδεικνύει το (ii).
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1.3.2 Προσέγγιση από οµαλές συναρτήσεις

Σε αυτό το σηµείο ϑα δείξουµε ότι µπορούµε να ϐρούµε οµαλές συναρτήσεις που να προσεγγίζουν

τις συναρτησεις του W k,p(U) και όχι απλά του W k,p
loc (U). Ακόµα δεν κάνουµε καµία υπόθεση για την

οµαλότητα του συνόρου ∂U .

Θεώρηµα 1.3.3 Υποθέτουµε ότι το U είναι ϕραγµένο και ότι u ∈W k,p(U) για κάποιο 1 ≤ p <∞. Τότε

υπάρχουν συναρτήσεις um ∈ C∞(U) ∩W k,p(U) τέτοιες ώστε

um → u στον W k,p(U)

Παρατήρηση 1.3.1 ∆εν υποθέσαµε ότι um ∈ C∞(Ū). Με το σύνορο ασχολούµαστε στο επόµενο

ϑεώρηµα.

Απόδειξη. (Θεωρήµατος)

1. ΄Εχουµε U =
⋃∞
i=1 Ui, όπου

Ui := {x ∈ U | dist(x, ∂U) > 1/i} (i = 1, 2, . . .)

Γράφουµε Vi := Ui+3 − Ūi+1.

∆ιαλέγουµε επίσης ένα οποιοδήποτε ανοιχτό σύνολο V0 ⊂⊂ U τέτοιο ώστε U =
⋃∞
i=0 Vi. ΄Εστω

τώρα {ζi}∞i=0 µία οµαλή διαµέριση της µονάδας αντίστοιχη των {Vi}∞i=0, δηλαδή τέτοια ώστε
0 ≤ ζi ≤ 1, ζi ∈ C∞c (Vi)∑∞

i=0 ζi = 1 στο U
(1.3.4)

Στη συνέχεια διαλέγουµε τυχαία συνάρτηση u ∈ W k,p(U). Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.3.1

ζiu ∈W k,p(U) και spt(ζiu) ⊂ Vi.

2. ΄Εστω δ > 0. ∆ιαλέγουµε εi > 0 τόσο µικρό ώστε ui := ηεi ∗ (ζiu) να ικανοποιεί τα εξής :
‖ui − ζiu‖Wk,p(U) ≤ δ

2i+1 (i = 0, 1, . . .)

spt ui ⊂Wi (i = 1, . . . )

(1.3.5)

για Wi := Ui+4 − Ūi ⊃ Vi (i = 1, . . .).
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3. Θέτουµε v :=
∑∞

i=0 u
i. Αυτή η συνάρτηση ανήκει στον C∞(U) αφού για κάθε ανοιχτό συνολο

V ⊂⊂ U υπάρχουν το πολύ πεπερασµένα πολλοί µη µηδενικοί όροι στο άθροισµα. Επειδή

ισχύει και ότι u =
∑∞

i=0 ζiu, έχουµε για κάθε V ⊂⊂ U

‖v − u‖Wk,p(V ) ≤
∞∑
i=0

‖ui − ζiu‖Wk,p(U)

≤ δ
∞∑
i=0

1

2i+1
από την (1.3.5)

= δ.

Παίρνουµε το supremum ως προς σύνολα V ⊂⊂ U , για να καταλήξουµε ότι

‖v − u‖Wk,p(U) ≤ δ.

1.3.3 Ολική προσέγγιση από οµαλές συναρτήσεις

Θεώρηµα 1.3.4 ΄Εστω ότι το U ειναι ϕραγµένο και το ∂U είναι C1. ΄Εστω, ακόµα, u ∈W k,p(U) για

κάποιο 1 ≤ p <∞. Τότε, υπάρχουν συναρτήσεις um ∈ C∞(Ū) τέτοιες ώστε

um → u στον W k,p(U)

Απόδειξη.

1. Σταθεροποιούµε ένα σηµείο x0 ∈ ∂U . Επειδή το ∂U είναι C1, υπάρχει ακτίνα r > 0 και C1

συνάρτηση γ : Rn−1 → R τέτοια ώστε - ύστερα από αλλαγή των αξόνων, αν χρειαστεί - να έχουµε

U ∩B(x0, r) =
{
x ∈ B(x0, r) | xn > γ(x1, . . . , xn−1)

}
.

Θέτουµε V := U ∩B(x0, r/2).

2. Ορίζουµε το µετατοπισµένο σηµείο

xε := x+ λεen (x ∈ V, ε > 0)

και παρατηρούµε ότι για κάποιο σταθερό, επαρκώς µεγάλο αριθµό λ > 0 η µπάλα B(xε, ε)

ϐρίσκεται µέσα στο U ∩B(x0, r) για κάθε x ∈ V και όλα τα µικρά ε > 0.

Ορίζουµε στη συνέχεια την uε(x) := u(xε) (x ∈ V ). Η συνάρτηση αυτή είναι η u µετατοπισµένη
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κατά απόσταση λε στη κατεύθυνση του en. ΄Επειτα, ορίζουµε τη vε = ηε ∗ uε. Η ιδέα ειναι

ότι µετακινηθήκαµε τόσο ώστε ῾῾να υπάρχει χώρος να οµαλοποιήσουµε µέσα στο U ᾿᾿. Εµφανώς,

vε ∈ C∞(V̄ ).

3. Ισχυριζόµαστε τώρα ότι

vε → u στον W k,p(V ) (1.3.6)

Για να το επιβεβαιώσουµε, παίρνουµε οποιοδήποτε α = (α1, α2, . . . , αn) τέτοιο ώστε |α| ≤ k.

Τότε

‖Dαvε −Dαu‖Lp(V ) ≤ ‖Dαvε −Dαuε‖Lp(V ) + ‖Dαuε −Dαu‖Lp(V ).

Ο δεύτερος όρος στα δεξιά τείνει στο µηδέν µαζί µε το ε καθώς η µεταφορά είναι συνεχής στην

Lp-νόρµα. Ο πρώτος όρος επίσης εξαφανίζεται στο όριο µε σκεπτικό παρόµοιο µε αυτό στην

απόδειξη του Θεωρήµατος 1.3.2.

4. Επιλέγουµε δ > 0. Επειδή το ∂U είναι συµπαγές, µπορούµε να ϐρούµε πεπερασµένο πλήθος

σηµείων x0
i ∈ ∂U , ακτίνες ri > 0, αντίστοιχα σύνολα Vi = U ∩ B(x0

i ,
ri
2 ) και συναρτήσεις

vi ∈ C∞(V̄i) (i = 1, . . . , N) τέτοια ώστε ∂U ⊂
⋃N
i=1B

0(x0
i ,
ri
2 ) και

‖vi − u‖Wk,p(Vi) ≤ δ (1.3.7)

Παίρνουµε ένα ανοιχτό σύνολο V0 ⊂⊂ U τέτοιο ώστε U ⊂
⋃N
i=0 Vi και διαλέγουµε, χρησιµο-

ποιώντας το Θεώρηµα 1.3.2, µία συνάρτηση v0 ∈ C∞(V̄0) που ικανοποιεί

‖v0 − u‖Wk,p(V0) ≤ δ. (1.3.8)

5. ΄Εστω τώρα {ζi}Ni=0 µία οµαλή διαµέριση της µονάδας αντίστοιχη των ανοιχτών συνόλων {Vi}Ni=0

στο U . Ορίζουµε v :=
∑N

i=0 ζivi. Τότε εµφανώς v ∈ C∞(Ū). Επιπλέον, επειδή u =
∑N

i=0 ζiu,

ϐλέπουµε χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 1.3.1 ότι για κάθε |α| ≤ k:

‖Dαv −Dαu‖Lp(U) ≤
N∑
i=0

‖Dα(ζivi)−Dα(ζiu)‖Lp(Vi)

≤ C

N∑
i=0

‖vi − u‖Wk,p(Vi) = CNδ,

µε ϐάση τις (1.3.7) και (1.3.8).
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1.4 Επεκτάσεις

Στο παρακάτω ϑεώρηµα προσπαθούµε να επεκτείνουµε συναρτήσεις του χώρου W 1,p(U) ώστε να

γίνουν συναρτησεις του χώρουW 1,p(Rn). Αυτό χρειάζεται ειδική µεταχείριση, γιατί το να επεκτείνουµε

τέτοιες συναρτήσεις µε τρόπο που απλά να είναι µηδεν στο Rn−U ϑα µπορούσε να οδηγησει σε πολύ

µεγάλη ασυνέχεια στο σύνορο ∂U σε ϐαθµό που η επεκτεταµένη συνάρτηση να µην έχει πλέον ασθενή

µερική παράγωγο πρώτης τάξης.

Θεώρηµα 1.4.1 (Θεώρηµα Επέκτασης). ΄Εστω το U είναι ϕραγµένο, το ∂U C1 και

1 ≤ p ≤ ∞. Επιλέγουµε ένα ϕραγµένο ανοιχτό σύνολο V τέτοιο ώστε U ⊂⊂ V . Τότε, υπάρχει

ϕραγµένος γραµµικός τελεστής

E : W 1,p(U)→W 1,p(Rn) (1.4.1)

τέτοιος ώστε για κάθε u ∈W 1,p(U):

(i) Eu = u σχεδόν παντού στο U

(ii) Η Eu έχει ϕορέα στο V

και

(iii)

‖Eu‖W 1,p(Rn) ≤ C‖u‖W 1,p(U),

όπου η σταθερά C εξαρτάται µόνο από τα p, U και V .

Ορισµός 1.4.1 Ονοµάζουµε την Eu επέκταση του u στο Rn

Απόδειξη.

1. Σταθεροποιούµε ένα x0 ∈ ∂U και ϑεωρούµε αρχικά ότι

το ∂U είναι επίπεδο κοντά στο x0 και ϐρίσκεται στο επίπεδο {xn = 0} (1.4.2)

΄Ετσι µπορούµε να υποθέσουµε ότι υπάρχει ανοιχτή µπάλα B µε κέντρο το x0 και ακτίνα r

τέτοια ώστε 
B+ := B ∩ {xn ≥ 0} ⊂ Ū

B− := B ∩ {xn ≤ 0} ⊂ Rn − U
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2. Προσωρινά υποθέτουµε ακόµα ότι u ∈ C∞(Ū). Στη συνέχεια ορίζουµε

ū(x) :=


u(x) αν x ∈ B+

−3u(x1, . . . , xn−1,−xn) + 4u(x1, . . . , xn−1,−xn
2 ) αν x ∈ B−

(1.4.3)

Αυτή ονοµάζεται µία µεγάλης τάξης αντανάκλαση του u από το B+ στο B−.

3. Ισχυριζόµαστε ότι

ū ∈ C1(B). (1.4.4)

Για να το ελέγξουµε, γράφουµε u− := ū|B− , u+ := ū|B+ . ∆είχνουµε πρώτα ότι

u−xn = u+
xn στο {xn = 0} (1.4.5)

Πράγµατι,σύµφωνα µε την (1.4.3),

∂u−

∂xn
(x) = 3

∂u

∂xn
(x1, . . . , xn−1,−xn)− 2

∂u

∂xn
(x1, . . . , xn−1,−

xn
2

)

και άρα

u−xn |{xn=0} = u+
xn |{xn=0}.

Αυτό επιβεβαιώνει την (1.4.5). Επιπλέον, επειδή u+ = u− στο {xn = 0} ϐλέπουµε ότι

u−xi |{xn=0} = u+
xi |{xn=0} (1.4.6)

για i = 1, . . . , n− 1. Τότε όµως οι (1.4.5) και (1.4.6) συνεπάγονται ότι

Dαu−|{xn=0} = Dαu+|{xn=0}

για κάθε |α| ≤ 1 και έτσι προκύπτει η (1.4.4).

4. Χρησιµοποιώντας αυτούς τους υπολογισµούς ϐλέπουµε ότι

‖ū‖W 1,p(B) ≤ C‖u‖W 1,p(B+) (1.4.7)

για κάποια σταθερά C που δεν εξαρτάται από τη u.

5. Στη συνέχεια, εξετάζουµε την περίπτωση που το σύνορο ∂U δεν είναι κατ’ανάγκη επίπεδο κοντά

στο x0. ∆εδοµένου όµως ότι είναι C1, µπορούµε να ϐρούµε µία C1 απεικόνιση Φ, µε αντίστροφη
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Ψ, τέτοια ώστε η Φ ῾῾ να ισιώνει το ∂U κοντά στο x0 ᾿᾿

Γράφουµε y = Φ(x), x = Ψ(y), u′(y) := u(Ψ(y)). ∆ιαλέγουµε µία µικρη µπάλα B όπως πριν.

Τότε, χρησιµοποιώντας τα ϐήµατα 1-3, επεκτείνουµε τη u′ από το B+ σε µία συνάρτηση ū′ που

είναι ορισµένη σε όλη τη B, τέτοια ώστε η ū′ να είναι C1 και έχουµε την εκτιµηση

‖ū′‖W 1,p(B) ≤ C‖u′‖W 1,p(B+).

΄ΕστωW := Ψ(B). Τότε, επιστρέφοντας στις x-µεταβλητές, παίρνουµε µία επέκταση ū της u στο

W µε

‖ū‖W 1,p(W ) ≤ C‖u‖W 1,p(U). (1.4.8)

6. Επειδή το ∂U είναι συµπαγές, υπάρχουν πεπερασµένα πολλά σηµεία x0
i ∈ ∂U , ανοιχτά σύνολα

Wi και επεκτάσεις ūi της u στο Wi (i = 1, . . . , N), όπως παραπάνω, τέτοια ώστε Γ ⊂
⋃N
i=1Wi.

Παίρνουµε W0 ⊂⊂ U τέτοιο ώστε U ⊂
⋃N
i=0Wi και ϑεωρούµε {ζi}Ni=0 µία αντίστοιχη διαµέριση

της µονάδας. Γράφουµε ū :=
∑N

i=0 ζiūi, όπου ū0 = u. Τότε, χρησιµοποιώντας την εκτίµηση

(1.4.8) (µε ui στη ϑέση του u και ūi στη ϑέση του ū ) παίρνουµε το ϕράγµα

‖ū‖W 1,p(Rn) ≤ C‖u‖W 1,p(U) (1.4.9)

για κάποια σταθερά C που εξαρτάται µόνο από τα U, p, n κλπ αλλά όχι από τη u. Επιπλέον,

µπορούµε να ϕροντίσουµε ώστε ο ϕορέας της ū να ϐρίσκεται µέσα στο

V ⊃⊃ U .

7. Μπορούµε πλέον να γράψουµε Eu := ū και παρατηρούµε ότι η απεικόνιση u 7→ Eu είναι

γραµµική.

Σηµειώνουµε ότι µέχρι στιγµής είχαµε υποθέσει ότι η u ∈ C∞(Ū). Υποθέτουµε τώρα ότι

u ∈W 1,p(U) και διαλέγουµε um ∈ C∞(Ū) που να συγκλίνουν στην u στοW 1,p(U). Η εκτίµηση

(1.4.9) και η γραµµικότητα του E συνεπάγονται ότι

‖Eum − Eul‖W 1,p(Rn) ≤ C‖um − ul‖W 1,p(U).

Απ’αυτό προκύπτει ότι η {Eum}∞m=1 είναι ακολουθία Cauchy και άρα συγκλίνει στο ū := Eu.

Αυτή η επέκταση, που δεν εξαρτάται από την επιλογή της προσεγγίζουσας ακολουθίας {um}∞m=1,

ικανοποιεί τα συµπεράσµατα του ϑεωρήµατος.
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Παρατηρήσεις 1.4.1 ( i) Ας υποθέσουµε τώρα ότι το ∂U είναι C2. Τότε, ο τελεστής επέκτασης που

κατασκευάστηκε παραπάνω είναι επίσης ένας ϕραγµένος, γραµµικός τελεστης από τον W 2,p(U)

στον W 2,p(Rn). Για να το δούµε αυτό, παρατηρούµε πρώτα ότι στα ϐήµατα 3-4 της απόδειξης,

παρ’όλο που η ū δεν είναι γενικά C2, ανήκει στον W 2,p(B). ΄Εχουµε επιπλέον το ϕράγµα

‖ū‖W 2,p(B) ≤ C‖u‖W 2,p(B+),

που προκύπτει από τον ορισµό της (1.4.3). ΄Οπως πριν, εξάγουµε την εκτίµηση

‖Eu‖W 2,p(Rn) ≤ C‖u‖W 2,p(U), (1.4.10)

δεδοµένου ότι το ∂U είναι C2. Οι σταθερες C εξαρτώνται µόνο από τα U, V, n και p.

Θα χρειαστούµε αυτές τις παρατηρήσεις αργότερα.

( ii) Η παραπάνω κατασκευή δεν µας παρέχει επέκταση των χώρων Sobolev W k,p(U) για k > 2.

1.5 ΄Ιχνη

Σε αυτή την ενότητα ορίζουµε τον τελεστή ίχνους, για να µπορέσουµε να δώσουµε τιµές στο σύνορο σε

µία συνάρτηση u ∈W 1,p(U) δεδοµένου ότι το ∂U είναι C1. Ο λόγος που χρειάζεται να ορίσουµε έναν

τέτοιο τελεστή είναι ότι στις περισσότερες περιπτώσεις µία συνάρτηση του W 1,p(U) δεν είναι γενικά

συνεχής και,ακόµα χειρότερα, ορίζεται σχεδόν παντού µόνο στο U και όχι και στο συνορό του και

δεδοµένου ότι το ∂U έχει n-διάστατο µέτρο Lebesgue µηδέν η έκφραση ῾῾ η u περιορισµένη στο ∂U ᾿᾿

δεν έχει κάποιο νόηµα.

Σε όλη την ενότητα ϑεωρούµε ότι 1 ≤ p <∞.

Θεώρηµα 1.5.1 ΄Εστω ότι το U είναι ϕραγµένο και ότι το ∂U είναι C1. Τότε υπάρχει ένας ϕραγµένος

γραµµικός τελεστής

T : W 1,p(U)→ Lp(∂U)

τέτοιος ώστε

(i) Tu = u|∂U αν u ∈W 1,p(U) ∩ C(Ū)
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και

(ii)

‖Tu‖Lp(∂U) ≤ C‖u‖W 1,p(U)

για κάθε u ∈W 1,p(U), µε τη σταθερά C να εξαρτάται µόνο από τα p και U .

Ορισµός 1.5.1 Καλούµε τον Tu ίχνος της u στο ∂U .

Απόδειξη.

1. Θεωρούµε αρχικά ότι u ∈ C1(Ū).΄Οπως στο πρώτο κοµµάτι της απόδειξης του Θεωρήµατος

1.4.1, ϑεωρούµε αρχικά ότι για x0 ∈ ∂U το ∂U είναι επίπεδο κοντά σε αυτό και ότι ανήκει στο

επίπεδο {xn = 0}. ∆ιαλέγουµε µία ανοιχτή µπάλα B όπως στην προηγούµενη απόδειξη και

ϑέτουµε B̂ την οµόκεντρη µπάλα µε ακτίνα r/2.

∆ιαλέγουµε ζ ∈ C∞c (B) µε ζ ≥ 0 στο B, ζ ≡ 1 στο B̂. Συµβολίζουµε µε Γ το µέρος του ∂U

µέσα στο B̂. Θέτουµε x′ = (x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1 = {xn = 0}.

Τότε ∫
Γ
|u|p dx′ ≤

∫
{xn=0}

ζ|u|p dx′ = −
∫
B+

(ζ|u|p)xn dx

= −
∫
B+

|u|pζxn + p|u|p−1(sgn u)uxnζ dx (1.5.1)

≤ C

∫
B+

|u|p + |Du|p dx

όπου χρησιµοποιήσαµε την ανισότητα του Young, σύµφωνα µε την οποία

για 1 < p, q <∞, 1
p + 1

q = 1

ab ≤ ap

p
+
bq

q
(a, b > 0).

2. Αν x0 ∈ ∂U αλλά το ∂U δεν είναι επίπεδο κοντά στο x0, ῾῾ ισιώνουµε ᾿᾿ ως συνήθως το σύνορο

γύρω από το x0 για να έχουµε την παραπάνω σύνθεση. Εφαρµόζουµε την εκτίµηση (1.5.1) και,

αλλάζοντας µεταβλητές, αποκτάµε το παρακάτω ϕράγµα∫
Γ
|u|p dS ≤ C

∫
U
|u|p + |Du|p dx,

όπου το Γ είναι κάποιο ανοιχτό υποσύνολο του ∂U που περιέχει το x0.
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3. Επειδή το ∂U είναι συµπαγές, υπάρχουν πεπερασµένα πολλά σηµεία x0
i ∈ ∂U και ανοιχτά

υποσύνολα Γi ⊂ ∂U (i = 1, . . . , N) τέτοια ώστε ∂U =
⋃N
i=1 Γi και

‖u‖Lp(Γi) ≤ C‖u‖W 1,p(U) (i = 1, . . . , N).

Συνεπώς, αν γράψουµε

Tu := u|∂U ,

τότε

‖Tu‖Lp(∂U) ≤ C‖u‖W 1,p(U) (1.5.2)

για κάποια κατάλληλη σταθερά C που δεν εξαρτάται από την u.

4. Η ανισότητα (1.5.2) ισχύει για u ∈ C1(Ū). Ας ϑεωρήσουµε τώρα ότι u ∈ W 1,p(U). Τότε,

υπάρχουν συναρτήσεις um ∈ C∞(Ū) που συγκλίνουν στη u στον W 1,p(U). Σύµφωνα µε την

(1.5.2) έχουµε ότι

‖Tum − Tul‖Lp(∂U) ≤ C‖um − ul‖W 1,p(U) (1.5.3)

και άρα η {Tum}∞m=1 είναι ακολουθία Cauchy στον Lp(∂U). Ορίζουµε

Tu := lim
m→∞

Tum,

όπου το όριο το παίρνουµε στον Lp(∂U). Σύµφωνα µε την (1.5.3) αυτός ο ορισµός δεν εξαρτάται

από την επιλογή των οµαλών συναρτήσεων που προσεγγίζουν τη u.

Τελικά, αν u ∈ W 1,p(U) ∩ C(Ū), παρατηρούµε ότι οι συναρτήσεις um ∈ C∞(Ū) που κατα-

σκευάστηκαν στην απόδειξη του Θεωρήµατος 1.3.4 συγκλίνουν οµοιόµορφα στη u στο Ū . ΄Ετσι

τελικά, Tu = u|∂U .

Θεώρηµα 1.5.2 ΄Εστω το U είναι ϕραγµένο και το ∂U είναι C1. Υποθέτουµε επίσης ότι u ∈W 1,p(U).

Τότε

u ∈W 1,p
0 (U) αν και µόνο αν Tu = 0 στο ∂U (1.5.4)

Απόδειξη.
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1. ΄Εστω u ∈W 1,p
0 (U). Τότε εξ ορισµού υπάρχουν συναρτήσεις um ∈ C∞c (U) τέτοιες ώστε

um → u στο W 1,p(U)

Επειδή Tum = 0 στο ∂U (m = 1, . . .) και ο T : W 1,p(U) → Lp(∂U) είναι ένας ϕραγµένος

γραµµικός τελεστής, συµπεραίνουµε ότι Tu = 0 στο ∂U .

2. Για το αντίστροφο υποθέτουµε ότι

Tu = 0 στο ∂U. (1.5.5)

Χρησιµοποιώντας διαµέριση της µονάδας και κάνοντας το ∂U πιο επίπεδο ως συνήθως, µπο-

ϱούµε επίσης να υποθέσουµε
u ∈W 1,p(Rn+), η u έχει συµπαγή ϕορέα στο R̄n+,

Tu = 0 στο ∂Rn+ = Rn−1.

(1.5.6)

Τότε, επειδή Tu = 0 στο Rn−1, υπάρχουν συναρτήσεις um ∈ C1(R̄n+) τέτοιες ώστε

um → u στον W 1,p(Rn+) (1.5.7)

και

Tum = um|Rn−1 → 0 στον Lp(Rn−1). (1.5.8)

Τώρα, αν x′ ∈ Rn−1, xn ≥ 0, έχουµε

|um(x′, xn)| ≤ |um(x′, 0)|+
∫ xn

0
|um,xn(x′, t)| dt.

΄Ετσι, ∫
Rn−1

|um(x′, xn)|p dx′ ≤ C

(∫
Rn−1

|um(x′, 0)|p dx′

+ xp−1
n

∫ xn

0

∫
Rn−1

|Dum(x′, t)|p dx′ dt
)
.

Για m→∞ συµπεραίνουµε από τις (1.5.7) και (1.5.8) ότι∫
Rn−1

|u(x′, xn)|p dx′ ≤ Cxp−1
n

∫ xn

0

∫
Rn−1

|Du|p dx′ dt (1.5.9)

για σχεδόν κάθε xn > 0.
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3. Στη συνέχεια επιλέγουµε ζ ∈ C∞(R) που να ικανοποιεί τα

ζ ≡ 1 στο [0, 1], ζ ≡ 0 στο R− [0, 2], 0 ≤ ζ ≤ 1

και γράφουµε 
ζm(x) := ζ(mxn) (x ∈ Rn+)

wm := u(x)(1− ζm)

Τότε 
wm,xn = uxn(1− ζm)−muζ ′

Dx′wm = Dx′u(1− ζm).

Κατά συνέπεια ∫
Rn+
|Dwm −Du|p dx ≤ C

∫
Rn+
|ζm|p|Du|p dx

+ Cmp

∫ 2/m

0

∫
Rn−1

|u|p dx′ dt (1.5.10)

=: A+B.

Τώρα

A→ 0 καθώς m→∞ (1.5.11)

αφού ζm 6= 0 µόνο αν 0 ≤ xn ≤ 2/m. Για να εκτιµήσουµε τον όρο B, χρησιµοποιούµε την

ανισότητα (1.5.9) :

B ≤ Cmp

(∫ 2/m

0
tp−1 dt

)(∫ 2/m

0

∫
Rn−1

|Du|p dx′ dxn

)

≤ C

∫ 2/m

0

∫
Rn−1

|Du|p dx′ dxn → 0 καθώςm→∞ (1.5.12)

Χρησιµοποιώντας τις ανισότητες (1.5.10)−(1.5.12) συµπεραίνουµε ότιDwm → Du στονLp(Rn+).

Επειδή εµφανώς και wm → u στον Lp(Rn+) καταλήγουµε ότι

wm → u στον W 1,p(Rn+).

Ισχύει όµως ότι wm = 0 αν 0 < xn < 1/m. Μπορούµε, άρα, να οµαλοποιήσουµε τις wm για

να παράξουµε συναρτήσεις um ∈ C∞c (Rn+) τέτοιες ώστε um → u στον W 1,p(Rn+). Ως εκ τούτου,

u ∈W 1,p
0 (Rn+).
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1.6 Ανισότητες Sobolev

Σε αυτή την ενότητα ϑα δούµε τις Ανισότητες Sobolev οι οποίες ϐρίσκουν εφαρµογή σε αρκετά από τα

Θεωρήµατα των επόµενων ενοτήτων, όπως στη ϑεωρία για το Μη-Γραµµικό Ελλειπτικό Πρόβληµα.

1.6.1 Ανισότητα Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

Σε αυτή την υποενότητα ϑεωρούµε ότι

1 ≤ p < n (1.6.1)

και προσπαθούµε να ϐρούµε κάποια εκτίµηση της µορφής

‖u‖Lq(Rn) ≤ C‖Du‖Lp(Rn) (1.6.2)

για συγκεκριµένες σταθερές C > 0, 1 ≤ q <∞, και όλες τις συναρτήσεις u ∈ C∞c (Rn). Αυτό που έχει

σηµασία σε αυτή τη διαδικασία είναι οι σταθερές C, q να µην εξαρτώνται από τη u.

Κίνητρο. ∆είχνουµε ότι για οποιαδηποτε ανισότητα της µορφής της (1.6.2), ο αριθµός q δεν µπορεί

να ειναι αυθαίρετος, αλλά αντίθετα έχει πολύ συγκεκριµένη µορφή. Για να το δείξουµε, διαλέγουµε

u ∈ C∞c (Rn), u 6≡ 0 και ορίζουµε για λ > 0 την ανακλιµακωµένη συνάρτηση

uλ(x) := u(λx) (x ∈ Rn)

Εφαρµόζωτνας την (1.6.2) στη uλ, ϐρίσκουµε:

‖uλ‖Lq(Rn) ≤ C‖Duλ‖Lp(Rn). (1.6.3)

΄Εχουµε ∫
Rn
|uλ|q dx =

∫
Rn
|u(λx)|q dx =

1

λn

∫
Rn
|u(y)|q dy

και ∫
Rn
|Duλ|p dx = λp

∫
Rn
|Du(λx)|p dx =

λp

λn

∫
Rn
|Du(y)|p dy

Εισάγοντας αυτές τις ισότητες στην (1.6.3), ανακαλύπτουµε ότι

1

λn/q
‖u‖Lq(Rn) ≤ C

λ

λn/p
‖Du‖Lp(Rn)
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και άρα

‖u‖Lq(Rn) ≤ Cλ
1−n

p
+n
q ‖Du‖Lp(Rn). (1.6.4)

Τότε όµως, αν 1 − n
p + n

q 6= 0, στέλνοντας το λ είτε στο 0 είτε στο ∞ στην (1.6.4), πέφτουµε σε

αντίφαση. ΄Ετσι, αν η ανισότητα (1.6.2) όντως ισχύει, πρέπει οπωσδήποτε να έχουµε 1 − n
p + n

q = 0,

δηλαδή 1
q = 1

p −
1
n και άρα q = np

n−p .

Ορισµός 1.6.1 Αν 1 ≤ p < n, ο Sobolev συζυγής του p είναι ο

p∗ :=
np

n− p
(1.6.5)

όπου παρατηρούµε πως
1

p∗
=

1

p
− 1

n
, p∗ > p (1.6.6)

Παρατήρηση 1.6.1 Η προηγούµενη ανάλυση δείχνει ότι η εκτιµηση (1.6.2) µπορεί να ισχυει µόνο για

q = p∗.

Θεώρηµα 1.6.1 (Ανισότητα Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). ΄Εστω 1 ≤ p < n. Υπάρχει σταθερά C

που εξαρτάται µόνο από τα n και p τέτοια ώστε

‖u‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖Du‖Lp(Rn) (1.6.7)

για όλες τις u ∈ C1
c (Rn)

Παρατήρηση 1.6.2 Το γεγονός ότι η u έχει συµπαγή ϕορέα είναι απαραιτητο στην (1.6.7), όπως δείχνει

το παράδειγµα u ≡ 1. Η σταθερά C όµως δεν εξαρτάται καθόλου από το µέγεθος του ϕορέα της u.

Απόδειξη.

1. Αρχικά υποθέτουµε ότι p = 1.

Επειδή η u έχει συµπαγή ϕορέα, για κάθε i = 1, . . . , n και x ∈ Rn, έχουµε

u(x) =

∫ xi

−∞
uxi(x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn) dyi,

και άρα

|u(x)| ≤
∫ ∞
−∞
|Du(x1, . . . , yi, . . . , xn) dyi (i = 1, . . . , n)
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Ως εκ τούτου

|u(x)|
n
n−1 ≤

n∏
i=1

(∫ ∞
−∞
|Du(x1, . . . , yi, . . . , xn)| dyi

) 1
n−1

. (1.6.8)

Ολοκληρώνουµε αυτή την ανισότητα ως προς x1:∫ ∞
−∞
|u|

n
n−1 dx1 ≤

∫ ∞
−∞

n∏
i=1

(∫ ∞
−∞
|Du| dyi

) 1
n−1

dx1 (1.6.9)

=

(∫ ∞
−∞
|Du| dy1

) 1
n−1

∫ ∞
−∞

n∏
i=2

(∫ ∞
−∞
|Du| dyi

) 1
n−1

dx1

≤
(∫ ∞
−∞
|Du| dy1

) 1
n−1

(
n∏
i=2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|Du| dx1 dyi

) 1
n−1

,

όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει από την Ανισότητα Hölder σύµφωνα µε την οποία για

1 ≤ p, q ≤ ∞, 1
p + 1

q = 1 και u ∈ Lp(U), v ∈ Lq(U) ισχύει ότι

uv ∈ L1(U) µε
∫
U
|uv| dx ≤ ||u||Lp(U)||v||Lq(U).

Ολοκήρώνουµε τώρα την (1.6.9) ως προς x2:∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|u|

n
n−1 dx1 dx2 ≤

(∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|Du| dx1 dy2

) 1
n−1

∫ ∞
−∞

n∏
i=1
i 6=2

I
1

n−1

i dx2,

για

I1 :=

∫ ∞
−∞
|Du| dy1, Ii :=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|Du| dx1 dyi (i = 3, . . . , n).

Εφαρµόζοντας για άλλη µια ϕορά τη Γενικευµένη Ανισότητα Hölder, ϐρίσκουµε∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|u|

n
n−1 dx1 dx2 ≤

(∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|Du| dx1 dy2

) 1
n−1

(∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|Du| dy1 dx2

) 1
n−1

·
n∏
i=3

(∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|Du| dx1 dx2 dyi

) 1
n−1

.

Συνεχίζουµε ολοκληρώνοντας ως προς x3, . . . , xn για να ϐρούµε τελικά∫
Rn
|u|

n
n−1 dx ≤

n∏
i=1

(∫ ∞
−∞

. . .

∫ ∞
−∞
|Du| dx1 . . . dyi . . . dxn

) 1
n−1

=

(∫
Rn
|Du| dx

) n
n−1

. (1.6.10)

Αυτή είναι η Ϲητούµενη ανισότητα (1.6.7) για p = 1.
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2. Θεωρούµε τώρα την περίπτωση 1 < p < n. Εφαρµόζουµε την εκτίµηση (1.6.10) στη v := |u|γ

για γ > 1 που επιλέγουµε. Τότε(∫
Rn
|u|

γn
n−1 dx

)n−1
n

≤
∫
Rn
|D|u|γ | dx = γ

∫
Rn
|u|γ−1|Du| dx

≤ γ

(∫
Rn
|u|(γ−1) p

p−1 dx

) p−1
p
(∫

Rn
|Du|p dx

) 1
p

(1.6.11)

∆ιαλέγουµε γ τέτοιο ώστε γn
n−1 = (γ − 1) p

p−1 . Με αυτό τον τρόπο έχουµε

γ =
p(n− 1)

n− p
> 1

και σε αυτή την περίπτωση γn
n−1 = (γ − 1) p

p−1 = np
n−p = p∗. ΄Ετσι, λόγω και της (1.6.2), η

εκτιµηση (1.6.11) γίνεται (∫
Rn
|u|p∗ dx

) 1
p∗

≤ C
(∫

Rn
|Du|p dx

) 1
p

.

Θεώρηµα 1.6.2 (Εκτιµήσεις για τον W 1,p, 1 ≤ p < n ). ΄Εστω U ένα ϕραγµένο, ανοιχτο υποσύνολο

του Rn και έστω ότι το ∂U είναι C1. ΄Εστω 1 ≤ p < n και u ∈ W 1,p(U). Τότε u ∈ Lp
∗
(U) µε την

εκτίµηση

‖u‖Lp∗ (U) ≤ C‖u‖W 1,p(U), (1.6.12)

όπου η σταθερά C εξαρτάται µόνο από τα p, n και U .

Απόδειξη. Επειδή το ∂U είναι C1, υπάρχει σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.4.1 µία επέκταση Eu = ū ∈

W 1,p(Rn) τέτοια ώστε 
ū = u στο U, η ū έχει συµπαγή ϕορέα, και

‖ū‖W 1,p(Rn) ≤ C‖u‖W 1,p(U).

(1.6.13)

Επειδή η ū έχει συµπαγή ϕορέα, ξέρουµε από το Θεώρηµα 1.3.2 ότι υπάρχουν συνάρτησεις um ∈

C∞c (Rn) (m = 1, 2, . . .) τέτοιες ώστε

um → ū στον W 1,p(Rn). (1.6.14)

Σύµφωνα τώρα µε το Θεώρηµα 1.6.1, ‖um − ul‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖Dum −Dul‖Lp(Rn) για όλα τα l,m ≥ 1.

Ως εκ τούτου ισχύει ακόµα και ότι

um → ū στον Lp
∗
(Rn) (1.6.15)
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Επειδη σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.6.1 ισχύει ακόµα ότι ‖um‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖Dum‖Lp(Rn), οι (1.6.14)

και (1.6.15) οδηγούν στο εξής ϕράγµα:

‖ū‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖Dū‖Lp(Rn).

Αυτή η ανισότητα και η (1.6.13) ολοκληρώνουν την απόδειξη.

Θεώρηµα 1.6.3 (Εκτιµήσεις για τον W 1,p
0 , 1 ≤ p < n ). ΄Εστω U ένα ϕραγµένο, ανοιχτό υποσύνολο

του Rn. ΄Εστω ακόµα u ∈W 1,p
0 (U) για κάποιο 1 ≤ p < n. Τότε,έχουµε την εκτίµηση

‖u‖Lq(U) ≤ C‖Du‖Lp(U)

για κάθε q ∈ [1, p∗], όπου η σταθερά C εξαρτάται µόνο από τα p, q, n, U .

Παρατήρηση 1.6.3 Αυτη η εκτίµηση ονοµάζεται συχνά Ανισότητα Poincaré.

Απόδειξη. Επειδή η u ∈ W 1,p
0 (U), υπάρχουν συναρτήσεις um ∈ C∞c (U) (m = 1, 2, . . .) που συγκλί-

νουν στη u στον W 1,p(U). Επεκτείνουµε κάθε συνάρτηση um έτσι ώστε να είναι 0 στον Rn − Ū και

εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 1.6.1 για να δούµε ότι ‖u‖Lp∗ (U) ≤ C‖Du‖Lp(U). Επειδη |U | <∞, έχουµε

ακόµα ότι ‖u‖Lq(U) ≤ C‖u‖Lp∗ (U) αν 1 ≤ q ≤ p∗.

Παρατήρηση 1.6.4 ( i) Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.6.3, στον W 1,p
0 (U) η νόρµα ‖Du‖Lp(U) είναι

ισοδύναµη µε τη ‖u‖W 1,p(U) αν το U είναι ϕραγµένο.

( ii) Για την περίπτωση p = n, επειδή p∗ = np
n−p → +∞ καθώς p → n, ϑα περιµέναµε ότι u ∈ L∞(U)

για u ∈W 1,n(U). Αυτό όµως δεν ισχύει αν n > 1. Για παράδειγµα, αν U = B0(0, 1), η συνάρτηση

u = log log
(

1 + 1
|x|

)
ανήκει στον W 1,n(U), αλλά όχι στον L∞(U).

1.6.2 Ανισότητα Morrey

Σε αυτή την υποενότητα ϑεωρούµε ότι

n < p <∞ (1.6.16)

Θα δείξουµε ότι αν η u ∈W 1,p(U), τότε η u είναι στην πραγµατικότητα Hölder συνεχής, ύστερα ίσως

και από τον επαναορισµό της σε ένα σύνολο µέτρου 0.
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Θεώρηµα 1.6.4 (Ανισότητα Morrey). ΄Εστω n < p ≤ ∞. Τότε υπάρχει µία σταθερά C που εξαρτάται

µόνο από τα p και n τέτοια ώστε

‖u‖C0,γ(Rn) ≤ C‖u‖W 1,p(Rn) (1.6.17)

για όλες τις u ∈ C1(Rn), µε

γ := 1− n/p

Απόδειξη.

1. Αρχικά διαλέγουµε οποιαδήποτε µπάλα B(x, r) ⊂ Rn.

Ισχυριζόµαστε ότι υπάρχει µία σταθερά C που εξαρτάται µόνο από το n τέτοια ώστε

−
∫
B(x,r)

|u(y)− u(x)| dy ≤ C
∫
B(x,r)

|Du(y)|
|y − x|n−1

dy. (1.6.18)

Για να το αποδείξουµε, σταθεροποιούµε ένα σηµειο w ∈ ∂B(0, 1). Τότε, αν 0 < s < r,

|u(x+ sw)− u(x)| =

∣∣∣∣∫ s

0

d

dt
u(x+ tw) dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ s

0
Du(x+ tw) · w dt

∣∣∣∣
≤

∫ s

0
|Du(x+ tw)| dt.

΄Ετσι ∫
∂B(0,1)

|u(x+ sw)− u(x)| dS ≤
∫ s

0

∫
∂B(0,1)

|Du(x+ tw)| dS dt

=

∫ s

0

∫
∂B(0,1)

|Du(x+ tw)| t
n−1

tn−1
dS dt.

Θέτουµε y = x+ tw ώστε t = |x− y|. Τότε, µετατρέποντας από πολικές συντεταγµένες, έχουµε∫
∂B(0,1)

|u(x+ sw)− u(x)| dS ≤
∫
B(x,s)

|Du(y)|
|x− y|n−1

dy

≤
∫
B(x,r)

|Du(y)|
|x− y|n−1

dy.

Πολλαπλασιάζοντας µε sn−1 και ολοκληρώνοντας από 0 µέχρι r ως προς s προκύπτει :∫
B(x,r)

|u(y)− u(x)| dy ≤ rn

n

∫
B(x,r)

|Du(y)|
|x− y|n−1

dy

που είναι η (1.6.18).
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2. Σταθεροποιούµε τωρα ένα x ∈ Rn. Εφαρµόζουµε την ανισότητα (1.6.18) ως εξής :

|u(x)| ≤ −
∫
B(x,1)

|u(x)− u(y)| dy +−
∫
B(x,1)

|u(y)| dy

≤ C

∫
B(x,1)

|Du(y)|
|x− y|n−1

dy + C‖u‖Lp(B(x,1))

≤ C

(∫
Rn
|Du|p dy

)1/p
(∫

B(x,1)

dy

|x− y|(n−1) p
p−1

) p−1
p

+ C‖u‖Lp(Rn)

≤ C‖u‖W 1,p(Rn). (1.6.19)

Η τελευτάια εκτίµηση ισχύει αφού το p > n συνεπάγεται ότι (n− 1) p
p−1 < n και έτσι∫

B(x,1)

1

|x− y|(n−1) p
p−1

dy <∞.

Αφού το x ∈ Rn είναι αυθαίρετο, η ανισότητα (1.6.19) συνεπάγεται ότι

sup
Rn
|u| ≤ C‖u‖W 1,p(Rn) (1.6.20)

3. Στη συνέχεια, διαλέγουµε δύο τυχαία σηµεία x, y ∈ Rn και γράφουµε r := |x − y|. ΄Εστω

W := B(x, r) ∩B(y, r). Τότε

|u(x)− u(y)| ≤ −
∫
W
|u(x)− u(z)| dz +−

∫
W
|u(y)− u(z)| dz. (1.6.21)

Η ανισότητα (1.6.18) µας επιτρέπει να κάνουµε την εξής εκτίµηση:

−
∫
W
|u(x)− u(z)| dz ≤ C−

∫
B(x,r)

|u(x)− u(z)| dz

≤ C

(∫
B(x,r)

|Du|p dz

)1/p(∫
B(x,r)

dz

|x− z|(n−1) p
p−1

) p−1
p

≤ C
(
r
n−(n−1) p

p−1

) p−1
p ‖Du‖Lp(Rn)

= Cr
1−n

p ‖Du‖Lp(Rn). (1.6.22)

΄Οµοια

−
∫
W
|u(y)− u(z)| dz ≤ Cr1−n

p ‖Du‖Lp(Rn)

Αντικαθιστώντας αυτή την εκτίµηση στις (1.6.21) και (1.6.22) προκύπτει

|u(x)− u(y)| ≤ Cr1−n
p ‖Du‖Lp(Rn) = C|x− y|1−

n
p ‖Du‖Lp(Rn).
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΄Ετσι,

[u]C0,1−n/p(Rn) = sup
x 6=y

{
|u(x)− u(y)|
|x− y|1−n/p

}
≤ C‖Du‖Lp(Rn).

Αυτή η ανισότητα µαζί µε την (1.6.20) ολοκληρώνουν την απόδειξη.

Παρατήρηση 1.6.5 Μια µικρή παραλλαγή της παραπάνω απόδειξης δίνει την εκτίµηση

|u(y)− u(x)| ≤ Cr1−n
p

(∫
B(x,2r)

|Du(z)|p dz

)1/p

για όλες τις u ∈ C1(B(x, 2r)), y ∈ B(x, r), n < p < ∞. Με προσέγγιση ϐλέπουµε ότι το ίδιο ϕράγµα

ισχύει και για u ∈W 1,p(B(x, 2r)), n < p <∞.

Ορισµός 1.6.2 Λέµε ότι η u∗ είναι µία εκδοχή µιας δεδοµένης συνάρτησης u αν

u = u∗ σχεδόν παντού

Θεώρηµα 1.6.5 (Εκτιµήσεις για τον W 1,p, n < p ≤ ∞ ). ΄Εστω U ένα ϕραγµένο, ανοιχτό υποσύνολο

του Rn και έστω το ∂U είναι C1. ΄Εστω n < p ≤ ∞ και u ∈ W 1,p(U). Τότε η u έχει µία εκδοχή

u∗ ∈ C0,γ(Ū) για γ = 1− n
p µε την εκτίµηση

‖u∗‖C0,γ(Ū) ≤ C‖u‖W 1,p(U).

Η σταθερά C εξαρτάται µόνο από τα p, n και U .

Παρατήρηση 1.6.6 Με ϐάση αυτό το ϑεώρηµα ϑα αντιλαµβανόµαστε πλέον κάθε u ∈W 1,p(U)

(p > n) ως τη συνεχή της εκδοχή.

Απόδειξη. Επειδή το ∂U είναι C1, υπάρχει σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.4.1 µία επέκταση Eu = ū ∈

W 1,p(Rn) τέτοια ώστε 
ū = u στο U

η ū έχει συµπαγή ϕορέα, και

‖ū‖W 1,p(Rn) ≤ C‖u‖W 1,p(U).

(1.6.23)
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Επειδή η ū έχει συµπαγή ϕορέα, έχουµε από το Θεώρηµα 1.3.2 ότι υπάρχουν συναρτήσεις um ∈

C∞c (Rn) τέτοιες ώστε

um → ū στον W 1,p(Rn) (1.6.24)

Σύµφωνα τώρα µε το προηγούµενο ϑεώρηµα, ‖um−ul‖C0,1−n/p(Rn) ≤ C‖um−ul‖W 1,p(Rn) για όλα τα

l,m ≥ 1. ΄Ετσι υπάρχει συνάρτηση u∗ ∈ C0,1−n/p(Rn) τέτοια ώστε

um → u∗ στον C0,1−n/p(Rn). (1.6.25)

Με ϐάση τις 1.6.24 και 1.6.25 ϐλέπουµε ότι u∗ = u σχεδόν παντού στο U και άρα η u∗ είναι εκδοχή

της u. Αφού επιπλέον έχουµε από το Θεώρηµα 1.6.4 ότι ‖um‖C0,1−n/p(Rn) ≤ C‖um‖W 1,p(Rn), οι

1.6.24 και 1.6.25 συνεπάγονται ότι :

‖u∗‖C0,1−n/p(Rn) ≤ C‖ū‖W 1,p(Rn).

Αυτή η ανισότητα µαζί µε την 1.6.23 ολοκληρώνουν την απόδειξη.

1.6.3 Γενικές ανισότητες Sobolev

Θεώρηµα 1.6.6 ΄Εστω U ένα ϕραγµένο, ανοιχτό υποσύνολο του Rn µε C1 σύνορο. ΄Εστω επίσης

u ∈W k,p(U).

( i) Αν

k <
n

p
, (1.6.26)

τότε u ∈ Lq(U), όπου

1

q
=

1

p
− k

n
.

΄Εχουµε επιπλέον την εκτίµηση

‖u‖Lq(U) ≤ C‖u‖Wk,p(U), (1.6.27)

όπου η σταθερά C εξαρτάται µόνο από τα k, p, n και U .

( ii) Αν

k >
n

p
, (1.6.28)
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τότε u ∈ Ck−
[
n
p

]
−1,γ

(Ū), όπου

γ =


[
n
p

]
+ 1− n

p , αν ο n
p δεν είναι ακέραιος

οποιοσδήποτε ϑετικός αριθµός < 1, αν ο n
p είναι ακέραιος.

΄Εχουµε επιπλέον την εκτίµηση

‖u‖
C
k−[np ]−1,γ

(Ū)
≤ C‖u‖Wk,p(U), (1.6.29)

όπου η σταθερά C εξαρτάται µόνο από τα k, p, n, γ και U .

Απόδειξη.

1. ΄Εστω ισχυει η (1.6.26). Τότε, επειδή Dαu ∈ Lp(U) για κάθε |α| = k, από την Ανισότητα

Gagliardo-Nirenberg-Sobolev προκύπτει ότι

‖Dβu‖Lp∗ (U) ≤ C‖u‖Wk,p(U) αν |β| = k − 1

και άρα u ∈W k−1,p∗(U). ΄Οµοια ϐρίσκουµε ότι u ∈W k−2,p∗∗(U), όπου 1
p∗∗ = 1

p∗ −
1
n = 1

p −
2
n .

Συνεχίζοντας, ϐρίσκουµε τελικά ύστερα από k ϐήµατα ότι u ∈W 0,q(U) = Lq(U) για 1
q = 1

p −
k
n .

Η Ϲητούµενη εκτίµηση (1.6.27) προκύπτει πολλαπλασιάζοντας τις αντίστοιχες εκτιµήσεις σε κάθε

στάδιο του παραπάνω επιχειρήµατος.

2. Υποθέτουµε τώρα ότι ισχύει η (1.6.28) και ο n
p δεν είναι ακέραιος. Τότε, όπως παραπάνω,

ϐλέπουµε ότι

u ∈W k−l,r(U), (1.6.30)

για
1

r
=

1

p
− l

n
, (1.6.31)

δεδοµένου ότι lp < n. ∆ιλέγουµε τον ακέραιο l έτσι ώστε

l <
n

p
< l + 1 (1.6.32)

ϑέτουµε δηλαδή, l =
[
n
p

]
. Ως εκ τούτου οι (1.6.31) και (1.6.32) δίνουν r = pn

n−pl > n. ΄Ετσι, η

(1.6.30) και η Ανισότητα Morrey δίνουν ότι Dαu ∈ C0,1−n
r (Ū) για όλα τα |α| ≤ k− l−1. Παρα-

τηρούµε επίσης ότι 1− n
r = 1− n

p + l =
[
n
p

]
+1− n

p . Ως εκ τούτου, η u ∈ Ck−
[
n
p

]
−1,

[
n
p

]
+1−n

p (Ū)

και η Ϲητούµενη σχέση προκύπτει εύκολα.
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3. Τέλος, υποθέτουµε ότι η (1.6.28) ισχύει µε n
p ακέραιο. Θέτουµε l =

[
n
p

]
− 1 = n

p − 1. Ως εκ

τούτου, έχουµε όπως παραπάνω ότι u ∈ W k−l,r(U) για r = pn
n−pl = n. Συνεπώς,η Ανισότητα

Gagliardo-Nirenberg-Sobolev δείχνει ότι Dαu ∈ Lq(U) για όλα τα n ≤ q <∞ και όλα τα |α| ≤

k − l − 1 = k −
[
n
p

]
. Εποµένως, από την Ανισότητα Morrey προκύπτει ακόµα ότι Dαu ∈

C
0,1−n

q (Ū) για όλα τα n < q <∞ και όλα τα |α| ≤ k−
[
n
p

]
−1. Συνεπώς, η u ∈ Ck−

[
n
p

]
−1,γ

(Ū)

για κάθε 0 < γ < 1. ΄Οπως και πριν, η Ϲητούµενη εκτίµηση προκύπτει εύκολα.

1.7 Συµπάγεια

Είδαµε στην προηγούµενη ενότητα ότι η Ανισότητα Gagliardo-Nirenberg-Sobolev συνεπάγεται την

εµφύτευση του W 1,p(U) στον Lp
∗
(U) για 1 ≤ p < n, p∗ = pn

n−p Θα δείξουµε τώρα ότι ο W 1,p(U) είναι

στην πραγµατικότητα συµπαγώς εµφυτεύσιµος στον Lq(U) για 1 ≤ q < p∗.

Ορισµός 1.7.1 ΄Εστω X και Y χώροι Banach, X ⊂ Y . Λέµε ότι ο X εµφυτεύεται συµπαγώς στον Y

και γράφουµε

X ⊂⊂ Y

αν

(i) ‖x‖Y ≤ C‖x‖X (x ∈ X) για κάποια σταθερά C,

και

( ii) κάθε ϕραγµένη ακολουθία στον X είναι precompact στον Y , δηλαδή έχει υπακολουθία που

συγκλίνει στον Y .

Θεώρηµα 1.7.1 (Θεώρηµα Συµπάγειας Rellich-Kondrachov). ΄Εστω U ένα ϕραγµένο, ανοιχτό υποσύ-

νολο του Rn και το ∂U είναι C1. ΄Εστω 1 ≤ p < n. Τότε

W 1,p(U) ⊂⊂ Lq(U)

για κάθε 1 ≤ q < p∗.

Απόδειξη.
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1. Σταθεροποιούµε ένα 1 ≤ q < p∗ και παρατηρούµε ότι αφού το U είναι ϕραγµένο, το Θεώρηµα

1.6.2 δίνει

W 1,p(U) ⊂ Lq(U), ‖u‖Lq(U) ≤ C‖u‖W 1,p(U).

Μένει να δείξουµε, άρα, ότι αν {um}∞m=1 είναι µια ϕραγµένη ακολουθία στονW 1,p(U), υπάρχει

υπακολουθία
{
umj

}∞
j=1

που συγκλίνει στον Lq(U).

2. Με ϐάση το Θεώρηµα Επέκτασης στην ενότητα (1.4) µπορούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας να

υποθέσουµε ότι U = Rn και ότι όλες οι συναρτήσεις {um}∞m=1 έχουν συµπαγή ϕορέα σε κάποιο

ϕραγµένο ανοιχτό σύνολο V ⊂ Rn. Μπορούµε ακόµα να υποθέσουµε ότι

sup
m
‖um‖W 1,p(V ) <∞ (1.7.1)

3. Μελετάµε πρώτα τις οµαλοποιηµένες συναρτησεις

uεm := ηε ∗ um (ε > 0,m = 1, 2, . . .),

όπου ηε είναι ο συνήθης οµαλοποιητής. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι όλες οι συναρτήσεις

{uεm}
∞
m=1 έχουν επίσης ϕορέα στο V .

4. Ισχυριζόµαστε αρχικά ότι

uεm → um στον Lq(V ) καθώς ε→ 0, οµοιόµορφα ως προς m. (1.7.2)

Για να το αποδείξουµε, παρατηρούµε πρώτα ότι αν οι um είναι οµαλές, τότε

uεm(x)− um(x) =

∫
B(0,1)

η(y) (um(x− εy)− um(x)) dy

=

∫
B(0,1)

η(y)

∫ 1

0

d

dt
(um(x− εty)) dt dy

= −ε
∫
B(0,1)

η(y)

∫ 1

0
Dum(x− εty) · y dt dy.

΄Ετσι ∫
V
|uεm(x)− um(x)| dx ≤ ε

∫
B(0,1)

η(y)

∫ 1

0

∫
V
|Dum(x− εty)| dx dt dy

≤ ε

∫
V
|Dum(z)| dz
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Προσεγγίζοντας, η παραπάνω εκτίµηση ισχύει αν um ∈W 1,p(V ). ΄Ετσι,

‖uεm − um‖L1(V ) ≤ ε‖Dum‖L1(V ) ≤ εC‖Dum‖Lp(V ),

όπου η τελευταία ανισότητα ισχύει επειδή το V είναι ϕραγµένο. Με ϐάση και την (1.7.1)

ϐρίσκουµε ότι

uεm → um στον L1(V ), οµοιόµορφα ως προς m (1.7.3)

Αλλά τότε, επειδη 1 ≤ q < p∗, ϐλέπουµε χρησιµοποιώντας την Ανισότητα Παρεµβολής, σύµφωνα

µε την οποία αν 1 ≤ s ≤ r ≤ t ≤ ∞ µε 1
r = θ

s + 1−θ
t και u ∈ Ls(U) ∩ Lt(U), τότε u ∈ Lr(U)

και ‖u‖Lr(U) ≤ ‖u‖θLs(U)‖u‖
1−θ
Lt(U), προκύπτει ότι

‖uεm − um‖Lq(V ) ≤ ‖uεm − um‖θL1(V )‖u
ε
m − um‖1−θLp∗ (V )

,

όπου 1
q = θ+ 1−θ

p∗ , 0 < θ < 1.Συνεπώς, η (1.7.1) και η Ανισότητα Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

συνεπάγονται ότι

‖uεm − um‖Lq(V ) ≤ C‖uεm − um‖θL1(V )

και άρα η (1.7.2) προκύπτει από την (1.7.3).

5. Στη συνέχεια ισχυριζόµαστε ότι
για κάθε σταθεροποιηµένο ε > 0, η ακολουθία {uεm}

∞
m=1

είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη και ισοσυνεχής
(1.7.4)

Πράγµατι, αν x ∈ Rn, τότε

|uεm(x)| ≤
∫
B(x,ε)

ηε(x− y)|um(y)| dy

≤ ‖ηε‖L∞(Rn)‖um‖L1(V ) ≤
C

εn
<∞

για m = 1, 2, . . . ΄Οµοια,

|Duεm(x)| ≤
∫
B(x,ε)

|Dηε(x− y)||um(y)| dy

≤ ‖Dηε‖L∞(Rn)‖um‖L1(V ) ≤
C

εn+1
<∞

για m = 1, . . .. Η υπόθεση (1.7.4) προκύπτει από αυτές τις δύο εκτιµήσεις.
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6. Σταθεροποιούµε τώρα ένα δ > 0. Θα δείξουµε ότι υπάρχει µία υπακολουθία
{
umj

}∞
j=1
⊂ {um}∞m=1

τέτοια ώστε

lim sup
j,k→∞

‖umj − umk‖Lq(V ) ≤ δ. (1.7.5)

Για να το δούµε αυτό, χρησιµοποιούµε την υπόθεση (1.7.2) και διαλέγουµε ε > 0 τόσο µικρό

ώστε

‖uεm − um‖Lq(V ) ≤ δ/2 (1.7.6)

για m = 1, 2, . . .

Παρατηρούµε τώρα ότι αφού οι συναρτήσεις {um}∞m=1 και άρα και οι συναρτήσεις {uεm}
∞
m=1

έχουν ϕορέα σε κάποιο σταθερό ϕραγµένο σύνολο V ⊂ Rn, µπορούµε χρησιµοποιώντας την

(1.7.4) και το Κριτήριο Συµπάγειας Arzela-Ascoli (Παρατήρηση 1.7.1) να ϐρούµε υπακολουθία{
uεmj

}∞
j=1
⊂ {uεm}

∞
m=1 που συγκλίνει οµοιόµορφα στο V . Εποµένως, πιο συγκεκριµένα,

lim sup
j,k→∞

‖uεmj − u
ε
mk
‖Lq(V ) = 0.

Αλλά τότε οι (1.7.6) και (1.7.7) συνεπάγονται ότι

lim sup
j,k→∞

‖umj − umk‖Lq(V ) ≤ δ

και άρα η (1.7.5) αποδειχτηκε.

7. Στη συνέχεια χρησιµοποιούµε την υπόθεση (1.7.5) µε δ = 1, 1
2 ,

1
3 , . . . και χρησιµοποιούµε έ-

να κλασσικό διαγώνιο επιχείρηµα για να ϐρούµε µια υπακολουθία {uml}
∞
l=1 ⊂ {um}

∞
m=1 που

ικανοποιεί :

lim sup
l,k→∞

‖uml − umk‖Lq(V ) = 0.

Παρατηρήσεις 1.7.1 ( i) Οι συανρτήσεις {fk}∞k=1 λέγονται οµοιόµορφα ισοσυνεχείς αν για κάθε ε >

0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε |x−y| < δ να συνεπάγεται |fk(x)−fk(y)| < ε για x, y ∈ Rn, k = 1, . . ..

( ii) (Κριτήριο Συµπάγειας Arzela-Ascoli). ΄Εστω {fk}∞k=1 είναι µια ακολουθία πραγµατικών συναρτή-

σεων ορισµένων στον Rn, τέτοιων ώστε

|fk(x)| ≤M (k = 1, . . . , x ∈ Rn)
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για κάποια σταθερά M και επίσης {fk}∞k=1 είναι οµοιόµορφα ισοσυνεχείς. Τότε, υπάρχει υπακο-

λουθία
{
fkj
}∞
j=1
⊆ {fk}∞k=1 και συνεχής συνάρτηση f τέτοιες ώστε

fkj → f οµοιόµορφα σε συµπαγή υποσύνλα του Rn.

Παρατήρηση 1.7.2 Παρατηρούµε ότι επειδή p∗ > p και p∗ →∞ καθώς p→ n, έχουµε ότι

W 1,p(U) ⊂⊂ Lp(U)

για όλα τα 1 ≤ p ≤ ∞. Παρατηρούµε επίσης ότι έχουµε και

W 1,p
0 (U) ⊂⊂ Lp(U)

ακόµα και αν δεν υποθέσουµε ότι το ∂U είναι C1.

Αργότερα, ϑα χρησιµοποιήσουµε αρκετές ϕορές τα αποτελέσµατα αυτής της ενότητας, όπως για πα-

ϱάδειγµα στη Θεωρία ΄Υπαρξης Ασθενούς Λύσης στα Ελλειπτικά Προβλήµατα.

1.8 Πρόσθετα Στοιχεία για τους χώρους Sobolev

1.8.1 Ανισότητες Poincaré

Ορισµοί 1.8.1 ( i) Ορίζουµε ως (u)U τη µέση τιµή του u πάνω στο U , δηλαδή (u)U = −
∫
U u dy.

( ii) Αντίστοιχα ορίζουµε (u)x,r = −
∫
B(x,r) u dy να είναι η µέση τιµή της u στην µπάλα B(x, r).

Θεώρηµα 1.8.1 (Ανισότητα Poincaré). ΄Εστω U ένα ϕραγµένο, συνεκτικό, ανοιχτό υποσύνολο του Rn,

µε C1 σύνορο ∂U . ΄Εστω 1 ≤ p ≤ ∞. Τότε, υπάρχει σταθερά C που εξαρτάται µόνο από τα n, p και U ,

τέτοια ώστε

‖u− (u)U‖Lp(U) ≤ C‖Du‖Lp(U) (1.8.1)

για κάθε συνάρτηση u ∈W 1,p(U).

Απόδειξη. Θα το δείξουµε χρησιµοποιώντας εις άτοπο απαγωγή. ΄Εστω ότι η Ϲητούµενη εκτίµηση ήταν

λάθος. Τότε, ϑα υπήρχε για κάθε ακέραιο k = 1, . . . µία συνάρτηση uk ∈W 1,p(U) που ικανοποιεί

την

‖uk − (uk)U‖Lp(U) > k‖Duk‖Lp(U). (1.8.2)
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Κανονικοποιούµε ορίζοντας την

vk :=
uk − (uk)U

‖uk − (uk)U‖Lp(U)
(k = 1, . . .). (1.8.3)

Τότε

(vk)U = 0, ‖vk‖Lp(U) = 1

και η (1.8.2) συνεπάγεται

‖Dvk‖Lp(U) <
1

k
(k = 1, 2, . . .). (1.8.4)

΄Αρα, οι συναρτήσεις {vk}∞k=1 είναι ϕραγµένες στον W 1,p(U).

Με ϐάση την Παρατήρηση 1.7.2, υπάρχει υπακολουθία
{
vkj
}∞
j=1
⊂ {vk}∞k=1 και συνάρτηση v ∈

Lp(U) τέτοια ώστε

vkj → v στον Lp(U). (1.8.5)

Από την (1.8.3) προκύπτει ότι

(v)U = 0, ‖v‖Lp(U) = 1. (1.8.6)

Από την άλλη, η (1.8.4) συνεπάγεται ότι για κάθε i = 1, . . . , n και φ ∈ C∞c (U)∫
U
vφxi dx = lim

kj→∞

∫
U
vkjφxi dx = − lim

kj→∞

∫
U
vkj ,xiφdx = 0.

Συνεπώς v ∈W 1,p(U) µε Dv = 0 σχεδόν παντού. ΄Αρα η v είναι σταθερή, αφού το U είναι συνεκτικό.

Αυτό όµως, δεδοµένου ότι (v)U = 0, µας δίνει ότι v ≡ 0, το οποίο συνεπάγεται ότι ‖v‖Lp(U) = 0 και

έρχεται σε αντίθεση µε (1.8.6). ΄Αρα, οδηγηθήκαµε σε ΄Ατοπο και συνεπώς η (1.8.1) είναι αληθής.

Θεώρηµα 1.8.2 (Ανισότητα Poincaré για µπάλα). ΄Εστω 1 ≤ p ≤ ∞. Τότε υπάρχει σταθερά C που

εξαρτάται µόνο από τα n και p τέτοια ώστε

‖u− (u)x,r‖Lp(B(x,r)) ≤ Cr‖Du‖Lp(B(x,r)) (1.8.7)

για κάθε µπάλα B(x, r) ⊂ Rn και για κάθε συνάρτηση u ∈W 1,p(B0(x, r)).

Απόδειξη. Η περίπτωση U = B0(0, 1) προκύπτει από το προηγούµενο ϑεώρηµα. Γενικά, αν u ∈

W 1,p(B0(x, r)) γράφουµε

v(y) := u(x+ ry) (y ∈ B(0, 1)).
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Τότε v ∈W 1,p(B0(0, 1)) και έχουµε

‖v − (v)0,1‖Lp(B(0,1)) ≤ C‖Dv‖Lp(B(0,1)).

Αλλάζοντας συντεταγµένες, παίρνουµε την εκτίµηση (1.8.7).

Παρατήρηση 1.8.1 ΄Εστω u ∈ W 1,n(Rn) ∩ L1(Rn) και έστω B(x, r) µία τυχαία µπάλα. Τότε το

Θεώρηµα 1.8.2 για p = 1 συνεπάγεται ότι

−
∫
B(x,r)

|u− (u)x,r| dy ≤ Cr−
∫
B(x,r)

|Du| dy

≤ Cr

(
−
∫
B(x,r)

|Du|n dy

)1/n

≤ C
(∫

Rn
|Du|n dy

)1/n

.

΄Αρα u ∈ BMO(Rn),δηλαδη στο χώρο των συναρτήσεων µε ϕραγµένη µέση ταλάντωση στον Rn, µε τη

σεµινόρµα

[u]BMO(Rn) := sup
B(x,r)⊂Rn

{
−
∫
B(x,r)

|u− (u)x,r| dy

}
.

1.8.2 Πηλίκα ∆ιαφορών

a. Πηλίκα ∆ιαφορών και W 1,p

Σε αυτή την υποενότητα υποθέτουµε ότι η u : U → R είναι τοπικά αθροίσιµη και ότι V ⊂⊂ U

Ορισµοί 1.8.2 ( i) Το i-πηλίκο διαφορών µεγέθους h ορίζεται ως

Dh
i u(x) =

u(x+ hei)− u(x)

h
(i = 1, . . . , n)

για x ∈ V και h ∈ R, 0 < |h| < dist(V, ∂U).

( ii) Dhu := (Dh
1u, . . . ,D

h
nu).

Θεώρηµα 1.8.3 (Πηλίκα διαφορών και ασθενείς παράγωγοι).

( i) ΄Εστω 1 ≤ p <∞ και u ∈W 1,p(U). Τότε για κάθε V ⊂⊂ U

‖Dhu‖Lp(V ) ≤ C‖Du‖Lp(U) (1.8.8)

για κάποια σταθερά C και όλα τα 0 < |h| < 1
2dist(V, ∂U).
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( ii) ΄Εστω 1 < p <∞, u ∈ Lp(V ) και υπάρχει µία σταθερά C τέτοια ώστε

‖Dhu‖Lp(V ) ≤ C (1.8.9)

για όλα τα 0 < |h| < 1
2dist(V, ∂U). Τότε

u ∈W 1,p(V ), µε ‖Du‖Lp(V ) ≤ C.

Απόδειξη.

1. ΄Εστω 1 ≤ p < ∞ και υποθέτουµε προσωρινά ότι η u είναι οµαλή. Τότε για κάθε x ∈ V, i =

1, . . . , n και 0 < |h| < 1
2dist(V, ∂U), έχουµε

u(x+ hei)− u(x) =

∫ 1

0
uxi(x+ thei) dt · hei

και άρα

|u(x+ hei)− u(x)| ≤ h
∫ 1

0
|Du(x+ thei)| dt.

Συνεπώς ∫
V
|Dhu|p dx ≤ C

n∑
i=1

∫
V

∫ 1

0
|Du(x+ thei)|p dt dx

= C

n∑
i=1

∫ 1

0

∫
V
|Du(x+ thei)|p dx dt.

΄Ετσι ∫
V
|Dhu|p dx ≤ C

∫
U
|Du|p dx.

Αυτή η εκτίµηση ισχύει αν η u είναι οµαλή και άρα, µέσω προσέγγισης, ισχύει και αν u ∈

W 1,p(U).

2. Υποθέτουµε τώρα ότι η (1.8.9) ισχύει για όλα τα 0 < |h| < 1
2dist(V, ∂U) και κάποια σταθερά C.

∆ιαλέγουµε i = 1, . . . , n, φ ∈ C∞c (V ) και παρατηρούµε ότι για µικρά h∫
V
u(x)

[
φ(x+ hei)− φ(x)

h

]
dx = −

∫
V

[
u(x)− u(x− hei)

h

]
φ(x) dx

δηλαδή ∫
V
u(Dh

i φ) dx = −
∫
V

(D−hi u)φdx. (1.8.10)
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Αυτός είναι ο τύπος παραγοντικής ολοκλήρωσης για πηλίκα διαφορών. Η εκτίµηση (1.8.9)

συνεπάγεται

sup
h
‖D−hi u‖Lp(V ) <∞

και άρα, αφού 1 < p <∞, υπάρχει συνάρτηση vi ∈ Lp(V ) και µία υπακολουθία hk → 0 τέτοιες

ώστε

D−hki u ⇀ vi ασθενώς στον Lp(V ). (1.8.11)

Αλλά τότε ∫
V
uφxi dx =

∫
U
uφxi dx = lim

hk→0

∫
U
uDhk

i φdx

= − lim
hk→0

∫
V
D−hki uφ dx

= −
∫
V
viφdx = −

∫
U
viφdx.

Ως εκ τούτου vi = uxi µε την ασθενή έννοια (i = 1, . . . , n) και άρα Du ∈ Lp(V ). Τέλος, επειδή

u ∈ Lp(V ), συµπεραίνουµε ότι u ∈W 1,p(V ).

Παρατήρηση 1.8.2 Παραλλαγές αυτού του ϑεωρήµατος µπορούν να ισχύουν ακόµα και αν δεν ισχύει

ότι V ⊂⊂ U . Για παράδειγµα, αν τοU είναι η ανοιχτή ηµι-µπάλαB0(0, 1)∩{xn > 0} , V = B0(0, 1/2)∩

{xn > 0}, έχουµε το ϕράγµα
∫
V |D

h
i u|p dx ≤

∫
U |uxi |

p dx για i = 1, . . . , n − 1. Η απόδειξη είναι

παρόµοια µε του ϑεωρήµατος.

b. Lipschitz συναρτήσεις και W 1,∞

Θεώρηµα 1.8.4 (Χαρακτηρισµός του W 1,∞). ΄Εστω U ανοιχτό και ϕραγµένο µε C1 σύνορο ∂U . Τότε

µία u : U → R είναι Lipschitz συνεχής αν και µόνο αν u ∈W 1,∞(U).

Απόδειξη.

1. Υποθέτουµε αρχικά ότι U = Rn και η u έχει συµπαγή ϕορέα.

΄Εστω u ∈W 1,∞(Rn). Τότε η uε := ηε ∗ u, όπου ηε είναι ο συνήθης οµαλοποιητής, είναι οµαλή

και ικανοποιεί 
uε → u οµοιόµορφα καθώς ε→ 0,

‖Duε‖L∞(Rn) ≤ ‖Du‖L∞(Rn).
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∆ιαλέγουµε δυο οποιαδήποτε σηµεία x, y ∈ Rn, x 6= y. ΄Εχουµε

uε(x)− uε(y) =

∫ 1

0

d

dt
uε(tx+ (1− t)y) dt

=

∫ 1

0
Duε(tx+ (1− t)y) dt · (x− y)

και άρα

|uε(x)− uε(y)| ≤ ‖Duε‖L∞(Rn)|x− y| ≤ ‖Du‖L∞(Rn)|x− y|.

Αφήνουµε το ε→ 0 για να δούµε ότι

|u(x)− u(y)| ≤ ‖Du‖L∞(Rn)|x− y|.

Συνεπώς, η u είναι Lipschitz συνεχής.

2. Από την άλλη υποθέτουµε ότι η u είναι Lipschitz συνεχής. Πρέπει να δείξουµε ότι η u έχει

ουσιωδώς ϕραγµένη ασθενή πρώτη παράγωγο. Αφού η u είναι Lipschitz, ϐλέπουµε ότι

‖D−hi u‖L∞(Rn) ≤ Lip(u)

και άρα υπάρχει συνάρτηση vi ∈ L∞(Rn) και υπακολουθία hk → 0 τέτοιες ώστε

D−hki u ⇀ vi ασθενώς στον L2
loc(Rn). (1.8.12)

Συνεπώς, ∫
Rn
uφxi dx = lim

hk→0

∫
Rn
uDhk

i φdx

= − lim
hk→0

∫
Rn
D−hki uφ dx = −

∫
Rn
viφdx

από την (1.8.12). Η παραπάνω ισότητα ισχύει για όλες τις φ ∈ C∞c (Rn) και άρα vi = uxi µε την

ασθενή έννοια (i = 1, . . . , n). Συνεπώς u ∈W 1,∞(Rn).

3. Στη γενική περίπτωση που το U είναι ϕραγµένο και το ∂U είναι C1, επεκτείνουµε ως συνήθως

σε Eu = ū και εφαρµόζουµε το παραπάνω επιχείρηµα.
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Παρατήρηση 1.8.3 Το παραπάνω επιχείρηµα προσαρµόζεται εύκολα για να δείξουµε ότι για κάθε

ανοιχτό σύνολο U , η u ∈ W 1,∞
loc (U) αν και µόνο αν η u είναι τοπικά Lipschitz συνεχής στο U . ∆εν

υπάρχει αντίστοιχος χαρακτηρισµός για τους χώρους W 1,p για 1 ≤ p < ∞. Αν n < p < ∞, τότε κάθε

συνάρτηση u ∈W 1,p ανήκει στον C0,1−n/p, αλλά, αντίθετα, µία Hölder συνεχής συνάρτηση µε εκθέτη

λιγότερο από ένα δεν ανήκει κατ’ανάγκη σε κάποιο χώρο Sobolev W 1,p.

1.8.3 Παραγωγισιµότητα σχεδόν παντού

Ορισµός 1.8.3 Μία συνάρτηση u : U → R είναι διαφορίσιµη σε κάποιο x ∈ U αν υπάρχει α ∈ Rn

τέτοιο ώστε

u(y) = u(x) + α · (y − x) + o(|y − x|) καθώς y → x. (1.8.13)

Με άλλα λόγια,

lim
y→x

|u(y)− u(x)− α · (y − x)|
|y − x|

= 0.

Παρατήρηση 1.8.4 Είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι αν το α υπάρχει, είναι µοναδικό. Γράφουµε, άρα,

Du(x)

για όλα τα α και ονοµάζουµε το Du ανάδελτα του u.

Θεώρηµα 1.8.5 (Παραγωγισιµότητα σχεδόν παντού). ΄Εστω u ∈W 1,p
loc (U) για κάποιο n < p ≤ ∞. Τότε

η u είναι διαφορίσιµη σχεδόν παντού στο U και το ανάδελτά της ισούται µε το ασθενές της ανάδελτα

σχεδόν παντού.

Θυµίζουµε ότι πάντα αντιλαµβανόµαστε τη u ως τη συνεχή της εκδοχή.

Απόδειξη.

1. Υποθέτουµε αρχικά ότι n < p < ∞. Από την Παρατηρηση 1.6.5 ανακαλούµε την ανισότητα

Morrey

|v(y)− v(x)| ≤ Cr1−n
p

(∫
B(x,2r)

|Dv(z)|p dz

)1/p

(y ∈ B(x, r)), (1.8.14)

που ισχύει για κάθε C1 συνάρτηση v και, άρα, µέσω προσέγγισης, για κάθε v ∈W 1,p.
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2. ∆ιαλέγουµε u ∈ W 1,p
loc (U). Τώρα, σχεδόν για κάθε x ∈ U µία εκδοχή του Θεωρήµατος ∆ιαφορι-

σιµότητας του Lebesgue συνεπάγεται ότι

−
∫
B(x,r)

|Du(x)−Du(z)|p dz → 0 (1.8.15)

καθώς r → 0, όπου η Du είναι η συνήθης ασθενής παράγωγος της u. Σταθεροποιούµε τώρα

οποιοδήποτε τέτοιο σηµείο x και ϑέτουµε

v(y) := u(y)− u(x)−Du(x) · (y − x)

στην εκτίµηση (1.8.14), όπου

r = |x− y|. (1.8.16)

Βρίσκουµε ότι

|u(y) − u(x)−Du(x) · (y − x)|

≤ Cr1−n/p

(∫
B(x,2r)

|Du(x)−Du(z)|p dz

)1/p

≤ Cr

(
−
∫
B(x,2r)

|Du(x)−Du(z)|p dz

)1/p

= o(r) από την (1.8.15)

= o(|x− y|) απ΄π την (1.8.16).

΄Αρα, η u είναι διαφορίσιµη στο x και το ανάδελτά της είναι ίσο µε το ασθενές της ανάδελτα στο

x.

3. Στη περίπτωση που p = ∞, παρατηρούµε ότι W 1,∞
loc (U) ⊂ W 1,p

loc (U) για όλα τα 1 ≤ p < ∞ και

εφαρµόζουµε τον παραπάνω συλλογισµό.

Τέλος, µε ϐάση το παραπάνω ϑεώρηµα έχουµε το

Θεώρηµα 1.8.6 (Θεώρηµα Rademacher). ΄Εστω u τοπικά Lipschitz συνεχής στο U . Τότε η u είναι

διαφορίσιµη σχεδόν παντού στο U .
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1.9 ΄Αλλοι χώροι συναρτήσεων

1.9.1 Ο χώρος H−1

Ορισµός 1.9.1 Συµβολίζουµε µε H−1 τον δυικό χώρο του H1
0 (U). Με άλλα λόγια, µία f ανήκει

στον H−1(U) αν η f είναι ένα ϕραγµένο γραµµικό συναρτησοειδές στον H1
0 (U). Θα γράφουµε 〈 , 〉

εννοώντας το ταίριασµα ανάµεσα στον H−1(U) και τον H1
0 (U).

Θεώρηµα 1.9.1 (Χαρακτηρισµός του H−1).

( i) ΄Εστω f ∈ H−1(U). Τότε υπάρχουν συναρτησεις f0, f1, . . . , fn στον L2(U) τέτοιες ώστε

〈f, v〉 =

∫
U
f0v +

n∑
i=1

f ivxi dx (v ∈ H1
0 (U)). (1.9.1)

( ii) Επιπλέον,

‖f‖H−1(U) = inf


(∫

U

n∑
i=0

|f i|2 dx

)1/2

| η f ικανοποιεί την (1.9.1) για f0, . . . , fn ∈ L2(U)

 .

Θα γράφουµε f = f0 −
∑n

i=1 f
i
xi κάθε ϕορά που ισχύει η (1.9.1).

Απόδειξη.

1. ∆εδοµένων δύο u και v ∈ H1
0 (U) ορίζουµε το εσωτερικό γινόµενο (u, v) :=

∫
U DuDv + uv dx.

΄Εστω f ∈ H−1(U). Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Αναπαράστασης του Riesz για να εξάγουµε την

υπάρξη µίας µοναδικής συνάρτησης u ∈ H1
0 (U) που να ικανοποιεί τη σχέση B[u, v] = 〈f, v〉

για όλες τις v ∈ H1
0 (U), δηλαδή ∫

U
DuDv + uv dx = 〈f, v〉 (1.9.2)

για κάθε v ∈ H1
0 (U). Αυτό αποδεικνύει την (1.9.1) για

f0 = u

f i = uxi (i = 1, . . . , n).

(1.9.3)

2. ΄Εστω τώρα f ∈ H−1(U),

〈f, v〉 =

∫
U
g0v +

n∑
i=1

givxi dx (1.9.4)
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για g0, g1, . . . , gn ∈ L2(U). Θέτωντας v = u στην (1.9.2) και χρησιµποποιώντας την (1.9.4),

έχουµε ότι ∫
U
|Du|2 + |u|2 dx ≤

∫
U

n∑
i=0

|gi|2 dx.

Τότε, η (1.9.3) συνεπάγεται ∫
U

n∑
i=0

|f i|2 dx ≤
∫
U

n∑
i=0

|gi|2 dx. (1.9.5)

3. Από την (1.9.1) προκύπτει ότι

|〈f, v〉| ≤

(∫
U

n∑
i=0

|f i|2 dx

)1/2

αν ‖v‖H1
0 (U) ≤ 1. Συνεπώς

‖f‖H−1(U) ≤

(∫
U

n∑
i=0

|f i|2 dx

)1/2

.

Θέτοντας v = u
‖u‖

H1
0(U)

στην (1.9.2), συµπεραινουµε ότι στην πραγµατικότητα

‖f‖H−1(U) =

(∫
U

n∑
i=0

|f i|2 dx

)1/2

. (1.9.6)

Ο ισχυρισµός (ii) προκύπτει τώρα από τις σχέσεις (1.9.4)− (1.9.6).

1.9.2 Χώροι που περιλαµβάνουν και µεταβλητή χρόνου

Σε αυτή την υποενότητα ϑα συµβολίζουµε µε X κάποιο πραγµατικό χώρο Banach.

Ορισµός 1.9.2 Ο χώρος

Lp(0, T ;X)

αποτελείται από όλες τις µετρήσιµες συναρτήσεις u : [0, T ]→ X µε

( i)

‖u‖Lp(0,T ;X) :=

(∫ T

0
‖u(t)‖p dt

)1/p

<∞

για 1 ≤ p <∞ και
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( ii)

‖u‖L∞(0,T ;X) := ess sup
0≤t≤T

‖u(t)‖ <∞.

Ορισµός 1.9.3 Ο χώρος

C([0, T ];X)

αποτελείται από όλες τις συνεχείς συναρτήσεις u : [0, T ]→ X µε

‖u‖C([0,T ];X) := max
0≤t≤T

‖u(t)‖ <∞.

Ορισµός 1.9.4 ΄Εστω u ∈ L1(0, T ;X). Λέµε ότι v ∈ L1(0, T ;X) είναι η ασθενής παράγωγος της u

και ϑα γράφουµε

u′ = v

αν ∫ T

0
φ′(t)u(t) dt = −

∫ T

0
φ(t)v(t) dt

για όλες τις ϐαθµωτές δοκιµαστικές συναρτήσεις φ ∈ C∞c (0, T ).

Ορισµοί 1.9.5 ( i) Ο χώρος Sobolev

W 1,p(0, T ;X)

αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις u ∈ Lp(0, T ;X) τέτοιες ώστε η u′ να υπάρχει µε την ασθενή

έννοια και να ανήκει στον Lp(0, T ;X). Επιπλέον,

‖u‖W 1,p(0,T ;X) :=


(∫ T

0 ‖u(t)‖p + ‖u′(t)‖p dt
)1/p

(1 ≤ p <∞)

ess sup
0≤t≤T

(‖u(t)‖+ ‖u′(t)‖) (p =∞).

( ii) Γράφουµε H1(0, T ;X) = W 1,2(0, T ;X).

Θεώρηµα 1.9.2 ΄Εστω u ∈W 1,p(0, T ;X) για κάποιο 1 ≤ p ≤ ∞. Τότε

( i) u ∈ C([0, T ];X) (ύστερα ίσως από επαναορισµό της σε σύνολο µέτρου µηδέν) και

( ii) u(t) = u(s) +
∫ t
s u
′(τ) dτ για όλα τα 0 ≤ s ≤ t ≤ T .
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( iii) Επιπλέον, έχουµε την εκτίµηση

max
0≤t≤T

‖u(t)‖ ≤ C‖u‖W 1,p(0,T ;X), (1.9.7)

όπου η σταθερά C εξαρτάται µόνο από το T .

Απόδειξη.

1. Επεκτείνουµε τη u να είναι 0 στα (−∞, 0) και (T,∞) και µετά ϑέτουµε uε = ηε ∗ u, όπου ηε

είναι ο συνήθης οµαλοποιητής στον R1. Ελέγχουµε όπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 1.3.2

ότι uε
′

= ηε ∗ u′ στο (ε, T − ε).

Τότε, καθώς ε→ 0, 
uε → u στον Lp(0, T ;X),

(uε)′ → u′ στον Lp(0, T ;X).

(1.9.8)

Σταθεροποιώντας 0 < s < t < T υπολογίζουµε

uε(t) = uε(s) +

∫ t

s
uε
′
(τ) dτ.

΄Ετσι

u(t) = u(s) +

∫ t

s
u′(τ) dτ (1.9.9)

για σχεδόν όλα τα 0 < s < t < T σύµφωνα µε την (1.9.8). Επειδή η απεικόνιση t 7→
∫ t

0 u
′(τ) dτ

είναι συνεχής, προκύπτουν οι υποθέσεις (i) και (ii).

2. Η εκτίµηση (1.9.7) προκύπτει εύκολα από την (1.9.9).

Θεώρηµα 1.9.3 ΄Εστω u ∈ L2(0, T ;H1
0 (U)), µε u′ ∈ L2(0, T ;H−1(U)).

( i) Τότε

u ∈ C([0, T ];L2(U))

(ύστερα ίσως από επαναορισµό της σε σύνολο µέτρου µηδέν).

( ii) Η απεικόνιση

t 7→ ‖u(t)‖2L2(U)
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είναι απολύτως συνεχής µε
d

dt
‖u(t)‖2L2(U) = 2〈u′(t),u(t)〉

για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T .

( iii) Επιπλέον, έχουµε την εκτίµηση

max
0≤t≤T

‖u(t)‖L2(U) ≤ C(‖u‖L2(0,T ;H1
0 (U)) + ‖u′‖L2(0,T ;H−1(U))), (1.9.10)

όπου η σταθερά C εξαρτάται µόνο από το T .

Απόδειξη.

1. Επεκτείνουµε τη u στο µεγαλύτερο διάστηµα [−σ, T + σ] για σ > 0 και ορίζουµε τις οµαλοποι-

ήσεις uε = ηε ∗ u όπως στην προηγούµενη απόδειξη. Τότε για ε, δ > 0,

d

dt
‖uε(t)− uδ(t)‖2L2(U) = 2(uε

′
(t)− uδ′(t),uε(t)− uδ(t))L2(U).

΄Ετσι,

‖uε(t)− uδ(t)‖2L2(U) = ‖uε(s)− uδ(s)‖2L2(U)

+ 2

∫ t

s
〈uε′(τ)− uδ′(τ),uε(τ)− uδ(τ)〉 dτ (1.9.11)

για όλα τα 0 ≤ s, t ≤ T . Σταθεροποιούµε τυχαίο s ∈ (0, T ) για το οποίο

uε(s)→ u(s) στον L2(U).

Συνεπώς, η (1.9.11) συνεπάγεται

lim sup
ε,δ→0

sup
0≤t≤T

‖uε(t)− uδ(t)‖2L2(U) ≤ lim
ε,δ→0

∫ T

0
‖uε′(τ)− uδ′(τ)‖2H1(U)

+ ‖uε(τ)− uδ(τ)‖2H1
0 (U) dτ

= 0.

΄Ετσι, οι οµαλοποιηµένες συναρτήσεις {uε}0<ε≤1 συγκλίνουν στον C([0, T ];L2(U)) σε ένα όριο

ν ∈ C([0, T ];L2(U)). Επειδή ξέρουµε ακόµα ότι uε(t) → u(t) για σχεδόν όλα τα t συµπεραί-

νουµε ότι u = ν σχεδόν παντού.
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2. ΄Οµοια έχουµε

‖uε(t)‖2L2(U) = ‖uε(s)‖2L2(U) + 2

∫ t

s
〈uε′(τ),uε(τ)〉 dτ,

και, άρα, αντιλαµβανόµενοι τη u ως την παραπάνω ν έχουµε

‖u(t)‖2L2(U) = ‖u(s)‖2L2(U) + 2

∫ t

s
〈u′(τ),u(τ)〉 dτ (1.9.12)

για όλα τα 0 ≤ s, t ≤ T .

3. Για να πάρουµε την (1.9.10), ολοκληρώνουµε την (1.9.12) ως προς s, ανακαλούµε την ανισότητα

|〈u′,u〉| ≤ ‖u′‖H−1(U)‖u‖H1
0 (U) και κάνουµε κάποιες απλές εκτιµήσεις.

Θεώρηµα 1.9.4 ΄Εστω το U είναι ϕργαµένο και ανοιχτό και το ∂U είναι οµαλό. Παίρνουµε έναν µη

αρνητικό ακέραιο m.

΄Εστω u ∈ L2(0, T ;Hm+2(U)) µε u′ ∈ L2(0, T ;Hm(U)).

( i) Τότε

u ∈ C([0, T ];Hm+1(U))

(ύστερα ίσως από επαναορισµό της σε σύνολο µέτρου µηδέν).

( ii) Επιπλέον, έχουµε την εκτίµηση

max
0≤t≤T

‖u(t)‖Hm+1(U) ≤ C
(
‖u‖L2(0,T ;Hm+2(U)) + ‖u′‖L2(0,T ;Hm(U))

)
, (1.9.13)

όπου η σταθερά C εξαρτάται µόνο από τα T,U και m.

Απόδειξη.

1. Υποθέτουµε πρώτα ότι m = 0. Σε αυτή την περίπτωση

u ∈ L2(0, T ;H2(U)), u′ ∈ L2(0, T ;L2(U)).

∆ιαλέγουµε ένα ανοιχτό ϕραγµένο σύνολο V ⊃⊃ U και στη συνέχεια κατασκευάζουµε την

ανίστοιχη επέκταση ū = Eu όπως στην Ενότητα 1.4. Με ϐάση την εκτίµηση (1.4.10) στην

Παρατήρηση 1.4.1

‖Eu‖W 2,p(Rn) ≤ C‖u‖W 2,p(U)
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και άρα

ū ∈ L2(0, T ;H2(V ))

και

‖ū‖L2(0,T ;H2(V )) ≤ C‖u‖L2(0,T ;H2(U)), (1.9.14)

για κατάλληλη σταθερά C. Επιπλέον, ū′ ∈ L2(0, T ;L2(V )) µε την εκτίµηση

‖ū′‖L2(0,T ;L2(V )) ≤ C‖u′‖L2(0,T ;L2(U)). (1.9.15)

Αυτό προκύπτει αν ϑεωρήσουµε τα πηλίκα διαφορών ως προς την t−µεταβλητή, ϑυµηθούµε τις

µεθόδους στην Υποενότητα 1.8.2 και παρατηρήσουµε ότι ο E είναι ένας ϕραγµένος γραµµικός

τελεστής από τον L2(U) στον L2(V ).

2. Υποθέτουµε προς στιγµήν ότι η ū είναι οµαλή. Στη συνέχεια υπολογίζουµε∣∣∣∣ ddt
(∫

V
|Dū|2 dx

)∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∫
V
Dū ·Dū′ dx

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∫
V

∆ū · ū′ dx
∣∣∣∣

≤ C(‖ū‖2H2(V ) + ‖ū′‖2L2(V )).

∆εν υπάρχει συνοριακός όρος στην κατά παράγοντες ολοκλήρωση, αφού η επέκταση ū = Eu

έχει συµπαγή ϕορέα µέσα στο V . Ολοκληρώνοντας και ανακαλώντας τις (1.9.14) και (1.9.15)

προκύπτει ότι

max
0≤t≤T

‖u(t)‖H1(U) ≤ C(‖u‖L2(0,T ;H2(U)) + ‖u′‖L2(0,T ;L2(U))). (1.9.16)

Παίρνουµε την ίδια εκτίµηση αν η u δεν είναι οµαλή προσεγγίζοντας µε uε = ηε ∗ u όπως πα-

ϱαπάνω. ΄Οπως και στις προηγούµενες αποδείξεις, προκύπτει ακόµα ότι u ∈ C([0, T ];H1(U)).

3. Στη γενική περίπτωση που m ≥ 1, ϑεωρούµε α = (α1, α2, . . . , αn) τάξης |α| ≤ m και ϑέτουµε

ν := Dαu. Τότε

ν ∈ L2(0, T ;H2(U)), ν′ ∈ L2(0, T ;L2(U)).

Εφαρµόζουµε την εκτίµηση (1.9.16) αντικαθιστώντας το u µε ν και αθροίζουµε πάνω σε όλα τα

|α| ≤ m για να προκύψει η (1.9.13).
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Κεφάλαιο 2

Ελλειπτικές Εξισώσεις ∆εύτερης Τάξης

2.1 Ορισµοί

2.1.1 Ελλειπτικές Εξισώσεις

Σε αυτή την ενότητα ϑα µελετησουµε κυρίως το πρόβληµα αρχικών τιµών
Lu = f στο U

u = 0 στο ∂U
(2.1.1)

όπου το U είναι ανοιχτό,φραγµένο υποσύνολο του Rn και u : Ū → R είναι η άγνωστη u = u(x). Εδώ

η f : U → R είναι δοσµένη και ο L είναι ένας δεύτερης-τάξης µερικός διαφορικός τελεστής που έχει

είτε τη µορφή

Lu = −
n∑

i,j=1

(
aij(x)uxi

)
xj

+
n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u (2.1.2)

ή την

Lu = −
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj +

n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u, (2.1.3)

για δεδοµένες συναρτήσεις-συντελεστές aij , bi, c (i, j = 1, . . . , n).

Λέµε ότι η Μερική ∆ιαφορική Εξίσωση (Μ∆Ε) Lu = f είναι σε µορφή απόκλισης αν ο L δίνεται από

την (2.1.2) και σε µορφή µη απόκλισης αν ο L δίνεται από την (2.1.3). Η απαίτηση u = 0 στο ∂U στην

(2.1.1) καλείται Dirichlet συνοριακή συνθήκη.

Παρατήρηση 2.1.1 Αν οι συντελεστές µέγιστης τάξης aij (i, j = 1, . . . , n) είναι C1 συναρτήσεις, τότε

η κάθε µία από τις δύο αυτές µορφές µπορεί να γραφεί στην άλλη. Σε αυτή την περίπτωση, η (2.1.2)
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γίνεται

Lu = −
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj +
n∑
i=1

b̃i(x)uxi + c(x)u,

όπου b̃i := bi −
∑n

j=1 a
ij
xj (i = 1, . . . , n).

Απο δω και στο εξής υποθέτουµε ότι ισχύει η συνθήκη συµµετρίας για τους συντελεστές µέγιστης τάξης

aij = aji (i, j = 1, . . . , n).

Ορισµός 2.1.1 Ο µερικός διαφορικός τελεστής L είναι (οµοιόµορφα) ελλειπτικός αν υπάρχει σταθερά

θ > 0 τέτοια ώστε
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ θ|ξ|2 (2.1.4)

για σχεδόν κάθε x ∈ U και για όλα τα ξ ∈ Rn.

Αυτή η συνθήκη ελλειπτικότητας συνεπάγεται ότι για κάθε x ∈ U , ο συµµετρικός nxn πίνακας A(x) =

((aij(x))) είναι ϑετικά ορισµένος µε τη µικρότερή του ιδιοτιµή να είναι µεγαλύτερη από ή ιση µε θ.

2.1.2 Ασθενείς Λύσεις

Θεωρούµε ότι στο πρόβληµα συνοριακών τιµών (2.1.1) ο L έχει τη µορφή απόκλισης (2.1.2). Θα

ορίσουµε και ϑα κατασκευάσουµε µια κατάλληλη ασθενή λύση u του (2.1.1) και στη συνέχεια ϑα

εξετάσουµε την οµαλότητά και άλλες της ιδιότητες.

Θα υποθέσουµε στα παρακάτω ότι

aij , bi, c ∈ L∞(U) (i, j = 1, . . . , n) (2.1.5)

και

f ∈ L2(U). (2.1.6)

Παρατήρηση 2.1.2 (Κίνητρο για τον ορισµό της ασθενούς λύσης.) Θεωρούµε προς στιγµήν ότι η u είναι

πράγµατι µία οµαλή λύση και πολλαπλασιάζουµε τη Μ∆Ε Lu = f µε µία οµαλή δοκιµαστική συνάρτηση

v ∈ C∞c (U) και ολοκληρώνουµε πάνω στο U , για να ϐρούµε ότι∫
U

n∑
i,j=1

aijuxivxj +

n∑
i=1

biuxiv + cuv dx =

∫
U
fv dx (2.1.7)

όπου κάναµε παραγοντική ολοκλήρωση στον πρώτο όρο του αριστερού µέλους. ∆εν υπάρχουν συνορια-

κοί όροι λόγω του ότι v = 0 στο ∂U . Με προσέγγιση ϐλέπουµε ότι το ίδιο ισχύει και για v ∈ H1
0 (U) και
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τότε η ταυτότητα έχει νόηµα µόνο αν u ∈ H1
0 (U), όπου διαλέγουµε το χώρο H1

0 (U) επειδή στο (2.1.1)

ϑέλουµε µηδενισµό στο σύνορο.

Ορισµοί 2.1.2 ( i) Η διγραµµική µορφή B[ , ] που συνδέεται µε τον ελλειπτικό τελεστή L σε µορφή

απόκλισης όπως στην (2.1.2) είναι η

B[u, v] :=

∫
U

n∑
i,j=1

aijuxivxj +

n∑
i=1

biuxiv + cuv dx (2.1.8)

για u, v ∈ H1
0 (U).

( ii) Λέµε ότι η u ∈ H1
0 (U) είναι µία ασθενής λύση του προβλήµατος συνοριακών τιµών (2.1.1) αν

B[u, v] = (f, v) (2.1.9)

για όλες τις v ∈ H1
0 (U) όπου το ( , ) αναπαριστά το εσωτερικό γινόµενο στον L2(U).

Παρατήρηση 2.1.3 Η ταυτότητα (2.1.9) λέγεται συχνά µεταβολική διατύπωση του (2.1.1).

Πιο γενικά, ϑεωρούµε το πρόβληµα συνοριακών τιµών
Lu = f0 −

∑n
i=1 f

i
xi στο U

u = 0 στο ∂U
(2.1.10)

όπου οL είναι της µορφης (2.1.2) και f i ∈ L2(U) (i = 0, . . . , n). Με ϐάση τη ϑεωρία που αναπτύχθηκε

στην ενότητα 1.9.1, ϐλέπουµε ότι το δεξί µέλος f = f0 −
∑n

i=1 f
i
xi ανήκει στον H−1(U), τον δυικό

του H1
0 (U).

Ορισµός 2.1.3 Λέµε ότι u ∈ H1
0 (U) είναι µία ασθενής λύση του προβλήµατος (1.9.10) αν

B[u, v] = 〈f, v〉

για όλες τις v ∈ H1
0 (U), όπου 〈f, v〉 =

∫
U f

0v +
∑n

i=1 f
ivxi dx και 〈 , 〉 είναι το ταίριασµα του H−1(U)

µε τον H1
0 (U).
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Παρατήρηση 2.1.4 Απο δω και στο εξής ϑα περιοριστούµε αποκλειστικά στην περίπτωση µηδενικών

συνοριακών συνθηκών. Παρ᾿ όλα αυτά, ένα πρόβληµα µε µη-µηδενικές συνοριακές τιµές µπορεί εύκολα

να µετατραπεί σε πρόβληµα µηδενικών συνοριακών συνθηκών. Για να το δείξουµε, ϑεωρούµε ότι το ∂U

είναι C1 και η u ∈ H1(U) είναι µία ασθενής λύση του
Lu = f στο U

u = g στο ∂U.

Αυτό σηµαίνει ότι u = g στο ∂U µε την έννοια του ίχνους και ότι η διγραµµικής µορφής ταυτότητα (2.1.9)

ισχύει για κάθε v ∈ H1
0 (U). Για να ισχύει αυτό, πρέπει η g να είναι το ίχνος κάποιας H1 συνάρτησης,

έστω w. Τότε όµως, η ũ := u − w ανήκει στον H1
0 (U) και είναι ασθενής λύση του προβλήµατος

συνοριακών τιµών 
Lũ = f̃ στο U

ũ = 0 στο ∂U,

όπου f̃ := f − Lw ∈ H−1(U).

2.2 ΄Υπαρξη Ασθενών Λύσεων

2.2.1 Το Θεώρηµα Lax-Milgram

Υποθέτουµε για αυτή την ενότητα ότι ο H είναι ένας πραγµατικός χώρος Hilbert µε νόρµα ‖ · ‖ και

εσωτερικό γινόµενο ( , ). Συµβολίζουµε ως 〈 , 〉 το ταίριασµα του H µε τον δυικό του χώρο.

Θεώρηµα 2.2.1 (Θεώρηµα Lax-Milgram). ΄Εστω

B : H ×H → R

είναι µια διγραµµική απεικόνιση για την οποία υπάρχουν σταθερές α, β > 0 τέτοιες ώστε

( i)

|B[u, v]| ≤ α‖u‖‖v‖ (u, v ∈ H)

και

( ii)

β‖u‖2 ≤ B[u, u] (u ∈ H).
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Τέλος, έστω f : H → R ένα ϕραγµένο γραµµικό συναρτησοειδές στον H. Τότε, υπάρχει ένα µοναδικό

στοιχείο u ∈ H τέτοιο ώστε

B[u, v] = 〈f, v〉 (2.2.1)

για όλες τις v ∈ H.

Απόδειξη.

1. Για κάθε σταθεροποιηµένο στοιχείο u ∈ H η απεικόνιση v 7→ B[u, v] είναι ένα ϕραγµένο

γραµµικό συναρτησοειδές στον H απ᾿ όπου το Θεώρηµα Αναπαράστασης του Riesz συνεπάγεται

την ύπαρξη ενός µοναδικού στοιχείου w ∈ H που ικανοποιεί την

B[u, v] = (w, v) (v ∈ H). (2.2.2)

Γράφουµε Au = w όποτε ισχύει η (2.2.2). ΄Ετσι

B[u, v] = (Au, v) (u, v ∈ H) (2.2.3)

2. Ισχυριζόµαστε πρώτα ότι ο A : H → H είναι ένας ϕραγµένος γραµµικός τελεστής. Πράγµατι,

για λ1, λ2 ∈ R και u1, u2 ∈ H ϐλέπουµε ότι για κάθε v ∈ H

(A(λ1u1 + λ2u2), v) = B[λ1u1 + λ2u2, v] από την (2.2.3)

= λ1B[u1, v] + λ2B[u2, v]

= λ1(Au1, v) + λ2(Au2, v) από την (2.2.3) πάλι

= (λ1Au1 + λ2Au2, v).

Η ισότητα ισχύει για κάθε v ∈ H και άρα ο A είναι γραµµικός. Επιπλέον,

‖Au‖2 = (Au,Au) = B[u,Au] ≤ α‖u‖‖Au‖.

Συνεπώς, ‖Au‖ ≤ α‖u‖ για όλες τις u ∈ H και άρα ο A είναι ϕραγµένος.

3. Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι
ο Α είναι 1− 1 και

το R(A), το σύνολο τιµών του A, είναι κλειστό στον H.
(2.2.4)
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Για να το δείξουµε αυτό, υπολογίζουµε

β‖u‖2 ≤ B[u, u] = (Au, u) ≤ ‖Au‖‖u‖,

δηλαδή β‖u‖ ≤ ‖Au‖. Η ανισότητα αυτή εύκολα οδηγεί στην (2.2.4).

4. Θα δείξουµε τώρα ότι

R(A) = H. (2.2.5)

Αν όχι, επειδή τοR(A) είναι κλειστό, ϑα υπήρχε ένα µη µηδενικό στοιχείοw ∈ H µεw ∈ R(A)⊥.

Αλλά αυτό µε τη σειρά του οδηγεί στην αντίφαση β‖w‖2 ≤ B[w,w] = (Aw,w) = 0.

5. Στη συνέχεια, παρατηρούµε για άλλη µία ϕορά από το Θεώρηµα Αναπαράστασης του Riesz ότι

〈f, v〉 = (w, v) για όλες τις v ∈ H

για κάποιο στοιχείο w ∈ H. Χρησιµοποιούµε, µετά, τις (2.2.4) και (2.2.5) για να ϐρούµε u ∈ H

που να ικανοποιεί την Au = w. Τότε

B[u, v] = (Au, v) = (w, v) = 〈f, v〉 (v ∈ H),

που είναι η (2.2.1).

6. Τέλος, δείχνουµε ότι υπάρχει το πολύ ένα στοιχείο u ∈ H που ικανοποιεί την (2.2.1). Πράγµατι,

αν ίσχυε ότι υπάρχουν u, ũ ∈ H τέτοια ώστε B[u, v] = 〈f, v〉 και B[ũ, v] = 〈f, v〉, τότε B[u −

ũ, v] = 0 (v ∈ H). Θέτουµε v = u− ũ για να ϐρούµε β‖u− ũ‖2 ≤ B[u− ũ, u− ũ] = 0 και άρα

u = ũ.

Παρατήρηση 2.2.1 Το Θεώρηµα Lax-Milgram έχει ιδιαίτερη αξία για την περίπτωση που η διγραµµική

µορφή B[ , ] δεν είναι συµµετρική. Σε αντίθετη περίπτωση, ϑα µπορούσαµε να εφαρµόσουµε κατευ-

ϑείαν το Θεώρηµα Αναπαράστασης του Riesz στο εσωτερικό γινόµενο στον H που µπορεί να οριστεί ως

((u, v)) := B[u, v].
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2.2.2 Ενεργειακές Εκτιµήσεις

Επιστρέφουµε τώρα στη συγκεκριµένη διγραµµική µορφή που είδαµε στην ενότητα 2.1.2 µε τον τύπο

B[u, v] :=

∫
U

n∑
i,j=1

aijuxivxj +

n∑
i=1

biuxiv + cuv dx

για u, v ∈ H1
0 (U) και προσπαθούµε να επαληθεύσουµε τις υποθέσεις του Θεωρήµατος Lax-Milgram

Θεώρηµα 2.2.2 (Ενεργειακές Εκτιµήσεις). Υπάρχουν σταθερές α, β > 0 και γ ≥ 0 τέτοιες ώστε

( i)

|B[u, v]| ≤ α‖u‖H1
0 (U)‖v‖H1

0 (U)

και

( ii)

β‖u‖2H1
0 (U) ≤ B[u, u] + γ‖u‖2L2(U)

για όλες τις u, v ∈ H1
0 (U).

Απόδειξη.

1. Αρχικά δείχνουµε ότι

|B[u, v]| ≤
n∑

i,j=1

‖aij‖L∞
∫
U
|Du||Dv| dx

+

n∑
i=1

‖bi‖L∞
∫
U
|Du||v| dx+ ‖c‖L∞

∫
U
|u||v| dx

≤ α‖u‖H1
0 (U)‖v‖H1

0 (U)

για κατάλληλη σταθερά α.

2. Επιπλέον, σύµφωνα µε τη συνθήκη ελλειπτικότητας έχουµε

θ

∫
U
|Du|2 dx ≤

∫
U

n∑
i,j=1

aijuxiuxj dx

= B[u, u]−
∫
U

n∑
i=1

biuxiu+ cu2 dx

≤ B[u, u] +

n∑
i=1

‖bi‖L∞
∫
U
|Du||u| dx+ ‖c‖L∞

∫
U
u2 dx. (2.2.6)
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Από την Ανισότητα Cauchy µε ε παρατηρούµε ότι∫
U
|Du||u| dx ≤ ε

∫
U
|Du|2 dx+

1

4ε

∫
U
u2 dx (ε > 0).

Εισάγουµε αυτή την εκτίµηση στη (2.2.6) και διαλέγουµε ε > 0 τόσο µικρό ώστε

ε

n∑
i=1

‖bi‖L∞ <
θ

2
.

΄Ετσι
θ

2

∫
U
|Du|2 dx ≤ B[u, u] + C

∫
U
u2 dx

για κατάλληλη σταθερά C. Επιπλέον, από την Ανισότητα Poincaré στο Θεώρηµα 1.6.3 έχουµε

ότι

‖u‖L2(U) ≤ C‖Du‖L2(U).

Εύκολα προκύπτει ότι

β‖u‖2H1
0 (U) ≤ B[u, u] + γ‖u‖2L2(U)

για κατάλληλες σταθερές β > 0, γ ≥ 0.

Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση που το γ είναι αυστηρά ϑετικό, η B[ , ] δεν ικανοποιεί ακριβώς

τις υποθέσεις του Θεωρήµατος Lax-Milgram. Για αυτό το λόγο χρειαζοµαστε το επόµενο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.2.3 (Πρώτο Θεώρηµα ΄Υπαρξης για ασθενείς λύσεις). Υπάρχει αριθµός γ ≥ 0 τέτοιος ώστε

για κάθε

µ ≥ γ (2.2.7)

και κάθε συνάρτηση

f ∈ L2(U)

να υπάρχει µία µοναδική ασθενής λύση u ∈ H1
0 (U) του προβλήµατος συνοριακών τιµών

Lu+ µu = f στο U

u = 0 στο ∂U.
(2.2.8)

Απόδειξη.
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1. Παίρνουµε το γ του προηγούµενου ϑεωρήµατος, ϑεωρούµε µ ≥ γ και ορίζουµε τη διγραµµική

µορφή

Bµ[u, v] := B[u, v] + µ(u, v) (u, v ∈ H1
0 (U))

που αντιστοιχεί στον τελεστή Lµu := Lu + µu. ΄Οπως και προηγουµένως, το ( , ) συµβολίζει

το εσωτερικό γινόµενο στον L2(U). Τότε, η Bµ[ , ] ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήµατος

Lax-Milgram.

2. Στη συνέχεια, σταθεροποιούµε f ∈ L2(U) και ϑέτουµε 〈f, v〉 := (f, v)L2(U). Αυτό είναι ένα

ϕραγµένο γραµµικό συναρτησοειδές στον L2(U) και άρα στον H1
0 (U).

Εφαρµόζουµε στη συνέχεια το Θεώρηµα Lax-Milgram για να ϐρούµε µοναδική συνάρτηση u ∈

H1
0 (U) που ικανοποιεί

Bµ[u, v] = 〈f, v〉

για όλες τις v ∈ H1
0 (U). Ως εκ τούτου, η u είναι η µοναδική ασθενής λύση της (2.2.8).

Παρατήρηση 2.2.2 Μπορούµε όµοια να δείξουµε ότι για όλες τις

f i ∈ L2(U) (i = 0, . . . , n)

υπάρχει µοναδική ασθενής λύση u της Μ∆Ε
Lu+ µu = f0 −

∑n
i=1 f

i
xi στο U

u = 0 στο ∂U
(2.2.9)

Πράγµατι, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι το 〈f, v〉 =
∫
U f

0v+
∑n

i=1 f
ivxi dx είναι ένα ϕραγµένο γραµµικό

συναρτησοειδές στον H1
0 (U) µε ϐάση τη συζήτηση που έγινε στην ενότητα 1.9.1.

Συγκεκριµένα, εξάγουµε ότι η απεικόνιση

Lµ := L+ µI : H1
0 (U)→ H−1(U) (µ ≥ γ)

είναι ισοµορφισµός.
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2.2.3 Fredhom Alternative

Πριν µπούµε στο ϐασικό σκοπό της ενότητας, αναφέρουµε κάποια ϐασικά ϑεωρήµατα στους συµπα-

γείς τελεστές, τα οποία ϑα χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια.

΄Εστω X,Y χώροι Banach.

Ορισµός 2.2.1 ΄Ενας ϕραγµένος γραµµικός τελεστης

K : X → Y

λέγεται συµπαγής αν για κάθε ϕραγµένη ακολουθία {uk}∞k=1 ⊂ X, η ακολουθία {Kuk}∞k=1 είναι

προσυµπαγής στον Y , δηλαδή υπάρχει υπακολουθία
{
ukj
}∞
j=1

τέτοια ώστε η
{
Kukj

}∞
j=1

να συγκλίνει

στον Y .

Στη συνέχεια, συµβολίζουµε µε H ένα χώρο Hilbert µε εσωτερικό γινόµενο ( , ). Είναι εύκολο να

δούµε ότι αν ένας γραµµικός τελεστής K : H → H είναι συµπαγής και uk ⇀ u, τότε Kuk → Ku.

Θεώρηµα 2.2.4 Αν K : H → H είναι συµπαγής, τότε είναι και ο K∗ : H → H.

Θεώρηµα 2.2.5 (Fredholm Alternative). ΄ΕστωK : H → H ένας συµπαγής γραµµικός τελεστής. Τότε

( i) ο N(I −K) έχει πεπερασµένη διάσταση,

( ii) το R(I −K) είναι κλειστό,

( iii) R(I −K) = N(I −K∗)⊥,

( iv) N(I −K) = {0} αν και µόνο αν R(I −K) = H

και

(v) dimN(I −K) = dimN(I −K∗).

Παρατήρηση 2.2.3 Το Θεώρηµα 2.2.5 λέει στην ουσία ότι

( i) είτε 
για κάθε f ∈ H, η εξίσωση u−Ku = f

έχει µοναδική λύση
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( ii) ή 
η οµογενής εξίσωση u−Ku = 0

έχει λύσεις u 6= 0

Αυτή η διχοτόµηση είναι το Fredholm Alternative. Επιπλέον, αν ισχύει η ( ii), ο χώρος των λύσεων

του οµογενούς προβλήµατος έχει πεπερασµένη διάσταση και η µη οµογενής εξίσωση

u−Ku = f

έχει λύση αν και µόνο αν f ∈ N(I −K∗)⊥.

[(ι)]

Ορισµοί 2.2.2 ΄Εστω A : X → X ένας ϕραγµένος γραµµικός τελεστής

1. Το επιλύον σύνολο του A είναι το

ρ(A) = {η ∈ R| (A− ηI) είναι 1-1 και επί }

2. Το ϕάσµα του A είναι το

σ(A) = R− ρ(A).

Ορισµοί 2.2.3 ( i) Λέµε ότι ένα η ∈ σ(A) είναι ιδιοτιµή του A αν

N(A− ηI) 6= {0} .

Γράφουµε σp(A) για να συµβολίσουµε τη συλλογή των ιδιοτιµών τουA. Το σp(A) είναι το σηµειακό

ϕάσµα.

( ii) Αν η η είναι ιδιοτιµή και w 6= 0 ικανοποεί την

Aw = ηw,

λέµε ότι το w είναι το αντίστοιχο ιδιοδιάνσυµα.

Θεώρηµα 2.2.6 (Φάσµα συµπαγούς τελεστή). ΄Εστω dimH = ∞ και ο K : H → H είναι συµπαγής.

Τότε

1. 0 ∈ σ(K),
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2. σ(K)− {0} = σp(K)− {0},

3. και 
το σ(K)− {0} είναι πεπερασµένο, ή

το σ(K)− {0} είναι ακολουθία που τείνει στο 0.

Επιστρέφουµε τώρα στον τελεστή L και στον τρόπο που εφαρµόζεται σε αυτόν το Fredholm Alternative.

Ορισµοί 2.2.4 ( i) Ο συζυγής του L είναι ο τελεστής L∗ για τον οποίο

L∗v := −
n∑

i,j=1

(aijvxj )xi −
n∑
i=1

bivxi + (c−
n∑
i=1

bi,xi)v

για bi ∈ C1(Ū) (i = 1, . . . , n).

( ii) Η συζυγής διγραµµική µορφή

B∗ : H ×H → R

ορίζεται ως

B∗[v, u] = B[u, v]

για όλες τις u, v ∈ H1
0 (U).

( iii) Λέµε ότι η v ∈ H1
0 (U) είναι ασθενής λύση του συζυγούς προβλήµατος

L∗v = f στο U

v = 0 στο ∂U

αν

B∗[v, u] = (f, u)

για όλες τις u ∈ H1
0 (U).

Θεώρηµα 2.2.7 (∆εύτερο Θεώρηµα ΄Υπαρξης για ασθενείς λύσεις).

1. Ακριβώς ένα από τα παρακάτω ισχύει :

είτε
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(α)

 για κάθε f ∈ L2(U) υπάρχει µοναδική

ασθενής λύση u του προλήµατος συνοριακών τιµών
Lu = f στο U

u = 0 στο ∂U
(2.2.10)

ή

(β)

 υπάρχει ασθενής λύση u 6≡ 0

του οµογενούς προλήµατος
Lu = 0 στο U

u = 0 στο ∂U
(2.2.11)

2. Επιπλέον, αν ισχύει η (β), η διάσταση του υποχώρου N ⊂ H1
0 (U) των ασθενών λύσεων της

(2.2.11) είναι πεπερασµένη και ίση µε τη διάσταση του υποχώρου N∗ ⊂ H1
0 (U) των ασθενών

λύσεων του 
L∗v = 0 στο U

v = 0 στο ∂U
(2.2.12)

3. Τέλος, το πρόβληµα συνοριακών τιµών (2.2.10) έχει ασθενή λύση αν και µόνο αν

(f, v) = 0 για όλες τις v ∈ N∗.

Η διχοτόµηση (α), (β) είναι το Fredholm Alternative.

Απόδειξη.

1. ∆ιαλέγουµε µ = γ όπως στο Θεώρηµα 2.2.3 και ορίζουµε τη διγραµµική µορφή

Bγ [u, v] := B[u, v] + γ(u, v)

που αντιστοιχεί στον τελεστή Lγu := Lu + γu. Τότε για κάθε g ∈ L2(U) υπάρχει µοναδική

συνάρτηση u ∈ H1
0 (U) που λύνει το

Bγ [u, v] = (g, v) για όλες τις v ∈ H1
0 (U). (2.2.13)
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Γράφουµε

u = L−1
γ g (2.2.14)

όποτε ισχύει η (2.2.13).

2. Παρατηρούµε στη συνέχεια ότι η u ∈ H1
0 (U) είναι ασθενής λύση της (2.2.10) αν και µόνο αν

Bγ [u, v] = (γu+ f, v) για όλες τις v ∈ H1
0 (U) (2.2.15)

δηλαδή αν και µόνο αν

u = L−1
γ (γu+ f). (2.2.16)

Ξαναγράφουµε αυτή την ισότητα ως

u−Ku = h (2.2.17)

για

Ku := γL−1
γ u (2.2.18)

και

h := L−1
γ f. (2.2.19)

3. Ισχυριζόµαστε τώρα ότι ο K : L2(U) → L2(U) είναι ένας ϕραγµένος, γραµµικός, συµπαγής

τελεστής. Πράγµατι, από την επιλογή του γ και τις ενεργειακές εκτιµήσεις της προηγούµενης

υποενότητας, παρατηρούµε ότι αν ισχύει η (2.2.13), τότε

β‖u‖2H1
0 (U) ≤ Bγ [u, u] = (g, u) ≤ ‖g‖L2(U)‖u‖L2(U) ≤ ‖g‖L2(U)‖u‖H1

0 (U)

και έτσι η 2.2.18 συνεπάγεται ότι

‖Kg‖H1
0 (U) ≤ C‖g‖L2(U) (g ∈ L2(U))

για κατάλληλη σταθερά C. Αλλά επειδή H1
0 (U) ⊂⊂ L2(U) σύµφωνα µε το Θεώρηµα Συµπά-

γειας Rellich-Kondrachov, εξάγουµε ότι ο K είναι συµπαγής τελεστής.

4. Μπορούµε συνεπώς να εφαρµόσουµε το Fredholm Alternative και έτσι είτε

(α)


για κάθε h ∈ L2(U) η εξίσωση

u−Ku = h

έχει µοναδική λύση u ∈ L2(U)

(2.2.20)
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ή

(β)


η εξίσωση

u−Ku = 0

έχει µη µηδενικές λύσεις στον L2(U).

(2.2.21)

Αν ισχύει η περίπτωση (α), τότε, σύµφωνα µε τις (2.2.15)− (2.2.19) υπάρχει µοναδική ασθενής

λύση του προβλήµατος (2.2.10). Στην αντίθετη περίπτωση, αν ισχύει η (β), τότε απαραίτητα

γ 6= 0 και η διάσταση του χώρου N των λύσεων της (2.2.21) είναι πεπερασµένη και ισούται µε

τη διάσταση του χώρου N∗ των λύσεων της

v −K∗v = 0 (2.2.22)

Βλέπουµε, όµως, ότι η (2.2.21) ισχύει αν και µόνο αν η u είναι ασθενής λύση της (2.2.11) και

ότι η (2.2.22) ισχύει αν και µόνο αν η v είναι ασθενής λύση της (2.2.12).

5. Τέλος, ανακαλούµε το γεγονός ότι η (2.2.20) έχει λύση αν και µόνο αν

(h, v) = 0 (2.2.23)

για όλες τις v που λύνουν την (2.2.22). Αλλά τότε από τις (2.2.18), (2.2.19) και (2.2.22) υπολο-

γίζουµε

(h, v) =
1

γ
(Kf, v) =

1

γ
(f,K∗v) =

1

γ
(f, v).

Συνεπώς, το πρόβληµα συνοριακών τιµών (2.2.10) έχει λύση αν και µόνο αν (f, v) = 0 για όλες

τις ασθενείς λύσεις v της (2.2.12).

Θεώρηµα 2.2.8 (Τρίτο Θεώρηµα ΄Υπαρξης για ασθενείς λύσεις).

( i) Υπάρχει ένα το πολύ µετρήσιµο σύνολο Σ ⊂ R τέτοιο ώστε το πρόβληµα συνοριακών τιµών
Lu = λu+ f στο U

u = 0 στο ∂U
(2.2.24)

να έχει µοναδική ασθενή λύση για κάθε f ∈ L2(U) αν και µόνο αν λ /∈ Σ.
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( ii) Αν το Σ είναι άπειρο, τότε Σ = {λk}∞k=1, όπου η {λk}∞k=1 είναι αύξουσα (όχι κατ᾿ ανάγκη γνησίως)

ακολουθία µε

λk → +∞.

Ορισµός 2.2.5 Καλούµε το Σ το (πραγµατικό) ϕάσµα του τελεστή L.

Παρατήρηση 2.2.4 Παρατηρούµε ότι το πρόβληµα συνοριακών τιµών
Lu = λu στο U

u = 0 στο ∂U

έχει µη τετριµµένη λύση w 6≡ 0 αν και µόνο αν λ ∈ Σ, οπότε το λ καλείται ιδιοτιµή του L και το w το

αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα. Η Μ∆Ε Lu = λu για L = −∆ καλείται µερικές ϕορές Εξίσωση Helmholtz.

Απόδειξη.

1. ΄Εστω γ η σταθερά από το Θεώρηµα 2.2.2 και έστω

λ > −γ. (2.2.25)

Υποθέτουµε ακόµα χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι γ > 0.

2. Σύµφωνα µε το Fredholm Alternative το πρόβληµα συνοριακών τιµών (2.2.24) έχει µοναδική

ασθενή λύση για κάθε f ∈ L2(U) αν και µόνο αν η u ≡ 0 είναι η µόνη ασθενής λύση του

οµογενούς προβλήµατος 
Lu = λu στο U

u = 0 στο ∂U

Αυτό µε τη σειρά του ισχύει αν και µόνο αν η u ≡ 0 είναι η µόνη ασθενής λύση του
Lu+ γu = (γ + λ)u στο U

u = 0 στο ∂U
(2.2.26)

Η (2.2.26) τώρα, ισχύει ακριβώς όταν

u = L−1
γ (γ + λ)u =

γ + λ

γ
Ku, (2.2.27)
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όπου, όπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.2.7, έχουµε ϑέσει Ku = γL−1
γ u. Από την ίδια

απόδειξη ανακαλούµε ακόµα ότι ο K : L2(U) → L2(U) είναι ένας ϕραγµένος, γραµµικός,

συµπαγής τελεστής.

Τώρα, αν u ≡ 0 είναι η µοναδική λύση της (2.2.27), ϐλέπουµε ότι

γ

γ + λ
δεν είναι ιδιοτιµή του K. (2.2.28)

Συνεπώς, ϐλέπουµε ότι η Μ∆Ε (2.2.24) έχει µοναδική ασθενή λύση για κάθε f ∈ L2(U) αν και

µόνα αν ισχύει η (2.2.28).

3. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.2.6 η συλλογή όλων των ιδιοτιµών του K αποτελεί είτε ένα πεπερα-

σµένο σύνολο ή µια ακολουθία τιµών που τείνουν στο µηδέν. Στη δεύτερη περίπτωση, ϐλέπουµε

σύµφωνα µε τις (2.2.25) και (2.2.27) ότι η Μ∆Ε (2.2.24) έχει µοναδική ασθενή λύση για όλες

τις f ∈ L2(U) εκτός από µία ακολουθία λk → +∞.

Θεώρηµα 2.2.9 (Φράγµα του αντιστρόφου). Αν λ /∈ Σ, υπάρχει µία σταθερά C τέτοια ώστε

‖u‖L2(U) ≤ C‖f‖L2(U), (2.2.29)

οποτεδήποτε f ∈ L2(U) και η u ∈ H1
0 (U) είναι η µοναδική ασθενής λύση του

Lu = λu+ f στο U

u = 0 στο ∂U.

Η σταθερά C εξαρτάται µόνο από τα λ,U και τους συντελεστές του L.

Αυτή η σταθερά εκτινάσσεται αν το λ πλησιάσει κάποια ιδιοτιµή.

Απόδειξη. Αν όχι, ϑα υπήρχαν {fk}∞k=1 ⊂ L2(U) και {uk}∞k=1 ⊂ H1
0 (U) τέτοιες ώστε

Luk = λuk + fk στο U

uk = 0 στο ∂U.

µε την ασθενή έννοια, αλλά

‖uk‖L2(U) > k‖fk‖L2(U) (k = 1, . . .).
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Μιας και µπορούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας να υποθέσουµε ότι ‖uk‖L2(U) = 1, ϐλέπουµε ότι

fk → 0 στον L2(U). Σύµφωνα µε τις συνήθεις ενεργειακές εκτιµήσεις η ακολουθία {uk}∞k=1 είναι

ϕραγµένη στον H1
0 (U). ΄Ετσι, υπάρχει υπακολουθία

{
ukj
}∞
j=1
⊂ {uk}∞k=1 τέτοια ώστε

ukj ⇀ u ασθενώς στον H1
0 (U),

ukj → u στον L2(U).

(2.2.30)

΄Ετσι, η u είναι ασθενής λύση του 
Lu = λu στο U

u = 0 στο ∂U.

Επειδή λ /∈ Σ, u ≡ 0. ΄Οµως, η (2.2.30) συνεπάγεται επίσης ότι ‖u‖L2(U) = 1, που αποτελεί αντίφαση

και οδηγηθήκαµε σε ΄Ατοπο.

Παρατήρηση 2.2.5 Μιγαδικές Λύσεις. Η προηγούµενη ϑεωρία επεκτείνεται εύκολα για να συµπερι-

λάβει λύσεις µε µιγαδικές τιµές. ∆οσµένων µιγαδικών συναρτήσεων u, v ∈ H1(U) γράφουµε

(u, v)L2(U) :=

∫
U
uv̄ dx, (u, v)H1(U) :=

∫
U
Du ·Dv̄ + uv̄ dx

και ϑέτουµε

B[u, v] :=

∫
U

n∑
i,j=1

aijuxi v̄xj +
n∑
i=1

biuxi v̄ + cuv̄ dx

όπου µε − συµβολίζουµε τον µιγαδικό συζυγή. Σε αυτή την περίπτωση ϑα ισχύει

|B[u, v]| ≤ α‖u‖H1
0 (U)‖v‖H1

0 (U),

β‖u‖2H1
0 (U) ≤ ReB[u, u] + γ‖u‖2L2(U) (u, v ∈ H1

0 (U))

για κατάλληλες σταθερές α, β > 0, γ ≥ 0. Τα µιγαδικά ανάλογα του Θεωρήµατος Lax-Milgram και του

Fredholm Alternative οδηγούν στα ανάλογα των Θεωρηµάτων 2.2.3 και 2.2.7-2.2.9.

2.3 Οµαλότητα

Θα εξετάσουµε τώρα το κατά πόσο µία ασθενής λύση u της Μ∆Ε

Lu = f στο U (2.3.1)

είναι πράγµατι οµαλή.
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Παρατήρηση 2.3.1 (Κίνητρο: Τυπική εξαγωγή εκτιµήσεων.) Για να δούµε ότι υπάρχει πράγµατι

ελπίδα µία ασθενής λύση να είναι καλύτερη από µία τυπική συνάρτηση στον H1
0 (U), ϑεωρούµε το

στοιχειώδες πρόβληµα

−∆u = f στον Rn. (2.3.2)

Υποθέτουµε, για να µπορέσουµε να εκτελέσουµε τους ακόλουθους υπολογισµούς, ότι η u είναι οµαλή

και εξαφανίζεται γρήγορα καθώς |x| → ∞. Υπολογίζουµε τότε∫
Rn
f2 dx =

∫
Rn

(∆u)2 dx =

n∑
i,j=1

∫
Rn
uxixiuxjxj dx

= −
n∑

i,j=1

∫
Rn
uxixixjuxj dx

=
n∑

i,j=1

∫
Rn
uxixjuxixj dx =

∫
Rn
|D2u|2 dx. (2.3.3)

Βλέπουµε, άρα, ότι η L2−νόρµα της δεύτερης παραγώγου της u ισούται µε την L2−νόρµα της f . ΄Οµοια,

αν παραγωγήσουµε τη (2.3.2) ϐρίσκουµε

−∆ũ = f̃ ,

για ũ := uxk και f̃ := fxk (k = 1, . . . , n). Εφαρµόζοντας την ίδια µέθοδο, ϐρίσκουµε ότι η L2−νόρµα

της τρίτης παραγώγου της u εκτιµάται από την L2−νόρµα της πρώτης παραγώγου της f . Συνεχίζοντας,

ϐλέπουµε ότι η L2−νόρµα της (m+2) παραγώγου της u εκτιµάται από την L2−νόρµα τηςm παραγωγου

της f για m = 0, 1, . . ..

Αυτοί οι υπολογισµοί δείχνουν ότι για την εξίσωση Poisson (2.3.2) µπορούµε να περιµένουµε ότι µία

ασθενής λύση u ∈ H1
0 ϑα ανήκει τελικά στον Hm+2 οποτεδήποτε ο µη-οµογενής όρος f ανήκει στον

Hm (m = 1, . . .). Ανεπίσηµα ϑα λέµε ότι η u ῾῾ έχει δύο παραπάνω παραγώγους στον L2 από ότι η f ᾿᾿.

Αυτο είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρον στην περίπτωση πουm =∞ αφού τότε η u ϑα ανήκει στον Hm για όλα

τα m = 1, . . . και, άρα, ϑα ανήκει στον C∞.

Παρατηρούµε, ϐέβαια, ότι οι παραπάνω υπολογισµοί δεν αποτελούν επί της ουσίας απόδειξη, αφού

για την εκτίµηση (2.3.3) υποθέσαµε ότι η u ήταν οµαλή ή έστω C3 και άρα τέτοιοι υπολογισµοί δεν µπο-

ϱούν να προκύψουν απευθείας όταν ξεκινάµε απλά µε µία ασθενή λύση στον H1
0 . Αυτό ϑα καλυφθεί

από την ανάλυση συγκεκριµένων πηλίκων διαφορών παρακάτω.
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2.3.1 Οµαλότητα στο εσωτερικό

Υποθέτουµε,όπως πάντα, ότι το U ⊂ Rn είναι ένα ϕραγµένο, ανοιχτό σύνολο. Υποθέτουµε ακόµα ότι

η u ∈ H1
0 (U) είναι η ασθενής λύση της Μ∆Ε (2.3.1) όπου ο L έχει τη µορφή απόκλισης

Lu = −
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi)xj +
n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u. (2.3.4)

Για τις συναρτήσεις-συντελεστές ϑα κάνουµε διάφορες υποθέσεις στη συνέχεια, ενώ συνεχίζουµε να

ϑεωρούµε την υπόθεση ελλειπτικότητας.

Θεώρηµα 2.3.1 (H2−Οµαλότητα στο εσωτερικό). ΄Εστω

aij ∈ C1(U), bi, c ∈ L∞(U) (i, j = 1, . . . , n) (2.3.5)

και

f ∈ L2(U). (2.3.6)

Υποθέτουµε, επιπλέον, ότι η u ∈ H1(U) είναι ασθενής λύση της ελλειπτικής Μ∆Ε

Lu = f στο U.

Τότε

u ∈ H2
loc(U) (2.3.7)

και για κάθε ανοιχτό V ⊂⊂ U έχουµε την εκτίµηση

‖u‖H2(V ) ≤ C(‖f‖L2(U) + ‖u‖L2(U)) (2.3.8)

όπου η σταθερά C εξαρτάται µόνο από τα V,U και τους συντελεστές του L.

Παρατηρήσεις 2.3.2 ( i) Παρατηρούµε ότι δεν απαιτούµε u ∈ H1
0 (U), δηλαδή δεν Ϲητάµε να ισχύει

κατ᾿ ανάγκη ότι u = 0 στο ∂U µε την έννοια του ίχνους.

( ii) Παρατηρούµε επιπλέον ότι αφού u ∈ H2
loc(U), έχουµε ότι

Lu = f σχεδόν παντού στο U.

΄Ετσι, η u πράγµατι λύνει τη Μ∆Ε, τουλάχιστον για σχεδόν όλα τα σηµεία του U . Για να το δούµε

αυτό, παρατηρούµε ότι για κάθε v ∈ C∞c (U), έχουµε ότι

B[u, v] = (f, v).
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Επειδή u ∈ H2
loc(U), µπορούµε να κάνουµε παραγοντική ολοκλήρωση και να προκύψει ότι

B[u, v] = (Lu, v).

΄Ετσι, (Lu− f, v) = 0 για όλες τις v ∈ C∞c (U) και άρα Lu = f σχεδόν παντού.

Απόδειξη.

1. Σταθεροποποιούµε ένα ανοιχτό σύνολο V ⊂⊂ U και διαλέγουµε ένα ανοιχτό σύνολο W τέτοιο

ώστε V ⊂⊂W ⊂⊂ U . ∆ιαλέγουµε τότε µια οµαλή συνάρτηση ζ που ικανοποιεί :
ζ ≡ 1 στο V, ζ ≡ 0 στο Rn −W,

0 ≤ ζ ≤ 1.

Ονοµάζουµε τη ζ συνάρτηση αποκοπής: ο ϱόλος της στους παρακάτω υπολογισµούς ϑα είναι

να περιορίσει όλες τις εκφράσεις στο υποσύνολο W , που έχει κάποια ϑετική απόσταση από το

∂U . Αυτό είναι απαραίτητο, µιας και δεν έχουµε καµία πληροφορία για τη συµπεριφορά της u

κοντά στο ∂U .

2. Επειδή τώρα η u είναι ασθενής λύση της (2.3.1),έχουµε ότι B[u, v] = (f, v) για όλες τις v ∈

H1
0 (U). Συνεπώς,

n∑
i,j=1

∫
U
aijuxivxj dx =

∫
U
f̃v dx, (2.3.9)

όπου

f̃ := f −
n∑
i=1

biuxi − cu. (2.3.10)

3. Παίρνουµε ένα µικρό |h| > 0, διαλέγουµε k ∈ {1, . . . , n} και αντικαθιστούµε την

v := −D−hk (ζ2Dh
ku) (2.3.11)

στη (2.3.9), όπου, όπως ορίσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο,

Dh
ku(x) =

u(x+ hek)− u(x)

h
(h ∈ R, h 6= 0).

Γράφουµε την έκφραση που προκύπτει ως

A = B (2.3.12)
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για

A :=
n∑

i,j=1

∫
U
aijuxivxj dx (2.3.13)

και

B :=

∫
U
f̃v dx. (2.3.14)

4. Εκτιµηση του A. ΄Εχουµε

A = −
n∑

i,j=1

∫
U
aijuxi

[
D−hk (ζ2Dh

ku)
]
xj
dx

=
n∑

i,j=1

∫
U
Dh
k(aijuxi)(ζ

2Dh
ku)xj dx

=

n∑
i,j=1

∫
U
aij,h(Dh

kuxi)(ζ
2Dh

ku)xj + (Dh
ka

ij)uxi(ζ
2Dh

ku)xj dx. (2.3.15)

Εδώ χρησιµοποιήσαµε τους τύπους∫
U
vD−hk w dx = −

∫
U
wDh

kv dx (2.3.16)

και

Dh
k(vw) = vhDh

kw + wDh
kv (2.3.17)

για vh(x) := v(x+ hek).

Επιστρέφοντας τώρα στη (2.3.15), ϐρίσκουµε ότι

A =
n∑

i,j=1

∫
U
aij,hDh

kuxiD
h
kuxjζ

2 dx

+
n∑

i,j=1

∫
U

[aij,hDh
kuxiD

h
ku 2ζζxj + (Dh

ka
ij)uxiD

h
kuxjζ

2 + (Dh
ka

ij)uxiD
h
ku 2ζζxj ] dx

=: A1 +A2. (2.3.18)

Η συνθήκη οµοιόµορφης ελλειπτικότητας συνεπάγεται

A1 ≥ θ
∫
U
ζ2|Dh

kDu|2 dx. (2.3.19)

Επιπλέον, ϐλέπουµε από τη (2.3.5) ότι

|A2| ≤ C
∫
U
ζ|Dh

kDu||Dh
ku|+ ζ|Dh

kDu||Du|+ ζ|Dh
ku||Du| dx
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για κατάλληλη σταθερά C. Η ανισότητα του Cauchy µε ε όµως δινει το ϕράγµα

|A2| ≤ ε
∫
U
ζ2|Dh

kDu|2 dx+
C

ε

∫
W
|Dh

ku|2 + |Du|2 dx.

∆ιαλέγουµε ε = θ
2 και ανακαλώντας από την ενότητα 1.8 την εκτίµηση∫

W
|Dh

ku|2 dx ≤ C
∫
U
|Du|2 dx

παίρνουµε την ανισότητα

|A2| ≤
θ

2

∫
U
ζ2|Dh

kDu|2 dx+ C

∫
U
|Du|2 dx.

Αυτή η εκτίµηση, η (2.3.19) και η (2.3.18) συνεπάγονται τελικά ότι

A ≥ θ

2

∫
U
ζ2|Dh

kDu|2 dx− C
∫
U
|Du|2 dx. (2.3.20)

5. Εκτίµηση του B. Ανακαλώντας τις (2.3.10), (2.3.11) και (2.3.14) ϐρίσκουµε

|B| ≤ C
∫
U

(|f |+ |Du|+ |u|)|v| dx. (2.3.21)

Τώρα, από το Θεώρηµα 1.8.3 έχουµε ότι∫
U
|v|2 dx ≤ C

∫
U
|D(ζ2Dh

ku)|2 dx

≤ C

∫
W
|Dh

ku|2 + ζ2|Dh
kDu|2 dx

≤ C

∫
U
|Du|2 + ζ2|Dh

kDu|2 dx.

΄Ετσι, η (2.3.21) και η ανισότητα του Cauchy µε ε συνεπάγονται

|B| ≤ ε
∫
U
ζ2|Dh

kDu|2 dx+
C

ε

∫
U
f2 + u2 dx+

C

ε

∫
U
|Du|2 dx.

∆ιαλέγουµε ε = θ
4 , για να πάρουµε

|B| ≤ θ

4

∫
U
ζ2|Dh

kDu|2 dx+ C

∫
U
f2 + u2 + |Du|2 dx. (2.3.22)

6. Συνδυάζουµε, τέλος, τις (2.3.12), (2.3.20) και (2.3.22), για να ϐρούµε∫
V
|Dh

kDu|2 dx ≤
∫
U
ζ2|Dh

kDu|2 dx ≤ C
∫
U
f2 + u2 + |Du|2 dx
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για k = 1, . . . , n και όλα τα αρκετά µικρά |h| 6= 0.

Με ϐάση το Θεώρηµα 1.8.3 πάλι, συµπεραίνουµε ότι Du ∈ H1
loc(U) και άρα u ∈ H2

loc(U) µε

την εκτίµηση

‖u‖H2(V ) ≤ C(‖f‖L2(U) + ‖u‖H1(U)). (2.3.23)

7. Βελτιώνουµε τώρα τη (2.3.23) παρατηρώντας ότι αν V ⊂⊂ W ⊂⊂ U , τότε το ίδιο επιχείρηµα

δίνει

‖u‖H2(V ) ≤ C(‖f‖L2(W ) + ‖u‖H1(W )) (2.3.24)

για κατάλληλη σταθερά C που εξαρτάται µόνο από τα V,W κλπ. ∆ιαλέγουµε µια καινούρια

συνάρτηση αποκοπής ζ τέτοια ώστε
ζ ≡ 1 στο W, spt ζ ⊂ U,

0 ≤ ζ ≤ 1.

Θέτουµε τώρα v = ζ2u στην ταυτότητα (2.3.9) και κάνουµε στοιχειώδεις υπολογισµούς για να

ϐρούµε ∫
U
ζ2|Du|2 dx ≤ C

∫
U
f2 + u2 dx.

΄Αρα

‖u‖H1(W ) ≤ C(‖f‖L2(U) + ‖u‖L2(U)).

Αυτή η ανισότητα και η (2.3.24) δίνουν τη (2.3.8).

Με επαγωγικό επιχείρηµα προκύπτει και το επόµενο ϑεώρηµα

Θεώρηµα 2.3.2 (Μεγαλύτερη οµαλότητα στο εσωτερικό). ΄Εστω m ένας µη αρνητικός ακέραιος και

έστω

aij , bi, c ∈ Cm+1(U) (i, j = 1, . . . , n) (2.3.25)

και

f ∈ Hm(U). (2.3.26)

΄Εστω u ∈ H1(U) µία ασθενής λύση της ελλειπτικής Μ∆Ε

Lu = f στο U.
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Τότε

u ∈ Hm+2
loc (U) (2.3.27)

και για κάθε V ⊂⊂ U έχουµε την εκτίµηση

‖u‖Hm+2(V ) ≤ C(‖f‖Hm(U) + ‖u‖L2(U)) (2.3.28)

όπου η C εξαρτάται µόνο από τα m,U, V και τους συντελεστές του L.

Μπορούµε τώρα να εφαρµόσουµε επανειλληµένα το Θεώρηµα 2.3.2 για m = 0, 1, 2, . . . για να ε-

ξάγουµε µέσω της Γενικής Ανισότητας Sobolev την άπειρη παραγωγισιµότητα της u.

Θεώρηµα 2.3.3 (΄Απειρη παραγωγισιµότητα στο εσωτερικό). ΄Εστω

aij , bi, c ∈ C∞(U) (i, j = 1, . . . , n)

και

f ∈ C∞(U).

΄Εστω u ∈ H1(U) είναι µία ασθενής λύση της ελλειπτικής Μ∆Ε

Lu = f στο U.

Τότε

u ∈ C∞(U).

2.3.2 Οµαλότητα στο σύνορο

Εδώ επεκτείνουµε τα προηγούµενα αποτελέσµατα και µελετάµε την οµαλότητα της ασθενούς λύσης

στο σύνορο.

Θεώρηµα 2.3.4 (H2−οµαλότητα στο σύνορο). ΄Εστω

aij ∈ C1(Ū), bi, c ∈ L∞(U) (i, j = 1, . . . , n) (2.3.29)

και

f ∈ L2(U). (2.3.30)
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΄Εστω ότι u ∈ H1
0 (U) είναι ασθενής λύση του ελλειπτικού προβλήµατος συνοριακών τιµών

Lu = f στο U

u = 0 στο ∂U.
(2.3.31)

Υποθέτουµε τέλος ότι

το ∂U είναι C2. (2.3.32)

Τότε

u ∈ H2(U)

και έχουµε την εκτίµηση

‖u‖H2(U) ≤ C(‖f‖L2(U) + ‖u‖L2(U)) (2.3.33)

όπου η C εξαρτάται µόνο από το U και τους συντελεστές του L.

Παρατηρήσεις 2.3.3 ( i) Αν η u ∈ H1
0 (U) είναι η µοναδική ασθενής λύση της (2.3.31), τότε, λόγω

του Θεωρήµατος 2.2.9, η (2.3.33) απλοποιείται σε

‖u‖H2(U) ≤ C‖f‖L2(U).

( ii) Σε αντίθεση µε τα ϑεώρηµατα της προηγούµενης ενότητας, τώρα Ϲητάµε u = 0 στο ∂U µε την έννοια

του ίχνους.

Απόδειξη.

1. Εξετάζουµε πρώτα την ειδική περίπτωση που το U είναι η µισή µπάλα

U = B0(0, 1) ∩ Rn+. (2.3.34)

Θέτουµε V := B0(0, 1
2)∩Rn+. ∆ιαλέγουµε τότε µία οµαλή συνάρτηση αποκοπής ζ που ικανοποιεί

(!! το από κάτω στο ϐιβλίο το έχει B(0, 1
2). Το σωστο είναι µε ή χωρίς τον ’εκθέτη’ 0; )

ζ ≡ 1 στη B0(0, 1
2), ζ ≡ 0 στο Rn −B(0, 1),

0 ≤ ζ ≤ 1.

΄Ετσι, ζ ≡ 1 στο V και η ζ εξαφανίζεται κοντά στο καµπυλωτό µέρος του ∂U .
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2. Μιας και η u είναι ασθενής λύση της (2.3.31) έχουµε B[u, v] = (f, v) για όλες τις v ∈ H1
0 (U).

Συνεπώς
n∑

i,j=1

∫
U
aijuxivxj dx =

∫
U
f̃v dx (2.3.35)

για

f̃ := f −
n∑
i=1

biuxi − cu. (2.3.36)

3. Παίρνουµε τώρα h > 0 µικρό, διαλέγουµε k ∈ {1, . . . , n− 1} και γράφουµε

v := −D−hk (ζ2Dh
ku).

Παρατηρούµε ότι για x ∈ U

v(x) = −1

h
D−hk (ζ2(x)[u(x+ hek)− u(x)])

= − 1

h2
(ζ2(x− hei)[u(x)− u(x− hek)]− ζ2(x)[u(x+ hek)− u(x)]).

Επειδή τώρα u = 0 στο {xn = 0} µε την έννοια του ίχνους και ζ ≡ 0 κοντά στο καµπυλωτό

µέρος του ∂U , ϐλέπουµε ότι v ∈ H1
0 (U).

Μπορούµε, άρα, να αντικαταστήσουµε τη v στην ταυτότητα (2.3.35) και γράφουµε την έκφραση

που προκύπτει ως

A = B (2.3.37)

για

A :=

n∑
i,j=1

∫
U
aijuxivxj dx (2.3.38)

και

B :=

∫
U
f̃v dx. (2.3.39)

4. Μπορούµε τώρα να προσεγγίσουµε τους όρους A και B µε σχεδόν ακριβώς τον ίδιο τρόπο που

το κάναµε στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.3.1. Μετά από κάποιους υπολογισµούς ϐρίσκουµε

A ≥ θ

2

∫
U
ζ2|Dh

kDu|2 dx− C
∫
U
|Du|2 dx (2.3.40)

και

|B| ≤ θ

4

∫
U
ζ2|Dh

kDu|2 dx+ C

∫
U
f2 + u2 + |Du|2 dx (2.3.41)
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για κατάλληλες σταθερές C. Στη συνέχεια, συνδυάζουµε τις (2.3.27), (2.3.40) και (2.3.41) για

να ϐρούµε ∫
V
|Dh

kDu|2 dx ≤ C
∫
U
f2 + u2 + |Du|2 dx

για k = 1, . . . , n− 1. ΄Ετσι, µε ϐαση την Παρατήρηση 1.8.2 προκύπτει ότι

uxk ∈ H
1(V ) (k = 1, . . . , n− 1)

µε την εκτίµηση
n∑

k,l=1
k+l<2n

‖uxkxl‖L2(V ) ≤ C(‖f‖L2(U) + ‖u‖H1(U)). (2.3.42)

5. Πρέπει τώρα να ενισχύσουµε την (2.3.42) µε µια εκτιµηση για την L2−νόρµα της uxnxn στο V .

Για αυτό, ανακαλούµε από την Παρατήρηση 2.3.2 ότι Lu = f σχεδόν παντού στο U . Με ϐάση

τον ορισµό του L, γράφουµε αυτή την ισότητα σε µορφή µη-απόκλισης ως

−
n∑

i,j=1

aijuxixj +
n∑
i=1

b̃iuxi + cu = f (2.3.43)

για b̃i := bi −
∑n

j=1 a
ij
xj (i = 1, . . . , n). ΄Ετσι ϐλέπουµε ότι

annuxnxn = −
n∑

i,j=1
i+j<2n

aijuxixj +
n∑
i=1

b̃iuxi + cu− f. (2.3.44)

Σύµφωνα τώρα µε τη συνθήκη οµοιόµορφης ελλειπτικότητας,
∑n

i,j=1 a
ij(x)ξiξj ≥ θ|ξ|2 για όλα

τα x ∈ U, ξ ∈ Rn. Θέτουµε ξ = en = (0, . . . , 0, 1) για να καταλήξουµε ότι

ann(x) ≥ θ > 0 (2.3.45)

για όλα τα x ∈ U . Αλλά τότε οι (2.3.29), (2.3.44) και (2.3.45) συνεπάγονται ότι

|uxnxn | ≤ C

 n∑
i,j=1
i+j<2n

|uxixj |+ |Du|+ |u|+ |f |

 (2.3.46)

στο U . Χρησιµοποιώντας αυτή την εκτίµηση και την (2.3.42), συµπεραίνουµε ότι u ∈ H2(V )

και

‖u‖H2(V ) ≤ C(‖f‖L2(U) + ‖u‖H1(U)) (2.3.47)

για κατάλληλη σταθερά C.
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6. Αφήνουµε τώρα την υπόθεση ότι το U είναι µία µισή µπάλα µε τη µορφή (2.3.34). Στη γενική

περίπτωση, διαλέγουµε τυχαίο x0 ∈ ∂U και παρατηρούµε ότι αφού το ∂U είναι C2, µπορούµε

να υποθέσουµε-αλλάζοντας τους άξονες συντεταγµένων, αν χρειαστεί- ότι

U ∩B(x0, r) =
{
x ∈ B(x0, r) | xn > γ(x1, . . . , xn−1)

}
για κάποιο r > 0 και κάποια C2 συνάρτηση γ : Rn−1 → R. ΄Οπως συνήθως, αλλάζουµε

µεταβλητές και γράφουµε

y = Φ(x), x = Ψ(y). (2.3.48)

7. ∆ιαλέγουµε s > 0 τόσο µικρο ώστε η µισή µπάλα U ′ := B0(0, s) ∩ {yn > 0} να ϐρίσκεται στο

Φ(U ∩B(x0, r)). Θέτουµε V ′ := B0(0, s/2) ∩ {yn > 0}. Τέλος, ορίζουµε

u′(y) := u(Ψ(y)) (y ∈ U ′). (2.3.49)

΄Αµεσα προκύπτει

u′ ∈ H1(U ′) (2.3.50)

και

u′ = 0 στο ∂U ′ ∩ {yn = 0} (2.3.51)

µε την έννοια του ίχνους.

8. Ισχυριζόµαστε τώρα ότι η u′ είναι ασθενής λύση της Μ∆Ε

L′u′ = f ′ στο U ′ (2.3.52)

για

f ′(y) := f(Ψ(y)) (2.3.53)

και

L′u′ := −
n∑

k,l=1

(a′klu′yk)yl +

n∑
k=1

b′ku′yk + c′u′ (2.3.54)

όπου

a′kl(y) :=
n∑

r,s=1

ars(Ψ(y))Φk
xr(Ψ(y))Φl

xs(Ψ(y)) (k, l = 1, . . . , n), (2.3.55)

b′k(y) :=
n∑
r=1

br(Ψ(y))Φk
xr(Ψ(y)) (k = 1, . . . , n) (2.3.56)
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και

c′(y) := c(Ψ(y)) (2.3.57)

για y ∈ U ′, k, l = 1, . . . , n.

Αν v′ ∈ H1
0 (U ′) και το B′[ , ] συµβολίζει τη διγραµµική µορφή που συνδέεται µε τον τελεστή L′,

έχουµε

B′[u′, v′] =

∫
U ′

n∑
k,l=1

a′klu′ykv
′
yl

+
n∑
k=1

b′ku′ykv
′ + c′u′v′ dy. (2.3.58)

Ορίζουµε τώρα

v(x) := v′(Φ(x)).

Τότε, από την (2.3.58) υπολογίζουµε

B′[u′, v′] =
n∑

i,j=1

n∑
k,l=1

∫
U
a′kluxiΨ

i
yk
vxjΨ

j
yl
dy+

n∑
i=1

n∑
k=1

∫
U
b′kuxiΨ

i
yk
v dy+

∫
U
c′uv dy. (2.3.59)

Σύµφωνα τωρα µε την (2.3.55) ϐρίσκουµε για κάθε i, j = 1, . . . , n ότι
n∑

k,l=1

a′klΨi
yk

Ψj
yl

=

n∑
r,s=1

n∑
k,l=1

arsΦk
xrΦ

l
xsΨ

i
yk

Ψj
yl

= aij

αφού DΦ = (DΨ)−1. ΄Οµοια, για i = 1, . . . , n έχουµε
n∑
k=1

b′kΨi
yk

=
n∑
k=1

n∑
r=1

brΦk
xrΨ

i
yk

= bi.

Αντικαθιστώντας αυτούς τους υπολογισµούς στην (2.3.59) και αλλάζοντας µεταβλητές παίρνου-

µε, δεδοµένου ότι | detDΦ| = 1,

B′[u′, v′] =

∫
U

n∑
i,j=1

aijuxivxj +
n∑
i=1

biuxiv + cuv dx

= B[u, v] = (f, v)L2(U) = (f ′, v′)L2(U ′).

Αυτό αποδεικνύει τη (2.3.52).

9. Ελέγχουµε τώρα ότι ο τελεστης L′ είναι οµοιόµορφα ελλειπτικός στο U ′. Πράγµατι, αν y ∈ U ′

και ξ ∈ Rn, παρατηρούµε ότι
n∑

k,l=1

a′kl(y)ξkξl =
n∑

r,s=1

n∑
k,l=1

ars(Ψ(y))Φk
xrΦ

l
xsξkξl

=

n∑
r,s=1

ars(Ψ(y))ηrηs ≥ θ|η|2 (2.3.60)
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όπου η = ξDΦ και άρα ηr =
∑n

k=1 Φk
xrξk (r = 1, . . . , n). Αλλά τότε, αφού DΦDΨ = I,

έχουµε ξ = ηDΨ και άρα |ξ| ≤ C|η| για κάποια σταθερά C.

Αυτή η ανισότητα και η (2.3.60) συνεπάγονται

n∑
k,l=1

a′kl(y)ξkξl ≥ θ′|ξ|2 (2.3.61)

για κάποιο θ′ > 0 και για όλες τις y ∈ U ′ και όλα τα ξ ∈ Rn.

Παρατηρούµε ακόµα από την (2.3.55) ότι οι συντελεστές a′kl είναι C1, αφού οι Φ και Ψ είναι

C2.

10. Με ϐάση τις (2.3.52) και (2.3.61), µπορούµε να εφαρµόσουµε τα αποτελέσµατα των ϐηµάτων

1-5 στην παραπάνω απόδειξη για να επιβεβαιώσουµε ότι u′ ∈ H2(V ′) µε το ϕράγµα

‖u′‖H2(V ′) ≤ C(‖f ′‖L2(U ′) + ‖u′‖L2(U ′)).

Συνεπώς,

‖u‖H2(V ) ≤ C(‖f‖L2(U) + ‖u‖L2(U)) (2.3.62)

για V := Ψ(V ′).

Επειδή το ∂U είναι συµπαγές, µπορούµε, ως συνήθως, να το καλύψουµε µε πεπερασµένο

πλήθος συνόλων V1, . . . , VN όπως παραπάνω. Αθροίζουµε τις εκτιµήσεις που προκύπτουν, µαζί

και µε την εκτίµηση στο εσωτερικό, και ϐρίσκουµε ότι u ∈ H2(U) και ισχύει η ανισότητα

(2.3.33).

Τώρα, ϐρίσκουµε ακόµα µεγαλύτερη οµαλότητα στις ασθενείς λύσεις µέχρι και το σύνορο χρησι-

µοποιώντας επαγωγικό επιχείρηµα.

Θεώρηµα 2.3.5 (Μεγαλύτερη οµαλότητα στο σύνορο). ΄Εστω m µη αρνητικός ακέραιος και έστω

aij , bi, c ∈ Cm+1(Ū) (i, j = 1, . . . , n) (2.3.63)

και

f ∈ Hm(U). (2.3.64)
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΄Εστω ακόµα u ∈ H1
0 (U) είναι ασθενής λύση του προβλήµατος συνοριακών τιµών

Lu = f στο U

u = 0 στο ∂U.
(2.3.65)

Υποθέτουµε τέλος ότι

∂U ∈ Cm+2. (2.3.66)

Τότε

u ∈ Hm+2(U) (2.3.67)

µε την εκτίµηση

‖u‖Hm+2(U) ≤ C(‖f‖Hm(U) + ‖u‖L2(U)) (2.3.68)

όπου η C εξαρτάται µόνο από τα m,U και τους συντελεστές του L.

Παρατήρηση 2.3.4 Αν η u είναι η µοναδική λύση του (2.3.65), τότε η εκτίµηση (2.3.68) απλοποιείται

σε

‖u‖Hm+2(U) ≤ C‖f‖Hm(U). (2.3.69)

Εφαρµόζοντας τώρα επανειλληµένα το Θεώρηµα 2.3.5 για m = 1, 2, . . ., εξάγουµε µέσω της Γενι-

κής Ανισότητας Sobolev το εξής ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.3.6 (΄Απειρη παραγωγισιµότητα µέχρι και το σύνορο). ΄Εστω

aij , bi, c ∈ C∞(Ū) (i, j = 1, . . . , n)

και

f ∈ C∞(Ū).

΄Εστω ακόµα η u ∈ H1
0 (U) είναι η µοναδική ασθενής λύση του προλήµατος συνοριακών τιµών

Lu = f στο U

u = 0 στο ∂U.

Υποθέτουµε τέλος ότι το ∂U είναι C∞. Τότε,

u ∈ C∞(Ū).
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2.4 Αρχή Μεγίστου

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζουµε την Αρχή Μεγίστου για ελλειπτικές διαφορικές εξισώσεις δεύτερης

τάξης.

Οι µέθοδοι της Αρχής Μεγίστου ϐασίζονται στην παρατήρηση ότι αν µία C2 συνάρτηση u πετυχαίνει

το µέγιστό της ως προς ένα ανοιχτό σύνολο U σε ένα σηµείο x0 ∈ U , τότε

Du(x0) = 0, D2(x0) ≤ 0, (2.4.1)

όπου η δευτερη ανισότητα σηµαίνει ότι ο συµµετρικός πίνακας D2u = ((uxixj )) είναι µη-ϑετικός

στο x0. Συµπεράσµατα που ϐασίζονται στη (2.4.1) έχουν συνεπώς σηµειακό χαρακτήρα και άρα,

διαφέρουν σηµαντικά από τις ολοκληρωτικού χαρακτήρα ενεργειακές µεθόδους των προηγούµενων

ενοτήτων.

Συγκεκριµένα, ϑα χρειαστεί να γνωρίζουµε ότι οι λύσεις µας u είναι τουλάχιστον C2, ώστε να έχουν

νόηµα σηµειακά οι Du,D2u. (Από την προηγούµενη ενότητα ξέρουµε ότι µία ασθενής λύση έχει

τέτοια οµαλότητα µε την προυπόθεση ότι οι συντελεστές του τελεστή είναι επαρκώς οµαλοί.)

Για τα παρακάτω ϑα ϑεωρούµε ότι ο τελεστής L έχει τη µορφή µη-απόκλισης

Lu = −
n∑

i,j=1

aijuxixj +
n∑
i=1

biuxi + cu, (2.4.2)

όπου οι συντελεστές aij , bi, c είναι συνεχείς και ισχύει η συνθήκη οµοιόµορφης ελλειπτικότητας. Τέ-

λος, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι aij = aji (i, j = 1, . . . , n).

2.4.1 Ασθενής Αρχή Μεγίστου

Πρώτα, διακρίνουµε τις συνθήκες κάτω από τις οποίες µία συνάρτηση πετυχαίνει το µέγιστο (ελάχιστο)

της στο σύνορο. Πάντα ϑεωρούµε ότι το U ⊂ Rn είναι ανοιχτό και ϕραγµένο.

Θεώρηµα 2.4.1 (Ασθενής Αρχή Μεγίστου). ΄Εστω u ∈ C2(U) ∩ C(Ū) και

c ≡ 0 στο U.

( i) Αν

Lu ≤ 0 στο U, (2.4.3)
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τότε

max
Ū

u = max
∂U

u.

( ii) Αν

Lu ≥ 0 στο U, (2.4.4)

τότε

min
Ū
u = min

∂U
u.

Παρατήρηση 2.4.1 Μία συνάρτηση που ικανοποιεί τη (2.4.3) καλείται υπολύση και,άρα, ισχυριζόµα-

στε ότι µία υπολύση πετυχαίνει το µέγιστό της στο ∂U . ΄Οµοια, αν ισχύει η (2.4.4), η u καλείται υπερλύση

και πετυχαίνει το ελάχιστό της στο ∂U .

Απόδειξη.

1. Αρχικά υποθέτουµε ότι έχουµε την αυστηρή ανισότητα

Lu < 0 στο U (2.4.5)

αλλά υπάρχει σηµείο x0 ∈ U µε

u(x0) = max
Ū

u. (2.4.6)

Τώρα, σε αυτό το µέγιστο σηµείο x0 έχουµε

Du(x0) = 0 (2.4.7)

και

D2u(x0) ≤ 0. (2.4.8)

2. Επειδή ο πίνακας A = ((aij(x0))) είναι συµµετρικός και ϑετικά ορισµένος, υπάρχει ένας ορθο-

γώνιος πίνακας O = ((oij)) τέτοιος ώστε

OAOT = diag(d1, . . . , dn), OOT = I (2.4.9)

µε dk > 0 (k = 1, . . . , n). Γράφουµε y = x0 +O(x− x0). Τότε x− x0 = OT (y − x0) και άρα

uxi =
n∑
k=1

uykoik, uxixj =
n∑

k,l=1

uykyloikojl (i, j = 1, . . . , n).
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΄Ετσι, στο σηµείο x0

n∑
i,j=1

aijuxixj =
n∑

k,l=1

n∑
i,j=1

aijuykyloikojl

=

n∑
k=1

dkuykyk από τη (2.4.9)

≤ 0 (2.4.10)

αφού dk > 0 και uykyk(x0) ≤ 0 (k = 1, . . . , n) µε ϐάση τη (2.4.8).

3. ΄Ετσι, στο x0

Lu = −
n∑

i,j=1

aijuxixj +
n∑
i=1

biuxi ≥ 0

µε ϐάση τις (2.4.7) και (2.4.10). ΄Ετσι, οι (2.4.5) και (2.4.6) είναι µεταξύ τους ασύµβατες και

άρα, οδηγηθήκαµε σε αντίφαση.

4. Στη γενική περίπτωση που ισχύει η (2.4.3), γράφουµε

uε(x) := u(x) + εeλx1 (x ∈ U)

όπου το λ > 0 ϑα επιλεγεί παρακάτω και ε > 0. Θυµόµαστε (όπως στην απόδειξη του Θεω-

ϱήµατος 2.3.4) ότι η συνθήκη οµοιόµορφης ελλειπτικότητας συνεπάγεται ότι aii(x) ≥ θ (i =

1, . . . , n, x ∈ U). Ως εκ τούτου

Luε = Lu+ εL(eλx1)

≤ εeλx1 [−λ2a11 + λb1]

≤ εeλx1 [−λ2θ + ‖b‖L∞λ]

< 0 στο U,

αν διαλέξουµε λ > 0 αρκετά µεγάλο. Τότε, σύµφωνα µε τα ϐήµατα 1 και 2 παραπάνω,

maxŪ u
ε = max∂U u

ε. Αφήνουµε το ε → 0 και ϐρίσκουµε maxŪ u = max∂U u. Αυτό απο-

δεικνύει το (i).

5. Επειδή η −u είναι υπολύση όταν η u είναι υπερλύση, προκύπτει η (ii).
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Μεταβάλλουµε την αρχή µεγίστου για να µπορούµε να έχουµε και µη-αρνητικό µηδενικού ϐαθµού

συντελεστή c. Σηµειώνουµε ότι u+ = max(u, 0), u− = −min(u, 0).

Θεώρηµα 2.4.2 (Ασθενής Αρχή Μεγίστου για c ≥ 0). ΄Εστω u ∈ C2(U) ∩ C(Ū) και

c ≥ 0 στο U.

( i) Αν

Lu ≤ 0 στο U,

τότε

max
Ū

u ≤ max
∂U

u+. (2.4.11)

( ii) Επίσης αν

Lu ≥ 0 στο U,

τότε

min
Ū
u ≥ −max

∂U
u−. (2.4.12)

Παρατήρηση 2.4.2 Αν συγκεκριµένα, Lu = 0 στο U , τότε

max
Ū
|u| = max

∂U
|u|. (2.4.13)

Απόδειξη.

1. ΄Εστω u µία υπολύση και ϑέτουµε V := {x ∈ u | u(x) > 0}. Τότε

Ku := Lu− cu ≤ −cu ≤ 0 στο V.

Ο τελεστής K δεν έχει όρο µηδενικής τάξης και άρα, µπορούµε να εφαρµόσουµε το Θεώρη-

µα 2.4.1 και προκύπτει ότι maxV̄ u = max∂V u = max∂U u
+. Αυτό δίνει την (2.4.11) στην

περίπτωση που V 6= ∅. ∆ιαφορετικά u ≤ 0 παντού στο U και προκύπτει η (2.4.11).

2. Η υπόθεση (ii) προκύπτει από την (i) εφαρµοσµένη στη −u, παρατηρώντας ότι (−u)+ = u−.
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2.4.2 Ισχυρή Αρχή Μεγίστου

Στη συνέχεια, ισχυροποιούµε τους προηγούµενους ισχυρισµούς δείχνοντας ότι η υπολύση u δεν

µπορεί να πετύχει το µέγιστο σε εσωτερικό σηµείο ενός συνεκτικού πεδίου, εκτός αν είναι σταθερή.

Αυτή είναι η Ισχυρή Αρχή Μεγίστου. Για να την αποδειξουµε, χρησιµοποιούµε το παρακάτω λήµµα.

Λήµµα 2.4.1 (Λήµµα του Hopf ). ΄Εστω u ∈ C2(U) ∩ C1(Ū) και

c ≡ 0 στο U.

Υποθέτουµε ακόµα ότι

Lu ≤ 0 στο U

και υπάρχει σηµείο x0 ∈ ∂U τέτοιο ώστε

u(x0) > u(x) για όλα τα x ∈ U. (2.4.14)

Υποθέτουµε τέλος, ότι το U ικανοποιεί τη συνθήκη εσωτερικής µπάλας στο x0. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει

ανοιχτή µπάλα B ⊂ U µε x0 ∈ ∂B.

( i) Τότε

∂u

∂ν
(x0) > 0

όπου το ν είναι το εξωτερικό µοναδιαίο κάθετο στη B στο x0.

( ii) Αν

c ≥ 0 στο U,

το ίδιο συµπέρασµα ισχύει αν

u(x0) ≥ 0.

Θεώρηµα 2.4.3 (Ισχυρή Αρχή Μεγίστου). ΄Εστω u ∈ C2(U) ∩ C(Ū) και

c ≡ 0 στο U.

Υποθέτουµε ακόµα ότι το U είναι συνεκτικό, ανοιχτό και ϕραγµένο.
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( i) Αν

Lu ≤ 0 στο U

και η u πετυχαίνει το µέγιστό της πάνω στο Ū σε ένα εσωτερικό σηµείο, τότε

η u είναι σταθερή στο U.

( ii) Επίσης, αν

Lu ≥ 0 στο U

και η u πετυχαίνει το ελάχιστό της πάνω στο Ū σε ένα εσωτερικό σηµείο, τότε

η u είναι σταθερή στο U.

Απόδειξη. Γράφουµε M := maxŪ u και C := {x ∈ U | u(x) = M}. Τότε, αν u 6≡M , ϑέτουµε

V := {x ∈ U | u(x) < M} .

∆ιαλέγουµε ένα σηµείο y ∈ V τέτοιο ώστε dist(y, C) < dist(y, ∂U) και συµβολίζουµε µε B τη µεγαλύ-

τερη µπάλα µε κέντρο y που το εσωτερικό της ϐρίσκεται στο V . Τότε, υπάρχει κάποιο σηµείο x0 ∈ C

µε x0 ∈ ∂B. Το V ικανοποιεί τη συνθήκη ανοιχτής µπάλας στο x0 και από το (i) του Λήµµατος του

Hopf προκύπτει ότι ∂u∂ν (x0) > 0. Αλλά αυτό αποτελεί αντίφαση: αφού η u πετυξαίνει το µεγιστό της

στο x0 ∈ U , έχουµε ότι Du(x0) = 0.

Χρησιµοποιώντας το (ii) του Λήµµατος του Hopf έχουµε την παρακάτω εκδοχή του ερωτήµατος για

την περίπτωση που το c είναι µη-αρνητικό.

Θεώρηµα 2.4.4 (Ισχυρή Αρχή Μεγίστου για c ≥ 0). ΄Εστω u ∈ C2(U) ∩ C(Ū) και

c ≥ 0 στο U.

Υποθέτουµε ακόµα ότι το U είναι συνεκτικό.

( i) Αν

Lu ≤ 0 στο U

και η u πετυχαίνει µη-αρνητικό µέγιστό πάνω στο Ū σε ένα εσωτερικό σηµείο, τότε

η u είναι σταθερή στο U.
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( ii) Επίσης, αν

Lu ≥ 0 στο U

και η u πετυχαίνει µη-ϑετικό ελάχιστό πάνω στο Ū σε ένα εσωτερικό σηµείο, τότε

η u είναι σταθερή στο U.
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Κεφάλαιο 3

Η Μέθοδος των Πεπερασµένων

Στοιχείων για Ελλειπτικά Προβλήµατα

3.1 Μεταβολικό Πρόβληµα

΄Οπως έχουµε δει στο προηγούµενο κεφάλαιο, σε ένα τελεστή L της µορφής

Lu = −
n∑

i,j=1

(
aij(x)uxi

)
xj

+
n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u

αντιστοιχεί κάποια διγραµµική µορφή ανάλογα µε τις συνθήκες του προβλήµατος (πχ Dirichlet) και

υπάρχει κάποιος κατάλληλος χώρος συναρτήσεων (πχ H1
0 (U) για κάποιο U ⊂ Rn) στον οποίο ψά-

χνουµε τη λύση του προβλήµατος. Στο προηγούµενο κεφάλαιο είχαµε κάποιο πρόβληµα της µορφής
Lu = f στο U

u = 0 στο ∂U
(3.1.1)

και είχαµε καταλήξει ότι η ισοδύναµη µεταβολική διατύπωση του προβλήµατος αυτού ήταν :

Να ϐρεθεί u ∈ H1
0 (U) (ασθενής λύση) τέτοια ώστε να ισχύει

B[u, v] = (f, v) για κάθε v ∈ H1
0 (U).
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Στο εξής ϑα συµβολίζουµε F (v) = (f, v).

Η διγραµµική µορφή για το συγκεκριµένο πρόβληµα ήταν :

B[u, v] :=

∫
U

n∑
i,j=1

aijuxivxj +

n∑
i=1

biuxiv + cuv dx.

Στη συνέχεια, είχαµε δει ότι στην περίπτωση συµµετρικού τελεστή η ύπαρξη µοναδικής λύσης προέ-

κυπτε από το Θεώρηµα Αναπαράστασης του Riesz, ενώ για µη συµµετρικούς τελεστές προέκυπτε από

το Θεώρηµα Lax-Milgram.

Για τη Μέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων ορίζουµε το Προσεγγιστικό Πρόβληµα Galerkin:

Για πεπερασµένο υπόχωρο Vh του V και F ∈ V ′ να ϐρεθεί uh ∈ Vh τέτοια ώστε

B[uh, v] = F (v) για κάθε v ∈ Vh

όπου ο V είναι ο εκάστοτε χώρος συναρτήσεων στον οποίο ψάχνουµε τη λύση.

Στη συµµετρική περιπτωση, για V κλειστό υπόχωρο ενός χώρου Hilbert και B[ , ] ϕραγµένη και

πιεστική (ισχύει δηλαδη η συνθήκη ∃α > 0 : B[v, v] ≥ α‖v‖2 ∀v ∈ V ), το µεταβολικό πρόβληµα έχει

µοναδική λύση και το ίδιο ισχύει και για το προσεγγιστικό πρόβληµα Galerkin δεδοµένου ότι ο Vh

είναι κλειστός υπόχωρος του V . Σε αυτή την περίπτωση έχουµε το παρακάτω ϑεώρηµα.

Πριν το διατυπώσουµε και το αποδείξουµε όµως, αναφέρουµε την Αρχή της Ορθογωνιότητας που

ισχύει και για συµµετρικές και για µη συµµετρικές µορφές :

Παρατήρηση 3.1.1 ΄Εστω u ∈ V η λύση του µεταβολικού προβλήµατος και uh ∈ Vh η λύση του

αντίστοιχου προσεγγιστικού προβλήµατος. ΄Εχουµε δηλαδή ότι

B[u, v] = F (v) για κάθε v ∈ V (3.1.2)

και

B[uh, v] = F (v) για κάθε v ∈ Vh (3.1.3)

Αφαιρώντας κατά µέλη και χρησιµοποιώντας ότι Vh ⊂ V προκύπτει ότι

B[u− uh, v] = 0 για κάθε v ∈ Vh. (3.1.4)
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Θεώρηµα 3.1.1 ΄Εστω u ∈ V η λύση του µεταβολικού προβλήµατος και uh ∈ Vh η λύση του προσεγ-

γιστικού προβλήµατος. Τότε, για τη νόρµα ‖ · ‖E της διγραµµικής µορφής (ενεργειακή νόρµα) για την

οποία ‖v‖E :=
√
B[v, v] για v ∈ V , έχουµε ότι

‖u− uh‖E = min
v∈Vh
‖u− v‖E

Απόδειξη. Από την Ανισότητα του Schwarz έχουµε ότι

|B(v, w)| ≤ ‖v‖E‖w‖E ∀v, w ∈ V.

΄Ετσι, για κάθε v ∈ Vh

‖u− uh‖2E = B[u− uh, u− uh]

= B[u− uh, u− v] +B[u− uh, v − uh]

= B[u− uh, u− v] (από αρχή ορθογωνιότητας αφού v − uh ∈ Vh)

≤ ‖u− uh‖E‖u− v‖E .

Αν ‖u − uh‖E 6= 0, διαρούµε και προκύπτει ότι ‖u − uh‖E ≤ ‖u − v‖E ∀v ∈ Vh και άρα και

‖u − uh‖E ≤ infv∈Vh ‖u − v‖E . Επιπλέον, επειδή uh ∈ V , infv∈Vh ‖u − v‖E ≤ ‖u − uh‖E και άρα

‖u− uh‖E = infv∈Vh ‖u− v‖E . Τέλος, επειδή αυτό το infimum το πετυχαίνει για v = uh, γράφουµε

τελικά ‖u− uh‖E = minv∈Vh ‖u− v‖E .

Στην περίπτωση που ‖u− uh‖E = 0, η ανισότητα είναι τετριµµένη.

Στη µη συµµετρική περίπτωση, αν η διγραµµική µορφή είναι επίσης ϕραγµένη (συνεχής) και πιεστι-

κή, έχουµε τα ίδια συµπεράσµατα για την ύπαρξη και τη µοναδικότητα της λύσης για το µεταβολικό

και το προσεγγιστικό πρόβληµα. Σε αυτή την περίπτωση, ισχύει το παρακάτω Θεώρηµα.

Θεώρηµα 3.1.2 (Θεώρηµα του Céa)΄Εστω (H, ( , )) χώρος Hilbert, V κλειστος υπόχωρος του και

B[ , ] ϕραγµένη, πιεστική διγραµµική µορφή, όχι κατά ανάγκη συµµετρική. ΄Εστω ακόµα για F ∈ V ′ η

u λύνει το µεταβολικό πρόβληµα (3.1.2). Τότε, για το µεταβολικό πρόβληµα πεπερασµένων στοιχειων

(3.1.3) και τη λύση του έχουµε

‖u− uh‖V ≤
C

α
min
v∈Vh
‖u− v‖V (3.1.5)

όπου η C είναι η σταθερά συνέχειας για τη διγραµµική µορφή, δηλαδη η C για την οποία |B[v, w]| ≤

C‖v‖H‖w‖H ∀v, w ∈ H , α είναι η σταθερά πιεστικότητας και η νόρµα ‖ · ‖V είναι αυτή που επάγεται

από το εσωτερικό γινόµενο.
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Απόδειξη. Για κάθε v ∈ Vh έχουµε

α‖u− uh‖2V ≤ B[u− uh, u− uh] (λόγω πιεστικότητας)

= B[u− uh, u− v] +B[u− uh, v − uh]

= B[u− uh, u− v] (από αρχή ορθογωνιότητας αφού v − uh ∈ Vh)

≤ C‖u− uh‖V ‖u− v‖V (από συνέχεια)

΄Αρα

‖u− uh‖V ≤
C

α
‖u− v‖V ∀v ∈ Vh. (3.1.6)

Ως εκ τούτου,

‖u− uh‖V ≤
C

α
inf
v∈Vh
‖u− v‖V

και,επειδή ο Vh είναι κλειστός,

‖u− uh‖V =
C

α
min
v∈Vh
‖u− v‖V .

3.2 Κατασκευή του Χώρου Πεπερασµένων Στοιχείων

3.2.1 Το Πεπερασµένο Στοιχείο

Ορισµός 3.2.1 ΄Εστω

(i) K ⊂ Rn ένα ϕραγµένο κλειστό σύνολο µε µη-κενό εσωτερικό και κατά τµήµατα οµαλό σύνορο

(πεδίο ορισµού του στοιχείου),

( ii) P ένας πεπερασµένης διάστασης χώρος στο K (ο χώρος των συναρτήσεων σχήµατος) και

( iii) N = {N1, N2, . . . , Nk} µία ϐάση του P ′ (το σύνολο των κοµβικών µεταβλητών).

Τότε, το (K,P,N ) καλείται πεπερασµένο στοιχείο.

Ορισµός 3.2.2 ΄Εστω (K,P,N ) ένα πεπερασµένο στοιχείο. Η δυική ϐάση {φ1, φ2, . . . , φk} του P ως

προς N (δηλαδή Ni(φj) = δij ) καλείται κοµβική ϐάση του P.
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Λήµµα 3.2.1 ΄Εστω P ένας d−διάστατος διανυσµατικός χώρος και έστω {N1, N2, . . . , Nd} ένα υποσύ-

νολο του δυικού χώρου P ′. Τότε, οι δύο επόµενες διατυπώσεις είναι ισοδύναµες.

( i) Το {N1, N2, . . . , Nd} είναι ϐάση του P ′.

( ii) Αν για v ∈ P ισχύει Niv = 0 για i = 1, 2, . . . , d, τότε v ≡ 0.

Απόδειξη.

1. ΄Εστω {φ1, φ2, . . . , φd} µία ϐάση του P.Το {N1, N2, . . . , Nd} είναι ϐάση του P ′ αν και µόνο αν

για οποιοδήποτε L στο P ′

L = a1N1 + . . .+ adNd (3.2.1)

(επειδή d = dimP = dimP ′ ). Η (3.2.1) είναι ισοδύναµη µε

yi := L(φi) = a1N1(φi) + . . .+ adNd(φi), i = 1, . . . , d.

΄Εστω B = (Nj(φi)), i, j = 1, . . . , d. Τότε, η (i) είναι ισοδύναµη µε:

Το Ba = y είναι πάντα επιλύσιµο,

που είναι το ίδιο µε το ο B να είναι αντιστρέψιµος.

2. Για δοσµένο v ∈ P, µπορούµε να γράψουµε v = b1φ1 + . . .+ bdφd. Το Ni(v) = 0 σηµαίνει ότι

b1Ni(φ1) + . . .+ bdNi(φd) = 0. ΄Ετσι, η (ii) είναι ισοδύναµη µε

b1Ni(φ1) + . . .+ bdNi(φd) = 0 για i = 1, . . . , d =⇒ b1 = . . . = bd = 0 (3.2.2)

΄Εστω C = (Ni(φj)), i, j = 1, . . . , d. Τότε η (ii) είναι ισοδύναµη µε το

Το Cx = 0 έχει µόνο τετριµµένες λύσεις,

που είναι το ίδο µε το ο C να είναι αντιστρέψιµος. Αλλά C = BT . ΄Αρα, οι (i) και (ii) είναι

ισοδύναµες.

Παράδειγµα 3.2.1 (Μονοδιάστατο στοιχείο Langrange). ΄ΕστωK = [0, 1],P = το σύνολο των γραµµι-

κών πολυωνύµων καιN = {N1, N2}, όπουN1(v) = v(0) καιN2(v) = v(1) ∀v ∈ P. Τότε, το (K,P,N )
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είναι πεπερασµένο στοιχείο και η κοµβική ϐάση αποτελείται από τις φ1(x) = 1 − x και φ2(x) = x. Το

γεγονός ότι είναι πεπερασµένο στοιχείο προκύπτει από το Λήµµα, αφού για v ∈ P έχουµε v = ax+ b και

από N1(v) = N2(v) = 0, δηλαδή v(0) = v(1) = 0, προκύπτει ότι a = b = 0 και άρα v ≡ 0.

Γενικά, µπορούµε να ϑέσουµε K = [a, b] και Pk = το σύνολο όλων των πολυωνύµων µε ϐαθµό µι-

κρότερο ή ίσο του k. Τότε, Nk = {N0, N1, N2, . . . , Nk} όπου Ni(v) = v(a + (b − a)i/k) ∀v ∈ Pk
και i = 0, 1, . . . , k. Τότε, το (K,Pk,Nk) είναι πεπερασµένο στοιχείο,αφού αν για v ∈ Pk Ni(v) =

v(a+ (b− a)i/k) = 0 ∀i = 0, 1, . . . , k, το v έχει k + 1 ϱίζες και άρα v ≡ 0.

Ορισµός 3.2.3 Λέµε ότι το N καθορίζει το P αν για ψ ∈ P το N(ψ) = 0 ∀N ∈ N συνεπάγεται ότι

ψ = 0.

Παρατήρηση 3.2.1 Συχνά ϑα αναφερόµαστε στο υπερεπίπεδο {x : L(x) = 0}, όπουL µη εκφυλισµένη

γραµµική συνάρτηση, απλά ως L.

Λήµµα 3.2.2 ΄Εστω P πολυώνυµο ϐαθµού d ≥ 1 που µηδενίζεται σε υπερεπίπεδο L. Τότε, µπορούµε

να γράψουµε P = LQ, όπου το Q είναι πολυώνυµο ϐαθµού d− 1.

3.2.2 Τριγωνικά Πεπερασµένα Στοιχεία

΄Εστω ένα τριγωνο K. ’Εστω ακόµα Pk το σύνολο των πολυωνύµων δύο µεταβλητών µε ϐαθµό ≤ k. Η

διάσταση κάθε Pk είναι 1
2(k + 1)(k + 2).

Τα Στοιχέια Lagrange
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Παράδειγµα 3.2.2 (k=1) ΄Εστω P = P1 και N1 = {N1, N2, N3} (dimP1 = 3), όπου Ni(v) = v(zi)

και z1, z2, z3 οι κορυφές τουK, όπως ϕαίνεται στην εικόνα. Το • αντιπροσοπεύει την κοµβική µεταβλητή

υπολογισµού στο σηµείο που ϐρίσκεται η κουκίδα.

΄Εστω L1, L2, L3 τρεις µη-τετριµµένες γραµµικές συναρτήσεις που ορίζουν τις γραµµές στις οποίες ϐρί-

σκονται οι ακµές του τριγώνου. Υποθέτουµε ότι ένα πολυώνυµο P ∈ P µηδενίζεται στις z1, z2 και z3.

Αφού το P |L1 είναι γραµµική συνάρτηση µίας µεταβλητής που µηδενίζεται σε δύο σηµεία, P = 0 στην

L1 και άρα, από το Λήµµα 3.2.2 µπορούµε να γράψουµε P = cL1 όπου c σταθερά. Αλλά

0 = P (z1) = cL1(z1) =⇒ c = 0,

αφού L1(z1) 6= 0 . ΄Ετσι, P ≡ 0 και άρα το N1 καθορίζει το P1.

Παρατήρηση 3.2.2 Η παραπάνω επιλογή N δεν είναι µοναδική. Για παράδειγµα ϑα µπορούσαµε να

έχουµε ορίσει

Ni(v) = v(µέσο της i ακµής).

Ενώνοντας τα µέσα, κατασκευάζουµε ένα τρίγωνο στο οποίο τα P ∈ P1 µηδενίζονται στις ακµές και όµοια

µε το προηγούµενο παράδειγµα προκύπτει ότι P ≡ 0 και άρα το N1 καθορίζει το P1.

Παράδειγµα 3.2.3 (k=2). ΄Εστω P = P2 και N2 = {N1, N2, . . . , N6} (dimP2 = 6) όπου

Ni(v) =


v( i-κορυφής ) i = 1, 2, 3

v(µέσου της (i-3)-ακµής ή οποιοδήποτε άλλο σηµείο της ( i-3)-ακµής) i = 4, 5, 6

Θα δείξουµε ότι το N2 καθορίζει το P2 ΄Οπως και πριν, L1, L2 και L3 είναι µη-τετριµµένες γραµµικές

συναρτήσεις που ορίζουν τις ακµές του τριγώνου. Υποθέτουµε ότι το πολυώνυµο P ∈ P2 µηδενίζεται

στις z1, z2, . . . , z6. Επειδή το P |L1 είναι τετραγωνική συνάρτηση µίας µεταβλητής που µηδενίζεται σε

τρία σηµεία, P = 0 στην L1 και άρα, µπορούµε να γράψουµε P = L1Q1 όπου degQ1 = degP − 1 =

2 − 1 = 1. Το P όµως, µηδενίζεται και στην L2 και άρα, L1Q1|L2 = 0. Συνεπώς, στην L2 είτε

L1 = 0 ή Q1 = 0. Αλλά η L1 µπορεί να µηδενίζεται µόνο σε ένα σηµείο της L2, αφού έχουµε µη-

εκφυλισµένο τρίγωνο. ΄Ετσι, Q1 = 0 στο L2 εκτός ίσως από ένα σηµείο. Λόγω συνέχειας έχουµε ότι

Q1 ≡ 0 στην L2. ΄Ετσι, µπορούµε εφαρµόζοντας ξανά το Λήµµα 3.2.2, να γράψουµε Q1 = L2Q2, όπου

degQ2 = degL2 − 1 = 1− 1 = 0 και άρα, το Q2 είναι ένα σταθερό πολυώνυµο, έστω c, και µπορούµε
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να γράψουµε P = cL1L2. ΄Εχουµε όµως, ότι P (z6) = 0 και η z6 δε ϐρίσκεται ούτε στη L1 ούτε στη L2.

΄Ετσι,

0 = P (z6) = cL1(z6)L2(z6) =⇒ c = 0

αφού L1(z6) 6= 0 και L2(z6) 6= 0. Συνεπώς, P ≡ 0.

Παράδειγµα 3.2.4 (k=3). ΄Εστω P = P3 και N3 = {Ni : i = 1, 2, . . . , 10 (= dimP3)} όπου
Ni(v) = v(zi) i = 1, 2, . . . , 9 (zi διακριτά σηµεία στις ακµές όπως στην εικόνα)

N10(v) = v(εσωτερικού σηµείου).

Θα δείξουµε ότι το N3 καθορίζει το P3.

΄Εστω L1, L2 και L3 µη-τετριµµένες συναρτήσεις που ορίζουν τις ακµές του τριγώνου. Υποθέτουµε ότι

κάποιο P ∈ P3 µηδενίζεται στις zi για i = 1, 2, . . . , 10. Εφαρµόζοντας τρεις ϕορές το Λήµµα 3.2.2 µαζί

µε το γεγονός ότι P (zi) = 0 για i = 1, 2, . . . , 9, µπορούµε να γράψουµε P = cL1L2L3. Αλλά

0 = P (z10) = cL1(z10)L2(z10)L3(z10) =⇒ c = 0

αφού Li(z10) 6= 0 για i = 1, 2, 3. ΄Ετσι, P ≡ 0.

Γενικά, για k ≥ 1, ϑέτουµε P = Pk. Για Nk =
{
Ni : i = 1, 2, . . . , 1

2(k + 1)(k + 2)
}

διαλέγουµε

σηµεία υπολογισµού σε 
3 κορυφές

3(k − 1) διακριτά σηµεία στις ακµές και
1
2(k − 2)(k − 1) εσωτερικά σηµεία.

(3.2.3)
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3.2.3 Η Συνάρτηση Παρεµβολής

Ορισµός 3.2.4 ΄Εστω ένα πεπερασµένο στοιχείο (K,P,N ) και {φi : 1 ≤ i ≤ k} ⊂ P η δυική ϐάση ως

προς τοN . Αν η v είναι συνάρτηση τέτοια ώστε να ορίζονται όλα τα Ni ∈ N , i = 1, . . . , k, τότε ορίζουµε

την τοπική συνάρτηση παρεµβολής

IKv :=
k∑
i=1

Ni(v)φi. (3.2.4)

Παράδειγµα 3.2.5 ΄Εστω K το παρακάτω τρίγωνο, P = P1,N = {N1, N2, N3} και f = exy. Θα

υπολογίσουµε τη IKf .

Εξ ορισµού, IKf = N1(f)φ1 + N2(f)φ2 + N3(f)φ3. Πρέπει άρα να ϐρούµε τις φ1, φ2, φ3. Η ευθεία

L1 δίνεται από την y = 1 − x. Μπορούµε να γράψουµε φ1 = cL1 = c(1 − x − y). Αλλά το N1φ1 = 1

συνεπάγεται ότι c = φ1(z1) = 1 και άρα φ1 = 1 − x − y. ΄Οµοια, φ2 = L2(x, y)/L2(z2) = x και

φ3 = L3(x, y)/L3(z3) = y. Συνεπώς,

IKf = N1(f)(1− x− y) +N2(f)x+N3(f)y

= 1− x− y + x+ y (f(0, 0) = f(0, 1) = f(1, 0) = 1)

= 1.

Πρόταση 3.2.1 Η IK είναι γραµµική.

Πρόταση 3.2.2 Ni(IK(f)) = Ni(f) ∀1 ≤ i ≤ d.
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Απόδειξη. ΄Εχουµε ότι

Ni(IK(f)) = Ni(
k∑
j=1

Nj(f)φj) (εξ ορισµού της IK)

=
k∑
j=1

Nj(f)Ni(φj) (γραµµικότητα των Ni)

= Ni(f) ({φj} δυικό του {Nj}).

Πόρισµα 3.2.1 IK(f) = f για f ∈ P. Συγκεκριµένα, η IK είναι ταυτοδύναµη, δηλαδή I2
K = IK .

Ορισµός 3.2.5 Μία υποδιαίρεση του χωρίου Ω είναι µία πεπερασµένη συλλογή χωρίων {Ki} τέτοιων

ώστε

1. intKi ∩ intKj = ∅ για i 6= j και

2.
⋃
Ki = Ω.

Ορισµός 3.2.6 ΄Εστω Ω ένα χωρίο µε υποδιαίρεση T .Υποθέτουµε ότι κάθε στοιχείοK της υποδιαίρεσης

είναι εφοδιασµένο µε κάποιου είδους συναρτήσεις σχήµατος P και κοµβικές µεταβλητές N τέτοιες ώστε

το (K,P,N ) να είναι πεπερασµένο στοιχείο. ΄Εστω m η τάξη της µεγαλύτερης µερικής παραγώγου που

περιλαµβάνεται στις κοµβικές µεταβλητές. Για f ∈ Cm(Ω) η ολική συνάρτηση παρεµβολής ορίζεται

ως

IT f |Ki = IKif (3.2.5)

για όλα τα Ki ∈ T .

Παρακάτω, εξετάζουµε συνθήκες που εξασφαλίζουν συνέχεια για την περίπτωση τριγωνικών στοιχείων

στις 2 διαστάσεις.

Ορισµός 3.2.7 Μία τριγωνοποίση ενός πολυγωνικού χωρίου Ω είναι µία υποδιαίρεση που αποτελείται

από τρίγωνα µε την ιδιότητα

(3) καµία κορυφή οποιουδήποτε τριγώνου δε ϐρίσκεται στο εσωτερικό ακµής ενός άλλου τριγώνου.

Παράδειγµα 3.2.6 Για παράδειγµα, στις παρακάτω εικόνες, η πρώτη υποδιαίρεση είναι τριγωνοποίηση

ενώ η δεύτερη όχι.
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Παράδειγµα 3.2.7 ΄Εστω Ω το τετράγωνο της παρακάτω εικόνας. Η τριγωνοποίηση T αποτελείται από

τα δύο τρίγωνα T1 και T2, όπως ϕαίνεται. Το πεπερασµένο στοιχείο σε κάθε ένα από αυτά είναι το

στοιχείο Langrange του Παραδείγµατος 3.2.2. Η δυική ϐάση του T1 έχει υπολογιστεί στο Παράδειγµα

3.2.5 και είναι {1− x− y, x, y}, ενώ όµοια προκύπτει και η ϐάση του T2, {1− x, 1− y, x+ y − 1}.

΄Εστω f = sin (π(x+ y)/2). Τότε

IT f =


x+ y στο T1

2− x− y στο T2.

Ορισµός 3.2.8 Λέµε ότι µία συνάρτηση παρεµβολής έχει τάξη συνέχειας r (είναι δηλαδήCr) αν IT f ∈

Cr για όλες τις f ∈ Cm(Ω). Ο χώρος VT = {IT f : f ∈ Cm} λέγεται τότε Cr χώρος πεπερασµένων

στοιχείων.

Παρατήρηση 3.2.3 Μία τέτοια συνέχεια δεν επιτυγχάνεται για οποιαδήποτε επιλογή κόµβων. ΄Οπως

ϑα ϕανεί και στο επόµενο ϑεώρηµα, απαιτείται να είναι τοποθετηµένοι µε τρόπο ανεξάρτητο των συντε-

ταγµένων και συµµετρικά ως προς το µέσο της ακµής.

Πρόταση 3.2.3 Τα στοιχεία Langrange είναι C0. Για την ακρίβεια, για δοσµένη τριγωνοποίηση T ενός

Ω, µπορούµε να διαλέξουµε κόµβους στις ακµές για τα αντίστοιχα στοιχεία (K,P,N ),K ∈ T τέτοιους

ώστε IT f ∈ C0 για f ∈ C0. Συγκεκριµένα, αρκεί για κάθε ακµή xx′ να έχουµε κόµβους ξi(x′ − x) + x
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όπου τα {ξi : i = 1, . . . , k − 1} είναι σταθεροποιηµένα και συµµετρικά γύρω απ’ο το ξ = 1/2. Επιπλέον,

κάτω από αυτές τις υποθέσεις, IT f ∈W 1
∞.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι η Ϲητούµενη συνέχεια ισχύει κατά µήκος κάθε ακµής. ΄Εστω

Ti, i = 1, 2 δύο τρίγωνα που έχουν κοινή µία ακµή e. Αφού υποθέσαµε ότι οι κόµβοι στις ακµές έχουν

επιλεγεί συµµετρικά και ανεξάρτητα συντεταγµένων, ξέρουµε ότι οι κόµβοι της ακµής e ϐρίσκονται

στην ίδια ϑέση στο χώρο και για τα δύο τρίγωνα. Θέτουµε w := IT1f − IT2f όπου και τα δύο

πολυώνυµα ITif τα ϑεωρούµε ορισµένα παντού, επεκτείνοντας τα εκτός των Ti ως πολυώνυµα. Τότε

η w είναι πολυώνυµο ϐαθµού k και ο περιορισµός της στην ακµή e έχει µονοδιάστατες κοµβικές

µεταβλητές ίσες µε µηδέν. ΄Ετσι η w|e είναι η µηδενική συνάρτηση και άρα, η συνάρτηση παρεµβολής

είναι συνεχής κατά µήκος κάθε ακµής.

Η Lipschitz συνέχεια της IT f πορκύπτει δείχνοντας ότι έχει ασθενείς παραγώγους τάξης r + 1 (=1)

που δίνονται από τη σχέση

(Dα
(w)IT f)|T = DαIT f ∀T ∈ T , |α| ≤ r + 1.

Το τελευταίο ανήκει στον L∞. Η επαλήθευση ότι αυτή είναι πράγµατι ασθενής παράγωγος προκύπτει

από το ∫
Ω

(Dαφ)(IT f) dx =
∑
T∈T

∫
T

(Dαφ)(IT f) dx

=
∑
T∈T

(−1)|α|
∫
T
φ(DαIT f) dx

= (−1)|α|
∫

Ω
φ
∑
T∈T

χT (DαIT f) dx

όπου η χT είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση του T . Η δεύτερη ισότητα στέκει επειδή όλοι οι

συνοριακοί όροι αλληλοεξουδετερώνονται λόγω της συνέχειας της συνάρτησης παρεµβολής.

3.2.4 Ισοδυναµία των Στοιχείων

΄Οταν εφαρµόζουµε την ολική συνάρτηση παρεµβολής, είναι σηµαντικό να έχουµε κάποιο οµοιόµορφο

ϕράγµα (ανεξάρτητο του T ∈ T ) για τη νόρµα του τοπικού τελεστή παρεµβολής IT . Για αυτό, ϑέλουµε

να συγκρίνουµε τοπικούς τελεστές παρεµβολής διαφορετικών στοιχείων.

Ορισµός 3.2.9 ΄Εστω (K,P,N ) ένα πεπερασµένο στοιχείο και έστω F (x) = Ax+ b (Α µή ιδιάζων) µία

affine απεικόνιση. Το πεπερασµένο στοιχείο (K̂, P̂, N̂ ) είναι affine ισοδύναµο µε το (K,P,N ) αν
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( i) F (K) = K̂

( ii) F ∗P̂ = P και

( iii) F∗(N ) = N̂ .

όπου F ∗(f̂) := f̂ ◦ F και (F∗N)(f̂) := N(F ∗(f̂)).

Γράφουµε (K,P,N ) 'F (K̂, P̂, N̂ ) αν είναι affine ισοδύναµα.

Παρατήρηση 3.2.4 Η affine ισοδυναµία είναι σχέση ισοδυναµίας.

Πρόταση 3.2.4 Υπάρχουν τοποθετήσεις κόµβων τέτοιες ώστε όλα τα στοιχεία Lagrange δεδοµένου

ϐαθµού να είναι affine ισοδύναµα.

Απόδειξη. ∆ιαλέγουµε κόµβους χρησιµοποιώντας ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες (b1, b2, b3) για κά-

ϑε τρίγωνο. Η i-ϐαρυκεντρική συντεταγµένη ενός σηµείου (x, y) µπορεί να οριστεί ως η τιµή της

i-γραµµικής Langrange συνάρτησης ϐάσης στο σηµείο (bi(x, y) := φi(x, y)). ΄Ετσι, κάθε ϐαρυκεντρι-

κή συντεταγµένη συνδέεται ϕυσικά µε δεδοµένη κορυφή (είναι ίση µε την αναλογική απόσταση του

σηµείου από την αντίθετη ακµή). Παρατηρούµε ότι οι ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες έχουν άθροισµα

ένα (αφού αυτό δίνει τη συνάρτηση παρεµβολής της σταθεράς 1). ΄Ετσι, η απεικόνιση (x, y)→ b(x, y)

απεικονίζει (αντιστρέψιµα) το τρίγωνο σε ένα υποσύνολο του
{
b ∈ [0, 1]3 : b1 + b2 + b3 = 1

}
.

Για στοιχεία Langrange ϐαθµού k, διαλέγουµε κόµβους στα σηµεία που οι ϐαρυκεντρικές συντεταγ-

µένες είναι

(
i

k
,
j

k
,
l

k
) όπου 0 ≤ i, j, l ≤ k και i+ j + l = k.

Ορισµός 3.2.10 Τα πεπερασµένα στοιχεία (K,P,N ) και (K,P, Ñ ) έιναι παρεµβολικά ισοδύναµα αν

IN f = IÑ f ∀f επαρκώς οµαλή

Γράφουµε (K,P,N ) 'I (K,P, Ñ ).

Πρόταση 3.2.5 ΄Εστω (K,P,N ) και (K,P, Ñ ) πεπερασµένα στοιχεία. Κάθε κοµβική µεταβλητή του

N είναι γραµµικός συνδυασµός των κοµβικών µεταβλητών του Ñ αν και µόνο αν (K,P,N ) 'I (K,P, Ñ ).
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Ορισµός 3.2.11 ΄Εστω (K,P,N ) ένα πεπερασµένο στοιχείο που είναι affine ισοδύναµο µε το (K̂, P̂, N̂ )

και το (K̂, P̂, N̂ ) έιναι παρεµβολικά ισοδύναµο µε το (K̃, P̃, Ñ ). Τότε, λέµε ότι το (K,P,N ) είναι affi-

ne-παρεµβολικά ισοδύναµο µε το (K̃, P̃, Ñ ).

3.3 Θεωρία Πολυωνυµικής Προσέγγισης σε Χώρους Sobolev

Σε αυτή την ενότητα ϑα δούµε εκτιµήσεις σφαλµάτων για τη συνάρτηση παρεµβολής καθώς και τις

λεγόµενες Αντίστροφες Εκτιµήσεις.

3.3.1 Φράγµατα για το Σφάλµα Παρεµβολής

Λήµµα 3.3.1 ΄Εστω (K,P,N ) πεπερασµένο στοιχείο τέτοιο ώστε diamK = 1,P ⊆ Wm,∞(K) και

N ⊆ (C l(K))′ (δηλαδή οι κοµβικές µεταβλητές στο N περιλαµβάνουν παραγώγους µέχρι τάξης l).

Τότε, ο τελεστής παρεµβολής από το C l(K) στο Wm,p(K) είναι ϕραγµένος για 1 ≤ p ≤ ∞.

Απόδειξη. ΄Εστω N = {N1 . . . , Nk} και {φ1, . . . , φk} ⊆ P η δυική ϐάση. Ο τελεστής παρεµβολής

ορίζεται ως Iu =
∑k

i=1Ni(u)φi και κάθε φi ∈Wm,∞(K) ⊆Wm,p(K) από υπόθεση. Τότε

‖Iu‖Wm,p(K) ≤
k∑
i=1

|Ni(u)|‖φi‖Wm,p(K)

≤

 ∑
1≤i≤k

‖Ni‖Cl(K)′‖φi‖Wm,p(K)

 ‖u‖Cl(K)

= C‖u‖Cl(K).

Ορισµός 3.3.1 Αν το (K,P,N ) ικανοποιεί τις υποθέσεις του προηγούµενου Λήµµατος, τότε σ(K) ορί-

Ϲεται να είναι η νόρµα του τελεστή I : C l(K)→Wm,p(K).

Ορισµός 3.3.2 Για κάθε ϕραγµένη περιοχή K ορίζουµε

K̂ := {(1/diamK)x : x ∈ K}

Πριν περάσουµε στο επόµενο ϑεώρηµα, αναφέρουµε κάποιους ορισµούς και κάποια αποτελέσµατα

χωρίς απόδειξη, που ϑα χρειαστούν στη συνέχεια.
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Ορισµός 3.3.3 ΄Ενα Ω είναι αστερόµορφο ως προς µπάλα B αν για όλα τα x ∈ Ω η κλειστή κυρτή

ϑήκη του {x} ∪B είναι υποσύνολο του Ω.

Ορισµός 3.3.4 ΄Εστω ένα Ω έχει διάµετρο d και είναι αστερόµορφο ως προς µπάλα B. ΄Εστω

ρmax = sup {ρ : το Ω είναι αστερόµορφο ως προς µπάλα ακτίνας ρ} . Τότε, η παράµετρος παχύτητας

του Ω ορίζεται ως

γ =
d

ρmax
. (3.3.1)

Ορισµοί 3.3.5 1. Το πολυώνυµο Taylor τάξης m υπολογισµένο στο y δίνεται ως

Tmy u(x) =
∑
|α|<m

1

α!
Dαu(y)(x− y)α. (3.3.2)

2. Σε περιπτώσεις χώρων Sobolev µπορεί το Dα να µην υπάρχει σηµειακά. Σε τέτοιες περιπτώσεις

χρησιµοποιούµε το µέσο πολυώνυµο Taylor:

΄Εστω η u έχει ασθενείς παραγώγους τάξης αυστηρά µικρότερης από m σε πεδίο Ω τέτοιο ώστε

B ⊂⊂ Ω. Το αντίστοιχο µέσο πολυώνυµο Taylor τάξης m της u πάνω στη B ορίζεται ως

Qmu(x) =

∫
B
Tmy u(x)φ(y) dy (3.3.3)

όπου η φ είναι συνάρτηση αποκοπής µε ϕορέα στο B.

Λήµµα 3.3.2 (Μία µορφή της Ανισότητας Sobolev). ΄Εστω ένα Ω έχει διάµετρο d και είναι αστερόµορφο

ως προς µπάλα B. Αν η u ανήκει στον Wm,p(Ω) όπου είτε ( i) 1 < p <∞ και m > n/p ή (ii) p = 1 και

m ≥ n, τότε η u είναι συνεχής στο Ω και

‖u‖L∞(Ω) ≤ Cm,n,γ,d‖u‖Wm,p(Ω).

όπου οι δείκτες στη σταθερά δείχνουν από ποιά µεγέθη εξαρτάται.

Λήµµα 3.3.3 (Bramble-Hilbert). ΄Εστω B µία µπάλα στο Ω τέτοια ώστε το Ω είναι στερόµορφο ως προς

τη B και τέτοια ώστε ρ > (1/2)ρmax. ΄Εστω Qmu το µέσο πολυώνυµο Taylor τάξης m της u πάνω στη

B όπου u ∈Wm,p(Ω) και p ≥ 1. Τότε

|u−Qmu|Wk,p(Ω) ≤ Cm,n,γdm−k|u|Wm,p(Ω) k = 0, 1, . . . ,m (3.3.4)

όπου d = diam(Ω).
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Λήµµα 3.3.4 (Ανισότητα Friedrich). ΄Εστω Ω αστερόµορφο ως προς µπάλα B. Τότε, για όλες τις

u ∈W 1,p(Ω)

‖u− ū‖W 1,p(Ω) ≤ CΩ|u|W 1,p(Ω) (3.3.5)

όπου ū όπως έχει οριστεί σε προηγούµενο κεφάλαιο.

Επιστρέφοντας,έστω Pk το σύνολο των πολυωνύµων n µεταβλητών µε ϐαθµό µικρότερο ή ίσο του k.

Θεώρηµα 3.3.1 ΄Εστω (K,P,N ) πεπερασµένο στοιχείο που ικανοποιεί

( i) Το K είναι αστρόµορφο ως προς κάποια µπάλα,

( ii) Pm−1 ⊆ P ⊆Wm,∞(K) και

( iii) N ⊆ (C l(K))′.

΄Εστω 1 ≤ p ≤ ∞ και είτεm− l−n/p > 0 όταν p > 1 ήm− l−n ≥ 0 όταν p = 1. Τότε, για 0 ≤ i ≤ m

και v ∈Wm,p(K) έχουµε

|v − Iv|W i,p(K) ≤ Cm,n,γ,σ(K̂)(diamK)m−i|v|Wm,p(K) (3.3.6)

όπου το K̂ είναι όπως ορίστηκε παραπάνω και το γ είναι η παράµετρος παχύτητας για το K.

Απόδειξη. Αρκεί να πάρουµε diamK = 1 (σε αυτή την περίπτωση K = K̂). Η γενική περίπτωση

προκύπτει έπειτα από επιχείρηµα οµοιογένειας. Επιπλέον, από το Λήµµα 3.3.2 προκύπτει ότι ο

τελεστής παρεµβολής είναι καλά ορισµένος στον Wm,p(K).

΄Εστω B µπάλα τέτοια ώστε το K να είναι αστερόµορφο ως προς την µπάλα και ρ > (1/2)ρmax. ΄Εστω

Qmv το µέσο πολυώνυµο Taylor τάξης m της v πάνω στη B. Επειδή If = f για f ∈ P,

IQmv = Qmv αφού Qmv ∈ Pm−1 ⊆ P. (3.3.7)
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Τώρα

‖v − Iv‖Wm,p(K) ≤ ‖v −Qmv‖Wm,p(K) + ‖Qmv − Iv‖Wm,p(K)

= ‖v −Qmv‖Wm,p(K) + ‖I(Qmv − v)‖Wm,p(K) (από την 3.3.7)

≤ ‖v −Qmv‖Wm,p(K) + σ(K)‖Qmv − v‖Cl(K)

≤ (1 + σ(K)Cm,n,γ)‖v −Qmv‖Wm,p(K) (από Λήµµα 3.3.2)

≤ (1 + σ(K)Cm,n,γ)C ′m,n,γ |v|Wm,p(K) (από Bramble-Hilbert)

= Cm,n,γ,σ(K)|v|Wm,p(K).

Πόρισµα 3.3.1 Με τις ίδιες υποθέσεις εκτός του i ≤ l έχουµε ότι

|v − Iv|W i,∞(K) ≤ Cm,n,γ,σ(K̂)(diamK)m−i−n/p|v|Wm,p(K). (3.3.8)

Θα προσπαθήσουµε τώρα να ϐρούµε ένα οµοιόµορφο ϕράγµα για την Cm,n,γ,σ(K̂) όταν το K ανή-

κει σε µια συλλογή στοιχείων. Συνεπώς, πρέπει να ελέγξουµε την εξάρτηση του σ(K̂) από affine

µετασχηµατισµούς.

Πρόταση 3.3.1 ∆εδοµένου ενός στοιχείου αναφοράς (K,P,N ) και ενός affine ισοδύναµου (K̃, P̃, Ñ )

µε τον affine µετασχηµατισµό Ax = ax+ b έχουµε

σ(K̃) ≤ Cref χ(a) (3.3.9)

όπου η χ είναι µία συνεχής συνάρτηση στον GL(Rn). Για παράδειγµα, µπορούµε να πάρουµε

χ(a) :=

(
1 + max

1≤i,j≤n
|aij |

)l (
1 + max

1≤i,j≤n

∣∣(a−1)ij
∣∣)m |det a|1/p.

Απόδειξη. Από τον ορισµό της affine ισοδυναµίας έχουµε ότι

Ĩ ṽ(x̃) =
∑
N∈N

(A∗N)ṽ · (A−1)∗φN (x̃) (3.3.10)
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Σηµειώνουµε ότι (A∗N)ṽ = N(A∗ṽ) όπου (A∗ṽ)x == ṽ(Ax). ΄Ετσι,

|(A∗N)ṽ| = |N(A∗ṽ)|

≤ CN‖A∗ṽ‖Cl(K)

≤ CN,n,l

(
1 + max

1≤i,j≤n
|aij |

)l
‖ṽ‖

Cl(K̃)
.

Ακόµα,

‖(A−1)∗φN‖Wm,p(K̃)
≤ C ′N,n,m

(
1 + max

1≤i,j≤n
|a−1
ij |
)m
× ‖φN‖Wm,p(K)| det a|1/p.

Επειδή η ‖φN‖Wm,p(K) είναι ϕραγµένη στο στοιχείο αναφοράς, έχουµε

‖Ĩ ṽ‖Wm,p(K̃) ≤ Cref
(

1 + max
1≤i,j≤n

|aij |
)l
×
(

1 + max
1≤i,j≤n

|(a−1)ij |
)m
|det a|1/p‖ṽ‖

Cl(K̃)
.

όπου

Cref = |N | · max
N∈N

{CN,n,l} · max
N∈N

{
C ′N,n,m

}
· max
N∈N

{
‖φN‖Wm,p(K)

}
και το |N | είναι ο αριθµός κοµβικών µεταβλητών (= dimP ). Συνεπώς,

σ(K̃) ≤ Cref
(

1 + max
1≤i,j≤n

|aij |
)l
×
(

1 + max
1≤i,j≤n

|(a−1)ij |
)m
|det a|1/p. (3.3.11)

Ορισµοί 3.3.6 ΄Εστω Ω δοσµένο χωρίο και
{
T h
}
, 0 < h ≤ 1 οικογένεια υποδιαιρέσεων τέτοια ώστε

max
{
diamT : T ∈ T h

}
≤ h diamΩ. (3.3.12)

( i) Η οικογένεια ονοµάζεται σχεδόν οµοιόµορφη αν υπάρχει ρ > 0 τέτοιο ώστε

min
{
diamBT : T ∈ T h

}
≥ ρ h diamΩ. (3.3.13)

για όλα τα h ∈ (0, 1], όπου BT είναι η µεγαλύτερη µπάλα που περιέχεται στο T τέτοια ώστε το T

είναι αστερόµορφο ως προς τη BT .

( ii) Η οικογένεια λέγεται µη-εκφυλσιµένη αν υπάρχει ρ > 0 τέτοιο ώστε για όλα τα T ∈ T h και όλα τα

h ∈ (0, 1]

diamBT ≥ ρ diamT. (3.3.14)
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Παρατηρήσεις 3.3.1 ( i) Η
{
T h
}

είναι µη-εκφυλισµένη αν και µόνο αν η παράµετρος παχύτητας

είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη για όλα τα T ∈ T h και όλα τα h ∈ (0, 1].

( ii) Αν µία οικογένεια είναι σχεδόν-οµοιόµορφη, τότε είναι µη-εκφυλισµένη,αλλά δεν ισχύει και το

αντίστροφο.

( iii) Αν ξεκινήσουµε µε µία αυθαίρετη τριγωνοποίηση σε δύο διαστάσεις και υποδιαιρέσουµε ενώνοντας

τα µέσα των ακµών, προκύπτει µία σχεδόν οµοιόµορφη οικογένεια τριγωνοποιήσεων. Παρόµοια,

αλλά πιο περίπλοκη κατασκευή µπορεί να γίνει και στις τρεις διαστάσεις.

Για το επόµενο ϑεώρηµα, ϑυµίζουµε ότι ένα στοιχείο αναφοράς (K,P,N ) είναι Cr στοιχείο αν r είναι

ο µεγαλύτερος µη αρνητικός ακέραιος για τον οποίο

V h = IhC l(Ω) ⊆ Cr(Ω) ∩W r+1,∞(Ω). (3.3.15)

Εδώ, Ih : C l(Ω)→ L1(Ω) είναι ο ολικός τελεστής παρεµβολής που ορίζεται ως

Ihu|T := IhTu για T ∈ T h, h ∈ (0, 1] (3.3.16)

όπου IhT είναι ο τελεστής παρεµβολής για το affine ισοδύναµο στοιχείο (T,PT ,NT ).

Θεώρηµα 3.3.2 ΄Εστω
{
T h
}
, 0 < h ≤ 1, µία µη-εκφυλισµένη οικογένεια υποδιαιρέσεων ενός πολυε-

δρικού χωρίου Ω στο Rn. ΄Εστω (K,P,N ) ένα στοιχείο αναφοράς που ικανοποιεί τις συνθήκες του

Θεωρήµατος 3.3.1 για κάποια l,m και p. Για όλα τα T ∈ T h, 0 < h ≤ 1, έστω (T,PT ,NT ) το affine

ισοδύναµο στοιχείο. Τότε, υπάρχει ϑετική σταθερά C που εξαρτάται από το στοιχείο αναφοράς, τα n,m,p

και τον αριθµό ρ της (3.3.14) τέτοια ώστε για 0 ≤ s ≤ m∑
T∈T h

‖v − Ihv‖pW s,p(T )

1/p

≤ Chm−s|v|Wm,p(Ω) (3.3.17)

για όλες τις v ∈Wm,p(Ω). Στην περίπτωση που p =∞, η (3.3.17) γίνεται για 0 ≤ s ≤ l

max
T∈T h

‖v − Ihv‖W s,∞(T ) ≤ Chm−s−n/p|v|Wm,p(Ω) ∀v ∈Wm,p(Ω). (3.3.18)

Πόρισµα 3.3.2 Η ίδια ακριβώς εκτίµηση ισχύει και αν όλα τα (T,PT ,NT ) είναι affine-παρεµβολικά

ισοδύναµα µε το (K,P,N ) για όλα τα T ∈ T h, 0 < h ≤ 1.
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3.3.2 Αντίστροφες Εκτιµήσεις

Σε αυτή την ενότητα εξετάζουµε τις σχέσεις µεταξύ διαφόρων νορµών σε χώρο πεπερασµένων στοιχείων.

΄Εστω K ένα ϕραγµένο χωρίο στον Rn. Αν v είναι µία συνάρτηση ορισµένη στο K, τότε η v̂ ορίζεται

στο K̂ = {(1/diamK)x : x ∈ K} ως

v̂(x̂) = v((diamK)x̂) ∀x̂ ∈ K̂. (3.3.19)

Είναι εµφανές ότι v ∈W k,r(K) αν και µόνο αν v̂ ∈W k,r(K̂) και

|v̂|
Wk,r(K̂)

= (diamK)k−(n/r)|v|Wk,r(K). (3.3.20)

Αν P είναι διανυσµατικός χώρος συναρτήσεων ορισµένος στο K, τότε P̂ := {v̂ : v ∈ P}.

Λήµµα 3.3.5 ΄Εστω ρh ≤ diamK ≤ h, όπου 0 < h ≤ 1 καιP ένας πεπερασµένης διάστασης υπόχωρος

του W l
p(K) ∩ Wm,q(K), όπου 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ και 0 ≤ m ≤ l. Τότε, υπάρχει C =

C(P̂, K̂, l, p, q, ρ) τέτοια ώστε για όλες τις v ∈ P

‖v‖W l,p(K) ≤ Chm−l+n/p−n/q‖v‖Wm,q(K). (3.3.21)

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιούµε το C για να αναπαραστήσουµε µία σταθερά που εξαρτάται µόνο από

τα P̂, K̂, l, p, q και ρ.

1. ∆είχνουµε πρώτα την (3.3.21) για m = 0. Για οποιοδήποτε πεπερασµένης διάστασης χώρο P

που ικανοποιεί τις συνθήκες του λήµµατος, έχουµε από την ισοδυναµία των νορµών ότι

‖v̂‖
W l,p(K̂)

≤ C‖v̂‖
Lq(K̂)

∀v ∈ P. (3.3.22)

Συνεπώς, η (3.3.20) συνεπάγεται ότι

|v|W j,p(K)(diamK)j−n/p ≤ C‖v‖Lq(K)(diamK)−n/q (3.3.23)

για 0 ≤ j ≤ l από την οποία εξάγουµε ότι

|v|W j,p(K) ≤ Ch−j+n/p−n/q‖v‖Lq(K) για 0 ≤ j ≤ l. (3.3.24)

Επειδή h ≤ 1, έχουµε

‖v‖W j,p(K) ≤ Ch−j+n/p−n/q‖v‖Lq(K) για 0 ≤ j ≤ l, (3.3.25)

που είναι η (3.3.21) για m = 0 αν πάρουµε j = l.
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2. Για τη γενική περίπτωση που m ≤ l, το δείχνουµε ως εξής. Για l − m ≤ k ≤ l και |α| = k,

µπορούµε να γράψουµε Dαv = DβDγv για |β| = l −m και |γ| = k +m− l :

‖Dαv‖Lp(K) ≤ ‖Dγv‖W l−m,p(K)

≤ Ch
−(l−m)+n

p
−n
q ‖Dγv‖Lq(K) από την (3.3.25) για DγP

≤ Ch
−(l−m)+n

p
−n
q |v|Wk+m−l,q(K).

Επειδή το |α| = k είναι αυθαίρετο, έχουµε

|v|Wk,p(K) ≤ Ch
−(l−m)+n

p
−n
q |v|Wk+m−l,q(K) (3.3.26)

για οποιοδήποτε k ικανοποιεί το l −m ≤ k ≤ l. Συγκεκριµένα, αυτό συνεπάγεται ότι

|v|Wk,p(K) ≤ Ch
−(l−m)+n

p
−n
q ‖v‖Wm,q(K) (3.3.27)

για k που ικανοποιεί το l − m ≤ k ≤ l, αφού αυτό σηµαίνει ότι k + m − l ≤ m. Η (3.3.21)

προκύπτει τώρα από την (3.3.25) για j = l −m και την (3.3.27).

Ακολουθεί η γενική εκδοχή του λήµµατος.

Θεώρηµα 3.3.3 ΄Εστω
{
T h
}
, 0 < h ≤ 1 µία σχεδόν οµοιόµορφη οικογένεια υποδιαιρέσεων ενός πο-

λυεδρικού χωρίου Ω ⊆ Rn. ΄Εστω (K,P,N ) ένα στοιχείο αναφοράς τέτοιο ώστεP ⊆W l,p(K) ∩Wm,q(K)

όπου 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ και 0 ≤ m ≤ l. Για T ∈ T h ϑεωρούµε το affine ισοδύνα-

µο στοιχείο (T,PT ,NT ) και V h =
{
v : η v είναι µετρήσιµη και v|T ∈ PT ∀T ∈ T h

}
. Τότε υπάρχει

C = C(l, p, q, ρ) τέτοια ώστε

 ∑
T∈T h

‖v‖p
W l,p(T )

1/p

≤ Chm−l+min(0,n
p
−n
q

)

 ∑
T∈T h

‖v‖qWm,q(T )

1/q

(3.3.28)

για όλες τις v ∈ V h. ΄Οταν p = ∞, έχουµε maxT∈T h ‖v‖W l,∞(T ) αντί για
[∑

T∈T h ‖v‖
p
W l,p(T )

]1/p
και

αντίστοιχα για q =∞ .
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3.4 n-∆ιάστατα Μεταβολικά Προβλήµατα

Εδώ συνδυάζουµε τα ϑεωρήµατα ύπαρξης και τη ϑεωρία προσέγγισης των προηγούµενων ενοτήτων.

Υποθέτουµε ότι το χωρίο Ω είναι ϕραγµένο.

3.4.1 Μεταβολική ∆ιατύπωση της Εξίσωσης Poisson

Ξεκινάµε µε την εξίσωση Poisson

−∆u = f στο Ω (3.4.1)

Οι συνοριακές συνθήκες που µπορεί να τη συνοδεύουν είναι δύο ειδών :

u = 0 στο Γ ⊂ ∂Ω (Dirichlet)

και
∂u
∂ν = 0 στο ∂Ω \ Γ (Neumann)

(3.4.2)

όπου το ∂u
∂ν είναι η παράγωγος του u στην κατεύθυνση που είναι κάθετη στο σύνορο ∂Ω. ∆ηλαδή,

υποθέτουµε ότι το ∂Ω είναι Lipschitz συνεχές, ϑέτουµε ν το προς τα έξω µοναδιαίο που είναι κάθετο

στο ∂Ω, που είναι από υπόθεση L∞(∂Ω)n, και ϑέτουµε

∂u

∂ν
= ν · ∇u

Αρχικά, ϑα ϑεωρήσουµε ότι το Γ είναι κλειστό και έχει µη-µηδενικό µέτρο. Στη συνέχεια ϑα δούµε

και την περίπτωση που είναι το κενό, δηλαδή την καθαρά Neumann περίπτωση.

Για να δηµιουργήσουµε το ισοδύναµο µεταβολικό πρόβληµα του ((3.4.1) − (3.4.2)), ορίζουµε ένα

µεταβολικό χώρο που να ενσωµατώνει το Dirichlet σκέλος της συνοριακής συνθήκης (3.4.2):

V :=
{
v ∈ H1(Ω) : v|Γ = 0

}
(3.4.3)

όπου το v|Γ το ερµηνεύουµε µε ϐάση το Θεώρηµα ΄Ιχνους στον L2(∂Ω), το αντιλαµβανόµαστε δηλαδή,

ως v · χΓ = 0, όπου χΓ η χαρακτηριστική συνάρτηση του Γ.

Για τα παρακάτω, υποθέτουµε ότι το Ω είναι Lipschitz. Για κάθε γαµµικό χώρο B συµβολίζουµε µε

Bn το γραµµικό χώρο των n-άδων από στοιχεία του B. ΄Οπως και στην απλή περίπτωση έχουµε:

Πρόταση 3.4.1 ΄Εστω u ∈W 1,1(Ω)n. Τότε,∫
Ω
∇ · u dx =

∫
∂Ω
u · ν ds
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Πρόταση 3.4.2 ΄Εστω v, w ∈ H1(Ω). Τότε, για i = 1, . . . , n∫
Ω

(
∂v

∂xi

)
w dx = −

∫
Ω
v

(
∂w

∂xi

)
dx+

∫
∂Ω
vwνi ds.

και

Πρόταση 3.4.3 ΄Ετω u ∈ H2(Ω) και v ∈ H1(Ω). Τότε,∫
Ω

(−∆u)v dx =

∫
Ω
∇u · ∇v dx−

∫
∂Ω

∂u

∂ν
v ds

Χρησιµοποιώντας αυτές τις προτάσεις, προκύπτει ότι για u ∈ H2(Ω) που ικανοποιεί το ((3.4.1) −

(3.4.2)) και για κάθε v ∈ V

(f, v) =

∫
Ω

(−∆u)v dx =

∫
Ω
∇u · ∇v dx−

∫
∂Ω
v
∂u

∂ν
ds (3.4.4)

=

∫
Ω
∇u · ∇v dx := B[u, v]. (3.4.5)

Ο συνοριακός όρος εξαφανίζεται για v ∈ V γιατί σε κάθε κοµµάτι του συνόρου είτε η v είτε η ∂u
∂ν είναι

µηδέν. ΄Εχουµε έτσι δείξει την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 3.4.4 ΄Εστω u ∈ H2(Ω) που ικανοποιεί το ((3.4.1)− (3.4.2)) και f ∈ L2(Ω). Τότε η u µπορεί

να χαρακτηριστεί από το

u ∈ V ικανοποιεί B[u, v] = (f, v) ∀v ∈ V. (3.4.6)

Θα αποδείξουµε τώρα ότι ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή:

Πρόταση 3.4.5 ΄Εστω f ∈ L2(Ω) και u ∈ H2(Ω) που λύνει το µεταβολικό πρόβληµα (3.4.6). Τότε, η

u λύνει την εξίσωση Poisson (3.4.1) µε τις συνοριακές συνθήκες (3.4.2).

Απόδειξη. Η Dirichlet συνοριακή συνθήκη προκύπτει από το γεγονός ότι u ∈ V . Χρησιµοποιώντας

την Πρόταση 3.4.3 µε v ∈ C∞0 (Ω) ⊂ V (C∞0 (Ω) είναι ο χώρος των C∞ µε ϕορέα στο Ω) και τη σχέση

(3.4.6) ϐρίσκουµε ότι∫
Ω

(f + ∆u)v dx = (f, v)−
∫

Ω
∇u · ∇v dx = (f, v)−B[u, v] = 0.

Επειδή ο C∞0 (Ω) είναι πυκνός στον L2(Ω), η (3.4.1) ικανοποιείται στον L2(Ω) και λόγω της Πρότασης

3.4.3 έχουµε και ότι

0 = (f, v)−B[u, v] =

∫
Ω

(−∆u)v dx−
∫

Ω
∇u · ∇v dx =

∫
∂Ω
v
∂u

∂ν
ds
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για όλες τις v ∈ V . Η Neumann συνοριακή συνθήκη στη u προκύπτει δείχνοντας ότι η v|∂Ω\Γ µπορεί

να επιλεχθεί αυθαίρετα µε v ∈ V . Επειδή το ∂Ω είναι Lipschitz και το Γ είναι κλειστό υποσύνολό

του, ξέρουµε ότι για κάθε σηµείο P στο ∂Ω \ Γ υπάρχει περιοχή N του P στο ∂Ω \ Γ που µπορεί να

γραφεί ως το γράφηµα µίας Lipschitz συνάρτησης φ:

N = {(x̂, φ(x̂)) : x̂ ∈ ω}

όπου το ω είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rn−1 και x̂ := (x1, . . . , xn−1). Επιπλέον, µπορούµε να

υποθέσουµε ότι

{(x1, . . . , xn) : x̂ ∈ ω, −ε < xn − φ(x̂) < 0} ⊂ Ω

όπου το ε > 0 εξαρτάται µόνο από το Ω. Το συνοριακό ολοκλήρωµα πάνω στη N µπορεί να γραφεί ως∫
N
v
∂u

∂ν
ds =

∫
ω

(
v
∂u

∂ν

)
(x̂, φ(x̂))

√
1 + |∇φ(x̂)|2 dx̂.

΄Εστω w ∈ C∞0 (ω) και ϑέτουµε

v(x̂, t+ φ(x̂)) := w(x̂)(1 + t/ε) ∀x̂ ∈ ω,−ε < t < 0

µε τη v να είναι εξ ορισµού µηδέν οπουδήποτε αλλού. Τότε, v ∈ V και

0 =

∫
∂Ω
v
∂u

∂ν
ds =

∫
N
v
∂u

∂ν
ds =

∫
ω
w(x̂)

∂u

∂ν
(x̂, φ(x̂))

√
1 + |∇φ(x̂)|2 dx̂.

Επειδή η L∞ συνάρτηση
√

1 + |∇φ(x̂)|2 είναι ϕραγµένη από κάτω από το 1 και η w ήταν αυθαίρετη,

συµπεραίνουµε ότι ∂u∂ν |N = 0. Επειδή το ∂Ω \ Γ καλύπτεται από τέτοιες περιοχές, N , συµπεραίνουµε

ότι η συνθήκη Neumann ισχύει σε όλο το ∂Ω \ Γ.

3.4.2 Μεταβολική ∆ιατύπωση του Καθαρά Neumann Προβλήµατος

Σε αυτή την υποενότητα µελετάµε την περίπτωση που Γ = ∅ και άρα

∂u

∂ν
= 0 στο ∂Ω (3.4.7)

Σε αυτή την περίπτωση ϑέλουµε η f του Poisson να ικανοποιεί :∫
Ω
f(x) dx =

∫
Ω
−∆u(x) dx

=

∫
Ω
∇u(x) · ∇1 dx−

∫
∂Ω

∂u

∂ν
ds (3.4.8)

= 0
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Τέτοια συµπεριφορά είναι τυπική για ελλειπτικούς τελεστές, όπως της µορφής −∆ + λI, λ απλή

ιδιοτιµή, που είδαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο.

΄Ενας µεταβολικός χώρος κατάλληλος για την παρούσα περίπτωση είναι ο

V =

{
v ∈ H1(Ω) :

∫
Ω
v(x) dx = 0

}
. (3.4.9)

Θυµίζουµε ότι η µέση τιµή µίας u πάνω σε ένα σύνολο U ορίζεται ως ū = (u)U = −
∫
U u dy = 1

|U |
∫
U u dx

όπου ū και (u)U είναι ισοδύναµοι συµβολισµοί. Παρατηρούµε, λοιπόν, ότι για οποιαδήποτε v ∈

H1(Ω), v − v̄ ∈ V .

Χρησιµοποιώντας τις τεχνικές της προηγούµενης υποενότητας, αποδεικνύεται η επόµενη πρόταση.

Πρόταση 3.4.6 ΄Εστω η u ∈ H2(Ω) λύνει την εξίσωση Poisson µε καθαρά Neumann συνοριακές

συνθήκες (3.4.7). Τότε η u− ū ικανοποιεί το µεταβολικό πρόβληµα (3.4.6) µε τον V ορισµένο όπως στη

(3.4.9).

Θα αποδείξουµε τώρα το αντίστροφο της πρότασης.

Πρόταση 3.4.7 ΄Εστω f ∈ L2(Ω) και u ∈ H2(Ω) που λύνει το µεταβολικό πρόβληµα (3.4.6) µε το V

όπως έχει οριστεί στην (3.4.9). Τότε, η u λύνει το πρόβληµα Poisson ((3.4.1)− (3.4.2)) µε δεξί µέλος

f̃(x) := f(x)− f ∀x ∈ Ω.

Παρατήρηση 3.4.1 Παρατηρούµε ότι αυτές οι προτάσεις είναι παρόµοιες µε αυτές της προηγούµενης

ενότητας µε τη διαφορά ότι έχει αλλάξει το V και εµφανίζονται και σταθερές στις f και u. Παρατηρούµε

ότι το Θεώρηµα Αναπαράστασης του Riesz εγκυάται την ύπαρξη λύσης για κάθε f αν η B[·, ·] είναι

πιεστική. Επειδή το v ∈ V συνεπάγεται ότι
∫

Ω v(x) dx = 0, έχουµε∫
Ω
v(x)f̃(x) dx =

∫
Ω
v(x)f(x) dx ∀v ∈ V

και άρα τα µεταβολικά προβλήµατα για f και f̃ είναι ακριβώς τα ίδια.

Απόδειξη. Η προηγούµενη παρατήρηση δείχνει ότι το µεταβολικό πρόβληµα είναι το ίδιο είτε χρη-

σιµοποιήσουµε την f είτε την f̃ . ΄Ετσι, αρκεί να υποθέσουµε ότι η f έχει µέση τιµή µηδέν και να

επαληθεύσουµε τις (3.4.1) και (3.4.7) σε αυτή την περίπτωση.

Χρησιµοποιώντας τα επιχειρήµατα της προηγούµενης υποενότητας, ϐλέπουµε ότι∫
Ω

(−∆u− f)v dx = 0 ∀v ∈ C̃∞0 (Ω) :=
{
φ ∈ C∞0 (Ω) : φ = 0

}
.
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Είναι εύκολο να δούµε ότι η κλειστότητα του C̃∞0 στον L2(Ω) είναι ο υπόχωρος

L̃2(Ω) :=
{
φ ∈ L2(Ω) : φ = 0

}
.

΄Ετσι, συµπεραίνουµε ότι η εξίσωση −∆u = f + δ ισχύει στον L2(Ω), όπου δ = −∆u, αφού∫
Ω δv(x) dx = 0 για v ∈ V . Χρησιµοποιώντας πάλι την Πρόταση 3.4.3, ϐρίσκουµε ότι

0 = (f, v)−B[u, v] =

∫
Ω

(−∆u− δ)v dx−B[u, v]

=

∫
Ω

(−∆u)v dx−B[u, v]

= −
∫
∂Ω
v
∂u

∂ν
ds ∀v ∈ V.

Αλλά το v|∂Ω µπορεί να διαλεχθεί αυθαίρετα κρατώντας v ∈ V : έστω w ∈ H1(Ω) αυθαίρετο και

ϑέτουµε v := w − wφ όπου η φ ∈ C∞0 (Ω) ικανοποιεί το φ = 1. ΄Ετσι, συµπεραίνουµε ότι η (3.4.7)

ισχύει. Τέλος, εφαρµόζοντας άλλη µία ϕορά την Πρόταση 3.4.3 µε v ≡ 1, προκύπτει ότι δ = 0.

3.4.3 Μεταβολική Προσέγγιση της Εξίσωσης Poisson

΄Εστω T h µία υποδιαίρεση του Ω και Ih µία ολική συνάρτηση παρεµβολής για µία οικογένεια πεπερα-

σµένων στοιχείων ϐασισµένων στα στοιχεία του T h. Υποθέτουµε ότι η Ihu είναι συνεχής, η οικογένεια

δηλαδή των στοιχείων που περιλαµβάνονται είναι C0. Επιπλέον, υποθέτουµε ότι οι αντίστοιχες συ-

ναρτήσεις σχήµατος έχουν τάξη προσέγγισης m, δηλαδή

‖u− Ihu‖H1(Ω) ≤ Chm−1|u|Hm(Ω). (3.4.10)

Για να προσεγγίσουµε το µεταβολικό πρόβληµα (3.4.6), πρέπει να κατωχυρώσουµε δύο ιδιότητες του

αντίστοιχου χώρου Vh. Για να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα του Céa, πρέπει να έχουµε

Vh ⊂ V. (3.4.11)

Για να χρησιµοποιήσουµε την προσεγγιστική ϑεωρία της προηγούµενης ενότητας, πρέπει

Ih(V ∩ Ck(Ω)) ⊂ Vh (3.4.12)

όπου k είναι η υψηλότερη τάξη παραγώγισης στον ορισµό του Ih. Αν ισχύουν και οι δύο αυτές

συνθήκες, έχουµε το επόµενο ως άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος του Céa.
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Θεώρηµα 3.4.1 ΄Εστω ισχύουν οι συνθήκες (3.4.10), (3.4.11) και (3.4.12). Τότε, η µοναδική λύση

uh ∈ Vh στο µεταβολικό πρόβληµα

B[uh, v] = (f, v) ∀v ∈ Vh

ικανοποιεί την

‖u− uh‖H1(Ω) ≤ Chm−1|u|Hm(Ω). (3.4.13)

Οι δύο τελευταίες συνθήκες ϑέτουν περιορισµούς στην υποδιαίρεση στην περίπτωση που το Γ δεν

είναι ούτε το κενό ούτε όλο το σύνορο. Σε αυτή την περίπτωση, πρέπει να διαλέξουµε το πλέγµα

µε τρόπο που να ευθυγραµµίζεται οµαλά µε τα σηµεία που οι συνοριακές συνθήκες αλλάζουν από

Dirichlet σε Neumann. Για παράδειγµα,στις δύο διαστάσεις, αν χρησιµοποιήσουµε στοιχεία Lagrange

και ϕροντίσουµε τα σηµεία στα οποία αλλάζουν οι συνοριακές συνθήκες να είναι κορυφές, τότε το να

ορίσουµε

Vh := Ih(V ∩ C0(Ω))

είναι ισοδύναµο µε το να ορίσουµε τον Vh να είναι ο χώρος των κατά τµήµατα πολυωνύµων που

µηδενίζονται στις ακµές που περιέχονται στο Γ. Επειδή έχουµε διαλέξει το πλέγµα έτσι ώστε οι ακµές

που περιέχονται στο Γ να δηµιουργούν µία υποδιαίρεσή του, προκύπτει ότι η (3.4.11) ισχύει. Από την

άλλη, αν το σύνολο των κορυφών όπου οι συναρτήσεις του Vh εξαφανίζονται είναι πολύ µικρό, τότε δεν

µπορεί να ισχύσει η (3.4.11). Αν αυτό το σύνολο είναι πολύ µεγάλο, τότε δεν ισχύει η (3.4.12). Στην

περίπτωση που έχουµε καθαρά Dirichlet δεδοµένα, δηλαδή Γ = ∂Ω, ο Vh είναι απλά το σύνολο των

κατά τµήµατα πολυωνύµων που µηδενίζονται σε ολόκληρο το σύνορο. Στην περίπτωση που έχουµε

µόνο Neumann συνοριακή,δηλαδή Γ = ∅, ο Vh είναι όλο το σύνολο των κατά τµήµατα πολυωνύµων

χωρίς περιορισµό στο σύνορο.

Ψάχνουµε τώρα εκτιµήσεις σφάλµατος για τη u− uh στην L2 νόρµα. ΄Εστω w λύση του

−∆w = e στο Ω (3.4.14)

w = 0 στο Γ ⊂ ∂Ω και
∂w

∂ν
= 0 στο ∂Ω \ Γ

όπου e := u− uh. Η µεταβολική µορφή αυτού του προβλήµατος είναι : να ϐρεθεί w ∈ V τέτοιο ώστε

B[w, v] = (e, v) ∀v ∈ V. (3.4.15)
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Επειδή u− uh ∈ V ′,η λύση υπάρχει µοναδικά. ΄Ετσι,

‖u− uh‖2L2(Ω) = (u− uh, u− uh)

= B[w, u− uh]

= B[u− uh, w − Ihw]

≤ C‖u− uh‖H1(Ω)‖w − Ihw‖H1(Ω)

≤ Ch‖u− uh‖H1(Ω)|w|H2(Ω).

Υποθέτουµε τώρα ότι τα ισοδύναµα προβλήµατα (3.4.14) και (3.4.15) έχουν την ιδιότητα :

|w|H2(Ω) ≤ C‖e‖L2(Ω). (3.4.16)

Θεώρηµα 3.4.2 Αν ισχύουν οι συνθήκες (3.4.10), (3.4.11), (3.4.12) και (3.4.16), τότε

‖u− uh‖L2(Ω) ≤ Ch‖u− uh‖H1(Ω)

≤ Chm|u|Hm(Ω). (3.4.17)

΄Εχοντας δει αυτά, είναι εύκολο να τα προσαρµόσουµε σε µη-οµογενείς συνοριακές συνθήκες. Για

παράδειγµα, έστω ότι ϑέλουµε να λύσουµε το (3.4.1) µε τις συνοριακές συνθήκες :

u = gD στο Γ ⊂ ∂Ω και
∂u

∂ν
= gN στο ∂Ω \ Γ (3.4.18)

για δοσµένες gD και gN . Για απλότητα, υποθέτουµε ότι η gD έχει οριστέι σε όλο το Ω µε gD ∈ H1(Ω)

και ότι gN ∈ L2(∂Ω \ Γ). Ορίζουµε V να είναι ο χώρος (3.4.3). Τότε η µεταβολική διατύπωση του

προβλήµατος (3.4.1), (3.4.18) είναι η εξής : να ϐρεθεί u τέτοια ώστε u− gD ∈ V και τέτοια ώστε

B[u, v] = (f, v) +

∫
∂Ω\Γ

gNv ds ∀v ∈ V. (3.4.19)

Αυτό είναι καλά τοποθετηµένο, αφού η γραµµική µορφή

F (v) := (f, v) +

∫
∂Ω\Γ

gNv ds
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είναι καλά ορισµένη (και συνεχής) για όλες τις v ∈ V .

Η ισοδυναµία αυτών των µορφών προκύπτει από την Πρόταση 3.4.3∫
Ω

(−∆u)v dx =

∫
Ω
∇u · ∇v dx ds−

∫
∂Ω
v
∂u

∂ν
ds

= B[u, v]−
∫
∂Ω\Γ

v
∂u

∂ν
ds

για κάθε v ∈ V . ΄Ετσι, αν η u λύνει το (3.4.1), (3.4.18), τότε η (3.4.19) προκύπτει ως συνέπεια.

Αντίστροφα, αν η u λύνει την (3.4.19), τότε διαλέγοντας v που µηδενίζεται κοντά στο ∂Ω, ϐλέπουµε

ότι η (3.4.1) ισχύει και άρα, ∫
∂Ω\Γ

gNv ds−
∫
∂Ω\Γ

v
∂u

∂ν
ds = 0 ∀v ∈ V

∆ιαλέγοντας v όπως στην απόδειξη της Πρότασης 3.4.5, προκύπτει η (3.4.18).

Η προσέγγιση πεπερασµένων στοιχείων (3.4.19) περιλαµβάνει, συνήθως, τη χρήση συνάρτησης πα-

ϱεµβολής, IhgD για τα Dirichlet δεδοµένα. ∆αλέγουµε υπόχωρο Vh του V όπως πριν και ψάχνουµε

uh τέτοια ώστε uh − IhgD ∈ Vh και τέτοια ώστε

B[uh, v] = (f, v) +

∫
∂Ω\Γ

gNv ds ∀v ∈ Vh. (3.4.20)

Για τη (3.4.20) ισχύουν σχέσεις ανάλογες µε τις (3.4.13) και (3.4.17).

3.4.4 Μεταβολική Προσέγγιση Γενικών Ελλειπτικών Προβληµάτων

΄Εχουµε δει σε προηγούµενο κεφάλαιο ότι αν και σε κάποια καλώς τοποθετηµένα ελλειπτικά προβλή-

µατα το µεταβολικό τους πρόβληµα δεν είναι πιεστικό, µπορεί πάντα να γίνει µέσω µίας προσθετικής

σταθεράς. Για να ϐρόυµε τις Ϲητούµενες εκτιµήσεις, υποθέτουµε ότι η µεταβολική µορφή B[ , ] έχει

τις εξής ιδιότητες :

1. Είναι συνεχής στον H1(Ω), δηλαδή

|B[u, v]| ≤ C1‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω) ∀v ∈ H1(Ω) (3.4.21)

2. Υπάρχει κατάλληλη προοσθετική σταθερά K ∈ R που την κάνει πιεστική

B[v, v] +K(v, v) ≥ α‖v‖2H1(Ω) ∀v ∈ H
1(Ω) (3.4.22)
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3. Υπάρχει V ⊂ H1(Ω) τέτοιος ώστε να υπάρχει µοναδική λύση,u, στο µεταβολικό πρόβληµα

B[u, v] = (f, v) ∀v ∈ V

και στο συζυγές µεταβολικό πρόβληµα

B[v, u] = (f, v) ∀v ∈ V

και ισχύει και στις δύο περιπτώσεις η εκτίµηση οµαλότητας

|u|H2(Ω) ≤ CR‖f‖L2(Ω) ∀f ∈ L2(Ω). (3.4.23)

΄Εστω Vh ⊂ V ένας υπόχωρος πεπερασµένων στοιχείων, όπως στην προηγούµενη υποενότητα, και

ορίζουµε uh ∈ Vh µέσω της

B[uh, v] = (f, v) ∀v ∈ Vh. (3.4.24)

Σε αυτό, η (3.4.24) δεν είναι απαραίτητο να έχει µοναδική λύση αφού η B[ , ] µπορεί να µην

είναι πιεστική. Πράγµατι, δεν µπορούµε να εγγυηθούµε κάτι τέτοιο για όλους τους υποχώρους Vh.

Υποθέτουµε, πάντως, ότι

inf
v∈Vh
‖u− v‖H1(Ω) ≤ CAh|u|H2(Ω) ∀u ∈ H2(Ω). (3.4.25)

Ακολουθεί ένα ϑεώρηµα ανάλογο µε αυτό του Céas.

Θεώρηµα 3.4.3 ΄Εστω ότι ισχύουν οι συνθήκες (3.4.21), (3.4.22), (3.4.23) και (3.4.25). Τότε, υπάρ-

χουν σταθερές h0 και C τέτοιες ώστε για όλα τα h ≤ h0 να υπάρχει µοναδική λύση της (3.4.24) που να

ικανοποιεί την

‖u− uh‖H1(Ω) ≤ C inf
v∈Vh
‖u− v‖H1(Ω) (3.4.26)

όπου µπορούµε να πάρουµε C = 2C1/α και

‖u− uh‖L2(Ω) ≤ C1CACRh‖u− uh‖H1(Ω).

Συγκεκριµένα, µπορούµε να πάρουµε

h0 =
(α/2K)1/2

C1CACR
.
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Απόδειξη. Ξεκινάµε ϐρίσκοντας µία εκτίµηση για κάθε λύση της (3.4.24) που µπορεί να υπάρχει.

Παρατηρούµε ότι σε κάθε περίπτωση, έχουµε τη αρχή της ορθογωνιότητας

B[u− uh, v] = 0 ∀v ∈ Vh. (3.4.27)

Από τις (3.4.22), (3.4.27) και (3.4.1) προκύπτει άρα ότι για κάθε v ∈ Vh

α‖u− uh‖2H1(Ω) ≤ B[u− uh, u− uh] +K(u− uh, u− uh)

= B[u− uh, u− v] +K‖u− uh‖2L2(Ω)

≤ C1‖u− uh‖H1(Ω)‖u− v‖H1(Ω) +K‖u− uh‖2L2(Ω).

Θα προσπαθήσουµε τώρα να ϕράξουµε το ‖u−uh‖L2(Ω). ΄Εστω w η λύση (γνωρίζουµε την ύπαρξή της

από την (3.4.23)) του συζυγούς προβλήµατος

B[v, w] = (u− uh, v) ∀v ∈ V.

Τότε, για κάθε wh ∈ Vh

(u− uh, u− uh) = B[u− uh, w]

= B[u− uh, w − wh] (από την (3.4.27))

≤ C1‖u− uh‖H1(Ω)‖w − wh‖H1(Ω) (από την (3.4.21)).

΄Ετσι, για κατάλληλη επιλογή της wh

(u− uh, u− uh) ≤ C1CAh‖u− uh‖H1(Ω)|w|H2(Ω) (από την (3.4.25))

≤ C1CACRh‖u− uh‖H1(Ω)‖u− uh‖L2(Ω) (από την (3.4.23)).

Συνεπώς,

‖u− uh‖L2(Ω) ≤ Ch‖u− uh‖H1(Ω) (3.4.28)

όπου C = C1CACR. Εφαρµόζοντας αυτό παραπάνω, ϐρίσκουµε

α‖u− uh‖2H1(Ω) ≤ C1‖u− uh‖H1(Ω)‖u− v‖H1(Ω) +KC2h2‖u− uh‖2H1(Ω).

΄Ετσι, για h ≤ h0, όπου h0 = (α/2K)1/2

C1CACR
, ϐρίσκουµε

α‖u− uh‖H1(Ω) ≤ 2C1‖u− v‖H1(Ω) ∀v ∈ Vh. (3.4.29)
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Μέχρι στιγµής, λειτουργούσαµε µε την υπόθεση ότι υπάρχει µία λύση uh. Τώρα, ϑα εξετάσουµε το

ερώτηµα της ύπαρξης και µοναδικότητάς της. Επειδή η (3.4.24) είναι ένα πεπερασµένης διάστασης

σύστηµα που έχει τον ίδο αριθµό αγνώστων και εξισώσεων, η ύπαρξη και η µοναδικότητα είναι ισοδύ-

ναµες. Η µη-µοναδικότητα ϑα συνεπάγετο την ύπαρξη µη-τετριµµένης λύσης,uh, για f ≡ 0. Σε αυτή

την περίπτωση, έχουµε από την (3.4.23) ότι u ≡ 0. Αλλά η (3.4.29) συνεπάγεται τότε ότι και uh ≡ 0

για h επαρκώς µικρό. Συγκεκριµένα, αυτό λέει ότι η (3.4.24) έχει µοναδικές λύσεις για h αρκετά

µικρό, αφού f = 0 συνεπάγεται ότι uh = 0.

Τέλος, για h ≤ h0, συµπεραίνουµε ότι η µοναδική λύση της (3.4.24) ικανοποιεί την (3.4.29) και την

(3.4.28), που ολοκληρώνει την απόδειξη. Τις εκτιµήσεις για την L2 και την H1 νόρµα του σφάλ-

µατος και της απόκλισής του αυτών των ενοτήτων ϑα τις επαληθεύσουµε µέσω του FreeFem++ στο

τελευταίο κεφάλαιο.

3.4.5 Εκτιµήσεις Αρνητικών Νορµών

Στην προηγούµενη υποενότητα είδαµε τις L2 εκτιµήσεις σφάλµατος να ϐελτιώνονται σε H1 εκτιµήσεις

µε έναν παράγοντα h. Υπό συγκεκριµένες συνθήκες, µπορούµε να συνεχίσουµε να ϐελτιώνουµε τις

εκτιµήσεις σφάλµατος σε χαµηλότερες (αρνητικές) νόρµες. Το να έχουµε µεγαλύτερη δύναµη του h

σε κάποια εκτίµηση σε αρνητική νόρµα µπορεί να ερµηνευθεί ως ότι το σφάλµα είναι ταλαντούµενο.

Υπενθυµίζουµε ότι η αρνητική νόρµα H−s ορίζεται ως

‖u‖H−s(Ω) = sup
06=v∈Hs(Ω)

(u, v)

‖v‖Hs(Ω)
.

Υποθέτουµε ότι η εκτίµηση οµαλότητας

‖u‖Hs+2(Ω) ≤ CR‖f‖Hs(Ω) (3.4.30)

και η εκτίµηση προσέγγισης

inf
v∈Vh
‖u− v‖H1(Ω) ≤ Chs+1‖u‖Hs+2(Ω) (3.4.31)

ισχύουν για κάποιο s ≥ 0.

Θεώρηµα 3.4.4 Αν ισχύουν οι συνθήκες (3.4.21), (3.4.22), (3.4.30) και (3.4.31), υπάρχουν σταθερές

h0 και C τέτοιες ώστε για όλα τα h ≤ h0, η λύση του (3.4.24) να ικανοποιεί την

‖u− uh‖H−s(Ω) ≤ Chs+1‖u− uh‖H1(Ω). (3.4.32)
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Απόδειξη. Θέλουµε να εκτιµήσουµε το (u − uh, φ) για αυθαίρετη φ ∈ Hs(Ω). ΄Εστω w η λύση

(ξέρουµε ότι υπάρχει από την (3.4.30)) του συζυγούς προβλήµατος

B[v, w] = (v, φ) ∀v ∈ V.

Τότε, για οποιοδήποτε wh ∈ Vh

(u− uh, φ) = B[u− uh, w]

= B[u− uh, w − wh] (από την (3.4.27))

≤ C‖u− uh‖H1(Ω)‖w − wh‖H1(Ω) (από την (3.4.21))

΄Ετσι, για κατάλληλη επιλογή του wh έχουµε

(u− uh, φ) ≤ Chs+1‖u− uh‖H1(Ω)‖w‖Hs+2(Ω) (από την (3.4.31))

≤ Chs+1‖u− uh‖H1(Ω)‖φ‖Hs(Ω) (από την (3.4.30))

Παίρνοντας το supremum ολοκληρώνεται η απόδειξη.

3.5 ΄Ενα Μη-Γραµµικό Πρόβληµα

Ο ϐασικός σκοπός αυτής της ενότητας είναι η εφαρµογή της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων σε

ένα µη-γραµµικό πρόβληµα. Πριν δούµε αυτό, ϑα αναφέρουµε κάποια συµπεράσµατα που αφορούν

εκτιµήσεις για τη max-νόρµα και τις Lp−νόρµες.

3.5.1 ΄Ενα Βασικό Θεώρηµα

Ξεκινάµε µε µία διγραµµική µορφή

B[u, v] :=

∫
Ω

d∑
i,j=1

aij(x)
∂u

∂xi
(x)

∂v

∂xj
(x) +

d∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
(x)v(x) + b0(x)u(x)v(x) dx

µε την παρακάτω συνθήκη πιεστικότητας για τα aij :

Ca|ξ|2 ≤
∑
ij

aij(x)ξiξj ∀0 6= ξ ∈ Rd, για σχεδόν όλα τα x ∈ Ω. (3.5.1)
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Υποθέτουµε ακόµα ότι οι συντελεστές aij και bi είναι ϕραγµένοι στο Ω. Για απλότητα, εξετάζουµε µόνο

το πρόβληµα Dirichlet και άρα V = H1
0 (Ω). Ως προς την οµαλότητα του µεταβολικού προβλήµατος,

υποθέτουµε ότι υπάρχει µοναδική λύση στο

B[u, v] = (f, v) ∀v ∈ V (3.5.2)

που ικανοποιεί την :

‖u‖W 2,p(Ω) ≤ C‖f‖Lp(Ω) (3.5.3)

για 1 < p < µ για κάποιο µ > 1 που ϑα διαλέξουµε αργότερα. Υποθέτουµε ακόµα ότι ισχύει η ίδια

οµαλότητα για το συζυγές πρόβληµα

B[v, u] = (f, v) ∀v ∈ V. (3.5.4)

Θεωρούµε χώρους Vh, ϐασισµένους σε γενικά στοιχεία E , σε δύο και τρεις διαστάσεις. Υποθέτουµε

για απλότητα ότι τα στοιχεία είναι συµµορφικά και ϐασίζονται σε µία σχεδόν-οµοιόµορφη οικογένεια

υποδιαιρέσεων, T h.

Εισάγουµε την οικογένεια των σταθµισµένων συναρτήσεων

σz(x) = (|x− z|2 + κ2h2)
1
2

που εξαρτάται από την παράµετρο κ ≥ 1. Είναι εύκολο να επαληθεύσουµε ότι για κάθε λ ∈ R,

max
T∈T h

(
supx∈T σ

λ
z (x)

infx∈T σλz (x)

)
≤ C (3.5.5)

‖σλz ‖L∞(Ω) ≤ C max
{

1, (κh)λ
}

(3.5.6)

|Dβ
xσ

λ
z (x)| ≤ Cσλ−|β|z (x) ∀x ∈ Ω ∀β (3.5.7)

όπου η σταθερά C εξαρτάται συνεχώς από το λ και είναι ανεξάρτητη των z ∈ Ω και h. Εισάγουµε τον

συµβολισµό ∫̃
Ω
. . . dx :=

∑
T∈T h

∫
T
. . . dx
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Υποθέτουµε ότι οι χώροι πεπερασµένων στοιχείων Vh ⊂ V αποτελούνται από κατά τµήµατα πολυώ-

νυµα ϐαθµού ≤ kmax και έχουν τάξη προσέγγισης 2 ≤ k ≤ kmax µε την έννοια ότι υπάρχει µία

συνάρτηση παρεµβολής (ή άλλη προβολή στο χώρο Vh) Ih τέτοια ώστε∫
Ω
σλz (ψ − Ihψ)2 dx+ h2

∫
Ω
σλz |∇(ψ − Ihψ)|2 dx ≤ C

kmax∑
r=k

h2r

∫̃
Ω
σλz |∇E,rψ|2 dx∫

Ω
σλz (ψ − Ihψ)2 dx+ h2

∫
Ω
σλz |∇(ψ − Ihψ)|2 dx ≤ Ch4

∫̃
Ω
σλz |∇2ψ|2 dx (3.5.8)

για κάθε ψ ∈ H1(Ω) που ικανοποιεί το ψ|T ∈ Hk(T ) για όλα τα T ∈ T h και τέτοια ώστε

∇E,r(ψh|T ) = 0 ∀T ∈ T h ∀ψh ∈ Vh ∀k ≤ r ≤ kmax (3.5.9)

όπου το ∇j είναι το διάνυσµα όλων των µερικών παραγώγων τάξης j και ∇E,r είναι ένα διάνυσµα µε-

ϱικών παραγώγων τάξης r που εξαρτάται από το στοιχείο που χρησιµοποιείται. Επιπλέον, υποθέτουµε

µία αντίστροφη εκτίµηση της µορφής∫̃
Ω
σλz |∇jψh|2 dx ≤ Ch−2j

∫
Ω
σλzψ

2
h dx ∀ψh ∈ Vh, j ≥ 1. (3.5.10)

Υποθέτουµε ότι οι σταθερές C στις (3.5.8) και (3.5.10) εξαρτώνται συνεχώς από το λ. Επαληθεύεται

εύκολα ότι οι παραπάνω υποθέσεις ισχύουν για τα στοιχεία Langrange που µελετήσαµε προηγουµέ-

νως. Για στοιχεία που ϐασίζονται σε τρίγωνα και τετράεδρα, για τα οποία οι συναρτήσεις µετατόπισης

αποτελούνται από όλα τα πολυώνυµα ϐαθµού µικρότερου από k, παίρνουµε ∇E,r = ∇k για r = k

(και τίποτα διαφορετικά).

΄Οπως συνήθως, παίρνουµε uh ∈ Vh που λύνει το

B[uh, v] = (f, v) ∀v ∈ Vh. (3.5.11)

Ακολουθέι το ϐασικό ϑεώρηµα

Θεώρηµα 3.5.1 ΄Εστω οι χώροι πεπερασµένων στοιχείων ικανοποιούν τις (3.5.8), (3.5.9) και (3.5.10).

Υποθέτουµε ότι ισχύει η (3.5.1) και ότι οι συντελεστές aij , bj ϐρίσκονται όλοι στον L∞(Ω). Υποθέτουµε

ότι d ≤ 3, aij ∈ W 1,p(Ω) για p > 2 αν d = 2 και p ≥ 12/5 αν d = 3 για όλα τα i, j = 1, . . . , d και ότι η

(3.5.3) ισχύει για µ > d. Τότε, υπάρχει ένα h0 > 0 και C <∞ τέτοιο ώστε

‖uh‖W 1,∞(Ω) ≤ C‖u‖W 1,∞(Ω)

για 0 < h < h0.

131



Παρατήρηση 3.5.1 Αποδεικνύεται ότι το παραπάνω ϑεώρηµα ισχύει και για πεπερασµένο 2 < p <∞

αντί για∞, δηλαδή µε τις ίδιες προυποθέσεις ισχύει ότι

‖uh‖W 1,p(Ω) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω) (3.5.12)

Πόρισµα 3.5.1 Κάτω από τις ίδιες υποθέσεις

‖u− uh‖W 1,∞(Ω) ≤ Chk−1‖u‖Wk,∞(Ω).

3.5.2 Lp− Εκτιµήσεις

Σε αυτή την υποενότητα αναφέρουµε δύο συµπεράσµατα γιαLp εκτιµήσεις, ανάλογα µε την οµαλότητα

των συντελεστών.

Πρόταση 3.5.1 Κάτω από τις υποθέσεις του Θεωρήµατος (3.5.2) και αν οι συντελεστές aij ∈ C0(Ω),

τότε υπάρχει κάποιο h0 > 0 και C <∞ τέτοια ώστε

‖uh‖W 1,p(Ω) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω) ∀1 < p ≤ ∞ (3.5.13)

για 0 < h < h0

Για την επόµενη πρόταση δε ϑεωρούµε πλέον ότι ισχύουν κάποιες συνθήκες για τους συντελεστές παρά

µόνο ότι είναι ϕραγµένες, µετρήσιµες συναρτήσεις. Για απλότητα, περιοριζόµαστε στη συµµετρική

περίπτωση, υποθέτουµε δηλαδή ότι

B[u, v] :=

∫
Ω

d∑
i,j=1

aij(x)
∂u

∂xi
(x)

∂v

∂xj
(x) dx (3.5.14)

Πρόταση 3.5.2 Υποθέτουµε ότι η B[ , ] είναι όπως στην (3.5.14) και οι aij είναι ϕραγµένες, µετρήσιµες

συναρτήσεις τέτοιες ώστε να ικανοποιείται η (3.5.1) (πιεστικότητα). Τότε, υπάρχουν σταθερές α < ∞,

h0 > 0 και ε > 0 τέτοιες ώστε για όλα τα 0 < h ≤ h0 και uh ∈ Vh

|uh|W 1,p(Ω) ≤ α sup
06=vh∈Vh

B[uh, vh]

|vh|W 1,q(Ω)
(3.5.15)

οποτεδήποτε |2− p| ≤ ε, όπου q είναι ο δυικός του p, (1
p + 1

q = 1).

΄Αν έχουµε Phu την προβολή ενός u ∈ V στον Vh ως προς τη διγραµµική µορφή B[u, v], δηλαδή το

Phu είναι το µοναδικό στοιχείο του Vh που ικανοποιεί την

B[u− Phu, v] = 0 ∀v ∈ Vh.
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Πρόταση 3.5.3 Με τις υποθέσεις της Πρότασης 3.5.2, η προβολή Ph είναι ευσταθής στον W 1,p(Ω),

δηλαδή υπάρχει σταθερά C, ανεξάρτητη των h και u, τέτοια ώστε

‖Phu‖W 1,p(Ω) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω), |2− p| ≤ ε. (3.5.16)

3.5.3 Μη-Γραµµικό Πρόβληµα

Θα µελετήσουµε τώρα ένα µη-γραµµικό πρόβληµα, για να δούµε πως οι προηγούµενες εκτιµήσεις

µπορούν να µας δώσουν αποτελέσµατα ύπαρξης για µη-γραµµικά προβλήµατα. ΄Εστω

B[u, v;w] :=

∫
Ω
A(w)∇u · ∇v dx (3.5.17)

όπου η συνάρτηση A : R→ R ικανοποιεί την

0 < Ca ≤ A(s) ∀s ∈ R. (3.5.18)

Επιπλέον, υποθέτουµε µόνο ότι η A είναι ϕραγµένη σε ϕραγµένα υποσύνολα του R. Ψάχνουµε u

τέτοιο ώστε

B[u, v;u] = F (v) ∀v ∈ V (3.5.19)

όπου, ας πούµε, V = H1
0 (Ω). Παρατηρούµε ότι η B[u, u;u] δεν ορίζεται ακριβώς για αυθαίρετο

u ∈ H1(Ω) και άρα η µεταβολική διατύπωση ενός τέτοιου προβλήµατος χρειάζεται κάποια ανάπτυξη.

Εδώ ϑα δείξουµε απλά πώς µπορούµε να εξασφαλίσουµε την ύπαρξη λύσης στο διακριτό πρόβληµα

B[uh, v;uh] = F (v) ∀v ∈ Vh (3.5.20)

κάτω από κατάλληλες συνθήκες. ΄Εστω

V K,p
h :=

{
v ∈ Vh : ‖v‖W 1,p(Ω) ≤ K

}
(3.5.21)

για δοσµένο K > 0. Ορίζουµε την απλή απεικόνιση επανάληψης, Th : Vh → Vh µέσω της

B[Thuh, v;uh] = F (v) ∀v ∈ Vh. (3.5.22)

Αυτό είναι πάντα καλά ορισµένο, αφού uh ∈ Vh συνεπάγεται ότι A(uh) ∈ L∞(Ω).

Θεώρηµα 3.5.2 ΄Εστω η A είναι ϕραγµένη σε ϕραγµένα σύνολα και ισχύει η (3.5.18). Τότε, υπάρχουν

K > 0, p > 2, h0 > 0 και δ > 0 τέτοια ώστε για κάθε F µε ‖F‖W−1,p ≤ δ, η T h να απεικονίζει τον V K,p
h

στον εαυτό του για όλα τα 0 < h ≤ h0.
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Απόδειξη. Για κάθε uh ∈ V K,p
h η A(uh) ικανοποιεί τις συνθήκες της Πρότασης 3.5.2 και ισχύει ότι
d∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤M |ξ|2 για σχεδόν όλα τα x ∈ Ω (3.5.23)

όπου η M είναι ϕραγµένη από

M = sup {A(s) : |s| ≤ cpK} (3.5.24)

όπου η cp είναι η σταθερά στην ανισότητα Sobolev:

‖v‖L∞(Ω) ≤ cp‖v‖W 1,p(Ω) ∀v ∈W 1,p(Ω)

επειδή το v ∈ V K,p
h συνεπάγεται ότι ‖v‖L∞(Ω) ≤ cpK και άρα ‖A(v)‖L∞(Ω) ≤ M . Για αρκετά µικρό

K, (π.χ. K = C/cp) υπάρχει ένα p > 2 τέτοιο ώστε η ανισότητα στην Πρόταση 3.5.2 να ισχύει. Τότε

‖Thuh‖W 1,p(Ω) ≤ α sup
06=vh∈Vh

B[Thuh, vh;uh]

|vh|W 1,q(Ω)
(από την (3.5.23))

= α sup
06=vh∈Vh

F (vh)

|vh|W 1,q(Ω)

≤ C‖F‖W−1,p .

∆ιαλέγουµε δ = K/C.

Πόρισµα 3.5.2 Υποθέτουµε ότι η A είναι συνεχής και ισχύει η (3.5.18). ΄Εστω K > 0, p > 2, h0 > 0

και δ > 0 όπως στο προηγούµενο ϑεώρηµα. Για ‖F‖W−1,p ≤ δ, η (3.5.20) έχει µία λύση uh που

ικανοποιεί την

‖uh‖W 1,p(Ω) ≤ K (3.5.25)

για 0 < h ≤ h0

Απόδειξη. Εφαρµογή του Θεώρηµατος Σταθερού Σηµείου του Brouwer.

Το παραπάνω πόρισµα δεν εγγυάται απλά την ύπαρξη λύσης του διακριτού προβλήµατος που πα-

ϱαµένει οµοιόµορφα ϕραγµένη καθώς h→ 0, αλλά παρέχει αποτέλεσµα και για την ευστάθεια, αφού

στην οικογένεια των προβληµάτων (3.5.20) είναι όλα οµοιόµορφα συνεχή (και πιεστικά) ανεξάρτητα

του h. Αυτό µας επιτρέπει να εξασφαλίσουµε εκτιµήσεις σύγκλισης :

B[u− uh, v;uh] = B[u, v;uh]− F (v) (από την (3.5.20))

= B[u, v;uh]−B[u, v;u] (από την (3.5.19))

=

∫
Ω

(A(u)−A(uh))∇u · ∇v dx
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για κάθε v ∈ Vh. Υποθέτοντας ότι u ∈W 1,p(Ω) και A ∈W 1,∞(I) για κάθε ϕραγµένο διάστηµα I ⊂ R,

ϐρίσκουµε ότι για κάθε v ∈ Vh

B[u− uh, u− uh;uh] = B[u− uh, u− v;uh] +B[u− uh, v − uh;uh]

= B[u− uh, u− v;uh] +

∫
Ω

(A(u)−A(uh))∇u · ∇(v − uh) dx

≤ M‖u− uh‖H1(Ω)‖u− v‖H1(Ω) +

∫
Ω
|A(u)−A(uh)||∇u · ∇(v − uh)| dx

≤ M‖u− uh‖H1(Ω)‖u− v‖H1(Ω) + ‖A‖W 1,∞(I)

∫
Ω
|u− uh||∇u · (v − uh)| dx

≤ M‖u− uh‖H1(Ω)‖u− v‖H1(Ω) + ‖A‖W 1,∞(I)‖|u− uh||∇u|‖L2(Ω)‖v − uh‖H1(Ω)

≤ M‖u− uh‖H1(Ω)‖u− v‖H1(Ω) + ‖A‖W 1,∞(I)‖u− uh‖Lq(Ω)‖u‖W 1,p(Ω)‖v − uh‖H1(Ω)

≤ ‖u− uh‖H1(Ω)

(
M‖u− v‖H1(Ω) + c′p‖A‖W 1,∞(I)‖u‖W 1,p(Ω)‖v − uh‖H1(Ω)

)
όπου I = [0,max

{
M, ‖u‖L∞(Ω)

}
], q = 2p/(p−2) και χρησιµοποιήσαµε επανειληµµένα την Ανισότητα

Hölder και στο τελευταίο ϐήµα την Ανισότητα Sobolev. ΄Ετσι,

‖u− uh‖H1(Ω) ≤
1

Ca

(
M‖u− v‖H1(Ω) + c′p‖A‖W 1,∞(I)‖u‖W 1,p(Ω)‖v − uh‖H1(Ω)

)
(3.5.26)

Από την τριγωνική ανισότητα ϐρίσκουµε ότι

(1− γ)‖u− uh‖H1(Ω) ≤
(
M

Ca
+ γ

)
‖u− v‖H1(Ω)

όπου γ :=
c′p
Ca
‖A‖W 1,∞(I)‖u‖W 1,p(Ω). ΄Ετσι, αν γ < 1, παίρνουµε ένα αποτέλεσµα όµοιο µε το Θεώρη-

µα του Céa:

‖u− uh‖H1(Ω) ≤
M + γCa
(1− γ)Ca

‖u− v‖H1(Ω) ∀v ∈ Vh. (3.5.27)

Χρησιµοποιώντας παρόµοιες αλλά πιο πολύπλοκες τεχνικές, µπορεί κανείς να δείξει ότι υπάρχει

λύση u ∈ W 1,p(Ω) στην (3.5.19) µε τις συνθήκες του Θεωρήµατος 3.5.2 για αρκετά µικρό δ > 0,

χρησιµοποιώντας µία απεικόνιση T : W 1,p
0 (Ω)→W 1,p

0 (Ω) που ορίζεται ως

B[Tu, v;u] = F (v) ∀v ∈W 1,q
0 (Ω).

Κάτι τέτοιο προκύπτει πιο εύκολα από το γεγονός ότι και ο T και ο Th είναι Lipschitz συνεχείς αν η

A είναι Lipschitz συνεχής.

∆είχνουµε ότι η Th είναι Lipschitz συνεχής, καθώς αυτό εξασφαλίζει τόσο τη µοναδικότητα της λύσης

όσο και τη σύγκλιση της επανάληψης σταθερού σηµείου

un+1
h := Thu

n
h (3.5.28)
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στη uh καθώς n→∞. Για v, w, φ ∈ Vh, ϐρίσκουµε, χρησιµοποιώντας τις τεχνικές που οδήγησαν στην

(3.5.26) ότι

|B[Thv − Thw, φ; v]| =

∣∣∣∣∫
Ω

(A(w)−A(v))∇Thw · ∇φdx
∣∣∣∣

≤ c′p‖A‖W 1,∞(0,M)‖w − v‖H1(Ω)‖Thv‖W 1,p(Ω)‖φ‖H1(Ω)

για όλες τις v, w ∈ V K,p
h . Παρόµοιο αποτέλεσµα µπορεί να αποδειχθεί και για την T . Παρατηρούµε

ότι το K µπορεί να γίνει όσο µικρό ϑέλουµε,διαλέγοντας κατάλληλο δ. Συγκεντρώνουµε αυτά τα

αποτελέσµατα στο επόµενο ϑεώρηµα

Θεώρηµα 3.5.3 ΄Εστω η A είναι Lipschitz συνεχής και ισχύει η (3.5.18). Υπάρχουν δ > 0, h0 > 0 και

p > 2 τέτοια ώστε οι (3.5.19) και (3.5.20) να έχουν για όλα τα 0 < h ≤ h0 µοναδικές λύσεις για τυχαίο

F τέτοιο ώστε ‖F‖W−1,p ≤ δ. Επιπλέον, η uh µπορεί να προσεγγιστεί από αυθαίρετη ακρίβεια µέσω της

απλής επανάληψης (3.5.28), που περιλαµβάνει την επίλυση µόνο γραµµικών εξισώσεων σε κάθε ϐήµα.

Τέλος, το σφάλµα u− uh ικανοποιεί την (3.5.27).
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Κεφάλαιο 4

Παραβολικές Εξισώσεις ∆εύτερης Τάξης

Τα παραβολικά προβλήµατα είναι, όπως και τα υπερβολικά, εξελικτικές εξισώσεις, αφού περιλαµβά-

νουν και µεταβλητή χρόνου. Αποτελούν γενίκευση της εξίσωσης ϑερµότητας.

4.1 Ορισµοί

4.1.1 Παραβολικές Εξισώσεις

Για αυτό το κεφάλαιο υποθέτουµε ότι το U είναι ανοιχτό, ϕραγµένο υποσύνολο του Rn και, όπως πριν,

ϑέτουµε UT = U × (0, T ] για σταθερό T > 0.

Θα µελετήσουµε αρχικά το το πρόβληµα αρχικών/συνοριακών τιµών
ut + Lu = f στο UT

u = 0 στο ∂U × [0, T ]

u = g στο U × {t = 0} ,

(4.1.1)

όπου δίνονται οι f : UT → R και g : U → R και η u : ŪT → R είναι η άγνωστη u = u(x, t). Το

L συµβολίζει για κάθε χρόνο t έναν τελεστή µερικής παραγώγισης δεύτερης τάξης που έχει είτε τη

µορφή απόκλισης

Lu = −
n∑

i,j=1

(aij(x, t)uxi)xj +

n∑
i=1

bi(x, t)uxi + c(x, t)u (4.1.2)

η τη µορφή µη-απόκλισης

Lu = −
n∑

i,j=1

aij(x, t)uxixj +
n∑
i=1

bi(x, t)uxi + c(x, t)u (4.1.3)
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για δοσµένους συντελεστές aij , bi, c (i, j = 1, . . . , n).

Ορισµός 4.1.1 Λέµε ότι ένας παραβολικός τελεστής ∂
∂t+L είναι (οµοιόµορφα) παραβολικός αν υπάρχει

σταθερά θ > 0 τέτοια ώστε
n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ θ|ξ|2 (4.1.4)

για όλα τα (x, t) ∈ UT , ξ ∈ Rn.

Παρατήρηση 4.1.1 Παρατηρούµε ότι για σταθερό 0 ≤ t ≤ T ο τελεστής L είναι ένας οµοιόµορφα

ελλειπτικός τελεστής ως προς τη χωρική µεταβλητή x.

4.1.2 Ασθενείς Λύσεις

΄Οπως και µε τους ελλειπτικούς τελεστές, ϑεωρούµε τον L στη µορφή απόκλισης (4.1.2) και προ-

σπαθούµε να ορίσουµε την ασθενή λύση του προβλήµατος αρχικών/συνοριακών τιµών. Υποθέτουµε

ότι

aij , bi, c ∈ L∞(UT ) (i, j = 1, . . . , n), (4.1.5)

f ∈ L2(UT ) και (4.1.6)

g ∈ L2(U). (4.1.7)

Υποθέτουµε επίσης πάντα ότι aij = aji (i, j = 1, . . . , n).

Ορίζουµε τώρα τη χρόνο-εξαρτώµενη διγραµµική µορφή

B[u, v; t] :=

∫
U

n∑
i,j=1

aij(·, t)uxivxj +

n∑
i=1

bi(·, t)uxiv + c(·, t)uv dx (4.1.8)

για u, v ∈ H1
0 (U) και για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T .

Παρατήρηση 4.1.2 (Κίνητρο για τον ορισµό της ασθενούς λύσης.) Για να είναι ευφικτός ο επόµενος ο-

ϱισµός της ασθενούς λύσης, υποθέτουµε αρχικά ότι η u = u(x, t) είναι µία οµαλή λύση του παραβολικού

προβλήµατος (4.1.1). Αλλάζουµε τώρα οπτική, συνδέοντας τη u µε µία απεικόνιση

u : [0, T ]→ H1
0 (U)

που ορίζεται ως

[u(t)](x) := u(x, t) (x ∈ U, 0 ≤ t ≤ T ).
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Με άλλα λόγια δε ϑα ϑεωρούµε τη u ως συνάρτηση του x και του t µαζί, αλλά ως απεικόνιση u του t

στο χώρο H1
0 (U) των συναρτήσεων του x.

Επιστρέφοντας στο πρόβληµα (4.1.1), ορίζουµε οµοία την

f : [0, T ]→ L2(U)

ως

[f(t)](x) := f(x, t) (x ∈ U, 0 ≤ t ≤ T ).

Τότε, αν σταθεροποιήσουµε µία συνάρτηση v ∈ H1
0 (U), µπορούµε πολλαπλασιάζοντας τη Μ∆Ε ∂u

∂t +

Lu = f µε v και ολοκληρώνοντας κατά µέλη, να ϐρούµε

(u′, v) +B[u, v; t] = (f , v)

(
′ =

d

dt

)
(4.1.9)

για κάθε 0 ≤ t ≤ T , όπου το ( , ) είναι το εσωτερικό γινόµενο στον L2(U).

Στη συνέχεια, παρατηρούµε ότι

ut = g0 +
n∑
j=1

gjxj στο UT (4.1.10)

για g0 := f −
∑n

i=1 b
iuxi − cu και gj :=

∑n
i=1 a

ijuxi (j = 1, . . . , n). Συνεπώς, η (4.1.10) και οι ορισµοί

στην ενότητα 1.9.1 συνεπάγονται ότι το δεξί µέλος της (4.1.10) ϐρίσκεται στο χώρο Sobolev H−1(U) µε

‖ut‖H−1(U) ≤

 n∑
j=0

‖gj‖2L2(U)

1/2

≤ C
(
‖u‖H1

0 (U) + ‖f‖L2(U)

)
.

Αυτή η εκτίµηση υποδηλώνει ότι ίσως είναι λογικό να ψάξουµε για κάποια ασθενή λύση µε u′ ∈ H−1(U)

για σχεδόν όλους τους χρόνους 0 ≤ t ≤ T . Σε αυτή την περίπτωση ο πρώτος όρος της (4.1.9) µπορεί να

εκφραστεί ως 〈u′, v〉, όπου το 〈 , 〉 είναι το ταίριασµα του H−1(U) µε τον H1
0 (U).

΄Ολα αυτά οδηγούν στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 4.1.2 Λέµε ότι µία συνάρτηση

u ∈ L2(0, T ;H1
0 (U)), µε u′ ∈ L2(0, T ;H−1(U))

είναι ασθενής λύση του παραβολικού προβλήµατος αρχικών/συνοριακών τιµών (4.1.1) αν

(i) 〈u′, v〉+B[u, v; t] = (f , v)
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για κάθε v ∈ H1
0 (U) και σχεδόν για όλους τους χρόνους 0 ≤ t ≤ T και

(ii) u(0) = g.

Παρατήρηση 4.1.3 Με ϐάση το Θεώρηµα 1.9.3 ϐλέπουµε ότι u ∈ C([0, T ];L2(U)) και άρα η (ii) έχει

νόηµα.

4.2 ΄Υπαρξη Ασθενών Λύσεων

4.2.1 Προσεγγίσεις Galerkin

Θα κατασκευάσουµε µία ασθενή λύση στο παραβολικό πρόβληµα
ut + Lu = f στο UT

u = 0 στο ∂U × [0, T ]

u = g στο U × {t = 0}

(4.2.1)

κατασκευάζοντας πρώτα λύσεις συγκεκριµένων προσεγγίσεων του (4.2.1) πεπερασµένης διάστασης

και περνόντας σε όρια. Αυτό ονοµάζεται µέθοδος Galerkin.

Πιο συγκεκριµένα, υποθέτουµε ότι οι συναρτήσεις wk = wk(x) (k = 1, . . .) είναι οµαλές,

η {wk}∞k=1 είναι ορθογώνια ϐάση του H1
0 (U), (4.2.2)

και

η {wk}∞k=1 είναι ορθοκανονική ϐάση του L2(U). (4.2.3)

( ϑα µπορούσαµε να πάρουµε ως {wk}∞k=1 το πλήρες σετ των κατάλληλα κανονικοποιηµένων ιδιοσυ-

ναρτήσεων του L = −∆ στον H1
0 (U). ) Σταθεροποιούµε τώρα ένα ϑετικό ακέραιο m. Θα ψάξουµε για

µία συνάρτηση um : [0, T ]→ H1
0 (U) της µορφής

um(t) :=

m∑
k=1

dkm(t)wk (4.2.4)

όπου ϑέλουµε να διαλέξουµε συντελεστές dkm(t) (0 ≤ t ≤ T, k = 1, . . . ,m) τέτοιες ώστε

dkm(0) = (g, wk) (k = 1, . . . ,m) (4.2.5)
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και

(u′m, wk) +B[um, wk; t] = (f , wk) (0 ≤ t ≤ T, k = 1, . . . ,m). (4.2.6)

Ψάχνουµε, άρα, µία συνάρτηση um της µορφής (4.2.4) που να ικανοποιεί την ῾῾ προβολή ᾿᾿ (4.2.6) του

προβλήµατος (4.2.1) στο χώρο πεπερασµένης διάστασης που παράγεται από την {wk}mk=1.

Θεώρηµα 4.2.1 (Κατασκευή προσεγγιστικών λύσεων). Για κάθε ακέραιο m = 1, 2, . . . υπάρχει µονα-

δική συνάρτηση um της µρφής (4.2.4) που ικανοποιεί τις (4.2.5) και (4.2.6).

Απόδειξη. Υποθέτοντας ότι η um έχει τη µορφή (4.2.4), παρατηρούµε πρώτα από την (4.2.3) ότι

(u′m(t), wk) = dk ′m (t). (4.2.7)

Επιπλέον,

B[um, wk; t] =
m∑
l=1

ekl(t)dlm(t) (4.2.8)

για ekl(t) := B[wl, wk; t] (k, l = 1, . . . ,m).Γράφουµε ακόµα fk(t) := (f(t), wk) (k = 1, . . . ,m). Τότε,

η (4.2.6) µετατρέπεται στο γραµµικό σύστηµα Συνήθων ∆ιαφορικών Εξισώσεων

dk ′m (t) +
m∑
l=1

ekl(t)dlm(t) = fk(t) (k = 1, . . . ,m) (4.2.9)

µε τις αρχικές συνθήκες (4.2.5). Σύµφωνα µε την κλασσική ϑεωρία ύπαρξης για συνήθεις διαφορικές

εξισώσεις, υπάρχει µοναδική, απολύτως συνεχής συνάρτηση dm(t) = (d1
m(t), . . . , dmm(t)) που ικανο-

ποιεί τις (4.2.5) και (4.2.9) για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T . Τότε, η um που ορίζεται στην (4.2.4) λύνει

την (4.2.6) για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T .

4.2.2 Ενεργειακές Εκτιµήσεις

Σκοπεύουµε τώρα να στείλουµε το m στο άπειρο και να δείξουµε ότι µία υπακολουθία των λύσεών

µας um των προσεγγιστικών προβληµάτων (4.2.5) και (4.2.6) συγκλίνει σε ασθενή λύση του (4.2.1).

Για να το κάνουµε αυτό, χρειαζόµαστε κάποιες οµοιόµορφες εκτιµήσεις.

Πρώτα, όµως, αναφέρουµε, χωρίς απόδειξη, τις δύο µορφές της Ανισότητας Gronwall.

Πρόταση 4.2.1 (∆ιαφορική Μορφή Ανισότητας Gronwall). ΄Εστω η(·) µία µη-αρνητική απολύτως συ-

νεχής συνάρτηση στο [0, T ] που σχεδόν για κάθε t ικανοποιεί τη διαφορική ανισότητα

η′(t) ≤ φ(t)η(t) + ψ(t)
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όπου οι φ(t) και ψ(t) είναι µη-αρνητικές, αθροίσιµες συναρτήσεις στο [0, T ]. Τότε

η(t) ≤ e
∫ t
0 φ(s) ds

[
η(0) +

∫ t

0
ψ(s) ds

]
για όλα τα 0 ≤ t ≤ T .

Ειδικότερα, αν

η′ ≤ φη στο [0, T ] και η(0) = 0,

τότε

η ≡ 0 στο [0, T ].

Πρόταση 4.2.2 (Ολοκληρωτική Μορφή Ανισότητας Gronwall). ΄Εστω ξ(t) µία µη-αρνητική αθροίσιµη

συνάρτηση στο [0, T ] που ικανοποιεί για σχεδόν όλα τα t την ολοκληρωτική ανισότητα

ξ(t) ≤ C1

∫ t

0
ξ(s) ds+ C2

για σταθερές C1, C2 ≥ 0. Τότε

ξ(t) ≤ C2(1 + C1te
C1t)

για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T .

Ειδικότερα, αν

ξ(t) ≤ C1

∫ t

0
ξ(s) ds

για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T , τότε

ξ(t) = 0 σχεδόν παντού

Επιστρέφουµε τώρα στο ϐασικό ϑεώρηµα της υποενότητας.

Θεώρηµα 4.2.2 (Ενεργειακές εκτιµήσεις). Υπάρχει µία σταθερά C που εξαρτάται µόνο από τα U και

T και από τους συντελεστές του L τέτοια ώστε

max
0≤t≤T

‖um(t)‖L2(U) + ‖um‖L2(0,T ;H1
0 (U)) + ‖u′m‖L2(0,T ;H−1(U)) ≤ C(‖f‖L2(0,T ;L2(U)) + ‖g‖L2(U))

(4.2.10)

για m = 1, 2, . . ..

Απόδειξη.
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1. Πολλαπλασιάζουµε την (4.2.6) µε dkm(t), αθροίζουµε για k = 1, . . . ,m και χρησιµοποιούµε την

(4.2.4) για να ϐρούµε

(u′m,um) +B[um,um; t] = (f ,um) (4.2.11)

για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T . Στην υποενότητα 2.2.2 δείξαµε ότι υπάρχουν σταθερές β > 0 και

γ ≥ 0 τέτοιες ώστε

β‖um‖2H1
0 (U) ≤ B[um,um; t] + γ‖um‖2L2(U) (4.2.12)

για όλα τα 0 ≤ t ≤ T, m = 1, . . .. Επιπλέον, |(f ,um)| ≤ 1
2‖f‖

2
L2(U) + 1

2‖um‖
2
L2(U) και

(u′m,um) = d
dt

(
1
2‖um‖

2
L2(U)

)
για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T . Συνεπώς, η (4.2.11) δίνει την

ανισότητα

d

dt

(
‖um‖2L2(U)

)
+ 2β‖um‖2H1

0 (U) ≤ C1‖um‖2L2(U) + C2‖f‖2L2(U) (4.2.13)

για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T και κατάλληηλες σταθερές C1 και C2.

2. Γράφουµε τώρα

η(t) := ‖um(t)‖2L2(U) (4.2.14)

και

ξ(t) := ‖f(t)‖2L2(U) (4.2.15)

Τότε, η (4.2.13) συνεπάγεται ότι

η′(t) ≤ C1η(t) + C2ξ(t)

για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T . ΄Ετσι, η διαφορική µορφή της Ανισότητας Gronwall δίνει την

εκτίµηση

η(t) ≤ eC1t

(
η(0) + C2

∫ t

0
ξ(s) ds

)
(0 ≤ t ≤ T ). (4.2.16)

Επειδή από την (4.2.5) η(0) = ‖um(0)‖2L2(U) ≤ ‖g‖
2
L2(U), έχουµε από τις (4.2.14) µέχρι (4.2.16)

την εκτίµηση

max
0≤t≤T

‖um(t)‖2L2(U) ≤ C
(
‖g‖2L2(U) + ‖f‖2L2(0,T ;L2(U))

)
.

3. Επιστρέφουµε για άλλη µία ϕορά στην (4.2.13), ολοκληρώνουµε από 0 µέχρι T και χρησιµο-

ποιούµε την παραπάνω ανισότητα για να ϐρούµε

‖um‖2L2(0,T ;H1
0 (U)) =

∫ T

0
‖um‖2H1

0 (U) dt

≤ C
(
‖g‖2L2(U) + ‖f‖2L2(0,T ;L2(U))

)
.
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4. Σταθεροποιούµε οποιαδήποτε v ∈ H1
0 (U) µε ‖v‖H1

0 (U) ≤ 1 και γράφουµε v = v1 + v2, όπου

v1 ∈ span {wk}mk=1 και (v2, wk) = 0 (k = 1, . . . ,m). Επειδή οι συναρτήσεις {wk}∞k=0 είναι

ορθογώνιες στον H1
0 (U), ‖v1‖H1

0 (U) ≤ ‖v‖H1
0 (U) ≤ 1. Χρησιµοποιώντας την (4.2.6), συµπεραί-

νουµε ότι για κάθε 0 ≤ t ≤ T

(u′m, v
1) +B[um, v

1; t] = (f , v1).

Τότε, η (4.2.4) συνεπάγεται ότι

〈u′m, v〉 = (u′m, v) = (u′m, v
1) = (f , v1)−B[um, v

1; t].

Συνεπώς,

|〈u′m, v〉| ≤ C
(
‖f‖L2(U) + ‖um‖H1

0 (U)

)
αφού ‖v1‖H1

0 (U) ≤ 1. ΄Ετσι,

‖u′m‖H−1(U) ≤ C
(
‖f‖L2(U) + ‖um‖H1

0 (U)

)
και άρα ∫ T

0
‖u′m‖2H−1(U) dt ≤ C

∫ T

0
‖f‖2L2(U) + ‖um‖2H1

0 (U) dt

≤ C
(
‖g‖2L2(U) + ‖f‖2L2(0,T ;L2(U))

)
.

4.2.3 ΄Υπαρξη και Μοναδικότητα

Στη συνέχεια, περνάµε σε όρια καθώς m → ∞, για να ϕτιάξουµε µία ασθενή λύση του πορβλήµατος

αρχικών/συνοριακών τιµών 4.2.1.

Θεώρηµα 4.2.3 (΄Υπαρξη ασθενούς λύσης). Υπάρχει ασθενής λύση του (4.2.1).

Απόδειξη.

1. Σύµφωνα µε την ενεργειακή εκτίµηση (4.2.10), ϐλέπουµε ότι η ακολουθία {um}∞m=1 είναι ϕραγ-

µένη στον L2(0, T ;H1
0 (U)) και η {u′m}

∞
m=1 είναι ϕραγµένη στον L2(0, T ;H−1(U)).
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Συνεπώς, υπάρχει υπακολουθία {uml}
∞
l=1 ⊂ {um}

∞
m=1 και µία συνάρτηση u ∈ L2(0, T ;H1

0 (U))

µε u′ ∈ L2(0, T ;H−1(U)) τέτοια ώστε
uml ⇀ u ασθενώς στον L2(0, T ;H1

0 (U))

u′ml ⇀ u′ ασθενώς στον L2(0, T ;H−1(U)).

(4.2.17)

2. Στη συνέχεια σταθεροποιούµε έναν ακέραιοN και διαλέγουµε µία συνάρτηση v ∈ C1([0, T ];H1
0 (U))

που έχει τη µορφή

v(t) =

N∑
k=1

dk(t)wk (4.2.18)

όπου οι
{
dk
}N
k=1

είναι δοσµένες οµαλές συναρτήσεις. ∆ιαλέγουµε m ≥ N , πολλαπλασιάζουµε

τη (4.2.6) µε dk(t), αθροίζουµε για k = 1, . . . , N και µετά ολοκληρώνουµε ως προς t για να

ϐρούµε ∫ T

0
〈u′m, v〉+B[um, v; t] dt =

∫ T

0
(f , v) dt. (4.2.19)

Θέτουµεm = ml και χρησιµοποιούµε την (4.2.17) για να ϐρούµε περνώντας σε ασθενή όρια ότι∫ T

0
〈u′, v〉+B[u, v; t] dt =

∫ T

0
(f , v) dt. (4.2.20)

Αυτή η ανισότητα ισχύει τότε για όλες τις συναρτήσεις v ∈ L2(0, T ;H1
0 (U)), αφού οι συναρτήσεις

της µορφής (4.2.18) είναι πυκνές σε αυτόν το χώρο. ΄Ετσι,

〈u′, v〉+B[u, v; t] = (f , v) (4.2.21)

για κάθε v ∈ H1
0 (U) και σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T . Από το Θεώρηµα 1.9.3 ϐλέπουµε ακόµα ότι

u ∈ C([0, T ];L2(U)).

3. Για να δείξουµε ότι u(0) = g, παρατηρούµε πρώτα από την (4.2.20) ότι∫ T

0
−〈v′,u〉+B[u, v; t] dt =

∫ T

0
(f , v) dt+ (u(0) + v(0)) (4.2.22)

για κάθε v ∈ C1([0, T ];H1
0 (U)) µε v(T ) = 0. ΄Οµοια, από την (4.2.19) εξάγουµε ότι∫ T

0
−〈v′,um〉+B[um, v; t] dt =

∫ T

0
(f , v) dt+ (um(0), v(0)). (4.2.23)

Θέτουµε m = ml και ξαναχρησιµοποιούµε την (4.2.17) για να ϐρούµε∫ T

0
−〈v′,u〉+B[u, v; t] dt =

∫ T

0
(f , v) dt+ (g, v(0)) (4.2.24)
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αφού uml(0) → g στον L2(U). Επειδή το v(0) είναι αυθαίρετο, συγκρίνοντας τις (4.2.22) και

(4.2.24), συµπεραίνουµε ότι u(0) = g.

Θεώρηµα 4.2.4 (Μοναδικότητα της ασθενούς λύσης). Μία ασθενής λύση του (4.2.1) είναι µοναδική.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι η µόνη ασθενής λύση του (4.2.1) µε f ≡ g ≡ 0 είναι η

u ≡ 0 (4.2.25)

Για να το δείξουµε αυτό,παρατηρούµε ότι ϑέτοντας v = u στην ταυτότητα (4.2.21) (για f ≡ 0),

συµπεραίνουµε, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 1.9.3, ότι

d

dt

(
1

2
‖u‖2L2(U)

)
+B[u,u; t] = 〈u′,u〉+B[u,u; t] = 0. (4.2.26)

Επειδή

B[u,u; t] ≥ β‖u‖2H1
0 (U) − γ‖u‖

2
L2(U) ≥ −γ‖u‖

2
L2(U),

η ανισότητα Gronwall και η (4.2.26) συνεπάγονται την (4.2.25).

4.3 Οµαλότητα

Σε αυτή την ενότητα εξετάζουµε την κανονικότητα της ασθενούς λύσης u. Ο τελικός µας στόχος είνα

να δείξουµε ότι η u είναι οµαλή αν οι συντελεστές της Μ∆Ε, το σύνορο του χωρίου κλπ είναι οµαλά.

Παρατήρηση 4.3.1 (Κίνητρο : Τυπική εξαγωγή εκτιµήσεων.)

( i) Για να δούµε τί υποθέσεις κανονικότητας ϑα µπορούσαν να ισχύουν, υποθέτουµε αρχικά ότι η

u = u(x, t) είναι οµαλή λύση του προβλήµατος αρχικών/συνοριακών τιµών για την εξίσωση ϑερ-

µότητας : 
ut −∆u = f στο Rn × (0, T ]

u = g στο Rn × {t = 0}
(4.3.1)
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και υποθέτουµε ακόµα ότι η u πάει στο µηδέν καθώς |x| → ∞ αρκετά γρήγορα, ώστε να δικαιολο-

γούνται οι παρακάτω υπολογισµοί. Στη συνέχεια, υπολογίζουµε για 0 ≤ t ≤ T :∫
Rn
f2 dx =

∫
Rn

(ut −∆u)2 dx

=

∫
Rn
u2
t − 2∆uut + (∆u)2 dx

=

∫
Rn
u2
t + 2Du ·Dut + (∆u)2 dx. (4.3.2)

Από 2Du ·Dut = d
dt(|Du|

2) έχουµε ότι∫ t

0

∫
Rn

2Du ·Dut dx ds =

∫
Rn
|Du|2 dx|s=ts=0.

Επιπλέον, όπως δείξαµε και στην ενότητα 2.3,∫
Rn

(∆u)2 dx =

∫
Rn
|D2u|2 dx.

Εισάγουµε τις δύο αυτές ανισότητες στην (4.3.2) και ολοκληρώνουµε ως προς το χρόνο, για να

πάρουµε

sup
0≤t≤T

∫
Rn
|Du|2 dx+

∫ T

0

∫
Rn
u2
t + |D2u|2 dx dt ≤ C

(∫ T

0

∫
Rn
f2 dx dt+

∫
Rn
|Dg|2 dx

)
(4.3.3)

Βλέπουµε,άρα, ότι µπορούµε να εκτιµήσουµε τις L2−νόρµες των ut και D2u στο Rn × (0, T ) ως

προς την L2−νόρµα της f στο Rn × (0, T ) και την L2−νόρµα του Dg στον Rn.

( ii) Στη συνέχεια, παραγωγίζουµε τη Μ∆Ε ως προς t και ϑέτουµε ũ := ut. Τότε
ũt −∆ũ = f̃ στο Rn × (0, T ]

ũ = g̃ στο Rn × {t = 0}
(4.3.4)

για f̃ := ft, g̃ := ut(·, 0) = f(·, 0) + ∆g. Πολλαπλασιάζοντας µε ũ, ολοκληρώνοντας κατά µέλη

και χρησιµοποιώντας την Ανισότητα Gronwall, προκύπτει ότι

sup
0≤t≤T

∫
Rn
|ut|2 dx+

∫ T

0

∫
Rn
|Dut|2 dx dt ≤ C

(∫ T

0

∫
Rn
f2
t dx dt+

∫
Rn
|D2g|2 + f(·, 0)2 dx

)
.

(4.3.5)

Αλλά

max
0≤t≤T

‖f(·, t)‖L2(Rn) ≤ C(‖f‖L2(Rn×(0,T )) + ‖ft‖L2(Rn×(0,T ))) (4.3.6)
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σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.9.2 ( iii). Επιπλέον, γράφοντας −∆u = f − ut, ϐρίσκουµε, όπως στην

Ενότητα 2.3, ότι ∫
Rn
|D2u|2 dx ≤ C

∫
Rn
f2 + u2

t dx. (4.3.7)

Συνδυάζοντας τις ((4.3.5)− (4.3.7)), οδηγούµαστε στην εκτίµηση

sup
0≤t≤T

∫
Rn
|ut|2 +|D2u|2 dx+

∫ T

0

∫
Rn
|Dut|2 dx dt ≤ C

(∫ T

0

∫
Rn
f2
t + f2 dx dt+

∫
Rn
|D2g|2 dx

)
(4.3.8)

για κάποια σταθερά C.

Προφανώς τα παραπάνω δεν αποτελούν κάποιου είδους απόδειξη, γιατί η ασθενής λύση που κατα-

σκευάσαµε προηγουµένως δεν είναι αρκετά οµαλή ώστε να δικαιολογήσει αυτούς τους υπολογισµούς.

Για τους υπολογισµούς µας ϑα χρησιµοποιήσουµε τις προσεγγίσεις Galerkin. Για να διευκολύνουµε

τη διαδικασία, ϑα υποθέτουµε στο εξής ότι {wk}∞k=1 είναι η πλήρης συλλογή των ιδιοσυναρτήσεων της

−∆ στον H1
0 και ότι το U είναι ϕραγµένο, ανοιχτό µε οµαλό ∂U . Υποθέτουµε επιπλέον ότι

οι συντελεστές aij , bi, c (i, j = 1, . . . , n) είναι οµαλοί στο

Ū και δεν εξαρτώνται από το t.
(4.3.9)

Θεώρηµα 4.3.1 (Βελτιοµένη κανονικότητα.)

( i) ΄Εστω

g ∈ H1
0 (U),f ∈ L2(0, T ;L2(U)).

Υποθέτουµε ακόµα ότι η u ∈ L2(0, T ;H1
0 (U)) µε u′ ∈ L2(0, T ;H−1(U)) είναι η ασθενής λύση του

ut + Lu = f στο UT

u = 0 στο ∂U × [0, T ]

u = g στο U × {t = 0} .

Τότε στην πραγµατικότητα

u ∈ L2(0, T ;H2(U)) ∩ L∞(0, T ;H1
0 (U)),u′ ∈ L2(0, T ;L2(U))

και έχουµε την εκτίµηση

ess sup
0≤t≤T

‖u(t)‖H1
0 (U) + ‖u‖L2(0,T ;H2(U)) + ‖u′‖L2(0,T ;L2(U)) ≤ C

(
‖f‖L2(0,T ;L2(U)) + ‖g‖H1

0 (U)

)
(4.3.10)

όπου η σταθερά C εξαρτάται µόνο από τα U και T και τους συντελεστές του L.
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( ii) Αν επιπλέον

g ∈ H2(U),f ′ ∈ L2(0, T ;L2(U)),

τότε

u ∈ L∞(0, T ;H2(U)),u′ ∈ L∞(0, T ;L2(U)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (U)) και

u′′ ∈ L2(0, T ;H−1(U))

µε την εκτίµηση

ess sup
0≤t≤T

(‖u(t)‖H2(U) + ‖u′(t)‖L2(U)) + ‖u′‖L2(0,T ;H1
0 (U)) (4.3.11)

+ ‖u′′‖L2(0,T ;H−1(U)) ≤ C(‖f‖H1(0,T ;L2(U)) + ‖g‖H2(U).)

Απόδειξη.

1. Σταθεροποιούµε ένα m ≥ 1, πολλαπλασιάζουµε τη σχέση (4.2.6) ((u′m, wk) + B[um, wk; t] =

(f , wk) (0 ≤ t ≤ T, k = 1, . . . ,m)) µε dk′m(t) και αθροίζουµε για k = 1, . . . ,m για να ϐρούµε

(u′m,u
′
m) +B[um,u

′
m] = (f ,u′m)

για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T . Τώρα,

B[um,u
′
m] =

∫
U

n∑
i,j=1

aijum,xiu
′
m,xj dx+

∫
U

n∑
i=1

bium,xiu
′
m + cumu

′
m dx

=: A+B.

Επειδή aij = aji, (i, j = 1, . . . , n) και αυτοί οι συντελεστές δεν εξαρτώνται από το t, ϐλέπουµε

ότι A = d
dt

(
1
2A[um,um]

)
για τη συµµετρική διγραµµική µορφή

A[u, v] :=

∫
U

n∑
i,j=1

aijuxivxj dx (u, v ∈ H1
0 (U)).

Επιπλέον,

|B| ≤ C

ε
‖um‖2H1

0 (U) + ε‖u′m‖2L2(U), |(f ,u
′
m)| ≤ C

ε
‖f‖2L2(U) + ε‖u′m‖2L2(U)

για κάθε ε > 0.
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2. Συνδυάζοντας τις παραπάνω ανισότητες, συµπεραίνουµε ότι

‖u′m‖2L2(U) +
d

dt

(
1

2
A[um,um]

)
≤ C

ε
(‖um‖2H1

0 (U) + ‖f‖2L2(U)) + 2ε‖u′m‖2L2(U).

Επιλέγοντας ε = 1
4 και ολοκληρώνοντας, ϐρίσκουµε∫ T

0
‖u′m‖2L2(U) + sup

0≤t≤T
A[um(t),um(t)]

≤ C

(
A[um(0),um(0)] +

∫ T

0
‖um‖2H1

0 (U) + ‖f‖2L2(U) dt

)
≤ C

(
‖g‖2H1

0 (U) + ‖f‖2L2(0,T ;L2(U))

)
σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.2.2 όπου εκτιµήσαµε το ‖um(0)‖H1

0 (U) ≤ ‖g‖H1
0 (U). Επειδή

A[u, u] ≥ θ
∫
U |Du|

2 dx για κάθε u ∈ H1
0 (U), ϐρίσκουµε ότι

sup
0≤t≤T

‖um(t)‖2H1
0 (U) ≤ C

(
‖g‖2H1

0 (U) + ‖f‖2L2(0,T ;L2(U))

)
. (4.3.12)

Παιρνόντας σε όρια καθώς m = ml → ∞,εξάγουµε ότι u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (U)) και u′ ∈

L2(0, T ;L2(U)) µε τα αναφερθέντα ϕράγµατα.

3. Συγκεκριµένα, για σχεδόν όλα τα t έχουµε την ταυτότητα

(u′, v) +B[u, v] = (f , v)

για κάθε v ∈ H1
0 (U). Μπορούµε να ξαναγράψουµε αυτή την ισότητα ως

B[u, v] = (h, v)

για h := f − u′. Επειδή h(t) ∈ L2(U) για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T , συµπεραίνουµε από το

Θεώρηµα 2.3.4 για την ελλειπτική κανονικότητα ότι u(t) ∈ H2(U) για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T

µε την εκτίµηση

‖u‖2H2(U) ≤ C
(
‖h‖2L2(U) + ‖u‖2L2(U)

)
≤ C

(
‖f‖2L2(U) + ‖u′‖2L2(U) + ‖u‖2L2(U)

)
. (4.3.13)

Ολοκληρώνοντας και χρησιµοποιώντας τις εκτιµήσεις του ϐήµατος 2, ολοκληρώνουµε την από-

δειξη του (i).
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4. Ο επόµενος στόχος είναι να εξασφαλίσουµε µεγαλύτερη κανονικότητα για την ασθενή µας λύ-

ση. Υποθέτουµε ότι g ∈ H2(U) ∩ H1
0 (U),f ∈ H1(0, T ;L2(U)). Σταθεροποιούµε m ≥ 1 και

παραγωγίζουµε τιν εξίσωση (4.2.6) ως προς t. Με ϐάση την (4.3.9) ϐρίσκουµε

(ũ′m, wk) +B[ũm, wk] = (f ′, wk) (k = 1, . . . ,m) (4.3.14)

όπου ũm := u′m. Πολλαπλασιάζουµε την (4.3.14) µε dk′m(t) και αθροίζουµε ως προς k =

1, . . . ,m:

(ũ′m, ũm) +B[ũm, ũm] = (f ′, ũm).

Χρησιµοποιώντας την Ανισότητα Gronwall εξάγουµε ότι

sup
0≤t≤T

‖u′m(t)‖2L2(U) +

∫ T

0
‖u′m‖2H1

0 (U) dt

≤ C
(
‖u′m(0)‖2L2(U) + ‖f ′‖2L2(0,T ;L2(U))

)
≤ C

(
‖f‖2H1(0,T ;L2(U)) + ‖um(0)‖2H2(U)

)
(4.3.15)

όπου στην τελευταία ανισότητα χρησιµοποιήσαµε την (4.2.6).

5. Πρέπει να εκτιµήσουµε τον τελευταίο όρο στην (4.3.15). Θυµίζουµε ότι έχουµε πάρει {wk}∞k=1

την πλήρη συλλογή των (οµαλών) ιδιοσυναρτήσεων του −∆ στονH1
0 (U). Συγκεκριµένα, ∆um =

0 στο ∂U . ΄Ετσι,

‖um(0)‖2H2(U) ≤ C‖∆um(0)‖2L2(U) = C(um(0),∆2um(0)).

Επειδή ∆2um(0) ∈ span {wk}∞k=1 και (um(0), wk) = (g, wk) για k = 1, . . . ,m, έχουµε

‖um(0)‖2H2(U) ≤ C(g,∆2um(0)) = C(∆g,∆um(0))

≤ 1

2
‖um(0)‖2H2(U) + C‖g‖2H2(U).

΄Ετσι, ‖um(0)‖H2(U) ≤ C‖g‖H2(U). Ως εκ τούτου, η (4.2.15) συνεπάγεται ότι

sup
0≤t≤T

‖u′m(t)‖2L2(U) +

∫ T

0
‖u′m‖2H1

0 (U) dt ≤ C
(
‖f‖2H1(0,T ;L2(U) + ‖g‖2H2(U)

)
. (4.3.16)

6. Τώρα

B[um, wk] = (f − u′m, wk) (k = 1, . . . ,m).

151



Θέτουµε λk την k−ιδιοτιµή του −∆ στον H1
0 (U). Πολλαπλασιάζοντας την παραπάνω ταυτότητα

µε λkdkm(t) και αθροίζοντας για k = 1, . . . ,m εξάγουµε ότι για 0 ≤ t ≤ T

B[um,−∆um] = (f − u′m,−∆um). (4.3.17)

Αφού ∆um = 0 στο ∂U , ϐλέπουµε ότι B[um,−∆um] = (Lum,−∆um). Στη συνέχεια, επικα-

λούµαστε την ανισότητα

β‖u‖2H2(U) ≤ (Lu,−∆u) + γ‖u‖2L2(U) (u ∈ H2(U) ∩H1
0 (U)) (4.3.18)

για σταθερές β > 0, γ ≥ 0.

΄Επειτα, συµπεραίνουµε από την (4.3.17) ότι

‖um‖H2(U) ≤ C
(
‖f‖L2(U) + ‖u′m‖L2(U) + ‖um‖L2(U)

)
.

Αυτή η ανισότητα µαζί µε (4.3.16) και (4.3.12) και το Θεώρηµα 1.9.4 συνεπάγονται

sup
0≤t≤T

(
‖u′m‖2L2(U) + ‖um(t)‖2H2(U)

)
+

∫ T

0
‖u′m‖2H1

0 (U) dt ≤ C
(
‖f‖2H1(0,T ;L2(U)) + ‖g‖2H2(U)

)
Περνώντας σε όρια καθώς m = ml →∞, εξάγουµε το ίδιο ϕράγµα και για τη u.

7. Μένει να δείξουµε ότι u′′ ∈ L2(0, T ;H−1(U)). Για να το κάνουµε αυτό, παίρνουµε v ∈ H1
0 (U)

µε ‖v‖H1
0 (U) ≤ 1 και γράφουµε v = v1 + v2 όπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 4.2.2. Τότε,

για σχεδόν όλους τους χρόνους 0 ≤ t ≤ T :

〈u′′m, v〉 = (u′′m, v) = (u′′m, v
1) = (f ′, v1)−B[u′m, v

1; t]

σύµφωνα µε την (4.3.14), αφού u′′m = ũ′m. Συνεπώς,

|〈u′′m, v〉| ≤ C
(
‖f ′‖L2(U) + ‖u′m‖H1

0 (U)

)
αφού ‖v1‖H1

0 (U) ≤ 1. ΄Ετσι,

‖u′′m‖H−1(U) ≤ C
(
‖f ′‖L2(U) + ‖u′m‖H1

0 (U)

)
και,άρα, η u′′m είναι ϕραγµένη στον L2(0, T ;H−1(U)). Περνώντας σε όρια, συµπεραίνουµε ότι

u′′ ∈ L2(0, T ;H−1(U)) µε τη Ϲητούµενη εκτίµηση.
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Με επαγωγικά επιχειρήµατα προκύπτει και το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 4.3.2 (Μεγαλύτερη κανονικότητα). ΄Εστω

g ∈ H2m+1(U),
dkf

dtk
∈ L2(0, T ;H2m−2k(U)) (k = 0, . . . ,m).

Υποθέτουµε ακόµα ότι ισχύει η ακόλουθη συνθήκη συµβατότητας m−τάξης :
g0 := g ∈ H1

0 (U), g1 := f(0)− Lg0 ∈ H1
0 (U),

. . . , gm := dm−1f
dtm−1 (0)− Lgm−1 ∈ H1

0 (U).

Τότε
dku

dtk
∈ L2(0, T ;H2m+2−2k(U)) (k = 0, . . . ,m+ 1)

και έχουµε την εκτίµηση

m+1∑
k=0

∥∥∥∥dkudtk
∥∥∥∥
L2(0,T ;H2m+2−2k(U))

≤ C

(
m∑
k=0

∥∥∥∥dkfdtk
∥∥∥∥
L2(0,T ;H2m−2k(U))

+ ‖g‖H2m+1(U)

)
(4.3.19)

όπου η σταθερά C εξαρτάται µόνο από τα m,U, T και τους συντελεστές του L.

Τέλος, εφαρµόζοντας το προηγούµενο ϑεώρηµα για m = 0, 1, . . . προκύπτει το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 4.3.3 (΄Απειρη παραγωγισιµότητα). ΄Εστω

g ∈ C∞(Ū), f ∈ C∞(ŪT )

και οι συνθήκες συµβατότητας m−τάξης ισχύουν για m = 0, 1, . . .. Τότε, το παραβολικό πρόβληµα

αρχικών/συνοριακών τιµών (4.2.1) έχει µοναδική λύση

u ∈ C∞(ŪT ).

4.4 Θεωρία Ηµιοµάδων

Η ϑεωρία ηµιοµάδων είναι η αφηρηµένη µελέτη συνήθων διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης µε

τιµές σε χώρους Banach, που εκφράζονται µέσω γραµµικών-αλλά ίσως µη-ϕραγµένων- τελεστών.
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4.4.1 Ορισµοί και Βασικές Ιδιότητες

΄Εστω X ένας πραγµατικός χώρος Banach και η συνήθης διαφορική εξίσωση (Σ∆Ε)
u′(t) = Au(t) (t ≥ 0)

u(0) = u

(4.4.1)

όπου ′ = d
dt , u ∈ X δοσµένο και A ένας γραµµικός τελεστής. Πιο συγκεκριµένα, ϑεωρούµε ότι

το D(A),το πεδίο ορισµού του A, είναι ένας γραµµικός υπόχωρος του X και έχουµε έναν πιθανώς

µη-ϕραγµένο τελεστή

A : D(A)→ X. (4.4.2)

Εξετάζουµε την ύπαρξη και µοναδικότητα µίας λύσης

u : [0,∞)→ X

της Σ∆Ε (4.4.1). Το ϐασικό µας πρόβληµα είναι να εξασφαλίσουµε λογικές συνθήκες για τον τελεστήA

ώστε (i) η Σ∆Ε να έχει µοναδική λύση u για κάθε αρχικό σηµείο u ∈ X και (ii) πολλές ενδιαφέρουσες

Μ∆Ε να µπορούν να εκφραστούν στην αφηρηµένη µορφή (4.4.1).

Ηµιοµάδες

Υποθέτουµε προς στιγµήν ότι η u : [0,∞) → X είναι µία λύση της διαφορικής εξίσωσης (4.4.1) και

ότι στην πραγµατικότητα η (4.4.1) έχει µοναδική λύση για κάθε αρχικό σηµείο u ∈ X.

Παρατήρηση 4.4.1 (Συµβολισµός). Θα γράφουµε

u(t) := S(t)u (t ≥ 0) (4.4.3)

για να δείξουµε καθαρά την εξάρτηση του u(t) από την αρχική συνθήκη u ∈ X. Για κάθε χρόνο t ≥ 0

µπορούµε ως εκ τούτου να ϑεωρούµε το S(t) ως µία απεικόνιση από τον X στον X.

΄Οσον αφορά τις ιδιότητες του S,είναι σίγουρα γραµµικός και επιπλέον :

S(0)u = u (u ∈ X) (4.4.4)

και

S(t+ s)u = S(t)S(s)u = S(s)S(t)u (t, s ≥ 0, u ∈ X). (4.4.5)
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Η συνθήκη (4.4.5) εξασφαλίζει την υπόθεσή µας ότι η Σ∆Ε (4.4.1) έχει µοναδική λύση για κάθε αρχική

τιµή. Τέλος, ϕαίνεται λογικό να υποθέσουµε ότι για κάθε u ∈ X

η απεικόνιση t 7→ S(t)u είναι συνεχής από το [0,∞) στον X. (4.4.6)

Ορισµοί 4.4.1 ( i) Μία οικογένεια {S(t)}t≥0 ϕραγµένων γραµµικών τελεστών που απεικονίζουν τον

X στον X καλέιται ηµιοµάδα αν ικανοποιούνται οι συνθήκες ((4.4.4)− (4.4.6)).

( ii) Λέµε ότι η {S(t)}t≥0 είναι συστολική ηµιοµάδα αν επιπλέον

‖S(t)‖ ≤ 1 (t ≥ 0) (4.4.7)

όπου εδώ η ‖ · ‖ συµβολίζει τη νόρµα του τελεστή. ΄Ετσι,

‖S(t)u‖ ≤ ‖u‖ (t ≥ 0, u ∈ X).

Στοιχειώδεις Ιδιότητες και Γεννήτορες

Το Ϲητούµενο τώρα είναι να ϐρούµε ποιοί τελεστές A αποτελούν γεννήτορες συστολικών ηµιοµάδων.

Απο εδώ και στο εξής υποθέτουµε ότι η {S(t)}t≥0 είναι µία συστολική ηµιοµάδα στον X.

Ορισµοί 4.4.2 Γράφουµε

D(A) :=

{
u ∈ X | lim

t→0+

S(t)u− u
t

υπάρχει στον X

}
(4.4.8)

και

Au := lim
t→0+

S(t)u− u
t

(u ∈ D(A)). (4.4.9)

Καλούµε τον A : D(A) → X τον (απειροστό) γεννήτορα της ηµιοµάδας {S(t)}t≥0 οπού D(A) είναι το

πεδίο ορισµού του A.

Θεώρηµα 4.4.1 (∆ιαφορικές Ιδιότητες των Ηµιοµάδων). Υποθέτουµε ότι u ∈ D(A). Τότε

( i) S(t)u ∈ D(A) για κάθε t ≥ 0,

( ii) AS(t)u = S(t)Au για κάθε t > 0,

( iii) η απεικόνιση t 7→ S(t)u είναι διαφορίσιµη για κάθε t > 0 και
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( iv) d
dtS(t)u = AS(t)u (t > 0).

Απόδειξη.

1. ΄Εστω u ∈ D(A). Τότε

lim
s→0+

S(s)S(t)u− S(t)u

s

= lim
s→0+

S(t)S(s)u− S(t)u

s

= S(t) lim
s→0+

S(s)u− u
s

= S(t)Au

΄Αρα, S(t)u ∈ D(A) και AS(t)u = S(t)Au, οπότε δείχθηκαν οι (i) και (ii).

2. ΄Εστω u ∈ D(A), h > 0. Τότε, αν t > 0,

lim
h→0+

{
S(t)u− S(t− h)u

h
− S(t)Au

}
= lim

h→0+

{
S(t− h)

(
S(h)u− u

h

)
− S(t)Au

}
= lim

h→0+

{
S(t− h)

(
S(h)u− u

h
−Au

)
+ (S(t− h)− S(t))Au

}
= 0

αφού S(h)u−u
h → Au και ‖S(t− h)‖ ≤ 1. Συνεπώς,

lim
h→0+

S(t)u− S(t− h)u

h
= S(t)Au.

΄Οµοια,

lim
h→0+

S(t+ h)u− S(t)u

h
= S(t) lim

h→0+

S(h)u− u
h

= S(t)Au.

΄Ετσι, το d
dtS(t)u υπάρχει για κάθε χρόνο t > 0 και ισούται µε S(t)Au = AS(t)u.

Παρατήρηση 4.4.2 Επειδή η t 7→ AS(t)u = S(t)Au είναι συνεχής, η απεικόνιση t 7→ S(t)u είναι C1

στο (0,∞), αν u ∈ D(A).

Θεώρηµα 4.4.2 (Ιδιότητες των γεννητόρων).

( i) Το πεδίο ορισµού D(A) είναι πυκνό στο X

και
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( ii) Ο A είναι κλειστός τελεστής. Λέγοντας ότι ένας τελεστής είναι κλειστός, εννοούµε ότι οποτεδήποτε

uk ∈ D(A) (k = 1, . . .) και uk → u,Auk → v καθώς k →∞, τότε

u ∈ D(A), v = Au.

Απόδειξη.

1. Σταθεροποιούµε ένα u ∈ X και ορίζουµε ut :=
∫ t

0 S(s)u ds. Με ϐάση την (4.4.6), u
t

t → u στον

X, καθώς t→ 0+.

2. Ισχυριζόµαστε ότι

ut ∈ D(A) (t > 0). (4.4.10)

Πράγµατι, αν r > 0, έχουµε

S(r)ut − ut

r
=

1

r

[
S(r)

(∫ t

0
S(s)u ds

)
−
(∫ t

0
S(s)u ds

)]
=

1

r

∫ t

0
S(r + s)u− S(s)u ds

όπου χρησιµοποιήσαµε την ιδιότητα (4.4.5) των ηµιοµάδων. ΄Ετσι,

S(r)ut − ut

r
=

1

r

∫ t+r

t
S(s)u ds− 1

r

∫ r

0
S(s)u ds

→ S(t)u− u καθώς r → 0 + .

΄Ετσι, ut ∈ D(A) µε Aut = S(t)u − u. Αυτό αποδεικνύει την (4.4.10) και ολοκληρώνει την

απόδειξη του (i).

3. Για να αποδείξουµε ότι ο A είναι κλειστός, παίρνουµε uk ∈ D(A) (k = 1, . . . , ) και υποθέτουµε

ότι

uk → u,Auk → v στον X. (4.4.11)

Πρέπει να αποδείξουµε ότι u ∈ D(A) και v = Au. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.41

S(t)uk − uk =

∫ t

0
S(s)Auk ds.

΄Εστω k →∞ και χρησιµοποιώντας την (4.4.11):

S(t)u− u =

∫ t

0
S(s)v ds.
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΄Ετσι έχουµε

lim
t→0+

S(t)u− u
t

= lim
t→0+

1

t

∫ t

0
S(s)v ds = v.

Αλλά τότε εξ ορισµού u ∈ D(A) και v = Au.

Επιλύοντες

Ορισµοί 4.4.3 1. Λέµε ότι ένας πραγµατικός αριθµός λ ανήκει στο ρ(A), το επιλύον σύνολο του A,

αν ο τελεστής

λI −A : D(A)→ X

είναι 1-1 και επί.

2. Αν λ ∈ ρ(A), ο επιλύων τελεστής Rλ : X → X ορίζεται ως

Rλu := (λI −A)−1u.

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Κλειστού Γραφήµατος, ο Rλ : X → D(A) ⊆ X είναι ένας ϕραγµένος

γραµµικός τελεστής. Επιπλέον,

ARλu = RλAu αν u ∈ D(A)

Θεώρηµα 4.4.3 (Ιδιότητες των επιλυόντων τελεστών).

( i) Αν λ, µ ∈ ρ(A), έχουµε

Rλ −Rµ = (µ− λ)RλRµ (ταυτότητα επιλυόντων) (4.4.12)

και

RλRµ = RµRλ. (4.4.13)

( ii) Αν λ > 0, τότε λ ∈ ρ(A)

Rλu =

∫ ∞
0

e−λtS(t)u dt (u ∈ X) (4.4.14)

και άρα, ‖Rλ‖ ≤ 1
λ .

Παρατήρηση 4.4.3 Ο επιλύων τελεστής είναι ο µετασχηµατισµός Laplace της ηµιοµάδας.
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Απόδειξη.

1. Από το γεγονός ότι A(λI − A) = (λI − A)A προκύπτει ότι RλA = ARλ. Ακόµα, εξ ορισµού

έχουµε ότι (µI −A)Rµ = I και (λI −A)Rλ = I. ΄Ετσι,

Rλ −Rµ = R(λ)(µI −A)Rµ − (λI −A)RλRµ

= (µI −A)RλRµ − (λI −A)RλRµ

= (µ− λ)RλRµ

που δείχνει την (4.4.12). Η (4.4.13) είναι προφανής.

2. Παρατηρούµε πρώτα ότι, αφού λ > 0 και ‖S(t)‖ ≤ 1,το ολοκλήρωµα στη δεξιά πλευρά της

(4.4.14) είναι καλά ορισµένο. Θέτουµε R̃λu το ολοκλήρωµα αυτό. Τότε, για h > 0 και u ∈ X

S(h)R̃λu− R̃λu
h

=
1

h

{∫ ∞
0

e−λt [S(t+ h)u− S(t)u] dt

}
= −1

h

∫ h

0
e−λ(t−h)S(t)u dt+

1

h

∫ ∞
0

(e−λ(t−h) − e−λt)S(t)u dt

= −e−λh 1

h

∫ h

0
e−λtS(t)u dt+

(
eλh − 1

h

)∫ ∞
0

e−λtS(t)u dt.

΄Ετσι,

lim
h→0+

S(h)R̃λu− R̃λu
h

= −u+ λR̃λu.

΄Ετσι, AR̃λu = −u+ R̃λu, δηλαδή

(λI −A)R̃λu = u (u ∈ X). (4.4.15)

Από την άλλη, αν u ∈ D(A),

AR̃λu = A

∫ ∞
0

e−λtS(t)u dt =

∫ ∞
0

e−λtAS(t)u dt

=

∫ ∞
0

e−λtS(t)Audt = R̃λAu. (4.4.16)

Το ότι περάσαµε τον A µέσα στο ολοκλήρωµα δικαιολογείται από το γεγονός ότι ο A είναι

κλειστός τελεστής. ΄Ετσι,

R̃λ(λI −A)u = u (u ∈ D(A)).

Με ϐάση την (4.4.15) και τον παραπάνω τύπο, ο λI − A είναι ένα προς ένα και επί. Συνεπώς,

λ ∈ ρ(A) µε R̃λ = (λI −A)−1 = Rλ.
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4.4.2 ∆ηµιουργία Συστολικών Ηµιοµάδων

Θεώρηµα 4.4.4 (Θεώρηµα Hile-Yosida). ΄ΕστωA ένας κλειστός, πυκνά-ορισµένος γραµµικός τελεστής

στο X. Τότε ο A είναι ο γεννήτορας µιας συστολικής ηµιοµάδας {S(t)}t≥0 αν και µονο αν

(0,∞) ⊂ ρ(A) και ‖Rλ‖ ≤
1

λ
για λ > 0 (4.4.17)

Απόδειξη.

1. Αν ο A είναι γεννήτορας, τότε απ΄ το Θεώρηµα 4.4.3 (ii) προκύπτει άµεσα η (4.4.17).

2. Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι ο A είναι κλειστός, πυκνά-ορισµένος και ικανοποιεί ητν (4.4.17).

Πρέπει να κατασκευάσουµε µία συστολική ηµιοµάδα µε γεννήτορα το A. Γι’ αυτό, σταθερο-

ποιούµε ένα λ > 0 και ορίζουµε

Aλ := −λI + λ2Rλ = λARλ. (4.4.18)

Ο τελεστής Aλ είναι ένα είδος κανονικοποιηµένης προσέγγισης του A.

3. Ισχυριζόµαστε αρχικά ότι

Aλu→ Au καθώς λ→∞ (u ∈ D(A)). (4.4.19)

Πράγµατι, αφού λRλu− u = ARλu = RλAu, ‖λRλu− u‖ ≤ ‖Rλ‖‖Au‖ ≤ 1
λ‖Au‖ → 0. ΄Ετσι,

λRλu → u καθώς λ → ∞ αν u ∈ D(A). Αλλά επειδή ‖λRλ‖ ≤ 1 και το D(A) είναι πυκνό,

εξάγουµε ότι

λRλu→ u καθώς λ→∞ για όλα τα u ∈ X. (4.4.20)

Αν τώρα u ∈ D(A), τότε

Aλu = λARλu = λRλAu.

Με ϐάση την (4.4.20), ο ισχυρισµός µας (4.4.19) αποδείχθηκε.

4. Στη συνέχεια ορίζουµε

Sλ(t) := etAλ = e−λteλ
2tRλ = e−λt

∞∑
k=0

(λ2t)k

k!
Rkλ.

Παρατηρούµε ότι επειδή ‖Rλ‖ ≤ λ−1,

‖Sλ(t)‖ ≤ e−λt
∞∑
k=0

λ2ktk

k!
‖Rλ‖k ≤ e−λt

∞∑
k=0

λktk

k!
= 1.
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Συνεπώς, το {Sλ(t)}t≥0 είναι µία συστολική ηµιοµάδα και είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι ο

γεννήτοράς της είναι ο Aλ µε D(Aλ) = X.

5. ΄Εστω λ, µ > 0. Επειδή RλRµ = RµRλ, ϐλέπουµε ότι AλAµ = AµAλ και άρα

AµSλ(t) = Sλ(t)Aµ για κάθε t > 0.

Τότε αν u ∈ D(A), µπορούµε να υπολογίσουµε

Sλ(t)u− Sµ(t)u =

∫ t

0

d

ds
[Sµ(t− s)Sλ(s)u] ds

=

∫ t

0
Sµ(t− s)Sλ(s)(Aλu−Aµu) ds

αφού d
dtSλ(t)u = AλSλ(t)u = Sλ(t)Aλu. Συνεπώς ‖Sλ(t)u − Sµ(t)u‖ ≤ t‖Aλu − Aµu‖ → 0

καθώς λ, µ→∞. ΄Ετσι, το

S(t)u := lim
λ→∞

Sλ(t)u υπάρχει για κάθε t ≥ 0, u ∈ D(A). (4.4.21)

Καθώς ‖Sλ(t)‖ ≤ 1,το όριο (4.4.21) στην πραγµατικότητα υπάρχει για όλα τα u ∈ X, οµοιόµορ-

ϕα για t σε συµπαγή υποσύνολα του [0,∞). Εύκολα ελέγχουµε ότι η {S(t)}t≥0 είναι συστολική

ηµιοµάδα στον X.

6. Μένει να δείξουµε ότι ο A είναι ο γεννήτορας της {S(t)}t≥0. Γράφουµε ως B τον εν λόγω

γεννήτορα. Τώρα,

Sλ(t)u− u =

∫ t

0
Sλ(s)Aλu ds. (4.4.22)

Επιπλέον

‖Sλ(s)Aλu− S(s)Au‖ ≤ ‖Sλ(s)‖‖Aλu−Au‖+ ‖(Sλ(s)− S(s))Au‖ → 0

καθώς λ→∞, αν u ∈ D(A). Περνόντας σε όρια στην (4.4.22), συµπεραίνουµε ότι

S(t)u− u =

∫ t

0
S(s)Auds

αν u ∈ D(A). ΄Ετσι, D(A) ⊆ D(B) και

Bu = lim
t→0+

S(t)u− u
t

= Au (u ∈ D(A)).

Αν τώρα λ > 0, λ ∈ ρ(A)∩ρ(B). Επίσης, (λI−B)(D(A)) = (λI−A)(D(A)) = X σύµφωνα µε

την 4.4.17. ΄Ετσι, ο (λI −B)|D(A) είναι ένα προς ένα και επί και άρα D(A) = D(B). Συνεπώς,

A = B και ο A είναι πράγµατι ο γεννήτορας της {S(t)}t≥0.
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Παρατήρηση 4.4.4 ΄Εστω ω ∈ R. Μια ηµιοµάδα {S(t)}t≥0 ονοµάζεται ω−συστολική αν ‖S(t)‖ ≤

eωt (t ≥ 0). Μία παραλλαγή του προηγούµενου ϑεωρήµατος εξασφαλίζει ότι ένας κλειστός, πυκνά-

ορισµένος γραµµικός τελεστής A δηµιουργεί µία ω−συστολική ηµιοµάδα αν και µόνο αν

(ω,∞) ⊂ ρ(A) και ‖Rλ‖ ≤
1

λ− ω
για όλα τα λ > ω. (4.4.23)

4.4.3 Εφαρµογή σε Παραβολική Μ∆Ε 2ης τάξης

Θεωρούµε πρώτα το παραβολικό πρόβληµα αρχικών συνοριακών τιµών
ut + Lu = 0 στο UT

u = 0 στο ∂U × [0, T ]

u = g στο U × {t = 0}

(4.4.24)

που είναι ειδική περίπτωση της (4.1.1) για f ≡ 0. Θεωρούµε ότι ο L είναι σε µορφή απόκλισης (4.1.2),

ικανοποιεί την ισχυρή συνθήκη οµοιόµορφης ελλειπτικότητας και έχει οµαλούς συντελεστές που δεν

εξαρτώνται από το t. Υποθέτουµε ακόµα, ότι το ϕραγµένο ανοιχτό σύνολο U έχει οµαλό σύνορο.

Θα προσπαθήσουµε να ερµηνεύσουµε την (4.4.24) ως τη ϱοή που καθορίζεται από µία ηµιοµάδα στο

χώρο X = L2(U). Για αυτό, ϑέτουµε

D(A) := H1
0 (U) ∩H2(U) (4.4.25)

και ορίζουµε

Au := −Lu αν u ∈ D(A). (4.4.26)

Τότε ο A είναι ένας µη-ϕραγµένος γραµµικός τελεστής στο X. Ανακαλούµε την ενεργειακή εκτίµηση

β‖u‖2H1
0 (U) ≤ B[u, u] + γ‖u‖2L2(U) (4.4.27)

για σταθερές β > 0, γ ≥ 0, όπου B[ , ] είναι η διγραµµική µορφή που συνδέεται µε τον L.

Θεώρηµα 4.4.5 (Παραβολικές Μ∆Ε δεύτερης τάξης ως ηµιοµάδες). Ο τελεστής A δηµιουργεί µία

γ−συστολική ηµιοµάδα {S(t)}t≥0 στον L2(U).

Απόδειξη.
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1. Πρέπει να ελέγξουµε τις υποθέσεις της παραλλαγής του ϑεωρήµατος Hille-Yosida που παρου-

σιάστηκε στην Παρατήρηση 4.4.4 µε γ αντί για ω. Πρώτα από όλα, το D(A) που δίνεται στην

4.4.25 είναι πράγµατι πυκνό στον L2(U).

2. Ισχυριζόµαστε τώρα ότι ο τελεστής A είναι κλειστός. Πράγµατι, έστω {uk}∞k=1 ⊂ D(A) µε

uk → u,Auk → f στον L2(U). (4.4.28)

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα οµαλότητας 2.3.4

‖uk − ul‖H2(U) ≤ C(‖Auk −Aul‖L2(U) + ‖uk − ul‖L2(U))

για όλα τα k και l. ΄Ετσι, η (4.4.28) συνεπάγεται ότι η {uk}∞k=1 είναι ακολουθία Cauchy στον

H2(U) και άρα

uk → u στον H2(U). (4.4.29)

΄Αρα u ∈ D(A). Επιπλέον, η (4.4.29) συνεπάγεται ότι Auk → Au στον L2(U) και συνεπώς

f = Au.

3. Στη συνέχεια, ελέγχουµε τις συνθήκες (4.4.23) για τον επιλύοντα µε ω αντί για γ. Σύµφωνα µε

το Θεώρηµα 2.2.3 για κάθε λ ≥ γ το πρόβληµα συνοριακών τιµών
Lu+ λu = f στο U

u = 0 στο ∂U
(4.4.30)

έχει µοναδική ασθενή λύση u ∈ H1
0 (U) για κάθε f ∈ L2(U). Με ϐάση τη ϑεωρία οµαλότητας

για τα ελλειπτικά προβλήµατα, προκύπτει ότι στην πραγµατικότητα u ∈ H2(U) ∩H1
0 (U). ΄Αρα,

u ∈ D(A). Μπορούµε πλέον να ξαναγράψουµε την (4.4.30) χρησιµοποιώντας την (4.4.26) και

να ϐρούµε

λu−Au = f. (4.4.31)

΄Ετσι, ο (λI −A) : D(A)→ X είναι ένα προς ένα και επί για λ ≥ γ. Συνεπώς, ρ(A) ⊃ [γ,∞).

4. Θεωρούµε την ασθενή µορφή του προβλήµατος συνοριακών τιµών (4.4.30):

B[u, v] + λ(u, v) = (f, v)
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για κάθε v ∈ H1
0 (U) όπου ( , ) είναι το εσωτερικό γινόµενο στον L2(U). Θέτουµε v = u και

χρησιµοποιούµε την 4.4.27 για να υπολογίσουµε για λ > γ:

(λ− γ)‖u‖2L2(U) ≤ ‖f‖L2(U)‖u‖L2(U).

΄Ετσι, επειδή u = Rλf , έχουµε την εκτίµηση

‖Rλf‖L2(U) ≤
1

λ− γ
‖f‖L2(U).

Αυτό το ϕράγµα ισχύει για όλες τις f ∈ L2(U) και άρα

‖Rλ‖ ≤
1

λ− γ
(λ > γ) (4.4.32)

όπως απαιτείται.

Παρατήρηση 4.4.5 Βλέπουµε ότι η µέθοδος των ηµιοµάδων ξεκινάει κατασκευάζοντας πιο οµαλή

λύση από τη µέθοδο Galerkin. Παρ όλα αυτά, περιορίζεται µόνο στις περιπτώσεις που οι συντελεστές

aij , bi, c (i, j = 1, . . . , n) του L είναι ανεξάρτητοι του χρόνου t, ενώ η µέθοδος Galerkin δεν έχει τέτοιο

περιορισµό.
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Κεφάλαιο 5

Η Μέθοδος των Πεπερασµένων

Στοιχείων για Παραβολικά Προβλήµατα

5.1 Η Κλασσική Μέθοδος Galerkin

Σε αυτή την ενότητα ϑα µελετήσουµε την κλασσική µέθοδο Galerkin για πεπερασµένα στοιχεία,

για να ϐρούµε την προσεγγιστική λύση του προβλήµατος αρχικών-συνοριακών τιµών της εξίσωσης

ϑερµότητας 
ut −∆u = f στο Ω για t > 0

u = 0 στο ∂Ω για t > 0 µε u(·, 0) = v στο Ω

(5.1.1)

όπου το Ω είναι πεδίο του Rd µε οµαλό σύνορο ∂Ω και όπου u = u(x, t).

Θυµίζουµε κάποιες υποθέσεις και κάποια αποτελέσµατα από το αντίστοιχο κεφάλαιο για τα ελλειπτικά

προβλήµατα που ϑα χρησιµοποιήσουµε παρακάτω. Για το ελλειπτικό πρόβληµα

−∆u = f στο Ω, µε u = 0 στο ∂Ω (5.1.2)

ϑεωρόµε ότι το Ω είναι κυρτό µε οµαλό σύνορο και Th την τριγωνοποίησή του όπως πριν, που στην

περίπτωση που είναι σχεδόν-οµοιόµορφα ϕραγµένη έχουµε ότι η επιφάνεια κάθε τριγώνου της τριγω-

νοποίησης είναι κάτω ϕραγµένη από το ch2 για c ϑετική σταθερά ανεξάρτητη του h.

Παίρνουµε ως Sh τον χώρο των συνεχών συναρτήσεων στο Ω̄ που είναι γραµµικές σε κάθε τρίγωνο

της Th και που µηδενίζονται έξω από το πολυγωνικό χωρίο Ωh που δηµιουργείται από την ένωση
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των τριγώνων της Th. Ονοµάζουµε {Pj}Nhj=1 τις εσωτερικές κορυφές της Th και {Φj}Nhj=1 τις συνρτή-

σεις πυραµίδας που αποτελούν ϐάση του Sh. Τότε, ο τελεστής παρεµβολής µίας οµαλής v ∈ Ω που

µηδενίζεται στο ∂Ω έχουµε πει ότι είναι ο

Ihv(x) =

Nh∑
j=1

v(Pj)Φj(x). (5.1.3)

Συµβολίζουµε ‖v‖ = ‖v‖L2 και ‖v‖r = ‖v‖Hr και ϑυµόµαστε ότι για συναρτήσεις στον H1
0 έχουµε

την εξής ισοδυναµία νορµών

c‖v‖1 ≤ ‖∇v‖ ≤ ‖v‖1, ∀v ∈ H1
0 µε c > 0 (5.1.4)

Θυµίζουµε ακόµα ότι έχουµε την ακόλουθη εκτίµηση σφάλµατος για την παρεµβολή για v ∈ H2∩H1
0

‖Ihv − v‖ ≤ Ch2‖v‖2 και ‖∇(Ihv − v)‖ ≤ Ch‖v‖2. (5.1.5)

΄Εχουµε, ακόµα, για τη γενική περίπτωση ενός Ω ⊂ Rd µε οικογένεια {Sh}Nhj=1 υποχώρων του H1
0

πεπερασµένης διάστασης ότι για κάποιο r ≥ 2 και µικρό h

inf
χ∈Sh

{‖v − χ‖+ h‖∇(v − χ)‖} ≤ Chs‖v‖s, για 1 ≤ s ≤ r και v ∈ Hs ∩H1
0 . (5.1.6)

Οµοίως, για τον τελεστή παρεµβολής Ih : Hr ∩H1
0 → Sh µπορούµε να ϐρούµε αντίστοιχη εκτίµηση

‖Iv − v‖+ h‖∇(Ihv − v)‖ ≤ Chs‖v‖s, για 1 ≤ s ≤ r. (5.1.7)

Σηµειώνουµε ακόµα ότι αν η {Sh} ϐασίζεται σε σχεδόν-οµοιόµορφες τριγωνοποιήσεις και αποτελείται

από κατά τµήµατα πολυώνυµα ϐαθµού το πολύ r − 1, τότε έχουµε την αντίστροφη ανισότητα

‖∇χ‖ ≤ Ch−1‖χ‖, ∀χ ∈ Sh (5.1.8)

΄Οπως έχουµε δει, στη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων ψάχνουµε συνάρτηση uh ∈ Sh τέτοια ώστε

(∇uh,∇χ) = (f, χ), ∀χ ∈ Sh. (5.1.9)

για τη λύση της οποίας και τη λύση του προβλήµατός µας ϑυµίζουµε ότι ισχύει η σχέση ορθογωνιότητας

(∇(uh − u),∇χ) = 0, ∀χ ∈ Sh (5.1.10)

Με ϐάση αυτά αποδεικνύεται το ακόλουθο ϑεώρηµα.
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Θεώρηµα 5.1.1 Υποθέτουµε ότι ισχύει η (5.1.6) και έστω uh και u οι λύσεις των (5.1.2) και (5.1.9)

αντίστοιχα. Τότε για 1 ≤ s ≤ r

‖uh − u‖ ≤ Chs‖u‖s και ‖∇uh −∇u‖ ≤ Chs−1‖u‖s. (5.1.11)

Επιστρέφουµε τώρα στο πρόβληµα αρχικών-συνοριακών τιµών (5.1.1) για την εξίσωση ϑερµότητας.

΄Οπως ϕαίνεται παραπάνω, είναι ϐολικότερο να ορίσουµε και να αναλύσουµε την προσεγγιστική λύση

σε δύο ϐήµατα. Στο πρώτο ϐήµα ϑα προσεγγίσουµε τη u(x, t) µέσω µίας συνάρτησης uh(x, t) που για

κάθε σταθερό t ανήκει σε έναν πεπερασµένης διάστασης γραµµικό χώρο Sh από συναρτήσεις του x

όπως περιγράφηκε παραπάνω. Αυτή η συνάρτηση ϑα είναι λύση ενός h−εξαρτώµενου πεπερασµένου

συστήµατος συνήθων διαφορικών εξισώσεων στο χρόνο και αναφέρεται ως χωρικά διακριτή ή ηµιδια-

κριτή λύση. ΄Οπως στην ελλειπτική περίπτωση που υπενθυµίσαµε, το χωρικά διακριτό πρόβληµα

ϐασίζεται σε µία µεταβολική µορφή του (5.1.1). Προχωράµε στη συνέχεια στη διακριτοποίηση αυτού

του συστήµατος ως προς τη µεταβλητή του χρόνου, για να παράγουµε ένα πλήρως διακριτό χρονοβη-

µατικό σχέδιο για την προσεγγιστική λύση του (5.1.1). Για να κάνουµε τη διακριτοποίηση στο χρόνο,

ϑα χρησιµοποιήσουµε προσέγγιση πεπερασµένης διαφοράς για την χρονική παράγωγο.

Για το αρχικό στάδιο του να ορίσουµε µία χωρικά ηµιδιακριτή προσεγγιστική λύση στο πρόβληµα

αρχικών-συνοριακών τιµών, γράφουµε το πρόβληµα σε ασθενή µορφή πολλαπλασιάζοντας την εξίσω-

ση ϑερµότητας µε µία οµαλή συνάρτηση φ που εξαφανίζεται στο ∂Ω (ή φ ∈ H1
0 ), ολοκληρώνουµε στο

Ω, εφαρµόζουµε τον τύπο του Green και προκύπτει :

(ut, φ) + (∇u,∇φ) = (f, φ) ∀φ ∈ H1
0 , t > 0.

Μπορούµε στη συνέχεια να ϑέσουµε το προσεγγιστικό πρόβληµα να ϐρούµε uh(t) := uh(·, t) που

ανήκει στον Sh για κάθε t, τέτοια ώστε :

(uh,t, χ) + (∇uh,∇χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sh, t > 0, uh(0) = vh (5.1.12)

όπου vh είναι κάποια προσέγγιση της v στον Sh.

Ως προς τη ϐάση {Φj}Nh1 του Sh το ηµιδιακριτό µας πρόβληµα γίνεται :

Να ϐρεθούν συντελεστές αj(t) στην uh(x, t) =
∑Nh

j=1 αj(t)Φj(x) τέτοιοι ώστε

Nh∑
j=1

α′j(t)(Φj ,Φk) +

Nh∑
j=1

αj(t)(∇Φj ,∇Φk) = (f,Φk), k = 1, . . . , Nh
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και µε γj τα συστατικά της δοθείσας αρχικής προσέγγισης vh, αj(0) = γj για 1, . . . , Nh. Με συµβολι-

σµό πινάκων αυτό µπορεί να εκφραστεί ως

Aα′(t) +Bα(t) = f̃(t) για t > 0, µε α(0) = γ

όπου A = (ajk) είναι ο πίνακας µάζας µε στοιχεία αjk = (Φj ,Φk), B = (bjk) ο πίνακας ακαµψίας

µε bjk = (∇φj ,∇Φk), f̃ = (fk) το διάνυσµα µε στοιχεία fk = (f,Φk), α(t) το διάνυσµα των αγνώστων

αj(t) και γ = (γk). Η διάσταση όλων αυτών είναι Nh, η διάσταση του Sh.

Επειδή όπως και στον πίνακα ακαµψίας B ο πίνακας µάζας A είναι πίνακας Gram και άρα και

ϑετικά ορισµένος και αντιστρέψιµος, το παραπάνω σύστηµα συνήθων διαφορικών εξισώσεων µπορεί

να γραφεί

α′(t) +A−1Bα(t) = A−1f̃(t) για t > 0, µε α(0) = γ

και άρα έχει µοναδική λύση για t ϑετικό.

Πρώτος µας στόχος είναι να αποδείξουµε την παρακάτω εκτίµηση στον L2 για το σφάλµα µεταξύ των

λύσεων του ηµιδιακριτού και του συνεχούς προβλήµατος.

Θεώρηµα 5.1.2 ΄Εστω uh και u οι λύσεις των (5.1.12) και (5.1.1). Τότε

‖uh(t)− u(t)‖ ≤ ‖vh − v‖+ Chr(‖v‖r +

∫ t

0
‖ut‖r ds), για t ≥ 0.

Παρατήρηση 5.1.1 ΄Οπως και προηγουµένως, απαιτούµε η λύση του συνεχούς προβλήµατος να έχει

την οµαλότητα που υπονοείται από τις νόρµες στο δεξί µέλος και η v να εξαφανίζεται στο ∂Ω. Παρατη-

ϱούµε επίσης ότι αν ισχύει η (5.1.7) και vh = Ihv, τότε ο πρώτος όρος στο δεξί µέλος κυριαρχείται από

τον δεύτερο. Το ίδιο ισχύει και αν vh = Phv, όπου Ph είναι η ορθογώνια προβολή της v στον Sh ως

προς το εσωτερικό γινόµενο του L2, αφού αυτή είναι η ϐέλτιστη προσέγγιση της v στον Sh ως προς την

L2−νόρµα. Μια άλλη ϐέλτιστη προσέγγιση επιτυγχάνεται αν ορίσουµε την ελλειπτική ή Ritz προβολή

Rh στον Sh ως την ορθογώνια προβολή ως προς το εσωτερικό γινόµενο (∇v,∇w) τέτοια ώστε

(∇Rhv,∇χ) = (∇v,∇χ) ∀χ ∈ Sh, για v ∈ H1
0 . (5.1.13)

Μπορούµε να πούµε ότι η Rhv είναι η προσέγγιση πεπερασµένων στοιχείων της λύσης του αντίστοιχου

ελλειπτικού προβλήµατος µε ακριβή λύση v.

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 5.1.2 αµέσως παρακάτω, ϑα χρησιµοποιήσουµε το εξής Λήµµα.

168



Λήµµα 5.1.1 ΄Εστω ότι ισχύει η (5.1.6). Τότε για Rh όπως παραπάνω έχουµε

‖Rhv − v‖+ h‖∇(Rhv − v)‖ ≤ Chs‖v‖s, για v ∈ Hs ∩H1
0 , 1 ≤ s ≤ r.

Απόδειξη. (Θεωρήµατος). ΄Οπως ϑα κάνουµε συχνά στο εξής, γράφουµε

uh − u = θ + ρ, όπου θ = uh −Rhu, ρ = Rhu− u. (5.1.14)

Ο δεύτερος όρος ϕράσσεται εύκολα από το Λήµµα 5.1.1 και προφανείς εκτιµήσεις :

‖ρ(t)‖ ≤ Chr‖u(t)‖r ≤ Chr(‖v‖r +

∫ t

0
‖ut‖r ds). (5.1.15)

Για να εκτιµήσουµε το θ, παρατηρούµε από τους ορισµούς µας ότι

(θt, χ) + (∇θ,∇χ)

= (uh,t, χ) + (∇uh,∇χ)− (Rhut, χ)− (∇Rhu,∇χ)

= (f, χ)− (Rhut, χ)− (∇u,∇χ)

= (ut −Rhut, χ) (5.1.16)

ή

(θt, χ) + (∇θ,∇χ) = −(ρt, χ) ∀χ ∈ Sh, t > 0. (5.1.17)

∆εδοµένου ότι το θ ανήκει στον Sh, µπορούµε να διαλέξουµε χ = θ στην (5.1.17) και να καταλήξουµε

ότι

(θt, θ) + ‖∇θ‖2 = (−ρt, θ). (5.1.18)

Ο πρώτος όρος είναι ίσος µε 1
2(d/dt)‖θ‖2 και ο δεύτερος είναι µη αρνητικός. Επειδή το ‖θ‖ µπορεί

να µην παραγωγίζεται όταν θ = 0, προσθέτουµε ε2 για να πάρουµε

1

2

d

dt
‖θ‖2 =

1

2

d

dt
(‖θ‖2 + ε2) ≤ ‖ρt‖‖θ‖ µε ε > 0

Αυτό δείχνει ότι

(‖θ‖2 + ε2)1/2 d

dt
(‖θ‖2 + ε2)1/2 ≤ ‖ρt‖‖θ‖

και επειδή ‖θ‖ ≤ (‖θ‖2 + ε2)1/2, ολοκληρώνοντας και παίρνοντας ε→ 0,

‖θ(t)‖ ≤ ‖θ(0)‖+

∫ t

0
‖ρt‖ ds. (5.1.19)
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Εδώ

‖θ(0)‖ = ‖vh −Rhv‖ ≤ ‖vh − v‖+ ‖Rhv − v‖ ≤ ‖vh − v‖+ Chr‖v‖r

και

‖ρt‖ = ‖Rhut − ut‖ ≤ Chr‖ut‖r

οπότε προκύπτει το επιθυµητό ϕράγµα για το ‖θ(t)‖.

Παρατήρηση 5.1.2 Στην παραπάνω απόδειξη χρησιµοποιήσαµε στην (5.1.18) το γεγονός ότι το ‖∇θ‖2

είναι µη αρνητικό. Χρησιµοποιώντας διαφορετικά αυτόν τον όρο, µπορούµε να δείξουµε ότι η επίδραση

της αρχικής συνθήκης στο σφάλµα τείνει στο µηδέν εκθετικά καθώς το t µεγαλώνει. Πράγµατι, για λ1

τη µικρότερη ιδιοτιµή του −∆ µε Dirichlet συνοριακές συνθήκες έχουµε

‖∇v‖2 ≥ λ1‖v‖2, ∀v ∈ H1
0 (5.1.20)

και άρα η (5.1.18) δίνει
1

2

d

dt
‖θ‖2 + λ1‖θ‖2 ≤ ‖ρt‖‖θ‖

ή (d/dt)‖θ‖+ λ1‖θ‖ ≤ ‖ρt‖ και άρα, χρησιµοποιώντας ε > 0 όπως παραπάνω,

‖θ(t)‖ ≤ e−λ1t‖θ(0)‖+

∫ t

0
e−λ1(t−s)‖ρt(s)‖ ds

≤ e−λ1t‖vh − v‖+ Chr(e−λ1t‖v‖r +

∫ t

0
e−λ1(t−s)‖ut(s)‖r ds).

Χρησιµοποιώντας το πρώτο µέρος της (5.1.15) καταλήγουµε ότι µε κατάλληλα επιλεγµένη vh

‖uh(t)− u(t)‖ ≤ Chr(e−λ1t‖v‖r + ‖u(t)‖r +

∫ t

0
e−λ1(t−s)‖ut(s)‖r ds).

Κοιτάζουµε τώρα µία άλλη προσέγγιση τις απόδειξης του Θεωρήµατος 5.1.2, στην οποία δουλεύουµε

την εξίσωση για θ, σε µορφή τελεστών. Ανακαλούµε αρχικά ότι από την Αρχή του Duhamel η λύση

του (5.1.1) µπορεί να γραφεί

u(t) = E(t)v +

∫ t

0
E(t− s)f(s) ds. (5.1.21)

Εδώ ο E(t) είναι ο επιλύων τελεστής της οµογενούς εξίσωσης (f ≡ 0 στο (5.1.1)), δηλαδή ο τελεστής

που παίρνει τις αρχικές τιµές u(0) = v στη λύση u(t) σε χρόνο t. Αυτός ο τελεστής µπορεί επίσης να
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γίνει αντιληπτός ως η ηµιοµάδα e∆t στον L2 που δηµιουργείται από τον Λαπλασιανό τελεστή ορισµένο

στο D(∆) = H2 ∩H1
0 . Εισάγουµε τώρα έναν διακριτό Λαπλασιανό τελεστή ∆h : Sh → Sh µέσω της

(∆hψ, χ) = −(∇ψ,∇χ) ∀ψ, χ ∈ Sh (5.1.22)

Το ανάλογο του τύπου του Green ορίζει το ∆hψ =
∑Nh

j=1 djΦj µέσω της

Nh∑
j=1

dj(Φj ,Φk) = −(∇ψ,∇Φk) για k = 1, . . . , Nh

αφού ο πίνακας του συστήµατος είναι ο ϑετικά ορισµένος πίνακας µάζας που συναντήσαµε παραπάνω.

Ο τελεστής −∆h εύκολα ϕαίνεται ότι είναι αυτοσυζυγής και ϑετικά ορισµένος στον Sh ως προς το (·, ·).

Παρατηρούµε ότι ο ∆h συνδέεται µε τους άλλους τελεστές που είδαµε µέσω της

∆hRh = Ph∆ (5.1.23)

αφού

(∆hRhv, χ) = −(∇Rhv,∇χ) = −(∇v,∇χ) = (∆v, χ) = (Ph∆v, χ) ∀χ ∈ Sh.

Με αυτούς τους συµβολισµούς η ηµιδιακριτή εξίσωση παίρνει τη µορφή

(uh,t, χ)− (∆huh, χ) = (Phf, χ) ∀χ ∈ Sh, t > 0

ή, επειδή όλοι οι παράγοντες στα αριστερά είναι στον Sh, uh,t −∆huh = Phf . Χρησιµοποιώντας την

(5.1.23) προκύπτει για το θ ότι

θt −∆hθ = (uh,t −∆huh)− (Rhut −∆hRhu)

= Phf + (Ph −Rh)ut − Ph(ut −∆u)

= Ph(I −Rh)ut

= −Phρt

ή

θt −∆hθ = −Phρt, για t > 0. (5.1.24)

Συµβολίζουµε µε Eh(t) το διακριτό ανάλογο του τελεστή E(t), δηλαδή τον επιλύοντα τελεστή του

οµογενούς ηµιδιακριτού προβλήµατος

uh,t −∆huh = 0, για t > 0, µε uh(0) = vh.
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΄Ενα ανάλογο της (5.1.21) µας λέει ότι η (5.1.23) συνεπάγεται ότι

θ(t) = Eh(t)θ(0)−
∫ t

0
Eh(t− s)Phρt(s) ds. (5.1.25)

Παρατηρούµε τώρα ότι ο Eh(t) είναι ευσταθής στον L2 ή ακριβέστερα

‖Eh(t)vh‖ ≤ e−λ1t‖vh‖ ≤ ‖vh‖ για vh ∈ Sh, t ≥ 0. (5.1.26)

∆ιαλέγοντας χ = uh στην οµογενή µορφή της (5.1.12) και χρησιµοποιώντας την (5.1.20) έχουµε

1

2

d

dt
‖uh‖2 + λ1‖uh‖2 ≤

1

2

d

dt
‖uh‖2 + ‖∇uh‖2 = 0, για t > 0

που εύκολα δείχνει την (5.1.26). Επειδή ο Ph έχει µοναδιαία νόρµα στον L2, η (5.1.25) συνεπάγεται

την (5.1.19) από την οποία προκύπτει το Θεώρηµα όπως παραπάνω. Η Ϲητούµενη εκτίµηση για το

θ είναι έτσι συνέπεια της εκτίµησης ευστάθειας για τον Eh(t) και της εκτίµησης σφάλµατος για το

ελλειπτικό πρόβληµα εφαρµοσµένης στο ρt = (Rh − I)ut.

Με παρόµοιο τρόπο αποδεικνύουµε και το παρακάτω ϑεώρηµα για την εκτίµηση σφάλµατος της

απόκλισης.

Θεώρηµα 5.1.3 Κάτω από τις υποθέσεις του Θεωρήµατος 5.1.2 έχουµε

‖∇uh(t)−∇u(t)‖ ≤ C‖∇vh −∇v‖+ Chr−1

(
‖v‖r + ‖u(t)‖r + (

∫ t

0
‖ut‖2r−1 ds)

1/2

)
, για t ≥ 0.

Απόδειξη. ΄Οπως πριν, γράφουµε το σφάλµα στη µορφή

uh − u = θ + ρ, όπου θ = uh −Rhu, ρ = Rhu− u.

Τότε,από το Λήµµα 5.1.1 έχουµε ότι

‖∇ρ(t)‖ = ‖∇(Rhu(t)− u(t))‖ ≤ Chr−1‖u(t)‖r.

Για να εκτιµήσουµε τη ∇θ, χρησιµοποιούµε πάλι την (5.1.17) µε χ = θt αυτή τη ϕορά. Παίρνουµε

‖θt‖2 +
1

2

d

dt
‖∇θ‖2 = −(ρt, θt) ≤

1

2
‖ρt‖2 +

1

2
‖θt‖2

και άρα (d/dt)‖∇θ‖2 ≤ ‖ρt‖2 ή

‖∇θ(t)‖2 ≤ ‖∇θ(0)‖2 +

∫ t

0
‖ρt‖2 ds (5.1.27)

≤ (‖∇(vh − v)‖+ ‖∇(Rhv − v)‖)2 +

∫ t

0
‖ρt‖2 ds.
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΄Ετσι, από το Λήµµα 5.1.1

‖∇θ(t)‖2 ≤ 2‖∇(vh − v)‖2 + Ch2r−2(‖v‖2r +

∫ t

0
‖ut‖2r−1 ds) (5.1.28)

που ολοκληρώνει την απόδειξη.

Παρατήρηση 5.1.3 Στην περίπτωση µίας σχεδόν-οµοιόµορφης οικογένειας τριγωνοποιήσεων Th ενός

επίπεδου χωρίου ή γενικότερα όταν ισχύει η αντίστροφη εκτίµηση (5.1.8), µία εκτίµηση για το σφάλµα

στην απόκλιση µπορεί να εξαχθεί απευθείας από το αποτέλεσµα του Θεωρήµατος 5.1.2. Πράγµατι,

έχουµε σε εκείνη την περίπτωση για αυθαίρετο χ στον Sh

‖∇uh(t)−∇u(t)‖ ≤ ‖∇(uh(t)− χ)‖+ ‖∇χ−∇u(t)‖ (5.1.29)

≤ Ch−1‖uh(t)− χ‖+ ‖∇χ−∇u(t)‖

≤ Ch−1‖uh(t)− u(t)‖+ Ch−1(‖χ− u(t)‖+ h‖∇χ−∇u(t)‖).

Εδώ από την (5.1.6) έχουµε για κατάλληλο χ ∈ Sh

‖χ− u(t)‖+ h‖∇χ−∇u(t)‖ ≤ Chr‖u(t)‖r

και άρα από το Θεώρηµα 5.1.2 για κατάλληλη επιλογή vh

‖∇uh(t)−∇u(t)‖ ≤ Chr−1(‖v‖r +

∫ t

0
‖ut(s)‖r ds).

Κάνουµε και την ακόλουθη παρατήρηση σχετικά µε τον όρο θ = uh − Rhu στην (5.1.14): Υποθέτουµε

ότι έχουµε διαλέξει vh = Rh ώστε θ(0) = 0. Τότε, εκτός από την (5.1.28) έχουµε από την (5.1.27)

‖∇θ(t)‖ ≤ C
(∫ t

0
‖ρt‖2 ds

)1/2

≤ Chr
(∫ t

0
‖ut‖2r ds

)1/2

. (5.1.30)

΄Ετσι, η απόκλιση του θ είναι τάξης O(hr), ενώ η κλίση του ολικού σφάλµατος µπορεί να είναι µόνο

O(hr−1) για µικρό h. ΄Ετσι, η ∇uh είναι καλύτερη προσέγγιση του ∇Rhu απ’ ό,τι µπορεί να είναι για το

∇u. Αυτό είναι ένα παράδειγµα του ϕαινοµένου που ονοµάζεται υπερσύγκλιση.

Επιστρέφουµε τώρα την προσοχή µας σε κάποιους απλούς τρόπους διακριτοποίησης ως προς τη
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µεταβλητή του χρόνου. Ξεκινάµε µε την προς τα πίσω Euler-Galerkin µέθοδο. ΄Εχοντας ως k το ϐήµα

για το χρόνο και Un την προσέγγιση της u(t) στον Sh για t = tn = nk, η µέθοδος αυτή ορίζεται

αντικαθιστώντας την παράγωγο ως προς το χρόνο στην (5.1.12) µε ένα πηλικό προς τα πίσω διαφοράς,

οπότε για ∂̄Un = (Un − Un−1)/k γίνεται

(∂̄Un, χ) + (∇Un,∇χ) = (f(tn), χ) ∀χ ∈ Sh, n ≥ 1, U0 = vh. (5.1.31)

Για δοσµένο Un−1 αυτό ορίζει τη Un πεπλεγµένα µέσω της εξίσωσης

(Un, χ) + k(∇Un,∇χ) = (Un−1 + kf(tn), χ) ∀χ ∈ Sh

που είναι ο ϕορµαλισµός πεπερασµένων στοιχείων για µια ελλειπτική εξίσωση της µορφής (I−k∆)u =

g. Με συµβολισµό όπως στην ηµιδιακριτή περίπτωση, αυτό µπορεί να γραφεί

(A+ kB)αn = Aαn−1 + kf̃(tn)

όπου ο A+ kB είναι ϑετικά ορισµένος και άρα εδώ και αντιστρέψιµος.

Θεώρηµα 5.1.4 Για Un και u τις λύσεις των (5.1.31) κα (5.1.1) αντίστοιχα έχουµε ότι αν ‖vh − v‖ ≤

Chr‖v‖r,

‖Un − u(tn)‖ ≤ Chr(‖v‖r +

∫ tn

0
‖ut‖r ds) + k

∫ tn

0
‖utt‖ ds για n ≥ 0.

Απόδειξη. Κατα αναλογία µε την (5.1.14) γράφουµε

Un − u(tn) = (Un −Rhu(tn)) + (Rhu(tn)− u(tn)) = θn + ρn

και το ρn = ρ(tn) είναι ϕραγµένο όπως στην (5.1.15). Αυτή τη ϕορά ένας υπολογισµός που αντιστοιχεί

στην (5.1.16) δίνει

(∂̄θn, χ) + (∇θn,∇χ) = −(ωn, χ) ∀χ ∈ Sh, n ≥ 1 (5.1.32)

όπου

ωn = Rh∂̄u(tn)− ut(tn) = (Rh − I)∂̄u(tn) + (∂̄u(tn)− ut(tn)) = ωn1 + ωn2 .

∆ιαλέγοντας χ = θn, έχουµε (∂̄θn, θn) ≤ ‖ωn‖‖θn‖ ή

‖θn‖2 − (θn−1, θn) ≤ k‖ωn‖‖θn‖

ώστε

‖θn‖ ≤ ‖θn−1‖+ k‖ωn‖ (5.1.33)
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και µε διαδοχικές εφαρµογές

‖θn‖ ≤ ‖θ0‖+ k
n∑
j=1

‖ωj‖ ≤ ‖θ0‖+ k
n∑
j=1

‖ωj1‖+ k
n∑
j=1

‖ωj2‖. (5.1.34)

Εδώ, όπως πριν, το θ0 = θ(0) είναι ϕραγµένο όπως επιθυµούµε. Γράφουµε

ωj1 = (Rh − I)k−1

∫ tj

tj−1

ut ds = k−1

∫ tj

tj−1

(Rh − I)ut ds

και παίρνουµε

k

n∑
j=1

‖ωj1‖ ≤
n∑
j=1

∫ tj

tj−1

Chr‖ut‖r ds = Chr
∫ tn

0
‖ut‖r ds.

Επιπλέον,

kωj2 = u(tj)− u(tj−1)− kut(tj) = −
∫ tj

tj−1

(s− tj−1)utt(s) ds (5.1.35)

έτσι ώστε

k
n∑
j=1

‖ωj2‖ ≤
n∑
j=1

∥∥∥∥∥
∫ tj

tj−1

(s− tj−1)utt(s) ds

∥∥∥∥∥ ≤ k
∫ tn

0
‖utt‖ ds.

Μαζί οι εκτιµήσεις µας ολοκληρώνουν την απόδειξη.

Παρατήρηση 5.1.4 Για να ϐρούµε κάποια εκτίµηση για το∇θ, µπορούµε να διαλέξουµε χ = ∂̄θn στην

(5.1.32) για να πάρουµε ∂̄‖∇θn‖2 ≤ ‖ωn‖2 ή, αν ∇θ(0) = 0,

‖∇θn‖2 ≤ k
n∑
j=1

‖ωj‖2 ≤ Ch2s

∫ tn

0
‖ut‖2s dt+ Ck2

∫ tn

0
‖utt‖2 dt (5.1.36)

για 1 ≤ s ≤ r. Μαζί µε την στάνταρ εκτίµηση για το∇ρ, αυτό δείχνει για s = r−1 ότι ‖∇(Un − u(tn))‖ ≤ C(u)(hr−1 + k).

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 5.1.4 µαζί µε την αντίστροφη ανισότητα (5.1.8) παίρνει κανείς την ασθε-

νέστερη εκτίµηση ‖∇(Un − u(tn))‖ ≤ C(u)(hr−1 + kh−1). Παρατηρούµε ακόµα ότι για s = r στην

(5.1.36) µπορεί κανείς να εξάγει την εκτίµηση µέγιστης νόρµας ‖Un − u(tn)‖L∞ ≤ C(u)`h(hr + k),

όπου `h = log 1
h .

Παρατηρύµε, τέλος, ότι λόγω της µη-συµµετρικής επιλογής της διακριτοποίησης στο χρόνο, η προς

τα πίσω Euler-Galerkin µέθοδος είναι µόνο πρώτης τάξης ως προς το k.

Θα αναφέρουµε τώρα δύο άλλες µεθόδους που πετυχαίνουν δεύτερης τάξης σύγκλιση καθώς και τα

αντίστοιχα ϑεωρήµατα για αυτές.
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Κοιτάµε πρώτα τη µέθοδο Crank-Nicolson Galerkin. Εδώ η ηµιδιακριτή εξίσωση διακριτοποιείται

µε ένα συµµετρικό τρόπο γύρω από το σηµείο tn− 1
2

= (n − 1
2k). Πιο συγκεκριµένα, ορίζουµε τη Un

στον Sh αναδροµικά για n ≥ 1 µέσω της

(∂̄Un, χ) + (∇U
n + Un−1

2
,∇χ) = (f(tn− 1

2
), χ) ∀χ ∈ Sh (5.1.37)

µε U0 = vh. Εδώ η εξίσωση της Un µπορεί να γραφεί σε µορφή πινάκων ως

(A+
1

2
kB)αn = (A− 1

2
kB)αn−1 + kf̃(tn− 1

2
)

µε ϑετικά ορισµένο πίνακα A+ 1
2kB.

Θεώρηµα 5.1.5 ΄ΕστωUn και u οι λύσεις των (5.1.37) και (5.1.1) αντίστοιχα και έστω ‖vh − v‖ ≤ Chr‖v‖r.

Τότε έχουµε για n ≥ 0

‖Un − u(tn)‖ ≤ Chr(‖v‖r +

∫ tn

0
‖ut‖r ds) + Ck2

∫ tn

0
(‖uttt‖+ ‖∆utt‖) ds.

Απόδειξη. Επειδή η ρn είναι ϕραγµένη,όπως παραπάνω, χρειάζεται να εξετάσουµε µόνο τη θn.

΄Εχουµε

(∂̄θn, χ) + (∇θ
n + θn−1

2
,∇χ) = −(ωn, χ) για χ ∈ Sh, n ≥ 1,

όπου τώρα

ωn = (Rh − I)∂̄u(tn) + (∂̄u(tn)− ut(tn− 1
2
))

− ∆(u(tn− 1
2
)− 1

2
(u(tn) + u(tn−1)))

= ωn1 + ωn2 + ωn3 .

∆ιαλέγοντας αυτή τη ϕορά χ = (θn + θn−1)/2 στην εξίσωση για τη θn, ϐρίσκουµε

(∂̄θn,
1

2
(θn + θn−1)) ≤ 1

2
‖ωn‖(‖θn‖+ ‖θn−1‖)

ή

‖θn‖2 − ‖θn−1‖2 ≤ k‖ωn‖(‖θn‖+ ‖θn−1‖)

ώστε µετά από απαλοιφή οµοίων όρων,

‖θn‖ ≤ ‖θn−1‖+ k‖ωn‖.
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΄Υστερα από επαναλαµβανόµενες εφαρµογές παίρνουµε

‖θn‖ ≤ ‖θ0‖+ k
n∑
j=1

(‖ωj1‖+ ‖ωj2‖+ ‖ωj3‖).

Επειδή οι θ0 και ωj1 εκτιµώνται όπως πριν, µένει να ϕράξουµε τους όρους των ωj2 και ωj3. Εδώ

k‖ωj2‖ = ‖u(tj)− u(tj−1)− kut(tj− 1
2
)‖

=
1

2

∥∥∥∥∥∥
∫ t

j− 1
2

tj−1

(s− tj−1)2uttt(s) ds+

∫ tj

t
j− 1

2

(s− tj)2uttt(s) ds

∥∥∥∥∥∥
= Ck2

∫ tj

tj−1

‖uttt‖ ds

και όµοια

k‖ωj3‖ = k‖∆(u(tj− 1
2
)− 1

2
(u(tj) + u(tj−1)))‖ ≤ Ck2

∫ tj

tj−1

‖∆utt‖ ds.

Συνολικά,

k

k∑
j=1

(‖ωj2‖+ ‖ωj3‖) ≤ Ck
2

∫ tn

0
(‖uttt‖+ ‖∆utt‖) ds

που ολοκληρώνει την απόδειξη.

Ο δεύτερος τρόπος να πετύχουµε τάξη 2 στη διακριτοποίηση του χρόνου είναι να προσεγγίσουµε

τη χρονική παράγωγο στη διαφορική εξίσωση µε ένα δεύτερης τάξης προς τα πίσω πηλίκο διαφορών.

Θέτοντας

D̄Un = ∂̄Un +
1

2
k∂̄2Un = (

3

2
Un − 2Un−1 +

1

2
Un−2)/k

έχουµε από το ανάπτυγµα Taylor για οµαλή συνάρτηση u ότι

D̄u(tn) = ut(tn) +O(k2) καθώς k → 0.

Θέτουµε έτσι το διακριτό πρόβληµα

(D̄Un, χ) + (∇Un,∇χ) = (f(tn), χ) ∀χ ∈ Sh, n ≥ 2. (5.1.38)

Παρατηρούµε ότι για σταθερό n η εξίσωση αυτή έχει τρία επίπεδα αντί για δύο που είχαν οι προηγού-

µενες. Γι’ αυτό πρέπει να περιορίσουµε τη χρήση της σε n ≥ 2, γιατί δε ϑέλουµε να χρησιµοποιήσουµε
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τη Un µε n αρνητικό. Με δοσµένο U0 = vh πρέπει και πάλι να υπολογίσουµε το U1 µε κάποια µέθοδο

και το κάνουµε χρησιµοποιώντας ένα ϐήµα της προς τα πίσω Euler-Galerkin. Θέτουµε δηλαδή

(∂̄U1, χ) + (∇U1,∇χ) = (f(t1), χ) ∀χ ∈ Sh. (5.1.39)

Παρατηρούµε ότι σε συµβολισµό µε πίνακες, η (5.1.38) µπορεί να γραφεί ως

(
3

2
A+ kB)αn = 2Aαn−1 − 1

2
Aαn−2 + kf̃(tn) για n ≥ 2

µε το συντελεστή του αn και πάλι ϑετικά ορισµένο. Σε αυτή την περίπτωση έχουµε την ακόλουθη

εκτίµηση σφάλµατος,την οποία αναφέρουµε χωρίς απόδειξη.

Θεώρηµα 5.1.6 ΄Εστω Un και u οι λύσεις των (5.1.38) και (5.1.1) αντίστοιχα µε U0 = vh και U1 όπως

στην (5.1.39). Αν ‖vh − v‖ ≤ Chr‖v‖r, έχουµε

‖Un − u(tn)‖ ≤ Chr(‖v‖r +

∫ tn

0
‖ut‖r ds) + Ck

∫ k

0
‖utt‖ ds+ Ck2

∫ tn

0
‖uttt‖ ds για n ≥ 0.

Αν,σε αντίθεση µε τις παραπάνω περιπτώσεις,είχαµε µεταβλητό ϐήµα,είχαµε δηλαδή µία διαµέριση

του χρόνου 0 = t0 < t1 < . . . < tn < . . . µε kn = tn − tn−1 και

(∂̄nU
n, χ) + (∇Un,∇χ) = (f(tn), χ) ∀χ ∈ Sh, n ≥ 1 (5.1.40)

όπου U0 = vh και ∂̄nUn = (Un−Un−1)/kn, τότε παρόµοια µε το Θεώρηµα 5.1.4 έχουµε το παρακάτω.

Θεώρηµα 5.1.7 ΄Εστω Un και u οι λύσεις των (5.1.40) και (5.1.1) µε U0 = vh τέτοιο ώστε ‖vh − v‖ ≤

Chr‖v‖r. Τότε για n ≥ 0 έχουµε

‖Un − u(tn)‖ ≤ Chr(‖v‖r +

∫ tn

0
‖ut‖r ds) +

n∑
j=1

kj

∫ tj

tj−1

‖utt‖ ds.

Παρατήρηση 5.1.5 Παρατηρούµε ότι από τη µορφή της εκτίµησης στο ϑεώρηµα προκύπτει ότι χρεια-

Ϲόµαστε µικρότερα ϐήµατα για το χρόνο όταν το ‖utt‖ είναι µεγαλύτερο.

Τα αποτελέσµτα αυτής της ενότητας ϑα επαληθευτούν και αυτά στο τελευταίο κεφάλαιο µέσω του

FreeFem++.
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5.2 Μέθοδοι που Βασίζονται σε Πιο Γενικές Προσεγγίσεις του Ελλει-

πτικού Προβλήµατος

Στην προηγούµενη ενότητα για τις προσεγγίσεις του παραβολικού προβλήµατος η διακριτοποίσηση

στο χώρο ϐασίστηκε σε µία οικογένεια πεπερασµένης-διάστασης χώρων Sh ⊂ H1
0 = H1

0 (Ω) τέτοιων

ώστε για r ≥ 2 να ισχύει η ιδιότητα προσέγγισης (5.1.6). Το πιο ϕυσικό παράδειγµα τέτοιας οικο-

γένειας σε επίπεδο χωρίο Ω είναι να πάρουµε για Sh τις συνεχείς συναρτήσεις που είναι πολυώνυµα

ϐαθµού το πολύ r − 1 όταν περιορίζονται στα τρίγωνα τ µιας τριγωνοποίησης Th του Ω του τύπου

που περιγράφηκε προηγουµένως και που µηδενίζονται στο ∂Ω. ΄Οµως, για r > 2 και στην περίπτωση

χωρίου µε οµαλό σύνορο δεν είναι γενικά δυνατό να ικανοποιηθούν οι οµογενείς συνοριακές συνθή-

κες για αυτή την επιλογή. Η δυσκολία αυτή υπάρχει προφανώς ήδη από το ελλειπτικό πρόβληµα και

αρκετές µέθοδοι έχουν προταθεί για να ξεπεραστεί. Εδώ ϑα δούµε τη µέθοδο που πρότεινε ο Nitsche

και ϑα λειτουργήσει ως υπόβαθρο για την επακόλουθη συζήτηση για το παραβολικό πρόβληµα.

Θεωρούµε λοιπόν για Ω ένα επίπεδο χωρίο µε οµαλό σύνορο το πρόβληµα Dirichlet

−∆u = f στο Ω, µε u = 0 στο ∂Ω. (5.2.1)

΄Εστω τώρα η Th = {τj}Mh
j=1 να ανήκει σε µία οικογένεια σχεδόν-οµοιόµορφων τριγωνοποιήσεων του

Ω µε maxj diam(τj) ≤ h, όπου τα συνοριακά τρίγωνα επιτρέπεται να έχουν καµπυλωτή ακµή κατά

µήκος του ∂Ω και έστω Sh ο πεπερασµένης-διάστασης γραµµικός χώρος συνεχών συναρτήσεων στο Ω̄

που είναι πολυώνυµα ϐαθµού ≤ r − 1 όταν περιορίζονται σε κάθε ένα από τα τj , χωρίς συνοριακές

συνθήκες στο ∂Ω, δηλαδή

Sh =
{
χ ∈ C(Ω̄); χ|τj ∈ Πr−1

}
(5.2.2)

όπου Πs είναι το σύνολο των πολυωνύµων µε ϐαθµό το πολύ s.

Εκτός του εσωτερικού γινοµένου στον L2 = L2(Ω), ορίζουµε

〈φ, ψ〉 =

∫
∂Ω
φψ ds και |φ| = 〈φ, φ〉1/2 = ‖φ‖L2(∂Ω)

και εισάγουµε τη διγραµµική µορφή

Nγ(φ, ψ) = (∇φ,∇ψ)− 〈∂φ
∂n
, ψ〉 − 〈φ, ∂ψ

∂n
〉+ γh−1〈φ, ψ〉 (5.2.3)
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όπου το γ είναι µία ϑετική σταθερά που ϑα σταθεροποιηθεί αργότερα και το ∂/∂n συµβολίζει την

παραγώγιση στην κατεύθυνση του εξωτερικού κάθετου διανύσµατος στο ∂Ω.

΄Εστω τώρα u µία λύση του Dirichlet προβλήµατός µας (5.2.1). Τότε, χρησιµοποιώντας τον τύπο του

Green και επειδή το u µηδενίζεται στο ∂Ω, έχουµε

Nγ(u, χ) = (∇u,∇χ)− 〈∂u
∂n
, χ〉 − 〈u, ∂χ

∂n
〉+ γh−1〈u, χ〉

= −(∆u, χ) = (f, χ) για χ ∈ Sh. (5.2.4)

∆εδοµένου αυτού, στη µέθοδο του Nitsche για το Dirichlet πρόβληµα ψάχνουµε uh ∈ Sh που να

ικανοποιεί τη µεταβολική εξίσωση

Nγ(uh, χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sh. (5.2.5)

Θα δείξουµε παρακάτω ότι αν το γ είναι κατάλληλα επιλεγµένο, τότε το πρόβληµα έχει µοναδική λύση

για την οποία ισχύουν εκτιµήσεις σφάλµατος ϐέλτιστης τάξης.

Για την ανάλυση µας εισάγουµε για φ καταλλήλως οµαλή τη νόρµα

|||φ||| = (‖∇φ‖2 + h|∂φ
∂n
|2 + h−1|φ|2)1/2.

Παρατηρούµε πρώτα την ακόλουθη αντίστροφη ιδιότητα.

Λήµµα 5.2.1 Υπάρχει σταθερά C ανεξάρτητη του h τέτοια ώστε

|||χ||| ≤ Ch−1‖χ‖ ∀χ ∈ Sh.

Απόδειξη. Λόγω της σχεδόν-οµοιοµορφίας της οικογένειας τριγωνοποιήσεων Th, το ∇χ εκτιµάται

µέσω της (5.1.8). Επιπλέον,

|∂χ
∂n
|2 ≤ C0h

−1‖∇χ‖2 ∀χ ∈ Sh. (5.2.6)

Αυτό προκύπτει εύκολα χρησιµοποιώντας για κάθε συνοριακό τρίγωνο τj ένα γραµµικό µετασχη-

µατισµό, για να το απεικονίσουµε σε ενός µοναδιαίου µεγέθους τρίγωνο αναφοράς τ̃j µε ακµές

(0, 0), (1, 0), (0, 1) µε την καµπυλωτή ακµή ανάµεσα έστω από τις (0, 1) και (1, 0) και παρατηρών-

τας ότι ‖η‖L2(∂τ̃j) ≤ C‖η‖L2(τ̃j) για η = ∂χ/∂xi, δεδοµένου ότι το δεξί µέλος είναι νόρµα στον Πr−2.

Χρησιµοποιώντας τον αντίστροφο του γραµµικού µετασχηµατισµού που χρησιµοποιήσαµε για να α-

πεικονίσουµε το τ̃j πίσω στο τj , παίρνουµε ‖∂χ/∂xi‖2L2(∂τj)
≤ Ch−1‖∂χ/∂xi‖2L2(τj)

και η (5.2.6)
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προκύπτει προσθέτοντας στα συνοριακά τρίγωνα. Χρησιµοποιώντας επίσης την (5.1.8) το ∂χ/∂n

ϕράσσεται όπως Ϲητάµε. Τέλος, µε τον ίδιο τρόπο, |χ|2 ≤ C0h
−1‖χ‖2 για χ ∈ Sh. Μαζί αυτές οι

εκτιµήσεις δίνουν το Λήµµα.

Από τον ορισµό του Nγ και µε απλές πράξεις προκύπτει και το ακόλουθο Λήµµα.

Λήµµα 5.2.2 Για σταθερό γ και φ, ψ καταλλήλως οµαλές έχουµε

|Nγ(φ, ψ)| ≤ C|||φ||| |||ψ|||

και για Sh ορισµένο όπως στην (5.2.2) υπάρχουν ϑετικοί αριθµοί γ0 και c τέτοιοι ώστε

Nγ(χ, χ) ≥ c|||χ|||2, ∀χ ∈ Sh, για γ ≥ γ0. (5.2.7)

Τέλος, ϑα χρειαστούµε και το παρακάτω Λήµµα.

Λήµµα 5.2.3 Για Sh ορισµένο όπως στην (5.2.2), έχουµε

inf
χ∈Sh

|||v − χ||| ≤ Chs−1‖v‖s, για 2 ≤ s ≤ r, v ∈ Hs. (5.2.8)

Απόδειξη. Επειδή οι συναρτήσεις του Sh δεν ανήκουν στον H2(Ω), παρόλο που είναι στον H2(τj)

για κάθε j, πρέπει να χρησιµοποιήσουµε την κατά τρίγωνα ορισµένη νόρµα

‖φ‖2,h =

Mh∑
j=1

‖φ‖2H2(τj)

1/2

και να δείξουµε ότι για καταλλήλως οµαλή φ

|||φ||| ≤ Ch−1(‖φ‖+ h‖φ‖1 + h2‖φ‖2,h). (5.2.9)

Επειδή είναι εύκολο να ϐρούµε έναν τελεστή παρεµβολής Ih στον Sh (χρησιµοποιώντας π.χ. παρεµ-

ϐολή Lagrange) τέτοιο ώστε

‖Ihv − v‖+ h‖Ihv − v‖1 + h2‖Ihv − v‖2,h ≤ Chs‖v‖s, για 2 ≤ s ≤ r,

αυτό ϑα ολοκληρώσει την απόδειξη της (5.2.8).

Για να δείξουµε την (5.2.9), ξεκινάµε ϕράζοντας τον όρο |φ|. ΄Εστω τj ένα συνοριακό τρίγωνο της
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Th και (∂Ω)j το αντίστοιχο κοµµάτι του ∂Ω. Αντιστοιχώντας το τj στο µοναδιαίου µεγέθους τρίγωνο

αναφοράς τ̃j , παρατηρούµε ότι για φ̃ ορισµένη στο τ̃j έχουµε την ανισότητα ίχνους

‖φ̃‖2L2(∂τ̃j)
≤ C‖φ̃‖L2(τ̃j)‖φ̃‖H1(τ̃j). (5.2.10)

Επιστρέφοντας στο τj , ϐρίσκουµε ότι για κάθε φ ∈ H1(τj),

‖φ‖2L2((∂Ω)j)
≤ C‖φ‖L2(τj)

(
‖∇φ‖L2(τj) + h−1‖φ‖L2(τj)

)
(5.2.11)

και άρα

h−1‖φ‖2L2((∂Ω)j)
≤ C(h−2‖φ‖2L2(τj)

+ ‖φ‖2H1(τj)
)

και µετά από άθροιση αυτό δείχνει ότι

h−1|φ|2 ≤ C(h−2‖φ‖2 + ‖φ‖21).

΄Οµοια, ϑεωρώντας αρχικά φ ∈ H2(τj), έχουµε

h|∂φ
∂n
|2 ≤ C(‖φ‖21 + h2‖φ‖22,h).

Επειδή το ‖∇φ‖ είναι προφανώς ϕραγµένο όπως ϑέλουµε, προκύπτει η (5.2.9) και έτσι ολοκληρώνεται

η απόδειξη.

Από εδώ και στο εξής υποθέτουµε ότι το γ είναι έτσι επιλεγµένο ώστε η δεύτερη εκτίµηση του Λήµµατος

5.2.2 να ισχύει. Τότε, ο Nγ είναι ϑετικά ορισµένος στον Sh και,συνεπώς, το διακριτό µας πρόβληµα

Dirichlet έχει µοναδική λύση. Αφαιρώντας τις (5.2.4) και (5.2.5) προκύπτει η εξίσωση σφάλµατος :

Nγ(uh − u, χ) = 0 ∀χ ∈ Sh, (5.2.12)

την οποία ϑα χρησιµοποιήσουµε για την απόδειξη της ακόλουθης εκτίµησης.

Θεώρηµα 5.2.1 ΄Εστω Sh ορισµένος όπως στην (5.2.2). Τότε, για uh και u τις λύσεις των (5.2.5) και

(5.2.1) αντίστοιχα, έχουµε

|||uh − u||| ≤ Chs−1‖u‖s για 2 ≤ s ≤ r.

Συγκεκριµένα, ‖∇(uh − u)‖ ≤ Chr−1‖u‖r.
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Απόδειξη. Για κάθε χ ∈ Sh έχουµε

|||uh − u||| ≤ |||u− χ|||+ |||χ− uh|||.

Τώρα, από το Λήµα 5.2.2 και την (5.2.12):

|||χ− uh|||2 ≤ CNγ(χ− uh, χ− uh)

= CNγ(χ− u, χ− uh)

≤ C|||χ− u||| |||χ− uh|||.

Συνεπώς |||χ− uh||| ≤ C|||χ− u||| και,άρα, από το Λήµµα 5.2.3

|||uh − u||| ≤ (1 + C) inf
χ∈Sh

|||χ− u||| ≤ Chs−1‖u‖s, για 2 ≤ s ≤ r

που αποδεικνύει το ϑεώρηµα.

Παρατήρηση 5.2.1 Παρατηρούµε ότι παρόλο που η διακριτή λύση uh δεν ικανοποιεί τη συνοριακή

συνθήκη uh = 0 στο ∂Ω, είναι µικρή στο σύνορο, αφού ως αποτέλεσµα του Θεωρήµατος 5.2.1 έχουµε

|uh| = |uh − u| ≤ h1/2|||uh − u||| ≤ Chr−1/2‖u‖r.

΄Εχουµε, επίσης, την παρακάτω εκτίµηση για την L2−νόρµα.

Θεώρηµα 5.2.2 Κάτω από τις υποθέσεις του Θεωρήµατος 5.2.1 έχουµε

‖uh − u‖ ≤ Chs‖u‖s για 2 ≤ s ≤ r.

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε το κλασσικό δυικό επιχείρηµα. Ορίζουµε ψ µέσω της

−∆ψ = φ στο Ω, µε ψ = 0 στο ∂Ω (5.2.13)

και ανακαλούµε την εκτίµηση ελλειπτικής οµαλότητας

‖ψ‖2 ≤ C‖∆ψ‖ = C‖φ‖. (5.2.14)

΄Εχουµε για e = uh − u

(e, φ) = −(e,∆ψ) = (∇e,∇ψ)− 〈e, ∂ψ
∂n
〉 = Nγ(e, ψ).
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Τώρα, για ψh την προσεγγιστική λύση του ϐοηθητικού προβλήµατος (5.2.13) έχουµε, χρησιµοποιώντας

την (5.2.12), το Λήµµα 2.2, το Θεώρηµα 2.1 µε s = 2 και την (5.2.14)

|(e, φ)| = |Nγ(e, ψ − ψh)| ≤ C|||e||| |||ψ − ψh|||

≤ Ch‖ψ‖2|||e||| ≤ Ch‖φ‖ |||e|||.

΄Ετσι, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 5.2.1 άλλη µία ϕορά για να ϕράξουµε την |||e||| παίρνουµε

|(e, φ)| ≤ Chs‖u‖s‖φ‖ για 2 ≤ s ≤ r

που δείχνει το ϑεώρηµα.

Επιστρέφουµε τώρα στο παραβολικό πρόβληµα

ut −∆u = f στο Ω για t > 0 (5.2.15)

u = 0 στο ∂Ω για t > 0 µε u(·, 0) = v στο Ω.

Θα παρουσιάσουµε έναν εναλλακτικό τρόπο για να καταλήξουµε στην εκτίµηση σφάλµατος για την

L2−νόρµα, που ϑα είναι αρκετά γενικός ώστε να µπορεί να εφαρµοστεί και σε περιπτώσεις που Sh 6⊂

H1
0 , όπως για παράδειγµα στη µέθοδο του Nitsche που περιγράφηκε παραπάνω. Θα ϑεωρήσουµε

τώρα ότι Ω ⊂ Rd µε d ≥ 2.

Θυµόµαστε πρώτα τη στάνταρ µέθοδο Galerkin για το ελλειπτικό πρόβληµα (5.2.1) µε Sh ⊂ H1
0 ,

δηλαδή την

(∇uh,∇χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sh

και ορίζουµε τον γραµµικό τελεστή Th : L2 → Sh µέσω της Thf = uh έτσι ώστε η uh = Thf ∈ Sh να

είναι η προσεγγιστική λύση του (5.2.1). Παίρνοντας u = Tf να είναι η ακριβής λύση του προβλήµατος

έτσι ώστε ο T : L2 → H1
0 να είναι ο τελεστής της ακριβούς λύσης, έχουµε

Th = RhT (5.2.16)

όπου Rh είναι ο τελεστής ελλειπτικής προβολής που ορίστηκε στην προηγούµενη ενότητα. Πράγµατι,

από τους ορισµούς µας έχουµε

(∇Thf,∇χ) = (f, χ) = (∇Tf,∇χ) = (∇RhTf,∇χ) ∀χ ∈ Sh
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που δείχνει την (5.2.16).

Ανακαλούµε ότι

‖Rhu− u‖+ h‖∇(Rhu− u)‖ ≤ Chs‖u‖s για u ∈ Hs ∩H1
0 , 1 ≤ s ≤ r

και γράφουµε

‖Thf − Tf‖ = ‖(Rh − I)Tf‖ ≤ Chs‖Tf‖s.

Από την εκτίµηση ελλειπτικής οµαλότητας έχουµε για s ≥ 2

‖u‖s ≤ C‖∆u‖s−2 αν u = 0 στο ∂Ω

ή ‖Tf‖s ≤ C‖f‖s−2 και άρα

‖Thf − Tf‖ ≤ Chs‖f‖s−2 για 2 ≤ s ≤ r αν f ∈ Hs−2.

Παρατηρούµε ακόµα ότι ο Th είναι αυτοσυζυγής, ϑετικά ηµιορισµένος στον L2:

(f, Thg) = (∇Thf,∇Thg) = (Thf, g) ∀f, g ∈ L2.

Συγκεκριµένα,

(Thf, f) = ‖∇Thf‖2 ≥ 0. (5.2.17)

Στην πραγµατικότητα ο Th είναι ϑετικά ορισµένος στον Sh αν ϑεωρηθεί ως χώρος µε εσωτερικό γινόµενο

ως προς το L2 εσωτερικό γινόµενο. Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι fh ∈ Sh είναι τέτοια ώστε (Thfh, fh) = 0.

Τότε Thfh = 0 από την (5.2.17) και άρα

‖fh‖2 = (fh, fh) = (∇Thfh,∇fh) = 0.

Ανακαλούµε τον ορισµό (5.1.22) του διακριτού Λαπλασιανού τελεστή ∆h : Sh → Sh και ϐλέπουµε

ότι Th = (−∆h)−1 στον Sh, αφού

(fh, χ) = (∇(Thfh),∇χ) = −(∆h(Thfh), χ) για χ ∈ Sh

και άρα −∆h(Thfh) = fh για fh ∈ Sh. Παρατηρούµε ακόµα ότι ThPh = Th, αφού

(∇(ThPh)f,∇χ) = (Phf, χ) = (f, χ) = (∇Thf,∇χ) ∀χ ∈ Sh. (5.2.18)
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Ανακαλούµε τώρα το ηµιδιακριτό πρόβληµα

uh,t −∆huh = Phf για t > 0 µε uh(0) = vh.

Με ϐάση τον παραπάνω ορισµό του διακριτού επιλύοντα τελεστή Th, αυτό µπορεί να γραφεί ισοδύναµα

Thuh,t + uh = ThPhf = Thf για t > 0 µε uh(0) = vh.

΄Οµοια, για το συνεχές πρόβληµα έχουµε

Tut + u = Tf για t > 0 µε u(0) = v.

Για τον ίδιο λόγο όπως για τον Th, ο τελεστής T είναι αυτοσυζυγής και ϑετικά ορισµένος στον L2.

Αυτό ισχύει επειδή το (f, φ) = (∇(Tf),∇φ) για φ ∈ H1
0 δίνει (f, Tf) = ‖∇Tf‖2 ≥ 0 και το Tf = 0

συνεπάγεται ότι f = −∆(Tf) = 0.

Από εδώ και στο εξής, αντί να ορίζουµε την προσεγγιστική λύση του ελλειπτικού προβλήµατος όπως

παραπάνω, ϑα υποθέτουµε µόνο ότι µας δίνεται ένας προσεγγιστικός επιλύων τελεστής Th µε τις

ιδιότητες :

(i) ο Th είναι αυτοσυζυγής, ϑετικά ηµιορισµένος στον L2 και ϑετικά ορισµένος στον Sh.

(ii) Υπάρχει ϑετικός ακέραιος r ≥ 2 τέτοιος ώστε

‖(Th − T )f‖ ≤ Chs‖f‖s−2 για 2 ≤ s ≤ r, f ∈ Hs−2.

Θα ϑέσουµε στη συνέχεια το ηµιδιακριτό πρόβληµα να ϐρούµε uh(t) ∈ Sh για t ≥ 0 τέτοια ώστε

Thuh,t + uh = Thf για t > 0 µε uh(0) = vh (5.2.19)

που µπορεί να λυθεί µοναδικά για t ≥ 0, αφού ο T−1
h υπάρχει στον Sh από το (i).

Ως παράδειγµα, µπορούµε να δούµε τη µέθοδο του Nitche για το ελλειπτικό προβλήµα και να ορί-

σουµε τον Th µέσω της

Nγ(Thf, χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sh, f ∈ L2. (5.2.20)

Η ιδιότητα (i) προκύπτει τότε από τη στάνταρ µέθοδο Galerkin και η ιδιότητα (ii) είναι η L2 εκτίµη-

ση σφάλµατος για τη µέθοδο Nitsche (Θεώρηµα 5.2.2). Επειδή η (5.2.19) είναι ισοδύναµη µε τη

µεταβολική διατύπωση

Nγ(Thuh,t, χ) +Nγ(uh, χ) = Nγ(Thf, χ),
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η (5.2.20) δείχνει ότι το ηµιδιακριτό πρόβληµα είναι τώρα ισοδύναµο µε το

(uh,t, χ) +Nγ(uh, χ) = (f, χ) ∀χ ∈ Sh, t > 0 µε uh(0) = vh.

Παρατηρούµε ότι αυτή τη ϕορά δεν κάνουµε κάποια ιδιαίτερη υπόθεση για τις προσεγγιστικές ι-

διότητες τυ {Sh}, αφου πλέον εµπεριέχονται έµµεσα στη (ii). Συγκεκριµένα, προκύπτει από τη (ii)

ότι

inf
χ∈Sh

‖v − χ‖ ≤ ‖v − Th(−∆v)‖ = ‖(T − Th)∆v‖

≤ Chs‖∆v‖s−2 ≤ Chs‖v‖s για 2 ≤ s ≤ r. (5.2.21)

Συγκεκριµένα, για Ph την ορθωγώνια L2−προβολή, έχουµε

‖v − Phv‖ ≤ Chs‖v‖s για 2 ≤ s ≤ r.

και αν εισάγουµε την ελλειπτική προβολή Rh = Th(−∆) : H2 ∩H1
0 → Sh, η (5.2.21) συνεπάγεται ότι

‖v −Rhv‖ ≤ Chs‖v‖s για 2 ≤ s ≤ r. (5.2.22)

Για την κλασσική µέθοδο Galerkin η παρούσα προβολή συµπίπτει µε την παλία ελλειπτική προβολή

και για τη µέθοδο του Nitsche έχουµε από τους ορισµούς µας

Nγ((Rh − I)v, χ) = 0 ∀χ ∈ Sh.

Παρατηρούµε ότι από την (i) έχουµε

ThPh = Th. (5.2.23)

Πράγµατι,επειδή ο Th είναι αυτοσυζυγής,

(ThPhf, g) = (Phf, Thg) = (f, Thg) = (Thf, g) ∀f, g ∈ L2

από όπου προκύπτει η (5.2.23).

Με ϐάση τις καινούριες αυτές γενικές υποθέσεις ϑα αποδείξουµε µία εκτίµηση σφάλµατος όµοια µε

µε την ειδική περίπτωση για τη στάνταρ µέθοδο Galerkin.

Θεώρηµα 5.2.3 ΄Εστω ο Th ικανοποιεί τις (i) και (ii) και έστω uh και u οι λύσεις των (5.2.19) και

(5.2.15) αντίστοιχα. Τότε

‖uh(t)− u(t)‖ ≤ ‖vh − v‖+ Chr(‖v‖r +

∫ t

0
‖ut‖r ds) για t ≥ 0.
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Απόδειξη. ΄Εχουµε για το σφάλµα e = uh − u

Thet + e = (Thuh,t + uh)− (Thut + u)

= Thf − (Tut + u) + (T − Th)ut

= (T − Th)(ut − f) = (T − Th)∆u

που χρησιµοποιώντας και την (5.2.16) γίνεται

Thet + e = ρ, όπου ρ = −(Th − T )∆u = (Rh − I)u. (5.2.24)

Πολλαπλασιάζουµε µε 2et και ολοκληρώνουµε στο Ω για να ϐρούµε

2(Thet, et) +
d

dt
‖e‖2 = 2(ρ, et) = 2

d

dt
(ρ, e)− 2(ρt, e)

που ολοκληρώνοντας ως προς t γίνεται

‖e(t)‖2 ≤ ‖e(0)‖2 + 2‖ρ(t)‖‖e(t)‖+ 2‖ρ(0)‖‖e(0)‖+ 2

∫ t

0
‖ρt‖‖e‖ ds

≤ sup
s≤t
‖e(s)‖

(
‖e(0)‖+ 4 sup

s≤t
‖ρ(s)‖+ 2

∫ t

0
‖ρt‖ ds

)
.

Εφαρµόζοντάς το αυτό µε τ τέτοιο ώστε ‖e(τ)‖ = sups≤t ‖e(s)‖, έχουµε

‖e(t)‖ ≤ ‖e(τ)‖ ≤ ‖e(0)‖+ 4 sup
s≤t
‖ρ(s)‖+ 2

∫ t

0
‖ρt‖ ds

≤ ‖e(0)‖+ C

(
‖ρ(0)‖+

∫ t

0
‖ρt‖ ds

)
. (5.2.25)

΄Εδώ e(0) = vh − v και

‖ρ(0)‖ = ‖(Th − T )∆v‖ ≤ Chr‖∆v‖r−2 ≤ Chr‖v‖r

και όµοια, ‖ρt‖ = ‖(Th − T )∆ut‖ ≤ Chr‖ut‖r, που ολοκληρώνει την απόδειξη.

Παρατηρούµε από τη συζήτησή µας πριν το Θεώρηµα 5.2.3 ότι αν η vh επιλεγέι ως vh = Phv ή

vh = Rhv, τότε ο πρώτος όρος στα δεξιά της εκτίµησης σφάλµατος ϕράσσεται από τον δεύτερο.

Αναφέρουµε ως Λήµµα του προηγούµενο ϑεωρήµατος ένα σηµαντικό αποτέλεσµα της απόδειξης, που

ϑα χρησιµοποιηθεί αργότερα.

Λήµµα 5.2.4 ΄Εστω Thet + e = ρ για t ≥ 0 όπου ο Th είναι µη-αρνητικός ((Thf, f) ≥ 0) ως προς το

(ηµι-)εσωτερικό γινόµενο (·, ·). Τότε, για την αντίστοιχη (ηµι-)νόρµα ‖ · ‖ = (·, ·)1/2 έχουµε ότι

‖e(t)‖ ≤ ‖e(0)‖+ C

(
‖ρ(0)‖+

∫ t

0
‖ρt‖ ds

)
.
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Για τη στάνταρ µέθοδο Galerkin είδαµε ότι εκτιµήσεις σφάλµατος ϐέλτιστης τάξης για την απόκλιση

µπορούν να εξαχθούν από την ασθενή µορφή του παραβολικού προβλήµατος. Παρόµοιο επιχείρη-

µα δίνει εκτιµήσεις για την απόκλιση και όταν το ηµιδιακριτό πρόβληµα ϐασίζεται στη µέθοδο του

Nitsche. Είδαµε ακόµα ότι τέτοιες εκτιµήσεις µπορούν να προκύψουν χρησιµοποιώντας αντίστροφη

ιδιότητα, κάτι το οποίο ισχύει και µε τις τωρινές γενικότερες υποθέσεις µας, όπως ϕαίνεται στο επόµενο

ϑεώρηµα, το οποίο αποδεικνύεται όπως και προηγουµένως.

Θεώρηµα 5.2.4 ΄Εστω ισχύουν οι (i),(ii),(5.1.8), καθώς και η προσεγγιστική ιδιότητα

inf
χ∈Sh
{‖v − χ‖+ h‖∇(v − χ)‖} ≤ Chr‖v‖r. (5.2.26)

΄Εστω uh και u οι λύσεις των (5.2.19) και (5.2.15) µε vh επιλεγµένη έτσι ώστε ‖vh − v‖ ≤ Chr‖v‖r.

΄Εχουµε τότε ότι

‖∇(uh(t)− u(t))‖ ≤ Chr−1

(
‖v‖r +

∫ t

0
‖ut‖r ds

)
για t ≥ 0.

Κλείνουµε µε δύο ϑεωρήµατα για το σφάλµα του παραβολικού προβλήµατος, τα οποία δεν περιλαµ-

ϐάνουν χρονική παράγωγο.

Θεώρηµα 5.2.5 ΄Εστω ο Th ικανοποιεί τις (i) και (ii) και uh και u οι λύσεις των (5.2.19) και (5.2.15)

αντίστοιχα, µε vh = Phv. Τότε(∫ t

0
‖uh − u‖2 ds

)1/2

≤ Chr
(∫ t

0
‖u‖2r ds

)1/2

για t ≥ 0.

Απόδειξη. Παίρνουµε το L2−εσωτερικό γινόµενο της εξίσωσης σφάλµατος (5.2.24) µε e και παρατη-

ϱούµε ότι,επειδή ο Th είναι αυτοσυζυγής, 2(Thet, e) = d
dt(The, e). ΄Ετσι

d

dt
(The, e) + 2‖e‖2 = (ρ, e) ≤ ‖e‖2 + ‖ρ‖2.

΄Υστερα από ολοκλήρωση προκύπτει ότι

(The(t), e(t)) +

∫ t

0
‖e‖2 ds ≤ (The(0), e(0)) +

∫ t

0
‖ρ‖2 ds.

Παρατηρούµε τώρα ότι The(0) = 0 για vh = Phv, επειδή

(The(0), w) = (Phv − v, Thw) = 0 ∀w ∈ L2, (5.2.27)
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αφού Thw ∈ Sh. Ως εκ τούτου, ∫ t

0
‖e‖2 ds ≤

∫ t

0
‖ρ‖2 ds (5.2.28)

και το Ϲητούµενο συµπέρασµα προκύπτει από την (5.2.22).

Για την απόδειξη της τελευταίας εκτίµησης σφάλµατος της ενότητας εισάγουµε τον τελεστή λύσης

Eh(t) του προβλήµατος αρχικών τιµών για την οµογενή ηµιδιακριτή παραβολική εξίσωση, δηλαδή

την (5.2.19) µε f = 0. Ορίζοντας τον διακριτό Λαπλασιανό τελεστή ∆h = −T−1
h : Sh → Sh, αυτή η

εξίσωση µπορεί να γραφεί ως

uh,t = ∆huh για t > 0 µε uh(0) = vh. (5.2.29)

Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος ϑα χρησιµοποιήσουµε και το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 5.2.5 ΄Εστω ισχύει η (i). Τότε, για κάθε l ≥ 0 υπάρχει σταθερά Cl µε C0 = 1 τέτοια ώστε για τη

λύση της (5.2.29) να έχουµε

‖Dl
tEh(t)vh‖ ≤ Clt−l‖vh‖ για t > 0, όπου Dt = ∂/∂t.

Πρέπει ακόµα να υποθέσουµε την αντίστροφη εκτίµηση

‖∆hχ‖ ≤ Ch−β‖χ‖ για χ ∈ Sh µε β > 0. (5.2.30)

Για τη στάνταρ µέθοδο Galerkin µε την προαναφερθείσα αντίστροφη υπόθεση (5.2.8), µία εκτίµηση

της µορφής της (5.2.30) ισχύει για β = 2, αφού για χ ∈ Sh

‖∆hχ‖2 = −(∇(∆hχ),∇χ) ≤ ‖∇(∆hχ)‖‖∇χ‖ ≤ Ch−2‖∆hχ‖‖χ‖

και οµοίως προκύπτει για τη µέθοδο του Nitsche από το Λήµµα 5.2.1 ότι

‖∆hχ‖2 = −Nγ(∆hχ, χ) ≤ C|||∆hχ||| |||χ||| ≤ Ch−2‖∆hχ‖‖χ‖.

΄Εχουµε,λοιπόν, την ακόλουθη σχεδόν ϐέλτιστης τάξης εκτίµηση σφάλµατος.

Θεώρηµα 5.2.6 ΄Εστω ισχύουν οι (ι), η (ii) και η (5.2.30) και uh και u οι λύσεις των (5.2.19) και (5.2.15)

αντίστοιχα, µε vh = Rhv = −Th∆v. Τότε

‖uh(t)− u(t)‖ ≤ Chr(1 + max(0, log
t

hβ
)) sup

0≤s≤t
‖u(s)‖r για t ≥ 0.
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Απόδειξη. ΄Οπως και στην προηγούµενη ενότητα, γράφουµε uh−u = (uh−Rhu)+(Rhu−u) = θ+ρ.

Από την (5.2.22) έχουµε ότι ‖ρ(t)‖ ≤ Chr‖u(t)‖r και µένει να ϕράξουµε τη θ = uh − Rhu. Από τις

(5.2.19) και (5.2.16) παίρνουµε ότι

Thθt + θ = Thf − (ThRhut +Rhu) = −Thρt = −ThPhρt

όπου στο τελευταίο ϐήµα χρησιµοποιήσαµε την (5.2.23). ΄Εχουµε,λοιπόν,

θt −∆hθ = −Phρt για t > 0 µε θ(0) = 0

και άρα, από την αρχή του Duhamel

θ(t) = −
∫ t

0
Eh(t− s)Phρt(s) ds.

Με ολοκλήρωση κατά µέλη παίρνουµε

θ(t) = Eh(t)Phρ(0)− Phρ(t)−
∫ t

0
E′h(t− s)Phρ(s) ds

που συνεπάγεται ότι

‖θ(t)‖ ≤
(
‖Eh(t)‖+ 1 +

∫ t

0
‖E′h(s)‖ ds

)
sup

0≤s≤t
‖ρ(s)‖. (5.2.31)

Για να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα, ϑα ϕράξουµε την προς ολοκλήρωση ποσότητα για µικρό s από

το Ch−β. Πράγµατι, εφαρµόζοντας την αντίστροφη υπόθεση (5.2.30) και το Λήµµα 5.2.5, έχουµε

‖E′h(t)vh‖ = ‖∆hEh(t)vh‖ ≤ Ch−β‖Eh(t)vh‖ ≤ Ch−β‖vh‖.

΄Ετσι, για t ≤ hβ ∫ t

0
‖E′h(s)‖ ds ≤ C.

Επειδή από το Λήµµα 5.2.5 ισχύει ακόµα ότι ‖E′h(t)vh‖ ≤ Ct−1‖vh‖, έχουµε∫ t

hβ
‖E′h(s)‖ ds ≤ C

∣∣∣∣∫ t

hβ

ds

s

∣∣∣∣ = C

∣∣∣∣log
t

hβ

∣∣∣∣ για t ≥ hβ.

Επειδή ο Eh(t) είναι ϕραγµένος, συµπεραίνουµε από τις (5.2.31) και (5.2.22) ότι

‖θ(t)‖ ≤ Chr(1 + max(0, log
t

hβ
)) sup

0≤s≤t
‖u(s)‖r

που ολοκληρώνει την απόδειξη.
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5.3 Πιο Γενικές Ελλειπτικές Εξισώσεις

Σε αυτή την ενότητα ϑα δούµε τη γενίκευση των προηγούµενων εκτιµήσεων σφαλµάτων προβληµά-

των αρχικών-συνοριακών τιµών για πιο γενικές παραβολικές εξισώσεις, στις οποίες επιτρέπουµε στον

ελλειπτικό τελεστή να έχει συντελεστές που εξαρτώνται και από το x και από το t, να έχει όρους

χαµηλότερης τάξης και να µην είναι ούτε αυτοσυζυγής ούτε ϑετικός. Για να µην έχουµε όµως να

εξετάσουµε και το ενδεχόµενο εκθετικής αύξησης των σταθερών ευστάθειας και των ϕραγµάτων για τα

σφάλµατα, περιορίζουµε τη µελέτη µας σε πεπερασµένο διάστηµα χρόνου.

Θεωρούµε λοιπόν το πρόβληµα αρχικών-συνοριακών τιµών

ut + L(t)u = f στο Ω για t ∈ J (5.3.1)

u = 0 στο ∂Ω για t ∈ J µε u(0) = v στο Ω

όπου το Ω είναι ένα χωρίο στον Rd µε οµαλό σύνορο ∂Ω, J = (0, t̄ ] και L(t) είναι ο ελλειπτικός

τελεστής

L(t)u := −
d∑

j,k=1

∂

∂xj
(ajk

∂u

∂xk
) +

d∑
j=1

aj
∂u

∂xj
+ a0u

όπου οι ajk, aj και a0 είναι C∞ συναρτήσεις στον Ω̄× J̄ , ajk = akj και

d∑
j,k=1

ajk(x, t)ξjξk ≥ c0|ξ|2 µε c0 > 0 για (x, t) ∈ Ω̄× J̄ .

Συνδέοντας µε τον L(t) τη διγραµµική µορφή

B[t; v, w] =

∫
Ω

 d∑
j,k=1

ajk
∂v

∂xk

∂w

∂xj
+

d∑
j=1

aj
∂v

∂xj
w + a0vw

 dx

µπορούµε να γράψουµε το παραβολικό πρόβληµα σε µεταβολική µορφή

(ut, φ) +B[t;u, φ] = (f, φ) ∀φ ∈ H1
0 = H1

0 (Ω), t ∈ J (5.3.2)

u(0) = v.

Αυτή τη ϕορά η διγραµµική µορφή δεν είναι απαραίτητα ϑετικά ορισµένη, αλλά µπορεί κανείς να

δείξει την ανισότητα Garding

B[t; v, v] ≥ c‖v‖21 − κ‖v‖2 ∀v ∈ H1
0 µε c > 0, k ∈ R. (5.3.3)
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Πράγµατι, έχουµε για v ∈ H1
0

B[t; v, v] + κ‖v‖2 =

∫
Ω

 d∑
j,k=1

ajk
∂v

∂xk

∂v

∂xj
+

d∑
j=1

ajv
∂v

∂xj
+ (a0 + κ)v2

 dx

=

∫
Ω

 d∑
j,k=1

ajk
∂v

∂xk

∂v

∂xj
+ (κ+ a0 −

1

2

d∑
j=1

∂aj
∂xj

)v2

 dx

≥ c‖v‖21 µε c > 0, αν κ > sup
Ω×J

(
1

2

d∑
j=1

∂aj
∂xj
− a0)

όπου από εδώ και στο εξής ϑα ϑεωρούµε το κ σταθερό.

Μπορούµε να δείξουµε ότι το πρόβληµα (5.3.1) έχει µοναδική λύση που ανήκει σε κάθε χώρο Hs =

Hs(Ω) για t ∈ J αν οι f και v είναι αρκετά οµαλές και ικανοποιούν τις κατάλληλες συνθήκες

συµβατότητας στο ∂Ω για t = 0. Εδώ ϑα δείξουµε µόνο την εκτίµηση ευστάθειας στον L2 = L2(Ω)

‖u(t)‖ ≤ C(‖v‖+

∫ t

0
‖f‖ ds) για t ∈ J̄ . (5.3.4)

Για να το δείξουµε, διαλέγουµε φ = u στην (5.3.2) και µε ϐάση την (5.3.3) παίρνουµε ότι

1

2

d

dt
‖u‖2 + c‖u‖21 ≤ ‖f‖‖u‖+ κ‖u‖2. (5.3.5)

΄Οπως στην απόδειξη της (5.1.19), αυτό δείχνει ότι

‖u(t)‖ ≤ ‖v‖+

∫ t

0
‖f‖ ds+ κ

∫ t

0
‖u‖ ds

από την οποία προκύπτει η (5.3.4) µέσω του Λήµµατος του Gronwall. Παρατηρούµε ότι σε αντίθεση

µε τις προηγούµενες ενότητες που είχαµε τελεστή A ανεξάρτητο του t και αυτοσυζυγή, η µέθοδος της

επέκτασης σε ιδιοσυναρτήσεις δεν µπορεί να εφαρµοστεί εδώ.

Συνδέουµε τώρα µε το παραβολικό πρόβληµα (5.3.1) το χρονοεξαρτώµενο πρόβληµα Dirichlet

Lκ(t)u := L(t)u+ κu = f στο Ω µε u = 0 για t ∈ J

ή σε ασθενή µορφή

Bκ[t;u, φ] := B[t;u, φ] + κ(u, φ) = (f, φ) ∀φ ∈ H1
0 , t ∈ J.

Συµβολίζουµε µε T (t) : L2 → H2 ∩H1
0 τον επιλύοντα τελεστή του προβλήµατος έτσι ώστε

Bκ(t;T (t)f, φ) = (f, φ) ∀φ ∈ H1
0 για t ∈ J̄ (5.3.6)
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και ανακαλούµε την εκτίµηση ελλειπτικής οµαλότητας

‖T (t)f‖s ≤ C‖f‖s−2 για s ≥ 2, t ∈ J̄ . (5.3.7)

Εισάγοντας την ǔ = e−tκu ως νέα εξαρτηµένη µεταβλητή στο (5.3.1), έχουµε

ǔt +Bκ(t)ǔ = f̌ , όπου f̌ = e−tκf (5.3.8)

ή

(ǔ, φ) +Bκ[t; ǔ, φ] = (f̌ , φ) ∀φ ∈ H1
0 για t ∈ J

ή επίσης

T (t)ǔt + ǔ = T (t)f̌ για t ∈ J µε ǔ(0) = v.

Για να ορίσουµε τις προσεγγιστικές λύσεις του (5.3.1), παίρνουµε ως {Sh} µία οικογένεια από πεπε-

ϱασµένης διάστασης υποχώρους του L2 και Th(t) : L2 → Sh προσεγγίσεις του T (t) µε συγκεκριµένες

ιδιότητες που ϑα αναφέρουµε παρακάτω. Θεωρούµε τότε ως προσεγγιστική λύση του (5.3.1) µία

συνάρτηση uh : J → Sh τέτοια ώστε

uh(t) = eκtǔh(t), όπου Thǔh,t + ǔh = Thf̌ για t ∈ J, ǔh(0) = vh. (5.3.9)

Παρατηρούµε ότι το να ϕράσσονται για ϑετικό χρόνο οι ǔ και ǔh στις (5.3.8) και (5.3.9) αντιστοιχεί

σε εκθετική αύξηση των u και uh όταν κ > 0.

Για συντοµία ϑα παραλείπουµε συχνά το t από το συµβολισµό και ϑα γράφουµε απλά L αντί του

L(t),B[v, w] αντί για B[t; v, w],Th αντί για Th(t) κλπ.

Περιγράφουµε τώρα τις συνθήκες που ϑα απαιτούµε για τον Th ώστε οι συναρτήσεις uh που ορίστηκαν

στην (5.3.9) να είναι µια καλή προσέγγιση της ακριβούς λύσης (5.3.1). Οι πρώτες δύο συνθήκες αντι-

στοιχούν σε αυτές που περιγράψαµε σε προηγούµενη ενότητα,όπου η απλά η δεύτερη τροποποιήθηκε

ώστε να επιτρέπεται η µεταβολλή ως προς το χρόνο στους συντελεστές. Η τρίτη συνθήκη ϑα ϕράξει

το ϐαθµό της µη-αυτοσυζυγίας του Th και ικανοποιείται αυτοµάτως όταν ο Th είναι αυτοσυζυγής.

Υποθέτουµε, λοιπόν, ότι για t ∈ J µε C ανεξάρτητο του t και για ′ την παραγώγιση ως προς t:

(i) (f, Thf) ≥ 0 για f ∈ L2 και (χ, Thχ) > 0 για 0 6= χ ∈ Sh.

(ii) για κάποιο ακέραιο r ≥ 2 και για 2 ≤ s ≤ r

‖(Th − T )f‖+ ‖(T ′h − T ′)f‖ ≤ Chs‖f‖s−2 για f ∈ Hs−2.
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(iii) |(Thf, g)− (f, Thg)| ≤ C(f, Thf)1/2‖Thg‖ για f, g ∈ L2.

Ως πρώτο παράδειγµα ϐλέπουµε την περίπτωση που Sh ⊂ H1
0 και που ο Th συνδέεται µε τη στάνταρ

µέθοδο Galerkin έτσι ώστε

Bκ[t;Th(t)f, χ] = (f, χ) ∀χ ∈ Sh, t ∈ J. (5.3.10)

Τότε η ηµιδιακριτή εξίσωση στην (5.3.9) είναι ισοδύναµη µε

(ǔh,t, χ) +Bκ[ǔh, χ] = (f̌ , χ) ∀χ ∈ Sh, t ∈ J

που µε τη σειρά του για uh(t) = eκtǔh(t) γίνεται η στάνταρ ασθενής µορφή

(uh,t, χ) +B[uh, χ] = (f, χ) ∀χ ∈ Sh, t ∈ J.

Θα δείξουµε ότι οι συνθήκες µας ισχύουν για αυτή την επιλογή Th.

Λήµµα 5.3.1 ΄Εστω Th ορισµένος όπως στην (5.3.10) µε τον Sh να ικανοποιεί την (5.1.6). Τότε, οι (i),(ii)

και (iii) ισχύουν.

Απόδειξη. Από τις (5.3.10) και (5.3.3) έχουµε απευθείας ότι

(f, Thf) = Bκ[Thf, Thf ] ≥ c‖Thf‖21 ≥ 0

που δείχνει το πρώτο µέρος του (i) και ότι η ισότητα ισχύει αν Thf = 0. Υποθέτουµε τώρα ότι Thf = 0

και f = χ ∈ Sh. Χρησιµοποιώντας για άλλη µία ϕορά την (5.3.10), έχουµε ότι ‖χ‖2 = Bκ[Thχ, χ] = 0

και άρα χ = 0, που δείχνει το δεύτερο µέρος του (i).

Επιστρέφουµε τώρα στη συνθήκη (ii). Είναι γνωστό και αποδείξιµο µε τον ίδιο σχεδόν τρόπο όπως η

αυτοσυζυγής περίπτωση ότι

‖(Th − T )f‖+ h‖(Th − T )f‖1 ≤ Chs‖f‖s−2 για 2 ≤ s ≤ r (5.3.11)

και µένει,άρα, να αποδείξουµε το αντίστοιχο αποτέλεσµα για τη χρονική παράγωγο. Γι’ αυτόν το

σκοπό, ϑέτουµε w = Tf,wh = Thf και e = wh − w ώστε (T ′h − T ′)f = et. Παραγωγίζοντας την

εξίσωση Bκ(e, χ) = 0, παίρνουµε µε B′[·, ·] τη διγραµµική µορφή που προκύπτει από την B[·, ·]

παραγωγίζοντας τους συντελεστές ως προς t, παρατηρώντας ότι B′κ[·, ·] = B′[·, ·],

Bκ[et, χ] +B′[e, χ] = 0 ∀χ ∈ Sh, t ∈ J. (5.3.12)
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΄Ετσι, για κάθε χ ∈ Sh

c‖et‖21 ≤ Bκ(et, et) = Bκ[et, et + χ] +B′[e, et + χ]−B′[e, et].

Από αυτό συµπεραίνουµε ότι

‖et‖21 ≤ C (‖et‖1 + ‖e‖1) inf
χ∈Sh

‖wt − χ‖1 + C‖e‖1‖et‖1

και άρα, χρησιµοποιώντας την (5.3.11) προκύπτει ότι

‖et‖1 ≤ C(‖e‖1 + inf
χ∈Sh

‖wt − χ‖1) ≤ Chs−1(‖f‖s−2 + ‖wt‖s), 2 ≤ s ≤ r.

Εδώ ‖wt‖s ≤ C‖w‖s, που προκύπτει επειδή η wt ∈ H1
0 είναι η λύση του προβλήµατος Dirichlet

Bκ(wt, φ) = −B′(w, φ) ∀φ ∈ H1
0

και ‖w‖s ≤ C‖f‖s−2 από την (5.3.7) ώστε ‖et‖1 ≤ hs−1‖f‖s−2 για 2 ≤ s ≤ r.

Για να δείξουµε το ϕράγµα για την L2−νόρµα του et, ϑεωρούµε L∗κ τον συζυγή του Lκ και ψ τη λύση

του

L∗κψ = φ στο Ω µε ψ = 0 στο ∂Ω.

΄Εχουµε τότε πάλι από εφαρµογή της (5.3.12)

(et, φ) = Bκ[et, ψ] = Bκ[et, ψ − χ] +B′[e, ψ − χ]−B′[e, ψ] ∀χ ∈ Sh,

όπου,χρησιµοποιώντας τον τύπο του Green στον τελευταίο όρο,έχουµε

|(et, φ)| ≤ C(‖et‖1 + ‖e‖1) inf
χ∈Sh

‖ψ − χ‖1 + C‖e‖‖ψ‖2

≤ C (h(‖et‖1 + ‖e‖1) + ‖e‖) ‖ψ‖2.

Από την εκτίµηση ελλειπτικής οµαλότητας ‖ψ‖2 ≤ C‖φ‖, αυτό σε συνδυασµό µε τα ϕράγµατα σφαλ-

µάτων που ήδη έχουν δειχθεί δίνει

‖et‖ ≤ C (h(‖et‖1 + ‖e‖1) + ‖e‖) ≤ Chs‖f‖s−2 για 2 ≤ s ≤ r
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που ολοκληρώνει την απόδειξη του (ii).

Από τους ορισµούς µας έχουµε µε vh = Thf, wh = Thg

(Thf, g)− (f, Thg) = Bκ[Thg, Thf ]−Bκ[Thf, Thg]

=

∫
Ω

d∑
j=1

aj

(
∂wh
∂xj

vh −
∂vh
∂xj

wh

)
dx

= −
∫

Ω

d∑
j=1

(
2aj

∂vh
∂xj

wh +
∂aj
∂xj

vhwh

)
dx (5.3.13)

και άρα

|(Thf, g)− (f, Thg)| ≤ C‖vh‖1‖wh‖ = C‖Thf‖1‖Thg‖

≤ C(f, Thf)1/2‖Thg‖

που δείχνει την (iii) και έτσι ολοκληρώνεται η απόδειξη του λήµµατος.

΄Ενα άλλο παράδειγµα οικογένειας τελεστών Th που ικανοποιούν τις (i),(ii),(iii) προέρχεται από τη

γενίκευση της µεθόδου του Nitsche, όπου η διγραµµική ορφή ορίζεται τώρα ως

Nκ,γ [t;φ, ψ] = Bκ[t;φ, ψ]− 〈∂φ
∂v
, ψ〉 − 〈φ, ∂ψ

∂v
+

2∑
j=1

ajnjψ〉+ γh−1〈φ, ψ〉

όπου ∂/∂v =
∑

jk njajk∂/∂xk η συνκανονική παράγωγος.

Επιστρέφουµε στο πρόβληµα αρχικών-συνοριακών τιµών (5.3.1) και ξεκινάµε την ανάλυση σφαλµάτων

στον L2 µε το ακόλουθο απλό αποτέλεσµα από τη µη-οµογενή εξίσωση, που γενικεύει το Θεώρηµα

5.2.3. Παρατηρούµε ότι η συνθήκη (iii) δεν εµφανίζεται σε αυτό το αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 5.3.1 ΄Εστω ισχύουν οι (i) και (ii). Τότε, έχουµε για το σφάλµα στο ηµιδιακριτό πρόβληµα

(5.3.9) ότι

‖uh(t)− u(t)‖ ≤ C‖vh − v‖+ Chr
(
‖v‖r +

∫ t

0
‖ut‖r ds

)
για t ∈ J̄ .

Απόδειξη. Με τον παραπάνω συµβολισµό, ϑέτουµε e = ǔh − ǔ = e−κt(uh − u). ΄Εχουµε τότε την

εξίσωση σφάλµατος :

Thet + e = ρ := (Th − T )Lκǔ.

Ανακαλώντας το Λήµµα 5.2.4, έχουµε

‖e(t)‖ ≤ ‖e(0)‖+ C

(
‖ρ(0)‖+

∫ t

0
‖ρt‖ ds

)
.
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Εδώ από τη (ii) έχουµε

‖ρ(0)‖ ≤ Chr‖Lκv‖r−2 ≤ Chr‖v‖r

και

‖ρt‖ ≤ ‖(T ′h − T ′)Lκǔ‖+ ‖(Th − T )(L′ǔ+ Lκǔt)‖

≤ Chr(‖ǔ‖r + ‖ǔt‖r) ≤ Chr(‖u‖r + ‖ut‖r)

όπου L′ = L′(t) συµβολίζει τον τελεστή που προέρχεται από τον L(t) παραγωγίζοντας τους συντελεστές

του ως προς t. ΄Ετσι, επειδή το J είναι ϕραγµένο,∫ t

0
‖ρ‖ ds ≤ Chr

(
‖v‖r +

∫ t

0
‖ut‖r ds

)
το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.

Κοιτάµε τώρα την οµογενή εξίσωση

ut + L(t)u = 0 στο Ω για t ∈ J (5.3.14)

πάλι µε τις αρχικές-συνοριακές συνθήκες του (5.3.1) και το ηµιδιακριτό ανάλογο του, να ϐρούµε

uh(t) : J → Sh τέτοια ώστε η ǔh(t) = e−κtuh(t) να ικανοποιεί την

Thǔh,t + ǔh = 0 για t ∈ J µε ǔh(0) = vh. (5.3.15)

Ως παράδειγµα, ϑα δείξουµε την ακόλουθη εκτίµηση σφάλµατος για µη οµαλά δεδοµένα στην περί-

πτωση που ο Sh αποτελείται από συνεχείς κατά τµήµατα γραµµικές συναρτήσεις.

Θεώρηµα 5.3.2 ΄Εστω ότι οι (i),(ii) µε r = 2 και (iii) ισχύον και ότι vh = Phv. Τότε, έχουµε για το

σφάλµα του ηµιδιακριτού οµογενούς παραβολικού προλήµατος (5.3.15)

‖uh(t)− u(t)‖ ≤ Ch2t−1‖v‖ για t ∈ J.

Θα ξεκινήσουµε την απόδειξη δείχνοντας κάποια σφάλµατα για τον T ′h.

Λήµµα 5.3.2 ΄Εστω ισχύει η (ii) µε r = 2. Τότε, για f ∈ L2

|(T ′hf, f)| ≤ C((Thf, f) + h2‖f‖2)

και

‖T ′hf‖ ≤ C(‖Thf‖+ h2‖f‖).
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Απόδειξη. Θα δείξουµε τα συνεχή ανάλογα αυτών των εκτιµήσεων, δηλαδή

|(T ′f, f)| ≤ C(Tf, f) και ‖T ′f‖ ≤ C‖Tf‖.

Τα επιθυµητά αποτελέσµατα προκύπτουν εύκολα τότε από τη (ii), όπως π.χ. για την πρώτη ανισότητα:

|(T ′hf, f)| = |(T ′f, f) + ((T ′h − T ′)f, f)| ≤ C((Tf, f) + h2‖f‖2)

≤ C((Thf, f) + h2‖f‖2).

Για τα συνεχή ανάλογα,λοιπόν, ϑυµόµαστε τον ορισµό (5.3.6) και παρατηρούµε ότι µπορούµε να

προσδιορίσουµε τον συζυγή του T στον L2 µέσω του τελεστή T ∗ : L2 → H2 ∩ H1
0 που ορίζεται από

την Bκ[φ, T ∗g] = (φ, g) για φ ∈ H1
0 , είναι,δηλαδή, η λύση του Dirichlet προβλήµατος που αντιστοιχεί

στον ελλειπτικό τελεστή L∗κ. Για

(Tf, g) = Bκ[Tf, T ∗g] = (f, T ∗g) ∀f, g ∈ L2.

Παραγωγίζοντας την (5.3.6),έχουµε Bκ[T ′f, φ] +B′[Tf, φ] = 0 και ϐρίσκουµε

|(T ′f, f)| = |Bκ[T ′f, T ∗f ]| = |B′[Tf, T ∗f ]| ≤ C‖Tf‖1‖T ∗f‖1

≤ C(f, Tf)1/2(T ∗f, f)1/2 = C(f, Tf)

που είναι το πρώτο από τα επιθυµητά αποτελέσµατα.

Επιπλέον, για φ ∈ L2, (T ′f, φ) = Bκ[T ′f, T ∗φ] = −B′[Tf, T ∗φ] και χρησιµοποιώντας τον τύπο του

Green για να µεταφέρουµε τις παραγώγους στον δεύτερο όρο:

|(T ′f, φ)| ≤ C‖Tf‖‖T ∗φ‖2 ≤ C‖Tf‖‖φ‖

που δείχνει τη δεύτερη Ϲητούµενη εκτίµηση.

Επειδή έχουµε µη-οµαλά δεδοµένα, ϑα χρειαστούµε στην απόδειξή µας και το ακόλουθο Λήµµα, το

οποίο παραθέτουµε χωρίς απόδειξη.

Λήµµα 5.3.3 ΄Εστω ισχύουν οι (i),(ii) µε r = 2 και (iii), καθώς και ότι

Thet + e = ρ για t ∈ J µε The(0) = 0. (5.3.16)

Τότε, για κάθε ε > 0 υπάρχει Cε τέτοιο ώστε

‖e(t)‖ ≤ ε sup
s≤t

(s‖ρt(s)‖) + Cε sup
s≤t
‖ρ(s)‖ για t ∈ J.
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Θα χρειαστούµε,τέλος, και το ακόλουθο Λήµµα, το οποίο επίσης ϑα παρουσιάσουµε χωρίς απόδειξη.

Λήµµα 5.3.4 Για κάθε j ≥ 0 έχουµε για τη λύση του (5.3.14) µε u(0) = v ότι

‖Dj
tu(t)‖ ≤ Ct−j‖v‖ για t ∈ J. (5.3.17)

Επιστρέφουµε τώρα στην απόδειξη του Θεωρήµατος 5.3.2.

Απόδειξη. Από τους ορισµούς µας το σφάλµα e = ǔh − ǔ = e−κt(uh − u) ικανοποιεί την εξίσω-

ση

Thet + e = ρ = −(Th − T )ǔt για t ∈ J. (5.3.18)

Παρατηρούµε ακόµα ότι για vh = Phv έχουµε The(0) = 0, αφού, επειδή το e(0) = Phv − v είναι

ορθογώνιο στον Sh, έχουµε από την (iii) ότι για κάθε χ ∈ Sh

|(Th(0), χ)| = |(The(0), χ)− (e(0), Thχ)| ≤ C(The(0), e(0))1/2‖Thχ‖ = 0.

Θα δείξουµε τώρα, χρησιµοποιώντας το Λήµµα 5.3.3, ότι για ρ̃(t) =
∫ t

0 ρ ds

‖e(t)‖ ≤ Ct−1 sup
s≤t

(s2‖ρt‖+ s‖ρ‖+ ‖ρ̃‖+ h2‖e‖) για t ∈ J. (5.3.19)

Θα ολοκληρώσουµε πρώτα την απόδειξη υποθέτοντας ότι αυτή η ανισότητα έχει ήδη αποδειχθεί.

΄Εχουµε από το Λήµµα 4.4

s‖ρ(s)‖ = s‖(Th − T )ǔt(s)‖ ≤ Ch2s‖ǔt(s)‖ ≤ Ch2‖v‖

και

s2‖ρt(s)‖ ≤ s2‖(T ′h − T ′)ǔt‖+ s2‖(Th − T )ǔtt‖

≤ Ch2s2(‖ǔt(s)‖+ ‖ǔtt(s)‖) ≤ Ch2‖v‖.

Επειδή

ρ̃(t) = −
∫ t

0
(Th − T )ǔt ds = −[(Th − T )ǔ(s)]t0 +

∫ t

0
(T ′h − T ′)ǔ ds,

έχουµε ακόµα

‖ρ̃(s)‖ ≤ Ch2 sup
y≤s
‖ǔ(y)‖ ≤ Ch2‖v‖
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και η ευστάθεια των επιλυόντων τελεστών δίνει άµεσα

‖e(s)‖ ≤ ‖ǔh(s)‖+ ‖ǔ(s)‖ ≤ 2‖v‖.

Αν τις εισάγουµε στην (5.3.19), έχουµε ‖e(t)‖ ≤ Ch2t−1‖v‖, που είναι το επιθυµητό αποτέλεσµα.

Για να δείξουµε την (5.3.19), ϑέτουµε w = te. Θα δείξουµε ότι

‖w(t)‖ ≤ C sup
s≤t

(s2‖ρt‖+ s‖ρ‖+ ‖The‖) (5.3.20)

και έπειτα

‖The(t)‖ ≤ C sup
s≤t

(s‖ρ‖+ ‖ρ̃‖+ h2‖e‖). (5.3.21)

Μαζί αυτές οι εκτιµήσεις συνεπάγονται την (5.3.19).

Ξεκινάµε µε την (5.3.20) και παρατηρούµε ότι η w ικανοποιεί την

Thwt + w = ω = tρ+ The.

Παρατηρούµε,χρησιµοποιώντας την (5.3.18), το Λήµµα 5.3.2 και τη ϕραξιµότητα του T ′h, ότι

‖ωt‖ = ‖tρt + ρ+ Thet + T ′he‖ ≤ C(t‖ρt‖+ ‖ρ‖+ ‖e‖).

΄Ετσι, από το Λήµµα 5.3.3 έχουµε για κατάλληλο ε ότι, αφού w(0) = 0, για t ∈ J

‖w(t)‖ ≤ ε sup
s≤t

(s‖ωt(s)‖) + Cε sup
s≤t
‖ω(s)‖

≤ 1

2
sup
s≤t
‖w(s)‖+ C sup

s≤t
(s2‖ρt‖+ s‖ρ‖+ ‖The‖)

που δίνει την (5.3.20).

Για την (5.3.21) ολοκληρώνουµε την εξίσωση σφάλµατος (5.3.16) και παίρνουµε για ẽ(t) =
∫ t

0 e ds,θυµώµενοι

και ότι The(0) = 0, ότι

The+ ẽ ≡ Thẽt + ẽ = ρ̃+

∫ t

0
T ′he ds. (5.3.22)

Επειδή ẽ(0) = 0, µπορούµε να ξαναεφαρµόσουµε το Λήµµα 5.3.3 για να ϐρούµε ότι

‖ẽ(t)‖ ≤ ε sup
s≤t

(s‖ρ̃t‖+ s‖T ′he‖) + Cε sup
s≤t

(‖ρ̃‖+ ‖
∫ s

0
T ′he dy‖)

και,συνεπώς, χρησιµοποιώντας το Λήµµα 5.3.2 για να εκτιµήσουµε το T ′he,

‖ẽ(t)‖ ≤ ε sup
s≤t

(s‖ρ‖+ Cs‖The‖+ Csh2‖e‖) + Cε sup
s≤t
‖ρ̃‖+ Cε

∫ t

0
(‖The‖+ h2‖e‖) ds.
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Προκύπτει από την (5.3.22) ότι

‖The(t)‖ ≤ ‖ẽ‖+ ‖ρ̃‖+ ‖
∫ t

0
T ′he ds‖

≤ εCt̄ sup
s≤t
‖The(s)‖+ Cε sup

s≤t
(s‖ρ‖+ ‖ρ̃‖+ h2‖e‖) + Cε

∫ t

0
‖The‖ ds.

∆ιαλέγοντας ε τέτοιο ώστε εCt̄ < 1, αυτό µας δίνει για t ∈ J̄ ότι

‖The(t)‖ ≤ C sup
s≤t

(s‖ρ‖+ ‖ρ̃‖+ h2‖e‖) + C

∫ t

0
‖The‖ ds.

Η Ϲητούµενη ανισότητα (5.3.21) προκύπτει τώρα άµεσα από εφαρµογή του Λήµµατος του Gronwall

και αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.
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Κεφάλαιο 6

Παραδείγµατα στο FreeFem++

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα δούµε παραδείγµατα γραµµικών και µη γραµµικών ελλειπτικών και παρα-

ϐολικών µερικών διαφορικών εξισώσεων και ϑα προσπαθήσουµε να επαληθεύσουµε τις εκτιµήσεις

σφαλµάτων που προκύπτουν από τη ϑεωρία.

6.1 Ελλειπτικές Μ∆Ε

Θα λύσουµε ένα γραµµικό και ένα µη γραµµικό ελλειπτικό πρόβληµα χρησιµοποιώντας στοιχεία

Lagrange.

Γνωρίζουµε από τη ϑεωρία ότι ισχύουν οι εξής εκτιµήσεις για τα σφάλµατα στην L2 και τηνH1−νόρµα.

‖u− uh‖L2 ≤ Ch2 (6.1.1)

‖u− uh‖H1 ≤ Ch (6.1.2)

Για να επαληυθεύσουµε αυτές τις εκτιµήσεις, ϑα λύσουµε τα προβλήµατά µας σε πλέγµα µε h που

συνεχώς ϑα υποδιπλασιάζεται. Στη συνέχεια, ϑα πάρουµε το λόγο των ανά δύο διαδοχικών σφαλµάτων,

ο οποίος, αν όλα είναι σωστά, ϑα πρέπει να τείνει στο 4 = 22 και στο 2 = 21 ,επαληθεύοντας τάξη

σύγκλισης 2 και 1 για την L2 και την H1−νόρµα αντίστοιχα.
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6.1.1 Γραµµικό Πρόβληµα

Ξεκινάµε µε ένα απλό πρόβληµα Poisson στις δύο διαστάσεις.

−∆u = 2π2 sin(πx) sin(πy) στο Ω = (0, 1)× (0, 1) (6.1.3)

u = 0 στο ∂Ω (6.1.4)

Η πραγµατική λύση του προβλήµατος είναι η u(x, y) = sin(πx) sin(πy).

Θεωρούµε ότι u ∈ H2((0, 1)×(0, 1)) και ορίζουµε ως χώρο πεπερασµένων στοιχείων V το χώρο τωνH1

συναρτήσεων που µηδενίζονται στο σύνορο. Επιλέγουµε v ∈ V ,πολλαπλασιάζουµε µε v την (6.1.3)

και ολοκληρώνουµε στο Ω. Τότε, προκύπτει για f = 2π2 sin(πx) sin(πy):∫
Ω
−∆u · v dx dy =

∫
Ω
fv dx dy.

Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Green, αυτό γίνεται∫
Ω
∇u · ∇v dx dy −

∫
∂Ω

∂u

∂n
· v =

∫
Ω
fv dx dy

που επειδή έχουµε πάρει v ∈ V , δηλαδή v = 0 στο ∂Ω, γίνεται∫
Ω
∇u · ∇v dx dy =

∫
Ω
fv dx dy. (6.1.5)

Επιλύοντας το πρόβληµα για συνεχώς υποδιαπλασιαζόµενο h, προκύπτει ο παρακάτω πίνακας απο-

τελεσµάτων.

Μέγεθος Πλέγµατος Εκτιµήσεις Σφαλµάτων

h ‖u− uh‖L2(Vh)

‖u−uhprev‖L2(Vhprev
)

‖u−uh‖L2(Vh)
‖u− uh‖H1(Vh)

‖u−uhprev‖H1(Vhprev
)

‖u−uh‖H1(Vh)

0.282843 0.0780602 - 0.697228 -

0.141421 0.0210895 3.70138 0.349199 1.99665

0.0707107 0.00537942 3.92039 0.174516 2.00096

0.0353553 0.00135171 3.97973 0.0872417 2.00037

0.0176777 0.000338357 3.99491 0.0436187 2.0001

0.00883883 8.46163ε-005 3.99872 0.021809 2.00003
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Στον παραπάνω πίνακα uh είναι η Vh συνάρτησή µας που προσεγγίζει τη u στον πεπερασµένης διά-

στασης χώρο Vh.

Παρατηρούµε ότι οι λόγοι των σφαλµάτων τείνουν πράγµατι στις τιµές που περιµέναµε, επαληθεύον-

τας τη ϑεωρία.

Ακολουθούν τα πλέγµατα και οι uh που αντιστοιχούν στα παραπάνω h, καθώς και η πραγµατική

λύση την οποία παρατηρούµε ότι την προσεγγίζουµε όλο και καλύτερα όσο µικραίνουµε το h.

(α΄) Το πλέγµα για h = 0.282843 (ϐ΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα
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(γ΄) Το πλέγµα για h = 0.141421 (δ΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα

(ε΄) Το πλέγµα για h = 0.0707107 (ϝ΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα
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(Ϲ΄) Το πλέγµα για h = 0.0353553 (η΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα

(ϑ΄) Το πλέγµα για h = 0.0176777 (ι΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα
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(ια΄) Το πλέγµα για h = 0.00883883 (ιϐ΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα

Σχήµα 6.1: Πραγµατική λύση
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6.1.2 Μη Γραµµικό Πρόβληµα

Συνεχίζουµε µε ένα µη γραµµικό ελλειπτικό πρόβληµα στο οποίο ϑα προσπαθήσουµε να επαληθεύ-

σουµε τις ίδιες εκτιµήσεις σφαλµάτων, όπως και προηγουµένως.

Το πρόβληµα Poisson είναι το προηγούµενο στο οποίο προσθέτουµε επιπλέον έναν παράγοντα u3 για

να γίνει µη γραµµικό. :

−∆u+ u3 = 2π2 sin(πx) sin(πy) + sin3(πx) sin3(πy) στο Ω = (0, 1)× (0, 1)

u = 0 στο ∂Ω
(6.1.6)

Η πργµατική λύση είναι και πάλι η u(x, y) = sin(πx) sin(πy) και ανήκει στον H2(Ω) και ορίζουµε

όπως και προηγουµένως το χώρο V των H1 συναρτήσεων που µηδενίζονται στο σύνορο.

Επιλέγοντας v ∈ V , µπορούµε όπως και πριν να καταλήξουµε για f = 2π2 sin(πx) sin(πy) +

sin3(πx) sin3(πy) ότι

∫
Ω
∇u · ∇v dx dy +

∫
Ω
u3v dx dy =

∫
Ω
fv dx dy (6.1.7)

Λόγω της µη γραµµικότητας του προβλήµατος, δηλαδή λόγω του όρου u3, δεν µπορούµε να ορίσουµε

κάποια διγραµµική µορφή για το πρόβληµα. Για να το ξεπεράσουµε αυτό, ορίζουµε ως b = uu2 όπο

uu είναι η προηγούµενη τιµή της u σε µία επαναληπτική διαδικασία που ϑα χρησιµοποιήσουµε για

να λύσουµε το πρόβληµα. ΄Εχουµε λοιπόν

∫
Ω
∇u · ∇v dx dy +

∫
Ω
buv dx dy =

∫
Ω
fv dx dy (6.1.8)

και επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία του προηγούµενου παραδείγµατας, αλλά κάνοντας και δέκα

επαναλήψεις για να προσεγγίσουµε τη u ανανεώνοντας συνεχώς την τιµή του b σε κάθε επανάληψη

για το πλέγµα.

Με αυτό τον τρόπο προκύπτει ο ακόλουθος πίνακας αποτελεσµάτων, από τον οποίο ϐλέπουµε ότι και

πάλι επαληθεύονται οι ϑεωρητικές εκτιµήσεις για τα σφάλµατα.

209



Μέγεθος Πλέγµατος Εκτιµήσεις Σφαλµάτων

h ‖u− uh‖L2(Vh)

‖u−uhprev‖L2(Vhprev
)

‖u−uh‖L2(Vh)
‖u− uh‖H1(Vh)

‖u−uhprev‖H1(Vhprev
)

‖u−uh‖H1(Vh)

0.282843 0.07474372731 - 0.693993306 -

0.141421 0.02000612953 3.736041356 0.3486502025 1.990514564

0.0707107 0.005089415316 3.930928858 0.1744414171 1.99866642

0.0353553 0.00127795793 3.9824592 0.08723223578 1.999735711

0.0176777 0.0003198583729 3.995386828 0.04361746302 1.999938322

0.00883883 8.038278655ε-005 3.979189907 0.02180890792 1.999983822

Ακολουθούν τα πλέγµατα και οι uh που αντιστοιχούν στα παραπάνω h, καθώς και η πραγµατική λύση

την οποία παρατηρούµε ότι επίσης την προσεγγίζουµε όλο και καλύτερα όσο µικραίνουµε το h.

(α΄) Το πλέγµα για h = 0.282843 (ϐ΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα
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(γ΄) Το πλέγµα για h = 0.141421 (δ΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα

(ε΄) Το πλέγµα για h = 0.0707107 (ϝ΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα
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(Ϲ΄) Το πλέγµα για h = 0.0353553 (η΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα

(ϑ΄) Το πλέγµα για h = 0.0176777 (ι΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα
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(ια΄) Το πλέγµα για h = 0.00883883 (ιϐ΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα

Σχήµα 6.2: Πραγµατική λύση
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6.2 Γραµµική Παραβολική Μ∆Ε

Θα λύσουµε ένα γραµµικό παραβολικό πρόβληµα χρησιµοποιώντας στοιχεία Lagrange.

Γνωρίζουµε από τη ϑεωρία ότι, απορροφώντας σε σταθερές C τις νόρµες της πραγµατικής λύσης,των

χρονικών της παραγώγων και της αρχικής συνάρτησης, ισχύουν οι εξής εκτιµήσεις για τα σφάλµατα

στην L2 και την H1−νόρµα.

‖u− uh‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C(h2 + k) (6.2.1)

‖u− uh‖L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C(h+ k) (6.2.2)

όπου k = dt της χρονικής διακριτοποίησης.

Για να επαληυθεύσουµε αυτές τις εκτιµήσεις, ϑα λύσουµε τα προβλήµατά µας σε πλέγµα µε h που

συνεχώς ϑα υποδιπλασιάζεται, όπως και πριν. Στη συνέχεια, ϑα πάρουµε το λόγο των ανά δύο διαδο-

χικών σφαλµάτων για συγκεκριµένη σχέση ανάµεσα στα k και h και ϑα επαληθεύσουµε τις ϑεωρητικές

εκτιµήσεις.

Παίρνουµε ένα απλό πρόβληµα Poisson στις δύο διαστάσεις, το οποίο είναι το αντίστοιχο γραµ-

µικό ελλειπτικό πρόβληµα στο οποίο προσθέσαµε και την πρώτη παράγωγο ως προς το χρόνο µε

Ω = (0, 1)× (0, 1) και T = (0, 1).

∂u

∂t
−∆u = 2π2e−t sin(πx) sin(πy)− e−t sin(πx) sin(πy) στο Ω× T (6.2.3)

u = 0 στο ∂Ω× ∂T (6.2.4)

Η πραγµατική λύση του προβλήµατος είναι η u(x, y) = e−t sin(πx) sin(πy).

Για να λύσουµε το πρόβληµα αυτή τη ϕορά, προχωράµε σε µία διακριτοποίηση του χρόνου, όπου

ϑέτουµε ως χρονικό ϐήµα κάθε ϕορά (k =)dt = h2, για να έχουµε εκτιµήσεις ανάλογες των h2

και h στην L2 και H1 νόρµα αντίστοιχα και να παρατηρήσουµε αντίστοιχες τάξεις 2 και 1,όπως στο

ελλειπτικό πρόβληµα. Θα µπορούσαµε ϐέβαια να έχουµε πάρει άλλη σχέση ανάµεσα στο h και το

dt,όπως πχ να είναι ίσα,αλλά τότε ϑα έπρεπε να περιµένουµε και άλλη τάξη στα αποτελέσµατά µας.

΄Εχοντας κάνει διακριτοποίηση ως προς το χρόνο, εκφράζουµε την αρχική µας εξίσωση ως

Un+1 − Un

dt
−∆u = f (6.2.5)

όπου Un = u(·, tn) και f = 2π2e−t sin(πx) sin(πy)− e−t sin(πx) sin(πy).

΄Επειτα, ϑεωρώντας ότι για κάθε t η u ∈ V µε V όπως στο ελλειπτικό πρόβληµα, παίρνουµε v ∈ V
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τέτοια που να µηδενίζεται στο σύνορο και προκύπτει όπως πριν :∫
Ω
Un+1v dx dy +

∫
Ω
dt · ∇Un+1 · ∇v dx dy =

∫
Ω
Unv dx dy +

∫
Ω
dtfv dx dy. (6.2.6)

Επιλύοντας το πρόβληµα για συνεχώς υποδιαπλασιαζόµενο h και dt = h2, προκύπτει ο παρακάτω

πίνακας αποτελεσµάτων, ύστερα από εκτέλεση κώδικα στον οποίο γίνεται εσωτερική επανάληψη ως

προς το χρόνο για κάθε διακριτοποίηση.

Στον πίνακα ‖ · ‖L2 = ‖ · ‖L2(0,T ;L2(Vh)), ‖ · ‖L2
prev

= ‖ · ‖L2(0,T ;L2(Vhprev )), ‖ · ‖H1 = ‖ · ‖L2(0,T ;H1(Vh))

και ‖ · ‖H1
prev

= ‖ · ‖L2(0,T ;H1(Vhprev )).

Μέγεθος Πλέγµατος Εκτιµήσεις Σφαλµάτων

h ‖u− uh‖L2

‖u−uhprev‖L2
prev

‖u−uh‖L2
‖u− uh‖H1

‖u−uhprev‖H1
prev

‖u−uh‖H1

0.707107 0.2718087498 - 1.500467592 -

0.353553 0.08217960889 3.30749627 0.6383768747 2.350441646

0.176777 0.02184442372 3.762040598 0.2959165307 2.157286966

0.0883883 0.005554024807 3.93307997 0.1445759155 2.046789949

0.0441942 0.001394562197 3.982629688 0.0718475513 2.01225947

0.0220971 0.0003490236086 3.995609933 0.03586814225 2.003102106

Στον παραπάνω πίνακα uh είναι η συνάρτησή µας που προσεγγίζει τη u.

Παρατηρούµε ότι οι λόγοι των σφαλµάτων τείνουν πράγµατι στις τιµές που περιµέναµε, επαληθεύον-

τας τη ϑεωρία.

Ακολουθούν τα πλέγµατα και οι uh που αντιστοιχούν στα παραπάνω h,υπολογισµένες σε χρόνο t = 1.
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(α΄) Το πλέγµα για h = 0.707107 (ϐ΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα

(γ΄) Το πλέγµα για h = 0.353553 (δ΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα

(ε΄) Το πλέγµα για h = 0.176777 (ϝ΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα
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(Ϲ΄) Το πλέγµα για h = 0.0883883 (η΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα

(ϑ΄) Το πλέγµα για h = 0.0441942 (ι΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα

(ια΄) Το πλέγµα για h = 0.0220971 (ιϐ΄) Η uh γι’ αυτό το πλέγµα
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Ακολουθούν οι κώδικες του FreeFem++ για τα προηγούμενα παραδείγματα: 

 

Γραμμικό Ελλειπτικό Πρόβλημα 

 

real L2pr=0,H1pr=0; 

int n=5; 

real L2,H1; 

func g=sin(pi*x)*sin(pi*y); 

 

for(int j=1;j<7;j++) 

{ 

 mesh Th=square(n,n); 

 fespace Vh(Th,P1); 

 Vh u,v,f,h; 

 

 h=hTriangle; 

  f=2*pi^2*sin(pi*x)*sin(pi*y); 

 

 problem linear(u,v)= int2d(Th)  (dx(u)*dx(v)+dy(u)*dy(v))  

 -int2d(Th) (f*v) + on(1,2,3,4,u=0); 

 

 linear; 

 L2= sqrt ( int2d(Th) ( (u-g)^2 ) ); 

 H1= sqrt (int2d(Th) ((u-g)^2)  

+ int2d(Th)((dx(u)-pi*cos(pi*x)*sin(pi*y))^2) 

+ int2d(Th)((dy(u)-pi*sin(pi*x)*cos(pi*y))^2)); 

 



 plot(Th); 

 plot(u); 

 cout << h[].max << endl; 

 n=2*n; 

 

cout << L2 << endl; 

cout << H1 << endl; 

cout << L2pr/L2 << endl; 

cout << H1pr/H1 << endl; 

 

L2pr=L2; 

H1pr=H1; 

} 

mesh Th=square(500,500); 

fespace Vh(Th,P1); 

Vh k=sin(pi*x)*sin(pi*y); 

plot(k); 

 

Μη-Γραμμικό Ελλειπτικό Πρόβλημα 

int n=5; 

real[int] L2(6),H1(6); 

func g=sin(pi*x)*sin(pi*y); 

for(int j=1;j<7;j++) 

{ 

 mesh Th=square(n,n); 

 fespace Vh(Th,P1); 

 Vh u,v,b,f,F,h; 



 

 h=hTriangle; 

 

 varf A(u,v)= int2d(Th)( dx(u)*dx(v)+dy(u)*dy(v))  

 + int2d(Th) (b*u*v)  

 + on(1,2,3,4,u=0); 

 varf B([v],[f])= int2d (Th)(v*f); 

 f = 2*pi^2*sin(pi*x)*sin(pi*y)+(sin(pi*x))^3*(sin(pi*y))^3; 

 u=0; 

  

 for(int i=0;i<10;i++) 

 { 

  b=u^2; 

  matrix a=A(Vh,Vh); 

  matrix bc=B(Vh,Vh); 

  F[]=bc*f[]; 

  u[]=a^-1*F[]; 

 } 

  

 L2[j-1]= sqrt ( int2d(Th) ( (u-g)^2 ) ); 

 H1[j-1]= sqrt ( int2d(Th) ( (u-g)^2 ) + int2d(Th) 

 ( (dx(u)-pi*cos(pi*x)*sin(pi*y))^2 ) + int2d(Th)   

 ((dy(u)-pi*sin(pi*x)*cos(pi*y))^2)  ); 

 

 plot(Th); 

 plot(u); 

 cout << h[].max << endl; 



 n=2*n; 

} 

real[int] L2r(5),H1r(5); 

for (int i=0;i<5;i++) 

{  

 L2r[i]=L2[i]/L2[i+1]; 

 H1r[i]=H1[i]/H1[i+1]; 

} 

cout << L2 << endl; 

cout << H1 << endl; 

cout << L2r << endl; 

cout << H1r << endl; 

 

mesh Th=square(500,500); 

fespace Vh(Th,P1); 

Vh k=sin(pi*x)*sin(pi*y); 

plot(k); 

 

Γραμμικό Παραβολικό Πρόβλημα 

int n=2; 

real L,H; 

real [int] L2(6),H1(6); 

real[int] L2r(6),H1r(6); 

for(int j=1;j<7;j++) 

{ 

 mesh Th=square(n,n); 

 fespace Vh(Th,P1); 



 Vh u,v,uu,f,h,u0; 

  h=hTriangle; 

 real dt = (h[].max)^2; 

 

 problem parab(u,v) = 

 int2d(Th)( u*v + dt*(dx(u)*dx(v) + dy(u)*dy(v))) 

 + int2d(Th) (- uu*v - dt*f*v ) 

 + on(1,2,3,4,u=0); 

 

 real t = 0;  

 u0 = sin(pi*x)*sin(pi*y); // u(x,y,0)=0 

 uu=u0; 

 func g = exp(-t)*sin(pi*x)*sin(pi*y); 

 

 real L20,H10; 

 L20=dt*int2d(Th) ((u0-g)^2)/2; 

 H10=dt*(int2d(Th) ( (u0-g)^2 ) + int2d(Th) 

 ( (dx(u0)-exp(-t)*pi*cos(pi*x)*sin(pi*y))^2 ) + int2d(Th)   

 ((dy(u0)-exp(-t)*pi*sin(pi*x)*cos(pi*y))^2) )/2; 

 

 for ( t=0;t<=1;t+=dt) 

 {  

  func g = exp(-t)*sin(pi*x)*sin(pi*y); 

  f =2*pi^2*exp(-t)*sin(pi*x)*sin(pi*y)-exp(-t)*sin(pi*x)*sin(pi*y); 

  parab; 

  uu = u; 

  L20+=dt*int2d(Th) ((u-g)^2 ); 



  H10+=dt*(int2d(Th) ( (u-g)^2 ) + int2d(Th) 

 ( (dx(u)-exp(-t)*pi*cos(pi*x)*sin(pi*y))^2 ) + int2d(Th)   

 ((dy(u)-exp(-t)*pi*sin(pi*x)*cos(pi*y))^2) ); 

   } 

  L20-=dt*(int2d(Th) ((u-g)^2 ))/2; 

 H10-=dt*( int2d(Th) ( (u-g)^2 ) + int2d(Th) 

 ( (dx(u)-exp(-t)*pi*cos(pi*x)*sin(pi*y))^2 ) + int2d(Th)   

 ((dy(u)-exp(-t)*pi*sin(pi*x)*cos(pi*y))^2) )/2; 

 

 L2[j-1]=sqrt(L20); 

 H1[j-1]=sqrt(H10); 

 

 plot(Th); 

 plot(u); 

 cout << h[].max << endl; 

 n=2*n; 

} 

 

for(int j=1;j<6;j++) 

{ 

 L2r[j-1]=L2[j-1]/L2[j]; 

 H1r[j-1]=H1[j-1]/H1[j]; 

} 

cout << L2 << endl; 

cout << L2r << endl; 

cout << H1 << endl; 

cout << H1r << endl; 
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