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ApagoreÔetai h antigraf , apoj keush kai dianom  thc paroÔsac ergasÐac ex
olokl rou   tm matoc aut c, gia emporikì skopì. Epitrèpetai h anatÔpwsh, a-
poj keush kai dianom  gia skopì mh kerdoskopikì, ekpaideutik c   ereunhtik c
fÔshc, upì thn proôpìjesh na anafèretai h phg  proèleushc kai na diathreÐtai to
parìn m numa. Erwt mata pou aforoÔn th qr sh thc ergasÐac gia kerdoskopikì
skopì prèpei na apeujÔnontai proc ton suggrafèa.

Oi apìyeic kai ta sumper�smata pou perièqontai se autì to èggrafo ekfr�zoun to
suggrafèa kai den prèpei na ermhneujeÐ ìti antiproswpeÔoun tic epÐshmec jèseic
tou EjnikoÔ Metsìbiou PoluteqneÐou.
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1 Prìlogoc

H paroÔsa ergasÐa èqei tÐtlo Mètro Hausdorff kai Efarmogèc kai a-
poteleÐ th diplwmatik  mou ergasÐa sto Diatmhmatikì Metaptuqiakì Prìgramma
Spoud¸n Majhmatik  ProtupopoÐhsh stic Nèec TeqnologÐec kai
thn OikonomÐa thc Sqol c Efarmosmènwn Majhmatik¸n kai Fusik¸n Episth-
m¸n (S.E.M.F.E.) tou EjnikoÔ Metsìbiou PoluteqneÐou (E.M.P.).

To antikeÐmeno to opoÐo diapragmateÔetai einai h efarmog  tou Mètrou kai thc
Di�stashc Hausdorff se poikÐlouc tomeÐc. H jewrÐa tou Mètrou kai thc Di�sta-
shc Hausdorff efeurèjhke prokeimènou na mac parèqei thn antÐlhyh miac di�stashc
pou den eÐqe sullhfjeÐ apì tic up�rqousec jewrÐec ìpwc aut  tou mètrou Lebe-
sgue. To mètro Lebesgue mporeÐ na mac d¸sei mìno akèraiec timèc gia thn di�stash
kai wc ek toÔtou q�nei se orismènec domèc ìpwc ja doÔme stic efarmogèc. H pa-
roÔsa ergasÐa eÐnai qwrismènh se tèssera kef�laia.

Sto pr¸to kef�laio parousi�zontai oi basikèc gn¸seic JewrÐac Mètrou pou
apaitoÔntai gia thn katanìhsh twn epìmenwn kefalaÐwn. Sugkekrimèna, stic enì-
thtec 1.1, 1.2 kai 1.3 gÐnetai parousÐash twn mètrwn se afhrhmènouc,topologikoÔc
kai metrikoÔc q¸rouc, antÐstoiqa. Sthn enìthta 1.4 èqoume mia sunoptik  pa-
rousÐash tou Mètrou Lebesgue en¸ sthn enìthta 1.5 parousi�zoume ta sÔnola
Souslin.

Sto deÔtero kef�laio orÐzoume kai apodeiknÔoume basik� apotelèsmata gia
to Mètro Hausdorff. Eidkìtera, sto 2.1 parousi�zoume ton orismì tou Mètrou
Hausdorff kaj¸c kai �llouc isodÔnamouc orismoÔc tou. Sto 2.2 asqoloÔmaste me
apeikonÐseic, eidik� mètra Hausdorff kai epif�neiec. Sta 2.3 kai 2.4 parousi�zoume
kai apodeiknÔoume basik� Jewr mata 'Uparxhc kai SÔgkrishc, antÐstoiqa. Sto
2.5 apodeiknÔoume to idiaÐtera shmantikì l mma auxanìmenwn sunìlwn kai tic su-
nèpeièc tou,en¸ sto 2.6 orÐzoume th di�stash Hausdorff kaj¸c kai touc trìpouc
upologismoÔ thc oi opoÐoi ja eÐnai aparaÐthtoi gia thn katanìhsh twn efarmog¸n
tou 3ou kefalaÐou.

Sto trÐto kef�laio brÐskontai ìlec oi efarmogèc thc di�stashc Hausdorff.Sto
3.1 upologÐzoume th di�stash Hausdorff tou sunìlou Cantor. Sto 3.2 parousi�-
zoume ton trìpo kataskeu c thc kampÔlhc Peano thc opoÐac h di�stash Hausdorff
eÐnai Ðsh me 2. Sto 3.3 kai 3.4 orÐzoume thn kÐnhsh Brown kai upologÐzoume thn
di�stash thc eikìnac kai tou graf matìc thc. KleÐnoume to kef�laio me to 3.5,
sto opoÐo parousi�zoume tic sunart seic Weierstrass kai upologÐzoume th di�sta-
sh Hausdorff tou graf matìc touc.

Sto epÐmetro parousi�zoume �lla apotelèsmata pou sqetÐzontai me to Mètro
kai th Di�stash Hausdorff qwrÐc apodeÐxeic. Sth bibliografÐa brÐskontai oi sqe-
tikèc dhmosieÔseic apì tic opoÐec antl same ta apotelèsmata.

Sto shmeÐo autì ja  jela na euqarist sw jerm� ton epiblèponta kajhght 
mou, k. Iw�nnh Sphli¸th, Anaplhrwt  Kajhght  tou E.M.P., gia to exaireti-
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kì endiafèron pou èdeixe afier¸nont�c mou mèroc apì ton qrìno tou kai gia thn
kajod ghs  tou pou up rxe anagkaÐa gia thn ekpìnhsh thc diplwmatik c aut c.
EpÐshc, ja  jela na euqarist sw ton Kajhght  tou E.M.P. k. G. AjanasoÔlh
kai ton EpÐkouro Kajhght  tou E.M.P. k. M.Loul�kh gia ton qrìno pou dièje-
san. Tèloc, ja  jela na euqarist sw to stenì mou perib�llon gia thn upost rixh
pou mou pareÐqe.
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2 JewrÐa Mètrou

2.1 Mètra se afhrhmènouc q¸rouc

Orismìc 1 'Ena sÔnolo A uposunìlwn tou Ω onom�zetai s-�lgebra ìtan i-
kanopoioÔntai oi parak�tw apait seic :
(α) Ω ∈ A
(β) An A ∈ F tìte Ac ∈ A
(γ) An (An, n ∈ N) ⊂ A tìte

⋃∞
n=1An ∈ A

To parak�tw l mma mac parèqei ènan trìpo na anagnwrÐzoume an èna sÔnolo
eÐnai s-�lgebra.

L mma 1 'Estw A èna sÔsthma sunìlwn me tic parak�tw idiìthtec :
(α) ∅ ∈ A
(β) An A ∈ A tìte Ω \ A ∈ A
(γ1) An A1 ∈ A kai an A2 ∈ A tìte A1 ∪ A2 ∈ A
(γ2) An Ai ∈ A gia i = 1, 2, ...,kai A1, A2, ..., eÐnai xèna,tìte

⋃i=∞
i=1 Ai ∈ A .

Tìte to A eÐnai mia s-�lgebra.

Orismìc 2 'Ena zeÔgoc (Ω,A ) ìpou Ω 6= ∅ kai A s-�lgebra uposunìlwn tou Ω
onom�zetai metr simoc q¸roc. 'Ena mètro µ ston (Ω,A ) eÐnai ex' orismoÔ mia
apeikìnish

µ : A 7→ [0,∞]

pou ikanopoieÐ tic parak�tw apait seic :
(α) m(∅) = 0
(β) An An ∈ A , n ∈ N me Ai ∩ Aj = ∅ gia ìla ta i 6= j sto N tìte

µ
( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ(An).

Orismìc 3 Mia sun�rthsh µ orismènh sta uposÔnola enìc q¸rou Ω lègetai
exwterikì mètro ston Ω an ikanopoieÐ tic parak�tw sunj kec :
(α)µ(E) eÐnai ènac mh arnhtikìc pragmatikìc arijmìc   +∞ gia k�je uposÔnolo
E tou Ω.
(β)µ(∅) = 0
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(γ)an E1 ⊂ E2 tìte µ(E1) ≤ µ(E2) kai
(δ)an {Ei} eÐnai mia akoloujÐa sunìlwn tou Ω tìte

µ(
∞⋃
i=1

Ei) ≤
∞∑
i=1

µ(Ei).

Orismìc 4 An µ eÐnai èna exwterikì mètro ston Ω, èna sÔnolo F lègetai µ-
metr simo an gia ìla ta sÔnola A,B me

A ⊂ E, B ⊂ Ω \ E = Ec (1)

èqoume
µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B). (2)

Je¸rhma 1 An µ eÐnai èna exwterikì mètro ston Ω, èna sÔnolo E eÐnai µ-
metr simo an èqoume

µ(A ∪B) ≥ µ(A) + µ(B) (3)

ìtan A kai B eÐnai sÔnola peperasmènou µ-mètrou pou ikanopoioÔn thn (1).

Pìrisma 1 An oi monadikèc timèc pou paÐrnei èna mètro einai 0 kai ∞, ìla ta
sÔnola eÐnai µ-metr sima.

Je¸rhma 2 'Estw µ èna exwterikì mètro ston Ω. Tìte
(α)an µ(N) = 0,to N eÐnai µ-metr simo
(β)an E eÐnai µ-metr simo eÐnai µ-metr simo kai to Ω \ E
(γ)an {Ei} eÐnai mia akoloujÐa µ-metr simwn sunìlwn ∪i=∞i=1 Ei kai ∩i=∞i=1 Ei eÐnai
µ-metr sima.
(δ)an {Ei} eÐnai mia akoloujÐa xènwn µ-metr simwn sunìlwn

µ(
∞⋃
i=1

Ei) =
∞∑
i=1

µ(Ei).

Pìrisma 2 'Estw T sÔnolo sto Ω. 'Estw {Ei} eÐnai mia akoloujÐa xènwn µ-
metr simwn sunìlwn. Tìte

µ(T ∩
∞⋃
i=1

Ei) =
∞∑
i=1

µ(T ∩ Ei).

Je¸rhma 3 An µ eÐnai èna exwterikì mètro ston Ω, to sÔsthma Mµ twn µ-
metr simwn sunìlwn eÐnai mia s-�lgebra pou perièqei ta mhdenik� sÔnola (dhla-
d , ekeÐna ta sÔnola N me µ(N) = 0), kai o periorismìc tou µ sth Mµ eÐnai èna
s-prosjetikì mètro sth Mµ.
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Sth sunèqeia anaferìmaste se apotelèsmata kataskeu c mètrwn apì èna {pro-
mètro} orismèno se dojeÐsa kl�sh uposunìlwn tou Ω.

Orismìc 5 MÐa sun�rthsh τ orismènh se mia kl�sh C uposunìlwn tou Ω ja
onom�zetai pro-mètro an :
(α) ∅ ∈ C
(β) 0 ≤ τ(C) ≤ +∞, ∀C ∈ C
(γ) τ(∅) = 0

Je¸rhma 4 An τ eÐnai èna pro-mètro orismèno se mia kl�sh C uposunìlwn, h
sunolosun�rthsh

µ(E) = inf
Ci∈C
∪Ci⊃E

∞∑
i=1

τ(Ci)

eÐnai èna exwterikì mètro ston Ω. To exwterikì mètro µ ja onom�zetai para-
gìmeno apì to zeÔgoc (τ,C ).

Ja lème to mètro µ mètro kataskeuasmèno apì thn Mèjodo I apì to pro-
mètro τ . Onom�zoume thn akoloujÐa {Ci} tou sunìlou C me

⋃i=∞
i=1 Ci ⊃ E k�luyh

tou E apì sÔnola tou C kai to �jroisma
∑i=∞

i=1 τ(Ci), τ -tim  thc k�luyhc. Tìte
to µ(E) eÐnai to infimum twn τ -tim¸n twn kalÔyewn tou E apì sÔnola tou C .
'Opwc eÐnai profanèc, apokleÐoume thn pijanìthta enìc peperasmènou sust matoc
sunìlwn

C1, C2, ..., Cn

tou C pou kalÔptoun to E. All� an mac dojeÐ k�ti tètoio to antikajistoÔme me
thn k�luyh {Di} me

Di = Ci, (i = 1, 2, ..., n),

Di = ∅, (i = n+ 1, n+ 2, ...),

kai tìte èqoume
∞∑
i=1

τ(Di) =
n∑
i=1

τ(Ci).

(α) AfoÔ 0 ≤ τ(C) ≤ +∞ gia ìla ta C sto C profan¸c èqoume

0 ≤ µ(E) ≤ +∞

gia ìla ta E sto Ω.
(β) 'Eqoume

µ(∅) = inf
∪C⊃∅

∑
τ(Ci) ≤

∑
τ(∅) = 0.
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Wc ek toÔtou µ(∅) = 0.
(γ) An E1 ⊂ E2 opoiad pote k�luyh tou E2 kalÔptei kai to E1 opìte

µ(E1) ≤ µ(E2).

(δ) 'Estw {Ei} akoloujÐa sunìlwn tou Ω. ApodeiknÔoume ìti

µ(
∞⋃
i=1

Ei) ≤
∞∑
i=1

µ(Ei).

Autì to apotèlesma eÐnai tetrimmèno an

∞∑
i=1

µ(Ei) = +∞.

Gi' autì upojètoume ìti to
∞∑
i=1

µ(Ei) < +∞

dhlad  ìti eÐnai peperasmèno. Tìte k�je µ(Ei) eÐnai peperasmèno. An mac dojeÐ

ε > 0 tìte gia k�je akèraio i > 1 mporoÔme na dalèxoume mia akoloujÐa {C(i)
j }

j=∞
j=1

sunìlwn sto C me

Ei ⊂
∞⋃
j=1

C
(i)
j ,

∞∑
j=1

τ(C
(i)
j ) ≤ µ(Ei) + ε2−i.

'Estw {Di} mia akoloujÐa apì anadi�taxh twn sunìlwn C(i)
j , (i, j = 1, 2, ...) se mia

kai mình akoloujÐa Tìte
∞⋃
i=1

Ei ⊂
∞⋃
i=1

Di,

Di ∈ C , (i = 1, 2, ...)

kai

µ(
∞⋃
i=1

Ei) ≤
∞∑
i=1

τ(Di)

=
∞∑

i,j=1

τ(C
(i)
j )

≤
∞∑
i=1

{µ(Ei) + ε2−i}

8



= {
∞∑
i=1

µ(Ei)}+ ε

AfoÔ to ε mporeÐ na eÐnai opoiosd pote jetikìc arijmìc apodeiknÔetai autì
pou jèlame. 'Eqoume apodeÐxei kai tic tèsseric basikèc idiìthtec tou exwterikoÔ
mètrou.

Je¸rhma 5 'Estw µ èna exwterikì mètro ston Ω. Tìte to µ sumpÐptei me to
paragìmeno apì to zeÔgoc (µ, P (Ω)) me thn Mèjodo I.

Je¸rhma 6 'Estw ν èna s-prosjetikì mètro orismèno se mia s-�lgebra sunì-
lwn A . Tìte to ν eÐnai èna pro-mètro. 'Estw λ to exwterikì mètro,to paragìmeno
apì to zeÔgoc (ν,A ) me thn Mèjodo I. Tìte o periorismìc tou λ sta λ-metr sima
sÔnola eÐnai mia epèktash tou ν.

Pìrisma 3 Gia k�je E ⊂ Ω èqoume λ(E) = inf
A∈A
A⊃E

ν(A) . To infimum pragmato-

poieÐtai,dhlad  up�rqei A ∈ A me A ⊃ E : λ(E) = ν(A).

Orismìc 6 'Ena exwterikì mètro µ ston Ω lègetai kanonikì an gia k�je E
ston Ω up�rqei èna µ-metr simo sÔnolo A me

E ⊂ A, µ(E) = µ(A).

Pìrisma 4 To mètro λ eÐnai kanonikì.

Je¸rhma 7 'Estw µ èna exwterikì mètro ston Ω. 'Estw ν o periorismìc tou
µ sthn s-�lgebra twn µ-metr simwn sunìlwn,dhlad  ν = µ|Mµ. Tìte to ν eÐnai
èna pro-mètro, kai to exwterikì mètro λ, to paragìmeno apì to zeÔgoc (ν,Mµ)
me thn Mèjodo I,eÐnai èna kanonikì exwterikì mètro. 'Ola ta µ-metr sima sÔnola
eÐnai λ-metr sima kai ìla ta λ-metr sima sÔnola peperasmènou λ-mètrou eÐnai µ-
metr sima. Epiplèon, to λ tautÐzetai me to µ an kai mìno an to µ eÐnai kanonikì
exwterikì mètro.

Je¸rhma 8 'Estw µ èna exwterikì mètro ston Ω kai èstw {Ai} mia akoloujÐa
µ-metr simwn sunìlwn.
(α) An A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ ... kai Q èna opoiod pote sÔnolo,

µ(X ∩
∞⋂
i=1

Ai) = sup
i
µ(X ∩ Ai)
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(β) An A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ ... kai Q èna opoiod pote sÔnolo kai to µ(X ∩ Ai) eÐnai
peperasmèno gia k�poia i,

µ(X ∩
∞⋂
i=1

Ai) = inf
i
µ(X ∩ Ai).

Je¸rhma 9 'Estw µ èna kanonikì exwterikì mètro ston Ω. 'Estw {Ai} mia
aÔxousa akoloujÐa sunìlwn tou Ω .Tìte

µ
( ∞⋃
i=1

Ai
)

= sup
i
µ(Ai).

Je¸rhma 10 'Estw µ èna kanonikì exwterikì mètro. 'Estw M èna µ-metr simo
uposunìlo tou Ω me µ(M) peperasmèno. 'Ena uposÔnolo E tou M eÐnai µ-metr simo
an kai mìno an

µ(M) = µ(E) + µ(M \ E).

Je¸rhma 11 'Estw µ èna exwterikì mètro ston Ω kai èstw Q èna opoiod pote
sÔnolo tou Ω. Tìte h sunolosun�rthsh µX pou orÐzetai apì

µX(E) = µ(E ∩X)

eÐnai èna exwterikì mètro ston Ω. Ta µ-metr sima sÔnola eÐnai ìla µX metr sima.

Je¸rhma 12 'Estw I èna aujaÐreto sÔnolo deikt¸n, upojètoume ìti gia ìla ta
i sto I, to µi eÐnai èna exwterikì mètro ston Ω. Tìte

µ(E) = sup
i∈I

µi(E)

eÐnai èna exwterikì mètro ston Ω.

Pìrisma 5 'Estw I èna aujaÐreto sÔnolo deikt¸n, upojètoume ìti gia ìla ta i
sto I, to µi eÐnai èna exwterikì mètro ston Ω. Tìte up�rqei èna monadikì exwterikì
mètro µ ston Ω me tic ex c idiìthtec :
(α) gia k�je E tou Ω

µ(E) ≤ inf
i∈I

µi(E)

(β)gia k�je mètro ν ston Ω me

ν(E) ≤ inf
i∈I

µi(E)

gia ìla ta E tou Ω, èqoume
µ(E) ≥ ν(E)

gia ìla ta E tou Ω.
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2.2 Mètra se topologikoÔc q¸rouc

L mma 2 An H eÐnai mia kl�sh sunìlwn tou Ω tìte up�rqei monadik  el�qisth
s-�lgebra pou perièqei thn H . Aut  h s-�lgebra onom�zetai paragìmenh apì
thn H kai gr�fetai wc σ(H ).

Orismìc 7 'Enac q¸roc Ω lègetai topologikìc q¸roc an eÐnai efodiasmènoc me
èna sÔsthma apì anoiqt� sÔnola pou ikanopoioÔn tic ex c proupojèseic :
(α) ∅ kai Ω eÐnai anoiqt� sÔnola
(β) h tom  dÔo anoiqt¸n sunìlwn eÐnai anoiqtì sÔnolo
(γ) h ènwsh anoiqt¸n sunìlwn eÐnai anoiqtì sÔnolo
To sÔnolo ìlwn twn anoiqt¸n sunìlwn lègetai topologÐa.

Orismìc 8 Ta sÔnola Borel enìc topologikoÔ q¸rou Ω eÐnai ta sÔnola thc e-
l�qisthc s-�lgebrac BΩ twn sunìlwn tou Ω pou perièqei ta anoiqt� sÔnola tou
Ω,dhlad  BΩ = σ(G ), ìpou G h topologÐa tou Ω.

Orismìc 9 An R eÐnai mia kl�sh sunìlwn, èna exwterikì mètro µ lègetai R-
kanonikì an gia k�je E sto Ω up�rqei èna sÔnolo R sto R me

E ⊂ R kai µ(E) = µ(R)

Orismìc 10 An R eÐnai kl�sh sunìlwn, oi kl�seic Rσ kai Rδ orÐzontai wc ex c
Rσ ja eÐnai h kl�sh ìlwn twn arijm simwn en¸sewn sunìlwn

∞⋃
i=1

Ri me Ri ∈ R

Rδ ja eÐnai h kl�sh ìlwn twn arijm simwn tom¸n sunìlwn

∞⋂
i=1

Ri me Ri ∈ R

Je¸rhma 13 'Estw µ to exwterikì mètro,to paragìmeno apì to zeÔgoc (τ,C ),
me thn Mèjodo I, me Ω ∈ C . Tìte to µ eÐnai Cσδ-kanonikì.

Pìrisma 6 An to τ orÐzetai mìno se anoiqt� sÔnola tìte to µ eÐnai Cδ-kanonikì.
An to τ orÐzetai mìno se Borel sÔnola tìte to µ eÐnai BΩ-kanonikì.
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Je¸rhma 14 'Estw R èna sÔsthma sunìlwn tou Ω kai èstw µ èna R-kanonikì
exwterikì mètro. 'Estw E èna µ-metr simo sÔnolo me peperasmèno µ-mètro. Tìte
up�rqei èna sÔnolo C thc morf c R1 \R2 me R1 kai R2 sto R tètoia ¸ste

C ⊂ E, µ(C) = µ(E).

Pìrisma 7 Ta sÔnola R1 kai R2 mporoÔn na epilegoÔn me

µ(R1) = µ(E), µ(R2) = 0.

2.3 Mètra se metrikoÔc q¸rouc

Orismìc 11 Mia sun�rthsh ρ(x, y) pou orÐzetai gia ìla ta zeÔgh twn shmeÐwn
x, y enìc q¸rou Ω lègetai metrik  an gia ìla ta shmeÐa x, y, z tou Ω :
(α) ρ(x, y) ≥ 0 kai ρ(x, y) = 0 an kai mìno an x = y
(β) ρ(x, y) = ρ(y, x)
(γ) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).

Orismìc 12 H di�metroc enìc sunìlou E enìc metrikoÔ q¸rou Ω me th me-
trik  ρ sumbolÐzetai me d(E) kai orÐzetai

d(E) = sup
x,y∈E

ρ(x, y)

me th sÔmbash
d(∅) = 0.

Ja doÔme t¸ra thn deÔterh mèjodo kataskeu c mètrou apì èna dojèn pro-mètro.

Je¸rhma 15 An τ to pro-mètro pou orÐzetai sthn kl�sh sunìlwn C ston me-
trikì q¸ro Ω me thn metrik  ρ h sunolosun�rthsh

µ(E) = sup
δ>0

µδ(E), (1)

ìpou

µδ(E) = inf
Ci∈C ,d(Ci)≤δ

∪Ci⊃E

∞∑
i=1

τ(Ci)

eÐnai exwterikì mètro ston Ω.
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Ja lème to exwterikì mètro µ, mètro pou par�getai apì to zeÔgoc (τ,G ) me
thn Mèjodo II. EÔkola diapist¸netai ìti gia 0 < δ1 < δ2 isqÔei µδ1 ≥ µδ2 kai
�ra h (1) gr�fetai wc

µ(E) = lim
δ→0+

µδ(E).

Me �lla lìgia eÐnai oi {kalèc} kalÔyeic pou orÐzoun to µ(E), ìpwc gia par�deigma
ekeÐnec me sÔnola mikr c diamètrou.

Apìdeixh :

Gia k�je δ me δ > 0 èstw Cδ to sÔsthma ìlwn twn sunìlwn C tou C me
d(C) ≤ δ (ed¸ fusik� to δ eÐnai èna arijmhtikì kataskeÔasma, ìqi ènac telest c
pou upodeiknÔei tic metr simec tomèc). Tìte prokÔptei �mesa ìti o periorismìc
tou τδ tou τ sto Cδ eÐnai èna pro-mètro ston Ω. Tìte gia k�je δ me δ > 0 èqoume
:

µδ(E) = inf
Ci∈C ,d(Ci)≤δ

∪Ci⊃E

∞∑
i=1

τ(Ci) = inf
Ci∈Cδ
∪Ci⊃E

∞∑
i=1

τδ(Ci)

kai µδ(E) eÐnai to mètro pou kataskeu�sthke apì thn Mèjodo I apì to pro-mètro
τδ. Apì to Je¸rhma 4 h sunolosun�rthsh µδ(E) eÐnai mètro. Apì to Je¸rhma
12 h sunolosun�rthsh

µ(E) = sup
δ>0

µδ(E)

eÐnai mètro.

Ta kÔria pleonekt mata twn mètrwn pou kataskeu�zontai apì thn Mèjodo II ènan-
ti twn mètrwn pou kataskeu�zontai apì thn Mèjodo I prokÔptoun apì to epìmeno
je¸rhma pou deÐqnei ìti ta mètra thc Mejìdou II eÐnai prosjetik� ìtan lamb�non-
tai sthn ènwsh enìc zeÔgouc sunìlwn pou èqoun jetik  thn metaxÔ touc apìstash.

Orismìc 13 An A kai B eÐnai xèna mh ken� sÔnola se ènan metrikì q¸ro Ω me
metrik  thn ρ, A kai B lègontai jetik� diaqwrÐsima an h apìstash

inf
a∈A,b∈B

ρ(a.b) > 0.

Orismìc 14 'Ena exwterikì mètro µ pou orÐzetai ston metrikì q¸ro Ω lègetai
metrikì exwterikì mètro an

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)

gia k�je zeÔgoc xènwn mh ken¸n sunìlwn A kai B pou eÐnai jetik� diaqwrÐsima.
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Je¸rhma 16 'Estw µ èna exwterikì mètro ston metrikì q¸ro Ω, to paragìmeno
apì to zeÔgoc (τ,C ) me thn Mèjodo II. An A kai B xèna kai mh ken� sÔnola tou
Ω pou eÐnai jetik� diaqwrÐsima tìte

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B),

dhlad  to m eÐnai èna metrikì exwterikì mètro.

Apìdeixh
AfoÔ to m eÐnai mètro isqÔei

µ(A ∪B) ≤ µ(A) + µ(B)

opìte prèpei na apodeÐxoume ìti

µ(A ∪B) ≥ µ(A) + µ(B).

Gia na to apodeÐxoume, mporoÔme na upojèsoume ìti µ(A ∪ B) < +∞. Skopìc
mac eÐnai na exasfalÐsoume apì mia kal  kai {oikonomik } k�luyh tou A∪B xènec
kalèc kai {oikonomikèc} kalÔyeic pou kalÔptoun ta A kai B qwrist�. AfoÔ ta A
kai B eÐnai xèna, mh ken� kai jetik� diaqwrÐsima mporoÔme na dialèxoume èna δ > 0
tìso mikrì ¸ste

inf
a∈A,b∈B

ρ(a, b) ≥ δ.

'Estw ε > 0 kai δ1, δ2 tètoia ¸ste 0 < δ1 < d(Ω), 0 < δ2 < d(Ω). Gr�foume

η = min{δ1, δ2,
1

2
δ}.

AfoÔ

µ(A ∪B) = sup
d>0

inf
d(C)≤d
∪C⊃A∪B

∑
τ(Ci),

kai
µ(A ∪B) < +∞

èqoume

inf
d(C)≤η,∪C⊃A∪B

∑
τ(Ci) ≤ (A ∪B),

kai mporoÔme na dialèxoume mia akoloujÐa {Ci} sunìlwn tou C me

d(Ci) ≤ η (i = 1, 2, ...),

∞⋃
i=1

Ci ⊃ A ∪B,
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∞∑
i=1

τ(Ci) ≤ µ(A ∪B) + ε.

T¸ra an gia k�poia i eÐqame kai

Ci ∩ A 6= ∅ kai Ci ∩B 6= ∅,

ja up rqan shmeÐa a0, b0 me

a0 ∈ Ci ∩ A, b0 ∈ Ci ∩B

ètsi ¸ste

ρ(a0, b0) ≤ d(Ci) ≤ η ≤ 1

2
δ ≤ inf

a∈A,b∈B
ρ(a, b) ≤ 1

2
ρ(a0, b0),

me to antifatikì sumpèrasma ρ(a0, b0) = 0.
Opìte gia kanèna den èqoume kai

Ci ∩ A 6= ∅ kai Ci ∩B 6= ∅. (1)

Gia i = 1, 2, ... gr�foume

Ai = Ci, an Ci ∩ A 6= ∅,

Ai = ∅, an Ci ∩ A = ∅,

Bi = Ci, an Ci ∩B 6= ∅,

Bi = ∅, an Ci ∩B = ∅.

Tìte profan¸c
∞⋃
i=1

Ai ⊃
∞⋃
i=1

{Ci ∩ A} = {
∞⋃
i=1

Ci} ∩ A = A,

∞⋃
i=1

Bi ⊃
∞⋃
i=1

{Ci ∩B} = {
∞⋃
i=1

Ci} ∩B = B.

Akìma k�je akoloujÐa {Ai} kai {Bi} eÐnai mia akoloujÐa sunìlwn tou C me di�-
metro ìqi megalÔterh apì δ. AfoÔ h pijanìthta (1) den prokÔptei èqoume eÐte

τ(Ai) + τ(Bi) = τ(∅) + τ(∅) = 0,

 
τ(Ai) + τ(Bi) = τ(Ci) + τ(∅) = τ(Ci)

kai stic dÔo peript¸seic ìmwc

τ(Ai) + τ(Bi) ≤ τ(Ci).
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'Etsi
∞∑
i=1

τ(Ai) +
∞∑
i=1

τ(Bi) ≤
∞∑
i=1

τ(Ci) ≤ µ(A ∪B) + ε.

T¸ra

{Ai} ⊂ C , d(Ai) ≤ η ≤ δ1,

∞⋃
i=1

Ai ⊃ A,

{Bi} ⊂ C , d(Bi) ≤ η ≤ δ2,
∞⋃
i=1

Bi ⊃ B.

Wc ek toÔtou

µδ1(A) ≤
∞∑
i=1

τ(Ai),

µδ2(A) ≤
∞∑
i=1

τ(Bi),

kai
µδ1(A) + µδ2(B) ≤ µ(A ∪B) + ε.

AfoÔ autì isqÔei gia ìla ta zeÔgh δ1, δ2 me 0 < δ1 < d(Ω), 0 < δ2 < d(Ω)
prokÔptei

µ(A) + µ(B) ≤ µ(A ∪B) + ε.

Kai afoÔ autì isqÔei gia ìla ta ε > 0 èqoume

µ(A) + µ(B) ≤ µ(A ∪B),

ìpwc apait jhke.

Je¸rhma 17 'Estw µ èna metrikì exwterikì mètro ston metrikì q¸ro Ω. 'Estw
A1, A2, ... mia akoloujÐa sunìlwn me

A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ ...

kai upojètoume ìti gia k�je n ≥ 1 ta sÔnola An kai Ω \ An + 1 eÐnai jetik�
diaqwrÐsima. Tìte

µ(
∞⋃
n=1

An) = sup
n
µ(An).

Je¸rhma 18 An µ eÐnai èna metrikì exwterikì mètro ston metrikì q¸ro Ω ìla
ta kleist� sÔnola tou Ω eÐnai µ-metr sima.
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Pìrisma 8 An µ eÐnai èna metrikì exwterikì mètro ston metrikì q¸ro Ω ìla
ta Borel sÔnola tou Ω eÐnai µ-metr sima,dhlad  BΩ ⊂Mµ.

Je¸rhma 19 'Estw µ èna exwterikì mètro ston metrikì q¸ro Ω to paragìme-
no apì to zeÔgoc (τ,C ) me thn Mèjodo II, me Ω ∈ C . Tìte to µ eÐnai Cσδ-kanonikì.

Pìrisma 9 An to τ orÐzetai mìno se anoiqt� sÔnola, tìte to µ eÐnai Cδ-kanonikì.
An to τ orÐzetai mìno se Borel sÔnola, tìte to µ eÐnai BΩ-kanonikì.Se k�je �llh
perÐptwsh to µ eÐnai kanonikì.

Je¸rhma 20 'Estw µ èna mètro ston metrikì q¸ro Ω pou par�getai apì to
zeÔgoc (τ,C ) me thn Mèjodo II, me Ω ∈ C . 'Estw E èna µ-metr simo sÔnolo me
peperasmèno µ-mètro. Tìte up�rqei èna sÔnolo C thc morf c C1 \ C2 me C1 kai
C2 sto Cσδ me :

C ⊂ E, µ(C) = µ(E)

Pìrisma 10 An to τ orÐzetai mìno se anoiqt� sÔnola tìte to C mporeÐ na p�rei
th morf  C1 \ C2 ìpou ta C1, C2 eÐnai Gδ-sÔnola. An to τ orÐzetai mìno se Borel
sÔnola tìte to C mporeÐ na jewrhjeÐ wc Borel sÔnolo.

To parak�tw L mma eÐnai gnwstì apì tic topologikèc idiìthtec twn metrik¸n
q¸rwn bl. [29]

L mma 3 Se ènan metrikì q¸ro k�je anoiqtì sÔnolo eÐnai èna Fσ-sÔnolo kai
k�je kleistì sÔnolo eÐnai èna Gδ-sÔnolo.

Je¸rhma 21 'Estw µ èna Gδ-kanonikì metrikì exwterikì mètro ston metrikì
q¸ro Ω. An E èna µ-metr simo sÔnolo me peperasmèno µ-mètro, up�rqei èna
Fσ-sÔnolo C me

C ⊂ E, µ(C) = µ(E)

kai an ε ≥ 0, up�rqei èna kleistì sÔnolo F me

F ⊂ E, µ(F ) ≥ µ(E)− ε.

Pìrisma 11 'Estw µ èna exwterikì mètro ston Ω. 'Estw Aij(i, j = 1, 2, 3, ...)
èna sÔsthma µ-metr simwn sunìlwn. Upojètoume ìti ta sÔnola

Ai =
∞⋃
j=1

Aij (i = 1, 2, 3, ...)
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sqhmatÐzoun mia fjÐnousa akoloujÐa kai ìti

A =
∞⋂
i=1

∞⋃
j=1

Aij

èqei peperasmèno µ-mètro. Tìte up�rqei mia aÔxousa akoloujÐa k(1), k(2), ... je-
tik¸n akeraÐwn pou ikanopoieÐ to parak�tw

µ
( ⋂
i≥N

⋃
j≤k(i)

Aij
)
≥ µ(A)− 2−N+1,

gia N=1,2,...

Je¸rhma 22 'Estw τ èna pro-mètro pou orÐzetai sthn kl�sh sunìlwn C se
ènan metrikì q¸ro Ω. Upojètoume ìti k�je sÔnolo tou C eÐnai anoiqtì,dhlad 
C ⊂ G . 'Estw µ h sunolosun�rthsh pou kataskeu�zeatai apì to pro-mètro τ apì
th Mèjodo II. Tìte to µ eÐnai èna kanonikì, Gδ-kanonikì metrikì exwterikì mètro,
ìla ta sÔnola Borel eÐnai µ-metr sima kai k�je µ-metr simo sÔnolo peperasmènou
µ-mètrou perièqei èna Fσ-sÔnolo me to Ðdio mètro.

2.4 Mètro Lebesgue ston n-di�stato EukleÐdeio q¸ro

Se autì to shmeÐo ja sundèsoume th genik  jewrÐa pou èqoume anaptÔxei wc
t¸ra me to pio shmantikì mètro, to mètro Lebesgue. Ed¸ Ω = Rn kai h metrik 
ρ(x, y) =

√∑n
i=1(xi − yi)2. AfoÔ ai ≤ bi gia k�je i = 1, 2, ..., n, to sÔnolo twn

shmeÐwn x = (x1, x2, ..., xn) me ai < xi < bi gia k�je i = 1, 2, ..., n, ja lègetai
anoiqtì orjog¸nio me gwnÐec x = (a1, a2, ..., an) kai b = (b1, b2, ..., bn) kai ja
sumbolÐzetai me R(a, b). 'Estw R h kl�sh ìlwn aut¸n twn orjogwnÐwn kai h
sun�rthsh τ ston R

τ(R(a, b)) =
∞∏
i=1

(bi − ai).

'Etsi to τ(R(a, b)) eÐnai o ìgkoc tou orjogwnÐou R(a, b). Profan¸c to τ eÐnai
pro-mètro. 'Estw λ, ν ta mètra pou kataskeu�sthkan apì to pro-mètro τ me th
Mèjodo I kai th Mèjodo II antÐstoiqa. Tìte eÔkola mporoÔme na diapist¸soume
ìti to λ eÐnai to mètro Lebesgue. Apì th jewrÐa faÐnetai pwc to mètro ν ja èprepe
na èqei poll� pleonekt mata ènanti tou mètrou λ, ìmwc sthn pragmatikìthta, to
λ èqei ìla ta pleonekt mata tou ν ìpwc faÐnetai sto parak�tw je¸rhma.

Je¸rhma 23 IsqÔei λ = ν kai λ(R(a, b)) = ν(R(a, b)) = τ(R(a, b)).
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2.5 H diadikasÐa Souslin

Orismìc 15 An A eÐnai mia kl�sh sunìlwn, ta sÔnola Souslin − A eÐnai ta
sÔnola thc morf c

A =
⋃

i1,i2,...

∞⋂
n=1

Ai1,i2,...,in

ìpou Ai1,i2,...,in ∈ A gia k�je �peirh akoloujÐa i1, i2, ... jetik¸n akeraÐwn. To sÔno-
lo A lègetai to apotèlesma thc efarmog c thc diadikasÐac Souslin sto sÔsthma
twn sunìlwn Ai1,i2,...,in .To sÔnolo twn sunìlwn Souslin- A ja gr�fetai S(A ).

Je¸rhma 24 'Estw µ èna mètro kai èstw Mµ h kl�sh ìlwn twn µ-metr simwn
sunìlwn. Tìte S(Mµ) ⊂Mµ.

Pìrisma 12 An m eÐnai mètro ston (Ω,A ) ìpou A eÐnai s- �lgebra, tìte ta
Souslin- A an koun sthn Mµ∗ , ìpou µ∗ to paragìmeno apì to zeÔgoc (µ,A ) kai
A ⊂ S(A ) ⊂Mµ∗ .
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3 Mètro Hausdorff kai Di�stash Hausdorff

3.1 Orismìc mètrwn Hausdorff kai �lloi isodÔnamoi
orismoÐ

Sto parìn kef�laio, W ja jewroÔme ènan metrikì q¸ro me th metrik  ρ. Me H
ja sumbolÐzoume thn kl�sh ìlwn twn sunart sewn h pou orÐzontai gia ìla ta
t ≥ 0 all� Ðswc na paÐrnoun thn tim  +∞ gia k�poiec timèc tou t me aÔxousa
monotonÐa gia t ≥ 0, jetikèc gia t > 0 kai suneqeÐc sta dexi� gia ìla ta t ≥ 0.
Ja qrhsimopoioÔme to H0 gia to uposÔnolo ìlwn twn h tou H me h(0) = 0. Tè-
toiec sunart seic eÐnai p.q. oi sunart seic thc morf c h(t) = tα, t ≥ 0, me α > 0
pou ja qrhsimopoi soume argìtera ston orismì thc di�stashc Hausdorff. EÔko-
la prokÔptei ìti h τh(G) = h(d(G)) orÐzei pro- mètro sthn kl�sh G twn anoiqt¸n.

Orismìc 16 To exwterikì mètro to paragìmeno apì to zeÔgoc (τh,G ) me thn
Mèjodo II lègetai h-mètro Hausdorff kai shmei¸netai me µh = sup

δ>0
µδ(E) ìpou

µδ(E) = inf
Ci∈C ,d(Ci)≤δ

∪Ci⊃E

∞∑
i=1

τh(Ci).

ExeidikeÔontac to Je¸rhma 22 paÐrnoume �mesa to parak�tw

Je¸rhma 25 'Ena mètro Hausdorff µh eÐnai kanonikì, Gδ-kanonikì metrikì mè-
tro, ìla ta sÔnola Borel eÐnai µh-metr sima kai k�je µh-metr simo sÔnolo pepe-
rasmènou µh-mètrou perièqei èna Fσ sÔnolo me to Ðdio mètro.

Je¸rhma 26 'Estw h ∈H kai èstw E èna sÔnolo tou Ω. Gia k�je δ > 0 èstw:

µhδ (E) = inf
∪G⊃E
G∈G
d(G)≤δ

∑
h(Gi)

νhδ (E) = inf
∪F⊃E
F∈F
d(F )≤δ

∑
h(Fi)

σhδ (E) = inf
∪S⊃E
d(S)≤δ

∑
h(Si)
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τhδ (E) = inf
∪S=E
d(S)≤δ

∑
h(Si)

ta sÔnola {Si} ston orismì twn σhδ , τ
h
δ na eÐnai tuqaÐa uposÔnola tou Ω. Tìte gia

k�je ε me ε > δ èqoume

µhε (E) ≤ νhδ (E) = σhδ (E) = τhδ (E) ≤ µhδ (E) (1)

Akìma
µh(E) = sup

δ>0
µhδ = sup

δ>0
νhδ = sup

δ>0
σhδ = sup

δ>0
τhδ (2)

Apìdeixh

H anisìthta µhδ (E) ≤ νhδ (E) eÐnai tetrimmènh an νhδ (E) = +∞. Gi' autì upo-
jètoume ìti to νhδ (E) = +∞ eÐnai peperasmèno. Tìte gia k�je η > 0 mporoÔme na
dialèxoume mia akoloujÐa kleist¸n sunìlwn {Fi} me

∪Fi ⊃ E, d(Fi) ≤ δ,
∑

h(Fi) ≤ νhδ (E) + η.

An Fi = ∅ gr�foume Gi = ∅ kai èqoume d(Gi) < δ, h(Gi) = 0 = h(Fi). An Fi 6= ∅
qrhsimopoioÔme th sunèqeia tou h sta dexi� sto t = d(Fi) gia na dialèxoume èna
ηi > 0 tìso mikrì ¸ste

h(d(Fi) + 2ηi) < h(Fi) + η2−i,

δ + 2ηi < ε.

Tìte paÐrnontac to Gi wc to sÔnolo ìlwn twn shmeÐwn se apìstash austhr�
mikrìterh apì ηi apì k�poio shmeÐo tou Fi èqoume èna anoiqtì sÔnolo Gi me

Fi ⊂ Gi,

d(Gi) ≤ d(Fi) + 2ηi ≤ δ + 2ηi < ε

h(Gi) ≤ h(d(Fi) + 2ηi) < h(Fi) + η2−i

Apì aut  thn kataskeu  prokÔptei mia akoloujÐa anoiqt¸n sunìlwn {Gi} me

∪Gi ⊃ ∪Fi ⊃ E, d(Gi) ≤ ε,∑
h(Gi) ≤

∑
h(Fi) +

∑
η2−i ≤ νhδ (E) + 2η.

AfoÔ to η  tan aujaÐreto èqoume oloklhr¸sei thn apìdeixh ìti

µhδ (E) ≤ νhδ (E).

T¸ra oi upojèseic

∪Si ⊃ E, Si ∈ F , d(Si) ≤ δ
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perriorÐzoun perissìtero thn akoloujÐa {Si} ap' ìti oi upojèseic

∪Si ⊃ E, d(Si) ≤ δ.

Wc ek toÔtou

σhδ (E) = inf
∪S⊃E
d(S)≤δ

∑
h(Si) ≤ inf

∪S⊃E
S∈F
d(S)≤δ

∑
h(Si) = νhδ (E).

Apì thn �llh pleur� an Si eÐnai èna opoiod pote sunolo, mporoÔme na p�roume to
Fi wc to kleistì tou Si kai ja èqoume Fi = ∅ an kai mìno an Sj = ∅ kai

d(Fi) = d(Si)

ètsi ¸ste
Si ⊂ Fi, h(Fi) = h(Si), d(Fi) = d(Si).

Wc ek toÔtou ja èqoume

νhδ (E) = inf
∪F⊃E
F∈F
d(F )≤δ

∑
h(Fi) ≤ inf

∪S⊃E
d(S)≤δ

∑
h(Si) = σhδ (E).

Sunep¸c
νhδ (E) = σhδ (E).

ìpwc apaiteÐtai.
'Omoia prokÔptei

σhδ (E) ≤ τhδ (E)

tetrimmèna kai
τhδ (E) ≤ σhδ (E)

parathr¸ntac ìti an h {Si} eÐnai mia opoiad pote akoloujÐa sunìlwn me

E ⊂ ∪Si, d(Si) ≤ δ

h akoloujÐa sunìlwn Ti = E ∩ Si, i = 1, 2, ..., èqei tic idiìthtec

E = ∪Ti, d(Ti) ≤ δ,
∑

h(Ti) ≤
∑

h(Si).

Wc ek toÔtou σhδ (E) = τhδ (E).
H anisìthta

σhδ (E) ≤ µhδ (E)

einai p�li tetrimmènh. 'Ara èqoume apodeÐxei to (1) kai to to apotèlesma (2) pro-
kÔptei �mesa apì to (1).
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Parathr seic: Oi tÔpoi
µh(E) = sup

δ>0

τhδ (E)

τhδ (E) = inf
∪S=E
d(S)≤δ

∑
h(Si),

deÐqnoun ìti to µh-mètro mporeÐ na oristeÐ sta plaÐsia twn diamètrwn kai idiot -
twn k�luyhc twn uposunìlwn tou E. 'Etsi to µh-mètro enìc sunolou E eÐnai mia
eswterik  idiìthta tou E wc sÔnolo p�nw sto opoÐo orÐzetai h metrik  sun�rthsh
ρ. Opìte an to E metakineÐtai apì to Ω kai enswmat¸netai ek nèou ston metrikì
q¸ro Ω′ me thn metrik  ρ′ ètsi ¸ste ρ′ = ρ sto E, autì den ja all�xei to µh-mètro.

ShmeÐwsh : Ta mètra Hausdorff eis qjhsan arqik� apì ton Hausdorff gia sunar-
t seic thc morf c h(t) = tα, t ≥ 0 me α > 0 kai gi' autì ìtan h h eÐnai aut c thc
morf c sunhjÐzetai na gr�fetai µh = Hα kai antÐstoiqa µhδ = Hα

δ .

3.2 ApeikonÐseic, eidik� mètra Hausdorff kai epif�-
neiec

Se autì to kef�laio ja doÔme th sÔndesh metaxÔ tou mètrou Hausdorff pou an-
tistoiqeÐ sth sun�rthsh h(t) = tr ìpou r ènac jetikìc akèraioc kai thc jewrÐac
thc perioq c me r-di�statec epif�neiec. Ja onom�zoume autì to mètro (r)-mètro
kai ja to sumbolÐzoume me µ(r).

Je¸rhma 27 'Estw f sun�rthsh orismènh se èna sÔnolo E enìc metrikoÔ q¸-
rou Ω′ me th metrik  ρ′. 'Estw ìti h f paÐrnei timèc se ènan metrikì q¸ro Ω
me metrik  ρ. 'Estw g mia suneq c gnhsÐwc aÔxousa sun�rthsh pou orÐzetai gia
t ≥ 0 kai g(0) = 0. Upojètoume ìti h f ikanopoieÐ th sunj kh Lipschitz

ρ(f(x), f(y)) ≤ g(ρ′(x, y)),

gia ìla ta x, y sto E. Tìte gia ìla ta h sto H kai ìla ta δ > 0,

µhg
−1

g(δ) (f(E)) ≤ µhδ (E), µhg
−1

(f(E)) ≤ µh(E)

Apìdeixh

Kat' arq�c na shmei¸soume ìti afoÔ h g eÐnai suneq c kai gnhsÐwc aÔxousa
gia t ≥ 0 kai g(0) = 0 h antÐstrofh sun�rthsh g−1 ja orÐzetai Ðswc me thn tim 
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+∞, suneq c, gnhsÐwc aÔxousa me g−1(0) = 0. Wc ek toÔtou gia ìla ta h sto
H h hg−1 eÐnai epÐshc ston H . T¸ra èqoume thn h sto H kai δ > 0. An {Si}
eÐnai mia akoloujÐa sunìlwn tou Ω′ me

∪Si ⊃ E, Si ⊂ E, d′(Si) ≤ δ,

gia k�je i qrhsimopoi¸ntac d′ gia diamètrouc sto Ω′ tìte

d((Si)) = sup
x,y∈Si

ρ(f(x), f(y))

≤ sup
x,y∈Si

g(ρ′(x, y))

≤ g(d′(Si)) ≤ g(δ)

kai
hg−1{d(f(Si))} ≤ hg−1g(d′(Si)) = h(Si).

ProkÔptei �mesa apì to Je¸rhma 28 ìti

µhg
−1

g(δ) (f(E)) ≤ µhδ (E).

PaÐrnontac supremum p�nw se ìlec tic timèc tou δ kai stic duo pleurèc aut c thc
anisìthtac katal goume :

µhg
−1

(f(E)) ≤ µh(E).

Je¸rhma 28 Gia k�je fusikì arijmì n up�rqei mia peperasmènh jetik  stajer�
κn tètoia ¸ste gia k�je sÔnolo E ston EukleÐdeio Q¸ro En na èqoume

µ(n)(E) = κnλ(E)

ìpou me λ sumbolÐzoume to mètro Lebesgue ston En.

Apìdeixh

Pr¸ta melet�me ton kÔbo C0 ìlwn twn shmeÐwn x = (x1, x2, ..., xn) me

0 ≤ x1 < 1, 0 ≤ x2 < 1, ..., 0 ≤ xn < 1.

An dÐnetai δ > 0, mporoÔme na dialèxoume ènan akèraio N tìso meg�lo ¸ste

(
√
n)/N < δ

T¸ra o C0 kalÔptetai apì to sÔsthma twn Nn kÔbwn pou orÐzontai apì tic ani-
sìthtec

r1 − 1

N
≤ x1 <

r1

N
,
r2 − 1

N
≤ x2 <

r2

N
, ...,

rn − 1

N
≤ xn <

rn
N
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me r1, r2, ..., rn na paÐrnoun ìlec tic dunatèc akèraiec timèc apì to 1 mèqri to N .
AfoÔ ìloi autoÐ oi kÔboi èqoun di�metro (

√
n)/N h opoÐa eÐnai mikrìterh apì δ ,

sunep�getai ìti

µ
(n)
δ (C0) ≤

N∑
r1,r2,...,rn=1

(

√
n

N
)n = n

1
2
n.

Wc ek toÔtou

µ(n)(C0) ≤ n
1
2
n.

T¸ra upojètoume ìti h Si eÐnai mÐa akoloujÐa sunìlwn pou kalÔptoun to C0.
Gia k�je i mporoÔme na dialèxoume ènan kleistì kÔbo Ci pou na perièqei th Si
me thn koruf  tou Ci na isoÔtai me to dipl�sio thc diamètrou thc Si. Tìte,
qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec mètrou tou Lebesgue , èqoume

C0 ⊂
∞⋃
i=1

Si ⊂
∞⋃
i=1

Ci,

kai

1 = λ(C0) ≤ λ
( ∞⋃
i=1

Ci
)
≤

∞∑
i=1

λ(Ci) =
∞∑
i=1

{2d(Si)}n,

ètsi ¸ste
∞∑
i=1

{d(Si)}n ≥ 2−n

AfoÔ aut  h anisìthta isqÔei gia k�je k�luyh thc Si tou C0 sumperaÐnoume ìti

µ(n)(C0) ≥ 2−n

T¸ra gr�foume
κn = µ(n)(C0)

kai èqoume

2−n ≤ κn ≤ n
1
2
n

Tìte
µ(n)(C0) = κnλ(C0)

Apì to analloÐwto tou µ(n) kai tou λ sth met�frash kai afoÔ to kajèna eÐnai
omoiogenèc bajmoÔ n k�tw apì metasqhmatismoÔc omoiìthtac sumperaÐnoume ìti

µ(n)(C) = κnλ(C)

gia ìlouc touc kÔbouc C pou orÐzontai apì anisìthtec thc morf c

a1 ≤ x1 < a1 + s, a2 ≤ x2 < a2 + s, ..., an ≤ xn < an + s,
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T¸ra skeftìmaste mÐa xeqwrist  kl�sh C ìlwn twn kÔbwn thc morf c

(r1 − 1)2−k ≤ x1 < r12−k, (r2 − 1)2−k ≤ x2 < r22−k, ..., (rn − 1)2−k ≤ xn < rn2−k

ìpou k ≥ 0, r1, r2, ..., rn eÐnai akèraioi. AutoÐ oi kÔboi èqoun thn xeqwrist  idiìthta
pou ìtan dÔo èqoun k�poio koinì shmeÐo tìte o ènac kÔboc eÐnai uposÔnolo tou
�llou. T¸ra, an G èna anoiqtì sÔnolo, k�je shmeÐo g tou G brÐsketai se ènan
kÔbo C tou C pou perièqetai sto G kai ètsi se ènan kÔbo C tou C pou eÐnai me
thn ènnoia ìti eÐnai ènac kÔboc C tou C pou perièqetai sto G all� den perièqetai
se k�poion megalÔtero kÔbo C ′ tou C pou perièqetai sto G. Wc ek toÔtou to G
eÐnai h ènwsh twn mègistwn kÔbwn tou C pou perièqontai sto G. EÐnai fanerì ìti,
autoÐ oi mègistoi kÔboi C sto G eÐnai xènoi. Opìte,

G =
∞⋃
i=1

Ci

ìpou èqoume mÐa xènh ènwsh kÔbwn Ci tou C . AfoÔ ta sÔnola Borel eÐnai metr sima
kai gia to µ(n) kai gia to λ sumperaÐnoume ìti

µ(n)(G) =
∞∑
i=1

µ(n)(Ci) = κn

∞∑
i=1

λ(Ci) = κnλ(G) (1)

gia k�je anoiqtì sÔnolo G.
T¸ra jewroÔme èna Gδ -sÔnolo H. An µ(n)(H) = λ(H) = +∞ èqoume

µ(n)(H) = κnλ(H)

An µ(n)(H) ≤ +∞, mporoÔme na kalÔyoume to H me mÐa akoloujÐa Gi anoiqt¸n
sunìlwn me

∞∑
i=1

{d(Gi)}n

peperasmènh. Tìte, ìpwc se mÐa prohgoÔmenh par�grafo, mporoÔme na antikata-
st soume ta anoiqt� sÔnola Gi apì anoiqtoÔc kÔbouc Ci me koruf  dipl�sia thc
diamètrou twn Gi kai na l�boume èna anoiktì ∪∞i=1Ci tou H me

λ
( ∞⋃
i=1

Ci
)
< +∞.

Apì thn �llh, an λ(H) < +∞, eÐnai �meso ìti to H mporeÐ na kalufjeÐ apì èna
anoiqtì sÔnolo peperasmènou λ mètrou. SumperaÐnoume apì thn (1) ìti tètoia
anoiqt� sÔnola peperasmènou λ mètrou èqoun peperasmèno µ(n) mètro. 'Etsi, ìtan
to H eÐnai èna Gδ-sÔnolo me eÐte µ(n)(H) < +∞   me λ(H) < +∞, mporoÔme na
ekfr�soume to H me th morf 

H =
∞⋂
i=1

Ci
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ìpou G1, G2, ..., eÐnai mÐa mh aÔxousa akoloujÐa metr simwn anoiqt¸n sunìlwn
peperasmènou mètrou, kai gia to µ(n) kai gia to λ. 'Etsi qrhsimopoi¸ntac thn (1)
kai to Je¸rhma 8 èqoume

µ(n)(H) = inf
i
µ(n)(Gi) = κninf

i
λ(Gi) = κnλ(H). (2)

Opìte to apotèlesma (2) isqÔei gia ìla ta Gδ- sÔnola H. AfoÔ ta µ(n) kai λ
eÐnai Gδ- kanonik� mètra, an to E eÐnai k�poio sÔnolo, mporoÔme na dialèxoume Gδ
- sÔnola H1, H2 me

E ⊂ H1, µ(n)(E) = µ(n)(H1),

E ⊂ H2, λ(E) = λ(H2)

Autì mac exasfalÐzei ìti

µ(n)(E) = µ(n)(H1 ∩H2) = κnλ(H1 ∩H2) = κnλ(E).

ìpwc zht jhke.

Parathr seic : 'Otan n = 1 eÐnai eÔkolo na doÔme kai ìti κ1 = 1. O prosdiorismìc
tou κn ìmwc gia n ≥ 2 eÐnai pio dÔskoloc. Qrhsimopoi¸ntac thn jewrÐa thc
summetrÐac, k�je kurtì sÔnolo me di�metro d ston En èqei mètro Lebesgue pou
den xepern� to mètro Lebesgue miac sfaÐrac diamètrou d pou eÐnai :

π
1
2
n

Γ(1 + 1
2
n)

(1

2
d
)n
.

'Etsi k�je sÔnolo diamètrou d ston En perièqetai se èna kurtì sÔnolo me mètro
Lebesgue pou den xepern� to

(1
4
π)

1
2
n

Γ(1 + 1
2
n)
dn.

Apì to epiqeÐrhma pou qrhsimopoi same sthn prohgoÔmenh apìdeixh prokÔptei ìti
an {Si} eÐnai opoiad pote akoloujÐa sunìlwn pou kalÔptei ton monadiaÐo kÔbo C0,
èqoume

∞∑
i=1

{d(Si)}n
(1

4
π)

1
2
n

Γ(1 + 1
2
n)
≥ λ(C0)

ètsi ¸ste

µ(n)(C0) ≥
( 4

π

) 1
2
n

Γ(1 +
1

2
n)λ(C0)

kai

κn ≥ (4/n)
1
2
nΓ(1 +

1

2
n)
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Apì thn �llh, an mac dÐnetai δ > 0 mporoÔme apì to Je¸rhma Vitali na broÔme
mia mh �peirh akoloujÐa {Si} xènwn sfair¸n diamètrou mikrìterhc apì δ pou na
perièqontai sto C0 me

∞∑
i=1

λ(Si) = λ(C0) λ
(
C0 \

∞⋃
i=1

Si
)

= 0

Tìte

µ(n)(C0 \
∞⋃
i=1

Si) = 0

Wc ek toÔtou

µ(n)(C0) ≤ µ
(n)
δ

( ∞⋃
i=1

Si
)

+ µ
(n)
δ

(
C0 \

∞⋃
i=1

Si
)

= µ
(n)
δ

( ∞⋃
i=1

Si
)

≤
∞∑
i=1

{d(Si)}n

=
∞∑
i=1

( 4

π

) 1
2
n

Γ(1 +
1

2
n)λ(Si)

=
( 4

π

) 1
2
n

Γ(1 +
1

2
n)λ(C0)

Sunep¸c

µ(n)(C0) ≤
( 4

π

) 1
2
n

Γ(1 +
1

2
n)

ètsi ¸ste

κn ≤ (4/n)
1
2
nΓ(1 +

1

2
n)

'Etsi

κn = (4/n)
1
2
nΓ(1 +

1

2
n)

ìpwc apait jhke.

Je¸rhma 29 'Estw Ω ènac metrikìc q¸roc me th metrik  ρ. 'Estw f mia 1-1
apeikìnish enìc fragmènou anoiqtoÔ sunìlou G sto Er sto Ω. Upojètoume ìti gia
k�poiec jetikèc stajerèc c, C èqoume :

c|x2 − x1| ≤ ρ(f(x1), f(x2)) ≤ C|x2 − x1|,

gia ìla ta shmeÐa x1, x2 tou G. Tìte to f(G) èqei peperasmèno jetikì (r)-mètro
ston Ω.
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Apìdeixh

AfoÔ to G èqei peperasmèno jetikì mètro Lebesgue sto Er, èqei peperasmèno
jetikì (r)-mètro ston E apì to Je¸rhma 28. T¸ra paÐrnoume g(t) = Ct gia
t ≥ 0 sto Je¸rhma 27. AfoÔ to G èqei peperasmèno µ(r)-mètro prokÔptei apì to
Je¸rhma 27 ìti to f(G) èqei peperasmèno µ(phi)-mètro me

φ(t) = (
t

C
)r.

Wc ek toÔtou to f(G) èqei peperasmèno µ(r)-mètro.
An to f(G) eÐqe mhdenikì peperasmèno µ(r)-mètro sto Ω ja efarmìzame to Je-
¸rhma 27 sthn antÐjeth kateÔjunsh kai ja sumperaÐname ìti to G eÐqe mhdenikì
peperasmèno µ(ψ)-mètro me

ψ(t) = (tc)r,

kai mhdenikì (r)− mètro. Sunep¸c to f(G) prèpei na èqei jetikì (r)-mètro.

Shmei¸noume ìti, an qrhsimopoi soume to (r)-mètro sto En, tìte èqei pollèc
omoiìthtec me thn ènnoia tou r-di�statou embadoÔ epif�neiac. EÐnai kajar� amet�-
blhto apì tic metafr�seic kai tic peristrofèc. 'Eqei kat�lhlec idiìthtec prosje-
tikìthtac. ProsdiorÐzei mÐa peperasmènh jetik  tim  gia k�je epark¸c leÐa eikìna
gia k�je fragmèno anoiqtì sÔnolo sto Er.

3.3 Jewr mata 'Uparxhc

Prin xekin soume me ta Jewr mata 'Uparxhc ja parousi�soume èna krit rio gia
na èqei èna sÔnolo E mhdenikì h-mètro.

Je¸rhma 30 'Ena sÔnolo E èqei mhdenikì h-mètro an kai mìno an eÐnai dunatìn
na dialèxoume mia akoloujÐa sunìlwn {Ei} me

∑i=∞
i=1 h(Ei) < +∞ ¸ste k�je sh-

meÐo tou E an kei se apeÐrwc poll� apì ta sÔnola Ei.

Apìdeixh

'Estw µh(E) = 0. Tìte apì ton orismì tou µh,mporoÔme gia k�je n ≥ 1 na

dialèxoume mia akoloujÐa sunìlwn {E(n)
i } me

E ⊂
∞⋃
i=1

E
(n)
i ,

∞∑
i=1

h(E
(n)
i ) < 2−n.
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T¸ra eÐnai profanèc ìti anadat�ssontac ta sÔnola E(n)
i (i, n = 1, 2, ...) se mÐa kai

monadik  akoloujÐa ikanopoioÔme tic proupojèseic tou jewr matoc afoÔ

∞∑
i=1

∞∑
n=1

h
(
E

(n)
i

)
< 1

kai k�je shmeÐo tou E an kei se apeÐrwc poll� apì ta sunola E(n)
i . T¸ra upojè-

toume ìti èqoume ta sÔnola {Ei} me
∑i=∞

i=1 h(Ei) peperasmèno kai ìti k�je shmeÐo
tou E an kei se apeÐrwc poll� apì ta sÔnola. 'Estw dojèn ε > 0 kai δ > 0. Tìte
h(δ) > 0. Wc ek toÔtou d(Ei) ≥ δ gia to polÔ enan peperasmèno arijmì tim¸n
tou i. 'Etsi mporoÔme na dialèxoume ènan akèraio N tètoio ¸ste d(Ei) < δ gia
ìla ta i ≥ N . MporoÔme epÐshc na upojèsoume ìti to N eÐnai tìso meg�lo ¸ste∑∞

i=N h(Ei) < ε. T¸ra afoÔ k�je shmeÐo tou E an kei se apeÐrwc poll� apì ta
sÔnola {Ei} èqoume

E ⊂
∞⋃
i=N

h(Ei), d(Ei) < δ gia i ≥ N,
∞∑
i=N

h(Ei) < ε.

Wc ek toÔtou
µhδ (E) < ε.

Sunep¸c µh(E) = 0 ìpwc apait jhke.

Je¸rhma 31 'Estw E èna σ−sumpagèc sÔnolo se ènan metrikì q¸ro Ω. Tìte
up�rqei mia h sto H gia thn opoÐa µh(E) = 0.

Apìdeixh

AfoÔ to E eÐnai σ−sumpagèc mporoÔme na gr�youme

E =
∞⋃
i=1

Ki

ìpou k�je sÔnolo Ki eÐnai sumpagèc. Gr�foume

Fi =
i⋃

j=1

Kj

gia i = 1, 2, .... Tìte k�je sÔnolo Fi einai sumpagèc,

F1 ⊂ F2 ⊂ F3 ⊂ ...,

kai

E =
∞⋃
i=1

Fi.
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Gia k�je i, to sÔsthma twn anoiqt¸n sfair¸n

S(x, 1/i) (x ∈ Fi),

ìpou orÐzoume wc S(x, 1/i) thn sfaÐra me shmeÐa y me

ρ(x, y) < r,

orÐzei èna anoiqtì k�lumma tou sumpagoÔc sunìlou Fi. 'Estw

S(xij, 1/i) (j = 1, 2, ..., Ji)

èna peperasmèno upok�lumma twn Fi apì tètoiec sfaÐrec. 'Estw S1, S2, ... mia
aparÐjmhsh apì tètoiec sfaÐrec sth fusik  touc seir� paÐrnontac pr¸ta ekeÐnec
pou sqetÐzontai me to F1, met� ekeÐnec me to F2 k.o.k. Tìte

d(Sk) ≤ 2/i,

opìte
k > J1 + J2 + ...+ Ji−1.

T¸ra mporoÔme na dialèxoume mia h suneq ,monìtonh, aÔxousa sun�rthsh pou na
ikanopoieÐ ta ex c:

h(0) = 0

h(2/i) = {J1 + J2 + ...+ Ji}−2 (i = 1, 2, 3, ...)

T¸ra gia opoiod pote dojèn k > J1 ja up�rqei èna i me

J1 + J2 + ...+ Ji−1 < k ≤ J1 + J2 + ...+ Ji

kai me aut  thn tim  tou i

h(Sk) = h(d(Sk)) ≤ h(2/i) = {J1 + J2 + ...+ Ji}−2 ≤ k−2.

Wc ek toÔtou h seir�
∑k=∞

k=1 h(Sk) sugklÐnei. All� k�je shmeÐo tou E an kei se
ìla ta sÔnola Fi apo k�poio shmeÐo kai met� kai sunep¸c se apeÐrwc poll� Sk.
'Etsi to krit rio tou Jewr matoc 32 ikanopoieÐtai kai µh(E) = 0.

Orismìc 17 Mia kl�sh G ∗ anoiqt¸n sunìlwn apoteleÐ b�sh gia ta anoiqt�
sÔnola enìc topologikoÔ q¸rou Ω an k�je anoiqtì sÔnolo tou Ω eÐnai ènwsh apì
sÔnola tou G ∗.

Orismìc 18 'Ena sÔnolo eÐnai puknì ston eautì tou an kajèna apì ta a-
noiqt� sÔnol� tou to sunant�, to sunant� se k�poio �peiro sÔnolo.
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Orismìc 19 'Ena sÔnolo eÐnai tèleio an eÐnai kleistì, mh kenì kai puknì ston
eautì tou.

Orismìc 20 'Ena shmeÐo c lègetai shmeÐo sumpÔknwshc enìc sunìlou S
an k�je anoiqtì sÔnolo pou perièqei to c sunant� to S se èna �peiro sÔnolo.

Je¸rhma 32 (Cantor-Bendixson) 'Estw Ω ènac topologikìc q¸roc me mia a-
rijm simh b�sh gia ta anoiqt� tou sÔnola. Tìte k�je uperarijm simo kleistì
sÔnolo ston Ω perièqei èna tèleio uposÔnolo.

Apìdeixh

'Estw F èna uperarijm simo kleistì uposÔnolo tou Ω. Dialègoume mÐa arij-
m simh b�sh gia ta anoiqt� sÔnola tou Ω, onom�zoume ta sÔnola thc b�shc

U1, U2, ...

'Estw V1, V2, ... eÐnai ekeÐna apì ta sÔnola U1, U2, ... pou sunantoÔn to F se èna
arijm simo sÔnolo. Opìte h akoloujÐa V1, V2, ... Ðswc eÐnai peperasmènh   �peirh.
Gr�foume

P = F \ {
⋃
i

Vi}

Opìte P kleistì kai
F = P ∪ {

⋃
i

Vi ∩ F}

AfoÔ F uperarijm simo, ìso ⋃
i

Vi ∩ F

eÐnai arijm simo, shmaÐnei ìti to P eÐnai uperarijm simo kai ètsi sÐgoura ìqi kenì.
Mènei na deÐxoume ìti to P eÐnai apì mìno tou puknì, eÐnai bolikì na apodeÐxoume
akìmh, ìti k�je shmeÐo tou P eÐnai shmeÐo sumpÔknwshc tou P . 'Estw p èna
opoiod pote shmeÐo tou P . 'Estw G èna anoiqtì sÔnolo pou perilamb�nei to p.
Tìte to G eÐnai h ènwsh aut¸n twn stoiqeÐwn thc b�shc pou perièqontai entìc
tou G. Opìte gia k�poia j èqoume

p ∈ Uj ⊂ G.

An eÐqame Uj = Vi gia k�poia i, ja eÐqame

p /∈ F \ {
⋃
i

Vi} = P.
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Apì thn epilog  twn sunìlwn Vi sumperaÐnoume ìti F ∩ Uj eÐnai uperarijm simo.
AfoÔ to P diafèrei apì to F mìno gia èna arijm simo sÔnolo, �ra to P ∩ Uj
eÐnai uperarijm simo. AfoÔ P ∩ Uj ⊂ P ∩ G, sumperaÐnoume ìti to P ∩ G eÐnai
uperarijm simo. 'Etsi k�je shmeÐo p tou P eÐnai shmeÐo sumpÔknwshc tou P .
Opìte to P eÐnai sÐgoura puknì.

Pìrisma 13 Ta shmeÐa sumpÔknwshc tou F apoteloÔn èna tèleio sÔnolo P kai
eÐnai shmeÐa sumpÔknwshc tou P .

Apìdeixh

Sthn kataskeu  pou qrhsimopi jhke gia thn apìdeixh tou Jewr matoc èna sh-
meÐo sumpÔknwshc f tou F den an kei se kanèna sÔnolo Vi all� paramènei sto P
kai gÐnetai shmeÐo sumpÔknwshc tou P . K�je shmeÐo tou P eÐnai shmeÐo sumpÔ-
knwshc tou P kai kat� meÐzona lìgo tou F gi�utì me autì ton trìpo prokÔptei
wc shmeÐo sumpÔknwshc tou F .

Pìrisma 14 K�je �peiro sÔnolo tou Ω perièqei èna �peiro uposÔnolo pou eÐnai
puknì ston eautì tou.

Apìdeixh

'Estw F èna uperarijm simo uposÔnolo tou Ω. AkoloujoÔme th diadikasÐa
apìdeixhc tou Jewr matoc qwrÐc thn parat rhsh ìti to P eÐnai kleistì kai pro-
kÔptei to zhtoÔmeno.

Orismìc 21 'Enac metrikìc q¸roc Ω lègetai pl rhc, an k�je akoloujÐa sh-
meÐwn {xn} pou ikanopoieÐ thn sunj kh sÔgklishc Cauchy- gia k�je ε > 0 up�rqei
ènac akèraiocMε tètoioc ¸ste gia k�jem,n mem > n ≥Mε èqoume ρ(xm, xn) < ε-
sugklÐnei se k�poio shmeÐo tou q¸rou.

Orismìc 22 'Enac metrikìc q¸roc lègetai diaqwrÐsimoc an ta anoiqt� tou
sÔnola èqoun metr simh b�sh.

Je¸rhma 33 'Estw Ω ènac uperarijm simoc pl rhc diaqwrÐsimoc metrikìc q¸-
roc. Tìte up�rqei èna sumpagèc tèleio uposÔnolo C tou Ω kai mia sun�rthsh h
tou H0 me

0 < µh(C) < +∞. (1)

Apìdeixh
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AfoÔ ènac metrikìc q¸roc eÐnai p�nta ènac topologikìc q¸roc mporoÔme na
qrhsimopoi soume to je¸rhma Cantor-Bendixson gia na parèqoume èna tèleio
uposÔnolo P tou Ω . Stìqoc eÐnai na dialèxoume sto tèleio sÔnolo Π èna tèleio
uposÔnolo C me trìpo pou ja dieukolÔnei thn kataskeu  mÐac sun�rthshc h tou
H0 pou na ikanopoieÐ thn (1) . H kataskeu  èqei poll� koin� shmeÐa me thn
kataskeu  tou triadikoÔ sunìlou tou Cantor. AfoÔ to P eÐnai tèleio den eÐnai
kenì kai mporoÔme na dialèxoume shmeÐo c(0) sto P . Dialègoume ènan jetikì
arijmì r0. AfoÔ to P eÐnai puknì wc proc ton eautì tou mporoÔme na dialèxoume
èna deÔtero shmeÐo c(1) sto P me

0 < ρ(c(0), c(1)) <
1

4
r0

Upojètoume, gia k�poion akèraio k ≥ 1 , èqoume epilèxei oikogèneiec xeqwrist¸n
shmeÐwn

c(i|r) = c(i1, i2, ..., ir) (i1, i2, ..., ir = 0   1)

gia r = 1, 2, ..., k, na ikanopoioÔn

0 < ρ(c(i1, i2, ..., ir, 1), c((i1, i2, ..., ir, 0)) <
1

4
rr

gia 0 ≤ r < k , me
rr = min

i|r 6=j|r
ρ(c(i|r), c(j|r)), (2)

gia 1 ≤ r ≤ k . Met� paÐrnoume

c(i1, i2, ..., ik, 0) = c(i1, i2, ..., ik),

gia i1, i2, ..., ik = 0   1, kai qrhsimopoi¸ntac thn puknìthta tou P ston eautì tou,
dialègoume xeqwrist� shmeÐa

c(i1, i2, ..., ik, 1)

sto P me

0 < ρ(c(i1, i2, ..., ik, 1), c((i1, i2, ..., ik, 0)) <
1

4
rk (3)

'Etsi
rk+1 = min

i|k+16=j|k+1
ρ(c(i|k + 1), c(j|k + 1)) > 0.

Apì thn (3) èqoume epÐshc

rk+1 <
1

4
rk (4)

EÐnai plèon fanerì ìti aut� ta shmeÐa

c(i|k) (i1, i2, ..., ik = 0   1)
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mporoÔn na epileqjoÔn epagwgik� me autì ton trìpo gia k = 1, 2, 3, .... Gia k�je
�peirh akoloujÐa i = i1, i2, ... twn 0 kai twn 1 melat�me thn akoloujÐa

c(i|1), c(i|2), c(i|3), ...

An t > k, èqoume

ρ(c(i|k), c(i|t) ≤
t−k−1∑
r=0

ρ(c(i|k + r), c(i|k + r + 1))

=
t−k−1∑
r=0

ρ(c(i|k + r, 0), c(i|k + r + 1))

≤
t−k−1∑
r=0

1

4
rk+r

≤
t−k−1∑
r=0

1

4
(
1

4
)rrk

<
1

3
rk ≤

1

3
(
1

4
)k−1r1 (5)

qrhsimopoi¸ntac thn (4). Opìte h akoloujÐa eÐnai mia akoloujÐa Cauchy kai
epomènwc sugklÐnei se èna shmeÐo c(i) ac poÔme tou Ω. Epiplèon, af nontac to
t→∞ sthn (5) brÐskoume

ρ(c(i|k), c(i)) ≤ 1

3
rk. (6)

PaÐrnoume to C na eÐnai to sÔnolo ìlwn aut¸n twn shmeÐwn c(i) .

T¸ra ac skeftoÔme dÔo diaforetikèc akoloujÐec i, j apì 0 kai 1. Ja up�rqei ènac
monadikìc akèraioc k me

i|k − 1 = j|k − 1, ik 6= jk. (7)

'Epeita, qrhsimopoi¸ntac thn (2) kai thn (6),

ρ(c(i), c(j)) ≥ ρ(c(i), c(j|k))− ρ(c(i), (i|k))− ρ(c(j), c(j|k))

≥ rk −
1

3
rk −

1

3
rk =

1

3
rk (8)

All�, qrhsimopoi¸ntac epÐshc tic (6) kai (7)

ρ(c(i), c(j)) ≤ ρ(c(i), c(i|k − 1)) + ρ(c(j), c(j|k − 1))
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≤ 1

3
rk−1 +

1

3
rk−1 =

2

3
rk−1 (9)

Oi anisìthtec (8) kai (9) deÐqnoun ìti èqoume k�poion èlegqo p�nw stic apost�seic
metaxÔ tètoiwn shmeÐwn tou C . EÐnai eÔkolo na deÐxoume ìti to C eÐnai tèleio.
An c ∈ C , èqoume c = c(i) gia k�poia akoloujÐa i. PaÐrnontac

i
(k)
t = it (t 6= k)

i
(k)
k = 1− ik

brÐskoume mÐa akoloujÐa diakrit¸n dianusm�twn

i(k) = i
(k)
1 , i

(k)
2 , ... (k = 1, 2, ...)

Ta antÐstoiqa shmeÐa
c(i(k)) (k = 1, 2, ...)

sqhmatÐzoun mÐa akoloujÐa apì xeqwrist� shmeÐa pou sugklÐnoun sto c = c(i) .
Opìte to C eÐnai puknì ston eautì tou. Gia na apodeÐxoume ìti to C eÐnai sumpagèc
skeftìmaste k�poia akoloujÐa c1, c2, ..., apì shmeÐa tou C. Upojètoume ìti

ck = c(i(k))

gia mÐa akoloujÐa i(k) apì 0 kai 1 gia k = 1, 2, ... T¸ra mporoÔme na dialèxoume mÐa
akoloujÐa j = j1, j2, ... apì 0 kai 1 kai mÐa akoloujÐa apì �peirec upoakoloujÐec
R1, R2, ... twn fusik¸n arijm¸n , epagwgik�, tètoiec ¸ste

R1 ⊃ R2 ⊃ R3 ⊃ ...,

i(k)
s = js ( gia k ∈ Rs, s = 1, 2, ...)

To j1 epilègetai ¸ste

i
(k)
1 = j1

gia apeÐrwc pollèc timèc tou k kai to R1 epilègetai gia na eÐnai to sÔnolo twn
akeraÐwn k pou ikanopoioÔn thn upìjesh. 'Epeita ìtan to Rs èqei epileqjeÐ, to
js+1 epilègetai ètsi ¸ste

i
(k)
s+1 = js+1

gia apeÐrwc polloÔc akèraiouc k sto Rs kai to Rs+1 epilègetai na eÐnai to sÔnolo
aut¸n twn akeraÐwn. T¸ra paÐrnoume thn R ¸ste eÐnai h diag¸nia akoloujÐa thc
opoÐac to pr¸to stoiqeÐo n1 tou R1 kai tou opoÐou to (s+ 1)-o stoiqeÐo ns+1 eÐnai
to pr¸to stoiqeÐo sth Rs+1 pou uperbaÐnei to ns gia s = 1, 2, ... . Tìte gia k sto
R pou uperbaÐnei to ns èqoume

k ∈ Rs ⊂ Rs−1 ⊂ ... ⊂ R2 ⊂ R1
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kai
i(k)|s = j|s

ètsi ¸ste, qrhsimopoi¸ntac thn (9),

ρ(ck, c(j)) = ρ(c(i(k)), c(j)) ≤ 2

3
rs.

Wc ek toÔtou, to ck sugklÐnei sto shmeÐo c(j) tou C ìso to k teÐnei sto �peiro
mèsw thc upakoloujÐac R . 'Etsi to C eÐnai akoloujiak� sumpag c kai kat�
meÐzona lìgo kleistì. AfoÔ o q¸roc eÐnai diaqwrÐsimoc, prokÔptei ìti to C eÐnai
sumpagèc. Autì oloklhr¸nei thn apìdeixh ìti to C eÐnai èna sumpagèc tèleio
sÔnolo. T¸ra epilègoume mÐa sun�rthsh h tou H0 kai ja deÐxoume ìti to µh(C)
eÐnai peperasmèno kai jetikì. UpenjumÐzoume ìti h akoloujÐa r1, r2, ... jetik¸n
arijm¸n ikanopoieÐ thn proupìjesh

rk+1 <
1

4
rk (k = 1, 2, ...)

Opìte up�rqoun sÐgoura sunart seic h sto H0 pou ikanopoioÔn tic proupojèseic

h(0) = 0

h(t) = 2−k( gia
1

3
rk ≤ t ≤ 2

3
rk, k = 1, 2, ...)

Dialègoume opoiad pote tètoia sun�rthsh. 'Estw
∑

(i|k) h kleist  sfaÐra ìlwn
twn shmeÐwn x me

ρ(x, c(i|k)) ≤ 1

3
rk

Tìte

d(
∑

(i|k)) ≤ 2

3
rk

kai

h(
∑

(i|k)) ≤ h(
2

3
rk) = 2−k

All�, apì thn (6), k�je shmeÐo c(i) tou C ègkeitai sthn antÐstoiqh sfaÐra∑
(i|k)

AfoÔ up�rqoun mìno 2k apì autèc tic sfaÐrec, èqoume

µhδ (C) ≤
∑
i|k

h(
∑

(i|k)) ≤ 1

gia δ > 2
3
rk . 'Ara

µh(C) ≤ 1
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T¸ra upojètoume ìti /Gi/ eÐnai mÐa akoloujÐa apì anoiqt� sÔnola pou kalÔptoun
to C . AfoÔ to C eÐnai sumpagèc mporoÔme na dialèxoume ènan akèraio N tìso
meg�lo ¸ste

C ⊂
N⋃
i=1

Gi

AfoÔ metonom�soume ta sÔnola kai all�xoume to N , mporoÔme na upojèsoume
ìti

Gi ∩ C 6= ∅ (i = 1, 2, ..., N).

AfoÔ k�je shmeÐo tou C eÐnai èna periorismèno shmeÐo twn shmeÐwn pou sqhma-
tÐzoun c(i|k) , mporoÔme na dialèxoume ènan akèraio k∗ tìso meg�lo pou k�je
sÔnolo Gi, i = 1, 2, ..., N ja perièqei toul�qiston dÔo apì ta shmeÐa

c(i|k∗).

'Estw gi o arijmìc aut¸n twn shmeÐwn sto Gi kai dialègoume hi na eÐnai o akèraioc
me

2hi < gi ≤ 2hi+1 (i = 1, 2, ..., N).

Tìte up�rqoun perissìtera apì 2hi apì ta shmeÐa c(i|k) sto Gi , all� to polÔ
2hi apì aut� ta k∗ -dianÔsmata i|k∗ mporoÔn na sumfwn soun stic pr¸tec touc
k∗ − hi sunist¸sec. Wc ek toÔtou mporoÔme na dialèxoume i kai j me

c(i|k∗) ∈ Gi, c(j|k∗) ∈ Gi

i|(k∗ − hi) 6= j|(k∗ − hi)
Apì thn (8) sumperaÐnoume ìti

d(Gi) ≥
1

3
rk∗−hi

ètsi ¸ste

h(Gi) ≥ h(
1

3
rk∗−hi) = 2−k

∗+hi ≥ 1

2
gi2
−k∗ .

AfoÔ ìloc o arijmìc twn shmeÐwn c(i|k∗) pou kalÔptetai apì ta sÔnola Gi eÐnai
2k
∗
sumperaÐnoume ìti

∞∑
i=1

h(Gi) ≥
N∑
i=1

h(Gi) ≥
1

2

N∑
i=1

gi2
−k∗ ≥ 1

2
.

Sumperasmatik�

µh(C) ≥ 1

2
kai

1

2
≤ µh(C) ≤ 1

ìpwc apait jhke.
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Pìrisma 15 'Estw K èna uperarijm simo sumpagèc sÔnolo ston metrikì q¸ro
Ω. Tìte up�rqei tèleio uposÔnolo C tou K kai mia sun�rthsh h tou H0 me

0 < µh(C) < +∞.

Apìdeixh

AfoÔ to K eÐnai pl rhc diaqwrÐsimoc metrikìc q¸roc me th metrik  tou Ω è-
qoume to zhtoÔmeno.

Pìrisma 16 An o Ω eÐnai pl rhc diaqwrÐsimoc metrikìc q¸roc me µh(K) = 0
gia k�je h sto H0 kai k�je sumpagèc K sto Ω, tìte to Ω eÐnai arijm simo.

Pìrisma 17 An to K eÐnai èna sumpagèc sÔnolo se ènan metrikì q¸ro kai
µh(K) = 0 gia ìla ta h sto H0 tìte to K eÐnai arijm simo.

Pìrisma 18 An to A eÐnai èna analutikì sÔnolo se ènan metrikì q¸ro kai
µh(A) = 0 gia ìla ta h sto H0 tìte to A eÐnai arijm simo.

Pìrisma 19 'Estw Ω ènac pl rhc diaqwrÐsimoc metrikìc q¸roc. Tìte up�rqei
èna Borel kanonikì metrikì mètro µ ston Ω pou apodÐdei mhdenikì mètro se k�je
shmeÐo tou Ω, jetikì mètro se k�je uperarijm simo anoiqtì sÔnolo tou Ω kai
peperasmèno mètro sto Ω.

Apìdeixh

Dialègoume mia kleist  b�sh {Vi}i=∞i=1 gia ta anoiqt� sÔnola tou Ω Gia k�je
mh metr simo Vi dialègoume èna hi sto H0 kai èna tèleio sunolo Ci sto Vi me
µhi(Ci) = 2−i. OrÐzoume to µ wc ex c :

µ(E) =
∑

µhi(Ci ∩ E)

to �jroisma to upologÐzoume gia touc akeraÐouc i gia touc opoÐouc ta Vi eÐnai mh
metr sima.

Je¸rhma 34 'Estw h sun�rthsh tou H0. Tìte up�rqei ènac sumpag c metri-
kìc q¸roc me

0 < µh(Ω) < +∞

39



Apìdeixh

Ja  tan bolikì na p�roume ta shmeÐa tou Ω san shmeÐa enìc sumpagoÔc u-
posunìlou enìc kleistoÔ diast matoc I0 = [0, 1] thc gramm c twn pragmatik¸n ,
ja eÐnai anagkaÐo na orÐsoume thn metrik  ston Ω ètsi ¸ste na eÐnai lÐgo diafo-
retik  apì ton sunhjismèno metrik  thc gramm c twn pragmatik¸n. Gia eukolÐa,
gr�foume

ν(t) =

[
1

h(t)

]
(t > 0)

h tetr�gwnh agkÔlh eÐnai h {akèraia} sun�rthsh pou qrhsimopoieÐtai sth jewrÐa
twn arijm¸n. Epeid 

h(t)→ 0 kaj¸c t→ 0

mporoÔme na dialèxoume t0 > 0 ètsi ¸ste

ν(t0 ≥ 2

kai mporoÔme na dialèxoume èpeita t1, t2, ... epagwgik� ètsi ¸ste

h(tr ≤ r−s (r = 1, 2, ...) (10)

ν(tr) ≥ (r2 + 1)ν(tr−1) (r = 1, 2, ...) (11)

Gr�foume n(r) = ν(tr) kai

λr =

[
ν(tr)

ν(tr−1)

]
=

[
n(r)

n(r − 1)

]
(r = 1, 2, ...)

tìte
λr ≥ r2 + 1 (12)

kai
n(r) = λrn(r − 1) + µr (r = 1, 2, ...) (13)

ìpou 0 ≤ µr < n(r − 1) K�noume mÐa epagwgik  epilog  apì sust mata twn
kleist¸n upo-diasthm�twn tou I0 . Gia r = 1, 2, ..., ja up�rqei n(r) xènwn upo-
diasthm�twn

Jri (i = 1, 2, ..., n(1)) (14)

To sÔsthma J (1)
i (i = 1, 2, ..., n(1)) twn xènwn upo-diasthm�twn Ðdiou m kouc epi-

lègontai aujaÐreta. 'Otan to sÔsthma (14) èqei epileqjeÐ gia èna sugkekrimèno
jetikì akèraio r , to sÔsthma twn xènwn kleist¸n upo-diasthm�twn Ðdiou m kouc

J
(r+1)
i (i = 1, 2, ..., n(r + 1))

epilègetai aujaÐreta an�loga me tic sunj kec ìti µr+1 twn diasthm�twn J
(r)
i periè-

qoun akrib¸c λr+1+1 apì ta diast mata J (r+1)
i kai ìti ta enapomeÐnanta n(r)−µr+1
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twn diasthm�twn J (r)
i perièqoun akrib¸c λr+1 diast mata J (r+1)

i . Apì thn (13),

autì upologÐzei gia ìla ta diast mata J (r+1)
i , ètsi ¸ste kajèna apì aut� ta dia-

st mata na brÐsketai se èna apì ta diast mata J (r)
i . 'Eqontac k�nei tètoia epilog 

apo sust mata diasthm�twn, paÐrnoume to Ω na eÐnai to sÔnolo

∞⋂
r=1

n(r)⋃
i=1

J
(r)
i

pragmatik¸n arijm¸n. Wc sÔnolo pragmatik¸n arijm¸n, to Ω eÐnai sumpagèc kai
tèleio.

OrÐzoume t¸ra mia metrik  ρ sto Ω . PaÐrnoume ρ(x, x) = 0, ìpwc prèpei, gia ìla
ta x sto Ω . An x, y xeqwrist� shmeÐa tou Ω ,tìte eÐnai pragmatikoÐ arijmoÐ me
jetik  apìstash metaxÔ touc. Gia k�je r , kai to x kai to y an koun sto

n(r)⋃
i=1

J
(r)
i

Aut� ta upo-diast mata èqoun ìla to Ðdio m koc, kai teÐnoun sto mhdèn ìtan to
r teÐnei sto �peiro. 'Etsi ìtan to r eÐnai arket� meg�lo to x kai to y an koun

se diaforetik� diast mata J (r)
i . 'Estw r(x, y) o megalÔteroc akèraioc r gia ton

opoÐo ta x kai y brÐskontai sto Ðdio upo-di�sthma J (r)
i , me thn sÔmbash ìti up�rqei

mìno èna upo-di�sthma J (0)
1 = I0 mhdenik c t�xhc , kai orÐzoume

ρ(x, y) = tr(x,y)

EÐnai eÔkolo na epalhjeÔsoume ìti h sun�rthsh ρ(x, y) orÐzetai sto Ω me trìpo
pou ikanopoieÐ tic proupojèseic gia mia metrik . T¸ra to Ω èqei dÔo topologÐec,
th sqetik  topologÐa wc èna uposÔnolo thc gramm c twn pragmatik¸n, kai th
metrik  topologÐa pou orÐzetai apì th metrik  ρ . Ja deÐxoume ìti autèc oi dÔo
topologÐec sumpÐptoun. Pr¸ta upojètoume ìti to G eÐnai èna uposÔnolo tou Ω
pou eÐnai anoiqtì k�tw apo th sqetik  topologÐa. Tìte G = Ω ∩ H ìpou to H
eÐnai k�poio anoiqtì uposÔnolo tou [0, 1] . 'Estw x èna shmeÐo tou G . Tìte
x ∈ G ⊂ H . Opìte gia k�poia δ > 0 , ìla ta shmeÐa y tou [0, 1] me |x − y| < δ
an koun sto H kai sunep¸c ìla ta shmeÐa y tou Ω me |x− y| < δ ja an koun sto

G . T¸ra mporoÔme na dialèxoume tìso meg�lo r pou ìla ta diast mata J (r)
i ja

èqoun m koc mikrìtero apì δ . Tìte ìla ta shmeÐa y tou Ω me

ρ(x, y) ≤ tr

ja brÐskontai sto Ðdio di�sthma J (r)
i ìpwc to x , kai epomènwc ja ikanopoioÔn to

|x−y| < δ kai ja an koun sto G . 'Etsi k�je shmeÐo tou G eÐnai eswterikì shmeÐo
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tou G upì th metrik  ρ kai epomènwc to G eÐnai anoiqtì k�tw apì th ρ . T¸ra
upojètoume ìti to G eÐnai èna sÔnolo tou Ω pou eÐnai anoiqtì k�tw apì th metrik 
topologÐa. Gr�foume

H = G ∪ {[0, 1] \ Ω}.
Tìte G = Ω∩H kai to G ja eÐnai anoiqtì sth sqetik  topologÐa afoÔ to H eÐnai
anoiqtì san uposÔnolo tou [0, 1] . JewroÔme opoiod pote shmeÐo x tou H . An

x ∈ {[0, 1] \ Ω}

tìte to x eÐnai èna eswterikì shmeÐo tou H , afoÔ to Ω eÐnai kleistì uposÔnolo
tou [0, 1] . An x ∈ G , mporoÔme na dialèxoume r tìso meg�lo pou ìla ta shmeÐa
y tou Ω me

ρ(x, y) ≤ tr

ja brÐskontai sto G . 'Estw ìti to x brÐsketai se sugkegkrimèno di�sthma J (r)
i∗

t�xhc r . Tìte ìla ta shmeÐa y tou [0, 1] eÐnai epark¸c kont� sto x kai brÐskontai

eÐte sto [0, 1] \ Ω   sto J (r)
i∗ . Sthn pr¸th perÐptwsh

y ∈ [0, 1] \ Ω ⊂ H

kai sth deÔterh perÐptwsh ρ(x, y) ≤ tr kai

y ∈ G ⊂ H

Wc ek toÔtou to H eÐnai anoiqtì. Autì faner¸nei ìti oi dÔo topologÐec sto Ω
sumpÐptoun.

T¸ra afoÔ to Ω èna kleistì uposÔnolo tou [0, 1] ja eÐnai ènac sumpag c metrikìc
q¸roc k�tw apì th sqetik  tou topologÐa. Sunep¸c to Ω eÐnai ènac sumpag c
metrikìc q¸roc k�tw apì th metrik  tou ρ.

EÐnai eÔkolo na diapist¸soume ìti to Ω èqei peperasmèno µh - mètro. To Ω
kalÔptetai apì to peperasmèno sÔsthma twn sunìlwn

Ω ∩ J (r)
i (i = 1, 2, ..., n(r))

gia k�je r . All� h di�metroc tou Ω ∩ J (r)
i eÐnai tr afoÔ up�rqoun shmeÐa autoÔ

tou sunìlou se diaforetik� diast mata J (r+1)
i . Opìte, dedomènou ìti 0 < tr ≤ δ

, èqoume

µhδ (Ω) ≤
n(r)∑
i=1

h(Ω ∩ J (r)
i ) = n(r)h(tr) ≤ ν(tr)h(tr) =

[
1

h(tr)

]
h(tr) ≤ 1.

Gia δ > 0 pou mac èqei dojeÐ, h sunj kh 0 < tr ≤ δ ikanopoieÐtai ìso to r
eÐnai epark¸c meg�lo. Wc ek toÔtou µhδ (Ω) ≤ 1 , gia ìla ta δ > 0 , kai ètsi
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µh(Ω) ≤ 1 . Gia na apodeÐxoume ìti to Ω èqei jetikì µh -mètro qrhsimopoioÔme
mÐa sunhjismènh mèjodo. Upojètoume ìti mac dÐnetai ènac jetikìc akèraioc R.
Dialègoume δ = δ(R) tìso mikrì ¸ste 0 < δ < tR . JewroÔme mÐa k�luyh tou Ω
apì mÐa akoloujÐa {Gj} anoiqt¸n sunìlwn me

Ω ⊂ ∪Gj d(Gj) ≤ δ.

AnazhtoÔme èna mikrìtero fr�gma gia to �jroisma

∞∑
j=1

h(Gj).

AfoÔ to Ω eÐnai sumpagèc mporoÔme na esti�soume thn prosoq  mac se èna pepe-
rasmèno sÔsthma sunìlwn , ac poÔme ta sÔnola G1, G2, ..., GN me

Ω ⊂
∞⋃
j=1

Gj d(Gj) ≤ δ.

AfoÔ oi mìnec pijanèc jetikèc apost�seic metaxÔ twn shmeÐwn tou Ω eÐnai oi
arijmoÐ sth gnhsÐwc fjÐnousa akoloujÐa

t1, t2, ...,

h di�metroc tou k�je sunìlou sto Ω eÐnai mÐa epituqhmènh apìstash metaxÔ dÔo
shmeÐwn tou sunìlou. AfoÔ to Ω eÐnai èna tèleio uposÔnolo tou [0, 1] kai Gj anoi-
qtì sto Ω , to Gj èqei jetik  di�metro. Upojètoume ìti to Gj èqei di�metro tr(j).

Tìte ja up�rqoun dÔo shmeÐa tou Gj sto Ðdio di�sthma J (r(j))
i pou ja brÐskontai

se diaforetik� diast mata J (r(j)+1)
i . Epiplèon ìla ta shmeÐa tou Gj prèpei na

brÐskontai sto monadikì di�sthma J (r(j))
i(j) . 'Etsi

Gj ⊂ J
(r(j))
i(j) kai d(Gj) = d(J

(r(j))
i(j) ).

'Etsi ja ikanopoi sei ton skopì mac na exasfalÐsoume èna mikrìtero fr�gma gia

N∑
i=1

h(J
(r(j))
i(j) )

gia ìlec tic akoloujÐec

J
(r(j))
i(j) (j = 1, 2, ..., N)

upì thn proôpìjesh

Ω ⊂
N⋃
i=1

J
(r(j))
i(j) (d(J

(r(j))
i(j) ) ≤ δ)
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Thn upìjesh d(J
(r(j))
i(j) ) ≤ δ thn antikajistoÔme me thn pio adÔnamh upìjesh

d(J
(r(j))
i(j) ) ≤ tR,

pou eÐnai isodÔnamh me
tr(j) ≤ tR

  thn
r(j) ≥ R

All�, an dÔo apì ta diast mata J (r(j))
i(j) sunantioÔntai, tìte to èna ja prèpei na

perièqetai sto �llo kai ètsi ja eÐnai perritì gia thn k�luyh. Opìte mporoÔme na

jewr soume ìti ìla ta sÔnola J (r(j))
i(j) eÐnai xèna. Gr�foume

r = max
1≤j≤N

r(j),

kai èstw I1, I2, ..., IS ta diast mata t�xhc r metaxÔ twn diasthm�twn J (r(j))
i(j) , j =

1, 2, ..., N . Profan¸c aut� ta diast mata I1, I2, ..., IS prèpei na eÐnai ta sÔnola
t�xhc r pou brÐskontai se k�poio sÔnolo K1, K2, ..., Kt apì diast mata t�xhc
r − 1 . AfoÔ k�je di�sthma t�xhc r − 1 perièqei eÐte λr eÐte λr + 1 diast mata
t�xhc r sumperainoume ìti s ≥ λrt kai

∞∑
i=1

≥ sh(tr) ≥ λrh(tr)t = λr
h(tr)

h(tr−1)

t∑
i=1

h(Ki).

All�

λr
h(tr)

h(tr−1)
= (λr + 1)

1

1 + (λr)−1

h(tr)

h(tr−1)

≥ ν(tr)

ν(tr−1)

1

1 + r−2

h(tr)

h(tr−1)

=
h(tr)[1/h(tr)]

h(tr−1)[1/h(tr−1)]

1

1 + r−2

≥ h(tr){
1

h(tr)
− 1} 1

1 + r−2

= (1− h(tr))/(1 + r−2)

≥ (1− r−2)/(1 + r−2)

> (1− r−2)2

qrhsimopoi¸ntac tic (12) kai (10). Wc ek toÔtou

∞∑
i=1

≥ (1− r−2)2

t∑
i=1

h(Ki).
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Antikajist¸ntac ta diast mata I1, ..., Is apì ta diast mata K1, ..., Kt, antikaji-

stoÔme to sÔsthma J (r(j))
i(j) j = 1, 2, ..., N xènwn diasthm�twn pou kalÔptoun to

Ω kai èqoun t�xeic metaxÔ R kai r, me èna ìmoio sÔnolo diasthm�twn me t�xeic
R kai r − 1, kai to �jroisma twn h-tim¸n tou arqikoÔ sust matoc ja eÐnai tou-
l�qiston (1 − r−2)2 forèc to �jroisma h-tim¸n tou nèou sust matoc. Met� a-
pì R − r antikatast�seic autoÔ tou tÔpou paÐrnoume to sÔsthma diasthm�twn

J
(R)
i (i = 1, 2, ..., n(R)). Wc ek toÔtou

N∑
j=1

h(J
(r(j))
i(j) ) ≥ {

r∏
s=R+1

(1− s−2)2}
n(R)∑
i=1

h(J
(R)
i )

= {
r∏

s=R+1

(1− s−2)2}n(R)h(tR)

= {
r∏

s=R+1

(1− s−2)2}[1/h(tR)]h(tR)

≥
∞∏
s=R

(1− s−2)2

Sumperasmatik�

µh(Ω) ≥
∞∏
s=R

(1− s−2)2

AfoÔ autì isqÔei gia k�je R ≥ 2 sumperaÐnoume ìti µh(Ω) ≥ 1. 'Etsi µh(Ω) = 1
ìpwc apait jhke.

Ta epìmena jewr mata basÐzontai se k�poiouc orismoÔc.

Orismìc 23 'Ena shmeÐo a se ènan q¸ro Ω lègetai memonwmèno an to sÔnolo
{a} eÐnai anoiqtì.

Orismìc 24 'Ena sÔnolo N se ènan q¸ro Ω lègetai poujen� puknì an k�je
mh kenì anoiqtì sÔnolo G tou Ω perièqei èna mh kenì anoiqtì uposÔnolo pou den
sunant� to N.

Orismìc 25 'Ena sÔnolo N se ènan q¸ro Ω lègetai pr¸thc kathgorÐac an
eÐnai mia metr simh ènwsh poujen� pukn¸n sunìlwn,diaforetik� lègetai deÔterhc
kathgorÐac.
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Orismìc 26 'Ena sÔnolo C lègetai pwc eÐnai sugkentrwmèno se èna sÔ-
nolo D an k�je anoiqtì sÔnolo pou perièqei to D perièqei ìla ta shmeÐa tou C
me to polÔ enan metr simo arijmì exairèsewn.

Je¸rhma 35 'Estw Ω ènac pl rhc diaqwrÐsimoc metrikìc q¸roc qwrÐc memonw-
mèno shmeÐo. Apì thn upìjesh tou suneqoÔc up�rqei èna uperarijm simo sÔnolo
C sto Ω pou eÐnai sugkentrwmèno se èna arijm simo sÔnolo D tou Ω.

Apìdeixh

AfoÔ o Ω eÐnai diaqwrÐsimoc, prokÔptei �mesa apì ton orismì 22 ìti mporoÔme
na dialèxoume mia metr simh b�sh V1, V2, ... gia ta anoiqt� sÔnola.MporoÔme na
upojèsoume ìti gia k�je i Vi 6= ∅ kai mporoÔme na dialèxoume èna shmeÐo di sto
Vi gia k�je i. PaÐrnoume to D wc to metr simo sunolo ìlwn twn shmeÐwn

di (i = 1, 2, ...)

Arqik� shmei¸noume ìti an èna sÔnolo A tou Ω perièqei èna monadikì shmeÐo a
tou Ω, tìte to A eÐnai poujen� puknì ston Ω. JewroÔme èna mh kenì anoiqtì
sÔnolo G ston Ω. An α /∈ G to mh kenì anoiqtì uposÔnolo G tou G sunant� to
A. An α ∈ G, afoÔ to a den eÐnai apomonwmèno shmeÐo tou Ω, up�rqei èna shmeÐo
b sto G diaforetikì tou a. Tìte gia ìla ta arket� mikr� jetik� ε h sfaÐra S(b, ε)
twn shmeÐwn x me ρ(x, b) < ε eÐnai èna mh kenì anoiqtì uposÔnolo tou G pou den
sunant� to A. 'Etsi to A eÐnai poujen� puknì sto Ω.

T¸ra jewroÔme thn kl�sh R ìlwn twn anoiqt¸n sunìlwn pou perièqoun to
metr simo sÔnolo D. Ja deÐxoume ìti an R ∈ R tìte to Ω\R eÐnai poujen� puknì
sto Ω. Upojètoume ìti R ∈ R kai ìti to G eÐnai èna mh kenì anoiqtì sunolo tou
Ω. Tìte gia k�poion akèraio i èqoume

di ∈ Vi ⊂ G.

Tìte
di ∈ D ⊂ R.

'Ara to G ∩ R eÐnai èna mh kenì anoiqtì uposÔnolo tou G pou den sunant� to
Ω \R. 'Etsi to Ω \R eÐnai poujen� puknì ston Ω.

K�je anoiqtì sÔnolo G tou Ω eÐnai thc morf c

G =
⋃
Vi⊂G

Vi

kai sunep¸c eÐnai thc morf c

G =
⋃
j

Vi(j),
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ìpou i(1), i(2), ... eÐnai h peperasmènh   �peirh akoloujÐa ekeÐnwn twn akeraÐwn i me
Vi ⊂ G. 'Etsi to anoiqtì sÔnolo G prosdiorÐzetai apì thn akoloujÐa i(1), i(2), ....
Wc ek toÔtou, o plhj�rijmoc thc kl�shc G twn anoiqt¸n sunìlwn kai kat� meÐzo-
na lìgo o plhj�rijmoc thc kl�shc R eÐnai to polÔ o plhj�rijmoc c tou suneqoÔc.

'Estw ω o el�qistoc arijmìc me plhj�rijmo Ðso me ekeÐnon tou R. Tìte ta
sÔnola tou R mporoÔn na organwjoÔn mèsw miac uperpeperasmènhc akoloujÐac

Rτ (τ < ω)

AfoÔ lamb�noume th upìjesh tou suneqoÔc, k�je arijmìc τ mikrìteroc apì ω
èqei plhj�rijmo mikrìtero apì c kai ètsi èqei ènan peperasmèno plhj�rijmo   ton
plhj�rijmo N0 twn akeraÐwn. 'Etsi gia k�je τ < ω, o arijmìc twn sunìlwn Rσ,
me σ < τ eÐnai metr simoc.

T¸ra dialègoume mia uperpeperasmènh akoloujÐa

xτ (τ < ω)

shmeÐwn.PaÐrnoume to x1 wc èna opoiod pote shmeÐo tou R1. Upojètoume ìti to τ
eÐnai opoiosdhpote arijmìc mikrìteroc apì ω kai ìti to xσ èqei epileqjeÐ gia ìlouc
touc arijmoÔc σ pou eÐnai mikrìteroi tou τ me tètoio trìpo ¸ste na exasfalÐzetai
ìti :

(a) xσ ∈
⋂
κ≤σ

Rκ ( gia σ < τ),

(b) xκ 6= xσ ( gia κ < σ < τ).

Ja perigr�youme pwc epilègetai èna kat�llhlo shmeÐo xτ .JewroÔme to sÔnolo

Eτ = (∪σ<τ{xσ}) ∪ (
⋃
σ≤τ

(Ω \Rσ))

ekeÐnwn twn shmeÐwn pou prèpei na apofÔgoume ìtan dialègoume to xτ . AfoÔ è-
qoume deÐxei ìti k�je monosÔnolo kai k�je sÔnolo Ω \R me R ∈ R eÐnai poujen�
pukn� sÔnola kai afoÔ to τ eÐnai mikrìtero apì ω kai eÐnai metr simoc arijmìc,
prokÔptei ìti to Eτ eÐnai mia metr simh ènwsh poujen� pukn¸n sunìlwn. Wc ek
toÔtou apì to Je¸rhma kathgorÐac tou Baire, to Eτ den exantleÐ olìklhro ton
q¸ro Ω kai mporoÔme na dialèxoume èna shmeÐo xτ ìqi ìmwc ston Eτ .

Me aut  thn epilog 

(a) xr ∈
⋂
κ≤τ

Rκ ( gia σ ≤ τ),

(b) xκ 6= xσ ( gia κ < σ ≤ τ).
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Me autìn ton trìpo olìklhrh h uperpeperasmènh akoloujÐa

xτ (τ < ω)

mporeÐ na epilegeÐ ètsi ¸ste

(a) xr ∈
⋂
σ≤τ

Rσ ( gia τ < ω),

(b) xσ 6= xτ ( gia σ < τ < ω).

T¸ra paÐrnoume

C =
⋃
τ<ω

{xτ}

kai apodeiknÔoume ìti to C ikanopoieÐ tic apait seic mac. Gia na apodeÐxoume
ìti to C eÐnai mh metr simo arkeÐ na apodeÐxoume ìti to ω eÐnai mh metr simo,gia
par�deigma ìti h kl�sh R eÐnai mh metr simh. T¸ra afoÔ to x den eÐnai sto
metr simo sÔnolo D, to sÔnolo Ω \ {x} eÐnai sto R kai diaforetik� shmeÐa x pou
den eÐnai sto D odhgoÔn se diaforetik� sÔnola Ω \ {x} sto R. Opìte arkeÐ na
apodeÐxoume ìti to Ω\D eÐnai mh metr simo   ìti to Ω eÐnai mh metr simo. All� an
to Ω  tan metr simo, ja  tan mia metr simh ènwsh monosunìlwn kai sunep¸c mia
metr simh ènwsh poujen� pukn¸n sunìlwn se antÐjesh me to Je¸rhma kathgorÐac
tou Baire. Wc ek toÔtou, to C eÐnai mh metr simo.
T¸ra upojètoume ìto R eÐnai èna opoiod pote anoiqtì sunolo pou perièqei to D.
Tìte R = Rσ gia k�poion taktikì σ mikrìtero apì ω. Tìte apì thn epilog  mac
apì shmeÐa xτ me σ ≤ τ < ω èqoume

xτ ∈ Rσ ( gia σ ≤ τ ≤ ω)

Opìte ta mìna shmeÐa tou C pou den eÐnai sto R = Rσ an koun sto metr simo
sÔnolo twn shmeÐwn xκ me 1 ≤ κ < σ. 'Etsi to C eÐnai sugkentrwmèno sto metr -
simo sÔnolo D ìpwc apait jhke.

Ed¸ ja parousi�soume sunoptik� thn apìdeixh tou Jewr matoc kathgorÐac tou
Baire pou qrhsimopoi same sthn parap�nw apìdeixh. Autì to di�shmo je¸rhma
uposthrÐzei pwc ènac mh kenìc pl rhc metrikìc q¸roc einai deÔterhc kathgorÐac.
Upojètoume ìti o Ω  tan ènac mh kenìc pl rhc metrikìc q¸roc pou  tan mia
metr simh ènwsh

Ω =
∞⋃
n=1

Nn

poujen� pukn¸n sunìlwn Nn, n = 1, 2, ... Ðswc k�poio sÔnolo na epanalamb�netai
apeÐrwc suqn� sthn ènwsh. AfoÔ to N1 eÐnai poujen� puknì ston Ω up�rqei èna

48



mh kenì anoiqtì sunolo G1 pou den sunant� to N1. Opìte gia k�poiec aktÐnec
r1 mikrìterec apì 1 kai gia k�poio shmeÐo x1 h kleist  sfaÐra

∑
(x1, r1) shmeÐwn

x me ρ(x, x1) ≤ r1 den sunant� to N1. AfoÔ h sfaÐra
∑

(x1, r1) shmeÐwn x me
ρ(x, x1) < r1 eÐnai mh ken  kai anoiqt  kai to N2 eÐnai poujen� puknì, up�rqei a-
ktÐna r2 mikrìterh apì

1
2
kai èna shmeÐo x2 ètsi ¸ste h kleist  sfaÐra

∑
(x2, r2) na

perièqetai sthn
∑

(x1, r1) all� na mhn sunant� to N2.Akolouj¸ntac th diadika-
sÐa epagwgik� kataskeu�zoume mia akoloujÐa apo shmeÐa x1, x2, ... mia akoloujÐa
jetik¸n arijm¸n r1, r2, ... pou teÐnei sto 0 orÐzontac mia emfwleumènh akoloujÐa∑

(x1, r1),
∑

(x2, r2), ...

kleist¸n sfair¸n me ∑
(x1, r1) ⊃

∑
(x2, r2) ⊃ ...∑

(xi, ri) ∩Ni = ∅ (i = 1, 2, ...)

AfoÔ o Ω eÐnai pl rhc up�rqei èna shmeÐo x koinì se ìlec tic sfaÐrec∑
(xi, ri) (i = 1, 2, ...)

to opoÐo den brÐsketai se kanèna apì ta sÔnola Ni (i = 1, 2, ...) kai sunep¸c den
an kei sto Ω. Aut  h antÐfash apodeiknÔei to Je¸rhma.

Je¸rhma 36 'Estw C èna uperarijm simo sÔnolo se ènan metrikì q¸ro Ω pou
eÐnai sugkentrwmèno se èna arijm simo sÔnolo. Tìte µh(C) = 0 gia ìla ta h tou
H0.

Apìdeixh

Upojètoume ìti to C eÐnai sugkentrwmèno sto arijm simo sÔnolo D. 'Estw
d1, d2, ... mia aparÐjmhsh shmeÐwn tou D. 'Estw h mia sun�rthsh tou H0 kai èstw
ìti mac dÐnontai ε > 0, δ > 0.To h(t) → 0 kaj¸c to t → 0, dialègoume mia
akoloujÐa r1, r2, ... aktÐnwn ¸ste

2ri < δ (i = 1, 2, ...)

∞∑
i=1

h(2ri) <
1

2
ε.

Je¸rhma 37 'Estw Ω ènac pl rhc diaqwrÐsimoc metrikìc q¸roc qwrÐc memonw-
mèno shmeÐo. Apì thn upìjesh tou suneqoÔc up�rqei èna uperarijm simo sÔnolo
C sto Ω me µh(C) = 0 gia ìla ta h sto H0.

Apìdeixh tou Jewr matoc 37

To apotèlesma prokÔptei �mesa apì ton sunduasmì twn Jewrhm�twn 35 kai 36.
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3.4 Jewr mata SÔgkrishc

Se autì to kef�laio ja doÔme jewr mata pou sugkrÐnoun ta mètra Hausdorff pou
antistoiqoÔn se diaforetikèc sunart seic ston H . Parousi�zoume mia merik 
di�taxh sthn oikogèneia H gr�fontac

g ≺ h

kai lègontac ìti h g antistoiqeÐ se mia mikrìterh genikeumènh di�stash apì thn h
an

h(t)/g(t)→ 0 kaj¸c t→ 0.

Aut  h merik  di�taxh den eÐnai olik  afoÔ up�rqoun sunart seic g, h ston H
gia tic opoÐec kai oi dÔo lìgoi h(t)/g(t), g(t)/h(t) talanteÔontai kaj¸c to t teÐnei
sto mhdèn. 'Ontwc up�rqoun tètoiec sunart seic me

lim
t→0

infh(t)/g(t) = 0, lim
t→0

suph(t)/g(t) = +∞.

An kai den ja odhgoÔsan sta Ðdia mètra oi sunart seic h, g me thn idiìthta

0 < lim
t→0

infh(t)/g(t) ≤ lim
t→0

suph(t)/g(t) < +∞,

ja jewroÔntai ousiastik� isodÔnamec.

Orismìc 27 An èna mètro orÐzetai ston metrikì q¸ro Ω, tìte to sÔnolo sto Ω
lègetai pwc eÐnai σ-peperasmèno mètro an mporeÐ na ekfrasteÐ kata k�poion trìpo
wc ènwsh sunìlwn me peperasmèno mètro, diaforetik� lègetai pwc eÐnai σ- mh
peperasmèno mètro.

Je¸rhma 38 'Estw g, h eÐnai sunart seic stoH me g ≺ h . An èna sÔnolo E
se ènan metrikì q¸ro Ω èqei σ-peperasmèno µg-mètro , èqei mhdenikì µh-mètro.

Apìdeixh

Pr¸ta upojètoume ìti to E eÐnai èna sÔnolo ston Ω me µg- mètro. 'Estw
µg(E) = M . 'Estw ìti mac dÐnontai ε > 0 kai δ > 0 .To

h(t)/g(t)→ 0 kaj¸c t→ 0,

dialègoume t0 qwrÐc 0 < t0 < δ ètsi ¸ste

h(t)

g(t)
<

ε

M + 1
gia 0 < t ≤ t0.
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Dialègoume mia k�luyh {Si} tou E pou na ikanopoieÐ

E ⊂
⋃

Si, d(Si) ≤ t0,
∑

g(Si) < M + 1.

T¸ra apì thn upìjesh g ≺ h sunep�getai ìti h(0) = 0. Opìte

h(t) ≤ ε

M + 1
g(t) (gia 0 ≤ t ≤ t0)

kai
h(t) ≤ ε

M + 1
g(Si) (gia i = 1, 2, ...),

afoÔ d(Si) ≤ t0 gia i = 1, 2, ... . Wc ek toÔtou

∞∑
i=1

h(Si) ≤
ε

M + 1

∞∑
i=1

g(Si) < ε,

kai
E ⊂

⋃
Si, d(Si) ≤ δ.

'Etsi
µhδ (E) < ε.

AfoÔ ta ε, δ eÐnai tuqaÐoi jetikoÐ arijmoÐ sunep�getai ìti µh(E) = 0. T¸ra an
to E èqei σ-peperasmèno µg-mètro, E =

⋃i=∞
i=1 Ei, gia k�poia akoloujÐa {Ei}

sunìlwn peperasmènou µg-mètrou. Apì thn teleutaÐa par�grafo k�je sÔnolo Ei
eÐnai mhdenikoÔ µh- mètrou. Wc ek toÔtou

µh(E) ≤
∞∑
i=1

µh(Ei) = 0

kai µh(E) = 0 ìpwc zht jhke.

Pìrisma 20 'Estw f, g, h sunart seic sto H me f ≺ g ≺ h. An èna sÔnolo
E se ènan metrikì q¸ro Ω èqei σ-peperasmèno jetikì µg-mètro,tìte to E èqei
mhdenikì µh-mètro kai σ-mh peperasmèno µf -mètro.

Apìdeixh

AfoÔ to E èqei σ-peperasmèno µg-mètro, prokÔptei apì to je¸rhma ìti to E
èqei mhdenikì µh-mètro. An to E eÐqe σ-peperasmèno µf -mètro, ja proèkupte apì
to je¸rhma ìti to E ja eÐqe mhdenikì µg-mètro, wc ek toÔtou to E prèpei na èqei
σ-mh peperasmèno µf -mètro.

H jewrÐa twn mètrwn Hausdorff ja  tan pio ikanopoihtik  an mporoÔsame p�n-
ta na sugkrÐnoume dÔo sÔnola ston Ðdio q¸ro kai na poÔme ìti to èna prèpei na
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eÐnai mikrìtero apì to �llo apì thn optik  gwnÐa twn mètrwn Hausdorff. H èllei-
yh apìluthc taxinìmhshc metaxÔ twn sunart sewn tou H antikatoptrÐzetai apì
thn èlleiyh taxinìmhshc metaxÔ twn sunìlwn. Autì pr¸toparousi�sthke apì ton
H.G.Eggleston(1950 - 1951). O Eggleston erg�sthke ston EukleÐdeio q¸ro kai
qreiazìtan na upagoreÔsei kat�lhlec sunj kec gia tic mh sugkrÐsimec sunart seic
f, h tou H . To apotèlesma mac ja eÐnai pio eÔkolo na to apodeÐxoume kaj¸c ja
èqoume thn eleujerÐa na dialèxoume ton q¸ro mac ¸ste na tairi�zei sto prìblhm�
mac.

Je¸rhma 39 'Estw f kai h sunart seic sto H0 me

0 = lim
t→0

inf
h(t)

f(t)
< lim

t→0
sup

h(t)

f(t)
= +∞ (1)

Tìte up�rqei ènac sumpag c metrikìc q¸roc Ω me sumpag  uposÔnola A kai
B me A mhdenikoÔ µh-mètrou kai σ-mh peperasmèno µf -mètro kai me B σ-mh
peperasmèno µh-mètrou kai mhdenikoÔ µf -mètrou.

Apìdeixh

Gr�foume
g(t) =

√
{f(t)h(t)}.

EÐnai polÔ eÔkolo na epalhjeÔsoume ìti to g an kei sto H0. Qrhsimopoi¸ntac
thn (1) dialègoume fjÐnousec akoloujÐec jetik¸n arijm¸n {ar}, {br} me ìrio mhdèn
pou ikanopoioÔn

lim
r→∞

h(ar)/f(ar) = 0, (2)

lim
r→∞

h(br)/f(br) = 0, (3)

QrhsimopoioÔme to apotèlesma kai k�poiec apì tic leptomèreiec thc apìdeixhc
tou jewr matoc 34. Se ekeÐnh thn apìdeixh h epilog  thc akoloujÐac {tr} ègine
kat� kÔrio lìgo me b�sh thn epijumÐa mac, eÐqame mìno na sigoureutoÔme ìti
sunèkline sto 0 tìso �mesa ¸ste na ikanopoioÔntai oi sunj kec (10) kai (11).
Antikajist¸ntac thn {ar} me mia kat�llhlh upakoloujÐa thc Ðdiac kai paÐrnontac
aut  wc thn akoloujÐa {tr} mporoÔme na ikanopoi soume autèc tic sunj kec me
th sun�rthsh h tou jewr matoc 34 antikatesthmènh apì thn sun�rthsh g autoÔ
tou jewr matoc. 'Estw ΩA o antÐstoiqoc sumpag c metrikìc q¸roc me µg(ΩA) =
1. Gr�foume a0 = +∞ kai orÐzoume tic nèec sunart seic fA, gA, hA tou H0

gr�fontac
fA(t) = f(ar), g

A(t) = g(ar), h
A(t) = h(ar),

gia
ar ≤ t < ar−1 (r = 1, 2, ...).
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AfoÔ oi mìnec jetikèc di�metroi sto ΩA eÐnai arijmoÐ thc akoloujÐac {ar} eÐnai
fanerì ìti ta zeug�ria f, fA kai g, gA kai h, hA par�goun ta Ðdia mètra Hausdorff
ston ΩA. Eidik�

µg
A

(ΩA) = 1.

All�
gA(t)/fA(t) =

√
{hA(t)/fA(t)} =

√
{h(ar)/f(ar)} → 0,

kaj¸c t→ 0 kai

hA(t)/gA(t) =
√
{hA(t)/fA(t)} =

√
{h(ar)/f(ar)} → 0,

kaj¸c t→ 0. Opìte
fA ≺ gA ≺ hA.

Sunep¸c apì to pìrisma tou jewr matoc 36 o ΩA èqei mhdenikì µh
A
-mètro kai

σ-mh peperasmèno µf
A
-mètro. Wc ek toÔtou o ΩA èqei mhdenikì µh-mètro kai σ-mh

peperasmèno µf -mètro.
T¸ra douleÔontac ìmoia me thn akoloujÐa {br} mporoÔme na kataskeu�soume ènan
sumpag  metrikì q¸ro ΩB ton opoÐo mporoÔme na ton p�roume ètsi ¸ste na eÐnai
uposÔnolo tou diast matoc [2, 3] me ton ΩB, σ-mh peperasmènou µh-mètrou kai
mhdenikoÔ µf -mètrou. Fti�qnoume to ΩA ∪ ΩB se ènan sumpag  metrikì q¸ro
epekteÐnwntac thn metrik  ρ pou orÐzetai qwrist� ston ΩA kai ΩB paÐrnontac

ρ(a, b) = d(ΩA) + d(ΩB)

gia ìla ta zeug�ria a, b me a ∈ ΩA kai b ∈ ΩB. Tìte gr�fontac

A = ΩA, B = ΩB

paÐrnoume ta apotelèsmata pou apaitoÔme.

To parak�tw apotèlesma ofeÐletai ston A.S.Besicovitch (1956).

Je¸rhma 40 'Estw E èna sÔnolo se èna metrikì q¸ro Ω me µh(E) = 0, gia
k�poia h sto H0 . Tìte up�rqei sun�rthsh g sto H0 me g ≺ h kai µg(E) = 0 .

Apìdeixh

QrhsimopoioÔme to krit rio pou kajier¸jhke sto je¸rhma 30 ¸ste èna sÔnolo
na èqei mhdenikì mètro Hausdorff. AfoÔ µh(E) = 0 mporoÔme na dialèxoume
akoloujÐa sunìlwn {Si} tètoia ¸ste

E ⊂
∞⋃
i=j

Si (j = 1, 2, ...),

53



kai
∞∑
i=1

h(Si) < +∞

Epilègoume mia gnhsÐwc aÔxousa akoloujÐa J(1), J(2) jetik¸n akeraÐwn tìso
meg�lwn ¸ste

∞∑
i=J(j)

h(Si) < 4−j (j = 1, 2, ...)

Dialègoume mia fjÐnousa akoloujÐa jetik¸n arijm¸n t1, t2, ... ètsi ¸ste gia j =
1, 2, ..., tj na eÐnai mikrìterh apì to el�qisto mh mhdenikì stoiqeÐo tou sunìlou

{d(S1), d(S2), ..., d(SJ(j))}

Thn Ðdia stigm  dialègoume thn akoloujÐa t1, t2, ... na teÐnei sto 0 kai na ikanopoieÐ
th sunj kh

h(tj) <
1

4
h(tj−1) (j = 2, 3, ...).

Tìte

h(tj) =
(1

4

)j−1

h(t1) (j = 1, 2, ...).

T¸ra aut  h epilog  mac diasfalÐzei ìti ìla ta sÔnola Si me d(Si) < tj eÐte èqoun
mhdenik  di�metro eÐte èqoun i > J(j). Wstìso

∑
d(Si)<tj

h(Si) ≤
∞∑

i=J(j)+1

h(Si) < 4−j (j = 1, 2, ...). (4)

H sun�rthsh g pou y�qnoume mporeÐ na exasfalisteÐ paÐrnontac

g(0) = 0

g(t) = min{2jh(t), 2j−1h(tj)} ( gia tj+1 ≤ t < tj);

g(t) = h(t)( gia t1 ≤ t)

EÐnai eÔkolo na epalhjeÔsoume ìti h sun�rthsh g pou orÐsthke me autì ton trìpo
eÐnai jetik  gia t > 0 , monìtona aÔxousa kai suneq c sta dexi� gia t > 0(sthn
pragmatikìthta eÐnai suneq c an h h eÐnai suneq c). Akìma

g(tj+1) = min{2jh(tj+1), 2j−1h(tj)} = 2jh(tj+1) < 2j(
1

4
)jh(t1),

ètsi ¸ste g(tj)→ 0 kaj¸c j →∞. Wc ek toÔtou g(t)→ 0 kaj¸c t→ 0. Wstìso
g ∈ H0 ìpwc apait jhke. Gia tj+1 ≤ t < tj, èqoume

g(t) = min{2jh(t), 2j−1h(tj)} ≥ min{2jh(t), 2j−1h(t)} = 2j−1h(t).
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Wstìso
h(t)/g(t)→ 0 kaj¸c t→ 0

kai g ≺ h. EpÐshc

∞∑
i=1

g(Si) =
∑

d(Si)6=0

g(Si) ≤
∑

d(Si) 6=0

2j(i)h(Si).

ìpou orÐzoume to j(i) ètsi ¸ste

tj(i)+1 ≤ d(Si) < tj(i),

me th sÔmbash t0 = +∞. 'Ara

∞∑
i=1

g(Si) ≤
∞∑
j=0

2j{
∑

tj+1≤d(Si)<tj

h(Si)}

≤
∑

t1≤d(Si)

h(Si) +
∞∑
j=1

2j{
∑

d(Si)<tj

h(Si)}

≤
∞∑
i=1

h(Sj) +
∞∑
j=1

2j
(1

4

)j
= 1 +

∞∑
i=1

h(Si) < +∞

qrhsimopoi¸ntac to (4). 'Etsi to krit rio tou Jewr matoc 30 ikanopoieÐtai kai
µg(E) = 0.

3.5 To l mma auxanìmenwn sunìlwn kai oi sunèpeiec
tou

Je¸rhma 41 'Estw Ω ènac sumpag c metrikìc q¸roc. 'Estw {En} mÐa aÔxousa
akoloujÐa sunìlwn. Upojètoume ìti h h eÐnai mÐa suneq c sun�rthsh sto H0.
Tìte, gia ìla ta δ, η me 0 < δ < η

µhη
( ∞⋃
n=1

En
)
≤ sup

n
µhδ (En) ≤ µhδ

( ∞⋃
n=1

En
)

(1)

Parathr seic : Oi Davies, Sion kai Sjerve sthn ousÐa apodeiknÔoun thn oriak 
perÐptwsh autoÔ tou apotelèsmatoc sthn opoÐa δ = η ètsi ¸ste na isqÔei h isìthta
sthn (1). H apìdeixh ja basisteÐ se ènan orismì kai se mia morf  tou Blaschke
Jewr matoc Epilog c.
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Orismìc 28 H apìstash dH(X, Y ), gnwst  kai wc metrik  Hausdorff, metaxÔ
dÔo mh ken¸n kleist¸n uposunìlwn enìc metrikoÔ q¸rou Ω orÐzetai wc ex c :

dH(X, Y ) = max{sup
x∈X

inf
y∈Y

ρ(x, y), sup
y∈Y

inf
x∈X

ρ(x, y)}

ìpou ρ(x, y) h sun jhc metrik .

L mma 4 Blaschke’s Selection Theorem 'Estw {Fn} mia akoloujÐa mh ken¸n
kleist¸n uposunìlwn enìc sumpagoÔc metrikoÔ q¸rou Ω, tìte up�rqei èna mh
kenì kleistì sÔnolo F ∗ kai mia upakoloujÐa N fusik¸n arijm¸n tètoia ¸ste

dH(Fn, F
∗)→ 0 kaj¸c n→∞ sto N.

Apìdeixh

'Estw H ènac q¸roc mh ken¸n kleist¸n sunìlwn tou Ω me thn metrik  Haus-
dorff ρ. Sthn ousÐa èqoume na apodeÐxoume ìti o H eÐnai sumpag c upì thn dH ,
xekin�me apodeiknÔontac ìti o H eÐnai pl rhc upì thn dH . 'Estw F1, F2, ... mia
akoloujÐa shmeÐwn tou H p.q. mia akoloujÐa mh ken¸n kleist¸n sunìlwn tou Ω
kai upojètoume ìti

dH(Fn, Fm)→ 0 kaj¸c n,m→∞.

'Eqoume na apodeÐxoume ìti up�rqei èna shmeÐo F0 tou H tètoio ¸ste

dH(F0, Fn)→ 0 kaj¸c n→∞

'Estw F0 to sÔnolo ìlwn twn shmeÐwn f tou Ω me thn idiìthta ìti to f eÐnai oriakì
shmeÐo k�poiac akoloujÐac f1, f2, ... me fi ∈ Fi gia i = 1, 2, .... AfoÔ ta sÔnola
F1, F2, ... eÐnai mh ken� mporoÔme na dialèxoume mia akoloujÐa f1, f2, ... me fi ∈ Fi
gia i = 1, 2, ... afoÔ o Ω eÐnai sumpag c aut  h akoloujÐa èqei toul�qiston èna
oriakì shmeÐo. Wc ek toÔtou to F0 eÐnai mh kenì. 'Otan f (0) eÐnai to ìrio miac

akoloujÐac shmeÐwn {f (n)} tou F0 up�rqoun akoloujÐec {f (n)
i }i=∞i=1 , n = 1, 2, ...

pou sugklÐnoun sta shmeÐa f (n), n = 1, 2, ... kai me

f
(n)
i ∈ Fi (i, n = 1, 2, ...).

Gia k�je n mporoÔme na dialèxoume enan akèraio i(n) me

dH(f
(n)
i(n)), f

(n)) < 1/n

kai mporoÔme na ta diat�xoume ètsi ¸ste i(1) < i(2) < ... Gr�foume

f
(0)
i(n) = f

(n)
i(n) (n = 1, 2, ...)
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kai
f

(0)
i = f

(1)
i ( an to i den eÐnai k�poio apì ta i(1), i(2), ...)

Tìte f (0)
i ∈ Fi gia i = 1, 2, ... kai h {f (0)

i } èqei upakoloujÐa {f
(0)
i(n)} pou sugklÐnei

sto f (0). 'Etsi f (0) ∈ F0. 'Ara to F0 eÐnai kleistì. 'Estw ìti mac dÐnetai ε > 0.
Dialègoume p tìso meg�lo ¸ste

dH(Fn, Fm) <
1

2
ε ( gia n,m ≥ p) (2)

JewroÔme k�poio shmeÐo f0 tou F0. Tìte gia k�poia m ≥ p kai fm tou Fm èqoume
dH(fm, f0) < 1

2
ε. Apì thn (2) gia k�je n ≥ p ja up�rqei èna shmeÐo fn tou Fn me

dH(fn, fm) < 1
2
ε. 'Etsi fn ∈ Fn kai dH(fn, f0) < ε. AfoÔ autì isqÔei gia ìla ta

f0 tou F0 prokÔptei ìti
ε(Fn, F0) ≤ ε (3)

gia n ≥ p . Apì thn �llh pleur�, an n ≥ p kai fn ∈ Fn tìte apì thn (2) up�rqei
mia akoloujÐa shmeÐwn {gi} me

gi ∈ Fi (i = 1, 2, ...)

dH(gi, fn) ≤ 1

2
ε (i ≥ p).

AfoÔ o Ω eÐnai sumpag c h {gi} èqei k�poio oriakì shmeÐo g. Tìte g ∈ F0 kai

dH(g, fn) ≤ 1

2
ε.

Wc ek toÔtou

ε(F0, Fn) ≤ 1

2
ε.

Sundu�zontac autì me thn (3) èqoume

dH(Fn, F0) ≤ ε (n ≥ p)

'Etsi h {Fn} sugklÐnei sto F0 ìpwc zht jhke gia na apodeixoume ìti o H eÐnai
ènac pl rhc q¸roc.

To epìmeno b ma eÐnai na deÐxoume ìti an δ > 0 tìte o H mporeÐ na kalufjeÐ
apì mia peperasmènh sullog  sunìlwn diamètrou mikrìterhc apì δ. AfoÔ o Ω
eÐnai sumpag c, kalÔptetai apì k�poia peperasmènh sullog  anoiqt¸n sfair¸n
aktÐnac 1

2
δ. 'Estw S(1), S(2), ...S(n) mia tètoia epilog  anoiqt¸n sfair¸n aktÐnac

1
2
δ. 'Estw ìti me P sumbolÐzoume to peperasmèno sÔsthma ìlwn twn diamerism¸n
P = (R, S) twn akeraÐwn 1, 2, ..., n se dÔo xèna sÔnola R, S ìpou to pr¸to R eÐnai
mh kenì. Gia k�je P sto P èstw H (P ) to sunolo ekeÐnwn twn mh ken¸n kleist¸n
sunìlwn tou Ω pou sunantoÔn tic sfaÐrec S(r), r ∈ R all� pou den sunantoÔn
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tic sfaÐrec S(s), s ∈ S. DeÐqnoume ìti an F kai H dÔo sunola tou H (P ) gia
k�poia P sto P èqoume dH(F,H) ≤ δ. An f ∈ F tìte to f brÐsketai se k�poia
apì tic sfaÐrec S(1), S(2), ...S(n) afoÔ autèc kalÔptoun ton Ω all� den brÐsketai
se kamÐa apì tic sfaÐrec S(s), me s ∈ S afoÔ autèc den sunantoÔn to F .'Ara to
f brÐsketai se mia apì tic sfaÐrec S(r), me r ∈ R. AfoÔ k�je mÐa apì autèc tic
sfaÐrec S(r), r ∈ R sunant� to H, ja up�rqei k�poio shmeÐo h tou H sth sfaÐra
S(r), r ∈ R pou ja perièqei f . 'Ara dH(h, f) ≤ δ. 'Etsi ε(H,F ) ≤ δ. 'Omoia
dH(H,F ) ≤ δ. AfoÔ to F kai to H mporeÐ eÐnai sÔnola tou H (P ), prokÔptei ìti
d(H (P )) ≤ δ. DeÐqnoume ìti ta sÔnola H (P ), P ∈ P kalÔptoun to H . An
to F eÐnai k�poio mh kenì kleistì sÔnolo tou Ω , mporoÔme na p�roume wc R to
sÔnolo twn akeraÐwn r me 1 ≤ r ≤ n kai F ∩S(r) 6= ∅ kai wc S to sumplhrwmatikì
sÔnolo twn akeraÐwn s me 1 ≤ s ≤ n kai F ∩S(r) = ∅. Tìte to R eÐnai mh kenì kai
to P = (R, S) eÐnai ènac diamerismìc sto P kai F ∈H (P ). 'Etsi to peperasmèno
sÔsthma H (P ), P ∈P ikanopoieÐ tic apait seic mac.
T¸ra mporoÔme na oloklhr¸soume thn apìdeixh thc sump�geiac tou H me genik�
epiqeir mata pou leitourgoÔn ston H .'Estw {Fn} mia akoloujÐa shmeÐwn tou H .
K�noume mia epagwgik  epilog  �peirwn upakolouji¸n fusik¸n arijm¸n

N0, N1, N2, ...

me
N0 ⊂ N1 ⊂ N2 ⊂ ...

PaÐrnoume N0 = {1, 2, ..., i, ...}. 'Otan to Nn−1 epilegeÐ gia k�poia n ≥ 1, dialè-
goume mia peperasmènh sullog  sunìlwn tou H ìpou to kajèna ja èqei di�metro
mikrìterh apì 1/n kai ìlh h sullog  ja kalÔptei ton H . Tìte toul�qiston èna
apì aut� ta sÔnola ston H prèpei na perièqei ènan �peiro arijmì shmeÐwn thc
akoloujÐac

Fi (i ∈ Nn−1). (4)

'Estw ìti me Hn sumbolÐzoume èna apì aut� ta sunola pou perièqoun apeÐrwc
poll� apì ta shmeÐa tou (4) kai èstw Nn h antÐstoiqh �peirh upakoloujÐa tou
Nn−1. Me autì ton trìpo den èqoume dialèxei mìno mia akoloujÐa upakolouji¸n
N0, N1, N2, ... all� èqoume dialèxei kai mia akoloujÐa sunìlwn H1,H2, ... tou H
me

d(Hn) ≤ 1/n (n = 1, 2, 3, ...),

Fi ∈Hn (i ∈ Nn, n = 1, 2, ...)

'Etsi èqoume
dH(Fi, Fj) ≤ d(Hn) ≤ 1/n,

an ta i, j an koun sto Nn. T¸ra sqhmatÐzoume mia diag¸nia akoloujÐa N paÐr-
nontac to pr¸to stoiqeÐo, ac poÔme i(1) tou N1 wc to pr¸to stoiqeÐo tou N. 'Otan
to n-ostì stoiqeÐo i(n) tou N èqei epilegeÐ, èstw ìti to i(n + 1) eÐnai to pr¸to
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stoiqeÐo thc �peirhc akoloujÐac Nn+1 pou xepern� to i(n). Tìte to N eÐnai mia
�peirh gnhsÐwc aÔxousa akoloujÐa.

i(1), i(2), ...

kai i(r) ∈ Ns ìtan r ≥ s.'Etsi an r ≥ s ≥ n, i(r), i(s) an koun sto Nn ètsi ¸ste
ta Fi(r), Fi(s) na an koun sto Hn kai

dH(Fi(r), Fi(s)) ≤ 1/n

'Etsi h akoloujÐa {Fi(r)}r=∞r=1 ikanopoieÐ th sunj kh sÔgklishc Cauchy. AfoÔ o
H eÐnai pl rhc up�rqei èna shmeÐo, ac poÔme, F ∗ tou H tètoio ¸ste

dH(Fn, F
∗)→ 0 kaj¸c n→∞ sto N,

ìpwc zht jhke.

Apìdeixh jewr matoc 41

AfoÔ o Ω eÐnai sumpag c èqei to polÔ ènan peperasmèno arijmì memonwmènwn
shmeÐwn. Akìma aut� ta shmeÐa den mporoÔn na suneisfèroun sto µhη   sto µhδ -
mètro kanenìc sunìlou. Gi�utì mporoÔme na upojèsoume ìti o Ω den èqei kanèna
memonwmèno shmeÐo. Gr�foume

E =
∞⋃
n=1

En.

AfoÔ En ⊂ E, gia k�je n, èqoume

sup
n
µhδ (En) ≤ µhδ (E) = µhδ

( ∞⋃
n=1

En

)
.

'Etsi èqoume na apodeÐxoume ìti

µhη(E) ≤ sup
n
µhδ (En),

kai gi�utì mporoÔme na upojèsoume ìti to supremum èqei mia peperasmènh tim 
ac poÔme

sup
n
µhδ (En) = λ < +∞.

'Estw ìti mac dÐnetai ε > 0. Tìte gia k�je jetikì akèraio n mporÔme na dialèxoume

mia akoloujÐa kleist¸n sunìlwn {F (n)
i }i=∞i=1 me

En ⊂
∞⋃
i=1

F
(n)
i , d(F

(n)
i ) ≤ δ,

∞∑
i=1

h(F
(n)
i ) > λ+ ε.
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An k�poia apì ta sÔnola F (n)
i èqoun mhdenik  di�metro(to opoÐo sumbaÐnei ìtan to

F
(n)
i eÐnai kenì   perièqei èna monadikì shmeÐo) ta antikajistoÔme me megalÔtera

sÔnola jetik c diamètrou mikrìterhc apì δ , qwrÐc na epitrèpoume sto �jroisma∑
h(F

(n)
i ) na xepern�ei to λ+ε autì eÐnai efiktì afoÔ h h eÐnai suneq c kai kanèna

shmeÐo tou Ω den eÐnai memonwmèno.
Gia k�je n upojètoume ìti ta sÔnola eÐnai anadiatetagmèna kai metonomasmèna
ètsi ¸ste

δ ≥ d(F
(n)
1 ) ≥ d(F

(n)
2 ) ≥ ... ≥ d(F

(n)
i ) ≥ ... (5)

Aut  h diadikasÐa eÐnai p�nta efikt  afoÔ h sunj kh

∞∑
i=1

h(F
(n)
i ) ≤ λ+ ε < +∞ (6)

mac exasfalÐzei ìti mìno ènac peperasmènoc arijmìc sunìlwn F (n)
i mporoÔn na

èqoun di�metro pou xepern� opoiad pote tim  mac dÐnetai.

Apì to Je¸rhma Epilog c tou Blaschke mporoÔme na dialèxoume èna mh kenì
kleistì sÔnolo F ∗1 kai mia upakoloujÐa jetik¸n akeraÐwn N1 ètsi ¸ste

dH(F
(n)
1 , F ∗1 )→ 0 kaj¸c n→∞ mèsa sto N1.

Tìte mporoÔme na dialèxoume èna mh kenì kleistì sÔnolo F ∗ kai mia upakoloujÐa
N2 tou N1 ètsi ¸ste

dH(F
(n)
2 , F ∗2 )→ 0 kaj¸c n→∞ mèsa sto N2.

Proqwr¸ntac epagwgik� me autì ton trìpo kai epilègontac sth sunèqeia mia
diag¸nia akoloujÐa exasfalÐzoume mia �peirh akoloujÐa mh ken¸n kleist¸n sunì-
lwn {F ∗i } kai mia akoloujÐa jetik¸n akeraÐwn N me thn idiìthta gia k�je i,

dH(F
(n)
i , F ∗i )→ 0 kaj¸c n→∞ mèsa sto N. (7)

Gr�foume
di = d(F ∗i ) (i = 1, 2, ...).

Apì thn (5) kai th sÔgklish thc (7) èqoume

δ ≥ d1 ≥ d2 ≥ ... ≥ di ≥ ...

Apì thn (6), th sÔgklish thc (7) kai th sunèqeia thc h èqoume

∞∑
i=1

h(di) ≤ λ+ ε < +∞.

60



Gr�foume
∞∑
i=1

h(di) = l.

AfoÔ to l eÐnai peperasmèno

di → 0 kaj¸c i→∞ (8)

AfoÔ h h eÐnai suneq c,gia k�je i, epilègoume δi, me di < δi < η tìso kont� sto
di ¸ste

h(δi) < h(di) + ε.2−i.

'Estw Vi to kleistì sÔnolo ìlwn twn shmeÐwn v tou Ω me

dH(v, f) ≤ 1

2
(δi − di),

gia k�poio shmeÐo f tou F ∗i . Tìte

d(Vi) ≤ di + 2
[1

2
(δi − di)

]
= δi,

ètsi ¸ste
h(Vi) ≤ h(δi) < h(di) + ε.2−i,

kai
∞∑
i=1

h(Vi) <
∞∑
i=1

h(di) + ε = l + ε.

Akìma h sÔgklish thc (7) mac exasfalÐzei ìti gia k�je i

F
(n)
i ⊂ Vi ( gia ìla ta arket� meg�la n sto N). (9)

Gr�foume

V =
∞⋃
i=1

Vi

kai melet�me ta sÔnola En \ V apodeiknÔontac ìti gia k�je n

µh(En \ V ) ≤ λ− l + 3ε.

'Estw ìti mac dÐnetai n. 'Estw ìti mac dÐnetai δ∗ > 0. Apì thn (8) mporoÔme na
dialèxoume i∗ ètsi ¸ste

di∗ < δ∗,

kai
∞∑

i=i∗+1

h(di) < ε.
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Tìte mporoÔme na dialèxoume n∗ sto N me n < n∗ ètsi ¸ste

F
(n∗)
i ⊂ Vi (i = 1, 2, ..., i∗),

h(F
(n∗)
i ) ≥ h(di)− ε.2−i (i = 1, 2, ..., i∗),

d(F
(n∗)
i∗ ) < δ∗.

Autèc oi upojèseic exasfalÐzoun ìti

En ⊂ En∗ ⊂
∞⋃
i=1

F
(n∗)
i ,

i∗⋃
i=1

F
(n∗)
i ⊂

∞⋃
i=1

Vi = V,

ètsi ¸ste

En \ V ⊂
∞⋃

i=i∗+1

F
(n∗)
i .

Akìma gia i ≥ i∗ + 1,

d(F
(n∗)
i ) ≤ d(F

(n∗)
i∗ ) < δ∗.

Telik�
∞∑

i=i∗+1

h(F
(n∗)
i ) = {

∞∑
i=1

h(F
(n∗)
i )} − {

i∗∑
i=1

h(F
(n∗)
i )}

≤ λ+ ε−
i∗∑
i=1

[h(di)− ε.2−i]

< λ+ 2ε−
i∗∑
i=1

h(di)

< λ− l + 3ε.

Wc ek toÔtou
µhδ∗(En \ V ) ≤ λ− l + ε,

AfoÔ to δ mporeÐ na eÐnai aujaÐreta mikrì sumperaÐnoume ìti

µh(En \ V ) ≤ λ− l + ε,

gia ìla ta n. 'Etsi
µh(E \ V ) = µh(∪∞n=1{En \ V })

= sup
n
µh(En \ V )

≤ λ− l + 3ε
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AfoÔ to V eÐnai kalummèno apì thn akoloujÐa sunìlwn {Vi} me di�metro mikrìterh
apì η sumperaÐnoume ìti

µhη(V ) ≤
∞∑
i=1

h(Vi) < l + ε.

'Etsi
µhη(E) ≤ µhη(V ) + µhη(E \ V ) ≤ l + ε+ λ− l + 3ε = λ+ 4ε

AfoÔ to ε  tan ènac aujaÐretoc jetikìc arijmìc prokÔptei ìti

µhη(E) < λ,

ètsi ¸ste

µhη(
∞⋃
i=1

En) ≤ sup
n
µhδ (En).

'Etsi prokÔptei h (1).

3.6 Di�stash Hausdorff

H di�stash kai to mètro Hausdorff eis qjhsan apì ton Felix Hausdorff to 1919.
H di�stash Hausdorff basÐzetai sthn idèa thc k�luyhc enìc metrikoÔ q¸rou E.

Prìtash 1 1. An Ha(E) <∞ kai β > a tìte Hβ(E) = 0.

2. An Ha(E) > 0 kai β < a tìte Hβ(E) =∞.

Apìdeixh

'Estw {Fi} mia k�luyh tou E me diam(Fi) < δ. 'Eqoume∑
diam(Fi)

β =
∑

diam(Fi)
β−adiam(Fi)

a ≤ δβ−a
∑

diam(Fi)
a

ètsi Hβ
δ (E) ≤ δβ−aHa

δ (E). Af nontac to δ → 0 prokÔptei to pr¸to apotèlesma,
en¸ enall�sontac ta a kai b prokÔptei to deÔtero.

H parap�nw prìtash mac deÐqnei ìti to a ston orismì tou mètrou Hausdorff pou
èqoume dei nwrÐtera eÐnai monadikì kai sunep¸c ìti h di�stash Hausdorff eÐnai kal�
orismènh.

63



Orismìc 29 Gia k�je metrikì q¸ro A orÐzoume thn di�stash Hausdorff tou A
kai sumbolÐzetai me dimH(A)

dimH(A) = inf{α > 0 : Hα(A) = 0} = sup{α > 0 : Hα(A) > 0}

Diaisjhtik� autìc o orismìc ekfr�zei to ìti èna sÔnolo eÐnai meg�lo se sqèsh me
sÔnola mikrìterhc di�stashc kai mikrì kai sqèsh me sÔnola megalÔterhc di�sta-
shc.

EÔkola apodeiknÔetai ìmoia me thn apìdeixh thc parap�nw prìtashc ìti

dimH(A) = inf{α > 0 : Hα(A) = 0} = inf{α > 0 : Hα(A) <∞}

= sup{α > 0 : Hα(A) > 0} = sup{α > 0 : Hα(A) =∞}.

AkoloujeÐ ènac isodÔnamoc orismìc :

Orismìc 30 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc, tìte gia èna sÔnolo F ⊂ X orÐ-
zoume th di�stash Hausdorff tou sunìlou F , dimH(F ) na eÐnai o arijmìc s0 ∈
[0,∞],tètoioc ¸ste gia s ∈ [0,∞] na isqÔei ìti :
1. An Hs(F ) =∞ tìte s < s0

2. An Hs(F ) = 0 tìte s > s0

Sthn perÐptwsh pou Hs(F ) = 0,∀s ∈ [0,∞] èqoume ìti h dimH(F ) = 0, en¸
an Hs(F ) = ∞ èqoume ìti h dimH(F ) = ∞. Mil¸ntac mh austhr� h di�stash
Hausdorff enìc sunìlou F eÐnai to shmeÐo ìpou h grafik  par�stash tou Hs(F ),
sunart sei tou s kai ìqi tou F , k�nei to �lma apì to �peiro sto mhdèn.

Proc to parìn mporoÔme na upologÐsoume th di�stash Hausdorff miac shmantik c
kl�shc sunìlwn tou Rd, ekeÐnwn pou èqoun jetikì mètro Lebesgue. H dÔnamh
thc di�stashc Hausdorff ègkeitai sthn ikanìtht� thc na diakrÐnei metaxÔ ekeÐnwn
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twn sunìlwn pou èqoun mhdenikì mètro Lebesgue, ta opoÐa den ja èprepe na è-
qoun Ðdio {mègejoc}. Gia par�deigma to R2 mètro Lebesgue thc kÐnhshc Brown
sto epÐpedo eÐnai sqedìn bèbaia mhdenikì en¸ h kÐnhsh Brown sto epÐpedo eÐnai
geitonik� periodik . Mia kampÔlh pou gemÐzei to q¸ro eÐnai Ðdia me èna shmeÐo me
thn optik  gwnÐa tou mètrou Lebesgue. T¸ra ja parousi�soume merikèc teqnikèc
upologismoÔ thc di�stashc Hausdorff pio genik¸n sunìlwn.

ShmeÐwsh: Sth sunèqeia ja sumbolÐzoume me |A| thn di�metro tou sunìlou A kai
ja onom�zoume èna mètro se sÔnola Borel tou metrikoÔ q¸rou E, katanom 
m�zac ston E an 0 < µ(E) <∞.

Je¸rhma 42 (Arq  katanom c thc m�zac) 'Estw ìti E eÐnai ènac metrikìc q¸-
roc kai a ≥ 0. An up�rqei mia katanom  m�zac µ sto E kai stajerèc C, δ > 0
tètoiec ¸ste

µ(V ) ≤ C|V |a,
gia ìla ta kleist� sÔnola V me |V | ≤ δ tìte

Ha(E) ≥ µ(E)

C
> 0,

kai wc ek toÔtou dimHE ≥ a.

Apìdeixh

'Estw {Ui} mia k�luyh tou E apì tuqaÐa sÔnola me |Ui| ≤ δ. 'Estw ìti to Vi
eÐnai h kleistìthta tou Ui kai |Ui| = |Vi|. 'Eqoume

0 < µ(E) ≤ µ
( ∞⋃
i=1

Ui

)
≤ µ

( ∞⋃
i=1

Vi

)
≤

∞∑
i=1

µ(Vi) ≤ C
∞∑
i=1

|Ui|a.

paÐrnontac infimum se ìlec autèc tic kalÔyeic kai af nontac δ → 0 prokÔptei to
apotèlesma.

Orismìc 31 'Estw µ mia katanom  m�zac se ènan metrikì q¸ro (E,ρ) kai a ≥ 0.
To a-dunamikì ènoc shmeÐou x ∈ E me b�sh to µ orÐzetai wc ex c :

φa(x) :=

∫
dµ(y)

ρ(x, y)a
.

Sthn perÐptwsh pou E = R3 kai a = 1 autì eÐnai to Newton barutikì dunamikì
thc m�zac m. H a - enèrgeia tou µ eÐnai

Ia(µ) :=

∫
φa(x)dµ(x) =

∫ ∫
dµ(x)dµ(y)

ρ(x, y)a
.
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Je¸rhma 43 (Energeiak  Mèjodoc) 'Estw a ≥ 0 kai m katanom  m�zac ston
metrikì q¸ro E. Tìte ∀δ > 0,

Ha
δ (E) ≥ µ(E)∫ ∫

ρ(x,y)<δ
dµ(x)dµ(y)
ρ(x,y)a

,

wc ek toÔtou an Ia(µ) <∞ tìte Ha(E) =∞ kai eidikìtera dimHE ≥ a.

Apìdeixh

'Estw {An}n∈N mia k�luyh tou E apì xèna an� dÔo sÔnola me |Fn| < δ. Tìte :∫ ∫
ρ(x,y)<δ

dµ(x)dµ(y)

ρ(x, y)a
≥

∞∑
n=1

∫ ∫
An×An

dµ(x)dµ(y)

ρ(x, y)a
≥

∞∑
n=1

µ(An)2

|An|a
.

EpÐshc apì thn anisìthta Cauchy-Schwarz,

µ(E) ≤
∞∑
n=1

µ(An) =
∞∑
n=1

|An|a/2
µ(An)

|An|a/2
≤

∞∑
n=1

|An|a
∞∑
n=1

µ(An)2

|An|a

≤ Ha
δ (E)

∫ ∫
ρ(x,y)<δ

dµ(x)dµ(y)

ρ(x, y)a
.

Diair¸ntac kai tic dÔo pleurèc me to olokl rwma mac dÐnei th zhtoÔmenh anisìthta.
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4 Efarmogèc tou mètrou Hausdorff

4.1 SÔnolo Cantor

Ja melet soume t¸ra thn di�stash Hausdorff tou sunìlou Cantor C(λ). Ta
sÔnola Cantor C(λ) eÐnai sÔnola klasmatik c di�stashc. Ac ta orÐsoume :

'Estw 0 < λ < 1/2. OrÐzoume I0,1 = [0, 1] kai èstw I1,1 = [0, λ] kai I1,2 =
[1 − λ, 1]. SuneqÐzoume thn diadikasÐa dialègontac upodiast mata apì k�je di�-
sthma pou èqoume  dh fti�xei. Gia par�deigma, an èqoume orÐsei ta diast mata
Ik−1,1, Ik−1,2, . . . , Ik−1,2k−1 , tìte sto epìmeno b ma orÐzoume Ik,1, Ik,2, . . . , Ik,2k , dia-
gr�fontac apì thn mèsh k�je diast matoc Ik−1,j èna di�sthma m kouc

(1− 2λ)diamIk−1,j = (1− 2λ)λk−1.

'Etsi k�je di�sthma Ik,j pou par�getai èqei m koc λk.

H oriak  kat�stash thc parap�nw kataskeu c eÐnai to sÔnolo Cantor me lìgo λ

C(λ) =
∞⋂
k=0

2k⋃
j=1

Ik,j (1)

B�sei tou orismoÔ tou mètrou Hausdorff , eÐnai sqetik� pio eÔkolo na broÔme to
�nw fr�gma tou, par� to k�tw. Mia {kal } k�luyh tou sunìlou ja mac d¸sei
mia ektÐmhsh tou �nw fr�gmatoc. Gia k�je k = 1, 2, ... isqÔei ìti C(λ) ⊆ ∪2k

j=1Ik,j.
AfoÔ to mètro eÐnai monìtonh sun�rthsh èqoume ìti

Hs
λk(C(λ)) ≤

2k∑
j=1

(diamIk,j)
s = 2kλks = (2λs)k.
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Jèloume ε = λk → 0 kai epeid  0 < λ < 1/2, sthn ousÐa zht�me k → ∞ kai
par�llhla to (2λs)k na paramènei fragmèno kai ìqi mhdèn. H mình perÐptwsh gia
na isqÔei autì eÐnai an èqoume 2λs = 1⇒ log λs = log 1/2⇒

s =
log 1/2

log λ

'Ara gia s = log(1/2)/ log λ èqoume

Hs(C(λ)) = lim
k→∞
Hs
λk(C(λ)) ≤ 1

Sthn sunèqeia ja deÐxoume ìti gia s = log(1/2)/ log λ, isqÔei

Hs(C(λ)) ≥ 1

4
(2)

to opoÐo mac leeÐ ìti h dimHC(λ) = log(1/2)/ log λ. Gia na to deÐxoume, arkeÐ na
deÐxoume ìti

∞∑
j=1

(diamIj)
s ≥ 1

4
(3)

ìpou ta I1, I2, ... eÐnai opoiad pote anoikt� diast mata, h ènwsh twn opoÐwn ka-
lÔptei to C(λ). Apì thn stigm  pou to C(λ) eÐnai sumpagèc, up�qei peperasmènh
upok�luyh. Upojètoume ìti I1, I2, ..., In eÐnai mia anoiqt  k�luyh tou C(λ). A-
foÔ C(λ) den èqei kanèna eswterikì shmeÐo, mporoÔme, k�nontac en� an�gkh ta
Ij lÐgo megalÔtera, na upojèsoume ìti ta �kra k�je Ij den an koun sto C(λ).
Tìte up�rqei δ > 0 tètoio ¸ste h apìstash apì ta �kra twn diasthm�twn Ij kai
ta shmeÐa tou C(λ) na eÐnai toul�qiston δ. Dialègontac k tìso meg�lo ¸ste
δ > λk = diamIk,i, èpetai ìti k�je di�sthma Ik,i perièqetai se k�poio Ij.
UpenjumÐzoume ìti o sumbolismìc twn diasthm�twn Ik,i proèrqetai apì thn kata-
skeu  tou sunìlou Cantor ston orismì (1).
Ja deÐxoume t¸ra ìti gia opoiod pote anoiqtì di�sthma I kai dosmèno l isqÔei∑

Il,i⊂I

(diamIl,i)
s ≤ 4(diamI)s (4)

Autì arkeÐ diìti

4
∑
j

(diamIj)
s ≥

∑
j

∑
Ik,i⊂Ij

(diamIk,i)
s ≥

2k∑
i=1

(diamIk,i)
s = 1

T¸ra ìson afor� thn (4), upojètoume ìti up�rqoun k�poia Il,i uposÔnola tou I.
'Estw n eÐnai ekeÐno to b ma gia to opoÐo k�poia apì ta diast mata In,i perièqontai
sto I. Tìte n ≤ l kai ta diast mata In,i pou tèmnoun to I (prosoq  ìqi mìno
ekeÐna pou perièqontai ex' olokl rou sto I) eÐnai to polÔ 4, eid�llwc to I ja
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perieÐqe k�poia apì ta diast mata tou prohgoumènou b matoc n − 1. 'Etsi gia
0 < r ≤ 4 èqoume

diamI ≥ diamIn,j

(diamI)s ≥ (diamIn,j)
s

4(diamI)s ≥
r∑

m=1

(diamIn,jm)s.

'Omwc,

r∑
m=1

(diamIn,jm)s =
r∑

m=1

∑
Il,i⊂In,jm

(diamIl,i)
s

r(λn)s = r2l−n(λl)s

ns log λ = (l − n) log 2 + ls log λ

n
log 1

2

log λ
log λ = (l − n) log 2 + l

log 1
2

log λ
log λ

n log
1

2
= (l − n) log 2 + l log

1

2

−n log 2 = −n log 2

Endeqomènwc ta Il,i pou eÐnai uposÔnola tou I na mhn eÐnai ìla uposÔnola thc
∪rm=1In,jm , �ra

r∑
m=1

∑
Il,i⊂In,jm

(diamIl,i)
s ≥

∑
Il,i⊂I

(diamIl,i)
s

opìte kai deÐxame thn (4).
ParathroÔme ìti h di�stash Hausdorff twn sunìlwn Cantor, C(λ), {metr�ei} me
fusikì trìpo ta megèjh touc. 'Otan to λ aux�netai, to m koc twn diagrammènwn
diasthm�twn mei¸netai kai to sÔnolo Cantor {megal¸nei} kai par�llhla mega-
l¸nei h dimH C(λ). EpÐshc an af soume to λ na diatrèxei apì 0 wc to 1/2, h
dimH C(λ) ja p�rei tic timèc apì 0 wc to 1.. 'Opwc eÐnai profanèc, h di�stash tou
gnwstoÔ sunìlou Cantor ìpou l = 1/3 ja eÐnai dimH C(1/3) = log2/log3 = 0.63.
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4.2 KampÔlh Peano

To 1890 o Italìc majhmatikìc Giuseppe Peano kataskeÔase par�deigma gramm c,
pou pernoÔse apì ìla ta shmeÐa enìc tetrag¸nou dhlad  {kampÔlhc pou gemÐzei
èna tetr�gwno}. H anak�luyh aut  prok�lese anataraq  stouc majhmatikoÔc
kai touc an�gkase na xanamelet soun th diaÐsjhsh sta jemèlia thc ènnoiac thc
kampÔlhc, afoÔ den mporoÔme na deqjoÔme ìti èna (pl rec) tetr�gwno eÐnai mia
kampÔlh. Argìtera ki �lloi majhmatikoÐ anak�luyan tètoiec grammèc pou s mera
onom�zontai grammèc Peano. Autì p�ntwc pou mporoÔme na poÔme qwrÐc idiaÐterh
austhrìthta eÐnai ìti mia tètoia kampÔlh antistoiqeÐ èna (monodi�stato) di�sthma
se mia (disdi�stath) perioq  tou epipèdou, ètsi ¸ste na dièrqetai apì k�je shmeÐo
thc perioq c aut c. H di�stash Hausdorff thc gramm c tou R eÐnai Ðsh me 1 en¸
h di�stash Hausdorff tou didi�statou EukleÐdeiou q¸rou R2 einai Ðsh me 2. H
kampÔlh Peano apeikonÐzei to monadiaÐo di�sthma [0,1] sto monadiaÐo tetr�gwno
[0, 1]× [0, 1] kai profan¸c ja èqei di�stash Hausdorff akrib¸c 2.

Gia na katal�boume pwc kataskeu�zetai mia kampÔlh tou Peano ja prèpei na
deÐxoume ìti èna (eujÔgrammo) tm ma T mporeÐ na apeikonisteÐ suneq¸c epÐ enìc
tetrag¸nou Q. Ja exhg soume t¸ra ti shmaÐnei autì.

'Estw ìti mac èqoun dojeÐ èna tuqaÐo tm ma T kai èna tuqaÐo tetr�gwno Q.
O skopìc mac eÐnai t¸ra to na apeikonÐsoume k�je shmeÐo tou (eujÔgrammou)
tm matoc s' èna shmeÐo tou tetrag¸nou kai m�lista me tètoio trìpo ¸ste k�je
shmeÐo tou tetrag¸nou na antistoiqeÐ se èna shmeÐo toul�qiston tou tm matoc.
H apeikìnish pou mac endiafèrei prèpei epiplèon na eÐnai suneq c dhlad , prèpei
na ikanopoieÐ th sunj kh: shmeÐa tou tetrag¸nou pou antistoiqoÔn se kontin�
shmeÐa tou tm matoc na eÐnai ta Ðdia kontin� metaxÔ touc. Mia tètoia apeikìnish
kataskeu�zetai me ton akìloujo trìpo: DiamerÐzoume to tm ma T se tèssera Ðsa
mèrh pou sumbolÐzoume apì arister� proc ta dexi� me T 1

1 , T
1
2 , T

1
3 , T

1
4 .QwrÐzoume

antÐstoiqa to tetr�gwno se tèssera Ðsa upotetr�gwna Q1
1, Q

1
2, Q

1
3, Q

1
4.
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Ta tm mata T 1
1 , T

1
2 , T

1
3 , T

1
4 kai ta antÐstoiqa tetr�gwna Q1

1, Q
1
2, Q

1
3, Q

1
4 ta o-

nom�zoume, tm mata kai tetr�gwna pr¸thc t�xhc. T¸ra qwrÐzoume k�je tm ma
se tèssera Ðsa mèrh kai sumbolÐzoume ta tm mata pou proèrqontai apì to T 1

1 me
T 2

1 , T
2
2 , T

2
3 , T

2
4 aut� pou proèrqontai apì th diaÐresh tou T 1

2 me T 2
5 , T

2
6 , T

2
7 , T

2
8 , aut�

sta opoÐa diaireÐtai kai tèloc aut� pou proèrqontai apì to T 1
3 me T 2

9 , T
2
10, T

2
11, T

2
12.

Aut� ta 16 tm mata T 2
1 mèqri T 2

16 pou paÐrnoume apì aut  th deÔterh an�lush
ta onom�zoume tm mata deÔterhc t�xhc. Sth sunèqeia diairoÔme k�je èna apì ta
tèssera tetr�gwna Q1

1, Q
1
2, Q

1
3, Q

1
4 se tèssera Ðsa upotetr�gwna. 'Etsi paÐrnoume

16 tetr�gwna deÔterhc t�xhc. Ta tetr�gwna sta opoÐa analÔetai to Q1
1 sumbolÐ-

zoume me Q2
1, Q

2
2, Q

2
3, Q

2
4 , aut� pou prokÔptoun apì to Q1

2 me Q
2
5, Q

2
6, Q

2
7, Q

2
8, aut�

pou proèrqontai apì to Q1
3 me Q2

9, Q
2
10, Q

2
11, Q

2
12 , kai tèloc aut� pou prokÔptoun

apì to Q1
4 me Q2

13, Q
2
14, Q

2
15, Q

2
16 Oi sumbolismoÐ prèpei na eÐnai epilegmènoi ètsi

¸ste ta tetr�gwna twn opoÐwn oi k�tw deÐktec diafèroun kat� èna na èqoun tou-
l�qiston èna koinì shmeÐo. Epeid  ìmwc, ta tèssera tetr�gwna pou prokÔptoun
kat� thn diamèrish pr¸tou bajmoÔ enìc tetrag¸nou p�nta èqoun èna koinì shmeÐo
- to mèso autoÔ tou tetrag¸nou - arkeÐ kaneÐc kat� thn epilog  twn sumbolism¸n
na prosèxei mìno na èqoun koinì shmeÐo k�je dÔo apì ta tetr�gwna Q2

4 kai Q
2
5, Q

2
8

kai Q2
9, Q

2
12 kai Q2

13 dhlad  to teleutaÐo kai to pr¸to tetr�gwno deÔterhc t�xhc
pou prokÔptoun apì thn diamèrish geitonik¸n tetrag¸nwn pr¸thc t�xhc.

H diakekommènh gramm  deÐqnei th seir� twn tetrag¸nwn, ìtan ta antÐstoi-
qa tm mata diatrèqontai apì arister� proc ta dexi�. An qwrÐsoume t¸ra k�je
èna apì ta tm mata deÔterhc t�xhc se tèssera Ðsa tm mata, paÐrnoume 64 tm -
mata trÐthc t�xhc pou sth sunèqeia sumbolÐzoume (apì arister� proc dexi�) me
T 3

1 , T
3
2 , T

3
3 , ..., T

3
64 Me ton Ðdio trìpo qwrÐzoume k�je tetr�gwno deÔterhc t�xhc se

tèssera Ðsa tetr�gwna kai paÐrnoume 64 tetr�gwna trÐthc t�xhc pou sumbolÐzoume
me Q3

1, Q
3
2, Q

3
3, ..., Q

3
64 ìpou ta Q3

1, Q
3
2, Q

3
3, ..., Q

3
64 èqoun prokÔyei apì thn an�lush

tou Q2
1 ta tetr�gwnaQ3

5, Q
3
6, Q

3
7, Q

3
8 apì thn an�lush tou Q2

2 k.o.k.

Ston sumbolismì prèpei na prosèxoume k�je dÔo geitonik� tetr�gwna trÐthc
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t�xhc (twn opoÐwn oi k�tw deÐktec diafèroun kat� èna) na èqoun èna koinì shmeÐo.

'Omwc, kai ta tèssera tetr�gwna trÐthc t�xhc pou prokÔptoun apì thn an�lu-
sh enìc tetrag¸nou deÔterhc t�xhc èqoun p�nta èna koinì shmeÐo (to mèson autoÔ
tou tetrag¸nou). Epomènwc, arkeÐ kaneÐc kat� thn epilog  tou sumbolismoÔ na
prosèxei ¸ste k�je tetr�gwno trÐthc t�xhc pou emfanÐzetai teleutaÐo sthn diamè-
rish enìc tetrag¸nou deÔterhc t�xhc na èqei koinì shmeÐo me to pr¸to tetr�gwno
trÐthc t�xhc pou prokÔptei apì thn diamèrish enìc geitonikoÔ tetrag¸nou deÔte-
rhc t�xhc. H diakekommènh gramm  mac dÐnei th seir� twn tetrag¸nwn, ìtan ta
antÐstoiqa tm mata diatrèqontai apì arister� proc ta dexi�.

Aut  th diadikasÐa an�lushc twn tmhm�twn kai twn tetrag¸nwn mporoÔme na
thn fantastoÔme na suneqÐzetai aperiìrista. Tìso to m koc twn tmhm�twn ìso
kai to m koc twn pleur¸n twn tetrag¸nwn sugklÐnoun sto mhdèn kaj¸c aux�nei
h t�xh, diìti kat� thn n-iost  diamèrish to m koc twn tmhm�twn eÐnai (1

4
)n kai to

m koc twn pleur¸n twn tetrag¸nwn eÐnai (1
2
)n . T¸ra antistoiqoÔme se k�je tm -

ma T nk t�xhc n to tetr�gwno Qn
k thc Ðdiac t�xhc, (autì èqei ton Ðdio deÐkth k ìpwc

kai to tm ma). M' autì ton trìpo paÐrnoume gia k�je t�xh n mia amfimonos man-
th antistoiqÐa an�mesa sta tm mata kai sta tetr�gwna thc an�lushc aut c thc
t�xhc. Aut  h antistoiqÐa an�mesa sta tm mata kai sta tetr�gwna mac epitrèpei
na kataskeu�soume thn apeikìnish pou mac endiafèrei apì to tm ma T epÐ tou te-
trag¸nou Q. 'Estw t0 èna tuqaÐo shmeÐo tou tm matoc T. To shmeÐo autì an kei
se toul�qiston èna (kai to polÔ se dÔo) tm mata pr¸thc t�xhc, toul�qiston se
èna tm ma deÔterhc t�xhc k.o.k. An p�roume ta tetr�gwna pou antistoiqoÔn sta
tm mata pou perièqoun to shmeÐo t0 , paÐrnoume mia �peirh akoloujÐa tetrag¸nwn.
Epeid  k�je tetr�gwno t�xhc n an kei se èna sugkekrimèno tetr�gwno prohgoÔ-
menhc t�xhc kai epeid  h t�xh n aux�nei to m koc twn pleur¸n teÐnei sto mhdèn,
aut� ta tetr�gwna èqoun mìno èna koinì shmeÐo m0 , to opoÐo antistoiqoÔme sto
t0 . 'Etsi èqoume deÐxei ìti se k�je shmeÐo tou tm matoc antistoiqeÐ èna kal�
orismèno shmeÐo tou tetrag¸nou Q.

MporeÐ ìmwc èna shmeÐo tou tetrag¸nou na antistoiqeÐ se poll� shmeÐa tou
tm matoc. H apeikìnish mac, epomènwc, den eÐnai amfimonos manth. Tètoia shmeÐa
tou tetrag¸nou pou antistoiqoÔn se poll� shmeÐa tou tm matoc eÐnai gia par�-
deigma oi eswterikèc gwnÐec twn tetrag¸nwn twn diaqwrism¸n ìlwn twn t�xewn.
ShmeÐa pou eÐnai eswterik� tetrag¸nwn k�je t�xhc antistoiqoÔn se èna monadikì
shmeÐo tou tm matoc.
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T¸ra prèpei na deÐxoume ìti me aut  thn antistoiqÐa k�je shmeÐo tou tetra-
g¸nou antistoiqeÐ se toul�qiston èna shmeÐo tou tm matoc. 'Estw m0 èna opoio-
d pote shmeÐo tou Q. Autì ja an kei toul�qiston se èna tetr�gwno Q1

i pr¸thc
t�xhc, toul�qiston se èna tetr�gwno Q2

k deÔterhc t�xhc, to opoÐo ja perièqetai
sto Q1

i , toul�qiston se èna tetr�gwno Q3
l trÐthc t�xhc, to opoÐo me th seir� tou

ja perièqetai sto Q2
k k.o.k. JewroÔme ta tm mata pou antistoiqoÔn s' aut� ta

tetr�gwna. 'Estw ìti aut� eÐnai ta T 1
i , T

2
k , T

3
l k.o.k. Kajèna ap' aut� ta tm mata

perièqei sta prohgoÔmena ìpou to m koc twn tmhm�twn teÐnei sto mhdèn me thn
aÔxhsh thc t�xhc. Sunep¸c, ìla aut� ta tm mata èqoun mìno èna koinì shmeÐo t0 .
Sto shmeÐo autì tou tm matoc T antistoiqeÐ akrib¸c to shmeÐom0 tou tetrag¸nou
Q. Prèpei akìma na deÐxoume th sunèqeia thc apeikìnishc pou kataskeu�same. An
t0 eÐnai k�poio shmeÐo tou tm matoc, tìte gia opoiod pote n k�je shmeÐo t arket�
kontinì sto t0 ja brÐsketai, sto Ðdio tm ma t�xhc n   se èna geitonikì tm ma thc
t�xhc aut c. Tìte ìmwc ta shmeÐa m0 kai m tou Q sta opoÐa antistoiqoÔntai ta
t0 kai t, ja an koun sto Ðdio tetr�gwno   se geitonik� tetr�gwna. An, epomènwc,
epilèxei kaneÐc ta shmeÐa t arket� kont� sto t0, tìte ta shmeÐa m, sta opoÐa au-
t� antistoiqoÔntai, ja brÐskontai epark¸c kont� sto m0 , ap' ìpou prokÔptei h
sunèqeia thc apeikìnishc. H apeikìnish aut  enìc tm matoc epÐ enìc tetrag¸nou
mac epitrèpei na kataskeu�soume mia kampÔlh tou Peano. An p�roume wc tm ma
T to di�sthma [0,1] thc eujeÐac twn pragmatik¸n arijm¸n kai wc tetr�gwno Q to
monadiaÐo tetr�gwno tou xy-epipèdou (tou opoÐou ta shmeÐa èqoun suntetagmènec
pou qarakthrÐzontai apì tic anisìthtec 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, h apeikìnish tou
tm matoc epÐ tou tetrag¸nou pou kataskeu�sthke parap�nw par�gei duo suneqeÐc
sunart seic x = φ(t), y = ψ(t), tic opoÐec paÐrnoume, an se k�je tim  t antistoiqÐ-
soume tic suntetagmènec tou shmeÐou m pou antistoiqeÐ sto t, mèsw thc dojeÐshc
suneqoÔc apeikìnishc.

H sunèqeia twn sunart sewn φ kai ψ prokÔptei apì to gegonìc ìti gia kontin�
shmeÐa t kai t0 tou tm matoc T ta shmeÐa m0 kai m tou Q sta opoÐa aut� anti-
stoiqoÔntai eÐnai kai p�li kontin�. Apì autì èpetai ìti kai oi suntetagmènec touc
ja diafèroun kat� lÐgo. 'Etsi paÐrnoume to par�deigma miac kampÔlhc pou dÐnetai
apì parametrikèc exis¸seic kai diatrèqei ìla ta shmeÐa tou tetrag¸nou. 'Opwc
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parathr same  dh, h suneq c apeikìnish apì èna tm ma epÐ enìc tetrag¸nou pou
melet same den eÐnai amfimonos manth. Up�rqei èna �peiro sÔnolo shmeÐwn tou
tetrag¸nou, kajèna apì ta opoÐa antistoiqeÐ se perissìtera apì èna (dÔo, trÐa  
tèssera) shmeÐa tou tm matoc. Ja mporoÔse kaneÐc na deÐxei ìti aut  h sumperi-
for� den exart�tai apì ton trìpo pou kataskeu�sthke h suneq c apeikìnish tou
tm matoc epÐ tou tetrag¸nou: Gia k�je tètoia apeikìnish up�rqoun shmeÐa tou
tetrag¸nou pou antistoiqoÔn se perissìtera apì èna shmeÐa tou tm matoc.

4.3 Gr�fhma kai Eikìna kÐnhshc Brown

Orismìc 32 Mia stoqastik  diadikasÐa pragmatik¸n tim¸n {B(t) : t ≥ 0} lè-
getai grammik    monodi�stath kÐnhsh Brown me arq  sto x ∈ R an isqÔoun ta
parak�tw :
1. B(0) = x
2. H diadikasÐa èqei anex�rthtec aux seic. Gia par�deigma ∀0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn oi
aux seic {B(tk)−B(tk−1)}nk=2 eÐnai anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc
3. ∀t, h ≥ 0 oi aux seic B(t + h) − B(t) eÐnai kanonik� katanemhmènec me mèsh
tim  0 kai diakÔmansh h
4. sqedìn bèbaia h sun�rthsh t 7→ B(t) eÐnai suneq c

Lème ìti h {B(t) : t ≥ 0} eÐnai tupopoihmènh kÐnhsh Brown an x = 0.

Parat rhsh : EÐnai tetrimmèno to je¸rhma ìti h kÐnhsh Brown up�rqei. Ja eÐma-
ste ikanopoihmènoi me aut  thn paradoq .

Orismìc 33 An B1, ..., Bn eÐnai anex�rthtec grammikèc kin seic Brown pou xe-
kin�ne apì x1, ..., xn tìte h stoqastik  diadikasÐa {B(t) : t ≥ 0} pou dÐnetai
apì B(t) = (B1(t), ..., Bn(t)) lègetai n-di�stath kÐnhsh Brown pou xekin� sto
(x1, ..., xn).

Orismìc 34 Mia sun�rthsh f : [0,∞)→ R lègetai topik� α−Hölder suneq c
sto x ≥ 0 an up�rqei èna δ > 0 kai èna c > 0 tètoia ¸ste

|f(y)− f(x)| ≤ c|y − x|α, gia ìla ta y ≥ 0 me |y − x| ≤ δ.

An α = 1 tìte h f lègetai topik� Lipschitz suneq c sto x. Na shmei¸soume ìti
h sunèqeia Hölder gÐnetai pio isqur  ìso megal¸nei to α.

74



ParathroÔme ìti an f : (E1, ρ1) → (E2, ρ2) eÐnai epÐ kai α − Hölder suneq c me
stajer� c, tìte gia β ≥ 0,

Hβ(E2) ≤ cβHαβ(E1)

kai sunep¸c

dimH(E2) ≤ 1

2
dimH(E1).

Je¸rhma 44 An α < 1/2, tìte sqedìn bèbaia, h kÐnhsh Brown eÐnai pantoÔ
topik� α−Hölder suneq c .

Apìdeixh

H apìdeixh basÐzetai se leptomèreiec sqetikèc me thn kataskeu  thc kÐnhshc
Brown gi' autì kai paraleÐpetai.

Orismìc 35 Gia mia sun�rthsh f : A→ Rd giaA ⊂ [0,∞) orÐzoume to gr�fhma
wc ex c :

Graphf = {(t, f(t)) : t ∈ A} ⊂ Rd+1,

kai to Range   troqi�

Rangef = f(A) = {f(t) : t ∈ A} ⊂ Rd.

Prìtash 2 'Estw f : [0, 1] 7→ Rd mia α−Hölder sun�rthsh. Tìte

(a)dimH(Graphf ) ≤ 1 + (1− a)min{d, 1/a}.

(b) gia k�je A ⊂ [0, 1], èqoume dimHf(A) ≤ dimH(A)

α
.

Apìdeixh

(a) AfoÔ h f eÐnai α−Hölder suneq c up�rqei mia stajer� C tètoia ¸ste an
s, t ∈ [0, 1] me |t − s| ≤ ε tìte |f(t) − f(s)| ≤ Cεa. T¸ra kalÔptoume to [0,1] me
diast mata m kouc ε pou den eÐnai perissìtera apì [1/ε]. H eikìna k�je tètoiou
diast matoc perièqetai se mia mp�la diamètrou Cεa.

MporoÔme t¸ra eÐte na kalÔyoume k�je mp�la me èna stajerì pollapl�sio
εda−d apì mp�lec diamètrou ε,   na qrhsimopoi soume to gegonìc ìti ta upodia-
st mata m kouc (ε/C)1/a sto q¸ro apeikonÐzontai se mp�lec diamètrou ε gia na
kalÔyoume thn eikìna mèsa sth mp�la me èna stajerì pollapl�sio ε1−1/a apì
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mp�lec aktÐnac ε.

Kai stic dÔo peript¸seic exet�zoume thn k�luyh tou graf matoc pou apote-
leÐtai apì to proiìn twn diasthm�twn kai twn antÐstoiqwn mpal¸n sto [0, 1]×Rd

diamètrou ε. H pr¸th kataskeu  apaiteÐ èna stajerì pollapl�sio εda−d−1 sunì-
lwn, en¸ to deÔtero qrhsimopoieÐ ε−1/a sÔnola, ta opoÐa èqoun di�metro thc t�xhc
tou ε. Autèc oi kalÔyeic dÐnoun ta epijumht� �nw fr�gmata.

(b) 'Estw ìti dimH(A) < β < ∞. Tìte up�rqei k�luyh A1, A2... ètsi ¸ste
A ⊂ ∪jAj kai

∑
j |Aj|β < ε. Tìte ta f(A1), f(A2).... eÐnai k�luyh tou f(A) kai

|f(Aj)| ≤ C|Aj|a ìpou to C eÐnai h stajer� Hölder. 'Etsi∑
j

|f(Aj)|β/a ≤ Cβ/a
∑
j

|Aj|β < Cβ/aε→ 0 kaj¸c ε→ 0

Wc ek toÔtou dimHf(A) ≤ β/a ki ètsi prokÔptei h epijumht  anisìthta.

Pìrisma 21 To gr�fhma miac d-di�stathc kÐnhshc Brown ikanopoieÐ sqedìn
bèbaia to ex c :

dimH(Graph) ≤
{

3/2 an d = 1
2 an d ≥ 2

gia gia k�je sÔnolo A ⊂ [0,∞), sqedìn bèbaia

dimHB(A) ≤ min{2dimH(A), d}.

Je¸rhma 45 (Taylor 1953) 'Estw {B(t) : t ≥ 0} mia d-di�stath kÐnhsh Brown.

(a) an d = 1 tìte dimHGraph =
3

2
sqedìn bèbaia.

(b) an d ≥ 2 tìte dimHRange = dimHGraph = 2 sqedìn bèbaia.

Apìdeixh

GnwrÐzoume  dh ta �nw fr�gmata apì to parap�nw pìrisma, opìte mènei na
doÔme ta k�tw fr�gmata gia thn troqi� thc kÐnhshc Brown me d ≥ 2.

(b) 'Ena fusikì mètro p�nw sthn troqi� eÐnai to mètro pou orÐzetai me b�sh
to mètro Lebesgue wc ex c : µB(A) = λ(B−1(A)∩ [0, 1]) gia ìla ta sÔnola Borel
A ⊂ Rd   isodÔnama ∫

Rd
f(x)dµB(x) =

∫ 1

0

f(B(t))dt
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Gia ìlec tic fragmènec metr simec sunart seic f . Jèloume na deÐxoume ìti gia
k�je 0 < a < 2

E[Ia(µB)] = E
∫ ∫

dµB(x)dµB(y)

|x− y|a
= E

∫ 1

0

∫ 1

0

ds dt

|B(t)−B(s)|a
<∞. (1)

Gia na to k�noume autì xekin�me me thn mèsh tim 

E|B(t)−B(s)|−a = E[(|t− s|1/2|B(1)|)−a] = |t− s|−a/2
∫
Rd

cd
|z|a

e−|z|
2/2dz.

To olokl rwma mporeÐ na upologisteÐ me th qr sh polik¸n suntetagmènwn, all�
autì pou qreiazìmaste eÐnai mia peperasmènh stajer� c pou exart�tai mìno apì
to d kai to a. Antikajist¸ntac aut  thn èkfrash sthn (1) kai efarmìzontac to
Je¸rhma Fubini èqoume :

E[Ia(µB)] = c

∫ 1

0

∫ 1

0

dsdt

|t− s|a/2
≤ 2c

∫ 1

0

du

ua/2
<∞

Epomènwc Ia(µB) < ∞ kai wc ek toÔtou dimHRange > a sqedìn bèbaia. To
k�tw fr�gma thc troqi�c prokÔptei af nontac a→ 2. MporoÔme epÐshc na broÔ-
me kai èna k�tw fr�gma gia th di�stash tou graf matoc : kaj¸c to gr�fhma
miac sun�rthshc mporeÐ na problhjeÐ sthn troqi�, h di�stash tou graf matoc eÐ-
nai toul�qiston h di�stash thc troqi�c. Wc ek toÔtou, an d ≥ 2 sqedìn bèbaia
dimHGraph ≥ 2.

T¸ra ja epistrèyoume sth grammik  kÐnhsh Brown kai ja apodeÐxoume to pr¸to
mèroc (a) tou jewr matoc tou Taylor.

(a) QrhsimopoioÔme thn energeiak  mèjodo gia thn eÔresh enìc kat¸tatou
fr�gmatoc. Sto parap�nw pìrisma eÐdame ìti dimH(Graph) ≤ 3/2. 'Estw a >
3/2, orÐzoume èna mètro sto gr�fhma wc ex c:

µ(A) = λ1({0 ≤ t ≤ 1 : (t, B(t)) ∈ A}) gia A ⊂ [0,∞)× RBorel.

All�zontac metablhtèc h a-enèrgeia tou m mporeÐ na grafteÐ wc ex c∫ ∫
dµ(x)dµ(y)

|x− y|a
=

∫ 1

0

∫ 1

0

ds dt

(|t− s|2 + |B(t)−B(s)|2)a/2
.

Fr�ssontac to ds dt
(|t−s|2+|B(t)−B(s)|2)a/2

, paÐrnontac mèsec timèc kai efarmìzontac to

Je¸rhma Fubini prokÔptei

EIa(µ) ≤
∫ 1

0

E((t2 +B(t)2)−a/2)dt. (1)
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'Estw p(z) =
√

2π
−1
e(−z2/2) h tupopoihmènh kanonik  puknìthta. H parap�nw

mèsh tim  mporeÐ na grafteÐ

2

∫ +∞

0

(t2 + tz2)−a/2p(z)dz. (2)

SugkrÐnontac to mègejoc twn prosjetèwn sthn olokl rwsh,qwrÐzoume se z ≤
√
t

kai z >
√
t.MporoÔme na fr�xoume thn (2) apì p�nw∫ √t

0

(t2)−a/2dz +

∫ ∞
√
t

(tz2)−a/2p(z)dz = t
1
2
−a + t−a/2

∫ ∞
√
t

z−ap(z)dz.

Akìma sp�me to olokl rwma sto 1 kai èqoume∫ ∞
√
t

z−ap(z)dz ≤ 1 +

∫ 1

√
t

z−adz.

To teleutaÐo olokl rwma eÐnai t�xhc t(1−a)/2. Antikajist¸ntac aut� ta apotelè-
smata sthn 1 blèpoume ìti h mèsh tim  thc enèrgeiac eÐnai peperasmènh gia a > 3/2.
O isqurismìc prokÔptei apì thn energeiak  mèjodo.

4.4 Sunart seic Weierstrass

'Iswc to pio di�shmo par�deigma miac suneqoÔc all� poujen� diafìrisimhc sun�r-
thshc eÐnai h sun�rthsh Weierstrass

w(x) =
∞∑
k=0

akcos(2πbkx),

ìpou 0 < a < 1 < b me ab ≥ 1. Ed¸ ja exet�soume thn sun�rthsh Weierstrass me
tuqaÐa f�sh pou prostÐjetai se k�je ìro

wΘ(x) =
∞∑
n=0

ancos(2π(bnx+ θn)),

ìpou Θ = {θ0, θ1, ...}.
Ja apodeÐxoume to akìloujo Je¸rhma :

Je¸rhma 46 An k�je θn epilègetai anex�rthta me b�sh to omoiìmorfo mètro
pijanìthtac sto [0,1], tìte me pijanìthta Ðsh me 1 h di�stash Hausdorff tou gra-
f matoc thc wΘ eÐnai Ðsh me D = 2 + loga

logb
.
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Apìdeixh

'EstwH = [0, 1]∞ me to omoiìmorfo mètro pijanìthtac kai èstw Θ = {θ0, θ1, ...}
èna shmeÐo ston H. AfoÔ D = 2 + loga

logb
ja èqoume ìti a = bD−2 opìte :

wΘ(x) =
∞∑
n=0

b(D−2)ncos(2π(bnx+ θn)),

Jèloume na apodeÐxoume ìti sqedìn gia k�je Θ ∈ H h di�stash Hausdorff tou
graf matoc thc wΘ eÐnai Ðsh me D. To gegonìc ìti h di�stash Hausdorff tou gra-
f matoc eÐnai to polÔ D gia ìla ta Θ ∈ H eÐnai gnwstì all� ja to apodeÐxoume
gia na èqoume mia oloklhrwmènh apìdeixh.

JewroÔme to gr�fhma thc wΘ p�nw se èna peperasmèno di�sthma J . Xekin�me
me mia ektÐmhsh pou deÐqnei ìti h wΘ eÐnai Hölder suneq c sto J me ekjèth 2−D.
Gia k�je x, y ∈ J

|wΘ(x)− wΘ(y)| ≤
∞∑
n=0

b(D−2)n|cos(2π(bnx+ θn))− cos(2π(bny + θn))|

≤
∞∑
n=0

b(D−2)nmin(2, 2πbn|x− y|)

≤
m−1∑
n=0

2πb(D−1)n|x− y|+
∞∑
n=m

2b(D−2)n

= 2π
b(D−1)m − 1

bD−1 − 1
|x− y|+ 2

b(D−2)m

1− bD−2

gia ìla ta m > 0. An |x− y| ≤ 1 èstw m o jetikìc akèraioc me b−m < |x− y| ≤
b−(m−1) AfoÔ 1 < D < 2 prokÔptei ìti

|wΘ(x)− wΘ(y)| ≤ 2π
(b/|x− y|)(D−1)

bD−1 − 1
|x− y|+ 2

|x− y|2−D

1− bD−2

≤
( 2πbD−1

bD−1 − 1
+

2

1− bD−2

)
|x− y|2−D.

'Estw L to m koc tou J kai èstw N > L ènac jetikìc akèraioc.QwrÐzoume
to J se N diast mata Ðsou m kouc. Apì thn parap�nw ektÐmhsh, se èna di�sthma
m kouc L/N oi timèc thc wth poikÐloun to polÔ apì C(L/N)2−D e¸c C anex�rthta
tou N.'Etsi to gr�fhma thc wth se autì to di�sthma mporeÐ na kalufjeÐ apì to
polÔ C(L/N)1−D +1 tetr�gwna m kouc L/N . Tìte to gr�fhma thc wΘ se ìlo to
J mporeÐ na kalufjeÐ apì to polÔ N(C(L/N)1−D+1) = CL1−DND+N tetr�gw-
na m kouc L/N .ProkÔptei ìti to D− di�stato mètro Hausdorff tou graf matoc
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thc wΘ sto J eÐnai peperasmèno kai h di�stash Hausdorff tou graf matoc eÐnai to
polÔ D.

Epistrèfoume t¸ra sthn apìdeixh ìti h di�stash Hausdorff tou graf matoc
thc wΘ sto J eÐnai toul�qiston D sqedìn gia k�je Θ ∈ H. 'Estw µΘ to mètro
pou èqei wc st rigma to gr�fhma thc wΘ kai pou ep�getai apì to mètro Lebesgue
sto J . Gia S ⊂ R2,

µΘ(S) = ν({x ∈ J : (x,wΘ(x)) ∈ S})

Tìte h t- enèrgeia tou µΘ eÐnai

It(µΘ) =

∫
J

∫
J

dx dy

((x− y)2 + (wΘ(x)− wΘ(y))2)t/2

Ja apodeÐxoume ìti gia k�je t < D to It(µΘ) eÐnai peperasmèno sqedìn gia k�je
Θ ∈ H, apì to opoÐo sunep�getai ìti h di�stash Hausdorff tou graf matoc thc
wΘ eÐnai toul�qiston t. Epilègontac mia akoloujÐa tim¸n tou t plhsi�zontac to D
sumperaÐnoume ìti sqedìn gia k�je Θ ∈ H h di�stash Hausdorff tou graf matoc
thc wΘ eÐnai toul�qiston D.Gia t ∈ (1, D) ja deÐxoume ìti to olokl rwma

Et =

∫
H

It(µΘ)dΘ

eÐnai peperasmèno. ProkÔptei ìti to It(µΘ) eÐnai peperasmèno gia sqedìn k�je Θ.
Apì to Je¸rhma Tonelli :

Et =

∫
J

∫
J

∫
H

dΘ

((x− y)2 + (wΘ(x)− wΘ(y))2)t/2
dx dy.

UposthrÐzoume ìti up�rqei C > 0 tètoio ¸ste gia 0 < |x− y| ≤ 1/(2b2),∫
H

dΘ

((x− y)2 + (wΘ(x)− wΘ(y))2)t/2
≤ C|x− y|D−t−1.

AfoÔ t < D, èqoume ìti Et <∞.OrÐzoume to x kai to y me 0 < |x− y| ≤ 1/(2b2),
kai èstw z = we(x), we(y). Jewr¸ntac th z wc sun�rthsh thc tuqaÐac akoloujÐac
Θ, ja deÐxoume ìti to z èqei mÐa fragmènh sun�rthsh puknìthtac h(z). (Fusik�
to h exart�tai apì to x kai to y ). 'Eqoume ìti∫

H

dΘ

((x− y)2 + (wΘ(x)− wΘ(y))2)t/2
=

∫ ∞
−∞

h(z)dz

((x− y)2 + z2)t/2

=

∫ ∞
−∞

h(|x− y|w)|x− y|dw
|x− y|t(1 + w2)t/2
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≤ (supzh(z))|x− y|1−t
∫ ∞
−∞

dw

(1 + w2)t/2
.

Opìte gia na oloklhr¸soume thn apìdeixh qrei�zetai mìno na deÐxoume ìti h(z) ≤
C ′A|x− y|D−2 gia k�poia C ′A > 0 pou eÐnai anex�rthta apì ta x kai y.T¸ra

z = wΘ(x)− wΘ(y)

=
∞∑
n=0

b(D−2)n(cos(2π(bnx+ θn))− cos(2π(bny + θn)))

=
∞∑
n=0

2b(D−2)nsin(2πbn(y − x)/2)sin(2π(bn(x+ y)/2 + θn))

=
∞∑
n=0

qnsin(rn + 2πθn),

ìpou qn kai rn den exart¸ntai apì to Θ gia ìla ta n. 'Estw zn = qnsin(rn +
2πθn), tìte z0, z1, ... eÐnai tuqaÐec anex�rthtec metablhtèc (afoÔ θ0, θ1, ... eÐnai
anax�rthta) me sunart seic puknìthtac

hn(zn) =

{
1√
q2n−z2n

|zn| < |qn|
0 |zn| ≥ |qn|

(afoÔ rn+2πθn eÐnai omoiìmorfa katanemhmènh se èna di�sthma m kouc 2π). Pro-
kÔptei ìti h sun�rthsh puknìthtac h(z) gia z = z0 +z1 + ... eÐnai h �peirh sunèlixh
h0 ∗h1 ∗ .... AfoÔ h mègisth tim  mÐac puknìthtac pijanìthtac den mporeÐ na auxh-
jeÐ upì sunèlixh me �llh puknìthta pijanìthtac, opoiod pote �nw fr�gma se mÐa
�peirh sunèlixh hj ∗ ... ∗ hk eÐnai epÐshc èna �nw fr�gma tou hz. 'Epeita,

qn = 2b(D−2)nsin(2πbn(y − x)/2)

kai ìti 0 < |x − y| < 1/(2b2). 'Estw ìti k ≥ 2 eÐnai o akèraioc gia ton opoÐo
(1/2)b−k−1 < |x− y| ≤ (1/2)b−k. Tìte

π

2b3
< |2πbk−2y − x

2
| < |2πbk y − x

2
| ≤ π

2

kai wc ek toÔtou

|qn| > 2sin(
π

2b3
)b(D − 2)k > 2sin(

π

2b3
)|x− y|2−D

gia n = k − 2, k − 1, k. 'Estw || · ||p h nìrma Lp, kai parathroÔme ìti hn ∈ Lp gia
p < 2. Autì prokÔptei gia n = k − 2, k − 1, k

||hn||3/2 = K|qn|−1/3 ≤ K ′A|x− y|(D−2)/3,
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ìpou to K eÐnai mia apìluth stajer� kai to K ′ exart�tai mìno apì to b. Apì thn
anisìthta tou Young

||hk−1 ∗ hk||3 ≤ ||hk−1||3/2||hk||3/2,

kai apì thn anisìthta tou Hölder,

hk−2 ∗ hk−1 ∗ hk(z) ≤ ||hk−2||3/2||hk−1 ∗ hk||3,

≤ ||hk−2||3/2||hk−1||3/2||h||3/2 ≤ K
′3|x− y|D−2.

To Ðdio fr�gma efarmìzetai sto h(z), kai h apìdeixh oloklhr¸netai.
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5 EpÐmetro

Oi efarmogèc tou mètrou kai thc di�stashc Hausdorff se di�forouc tomeÐc eÐnai
arketèc kai shmantikèc. Apì th GewmetrÐa Finsler [2] kai tic diofantikèc gew-
daisiakèc [21] e¸c ta fractals [23],thn poleodomÐa [3] kai ta pedÐa Gauss [6], [8] .
Perissìterec leptomèreiec up�rqoun sthn bibliografÐa. Ja kleÐsoume parousi�-
zontac sunoptik� dÔo shmantik� apotelèsmata

To mètro Hausdorff tou graf matoc thc klasmatik c
kÐnhshc Brown

H klasmatik  kÐnhsh Brown Xγ(t) sto [0,T] eÐnai mia genÐkeush thc kÐnhshc Brown
qwrÐc anex�rthtec aux seic. Xekin� apì to mhdèn,èqei mèsh tim  mhdèn gia ìla ta
t ∈ [0, T ] kai èqei thn parak�tw sun�rthsh sundiakÔmanshc

E[Xγ(t)Xγ(s)] =
1

2
(|t|2γ + |s|2γ − |t− s|2γ),

ìpou γ eÐnai pragmatikìc arijmìc kai onom�zetai suntelest c thc Hurst.

'Estw Xγ(t) (t ∈ Rd) h klasmatik  kÐnhsh Brown ston Rd me suntelest  Hurst
γ. 'Estw GrXγ([0, 1]N) to gr�fhma thc Xγ, tìte h di�stash Hausdorff tou gra-
f matoc thc klasmatik c kÐnhshc Brown eÐnai

dimHGrXγ([0, 1]N) =

{
N/γ an N ≤ γd
N + (1− γ)d an N > γd

Gia perissìterec leptomèreiec sac parapèmpoume ed¸ [8]. Gia g=1/2 èqoume thn
klassik  kÐnhsh Brown.

83



H di�stash Hausdorff tou sunìrou tou {nhsioÔ} tou
B[0,1]

To 2006 o W.Werner brabeÔjhke me to met�llio Fields gia thn prosfor� tou se
di�forouc tomeÐc twn majhmatik¸n. Shmantikì tou epÐteugma  tan ìti apèdeixe
mazÐ me ton Lawler kai ton Schramm thn eikasÐa tou Mandelbrot ìti h di�stash
Hausdorff tou sunìrou tou {nhsioÔ} pou dhmiourgeÐtai apì thn troqi� thc kÐnhshc
Brown eÐnai 4

3
me pijanìthta Ðsh me 1.

Gia perissìterec leptomèreiec sac parapèmpoume ed¸ [10].
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