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Περίληψη 

Ο  υπολογισμός  της  αξίας  των  δικαιωμάτων  προαίρεσης  αποτελεί  αντικείμενο  μελέτης  

των  ερευνητών  από  τις  αρχές  του  1970,  όταν  άρχισε  η  πρώτη  μαζική  διαπραγμάτευση  

τέτοιων   δικαιωμάτων.   Η   εξίσωση   Black - Scholes έχει   προταθεί   από   το   1973   και  

αποτελεί   το   βασικό   εργαλείο   των   επενδυτών   παγκοσμίως   για   την   αξιολόγηση  

χαρτοφυλακίων   τα   τελευταία   40   χρόνια.   Έκτοτε,   η   εξίσωση   αυτή   έχει γίνει  

αντικείμενο   έντονης   κριτικής έως   και   κατηγορηθεί   για   την   παραγωγή   λανθασμένων  

αποτελεσμάτων  εξαιτίας  των  ιδιαίτερα  απλοϊκών  παραδοχών  στις  οποίες  στηρίζεται.   

Ένα   από   τα   βασικότερα   αντικείμενα   μελέτης   όσων   ασχολούνται   με   την   τιμολόγηση  

δικαιωμάτων   τις   τελευταίες   δεκαετίες,   αποτελεί   η   μαθηματική   θεμελίωση   ενός  

μοντέλου,   το   οποίο   στηριζόμενο   στην   εξίσωση   Black - Scholes, θα   βελτιώνει   τις  

προβλέψεις  για  την  τιμή  των  δικαιωμάτων.  Τα  μοντέλα  που  έχουν  προταθεί,  εστιάζουν  

στην   μετατροπή   του,   μέχρι   πρότινος   σταθερού   όρου   της   μεταβλητότητας   της  

υποκείμενης  μετοχής,  σε  συνάρτηση  της   τιμής  της  υποκείμενης  μετοχής,  του  χρόνου  

μέχρι   την   εκπνοή   του   δικαιώματος   και   του   συντελεστή   ευαισθησίας.   Η   μετατροπή  

αυτή,  οδηγεί  στην  παραγωγή  μίας  μη  γραμμικής  μερικής  διαφορικής  εξίσωσης.   

Στην   παρούσα   διπλωματική   εργασία,   μελετώνται   τέσσερα   μοντέλα   που   έχουν  

προταθεί   για   την   αντιμετώπιση   των   προβλημάτων   της   Black - Scholes και   το  

αντίκτυπο   που   έχουν   στις   προβλέψεις   των   δικαιωμάτων   προαίρεσης.   Στη   συνέχεια,  

γίνεται   σύγκριση   των   αποτελεσμάτων   των   διαφορετικών   μοντέλων   με   τα  

αποτελέσματα  της  γραμμικής  εξίσωσης  Black - Scholes και  με  πραγματικά  δεδομένα  

τιμών   δικαιωμάτων   προαίρεσης.   Για   την   ανάλυση,   επελέγησαν   δικαιώματα   επί  

μετοχών   εταιρειών  που   προέρχονται   από   διαφορετικούς   κλάδους   της   οικονομίας,   με  

στόχο  την  κατά  το  δυνατό  πληρέστερη  εξέταση  της  αγοράς.  Σκοπός  της  μελέτης  είναι  

η   αξιολόγηση   των   αποτελεσμάτων   των   εξισώσεων   που   εξετάζονται   και   η   εξαγωγή  

συμπερασμάτων  για  τις  περιπτώσεις  στις  οποίες  αυτές  πρέπει  να  χρησιμοποιούνται. 
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Περίγραμμα  Εργασίας 

Η   δομή   της   παρούσας   διπλωματικής   εργασίας   έχει   ως   εξής.   Στο   πρώτο   κεφάλαιο    

ορίζονται  τα  βασικά  είδη  παραγώγων  και  τα  κύρια  χαρακτηριστικά  των  δικαιωμάτων  

προαίρεσης,  που  αποτελούν  το  αντικείμενο  στο  οποίο  εστιάζεται  η  μελέτη.   

Στόχος   της   παρούσας   εργασίας   είναι   η   αριθμητική   επίλυση   των   μη   γραμμικών  

μοντέλων   της   Black - Scholes και   η   αξιολόγηση   τους   σε   σύγκριση   με   πραγματικά  

δεδομένα  από  Χρηματιστήρια  Παραγώγων. 

Για  το  σκοπό  αυτό,  στο  επόμενο  Κεφάλαιο,  εισάγεται  το  ζήτημα  της  τιμολόγησης  των  

δικαιωμάτων  προαίρεσης,  και  στη  συνέχεια,  στο  Κεφάλαιο  3  διατυπώνεται  η  γραμμική  

διαφορική  εξίσωση  που  αναπτύχθηκε  το  1973  από  τους  Black και  Scholes.  

Στο  Κεφάλαιο  4,  διατυπώνονται  τα  μη  γραμμικά  μοντέλα  της  εξίσωσης,  η  επίλυση  των  

οποίων   πρέπει   να   γίνει   αριθμητικά,   ύστερα   από   την   εφαρμογή   των   κατάλληλων  

μετασχηματισμών   και   της   μεθόδου   πεπερασμένων   διαφορών,   που   αναλύονται   στο  

Κεφάλαιο  5.  Ταυτόχρονα,  στο  σημείο  αυτό  συζητούνται  και  ζητήματα  ευστάθειας των  

μεθόδων  που  χρησιμοποιούνται  για  την  επίλυση  του  προβλήματος.   

Στο  Κεφάλαιο  7,  αξιολογούνται  η  γραμμική  αλλά  και  οι  μη  γραμμικές  εξισώσεις,  σε  

συγκεκριμένες   περιπτώσεις, με   στόχο   την   εξαγωγή   συμπερασμάτων   για   την  

τιμολόγηση  των  διαφόρων  κατηγοριών  δικαιωμάτων.   

Τέλος,   στο   Κεφάλαιο   8,   εξετάζεται   η   κατάσταση   στην   Ελληνική   αγορά,   όπου  

πρόσφατα   εκδόθηκαν   τίτλοι   παραστατικών   δικαιωμάτων   προς   κτήση   μετοχών  

τραπεζών,  με  στόχο  την  προσπάθεια  τιμολόγησης  τους. 
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Abstract 

Since 1970, researchers all over the world tried to develop a closed – form formula to 

price stock options. Black - Scholes Option Pricing Model (BSOPM) was introduced in 

1973 and has been widely used since then, on a worldwide basis, to price options. At 

first all traders were referring to this equation as the so-called  “Midas  Hand”,  since  it  

enabled the easy earning of money. However, BSOPM has been accused for the 

mispricing of options, which recently led to huge financial problems for both investors 

and financial institutions. 

To tackle this, since 1973, many researchers have tried to come up with a correction of 

the Black - Scholes model, which can lead to better results. Most of these corrections 

though, interfere with the volatility term of the underlying stock price, which until 

recently was assumed to be constant, and suggest that the price of the volatility is a 

function itself. This change in the frame of the equation, leads to a non-linear 

differential equation. 

In this diploma thesis, we consider four different non – linear models, which were 

proposed to improve the estimation of the price of an option. These models are 

supposed to take into consideration the existence of transaction costs, the market 

illiquidity and the uncertainty of the volatility term. Finally, after we propose a way of 

solving these non – linear equations, we compare the results of the linear Black -  

Scholes model and the non – linear ones with actual market option prices. The aim is to 

evaluate each model and export conclusions regarding the appropriate use of them. 
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1 Εισαγωγή 

1.1 Παράγωγα 

Ο  όρος  παράγωγο  προϊόν,  χρησιμοποιείται  για  να  περιγράψει  τα  χρηματοοικονομικά  

προϊόντα   που   παράγονται   (derive)   από   άλλα   απλούστερης   μορφής   υποκείμενα  

προϊόντα   (underlying assets).   Τα   παράγωγα   είναι   ουσιαστικά   συμβόλαια,   που  

περιγράφουν  μία  μελλοντική  συναλλαγή  των  υποκειμένων  προϊόντων. 

Μία  από  τις  σημαντικότερες  αγορές  διεθνώς,  είναι  αυτή  των  παραγώγων.  Η  δυναμική  

της   αγοράς   γίνεται   αντιληπτή,   από   το  μέγεθος   της,   το   οποίο   εκτιμάται   ότι   το   2008  

ανήλθε   στα   $596   τρισεκατομμύρια.   Την   ίδια   στιγμή,   η   εταιρεία   McKinsey & 

Company υπολογίζει   ότι   το   2008   η   αξία του   συνόλου   των   χρηματοοικονομικών  

περιουσιακών   στοιχείων,   συμπεριλαμβανομένων   των   μετοχών   αλλά   και   των  

τραπεζικών  καταθέσεων,  ανερχόταν  στα  $167  τρισεκατομμύρια. 

Τα   παράγωγα,   τα   χαρακτηριστικά των   οποίων   θα   συζητηθούν   στη   συνέχεια,  

θεωρούνται  τα  πιο  σύγχρονα  χρηματοοικονομικά  εργαλεία,  καθώς  επιτρέπουν  στους  

επενδυτές  να  διαμορφώνουν  το  ύψος  του  κινδύνου  στο  οποίο  είναι  διατεθειμένοι να  

εκτεθούν  με  βάση  την  εκτίμηση  που  έχουν  για  τη  μεταβολή  των  τιμών  της  αγοράς,  

αλλά  και  την  απόδοση  που  προσδοκούν. 

Όπως  γίνεται  αντιληπτό,  από  τις  εκτιμήσεις  που  αναφέρθηκαν,  σήμερα  τα  παράγωγα  

χρησιμοποιούνται   ευρύτατα   παγκοσμίως.   Ο   λόγος   της   ταχύτατης   ανάπτυξης   της  

αγοράς   των   παραγώγων   είναι   η   δυνατότητα   που   παρέχουν   στους   επενδυτές   να  

διαμορφώσουν   ένα   χαρτοφυλάκιο   που   ανταποκρίνεται πλήρως   στις   δικές   τους  

ανάγκες. 

 

 



   2 

1.1.1 Χρήση  Παραγώγων  για  την  Αντιστάθμιση  Ρίσκου 

Όταν  ένας  επενδυτής  ή  μία  εταιρεία  επηρεάζεται,  λόγω  κάποιας  δραστηριότητας  του,  

σημαντικά   από   τη   διακύμανση   της   τιμής   μίας   συγκεκριμένης   μετοχής,   ή   μίας  

ισοτιμίας   και   θέλει   να   προστατευθεί   από   την   πιθανή   μεταβολή   της   τιμής   αυτής,  

μπορεί,  εάν επιθυμεί,  να  προστατευθεί  από  πιθανή  μεταβολή  της  τιμής  της  μετοχής  ή  

της  διακύμανσης  προς  ζημιογόνα προς  αυτόν  κατεύθυνση,  αγοράζοντας  ένα  δικαίωμα  

που  περιγράφει  μία  συναλλαγή  που  θα  πραγματοποιήσει  μόνο  στην  περίπτωση  αυτή  

για  να  αντιστρέψει  την  αρνητική,  για  αυτόν,  μεταβολή  των  τιμών. 

1.1.2 Χρήση  Παραγώγων  ως  Κερδοσκοπικά Προϊόντα 

Όπως  τα  περισσότερα  χρηματοοικονομικά  προϊόντα,  έτσι  και  τα  παράγωγα  μπορούν  

να   αγοραστούν   από   τον   οποιονδήποτε,   που   πιστεύει   ότι   μπορεί   να   προβλέψει   τη  

μεταβολή  της  τιμής  ενός  αγαθού.   

Είναι   σημαντικό   να   τονιστεί,   ότι   τέτοια   κερδοσκοπικά   ρίσκα   λαμβάνουν   πολλοί  

επενδυτές,   χρηματοπιστωτικά   ιδρύματα   ή   και   εταιρείες,   οι   οποίοι   σε   πολλές  

περιπτώσεις  δεν  ενδιαφέρονται  καν  να αποκτήσουν  το  υποκείμενο  αγαθό1. 

1.2 Είδη  Παραγώγων 

Στη   σύγχρονη   διεθνή   αγορά,   τα   παράγωγα   χωρίζονται   σε   επιμέρους   κατηγορίες,  

ανάλογα  με  τα  βασικά  χαρακτηριστικά  της  συναλλαγής  που  περιγράφουν. 

1.2.1 Συμβόλαια  Μελλοντικής  Εκπλήρωσης  (ΣΜΕ)  (Futures) 

Τα Σ.Μ.Ε.   είναι   συμφωνίες   μεταξύ   δύο   συμβαλλομένων   επενδυτών,   για   αγορά   ή  

πώληση   μιας   συγκεκριμένης   ποσότητας   ενός   υποκείμενου   προϊόντος, σε  

συγκεκριμένη   μελλοντική   ημερομηνία   και   σε   τιμή,   που   καθορίζεται κατά   τη  

συγγραφή  του  συμβολαίου. 

                                                 
1 Χαρακτηριστικό   παράδειγμα   είναι   οι   επενδυτές   που   αγοράζουν   Συμβόλαια  Μελλοντικής  
Εκπλήρωσης  επί  μετάλλων  χωρίς  ωστόσο  να  ενδιαφέρονται  για  την  αγορά  του  υποκείμενου  
αγαθού.  Απλά,   προσπαθούν   να  αποκομίσουν   ένα   κέρδος   προβλέποντας   τη   διακύμανση   της  
τιμή  του  εν  λόγω  αγαθού. 
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1.2.2 Συμβάσεις  Ανταλλαγής (Swaps) 

Τα   swaps είναι   ένα   είδος   παραγώγου,   στο   οποίο   συνάπτεται   μία   συμφωνία   μεταξύ  

των   συμβαλλομένων   για   ανταλλαγή   μελλοντικών   χρηματορροών   με   τρόπο   που  

προκαθορίζουν  κατά  τη  συγγραφή  του  συμβολαίου.   

Συνήθως,   στα   swaps,   τα   χρηματικά   ποσά   που   ανταλλάσσονται   μπορεί   να  

αναφέρονται   σε   διαφορετικά   νομίσματα,   ή   να   είναι   το   ένα   σταθερό   και   το   άλλο  

μεταβαλλόμενο. 

1.2.3 Δικαιώματα Προαίρεσης 

Τα   δικαιώματα   προαίρεσης,   αποτελούν   μια   από   τις   πιο   γνωστές   και   διαδεδομένες  

κατηγορίες   παραγώγων   και   αυτές   στις   οποίες   επικεντρώνεται   η   παρούσα   μελέτη.  

Είναι   παρόμοιες   συμβάσεις   με   τα   συμβόλαια   μελλοντικής   εκπλήρωσης   με   την  

ειδοποιό  διαφορά  ότι  ο  κάτοχος  αυτού  του  συμβολαίου  έχει  το  δικαίωμα και  όχι  την  

υποχρέωση   να   αγοράσει   ή   να   πουλήσει,   ανάλογα   με   το   είδος   του   συμβολαίου,   το  

υποκείμενο  αγαθό. 

Τα   δικαιώματα   προαίρεσης   αποτελούν   ουσιαστικά   συμβόλαια,   που   δίνουν   στον  

κάτοχο  τη  δυνατότητα  αγοράς  (πώλησης)  ενός  υποκείμενου  τίτλου  σε  μία  μελλοντική  

στιγμή,  σε  μία  προκαθορισμένη  κατά  τη  σύνταξη  του  συμβολαίου,  τιμή. 

Τα  παράγωγα  αυτού   του   τύπου   είναι   ένα  από   τα   πιο  σύγχρονα   χρηματοοικονομικά  

εργαλεία,   τα   οποία   πλέον   διαπραγματεύονται   σε   οργανωμένες   αγορές   και   τα   οποία  

προσφέρουν  τη  δυνατότητα  στους  επενδυτές  να  καθορίσουν  ακριβώς  το  επίπεδο  του  

κινδύνου   που   είναι   διατεθειμένοι   να   αναλάβουν.   Προφανώς,   το   επίπεδο   αυτό   του  

ρίσκου,   οφείλει   να   είναι   και   ανάλογο   της   ενδεχόμενης   απόδοσης   της   επένδυσης.  

Σήμερα,   για   τα   δικαιώματα   αυτά   έχει   αναπτυχθεί   πλήθος   στρατηγικών,   οι   οποίες  

μπορούν  να  προσαρμοστούν  στην  οικονομική  δυνατότητα  αλλά  και   τις  οικονομικές  

επιδιώξεις   του   εκάστοτε   επενδυτή.   Κατά   αυτό   τον   τρόπο,   σήμερα,   τα   δικαιώματα  

αυτά   θεωρούνται   το   πιο   σύγχρονο   και   ολοκληρωμένο   χρηματοοικονομικό   προϊόν,  

αφού  μπορούν  να  προσομοιάσουν  οποιαδήποτε  από  τις  αποδόσεις  των  προηγούμενων  

χρηματοοικονομικών εργαλείων.  Τα  δικαιώματα  προαίρεσης  και  συγκεκριμένα,  αυτά  
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που  έχουν  ως  υποκείμενο  αγαθό  την  μετοχή  κάποιας  εταιρείας  αποτελούν  το  βασικό  

αντικείμενο  της  παρούσας  μελέτης. 

Τα  βασικά  στοιχεία  των  δικαιωμάτων  προαίρεσης  είναι  τα  παρακάτω: 

1. Η  τιμή  του  δικαιώματος  (Option Premium):  Το  αντίτιμο  που  καταβάλει  ο  αγοραστής  

του   δικαιώματος   στον   πωλητή   του   για   να   το   αποκτήσει.   Σε   περίπτωση   που   ο  

αγοραστής  επιλέξει  να  ασκήσει  το  δικαίωμα  του,  ο  πωλητής,  που  έχει  αποκομίσει  το  

premium,  έχει  την  υποχρέωση  να  πραγματοποιήσει  τη  συναλλαγή  που  περιγράφεται  

στο  συμβόλαιο. Στη  συνέχεια,  η τιμή  του  δικαιώματος  συμβολίζεται  με  C και  P για  τα  

δικαιώματα  αγοράς  και  πώλησης  αντίστοιχα. 

2. Ημερομηνία   Εκπνοής   (Expiry Date):   Η   τελευταία   ημέρα   διαπραγμάτευσης   του  

συμβολαίου.  Μέχρι   την   ημερομηνία   αυτή,   το   συμβόλαιο   αυτό   έχει   ορισμένη   αξία,  

αλλά  μετά  το  πέρας  αυτής,  ακυρώνεται  και  πλέον  δεν  είναι  χρήσιμο  στον  κάτοχο  του.  

Παρότι   οποιαδήποτε   ημερομηνία   πριν   την   ημέρα   εκπνοής   η   τιμή   του   δικαιώματος  

είναι  αποτέλεσμα  διαπραγμάτευσης  μεταξύ  των  αντισυμβαλλομένων  επενδυτών,  την  

ημέρα  εκπνοής,   η  αξία   καθορίζεται  μονοσήμαντα  από   τη  σχέση  της   τιμής   άσκησης  

και  της  τιμής  της  μετοχής.  

Στα   οργανωμένα   χρηματιστήρια   που   διαπραγματεύονται   δικαιώματα   προαίρεσης,  

ορισμένα   από   τα   χαρακτηριστικά   των   δικαιωμάτων,   όπως   το   πλήθος   των  

υποκείμενων   μετοχών   είναι   καθορισμένα   a priori από   τους   κανονισμούς   του  

χρηματιστηρίου.   Συγκεκριμένα,   στο   Chicago Board of Options Exchange των  

Ηνωμένων  Πολιτειών   της   Αμερικής,   τα   δικαιώματα   που   διαπραγματεύονται,   έχουν  

ως  υποκείμενο  αγαθό  100  μετοχές  της  εκάστοτε  εταιρείας,  και  έχουν  ως  ημερομηνία  

εκπνοής   το   πρώτο   Σάββατο   μετά   την   τρίτη   Παρασκευή   του   μήνα   εκπνοής.  

Αντίστοιχα,   στην   αγορά   παραγώγων   του   Χρηματιστηρίου   Αθηνών,   τόσο   τα  

δικαιώματα   επί   δεικτών   όσο   και   τα   δικαιώματα   επί   μετοχών   εκπνέουν   την   τρίτη  

Παρασκευή   του   μήνα.   Ωστόσο,   παγκοσμίως,   μερικά   δικαιώματα   επί  

χρηματιστηριακών  δεικτών  εκπνέουν  σε  ειδικές  ημερομηνίες  και  ώρες. 

3. Τιμή  Άσκησης   ή   Τιμή   Εκτέλεσης   (Strike Price),   είναι   η   προκαθορισμένη   τιμή   που  

αποφασίζεται   κατά   τη   συγγραφή   του   συμβολαίου   για   την   αγορά   /   πώληση   του  

υποκείμενου  αγαθού  σε   περίπτωση  που   ο   κάτοχος   του   δικαιώματος,   επιλέξει   να   το  

ασκήσει.  Η  τιμή  άσκησης,  στο  παρόν  κείμενο,  συμβολίζεται  με  Κ. 
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4. Τύπος  Δικαιώματος:  Ο  τύπος  δικαιώματος  αντικατοπτρίζει  τον  τρόπο  που  μπορεί  να  

ασκηθεί  το  δικαίωμα.   

1.2.4 Ευρωπαϊκού  Τύπου 

Ένα   δικαίωμα,   είναι   Ευρωπαϊκού   τύπου,   όταν   μπορεί   να   ασκηθεί   μόνο   κατά   την  

ημερομηνία   εκπνοής   του.   Ουσιαστικά,   ο   επενδυτής   κατά   την   αγορά   αυτού   του  

δικαιώματος   θεωρεί   ότι   μία   δεδομένη   χρονική   στιγμή   στο   μέλλον   (Ημερομηνία  

Εκπνοής),  η  αξία  του  υποκείμενου  τίτλου,  και  πιο  συγκεκριμένα  της  μετοχής,  θα  είναι  

μεγαλύτερη  ή  μικρότερη   (ανάλογα  με   το   είδος   του  δικαιώματος,  όπως  θα  αναλυθεί  

παρακάτω)  από  την  τιμή  άσκησης. 

1.2.5 Αμερικανικού  Τύπου 

Αντίστοιχα,  ο  κάτοχος  ενός  δικαιώματος  Αμερικανικού  τύπου  έχει  το  δικαίωμα,  όχι  

όμως   την   υποχρέωση,   να   πουλήσει   /   αγοράσει   το   υποκείμενο   αγαθό   στην  

προκαθορισμένη   τιμή   άσκησης,   στην   ή   πριν   την   προκαθορισμένη   ημερομηνία  

εκπνοής.   Τα   American Options διαπραγματεύονται   σε   σχετικά   υψηλότερη   τιμή   (ή  

οριακά   ίση   τιμή)   από   τα   αντίστοιχα   European style,   καθώς   δίνουν   το   επιπλέον  

πλεονέκτημα  της  πρόωρης  εξάσκησης. 

Ο  διαχωρισμός  αυτός  σε  δικαιώματα  Ευρωπαϊκού  και  Αμερικάνικου  τύπου,  δεν  έχει  

καμία   σχέση   με   γεωγραφικά   κριτήρια,   καθώς   δικαιώματα   και   των   δύο   τύπων,  

διαπραγματεύονται  και  στις  δύο  Ηπείρους. 

1.2.6 Vanilla Options  

Ο   όρος   vanilla χρησιμοποιείται   για   τα   δικαιώματα   εκείνα   που   έχουν   τα   συνήθη  

χαρακτηριστικά,   δεν   εμφανίζουν   ιδιαιτερότητες,   και   συνήθως   διαπραγματεύονται  

μαζικά   στα   χρηματιστήρια   δικαιωμάτων.   Υπό   την   έννοια   αυτή,   τα   δικαιώματα  

Ευρωπαϊκού  και  Αμερικανικού τύπου  θεωρούνται  δικαιώματα  vanilla. 

Ωστόσο,   σήμερα   διαπραγματεύονται   ολοένα   και   περισσότερο   δικαιώματα   που   δεν  

έχουν   τα   ίδια   χαρακτηριστικά   με   τα   δικαιώματα   που   διαπραγματεύονταν   μέχρι 

σήμερα.  Πλέον  δικαιώματα  με  τρόπο  άσκησης  διαφορετικό  από  τον  Αμερικάνικο  και  

τον  Ευρωπαϊκό  έχουν  γίνει  συνηθισμένα  ακόμα  και  σε  αγορές  όπως  η  Ελληνική. 
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Παραδείγματα  τέτοιου  τύπου  non - vanilla δικαιωμάτων  είναι: 

Δικαίωμα  Βερμούδων:  ένα  τέτοιο  δικαίωμα  δίνει  στον  αγοραστή  του  τη  δυνατότητα  

να   το  ασκήσει  σε  συγκεκριμένες  ημερομηνίες.  Δηλαδή,  καθορίζεται  από   την  αγορά  

του   ότι   σε   συγκεκριμένες   ημερομηνίες   στο   μέλλον   ο   κάτοχος   θα   μπορεί   εάν   το  

επιθυμεί   να   εκτελέσει   τη   συμφωνία.   Όπως   γίνεται   αντιληπτό,   αυτού   του   τύπου   τα  

δικαιώματα  είναι  διαφορετικά  και  από  τα  Ευρωπαϊκά  αλλά  και  από  τα  Αμερικάνικα. 

Δικαίωμα  Κανάριου   τύπου:   ένα   τέτοιου   τύπου   δικαίωμα,   δίνει   τη   δυνατότητα  στον 

ιδιοκτήτη   του   να   το   ασκήσει   ανά   τακτά   χρονικά   διαστήματα   2 ,   αλλά   όχι   πριν  

παρέλθει  ένα  συγκεκριμένο  χρονικό  διάστημα  από  την  συγγραφή  του  δικαιώματος3. 

5. Είδος   Δικαιώματος:   Τα   δικαιώματα   προαίρεσης   χωρίζονται   σε   δύο   μεγάλες  

κατηγορίες,   ανάλογα   με   τη   συναλλαγή   που   περιγράφουν.   Τα   δικαιώματα   που  

περιγράφουν   τη δυνατότητα   αγοράς   ενός   υποκείμενου   τίτλου   στην   τιμή   άσκησης,  

καλούνται   «Δικαιώματα   Αγοράς»   (Call Options),   ενώ   αυτά   που   περιγράφουν  

δυνατότητα   πώλησης   στην   τιμή   άσκησης,   καλούνται   «Δικαιώματα   Πώλησης»   (Put 

Options). 

1.2.6.1 Δικαιώματα  Αγοράς 

Τα   δικαιώματα   αγοράς,   ή   απλώς   calls,   είναι   οι   συμβάσεις   εκείνες   που   δίνουν   στον  

κάτοχο   τη   δυνατότητα   αγοράς   του   υποκείμενου   αγαθού   (underlying asset),   στην  

προκαθορισμένη  τιμή  άσκησης. 

Πιο   αναλυτικά,   ο   κάτοχος   ενός   call option έχει   την   επιλογή   να   ενεργοποιήσει   το  

συμβόλαιο  που  κατέχει,  αγοράζοντας  το  υποκείμενο  αγαθό.    Φυσικά,  η  επιλογή  αυτή,  

καθορίζεται   από   τη   σχέση   μεταξύ   της   τρέχουσας   αξίας   του   αγαθού   και   της   τιμής  

άσκησης.   Η   κυμαινόμενη   τιμή   του   υποκείμενου   αγαθού   στην   παρούσα   μελέτη  

συμβολίζεται  με  S. 

Στην  περίπτωση,  που  την  ημερομηνία  λήξης  του  Option η  τιμή άσκησης  του  αγαθού  

είναι  μεγαλύτερη  από  την  τρέχουσα  αξία  του,  ο  κάτοχος  του  option δεν  θα  ασκήσει  

                                                 
2  Για   παράδειγμα,   ένα   δικαίωμα   Κανάριου   τύπου,   μπορεί   να   δίνει   τη   δυνατότητα   στον  
αγοραστή,  να  ασκήσει  το  συμβόλαιο  μία  συγκεκριμένη  μέρα  ανά  τρεις  μήνες. 
3  Συνήθως,   η   δυνατότητα   άσκησης   του   δικαιώματος   ανά   τακτά   χρονικά   διαστήματα  
ενεργοποιείται  μετά  την  πάροδο  ενός  έτους  από  τη  συγγραφή  του. 
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το   δικαίωμα   του   και   το   option θα   λήξει.      Στην   αντίστροφη   περίπτωση   φυσικά,   το  

συμβόλαιο  θα  ασκηθεί  προς  όφελος  του  κατόχου  του. 

Τι  δύναται  να  κάνει  ο  κάτοχος  του  δικαιώματος  κάθε  χρονική  στιγμή: 

1) Να   μην   κάνει   απολύτως   τίποτα   και   να   περιμένει   κάποια   επόμενη   χρονική   στιγμή,  

επειδή  πιστεύει  ότι  το  κέρδος  που  θα  απολάμβανε  από  την  άσκηση  του  δικαιώματος  

του  αυτή  τη  χρονική  στιγμή,  δύναται  να  αυξηθεί  στο  μέλλον. 

2) Να κλείσει  τη  θέση  του  στην  αγορά,  πουλώντας  το  δικαίωμα  αυτό  σε  κάποιο  άλλον  

επενδυτή.  Με  τον  τρόπο  αυτό,  ο  επενδυτής  – κάτοχος  επιλέγει  να  ολοκληρώσει  τον  

κύκλο  συναλλαγών  (την  επένδυση)  που  ξεκίνησε  με  την  αγορά  του  δικαιώματος. 

3) Να   ασκήσει   το   δικαίωμα   του.   Σε   περίπτωση   που   πρόκειται   για   δικαίωμα  

Aμερικανικού   τύπου,   ο   κάτοχος   έχει   τη   δυνατότητα   οποιαδήποτε   στιγμή   μέχρι   τη  

λήξη  του  να  το  ασκήσει,  αγοράζοντας  /  πουλώντας  με  αυτό  τον  τρόπο  το  υποκείμενο  

αγαθό  στην  προκαθορισμένη  τιμή. 

Παράδειγμα: 

Έστω,   ότι   ένας   επενδυτής   αγοράζει   έναντι   ενός   χρηματικού   ποσού   (premium)   ένα  

δικαίωμα  αγοράς,  με  υποκείμενο  αγαθό  μία  μετοχή  της  εταιρεία  ABC.  Έστω,  ότι  το  

δικαίωμα  αυτό  έχει  τιμή  άσκησης  100  €. 

Την  ημερομηνία  εκπνοής  του  δικαιώματος,  το  κέρδος  που  δύναται  να  αποκομίσει  ο  

επενδυτής      εξαρτάται   από   την   τρέχουσα   τιμή   της   μετοχής   της   εταιρείας   ABC. 

Σχηματικά,  το  κέρδος  που  θα  εισπράξει  ο  επενδυτής  φαίνεται  στο  Διάγραμμα  1. 
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Διάγραμμα  1.  Κέρδος  που  προκύπτει  από   την   άσκηση ενός  δικαιώματος  αγοράς  με   τιμή  άσκησης  100  €,  
συναρτήσει  της  τιμής  της  υποκείμενης  μετοχής 

Παρατηρούμε,  ότι  αν  η  τιμή  της  μετοχής  είναι  μικρότερη  από  100  €,  ο  επενδυτής  δεν  

θα   ασκήσει   το   δικαίωμα   του,   καθώς   μπορεί   να   αγοράσει   τις   μετοχές   της   εταιρείας 

ABC απευθυνόμενος   στο   χρηματιστήριο   σε   χαμηλότερη   τιμή.   Αντίθετα,   αν   η   τιμή  

της  μετοχής  είναι  μεγαλύτερη  από  100  €,  ο  επενδυτής,  θα  ασκήσει  το  δικαίωμα  του  

αγοράζοντας   την   μετοχή   της   εταιρείας   σε   τιμή   100   €   το   κομμάτι,   σε   μικρότερη  

δηλαδή  τιμή  από  την  τρέχουσα  αξία  της.  Το  κέρδος  του  έτσι  θα  διαμορφώνεται  ως  η  

διαφορά  την  τρέχουσας  τιμής  του  αγαθού  από  την  τιμή  άσκησης. 

1.2.6.2 Δικαιώματα  Πώλησης 

Σε  αντιστοιχία  με  ένα  δικαίωμα  αγοράς,  ένα  δικαίωμα  πώλησης,  δίνει  τη  δυνατότητα  

στον  κάτοχο  του  να  πουλήσει  το  υποκείμενο  αγαθό  στην  τιμή  άσκησης.   

Εξετάζοντας   το   ίδιο   παράδειγμα   με   προηγουμένως,   με   την   διαφορά   ότι   πλέον   το  

δικαίωμα   είναι   ένα   δικαίωμα   πώλησης,   το   κέρδος   του   επενδυτή   συναρτήσει   της  

τρέχουσας  αξίας  της  υποκείμενης  μετοχής  εμφανίζεται  παρακάτω: 
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Διάγραμμα  2.  Κέρδος  που  προκύπτει  από  την  άσκηση ενός  δικαιώματος  πώλησης  με  τιμή  άσκησης  100  €,  
συναρτήσει  της  τιμής  της  υποκείμενης  μετοχής 

Σε  αυτή  την  περίπτωση,  παρατηρούμε  ότι  ο  επενδυτής  απολαμβάνει  κέρδους,  εάν  η  

τιμή   της   μετοχής   είναι   μικρότερη   από   την   τιμή εξάσκησης,   καθώς   του   δίνεται   η  

δυνατότητα   να   πουλήσει   μία   μετοχή  σε   τιμή  μεγαλύτερη   της   αξίας   της.  Έτσι,   αν   ο  

επενδυτής  είχε  προβλέψει  σωστά  ότι  η  τιμή  της  μετοχής  θα  πέσει,  μέσω  ενός  τέτοιου  

option,   θα   μπορούσε   να   αποκομίσει   ένα   κέρδος,   ανάλογο   της   διαφοράς   των   τιμών  

μετοχής  και  εξάσκησης. 

1.2.6.3 Τίτλοι   Παραστατικών   Δικαιωμάτων προς   Κτήση   Μετοχών  

(Warrants) 

Όπως   αναλύθηκε,   τα   δικαιώματα   προαίρεσης   επί   μετοχών   είναι   συμβόλαια   που  

συνάπτονται  μεταξύ  δύο  αντισυμβαλλόμενων  επενδυτών,  ο  ένας  εκ  των  οποίων  είναι  

διατεθειμένος  να  αγοράσει  και  ο  άλλος  να  πουλήσει  την  υποκείμενη  μετοχή. 

Οι   τίτλοι   παραστατικών δικαιωμάτων   προς   κτήση μετοχών είναι   αντίστοιχα  

συμβόλαια  με  τα  δικαιώματα  προαίρεσης,  με  την  ειδοποιό  διαφορά  ότι  συνάπτονται  

μεταξύ   επενδυτών  και   τραπεζών   ή   χρηματοπιστωτικών   ιδρυμάτων   ή   των   εταιρειών  

των  οποίων  η  μετοχή  είναι  ως  υποκείμενο  αγαθό. 

Τόσο  η  αγορά  όσο  και  η  πώληση  των  warrant πραγματοποιείται  μεταξύ  του  επενδυτή  

κατόχου  ή  δυνητικού  αγοραστή  και  του  ιδρύματος,  όχι  ενός  δεύτερου  επενδυτή. 
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Τα  δικαιώματα  προς  κτήση μετοχών,  δύναται  όπως  και  τα  δικαιώματα  προαίρεσης  να  

είναι   καλυμμένα,   υπό   την   έννοια   ότι   ο   εκδότης   τους   διαθέτει   ήδη   αριθμό   μετοχών  

τέτοιο  που  η  άσκηση  του  δικαιώματος  από  τον  κάτοχο  του  να  μην  τον  αναγκάζει να  

αγοράσει  επιπλέον  μετοχές. 

Μία   εταιρεία,   επιλέγει   να   εκδώσει   παραστατικούς   τίτλους   δικαιωμάτων   κτήσης  

αφενός   για   να   ενθαρρύνει   τους   επενδυτές   να   αγοράσουν   τις   μετοχές   της,   αλλά  

ταυτόχρονα   και   για   να   ασφαλιστεί   η   ίδια   έναντι   της   πιθανότητας   να   μειωθεί  

σημαντικά  η   αξία   της   μετοχής   της,   που  μπορεί   να  συνεπάγεται   μεγάλη  μείωση   της  

δυναμικής  της. 

1.3 Χρηματικό  Ισοδύναμο 

Τα   δικαιώματα προαίρεσης,   από   την   ημέρα   συγγραφής   τους   έως   την   εκπνοή   τους,  

χαρακτηρίζονται  από  τη  σχέση  τους  με  το  χρηματικό  τους  ισοδύναμο.  Οποιαδήποτε  

χρονική  στιγμή  μέχρι   την  ημερομηνία   εκπνοής   ενός   δικαιώματος   προαίρεσης,   αυτό  

μπορεί  να  βρεθεί  εντός,  εκτός  ή  επί  του  χρηματικού  του  ισοδύναμου. 

Ένα   δικαίωμα   αγοράς   θεωρείται   εντός   του   χρηματικού   του   ισοδύναμου   (in-the-

money),  αν  η  τρέχουσα  τιμή  μετοχής  είναι  υψηλότερη  από  την   τιμή  άσκησης.  Στην  

αντίθετη   περίπτωση,   το   δικαίωμα   αγοράς   θεωρείται   εκτός   του   χρηματικού   του  

ισοδύναμου   (out-of-the-money).   Τέλος,   όταν   οι   δύο   τιμές   είναι   σχεδόν   ίσες   το  

δικαίωμα  θεωρείται  είτε  επί  είτε  κοντά  στο  χρηματικό  του  ισοδύναμο  (at or near-the-

money).  

Αντίθετα,  ένα  δικαίωμα  πώλησης,  θεωρείται  in the money όταν  η  τιμή  μετοχής  είναι  

χαμηλότερη  από  την  τιμή  άσκησης,  και  out of the money στην  αντίθετη  περίπτωση.  Η  

περίπτωση  που  θεωρείται  at or near the money συμπίπτει  για  τα  δικαιώματα  αγοράς  

και  πώλησης. 

Η  σχέση  της  τιμής  της  υποκείμενης  μετοχής  με  την  τιμή  άσκησης  και  των  δύο  τύπων  

δικαιωμάτων   προαίρεσης,   συνοψίζεται   στον   Πίνακα   1   και   αναπαριστώνται   στο  

Διάγραμμα  3. 
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Πίνακας  1.  Δικαιώματα  Προαίρεσης  σε  σχέση  με  το  χρηματικό  τους  ισοδύναμο 

Σχέση  με  Χρηματικό  

Ισοδύναμο 
Δικαίωμα  Αγοράς Δικαίωμα  Πώλησης 

In The Money S>K S<K 

Out of the money S<K S>K 

At the Money S=K S=K 

 

 

Διάγραμμα  3.  Το  δικαίωμα  αγοράς  του  παραδείγματος  1,  σε  σχέση  με  το  χρηματικό  του  ισοδύναμο 

Τονίζεται,   ότι   η   κλίση   της   ευθείας   που   ξεκινάει   από   την   τιμή   άσκησης   είναι   45ο 

καθώς  όπως  θα  αναλυθεί  στη  συνέχεια  το  κέρδος  από  την  άσκηση  ενός  δικαιώματος  

αγοράς  που  είναι  εντός  του  χρηματικού  του  ισοδύναμου,  είναι  ίσο  με  τη  διαφορά  της  

τιμής  άσκησης  από  την  τρέχουσα  τιμή  της  μετοχής. 
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2 Αξία  Δικαιωμάτων  Προαίρεσης 

Από  την  πρώτη  στιγμή  που  άρχισαν  να  χρησιμοποιούνται  τα  δικαιώματα  προαίρεσης,  

το   βασικό   ερώτημα   που   προέκυψε   είναι   ο   καθορισμός   της   τιμής   ενός   τέτοιου  

δικαιώματος.   Ουσιαστικά,   στόχος   είναι   η   αποτίμηση   της   αξίας   ενός   τέτοιου  

προϊόντος   για   έναν   επενδυτή   που   ενδιαφέρεται   να   το   αγοράσει,   αλλά   και   για   τον  

πωλητή  του. 

Στο   σημείο   αυτό,   μελετώνται   οι   ακραίες   τιμές   που   μπορεί   να   λάβει   η   τιμή   των  

δικαιωμάτων   προαίρεσης,   σε   μία   οικονομία   που   λειτουργεί   εύρυθμα   και   δεν  

εμφανίζονται   ευκαιρίες  arbitrage.  Ακόμα  και  στην  πραγματικότητα,   τα  όρια  που  θα  

διατυπωθούν  δεν  παραβιάζονται,  τουλάχιστον  όχι  συστηματικά. 

2.1 Θεωρία  Arbitrage 

Σύμφωνα  με  τον  ντετερμινιστικό  ορισμό, arbitrage είναι  μια  επενδυτική  ευκαιρία που  

επιφέρει   κέρδος   χωρίς   ρίσκο.   Ουσιαστικά,   πρόκειται   για   ένα   χαρτοφυλάκιο που 

αποτελείται  από  λήψη  θέσεων  σε  αντικρουόμενα  προϊόντα,  και  αποδίδει  κέρδη  σε  μία  

ή   περισσότερες   από   τις   περιόδους   ζωής   τους,   ενώ  σε   όλες   τις   υπόλοιπες   εμφανίζει  

είτε   κέρδη   είτε   μηδενική   ζημία   (σε   ορισμένες   περιπτώσεις,   μπορεί   να   εμφανίζει  

ζημία,   η   οποία   μπορεί   να   μην   υπερβαίνει   κατά   απόλυτη   τιμή   τα   κέρδη   που  

εμφανίζονται  σε  άλλα  διαστήματα). 

Επιπλέον,   σύμφωνα   με   το   στατιστικό   ορισμό   του   όρου,   arbitrage αποκαλείται   μία  

επενδυτική   ευκαιρία   που   αποδίδει,   κατά   μέσο   όρο,   κέρδος   μεγαλύτερο   από   το  

επίπεδο  ρίσκου  που  λαμβάνεται. 

Στα   οικονομικά   συστήματα,   αξιωματικά   θεωρείται,   ότι   δεν   εμφανίζονται   ευκαιρίες  

arbitrage.  Δηλαδή,  όλα  τα  προϊόντα  είναι  τιμολογημένα  έτσι  ώστε  να  μην  επιτρέπουν 

σε  έναν  επενδυτή  να  ακολουθεί  μία  συγκεκριμένη  στρατηγική  που  θα  του  αποφέρει  

κέρδος4 χωρίς  να  λάβει  κάποιο  επίπεδο  ρίσκου. 

                                                 
4 Το  μέγιστο   κέρδος   που  μπορεί   να  αποκομίσει   οποιοσδήποτε   χωρίς   να   λάβει   οποιοδήποτε  
επίπεδο  κινδύνου,   είναι   αυτό   που   καθορίζεται   κάθε  στιγμή  από   το   επιτόκιο   χωρίς   κίνδυνο.  
Συνεπώς,  ευκαιρία  arbitrage,  θα  θεωρούταν  μία  επένδυση  που  οδηγεί  σίγουρα  και  ασφαλώς  
σε  κέρδη  μεγαλύτερα  από  αυτά  που  προβλέπονται  από  το  επιτόκιο  χωρίς  κίνδυνο. 
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Αν  υποθετικά   παρουσιαζόταν  μία   τέτοια   δυνατότητα,   οι   επενδυτές   θα   έσπευδαν   να  

την  εκμεταλλευτούν,  και  λόγω  της  διαδικασίας  αυτής,  οι   τιμές  θα  επανέρχονταν  σε  

ισορροπία  λόγω  της  προσφοράς  και  της  ζήτησης  από  μόνες  τους. 

2.2 Δικαίωμα  Αγοράς 

Η  σχέση  της  απόδοσης  του  δικαιώματος  με  την  τιμή  της  υποκείμενης  μετοχής  είναι  

αρκετά   ξεκάθαρη   την   ημέρα   εκπνοής   του   δικαιώματος.   Ωστόσο,   η   κατάσταση   δεν  

είναι   τόσο   σαφής   το   προγενέστερο   διάστημα.   Παρ’   όλα   αυτά,   είναι   δυνατό   να  

διατυπωθούν  ορισμένες  προτάσεις  για  την  τιμή  της  μετοχής  που  προκύπτουν  άμεσα  

από  την  μη  εμφάνιση  ευκαιριών  arbitrage. 

Η  τιμή  ενός  δικαιώματος  αγοράς  ΔΕΝ  μπορεί  να  ξεπερνάει  την  τιμή  του  υποκείμενου  

αγαθού 

Για   να   αποδείξουμε   την   ισχύ   του   ανωτέρου   ισχυρισμού,   απλά   θα   αποδείξουμε   ότι  

είναι  αδύνατο  να  στέκει  ο  αντίθετος  ισχυρισμός. 

Συγκεκριμένα,   αν   η   τιμή   ενός   δικαιώματος   αγοράς,   έστω  C,   είναι   μεγαλύτερη   από  

την  αξία  του  υποκείμενου  αγαθού  (έστω  η  μετοχή  μίας  εταιρείας  ABC)  ,  έστω  S,  τότε  

μπορεί  να  κατασκευαστεί  το  παρακάτω  χαρτοφυλάκιο: 

 Αγορά  της  μετοχής  της  εταιρείας  ABC 

 Πώληση  δικαιώματος  αγοράς  της  μετοχής  ABC 

Την  ημέρα  κατασκευής  του  συγκεκριμένου  επενδυτικού  χαρτοφυλακίου,  ο  επενδυτής  

καταβάλει  ποσό   ίσο  με  Κ  για  να  αγοράσει  την  μετοχή,  και  λαμβάνει  ποσό  ίσο  με  C 

από  την  πώληση  του  δικαιώματος. 

Αφού  C > S,  την  ημέρα  0  ο  επενδυτής  αποκομίζει  έσοδα. 

Στην  εκπνοή  του  δικαιώματος,  είτε  αυτό  είναι  εντός  είτε  εκτός  του  χρηματικού  του  

ισοδύναμου,   ο   επενδυτής   θα   είναι   συνολικά   κερδισμένος,   αφού   στη   χειρότερη  

περίπτωση  εκ  των  δύο,  απλά  θα  «κλείσει»  τη  θέση  του,  δίνοντας  την  μετοχή  που  έχει  

στη  κατοχή  του  στον  αγοραστή  του  δικαιώματος. 
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Η  τιμή  ενός  δικαιώματος  αγοράς  ΔΕΝ  μπορεί  να  είναι  μικρότερη  από  μηδέν  και  από  

την  τρέχουσα  τιμή  του  υποκείμενου  αγαθού,  μειωμένη  κατά  την παρούσα  αξία  της  τιμής  

άσκησης  (Κ). 

Το   πρώτος   σκέλος   της   εν   λόγω   πρότασης   είναι   προφανές,   δεδομένου   ότι   αρνητική  

τιμή  δικαιώματος  αγοράς,  συνεπάγεται  ότι  ο  επενδυτής,  μπορεί  να  λάβει  το  δικαίωμα,  

λαμβάνοντας  ταυτόχρονα  ένα  χρηματικό  ποσό.   

Σύμφωνα  με  το  δεύτερο  σκέλος  της  πρότασης,  πρέπει  να  ισχύει: 

𝐶 ≥ 𝑆 − 𝐾 ∙ (1 + 𝑟)                    (2.1) 

Όπου,  r το  επιτόκιο  χωρίς  ρίσκο  (risk free interest rate)  και  Τ  ο  χρόνος  που  μεσολαβεί  

μεταξύ   της   ημέρας   που   υπολογίζουμε   την   αξία   του   δικαιώματος,   και   την   ημέρα  

εκπνοής  του. 

Αν  δεν  έχει  ισχύ  η  παραπάνω  πρόταση  (δηλαδή  ισχύει  𝐶 ≤ 𝑆 − 𝐾 ∙ (1 + 𝑟) ),  τότε  

μπορεί  να  κατασκευαστεί  το  παρακάτω  χαρτοφυλάκιο: 

 Αγορά  ενός  δικαιώματος  αγοράς,  αξίας  C 

 Επένδυση   με   απόδοση   ίση   με   το   επιτόκιο   χωρίς   κίνδυνο κεφαλαίου                                                      

𝐾 ∙ (1 + 𝑟)  

Στον   επόμενο   πίνακα,   αναλύεται   η   περίπτωση   ενός   δικαιώματος   που   έχει   αξία  

μικρότερη   από  αυτή   που   προβλέπεται   από   την εξίσωση   (2.2.1).  Αποδεικνύεται,   ότι  

μπορεί   να   κατασκευαστεί   χαρτοφυλάκιο   το   οποίο   οδηγεί   τον   επενδυτή   σε   σίγουρα  

κέρδη   παραβιάζοντας   την   αξιωματική   αρχή   που   διατυπώθηκε   παραπάνω   για   την  

ύπαρξη  ευκαιριών arbitrage. 

Στη   συνέχεια,   όσα   αναλύθηκαν   μέχρι   στιγμής   για   την   περιοχή   μέσα   στην   οποία  

δύναται  να  βρίσκεται  η   τιμή  οποιουδήποτε  δικαιώματος  arbitrage εμφανίζονται στο  

Διάγραμμα  4. 
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Πίνακας   2.   Απόδοση   χαρτοφυλακίου,   που   αποτελείται   από   ένα   δικαίωμα   αγοράς   και   μία   επένδυση   με  
απόδοση  το  επιτόκιο  δίχως  ρίσκο 

Χρον.   Στιγμή / 
Επένδυση 

Κατασκευή  

Χαρτοφυλακίου 
Ημ/νία  Εκπνοής 

ITM (S>K) OTM   /   ΑΤΜ  

(K≥S) 

Αγορά  Δ.  Α. -C S-K 0 

Πώληση  Μετοχής +S -S -S 

Επένδυση  με  r -𝐾 ∙ (1 + 𝑟)  K K 

Σύνολο ≥0 0 ≥0 

 
Διάγραμμα   4.   Η   περιοχή   μέσα   στην   οποία   δύναται να   βρίσκεται   η   τιμή   ενός   δικαιώματος   αγοράς,  
οποιαδήποτε  χρονική  στιγμή  πριν  την  ημέρα  εκπνοής  του. 

 

 

Αξ
ία
	  Π
αρ

αγ
ώ
γο
υ	  
($
) 

Τιμή	  Μετοχής	  ($) 

Αξία	  Παραγώγου 
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Η  τιμή  ενός  δικαιώματος  το  οποίο  βρίσκεται  εκτός  του  χρηματικού  του  ισοδύναμου  

ουσιαστικά  αντικατοπτρίζει  τη  χρονική  αξία  που  απομένει  στο  δικαίωμα  και  εμμέσως  

την   πιθανότητα   το   δικαίωμα   αυτό   να   βρεθεί   την   ημέρα   εκπνοής   του   εντός   του  

χρηματικού  του  ισοδύναμου. 

Η  αξία  ενός  δικαιώματος  αγοράς  μια  δεδομένη  χρονική  στιγμή  πριν  την  εκπνοή  του,  

για  οποιαδήποτε  τιμή  μετοχής,  αποτυπώνεται  ως  μία  καμπύλη,  πάνω  από  την  γραμμή  

απόδοσης   του   δικαιώματος   αγοράς   κατά   την   εκπνοή   του,   η   οποία   τείνει   να   την  

πλησιάσει   όσο   μειώνεται   ο   χρόνος   που   απομένει   στο   συμβόλαιο   μέχρι   την  

ημερομηνία  εκπνοής  του. 

Οι  Black και  Scholes, στο  paper που  εξέδωσαν  το  1973,( Black F., Scholes M., 1973) 

κατασκεύασαν   ένα   διάγραμμα   στο   οποίο   απεικονίζεται   η   αξία   ενός   δικαιώματος  

αγοράς,  3  χρονικές  στιγμές  κατά  τη  διάρκεια  της  ζωής  του,  συναρτήσει  της  τιμής  της  

υποκείμενης   μετοχής,   στο   οποίο   οι   τιμές   των   δικαιωμάτων   βρίσκονται   στο  

προβλεπόμενο  χωρίο. 

 

 

Εικόνα  1. Διάγραμμα  κατασκευασμένο  από  τους  Black & Scholes για  την  αξία  ενός  δικαιώματος  αγοράς  σε  
διάφορες  χρονικές  στιγμές  πριν  και  κατά  την ημέρα  εκπνοής. 
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Στο  διάγραμμα  εμφανίζονται  τα  όρια  που  όπως  αποδείξαμε  καθορίζουν  την τιμή  ενός  

δικαιώματος   προαίρεσης,   αλλά   και   οι ευθείες   που   προσδιορίζουν   την   αξία   ενός  

δικαιώματος   αγοράς   κάποιες   διαφορετικές   χρονικές   στιγμές   T1, T2, T3.   Ακόμα   και  

στις   περιπτώσεις   που   το   δικαίωμα   βρίσκεται   «βαθιά»   εκτός   του   χρηματικού  

ισοδύναμου,   το  δικαίωμα  έχει  μία  αξία,   η  οποία  αντικατοπτρίζει   την  πιθανότητα   το  

δικαίωμα   αυτό   να   βρεθεί   εντός   του   χρηματικού   ισοδύναμου   κατά   το   χρόνο   που  

απομένει  μέχρι  την  εκπνοή  του. 

2.3 Δικαίωμα  Πώλησης 

Όλα   όσα   αναφέρθηκαν   παραπάνω   για   τα   δικαιώματα   αγοράς,   μπορούν   να  

χρησιμοποιηθούν   για   να   αναζητήσουμε   αντίστοιχα   όρια   για   τις   τιμές   των  

δικαιωμάτων  πώλησης. 

Όπως   υπολογίσαμε   παραπάνω   το   ανώτατο   και   κατώτατο   όριο   της   τιμής   των  

δικαιωμάτων   αγοράς,   μπορούμε   να   αποδείξουμε   ότι   για   κάθε   δικαίωμα   πώλησης  

ισχύει: 

Η   τιμή   του   δικαιώματος   είναι   μικρότερη   ή   οριακά   ίση   με   την   τιμή   άσκησης   του  

συμβολαίου5. 

Η   τιμή   ενός   δικαιώματος   πώλησης   Ευρωπαϊκού   τύπου   είναι   μεγαλύτερη   από   το  

μηδέν   και   από   τη  διαφορά  της  παρούσας  αξίας   της   τιμής   άσκησης  μειωμένης  κατά  

την   τρέχουσα   τιμή της   μετοχής,   για   κάθε   πιθανή   τιμή   μετοχής.   Για   δικαιώματα  

πώλησης  Αμερικάνικου   τύπου,   είναι  μεγαλύτερη  από   το  μηδέν  και  από   τη  διαφορά  

της  τιμής  άσκησης  μειωμένης  κατά  την  τρέχουσα  τιμή  της  μετοχής 

Τα  παραπάνω  όρια  φαίνονται  στο  Διάγραμμα  5,  που  ακολουθεί  στην  επόμενη  σελίδα. 

                                                 
5 Για  δικαιώματα  Ευρωπαϊκού  τύπου,  το  όριο  μπορεί  να  γίνει  αυστηρότερο,  αποδεικνύοντας,  
ότι  η  τιμή  του  δικαιώματος  πώλησης  πρέπει  κάθε  χρονική  στιγμή  να  είναι  μικρότερη  από  την  
παρούσα  αξία   της   τιμής  άσκησης.  Για  Αμερικάνικα  δικαιώματα  δεν   ισχύει   το  αυστηρότερο  
αυτό  όριο,  λόγω  της  δυνατότητας  πρόωρης  άσκησης  του  δικαιώματος. 
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Διάγραμμα   5. Περιοχή   μέσα   στην   οποία   πρέπει   να   βρίσκεται   η   τιμής   ενός   δικαιώματος   πώλησης  
Ευρωπαϊκού  ή  Αμερικανικού τύπου   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αξ
ία
	  Δ
ικ
αι
ώ
μα

το
ς	  
Π
ώ
λη
ση

ς 

Τιμή	  Μετοχής 

Αξία	  Δικαιώματος	  Πώλησης	  
συναρτήσει	  της	  τιμής	  της	  μετοχής 

Άνω Φράγμα	  Δικαιώματος	  Αμερικάνικου	  Τύπου 

Άνω	  Φράγμα	  Δικαιώματος	  Ευρωπαϊκού	  Τύπου 
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3 Εξίσωση  Black - Scholes 

Από  την  πρώτη  στιγμή  της   εισαγωγής   των  δικαιωμάτων  προαίρεσης  ως   έννοια  στη  

σύγχρονη  αγορά,  προέκυψε  η  ανάγκη  αποτίμησης  της  αξίας  αυτών.  Τις  δεκαετίες  του  

1960,   1970   έγιναν   σημαντικές   προσπάθειες   για   να   βρεθεί   ένας   μηχανισμός   να  

τιμολογηθούν  τα  διάφορα  option που  αγοράζονταν  – πωλούνταν.   

Η  εξίσωση  Black – Scholes αναπτύχθηκε  τα  έτη  1970  - 71  από  τους  οικονομολόγους  

Fisher Black και  Myron Scholes,  και  ενώ  στην  αρχή  δέχθηκε  έντονη  κριτική  από  τον  

τότε   ακαδημαϊκό   κόσμο,   εν   τέλει   εκδόθηκε   το   1973,   στο   “Journal of Political 

Economy” (Black F., Scholes M., 1973). 

Ο  Robert Merton,  συνέβαλε  στην   τελική  μορφή  της   εξίσωσης  και  γι’  αυτό   το  1997  

του  απονεμήθηκε   μαζί  με  τον  Myron Scholes το  βραβείο  Νόμπελ  για  τις  οικονομικές  

επιστήμες.   Ο Fisher Black απεβίωσε   δύο   χρόνια   νωρίτερα   και   παρότι   αναφέρθηκε  

στην  απονομή  του  βραβείου,  δεν  μπορούσε  να  θεωρηθεί  ένας  εκ  των  αποδεκτών  του. 

Οι   Black και   Scholes,   κατά   την   περίφημη   πλέον   θεωρία   που   ανέπτυξαν,  

προσπάθησαν   να   διατυπώσουν  μία   εξίσωση  που   να  μπορεί   να   αποτιμήσει   την  αξία  

ενός  δικαιώματος.  Η  βάση  στην  οποία  στηρίχτηκαν  δεν  είναι  άλλη,  από  την  εξέταση  

της  αγοράς  υπό  το  πρίσμα  ότι  σε  αυτή  δεν  υπάρχουν  arbitrage ευκαιρίες.   

Το   μοντέλο   που   αναπτύσσεται   στο   σημείο   για   την   τιμολόγηση   ενός   δικαιώματος  

αγοράς   στηρίζεται   στην   κατασκευή   ενός   χαρτοφυλακίου   που   αποτελείται   από   την  

πώληση  ενός  δικαιώματος  αγοράς  και   ένα  αριθμό   των  μετοχών  που  υπόκεινται   του  

δικαιώματος,  τέτοιο  ώστε  η  αξία  του  χαρτοφυλακίου  να  μην  εξαρτάται  από  την  τιμή  

της  μετοχής  (Black F., Scholes M., 1973). 

Έστω  ότι   η   τιμή  μίας  μετοχής  ακολουθεί  μία  γεωμετρική  κίνηση  Brown,   δηλαδή  ο  

φυσικός  της  λογάριθμος  ακολουθεί  μία  κίνηση  Brown (ή  κατανομή  Wiener). 
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Σε  αυτή  την  περίπτωση,  μία  διαφορική  μεταβολή  στην  τιμή  της  μετοχής,  πρέπει  να  

ακολουθεί  την  εξίσωση: 

𝑑𝑆 = 𝜇 ∙ 𝑆 ∙ 𝑑𝑡 + 𝜎 ∙ 𝑆 ∙ 𝑑𝑊 

όπου: 

μ,  σ  σταθερές  του  μοντέλου 

W είναι  μία  κατανομή  Wiener 

S η  τιμής  της  μετοχής   

dS, dt διαφορικές   μεταβολές   στην   τιμή   της   υποκείμενης   μετοχής   και   του   χρόνου  

αντίστοιχα. 

Ο  μαθηματικός  Ito απέδειξε,  ότι  για  μια  διεργασία  της  μορφής 

𝛥𝑥 = 𝑎(𝑥, 𝑡) ∙ 𝛥𝑡 + 𝑏(𝑥, 𝑡) ∙ 𝛥𝑧 

υπάρχει  συνάρτηση  f(t,x),  με  συνεχή  δεύτερη  παράγωγο  τέτοια  ώστε 

𝛥𝑓 =
𝜕𝑓
𝜕𝑡

+
𝜕𝑓
𝜕𝑥

∙ 𝑎 +
1
2
∙
𝜕 𝑓
𝜕𝑥

∙ 𝑏 ∙ 𝛥𝑡 +  
𝜕𝑓
𝜕𝑥

∙ 𝑏 ∙ 𝛥𝑧 

Έτσι,  στην  περίπτωση  της  μεταβολής  της  τιμής  της  μετοχής,  συμβολίζοντας  με  V την  

τιμή   ενός   δικαιώματος   αγοράς   και   θεωρώντας   ότι   η   συνάρτηση   V έχει   συνεχή  

δεύτερη  παράγωγο  ως  προς  την  τιμή  της  υποκείμενης  μετοχής  και  πρώτη  ως  προς  το  

χρόνο,  στο  διάστημα  𝐷 = [(𝑆, 𝑡) ∶ 𝑆 ≥ 0, 0 < 𝑡 < 𝑇],  εξάγουμε  ότι: 

𝑑𝑉 =
𝜕𝑉
𝜕𝑆

∙ 𝜇 ∙ 𝑆 +  
𝜕𝑉
𝜕𝑡

+
1
2
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

∙ 𝑑𝑡 +  
𝜕𝑉
𝜕𝑆

∙ 𝜎 ∙ 𝑆 ∙ 𝑑𝑊 

Έστω   ένα   χαρτοφυλάκιο Π,   το   οποίο   αποτελείται   από   μία   θέση   πώλησης   ενός  

δικαιώματος   αγοράς   αξίας   V,   και   θέση   αγοράς   σε   Δ   μονάδες   της   υποκείμενης  

μετοχής,  αξίας  S. 
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Μία   οποιαδήποτε   χρονική   στιγμή   t της   ζωής   του   χαρτοφυλακίου,   η   αξία   του  

υπολογίζεται  ως: 

𝛱 = −𝑉 + 𝛥 ∙ 𝑆                   (3.1)  

Διαφορίζοντας  την  παραπάνω  εξίσωση προκύπτει: 

𝑑𝛱 =  −𝑑𝑉 + 𝛥 ∙ 𝑑𝑆 ⟹ 

𝑑𝛱 =  − 𝜇 ∙ 𝑆 ∙   𝛥 −
𝜕𝑉
𝜕𝑆

+  
𝜕𝑉
𝜕𝑡

+
1
2
𝜎 𝑆

𝜕 𝑉
𝜕𝑆

+ (−
𝜕𝑉
𝜕𝑆

+ 𝛥) ∙ 𝜎 ∙ 𝑆 ∙ 𝑑𝑊 

Όπως  γίνεται  φανερό  για  αριθμό  μετοχών  ίσο  με  𝛥 = ,  η  αξία  του  χαρτοφυλακίου 

που  κατασκευάσαμε  γίνεται: 

𝑑𝛱 =  − 𝜇 ∙ 𝑆 ∙   𝛥 − +   + 𝜎 𝑆                   3.2 

Η  εξίσωση  αυτή  είναι  καθαρά  ντετερμινιστική,  καθώς  έχει  απαλειφθεί  ο  στοχαστικός  

όρος  dW. 

Τακτική  Αντιστάθμισης 

Στη   σύγχρονη   αγορά,   πολλοί   επενδυτές   που   κατέχουν   χαρτοφυλάκια   μετοχών,  

επιλέγουν  να  προστατευθούν  από  βραχυπρόθεσμες  μεταβολές  της  αξίας  των  μετοχών  

τους,   επενδύοντας   σε   ένα   δικαίωμα   πώλησης   των   μετοχών   που   διαθέτουν.   Αυτή   η  

τακτική  είναι   γνωστή,  ως   τακτική  αντιστάθμισης   (hedging portfolio)  και   είναι  αυτή  

που   προσομοιώθηκε   παραπάνω,   όπου   το   χαρτοφυλάκιο αποτελούταν   από   μία   θέση  

πώλησης  ενός  δικαιώματος  αγοράς  και  ένα  αριθμό  μετοχών  ίσο  με  Δ. 

Εφαρμόζοντας   την   τακτική   αυτή   στο   χαρτοφυλάκιο Π,   επετεύχθη   η   εξάλειψη   του  

ρίσκου   που   προκύπτει   από   τη   στοχαστική   μεταβολή   της   τιμής   της   υποκείμενης  

μετοχής.   Η   παράμετρος   που   απομένει   στην   εξίσωση   είναι   η   μεταβλητότητα   σ,   η  

οποία  εισάγει  τη  στοχαστική  συμπεριφορά  στην  εξίσωση. 

Συνεπώς,   το   ίδιο   το   χαρτοφυλάκιο πρέπει   να   αυξάνει   την   αξία   του   κατά   ποσό  που  

προσδιορίζεται  από  το  τρέχον  επιτόκιο  χωρίς  κίνδυνο.  Πιο  αναλυτικά,  θεωρώντας  ότι  
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δεν  υπάρχουν  arbitrage ευκαιρίες6 και  κόστη  συναλλαγών7 και  ότι  το  επιτόκιο  χωρίς  

ρίσκο  παραμένει  σταθερό  στην  περίοδο  που  εξετάζεται,  η ποσότητα  Π  αυξάνεται  σε  

χρόνο   t σε   𝛱 = 𝛱 ∙ 𝑒 ( ) .   Συνεπώς,   διαφορίζοντας   την   εξίσωση   αυτή,  

υπολογίζεται  ότι  σε  απειροστό χρόνο  η  μεταβολή  της  ποσότητας  Π  είναι: 

𝑑𝛱 = 𝑟 ∙ 𝛱 ∙ 𝑑𝑡 

Λόγω  της  εξίσωσης  3.1 προκύπτει: 

𝑑𝛱 = 𝑟 ∙ (−𝑉 + 𝛥 ∙ 𝑆) ∙ 𝑑𝑡 ⇒ 𝑑𝛱 = (−𝑟 ∙ 𝑉 + 𝑟 ∙ 𝑆 ∙ ) ∙ 𝑑𝑡               3.3 

Θεωρώντας  ως  δεδομένο  ότι  η  αγορά  λειτουργεί  εύρυθμα,  συνεπάγεται  ότι  σε  αυτή  

δεν   εμφανίζονται   ευκαιρίες   arbitrage κερδών.   Για   δικαιώματα   Ευρωπαϊκού   τύπου8, 

όπου  δεν  υπάρχει  η  δυνατότητα  πρόωρης  άσκησης,  η θεωρία  μη  ύπαρξης  ευκαιριών  

arbitrage υπαγορεύει   την   ισότητα  μεταξύ   της  ποσότητας  που  αποκομίζεται   από   την  

επένδυση   χωρίς   κίνδυνο   και   αυτής   που   προκύπτει   από   την   επένδυση   στο  

χαρτοφυλάκιο Π   (σχέσεις   (3.2)   και   (3.3)).   Οπότε   ύστερα   από   απλές   αλγεβρικές  

πράξεις  προκύπτει  η  παρακάτω  εξίσωση, 

  +   𝜎 ∙ 𝑆 ∙   +   𝑟 ∙ 𝑆 ∙   −   𝑟 ∙ 𝑉 = 0    3.4 

η  οποία  ισχύει  στο  διάστημα  DV. 

                                                 
6 Η  ύπαρξη  ευκαιριών  arbitrage,  υποδηλώνει  ότι  η  τιμή  του  δικαιώματος  προαίρεσης  μπορεί  
να  είναι  τέτοια που  να  εξασφαλίζει  σίγουρο  κέρδος  χωρίς  κίνδυνο,  μεγαλύτερο  από  αυτό  που  
καθορίζει  το  τρέχον  επιτόκιο  χωρίς  κίνδυνο.  Θεωρώντας  ότι  η  αγορά  λειτουργεί  εύρυθμα,  η  
τιμή  του  δικαιώματος  πρέπει  να  είναι  τέτοια  που  να  μην  επιτρέπει  σίγουρο  κέρδος 
7  Σήμερα,   στα   χρηματιστήρια,   οι   επενδυτές   πληρώνουν   για   κάθε   συναλλαγή   τους   ένα  
επιπλέον  ποσό  ως  κόστος  συναλλαγής.  Αυτό  το  κόστος  δεν  συνυπολογίζεται  στην  ανάλυση  
που  γίνεται  στο  σημείο  αυτό. 
8 Στην   περίπτωση   των   δικαιωμάτων  Αμερικάνικου   τύπου,   ο   επενδυτής   έχει   τη   δυνατότητα  

πρόωρης  άσκησης,  η  οποία  σε  συνδυασμό  με  την  αρχή  της  μη  ύπαρξης  ευκαιριών   arbitrage 

υποδεικνύει  ότι  η  ποσότητα  3.3 είναι  μεγαλύτερη  ή  οριακά   ίση  από  την  3.2. Οπότε   τελικά,  

καταλήγουμε  σε  μία  διαφορική  ανισότητα  η  οποία  πρέπει  να  είναι  ορθή  στο  διάστημα  DV. 
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Σε  όλους  τους  υπολογισμούς  που  προηγήθηκαν,  αντικατεστάθη  το  μ  με  το  επιτόκιο  

δίχως  κίνδυνο  λόγω  της υπόθεσης  μη  ύπαρξης  κερδών  arbitrage9. 

3.1 Παραδοχές  Μοντέλου 

Η  ανάπτυξη  της  παραπάνω  εξίσωσης,  στηρίχτηκε  σε  ορισμένες  παραδοχές  οι  οποίες  

αναφέρονται  συγκεντρωτικά  εδώ: 

1. Το  δικαίωμα  αγοράς  πωλείται  σε  μία  αγορά  που  λειτουργεί  εύρυθμα  και  στην  

οποία   εκλείπουν δυνατότητες   επενδύσεων   που   εκμεταλλεύονται   ευκαιρίες  

arbitrage  και  οδηγούν  σε  κέρδη  δίχως  κίνδυνο. 

2. Ο  επενδυτής  δεν  χρειάζεται  να  πληρώσει  κόστη  συναλλαγής  για  τις  αγορές  – 

πωλήσεις   του,   αλλά   και   για   να   ακολουθήσει   την   τακτική   αντιστάθμισης  

ρίσκου. 

3. Οι  συναλλαγές  είναι  συνεχείς  και  η  μετοχή  δεν  αποκόπτει  μερίσματα  κατά  την  

περίοδο  που  εξετάζεται. 

4. Οποιοσδήποτε   επενδυτής   μπορεί   να   δανείσει   αλλά   και   να   δανειστεί  

οποιοδήποτε   κεφάλαιο   με   επιτόκιο   αποπληρωμής   στο   ύψος   του   επιτοκίου  

χωρίς   ρίσκο,   το   οποίο   παραμένει   σταθερό   κατά   τη   διάρκεια   ζωής   του  

δικαιώματος. 

5. Η  μετοχή  ακολουθεί  μία  γεωμετρική  κίνηση  Brown,  δηλαδή  μία  στοχαστική  

διαδικασία.   Αυτό   συνεπάγεται   μία   λογαριθμική   κατανομή   της   τιμής   της  

μετοχής  με  σταθερό  αναμενόμενο  λόγο  επιστροφής  μ  και  απόκλιση  σ. 

Η   εξίσωση   στην   οποία   καταλήγουμε   για   την   τιμολόγηση   ενός   δικαιώματος  

προαίρεσης   είναι   τόσο   ευσταθής,   όσο   και   οι   υποθέσεις που   γίνονται.   Στην  

πραγματικότητα,   ορισμένες   από   αυτές   τις   υποθέσεις,   όπως   η   διατήρηση   σταθερής  

τιμής  μεταβλητότητας  σ,  αλλά  και  επιτοκίου  χωρίς  κίνδυνο  r κατά  τη  διάρκεια  ζωής  

του   δικαιώματος   διαψεύδονται.   Αυτό   φυσικά   έχει   ως   αποτέλεσμα,   οι   τιμές   που  

προκύπτουν  από  την  εξίσωση  αυτή  να  διαφέρουν  από  τις  τιμές  που  ανταλλάσσονται  

τα  δικαιώματα  στα  διάφορα  χρηματιστήρια  ανά  τον  κόσμο. 

                                                 
9  Στις   περιπτώσεις   τιμολόγησης   δικαιωμάτων   αγοράς   ο   ρυθμός   επιστροφής   μ   μιας  

υποκείμενης   μετοχής   που   δεν   αποκόπτει   μερίσματα   ισούται   με   το   επιτόκιο   χωρίς   ρίσκο,  

δηλαδή  υποθέτουμε  ότι  r =  μ. 
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Κόστος  Συναλλαγών: 

Κατά   την   ανάπτυξη   του   μοντέλου,   κατασκευάστηκε   ένα   χαρτοφυλάκιο,   η   αξία   του  

οποίου  δεν  εξαρτάται  από  την  τιμή  της  υποκείμενης  μετοχής.  Για  να  διατηρηθεί  αυτό  

σε  βάθος  χρόνου,  μεταβάλλεται  ο  αριθμός  των  μετοχών  ή  των  δικαιωμάτων,  από  τα  

οποία   αποτελείται   το   χαρτοφυλάκιο.   Στην   πραγματικότητα,   αυτή   η   συνεχής   αγορά  

και  πώληση  χρεογράφων  δημιουργεί  ένα  επιπρόσθετο  κόστος  συναλλαγών  το  οποίο  

επιβαρύνει   τον   επενδυτή   και   στην   πράξη   δεν   επιτρέπει   τη   δημιουργία   αυτού   του  

χαρτοφυλακίου.   Ο   μη   υπολογισμός   του   κόστους   συναλλαγών,   ειδικά   στις  

περιπτώσεις   που   αυτό   είναι   σημαντικό,   οδηγεί   φυσικά   σε   λανθασμένο   υπολογισμό  

της  αξίας  του  δικαιώματος.   

Σημείωση: 

Κατά   την   ανάπτυξη   του   μοντέλου   τιμολόγησης   δικαιώματος   αγοράς   που  

αναπτύχθηκε   από   τους   Black και   Scholes, συμβολίζεται   ως   r το   επιτόκιο   χωρίς  

κίνδυνο.   

Το   επιτόκιο   χωρίς   κίνδυνο   είναι   ένα   θεωρητικό   επιτόκιο   που   αντικατοπτρίζει   την  

προβλεπόμενη   απόδοση   μίας   επένδυσης   που   δεν   έχει   καθόλου   ρίσκο.   Ουσιαστικά,  

πρόκειται  για  την  απόδοση  που  αναμένει  ένας  επενδυτής  να  έχει  το  κεφάλαιο  του,  αν  

αυτός  δεν  λάβει  κανένα  ρίσκο.   

Το  ύψος  του  επιτοκίου  αυτού  υπολογίζεται  θεωρητικά,  με  βάση  τις  τιμές  επιτοκίων  

που  ανακοινώνονται.  Για  παράδειγμα  για  την  Αμερική,  πηγή  για  δεδομένα  σχετικά  με  

το  ύψος  του  επιτοκίου  είναι  το  Υπουργείο  Οικονομικών  (U.S. Treasury).  

Η   τιμή   του   επιτοκίου   χωρίς   κίνδυνο   δεν   είναι   σταθερή,   και   εξαρτάται   από   τις  

συνθήκες  που  επικρατούν  στην  αγορά.  Για  παράδειγμα,  σε  περιόδους  κρίσεις,  όπως  η  

πρόσφατη  παγκόσμια  χρηματοπιστωτική  κρίση  του  2008,  το  επιτόκιο  χωρίς  κίνδυνο  

μειώνεται   σημαντικά,   ενώ   σε   περιόδους   ανάπτυξης   αυξάνεται.   Ενδεικτικά,  

αναφέρεται,   ότι   το   2008   το   επιτόκιο   είχε   τιμές   της   τάξης   του   0.20%,   ενώ  

προηγούμενα  χρόνια  είχε  φτάσει  μέχρι  και  το  5%. 
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Η   πραγματική   σημασία   του   επιτοκίου   χωρίς   κίνδυνο   για   την οικονομία,   είναι   η  

υπόθεση  ότι  όλοι  οι  επενδυτές  έχουν  πρόσβαση  σε  οποιοδήποτε  χρηματικό  ποσό,  και  

το   δανείζονται   επιβαρυνόμενοι   κατά   το   επιτόκιο   χωρίς   κίνδυνο.   Αντίστοιχα,  

θεωρείται   ότι   όλοι   οι   επενδυτές   δύνανται   να   δανείσουν   κεφάλαια   και   να  

επωφεληθούν  κατά  το  ύψος  που  καθορίζει  το  επιτόκιο. 
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4 Μη  γραμμική Black - Scholes 

Το   πιο   αξιοσημείωτο   στοιχείο   της   εξίσωσης   που   αναπτύχθηκε   από   τους   Black & 

Scholes,  είναι  ότι  τιμολογεί  δικαιώματα  προαίρεσης  χρησιμοποιώντας  αποκλειστικά  

δύο  παραμέτρους,  το  επιτόκιο  χωρίς  κίνδυνο  και  τη  μεταβλητότητα  τους  υποκείμενης  

μετοχής. 

Ελέγχοντας   το   μοντέλο   αυτό,   διαπιστώνουμε   ότι   σε   πολλές   περιπτώσεις   τα  

αποτελέσματα   του   δεν   διαφέρουν  σημαντικά  από   τις   πραγματικές   τους   τιμές,   όπως  

αυτές  αποτυπώνονται  καθημερινά  στα  διάφορα  χρηματιστήρια  παραγώγων.  Ωστόσο,  

σε   ορισμένες   περιπτώσεις,   τα   αποτελέσματα   αυτά   παρουσιάζουν   σημαντικά  

προβλήματα.  Συγκεκριμένα,  έχει  υποστηριχθεί  βιβλιογραφικά,  ότι  η  εξίσωση  Black - 

Scholes συστηματικά   υποτιμολογεί   ή   υπερτιμολογεί   συγκεκριμένες   κατηγορίες  

δικαιωμάτων.  Χαρακτηριστικό   παράδειγμα   είναι   η   περίπτωση   δικαιωμάτων   αγοράς  

που  είναι  βαθιά  εκτός  του  χρηματικού  τους  ισοδύναμου,  τα  οποία  υποτιμολογούνται  

συστηματικά  από  την  εξίσωση. 

Συγκρίνοντας  σε  αυτές  τις  περιπτώσεις  ιστορικά  δεδομένα  τιμών  δικαιωμάτων,  αλλά  

και  τιμών  που  προκύπτουν  από  την  Black - Scholes,  διαπιστώνουμε  ότι  οι  παραδοχές  

που  γίνονται  για  την  ανάπτυξη  του  μοντέλου,  «υπέρ  – απλοποιούν»  την  αγορά.   

Η  υπόθεση  σταθερού  επιτοκίου  χωρίς  ρίσκο  κατά  τη  διάρκεια  ζωής  του  δικαιώματος,  

η   σταθερή   μεταβλητότητα   του   υποκείμενου   αγαθού,   ο   μη   υπολογισμός   κόστους  

συναλλαγών   αλλά   και   η   απολύτως   εύρυθμη   λειτουργία   της   αγοράς   είναι   υποθέσεις  

που  δημιουργούν  σφάλματα  στο  μοντέλο. 

Σήμερα,   στην   πράξη,   οι   επενδυτές   γνωρίζοντας   τα   σφάλματα   της   εξίσωσης,  

χρησιμοποιούν  στην  θέση  της  μεταβλητότητας  την  τεκμαρτή  μεταβλητότητα  (implied 

volatility),   όπως   αυτή   προκύπτει   από   ιστορικά   δεδομένα,   για   να   αυξήσουν   την  

ακρίβεια   των   υπολογισμών   τους. Ωστόσο,   παρά   την   αποτελεσματικότητα   της  

συγκεκριμένης   τακτικής,   η   χρήση   “λανθασμένης”   τιμής   μεταβλητότητας   για   τη  

σωστή   τιμολόγηση   των   δικαιωμάτων,   δεν   διορθώνει   το   πρόβλημα.   Στόχος   των  

μελετητών   των   τελευταίων   δεκαετιών,   είναι   η   τροποποίηση   της   εξίσωσης   Black - 

Scholes, με  στόχο  τη  βελτίωση  των  αποτελεσμάτων  και  την  αντιμετώπιση  δεδομένων  

προβλημάτων,   όπως   ο   μη   υπολογισμός   του   κόστους   συναλλαγών,   η   μεταβολή   της  
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τιμής   της   μεταβλητότητας   κατά   τη   διάρκεια   ζωής   του   χρεογράφου   και   τα   πιθανά  

προβλήματα  ρευστότητας  της  αγοράς. 

Στο   πρόσφατο   παρελθόν,   έχουν   προταθεί   αρκετοί μηχανισμοί   για   την   καλύτερη  

προσομοίωση   της   αγοράς   των   δικαιωμάτων   προαίρεσης   με   στόχο   την   ακριβέστερη  

τιμολόγηση  τους.  Αυτά  τα  μοντέλα,  μερικά  εκ  των  οποίων  αναλύονται  στη  συνέχεια,  

επιδιώκουν   να   αναιρέσουν   ορισμένες   από   τις   παραδοχές   της   Black – Scholes, 

θεωρώντας  έναν  όρο  μεταβλητότητας  που  δεν  παραμένει  σταθερός  κατά  τη  διάρκεια  

ζωής   του   δικαιώματος,   αλλά   μεταβάλλεται   συναρτήσει   του   χρόνου,   της   τιμής   της  

μετοχής  και  της  δεύτερης  παραγώγου  της  τιμής  του  δικαιώματος  ως  προς  την  τιμή  της  

μετοχής. 

𝜎 = 𝜎 𝑡, 𝑆,
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

≠ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Όπως   γίνεται   σαφές   από   την   μορφή   της   Black – Scholes,   η   εξάρτηση   της  

μεταβλητότητας   από   τα   παραπάνω,   μετατρέπει   την   εξίσωση   σε   μη   γραμμική,   με  

αποτέλεσμα  η  λύση  της  να  επαφίεται  στη  χρήση  αναλυτικών  μοντέλων  επίλυσης  μη 

γραμμικών  μερικών  διαφορικών  εξισώσεων. 

𝜕𝑉
𝜕𝑡

  +   
1
2
𝜎 (𝑡, 𝑆,

𝜕 𝑉
𝜕𝑆

) ∙ 𝑆 ∙
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

  +   𝑟 ∙ 𝑆 ∙
𝜕𝑉
𝜕𝑆

  −   𝑟 ∙ 𝑉 = 0 

4.1 Μοντέλα  που  συνυπολογίζουν  το  κόστος  συναλλαγής 

Ως  κόστη  συναλλαγής,  αναφέρονται  όλα  εκείνα   τα  κόστη  που   προκύπτουν  κατά   τη  

διαδικασία   εφαρμογής  μίας   συμφωνίας.  Ουσιαστικά,   είναι   το   κόστος   που  πληρώνει  

ένας  επενδυτής  για  τη  συμμετοχή  του  στη  χρηματιστηριακή  αγορά. 

Στην   κλασική   μορφή   της   εξίσωσης   των   Black - Scholes,   θεωρούνται   αμελητέα  

οποιαδήποτε  κόστη  συναλλαγής.  Αυτή  η  παραδοχή  μπορεί  να  οδηγήσει  σε  σημαντικά  

σφάλματα  στην  τιμολόγηση  δικαιωμάτων.   

Το  χαρτοφυλάκιο  που  μελετήθηκε  κατά  την  ανάπτυξη  της  εξίσωσης  τιμολόγησης  των  

δικαιωμάτων  προαίρεσης,  κατασκευάζεται  με  συνεχείς  αναπροσαρμογές  του  αριθμού  

των  μετοχών  με  στόχο  τον  περιορισμό  του  κινδύνου.   
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Στην   πραγματικότητα,   δεδομένου   ότι   η   αγοραπωλησία   χρεογράφων   επιβαρύνει   τον  

επενδυτή   με   ανεπιθύμητο   κόστος   συναλλαγής,   είναι   πιθανό   η   διαδικασία   αυτή   να  

γίνεται   ιδιαίτερα ακριβή   έως   και   απαγορευτική.   Συνεπώς   ο   επενδυτής,   οφείλει   να  

βρει  τη «χρυσή  τομή»  μεταξύ  της  συνεχούς  αναπροσαρμογής  του  χαρτοφυλακίου  που  

οδηγεί  σε  αυξημένο  κόστος,  και  της  μη  αναπροσαρμογής  που  τον  εκθέτει  σε  κίνδυνο. 

Στο   παρελθόν   έχουν   γίνει   αρκετές   προσπάθειες   συνυπολογισμού   του   κόστους  

συναλλαγής  στην  εξίσωση Black - Scholes10. 

Τρόπος  υπολογισμού  κόστους  συναλλαγής: 

Η  πρώτη  λύση  που  προτάθηκε  για  τον  υπολογισμό  του  κόστους  συναλλαγής  είναι  να  

προστίθεται   ένα   σταθερό   ποσό   στην   αξία   του   δικαιώματος,   το   οποίο   να  

αντικατοπτρίζει  την  ύπαρξη  κόστους  συναλλαγής.  Ωστόσο,  δεν  είναι  εύκολο  εκ  των  

προτέρων   να   υπολογιστεί   το   ύψος   του   κόστους   αυτού,   και   εκτός   αυτού   το   κόστος  

συναλλαγής  είναι  άρρηκτα  συνδεδεμένο  με  την  τιμή  της  μετοχής  αλλά  και  με  την  ίδια  

την  αγορά. 

4.1.1 Μοντέλο  Leland  et  al. 

Αυτό  που  προτείνεται  από  τον  Leland (Leland et al. 1985) μεταβάλλει  το  σύνολο  της  

τεχνικής  αντιστάθμισης  που  χρησιμοποιείται  για  να  διαμορφωθεί  το  χαρτοφυλάκιο,  η  

οποία  πλέον  εξαρτάται  από  την  ύπαρξη  κόστους  συναλλαγής. Συγκεκριμένα,  η   ιδέα  

που  ανέπτυξε  στηρίζεται  στην  υπόθεση,   ότι  οποιαδήποτε  αλλαγή  της  σύστασης   του  

χαρτοφυλακίου  πραγματοποιείται  συγκεκριμένες  διακριτές  στιγμές  κατά  τη  διάρκεια  

ζωής  του  χρεογράφου  και  όχι  συνεχώς. 

Θεωρώντας  k το   συνολικό   κόστος   συναλλαγής   (δηλαδή   επιβάρυνσης)   ανά   δολάριο  

συναλλαγής,  Δ  τον  αριθμό  των  μετοχών  που  αγοράζονται  είτε  πωλούνται  και  S την  

τιμή  που  η  αγοραπωλησία  πραγματοποιείται,  το  κόστος  συναλλαγής  υπολογίζεται 

𝛴𝜐𝜈𝜊𝜆𝜄𝜅ό  𝛫ό𝜎𝜏𝜊𝜍  𝛴𝜐𝜈𝛼𝜆𝜆𝛼𝛾ή𝜍 = −𝑘 ∙ 𝛥 ∙ 𝑆/2 

 

                                                 
10 Βλ. για παράδειγμα  Barles and Soner (1998), Leland 1985, Avellaneda and Paras 1994, 
Davis, Panas, Zariphopoulou (2003) 
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Ύστερα   από   αλγεβρικούς   υπολογισμούς,   με   βάση   το   τροποποιημένο   χαρτοφυλάκιο  

που  κατασκευάζεται,  το  οποίο  για  μικρή  μεταβολή  του  χρόνου  δt μεταβάλει  την  αξία  

του  κατά  δΠ: 

𝛿𝛱 = 𝛥 ∙ 𝛿𝑆 + 𝑟 ∙ 𝐶 ∙ 𝛿𝑡 −
𝜅
2
∙ 𝛿𝛥 ∙ 𝑆 

προκύπτει   ότι   η   τροποποιημένη   τιμή   της   μεταβλητότητας   που   συνυπολογίζει   το  

παραπάνω  κόστος  συναλλαγής  είναι: 

𝜎 = 𝜎 ∙ 1 + 𝑘 ∙ 𝛦 ∙
𝛥𝑆
𝑆

𝜎 ∙ 𝛿𝑡
⟹ 𝜎 = 𝜎 ∙ 1 + 𝛢 ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛

𝜕 𝑉
𝜕𝑆

  11 

όπου  Α  ορίζεται  ως  ο  αριθμός  Leland,  για  τον  οποίο  ισχύει  𝛢 ≤ 1,  ώστε  να  παραμένει  

θετικός  ο  όρος  της  μεταβλητότητας  στην  εξίσωση.  Ο  αριθμός  Leland υπολογίζεται: 

𝐴 =
2
𝜋
∙

𝑘
𝜎 ∙ √𝛿𝑡

 

Έχει  παρατηρηθεί,  ότι  απουσία  κόστους  συναλλαγών,  για  τα  δικαιώματα  αγοράς  και  

πώλησης   Ευρωπαϊκού   τύπου   η   δεύτερη   παράγωγος   της   τιμής   του   δικαιώματος   ως  

προς   την   τιμή   της   υποκείμενης   μετοχής   είναι   θετική,   συνεπώς   η   προσαρμογή   που  

προτείνεται   από   τον   Leland θα   οδηγεί   σε   αύξηση   της   τιμής   της   υπολογιζόμενης  

μεταβλητότητας  συγκριτικά  με  την  πραγματική  της  τιμή.   

4.1.2 Μοντέλο  Barles & Soner et al. 

Οι  Barles και  Soner (Barles G., Soner H. M. 1988) χρησιμοποίησαν  μία  διαφορετική  

προσέγγιση   για   να   συμπεριλάβουν   στον   προτεινόμενο   μοντέλο   το   κόστος  

συναλλαγών  αλλά  και  την  αποστροφή  των  επενδυτών  από  το  ρίσκο. 

Συγκεκριμένα,   απέδειξαν   ότι   η   τιμολόγηση   ενός   δικαιώματος   προκύπτει   από   την  

εξίσωση  Βlack Scholes: 

                                                 
11  Η   απλοποίηση   μορφή   της   εξίσωσης   προκύπτει,   θεωρώντας   ότι   το   ΔS/S ακολουθεί  
κανονική  κατανομή  με  τυπική  απόκλιση  0. 
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𝜕𝑉
𝜕𝑡

  +  
1
2
𝜎 𝑡, , 𝑆,

𝜕 𝑉
𝜕𝑆

∙ 𝑆 ∙
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

  +   𝑟 ∙ 𝑆 ∙
𝜕𝑉
𝜕𝑆

  −   𝑟 ∙ 𝑉 = 0 

με  τον  όρο  της  μεταβλητότητας  να  υπολογίζεται: 

𝜎 𝑡, 𝑆,
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

= 𝜎 ∙ 1 + 𝛹 𝑒 ∙( ) ∙ 𝑎 ∙ 𝑆 ∙
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

 

Όπου  η  συνάρτηση  Ψ  είναι  η  λύση  της  ακόλουθης  συνήθης  διαφορικής  εξίσωσης 

𝛹 =
𝛹(𝑥) + 1

2 ∙ 𝑥 ∙ 𝛹(𝑥) − 𝑥
, 𝑥 ≠ 0 

με  αρχική  συνθήκη  Ψ(0)  =  0. 

Η  ύπαρξη  λύσης  για  τη  μη  γραμμική  μορφή  της  εξίσωσης  Black - Scholes,  η  οποία  

μάλιστα   είναι   οικονομικά   σημαντική,   αποδεικνύεται   από   τους   ίδιους   τους  

συγγραφείς. 

4.2 Μοντέλα  που  θεωρούν  αβέβαιη  τιμή  μεταβλητότητας 

Οι   περισσότερες   παράμετροι   από   τις   οποίες   εξαρτάται   η   κλασική   μορφή   της  

εξίσωσης  Black - Scholes,  αλλά  αντίστοιχα  και  η  τιμή  ενός  δικαιώματος  προαίρεσης  

είναι  ξεκάθαρες,  και  ο  προσδιορισμός  τους  μονοσήμαντος  και  εύκολος. 

Ωστόσο,   ένα   μέγεθος   από   το   οποίο   εξαρτάται   η   τιμή   των   παραγώγων   είναι   η  

μεταβλητότητα,  η  οποία  δεν  είναι  πάντα  δυνατόν  να  εκτιμηθεί   εκ  των  προτέρων  με  

απόλυτη  ακρίβεια. 

"Ο   υπολογισμός   της   τιμής   ενός   δικαιώματος   αγοράς   βάσει   του   BSOPM 12 

υποδείγματος   είναι   τόσο  ακριβής   όσο   και   ο   υπολογισμός   της   μεταβλητότητας  στον  

τύπο" 

D.A. Dubofsky, Professor in the University of Louisville, (Dubofsky 2002) 

                                                 
12 BSOPM: Black - Scholes Option Pricing Model 
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Η   μεταβλητότητα,   αποτελεί   ουσιαστικά   την   τυπική   απόκλιση   της   απόδοσης   της  

μετοχής  κατά  τη  διάρκεια  της  μονάδας  χρόνου.   

Το  μοντέλο  που  αναπτύχτηκε  από  τους  Black και  Scholes,  θεωρεί  ότι  η  τιμή  αυτή  της  

μεταβλητότητας   παραμένει   σταθερή   με   την   πάροδο   του   χρόνου.   Ωστόσο,   στην  

πραγματικότητα,   εξετάζοντας   ιστορικά   δεδομένα   για   τη   διακύμανση   της   τιμής  

διαφόρων   μετοχών,   παρατηρούμε   ότι   η   τιμή   τις   μεταβλητότητας   μεταβάλλεται  

σημαντικά  από  μία  περίοδο  σε  μία  άλλη.   

Επιπλέον,  εξετάζοντας  δεδομένα  τεκμαρτής  μεταβλητότητας  φαίνεται  ότι  η  τιμή  της  

μεταβλητότητας  που  προβλέπει  την  τιμή  των  δικαιωμάτων  προαίρεσης  μεταβάλλεται  

κατά  τη  διάρκεια  ζωής  των  δικαιωμάτων. 

Δεν  είναι  δυνατόν  να  γνωρίζουμε  εκ  των  προτέρων  με  ακρίβεια  την  τυπική  απόκλιση  

της  απόδοσης  ενός  χρεογράφου,  κατά  τη  διάρκεια  ζωής  ενός  δικαιώματος  επί  αυτού. 

Ωστόσο,  αυτό  που  συνηθίζεται  είναι  η  χρήση  ιστορικών  δεδομένων  για  τον  εκτίμηση  

της  τιμής  που  θα  λάβει  η  μεταβλητότητα  στο  προσεχές  διάστημα.   

4.2.1.1 Θεώρηση στοχαστικής  μεταβλητότητας 

Στη  σύγχρονη  οικονομική  πραγματικότητα,  οι  εταιρείες,  αλλά  και  το  περιβάλλον τους  

μεταβάλλονται   τυχαία   στο   χρόνο.   Συνεπώς,   λογικά   συμπεραίνεται,   ότι   και   η  

διακύμανση  των  αποδόσεων  των  μετοχών  τους  είναι  δυνατόν  να  μεταβάλλεται.   

Η  στοχαστική  αυτή  διακύμανση  σύμφωνα  με  ορισμένα  υποδείγματα  αποδίδεται  στη  

στοχαστική  ροή  πληροφοριών. Έτσι,  είναι  πιθανόν  η  ροή  μιας  νέας  πληροφορίας  να  

αυξήσει   τη   διακύμανση   της   κατανομής   αποδόσεων   μιας   μετοχής.   Για   παράδειγμα,  

πληροφορίες  όπως  μία  έκθεση  κερδών  μιας  εταιρείας,  ή  μία  ανακοίνωση  μερισμάτων  

(ανακοίνωση  για  παράδειγμα  της  μέρας  αποκοπής),  ή μία  στατιστική  ανάλυση  ενός  

οργανισμού   για   το   μακροοικονομικό   του   περιβάλλον,   δύναται   να   προκαλέσει  

σημαντικές  αλλαγές  στην  μεταβλητότητα  της  μετοχής.   

Σήμερα   θεωρείται   δεδομένο   ότι   η   διαμόρφωση   της   τιμής   της   μεταβλητότητας  

διέπεται  αυτή  καθ'  αυτή  από  μία στοχαστική  διακύμανση.  Πλήθος  μελετών  που  έχουν  

πραγματοποιηθεί   υποστηρίζουν   θεωρητικά   αλλά   και   πρακτικά   ότι   οι   διακυμάνσεις  

στις   αποδόσεις   των   μετοχών   αλλάζουν   τυχαία   με   το   χρόνο,   με   αποτέλεσμα   η  
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αντίστοιχη   μελέτη   για   την   τιμολόγηση   δικαιωμάτων   να   βασίζεται   σε   θεωρίες  

στοχαστικής  αστάθειας.13 

Όπως   γίνεται   φανερό,   η   τιμή   της   μεταβλητότητας   που   θα   χρησιμοποιηθεί   για   την  

τιμολόγηση  ενός  δικαιώματος  προαίρεσης  πρέπει  να  επιλέγεται  με  προσοχή.  Ωστόσο,    

σε   ορισμένες   περιπτώσεις   η   εκτίμηση   με   σχετική   ακρίβεια   της τιμής   αυτής   για   το  

προσεχές  διάστημα  μπορεί  να  μην  είναι  δυνατή. 

4.2.2 Μοντέλο  Avellaneda Levy Paras 

Όπως   γίνεται   φανερό,   η   τιμή   της   μεταβλητότητας   που   θα   χρησιμοποιηθεί   για   την  

τιμολόγηση  ενός  δικαιώματος  προαίρεσης  πρέπει  να  επιλέγεται  με  προσοχή.  Ωστόσο, 

σε ορισμένες  περιπτώσεις   η   εκτίμηση,  με  σχετική  ακρίβεια,   της   τιμής  αυτής  για   το  

προσεχές  διάστημα  μπορεί  να  μην  είναι  εφικτή. 

Στο  παρελθόν,  έχουν  εκδοθεί  αρκετές  μελέτες14 που  προσπαθούν  να  αντιμετωπίσουν  

αυτό   το   πρόβλημα.   Όλες   ξεκινούν   από   τη   ίδια   βάση,   θεωρώντας   αβέβαιη   τιμή  

μεταβλητότητας,   η   οποία   μετατρέπει   την   κλασική   εξίσωση   Black - Scholes σε   μη  

γραμμική  διαφορική  εξίσωση. 

Οι   Avellaneda, Levy και   Paras,   πρότειναν   μία   λύση   για   τις   περιπτώσεις   που   η  

μεταβλητότητα   που  διέπει   ένα  δικαίωμα  προαίρεσης  δεν   είναι   γνωστή  με   ακρίβεια,  

αλλά  μπορεί  να  θεωρηθεί  ότι  κυμαίνεται  μεταξύ  δύο  ακραίων  τιμών. 

Είναι  σαφές,  ότι  είναι  σημαντικά  πιο  εύκολο  να  προσδιοριστούν  ακραίες  τιμές  για  την  

μεταβλητότητα,  από  το  να  προσδιοριστεί  με  ακρίβεια  η  τιμή  αυτής. 

Σύμφωνα  με  τους  ALP, είναι  δυνατόν  να  θεωρήσουμε ότι  η  τιμή  της  μεταβλητότητας  

της   υποκείμενης   μετοχής   μεταβάλλεται   μεταξύ   μίας   ελάχιστης   και   μίας   μέγιστης  

τιμής,   σmin και   σmax αντίστοιχα. Οι   συγγραφείς,   θεωρούν   δύο   διαφορετικές   ακραίες  

διαδρομές  για  την  μεταβλητότητα. 

                                                 
13 Βλ.,  για  παράδειγμα  Hull  & White (1987), Johnson & Shanno (1987), Scott (1987) 
14 Βλ.,  για  παράδειγμα  G.  H.  Meyer  (2004)    και M. Avellaneda, Arnon Levy, Antonio Paras 
(1995) 
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Συγκεκριμένα,   η   χειρότερη   δυνατή   διαδρομή,   υπαγορεύεται   από   την   παρακάτω  

διαδρομή  για  τη  μεταβλητότητα: 

𝜎 =

⎩
⎨

⎧𝜎   𝛾𝜄𝛼  
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

≥ 0

𝜎   𝛾𝜄𝛼  
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

< 0
 

Ενώ  αντίστοιχα,  η  καλύτερη  διαδρομή  είναι: 

𝜎 =

⎩
⎨

⎧𝜎   𝛾𝜄𝛼  
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

≤ 0

𝜎   𝛾𝜄𝛼  
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

> 0
 

Χρησιμοποιώντας   τις   δύο   αυτές   περιπτώσεις,   προσδιορίζονται   τα   όρια   μέσα   στα  

οποία  κυμαίνεται  η  τιμή  του  δικαιώματος.  Φυσικά,  τα  όρια  αυτά  δεν  είναι  αυτά  που  

θα   προσδιορίζονταν   χρησιμοποιώντας   αυτούσιες   τις   τιμές   σmax και   σmin.   Πιο  

συγκεκριμένα,  αν  εφαρμόσουμε  τη  γραμμική  εξίσωση  Black - Scholes για  τις  ακραίες  

τιμές  μεταβλητότητας,  δεν  προκύπτουν  οικονομικά  σημαντικά  όρια  για  την  τιμή  του  

δικαιώματος. 

Η   τελική   αποτίμηση   των   δικαιωμάτων   προαίρεσης   στην   παρούσα   μελέτη,  

πραγματοποιείται   βασιζόμενοι   στη   χειρότερη   δυνατή   διαδρομή   για   τη  

μεταβλητότητα. 

4.3 Μοντέλα  που  συνυπολογίζουν  τη  ρευστότητα της αγοράς 

4.3.1 Μοντέλο  Frey et al. 

Μία  από  τις  παραδοχές  του  μοντέλου  των  Black και  Scholes είναι  ότι  η  αγορά  είναι  

ρευστή   και   κάθε   επενδυτής   έχει   τη   δυνατότητα   να   αγοράζει   και   να   πουλάει   τις  

μετοχές  και   τα  δικαιώματα   που  επιθυμεί.   Ταυτόχρονα,  η  αγορά  ή   πώληση  μεγάλης  

ποσότητας  μετοχών  σε  μία   τέτοια  αγορά,  θεωρείται  ότι   δεν   επηρεάζει   την   τιμή   της  

μετοχής.   

Ωστόσο,  στην  πραγματικότητα,  η  εικόνα  μπορεί  να  είναι  διαφορετική  από  αυτή  που  

υποτίθεται   από   το   μοντέλο.   Αρχικά,   αναφορικά   με   τη   διάθεση   των   μετοχών,   είναι  
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πιθανό  αυτή  να  είναι  περιορισμένη.  Αυτός  είναι ο  λόγος  που  εταιρείες  επιλέγουν  να  

κάνουν  διαίρεση  (split)  των  μετοχών  τους,  δηλαδή  να  διπλασιάσουν  τον  αριθμό  των  

μετοχών,   υποδιπλασιάζοντας   ταυτόχρονα   την   τιμή   τους,   διατηρώντας   το   συνολικό  

μετοχικό  κεφάλαιο  σταθερό. 

Για  την  αντιμετώπιση  του  προβλήματος  αυτού,  αρχικά  ο  Frey (Frey R., 2000) και  εν  

συνεχεία   οι   Frey και   Patie (Frey R., Patie P., 2002) απέδειξαν   ότι   πρέπει   να  

λαμβάνεται  υπόψη  ένας  όρος  ρευστότητας  της  αγοράς,  ο  οποίο  μετατρέπει  την  τιμή  

της  μεταβλητότητας  ως  εξής: 

𝜎 𝑡, 𝑆,
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

=
𝜎

(1 − 𝜌 ∙ 𝜆(𝑆) ∙ 𝑆 ∙ 𝜕 𝑉
𝜕𝑆 )

 

Όπου  ρ  η  μεταβλητή  που   προσμετρά  τη   ρευστότητα   της   αγοράς,   ενώ   η  συνάρτηση  

λ(S)   περιγράφει   το   προφίλ   ρευστότητας   ως   συνάρτηση   της   τιμής   της   υποκείμενης  

μετοχής. 

Εκ   νέου,   το   μοντέλο   που   προτείνεται   για   την   ακύρωση   της   υπόθεσης   τέλειας  

ρευστότητας   της   αγοράς,   μετατρέπει   τη   μεταβλητότητα   σε   συνάρτηση   του   χρόνου,  

της   τιμής   του  δικαιώματος  και   της  δεύτερης  παραγώγου  της   τιμής   του  δικαιώματος  

ως  προς  την  τιμή  της  μετοχής,  οδηγώντας τελικά  την  εξίσωση  Black - Scholes σε  μη  

γραμμική  μορφή. 
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5 Επίλυση  Διαφορικής  Εξίσωσης Black - Scholes 

Για   τα   δικαιώματα   Ευρωπαϊκού   τύπου,   οι   Black και   Scholes πρότειναν   μία  

παραβολική  μερική  διαφορική  εξίσωση (εξίσωση  3.4),  της  παρακάτω  μορφής: 

𝜕𝑉
𝜕𝑡

  +   
1
2
𝜎 ∙ 𝑆 ∙

𝜕 𝑉
𝜕𝑆

  +   𝑟 ∙ 𝑆 ∙
𝜕𝑉
𝜕𝑆

  −   𝑟 ∙ 𝑉 = 0 

Οι  μεταβλητές  της  εξίσωσης  μεταβάλλονται  στο  διάστημα: 

𝐷 = {(𝑆, 𝑡) ∶ 𝑆 > 0  , 0 ≤   𝑡   ≤ 𝑇  } 

Στην  περίπτωση  σταθερού  όρου  μεταβλητότητας,  η  εξίσωση  αυτή  είναι  γραμμική  και  

η  επίλυση  της  είναι  αρκετά  απλή  υπόθεση. (Black F., Scholes M., 1973). 

Ωστόσο,  στην  περίπτωση  που  η  μεταβλητότητα  δεν  παραμένει  σταθερή,  όπως  στην  

περίπτωση  των  μοντέλων  που  αναλύονται  στο  Κεφάλαιο  4,  η  εξίσωση  μετατρέπεται  

σε   μη   γραμμική.   Συνεπώς,   θα   επιχειρηθεί   προσέγγιση   της   λύσης   με   χρήση  

αριθμητικών  μεθόδων. 

Εφαρμόζοντας   κατάλληλους   μετασχηματισμούς   στην   εξίσωση   BS,   μπορούμε   να  

καταλήξουμε  στην  ακόλουθη  εξίσωση: 

𝜕𝑢
𝜕𝜏

=   
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

 

με  πεδίο  ορισμού 

𝐷 = {(𝑥, 𝜏) :  − ∞ ≤ 𝑥 ≤ ∞, 0  𝜏 ≤
𝜎
2
∙ 𝛵} 

Τα   όρια   που   φαίνονται   στο   πεδίο   ορισμού   της   συνάρτησης,   προκύπτουν   όπως  

αναλύεται  στη  συνέχεια  από  τους  μετασχηματισμούς  που  χρησιμοποιούνται. 
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5.1 Απαραίτητοι  Μετασχηματισμοί 

Για  να  μπορέσουμε  να  τιμολογήσουμε  τα  δικαιώματα  αγοράς  στην  περίπτωση  των  μη  

γραμμικών   μοντέλων   που   θα   αναλύσουμε   στη   συνέχεια,   θα μετατρέψουμε   την  

εξίσωση   Black - Scholes με   χρήση   κατάλληλων   μετασχηματισμών,   και   θα   την  

λύσουμε  αριθμητικά. 

Υπενθυμίζουμε,  την  εξίσωση  Black – Scholes (εξίσωση  3.4) 

𝜕𝑉
𝜕𝑡

  +   
1
2
𝜎 ∙ 𝑆 ∙

𝜕 𝑉
𝜕𝑆

  +   𝑟 ∙ 𝑆 ∙
𝜕𝑉
𝜕𝑆

  −   𝑟 ∙ 𝑉 = 0 

Για  να  συνυπολογίσουμε   το   κόστος  συναλλαγών,   ή   την  αβεβαιότητα  στην   τιμή   της  

μεταβλητότητας,   είτε   τη   ρευστότητα   της   αγοράς,   μετατρέπεται   ο   όρος   της  

μεταβλητότητας  σε  συνάρτηση  ανάλογα  με  την  περίπτωση: 

𝜎 = 𝜎 𝑆, 𝑡,
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

 

Ως  αποτέλεσμα  η  εξίσωση  Black - Scholes μετατρέπεται  σε  μη  γραμμική  διαφορική  

εξίσωση. 

Έστω  οι  παρακάτω  μετασχηματισμοί,  οι  οποίοι  εν  συνεχεία  χρησιμοποιούνται  για  την  

μετατροπή  της  εξίσωσης  Black - Scholes 

𝑥 = log
𝑆
𝐾

, 𝜏 =
1
2
𝜎 (𝛵 − 𝑡),              𝑢(𝑥, 𝜏) = 𝑒

𝑉(𝑆, 𝑡)
𝐾

 

όπου   επιλέγουμε   οι   σταθερές   Κ,   σ0 να   αναπαριστούν   την   τιμή   άσκησης   του  

δικαιώματος  και  τη  μεταβλητότητα  της  υποκείμενης  μετοχής  αντίστοιχα. 

Αρχικά,   αναφορικά   με   τις   παραγώγους   της   τιμής   του   δικαιώματος,   έπειτα   από   την  

αλλαγή μεταβλητής  ισχύουν  τα  ακόλουθα: 
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𝜏 = ∙ 𝜎 ∙ (𝛵 − 𝑡)  

= 𝜎 ∙ 𝑆 ∙         5.1                

𝑢(𝑥, 𝜏) ∙ 𝐾 = 𝑉(𝑆, 𝑡) ∙ 𝑒    

 

𝑒 ∙ 𝐾 = 𝑆  

= 𝑢 +              5.2                

𝑢(𝑥, 𝜏) ∙ 𝐾 = 𝑉(𝑆, 𝑡) ∙ 𝑒  

 

= 𝑢 +   

𝑆 ∙ = +         5.3                

𝑒 ∙ 𝐾 = 𝑆 

Λαμβάνοντας  υπόψη  τους  παραπάνω  μετασχηματισμούς  και  εφαρμόζοντας  τους  στην  

εξίσωση  Black - Scholes, εξάγεται  η  εξίσωση  συναρτήσει  των  νέων  μεταβλητών: 

+ ∙ + + ∙ ∙ = 0                   5.4 

η  οποία  ορίζεται  στο: 

𝐷 = {(𝑥, 𝜏) :  − ∞ ≤ 𝑥 ≤ ∞, 0  𝜏 ≤
𝜎
2
∙ 𝛵} 
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Το   πεδίο   ορισμού   της   εξίσωσης   5.4 προκύπτει   με   βάση   το   αντίστοιχο   της   3.4 

εφαρμόζοντας τους  μετασχηματισμούς. 

Η  τιμή  της  μετοχής  S,  μπορεί  να  πάρει  οποιαδήποτε  τιμή  μεγαλύτερη  του  0,  συνεπώς: 

𝑆 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ∈ 𝑅 

Οι   τιμές   της   μεταβλητής   x δύναται   να   μεταβάλλοντα   σε   όλο   το   πεδίο   των  

πραγματικών   αριθμών,   ωστόσο   αντιλαμβανόμενοι   ότι   αντιστοιχούν   σε   τιμές   που  

μπορεί   να   λάβει   η   μετοχή   είναι   ασφαλές   να   θεωρήσουμε   ότι   το   πεδίο   τιμών   του   x 

μπορεί   να   περιοριστεί   σημαντικά,   μεταξύ   δύο   τιμών   Α   και   Β,   τέτοιων   ώστε   για  

𝜒   =   𝛢   ⇔ 𝑆   =   𝑆 ,  δηλαδή  η  χαμηλότερη  τιμή  που  δύναται  να  λάβει  η  μετοχή  και  

𝜒   =   𝛣   ⇔ 𝑆   =   𝑆 . 

Αντίστοιχα,  το  πεδίο  ορισμού  της  μεταβλητής  του  χρόνου   t της  εξίσωσης  3.4 ορίζει  

το  πεδίο  ορισμού  της  τ  της  εξίσωσης  5.4, ως  ακολούθως: 

𝑡 ∈ [0, 𝑇] ⇒ 𝜏 ∈ 0,
𝜎 ∙ 𝛵
2

 

Κατά το   μετασχηματισμό   που   χρησιμοποιούμε   για   τη   μεταβλητή   του   χρόνου,  

αντιστρέφεται  το  πεδίο  του  χρόνου,  υπό  την  έννοια  ότι  πλέον  η  χρονική  στιγμή  τ=0   

αντιστοιχεί   στην  ημέρα   εκπνοής   του  δικαιώματος,   ενώ  τ=Τ  αντιστοιχεί   στην  ημέρα  

συγγραφής  του. 

Όπως   πραγματοποιήθηκε   η   αλλαγή   μεταβλητής   στην   εξίσωση  Black - Scholes, θα  

προσδιοριστούν   οι   συναρτήσεις   που   δίνουν   την   τιμή   της   μεταβλητότητας   για   κάθε  

ένα  από  τα  μοντέλα  που  αναλύθηκαν  στο  κεφάλαιο  4,  ώστε  να  είναι  της  μορφής: 

𝜎 = 𝜎(𝑥, 𝜏, 𝛤) 

Όπου   Γ   ο   συντελεστής   ευαισθησίας   του   χαρτοφυλακίου   που   θα   αναλυθεί   στο  

επόμενο  κεφάλαιο,  και  συναρτήσει  των  νέων  μεταβλητών  ορίζεται: 

𝛤 =
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥
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5.2 Εφαρμογή  Μετασχηματισμού  στις  Συναρτήσεις  Μεταβλητότητας 

5.2.1 Μοντέλο  Leland 

Όπως  είδαμε  στο  κεφάλαιο  4,  για  την  περίπτωση  του  μοντέλου  του  Leland, στο πεδίο  

ορισμού  DV η  μεταβλητότητα  υπολογίζεται: 

𝜎 = 𝜎 ∙ 1 + 𝛢 ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

 

Εφαρμόζοντας  τους  μετασχηματισμούς  η  μεταβλητότητα  στο  πεδίο  Du υπολογίζεται: 

𝜎 = 𝜎 ∙ 1 + 𝛢 ∙ 𝑠𝑖𝑔𝑛
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

 

5.2.2 Μοντέλο  Barles  &  Soner   

Αντίστοιχα,  για  το  μοντέλο  των  Barles Soner ισχύει: 

Στο  πεδίο  DV: 

𝜎 = 𝜎 ∙ 1 + 𝛹 𝑒 ∙( ) ∙ 𝑎 ∙ 𝑆 ∙
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

 

 

Στο  πεδίο  Du: 

𝜎 = 𝜎 ∙ 1 + 𝛹 𝑒
∙ ∙

∙ 𝑎 ∙ 𝛫 ∙ 𝑒 ∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥
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5.2.3 Μοντέλο  Frey et al 

Ομοίως, 

Στο  πεδίο  DV: 

𝜎 𝑡, 𝑆,
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

=
𝜎

(1 − 𝜌 ∙ 𝜆(𝑆) ∙ 𝑆 ∙ 𝜕 𝑉
𝜕𝑆 )

 

Στο  πεδίο  Du: 

𝜎 𝑡, 𝑆,
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

= 1 − 𝜌 ∙ 𝜆(𝛫 ∙ 𝑒 ) ∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

 

5.2.4 Μοντέλο  ALP 

Τέλος,  για  το  μοντέλο  της  αβέβαιης  μεταβλητότητας  αλλάζουν  μόνο  οι  περιοχές  όπου  

η   μεταβλητότητα   λαμβάνει   τις   ακραίες   τιμές.   Συγκεκριμένα,   στην   κλασική  

περίπτωση  ίσχυε  για  τη  χειρότερη  δυνατή  διαδρομή  της  μετοχής: 

𝜎 =

⎩
⎨

⎧𝜎   𝛾𝜄𝛼  
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

≥ 0

𝜎   𝛾𝜄𝛼  
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

< 0
 

Στο  μετασχηματισμένο  σύστημα  ισχύει: 

𝜎 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜎   𝛾𝜄𝛼  

𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

≥ 0

𝜎   𝛾𝜄𝛼  
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

< 0
 

5.3 Συνοριακές  Συνθήκες 

Στην   κλασική   εξίσωση   Black - Scholes, το   δεδομένο   όριο   είναι   ότι   την   ημέρα  

εκπνοής  του  δικαιώματος,  η  αξία  του  υπολογίζεται  από  τη  συνάρτηση  απόδοσης  του,  

η  οποία  προφανώς  εξαρτάται  από  τον  τύπο  του  δικαιώματος. 
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Ύστερα   από   την  αντιστροφή   του   πεδίου   του χρόνου,   η   αρχική   πλέον   συνθήκη   του  

προβλήματος  μας  είναι  η  ακόλουθη: 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑃𝑎𝑦𝑜𝑓𝑓  𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 

Τυπικές   περιπτώσεις   payoff function σε   δικαιώματα   προαίρεσης,   αναλύονται  

παρακάτω: 

Για  ένα  δικαιώματος  αγοράς: 

𝑉 =
0  𝛾𝜄𝛼  𝑆 ≤ 𝐾

(𝑆 − 𝐾)  𝛾𝜄𝛼  𝑆 > 𝐾 ⇒ 𝑢 =
0  𝛾𝜄𝛼  𝑥 ≤ 0

(1 − 𝑒 )  𝛾𝜄𝛼  𝑥 > 0 

Για  ένα  δικαίωμα  πώλησης: 

𝑉 = (𝛫 − 𝑆)  𝛾𝜄𝛼  𝑆 ≤ 𝐾
0  𝛾𝜄𝛼  𝑆 > 𝐾 ⇒ 𝑢 = (𝑒 − 1)  𝛾𝜄𝛼  𝑥 ≤ 0

0  𝛾𝜄𝛼  𝜒 > 0  

Ωστόσο,  στην  περίπτωση  δικαιωμάτων  κτήσης  επί  μετοχών,  όπως  αυτά  που  εξέδωσε  

το  ΤΧΣ  εκ  μέρους  της  Alpha Bank,  η συνάρτηση  Payoff διαφοροποιείται  ελαφρώς,  

ανάλογα  με  τα  χαρακτηριστικά  του  δικαιώματος.  Για  παράδειγμα,  κάθε  warrant της  

Alpha Bank,   δίνει   το   δικαίωμα   στον   κάτοχο   του,   να   αγοράσει   7.4   μετοχές   της  

εταιρείας.  Συνεπώς,  η  τελική  συνθήκη  για  την  εξίσωση  μας  διαμορφώνεται  ως  εξής: 

  𝑉 =
0  𝛾𝜄𝛼  𝑆 ≤ 𝐾

7.4 ∙ (𝑆 − 𝐾)  𝛾𝜄𝛼  𝑆 > 𝐾 ⇒ 𝑢 =
0  𝛾𝜄𝛼  𝑥 ≤ 0

7.4 ∙ (1 − 𝑒 )  𝛾𝜄𝛼  𝑥 > 0 

Επιπλέον,   αναφορικά   με   την   τιμή   ενός   δικαιώματος   αγοράς   όταν   η   τιμή   της  

υποκείμενης   μετοχής   λαμβάνει   ακραίες   τιμές,   είναι   ασφαλές   με   βάση   όσα  

αναλύθηκαν  στο  κεφάλαιο  2,  να  θεωρήσουμε  ότι: 

𝑆 ⟶ 0 ⇒ 𝑉 ⟶ 0  𝜅𝛼𝜄  𝑆 ⟶ ∞   ⇒ 𝑉 ⟶ 𝑆 − 𝐾 ∙ 𝑒 ∙( ) 

Εφαρμόζοντας   τους   μετασχηματισμούς,   οι   συνοριακές   συνθήκες   που   προστίθενται  

στο πρόβλημα  μας  είναι: 

𝑢(𝛢, 𝜏) = 0 

𝑢(𝐵, 𝜏) = 1 − 𝑒
2∙𝑟
𝜎0
2−𝐵 
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Αντίστοιχα,  για  ένα  δικαίωμα  πώλησης  προκύπτουν  τελικά  οι  ακόλουθες  συνοριακές  

συνθήκες: 

𝑢(𝛢, 𝜏) = 𝑒
2∙𝑟
𝜎0
2−𝛢 

𝑢(𝐵, 𝜏) = 0 

5.4 Μέθοδος  Πεπερασμένων  Διαφορών 

Συνολικά,   το   πρόβλημα   του   οποίου   η   επίλυση   δίνει   την   τιμή   ενός   δικαιώματος  

προαίρεσης  είναι: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧−

𝜕𝑢
𝜕𝜏

+ 𝜎 𝜏, 𝑥,
𝜕𝑢
𝜕𝑥

,
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

+
2 ∙ 𝑟
𝜎

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 0                                                                                    5.5

𝑢(𝑥, 0) = 𝛬(𝑥)                                                                                                                                                                                                                                                5.6
𝑢(𝛢, 𝜏) = 𝑎(𝜏; 𝛢)                                                                                                                                                                                                                                        5.7
𝑢(𝐵, 𝜏) = 𝛽(𝜏;𝛣)                                                                                                                                                                                                                                      5.8

 

Όπου   Λ(x)   η   συνάρτηση   απόδοσης   του   δικαιώματος,   μετασχηματισμένη   σε  

συντεταγμένες  x,τ. 

Η  εξίσωση  5.4 είναι  μερική  μη  γραμμική  διαφορική  εξίσωση  και  για  την  επίλυση  της  

θα   χρησιμοποιηθεί   η   μέθοδος   πεπερασμένων   διαφορών   και   μία   επαναληπτική  

διαδικασία  Newton Raphson. 

Με   βάση   τις   συνοριακές   συνθήκες   και   συγκεκριμένα   την   συνθήκη   5.7,   θα  

υπολογιστεί  η  τιμή  του  δικαιώματος  για  κάθε  τιμή  μετοχής  κάθε  χρονική  στιγμή  που  

ακολουθεί  της  τ=0,  δηλαδή  που  προηγείται  της  ημέρας  εκπνοής  του  δικαιώματος. 

Οι  μεταβλητές  των  εξισώσεων  3.4    και  5.4 έχουν  το  παρακάτω  πεδίο  ορισμού: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑡 ∈ [0, 𝑇] ⇔ 𝜏 ∈ 0,

𝜎 ∙ 𝛵
2

𝑆 ∈ [0,+∞) ⇔ 𝑥 ∈ (−∞,+∞)
𝑉 ∈ [0,+∞) ⇔ 𝑢 ∈ [0, +∞)

 

Η   μέθοδος   των   πεπερασμένων   διαφορών   στηρίζεται   στην   προσέγγιση   των  

παραγώγων  της  Δ.Ε.  με  λόγους  διακριτών διαφορών.  Για  το  σκοπό  αυτό  απαιτείται  η  
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διακριτοποίηση  των  μεταβλητών  του  προβλήματος,  οι  οποίες  είναι  συνεχείς  στο  πεδίο  

ορισμού  τους. 

Το  πεδίο  που  ορίζονται  οι  μεταβλητές  τ,  x κατόπιν  διακριτοποίησης  γίνεται: 

𝜏 = 𝑗 ∙ 𝛥𝜏,      𝛥𝜏 =
𝜎 ∙ 𝛵
2 ∙ 𝛮

,      𝑗 = 0,… ,𝑁 

𝐴 = 𝑥 , 𝑥 , 𝑥 , … , 𝑥 = 𝐵 

Όπου,  M, N η  διακριτοποίηση  που  επιλέγουμε  για  το  πεδίο  του  χρόνου  και  του  χώρου  

αντίστοιχα   (όπου   χώρο   εννοείται   η   μεταβλητή   x).   Το   διάστημα   μεταξύ   δύο  

διαδοχικών  τιμών  x,  ορίζεται  ως  h = ( B – A ) / M. 

Ως  αποτέλεσμα,   το  χωρίο   τον  μεταβλητών  πλέον   δεν  είναι   συνεχές,  αλλά   διακριτό,  

όπως  φαίνεται  στο  διάγραμμα  που  ακολουθεί. 

 

Εικόνα  2.  Στο  διάγραμμα  απεικονίζεται  το  πλέγμα,  δηλαδή  το  διακριτό  χωρίο  στο  οποίο  μεταβάλλονται  οι      
μεταβλητές  του  προβλήματος 

Η  μέθοδος   αυτή   χρησιμοποιείται   εκτεταμένα,   ακόμα  και   σε   υπολογιστικά   εργαλεία 

όπως   το   Comsol Multiphysics, στα   οποία   το   πρόβλημα   επιλύεται με   τη   χρήση  

πλέγματος  (Grid). 
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Εφαρμόζοντας   την   παραπάνω   διακριτοποίηση,   μπορούμε   να   προσεγγίσουμε   τις  

μερικές  παραγώγους  που  χρησιμοποιούνται  στην  εξίσωση 5.4,  με  σχετική  ακρίβεια,  

μέσω  της  μεθόδου  πεπερασμένων  διαφορών,  ως  ακολούθως: 

𝜕𝑢
𝜕𝑥

≈
𝑢(𝑥 + 𝛥𝑥, 𝜏) − 𝑢(𝑥 − 𝛥𝑥, 𝜏)

2 ∙ ℎ
− 𝛵𝛦  

𝜕 𝑢
𝜕𝑥

≈
𝑢(𝑥 + 𝛥𝑥, 𝜏) − 2 ∙ 𝑢(𝑥, 𝜏) + 𝑢(𝑥 − 𝛥𝑥, 𝜏)

ℎ
− 𝛵𝛦  

και 

𝜕𝑢
𝜕𝜏

≈
𝑢(𝑥, 𝜏 + 𝛥𝜏) − 𝑢(𝑥, 𝜏 − 𝛥𝜏)

2 ∙ 𝛥𝜏
− 𝛵𝛦  

Όπου,  ΤΕ  το  ανάπτυγμα  Taylor. 

Θεωρητικά,   ο   υπολογισμός   των   παραγώγων   μπορεί   να   γίνει   είτε   υπολογίζοντας  

διαφορά   με   βήμα   προς   τα   εμπρός,   ή   προς   τα   πίσω.   Εδώ   για   λόγους   ακρίβειας  

προτιμάται  η  χρήση  κεντρικής  διαφοράς,  όπως  αυτή  αναλύεται  παραπάνω. 

Η  επίλυση   της   μερικής   διαφορικής   εξίσωσης,   θα  στηριχτεί   σε   βασικές   αριθμητικές  

μεθόδους  και  συγκεκριμένα  στις  μεθόδους  Euler και  Crank Nicolson. 

Για   την   επίλυση   του   προβλήματος,   χρησιμοποιείται   επαναληπτική μέθοδος  Newton 

για  την  προσέγγιση  της  λύση  σε  κάθε  βήμα. 

Για   την   εφαρμογή  της  μεθόδου  Newton,   θα  χρειαστεί   να  υπολογιστεί  η  παράγωγος  

της  συνάρτησης  F,η  οποία  συμβολίζεται  με    . 

Η  συνάρτηση  F όπως  τη  συμβολίσαμε  αποτελεί  έναν  πίνακα  στήλη,  και  η  παράγωγος  

της   θα   σχηματίζει   έναν   τετραγωνικό   πίνακα.   Για   k =   0,…, M και   j=1,…,M-1 

υπολογίζεται: 

= + 𝛥𝜏 ∙ (1 − 𝜃) ∙
∙

∙ + ∙ ∙            (5.9) 
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Η  μέθοδος  Newton μπορεί  να  εφαρμοστεί  καθώς  είναι  δυνατός  ο  προσδιορισμός  της  

Ιακωβιανής  𝐷𝐹 𝑢 =
,

,   όπως   αποδείχθηκε   από   τους  Clarke, 1983 

και  Sun  and  Han,  1997). 

Η   παράγωγος  
∙

 μπορεί   να   υπολογιστεί   για   κάθε   ένα   εκ   των  

προαναφερθέντων  μοντέλων  ως  εξής: 

Leland: 

𝜕 𝜎 ∙ 𝛤
𝜕𝛤

= 1 + 𝐴, 𝛤 ≥ 0
1 − 𝛢, 𝛤 < 0 

Barles & Sones: 

𝜕 𝜎 ∙ 𝛤
𝜕𝛤

= 1 + 𝛹(𝛼 ∙ 𝛤) + 𝛼 ∙ 𝛤 ∙ 𝛹 (𝛼 ∙ 𝛤)  

Frey: 

𝜕 𝜎 ∙ 𝛤
𝜕𝛤

=
1 + 𝜌 ∙ 𝜆(𝛫 ∙ 𝑒 ) ∙ 𝛤

(1 − 𝜌 ∙ 𝜆(𝛫 ∙ 𝑒 ) ∙ 𝛤)
 

ALP: 

𝜕 𝜎 ∙ 𝛤
𝜕𝛤

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜎   𝛾𝜄𝛼  

𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

≥ 0

𝜎   𝛾𝜄𝛼  
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

< 0
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5.5 Εύρεση  Λύσης  μη  Γραμμικής  Μερικής  Διαφορικής  Εξίσωσης 

Όπως   αναφέρθηκε   και   παραπάνω,   η   εξίσωση   που   έχουμε   κατασκευάσει,   θα   λυθεί  

αναλυτικά  με  την  επαναληπτική  μέθοδο  Newton.  Ουσιαστικά,  κάθε  βήμα  της  Newton 

Raphson επιλύει   την   εξίσωση   5.4, υπολογίζοντας   προσεγγιστικά   την   τιμή   της   un+1 

(προσέγγιση   της   τιμής   του   δικαιώματος   για   κάθε   τιμή   μετοχής   τη   χρονική   στιγμή  

τn+1). 

Έχοντας  ως   αρχική  συνθήκη   την   τιμή   της   μεταβλητής  u(x,τ),   δηλαδή   την   τιμή   του  

δικαιώματος   την   τ=0   για   κάθε   τιμή   υποκείμενης   μετοχής,   σε   κάθε   βήμα   της  

επαναληπτικής  διαδικασίας  θα  υπολογίζεται  προσέγγιση  για  την  τιμή  της  μεταβλητής  

την  αμέσως  επόμενη  χρονική  στιγμή  u(x,τ+Δτ). 

Στην  επαναληπτική  αυτή  διαδικασία,  στην  αρχή  κάθε  βήματος  υποτίθεται  μία  αρχική  

τιμή  για  την  u(x,τ+Δτ),  η  οποία  βελτιώνεται  ως  ακολούθως: 

𝑢 = 𝑢 −
𝐹(𝑥 )
𝐹 (𝑥 )

 

Έτσι,  υποθέτοντας  μία   τιμή  για   την  μεταβλητή  un+1,   η  οποία   επιλέγουμε  να  είναι   η  

τιμή   της   μεταβλητής   u την   προηγουμένη   χρονική   στιγμή,   δηλαδή   un+1=un, 

προσεγγίζουμε  την  πραγματική  τιμή  της  un+1 σε  κάθε  επανάληψη  της  μεθόδου,  μέχρι  

να  επιτύχουμε  την  επιθυμητή  ακρίβεια. 

Ο  αλγόριθμος  που  χρησιμοποιήθηκε,  παρατίθεται  στο  τέλος  του  παρόντος. 

5.6 Ευστάθεια Χρησιμοποιούμενων  Μεθόδων 

Για   την   επίλυση   της   διαφορικής   εξίσωσης   που   διατυπώνεται   στην   προηγούμενη  

παράγραφο,  προκειμένου  να  υπολογίσουμε  μια  σωστή  προσέγγιση  για  κάθε  βήμα  της  

κάθε  μεταβλητής  στο  διακριτό  πεδίο,  θα  εξετάσουμε  το  ζήτημα  της   ευστάθειας του  

διατυπωμένου  προβλήματος. 
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5.6.1 Μέθοδος  Euler 

Σύμφωνα  με  την  προς  την  κλασική  μέθοδο  Euler,  ισχύει: 

𝜕𝑢
𝜕𝜏

=
𝑢 − 𝑢

𝛥𝜏
 

Αντικαθιστώντας   στην   μετασχηματισμένη   μορφή   της   εξίσωσης   Black - Scholes, 

προκύπτει: 

𝑢 − 𝑢
𝛥𝜏

= 𝜎 𝜏, 𝑥,
𝜕𝑢
𝜕𝑥

,
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

+
2 ∙ 𝑟
𝜎

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

⇒ 

−𝑢 + 𝑢 + 𝛥𝜏 ∙ 𝜎 𝜏, 𝑥,
𝜕𝑢
𝜕𝑥

,
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

+
2 ∙ 𝑟
𝜎

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 0 

Η   κλασική   μέθοδος   Euler,   είναι   μία   πρώτης   τάξης   αριθμητική   διαδικασία   για   την  

επίλυση  διαφορικών  εξισώσεων. 

Το   τοπικό   σφάλμα   της   μεθόδου   σε   κάθε   βήμα   είναι   ανάλογο   του   τετραγώνου   του  

βήματος,  ενώ  το  ολικό  σφάλμα,  εξαρτάται  από  το  μέγεθος  του  βήματος. 

Όπως   θα   αναδειχθεί   στη   συνέχεια,   η   κλασική   μέθοδος  Euler,   εμφανίζει   σημαντικά  

προβλήματα  αστάθειας. 

Για  μία  διαφορική  εξίσωση,  σαν  αυτή  που  μελετάμε,  ισχύει: 

𝜕𝑢
𝜕𝑡

= 𝜆 ∙ 𝑢 

Σύμφωνα  με  τη  μέθοδο  Euler,  υποθέτουμε  την  ακόλουθη  προσέγγιση: 

𝜕𝑢
𝜕𝜏

=
𝑢 − 𝑢

𝛥𝜏
 

Συνεπώς: 

𝑢 = 𝑢 + 𝜆 ∙ 𝛥𝑡 ∙ 𝑢  

𝑃(𝐸) ∙ 𝑢 = 0 ⇒ 𝑃(𝐸) = 𝐸 − 𝜆 ∙ 𝛥𝑡 
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Μοναδική  ρίζα  του  πολυωνύμου  είναι  η  𝛬 = 1 + 𝜆 ∙ 𝛥𝑡 

Εξετάζοντας   τη   διαφορά   𝑒( ∙ ) − 𝛬 = ∙ (𝜆 ∙ 𝛥𝑡) + 𝛰(𝜆 ∙ 𝛥𝑡) ,   της   οποίας   ο  

μεγιστοβάθμιος   όρος   είναι   δευτέρου   βαθμού,   καταλήγουμε   ότι   πρόκειται   για   1ου 

επιπέδου  ακριβείας  μέθοδο. 

Συνεπώς,  η  περιοχή  ευστάθειας καθορίζεται  αποκλειστικά  από  τη  συνθήκη: 

|𝛬| ≤ 1 

Εξετάζοντας   τις εξισώσεις   5.1,   5.2   και   5.3 που   καταλήξαμε   σε   προηγούμενη  

παράγραφο: 

𝜕𝑢
𝜕𝑡

= 𝑣 ∙
𝜕 𝑢
𝜕𝑆

 

και   υπό   την   υπόθεση   ότι   η   u μηδενίζεται   στα   όρια   του   πεδίου   ορισμού   της,   η   πιο  

ακραία  ιδιοτιμή  της  είναι: 

λ = −
4 ∙ ν
ΔS

  άρα   

|Λ| ≤ 1 ⇔ 1 −
4 ∙ ν
ΔS

∙ Δt ≤ 1 

Τελικά,   η   μέθοδος   Euler είναι   ευσταθής αποκλειστικά   όταν   το   βήμα   της  

διακριτοποίησης  της  μεταβλητής  του  χρόνου  είναι: 

𝛥𝑡 ≤
𝛥𝑆
2 ∙ 𝑣

 

Όπου   ΔS το   βήμα   της   διακριτοποίησης   της   μεταβλητής   χώρου   (τιμή   υποκείμενης  

μετοχής). 

Για  βελτίωση  των  ορίων ευστάθειας,  στις  αναλύσεις  που  γίνονται,  χρησιμοποιείται  η 

μέθοδος  Euler, με  προς  τα  πίσω  διαφορές,  κατά  την  οποία  η  εξεταζόμενη  συνάρτηση  

αξιολογείται  στο  τελικό  σημείο  της  βαθμίδας  και  όχι  στο  αρχικό.  Αναφορικά  με  την  

ευστάθεια  της  μεθόδου,  με  ανάλογη  διαδικασία  με  παραπάνω,  προκύπτει: 
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Για:              =     

Η  μοναδική  ρίζα  του  πολυωνύμου  που  σχηματίζεται είναι: 

𝛬 =
1

1 − 𝜆 ∙ 𝛥𝑡
  𝜇𝜀  𝜆 < 0 

Η  μέθοδος  παραμένει  1ου  επιπέδου,  οπότε  η ευστάθεια επιτυγχάνεται  για  |Λ| ≤ 1 που  

ικανοποιείται  σε  κάθε  περίπτωση. 

5.6.2 Μέθοδος  Crank  Nicolson 

Σύμφωνα  με  την  προσέγγιση  της  μεθόδου  Crank Nicolson,  ισχύει: 

1
2

𝜕𝑢
𝜕𝜏

+
𝜕𝑢
𝜕𝜏

=
𝑢 − 𝑢

𝛥𝜏
 

Από  την  μετασχηματισμένη  μορφή  της  εξίσωσης  Black - Scholes,  προκύπτει: 

𝑢 − 𝑢
𝛥𝜏

=
1
2
∙ 𝜎 𝜏, 𝑥,

𝜕𝑢
𝜕𝑥

,
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

+
2 ∙ 𝑟
𝜎

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+  
1
2

∙ 𝜎 𝜏, 𝑥,
𝜕𝑢
𝜕𝑥

,
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

+
2 ∙ 𝑟
𝜎

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

⇒ 

 

 

−𝑢 + 𝑢 +
1
2
∙ 𝛥𝜏 ∙ 𝜎 𝜏, 𝑥,

𝜕𝑢
𝜕𝑥

,
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

+
2 ∙ 𝑟
𝜎

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
1
2
∙ 𝛥𝜏

∙ 𝜎 𝜏, 𝑥,
𝜕𝑢
𝜕𝑥

,
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

+
2 ∙ 𝑟
𝜎

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 0 

Συνολικά,   για   ευκολία   χρήσης   των   δύο   μεθόδων   στο   πρόγραμμα   που   θα  

κατασκευάσουμε  στη  συνέχεια,  καταγράφουμε  και  τις  δύο  εξισώσεις  ως  ακολούθως: 

𝐹 = −𝑢 + 𝑢 + 𝜃 ∙ 𝛥𝜏 ∙ 𝜎 𝜏, 𝑥,
𝜕𝑢
𝜕𝑥

,
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

+
2 ∙ 𝑟
𝜎

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜃 ∙ 𝛥𝜏

∙ 𝜎 𝜏, 𝑥,
𝜕𝑢
𝜕𝑥

,
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕 𝑢
𝜕𝑥

+
2 ∙ 𝑟
𝜎

∙
𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 0                                          (5.7) 
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Όπου,  θ=0  αντιστοιχεί  στη  μέθοδο   Implicit Euler,  ενώ  για  θ=1/2  προκύπτει  η  Crank 

Nicolson. 

Όσον  αφορά  τη  μέθοδο  Crank Nicolson,  η  προσέγγιση  που  γίνεται  είναι: 

1
2

𝜕𝑢
𝜕𝜏

+
𝜕𝑢
𝜕𝜏

=
𝑢 − 𝑢

𝛥𝜏
⇒ 

𝑢 = 𝑢 +
1
2
𝜆 ∙ 𝛥𝑡 ∙ (𝑢 + 𝑢 ) 

Το  πολυώνυμο  είναι: 

𝑃(𝐸) ∙ 𝑢 = 0, 𝜇𝜀 

𝛲(𝛦) = 1 −
1
2
∙ 𝜆 ∙ 𝛥𝑡 − 1 +

1
2
∙ 𝜆 ∙ 𝛥𝑡  

Και  σε  αυτή  την  περίπτωση  η  ρίζα  είναι  μοναδική: 

𝛬 =
1 + 𝜆 ∙ 𝛥𝑡2
1 − 𝜆 ∙ 𝛥𝜏2

 

Η   μέθοδος   Crank Nicolson είναι   2ου επιπέδου   ακρίβειας,   ωστόσο   η   συνθήκη  

ευστάθειας  παραμένει:  |𝛬| ≤ 1. 

Συνοψίζοντας,  είναι  εμφανές,  ότι  και  η  δεύτερη  χρησιμοποιούμενη  μέθοδος,  δηλαδή  

η  Crank Nicolson,  είναι  ευσταθής σε  όλες  τις  περιπτώσεις. 

5.6.3 Σύγκλιση  Μεθόδου  Newton 

Αναφορικά  με  τη  σύγκλιση  της  μη  γραμμικής  μεθόδου  Newton,  ο  P. Heider μελέτησε  

τα   όρια   που   πρέπει   να   τηρούνται,   ώστε   η   μέθοδος   να   συγκλίνει   και   μάλιστα   το  

σημείο  στο  οποίο  συγκλίνει  να  έχει  οικονομικό  νόημα.   

Συγκεκριμένα,  ο  Heider (2009), καταλήγει  ότι  η μέθοδος  Newton που  χρησιμοποιεί  

την προς   – τα   – μπρος   μέθοδος   Euler συγκλίνει   στη   σωστή   λύση,   όταν   για   την  

μεταβλητότητα  ισχύουν  τα  παρακάτω: 



   51 

 Η  συνάρτηση  𝜎 (𝜏, 𝑥, 𝛤) ∙ 𝛤 είναι  συνεχής  και  μονότονη  ως  προς Γ 
 Υπάρχει  σταθερά  c+>0 τέτοια  ώστε  για  κάθε  𝛤 ∈ 𝛪  και  ε<0 

𝜎 (𝜏, 𝑥, 𝛤 + 𝜀) ∙ (𝛤 + 𝜀) ≥ 𝜎 (𝜏, 𝑥, 𝛤) ∙ 𝛤 + 𝑐 ∙ 𝜀 

 Ικανοποιείται  η: 

𝑐 ∙
2 − ℎ
ℎ

≥
2 ∙ 𝑟
𝜎

 

Η   τελευταία   συνθήκη   ικανοποιείται   για   ικανοποιητικά   μικρές   τιμές   της  

διακριτοποίησης  της  μεταβλητής  x,  h. 

Αντίστοιχα,   η   μέθοδος   Newton που   χρησιμοποιεί   την   μέθοδο   Crank Nicolson, 

συγκλίνει  υπό  τις  παρακάτω  προϋποθέσεις: 

 Υπάρχει  σταθερά  c->0 τέτοια  ώστε  για  κάθε  𝛤 ∈ 𝛪  και  ε<0 

𝜎 (𝜏, 𝑥, 𝛤 + 𝜀) ∙ (𝛤 + 𝜀) ≥ 𝜎 (𝜏, 𝑥, 𝛤) ∙ 𝛤 + 𝑐 ∙ 𝜀 

 𝛥𝜏 ≤  
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6 Συντελεστές  ευαισθησίας  χαρτοφυλακίου 

Στο   προηγούμενο   κεφάλαιο   είδαμε   ότι   η   τιμή   ενός   δικαιώματος   μπορεί   να  

υπολογιστεί   από   την   επίλυση   μίας   γραμμικής   (ή   μη   γραμμικής,   ανάλογα   με   τις  

παραδοχές  που  γίνονται  για  την  αγορά)  μερικής  διαφορικής  εξίσωσης. 

Ωστόσο,   το   άμεσο   ερώτημα   που   προκύπτει   είναι   η   ευαισθησία   της   τιμής   του  

δικαιώματος  ή  του  χαρτοφυλακίου γενικότερα  από  τις  μεταβολές  στις  τιμές  τόσο  των  

μεταβλητών   όσο   και   των   παραμέτρων.   Όπως   αναλύθηκε   διεξοδικά,   η   τιμή   ενός  

δικαιώματος   προαίρεσης   εξαρτάται   από   την   τιμή   των   μεταβλητών   S (τιμή  

υποκείμενης   μετοχής),   t (χρόνος   μέχρι   την   εκπνοή   του   δικαιώματος)   και   των  

παραμέτρων  σ  (  μεταβλητότητα)  και  r (επιτόκιο  χωρίς  κίνδυνο): 

𝑉 = 𝑉(𝑆, 𝑡, 𝜎, 𝑟) 

Είναι   σαφές   ότι   στην   περίπτωση   που   συνυπολογίζουμε   τα   κόστη   συναλλαγής,   την  

αβεβαιότητα   της   μεταβλητότητας   ή   τη   ρευστότητα   της   αγοράς,   πλέον   η  

μεταβλητότητα  δεν  είναι  παράμετρος,  αλλά  η  τιμή  της  εξαρτάται  από  τις  μεταβλητές  

του  προβλήματος  𝜎 = 𝜎(𝑆, 𝑡). 

Η  παραπάνω  ανάλυση  φυσικά  αναφέρεται  στην  περίπτωση  που  η  υποκείμενη  μετοχή  

του   δικαιώματος   δεν   αποκόπτει   μερίσματα   κατά   την   περίοδο   που   εξετάζουμε.   Σε  

αντίθετη  περίπτωση,  η  τιμή  του  δικαιώματος  εξαρτάται  και  από  την  ετησιοποιημένη  

μερισματική  απόδοση  rD. Τότε,  ισχύει: 

𝑉 = 𝑉(𝑆, 𝑡, 𝜎, 𝑟, 𝑟 ) 

Η  εκτίμηση  της  εξάρτησης  της  τιμής  του  δικαιώματος  προαίρεσης  από  τις  τιμές  των  

διαφόρων   μεταβλητών   και   παραμέτρων   γίνεται   μέσω   μίας   ανάλυσης   ευαισθησίας,  

κατά   την   οποία   ορίζονται   χάριν   ευκολίας   μία   σειρά   δεικτών   που   ονομάζονται  

συντελεστές  ευαισθησίας  χαρτοφυλακίου.  Οι  δείκτες  αυτοί,  στη  διεθνή  βιβλιογραφία  

συμβολίζονται  με  γράμματα  από  το  ελληνικό  αλφάβητο  και  αποκαλούνται  με  τον  όρο  

Greeks. 
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6.1 Θήτα  (Theta,  θ) 

𝜃 =
𝜕𝑉
𝜕𝑡

 

Η  τιμή  του  συντελεστή  θ  αντικατοπτρίζει  την  μεταβολή  της  τιμής  του  δικαιώματος,  

για   μεταβολή   του   χρόνου   μέχρι   την   εκπνοή,   αν   θεωρήσουμε   ότι   όλες   οι   άλλες  

μεταβλητές  παραμένουν  σταθερές.  Είναι  σαφές,  ότι  σταθερές  θεωρούνται  και  οι  τιμές  

των  παραμέτρων. 

6.2 Δέλτα  (Delta,  δ) 

𝛿 =
𝜕𝑉
𝜕𝑆

 

Σε  αντιστοιχία  με  το  θ,  ο  συντελεστής  δ  δείχνει  κατά  πόσες  μονάδες  μεταβάλεται  η  

αξία   ενός   χαρτοφυλακίου,   για   μοναδιαία   μεταβολή   της   τιμής   της   υποκείμενης  

μετοχής. 

6.3 Γάμμα  (Gamma,  γ) 

𝛾 =
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

 

Ο  συντελεστής  γ,  μελετά   την  μεταβολή   του  συντελεστή   δ,   για  μοναδιαία  μεταβολή  

της  τιμής  της  υποκείμενης  μετοχής. 

Μέσω  ενός  γραφήματος  εκτιμάται  η  σχέση  μεταξύ  της  τιμής  των  συντελεστών  Γ,  Δ  

σε  σχέση  με  την  τιμή  της  υποκείμενης  μετοχής  μία  δεδομένη  χρονική  στιγμή.   

Αφενός,  ο  συντελεστής  Δ,  που  αναδεικνύει  τη  μεταβολή της  τιμής  του  δικαιώματος  

για   μεταβολή   της   τιμής   της   μετοχής,   αναμένεται   να   έχει   μηδενική   τιμή   για  

δικαιώματα  που  βρίσκονται  βαθιά  εκτός  του  χρηματικού  τους   ισοδύναμου,  και  τιμή  

ίση  με  «1»  για  δικαιώματα  που  βρίσκονται  βαθιά  εντός  του  χρηματικού  ισοδύναμου.  

Για  ένα  δικαίωμα  αγοράς,  αφενός  όταν  η  τιμή  της  μετοχής  είναι  πολύ  μικρότερη  αυτή  

της   τιμής   άσκησης,   τότε   η   τιμή   του   δικαιώματος   έχει   αξία   σταθερή   και   σχεδόν  

μηδενική.   Αντίθετα,   όταν   η   τιμή   της   μετοχής   είναι   πολύ   μεγαλύτερη   αυτή   της  
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άσκησης,  τότε  η  αξία του  δικαιώματος  αυξάνεται  σχεδόν  ισόποσα  με  την  αύξηση  της  

τιμής  της  μετοχής  (  η  καμπύλη  της  αξίας  του  δικαιώματος  προσεγγίζει  την  καμπύλη  

που  απεικονίζει  την  απόδοση  του  δικαιώματος  την  ημέρα  εκπνοής). 

Αφετέρου,  ο  συντελεστής  Γ  που  αποτελεί  τη  δεύτερη  μερική  παράγωγο  της  τιμής  του  

δικαιώματος   ως   προς   την   τιμή   της   μετοχής,   ή   αλλιώς   την   πρώτη   παράγωγο   του  

συντελεστή  Γ  ως  προς   την   τιμή   της  μετοχής,  αναμένεται  να   έχει  μηδενική   τιμή  για  

τιμές  μετοχής  που  αποκλίνουν  σημαντικά  από  την  τιμή  άσκησης,  καθώς  σε  αυτές  τις  

περιοχές   ο   συντελεστής  Δ   παραμένει   σταθερός.  Αντίθετα,   όταν  η   τιμή   της   μετοχής  

είναι  κοντά  στην  τιμή  άσκησης,  ο  συντελεστής  Δ  αναμένεται  να  λαμβάνει  τη  μέγιστη  

τιμή  του. 

Το  γράφημα  που  ακολουθεί,  κατασκευάζεται  με  βάση  τις  τιμές  που  λαμβάνονται  από  

την   κλασική   εξίσωση  Black - Scholes,   για   ένα   δικαίωμα   αγοράς   μίας   μετοχής   της  

εταιρείας  Exxon Mobil,  με  τιμή  άσκησης  $60,  25  ημέρες  πριν  την  εκπνοή  του. 

 

Διάγραμμα   6. Εξάρτηση   συντελεστών   ευαισθησίας   (Δ (μπλε   γραμμή)   και   Γ (κόκκινη   γραμμή)) 
χαρτοφυλακίου  από  την  τιμή  της  υποκείμενης  μετοχής 
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Οι   συντελεστές   ευαισθησίας   χαρτοφυλακίου   υπολογίζονται   με   τη   μέθοδο  

πεπερασμένων   διαφορών.   Πιο   συγκεκριμένα,   εφαρμόζοντας   το   θεώρημα   Taylor, 

μπορούμε  να  υπολογίσουμε  προσεγγιστικά, 

𝛥 =
𝜕𝑉
𝜕𝑆

=
𝑉 − 𝑉

𝛿𝑆
 

Όπου,  S η  τιμή  του  δικαιώματος  που  διακριτοποιείται  σε  N τιμές.  Έτσι,  δS=S/N και 

V η  τιμή  του  δικαιώματος  μία  χρονική  στιγμή  m,  για  τιμή  μετοχής  n. 

Αντίστοιχα,  για  το  συντελεστή  Γ,  προκύπτει: 

𝛤 =
𝜕
𝜕𝑆

(𝛥) =
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

=
𝑉 − 2 ∙ 𝑉 + 𝑉

(𝛿𝑆)
 

Με   αντίστοιχο   τρόπο,   ορίζονται   και   οι   συντελεστές   που   αντικατοπτρίζουν   την  

εξάρτηση  της  τιμής  του  δικαιώματος  από  τις  διάφορες  παραμέτρους: 

6.4 Ρο  (Rho,  ρ) 

𝜌 =
𝜕𝑉
𝜕𝑟

 

6.5 Λάμδα (Lamda, λ or Vega, v) 

𝜆 = 𝑣 =
𝜕𝑉
𝜕𝜎

 

6.6 ΡοD  (RhoD,  ρd) 

𝜌 =
𝜕𝑉
𝜕𝑟

 

Με   τη   χρήση   κάθε   ενός   εκ   των   συντελεστών   που   αναφέρονται,   μπορεί να  

σχηματιστεί   ένα   χαρτοφυλάκιο,   σαν   αυτό   που   υποθέτουμε   κατά   την   απόδειξη   της  

εξίσωσης  Black - Scholes,  το  οποίο  να  αντισταθμίζει  κάποιον  από  τους  κινδύνους  που  

εμφανίζονται.   
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Για   παράδειγμα,   το   χαρτοφυλάκιο   των   Black & Scholes αντιστάθμιζε   το   ρίσκο  

μεταβολής  της  τιμής  της  υποκείμενης  μετοχής,  διατηρώντας  αριθμό  μετοχών  ίσο  με  δ  

(τεχνική  αντιστάθμισης  «δ»). 

Αντίστοιχα,   μπορεί   ο   επενδυτής   να   προστατευθεί   από   τη   μείωση του   χρόνου   ζωής  

του   δικαιώματος,   αν   θεωρεί   ότι   η   τιμή   της   μετοχής   θα   παραμείνει   σταθερή,  

αντισταθμίζοντας  το  χαρτοφυλάκιο  με  χρήση  του  συντελεστή  θ,  κ.ο.κ. 

Χρησιμοποιώντας   το   ανάπτυγμα   Taylor,   για   την   τιμή   V ενός   δικαιώματος  

προαίρεσης,  προκύπτει: 

𝑑𝑉 =
𝜕𝑉
𝜕𝑆

∙ 𝑑𝑆 +
𝜕𝑉
𝜕𝑡

∙ 𝑑𝑡 +
1
2
∙
𝜕 𝑉
𝜕𝑆

∙ (𝑑𝑆) +
1
2
∙
𝜕 𝑉
𝜕𝑡

∙ (𝑑𝑡) + ⋯ 

Στην   ανάλυση   μας   παραλείπουμε   όρους   μεγαλύτερους   της   δεύτερης   τάξης   για   την  

τιμή  της  μετοχής  και  πρώτης  για  το  χρόνο. 

Έτσι,  αντικαθιστώντας  τους  συντελεστές  που  ορίζονται  παραπάνω,  προκύπτει: 

𝑑𝑉 = (𝛥 ∙ 𝑑𝑆 + 𝛩 ∙ 𝑑𝑡) +
1
2
∙ 𝛤 ∙ (𝑑𝑆)  

Ακολουθώντας   κάποια   τακτική   αντιστάθμισης,   προσαρμόζεται   ανάλογα   και   η  

παραπάνω   εξίσωση.   Για   παράδειγμα,   ένας   επενδυτής   που   προστατεύεται   από   τη  

μεταβολή   της   τιμής   της μετοχής,   σχηματίζοντας   ένα   χαρτοφυλάκιο   με   μηδενικό  Δ,  

προκύπτει: 

𝑑𝑉 = 𝛩 ∙ 𝑑𝑡 +
1
2
∙ 𝛤 ∙ (𝑑𝑆)  

Αντίστοιχα  μεταβάλλεται  η  εξίσωση  για  κάθε  τύπου  τεχνική  αντιστάθμισης. 

Η   χρήση   του   αναπτύγματος   Taylor,   έγινε   θεωρώντας   ότι   η   μεταβλητότητα   και   το  

επιτόκιο χωρίς  κίνδυνο  παραμένουν  σταθερά.  Αν  για  παράδειγμα,  η  μεταβλητότητα  

δεν  είναι  σταθερή,  στην  παραπάνω  εξίσωση  προστίθενται  οι  όροι: 

𝜕𝑉
𝜕𝜎

∙ 𝑑𝜎 +
1
2
∙
𝜕 𝑉
𝜕𝜎

∙ (𝑑𝜎)  
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οι   οποίοι   αντικαθίστανται   εν   συνεχεία   από   τους   αντίστοιχους   συντελεστές  

ευαισθησίας. 
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7 Αξιολόγηση   των   αποτελεσμάτων   της   εξίσωσης  
Black - Scholes 

Παρά  το  γεγονός  ότι  η  εξίσωση  Black - Scholes χρησιμοποιείται  ευρύτατα  από  τους  

περισσότερους   επενδυτές   παγκοσμίως,   ο   αριθμός   των   μελετών   που   αξιολογούν   τα  

αποτελέσματα   σε   αντιπαράθεση   με   πραγματικά   δεδομένα,   προερχόμενα   από  

χρηματιστήρια  παραγώγων,  είναι  περιορισμένος.   

Οι   περισσότερες   μελέτες,   επαφίενται   είτε στην   ανάλυση   των   μοντέλων   και   της  

απόδοσης  τους  (Black 1975), είτε στη  χρήση  δεδομένων  τεκμαρτής  μεταβλητότητας  

για  την  εκτίμηση  της  τιμής  των  δικαιωμάτων.  Ωστόσο,  η συγκριτική  αξιολόγηση  των  

μη  γραμμικών  μοντέλων  με  πραγματικά  δεδομένα  για  την  εξαγωγή  συμπερασμάτων  

είναι  περιορισμένη. 

Ωστόσο,   στην   παρούσα   μελέτη,   επιδιώκεται   η   χρήση   της   πραγματικής   τιμής   της  

μεταβλητότητας,   όπως   αυτή   προκύπτει   από   τα   ιστορικά   δεδομένα   της   τιμής   της  

εκάστοτε  υποκείμενης  μετοχής,  για  την  αξιολόγηση  των  προτεινόμενων  μοντέλων. 

7.1 Μεθοδολογία 

Η   μεθοδολογία   που   ακολουθείται   στη   συνέχεια   αποτελείται,   αρχικά   από   την  

εκτίμηση   της   τιμής   της   μεταβλητότητας   διαφόρων  μετοχών  από   τις   ιστορικές   τιμές  

κλεισίματος   τους   στο χρηματιστήριο   που   διαπραγματεύονται,   η   εισαγωγή   της   στα  

εξεταζόμενα   μοντέλα   (τόσο   τη   γραμμική   εξίσωση,   όσο   και   τις   μη   γραμμικές  

παραλλαγές   της)  και   η  συγκριτική  αξιολόγηση  των  αποτελεσμάτων,  με  πραγματικά  

δεδομένα  από  χρηματιστήρια  παραγώγων.  Τελικά,  εξάγονται  συμπεράσματα  ως  προς  

την  εγκυρότητα  των  μοντέλων. 

Ουσιαστικά,   η   μεθοδολογία   που   ακολουθείται,   χρησιμοποιείται   συχνά   στα  

οικονομικά,  και  αποκαλείται  στα  αγγλικά  Back – Testing.  Η  μέθοδος  αυτή  στηρίζεται  

στην   εφαρμογή   των   μοντέλων   σε   κάποια   παρελθοντική   χρονική   περίοδο.   Με   τον  

τρόπο  αυτό,  είναι  δυνατόν  να  χρησιμοποιήσουμε  όλα  τα  δεδομένα  που  προηγήθηκαν  

της   εξεταζόμενης   περιόδου,   να   εφαρμόσουμε   τα   μοντέλα   που   ελέγχουμε   και   να  

συγκρίνουμε   τα   αποτελέσματα   τους   με   τα   πραγματικά   ιστορικά   δεδομένα   που  

διαθέτουμε. 
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7.1.1 Εκτίμηση  τιμής  μεταβλητότητας 

Η  τιμή  της  μεταβλητότητας  που  χρησιμοποιείται  στην  κάθε  περίπτωση,  υπολογίζεται  

ως  η  τυπική  απόκλιση  της  λογαριθμικής  διαφοράς  της  τιμής  κλεισίματος  της  μετοχής  

κατά  ένα  διάστημα.   

Αρχικά  επιλέγεται,  το  διάστημα  κατά  το  οποίο  υπολογίζεται  η  μεταβλητότητα,  τέτοιο  

ώστε  να  έχει  χρονική  διάρκεια  ίση  με  τη  διάρκεια  του  δικαιώματος  που  μελετάται15, 

με   αφετηρία   την   τελευταία   εργάσιμη   ημέρα   πριν   τη   συγγραφή   του   δικαιώματος.  

Έπειτα  υπολογίζεται  ως  ακολούθως: 

𝜎 = 𝑆𝑡𝐷𝑒𝑣 log
𝑆(𝑁)

𝑆(𝑁 − 1)
 

Όπου  S(N)  η  τιμή  κλεισίματος  την  ημέρα  Ν,  και  StDev η  τυπική  απόκλιση  κατά  το  

μελετώμενο  διάστημα. 

7.1.2 Επιλογή  Μετοχών 

Για   την   ανάλυση   που   θα   ακολουθήσει,   επιλέγονται   για   λόγους   ευστάθειας και  

συνέπειας  της  μελέτης  μετοχές  μεγάλων  εταιριών  από  πέντε  διαφορετικούς  κλάδους  

της  οικονομίας.  Βιβλιογραφικά,  υποστηρίζεται  ότι  δικαιώματα  επί  μετοχών  εταιριών  

προερχόμενες   από   τον   ίδιο   κλάδο   έχουν   παρόμοια   συμπεριφορά   ως   προς   τη  

μεταβλητότητα  τους.  Στον  ακόλουθο  πίνακα,  αναφέρονται  οι  κλάδοι  και  οι  εταιρείες  

που  επιλέγονται: 

 

 

 

 

                                                 
15 Αν   η   διάρκεια   του   δικαιώματος   που   μελετάται   είναι   μικρότερη   των   δύο   μηνών,   τότε   η  
μεταβλητότητα  υπολογίζεται  με  βάση  τα  δεδομένα  των  δύο  παρελθόντων  μηνών. 
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Πίνακας  3.  Οι  κλάδοι  και  οι  εταιρείες  που  επιλέγονται  για  την  ανάλυση 

Κλάδος Εταιρεία Σύμβολο 

Τηλεπικοινωνιών A T & T T 

Πληροφορικής Apple Inc. AAPL 

Πετρελαιοειδών Exxon Mobil XOM 

Τραπεζών JP Morgan JPM 

Δείκτης S & P 100 XEO 

 

Σημείωση: Τα  δεδομένα  των  τιμών  των  δικαιωμάτων  είναι  ευρωπαϊκού  τύπου,  ώστε  να  

είναι  συγκρίσιμα  με  τα  υπολογιζόμενα. 

Οι   εταιρείες   που   επιλέχθηκαν   εμφανίζουν   μεγάλη   ετερογένεια   ως   προς   τα  

χαρακτηριστικά   τους,   με   στόχο   την   κατά   το   δυνατό   πιο   πλήρη   ανάλυση.   Επί  

παραδείγματι,   ορισμένες   από   τις   μελετώμενες   εταιρείες   (   XOM, JPM )   παρέχουν  

συστηματικά μερίσματα   (σε   τριμηνιαία   βάση) ενώ, για   παράδειγμα,   η   Apple δεν  

παρείχε   κανένα μέρισμα κατά   την   εξεταζόμενη   περίοδο.   Ταυτόχρονα,   όπως   θα  

αναλυθεί  και  στη  συνέχεια  η  μετοχή  της  Apple εμφανίζει  μεγάλη  διακύμανση  στην  

εκτιμώμενη  τιμή  της  μεταβλητότητας  όταν  υπολογίζεται  σε  διαφορετικά  διαστήματα,  

πράγμα   που   δεν   παρατηρείται   στις   άλλες   μετοχές.   Αντίθετα,   στην   περίπτωση   του  

XEO,   η   τιμή   της   μεταβλητότητας   κρίνεται   ικανοποιητικά   σταθερή.   Τέλος,   για   την  

ανάλυση  που  γίνεται,  επιλέχθηκε  να  μελετηθεί  και  η  συμπεριφορά  των  δικαιωμάτων  

επί   ενός   δείκτη   και   συγκεκριμένα   του   Standard & Poors 100.   Ο   δείκτης   αυτός  

υπολογίζεται   με   βάση   την τιμή   της   μετοχής   των   100   μεγαλύτερων   εταιρειών  

παγκοσμίως   και   θεωρείται   πως   μαζί   με   τον   S & P 500   προσομοιώνουν την  

κατάσταση  της  παγκόσμιας  οικονομίας. 
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7.1.3 Περιοχές  Μελέτης 

Ύστερα   από   βιβλιογραφική   αναζήτηση   σε   μελέτες   αξιολόγησης   της   γραμμικής  

εξίσωσης  Black - Scholes,  κατηγοριοποιήθηκε  η  μελέτη  στις  παρακάτω  περιπτώσεις,  

κατά  τις  οποίες  το  γραμμικό  μοντέλο  εμφανίζει  προβλήματα: 

 Η   υποκείμενη   μετοχή   αποκόπτει   μερίσματα   κατά   τη   διάρκεια   ζωής   του  

δικαιώματος 

 Η   τιμή   της   μεταβλητότητας   κρίνεται   ότι   θα   μεταβληθεί   σημαντικά   κατά   τη  

διάρκεια  ζωής  του  χρεογράφου 

 Το  δικαίωμα  βρίσκεται  βαθιά  εκτός (εντός) του  χρηματικού  του   ισοδυνάμου  

(deep – out – of – the – money) 

Χρονικά,  τα  δεδομένα  που  εξετάζονται  προέρχονται  από  το  χρονικό  διάστημα  2005  – 

2010,   δηλαδή   μερικά   χρόνια   πριν   και   κατά   το   πρώτο   στάδιο   της   πρόσφατης  

παγκόσμιας  χρηματοπιστωτικής  κρίσης.   

7.2 Κοντά  στο  χρηματικό  ισοδύναμο 

Στο   πρώτο   στάδιο   αναλύεται   η   περίπτωση   δικαιωμάτων   που   είναι   κοντά στο  

χρηματικό  τους  ισοδύναμο  και  η  υποκείμενη  μετοχή  δεν  εμφανίζει  ιστορικά  μεγάλη  

μεταβολή   στην   τιμή   της   μεταβλητότητας   της.   Παρακάτω   παρατίθενται   τα  

αποτελέσματα  από  ένα  δικαίωμα  επί  της  XOM. 

7.2.1 Χαρακτηριστικά  Δικαιώματος  

Το   χαρτοφυλάκιο   που   κατασκευάζουμε   αποτελείται   από   ένα   δικαίωμα   αγοράς  

Ευρωπαϊκού   τύπου  μετοχών   της   εταιρείας  Mobil (Ticker Symbol: XOM),   το   οποίο  

εκδίδεται  την  11η Μαρτίου  2005,  με  ημερομηνία  εκπνοής  την  16η Απριλίου  2005.  Η  

τρέχουσα  τιμή  της  μετοχής  είναι  61.05$. 

Την  11η Μαρτίου,  γνωρίζοντας  τις  παρελθοντικές  τιμές  κλεισίματος  της  μετοχής  της  

Mobil στο   χρηματιστήριο   εξάγουμε   τη   μεταβλητότητα   της   κατά   το   διάστημα   αυτό  

και  αντλώντας  δεδομένα  από  το  Υπουργείο  Οικονομικών  των  Η.Π.Α.,  υπολογίζουμε  

το  επιτόκιο  χωρίς  κίνδυνο. 
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Πίνακας  4.  Τιμές   των  παραμέτρων  της   εξίσωσης  Black - Scholes, για   ένα   δικαίωμα  αγοράς  μετοχών  της 
Mobil την  11η Μαρτίου  2005 

Παράμετρος Τιμή 

Μεταβλητότητα 22,38% 

Επιτόκιο  Χωρίς  Κίνδυνο 2,55% 

Θεωρώντας   ότι   το   προσεχές   διάστημα   και   κατά   διάρκεια   ζωής   του   χαρτοφυλακίου 

μας   οι   τιμές   των   μεταβλητών   παραμένουν   σταθερές,   χρησιμοποιούμε   την   κλασική  

εξίσωση  των  Black & Scholes,  για  να  υπολογίσουμε  την  αξία  του  δικαιώματος. 

Αρχικά,  υπολογίζουμε  την  αξία  των  διαφόρων  διαθέσιμων  δικαιωμάτων  αγοράς  που  

διαπραγματεύονται  στις  11  Μαρτίου  2005  με  ημερομηνία  εκπνοής  την  16η Απριλίου  

2005. 

 

Διάγραμμα   7.   Τιμή   δικαιώματος   αγοράς   μετοχής   της  Mobil, για   διαφορετικές   τιμές   άσκησης,   25   ημέρες  
πριν  την  εκπνοή  του  δικαιώματος 

Όπως  είναι   αναμενόμενο,   η  αξία   του  δικαιώματος είναι  μεγαλύτερη  όσο  μικρότερη  

είναι   η   τιμή   άσκησης,   δηλαδή   όσο   περισσότερο   βρίσκεται   το   δικαίωμα   εντός   του  

χρηματικού  του  ισοδυνάμου. 
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Συγκρίνοντας  τα  αποτελέσματα  της  BS με  τα  πραγματικά  δεδομένα,  προκύπτει,  ότι  η  

τιμή   που   υπολογίζουμε   ότι   αντιστοιχεί   σε ένα   δικαίωμα   με   μία   ορισμένη   τιμή  

άσκησης   με   βάση   την   εξίσωση   Black - Scholes είναι   πολύ   κοντά   στην   τιμή   που  

πωλείται   το   αντίστοιχο   δικαίωμα   στο   χρηματιστήριο.   Αυτή   η   παρατήρηση,   μας  

οδηγεί   στο   συμπέρασμα   ότι   η   τιμή   που   υπολογίσαμε   για   τις   παραμέτρους   του 

μοντέλου  και  κυρίως  για  την  μεταβλητότητα  είναι  παραπλήσια  με  την  εκτίμηση  της  

αγοράς   για   την   τιμή   που   πρόκειται   να   λάβει   αυτή   στο   μέλλον.   Ωστόσο,   λόγω   της  

κλίμακας   του   γραφήματος   δεν   εμφανίζονται   σημαντικές,   για   την   τάξη   μεγέθους,  

αποκλίσεις  που  προκύπτουν  από  την  εξίσωση  στην  περίπτωση  που  το  δικαίωμα  είναι  

βαθιά  εκτός  του  χρηματικού  του  ισοδύναμου. 

 

Διάγραμμα  8.  Αξία  δικαιώματος  επί  της  μετοχής  XOM με  τιμή  άσκησης  60  $,  την  ημέρα  καταχώρισης και  
εκπνοής  του (Τ=25  ημέρες) 

Στο  παραπάνω  διάγραμμα  υπολογίζεται  με  τη  χρήση  της  BS,  η αξία  του  δικαιώματος  

αγοράς  την ημέρα  καταχώρισης  του  αλλά  και  την  ημέρα  εκπνοής  του,  συναρτήσει  της  

τιμής  της  υποκείμενης  μετοχής.  Όπως  αναλύεται  και  στο  κεφάλαιο  2,  η  καμπύλη  που  

απεικονίζει  την  αξία  του  δικαιώματος  την  ημέρα  συγγραφής  του  βρίσκεται  εντός  του  

προβλεπόμενου  χωρίου. 
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7.2.2 Διάρκεια  Ζωής  Χαρτοφυλακίου 

Το   δικαίωμα   αγοράς   που   μελετάται   έχει   διάρκεια   ζωής   25   εργάσιμων   (για   το  

χρηματιστήριο)   ημερών.   Η   τιμή   του   διαπραγματεύεται   κάθε   μία   από   αυτές   τις   25  

ημέρες.   Στον   παρακάτω   πίνακα   και   το   διάγραμμα   που   ακολουθεί   φαίνεται   η   τιμή  

προσφοράς  του  δικαιώματος  κάθε  μία  από  αυτές  τις  μέρες,  η  τιμή  που  υπολογίζεται  

από  την  κλασική  εξίσωση  Black - Scholes και  η  τιμή  της  υποκείμενης  μετοχής. 

Πίνακας  5.  Τιμή  Μετοχής,  τιμή  δικαιώματος  και  εκτίμηση  τιμής  δικαιώματος  από  την  Black - Scholes 

Ημέρα Τιμή   
Μετοχής 

Τιμή  (Πραγματικά  
Δεδομένα) 

Τιμή 
 (Black - Scholes) 

0 61,05 2,35 2,37 

1 61,28 2,4 2,48 

2 60,35 1,85 1,88 

3 60,29 1,8 1,80 

4 61,49 2,5 2,50 

5 62,65 3,2 3,31 

6 62,15 2,9 2,89 

7 60,9 2 2,00 

8 60,09 1,6 1,49 

9 59 1,05 0,93 

10 58,89 0,85 0,85 

11 58,27 0,55 0,59 

12 59,24 0,9 0,90 
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13 59,6 1,05 1,01 

14 60,55 1,4 1,46 

15 60,65 1,4 1,46 

16 60,06 1 1,07 

17 60,9 1,45 1,51 

18 60,85 1,3 1,41 

19 60,01 0,75 0,84 

20 60,29 0,75 0,93 

21 60,43 0,7 0,92 

22 59,15 0,1 0,25 

23 58,75 0 0,09 

24 56,19 0 0,00 

25 Ημέρα  Εκπνοής 
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Διάγραμμα  9.  Αξία  δικαιώματος  αγοράς μετοχής της  ΧΟΜ,  με  τιμή  άσκησης  $  60 το  οποίο  βρίσκεται  κοντά  
στο  χρηματικό  του  ισοδύναμο. 

Όπως  φαίνεται  και  στο  παραπάνω  γράφημα,  η  πρόβλεψη  του  μοντέλου  για  την  τιμή  

του  δικαιώματος  είναι  ιδιαίτερα  αξιόλογη  για  την  πλειονότητα  των  ημερών  ζωής  του  

δικαιώματος.   Ορισμένα   προβλήματα   εμφανίζονται   τις   τελευταίες   μέρες   πριν   την  

εκπνοή   του   δικαιώματος,   τα   οποία   πιθανότατα   οφείλονται   σε   μικρή   μεταβολή   της  

τιμής   της   μεταβλητότητας   που   εκτιμούν   οι   διάφοροι   επενδυτές   ότι   αντιστοιχεί   σε  

αυτό  το  δικαίωμα. 

Αναλύοντας  τους  συντελεστές  ευαισθησίας  του  χαρτοφυλακίου  και  συγκεκριμένα  το  

συντελεστή  Λ  που  κατά  τις  4/8/05  λαμβάνει  τιμή  Λ=3.7,  γίνεται   εμφανές,  ότι  αν  οι  

επενδυτές   διαπραγματεύονται   την   τιμή   του   δικαιώματος   θεωρώντας   ελαφρά  

μεγαλύτερη   τιμή   μεταβλητότητας   για   το   υποκείμενο   χρεόγραφο,   η   τιμή   του  

δικαιώματος  αυξάνεται  συγκρινόμενη  με  την  τιμή  που  υπολογίζουμε  στο  σημείο  αυτό  

με  τη  μεταβλητότητα  που  υπολογίσαμε  την  ημέρα  συγγραφής  του  δικαιώματος.   

Ωστόσο,  δεδομένου  ότι  στο  διάγραμμα  αλλά  και  σε  όλη  την  ανάλυση  που  γίνεται,  η  

τιμή   της   αγοράς   που   χρησιμοποιείται   είναι   η   κατώτατη   τιμή   που   πωλήθηκε   το  

δικαίωμα,  στην  πραγματικότητα  ο  υπολογισμός   της   εξίσωσης  Black - Scholes είναι  

ακόμα  πιο  κοντά  στα  πραγματικά  δεδομένα. 
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Διάγραμμα  10.  Αξία  δικαιώματος  πώλησης  μετοχής  ΧΟΜ,  με  τιμή  άσκησης  $60,  ημερομηνία  εκπνοής  16η 
Απριλίου  2005,  Ευρωπαϊκού  τύπου.  Την  ημέρα  συγγραφής  η  τιμή  της  μετοχής  είναι  $61.05 

Με   χρήση   της   Black - Scholes,   υπολογίζουμε   την   τιμή   και   του   αντίστοιχου  

δικαιώματος  πώλησης  τις  ίδιες  ημερομηνίες  και  συγκρίνουμε  τα  αποτελέσματα  με  τα  

δεδομένα  από  το  χρηματιστήριο. 

Με   τα   δεδομένα   δικαιώματος   αγοράς   και   δικαιώματος   πώλησης   για   τις   ίδιες 

ημερομηνίες   μπορούμε   να   εξετάσουμε   την   ευστάθεια   της   αρχής   ισοδυναμίας  

δικαιωμάτων  αγοράς  και  πώλησης. 

Στην  τελευταία  στήλη  του  Πίνακα  5 εμφανίζεται  η  τιμή  της  σχέσης 

𝑎𝑏𝑠(𝐶 − 𝑃 + 𝑝𝑣(𝐾) − 𝑆). 

Σύμφωνα   με   τη   θεωρία,   η   τιμή   της   εξίσωσης   αυτής   πρέπει   να   είναι   μηδέν   για   μη  

ύπαρξη  ευκαιριών  arbitrage.  Ωστόσο,  στον  πίνακα  εμφανίζονται  σε  ορισμένα  σημεία  

σημαντικές   αποκλίσεις,   οι   οποίες   οφείλονται   πιθανότατα   στο   γεγονός,   ότι   αυτές   οι  

τιμές   δεν   έχουν   καταγραφεί   την   ίδια   στιγμή   κατά   τη   διάρκεια   της   ημέρας,   οπότε  

αναφέρονται   σε   διαφορετικές   χρονικές   στιγμές,   κατά   τις   οποίες   πραγματοποιούνται  

μικρές  αλλά  όπως  αποδεικνύεται  σημαντικές  αλλαγές. 
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Πίνακας  5.  Εξέταση  ευστάθειας  ισοδυναμίας  δικαιωμάτων  αγοράς  και  πώλησης 

Ημερομηνία Τιμή  Δ.Α.  

(Χρηματιστήρι) 
Τιμή  Δ.Π.  

(Χρηματιστήριο) 
Τιμή  

Μετοχής 
Ισοδυναμία 

11/3/2005 2,35 1,10 61,05 0,20 

14/3/2005 2,40 0,95 61,28 0,17 

15/3/2005 1,85 1,30 60,35 0,20 

16/3/2005 1,80 1,35 60,29 0,16 

17/3/2005 2,50 0,90 61,49 0,11 

18/3/2005 3,20 0,55 62,65 0,00 

21/3/2005 2,90 0,60 62,15 0,15 

22/3/2005 2,00 1,00 60,90 0,10 

23/3/2005 1,60 1,45 60,09 0,06 

24/3/2005 1,05 1,90 59,00 0,15 

28/3/2005 0,85 1,85 58,89 0,11 

29/3/2005 0,55 2,25 58,27 0,03 

30/3/2005 0,90 1,60 59,24 0,06 

31/3/2005 1,05 1,30 59,60 0,15 

1/4/2005 1,40 0,85 60,55 0,00 

4/4/2005 1,40 0,75 60,65 0,00 

5/4/2005 1,00 0,90 60,06 0,04 

6/4/2005 1,45 0,50 60,90 0,05 

7/4/2005 1,30 0,45 60,85 0,00 

8/4/2005 0,75 0,65 60,01 0,09 

11/4/2005 0,75 0,45 60,29 0,01 

12/4/2005 0,70 0,30 60,43 0,03 

13/4/2005 0,10 0,95 59,15 0,00 

14/4/2005 0,00 1,25 58,75 0,00 

15/4/2005 0,00 3,70 56,19 0,11 
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Σχολιασμός Αποτελεσμάτων: 

Η   περίπτωση   που   εξετάζεται   στο   σημείο   αυτό,   είναι   μία   από   τις   πιο   απλοϊκές  

περιπτώσεις,  ενός  δικαιώματος  προαίρεσης  (αγοράς  και  πώλησης),  το  οποίο  καθ’  όλη  

τη   διάρκεια   ζωής   του   αφενός   βρίσκεται   κοντά   στο   χρηματικό   του   ισοδύναμο   και  

αφετέρου   η   μεταβλητότητα της   υποκείμενης   μετοχής   δεν   μεταβάλλεται   σημαντικά  

κατά  τη  διάρκεια  της  ζωής  του. Το  τελευταίο  τονίζεται  γιατί  όπως  θα  εξεταστεί  στη  

συνέχεια,   όταν   η   μεταβλητότητα   της   μετοχής   μεταβάλλεται   σημαντικά   κατά   τη  

διάρκεια  ζωής  του  δικαιώματος,  τότε  η  τιμολόγηση  με  τη  γραμμική  εξίσωση  Black - 

Scholes παράγει   συστηματικά   λανθασμένες   προσεγγίσεις   για   την   τιμή   του  

δικαιώματος,   ακόμα   και   στις   περιπτώσεις   που   αυτό   είναι   κοντά   στο   χρηματικό  

ισοδύναμο.  Ταυτόχρονα,  ο  υπολογισμός  της  αξίας  του  δικαιώματος  με  κάποιο  από  τα  

μη  γραμμικά  μοντέλα  που  συνυπολογίζουν  τα  κόστη  συναλλαγής  και  τα  προβλήματα  

ρευστότητας  της  αγοράς  οδηγεί  σε  σφάλματα  μεγαλύτερα  από  αυτά  που  προκύπτουν  

από  τη  γραμμική  BS. 

Οι  παραδοχές  που  γίνονται  από  το  μοντέλο  των  Black - Scholes είναι  ικανοποιητικές  

για   την   περίπτωση   αυτή,   αλλά   και   για   πολλές   άλλες   περιπτώσεις   με   αντίστοιχα  

χαρακτηριστικά,   γι’   αυτό   και   τα   αποτελέσματα   της   εξίσωσης   κρίνονται  

ικανοποιητικά.  Αντίστοιχες  περιπτώσεις  παρατίθενται  και  στη  συνέχεια: 
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Διάγραμμα   11.   Τιμολόγηση   δικαιώματος   αγοράς   επί   μετοχών   της   Apple σε   έτος   κατά   το   οποίο   η  
μεταβλητότητα  έχει  σταθεροποιηθεί  (Κ=210,  σ=30%,  r=0.12%) 

 

Διάγραμμα  12.  Αξία  δικαιώματος  αγοράς  επί  του  δείκτη  S & P 100 (XEO) (Κ=485,  σ=19.45%,  r=0.15%) 
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7.3 Μετοχή  που  αποκόπτει  μερίσματα 

Οι   Black και   Scholes,   ανέπτυξαν   το   μοντέλο   αποτίμησης   των   δικαιωμάτων  

προαίρεσης  για  μετοχές  που  δεν  αποδίδουν  μερίσματα.  Η  προσπάθεια εφαρμογής  της  

εξίσωσης   αυτής   σε   μετοχές   που   παρέχουν   μερίσματα   υπολογίζει   τιμές   που  

εμφανίζουν   συστηματική   απόκλιση   από   τις   πραγματικές   τιμές   που  

διαπραγματεύονται  τα  δικαιώματα  αυτά  στην  αγορά. 

Ωστόσο,   ύστερα  από   κατάλληλες   τροποποιήσεις   είναι   δυνατόν   να εκτιμηθεί   η   αξία  

ενός  δικαιώματος  προαίρεσης.   

7.3.1 Μέρισμα 

Μία   εταιρεία   που   είναι   κερδοφόρα,   έχει   τη   δυνατότητα   να   επιλέξει   πώς   θα  

αξιοποιήσει   τα   ετήσια   κέρδη   της.  Πέρα   από   την   επανεπένδυση   ενός   ποσοστού   των  

κερδών,   ορισμένες   εταιρείες,   προκειμένου   να   ικανοποιήσουν   τους   επενδυτές   τους,  

που   τους   εμπιστεύθηκαν,   καταβάλουν ένα   ποσοστό   επί   των   ετήσιων   κερδών   ως  

μέρισμα   στους   μετόχους   τους.   Είναι   σαφές,   ότι   η   παροχή   μερισμάτων   είναι   ένα  

επιπλέον  κίνητρο  για  έναν  επενδυτή,  να  αγοράσει  τη  μετοχή  της  εταιρείας.  Ωστόσο,  η  

παροχή  μερισμάτων  παρότι  είναι  συνήθης  τακτική  των  εταιρειών,  δεν  είναι  δεδομένο  

ότι  όλες  οι  μεγάλες  εταιρείες  την  ακολουθούν.  Για  παράδειγμα,  όπως  θα  αναλυθεί  και  

στη   συνέχεια   που   μελετάται   η   εν   λόγω   εταιρεία,   η  Apple Inc.   κατά   την   πενταετία  

2005   έως   2010   δεν   παρείχε   μερίσματα   στους   μετόχους   της.   Αντίθετα,   αυτοί  

επωφελήθηκαν  από  τη  συνεχή  αύξηση  της  τιμής  της  μετοχής  που  κατείχαν. 

Έχει  υποστηριχθεί,  ότι,  όταν  μία  εταιρεία  παρέχει  μέρισμα,  τότε  η  μετοχή  της  χάνει  

αξία   ίση  με   το  ύψος   του  μερίσματος  που  αποκόπτεται.  Συνεπώς,  όταν  ανακοινωθεί  

ένα  μέρισμα  από  μία  εταιρεία,  μπορούμε  να  θεωρήσουμε  ότι  η  τιμή  της  μετοχής  της  

μειώνεται  αυτόματα  κατά  ποσό  ίσο  με  την  παρούσα  αξία  του  μερίσματος.  Έτσι,  την  

αξία  των  δικαιωμάτων  προαίρεσης  πρέπει  να  την  υπολογίζουμε  με  βάση  την  τιμή  της  

μετοχής  S*,  όπου 

S∗ = S − PV(Dividend) = S − dividend ∙ (1 − r)  

Όπου,  dividend το  ποσό  του  μερίσματος 
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r το  επιτόκιο  χωρίς  κίνδυνο 

t ο  χρόνος  που  μεσολαβεί  μέχρι  την  αποκοπή  του  μερίσματος 

και   PV η   παρούσα   αξία   του   μερίσματος   (present discounted value),   η   οποία  

υπολογίζεται  λαμβάνοντας  υπόψη  τη  χρονική  αξία  του  χρήματος. 

7.3.2 Παράδειγμα  Δικαιώματος 

Κάνοντας   αυτή   την   μετατροπή   στην   τιμή   της   μετοχής,   θα   γίνει   εμφανές ότι   οι  

υπολογισμοί  για  την  τιμή  του  δικαιώματος  είναι  σημαντικά  βελτιωμένοι. 

Για   παράδειγμα,   εξετάζουμε   ένα   χαρτοφυλάκιο που   αποτελείται   από   ένα   δικαίωμα  

αγοράς  της  εταιρείας  τηλεπικοινωνιών  AT&T,  της  οποίας  η  μετοχή  έχει  σύμβολο  Τ.  

Το  δικαίωμα  που  εξετάζουμε  έχει  τα  παρακάτω  στοιχεία: 

Πίνακας  6.  Δικαίωμα  αγοράς  μετοχής  της  AT&T 

Τύπος  Δικαιώματος Ευρωπαϊκό 

Τιμή  Άσκησης $ 37,5 

Ημερομηνία  Εγγραφής 24/3/08 

Ημερομηνία  Εκπνοής 16/6/08 

Από  ιστορικά  δεδομένα  της  μετοχής  της  εταιρείας,  αλλά  και  από  τρέχοντα  δεδομένα  

του  Υπουργείου  Οικονομικών  των  ΗΠΑ  υπολογίζουμε  την  τιμή  της  μετοχής  με  βάση  

τη  εξίσωση  Black - Scholes. 
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Διάγραμμα  13.     Εφαρμογή  της  κλασικής   εξίσωσης  Black - Scholes σε  δικαίωμα  επί  μετοχής  που  παρέχει  

μέρισμα  κατά  τη  διάρκεια  ζωής  του  δικαιώματος (Κ  =  $  37,5) 

Η   ημερομηνία   παροχής   του   μερίσματος   είναι   η   8η Απριλίου   2008,   και   είναι  

σημειωμένη  στο  διάγραμμα,  με  μία  κατακόρυφη  γραμμή. 

Είναι   εμφανές,   ότι   πριν   την   παροχή   του   μερίσματος   υπάρχει   μία   συστηματική  

υπερτίμηση   της   αξίας   του   δικαιώματος   από   το   μοντέλο,   η   οποία   οφείλεται   στο  

μέρισμα,  διότι  είναι  γνωστό  εκ  των  προτέρων  ότι  στις  8  Απριλίου  η  αξία  της  μετοχής  

θα  μειωθεί  κατά  ποσό  ίσο  με  την  αξία  του  μερίσματος  που  αποκόπτεται.  Συνεπώς,  η  

αξία   ενός   δικαιώματος   αγοράς   είναι   στην   πραγματικότητα   μικρότερη   από   ότι  

υπολογίζεται  για  την  περίπτωση  χωρίς  μέρισμα,  καθώς  γνωρίζουμε  εκ  των  προτέρων  

ότι   κατά   τη   διάρκεια   ζωής   του   δικαιώματος   η   μετοχή   θα   αντιμετωπίσει   μία  

σημαντική  πτώση. 

Εφόσον   γνωρίζουμε   την   ημερομηνία   αποκοπής   του   μερίσματος,   είναι   δυνατόν   να  

υπολογίσουμε   την   αξία   του   δικαιώματος   με   το   μοντέλο   γνωστού   διακεκριμένου  

μερίσματος  για  να  βελτιώσουμε  τα  αποτελέσματα. 

Εκτός  αυτού,  στο  διάγραμμα  γίνεται  φανερό  ότι  μετά  τις  20  Απριλίου,  και  αφού  έχει  

αποκοπεί  το  μέρισμα,  τα  αποτελέσματα  της  εξίσωσης  εμφανίζουν  πρόβλημα.  Ωστόσο  

το   πρόβλημα   αυτό   δεν   οφείλεται   στο   μέρισμα,   αλλά   σε   γενικότερο   λάθος   στην  
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εκτίμηση  της  τιμής  από  το  μοντέλο.  Κρίνοντας  εκ  των  υστέρων  από  τα  δεδομένα  της  

τιμής   των   μετοχών   από   εκείνη   την   περίοδο   μέχρι   την   εκπνοή   του   δικαιώματος,  

παρατηρούμε  ότι   η  μεταβλητότητα   του  χρεογράφου  έχει  μεταβληθεί  σημαντικά,   γι’  

αυτό  προκαλούνται  αυτά  τα  προβλήματα. 

Τα   αποτελέσματα   από   τον   συνυπολογισμό   του   διακεκριμένου   μερίσματος  

εμφανίζονται  στο  ακόλουθο  διάγραμμα: 

 

Διάγραμμα   14.   Υπολογισμός   αξίας   δικαιώματος   αγοράς   μετοχής   της   εταιρείας   AT&T, με   τιμή   άσκησης  
$37.5,   που   παρέχει  μέρισμα  κατά  τη  διάρκεια   ζωής   του  δικαιώματος (Ημέρα  αποκοπής:   8η Απριλίου).  Η  

διόρθωση  των  αποτελεσμάτων  γίνεται  με  τη  μέθοδο  σταθερού  διακριτού  μερίσματος. 

Από  το  διάγραμμα  αυτό  γίνεται  εμφανές,  ότι  αφού  συνυπολογιστεί  το  μέρισμα  στην  

μελέτη  μας  είναι  δυνατόν  να  υπολογίσουμε  την  αξία  ενός  δικαιώματος  που  παρέχει  

μέρισμα  κατά  τη  διάρκεια  ζωής  του. 
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7.4 Αβέβαιη  Μεταβλητότητα 

Η   εταιρεία   Apple,   ανήκει   στον   κλάδο   της   πληροφορικής.   Παρατηρώντας   τη  

διακύμανση   της   τιμής   της   μετοχής   της   εταιρείας   και   κάνοντας   μία   ανάλυση   στα  

ιστορικά   δεδομένα   κλεισίματος   της   τιμής   της   μετοχής   σε   ημερήσια   βάση,   γίνεται  

αντιληπτό  ότι  η  μεταβλητότητα  μεταβάλλεται  συνεχώς.  Αυτό  έχει  ως  αποτέλεσμα,  η  

πρόβλεψη   της   τιμής   των   δικαιωμάτων   προαίρεσης   επί   των   μετοχών   να   καθίσταται  

ιδιαίτερα  δύσκολη.  Σε  ορισμένες  μάλιστα  περιπτώσεις,  το  κλασικό  μοντέλο  Black - 

Scholes έχει   ιδιαίτερα   σημαντικές   αποκλίσεις,   οι   οποίες   δεν   μπορούν   να  

αιτιολογηθούν  από  πιθανά  μερίσματα16,  από  αποκλίσεις  λόγω  κόστους  συναλλαγών  

(transaction costs) ή  λόγω  μειωμένη  ρευστότητα  της  αγορά μετοχών. 

Το  πρόβλημα  γίνεται  πιο  εμφανές,  εξετάζοντας  την  πενταετία  2000  έως  2005,  όπου  

υπολογίζοντας   την   μεταβλητότητα   σε   τριμηνιαία   βάση,   παρατηρούμε   ότι   σε  

ορισμένες  περιπτώσεις  φτάνει  σε  ακραίες  τιμές  από  30%  έως  160%. 

Αρχικά,   εξετάζουμε   τα   αποτελέσματα   εφαρμογής   του   κλασικού   και   γραμμικού  

μοντέλου  της  εξίσωσης  Black - Scholes για  ένα  δικαίωμα  της  εταιρείας. 

Έστω,   ότι   στις   24   Ιουλίου   2007,   ένας   επενδυτής   αγοράζει   ένα   δικαίωμα   αγοράς  

μετοχών   της   Apple, με   ημερομηνία   εκπνοής   την   16η Σεπτεμβρίου   2007,   σε   τιμή  

άσκησης   65   $.   Σύμφωνα   με   τα   ιστορικά   δεδομένα,   η   αξία   αυτού   του   δικαιώματος  

αποτυπώνεται  στον  πίνακα  7. 

 

 

 

 

 

                                                 
16  Η   εταιρεία   Apple Inc αποφασίζει   την   απόδοση   μερισμάτων   ιδιαίτερα   σπάνια.  
Συγκεκριμένα,  στη  χρονική  περίοδο  που  μελετήθηκε  (σ.σ.  2005-2010),  η  εταιρεία  δεν  έδωσε  
ποτέ  μέρισμα,  καθώς  θεωρεί  ότι  οι  επενδυτές  της  επωφελούνται  από  την  άνοδο  της  τιμής  της,  
λόγω  των  τεχνολογικών  καινοτομιών  που  αυτή  παρουσιάζει. 
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Πίνακας  7.  Αξία  μετοχής  και  δικαιώματος  αγοράς   της  Apple Inc από  τις   24/7/2006   έως   την   εκπνοή  του,  

16/9/2006  (με  τιμή  άσκησης,  65  $). Στην  τελευταία  στήλη  παρατίθεται  η  τιμή  που  υπολογίζεται  με  χρήση  
της  γραμμικής εξίσωσης  Black - Scholes 

Date Best Bid Best Offer Share Price Black - Scholes 
Assumption 

24/7/2006 2,25 2,35 61,42 3,26 
25/7/2006 2,20 2,35 61,93 3,41 
26/7/2006 3,10 3,30 63,87 4,26 
27/7/2006 3,10 3,20 63,40 3,96 
28/7/2006 4,30 4,50 65,59 5,04 
31/7/2006 5,70 5,80 67,96 6,38 
1/8/2006 5,00 5,20 67,18 5,83 
2/8/2006 5,50 5,70 68,16 6,36 
3/8/2006 6,50 6,70 69,59 7,25 
4/8/2006 5,80 6,00 68,30 6,32 
7/8/2006 4,80 5,00 67,21 5,56 
8/8/2006 3,40 3,50 64,78 4,10 
9/8/2006 2,65 2,75 63,59 3,42 

10/8/2006 2,70 2,75 64,07 3,59 
11/8/2006 2,35 2,45 63,65 3,30 
14/8/2006 2,40 2,45 63,94 3,36 
15/8/2006 3,80 3,90 66,45 4,62 
16/8/2006 4,70 4,90 67,98 5,49 
17/8/2006 4,40 4,60 67,59 5,16 
18/8/2006 4,50 4,70 67,91 5,28 
21/8/2006 3,50 3,60 66,56 4,34 
22/8/2006 4,00 4,10 67,62 4,92 
23/8/2006 3,80 3,90 67,31 4,63 
24/8/2006 4,10 4,30 67,81 4,85 
25/8/2006 4,70 4,80 68,75 5,40 
28/8/2006 3,40 3,50 66,98 4,12 
29/8/2006 3,00 3,20 66,48 3,69 
30/8/2006 3,20 3,30 66,96 3,89 
31/8/2006 3,80 3,90 67,85 4,36 
1/9/2006 4,00 4,20 68,38 4,61 
5/9/2006 6,80 6,90 71,48 6,97 
6/9/2006 5,40 5,50 70,03 5,67 
7/9/2006 8,00 8,10 72,80 8,02 
8/9/2006 7,70 7,80 72,52 7,70 

11/9/2006 7,60 7,70 72,50 7,62 
12/9/2006 7,60 7,70 72,63 7,70 
13/9/2006 9,10 9,30 74,20 9,21 
14/9/2006 9,10 9,30 74,17 9,17 
15/9/2006 8,90 9,10 74,10 9,10 
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Ημερομηνία 

Δικαίωμα	  Αγοράς	  Μετοχών	  Apple Inc. 

Market Data (Best Bid)

Black Scholes Model

Οι  τιμές  του  παραπάνω  πίνακα,  εμφανίζονται  στο  διάγραμμα  15: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατηρούμε,  ότι  οι τιμές  που  υπολογίζονται  από  την  εξίσωση  απέχουν  σημαντικά  

από   τις   πραγματικές   τιμές,   τόσο   ποσοστιαία,   όσο   και   σε   απόλυτες   τιμές   (σε   $).   Η  

απόκλιση   αυτή   μειώνεται,   όσο   πλησιάζει   η   ημερομηνία   εκπνοής.   Το   πρόβλημα  

εντοπίζεται   κυρίως   πριν   την   5η   Μαΐου   2007,   όταν   η   ημερομηνία   εκπνοής   απέχει  

περισσότερο   από   9   ημέρες.   Τότε,   η   επίδραση   της   προβληματικής   τιμής   της  

μεταβλητότητας   είναι   μεγαλύτερη   λόγω   του   μεγάλου   χρονικού   διαστήματος   που  

απομένει. 

Αν   χρησιμοποιώντας   το   μοντέλο   του   ALP,   θεωρήσουμε   ότι   η   τιμή   της  

μεταβλητότητας   κυμαίνεται   μεταξύ   μίας   κατώτατης   τιμής   35% και   μιας   ανώτατης  

60%,  τιμές  που  προκύπτουν  ως  ακραίες  τιμές  κατά  το  διάστημα  που  προηγείται  της  

συγγραφής   του   δικαιώματος,   τα   αποτελέσματα   που   είναι   σαφώς   βελτιωμένα  

παρουσιάζονται  στο  διάγραμμα  16 και  στον  πίνακα  8. 

 

Διάγραμμα  15.  Υπολογισμός  τιμής  δικαιώματος  αγοράς  μετοχής  της  Apple,  με  τιμή  άσκησης  $  65, το  οποίο  συγγράφεται  την  24η 
Ιουλίου  2006  με  την  κλασική  Black - Scholes και  αντιπαραβολή  με  ιστορικά  δεδομένα  χρηματιστηρίου 
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Όπως  γίνεται  αντιληπτό  από  τα  στοιχεία  που  παρατίθενται,  και  στην  περίπτωση  του  

μη   γραμμικού   μοντέλου   των   ALP,   ορισμένες   ημέρες   εμφανίζεται   μικρή   αλλά  

υπολογίσιμη   απόκλιση,   η   οποία   όμως   είναι   αναμενόμενη   δεδομένου   του 

προσεγγιστικού   χαρακτήρα   του   μοντέλου,   που   στηρίζεται   στη   χειρότερη   πιθανή  

διαδρομή  για  την  τιμή  της  μετοχής. 
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Ημερομηνία 

Μοντέλο	  Αβέβαιης	  Μεταβλητότητας 

Market Data (Best
Bid)
Clasic Black Scholes

Διάγραμμα  16.  Μοντέλο  ALP για  την  περίπτωση  δικαιώματος  της  Apple Inc.  (Κ  =  $65,  Ημέρα  συγγραφής:  24η  Ιουλίου  
2006,  Ημέρα   εκπνοής  16  Σεπτεμβρίου  2006.  Με  την  πράσινη   γραμμή  απεικονίζονται   τα  αποτελέσματα  του  μοντέλου  
ALP, με  κόκκινη τα  αποτελέσματα  της  γραμμικής  BS και  μπλε  τα  πραγματικά  δεδομένα  της  αγοράς 



   79 

Πίνακας  8. Εκτίμηση  τιμής  δικαιώματος  αγοράς  με  αβέβαιη  τιμή  μεταβλητότητας 

Date Best Bid Best Offer Black - Scholes 
Assumption 

ALP Assumption 

24/7/2006 2,25 2,35 3,26 2,55 

25/7/2006 2,20 2,35 3,41 2,65 

26/7/2006 3,10 3,30 4,26 3,18 

27/7/2006 3,10 3,20 3,96 2,98 

28/7/2006 4,30 4,50 5,04 3,85 

31/7/2006 5,70 5,80 6,38 5,65 

1/8/2006 5,00 5,20 5,83 4,97 

2/8/2006 5,50 5,70 6,36 5,68 

3/8/2006 6,50 6,70 7,25 6,76 

4/8/2006 5,80 6,00 6,32 5,67 

7/8/2006 4,80 5,00 5,56 4,73 

8/8/2006 3,40 3,50 4,10 2,81 

9/8/2006 2,65 2,75 3,42 2,44 

10/8/2006 2,70 2,75 3,59 2,48 

11/8/2006 2,35 2,45 3,30 2,31 

14/8/2006 2,40 2,45 3,36 2,30 

15/8/2006 3,80 3,90 4,62 3,67 

16/8/2006 4,70 4,90 5,49 4,87 

17/8/2006 4,40 4,60 5,16 4,47 

18/8/2006 4,50 4,70 5,28 4,66 

21/8/2006 3,50 3,60 4,34 3,44 

22/8/2006 4,00 4,10 4,92 4,26 

23/8/2006 3,80 3,90 4,63 3,92 

24/8/2006 4,10 4,30 4,85 4,27 

25/8/2006 4,70 4,80 5,40 5,01 

28/8/2006 3,40 3,50 4,12 3,38 

29/8/2006 3,00 3,20 3,69 2,85 

30/8/2006 3,20 3,30 3,89 3,18 

31/8/2006 3,80 3,90 4,36 3,89 

1/9/2006 4,00 4,20 4,61 4,29 

5/9/2006 6,80 6,90 6,97 7,04 

6/9/2006 5,40 5,50 5,67 5,64 

7/9/2006 8,00 8,10 8,02 8,15 

8/9/2006 7,70 7,80 7,70 7,83 

11/9/2006 7,60 7,70 7,62 7,76 

12/9/2006 7,60 7,70 7,70 7,83 

13/9/2006 9,10 9,30 9,21 9,30 

14/9/2006 9,10 9,30 9,17 9,24 

15/9/2006 8,90 9,10 9,10 9,13 
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Στο  διάγραμμα  17,  εμφανίζεται  ένα  ακόμα  παράδειγμα της  ίδιας  κατηγορίας,  κατά  το  

οποίο  η  τιμή  της  υποκείμενης μετοχής  εμφανίζει  προβλήματα. 

 

 

Διάγραμμα  17.  Δικαίωμα  αγοράς  επί  μετοχών  της  Apple. Βελτίωση  αποτελεσμάτων  με  χρήση  του  μοντέλου  
ALP (K=40, σ=35%-60%, r=2.66%) 

7.5 Δικαίωμα  εκτός  του  χρηματικού  του  ισοδύναμου 

Ανατρέχοντας  στη  βιβλιογραφία,  είναι  εμφανές  ότι  το  κλασικό  μοντέλο  των  Black - 

Scholes, όπως   αποτυπώνεται   από   τη   γραμμική   εξίσωση,   παρ’   ότι   σε   ορισμένες  

περιπτώσεις,   όπως   αυτές   που   εξετάστηκαν   στην   δεύτερη   παράγραφο   του   παρόντος  

κεφαλαίου,  δίνει  αξιόλογα  αποτελέσματα,  σε  άλλες  περιπτώσεις  εμφανίζει  σημαντικά  

σφάλματα. 

Συγκεκριμένα,   υποστηρίζεται   από   πληθώρα   ερευνητών,   ότι   η   εξίσωση   Black - 

Scholes τιμολογεί  λανθασμένα  δικαιώματα  αγοράς  και  πώλησης  τα  οποία  βρίσκονται  

βαθιά   εντός   ή   εκτός   του   χρηματικού   τους   ισοδύναμου.   Ωστόσο,   σε   ορισμένες 

περιπτώσεις   οι   ισχυρισμοί   που   αναπτύσσονται   και   τεκμηριώνονται στις   διάφορες  

μελέτες  που  έχουν  πραγματοποιηθεί δεν  συμφωνούν  μεταξύ  τους. 
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Στο  σημείο  αυτό,  θα  εξεταστούν  αυτοί  οι   ισχυρισμοί  και  θα  ελεγχθεί  αν  η  ακρίβεια  

των   υπολογισμών   στις   ακραίες   περιπτώσεις   βελτιώνεται   από   κάποιο   από   τα   μη  

γραμμικά  μοντέλα  που  συζητήθηκαν  στο  κεφάλαιο  4. 

Ως  κριτήριο  αξιολόγησης  των  αποτελεσμάτων  των  μοντέλων,  θα  χρησιμοποιηθεί  το  

απόλυτο  σφάλμα  της  πρόβλεψης  των  τιμών  για  τη  διάρκεια  ζωής  κάθε  χρεογράφου,  

το  οποίο  υπολογίζεται  ως: 

𝑀𝑅𝑃𝐸 =
1
𝑛

|𝛵𝜄𝜇ή  𝛢𝛾𝜊𝜌ά𝜍 − 𝛵𝜄𝜇ή  𝛭𝜊𝜈𝜏έ𝜆𝜊𝜐|
𝛵𝜄𝜇ή  𝛢𝛾𝜊𝜌ά𝜍

 

Στην  περίπτωση  των  δικαιωμάτων  εκτός  χρηματικού  ισοδύναμου,  των  οποίων  η  τιμή  

αγοράς  μηδενίζεται  μερικές  μέρες  πριν  την  εκπνοή  τους  (περίπου  10  ημέρες,  αλλά  το  

χρονικό  διάστημα  αυτό  εξαρτάται  από  τη  σχέση  της  τιμής  άσκησης  με  την  τρέχουσα  

τιμή   μετοχής),   δεν   λαμβάνουμε   υπόψη   στους   υπολογισμούς   τις   τελευταίες   ημέρες  

πριν  την  εκπνοή  του  δικαιώματος,  καθώς  παρά  το  γεγονός ότι  στην  πλειονότητα  των  

περιπτώσεων   τα   αποτελέσματα   προσεγγίζουν   το   μηδέν,   ακόμα   και   μικρή   διαφορά  

από  την  απόλυτη  τιμή  μηδέν  αυξάνει  παραπλανητικά  την  τιμή  του  MRPE. 

7.5.1 Δικαίωμα  Αγοράς 

Εξετάζοντας   ένα   πλήθος   δικαιωμάτων   αγοράς   τα   οποία   βρίσκονται   εντόνως   εκτός  

του   χρηματικού   τους ισοδύναμου,   διαπιστώθηκαν   πολύ   μεγάλα   προβλήματα   στη  

διαδικασία  τιμολόγησης  τους.  Συγκεκριμένα,  όλα  τα  μοντέλα,  συμπεριλαμβανομένων  

και   της   γραμμικής   εξίσωσης  αλλά   και   των  μη   γραμμικών  προτάσεων,   απέτυχαν   να  

τιμολογήσουν   τα   δικαιώματα   με   τιμές   συγκρίσιμες   με   τις   τιμές   που  

διαπραγματεύτηκαν  αυτά  στην  αγορά. 

Πιο   αναλυτικά,   διαπιστώθηκε   ότι   η   εξίσωση   Black - Scholes υπερτιμολογεί  

συστηματικά  δικαιώματα  που  βρίσκονται  εκτός  του  χρηματικού  τους  ισοδύναμου.  Η  

τιμολόγηση   με   χρήση   των   μοντέλων   συνυπολογισμού   κόστους   συναλλαγής   ή  

ρευστότητας  της  αγοράς  οδήγησε  επίσης  σε  αναξιόπιστα αποτελέσματα. 

Σε   ορισμένες   μόνο   περιπτώσεις   εμφανίζεται   το   μοντέλο   της   αβέβαιης  

μεταβλητότητας   να   βελτιώνει   τα   αποτελέσματα,   ωστόσο   σε   καμία   περίπτωση   η  

βελτίωση  που  επετεύχθη δεν  οδηγούσε  σε  οικονομικά  αξιόλογα  αποτελέσματα.   
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Το  σφάλμα  που  υπολογίζεται ήταν  ιδιαίτερα  υψηλό  σε  όλες  τις  περιπτώσεις. 

Παρατηρήθηκε   μάλιστα,   ότι   το   σφάλμα   των   μοντέλων   αυξάνεται   αναλογικά   με   το  

χρόνο  ζωής  του  δικαιώματος,  και  συγκεκριμένα η  υπερτιμολόγηση  είναι  μεγαλύτερη  

όταν   απομένει   μεγάλο   χρονικό   διάστημα   μέχρι   την   εκπνοή   του   δικαιώματος. Η  

παρατήρηση  αυτή  επιβεβαιώνεται  και  βιβλιογραφικά  (Bakshi, Cao and Chen 1977). 

 

Διάγραμμα  18.  Αξία  δικαιώματος  αγοράς  επί  του  δείκτη  S&P 100 το  οποίο  βρίσκεται  εκτός  του  χρηματικού  
ισοδύναμου.  Παράθεση  των  αποτελεσμάτων  όλων  των  μοντέλων  (γραμμικών  και  μη). (Τιμή  Μετοχής  της  
ημέρα  συγγραφής  =  $640.14,  K = 690, σ=20.85%  ,  r=1.89%) 
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Διάγραμμα  19. Δικαίωμα  αγοράς  μετοχής  της     JP Morgan, το  οποίο  βρίσκεται  εκτός  του  χρηματικού  του  
ισοδύναμου.  Παρατίθενται  μόνο  τα  αποτελέσματα  της  γραμμικής  Black - Scholes, καθώς  ήταν  τα  βέλτιστα  
για  την  περίοδο  που  μελετήθηκε. (K=  $  55,  σ=18%,  r=4.95%,  κατά  την  περίοδο  23/10/06  – 16/06/07. 

7.5.2 Δικαίωμα  Πώλησης 

Αντίστροφα  με τα  δικαιώματα  αγοράς,  η  εξίσωση  Black - Scholes στη  γραμμική  της  

μορφή  υποτιμολογεί   συστηματικά   τα   δικαιώματα   πώλησης.  Ο   συνυπολογισμός   του  

κόστους   συναλλαγής   μέσω   των   μη   γραμμικών   μοντέλων   βελτιώνει   αισθητά   τα  

αποτελέσματα,   τόσο   «οπτικά»   στη   γραφική   παράσταση,   όσο   και   σε   όρους  MRPE, 

όπου  με  τη  χρήση  του  μοντέλου  του  Leland το  σφάλμα  μειώνεται  σημαντικά,  αλλά  σε  

καμία   περίπτωση   δεν   επιτυγχάνεται   ο   συστηματικός   εκμηδενισμός   του. Πιο  

αναλυτικά,  στις  περιπτώσεις  που  μελετήθηκαν,  υπολογίζεται  μείωση  του  σφάλματος  

κατά  ποσοστά  που  κυμαίνονται από  35%  μέχρι  50%. 

Επισημαίνεται,   ότι   και   τα   μοντέλο   των   Frey et al και   των   Barles & Soner που  

συνυπολογίζουν  τα  κόστη  συναλλαγών  και  τη  ρευστότητα  της  αγοράς,  βελτιώνουν  τα  

αποτελέσματα,   αλλά   σε   μικρότερο   ποσοστό   συγκριτικά   με   το   μοντέλο  

συνυπολογισμού  του  κόστους  συναλλαγών  του  Leland. 

Ορισμένα   διαγράμματα   από   περιπτώσεις   δικαιωμάτων   πώλησης   που   βρίσκονται  

εκτός  του  χρηματικού  τους  ισοδύναμου  παρατίθενται  στη  συνέχεια. 
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Διάγραμμα   20.   Συγκριτική   αξιολόγηση   αποτελεσμάτων   τιμολόγησης   δικαιώματος   πώλησης   της   μετοχής  
XOM μεταξύ  της  κλασικής  Black - Scholes και  της  μεθόδου  Leland 

 

 

Διάγραμμα   21.   Συγκριτική   αξιολόγηση   αποτελεσμάτων   τιμολόγησης   δικαιώματος   πώλησης   της   μετοχής  
XOM μεταξύ  της  κλασικής  Black - Scholes και  της  μεθόδου  Leland 
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7.6 Δικαίωμα  εντός  του  χρηματικού  του  ισοδύναμου 

Στα  δικαιώματα  εντός  του  χρηματικού  ισοδύναμου  τα  αποτελέσματα  που  προκύπτουν  

συγκριτικά   είναι   σαφώς   καλύτερα.   Τα   σφάλματα   που   υπολογίζονται,   που   σε  

ορισμένες   περιπτώσεις   (για   συγκεκριμένα)   δικαιωμάτων εκτός   του   χρηματικού  

ισοδύναμου   ανέρχονταν   και   σε   ποσοστά   μεγαλύτερα   του   100%,   στα   δικαιώματα  

εντός  του  χρηματικού  ισοδύναμου περιορίζονται  σημαντικά. 

7.6.1 Δικαίωμα  Αγοράς 

Ύστερα   από   ανάλυση   περιπτώσεων   δικαιωμάτων   αγοράς   που   βρίσκονται   σαφώς  

εντός  του  χρηματικού  τους ισοδύναμου,  προκύπτει  ότι  η  γραμμική  εξίσωση  Black - 

Scholes υποτιμολογεί   ελαφρώς   τέτοιας   κατηγορίας   χρεόγραφα.   Η   μελέτη   που  

πραγματοποιήθηκε   έδειξε   ότι   παρά   το   γεγονός   ότι   οι   αποκλίσεις   της   γραμμικής  

εξίσωσης   από   τα   χρηματιστηριακά   δεδομένα   είναι μικρές,   υπάρχει   η   δυνατότητα 

περεταίρω βελτίωσης   των   αποτελεσμάτων,   με   όλα   τα   μη   γραμμικά   μοντέλα   που  

προτείνονται17.   Τα   βέλτιστα   αποτελέσματα   προκύπτουν   με   τη   χρήση   του   μοντέλου  

του   Leland.   Ωστόσο,   το   σφάλμα   του   μοντέλου   που   υπολογίζεται   είναι   στα   ίδια  

επίπεδα   με   το   σφάλμα   των   υπολοίπων   μη   γραμμικών   μοντέλων   (το   οποίο   σε  

ορισμένες  περιπτώσεις  είναι  της  τάξης  του  1%). 

Στη  συνέχεια  παρατίθενται  διαγράμματα  από  2  περιπτώσεις  τέτοιων  δικαιωμάτων. 

                                                 
17 Δεν  χρησιμοποιήθηκε  το  μοντέλο  αβέβαιης  μεταβλητότητας  καθώς  οι  υποκείμενες  μετοχές  
των   περιπτώσεων   που   μελετήθηκαν   δεν   εμφανίζουν   σημαντικές   μεταβολές   στην  
μεταβλητότητα  τους. 
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Διάγραμμα 22.  Τιμολόγηση  δικαιώματος  αγοράς  επί  της  μετοχής  της  εταιρείας  Exxon Mobil, με  χρήση  του  
γραμμικού  μοντέλου  Black - Scholes και  του  μη  γραμμικού  μοντέλου  Leland. 

 

Διάγραμμα   23 Τιμή   δικαιώματος   αγοράς   επί   της   μετοχής   της   εταιρείας   JPM, εντός   του   χρηματικού  
ισοδύναμου 
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7.6.2 Δικαίωμα  Πώλησης 

Τέλος,  αναφορικά  με  τα δικαιώματα  πώλησης  που  βρίσκονται  εντός  του  χρηματικού  

τους  ισοδύναμου,  η  γραμμική  εξίσωση  Black - Scholes υπερτιμολογεί  συστηματικά,  

ελαφρώς18, τα  δικαιώματα  αυτά.   

Ωστόσο,  κανένα  από  τα  μοντέλα  που  προτάθηκαν  στο  κεφάλαιο  4  δεν  βελτιώνει  τα  

αποτελέσματα, αντιθέτως   στην   πλειονότητα   των   περιπτώσεων,   το   σφάλμα   της  

τιμολόγησης  αυξάνεται.   

Σημειώνεται,   ότι   λόγω   της   φύσης   των   δικαιωμάτων   που   βρίσκονται   εντός   του  

χρηματικού   τους   ισοδύναμου,   η   αξία   τους   είναι   μεγάλη,   με   αποτέλεσμα   λόγω   της  

κλίμακας των   διαγραμμάτων   να   μην   γίνονται   εκ   πρώτης   όψεως εμφανή   σφάλματα  

που  σε  ορισμένες  περιπτώσεις  ξεπερνούν  το  10%. 

 

Διάγραμμα  24.  Δικαίωμα  Πώλησης  επί  του  δείκτη  S&P 100,  εντός  του  χρηματικού  του  ισοδύναμου 

                                                 
18 Σε  ορισμένες  περιπτώσεις,  το  σφάλμα  που  υπολογίζεται  είναι  σημαντικό  και  ανέρχεται  σε  
ποσοστά  μεγαλύτερα  του  10% 
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Διάγραμμα  25.  Δικαίωμα  πώλησης  επί  μετοχών  της  JPM, εντός  του  χρηματικού  του  ισοδύναμου 

Στο   σημείο   αυτό,   επισημαίνεται,   ότι   τα   δικαιώματα   που   εξετάστηκαν   στην  

παράγραφο  7.6.2  είναι  τα  αντίστοιχα  δικαιώματα  πώλησης  των  δικαιωμάτων  αγοράς  

που   εξετάσθηκαν   στην   παράγραφο   7.5.1.   Εκ   πρώτης   όψεως,   τα   αξιόλογα  

αποτελέσματα  που  προκύπτουν  από  την  τιμολόγηση  δικαιωμάτων  πώλησης  εντός  του  

χρηματικού  τους  ισοδύναμου,  δεν  μπορούν  να  αξιοποιηθούν  για  την  τιμολόγηση  των  

δικαιωμάτων   αγοράς.   Πιο   συγκεκριμένα,   εφαρμόζοντας   την   ισοδυναμία   των  

δικαιωμάτων   αγοράς   και   πώλησης,   οι   τιμές   που   προκύπτουν   για   τα   δικαιώματα  

αγοράς  αποκλίνει  συστηματικά  από  την  τιμή  της  αγοράς.  Μάλιστα  το  ίδιο  ισχύει  και  

στις  περιπτώσεις  που  τιμολογείται  το  δικαίωμα  πώλησης  με  τα  μη  γραμμικά  μοντέλα.   

7.7 Συμπεράσματα 

Στο  Κεφάλαιο  7,  έγινε  μια  προσπάθεια  συστηματικής  μελέτης  ορισμένων  κατηγοριών  

δικαιωμάτων  προαίρεσης,  με  στόχο  την  εξαγωγή  ορισμένων  συμπερασμάτων  για  την  

αξιοπιστία  της  γραμμικής  εξίσωσης  Black - Scholes και  των  μη  γραμμικών  μοντέλων  

που   συζητήθηκαν   στο   Κεφάλαιο   4.   Η   μελέτη   κατηγοριοποιήθηκε   σε   δικαιώματα  

προαίρεσης   επί   μετοχών   που   παρέχουν   μερίσματα,   επί   μετοχών   με   μεταβαλλόμενη  

τιμή  μεταβλητότητας  αλλά  και  δικαιώματα  που  βρίσκονται  σημαντικά  εντός  ή  εκτός  

του  χρηματικού  τους  ισοδύναμου. 
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Αναφορικά   με   τα   αποτελέσματα,   διαπιστώθηκε   ότι   στις   απλές   περιπτώσεις  

δικαιωμάτων   που   βρίσκονται   κοντά   στο   χρηματικό   τους   ισοδύναμο,   η   γραμμική  

εξίσωση  Black - Scholes,  παρέχει  τα  καλύτερα  αποτελέσματα,  ενώ  τα  μη  γραμμικά  

μοντέλα  αυξάνουν  το  σφάλμα  των  υπολογισμών. 

Ταυτόχρονα,  τα  προβλήματα  τιμολόγησης  δικαιωμάτων  επί  μετοχών  που  αποκόπτουν  

μερίσματα  κατά  τη  διάρκεια  ζωής  τους,  αντιμετωπίζονται  επιτυχώς  με  τη  χρήση  του  

τεχνάσματος   που   περιγράφεται   για   την   περίπτωση   γνωστού   διακεκριμένου  

μερίσματος. 

Ωστόσο,   στις   ακραίες   περιπτώσεις   δικαιωμάτων   εντός   ή   εκτός   του   χρηματικού  

ισοδύναμου  εμφανίστηκαν  ορισμένα  συστηματικά  προβλήματα.   

Συγκεκριμένα,   για   τα   δικαιώματα   αγοράς   εκτός   του   χρηματικού   ισοδύναμου,   η  

τιμολόγηση  ήταν   ιδιαίτερα  δύσκολη  και  καμία  από  τις  διαθέσιμες  εναλλακτικές  δεν  

παρήγαγε   αξιόπιστα αποτελέσματα. Τα   αντίστοιχα   δικαιώματα   πώλησης,   τα   οποία  

βρίσκονται   φυσικά   εντός   του   χρηματικού   τους   ισοδύναμου,   τιμολογούνται   με  

σημαντικά   μικρότερο   σφάλμα   με   βάση   τη   γραμμική   εξίσωση   Black - Scholes. Η  

χρήση   των   μη   γραμμικών   μοντέλων   δεν   βελτιώνει   τα   αποτελέσματα,   αντιθέτως,  

αυξάνει  τα  υπολογιζόμενα  σφάλματα.   

Η  τιμολόγηση  αυτών  των  δικαιωμάτων  αγοράς  με  βάση  τα  αντίστοιχα  πώλησης  μέσω  

της   ισοδυναμίας   που   τα   διέπει,   παρότι   δοκιμάστηκε,   δεν   δύναται   να   βελτιώσει   τα  

αποτελέσματα   για   τα   δικαιώματα   αγοράς   εκτός του   ισοδύναμου,   καθώς   καταλήγει  

επίσης  σε  προβληματικές  τιμές. 

Στις  περιπτώσεις  δικαιωμάτων  πώλησης  εκτός  του  χρηματικού  ισοδύναμου  αλλά  και  

δικαιωμάτων   αγοράς   εντός   του   χρηματικού   ισοδύναμου,   το   σφάλμα   των  

αποτελεσμάτων της  γραμμικής  εξίσωσης  περιορίζεται  σημαντικά  με  τη  χρήση  των  μη  

γραμμικών   μοντέλων,   με   την   μεγαλύτερη   ωστόσο   βελτίωση   να   προκύπτει   με   τη  

χρήση  του  μοντέλου  συνυπολογισμού  του  κόστους  συναλλαγής  που  προτάθηκε  από  

τον  Leland.  

Λαμβάνοντας   υπόψη   την   υπολογιστική   ισχύ   και   την   πολυπλοκότητα   του   μοντέλου  

των   Barles & Soner συγκριτικά   με   αυτό   του   Leland,   είναι   σαφώς   προτιμότερη   η  

τιμολόγηση  των  δικαιωμάτων  αυτής  της  κατηγορίας  με  το  μοντέλο  του  Leland, που  
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αφενός   παράγει   συστηματικά   καλύτερα   αποτελέσματα και   αφετέρου   στηρίζεται   σε  

απλούστερη  υπολογιστική  διαδικασία.  Ωστόσο,  τα  αποτελέσματα  του  μοντέλου  των  

Barles & Soner μπορούν   να   βελτιωθούν   μεταβάλλοντας   την   παράμετρο   α   που  

συνυπολογίζει   την   αποστροφή   των   επενδυτών   από   το   ρίσκο   και   το   κόστος  

συναλλαγών. 

Τέλος,   στις   περιπτώσεις   μετοχών,   των   οποίων   η   μεταβλητότητα   μεταβάλλεται  

σημαντικά  μέσα  σε  μικρά   χρονικά   διαστήματα,   όπως   για   παράδειγμα  η  μετοχή   της  

Apple Inc., το  μοντέλο  των  ALP καταλήγει  σε  πολύ  καλή  εκτίμηση  για  την  αξία  των  

δικαιωμάτων,   τη   στιγμή   που   τόσο το   γραμμικό   μοντέλο,   όσο   και   οι   υπόλοιπες   μη  

γραμμικές  εξισώσεις παράγουν  συστηματικά  σφάλματα. 

Ανατρέχοντας   στη   βιβλιογραφία,   παρ’   ότι   δεν   έχει   γίνει   εκτεταμένη   μελέτη   των  

αποτελεσμάτων   των   συγκεκριμένων   μη   γραμμικών   μοντέλων   για   διαφορετικές  

περιπτώσεις   δικαιωμάτων,   ορισμένα   από   τα   ευρήματα,   επιβεβαιώνονται.   Για  

παράδειγμα,   αναφορικά   με   τη   γραμμική   Black - Scholes, είναι   δεδομένα   τα  

προβλήματα   τιμολόγησης   των   δικαιωμάτων   που   βρίσκονται   σημαντικά   εκτός   του  

χρηματικού  τους  ισοδύναμου.    

Η  βελτίωση  των  αποτελεσμάτων  των  υπολογισμών  στις  κατηγορίες  των  δικαιωμάτων  

που   αναλύθηκαν   παραπάνω   (ΟΤΜ   Puts, ITM Calls), με   χρήση   του   μοντέλου   του  

Leland,  συμφωνεί  και  με  τα  αποτελέσματα  της  μελέτης  του Abdullah (2011). 
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8 Τίτλοι   Παραστατικών   Δικαιωμάτων   προς   Κτήση  
Μετοχών στην  Ελληνική  Αγορά 

Στα  πλαίσια   της  πρόσφατης  αύξησης  μετοχικού  κεφαλαίου   των  τεσσάρων  μεγάλων  

συστημικών   τραπεζών   της   Ελλάδας   (Εθνική   Τράπεζα   της   Ελλάδος,   Τράπεζα  

Πειραιώς,  Eurobank, Alpha Bank),  η  Alpha Bank19 πέτυχε  την  αύξηση  του  μετοχικού  

της  κεφαλαίου  με  συμμετοχή  12%  από  τον  ιδιωτικό  τομέα,  η  οποία  συνοδεύτηκε  από  

την  έκδοση  Τίτλων  Παραστατικών  Δικαιωμάτων  προς  Κτήση  Μετοχών  της  εταιρείας  

(ή  αλλιώς  Warrant) στην  Ελληνική  αγορά. 

Ως   αποτέλεσμα,   στις   10   Ιουνίου   2013   εκδόθηκαν   οι   Τίτλοι   Παραστατικών  

Δικαιωμάτων  προς  Κτήση  Μετοχών  (Warrants) της  τράπεζας,  υπό  την  κυριότητα  του  

Ταμείου  Χρηματοπιστωτικής  Σταθερότητας  της  χώρας  και  μία  ημέρα  αργότερα,  στις  

11   Ιουνίου   2013, άρχισε   η   διαπραγμάτευση   τους στην   κατηγορία   Τίτλων  

Παραστατικών   Δικαιωμάτων   προς   Κτήση   Κινητών   Αξιών,   της   Αγοράς   Αξιών   του  

Χρηματιστηρίου  Αθηνών. 

Όπως  αναφέρεται   στο   κεφάλαιο   1,   τα  warrant διαφέρουν  από   τα   κοινά   δικαιώματα  

αγοράς  ως   προς   τον   εκδότη   τους.   Συγκεκριμένα,   στην   περίπτωση   των  Warrant της  

Alpha Bank, ο  εκδότης είναι  το  Ταμείο  Χρηματοπιστωτικής  Σταθερότητας  (ΤΧΣ). 

Λόγω   του   γεγονότος   ότι   τα   Warrant επί   της   ουσίας   είναι   τίτλοι   όμοιοι   με   τα  

δικαιώματα  προαίρεσης  που  μελετήθηκαν  στο  Κεφάλαιο  7,   τουλάχιστον  θεωρητικά,  

η  εξίσωση  Black - Scholes,  είτε  στη  γραμμική  της  μορφή  είτε  στη  μη  γραμμική  της, 

δύναται  να  χρησιμοποιηθεί  για  την  τιμολόγηση  των  τίτλων  αυτών. 

8.1 Alpha Bank 

Στην  περίπτωση  των  Warrant της  Alpha Bank, που  αναρτήθηκαν  στα  «ταμπλό»  του  

Χρηματιστηρίου   Αθηνών,   η   τιμή   εκκίνησης όπως   τονίζεται   από   τη   σχετική  

ανακοίνωση   υπολογίστηκε   με   βάση   μία   διαφορετική   μεθοδολογία   από   αυτή   που  

                                                 
19 Εκτός  της  Alpha Bank,  η  Εθνική  Τράπεζα  της  Ελλάδος  και  η  Τράπεζα  Πειραιώς  πέτυχαν  
αύξηση  μετοχικού  κεφαλαίου  με  ποσοστό  συμμετοχής  του  ιδιωτικού  τομέα  μεγαλύτερο  του  
10%,  προϋπόθεση  που  είχε  τεθεί  από  το  ΤΧΣ  για  να  παραμείνουν  οι  τράπεζες  υπό  καθεστώς  
ιδιωτικής  ιδιοκτησίας. 
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εξετάζεται  στην  παρούσα  μελέτη,  και  συγκεκριμένα  με  τη  μεθοδολογία  Cox – Ross – 

Rubinstein (Cox J., Ross S., Rubinstein M.) με  προσαρμογές,  για  τους  λόγους  που  θα  

αναλυθούν  στη  συνέχεια. 

Στο  σημείο  αυτό,  θα  εξετάσουμε  τη  δυνατότητα  τιμολόγησης  των  Warrant αυτών  με 

βάση   της   εξίσωση   Black - Scholes,   αξιοποιώντας   τα   ιστορικά   πλέον   δεδομένα  

διαπραγμάτευσης  των  τίτλων  αυτών  τις  πρώτες  20  ημέρες  κυκλοφορίας  τους. 

Στο   τέλος   του   παρόντος   κεφαλαίου   επισυνάπτεται   η   σχετική   ανακοίνωση   της   Alpha 

Bank που   αναγράφει   τους   τελικούς   όρους   εισαγωγής   και   τα   χαρακτηριστικά   των  

Warrant που  εκδόθηκαν. 

8.1.1 Χαρακτηριστικά  των  Τίτλων Παραστατικών  Δικαιωμάτων  προς  Κτήση  

Μετοχών 

Τα   Warrant που   εκδίδονται   από   το   ΤΧΣ   εκ   μέρους   της   Alpha Bank,   έχουν   τα  

ακόλουθα  χαρακτηριστικά 

1. Είναι  δικαιώματα  αγοράς. 

2. Είναι  Τύπου  Βερμούδων. 

Τα   δικαιώματα   της   Alpha Bank σε   αντίθετη   με   τα   δικαιώματα   προαίρεσης   που  

μελετήθηκαν  εκτενώς  στο  κεφάλαιο  4,  τα  οποία  ήταν  Ευρωπαϊκού  τύπου,  είναι  τύπου  

Βερμούδων  (Βλ.  Κεφάλαιο  1).  Συνεπώς,  ο  κάτοχος  τους  έχει  το  δικαίωμα  να  ασκήσει  

το  Warrant σε  συγκεκριμένες  ημερομηνίες  στο  μέλλον,  οι  οποίες  ορίζονται  από  τον  

εκδότη.  Συγκεκριμένα,  οι  ημερομηνίες  άσκησης  του  δικαιώματος  είναι  9  με  διαφορά  

6 μηνών μεταξύ  τους  και  αφετηρία  την  10η Δεκεμβρίου  2013. 

Η   τιμολόγηση   δικαιωμάτων   τύπου   Βερμούδων   έχει   απασχολήσει   αρκετούς  

ερευνητές,   μεταξύ   των   οποίων   τους   Ding, Huang, Zhao (2012) και   Huang, Guo 

(2009) 

3. Η   τιμή   άσκησης   του   Warrant   είναι   διαφορετική   για   κάθε   μία   από   τις  

προβλεπόμενες  ημερομηνίες  άσκησης. 

4. Πολλαπλασιαστής.  Ο  πολλαπλασιαστής  των  Warrant  ορίζεται  7,41.  Συνεπώς,  

για   κάθε   warrant   που   ασκείται   ο   επενδυτής   αγοράζει   7.41   μετοχές,   και  
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αντίστροφα,  ο  αριθμός   των  Warrant  που  πρέπει  να  ασκηθούν  για   την  αγορά  

μίας  μετοχής  είναι  0.135. 

8.1.2 Τρόπος  Υπολογισμού  Αξίας  Τίτλων 

Δυστυχώς,  ανατρέχοντας  στη  βιβλιογραφία,  δεν  έχει  αναπτυχθεί  κάποια  τροποποίηση  

της  εξίσωσης  Black - Scholes,  που  να  παρέχει  μία  συστηματική  λύση  στο  πρόβλημα  

της  τιμολόγησης  δικαιωμάτων  τύπου  Βερμούδων.  Το  μοντέλο  που  αναπτύσσεται  στα  

προηγούμενα   κεφάλαια   είναι   όπως   τονίζεται,   για   δικαιώματα   Ευρωπαϊκού   τύπου,  

ωστόσο,  στο  κεφάλαιο  αυτό  θα  χρησιμοποιηθεί εμμέσως  ως  βάση  για  την  εκτίμηση  

της  αξίας  των  Warrant της  Alpha Bank. 

Για   την   τιμολόγηση   των   Warrant, εξετάζουμε   την   τιμολόγηση   9   διαφορετικών  

δικαιωμάτων   Ευρωπαϊκού   τύπου,   καθ’   ένα   εκ   των   οποίων   έχει   ως   ημερομηνία  

εκπνοής  μία   εκ   των  9   ημερομηνιών  άσκησης   των  Warrant (με   την  αντίστοιχη   τιμή  

άσκησης)  και  πολλαπλασιαστή   ίσο  με   τον  πολλαπλασιαστή   των  Warrant της  Alpha 

Bank. 

Στη   συνέχεια,   ως   τιμή   του   Warrant λαμβάνουμε   ένα   συνδυασμό   της   αξίας   των  

δικαιωμάτων.  Συγκεκριμένα,  μελετώνται  οι   εξής   περιπτώσεις,  όπου  η   εκτίμηση  της  

τιμής  του  Warrant προκύπτει: 

 Ως  ο  μέσος  όρος  της  τιμής  των  9  δικαιωμάτων 

 Ως   ο   μέσος   όρος   της   τιμής   των   δικαιωμάτων   που   αντιστοιχούν   στις   πέντε  

πρώτες  ημερομηνίες  άσκησης  που  όρισε  το  ΤΧΣ 

 Ως  ο  σταθμισμένος  μέσος  όρος  της  τιμής  των  9  δικαιωμάτων,  με  συντελεστή  

(10 – Α.Α)  του  κάθε  δικαιώματος20 

Σαφώς,  αναμένουμε  ότι  η  τιμή  που  θα  υπολογιστεί  θα  αποκλίνει  από  τις  πραγματικές  

τιμές  των  Warrant, καθώς  η  μέθοδος  που  προτείνεται  και εν  συνεχεία  εξετάζεται  είναι  

καθαρά   προσεγγιστική   και   δεν   στηρίζεται   σε   θεμελιωμένη   μεθοδολογία  

προσομοίωσης   των   δικαιωμάτων   τύπου   Βερμούδων.   Αντίθετα,   στηρίζεται   στην  
                                                 
20  Ο   συντελεστής   βαρύτητας   που   χρησιμοποιείται   για   το   κάθε   δικαίωμα   προκύπτει  
αφαιρώντας   από   το   9   τον   αύξοντα   αριθμό   του.   Δηλαδή,   για   το   ευρωπαϊκό   δικαίωμα   που  
αντιστοιχεί   στην   πρώτη   ημερομηνία   άσκησης   του   Warrant χρησιμοποιείται   συντελεστής  
βαρύτητας  9,   ενώ  για  αυτό  που  αντιστοιχεί  στην  ημερομηνία  εκπνοής   του,   χρησιμοποιείται  
συντελεστής  1. 
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τιμολόγηση   διαφορετικών   δικαιωμάτων   που   στο   σύνολο   τους   προσομοιώνουν   τα  

χαρακτηριστικά ενός  Warrant τύπου  Βερμούδων,  όπως  αυτά  που  μελετώνται. 

Βασιζόμενοι   στις   παρατηρήσεις   του   κεφαλαίου   7,   και   στο   γεγονός   ότι   κάθε   ένα  εκ  

των   9   δικαιωμάτων   από   τα   οποία   αποτελείται   το   χαρτοφυλάκιο   που   αξιολογούμε  

βρίσκεται  κοντά  στο  χρηματικό  του  ισοδύναμο,  η  τιμολόγηση  όλων  των  δικαιωμάτων  

θα  γίνει  με  βάση  τη  γραμμική  εξίσωση  Black - Scholes,  καθώς  όπως  διαπιστώθηκε  η  

γραμμική   εξίσωση  παράγει   συστηματικά   τα   καλύτερα  αποτελέσματα   για   αυτόν   τον  

τύπο   δικαιωμάτων   (Βλ.   Παράγραφο   7.2:   Δικαίωμα   Προαίρεσης   Κοντά   στο 

Χρηματικό  Ισοδύναμο). 

8.1.3 Υπολογισμός  Αξίας  Χαρτοφυλακίου 

Με  αφετηρία  την  11η Ιουνίου  2013  έως  την  9η Ιουλίου  2013  τιμολογούμε  το  Warrant 

με   τις   μεθόδους   που   προτείνονται   και   αντιπαραθέτουμε   τα   αποτελέσματα   με   τις  

πραγματικές  τιμές  διαπραγμάτευσης  του  Warrant κατά  το  διάστημα  αυτό. 

Για   τις   παραμέτρους   που   χρησιμοποιούνται   στην   εξίσωση   Black - Scholes, 

χρησιμοποιούνται  οι  τιμές  που  ανακοινώθηκαν  επίσημα  από  την  τράπεζα: 

Πίνακας   9.   Η   τιμή   των   μεταβλητών   που   χρησιμοποιούνται   για   τον   υπολογισμό   της   αξίας του  
χαρτοφυλακίου  που  αναλύεται  στην  παράγραφο  8.1.2.  Οι  τιμές  αντλούνται  από  τη  σχετική  ανακοίνωση  της  
Alpha  Bank  και  αποτελούν  την  εκτίμηση  του  επιτοκίου  χωρίς  κίνδυνο  και  της  μεταβλητότητας  της  τιμής  
της  μετοχής  της  Alpha  Bank,  την  προσεχή  πενταετία 

Μεταβλητή Τιμή 

Μεταβλητότητα 51.2% 

Επιτόκιο  Χωρίς  Κίνδυνο 1% 

Τα  αποτελέσματα  που  λαμβάνονται  παρατίθενται  στους  πίνακες  10 (11  Ιουνίου  – 25 

Ιουνίου)  και  11 (26  Ιουνίου  – 6  Ιουλίου)  και  συνοψίζονται  στο  διάγραμμα  26. 
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Πίνακας  10.  Τιμολόγηση  Warrant Alpha Bank προσεγγιστικά  με  χρήση  9  δικαιωμάτων  Ευρωπαϊκού  τύπου.  Στον  πίνακα  εμφανίζονται  οι  εκτιμήσεις  για  την  τιμή  των  δικαιωμάτων  
για  το  διάστημα  11  Ιουνίου  – 25  Ιουνίου,  οι  πραγματικές  τιμές  πώλησης  τους  στο  Χ.Α.  και  το  σφάλμα  μεταξύ  των  προτεινόμενων  μεθόδων  και  της  πραγματικής  τιμής 

Ημερομηνία 11-Ιουν 12-Ιουν 13-Ιουν 14-Ιουν 17-Ιουν 18-Ιουν 19-Ιουν 20-Ιουν 21-Ιουν 25-Ιουν 
Τιμή  Μετοχής   0,405  € 0,405  € 0,437  € 0,425  € 0,425  € 0,420  € 0,415  € 0,415  € 0,390  € 0,385  € 

Τιμή  Κλεισίματος  
Δικαιωμάτων 

0,56  € 0,62  € 0,78  € 0,71  € 0,68  € 0,65  € 0,63  € 0,63  € 0,62  € 0,61  € 

Δικαιώματα 
Τιμή  Δικαιώματος  1   0,31  € 0,31  € 0,43  € 0,38  € 0,38  € 0,36  € 0,34  € 0,34  € 0,25  € 0,23  € 

Τιμή  Δικαιώματος  2 0,48  € 0,48  € 0,60  € 0,55  € 0,55  € 0,53  € 0,51  € 0,51  € 0,41  € 0,39  € 

Τιμή  Δικαιώματος  3 0,59  € 0,59  € 0,73  € 0,67  € 0,67  € 0,65  € 0,63  € 0,63  € 0,53  € 0,51  € 

Τιμή  Δικαιώματος  4 0,69  € 0,69  € 0,83  € 0,77  € 0,77  € 0,75  € 0,73  € 0,73  € 0,62  € 0,60  € 

Τιμή  Δικαιώματος  5 0,77  € 0,77  € 0,91  € 0,86  € 0,85  € 0,83  € 0,81  € 0,81  € 0,70  € 0,68  € 

Τιμή  Δικαιώματος  6 0,84  € 0,84  € 0,98  € 0,93  € 0,93  € 0,90  € 0,88  € 0,88  € 0,77  € 0,75  € 

Τιμή  Δικαιώματος  7 0,90  € 0,90  € 1,04  € 0,99  € 0,99  € 0,96  € 0,94  € 0,94  € 0,83  € 0,81  € 

Τιμή  Δικαιώματος  8 0,96  € 0,96  € 1,10  € 1,05  € 1,04  € 1,02  € 1,00  € 1,00  € 0,88  € 0,86  € 

Τιμή  Δικαιώματος  9 1,00  € 1,00  € 1,15  € 1,09  € 1,09  € 1,07  € 1,05  € 1,05  € 0,93  € 0,91  € 

Στατιστική  Αξιολόγηση 
Μ.Ο.  Τιμής  
Δικαιωμάτων  1-9 

0,73  € 0,73  € 0,86  € 0,81  € 0,81  € 0,79  € 0,76  € 0,76  € 0,66  € 0,64  € 

MRPE  Μ.Ο.  1-9 30% 18% 11% 14% 19% 22% 21% 22% 6% 5% 

Σταθμισμένος  Μ.Ο. 0,62  € 0,62  € 0,75  € 0,70  € 0,70  € 0,67  € 0,65  € 0,65  € 0,55  € 0,53  € 

MRPE  Σταθμισμένου  
Μ.Ο. 

10% 0% 4% 2% 2% 4% 3% 4% 11% 12% 

Μ.Ο.  Τιμής  
Δικαιωμάτων  1-5 

0,57  € 0,57  € 0,70  € 0,65  € 0,65  € 0,62  € 0,60  € 0,60  € 0,50 € 0,48  € 

MRPE  Μ.Ο.  1-5 2% 8% 10% 9% 5% 4% 4% 4% 19% 20% 
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Πίνακας  11.  Τιμολόγηση  Warrant Alpha Bank προσεγγιστικά  με  χρήση  9  δικαιωμάτων  Ευρωπαϊκού  τύπου.  Στον  πίνακα  εμφανίζονται  οι  εκτιμήσεις  για  την  τιμή  των  δικαιωμάτων  
για  το  διάστημα  26  Ιουνίου  – 9  Ιουλίου,  οι  πραγματικές  τιμές  πώλησης  τους  στο  Χ.Α.  και  το  σφάλμα  μεταξύ  των  προτεινόμενων  μεθόδων  και  της  πραγματικής  τιμής 

Ημερομηνία 26-Ιουν 27-Ιουν 28-Ιουν 1-Ιουλ 2-Ιουλ 3-Ιουλ 4-Ιουλ 5-Ιουλ 8-Ιουλ 9-Ιουλ 
Τιμή  Μετοχής   0,383  € 0,410  € 0,430  € 0,430  € 0,425  € 0,425  € 0,416  € 0,425  € 0,439  € 0,426  € 

Τιμή  Κλεισίματος  
Δικαιωμάτων 

0,68  € 0,74  € 0,72  € 0,73  € 0,74  € 0,69  € 0,70  € 0,71  € 0,70  € 0,70  € 

Δικαιώματα 
Τιμή  Δικαιώματος  1   0,23  € 0,31  € 0,38  € 0,38  € 0,36  € 0,36  € 0,32  € 0,35  € 0,41  € 0,35  € 

Τιμή  Δικαιώματος  2 0,38  € 0,48  € 0,56  € 0,56  € 0,54  € 0,54  € 0,50  € 0,53  € 0,59  € 0,53  € 

Τιμή  Δικαιώματος  3 0,50  € 0,60  € 0,69  € 0,68  € 0,66  € 0,66  € 0,62  € 0,66  € 0,72  € 0,66  € 

Τιμή  Δικαιώματος  4 0,59  € 0,70  € 0,79  € 0,79  € 0,76  € 0,76  € 0,72  € 0,76  € 0,82  € 0,76  € 

Τιμή  Δικαιώματος  5 0,67  € 0,78  € 0,87  € 0,87  € 0,85  € 0,85  € 0,80  € 0,84  € 0,91  € 0,85  € 

Τιμή  Δικαιώματος  6 0,74  € 0,85  € 0,94  € 0,94  € 0,92  € 0,92  € 0,88  € 0,92  € 0,98  € 0,92  € 

Τιμή  Δικαιώματος  7 0,80  € 0,92  € 1,01  € 1,00  € 0,98  € 0,98  € 0,94  € 0,98  € 1,04  € 0,98  € 

Τιμή  Δικαιώματος  8 0,85  € 0,97  € 1,06  € 1,06  € 1,04  € 1,04  € 1,00  € 1,04  € 1,10  € 1,04  € 

Τιμή  Δικαιώματος  9 0,90  € 1,02  € 1,11  € 1,11  € 1,09  € 1,09  € 1,04  € 1,09  € 1,15  € 1,09  € 

Στατιστική  Αξιολόγηση 
Μ.Ο.  Τιμής  
Δικαιωμάτων  1-9 

0,63 € 0,74  € 0,82  € 0,82  € 0,80  € 0,80  € 0,76  € 0,80  € 0,86  € 0,80  € 

MRPE  Μ.Ο.  1-9 7% 0% 15% 12% 8% 16% 8% 12% 22% 14% 

Σταθμισμένος  Μ.Ο. 0,52  € 0,63  € 0,71  € 0,71  € 0,68  € 0,68  € 0,64  € 0,68  € 0,74  € 0,68  € 

MRPE  Σταθμισμένου  
Μ.Ο. 

23% 16% 1% 4% 8% 1% 8% 4% 6% 3% 

Μ.Ο.  Τιμής  
Δικαιωμάτων  1-5 

0,48  € 0,58  € 0,66  € 0,66  € 0,63  € 0,63  € 0,59  € 0,63  € 0,69  € 0,63  € 

MRPE  Μ.Ο.  1-5 30% 22% 8% 10% 14% 8% 15% 11% 2% 10% 
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Διάγραμμα  26.  Συγκεντρωτική  απεικόνιση  των  αποτελεσμάτων  που  λαμβάνονται  με  τις  3  μεθοδολογίες,  με  τα  δεδομένα  της  αγοράς  για  την  αξία  των  Warrant της  Alpha Bank
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8.2 Συμπεράσματα 

Στο   κεφάλαιο   αυτό   έγινε   μία   προσπάθεια   τιμολόγησης   των   Τίτλων   Παραστατικών  

Δικαιωμάτων   προς   Κτήση   Μετοχών   που   εκδόθηκαν   από   το   Ταμείο  

Χρηματοπιστωτικής  Σταθερότητας  επί  μετοχών  της  εταιρείας  Alpha Bank. Παρότι  η  

χρήση   της   εξίσωσης   Black - Scholes που   αναλύθηκε   στο   κεφάλαιο   3   και   4,   δεν  

ενδείκνυται   για   την   τιμολόγηση   δικαιωμάτων   τύπου   Βερμούδων,   χρησιμοποιήθηκε  

ένα   τέχνασμα   για   την   προσομοίωση   των   χαρακτηριστικών   του   συγκεκριμένου  

Warrant και  τελικά  την  τιμολόγηση  του.   

Αντιπαραβάλλοντας τα   αποτελέσματα   με   τα   δεδομένα   της   αγοράς   παραγώγων   που  

προέρχονται  από  το  Χρηματιστήριο  Αθηνών,  παρατηρούμε  ότι  οι  τρεις  παραπλήσιες  

μεθοδολογίες  που  προτείνονται  προσεγγίζουν  την  τιμή  των  Warrant.  Πιο  αναλυτικά,  

η  μέθοδος  τιμολόγησης  του  Warrant με  βάση  τον  μέσο  όρο  όλων  των  δικαιωμάτων  

Ευρωπαϊκού   τύπου   είναι   αυτή   που   παράγει   συνολικά   το   μεγαλύτερο   σφάλμα   (της  

τάξης  του  14%),  ενώ  η  τιμολόγηση  με  βάση  μόνο  τα  5  πρώτα  δικαιώματα  εμπεριέχει  

σφάλμα  11%.  Συνολικά  τα  καλύτερα  αποτελέσματα  προκύπτουν  από  την  τιμολόγηση  

με   χρήση   συντελεστών   βαρύτητας,   όπου   το   σφάλμα,   υπολογιζόμενο   με   τη   μέθοδο  

MRPE ανέρχεται  στο  6%. 

Ενδιαφέρον  παρουσιάζει  το  γεγονός  ότι  η  τρίτη  προτεινόμενη  μέθοδος (Σταθμισμένος  

Μ.Ο.)  εμφανίζει  το  μεγαλύτερο  σφάλμα  τις  ημερομηνίες  που  η  τιμή  της  υποκείμενης  

μετοχής  είναι  η  χαμηλότερη  (και  συγκεκριμένα  κάτω  από  0.4   €).  Αυτό  κρίνεται  ότι  

οφείλεται  στο  γεγονός  ότι  η  πτώση  της  τιμής  της  μετοχής  αυξάνει  την  πιθανότητα  να 

ασκηθεί   το   δικαίωμα   σε   βάθος   χρόνου   και   όχι   στις   πρώτες   δυνατές   ημερομηνίες  

άσκησης,   καθώς   σε   αυτές   προδιαγράφεται   ότι   θα   είναι   εκτός   του   χρηματικού   του  

ισοδύναμου,  ή  κοντά  σε  αυτό,  μη αποδίδοντας  σημαντικά  κέρδη.  Ως  αποτέλεσμα  στις  

περιπτώσεις   αυτές   (Για παράδειγμα,   τις   ημερομηνίες  21/6  – 26/6)   τα  πιο   αξιόπιστα  

αποτελέσματα   παράγονται   από   την   πρώτη   μέθοδο,   καθώς   δίνεται   μεγαλύτερη  

βαρύτητα   στην   αξία   των   αντίστοιχων   Ευρωπαϊκών   δικαιωμάτων   με   ημερομηνία  

εκπνοής  μεγαλύτερη  των  2  ετών. 

Παρατηρώντας   τα   δεδομένα   του   Χρηματιστηρίου   Αθηνών,   εντύπωση   προκαλεί   το  

γεγονός  ότι  σε  ορισμένες  περιπτώσεις  αύξηση  ή  μείωση  της  τιμής  της  μετοχής  μεταξύ  

δύο   συνεχόμενων   ημερών   συνοδεύεται   με   ανάποδη   μεταβολή   της   τιμής   του  
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δικαιώματος,   παρότι   ο   χρόνος   που   απομένει   μέχρι   την   εκπνοή   του   δικαιώματος  

μεταβάλλεται  ελάχιστα (1  ημέρα  σε  βάθος  χρόνου  6  μηνών  έως  4.5  έτη). Ωστόσο,  σε  

μία   αγορά   που   οι   τιμές   διαμορφώνονται   υπό   όρους   προσφοράς   ζήτησης   και  

διαπραγμάτευσης,  είναι  αναμενόμενο να  εμφανίζονται  τέτοιες  αποκλίσεις. 

Φυσικά,   τα   συμπεράσματα   τα   οποία   μπορούμε   να   εξάγουμε   από   την   ανάλυση   του  

κεφαλαίου   αυτού   είναι   περιορισμένα,   καθώς   ο   προσεγγιστικός   χαρακτήρας   της  

μεθοδολογίας   που   προτείνεται   δεν   επιτρέπει   κάτι   διαφορετικό.   Ωστόσο,   αυτό   το      

συμπέρασμα   που   μπορούμε   να   εξάγουμε   με   σχετική   ασφάλεια,   είναι   ότι   η  

πραγματική  τιμή  του  δικαιώματος  κινείται  συστηματικά  στα  όρια  που  τίθενται  μεταξύ  

της  πρώτης  και  της  τρίτης  μεθόδου.  Βέβαια,  είναι  πιθανό  αν  η  τιμή  της  υποκείμενης  

μετοχής   μειωθεί   αισθητά,   ή   παραμείνει   στα   σημερινά   επίπεδα   σε   βάθος χρόνου  

καθώς   μειώνεται   ο   χρόνος   ζωής   του   δικαιώματος,   η   τιμή   του   Warrant να  

προσεγγίζεται  καλύτερα  είτε  από  την  πρώτη  μέθοδο,  καθώς  αυξάνεται  η  πιθανότητα  

να  ασκηθεί  το  δικαίωμα  στο  μέλλον,  είτε  ακόμα  και  από  μία  σταθμισμένη  μέθοδο  με  

διαφορετικούς  συντελεστές  βαρύτητας.  
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9 Σύνοψη 

Αυτή  η  διπλωματική  εργασία  είχε  στόχο  την  επίλυση  και  τη συστηματική  αξιολόγηση  

των   αποτελεσμάτων   των   μη   γραμμικών   μοντέλων   που   έχουν   προταθεί   ως  

τροποποιήσεις  της  εξίσωσης  Black - Scholes.  

Αναφέρθηκαν τα   χαρακτηριστικά   των   δικαιωμάτων   προαίρεσης,   το   ζήτημα   της  

τιμολόγησης  τους  και  η  γραμμική  εξίσωση  των  Black – Scholes.  Ακολούθησαν τα  μη  

γραμμικά   μοντέλα   και   ο   τρόπος   αριθμητικής   επίλυσης   τη   μη   γραμμικής   μερικής  

διαφορικής  εξίσωσης  που  προκύπτει. 

Συγκεκριμένα,   διατυπώθηκαν μη   γραμμικά   μοντέλα   που   προσπαθούν   να  

συμπεριλάβουν  στη   μελέτη το   κόστος   των  συναλλαγών   (Leland et al. 1985, Barles 

and Soner 1998),  τα  προβλήματα  ρευστότητας  της  αγοράς  (Frey et al. 2000) και  την  

αβεβαιότητα  της  τιμής  της  μεταβλητότητας  της  υποκείμενης  μετοχής. 

Για   την   επίλυση   της   μη   γραμμικής   διαφορικής   εξίσωσης,   χρησιμοποιήθηκαν  

κατάλληλοι   μετασχηματισμοί   των   μεταβλητών.   Για   το   σκοπό   αυτό,   αναλύθηκαν οι  

συνοριακές  συνθήκες,  τα  μη  γραμμικά  μοντέλα  και  η  ίδια  η  εξίσωση  Black - Scholes, 

μετά  την  εφαρμογή  των  μετασχηματισμών 

Αναφορικά  με  τις  μεθόδους  που  χρησιμοποιήθηκαν,  προτιμώνται  η  μέθοδος  Euler,  με  

προς   τα   πίσω   διαφορές και   η   Crank Nicolson για   λόγους   ευστάθειας αλλά   και  

ακρίβειας  των  προσεγγίσεων  στις  οποίες  καταλήγουν  οι  υπολογισμοί. 

Επιπλέον,   πραγματοποιήθηκε ανάλυση   ευαισθησίας   για   το   πρόβλημα   της  

τιμολόγησης   των   δικαιωμάτων,   με   τη   χρήση   ειδικών   συντελεστών,   που   διεθνώς  

καλούνται  “Greeks”.  Οι  συντελεστές  αυτοί  υπολογίστηκαν επίσης  με  τη  μέθοδο  των  

πεπερασμένων   διαφορών   και   χρησιμοποιήθηκαν   για   την   αποσαφήνιση   ορισμένων 

προβλημάτων τιμολόγησης  που  παρουσιάστηκαν  στο  Κεφάλαιο  7. 

Η   αριθμητική   επίλυση   των   μη   γραμμικών   μοντέλων   και   η   αξιολόγηση   των  

αποτελεσμάτων   με   βάση   τις   πραγματικές   τιμές   της   αγοράς   οδηγεί   σε   ορισμένα  

συμπεράσματα  για  τη  χρήση  των  μη  γραμμικών  μοντέλων,  καθώς  και  τις  κατηγορίες  

δικαιωμάτων  που  η  χρήση  τους  βελτιώνει  τα  αποτελέσματα  που  λαμβάνονται  από  την  
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γραμμική  εξίσωση,  που  διατυπώνονται  εκτενώς  στο  Κεφάλαιο  7.  Επίσης,  σε  όλες  τις  

περιπτώσεις   εξετάζονται   συγκριτικά   τα   μη   γραμμικά   μοντέλα,   ώστε   να   εξαχθούν  

συμπεράσματα  για  το  ποιο  μοντέλο  πρέπει  να  προτιμάται  σε  κάθε  περίπτωση. 

Τέλος,  εξετάζονται  τα  Warrant της  Alpha Bank που  εκδόθηκαν  την  11η Ιουνίου  2013  

και   το   ζήτημα   της   τιμολόγησης   τους   με   τη   χρήση   της   εξίσωσης   Black - Scholes, 

παρότι εξαρχής   διατυπώνονται   προβληματισμοί   σχετικά   με   την   αξιοπιστία   των  

αποτελεσμάτων,  λόγω  των  ιδιαίτερων  χαρακτηριστικών  των  τίτλων  αυτών. 
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Αλγόριθμος  Επίλυσης  μη  Γραμμικής  Black - Scholes 

Η   επίλυση   των   διαφορικών   εξισώσεων   που   αναλύονται   στο   κεφάλαιο   5   έγινε  

αριθμητικά   με   βάση   την   προσεγγιστική   μέθοδο   Newton και   με   εφαρμογή   της  

μεθόδου  των  πεπερασμένων διαφορών21.  

Η   επίλυση   του   προβλήματος   πραγματοποιήθηκε   με   χρήση   της   γλώσσας  

προγραμματισμού  Matlab,  της  Mathworks (Έκδοση  R2012a). Ο  αλγόριθμος  επίλυσης  

του  προβλήματος,  αλλά  και  ο  κώδικας  του  προγράμματος  παρατίθενται  στη  συνέχεια: 

Βήμα  1:  Καθορισμός  τιμής  παραμέτρων  του  δικαιώματος  και  της  αγοράς: 

 Μεταβλητότητα  σ,   

Επιτόκιο  χωρίς  κίνδυνο  r,  

Τιμή  άσκησης  K,  

παράμετρος  του  χρησιμοποιούμενου  μοντέλου 

Βήμα  2:  Εισαγωγή  δεδομένων  για  την  αριθμητική  μέθοδο 

 Επιλογή  μεθόδου  Implicit Euler ή  Crank Nicolson,  θ 

 Βήμα  διακριτοποίησης,  Μ για  την  μεταβλητή  x,  Ν για  την  μεταβλητή  τ 

 Όρια  πεδίου  ορισμού  μεταβλητής  χ,  Α,  Β 

Βήμα  3:  Ορισμός  αρχικής  συνθήκης   

 u0 = Συνάρτηση  απόδοσης  δικαιώματος 

Βήμα  4:  Επαναληπτική διαδικασία 

 

 

 
                                                 
21 Περισσότερες  λεπτομέρειες  για  την  εξίσωση,  τις  συνοριακές  συνθήκες  και  τη  μεθοδολογία  
επίλυσης  της  στο  Κεφάλαιο  5 



  107 

for j = 0 : N-1 

uj+1 = uj 

 While ‖𝛥𝑤‖ < 𝜀𝜋𝜄𝜃𝜐𝜇𝜂𝜏ή𝜍  𝛼𝜅𝜌ί𝛽𝜀𝜄𝛼𝜍 

  Υπολογισμός  συνάρτησης  F με βάση  την  εξίσωση  5.4 

  Υπολογισμός  συνάρτησης  DF με  βάση  την  εξίσωση  5.6 

  Επίλυση  της  𝐷𝐹 ∙ 𝛥𝑤 = −𝐹 

  uj+1 = uj+1 + Δw 

 end 

end 

Βήμα  5:  Εξαγωγή  Αποτελεσμάτων 
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Κώδικας  Matlab 

Ο   κώδικας   που   παρατίθεται   στη   συνέχεια   είναι   στη   γενική   του   μορφή   (δεν   έχουν  

οριστεί  οι  τιμές  των  μεταβλητών,  και  των  παραμέτρων  του  κάθε  μοντέλου)  και  είναι  

αυτός   που   χρησιμοποιήθηκε   για   την   επίλυση   των   μη   γραμμικών   διαφορικών  

εξισώσεων.   Επιπλέον,   είναι   βασισμένος   στον   αλγόριθμο   που   αναπτύσσεται  

παραπάνω.   

Κύριο  Πρόγραμμα 

% Choose Method: th=0: Implicit Euler, th=1/2 Crank Nicolson 
 
th =  
  
% Spatial and Temporal Discretisation 
M =  
N =  
  
%Cut - Off Parameters for xε[Ar,De] 
Ar = 
De = 
  
%Volatility σ0 
sigma = 
  
T=input('Time to maturity \'); 
  
% Risk Free Interest Rate 
r =  
  
% Strike Price 
K =  
  
% Convergence Tolerance 
tol=0.00000001; 
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% Model Parameter (Leland/Barles Soner/Frey/ALP) 
A =  
RFrey =  
LFrey = 
a = 
sigmamax = 
sigmamin = 
  
 
% Spatial Discretization 
  
h=(De-Ar)/M;  
i=0:M; 
x(i+1)=Ar+i*h; 
 
%Payoff Profile Depending on Option Type (Call / Put) 
 
wstart=zeros(M+1,1); 
 
for i=0:M;  %This Payoff Profil is for a Call Option 
    if x(i+1)<0; 
        wstart(i+1)=0; 
    else 
        wstart(i+1)=1-exp(-x(i+1)); 
    end; 
end; 
  
%Create Output Matrix 
w=zeros(M+1,N+1); 
  
% Insert Initial Condition from Payoff Profile to Output Matrix 
w(:,1)=wstart; 
  
%Temporal Discretization 
Dt=(sigma^2)*T/(2*N); 
  
old=wstart; 
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for j=1:N; 
 
    dw=1; 
    new=old; 
    calc=0; 
 
    while norm(dw)>tol 
         
    %calculation of derivatives 
     
    %First Derivatives 
     
    dnew=prwtiparagwgos(new,h,M)'; 
    dold=prwtiparagwgos(old,h,M)'; 
     
    %Second Derivatives 
     
    ddnew=deyteriparagwgos(new,h,M)'; 
    ddold=deyteriparagwgos(old,h,M)'; 
     
    %Calculation of F(wj+1,wj) 
     
    F=calculateF(new,old,Dt,th,dnew,ddnew,dold,ddold,sigma,r,A,M); 
      
    %Calculation of DF 
     
    DF=CalculateDF(Dt,th,sigma,r,M,h,A,dnew,ddnew); 
     
    %Boundary Conditions  
     
    DF(1,1) = -1; 
  DF(M+1,M+1)=-1; 
     
  F(1)=-new(1)+0;    %Call Option  
  F(M+1)=-new(M+1)+1-exp(-2*r*j*Dt/(sigma^2)-De);  
     
    dw=-DF\F'; 
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    new=new+dw;  
    calc=calc+1;   
    end 
    
    for i=0:M 
         
        w(i+1,j+1)=new(i+1,1); 
         
    end 
     
    old=new; 
    
end 
  
%Undo transformation 
%Extract V  
V=zeros(M+1,N+1); 
for i=0:M 
    for j=0:N 
V(i+1,j+1)=K*exp(x(i+1))*w(i+1,j+1); 
    end 
end     
  
 
S=zeros(M+1,1); 
%Extract S  
for i=0:M 
    S(i+1)=K*exp(x(i+1)); 
end 
S=S'; 
 
%Data Output - Plot 
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Υποπρογράμματα 

Υπολογισμός Συνάρτησης F: 

function 
[y]=calculateF(dnew,ddnew,dold,ddold,new,old,Dt,th,r,sigma,M, 
Model_Parameters) 
  
%Calculation of Γ 
Gammanew=dnew+ddnew; 
Gammaold=dold+ddold; 
  
%Calculation of Volatility, based on the model (sigmamodelnew and 
sigmamodelold) 
  
  
for i=0:M 
y(i+1)=-new(i+1)+old(i+1)+Dt*(1-
th)*(sigmamodelnew(i+1)*(dnew(i+1)+ddnew(i+1))+2*r*dnew(i+1)/(sig
ma^2))+Dt*th*(sigmamodelold(i+1)*(dold(i+1)+ddold(i+1))+2*r*dold(i
+1)/(sigma^2)); 
end  
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Υπολογισμός Συνάρτησης DF 

function [y]=CalculateDFlel(Dt,th,sigma,r,M,h,A,dnew,ddnew) 
  
%Calculate Models derivsigma (Generalised Derivative of each model) 
  
 y = zeros(M+1,M+1); 
 derivsigma=zeros(1,M+1); 
 Gamma=dnew+ddnew; 
for i=2:M; 
    y(i,i)=-1+Dt*(1-th)*((derivsigma(i))*(-2/(h^2))); 
    y(i,i+1)=Dt*(1-
th)*((derivsigma(i))*(1/(2*h))+(1/(h^2))+2*r*(1/(2*h))/(sigma^2)); 
    y(i,i-1)=Dt*(1-th)*((derivsigma(i))*(-1/(2*h)+1/(h^2))+2*r*(-
1/(2*h))/(sigma^2)); 
 end 
  
    for i=2:M+1; 
        y(1,i)=0; 
        y(M+1,i-1)=0; 
    end 
  
    y(1,1)=-1; 
    y(M+1,M+1)=-1; 
end 
     

Στην  περίπτωση  του  μοντέλου  των  Barles και  Soner, χρησιμοποιείται  η  ode45 για  την  

επίλυση  της  διαφορικής  εξίσωσης  του  μοντέλου  και  στη  συνέχεια  η   interp1 για  την  

εύρεση  ορισμένων τιμών  με  τη  μέθοδο  της  γραμμικής  παρεμβολής. 
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Υπολογισμός  Παραγώγων 

Πρώτη  Παράγωγος 

function [y]=prwtiparagwgos(new,h,M) 
  
y(1)=(new(2)-new(1))/h; 
y(M+1)=(new(M+1)-new(M))/h; 
  
for i=2:M 
        y(i)=(new(i+1)-new(i-1))/(2*h); 
end 
       

Δεύτερη Παράγωγος 

function [y]=deyteriparagwgos(new,h,M) 
  
y(1)=(new(3)+new(1)-2*new(2))/(h^2); 
y(M+1)=(new(M+1)+new(M-1)-2*new(M))/(h^2); 
  
for i=2:M; 
    y(i)=(new(i+1)+new(i-1)-2*new(i))/(h^2); 
end 
     

 

 

 

 

 

 

 

 


