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1. Μια Γενική Εισvαγωγή

Η εργασvία αυτή απευθύνεται σvτο χώρο των χρηματοοικονομικών αγορών. Τα
σvυναλλακτικά μέσvα σvτις αγορές αυτές είναι είτε υποκείμενοι τίτλοι (underlying
assets), δηλαδή μετοχές, ομόλογα, σvυναλλάγματα, αγαθά κ.α, είτε παράγωγα
προϊόντα (derivatives), τα οποία προσvφέρουν σvτους κατόχους τους σvυγκεκριμένα
δικαιώματα τα οποία σvχετίζονται με σvυγκεκριμένους υποκείμενους τίτλους. Το
κύριο χαρακτηρισvτικό ενός παραγώγου προϊόντος είναι το ότι η αξία του σvε μια

σvυγκεκριμένη χρονική σvτιγμή, εξαρτάται άμεσvα από την αξία που έχει την ίδια
χρονική σvτιγμή ο υποκείμενος τίτλος με τον οποίο σvχετίζονται τα δικαιώματα που

αυτό παρέχει σvτον κάτοχό του. Συχνά οι μεταβολές που πρόκειται να εμφανίσvουν οι
αξίες σvυγκεκριμένων υποκείμενων τίτλων είναι προκαθορισvμένες. Για παράδειγμα
ο αγορασvτής ενός ομολόγου σvυμφωνεί με τον πωλητή, να του πουλήσvει ξανά το
ομόλογο σvε μια σvυγκεκριμένη ημερομηνία σvτο μέλλον (ημερομηνία λήξης), σvε μια
προκαθορισvμένη τιμή. ΄Ομως οι περισvσvότερες αξίες υποκείμενων τίτλων μεταβάλ-
λονται με τρόπο που δεν είναι προβλέψιμος. Αυτό σvυμβαίνει πχ σvτην περίπτωσvη
μιας μετοχής, η αξία της οποίας επηρεάζεται σvυνεχώς από το νόμο προσvφοράς-
ζήτησvης. ΄Ετσvι, ένας επενδυτής που σvκέφτεται να επενδύσvει σvε σvυγκεκριμένους
υποκείμενους τίτλους, προσvπαθεί να μειώσvει το ρίσvκο που πρόκειται να πάρει, με
την αγορά παραγώγων που θα του εξασvφαλίζουν κάποια σvυγκεκριμένα δικαιώ-

ματα σvχετικά με τους τίτλους αυτούς. Η αγορά όμως θα είχε καταρρεύσvει εάν οι
επενδυτές μπορούσvαν να επινοήσvουν επενδυτικές σvτρατηγικές με σvίγουρη κερδ-

οφορία. Οπότε σvε κάθε χρονική σvτιγμή, οι αξίες των παραγώγων προϊόντων σvε
σvχέσvη με αυτές των αντίσvτοιχων υποκείμενων τίτλων, πρέπει να καθορίζονται
έτσvι ώσvτε να μη μπορεί να υπάρξει επενδυτική σvτρατηγική με σvίγουρη κερδο-

φορία ούτε από τον πωλητή αλλά ούτε και από τον αγορασvτή ενός παράγωγου

προϊόντος. Το αντικείμενο της εργασvίας αυτής είναι ακριβώς αυτό: Η τιμολόγησvη
των παραγώγων προϊόντων έτσvι ώσvτε να μη μπορούν να αναπτυχθούν επενδυ-

τικές σvτρατηγικές με σvίγουρη κερδοφορία. Αυτό βέβαια, αποτελεί από μόνο του
μια ολόκληρη επισvτήμη που δεν χωράει σvε μια μόνο εργασvία. Στην εργασvία αυτή
θα ασvχοληθούμε μόνο με μια κατηγορία παράγωγων προϊόντων που καλούνται

Δικαιώματα Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης. Κάποιες βασvικές γνώσvεις Στοχασvτικών
Ανελίξεων και Στοχασvτικής Ανάλυσvης είναι απαραίτητες για την κατανόησvη της

εργασvίας, όποτε θεωρούμε ότι ο αναγνώσvτης είναι εξοικειωμένος με τους κλάδους
αυτούς.
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2. Εισvαγωγή σvτα Δικαιώματα Προκαθορισvμένης
Ωρίμανσvης

Προτού να προχωρήσvουμε σvτα Δικαιώματα Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης, θα
ορίσvουμε την πιο απλή κατηγορία παράγωγων προϊόντων που είναι τα Δικαιώματα

Προαίρεσvης. ΄Ενα Δικαίωμα Προαίρεσvης είναι ένα σvυμβόλαιο μεταξύ δύο αντισvυμ-
βαλλόμενων, ενός αγορασvτή και ενός πωλητή. Με την υπογραφή του σvυμβολαίου
αυτού, ο αγορασvτής αγοράζει από τον πωλητή το δικαίωμα είτε να αγοράσvει από
τον πωλητή (call option) είτε να πουλήσvει σvτον πωλητή (put option) μια προκα-
θορισvμένη ποσvότητα ενός υποκείμενου τίτλου, σvε σvυγκεκριμένη χρονική σvτιγμή
σvτο μέλλον (σvτιγμή ωρίμανσvης του δικαιώματος), σvε μια προκαθορισvμένη τιμή (τιμή
άσvκησvης δικαιώματος - strike price). Αν πχ το σvυμβόλαιο προβλέπει δικαίωμα
αγοράς ποσvότητας X του υποκείμενου τίτλου A, τη χρονική σvτιγμή T , σvε προκα-
θορισvμένη τιμή P , ενώ η τιμή της ποσvότητας αυτής τη χρονική σvτιγμή T είναι P ′,
τότε ο αγορασvτής έχει δικαίωμα (όχι όμως υποχρέωσvη) τη χρονική σvτιγμή T να
απαιτήσvει από τον πωλητή να του πουλήσvει την ποσvότητα αυτή σvτην τιμή P (προ-
φανώς αυτό θα το κάνει μόνο αν P < P ′). Τότε ο πωλητής είναι υποχρεωμένος είτε
να πουλήσvει σvτον αγορασvτή τη σvυγκεκριμένη ποσvότητα τίτλου σvτη σvυγκεκριμένη

τιμή, είτε να καλύψει τη διαφορά P ′−P έτσvι ώσvτε ο αγορασvτής να αποκτήσvει την
σvυγκεκριμένη ποσvότητα από αλλού και σvτην κανονική τιμή της, καταβάλλοντας
όμως χρηματικό ποσvό P . Η σvτιγμή ωρίμανσvης του δικαιώματος μπορεί είτε να
είναι προκαθορισvμένη, είτε να καθορίζεται από τον αγορασvτή σvτο μέλλον εντός
ενός προκαθορισvμένου χρονικού διασvτήματος, μετά το πέρας του οποίου το σvυμ-
βόλαιο παύει να ισvχύει (αυτά τα δικαιώματα καλούνται Δικαιώματα Αμερικάνικου
τύπου). Τα παράγωγα που θα δούμε σvε αυτή την εργασvία θα αποτελούν τέτοια
σvυμβόλαια αλλά και κάποια παρόμοια σvυμβόλαια με ακόμα πιο σvύνθετους όρους,
όπου όμως η σvτιγμή ωρίμανσvης θα είναι πάντα προκαθορισvμένη. Αυτός είναι και
ο λόγος που τα παράγωγα με τα οποία θα ασvχοληθούμε καλούνται Δικαιώματα

Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης. Η σvωσvτή τιμολόγησvη των Δικαιωμάτων μη προκα-
θορισvμένης ωρίμανσvης, δηλαδή των Δικαιωμάτων Αμερικάνικου τύπου, είναι ένας
πολύ πιο δύσvκολος κλάδος που δε θα μας απασvχολήσvει. Ακολουθεί μια σvύντομη
περιγραφή μερικών βασvικών παραγώγων προϊόντων της παραπάνω κατηγορίας:

1) European call options:

Πρόκειται για απλά Δικαιώματα Προαίρεσvης που παρέχουν σvτον κάτοχό τους

δικαίωμα αγοράς, τα οποία ανήκουν σvτην κατηγορία των Δικαιωμάτων Προκα-
θορισvμένης Ωρίμανσvης. ΄Οπως είδαμε και πιο πάνω, αν τη χρονική σvτιγμή της
ωρίμανσvης η αντίσvτοιχη ποσvότητα υποκείμενου τίτλου κοσvτίζει P ′ > P , όπου P
είναι η προκαθορισvμένη τιμή αγοράς, ο κάτοχος του Δικαιώματος Προαίρεσvης έχει
ένα κέρδος P ′−P το οποίο ζημιώνεται ο πωλητής αυτού, ενώ σvε άλλη περίπτωσvη
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κανένας από τους δύο δεν κερδίζει ούτε χάνει τίποτα. Οπότε ο κάτοχος του παράγ-
ωγου αυτού, τη χρονική σvτιγμή της ωρίμανσvης έχει ένα κέρδος ίσvο με (P ′−P )+, το
οποίο προφανώς αποτελεί την αξία του παραγώγου κατά τη σvυγκεκριμένη χρονική

σvτιγμή.

2) European put options:

Πρόκειται για απλά Δικαιώματα Προαίρεσvης που παρέχουν σvτον κάτοχό τους

δικαίωμα πώλησvης, τα οποία ανήκουν σvτην κατηγορία των Δικαιωμάτων Προκα-
θορισvμένης Ωρίμανσvης. Σε απόλυτη αναλογία με τα European call options, αν τη
χρονική σvτιγμή της ωρίμανσvης η αντίσvτοιχη ποσvότητα υποκείμενου τίτλου κοσvτίζει

P ′ < P , όπου P είναι η προκαθορισvμένη τιμή πώλησvης, ο κάτοχος του Δικαιώμα-
τος Προαίρεσvης έχει ένα κέρδος P −P ′ το οποίο ζημιώνεται ο πωλητής αυτού, ενώ
σvε άλλη περίπτωσvη κανένας από τους δύο δεν κερδίζει ούτε χάνει τίποτα. Οπότε ο
κάτοχος του παράγωγου αυτού, τη χρονική σvτιγμή της ωρίμανσvης έχει ένα κέρδος
ίσvο με (P − P ′)+, το οποίο προφανώς αποτελεί την αξία του παραγώγου κατά τη
σvυγκεκριμένη χρονική σvτιγμή.

3) Barrier options:

Πρόκειται για Δικαιώματα Προαίρεσvης Ευρωπαϊκού τύπου όπως αυτά που μόλις

περιγράψαμε, με τον επιπλέον όρο ότι υπάρχει σvτο σvυμβόλαιο ένα φράγμα M ,
ανάλογα με το ρόλο του οποίου, προκύπτουν 4 διαφορετικοί τύποι τέτοιων Δικαι-
ωμάτων τα οποία παρέχουν δικαίωμα αγοράς σvτον κάτοχό τους (Barrier call op-
tions), και 4 διαφορετικοί τύποι τέτοιων Δικαιωμάτων τα οποία παρέχουν δικαίωμα
πώλησvης (Barrier put options). Θα αναλύσvουμε μόνο το ρόλο του φράγματος M
σvτα Barrier Call Options, καθώς ο ρόλος του σvτα Barrier Put Options είναι
ακριβώς ο ίδιος (δεν εξαρτάται από το αν το δικαίωμα που παρέχεται σvτον κάτοχο
είναι δικαίωμα πώλησvης ή αγοράς υποκείμενου τίτλου). Οι 4 διαφορετικοί τύποι
Barrier Call Options είναι οι ακόλουθοι:

α) Down and out call option:

΄Ενα European call option το οποίο παύει να ισvχύει αν, κάποια σvτιγμή από
τη σvτιγμή που υπογράφεται το σvυμβόλαιο μέχρι τη σvτιγμή της ωρίμανσvης, η τιμή
της προκαθορισvμένης ποσvότητας υποκείμενου τίτλου που αφορά το δικαίωμα γίνει

μικρότερη από M .

β) Up and in call option:

΄Ενα European call option το οποίο παύει να ισvχύει αν, από τη σvτιγμή που
υπογράφεται το σvυμβόλαιο μέχρι τη σvτιγμή της ωρίμανσvης, η τιμή της προκα-
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θορισvμένης ποσvότητας υποκείμενου τίτλου που αφορά το δικαίωμα δεν ξεπεράσvει

ποτέ την τιμή M .

γ) Up and out call option:

΄Ενα European call option, το οποίο παύει να ισvχύει αν, κάποια σvτιγμή από τη
σvτιγμή που υπογράφεται το σvυμβόλαιο μέχρι τη σvτιγμή της ωρίμανσvης, η τιμή της
προκαθορισvμένης ποσvότητας υποκείμενου τίτλου που αφορά το δικαίωμα ξεπεράσvει

την τιμή M .

δ) Down and in call option:

΄Ενα European call option το οποίο παύει να ισvχύει αν, από τη σvτιγμή που
υπογράφεται το σvυμβόλαιο μέχρι τη σvτιγμή της ωρίμανσvης, η τιμή της προκα-
θορισvμένης ποσvότητας υποκείμενου τίτλου που αφορά το δικαίωμα δεν γίνει ποτέ

μικρότερη από M .

4) Asian call options:

Ο αγορασvτής ενός Asian call option, υπογράφει με τον πωλητή ένα σvυμβόλαιο,
σvτο οποίο καθορίζεται μια ποσvότητα ενός υποκείμενου τίτλου, μια τιμή K > 0, η
χρονική σvτιγμή ωρίμανσvης του δικαιώματος T , και ένα σvύνολο S από προηγούμενες
μελλοντικές χρονικές σvτιγμές το οποίο περιέχει και τη χρονική σvτιγμή T . Τη
χρονική σvτιγμή T ο κάτοχος του Asian call option, έχει δικαίωμα να ζητήσvει από
τον πωλητή τη διαφορά M −K, όπου M είναι η μέσvη τιμή της προκαθορισvμένης

ποσvότητας υποκείμενου τίτλου κατά τις χρονικές σvτιγμές του σvυνόλου S. Το M
μπορεί να είναι πχ αριθμητικός μέσvος, γεωμετρικός μέσvος, ή ολοκλήρωμα αν το
S είναι σvυνεχές. Αν η διαφορά αυτή δεν είναι θετική, ο κάτοχος του παραγώγου
αυτού δεν κάνει καμία σvυναλλαγή με τον πωλητή.

5) Lookback options:

α) Standard lookback call option:

Πρόκειται για μια παραλλαγή ενός European Call Option, κατά την οποία
η τιμή P δεν καθορίζεται όταν υπογράφεται το σvυμβόλαιο, αλλά ορίζεται ως η
μικρότερη τιμή που θα πάρει η προκαθορισvμένη ποσvότητα του προκαθορισvμένου

υποκείμενου τίτλου, από τη σvτιγμή που υπογράφεται το σvυμβόλαιο μεταξύ των δύο
αντισvυμβαλλόμενων μέχρι την προκαθορισvμένη χρονική σvτιγμή της ωρίμανσvης.
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β) Standard lookback put option:

Πρόκειται για μια παραλλαγή ενός European put option, κατά την οποία η τιμή
P δεν καθορίζεται όταν υπογράφεται το σvυμβόλαιο, αλλά ορίζεται ως η μεγαλύτερη
τιμή που θα πάρει η προκαθορισvμένη ποσvότητα του προκαθορισvμένου υποκείμενου

τίτλου, από τη σvτιγμή που υπογράφεται το σvυμβόλαιο μεταξύ των δύο αντισvυμβαλ-
λόμενων μέχρι την προκαθορισvμένη χρονική σvτιγμή της ωρίμανσvης.

Για περισvσvότερα παραδείγματα παράγωγων προϊόντων παραπέμπουμε σvτη βιβ-

λιογραφία σvτα [1], [4].
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3. Θεωρία τιμολόγησvης Δικαιωμάτων Προκαθορισvμένης
Ωρίμανσvης

3.1. Εισvαγωγικά

΄Οπως αναφέραμε σvτην εισvαγωγή, οι αξίες των παραγώγων προϊόντων σvε σvχέσvη
με αυτές των αντίσvτοιχων υποκείμενων τίτλων, πρέπει να καθορίζονται έτσvι ώσvτε
να μη μπορούν να εμφανισvτούν σvτρατηγικές σvίγουρης κερδοφορίας. Υπό αυτή
την έννοια, η αξία ενός παραγώγου προϊόντος μεταβάλλεται σvτο χρόνο ως μια
σvτοχασvτική ανέλιξη Y (t), η οποία εξαρτάται από τη σvτοχασvτική ανέλιξη X(t) που
εκφράζει τις μεταβολές σvτην αξία του αντίσvτοιχου υποκείμενου τίτλου ως προς το

χρόνο t. Επίσvης η αξία Y (T ) του παραγώγου προϊόντος τη σvτιγμή T της άσvκησvης
του δικαιώματος αυτού, πρέπει προφανώς να είναι ίσvη με το κέρδος που έχει ο
κάτοχος αυτού όταν ασvκεί το δικαίωμα. Το ερώτημα όμως είναι: Ποια πρέπει να
είναι η αξία Y (0) του παραγώγου τη σvτιγμή που υπογράφεται το σvυμβόλαιο μεταξύ
αγορασvτή και πωλητή; Τι πρέπει δηλαδή να πληρώσvει ο αγορασvτής σvτον πωλητή
ώσvτε να αποκτήσvει το Δικαίωμα Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης, χωρίς κανένας από
τους δύο να κερδοσvκοπήσvει; Το ζητούμενο αυτό χρηματικό ποσvό καλείται δίκαιη
τιμή για το Δικαίωμα Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης και παρακάτω θα δούμε το πως

υπολογίζεται.

Θεωρούμε ότι η οικονομία περιγράφεται από έναν χώρο πιθανότητας (Ω, F, P )
με μια διύλισvη {Ft, t ∈ [0,+∞)} και μια τυπική κίνησvη Brown Bt προσvαρμοσvμένη
σvτη διύλισvη αυτή. Ο δειγματικός χώρος Ω εκφράζει προφανώς όλες τις δυνατές
πορείες που μπορεί να έχει η οικονομία, η μεταβλητή t εκφράζει το χρόνο, ενώ
για κάθε t > 0 η σv-άλγεβρα Ft εκφράζει όλα τα σvύνθετα ενδεχόμενα που μπορούν
να παρατηρηθούν μέχρι τη χρονική σvτιγμή t. Επειδή όπως θα δούμε παρακάτω
όλα εξαρτόνται από τις τροχιές της κίνησvης Brown που παρατηρούνται, μπορούμε
να υποθέσvουμε ότι η Ft είναι η τυπική διύλισvη της κίνησvης Brown (η “ελάχισvτη”
διύλισvη ως προς την οποία η τυπική κίνησvη Brown είναι προσvαρμοσvμένη). Για
να προχωρήσvουμε παρακάτω τώρα, θα χρειασvτούμε δύο ισvχυρά αποτελέσvματα από
τον κλάδο της σvτοχασvτικής ανάλυσvης, για τις αποδείξεις των οποίων παραπέμπουμε
σvτο [1]:

Θεώρημα 1 (Αναπαράσvτασvης Brownian Martingales):

΄Εσvτω χώρος πιθανότητας (Ω, F, P ) σvτον οποίο ορίζεται μια μονοδιάσvτατη
κίνησvη Brown {Bt, t ∈ [0,+∞)} και η αντίσvτοιχη τυπική διύλισvη {Ft, t ∈ [0,+∞)},
δηλαδή για κάθε t ≥ 0 έχουμε Ft = σ(FBt ∪ N) με FBt = σ(Bs, 0 ≤ s ≤ t) και
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N = {L ⊂ Ω : ∃N ∈ F : L ⊂ N ∧ P (N) = 0}. ΄Εσvτω ακόμα ένα Ft−martingale
M = {Mt, t ∈ [0,+∞)} με E(M2

t ) < +∞ για κάθε t ≥ 0. Τότε υπάρχει μοναδική
(με την έννοια του μέτρου dt⊗dP ) σvτοχασvτική ανέλιξη f = {f(s) : s ∈ [0,+∞)}
με E(

´ t
0
f2(s)ds) < +∞ για κάθε t ≥ 0, έτσvι ώσvτε:

Mt = E(M0) +

ˆ t

0

f(s)dBs

P−σv.β για κάθε t ≥ 0.

Θεώρημα 2 (Girsanov):

΄Εσvτω χώρος πιθανότητας (Ω, F, P ) σvτον οποίο ορίζεται μια μονοδιάσvτατη
κίνησvη Brown {Bt, t ∈ [0,+∞)} και η αντίσvτοιχη τυπική διύλισvη {Ft, t ∈ [0,+∞)},
δηλαδή για κάθε t ≥ 0 έχουμε Ft = σ(FBt ∪ N) με FBt = σ(Bs, 0 ≤ s ≤ t) και
N = {L ⊂ Ω : ∃N ∈ F : L ⊂ N ∧ P (N) = 0}. ΄Εσvτω ακόμα T > 0 και σvτο-

χασvτική ανέλιξη a = {a(s) : s ∈ [0, T ]} ώσvτε P (
´ T
0
a2(s)ds < +∞) = 1 και ώσvτε

η σvτοχασvτική ανέλιξη:

Zt = e
´ t
0
a(s)dBs− 1

2

´ t
0
a2(s)ds, t ∈ [0,+∞)

να είναι ένα Ft−martingale. Ορίζουμε τη σvυνολοσvυνάρτησvη Q : FT → R με:

Q(A) =

ˆ
A

ZT dP

για κάθε A ∈ FT . Τότε η σvυνολοσvυνάρτησvη Q είναι ένα μέτρο πιθανότητας
ισvοδύναμο του μέτρου πιθανότητας P (δηλαδή P (A) = 0 ⇔ Q(A) = 0), ενώ η
σvτοχασvτική ανέλιξη Wt = Bt −

´ t
0
a(s)ds, t ∈ [0, T ], είναι Ft−προσvαρμοσvμένη

κίνησvη Brown για το μέτρο Q.

Ο προσvδιορισvμός της σvτοχασvτικής ανέλιξης Y (t) της αξίας ενός Δικαιώματος
Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης, θα γίνει θεωρώντας ότι έχουμε μια οικονομία με δύο
υποκείμενους τίτλους: μια μετοχή της οποίας η αξία μεταβάλλεται τυχαία και ένα
χρεόγραφο. Ο πωλητής ενός χρεόγραφου πρέπει σvε κάποια σvτιγμή σvτο μέλλον να
καταβάλλει σvτον αγορασvτή την αξία του, ενώ η αξία του χρεόγραφου αυξάνεται
σvυνεχώς με βάσvη ένα σvυγκεκριμένο επιτόκιο. Το χρεόγραφο εδώ εκφράζει είτε
απόκτησvη δανείου (οπότε ο αγορασvτής είναι η τράπεζα) είτε κατάθεσvη χρημάτων
(οπότε ο πωλητής είναι η τράπεζα) αξίας 1 (σvε ευρώ). ΄Ολα όσvα θα ακολουθήσvουν
γενικεύονται και για πιο σvύνθετες οικονομίες χωρίς να αλλάζουν τα αποτελέσvματα

που προκύπτουν για την ανέλιξη Y (t), οπότε δε θα χρειασvτεί να μελετήσvουμε πιο
σvύνθετες οικονομίες (για τους ενδιαφερόμενους παραπέμπουμε σvτο [3]).
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3.2. Χαρτοφυλάκια και μέτρο αντικειμενικής πιθανότητας

΄Εσvτω X(t), R(t) οι αντίσvτοιχες ανελίξεις αξίας της μετοχής και ενός χρεό-
γραφου που αφορά το δανεισvμό (ή την κατάθεσvη) ενός ευρώ. Η X(t) θα είναι
Ft−προσvαρμοσvμένη και σvύμφωνα με το μοντέλο Black-Scholes θα έχουμε:

X(t) = X(0) +

ˆ t

0

bX(s)ds+

ˆ t

0

σX(s)dBs (1),

R(t) = 1 + r

ˆ t

0

R(s)ds (2)

για κάθε t ∈ [0,+∞), όπου b, σ είναι σvταθερές που μπορούν να εκτιμηθούν σv-
τατισvτικά, ενώ r είναι ο σvυντελεσvτής σvυνεχούς ανατοκισvμού ο οποίος είναι γν-
ωσvτός.

Μια επενδυτική σvτρατηγική (ή χαρτοφυλάκιο) είναι ένα ζεύγος Ft− προσ-
vαρμοσvμένων σvτοχασvτικών ανελίξεων (φ1(t), φ2(t)), όπου φ1(t), φ2(t) εκφράζουν
αντίσvτοιχα το πλήθος των μονάδων της μετοχής και το πλήθος των μονάδων του

χρεόγραφου που ο επενδυτής έχει σvτην κατοχή του τη σvτιγμή t. Τα πλήθη αυτά
είναι πραγματικοί αριθμοί και είναι τυχαία και Ft−προσvαρμοσvμένα διότι ο επεν-
δυτής τα προσvαρμόζει ανάλογα με την τυχαία σvυμπεριφορά της μετοχής που έχει

παρατηρηθεί μέχρι τότε. Αρνητική τιμή ενός εξ αυτών των πληθών αντισvτοιχεί σvε
μη κατοχή αλλά υποχρέωσvη καταβολής του αντίσvτοιχου υποκείμενου τίτλου σvτο

μέλλον. Η σvυνολική αξία του χαρτοφυλακίου του επενδυτή τη χρονική σvτιγμή t
είναι προφανώς:

S(t) = φ1(t)X(t) + φ2(t)R(t) (3)

Οι ανελίξεις φ1(t), φ2(t) πρέπει ακόμα να ικανοποιούν κάποιες υποθέσvεις.. Μια
απαραίτητη υπόθεσvη για την ορθότητα όσvων ακολουθούν είναι η εξής:

P (

ˆ T

0

|φ2(s)|ds+

ˆ T

0

|φ1(s)X(s)|2ds < +∞) = 1∀T > 0 (4)

Η υπόθεσvη αυτή είναι λογική αν σvκεφτούμε ότι σvε πεπερασvμένο χρονικό διάσvτημα,

είναι πρακτικά αδύνατο τόσvο το να αγοράζει ή να πουλάει κάποιος σvυνεχώς όλο και

περισvσvότερες μονάδες υποκείμενων τίτλων, όσvο και το να αυξάνεται απεριόρισvτα
η τιμή μιας μετοχής. Ακόμα, επειδή οι αποφάσvεις του επενδυτή λαμβάνονται σvε

διακριτό χρόνο, για ∆t πολύ μικρό πρέπει να ισvχύει: φi(t) = φi(t + ∆t) για
i ∈ {1, 2}. ΄Ετσvι έχουμε:

S(t+ ∆t)− S(t) = (φ1(t+ ∆t)X(t+ ∆t) + φ2(t+ ∆t)R(t+ ∆t)−



11

φ1(t)X(t)− φ2(t)R(t) = φ1(t)(X(t+ ∆)−X(t)) + φ2(t)(R(t+ ∆t)−R(t))

οπότε παίρνοντας ∆t→ 0 προκύπτει η σvτοχασvτική διαφορική εξίσvωσvη:

dS(t) = φ1(t)dX(t) + φ2(t)dR(t) (5)

όπου από τις (1) και (2) εύκολα προκύπτει:

dX(t) = bX(t)dt+ σX(t)dBt,

dR(t) = rR(t)dt

οπότε η (5) γίνεται:

dS(t) = (bφ1(t)X(t) + rφ2(t)R(t))dt+ σφ1(t)X(t)dBt

ή ισvοδύναμα:

S(t) = S(0) +

ˆ t

0

(bφ1(s)X(s) + rφ2(s)R(s))ds+

ˆ t

0

σφ1(s)X(s)dBs (6)

΄Οταν η ανέλιξη αξίας του χαρτοφυλακίου που δίνεται από την (3) ικανοποιεί και τις
(4) και (6), λέμε ότι το χαρτοφυλάκιο του επενδυτή είναι Αυτοχρηματοδοτούμενο.

΄Εσvτω τώραX∗(t) = R−1(t)X(t) και S∗(t) = R−1(t)S(t) οι ανελίξεις αξίας της
μετοχής και του χαρτοφυλακίου αντίσvτοιχα ως προς το χρήμα που ανατοκίζεται.
Η (2) εύκολα μετασvχηματίζεται σvτην:

R−1(t) = 1 +

ˆ t

0

−rR−1(s)ds+

ˆ t

0

0dBs

Η τελευταία μαζί με τις (1) και (6) μας δίνουν τις εκφράσvεις των R−1(t), X(t) και
S(t) ως ανελίξεις Ito. ΄Ετσvι εφαρμόζοντας την formula του Ito για την f(x, y) =
xy, πρώτα με (x, y) = (X(t), R−1(t)) και σvτη σvυνέχεια με (x, y) = (S(t), R−1(t)),
προκύπτουν οι εκφράσvεις των X∗(t) και S∗(t) ως ανελίξεις Ito:

X∗(t) = X(0) +

ˆ t

0

(b− r)X∗(s)ds+

ˆ t

0

σX∗(s)dBs (7)

S∗(t) = S(0) +

ˆ t

0

(b− r)φ1(s)X∗(s)ds+

ˆ t

0

σφ1(s)X∗(s)dBs (8)

Ας θεωρήσvουμε τώρα την εκθετική κίνησvη Brown Et = e−θBt−
θ2

2 t με θ = b−r
σ

και T το χρόνο ωρίμανσvης ενός Δικαιώματος Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης. Από
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τη formula του Ito για την σvυνάρτησvη f(x) = ex και την ανέλιξη Ut = −θBt− θ2

2 t

προκύπτει Et = 1 − θ
´ t
0
EsdBs. Από την τελευταία προκύπτει εύκολα ότι η Et

είναι Ft−martingale, ενώ εύκολα βλέπουμε ότι ικανοποιούνται όλες οι υποθέσvεις
του Θεωρήματος Girsanov για a(t) = −θ και Zt = Et. ΄Ετσvι υπάρχει ένα μέτρο
πιθανότητας Q με Q(A) =

´
A
ET dP ∀A ∈ FT , ισvοδύναμο ως προς το μέτρο

πιθανότητας P , ως προς το οποίο ή σvτοχασvτική ανέλιξη Wt = Bt + θt, t ∈ [0, T ],
είναι Ft−προσvαρμοσvμένη κίνησvη Brown. Επειδή τα δύο μέτρα είναι ισvοδύναμα,
είναι εύκολο να δούμε ότι η τυπική διύλισvη της κίνησvης Brown Wt είναι πάλι η Ft.
Ακόμα, μπορεί να δειχτεί σvχετικά εύκολα ότι η Wt είναι τυπική κίνησvη Brown ως
προς το μέτρο Q, ενώ ισvχύει: dBt = dWt − θdt και άρα με αντικατάσvτασvη σvτις
(1), (7) και (8) λαμβάνουμε:

X(t) = X(0) + r

ˆ t

0

X(s)ds+ σ

ˆ t

0

X(s)dWs, t ∈ [0, T ] (9)

X∗(t) = X(0) + σ

ˆ t

0

X∗(s)dWs, t ∈ [0, T ] (10)

S∗(t) = S(0) + σ

ˆ t

0

φ1(s)X∗(s)dWs, t ∈ [0, T ] (11)

Οι παραπάνω αποτελούν απλές σvτοχασvτικές διαφορικές εξισvώσvεις ως προς το

μέτρο Q. Η (10) είναι γραμμική ΣΔΕ ως προς X∗(t) υπό το μέτρο Q, της οποίας
η λύσvη X∗(t) είναι γνωσvτή και λόγο του Θεωρήματος Ito των ΣΔΕ ικανοποιεί:´ T
0
EQ([X∗(s)]2)ds < +∞. Αυτό μαζί με τη μορφή της ΣΔΕ (10) σvυνεπάγεται

ότι η X∗(t) είναι ένα Ft−martingale ως προς το μέτρο Q, το οποίο για το λόγο
αυτό καλείται μέτρο αντικειμενικής πιθανότητας.

Ας υποθέσvουμε ακόμα ότι η σvυνάρτησvη φ1(t) ικανοποιεί την ανισvοτική σvχέσvη:´ T
0
EQ([φ1(s)X∗(s)]2)ds < +∞. Η λογικότητα της υπόθεσvης αυτής έχει να κάνει

με την ισvοδυναμία των μέτρων P και Q και με το ότι είναι εξαιρετικά απίθανο για
έναν επενδυτή, εντός ενός πεπερασvμένου χρονικού διασvτήματος να αποκτήσvει ένα
πολύ μεγάλο χρηματικό ποσvό σvε μετοχές.

Θα δείξουμε τώρα ότι η S∗(t) είναι Ft−martingale υπό το μέτρο Q ενώ δεν
υπάρχει επενδυτική σvτρατηγική σvίγουρης κερδοφορίας αν επενδύουμε μόνο σvε υπ-

οκείμενους τίτλους. Το πρώτο είναι άμεσvο από την τελευταία υπόθεσvη και από τη
σvχέσvη (11). Για το δεύτερο, αν υπήρχε σvτρατηγική με σvίγουρη κερδοφορία, τότε
για την ανέλιξη αξίας του χρηματοφυλακίου S∗(t) θα είχαμε: S∗(0) = S(0) = 0,
S∗(T ) ≥ 0 και EP (S∗(T )) > 0, οπότε P (S∗(T ) > 0) > 0 ⇒ Q(S∗(T ) > 0) > 0
και έτσvι EQ(S∗(T )) > 0. Το τελευταίο είναι άτοπο καθώς έχουμε EQ(S∗(T )) =
EQ(S∗(T )|F0) = S∗(0) = 0. Η σvχέσvη EQ(S∗(T )|F0) = EQ(S∗(T )), Q−σv.β,
προκύπτει εύκολα από το ότι τα σvύνολα της σv-άλγεβρας F0 έχουν πιθανότητα είτε

0 είτε 1.
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3.3. Παράγωγα και δίκαιες τιμές

΄Εσvτω τώρα ένα Δικαίωμα Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης του οποίου η χρονική

σvτιγμή ωρίμανσvης είναι η σvτιγμή t = T . Υποθέτουμε ότι η άσvκησvη του δικαιώματος
του παραγώγου παρέχει σvτον κάτοχο αυτού κέρδος Y , το οποίο είναι προφανώς
μια FT−μετρήσvιμη τυχαία μεταβλητή. Αν ορίσvουμε:

M(t) = EQ(R−1(T )Y |Ft)∀t ≥ 0

τότε από βασvική ιδιότητα των δεσvμευμένων μέσvων τιμών έχουμε ότι η M(t) είναι
Ft−martingale ως προς το μέτρο Q. Από το Θεώρημα Αναπαράσvτασvης Brownian
Martingales έχουμε ότι υπάρχει μοναδική (με την έννοια του μέτρου dt ⊗ dP )
σvτοχασvτική ανέλιξη f = {f(s) : s ∈ [0,+∞)} με EQ(

´ t
0
f2(s)ds) < +∞ για κάθε

t ≥ 0, έτσvι ώσvτε:

M(t) = EQ(R−1(T )Y ) +

ˆ t

0

f(s)dWs

P−σv.β για κάθε t ≥ 0. Ορίζουμε τώρα μια επενδυτική σvτρατηγική (φ1(t), φ2(t))
με:

φ1(t) = R(t)
f(t)

σX(t)
, t ∈ [0, T ],

φ2(t) = EQ(R−1(T )Y ) +G(t)− φ1(t)X∗(t), t ∈ [0, T ]

όπου:

G(t) =

ˆ t

0

(b− r)φ1(s)X∗(s)ds+

ˆ t

0

σφ1(s)X∗(s)dWs, t ∈ [0, T ]

Χρησvιμοποιώντας τώρα την ισvοδυναμία των δύο μέτρων, τη σvχέσvη dWt = dBt +

θdt, τον ορισvμό της ανέλιξης f και τη σvχέσvη (11), μπορούμε να δείξουμε ότι
η παραπάνω σvτρατηγική ικανοποιεί όλες τις απαραίτητες προϋποθέσvεις και ότι η

ανέλιξη αξίας S∗(t) του χαρτοφυλακίου ως προς το χρήμα που ανατοκίζεται, είναι
εκδοχή της ανέλιξης M(t) υπό το μέτρο P . ΄Εσvτω τώρα Y (t) η ανέλιξη αξίας

του Δικαιώματος Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης. Ορίζουμε Y ∗(t) = R−1(t)Y (t)
να είναι η ανέλιξη αξίας του Δικαιώματος Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης ως προς

το χρήμα που ανατοκίζεται. Θα αποδείξουμε ότι για να μην υπάρχει σvτρατηγική
σvίγουρης κερδοφορίας, θα πρέπει να ισvχύει:

Y ∗(t) = S∗(t)

για κάθε t ≥ 0, P− σvχεδόν βεβαίως. Αρκεί να δείξουμε ότι αν δεν υπάρχει
τέτοια σvτρατηγική, τότε P ({∃t ≥ 0 : Y ∗(t) > S∗(t)}) = 0 και P ({∃t ≥ 0 :
Y ∗(t) < S∗(t)}) = 0. Πράγματι, αν η πρώτη πιθανότητα ήταν p > 0, τότε θα
μπορούσvε κάποιος να μην επενδύσvει τίποτα μέχρι μια χρονική σvτιγμή t′ για την
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οποία Y ∗(t′) > S∗(t′), τη σvτιγμή αυτή να πουλήσvει ένα τέτοιο Δικαίωμα Προκα-
θορισvμένης Ωρίμανσvης και την ίδια σvτιγμή με το κέρδος της πώλησvης να σvχηματίσvει

το χαρτοφυλάκιο ανέλιξης αξίας S∗(t), κρατώντας τη διαφορά Y ∗(t′)−S∗(t′) σvτην
άκρη. Επειδή προφανώς S∗(T ) = R−1(T )Y = R−1(T )Y (T ) = Y ∗(T ), ο επεν-
δυτής αυτός δεν θα ζημιωθεί καθόλου από τις υποχρεώσvεις του ως πωλητής του

παραγώγου. ΄Ετσvι ο επενδυτής αυτός, έχοντας μηδενικό αρχικό κεφάλαιο, σvτο
τέλος με πιθανότητα 1 − p θα έχει πάλι μηδενικό κεφάλαιο (μη έχοντας πραγ-
ματοποιήσvει καμία σvυναλλαγή), ενώ με πιθανότητα p > 0 θα έχει τελικά κέρ-
δος μια διαφορά Y ∗(t′) − S∗(t′) που θα έχει βάλει σvτην άκρη σvε κάποια χρονική
σvτιγμή t′. Η παραπάνω σvτρατηγική είναι προφανώς σvτρατηγική σvίγουρης κερδο-
φορίας, οπότε καταλήγουμε σvτο ότι για να μην υπάρχει τέτοια σvτρατηγική πρέπει
να ισvχύει: P ({∃t ≥ 0 : Y ∗(t) > S∗(t)}) = 0. Ομοίως δείχνουμε ότι για να μην
υπάρχει σvτρατηγική σvίγουρης κερδοφορίας, πρέπει και η άλλη πιθανότητα να είναι
επίσvης 0.

Από τα παραπάνω έχουμε ότι πρέπει να ισvχύει:

Y ∗(t) = M(t) = EQ(R−1(T )Y |Ft) (12)

P−σvχεδόν βεβαίως για κάθε t ∈ [0, T ].

΄Οπως ορίσvαμε μια επενδυτική σvτρατηγική για τους δύο υποκείμενους τίτλους,
εντελώς ανάλογα μπορούμε να ορίσvουμε και μια επενδυτική σvτρατηγική για τους

δύο υποκείμενους τίτλους και το Δικαίωμα Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης. Κάνον-
τας σvτη σvυνέχεια μερικές λογικές υποθέσvεις όπως αυτές που κάναμε για τις σv-

τρατηγικές επένδυσvης σvε υποκείμενους τίτλους, δεδομένου ότι η ανέλιξη αξίας του
παραγώγου είναι αυτή που βρήκαμε πιο πάνω, μπορούμε να δείξουμε ότι η ανέλιξη
αξίας του χαρτοφυλακίου είναι πάλι Ft−martingale. ΄Ετσvι, ακριβώς όπως και σvτην
περίπτωσvη όπου επενδύουμε μόνο σvε υποκείμενους τίτλους, αποδεικνύεται ότι δεν
υπάρχει επενδυτική σvτρατηγική με σvίγουρη κερδοφορία (για μια πιο αναλυτική
εξήγησvη σvε αυτό, παραπέμπουμε σvτο [3]). ΄Αρα ικανή και αναγκαία σvυνθήκη ώσvτε
να μην υπάρχουν σvτρατηγικές σvίγουρης κερδοφορίας, είναι τα Δικαιώματα Προκα-
θορισvμένης Ωρίμανσvης να τιμολογούνται με βάσvη την σvχέσvη (12). Επομένως, η
δίκαιη τιμή για το σvυγκεκριμένο Δικαίωμα Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης θα είναι:

Y (0) = Y ∗(0) = EQ(R−1(T )Y |F0) = EQ(e−rTY )

και γενικότερα η δίκαιη τιμή την τυχαία χρονική σvτιγμή t ∈ [0, T ] θα είναι:

Y ∗(t) = EQ(e−rTY |Ft)

Με βάσvη όσvα αναφέραμε σvτο προηγούμενο κεφάλαιο, για τα πιο γνωσvτά Δικαιώ-
ματα Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης που αφορούν τη μετοχή ανέλιξης αξίας X(t),
οι δίκαιες τιμές είναι οι ακόλουθες:
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1) European Call Option:

Y (0) = EQ
(
e−rT (X(T )−K)+

)

2) European Put Option:

Y (0) = EQ
(
e−rT (K −X(T ))+

)

3) Up and In Barrier Call Option:

Y (0) = EQ
(
e−rT (X(T )−K)+I{ max

0≤s≤T
X(s)>M}

)

4) Standard Lookback Put Option:

YLP (0) = EQ
(
e−rT

(
max

0≤s≤T
X(s)−X(T )

))

5) Geometric Asian Call Option:

Y (0) = EQ

e−rT
 m

√√√√m−1∏
i=0

X(T − i)−K

+


όπου: m ≤ T + 1.

Γενικά, οι μέσvες τιμές ως προς το μέτρο Q σvτις οποίες ανάγονται οι δίκαιες
τιμές των Δικαιωμάτων Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης, δεν υπολογίζονται εύκολα.
΄Ετσvι, πολλές φορές υπολογίζουμε αυτές τις μέσvες τιμές προσvεγγισvτικά, χρησvι-
μοποιώντας μεθόδους που θα δούμε σvτα επόμενα κεφάλαια. Για να φανεί όμως
η αποτελεσvματικότητα των μεθόδων που θα ακολουθήσvουν, θα πρέπει να υπ-
ολογίσvουμε ακριβώς τις παραπάνω μέσvες τιμές. Αυτό θα γίνει σvτο κεφάλαιο που
ακολουθεί.
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4. Δίκαιες τιμές βασvικών Δικαιωμάτων Προκαθορισvμένης
Ωρίμανσvης

4.1. Εισvαγωγικά

Σε αυτό το κεφάλαιο θα υπολογίσvουμε ακριβώς τις μέσvες τιμές που βρήκαμε

σvτο τέλος του τρίτου κεφαλαίου, οι οποίες αποτελούν τις δίκαιες τιμές των βασvικών
Δικαιωμάτων Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης. Αρχικά, θα χρειασvτούμε το παρακάτω
λήμμα:

Λήμμα 1:

α) Αν Z ∼ N(0, 1), a,K > 0 και b ∈ R, ισvχύει ότι:

E((eaZ+b −K)+) = eb+
a2

2 (1− F (
lnK − b

a
− a))−K(1− F (

lnK − b
a

))

= eb+
a2

2 F (− lnK − b
a

+ a)−KF (
− lnK + b

a
)

όπου η τελευταία ισvότητα προκύπτει από τη σvυμμετρία της κανονικής κατανομής.

β) Αν Z ∼ N(0, 1), a,K > 0 και b ∈ R, ισvχύει ότι:

E((−eaZ+b +K)+) = −eb+ a2

2 F (
lnK − b

a
− a) +KF (

lnK − b
a

)

όπου F είναι η σvυνάρτησvη κατανομής της τυποποιημένης κανονικής κατανομής.

Απόδειξη:

Θα αποδείξουμε το α) καθώς το β) αποδεικνύεται εντελώς ανάλογα:

E((eaZ+b −K)+) =

ˆ +∞

−∞
(eax+b −K)+

e−
x2

2

√
2π

dx =

ˆ +∞

lnK−b
a

(eax+b −K)
e−

x2

2

√
2π

dx

=

ˆ +∞

lnK−b
a

eax+b−
x2

2

√
2π

dx−K
ˆ +∞

lnK−b
a

e−
x2

2

√
2π

dx
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= eb+
a2

2

ˆ +∞

lnK−b
a

e−
1
2 (x

2+a2−2ac)
√

2π
dx−K(1− F (

lnK − b
a

))

= eb+
a2

2
1√
2π

ˆ +∞

lnK−b
a

e−
1
2 (x−a)

2

dx−K(1− F (
lnK − b

a
))

= eb+
a2

2
1√
2π

ˆ +∞

lnK−b
a −a

e−
y2

2 dy −K(1− F (
lnK − b

a
))

= eb+
a2

2 (1− F (
lnK − b

a
− a))−K(1− F (

lnK − b
a

))

και η απόδειξη είναι πλήρης.

4.2. Δίκαιες τιμές Geometric Asian και European Options

Ας εξετάσvουμε πρώτα την ποσvότητα εντός της μέσvης τιμής που αντισvτοιχεί σvτο

Geometric Asian Call Option. ΄Εχουμε:

m

√√√√m−1∏
i=0

X(T − i) = e
1
n (lnX(T−m+1)+lnX(T−m+2)+...+lnX(T ))

όπου η X∗(t) = R−1(t)X(t) ικανοποιεί τη γραμμική ΣΔΕ (10), με την ανέλιξηWt

να είναι μια Ft−προσvαρμοσvμένη τυπική κίνησvη Brown ως προς το μέτρο Q, οπότε
από τη θεωρία γραμμικών ΣΔΕ ισvχύει: X(t) = R(t)X∗(t) = X(0)erte−

σ2

2 t+σWt =

X(0)e(r−
σ2

2 )t+σWt . ΄Αρα έχουμε:

m

√√√√m−1∏
i=0

X(T − i) = elnX(0)+(r−σ22 )(T− 1
m

∑m−1
i=0 i)+ σ

m (
∑m−1
i=0 WT−i)

ενώ ακόμα ισvχύει:

m−1∑
i=0

WT−i =

m−1∑
i=1

i(WT−i−WT−i−1)+mWT−n+1 ∼ N(0,

m−1∑
i=1

i2+m2(T−n+1))

ως προς το μέτροQ με

m−1∑
i=1

i2 +m2(T −m+ 1) =
m(m+ 1)(2m+ 1)

6
+ Tm2 −m3.

΄Ετσvι ισvχύει
σ

m

m−1∑
i=0

WT−i =
σ

m

√
m(m+ 1)(2m+ 1)

6
+ Tm2 −m3Z με Z ∼ N(0, 1)
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ως προς το μέτρο Q, και αφού
m−1∑
i=0

i =
m(m− 1)

2
, εφαρμόζεται το Λήμμα 1 και

μετά από λίγες πράξεις προκύπτει ότι η δίκαιη τιμή για το Geometric Asian Call
Option είναι:

YG(0) = e−rTEQ


 m

√√√√m−1∏
i=0

X(T − i)−K

+
 =

X(0)e−
σ2(m+1)

4 −rm−1
2 +

σ2(m+1)(2m+1)
12m F (D2 −D1)−Ke−rTF (−D1)

όπου:

D1 =
ln
(

K
X(0)

)
−
(
r − σ2

2

) (
T − m−1

2

)
σ
m

√
m(m+1)(2m+1)

6 + Tm2 −m3

και D2 = σ
m

√
m(m+1)(2m+1)

6 + Tm2 −m3

Τονίζουμε ότι αυτό ήταν μόνο ένα παράδειγμα Geometric Asian Call Option,
ένα άλλο παράδειγμα θα μπορούσvε να χρησvιμοποιεί διαφορετικές χρονικές σvτιγμές

οι οποίες μάλισvτα θα μπορούσvαν να μην ισvαπέχουν. Η δίκαιη τιμή για το European
Call Option προκύπτει ως ειδική περίπτωσvη του παραπάνω Παραγώγου για m = 1
και είναι:

Y (0) = X(0)F

− ln
(
K∗

X(0)

)
σ
√
T

+
σ
√
T

2

−K∗F
− ln

(
K∗

X(0)

)
σ
√
T

− σ
√
T

2


όπου K∗ = e−rTK είναι η τιμή άσvκησvης του δικαιώματος ως προς το χρήμα που
ανατοκίζεται. Η σvχέσvη αυτή είναι γνωσvτή ως Black-Scholes formula.

Για το European Put Option, παρατηρούμε ότι προκύπτει πάλι από το Geo-
metric Asian Call Option, θέτοντας n = 1 και αλλάζοντας τα πρόσvημα εντός του
θετικού μέρους, οπότε η δίκαιη τιμή αυτού θα προκύπτει από το β) του Λήμματος
1, χρησvιμοποιώντας πάλι τα ίδια a, b με n = 1. Μπορούμε εύκολα να δούμε ότι θα
προκύψει το ίδιο αποτέλεσvμα με αντίθετο πρόσvημο και με αντίθετα πρόσvημα εντός

των σvυναρτήσvεων κατανομής:

YP (0) = −X(0)F

 ln
(
K∗

X(0)

)
σ
√
T

− σ
√
T

2

+K∗F

 ln
(
K∗

X(0)

)
σ
√
T

+
σ
√
T

2


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4.3. Δίκαιη τιμή Lookback Put Option

Η τιμολόγησvη των Standard Lookback Options και των Barrier Options είναι
πολύ πιο δύσvκολη, διότι απαιτείται ο προσvδιορισvμός της κατανομής της μέγισvτης
τιμής μιας “πειραγμένης” κίνησvης Brown σvε πεπερασvμένο χρονικό διάσvτημα. Γι’
αυτό θα χρειασvτούμε τα παρακάτω λήμματα:

Λήμμα 2:

΄Εσvτω a, b, c, p ∈ R και l > 0, τότε ισvχύουν:

α)
ˆ d

a

epx−
1
2l (x+b)

2

dx =
√

2πle−pb+
p2l
2

(
F
(
d+b√
l
− p
√
l
)
− F

(
a+b√
l
− p
√
l
))

β)
ˆ d

a

ecx
ˆ −x
−∞

e−
1
2l (u+b)

2

dudx =

√
2πl

c

(
ecdF

(
b− d√

l

)
− ecaF

(
b− a√

l

))
+

√
2πl
c ecb+

1
2 c

2l
(
F
(
d−b√
l
− c
√
l
)
− F

(
a−b√
l
− c
√
l
))

όπου F είναι η σvυνάρτησvη κατανομής της τυποποιημένης κανονικής κατανομής.

Απόδειξη:

α) ΄Εχουμε:

ˆ d

a

epx−
1
2l (x+b)

2

dx =
√
le−pb

ˆ d+b√
l

a+b√
l

ep
√
lu− 1

2u
2

du

=
√
le−pb+

p2l
2

ˆ d+b√
l

a+b√
l

e−
1
2 (u−p

√
l)2du =

√
le−pb+

p2l
2

ˆ d+b√
l
−p
√
l

a+b√
l
−p
√
l

e−
s2

2 ds

=
√
le−pb+

p2l
2

ˆ d+b√
l
−p
√
l

a+b√
l
−p
√
l

e−
s2

2 ds

=
√

2πle−pb+
p2l
2

(
F

(
d+ b√

l
− p
√
l

)
− F

(
a+ b√

l
− p
√
l

))
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β) Με ολοκλήρωσvη κατά παράγοντες έχουμε:

ˆ d

a

ecx
ˆ −x
−∞

e−
1
2l (u+b)

2

dudx =
1

c

ˆ d

a

(ecx)′
ˆ −x
−∞

e−
1
2l (u+b)

2

dudx

=
1

c

[
ecx
ˆ −x
−∞

e−
1
2l (u+b)

2

du

]d
a

+
1

c

ˆ d

a

ecx−
1
2l (x−b)

2

dx =
ecd

c

ˆ −d
−∞

e−
(u+b)2

2l du−

1

c
eca
ˆ −a
−∞

e−
1
2l (u+b)

2

du+

√
l

c

ˆ d−b√
l

a−b√
l

ec(
√
ly+b)− y

2

2 dy =

√
l

c
ecd
ˆ b−d√

l

−∞
e−

s2

2 ds−

√
l

c
eca
ˆ b−a√

l

−∞
e−

s2

2 ds+

√
l

c
ecb+

1
2 c

2l

ˆ d−b√
l

a−b√
l

e−
1
2 (y−c

√
l)2dy =

√
2πlecd

c
F

(
b− d√

l

)
−

√
2πleca

c
F

(
b− a√

l

)
+

√
l

c
ecb+

1
2 c

2l

ˆ d−b√
l

a−b√
l

e−
s2

2 ds =

√
2πl

c
ecdF

(
b− d√

l

)
−

√
2πl

c
ecaF

(
b− a√

l

)
+

√
2πl

c
ecb+

1
2 c

2l

(
F

(
d− b√

l
− c
√
l

)
− F

(
a− b√

l
− c
√
l

))
και η απόδειξη είναι πλήρης.

Λήμμα 3 (Γενίκευσvη της Αρχής της Ανάκλασvης):

΄Εσvτω ένας χώρος πιθανότητας (Ω, F,Q) με μια τυπική κίνησvη Brown Bt, t ∈
[0, T ]. ΄Εσvτω ακόμα λ ∈ R∗ και MT = max

t∈[0,T ]
{Bt + λt}. Η τυχαία μεταβλητή MT

έχει σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας:

fM (x) =
2e−

λ2T
2

√
2πT

(
eλx−

x2

2T − λ
ˆ x

−∞
eλz−

1
2T (2x−z)2dz

)
I[0,+∞)(x)

και θέτοντας u = −2x + z και κάνοντας μερικές πράξεις, προκύπτει η πιο απλή
μορφή:

fM (x) =
2√
2πT

(
e−

1
2T (x−λT )2 − λe2λx

ˆ −x
−∞

e−
1

2T (u−λT )2du

)
I[0,+∞)(x)
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Απόδειξη:

Η ύπαρξη της χαρακτηρισvτικής σvυνάρτησvης των θετικών αριθμών μας λέει απλά

ότι η σv.π.π είναι 0 σvτους αρνητικούς, πράγμα που είναι προφανές διότι το μέγισvτο
MT είναι σvίγουρα θετικό. ΄Αρα αρκεί να αποδείξουμε την παραπάνω σvχέσvη για
την σv.π.π για θετικά x, παραλείποντας την χαρακτηρισvτική σvυνάρτησvη. Από το
θεώρημα Girsanov με a(t) = −λ, έχουμε ότι υπάρχει ένα ισvοδύναμο του Q μέτρο
πιθανότητας P ′, με dQ = eλVT−

1
2λ

2T dP ’, όπου η Vt = Bt + λt είναι μια τυπική
κίνησvη Brown ως προς αυτό το μέτρο. ΄Εχουμε τώρα για y ≥ max{0, z}:

P ′(VT ≥ 2y − z) = P ′(VT ≥ 2y − z ∧MT ≥ y) + P ′(VT ≥ 2y − z ∧MT < y)

με την τελευταία πιθανότητα να είναι 0 διότι 2y − z ≥ y ενώ:

P ′(VT > MT ) = 0

΄Αρα:
P ′(VT ≥ 2y − z) = P ′(VT ≥ 2y − z ∧MT ≥ y)

΄Εσvτω τώρα τy = inf{t : Vt ≥ y} = inf{t : Vt = y} ο χρόνος πρώτης εξόδου
από το (−∞, y) και hy : [0,+∞) → R η σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας
αυτού. Επειδή ο τy είναι P ′−σv.β πεπερασvμένος χρόνος διακοπής, από την ισvχυρή
μαρκοβιανή ιδιότητα της κίνησvης Brown, έχουμε ότι η σvτοχασvτική ανέλιξη: Wt =
Vτy+t−Vτy = Vτy+t−y είναι μια τυπική κίνησvη Brown ανεξάρτητη της σ−άλγεβρας
Fτy . ΄Ετσvι, μπορούμε να δούμε ότι η τελευταία πιθανότητα γράφεται:

P ′(WT−τy ≥ y − z ∧ τy ≤ T ) =

ˆ T

0

hy(s)P ′(WT−τy ≥ y − z | τy = s)ds

=

ˆ T

0

hy(s)P ′(WT−s ≥ y − z | τy = s)ds =

ˆ T

0

hy(s)P ′(WT−s ≥ y − z)ds

=

ˆ T

0

hy(s)P ′(WT−s ≤ z − y)ds =

ˆ T

0

hy(s)P ′(WT−s ≤ z − y | τy = s)ds

=

ˆ T

0

hy(s)P ′(WT−τy ≤ z − y | τy = s)ds = P ′(WT−τy ≤ z − y ∧ τy ≤ T )

= P ′(VT ≤ y + (z − y) ∧MT ≥ y) = P ′(VT ≤ z ∧MT ≥ y) =

P ′(VT ≤ y+(z−y)∧MT ≥ y) = P ′(VT ≤ z∧MT ≥ y) =

ˆ z

−∞

ˆ +∞

y

g(u, v)dudv

με g : R2 → R την από κοινού σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας των MT , VT
υπό το μέτρο P ′.
΄Αρα για τη σvυγκεκριμένη πυκνότητα πιθανότητας έχουμε:

g(y, z) = −∂
2(P ′(VT ≥ 2y − z))

∂z∂y
=

2

T

1√
2πT

e−
1

2T (2y−z)2(2y − z)
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για y ≥ max{0, z}, ενώ προφανώς σvε όλο το υπόλοιπο R2
η g είναι 0 (αυτό

μπορούμε να το δούμε εξετάζοντας το τι τιμές λαμβάνει το MT γενικά και σvε

σvχέσvη με το VT ). Τώρα για x > 0 έχουμε: Q(MT ≥ x) =

=

ˆ
MT≥x

dQ =

ˆ
MT≥x

eλVT−
λ2T
2 dP ′ =

ˆ +∞

x

ˆ +∞

−∞
eλz−

λ2T
2 g(y, z)dzdy

= e−λ
2 T

2

ˆ +∞

x

ˆ y

−∞
eλz

2

T

1√
2πT

e−
1

2T (2y−z)2(2y − z)dzdy

΄Αρα:

fM (x) = −∂(Q(MT ≥ x))

∂x
= e−

λ2T
2

ˆ x

−∞
eλz

2

T
√

2πT
e−

1
2T (2x−z)2(2x− z)dz =

2e−
λ2T
2

1√
2πT

ˆ x

−∞
eλz

∂(e−
1

2T (2x−z)2)

∂z
dz =

2e−
λ2T
2

√
2πT

[
eλz−

1
2T (2x−z)2

]x
−∞
−

2e−
λ2T
2

√
2πT

ˆ x

−∞
λeλze−

1
2T (2x−z)2dz

όπου προφανώς lim
z→−∞

eλz−
1

2T (2x−z)2 = 0 οπότε το ζητούμενο έπεται και η απόδειξη

είναι πλήρης.

΄Εσvτω τώρα ότι για τη μετοχή με ανέλιξη αξίας X(t) έχουμε:

G(t) = max
s∈[0,t]

X(s), H(t) = max
s∈[t,T ]

X(s), t ∈ [0, T ]

και όπως σvτο Λήμμα 3:
Mt = max

s∈[0,t]
Vs

με Vs =
(
r − σ2

2

)
s+ σWs, όπου η Ws είναι μια τυπική κίνησvη Brown ως προς s.

Με βάσvη τα παραπάνω και όσvα είδαμε σvτο προηγούμενο κεφάλαιο, η δίκαιη τιμή
για το Standard Lookback Put Option ως προς το χρήμα που ανατοκίζεται τη
χρονική σvτιγμή t είναι:

Y ∗LP (t) = EQ(e−rT (G(T )−X(T ))|Ft) = e−rTEQ(G(T )|Ft)− EQ(X∗(T )|Ft) =

e−rTEQ(G(T )|Ft)−X∗(t) = e−rTEQ(G(T )I{G(T )=H(t)}+G(T )I{G(T )=G(t)}|Ft)−
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X∗(t) = e−rTEQ(G(T )I{G(T )=G(t)}|Ft)+e−rTEQ(G(T )I{G(T )=H(t)}|Ft)−X∗(t)

= e−rTEQ(G(t)I{G(t)≥H(t)}|Ft) + e−rTEQ(H(t)I{G(t)<H(t)}|Ft)−X∗(t)

= e−rTG(t)EQ(I{G(t)
X(t)
≥H(t)
X(t)
}|Ft) + e−rTX(t)EQ

(
H(t)

X(t)
I{G(t)

X(t)
<
H(t)
X(t)
}|Ft

)
−X∗(t)

= e−rTG(t)EQ
(
I{k≥H(t)

X(t)
}|Ft

)
|
k=

G(t)
X(t)

+

e−rTX(t)EQ
(
H(t)

X(t)
I{k<H(t)

X(t)
}|Ft

)
|
k=

G(t)
X(t)

−X∗(t) (3)

καθώς η τ.μ G(t) είναι Ft−μετρήσvιμη. Λόγο της Μαρκοβιανής ιδιότητας της
κίνησvης Brown, εύκολα βλέπουμε ότι το H(t)

X(t) είναι ανεξάρτητο της Ft ενώ ισvούται

με eσMT−t , όπου με τους σvυμβολισvμούς του Λήμματος 3, MT−t είναι το μέγισvτο

μιας πειραγμένης κίνησvης Brown σvτο [0, T−t] με λ = r
σ−

σ
2 . ΄Αρα χρησvιμοποιώντας

το Λήμμα 3 έχουμε:

EQ(I{k≥H(t)
X(t)
}|Ft) = EQ(I{k≥H(t)

X(t)
}) =

Q

(
H(t)

X(t)
≤ k

)
= Q(σMT−t ≤ ln k) =

2√
2π(T − t)

×

ˆ ln k
σ

0

(
e−

1
2(T−t) (x−( rσ−

σ
2 )(T−t))

2

−
( r
σ
− σ

2

)
e2(

r
σ−

σ
2 )x
ˆ −x
−∞

s(u)du

)
dx =

2√
2π(T − t)

ˆ ln k
σ

0

e−
1

2(T−t) (x−( rσ−
σ
2 )(T−t))

2

dx− 2√
2π(T − t)

×

ˆ ln k
σ

0

( r
σ
− σ

2

)
e2(

r
σ−

σ
2 )x
ˆ −x
−∞

s(u)dudx

με s(u) = e−
1

2(T−t) (u−( rσ−
σ
2 )(T−t))

2

και k ≥ 1. Ακόμα ισvχύει:

EQ
(
H(t)

X(t)
I{H(t)

X(t)
>k}|Ft

)
= EQ

(
H(t)

X(t)
I{H(t)

X(t)
>k}

)
=

EQ(eσMT−tI{σMT−t>ln k}) =

ˆ +∞

ln k
σ

eσxfM (x)dx =
2√

2π(T − t)
×
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ˆ +∞

ln k
σ

(
eσx−

1
2(T−t) (x−( rσ−

σ
2 )(T−t))

2

−
( r
σ
− σ

2

)
e2(

r
σ−

σ
2 )x+σx

ˆ −x
−∞

s(u)du

)
dx

΄Ολα τα παραπάνω ολοκληρώματα ως προς x υπολογίζονται χρησvιμοποιώντας
το Λήμμα 2 πρώτα για a = 0, p = 0, d = ln k

σ , l = T − t, b = −l
(
r
σ −

σ
2

)
, c =

−2b
l (για την πρώτη δεσvμευμένη μέσvη τιμή) και σvτη σvυνέχεια για a = ln k

σ , d →
+∞, p = σ, l = T − t, b = −l

(
r
σ −

σ
2

)
, c = 2r

σ (για τη δεύτερη δεσvμευμένη μέσvη
τιμή). Μετά από αντικατάσvτασvη των παραπάνω δεσvμευμένων μέσvων τιμών σvτη
σvχέσvη (3), κάνοντας τις πράξεις και χρησvιμοποιώντας τη σvυμμετρία της κανονικής

κατανομής και το ότι lim
d→+∞

ecd
ˆ b−d√

l

−∞
e−

s2

2 ds = 0, προκύπτει ότι η δίκαιη τιμή για

το Standard Lookback Put Option τη χρονική σvτιγμή t είναι:

Y ∗LP (t) = −e−rTX(t)

(
G(t)

X(t)

) 2r
σ2 σ2

2r
F (a1) + e−rTG(t)F (a2) +

X(t)e−rt
σ2

2r
F (a3)− e−rtX(t)F (−a3)

όπου:

a1 = −
ln
(
G(t)
X(t)

)
+ (T − t)

(
r − σ2

2

)
σ
√
T − t

a2 =
ln
(
G(t)
X(t)

)
− (T − t)

(
r − σ2

2

)
σ
√
T − t

a3 = −
ln
(
G(t)
X(t)

)
− (T − t)

(
r + σ2

2

)
σ
√
T − t

Ειδικότερα, επειδή G(0) = X(0), η δίκαιη τιμή του Standard Lookback Put Op-
tion τη χρονική σvτιγμή t = 0 προκύπτει εύκολα ότι ισvούται με:

YLP (0) = e−rTEQ( max
0≤s≤T

X(s)−X(T ))

= −e−rTX(0)
σ2

2r
F (a) + e−rTX(0)F (a) +X(0)

σ2

2r
F (b)−X(0)F (−b)

όπου a = −
√
T
( r
σ
− σ

2

)
και b =

√
T
( r
σ

+
σ

2

)
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4.4. Δίκαιη τιμή Up and In Barrier Call Option

Θα κλείσvουμε αυτό το κεφάλαιο με τον προσvδιορισvμό της δίκαιης τιμής για

ένα Up and In Barrier Call Option με φράγμα M . Αν και ο υπολογισvμός της
δίκαιης τιμής σvε τυχαίο χρόνο t ∈ [0, T ] δεν είναι ιδιαίτερα δύσvκολος (απαιτεί
χρήσvη χαρακτηρισvτικών σvυναρτήσvεων σvε σvυνδυασvμό με κάποιες ιδιότητες των

δεσvμευμένων μέσvων τιμών και της εκθετικής κίνησvης Brown, περίπου όπως και
σvτην περίπτωσvη της τιμολόγησvης των Lookback Options, ενώ χρησvιμοποιείται και
το Λήμμα 1 του κεφαλαίου αυτού), επειδή απαιτεί πολύ περισvσvότερες πράξεις θα
περιορισvτούμε σvτον προσvδιορισvμό της τη σvτιγμή t = 0. Η δίκαιη τιμή ισvούται με:

YB(0) = EQ(e−rT (X(T )−K)+I{ max
0≤s≤T

X(s)>M}(ω)) =

e−rTEQ((X(T )−K)I{ max
0≤s≤T

X(s) > M ∧X(T ) > K}(ω))

΄Εσvτω τώρα το μέτρο P ′ όπως σvτην απόδειξη του Λήμματος 3, αλλά με Wt σvτη

θέσvη του Bt και λ =
(
r
σ −

σ
2

)
(διότι έτσvι έχουμε X(t) = X(0)eσ(( rσ−

σ
2 )t+Wt) =

X(0)eσVt με Wt κίνησvη Brown ως προς το μέτρο Q). Αν θέσvουμε ακόμα λ1 =
lnM−lnX(0)

σ , λ2 = lnK−lnX(0)
σ , με τους σvυμβολισvμούς του Λήμματος 3 θα έχουμε:

YB(0) = e−rT
ˆ
{ max
0≤s≤T

X(s) > M ∧X(T ) > K}
(X(T )−K)dQ

= X(0)e−rT
ˆ
{ max
0≤s≤T

Vs > λ1 ∧ VT > λ2}
eσVT eλVT−

1
2λ

2T dP ′−

Ke−rT
ˆ
{ max
0≤s≤T

Vs > λ1 ∧ VT > λ2}
eλVT−

1
2λ

2T dP ′ = e−
λ2T
2 −rT×

(
X(0)

ˆ +∞

λ1

ˆ +∞

λ2

ez(λ+σ)g(y, z)dzdy −K
ˆ +∞

λ1

ˆ +∞

λ2

eλzg(y, z)dzdy

)

΄Οπως είδαμε και σvτην απόδειξη του Λήμματος 3, ισvχύει:

g(y, z) =
2

T

1√
2πT

e−
1

2T (2y−z)2(2y−z) =
2√
2πT

∂
(
e−

1
2T (2y−z)2

)
∂z

, y ≥ max{0, z}

και 0 σvτο υπόλοιπο R2. Παρατηρώντας ότι λ1 = lnM−lnX(0)
σ ≥ 0 (διαφορετικά το

κάτω φράγμαM δεν έχει νόημα σvτο παράγωγο), θέτονταςA = 2√
2πT

e−
λ2T
2 −rTX(0),
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B = 2√
2πT

e−
λ2T
2 −rTK, K∗ = Ke−rT (κατά τα γνωσvτά) και κάνοντας αντικατάσv-

τασvη και ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες σvτα παραπάνω ολοκληρώματα, προκύπτει:

YB(0) = A

ˆ +∞

λ1

[
e(λ+σ)z−

1
2T (2y−z)2

]y
λ2

dy−

A(λ+ σ)

ˆ +∞

λ1

ˆ y

λ2

e(λ+σ)z−
1

2T (2y−z)2dzdy−

B

(ˆ +∞

λ1

[
eλz−

1
2T (2y−z)2

]y
λ2

dy − λ
ˆ +∞

λ1

ˆ y

λ2

eλz−
1

2T (2y−z)2dzdy

)

= A

(ˆ +∞

λ1

e(λ+σ)y−
1

2T y
2

dy −
ˆ +∞

λ1

e(λ+σ)λ2− 1
2T (2y−λ2)

2

dy

)
−

A(λ+σ)

ˆ +∞

λ1

ˆ y

λ2

e(λ+σ)z−
1

2T (2y−z)2dzdy−e−λ
2T
2 −rT

2K√
2πT

ˆ +∞

λ1

eλy−
1

2T y
2

dy−

B

(
−
ˆ +∞

λ1

eλλ2− 1
2T (2y−λ2)

2

dy − λ
ˆ +∞

λ1

ˆ y

λ2

eλz−
1

2T (2y−z)2dzdy

)

= A

(
e

(λ+σ)2T
2

ˆ +∞

λ1

e−
1

2T ((λ+σ)T−y)2dy −
√
T

2

ˆ +∞

2λ1−λ2√
T

e(λ+σ)λ2− 1
2u

2

du

)
−

A(λ+ σ)

ˆ +∞

λ1

ˆ y

λ2

e(λ+σ)z−
1

2T (2y−z)2dzdy − 2K√
2πT

ˆ +∞

λ1

e
1
−2T (Tλ−y)2dy−

B

(
−
√
T

2

ˆ +∞

2λ1−λ2√
T

eλλ2− 1
2u

2

du− λ
ˆ +∞

λ1

ˆ y

λ2

eλz−
1

2T (2y−z)2dzdy

)
(4)

Ισvχύει όμως:

ˆ +∞

λ1

ˆ y

λ2

eλz−
1

2T (z−2y)2dzdy =

ˆ +∞

λ1

ˆ −y
λ2−2y

eλu+2λy− u22T dudy =
e
λ2T
2

2λ
×

ˆ +∞

λ1

∂(e2λy)

∂y

ˆ −y
λ2−2y

e−
1

2T (u−λT )2dudy =
e
λ2T
2

2λ

[
e2λy
ˆ −y
λ2−2y

e−
1

2T (u−λT )2du

]+∞
λ1

−
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e
λ2T
2

1

2λ

(
−
ˆ +∞

λ1

e2λye−
1

2T (y+λT )2dy + 2

ˆ +∞

λ1

e2λye−
1

2T (2y−λ2+λT )2dy

)

=
e
λ2T
2

2λ

(
−e2λλ1

ˆ −λ1

λ2−2λ1

e−
1

2T (u−λT )2du+ e−2λ
2T

ˆ +∞

λ1+λT

e2λu−
u2

2T du

)

−eλ
2T
2

1

2λ
eλ(λ2−λT )

ˆ +∞

2λ1−λ2+λT

eλu−
u2

2T du = −e
λ2T
2 +2λλ1

2λ

√
T

ˆ −λ1−λT√
T

λ2−2λ1−λT√
T

e−
s2

2 ds

+
e
λ2T
2

2λ

ˆ +∞

λ1+λT

e−
1

2T (u−2λT )2du− eλλ2

2λ

ˆ +∞

2λ1−λ2+λT

e−
1

2T (u−λT )2du

= −e
λ2T
2 +2λλ1

2λ

√
2πT

(
F

(
−λ1 − λT√

T

)
− F

(
λ2 − 2λ1 − λT√

T

))

+
e
λ2T
2

2λ

√
T

ˆ +∞

λ1−λT√
T

e−
1
2 s

2

ds− eλλ2

2λ

√
T

ˆ +∞

2λ1−λ2√
T

e−
1
2 s

2

ds

= −e
λ2T
2 +2λλ1

2λ

√
2πT

(
F

(
−λ1 − λT√

T

)
− F

(
λ2 − 2λ1 − λT√

T

))

+
e
λ2T
2

2λ

√
2πTF

(
λT − λ1√

T

)
− eλλ2

2λ

√
2πTF

(
λ2 − 2λ1√

T

)
Και ομοίως:

ˆ +∞

λ1

ˆ y

λ2

e(λ+σ)z−
1

2T (z−2y)2dzdy = −e
(λ+σ)2T

2 +2(λ+σ)λ1

2(λ+ σ)
×

√
2πT

(
F

(
−λ1 − (λ+ σ)T√

T

)
− F

(
λ2 − 2λ1 − (λ+ σ)T√

T

))
+

e
(λ+σ)2T

2

2(λ+ σ)

√
2πTF

(
(λ+ σ)T − λ1√

T

)
− e(λ+σ)λ2

2(λ+ σ)

√
2πTF

(
λ2 − 2λ1√

T

)
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Τα υπόλοιπα ολοκληρώματα της σvχέσvης (4), υπολογίζονται είτε άμεσvα είτε
σvχεδόν άμεσvα με αλλαγές μεταβλητής παρόμοιες με αυτές που κάναμε σvτους παρα-

πάνω υπολογισvμούς. ΄Ετσvι η σvχέσvη (4) δίνει τελικά:

YB(0) = 2Ae
(λ+σ)2T

2 F

(
−λ1 + (λ+ σ)T√

T

)
−Ae(λ+σ)λ2F

(
λ2 − 2λ1√

T

)

+Ae
(λ+σ)2T

2 +2(λ+σ)λ1

(
F

(
−λ1 − (λ+ σ)T√

T

)
− F

(
λ2 − 2λ1 − (λ+ σ)T√

T

))

−Ae
(λ+σ)2T

2 F

(
(λ+ σ)T − λ1√

T

)
+Ae(λ+σ)λ2F

(
λ2 − 2λ1√

T

)

−2K∗F

(
−λ1 + λT√

T

)
+Beλλ2F

(
λ2 − 2λ1√

T

)
−K∗e2λλ1F

(
−λ1 − λT√

T

)

+K∗e2λλ1F

(
λ2 − 2λ1 − λT√

T

)
+K∗F

(
λT − λ1√

T

)
−Beλλ2F

(
λ2 − 2λ1√

T

)

Κάνοντας αντικατάσvτασvη των A, B, K∗, λ, λ1, λ2 και πράξεις, γίνονται αρ-
κετές απλοποιήσvεις και προκύπτει ότι η δίκαιη τιμή για το Up and In Barrier Call
Option τη σvτιγμή t = 0 είναι:

YB(0) = X(0)F (−f1(M,X(0)))−Ke−rTF (−f2(M,X(0))) +

(
M

X(0)

) 2r
σ2

M
(
F (f1(X(0),M))− F

(
f1(X(0)K,M2)

))
−

(
M

X(0)

) 2r
σ2 X(0)Ke−rT

M

(
F (f2(X(0), M))− F

(
f2(X(0)K, M2)

))
όπου f1(x, y) =

ln( xy )−
(
r+σ2

2

)
T

σ
√
T

, f2(x, y) =
ln( xy )−

(
r−σ22

)
T

σ
√
T

και F κατά τα γνωσvτά

η σvυνάρτησvη κατανομής της τυποποιημένης κανονικής κατανομής.
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5. Εισvαγωγή σvτη Μέθοδο Monte Carlo

Με αυτό το κεφάλαιο ξεκινάει το υπολογισvτικό κομμάτι της εργασvίας. Η
μέθοδος Monte Carlo αποτελεί μια πολύ ισvχυρή μέθοδο προσvέγγισvης ποσvοτήτων
που δεν μπορούν να υπολογισvτούν αναλυτικά, η οποία σvτηρίζεται σvτους ασvυμπτωτικούς
νόμους της Θεωρίας Πιθανοτήτων. Η μέθοδος είναι απλή: υπολογίζουμε προσvεγ-
γισvτικά μέσvες τιμές αλλά και μη υπολογίσvιμα ολοκληρώματα τα οποία ανάγονται

σvε μέσvες τιμές τυχαίων μεταβλητών με γνωσvτές κατανομές, χρησvιμοποιώντας
δειγματικούς μέσvους τυχαίων δειγμάτων από τις κατανομές αυτές. Θυμίζουμε
ότι με βάσvη τον ισvχυρό νόμο των μεγάλων αριθμών, αν έχουμε μια ακολουθία
ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών X1, X2, ..., Xn από μια κατανομή με μέσvη τιμή

µ και διασvπορά σ2, αν η κατανομή αυτή ικανοποιεί κάποιες προϋποθέσvεις που
ισvχύουν για τις πιο κλασvικές κατανομές, τότε ισvχύει:

Yn =
X1 +X2 + ...+Xn

n
→ µ

με πιθανότητα 1. ΄Ετσvι για μεγάλες τιμές του n το Yn είναι μια καλή προσvέγγισvη
του µ. Από το κεντρικό οριακό θεώρημα έχουμε ότι

Yn ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
προσvεγγισvτικά για μεγάλα n, οπότε έτσvι βλέπουμε ότι η μέθοδος αυτή έχει ένα
σvημαντικό πλεονέκτημα: ΄Οσvο βελτιώνουμε την προσvέγγισvη, το σvφάλμα αυτής
σvυγκλίνει σvτο 0, όχι πολύ γρήγορα μεν, αλλά με ταχύτητα η οποία δεν εξαρτάται
από τη διάσvτασvη του προβλήματος. ΄Υσvτερα όμως από μια σvύντομη περιγραφή, ο
καλύτερος τρόπος για να κατανοήσvουμε καλά μια μέθοδο, είναι να δούμε μερικά
παραδείγματα:

Παράδειγμα 1:
΄Εσvτω f : [0, 1] → R σvυνάρτησvη Riemann ολοκληρώσvιμη. Να υπολογισvτεί

προσvεγγισvτικά το ολοκλήρωμα:

I =

ˆ 1

0

f(x)dx

Λύσvη:
Υποθέτουμε ότι έχουμε ένα μηχανισvμό ο οποίος επιλέγει σvημεία από το διάσvτημα

[0, 1], με ομοιόμορφο και τυχαίο τρόπο. Αυτό φαίνεται αδύνατο για έναν υπολο-
γισvτή. ΄Ομως αυτό που μας ενδιαφέρει εδώ είναι να επαληθεύονται ικανοποιητικά
οι ασvυμπτωτικοί νόμοι της Θεωρίας Πιθανοτήτων, χωρίς να έχουμε απαραιτήτως
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τυχαιότητα σvτην επιλογή των σvημείων αυτών. Το τελευταίο είναι εφικτό χρησvι-
μοποιώντας τους λεγόμενους ’μηχανισvμούς παραγωγής ψευδοτυχαίων δειγμάτων’.
΄Ενας τέτοιος μηχανισvμός θα μπορούσvε να είναι η καταγραφή ενός αριθμήσvιμου

και πυκνού σvτο [0, 1] σvυνόλου, όπως πχ το σvύνολο των ρητών σvτο διάσvτημα αυτό.
Για περισvσvότερα σvχετικά με το θέμα αυτό παραπέμπουμε σvτο [4]. ΄Εσvτω λοιπόν
ότι έχουμε έναν τέτοιο μηχανισvμό ο οποίος επιλέγει μια ακολουθία αριθμών:

U1, U2, U3, ...., Un ∈ [0, 1]

Ο Ισvχυρός Νόμος των Μεγάλων Αριθμών μας λέει ότι:

In =
f(U1) + f(U2) + ...+ f(Un)

n
→ I

με πιθανότητα 1 όταν n→ +∞. ΄Αρα για μεγάλες τιμές του n έχουμε πολύ καλές

προσvεγγίσvεις για το I. Μένει να εκτιμήσvουμε το σvφάλμα της προσvέγγισvης και την
ταχύτητα σvύγκλισvης αυτού σvτο 0, ώσvτε να ξέρουμε για πόσvο μεγάλες τιμές του
n έχουμε ικανοποιητικές προσvεγγίσvεις. Ας υποθέσvουμε ότι η f είναι τετραγωνικά
ολοκληρώσvιμη και έσvτω:

σ2
f =

ˆ 1

0

(f(x)− I)2dx

Από το κεντρικό οριακό θεώρημα, έχουμε ότι για σvχετικά μεγάλο n (πχ n ≥
30), μπορούμε να θεωρήσvουμε ότι η ποσvότητα In ακολουθεί κανονική κατανομή

N
(
I,

σ2
f

n

)
, ενώ μπορούμε είτε να εκτιμήσvουμε το σf από την ποσvότητα:

sf =

√∑n
k=1(f(Uk)− In)2

n− 1

ή ακόμα καλύτερα να το φράξουμε από μια γνωσvτή ποσvότητα (για παράδειγμα:´ 1
0

(f(x)− I)2dx ≤ 2
´ 1
0

(f2(x) + I2)dx = 2
´ 1
0
f2(x)dx+ 2(

´ 1
0
f(x)dx)2 ≤

≤ 2
´ 1
0
|f |2∞dx+2(

´ 1
0
|f |∞dx)2 = 4|f |2∞, αν η f είναι φραγμένη). ΄Ετσvι έχουμε

μια καλή εκτίμησvη του άγνωσvτου σvφάλματος, την οποία μπορούμε να κάνουμε όσvο
μικρή θέλουμε, επιλέγοντας κατάλληλα μεγάλο n.
Αν αντί για την παραπάνω μέθοδο, χρησvιμοποιούσvαμε κλασvικές μεθόδους όπως

αυτή του τραπεζίου ή αυτή του Simpson, θα είχαμε σvφάλματα που θα πήγαιναν
σvτο 0 με μεγαλύτερη ταχύτητα. Για παράδειγμα, η μέθοδος του τραπεζίου δίνει
σvφάλμα O(n−2) αντί για O(n−

1
2 )). ΄Ομως σvε όλες αυτές τις μεθόδους, η ταχύτητα

σvύγκλισvης του σvφάλματος σvτο 0 εξαρτάται από τη διάσvτασvη του ολοκληρώματος,
πράγμα που μπορούμε να επαληθεύσvουμε ότι δε σvυμβαίνει με την παραπάνω μέθοδο.
΄Ετσvι, αν η διάσvτασvη του ολοκληρώματος είναι d, μια μη-σvτοχασvτική μέθοδος δίνει
σvφάλμα της τάξεως του n−

2
d , το οποίο είναι πολύ χειρότερο από αυτό της παραπάνω

μεθόδου όταν το d είναι πολύ μεγάλο. Ειδικά αν το ολοκλήρωμα είναι άπειρης
διάσvτασvης (θα σvυναντήσvουμε τέτοια ολοκληρώματα σvτα επόμενα κεφάλαια), δεν
τίθεται καν θέμα σvύγκρισvης μεταξύ των μεθόδων αυτών.
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Γενικά σvτη μέθοδοMonte Carlo δε μπορούμε να βελτιώσvουμε την τάξη μεγέθους
του σvφάλματος, οπότε όταν δεν μπορούμε να εκτιμήσvουμε επαρκώς τις άγνωσvτες
σvταθερές που εμπλέκονται (όπως το σf σvτο παραπάνω παράδειγμα), το καλύτερο
που μπορούμε να κάνουμε είναι αντικατάσvτασvη αυτών με άλλες που είναι σvίγουρα

μικρότερες. Συγκεκριμένες μεθόδους για το σvκοπό αυτό θα παρουσvιάσvουμε σvτο
7ο κεφάλαιο της εργασvίας.

Παράδειγμα 2:
Να βρεθεί μια καλή προσvέγγισvη του αριθμού π.

Λύσvη:
Η λύσvη σvτο σvυγκεκριμένο πρόβλημα προσvέγγισvης θα υλοποιηθεί μέσvω του

Mathematica. Κατά τα γνωσvτά, επιλέγοντας τυχαία και ομοιόμορφα μιγαδικούς
αριθμούς z από το εσvωτερικό του τετραγώνου με κορυφές τα σvημεία (0, 0), (0, 1), (1, 0),
και (1, 1), η πιθανότητα να πετύχουμε σvημείο σvτο εσvωτερικό του κύκλου C με κέν-
τρο ( 1

2 ,
1
2 ) και ακτίνα 1

2 (ο οποίος περιέχεται σvτο τετράγωνο που αναφέραμε πιο
πάνω) ισvούται με τη εμβαδόν του κύκλου αυτού, δηλαδή π4 . ΄Αρα αν p είναι μια καλή
προσvέγγισvη της πιθανότητας αυτής, τότε η ποσvότητα 4p είναι μια καλή προσvέγ-
γισvη του αριθμού π. ΄Εσvτω ότι επιλέγουμε σvυνεχώς μιγαδικούς αριθμούς ομοιό-
μορφα και τυχαία (σvτην πραγματικότητα ψευδοτυχαία, αφού θα χρησvιμοποιήσvουμε
λογισvμικό Mathematica) από το εσvωτερικό του τετραγώνου που προαναφέραμε.
Τη σvτιγμή που επιλέγουμε τον n-ωσvτό μιγαδικό, θεωρούμε An το πλήθος των μι-
γαδικών που έχουν επιλεγεί και ανήκουν σvτο εσvωτερικό του κύκλου που αναφέραμε

πιο πάνω, τότε από τον Ισvχυρό Νόμο των Μεγάλων Αριθμών και σvύμφωνα με τα
παραπάνω, έχουμε με πιθανότητα 1:

lim
n→+∞

An
n

= E
(
I{z∈C}

)
= P (z ∈ C) =

π

4
⇒ lim

n→+∞

4An
n

= π

΄Αρα εκτελώντας το παραπάνω πείραμα σvτο Mathematica, η τιμή του 4Ann που θα
παρατηρήσvουμε, αναμένεται να είναι μια καλή προσvέγγισvη του αριθμού π.

Το παραπάνω πείραμα σvτο Mathematica για n = 4000000, υλοποιείται με τις
παρακάτω 3 εντολές:

1) k = 1 (δίνουμε αρχική τιμή σvτο μετρητή)
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2) For[i = 0, i < 4000000, i++, z = RandomComplex[]; If[Abs[z - (1/2 +
I*1/2)] < 1/2, k++, k = k]] (υπολογίζουμε το An)

3) k/1000000 // N (εμφανίζουμε το 4Ann σvτην οθόνη)

Η εκτέλεσvη αυτού του πειράματος 4 φορές σvτοMathematica, δίνει τα παρακάτω
4 αποτελέσvματα:

1) 3.14272

2) 3.1408

3) 3.14148

4) 3.13884

Βλέπουμε πως η παραπάνω διαδικασvία μας έδωσvε 4 σvχετικά καλές προσvεγγίσvεις
του αριθμού π, εκ των οποίων οι 3 πρώτες “πέτυχαν” σvωσvτά τα 3 πρώτα ψηφία (2
δεκαδικά), ενώ η τέταρτη “πέτυχε” σvωσvτά μόνο τα 2 πρώτα ψηφία (1 δεκαδικό).
Το ότι πρέπει να πάρουμε πολύ μεγαλύτερο n για να πετύχουμε καλύτερες προσvεγ-
γίσvεις, έχει να κάνει με το σvυμπέρασvμα του προηγούμενου παραδείγματος, σvύμ-
φωνα με το οποίο η σvύγκλισvη του σvφάλματος της μεθόδου Monte Carlo σvτο 0
είναι ιδιαίτερα αργή (σvυγκεκριμένα το σvφάλμα είναι O( 1√

n
)).

Εκτελέσvεις του πειράματος για σvημαντικά μεγαλύτερες τιμές του n δίνουν
σvχετικά καλύτερες προσvεγγίσvεις, αλλά απαιτούν υπερβολικά πολύ χρόνο για τον
υπολογισvτή. Μια εκτέλεσvη διάρκειας 3 ωρών περίπου, με n = 300000000, έδωσvε
την προσvέγγισvη π w 3.14169 με ακρίβεια 4 ψηφίων (3 δεκαδικών). Η βελτίωσvη
της προσvέγγισvης κατά 1 δεκαδικό ψηφίο ήταν αναμενόμενη, διότι η αύξησvη του n
ήταν περίπου της τάξης του 102, οπότε με βάσvη όσvα έχουμε δει, η μεταβολή του
σvφάλματος έπρεπε να είναι της τάξης του

1√
102

= 10−1.
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6. Τιμολόγησvη με τη Μέθοδο Monte Carlo

6.1. Εισvαγωγικά

Σε αυτό το κεφάλαιο θα υπολογίσvουμε προσvεγγισvτικά με τη μέθοδο Monte
Carlo, τις μέσvες τιμές που βρήκαμε σvτο 3ο κεφάλαιο ότι αντισvτοιχούν σvτις δίκαιες
τιμές των πιο γνωσvτών Δικαιωμάτων Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης. ΄Οπως εί-
δαμε σvτο προηγούμενο κεφάλαιο, αυτό θα κάνουμε είναι εκτίμησvη των μέσvων
τιμών με δειγματικούς μέσvους. ΄Οταν θα θέλουμε να προσvεγγίσvουμε την αξία του
παραγώγου σvε μια σvυγκεκριμένη χρονική σvτιγμή, για να πετύχουμε την καλύτερη
δυνατή ακρίβεια θα χρησvιμοποιούμε πολύ μεγαλύτερο μέγεθος δείγματος. Θα
χρησvιμοποιήσvουμε όμως τη μέθοδο αυτή και για να προσvεγγίσvουμε ολόκληρες

τροχιές για την ανέλιξη αξίας ενός παραγώγου, με βάσvη μια δεδομένη τροχιά για
την ανέλιξη αξίας μιας μετοχής. Στην περίπτωσvη αυτή μας ενδιαφέρει κυρίως
να επαληθεύσvουμε τους τύπους του 4ου κεφαλαίου για τις ανελίξεις αξίας και
δε μας ενδιαφέρει τόσvο η τέλεια προσvέγγισvη, οπότε για να εξοικονομούμε χρόνο
θα παίρνουμε μέγεθος n ≈ 1000 και σvυχνά θα παρατηρούμε σvφάλματα σvχετικά
μεγάλα. Οι αλγόριθμοι όλοι θα υλοποιηθούν σvτο λογισvμικό Mathematica, για
το οποίο μερικές βασvικές εντολές περιγράφονται σvτο Παράρτημα. ΄Οπως έχουμε
δει όμως, η κατανομή που εμφανίζεται κυρίως σvτην τιμολόγησvη παραγώγων εί-
ναι η κανονική κατανομή. Επομένως, έχοντας σvτον υπολογισvτή έναν αλγόριθμο
που παράγει ψευδοτυχαίους αριθμούς από την ομοιόμορφη κατανομή, θα πρέπει να
φτιάξουμε έναν αλγόριθμο που να παράγει ψευδοτυχαίους αριθμούς από την κανον-

ική κατανομή. Αυτό μπορεί να γίνει με τη μέθοδο της Αντίσvτροφης κατανομής,
μια μέθοδο με την οποία μπορούμε να φτιάξουμε ψευδοτυχαίους αριθμούς από

οποιαδήποτε κατανομή και η οποία βασvίζεται σvε ένα πολύ απλό αποτέλεσvμα:

Λήμμα:

΄Εσvτω χώρος πιθανότητας (Ω, F, P ), X τυχαία μεταβλητή με ομοιόμορφη

κατανομή σvτο [0, 1] και F η σvυνάρτησvη κατανομής πιθανότητας κάποιας σvυνεχούς
κατανομήςD (πχ της τυποποιημένης κανονικής κατανομής). Τότε η τυχαία μεταβλ-
ητή Y = F−1(X) ακολουθεί την κατανομή D.

Απόδειξη:

Για κάθε x ∈ R έχουμε:

P (Y ≤ x) = P (F−1(X) ≤ x) = P (X ≤ F (x)) = F (x)

και το ζητούμενο έπεται.
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΄Ετσvι αν μπορούμε να φτιάξουμε ψευδοτυχαίους αριθμούς U1, U2, ..., Un από
την ομοιόμορφη κατανομή σvτο [0, 1] και F είναι η σvυνάρτησvη κατανομής πιθανότη-
τας της τυποποιημένης κανονικής κατανομής, τότε οι αριθμοί F−1(U1), ...F−1(Un)
είναι ψευδοτυχαίοι αριθμοί από την τυποποιημένη κανονική κατανομή. Η σvυνάρτησvη
F−1 όμως δεν είναι γνωσvτή, οπότε οι τιμές της υπολογίζονται προσvεγγισvτικά. Για
παράδειγμα, αν θέλουμε να βρούμε το u = F−1(x), αυτό προκύπτει ως λύσvη της
εξίσvωσvης F (u) − x = 0 και μπορεί να υπολογισvτεί προσvεγγισvτικά με τη μέθοδο
Newton-Raphson:

uk+1 = uk −
F (uk)− x
f(uk)

όπου f είναι η σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας της τυποποιημένης κανονικής
κατανομής. Η προσvέγγισvη του u είναι το um για κάποιο φυσvικό m, αρχίζοντας
από κάποιο u0. Η μέθοδος της Αντίσvτροφης κατανομής είναι ίσvως η πιο απλή
που υπάρχει για αυτό το σvκοπό. Υπάρχουν και άλλες μέθοδοι οι οποίες είναι
πιο πολύπλοκες αλλά ίσvως και πιο αποτελεσvματικές και οι οποίες πάλι από ψευ-

δοτυχαίους αριθμούς της ομοιόμορφης κατανομής, παράγουν ψευδοτυχαίους αριθ-
μούς από άλλες κατανομές. Τέτοιες μέθοδοι είναι η μέθοδος Αποδοχής-Απόρριψης
και η μέθοδος του Ziggurat, για τις οποίες παραπέμπουμε σvτο [4] σvτη βιβλιογραφία.
Δε θα αναφερθούμε περισvσvότερο σvε τέτοιες μεθόδους, καθώς το Mathematica
υλοποιεί μια ιδιαίτερα αποτελεσvματική μέθοδο παραγωγής ψευδοτυχαίων αριθμών

από την τυποποιημένη κανονική κατανομή με μια μόνο εντολή.

6.2. Τιμολόγησvη European Call Option

΄Εφτασvε η ώρα να τιμολογήσvουμε το πιο απλό Δικαίωμα Προκαθορισvμένης Ωρί-

μανσvης, δηλαδή το European Call Option. Με τους σvυμβολισvμούς του 3ου κε-
φαλαίου, υποθέτουμε ότι έχουμε μια μετοχή η οποία ικανοποιεί το μοντέλο Black-
Scholes μεX(0) = 40, b = 0.5, σ = 0.07, r = 0.00045. Υπό το μέτρο πιθανότητας
Q, η ανέλιξη αξίας της μετοχής είναι X(t) = 40e−0.002t+0.07Bt με Bt μια τυπική
κίνησvη Brown. Ποια είναι η δίκαιη τιμή για ένα European Call Option για τη
μετοχή αυτή, με χρονική σvτιγμή ωρίμανσvης T = 30 (μέρες) και τιμή άσvκησvης
δικαιώματος K = 30; Για αρχή, ας προσvομοιώσvουμε μια τροχιά της ανέλιξης αξίας
της μετοχής σvτις χρονικές σvτιγμές {0, 0.5, ..., 29.5, 30}. Αυτό θα γίνει προσvο-
μοιώνοντας τις τιμές μιας τροχιάς της κίνησvης Brown Bt σvε αυτές τις χρονικές
σvτιγμές, μέσvω των διαδοχικών διαφορών αυτών οι οποίες θα είναι ανεξάρτητες
τυχαίες μεταβλητές με κατανομή N(0, 0.5). Ο παρακάτω αλγόριθμος, υλοποιη-
μένος σvτο Mathematica, μας δίνει μια τέτοια τροχιά σvτις σvυγκεκριμένες χρονικές
σvτιγμές:
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F[t_,y_]:=40*Exp[-0.002*t+0.07*y]

t=0; y=0; L=List[]; LB=List[]

For[i=0,i<61,i++,L=Join[L,List[F[t,y]]];LB=Join[LB,List[y]]t=t+0.5;
y=y+RandomVariate[NormalDistribution[0,Sqrt[0.5]]]]

Labeled[DiscretePlot[L[[2 t + 1]], {t, 0, 30, 0.5}, Joined -> True, AxesLabel
-> {"Time (days)", "Price (Euros)"}], "Fig 1: Simulated path for a stock of
volatility σv=0.07 and discount rate r=0.0007"]

Oι τιμές της ανέλιξης αξίας της μετοχής σvτις χρονικές σvτιγμές που εξετάζουμε απο-
θηκεύονται σvτη λίσvτα L, ενώ η λίσvτα LB περιέχει τις τιμές της κίνησvης Brown που
προσvομοιώσvαμε, καθώς αυτές θα μας χρειασvτούν παρακάτω. Η τελευταία εντολή
του παραπάνω αλγορίθμου μας δίνει το παρακάτω γράφημα σvτο οποίο βλέπουμε τη

ζητούμενη τροχιά:

Η δίκαιη τιμή τώρα για το European Call Option σvτην τυχαία χρονική σvτιγμή
t ∈ [0, 30] είναι:

Y (t) = ertY ∗(t) =

= E(e−r(T−t)(X(T )−K)+|Ft) = E(e−0.0135(40e−0.06+0.07B30 − 30)+|Ft)

= E(e−0.0135+0.00045t(40e−0.06+0.07Bt+0.07N − 30)+|Ft)

όπου N = B30 − Bt είναι ανεξάρτητο της σv-άλγεβρας Ft και έχει κατανομή
N(0, 30−t). Ο παρακάτω αλγόριθμος προσvεγγίζει με τη μέθοδοMonte Carlo την
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παραπάνω μέσvη τιμή για κάθε t ∈ {0, 0.5, ... , 29.5}, με βάσvη την κίνησvη Brown
και την ανέλιξη αξίας της μετοχής που προσvομοιώσvαμε παραπάνω, και βάζει τις
τιμές που προκύπτουν σvτη λίσvτα LMC:

LMC=List[];t=0

For[i=0,i<60,i++,S=0;For[j=0,j<1000,j++,W=Exp[-0.0135+0.00045*t]*
(F[30,RandomVariate[NormalDistribution[0,Sqrt[30-t]]]+LB[[i+1]]]-30)/
1000; If[W>0,S=S+W]];LMC=Append[LMC,S];t=t+0.5]

Για να κάνουμε σvυγκρίσvεις, θα πρέπει να υπολογίσvουμε και θεωρητικά τη δίκαιη
τιμή του European Call Option σvε κάθε t ∈ {0, 0.5, ... , 29.5}. Η δίκαιη τιμή τη
χρονική σvτιγμή t = 0, όπως έχουμε δει θα δίνεται από τον τύπο:

Y (0) = X(0)F
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)
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√
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√
T

2
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√
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− σ
√
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2


Παίρνοντας ως αρχικές χρονικές σvτιγμές κάποιες μεταγενέσvτερες, μέσvω μιας απλής
μεταφοράς κατά t, μπορούμε να αποφανθούμε ότι η δίκαιη τιμή σvτην τυχαία χρονική
σvτιγμή t < 30 είναι:

Y (t) = X(t)F
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
με K∗ = e−r(T−t)K = 30e−0.0135+0.00045t. Ακολουθεί ένας αλγόριθμος που
υπολογίζει τη δίκαιη τιμή του European Call Option σvε κάθε t ∈ {0, 0.5, ... , 29.5},
βάζει τα αποτελέσvματα σvε μια λίσvτα LT , και κάνει σvύγκρισvη με τα αντίσvτοιχα
προσvεγγισvτικά αποτελέσvματα που έδωσvε ο προηγούμενος αλγόριθμος:

LT=List[];U=0;t=0

For[i=0,i<60,i++,U=L[[i+1]]*CDF[NormalDistribution[],(0.0135-0.00045t+
Log[L[[i+1]]]-Log[30])/(0.07Sqrt[30-t])+0.035Sqrt[30-t]]-30Exp[-0.0135+
0.00045t]*CDF[NormalDistribution[],(0.0135-0.00045t+Log[L[[i+1]]]-
Log[30])/(0.07Sqrt[30-t])-0.035Sqrt[30-t]];LT=Append[LT,U];t=t+0.5]

Labeled[ListPlot[{Table[{i/2, LMC[[i]]}, {i, 1, 60}], Table[{i/2, LT[[i]]},
{i, 1, 60}]}, PlotLegend -> {"Monte Carlo Values", "Theoretical Values"},
LegendPosition -> {1, -0.2}, AxesLabel -> {"Time (days)", "Price (Euros)"}],
"Fig 2: Theoretical and Estimated Price Processes for a European Call Option
for a given stock path of volatility σv=0.07 and discount rate r=0.00045. Strike
Price: 30 euros, Strike time at: 30 days"]
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Η τελευταία εντολή εμφανίζει το παρακάτω γράφημα, σvτο οποίο οι ροζ κουκκίδες
παρισvτάνουν τις θεωρητικές τιμές της ανέλιξης αξίας του European Call Option
σvτις χρονικές σvτιγμές που εξετάσvαμε, ενώ οι αντίσvτοιχες μπλε κουκκίδες παρισvτά-
νουν τις αντίσvτοιχες Monte Carlo προσvεγγίσvεις των τιμών αυτών:

Βλέπουμε λοιπόν ότι η μέθοδος Monte Carlo προσvεγγίζει την θεωρητική αξία του
παραγώγου σvε κάθε χρονική σvτιγμή με αρκετά μεγάλη ακρίβεια.

΄Οπως είδαμε η θεωρητική δίκαιη τιμή για t = 0 είναι 12.0115 (ευρώ). Με
τον παρακάτω αλγόριθμο προσvεγγίζουμε την αξία του παραγώγου αυτού σvτη

σvυγκεκριμένη χρονική σvτιγμή, αλλά με πολύ μεγαλύτερο μέγεθος δείγματος έτσvι
ώσvτε να φανεί η καλύτερη δυνατή προσvέγγισvη που μπορούμε να πετύχουμε:

S=0

For[j=0,j<10000000,j++,W=Exp[-0.0135]*(F[30, RandomVariate[
NormalDistribution[0,Sqrt[30]]]]-30)/10000000; If[W>0,S=S+W]]

Το αποτέλεσvμα που παίρνουμε είναι 12.0108, δηλαδή έχουμε μια εξαιρετική ακρίβεια
4 ψηφίων.
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6.3. Τιμολόγησvη Geometric Asian Call Option

Στη σvυνέχεια θα ασvχοληθούμε με την τιμολόγησvη Asian Options, αρχίζοντας
από ένα Geometric Asian Call Option για την ίδια μετοχή με m = 8 και ξανά
K = 30. ΄Εχοντας προσvομοιώσvει μια τροχιά της ανέλιξης αξίας της μετοχής αυτής,
θα προσvομοιώσvουμε την αντίσvτοιχη τροχιά της ανέλιξης αξίας του παραγώγου

αυτού για t ∈ {0, 0.5 , ..., 22.5}. Θυμίζουμε ότι η δίκαιη τιμή τη χρονική σvτιγμή 0
είναι:

YG(0) = X(0)e−
σ2(m+1)

4 −rm−1
2 +

σ2(m+1)(2m+1)
12m F (D2 −D1)−Ke−rTF (−D1)

όπου:

D1 =
ln
(

K
X(0)

)
−
(
r − σ2

2

) (
T − m−1

2

)
σ
m

√
m(m+1)(2m+1)

6 + Tm2 −m3

και D2 = σ
m

√
m(m+1)(2m+1)

6 + Tm2 −m3, ενώ με απλή μεταφορά κατά t, όπως
και σvτην περίπτωσvη του European Call Option, μπορούμε να αποφανθούμε ότι η
αξία του Geometric Asian Call Option την τυχαία χρονική σvτιγμή t < T −m+ 1
είναι:

Y (t) = X(t)e−
σ2(m+1)

4 −rm−1
2 +

σ2(m+1)(2m+1)
12m F (D2 −D1)−Ke−r(T−t)F (−D1)

όπου:

D1 =
ln
(

K
X(t)

)
−
(
r − σ2

2

) (
T − t− m−1

2

)
σ
m

√
m(m+1)(2m+1)

6 + (T − t)m2 −m3

και D2 = σ
m

√
m(m+1)(2m+1)

6 + (T − t)m2 −m3. Η τιμολόγησvη για t ≥ T −m+1

δεν διαφέρει ιδιαίτερα ούτε έχει κανένα ιδιαίτερο ενδιαφέρον, οπότε δεν θα μας
απασvχολήσvει. Ο παρακάτω αλγόριθμος υπολογίζει τη θεωρητική αξία του Asian
Option που εξετάζουμε σvτις χρονικές σvτιγμές t ∈ {0, 0.5 , ..., 22.5}, όταν η ανέλιξη
αξίας της μετοχής είναι αυτή που προσvομοιώσvαμε, και βάζει τα αποτελέσvματα σvτη
λίσvτα LT :

LT=List[]; U=0; t=0

For[i=0,i<46,i++,D1=0.07/8*Sqrt[8*9*17/6+(30-t)*64-8*64];D2=
(Log[30/L[[i+1]]]+0.002*(30-t-3.5))/D1;U=L[[i+1]]*Exp[-(0.07)^2*9/4-
0.00045*7/2+(0.07)^2*9*17/96]*CDF[NormalDistribution[],-D2+D1]-
30*Exp[-0.00045*(30-t)]*CDF[NormalDistribution[],-D2];
LT=Append[LT,U];t=t+0.5]
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Υλοποιούμε τώρα τον αλγόριθμο που υπολογίζει προσvεγγισvτικά με τη μέθοδο

Monte Carlo, την αξία του παραγώγου αυτού σvτις ίδιες χρονικές σvτιγμές, ξανά
δεδομένου ότι παρατηρείται η προσvομοιωμένη τροχιά για την ανέλιξης αξίας της

μετοχής. Στη σvυνέχεια ο αλγόριθμος αυτός θα κάνει σvύγκρισvη με τα θεωρητικά
αποτελέσvματα του προηγούμενου αλγορίθμου. H αξία του Geometric Asian Call
Option τη χρονική σvτιγμή t < T −m+ 1, δίνεται από την παρακάτω δεσvμευμένη
μέσvη τιμή:

Y (t) = ertY ∗(t) = EQ

ert−rT
 m

√√√√m−1∏
i=0

X(T − i)−K

+

|Ft


όταν για κάθε i ∈ {0, 1, ..., m− 1} με m = 8 ισvχύει:

X(T − i) = X(30− i) = 40e−0.06+0.002i+0.07(Bt+d(7)+d(6)+...+d(i))

όπου οι τυχαίες μεταβλητές: d(7) = B23−Bt και d(i) = B30−i−B30−i−1 για i ∈
{0, 1, ..., 6} είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους, ανεξάρτητες της σv-άλγεβρας Ft, και
έχουν κατανομές N(0, 23− t) και N(0, 1) αντίσvτοιχα. Ο ζητούμενος αλγόριθμος
υλοποιείται σvτο Mathematica ως εξής:

LMC=List[]; t=0

For[s=0,s<46,s++,S=0;For[j=0,j<1000,j++,d7=RandomVariate[
NormalDistribution[0,Sqrt[23-t]]];v=RandomVariate[
NormalDistribution[],7];X[i_]:=F[31-i,Sum[v[[u]],{u,i,7}]
+d7+LB[[s+1]]];W=Exp[-0.0135+0.00045*t]((Product[X[i],{i,1,8}])^(1/8)-
30)/1000;If[W>0,S=S+W]];LMC=Append[LMC,S];t=t+0.5]

Labeled[ListPlot[{Table[{i/2, LMC[[i]]}, {i, 1, 46}], Table[{i/2, LT[[i]]},
{i, 1, 46}]}, PlotLegend -> {"Monte Carlo Values", "Theoretical Values"},
LegendPosition -> {1, -0.2},AxesLabel -> {"Time (days)", "Price (Euros)"} ],
"Fig 3: Theoretical and Estimated Price Processes for a Geometric Asian Call
Option for a given stock path of volatility σv=0.07 and discount rate r=0.00045.
Strike Price: 30 euros, Payoff Evaluation times: {23,24,...,29,30}"]

΄Οπως και σvτην περίπτωσvη του European Call Option, ο αλγόριθμος που υλοποιούμε
εμφανίζει σvε ένα γράφημα τις θεωρητικές τιμές της ανέλιξης αξίας του παραγώ-

γου σvτις διάφορες χρονικές σvτιγμές (ροζ κουκκίδες), και τις αντίσvτοιχες προσvεγ-
γισvτικές τιμές που δίνει η μέθοδος Monte Carlo (μπλε κουκκίδες). Το γράφημα
αυτό της αξίας του παραγώγου ως προς το χρόνο, παρουσvιάζεται σvτην αμέσvως
επόμενη σvελίδα.
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Παρατηρούμε ότι και πάλι η ακρίβεια της προσvέγγισvης είναι πολύ καλή, ενώ όπως
και σvτην περίπτωσvη του European Call Option, έτσvι και εδώ αν υπολογίσvουμε την
αξία για t = 0 θεωρητικά και με Monte Carlo με πολύ μεγάλο μέγεθος δείγματος,
θα δούμε ότι η ακρίβεια είναι εξαιρετική:

S=0

For[j=0,j<10000000,j++,d7=RandomVariate[NormalDistribution[0,Sqrt[23]]];
v=RandomVariate[NormalDistribution[],7];X[i_]:=F[31-i,Sum[v[[u]],
{u,i,7}]+d7];W=Exp[-0.0135]((Product[X[i],{i,1,8}])^(1/8)-30)/10000000;
If[W>0,S=S+W]]

Ο παραπάνω αλγόριθμος μας εμφανίζει μια Monte Carlo προσvέγγισvη της θεω-
ρητικής αρχικής δίκαιης τιμής LT[[1]]=11.54, χρησvιμοποιόντας δείγμα μεγέθους
n = 10000000. Η προσvεγγισvτική τιμή που προκύπτει είναι: 11.5461. Βλέπουμε
λοιπόν ότι έχουμε και πάλι ακρίβεια 4 ψηφίων!

6.4. Τιμολόγησvη Arithmetic Asian Call Option

Ας θεωρήσvουμε τώρα ένα Arithmetic Asian Call Option, το οποίο διαφέρει από
το Geometric μόνο σvτο ότι τη θέσvη του γεωμετρικού μέσvου που εμφανίζεται εντός
του θετικού μέρους εντός της μέσvης τιμής, την παίρνει ο αντίσvτοιχος αριθμητικός
μέσvος. ΄Εχουμε λοιπόν ότι για την ανέλιξη αξίας YA(t) του παραγώγου αυτού
ισvχύει:
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YA(t) = EQ
e−rT ( 1

m

m−1∑
i=0

X(T − i)−K

)+

|Ft


Ο υπολογισvμός αυτής της μέσvης τιμής όμως, είναι μάλλον αδύνατος για μεγάλα
n, οπότε η προσvεγγισvτική τιμολόγησvη με τη μέθοδο Monte Carlo είναι μάλλον
μονόδρομος. Επίσvης, επειδή δεν γνωρίζουμε τις θεωρητικές τιμές, για να έχουμε
μια εικόνα του πόσvο καλή είναι η προσvέγγισvη, θα πρέπει να εκτιμήσvουμε τις τάξεις
των σvφαλμάτων. ΄Αρα λοιπόν, με την εκτέλεσvη του πειράματος Monte Carlo σvε
κάθε χρονική σvτιγμή, θα χρειασvτούμε τώρα και την τυπική απόκλισvη σ√

n
= σ√

1000

του σvφάλματος, όπου με βάσvη το προηγούμενο κεφάλαιο το σ εκτιμάται από την
ποσvότητα:

s =

√∑n
k=1(xk −

∑n
i=1 xi
n )2

n− 1

με n = 1000 και {xi : i = 1, 2, ..., 1000} το σvύνολο των παρατηρήσvεων. Εύκολα

ισvχύει:
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√
n

n− 1

√∑n
k=1 x

2
k

n
−
(∑n

k=1 xk
n

)2

το οποίο είναι πιο εύχρησvτο σvτους υπολογισvμούς. Ακολουθεί τώρα μια τροποποίησvη
του αλγόριθμου Monte Carlo για το Geometric Option, η οποία προσvεγγίζει τις
τιμές της ανέλιξης αξίας του Arithmetic Asian Call Option και τις βάζει πάλι σvε
μια λίσvτα LMC, ενώ σvτη λίσvτα SE βάζει τις εκτιμήσvεις των τυπικών αποκλίσvεων
των αντίσvτοιχων σvφαλμάτων. Στο τέλος, ο αλγόριθμος αυτός μας εμφανίζει ένα
γράφημα σvτο οποίο εμφανίζονται τα προσvεγγισvτικά αποτελέσvματα μαζί με τις εκ-

τιμήσvεις των αντίσvτοιχων σvφαλμάτων:

LMC=List[];SE=List[];t=0

For[s=0,s<46,s++,S=0;S2=0;For[j=0,j<1000,j++,d7= RandomVariate[
NormalDistribution[0,Sqrt[23-t]]];v=RandomVariate[NormalDistribution[],7];
X[i_]:=F[30-i,Sum[v[[u]],{u,i,7}]+d7+LB[[s+1]]];W=Exp[-0.0135]*
((Sum[X[i],{i,1,8}])/8-30);If[W<0,W=0];S=S+W/1000;S2=S2+W^2/1000];
LMC= Append[LMC,S];SE=Append[SE,(1000/999*(S2-S^2))^(1/2)/
Sqrt[1000]];t=t+0.5]

Labeled[ErrorListPlot[ Table[{{i/2, LMC[[i]]}, ErrorBar[SE[[i]]]},
{i, 1, 46}], AxesLabel -> {"Time (days)", "Price (Euros)"}],"Fig 4: Estimated
Price Process for an Arithm. Asian Call Option for a given stock path of
volatility σv=0.07 and discount rate r=0.00045. Strike Price: 30 euros, Payoff
Evaluation times: {23, 24, ..., 29, 30}"]
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Το γράφημα που εμφανίζει ο αλγόριθμος αυτός είναι το ακόλουθο:

Παρατηρούμε ότι οι εκτιμήσvεις των σvφαλμάτων είναι πολύ μικρές σvε σvχέσvη με τις

προσvεγγισvτικές τιμές, πράγμα που σvημαίνει ότι και πάλι η προσvέγγισvη είναι πολύ
καλή. Το ότι τα σvφάλματα μειώνονται καθώς πλησvιάζουμε σvτη σvτιγμή T = 30,
οφείλεται σvτο ότι η διασvπορά της εκτιμήτριας είναι αύξουσvα σvυνάρτησvη του T − t.
Παρατηρούμε επίσvης ότι οι προσvεγγισvτικές τιμές δεν διαφέρουν ιδιαίτερα σvε σvχέσvη

με αυτές του Geometric Asian Call Option. Το τελευταίο έχει να κάνει με το
ότι τα δύο παράγωγα είναι της ίδιας φύσvης και θα παίξει σvημαντικό ρόλο σvτο

επόμενο κεφάλαιο, όπου θα παρουσvιάσvουμε μια τεχνική ελάττωσvης διασvποράς η
οποία χρησvιμοποιεί το Geometric Asian Option για να ελαττώσvει τη διασvπορά
που έχουμε σvτην τιμολόγησvη του Arithmetic Asian Call Option.

6.5. Τιμολόγησvη Lookback Put Option

Θα προχωρήσvουμε τώρα σvτην τιμολόγησvη των πιο σvύνθετων παραγώγων που

έχουμε αναφέρει, τα οποία είναι το Standard Lookback Put Option και το Up
and In Barrier Call Option. Θα δουλέψουμε με την ίδια μετοχή αλλά θα προσvο-
μοιώσvουμε νέες τροχιές για την ανέλιξη αξίας αυτής με διαφορετικούς τρόπους,
καθώς πλέον μας ενδιαφέρουν οι μέγισvτες τιμές αυτής σvε σvυνεχείς τροχιές σvε διά-

φορα υποδιασvτήματα χρόνου. Στην τιμολόγησvη του Lookback Option, θα προσvο-
μοιώσvουμε τις τροχιές που θέλουμε κάνοντας απλά πολύ μικρότερες διαμερίσvεις

σvτα χρονικά διασvτήματα, ώσvτε να πετύχουμε μια ικανοποιητική προσvέγγισvη του
σvυνεχούς. Η προσvομοίωσvη της τροχιάς με βάσvη την οποία θα εξετάσvουμε τις
ανελίξεις αξίας των παραγώγων που θα δούμε από εδώ και πέρα, γίνεται με τον
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αλγόριθμο που ακολουθεί. Ο αλγόριθμος αυτός κρατάει σvε μια λίσvτα L2 τις τιμές
που προσvομοιώνονται μόνο για t ∈ {0, 0.5 , ..., 30}, ενώ σvτη λίσvτα MList βάζει
για κάθε τέτοιο t, τη μέγισvτη τιμή που παρατηρούνται μέχρι τη σvτιγμή t.

M=0; t=0; y=0; L=List[]; LB=List[]; L2=List[]; MList=List[]

For[i=0,i<30001,i++,u=F[t,y];L=Append[L,u];LB=Append[LB,y];If[u>M,
M=u];If[IntegerQ[i/500],L2=Append[L2, u];MList=Append[MList,M]];
t=t+0.001;y=y+RandomVariate[NormalDistribution[0, Sqrt[0.001]]]]

Labeled[DiscretePlot[L[[1000 t + 1]], {t, 0, 30, 0.001}, Joined -> True,
AxesLabel -> {"Time (days)", "Price (Euros)"}], "Fig 5: Simulated path for
a stock of volatility σv=0.07 and discount rate r=0.0007, with very small step"]

Η τελευταία εντολή μας εμφανίζει την τροχιά που προσvομοιώνει ο αλγόριθμος:

Πάμε τώρα σvτην τιμολόγησvη του Standard Lookback Put Option το οποίο, με
τους σvυμβολισvμούς του κεφαλαίου 4, τη χρονική σvτιγμή t < T έχει αξία:

YLP (t) = ertY ∗LP (t) = −e−r(T−t)X(t)

(
G(t)

X(t)

) 2r
σ2 σ2

2r
F (a1) +

e−r(T−t)G(t)F (a2) +X(t)
σ2

2r
F (a3)−X(t)F (−a3)

όπου:

a1 = −
ln
(
G(t)
X(t)

)
+ (T − t)

(
r − σ2

2

)
σ
√
T − t

,
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a2 =
ln
(
G(t)
X(t)

)
− (T − t)
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√
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a3 = −
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(
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2

)
σ
√
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Ο παρακάτω αλγόριθμος υπολογίζει και βάζει σvε μια λίσvτα LT , τις θεωρητικές τιμές
της ανέλιξης αξίας ενός Standard Lookback Put Option σvτις χρονικές σvτιγμές
t με t ∈ {0, 0.5 , ..., 29.5}, όταν η τροχιά της ανέλιξης αξίας της μετοχής που
παρατηρείται είναι αυτή που προσvομοιώσvαμε παραπάνω:

t=0; LT=List[]

For[i=0,i<60,i++,A1=-(Log[MList[[i+1]]/L2[[i+1]]]-0.002(30-t))/
(0.07*Sqrt[30-t]);A2=(Log[MList[[i+1]]/L2[[i+1]]]+0.002(30-t))/
(0.07*Sqrt[30-t]);A3=-(Log[MList[[i+1]]/L2[[i+1]]]+(0.002 - (0.07)^2)(30-t))/
(0.07* Sqrt[30-t]);P=Exp[-0.0135+0.00045t]*(-L2[[i+1]]*(MList[[i+1]]/
L2[[i+1]])^(0.0009/(0.07)^2)*(0.07)^2/0.0009*CDF[NormalDistribution[],A1]+
MList[[i+1]]*CDF[NormalDistribution[],A2])+L2[[i+1]]*(0.07)^2/0.0009*
CDF[NormalDistribution[],A3]-L2[[i+1]]*CDF[NormalDistribution[],-A3];
LT=Append[LT,P];t=t+0.5]

Για την προσvεγγισvτική τιμολόγησvη του παραγώγου αυτού με Monte Carlo,
θυμίζουμε ότι η αξία του τη χρονική σvτιγμή t, προέκυψε για κάθε t < T από τον
υπολογισvμό της ακόλουθης μέσvης τιμής:

YLP (t) = ertY ∗LP (t) = ertEQ
(
e−rT

(
max

0≤s≤T
X(s)−X(T )

)
|Ft
)

Θα υλοποιηθεί ένας αλγόριθμος που υπολογίζει τη μέσvη τιμή αυτή με τη μέθοδο

Monte Carlo για κάθε t ∈ {0, 0.5 , ..., 29.5}, σvτη σvυνέχεια βάζει τις τιμές που
προκύπτουν σvτη λίσvτα LMC, και τέλος κάνει σvυγκρίσvεις με τα αντίσvτοιχα θεω-
ρητικά αποτελέσvματα που έχουν αποθηκευτεί σvτη λίσvτα LT . Επειδή ο αλγόριθμος
αυτός πρέπει να προσvομοιώνει σvυνεχώς τροχιές μιας κίνησvης Brown με πολύ μικρές
διαμερίσvεις, η πολυπλοκότητά του είναι πολύ μεγαλύτερη σvε σvχέσvη με αυτή των
προηγούμενων αλγορίθμων Monte Carlo που έχουμε δει. Για το λόγο αυτό, θα
μειώσvουμε τις επαναλήψεις σvε κάθε εκτέλεσvη πειράματος Monte Carlo από 1000
σvε 625 = 252, πράγμα που με βάσvη το προηγούμενο κεφάλαιο μπορεί να μειώσvει
την ακρίβεια των προσvεγγίσvεων κατά το πολύ 1 ψηφίο. Αρχικά ας παρατηρήσvουμε
ότι για κάθε t < T έχουμε:

max
0≤s≤T

X(s) = max{max
0≤s≤t

X(s), max
t≤s≤T

X(s)}
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οπότε σvε κάθε επανάληψη θα γνωρίζουμε το max
0≤s≤t

X(s) και θα πρέπει να προσvο-

μοιώνουμε το max
t≤s≤T

X(s), πράγμα που απαιτεί την προσvομοίωσvη μιας τροχιάς της

ανέλιξης X(s) = X(t)e−0.002(s−t)+0.07Ws για T ≥ s ≥ t, με Ws = Bs − Bt
που είναι ξανά μια κίνησvη Brown ορισvμένη για T ≥ s ≥ t. Ο αλγόριθμος που
θα φτιάξουμε θα υπολογίζει και τα τυπικά σvφάλματα, θα τα βάζει σvε μια λίσvτα
SE και θα τα εμφανίζει σvε ένα γράφημα μαζί με τα υπόλοιπα αποτελέσvματα,
ακριβώς όπως έκανε και ο αλγόριθμος Monte Carlo για το Arithmetic Asian
Option. Αυτό το χρειαζόμασvτε διότι οι αποκλίσvεις αναμένονται να είναι σvχετικά
μεγάλες, καθώς όπως αναφέραμε πιο πάνω, λόγω των λιγότερων επαναλήψεων θα
χάσvουμε λίγο σvτην ακρίβεια, ενώ θα έχουμε και ένα επιπλέον σvφάλμα λόγο του
ότι προσvομοιώνουμε σvυνεχείς τροχιές με πεπερασvμένο πλήθος σvημείων (σvφάλμα
διακριτοποίησvης). Παρακάτω βλέπουμε το πως υλοποιείται ο αλγόριθμος αυτός
σvτο Mathematica:

t=0;LMC=List[];SE=List[]

For[i=0,i<60,i++,S=0;S2=0;F2[s_,y_]:=L2[[i+1]]*Exp[-0.002(s-t)+0.07y];
For[j=0,j<625,j++,s=t;y=0;M=MList[[i+1]];While[s<30.001,If[F2[s,y]>M,M=
F2[s,y]];s=s+0.001;y=y+RandomVariate[NormalDistribution[0,Sqrt[0.001]]]];
Pr=Exp[-0.0135]*(M-F2[s,y]);S=S+Pr/625;S2=S2+(Pr)^2/625];t=t+0.5;
LMC=Append[LMC,S];SE=Append[SE,(625/624*(S2-S^2))^(1/2)/25]]

Labeled[ErrorListPlot[{Table[{{i/2, LMC[[i]]}, ErrorBar[SE[[i]]]}, {i, 1, 60}],
Table[{{i/2, LT[[i]]}, ErrorBar[0]}, {i, 1, 60}]}], "Fig 6: Theoretical and
Estimated Price Processes for a Lookback Put Option for a given stock path of
volatility σv=0.07 and discount rate r=0.00045. Strike time at: 30 days" ]

Η τελευταία εντολή του αλγορίθμου μας εμφανίζει το παρακάτω γράφημα:
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Τα τυπικά σvφάλματα που παρατηρούνται γύρω από τις προσvεγγισvτικές δίκαιες τιμές

(μπλε κουκκίδες) σvε κάθε χρονική σvτιγμή, είναι αρκετά μεγάλα και σvε κάποιες
περιπτώσvεις φτάνουν περίπου μέχρι και το 7.5% των προσvεγγισvτικών αποτελεσvμάτων.
Αν είχαμε χρησvιμοποιήσvει μεγαλύτερα δείγματα σvτις εκτελέσvεις Monte Carlo, θα
είχαμε σvίγουρα πολύ μικρότερα τυπικά σvφάλματα, αλλά αυτό θα απαιτούσvε ακόμα
και μέρες λόγο της πολύ μεγάλης πολυπλοκότητας του αλγορίθμου και του αργού

επεξεργασvτή που έχουμε σvτη διάθεσvή μας. Παρατηρούμε επίσvης ότι οι θεωρητικές
δίκαιες τιμές του παραγώγου (ροζ κουκκίδες), σvε κάποιες χρονικές σvτιγμές ξε-
φεύγουν από τα όρια των τυπικών σvφαλμάτων. Αυτό οφείλεται σvτο ότι η διακρι-
τοποίησvη που κάναμε έχει ως σvυνέπεια η εκτιμήτρια Monte Carlo να παύει να είναι
αμερόληπτη, ενώ προφανώς αν κάναμε μια πιο λεπτή διαμέρισvη θα είχαμε μικρότερη
μεροληψία και άρα καλύτερες προσvεγγίσvεις. Υπάρχουν κάποιες μέθοδοι με τις
οποίες μειώνουμε τη μεροληψία που προκύπτει από διακριτοποίησvη, αλλά αυτές δε
θα μας απασvχολήσvουν σvε αυτή την εργασvία (για περισvσvότερα παραπέμπουμε σvτο
[4] σvτη βιβλιογραφία).

6.6. Τιμολόγησvη Up and in Barrier Call Option

Για την τιμολόγησvη ενός Up and In Barrier Call Option, θα προσvομοιώσvουμε
τροχιές για την ανέλιξη αξίας της μετοχής με την μέθοδο της “Γέφυρας Brown”.
Θυμίζουμε ότι σvτην τιμολόγησvη του σvυγκεκριμένου παραγώγου, το μόνο που μας
ενδιαφέρει είναι η τελική τιμή της ανέλιξης αξίας της μετοχής και τον αν αυτή

λαμβάνει τιμές μεγαλύτερες από ένα φράγμα, οπότε και το παράγωγο παύει να
ισvχύει. Η μέθοδος αυτή προσvομοιώνει την τροχιά μιας κίνησvης Brown σvε ένα
πεπερασvμένο διάσvτημα με ομοιόμορφο τρόπο, οπότε σvτις περισvσvότερες περιπτώσvεις
ανιχνεύει γρήγορα μια τροχιά που οδηγεί σvτην παύσvη της ισvχύος του παραγώγου,
με αποτέλεσvμα να εξοικονομούμε αρκετό χρόνο. Ας δούμε όμως το πως λειτουργεί
η σvυγκεκριμένη μέθοδος: Στο πρώτο βήμα προσvομοιώνουμε την τελική τιμή της
κίνησvης Brown BT η οποία έχει κατανομή N(0, T ). Επαγωγικά, θεωρούμε ότι σvτο
βήμα m ≥ 1 έχουμε προσvομοιώσvει την τροχιά της κίνησvης Brown σvτα ενδιάμεσvα

σvημεία: 0 < tm,1, tm,2, ..., tm,k(m) < T με k(m) =

m−1∑
i=1

2i−1, και σvτα ακραία σvη-

μεία tm,0 = 0 και tm,k(m)+1 = T . Στο επόμενο βήμα προσvομοιώνουμε την τροχιά
σvτα ενδιάμεσvα σvημεία: 0 < tm+1,1, tm+1,2, ..., tm+1,k(m+1) < T με tm+1,2s = tm,s
για s ∈ {1, 2, ..., k(m)} και tm+1,2s−1 =

tm,s−1+tm,s
2 για s ∈ {1, 2, ..., k(m)+1},

οπότε έχουμε σvυνολικά k(m + 1) = 2k(m) + 1 =

(m+1)−1∑
i=1

2i−1 ενδιάμεσvα σvημεία

και η επαγωγή είναι πλήρης. Η προσvομοίωσvη σvτο επαγωγικό βήμα, απαιτεί τη
γνώσvη της κατανομής της τ.μ Bsi όταν είναι δεδομένες οι τιμές των {Bsj : 1 ≤
j ≤ n, j 6= i} με n ∈ N και s1 < s2 < ... < sn. Εύκολα μπορούμε να δούμε
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ότι μας αρκεί να βρούμε την κατανομή της προσvαύξησvης Bsi −Bsi−1 όταν γνωρί-

ζουμε τις τιμές των προσvαυξήσvεων της ανέλιξης: {Bsj : 1 ≤ j ≤ n, j 6= i} και
του Bs1 , οι οποίες είναι όλες ανεξάρτητες μεταξύ τους τυχαίες μεταβλητές, ενώ
μόνο η Bsi+1

−Bsi−1
δεν είναι ανεξάρτητη της Bsi −Bsi−1

. ΄Αρα τελικά θέλουμε
την κατανομή της τ.μ W1 = Bsi − Bsi−1

δεδομένης της W2 = Bsi+1
− Bsi−1

,
όταν προφανώς οι W1, W2 και W2 −W1 έχουν κανονικές κατανομές N(0, si −
si−1), N(0, si+1−si−1) και N(0, si+1−si) αντίσvτοιχα, ενώ οιW2−W1, W1 είναι

ανεξάρτητες. Αν fX1, X2, ... ,Xd είναι ο σvυμβολισvμός της σvυνάρτησvης πυκνότητας

πιθανότητας για μια d−διάσvτατη τυχαία μεταβλητή (X1, X2, ..., Xd), τότε για τη
ζητούμενη δεσvμευμένη κατανομή η σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας θα είναι:

f(x, y) =
fW1,W2

(x, y)

fW2(y)
=
fW2−W1,W1

(y − x, x)

fW2(y)
=
fW2−W1

(y − x)fW1
(x)

fW2(y)
=

1√
2π

√
si+1 − si−1

(si+1 − si)(si − si−1)
e
− 1

2

(
(x−y)2
si+1−si

+ x2

si−si−1
− y2

si+1−si−1

)
=

1√
2π

√
si+1 − si−1

(si+1 − si)(si − si−1)
e
− 1

2

si+1−si−1
(si+1−si)(si−si−1)

(
x− si−si−1

si+1−si−1
y
)2

η οποία είναι σv.π.π κανονικής κατανομής N( si−si−1

si+1−si−1
y, (si+1−si)(si−si−1)

si+1−si−1
). Κάτω

από τις δεσvμεύσvεις της δεσvμευμένης κατανομής του W1 που εξετάζουμε, είναι
y = Bsi+1

− Bsi−1
ενώ το Bsi−1

είναι σvταθερό, οπότε το Bsi = W1 + Bsi−1

έχει κανονική κατανομή N( si−si−1

si+1−si−1
(Bsi+1

−Bsi−1
) +Bsi−1

, (si+1−si)(si−si−1)
si+1−si−1

),

δηλαδή N( si−si−1

si+1−si−1
Bsi+1

+ si+1−si
si+1−si−1

Bsi−1
, (si+1−si)(si−si−1)

si+1−si−1
). ΄Οταν τα διαδο-

χικά sj έχουν σvταθερή απόσvτασvη r, τότε η σvυγκεκριμένη κανονική κατανομή είναι
η N(

Bsi+1
+Bsi−1

2 , r2 ).

Θα χρησvιμοποιήσvουμε τώρα την παραπάνω μέθοδο για την προσvομοίωσvη των

τροχιών που απαιτεί ο αλγόριθμος, ο οποίος τιμολογεί προσvεγγισvτικά τη σvτιγμή
t = 0 για τη μετοχή των προηγούμενων παραδειγμάτων, ένα Up and In Barrier
Call Option με τιμή άσvκησvης δικαιώματος K = 30 και άνω φράγμα M = 44
(ευρώ). Θυμίζουμε ότι με τους σvυμβολισvμούς του 4ου κεφαλαίου, η αξία του
παραγώγου αυτού για t = 0 είναι:

YB(0) = X(0)F (−f1(M,X(0)))−Ke−rTF (−f2(M,X(0))) +

(
M

X(0)

) 2r
σ2

M
(
F (f1(X(0),M))− F

(
f1(X(0)K,M2)

))
−

(
M

X(0)

) 2r
σ2 X(0)Ke−rT

M

(
F (f2(X(0), M))− F

(
f2(X(0)K, M2)

))
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όπου f1(x, y) =
ln( xy )−

(
r+σ2

2

)
T

σ
√
T

, f2(x, y) =
ln( xy )−

(
r−σ22

)
T

σ
√
T

και F κατά τα γνωσvτά

η σvυνάρτησvη κατανομής της τυποποιημένης κανονικής κατανομής.

Παρακάτω υπολογίζουμε τη θεωρητική αξία του παραγώγου αυτού, κάνοντας αν-
τικατάσvτασvη και πράξεις σvτο Mathematica:

F1[x_,y_]:=(Log[x/y]+0.06-(0.07)^2*30)/(0.07*Sqrt[30])

F2[x_,y_]:=(Log[x/y]+0.06)/(0.07*Sqrt[30])

40*CDF[NormalDistribution[],-F1[44,40]]-30*Exp[-0.0135]*
CDF[NormalDistribution[],-F2[44,40]]+(44/40)^(0.0009/(0.07)^2)*
(44*(CDF[NormalDistribution[],F1[40,44]]-CDF[NormalDistribution[],
F1[40*30,44^2]])-40*30*Exp[-0.0135]/44*(CDF[NormalDistribution[],
F2[40,44]]- CDF[NormalDistribution[],F2[40*30,44^2]]))

Το αποτέλεσvμα που εμφανίζεται είναι: 11.6543.

Για να δούμε τώρα πόσvο ακριβής είναι η τιμολόγησvη μεMonte Carlo, θυμίζουμε
ότι η αξία του παραγώγου που εξετάζουμε ισvούται με τη μέσvη τιμή:

Y (0) = EQ(e−rT (X(T )−K)+I{ max
0≤s≤T

X(s)>M})

οπότε ο αλγόριθμος Monte Carlo που υπολογίζει προσvεγγισvτικά τη σvυγκεκριμένη
αξία, υλοποιείται σvτο Mathematica ως εξής:

S=0;S2=0

For[i=0,i<10000,i++,B=0;LastBrown=RandomVariate[NormalDistribution[0,
Sqrt[30]]];LastValue=F[30,LastBrown];ValueList=List[40,LastValue];
BrownList=List[0,LastBrown]; For[j=1,j<13,j++,L=Length[ValueList];
t=30/(2^j); For[k=0,k<L-1,k++,NewBrown=RandomVariate[
NormalDistribution[(BrownList[[k+1]]+BrownList[[k+2]])/2,Sqrt[30/
(2^(j+1))]]];BrownList=Insert[BrownList,NewBrown,2k+2];ValueList=
Insert[ValueList,F[t,NewBrown],2k+2];t=t+30/2^(j-1)];If[Max[ValueList]
>44,B=1;Break[]]];If[B==1,S=S+Max[0,LastValue-30]/10000;S2=S2+
(Max[0,LastValue-30])^2/10000]]

Price=S;Error=((10000/9999)*(S2-S^2))^(1/2)/100

Η εντολή Break[] που εμφανίζεται σvτον αλγόριθμο, σvταματάει τον περιττό υπολ-
ογισvμό ενδιάμεσvων τιμών για την ανέλιξη αξίας της μετοχής, όταν παρατηρηθεί
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τιμή για τη μετοχή μεγαλύτερη από το άνω φράγμα. Οι δύο τελευταίες εντολές
τώρα, μας δίνουν αντίσvτοιχα το προσvεγγισvτικό αποτέλεσvμα και μια καλή προσvέγ-
γισvη του σvφάλματος. Οι τιμές που εμφανίζονται για τις ποσvότητες αυτές, είναι
Price = 11.5056 και Error = 0.147263. Βλέπουμε λοιπόν ότι η προσvέγγισvη είναι
πολύ καλή, ενώ το σvφάλμα της προσvέγγισvης είναι 11.6543 - 11.5056 = 0.148654
και διαφέρει ελάχισvτα από το προσvεγγισvτικό σvφάλμα, οπότε και η μεροληψία της
διακριτοποίησvης είναι εξαιρετικά μικρή. Το σvχετικό σvφάλμα είναι περίπου 1.5%
και με μεγαλύτερο δείγμα σvτη μέθοδο Monte Carlo θα μπορούσvε να γίνει πολύ
πιο μικρό, όμως αυτό θα απαιτούσvε πολύ περισvσvότερο υπολογισvτικό χρόνο οπότε
θα αρκεσvτούμε σvε μια ελάττωσvη αυτού με μεθόδους που θα δούμε σvτο επόμενο

κεφάλαιο.
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7. Μέθοδοι Ελάττωσvης Διασvποράς

7.1. Εισvαγωγικά

Στο τελευταίο αυτό κεφάλαιο θα δούμε τρεις βασvικές μεθόδους για την ελάτ-

τωσvη της διασvποράς σvτις μεθόδουςMonte Carlo, και θα δούμε με παραδείγματα ότι
αυτές βελτιώνουν εξαιρετικά την ακρίβεια σvτην τιμολόγησvη παραγώγων με Monte
Carlo. Οι μέθοδοι που θα δούμε είναι η μέθοδος των μεταβλητών ελέγχου, η
μέθοδος των αντιθετικών μεταβλητών και η μέθοδος importance sampling. Στο
κεφάλαιο αυτό, αντί του λογισvμικού Mathematica θα χρησvιμοποιηθεί κυρίως το
σvτατισvτικό πακέτο R, το οποίο είναι πιο εύχρησvτο σvτη σvύγκρισvη διασvπορών. Περι-
γραφή μερικών βασvικών εντολών του πακέτου R μπορεί να βρεθεί σvτο Παράρτημα.

7.2. Μέθοδος Μεταβλητών Ελέγχου

Η πρώτη μέθοδος Ελάττωσvης Διασvποράς που θα δούμε είναι η μέθοδος των

Μεταβλητών Ελέγχου. Υποθέτουμε ότι έχουμε ένα δείγμα Y1, Y2, ..., Yn μιας
τυχαίας μεταβλητής Y από μια κατανομή με μέσvη τιμή µ και διασvπορά σ2

y. Η
μέθοδος Monte Carlo για την προσvέγγισvη της παραμέτρου µ βασvίζεται σvτο ότι
ισvχύει:

lim
n→+∞

Y1 + Y2 + ...+ Yn
n

= µ

με πιθανότητα 1. Η εκτιμήτρια της άγνωσvτης μέσvης τιμής είναι ο δειγματικός μέσvος
Ȳn = Y1+...+Yn

n και έχει διασvπορά
σ2

n . ΄Εσvτω τώρα ένα άλλο δείγμαX1, X2, ..., Xn

μιας άλλης τυχαίας μεταβλητής X με X̄n = X1+X2+...+Xn
n και θεωρούμε Zi(b) =

Yi − b(Xi − E(X))∀i ∈ {1, 2, ..., n} με b ∈ R και Z̄n(b) = Z1(b)+Z2(b)+...+Zn(b)
n .

Προφανώς το Z̄n(b), ακριβώς όπως και το Ȳn, είναι μια αμερόληπτη εκτιμήτρια του
µ. Η μέθοδος που εξετάζουμε βασvίζεται σvτον προσvδιορισvμό του b έτσvι ώσvτε
η διασvπορά της εκτιμήτριας Z̄n(b) να γίνεται η ελάχισvτη δυνατή. Αν έχουμε
σ2
x = V ar(X) και %xy = Cov(X,Y )√

V ar(X)V ar(Y )
= Cov(X,Y )

σxσy
είναι ο σvυντελεσvτής προσv-

διορισvμού των δύο τυχαίων μεταβλητών, τότε είναι απλό να δείξουμε ότι ισvχύει:

V ar(Z̄n(b)) =
1

n
(V ar(Y ) + V ar(b(X − E(X)))− 2Cov(Y, b(X − E(X))))

=
1

n
(b2σ2

x + σ2
y − 2bσxσy%xy).
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Η παράσvτασvη αυτή είναι ένα τριώνυμο δεύτερου βαθμού ως προς b, με ελάχισvτη
τιμή κατά τα γνωσvτά για b = b∗ =

σy%xy
σx
η οποία είναι:

V ar(Z̄n(b∗)) =
4σ2

xσ
2
y(1− %2xy)

4nσ2
x

=
σ2
y(1− %2xy)

n
<
σ2
y

n
.

Επειδή όμως η κατανομή της μεταβλητής Y είναι άγνωσvτη (διαφορετικά δε θα
προσvπαθούσvαμε να εκτιμήσvουμε τη μέσvη τιμή αυτής), τις πιο πολλές φορές τα
σy = V ar(Y ), %xy = Cov(X,Y )√

V ar(X)V ar(Y )
θα είναι επίσvης άγνωσvτα, οπότε θα πρέπει

να τα εκτιμήσvουμε από τα αντίσvτοιχα μεγέθη των δειγμάτων sy =
1

n

n∑
i=1

(Yi − Ȳn)2

και rxy =

n∑
i=1

(Yi − Ȳn)(Xi − X̄n)√√√√ n∑
i=1

(Yi − Ȳn)2
n∑
i=1

(Xi − X̄n)2

. ΄Ετσvι τελικά επιλέγουμε

b = bn =

n∑
i=1

(Yi − Ȳn)(Xi − X̄n)

n∑
i=1

(Xi − X̄n)2
.

Τότε (X̄n, Ȳn)→ (µ, E(X)) και άρα το Z̄n(bn) = Ȳn−bn(X̄n−E(X))→ µ με πι-
θανότητα 1 καθώς n→ +∞. Το Z̄n(bn) δεν είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια για το µ,
όμως το τελευταίο αποτέλεσvμα μας λέει ότι για μεγάλα n η σvυγκεκριμένη ποσvότητα
προσvεγγίζει αρκετά καλά το µ, ενώ με βάσvη τα παραπάνω έχουμε ότι η διασvπορά

αυτής είναι μικρότερη από V ar(Ȳn) =
σ2
y

n και μάλισvτα γίνεται πολύ μικρή όταν η

εξάρτησvη των μεταβλητών X και Y γίνεται σvχεδόν γραμμική. ΄Αρα αν επιλέξουμε
την τυχαία μεταβλητή X έτσvι ώσvτε να έχει γνωσvτή μέσvη τιμή και να εξαρτάται
σvε μεγάλο βαθμό γραμμικά από την Y , τότε η εκτιμήτρια Z̄n(bn) του µ είναι πι-
θανότατα πολύ καλύτερη της Ȳn. Η μεταβλητή X καλείται μεταβλητή ελέγχου.
Ο καλύτερος τρόπος όμως για να επαληθεύσvουμε την αποτελεσvματικότητα της

μεθόδου αυτής, είναι να δούμε μερικές εφαρμογές σvτην τιμολόγησvη Δικαιωμάτων
Προκαθορισvμένης Ωρίμανσvης:

Παράδειγμα 1: Τιμολόγησvη European Call Option:

Θεωρούμε την μετοχή και το European Call Option του προηγούμενο κε-
φαλαίου. Θα επαναλάβουμε την τιμολόγησvη που κάναμε για t = 0, αλλά αρκετές
φορές τόσvο με την εκτιμήτρια που χρησvιμοποιήθηκε σvτο προηγούμενο κεφάλαιο
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όσvο και με τη βελτιωμένη εκτιμήτρια που μας δίνει η παραπάνω μέθοδος. Ως
μεταβλητή ελέγχου θα χρησvιμοποιηθεί η τελική αξία της μετοχής e−rTX(T ) ως
προς το χρήμα που ανατοκίζεται, η οποία ως Martingale ως προς το μέτρο αν-
τικειμενικής πιθανότητας Q έχει γνωσvτή μέσvη τιμή EQ(e−rTX(T )) = X(0) = 40.
Η σvχέσvη της μεταβλητής αυτής και τις εκτιμήτριας Monte Carlo του προηγούμε-
νου κεφαλαίου, δηλαδή της Y = e−rT (X(T )−K)+, δεν είναι μεν γραμμική αλλά
είναι αρκετά μεγάλη, οπότε αναμένεται να έχουμε καλά αποτελέσvματα. ΄Ετσvι, η
εκτιμήτρια που χρησvιμοποιούμε είναι ο δειγματικός μέσvος των παρατηρήσvεων:

Zi = Yi −

n∑
j=1

(Yi −
1

n

n∑
k=1

Yk)(Xi −
1

n

n∑
k=1

Xk)

n∑
j=1

(Xi −
1

n

n∑
k=1

Xk)2
(Xi − 40)

όπου (Xi, Yi), i = 1, 2, ..., n οι παρατηρήσvεις για το ζεύγος τυχαίων μεταβλ-
ητών (e−rTX(T ), e−rT (X(T ) − K)+). Η προσvομοίωσvη δειγμάτων για τις δύο
αυτές μεταβλητές γίνεται προφανώς με την παραγωγή ψευδοτυχαίων τιμών για

την τελική αξία της μετοχής. Ακολουθεί ένας αλγόριθμος υλοποιημένος σvτο σv-
τατισvτικό πακέτο R, ο οποίος με δείγματα μεγέθους n = 10000, πραγματοποιεί
1000 τιμολογήσvεις με τη μέθοδο Μεταβλητών Ελέγχου και άλλες 1000 χωρίς αυτή,
ενώ σvτη σvυνέχεια εμφανίζει ένα θηκογράφημα σvτο οποίο σvυγκρίνονται οι τιμές που

προκύπτουν με την θεωρητική τιμή, αλλά και οι διασvπορές που προκύπτουν με και
χωρίς τη μέθοδο ελάττωσvης διασvποράς. Οι τιμές που δίνουμε σvτις παραμέτρους
είναι οι ίδιες που δώσvαμε και σvτο προηγούμενο κεφάλαιο

result<-rep(NA,1000)
impresult<-rep(NA,1000)
for(i in seq(1,1000)){
v<-rnorm(10000)
e<-40*exp(-0.0135)*exp(-0.06+0.07*30^(1/2)*v)
eur<-(e-30*exp(-0.0135))
eur[eur<0]<-0
improved<-eur-(sd(eur)/sd(e))*cor(eur,e)*(e-40)
impresult[i]<-sum(improved)/10000
result[i]<-sum(eur)/10000 }

boxplot(result, impresult, names=c("Without control variates",
"With stock’s final price as control variate"))
title("Pricing European Call Option - Boxplot for variance comparison")

Παρακάτω βλέπουμε το θηκογράφημα που εμφανίζει ο αλγόριθμος αυτός, σvύμφωνα
με το οποίο η μέθοδος μεταβλητών ελέγχου μας δίνει μια διασvπορά περίπου 5 φορές
μικρότερη, ενώ η μεροληψία της μεθόδου που αναφέραμε σvτη θεωρία φαίνεται να
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είναι αμελητέα, καθώς και σvτις δύο περιπτώσvεις προκύπτει η ίδια μέσvη τιμή, η οποία
φαίνεται να ταυτίζεται με τη θεωρητική δίκαιη τιμή του παραγώγου (12.0115).

Παράδειγμα 2: Τιμολόγησvη Arithmetic Asian Call Option:

Θα εφαρμόσvουμε τώρα την ίδια μέθοδο σvτην τιμολόγησvη του Arithmetic Asian
Call Option του προηγούμενου κεφαλαίου, χρησvιμοποιώντας την εκτιμήτρια της
αξίας του Geometric Asian Call Option ως μεταβλητή ελέγχου. Αυτή είναι ίσvως
η πιο σvημαντική εφαρμογή της μεθόδου αυτής σvτην τιμολόγησvη παραγώγων, διότι
έχει να κάνει με την τιμολόγησvη ενός παραγώγου που δεν μπορεί να τιμολογηθεί

θεωρητικά, ενώ χρησvιμοποιεί ως μεταβλητή ελέγχου μια με τις καλύτερες δυνατές
ιδιότητες. Πράγματι, το Geometric Asian Call Option μπορεί να τιμολογηθεί θεω-
ρητικά οπότε έχει αμερόληπτη εκτιμήτρια με γνωσvτή μέσvη τιμή, ενώ παρατηρήσvαμε
σvτο προηγούμενο κεφάλαιο ότι η αξία του σvυμπεριφέρεται σvχεδόν όπως αυτή του

Arithmetic Asian Call Option, πράγμα που σvημαίνει ότι σvτην περίπτωσvη αυτή ο
σvυντελεσvτής σvυσvχέτισvης %xy της μεθόδου (βλέπε θεωρία παραπάνω) είναι μάλλον
πολύ κοντά σvτο 1, οπότε η διασvπορά αναμένεται να γίνεται εξαιρετικά μικρή και η
ακρίβεια εξαιρετικά μεγάλη. Η εκτιμήτρια της μεθόδου σvτην περίπτωσvη αυτή θα
είναι ο δειγματικός μέσvος των παρατηρήσvεων:

Zi = Yi −

n∑
j=1

(Yi −
1

n

n∑
k=1

Yk)(Xi −
1

n

n∑
k=1

Xk)

n∑
j=1

(Xi −
1

n

n∑
k=1

Xk)2
(Xi − YG(0))

όπου YG(0) είναι η δίκαιη τιμή του Arithmetic Asian Call Option τη σvτιγμή
t = 0 όπως υπολογίσvτηκε σvτο κεφάλαιο 4, ενώ (Xi, Yi), i = 1, 2, ..., n είναι
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οι παρατηρήσvεις για το ζεύγος τυχαίων μεταβλητώνe−rT
 m

√√√√m−1∏
i=0

(X(T − i)−K

+

, e−rT

(
1

m

m−1∑
i=0

X(T − i)−K

)+
.

΄Οπως ακριβώς και σvτο προηγούμενο παράδειγμα, υλοποιούμε την εφαρμογή αυτή
σvτο πακέτο R και κάνουμε σvυγκρίσvεις με την απλή τιμολόγησvη μέσvω ενός θηκο-
γραφήματος. Η υλοποίησvη της εφαρμογής γίνεται με τον παρακάτω αλγόριθμο,
χρησvιμοποιώντας αυτή τη φορά δείγμα μεγέθους n = 1000, ενώ οι τιμές των
παραμέτρων είναι και πάλι αυτές του προηγούμενου κεφαλαίου:

d2<-0.07/8*(8*9*17/6+30*8^2-8^3)^(1/2)
d1<-(log(30/40)+0.002*(30-3.5))/d2
E=40*exp(-9/4*(0.07)^2-0.00045*3.5+(0.07)^2*9*17/(12*8))* +
pnorm(d2-d1)-30*exp(-0.0135)*pnorm(-d1)
result<-rep(NA,1000)
impresult<-rep(NA,1000)

for(i in seq(1,1000)){
v<-matrix(rnorm(8000), ncol=8, byrow=T)
g<-40*exp(-0.0135)*exp(-0.002*(8*30-28)/8+0.07* +
colSums(apply(c((23)^(1/2),rep(1,7))*t(v),2,cumsum))/8)
gest<-(g-30*exp(-0.0135))
gest[gest<0]<-0
a<-0
for(j in seq(1,8)){
a<-a+40*exp(-0.0135)*exp(-0.002*(31-j)+0.07* +
apply(c((23)^(1/2),rep(1,7))*t(v),2,cumsum)[9-j,])/8 }
aest<-(a-30*exp(-0.0135))
aest[aest<0]<-0
impaest<-aest-(sd(aest)/sd(gest))*cor(aest,gest)*(gest-E)
result[i]<-sum(aest)/1000
impresult[i]<-sum(impaest)/1000 }

boxplot(result, impresult, names=c("Without control variates",
"With Geometric Asian Call Option’s payoff as control variate"))
title("Pricing Arithmetic Asian Call Option - Boxplot for variance comparison")

Παρακάτω βλέπουμε το θηκογράφημα που εμφανίζει ο παραπάνω αλγόριθμος, από
το οποίο φαίνεται ότι σvτην περίπτωσvη αυτή η μέθοδος των μεταβλητών ελέγχου

είναι απίσvτευτα αποτελεσvματική, καθώς όχι μόνο μειώνει τη διασvπορά αλλά σvχεδόν
την εξαφανίζει:
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Αν κάνουμε ακόμα μια τιμολόγησvη με τη μέθοδο αυτή αλλά με πολύ μεγαλύτερο

μέγεθος δείγματος n = 1000000, τότε η διασvπορά θα είναι τόσvο μικρή που πιθανό-
τατα το αποτέλεσvμα που θα προκύψει θα είναι το ακριβέσvτερο δυνατό:

v<-matrix(rnorm(8000000), ncol=8, byrow=T)
g<-40*exp(-0.0135)*exp(-0.002*(8*30-28)/8+0.07* +
colSums(apply(c((23)^(1/2),rep(1,7))*t(v),2,cumsum))/8)
gest<-(g-30*exp(-0.0135))
gest[gest<0]<-0
a<-0
for(j in seq(1,8)){
a<-a+40*exp(-0.0135)*exp(-0.002*(31-j)+0.07* +
apply(c((23)^(1/2),rep(1,7))*t(v),2,cumsum)[9-j,])/8 }
aest<-(a-30*exp(-0.0135))
aest[aest<0]<-0
impaest<-aest-(sd(aest)/sd(gest))*cor(aest,gest)*(gest-E)
impresult<-sum(impaest)/1000000

impresult

Το αποτέλεσvμα που παίρνουμε είναι 11.64772 και λόγο του αμελητέου σvφάλματος
της μεθόδου, μπορούμε να αποφανθούμε ότι το αποτέλεσvμα αυτό αποτελεί σvίγουρα
την δίκαιη τιμή του Arithmetic Asian Call Option τη σvτιγμή t = 0.
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Παράδειγμα 3: Τιμολόγησvη Up and In Barrier Call Option:

Η τελευταία εφαρμογή της μεθόδου αυτής που θα δούμε σvε αυτή την εργασvία,
αφορά την τιμολόγησvη του Up and In Barrier Call Option τη σvτιγμή t = 0,
χρησvιμοποιώντας το European Call Option ως μεταβλητή ελέγχου. Δεδομένου
ότι το Barrier Option ταυτίζεται με το European Call Option όταν η ισvχύ του δεν
ακυρώνεται λόγο του φράγματος, η εξάρτησvη των δύο παραγώγων αναμένεται να εί-
ναι μεγάλη και άρα ο σvυντελεσvτής σvυσvχέτισvης %xy της μεθόδου αναμένεται να είναι
κοντά σvτο 1, οπότε και θα έχουμε σvημαντική μείωσvη της διασvποράς. Η εκτιμήτρια
της μεθόδου αυτή τη φορά θα είναι ο δειγματικός μέσvος των παρατηρήσvεων:

Zi = Yi −
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όπου Y (0) είναι η δίκαιη τιμή του European Call Option τη σvτιγμή t = 0 όπως
υπολογίσvτηκε σvτο κεφάλαιο 4, ενώ (Xi, Yi), i = 1, 2, ..., n είναι οι παρατηρήσvεις
για το ζεύγος τυχαίων μεταβλητών:(

e−rT (X(T )−K)
+
, e−rT (X(T )−K)

+
I{ max

0≤s≤T
X(s) > M}

)
.

Θυμίζουμε ότι η σvυμβατική τιμολόγησvη του Up and In Barrier Call Option του
προηγούμενου κεφαλαίου με Monte Carlo τη σvτιγμή t = 0, έδωσvε προσvεγγισvτική
δίκαιη τιμή 11.5056 με τυπικό σvφάλμα 0.1486, δηλαδή περίπου όσvο είναι και η
απόκλισvη από τη θεωρητική δίκαιη τιμή που βρέθηκε ίσvη με 11.6543. Για της
ίδιες τιμές των παραμέτρων που εμφανίζονται, ίδια λεπτότητα διαμέρισvης και ίδιο
μέγεθος δείγματος, υλοποιούμε σvτο πακέτο R έναν αλγόριθμο που τιμολογεί το
σvυγκεκριμένο παράγωγο με τη μέθοδο μεταβλητών ελέγχου όπως περιγράψαμε

παραπάνω:

l<–log(30*exp(-0.0135)/40)/(0.07*(30)^(1/2))
E<-40*pnorm(l+0.035*(30)^(1/2))-30*exp(-0.0135)*
pnorm(l-0.035*(30)^(1/2))
est<-rep(0,10000)
cntvar<-rep(0,10000)

for(i in seq(1,10000)){
v<-cumsum(rnorm(2^12)*(30/2^12)^(1/2))
u<-cumsum(rep(30/2^12,2^12))

————————– Συνέχεια σvτην επόμενη σvελίδα ————————–
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———————– Συνέχεια αλγορίθμου ————————

m<-max(max(40*exp(-0.002*u+0.07*v)),40)
e<-(40*exp(-0.002*u[2^12]+0.07*v[2^12])-30)
if(m>44&e>0) {est[i]<-e*exp(-0.0135)}
if(e>0) {cntvar[i]<-e*exp(-0.0135)}}

result<-sum(est)/10000-sd(est)*cor(est,cntvar)/ sd(cntvar)*
(sum(cntvar)/10000-E)

result

Εκτέλεσvη του αλγορίθμου αυτού 5 φορές έδωσvε τα αποτελέσvματα: 11.64088,
11.64193, 11.63903, 11.62894, 11.61072. Παρατηρούμε ότι η μέθοδος αυτή μας
εξασvφαλίζει σvτη σvυγκεκριμένη τιμολόγησvη ακρίβεια 3 ψηφίων, όταν η σvυμβατική
τιμολόγησvη μας είχε δώσvει αποτέλεσvμα με ακρίβεια 2 ψηφίων. Φαίνεται λοιπόν για
ακόμα μια φορά το πόσvο χρήσvιμη μπορεί να φανεί η σvυγκεκριμένη μέθοδος. Ας
σvημειώσvουμε ότι και οι 5 τιμές που προέκυψαν είναι μικρότερες από τη θεωρητική
δίκαιη τιμή του παραγώγου, πράγμα που οφείλεται σvτη μεροληψία της μεθόδου
που αναφέραμε πιο πάνω. Βέβαια, όταν η μέθοδος αυτή βελτιώνει τόσvο πολύ τη
διασvπορά, μια μικρή μεροληψία που μπορεί να προκύπτει δεν αποτελεί πρόβλημα.

Μερικά σvχόλια για τη μέθοδο: Αν εξετάσvουμε τα τρία παραπάνω
παραδείγματα, βλέπουμε ότι η μέθοδος Μεταβλητών Ελέγχου σvτην χειρότερη
περίπτωσvη υποτριπλασvιάζει τη διασvπορά, ενώ σvτην καλύτερη περίπτωσvη σvχεδόν
την εξαφανίζει. Από το 5ο κεφάλαιο γνωρίζουμε ότι για να υποτριπλασvιασvτεί η
διασvπορά σvτη μέθοδο Monte Carlo, πρέπει το μέγεθος του δείγματος να γίνει 9
φορές μεγαλύτερο, πράγμα που λογικά απαιτεί 9 φορές περισvσvότερο χρόνο. Συγ-
κρίνοντας τώρα τους αλγορίθμους της σvυμβατικής μεθόδου Monte Carlo με τους
αντίσvτοιχους τροποποιημένους αλγορίθμους που εφαρμόζουν τη μέθοδο Μεταβλ-

ητών Ελέγχου, βλέπουμε ότι ως προς την πολυπλοκότητα οι δεύτεροι είναι μεν
πιο αργοί, αλλά μάλλον όχι περισvσvότερο από 5 φορές πιο αργοί. Αυτό διότι όσvος
χρόνος απαιτείται για τον υπολογισvμό του δειγματικού μέσvου της απλής εκτιμή-

τριας, άλλος τόσvος περίπου απαιτείται τόσvο για τον υπολογισvμό του δειγματικού
μέσvου της μεταβλητής ελέγχου, όσvο και για τον υπολογισvμό των τυπικών αποκ-
λίσvεων και των σvυνδιασvπορών που χρησvιμοποιούνται σvτην εφαρμογή της μεθόδου.
΄Ετσvι καταλήγουμε σvτο σvυμπέρασvμα ότι η χρήσvη της μεθόδου αυτής σvυμφέρει

αναμφισvβήτητα.



58

7.3. Μέθοδος Αντιθετικών Μεταβλητών

Μια άλλη μέθοδος η οποία χρησvιμοποιείται για την ελάττωσvη της διασvποράς

μιας προσvέγγισvης Monte Carlo, είναι η μέθοδος των Αντιθετικών Μεταβλητών.
΄Εσvτω ότι θέλουμε να εκτιμήσvουμε τη μέσvη τιμή µ = E(f(X)) όταν f : Rk → R
είναι μια γνωσvτή σvυνάρτησvη και X k-διάσvτατη τυχαία μεταβλητή με k ≥ 1, από
την κατανομή της οποίας μπορούμε να προσvομοιώνουμε τυχαία ή ψευδοτυχαία

δείγματα. Αν X1, X2, ..., Xn είναι τυχαίο δείγμα από τη σvυγκεκριμένη κατανομή,
τότε η σvυμβατική εκτιμήτρια για το µ είναι η:

Y =
f(X1) + f(X2) + ...+ f(Xn)

n
.

Προφανώς, αυτό που μπορεί να κάνει τη μεταβλητή Y να λάβει μια ακραία τιμή
ώσvτε να παρατηρηθεί μεγάλη διασvπορά, είναι το να σvυμβεί το ίδιο για πολλές
από τις μεταβλητές f(Xi). Η μέθοδος Αντιθετικών Μεταβλητών βασvίζεται σvτην
αποφυγή αυτού του φαινομένου, διπλασvιάζοντας κατά κάποιο τρόπο το δείγμα με
την εισvαγωγή επιπλέον μεταβλητών, των οποίων η απόκλισvη από τη μέσvη τιμή
τους αντισvταθμίζει τις αποκλίσvεις των μεταβλητών που είχαμε αρχικά. Αυτό γίνεται
εισvάγοντας σvτο δείγμα τις τυχαίες μεταβλητές R(X1), R(X2), ..., R(Xn) (αυτές
καλούνται αντιθετικές μεταβλητές), όπου R : Rk → Rk μια σvυνάρτησvη τέτοια ώσvτε
οι μεταβλητές X και R(X) να έχουν ίδια κατανομή και αρνητική σvυσvχέτισvη. Το
δεύτερο εκφράζεται με την ανισvοτική σvχέσvη Cov(X,R(X)) < 0. Ας υποθέσvουμε
αρχικά ότι η σvυνάρτησvη f είναι αύξουσvα ή φθίνουσvα ως προς κάθε σvυντεταγμένη
του Rk. Αν τώρα η κατανομή της X είναι κανονική, τότε η καλύτερη δυνατή
αρνητική σvυσvχέτισvη επιτυγχάνεται για R = −I, με I τον ταυτοτικό τελεσvτή, ενώ
η σvυνάρτησvη αυτή προφανώς διατηρεί την κατανομή σvτη σvυγκεκριμένη περίπτωσvη.
Αν πάλι η κατανομή είναι πολυδιάσvτατη ομοιόμορφη σvτο μοναδιαίο υπερκύβο (αν
δηλαδή όλες οι σvυντεταγμένες της X έχουν κανονική κατανομή σvτο [0, 1]) τότε
το βέλτισvτο αποτέλεσvμα επιτυγχάνεται για R = J − I, όπου το J σvτέλνει κάθε
διάνυσvμα σvτο (1, 1, ..., 1) ∈ Rk. Σε κάθε περίπτωσvη, η εκτιμήτρια αντιθετικών
μεταβλητών θα είναι:

Ỹ =
f(X1) + f(R(X1)) + ...+ f(Xn) + f(R(Xn))

2n

η οποία είναι προφανώς αμερόληπτη για το µ. Πότε όμως είναι αυτή η εκτιμήτρια
πιο αποδοτική από την Y ; Υποθέτουμε ότι η εισvαγωγή μιας από τις μεταβλητές
R(Xi) κοσvτίζει σvε χρόνο όσvο και η προσvομοίωσvη της Xi, τότε η προσvομοίωσvη της
Ỹ που έχει διασvπορά 1

4nV ar(f(X)+f(R(X))) κοσvτίζει χρονικά όσvο και αυτή της
Y για δείγμα μεγέθους 2n που έχει διασvπορά 1

2nV ar(f(X)). ΄Ετσvι η εκτιμήτρια
αντιθετικών μεταβλητών είναι καλύτερη όταν ισvχύει:

1

4n
V ar(f(X) + f(R(X))) <

1

2n
V ar(f(X))⇔

V ar(f(X) + f(R(X))) < 2V ar(f(X))⇔
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V ar(f(X)) + V ar(f(R(X))) + 2Cov(f(X), f(R(X))) < 2V ar(f(X))

όπου επειδή V ar(f(X)) = V ar(f(R(X))) η τελευταία ισvοδυναμεί με:

Cov(f(X), f(R(X))) < 0

και ισvχύει λόγο της υπόθεσvης της μονοτονίας της f . ΄Οταν η σvυνάρτησvη f δεν
έχει την ιδιότητα της μονοτονίας ως προς κάθε σvυντεταγμένη του Rk, είναι πι-
θανό το αποτέλεσvμα να μην είναι και τόσvο καλό. Υπάρχουν κάποιες πιο γενικές
μορφές της παραπάνω μεθόδου οι οποίες σvε τέτοιες περιπτώσvεις βελτιώνουν το

αποτέλεσvμα, αλλά δε θα αναφερθούμε σvε αυτές καθώς οι σvυναρτήσvεις f που
εμφανίζονται σvτην τιμολόγησvη των περισvσvότερων παραγώγων Προκαθορισvμένης

Ωρίμανσvης ικανοποιούν την υπόθεσvη της μονοτονίας.

Παράδειγμα: Τιμολόγησvη Geometric Asian Call Option:

Θεωρούμε τη μετοχή και το Geometric Asian Call Option με τις παραμέτρους
του προηγούμενου κεφαλαίου. Θυμίζουμε ότι η θεωρητική δίκαιη τιμή του παραγώ-
γου αυτού τη σvτιγμή t = 0 είχε προκύψει ίσvη με 11.54. Επίσvης, έχουμε δει ότι η
τιμή αυτή ισvούται με τη μέσvη τιμή E(f(Z1, Z2, ..., Z8)), όπου Z1, ..., Z8 κανονικά

κατανεμημένες ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές και f(z1, ...., z8) = AeB+g(z1, ..., z8)

με g γραμμική σvυνάρτησvη των z1, ..., z8 η οποία είναι αύξουσvα ως προς κάθε
μεταβλητή. ΄Αρα σvτην τιμολόγησvη μπορούμε να εφαρμόσvουμε την παραπάνω μέθοδο
για να πετύχουμε τη μείωσvη της διασvποράς. Με τον παρακάτω αλγόριθμο που
υλοποιούμε σvτο πακέτο R, πραγματοποιούμε 1000 επαναλήψεις, σvε κάθε μια από
τις οποίες τιμολογούμε το σvυγκεκριμένο παράγωγο με τη σvυμβατική μέθοδοMonte
Carlo αλλά και με την μέθοδο που είδαμε παραπάνω. Στη σvυμβατική τιμολόγησvη
με Monte Carlo χρησvιμοποιούμε ψευδοτυχαίο δείγμα 1000 μεταβλητών, ενώ σvτην
τιμολόγησvη με τη μέθοδο των Αντιθετικών Μεταβλητών, για να έχουμε ίδια πολυ-
πλοκότητα χρησvιμοποιούμε τις 500 από αυτές και οι υπόλοιπες 500 αποτελούν τις
αντιθετικές μεταβλητές που εισvάγονται για την ελάττωσvη της διασvποράς. Ο αλ-
γόριθμος αυτός εμφανίζει σvε ένα θηκογράφημα, τη διαφορά που παρατηρείται σvτις
διασvπορές των αποτελεσvμάτων που προκύπτουν με και χωρίς τη μέθοδο των Αντι-

θετικών Μεταβλητών. Ο αλγόριθμος και το θηκογράφημα που εμφανίζει φαίνονται
σvτην επόμενη σvελίδα.
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result<-rep(NA,1000)
impresult<-rep(NA,1000)

for(i in seq(1,1000)){
v<-matrix(rnorm(8000), ncol=8, byrow=T)
g<-40*exp(-0.0135)*exp(-0.002*(8*30-28)/8+0.07*
colSums(apply(c((23)^(1/2),rep(1,7))*t(v),2,cumsum))/8)
gest<-(g-30*exp(-0.0135))
gest[gest<0]<-0
g2<-40*exp(-0.0135)*exp(-0.002*(8*30-28)/8+0.07*
colSums(apply(c((23)^(1/2),rep(1,7))*t(-v),2,cumsum))/8)
gest2<-(g2-30*exp(-0.0135))
gest2[gest2<0]<-0
result[i]<-sum(gest)/1000
impresult[i]<-(sum(gest[seq(1,500)])+sum(gest2[seq(1,500)]))/1000 }

boxplot(result, impresult, names=c("Without antithetic variates",
"With antithetic variates"))
title("Pricing Geometric Asian Call Option - Boxplot for variance comparison")

Βλέπουμε λοιπόν ότι σvτη σvυγκεκριμένη περίπτωσvη η μέθοδος Αντιθετικών

Μεταβλητών είναι αποδοτική, καθώς μειώνει τη διασvπορά περίπου σvτο μισvό. Επίσvης,
η μέθοδος αυτή δεν παρουσvιάζει μεροληψία καθώς και σvτις 2 τιμολογήσvεις βλέπουμε
πως η μέσvη τιμή είναι κοντά σvτο 11.54 (το αναμενόμενο με βάσvη τη θεωρία).
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7.4. Μέθοδος Importance Sampling

Θα κλείσvουμε αυτή την εργασvία με τη μέθοδο Importance Sampling η οποία
σvτηρίζεται σvτη μείωσvη της διασvποράς μιας εκτιμήτριας μέσvω της αλλαγής της

κατανομής από την οποία παίρνουμε το τυχαίο ή ψευδοτυχαίο δείγμα. Η αλ-
λαγή μέτρου πιθανότητας είναι κάτι που σvυνηθίζεται σvτην τιμολόγησvη χρημα-

τοοικονομικών παραγώγων, όπως έγινε πχ σvτο 3ο κεφάλαιο όπου για να υπ-
ολογίσvουμε τις δίκαιες τιμές έπρεπε να πάμε, μέσvω του θεωρήματος Girsanov, από
ένα μέτρο υποκειμενικής πιθανότητας σvε ένα μέτρο αντικειμενικής πιθανότητας.

Η πιο απλή μορφή της μεθόδου Importance Sampling είναι η ακόλουθη: ΄Εσ-
vτω ότι θέλουμε να υπολογίσvουμε με τη μέθοδο Monte Carlo τη μέσvη τιμή μιας
σvυνάρτησvης h μιας τυχαίας μεταβλητής, προερχόμενης από μία κατανομή d1 με
μια σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας f : Rk → R+. Θέλουμε δηλαδή να υπ-
ολογίσvουμε το µ =

´
Rk h(x)f(x)dx όταν η f είναι σvυνάρτησvη πυκνότητας πι-

θανότητας μιας k−διάσvτατης κατανομής, από την οποία μπορούμε να παράγουμε
ένα τυχαίο (ή ψευδοτυχαίο) δείγμα X1, X2, ..., Xn. Θεωρούμε μια άλλη κατανομή
d2 με σvυνάρτησvη πυκνότητας πιθανότητας μια γνωσvτή σvυνάρτησvη g : Rk → R+,
τέτοια ώσvτε f(x) > 0 ⇒ g(x) > 0, από την οποία πάλι μπορούμε να παράγουμε
ένα τυχαίο (ή ψευδοτυχαίο) δείγμα Y1, Y2, ..., Yn. Αν f(x) > 0 ∀x ∈ A ⊂ Rk

και f(x) = 0 ∀x ∈ Ac, τότε µ =
´
A
h(x) f(x)g(x) g(x)dx = Ed2

(
h(Yi)

f(Yi)
g(Yi)

)
∀i ∈

{1, ..., n}, οπότε μπορούμε να εκτιμήσvουμε το µ από το δειγματικό μέσvο των
h(Yi)

f(Yi)
g(Yi)

i ∈ {1, ..., n}. Η σvυμβατική εκτιμήτρια Monte Carlo για το µ θα ήταν
ο δειγματικός μέσvος των τυχαίων μεταβλητών h(Xi) που προέρχονται από την
αρχική κατανομή d1, με διασvπορά κατά τα γνωσvτά ίσvη με 1

n

(
Ed1

(
h2(Xi)

)
− µ2

)
,

όταν η διασvπορά της εκτιμήτριας Importance Sampling που αναφέραμε παραπάνω
είναι προφανώς

1
n

(
Ed2

(
h2(Yi)

f2(Yi)
g2(Yi)

)
− µ2

)
. Ισvχύει όμως Ed2

(
h2(Yi)

f2(Yi)
g2(Yi)

)
=´

A
h2(x) f

2(x)
g2(x) g(x)dx =

´
A
h2(x) f(x)g(x)f(x)dx = Ed1

(
h2(Xi)

f(Xi)
g(Xi)

)
, οπότε αν η

σvυνάρτησvη g μπορεί να επιλεγεί ώσvτε να ισvχύει Ed1
(
h2(Xi)

f(Xi)
g(Xi)

)
< Ed1

(
h2(Xi)

)
,

τότε είναι προφανές ότι η εκτιμήτρια Importance Sampling έχει μικρότερη διασv-
πορά από τη σvυμβατική εκτιμήτρια Monte Carlo.

Πως πρέπει όμως να επιλέγεται η σvυνάρτησvη g ώσvτε να ισvχύει η τελευταία

ανισvότητα; Ας υποθέσvουμε αρχικά ότι h(x) > 0 ∀x ∈ A και έσvτω g(x) = f(x)h(x)
c

με c =
´
A
f(x)h(x)dx = µ. Τότε προφανώς η g είναι μια σvυνάρτησvη πυκνότη-

τας πιθανότητας και μπορούμε να δούμε ότι η Importance Sampling εκτιμήτρια
έχει μηδενική διασvπορά, οπότε είμασvτε σvτην καλύτερη δυνατή περίπτωσvη. ΄Ομως
αυτό δεν οδηγεί πουθενά καθώς η γνώσvη της σvυγκεκριμένης g απαιτεί τη γνώσvη
του µ που είναι ακριβώς αυτό που θέλουμε να εκτιμήσvουμε. Παρ’ όλα αυτά, η
παρατήρησvη αυτή μας οδηγεί σvτο να βρούμε μια καλή σvυνάρτησvη g. Ας υπο-
θέσvουμε επιπλέον ότι η h είναι η χαρακτηρισvτική σvυνάρτησvη IB ενός σvυνόλου
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B ⊂ A, οπότε µ = P d1(B). Τότε η άγνωσvτη μεν αλλά βέλτισvτη σvυνάρτησvη g που
παρουσvιάσvαμε παραπάνω, ταυτίζεται με την σvυνάρτησvη πυκνότητας της πιθανότη-
τας δεδομένου του B, η οποία επάγεται από την κατανομή d1. Ακόμα όμως και αν
έχουμε μια πιο γενική σvυνάρτησvη h η οποία μηδενίζεται παντού εκτός του B, είναι
εύκολο να δούμε ότι και πάλι ως προς την κατανομή που δίνει η παραπάνω βέλτισvτη

σvυνάρτησvη g, το B είναι ένα βέβαιο ενδεχόμενο. Διαισvθητικά λοιπόν, φαίνεται ότι
όσvο πιο πιθανή είναι η πραγματοποίησvη του B ως προς την πιθανότητα που ορίζει η
σvυνάρτησvη πυκνότητας g που επιλέγουμε, τόσvο πιο αποτελεσvματική είναι η μέθοδος
Importance Sampling. Φυσvικά αυτό δεν έχει μαθηματική αυσvτηρότητα και μπορεί
να αποδειχτεί ότι δεν ισvχύει γενικά, αλλά ισvχύει σvίγουρα όταν η σvυνάρτησvη g
που επιλέγουμε προσvεγγίζει πολύ τη βέλτισvτη. Επειδή όμως δεν ξέρουμε πότε
η σvυνάρτησvη g που επιλέγουμε προσvεγγίζει καλά τη βέλτισvτη, δεν μπορούμε να
ξέρουμε πάντα αν η μέθοδος είναι αποτελεσvματική. Ακολουθεί ένα παράδειγμα, σvτο
οποίο η διασvπορά είναι αρκετά μεγάλη και η μέθοδος αυτή πράγματι την μειώνει

αρκετά.

Παράδειγμα: Τιμολόγησvη Up and In Barrier Call Option:

Θεωρούμε τη μετοχή και το Up and In Barrier Call του κεφαλαίου 6, με μια
μόνο αλλαγή: αντί για φράγμα M = 44 επιλέγουμε ένα πολύ μεγαλύτερο, έσvτω
M = 165. Ο υπολογισvμός της δίκαιης τιμής του παραγώγου αυτού, ισvοδυναμεί
κατά τα γνωσvτά με τον υπολογισvμό της μέσvης τιμής της τελικής αξίας του παραγώ-

γου ως προς το ανατοκιζόμενο χρήμα, η οποία τελική αξία όμως είναι σvχεδόν πάντα
0 καθώς δύσvκολα η μετοχή θα προλάβει να αποκτήσvει αξία 165 ευρώ με τόσvο μικρά
r, σ. Με βάσvη όσvα έχουμε αναφέρει, ο χώρος από τον οποίο λαμβάνουμε τυχαία
δείγματα για να τιμολογήσvουμε αυτό το παράγωγο, θα είναι ο Rk με k το πλήθος
των ενδιάμεσvων σvημείων σvτα οποία προσvομοιώνουμε το μονοπάτι της ανέλιξης

αξίας της μετοχής, από το οποίο και εξαρτάται και η αξία του παραγώγου. Για
την καλύτερη δυνατή προσvομοίωσvη του σvυνεχούς μονοπατιού, πρέπει το k να είναι
μεγάλο όπως ήταν και σvτη σvυμβατική τιμολόγησvη που κάναμε για το Up and In
Barrier Call Option, οπότε ας υποθέσvουμε ότι k = 5000. Στην περίπτωσvη αυτή
ισvχύει ότι x = (x1, , x2, ..., x5000) ∈ R5000

και h(x) = IB × e−rT (x5000 −K)
+

όπου K = 30, rT = 0.0135 και B =

{
max

0≤j≤5000
{xj} > 165

}
. ΄Οταν πραγ-

ματοποιείται το B, τo h(x) δύσvκολα μηδενίζεται, ενώ όταν το B δεν πραγματοποιεί-
ται, τότε το h(x) γίνεται σvίγουρα μηδέν. ΄Αρα με βάσvη όσvα έχουμε δει, η σvυνάρτησvη
g πρέπει να επιλεγεί έτσvι ώσvτε το B να πραγματοποιείται με μεγάλη πιθανότητα ως
προς την κατανομή d2 της μεθόδου Importance Sampling, καθώς υπό το μέτρο
πιθανότητας με το οποίο δουλεύουμε αυτή τη σvτιγμή, το B πραγματοποιείται πολύ
σvπάνια. Κάθε xi αντισvτοιχεί σvτην αξία της μετοχής σvτη χρονική σvτιγμή ti = 30i

5000 ,
η οποία θα είναι Si = 40e−0.002ti+0.07Bti με Bt τυπική κίνησvη Brown. Επειδή η
ανέλιξη αξίας της μετοχής είναι Μαρκοβιανή ανέλιξη, για τη σvυνάρτησvη πυκνότητας
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πιθανότητας θα έχουμε:

f(x) = fS1, S2, ..., S5000
(x1, x2, ..., x5000)

= fS5000|S4999, ..., S1
(x5000|x4999, ..., x1)fS1, ..., S4999

(x1, x2, ...., x4999)

= fS5000|S4999
(x5000|x4999)fS1, S2, ..., S4999

(x1, x2, ..., x4999) = ...

= fS5000|S4999
(x5000|x4999)fS4999|S4998

(x4999|x4998)...fS2|S1
(x2|x1)fS1

(x1).

Ακόμα για i > 1 έχουμε Si = Si(Zi + Zi−1), Si−1 = Si−1(Zi−1), με Zi−1 ∼
N(0, ti−1), Zi ∼ N(0, 3

500 ) ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές και όπου ορίζουμε

για j ∈ {i − 1, i}: Sj(z) = 40e−0.002tj+0.07z
με S−1j (x) = 1

0.07

(
ln x

40 + 0.002tj
)

και
∂S−1

j (x)

∂x = 1
0.07x . ΄Ετσvι αν u(z1, z2) = (Si−1(z1), Si(z1 + z2)), τότε μπορούμε

να δείξουμε εύκολα ότι ισvχύει

u−1(x1, x2) =
1

0.07

(
ln
x1
40

+ 0.002ti−1, ln
x2
x1

+ 0.002× 3

500

)
,

ενώ η τελευταία σvυνάρτησvη έχει ιακοβιανή ορίζουσvα: D = 1
(0.07)2×

1
x1x2

. Επομένως
για κάθε i > 1 ισvχύει u−1(Si−1, Si) = (Zi−1, Zi) και άρα:

fSi|Si−1
(xi|xi−1) =

fSi−1,Si(xi−1, xi)

fSi−1
(xi−1)

=
fu−1(Si−1,Si)(u

−1(xi−1, xi))
1

(0.07)2xi−1xi

fSi−1
(xi−1)

=
fZi−1,Zi(u

−1(xi−1, xi))
1

(0.07)2xixi−1

fZi−1(S−1i−1(xi−1)) 1
0.07xi−1

= ... =
e
− 500

6×(0.07)2
(ln xi−ln xi−1+

0.006
500 )

2√
6π
500 × 0.07xi

Επειδή ακόμα fS1
(x1) = e

− 500
6×(0.07)2

(ln
x1
40

+ 0.006
500 )

2

√
6π
500×0.07×x1

, σvυνδιάζοντας όλα τα παρα-

πάνω απότελέσvματα σvυμπεραίνουμε ότι:

f(x1, x2, ..., x5000) =

5000∏
i=1

1√
6π
5000.07xi

e
− 500

6×(0.07)2
(ln xi−ln xi−1+

0.006
500 )

2

όπου x0 = 40. Αν χρησvιμοποιήσvουμε το Θεώρημα Girsanov (βλέπε 3ο κεφάλαιο)
για να αλλάξουμε λίγο την κατανομή, ώσvτε τη θέσvη της τυπικής κίνησvης Brown
να παίρνει μια τυπική κίνησvη Brown αυξημένη κατά 0.053t, τότε ο σvυντελεσvτής
a = −0.002 σvτον εκθέτη της ανέλιξης αξίας της μετοχής θα μετατραπεί σvε 0.051.
Σε αυτή την περίπτωσvη η αξία της μετοχής σvε χρόνο t = 30 θα είναι μεγαλύτερη
κατά έναν παράγοντα της τάξης του e0.053×30 ≈ 5, οπότε παρατηρώντας τις τρο-
χιές που έχουμε προσvομοιώσvει σvε προηγούμενες ενότητες, θα δούμε ότι το να
μη πραγματοποιηθεί το B αλλά και γενικότερα το να πάρει η αξία της μετοχής
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τόσvο μικρές τιμές που θα μηδενίσvουν την τελική αξία του παραγώγου, δεν είναι
τόσvο πιθανό όσvο πριν. Ως προς τη νέα αυτή κατανομή, η σvυνάρτησvη πυκνότητας
πιθανότητας υπολογίζεται ακριβώς όπως και η f και προκύπτει ότι είναι η:

g(x1, x2, ..., x5000) =

5000∏
i=1

1√
6π
5000.07xi

e
− 500

6×(0.07)2
(ln xi−ln xi−1− 3×0.051

500 )
2

ενώ η Importance Sampling εκτιμήτρια θα είναι προφανώς:

Y =

n∑
m=1

I{ max
0≤j≤5000

{Xj,m} > 165} × e
−0.0135 (X5000,m − 30)

+ f(X1,m, ..., X5000,m)

g(X1,m, ..., X5000,m)

n

όπου Xm = (X1,m, ..., X5000,m), m ∈ {1, 2, ..., n} είναι τυχαίο (ή ψευδοτυχαίο)
δείγμα τροχιών για την ανέλιξη αξίας της μετοχής.

Ο παρακάτω αλγόριθμος που υλοποιείται σvτο πακέτο R, πραγματοποιεί 100 τιμ-
ολογήσvεις με τη σvυμβατική εκτιμήτριαMonte Carlo και άλλες 100 τιμολογήσvεις με
την εκτιμήτρια Importance Sampling. Στη σvυνέχεια εμφανίζει τους δειγματικούς
μέσvους των προσvεγγισvτικών δίκαιων τιμών που προκύπτουν με και χωρίς Impor-
tance Sampling, καθώς επίσvης και τις αντίσvτοιχες τυπικές αποκλίσvεις έτσvι ώσvτε
να εξετασvτεί η αποτελεσvματικότητα της μεθόδου Importance Sampling:

result<-seq(1,100)
impresult<-seq(1,100)

for(j in seq(1,100)){
result[j] <- 0
impresult[j] <- 0
for(i in seq(1,1000)){
v<-cumsum(rnorm(5000)*(3/500)^(1/2))
u<-cumsum(rep(3/500,5000))
path1<-40*exp(0.051*u+0.07*v)
path2<-40*exp(-0.002*u+0.07*v)
logf<-sum(-500/(6*(0.07)^2)*(log(path/c(40,path[seq(1,4999)]))+
0.006/500)^2)
logg<-sum(-500/(6*(0.07)^2)*(log(path/c(40,path[seq(1,4999)]))-
3*0.051/500)^2)
m1<-max(max(path1),40)
m2<-max(max(path2),40)

————————– Συνέχεια σvτην επόμενη σvελίδα ————————–
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———————– Συνέχεια αλγορίθμου ————————

e2<-(40*exp(-0.002*u[5000]+0.07*v[5000])-30)
e1<-(40*exp(0.051*u[5000]+0.07*v[5000])-30)
if(m1>165&e1>0) {impresult[j] <- impresult[j]+e1*
exp(-0.0135+logf-logg)*1/1000}
if(m2>165&e2>0) {result[j] <- result[j]+e2*exp(-0.0135)*1/1000}
}
}

mean(impresult)
mean(result)
sd(impresult)
sd(result)

Ο παραπάνω αλγόριθμος, για τις 100 σvυμβατικές τιμολογήσvεις του σvυγκεκριμέ-
νου Up and In Barrier Call Option, μας δίνει μέσvη τιμή: 0.01415 με τυπική
απόκλισvη: 0.05122, δηλαδή τυπικό σvφάλμα 400% που είναι εξαιρετικά κακό. Για
τις 100 τιμολογήσvεις όμως με τη μέθοδο Importance Sampling, μας δίνει μέσvη
τιμή: 0.01547 και τυπική απόκλισvη: 0.00127 που είναι αρκετά μικρή. Επίσvης, αν
τρέξουμε τον αλγόριθμο του 6ου κεφαλαίου για τον υπολογισvμό της θεωρητικής
δίκαιης τιμής του Up and In Barrier Call Option, αλλάζοντας το φράγμα από
44 σvε 165, θα δούμε ότι η θεωρητική δίκαιη τιμή για το Up and In Barrier Call
Option με φράγμα M = 165 είναι: 0.01621. Η τιμή αυτή σvυμφωνεί με τη μέσvη
τιμή που μας έδωσvε η εκτίμησvη με Importance Sampling, σvε ένα βαθμό που, αν
λάβουμε υπόψιν και τη μεροληψία λόγο διακριτοποίησvης, μπορεί να θεωρηθεί εν-
τός των ορίων του σvφάλματος που μας έδωσvε η σvυγκεκριμένη μέθοδος. Με βάσvη
το κάκισvτο σvφάλμα της σvυμβατικής μεθόδου τιμολόγησvης και τη θεωρία του 5ου
κεφαλαίου, για να πετύχουμε τόσvο καλή προσvέγγισvη χωρίς τεχνικές ελάττωσvης
διασvποράς θα έπρεπε να λάβουμε δείγμα 2500 φορές μεγαλύτερο. Αυτό θα είχε
χρονικό κόσvτος που δεν σvυγκρίνεται με το χρονικό κόσvτος υπολογισvμού των επι-

πλέον παρασvτάσvεων που εισvάγονται για την εφαρμογή της μεθόδου Importance
Sampling, οπότε έτσvι καταλήγουμε σvτο ότι η μέθοδος αυτή δουλεύει εξαιρετικά
σvτη σvυγκεκριμένη περίπτωσvη.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ: Εντολές λογισvμικώνMathematica - R

Πράξεις (κοινές για τα δύο λογισvμικά):

+ : πρόσvθεσvη

- : αφαίρεσvη

* : πολλαπλασvιασvμός

/ : διαίρεσvη

^ : ύψωσvη σvε δύναμη

Βασvικές εντολές Wolfram Mathematica:

Εντολή1;Εντολή2;Εντολή3;....: Εκτελεί πρώτα την Εντολή1, μετά την
Εντολή2, κ.ο.κ.

F[x1_,x2_, ....]:= ....: ορίζει τη σvυνάρτησvη F ως προς τις μεταβλητές x1, x2,
κ.ο.κ.

x=RandomVariate[NormalDistribution[a,b], k]: παράγει k ψευδοτυχαίους
αριθμούς από την κανονική κατανομή με μέσvη τιμή a και τυπική απόκλισvη
b, και εκχωρεί το διάνυσvμα αυτών σvτο x. Αν παραλείψουμε το k, τότε
παράγεται μόνο ένας ψευδοτυχαίος αριθμός. Αν παραλείψουμε τα a,b τότε
αυτά παίρνουν τις τιμές 0 και 1 αντίσvτοιχα.

x=CDF[NormalDistribution[a,b],y]: Υπολογίζει τη σvυνάρτησvη κατανομής
της κανονικής κατανομής με μέσvη τιμή a και τυπική απόκλισvη b.
Αν παραλείψουμε τα a,b τότε αυτά παίρνουν τις τιμές 0 και 1 αντίσvτοιχα.
Το αποτέλεσvμα εκχωρείται σvτη μεταβλητή x.

Log[x]: υπολογίζει το νεπέριο λογάριθμο της μεταβλητής x

IntegerQ[a]: Επισvτρέφει True αν ο a είναι ακέραιος, False διαφορετικά.

Exp[x]: υπολογίζει το ex για τη μεταβλητή x

For[i=a,i<b,i++,εντολή1;εντολή2;....]: Υλοποιεί έναν βρόγχο, όπου οι
εντολές εντολή1, εντολή2 κτλ εκτελούνται για κάθε i με τιμές από a
μέχρι b, ενώ το i αυξάνεται μετά από κάθε εκτέλεσvη των εντολών κατά 1
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While[Συνθήκη,εντολή1;εντολή2;....]: Υλοποιεί έναν βρόγχο, όπου οι
εντολές εντολή1, εντολή2 κτλ εκτελούνται όσvο ισvχύει η Συνθήκη.

If[Συνθήκη, εντολή1;εντολή2...]: Εκτελεί τις εντολές εντολή1, εντολή2,
κ.ο.κ αν η Συνθήκη είναι αληθής (έχει την τιμή True).

a=List[]: Δημιουργεί μια κενή λίσvτα με όνομα “a”.

a[[i]]: καλεί το i-οσvτό σvτοιχείο της λίσvτας “a”

Append[a,x]: καλεί μια λίσvτα με το σvτοιχείο “x” πρώτο και σvτα σvτοιχεία
της λίσvτας “a” σvτη σvυνέχεια

Join[a,b]: καλεί μια λίσvτα που έχει πρώτα τα σvτοιχεία της λίσvτας “a” και
σvτη σvυνέχεια τα σvτοιχεία της λίσvτας “b”

DiscretePlot[G[t],{t,a,b,s},Joined->B, AxisLabel -> {”m”,”n”}]: Εμφανίζει
μια γραφική παράσvτασvη των διακριτών τιμών της σvυνάρτησvης G ως προς τη
διακριτή μεταβλητή t, η οποία παίρνει διαδοχικά τιμές σvτο [a,b] με βήμα s.
Η παράμετρος Joined είναι μια λογική παράμετρος, όπου όταν Joined -> True
τότε τα σvημεία εμφανίζονται ενωμένα με γραμμές. Τα “m”, “n” είναι τα
ονόματα που δίνονται σvτους άξονες

ListPlot[{Table[{i/2,G[i]},{i,a,b}],Table[{i/2,H[i]},{i,a,b}]},PlotLegend->
{"u","v"},LegendPosition->{x,y}, AxisLabel -> {”m”,”n”}]: Εμφανίζει μια
γραφική παράσvτασvη των διακριτών τιμών των σvυναρτήσvεων G και H ως προς
τη διακριτή μεταβλητή j=i/2, η οποία παίρνει διαδοχικά τιμές σvτο [a,b] με βήμα
1/2. Η παράμετρος PlotLegend απαιτεί τη φόρτωσvη ενός ειδικού πακέτου και
χρησvιμεύει σvτην εισvαγωγή λεζάντας σvτο γράφημα. Τα “m”, “n” είναι τα ονόματα
που δίνονται σvτους άξονες

ErrorListPlot[{Table[{{i/2,G[i]}, ErrorBar[E[i]},{i,a,b}],Table[{{i/2,H[i]},
ErrorBar[0]},{i,1,60}]}, AxisLabel -> {”m”,”n”}]: Η εντολή αυτή απαιτεί
φόρτωσvη ειδικού πακέτου. Εμφανίζει μια γραφική παράσvτασvη των διακριτών
τιμών των σvυναρτήσvεων G και H ως προς τη διακριτή μεταβλητή j=i/2, η οποία
παίρνει διαδοχικά τιμές σvτο [a,b] με βήμα 1/2. Γύρω το i-οσvτό σvημείο που
αντισvτοιχεί σvε τιμή της G, εμφανίζει μια γραμμή που εκφράζει πιθανό σvφάλμα
μεγέθους E[i]. Τα “m”, “n” είναι τα ονόματα που δίνονται σvτους άξονες

Labeled[Εντολή, “label”]: Εμφανίζει το αποτέλεσvμα της Εντολής που δίνεται
και ακριβώς από κάτω εμφανίζει το μήνυμα “label”.
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*** Για απόκτησvη γνώσvης σvε βάθος σvχετικά με το λογισvμικό Mathematica,
παραπέμπουμε σvτη βιβλιογραφία σvτο [2].

Βασvικές εντολές σvτατισvτικού πακέτου R:

<- : Εντολή εκχώρησvης, προτιμάται αντί του “=”.

x <- rep(a, b): εκχωρεί σvτο x ένα διάνυσvμα με b το πλήθος σvτοιχεία ίσvα με a.
Το a μπορεί να είναι και NA, δηλαδή αγνοούμενη τιμή.

seq(a:b): Για a,b ακέραιους, επισvτρέφει διάνυσvμα με τιμές τους ακεραίους
που υπάρχουν σvτο κλεισvτό διάσvτημα [a,b].

rnorm(a): δημιουργεί ένα διάνυσvμα μεγέθους a με ψευδοτυχαίους αριθμούς
από την τυποποιημένη κανονική κατανομή.

pnorm(x): επισvτρέφει την τιμή της σvυνάρτησvης κατανομής πιθανότητας της
τυποποιημένης κανονικής κατανομής σvτην τιμή x.

for(i in v) {εντολές}: εκτελεί τις εντολές εντός των αγκίσvτρων για κάθε
τιμή του i μεταξύ των αριθμών του διανύσvματος v.

if(σvυνθήκη) {εντολές}: εκτελεί τις εντολές εντός των αγκίσvτρων όταν
η σvυνθήκη εντός των παρενθέσvεων είναι αληθής (έχει τιμή TRUE).

matrix(a, ncol=b, byrow=T): δημιουργεί έναν πίνακα με b σvτήλες με τα
σvτοιχεία του διανύσvματος a. Η σvειρά εισvαγωγής των σvτοιχείων σvτον πίνακα
είναι ανά γραμμή.

v[j]: επισvτρέφει το j-οσvτό σvτοιχείο του διανύσvματος v.

v[Συνθήκη]: επισvτρέφει τα σvτοιχεία ενός διανύσvματος v, σvτις θέσvεις των
οποίων ισvχύει η Συνθήκη.

cumsum(v): επισvτρέφει ένα διάνυσvμα με σvτοιχεία τα διαδοχικά μερικά
αθροίσvματα των σvτοιχείων του διανύσvματος v.
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colSums(Μ): επισvτρέφει διάνυσvμα με τα αθροίσvματα των σvτοιχείων
των σvτηλών του πίνακα M.

apply(Μ,2,cumsum)): εφαρμόζει την εντολή cumsum σvτις σvτήλες του
πίνακα M και επισvτρέφει πίνακα των οποίων οι σvτήλες είναι τα
αποτελέσvματα.

sd(v): επισvτρέφει την τυπική απόκλισvη των σvτοιχείων του διανύσvματος v

cor(v,u): επισvτρέφει το σvυντελεσvτή σvυσvχέτισvης των σvτοιχείων των
διανυσvμάτων u και v.

log(x): υπολογίζει το νεπέριο λογάριθμο της μεταβλητής x

exp(x): υπολογίζει το ex για τη μεταβλητή x

boxplot(u,v, παράμετροι): Εμφανίζει ένα σvυγκριτικό θηκογράφημα για
τις τιμές των διανυσvμάτων u και v. Με τις παραμέτρους μπορούμε να
προσvθέσvουμε επιπλέον πράγματα σvτο θηκογράφημα, όπως υπότιτλους
κτλ.

title(“title”): δίνει σvτο γράφημα που έχει εμφανισvτεί τον τίτλο “title”.
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