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Prìlogoc

Παρ΄ ότι οι πρώτες μη τετριμμένες λύσvεις των εξισvώσvεων Einstein έκαναν την
εμφάνισvή τους ήδη από τα πρώτα χρόνια της γέννησvης της γενικής θεωρίας της

σvχετικότητας, η αντιμετώπισvη ζητημάτων που σvχετίζονται με αυτές με αυσvτηρά
μαθηματικά εργαλεία δεν έγινε παρά αρκετά χρόνια αργότερα, κατά τις δεκαετίες
του ’50 και του ’60. Η περίοδος, δε, των δεκαετιών του ’60 και του ’70 αποκαλείται
σvυχνά και χρυσvή εποχή της θεωρίας της σvχετικότητας, και ένα από τα σvημαντικά
αποτελέσvματα των χρόνων αυτών είναι και η θεμελίωσvη του προβλήματος Cauchy
για τις εξισvώσvεις Einstein. Η θεμελίωσvη αυτή ήταν απαραίτητη για την μετέπειτα
μελέτη των λύσvεων των εξισvώσvεων Einstein με τα εργαλεία της θεωρίας των μη
γραμμικών διαφορικών εξισvώσvεων, και άνοιξε τον δρόμο για την επίτευξη πολυάρι-
θμων αποτελεσvμάτων σvτο χώρο αυτό αλλά και την διατύπωσvη ακόμα περισvσvότερων

δύσvκολων εικασvιών. ΄Οπως σvυμβαίνει και με τους περισvσvότερους κλάδους των δι-
αφορικών εξισvώσvεων, ένα από τα κεντρικά ανοιχτά προβλήματα της προσvέγγισvης
αυτής έχει να κάνει με την μελέτη της ευσvτάθειας των λύσvεων των εξισvώσvεων

Einstein.
Για το λόγο, λοιπόν, αυτό, η παρούσvα εργασvία επικεντρώνεται κατ’ αρχάς σvτην

προσvέγγισvη του προβλήματος Cauchy για τις εξισvώσvεις Einstein: Στο δεύτερο κε-
φάλαιο γίνεται μια παρουσvίασvη των αποδειξεων σvχετικά με τον ορισvμό και την καλή

τοποθέτησvη του αντίσvτοιχου προβλήματος αρχικών τιμών, καθώς και της έννοιας
του μεγισvτικού καθολικά υπερβολικού αναπτύγματος. Στην σvυνέχεια, σvτο τρίτο
κεφάλαιο, παρουσvιάζονται κάποιες από τις κλασvικότερες λύσvεις των εξισvώσvεων
Einstein και σvχολιάζονται τα γεωμετρικά τους χαρακτηρισvτικά υπό το πρίσvμα του
προβλήματος Cauchy για αυτές. Το κεφάλαιο αυτό (και μαζί του η παρούσvα ερ-
γασvία) κλείνει με μια μικρή σvυζήτησvη σvχετικά με την ευσvτάθεια των λύσvεων αυτών,
καθώς και με μια παρουσvίασvη των σvημαντικότερων αποτελεσvμάτων που έχουν επι-

τευχθεί προς την κατεύθυνσvη αυτή.
Φυσvικά, η διαφορική γεωμετρία παίζει θεμελιώδη ρόλο σvε όλες τις εκφάνσvεις

της θεωρίας της σvχετικότητας, και για τον λόγο αυτό το πρώτο κεφάλαιο περ-
ιλαμβάνει μια μικρή εισvαγωγή σvε βασvικές έννοιες της Ριμάννειας αλλά και της

Λορέντζιας γεωμετρίας. Βέβαια, η εισvαγωγή αυτή απέχει πολύ από το να θεω-
ρηθεί πλήρης, μια και ο σvκοπός της είναι απλώς η παρουσvίασvη των ορισvμών και των
αποτελεσvμάτων που κάνουν την εμφάνισvή τους αργότερα σvτο κείμενο. Πέραν αυ-
τού, για την ολοκληρωμένη παρουσvίασvη των αποδείξεων του δευτέρου κεφαλαίου,
είναι απαραίτητη η γνώσvη κάποιων αποτελεσvμάτων σvχετικά με τις λύσvεις μη γραμ-
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μικών κυματικών εξισvώσvεων. Τα αποτελέσvματα αυτά παρουσvιάζονται με αναλυ-
τικές αποδείξεις (σvτις περισvσvότερες περιπτώσvεις) σvτο παράρτημα, ακολουθώντας
(όπως και σvτο μεγαλύτερο μέρος του δεύτερου κεφαλαίου) τον [2]. Τέλος, σvτην
σvυζήτησvη σvχετικά με την ευσvτάθεια των λύσvεων των εξισvώσvεων Einstein κεν-
τρική θέσvη κατέχει η μέθοδος του διανυσvματικού πεδίου, και για τον λόγο αυτό
το παράρτημα περιλαμβάνει κάποιους βασvικούς σvχετικούς ορισvμούς.

Θα ήθελα να ευχαρισvτήσvω θερμά τον κ. Μ. Δαφέρμο, ο οποίος με σvτήριξε
πραγματικά με πολυσvχιδείς τρόπους σvε όλη την διάρκεια της εκπόνησvης της ερ-

γασvίας αυτής. Με μύησvε σvτον κόσvμο της γενικής σvχετικότητας και μου δίδαξε
πολλά περισvσvότερα από όσvα διαφαινονται σvτην προκείμενη εργασvία. Επιπλέον, θα
ήθελα να ευχαρισvτήσvω και τον κ. Δ. Γκιντίδη και την κ. Κ. Κυριάκη, οι οποίοι

αποτελούν τα δύο άλλα μέλη της τριμελούς επιτροπής της εργασvίας, και οι οποίοι

μου εχουν προσvφέρει αμέρισvτα τόσvο τις μαθηματικές τους γνώσvεις όσvο και την

πολύτιμη βοήθειά τους σvε όλα τα χρόνια των σvπουδών μου.
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Kef�laio 1

Eisvagwg : StoiqeÐa
diaforik c gewmetrÐac kai
aitiak¸n dom¸n

Σκοπός της εισvαγωγικής αυτής παραγράφου είναι η σvυνοπτική παρουσvίασvη των

βασvικών εννοιών που προέρχονται από τον χώρο της Ριμάνειας και Λορέντζιας

γεωμετρίας, οι οποίες αποτελούν το βασvικό πλαίσvιο αναφοράς μέσvα σvτο οποίο
κινείται η γενική θεωρία της σvχετικότητας. Βέβαια, η παράθεσvη των εννοιών
αυτών γίνεται με το σvκεπτικό πως ο αναγνώσvτης ειναι εξοικειωμένος με τις έννοιες

και τις τεχνικές της διαφορικής γεωμετρίας και του λογισvμού σvε πολλαπλότητες.
Για μια πιο ενδελεχή (και πολύ πιο προσvεγμένη) προσvέγγισvη των θεμάτων αυτών,
παραμπέμπουμε σvτα εξαιρετικα [10, 11].
Οι χώροι που αποτελούν ως επί το πλείσvτον το βασvικό σvημείο αναφοράς της δι-

αφορικής γεωμετρίας ειναι οι διαφορίσvιμες πολλαπλότητες. Πιο σvυγκεκριμένα, μια
πολλαπλότητα διάσvτασvης n ορίζεται ως ένας Hausdorff και δεύτερος αριθμήσvιμος
τοπολογικός χώρος Μ, ο οποίος είναι τοπικά ομοιορφικός με τον Rn. Υπάρχει,
δηλαδή, μια σvυλλογή ανοιχτών σvυνόλων του Μ {Ui}iεI και μια αντισvτοιχη σvυλλογή
απεικονίσvεων {φi}iεI ώσvτε ∪iεIUi = M και ∀iεI: φi : Ui → Rn ομοιομορφικά.Μια
τέτοια οικογένεια ζευγών {(Ui,φi)}i∈I ονομάζεται άτλαντας. Εάν περιορισvτούμε
σvτην τομή δύο τέτοιων σvυνόλων, έσvτω Ui ∩Uj , και υποθέσvουμε ότι αυτή είναι μη
κενή, τότε τόσvο η φi όσvο και η φj απεικονίζουν ομοιομορφικα το σvύνολο Ui ∩ Uj
σvτα ανοιχτα υποσvύνολα του Rn φi(Ui∩Uj) και φj(Ui∩Uj) αντίσvτοιχα. Μπορούμε,
λοιπόν, για κάθε τέτοιο ζεύγος απεικονίσvεων να ορίσvουμε την λεγόμενη σvυνάρτησvη
μετάβασvης φi,j : φi(Ui∩Uj) ⊆ Rn → φj(Ui∩Uj) ⊆ Rn , φi,j(x) = φj(φ

−1
i (x)). Η

σvυλλογή των σvυναρτήσvεων αυτών περιγράφει το πως μπορούμε να κατασvκευάσvουμε

την πολλαπλότητα Μ “κολλώντας” κατάλληλα ανοιχτά υποσvύνολα του Rn και
ουσvιασvτικά καθορίζει και τις ιδιότητες της Μ. Απαιτώντας οι σvυναρτήσvειςαυτές
να ικανοποιούν κάποιους περιορισvμούς, μπορούμε να δώσvουμε επιπλέον δομή σvτην
πολλαπλότητα. ΄Ετσvι, λοιπόν, μια διαφορίσvιμη πολλαπλότητα τάξης Ck ορίζεται ως
μια πολλαπλότητα με έναν άτλαντα {Ui,φi}iεI για τον οποίο όλες οι σvυναρτήσvεις
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μετάβασvης είναι k φορές σvυνεχώς παραγωγίσvιμες. ΄Ενας μεγισvτικός τέτοιος άτ-
λαντας (ένας άτλαντας, δηλαδή, για τον οποίο κάθε ζεύγος (Ui,φi) το οποίο
δεν περιέχεται σvε αυτόν δεν μπορεί να προσvτεθεί σvε αυτόν χωρίς να δημιουργη-

θεί κάποια σvυνάρτησvη μετάβασvης που ξεφεύγει από την κατηγορία των Ck σvυ-
ναρτήσvεων) θα λέμε ότι ορίζει μια διαφορίσvιμη δομή σvτην πολαπλότητα Μ.
Σε μια διαφορίσvιμη πολλαπλότητα Μ ορίζεται με φυσvιολογικό τρόπο η έννοια

της παραγωγίσvιμης σvυνάρτησvης ως εξής: Μια σvυνάρτησvη f : M → R θα καλεί-
ται παραγωγίσvιμη αν για κάθε Ui σvτον άτλαντα ισvχύει ότι η f ◦ φ−1

i : φi(Ui) ⊆
Rn → R είναι παραγωγίσvιμη. Φυσvικά, ο ορισvμός αυτός έχει νόημα μόνο επειδή
οι σvυναρτήσvεις μετάβασvης είναι παραγωγίσvιμες σvυναρτήσvεις. Είναι εύκολο να δι-
απισvτώσvουμε ότι το σvύνολο των σvυναρτήσvεων αυτών αποτελεί μια R-άλγεβρα A
με τις κατά σvημείο πράξεις της πρόσvθεσvης και του πολλαπλασvιασvμού. Το σvύνολο
των παραγωγίσvεων (derivations) της άλγεβρας αυτής, δηλαδή το σvύνολο των
R−γραμμικών απεικονίσvεων D : A→ A που ικανοποιούν τον κανόνα του Leibniz
D(f ·g) = D(f)·g+f ·D(g) αποτελεί την λεγόμενη εφαπτόμενη δέσvμη ΤΜ της Μ.
Κάθε τέτοια παραγώγισvη θα λέμε ότι αποτελεί ένα εφαπτόμενο διανυσvματικό πεδίο

σvτο Μ. Εναλλακτικά, η εφαπτόμενη δέσvμη ΤΜ μπορεί να ορισvτεί ως η διανυσvματική
δέσvμη πάνω από το Μ με ίνα ισvόμορφη με τον Rn, τετριμμένο κάλυμμα {Ui}iεI
και σvυναρτήσvεις μετάβασvης δέσvμης τις ιακωβιανές των σvυναρτήσvεων μετάβασvης

{φi,j}i,jεI του άτλαντα {(Ui,φi)}iεI . Η δυική δέσvμη της ΤΜ, Τ*Μ, ορίζεται ως η
διανυσvματική δέσvμη για την οποία κάθε ίνα της είναι ο δυικός χώρος V ∗ της ίνας
V της ΤΜ και οι σvυναρτήσvεις μετάβασvης δέσvμης είναι οι δυικές των αντίσvτοιχων
σvυναρτήσvεων για την ΤΜ. Αντίσvτοιχα, μπορούν να ορισvτούν και οι τανυσvτικές
δέσvμες ⊗kTM ⊗l T ∗M ως οι διανυσvματικές δέσvμες πάνω από την πολλαπλότητα
Μ με ίνες τα αντίσvτοιχα τανυσvτικά γινόμενα των ινών της ΤΜ και της δυικής της

και σvυναρτήσvεις μετάβασvης τα αντίσvτοιχα τανυσvτικά γινόμενα των σvυναρτήσvεων

μετάβασvης της ΤΜ και της Τ*Μ. Οι τομές της τανυσvτικής δέσvμης ⊗kTM⊗lT ∗M
(δηλαδή οι σvυναρτήσvεις f : M → ⊗kTM ⊗l T ∗M για τις οποίες κάθε f(x) ανήκει
σvτην ίνα της δέσvμης πάνω από το x) θα καλούνται και (k,l)-τανυσvτές. Δεν θα
αναφερθούμε άλλο σvτις ιδιότητες της εφαπτόμενης δέσvμης, παρά θα παραπέμψ-
ουμε τον αναγνώσvτη σvτο [10].
Παρ’ ότι οι διαφορίσvιμες πολλαπλότητες έχουν ιδιαίτερα πλούσvια θεωρία από

μόνες τους, αποκτούν γεωμετρικό ενδιαφέρον μόνο με τον ορισvμό μιας κατάλληλης
μετρικής, η οποία σvέβεται την δομή τους ως πολλαπλότητες. Μια τέτοια μετρική
λέγεται Ριμάννεια μετρική, και καθορίζεται από μια σvυνεχή σvυνάρτησvη g : TM ×
TM → R για την οποία ο περιορισvμός της σvτις ίνες V ×V είναι μια σvυμμετρική και
θετικά ορισvμένη διγραμμική μορφή. Στην γενική θεωρία της σvχετικότητας, όμως,
ιδιαίτερο ρόλο παίζουν οι λεγόμενες Λορέντζιες μετρικές (οι οποίες, βέβαια, δεν
ορίζουν μια μετρική με την αυσvτηρή έννοια), για τις οποίες η πιο πάνω σvυνάρτησvη g
σvε κάθε ίνα V είναι θετικά ορισvμένη σvε έναν υπόχωρο σvυνδιάσvτασvης 1, και αρνητικά
ορισvμένη σvε έναν σvυμπληρωματικό του υπόχωρο. Σε κάθε ίνα της ΤΜ, λοιπόν, τα
διανύσvματα θα ταξινομούνται σvε τρείς κατηγορίες ως εξής:

� Αν g(v,v)<0, το v θα καλείται χρονόμορφο ή χρονοειδές

� Αν g(v,v)=0, το v θα καλείται φωτοειδές
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� Αν g(v,v)>0, το v θα καλείται χωρόμορφο ή χωροειδές

� Αν g(v,v)≤ 0 το v θα καλείται αιτιώδες

Αντίσvτοιχα, τα διανυσvματικά πεδία (ή οι καμπύλες) σvτο Μ θα χαρακτηρίζον-
ται ως χρονοειδή, φωτοειδή ή χωροειδή (ή και αιτιώδη) αν ο περιορισvμός σvε
κάθε ίνα του διανυσvματικού πεδίου (ή ενός εφαπτόμενου διανυσvματικού πεδίου
της καμπύλης) είναι χρονοειδή, φωτοειδή ή χωροειδή (ή και αιτιώδη) διανύσv-
ματα. Επιπλέον, μια υποπολλαπλότητα μιας Λορέντζιας πολλαπλότητας Μ θα
καλείται χωρόμορφη ή χωροειδής αν η μετρική που κληρονομεί από την Μ ειναι

Ριμάννεια. Για ένα αιτιώδες διάνυσvμα μπορούμε να ορίσvουμε το μήκος του ως
|v| =

√
−g(v, v). ΄Ετσvι, αν τα v, w είναι αιτιώδη ισvχύει η ανεσvτραμμένη τριγωνική

ανισvότητα: |v + w| ≥ |v| + |w|, ενώ γενικότερα αν το επίπεδο που παράγουν τα
v, w περιέχει και μη μηδενικό φωτοειδές διάνυσvμα η ανισvότητα Cauchy ισvχύει
ανεσvτραμμένη: |g(v, w)|2 ≥ |g(v, v)| · |g(w,w)|. Να σvημειωθεί ότι σvτην ειδική
σvχετικότητα, όπου ο χωροχρόνος μοντελοποιείται από τον χώρο Minkowski και
οι ταχύτητες των σvωμάτων οφείλουν να είναι αιτιώδη διανύσvματα, η ανεσvτραμμένη
τριγωνική ανισvότητα αποτελεί την ουσvία του παραδόξου των διδύμων.
Δεδομένου ότι μια τέτοια διγραμμική σvυνάρτησvη g είναι μη ιδιάζουσvα, με την

βοήθειά της καθορίζεται με μοναδικό τρόπο ένας ισvομορφισvμός δεσvμών [ μεταξύ
της ΤΜ και της Τ*Μ, ώσvτε ∀X ∈ TM , X[ = g(X, ·).
Εν γένει, οι περισvσvότεροι ορισvμοί και ιδιότητες των ριμάννειων πολλαπλοτήτων

επεκτείνονται και σvτην περίπτωσvη της Λορέντζιας γεωμετρίας. Παρ’ ότι, όμως,
κάθε διαφορίσvιμη πολλαπλότητα επιδέχεται μια σvυμβατή Ριμάννεια μετρική (όπως
μπορεί να δειχτεί με ένα απλό επιχείρημα διαμερίσvεων της μονάδας), δεν ισvχύει το
ίδιο και για μια Λορέντζια μετρική, αφού η ύπαρξη της κατανομής ευθειών πάνω
σvτις οποίες η g είναι αρνητικά ορισvμένη καθορίζει μια διάσvπασvη της εφαπτόμενης
δέσvμης ΤΜ σvε τοπολογικό άθροισvμα δύο διανυσvματικών δεσvμών, το οποίο δεν
είναι εφικτό για κάθε διαφορίσvιμη πολλαπλότητα.
Σε πολλές περιπτώσvεις είναι απαραίτητο να κάνει κανείς κάποιους υπολογισv-

μούς σvχετικά με διάφορα γεωμετρικά αντικείμενα, και για το σvκοπό αυτό ειναι ιδι-
αίτερα βολική η επιλογή κάποιου τοπικού σvυσvτήματος σvυντεταγμένων σvτο οποίο

να εκφράζονται οι διάφορες ποσvότητες. Πιο σvυγκεκριμένα, λοιπόν, λόγω του ορισv-
μού μιας πολλαπλότητας Μ, γύρω από κάθε σvημείο xεM υπάρχει μια περιοχή U
του άτλαντα που απεικονίζεται ομοιομορφικά σvτον Rn μέσvω μιας απρεικόνισvης
φ. Αποδεικνύεται, λοιπόν, τότε ότι κάθε εφαπτόμενο διανυσvματικό πεδιο v σvτην
U μπορεί να γραφεί ως v1(x) · φ∗( ∂

∂x1
) + ... + vn(x) · φ∗( ∂

∂xn
) (όπου οι παραγ-

ωγίσvεις φ
∗( ∂
∂xi

) είναι οι pullpack των παραγωγίσvεων ∂
∂xi
σvτον Rn, και σvτο εξής

θα σvυμβολίζουμε και αυτές με
∂
∂xi
ή ∂i). Οι σvυναρτήσvεις v

i
αποτελούν τις σvυν-

τεταγμένες του διανυσvματικού πεδίου v σvύμφωνα με τον χάρτη (U, φ). Στην
περίπτωσvη 1-μορφών, δηλαδή τομών της δυικής δέσvμης Τ*Μ, οι σvυντελεσvτές των
σvυνισvτωσvών τους θα γράφονται με τους δείκτες “κατεβασvμένους”. Με τον ίδιο
τρόπο, η λορέντζια μετρική g αναπαρίσvταται τοπικά ως gij = g( ∂

∂xi
, ∂
∂xj

), και με

αυτόν τον σvυμβολισvμό (χρησvιμοποιώντας τον σvυμβολισvμό του Einstein για την
άθροισvη) για δυο διανυσvματικά πεδία x, y ισvχύει g(x, y) = gijx

iyj . Θα σvυμ-
βολίζουμε με gij τον αντισvτροφο του gij . Στο εξής, θα “ανεβάζουμε” και θα
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“κατεβάζουμε” τους δείκτες σvε διανύσvματα και τανυσvτές με την βοήθεια των gij

και gij , οπότε και θα έχουμε λόγου χάρη: x
i = gijxj . Αυτό αποτελεί ουσvιατικά

μια έκφρασvη του ισvομορφισvμού μεταξύ ΤΜ και Τ*Μ που καθορίζεται από την
μετρική μας.
Η μετρική αυτή επεκτείνεται και σvτην τανυσvτική δέσvμη ⊗kTM ⊗l T ∗M , ώσvτε

για δύο (k,l)-τανυσvτές Sa1,..akb1,..bl
, P c1,..ckd1,..dl

(με σvυντεταγμένες σvε έναν τοπικό χάρτη)

να έχουμε ότι g̃(S, P ) = gb1d1gb2d2 · ·gbldlga1c1 · ·gakckS
a1,..ak
b1,..bl

P c1,..ckd1,..dl
.

Πολύ σvημαντική έννοια που σvχετίζεται με τις διανυσvματικές δέσvμες πάνω από

διαφορίσvιμες πολλαπλότητες είναι η έννοια της παράλληλης μεταφοράς διανυσvμάτων.
Η παράλληλη μεταφορά διανυσvμάτων μπορεί να θεμελιωθεί αξιωματικά ώσvτε να

αποτελεί γενίκευσvη της παράλληλης μεταφοράς διανυσvμάτων σvτον Rn, και η σvη-
μασvία της έγκειται σvτο ότι επιτρέπει την σvύγκρισvη διανυσvμάτων που ανήκουν σvε

διαφορετικές ίνες της δέσvμης. Με αυτόν τον τρόπο, μπορεί να ορισvτεί με φυσvι-
ολογικό τρόπο μια ιδιαίτερη παράγωγος, η σvυναλλοίωτη παράγωγος μιας τομής
της δέσvμης, χρησvιμοποιώντας απλώς σvτον “κλασvικό” ορισvμό της παραγώγου την
έννοια της παράλληλης μεταφοράς ώσvτε να έχει νόημα η διαφορά δύο διανυσvμάτων

που ανήκουν σvε διαφορετικές ίνες. Αποφεύγοντας να παρουσvιάσvουμε πιο βαθιά το
πολύ ενδιαφέρον αυτό θέμα, να αναφέρουμε πως σvτην περίπτωσvη μιας Ριμάννειας
ή Λορέντζιας πολλαπλότητας ορίζεται κατά μοναδικό τρόπο παράλληλη μεταφορά

κατά την οποία διατηρείται το εσvωτερικό γινόμενο g(X,Y) κατά την παράλληλη
μεταφορά των διανυσvμάτων X, Υ μιας ίνας και η “σvυνοχή” της οποίας έχει μη-
δενική σvτρέψη. Η σvυνοχή αυτή ονομάζεται και σvυνοχή Levi-Civita. Σε αυτήν
την περίπτωσvη, η σvυναλλοίωτη παράγωγος ενός διανυσvματικού πεδίου X σvτην
κατεύθυνσvη του διανυσvματικού πεδίου Υ δίνεται από την σvχέσvη:

(∇YX)i = Y j∂jX
i + ΓiklY

kX l

όπου

Γ
i
kl =

1

2
gim(∂kgml + ∂lgmk − ∂mgkl)

Λόγω του ορισvμού της Levi - Civta σvυνοχής, ισvχύει ότι ∇g = 0 και επομένως
V (g(X,Y )) = g(∇VX,Y ) + g(X,∇V Y ). Επιπλέον, η έννοια της σvυναλλοίωτης
παραγώγου μπορεί να επεκταθεί και σvτις τανυσvτικές δέσvμες που προκύπτουν από

την ΤΜ ώς εξής (σvε τοπικές σvυντεταγμένες): Αν S ∈ Γ(⊗kTM ⊗l T ∗M) και
V ∈ Γ(TM):

(∇V S)a1,..akb1,..bl
= V n∂nS

a1,..ak
b1,..bl

+

k∑
i=1

Γ
ai
n,mS

a1,..m..ak
b1,..bl

V n −
k∑
i=1

Γ
m
n,aiS

a1,..ak
b1,..m..bl

V n

Υπό το πρίσvμα της σvυναλλοίωτης παραγώγου, λοιπόν, ειναι δυνατόν να ορισvτεί
μια ιδιαίτερη κατηγορία καμπυλών σvτην πολλαπλότητα Μ, οι λεγόμενες γεωδαισvι-
ακές καμπύλες. Πιο σvυγκεκριμένα, μια C2

καμπύλη γ : R → M θα λέγεται

γεωδαισvιακή αν ισvχύει ότι ∇ġγ̇ = 0 ή ισvοδύναμα σvε ένα τοπικό σvύσvτημα σvυντε-

ταγμένων γ̈
m+Γmklγ̇

k
γ̇
l = 0. Σύμφωνα με το θεώρημα του Picard για τις σvυνήθεις
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διαφορικές εξισvώσvεις, αν η μετρική g είναι τάξης τουλάχισvτον C2
τότε για κάθε

σvημείο p ∈ M και για κάθε διάνυσvμα v ∈ TpM υπάρχει μοναδική γεωδαισvιακή γ

ώσvτε γ(0)=p και γ̇(0) = v. Το γεγονός αυτό μας επιτρέπει να ορίσvουμε ∀p ∈ M
μια ιδιαίτερη απεικόνισvη expp : TpM → M , η οποία σvτέλνει κάθε v ∈ TpM σvτο

σvημείο γ(1), όπου γ η μοναδική γεωδαισvιακή που μας εξασvφαλίζει το θεώρημα
του Picard. Μάλισvτα, περιοριζόμενοι σvε μια αρκούντως “μικρή” ανοιχτή περιοχή
Ũ του 0p σvτην ίνα TpM , η απεικόνισvη αυτή αποδεικνύεται ότι ειναι διαφορομορ-
φισvμός (με χρήσvη λ.χ. του θεωρήματος αντίσvτροφης απεικόνισvης δεδομένου ότι
D(expp)(0p) = Id). Στο εξής, ένα σvύνολο U ⊆ M το οποίο για κάθε σvημείο

p ∈M μπορεί να γραφεί ως η διαφορομορφική εικόνα expp(Ũ) ενός ασvτεροειδούς

σvυνόλου Ũ ⊂ TpM γύρω από το 0p ∈ TpM θα λέμε ότι είναι κυρτό. Με αυτόν
τον ορισvμό, κάθε σvημείο p μιας Ριμάννειας ή Λορέντζιας πολλαπλότητας έχει μια
ανοιχτή κυρτή περιοχή. Φυσvικά, υπάρχουν πολλές γενικεύσvεις της έννοιας της
κυρτότητας σvυνόλων σvτην διαφορική γεωμετρία, αλλά σvε εμάς μόνο η προκείμενη
θα φανεί χρήσvιμη.
Στην περίπτωσvη των Ριμάννειων πολλαπλοτήτων το μήκος μιας γεωδαισvιακής

που σvυνδέει δύο σvημεία αποτελεί ένα τοπικό ελάχισvτο μεταξύ των μηκών των

καμπυλών που σvυνδέουν τα δύο σvημεία (όπου το μήκος μιας καμπύλης από το

γ(α) ως το γ(b) δίνεται από την σvχέσvη
´ b
a
g(γ̇, γ̇)

1
2 dt και είναι ανεξάρτητο από

την παραμέτρησvή της), και το θεώρημα των Hopf - Rinow μας εξασvφαλίζει την
ύπαρξη γεωδαισvιακής ελαχίσvτου μήκους μεταξύ δύο οποιωνδήποτε σvημείων της

πολλαπλότητάς μας με την προυπόθεσvη ότι αυτή αποτελεί πλήρη μετρικό χώρο

με την Ριμάνια μετρική (όπου η απόσvτασvη δύο σvημείων ορίζεται ώς το infimum
των μηκών των καμπυλών που τα σvυνδέουν). Στην περίπτωσvη της Λορέντζιας
γεωμετρίας, βέβαια, αυτό παύει να ισvχύει εν γένει.
΄Εχοντας ορίσvει κατάλληλα την παράλληλη μεταφορά διανυσvμάτων μιας διανυσv-

ματικής δέσvμης κατά μήκος καμπυλών της πολλαπλότητας Μ, εύλογα γεννάται το
ερώτημα του τι σvυμβαίνει σvε μια ίνα αν την μεταφέρουμε παράλληλα κατά μήκος

μιας κλεισvτής καμπύλης, γεγονός που ορίζει μια απεικόνισvη από την ίνα σvτον εαυτό
της. Εν γένει η απεικόνισvη αυτή δεν ειναι η ταυτοτική. Η απόκλισvη της απεικόνισvης
αυτής από την ταυτοτική για “απειροσvτά” μικρές καμπύλες περιγράφεται από την
έννοια της καμπυλότητας. Η καμπυλότητα, λοιπόν, αποτελεί έναν τανυσvτή που
δέχεται ως όρισvμα δυο διανυσvματικά πεδία και επισvτρέφει έναν γραμμικό ενδομορ-

φισvμό για κάθε ίνα και ορίζεται από την σvχέσvη:

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

Παρ’ όλα αυτά, για να είμασvτε σvύμφωνοι με τα πρόσvημα διαφόρων ποσvοτήτων
όπως αυτές εμφανίζονται σvτις παραπομπές, από εδώ και σvτο εξής θα υιοθετήσvουμε
το αντίθετο πρόσvημο για τον τανυσvτή R. Εκφρασvμένος σvε ένα σvύσvτημα τοπικών
σvυντεταγμένων (οπότε και θα ισvχύει [∂i, ∂j ] = 0) έχουμε ότι:

R l
ijk Z

k = −((∇i∇j −∇j∇i)Z)l ⇔

⇔ R l
ijk = ∂jΓ

l
ik − ∂iΓ

l
jk + ΓljmΓ

m
ik − Γ

l
imΓ

m
jk
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Ο τανυσvτής αυτός ικανοποιεί τις εξής σvυμμετρίες:

� Rijkl = −Rjikl = Rklji = −Rijlk

� Rijkl +Rkijl +Rjkil = 0 (Πρώτη ταυτότητα του Bianchi)

� ∇iR m
jkl +∇kR m

ijl +∇jR m
kil = 0 (Δεύτερη ταυτότητα του Bianchi)

Η δεύτερη ταυτότητα του Bianchi έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον, καθώς σvε σvυμπαγείς
πολλαπλότητες επιτρέπει μια πρώτη σvύνδεσvη της γεωμετρίας με την τοπολογία.
Και αυτό, διότι η ταυτότητα αυτή μπορεί να γραφεί και ως d∇R = 0 (όπου d∇:
εξωτερική παράγωγος μορφών με πεδίο τιμών Γ(⊗kTM ⊗l T ∗M) η οποίο κα-
θορίζεται από την σvυναλλοίωτη παράγωγο), και επομένως με αλγεβροτοπολογικά
επιχειρήματα μπορεί να δειχθεί ότι πολλές αναλλοίωτες της εφαπτόμενης δέσvμης

μπορούν να γραφτούν ως εκφράσvεις της καμπυλότητας.
Πέραν αυτού, όμως, ένα πόρισvμα της δεύτερης ταυτότητας του Bianchi που θα

μας χρειασvτεί σvτην σvυνέχεια είναι το εξής:
Κατ’ αρχάς, ο τανυσvτής Ricci ορίζεται με την βοήθεια της καμπυλότητας ως:

Rij = R k
ikj

και αποτελεί κατά μία έννοια μια έκφρασvη της παραγώγου των σvτοιχειωδών όγκων

καθώς αυτοί μεταβάλονται κατά την κίνησvη κατά μήκος γεωδαισvιακών. (Το γεγονός
ότι χρησvιμοποιούμε το ίδιο σvύμβολο R δεν θα πρέπει να προκαλεί σvύγχυσvη, καθώς
σvε κάθε περίπτωσvη θα ειναι ξεκάθαρο το ποιόν τανυσvτή θα σvυμβολίζει).
Ξεκινώντας από την δεύτερη ταυτότητα του Bianchi λοιπόν και ενθυμούμενοι

πως ∇igjk = 0 έχουμε ότι:

∇iR k
jkl +∇kR k

ijl +∇jR k
kil = 0⇒

⇒ ∇iRjl +∇kR k
ijl −∇jRil = 0⇒

⇒ gil(∇iRjl +∇kR k
ijl −∇jRil) = 0⇒

2∇kR k
j −∇jR k

k = 0

Αν, λοιπόν, σvυμβολίσvουμε την βαθμωτή καμπυλότητα gijRij = R και θέσvουμε
Gij = Rij − 1

2Rgij (ο τανυσvτής αυτός καλείται και τανυσvτής Einstein) η πιο πάνω
σvχέσvη γράφεται και ως:

∇kGkj = 0

Αυτή η σvχέσvη θα μας φανεί χρήσvιμη κατά την περιγραφή των εξισvώσvεων Ein-
stein.
Ιδιαίτεροο ενδιαφέρον παρουσvιάζει επίσvης το πως σvχετίζεται η καμπυλότητα

μιας υποπολλαπλότητας Μ’ της Μ με τα γεωμετρικά χαρακτηρισvτικά της εμβύθισvης
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ι : M ′ →M . ΄Ετσvι, λοιπόν, αν θεωρήσvουμε ότι η Μ’ είναι μια χωροειδής υποπολ-
λαπλότητα της (Μ,g) με σvυνοχή που ορίζει την σvυαναλλοίωτη παράγωγο ∇ τότε,
χωρίς κίνδυνο παρερμηνείας, θα ταυτίζουμε τα εφαπτόμενα διανυσvματικά πεδία v
της M’ με τις εικόνες τους ι∗(v) σvτην ΤΜ. Ακόμη, για κάθε διανυσvματικό πεδίο
v σvτο Μ θα μπορούμε να θεωρούμε μόνο τον περιορισvμό του σvτο ι(Μ’) και να
τον αναλύουμε σvε δύο σvυνισvτώσvες, την tan(v) που θα είναι εφαπτόμενη σvτο ι(Μ’)
(θα ανήκει δηλαδή σvτην i∗(TM

′)) και την nor(v) που θα ειναι κάθετη σvε αυτο.
Επιπλέον, θα σvυμβολίσvουμε με ḡ την επαγόμενη μετρική της Μ’, και με ∇̄ και R̄
θα σvυμβολίσvουμε την σvυναλλοίωτη παράγωγο και την καμπυλότητα της σvυνοχής

Levi Civita της (Μ’,ḡ). Τότε, αν το Ν είναι ένα διανυσvματικό πεδίο της Μ κάθετο
σvτην Μ’ και για το οποίο ισvχύει ότι |g(N,N)|=1, ορίζουμε ως δεύτερη θεμελιώδη
μορφή της Μ’ ως προς το Ν τον τανυσvτή που ορίζεται από την σvχέσvη:

kN (u,w) = g(∇uN,w), u, w ∈ Γ(TM ′)

Εύκολα επαληθεύεται ότι η ποσvότητα αυτή ειναι όντως τανυσvτής, και μάλισvτα
σvυμμετρικός, και πως εξαρτάται μόνο από τον περιορισvμό του Ν πάνω από το
ι(m′) ⊂M και όχι από το πως αυτό θα επεκταθεί έξω από την υποπολλαπλότητα.
Στην περίπτωσvη, λοιπόν, που η Μ’ ειναι σvυνδιάσvτασvης 1 η δεύτερης θεμελιώδης
μορφή είναι ανεξάρτητη από το Ν (μια και πάνω σvτην Μ’ μπορεί να ορισvτεί με
μοναδικό τρόπο) και θα σvυμβολίζεται απλώς με k. Επιπλέον, αν v, w ∈ Γ(TM ′)
τότε σvύμφωνα με τον τύπο τουGauss tan(∇vw) = ∇̄vw και η σvυνάρτησvη S(v, w) =
nor(∇vw) είναι σvυμμετρικός τανυσvτής, για τον οποίο μάλισvτα ισvχύει: g(nor(∇vw), N) =
g(N,N) · kN (v, w) (όπου για να έχουν νόημα οι παραγωγίσvεις αυτές επεκτείνουμε
αυθαίρετα τα v, w σvε διανυσvματικά πεδία σvε όλη την Μ).
Με αυτούς τους σvυμβολισvμούς, λοιπόν, η καμπυλότητα της υποπολλαπλότητας

Μ’ σvυνδέεται με την καμπυλότητα της Μ με τις εξής σvχέσvεις (οι οποίες θα μας
φανούν χρήσvιμες κατά την περιγραφή των περιορισvμών των αρχικών σvυνθηκών για

τις εξισvώσvεις Einstein):

� Rijkl = R̄ijkl + kikkjl − kjkkil αφού αν X,Y, Z,W ∈ Γ(TM ′):

g(R(X,Y )Z,W ) = g(−∇X∇Y Z +∇Y∇XZ +∇[X,Y ]Z,W ) =

= g(R̄(X,Y )Z,W )− g(nor(∇XZ), nor(∇YW )) + g(nor(∇Y Z), nor(∇XW )) =

= g(R̄(X,Y )Z,W ) + k(X,Z) · k(Y,W )− k(Y,Z) · k(X,W )

� Εξίσvωσvη Codazzi - Mainardi: Αν X,Y, Z ∈ Γ(TM ′)

nor(R(X,Y )Z) = (∇XS)(Y, Z)− (∇Y S)(X,Z)

όπου S(X,Y ) = nor(∇XY ) και (∇VA)(X,Y ) = V (A(X,Y ))−A(∇VX,Y )−
A(X,∇V Y )

7



Με την βοήθεια της Λορέντζιας μετρικής g μπορούμε επιπλέον να μετατρέψουμε
την πολλαπλότητα Μ σvε χώρο μέτρου ως εξής: Λόγω του ορισvμού της g, σvε
κάθε τοπικό σvύσvτημα σvυντεταγμένων ισvχύει ότι det(gij) < 0. Ορίζουμε, λοιπόν,
την n-μορφή ω ώσvτε σvε κάθε τοπικό σvύσvτημα σvυντεταγμένων φ = (x1, ..xn) :
U → Rn αυτή να παίρνει την μορφή ω =

√
−det(g)dx1 ∧ ... ∧ dxn (η έκφρασvη

αυτή πράγματι δεν έξαρτάται από ην επιλογή σvυσvτήματος σvυντεταγμένων). ΄Ετσvι,
λοιπόν, για κάθε σvυνάρτησvη f με σvυμπαγή φορέα που περιέχεται σvε ένα χάρτη
τοπικών σvυντεταγμένων (U, φ), μπορούμε να ορίσvουμε το ολοκλήρωμα της f ως´
U
f ·
√
−detgdx1...dxn, και ο ορισvμός αυτός είναι ανεξάρτητος από την επιλογή

σvυσvήματος σvυντεταγμένων. Χρησvιμοποιώντας, δε, διαμερίσvεις της μονάδας υπ-
οδιατασvσvόμενες από έναν άτλαντα, μπορούμε να επεκτείνουμε τον ορισvμό αυτόν
για οποιαδήποτε σvυνάρτησvη f με σvυμπαγή φορέα. Στην περίπτωσvη που η μετρική
μας ήταν Ριμάννεια, φυσvικά, ο ορισvμός θα ήταν ο ίδιος χωρίς όμως να απαιτείται
το “-” σvτην ρίζα. Με την βοήθεια διαμερίσvεων της μονάδας, μπορούμε ακόμη να
αποδείξουμε το θεώρημα απόκλισvης: Υποθέτοντας ότι η πολλαπλότητα Μ είναι
χρονικά προσvανατολίσvιμη (αυτό σvυμβαίνει αν υπάρχει μοναδιαίο χρονοειδές εφαπ-
τόμενο διανυσvματικό πεδίο, το οποίο κατά σvύμβασvη θα λέμε πως “δείχνει” σvτους
μελλοντικούς κώνους φωτός), αν Ω είναι ένα κατά τμήματα C1

ανοιχτό σvύνολο με

σvυμπαγή κλεισvτότητα μιας Λορέντζιας πολλαπλότητας Μ και J είναι μια 1-μορφή
ορισvμένη σvε μια περιοχή του Ω̄, ισvχύει ότι:

ˆ
W

∇iJi =

ˆ
∂W

Jin
i

Η ολοκλήρωσvη σvε κάθε περίπτωσvη γίνεται με την επαγόμενη μορφή μέτρου και

το διανυσvματικό πεδίο n επιλέγεται μοναδιαίο και κάθετο σvτην ∂Ω, ώσvτε:

� Για τα χωροειδή τμήματα του ∂Ω να σvτρέφεται προς το εσvωτερικό του Ω

� Για τα φωτοειδή τμήματα (αυτά δηλαδή σvτα οποία η επαγόμενη μετρική είναι
Λορέντζια) να σvτρέφεται προς το εξωτερικό του Ω

� Για τα μελλοντικά φωτοειδή τμήματα (όπου η επαγόμενη μετρική ειναι εκ-
φυλισvμένη) να σvτρέφεται προς το παρελθόν, και αντίσvτροφα για τα παρελθον-
τικά.

Προτού κλείσvουμε την εισvαγωγική αυτή παράγραφο, αναγκαίο είναι να αναφέρουμε
ένα ιδιαίτερο χαρακτηρισvτικό των Λορέντζιων πολλαπλοτήτων που δεν σvυναντάται

σvτην Ριμάννεια γεωμετρία: Η ύπαρξη αιτιακής δομής. Πιο σvυγκεκριμένα, λοιπόν,
μια Λορέντζια πολλαπλότητα θα λέγεται χρονικά προσvανατολίσvιμη αν επιδέχεται

χρονοειδές εφαπτόμενο διανυσvματικό πεδίο το οποίο να είναι παντού μη μηδενικό.
Σε αυτήν την περίπτωσvη, φιξάροντας ένα τέτοιο διανυσvματικό πεδίο v, σvε κάθε ίνα
της εφαπτόμενης δέσvμης θα ονομάζουμε μελλοντικά κατευθυνόμενα τα αιτιώδη δι-

ανύσvματα w εκείνα για τα οποία ισvχύει g(w, v) ≤ 0. Τα μελλοντικά κατευθυνόμενα
διανύσvματα μιας ίνας, δηλαδή, αποτελούνται από τα διανύσvματα εκείνα που ανήκουν
σvτην κλεισvτότητα εκείνης της σvυνισvτώσvας του ανοιχτού κώνου (που ορίζεται από
την διγραμμική μορφή g) σvτην οποία ανήκει και το v. Αποδεικνύεται ότι αν μια
Λορέντζια πολλαπλότητα Μ δεν είναι χρονικά προσvανατολίσvιμη, υπάρχει ένα διπλό
κάλυμμά της M̃ που είναι.
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Στο εξής, λοιπόν, θα υποθέτουμε ότι κάθε Λορέντζια πολλαπλότητα σvτην οποία
αναφερόμασvτε είναι χρονικά προσvανατολίσvιμη. Σε μία τέτοια πολλαπλότητα (M,g),
λοιπόν, για κάθε σvύνολο S ⊂M ορίζουμε το χρονοειδές μέλλον του S, I+(S) ως
το σvύνολο των p ∈ M εκείνων για τα οποία υπάρχει μελλοντικά κατευθυνόμενη

χρονόμορφη καμπύλη γ για την οποία να ισvχύει γ(0) ∈ S, γ(1) = p. ΄Ομοια,
ορίζουμε το αιτιακό μέλλον του S, J+(S) ως το σvύνολο των σvημείων σvτα οποία
μπορει να φτάσvει κανείς από το S με μια αιτιακή καμπύλη. Αντίσvτοιχα, ορίζονται
και το χρονοειδές και αιτιακό παρελθόν I−(S), J−(S). Αποδεικνύεται εύκολα ότι
για κάθε σvημείο p ∈M , τα I+(p), I−(p) είναι ανοιχτά σvύνολα.
΄Ενα πολύ χρήσvιμο θεώρημα που ισvχύει για τα σvύνολα αυτά είναι το εξής: Αν

q ∈ J+(p)8I+(p) τότε κάθε μελλοντικά κατευθυνόμενη αιτιακή καμπύλη από το p
σvτο q πρέπει να είναι φωτοειδής γεωδαισvιακή. Ο λόγος που κάτι τέτοιο σvύμβαινει
έχει να κάνει με το ότι σvτην αντίθετη περίπτωσvη, θα υπήρχε μια αρκούντως μικρή
διαταραχή της καμπύλης αυτής που θα την έκανε χρονόμορφη. Μια άμεσvη σvυνέπεια
του θεωρήματος αυτού είναι πως αν q ∈ I+(p) και r ∈ J+(q) τότε r ∈ I+(p).
Φυσvικά, οι αντίσvτοιχες προτάσvεις ισvχύουν και για τα παρελθοντικά σvύνολα.
Δεδομένου ότι σvτην σvυνέχεια θα χρησvιμοποιήσvουμε τις Λορέντζιες πολλαπλότητες

ως μοντέλα για τον χωροχρόνο, είναι φυσvικό να περιορίσvουμε την μελέτη μας
μόνο σvτις πολλαπλότητες που είναι “ρεαλισvτικές” ως προς την αιτιακή τους δομή.
Για παράδειγμα, είναι φυσvικό να υποθέσvουμε ότι σvε μια τέτοια πολλαπλότητα
δεν θα θέλαμε να υπάρχουν κλεισvτές χρονόμορφες καμπύλες, μια και κάτι τέ-
τοιο θα σvήμαινε πως ένας παρατηρητής θα μπορούσvε ταξιδεύοντας σvτο μέλλον να

επισvτρέψει σvε κάποια παρελθοντική σvτιγμή. Μια τέτοια Λορέντζια πολλαπλότητα
θα λέμε ότι ικανοποιεί την χρονολογική σvυνθήκη. Είναι εύκολο να διαπισvτώσvουμε
(λόγω σvυμπάγειας) ότι κάθε σvυμπαγής Λορέντζια πολλαπλότητα παραβιάζει την
χρονολογική σvυνθήκη. Η απαίτησvη να μην υπάρχουν ούτε κλεισvτές αιτιακές καμ-
πύλες σvυνισvτά την αιτιακή σvυνθήκη. Μια ακόμα πιο ισvχυρή σvυνθήκη είναι αυτή
της ισvχυρής αιτιότητας: Μια Λορέντζια πολλαπλότητα (M,g) θα λέγεται ισvχυρά
αιτιακή αν για κάθε σvημείο της p υπάρχει μια περιοχή του U ώσvτε κάθε αιτιακή
καμπύλη που ξεκινάει από το p και φεύγει από την U δεν επισvτρέφει ποτέ σvε αυτή.
Η πλέον σvημαντική σvυνθήκη η οποία εμφανίζεται σvτην γενική σvχετικότητα

είναι αυτή της καθολικής υπερβολικότητας. Πιο σvυγκεκρμένα, λοιπόν, ένας χώρος
(M,g) θα λέγεται καθολικά υπερβολικός αν είναι ισvχυρά αιτιακός και για κάθε
ζεύγος σvημείων p, q ∈ M το σvύνολο J+(p) ∩ J−(q) είναι σvυμπαγές. Η δεύτερη
σvυνθήκη κατά κάποιον τρόπο εξασvφαλίζει ότι ο χώρος μας δεν έχει τρύπες (εύκολα
διαπσvτώνουμε λ.χ. ότι αυτή παύει α ισvχύει αν αφαιρέσvουμε από τον R1+1

το (0,0)
και θεωρήσvουμε τα σvημεία (0,1) και (0,-1)), και παίζει ανάλογο ρόλο με αυτόν
της γεωδαισvιακής πληρότητας σvτην περίπτωσvη των Ριμάννειων πολλαπλοτήτων.
Για παράδειγμα, η εν λόγω σvυνθήκη σvυμπάγειας μας επιτρέπει να μιμηθούμε την
απόδειξη του θεωρήματος Hopf Rinow ώσvτε να δείξουμε ότι για κάθε p ∈M και

q ∈ I+(p) υπάρχει αιτιακή γεωδαισvιακή μεγίσvτου μήκους που τα σvυνδέει. Ακόμη,
από την σvυνθήκη αυτή έπεται άμεσvα ότι για οποιαδήποτε δύο σvυμπαγή A,B ⊆M
το J+(A) ∩ J−(B) είναι σvυμπαγές.
Πέραν από την χρησvτική της σvημασvία, όμως, η σvυνθήκη της καθολικής υπερβο-

λικότητας έχει σvπουδαίο ρόλο και από φυσvική άποψη, καθώς αποτελεί την έκφρασvη
της αρχής της αιτιότητας. Για να αναφερθούμε σvε αυτό πιο εκτενώς, όμως πρέπει να
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ορίσvουμε την έννοια της υπερεπιφάνειας Cauchy: Για μια Λορέντζια πολλαπλότητα
(M, g), ένα υποσvύνολο S λέγεται υπερεπιφάνεια Cauchy αν κάθε μη επεκτάσvιμη
αιτιακή καμπύλη σvτο Μ τέμνει την S ακριβώς σvε ένα σvημείο. Αποδεικνύεται ότι μια
υπερεπιφάνεια Cauchy είναι όντως μια Lipschitz υπερεπιφάνεια (υποπολλαπλότητα,
δηλαδή, σvυνδιάσvτασvης 1), και όλες οι Cauchy υπερεπιφάνειες ενός χώρου είναι
ομοιομορφικές. Η σvύνδεσvη των υπερεπιφανειών Cauchy με την έννοια της καθο-
λικής υπερβολικότητας δίνεται από το ακόλουθο θεώρημα τουGeroch: ΄Ενας χώρος
είναι καθολικά υπερβολικός αν και μόνο αν περιέχει μια υπερεπιφάνεια Cauchy.
Για την απόδειξη αυτού (όπως και αρκετών άλλων θεωρημάτων για την αιτιακή

ιεραρχία των χωροχρόνων), απαραίτητο είναι να κατασvκευάσvει κανείς με την βοή-
θεια ενός κατάλληλου μέτρου μιας σvυνάρτησvη χρόνου. Στην περίπτωσvη μιας κα-
θολικά υπερβολικής πολλαπλότητας, αποδεικνύεται ότι υπάρχει μια λεία σvυνάρτησvη
t : M → R η οποία είναι γνησvίως αύξουσvα κατά μήκος οποιασvδήποτε αιτιακής καμ-
πύλης και όλες οι ισvουψείς της οποίας είναι επιφάνειες Cauchy. Κατά σvυνέπεια,
μια καθολικά υπερβολική πολλαπλότητα έχει την διαφορική δομή του γινομένου

R× S, όπου S : μια υπερεπιφάνεια Cauchy.
Το γεγονός ότι κάθε μη επεκτάσvιμη αιτιακή καμπύλη τέμνει μια υπερεπιφάνεια

Cauchy, λοιπόν, σvημαίνει, κατά μια έννοια, πως οτιδήποτε σvυμβαίνει σvτον χωρο-
χρόνο μπορεί να προβλεφθεί από το ότι σvυμβαίνει σvτην επιφάνεια Cauchy. Το
γεγονός αυτό αποκτά νόημα μέσvω των υπερβολικών διαφορικών εξισvώσvεων: ΄Οπως
μπορεί να δείξει κανείς με τα εργαλεία του παραρτήματος, θέτοντας κανείς αρχικές
τιμές πάνω σvε μια υπερεπιφάνεια Cauchy για μια γραμμική κυματική εξίσvωσvη με
κύριο σvύμβολο g, το πρόβλημα αρχικών τιμών που δημιουργείται είναι καλώς τοπο-
θετημένο και έχει μοναδική λύσvη σvε όλη την πολλαπλότητα Μ.
Γενικότερα, αν S είναι ένα μη αιτιακό υποσvύνολο μιας Λορέντζιας πολλαπλότη-

τας (M,g) (δηλαδή δεν υπάρχει ζεύγος σvημείων του S που να σvυνδέονται με αιτιακή
καμπύλη), θα ορίζουμε το πεδίο μελλοντικής εξάρτησvής του, D+(S), ως το σvύνολο
των p ∈ M εκείνων για τα οποία ισvχύει ότι κάθε αιτιακή καμπύλη που διέρχεται

από αυτά και είναι μη παρελθντικά επεκτάσvιμη τέμνει το S. Δεδομένου ότι σvτην
σvχετικότητα η “πληροφορία” διαδίδεται κατά μήκος αιτιακών καμπυλών, το σvύνολο
αυτό αποτελείται από εκείνα τα σvημεία που κάθε πληροφορία που δέχονται από το

παρελθόν διέρχεται από το S. ΄Ομοια ορίζεται και το D−(S), ενώ σvυνηθίζουμε να
θέτουμε D(S) = D+(S) ∪D−(S). Επιπλέον, για ένα μη αιτιακό σvύνολο S ισvχύει
ότι το s είναι μια υπερεπιφάνεια Cauchy για τον χώρο (D(S),g), ενώ η S είναι
υπερεπιφάνεια Cauchy για όλον τον χώρο Μ αν και μόνο αν D(S)=M.
Κλείνοντας την παράγραφο αυτή, να αναφέρουμε μια ιδιότητα των καθολικά

υπερβολικών χώρων η οποία θα μας φανεί χρήσvιμη πιο κάτω: Αν (M,g) είναι ένας
καθολικά υπερβολικός χώρος και Σ μια υπερεπιφάνεια Cauchy σvε αυτόν, τότε για
κάθε p ∈ M τα σvύνολα J+(p) ∩ Σ και J−(p) ∩ Σ είναι σvυμπαγή - κάθε σvη-
μείο του χωροχρόνου, δηλαδή, επηρεάζεται μόνο από ένα σvυμπαγές χωρίο της
υπερεπιφάνειας Cauchy. Το γεγονός αυτό αποδεικνύεται ως εξής: υποθέτον-
τας το αντίθετο για το J−(p), μπορούμε να βρούμε μια ακολουθία σvημείων pn
του J−(p) ∩ Σ χωρίς καμιά σvυγκλίνουσvα υπακολουθία (άμεσvο είναι, επίσvης, ότι
για να είναι μη κενό το σvύνολο αυτό πρέπει p ∈ J+(Σ)). Λόγω μιας προηγού-
μενης παρατήρησvής μας, όμως, ορίζονται κατά μοναδικό τρόπο τα τμήματα γn
των αιτιακών γεωδαισvιακών μεγίσvτου μήκους που σvυνδέουν τα pn με το p, και
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μπορούμε να σvυμβολίσvουμε με vn = γ̇|p ∈ TpM . Λόγω σvυμπάγειας του προβο-
λικού χώρου της ίνας και κλεισvτότητας του κώνου των αιτιακών διανυσvμάτων,
η ακολουθία των κατευθύνσvεων των vn έχει σvυγκλίνουσvα υπακολουθία σvε μια
αιτιακή κατεύθυνσvη v, για την οποία διαλέγουμε ένα παρελθοντικά κατεθυνόμενο
διάνυσvμα - αντιπρόσvωπό της. Επειδή η Σ είναι υπερεπιφάνεια Cauchy, η γεωδαισvι-
ακή από το p σvτην κτεύθυνσvη v τέμνει την Σ σvε ένα σvημείο έσvτω q. Επιδή το
γεωδαισvιακό τμήμα [p,q] είναι σvυμπαγές, μπορούμε να βρούμε μια σvυμπαγή σvωλ-
ηνοειδή περιοχή του (έσvτω V) ώσvτε κάθε γεωδαισvιακή που ξεκινάει από το p
με αρχική κατεύθυνσvη αρκούντως κοντά σvτο v να παραμένει σvτην περιοχή αυτή
εως ότου τμήσvει την επιφάνεια Σ. Το γεγονός αυτό, όμως, δεδομένου ότι σvτο v
σvυγκλίνει μια υπακολουθία των vn, σvυνεπάγεται ότι άπειρα εκ των pn θα ανήκουν
σvτο σvυμπαγές σvύνολο V ∩ Σ και επομένως θα έχουν σvυγκλίνουσvα υπακολουθία
- γεγονός που έρχεται σvε αντίφασvη με την αρχική μας υπόθεσvη. με όμοιο τρόπο,
φυσvικά, αποδεικνύεται και ο ανάλογος ισvχυρισvμός για το J+(p).
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Kef�laio 2

To prìblhma Cauchy gia
tic exisv¸sveic Einstein

2.1 Exisv¸sveic Einstein

Αμέσvως μετά την διατύπωσvη της ειδικής θεωρίας της σvχετικότητας το 1905, ο
Einstein ξεκίνησvε τις προσvπάθειες για την ενσvωμάτωσvη σvε αυτή της θεωρίας της
βαρύτητας. Βασvικό σvτοιχείο που τον καθοδήγησvε σvε αυτή του την προσvέγγισvη
ήταν η λεγόμενη αρχή της ισvοδυναμίας. Σε μια πιο ασvθενή της διατύπωσvη, η αρχή
της ισvοδυναμίας ειχε ήδη κάνει την εμφάνισvή της από την εποχή του Γαλιλαίου,
ο οποίος και υποσvτήριζε πως η αδρανειακή μάζα ενός σvώματος ταυτίζεται με την

βαρυτική. Σύμφωνα, λοιπόν, με αυτήν την αρχή, η επίδρασvη της βαρύτητας σvε ένα
σvώμα που βρίσvκεται σvε ελεύθερη πτώσvη δεν μπορεί να διακριθεί από την επίδρασvη

των φαινομενικών δυνάμεων σvτην τροχιά ενός ελεύθερου σvώματος που παρατηρεί-

ται από έναν επιταχυνόμενο παρατηρητή. Το γεγονός αυτό αποτελούσvε μια πρώτη
ένδειξη ότι η βαρύτητα θα μπορούσvε να περιγραφεί ως μια γεωμετρική ιδιότητα του

χωροχρόνου, σvτον οποίον τα σvώματα τα οποία βρίσvκονταν σvε ελεύθερη πτώσvη θα
κινούνταν κατά μήκος γεωδαισvιακών, κατ’ αντισvτοιχία με την κλασvική ευθύγραμμη
ομαλή κίνησvη ελεύθερων σvωμάτων.
Φυσvικά, μια τέτοια γεωμετρική περιγραφή θα έπρεπε να βρίσvκεται σvε σvυμφωνία

με την ειδική θεωρία της σvχετικότητας. Στην ειδική θεωρία της σvχετικότητας, ο
χωροχρόνος αναπαρίσvταται από τον χώρο Minkowski, και οι τροχιές των υλικών
σvωμάτων αντισvτοιχούσvαν σvε αιτιακές καμπύλες σvε αυτόν. Ο Einstein, λοιπόν,
κατάφερε να επιτύχει την γεωμετρική περιγραφή του χωροχρόνου ώσvτε να είναι

σvυμβατή με την ειδική θεωρία της σvχετικότητας ισvχυροποιόντας την αρχή της

ισvοδυναμίας: Ισvχυρίσvτηκε πως, πέραν της ισvοδυναμίας αδρανειακής και βαρυτικής
μάζας, για κάθε σvύσvτημα αναφοράς που βρίσvκεται σvε ελεύθερη πτώσvη τα αποτελέσv-
ματα των πειραμάτων (τουλάχισvτον τοπικά) δεν επηρεάζονται από την ταχύτητά
και την θέσvη του σvυσvτήματος σvτο χωροχρόνο. Θα πρέπει, επομένως, σvε ένα
τέτοιο σvύσvτημα τοπικά να ισvχύουν οι νόμοι της ειδικής θεωρίας της σvχετικότη-

τας. Συνακόλουθα, με βάσvη αυτήν την παρατήρησvη έγινε φανερό ότι το πλέον
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κατάλληλο μοντέλο για έναν χωροχρόνο ήταν μια Λορέντζια πολλαπλότητα, κα-
θώς γύρω από κάθε σvημείο p μιας τέτοιας πολλαπλότητας μπορούμε να βρούμε
ένα τοπικό σvύσvτημα σvυντεταγμένων σvτο οποίο g(p) = diag(−1,+1,+1,+1) και
∂kgij(p) = 0 (και επομένως σvε αυτό το σvύσvτημα αναφοράς που ειναι τοπικά αδ-
ρανειακό ή ισvοδύναμα τοπικά σvε ελεύθερη πτώσvη ο χωροχρόνος μοιάζει τοπικά με

τον χώρο Minkowski). Φυσvικά, την εποχή εκείνη η θεωρία των πολλαπλοτήτων με
την ορολογία που χρησvιμοποιούμε σvήμερα δεν είχε ακόμη πλήρως αναπτυχθεί, και
ο ίδιος ο Einstein δεν είχε εξ’ αρχής χρησvιμοποιήσvει μια τέτοιου είδους προσvέγγισvη
(σvε αυτό θα επανέλθουμε και λίγο πιο κάτω).
Αυτό που απέμενε πλέον ήταν η ακριβής σvχέσvη που θα σvυνέδεε την γεωμετρία

του χωροχρόνου ως Λορέντζια πολλαπλότητα με την βαρύτητα και την ύλη. Δε-
δομένου ότι σvτην Νευτώνεια θεωρία πηγή της βαρύτητας θεωρείτο η μάζα και σvτην

ειδική θεωρία της σvχετικότητας η μάζα σvυνδέεται άρρηκτα με την ενέργεια, ο Ein-
stein κατέληξε σvτο σvυμπέρασvμα πως η γεωμετρία του χωροχρόνου εξαρτάται από
τον λεγόμενο τανυσvτή ενέργειας τάσvης Tij . Επιπλέον, παρατηρώντας πως σvτην
περιπτωσvη της κλασvικής θεωρίας, για μια αρχικά ακίνητη μικρή ομάδα (σvημειακών)
σvωμάτων που βρίσvκεται σvε ελεύθερη πτώσvη μεταβάλλεται ο “όγκος” της ομάδας
αλλά τα σvώματα δεν ξεκινούν να περισvτρέφονται το ένα ως προς το άλλο, μπορει
κανείς να υποθέσvει πως ο τανυσvτής τάσvης ενέργειας επηρεάζει μόνο τον τανυσvτή

Ricci της πολλαπλότητας. Αρχικά, αυτό είχε οδηγήσvει τον Einstein σvτην υπόθεσvη
πως η εξίσvωσvη που εκφράζει τις παραπάνω σvχέσvεις θα έπρεπε να είναι της μορ-

φής Rij ∝ Tij . Κάτι τέτοιο όμως δεν μπορεί να ισvχύει εν γένει, καθώς σvε μια
τέτοια περίπτωσvη για να ισvχύει η αρχή διατήρησvης της ενέργειας (∇iTij = 0) θα
πρέπει η πυκνότητα ενέργειας-μάζας να είναι παντού η ίδια, μια και θα είχαμε ότι
∇iRij = 0 = ∇iRij − 1

2∇
iRgij ⇒ (∇iR)gij = 0 ⇒ R = σvταθερό και επομένως

το trg(T ) πρέπει να είναι σvταθερό. Ο Einstein, όμως, διόρθωσvε γρήγορα το λάθος
αυτό και έτσvι το Νοέμβριο του 1915 δημοσvίευσvε τις περίφημες εξισvώσvεις Einstein:

Rij −
1

2
Rgij =

8πG

c4
Tij

Σε κατάλληλο σvύσvτημα μονάδων, οι εξισvώσvεις αυτές μπορούν να αδιασvτατοποι-
ηθούν ως:

Rij −
1

2
Rgij = 8πTij

Αργότερα, σvε μια προσvπάθεια δημιουργίας σvτατικής κοσvμολογικής λύσvης, ο
Einstein προσvέθεσvε μια σvταθερά Λ σvτις εξισvώσvεις αυτές ως εξής:

Rij −
1

2
Rgij + Λgij = 8πTij

Φυσvικά, έχει μείνει διάσvημη η παραδοχή του πως αυτό “ήταν το μεγαλύτερο
λάθος της ζωής του”, αλλά παρ’ όλα αυτά σvύγχρονες ασvτρολογικές παρατηρήσvεις
δείχνουν να απαιτούν την ύπαρξη μιας μικρής θετικής σvταθεράς Λ.
Σε κάθε περίπτωσvη, οι εξισvώσvεις αυτές ικανοποιούν την αρχή διατήρησvης

ενέργειας σvύμφωνα με την παρατήρησvή της προηγούμενης παραγράφου για τον

τανυσvτή Einstein. ΄Ενα ακόμη σvυμπέρασvμα που μπορεί κανείς να εξάγει άμεσvα
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είναι πως οι εξισvώσvεις αυτές είναι σvε σvυναλλοίωτη μορφή και δεν εξαρτώνται

από το σvύσvτημα σvυντεταγμένων. Κατά σvυνέπεια, για οποιαδήποτε λύσvη (Μ, g)
οποιοσvδήποτε διαφορομορφισvμος f : M →M ορίζει μια νέα λύσvη (M, f∗g), Αυτό
είχε αποτελέσvει πηγή σvύγχυσvης ακόμα και για τον ίδιο τον Einstein. Μάλισvτα,
αρχικά είχε απορρίψει την ιδέα της μοντελοποίησvης του χωροχρόνου με μια πολ-

λαπλότητα κατ’ αυτόν τον τρόπο με το επιχείρημα πως ένας φυσvικός νόμος θα
έπρεπε δεδομένου του τανυσvτή Tij να καθορίζει μοναδικά την μετρική σvε ένα
σvύσvτημα αναφοράς. Παρ’ όλα αυτά, κατέληξε εν τέλει σvτο σvυμπέρασvμα πως αυτός
ειναι ο πλέον φυσvιολογικός τρόπος αναπαράσvτασvης ενός φυσvικού νόμου, καθώς
τα σvυσvτήματα αναφοράς είναι αυθαίρετα νοητικά κατασvκευάσvματα και επομένως

οι ιδιότητες της ύλης θα πρέπει να ειναι σvυναλλοίωτες, δηλαδή να διατηρούν την
μορφή τους αναλλοίωτη κάτω από την αλλαγή σvυσvτήματος σvυντεταγμένων μέσvω

διαφορομορφισvμών.
Στις εξισvώσvεις αυτές, ο τανυσvτής τάσvης-ενέργειας Τ περιγράφεται ως σvυνάρτησvη

της μετρικής g και ορισvμένων υλικών πεδίων σvτην πολλαπλότητα Μ, τα οποία με την
σvειρά τους ικανοποιούν κάποιες εξισvώσvεις. Για παράδειγμα, σvτην απλή περίπτωσvη
όπου μας ενδιαφέρει μια λύσvη των εξισvώσvεων Einstein σvτο κενό, ο τανυσvτής αυτός
ισvούται απλώς με 0. Μια ακόμη απλή εκδοχή ειναι αυτή ενός βαθμωτού πεδίου
χωρίς μάζα φ : M → R, όπου ο τανυσvτής τάσvης ενέργειας δίνεται από την σvχέσvη
Tij = dφidφj−

1
2g
kldφkdφlgij και το υλικό πεδίο ικανοποιεί την κυματική εξίσvωσvη

�gφ = 1√
−det(g)

∂i(
√
−det(g)gij∂jφ) = 0. Στην περίπτωσvη όπου μας ενδιαφέρει

μια λύσvη υπό την επίδρασvη ηλεκτρομαγνητικών πεδίων, ο αντίσvτοιχος τανυσvτής

τάσvης - ενέργειας ισvούται με Tij = 1
m0

(
gklFikFjl − 1

4gijF
mnFmn

)
, όπου ο Fij

είναι ο ηλεκτρομαγνητικός τανυσvτής που ικανοποιεί τις εξισvώσvεις Maxwell και τα
διάφορα φορτία και ρεύματα ικανοποιούν με την σvειρά τους κάποια δεδομένη σvχέσvη

ως προς την κατανομή τους σvτην πολλαπλότητα.
Να σvημειώσvουμε ότι σvτην περίπτωσvη της Νευτώνειας θεωρίας βαρύτητας, σvτην

οποία η εξίσvωσvη που διέπει το βαρυτικό δυναμικό φ είναι της μορφής 4φ = 4πρ
(όπου ρ: η πυκνότητα της μάζας), η μόνη λύσvη σvτην περίπτωσvη του κενού (ρ ≡ 0)
είναι η τετριμμένη φ=0 (δεδομένου ότι σvτο άπειρο απαιτούμε το δυναμικό να μη-
δενίζεται). Αυτό, όμως, παύει να ισvχύει σvτην περίπτωσvη των εξισvώσvεων Einstein,
οι οποίες σvτο κενό γράφονται ως Rij− 1

2Rgij = 0⇒ R− 4
2R = 0 (όπου υποθέσvαμε

πως ο χωροχρόνος έχει 4 διασvτάσvεις) και σvυνεπώς αντικαθισvτώντας σvτις αρχικές
εξισvώσvεις έχουμε ισvοδύναμα ότι Rij = 0. Πολλαπλότητες σvτις οποίες η καμ-
πυλότητα Ricci ικανοποιεί την σvχέσvη αυτή ονομάζονται πολλαπλότητες Einstein
και, όπως θα δούμε σvτην σvυνέχεια, περιέχουν πολύ ενδιαφέρουσvες μη τετριμμένες
περιπτώσvεις. Επιπλέον, οι εξισvώσvεις Einstein μπορούν να γενικευτούν με τον προ-
φανή τρόπο και για την περίπτωσvη χωροχρόνου διάσvτασvης n+1 (για n>1) και
όλες οι παρατηρήσvεις της προκείμενης παραγράφου επεκτείνονται απ’ ευθείας σvε
αυτήν. Για αυτό σvτις επόμενες παραγράφους θα ασvχοληθούμε με την γενικότερη
περίπτωσvη.
Φυσvικά, όπως θα ήταν αναμενόμενο, η γενική θεωρία της σvχετικότητας σvτην

περίπτωσvη ενός ασvθενούς βαρυτικού πεδίου και ενός “βραδέως” κινούμενου παρατηρητή
προσvεγγίζεται ικανοποιητικά από την Νευτώνεια θεώρια. Για να το δεί αυτό κανείς,
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μπορεί να εργασvτεί ως εξής: Αν σvυμβολίσvουμε με ηij την μετρική Minkowski (εκ-

φρασvμένη σvε μια ορθοκανονική βάσvη του R3+1
αυτή παίρνει την μορφή ηij =

diag(−1,+1,+1,+1)), τότε, σvύμφωνα με την αρχή της ισvοδυναμίας, για κάθε
παρατηρητή σvτον χωροχρόνο υπάρχει ένα τοπικό σvύσvτημα σvυντεταγμένων σvτο

οποίο η μετρική g να παίρνει την μορφή gij = ηij + hij , όπου hij(0) = 0 και
∂khij(0) = 0, και επιπλέον ο τανυσvτής h να θεωρείται “μικρός”. Αν, λοιπόν,
(x0, x1, x2, x3) είναι οι σvυντεταγμένες σvε αυτό το σvύσvτημα (με g00 < 0) τότε, λόγω
της υπόθεσvης ότι ο παρατηρητής είναι αδρανειακός (ή σvε ελεύθερη πτώσvη), αυτός
θα πρέπει να κινείται κατα μήκος της γεωδαισvιακής γ με γ(0) = 0, γ̇(0) = ∂0.
΄Εχοντας υποθέσvει ότι ο παρατηρητής κινείται με ταχύτητα πολύ μικρότερη της

ταχύτητας του φωτός (και επομένως dxi

dt << 1 για i=1,2,3 και dx
0

dt ' 1, όπου
t: η παραμέτρησvη της γεωδαισvιακής με το μήκος της, ή, σvτην γλώσvσvα της θεω-
ρίας της σvχετικότητας, ο χρόνος που “μετράει ο παρατηρητής), αντικαθισvτώντας
σvτην εξίσvωσvη των γεωδαισvιακών καμπυλών και σvυνυπολογίζοντας το μικρό μέγε-

θος του h έχουμε ότι για i = 1, 2, 3 (δηλαδή για τις “χωρικές” σvυντεταγμένες)
d2xi

dt2 ' −Γ
i
00(dx

0

dt )2 ' −Γi00 ' 1
2∂ih00. Από την άλλη, σvύμφωνα με την κλασvική

θεωρία, αν φ ειναι το βαρυτικό δυναμικό που “αισvθάνεται” ο παρατηρητής, θα

έπρεπε να ισvχύει
d2xi

dt2 = −∂iφ. Συνεπώς, θα έχουμε ότι h00 ' −2φ. Υπό
αυτές τις σvυνθήκες, λοιπόν, αν αντικατασvτήσvουμε τις προηγούμενες ποσvότητες
σvτις εξισvώσvεις Einstein σvτην περίπτωσvη όπου η ύλη σvυμπεριφέρεται ως τέλειο
υγρό (όπου Tij = (ρ + p)vivj + pgij , και v το τετραδιάνυσvμα της ταχύτητας του
υγρού), προκύπτει ότι Δφ ' 4πρ - ακριβώς όπως προβλέπεται από την εξίσvωσvη
του Poisson σvτην Νευτώνεια περίπτωσvη. Φυσvικά, σvτα προηγούμενα υποθέτουμε
πως δουλεύουμε σvε σvύσvτημα μονάδων τέτοιο ώσvτε c=G=1.

2.2 Prìblhma arqik¸n tim¸n - Exisv¸sveic pe-
riorisvm¸n

΄Οπως μπορεί κανείς εύκολα να διαπισvτώσvει, οι εξισvώσvεις Einstein έχουν την εξής
ιδιομορφία: σvε αντίθεσvη με τις περισvσvότερες γνωσvτές διαφορικές εξισvώσvεις, οι
οποιες περιγράφουν κάποια σvχέσvη που πρέπει να ικανοποιεί μια άγνωσvτη σvυνάρτησvη

ορισvμένη σvε έναν δεδομένο χώρο (είτε υποσvύνολο του Rn είτε πολλαπλότητα), σvτις
εξισvώσvεις Einstein και ο ίδιος ο χώρος (η Λορέντζια πολλαπλότητα) είναι εκ των
προτέρων άγνωσvτος, και προκύπτει μόνο ως λύσvη των εξισvώσvεων αυτών. ΄Οπως
πολύ εύσvτοχα το διατύπωσvε ο Wheeler, σvύμφωνα με τις εξισvώσvεις Einstein “ο
χωροχρόνος λέει σvτην ύλη πως θα κινηθεί, και η ύλη υπαγορεύει σvτον χωροχρόνο
το πως θα καμπυλωθεί”. Παρ’ όλα αυτά, όμως, για την μελέτη των προβλημάτων
της γενικής σvχετικότητας με τις μεθόδους των διαφορικών εξισvώσvεων, είναι φαν-
ερό ότι θα πρέπει με κάποιον τρόπο να τεθεί το πρόβλημα εύρεσvης λύσvεων των εξ-

ισvώσvεων Einstein σvτα πλαίσvια των προβλημάτων σvυνοριακών ή αρχικών τιμών. Δε-
δομένου, λοιπόν, του “υπερβολικού” χαρακτήρα των εξισvώσvεων αυτών (το ζήτημα
αυτό θα το προσvεγγίσvουμε σvτην επόμενη παράγραφο), το κατάλληλο πλαίσvιο για
την μελέτη αυτή δίνεται από την περιγραφή του προβλήματος ως πρόβλημα αρχικών

τιμων. Κατά σvυνέπεια, θα ήταν λογικό να περιορίσvει κανείς την μελέτη του σvε κα-
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θολικά υπερβολικούς χώρους, οι οποίοι τοπολογικά μπορούν εκ των προτέρων να
γραφούν ως ένα γινόμενο S×R (όπου S: μια υπερεπιφάνεια Cauchy), και, ορίζοντας
“αρχικές τιμές” σvε μια υπερεπιφάνεια όπως η S×{0}, να μελετήσvει την “εξέλιξη”
των διάφορων γεωμετρικών ποσvοτήτων σvύμφωνα με τις επιταγές των εξισvώσvεων

Einstein. Φυσvικά, πέρα από μαθηματική απαίτησvη, ο περιορισvμός σvε λύσvεις που
είναι καθολικά υπερβολικοί χώροι ικανοποιεί και την φυσvική μας διαίσvθησvη όπως

υπαγορεύεται από την αρχή της αιτιότητας: Γνώρίζοντας “ό,τι σvυμβαίνει” μια δε-
δομένη χρονική σvτιγμή, θα έπρεπε κανείς να είναι ικανός να καθορίσvει πλήρως
τόσvο το μέλλον όσvο και το παρελθόν.
΄Οσvον αφορά σvτην ακριβή έννοια και το είδος των αρχικών τιμών που θα πρέπει

να θέσvει κανείς σvε μια επιφάνεια Cauchy, τα πράγματα δεν είναι εξ αρχής ξεκά-
θαρα. Δεδομένου ότι οι ποσvότητες που περιγράφουν οι εξισvώσvεις Einstein είναι
σvυναλλοίωτες, οι αρχικές τιμές δεν θα πρέπει να είναι ποσvότητες που εξαρτών-
ται από το σvύσvτημα σvυντεταγμένων που θα έχει επιλεγεί. Αντιθέτως, θα πρέπει
να ειναι γεωμετρικές ποσvότητες. ΄Οπως θα δούμε σvτην σvυνέχεια, οι εξισvώσvεις
Einstein μπορούν σvε κατάλληλο σvύσvτημα σvυντεταγμένων να γραφούν ως υπερβο-
λικές εξισvώσvεις δεύτερης τάξης. Σε μια πρώτη προσvέγγισvη, λοιπόν, θα φαινόταν
ορθό να ορίσvουμε σvτην αρχική υπερεπιφάνεια S μια Ριμάννεια μετρική (η οποία
θα είναι η επαγόμενη μετρική της Λορέντζιας πολλαπλότητας Μ), την παράγωγο
της μετρικής αυτής ως προς ένα διανυσvματικό πεδιο κάθετο σvτην S (κάτι που
προσvδιορίζεται από την δεύτερη θεμελιώδη μορφή της S σvτην Μ) καθώς και αντίσv-
τοιχες αρχικές σvυνθήκες για τα υλικά πεδία που καθορίζουν τον τανυσvτή τάσvης -
ενέργειας.
Παρ’ όλα αυτά, οι ποσvότητες αυτές δεν είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους, και

επομένως αν ορισvτούν αυθαίρετα δεν θα μπορούσvαμε να περιμένουμε ένα “πρόβλημα
αρχικών τιμών” ορισvμένο έτσvι να έχει εν γένει λύσvη. Μια αναγκαία σvυνθήκη
που πρέπει να ικανοποιούν προκύπτει από του τύπους των Gauss και Codazzi
που περιγράψαμε σvτην πρώτη παράγραφο. Για μια δεδομένη καθολικά υπερβολική
Λορέντζια πολλαπλότητα (Μ,g) με Levi Civita σvυνοχή ∇, αν Σ είναι μια επιφάνεια
Cauchy με επαγόμενη μετρική ḡ (και Levi Civita σvυνοχή ∇̄), δεύτερη θεμελιώδη
μορφή k και κάθετο σvε αυτήν διανυσvματικό πεδίο Ν με g(N,N) = −1, τότε ο
τανυσvτής Einstein G της Μ περιορισvμένος σvτην Σ ικανοποεί τις σvχέσvεις:

G(N,N) =
1

2

(
R̄− kijkij + (ḡijkij)

2
)

∀v ∈ Γ(TΣ) : G(N, v) =
(
∇̄jkji − ∇̄i(ḡklkkl)

)
vi

όπου R̄ = ḡijR̄ij : η βαθμωτή καμπυλότητα της Σ.
Οι σvχέσvεις αυτές, που καλούνται και εξισvώσvεις περιορισvμών, προκύπτουν ως

εξής:
Για δοθέν σvημείο p της Σ αν διαλέξουμε μια βάσvη {N, e1, ...en} της ίνας

TpM ώσvτε g(N, ei) = 0 και g(ei, ei) = 1 για i ∈ {1, ..n}, χρησvιμοποιώντας την
παρατήρησvη της πρώτης παραγράφου σvχετικά με τον τύπο του Gauss έχουμε ότι:

G(N,N) = Ric(N,N)− 1

2
R · g(N,N) =
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= Ric(N,N) +
1

2

(
−Ric(N,N) +

n∑
i=1

Ric(ei, ei)
)

=

=
1

2

( n∑
i=1

g(R(N, ei)N, ei)+

n∑
i=1

(−1)g(R(ei, N)ei, N)+

n∑
i,j=1

g(R(ei, ej)ei, ej)
)

=

=
1

2

( n∑
i,j=1

g(R(ei, ej)ei, ej)
)

=
1

2

( n∑
i,j=1

g(R̄(ei, ej)ei, ej)+k(ei, ei)·k(ej , ej)−k(ei, ej)·k(ei, ej)
))

=

=
1

2

(
R̄− kijkij + (ḡijkij)

2
)

΄Ομοια, χρησvιμοποιώντας την εξίσvωσvη Codazzi-Mainardi για διανυσvματικά πεδία
X,Y, Z ∈ Γ(TΣ):

nor(R(X,Y )Z) = (∇XS)(Y, Z)−(∇Y S)(X,Z) = ((∇Xk)(Y,Z)−(∇Y k)(X,Z))N

(μια και S(X,Y ) = nor(∇XY ) = k(X,Y )N και g(N,N) = −1 = σvταθερό)
μπορούμε να υπολογίσvουμε ότι:

G(N, ei) = Ric(N, ei)− 0 =

n∑
j=1

g(R(N, ej)ei, ej) =

n∑
j=1

g(R(ej , ei)ej , N) =

=

n∑
j=1

g(nor(R(ej , ei)ej), N) = −
n∑
j=1

(∇ejk)(ei, ej)− (∇eik)(ej , ej)

από όπου άμεσvα προκύπτει η δεύτερη σvχέσvη. �
Κατά σvυνέπεια, αν η (M,g) είναι μια λύσvη των εξισvώσvεων Einstein, οι “αρχικές

σvυνθήκες” σvτην Σ πρέπει να ικανοποιούν τις σvχέσvεις:

R̄− kijkij + (kii)
2 = 16πTklN

kN l

και

∇̄jkij − ∇̄ikjj = 8πTikN
k

(όπου το vi = TijN
j , παρ’ ότι ειναι σvτοιχείο του Γ(T ∗ M), μπορούμε να το

θεωρήσvουμε και σvτοιχείο του Γ(T ∗ Σ) λόγω του εγκλεισvμού ι : Σ→M )
Φυσvικά, για να έχουν νόημα οι πιο πάνω περιορισvμοί θα πρέπει να εχουν δο-

θεί οι κατάλληλες αρχικές τιμές και σvτα υλικά πεδία από τα οποία προκύπτει ο

τανυσvτής τάσvης ενέργειας. Αν υποθέσvουμε, για παράδειγμα, ότι ασvχολούμασvτε με
την περίπτωσvη ενός βαθμωτού πεδίου χωρίς μάζα, θα έπρεπε να ορίσvουμε αρχικά
τις ποσvότητες φ |S και Nφ |S.
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2.3 'Uparxh lÔsvhc

Στην προηγούμενη παράγραφο περιγράψαμε κάποιες αναγκαίες σvυνθήκες που πρέπει

να ικανοποιούν τα γεωμετρικά δεδομένα που μπορούμε να επιγράψουμε σvε μια

Ριμάννεια πολλαπλότητα, ώσvτε οι εξισvώσvεις Einstein να μας προσvδιορίσvουν βάσvει
αυτών μια καθολικά υπερβολική Λορέντζια πολλαπλότητα. Παρ’ όλα αυτά, ο χαρακ-
τηρισvμός τους ως “αρχικές τιμές” μέχρι σvτιγμής δεν ήταν δικαιολογημένος, μια και
δεν δείξαμε καν ότι τέτοια δεδομένα είναι όντως ικανά να παράξουν μια λύσvη των

εξισvώσvεων Einstein. ΄Ετσvι, λοιπόν, τόσvο σvε αυτή όσvο και σvτις επόμενες παρα-
γράφους θα προσvπαθήσvουμε να περιγράψουμε το πως δεδομένα αυτής της μορφής

είναι ικανά να παράξουν λύσvη, η οποία μάλισvτα είναι μοναδική (κατά μια έννοια που
θα γίνει φανερή λίγο πιο κάτω) και Cauchy ευσvταθής. Κατά σvυνέπεια, γεωμετρικά
δεδομένα όπως αυτά που περιγράφηκαν σvτην προηγούμενη παράγραφο σvυνισvτούν

πράγματι ένα πρόβλημα αρχικών τιμών, καλά τοποθετημένο κατά Hadamard.
Στο εξής, για να αποφεύγονται οι περιττοί σvυμβολισvμοί αναφορικά με το εύρος

σvτο οποίο αναφέρονται οι διάφοροι δείκτες, θα υιοθετήσvουμε την εξής σvύμβασvη: σvε
περίπτωσvη σvυμβολισvμού των δεικτών με ελληνικούς χαρακτήρες, αυτοί θα παίρνουν
τιμές από 0 μέχρι m (όπου το m σvε κάθε περίπτωσvη θα προκύπτει από τα σvυμ-
φραζόμενα), ενώ ο σvυμβολισvμός τους με λατινικούς χαρακτήρες θα υποδηλώνει ότι
παίρνουν τιμές μόνο από 1 έως m.
Παίρνοντας το ίχνος των εξισvώσvεων Einstein ώσvτε να προσvδιορίσvουμε την

βαθμωτή καμπυλότητα και σvτην σvυνέχεια αντικαθισvτώντας ξανά προκύπτει ότι

ισvοδύναμα, οι εξισvώσvεις αυτές γράφονται ως:

Rmn = 8π(Tmn −
1

n− 1
trg(T )gmn)

Στο εξής, για λόγους απλότητας, θα υποθέτουμε ότι ο τανυσvτής τάσvης ενέργειας
προκύπτει από ένα βαθμωτό πεδίο χωρίς μάζα, και επομένως οι εξισvώσvεις Einstein
μαζί με τις εξισvώσvεις του πεδίου γράφονται ως:{

Rmn = 8π(dφ)m(dφ)n

�gφ = 0
(2.1)

Θα θεωρούμε, λοιπόν, ότι τα αρχικά μας δεδομένα αποτελούνται από μια n-
διάσvτατη Ριμάννεια πολλαπλότητα (Σ, g0), έναν (0,2)-τανυσvτή k σvε αυτήν, καθώς
και δύο λείες σvυναρτήσvεις φ0,φ1 : Σ→ R, τα οποία ικανοποιούν τις σvχέσvεις:

R− kijkij + (kii)
2 = 8π(φ2

1 + ∂iφ0∂iφ0)

∇jkij − ∂i(kjj ) = 8π · φ1∂iφ0

Δοθέντων αυτών, το αντίσvτοιχο πρόβλημα αρχικών τιμών έγκειται σvτην εύρεσvη
μιας (n+1)-διάσvτατης Λορέντζιας πολλαπλότητας (Μ,g) η οποία ικανοποεί τις εξ-
ισvώσvεις ... και για την οποία υπάρχει μια σvυνάρτησvη φ ∈ C∞(M) και ένας εγκ-
λεισvμός ι : Σ→M ώσvτε η ι(Σ) να είναι μια υπερεπιφάνεια Cauchy για την Μ και
ι∗(g) = g0, φ◦ ι = φ0, Nφ◦ ι = φ1 και ι∗(K) = k, όπου το Ν είναι ένα διανυσvματικό
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πεδίο μελλοντικά κατευθυνόμενο, κάθετο σvτην Σ με g(N,N) = −1 και K είναι
η δεύτερη θεμελιώδης μορφή της i(Σ). Μια τέτοια τριάδα (M,g,φ) θα καλείται
καθολικά υπερβολικό ανάπτυγμα των εν λόγω αρχικών δεδομένων, και η ύπαρξη
ενός καθολικά υπερβολικού αναπτύγματος είναι το αντικείμενο της παραγράφου

αυτής.
Για τον σvκοπό αυτό είναι αναγκαίο να αφήσvουμε για λίγο την σvυναλλοίωτη

μορφή των εξισvώσvεων Einstein και να δούμε την έκφρασvή τους σvε ένα (τοπικό)
σvύσvτημα σvυντεταγμένων. Ο τανυσvτής Ricci παίρνει τότε την μορφή (μετά από
πράξεις):

Rmn = ∂kΓ
k
mn − ∂mΓ

k
kn + ΓkklΓ

l
mn − Γ

k
mlΓ

l
kn =

= −1

2
gkl∂k∂lgmn +∇mΓn +∇nΓm + gklggd

(
ΓkgmΓldn + ΓkgmΓlnd + ΓkgnΓlmd

)
=

= −1

2
gkl∂k∂lgmn +∇mΓn +∇mΓn + fmn(g, ∂g)

όπου έχουμε ορίσvειΓmkn = gklΓ
l
mn και Γ

m = gklΓmkl (βέβαια η ποσvότητα αυτή
δεν είναι διάνυσvμα, αλλά εξαρτάται από το σvύσvτημα σvυντεταγμένων που έχουμε
επιλέξει).
Αναζητώντας τρόπους να δείξουμε την ύπαρξη καθολικά υπερβολικού αναπ-

τύγματος για δεδομένα αρχικά δεδομένα, παρατηρούμε ότι εν γένει η εξίσvωσvη Ein-
stein δεν εμπίπτει σvε καμία από τις κλασvικές κατηγορίες μερικών διαφορικών εξ-
ισvώσvεων (πράγμα αναμενόμενο, αφού αν κάτι τέτοιο σvυνέβαινε κλασvικά θεωρήματα
μερικών διαφορικών εξισvώσvεων θα επέβαλαν μοναδικότητα σvτην λύσvη, γεγονός αν-
τίθετο με τον σvυναλλοίωτο χαρακτήρα της λύσvης). Παρ’ όλα αυτά, είναι δυνατόν
να περιορισvτούμε σvε μια σvυγκεκριμένη κλάσvη σvυσvτήματων σvυντεταγμένων, σvτα
οποία η εξίσvωσvη αυτή να παίρνει απλούσvτερη μορφή, καθώς πλέον ο μόνος όρος
δεύτερης τάξης που θα απομένει σvτην έκφρασvη για την καμπυλότητα Ricci θα είναι
ο − 1

2g
kl∂k∂lgmn.

΄Εχοντας κατά νου, λοιπόν, πως θέλουμε να επιτύχουμε την “απαλοιφή” του
όρου ∇mΓn +∇mΓn και εκμεταλλευόμενοι το γεγονός πως τα αρχικά δεδομένα με

τον τρόπο που έχουν ορισvτεί μας δίνουν την ελευθερία να επιλέξουμε αυθαίρετα

κάποιες σvυνισvτώσvες του τανυσvτή g και των παραγώγων του εργαζόμασvτε ως εξής:
Ορίζουμε την διαφορίσvιμη πολλαπλότηταM = Σ×R, την οποία εφοδιάζουμε με

μια λορέντζια μετρική h = −dt2+g0, και η οποία επάγει μια Levi Civita σvυνοχή ∇̄.
Δεδομένου ότι η λύσvη μας θα είναι καθολικά υπερβολική Λορέντζια πολλαπλότητα

με υπερεπιφάνεια Cauchy διαφορομορφική με την Σ, ένα ανοιχτό υποσvύνολο αυτής
θα ταυτίζεται διαφορομορφικά με ένα ανοιχτό υποσvύνολο της Μ που περιέχει την

Σ × {0}. Για το λόγο αυτό, προς αποφυγή περιττών σvυμβολισvμών, σvτο εξής θα
υποθέτουμε ότι η λύσvη μας ταυτίζεται με αυτό το υποσvύνολο (όχι βέβαια ως προς
την Λορέντζια μετρική, παρά μόνο ως προς την διαφορική δομή) και η Σ ταυτίζεται
με την Σ × {0}. Στην σvυνέχεια, θεωρούμε το εξής τροποποιημένο πρόβλημα
αρχικών τιμών: Κρατώντας τα αρχικά δεδομένα ίδια, απαιτούμε η λύσvη μας (η
οποία όπως είπαμε είναι ανοιχτό υποσvύνολο της Μ) να ικανοποιεί τις εξισvώσvεις:
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{
R̂mn = 8π(dφ)m(dφ)n

�gφ = 0
(2.2)

όπου R̂mn = Rmn +∇mFn +∇mFin και η 1-μορφή F ορίζεται ως:

Fm = gmng
kl(Γ̄

n

kl − Γ
n
kl)

και όπου Γ, Γ̄ τα σvύμβολα Christofell για τις σvυνοχές των g, h αντίσvτοιχα. Η
F είναι όντως 1-μορφή παρ’ ότι τα σvύμβολα Christofell δεν είναι τανυσvτές, διότι
η διαφορά των σvυμβόλων Christofell είναι σvτην πραγματικότητα ένας τανυσvτής Α
που περιγράφεται από την σvχέσvη ∀X,Y ∈ Γ(TM),ω ∈ Γ(T ∗M) : A(X,Y,ω) =
ω(∇̄XY −∇XY ).
Εύκολα παρατηρούμε ότι η τροποποιημένη εξίσvωσvη ειναι της μορφής− 1

2g
kl∂k∂lgmn+

fmn(g, ∂g) = 0, και επομένως το πρόβλημα της εύρεσvης λύσvης μπορεί να αντιμετω-
πισvτεί με τα εργαλεία που αναφέρονται σvτο παράρτημα. Επιπλέον, σvε περίπτωσvη
που η 1-μορφή μηδενίζεται ταυτοτικά, η λύσvη της τροποιημένης αυτής εξίσvωσvης
θα ήταν σvτην πραγματικότητα μια λύσvη των εξισvώσvεων Einstein. Κατά σvυνέπεια,
για να αντιμετωπίσvουμε το ζήτημα ύπαρξης λύσvης για το πρόβλημα αρχικών τιμών

των εξισvώσvεων Einstein, αρκεί να δείξουμε ότι εκμεταλλευόμενοι την ελευθερία
επιλογής κάποιων σvυνισvτωσvών της μετρικής και των παραγώγων της (που μας
επιτρέπουν τα αρχικά δεδομένα) μπορούμε να επιτύχουμε τον μηδενισvμό αυτής της
ποσvότητας.
Πιο σvυγκεκριμένα, φιξάρουμε ένα τοπικό σvύσvτημα σvυντεταγμένων (x1, ...xn)

σvε ένα ανοιχτό σvύνολο U γύρω από ένα σvημείο p της Σ με σvυμπαγή κλεισvτότητα
και το επεκτείνουμε σvε σvύσvτημα σvυντεταγμένων (x0, x1, ...xn) σvτην U×R (ώσvτε η
σvυντεταγμένη x0

να είναι η δεύτερη σvυντεταγμένη του γινομένου). Δεδομένου ότι
η τροποποιημένη εξίσvωσvη είναι της μορφής − 1

2g
kl∂k∂lgmn+fmn(g, ∂g) = 0, πρέπει

οι αρχικές τιμές που θα ορίσvουμε σvτην U × {0} να περιλαμβάνουν τις ποσvότητες
g |x0=0, ∂0g |x0=0, φ |x0=0 και ∂0φ |x0=0. Προφανώς, τα αρχικά δεδομένα
του προβλήματος μας “υποχρεώνουν’ να ορίσvουμε φ |x0=0= φ0, ∂0φ |x0=0= φ1,
gij |x0=0= (g0)ij και ∂0gij |x0=0= 2kij για i, j ∈ {1, ..n}. Είμασvτε, όμως, ελεύ-
θεροι να ορίσvουμε g00 |x0=0= −1 και g0i |x0=0= 0, i ∈ {1, ..n}. Επιπλέον, εί-
μασvτε ελεύθεροι να ορίσvουμε αυθαίρετα τις ποσvότητες ∂0g00 και ∂0g0i, και αυτό
θα το κάνουμε ώσvτε να επιτύχουμε τον μηδενισvμό της 1-μορφής F: Απαιτών-
τας ∂0g00 |x0=0= −(2g0mg

kl
Γ̄
m

kl) |x0=0 −2trg0(k) και για i ≥ 1: ∂0g0i |x0=0=(
−(ging

kl
Γ̄
n

kl) |x0=0 + 1
2 (g0)kl(2∂k(g0)il−∂i(g0)kl) |x0=0

)
εύκολα επαληθεύουμε

ότι επιτυγχάνουμε F |x0=0= 0.
Για να εφαρμόσvουμε, τώρα, τις τεχνικές και τα εργαλεία του παραρτήματος

για την ύπαρξη λύσvης μιας μη γραμμικής κυματικής εξίσvωσvης, θα έπρεπε τα αρ-
χικά μας δεδομένα να είχαν σvυμπαγή φορέα, ο σvυντελεσvτής του μεγισvτοτάξιου
όρου να ήταν μια “σvυμβατή μετρική” (κατά την ορολογία του παραρτήματος) και
όλοι οι υπόλοιποι όροι να σvχημάτιζαν μια σvυμβατή “μη γραμμικότητα”. Για τον
λόγο αυτό, λοιπόν, θεωρώντας ότι U ⊆ Rn, πολλαπλασvιάζουμε τα αρχικά μας
δεδομένα με μια κατάλληλη σvυνάρτησvη ψ με σvυμπαγή φορέα η οποία είναι ταυ-

τοτικά ίσvη με 1 σvε ένα ανοιχτό και φραγμένο σvύνολο V1. Επιπλέον, επειδή το
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σvύνολο {gmn(x)|w ∈ V̄1} είναι σvυμπαγές υποσvύνολο του Cn και σvυνακόλουθα
ανήκει σvε κάποια Cn,a για κάποιο a = (a1, a2a3), μπορούμε να θεωρήσvουμε
μια C1

σvυνάρτησvη A : Cn → Cn,( a1
2 ,

a2
2 ,2a3) η οποία είναι η ταυοτική περιορ-

ισvμένη σvε μια ανοιχτή περιοχή του {gmn(x)|w ∈ V̄1} και για την οποία ισvχύει
A(g−1) =

(
A(g)

)−1
. Με αυτόν τον τρόπο, το πρόβλημα αρχικών τιμών για την

εξίσvωσvη που προκύπτει από την τροποποιημένη εξίσvωσvη (ως προς το ζεύγος (g,φ))
αν αντικατασvτήσvουμε όλους τους σvυντελεσvτες της μορφής gmn με την εικόνα τους
μέσvω της Α ικανοποιεί τις πρυποθέσvεις του παραρτήματος, και επομένως έχει λύσvη
σvε ένα σvύνολο της μορφής U × (T1, T2). Λόγω σvυνέχειας της λύσvης αυτής, υπ-
άρχει μια ανοιχτή περιοχή U1 του V1×{0} σvτην οποία η λύσvη g ειναι τέτοια ώσvτε
A(g) = g. Κατά σvυνέπεια, περιοριζόμενοι σvε μια ίσvως ακόμη μικρότερη περιοχή
U2 για την οποία π(U2) ⊂ V1 (όπου π: η προβολή σvτον πρώτο παραγοντα του
Σ×R) και σvτην οποία κάθε μη επεκτάσvιμη χρονοειδής καμπύλη (σvύμφωνα με την
μετρική g) τέμνει ακριβώς μια φορά την V2 × {0} = U2 ∩ (Σ × {0}), η λύσvη g
επαληθεύει την τροποποιημένη εξίσvωσvη (2.2) με αρχικές σvυνθήκες τον περιορισvμό
των αρχικών σvυνθηκών του αρχικού προβλήματος.
Επιπλέον, σvτην περιοχή U2 θα δείξουμε ότι επιτυγχάνεται ο μηδενισvμός του

F. Οι εξισvώσvεις περιορισvμών μας εξασvφαλίζουν ακριβώς ότι (G0m− 8πT0m) |x0=0=
0 για μ ∈ {0, 1, ..n}. Επειδή σvτο U2 το ζεύγος (g,φ) ικανοποιεί την εξίσvωσvη
Gmn−8πTmn = ∇mFn+∇mFn+ 1

2 (∇lFl)gmn, λόγω των εξισvώσvεων περιορισvμών θα
έχουμε

(
∇mFn+∇mFn+ 1

2 (∇lFl)gmn
)
|x0=0= 0 (όπου {x0 = 0}∩U2 = V2×{0}),

και θεωρώντας X ∈ Γ(TΣ) και το N κάθετο σvτην Σ (περιορισvμένα πάντα σvτην U2

έχουμε ότι(
(∇XF )(N) + (∇NF )(X) +

1

2
(∇kFk)g(N,X)

)
|x0=0= 0⇒

⇒
(
(∇NF )(X)

)
|x0=0= 0

αφού g(N,X)=0 και F |x0=0= 0 = σvταθερό. Συνεπώς ∇0Fi = 0, i ≥ 1. ΄Ομοια,(
(∇NF )(N) + (∇NF )(N) +

1

2
(∇kFk)g(N,N)

)
|x0=0= 0⇒

⇒ ∇0F0 = 0

Επειδή, όμως, ∇m(Gmn − 8πTmn) = 0, η 1-μορφή F ικανοποεί σvτο U2 την

κυματική εξίσvωσvη:

∇k∇kFm +Rl
mFl = 0

΄Ετσvι, έχοντας εξασvφαλίσvει ότι (F )x0=0 = (∇0F )x0=0 = 0 σvτο V2 × {0} και
έχοντας υποθέσvει ότι U2 ⊆ D(V2), σvύμφωνα με το παράρτημα θα έχουμε ότι
F=0 σvτο U2 (μια και το κύριο σvύμβολο της κυματικής εξίσvωσvης του F είναι η
ίδια η g). Κατά σvυνέπεια, σvτο U2 η λύσvη (g,φ) που κατασvκευάσvαμε είναι σvτην
πραγματικότητα μια λύσvη των εξισvώσvεων Einstein.
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Με αυτόν τον τρόπο, έχουμε καταφέρει για κάθε σvημείο p ∈ Σ να κατασvκευάσvουμε
μια ανοιχτή περιοχή του Vp σvτην Σ, καθώς και να μια λύσvη (gp,φp) του προβλή-
ματος αρχικών τιμών περιορισvμένο σvτο Vp σvε ένα ανοιχτό σvύνολο Up της Σ× R,
για το οποίο ισvχύει Up ∩ (Σ × {0}) = Vp × {0} καθώς και ότι η Vp × {0} εί-
ναι μια υπερεπιφάνεια Cauchy για το (Up, gp). Η ύπαρξη λύσvης του προβλήμα-
τος αρχικών τιμών θα είχε εξασvφαλισvθεί αν μπορούσvαμε να “κολλήσvουμε” όλα
αυτά τα σvύνολα ώσvτε να φτιάξουμε μια καθολικά υπερβολική λύσvη των εξισvώσvεων

Εinstein. Αυτό επιτυγχάνεται ως εξής: Κατ’ αρχάς, πρέπει να δείξουμε ότι
για οποιαδήποτε δύο σvημεία p1 και p2 για τα οποία ισvχύει ότι Up1 ∩ Up2 6= Ø
θα έχουμε και ότι gp1 = gp2 και φp1 = φp2

εκει. Αυτό όμως επαληθεύεται
εύκολα, αφού λόγω του σvυναλλοίωτου χαρακτήρα των εξισvώσvεων και της 1-
μορφής F, ως προς οποιδήποτε σvύσvτημα σvυντεταγμένων και τα δύο ζεύγη είναι
λύσvεις των εξισvώσvεων Einstein με ταυτόσvημες αρχικές τιμές σvτο Vp1 ∩Vp2 . Κατά
σvυνέπεια, ορίζοντας για t ≥ 0 το σvύνολο St = Σ× [0, t] ∩ Ūp1 ∩ Ūp2 και θέτοντας
A = {t ∈ [0,+∞)|∀x ∈ St : (gp1 ,φp1)(x) = (gp2 ,φp2)(x) και J−gp1 (x)∩J+

gp1
(V1) =

J−gp2 (x) ∩ J+
gp2

(V2)} (όποτε και A 6= Ø αφού 0 ∈ A) μπορούμε να δειξουμε ότι το

Α ειναι κλεισvτό και ανοιχτό υποσvύνολο του [0,∞) (καθώς αν t ∈ A και (t, x) ∈ St
τότε για t1 > t αρκούντως κοντά σvτο t θα ισvχύει ότι J−gpi

((t1, x)) ∩ J+
gpi

(Vi) ⊂
V1∩V2 και, λόγω του θεωρήματος μοναδικότητας που διατυπώνεται σvτο παράρτημα,
gp1 = gp2 ,φp1 = φp2 σvτο J

−
gp1

((t1, x))∩ J+
gp1

(V1)∪ J−gp2 ((t1, x))∩ J+
p2(V2) και σvυ-

νακόλουθα J−gp1 ((t1, x)) ∩ J+
gp1

(V1) = J−gp2 ((t1, x)) ∩ J+
p2(V2)). Συνακόλουθα, θα

ισvχύει ότι (gp1 ,φp1) = (gp2 ,φp2) σvτο Σ× [0,∞)∩ Ūp1 ∩ Ūp2 και, με το ίδιο ακριβώς
επιχείρημα και για την αντίσvτροφη χρονική κατεύθυνσvη, έχουμε ότι οι λύσvεις ταυτί-
ζονται σvτο Σ × (−∞,∞) ∩ Ūp1 ∩ Ūp2 = Ūp1 ∩ Ūp2 . Επομένως, μπορούμε να
θεωρήσvουμε ότι οι λύσvεις {(gp,φp)}p∈S ορίζουν όντως μια λύσvη του προβλήματος
αρχικών τιμών σvτο σvύνολο M = ∪p∈SUp. Το ότι το Μ είναι ένας καθολικά υπ-
ερβολικός χώρος με υπερεπιφάνεια Cauchy Σ× {0} έπεται άμεσvα από το γεγονός
ότι κάθε μη επεκτάσvιμη χρονοειδής καμπύλη γ του Μ τέμνει τουλάχισvτον μια φορά

την Σ × {0} (αφού τέμνει τουλάχισvτον ένα Up και είναι μη επεκτάσvιμη χρονοει-
δής σvε αυτό), ενώ (δεδομένου ότι οι Up είχαν επιλεγεί αρκούντως μικρές ώσvτε το
∂0 να ήταν παντού χρονοειδές σvε αυτές) δεν μπορεί να την τέμνει πάνω από μια
φορά, αφού μια παραμέτρησvή της με βάσvη την σvυντεταγμένη x0

θα ήταν 1-1 και
σvυνακόλουθα δεν θα μπορούσvε να τέμνει την Σ × {0} = {x0 = 0} πάνω από μια
φορά.

2.4 Monadikìthta

Στην προηγούμενη παράγραφο αποδείξαμε την ύπαρξη λύσvης του προβλήματος

αρχικών τιμών για τις εξισvώσvεις Einstein σvτην περίπτωσvη ενός βαθμωτού πεδίου
χωρίς μάζα. ΄Αμεσvα, λοιπόν, γεννάται το ερώτημα του κατά πόσvο μια τέτοια λύσvη
είναι, τουλάχισvτον τοπικά, μοναδική. Φυσvικά, η έννοια της μοναδικότητας, όπως
σvυζητήθηκε και κατά την περιγραφή των εξισvώσvεων Einstein, δεν αφορά τις εκ-
φράσvεις του τανυσvτή της μετρικής σvε κάποιο σvύσvτημα σvυντεταγμένων, αλλά την
γεωμετρία της Λορέντζιας πολλαπλότητας που προκύπτει ως λύσvη. Για το λόγο
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αυτό, η (τοπική) μοναδικότητα της λύσvης θα έπεται από το εξής θεώρημα:

Θεώρημα: ΄Εσvτω τα αρχικά δεδομένα (Σ, g0, k,φ0,φ1) για το πρόβλημα
αρχικών τιμών των εξισvώσvεων Einstein σvτην περίπτωσvη ενός βαθμω-
τού πεδίου φ χωρίς μάζα. ΄Εσvτω, επιπλέον, δύο αναπτύγματα (Ma, ga,φa)
και (Mb, gb,φb) των αρχικών δεδομένων, με αντίσvτοιχους εγκλεισvμούς
ia : Σ → Ma και ib : Σ → Mb . Τότε υπάρχει ένα καθολικά υπ-
ερβολικό ανάπτυγμα (M, g,φ) (με αντίσvτοιχο εγκλεισvμό ι) το οποίο
εμφυτέυεται ισvομετρικά ως υποσvύνολο των Ma,Mb μέσvω ισvομετριών

ψa και ψb ώσvτε ψa ◦ i = ia,ψb ◦ i = ib και ψ
∗
aφa = φ,ψ∗bφb = φ.

Παρατήρησvη:
τα αναπτύγματαMa,Mb δεν χρειάζεται να είναι καθολικά υπερβολικοί χώροι, αλλά
οι εγκλεισvμοί ia, ib πρέπει να σvυνοδεύονται από διανυσvματικά πεδία κάθετα σvτις
ia(Σ), ib(Σ) και μοναδιαία γύρω από αυτές, τα οποία σvτο εξής θα αναφέρονται
ως “μελλοντικά” (ακόμα και αν οι χώροι αυτοί δεν επιδέχονται χρονικό προσvανα-
τολισvμό)
Απόδειξη:
Με μια πρώτη ματιά, θα μπορούσvε κανείς να θεωρήσvει ότι θα αρκούσvε να

ταυτίσvει μια ανοιχτή περιοχη των ia(Σ), ib(Σ) με μια ανοιχτή περιοχή της Σ×{0}
σvτο Σ×R μέσvω κάθετων σvυντεταγμένων (όπου η απεικόνισvη Σ×R→Mk γίνεται

μέσvω της απεικόνισvης exp για ένα κάθετο διανυσvματικό πεδίο σvτις ik(Σ)), και σvτην
σvυνέχεια να αποδείξη ότι εκεί οι λύσvεις ταυτίζονται μέσvω θεωρημάτων διαφορικών

εξισvώσvεων. Μια τέτοια προσvπάθεια, όμως, δεν γίνεται να ευοδωθεί, καθώς σvε
τέτοιες σvυντεταγμένες οι εξισvώσvεις Einstein δεν έχουν την μορφή κυματικών εξ-
ισvώσvεων ή έσvτω κάποιας κατηγορίας διαφορικών εξισvώσvεων όπου να ισvχύουν εν

γένει θεωρήματα μοναδικότητας για προβλήματα αρχικών τιμών. Για το λόγο αυτό,
είναι απαραίτητο, όπως και σvτην απόδειξη ύπαρξης λύσvης, να καταφύγουμε σvε σvυν-
τεταγμένες σvτις οποίες οι διαφορικές μας εξισvώσvεις θα παίρνουν μια “καλή” μορφή.
και οι σvυντεταγμένες αυτές δεν είναι άλλες από τις κυματικές σvυντεταγμένες.
Πιο σvυγκεκριμένα, λοιπόν, επαναλαμβάνοντας την απόδειξη για την ύπαρξη

λύσvης μπορούμε να κατασvκευάσvουμε μια λύσvη (g,φ) σvε μια ανοιχτή περιοχή D του
Σ× {0} σvτο Σ×R (με i : Σ→ Σ× {0} την προφανή απεικόνισvη), ώσvτε για κάθε
σvημείο p της Σ να έχουμε έναν χάρτη (V, y) γύρω από το i(p) σvτον οποίο να ισvχύει
y(i(p)) = 0, {y0 = 0} = V ∩ (Σ × {0}) και gab(Γmab − Γ̄

m

ab) = 0 (όπου Γ̄ είναι
το σvύμβολο Christofell που αντισvτοιχεί για τις σvυντεταγμένες αυτές σvτην μετρική
ds2 = dt2 + (g0)ijdx

idxj σvτην πολαπλότητα Σ× R). Κατά σvυνέπεια, θεωρώντας
προς το παρόν το p ∈ Σ φιξαρισvμένο, αν θεωρήσvουμε την ανοιχτή περιοχή U =
i−1(V ∩(Σ×{0})) του p σvτην Σ και τον χάρτη x̂ = (x̂1, ...x̂n) = (y1◦i, ...yn◦i) σvε
αυτήν, μπορούμε να ορίσvουμε σvυντεταγμένες σvε μια περιοχή του ia(p) σvτηνMa ως

εξής: Αν Νa είναι το μοναδιαίο μελλοντικό κάθετο διανυσvματικό πεδίο σvτην ia(Σ),
ορίζουμε σvε μια περιοχή Va του ia(p) σvυντεταγμένες x = (x0, ...xn) ώσvτε να ισvχύει
(x0, x1, ...xn)−1 = expia(x̂−1(x1,...xn))(x

0N) (αν η Va επιλεγεί αρκούντως μικρή, η
απεικόνισvη αυτή είναι όντως διαφορομορφισvμός). Στις σvυντεταγμένες αυτές ισvχύει
ότι g00|x0=0 = −1, g0i|x0=0 = ∂0g0m|x0=0 = 0 και (∂0g|x0=0)(ia∗(X), ia∗(Y ) =
k(X,Y ) για X,Y ∈ Γ(ΤΣ).
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Σκοπός μας είναι να φτιάξουμε ένα νέο σvύσvτημα σvυντεταγμένων x̃ γύρω από
το ia(p) σvτο οποίο να ισvχύει gab(Γ(a))

m
ab = gabΓ̄mab ◦ y−1 ◦ x̃. Για τον λόγο αυτό,

θεωρώντας μια σvυνάρτησvη η ∈ C∞0 (Rn+1) με σvυμπαγή φορέα που περιέχεται σvτο
y(V ) ∩ x(Va) και η οποία ειναι ταυτοτικά 1 σvε μια περιοχή του 0, ορίζουμε για
w ∈ Rn+1 Qm

ab(w) = (Γ̄◦y−1(η(w)·w))mab και hmn(w) = (ga)mn◦x−1(η(w)w) (όπου
φυσvικά οι σvυνισvτώσvες του ga είναι αυτές που αντισvτοιχούν σvτις σvυντεταγμένες
x). Επιλέγοντας τον φορέα της η αρκούντως μικρό, μπορούμε να θεωρήσvουμε
ότι υπάρχει θετική τριάδα (a1, a2, a3) ώσvτε ∀w ∈ Rn+1 : h(w) ∈ Cn,(a1,a2,a3).
Με αυτούς τους σvυμβολισvμούς, λοιπόν, και θεωρώντας μια σvυνάρτησvη αποκοπής
ψ ∈ C∞0 (Rn) ώσvτε 0 ≤ ψ ≤ 1 και ψ=1 σvε μια περιοχή του 0 και σvυμβολίζοντας
με ξ = (ξ0, ...ξn) τις φυσvικές σvυντεταγμένες του Rn+1, μπορούμε να ορίσvουμε το
εξής πρόβλημα αρχικών τιμών:

�hx̄m = −hab ∂x̄
g

∂xa
∂x̄d

∂xb
Qm
gd(x̄)

x̄(0, ξ1, ...ξn) = ψ(ξ1, ...ξn) · (0, ξ1, ...ξn)
∂
∂x0

x̄(0, ξ1, ...ξn) = ψ(ξ1, ...ξn) · (1, 0, ..0)

Το σvύσvτημα αυτό έχει (σvύμφωνα με τις τεχνικές του παραρτήματος) μία λύσvη
x̄ ∈ C2(Rn+1,Rn+1), για την οποία ισvχύει ότι x̄(0) = 0 και ∂xm x̄

n = δnm. Κατά
σvυνέπεια, περιορισvμένη σvε μια αρκούντως μικρή περιοχή του 0 μπορεί να θεω-
ρηθεί διαφορομορφισvμός, και ως εκ τούτου περιορισvμένη σvε μια αρκούντως μικρή
περιοχή W του ia(p) η σvυνάρτησvη x̃ = x̄ ◦ x αποτελεί έναν χάρτη σvυντεταγ-
μένων. Συρρικνώνοντας πιθανόν κι άλλο την W, μπορούμε να υποθέσvουμε ότι
ψ ◦ (x1, ..xn) = 1 και η ◦ (x0, ..xn) = 1 σvε αυτή. Τότε, οι πράξεις εύκολα μας
δίνουν ότι η x̃ ικανοποιεί την εξίσvωσvη �ga x̃

m = −(g̃a)klΓ̄
m

kl(y
−1 ◦ x̃) (όπου g̃a:

οι σvυνισvτώσvες της ga σvτο σvύσvτημα σvυντεταγμένων x̃). Ισvοδύναμα, η εξίσvωσvη
αυτή γράφεται και ως g̃kl(Γ̃a)mkl = (g̃a)klΓ̄

m

kl(y
−1 ◦ x̃) όπου Γ̃a είναι τα σvύμβολα

Christoffel της ga σvτο σvύσvτημα σvυντεταγμένων x̃.
Κατά σvυνέπεια, μπορούμε να δείξουμε ότι σvε ένα ανοιχτό υποσvύνολο του

x̃(W ) ⊂ Rn+1
οι σvυναρτήσvεις (g̃a)mn ◦ x̃−1

και gmn ◦ y−1
ταυτίζονται ως εξής:

Λόγω των ιδιοτήτων των χαρτών (V,y) (όπως αυτές περιγράφονται σvτην απόδειξη
ύπαρξης λύσvης) και (W,x̃), καθώς και του γεγονότος ότι περιοριζόμενοι σvτα i(Σ)
και ia(Σ) οι χάρτες ορίσvτηκαν ώσvτε να μεταφέρουν τις ίδιες σvυντεταγμένες σvτην Σ,
εύκολα επαληθεύουμε ότι (g̃a)mn ◦ x̃−1 = gmn ◦y−1, ∂x̃0(g̃a)mn ◦ x̃−1 = ∂y0gmn ◦y−1,

φa ◦ x̃−1 = φ ◦ y−1
και ∂x̃0φa ◦ x̃−1 = ∂y0φ ◦ y−1

σvτο {ξ0 = 0} ∩ x̃(W ).
Επιπλέον, λόγω του ορισvμού των σvυντεταγμενων σvε κάθε περίπτωσvη, ισvχύει ότι
(∂x̃0f1)◦x̃−1|x0=0 = ∂x0(f1◦x̃−1)|x0=0 και (∂y0f2)◦y−1|x0=0 = ∂x0(f2◦y−1)|x0=0.
Κατά σvυνέπεια, θέτοντας χάριν απλότητας (g1)mn = (g̃a)mn ◦ x̃−1, (g2)mn = gmn ◦
y−1,φ1 = φa◦x̃−1

και φ2 = φ◦y−1
οι προηγούμενες σvχέσvεις μπορούν να γραφτούν

και ως (g1)mn = (g2)mn, ∂x0(g1)mn = ∂x0(g2)mn, φ1 = φ2 και ∂x0φ1 = ∂x0φ2 σvτο

{ξ0 = 0} ∩ x̃(W ). Επιπλέον, σvτο x̃(W ) ισvχύει ότι gklΓmkl ◦ y−1 = gklΓ̄
m

kl ◦ y−1

και g̃kl(Γ̃a)mkl ◦ x̃−1 = (g̃a)klΓ̄
m

kl ◦ y−1 (αυτό είναι ουσvιασvτικά και το κρίσvιμο σvη-
μείο για το οποίο χρειασvτήκαμε σvυντεταγμένες ειδικής μορφής). Κατά σvυνέπεια,
αντικαθισvτώντας σvτις εξισvώσvεις Einstein τους όρους αυτούς διαπισvτώνουμε ότι οι
ποσvότητες ((g1)mn,φ1) και ((g2)mn,φ2) ικανοποιούν σvτο x̃(W ) εξισvώσvεις της μορ-
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φής (g1)mn∂m∂n
(
(g1)kl,φ1

)
= f1((g1,φ1), ∂(g1,φ1)) και (g2)mn∂m∂n

(
(g2)kl,φ2

)
=

f2((g2,φ2), ∂(g2,φ2)) αντίσvτοιχα. Ονομάζοντας v την διαφορά (g1,φ1)− (g2,φ2),
αφαιρώντας κατά μέλη τις παραπάνω σvχέσvεις και χρησvιμοποιώντας το θεώρημα

μέσvης τιμής εύκολα δειχνουμε ότι η διαφορά αυτή ικανοποιεί μια εξίσvωσvη της μορ-

φής

(g2)mn∂m∂nv + f3,k · ∂kv + f4 · v = 0

όπου οι f3, f4 εξαρτόνται από τα gi, ∂gi,φi, ∂φi (όπως φυσvικά και από το ξ =
(ξ0, ..ξn))
Συνακόλουθα, δεδομένου ότι λόγω των προηγουμένων v|x0 = 0 και ∂x0v|x0 =

0, χρησvιμοποιώντας τις τεχνικές του παραρτήματος μπορούμε να δείξουμε ότι v = 0
σvτο Dg2({ξ0 = 0} ∩ x̃(W )) ⊆ x̃(W ). Το σvύνολο αυτό έχει μη κενό εσvωτερικό,

επομένως μπορούμε να περιορισvτούμε σvε ένα ανοιχτό υποσvύνολό του Ṽ το οποίο
με την μετρική g2 να είναι καθολικά υπερβολικός χώρος με υπερεπιφάνεια Cauchy
{ξ0 = 0} ∩ Ṽ . Επειδή v=0 σvτο σvύνολο αυτό, ο διαφορομορφισvμός που ορίζεται
από την σvχέσvη ψ : x̃−1(Ṽ )→ y−1(Ṽ ), ψ = y−1 ◦ x̃ ικανοποεί ψ∗(g,φ) = (ga,φa),
και κατά σvυνέπεια είναι μια ισvομετρία.
Με τον παραπάνω τρόπο, μπορούμε να κατασvκευάσvουμε ∀p ∈ Σ μια περιοχή

Up του ia(p) και μια ισvομετρία ψp με όλες τις προηγούμενες ιδιότητες. Δεδομένου

ότι σvτην τομή δύο τέτοιων σvυνόλων Up1 ∩ Up2 ισvχύει ότι η ισvομετρία ψ
−1
p2
◦ ψp1

ειναι η ταυτοτική απεικόνισvη αν περιορισvτεί σvτο ia(Σ) ∩ Up1 ∩ Up2 , θα πρέπει να
είναι η ταυτοτική απεικόνισvη και σvε όλο το Up1 ∩Up2(όπως μπορεί να διαπισvτώσvει
κανείς καλύπτωντας το Up1∩Up2 με την απεικόνισvη {expp(tN)|p ∈ ia(Σ)} όπου N
μοναδιαίο κάθετο σvτην ia(Σ)). Κατά σvυνέπεια, οι ισvομετρίες αυτές μας καθορίζουν
μια ισvομετρική αντισvτοίχισvη μιας ανοιχτής περιοχής U της ia(Σ) με μια ανοιχτή
περιοχή της Σ×{0} σvτο (D, g) με τις ζητούμενες ιδιότητες. Κάνοντας το ίδιο και
για την δεύτερη πολλαπλότητα, και παίρνοντας την τομή των δύο υποσvυνόλων του
(D, g) προκύπτει άμεσvα το ζητούμενο. �
Μια άμεσvη παρατήρησvη που μπορεί να κάνει κανείς (και η οποία θα μας φανεί

χρήσvιμη πιο κάτω) έχει να κάνει με την λειότητα την οποί μπορούμε να επιτύχουμε
να έχει το σvυνόρο της U. Πιο σvυγκεκριμένα, σvτην εφαπτόμενη ίνα κάθε σvημείου
q ∈Ma ορίζουμε των διπλό κώνο των αιτιακών διανυσvμάτων ως CausqMa = {v ∈
TqMa|g(v, v) ≤ 0}. Προφανώς η σvυνάρτησvη που αντισvτοιχίζει σvε κάθε σvημείο p
τον αντίσvτοιχο κώνο είναι λεία. Επιπλέον, για κάθε ανοιχτό σvύνολο V ⊂Ma, για
κάθε q ∈ ∂V μπορούμε να ορίσvουμε το υποδιαφορικό Dq∂V = {w ∈ TqMa : το
{t : expq(tw) ∈ V̄ } περιέχει ανοιχτή περιοχή του 0}. Στην περίπτωσvη που το V
είναι C1, το υποδιαφορικό δεν είναι τίποτε άλλο από το εφαπτόμενο υπερεπίπεδο
σvτο αντίσvτοιχο σvημείο. Με αυτούς τους σvυμβολισvμούς, μπορούμε να δείξουμε ότι
για κάθε σvημείο p ∈ Σ μπορούμε να μικρύνουμε την αντίσvτοιχη περιοχή Up της
απόδειξης ώσvτε ∀q ∈ ∂Up8ia(Σ) να ισvχύει ότι Dq∂Up ∩CausqMa = {0p}. Για να
το καταφέρουμε αυτό, αρκεί να μικρύνουμε με τέτοιον τρόπο την Up ώσvτε σvε ένα
τοπικό σvύσvτημα σvυντεταγμένων όπως της απόδειξης να έχει την μορφή ενός μικρού

“φακού” (και επομένως το σvύνορό της να είναι χωροειδείς επιφάνειες αρκούντως
κοντά σvτην εικόνα της ia(Σ) σvτον χάρτη αυτόν). Κατά σvυνέπεια, κολλώντας τις
αντίσvτοιχες περιοχές όπως πριν μπορούμε να επιτύχουμε το ανοιχτό σvύνολο U του
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θεωρήματος να έχει σvύνορο όπου θα ισvχύει Dq∂U∩CausqMa = {0q} (το γεγονός
αυτό πέραν των άλλων αρκεί για να μας εξασvφαλίσvει ότι το σvύνορο θα είναι σvχεδόν

παντού C1).

2.5 Eusvt�jeia Cauchy

Για να μπορεί να θεωρηθεί ένα πρόβλημα αρχικών τιμών καλώς τοποθετημένο

(κατά Hadamard), τρεις είναι οι απαιτούμενες προυποθέσvεις: ΄Υπαρξη λύσvης,
μοναδικότητα και σvυνεχής εξάρτησvη αυτής από τα αρχικά δεδομένα. ΄Εχοντας αν-
τιμετωπίσvει προηγουμένως τα δύο πρώτα ερωτήματα, σvκοπός της παρούσvης παρα-
γράφου είναι να ξεκαθαρίσvει την έννοια της Cauchy ευσvτάθειας μιας καθολικά
υπερβολικής λύσvης του προβλήματος αρχικών τιμών για τις εξισvώσvεις Einstein.
Φυσvικά, όπως και προηγουμένως, η γεωμετρική φύσvη του προβλήματος επιβάλλει

μια ιδιαίτερη προσvέγγισvη του ζητήματος της ευσvτάθειας. ΄Ετσvι, λοιπόν, αν M
ειναι μια Ριμάννεια η Λορέντζια πολλαπλότητα και V, {Vn}n∈N ∈ Γ(TM), θα
λέμε ότι Vn → V σvτον H l

loc αν για κάθε χάρτη (U, x) και κάθε C∞ σvυνάρτησvη
φ : M → R με σvυμπαγή φορέα που περιέχεται σvτο U ισvχύει ότι ||φVn ◦x−1−φV ◦
x−1||Hl(Rn,Rn) → 0. Φυσvικά, εύκολα διαπισvτώνουμε ότι η σvύγκλισvη αυτή αρκεί να
επιτυγχάνεται για ένα τοπικά πεπερασvμένο κάλυμμα του Μ με χάρτες και μια υπ-

οδιατασvσvόμενη διαμέρισvη της μονάδας. Επιπλέον, η σvύγκλισvη αυτή γενικεύεται με
τον προφανή τρόπο και σvτην περίπτωσvη σvτοιχείων του Γ(⊗kTM ⊗m T ∗M). Στην
πραγματικότητα, ο χώρος αυτός γίνεται ένας τοπολογικός διανυσvματικός χώρος,
με τοπολογία που γεννάται από τις αντίσvτροφες εικόνες των ανοιχτών σvυνόλων

του H l(Rn,R(k+m)n) μέσvω των ως άνω χαρτών και του πολλαπλασvιασvμού με σvυ-
ναρτήσvεις με σvυμπαγή φορέα.
Ξεκινόντας από μια λύσvη του προβλήματος αρχικών τιμών με σvυγκεκριμένα

αρχικά δεδομένα, σvκοπός μας είναι να αποδείξουμε ότι για αρχικά δέδομένα που
σvυγκλίνουν σvε αυτά σvτον H l

loc (για κατάλληλο l) οι αντίσvτοιχες λύσvεις σvυγκλίνουν
σvτην δεδομενή λύσvη περιορισvμένες σvε σvυμπαγή υποσvύνολα αυτής. Για λόγους
απλότητας, θα υποθέτουμε ότι η αρχική μας λύσvη γράφεται ως (M × I, g,φ), όπου
Ι: ανοιχτό διάσvτημα του R και οι υπερεπιφάνειες M × {t} είναι υπερεπιφάνειες
Cauchy, με το ∂t να είναι χρονόμορφο.
Η πολυπόθητη ευσvτάθεια Cauchy, λοιπόν, υπό αυτήν την έννοια, θα απορρέει

από το εξής θεώρημα:

Θεώρημα: ΄Εσvτω (M × I, g,φ) μια λύσvη των εξισvώσvεων Einstein για
ένα βαθμωτό πεδίο φ χωρίς μάζα, με επαγόμενα αρχικά δεδομένα σvτο
i(M) = M × {0} την τετράδα (g0, k0,φ0,φ1). Ακόμη, έσvτω gj , kj
μια ακολουθία σvυμμετρικών (0,2)-τανυσvτών σvτο Μ και φ0j ,φ1j μια

ακολουθία λείων σvυναρτήσvεων σvτο Μ ώσvτε gj → g0, φ0j → φ0 σv-

τον H l+1
loc και kj → k0, φ1j → φ1 σvτον H

l
loc (όπου l > n

2 + 1,
με n = dimM). Υποθέτουμε ότι η ακολουθία αρχικών δεδομένων
(gj , kj ,φ0j ,φ1j) ικανοποιεί τις εξισvώσvεις περιορισvμών. Τότε, για κάθε
σvυμπαγές υποσvύνολο K ⊂ M με μη κενό εσvωτερικό και για κάθε

θετικό T ∈ I υπάρχει ένα j0 ώσvτε για j ≥ j0 να υπάρχουν λύσvεις
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(hj ,ψj) των εξισvώσvεων Einstein σvε ένα ανοιχτό υποσvύνολο τουM×I
που περιέχει το M × {0} και το K × [0, T ] ώσvτε τα αρχικά δεδομένα
που επάγουν σvτην M × {0} να ειναι τα (gj , kj ,φ0j ,φ1j) και τα αρχικά
δεδομένα που επάγουν σvτο K×{T} να σvυγκλίνουν σvε αυτά που επάγει
το ζεύγος (g,φ) (σvτην αντίσvτοιχη H l+1

loc ή H
l
loc τοπολογία).

Σκιαγράφησvη απόδειξης:
Κατ’ αρχάς, για κάθε σvημείο p ∈M μπορούμε να βρούμε μια ανοιχτή περιοχή

Up ⊂ M × I η οποία να είναι της μορφής Dg(V × {0}) για κάποιο V ⊂ M και

γύρω από την οποία για αρκούντως μεγάλο j να ορίζεται λύσvη του αντίσvτοιχου
(περιορισvμένου) προβλήματος αρχικών τιμών με αρχικά δεδομένα (gj , kj ,φ0j ,φ1j)
περιορισvμένα σvε μια περιοχή της V (μια τέτοια λύσvη μπορεί να θεωρηθεί ως ο
περιορισvμός μιας καθολικής λύσvης, η οποία φυσvικά ορίζεται σvε μια περιοχή του
M×{0}). Αυτό μπορεί να το διαπισvτώσvει κανείς κατασvκευάζοντας κυματικές σvυν-
τεταγμένες γύρω από το ι(p) όπως σvτην απόδειξη μοναδικότητας, καθώς και μια
λύσvη για το περιορισvμένο πρόβλημα αρχικών τιμών σvε κατάλληλες σvυντεταγμένες,
ώσvτε οι δύο λύσvεις πλέον να μπορούν να θεωρηθούν ότι έχουν πεδίο ορισvμού υπ-

οσvύνολα του Rn+1 (ακριβώς όπως κάναμε και κατά την απόδειξη μοναδικότητας).
Στην σvυνέχεια, η σvύγκλισvη των αντίσvτοιχων αρχικών δεδομένων που επάγονται
σvτοDg(V ×{0})∩[0, t] (για t αρκούντως μικρό) σvτους αντίσvτοιχουςH l

χώρους εξ-

ασvφαλίζεται από το θεώρημα ευσvτάθειας των μη γραμμικών κυματικών εξισvώσvεων

που αναφέρεται σvτο παράρτημα.
Επιπλέον, ένα κάτω φράγμα για το “μέγεθος” της πιο πάνω περιοχής Up μπορεί

να δειχθεί ότι εξαρτάται με σvυνεχή τρόπο από τις ποσvότητες g και φ περιορισvμένες
σvτο υποσvύνολο Bg0(p, 1)×((−1, 1)∩I). Κατά σvυνέπεια, δοθέντος σvυμπαγούςK ⊂
M μπορούμε να υποθέσvουμε (λόγω σvυμπάγειας) ότι η ένωσvη ∪p∈KUp περιέχει ένα
σvύνολο της μορφήςK×[0, TK ], όπου ο χρόνος TK εξαρτάται από τα μεγέθη g,φ σvε
μια δεδομένη περιοχή του K×{0}. Φυσvικά, μπορούμε να δείξουμε (όπως ακριβώς
και σvτις αποδείξεις ύπαρξης και μοναδικότητας) ότι μπορούμε να “κολλήσvουμε” τις
πιο πάνω περιοχές Up ώσvτε να επιτύχουμε την επιθυμητή σvύγκλισvη σvτο Dg(K) ∩
K × {TK}.
Το ζητούμενο, λοιπόν, έπεται εύκολα από την παρατήρησvη ότι για κάθεK ⊂M

σvυμπαγές και T ∈ I ∩ R+
υπάρχει K ′ ⊃ K επίσvης σvυμπαγές ώσvτε K × {T} ⊂

Dg(K
′ × {0}) (αυτό προκύπτει από το ότι εφ’ όσvον ο χώρος (M × I,g) ειναι

καθολικά υπερβολικός με υπερεπιφάνεια Cauch M ×{0}, αν κάθε σvημείο του q το
J−g (q) ∩M × {0} είναι σvυμπαγές). Κατά σvυνέπεια, μπορούμε ξεκινώντας από ένα
υπερσvύνολο του K ′ να επαναλαμβάνουμε την πιο πάνω διαδικασvία (επιλέγοντας
κάθε φορά ένα ακόμα μεγαλύτερο j0 ώσvτε να εξασvφαλίζεται η περαιτέρω ύπαρξη
και σvύγκλισvη). Το ότι επαναλαμβάνοντας αυτήν την διαδικασvία για πεπερασvμένα
βήματα μας επιτρέπει να “φτάσvουμε” σvτο K × {T} εξασvφαλίζεται από το ότι το
βήμα TK με το οποίο “προχωράμε” κάθε φορά μπορεί να επιλεγεί ομοιόμορφα
φραγμένο, αφού εξαρτάται με σvυνεχή τρόπο από τις τιμές των (g,φ) γύρω από το
εκάσvτοτε σvύνολο, και επομένως μπορεί να φραγεί απο τις ακρότατες τιμές των g, φ
σvε μια περιοχή του J−(K×{T})∩J+(M×{0}) (οι τιμές αυτές είναι πεπερασvμένες
αφού το σvύνολο αυτό είναι σvυμπαγές). �
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2.6 Megisvtikì kajolik� uperbolikì an�ptugma

Σύμφωνα με τα προηγούμενα, δοθέντων αρχικών δεδομένων (Σ, g0, k0,φ0,φ1)
μπορούμε να βρούμε μια μοναδική λύσvη των εξισvώσvεων Einstein σvε μια ανοιχτή πε-
ριοχή της Σ×{0} σvτην πολλαπλότητα Σ×R. Με άλλα λόγια, δηλαδή, γνωρίζοντας
κανείς το τι σvυμβαινεί σvτο σvύμπαν σvε μια δεδομένη “χρονική σvτιγμή”, ειναι δυνατόν
να προβλέψει την μορφή του χωροχρόνου για ένα μικρό “χρονικό” διάσvτημα. Παρ’
όλα αυτά, τα προηγούμενα θεωρήματα δεν αρκούν για να καθορίσvουν μονοσvήμαντα
έναν μεγισvτικό καθολικά υπερβολικό χωροχρόνο, με την έννοια ότι είναι πιθανόν
η προηγούμενη προβλεπόμενη περιοχή και τα αντίσvτοιχα αρχικά δεδομένα να εμ-

φυτεύονται ισvομετρικά σvε δυο μη ισvομετρικές (καθολικά υπερβολικές) λύσvεις των
εξισvώσvεων Einstein. Κάτι τέτοιο, όμως, θα παραβίαζε την αρχή της αιτιότητας, μια
και σvε μια τέτοια περίπτωσvη, η πλήρης γνώσvη όσvων σvυμβαίνουν σvε μια “χρονική
σvτιγμή” σvτο σvύμπαν δεν θα αρκούσvε για να προβλέψει πλήρως το μέλλον. Θα δείξ-
ουμε, λοιπόν, ότι κάτι τέτοιο δεν μπορεί να σvυμβεί, λόγω της ύπαρξης μεγισvτικού
καθολικά υπερβολικού αναπτύγματος.
Πιο σvυγκεκριμένα, θα ορίζουμε ένα καθολικά υπερβολικό ανάπτυγμα (Μ,g,φ)

των αρχικών δεδομένων (Σ, g0, k0,φ0,φ1) ως μεγισvτικό καθολικά υπερβολικό ανάπ-
τυγμα αν για κάθε άλλο (καθολικά υπερβολικό) ανάτυγμα (M ′, g′,φ′) αυτών υπ-
άρχει 1-1 λεία απεικόνισvη ψ : M ′ →M που διατηρεί τον χρονικό προσvανατολισvμό
που ορίζουν οι εγκλεισvμοί της Σ ώσvτε ψ

∗g = g′, φ ◦ ψ = φ′ και ψ ◦ i′ = i
(όπου i, i’ οι αντίσvτοιχοι εγκλεισvμοί της Σ σvτους Μ, Μ’). Αν, λοιπόν, Μ, Μ’
είναι δύο μεγισvτικά καθολικά υπερβολικά αναπτύγματα των αρχικών δεδομένων

(Σ, g0, k0,φ0,φ1), λόγω ορισvμού υπάρχουν ψ : M → M ′, ψ′ : M ′ → M 1-1
λείες απεικονίσvεις με τις πιο πάνω ιδιότητες. Κατά σvυνέπεια, η 1-1 σvυνάρτησvη
h = ψ′ ◦ ψ : M → M ικανοποιεί h∗g = g και h|i(S) = Id, Dh|i(S) = IdTM
(αφού διατηρεί τον χρονικό προσvανατολισvμό). Επομένως θα πρέπει h=Id, αφού
για κάθε p ∈ M υπάρχει γεωδαισvιακή γ που το σvυνδέει με ένα σvημείο q ∈ i(Σ)
(έσvτω γ(0)=q) και η h(γ) θα είναι και αυτή γεωδαισvιακή με h(γ(0)) = γ(0) = q
και

d
dth(γ(0)) = d

dtγ(0) - επομένως h(γ)=γ και άρα h(p)=p. Συνεπώς, τα Μ,
Μ’ είναι ισvομετρικά και η ισvομετρία που τα ταυτίζει ταυτίζει επίσvης τις i(Σ), i’(Σ),
τα επαγόμενα αρχικά δεδομένα και τις τιμές του πεδίου φ. Με αυτήν την έννοια,
ένα καθολικά υπερβολικό ανάπτυγμα, αν υπάρχει, είναι μοναδικό. Επιπλέον, σvτο
εξής όταν αναφερόμασvτε σvε ισvομετρικά καθολικά υπερβολικά αναπτύγματα, θα εν-
νοούμε ότι η αντίσvτοιχη ισvομετρία είναι τέτοια ώσvτε να ταυτίζει τις i(Σ), i’(Σ), τα
επαγόμενα αρχικά δεδομένα και τις τιμές του πεδίου φ.
Θα αποδείξουμε, λοιπόν, το εξής:

Θεώρημα: Αν (Σ, g0, k0,φ0,φ1) είναι τα αρχικά δεδομένα των εξισvώσvεων
2.1 τότε υπάρχει μεγισvτικό καθολικά υπερβολικό ανάπτυγμα αυτών, το
οποίο είναι μοναδικό ως προς ισvομετρία.

Απόδειξη:
Η απόδειξή μας θα ακολουθήσvει σvε γενικές γραμμές τον [2]καθώς και το [3]. Ας

σvυμβολίσvουμε με Β το σvύνολο όλων των καθολικά υπερβολικών αναπτυγμάτων των

αρχικών μας δεδομένων ως προς ισvομετρία. Το ότι είναι σvύνολο (και όχι γενικότερα
σvυλλογή) έπεται από το ότι κάθε τέτοιο ανάπτυγμα μπορεί να θεωρηθεί ως ένα
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ζεύγος σvυναρτήσvεων (g,φ) σvε ένα ανοιχτό υποσvύνολο του Σ×R, και φυσvικά λόγω
του θεωρήματος ύπαρξης αυτό είναι μη κενό.
΄Εσvτω Ν,Ν′ ∈ B. Σύμφωνα με το θεώρημα μοναδικότητας, υπάρχει U ∈ B το

οποίο εμφυτεύεται ισvομετρικά (ως ανάπτυγμα) σvτα Ν, Ν’, και έσvτω j1, j2 οι αν-
τίσvτοιχοι εγκλεισvμοί. Σύμφωνα με την παρατήρησvη που κάναμε μετά την απόδειξη
της μοναδικότητας μπορούμε να υποθέσvουμε ότι η U είναι τέτοια ώσvτε να ισvχύει
∀q ∈ ∂(j1U) : Dq∂(j1U) ∩ CausqN = {0q}. Ορίζουμε, λοιπόν, ως C(N,N ′) το
(μη κενό) σvύνολο των αναπτυγμάτων αυτής της μορφής, και για ευκολία σvτους
σvυμβολισvμούς θα υποθέτουμε ότι κάθε τέτοιο U ταυτίζεται με το j1(U) ⊂ N .
Εύκολα επαληθεύουμε ότι αν U1, U2 ∈ C(N,N ′) τότε και U1 ∪ U2 ∈ C(N,N ′)
(επιτρέπεται να πάρουμε την ένωσvη αφού τα θεωρούμε υποσvύνολα του Ν), αφού με
το επιχείρημα που έγινε η “σvυγκόλλησvη” των αντίσvτοιχων σvυνόλων σvτην απόδειξη
μοναδικότητας, οι αντίσvτοιχοι εγκλεισvμοί ταυτίζονται περιορισvμένοι σvτο U1 ∩ U2.
Επιπλέον, αν {Ui}i∈I είναι μια αύξουσvα (με την διάταξη του εγκλεισvμού) ακολου-
θία τέτοιων σvυνόλων, ισvχύει ότι ∪i∈IUi ∈ C(N,N ′), λόγω των ιδιοτήτων του
υποδιαφορικού και της “σvυνέχειας” των κώνων Causq. Κατά σvυνέπεια, από το
λήμμα του Zorn έπεται άμεσvα ότι υπάρχει ένα μεγισvτικό σvτοιχείο U ∈ C(N,N ′),
το οποίο ειναι και μοναδικό (μια και αν είχαμε δύο τέτοια, η ένωσvή τους θα όριζε
ένα σvτοιχείο μεγαλύτερο και από τα δύο, πράγμα άτοπο).
Επιπλέον, θα λέμε ότι N ≤ N ′ αν N ∈ C(N,N ′). Λόγω του επιχειρήματος

που αναπτύχθηκε σvτην αρχή της παραγράφου για την ισvομετρία καθολικά υπερ-

βολικών αναπτυγμάτων, αν N ≤ N ′ και N ′ ≤ N τότε Ν’=Ν. Η μεταβατικότητα
επαληθεύεται εύκολα (ως σvύνθεσvη των αντίσvτοιχων εγκλεισvμών) και επομένως η
σvχέσvη αυτή ορίζει μια μερική διάταξη σvτο σvύνολο B. ΄Εσvχω, λοιπόν, μια αλυσvίδα
{Na}a∈A σvτο B (όπου ως αλυσvίδα ορίζουμε ένα ολικά διατεταγμένο υποσvύνολο)
και για Na1 ≤ Na1 έσvτω ψa1a2 η αντίσvτοιχη ισvομετρική εμφύτευσvη. Θα δείξουμε
ότι μια τέτοια αλυσvίδα είναι άνω φραγμένη. Πράγματι, μπορούμε να ορίσvουμε το
σvύνολο Κ ως την ξένη ένωσvη των Na, και να πάρουμε το πηλίκο του Q κάτω
από την εξής σvχέσvη ισvοδυναμίας: Αν pa ∈ Na και pb ∈ Nb, τότε pa ∼ pb αν και
μόνο αν Na ≤ Nb και ψab(pa) = pb. Επιπλέον, για κάθε a ∈ A ορίζουμε την 1-1
απεικόνισvη πa : Na → Q ως πa(p) = [p]. Το σvύνολο Q μπορεί να εφοδιασvτεί με
τις εξής ιδιότητες:

� Με την τοπολογία που παράγέται από τα σvύνολα ∪a∈A{πa(W )|W ∈ τ(Na)}
το Q γίνεται Hausdorff τοπολογικός χώρος, και οι απεικόνίσvεις πa γίνονται
σvυνεχείς ανοιχτές απεικονίσvεις.

� Με τον άτλαντα που δημιουργείται από τους μεγισvτικούς άτλαντες των Na
μέσvω των απεικονίσvεων πa: το Q γίνεται διαφορίσvιμη πολλαπλότητα (με
εξαίρεσvη προς το παρόν την σvυνθήκη της δεύτερης αριθμησvιμότητας). Πιο
σvυγκεκριμένα, για κάθε σvημείο p ∈ Q και για κάθε σvημείο pa της αντίσvτοιχης
κλάσvης ισvοδυναμίας, αν (Ua, xa) είναι ένας χάρτης σvε μια περιοχή του pa σvτο
Na μπορούμε να ορίσvουμε γύρω από το p τον χάρτη (πa(Ua), xa ◦ π−1

a ). Το
ότι ένας τέτοιος άτλαντας είναι λείος προκύπτει από το ότι για κάθε δύο

τέτοιους τεμνόμενους χάρτες (πa(Ua), xa ◦ π−1
a ), (πb(Ub), xb ◦ π−1

b ) ισvχύει
είτε ότι Na ≤ Nb είτε Nb ≤ Na (λόγω της ιδιότητας της αλυσvίδας). Κατά
σvυνέπεια, υποθέτοντας ότι Na ≤ Nb, ισvχύει σvτην xa(πa(Ua)∩πb(Ub)): (xb ◦
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π
−1
b ) ◦ (xa ◦ π−1

a )−1 = xb ◦ (π−1
b ◦ πa) ◦ x−1

a = xb ◦ ψab ◦ x−1
a η οποία είναι

λεία σvυνάρτησvη σvτον Rn.

� Με την Λορέντζια μετρική που κληρονομεί από τις Na το Q γίνεται μια
Λορέντζια πολλαπλότητα (εξαιρουμένης προς το παρόν της σvυνθήκης για
την δεύτερη αριθμησvιμοτήτα). Και αυτό, διότι λόγω της διαφορίσvιμης δομής,
ορίζεται κατά φυσvιολογικό τρόπο η δέσvμη TQ. Τότε, ∀p ∈ Q και X,Y ∈
TpQ, αν pa ∈ Na είναι ένα σvημείο της αντίσvτοιχης κλάσvης ισvοδυναμίας
ορίζουμε g(X,Y ) = ga(π∗a(X), π∗a(Y )). Το γεγονός ότι ο ορισvμός αυτός
ειναι ανεξάρτητος από την επιλογή του σvημείου pa ∈ p έπεται από το ότι αν
pa, pb ∈ p με pa ∈ Na ≤ Nb 3 pb, επειδή η ψab ειναι ισvομετρική εμφύτευσvη
και ψab = π−1

b ◦ πa θα έχουμε ότι ga(π∗a(X), π∗a(Y )) = ψ∗abgb(π
∗
b(X), π∗b(Y ))

� Με βάσvη τις ιδιότητες του γεωδαισvιακού αφρού (geodesic spray) μπορούμε
να αποδειξουμε ότι το Q είναι δεύτερος αριθμήσvιμος χώρος (και επομένως
γίνεται Λορέντζια πολλαπλότητα με τον αρχικό ορισvμό). Πιο σvυγκεκριμένα,
μπορούμε να αποδείξουμε ότι για κάθε διαφορισvιμη πολλαπλότητα M με

σvυνοχή∇ υπάρχει ένα διανυσvματικό πεδίο s σvτην TM (δηλαδή s ∈ Γ(TTM))
ώσvτε η ολοκληρωτική καμπύλη του s με αρχικό σvημείο (p, v) είναι η (γ(t),γ’(t)),
όπου γ η γεωδαισvιακή σvτο Μ για την οποία ισvχύει γ(0) = p, γ′(0) = v. Δε-
δομένου ότι τοπικά τουλάχισvτον το Q ειναι μια Λορέντζια πολλαπλότητα
(αφου κάθε σvημείο έχει ανοιχτή περιοχή ομοιομορφική με ένα ανοιχτό υπ-
οσvύνολο κάποιου Na, το οποίο είναι δεύτερο αριθμήσvιμο), ένα τέτοιο πεδίο
s ορίζεται και σvτην TQ. Χρησvιμοποιώντας τεχνικές διαφορικών εξισvώσvεων,
μπορούμε να δειξουμε ότι υπάρχει ένα ανοιχτό υποσvύνολο D ⊆ R× TQ για
το οποίο να ορίζεται η αντίσvτοιχη ροή του s (δηλαδή για (t, (p, v)) ∈ D ορίζε-
ται το exp(p,v)(ts)). Επιπλέον, δεδομένου ότι ib = ψab ◦ ia, ορίζεται κατα
φυσvιολογικό τρόπο ένας εγκλεισvμός i : Σ→ Q. Με αυτόν τον τρόπο, ορίζε-
ται η απεικόνισvη f : (∪p∈SR × CauspQ) ∩D → Q, f(t, p, v) = expi(p)(tv)
(όπου CauspQ: το σvύνολο των αιτιακών διανυσvμάτων σvτην ίνα TpQ). Η
απεικόνισvη αυτή είναι επί, αφου το pullback του s μέσvω κάθε απεκόνισvης
πa είναι ο αντίσvτοιχος γεωδαισvιακός αφρός του Na (επομένως μέσvω του πa
οι δύο ροές ταυτίζονται περιορισvμένες σvτο πεδίο ορισvμού της ροής για το

Na), και η αντίσvτοιχη ροή καλύπτει εξ’ ολοκλήρου το Na - επομένως η f
είναι επί του σvυνόλου ∪a∈Aπa(Na) = Q. Ακόμη, δεδομένου ότι σvε κάθε
Na η αντίσvτοιχη ροή εύκολα αποδεικνύεται ότι είναι ανοιχτή απεικόνισvη, η
σvυνάρτησvη f είναι μια επί, σvυνεχής και ανοιχτή απεικόνισvη, και σvυνεπώς
ορίζει έναν επιμορφισvμό από την τοπολογία του πεδίου ορισvμού της σvτην

τοπολογία του σvυνόλου τιμών (αφού η εικόνα κάθε ανοιχτού είναι ανοιχτό
σvύνολο και για κάθε ανοιχτό υποσvύνολο του σvυνόλου τιμών η αντίσvτροφη

εικόνα του είναι ανοιχτό υποσvύνολο του πεδίου ορισvμού). Kατά σvυνέπεια,
εφ΄όσvον το ∪p∈SR × CauspQ είναι δεύτερο αριθμήσvιμο (μια και μπορεί να
θεωρηθεί ως υποσvύνολο του δεύτερου αριθμήσvιμου μετρικού χώρου Σ×RN
για αρκούντως μεγάλο Ν), θα πρέπει να είναι δεύτερο αριθμήσvιμο και το Q.

� Με τον εγκλεισvμό i : Σ→ Q, το Q γίνεται καθολικά υπερβολική Λορέντζια
πολλαπλότητα με επιφάνεια Cauchy i(Σ). Και αυτό, διότι για κάθε μη κενή
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μη επεκτάσvιμη χρονοειδή καμπύλη γ σvε αυτό, η αντίσvτροφη εικόνα της μέσvω
κάποιας από τις σvυναρτήσvεις πa είναι μη κενή (μια και για δοθέν p ∈ γ
∃a ∈ A, pa ∈ Na : p = [pa]) χρονοειδής μη επεκτάσvιμη καμπύλη, η οποία
(εξ’ ορισvμού των Na) τέμνει την ia(Σ).

Κατά σvυνέπεια, Q ∈ B και ∀a ∈ A : Na ≤ Q. Κατά σvυνέπεια, η αλυσvίδα {Na}a∈A
είναι άνω φραγμένη.
Ως άμεσvη σvυνέπεια του λήμματος του Zorn, λοιπόν, το (B,≤) περιέχει κάποιο

μεγισvτικό σvτοιχείο Μ. Για να δειξουμε ότι αυτό είναι όντως ένα μεγισvτικό καθολικά
υπερβολικό ανάπτυγμα των αρχικών μας δεδομένων, μένει μόνο να δείξουμε ότι
κάθε άλλο καθολικά υπερβολικό ανάπτυγμα εμφυτεύεται ισvομετρικά σvτο Μ (ως
ανάπτυγμα).
Για τον σvκοπό αυτό, υποθέτουμε ότι Μ’ είναι ένα άλλο καθολικά υπερβολικό

ανάπτυγμα των αρχικών μας δεδομένων. Αν U ειναι το μεγισvτικό σvτοιχείο του
C(M,M ′), Μπορούμε να σvχηματίσvουμε κατά τρόπο ανάλογο με πρίν από την ξένη
ένωσvη των Μ,Μ’ το πηλίκο που προκύπτει ταυτίζοντας τα σvημεία που αντισvτοιχούν
σvτο ίδιο σvημείο του U, και να δείξουμε (όπως ακριβώς και προηγουμένως) ότι το
πηλίκο που προκύπτει έχει διαφορική δομή και είναι δεύτερο αριθμήσvιμο. Στην
περίπτωσvη που δείχναμε ότι ειναι και Hausdorff τοπολογικός χώρος, αυτομάτως
θα σvυνάγαμε ότι το U θα ταυτιζόταν είτε με το Μ ειτε με το Μ’. Κατά σvυνέπεια
θα είχαμε είτε ότι M ≤ M ′, οπότε λόγω μεγισvτικότητας θα ισvχυε ότι M = M ′,
είτε M ′ ≤M . σvε κάθε περίπτωσvη, το ζητούμενο θα είχε αποδειχτεί.
Για να δείξουμε, λοιπόν, ότι ο χώρος μας είναι Hausdorff εργαζόμασvτε ως εξής:

Χρησvιμοποιώντας κλασvικά θεωρήματα της τοπολογίας, μπορούμε να δείξουμε ότι
τα μόνα ζεύγη σvημείων (p,p’) τα οποία δεν μπορούν να διαχωρισvτούν με ανοιχτές
περιοχές θα πρέπει να ανήκουν σvτα M 8U και M ′8ψ(U) αντίσvτοιχα. Μάλισvτα, θα
πρέπει να είναι σvημεία που ανήκουν σvτις ∂U και ∂(ψ(U)) (όπου ψ : U → M ′ ο
ισvομετρικός εγκλεισvμός) αντίσvτοιχα, για τα οποία για κάθε ακολουθία xn ∈ U
με xn → p ισvχύει ότι ψ(xn) → p′, και αντισvτρόφως, κάθε ζεύγος σvημείων που
ικανοποιεί αυτές τις σvυνθήκες δεν μπορεί να διαχωρίζεται με ανοιχτές περιοχές.
Το σvύνολο των σvημείων p αυτής της μορφής, λοιπόν, (το οποίο θα σvυμβολίζουμε
σvτο εξής με H) θα πρέπει να είναι ανοιχτό υποσvύνολο του ∂U , αφού για κάθε
τέτοιο ζεύγος σvημείων (p,p’), μπορούμε να βρούμε μια αρκούντως μικρή ανοιχτή
περιοχή V του p σvτο Μ με σvυμπαγή κλεισvτότητα ώσvτε η V ∩ U να επεκτείνεται
σvε ανοιχτή περιοχή V’ του p’, και τότε για κάθε σvημείο του V ′ ∩ ∂(ψ(U)) υπάρχει
ακολουθία xn ∈ U ∩V που να σvυγκλίνει σvε αυτό, και, λόγω ισvομετρίας, η ψ−1(xn)
είναι Cauchy και σvυγκλίνει σvε σvημείο της V̄ ∩ ∂U (μια και αυτή είναι σvυμπαγής).

Eπιπλέον, αν γ είναι μια φωτοειδής γεωδαισvιακή σvτο Μ για την οποία ισvχύει
ότι γ ∩H 6= Ø και το γ ∩ ∂U είναι σvυνεκτικό, θα πρέπει απαραίτητα να ισvχύει ότι
γ ∩ ∂U = γ ∩ H. Κατά σvυνέπεια, σvύμφωνα με τις ιδιότητες του U και τις δύο
προηγούμενες ιδιότητες του Η, είναι δυνατόν να δείξουμε (βλέπε [3]) ότι υπάρχει
ένα σvημείο p ∈ H για το οποίο υπάρχει μια λεία χωροειδής υπερεπιφάνεια S ώσvτε
p ∈ S και S8{p} ⊂ U . Τότε, όμως, θα μπορούσvαμε να επαναλάβουμε την απόδειξη
ύπαρξης και μοναδικότητας για τα αρχικά δεδομένα που επάγονται σvτην S σvε μια
περιοχή του p, για να δείξουμε ότι σvτην πραγματικότητα η U (η περιοχή δηλαδή
σvτην οποία οι Μ, Μ’ ταυτίζονται ισvομετρικά) μπορεί να επεκταθεί ώσvτε να περ-
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ιλαμβάνει μια περιοχή του p - άτοπο, καθώς υποθέσvαμε ότι η U είναι μεγισvτική.
�
Εκτός αυτού, χρησvιμοποιώντας τις τεχνικές με τις οποίες δείξαμε την μοναδικότητα

του μεγισvτικού καθολικά υπερβολικού αναπτύγματος ως προς ισvομετρία, είναι
δυνατόν να δείξουμε και τα εξής:

Θεώρημα: Αν (M,g,φ) είναι το μεγισvτικό καθολικά υπερβολικό ανάπ-
τυγμα των αρχικών δεδομένων (Σ, go, k0,φ0,φ1), τότε για κάθε άλλη
υπερεπιφάνεια Cauchy Σ’ του Μ, το Μ είναι το μεγισvτικό καθολικά
υπερβολικό ανάπτυγμα των αρχικών δεδομένων που επάγονται σvτην

Σ’.

Θεώρημα: Αν (M,g,φ) είναι μια καθολικά υπερβολική λύσvη των εξ-
ισvώσvεων Einstein, και Σ, Σ’ είναι δύο επιφάνειες Cauchy σvε αυτή,
τότε τα καθολικά υπερβολικά αναπτύγματα των προβλημάτων αρχικών

τιμών με τα αρχικά δεδομένα που επάγονται σvτις Σ, Σ΄ είναι ισvομετρικά.
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Kef�laio 3

MaÔrec trÔpec kai lÔsveic
twn exisv¸svewn Einstein
k�tw apì thn dr�svh
svummetri¸n - Zht mata
eusvt�jeiac

3.1 Asvumptwtik� epÐpeda arqik� dedomèna -
LÔsveic me svummetrÐec

Στο προηγούμενο κεφάλαιο αντιμετωπίσvαμε το θέμα της καλής τοποθέτησvης του

προβλήματος αρχικών τιμών για τις εξισvώσvεις Einstein καθαρά από την σvκοπιά
των διαφορικών εξισvώσvεων. Για την αναζήτησvη ρεαλισvτικών λύσvεων όμως, οι
οποίες να διαδραματίζουν και τον ζητούμενο ρόλο ενός μοντέλου για μια περιοχή

του χωροχρόνου, είναι απαραίτητο να απαιτήσvουμε οι λύσvεις αυτές να ικανοποιούν
σvυγκεκριμένα γεωμετρικά κριτήρια. Πέρα, όμως, από τις απαιτήσvεις ρεαλισvτικότη-
τας, ο μη γραμμικός χαρακτήρας των εξισvώσvεων καθισvτά την άμεσvη εύρεσvη γενικών
λύσvεων με αναλυτικές μεθόδους πρακτικά αδύνατη. Για αυτόν τον λόγο, περιοριζό-
μασvτε σvυνήθως σvτην εύρεσvη και την μελέτη λύσvεων με κάποιου είδους γεωμετρική

σvυμμετρία. Στην παράγραφο αυτή, λοιπόν, θα σvκιαγραφήσvουμε τις σvυνηθέσvτερες
γεωμετρικές σvυνθήκες που εισvάγονται σvυνήθως κατά την μελέτη λύσvεων των εξ-

ισvώσvεων Einstein.
΄Ενα από τα πλέον βασvικά κριτήρια για την επιλογή των κατάλληλων σvυνθηκών

που θα πρέπει να ικανοποιεί η ζητούμενη λύσvη έχει να κάνει με το τι θα θέλαμε

αυτή να μοντελοποιεί. Δύο ευρείες κατηγορίες τέτοιων μοντέλων σvυνισvτούν οι
κοσvμολογικές λύσvεις, οι λύσvεις, δηλαδή, που προκύπτουν από αρχικά δεδομένα
που επιγράφονται σvε μια σvυμπαγή πολλαπλότητα και μοντελοποιούν την σvυμπερι-
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φορά ολόκληρου του χωροχρόνου, και οι ασvυμπτωτικα επίπεδες λύσvεις, οι οποίες
μοντελοποιούν την σvυμπεριφορά μιας σvυγκεκριμένης περιοχής του χωροχρόνου, η
οποία μπορεί κατά προσvέγγισvη να θεωρηθεί απομονωμένη - ανεπηρέασvτη, δηλαδή,
από τα όσvα σvυμβαίνουν σvτο υπόλοιπο σvύμπαν. Στις παραγράφους που ακολουθούν,
λοιπόν, εμείς θα ασvχοληθούμε αποκλεισvτικά με λύσvεις της δεύτερης κατηγορίας.
Πιο σvυγκεκριμένα, λοιπόν, δοθείσvας μιας τριάδας αρχικών δεδομένων (Σ, g, k)

(η οποία ικανοποιεί, πάντα, τις εξισvώσvεις περιορισvμών), θα λέμε ότι αυτή είναι
ασvυμπτωτικά ευκλείδεια με ένα άκρο αν υπάρχει ένα σvυμπαγές K ⊂ Σ και δι-
αφορομορφισvμός f : Σ8K → Rn8B (όπου Β: μια κλεισvτή μπάλα), ώσvτε, αν r είναι
η σvυνάρτησvη πολικής απόσvτασvης σvτον Rn, να ισvχύει ότι gij → δij καθώς r →∞
(όπου οι σvυνισvτώσvες του g θεωρούνται εκφρασvμένες σvτο σvύσvτημα σvυντεταγμένων
που καθορίζει ο διαφορομορφισvμός f ως χάρτης). Επιπλέον, μια ασvυμπτωτικά ευκ-
λείδια τριάδα αρχικών δεδομένων με ένα άκρο θα λέγεται και ασvυμπτωτικά επίπεδη

αν kij → 0 καθώς r → ∞. Με όμοιο τρόπο μπορούμε να ορίσvουμε την έν-
νοια των ασvυμπτωτικά ευκλείδιων και ασvυμπτωτικά επίπεδων αρχικών δεδομένων

με m άκρα ως τα ασvυμτωτικά δεδομένα εκείνα για τα οποία υπάρχει σvυμπαγές
K ⊂ Σ για το οποίο το Σ8K να έχει m σvυνεκτικές σvυνισvτώσvες, κάθε μια από
τις οποίες να εμπίπτει σvτον προηγούμενο ορισvμό. Επιπλέον, θα υιοθετήσvουμε τον
ορισvμό (βλ. Ρινγσvτρομ) ότι ένας χωροχρόνος θα λέγεται ασvυμτωτικά ευκλείδειος
ή ασvυμπτωτικά επίπεδος αν προκύπτει ως το μεγισvτικό καθολικά υπερβολικό ανάπ-

τυγμα μιας τριάδας αρχικών δεδομένων που είναι ασvυμπτωτικά ευκλείδεια ή επίπεδη.
΄Ενας πιο “σvωσvτός” ορισvμός ενός ασvυμπτωτικά επίπεδου χώρου θα απαιτούσvε ένας
χώρος να έχει σvύμμορφη σvυμπαγοποίησvη ώσvτε όλες οι μη επεκτάσvιμες φωτοειδής

γεωδαισvιακές να έχουν παρελθοντικά και μελλοντικά άκρα σvτο σvύνορο αυτού και

επιπλέον κοντά σvτο σvύνορο ο χώρος να “μοιάζει” με τον σvυμπαγοποιημένο χώρο
Minkowski. Για χάρη απλότητας, όμως, σvτο εξής θα χρησvιμοποιούμε μόνο τον
πρώτο ορισvμό.
Φυσvικά, για να έχει και χρησvτική αξία η έννοια των ασvυμπτωτικά επίπεδων

αρχικών δεδομένων είναι απαραίτητο να προσvδιορίσvει κανείς και τον ρυθμό με τον

οποίο η μετρική και η δεύτερης θεμελειώδης μορφή τείνουν σvτα αντίσvτοιχα όρια.
΄Ενας χρήσvιμος σvχετικός ορισvμός, λοιπόν, είναι ο εξής:

Ορισvμός: Η τριάδα αρχικών δεδομένων (Σ, g, k) (όπουdimΣ = n ≥
3) καλείται ισvχυρά ασvυμπτωτικά επίπεδη με ένα άκρο αν για κάποιο
σvυμπαγές K και έναν διαφορομορφισvμό f όπως πριν ισvχύει σvτο τοπικό
σvύσvτημα σvυντεταγμένων που επάγει η f ως χάρτης:

gij =
(
1 +

2m

rn−2
)δij + o(

1

rn−2
), kij = o(

1

rn−1
)

Σε μια τέτοια περίπτωσvη, η ποσvότηταm μπορεί να ερμηνευθεί ως “μάζα”. Και αυτό
διότι σvτην περίπτωσvη όπου n=3, για έναν αδρανειακό παρατηρητή που βρίσvκε-
ται αρκούντως μακριά σvτο άπειρο και κινείται “βραδέως”, σvύμφωνα με τα όσvα
αναφέραμε σvτην παράγραφο των εξισvώσvεων Einstein, η κίνησvή του ταιριάζει (ασvυμπτωτικά
τουλάχισvτον) με την κίνησvή του υπό το βαρυτικό δυναμικό ενός σvώματος μάζας m
σvύμφωνα με την Νευτώνεια θεωρία - όπου φ = m

r .
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Στην περίπτωσvη, λοιπόν, μιας ασvυμπτωτικά επίπεδης λύσvη, ειναι δυνατόν να
ορισvτούν με κατάλληλο τρόπο οι έννοιες της σvυνολικής ενέργειας και της ορ-

μής της λύσvης. Για τον σvκοπό αυτό, ακολουθώντας τον [4], ειναι χρησvιμο να
καταφύγουμε σvτην προσvέγγισvη των εξισvώσvεων Einstein ως εξισvώσvεις Euler La-
grange που προκύπτουν από μια Λαγκραντζιανή σvυγκεκριμένου τύπου. Ισvτορικά,
ο Hilbert ήαν ο πρώτος ο οποίο επιχείρησvε μια τέτοια προσvέγισvη, θεωρώντας την
Λαγκραντζιανή R

√
−detg, ενώ αργότερα οι Einstein και Weyl τροποποίησvαν την

ποσvότητα αυτή ώσvτε να περιέχει παραγώγους της g τάξης το πολυ 1. Εμείς,
όμως, θα ακολουθήσvουμε μια ελαφρώς διαφορετική προσvέγγισvη: Υποθέτοντας,
λοιπόν, ότι η λύσvη μας θα έχει την διαφορική δομή του Rn+1, και φιξάροντας σvτον
Rn+1

το σvύνηθες σvύσvτημα σvυντεταγμένων καθώς και την μετρική Minkowski g̃,
μπορούμε να σvχηματίσvουμε την γεωμετρική Λαγκραντζιανή η οποία, για μια δε-
δομένη τομή h της δέσvμης της ⊗2T ∗Rn+1

ορίζουσvα για κάθε σvημείο x ∈ Rn+1

μια μη εκφυλισvμένη διγραμμική μορφή τύπου (-,+,..,+), παίρνει την μορφή L =

− 1
4ωh

mn(Δb
maΔ

a
nb −Δ

b
mnΔ

a
ba), όπου Δa

mn = Γamn − Γ̃
a

mn (Γ: το σvύμβολο Christoffel

που αντισvτοιχεί σvτην μετρική που ορίζει η h και Γ̃ το σvύμβoλο Christoffel για
την g̃) και

√
−det(h) = ω

√
−det(g̃). Επαληθεύουμε εύκολα ότι η L ανήκει σvτον

π
∗(Λn+1Rn+1), όπου, σvυμβολίζοντας με C το ανοιχτό υποσvύνολο της δέσvμης S2

(των τετραγωνικών μορφών επί των ινών TxRn+1) που αντισvτοιχεί σvτις Λορέντζιες
μετρικές επί του Rn+1, και με V την διανυσvματική δέσvμη TRn+1 ⊗ S2, η π ειναι
η προβολή επί του Rn+1

που ορίζει την δέσvμη π : C ×Rn+1 V ⊆ S2 ⊕ V → Rn+1.
Φυσvικά, μια Λαγκραντζιανή αυτής της μορφής μοιάζει διαφορετική από τις σvυν-
ηθισvμένες, μια και το όρισvμά της πλέον δεν είναι μια σvυνάρτησvη και οι πρώτες
παράγωγοί της, αλλά μια (κατάλληλη) τομή μιας διανυσvματικής δέσvμης και τιμές
της παραγώγου απεικόνισvης της τομής αυτής (λόγω του ότι όλες οι δέσvμες εί-
ναι επί του Rn+1

με την σvυνήθη του διαφορική δομή και σvυνοχή, θα μπορούσ-
vαμε να διατυπώσvουμε όλα αυτά με την κλασvική προσvέγγισvη - η γεωμετρική, όμως,
προσvέγγισvη, βρίσvκει πολύ πιο γενικές εφαρμογές). Επαναλαμβάνοντας, λοιπόν, μια
μεταβολική διαδικασvία αντίσvτοιχη της κλασvικής περίπτωσvης (ώσvτε να επιτύχουμε
ακρότατο για την ποσvότητα

´
(L+ LM ), όπου όρος LM ορίζεται κατάλληλα σvύμ-

φωνα με τα υλικά πεδία που θα θέλαμε να τπάρχουν σvτην λύσvη μας), μπορούμε
να εξάγουμε τις εξισvώσvεις Euler Lagrange, οι οποίες εν προκειμένω ταυτίζονται
με τις εξισvώσvεις Einstein. Επιπλέον, παρατηρούμε ότι οποιοδήποτε διανυσvματικό
πεδίο Χ σvτον Rn+1

που διατηρεί αναλλοίωτη την μετρική Minkowski, διατηρει
αναλλοίωτη και την L, υπό την έννοια ότι αν ft ειναι η επαγόμενη οικογένεια δι-
αφορομορφισvμών του Rn+1

ισvχύει ότι
d
dt (f

∗
t L) = 0. Κατά σvυνέπεια, μπορούμε να

εφαρμόσvουμε το θεώρημα της Noether (για την ακρίβεια την αντίσvτοιχη επέκτασvη
αυτού) ώσvτε για κάθε γεννήτορα X μιας ισvομετρίας του (Rn+1, g̃) να προκύψει
μια αντίσvτοιχη διατηρούμενη ποσvότητα JX ∈ π∗(ΛnRn+1) - θα ισvχύει, δηλαδή, ότι
για κάθε λύσvη h των εξισvώσvεων Einstein η n μορφή JX(h, ∇̃h) σvτον Rn+1

θα

είναι κλεισvτή, και επομένως από το θεώρημα του Green για οποιαδήποτε κλεισvτή
υπερεπιφάνεια S διάσvτασvης n του Rn+1

θα ισvχύει
´
S
JX(h, ∇̃h) = 0. Ειδικότερα,

για κάθε υπερεπιφάνεια Cauchy Σ̃ της λύσvης (Rn+1, h) η ποσvότητα
´
S̃
JX(h, ∇̃h)

θα είναι η ίδια.
Ακόμη, μπορούμε να δειξουμε ότι σvτην προκείμενη περίπτωσvη οι n-μορφές
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JX(h, ∇̃h) μπορούν να γραφούν και ως d(GX(h, ∇̃h)), όπου GX ∈ π∗(Λn−1Rn+1)
- κατά σvυνέπεια για κάθε υπερεπιφάνεια S (με C1

σvύνορο) θα ισvχύει ότι
´
S
JX(h, ∇̃h) =´

∂S
GX(h, ∇̃h). Ως εκ τούτου, δεδομένου ότι η ομάδα ισvομετριών του χώρου

Minkowski (η ομάδα Poincare) παράγεται από σvτροφές (με την έννοια της ψευ-
δομετρικής) και παράλληλες μεταφορές, οι αντίσvτοιχες διατηρούμενες ποσvότητες
θα έπρεπε να είναι τα ανάλογα της ενέργειας-ορμής και της σvτροφορμής που εμ-
φανίζονται σvτην ειδική θεωρία της σvχετικότητας.
Βέβαια, ο ισvχυρισvμός αυτός δεν είναι ακριβώς αληθής. Και αυτό, διότι οι

ποσvότητες αυτές δεν έχουν περιγραφεί με γεωμετρικό τρόπο, αλλά εξαρτώνται
από τον σvυγκεκριμένο χάρτη που είχαμε επιλέξει για να ταυτίσvουμε την λύσvη των

εξισvώσvεων Einstein με τον Rn+1. Παρ’ όλα αυτά, μπορούμε να δειξουμε το εξής:
Ορίζουμε για δεδομένο πεδίο Χ που παράγει παράλληλη μεταφορά του (Rn+1, g̃) και
επιφάνεια S (πιθανόν με σvύνορο) διάσvτασvης n την ποσvότηταQX(S) =

´
∂S
GX(h, ∇̃h).

Σε αυτήν την περιπτωσvη, αν Σ είναι μια υπερεπιφάνεια Cauchy του (Rn+1, h) και
Sr η τομή της μπάλας ακτίνας r σvτον Rn+1

με την Σ, και αν επιπλέον ισvχύει ότι
hmn−g̃mn = o( 1

ra ), a ≥ 1
2 , η ποσvοτητα limr→∞QX(Sr) παραμένει αναλλοίωτη κάτω

από διαφορομορφισvμούς που διατηρούν τον σvυγκεκριμένο ρυθμό μείωσvης της δι-

αφοράς hmn−g̃mn. Συνεπώς, η ποσvότητα αυτή αποτελεί μια γεωμετρική αναλλοίωτο
της λύσvης μας. Η ποσvότητα αυτή, η οποία σvχηματίζεται από τις αναλλοίωτες
ποσvότητες που αντισvτοιχούν σvτις παράλληλες μεταφορές του χώρου Minkowski,
μπορει να ορισvτεί αντίσvτοιχα και σvτην περιπτωσvη που η λύσvη μας δεν είναι εξ

ολοκλήρου διαφορομορφική με τον Rn+1
αλλά ικανοποιεί τις σvυνθήκες αυτές σvτο

σvυμπλήρωμα ενός σvυνόλου που ειναι χωρικά σvυμπαγές, και αποτελεί την σvυνολική
ενέργεια-ορμή της λύσvης.
Φυσvικά, η τελευταια σvυνθήκη μείωσvης δεν αφορούσvε μόνο τα αρχικά μας δε-

δομένα, αλλά ολόκληρη την λύσvη που προκύπτει από αυτά. Παρ’ όλα αυτά, επιλέ-
γοντας κατάλληλο σvύσvτημα σvυντεταγμένων γύρω από την υπερεπιφάνεια Cauchy
όπου επιγράφονται τα αρχικά δεδομένα της λύσvης, μπορούμε να περιγράψουμε
τις έννοιες της σvυνολικής ενέργειας και ορμής αποκλεισvτικά και μόνο από τα

γεωμετρικά χαρακτηρισvτικά των αρχικών δεδομένων, και να αντικατασvτήσvουμε την
σvυνθήκη hmn − g̃mn = o( 1

ra ), a ≥ 1
2 με την gij − δij = o( 1

ra ), kij = o( 1
r1+a ), a ≥ 1

2 .
Με αυτόν τον τρόπο, οι ακόλουθες ποσvότητες είναι γεωμετρικές αναλλοίωτοι των
αρχικών δεδομένων (Σ,g,k) και διατηρούμενες ποσvοτητες: ΄Εχοντας φιξάρουμε
έναν χάρτη y : Σ8K → Rn8B σvύμφωνα με τον ορισvμό της ασvυμπτωτικά επίπεδης
λύσvης και σvυμβολίζοντας με Sr την σvφαίρα ακτίνας r του Rn με την ευκλείδια
μετρική, με κατευθυνόμενη μορφή όγκου dSi ορίζουμε:

� Συνολική ενέργεια: E = limr→∞
1
4

´
Sr

∑
i,j(∂igij − ∂jgii)dSj

� Γραμμική ορμή: Pi = −limr→∞
1
2

´
Sr

(kij − gijtrg(k))dSj

Στην περίπτωσvη όπου τα αρχικά μας δεδομένα ήταν ισvχυρά ασvυμπτωτικά επίπεδα,
η γραμμική ορμή θα ήταν μηδενική. Σε αυτήν την περίπτωσvη, η παράμετρος m που
εμφανίζεται σvτον ορισvμό της ισvχυρής ασvυμπτωτικής επιπεδότητας είναι ισvοδύναμη

με την σvυνολική ενέργεια, με την ακριβή σvχέσvη σvτις 3 διασvτάσvεις να είναι η Ε=4πm.
Δεδομένης της αναλογίας με πιο κλασvικές έννοιες ενέργειας, λοιπόν, θα ήταν

αναμενόμενο η παράμετρος m να μην μπορεί να πάρει αρνητικές τιμές κάτω από

36



ρεαλισvτικές σvυνθήκες για τον τανυσvτή τάσvης ενέργειας. Πράγματι, η εικασvία αυτή
απόδείχτηκε κάτω από λίγο πιο ισvχυρές σvυνθήκες από τους Schoen και Yau το
1979, και το θεώρημά τους (σvε μια πιο ασvθενή μορφή) μπορει να διατυπωθεί ως
εξής:

Θεώρημα (Schoen-Yau): ΄Εσvτω η τριάδα αρχικών δεδομένων (Σ,g,k)
με dimΣ=3 η οποία είναι ισvχυρά ασvυμπτωτικά ευσvταθής με ένα άκρο,
με τον επιπλέον περιορισvμό ότι αντί των o(r−1), o(r−2) σvτον ορισvμό
να έχουμε O(r−2), O(r−3) αντίσvτοιχα, και έσvτω ότι σvτις εξισvώσvεις
περιορισvμών θέτουμε μ = TmnN

mNn
και Ji = TimN

m (ειναι ορισvμένα
σvτην Σ, η οποία θεωρούμε ότι ταυτίζεται ισvομετρικά με την ι(Σ)).
Τότε, αν μ ≥

√
J iJi παντού σvτην Σ, θα πρέπει απαραίτητα να ισvχύει

m ≥ 0. Αν m=0, τότε η Σ εμφυτεύεται σvτον R3+1
με επαγόμενη

μετρικη g και δεύτερη θεμελιώδη μορφη k.

Το θεώρημα αυτό, φυσvικά, μπορει να γενικευτεί και για την περίπτωσvη ασvυμπτωτικά
επίπεδων αρχικών δεδομένων με k άκρα. Αν m=0 για ένα άκρο, τότε αυτό θα
πρέπει να είναι και το μοναδικό άκρο των αρχικών δεδομένων.
Βεβαίως, τα όσvα αναφέραμε αφορούν την περίπτωσvη των εξισvώσvεων Einstein

με μηδενική κοσvμολογική σvταθερά. Στην περίπτωσvη που υποθέσvουμε ότι η κοσv-
μολογική σvταθερά Λ παίρνει τιμές διαφορετικές του 0, ένα απομονωμένο σvύσvτημα
θα πρέπει να μοντελοποιείται από έναν χώρο που ασvυμπτωτικά μοιάζει με τις αν-

τίσvτοιχες ομογενείας λύσvεις των εξισvώσvεων του κενού για Λ 6= 0. Οι χώροι
αυτοί είναι οι χώροι de Sitter για Λ>0, οι οποίοι είναι τα ανάλογα της Ριμάν-
νειας σvφαίρας και μπορούν να αναπαρασvταθούν ως τα υπερβολοειδή σvταθερής (και
θετικής) ψευδονόρμας σvτον χώρο Minkowski, και οι χώροι Anti de Sitter για
Λ<0, με σvταθερή αρνητική καμπυλότητα, οι οποίοι ειναι τα ανάλογα του υπερβο-
λικού χώρου σvτην Ριμάννεια περίπτωσvη (μάλισvτα είναι εφικτό να φτιάξουμε μια
αναπαράσvτασvη για αυτούς αντίσvτοιχη με το μοντέλο της μπάλας για τους υπερ-

βολικούς χώρους του Poincare). Φυσvικά, δεδομένου ότι οι χώροι deSitter έχουν
σvυμπαγείς επιφάνειες Cauchy, η έννοια των ασvυμπτωτικά ευκλείδειων αρχικών δε-
δομένων δεν μπορει να έχει ανάλογο για την περίπτωσvη Λ>0. Επιπλέον, μπορεί
να αποδειχτεί ότι ιο χώροι Anti de Sitter δεν επιδέχονται υπερεπιφάνεια Cauchy.
Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι ο ορισvμός της ασvυμπτωτικής επιπεδότητας που έχουμε
δώσvει εδώ δεν μπορει να μεταφερθεί αυτούσvιος για να ορίσvουμε ασvυμπτωτικά deSit-
ter και Anti deSitter χώρους, αλλά πρέπει να τροποποιηθεί. Εμείς, όμως, σvτο εξής
θα ασvχοληθούμε μόνο με την περίπτωσvη της μηδενικής κοσvμολογικής σvταθεράς

και θα χρησvιμοποιούμε τον αρχικό μας ορισvμό.
Μια παράμετρος από την οποία εξαρτάται θεμελιωδώς το κατά πόσvο μια λύσvη

(M,g) των εξισvώσvεων Einstein μπορει να θεωρηθεί ρεαλισvτική είναι ο τανυσvτής
τάσvης ενέργειας. Πιο σvυγκεκριμένα, λοιπόν, για έναν δεδομένο σvημείο x του
χωροχρόνου, αν Χ είναι ένα μελλόντικά κατευθυνόμενο χρονόμορφο εφαπτόμενο
διάνυσvμα σvτο x, η ποσvότητα TmnX

mXn
ισvούται με την πυκνότητα της ενέργειας-

ύλης σvτο σvυγκεκριμένο σvημείο όπως αυτή μετράται από έναν αδρανειακό παρατηρητή

που κινείται σvτην κατεύθυνσvη που ορίζει το Χ, ενώ αντίσvτοιχα η προβολή του δι-
ανύσvματος −gmnTmkXk

σvτο κάθετο υπερεπίπεδο του Χ “δείχνεί” την κατεύθυνσvη
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της ροής της ενέργειας (-ύλης). Κατά σvυνέπεια, τρεις από τις πιο σvυνήθεις σvυν-
θήκες που απαιτούνται να ισvχύουν για έναν “ρεαλισvτικό” τανυσvτή τάσvεις ενέργειας
είναι οι εξής (σvε “αυξανόμενη” σvειρά ισvχύος):

� Συνθήκη μηδενικής ενέργειας: ∀X ∈ Γ(TM) με g(X,X) = 0 ισvχύει TmnX
mXn ≥

0

� Ασvθενής ενεργειακή σvυνθήκη: ∀X ∈ Γ(TM) με g(X,X) ≥ 0 ισvχύει TmnX
mXn ≥

0. Με άλλα λόγια, η πυκνότητα μάζας-ενέργειας μετρημένη από οποιονδήποτε
αδρανειακό παρατηρητή θα πρέπει να είναι μη αρνητική.

� Συνθήκη κυρίαρχης ενέργειας: Θα πρέπει να ισvχύει η ασvθενής ενεργειακή
σvυνθήκη και επιπλέον, για κάθε μελλοντικά κατευθυνόμενο χρονόμορφο Χ
το διάνυσvμα −gmnTmkXk

θα πρέπει να είναι αιτιακό. Με άλλα λόγια, η μάζα-
ενέργεια δεν μπορει να παρατηρηθεί να ρέει “πιο γρήγορα” από το φως.

Διαπισvτώνουμε, για παράδειγμα, ότι η σvυνθήκη κυρίαρχης ενέργειας επαρκεί για
την εξασvφάλισvη της υπόθεσvης του θεωρήματος των Schoen-Yau.
΄Οπως σvχολιάσvαμε και σvτην αρχή της παραγράφου αυτής, η μελέτη σvυγκεκριμένων

λύσvεων των εξισvώσvεων Einstein γίνεται σvχεδόν πάντα προυποθέτοντας εκ των προ-
τέρων κάποιου είδους σvυμμετρία. Μια από τις πιο διαδεδομένες προυποθέσvεις σvυμ-
μετρίας, λοιπόν, έχει “χρονικό” χαρακτήρα και ενδείκνυται για την μοντελοποίησvη
σvυσvτημάτων που βρίσvκονται σvε μια μόνιμη κατάσvτασvη ή σvε ισvορροπία. Πιο σvυγκεκριμένα,
μια λυσvη (M,g) των εξισvώσvεων Einstein θα καλείται σvτάσvιμη αν είναι ασvυμπτωτικά
επίπεδη και διαθέτει ένα πεδίο Killing T το οποίο ειναι χρονόμορφο σvε ένα ανοιχτό
σvύνολο που είναι “περιοχή” των άκρων. Στην περίπτωσvη, μάλισvτα, που η κατανομή
των υπερεπιπέδων κάθετων σvτο Τ είναι ολοκληρώσvιμη (υπάρχει, δηλαδή, μια λεία
σvυνάρτησvη f : M → R με df 6= 0 ώσvτε για κάθε X ∈ Γ(TM) με g(X,T ) = 0 να
ισvχύει df(X) = 0), η (Μ,g) θα καλείται σvτατική.
Εκτός από αυτού του είδους την χρονική σvυμμετρία, σvημαντικό ρόλο σvτις διά-

φορες εφαρμογές εμφανίζουν και οι σvυμμετρίες που ορίζονται από κάποια σvυμπαγή

ομάδα Lie, ή, πιο γενικά, κάποια μονομετρική ομάδα Lie. Φυσvικά, σvτην περίπτωσvη
των 3+1 διασvτάσvεων, μπορούμε να διαπισvτώσvουμε ότι οι μόνες μη τετριμμένες
σvυνεκτικές και σvυμπαγείς ομάδες Lie οι οποίες μπορούν να δράσvουν αποτελεσv-
ματικά σvτην λυσvη Μ “σvεβόμενες” την ασvυμπτωτική επιπεδότητα είναι οι SO(2)
και η SO(3), μια και με αυτούς τους περιορισvμούς οι (σvυμπαγείς) τροχιές μπορούν
να έχουν είτε την τοπολογία κύκλου είτε την τοπολογία σvφαίρας. Σε περισvσvότερες
διασvτάσvεις, όμως, οι επιλογές είναι περισvσvότερες, μια και, λόγου χάρη, σvτην
περίπτωσvη των 4+1 διασvτάσvεων τροχιές ομοιομορφικές με την S3

μπορούν να

έχουν οι ομάδες SU(2)(' S3), SU(2)× SO(2) και SO(4) ' S3 × SO(3).
Σε αυτό το σvημείο, λοιπόν, είναι απαραίτητο να δούμε ορισvμένα μη τετριμμένα

παραδείγματα λύσvεων των εξισvώσvεων Einstein, τα οποία διετέλεσvαν θεμελιώδη
ρόλο σvτην εξέλιξη της γενικής θεωρίας της σvχετικότητας αλλά και σvτην διατύπ-

ωσvη ορισvμένων από τις πιο μεγάλες ανοιχτές εικασvίες. Για το λόγο αυτό, θα
μελετήσvουμε τις πιο απλές μη τετριμμένες λύσvεις με σvφαιρική σvυμμετρία: τον χώρο
Schwartzschild και την λύσvη Reissner-Nordstrom.
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3.2 LÔsveic Schwarzschild kaiReissner-Nordstrom

Ας υποθέσvουμε, για αρχή, ότι αναζητούμε μια μη τετριμμένη σvφαιρικά σvυμμετρική
λύσvη M των εξισvώσvεων του κενού με την τοπολογια του Rn+18B,n ≥ 3. Το
κίνητρο για μια τέτοια προσvέγγισvη, πέρα από την απλότητα της υπόθεσvης, εί-
ναι και πρακτικό: το εξωτερικό ενός ακίνητου, ομογενούς και σvφαιρικά σvυμ-
μετρικού άσvτρου, το οποίο θεωρείται “απομονωμένο” από το υπόλοιπο σvύμπαν
θα πρέπει να αποτελεί μια τέτοια λύσvη (για την περίπτωσvη n=3). Αυτό, άλλωσvε,
ήταν και το κίνητρο του Scwarzschild για την εξαγωγή της ομώνυμης λύσvης, η
οποία ήταν το πρώτο μη τετριμμένο παράδειγμα λύσvης της εξίσvωσvης του Einstein
δημοσvιευμένη ήδη από το 1916. Παρ’ ότι αρχικά θα εξάγουμε την γενικότερη λύσvη
(για n ≥ 3), σvτην σvυνέχεια θα επικεντρωθούμε σvτη “παραδοσvιακή” περίπτωσvη των
φυσvιολογικών διασvτάσvεων (n=3).
Λόγω της σvφαιρικής σvυμμετρίας, μπορούμε να σvχηματίσvουμε ένα ιδιαίτερο τοπ-

ικό σvύσvτημα σvυντεταγμένων ως εξής: Δεδομένης μιας σvφαιρικής τροχιάς S και
ενός σvημείου x ∈ S, μπορούμε να φτιάξουμε μια 1-1 απεικόνισvη f : U ⊂ R2 →
M (με 0 ∈ U) μέσvω της γεωδαισvιακής απεικόνισvης, απαιτώντας να ταυτίζεται
ισvομετρικά το T0R2

με το ορθογώνιο σvυμπλήρωμα του TxS (η S είναι διάσvτασvης n-
1, επομένως αυτό είναι εφικτό). Αν σvυμβολίσvουμε με x0, x1

τις σvυνήθεις σvυντεταγ-

μένες του R2
περιορισvμένες σvτο U, τότε μεσvω της προηγούμενης απεικόνισvης αυτές

μπορούν να επεκταθούν σvε σvυναρτήσvεις σvε μια γειτονιά V της S η οποία να είναι
κλεισvτή ως προς τις τροχιές. Και αυτό διότι, εφ’ όσvον η U έχει επιλεγεί αρκούντως
μικρή, υπάρχει μια γειτονιά της S κλεισvτή ως προς τις τροχιές ώσvτε κάθε τροχιά να
τέμνει την f(U) εγκάρσvια τουλάχισvτον μια φορά. Ταυτόχρονα, όμως, δεν μπορεί να
την τέμνει πάνω από μια φορά, μια και σvτην αντίθετη περίπτωσvη, αν δηλαδή υπήρχε
τροχιά Q που έτεμνε την f(U) εγκάρσvια σvε m>1 σvημεία, τότε, μεταφέροντας την
f(U) μέσvω της δράσvης της SO(n) η Q θα έπρεπε, λόγω σvφαιρικής σvυμμετρίας, να
τέμνει την μεταφορά της f(U) σvε ακριβώςm σvημεία κάθε φορά.Με αυτόν τον τρόπο
θα οριζόταν μια σvυνεχής απεικόνισvη g : Q→ S, για την οποία η αντίσvτροφη εικόνα
κάθε σvημείου θα αποτελούνταν από m σvημεία, και επιπλέον η m θα ήταν τοπικά
1-1 - κατά σvυνέπεια η Q θα ήταν ένα m-κάλυμμα της S. Επειδή όμως S ' Sn−1

και

n ≥ 3, η S ειναι απλά σvυνεκτική και σvυνεπώς δεν μπορεί να επιδέχεται πολλαπλό
κάλυμμα - καταλήγουμε δηλαδή σvε άτοπο. Κατά σvυνέπεια, σvτην εν λόγω περιοχή
V της S, οι σvυναρτήσvεις x0, x1

μπορούν να ορίσvτουν ώσvτε η τιμή τους σvε δεδομένο

σvημείο y να ισvούται με την τιμή τους σvτο σvημείο τομής της τροχιάς του y με την
f(U) (για την ακρίβεια, με την τιμή τους σvτην αντίσvτροφη εικόνα του σvημείου
αυτού). Οι ισvουψείς της απεικόνισvης (x0, x1) : V → R2

λοιπόν θα είναι οι τροχιές

της SO(n). Επιπλέον, ∀x ∈ V και για κάθε εφαπτόμενο διάνυσvμα v σvτο x το οποίο
να εφάπτεται σvτην τροχιά του θα ισvχύει ότι dx0(v) = dx1(v) = 0. Και αυτό διότι
η τιμή της dxm για διανύσvματα εφαπτόμενα σvτην τροχιά του x θα πρέπει να είναι
αναλλοίωτη κάτω από την δράσvη του Stab(x) ' SO(n− 1) - αυτό σvημαίνει ότι η
γραμμική απεικόνισvη dxm : TxOrb(x)→ R θα πρέπει να είναι σvταθερή σvτην μοναδι-
αία σvφαίρα του TxOrb(x) ( και, επειδή n-1>1, η απεικόνισvη αυτή θα πρέπει να είναι
η μηδενική. Επιπλέον, λόγω του ότι κάθε τροχιά σvτην V τέμνει την f(U), μέσvω
της σvφαιρικής σvυμμετρίας κάθε παραμέτρησvη της S μπορεί να ορίσvει μονοσvήμαντα
μια παραμέτρησvη σvε κάθε τροχιά σvτην V. Τέλος, μπορεί με φυσvιολογικό τρόπο να
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ορισvτεί η σvυνάρτησvη r : M → R, ώσvτε ∀x ∈ M : V ol(Orb(x)) = 2p
n
2

G( n
2 )r

n−1(x).

Χρησvιμοποιώντας τα λήμματα αυτά, λοιπόν, μπορούμε να δείξουμε ότι γύρω από
κάθε τροχιά υπάρχει μια ανοιχτή περιοχή κλεισvτή ως προς τις τροχιές και ένας

χάρτης σvυντεταγμενων (x0, x1,σv) εκεί (όπου σv: η σvυνήθης παραμέτρησvη της μονα-
διαίας σvφαίρας του Rn) ώσvτε η μετρική να παίρνει την μορφή:

ds2 = a · (dx0)2 + 2b · dx0dx1 + c · (dx1)2 + r2dσv2

όπου οι ποσvότητες a, b, c εξαρτώνται μόνο από τα x0, x1.
Σε αυτό το σvημείο ειναι απαραίτητο να εξετάσvουμε κάποιους περιορισvμούς που

επιβάλλονται να ισvχύουν για την λύσvη η οποία οφείλει να επαληθεύει τις εξισvώσvεις

του Einstein για το κενό. Κατ’ αρχάς, διαπισvτώνουμε άμεσvα ότι δεν μπορεί να
υπάρχει ανοιχτό υποσvύνολο της λύσvης σvτο οποίο η σvυνάρτησvη r να είναι σvτα-
θερή. Και αυτό, διότι, αν U είναι ένα τέτοιο σvύνολο (το οποίο, φυσvικά πρέπει να
ειναι κλεισvτό ως προς τις τροχιές), τότε σvύμφωνα με την παραπάνω σvχέσvη για την
μετρική το U θα πρέπει να γράφεται ως γινόμενο V × S, όπου η πολλαπλότητα
S είναι ομογενής Ριμάννεια πολλαπλότητα με θετική καμπυλότητα.Σε αυτήν την
περίπτωσvη, δεδομένου ότι αν v ∈ Γ(TV ), w ∈ Γ(TS) ισvχύει R(v, w) = 0, θα
έχουμε ότι ο τανυσvτής Ricci για την U περιορισvμένος σvτον TS ⊂ TU θα ταυτίζε-
ται με τον τανυσvτή Ricci για την S, και επομένως δεν θα μηδενίζεται (αφου η S
έχει σvταθερή μη μηδενική καμπυλότητα και dimS ≥ 2) - σvυνεπώς δεν θα μπορει να
ικανοποιεί τις εξισvώσvεις Einstein του κενού. Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι το σvύνολο
{x ∈M |dr 6= 0σvτο x} είναι ανοιχτό και πυκνό υποσvύνολο του Μ, κλεισvτό ως προς
τις τροχιές,, και σvυνεπώς μπορούμε (για αρχή) να υποθέσvουμε ότι η λυσvη μας πε-
ριορίζεται σvε αυτό το σvύνολο. Κατά σvυνέπεια, μέσvω του θεωρήματος πεπλεγμένων
σvυναρτήσvεων, σvε μια περιοχή ενός σvημείου όπου η μετρική έχει γραφει όπως πριν,
η σvυνάρτησvη r = r(x0, x1) μπορει να λυθεί ως προς τουλάχισvτον ένα από τα x0, x1

και επομένως μπορούμε να υποθέσvουμε ότι η μια εκ των δύο σvυντεταγμένων, έσvτω
η x0

μπορεί να αντικατασvταθεί και έτσvι το νέο (τοπικό) σvύσvτημα σvυντεταγμένων
να είναι το (x1, r,σv).
Δεδομένου ότι, λόγω της σvυμμετριάς, οι τροχιές με την επαγόμενη μετρική

ειναι ομογενείς χώροι διάσvτασvης μεγαλύτερης του 1, οι τροχιές αυτές θα πρέπει να
είναι χωροειδείς υπερεπιφάνειες (μια και αν ο εφαπτόμενος χώρος μιας τροχιάς σvε
ένα σvημείο τη περιείχε διάνυσvμα v με g(v,v)=0 θα έπρεπε g ≡ 0 σvτον εφαπτόμενο
χώρο της τροχιάς, πράγμα άτοπο μια και ο κώνος φωτός σvτον χώρο Minkowski
δεν περιέχει υπόχωρο διάσvτασvης μεγαλύτερης του 1). Κατά σvυνέπεια, η μετρική
που κληρονομεί η U μέσvω της απεικόνισvης f που ορίσvαμε προηγουμένως είναι
Λορέντζια, μια και η f(U) τέμνει κάθετα τις τροχιές. Δεδομένου, τώρα, ότι θα
θέλαμε η λύσvη μας ασvυμπτωτικά να μοιάζει με τον χώρο Minkowski, φαίνεται
λογικό να υποθέσvουμε για αρχή ότι βρισvκόμασvτε σvε μια περιοχή αρκούντως κοντά

σvτο “άπειρο” ώσvτε να υποθέσvουμε ότι το dr είναι χωροειδές - εκ των υσvτέρων,
βέβαια, θα διαπισvτώσvουμε ότι η υπόθεσvη αυτή είναι δικαιολογημένη, αλλά δεν θα
μπορούσvαμε να την επιβάλλουμε παντού σvτην λύσvη μας. Με αυτήν την υπόθεσvη,
λοιπόν, μπορούμε, για κατάλληλη σvυνάρτησvη f να ορίσvουμε μια νέα σvυντεταγμένη
σvτην θέσvη της x1, της μορφής t = x1 + f(r) · r (προφανώς το dt θα είναι πάντα
μη σvυγγραμμικό του dr, μια και τοdx1

δεν είναι σvυγγραμμικό του dr), ώσvτε να
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επιτύχουμε σvτο νέο σvύσvτημα σvυντεταγμένων η μετρική να παίρνει την μορφή g =
gtt(r, t)dt

2 + grr(r, t)dr
2 + r2dσv2. Λόγω της προηγούμενης υπόθεσvης, ισvχύει ότι

grr > 0 και gtt < 0 σvτην περιοχή που εργαζόμασvτε, και επομένως μπορούμε να
υποθέσvουμε ότι γράφονται σvτην μορφή gtt = −ea(r,t), grr = eb(r,t).
Σε αυτό το σvημείο ειναι απαραίτητο να υπολογίσvουμε τον τανυσvτή Ricci προκειμέ-

νου η απαίτησvη για μηδενισvμό του να μας καθορίσvει τις τιμές των σvυναρτήσvεων a, b.
Θα αποφύγουμε την παράθεσvη των μακροσvκελών πράξεων (οι οποίες, βέβαια, λόγω
της υπόθεσvης σvυμμετρίας είναι απλούσvτερες από ότι σvτην γενική περίπτωσvη μιας

n+1 διάσvτασvτατης πολλαπλότητας), αλλά θα αναφέρουμε απ’ ευθείας τα σvχετικά
αποτελέσvματα. Συμβολίζοντας με 0, 1 τους δείκτες που αντισvτοιχούν σvτις σvυντε-
ταγμένες t, r αντίσvτοιχα, και με 2,.. n τους δείκτες που αντισvτοιχούν σvτην σvυνήθη
παραμέτρησvη της Sn−1

έχουμε ότι:

� R00 = 1
2

(
(∂2

0b+ (∂0b)
2−∂0a∂0b) + ea−b(∂2

1a+ (∂1a)2−∂1a∂1b+ n−1
r ∂1a)

)
� R11 = eb−a(2(∂2

0b+ (∂0b)
2 − ∂0a∂0b)−R00) + n−1

r (∂1a+ ∂1b)

� R01 = n−1
r ∂0b

� R22 = r
2e
−b(∂1b− ∂1a) + (n− 2)(1− e−b)

Οι υπόλοιπες σvυνισvτώσvες του Rmn είτε είναι 0 είτε είναι της μορφής R22 · f(σv),
και επομένως ο μηδενισvμός των πιο πάνω ποσvοτήτων αρκεί για να επιτευχθεί ο

μηδενισvμός του τανυσvτή Ricci. Απαιτώντας τον μηδενισvμό αυτών, λοιπόν, έπεται
άμεσvα ότι:

� R01 = 0⇒ ∂0b = 0. Επομένως b(r, t) = b(r)

� Δεδομένου ότι ∂0b = 0, από την τελευταια σvχέσvη έχουμε ότι 0 = ∂0R22 =
1
2re
−b(−∂0∂1a) ⇒ ∂0∂1a = 0. Επομένως, το a γράφεται σvτην μορφή

a(r, t) = a(r) + A(t). Μπορούμε, όμως, να κάνουμε μια επαναπαράμέτρησvη
του t, έσvτω τ η νέα σvυντεταγμένη, ώσvτε d

dtτ = eA(t) (είναι καλά ορισvμένη,

μια και eA(t) > 0). ΄Εχοντας κάνει αυτήν την επαναπαραμέτρησvη, λοιπόν,
και σvυμβολίζοντας καταχρησvτικά με t και την νέα σvυντεταγμένη, έχουμε ότι
με όσvα έχουμε δείξει μέχρι σvτιγμής, η μετρική μας γράφεται (τοπικά) σvτην
μορφή g = −ea(r)dt2 + eb(r)dr2 + r2dσv2.

� Από την δεύτερη σvχέσvη (και δεδομένου ότι R00 = 0 έχουμε: ∂1a + ∂1b =
0 ⇒ a(r) = −b(r) + c. Επαναπαραμετρώντας την σvυντεταγμένη r (όπως
κάναμε πρίν για την t), μπορούμε να “απαλείψουμε” την σvταθερά c και να
έχουμε a=-b.

� Τέλος, από την σvχέσvη R22 = 0 έχουμε re−b(r)∂rb(r) = (n−2)(e−b(r)−1)⇔

∂r(e
−b(r)) = n−2

r (1−e−b(r)) ή ισvοδύναμα, αν f(r) = e−b(r):
f ′

1− f
=
n− 2

r

από το οποίο έπεται άμεσvα ότι e−b(r) = 1 +
c

rn−2
.
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Η ζητούμενη μετρική, λοιπόν, έχει την εξής μορφή σvε ένα σvύσvτημα σvυντεταγμένων
όπως περιγράφηκε:

g = −(1 +
c

rn−2
)dt2 + (1 +

c

rn−2
)−1dr2 + r2dσv2

Μια άμεσvη παρατήρησvη που μπορει να κάνει κανείς ειναι ότι παρόλο που η μόνη

αρχική υπόθεσvή μας αφορούσvε τη σvφαιρική σvυμμετρία της λύσvης, οι εξισvώσvεις
Einstein για το κενό μας εφοδίασvαν με ένα ακόμα διανυσvματικό πεδίο Killing: το
πεδίο ∂t.
΄Οσvον αφορά σvτο νόημα της σvταθεράς c, μπορούμε να καταλήξουμε σvτο εξής

σvυμπέρασvμα: Αν περιοριζόμασvταν σvτην “φυσvιολογική” περίπτωσvη n=3, και υπ-
οθέσvουμε ότι μελετάμε την κίνησvη ενός αδρανειακού παρατηρητή που βρίσvκεται

αρκούντως ¨κοντα” σvτο r = +∞ και κινείται σvχετικά αργά, σvτην κατεύθυνσvη του
∂t, τα όσvα αναφέραμε σvτην παράγραφο για τις εξισvώσvεις Einstein μας οδηγούν
άμεσvα σvτο σvυμπέρασvμα ότι θα έπρεπε να ισvχύει g(∂t, ∂t) ' −(1 + 2φ), όπου
φ: το βαρυτικό δυναμικό που προβλέπεται από την Νευτώνεια θεωρία. Δεδομέ-
νου, λοιπόν, ότι η κατασvκευή της λύσvης αυτής είχε σvαν βασvικό σvκοπό την μον-
τελοποίησvη του εξωτερικού ενός άσvτρου μάζας M, σvύμφωνα με την νευτώνεια
θεωρία (η οποία θα πρέπει να ισvχύει κατά προσvέγγισvη για μεγάλες τιμές του
r) θα είχαμε ότι φ = −Mr . Κατά σvυνέπεια, αντικαθισvτώντας σvτην πιο πάνω
σvχέσvη προκύπτει η έκφρασvη της μετρικής για την λύσvη Schwarzschild σvτο εν
λόγω σvύσvτημα σvυντεταγμένων:

g = −(1− 2M

rn−2
)dt2 + (1− 2M

rn−2
)−1dr2 + r2dσv2

Ειδικά σvτην περίπτωσvη των 3+1 διασvτάσvεων, η λύσvη γράφεται ως:

g = −(1− 2M

r
)dt2 + (1− 2M

r
)−1dr2 + r2dσv2

Στο εξής, θα επικεντρωθούμε σvε αυτήν την περίπτωσvη. Λόγω της πιο πάνω
παρατήρησvης για τον ρόλο της Μ, φαίνεται λογικό να υποθέσvουμε για αρχή ότι
M ≥ 0. Επειδή, δε, σvτην περίπτωσvη όπου M=0 η λύσvη μας ταυτίζεται (όπως
θα αναμενόταν, άλλωσvτε) με τον χώρο Minkowski, σvτο εξής θα υποθέτουμε ότι
Μ>0. Θα επανέλθουμε, όμως, σvε αυτό λίγο αργότερα.
΄Οπως αναφέραμε και προηγουμένως, η λύσvη Schwarzschild ειχε ως σvκοπό την

μοντελοποίησvη του εξωτερικού ενός ομογενούς σvτατικού άσvτρου, και σvε αυτήν την
περίπτωσvη η σvυντεταγμένη r φαίνεται να έχει το νόημα της πολικής απόσvτασvης από
το “κέντρο” του άσvτρου. Αν, λοιπόν, η διάμετρος θεωρηθεί πως είναι μεγαλύτερη
του 2Μ τότε πράγματι η πιο πάνω σvχέσvη περιγράφει την μορφή της μετρικής σvε
ολόκληρο το εξωτερικό του άσvτρου. Στην περίπτωσvη, όμως, που κάτι τέτοιο δεν
ισvχύει, μια πρώτη ματιά σvτην πιο πάνω σvχέσvη θα μας έδειχνε ότι κάτι “πάει σvτραβά”
σvτην περιοχή όπου r = 2M , μια και εκεί οι σvυντελεσvτές της προηγούμενης σvχέσvης
σvυμπεριφέρονται ιδιόμορφα. Πράγματι, κατά τα πρώτα χρόνια της θεωρίας της
γενικής σvχετικότητας, οπότε και ο φορμαλισvμός των Λορέντζιων πολλαπλοτήτων
δεν ήταν ευρέως διαδεδομένος, οι φυσvικοί θεωρούσvαν πως η περιοχή γύρω από
το r = 2M είναι ιδιόμορφη, και κατά σvυνέπεια δεν θα έπρεπε η λύσvη σvε εκείνη
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την περιοχή να θεωρείται ρεαλισvτική. Παρ’ όλα αυτά, κάτι τέτοιο δεν ισvχύει -
έχοντας κατά νου πως η πιο πάνω σvχέσvη δεν είναι τίποτα άλλο από την έκφρασvη της

μετρικής σvε ένα επιλεγμένο σvύσvτημα σvυντεταγμένων, μπορούμε να ορίσvουμε μια
νέα σvυντεταγμένη σvτην θέσvη της t (κατ’ αντισvτοιχία με τις τεχνικές των Eddison
και Lemaitre), την t∗ = t+2M · ln(r−2M), οπότε και η μετρική σvτο νέο σvύσvτημα
σvυντεταγμένων θα παίρνει την μορφή για r > 2M

g = −(1− 2M

r
)(dt∗)2 +

4M

r
dt∗dr + (1 +

2M

r
)dr2 + r2dσv2

Σε αυτή την περίπτωσvη, λοιπόν, βλέπουμε ότι η προηγούμενη “ιδιομορφία”
για r = 2M εξαφανίζεται, και η μετρική σvτο νέο σvύσvτημα σvυντεταγμένων μπορεί
να επεκταθεί σvε όλο το εύρος r > 0, t∗ ∈ R, και, λόγω αναλυτικότητας, θα
ικανοποιεί σvε όλο αυτό το εύρος τις εξισvώσvεις Einstein του κενού. Κατά σvυνέπεια,
η προηγούμενη “ιδιομορφία” σvτην πραγματικότητα δεν ήταν τίποτε άλλο παρά μια
ιδιομορφία του σvυσvτήματος σvυντεταγμένων που είχε επιλεγεί.
Παρατηρήσvαμε, λοιπόν, ότι με μια αλλαγή σvυσvτήματος σvυντεταγμένων μπορέσ-

vαμε να επεκτεινουμε την λύσvη Schwarzschild πέρα από το αρχικό φράγμα. Το
ερώτημα, λοιπόν, που γεννάται άμεσvα είναι το εξής: μήπως η λύσvη αυτή μπορεί
να επεκταθεί περαιτέρω; Και αν ναι, ποια θα είναι μια μέγισvτη δυνατή επέκτασvη;
Και ακόμη: κατά πόσvο μια τέτοια επεκτεταμένη λύσvη των εξισvώσvεων Einstein του
κενού μπορεί να θεωρηθεί ρεαλισvτική;
Δεν θα ασvχοληθούμε με την ισvτορική εξέλιξη των προσvεγγίσvεων σvτο ζήτημα

αυτό, παρά θα παραπέμψουμε τον αναγνώσvτη σvτα [1] και [6]. Αντ’ αυτού, θα
αναφέρουμε απ’ ευθείας πως η προηγούμενη λύσvη όντως επεκτείνεται περαιτέρω,
και ο πρώτος που ασvχολήθηκε με την έννοια της μεγισvτικής επέκτασvης της Schwarzschild
ήταν ο Synge (1950) και, λίγο αργότερα (1960), μια καλύτερη προσvέγγισvη έγινε
από τον Kruscal. Πιο σvυγκεκριμένα, μπορούμε να θεωρήσvουμε την πολλαπλότητα
Μ με την διαφορική δομή του U × S2, όπου U το ανοιχτό υποσvύνολο του R2

της

μορφής T 2 −R2 < 1 (όπου R, T: οι σvυνήθεις σvυντεταγμένες του R2), και να την
εφοδιάσvουμε με την μετρική:

g =
32M3

r
e−

r
2M

(
− dT 2 + dR2) + r2dσv2

όπου η σvυνάρτησvη r δίνεται από την πεπλεγμένη σvχέσvη T 2 −R2 = (1− r
2M )e

r
2M .

Με αυτήν την μετρική, η Μ γίνεται σvφαιρικά σvυμμετρική Λορέντζια πολλαπλότητα
που ικανοποιεί τις εξισvώσvεις του Einstein για το κενό. Επιπλέον, περιέχει ισvομετρικά
την λύσvη Schwarzschild που κατασvκευάσvαμε αρχικά, ως το ανοιχτό υποσvύνολο
R > |T |. Για να το διαπισvτώσvει κανείς αυτό, αρκεί να ορίσvει σvτην περιοχή
αυτή την σvυνάρτησvη t = 4M · Arctanh(TR ), και να επαληθεύσvει ότι οι σvυντε-
ταγμένες (r, t,σv) σvε αυτήν την περιοχή έχουν το ίδιο εύρος με τις αντίσvτοιχες
της Schwarzschild και επιπλέον η μετρική εκφρασvμένη σvε αυτές ταυτίζεται με
την μετρική της Scwarzschild (για τον σvκοπό αυτό ειναι χρήσvιμη η εξής σvχέσvη

μεταξύ των σvυντεταγμένων: R =
(
r

2M − 1
) 1

2 e
r

4M · cosh( t
4M ), T =

(
r

2M −
1
) 1

2 e
r

4M · sinh( t
4M )). Επιπλέον, η επεκτεταμένη λύσvη που κατασvκευάσvαμε προ-

ηγουμένως αντισvτοιχεί με τον ίδιο τρόπο σvτην περιοχή R > −T . Ενδιαφέρον είναι
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να παρατηρήσvει κανείς πως όλες οι διακριτές σvυμμετρίες του χωρίου {T 2 − R2 <
1} ⊂ R1+1

αποτελούν και σvυμμετρίες της εν λόγω λύσvης.

Η επέκτασvη αυτή της Scwarzschild (την οποία σvτο εξής θα αποκαλούμε απλώς
Schwarzschild) αποδεικνύεται εύκολα πως δεν είναι C2

επεκτάσvιμη - με άλλα λό-
για, δεν υπάρχει Λορέντζια πολλαπλότητα με C2

μετρική η οποία να την περιέχει

ισvομετρικά ως γνήσvιο υποσvύνολό της. Αυτό ισvχύει διότι, σvε αντίθετη περίπτωσvη,
αν υποθέσvουμε ότι M1 ειναι μια τέτοια Λορέντζια πολλαπλότητα και i : M →M1

ενας τέτοιος εγκλεισvμός (όπου (Μ,g) : η λύσvη Scwarzschild), τότε θα πρέπει οπ-
ωσvδήποτε να υπάρχει σvε αυτήν μια μη επεκτάσvιμη γεωδαισvιακή γ η οποία τέμνει

τόσvο το i(M) όσvο και το σvυμπλήρωμά της. Αν περιορισvτούμε μόνο σvτο κομμάτι
της γ που βρίσvκεται μέσvα σvτην i(M) (και το οποίο ταυτίζεται ισvομετρικά με την Μ),
τότε θα πρέπει να υπάρχει ένα σvημείο p της Μ και μια κατεύθνσvή της γ ώσvτε κάθε
αφινική παραμέτρησvή της από το i(p) προς την κατεύθυνσvη αυτή να παραμένει για
πεπερασvμένο χρόνο μέσvα σvτην i(M) (μια και σvε αντίθετη περίπτωσvη θα βρισvκόταν
εξ’ ολοκλήρου σvτην i(M)). ΄Οπως μπορούμε να διαπισvτώσvουμε από την προηγού-
μενη έκφρασvη της μετρικής, όμως, οι μόνες γεωδαισvιακές σvτην Schwarzschild
που είναι μη επεκτάσvιμες και έχουν πεπερασvμένο αφινικό μήκος είναι αυτές που

κατευθύνονται προς τo “σvύνορο” r=0. Κατά μήκος μιας τέτοιας γεωδαισvιακής,
λοιπόν, η ποσvότητα RabgdRabgd ∼ 1

r6 απειρίζεται. Δεδομένου, όμως, πως λόγω
του ορισvμού της η ποσvότητα αυτή (επονομαζόμενη και βαθμωτή Kretschmann)
είναι σvυναλλοίωτη, και επομένως καθορίζεται μόνο από την γεωμετρία, θα έπρεπε
να απειρίζεται και καθώς η εικόνα της γεωδαισvιακής αυτής πλησvιάζει το σvημείο

τομής της με το σvύνορο ∂i(M) - άτοπο, καθώς, λόγω της υπόθεσvης ότι ηM1 έχει

C2
μετρική και η βαθμωτή Kretschmann εξαρτάται μόνο από παραγώγους της

μετρικής μέχρι δεύτερης τάξης, ο περιορισvμός της σvε κάθε σvυμπαγές υποσvύνολο
της M1 θα πρέπει να ειναι φραγμένος.
Το ερώτημα από αυτά που θέσvαμε προηγουμένως, λοιπόν, και το οποίο δεν

απαντήσvαμε ακόμα έχει να κάνει με την ρεαλισvτικότητα της λύσvης Schwarzschild.
΄Οπως αναφέραμε και πιο πριν, τα πρώτα χρόνια μετά την ανακάλυψη της λύσvης οι
φυσvικοί απέρριπταν την ρεαλισvτικότητα της λύσvης σvτην περιοχή όπου r = 2M με
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το σvκεπτικό ότι μια ρεαλισvτική λύσvη δεν θα έπρεπε να είναι ιδιόμορφη. Εξηγήσvαμε
ότι αυτή η αίσvθησvη της ιδιομορφίας ήταν λανθασvμένη, αλλά εκτός αυτού και η
βάσvη του σvκεπτικού αυτού ήταν λανθασvμένη: η ύπαρξη ιδιομορφιών δεν σvτερεί από
μια λύσvη την ρεαλισvτικότητά της. Αντιθέτως, σvύμφωνα με τον φορμαλισvμό που
αναπτύξαμε σvτις πρώτες παραγράφους (και ο οποίος αναπτύχθηκε την δεκαετία του
’50), μια ρεαλισvτική λύσvη οφειλει απλώς να είναι μια μεγισvτική καθολικά υπερβολική
πολλαπλότητα (ώσvτε να ισvχύει η αρχή της αιτιότητας), και να προέρχεται από ένα
πρόβλημα αρχικών τιμών όπου τόσvο τα αρχικά δεδομένα όσvο και η επιλογή των

σvχέσvεων που ικανοποιεί ο τανυσvτής τάσvης ενέργειας να είναι ρεαλισvτικά.
Η (μεγισvτική) λύσvη Schwarzschild, λοιπόν, είναι πράγματι μια μεγισvτική κα-

θολικά υπερβολική πολλαπλότητα, και είναι λύσvη των εξισvώσvεων του κενού. Το
“πρόβλημά” της, όμως, είναι ότι κάθε υπερεπιφάνεια Cauchy της έχει την τοπολογία
του R × S2, και τα αρχικά δεδομένα είναι ασvυμπτωτικά επίπεδα με 2 άκρα, και
όχι απλώς με 1 άκρο όπως θα όφειλε να έχει ένα “ρεαλισvτικό” απομονωμένο
σvύσvτημα. Κατά σvυνέπεια, η λύσvη αυτή δεν μπορει να μοντελοποιήσvει ένα φυσvικό
σvύσvτημα. Παρ’ όλα αυτά, η λύσvη Schwarzschild μπορει να θεωρηθεί ρεαλισvτική
με την εξής έννοια: Μπορούν να κατασvκευασvτούν κάποιες λύσvεις των εξισvώσvεων
Einstein, οι λεγόμενες λύσvεις Oppenheimer Snyder, οι οποίες περιγραφούν ένα
αρχικά ομογενές σvφαιρικά σvυμμετρικό άσvτρο, αποτελούμενο από ιδεατή σvκόνη, το
οποίο δεν απαιτείται να είναι σvτατικό. Σε αυτήν την περίπτωσvη, αποδεικνύεται ότι
υπάρχει μια κρίσvιμη ακτίνα R0, η οποία μεταβάλλεται με μια κατάλληλη χρονική
παράμετρο τείνοντας σvτο 0, και η οποία ορίζει το σvύνορο του άσvτρου - για r > R0,
ισvχύουν οι εξισvώσvεις του κενού, ενώ για r ≤ R0 ο τανυσvτής τάσvης ενέργειας είναι

αυτός που αντισvτοιχεί σvτο μοντέλο της ιδεατής σvκόνης. Μια τέτοια λύσvη, δηλαδή,
αναπαρισvτά ένα άσvτρο που καταρρέει υπό την βαρυτική του επίδρασvη. Σε αυτήν την
περίπτωσvη, λοιπόν, αποδεικνύεται ότι το εξωτερικό του άσvτρου είναι ισvομετρικό
με μια ανοιχτή περιοχή της Schwarzschild, η οποία μάλισvτα περιέχει και ένα τμήμα
της λύσvης για r < 2M . Επιπλέον, η λύσvη αυτή προέρχεται από δεδομένα που
επιγράφονται σvε μια υπερεπιφάνεια Cauchy ομοιομορφική με τον R3, και τα οποία
μπορούν να επιλεγούν όσvο “κοντα” σvτα αρχικά δεδομένα για τον χώρο Minkowski
θέλουμε. Επιπλέον, το μοντέλο της ιδεατής σvκόνης για το άσvτρο μπορεί σvε μια
πρώτη εκτίμησvη να θεωρηθεί ρεαλισvτικό (αν και κάτι τέτοιο θα είχε ιδιαίτερα σvο-
βαρές επιπτώσvεις σvύμφωνα με το [1] - αλλά εμείς δεν θα ασvχοληθούμε προς το
παρόν με αυτό). Κατά σvυνέπεια, η λύσvη αυτή μπορεί να θεωρηθεί ρεαλισvτική, και
επομένως εξίσvου ρεαλισvτικές μπορούν να θεωρηθούν ανοιχτές πριοχές της λύσvης

Schwarzschild που διαπερνούν το “ιδιόμορφο” σvύνολο r=2M.
΄Ενα πολύ χρήσvιμο εργαλείο για την εξαγωγή σvυμπερασvμάτων σvχετικά με την

δομή της λύσvης Schwarzschild είναι το διάγραμμα Penrose. Το διάγραμμα Penrose
αποτελείται από μια σvύμμορφη απεικόνισvη του χώρου πηλίκουM/SO(3) (το οποίο
είναι ισvομετρικό με το υποσvύνολο T 2−R2 < 1 του R1+1) σvε ένα φραγμένο ανοιχτό
υποσvύνολο του R1+1

με την μετρική Minkowski, η οποία να διατηρεί τον χρονικό
προσvανατολισvμό. Το ότι μια τέτοια απεικόνισvη είναι εφικτό να υλοποιηθεί οφείλεται
σvτην μεγάλη ελευθερία που έχουμε σvτις 1+1 διασvτάσvεις να σvχηματίζουμε σvύμμορ-
φες απεικονίσvεις: Μεταβαίνοντας σvε ένα τοπικό σvύσvτημα σvυντεταγμένων σvτο οποίο
οι ισvουψείς των σvυναρτήσvεων σvυντεταγμένων είναι φωτοειδείς καμπύλες (πάντα
υπάρχει τουλάχισvτον τοπικά ένα τέτοιο σvύσvτημα, αφού η οικογένεια των καμ-
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πυλών αυτών ειναι καλώς ορισvμένη ως η οικογένεια των ολοκληρωτικών καμπυλών

των δυο φωτοειδών ευθειών κάθε εφαπτόμενης ίνας), κάθε σvύμμορφη απεικόνισvη
ενός ανοιχτού υποσvυνόλου του R1+1

σvτην πολλαπλότητα μας καθορίζεται μονοσvή-

μαντα από μια 1-1 επαναπαραμετροποίησvη αυτών των σvυναρτήσvεων σvυντεταγμένων.
Κατά σvυνέπεια, σvτην περίπτωσvη της Schwarzschild, κάθε επαναπαραμέτρησvη με
πεπερασvμένο εύρος και η οποία διατηρεί τον επιλεγμένο προσvανατολισvμό των φω-

τοειδών καμπυλών μας δίνει το ζητούμενο.
Λόγω του ότι η απεικόνισvη είναι σvύμμορφη, το διάγραμμα Penrose διατηρεί

την αιτιακή δομή, και αυτός είναι ένας από τους λόγους που το καθισvτούν τόσvο
χρήσvιμο: Σημεία που ανήκουν σvτο φωτοειδές μέλλον ενός σvημείου της Schwarzschild
θα διατηρούν αυτήν την αιτιακή σvχέσvη και κατά την απεικόνισvή τους σvτο διάγραμμα

Penrose. Επιπλέον, οι ακτινικές φωτοειδείς γεωδαισvιακές της Schwarzschild απεικονί-
ζονται σvε φωτοειδείς ευθείες σvτο διάγραμμα Penrose.

΄Οπως φαίνεται και σvτο σvχήμα, το διάγραμμα Penrose, ως φραγμένο υποσvύνολο
του επιπέδου, έχει σvυνοριακά τμήματα τα οποία διαφέρουν από το “ιδιόμορφο”
σvύνορο r=0. Σύμφωνα με τους σvυμβολισvμούς του σvχήματος, λοιπόν, τα τμή-
ματα αυτά μπορούν να χαρακτηρισvτούν ως γεωματρικά ως εξής: Το I+, το οποίο
καλείται και μελλοντικό φωτοειδές άπειρο, αποτελείται από τα μελλοντικά οριακά
σvημεία των φωτοειδών γεωδαισvιακών κατά μήκος των οποίων r → ∞. Τα αν-
τίσvτοιχα παρελθοντικά οριακά σvημεία ορίζουν το παρελθοντικό φωτοειδές άπειρο,
I−. Τα υπόλοιπα τμήματα του σvυνόρου, i0, i

+, i− αποτελούν το χωροειδές και
χρονοειδές (μελλοντικό και παρελθοντικό) άπειρο αντίσvτοιχα. Δεδομένου ότι το
“άπειρο” σvε μια ασvυμπτωτικά επίπεδη λύσvη των εξισvώσvεων Einstein σvτην πραγ-
ματικότητα μοντελοποιεί την σvυμπεριφορά παρατηρητών πολύ απομακρυσvμένων

από το απομονωμένο σvύσvτημα, μελλοντικό φωτοειδές άπειρο αποκτά το φυσvικό
νόημα των απομεκρυσvμένων παρατηρητών οι οποίοι παρατηρούν (μέσvω της ακτι-
νοβολίας που λαμβάνουν) τα καθέκασvτα σvτο εν λόγω σvύσvτημα.
Σύμφωνα με αυτήν την ερμηνεία του φωτοειδούς άπειρου, λοιπόν, είμασvτε σvε

θέσvη να διατυπώσvουμε την ιδιότητα της λύσvης Schwarzschild ως “μάυρη τρύπα”
(πάντα για M > 0). Κατ’ αρχάς, ειναι εύκολο να διαπισvτώσvουμε ότι, περιοριζό-
μενοι σvτο διάγραμμα Penrose, μπορούμε να επιλέξουμε μια ακολουθία φωτοειδών
γεωδαισvιακών περιορισvμένων σvτο J−(I+) που να “τείνουν” σvτο I+. Σε αυτήν την
περίπτωσvη, επίλεγοντας έναν γεννήτορα για μια από αυτές και μεταφέροντάς τον
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παράλληλα κατά μήκος μιας φωτοειδούς γεωδαισvιακής που τέμνει εγκάρσvια την εν

λόγω ακολουθία, μπορούμε να ορίσvουμε μια “ομοιόμορφη” αφινική παραμέτρησvη
των γεωδαισvιακών της ακολουθίας αυτής. Εκτελώντας τους εν λόγω υπολογισv-
μούς, λοιπόν, μπορούμε να διαπισvτώσvουμε ότι το αφινικό μήκος των γεωδαισvιακών
κάθε τέτοιας ακολουθίας τείνει σvτο άπειρο. Κατά σvυνέπεια, το αφινικό μήκος του
I+, ορισvμένο με αυτόν τον τρόπο, είναι άπειρο - με άλλα λόγια, οι παρατηρητές σvτο
φωτοειδές άπειρο μπορούν να “παρατηρούν” επ άπειρον, χωρίς ποτέ να πέφτουν
πάνω σvε κάποια “ανωμαλία”. Λόγω σvυμμετρίας, το ίδιο ακριβώς ισvχύει και για το
I−.
Από την άλλη, το σvύνολο από το οποίο οι παρατηρητές μπορούν να δεχτούν

ηλεκτρομαγνητική ακτινοβολία είναι το J−(I+), το οποίο όμως, όπως μπορεί να
παρατηρήσvει κανείς άμεσvα από το διάγραμμα Penrose (και αυτό είναι μια ακόμη
απόδειξη της χρησvιμότητας τέτοιων διαγραμμάτων), το σvύνολο αυτό δεν καλύπτει
όλη την λύσvη Schwarzschild, αλλά μόνο ένα υποσvύνολό της. Το σvυμπλήρωμα
του σvυνόλου αυτού, λοιπόν, καλείται μαύρη οπή - μαύρη, με την έννοια ότι φως
εκπεμπόμενο από το εσvωτερικό της δεν μπορεί να φτάσvει ποτέ σvτους απομακρυσvμέ-

νους παρατηρητές. Αντίσvτοιχα, το σvυμπλήρωμα του J+(I−) (το οποίο επίσvης
είναι μη κενό λόγω σvυμμετρίας) καλείται λευκή οπή. Το μελλοντικό σvύνορο του
J−(I+) καλείται μελλοντικός ορίζοντας γεγονότων, και σvυμβολίζεται με H+. Αν-
τίσvτοιχα ορίζεται ο παρελθοντικός ορίζοντας γεγονότων, H−. Επιπλέον, ισvχύει ότι
H+∪H− = {r = 2M}. Αξίζει να αναφερθεί ότι σvτην περίπτωσvη της Schwarzshild
που μελετάμε, το μελλοντικό σvύνολο ιδιομορφίας r=0 είναι “κρυμμένο” πίσvω από
τον ορίζοντα, και κατά σvυνέπεια οι απομακρυσvμένοι παρατηρητές δεν μπορούν να
αντιληφθούν την ύπαρξή του.
Παρ’ ότι μέχρι σvτιγμής επικεντρωθήκαμε μόνο σvτην περίπτωσvη της λύσvης

Schwarzschild για Μ>0, μπορεί να δειχθεί ότι το διάγραμμα Penrose μπορει να
ορισvτεί με τον ίδιο ακριβώς τρόπο και για οποιαδήποτε σvφαιρικά σvυμμετρική λύσvη

του προβλήματος αρχικών τιμών για τις εξισvώσvεις Einstein. Σε αυτήν την περίπτωσvη,
η έννοια του φωτοειδούς απείρου μπορεί να ορισvτεί πανομοιότυπα. Κατά σvυνέπεια,
σvε μια τέτοια περίπτωσvη, θα λέμε ότι ένας χώρος περιέχει μια μάυρη τρύπα αν το
μελλοντικό φωτοειδές άπειρο είναι αφινικά πλήρες (με την έννοια που περιγράψαμε
προηγουμένως), και το σvυμπλήρωμα το J−(I+) είναι μη κενό. Στην περίπτωσvη,
όμως, που δεν έχουμε κάποια σvυμμετρία αυτής της μορφής, οι αντίσvτοιχοι ορισv-
μοί είναι δύσvκολο να επεκταθούν. Μια περίπτωσvη σvτην οποία οι ποσvότητες αυτές
είναι καλώς ορισvμένες ειναι οι “μικρές” διαταραχές του χώρου Minkowski. Πιο
σvυγκεκριμένα, σvύμφωνα με τους Χρισvτοδούλου και Klainerman ([5]), κάθε λύσvη
του προβλήματος αρχικών τιμών για τις εξισvώσvεις Einstein σvτο κενό που προέρχε-
ται από αρχικά δεδομένα αρκούντως κοντά σvτα αντίσvτοιχα δεδομένα για τον χώρο

Minkowski διαθέτει πλήρες μελλοντικό φωτοειδές άπειρο (ορισvμένο κατάλληλα)
και δεν περιέχει μαύρη τρύπα.
Παρ’ ότι για να επιτύχουμε την ρεαλισvτικότητα της λύσvης Schwarzschild υπ-

οθέσvαμε ότι Μ>0, οι εξισvώσvεις Einstein για το κενό επαληθεύονται και για την
περίπτωσvη όπου η παράμετρος Μ παίρνει αρνητικές τιμές. Μια τέτοια λύσvη καλεί-
ται και λύσvη Schwarzschild με αρνητική μάζα, και η μετρική g = −(1− 2M

r )dt2 +

(1− 2M
r )−1dr2 + r2dσv2 σvε αυτήν την περίπτωσvη είναι καλά ορισvμένα για όλες τις
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θετικές τιμές του r. ΄Οπως και προηγουμένως, φυσvικά, γεωδαισvιακές κατά μήκος
των οποίων το r τεινει σvτο 0 έχουν πεπερασvμένο αφινικό μήκος και κατά μήκος
τους η βαθμωτή Kretschmann τείνει να απειρισvτεί - κατά σvυνέπεια, η πιο πάνω
λύσvη (για r>0 και t ∈ R) είναι μια μεγισvτική C2

λύσvη.
Σε αντίθεσvη με την λύσvη Schwarzschild με θετική μάζα, σvτην περίπτωσvη της

αρνητικής μάζας δεν υπάρχει μάυρη οπή ούτε ορίζοντας γεγονότων - η “ιδιομορ-
φία” r = 0 είναι ορατή από το I+. ΄Ενα ακόμη πιο σvημαντικό χαρακτηρισvτικό της
λύσvης αυτής είναι ότι δεν είναι καθολικά υπερβολική. Αν περιορισvτούμε μόνο σvτο
χωρίο D(S), για κάποια μη επεκτάσvιμη λεία χωροειδή υπερεπιφάνεια S (οπότε και
το D(S) θα μπορεί να θεωρηθεί καθολικά υπερβολική Λορέντζια πολλαπλότητα),
τότε το φωτοειδές άπειρο παύει να είναι πλήρες με την έννοια που περιγράψαμε προ-

ηγουμένως. Λόγω των χαρακτηρισvτικών αυτών, λοιπόν, η λύσvη Scwarzschild για
αρνητικές τιμές της παραμέτρου Μ λέγεται ότι περιέχει μια “γυμνή” ιδιομορφία, με
την έννοια ότι υπάρχει μια ιδιομορφία που γίνεται αντιληπτή από απομακρυσvμένους

παρατηρητές.
Δεδομένου ότι σvε σvφαιρικά σvυμμετρικούς χώρους η εξαγωγή γεωμετρικών

σvυμπερασvμάτων ειναι αρκετά πιο εύκολη, εύλογα τίθεται το ερώτημα του κατά
πόσvον σvφαιρικά σvυμμετρικές λύσvεις των εξισvώσvεων Einstein μπορούν να χρησvι-
μοποιηθούν ως μοντέλα για την απόδειξη ή έσvτω την μελέτη εικασvιών που αφορούν

γενικότερες λύσvεις των εξισvώσvεων Einstein. Δυσvτυχώς, σvτην περίπτωσvη των εξ-
ισvώσvεων του κενού, η οικογένεια των λύσvεων είναι ιδιαίτερα φτωχή: Σύμφωνα
με το θεώρημα του Birkhoff, κάθε C2

σvφαιρικά σvυμμετρική λύσvη των εξισvώσvεων

Einstein του κενού ειναι τοπικά ισvομετρική με την λύσvη Schwarzschild για κάποια
πραγματική τιμή της παραμέτρου Μ. Για την απόδειξη του θεωρήματος αυτού,
φυσvικά, θα μπορούσvαμε να εργασvτούμε ακριβώς όπως εργασvτήκαμε για την εξαγ-
ωγή της λύσvης Schwarzschild σvτην αρχή της παραγράφου, επιλέγοντας όμως με
πιο προσvεκτικό τρόπο τους διάφορους σvυντελεσvτές.
Παρ’ όλα αυτά, είναι δυνατόν να εξαγάγουμε σvυμπεράσvματα για πιο περίπλοκες

λύσvεις των εξισvώσvεων Einstein διατηρώντας την υπόθεσvη της σvφαιρικής σvυμ-
μετρίας αλλά αυξάνοντας την πολυπλοκότητα των υλικών πεδίων από τα οποία

εξαρτάται ο τανυσvτής τάσvης ενέργειας. Μια σvχετικά “απλή” επιλογή, λοιπόν, είναι
να υποθέσvουμε την ύπαρξη ηλεκτρομαγνητικού πεδίου που ικανοποιεί τις εξισvώσvεις

Maxwell - Einstein, αλλά υπό την απουσvία πηγών. Επαναλαμβάνοντας την δι-
αδικασvία που ακολουθήθηκε για την εξαγωγή της λύσvης Schwarzschild (μόνο που
τώρα πέραν των εξισvώσvεων Einstein πρέπει να ληφθούν υπ’ όψιν και οι εξισvώσvεις
Maxwell), καταλήγουμε σvτην εξής λύσvη, η οποία καλείται λύσvη των Reissner -
Nordstrom (οι οποίοι την ανακάλυψαν ανεξάρτητα):

g = −
(
1− 2M

rn−2
+

Q2

r2(n−2)

)
dt2 +

(
1− 2M

rn−2
+

Q2

r2(n−2)

)−1
dr2 + r2dσv2

και σvτις 3+1 διασvτάσvεις:

g = −
(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)
dt2 +

(
1− 2M

r
+
Q2

r

)−1
dr2 + r2dσv2
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Επικεντρώνοντας την προσvοχή μας (όπως και προηγουμένως) σvτις 3+1 δι-
ασvτάσvεις, οι ποσvότητες Μ και Q, σvε ένα κατάλληλο σvύσvτημα μονάδων, ανα-
παρισvτούν την μάζα και το φορτίο, αντίσvτοιχα, που αισvθάνεται ένας αρκούντως
απομακρυσvμένος αδρανειακός παρατηρητής. (Στην περίπτωσvη που θεωρήσvουμε
επιτρεπτή την ύπαρξη μαγνητικών μονοπόλων, η ποσvότητα Q θα έπρεπε να αν-

τικατασvταθεί από την

√
Q2 + P 2, όπου P: το αντίσvτοιχο μαγνητικό φορτίο) Επι-

πλέον, η περίπτωσvη σvτην οποία το φορτίο μηδενίζεται (Q=0) ταυτίζεται με την
λύσvη Schwarzschild.
Στην περίπτωσvη όπου η μάζα Μ και το φορτίο παίρνουν “φυσvικές” τιμές,

δηλαδήM ≥ 0 και Q2 ≥ 0, και υποθέτοντας επιπλέον ότι η μάζα και το φορτίο δεν
μηδενίζονται ταυτόχρονα (μια και τότε θα αναγόμασvταν σvτον χώρο Minkowski),
διακρίνουμε τις εξής 3 περιπτώσvεις:

� M > |Q|

Σε αυτήν την περίπτωσvη, μπορούμε εύκολα να επαληθύσvουμε ότι η μετρική, εκ-
φρασvμένη σvε ένα σvύσvτημα σvυντεταγμένων όπως πιο πάνω, γίνεται ιδιόμορφη για

r = M +
√
M2 −Q2. Παρ’ όλα αυτά, η ιδιομορφία αυτή είναι, όπως και σvτην

περίπτωσvη της Schwarzschild, απλώς μια ιδιομορφία του σvυσvτήματος σvυντεταγ-
μένων, και επομένως η λύσvη μπορεί να επεκταθεί και πέρα από αυτήν. Μάλισvτα,
γράφοντας την λύσvη σvε κατάλληλες σvυντεταγμένες όπου παίρνει την μορφή Ω(−dT 2+
dR2) + r2dσv2 (οπότε και θα είναι άμεσvα εμφανής η μορφή του αντίσvτοιχου δια-
γράμματος Penrose), μπορούμε αμέσvως να “διακρίνουμε” μια επέκτασvη που, όπως
και σvτην περίπτωσvη της Schwarzschild, αποτελεί μια καθολικά υπερβολική πολ-
λαπλότητα, με υπερεπιφάνεια Cauchy ομοιομορφική με το R × S2

και η οποία

αποτελεί μεγισvτικό καθολικά υπερβολικό ανάπτυγμα των αρχικών δεδομένων. Δεν
θα παραθέσvουμε την ακριβή μορφή των σvυντεταγμένων αυτών, παρά μόνο το διά-
γραμμα Penrose, από το οποίο είναι ξεκάθαρη η αιτιακή δομή (σvτο οποίο απεικονίζε-
ται και μια υπερεπιφάνεια Cauchy, ενώ σvκιαγραφημένη ειναι η μια σvυνισvτώσvα του
J−(I+) ∩ J+(I−)):

Διαπισvτώνουμε ότι, όπως ακριβώς και σvτην περίπτωσvη της Schwarzschild, το
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φωτοειδές άπειρο είναι πλήρες, και η περιοχή r < r+ = M +
√
M2 −Q2 αποτελεί-

ται από δύο σvυνισvτώσvες, η μελλοντική εκ των οποίων αποτελεί μια μαύρη οπή, ενώ
η παρελθοντική μια λευκή οπή. Παρατηρούμε, όμως, ότι η διαφορά του με το αντίσv-
τοιχο διάγραμμα για την Schwarzschild είναι ότι το σvύνορο r=0 δεν υπάρχει (κα-
θώς, όπως θα φαινόταν και από την έκφρασvη της μετρικής σvτις αντίσvτοιχες σvυντε-

ταγμένες, ισvχύει ότι r > M−
√
M2 −Q2 > 0 παντού σvτην λύσvη), αλλά αντιθέτως,

υπαρχει ένα σvύνορο που αντισvτοιχεί σvτην τιμή r = r− = M −
√
M2 −Q2. Σχη-

ματίζοντας, κανείς μια μελλοντικά κατευθυνόμενη αιτιακή γεωδαισvιακή που κατευ-
θύνεται προς το τμήμα αυτό του σvυνόρου, διαπισvτώνει ότι αυτή έχει πεπερασvμένο
αφινικό μήκος αλλά, αντίθετα από την αντίσvτοιχη περίπτωσvη σvτην Schwarzschild,
καμία αναλλοίωτη σvχηματιζόμενη από την καπμυλότητα δεν απειρίζεται κατά μήκος

της. Μάλισvτα, είναι δυνατόν να δείξει κανείς ότι η λύσvη μπορεί να επεκταθεί αναλυ-
τικά και πέρα από το σvύνορο αυτό, με τρόπο τέτοιο ώσvτε διαπερνόντας το σvύνορο
να μεταβαίνει σvτην περιοχή της λευκής τρύπας μιας άλλης λύσvης Reissner Nord-
strom. Κατά σvυνέπεια, “σvυγκολλώντας” με αυτόν τον τρόπο λύσvεις, μπορεί κανείς
να κατασvκευάσvει την μεγισvτική επέκτασvη της λύσvης Reissner Νordstrom, η οποία
θα έχει διάγραμμα Penrose της μορφής:
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Το γεγονός ότι, διασvχίζοντας την περιοχή της μαύρης τρύπας, είναι εφικτό
να φτάσvει κανείς σvε ένα νέο “σvύμπαν”, σvυνέβαλε σvτην καθιέρωσvη της επωνυμίας
“σvκουληκότρυπα” για λύσvεις αυτής της μορφής.
Βέβαια, από την πλευρά της αντιμετώπισvης της λύσvης ως ανάπτυγμα κάποιων

αρχικών δεδομένων, η παραπάνω έπεκτασvη είναι φανερό ότι καθίσvταται υπερβολική.
Και αυτό διότι σvε μια τέτοια επέκτασvη χάνεται ο καθολικά υπερβολικός χαρακ-

τήρας της λύσvης και υφίσvταται πλήγμα η αρχή της αιτιότητας. Πιο σvυγκεκριμένα,
τα αρχικά δεδομένα που επιγράφονται σvε μια επιφάνεια Cauchy της λύσvης Reiss-
ner Nordstrom μπορούν να καθορίσvουν μονοσvήμαντα μόνο το τι σvυμβαίνει σvε ένα
μεγισvτικό καθολικά υπερβολικό τους ανάπτυγμα - κάθε περαιτέρω επέκτασvη δεν
μπορεί να καθορισvτεί μονοσvήμαντα από αυτά. Κατά σvυνέπεια, το σvύνορο που αντι-

σvτοχεί σvτην τιμή r = M −
√
M2 −Q2 καλείται ορίζοντας Cauchy της λύσvης: Η

λύσvη μπορεί να επεκταθεί και πέρα από αυτόν, αλλά με τρόπο που δεν μπορεί να
καθορισvτεί από το πρόβλημα Cauchy.

� M = |Q|

Σε αυτήν την περίπτωσvη η λύσvη καλείται και ακραία λύσvη Reissner Nordstrom.
΄Οπως και σvτην υποακραία περίπτωσvη, η μετρική εκφρασvμένη σvτις προηγούμενες
σvυντεταγμένες παρουσvιάζει μια ιδιομορφία σvτο r = M , η οποία όμως μπορεί να
“απαλειφθεί” με μια αλλαγή σvυσvτήματος σvυντεταγμένων. Το διάγραμμα Penrose
για μια τέτοια επεκτεταμένη λύσvη είναι το ακόλουθο:

Αντίθετα με την υποακραία περίπτωσvη, η επεκτεταμένη αυτή λύσvη ειναι καθο-
λικά υπερβολική. Το σvκιαγραφημένο πεδίο, βέβαια, δέχεται επιφάνεια Cauchy, και
αποτελεί το χωρίο που επικοινωνεί με παρελθοντικές και μελλοντικές αιτιακές καμ-

πύλες με το φωτοειδές άπειρο (και επομένως με απομακρυσvμένους παρατηρητές).
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΄Οπως και σvτην υποακραία περίπτωσvη, ακραίες λύσvεις μπορούν να “σvυγκολληθούν”
ώσvτε να δημιουργηθεί μια μεγαλύτερη λύσvη. ΄Οσvον σvφορά σvτο σvύνορο r = 0, δεν
υπάρχει C2

επέκτασvη της λύσvης πέρα από αυτό, καθώς κατά μήκος γεωδαισvιακών
που τείνουν σvτο τμήμα του σvυνόρου r=0 υπάρχουν αναλλοίωτες ποσvότητες σvχη-
ματιζόμενες από τον τανυσvτή καμπυλότητας οι οποίες απειρίζονται.

� M < |Q|

Στην περίπτωσvη αυτή, η πιο πάνω μετρική ειναι καλά ορισvμένη για όλες τις τιμές
r>0, και σvυμπεριφέρεται ακριβώς όπως η λύσvη Schwarzscild με αρνητική μάζα:
δεν υπάρχει C2

επέκτασvη της λύσvης πέρα από την ιδιομορφία r=0, και το διά-
γραμμα Penrose για αυτήν την περίπτωσvη είναι παρόμοιο με το αντίσvτοιχο της
Schwarzschild. Επιπλέον, η μεγισvτική αυτή λύσvη δεν περιέχει επιφάνεια Cauchy,
και περιέχει μια γυμνή ιδιομορφία (με την έννοια που περιγράψαμε προηγουμένως).
΄Ομοια είναι και η σvυμπεριφορά της λύσvης για αρνητικές τιμές της μάζας, αλλά

πραγματικές τιμές του φορτίου.
Φυσvικά, παρ’ ότι για την ερμηνεία της ποσvότητας Q ως φορτίο είναι απαραίτητο

αυτή να παίρνει πραγματικές τιμές, η μετρική εκφρασvμένη σvτο προηγούμενο σvύσvτημα
αναφοράς σvυνεχίζει να ικανοποιεί τις εξισvώσvεις Einstein - Maxwell και για αρν-
ητικές τιμές της ποσvότητας Q2. Δεν θα ασvχοληθούμε εδώ με την μελέτη της
περίπτωσvης αυτής, η οποία είναι παρόμοια με την υποακραία περίπτωσvη.
Κλείνοντας την παράγραφο αυτή, να αναφέρουμε πως και για την περίπτωσvη

των εξισvώσvεων Einstein Maxwell υπό την απουσvία πηγών ισvχύει το αντίσvτοιχο του
θεωρήματος του Birkhoff: Κάθε C2

σvφαιρικά σvυμμετρική λύσvη θα πρέπει να είναι

τοπικά ισvομετρική με την λύσvη Reissner Nordstrom, αρκεί βέβαια οι παράμετροι
M,Q2

να επιτρέπεται να παίρνουν και αρνητικές τιμές.

3.3 Eusvt�jeia twn lÔsvewn twn exisv¸svewn Ein-
stein

Κατά την περιγραφή του προβλήματος Cauchy για τις εξισvώσvεις Einstein που έγινε
σvτο πρώτο κεφάλαιο, αναφέραμε πως, δεδομένων κάποιων σvυνθηκών ομαλότητας
για τα αρχικά δεδομένα, υπάρχει μοναδική λύσvη του προβλήματος αρχικών τιμών
η οποία είναι και Cauchy ευσvταθής. Φυσvικά, η Cauchy ευσvτάθεια είναι άρρηκτα
σvυνδεδεμένη με το πρόβλημα της καλής τοποθέτησvης του προβλήματος αρχικών

τιμών, και αναφέρεται σvε μια περιοχή της επιφάνειας Cauchy με τα αρχικά δεδομένα
της εκάσvτοτε λύσvης. Εύλογα, λοιπόν, γεννάται το ερώτημα του κατά πόσvο θα
μπορούσvε κανείς να ξεπεράσvει τον τοπικό χαρακτήρα της ευσvτάθειας Cauchy και
να εξάγει κάποιο καθολικό αποτέλεσvμα ευσvτάθειας για μια λύσvη των εξισvώσvεων

Einstein. ΄Ενα τέτοιο αποτέλεσvμα, δηλαδή, θα περιγράφει το πως μικρές αποκ-
λίσvεις από τα αρχικά δεδομένα (με την κατάλληλη έννοια) οδηγούν σvε λύσvεις οι
οποίες παραμένουν ομοιόμορφα κοντά σvτην αρχική λύσvη. Βέβαια, μπορεί κανείς
να παρατηρήσvει πως, σvε αντίθεσvη με την Cauchy ευσvτάθεια, η οποία σvυνδέεται
με την καλή τοποθέτησvη του προβλήματος αρχικών τιμών, η καθολική ευσvτά-
θεια αντανακλά άμεσvα την δυνατότητα ύπαρξης μιας λύσvης σvτον φυσvικό κόσvμο.
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Και αυτό, διότι λύσvεις που κάτω από μικρές διαταραχές των αρχικών δεδομένων
διαφοροποιούνται ουσvιωδώς μετά από μεγάλα “χρονικά” διασvτήματα μπορούν να
θεωρηθούν ότι είναι αδύνατον να “παρατηρηθούν” σvτο σvυμπαν. Συνεπώς, σvε αν-
τίθεσvη με την περίπτωσvη της Cauchy ευσvτάθειας, η οποία ικανοποιείται για μια
ιδιαίτερα ευρεία κλάσvη αρχικών δεδομένων, περιορισvμένες θα είναι οι λύσvεις οι
οποίες θα απολαμβάνουν μια τέτοιου είδους “καθολική” ευσvτάθεια (την οποία σvτο
εξής θα καλούμε απλώς ευσvτάθεια).
Δεδομένου, λοιπόν, ότι το βασvικότερο μοντέλο του πραγματικού κόσvμου σvτα

πλαίσvια της θεωρίας της σvχετικότητας είναι αυτό του χώρου Minkowski, θα ήταν
λογικό να εικάσvει κανείς πως ο χώρος αυτός θα έπρεπε να ικανοποιεί κάποιου

είδους ευσvτάθεια όπως αυτή που περιγράψαμε προηγουμένως. Και αυτό διότι
αποτελεί το μοντέλο πάνω σvτο οποίο αναπτύχθηκε και θεμελιώθηκε η θεωρία της

σvχετικότητας - η παραμικρή νύξη για ασvτάθεια του χώρου αυτού αυτομάτως θα
επέφερε ισvχυρότατους τριγμούς σvτην ρεαλισvτικότητα ολόκληρης της θεωρίας. Παρ’
όλη την φαινομενική απλότητα σvτην δομή του χώρουMinkowski, όμως, η απόδειξη
της ευσvτάθειας αυτού αποδείχτηκε ιδιαίτερα δύσvκολη και απαιτητική, λόγω κυρίως
του μη γραμμικού χαρακτήρα των εξισvώσvεων Einstein, και παρουσvιάσvτηκε ολοκληρωμένη
μόνο το 1993 από τους Χρισvτοδούλου και Klainerman ([5]).
Πιο σvυγκεκριμένα, λοιπόν, μια διατύπωσvη του προβλήματος της ευσvτάθειας του

χώρου Minkowski για τις εξισvώσvεις του κενού διατυπώνεται ως εξής:

Πρόβλημα: Να δειχθεί ότι για οποιαδήποτε τριάδα αρχικών δεδομένων
(Σ, g0, k0), όπου

� Σ ' R3

� οι τανυσvτές g0,ij − δij και k0,ij είναι αρκούντως μικροί (με την κατάλληλη
έννοια)

� g0 = (1 − M
r )δ + o(r−1−a), k0 = o(r−2−a), α¿0, όπου r είναι η σvυνάρτησvη

πολικής απόσvτασvης που κληρονομεί η Σ από την διαφορομορφική ταύτισvή

της με τον Ευκλείδειο χώρο (δηλαδή τα αρχικά δεδομένα είναι ασvυμπτωτικά
επίπεδα)

το πρόβλημα αρχικών τιμών για τις εξισvώσvεις Einstein του κενού έχει
λύσvη η οποία είναι γεωδαισvιακά πλήρης σvτις αιτιακές κατευθύνσvεις και

επιπλέον “τείνει” ασvυμπτωτικά σvτον χώρο Minkowski.

Φυσvικά, το πρόβλημα αυτό μπορεί να διατυπωθεί και για την περίπτωσvη των εξ-
ισvώσvεων Einstein για βαθμωτά πεδία. Σε αυτήν την περίπτωσvη, θα πρέπει και τα
αρχικά δεδομένα (φ0,φ1) για το βαθμωτό πεδίο να είναι “μικρά”, και ασvυμπτωτικά
να ισvχύει ότι φ0 = o(r−1−a),φ1 = o(r−2−a).
Οι Χρισvτοδούλου καιKlainermann, λοιπόν, απέδειξαν την ευσvτάθεια του χώρου

Minkowski για τις εξισvώσvεις Einstein του κενού, με την προυπόθεσvη ότι a ≥ 1
2 .

Η απόδειξή τους ήταν ιδιαίτερα εκτενής, και θα αναφέρουμε απλώς ότι ένα από
τα σvυσvτατικά αυτής ήταν η κατάλληλη προσvαρμογή αποτελεσvμάτων ελάττωσvης

των λύσvεων της γραμμικής εξίσvωσvης. Για την προσvαρμογή αυτή χρησvιμοποιήθηκε
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μια κατάλληλη γεωμετρική τροποποίησvη της μεθόδου των πολλαπλασvιασvτών του

Friedrichs (η οποία χρησvιμοποιήθηκε κατά κόρον για την απόδειξη αποτελεσvμάτων
ελάττωσvης λύσvεων της γραμμικής κυματικής εξίσvωσvης), η οποία καλείται μέθοδος
του διανυσvματικού πεδίου - ο αναγνώσvτης μπορεί να βρεί μια μικρή σvχετική εισ-
vαγωγή σvτο παράρτημα.
Η εν λόγω απόδειξη θεωρείται εξαιρετικά σvημαντικό επίτευγμα σvτη θεωρία της

γενικής σvχετικότητας, αλλά γενικά θεωρείται “δύσvκολη” και περίπλοκη. Από το
1993 και έπειτα, έχουν γίνει αρκετές προσvπάθειες για την απλούσvτευσvή της, καθώς
και γενίκευσvής της σvε άλλες περιπτώσvεις. Ενδεικτικά αναφέρουμε την απόδειξη
των Lindblad-Rodnianski για την περίπτωσvη του βαθμωτού πεδίου ([7]), καθώς
και του N. Ζipser για την περίπτωσvη των εξισvώσvεων Maxwell-Einstein ([8]).
Πέρα, όμως, από την περίπτωσvη του χώρου Minkowski, δεν υπάρχει κάποιο

αντίσvτοιχο αποτέλεσvμα ευσvτάθειας για κάποια από τις κλασvικές λύσvεις των εξ-

ισvώσvεων Einstein όπως οι λύσvεις που αναφέραμε σvτην προηγούμενη παράγραφο.
Δεδομένου ότι για την περίπτωσvη της ευσvτάθειας του χώρου Minkowski σvημαν-
τικό ρόλο έπαιξε η κατάλληλη χρήσvη αποτελεσvμάτων από την γραμμική κυματική

εξίσvωσvη, η αντίσvτοιχη μελέτη της γραμμικής κυματικής εξίσvωσvης για γενικότερες
λύσvεις των εξισvώσvεων Einstein θεωρείται ως επί το πλείσvτον προαπαιτούμενο για
οποιαδήποτε απόπειρα απόδειξης ευσvτάθειας. Κατά κάποιο τρόπο, άλλωσvτε, η κυ-
ματική εξίσvωσvη μπορεί να θεωρηθεί ως μια πρώτη γραμμικοποίησvη των εξισvώσvεων

Einstein, και επομένως η σvυμπεριφορά των λύσvεων αυτής αναμένεται να αντανακλά
τις ιδιότητες ευσvτάθειας ή ασvτάθειας ενός δεδομένου χώρου. Για τον λόγο αυτό,
σvτην σvυνέχεια θα αναφερθούμε σvε ορισvμένα από τα σvημαντικότερα αποτελέσvματα

σvτην μελέτη της κυματικής εξίσvωσvης σvε λύσvεις των εξισvώσvεων Einstein όπως
αυτές που έχουμε περιγράψει μέχρι σvτιγμής, εντάσvσvοντάς τα σvτην γενικότερη
σvυζήτησvη περί ευσvτάθειας που ξεκινήσvαμε ήδη από το πρώτο κεφάλαιο.
Μετά τον χώρο Minkowski, λοιπόν, το σvημαντικότερο παράδειγμα λύσvης των

εξισvώσvεων Einstein θεωρείται η λύσvη Schwarzschild. Η λύσvη αυτή ενέπνευσvε
ορισvμένες από τις σvημαντικότερες ανοιχτές εικασvίες της θεωρίας της γενικής

σvχετικότητας (όπως οι εικασvίες κοσvμικής λογοκρισvίας), και για το λόγο αυτό
η απόδειξη της ευσvτάθειάς της αποτελεί έναν από τους βασvικότερους σvτόχους των

σvύγχρονων ερευνητών της σvχετικότητας. Παρ’ ότι η κοινότητα των φυσvικών είχε
ασvχοληθεί εκτενώς με την μελέτη εξισvώσvεων όπως η εξίσvωσvη του Schroendiger
σvτην λύσvη Scwarzschlild, το πρώτο αποτέλεσvμα το οποίο θεωρείται ότι μπορεί να
σvχετισvτεί με την μελέτη της ευσvτάθειας ειναι αυτό των Kay και Wald (1987):

Θεώρημα (Kay-Wald): Αν Σ είναι μια υπερεπιφάνεια Cauchy της
Schwarzschild, τότε για οποιοδήποτε ζεύγος ψ0,ψ1 σvυναρτήσvεων σvτην

Hm+1
loc (Σ), Hm

loc(Σ) αντίσvτοιχα (με m ≥ 1) που φθίνουν αρκούντως
γρήγορα σvτο χωροειδές άπειρο, υπάρχει μια σvταθερά D εξαρτώμενη
από αυτά ώσvτε αν ψ είναι η λύσvη του προβλήματς αρχικών τιμών για

την κυματική εξίσvωσvη σvτην Schwarzschild με αρχικά δεδομένα (ψ0,ψ1)
να ισvχύει |ψ|2 ≤ D σvτο J−(I+) ∩ J+(I−)

Το ότι το αποτέλεσvμα αυτό αναφέρεται μόνο σvτην περιοχή J−(I+)∩ J+(I−) δεν
θα έπρεπε να μας δυσvαρεσvτεί, καθώς σvε οποιαδήποτε περίπτωσvη έχουμε μια μαύρη
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τρύπα (όπως σvτην λύσvη Schwarzschild) θα μας αρκούσvε να εξάγουμε σvυμπεράσv-
ματα ευσvτάθειας σvτην περιοχή όπου επικοινωνεί με το φωτοειδές άπειρο με παρ-

ελθοντικές και μελλοντικές καμπύλες - η περιοχή της μαύρης ή της λευκής οπής
δεν απολαμβάνουν τέτοια επικοινωνία με τους απομακρυσvμένους παρατηρητές (φω-
τοειδές άπειρο).
Το θεώρημα των Kay και Wald, λοιπόν, αναφέρει πως η λύσvη της κυματικής

εξίσvωσvης παραμένει ομοιόμορφα φραγμένη, τουλάχισvτον σvτην περιοχή επικοιν-
ωνίας με το φωτοειδές άπειρο. Το γεγονός αυτό, λοιπόν, αποτελεί μια πρώτη
ένδειξη ευσvτάθειας. Παρ’ όλα αυτά, η απόδειξη των Kay και Wald είχε κάποια
μειονεκτήματα, τα οποία δεν της επέτρεπαν να μπορει να γενικευτεί αρκετά ώσvτε
να χρησvιμοποιηθεί σvτην μη γραμμική περίπτωσvη. Εκτός αυτού, λόγω της χρήσvης
της σvτατικότητας και των διακριτών ισvομετριών της Schwarzschild, η απόδειξη
αυτή αδυνατούσvε να γενικευτεί ακόμη και σvε απλές διαταραχές αυτής.
Η βελτίωσvη, λοιπόν, της προηγούμενης απόδειξης έγινε από τον Μ. Δαφέρμο

και τον I. Rodnianski, οι οποίοι γενίκευσvαν το αποτέλεσvμα του ομοιόμορφου φράγ-
ματος με αρκετούς τροπους τοσvο σvτην περίπτωσvη της λύσvης Schwarzschild όσvο
και σvε γενικότερους χώρους. Η διατύπωσvη του αντίσvτοιχου θεωρήματος για την
περίπτωσvη της Schwarzschild είναι η ακόλουθη:

Θεώρημα (Δαφέρμος - Rodnianski): ΄Εσvτω Σ μια επιφάνεια Cauchy
για την Schwarzschild για την οποία ισvχύει Σ ∩H− 6= Ø, και για την
οποία η σvυνάρτησvη −g(nS, T ) ειναι φραγμένη (όπου T το σvύνηθες μελ-
λοντικά κατευθυνόμενο χρονοειδές πεδίο Killing της Schwarzschild
και nSτο μελλοντικό μοναδιαίο κάθετο διανυσvματικό πεδίο σvτην Σ).
Τότε, αν Σ0 = Σ ∩ J−(I+) ∩ J+(I−) και Σt είναι η εικόνα της Σ0

μέσvω της ροής του Τ για χρόνο Τ, θα υπάρχει σvταθερά C>0 ώσvτε για
κάθε ζεύγος αρχικών δεδομένων (ψ0,ψ1) ∈ (Hk+1

loc (Σ0), Hk
loc(Σ0)) με´

S0
JTm (Tmψ)nm ∀0 ≤ m ≤ k (για τους σvυμβολισvμούς αυτούς παρα-

πέμπουμε σvτο αντίσvτοιχο παράρτημα) να ισvχύει ∀t ≥ 0:

||∇Stψ||Hk(St) + ||nψ||Hk(St) ≤ C ·
(
||∇S0ψ||Hk(S0) + ||nψ||Hk(S0)

)
και

∑
0≤m≤k−1

(
∑

m1+m2≤m

||(∇St)m1nm2ψ||L∞ ≤ C·
(
limx→i0 |ψ|+||∇S0ψ||Hk(S0)+||nψ||Hk(S0)

)
Η απόδειξη του θεωρήματος αυτού βασvίζεται σvτο φαινόμενο της μετατόπισvης προς

το ερυθρό, το γεγονός, δηλαδή, ότι σvτον ορίζοντα ισvχύει ∂i(g(T, T )) = −2κgijT
j

με κ>0. Χρησvιμοποιώντας την μετατόπισvη προς το ερυθρό, λοιπόν, είναι εφικτή η
κατασvκευή ενός διανυσvματικού πεδίου Ν το οποίο μακρια από τον ορίζοντα ταυτίζε-

ται με το Τ και το οποίο είναι αυσvτηρά χρονόμορφο σvε μια περιοχή του ορίζοντα,
και για το οποίο ισvχύει KN (ψ) ≥ C · JNm (ψ)Nm

κοντά σvτον ορίζοντα (βλέπε
Παράρτημα). Χρησvιμοποιώντας, λοιπόν, την μέθοδο διανυσvματικού πεδίου και μια

55



ανισvότητα τύπου Gronwall μπορεί κανείς να εξαγάγει το πρώτο αποτέλεσvμα του
θεωρήματος. Εαν το αποτέλεσvμα αυτό μπορούσvε να αποδειχτεί και για παραγώγους
της ψ υψηλότερης τάξης, τότε κατάλληλες ελλειπτικές εκτιμήσvεις και εκτιμήσvεις
τύπου Sobolev θα οδηγούσvαν αμέσvως σvτο δεύτερο αποτέλεσvμα. Η γενίκευσvη του
πρώτου αποτελέσvματος είναι άμεσvη για τις παραγώγους της ψ σvτις σvφαιρικές κα-

τευθύνσvεις και σvτην κατεύθυνσvη του Τ, καθώς οι κατευθύνσvεις αυτές παράγονται
από πεδια Killing τα οποία πάντα αντιμετατίθενται με τον κυματικό τελεσvτή. Η
περίπτωσvη των παραγωγίσvεων που είναι εγκάρσvιες σvτον ορίζοντα είναι πιο δύσvκολη,
όμως ειναι και αυτή εφικτή χάρη σvτην μετατόπισvη προς το ερυθρό.
Η απόδειξη του προηγούμενου θεωρήματος βασvίζεται σvε αρκετά γενικούς γεωμετρικούς

μηχανισvμούς, και για τον λόγο αυτό μπορεί εύκολα να γενικευτεί και σvε άλλους
χώρους όπου ισvχύει το φαινόμενο της μετατόπισvης προς το ερυθρό, όπως οι λύσvεις
Reissner −Nordstrom σvτην υποακραία περίπτωσvη.
Βέβαια, παρ’ ότι η ομοιόμορφη φραξιμότητα των λύσvεων της κυματικής εξίσvωσvης

αποτελεί μια πρώτη ένδειξη ευσvτάθειας, είναι δύσvκολο να αποδειχθεί ότι η ίδια
ιδιότητα της φραξιμότητας είναι ευσvταθής - για τον σvκοπό αυτό θα χρειαζόταν να
αποδειχθεί κάτι παραπάνω από αυτό: ένας ρυθμός ασvυμπτωτικής μείωσvης. Εκτός
αυτού, σvύμφωνα με την λογική της απόδειξης των Χρισvτοδούλου και Klainerman,
ένας σvυγκεκριμένος ρυθμός ελάττωσvης των λύσvεων της κυματικής εξίσvωσvης είναι

απαραίτητος για την γενίκευσvη των μεθόδων αυτών σvτην μη γραμμική περίπτωσvη.
Για τον λόγο αυτό, οι Δαφέρμος και Rodnianski απέδειξαν το 2003 (σvτα πλαίσvια
μιας γενικότερης απόδειξης για τον λεγόμενο νόμο του Price) το εξής:

Θεώρημα (Δαφέρμος - Rodnianski): Περιοριζόμενοι σvε μια σvυνεκ-
τική σvυνισvτώσvα του J−(I+) ∩ J+(I−), έσvτω Σ0 η επιφάνεια {t=0}
και έσvτω Σ̃0 μια χωροειδής επιφάνεια που τέμνει εγκάρσvια τον ορί-

ζοντα και το φωτοειδές άπειρο (όπως θα φαινόταν σvε μια σvύμμορφη
σvυμπαγοποίησvη της Schwarzschild). Ορίζουμε ως Σ̃t την μεταφορά
της Σ̃0 για χρόνο t μέσvω της ροής του Τ. Τότε υπάρχει C > 0 ώσvτε
να ισvχύει το εξής: Αν για το ζεύγος (ψ0,ψ1) αρχικών δεδομένων σvτην
Σ0 ισvχύει ψ0 ∈ H4

loc,ψ1 ∈ H3
loc, limx→i0ψ = 0 και για την λύσvη ψ του

ΠΑΤ ισvχύει αρχικά E1 =
∑
|a|≤3

∑
G={Wi}

´
t=0

r2JTm (Γ(a)
ψ)T m < ∞

(όπου τα Ωi είναι μια βάσvη της άλγεβρας των σvφαιρικών Killing πεδίων
της Schwarzschild) τότε:

ˆ
S̃t

JNm (Γ(a)
ψ)nm

S̃t
≤ C · E1t

−2

(όπου Ν ειναι ένα Τ-αναλλοίωτο διανυσvματικό πεδίο που ταυτίζεται
με το Τ μακριά από τον ορίζοντα και είναι αυσvτηρά χρονόμορφο σvε

μια περιοχή του ορίζοντα). Επιπλέον, αν ψ0 ∈ H7
loc,ψ1 ∈ H6

loc,

limx→i0ψ = 0 και E2 =
∑
|a|≤6

∑
G={Wi}

´
t=0

r2JTm (Γ(a)
ψ)T m < ∞,

τότε:

sup
S̃t

√
r|ψ| ≤ C

√
E2t
−1, sup

S̃t

r|ψ| ≤ C
√
E2t
−1/2
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Σύμφωνα με το θεώρημα αυτό, λοιπόν, οι λύσvεις της κυματικής εξίσvωσvης σvτην
Schwarzschild δεν παραμένουν απλώς ομοιόμορφα φραγμένες αλλά φθίνουν πολυων-
υμικά με τον χρόνο.
Η απόδειξη του θεωρήματος αυτού γίνεται με μια πολύ προσvεκτική εφαρμογή

της μεθόδου του διανυσvματικού πεδίου: Η κυριότερη εκτίμησvη προκύπτει κατ’
αντισvτοιχία με την περίπτωσvη του χώρου Minkowski με την χρήσvη ενός ρεύμα-
τος που σvέβεται ασvυμτωτικά την σvύμμορφη δομή της Schwarzschild. το ρεύμα
αυτό δεν ειναι άλλο παρά μια τροποποίησvη του αντισvτοιχου πολλαπλασvιασvτή της

Morawetz. Βέβαια, για την ολοκλήωσvη της απόδειξης με την μέθοδο αυτή ένα
ενδιάμεσvο αλλά απαραίτητο βήμα είναι η απόδειξη μιας ανισvότητας της μορφής´
{t≥0}

´
S̃t
χJNm (ψ)nm

S̃t
≤ C ·D, όπου το D προκύπτει από τα αρχικά δεδομένα. Ο

λόγος, λοιπόν, που το θεώρημα απαιτεί μια τέτοια “θυσvία” παραγώγων (με την έν-
νοια ότι η ομαλότητα των αρχικών δεδομένων που απαιτείται είναι δυσvανάλογη της

ισvχύος του αποτελέσvματος) έγκειται ακριβώς σvε αυτό το σvημείο: ΄Οπως και σvτην
κλασvική περίπτωσvη, η ύπαρξη παγιδευμένων φωτοειδών γεωδαισvιακών απαγορεύει
την απόδειξη μιας ανισvότητας όπως η προηγούμενη εάν ηD δεν αποτελεί σvυνάρτησvη
και παραγώγων υψηλότερης τάξης από αυτές που εμφανίζονται σvτο αρισvτερό μέλος,
όπως αποδεικνύει και το αντιπαράδειγμα του Ralston. Στην Schwarzschild, τέτοιες
παγιδευμένες γεωδαισvιακές σvυναντώνται σvτην σvφαίρα r = 3M - η επονομαζόμενη
και φωτονόσvφαιρα. Για τον λόγο αυτό, για την απόδειξη μιας ολοκληρωτικής
ανισvότητας της προηγούμενης μορφής (η οποία γίνεται και αυτή με μια προσvεκ-
τική εφαρμογή της μεθόδου του διανυσvματικού πεδίου για ένα πεδίο που είναι

πολλαπλάσvιο του ∂r σvτο κλασvικό σvύσvτημα σvυντεταγμένων) είναι απαραίτητο το
“θυσvίασvμα” κάποιων αρχικών παραγώγων.

(Να σvημειώσvουμε ότι το προηγούμενο σvχόλιό μας για τις παγιδευμένες φω-
τοειδείς γεωδαισvιακές δεν είναι απολύτως σvωσvτό. Παγιδευμένες φωτοειδείς γεω-
δαισvιακές βρίσvκονται και σvτον ορίζοντα, όμως το φαινόμενο της μετατόπισvης σvτο
ερυθρό οδηγεί σvε μια ταχεία μείωσvη της παγιδευμένης ενέργειας σvε αυτές. Για μια
πολύ όμορφη προσvέγγισvη σvτο θέμα αυτό, καθώς και για μια σvυζήτησvη περί του
ορθού τρόπου γενίκευσvης της μεθόδου του Ralston σvε Λορέντζιες πολλαπλότητες
παραπέμπουμε σvτο [13]).
Από την δημοσvίευσvη των προηγούμενων αποτελεσvμάτων μέχρι σvήμερα, έχει

γίνει εφικτή η εξαγωγή σvυμπερασvμάτων σvχετικά με την σvυμπεριφορά των λύσvεων

της κυματικής εξίσvωσvης σvε πληθώρα λύσvεων των εξισvώσvεων Einstein ακόμα και
σvτην περίπτωσvη της μη μηδενικής κοσvμολογικής σvταθεράς. Εμείς θα αναφέρουμε
απλώς ένα αποτέλεσvμα των προηγούμενων σvυγγραφέων σvχετικά με μια λύσvη εξίσvου

σvημαντική με την λύσvη Schwarzschild: την λύσvη Kerr.
Στην πραγματικότητα, οι λύσvεις Kerr αποτελούν μια διπαραμετρική οικογένεια

αξονικά σvυμμετρικών λύσvεων των εξισvώσvεων Einstein του κενού, ειδική περίπτωσvη
της οποίας αποτελεί και η λύσvη Schwarzschild. Σε ένα τοπικό σvύσvτημα σvυντε-
ταγμένων (τις καλούμενες και σvυντεταγμένες Boyer Lindquist), η μετρική Kerr
παίρνει την μορφή:

g = −
(
1−

2M

r(1 + a2cos2j
r2 )

)
dt2 +

1 + a2cos2j
r2

1− 2M
r + a2

r2

dr2 + r2
(a2cos2

θ

r2

)
dθ2+
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+r2
(
1 +

a2

r2
+

2M

r3
· a2sin2

θ

1 + a2cos2j
r2

)
sin2
θdφ2 − 4M

a · sin2
θ

r(1 + a2cos2j
r2 )

dtdφ

Η παράμετρος Μ καλείται (όπως και σvτην περίπτωσvη της Schwarzschild) μάζα,
ενώ η α σvτροφορμή. Η περίπτωσvη α=0 αντισvτοιχεί σvτην Schwarzschild (με την
μετρική της εκφρασvμένη σvτο αρχικό αύσvτημα σvυντεταγμένων). ΄Οταν το α ανήκει
σvτο εύρος 0 ≤ |a| < M , οι λύσvεις καλούνται υποακραίες. Στην περίπτωσvη όπου
|a| = M , οι λύσvεις καλούνται ακραίες ενώ οι υπερακραίες λύσvεις αντισvτοιχούν σvτο
εύρος |a| > M . Μεγισvτικές επεκτάσvεις των λύσvεων Kerr κατασvκευάσvτηκαν από
τον Carter, και η αιτιακή τους δομή προσvιδιάζει ιδιαίτερα σvτην αιτιακή δομή των
λύσvεων Reissner Nordstrom (αντίσvτοιχα σvτην υποακραία, ακραία και υπερακραία
περίπτωσvη). Η υπερακραία περίπτωσvη παρουσvιάζει (όπως και η αντίσvτοιχη λύσvη
Reissner Nordstrom) μια γυμνή ιδιομορφία. Στην υποακραία περίπτωσvη, η λύσvη
Kerr (κατάλληλα επεκτεταμένη) προκύπτει ως καθολικά υπερβολικό ανάπτυγμα
ασvυμπτωτικά επίπεδων αρχικών δεδομένων, με μια μαύρη και μια λευκή οπή, καθως
και ορίζοντα γεγονότων.
Η μέθοδος απόδειξης της ομοιόμορφης φραξιμότητας των λύσvεων της κυ-

ματικής εξίσvωσvης για την Schwarzschild δεν μπορεί να γενικευτεί άμεσvα για την
περίπτωσvη της υποακραίας λύσvης Kerr, ακόμα και για μικρές τιμές της παραμέτρου
α. Η αιτία αυτής της δυσvκολίας βρίσvκεται σvτο γεγονός πως το πεδίο Killing Τ, το
οποίο είναι χρονόμορφο σvτην περιοχή του απείρου, πλέον γίνεται χωροειδές σvε μια
γειτονιά του ορίζοντα. Για το λόγο αυτό, η μέθοδος απόδειξης της φραξιμότητας
της Schwarzschild μπορεί να εφαρμοσvτεί μόνο για ειδικές κατηγορίες λύσvεων της
κυματικής εξίσvωσvης, όπως οι αξισvυμμετρικές. Παρ’ όλα αυτά, οι Δαφέρμος και
Rodnianski κατάφεραν να αποδείξουν την ομοιόμορφη φραξιμότητα των λύσvεων
της κυματικής εξίσvωσvης και σvε αυτήν την περίπτωσvη για |a| << M , διασvπώντας
κάθε τέτοια λύσvη (μέσvω κατάλληλου μετασvχηματισvμού Fourier) σvε δύο τμήματα,
και εκμεταλλευόμενοι τις μεθόδους της Schwarzschild για το ένα και μια κατάλληλη
εφαρμογή της μεθόδου του διανυσvματικού πεδίου για το άλλο ώσvτε να καταλήξουν

σvτο ζητούμενο (βλέπε [14]). Στην σvυνέχεια, εκμεταλλευόμενοι την “κρυμμένη”
σvυμμετρία της Kerr, η οποία επιτρέπει τον διαχωρισvμό της κυματικής εξίσvωσvης σvε
ένα κατάλληλο σvύσvτημα σvυντεταγμένων, επέκτειναν και το θεώρημα πολυωνυμικής
μείωσvης αρχικά για μικρές τιμές του α, και σvτην σvυνέχεια σvε όλο το υποακραίο
εύρος ([15]).
Μέχρι σvτιγμής παρουσvιάσvαμε μόνο αποτελέσvματα ενδεικτικά της ευσvτάθειας

κάποιων λύσvεων των εξισvώσvεων Einstein. Για το λόγο αυτό, λοιπόν, θα κλείσvουμε
την παράγραφο αυτή αναφέροντας ένα αποτέλεσvμα σvχετικό με την ασvτάθεια των

ακραίων λύσvεων Reissner-Nordstrom: Σε αυτές τις περιπτώσvεις, η σvυμπεριφορά
των λύσvεων αυτών σvε μια περιοχή του ορίζοντα διαφέρει δρασvτικά από την υποακραια

περίπτωσvη, και για το λόγο αυτό οι μηχανισvμοί που χρησvιμοποιήθηκαν για την
απόδειξη της ομοιόμορφης φραξιμότητας για τις λύσvεις της κυματικής εξίσvωσvης

σvτην Schwarzschild και σvτις υποακραίες Reissner-Nordstrom καιKerr δεν μπορούν
να εφαρμοσvτούν. Παρ’ όλα αυτά, ο Σ. Αρετάκης κατάφερε να δείξει (βλ. [16, 17])
ότι και σvε αυτήν την περίπτωσvη οι λύσvεις της κυματικής εξίσvωσvης παραμένουν
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ομοιόμορφα φραγμένες (σvτην περιοχή επικοινωνίας με το φωτοειδές άπειρο), καθώς
και ότι η ενέργειά τους με βάρη που φθίνουν σvτον ορίζοντα φθίνει ασvυμπτωτικά.
Πέρα από αυτό, όμως, απέδειξε ότι το αποτέλεσvμα αυτό είναι κατά κάποιο τρόπο
βέλτισvτο: η ενέργειά τους με βάρη οπου δεν φθίνουν σvτον ορίζοντα εν γένει δεν
φθίνει, ενώ μπορει να κατασvκευάσvει κανείς λύσvεις των οποίων κάποια ενέργεια
υψηλότερης τάξης (με βάρη που δεν φθίνουν σvτον ορίζοντα) τείνει να απειρισvτεί!
Το γεγονός αυτό, φυσvικά, σvτα πλαίσvια της προηγούμενης σvυζήτησvης, αποτελεί μια
ισvχυρή ένδειξη ασvτάθειας τέτοιων ακραίων μαύρων οπών.
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Par�rthma Aþ

'Uparxh kai monadikìthta
lÔsvewn gia thn kumatik 
exÐsvwsvh

Για την αντιμετώπισvη των προβλημάτων ύπαρξης και μοναδικότητας λύσvεων για

τις εξισvώσvεις Einstein, αλλά και για την μελέτη της ευσvτάθειας λύσvεων αυτών
είναι αναγκαίο να προσvφύγει κανείς σvτην θεωρία των οιωνεί γραμμικών κυματικών

εξισvώσvεων. Σκοπός της εν λόγω παραγράφου του παραρτήματος, λοιπόν, είναι
να σvυλλεχθούν και να σvκιαγραφηθούν κάποια από τα βασvικά θεωρήματα τα οποία

χρησvιμοποιούνται σvε διάφορα σvημεία της προκείμενης εργασvίας. Για τον σvκοπό
αυτό, ακολουθώντας τον [2] θα ξεκινήσvουμε εσvτιάζοντας σvτα κεντρικά θεωρήματα
ύπαρξης και μοναδικότητας που αφορούν σvτις γραμμικές κυματικές εξισvώσvεις, ώσvτε
εφοδιασvμένοι με αυτά να αποδείξουμε τις κατάλληλες γενικεύσvεις τους σvτην μη

γραμμική περιπτωσvη.

A.1 Grammik  kumatik  exÐsvwsvh

Για να αποφύγουμε περιττούς σvυμβολισvμούς και επεξηγήσvεις, σvτις παραγράφους
που ακολουθούν με Cn θα σvυμβολίζουμε το σvύνολο των (n+ 1)× (n+ 1) πραγ-
ματικών πινάκων Amn για τους οποίους ισvχύει ότι A00 < 0 και ο υποπίνακας
Aij , i, j ∈ {1, ...n} είναι θετικά ορισvμένος. Οι πίνακες του σvυνόλου αυτού θα
καλούνται Λορέντζιοι, και είναι εύκολο να διαπισvτώσvουμε ότι αν A ∈ Cn τότε ο Α
έχει μία αρνητική ιδιοτιμή και n θετικές. Επιπλέον, A ∈ Cn ⇔ A−1 ∈ Cn, αφού:

A =

(
a00 vT

v Ã

)
⇒ A−1 =

 1
a00−vT Ã−1v

(
− 1

a00−vT Ã−1v
Ã−1v

)T(
− 1

a00−vT Ã−1v
Ã−1v

) (
Ã−1 + 1

a00−vT Ã−1v
(Ã−1v)(Ã−1v)T

) 
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και σvυνεπώς το ζητούμενο προκύπτει εύκολα αφού δεδομένου ότι και ο Ã−1
εί-

ναι θετικά ορισvμένος ισvχύει ότι vT Ã−1v ≥ 0 και ∀x ∈ Rn :
(
vT Ã−1x

)2 ≤(
xT Ã−1x

)(
vT Ã−1v

)
. Επιπλέον, για κάθε τριάδα θετικών αριθμών a = (a1, a2, a3)

θα σvυμβολίζουμε με Cn,a το σvύνολο των Λορέντζιων πινάκων Amn για τους οποίους

ισvχύει A00 < −a1, {Aij}ni,j=1 > a2I (ανισvότητα πινάκων) και
∑

m,n |Amn| < a3.
Χάριν ευκολίας, σvτο εξής όποτε σvυμβολίζουμε οποιουσvδήποτε δείκτες με ελλ-

ηνικά γράμματα θα εννοούμε ότι παίρνουν τιμές από 0 μέχρι n (όπου το n θα
καθορίζεται αναλόγως με την περίσvτασvη), ενώ ο σvυμβολισvμός τους με λατινικούς
χαρακτήρες θα υποδηλώνει ότι παίρνουν τιμές μόνο από 1 μέχρι n. Πέραν αυτού,
θα σvυμβολίζουμε κατα τα γνωσvτά τις σvυνισvτώσvες του αντίσvτροφου του πίνακα Amn

με Amn.
Με αυτούς τους σvυμβολισvμούς, λοιπόν, θα καλούμε γραμμική κυματική εξίσvωσvη

μια εξίσvωσvη της μορφής

gmn∂m∂nu+ am∂mu+ bu = f

όπου οι g, a, b και f είναι ορισvμένες σvτον Rn+1
και έχουν τιμές σvτους χώρους

Cn, (RN×N )n+1,RN×N και RN αντίσvτοιχα, και αναζητούμε μια λύσvη u που είναι
σvυνάρτησvη ορισvμένη σvτον Rn+1

με τιμές σvτον RN .
Δεδομένου ότι τοσvο οι σvυντελεσvτές όσvο και η λύσvη μας ικανοποιούν κατάλλη-

λες σvυνθήκες ώσvτε το ολοκλήρωμα να έχει νόημα, μπορούμε να ορίσvουμε την
σvυνάρτησvη ενέργειας:

E(t) =

ˆ
[x0=t]

(
− g00|∂0u|2 + gij∂iu · ∂ju) dx

=

ˆ
Rn

(
− g00|∂0u|2 + gij∂iu · ∂ju)(t, ·) dx

όπου | · | : η ευκλείδεια νόρμα και [x0 = t] = {(x0, x1, ...xn) ∈ Rn+1|x0 = t} ' Rn.
Το πρόβλημα αρχικών τιμών που θα μελετήσvουμε για μια τέτοια γραμμική

κυματική εξίσvωσvη, για την οποία g ∈ C1(Rn+1, Cn,a) για κάποιο a = (a1, a2, a3)
με ai > 0, οι υπόλοιποι σvυντελεσvτές είναι σvυνεχείς σvυναρτήσvεις και επιπλέον τόσvο
οι σvυντελεσvτές αυτοί όσvο και η πρώτη παράγωγος της g ειναι φραγμένοι, έγκειται
σvτο να βρούμε μια σvυνάρτησvη u η οποία να ικανοποιεί την γραμμική κυματική
εξίσvωσvη σvτην ασvθενή της μορφή και ταυτόχρονα να ισvχύει ότι u(0, ·) = u0(·)
και ∂0u(0, ·) = u1(·). θα υποθέτουμε ότι οι αρχικές τιμές μας (u0, u1) : Rn →
RN×RN έχουν πεπερασvμένη ενέργεια, ανήκουν δηλαδή σvτην πληρότητα του χώρου
C∞0 (Rn,RN ) × C∞0 (Rn,RN ) με την νόρμα ||(u0, u1)||E =

´
Rn

(
− g00|u1|2 +

gij∂iu0 ·∂ju0 + |u|2) dx. Θα δείξουμε ότι ένα τέτοιο πρόβλημα αρχικών τιμών έχει
λύσvη και μάλισvτα μοναδική.
Για τον σvκοπό αυτό, απαραίτητες είναι κάποιες εκτιμήσvεις που μπορεί να εξάγει

κανείς για την σvυνάρτησvη ενέργειας. Υποθέτοντας, λοιπόν, ότι οι σvυντελεσvτές
είναι όπως πρίν και η C∞ σvυνάρτησvη u ικανοποιεί την εξίσvωσvη και ταυτόχρονα
∀I ⊂ R σvυμπαγές ∃KI ⊂ Rn σvυμπαγές ώσvτε u(t,x)=0 ∀t ∈ I, x ∈ (Rn�KI),
έχουμε ότι:
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d

dt
E =

ˆ
Rn

(
− (∂0g

00)|∂0u|2 + (∂0g
ij)∂iu · ∂ju+

+2(−g00∂0u · ∂2
0u+ gij∂iu · ∂j∂0u+ u · ∂0u

)
dx

Δεδομένου ότι g ∈ C1(Rn+1, Cn,a) και οι πρώτες παράγωγοι της g είναι φραγ-
μένες, έχουμε ότι για κάποια θετική σvταθερά C ισvχύει

´
Rn+1 −(∂0g

00)|∂0u|2 +
(∂0g

ij)∂iu · ∂ju− 2u · ∂0u dx ≤ C ·E. (Στο εξής κάθε τέτοια θετική σvταθερά θα
την σvυμβολίζουμε με C) Επιπλέον, επειδή η u ικανοποιεί την κυματική εξίσvωσvη
έχουμε ότι:

ˆ
Rn

(
gij∂iu · ∂j∂0u− g00∂0u · ∂2

0u
)

dx =

=

ˆ
Rn

gij∂iu · ∂j∂0u− ∂0u · (f − am∂mu− bu− 2g0i∂i∂0u− gij∂i∂ju) dx =

=

ˆ
Rn

−(∂jg
ij)∂iu·∂0u−gij∂i∂ju·∂0u−∂0u·(f−am∂mu−bu−2g0i∂i∂0u−gij∂i∂ju) dx =

=

ˆ
Rn

−(∂jg
ij)∂iu · ∂0u− ∂0u · (f − am∂mu− bu− 2g0i∂i∂0u) dx =

=

ˆ
Rn

−(∂jg
ij)∂iu · ∂0u− ∂0u · f + am∂mu · ∂0u+ bu · ∂0u− (∂ig

0i)∂0u · ∂0u) dx

≤ C · E + C · E 1
2 ||f ||L2

όπου οι παραγοντικές ολοκληρώσvεις ως προς τις χωρικές παραγώγους έχουν νόημα

λόγω της υπόθεσvης ότι η u έχει σvυμπαγή φορέα ως προς τις χωρικές σvυντεταγ-
μένες. . Προσvθέτοντας κατά μέλη, λοιπόν, έχουμε ότι:

d

dt
E ≤ CE + CE

1
2 ||f ||L2

Θέτοντας Ee = E + ε, ε>0 αρκούντως μικρό (ώσvτε να εξασvφαλίσvουμε ότι

Ee > 0 και διαιρώντας με E
1
2
e έχουμε ότι

d

dt
(E

1
2
e ) ≤ CE

1
2
e + C||f ||L2

οπότε ολοκληρώνοντας, εφαρμόζοντας το λήμμα του Gronwall και παίρνοντας το
όρο ε→ 0 έχουμε ότι:

E
1
2 (t) ≤

(
E

1
2 (0) + C

ˆ t

0

||f(s, ·)||L2 ds
)
eCt
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Ανισvότητες αυτής της μορφής, όπως θα δούμε σvτην σvυνέχεια, διαδραματίζουν
θεμελιώδη ρόλο σvτην μελέτη ακόμη και των μη γραμμικών εξισvώσvεων, καθώς
επιτρέπουν τον έλεγχο της εξέλιξης της λύσvης σvτον χρόνο.
Επιπλέον, αντιμεταθέτοντας την κυματική εξίσvωσvη με χωρικές και χρονικές

παραγώγους, μπορούμε να πάρουμε αντίσvτοιχες εκτιμήσvεις και για ενέργειες υψη-
λότερης τάξης. Πιο σvυγκεκριμένα, για κάθε k μη αρνητικό ακέραιο μπορούμε να
ορίσvουμε

Ek(t) =
∑
|a|≤k

ˆ
Rn

(
− g00|∂0∂

au|2 + gij∂i∂
au · ∂j∂au+ |∂au|2)(t, ·) dx

όπου για έναν πολυδείκτη a = (a0, a1, ...an) σvυμβολίζουμε ∂a = ∂a00 · · · ∂ann .
Με αυτόν τον σvυμβολισvμό, υποθέτοντας ότι οι αντίσvτοιχες παράγωγοι των σvυν-

τελεσvτών υπάρχουν και ειναι φραγμένοι σvτον Rn+1
έχουμε ότι για κάθε πολυδεικτη

α με |a| ≤ k ισvχύει:

L∂au = ∂af + [L, ∂a]u

όπου L = gmn∂m∂n + am∂m + b.

Επειδή, λοιπόν, ότι [L, ∂a] = −
∑|a|
|i|=1((∂igmn)∂m∂n + (∂iam)∂m + ∂ib)∂a−i

(όπου i: πολυδεικτης) και επομένως

||[L, ∂a]u(t, ·)||L2 ≤ C · E
1
2

k

επαναλαμβάνοντας ακριβώς τα προηγούμενα βήματα προκύπτει ότι:

E
1
2

k (t) ≤
(
E

1
2

k (0) + C

ˆ t

0

||f(s, ·)||Hk ds
)
eCt

Δεδομένου ότι η σvυνάρτησvη g παίρνει τιμές σvτον χώρο Cn,a για κάποια θετική
τριάδα a = (a1, a2, a3), η τελευταία σvχέσvη είναι ισvοδύναμη με την:

||u(t, ·)||Hk+1+||∂0u(t, ·)||Hk ≤
(
||u(0, ·)||Hk+1+||∂0u(0, ·)||Hk+C

ˆ t

0

||f(s, ·)||Hk ds
)
eCt

Μπορούμε με παρόμοιο τρόπο να δείξουμε ότι η πιο πάνω ανισvότητα μπορεί να επεκ-

ταθεί και σvτην περίπτωσvη που ο k είναι αρνητικός ακέραιος, θεωρώντας απλώς την
σvυνάρτησvη U = (Id − Δ)−ku (όπου ο τελεσvτής Δ περιμλαμβάνει μόνο χωρικές
παραγωγίσvεις) και αντιμεταθέτοντας τον τελεσvτή L με τον (Id−Δ)−k, και χρησvι-
μοποιώντας την εξίσvωσvη για την εκτίμησvη των χρονικών παραγώγων δεύτερης

τάξης που προκύπτουν εν σvυνεχεία.
Χρησvιμοποιώντας τις προκείμενες ανισvότητες, λοιπόν, είμασvτε σvε θέσvη να

αποδείξουμε την ύπαρξη μοναδικής λύσvης του προβλήματος αρχικων τιμών:

Θεώρημα: Αν οι σvυντελεσvτές της κυματικής εξίσvωσvης είναι C∞ σvυ-
ναρτήσvεις και επιπλέον ∀T > 0,∃a = (a1, a2, a3) > 0 ώσvτε g ∈
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C∞([−T, T ]×Rn, Cn,a), τότε το πρόβλημα αρχικών τιμών με αρχικές
σvυνθήκες u0, u1 ∈ C∞0 (Rn,RN ) έχει μοναδική λύσvη u ∈ C∞(Rn+1,RN ).
Για την u ισvχύει επιπλέον ότι ∀I ⊂ R σvυμπαγές ∃KI ⊂ Rn σvυμπαγές
ώσvτε u(t,x)=0 ∀t ∈ I, x ∈ (Rn�KI).

Παρατήρησvη: Δεδομένου ότι οι ανισvότητες ενέργειας μας επιτρέπουν να ελέγξ-
ουμε τοπικά την Hk+1- νόρμα της u και την Hk

νόρμα της ∂0u με την βοήθεια
της Hk- νόρμας της f, το πιο πάνω θεώρημα μπορεί (με την βοήθεια διαμερίσvεων
της μονάδας και επιχειρημάτων πυκνότητας) να επεκταθεί και σvτην περίπτωσvη ασv-
θενέσvτερων σvυνθηκών σvτις αρχικές σvυνθήκες και τους σvυντελεσvτές.

Απόδειξη:
Μοναδικότητα:
Θα αποδείξουμε πως σvτην περίπτωσvη όπου f=0 και οι αρχικές σvυνθήκες ειναι

οι μηδενικές, η μόνη C2
λύσvη του προβλήματος είναι η u=0. Δεδομένης της

γραμμικότητας της εξίσvωσvης, δοθέντων δύο λύσvεων u1, u2 που ικανοποιούν το

ίδιο πρόβλημα αρχικών τιμών μπορούμε αφαιρώντας κατά μέλη να αναχθούμε σvε

αυτήν την απλούσvτερη περιπτωσvη. Παρότι η απόδειξη του ισvχυρισvμού αυτού μπορεί
να γίνει και με απλούσvτερα μέσvα, επιλέγουμε τον εν λόγω τρόπο καθώς μπορεί να
γενικευτει εύκολα και σvτην περίπτωσvη των λορέντζιων πολλαπλοτήτων

Πιο σvυγκεκριμένα, θα δείξουμε ότι ∀K ⊂ Rn ανοιχτό και φραγμένο σvτο οποίο
ισvχύει ότι u|K = ∂0u|K = 0 θα ισvχύει και ότι u=0 σvτο D(K), όπου το D(K)
αποτελείται από τα x ∈ Rn+1

εκείνα για τα οποία κάθε μεγισvτική καμπύλη γ με

γ(0) = x για την οποία ισvχύει ότι gmnγ̇mγ̇n < 0 τέμνει το Κ. Υποθέτουμε, δηλαδή,

ότι ο Rn+1
γίνεται μια Λορέντζια πολλαπλότητα με την μετρική g, και επομένως

σvτο εξής όλοι οι σvυμβολισvμοί μας θα είναι σvύμφωνοι με αυτό.
Θεωρώντας τον τανυσvτή Tmn = ∂mu·∂nu− 1

2 (gkl∂ku·∂lu)gmn και, θέτονταςN =
∂
∂0

(και επομένως το Ν ειναι ένα χρονόμορφο διανυσvματικό πεδίο σvτον (Rn+1, g)),

ορίζουμε την 1-μορφή Jm = ΤmnN
n, και θέτουμε V m = ekx

0

Jm. Με αυτόν τον
σvυμβολισvμό, οι πράξεις εύκολα μας δίνουν ότι:

div(V ) = ∇mV
m = ekx

0

(∇mJ
m + kTmnN

mNn)

Δεδομένου ότι το Ν είναι χρονόμορφο και ∀T > 0 περιορισvμένη σvτο D(K) ∩
{−T < x0 < T} η g ανήκει σvε κάποιον χώρο Cn,a , οπότε και προκύπτει ότι

TmnN
mNn ≥ C|∇u|2, για αρκούντως μεγάλο k ισvχύει div(V ) > ekx

0 |∇u|2
Συνεπώς, σvύμφωνα με τον τύπο του Green, αν S είναι μια κατά τμήματα C1

χωρόμορφη υπερεπιφάνεια με μελλοντικό μοναδιαίο κάθετο διάνυσvματικό πεδίο n
η οποία βρισvκεται εξ’ ολοκλήρου σvτο D(K) ∩ {−T < x0 < T} ∩ J+(K) και για
την οποία ισvχύει ότι ∂S ⊂ K̄ θα έχουμε ότι:

ˆ
W

div(V ) =

ˆ
K′
V mN ′m −

ˆ
S

V mnm

όπου Κ’ το υποσvύνολο του Κ που περικλείεται από την ∂S, Ω: το ανοιχτό σvύνολο
που περικλείεται από την S και το K’ και N’: ένα μελλοντικό κάθετο διανυσvματικό
πεδίο του Rn.
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Ο όρος του αρισvτερού μέλους είναι μη αρνητκός, σvύμφωνα με τους προηγού-
μενους υπολογισvμούς. Στο δεξί μέλος, ο πρώτος όρος είναι 0 (λόγω των αρχικών
σvυνθηκών), ενώ ο δεύτερος είναι μη θετικός (όπως προκύπτει εύκολα με υπολογισv-
μούς). Κατά σvυνέπεια, θα πρέπει και τα δύο μέλη να είναι ταυτοτικά 0, και επομένως
η ∇u θα πρέπει να ειναι ταυτοτικά 0 σvτο Ω και άρα (εφ’ όσvον u = 0 σvτο Κ’) u=0
σvτο Ω. Επειδή (όπως μπορεί εύκολα να δειχθεί) κάθε σvημείο σvτο εσvωτερικό του
D(K)∩ J+(K) ανήκει σvτο αντίσvτοιχο Ω για κάποια υπερεπιφάνεια S τέτοιας μορ-
φής (μια και, λόγω των υποθέσvεων για την g, ο Rn ειναι μια υπερεπιφάνεια Cauchy
του (Rn+1, g) και επομένως το Κ είναι μια υπερεπιφάνεια Cauchy του D(K), και
έτσvι οι υπερεπιφάνειες S μπορούν να ορισvτούν ως οι ισvουψείς μιας κατάλληλης
σvυνάρτησvης χρόνου σvτο D(K)), σvυμπεραίνουμε ότι u=0 σvτο D(K)∩J+(K). Με
όμοια επιχειρήματα καταλήγουμε ότι u=0 και σvτο D(K) ∩ J−(K), και επομένως
u=0 σvτο D(K).
Επιπλέον, με τον τρόπο αυτό βλέπουμε πως αν u0, u1 ∈ C∞0 (Rn,RN ), δηλαδή

αν ∃K ⊂ Rn σvυμπαγές ώσvτε u0 = u1 = 0 σvτο Rn�K, τότε u=0 σvτο D(Rn�K).
΄Υπαρξη:
΄Εσvτω Τ>0. Θα ασvχοληθούμε μόνο με την περίπτωσvη των μηδενικών αρχικών

σvυνθηκών. Η γενικότερη περίπτωσvη μπορεί να αντιμετωπισvτεί λύνοντας την αν-
τίσvτοιχη εξίσvωσvη για την σvυνάρτησvη ũ(t, x) = u(t, x)−Ψ(t, x) · u0(x), όπου Ψ ∈
C∞0 (Rn+1,RN×N ) με Ψ=0 για |t| ≥ T + 1 και Ψ(0,x) = Id, (∂0Ψ(0, x))u0(x) =
u1(x).
Κατ’ αρχάς, θα δείξουμε ότι ∀k ≥ 0 υπάρχει μια σvυνάρτησvη Ũ ∈ L∞([0, T ], Hk+1(Rn,RN ))∩

W 1,∞((0, T ), Hk(Rn,RN )) (ο χώρος αυτός δεν είναι άλλος από την πληρότητα
του C∞0 (Rn+1,RN ) με την νόρμα ||w(·)|| = esssupx0∈[0,T ]|(||w(x0, ·)||Hk+1)| +
esssupx0∈[0,T ]|(||∂0w(x0, ·)||Hk)|) για την οποία να ισvχύει ότι ∀φ ∈ C∞0 (Rn+1,RN )
η οποία είναι ταυτοτικά 0 για x0 > T , έχουμε ότι:

ˆ T

0

< Ũ(t, ·), L∗φ(t, ·) >L2 dt =

ˆ T

0

< f(t, ·),φ(t, ·) >L2 dt

όπου L = gmn∂m∂n+am∂m+b και L∗ = ∂m∂n(g
mn·)−∂m(am·)+b ο τυπικός σvυζυγής

του.
Για να δείξουμε αυτό εργαζόμασvτε ως εξής: Κατ’ αρχάς, παρατηρούμε (εφαρ-

μόζοντας τον κανόνα της αλυσvίδας για τις παραγωγίσvεις) ότι ο τελεσvτής L∗

είναι ίδιου τύπου με τον L, και επομένως ισvχύουν και για αυτόν ενεργειακές
ανισvότητες όπως αυτές που έχουμε δείξει. Κατά σvυνέπεια, ∀k ≥ 0 ∃C > 0 ώσvτε
∀φ ∈ C∞0 (Rn+1,RN ) η οποία είναι ταυτοτικά 0 για x0 > T , να έχουμε ότι:

||φ(t, ·)||H−k+1 + ||∂0φ(t, ·)||H−k ≤ C
ˆ T

t

||L∗φ(s, ·)||H−k ds

Κατά σvυνέπεια, αν ορίσvουμε το γραμμικό σvυναρτησvιακό F το οποίο δέχεται ως
όρισvμα σvυναρτήσvεις L∗φ όπου η φ είναι όπως πριν και περιγράφεται από την σvχέσvη:

F (L∗φ) =

ˆ T

0

< f(t, ·),φ(t, ·) >L2 dt

τότε από την προηγούμενη ανισvότητα ενέργειας έπεται ότι:

65



|F (L∗φ)| ≤ (supt∈[0,T ]||f(t, ·)||Hk)·
ˆ T

0

||L∗φ(s, ·)||H−k−1 ds = Cf ||L∗φ||L1H−k−1

Αν, λοιπόν, σvυμβολίσvουμε με X τον υπόχωρο του L1
(
[0, T ], H−k−1

)
που

παράγεται από τις σvυναρτήσvεις της μορφής L∗φ (όπου η φ είναι όπως πριν),
τότε το γραμμικό σvυναρτησvιακό F ορισvμένο σvε αυτόν είναι φραγμένο. Σύμφωνα
με το θεώρημα Hahn Banach, λοιπόν, μπορούμε να επεκτείνουμε το σvυναρτησvι-
ακό αυτό σvε όλο τον L1

(
[0, T ], H−k−1

)
με την ίδια νόρμα - την επέκτασvη αυτή,

βέβαια, την κάνουμε για βοηθητικούς κυρίως λόγους, μια και σvτην σvυνέχεια θα
τροποποιήσvουμε ξανά το σvυναρτησvιακό. Προς το παρόν θα σvυμβολίζουμε ένα
τέτοιο σvυναρτησvιακό με F̃ .
Επιπλέον, ισvχύεί ότι για κάθε σvυνάρτησvη φ όπως πριν:

|F̃ (∂0L
∗
φ) = |F̃ (L∗(∂0φ))− F̃ ([L∗, ∂0]φ)| ≤ |F̃ (L∗(∂0φ))|+ |F̃ ([L∗, ∂0]φ)|

Για τον πρώτο όρο, λόγω του ορισvμού του σvυναρτησvιακού F για όρους της
μορφής L∗ψ και των ανισvοτήτων ενέργειας ισvχύει ότι φράσvσvεται ως εξής:

|F̃ (L∗(∂0φ))| = |
ˆ T

0

< f(t, ·), ∂0φ(t, ·) >L2 dt| ≤ Cf
ˆ T

0

||∂0φ(t, ·)||H−k−1 dt| ≤

≤ Cf
ˆ T

0

||L∗φ(t, ·)||H−k−1 dt = C||L∗φ||L1H−k−1

Για να επιτύχουμε ένα αντίσvτοιχο φράξιμο του δεύτερου όρου, ορίζουμε τον
τελεσvτή L̂ = 1

g00L
∗, για τον οποίο ισvχύει ότι ο σvυντελεσvτής του ∂2

0 είναι το 1.

Σε αυτήν την περίπτωσvη, έχουμε ότι ∀l ∈ Z: ||(L̂− ∂2
0)φ(t, ·)||Hl ≤ C(||φ||Hl+2 +

||∂0φ||Hl+1) και ||L̂φ|| ≤ C||L∗φ||, επομένως:

||[L∗, ∂0]φ(t, ·)||Hl ≤ C(||∂2
0φ(t,·)||Hl + ||∂0φ(t,·)||Hl+1 + ||φ(t,·)||Hl+2) ≤

≤ C(||L∗φ(t,·)||Hl+1 + ||∂0φ(t,·)||Hl+1 + ||φ(t,·)||Hl+2) ≤

≤ C(||L∗φ(t, ·)||Hl+1 +

ˆ T

0

||L∗φ(s, ·)||Hl+1 ds)

όπου η τελευταία ανισvότητα προέκυψε από την αντίσvτοιχη ανισvότητα ενέργειας.
Κατά σvυνέπεια, για l=-k-1, ο δεύτερος όρος της ανισvότητας .. μπορεί να εκτιμηθεί
ως:

|F̃ ([L∗, ∂0]φ)| ≤ CF̃
ˆ T

0

||[L∗, ∂0]φ(t, ·)||H−k−1 dt ≤ C||L∗φ||L1H−k
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Ως εκ τούτου, καταλήξαμε ότι αν σvυμβολίσvουμε με Y τον υπόχωρο του C∞0 ([0, T )×
Rn,RN ) που παράγεται από σvυναρτήσvεις της μορφής L∗φ (φ: όπως προηγουμένως)
(θεωρούμε ότι τα σvτοιχεία του χώρου αυτού δεν μηδενίζονται απαραίτητα σvτο
“κλεισvτό” άκρο {0} × Rn) και με X2 την εικόνα του υπόχωρου αυτού μέσvω της

γραμμικής απεικόνισvης ∂0 : C∞0 ([0, T )×Rn,RN )→ C∞0 ([0, T )×Rn,RN ) τότε ο
τελεσvτής F̃ (περιορισvμένος σvτον Χ, όπου ταυτίζεται με το αρχικό μας σvυναρτησvι-
ακό F) ικανοποιεί τις εξής σvχέσvεις:

� |F̃ (y)| ≤ Cf ||y||L1H−k−1 ∀y ∈ Χ

� |F̃ (∂0x)| ≤ C ′f ||x||L1H−k ∀x ∈ X2 ∩ (∂−1
0 X)

Η τελευταία ιδιότητα μπορεί να γραφεί και ισvοδύναμα ως |F̃ (y)| ≤ C ′fh(y)∀y ∈ X,
όπου το θετικό υπογραμμικό σvυναρτησvιακό h ορίζεται ως h(y) = infx∈∂−1

0 ({y}){||x||L1((0,T ),H−k)}
και φυσvικά έχουμε κάνει την σvύμβασvη inf{Ø} = +∞. Κατά σvυνέπεια,από το
θεώρημα Hahn Banach (όπου πλέον τον ρόλο του υπογραμμικού σvυναρτησvιακού

θα παίζει το f̂(y) = min
{
||y||L1H−k−1 , infx∈A−1({y}){||x||L1H−k}

}
, οπου A =

∂0 : C∞0 → C∞0 ⊂ L1H−k−1) ο περιορισvμός της F̃ σvτον Χ (ο οποίος, φυσvικά,
ταυτίζεται με το αρχικό μας σvυναρτησvιακό F) μπορεί να επεκταθεί σvε ολόκληρο τον
χώρο L1([0, T ], H−k−1) ώσvτε να σvυνεχίζει να κυριαρχείται από το υπογραμμικό

σvυναρτησvιακό f̂ , ας ονομάσvουμε την επέκτασvη αυτή U.Μπορούμε, λοιπόν, να θεω-
ρούμε ότι U ∈ L∞([0, T ], Hk+1). Λόγω του ότι η επέκτασvη αυτή θα σvυνεχίζει να

κυριαρχείται από το σvυναρτησvιακό f̂ που επιλέξαμε, θα έχουμε ότι ∃C > 0 : ∀φ ∈
C∞0 ((0, T )×Rn,RN ): |

´ T
0

´
Rn < U(t, ·), ∂0φ(t, ·) > dxdt| ≤ C||φ||L1H−k . Ως εκ

τούτου, η U έχει ασvθενή παράγωγο σvτον
(
L1((0, T ), H−k)

)∗
= L∞((0, T ), Hk),

γεγονός από το οποίο έπεται ότι U ∈ W 1,∞((0, T ), Hk). Ακόμη, λόγω του υπ-
ογραμμικού σvυναρτησvιακού που χρησvιμοποιήσvαμε, η προηγούμενη σvχέσvη θα πρέπει
να ικανοποιείται και από όλα τα σvτοιχεία του C∞0 ([0, T ) × Rn,RN ) (και από σv-
τοιχεία, δηλαδή, που δεν μηδενίζονται σvτο “κλεισvτό” άκρο {0}×Rn). Για το λόγο
αυτό, το ίχνος της U για x0 = 0 θα πρέπει να μηδενίζεται: U |{x0=0} = 0.

Tο U που έχουμε κατασvκευάσvει μέχρι σvτιγμής δεν είναι απαραίτητα ασvθενής
λύσvη της εξίσvωσvής μας. Αν όμως, αρχικά, υποθέσvουμε ότι η f μηδενίζεται για
x0 < 0, τότε η σvυνάρτησvη U μπορεί να επεκταθεί τεριμμένα (δηλαδή ωσvτε U = 0
για x0 < 0) ωσvτε να ανήκει σvτον L∞

(
(−∞, T ], Hk+1

)
∩W 1,∞((−∞, T ), Hk) (το

ότι η επεκτεταμένη σvυνάρτησvη σvυνεχίζει να έχει ασvθενή χρονική παράγωγο έπεται

με την ίδια δικαιολογία με την οποία καταλήξαμε σvτο σvυμπέρασvμα για το ίχνος της

U). Σε αυτήν την περίπτωσvη, η U είναι μια ασvθενής λύσvη της εξίσvωσvής μας (με
μηδενικές αρχικές τιμές) σvτο (−∞, T ]× Rn+1, μια και ικανοποιεί την σvχέσvη:

ˆ T

−∞

ˆ
Rn+1

LU · φ dxdt =

ˆ T

−∞

ˆ
Rn+1

f · φ dxdt ∀φ ∈ C∞0 ((−∞, T )× Rn,RN )

΄Αμεσvα προκύπτει (υπολογίζοντας το αντίσvτοιχο ολοκλήρωμα της L2
νόρμας)

ότι κάθε σvτοιχείο του
(
L∞
(
(−∞, T ], Hk+1

)
∩W 1,∞((−∞, T ], Hk) είναι και σv-

τοιχείο του L2
loc

(
Rn+1,RN × RN

)
το οποίο έχει k ασvθενείς παραγώγους σvτις
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χωρικές κατευθύνσvεις και τουλάχισvτον μια ασvθενή παράγωγο σvτην χρονική διεύθνσvη.
Δεδομένου ότι η U, όμως, είναι ασvθενής λύσvη της εξίσvωσvης μπορούμε να δείξουμε
επαγωγικά ότι έχει και k+1 ασvθενείς παραγώγους σvτην χρονική διεύθυνσvη, καθώς
χρησvιμοποιώντας την εξίσvωσvη μπορούμε να “αντικατασvτήσvουμε” κάθε παράγωγο
∂2

0U της U με τους υπόλοιπους όρους της εξίσvωσvης, που περιλαμβάνουν μόνο
χωρικές παραγωγίσvεις και χρονικές παραγωγίσvεις πρώτης τάξης. Επιπλέον, οι
λύσvεις που παίρνουμε με αυτόν τον τρόπο για k αρκούντως μέγαλο είναι, λόγω
των ανισvοτήτων Sobolev, τάξης τουλάχισvτον C2

και σvυνακόλουθα από το θεώρημα

μοναδικότητας θα πρέπει να ταυτιζονται. Ως εκ τούτου, η λύσvη μας αυτή θα έχει
άπειρες ασvθενείς παραγώγους και σvυνεπώς θα είναι τάξης C∞.
Η περίπτωσvη όπου η f δεν μηδενίζεται ταυτοτικά για x0 < 0 αντιμετωπίζεται

θέτοντας fe(x
0, x1, ..xn) = h(

x0

ε
)f(x0, x1, ...xn), όπου 0 ≤ h(t) ≤ 1 και h=1 για

t>1, h=0 για t<0. Λύνοντας το νέο πρόβλημα αρχικών τιμών, με λύσvη Ue και
παίρνοντας το όριο ε → 0+

καταλήγουμε σvε μια λύσvη του αρχικού προβλήματος.
Το ότι το όριο αυτό υπάρχει και μας δίνει μια λύσvη προκύπτει από την ανισvότητα

για τις ενέργειες αρκούντως υψηλής τάξης

||Ue1(t, ·)− Ue2(t, ·)||Hk+1 + ||∂0Ue1(t, ·)− ∂0Ue2(t, ·)||Hk ≤

≤ C
ˆ t

0

|h(
s

ε1
)− h(

s

ε2
)|||f(s, ·)||k ds

�

Παρ’ ότι το πιο πάνω θεώρημα είναι διατυπωμένο για την περιπτωσvη του Rn+1,
εύκολα μπορεί να γενικευτεί και για την περίπτωσvη καθολικά Λορέντζιων πολ-

λαπλοτήτων, σvτις οποίες η κυματική εξίσvωσvη παίρνει την μορφή �gu+Xu+bu = f
(όπου Χ είναι ένα εφαπτόμενο διανυσvματικό πεδίο), και οι αρχικές σvυνθήκες ορί-
ζονται ως u|S = u0 και Nu|S = u1, όπου Σ μια υπερεπιφάνεια Cauchy και N ένα
μοναδιαίο κάθετο σvε αυτήν. Για την γενίκευσvη αυτή είναι απαραίτητο να δουλέψει
κανείς σvε αρχικά σvε σvε αρκούντως μικρές κυρτές περιοχές των σvημείων της Σ,
όπου τα προηγούμενα αποτελέσvματα επεκτείνονται άμεσvα, και σvτην σvυνέχεια να
επεκταθεί σvε όλη την Μ με επιχειρήματα σvυνεκτικότητας. Επιπλέον, δεδομένου
ότι σvε αρκούντως μικρές περιοχές κάθε δέσvμη μπορεί (εξ’ ορισvμού) να θεωρηθεί
τετριμμένη, με τον ίδιο τρόπο το θεώρημα αυτό επεκτείνεται και σvτην περίπτωσvη
μιας γραμμικής τανυσvτικής εξίσvωσvης.

A.2 Mh grammikèc kumatikèc exÐsvwsveic

Στην υποπαράγραφο αυτή θα μελετήσvουμε το πως οι τεχνικές που παρουσvιάσ-

vαμε για την επίλυσvη ενός προβλήματος αρχικών τιμών για μια γραμμική κυματική

εξίσvωσvη μπορουν να χρησvιμοποιηθούν για την εξαγωγή αντίσvτοιχων σvυμπερασvμάτων

για την περιπτωσvη των μη γραμμικών εξισvώσvεων.
Για το σvκοπό αυτό, απαραίτητη είναι κατ’ αρχάς η διατύπωσvη των εξής ορισvμών:
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� Μία Ck σvυνάρτησvη g : RnN+2N+n+1 → Cn θα καλείται C
k
Ν,n - σvυμβατή

μετρική αν:

– Για κάθε πολυδείκτη a = (a1, ...anN+2N+n+1) με |a| ≤ k και σvυμπαγές
διάσvτημα I ⊂ R υπάρχει σvυνεχής και αύξουσvα σvυνάρτησvη hI,a : R→ R
ώσvτε |(∂agmn)(t, x, v)| ≤ hI,a(|v|) για κάθε t ∈ I, x ∈ Rn, v ∈ RnN+2N

και κάθε δείκτη μ,ν=0,...n.

– Για κάθε σvυμπαγές διάσvτημα I ⊂ R και για κάθε (t, x, v) ∈ I ×
RnN+2N+n

υπάρχει θετική τριάδα a = (a1, a2, a3) ώσvτε g(t, x, v) ∈
Cn,a

� Μια σvυνάρτησvη h : Rn+1 → Rm θα λέμε ότι έχει τοπικά σvυμπαγή χωρικό
φορέα αν ∀I ⊂ R σvυμπαγές ∃KI ⊂ Rn σvυμπαγές ώσvτε h(t,x)=0 ∀t ∈ I, x ∈
(Rn�KI).

� Μία Ck σvυνάρτησvη f : RnN+2N+n+1 → RN θα καλείται Ck Ν,n - σvυμβατή
μη γραμμικότητα αν:

– Για κάθε πολυδείκτη a = (a1, ...anN+2N+n+1) με |a| ≤ k και σvυμπαγές
διάσvτημα I ⊂ R υπάρχει σvυνεχής και αύξουσvα σvυνάρτησvη hI,a : R→ R
ώσvτε |(∂af)(t, x, v)| ≤ hI,a(|v|) για κάθε t ∈ I, x ∈ Rn, v ∈ RnN+2N .

– Η σvυνάρτησvη f(t,x,0) έχει τοπικά σvυμπαγή χωρικό φορέα

� Στο εξής θα σvυμβολίζουμε με k κάθε απεικόνισvη που δέχεται ως όρισvμα μια
C∞ Ν,n - σvυμβατή μετρική g, μια C∞ Ν,n - σvυμβατή μη γραμμικότητα f, και
ένα σvυμπαγές διάσvτημα I ⊂ R και επισvτρέφει μια σvυνεχή μη αρνητκή πραγ-
ματική σvυνάρτησvη ώσvτε I1 ⊆ I2 ⇒ kI1 ≤ kI2 . Επιπλέον, θα σvυμβολίζουμε
με C κάθε απεικόνισvη που δέχεται ως όρισvμα μια C∞ Ν,n - σvυμβατή μετρική,
μια C∞ Ν,n - σvυμβατή μη γραμμικότητα, και ένα σvυμπαγές διάσvτημα I ⊂ R
και επισvτρέφει μη αρνητική σvταθερά ώσvτε I1 ⊆ I2 ⇒ CI1 ≤ CI2 . Δεδομέ-
νου ότι τα ορίσvματα των k, C και το ακριβές πεδίο ορισvμού μιας τέτοιας
σvυνάρτησvης kI [f, g](·) θα είναι ξεκάθαρα σvε κάθε περίπτωσvη, θα χρησvι-
μοποιούμε το ίδιο σvύμβολο ακόμα και για διαφορετικές απεικονίσvεις ώσvτε

να παραμείνουν οι διάφορες παρασvτάσvεις όσvο το δυνατόν απλούσvτερες.

Εκτός αυτού, για μια Ν,n - σvυμβατή μετρική g θα γράφουμε g[u](t, x) ή gu(t, x)
και θα εννοούμε g(t, x, u, ∂0u, ...∂nu). ΄Ομοια και για μια Ν,n - σvυμβατή μη γραμ-
μικότητα f.
΄Ετσvι, λοιπόν, με τους σvυμβολισvμούς αυτούς τα προβλήματα αρχικών τιμών με

τα οποία θα ασvχοληθούμε σvτην παράγραφο αυτή θα είναι της μορφής:
gmnu ∂m∂nu = fu

u(0, ·) = u0

∂0u(0, ·) = u1

΄Ενα άμεσvο σvυμπέρασvμα που μπορεί να εξάγει κανείς αφορά σvτην μοναδικότητα:
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Θεώρημα: Αν η g είναι μια C1
Ν,n - σvυμβατή μετρική και η f είναι μια C1

Ν,n - σvυμβατή μη γραμμικότητα, τότε δύο C2
λύσvεις του προβλήματος

αρχικών τιμών σvτο (−T, T )×Rn που έχουν τις ίδιες αρχικές σvυνθήκες
ταυτίζονται σvε όλο το (−T, T )× Rn.

Απόδειξη:
Παρατηρούμε ότι επειδή οι g, f ειναι C1

απεικονίσvεις, χρησvιμοποιώντας το
θεώρημα μέσvης τιμής έχουμε ότι gu − gv = g1 · (u − v) + g2,l∂l(u − v) όπου
οι σvυντελεσvτές είναι σvυνεχείς σvυναρτήσvεις των t, x, u, v,∇u,∇v, και όμοια και για
το fu− fv. Θέτωντας, λοιπόν, y=u-v και αφαιρώντας κατά μέλη, παρατηρούμε ότι
η y ικανοποιεί τις σvχέσvεις:

gmnu ∂m∂ny +
(
gmn2,l∂m∂nv − f2,l

)
∂ly +

(
gmn1 ∂m∂nv − f1

)
y = 0

y(0, ·) = 0

∂0y(0, ·) = 0

Θεωρώντας, λοιπόν, τα u, v φιξαρισvμένα, η παραπάνω εξίσvωσvη είναι γραμ-
μική ως προς y και, λόγω των υποθέσvεων για τους σvυντελεσvτές, σvύμφωνα με τα
αποτελέσvματα της προηγούμενης παραγράφου η μόνη λύσvη του προβλήματο αυτού

είναι η μηδενική. Συνεπώς y = 0⇔ u = v σvτο (−T, T )× Rn. �
Για να μπορέσvουμε να αποδείξουμε την ύπαρξη λύσvεων σvτο πρόβλημα αρ-

χικών τιμών, είναι απαραίτητο να προσvφύγουμε σvε ανισvότητες ενέργειας. Για τον
σvκοπό αυτό εισvάγουμε τους εξής σvυμβολισvμούς (όλα τα σvύμβολα γράφονται με την
προυπόθεσvη ότι οι σvυναρτήσvεις ειναι τέτοιες ώσvτε να έχουν νόημα):

� m[u](t) =
∑
|a|+j≤2

(
supx∈Rn(|∂a∂j0u|(t, x))

)
� Mk[u](t) = ||u(t, ·)||Hk+1 + ||∂0u(t, ·)||Hk

� Ek[v, u](t) =
∑
|a|≤k

´
Rn

(
−g00

v |∂0∂
au|2 +gijv ∂i∂

au ·∂j∂au+ |∂au|2)(t, ·) dx

Τότε, αν η v έχει τοπικά σvυμπαγή χωρικό φορέα, η g είναι μια C∞ Ν,n - σvυμβατή
μετρική και η f είναι μια C∞ Ν,n - σvυμβατή μη γραμμικότητα και η u είναι λύσvη
του: 

gmnv ∂m∂nu = fv

u(0, ·) = u0

∂0u(0, ·) = u1

όπου οι u0, u1 έχουν σvυμπαγή φορέα, ισvχύει ότι ∀T > 0: Αν I = [0, T ] :

∂0Ek[v, u] ≤ CI + kI(m[v],m[u])
(
M2
k [v] + Ek[v, u]

)

Mk[u](t) ≤ CIMk[u](0) +

ˆ t

0

(
CI + kI(m[v]{(1 +m[u])Mk[v] +Mk[u]}

)
ds

Οι σvχέσvεις αυτές αποδεικνύονται όπως και σvτην γραμμική περιπτωσvη και για

αυτό η απόδειξή τους θα παραλειφθεί- έχοντας κατά νου ότι ∀t ∈ I 1
CI
Ek[v, w](t) ≤
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M2
k [w](t) ≤ CIEk[v, w](t), παραγωγίζουμε την ενέργεια αντιμεταθέτοντας κατάλληλα
με τις χωρικές παραγώγους και φτάνουμε σvτο ζητούμενο χρησvιμοποιώντας μια

ανισvότητα τύπου Gagliardo - Nirenberg.
Επιπλέον, με τον ίδιο τρόπο μπορούμε να αποδείξουμε ότι κάτω από τις ίδιες

πρυποθέσvεις, αν 
gmnv1 ∂m∂nu1 = fv1
u1(0, ·) = u1,0 και

∂0u1(0, ·) = u1,1


gmnv2 ∂m∂nu2 = fv2
u2(0, ·) = u2,0

∂0u2,(0, ·) = u2,1

τότε ισvχύει (όπου M = M0):

M [u2−u1](t) ≤ CIe
´ t
0
kI(m[v2]) ds·

(
M [u2−u1](0)+

ˆ t

0

kI(m[u1],m[v2],m[v2])M [v1−v2] ds
)

Χρησvιμοποιώντας, λοιπόν, τις σvχέσvεις αυτές, είμασvτε σvε θέσvη να αποδείξουμε
το εξής:

Θεώρημα: ΄Εσvτω g μια C∞ Ν,n - σvυμβατή μετρική και f μια C∞

Ν,n - σvυμβατή μη γραμμικότητα. ΄Εσvτω επιπλέον k > n
2 + 1, u0 ∈

Hk+1(Rn,RN ), u1 ∈ Hk(Rn,RN ). Τότε για κάθε σvυμπαγές διάσvτημα
Ι υπάρχει Τ>0 εξαρτώμενο (κατά σvυνεχή τρόπο) από το Ι και τις
||u0||Hk+1 , ||u1||Hk ώσvτε ∀T0 ∈ I να υπάρχει μοναδική λύσvη u ∈
C2([T0, T0+T ]×Rn,RN ) του αντίσvτοιχου προβλήματος αρχικών τιμών
(με αρχικό χρόνο T0). Επιπρόσvθετα, u ∈ C([T0, T0+T ], Hk+1(Rn,RN )),∂0u ∈
C([T0, T0+T ], Hk(Rn,RN )) και για t ∈ [T0, T0+T ] ισvχύει ότι Ek(t) ≤(
Ek(T0) + CI(t− T0)

)
exp
( ´ t

T0
kI(m[u]) ds

)
(όπου Ek = Ek[u, u])

Απόδειξη:
Ας θεωρήσvουμε ακολουθίες αρχικών δεδομένων u0,l, u1,l ∈ C∞0 (Rn,RN ) που

σvυγκλίνουν με την Hk+1
και Hk

νόρμα αντίσvτοιχα σvτα u0, u1. Περιοριζόμενοι
σvε μια υπακολουθία, μπορούμε να υποθέσvουμε ότι για κάθε l ισvχύει ||u0,l||Hk+1 +
||u1,l||Hk < 1 + ||u0||Hk+1 + ||u1||Hk . Ορίζουμε αναδρομικά την εξής ακολουθία
σvυναρτήσvεων σvτον Rn+1:

� w0(t, x) = u0,0(x)

� ΄Εχοντας ορίσvει την wl, η wl+1 ορίζεται ως η λύσvη του προβλήματος
gmnwl

∂m∂nwl+1 = fwl

wl+1(T0, ·) = u0,l+1

∂0wl+1(T0, ·) = u1,l+1

Λόγω των θεωρημάτων ύπαρξης και μοναδικότητας για την γραμμική περίπτωσvη,
η ακολουθία αυτή είναι καλά ορισvμένη και επιπλέον κάθε wl έχει τοπικά σvυμπαγή
χωρικό φορέα. Θα δείξουμε ότι η ακολουθία αυτή σvυγκλίνει σvτην λύσvη σvε ένα
κατάλληλο χωρίο.
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Διαλέγοντας Τ>0 αρκούντως μικρό, μπορούμε να υποθέσvουμε ότι η ακολουθία
(wl, ∂0wl)(t, ·) είναι ομοιόμορφα φραγμένη με την νόρμα Mk (έχοντας, δηλαδή,
επεκτείνει τον ορισvμό της Mk ώσvτε να ισvχύει Mk(u1, u2) = ||u1||Hk+1 + ||u2||Hk).
Κι αυτό, διότι από την ανισvότητα ενέργειας για τα ζεύγη wl, wl+1 σvτο διάσvτημα

I = [T0, T0 + 1]:

Mk[wl+1](t) ≤ CIMk[wl+1](T0)+

ˆ t

T0

(
CI+kI(m[wl]){(1+m[wl+1])Mk[wl]+Mk[wl+1]}

)
ds ≤

≤ C1IMk[wl+1](T0) +

ˆ t

T

(
k1I(Mk[wl])(1 +Mk[wl+1])

)
ds

όπου η δεύτερη ανισvότητα προκύπτει από το γεγονός ότι, λόγω του ότι k + 1 >
n
2 + 2 (και του γεγονότος ότι μπορούμε από την εξίσvωσvη να αντικατασvτήσvουμε
την ∂2

0) η αντίσvτοιχη ανισvότητα Sobolev σvυνεπάγεται ότι m[w] ≤ kI(Mk[w]).
Επιπλέον, εν προκειμένω το k1I μπορεί να θεωρηθεί αύξουσvα σvυνάρτησvη του

Mk[wl]. Συνεπώς, αν C0 = Mk(u0, u1) και θεωρήσvουμε M = 4C1I(C0 + 1)

και T ≤ min{ M
4C1Ik1I(M) ,

log(2C1I)
k1I(M) , τότε (εφαρμόζοντας το λήμμα του Gronwall)

επαγωγικά έπεται άμεσvα ότι Mk[wl](t) ≤M ∀t ∈ [T0, T0 + T ], l ∈ N.
Επιπλέον, η ακολουθία αυτή είναι σvυγκλίνουσvα σvε μία σvυνάρτησvη u(t, ·) σv-

τον χώρο C0([T0, T0 + T ], H1(Rn,RN ))∩C1([T0, T0 + T ], L2(Rn,RN )) (η νόρμα
του χώρου αυτού είναι ισvοδύναμη με την ||v||M = supt∈[T0,T0+T ]M [v]). Και
αυτό, διότι αν εφαρμόσvουμε την αντίσvτοιχη ανισvότητα ενέργειας για τα ζεύγη
(wl, wl+1), (wl−1, wl) και δεδομένου ότι η επιλογή της ακολουθίας αρχικών δε-
δομένων είχε γίνει ώσvτε να σvυγκλίνει αρκούντως γρήγορα, παίρνουμε άμεσvα ότι η
ακολουθία al = supt∈[T0,T0+T ]M [wl+1 − wl] είναι αθροίσvιμη, το οποίο μας δίνει
το ζητούμενο.
Λόγω των θεωρημάτων παρεμβολής, που μας εξασvφαλίζουν ότι || · ||Hs2 ≤

||·||aHs1 ||·||bHs3 με για s1 < s2 < s3 (και όπου τα a, b εξαρόνται από τα si και ισvχύει
a+b = 1), τα δυό περοηγούμενα αποτελέσvματα σvυνεπάγονται ότι η ακολουθία είναι
σvυγκλίνουσvα σvε όλους τους χώρους C0([T0, T0+T ], Hs+1(Rn,RN ))∩C1([T0, T0+
T ], Hs(Rn,RN )) για 0 ≤ s < k πραγματικό. Επομένως η u ανήκει σvτον χώρο
αυτό, και κατά σvυνέπεια (λόγω των ανισvοτήτων Sobolev) είναι C2

σvυνάρτησvη σvτο

[T0, T0 + T ]× Rn.
Το γεγονός αυτό υποδηλώνει, κατ’ αρχάς ότι η u είναι όντως μια C2

λύσvη

του προβλήματος, καθώς εφ’ όσvον η σvύγκλισvη γίνεται με την C2
νόρμα έχουμε

άμεσvα ότι 0 =
(
gmnwl

∂m∂nwl+1 − fwl

)
→

(
gmnu ∂m∂nu − fu

)
. Επιπλέον, λόγω

ανακλασvτικότητας έχουμε ότι η φραγμένη wl(t, ·) έχει ασvθενώς σvυγκλίνουσvα υπ-
ακολουθία σvτον Hk+1 ∀t ∈ [T0, T0 + T ] και επομένως (δεδομένου ότι σvτον L2

η σvύγκλισvη αυτή θα έπρεπε να είναι ισvχυρη) σvυμπεραίνουμε u(t, ·) ∈ Hk+1
και

(όμοια) ∂0u(t, ·) ∈ Hk. Επιπλέον, λόγω των ιδιοτήτων της ασvθενούς σvύγκλισvης,
θα ισvχύει ότι Mk[u](t) ≤ limsuplMk[wl](t) ≤M .
Εκτός αυτού, εύκολα διαπισvτώνουμε ότι για κάθε σvτοιχείο f τουH−k−1(Rn,RN )

που είναι C∞ σvυνάρτησvη με σvυμπαγή φορέα η ακολουθία σvυνεχών πραγματικών
σvυναρτήσvεων f(wl)(t) σvυγκλίνει ομοιόμορφα σvτην f(u)(t) (όπου f(u)(·) =

´
Rn f(x)·
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u(·, x) dx), και επομένως θα πρέπει και η f(u)(t) να είναι σvυνεχής σvυνάρτησvη.
Επειδή η σvυνάρτησvη αυτή είναι φραγμένη σvτον Hk+1

και τα σvυναρτησvιακά f αυτής
της μορφής είναι πυκνά σvτον H−k−1(Rn,RN ), διαπισvτώνουμε ότι η σvυνάρτησvη
u : [T0, T0 + T ] → Hk+1(Rn,RN ) είναι ασvθενώς σvυνεχής. Το ίδιο ισvχύει και για
την ∂0u.
Σημανττικό ρόλο για την απόδειξη της ισvχυρής σvυνέχειας των σvυναρτήσvεων

αυτών (το οποίο είναι και το ζητούμενο) παίζουν οι ανισvότητες ενέργειας. Πιο
σvυγκεκριμένα, έχουμε ότι:

Ek[wl, wl+1](t) ≤ CIEk[wl, wl+1](T0)+

ˆ t

T0

(
CI+kI(m[wl],m[wl+1])(M2

k [wl]+Ek[wl, wl+1])
)
ds

και, παίρνοντας το limsup (ως προς l) της πιο πάνω σvχέσvης, και ενθυμούμενοι
πως limsupl(m(wl)) = limlm(wl) = m(u) μια και οι wl σvυγκλίνουν σvτην u σvτην
C2
νόρμα, καθώς και ότι M2

k (·) ≤ CIEk(u, ·), και σvτην σvυνέχεια εφαρμόζοντας
το λήμμα του Gronwall έχουμε:

limsupEk[wl, wl+1](t) ≤
(
limsupEk[wl, wl+1](T0)+CI(t−T0)

)
·exp(

ˆ t

T0

kI(m[u]) ds)

Επειδή οι wl σvυγκλίνουν σvτην u σvτην C2
νόρμα (και οι gu,fu εξαρτόνται με

σvυνεχή τρόπο από το u και τις πρώτες παραγώγους του), έχουμε ότι ∀t ∈ [T0, T0 +
T ] : liml(Ek[u,wl+1](t)−Ek[wl, wl+1](t)) = 0 και σvυνεπώς limsuplEk[wl, wl+1] =
limsuplEk[u,wl+1]. Επιπλέον, λόγω της σvύγκλισvης των αρχικών τιμών σvτην
(Hk+1, Hk) νόρμα, ισvχύει ότι Ek[u,wl] → Ek[u, u]. Τέλος, λόγω της ασvθενούς
σvύγκλισvης των wl σvτον H

k (και των ∂0wl σvτον H
k) έχουμε ότι Ek[u, u] ≤

limsuplEk[u,wl+1]. Συνδυάζοντας τις παρατηρήσvεις αυτές με την πιο πάνω ανισvότητα
σvυνάγουμε ότι:

Ek[u, u](t) ≤
(
Ek[u, u](T0) + CI(t− T0)

)
exp
( ˆ t

T0

kI(m[u]) ds
)

(A.1)

Κατά σvυνέπεια, η σvυνάρτησvη (u, ∂0u) : [T0, T0 + T ] → (Hk+1(Rn,RN ) ×
Hk(Rn,RN )) είναι δεξιά σvυνεχής σvτο T0. Και αυτό διότι με το εσvωτερικό γινόμενο
του χώρου γινόμενο ισvχύει ότι:

||(u(t)− u0, ∂0u(t)− u1)||2 = ||(u(t), ∂0u(t))||2 + ||(u0, u1)||2−

−2 < (u(t), ∂0u(t)), (u0, u1) >

Επειδή η u(t) είναι ασvθενώς σvυνεχής θα έχουμε ότι καθώς t→ T+
0 : < (u(t), ∂0u(t)), (u0, u1) >→

||(u0, u1)||2. Επιπλέον, ||(u(t), ∂0u(t))||2 = Ek[u, u](t), και έτσvι από την ανισvότητα
A.1 προκύπτει ότι limsupt→T0

(||(u(t), ∂0u(t))||2) ≤ ||(u0, u1)||2. Αντικαθισvτών-
τας σvτην πιο πάνω σvχέσvη έχουμε λοιπόν:
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limsupt→T0
||(u(t)− u0, ∂0u(t)− u1)||2 ≤ 2||(u0, u1)||2 − 2||(u0, u1)||2 = 0⇒

⇒ limt→T0
||(u(t)− u0, ∂0u(t)− u1)||2 = 0

Η δεξιά σvυνέχεια της u σvε κάθε t ∈ (T0, T0 + T ) αποδεικνύεται ακριβώς με
τον ίδιο τρόπο κατασvκεύαζοντας αρχικά δεδομένα που να σvυγκλίνουν σvτην u(t)
και σvτην σvυνέχεια εξασvφαλίζοντας από το θεώρημα μοναδικότητας ότι η λύσvη

που προκύπτει έτσvι είναι η ίδια με την προηγούμενη. Ακόμη, με τον ίδιο τρόπο
αποδεικνύεται ότι η λύσvη είναι και αρισvτερά σvυνεχής. �

Πέραν αυτού, η προηγούμενη απόδειξη μας παρέχει και ένα “μέτρο” για το μέγισvτο
διάσvτημα ύπαρξης της λύσvης ως εξής:
Ας υποθέσvουμε ότι έχουμε μια C2

λύσvη u σvε ένα χωρίο της μορφής [T0, T1)×
Rn, και ότι supt∈[T0,T1)m[u] < ∞. Λόγω των ανισvοτήτων ενέργειας της μορφής

Ek[u, u](t) ≤
(
Ek[u, u](T∗) + CI(t − T∗)

)
exp
( ´ t

T∗
kI(m[u]) ds

)
, αυτό σvημαίνει

πως supt∈[T0,T1)Mk[u] < ∞. Κατά σvυνέπεια, σvύμφωνα με το πρώτο μέρος της
απόδειξης, υπάρχει Τ>0 που εξαρτάται μόνο από τα CI και supt∈[T0,T1)Mk[u] ώσvτε
∀T∗ ∈ [T0, T1) να υπάρχει λύσvη u1 σvε ένα χωρίο [T∗, T∗+T )×Rn ώσvτε u1(T∗) =
u(T∗), ∂0u1(T∗) = ∂0u(T∗). Λόγω του θεωρήματος μοναδικότητας, u = u1 σvτο(
[T∗, T∗ + T ) ∩ [T0, T1)

)
× Rn. Διαλέγοντας T∗ αρκούντως κοντά σvτο T1 ώσvτε

T∗+ T > T1 σvυμπεραίνουμε ότι με την διαδικασvία αυτή μπορούμε να επεκτείνουμε

την λύσvη μας πέρα από το T1. Το ίδιο ισvχύει και για την παρελθοντική κατεύθυνσvη.
Κατά σvυνέπεια, αν (T−, T+) είναι το μέγισvτο χρονικό διάσvτημα ύπαρξης μιας C2

λύσvης (το οποίο πάντα υπάρχει) θα πρέπει για το T+ να ισvχύει απαραίτητα είτε ότι

limt→T+(supt∈[T0,t)m[u]) =∞ είτε T+ =∞, και όμοια και για το T−.
Κλείνοντας την παράγραφο αυτή, να αναφέρουμε ότι χρησvιμοποιώντας όπως

σvτα προηγούμενα κατάλληλες ενεργειακές ανισvότητες για την διαφορά των λύσvεων

μπορούμε να αποδείξουμε το ακόλουθο θεώρημα ευσvτάθειας:

Θεώρημα: ΄Εσvτω g μια C∞ Ν,n - σvυμβατή μετρική και f μια C∞ Ν,n -
σvυμβατή μη γραμμικότητα. ΄Εσvτω επιπλέον το εξής πρόβλημα αρχικών
τιμών: 

gmnu ∂m∂nu = fu

u(T0, ·) = u0

∂0u(T0, ·) = u1

΄Εσvτω u ∈ C∞((T−, T+)×Rn,RN )) να ειναι η λύσvη αυτού με u0, u1 ∈
C∞0 (R,RN ). Επιπλέον, έσvτω u0,l, u1,l ακολουθία αρχικών δεδομένων

που σvυγκλίνουν σvτα u0, u1 με την νόρμα (|| · ||Hk+1 , || · ||Hk) για k >
n
2 + 1, και ul οι αντίσvτοιχες C

∞
λύσvεις με μέγισvτο χρονικό διάσvτημα

ύπαρξης (T−,l, T+,l). Τότε, ∀T1 ∈ (T−, T+) υπάρχει l0 ώσvτε ∀l > l0
να ισvχύει T1 ∈ (T−,l, T+,l). Επιπλέον
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||u(T1, ·)− ul(T1, ·)||Hk+1 + ||∂0u(T1, ·)− ∂0ul(T1, ·)||Hk → 0
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Par�rthma Bþ

To je¸rhma thc Noether -
H mèjodoc tou
dianusvmatikoÔ pedÐou

Η εισvαγωγή των βασvικών ιδεών που οδήγησvαν σvτην ανάπτυξη της Λαγκραντζιανής

μηχανικής έλαβε χώρα σvτο διάσvτημα από το 1772 μέχρι και το 1788, οπότε και ο
Γάλλος μαθηματικός Joseph - Louis Lagrange αποπειράθηκε να απλοποιήσvει και να
επαναθεμελιώσvει την Νευτώνεια μηχανική. Η αρχή της ελάχισvτης δράσvης (η οποία
σvυναντάται και σvτα έργα του Maupertuis αλλά και του Euler) αποτελεί θεμελιώδη
λίθο της Λαγκραντζιανής προσvέγγισvης σvτην κλασvική μηχανική. Σύμφωνα με την
αρχή αυτή, λοιπόν, η εξέλιξη ενός φυσvικού σvυσvτήματος το οποίο μεταβαίνει από μια
κατάσvτασvη Α σvε μια κατάσvτασvη Β είναι τέτοια, ώσvτε να αποτελεί σvτάσvιμο σvημείο
για το σvυναρτησvιακό της δράσvης. ΄Οσvον αφορά, φυσvικά, σvτον ορισvμό της δράσvης
S, αυτή δεν ειναι τίποτε άλλο από το χρονικό ολοκλήρωμα της Λαγκραντζιανής
του σvυσvτήματος από την αρχική μέχρι την τελική κατάσvτασvη. Για παράδειγμα,
σvτην περίπτωσvη ενός σvημειακού σvώματος η αντίσvτοιχη Λαγκραντζιανή ορίζεται ως

η διαφορά της κινητικής από την δυναμική του ενέργεια (οριζόμενη από ένα δοθέν
δυναμικό), και η αρχή της ελάχισvτης δράσvης καθορίζει την τροχιά που το εν λόγω
σvώμα θα ακολουθήσvει υπό την επίδρασvη του δυναμικού αυτού.
Παρ’ ότι η εισvαγωγή της Λαγκραντζιανής προσvέγγισvης σvτην μηχανική αρχικά

αποσvκοπούσvε απλώς σvτην απλοποίησvη της Νευτώνειας θεωρίας, η έννοια της αρ-
χής ελάχισvτης δράσvης κατέχει περίοπτη θέσvη τόσvο σvτην σvύγχρονη φυσvική όσvο

και σvε ποικίλους κλάδους των μαθηματικών. Και αυτό, διότι κωδικοποιώντας
τα χαρακτηρισvτικα ενός σvυσvτήματος κατάλληλα μέσvω μιας Λαγκραντζιανής, είναι
δυνατόν να εξαχθούν για αυτό σvυμπεράσvματα με τις κλασvικές μεθόδους του λο-

γισvμού των μεταβολών. Για παράδειγμα, όλοι οι σvυνήθεις φυσvικοί νόμοι (λχ του
ηλεκτρομαγνητισvμού, της σvχετικότητας κ.α.) μπορούν να περιγραφούν από μια
Λαγκραντζιανή και την αντίσvτοιχη αρχή ελάχισvτης δράσvης, ενώ η προσvέγγισvη του
λογισvμού μεταβολών διαδραμάτισvε σvημαίνοντα ρόλο σvτην εξέλιξη της σvυναρτησvι-

ακής ανάλυσvης, των διαφορικών εξισvώσvεων και της γεωμετρίας.
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Εμάς, βέβαια, μας ενδιαφέρει η εφαρμογή των μεθόδων της Λαγκραντζιανής
μηχανικής σvτις διαφορικές εξισvώσvεις και κατ’ επέκτασvη σvτην διαφορική γεωμετρία
και την γενική σvχετικότητα. Για το λόγο αυτό, προτού προχωρήσvουμε σvτις εφαρ-
μογές της προσvέγγισvης αυτής που εμφανίζονται σvτο δεύτερο κεφάλαιο, θα πρέπει
πρώτα να δώσvουμε έναν ακριβή ορισvμό της έννοιας της Λαγκραντζιανής και της

δράσvης σvτο πλαίσvιο σvτο οποίο αναφερόμασvτε. Οι ορισvμοί και τα αντίσvτοιχα αποτελέσv-
ματα προέρχονται από τα [4] και [9], σvτα οποία μπορεί ο ενδιαφερόμενος αναγ-
νώσvτης να βρει μια πολύ πιο σvαφή και ενδελεχή παρουσvίασvη των θεμάτων αυτών.
΄Ετσvι, λοιπόν, αν M,N είναι δύο διαφορίσvιμες πολλαπλότητες (πιθανόν με

σvύνορο - σvε αυτήν την περίπτωσvη όλες οι επόμενες έννοιες που δεν έχουν έν-
νοια σvτο σvύνορο θα θεωρούμε ότι αναφέρονται σvτο εσvωτερικό της αντίσvτοιχης

πολλαπλότητας), θα μπορούμε να θεωρούμε το γινόμενο M × N ως μια δέσvμη
ινών πάνω από την πολλαπλότητα Μ μέσvω της προβολής σvτον πρώτο παράγοντα

(π1 : M × N → M). Η εφαπτόμενη δέσvμη T (M × N) μπορεί να θεωρηθεί ότι
“σvπάει” με φυσvιολογικό τρόπο σvε ένα άθροισvμα διανυσvματικών ινών V1⊕V2, όπου
V1 = Ker(π∗,2) και V2 = Ker(π∗,1), ώσvτε ∀(p, q) ∈ M × N η π∗,1 να ταυτίζει
ομοιομορφικά την (V1)(p,q) με την TpM και η π∗,2 να ταυτίζει ομοιομορφικά την

(V2)(p,q) με την TqΝ. Κατά σvυνέπεια, η διανυσvματική δέσvμη V = Hom(V1, V2)
πάνω από την M ×N μπορεί να θεωρηθεί ως μια δέσvμη ινών πάνω από την M, με
αντίσvτοιχη προβολή π : V →M (όπου η προβολή π δεν ειναι άλλη από την σvύνθεσvη
των αντίσvτοιχων προβολών V → M ×N → M). Να σvημειώσvουμε ότι λόγω των
ιδιοτήτων των V1, V2, κάθε C1

σvυνάρτησvη u : M → N ορίζει μια μοναδική τομή
της V, το σvύνολο {(p, u(p), (π∗2|V2

)−1 ◦Du(p) ◦ (π∗1)|V1
)|p ∈M}.

Μια Λαγκραντζιανή L, λοιπόν, σvτην περίπτωσvη αυτή ορίζεται ως μια τομή της
δέσvμης π

∗(ΛnM) επί της V (όπου n ειναι η διάσvτασvη της πολλαπλότητας Μ)- αυτό
σvημαίνει ότι για κάθε τομή (f,A) της δέσvμης V, η L(f,A) αποτελεί μια n−μορφή
σvτην Μ. Αντίσvτοιχα, το σvυναρτησvιακό της δράσvης S έχει ως πεδίο ορισvμού το
σvύνολο των C1

σvυναρτήσvεων u : M → N και ορίζεται ως S(u) =
´
M
L(u,Du).

Στην κλασvική περίπτωσvη της κίνησvης ενός σvωματιδίου σvτον χώρο, η πολλαπλότητα
Μ θα ταυτιζόταν με τον R (άξονας του χρόνου), ενώ η N με τον χώρο (R3), η
δε Λαγκραντζιανή θα δινόταν από την σvχέσvη L(u,Du) = L(u, ddtu) = T − V =
1
2m(dudt )2 − V (u) (όπου u(t): η θέσvη του σvωματιδίου την χρονική σvτιγμή t)
Η αρχή της ελάχισvτης δράσvης, λοιπόν, καθορίζει μια διαφορική εξίσvωσvη την

οποία θα πρέπει να ικανοποιεί μια σvυνάρτησvη u η οποία αποτελεί σvτάσvιμο σvημείο
για τη δράσvη. Πιο σvυγκεκριμένα, σvύμφωνα με τον λογισvμό μεταβολών, αν N = R
και u είναι ένα σvτάσvιμο σvημείο για την S θα πρέπει να ισvχύει ddeS(u+ εh)|e=0 = 0
για κάθε C1

σvυνάρτησvη h : M → R που μηδενίζεται σvτο ∂Μ (αν υπάρχει). Στην
γενικότερη περίπτωσvη, η αντίσvτοιχη σvυνθήκη για την u είναι η εξής: Αν u∗TN
ειναι η pullback της ΤΝ σvτην Μ (επομένως η u∗TN είναι μια διανυσvματική δέσvμη
επί του Μ), τότε κάθε τομή v της u∗TN που μηδενίζεται σvτο ∂M αντισvτοιχεί

σvε μια σvτοιχειώδη μεταβολή της u η οποία παίρνει τις ίδιες τιμές με την u σvτο
∂M , ενώ η αντίσvτοιχη ποσvότητα για το Du θα ειναι η Dv (οι ποσvότητες αυτές
προκύπτουν αν θεωρήσvουμε μια C1

καμπύλη γ : (−1, 1) → F(M,N) με γ(0)=u,
και θεωρήσvουμε την ποσvότητα

d
dtγ|t=0). Τότε, η πρωτη μεταβολική αρχή ορίζει

πως θα πρέπει να ισvχύει DvS|u = 0. Η τελευταία σvχέσvη γράφεται και ως εξής:
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αν υποθέσvουμε ότι για δοθέν p ∈M υπάρχει ένας τοπικός χάρτης σvυντεταγμένων
(U,x) γύρω από αυτό (όπου πλέον x : U → Rn+), και φιξάρουμε και έναν τοπικό
χάρτη σvυντεταγμένων (V, y) γύρω από το u(p) (ο οποίος ορίζει κατά φυσvιολογικό
τρόπο μια βάσvη για κάθε ίνα της TV και κατά σvυνέπεια και για κάθε ίνα της
u∗TV ), τότε για κάθε v όπως προηγουμένως με φορέα που περιέχεται σvτην U
θα έχουμε σvτον χάρτη αυτόν: (γράφουμε L(u,Du) = L̄(u,Du)dx1...dxn, όπου
η L̄(u,Du) : U → R εξαρτάται από την σvυγκεκριμένη επιλογή του σvυσvτήματος
σvυντεταγμένων)

DvS|u = 0⇔
ˆ
x(U)

(
vi

∂L̄

∂(ui)
+
∑
k

∂kv
i ∂L̄

∂(∂kui)

)
dx1..dxn = 0

(προσvοχή σvτο ότι εδώ ΔΕΝ ακολουθούμε την σvύμβασvη Einstein. Επίσvης η

κάθε ποσvότητα είναι εκφρασvμένη σvτο σvύσvτημα αναφοράς που ορίζει ο αντίσvτοιχος

χάρτης)
Ουσvιασvτικά, λοιπόν, οι προηγούμενες δεν είναι παρά dimM εξισvώσvεις. Λόγω

της υπόθεσvης για το v, εκτελώντας μια παραγοντική εξίσvωσvη προκύπτει ότι:

ˆ
x(U)

vi
( ∂L̄

∂(ui)
−
∑
k

∂k
∂L̄

∂(∂kui)

)
dx1..dxn = 0

Δεδομένου ότι η σvχέσvη αυτή ισvχύει για κάθε τετοιο v, και δεδομένου ότι η

σvυνάρτησvη
(
∂L̄
∂(ui)−

∑
k ∂k

∂L̄
∂(∂kui)

)
είναι σvυνεχής (για την ακρίβεια θα μας αρκούσvε

να είναι απλώς τοπικά ολοκληρώσvιμη), έπεται ότι για i = 1, ..n:

∂L̄

∂(ui)
−
∑
k

∂k
∂L̄

∂(∂kui)
= 0

Αυτές είναι και οι λεγόμενες εξισvώσvεις Euler Lagrange. Επισvτρέφοντας σvτην
πολλαπλότητα Μ, και δεδομένου ότι η σvχέσvη αυτή ισvχύει γύρω από κάθε σvημείο
και για οποιαδήποτε επιλογή τοπικών χαρτών, θα θέλαμε να γράψουμε την εξίσvωσvη
αυτή σvε σvυναλλοίωτη μορφή. Για τον λόγο αυτό, σvυμβολίζοντας με duL|(u,Du) ∈
Γ((u∗T ∗N) ⊗ ΛnM) και dDuL|(u,Du) ∈ Γ(((u∗T ∗N) ⊗ TM) ⊗ ΛnM) τις αν-
τίσvτοιχες “μερικές παραγώγους” της Λαγκραντζιανής, η προηγούμενη εξίσvωσvη
γράφεται και ως

duL− div(dDuL) = 0

όπου η απόκλισvη ορίζεται με την βοήθεια της n μορφής L και “δρα” σvε τομές της
TM , και άρα κατ’ επέκτασvη και σvε τομές της ((u∗T ∗N)⊗TM)⊗ΛnM . βέβαια για
λόγους απλότητας, σvτο εξής θα προσvπαθήσvουμε όπου είναι εφικτό να δουλεύυμε
σvε ένα τοπικό σvύσvτημα χαρτών ώσvτε οι σvυμβολισvμοί να ειναι απλούσvτεροι.
Συνεχίζοντας το παράδειγμα αναφορικά με την κίνησvη σvημειακού σvώματος σvτον

R3, οι αντίσvτοιχες εξισvώσvεις Euler Lagrange δεν είναι άλλες από τις εξισvώσvεις

κίνησvης του Νεύτωνα: md2u
dt2 = −∇V .

Αν, τώρα, υποθέσvουμε ότι η πολλαπλότητα Μ είναι εφοδιασvμένη με μια n-
μορφή ω, ώσvτε ∀x ∈ M : ω(x) 6= 0 (μια τέτοια μορφή, για παράδειγμα, αποτελεί
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η μορφή όγκου μιας Λορέντζιας ή Ριμάννειας πολλαπλότητας), τότε μπρούμε να
υποθέσvουμε ότι κάθε Λαγκραντζιανή L όπως πριν μπορεί να γραφεί με μοναδικό
τρόπο σvτην μορφή L̃ · π∗ω, όπου L̃ : V → R. Με αυτόν τον τρόπο, μπορούμε να
ορίσvουμε τις εξής ποσvότητες:

� Κανονική ορμή: p̃ = dDuL̃|(u,Du) ∈ Γ((u∗T ∗N)⊗TM). Σε τοπικό σvύσvτημα

σvυντεταγμένων (επιλεγμένο όπως πριν): p̃ji =
∂L̃

∂(∂jui)

� Κανονικός τανυσvτής ενέργεας-τάσvης: T ∈ Γ(TM ⊗ T ∗M), με έκφρασvη σvε
τοπικό σvύσvτημα σvυντεταγμένων: T ij = p̃ik∂ju

k − L̃δij
Πέραν αυτού, με την βοήθεια της n−μορφής ω μπορούμε να ορίσvουμε με φυσvι-
ολογικό τρόπο έναν ισvομορφισvμό δεσvμών \ : Λn−1M → TM , όπου σvε κάθε
v ∈ Γ(ΤM) αντισvτοιχίζουμε το μοναδικό f ∈ Λn−1M για το οποίο ισvχύει ότι

∀X1, .., Xn−1 ∈ Γ(TM): f(X1, ..Xn−1) = ω(v,X1, ..Xn−1). Φυσvικά, ο ισvομορ-
φισvμός αυτός επεκτείνεται με φυσvιολογικό τρόπο και σvε έναν ισvομορφισvμό των

δεσvμών π
∗
Λ
n−1M και π∗TM .

Με την βοήθεια του τανυσvτή ενέργειας τάσvης, λοιπόν, είμασvτε σvε θέσvη να
διατυπώσvουμε το θεώρημα της Noether. Το θεώρημα αυτό ουσvιασvτικά αναφέρει
πως για κάθε σvυμμετρία του υπό μελέτη σvυσvτήματος αντισvτοιχεί μια διατηρούμενη

ποσvότητα. Κατά σvυνέπεια, επιτρέπει την εύκολη εξαγωγή νόμων διατήρησvης, και
για το λόγο αυτό θεωρείται ιδιαίτερα σvημαντικό εργαλείο σvε όλους σvχεδόν τους

κλάδους της Φυσvικής και όχι μόνο.
Πιο σvυγκεκριμένα, αν υποθέσvουμε ότι έχουμε ένα διανυσvματικό πεδίο Χ ορισvμένο

σvτην πολλαπλότητα Μ (και μηδενικό σvτο ∂M , αν αυτό είναι μη κενό), μπορούμε
με την βοήθεια του κανονικού τανυσvτή ενέργειας τάσvης να ορίσvουμε την εξής τομή

της δέσvμης π
∗TM :

J̃ i = T ijX
j

και, μέσvω της απεικόνισvης \, να ορίσvουμε την εξής τομή της π∗Λn−1M :

J = \−1(J̃)

Τομές της δέσvμης π
∗
Λ
n−1M καλούνται σvυχνά και “ρέυματα” (currents), ενώ

το εν λόγω ρεύμα καλείται και ρεύμα της Noether.
Το θεώρημα της Noether, λοιπόν, σvτο πλαίσvιο όσvων έχουμε αναφέρει μέχρι

σvτιγμής διατυπώνεται ως εξής:

Θεώρημα: Με τους προηγούμενους σvυμβολισvμούς, αν u είναι μια λύσvη
των εξισvώσvεων Euler Lagrange για μια Λαγκραντζιανή της προηγού-
μενης μορφής, ισvχύει

dJ ◦ (u,Du) = −LXL ◦ (u,Du)

όπου LX : Η παράγωγος Lie ως προς το Χ. Αν επιπλέον η L διατηρείται
από την ροή του Χ, τότε ισvχύει:
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dJ ◦ (u,Du) = 0

Η τελευταία σvυνθήκη μας επιτρέπει να κατασvκευάσvουμε τις περι ων ο λόγος

διατηρούμενες ποσvότητες: Αν R είναι ένα ανοιχτό τμηματικά C1
υποσvύνολο της Μ,

από το θεώρημα του Stokes θα ισvχύει
´
∂R
J ◦(u,Du) =

´
R
dJ ◦(u,Du) = 0. Κατά

σvυνάπεια, για οποιεσvήποτε δύο κατά τμήματα C1
ομόλογες υπερεπιφάνειες Σ1,Σ2

της Μ θα ισvχύει
´
S1
J ◦ (u,Du) =

´
S2
J ◦ (u,Du) - η ποσvότητα

´
S
J ◦ (u,Du)

είναι μια διατηρούμενη ποσvότητα για υπερεπιφάνειες ομόλογες με την Σ.
Να σvημειώσvουμε ότι οι προηγούμενες ποσvότητες J ◦ (u, du) και dJ ◦ (u,Du)

εξαρτώνται και οι δύο μόνο από παραγώγους της u μέχρι και πρώτης τάξης. Και
αυτό, διότι οι παράγωγοι δεύτερης τάξης που θα έπρεπε να κάνουν την εμφάνισvή
τους σvτην dJ◦(u, du) απαλείφονται με την βοήθεια των εξισvώσvεων Euler Lagrange.
Γενικότερα, δοθείσvης μιας Λαγκραντζιανής L, ένα ρεύμα J ∈ Γ(π∗Λn−1M) θα
λέγεται σvυμβιβασvτό με την L αν υπάρχει K ∈ Γ(π∗ΛnM) ώσvτε για κάθε λύσvη u
των εξισvώσvεων Euler Lagrange να ισvχύει dJ ◦ (u,Du) = K ◦ (u,Du) και επιπλέον
οι J, Κ να εξαρτώνται μόνο από παραγώγους τάξης το πολύ 1 της u. ΄Οπως θα
δούμε και πιο κάτω, τα σvυμβιβασvτά ρεύματα διαδραματίζουν κεντρικό ρόλο σvτην
μέθοδο του διανυσvματικού πεδίου.
Φυσvικά, ο προηγούμενος ορισvμός της Λαγκραντζιανής μπορεί να γενικευτεί

με πολλούς τρόπους: Αντί για την τετριμμένη δέσvμη ινών M × N , μπορούσvαμε
εξ’ αρχής να θεωρήσvουμε μια οποιαδήποτε δέσvμη ινών πάνω από το Μ, οπότε και
την θέσvη των σvυναρτήσvεων u θα έπαιρναν οι τομές της δέσvμης αυτής. Σε αυτήν
την κατηγορία εμπίπτει η σvυζήτησvη σvτην αρχή του κεφαλαίου 2 σvχετικά με τον
ορισvμό της ορμής και της ενέργειας των εξισvώσvεων Einstein, όπου το ρόλο της εν’
λόγω δέσvμης ινών έπαιζε το σvύνολο των λορέντζιων μετρικών επί του Μ. Εκτός
αυτού, μπορούμε να θεωρήσvουμε και μια Λαγκραντζιανή που θα εξαρτάται και από
παραγώγους της u υψηλότερης τάξης.
Μια πολύ σvημαντική κατηγορία εξισvώσvεων οι οποίες μπορούν να ενταχθούν

σvτα πλαίσvια της Λαγκραντζιανής προσvέγγισvης είναι η κυματική εξίσvωσvη. Δοθείσvης
μιας Λορέντζιας πολλαπλότητας (Μ,g), λοιπόν, και θέτοντας N = R, μπορούμε
να ορίσvουμε την Λαγκραντζιανή που περιγράφεται από την σvχέσvη L(u, du) =
g(du, du)dg, όπου σvτην σvχέσvη αυτή η g σvτην πραγματικότητα είναι η επέκτασvη της
Λορέντζιας μετρικής σvτην δυική δέσvμη T ∗M . Σε ένα τοπικό σvύσvτημα σvυντεταγ-
μένων, λοιπόν, η Λαγκραντζιανή αυτή γράφεται ως L = gmn∂mu∂nu·

√
−detgdx0...dxn−1.

΄Αμεσvα επαληθεύουμε ότι η εξίσvωσvη Euler lagrange σvτην περίπτωσvη αυτή δεν ειναι
άλλη από την κυματική εξίσvωσvη: 1√

−detg∂n(g
mn
√
−detg∂mu) = �gu = 0

Σε αυτήν την περίπτωσvη, λοιπόν, επαληθεύουμε ότι ο κανονικός τανυσvτής
τάσvης ενέργειας παίρνει την μορφή:

T m
n = 2gml∂lu∂nu− gkl∂ku∂luδmn

Πολλαπλασvιάζοντάς, τον, λοιπόν, με 1/2 και “κατεβάζοντας” τους δείκτες
προκύπτει ο εξής (0,2) σvυμμετρικός τανυσvτής:

Tmn(u) = ∂mu∂nu−
1

2
(gkl∂ku∂lu)gmn
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ή, σvε σvυναλλοίωτη μορφή:

T (u) = du⊗ du− 1

2
g(du, du) · g

Τον τανυσvτή αυτόν θα τον καλούμε σvτο εξής τανυσvτή ενέργειας-ορμής, παρ’
ότι θα πρέπει να ειμασvτε προσvεκτικοί ώσvτε να μην γίνεται σvύγχυσvη με τον T m

n .
Παρατηρούμε, κατ’ αρχάς, ότι για οποιαδήποτε λεία σvυνάρτησvη u : M → R

ισvχύει (λόγω και του ορισvμού της σvυνοχής Levi-Civitta)

div(T (u)) = ∇m(∂mu∂nu−
1

2
(gkl∂ku∂lu)gmn) =

= (�gu)∂nu+ ∂mu∇m∂nu− gkl(∇m∂ku)∂lu · gmn =

= (�gu)∂nu+ ∂mu∇m∂nu− (∇n∂
lu)∂lu = (�gu)∂nu = (�gu)du

όπου η μετάβασvη σvτην προτελευταία ισvότητα έγινε χάρη σvτην σvυμμετρία του εσvσ-

vιανού πίνακα ∇m∂nu.
Κατά σvυνέπεια, παρατηρούμε ότι σvτην περίπτωσvη όπου η u ικανοποιεί την κυ-

ματική εξίσvωσvη, ισvχύει divT = 0. Το γεγονός αυτό μας επιτρέπει να ορίσvουμε
κατάλληλες 1-μορφές, χρησvιμοποιώντας τον τανυσvτή Τ και κατάλληλα διανυσv-
ματικά πεδία, κατ’ αντισvτοιχία με την κατασvκευή των ρευμάτων Noether, τα οποία
εξαρτώνται μόνο από παραγώγους της u τάξης το πολύ 1. Η κατάλληλη επιλογή
διανυσvματικών πεδίων, και η εφαρμογή του θεωρήματος απόκλισvης σvε ποσvότητες
όπως αυτές που θα περιγράψουμε σvτην σvυνέχεια, αποτελούν την ουσvία της μεθό-
δου διανυσvματικού πεδίου, η οποία μπορεί να θεωρηθεί μια γεωμετρική προέκτασvη
της μεθόδου των πολλαπλασvιασvτών (ή μεθόδου A, B, C του Friedrichs).
΄Ετσvι, λοιπόν, δοθέντος ενός σvυνεχούς και κατά τμήματα C1

διανυσvματικού

πεδίου V σvτην Μ, ορίζουμε για κάθε λεία σvυνάρτησvη u τις εξής ποσvότητες:

� JVm (u) = Tmn(u)V n ∈ Γ(T ∗M)

� KV (u) = Tmn(u)∇mV n ∈ C(M,R)

� EV (u) = ∇m
Τmn(u)V n = (�gu) · V (u) ∈ C(M,R)

Σύμφωνα με το θεώρημα απόκλισvης, θα έχουμε για κάθε κατά τμήματα C1
ανοιχτό

και φραγμένο R ⊆M :

ˆ
R

EV (u)dg +

ˆ
R

KV (u)dg =

ˆ
∂R

JVm (u)nmdσv

όπου nm: το κέθατο μοναδιαίο σvτην ∂R το οποίο επιλέγεται:

� Για τα χωροειδή τμήματα του ∂R να σvτρέφεται προς το εσvωτερικό του R

� Για τα φωτοειδή τμήματα (αυτά δηλαδή σvτα οποία η επαγόμενη μετρική είναι
Λορέντζια) να σvτρέφεται προς το εξωτερικό του R
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� Για τα μελλοντικά φωτοειδή τμήματα (όπου η επαγόμενη μετρική ειναι εκ-
φυλισvμένη) να σvτρέφεται προς το παρελθόν, και αντίσvτροφα για τα παρελθον-
τικά.

Στην περίπτωσvη, λοιπόν, όπου η u είναι λύσvη της κυματικής εξίσvωσvης, ο όρος
EV είναι μηδενικός. Ακόμη, σvτην περίπτωσvη όπου το V ειναι πεδίο Killing, ισvχυει
LV g = 0 και επομένως ∇mV n+∇nV m = 0. Επειδή, λοιπόν, ο Τ είναι σvυμμετρικός,
σvε αυτήν την περιπτωσvη θα ισvχύει ότι KV = 0 και επομένως για κάθε ανοιχτό
σvύνολο R όπως πριν:

´
∂R
JVm (u)nmdσv = 0. Αυτό, ουσvιασvτικά, αποτελεί και μια

εφαρμογή του θεωρήματος της Noether σvτην ειδική αυτή περίπτωσvη.
Θα κλείσvουμε την παράγραφο αυτή αναφέροντας μια άμεσvη εφαρμογή του

τελευταίου νόμου διατήρησvης σvτην μελέτη της κυματικής εξίσvωσvης για τον χώρο

Minkowski. Ας υποθέσvουμε ότι έχουμε μια λύσvη u της κυματικής εξίσvωσvης σv-
τον Rn+1, η οποία προκύπτει από λεία αρχικά δεδομένα με σvυμπαγή φορέα σvτο
υπερεπίπεδο {x0 = 0} (το οποίο αποτελεί και μια υπερεπιφάνεια Cauchy για τον
χώρο αυτό). Σύμφωνα με τα θεωρήματα ύπαρξης και μοναδικότητας, θα υπάρχει
λεία λύσvη και μάλισvτα μοναδική, και θα ισvχύει ότι το σvύνολο supp(u) ∩ {x0 = t}
θα έιναι φραγμένο ∀t ∈ R, και επομένως τα αντίσvτοιχα ολοκληρώματα πάνω σvτις
επιφάνειες {x0 = t} θα ειναι καλά ορισvμένα.
Το διανυσvματικό πεδίο T = ∂0 αποτελεί πεδίο Killing για τον Rn+1, και

επομένως σvύμφωνα με τα προηγούμενα θα έχουμε:

ˆ
x0=t

JTm (u)Τm =

ˆ
x0=0

JTm (u)Τm

(το γεγονός ότι το σvύνολο R = {0 < x0 < t} δεν είναι φραγμένο δεν μας εμποδίζει
να εφαρμόσvουμε το θεώρημα της απόκλισvης, μια και από το θεώρημα μοναδικότητας
έπεται ότι το σvύνολο supp(u) ∩R είναι φραγμένο)
Ακόμη, άμεσvα υπολογίζουμε ότι ∀x ∈ Rn+1

ισvχύει JTm (u)Τm = ∂0u · ∂0u −
1
2 (−(∂0u)2 +(∂1u)2 + ...+(∂nu)2)(g(T, T )) == 1

2

(
(∂0u)2 +(∂1u)2 + ...+(∂nu)2

)
(γενικότερα, ισvχύει ότι αν τα V1, V2 ειναι χρονοειδή σvε ένα σvημείο υπάρχει θετική

σvταθερά C ώσvτε για κάθε u να ισvχύει σvτο εν λόγω σvημείο η ποσvότητα JV1
m (u)V m

2 ≥
C((∂0u)2 + ... + (∂nu)2), και η σvχέσvη αυτή είναι πολύ σvυχνά χρήσvιμη κατά την
εφαρμογή της μεθόδου του διανυσvματικού πεδίου). Κατά σvυνέπεια, έχουμε ότι
∀t ∈ R ισvχύει

ˆ
x0=t

((∂0u)2 + ...+ (∂nu)2) =

ˆ
x0=0

((∂0u)2 + ...+ (∂nu)2)

Επιπλέον, δεδομένου ότι και όλα τα διανυσvματικά πεδία ∂m παράγουν ισvομετρίες
του χώρουMinkowski, οι σvυναρτήσvεις ∂mu θα ικανοποιούν και αυτές την κυματική
εξίσvωσvη, και επομένως μπορούμε να έχουμε εκτιμήσvεις όπως η προηγούμενη για
παραγώγους της u όσvο υψημής τάξης θα θέλαμε. Κατά σvυνέπεια, μια απλή εφαρ-
μογή της ανισvότητας Sobolev μας λέει ότι υπάρχει σvταθερά C ώσvτε για κάθε λύσvη
u της κυματικής εξίσvωσvης όπως η προηγούμενη να ισvχύει σvε κάθε σvημείο του
Rn+1:

|u| ≤ C · ||u(0, ·)||Hk(Rn)
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και η ανισvότητα αυτή μπορει να επεκταθεί κατάλληλα για παραγώγους της u όσvο
υψηλής τάξης θα θέλαμε.
Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι η αρχή διατήρησvης που προέκυψε μέσvω της Λαγκραντζιανής

προσvέγγισvης της κυματικής εξίσvωσvης σvτον χώρο Minkowski μας οδήγησvε άμεσvα
σvτο σvυμπέρασvμα ότι μια λύσvη της κυματικής εξίσvωσvης εκεί ειναι οπωσvδήποτε ομοιό-

μορφα φραγμένη. Χρησvιμοποιώντας, από την άλλη, ένα κατάλληλο ρεύμα προσ-
vαρμοσvμένο σvτην σvύμμορφη δομή του χώρου Minkowski (το λεγόμενο ρεύμα της
Morawetz) είναι δυνατόν να σvυμπεράνει κανείς με τον ίδιο τρόπο ότι μια τέτοια
λύσvη της κυματικής εξίσvωσvης θα πρέπει να φθίνει πολυωνυμικά με τον χρόνο.
Αντίσvτοιχη είναι και η γενικότερη κατεύθυνσvη της μεθόδου του διανυσvματικού

πεδίου: Κωδικοποιώντας βασvικά γεωμετρικά χαρακτηρισvτικά της πολλαπλότητας
μέσvω κατάλληλων διανυσvματικών πεδίων και ρευμάτων, επιδιώκει κανείς να εξάγει
σvυμπεράσvματα για την σvυμπεριφορά της κυματικής εξίσvωσvης.
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