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Πεξίιεςε 
 

΢θνπφο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο είλαη ε ζπζηεκαηηθή κειέηε ηεο παξακεηξηθήο 

αζηάζεηαο ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο πγξνχ εληφο νξζνγσληθήο ηξηζδηάζηαηεο 

δεμακελήο, ππφ θαηαθφξπθε δηέγεξζε. Οη παξαδνρέο πνπ πξέπεη λα γίλνπλ γηα ην 

πγξφ είλαη φηη είλαη αζπκπίεζην,ηδαληθφ θαη αξρηθά κε ζηνβηιψδεο, ελψ γηα ηε 

δεμακελή φηη είλαη ιεία, κε ειαζηηθή θαη ζηεγαλή. Αθφκα ζεσξνχκε φηη δελ ππάξρεη 

αιιειεπίδξαζε κεηαμχ ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο ηνπ πγξνχ θαη ηεο νξνθήο ηεο 

δεμακελήο. Έλα απεηξνδηάζηαην ζχζηεκα κε γξακκηθψλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ πνπ 

εμάγεηαη απφ ηηο αξρηθέο εμηζψζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ην ζχζηεκα πγξφ – δεμακελή κε 

ηε βνήζεηα ηεο ηξνπηθήο (modal) αλάιπζεο, ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ αλάιπζε. 

Θεσξψληαο κηθξνχ πιάηνπο εμσηεξηθή δηέγεξζε ζε ζρέζε κε ην κήθνο ή/θαη ην 

πιάηνο ηεο δεμακελήο, ην ηξνπηθφ (modal) ζχζηεκα κπνξεί λα νδεγήζεη κε ηε 

βνήζεηα αζπκπησηηθψλ πξνζαξκνζηηθψλ κεζφδσλ ζε έλα απεηξνδηάζηαην ζχζηεκα 

ζπλήζσλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ κε κε γξακκηθνχο φξνπο. Αθνινπζψληαο ηελ 

πξνζαξκνζηηθή ηεξάξρεζε ησλ ηδηνκνξθψλ νδεγνχκαζηε ζε έλα ζχζηεκα ODE 

πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο. Έπεηηα ρξεζηκνπνηψληαο αξηζκεηηθέο κε γξακκηθέο 

κεζφδνπο ππνινγίδνπκε ηηο πεξηνρέο αζηάζεηαο θαη επζηάζεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο γηα 

δηάθνξεο δηαζηάζεηο δεμακελήο.  

 

Abstract 
 

A systematic investigation on the prediction of nonlinear sloshing of an 

incompressible fluid with irrotational flow in a three dimension (3D) rectangular tank, 

under vertical excitation is described in this thesis. Infinite tank roof height and no 

overturning waves are assumed. The analysis is based on an infinite-dimensional 

system of nonlinear differential equations coupling generalized coordinates of the free 

surface and fluid motion associated with the amplitude response of natural modes. 

This modal system is asymptotically reduced to an infinite-dimensional system of 

ordinary differential equations with polynomial nonlinearity by assuming small fluid 

motion relative to fluid depth and tank breadth. Following adaptive mode ordering, 

we obtain a finite-dimensional system of ODEs. The method of continuation of 

nonlinear dynamics is introduced in order to expedite the identification of the 

instability boundary and instability areas for several tank dimensions. 
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Δηζαγσγή 

1. Αληηθεηκεληθόο ζθνπόο 
 

΢ηελ παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία κειεηάηαη ε παξακεηξηθή αζηάζεηα ηεο  

ειεχζεξεο επηθάλεηαο πγξνχ εληφο νξζνγσληθήο δεμακελήο ππφ θαηαθφξπθε 

δηέγεξζε, κε ηε ρξήζε ηεο εκη-αλαιπηηθήο κεζφδνπ «ηξνπηθήο (modal)  αλάιπζεο». 

΢πγθεθξηκέλα ην θαηλφκελν κειεηάηαη ζε ηξηδηάζηαηε δεμακελή, δηαθφξσλ 

δηαζηάζεσλ, ελψ ηα απνηειέζκαηα ζπγθξίλνληαη θαη κε απηά ηνπ δηδηάζηαηνπ 

κνληέινπ. 

 

2. Πεξίγξακκα δηπισκαηηθήο εξγαζίαο 
 

΢ην πξψην θεθάιαην δίλεηαη ν νξηζκφο ηνπ sloshing, ην νπνίν κεηαθξάδνπκε ζηα 

ειιεληθά σο θιπδαζκφ, καδί κε θάπνηεο βαζηθέο έλλνηεο,ελψ παξάιιεια αλαιχεηαη 

θαη ε επηξξνή ηνπ ζε δηάθνξνπο ηερλνινγηθνχο ηνκείο. Αθφκε πεξηγξάθεηαη θαη ε 

εμάξηεζε ηνπ απφ θπζηθέο παξακέηξνπο, θάηη πνπ παξνπζηάδεη κεγάιν ελδηαθέξνλ 

φπσο ζα δνχκε αξγφηεξα. 

 

΢ην δεχηεξν θεθάιαην γίλεηαη αλαθνξά ζηελ εμέιημε ηεο έξεπλαο γχξσ απφ ην 

θαηλφκελν αιιά θαη ε παξνπζίαζε ησλ δχν βαζηθψλ κεζφδσλ αλάιπζήο ηνπ 

θιπδαζκνχ, ε αξηζκεηηθή-ππνινγηζηηθή κέζνδνο θαη ε εκηαλαιπηηθή κέζνδνο 

ηξνπηθήο αλάιπζεο, θαζψο θαη ηα κεηνλεθηήκαηα θαη πιενλεθηήκαηα ηεο θάζε κίαο. 

Έπεηηα πεξηγξάθεηαη ην αθξηβέο θαηλφκελν πνπ ζα καο απαζρνιήζεη ζηελ παξνχζα 

εξγαζία, ν παξακεηξηθφο θιπδαζκφο. 

 

΢ην ηξίην θεθάιαην γίλεηαη παξνπζίαζε ηνπ ζεσξεηηθνχ ππνβάζξνπ ηνπ θαηλνκέλνπ, 

ην νπνίν πεξηιακβάλεη ηηο παξαδνρέο ηνπ ζπζηήκαηνο, ηα κνληέια ξνήο γηα 

αδξαλεηαθφ θαη κε αδξαλεηαθφ ζχζηεκα, ηηο νξηαθέο, αξρηθέο θαη πεξηνδηθέο 

ζπλζήθεο θαζψο θαη ηηο ζπλζήθεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο θαη δηαηήξεζεο ηνπ 

φγθνπ(κάδαο). Δπίζεο αλαθέξεηαη ε ζεσξία ησλ θπζηθψλ ζπρλνηήησλ θαη ηδηαίηεξα 

πψο απηέο εκπιέθνληαη ζην ζχζηεκά καο. 

 

Αληηθείκελν ηνπ ηέηαξηνπ θεθαιαίνπ είλαη ε παξνπζίαζε ηεο ηξνπηθήο αλάιπζεο 

ηφζν ζε πεξίπησζε φπνπ δερφκαζηε γξακκηθφηεηα ζηελ απφθξηζε ηεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο, πξάγκα πνπ καο βνεζάεη ζηελ θαιχηεξε θαηαλφεζε ηνπ θιπδαζκνχ, φζν 

θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ κε γξακκηθνχ κνληέινπ. Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο πνπ 

πξνθχπηνπλ απφ ηελ ηειεπηαία πεξίπησζε, απνηεινχλ θαη ην ζχζηεκα πνπ ζα 

επεμεξγαζηνχκε, αθνχ απφ ην n-δηάζηαην ζχζηεκα εμάγνπκε ην ζχζηεκα ηξηψλ 

δηαζηάζεσλ γηα ηελ πεξίπησζε ηεο θαηαθφξπθεο δηέγεξζεο. 

 

΢ην πέκπην θεθάιην παξαζέηνπκε ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ 

επεμεξγαζία ηνπ κνληέινπ ηξίηεο ηάμεο γηα ην νπνίν κειεηνχκε ηε δπλακηθή 

επζηάζεηα θαη ηελ εμάξηεζε απηήο απφ ηηο παξακέηξνπο ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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΢ην ηειεπηαίν θεθάιαην παξνπζηάδνληαη ηα ζπκπεξάζκαηα απφ ηελ αλάιπζε ηνπ 

πξνεγνχκελνπ θεθαιαίνπ θαζψο θαη πηζαλά αληηθείκελα γηα κειινληηθή κειέηε ψζηε 

λα αλαιπζεί ζε κεγαιχηεξν βάζνο ην θαηλφκελν ηνπ θιπδαζκνχ. 
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Κεθάιαην 1
ν
  - Πεξηγξαθή θαηλνκέλνπ 

1.1 Δηζαγσγή 

Οη θαηαζηξνθηθέο ζπλέπεηεο πνπ κπνξεί λα έρεη ην θαηλφκελν ηνπ sloshing, θαζψο 

θαη ην ελδηαθέξνλ ηνπ σο δπλακηθφ θαηλφκελν είλαη έλα ζέκα πνπ απαζρνιεί ηνλ 

άλζξσπν εδψ θαη πνιιά ρξφληα. Πνιιέο θαηαζθεπέο θαηέξξεπζαλ κεξηθψο ή θαη 

πιήξσο ιφγσ ησλ ζρεηηθά απξφβιεπησλ θνξηίζεσλ πνπ πξνθαιεί απηφ ην θαηλφκελν. 

Καζψο, κάιηζηα, θηλνχκελεο δεμακελέο εκθαλίδνλαη ζε πνιιέο εθαξκνγέο,ζε θάπνηεο 

απφ ηηο νπνίεο, έλα αηχρεκα κπνξεί λα έρεη επηπηψζεηο ηεξάζηησλ ρξεκαηηθψλ πνζψλ 

θαη αλζξσπίλσλ δσψλ, ην θαηλφκελν απηφ είλαη θαλεξφ φηη έπξεπε λα κειεηεζεί ψζηε 

λα είλαη πιένλ ειέγμηκν. 

 

Αξρηθά δίλεηαη ν νξηζκφο ηνπ θιπδαζκνχ θαη αλαιχνληαη θάπνηεο ζρεηηθέο έλλνηεο 

ψζηε λα γίλεη θαηαλνεηφ ην θαηλφκελν. ΢ηε ζπλέρεηα γίλεηαη κηα ζχληνκε αλαθνξά 

ζηνπο ηερλνινγηθνχο ηνκείο ζηνπο νπνίνπο ην θαηλφκελν παξνπζηάδεη ηδηαίηεξν 

ελδηαθέξνλ, θαη δίδνληαη παξαδείγκαηα ζπγθεθξηκέλα γηα ηνλ ηνκέα ηεο λαπηηιίαο. 

Σέινο αλαθέξεηαη ε εμάξηεζε ηνπ θαηλνκέλνπ απφ ηηο θπζηθέο παξακέηξνπο ηνπ 

πξνβιήκαηνο, φπσο ην κήθνο θαη ην βάζνο ηεο δεμακελήο, ε ηηκή ηεο ζπρλφηεηαο 

δηέγεξζεο θαη ην πιάηνο ηαιάλησζεο. Η εμάξηεζε απηή απφ ηηο θπζηθέο παξακέηξνπο 

είλαη πνπ θάλεη δχζθνιε ηελ γελίθεπζε ησλ απνηειεζκάησλ ζην ζχλνιν ησλ 

δεμακελψλ. 

 

1.2 Οξηζκόο θιπδαζκνύ 

Με ηνλ φξν θιπδαζκφο ελλννχκε θάζε θίλεζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο ελφο πγξνχ 

κέζα ζε κηα κεξηθψο γεκάηε δεμακελή, ε νπνία εκθαλίδεηαη σο ζπλέπεηα κηαο 

δηαηαξαρήο (πεξηνδηθήο ε κε) ζηελ θηλεηηθή θαηάζηαζε ηεο δεμακελήο (Ibrahim, 

2005). Γηα λα εμεηάζνπκε ηελ θίλεζε ηνπ πγξνχ ζεσξνχκε φηη ην ζψκα ηνπ πγξνχ 

θηλείηαη κε ηελ ηαρχηεηα δηέγεξζεο ηεο δεμακελήο ελψ ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα 

εκθαλίδεηαη θιπδαζκφο. Η ειεχζεξε επηθάλεηα ηνπ πγξνχ κπνξεί λα εκθαλίζεη 

πνιιέο δηαθνξεηηθέο κνξθέο θίλεζεο, αλάινγα κε ην είδνο ηεο δηαηαξαρήο θαη ην 

ζρήκα ηεο δεμακελήο, φπσο επίπεδε θαη κε επίπεδε, πεξηζηξνθηθή, πεξηνδηθή, ηπραία 

ή θαη ρανηηθή, αιιά θαη άιιεο πνιχπινθεο κνξθέο θίλεζεο φηαλ ε ειεχζεξε 

επηθάλεηα ηνπ πγξνχ αιιειεπηδξάζεη κε ηα ηνηρψκαηα ηεο δεμακελήο. Αληηθείκελν 

ηεο παξνχζαο εξγαζίαο είλαη θπξίσο ν παξακεηξηθφο θιπδαζκφο, δειαδή ε 

παξακεηξηθή αζηάζεηα ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο ηνπ πγξνχ ππφ θαηαθφξπθε 

δηέγεξζε. Γηεπθξηλίδεηαη φηη ν φξνο θιπδαζκφο είλαη ν θνληηλφηεξνο ελλνηνινγηθά 

ζηνλ αγγιηθφ φξν “sloshing”, νπνίνο ρξεζηκνπνηείηαη ζηε δηεζλή βηβιηνγξαθία θαη 

κπνξεί λα πεξηγξάςεη ηθαλνπνηεηηθά ην παξαηεξνχκελν θαηλφκελν. Δπίζεο είλαη ν  

φξνο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ηζηνξηθά (θπξίσο κε ηελ κεηαθνξηθή ηνπ ζεκαζία) γηα 

πξνβιήκαηα αλαηαξαρήο θαη αζηάζεηαο ζηε λαπηηιία. 
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Δηθόλα 1.1: Πεηξακαηηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ θαηλνκέλνπ ηνπ θιπδαζκνχ.Ο ιφγνο 

ηνπ κήθνπο πξνο ην βάζνο ηνπ πγξνχ παξακέλεη ζηαζεξφο. ΢ηε δηαθαλή δεμακελή 

εθαξκφδεηαη νξηδφληηα πεξηνδηθή δχλακε ε νπνία έρεη σο απνηέιεζκα ηελ εκθάληζε 

ζηξνβηιψδνπο θίλεζεο ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο. Η ζπρλφηεηα δηέγεξζεο είλαη θνληά 

ζηε ρακειφηεξε θπζηθή ζπρλφηεηα. Πεγή:Faltinsen et al (2003 a). 

 

1.3  Δπεξεαδόκελνη ηερλνινγηθνί ηνκείο 

Σν θαηλφκελν ηνπ sloshing κπνξεί λα παξαηεξεζεί νπνπδήπνηε ζηε θχζε φπσο ζε 

ιίκλεο ή αθφκα θαη σθεαλνχο κεηά απφ έλα ηζρπξφ ζεηζκφ. Αξθεηά ζπρλή εκθάληζε 

φκσο θάλεη θαη ζηηο αλζξψπηλεο δξαζηεξηφηεηεο, εηδηθά φπνπ εκπιέθνληαη δεμακελέο 

γεκάηεο κε πγξφ. Γεληθά, νη δεμακελέο είλαη θαηαζθεπέο πνιχ ζπρλά ζπλαληψκελεο 

ζηνλ  ζχγρξνλν θφζκν. Ιζηνξηθά ε εθεχξεζε ηξφπνπ απνζήθεπζεο πγξνχ ζπληέιεζε 

ζηελ αλάπηπμε νηθνλνκηθψλ ζπλαιιαγψλ ησλ θνηλσληψλ. Μαο παξέρνπλ ηελ 
δπλαηφηεηα απνζήθεπζεο πγξψλ, φπσο ην λεξφ, ηα έιαηα, ην πγξνπνηεκέλν θπζηθφ 

αέξην (LNG) θαη ηα δηάθνξα ρεκηθά πξντφληα ζε πγξή θάζε θαη ζηεξεψλ ησλ νπνίσλ 

ε ζπκπεξηθνξά είλαη ζρεδφλ αλάινγε κε απηή ησλ πγξψλ (π.ρ. ηα ζηηεξά θαη ην 

θάξβνπλν). Σν ζρήκα, ην κέγεζνο θαη νη ζρεηηθέο δηαζηάζεηο ησλ δεμακελψλ 
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πνηθίινπλ αλάινγα κε ηελ ρξήζε ηνπο. Παξαθάησ αλαθέξνληαη νη θπξηφηεξνη 

επηζηεκνληθνί ηνκείο πνπ έρνπλ άκεζε κε ην θαηλφκελν ηνπ sloshing. Δθηελήο 
αλαθνξά γίλεηαη ζηηο εξγαζίεο ησλ Abramson (1963 θαη 1966), Sloane (1960) θαη 

Cooper (1960). 

 
Α) Αεξνλαππεγηθή 

Ο ππνινγηζκφο ηεο δπλακηθήο επζηάζεηαο απνηειεί ίζσο ηνλ ζεκαληηθφηεξν 

παξάγνληα ζρεδίαζεο ελφο αεξνζθάθνπο αθνχ νη απφηνκεο απμνκεηψζεηο ηαρπηήησλ, 

νη ζπρλέο αιιαγέο πςνκέηξνπ θαζψο θαη νη ηαρείεο αιιαγέο θιίζεσλ θαηά ηε 

δηάξθεηα κηαο πηήζεο είλαη δπλαηφ λα πξνθαιέζνπλ ζπληνληζκέλε δηέγεξζε ηνπ 

θαπζίκνπ ζηηο δεμακελέο θαη λα επεξεαζηεί έηζη ε δπλακηθή επζηάζεηα ηνπ 

αεξνζθάθνπο. 

 

Β) Γηαζηεκηθή 

΢ηελ πεξίπησζε νρεκάησλ πνπ θηλνχληαη πξνο ή ζην δηάζηεκα νη ζεκαληηθφηεξεο 

δηεγέξζεηο είλαη ζπλήζσο νη θαηαθφξπθεο επηηαρχλζεηο θαζψο θαη νη πςίζπρλεο 

ηαιαληψζεηο ησλ ηνηρσκάησλ ησλ δεμακελψλ πνπ νδεγνχλ ζε έληνλα κε γξακκηθή, 

έσο θαη ρανηηθή ζπκπεξηθνξά. ΢εκαληηθφ αληηθείκελν κειέηεο είλαη θαη ν 

ππνινγηζκφο ησλ πηέζεσλ ζηα ηνηρψκαηα ιφγσ ηνπ θιπδαζκνχ. Βεβαίσο φια απηά 

επεξεάδνληαη θαη απφ δηαθνξνπνηήζεηο ζηηο ζπλζήθεο, φπσο νη ζπλζήθεο 

κηθξνβαξχηεηαο θαη νη δηαθνξεηηθνί ηξφπνη θίλεζεο απηψλ ησλ ζθαθψλ. 

 

Γ) Δπίγεηεο Μεηαθνξέο 

΢εκαληηθφ είλαη ην πνζνζηφ ησλ αηπρεκάησλ ζε επίγεηεο κεηαθνξέο πνπ νθείινληαη 

ζην θαηλφκελν ηνπ θιπδαζκνχ. Οη απφηνκνη ειηγκνί πνπ κπνξεί λα εθηειέζεη έλα 

φρεκα κε δεμακελέο, αιιά θαη νη απφηνκεο αιιαγέο ηεο ηαρχηεηαο, κπνξεί λα 

πξνθαιέζνπλ θιπδσληζκφ θαη λα αλαπηπρζεί ηζρπξή πεξηζηξνθηθή ξνπή ζην φρεκα. 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε κεηαθνξά αθνξά ζε θαγψζηκα πγξά ππάξρνπλ πγεηνλνκηθνί 

θίλδπλνη ελψ ζηελ πεξίπησζε, επίζεο, ησλ νρεκάησλ ζηαζεξήο ηξνρηάο φπνπ ππάξρεη 

κηθξή απφζβεζε ν θίλδπλνο είλαη κεγαιχηεξνο. 

 

Γ) Δπίγεηεο Δγθαηαζηάζεηο Απνζήθεπζεο Τγξψλ 

Δπίγεηεο δεμακελέο απνζήθεπζεο, πνπ είλαη ζπλήζσο ζηεξηγκέλεο ζε έλα κεραληζκφ 

απνηεινχκελν απφ ζπζηνηρία ππιψλσλ, φπσο θαίλεηαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ ΢ρήκαηνο 

(1.2), ρξεζηκνπνηνχληαη ζε εγθαηαζηάζεηο επεμεξγαζίαο, παξαγσγήο θαη 

απνζήθεπζεο θαχζηκσλ (πεηξειαηνπαξάγσγα). Η ζεηζκηθή απφθξηζε ηέηνησλ 

δεμακελψλ πξέπεη λα κειεηάηαη ζε βάζνο αθνχ θαηλφκελα θιπδαζκνχ ζε ηέηνηα 

πεξίπησζε κπνξεί λα νδεγήζνπλ ζε αλάθιεμε ηνπ πεξηερνκέλνπ. 

 



9 
 

 
 

 

Δηθόλα 1.2 Μνξθή ηππηθήο ζθαηξηθήο δεμακελήο. Πεγή: “Δπίδξαζε θιπδαζκνχ ζηε 

ζεηζκηθή απφθξηζε ζθαηξηθψλ δεμακελψλ”, Γεψξγηνο Γξφζνο, Γηπισκαηηθή ΜΓΔ, 

Πάηξα 2005. 

 

Δ) Ναππεγηθή  

Σν πξφβιεκα ηνπ θιπδαζκνχ αθνξά ηα πεξηζζφηεξα πινία ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ 

ησλ tankers, bulk carriers, liquefied gas carriers, chemical tankers, cruise vessels, 

fishing vessels. Σα δεμακελφπινηα δηαζέηνπλ κεγάιεο δεμακελέο γηα ηε κεηαθνξά 

πγξψλ θνξηίσλ, ελψ ζρεδφλ φια ηα πινία δηαζέηνπλ δεμακελέο πγξψλ θαπζίκσλ, 

ζαιαζζίνπ έξκαηνο, δεμακελέο πφζηκνπ λεξνχ, δεμακελέο ηξνθνδνηηθνχ λεξνχ θαη 

άιια είδε δεμακελψλ. ΢ε κηα κεξηθψο γεκάηε δεμακελή πινίνπ κπνξεί λα εκθαληζηεί 

ζθνδξή θίλεζε ηνπ πεξηερνκέλνπ, φηαλ ην πινίν θηλείηαη θνληά ζηε ζπρλνηηθή 

πεξηνρή ηεο κηθξφηεξεο θπζηθήο ζπρλφηεηαο ηνπ πγξνχ (ή πνιιαπιάζησλ απηήο). ΢ε 

απηέο ηηο ζπρλφηεηεο είλαη πνιχ πηζαλή ε εκθάληζε πςειψλ πηέζεσλ επί ησλ 

ηνηρσκάησλ ησλ δεμακελψλ κε απνηέιεζκα ηελ θαηάξξεπζε ησλ θξαθηψλ. Δπίζεο ε 

επαθή ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο ηνπ πγξνχ κε ηελ νξνθή ηεο δεμακελήο θαη ε 

αθφινπζε δηάζπαζε ησλ θπκάησλ νδεγεί ζηελ αλάκεημε ηνπ πγξνχ κε αέξα θαη ηελ 

δεκηνπξγία θπζαιίδσλ αέξα ζε κεγάιν κέξνο ηνπ φγθνπ ηνπ πγξνχ. Σν θαηλφκελα 

απηά είλαη ηδηαίηεξα ζεκαληηθά ζε πινία κεηαθνξάο πγξνπνηεκέλνπ θπζηθνχ αεξίνπ. 

Λφγσ ηεο θξηζηκφηεηαο ησλ δεμακελψλ σο ηκεκάησλ ελφο ζπζηήκαηνο κεηαθνξάο 

θαη δηαλνκήο ελέξγεηαο ν ζρεδηαζκφο ησλ δεμακελψλ απηψλ δηέπεηαη απφ πνιχ 

απζηεξέο πξνδηαγξαθέο ζρεηηθά κε ηελ ηθαλφηεηα ηνπο λα αληεπεμέξρνληαη ζε κηα 

ζεηξά πεξηβαιινληηθψλ δηεγέξζεσλ. Γηα ην ιφγν απηφ δελ έρνπλ ζεκεησζεί θαη 

κεγάια αηπρήκαηα ιφγσ ηνπ θαηλνκέλνπ ηνπ θιπδαζκνχ. Κιπδαζκφο κπνξεί λα 

ζπκβεί θαη ζε θνξηίν ρχδελ ζηελ πεξίπησζε ησλ bulk carriers αιιά θαη ζε ζηεξεφ 

θνξηίν, φπσο ηα ςάξηα ζηα fishing boats. Δπίζεο, ην αλεπηζχκεην απηφ θαηλφκελν 

κπνξεί λα εκθαληζηεί θαη ζηηο πηζίλεο ησλ θξνπαδηεξφπινησλ φπνπ θαζίζηαηαη ηφζν 

αληηαηζζεηηθφ φζν θαη επηθίλδπλν γηα ηνπο επηβάηεο. 
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Δηθόλα 1.3 Μνξθή πινίνπ κεηαθνξάο πγξνπνηεκέλνπ θπζηθνχ αεξίνπ. Πεγή: 

Wikipedia 

 

Η ζνβαξφηεηα θαη ε αλαγθαηφηεηα κειέηεο απηνχ ηνπ θαηλνκέλνπ κπνξεί λα γίλεη 

εχθνια αληηιεπηή εάλ δεη θαλείο ηελ πιεζψξα αηπρεκάησλ πνπ νθείινληαη ζην 

sloshing. Οη ζπλέπεηεο κπνξεί λα είλαη ηφζν πιηθέο θαη νηθνλνκηθέο  φζν θαη 

αλζξψπηλεο απψιεηεο, νη νπνίεο φπσο είπακε φκσο έρνπλ πεξηνξηζηεί ιφγσ ησλ 

απζηεξψλ θαλνληζκψλ πνπ δηέπνπλ απηφ ην θαηλφκελν. 

 

Σν πινίν Taharoa Express γηα παξάδεηγκα θηλδχλεςε λα ππνζηεί νιηθή 

θαηαζθεπαζηηθή απψιεηα θαη λα αλαηξαπεί ιφγσ κεηαθίλεζεο θνξηίνπ θαη ηεο 

επίδξαζεο ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο ζηα ακπάξηα ηνπ. Δπηπρψο ην πινίν ηειηθά 

ζψζεθε ρσξίο λα ππάξμεη θακία αλζξψπηλε απψιεηα. 

 

 

 

 
 

Δηθόλα 1.4 Σν πινίν Taharoa Express ελψ έρεη πάξεη θιίζε. Πεγή:Wikipedia 

 

 

Έλα άιιν παξάδεηγκα είλαη απηφ ηνπ πινίνπ Pasha Bulker φπνπ απφ ιάζνο ηνπ 

θαπεηάληνπ έβαιε έξκα ζηηο δεμακελέο ηνπ ελψ βξηζθφηαλ ζηε κέζε κηαο ζχειιαο. Η 

εμσηεξηθή θίλεζε ηνπ πινίνπ ιφγσ ηεο θαηαηγίδαο πξνθάιεζε ηελ θίλεζε ηνπ 

έξκαηνο κέζα ζηηο δεμακελέο κε ζπλέπεηα ηελ απψιεηα ηεο επζηάζεηαο ηνπ πινίνπ ηε 

ζηηγκή πνπ ηε ρξεηαδφηαλ γηα λα αληαπεμέιζεη ζηηο άζρεκεο ζπλζήθεο ζάιαζζαο πνπ 

επηθξαηνχζαλ. Σν απνηέιεζκα ήηαλ λα θνιιήζεη ζηα αλνηρηά ρσξίο επηπρψο θακία 

αλζξψπηλε απψιεηα. 
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Δηθόλα 1.5 Σν πινίν Pasha Bulker ελψ έρεη πξνζαξάμεη.Πεγή:Wikipedia  

 

1.4 Δμάξηεζε από θπζηθέο παξακέηξνπο 

Οη ρακειφηεξεο θπζηθέο ζπρλφηεηεο είλαη εθείλεο κε ην κεγαιχηεξν εξεπλεηηθφ 

ελδηαθέξνλ ζηε κειέηε ηνπ θιπδαζκνχ. Οη ζπρλφηεηεο απηέο έρνπλ άκεζε εμάξηεζε 

απφ δηάθνξεο παξακέηξνπο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη επνκέλσο ν θιπδαζκφο ηεο 

ειεχζεξεο επηθάλεηαο είλαη εμαξηψκελνο απφ ηηο παξακέηξνπο απηέο. 

 

Σέηνηεο παξάκεηξνη είλαη νη γεσκεηξηθέο παξάκεηξνη ηεο δεμακελήο θαη εηδηθά ν 

ιφγνο βάζνπο πγξνχ – κήθνπο δεμακελήο. Η εμάξηεζε απηή αλαπαξίζηαηαη γξαθηθά 

ζην ΢ρήκα 1.6 γηα ηελ πεξίπησζε κηαο δηδηάζηαηεο νξζνγψληαο δεμακελήο κε βάζνο 

πγξνχ h θαη κήθνο δεμακελήο l . 

 

 
 

΢ρήκα 1.6: Η πςειφηεξε θπζηθή πεξίνδνο Σ1 γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ βάζνπο h , σο 

ζπλάξηεζε ηνπ κήθνπο l ηεο δεμακελήο. ΢ην ζρήκα επίζεο απεηθνλίδεηαη θαη ε 
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θξίζηκε πεξηνρή βάζνπο γηα θάζε πεξίπησζε. Πεγή: Sloshing, Faltinsen & Timokha, 

Campridge 2009. 

 

 

΢ην ΢ρήκα (1.6) παξνπζηάδεηαη ε πςειφηεξε θπζηθή πεξίνδνο Σ1, φπσο ππνινγίδεηαη 

απφ ηε γξακκηθή ζεσξία δπλακηθνχ, γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ βάζνπο h, σο ζπλάξηεζε 

ηνπ κήθνπο l ηεο δεμακελήο. Παξαηεξνχκε φηη γηα δεδνκέλν βάζνο ε θπζηθή πεξίνδνο 

απμάλεηαη θαζψο ν κήθνο ηεο δεμακελήο απμάλεηαη. Η επίδξαζε ηνπ βάζνπο είλαη 

κηθξή φηαλ ν ιφγνο βάζνο πγξνχ πξνο κήθνο δεμακελήο πεξηγξάθεηαη απφ ηελ 

αλίζσζε h/l ≥ 1.0. Η πξνεγνχκελε αληζφηεηα απνηειεί ηε ζπλζήθε βαζέσο πγξνχ, 

θαηά ηελ νπνία ε θίλεζε ηνπ πγξνχ δελ επεξεάδεηαη απφ ηνλ ππζκέλα ηεο δεμακελήο. 

Η αληίζηνηρε ζπλζήθε ξερνχ πγξνχ εθθξάδεηαη απφ ηελ αληζφηεηα h/l ≤ 1.0. Οη 

ζπλζήθεο κεζαίνπ θαη πεπεξαζκέλνπ βάζνπο δίλνληαη απφ ηηο αληζφηεηεο 0.1 ≥ h/l ≤ 

0.2-0.25 θαη 0.2-0.25 ≥ h/l ≤ 1.0, αληίζηνηρα. Απφ ηα πξνεγνχκελα είλαη θαλεξφ πσο 

δελ ππάξρνπλ ζαθή φξηα αλάκεζα ζηηο ηέζζεξηο πξνεγνχκελεο ζπλζήθεο. 

Δληππσζηαθέο αιιαγέο θαη εληζρχζεηο ζηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ πγξνχ ζπκβαίλνπλ γηα 

ζπρλνηηθέο δηεγέξζεηο θνληά ζηε ρακειφηεξε θπζηθή ζπρλφηεηα ζηελ πεξηνρή ηνπ 

θξίζηκνπ βάζνπο πνπ νξίδεηαη ηελ εμίζσζε h/l=0.3. 
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Κεθάιαην 2
ν
 – Αλαζθόπηζε εξγαζηώλ 

2.1 Ιζηνξηθό ππόβαζξν  

Μεγάιε πξνζπάζεηα έρεη θαηαβιεζεί απφ ηελ επηζηεκνληθή θνηλφηεηα εδψ θαη 

ρξφληα γηα ηελ κειέηε ηνπ θιπδαζκνχ, αθνχ απνηειεί, φπσο αλαθέξακε, έλα 

ελδηαθέξνλ αιιά θαη επηθίλδπλν θαηλφκελν. ΢ην θάζε θνκκάηη ηεο ζεσξίαο ζα γίλεη 

κλεία ζηνπο εθάζηνηε εξεπλεηέο πνπ αζρνιήζεθαλ κε απηφ, αιιά είλαη ζεκηηή θαη κηα 

πξψηε αλαθνξά κε ηνπο πξσηνπφξνπο ζην ηνκέα ηνπ sloshing. 

 

Η νπζηαζηηθή πξνζπάζεηα λα αλαιπζεί καζεκαηηθά ε θίλεζε ηεο ειεχζεξεο 
επηθάλεηαο ελφο πγξνχ κέζα ζε πεξηνδηθά (αξρηθά) δηεγεηξφκελε δεμακελή μεθίλεζε 

ζηα ηέιε ηνπ 19νπ αηψλα.  Απφ ηηο πην ζεκαληηθέο κειέηεο ήηαλ απηέο ησλ Hough 

(1895),Honda θαη Matsushita (1913), Jeffries (1924), Sen (1927), Goldsborough 

(1930),Westergaard (1933), Binnie (1941, 1955), K. W. Smith (1947, 1956), C. Smith 

(1948),Taylor (1950, 1954), Luskin θαη Lapin (1952), Schy (1952), Moiseev 

(1952a,b,c,d, 1953,1954, 1956), Senda θαη Nakagawa (1954), Nakagawa (1955, 

1956), Birkhoff (1956), Narimanov (1956, 1957c), Okhotsimski (1956), Heinrich and 

Kaufman (1956), Sretanskii (1956, 1957), Housner (1957), Krein θαη Moiseev 

(1957), θαη Shved (1959). Θεσξεηηθή θαη πεηξακαηηθή έξεπλα πάλσ ζε αμνληθά 

ζπκκεηξηθέο δεμακελέο έρεη γίλεη ηα ηειεπηαία ρξφληα απφ ηε δηαζηεκηθή βηνκεραλία 

(Abramson 1966 and Mikishev 1978). Θεσξεηηθέο εξγαζίεο ηνπ κε γξακκηθνχ 

θιπδαζκνχ ζε αμνληθά ζπκκεηξηθέο δεμακελέο έρνπλ επίζεο παξνπζηαζηεί απφ ηνπο 

Narimanov, Dokuchaev & Lukovsky (1977), Miles (1984a, b), Lukovsky (1990), 

Luppes(2005) Pal(2009) θαη άιινπο.  
 

Με ηελ πεηξακαηηθή κειέηε ησλ ζηάζηκσλ θπκάησλ πνπ δεκηνπξγνχληαη ζε 

θαηαθφξπθα θηλνχκελεο δεμακελέο πξψηνο αζρνιήζεθε ν Faraday (1831). 

Αθνινχζεζαλ νη Mathiessen (1868, 1870) θαη Lord Rayleigh (1833, 1867). 

Θεσξεηηθή κειέηε ηνπ ίδηνπ πξνβιήκαηνο πξαγκαηνπνηήζεθε απφ ηνπο Lewis 

(1950), Taylor (1950), Benjamin & Ursell (1954), Konstantinov et al. (1978), Nevolin 

(1985), Feng & Sethna (1989), Simoneli & Gollub (1989), Henderson & Miles 

(1990), Nagata(1991), Miles (1994), Perlin & Schultz (2000). 

 

Γηα ηελ αξηζκεηηθή πξνζέγγηζε ηνπ sloshing έθαλαλ πξνζπάζεηεο  νη Su Tsung-Chow 

(1992), Buechmann (1996), Tanizawa(1996), Chen et al. (1997), Pawell (1997), Moan 

& Berge (1997).  Πξνζνκνηψζεηο δεμακελψλ πινίνπ εκθαλίδνληαη ζε δεκνζηεχζεηο 

ησλ Arai et al (1992), Arai, Cheng & Inoue (1992, 1993), ISCC Report 

(1997),Faltinsen & Rognebakke (2000), Wu, Ma & Taylor (1998). Με ηε δηδηάζηαηε 

αλάιπζε αζρνιήζεθαλ νη Celebi & Akyildiz (2002), Sames, Marcouly & Schellin 

(2002), Aliabadi, Johnson & Abedi (2003), Fransen (2004). Oη Telste(1985), Chen et 

al. (1996), Takizawa & Kondo (1995), Chen et al. (1999),Pawell (1997), Turnbull et 

al. (2003), Wu et al (1998, 2001, 2007), Fradnsen(2003), Y. Kim et al (2001, 2007) 

ρξεζηκνπνίεζαλ αξηζκεηηθέο κεζφδνπο ηελ πξφβιεςε ησλ θαηλνκέλσλ παξακεηξηθήο 

αζηάζεηαο, νη νπνίεο φκσο δελ έδσζαλ ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα γηα 

καθξνπξφζεζκεο πξνβιέςεηο. Πην πξφζθαηεο έξεπλεο πάλσ ζε αξηζκεηηθέο κεζφδνπο 

είλαη απηέο ησλ Veldman(2007), ησλ Wemmenhove, Iwanowski, Lefranc, Veldman, 

Luppes & Bunnik(2007,2008,2009) θαη Aquelet,Souli,Gabrys & Olovson(2003), 

Loots, Buchner, Pastoor, Tveitnes(2004), Helder(2005), Luppes, Helder, 
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Veldman(2006), Bunnik,Veldman,Huijsmans(2007), Iwanowski, Lefranc, 

Wemmenhove(2009,2010) 

 

Η εκηαλαιπηηθή ηξνπηθή αλάιπζε πξσηνακθαλίζηεθε ζε κηα δεκνζίεπζε ηνπ 

Narimanov (1957) θαη βειηηψζεθε ζηε ζπλέρεηα απφ ηνπο Dodge, Kana & Abramson 

(1965), Narimanov Dokuchaev & Lukovsky (1977) θαη Lukovsky (1990). 

 

Πεξαηηέξσ κειέηεο πάλσ ζην ζέκα κε βάζε ηε ζεσξία θπξίαξρνπ θπκαηηζκνχ 

παξνπζηάζηεθαλ απφ ηνπο  Lukovsky 1976, Miles (1976, 1984), Shemer (1990),Σsai, 

Yue & Yip (1990), Funakoshi & Inoue (1991). Η πξψηε ζεσξεηηθή κειέηε γηα κε 

γξακκηθφ  sloshing πξαγκαηνπνηήζεθε κάιινλ απφ ηνλ  Stolbetsov(1967), ν νπνίνο 

βαζίζηεθε ζηε ζεσξία ηνπ Narimanov (1957). Σν ζέκα απηφ κειεηήζεθε πάιη κε 

βάζε ηα θχκαηα Faraday απφ ηνπο  Nevolin (1984), Feng& Sethna (1989), Simonelli 

& Gollub (1989), Henderson & Miles (1990),Nagata (1991), Miles (1994), Perlin & 

Schultz (2000). Σα ειεχζεξα θχκαηα ζηε δεμακελή ρξεζηκνπνίεζαλ νη Bridges 

(1985, 1987), Bryant & Stiassnie(1994, 1995). 

 

Μηα πξψηε εκθάληζε ηεο πνιπηξνπηθήο αλάιπζεο έγηλε ζηελ εξγαζία ησλ Lukovsky 

& Timokha (1995) θαη Limarchenko & Yasinsky(1997), ελψ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηε 

ζπλέρεηα θαη απφ ηνπο  Ikeda & Nakagawa(1997) γηα αλάιπζε ζρεηηθά κε ηελ 

απφζβεζε ηνπ πιάηνπο ηαιάλησζεο. Σειηθά νη Faltinsen & Timokha (2001, 2002) 

παξνπζίαζαλ ηελ ηειηθή κνξθή ηεο πξνζαξκνζηηθήο ηξνπηθήο κνληεινπνίεζεο. 

 

Με ην γεληθφηεξν θαηλφκελν αζρνιήζεθαλ νη Gerrits, Loots, Fekken, 

Veldman(before 2000), 

 

2.2 Σξόπνη αλάιπζεο 

Οη δχν θπξίαξρεο πξνζεγγίζεηο ζηελ κνληεινπνίεζε ηνπ sloshing είλαη ε αξηζκεηηθή 

θαη ε εκηαλαιπηηθή. Απφ απηέο ε δεχηεξε βαζίδεηαη ζηε ζεσξία ηεο ηξνπηθήο(modal) 

αλάιπζεο θαη απνηειεί ην αληηθείκελν ηεο παξνχζαο εξγαζίαο. Σα βαζηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ πξνζεγγίζεσλ απηψλ παξαηίζνληαη παξαθάησ. 

 

2.2.1 Αξηζκεηηθή–Τπνινγηζηηθή κέζνδνο 

Η αλάπηπμε ηεο επηζηήκεο ησλ ππνινγηζηψλ ζε επίπεδν επεμεξγαζηηθήο ηζρχνο, θαη 

ζε επίπεδν ινγηζκηθνχ θαη δηαδηθηχνπ έρεη δψζεη ηε ιχζε γηα εχθνιε κνληεινπνίεζε 

πξνβιεκάησλ πνπ απαηηνχλ αξθεηά δχζθνιε αλαιπηηθή πξνζέγγηζε.  

 

Οη πξνζνκνηψζεηο CFD είλαη έλα ηέηνην παξάδεηγκα πνπ βνεζνχλ ζηελ  επίιπζε 

πξνβιεκάησλ ξνήο θάπνηνπ πγξνχ. Σα βήκαηα πνπ αθνινπζεί κηα ηέηνηα 

πξνζνκνίσζε είλαη ε επηινγή ησλ καζεκαηηθψλ εμηζψζεσλ πνπ πεξηγξάθνπλ ην 

πξφβιεκα, ε αλάπηπμε αξηζκεηηθνχ κνληέινπ γηα ηηο εμηζψζεηο απηέο θαη ε επίιπζή 

ηνπο ζε ρσξηθέο ζπληεηαγκέλεο θαζψο ν ρξφλνο πεξλά. Ωο πξνο ηελ επηινγή ησλ 

εμηζψζεσλ ιακβάλνπκε ππφςε ηηο αξρηθέο παξαδνρέο, ελψ γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ 

αξηζκεηηθνχ κνληέινπ έρνπλ αλαπηπρζεί δηάθνξεο αξηζκεηηθέο κέζνδνη θπξηφηεξεο εθ 

ησλ νπνίσλ είλαη νη θάησζη: 
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• boundary element method (BEM) 

• constrained interpolation method (CIP) 

• finite difference method (FDM) 

• finite element method (FEM) 

• finite volume method (FVM) 

• level set (LS) 

• marker and cell (MAC) 

• moving particle semi-implicit (MPS) 

• smoothed particle hydrodynamics (SPH) 

• volume of fluid (VOF) 

 

Οη αξηζκεηηθέο απηέο κέζνδνη ρσξίδνληαη ζε δχν θαηεγνξίεο. Η πξψηε θαηεγνξία 

πεξηιακβάλεη απηέο πνπ γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ιακβάλνπλ ππφςε ηε 

ζεψξεζε ηνπ δπλακηθνχ ηεο ξνήο, ελψ ε δεχηεξε πεξηιακβάλεη ηηο κεζφδνπο πνπ 

θάλνπλ ρξήζε ηεο κεζφδνπ Navier – Stokes (Faltinsen, 2009). Τπάξρνπλ βέβαηα θαη 

πβξηδηθέο κέζνδνη νη νπνίεο εθκεηαιιεχνληαη θαηά πεξίπησζε ηα πιενλεθηήκαηα θαη 

ησλ δχν θαηεγνξηψλ.  

 

Πνιινί εξεπλεηέο ζεψξεζαλ αλαγθαίν λα αλαπηπρζνχλ αξηζκεηηθέο κέζνδνη νη 

νπνίεο λα πεξηγξάθνπλ αθξηβψο ηελ θίλεζε ηνπ ξεπζηνχ θαη ηηο επαγφκελεο δπλάκεηο 

ιφγσ ηεο αιιειεπίδξαζήο ηνπ κε ηελ δηεγεηξφκελε δεμακελή. Μεξηθέο απφ ηηο πην 

ραξαθηεξηζηηθέο κειέηεο πάλσ ζε απηφ ην ζέκα είλαη ησλ Su Tsung-Chow (1992), 

Buechmann (1996), Tanizawa (1996), Chen et al. (1997), Pawell (1997), Moan & 

Berge (1997). Υαξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα CFD πξνζνκνηψζεσλ ηξηζδηάζηαηεο 

ξνήο κέζα ζε κηα δεμακελή πινίνπ είλαη απηά ησλ Arai et al. (1992b), Arai, Cheng & 

Inoue (1992a, 1993), ISSC Report (1997), Faltinsen & Rognebakke (2000) and Wu, 

Ma & Taylor (1998), ελψ γηα ηελ δηζδηάζηαηε πεξίπησζε νη θπξηφηεξεο δεκνζηεχζεηο 

είλαη απηέο ησλ Celebi & Akyildiz 2002, Sames, Marcouly & Schellin 2002, Aliabadi, 

Johnson & Abedi 2003, Fransen (2004).  

 

Σν βαζηθφ κεηνλέθηεκα φισλ ησλ αξηζκεηηθψλ κεζφδσλ είλαη ηα αλεπαξθή 

ππνινγηζηηθά ζπζηήκαηα ηα νπνία ζα κπνξνχζαλ λα εθηεινχλ πξνζνκνηψζεηο πνιχ 

κεγάιεο ρξνληθήο δηάξθεηαο, εηδηθά γηα ηελ πεξίπησζε  έληνλεο αιιειεπίδξαζεο 

κεηαμχ ηνπ ξεπζηνχ θαη ηεο δεμακελήο κε ηελ ηαπηφρξνλε εκθάληζε αθξαίσλ κε 

γξακκηθψλ ζπκπεξηθνξψλ, νχηε λα ιάβνπλ ππφςηλ φιεο ηηο παξακέηξνπο ηνπ 

ζπζηήκαηνο(π.ρ πδξνειαζηηθφηεηα) κε απνηέιεζκα  λα ζεκεηψλνληαη ζεκαληηθά 

ιάζε ζηα απνηειέζκαηα (Faltinsen & Rognebakke 2000).  

 

Αλαιπηηθφηεξε πεξηγξαθή ησλ πιενλεθηεκάησλ θαη ησλ κεηνλεθηεκάησλ δηαθφξσλ 

αξηζκεηηθψλ κεζφδσλ αλάιπζεο ηνπ θιπδαζκνχ παξαηίζεληαη ζηηο εξγαζίεο ησλ 

Ibrahim, Pilipchuk & Ikeda (2001), Solaas (1995), Faltinsen & Rognebakke (2000), 

Faltinsen & Timokha (2002a) θαη Ibrahim et al. (2001). 

 

2.2.2 Ηκηαλαιπηηθή κέζνδνο ηξνπηθήο (modal)  αλάιπζεο     

    

Σα πξνβιήκαηα πνπ παξνπζηάδνπλ νη αξηζκεηηθέο κέζνδνη αιιά θαη ε αλάπηπμε πνιχ 

ηζρπξψλ καζεκαηηθψλ εξγαιείσλ, νδήγεζε ζηελ πξνηίκεζε ησλ αλαιπηηθψλ 

πξνζεγγίζεσλ ηνπ θιπδαζκνχ. Μηα απφ ηηο πην πνιιά ππνζρφκελεο κεζφδνπο είλαη ε 
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εκηαλαιπηηθή κέζνδνο ηξνπηθήο αλάιπζεο. Γηα ηελ εμαγσγή ησλ απνηειεζκάησλ 

απαηηείηαη ε ζεψξεζε θάζεησλ ηνηρσκάησλ ηεο δεμακελήο ζην επίπεδν ηεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο ηνπ πγξνχ ζηελ θαηάζηαζε εξεκίαο. Παξά ηηο απινπνηήζεηο ε αλάιπζε κε 

ηε κέζνδν απηή είλαη αξθεηά αθξηβήο ζηελ πεξίπησζε κηθξνχ πιάηνπο, ελψ ν ρξφλνο 

ππνινγηζκνχ είλαη αξθεηά κεησκέλνο εθφζνλ ην ζχζηεκα πνπ πεξηγξάθεη ην 

θαηλφκελν κεηαηξέπεηαη απφ απεηξνδηάζηαην ζχζηεκα κεξηθψλ δηαθνξηθψλ 

εμηζψζεσλ ζε πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο ζχζηεκα ζπλήζσλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ. 

 

Η κέζνδνο απηή είλαη θαηλνηφκα γηαηί ε αλαπαξάζηαζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο 

γίλεηαη κέζσ γεληθεπκέλσλ ζεηξψλ Fourier κε ηε ρξήζε (σο βάζεο) ησλ θπζηθψλ 

θπκαηηζκψλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Γηα ηελ αλάιπζε ρξεζηκνπνηείηαη ε ζεσξία δπλακηθνχ 

θαη ηειηθά ε ειεχζεξε επηθάλεηα θαη ην δπλακηθφ ηεο ηαρχηεηαο ηνπ πγξνχ 

εθθξάδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο 

 

                                          (     )  ∑  ( )   (   )                                        (1)                              

 (       )  ∑  ( )   (     ) 

 

 

Σν ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ είλαη ζσκαηνπαγέο θαη ζηαζεξφ σο πξνο ηελ δεμακελή, 

ελψ ην επίπεδν (x, y) δελ είλαη άιιν απφ απηφ ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο ζε 

θαηάζηαζε εξεκίαο. Οη κεηαβιεηέο si θαη di ηεο ζρέζεο (1) δελ είλαη γλσζηέο φκσο, 

φπσο αλαθέξζεθε ήδε, επηιέγνληαη λα είλαη νη θπζηθνί θπκαηηζκνί ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Η ρξήζε ησλ θπζηθψλ θπκαηηζκψλ σο βάζε γηα ην κε γξακκηθφ ζχζηεκα εμηζψζεσλ 

γίλεηαη κεηά απφ ηε ρξήζε αζπκπησηηθψλ ζεσξήζεσλ γηα ηελ ειεχζεξε επηθάλεηα. Οη 

αζπκπησηηθέο απηέο ζεσξήζεηο βαζίδνληαη ζε ζπγθεθξηκέλε ηαμηλφκεζε - ηεξάξρεζε 

ησλ γεληθεπκέλσλ ζπληεηαγκέλσλ ηνπ ζπζηήκαηνο   ( ) θαη   ( ). Η ηεξάξρεζε 

απηή φκσο παξνπζηάδεη αδπλακία ζην λα πεξηγξάςεη ηθαλνπνηεηηθά πεξηπηψζεηο 

φπσο απηή θαηά ηελ νπνία ν ιφγνο βάζνο πγξνχ πξνο κήθνο δεμακελήο είλαη 

κηθξφηεξνο ή ίζνο απφ ηελ ηηκή ηνπ θξίζηκνπ βάζνπο ή ε δχλακε δηέγεξζεο είλαη 

αξθεηά κεγάινπ πιάηνπο,θαη έηζη αληηθαηαζηάζεθε απφ ηελ πνιπσληκηθή. 

 

Μέζνδνη κε βάζε θπξηαξρηθή κνξθή ζπκπεξηθνξάο (Single Dominant Methods) 

 

Η ηερληθή απηή πξνηάζεθε γηα πξψηε θνξά απφ ηνλ Narimanov (1957) θαη 

βαζίδνληαλ ζε κηα ηερληθή δηαηαξαρψλ. Με βάζε απηή ηε ζεψξεζε νη γεληθεπκέλεο 

ζπληεηαγκέλεο    ( ) θαη   ( ) κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ απφ έλα ζχζηεκα κε 

γξακκηθψλ ζπλήζσλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ (modal system). ΢εκαληηθέο βειηηψζεηο 

ηνπ αξρηθνχ ζπζηήκαηνο παξνπζηάζηεθαλ απφ ηνπο Dodge, Kana & Abramson 

(1965), Narimanov, Dokuchaev & Lukovsky (1977) θαη Lukovsky (1990). 

Υξεζηκνπνηψληαο ηερληθέο δηαηαξαρψλ θαη ηε κέζνδν πξνβνιψλ ηνπ Hamilton 

(Hamilton-Ostrogradsky projective method) εμήγαλ κνληέια πεξηνξηζκέλσλ βαζκψλ 

ειεπζεξίαο (1-3) γηα ηηο γεληθεπκέλεο ζπληεηαγκέλεο   ( ) θαη   ( ) ή γηα ηηο κέζεο 

ηηκέο απηψλ (πρ Lukovsky 1976, Miles (1976, 1984a; b).) φπσο θαίλεηαη παξαθάησ: 

 

   ∑(    
 (

 

   

 )    (   )     
    (   )                           ( ) 

φπνπ ζ είλαη ε ζπρλφηεηα δηέγεξζεο θαη η είλαη ε αξγή δηαθχκαλζε ηνπ ρξφλνπ (t). Οη 

κέζεο ηηκέο ησλ      (η) έρνπλ ηε κνξθή ησλ ιχζεσλ ησλ εμηζψζεσλ Duffing γηα 
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κηα νξζνγψληα δεμακελή (βι. Shemer 1990 θαη Tsai, Yue & Yip 1990) ή ελφο 

ζπζηήκαηνο ηεζζάξσλ πξσηνηάμησλ ζπλήζσλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ γηα ηελ 

πεξίπησζε ηεο θαηαθφξπθεο θπιηλδξηθήο δεμακελήο (βι. Miles (1984a; b)).  

 

Ο Stolbetsov (1967) αζρνινχκελνο ζεσξεηηθά κε ην κε γξακκηθφ θιπδαζκφ ζε 

ζρεδφλ ηεηξάγσλε (near-square) δεμακελή δηεγεηξφκελε απφ νξηδφληηα αξκνληθή 

δχλακε κε ζπρλφηεηα θνληά ζηε ρακειφηεξε θπζηθή ζπρλφηεηα, ρξεζηκνπνίεζε ηε 

ζεσξία δηαηαξαρψλ ηνπ Narimanov (1957) θαη παξήγαγε δχν ηχπνπο ιχζεσλ 

ζηαζεξήο θαηάζηαζεο. Ο πξψηνο ηχπνο πεξηγξάθεη θίλεζε δχν δηαζηάζεσλ (επίπεδα 

θχκαηα) ελψ ν δεχηεξνο πεξηγξάθεη ηα πεξηζηξνθηθά θχκαηα γηα ηελ πεξίπησζε ηεο 

νξζνγψληαο γεσκεηξίαο. Γπζηπρψο, ε εξγαζία ηνπ (φπσο δηαπηζηψζεθε απφ ηνλ 

Lukovsky ην 1990) πεξηέρεη αξηζκεηηθά ιάζε. Οη ππάξρνπζεο ζεσξεηηθέο 

δεκνζηεχζεηο ζην κε γξακκηθφ θιπδαζκφ ζε ηεηξαγσληθή δεμακελή ζρεδφλ πάληνηε 

είλαη αθηεξσκέλεο είηε ζηα θχκαηα Faraday (παξαδείγκαηα ηέηνησλ δεκνζηεχζεσλ 

είλαη απηά ησλ Nevolin 1984; Feng & Sethna 1989; Simonelli & Gollub 1989; 

Henderson & Miles 1990; Nagata 1991; Miles 1994; Perlin & Schultz 2000), είηε ζηα 

ειεχζεξα θχκαηα ζηε δεμακελή (γηα παξάδεηγκα νη εξγαζίεο ησλ Bridges 1985, 1987; 

Bryant & Stiassnie 1994, 1995). Οη Bridges (1987) θαη Bryant & Stiassnie (1994, 

1995) παξνπζίαζαλ ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα γηα ειεχζεξα κε γξακκηθά πεξηνδηθά 

θχκαηα ζε ηεηξαγσληθέο δεμακελέο, γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ βαζέσο θαη ηνπ ξερνχ 

πγξνχ.  

 

Οη παξαπάλσ κειέηεο νδήγεζαλ ζηελ θαηάηαμε ησλ θπκαηηζκψλ ηεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο ζε ηξείο δηαθξηηέο κεηαμχ ηνπο θαηεγνξίεο. Μαδί κε θάπνηεο εηδηθέο 

πεξηνδηθέο ιχζεηο πνπ πεξηγξάθεθαλ απφ ηνπο Bryant & Stiassnie (1994), ηα 

ειεχζεξα κε γξακκηθά κνλναξκνληθά θχκαηα κηαο ηεηξαγσληθήο δεμακελήο κπνξνχλ 

λα ηαμηλνκεζνχλ ζε ηξεηο θαηεγνξίεο: (i) „επίπεδα‟ (δηδηάζηαηα) ζηάζηκα θχκαηα 

Stokes, (ii) ην ζηαηηθφ θχκα πνπ δεκηνπξγείηαη κε ηαιάλησζε απφ ηε κηα γσλία ηεο 

δεμακελήο ζηελ απέλαληη γσλία, („δηαγψληα‟ ή „ζρεδφλ ηεηξάγσλα‟) θαη (iii) 

„πεξηζηξεθφκελα‟ θχκαηα. Οη Bryant & Stiassnie (1995) απέδεημαλ, φηη ηα δηδηάζηαηα 

πεξηνδηθά θχκαηα ηχπνπ Stokes είλαη αζηαζή φηαλ ππφθεηληαη ζε δηαηαξαρέο ηξηψλ 

δηαζηάζεσλ, ελψ ηα ηξηζδηάζηαηα θχκαηα είλαη επζηαζή. Οη Waterhouse (1995) θαη 

Ockendon, (Ockendon & Waterhouse (1996)) κειέηεζαλ ηελ νξηδφληηα πεξηνδηθή 

δηέγεξζε κηαο ηεηξαγσληθήο δεμακελήο κεγάινπ θαη κηθξνχ βάζνπο. Η επζηάζεηα ηνπ 

ζπζηήκαηνο ζηε ζηαζεξή θαηάζηαζε θαη ε κεηάβαζε απφ κεγάιν ζε κηθξφ βάζνο 

παξνπζηάζηεθαλ απφ ηνπο Faltinsen et al. 2000 θαη Faltinsen & Timokha (2001, 

2002a). Οη Chen & Arai (1995), έδεημαλ ζεκαληηθή πξφνδν ζηελ κειέηε δηαγψληαο 

δηέγεξζεο ηεο δεμακελήο. 

 

Η αλσηέξσ ηερληθή είλαη πνιχ ρξήζηκε θαη απνηειεζκαηηθή γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο 

απφθξηζεο ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο ηνπ πγξνχ (ξεπζηνχ) κέζα ζε κηα δεμακελή κε 

πεξηνδηθή δηέγεξζε. Όκσο ππάξρνπλ εξσηεκαηηθά ζρεηηθά κε ηελ 

απνηειεζκαηηθφηεηα ζε κε πεξηνδηθή δηέγεξζε ηνπ ζπζηήκαηνο δεμακελήο – πγξνχ, 

θαη ζηε κεηαθνξηθή θίλεζε, πεξηπηψζεηο πνπ αληηκεησπίδνληαη σο ηψξα είηε κε 

αξηζκεηηθέο πξνζεγγίζεηο, είηε κε ηε ρξήζε απινπνηεκέλσλ κεραληθψλ κνληέισλ 

(ζπλήζσο εθθξεκέο) (Narimanov et al. 1977 ή Pilipchuk & Ibrahim 1997). 
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Πνιπηξνπηθέο – πξνζαξκνζηηθέο κέζνδνη (Multimodal - adaptive methods) 

 

Η ρξήζε ηεο αξρηθήο ηερληθήο ηνπ Narimanov κε ηελ αλαπαξάζηαζε ηεο ζρέζεο (1) 

ζε ζπλδπαζκφ κε γεληθφηεξεο αζπκπησηηθέο παξαδνρέο γηα ηα   ( )   ( ) είλαη κηα 

ελαιιαθηηθή ιχζε γηα ηελ απνθπγή ησλ αδπλακηψλ ησλ πξνεγνχκελσλ κεζφδσλ 

ψζηε λα θαηαιήμνπκε ζε θάπνην ηξνπηθφ ζχζηεκα πεπεξαζκέλσλ δηαζηάζεσλ. Η 

κέζνδνο απηή απνκαθξχλεηαη απφ ηε ινγηθή ηεο κηαο θπξίαξρεο ηδηνκνξθήο αιιά 

πξνζζέηεη πεξηζζφηεξεο ειεπζεξίεο ζηελ θίλεζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο. Η 

επηηπρία απηήο ηεο κεζφδνπ παξνπζηάδεηαη απφ ηνπο Limarchenko & Yasinsky (1997) 

θαη Lukovsky & Timokha (1995) ελψ κηα παξφκνηα κέζνδνο ρξεζηκνπνηήζεθε απφ 

ηνπο Ikeda & Nakagawa (1997) γηα ηελ αλάιπζε ηεο απφζβεζεο ηνπ πιάηνπο 

ηαιάλησζεο. Η κέζνδνο, ινηπφλ, απηή κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ πεξίπησζε 

νπνχ εκθαλίδνληαη πνιχπινθεο θηλήζεηο θαη ε κε γξακκηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ 

ζπζηήκαηνο είλαη έληνλε. 

 

Μηα ζχληνκε ηζηνξηθή αλαδξνκή ησλ κεζφδσλ απηψλ δίλεηαη απφ ηνπο Faltinsen et 

al. (2000) and Faltinsen & Timokha (2002a), ελψ κειέηεο ησλ La Rocca, Mele & 

Armenio (1997), Faltinsen & Timokha (2001) θαη Rognebakke & Faltinsen (2003) 

απνδεηθλχνπλ φηη απηή ε κέζνδνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ πεξίπησζε 

αλαιπηηθψλ κειεηψλ, αιιά θαη γηα αξηζκεηηθέο πξνζνκνηψζεηο ηεο θίλεζεο ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Οη Faltinsen & Timokha (2001, 2002a) παξνπζίαζαλ κηα ηερληθή 

(adaptive modal modelling technique) γηα ηε δηζδηάζηαηε πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία 

ζπλππνινγίδνληαη δπλακηθέο αιιαγέο ζηνπο θπξίαξρνπο θπκαηηζκνχο. Έλαο 

πεξηνξηζκφο γηα ηελ ρξήζε ηεο κεζφδνπ απηήο είλαη φηη δελ ππνινγίδεη πηζαλή 

«δηαθπγή» ηνπ πγξνχ απφ ηηο άθξεο ησλ θάζεησλ ηνηρσκάησλ ιφγσ ηεο ζεψξεζεο 

πνπ γίλεηαη γηα ηελ θίλεζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο ηνπ πγξνχ ελψ ην κεγαιχηεξν 

κεηνλέθηεκα απηήο ηεο κεζφδνπ είλαη ην γεγνλφο πσο είλαη ζρεηηθά θαηλνχξηα  θαη 

επνκέλσο ε κειέηε ησλ εθαξκνγψλ ηεο είλαη αξθεηά πεξηνξηζκέλε.  

 

2.3 Παξακεηξηθόο θιπδαζκόο 
 

Ωο παξακεηξηθφο θιπδαζκφο λνείηαη ε θπκαηνεηδήο θίλεζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο 

ηνπ πγξνχ θαηά ηε δηάξθεηα θαηαθφξπθεο (σο πξνο ην επίπεδν ηεο αδηαηάξαρηεο 

ειεχζεξεο επηθάλεηαο) δηέγεξζεο. Γεληθά, σο απνηέιεζκα ρξνληθά εμαξηψκελσλ 

κεηαβνιψλ παξακέηξσλ φπσο ε απφζβεζε, ε αδξάλεηα θαη ε δπζθακςία, είλαη 

δπλαηφλ λα εκθαληζηνχλ παξακεηξηθέο ηαιαληψζεηο ζε δπλακηθά ζπζηήκαηα. Οη 

κεηαβνιέο απηέο κπνξεί λα νθείινληαη ζε επελεξγνχκελεο εμσηεξηθέο δπλάκεηο,ηηο 

θαινχκελεο παξακεηξηθέο δηεγέξζεηο. ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ παξακεηξηθνχ sloshing, ην 

ελεξγφ βαξπηηθφ πεδίν γίλεηαη ρξνληθά εμαξηψκελν. 

 

Παξάδεηγκα παξακεηξηθψλ ηαιαληψζεσλ είλαη ηα θχκαηα θιπδαζκνχ πνπ 

δεκηνπξγνχληαη απφ ηελ θαηαθφξπθε δηέγεξζε κηαο δεμακελήο (κεξηθψο γεκάηεο) κε 

ζπρλφηεηα δηέγεξζεο θνληά ζηε δηπιάζηα ηηκή ηεο ρακειφηεξεο θπζηθήο 

ηδηνζπρλφηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο. Ο ηχπνο απηφο θπκάησλ νλνκάδεηαη θχκαηα Faraday 

αθνχ απηφο ηα παξαηήξεζε πξψηνο (1831) θαη δηαθέξνπλ απφ ηα θχκαηα πνπ 

πεξηγξάθεθαλ απφ ηνπο Miles (1985a, 1988b, 1990a), Miles & Becker (1988),Guthar 

& Wu (1991). 
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Έπεηηα ην θαηλφκελν αλαιχζεθε θαη απφ άιινπο εξεπλεηέο φπσο ν Mathiessen (1868, 

1970), ν Rayleigh (1883a, 1883b, 1987) ,ν Mathieu (1868) κε αληηθαηηθά 

απνηειέζκαζηα. Όκσο έπεηηα νη Lewis (1950), Taylor (1950), Benjamin & Ursell 

(1954), Konstantinov, et al. (1978) θαη Nevolin (1985) θαηφξζσζαλ λα εμεγήζνπλ 

καζεκαηηθά ηελ αλαληηζηνηρία κεηαμχ ησλ παξαηεξήζεσλ ησλ Faraday, Rayleigh θαη 

ηνπ Matthiessen. Θεσξψληαο σο               (  ) ηελ θαηαθφξπθε δηέγεξζε 

ηεο δεμακελήο, θαηφπηλ γξακκηθνπνίεζεο ε αλάιπζε φισλ ησλ πξνεγνχκελα 

αλαθεξζέλησλ εξεπλεηψλ νδήγεζε ζε έλα ζχζηεκα εμηζψζεσλ ηχπνπ Mathieu ηεο 

κνξθήο: 

 

     

   
        

    

  
    

 (  
    

 
   (  ))                      ( ) 

 

φπνπ Amn είλαη ε θαλνληθνπνηεκέλε ηηκή ηνπ χςνπο ηνπ θχκαηνο θαη σmn , δmn είλαη 

αληίζηνηρα ε θπζηθή ζπρλφηεηα θαη ν ξπζκφο απφζβεζεο ηεο ηδηνκνξθήο mn, Ω είλαη 

ε ζπρλφηεηα δηέγεξζεο, Z0 ην πιάηνο δηέγεξζεο. Αλάινγα κε ηελ ηηκή ηνπ πιάηνπο 

δηέγεξζεο, ηεο ζπρλφηεηαο θαη ηνπ ξπζκνχ απφζβεζεο, νη ιχζεηο ηεο πξνεγνχκελεο 

εμίζσζεο κπνξεί λα είλαη επζηαζείο ή αζηαζείο. Η αλάιπζε ηεο παξακεηξηθήο 

επζηάζεηαο ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ ηεο κνξθήο (3) παξνπζηάδεηαη απφ ηνπο 

McLachlan (1947) θαη Yakubovich θαη Starzhinskii (1975),Bolotin (1964), Schmidt 

(1975), Evan-Iwanowski (1976), θαη Nayfeh and Mook (1979), Ibrahim (1985). Με 

πην εμεηδηθεπκέλεο πεξηπηψζεηο έρνπλ αζρνιεζεί θαη νη Kana (1966),Woodward 

(1966), Lomen θαη Fontenot (1967), Woodward θαη Bauer (1970),Schoenhals, et al. 

(1967) θαη Nevolin (1983, Bauer (1989a),Reynolds (1965), Devitt θαη Melcher 

(1965), Briskman θαη Shaidurov (1968), Yih (1968a, b), Raco (1968),Dodge & Garza 

(1972), Ohaba & Sudo (1995), Pursi & Malik (1995), Sudo, et al. (1993, 1997) 

,Briskman, et al. (1976), Leonov θαη Morozov (1988), Bessem, et al. (1996),Miles & 

Henderson (1990),νη Frandsen θαη Borthwick (2002, 2003),Vladimirov (1981), 

Nesterov (1982), Sekerzhi-Zenkovich (1983), Kravtsov θαη Sekerzhi-Zenkovich 

(1993, 1996).  

 

 
 

 

΢ρήκα 2.1: Μεραληθφ αλάινγν γηα ηελ εμέηαζε ηνπ γξακκηθνχ παξακεηξηθνχ 

θιπδαζκνπ. Η άθξε ηνπ εθθξεκνχο δχλαηαη λα ηαιαληψλεηαη αξκνληθά ζηελ 

θαηαθφξπθε δηέγεξζε κε απνηέιεζκα λα εκθαλίδεηαη ρξνλνεμαξηφκελν βαξπηηθφ 

πεδίν. Η αλάιπζε ηνπ κνληέινπ νδεγεί ζε δηαθνξηθή εμίζσζε ηχπνπ Mathieu. 
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Κεθάιαην 3
ν
 – Θεσξεηηθό ππόβαζξν 

3.1 Δμηζώζεηο θίλεζεο ηνπ πγξνύ 

3.1.1 Παξαδνρέο 

΢ην θεθάιαην απηφ ζα παξνπζηαζηνχλ νη νη νξηαθέο ζπλζήθεο αιιά θαη εμηζψζεηο 

θίλεζεο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηηο αλαιπηηθέο αιιά θαη ζηηο ππνινγηζηηθέο 

κεζφδνπο πξνζέγγηζεο ηνπ θιπδαζκνχ ειεχζεξεο επηθάλεηαο πγξνχ ζε δηεγεηξφκελε 

δεμακελή. Παξφιν πνπ ε αλαιπηηθή πεξηγξαθή ησλ εμηζψζεσλ γηα δηάθνξνπο ηχπνπο 

δεμακελψλ έρεη γίλεη απφ ηνπο Ewart (1956), Bauer (1962a, 1962c, 1969a), Lomen 

(1965), Abramson (1966a), Ibrahim (1969), Khandelwai (1980), Kornecki (1983) θαη 

Bauer (1999), ζα γίλεη κηα ζχληνκε αλάιπζε ηεο γηα ιφγνπο πιεξφηεηαο ηεο 

εξγαζίαο. Οη παξαδνρέο πνπ πξέπεη λα δερηνχκε είλαη νη εμήο: 

 

1. Θεσξνχκε πσο ε δεμακελή είλαη: 

 

α) Με ειαζηηθή. Γειαδή ηα ηνηρψκαηα ηεο δεμακελήο δελ κπνξνχλ λα θηλνχληαη κε 

ηαρχηεηεο δηαθνξεηηθέο απφ απηή ηεο εμσηεξηθήο δηέγεξζεο. 

β) ΢ηεγαλή. Έηζη εμαζθαιίδεηαη φηη ν φγθνο ηνπ πγξνχ κέζα ζηε δεμακελή παξακέλεη 

θαζ‟ φιε ηε δηάξθεηα ηεο θίλεζεο ηεο δεμακελήο αλαιινίσηνο. Βέβαηα ε δηαηήξεζε 

ηνπ φγθνπ ηνπ πγξνχ γίλεηαη ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ επφκελε παξαδνρή. 

γ) Αξθεηά κεγαιχηεξε θαζ χςνο ζε ζρέζε κε ην επίπεδν ηεο αδηαηάξαρεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο ηνπ πγξνχ, κε απνηέιεζκα λα κελ είλαη δπλαηή ε ππεξρείιηζε ηεο 

δεμακελήο ζε θακία πεξίπησζε. 

δ) Λεία. Η παξαδνρή απηή ζε ζπλδπαζκφ κε ηηο άιιεο καο επηηξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ζεσξία δπλακηθνχ γηα ηελ εμαγσγή ηνπ καζεκαηηθνχ 

κνληέινπ. 

 

2. Θεσξνχκε φηη ην πγξφ είλαη: 

 

α) Αξρηθά κε ζηξνβηιψδεο. Έηζη ε ηαρχηεηα ηνπ πγξνχ κπνξεί λα εθθξαζηεί απφ ηε 

ζρέζε: u = ∇Φ, δειαδή κέζσ ηνπ δπλακηθνχ ηαρχηεηαο θαη ζπλεπψο ε εθαξκνγή ησλ 

αληίζηνηρσλ θαλφλσλ ηεο ζεσξίαο δπλακηθνχ. 

β) Αζπκπίεζην θαη ηδαληθφ (έρεη δειαδή, κεδεληθφ ημψδεο θαη κεδεληθή επηθαλεηαθή 

ηάζε). Έηζη βέβαηα ηα απνηειέζκαηα ηεο αλάιπζεο κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ κφλν κηα 

πξνζεγγηζηηθή εθηίκεζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ πξαγκαηηθψλ ξεπζηψλ πνπ 

ραξαθηεξίδνληαη απφ ρακειέο ηηκέο ημψδνπο. Παξφιαπηά ε αλάιπζε γίλεηαη πνιχ πην 

εχθνιε, ελψ ε εηζαγσγή απνζβέζεσλ ζην ηειηθφ κνληέιν είλαη εχθνιε αθφκε θαη εθ 

ησλ πζηέξσλ. 

 

3. Θεσξνχκε ηε γεληθή πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ε δεμακελή θηλείηαη ζε κηα 

ζπγθεθξηκέλε ηξνρηά κε ζπγθεθξηκέλε ηαρχηεηα. Γηα ηελ εμαγσγή ησλ εμηζψζεσλ 

βαζηδφκαζηε ζε δχν δηαθνξεηηθά ζπζηήκαηα ζπληεηαγκέλσλ φπσο θαίλεηαη θαη ζην 

΢ρήκα (3.1). 

 

 

΢ηηο παξαθάησ παξαγξάθνπο παξνπζηάδεηαη ην καζεκαηηθφ κνληέιν πνπ πεξηγξάθεη 

ηνλ θιπδαζκφ ζε κηα δεμακελή ηφζν γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ ην ζχζηεκα 
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ζπληεηαγκέλσλ είλαη ζηαζεξφ (O′x′y′z′ ) φζν θαη γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ ην ζχζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ είλαη θηλνχκελν (Oxyz ) καδί κε ηελ δεμακελή, αιιά ζηαζεξφ σο πξνο 

ην θέληξν απηήο (tank fixed coordinate system), ΢ρήκα (3.1). Αλ θαη έπεηηα ζα 

αζρνιεζνχκε κφλν κε ηε δεχηεξε πεξίπησζε, ε εμαγσγή ησλ εμηζψζεσλ ζα γίλεη ζην 

αδξαλεηαθφ ζχζηεκα ιφγσ ηνπ φηη είλαη πην νηθείν ζηνλ αλαγλψζηε θαη ζηε ζπλέρεηα 

νη εμηζψζεηο ζα κεηαθεξζνχλ ζε έλα θηλνχκελν καδί κε ηε δεμακελή ζχζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ. Σέινο γίλεηαη κηα ζχληνκε παξνπζίαζε ηεο αξρήο ειαρίζηνπ δξάζεο 

ε νπνία ζε ζπλδπαζκφ κε ην κε γξακκηθφ κνληέιν εμηζψζεσλ νδεγεί ζηελ εμαγσγή 

ηνπ ηειηθνχ ζπζηήκαηνο δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ πνπ πεξηγξάθεη ηνλ θιπδαζκφ.  

 

 
 

 

΢ρήκα 3.1: ΢ρεκαηηθή απεηθφληζε ησλ δχν ζεσξήζεσλ γηα ην ζχζηεκα αλαθνξάο. 

Σν ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ O′x′y′z′ είλαη ζηαζεξφ - αδξαλεηαθφ (inertia system) ελψ 

ην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ Oxyz είλαη θηλνχκελν καδί κε ηε δεμακελή (tank fixed 

coordinate system). 

 

 

3.1.2 Μνληέιν Ρνήο γηα αδξαλεηαθό ζύζηεκα 

Σν θαξηεζηαλφ ζχζηεκα πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ εμαγσγή ησλ αξρηθψλ 

εμηζψζεσλ δελ επεξεάδεηαη απφ ηελ θίλεζε ηεο δεμακελήο. Ο άμνλαο z ζεσξείηαη φηη 

είλαη θάζεηνο ζην επίπεδν ηεο δηαηαξαρήο ειεχζεξεο επηθάλεηαο (επίπεδν xy) θαη 

ζεηηθφο πξνο ηα πάλσ. Ωο ζπληεηαγκέλεο αλαθνξάο επηιέγνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηεο 

γεο. Σν ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ O′x′y′z′ θαζψο θαη νη δπλαηνί ηξφπνη θίλεζεο ηεο 

δεμακελήο απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα (3.1). 
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Δμίζσζε Laplace 

 

Μεηά ηελ παξαδνρή φηη ε δεμακελή είλαη ιεία θαη φηη ε ξνή ηνπ πγξνχ είλαη κε 

ζηξνβηιψδεο (∇× u = 0), εηζάγνπκε ην δπλακηθφ ηαρχηεηαο Φ έηζη ψζηε 

 

 ⃑     
  

  
   

  

  
   

  

  
                                           (4) 

 

φπνπ  ⃑  = (v,u,w) είλαη ε ηαρχηεηα ηνπ πγξνχ θαη ηα          είλαη κνλαδηαία 

δηαλχζκαηα θαηά ηνπο άμνλεο x, y θαη z αληίζηνηρα.  

Η εμίζσζε ζπλέρεηαο γηα ηελ πεξίπησζε αζπκπίεζηνπ πγξνχ παίξλεη ηε κνξθή: 

∇ ⃑  = 0                                                            (5) 

 

θαη κεηά ηελ εηζαγσγή ηεο (4) παίξλεη ηε κνξθή: 

 

∇2
Φ = 0                                                            (6) 

 

Η εμίζσζε (6) εθθξάδεη ην γεγνλφο φηη ην δπλακηθφ ηεο ηαρχηεηαο γηα έλα 

αζπκπίεζην πγξφ ηθαλνπνηεί ηελ ηξηζδηάζηαηε εμίζσζε Laplace θαη έρεη ζπρλά ηε 

κνξθή: 

 

  ΓΦ = 0                                                             (7) 

 

 

Δμίζσζε Bernouli 

 

Με ηε βνήζεηα ησλ εμηζψζεσλ Navier – Stokes ζα εμάγνπκε ηελ εμίζσζε Bernouli. 

Γηα ηελ ηξηζδηάζηαηε πεξίπησζε νη εμηζψζεηο Navier – Stokes παίξλνπλ ηε κνξθή: 

 

 
  

  
            ⃑                                                 (8) 

 

φπνπ g είλαη ην δηάλπζκα ηεο βαξπηηθήο επηηάρπλζεο, κ είλαη ε δπλακηθή ζηαζεξά ηνπ 

ημψδνπο θαη D/Dt εθθξάδεη ην ξπζκφ κεηαβνιήο κηαο πνζφηεηαο σο πξνο ην ρξφλν 

θαη είλαη ίζνο κε: 

 
 

  
 

 

  
  ⃑                                                                (9) 

 

Με ηελ παξαδνρή κεδεληθνχ ημψδνπο γηα ην πγξφ καο κπνξνχκε ζηελ εμίζσζε (8) λα 

κεδελίζνπκε ηελ παξάκεηξν ηνπ ημψδνπο (κ) θαη λα εμάγνπκε ηειηθά ηελ: 

 

 
  

  
                                                                 (  ) 

 

ε νπνία είλαη γλσζηή σο εμίζσζε Euler. Δηζάγνληαο ζηελ (10) ηελ παξαθάησ 

εμίζσζε (11) 
 

( ⃑  ) ⃑  
 

 
  ⃑    ⃑  (   ⃑ )  

 

 
  ⃑                                (  ) 
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θαη κε ρσξηθή νινθιήξσζε θαηαιήγνπκε ζηελ εμίζσζε Bernouli γηα ηελ πίεζε: 

 

   [
  

  
 

 

 
|  |    ]   ( )                                      (  ) 

 

φπνπ C(t) είλαη κηα ρξνλνεμαξηψκελε ζηαζεξά πνπ ππνινγίδεηαη απφ ηηο αξρηθέο θαη 

νξηαθέο ζπλζήθεο θαη Ug=-gr,  r = xe1 + ye2 + ze3 είλαη ην δπλακηθφ βαξχηεηαο. 

 

3.1.3 Mνληέιν ξνήο γηα κε αδξαλεηαθό ζύζηεκα 

Θεσξνχκε δεμακελή, κεξηθψο γεκάηε κε πγξφ, θηλνχκελε ζε κηα ηξνρηά κε 

κεηαβαιιφκελε ηαρχηεηα. Η ειεχζεξε επηθάλεηα ηνπ πγξνχ ΢(t) θαη ε επηθάλεηα ησλ 

βξεγκέλσλ ηνηρσκάησλ ηεο δεμακελήο S(t) πεξηνξίδνπλ ηνλ ρξνληθά κεηαβαιιφκελν 

φγθν ηνπ πγξνχ Q(t) φπσο θαίλεηαη θαη ζην ΢ρήκα (3.2). Σν ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

O′x′y′z′ πνπ θαίλεηαη ζην ίδην ΢ρήκα είλαη ην αδξαλεηαθφ ζχζηεκα πνπ πεξηγξάθεθε 

πξνεγνπκέλσο. 

 

 
 

 

΢ρήκα 3.2: Πεξηγξαθή ησλ επηθαλεηψλ ηνπ πγξνχ. ΢(t) είλαη ε ειεχζεξε επηθάλεηα, 

S(t) είλαη ε βξεγκέλε επηθάλεηα ησλ ηνηρσκάησλ ηεο δεμακελήο θαη Q(t) είλαη ν φγθνο 

(ρξνληθά κεηαβαιιφκελνο) ηνπ πγξνχ. 

 

Σν ζχζηεκα αλαθνξάο Oxyz είλαη επηηαρπλφκελν θαη πεξηζηξεθφκελν. Η γσληαθή 

ηαρχηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ε σ(t) κε ζπληζηψζεο σ1, σ2, θαη σ3 ζε θάζε έλαλ απφ 

ηνπο άμνλεο x, y, z αληίζηνηρα. Η αξρή ησλ αμφλσλ Ο έρεη ζρεηηθή ηαρχηεηα uo(t) σο 

πξνο ην ζχζηεκα O′x′y′z′ . 

 

Δθφζνλ γίλεηαη ε ζεψξεζε ηνπ κε αδξαλεηαθνχ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ, πξέπεη 

λα γίλεη θαη ε κεηαηξνπή ησλ εμηζψζεσλ θίλεζεο ηνπ πγξνχ ζην ζχζηεκα απηφ. Οη 

βαζηθέο εμηζψζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ην ζχζηεκα είλαη νη εμηζψζεηο (6) θαη (12). 

 

΢ην κε αδξαλεηαθφ ζχζηεκα νη εμηζψζεηο απηέο γίλνληαη: 
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Eμίζσζε Laplace 

 

   
   

   
 

   

   
 

   

   
        ( )                                   (  ) 

 

 

Eμίζσζε Bernulli 

 

       [
  

  
   ( ⃑   ⃑⃑    )  

 

 
(  )    ]                     (  ) 

 

 

 

Οη εμηζψζεηο (13) θαη (14) ζα καο βνεζήζνπλ γηα λα εμάγνπκε ηηο νξηαθέο ζπλζήθεο 

γηα ην ζχζηεκά καο. 

 

 

3.1.4 Οξηαθέο ζπλζήθεο ζώκαηνο 

Θεσξνχκε φηη δελ ππάξρεη ππεξρείιηζε ηνπ πγξνχ απφ ηελ ειεχζεξε επηθάλεηα ηεο 

δεμακελήο. Απηή ε παξαδνρή εθθξάδεηαη σο εμήο: 

 

 ⃑  ⃑    ⃑⃑⃑⃑  ⃑  [ ⃑⃑    ] ⃑                                                         (  ) 
 

 

φπνπ  ⃑  είλαη ην θάζεην πξνο ηελ επηθάλεηα S(t) δηάλπζκα. Δθθξάδνληαο ηελ ηαρχηεηα 

κε ηε βνήζεηα ηεο ζεσξίαο δπλακηθνχ ζηε ζρέζε (15) θαηαιήγνπκε ζηελ παξαθάησ 

κνξθή γηα ηελ νξηαθή ζπλζήθε ζψκαηνο: 

 
  

  
  ⃑  ⃑    ⃑⃑⃑⃑  ⃑   ⃑⃑ [    ⃑ ]            ( )                              (  )  

 

 

3.1.5 ΢πλζήθεο ειεύζεξεο επηθάλεηαο 

Αλάινγα κε ηηο παξαδνρέο πνπ έρνπλ γίλεη γηα ην ζχζηεκα (δεμακελή-πγξφ-αέξην), 

είλαη απαξαίηεην ε πίεζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο ηνπ πγξνχ λα είλαη ίζε κε ηελ 

πίεζε ηνπ αεξίνπ αθξηβψο πάλσ απφ ηελ επηθάλεηα απηή. Η πξφηαζε απηή είλαη ε 

δπλακηθή ζπλζήθε ειεχζεξεο επηθάλεηαο θαη εθθξάδεηαη σο: 

 
  

  
   (  ⃑⃑⃑⃑   ⃑⃑    )  

 

 
(  )              ( )                  (  ) 

 

Δπίζεο γηα ην ζχζηεκά καο πξέπεη λα ηζρχεη ε θηλεκαηηθή ζπλζήθε ηεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο. Απηφ ζεκαίλεη φηη έλα ζεκείν πνπ βξίζθεηαη ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα, 

ζα παξακείλεη ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα. Η θηλεκαηηθή ζπλζήθε ηεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο κπνξεί λα πεξηγξαθεί σο αθνινχζσο: 
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Γηα ην θηλνχκελν ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ κπνξνχκε λα πεξηγξάςνπκε ηελ 

ειεχζεξε επηθάλεηα ηνπ πγξνχ κέζσ ηεο 

 

                           Z(x, y, z,t) = 0                                                          (18) 

 

Δπνκέλσο γηα λα κείλεη θάπνην ζσκαηίδην ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο ζηελ ειεχζεξε 

επηθάλεηα γηα φιν ην ρξφλν πξέπεη λα ηζρχεη: 

 

  
   

  
 

  

          
  ⃑    

  

      
   ⃑⃑⃑⃑                ( )         (  ) 

 

Η (19) γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ δπλακηθνχ ηεο ηαρχηεηαο θαη κε ηε βνήζεηα ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνχ: 

 

                              ⃑  
  

|  |
       ( )                                                      (  ) 

 

παίξλεη ηελ ηειηθή ηεο κνξθή: 

   
  

  
   ⃑⃑⃑⃑  ⃑   ⃑⃑ [    ⃑ ]  

    ⁄

|  |
        ( )                          (  ) 

 

3.1.6 ΢πλζήθε δηαηήξεζεο ηνπ όγθνπ (κάδαο) 

Μηα αθφκα ζπλζήθε πνπ πξέπεη λα πξνζηεζεί είλαη απηή ηεο δηαηήξεζεο ηνπ φγθνπ 

ηνπ πγξνχ.Απηή πεξηγξάθεη ην γεγνλφο φηη φηαλ δελ ππάξρεη εηζεξρφκελε ή 

εμεξρφκελε ξνή πγξνχ ζηελ εμεηαδφκελε δεμακελή, ηφηε ε κάδα ηνπ αζπκπίεζηνπ 

πγξνχ πξέπεη λα κέλεη ζηαζεξή θαη λα ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε: 

 

   ∫    
 ( )

                                                   (  ) 

 

φπνπ Μl θαη Vol είλαη ε κάδα θαη ν φγθνο ηνπ πγξνχ εληφο ηεο δεμακελήο,αληίζηνηρα. 

 

3.1.7 Αξρηθέο θαη πεξηνδηθέο ζπλζήθεο 

Έλα κέξνο ηνπ νξηαθνχ ζηξψκαηνο ηνπ πγξνχ, ε ειεχζεξε επηθάλεηα, είλαη ειεχζεξν 

λα θηλεζεί. Απηφ ζεκαίλεη φηη γηα λα είλαη ην πξφβιεκα απηφ θαιά νξηζκέλν, ζα 

πξέπεη λα ζπκπιεξσζεί θαη απφ αξρηθέο ή πεξηνδηθέο (ζηελ πεξίπησζε πεξηνδηθήο 

δηέγεξζεο ηεο δεμακελήο) ζπλζήθεο. 

 

Η ηππηθή κνξθή ησλ αξρηθψλ ζπλζεθψλ (Faltinsen 2009) είλαη: 

 

                                                   (        )    (     ) 
  

   (  )
  (     ) (  )                                             (  ) 
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ελψ ε ηππηθή κνξθή ησλ πεξηνδηθψλ ζπλζεθψλ γηα δνζκέλε πεξίνδν δηέγεξζεο Σ 

είλαη: 

 

 (         )   (     ) 
 

  (         )    (       )                                  (  ) 
 

φπνπ Z είλαη ε θαηαθφξπθε κεηαηφπηζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο. 

 

3.2 Γξακκηθέο θπζηθέο ζπρλόηεηεο 

Πξίλ απφ ηελ αλάιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο κε ρξήζε ηεο ηξνπηθήο αλάιπζεο, 

παξνπζηάδνπκε ηνλ ηξφπν πξνζδηνξηζκνχ ησλ γξακκηθψλ θπζηθψλ ζπρλνηήησλ 

(ηδηνζπρλφηεηεο ή natural frequencies) θαη ησλ επαγφκελσλ θπζηθψλ ηδηνκνξθψλ - 

θπκαηηζκψλ (natural modes), νη νπνίεο είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ επίιπζε. 

 

Θεσξψληαο κηθξνχ πιάηνπο θπκαηηζκφ θαη ππνζέηνληαο κηα αξκνληθή ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο, απφ ηηο πξναλαθεξζείζεο εμηζψζεηο πξνθχπηεη έλα ηππηθφ πξφβιεκα 

ηδηνηηκψλ. Η επίιπζε ηνπ, ε νπνία γηα νξζνγσληθέο θαη θαηαθφξπθεο θπιηλδξηθέο 

δεμακελέο κπνξεί λα γίλεη αλαιπηηθά ρξεζηκνπνηψληαο ηελ κέζνδν δηαρσξηζκνχ ησλ 

κεηαβιεηψλ, εμαζθαιίδεη ηηο θπζηθέο ηδηνζπρλφηεηεο ηεο θίλεζεο ηνπ sloshing θαζψο 

θαη ηηο αληίζηνηρεο ηδηνκνξθέο ηνπ, νη νπνίεο εμαξηψληαη έληνλα απφ ηε κνξθή ηεο 

δεμακελήο. 

 

΢ην θεθάιαην απηφ ζα καο απαζρνιήζεη θπξίσο ε νξζνγσληθήο δηαηνκήο δεμακελή 

ηξηψλ δηαζηάζεσλ (ζα γίλεη φκσο αλαθνξά θαη ζηε δηδηάζηαηε), γηα ηελ νπνία ν 

ππνινγηζκφο είλαη ζρεηηθά εχθνινο θαη κπνξεί λα γίλεη αθφκε επθνιφηεξνο κε ηε 

βνήζεηα καζεκαηηθψλ εξγαιείσλ ινγηζκηθνχ, φπσο ην πξφγξακκα Mathematica. 

Αξρηθά γίλεηαη παξνπζίαζε ηεο γεληθφηεξεο ζεσξίαο ππνινγηζκνχ ησλ θπζηθψλ 

ζπρλνηήησλ γηα ην ζχζηεκα πγξφ-δεμακελή θαη έπεηηα ππνινγίδνληαη νη αθξηβείο 

εθθξάζεηο ησλ ηδηνζπρλνηήησλ γηα ηελ δηδηάζηαηε θαη ηελ ηξηζδηάζηαηε πεξίπησζε.  

 

3.2.1 Γεληθή ζεσξία 

Οη θπζηθέο ζπρλφηεηεο θαη νη επαγφκελνη θπκαηηζκνί είλαη ιχζεηο ηνπ γξακκηθνχ 

πξνβιήκαηνο πνπ παξνπζηάζηεθε ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην, γηα ην νπνίν επηπιένλ 

ζεσξνχκε κεδεληθή εμσηεξηθή δηέγεξζε. ΢ην ΢ρήκα 3.3 θαίλεηαη ην κε αδξαλεηαθφ 

ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ Oxyz πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ εμαγσγή ησλ 

απνηειεζκάησλ φπνπ Q0 θαη S0 είλαη ν κέζνο φγθνο θαη ε κέζε ζπλνιηθή επηθάλεηα 

αληίζηνηρα ηεο δεμακελήο θάησ απφ ηελ κέζε ειεχζεξε επηθάλεηα ΢0 . 
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΢ρήκα 3.3: Αλαπαξάζηαζε ηεο νξζνγσληθήο δεμακελήο ζε εξεκία. 

 

Δθφζνλ δελ ππάξρεη εμσηεξηθή δηέγεξζε, ηζρχνπλ νη ζεσξήζεηο πνπ έρνπκε θάλεη γηα 

ην ζχζηεκα φπσο δηαηήξεζε ηνπ φγθνπ, αζπκπηεζηφηεηα θηι.΄Δηζη ην καζεκαηηθφ 

κνληέιν πνπ πεξνγξάθεηαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε έρεη ηε κνξθή: 

 

 )   
   

   
 

   

   
 

   

   
              

 )
  

  
                                                 

                                    )  (     )   
 

 

  

  
                                                         (25) 

 )
  

  
 

  

  
                                            

 

        )
   

   
  

  

  
                                   

 

                                       ) ∫      
  

   

 

 

΢ην παξαπάλσ ζχζηεκα εμηζψζεσλ ε (25β) εθθξάδεη ηελ έιιεηςε εμσηεξηθήο 

δηέγεξζεο ελψ ε (25ζη) εθθξάδεη ηελ αξρή δηαηήξεζεο ηνπ φγθνπ γηα ην πγξφ ηεο 

δεμακελήο. 

 

Γηα λα βξνχκε ηηο πεξηνδηθέο σο πξνο ην ρξφλν ιχζεηο ηνπ αλσηέξσ ζπζηήκαηνο κε 

θπθιηθή ζπρλφηεηα ζ, κπνξνχκε λα εθθξάζνπκε ηηο ιχζεηο απηέο σο: 

 

 (     )   (   )      

 

                          (       )  
  

 
 (     )                                      (26) 

 

Όπνπ f(x,y)=θ(x,y,0). Αληηθαζηζηψληαο ηηο εμηζψζεηο (26) ζην ζχζηεκα (25) 

θαηαιήγνπκε ζην παξαθάησ ζχζηεκα: 

 

 )                     
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                                              )
  

  ⃑ 
                                                                              

                                              )
  

  
                (  

  

 
)                              (27) 

                                                     ) ∫        
  

 

 

Σν ζχζηεκα (27) είλαη ηψξα ρξνληθά αλεμάξηεην. Η ρξνληθή αλεμαξηεζία ζα καο 

βνεζήζεη ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηδηνκνξθψλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Η εμίζσζε (27.δ) 

εμαζθαιίδεη φηη ην ρσξηθφ πξφβιεκα (27) δελ έρεη ιχζεηο ηεο κνξθήο ϕ = f = C ≠ 0 , 

θ=0. Γηα ηα ππφινηπα θ απνδεηθλχεηαη φηη ηζρχεη: 

 

                                                                       (28) 

 

Η ηζφηεηα ζηελ πξνεγνχκελε ζρέζε ζεκαίλεη φηη είλαη δπλαηφ λα ππάξρνπλ 

πεξηζζφηεξεο απφ κηα ηδηνζπλαξηήζεηο πνπ αληηζηνηρνχλ ζηελ ίδηα ηδηνηηκή. Όκσο ν 

αξηζκφο ησλ ηδηνζπλαξηήζεσλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζηελ ίδηα ηδηνηηκή πξέπεη λα είλαη 

πεπεξαζκέλνο. Γειαδή ε ίδηα ηδηνζπρλφηεηα κπνξεί λα ζπλεπάγεηαη πεξηζζφηεξνπο 

ηνπ ελφο θπκαηηζκνχο αιιά πάληνηε πεπεξαζκέλν αξηζκφ θπκαηηζκψλ.  

 

Οη ηδηνζπλαξηήζεηο θn(x,y,z) νλνκάδνληαη γξακκηθνί θπζηθνί sloshing θπκαηηζκνί 

(linear natural sloshing modes) ή ζπλαξηήζεηο sloshing. Οη θπζηθέο πεξίνδνη θαη 

ζπρλφηεηεο πξνθχπηνπλ απφ ην ζχζηεκα (26): 

 

      √    

                                                                                                                      (29) 

   √    

 

ελψ ηα ζηάζηκα θχκαηα ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο απφ ηε ζρέζε: 

 

                          (   )    (     )  
 

  

   

  
(     )                               (30) 

 

Οπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε δηαηήξεζεο ηνπ φγθνπ κπνξεί λα 

πεξηγξαθεί σο γξακκηθή ζπληζηακέλε ησλ ζηάζηκσλ απηψλ θπκάησλ. Καηά ζπλέπεηα 

ηα θχκαηα απηά απνηεινχλ κηα βάζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο ηνπ πγξνχ. Καη σο 

κέιε ηεο βάζεο ηθαλνπνηνχλ ηελ ζπλζήθε ηεο νξζνγσληφηεηαο: 

 

∫         
  

 ∫   (     )  (     )                          (  )
  

 

 

 

3.2.2 Αθξηβείο ιύζεηο  

Όπσο έρoπκε αλαθέξεη δελ είλαη πνιιέο νη πεξηπηψζεηο γηα ηηο νπνίεο κπνξνχλ λα 

ππνινγηζηνχλ αλαιπηηθά νη θπζηθέο ζπρλφηεηεο γηαηί ν ππνινγηζκφο ησλ ιχζεσλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο (27), κπνξεί λα γίλεη κφλν αλ ε γεσκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο, πνπ 

εμαξηάηαη θπξίσο απφ ην είδνο ηεο δεμακελήο, επηηξέπεη ηε ρξήζε ηεο κεζφδνπ 

ρσξηζκνχ ησλ κεηαβιεηψλ. Αλαιπηηθέο κέζνδνη έρνπλ παξνπζηαζηεί απφ ηνλ Ibrahim 
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(2005) γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ θπζηθψλ ζπρλνηήησλ γηα δηάθνξνπο ηχπνπο 

δεμακελψλ. Παξαθάησ παξνπζηάδεηαη ν ηξφπνο ππνινγηζκνχ ησλ θπζηθψλ 

ηδηνζπρλνηήησλ γηα ηελ πεξίπησζε ηεο δηδηάζηαηεο θαη ηεο ηξηζδηάζηαηεο 

νξζνγψληαο δεμακελήο. 

 

Γηδηάζηαηε νξζνγώληα δεμακελή 

 

 
 

΢ρήκα 3.4: Αλαπαξάζηαζε ηεο δηζδηάζηαηεο νξζνγψληαο δεμακελήο 

 

Σν ζχζηεκα (27) γηα ηελ πεξίπησζε ηεο δηζδηάζηαηεο νξζνγψληαο δεμακελήο πνπ 

θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 3.4 παίξλεη ηε κνξθή: 

 

 )
   

   
 

   

   
                     

 

                     )
  

  
                 

 

 
             

                                )
  

  
                         | |  

 

 
                         (32) 

                     )
  

  
                            | |  

 

 
   

                                           ) ∫  (   )      
 

 

 
 

 

 

 

H κέζνδνο ρσξηζκνχ κεηαβιεηψλ γηα ηηο κεηαβιεηέο x, z δίλεη εμίζσζε ηεο κνξθήο 

Laplace ηεο νπνίαο ε ιχζε είλαη: 

 

   
  

 
     (

  

 
 ) 

                                         (   )      (
  

 
(  

 

 
 ))  

     
   

 

    
   

 

                         (33) 

                                                    ( )    (   )      (  
  

 

 
 

 
)                                 (34) 
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Μέζσ ηεο ζπλζήθεο νξζνγσληφηεηαο κπνξνχκε λα δηαπηζηψζνπκε φηη νη 

ηδηνζπλαξηήζεηο πνπ πεξηγξάθνληαη απφ ηελ (33) αλαπαξηζηνχλ κηα νξζνγψληα βάζε 

ζην επίπεδν ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο 

 

              ∫   ( )
 
 

 

 
 

 

  ( )   
 

 
                    {

     
     

                               (35) 

 

φπνπ    είλαη ην δέιηα ηνπ Kronecker. 

 

 

 

Οη αθξηβείο ιχζεηο ηεο ζρέζεο (33) ηθαλνπνηνχλ ηε ζπλζήθε (28). ΢ηε ζπγθεθξηκέλε 

πεξίπησζε, ηεο δηδηάζηαηεο δεμακελήο, θάζε ηδηνηηκή αληηζηνηρεί ζε κηα θαη 

κνλαδηθή ηδηνζπλάξηεζε. Οη θπζηθέο ζπρλφηεηεο θαη πεξίνδνη, ινηπφλ ππνινγίδνληαη: 

 

 

 

   √ 
  

 
     (

  

 
 ) 

(36)               

                  

   
   

√       (
   
 

)  

            

 

 

Οη θπζηθνί θπκαηηζκνί (natural modes) ρσξίδνληαη ζε ζπκκεηξηθνχο θαη 

αληηζπκκεηξηθνχο. Ο δηαρσξηζκφο απηφο γίλεηαη κε βάζε ηε ζπκπεξηθνξά ησλ fi(y)  ζε 

ζρέζε κε ηνλ άμνλα z. Ο ρακειφηεξνο γξακκηθφο θπκαηηζκφο fi(y)πνπ έρεη κεγάιε 

ζεκαζία γηα ηηο εθαξκνγέο ζηελ λαπηηιία, είλαη αληηζπκκεηξηθφο θαη έρεη κήθνο 

θχκαηνο, φπσο θαίλεηαη θαη ζηελ Δηθφλα 3.5 δηπιάζην απφ ην κήθνο ηεο δεμακελήο.  

 

 

 

΢ηελ Δηθφλα 3.5 θαίλεηαη επίζεο πσο ν φγθνο ηνπ πγξνχ κέζα ζηε δεμακελή 

ρσξίδεηαη απφ θνκβηθέο (nodal) θαη αληηθνκβηθέο (antinodal) θάζεηεο γξακκέο ζηε 

βάζε ηεο δεμακελήο. Έλα ζσκαηίδην ηνπ πγξνχ κπνξεί λα θηλεζεί κφλν νξηδφληηα 

πάλσ ζε κηα θνκβηθή γξακκή, ελψ αληίζεηα κπνξεί λα θηλεζεί κφλν θάζεηα πάλσ ζε 

κηα αληηθνκβηθή γξακκή. Ο αξηζκφο ησλ θφκβσλ είλαη ίζνο κε ηνλ αξηζκφ i ηνπ 

θπκαηηζκνχ, ελψ νη αληηθνκβηθέο γξακκέο ρσξίδνπλ ηνλ φγθν ηνπ πγξνχ ζε i+1 

ππνπεξηνρέο. 
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Δηθόλα 3.5: ΢ηάζηκα θχκαηα ηα νπνία αληηζηνηρνχλ ζε ζπκκεηξηθνχο θαη κε 

ζπκκεηξηθνχο θπζηθνχο θπκαηηζκνχο γηα sloshing ζε κηα δηζδηάζηαηε νξζνγψληα 

δεμακελή. Σα βέιε ζπκβνιίδνπλ ηελ θίλεζε ελφο ζσκαηηδίνπ ηνπ πγξνχ ζηηο πεξηνρέο 

αλάκεζα ζηηο θνκβηθέο θαη ηηο αληηθνκβηθέο γξακκέο. Πεγή: Sloshing, Faltinsen & 

Timokha, Campridge 2009 

 

Αλαθεξφκελνη μαλά ζηελ εμάξηεζε ησλ θπζηθψλ θπκαηηζκψλ απφ ην ιφγν h/l 

βιέπνπκε φηη απηφο εκθαλίδεηαη ζηε ζρέζε (36) ζην εζσηεξηθφ ηεο ππεξβνιηθήο 

εθαπηνκέλεο. Δπεηδή ν φξνο      (
  

 
 )  ζπκπεξηθέξεηαη δηαθνξεηηθά γηα κηθξέο θαη 

κεγάιεο ηηκέο ηνπ ιφγνπ h/l εηζάγνπκε ηηο  εμήο πξνζεγγηζηηθέο πεξηπηψζεηο: 

 

 Μηθξνχ βάζνπο φπνπ h / l ≤ 0,05 − 0,1. ΢‟ απηή ηελ πεξίπησζε γηα ην ζχλνιν 

ησλ ρακειφηεξσλ θπζηθψλ ζπρλνηήησλ ηζρχεη ε ζρέζε: 

     (
  

 
 ) 

  

 
  

Όζν απμάλεηαη ε ηηκή ηνπ ιφγνπ h/l, γηα νινέλα θαη ιηγφηεξεο θπζηθέο 

ζπρλφηεηεο ηζρχεη ε ηειεπηαία ζρέζε. 

 

 Δλδηάκεζνπ βάζνπο φπνπ 0,05 − 0,1 ≤ h / l ≤ 0,2 − 0,25. ΢‟ απηή ηελ 

πεξίπησζε ε ζρέζε (36) ηζρχεη γηα έλα πεξηνξηζκέλν αξηζκφ ρακειφηεξσλ 

θπζηθψλ ζπρλνηήησλ. 

 

 Πεπεξαζκέλνπ βάζνπο φπνπ 0,2 − 0,25 ≤ h / l ≤ 1. ΢‟ απηή ηελ πεξίπησζε ε 

ηηκή ηνπ φξνπ     (
  

 
 ) είλαη κεγαιχηεξε απφ απηήλ ηεο πεξίπησζεο 

ελδηάκεζνπ βάζνπο αιιά δελ είλαη θνληά ζην 1. Απηφ ζεκαίλεη φηη 

ηνπιάρηζηνλ ε ρακειφηεξε θπζηθή ζπρλφηεηα (ζ1) είλαη εμαξηψκελε απφ ην 

ιφγν h/l. 
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 Απείξνπ βάζνπο φπνπ 1 ≤ h / l. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ηζρχεη 

     (
  

 
 )   επνκέλσο νη δηαζηάζεηο ηεο δεμακελήο επεξεάδνπλ θακία 

θπζηθή ζπρλφηεηα. 

 

Έλα πνιχ ζεκαληηθφ θπζηθφ θαηλφκελν πνπ αμίδεη λα ζεκεησζεί θαη ζην νπνίν 

νθείιεηαη ε ζηξνθή ηεο έξεπλαο απφ ην γξακκηθφ ζην κε γξακκηθφ πξφβιεκα είλαη ν 

δεπηεξεχσλ ζπληνληζκφο.(Faltinsen 2009). Καηά ην θαηλφκελν απηφ κηα πςειφηεξε 

ηδηνηηκή είλαη δπλαηφ λα δηεγείξεηαη κε γξακκηθά θαηά ηε δηάξθεηα αξκνληθήο 

δηέγεξζεο ηεο ρακειφηεξεο ηδηνηηκήο κε πεξίνδν Σ θνληά ζηελ Σ1. 

 

Σξηζδηάζηαηε νξζνγώληα δεμακελή 

 
 

΢ρήκα 3.6: Σξηζδηάζηαηε νξζνγψληα δεμακελή. Η αξρή ηνπ ζπζηήκαηνο 

ζπληεηαγκέλσλ (κε-αδξαλεηαθφ) ηαπηίδεηαη κε ην θέληξν ηεο αδηαηάξαρεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο ηνπ πγξνχ ΢0. 

 

Όπσο έρεη αλαθεξζεί θαη πξηλ, ζεσξνχκε ην κε αδξαλεηαθφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

κε ηελ αξρή ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ λα ηαπηίδεηαη κε ην θέληξν ηεο 

αδηαηάξαρεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο ηνπ πγξνχ. Όπσο θαίλεηαη θαη ζην ΢ρήκα (3.6) ην 

επίπεδν (xy) ηαπηίδεηαη κε ην επίπεδν ηεο αδηαηάξαρεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο ελψ ν 

άμνλαο είλαη θάζεηνο ζε απηφ θαη κε ζεηηθή θνξά πξνο ηα επάλσ. Σν κήθνο ηεο 

δεμακελήο είλαη l θαη ην πιάηνο 1/ r.  

 

Η επίιπζε ηνπ (27) γίλεηαη θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ ηξηψλ δηαζηάζεσλ κε ηε κέζνδν 

ησλ ρσξηδφκελσλ κεηαβιεηψλ. Έηζη ε ζπλάξηεζε ϕ(x,y,z) εθθξάδεηαη σο γηλφκελν 

ηξηψλ αλεμάξηεησλ ζπλαξηήζεσλ εθ ησλ νπνίσλ ε κία εκθαλίδεη εμάξηεζε κφλν 

ζηνλ άμνλα x, ε άιιε κφλν ζηνλ άμνλα y θαη ηειεπηαία κφλν ζηνλ z άμνλα, δειαδή ϕ 
= X(x)Y(y)Z(z) θαη ε νπνία νδεγεί ηελ εμίζσζε Laplace ζηηο ηζφηεηεο: 

 
   

 
 

   

 
 

   

 
   

 

                        
           

             (  
 
   

 )                  (37) 
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Καη ηειηθά ζηηο ιχζεηο: 

            
( )( )     [  (  

 

 
  )   ] 

  
( )( )     *  (  

 

 
  )   +                                 (38) 

 

Καη  

                                   (     )     
( )( )  

( )( )
    [   (   )]

     (    )
                       (39) 

Με 

  
  

 
             (    ) 

                                               √(
 

  
)  (

 

  
)                                        (40) 

 

φπνπ kij είλαη ν θπκαηάξηζκνο ησλ θπζηθψλ ζπλαξηήζεσλ ϕi, j γηα i, j ≥ 1. ΢ηελ 

πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία j = 0 θαη         ν θπκαηάξηζκνο ηαπηίδεηαη κε απηφλ 

ηεο δηζδηάζηαηεο πεξίπησζεο sloshing θαηά ηνλ άμνλα x. Αλάινγα θαη γηα ηελ 

πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία i = 0 θαη        . Η πεξίπησζε φπνπ i = j = 0 δε 

ιακβάλεηαη ππφςε αθνχ αληηζηνηρεί ζηε ιχζε ϕ0,0 =ζηαζ. ε νπνία δελ ηθαλνπνηεί ηελ 

ζπλζήθε δηαηήξεζεο ηνπ φγθνπ. 

 

 

Καη ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε ηζρχεη ε ζρέζε γηα ηνπο θπκαηηζκνχο ηεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο: 

 

                                         (   )      (     )    
( )

( )  
( )

( )                           (41) 

 

΢ηελ Δηθφλα (3.7) παξνπζηάδνληαη ηα πξνθίι ησλ ελλέα ρακειφηεξσλ θπζηθψλ 

θπκαηηζκψλ γηα ηελ πεξίπησζε ηεο θπβηθήο δεμακελήο. Η πεξηγξαθή ησλ 

θπκαηηζκψλ απνηειεί αλαπφζπαζην θνκκάηη ηεο κειέηεο ηνπ θαηλνκέλνπ ηνπ 

sloshing. Όηαλ ηζρχεη i ⋅ j = 0 γηα i ≠ j , φπσο εηπψζεθε θαη πξνεγνπκέλσο, νη θπζηθνί 

θπκαηηζκνί ηαπηίδνληαη κε απηνχο ηεο δηδηάζηαηεο πεξίπησζεο θαη νλνκάδνληαη 

θχκαηα Stokes ή επίπεδα θχκαηα αθνχ ε εκθάληζε ησλ θπκάησλ απηψλ γίλεηαη γηα 

θάζε πεξίπησζε ζην έλα επίπεδν. Μηα αθφκε κνξθή θίλεζεο θαη πην ζχλζεηε 

εκθαλίδεηαη ζηελ πεξίπησζε ηεο ηξηζδηάζηαηεο δεμακελήο, ην θαηλφκελν ηνπ 

ζηξνβηιηζκνχ. Ο ζηξνβηιηζκφο είλαη ε πην ζπρλά εκθαληδφκελε κνξθή ηξηζδηάζηαηεο 

θίλεζεο θαη κπνξεί λα πεξηγξαθεί καζεκαηηθά απφ ηελ ππέξζεζε δχν επίπεδσλ 

θπκάησλ Stokes ηα νπνία έρνπλ κεηαμχ ηνπο θάπνηα δηαθνξά θάζεο,κε πην απιφ 

απιφ παξάδεηγκα ηε δηαθνξά θάζεο 90
o

 νπφηε θαη ν ζηξνβηιηζκφο πεξηγξάθεηαη απφ 

ηε ζρέζε: 

 

                                        
( )( )           

( )( )                                       (42) 

 

Σν ζεηηθφ θαη αξλεηηθφ πξφζεκν αληηζηνηρνχλ ζε δηαθνξεηηθή θνξά ζηξνβηιηζκνχ. 
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Δηθόλα 3.7: ΢ρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ησλ ελλέα ρακειφηεξσλ θπζηθψλ 

θπκαηηζκψλ γηα ηελ πεξίπησζε ηεο ηξηζδηάζηαηεο νξζνγψληαο δεμακελήο. Πεγή: 

Sloshing, Faltinsen & Timokha, Campridge 2009 

 

Μηα ηξίηε πεξίπησζε θίλεζεο πνπ εκθαλίδεηαη ζηελ ηξηζδηάζηαηε πεξίπησζε θαη πνπ 

κπνξεί λα ζεσξεζεί σο νξηαθή πεξίπησζε ησλ δχν πξνεγνχκελσλ  είλαη απηή πνπ 

πεξηγξάθεηαη απφ ηηο ζρέζεηο: 

 

  
 (   )    

( )( )    
( )( ) 

                                      
 (   )    

( )( )    
( )( )                                        (43) 

 

΢ην ΢ρήκα 3.8 θαίλεηαη ε κνξθή ησλ θπκαηηζκψλ απηψλ γηα κηα θπβηθή δεμακελή. 

΢χκθσλα κε ηνπο Faltinsen et al (2003) θαη Miles (1994), νλνκάδνπκε ηα θχκαηα 

απηά δηαγψληα ή ηεηξαγσληθά. ΢ηελ πεξίπησζε απηψλ ησλ θπκάησλ νη δχν αληίζεηεο 

γσλίεο ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο είλαη ακεηαθίλεηεο, ελψ νη άιιεο δχν 

ηαιαληψλνληαη κε αληίζεηε κεηαμχ ηνπο θάζε. 

 

 
΢ρήκα 3.8: Γηαγψληνη θπκαηηζκνί νη νπνίνη είλαη απνηέιεζκα ηεο θίλεζεο πνπ 

πεξηγξάθεηαη απφ ηε ζρέζε (43) ζηελ πεξίπησζε ηεο ηξηζδηάζηαηεο νξζνγψληαο 

δεμακελήο. Πεγή: Sloshing, Faltinsen & Timokha, Campridge 2009. 
  



35 
 

Κεθάιαην 4ν  - Σξνπηθή αλάιπζε 

4.1 Δηζαγσγή 

Η ηξνπηθή modal αλάιπζε ζα καο απαζρνιήζεη ζηα επφκελα θεθάιαηα γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκφ ηνπ θιπδαζκνχ ζηελ πεξίπησζε θαηαθφξπθεο δηέγεξζεο ζε δηδηάζηαηε 

θαη ηξηζδηάζηαηε νξζνγσληθή δεμακελή. Σν πιενλέθηεκα ηεο κεζφδνπ απηήο είλαη φηη 

κπνξεί λα κεηαηξέςεη ην αξρηθφ πξφβιεκα ηδηνηηκψλ ζε έλα απεηξνδηάζηαην ζχζηεκα 

ζπλήζσλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ. Η κέζνδνο νλνκάδεηαη ηξνπηθή (modal) γηαηί νη 

άγλσζηεο παξάκεηξνη ησλ εμηζψζεσλ (ζπλαξηήζεηο modal βi(t)) απνηεινχλ ηηο 

γεληθεπκέλεο ζπληεηαγκέλεο ησλ θπκαηηζκψλ ηνπ sloshing πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ 

θαηαθφξπθε θίλεζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο. 

 

΢ην θεθάιαην απηφ παξνπζηάδεηαη ε ηξνπηθή αλάιπζε ζηελ πεξίπησζε ηαπηφρξνλεο 

νξηδφληηαο θαη θαηαθφξπθεο δηέγεξζεο. Αξρηθά παξνπζηάδεηαη ε γξακκηθή 

πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία δερφκαζηε  γξακκηθή απφθξηζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο 

(κηθξφ πιάηνο δηέγεξζεο ζπγθξηλφκελν κε ην πιάηνο ηεο δεμακελήο), ελψ ζηε 

ζπλέρεηα πεξηγξάθεηαη ε κε γξακκηθή πεξίπησζε. Σν ζχλνιν ησλ ζπλήζσλ 

δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ ηεο ηειεπηαίαο πεξίπησζεο ζα απνηειέζεη ην αληηθείκελν ηεο 

αλάιπζεο πνπ ζα γίλεη παξαθάησ. 
 

4.1.1 Γξακκηθή ζεώξεζε 

Γηα λα θάλνπκε ηελ ππφζεζε ηεο γξακκηθφηεηαο ζεσξνχκε φηη ηφζν ην πιάηνο 

ηαιάλησζεο ηεο δεμακελήο φζν θαη ε επαγνκέλε θίλεζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο 

ηνπ πγξνχ είλαη κηθξή ζε ζρέζε κε ην πιάηνο ηεο δεμακελήο. Έηζη πξνθχπηεη έλα 

ηππηθφ πξφβιεκα ηδηνηηκψλ ην νπνίν εθθξάδεη ηνλ θπκαηηζκφ ηεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο ελφο ηδεαηνχ ξεπζηνχ κέζα ζε κηα δεμακελή θαη ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε 

Laplace γηα ηδεαηά ξεπζηά, ηηο ζπλζήθεο κε-δηαπεξαηφηεηαο ζην φξην κε ην ηνίρσκα 

ηεο δεμακελήο θαη ηηο νξηαθέο ζπλζήθεο ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο. Η επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο απηνχ εμαζθαιίδεη ηηο θπζηθέο ηδηνζπρλφηεηεο θαη ηηο αληίζηνηρεο 

ηδηνκνξθέο ηεο θίλεζεο ηνπ sloshing, νη νπνίεο εμαξηψληαη απφ ηε κνξθή ηεο 

δεμακελήο. Γηα νξζνγσληθέο θαη θαηαθφξπθεο θπιηλδξηθέο δεμακελέο, ην πξφβιεκα 

ησλ ηδηνηηκψλ ηνπ sloshing κπνξεί λα επηιπζεί αλαιπηηθά ρξεζηκνπνηψληαο ηελ 

κέζνδν δηαρσξηζκνχ ησλ κεηαβιεηψλ. 

 

Δμαγσγή ηνπ ζπζηήκαηνο γηα ηξηζδηάζηαηε νξζνγσληθή δεμακελή 

 

Θεσξνχκε κηα ηξηζδηάζηαηε νξζνγσληθή δεμακελή κεξηθψο γεκάηε κε πγξφ ην νπνίν 

ηθαλνπνηεί ηνπο πεξηνξηζκνχο πνπ αλαθέξζεθαλ ζην ηξίην θεθάιαην. Η δεμακελή έρεη 

έμη βαζκνχο ειεπζεξίαο, δειαδή κπνξεί λα θηλεζεί κε ηνπο ηξφπνπο πνπ 

απεηθνλίδνληαη ζην ΢ρήκα 3.1 θαη γηα ηελ ηαρχηεηα ζηνπο ηξεηο άμνλεο ηζρχεη ε 

ζρέζε:  

 

                    ( )     ( )      ( )      ( )    ̇     ̇     ̇                
 

 Γηα ηελ γσληαθή ηαρχηεηα επηπιένλ ηζρχεη:  
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  ( )    ( )     ( )     ( )    ̇     ̇     ̇                
 

 

φπνπ εi είλαη ε δχλακε δηέγεξζεο. 

 

Σν γξακκηθφ καζεκαηηθφ κνληέιν πνπ πεξηγξάθεη ην ζχζηεκα ζ‟ απηήλ ηελ 

πεξίπησζε ζα έρεη ηε κνξθή: 

 

      )
   

   
 

   

   
 

   

   
              

                                                 ) 
  

    

  ⃑   ⃑   ⃑⃑ [    ⃑ ] 

 )
  

    

  ⃑   ⃑   ⃑⃑ [    ⃑ ]  
  

  
                                      (44) 

 )
  

    

               

                                                  )∫        
  

 

  

φπνπ σο γλσζηφλ Q0 θαη S0 είλαη ν κέζνο φγθνο θαη ε κέζε ζπλνιηθή επηθάλεηα 

αληίζηνηρα ηεο δεμακελήο θάησ απφ ηελ κέζε ειεχζεξε επηθάλεηα ΢0 . Η ιχζε ηνπ 

αλσηέξσ ζπζηήκαηνο κπνξεί λα γξαθεί κε ηε βνήζεηα ζεηξψλ Fourier σο εμήο: 

 

 (     )  ∑   ( )  (     )   
   ∑   ( )  (   ) 

                        (45) 

 

 (       )    ( )   ( )  (     )  ∑   ( )  (     ) 
                (46) 

  

φπνπ   (   )    (     ). Η εμίζσζε (46) εηζάγεη ηε δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε 

  (     )  (   (     )    (     )    (     )) ε νπνία απνηειεί ην δπλακηθφ 

Stokes – Joukowski θαη εκθαλίδεηαη ζηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ππάξρεη πιήξσο 

γεκάηε δεμακελή. ΢ηε γξακκηθή πεξίπησζε ην δπλακηθφ απηφ είλαη αλεμάξηεην ηνπ 

ρξφλνπ θαη απνηειεί ηελ ιχζε ηνπ θάησζη πξνβιήκαηνο νξηαθψλ ηηκψλ: 

 

                                                                   (47) 

  
    

  
         

    

  
         

    

  
                    

 

Οη εμηζψζεηο (45) θαη (46) ηθαλνπνηνχλ ηηο ζπλζήθεο ηνπ ζπζηήκαηνο (44) εθηφο απφ 

ηηο (44γ) θαη (44δ) νη νπνίεο εθθξάδνπλ ηελ θηλεκαηηθή θαη δπλακηθή ζπλζήθε ηεο 

ειεχζεξεο επηθάλεηαο, αληίζηνηρα. Οη κνξθέο ησλ ζηάζηκσλ θπκάησλ ζε κηα κε 

δηεγεηξφκελε δεμακελή πεξηγξάθνληαη απφ θπζηθέο ηδηνκνξθέο. Σν ηεηξάγσλν ηεο 

θπζηθήο ζπρλφηεηαο ζi θάζε ζηάζηκνπ θχκαηνο ζρεηίδεηαη κε ηελ ηδηνηηκή θi. Αλ 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο ηδηνζπλαξηήζεηο fi(x,y) πνπ απνηεινχλ κηα πιήξε βάζε ζηελ 

ειεχζεξε επηθάλεηα ηνπ πγξνχ, γηα λα επηιχζνπκε ην πξφβιεκα, ηφηε απηφ 

κεηαηνπίδεηαη πιένλ ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ ρξνληθψλ εμαξηήζεσλ ησλ θπκάησλ πνπ 

πεξηγξάθνληαη απφ ηηο ζρέζεηο (45) θαη (46). Δδψ γίλεηαη θαλεξφ ην πιενλέθηεκα ηεο 

ζεσξίαο modal, εηδηθά ζε πεξηπηψζεηο κε γξακκηθφηεηαο, αθνχ θαζίζηαηαη πην 

εχθνινο ν ππνινγηζκφο ησλ ρξνληθψλ εμαξηήζεσλ βj θαη Rj πνπ κε αλαιπηηθέο 
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κεζφδνπο ζα ήηαλ πξαθηηθά αδχλαην. Η ζεσξία είλαη αθφκα πην ρξήζηκε ζηελ 

πεξίπησζε πνπ εηζάγνληαη θαη κε γξακκηθφηεηεο ζην καζεκαηηθφ κνληέιν.  

 

Δηζάγνληαο ηηο (45) θαη (46) ζηελ (44γ) θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ηδηφηεηα 

νξζνγσληφηεηαο ησλ θπζηθψλ ηδηνζπλαξηήζεσλ   (∫       
  

       ) 

θαηαιήγνπκε ζηελ αθφινπζε ζρέζε κεηαμχ ησλ αγλψζησλ βj θαη Rj: 

 

  ̇        j ≥ 1                                             (48) 

 

Δηζάγνληαο ηηο (45) θαη (46) ζηελ (44δ) θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηελ (47) θαηαιήγνπκε 

ζηελ εμίζσζε 

 

∑ [  
̈ 

   ( )    
   ( )]  

    (     )   (  ̈     )   (  ̈     )  

∑  ̈   (   )(     )    
                                                                                        (49) 

 

Όπνπ (x,y)    

 

Οη ζπλήζεηο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο (modal system) γηα ηε ζπλάξηεζε (modal function) 

βm είλαη νη εμήο: 

 

  (  ̈    
   )     (  ̈     )     (  ̈     )  ∑  ̈   (   )   

 

   

  

                                                  (50) 

 

 

Όπνπ ξ είλαη ε ππθλφηεηα ηνπ πγξνχ. 

 

Οη εμηζψζεηο (49) απνηεινχλ ηηο γξακκηθέο ηξνπηθέο εμηζψζεηο. ΢ε απηέο 

πεξηιακβάλεηαη θαη έλα ζχλνιν ρξνληθά αλεμάξηεησλ πδξνδπλακηθψλ ζπληειεζηψλ 

(               ). Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπο, απαηηείηαη ε γλψζε ησλ θπζηθψλ 

ηδηνκνξθψλ sloshing θαη ηνπ δπλακηθνχ Stokes – Joukowski: 

 

  
              

 

  
∫   

 

  

     
 

  
∫   

 

  

     

 

     ∫     
                 ∫     

                  ∫     
          (50) 

 

                          
 

Ο ζπληειεζηήο m κπνξεί λα πάξεη θαη ηηκέο ηεο κνξθήο (i,j) ζε πεξηπηψζεηο 

ηξηζδηάζηαησλ δεμακελψλ. Η χπαξμε ηεο ππθλφηεηαο ξ ζηηο εμηζψζεηο ηεο (50) αλ 

θαη απζαίξεηε δηεπθνιχλεη ηνλ ππνινγηζκφ ησλ δπλάκεσλ θαη ξνπψλ ζηελ δεμακελή 

ιφγσ ηνπ sloshing (Faltinsen et al 2000),ν νπνίνο φκσο είλαη έμσ απφ ην αληηθείκελν 

ηεο παξνχζαο εξγαζίαο. 
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Καηαθόξπθε δηέγεξζε 

 

Όηαλ γλσξίδνπκε ηελ θαηεχζπλζε ηεο δηέγεξζεο ηεο δεμακελήο (δειαδή πνηνη απφ 

ηνπο ζπληειεζηέο ni ζπκκεηέρνπλ ζηελ θίλεζε ηεο δεμακελήο) θαιφ είλαη λα 

γξάςνπκε ηελ εμίζσζε (49) ζηε κνξθή 

 

  ̈    
      ( )        

 

φπνπ ην δεμί κέινο ηεο εμίζσζεο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

 

  ( )  
 

  
(   (  ̈     )     (  ̈     )  ∑  ̈   (   ) ) 

              (51) 

 

Βιέπνληαο φηη ζηε ζρέζε (51) δελ ζπκπεξηιακβάλεηαη πνπζελά ν φξνο n3, 

θαηαιαβαίλνπκε φηη ε θαηαθφξπθε δηέγεξζε ηεο δεμακελήο δελ είλαη δπλαηφ λα 

πξνθαιέζεη γξακκηθά sloshing ή αληίζηξνθα ν θαηαθφξπθνο θιπδαζκφο δελ κπνξεί 

λα αλαιπζεί κέζσ ηεο ζεσξίαο modal. 

 

4.1.2 Με γξακκηθή ζεώξεζε 

Με ηελ εμαγσγή κε γξακκηθψλ ηξνπηθψλ εμηζψζεσλ έρεη αζρνιεζεί πιεζψξα 

εξεπλεηψλ φπσο νη Miles (1976) θαη Lukovski (1976), Lukovski (1990), Lukovski & 

Timokha (1995) θαη La Rocca (et al 2000). ΢ηελ ελφηεηα απηή ζα αθνινπζήζνπκε 

ηνλ ηξφπν πνπ εηζήγαγε ν Faltinsen (2000). 

 

Όπσο θαη ζηε γξακκηθή πεξίπησζε αξρηθά γίλεηαη αλαιπηηθή παξνπζίαζε ηεο 

αλαπαξάζηαζεο ηνπ δπλακηθνχ ηεο ηαρχηεηαο θαζψο θαη ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο 

ηνπ πγξνχ ελψ έπεηηα αλαιχεηαη ν ηξφπνο εμαγσγήο ηνπ ζπλφινπ (απεηξνδηάζηαηνπ) 

ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ νη νπνίεο απνηεινχλ ηηο ηξνπηθέο εμηζψζεηο, ρσξίο λα 

ιάβνπκε ππφςε ην ζρήκα ηεο δεμακελήο. Σέινο παξνπζηάδνληαη ηα πιενλεθηήκαηα 

θαη κεηνλεθηήκαηα ηεο ζεσξίαο. 

 

Θα εηζαρζνχλ δχν αλαπαξαζηάζεηο Fourier γηα λα πεξηγξάςνπκε ηηο άγλσζηεο 

ζπλαξηήζεηο ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο θαη ηνπ δπλακηθνχ ηαρχηεηαο ηνπ πγξνχ. 

Αλαπαξηζηνχκε ,ζχκθσλα κε Faltinsen (2000), ηελ ειεχζεξε επηθάλεηα ηνπ πγξνχ κε 

ηελ εμίζσζε z =δ (x,y,t) ζε έλα θηλνχκελν ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ θαη κε ηε βνήζεηα 

ησλ γεληθεπκέλσλ ζεηξψλ Fourier έρνπκε: 

 

 (     )  ∑   ( )  (   ) 
                                                  (52) 

 

 

Όκσο ε βάζε {fi(x, y)} δελ είλαη απαξαίηεην λα ζπκπίπηεη κε ηηο θπζηθέο ηδηνκνξθέο, 

φπσο ηζρχεη γηα ηε γξακκηθή ζεψξεζε ελψ επηπξνζζέησο πξέπεη λα δηαηεξεί ηελ ηζρχ 

ηεο ε αξρή δηαηήξεζεο ηεο κάδαο ηνπ πγξνχ, δειαδή λα ηζρχεη ε ζρέζε 

∫   (   )      
  

, φπνπ ΢0  είλαη ε κέζε ειεχζεξε επηθάλεηα. Ωζηφζν ε 

αλαπαξάζηαζε (52) πξέπεη λα κπνξεί λα αλαπαξηζηά θάζε ζηηγκή ηελ ειεχζεξε 

επηθάλεηα ηνπ πγξνχ. Οη εμαξηψκελεο απφ ηνλ ρξφλν ζπλαξηήζεηο {βi} εξκελεχνληαη 

σο γεληθεπκέλεο ζπληεηαγκέλεο (modal εμηζψζεηο). 
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Η αλαπαξάζηαζε ηνπ δπλακηθνχ ηαρχηεηαο Φ(x,y,z,t) ζα γίλεη κε ηε βνήζεηα 

γεληθεπκέλσλ ζεηξψλ Fourier σο κηα γελίθεπζε ηεο αλαπαξάζηαζεο πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε ζηελ γξακκηθή ζεψξεζε: 

 

 (       )    ( )   ( ) (     )  ∑   ( ) 
     (     )         (53) 

 

φπνπ ε βάζε {  } δελ ζρεηίδεηαη θαη‟ αλάγθε κε ηηο θπζηθέο ηδηνκνξθέο. Σν 

δπλακηθφ Stokes – Joukowski ( Ω1(x, y, z,t), Ω2(x, y, z,t), Ω3(x, y, z, t)) ζε απηήλ ηελ 

πεξίπησζε είλαη εμαξηψκελν απφ ηηο ρσξηθέο θαη ρξνληθέο ζπληεηαγκέλεο θαη 

ηθαλνπνηεί ην ζχζηεκα εμηζψζεσλ: 

 

                ( )       
   

  
             

   

  
                             (54) 

   

  
                  ( )   ( )  

 

Σν ζχλνιν ζπλαξηήζεσλ {Φn(x,y,z)} ηεο αλαπαξάζηαζεο (53) ζηηο πεξηζζφηεξεο 

πεξηπηψζεηο, επηιέγεηαη λα ζπκπίπηεη κε ηηο θπζηθέο ηδηνκνξθέο θάηη ην νπνίν 

ζεκαίλεη φηη ε (53) απηνκάησο ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε Laplace θαη φιεο ηηο ζπλζήθεο 

ηνπ καζεκαηηθνχ κνληέινπ εθηφο απφ ηελ δπλακηθή θαη θηλεηηθή ηεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο. 

 

Με ηε βνήζεηα ηεο αξρήο ηεο ειάρηζηεο δξάζεο Bateman-Luke ζα εμάγνπκε ην 

απεηξνδηάζηαην ζχζηεκα ζπλήζσλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ (modal εμηζψζεηο) πνπ 

ζπζρεηίδνπλ ηα  βi θαη Rn. 

 

Η αξρή Bateman-Luke 

 

Οη Faltinsen θαη Timokha έδεημαλ, ην 2009, φηη νη νκαιέο ιχζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο 

ειεχζεξνπ νξίνπ πνπ απνηειεί ην sloshing ζρεηίδνληαη κε ηα αθξφηαηα ηεο 

ζπλάξηεζεο ηεο δξάζεο, ε νπνία νξίδεηαη σο: 

 

 ( )  ∫  
  

  

                                                               (  ) 

φπνπ 

  ∫ (    )
 ( )

                                                      (  ) 

 

Με      ηε δηαθνξά ηεο εμίζσζεο Bernulli. 

Καηά ηελ αξρή Bateman-Luke νη ζπλαξηήζεηο Φ θαη δ δελ εθθξάδνπλ απαξαηηήησο ην 

δπλακηθφ θαη ηελ αλχςσζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο, αληηζηνίρσο, εθφζνλ είλαη 

αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο, φπσο επίζεο, ε δηαθνξά      δελ εθθξάδεη πιένλ, 

απαξαηηήησο, ηελ πίεζε ηνπ πγξνχ ζε ζρέζε κε ηελ αηκνζθαηξηθή. Οη Bateman θαη 

Luke απέδεημαλ φηη, αλ ειαρηζηνπνηεζεί ε ζπλάξηεζε δξάζεο, εμάγνληαη φιεο νη 

νξηαθέο ζπλζήθεο θαη καζεκαηηθέο ζρέζεηο πνπ νξίδνπλ ην sloshing θαη, ζπλεπψο, νη 

ζπλαξηήζεηο Φ θαη δ απνθηνχλ θαη πάιη ηελ αξρηθή ηνπο ζεκαζία. 

 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ Φ,δ ζηε ζπλάξηεζε Lagrange θαη κε ρξήζε ηεο αξρήο 

Bateman-Luke αιιά θαη ηνπ ζεσξήκαηνο Gauss,πξνθχπηνπλ νη ηξνπηθέο εμηζψζεηο: 
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∑
   

   
   ̇  ∑                                       (57) 

 

∑
   

   
   ̇  

 

 
∑

    

   
          ̇

    

   
   ̇

    

   
   ̇

    

   
   

     

   
   

     

   
 

  
     

   
 

 

  
(  

     

   
   

     

   
   

     

   
)  ( ̇                 )

   

    
 

( ̇                 )
   

    
 ( ̇                 )

   

    
 

 

 
  

     
 

   
 

 

 
  

     
 

   
 

 

 
  

     
 

   
     

    
 

   
     

    
 

   
     

    
 

   
                           (58) 

 

 

Όπνπ                                              ∫    ( )
   

                ∫ (       )
 ( )

   

   
   ∫   

   

  
  

 ( )  ( )

 

 

   
   ∫   

   

  
  

 ( )  ( )

 

 

        
   ∫   

   

  
  

 ( )  ( )

                                            (  ) 

 

   
   ∫   

   

  
  

 ( )  ( )

 

 

   
   ∫   

   

  
  

 ( )  ( )

 

 

   
   ∫   

   

  
  

 ( )  ( )

 

 

΢ε εηδηθέο πεξηπηψζεηο φπσο ζηελ πεξίπησζε πεπεξαζκέλνπ φγθνπ, ην ζχζηεκα 

κεηαηξέπεηαη ζε γξακκηθφ ζχζηεκα αιγεβξηθψλ εμηζψζεσλ ηνπ Rk  ηεο κνξθήο: 

∑     (  )

 

 
 

  
                                                 (  ) 

 

Πιενλεθηήκαηα θαη πεξηνξηζκνί ηεο κε γξακκηθήο ηξνπηθήο αλάιπζεο 

 

Σν ζχζηεκα ησλ εμηζψζεσλ (57) θαη (58) ζπλδέεη κε γξακκηθά ηηο κεηαβιεηέο   ( ) 

θαη Rn(t) θαη έρεη πξνθχςεη ρσξίο ππνζέζεηο θαη πεξηνξηζκνχο ζρεηηθά κε ην κέγεζνο 

ησλ θπκάησλ ηεο επηθάλεηαο θαη ηνπ βάζνπο ηεο δεμακελήο. Έηζη ην ζχζηεκα απηφ 

κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα πεξηγξάςεη πνιιέο δηαθνξεηηθέο παξαιιαγέο ηνπ 

πξνβιήκαηνο ηεο αιιειεπίδξαζεο πγξνχ – δεμακελήο. 
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Η αλάιπζε απηή φκσο απαηηεί θαη θάπνηνπο πεξηνξηζκνχο γηα λα παξάμεη αμηφπηζηα 

απνηειέζκαηα, πνπ ζρεηίδνληαη θπξίσο κε ηνπο πεξηνξηζκνχο ηεο ηξνπηθήο 

αλαπαξάζηαζεο (52) θαη (53). 

 

Γεσκεηξηθνί πεξηνξηζκνί Τπνζέηνπκε φηη δελ ππάξρεη αιιειεπίδξαζε κεηαμχ ηνπ 

πγξνχ θαη ηεο νξνθήο ηεο δεμακελήο θαζψο θαη φηη δελ κπνξνχλ λα ππάξμνπλ 

overturning θχκαηα ελψ ζε θάζε πεξίπησζε ν ππζκέλαο ηεο δεμακελήο πξέπεη λα 

είλαη βξεγκέλνο. ΢ε πεξίπησζε αιιειεπίδξαζεο νξνθήο -πγξνχ πξέπεη ε κέζνδνο λα 

ζπλδπαζηεί κε ην ιεγφκελν slamming κνληέιν (Faltinsen, 2008). Δπίζεο αλ ηα 

ηνηρψκαηα δελ είλαη παξάιιεια κε ηνλ άμνλα z απαηηείηαη άιιε παξακεηξνπνίεζε 

γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο. (Gavriliuk et al, 2005). 

 

 

΢πλαξηεζηαθνί πεξηνξηζκνί Όπσο έρνπκε ήδε δεη αλαιπηηθά ε ηξνπηθή 

αλαπαξάζηαζε (52) θαη (53) πξνυπνζέηεη ηα ζχλνια ζπλαξηήζεσλ {fi} θαη {θn} 

πιήξε ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα ΢ θαη ζηνλ ζπλνιηθφ φγθν Q ηνπ πγξνχ, αληίζηνηρα, 

γηα θάζε ρξνληθή ζηηγκή, πξάγκα εμαηξεηηθά δχζθνιν. Γη‟απηφ ην ιφγν ζπλήζσο 

επηιέγεηαη σο βάζε ην ζχλνιν ησλ γξακκηθψλ θπζηθψλ θπκαηηζκψλ. Σν κεηνλέθηεκα 

απηήο ηεο επηινγήο είλαη ην γεγνλφο φηη νη θπζηθνί θπκαηηζκνί ζεσξεηηθά νξίδνληαη 

κφλν γηα ηελ αδηαηάξαρε πεξίπησζε. Έηζη εηζάγνπκε ζθάικα ζηνπο ππνινγηζκνχο 

θαζψο ε ρξεζηκνπνηνχκελε βάζε δελ είλαη πιήξεο γηα θάζε ηπραία ρξνληθή ζηηγκή 

ζην ζχλνιν ηνπ φγθνπ Q (Timokha, 2002).  

 

Αξηζκεηηθνί πεξηνξηζκνί  Γηα ηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο δεμακελψλ πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ αξηζκεηηθέο κέζνδνη γηα ηελ εχξεζε ησλ θπζηθψλ θπκαηηζκψλ 

θαζψο θαη ησλ αληίζηνηρσλ θπζηθψλ ζπρλνηήησλ (Gavrilyuk et al, 2006). Δπνκέλσο 

ηίζεηαη ζέκα αθξίβεηαο αλάιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο. Παξάιιεια, επεηδή νη ηξνπηθέο 

εμηζψζεηο είλαη αξθεηά πνιχπινθεο εγείξεηαη ην εξψηεκα εάλ έλα ηέηνην ζχζηεκα 

ιχλεηαη ρσξίο πνιιέο απινπνηήζεηο θαη ζε ξεαιηζηηθφ ρξφλν κε ηε ρξήζε 

αξηζκεηηθψλ κεζφδσλ. 

 

4.2 Tν πξνζαξκνζηηθό (adaptive) κνληέιν 

H ηξνπηθή (modal) αλάιπζε, γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ sloshing ζε πεξηπηψζεηο 

θξίζηκνπ βάζνπο, κεγάινπ πιάηνπο δηέγεξζεο ή δεπηεξεχνληνο ζπληνληζκνχ δελ δίλεη 

απνηειέζκαηα. Γη‟ απηφ ην ιφγν ήηαλ απαξαίηεην λα αλαπηπρζεί έλα κνληέιν πνπ λα 

θαιχπηεη θαη ηηο παξαπάλσ πεξηπηψζεηο. Έηζη ην 2002 παξνπζηάζηεθε απφ ηνπο 

Faltinsen θαη Timokha κηα απεηξνδηάζηαηε ηξνπηθή κνληεινπνίεζε „πνιπσλπκηθήο 

θαηαζθεπήο‟ γηα ηα   ( )   ( ) θαη ηηο ρξνληθέο παξαγψγνπο ηνπο. Σα κνληέια απηά 

δίλνπλ απνηειέζκαηα ηφζν γηα πεπεξαζκέλν φζν θαη γηα ελδηάκεζν ή κηθξφ βάζνο, 

φπνπ ε ηειεπηαία κέζνδνο δελ κπνξνχζε λα εθαξκνζηεί. 

 

΢εκαληηθφ πξνηέξεκα ηεο πξνζαξκνζηηθήο πξνζέγγηζεο είλαη, φπσο δειψλεη θαη ην 

φλνκά ηεο, ε εχθνιε πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ αλαιφγσο κε ηελ θαηάζηαζε πνπ 

ζέινπκε λα κειεηήζνπκε, φπσο επηινγή ηεο ηάμεο ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε αλαιφγσο κε ην πιάηνο δηέγεξζεο, ηε ζπρλφηεηα, ην βάζνο θηι. 
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4.2.1 Σν n-δηάζηαην ζύζηεκα 

Οη θπζηθνί θπκαηηζκνί, ζε αδηαζηαηνπνηεκέλε κνξθή, αλαπαξίζηαληαη κε ηηο 

ζρέζεηο: 

  ̅̅̅̅    ̅( )
    (   (   ̅))

    (     )
                                                 

                                                                                 (61) 

  ̅      (   (  
 

 
))  

 

 

Όπνπ  ̅      είλαη ην θαλνληθνπνηεκέλν βάζνο ηνπ πγξνχ. 

Σν ηξνπηθφ ζχζηεκα εμηζψζεσλ γηα δηδηάζηαηε πεξίπησζε δεμακελήο ππφ νξηδφληηα 

δηέγεξζε πξνθχπηεη φηη έρεη ηε κνξθή: 

 

∑  ̇

 

   

   
 

 

 
∑  

   

  

    

   
  ̇

    

   
  

     

   
 

 

  
( 

     

   
)  (   ̇    )   

                                                                                                        (  ) 
 

Η εμαγσγή ηνπ πνιπσλπκηθνχ ζπζηήκαηνο βαζίδεηαη ζην αλάπηπγκα Taylor ησλ 

θαλνληθνπνηεκέλσλ σο πξνο ην πιάηνο θαη ηελ ππθλφηεηα νινθιεξσκάησλ    θαη 

    αληηζηνίρσο. 

 

   
 

 
(   

 

 
  ̃    

( )
     

 

 
        

( )
      )                              (  ) 

 

 

Όπνπ                     ̃  
 

 
       (    ̅)      

 

 
                                     (  ) 

 

Καη  

   
( )

 {

          
         
                

 

                                     (65) 

    
( )

        
( )

        
( )

 

     
( )

         
( )

         
( )

 

 

Πξνθχπηεη επίζεο: 

  ̇  
 

 
(  ̇    ̃    

( )
  ̇            

( )
  ̇     )                             (  ) 

 
   

    
 

 

 
(      ̃    

( )
           

( )
                                    (  ) 

 

Γηα ην      ηζρχεη: 
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(      ̃       

( )
         

( )
                                         (  ) 

 

Όπνπ ην θφκκα ρσξίδεη ζπκκεηξηθά δεχγε αθεξαίσλ ηηκψλ. Οη ηειεζηέο Π δίλνληαη 

απφ ηηο ζρέζεηο: 

 

     
( )

          
(  )

    ̃  ̃    
( )

 

 (69) 

      
( )

     (  ̃    ̃)      
(  )

  (     ̃       ̃)     
( )

 

 

Καηά ηα γλσζηά ηζρχεη: 

 

     
(  )

        
( )

        
( )

 

      
(  )

         
( )

         
( )

                                            (  ) 

 

Οη κεξηθέο παξάγσγνη ηνπ     σο πξνο ην    έρνπλ ηε κνξθή: 

 
    

   
 

 

 
(     

( )
       

( )
  )                                          (  ) 

 

Θεσξψληαο ην ζχζηεκα γξακκηθφ αιγεβξηθφ ηζρχεη: 

 

        ̇                                                               (  ) 
 

΢ην αζπκπησηηθφ φξην     , ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα Ο(1) γηα 

πεπεξαζκέλν βάζνο: 

 

      ̃  
 

 
       (   ̃)                                    (  ) 

 

Δλψ ηα κε δηαγψληα αηνηρεία ηείλνπλ ζην 0. Σν γεγνλφο απηφ θαζηζηά δπλαηή κηα 

αζπκπησηηθή ιχζε ηεο γξακκηθήο αιγεβξηθήο εμίζσζεο (72) σο πξνο ην   , ην νπνίν 

ηειηθά δίδεηαη απφ ηελ πνιπσλπκηθή έθθξαζε: 

 

   
  ̇

   ̃

     
     ̇          

     ̇                                   (  ) 

 

Οη ηειεζηέο V δελ παξνπζηάδνπλ ζπκκεηξία κεηαμχ ησλ i,j,p θαη ην θφκκα αλάκεζα 

ζηνπο δείθηεο ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα εθθξάζεη απηή αθξηβψο ηελ έιιεηςε 

ζπκκεηξίαο.Οη παξάγνληεο απηνί δίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο: 

 

    
    

 

 
    

( )
 (   ̃  ̃)

       
( )

 

 

      
    (   ̃)          

( )
 (   ̃  ̃)

        
( )

 (   ̃)      
        

( )
           (  ) 

 

Η παξάγσγνο ηνπ    σο πξνο ην ρξφλν είλαη: 
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  ̇  
  ̈

   ̃

   ̈ (    
            

       )    ̇   ̇ (    
     ̅     

     )            (  ) 

 

Όπνπ  

 ̅     
    

 

 
(      

          
   )                                                  (  ) 

 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ παξαπάλσ ζηε ζρέζε (62), παίξλνπκε ηελ ηειηθή 

απεηξνδηάζηαηε κνξθή γηα ηελ πνιπδηάζηαηε ηξνπηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ sloshing 

ζηελ πεξίπησζε πεπεξαζκέλνπ βάζνπο θαη νξηδφληηαο δηέγεξζεο: 

 

  ̈(        
   

         
   

    )    ̇  ̇(    
   

       
   

  )    
      ̃       (  ) 

 

Όπνπ νη άγλσζηνη ηειεζηέο δίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο: 

 

    
   

    ̃(
 

 
    

( )
     

   
) 

 (79) 

      
   

    ̃((   ̃)          
( )

   ̃    
( )

    
          

   
 

 

    
   

    ̃(    
   

 (   ̃  ̃)
       

( )
 

 

      
   

    ̃(       
   

     
   

  ̃     (   ̃  ̃)
        

( )
 (   ̃)

      
        

( )
        (  ) 

 

 

To ζχζηεκα (78) ηξνπνπνηήζεθε απφ ηνπο Faltinsen θαη Timokha ψζηε λα κπνξεί λα 

πεξηγξάςεη δηέγεξζε ζε νπνηνδήπνηε δηεχζπλζε αιιά θαη πεξηζηξνθηθέο θηλήζεηο. Σν 

κε γξακκηθφ ηξνπηθφ ζχζηεκα 5
εο

 ηάμεο σο πξνο    γηα θαηαθφξπθε δηέγεξζε, φπνπ 

είλαη εκθαλέο πσο κπνξεί λα παξνπζηαζηεί παξακεηξηθή αζηάζεηα είλαη ην εμήο: 

 

  ̈(        
   

         
   

             
   

                 
   

        )

   ̇  ̇(    
   

       
   

           
   

               
   

      )

   
 (  ̈ 

        (   ̅)                                                                  (  ) 

 

 

Όπσο αλαθέξεηαη ζην βηβιίν ηνπ Faltinsen „Sloshing‟ ρξεζηκνπνηείηαη ην ίδην ζρήκα 

θαη γηα ηελ ηξηζδηάζηαηε πεξίπησζε κε κφλε δηαθνξά φηη θάζε δείθηεο 

αληηθαζίζηαηαη απφ έλα δεπγάξη δεηθηψλ (i,j). Έηζη ε ζρέζε (81), θξαηψληαο ηνπο 

φξνπο κέρξη θαη δεχηεξεο ηάμεο, γίλεηαη: 

 

    ̈ (        (   ) (   )
  (   )

      (   ) (   ) (   )
  (   )

        )

     ̇     ̇ ( (   ) (   )
  (   )

  (   ) (   ) (   )
  (   )

    )

     
 (  ̈ 

       (   ̅))    

                                                           (  ) 
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΢εκεηψλνπκε ζε απηφ ην ζεκείν φηη νη φξνη ηεο κνξθήο β
n
 ηεο πξνεγνχκελεο 

εμίζσζεο απνηεινχλ ηειεζηέο αζξνίζκαηνο ζην δηάζηεκα απφ 1 έσο n. 

Γηα λα γίλεη πην θαηαλνεηή, ε ζρέζε (82) γξάθεηαη ζε κνξθή αζξνηζκάησλ σο εμήο: 

 

∑     ̈
 

     
     

[       ∑  (   ) (   )
  (   )

    

 

     
     

 ∑ ∑  (   ) (   ) (   )
  (   )

        ]

 

     
     

 

     
     

 ∑ ∑     ̇     ̇
 

     
     

 

     
     

* (   ) (   )
  (   )

  (   ) (   ) (   )
  (   )

    +

     
 (  ̈ 

       (   ̅))                                                   (  ) 

 

Οη άγλσζηνη ηειεζηέο δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο: 

 

 (   ) (   )
  (   )

      (   ) (   )
  (   )

     

    
( )

    
( )

   
( )

   
( )

 

(84) 

 (   ) (   ) (   )
  (   )

      ̅(   ) (   ) (   )
  (   )

         

    
( )

    
( )

   
( )

   
( )

 (   ) (   )
  (   )

 
             

( )
     

( )

       
( )

   
( )

 

 

 (   ) (   )
  (   )

      (   ) (   )
  (   )

 
      (   )(   ) (   )

( )

            
( )

   
( )

 

(85) 

 (   ) (   ) (   )
  (   )

       ̅(   ) (   ) (   )
  (   )

         

    
( )

    
( )

   
( )

   
( )

 (   ) (   )
  (   )

 
      (   )(   ) (   ) (   )

( )

           
( )

   
( )

 
  (   ) (   )

  (   )
     (   )(   ) (   )

( )

        
( )

   
( )

 
  (   ) (   )

  (   )
     (   )(   ) (   )

( )

        
( )

   
( )

 

 

4.3 Παξακεηξηθή αζηάζεηα 

΢ην πξνεγνχκελν θεθάιαην, φπνπ εμεηάζηεθε ε πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο ηξνπηθήο 

αλάιπζεο, είρε δεηρζεί φηη δελ είλαη δπλαηφ λα δεκηνπξγεζεί θιπδαζκφο ζηελ 

ειεχζεξε επηθάλεηα πγξνχ εληφο κηαο δεμακελήο, σο ζπλέπεηα θαηαθφξπθεο 

δηέγεξζεο ηεο δεμακελήο. Παξ‟φια απηά, πεηξακαηηθέο παξαηεξήζεηο (Faraday 

(1831), Rayleigh (1983)) έρνπλ δείμεη πσο γηα θάπνηεο ζπρλφηεηεο δηέγεξζεο είλαη 

δπλαηφ λα πξνθιεζεί πδξνδπλακηθή αζηάζεηα ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο κε 
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απνηέιεζκα ηελ εκθάληζε θιπδαζκνχ. ΢πκπεξαίλνπκε ινηπφλ έηζη φηη ε εκθάληζε 

ηνπ θιπδαζκνχ ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα ηνπ πγξνχ εληφο δεμακελήο πνπ δηεγείξεηαη 

θαηαθφξπθα, δελ κπνξεί λα πεξηγξαθεί κέζσ ηεο γξακκηθήο ηξνπηθήο αλάιπζεο. 

 

Δπεηδή ν Faraday (1831) ήηαλ ν πξψηνο πνπ παξαηήξεζε απηνχ ηνπ είδνπο ηηο 

αζηάζεηεο, ηα επαγφκελα θχκαηα νλνκάδνληαη θχκαηα Faraday. Άιινη εξεπλεηέο πνπ 

αζρνιήζεθαλ κε ην θαηλφκελν είλαη νη Rayleigh (1983), Ibrahim (2005, Chap. 6), 

Nevolin (1984) θαη Perlin & Schwarz (2000). 

 

4.3.1 Δμαγσγή δπλακηθνύ ζπζηήκαηνο 

Πξηλ απφ ηε κειέηε ηεο δπλακηθήο ηνπ ζπκπεξηθνξάο, λα εηζάγνπκε έλαλ ζπληειεζηή 

απφζβεζεο. Με απηφλ ηνλ ηξφπν άξνπκε ηνλ πεξηνξηζκφ πνπ είρακε αξρηθά γηα ην 

ηδαληθφ πγξφ θαη εμεηάδνπκε πεξηζζφηεξν ξεαιηζηηθά ηα πγξά. Όπσο αλαθέξεηαη θαη 

απφ εξεπλεηέο φπσο νη Keulegan (1959), Faltinsen & Timokha (2002) θαη Faltinsen et 

al (2005 a, 2005 b,2006 b), ε απφζβεζε ζε κηα νξζνγσληθή δεμακελή κε πγξφ πνπ 

ππαθνχεη ηνπο πεξηνξηζκνχο πνπ έρνπκε ζέζεη νθείιεηαη ηφζν ζηελ αιιειεπίδξαζε 

ηνπ εμσηεξηθνχ ζηξψκαηνο ηνπ πγξνχ κε ηα ηνηρψκαηα ηεο δεμακελήο φζν θαη ζηηο 

δηάθνξσλ εηδψλ αηέιεηεο πνπ εκθαλίδνληαη θαηά ηε δηάξθεηα ηεο θίλεζεο, φπσο γηα 

παξάδεηγκα θπζαιίδεο. Δπεηδή ν αλαιπηηθφο ππνινγηζκφο ηνπ ζπληειεζηή 

απφζβεζεο είλαη πνιχπινθνο („Sloshing‟, Faltinsen & Timokha, Cambridge 2009), 

ρσξίο λα ράλεηαη ε γεληθφηεηα, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί έλαο ζπληειεζηήο 

απφζβεζεο    ν νπνίνο ζα εηζαρζεί ζην ηξνπηθφ ζχζηεκα κε ηελ κνξθή ηνπ φξνπ 

          
̇ . Έρεη δεηρηεί φηη φηαλ ν ζπληειεζηήο απφζβεζεο είλαη κηθξφο πξνθαιείηαη 

έλα πνιχ κηθξφ ζθάικα ππνινγηζκνχ ην νπνίν ζε γεληθέο γξακκέο είλαη απνδεθηφ. 

 

Θεσξψληαο πνιχ κηθξέο αξρηθέο δηαηαξαρέο ησλ γεληθεπκέλσλ ζπληεηαγκέλσλ βm 

ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο, ε εμίζσζε (83) κπνξεί λα γξακκηθνπνηεζεί. Καηά ηε 

δηάξθεηα ηεο γξακκκηθνπνίεζεο ζεσξνχκε ηνλ φξν   ̈ 
        (   ̅) σο κηα 

ρξνλνεμαξηψκελε ζηαζεξά θαη έηζη δελ εκπιέθεηαη ν φξνο n3 , ν νπνίνο εθθξάδεη ηελ 

θαηαθφξπθε δηέγεξζε, ζηε δηαδηθαζία γξακκηθνπνίεζεο. Η πξνεγνχκελε 

επεμεξγαζία νδεγεί ζην ζχζηεκα: 

 

 

∑     ̈
 

     
     

[       ∑  (   ) (   )
  (   )

    

 

     
     

 ∑ ∑  (   ) (   ) (   )
  (   )

        ]

 

     
     

 

     
     

 ∑ ∑     ̇     ̇
 

     
     

 

     
     

* (   ) (   )
  (   )

  (   ) (   ) (   )
  (   )

    +

     
 (

  ̈

 
  )                                                                      (  )  

 

Δπεηδή φκσο ηζρχεη 

 

         (  )    ̈       
     (  ) 

Έρνπκε 
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∑     ̈
 

     
     

[       ∑  (   ) (   )
  (   )

    

 

     
     

 ∑ ∑  (   ) (   ) (   )
  (   )

        ]

 

     
     

 

     
     

 ∑ ∑     ̇     ̇
 

     
     

 

     
     

* (   ) (   )
  (   )

  (   ) (   ) (   )
  (   )

    +

     
 (  

   

 
     (  ))                                                 (  ) 

 

Κξαηψληαο ηνπο φξνπο κέρξη Ο(ε
2/3

) ηάμεο φπνπ  

 

           ( 
 

 ⁄ ) 

                ( 
 

 ⁄ ) 

      ( ) 

 

Έρνπκε ηηο παξαθάησ πέληε εμηζψζεηο: 

 

    
̈      

     (  
   

 
     (  ))    (    

̈          
̇     

̇ )

   (    
̈     

   ̇   
     )        

̈            
̈     

 

     
̈ (                 )        

̈          ̇   
     

        
̇     

̇             
̇     

̇                                                          (  ) 

 

    
̈      

     (  
   

 
     (  ))    

̅̅ ̅(    
̈          

̇     
̇ )

   
̅̅ ̅(    

̈     
   ̇   

     )    
̅̅ ̅    

̈        
̅̅ ̅    

̈     
 

     
̈ (  

̅̅ ̅       
̅̅ ̅        )    

̅̅ ̅    
̈         

̅̅ ̅̅  ̇   
     

    
̅̅ ̅̅     

̇     
̇         

̅̅ ̅̅     
̇     

̇                                                          (  ) 

 

 

    
̈      

     (  
   

 
     (  ))        

̈         ̇   
               (  ) 

 

    
̈      

     (  
   

 
     (  ))    

̅̅ ̅    
̈        

̅̅ ̅ ̇   
               (  ) 

 

    
̈      

     (  
   

 
     (  ))    ̂    

̈       

  ̂    
̈        ̂    

̇     
̇                                            (  ) 

 

Oη ζπληειεζηέο δίλνληαη απφ ηηο παξαθάησ ζρέζεηο: 

 

    (   ) (   )
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Παξαθάησ ζα κειεηεζνχλ δχν δηαθνξεηηθέο εθδνρέο επίιπζεο απηψλ ησλ εμηζψζεσλ 

ζηηο νπνίεο ν ζπληειεζηήο απφζβεζεο ζα κπεη ζε απηφ ην αξρηθφ ζηάδην ζην νπνίν 

βξίζθνληαη ηψξα,πξηλ δειαδή ηελ επίιπζε σο πξνο ηα βi,j, αιιά θαη αθνχ επηιπζνχλ. 

΢ηελ πξψηε πεξίπησζε νη εμηζψζεηο ζα είλαη:  
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Οη νπνίεο κεηά ηελ επίιπζή ηνπο κε ηε βνήζεηα ηνπ πξνγξάκκαηνο Mathematica 

γίλνληαη: 
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(98) 
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Ενώ ζηη δεύηεπη πεπίπηωζη οι εξιζώζειρ (88)-(92) μεηά ηην επίλςζή ηοςρ θα 
είναι: 
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(99) 
 

 

΢ην ζεκείν απηφ ζα πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη νη εμηζψζεηο (93)-(97) απνηεινχλ 

γελίθεπζε ηεο εμίζσζεο Mathieu κε απφζβεζε: 

 

  ̈         ̇   
   (        (  ))                                 (100) 

 

Όπνπ   
   

 
. 

 

Οη εμηζψζεηο απηέο δελ επηδέρνληαη αθξηβή αλαιπηηθή ιχζε.Σν ραξαθηεξηζηηθφ ηεο 

εμίζσζεο Mathieu είλαη φηη γηα 
   

 

  
   , φπνπ n νπνηνζδήπνηε θπζηθφο αξηζκφο, 

ππάξρνπλ ιχζεηο πνπ αληηπξνζσπεχνπλ αζηαζείο θαηαζηάζεηο. ΢ην ΢ρήκα (4.1) 

παξνπζηάδνληαη νη πεξηνρέο αζηάζεηαο φηαλ ε απφζβεζε είλαη κεδεληθή. Με δ 

ζπκβνιίδεηαη ν ιφγνο  
  

 

  
 ελψ ε= (

 

  ).  

 
΢ρήκα 4.1: Γηάγξακκα επζηαζψλ – αζηαζψλ πεξηνρψλ γηα ηελ εμίζσζε Mathieu κε 

κεδεληθή απφζβεζε. Οη γξακκνζθηαζκέλεο πεξηνρέο αληηζηνηρνχλ ζε πεξηνρέο 

επζηάζεηαο. Πεγή: Liquid Sloshing Dynamics Theory and Applications, Ibrahim, 

Cambridge 2001. 

 

Απφ ηηο δηάθνξεο πεξηνρέο πνπ θαίλνληαη ζην αλσηέξσ ζρήκα ζεκαληηθφηεξε είλαη ε 

πεξίπησζε φπνπ n=1 δειαδή ζ
2
 = 4ζ1

2
 (Abramson 1963) θαη ζπλεπψο T = 1/2T1 , 

φπνπ Σ είλαη ε θπζηθή πεξίνδνο θαη Σ1 ε πεξίνδνο δηέγεξζεο ηεο δεμακελήο.H 

πεξηνρή απηή είλαη γλσζηή σο πεξηνρή θχξηνπ ζπληνληζκνχ (principal resonance).Σα 

αλσηέξσ αλαθέξζεθαλ ψζηε λα είλαη έπεηηα πην εχθνιε ε εξκελεία ησλ 

δηαγξακκάησλ. 
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Κεθάιαην 5
ν
 –Αλαιπζε Απνηειεζκάησλ 

5.1 Μειέηε δπλακηθήο επζηάζεηαο κνληέινπ 

Η αλάιπζε ηνπ κνληέινπ θαη κειέηε ηεο επζηάζεηαο, έρεη γίλεη κε ηε ρξήζε ηνπ 

πξνγξάκκαηνο matcont 5.2 ην νπνίν ιεηηνπξγεί σο πξφγξακκα γξαθηθνχ 

πεξηβάιινληνο ηνπ Matlab. Η έθδνζε Matlab πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε είλαη 7.1. Η 

επεμεξγαζία έρεη γίλεη ζε Η/Τ κε επεμεξγαζηηθή ηζρχ 2.0 GHz θαη κλήκε 2GB. 

Δπηπιένλ, γηα ηελ εμαγσγή θάπνησλ εμηζψζεσλ ρξεζηκνπνηήζεθε ην Mathematica 6 

ιφγσ ηεο απιφηεηαο ρξήζεο ηνπ ζε ζρέζε κε ην Matlab. To Matcont απνηειεί έλαλ 

ηζρπξφ continuation αιγφξηζκν ν νπνίνο δέρεηαη απηφλνκα καζεκαηηθά κνληέια ηεο 

κνξθήο: 

 
  

  
  (   ) 

 

φπνπ x θαη b είλαη αληίζηνηρα ηα δηαλχζκαηα ησλ κεηαβιεηψλ θαη ησλ ζηαζεξψλ 

ειέγρνπ ηνπ ζπζηήκαηνο. Η κεηαβνιή ελφο ή πεξηζζνηέξσλ ζηνηρείσλ ηνπ 

δηαλχζκαηνο b, θαηφπηλ επίιπζεο ηνπ αλσηέξσ ζπζηήκαηνο, δίλεη σο απνηέιεζκα ηηο 

δηαθιαδψζεηο ηεο απφθξηζεο πνπ αλάινγα κε ηελ πνιππινθφηεηα ησλ κε γξακκηθψλ 

φξσλ κπνξεί λα έρνπλ εμαηξεηηθά πνιχπινθε κνξθή. Η θαηαζθεπή ελφο 

δηαγξάκκαηνο δηαθιαδψζεσλ είλαη πνιχ ζεκαληηθή γηα ηελ πξφβιεςε ηεο δπλακηθήο 

ζπκπεξηθνξάο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ηελ απνθπγή δπζάξεζησλ θαηαζηάζεσλ.  

 

5.1.1 Μνληέιν εηζαγσγήο ζην matcont 

Γηα ηε κεηαηξνπή ησλ εμηζψζεσλ ζε πξσηνηάμηεο ζεσξνχκε: 

                                                 

    
̇    ̇           

̇    ̇           
̇    ̇           

̇    ̇           
̇     

̇     

    
̈    ̇       

̈    ̇       
̈    ̇       

̈    ̇       
̈    ̇ 

 

Σα παξαπάλσ καζεκαηηθά κνληέια φκσο είλαη κε απηφλνκα θαη επνκέλσο γηα λα 

κπνξέζνπκε λα ηα εηζάγνπκε ζην Matcont γηα πεξαηηέξσ επεμεξγαζία πξέπεη λα ηα 

κεηαηξέςνπκε ζε κε απηφλνκε κνξθή. Γηα λα ην θαηαθέξνπκε απηφ εηζάγνπκε έλα 

δεχγνο επηπξφζζεησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ κε κεηαβιεηέο x, y ηέηνηεο ψζηε x = 

sin(ζt) θαη y = cos(ζt) .Οη εμηζψζεηο απηέο είλαη νη εμήο: 

 
x'=x+ζy-x(x^2+y^2) 

y'=-ζx+y-y(x^2+y^2)                                                       (101) 

 

Οη δχν ηειεπηαίεο εμηζψζεηο ζην ζχζηεκα εμαζθαιίδνπλ φηη ε ηηκή ησλ x 

θαη y ζα παξακείλεη κεηαμχ ηνπ -1 θαη ηνπ 1. 

 

 

΢ην ζεκείν απηφ ζα πξέπεη λα δηεπθξηληζηνχλ νη αληηζηνηρίεο ησλ ζπληειεζηψλ πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζε ζρέζε κε ηηο αξρηθέο εμηζψζεηο ψζηε λα κπνξέζεη ην matcont 

λα επεμεξγαζηεί ην ζχζηεκα. 
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Αξρηθόο ζπκβνιηζκόο 
΢πκβνιηζκόο ζην 

Μathematica 

΢πκβνιηζκόο ζην 

matcont 

      D1 

      D2 

      D3 

      D4 

      D5 

      D6 

      D7 

      D8 

      D9 

        D10 

        D11 

        D12 

  
̅̅ ̅       K1 

  
̅̅ ̅       K2 

  
̅̅ ̅       K3 

  
̅̅ ̅       K4 

  
̅̅ ̅       K5 

  
̅̅ ̅       K6 

  
̅̅ ̅       K7 

  
̅̅ ̅       K8 

  
̅̅ ̅       K9 

   
̅̅ ̅̅         K10 

   
̅̅ ̅̅         K11 

   
̅̅ ̅̅         K12 

  ̂       M1 

  ̂       M2 

  ̂       M3 

          S10 

          S1 

          S20 

          S2 

          S11 

    SS 

        N3 

    
̇      

̇  X1 

    
̇      

̇  X2 

    
̇      

̇  X3 

    
̇      

̇  X4 

    
̇      

̇  X5 

          X6 

          X7 

          X8 

          X9 
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          X10 

    G 

  - X 

  - Y 

  Z Z 

 

5.1.2 Παξνπζίαζε κνληέισλ 

Η επηινγή ησλ θπζηθψλ παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη αξθεηά ζεκαληηθή 

ζχκθσλα κε φζα έρνπλ ιερζεί ζε πξνεγνχκελα θεθάιαηα. Η ζεκαληηθφηεηα ηεο 

επηινγήο καο απμάλεη αλ αλαινγηζηνχκε ην γεγνλφο φηη ε επηινγή ησλ θπζηθψλ 

παξακέηξσλ πξέπεη λα ζπλεπάγεηαη θάπνην θπζηθφ ζχζηεκα ην νπνίν λα είλαη 

ξεαιηζηηθφ, λα έρεη άκεζε εθαξκνγή ζε πεξηπηψζεηο λαππεγηθήο (ή έζησ λα είλαη ππφ 

θιίκαθα) θαη λα ηθαλνπνηεί ηνπο πεξηνξηζκνχο πνπ ζέηεη ην καζεκαηηθφ κνληέιν καο. 

 

Έηζη ζην ζεκείν απηφ ζα πξέπεη λα δηεπθξηληζηνχλ ηα κνληέια ηα νπνία  

εμεηάζηεθαλ. Οη δηαθνξνπνίεζε ησλ κνληέισλ βαζίδεηαη πάλσ ζηηο δηαζηάζεηο ηεο 

εθάζηνηε δεμακελήο πνπ ζεσξνχκε σο αληηθέηκελν κειέηεο. Καηά ζπλέπεηα ζε θάζε 

κνληέιν απηά πνπ παξνπζηάδνπλ αιιαγέο είλαη νη ζπληειεζηέο     ̅    ̂ , νη νπνίνη 

εμαξηψληαη απφ ηηο δηαζηάζεηο ηηο δεμακελήο, θαζψο θαη ηηο ζπρλφηεηεο      πνπ φπσο 

είλαη θαλεξφ απφ ηε ζρέζε (40) εμαξηψληαη θαη απηέο απφ ηηο δηαζηάζεηο ηεο 

δεμακελήο. 

 

1
ν
 Μνληέιν 

΢αλ πξψην κνληέιν ζεσξνχκε δεμακελή κε ηεηξάγσλν ζρήκα θαη δηαζηάζεηο 

                  φπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα πνπ αθνινπζεί: 

 

 
΢ρήκα 5.1:Αλαπαξάζηαζε ηεο δεμακελήο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ αλάιπζε ηνπ 

πξψηνπ κνληέινπ. 

 

Δθηφο ησλ άιισλ ε επηινγή απηή έγηλε γηαηί δίλεη ιφγν  ̅=    = 0.4 ν νπνίνο είλαη 

νξηαθά κεγαιχηεξνο απφ ην ιφγν θξίζηκνπ βάζνπο.Γηα ηηο ηηκέο απηέο νη ρακειφηεξεο 

θπζηθέο ζπρλφηεηεο έρνπλ ηηκέο ζ0,1=ζ1,0=5.12 Hz, ζ0,2=ζ2,0=7.79 Hz, ζ1,1=6.42 Hz. 
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2
ν
 Μνληέιν 

΢αλ δεχηεξν κνληέιν ζεσξνχκε δεμακελή κε νξζνγψλην,ζρεδφλ δηδηάζηαην ζρήκα 

θαη δηαζηάζεηο                         φπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα πνπ 

αθνινπζεί.Οη δηαζηάζεηο απηέο δίλνπλ ιφγν  ̅=    = 0.4 θαη νη ρακειφηεξεο θπζηθέο 

ζπρλφηεηεο έρνπλ ηηκέο ζ0,1=12.41 Hz, ζ1,0=5.12 Hz, ζ0,2=17.56 Hz, ζ2,0=7.79 Hz, 

ζ1,1=12.54 Hz. 

 
΢ρήκα 5.2:Αλαπαξάζηαζε ηεο δεμακελήο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ αλάιπζε ηνπ 

δεχηεξνπ κνληέινπ. 

 

3
ν
 Μνληέιν 

΢αλ ηξίην κνληέιν ζεσξνχκε δεμακελή κε νξζνγψλην ζρήκα θαη δηαζηάζεηο 

                           φπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα πνπ αθνινπζεί. Οη 

δηαζηάζεηο απηέο δίλνπλ ιφγν  ̅=    = 0.4 θαη νη ρακειφηεξεο θπζηθέο ζπρλφηεηεο 

έρνπλ ηηκέο ζ0,1=6.64 Hz, ζ1,0=5.12 Hz, ζ0,2=9.61 Hz, ζ2,0=7.79 Hz, ζ1,1=7.37 Hz. 

 

 
 

΢ρήκα 5.3:Αλαπαξάζηαζε ηεο δεμακελήο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ αλάιπζε ηνπ 

ηξίηνπ κνληέινπ. 



79 
 

Οη παξάκεηξνη ειέγρνπ ζηελ πεξίπησζή θαη ησλ ηξηψλ δεμακελψλ είλαη ε ζπρλφηεηα 

δηέγεξζεο θαη ην πιάηνο δηέγεξζεο ελψ ν ζπληειεζηήο απφζβεζεο παξακέλεη 

ζηαζεξφο θαη ίζνο κε μ=0.03. Γηαηεξψληαο ζηαζεξή κηα απφ ηηο ζηαζεξέο ειέγρνπ 

εμεηάδνπκε ηελ επίδξαζε ηεο δεχηεξεο ζηελ δπλακηθή επζηάζεηα ηνπ ζπζηήκαηνο. Η 

εμέηαζε απηή γίλεηαη αθελφο γηα λα δηαπηζηψζνπκε αλ ε ζπκπεξηθνξά ηνπ 

ζπζηήκαηνο είλαη θνληά ζε απηήλ πνπ πξνβιέπεη ε γξακκηθή ζεψξεζε θαη αθεηέξνπ 

γηα λα ειέγμνπκε ηελ ηζρχ ησλ απνηειεζκάησλ ζηελ πεξίπησζε πνπ ε αξρηθή 

δηαηαξαρή δελ είλαη κηθξή (θάηη πνπ δελ είλαη δπλαηφ λα εμεηαζηεί κέζσ ηεο 

γξακκηθήο ζεψξεζεο). 

 

5.1.3 Απνηειέζκαηα 

1
ν
 Μνληέιν 

 

Ξεθηλψληαο απφ ην πξψην κνληέιν ζα παξνπζηαζηνχλ νη θακπχιεο αζηάζεηαο ησλ 

δηαθφξσλ modes γηα ηελ πεξίπησζε θαηαξρήλ φπνπ ην ημψδεο έρεη πξνζηεζεί απφ ηελ 

αξρή. ΢ηνλ νξηδφληην άμνλα αλαπαξίζηαηαη ε ζπρλφηεηα δηέγεξζεο ζ,ελψ ζηνλ 

θαηαθφξπθν, ην πιάηνο δηέγεξζεο n. 
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΢ρήκα 5.4:Κακπχιε αζηάζεηαο γηα ηα modes βi,j ηνπ πξψηνπ κνληέινπ θαη ηνπ 

ζπζηήκαηνο φπνπ ην ημψδεο πξνζηέζεθε πξίλ ηελ επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ. 
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΢ρήκα 5.5:΢πγθεληξσηηθή θακπχιε αζηάζεηαο γηα ηα modes βi,j ηνπ πξψηνπ 

κνληέινπ θαη ηνπ ζπζηήκαηνο φπνπ ην ημψδεο πξνζηέζεθε πξίλ ηελ επίιπζε ησλ 

εμηζψζεσλ. 

 

Δλψ ζα πεξηκέλακε ε πεξηνρή αζηάζεηαο ηνπ θάζε mode λα βξίζθεηαη γχξσ απφ ηηο 

ηηκέο φπνπ ηζρχεη ζ=2ζi,j γηα ην θάζε έλα, θαη νη πεξηνρέο απηέο λα κελ 

επηθαιχπηνληαη,φπσο παξαηεξνχκε απφ ηα δηαγξάκκαηα παξ‟φιν πνπ ηζρχεη ε πξψηε 

ππφζεζε, φιεο νη πεξηνρέο εκθαλίδνληαη ζε φια ηα modes. Απηφ πηζαλφλ ζπκβαίλεη 

επεηδή νη εμηζψζεηο πνπ πξνζδηνξίδνπλ ηα modes είλαη ζπδεπγκέλεο κεηαμχ ηνπο. 

 

Παξαθάησ, απνζθνπψληαο ζηε ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ ζα παξνπζηαζηνχλ θαη 

νη θακπχιεο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην ζχζηεκα φπνπ ην ημψδεο πξνζηέζεθε κεηά ηελ 

επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ. ΢ρεκαηίζηεθαλ φκσο νη θακπχιεο πνπ αληηζηνηρνχλ κφλν ζε 

ζπρλφηεηεο δηέγεξζεο θνληά ζην δηπιάζην ηεο ρακειφηεξεο θπζηθήο ζπρλφηεηαο, 

φπνπ είλαη θαη πεξηνρή θπξίνπ ελδηαθέξνληνο. 
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΢ρήκα 5.6:Κακπχιε αζηάζεηαο γηα ηα modes βi,j ηνπ πξψηνπ κνληέινπ θαη ηνπ 

ζπζηήκαηνο φπνπ ην ημψδεο πξνζηέζεθε κεηά ηελ επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ. 

 

 
΢ρήκα 5.7:΢πγθεληξσηηθή θακπχιε αζηάζεηαο γηα ηα modes βi,j ηνπ πξψηνπ 

κνληέινπ θαη ηνπ ζπζηήκαηνο φπνπ ην ημψδεο πξνζηέζεθε κεηά ηελ επίιπζε ησλ 

εμηζψζεσλ. 

 

Όπσο βιέπνπκε ε θακπχιε δελ έρεη νπζηαζηηθή δηαθνξά κε ηελ πξψηε πεξηνρή ηνπ 

ζρήκαηνο 5.5. Καη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο ηα φξηα θαη ε θνξπθή ηεο θακπχιεο 

ζπκπίπηνπλ, ηα modes β0,2 θαη β0,1 είλαη κεηαηνπηζκέλα ζε ζρέζε κε ηα ππφινηπα θαη 

ζηηο δχν θακπχιεο, ελψ αλ ζέινπκε λα είκαζηε αθξηβείο ππάξρεη κηα κηθξή 

δηαθνξνπνίεζε φζνλ αθνξά ηε κνξθή ηνπ δεμηνχ θιάδνπ. 

 

Δπίζεο γηα ιφγνπο ζχγθξηζεο κε ην θχξην κνληέιν φπνπ ην ημψδεο έρεη πξνζηεζεί 

πξίλ ηελ επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ θαη νη αξρηθέο ζπλζήθεο είλαη ίζεο κε 0.01m,ζα 

παξαηεζνχλ δχν αθφκε πεξηπηψζεηο πνπ εμεηάζηεθαλ,απηή ηνπ κνληέινπ ρσξίο 

θαζφινπ ημψδεο θαη απηή ηνπ θπξίνπ κνληέινπ αιιά κε αξρηθέο ζπλζήθεο 0.014m. 
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΢ρήκα 5.8:΢πγθεληξσηηθή θακπχιε αζηάζεηαο γηα ηα modes βi,j ηνπ πξψηνπ 

κνληέινπ θαη ηνπ ζπζηήκαηνο ρσξίο ημψδεο. 

 

 

Καη εδψ βιέπνπκε φηη δελ ππάξρεη νπζηαζηηθή δηαθνξά απφ ην θχξην κνληέιν εθηφο 

ίζσο απφ ην φηη ηα modes ηείλνπλ λα ζπκπίπηνπλ πεξηζζφηεξν κεηαμχ ηνπο.Αμίδεη λα 

ζεκεησζεί φηη απηή ήηαλ ε κφλε πεξίπησζε φπνπ φινη νη νξηαθνί θχθινη πνπ 

παξαηεξήζεθαλ ζηηο πεξηνρέο αζηάζεηαο ήηαλ απνιχησο επζηαζείο. 

 

Γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ απμήζακε ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο, δελ παξαηεξνχκε ηδηαίηεξε 

αιιαγή ζηε κνξθή ηεο θακπχιεο. 

 
΢ρήκα 5.9:΢πγθεληξσηηθή θακπχιε αζηάζεηαο γηα ηα modes βi,j ηνπ πξψηνπ 

κνληέινπ θαη ηνπ ζπζηήκαηνο φπνπ ην ημψδεο πξνζηέζεθε πξίλ ηελ επίιπζε ησλ 

8 10 12 14 16 18 20 22 24
0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

σ(Hz)

n
(m

)

 

 

β1,0

β2,0

β0,1

β0,2

β1,1

9 9.5 10 10.5 11 11.5 12 12.5
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

σ(Hz)

n
(m

)

 

 

β0,1-β0,2

β1,0-β2,0-β1,1



85 
 

εμηζψζεσλ,αιιά κε αξρηθέο ζπλζήθεο 0.014m θαη ζε ζπρλφηεηεο δηέγεξζεο θνληά 

ζην δηπιάζην ηεο ρακειφηεξεο θπζηθήο ζπρλφηεηαο. 

 

Σα ζπκπεξάζκαηα ηα νπνία πξνθχπηνπλ απφ ηα παξαπάλσ δηαγξάκκαηα αθνξνχλ 

ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Γηα λα κπνξέζνπκε λα 

γεληθεχζνπκε ηα ζπκπεξάζκαηα γηα φιεο ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ειέγρνπ (θπξίσο 

ηεο ζπρλφηεηαο) πξέπεη λα εμεηαζηεί ην ζχζηεκα πεξηζζφηεξν ζθαηξηθά. Πξηλ φκσο 

παξνπζηάζνπκε ηελ εμάξηεζε ηνπ ζπζηήκαηνο απφ ηε ζπρλφηεηα δηέγεξζεο θαιφ ζα 

ήηαλ λα αλαθέξνπκε πψο ε δπλακηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο απεηθνλίδεηαη 

πνηνηηθά ππφ ηε κνξθή δηαγξακκάησλ θάζεο.  

 

Παξαθάησ ζα παξνπζηαζηνχλ νξηζκέλνη ελδεηθηηθνί νξηαθνί θχθινη ηνπ πξψηνπ 

ζπζηήκαηνο, νη νπνίνη ζηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηα γελίθεπζε ησλ 

απνηειεζκάησλ ζε φιεο ηηο ζπρλφηεηεο δηέγεξζεο. 
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΢ρήκα 5.10: Πνηνηηθή αλαπαξάζηαζε ηεο δπλακηθήο ζπκπεξηθνξάο ηνπ πξψηνπ  

κνληέινπ γηα δηάθνξεο ζπρλφηεηεο θαη δηάθνξα πιάηε δηέγεξζεο επηιεγκέλσλ 

modes.Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ζηα ηξία ηειεπηαία ζρήκαηα παξαηεξείηαη θαη ην 

θαηλφκελν ηνπ δηπιαζηαζκνχ ζπρλφηεηαο.Σν θαηλφκελν απηφ απνηειεί θαηάζηαζε 

αζηάζεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο θαηά ηελ νπνία ην ζχζηεκα κεηαβαίλεη ζε κηα λέα 

ζπκπεξηθνξά κε πεξίνδν ην δηπιάζην ηεο πεξηφδνπ ηνπ αξρηθνχ ζπζηήκαηνο. 
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Σα επφκελα δηαγξάκκαηα δείρλνπλ ηε δηεξεχλεζε ηεο απφθξηζεο ζε ζπλάξηεζε κε ηε 

ζπρλφηεηα δηέγεξζεο. Γηαηεξψληαο ζηαζεξή ηελ ηηκή ηνπ πιάηνπο δηέγεξζεο 

πεξηκέλνπκε λα δνχκε ζε πνηα ζπρλφηεηα εκθαλίδεηαη ε αζηάζεηα θαζψο επίζεο θαη 

πνην είλαη ην πιάηνο απφθξηζεο ηνπ ζπζηήκαηνο. 
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΢ρήκα 5.11: Δμάξηεζε ηεο απφθξηζεο ηνπ ζπζηήκαηνο απφ ηε ζπρλφηεηα δηέγεξζεο. 

Σν ζπγθεθξηκέλν γξάθεκα αληηζηνηρεί ζε ηηκέο μ = 0.03 θαη n = 0.02. Η ίδηα κνξθή 

(κεηαηνπηζκέλε) εκθαλίδεηαη γηα θάζε δεχγνο ησλ ηηκψλ μ θαη n. 

 

 

Όπσο αλακελφηαλ, αχμεζε ησλ πιαηψλ παξαηεξείηαη ζηελ θχξηα πεξηνρή αζηάζεηαο 

ηνπ θάζε mode φπνπ ηζρχεη ζ=2ζi,j,ελψ εηδηθά ζηα modes β0,2,β2,0,β1,1,εκθαλίδεηαη θαη 

ε πεξηνρή αζηάζεηαο ησλ β0,1,β1,0. 

 

Μηα γεληθή παξαηήξεζε πάλσ ζε απηφ ην κνληέιν είλαη ε απφιπηε ηήξεζε ηεο 

ζπκκεηξίαο ζηα απνηειέζκαηα ησλ modes, πνπ νθείιεηαη βέβαηα θαη ζηελ ζπκκεηξία 

ηεο γεσκεηξίαο ηεο δεμακελήο. 

 

 

 

2
ν
 Μνληέιν 

 

΢πλερίδνληαο θαηά ηνλ ίδην ηξφπν θαη κε ην δεχηεξν κνληέιν παξαθάησ παξαηίζνληαη 

ηα δηαγξάκκαηα ζ-n. 
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΢ρήκα 5.12:Κακπχιε αζηάζεηαο γηα ηα modes βi,j ηνπ δεχηεξνπ κνληέινπ θαη ηνπ 

ζπζηήκαηνο φπνπ ην ημψδεο πξνζηέζεθε πξίλ ηελ επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ. 

 
΢ρήκα 5.13:΢πγθεληξσηηθή θακπχιε αζηάζεηαο γηα ηα modes βi,j ηνπ δεχηεξνπ 

κνληέινπ θαη ηνπ ζπζηήκαηνο φπνπ ην ημψδεο πξνζηέζεθε πξίλ ηελ επίιπζε ησλ 

εμηζψζεσλ. 
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΢ρήκα 5.14: Κακπχιε αζηάζεηαο γξακκηθνχ κνληέινπ γηα ηηκέο ησλ παξακέηξσλ 

ηηκέο h=0.4 m, l=1 m θαη μ=0.03. ΢ηνλ νξηδφληην άμνλα αλαπαξίζηαηαη ε ζπρλφηεηα 

δηέγεξζεο (ζ), ελψ ζηνλ θαηαθφξπθν ην πιάηνο δηέγεξζεο (n). Η θακπχιε αληηζηνηρεί 

ζε ζπρλφηεηεο δηέγεξζεο ζηελ πεξηνρή φπνπ ζ = 2ζ1. 

 

 

Όπσο παξαηεξνχκε ηα απνηειέζκαηα ηνπ κνληέινπ 2 δελ ζπκπίπηνπλ κε ηα 

απνηειέζκαηα ηνπ δηδηάζηαηνπ κνληέινπ φπσο απηά θαίλνληαη ζην ζρήκα 7.6. 

Πξνθαλψο ην πάρνο ηεο δεμακελήο, αλ θαη αξθεηά κηθξφ, παίδεη αξθεηά κεγάιν ξφιν 

ζηα ηειηθά απνηειέζκαηα. Αθφκε αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ζην ζπγθεθξηκέλν κνληέιν 

ζε θάζε mode εκθαλίδεηαη κφλν κηα πεξηνρή αζηάζεηαο θαη απηή φρη ζηελ πεξηνρή 

ζπρλνηήησλ φπνπ ηζρχεη ζ=2ζi,j. 

 

 

 
 

΢ρήκα 5.15: Πνηνηηθή αλαπαξάζηαζε ηεο δπλακηθήο ζπκπεξηθνξάο ηνπ δεχηεξνπ  

κνληέινπ γηα ζπρλφηεηα ζ=18.9 Hz θαη πιάηoο δηέγεξζεο  n=0.025m ηνπ mode β2,0. 
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΢ρήκα 5.16: Δμάξηεζε ηεο απφθξηζεο ηνπ ζπζηήκαηνο απφ ηε ζπρλφηεηα δηέγεξζεο. 

Σν ζπγθεθξηκέλν γξάθεκα αληηζηνηρεί ζε ηηκέο μ = 0.03 θαη n = 0.02. Η ίδηα κνξθή 

(κεηαηνπηζκέλε) εκθαλίδεηαη γηα θάζε δεχγνο ησλ ηηκψλ μ θαη n. 

 

 

Παξ΄φιν πνπ φπσο είδακε ην δεχηεξν κνληέιν δελ έδσζε ηα απνηειέζκαηα πνπ 

αλακέλακε φζνλ αθνξά ηηο πεξηνρέο αζηάζεηαο, φπσο θαη ζην πξνεγνχκελν κνληέιν 

έηζη θ εδψ νη πεξηνρέο απηέο πνπ βξήθακε είλαη θαη νη πεξηνρέο φπνπ ην πιάηνο 

απμάλεηαη αηζζεηά. Μάιηζηα νη ηηκέο φπνπ ην πιάηνο αξρίδεη θαη ζηακαηά λα 

απμάλεηαη ηαπηίδνληαη κε ηηο ηηκέο φπνπ αξρίδεη θαη ηειεηψλεη ε θακπχιε αζηάζεηαο 

γηα ηελ ζπγθεθξηκέλε ηηκή ηνπ n. Γη‟ απηφ ην ιφγν ζηα δηαγξάκκαηα έρεη επηιερζεί λα 

εκθαλίδεηαη κφλν απηή ε πεξηνρή. 

 

 

 

3
ν
 Μνληέιν 

 

Αλάινγα ζα παξνπζηαζηνχλ θαη ηα απνηειέζκαηα ηνπ ηξίηνπ κνληέινπ. 

13 14 15 16 17 18 19
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

σ(Hz)

β
2
,0

(m
)

 

 

13 14 15 16 17 18 19
-0.05

0

0.05

σ(Hz)

β
1
,1

(m
)

 

 



94 
 

 
 

 

 
 

 

 

5 10 15 20 25 30 35
0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

σ(Hz)

n
(m

)

 

 

β1,0

10 15 20 25 30 35
0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

σ(Hz)

n
(m

)

 

 

β0,1

10 15 20 25 30 35
0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

σ(Hz)

n
(m

)

 

 

β0,2



95 
 

 
 

 

 
 

΢ρήκα 5.17:Κακπχιε αζηάζεηαο γηα ηα modes βi,j ηνπ ηξίηνπ  κνληέινπ θαη ηνπ 

ζπζηήκαηνο φπνπ ην ημψδεο πξνζηέζεθε πξίλ ηελ επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ. 

 

Όπσο κπνξνχκε πνιχ εχθνια λα παξαηεξήζνπκε, ε απεηθφληζε ησλ modes πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζηνλ άμνλα κε ην κεγαιχηεξν κήθνο, ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε ηα 

β1,0,β2,0, πεξηιακβάλεη φιεο ηηο πεξηνρέο αζηάζεηαο πνπ αληηζηνηρνχλ ζε φια ηα  mode 

γηα ζ=2ζi,j. Δλψ ε απεηθφληζε ησλ modes πνπ αληηζηνηρνχλ ζηνλ άιιν άμνλα 

πεξηιακβάλεη κφλν ηηο πεξηνρέο αζηάζεηαο απηψλ ησλ modes, δειαδή ησλ β0,1β0,2 .Σν 

δηαγψλην mode δελ πεξηιακβάλεη ηελ πεξηνρή ηνπ β1,0. 
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΢ρήκα 5.18:΢πγθεληξσηηθή θακπχιε αζηάζεηαο γηα ηα modes βi,j ηνπ ηξίηνπ 

κνληέινπ θαη ηνπ ζπζηήκαηνο φπνπ ην ημψδεο πξνζηέζεθε πξίλ ηελ επίιπζε ησλ 

εμηζψζεσλ. 
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΢ρήκα 5.19: Πνηνηηθή αλαπαξάζηαζε ηεο δπλακηθήο ζπκπεξηθνξάο ηνπ δεχηεξνπ  

κνληέινπ γηα δηάθνξεο ζπρλφηεηεο θαη πιάηε δηέγεξζεο  επηιεγκέλσλ modes. 
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΢ρήκα 5.20: Δμάξηεζε ηεο απφθξηζεο ηνπ ζπζηήκαηνο απφ ηε ζπρλφηεηα δηέγεξζεο. 

Σν ζπγθεθξηκέλν γξάθεκα αληηζηνηρεί ζε ηηκέο μ = 0.03 θαη n = 0.02. Η ίδηα κνξθή 

(κεηαηνπηζκέλε) εκθαλίδεηαη γηα θάζε δεχγνο ησλ ηηκψλ μ θαη n. 

 

 

 

Όπσο είδακε, θαη πάιη νη απμνκεηψζεηο ησλ πιαηψλ ηαπηίδνληαη κε ηα φξηα ησλ 

θακππιψλ. Παξαηεξνχκε φκσο φηη κφλν ζηελ πεξίπησζε ησλ modes β0,2 θαη β2,0 

εκθαλίδεηαη ε αιιαγή ηνπ πιάηνπο θαη γηα ηηο πεξηνρέο αζηάζεηαο πνπ αληηζηνηρνχλ 
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Κεθάιαην 6
ν
 - ΢πκπεξάζκαηα 

6.1 Γεληθά ζπκπεξάζκαηα 

΢ηα πιαίζηα ηεο παξνχζαο εξγαζίαο,εμάγακε ηα παξαθάησ ζπκπεξάζκαηα,ηα νπνία 

θαη παξαζέηνπκε ζπγθεληξσηηθά: 

 

 Σα θαηλφκελα παξακεηξηθήο αζηάζεηαο παξνπζηάδνληαη θαη ζην ηξηδηάζηαην 

κνληέιν. 

 

 ΢ε ζπκκεηξηθή δεμακελή,ηα απνηειέζκαηα φπσο αλακελφηαλ είλαη ίδηα γηα 

ζπκκεηξηθά modes. 

 

 ΢ε κε ζπκκεηξηθή δεμακελή,ηα απνηειέζκαηα είλαη αηζζεηά 

δηαθνξνπνηεκέλα κεηαμχ ησλ modes,κε απηά πνπ αληηζηνηρνχλ ζηνλ 

κεγαιχηεξν άμνλα λα είλαη θπξίαξρα. 

 

 Η ζπκπεξηθνξά ηνπ ζρεδφλ δηδηάζηαηνπ κνληέινπ δελ επαιεζεχηεθε κε βάζε 

ηελ πξνβιεπφκελε ζεψξεζε θαη ζε ζρέζε κε ηα απνηειέζκαηα ηνπ 

δηδηάζηαηνπ κνληέινπ,φπσο απηφ έρεη κειεηεζεί παιαηφηεξα. 

 

 Όπσο αλακελφηαλ ηα κεγαιχηεξα πιάηε απφθξηζεο παξαηεξήζεθαλ κέζα 

ζηα φξηα ζπρλνηήησλ πνπ νξίδνπλ νη θακπχιεο αζηάζεηαο. 

 

 Αθαίξεζε ηνπ ζπληειεζηή ημψδνπο ή πξφζζήθε ηνπ κεηά ηελ επίιπζε ησλ 

εμηζψζεσλ,φπσο απηφ δνθηκάζηεθε ζην πξψην κνληέιν,δελ παξνπζίαζε 

νπζηαζηηθή αιινίσζε ζηα απνηειέζκαηα. 

 

 

6.2 Αληηθείκελα γηα κειινληηθή κειέηε 

Όπσο έρεη δηαπηζησζεί ην ηξηδηάζηαην κνληέιν κπνξεί λα πξνβιέςεη κε αθξίβεηα ηε 

δπλακηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ ζπζηήκαηνο πγξφ-δεμακελή,ζηελ πεξίπησζε 

θαηαθφξπθεο δηέγεξζεο,κε κηθξφ πιάηνο δηέγεξζεο θαη ηηκήο ιφγνπ h/l κεγαιχηεξνπ 

απφ ηελ ηηκή θξίζηκνπ βάζνπο.Γηα λα δηαπηζησζεί ε αθξίβεηα ησλ αλσηέξσλ 

ππνινγηζκψλ θαη λα ζπκπιεξσζεί ην ηξηδηάζηαην κνληέιν,σο ζπλέρεηα ηεο παξνχζαο 

κειέηεο ζεσξνχληαη ηα επφκελα βήκαηα: 

 

 Δμέηαζε ηνπ ηξηδηάζηαηνπ κνληέινπ ζηελ πεξίπησζε αλψηεξσλ ηάμεσλ.Έηζη 

κπνξεί λα νδεγεζνχκε ζε πην αθξηβή απνηειέζκαηα θαη πην ζχλζεηεο 

δπλακηθέο ζπκπεξηθνξέο, φπσο θαηλφκελα ζηξνβηιηζκνχ ή ρανηηθήο 

ζπκπεξηθνξάο.  

 

 Μειέηε ηεο δπλακηθήο ζπκπεξηθνξάο γηα κεγαιχηεξεο ηηκέο ηνπ πιάηνπο 

δηέγεξζεο φζν θαη γηα κηθξφηεξεο ηηκέο ηνπ ιφγνπ h/l. 

 



101 
 

 Δμέηαζε ηεο εμάξηεζεο ηεο δπλακηθήο ζπκπεξηθνξάο απφ ηνλ ζπληειεζηή 

απφζβεζεο θαη ηδηάηηεξα γηα ηηκέο πνπ αληηζηνηρνχλ ζε ππαξθηά πγξά. 

 

 Μειέηε ηνπ δεχηεξνπ κνληέινπ κε αθφκα κηθξφηεξν κήθνο L2 ψζηε λα 

αλαπαξηζηά πην ξεαιηζηηθά ην δηδηάζηαην κνληέιν.  

 

 Πεηξακαηηθή επαιήζεπζε ησλ αλσηέξσλ ζπκπεξαζκάησλ ψζηε λα 

ζηγνπξεπηνχκε γηα ηελ ηζρχ ησλ ζεσξεηηθψλ απνηειεζκάησλ. 

 

 Μειέηε δεμακελψλ άιισλ ζρεκάησλ φπσο θπιηλδξηθέο ή ζθαηξηθέο θαη 

κειέηε-ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ γηα ξεαιηζηηθά κεγέζε δεμακελψλ. 
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