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Περίληψη 

Η παρούσα διπλωματική εργασία έχει ως στόχο την μελέτη προβλημάτων στον 

τομέα της επιχειρησιακής έρευνας και την παρουσίαση μαθηματικών μεθόδων για 

την επίλυση αυτών. Εισάγονται βασικές έννοιες, μαθηματικοί ορισμοί καθώς και 

προβλήματα επενδυτικής φύσεως. Περιγράφονται πλήρως οι δομές των διαδικασιών 

επίλυσης αυτών των προβλημάτων και αναπτύσσουμε την έννοια του δένδρου 

απόφασης ως μία εκ των βασικών μεθόδων κατανόησης αυτών. Επίσης, παραθέτουμε 

το μαθηματικό υπόβαθρο με σημαντικές αναφορές σε στοιχεία θεωρίας των 

πιθανοτήτων και της στατιστικής.  

Οι πιθανότητες καταλαμβάνουν τεράστιο ποσοστό στην αντιμετώπιση 

προβλημάτων της καθημερινότητάς μας και στον τρόπο που καλούμαστε να 

επιλέξουμε για να τα επιλύσουμε. Στην πορεία της διπλωματικής παραθέτουμε 

προβλήματα επένδυσης εκ των οποίων το ένα ασχολείται με τη διαχείριση του 

κεφαλαίου ενός παίκτη πόκερ, και τέλος προσθέτουμε δύο χρηματιστηριακά 

παραδείγματα επένδυσης στα οποία επισημαίνουμε την αξία της διαχείρισης του 

κινδύνου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Abstract 

In this thesis we carried out studies on the problems and their solutions, in the field 

of operational research while the presentation of their mathematical methods were 

thoroughly described. Basic mathematical definitions as well as investment problems 

are presented through the concept of the decision tree, as one of the main models to 

analyze them. Furthermore, we submit the mathematical background with important 

references on probabilistic and statistical theory. 

Probabilities are very significant in order to cope with the variety of hard daily 

situations. In addition, we dealt with investment problems such as the bankroll 

management of a poker player. Lastly, we included two stock problems through 

which the value of risk management is highlighted. 
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1                       Εισαγωγή 

Oι εξελίξεις των τελευταίων δεκαετιών στην επιχειρησιακή πρακτική καταδεικνύουν 

ότι η κοινή λογική και η εμπειρία όπως και η διορατικότητα και η διαίσθηση, 

παραμένουν θεμελιώδεις μηχανισμοί στην διαδικασία λήψης αποφάσεων. Οι 

αλματώδεις τεχνολογικές επιδράσεις, οι οικονομικές μεταβολές της κοινωνίας και των 

επιχειρήσεων όπως επίσης και η παγκοσμιοποίηση των προβλημάτων που 

αντιμετωπίζονται καθημερινά έχουν συντελέσει στην ανάπτυξη ενός απαραίτητου 

εργαλείου για την λήψη αποφάσεων. 

 Ο κλάδος της επιστήμης που ασχολείται με την εύρεση λύσεων για τη λήψη 

αποφάσεων είναι η Επιχειρησιακή Έρευνα (Operational Research). Οι λύσεις αυτές 

είναι κατά κανόνα «βέλτιστες» ως προς τα δεδομένα του προβλήματος. Το βέλτιστο 

της λύσης ορίζεται ως προς κάποια μετρήσιμα κριτήρια όπως για παράδειγμα, το 

ελάχιστο κόστος, ο ελάχιστος χρόνος αναμονής ή διεκπεραίωσης, η μέγιστη 

ευστάθεια, η ελαχιστοποίηση κάποιας νόρμας, ο συνδυασμός κέρδους με ρίσκο κ.τ.λ. 

Συχνά στις διάφορες εφαρμογές, τα δεδομένα που μας δίνονται είναι  σε μορφή 

ανισοτήτων με ελλιπείς αναφορές στο πρόβλημα με αποτέλεσμα οι «βέλτιστες» 

αποφάσεις να λαμβάνονται υπό αβεβαιότητα. Για τον λόγο αυτό, χρησιμοποιούμε τη 

μεθοδολογία των Πιθανοτήτων και της Στατιστικής, με τους αντίστοιχους δείκτες 

αξιοπιστίας. 

Απλά παραδείγματα Επιχειρησιακής Έρευνας, είναι η βέλτιστη κατανομή πόρων 

και οι βέλτιστες μεταφορές. Π.χ. η επιλογή τροφών για σίτιση  παιδιών σε ένα 

σχολείο, το πρόβλημα του περιοδεύοντος πωλητή,   η ελάχιστη μεταφορά καυσίμων 

από το διυλιστήριο σε πρατήρια βενζίνης κ.α. Τα προβλήματά περιπλέκονται όσο 

αυξάνονται οι μεταβλητές που καλούμαστε να επεξεργαστούμε. Η χαρακτηριστική 

διαδικασία επίλυσης ενός προβλήματος της Επιχειρησιακής Έρευνας είναι: 

 Η μαθηματική μοντελοποίηση του προβλήματος 

 Η αξιοποίηση της δομής του μαθηματικού μοντέλου για επινόηση κατάλληλων 

αλγορίθμων βελτιστοποίησης  

 Η αριθμητική λύση με τη χρήση υπολογιστή 
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1.1 Σκοπός της Διπλωματικής Εργασίας 

 

Σκοπός αυτής της εργασίας είναι η κατανόηση της διαδικασίας επίλυσης 

προβλημάτων στον τομέα της επιχειρησιακής έρευνας. Αναλύονται οι στρατηγικές και 

οι «διαδρομές» που ακολουθούμε προκειμένου να φτάσουμε στην επιθυμητή λύση 

ενός προβλήματος. Αναδεικνύεται η αξία της ανάλυσης των αποφάσεων και η 

διαχείριση του κινδύνου μέσω των μαθηματικών μοντέλων. Προσπαθούμε να 

προσεγγίσουμε πιθανοθεωρητικά τα προβλήματα της επιχειρησιακής έρευνας και να 

εκτιμήσουμε τα αποτελέσματα αυτών.  

Η συγκεκριμένη εργασία προσπαθεί να δώσει λύση και να απαντήσει σε 

ερωτήματα του τύπου: «Αν έχω ένα κεφάλαιο, ποια είναι η καλύτερη διαχείριση που 

μπορώ να κάνω με αυτό;», «Πόσο κερδισμένος μπορώ να βγω ακολουθώντας αυτή 

τη «διαδρομή» στο πρόβλημά μου;» «Με συμφέρει αυτό το είδος επένδυσης ή 

πρέπει να αλλάξω;» Προσπαθούμε να αναλύσουμε τις σκέψεις που κάνουμε 

καθημερινά στη ζωή μας μέσω των μαθηματικών μοντέλων και με τη βοήθεια αυτών 

να καταλήξουμε στο βέλτιστο αποτέλεσμα. 

Αρχικά, παραθέτουμε μια ιστορική αναδρομή στο κομμάτι της επιχειρησιακής 

έρευνας και τα βασικά στοιχεία της διαδικασίας επίλυσης των προβλημάτων. 

Προσθέτουμε ένα κεφάλαιο με το μαθηματικό υπόβαθρο που  βρίσκεται πίσω από 

αυτά τα προβλήματα και αναλύουμε λεπτομερώς την μαθηματική υπόστασή τους. 

Στην συνέχεια ασχολούμαστε με την ανάλυση των αποφάσεων και κάνουμε χρήση 

των δένδρων απόφασης για να καταλήξουμε στην βέλτιστη λύση του προβλήματός 

μας. Ενώ, στο τέλος δίνουμε μια λεπτομερή περιγραφή της διαχείρισης κινδύνου 

μέσα σε προβλήματα επενδυτικού χαρακτήρα, αναπτύσσοντας μεθόδους 

αξιολόγησής του.  
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1.2  Ιστορική αναδρομή    

Η διαχείριση έργου εφαρμόζεται από τις αρχές του πολιτισμού. Μέχρι το 1900 τα 

έργα δημιουργούνταν από πολιτικούς μηχανικούς και αρχιτέκτονες όπως ο Βιτρούβιο 

(1ος αιώνας π.Χ), Christopher Wren (1962-1972), Tomas Telfold (1957-1834) και 

OIsambard Kingdam Brunel (1806-1859). Το 1950 οι οργανισμοί άρχισαν να 

εφαρμόζουν συστηματικά τα εργαλεία και τις τεχνικές διαχείρισης έργου για σύνθετα 

έργα μηχανικής. Πατέρας του γνωστικού πεδίου της διαχείρισης έργων θεωρείται ο 

Χέντρι  Γκαντ, Αμερικανός μηχανικός και κοινωνικός επιστήμονας, ο οποίος εισήγαγε 

τις αρχές του προγραμματισμού και ελέγχου στην διαχείριση έργου. 

Οι σύγχρονες αρχές της Επιχειρησιακής Έρευνας (Ε.Ε.)  οι οποίες έκαναν την 

διαχείριση έργων ένα διακριτό γνωστικό αντικείμενο αλλά και ένα επάγγελμα 

αναπτύχθηκαν την δεκαετία του 1950. Από την εμφάνιση της βιομηχανικής 

επανάστασης (19ος αιώνας) μέχρι σήμερα παρατηρείται μια αξιοσημείωτη ανάπτυξη 

στο μέγεθος και την πολυπλοκότητα των επιχειρήσεων και των οργανισμών. 

Αντίστοιχα, πολλές μικρές επιχειρήσεις εξελίχθηκαν και αναπτύχθηκαν με 

αποτέλεσμα να συγκεντρώσουν μεγάλα κεφάλαια.  Όσο αυξάνονταν ο καταμερισμός 

των ευθυνών και η κατανομή της εργασίας τόσο πλήθαιναν τα προβλήματα, τα οποία 

απασχολούν τις επιχειρήσεις και την  επιστημονική κοινότητα μέχρι και σήμερα.  

Το πρόβλημα που εμφανίστηκε ήταν η αύξηση της εξειδίκευσης στις διάφορες 

επιχειρήσεις και η αισθητή μείωση της γνώσης των εργατών για την εργασία και τα 

καθήκοντα των υπολοίπων. Σημαντικό είναι επίσης, πως οι στόχοι και οι επιδιώξεις 

των οργανισμών από τους εργάτες, πολλές φορές έρχονταν σε σύγκρουση με αυτές 

των άλλων ειδικοτήτων. Τέλος, η κατανομή των διαθέσιμων πόρων στις διάφορες 

δραστηριότητες έγινε πολύ δύσκολη. 
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1.2.1  Η γέννηση της Ε.Ε. στον Β΄ Παγκόσμιο Πόλεμο 

Το 1940 θεωρείται το έτος γέννησης της επιστήμης της Επιχειρησιακής Έρευνας , 

αν και οι ρίζες αυτού του κλάδου μπορούν να αναζητηθούν πολύ πριν. Όπως είναι 

γνωστό ο Β΄ Παγκόσμιος Πόλεμος είναι ένα γεγονός ορόσημο στην ανθρώπινη 

ιστορία. Για την τελική έκβαση αυτού του πολέμου επιστρατεύθηκαν πολλές μονάδες 

επιστημόνων όπως , μαθηματικών, φυσικών, βιολόγων, ψυχιάτρων κ.α. Ο στρατός 

αναζητούσε τρόπους μια καλύτερης διοίκησης και αποτελεσματικότερων 

προγραμμάτων εκπαίδευσης. Στη διάθεσή τους ήταν επιστήμονες όπως οι Patrick 

Blackett (1897 – 1974), Cecil Gordon, Conrad Hal Waddington (1905 – 1975) , Owen 

Wansbrough – Jones (1906 – 1983), Frank Yates (1902 – 1994) και ο George 

Dantzig (1914 – 2005) . Στόχος ήταν η μελέτη της νέας τεχνολογίας και η ανάπτυξη 

αποτελεσματικών μεθόδων για τον εντοπισμό εχθρικών αεροσκαφών. 

Παρόλα αυτά, αργότερα μετά το πέρας του πολέμου οι επιστήμονες παρατήρησαν 

ότι η κοινωνία είχε προβλήματα, λόγω της αυξανόμενης πολυπλοκότητας των 

οργανισμών και της εξειδίκευσης, παρόμοια με αυτά που αντιμετώπισαν στο στρατό. 

Έτσι, μετά την επιτυχία της επιχειρησιακής έρευνας στο στρατιωτικό τομέα, η 

βιομηχανία άρχισε να ενδιαφέρεται για το νέο αυτό κλάδο. Στην Αμερική ιδρύθηκε το 

Operations Evaluation Group (OEG) σε συνεργασία με το ΜΙΤ (Massachusetts 

Institute of Technology) και υπογράφηκε σύμβαση που στην ουσία επέκτεινε τη 

χρήση των ερευνητών επιχειρησιακής έρευνας για μεγάλο χρονικό διάστημα μετά το 

τέλος του πολέμου. 

Μέχρι το 1951 η επιχειρησιακή έρευνα είχε επικρατήσει στη Μ. Βρετανία και το 

1957 ιδρύεται η Διεθνής Συνομοσπονδία Εταιριών Επιχειρησιακών Ερευνών 

(IFORS). Έπειτα, ο νέος αυτός τρόπος σκέψης management ξεκινά να κάνει τα 

πρώτα του βήματα στην Ελλάδα και ο όρος Operational Research μεταφράζεται σε 

«Επιχειρησιακή Έρευνα», αν και μελετάμε το λειτουργικό κομμάτι της διοίκησης. Ο 

λόγος είναι ότι αφού η επιστήμη αυτή αναπτύχθηκε στον Β΄ Παγκόσμιο, όπως 

προείπαμε, γνωρίζουμε ότι στο στρατό οι κυριότερες λειτουργίες ονομάζονται 

επιχειρήσεις. Έτσι επικράτησε ο όρος «Επιχειρησιακή Έρευνα». 

Επιπρόσθετα, σημειώνουμε ότι το 1963 ιδρύθηκε η «Ελληνική Εταιρία 

Επιχειρησιακών Ερευνών» (Ε.Ε.Ε.Ε), μια επιστημονική, μη κερδοσκοπική εταιρία 

που έχει σκοπό την διάδωση της Επιχειρησιακής Έρευνας στην Ελλάδα. 
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«Η Επιχειρησιακή Έρευνα αποσκοπεί στο να ερευνήσει ποσοτικά εάν ένας 

οργανισμός παίρνει από τη λειτουργία του εξοπλισμού του, τη βέλτιστη δυνατή 

συνεισφορά σε σχέση με τον ολικό αντικειμενικό σκοπό του, ποιες αλλαγές σε 

εξοπλισμό και μεθόδους απαιτούνται για τη βελτίωση των αποτελεσμάτων με 

το μικρότερο δυνατό κόστος σε προσπάθεια και χρόνο και τέλος σε ποιο βαθμό 

μεταβολές στους επιμέρους αντικειμενικούς σκοπούς θα συνεισέφεραν στη πιο 

οικονομική και έγκαιρη εκτέλεση του ολικού στρατηγικού αντικειμενικού 

σκοπού». 

Ορισμός των R. Watson και A.P. Rowe 

 

«Επιχειρησιακή Έρευνα είναι η επιστημονική προετοιμασία των αποφάσεων 

της  Διοικήσεως (με την επιστημονική ανάλυση των δεδομένων και τη 

δημιουργία μαθηματικών προτύπων)»  

Ορισμός της Ε.Ε.Ε.Ε 
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1.3  Βασικά στάδια της Επιχειρησιακής Έρευνας. 

H επιστημονική διαδικασία που θα ακολουθηθεί προκειμένου να λύσουμε ένα 

πρόβλημα, είναι σχεδόν πάντα η ίδια ανεξαρτήτως του πεδίου εφαρμογής που 

βρισκόμαστε ή του μοντέλου που θα χρησιμοποιήσουμε. 

 

 

 

Σχήμα 1.3.1 Δένδρο αναπαράστασης της διαδικασίας αντιμετώπισης προβλημάτων 
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1.3.1 Ανάλυση του προβλήματος 

Σε πρώτο στάδιο έχουμε την ανάγκη να κατανοήσουμε το πρόβλημα που 

αντιμετωπίζουμε και γι’ αυτό το λόγο  πρέπει να προσδιορίσουμε τη δομή του και τον 

τρόπο  λειτουργίας  του. Κατόπιν, το αναλύουμε σε υπό-προβλήματα για να 

παρατηρήσουμε τη φύση του έτσι ώστε να προσδιορίσουμε τη καλύτερη δυνατή 

λύση πάνω του. Οφείλουμε να αναγνωρίσουμε τις μεταβλητές – παραμέτρους του 

προβλήματος, καθώς και τους διάφορους περιορισμούς που επιβάλλονται από τη 

δομή του και το περιβάλλον του, έτσι ώστε να εφαρμόσουμε τις κατάλληλες 

στρατηγικές. 

 

 

1.3.2 Διατύπωση στόχων 

Πριν ακόμα ξεκινήσει η μοντελοποίηση του προβλήματος , πρέπει να θέσουμε 

τους στόχους μας. Τι είναι αυτό που θέλουμε να πετύχουμε; Π.χ. μεγιστοποίηση 

κέρδους, ελαχιστοποίηση κόστους, βελτίωση της παραγωγικότητας και της 

αξιοποίησης των διαθέσιμων πόρων. Η φάση αυτή είναι πάρα πολύ σημαντική, 

καθώς από την διατύπωση των σωστών στόχων εξαρτάται η επιτυχία και η 

εφαρμογή των λύσεων που θα προταθούν στη συνέχεια. 

Για παράδειγμα κύριος στόχος μιας εταιρίας είναι η μεγιστοποίηση του κέρδους 

της. Όμως αν ένα αεροδρόμιο κλείσει π.χ. διότι έχουμε ένα ατύχημα ή μια διαταραχή, 

τότε η εταιρία δεν θα ψάξει να βρει τρόπους μεγιστοποίησης κερδών, αλλά 

ελαχιστοποίησης του κόστους. Σε μία τέτοια κατάσταση, θα υπάρξουν ακυρώσεις, 

καθυστερήσεις, μηνύσεις, αμαύρωση της φήμης και πολλά προβλήματα που δεν 

θέλει κανένας επιχειρηματίας στο τραπέζι του. 

Επιπλέον, σε μια επιχείρηση που παράγει και πουλάει προϊόντα, το τμήμα 

πωλήσεων επιδιώκει να βρει ποια προϊόντα θα αυξήσουν τις πωλήσεις, το τμήμα 

παραγωγής ενδιαφέρεται για την  βέλτιστη αξιοποίηση των πόρων, τη μεγιστοποίηση 

της παραγωγικότητας και την καλύτερη απασχόληση του εργατικού δυναμικού. 

Από την άλλη, οι μέτοχοι της εταιρίας επιθυμούν την αύξηση των κερδών και του 

μερίσματος. Προφανώς, όλοι αυτοί οι στόχοι δεν επιτυγχάνονται με μία μοναδική 

στρατηγική αλλά θα πρέπει να υπάρξει μια σειρά προτεραιότητας. Σε μία επιχείρηση 

η κάθε επιστημονική ομάδα που αναλαμβάνει αυτή τη δραστηριότητα, είναι και 

υπεύθυνη για την λήψη σημαντικών αποφάσεων που καθορίζουν το μέλλον της 

εταιρίας. 
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1.3.3 Μοντελοποίηση του προβλήματος  

Σε αυτό το στάδιο δημιουργούμε μια μαθηματική αναπαράσταση του  

προβλήματος, εξετάζοντας την επίδραση των διάφορων παραγόντων πάνω στους 

στόχους που έχουν τεθεί από την αρχή. Η κατασκευή του μαθηματικού μοντέλου έχει 

ως αποτέλεσμα τη μετατροπή του προβλήματος σε μαθηματικές σχέσεις και μας 

βοηθά πλήρως στο να κατανοήσουμε την φύση και το περιβάλλον του. Το μοντέλο 

αυτό αποτελείται κυρίως από ποσοτικές σχέσεις που εκφράζουν τους στόχους του 

προβλήματος και από τους περιορισμούς που μας δίνουν το πεδίο των λύσεων για 

να κινηθούμε. Η διαδικασία μοντελοποίησης χωρίζεται σε τρεις φάσεις: 
 

 

 Διατύπωση των μεταβλητών και παραγόντων του προβλήματος, προκειμένου 

να κατανοήσουμε αυτό που ψάχνουμε και να του δώσουμε μαθηματική 

υπόσταση. 

 Διατύπωση εκείνων των μαθηματικών σχέσεων ή εντολών στον υπολογιστή 

οι οποίες συνδέουν τις μεταβλητές, τους στόχους και τους συντελεστές του 

συστήματος με το περιβάλλον. 

 Διατύπωση της αντικειμενικής συνάρτησης. Η αντικειμενική συνάρτηση είναι ο 

στόχος που αναφέραμε πιο πάνω, η κατεύθυνση που θα κινηθεί η εταιρία. Η 

τιμή που βελτιστοποιεί ή αντίστοιχα ελαχιστοποιεί  την αντικειμενική 

συνάρτηση  είναι αυτό που αναζητούμε. Τέλος μπορούμε να επιβεβαιώσουμε 

το μοντέλο μας με δοκιμαστική του χρήση σε ένα «απλό» πρόβλημα. Αυτό 

γίνεται για να ελέγξουμε την ακρίβεια των υποθέσεών μας και τις σχέσεις που 

διατυπώθηκαν παραπάνω. 

 Ο αναλυτής ενός συστήματος πρέπει να είναι πολύ προσεκτικός στην επιλογή 

και τη διαμόρφωση του μοντέλου, διότι διατρέχει τον κίνδυνο να υπολογίσει 

σωστά τη λύση σε λάθος πρόβλημα. Στην αντίθετη περίπτωση, που η 

αντικειμενική συνάρτηση είναι σωστή αλλά το μοντέλο λανθασμένο, 

κινδυνεύει να δώσει λάθος λύση σε σωστό πρόβλημα.  

Τέλος ο αναλυτής πρέπει να φροντίσει για την ελάττωση των διαστάσεων του 

προβλήματος, δηλαδή να κρατήσει μόνο τις μεταβλητές που είναι σημαντικές για το 

πρόβλημα. Το πρόβλημά μας οφείλει να είναι οικονομικό, καθώς όσο περισσότερους 

περιορισμούς προσθέτουμε τόσο επηρεάζεται η λύση μας και «μικραίνει» το πεδίο 

των λύσεων( feasible region).  
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1.3.4 Επίλυση του Μοντελοποιημένου  Προβλήματος 

Για να επιλυθεί ένα μαθηματικό μοντέλο χρησιμοποιούμε πολλές τεχνικές για τον 

εντοπισμό της βέλτιστης λύσης του προβλήματος. Η πιο χαρακτηριστική τεχνική της 

επιχειρησιακής έρευνας είναι ο γραμμικός προγραμματισμός (linear programming) , 

o οποίος σχεδιάστηκε για προβλήματα με αυστηρά γραμμικούς περιορισμούς. Άλλες 

τεχνικές είναι ο ακέραιος προγραμματισμός (integer programming), στον οποίο οι 

μεταβλητές θεωρούνται ακέραιες, ο δυναμικός  προγραμματισμός (dynamic 

programming),  στον οποίο το  πρόβλημα  μπορεί να  διαιρεθεί σε μικρότερα υπό- 

προβλήματα και ο μη - γραμμικός προγραμματισμός (non – linear programming). 

Επίσης, ο προγραμματισμός δικτύων, τα δένδρα αποφάσεων, η διαχείριση των 

αποθεμάτων, η θεωρία ουρών αναμονής και η θεωρία παιγνίων (game theory) που 

θα αναπτύξουμε παρακάτω, είναι αρκετά χρήσιμες μέθοδοι της επιχειρησιακής 

έρευνας αν και παρά μόνο μια μικρή λίστα από τα διαθέσιμα εργαλεία που μας 

προσφέρει. Η επιλογή της  κατάλληλης μεθόδου εξαρτάται φυσικά από τον τύπο και 

την πολυπλοκότητα του μαθηματικού μοντέλου. Για παράδειγμα, στον γραμμικό 

προγραμματισμό η εφικτή λύση υπολογίζεται με τη χρήση αλγορίθμων και 

επαναληπτικών μεθόδων. Σε αντίθετες περιπτώσεις όμως, που οι μαθηματικές 

σχέσεις είναι περίπλοκες, αναγκαζόμαστε να χρησιμοποιήσουμε ευριστικές  τεχνικές 

ή μεθόδους προσομοίωσης (simulation). 

 

1.3.5 Ανάλυση ευαισθησίας (Sensitivity Report) 

H λύση στην οποία καταλήξαμε επιλύοντας το μαθηματικό μας μοντέλο στο 

προηγούμενο στάδιο ισχύει για τις παραμέτρους που έθεσε το περιβάλλον του 

προβλήματος αρχικά (μεταβλητές, περιορισμοί, αντ. συνάρτηση, κ.λ.π). Τι θα 

συνέβαινε όμως αν «πειράζαμε» τις αρχικές συνθήκες του μοντέλου; Και τι επίδραση 

θα είχε αυτό στην αντικειμενική μας συνάρτηση; Αυτή η διαδικασία ονομάζεται  

ανάλυση ευαισθησίας και προσδιορίζει την «ευαισθησία» της λύσης όταν το μοντέλο 

υποβάλλεται σε μεταβολές των παραμέτρων του.  

Το στάδιο αυτό είναι ιδιαίτερα σημαντικό, διότι παρέχει χρήσιμες πληροφορίες και 

μας επηρεάζει ουσιαστικά για την επιλογή της κατάλληλης στρατηγικής που θα 

εφαρμόσουμε. 

 



 
 

 
11 

 

1.4  Γραμμικός Προγραμματισμός  

O γραμμικός προγραμματισμός αποτελεί αναμφίβολα το δημοφιλέστερο μοντέλο 

της επιχειρησιακής έρευνας αλλά και της διοικητικής επιστήμης γενικότερα 

(management science). H μεγάλη επιτυχία που είχαν οι εφαρμογές του σε 

προβλήματα λήψης αποφάσεων των ιδιωτικών και δημόσιων επιχειρήσεων και 

οργανισμών αποδίδεται, από τη μια πλευρά στα επιτεύγματα της έρευνας των 

μαθηματικών και οικονομολόγων σε θεωρητικό επίπεδο και από τη άλλη πλευρά 

στην επαναστατική ανάπτυξη της πληροφορικής επιστήμης και τεχνολογίας. Η 

αντίληψη που κυριαρχεί σήμερα είναι ότι τρεις στις τέσσερις εφαρμογές μοντέλων  

επιχειρησιακής έρευνας σε πραγματικά προβλήματα διοίκησης παραπέμπουν στο 

γραμμικό  προγραμματισμό (Γ.Π). 

Ο γραμμικός προγραμματισμός χρησιμοποιείται από τους επιχειρησιακούς 

ερευνητές ή τους αναλυτές προβλημάτων απόφασης για την προσέγγιση 

προβλημάτων κατανομής περιορισμένων πόρων ή μέσων σε εναλλακτικές και 

ανταγωνιστικές μεταξύ τους  δραστηριότητες κατά τον δυνατό καλύτερο τρόπο. 

Πρόκειται για το γνωστό πρόβλημα της «πίτας» (resource allocation problem). 

Προβλήματα απόφασης αυτής της μορφής είναι, για παράδειγμα, η κατανομή 

εργατικού δυναμικού, τεχνολογικού εξοπλισμού και πρώτων υλών σε διάφορες 

παραγωγικές διαδικασίες, η κατανομή κεφαλαίου σε διάφορα επενδυτικά 

προγράμματα , η ανάθεση σε περιορισμένο προσωπικό διαφόρων υπηρεσιών κ.λ.π. 

Το επιδιωκόμενο αποτέλεσμα αυτών των αποφάσεων μπορεί να αφορά τη 

μεγιστοποίηση του συνολικού κέρδους, την ελαχιστοποίηση του κόστους 

παραγωγής, τη μεγιστοποίηση της απασχόλησης, την ελαχιστοποίηση των 

αρνητικών επιπτώσεων στο περιβάλλον κ.α. 

 

1.4.1  Μαθηματικοί ορισμοί 

Στα μαθηματικά ο γραμμικός προγραμματισμός είναι ένα μοντέλο στο οποίο 

επιχειρείται η βελτιστοποίηση μιας ή περισσοτέρων γραμμικών συναρτήσεων. Το 

πεδίο τιμών των μεταβλητών οριοθετείται έμμεσα από γραμμικές ανισοεξισώσεις, 

συναρτήσεις των μεταβλητών αυτών. Οι άγνωστες μεταβλητές προσδιορίζουν το 

αντικείμενο απόφασης του προβλήματος και γι’ αυτό ονομάζονται μεταβλητές 

απόφασης (decision variables). 

H θεωρία του γραμμικού προγραμματισμού μέχρι και τη δεκαετία του ’70 

εξελίχθηκε ως μεθοδολογία βελτιστοποίησης ενός και μόνο κριτηρίου απόφασης  με 
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την ονομασία αντικειμενική συνάρτηση (objective function). Όμως η 

πολυπλοκότητα των συστημάτων απόφασης και οι συνθήκες ανταγωνιστικότητας 

κάτω από τις οποίες παίρνονται οι αποφάσεις καθιστούν την προσέγγιση αυτή κάθε 

άλλο παρά ρεαλιστική. Εμείς όμως προκειμένου να δώσουμε τους ορισμούς και για 

να γίνουν κατανοητοί, θα υποθέσουμε ότι έχουμε μονοκριτήριο γραμμικό πρόβλημα. 

Να προσδιοριστούν οι μεταβλητές   ,         που βελτιστοποιούν (μεγιστοποιούν ή 

ελαχιστοποιούν) την γραμμική αντικειμενική συνάρτηση (κριτήριο βελτιστοποίησης): 

                                                                              (1.1) 

Υπό τους γραμμικούς περιορισμούς:       

                                                         

                                      

…… …… …… …… ….. ……. 

                                                                       (1.2) 

                                                                                           (1.3) 

 

Όπου το πρόσημο ενός περιορισμού είναι εναλλακτικά είτε μικρότερο ή ίσο « » , 

ίσο «=» ,είτε μεγαλύτερο ή ίσο « » και                για                     

είναι γνωστοί πραγματικοί συντελεστές. Οι περιορισμοί (1.3) είναι συμβατικοί και 

αποδίδουν την συνήθη φυσική σημασία των μεταβλητών απόφασης. 

Με τη βοήθεια μητρών το γραμμικό πρόβλημα μπορεί να γραφεί συνοπτικά με τον 

ακόλουθο τρόπο: 

   

           
   

           

  ,    
  
 
  

  ,    

  
 
  

  ,    

  
 
  
  

Σχήμα 1.4.1.1 : Μήτρες συντελεστών ενός γραμμικού προβλήματος 
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1.4.2  Κανονική μορφή ενός Γραμμικού Προβλήματος 

Ένα γραμμικό πρόβλημα μπορεί να γραφεί στην κανονική του μορφή (canonical 

form), η οποία έχει μία από τις δύο παρακάτω μαθηματικές εκφράσεις: 

 

                                                

Constrains 

                                                                                              (1.4) 

    

 

           

Constrains 

                                                                                                                       (1.5) 

    

 

Τέλος, ένα γραμμικό πρόβλημα βρίσκεται στην πρότυπη μορφή του (standard 

form), όταν όλοι οι περιορισμοί του είναι εξισώσεις και τα δεύτερα μέλη αυτών των 

εξισώσεων είναι μη αρνητικά (   ).  
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2                         Μαθηματικό  υπόβαθρο 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα παραθέσουμε τις τεχνικές και τα μαθηματικά που 

χρειάζονται προκειμένου να φτάσουμε στην βέλτιστη λύση του προβλήματος. Με την 

λύση του προβλήματος, εννοούμε την στρατηγική την οποία θα ακολουθήσουμε .Οι 

διάφορες μέθοδοι εδώ στηρίζονται σε Ανώτερα Μαθηματικά (διαφορικό και 

ολοκληρωτικό λογισμό, γραμμική άλγεβρα, κλασσικές μεθόδους βελτιστοποίησης, 

λογισμό των μεταβολών), στη Θεωρία Πιθανοτήτων (κατανομές πιθανοτήτων, 

ανελίξεις Μarkov), και τη Στατιστική (περιγραφική στατιστική, στατιστική 

συμπερασματολογία, εκτίμηση παραμέτρων, ανάλυση παλινδρόμησης, ανάλυση 

μεταβλητότητας, παραγοντική ανάλυση, χρονοσειρές) ή σε Μεθόδους της 

επιχειρησιακής έρευνας οι οποίες είναι απλούστερες διότι είναι επαναληπτικές, 

αριθμητικές μέθοδοι που βασίζονται στη χρήση αλγορίθμων και υλοποιούνται στον 

υπολογιστή.  

 

2.1 Στοιχεία Θεωρίας Πιθανοτήτων 

 Η βάση για την μελέτη της τυχαιότητας των φαινομένων που διακρίνει και μελετά 

ο άνθρωπος είναι η θεωρία πιθανοτήτων καθώς και η θεωρία Στοχαστικών 

διαδικασιών σαν επέκταση αυτής. Αυτός ο πυρήνας της γνώσης από την θεωρία των 

πιθανοτήτων μπορεί να αποβεί εξαιρετικά χρήσιμος στην κατανόηση των θεμάτων 

της εργασίας. Παρακάτω, παραθέτουμε κάποιους βασικούς ορισμούς και 

θεωρήματα. 
 

2.1.1 Ο δειγματικός χώρος Ω και τα Απλά Ενδεχόμενα 

Είναι χαρακτηριστικό κάθε φορά που πραγματοποιούμε μετρήσεις σε ένα πείραμα 

ή λαμβάνουμε δείγματα από έναν πληθυσμό, να υπάρχουν διαφορές. Οι διαφορές 

αυτές δεν είναι δυνατόν να προβλεφθούν με ακρίβεια και θεωρούνται τυχαίες. Μία 

τέτοια διαδικασία καλείται «πείραμα τύχης». 

 



 
 

 
15 

 

 

Ορισμός 2.1.1.1 (Δειγματικός χώρος) :  

Το σύνολο όλων των δυνατών αποτελεσμάτων ενός πειράματος τύχης ονομάζεται 

δειγματικός χώρος και συμβολίζεται με το γράμμα Ω. 

 

 

Παράδειγμα 2.1.1.2 

Έστω ότι έχουμε ένα ζάρι και το ρίχνουμε μία φορά. Τα δυνατά αποτελέσματα είναι 

τα 1,2,3,4,5 και 6 και ο δειγματικός χώρος είναι το σύνολο  

 

Ω               

 

Εάν ρίξουμε δύο ζάρια αντί για ένα, εκεί μας ενδιαφέρει το άθροισμα των 

αποτελεσμάτων και κατά συνέπεια ο δειγματικός χώρος είναι το σύνολο 

 

Ω              

 

Ορισμός 2.1.1.3 (Ενδεχόμενο) :  

Ονομάζουμε ενδεχόμενο ένα οποιοδήποτε υποσύνολο του δειγματικού χώρου Ω. 

Τα δυνατά αποτελέσματα που είναι στοιχεία του Ω καλούνται απλά ενδεχόμενα. 

 

Δειγματοχώροι που είναι είτε πεπερασμένοι είτε αριθμήσιμοι, λέγονται 

απαριθμητοί ή διακριτοί (Discrete sample spaces). H χρήση αυτών των συνόλων 

για τον καθορισμό ενδεχομένων μας επιτρέπει να εκφράσουμε και τις πράξεις μεταξύ 

των ενδεχομένων με τις γνωστές πράξεις των συνόλων. Για παράδειγμα,  έστω Α και 

Β δύο ενδεχόμενα του δειγματοχώρου Ω , τότε ορίζεται το ενδεχόμενο     σαν το 

ενδεχόμενο που αποτελείται από τα δυνατά αποτελέσματα, που περιέχονται και στα 

δύο αποτελέσματα Α και Β, δηλαδή από την τομή των συνόλων Α και Β. 

 

2.1.2  Βασικές ιδιότητες της Πιθανότητας  

Σε πολλά πειράματα τύχης όλα τα απλά ενδεχόμενα του δειγματικού χώρου έχουν 

τις ίδιες ευκαιρίες να εμφανιστούν. Η διαίσθηση και η εμπειρία μας οδηγούν σ’ αυτή 

την περίπτωση να σκεφθούμε ότι όλα τα απλά ενδεχόμενα είναι ισοπίθανα και αν για 

παράδειγμα έχουμε Ν το πλήθος στοιχεία, τότε η πιθανότητα εμφάνισης κάποιου 
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από αυτά θα πρέπει να ορισθεί ως   
 

 
 .Στο προηγούμενο παράδειγμα με το ζάρι  η 

πιθανότητα να έρθει 4 με μία ρίψη είναι  
 

 
 . 

Ο De Moivre (1711) έχει δώσει τον παρακάτω ορισμό: 

 

Έστω Ω ένας δειγματικός χώρος ενός πειράματος τύχης του οποίου όλα τα 

αποτελέσματα είναι ισοπίθανα και έστω Α ένα ενδεχόμενο με Α   Ω. Τότε ορίζουμε 

σαν πιθανότητα του ενδεχομένου Α και το συμβολίζουμε prob(A) το  

 

        
                                   

                                     
 

     

Η παραδοχή της ύπαρξης του ισοπίθανου στη φύση και ακόμα σε ένα πείραμα 

τύχης σε ένα εργαστήριο αποτελεί ένα πρόβλημα. Οι βασικές ιδιότητες της 

πιθανότητας πάνω στις οποίες κτίστηκε η αξιωματική θεμελίωση από τον 

Kolmogorov (1933) είναι  

 

a) prob(A)    για κάθε Α   Ω. 

b) prob(Ω) = 1. 

c) prob(A B) = prob(A) + prob(B) για κάθε Α,Β   Ω και Α Β =  . 

Θα δώσουμε χωρίς απόδειξη μερικές ιδιότητες της πιθανότητας ενός ενδεχομένου. 

1) Αν Α   Ω τότε prob(A) = 1 - prob(Α
c
) 

2) Αν Α1,Α2   Ω τότε  

prob(A1 Α2) = prob(A1) + prob(A2) - prob(A1 Α2) 

Αυτός είναι ο προσθετικός νόμος των πιθανοτήτων. 

3)   Αν Α Β τότε prob(A)  prob(Β) 

4)  Αν Α1,Α2,...,Αn,...     όπου   είναι μία συλλογή (κλάση) υποσυνόλων του 

δειγματικού χώρου Ω, και ισχύει ότι  

Α1  Α2 ... Αn .... 
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Τότε 

prob (   
 
    ) =                 

 

      5)  Αν   Α1,Α2,...,Αn,...     και ισχύει ότι  

Α1  Α2 ... Αn .... 

τότε 

prob (   
 
   ) =                 

 

 

2.1.3  Ανεξάρτητα ενδεχόμενα 

Ορισμός 2.1.3.1 (Ανεξάρτητα ενδεχόμενα) : 

Δύο ενδεχόμενα Α και Β θα λέγονται στοχαστικά ανεξάρτητα ή απλώς ανεξάρτητα αν 

και μόνον αν  

prob(AB) = prob(A)prob(B) 

Επίσης, δύο ενδεχόμενα Α και Β τα οποία δεν είναι ανεξάρτητα και δεν είναι 

ασυμβίβαστα είναι εξαρτώμενα. Είναι προφανές ότι αν τα Α και Β είναι ανεξάρτητα 

τότε 

 

prob(A | B) = prob(A)     και      prob(B | A) = prob(B) 
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2.1.4  Απαριθμητές τυχαίες μεταβλητές 

Ορισμός 2.1.4.1 (Τυχαία μεταβλητή): 

Έστω ένας δειγματοχώρος Ω και μία συνάρτηση Χ: Ω  R  με πεδίο ορισμού το 

δειγματοχώρο του πειράματος τύχης και πεδίο τιμών ένα υποσύνολο της ευθείας των 

πραγματικών αριθμών.         

Σε ένα δειγματικό χώρο είναι δυνατόν να ορίσουμε περισσότερες από μία τυχαίες 

μεταβλητές. Στη συνέχεια θα ορίσουμε τη συνάρτηση πιθανότητας (probability 

function) της τυχαίας μεταβλητής Χ και θα τη συμβολίζουμε με       τη συνάρτηση  

                 

 

H συνάρτηση πιθανότητας μιας τυχαίας μεταβλητής Χ από τον ορισμό της έχει τις 

παρακάτω ιδιότητες: 

         

            
    

 

Ορίζουμε στη συνέχεια τη συνάρτηση κατανομής μιας απαριθμητής τυχαίας 

μεταβλητής Χ με συνάρτηση πιθανότητας       , τη συνάρτηση 

                        

    

 

Ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες για τη συνάρτηση κατανομής       μιας τυχαίας 

μεταβλητής. 

1)            για κάθε    

2)                    

3)                     

4) H       είναι μη-φθίνουσα συνάρτηση. 
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Ορισμός 2.1.4.2 (Συνάρτηση επιβίωσης): 

Ορίζουμε σαν συνάρτηση επιβίωσης        μιας απαριθμητής τυχαίας μεταβλητής Χ 

με συνάρτηση πιθανότητας        τη συνάρτηση 

                        

    

 

Και προφανώς  

        και         

Η        είναι μια μη-αύξουσα συνάρτηση. Προφανώς ισχύει η σχέση  

              

 

Α. Η Bernoulli τυχαία μεταβλητή 

Θεωρούμε ένα πείραμα τύχης το οποίο έχει δύο μόνο δυνατά αποτελέσματα. Το ένα 

από αυτά το ονομάζουμε «επιτυχία» και το άλλο το ονομάζουμε «αποτυχία». 

Ορίζουμε την  τυχαία μεταβλητή Χ όπως παρακάτω: 

   
                                      
                                     

  

Έστω η πιθανότητα p να έχουμε επτυχία σε αυτό το πείραμα τύχης. Έχουμε ότι  

          και             

 

Β. Η διωνυμική τυχαία μεταβλητή  

Έστω ότι στο προηγούμενο πείραμα έχουμε ν το πλήθος ανεξάρτητες επαναλήψεις  

και Χ η τυχαία μεταβλητή που είναι ο αριθμός των επιτυχιών . Το πείραμα καλείται 

δυωνιμικό και γενικά λέμε ότι η Χ ακολουθεί διωνυμική κατανομή με συνάρτηση 

πιθανότητας  

                  
 
             για  x = 0,1,...,ν 
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Γ. Η γεωμετρική τυχαία μεταβλητή 

Υποθέτουμε ότι εκτελούμε ένα πείραμα ανεξάρτητων δοκιμών Bernoulli με 

πιθανότητα επιτυχίας p μέχρι την εμφάνιση της πρώτης επιτυχίας. Τότε η Χ 

ονομάζεται γεωμετρική τυχαία μεταβλητή και η συνάρτηση πιθανότητας δίνεται από 

τη σχέση 

                

 

Δ. Η Poisson τυχαία μεταβλητή 

Ορίζουμε ένα χρονικό διάστημα [0,t] και έστω ένα συμβάν το οποίο είναι δυνατόν να 

εμφανιστεί στο διάστημα αυτό. Ορίζουμε με Χ(t) την τυχαία μεταβλητή που εκφράζει 

τη συχνότητα του συμβάντος αυτού στο διάστημα [0,t]. Έστω η πιθανότητα 

                                        

Για αρκετά μικρό Δt, υπάρχει μια παράμετρος λ τέτοια ώστε η πιθανότητα να 

παρουσιαστεί εμφάνιση του φαινομένου στο διάστημα (t, t+Δt) να δίνεται από τις 

σχέσεις 

a)                         

b)                          

c)                     
      

d)                        

 

Όπου το οΔt συμπεριλαμβάνει όλους τους όρους που τείνουν στο 0 πολύ πιο 

γρήγορα από το Δ(t) , δηλαδή   
     

  
   καθώς το     . 

Κάτω από αυτές τις συνθήκες  Χ(t) ονομάζεται Poisson τυχαία μεταβλητή και έχει 

συνάρτηση πιθανότητας  

 

            
     

  
       για n=0,1,2,... 
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Ε. Η υπεργεωμετρική τυχαία μεταβλητή  

Έστω ότι έχουμε ένα πληθυσμό Ν αντικειμένων και εκλέγουμε ν από αυτά χωρίς 

επανάθεση. Έστω α είναι τα μη-ελαττωματικά αντικείμενα. Ορίζουμε με Χ τη τυχαία 

μεταβλητή που εκφράζει τον αριθμό των μη-ελαττωματικών αντικειμένων που 

εκλέξαμε. Τότε η Χ ονομάζεται υπεργεωμετρική τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση 

πιθανότητας να δίνεται από τη σχέση 

 

      
  
 
  

   
    

 
 
 
 

 

 

2.1.5  Συνεχείς τυχαίες μεταβλητές 

Μια τυχαία μεταβλητή Χ η οποία έχει πεδίο τιμών ένα αριθμήσιμο σύνολο 

ονομάζεται συνεχής τυχαία μεταβλητή. Όπως και προηγουμένως ορίζουμε σαν 

συνάρτηση κατανομής μιας συνεχούς τυχαίας μεταβλητής την  

                

Αν υπάρχει μία συνάρτηση       τέτοια ώστε  

                        
 

  

 

τότε η        λέγεται απόλυτα συνεχής και η αντίστοιχη τυχαία μεταβλητή Χ λέγεται 

απόλυτα συνεχής (absolutely continuous). H συνάρτηση       λέγεται συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας (probability density function) της τυχαίας μεταβλητής Χ. 

Επίσης, η συνάρτηση       σαν απόλυτα συνεχής είναι σχεδόν παντού 

παραγωγίσιμη. 
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Ορισμός 2.1.5.1 (Συνάρτηση επιβίωσης): 

Ορίζουμε σαν συνάρτηση επιβίωσης    μιας απολύτως συνεχούς τυχαίας 

μεταβλητής Χ τη συνάρτηση  

                             
 

 

   

και προφανώς 

        και          

Ορίζουμε τη συνάρτηση       να είναι  

         
     

                    

  
 

 

Η συνάρτηση αυτή εκφράζει την «τάση» ή το «ρυθμό», δηλαδή η       είναι η 

πιθανότητα, δεδομένου ότι έχει πάρει μια τιμή μεγαλύτερη ή ίση του x, την αμέσως 

επόμενη απειροελάχιστη χρονική στιγμή να πάρει μια τιμή ανάμεσα στο x και στο 

x+Δx. Η συνάρτηση       ονομάζεται ρυθμός βλάβης ή θανάτου ή καταστροφής στο 

x. Είναι ιδιαίτερα σημαντική  για τις συνήθεις κατανομές γιατί από τη μορφή της 

μπορούμε να διακρίνουμε χαρακτηριστικές ιδιότητες της κατανομής. Συνήθως οι 

ιδιότητες αυτές είναι και αυτές που «γεννάνε» την κατανομή στη φύση γι ‘ αυτό ίσως 

οι συνήθεις κατανομές θα έπρεπε να ορίζονται βάση των συναρτήσεων       και όχι 

όπως συνήθως με την      . Ένας από τους λόγους είναι ότι συνήθως στην πράξη 

έχουμε ένα φαινόμενο με μερικά βασικά χαρακτηριστικά που το «γεννάνε» και εμείς 

αναζητούμε την κατανομή των τυχαίων μεταβλητών του, που φέρουν αυτά τα 

χαρακτηριστικά. 

 

 

 

 

 



 
 

 
23 

 

2.2  Στοιχεία Στατιστικής  

Αρχικά, με την έννοια στατιστική θεωρούσαμε την απαρίθμηση και καταγραφή των 

μετρήσεων. Οι παρατηρήσεις αυτές ή οι μετρήσεις αναφέρονται σε συγκεκριμένο 

αντικείμενο ή γεγονός.   Η στατιστική σήμερα αποτελεί ένα κλάδο  που απαρτίζεται  

από τρείς παραμέτρους: τα μαθηματικά των πιθανοτήτων, τις γενικές αρχές  του 

σχεδιασμού των ερευνών  και τις γενικές αρχές  της ανάλυσης και ερμηνείας των 

ερευνών. Στο σχεδιασμό ενός πειραματικού μοντέλου ή στην παρατήρηση κάποιων 

μεταβλητών κύρια εξετάζονται το ποιά άτομα θα μελετηθούν, ποιές ιδιότητές  τους θα 

μετρηθούν και ποιές συγκρίσεις  θα εξεταστούν. Γι’  αυτό το λόγο οι γενικές αρχές του 

σχεδιασμού των ερευνών αποτελούν ένα σημαντικό μέρος της στατιστικής 

επιστήμης. 

Η ανάλυση  των στοιχείων μιας έρευνας  γίνεται με περιγραφικούς  τρόπους και με 

άλλες αναλύσεις  όπου κυρίως διερευνάται το πώς και το γιατί της υπόθεσης. 

Παρακάτω θα αναπτύξουμε τις κατανομές με τις οποίες περιγράφουμε τα διάφορα 

φαινόμενα που μας απασχολούν. 

 

2.2.1  Περιγραφική Στατιστική-Κατανομές 

Α. Εκθετική κατανομή 

Η γέννηση της εκθετικής κατανομής στη φύση γίνεται κατά την ενασχόληση με τον 

χρόνο ζωής ενός φαινομένου. Δεδομένου ότι το φαινόμενο είναι ηλικίας t, η 

πιθανότητα να τελειώσει ο χρόνος ζωής του στο αμέσως επόμενο πολύ μικρό 

χρονικό διάστημα (t, t+Δt) είναι ανεξάρτητη από την ηλικία t του φαινομένου και ίση 

με μία σταθερά. Δηλαδή όταν ο ρυθμός βλάβης μιας τυχαίας μεταβλητής Τ είναι μια 

σταθερά λ τότε η τυχαία μεταβλητή ακολουθεί εκθετική κατανομή. Αυτή η εκθετική 

κατανομή έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  

            

συνάρτηση κατανομής και επιβίωσης 

               και                   
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B. Η ομοιόμορφη κατανομή 

Μια τυχαία μεταβλητή Χ λέμε ότι ακολουθεί την ομοιόμορφη κατανομή στο διάστημα 

[α,b] αν έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  

      
 

   
    για         

H συνάρτηση κατανομής της ομοιόμορφης τυχαίας μεταβλητής είναι 

      
   

   
    για        

Γ. Η κανονική κατανομή 

Η τυχαία μεταβλητή Χ θα λέμε ότι ακολουθεί την κανονική κατανομή (normal) με 

παραμέτρους μ και σ2 και θα το συμβολίζουμε με           αν η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας είναι 

      
 

    
  

 
  

   

 
 
 

           

 

 

 

Σχήμα 2.2.1.1 : Κανονική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  

Στην ειδική περίπτωση που η τυχαία μεταβλητή ακολουθεί την Ν(0,1) δηλαδή για 

μ=0 και σ2
=1, θα λέμε ότι η Χ ακολουθεί την τυπική κανονική κατανομή (standard 
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normal distribution). Αποδεικνύεται ότι αν η τυχαία μεταβλητή Χ έχει την κανονική 

κατανομή           τότε η τυχαία μεταβλητή     
   

  
  ακολουθεί την τυπική 

κανονική κατανομή. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Ζ είναι 

     
 

   
  

  

          

και συνάρτηση κατανομής 

     
 

   
   

  

 

 

  

   

Υπάρχουν πίνακες που μας δίνουν τις τιμές της Φ(z) από 0 έως 3.5 με βήμα 0.01. Αν 

θέλουμε την Φ(z) για    , τότε από τη συμμετρία της συνάρτησης πιθανότητας ως 

προς     παίρνουμε ότι 

                                              

Συμβολίζουμε με    το σημείο με την ιδιότητα                

Αν θέλουμε να πάρουμε την τιμή της Ζ μέσα σε ένα διάστημα [α,b] τότε προφανώς 

                      

 

Δ. Η λογαριθμοκανονική κατανομή 

Θα λέμε ότι μία τυχαία μεταβλητή Χ θα ακολουθεί την λογαριθμοκανονική κατανομή 

αν ο λογάριθμος αυτής έχει την κανονική κατανομή. Το χαρακτηριστικό αυτής της 

κατανομής είναι ότι ο ρυθμός βλάβης της με την ηλικία του φαινομένου αυξάνει πολύ 

γρήγορα στην αρχή σ’ ένα μέγιστο και μετά ελαττώνεται προς το 0 καθώς το    . 

H συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της λογαριθμοκανονικής είναι 
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Ε. Η κατανομή του Weibull 

Ο ρυθμός βλάβης της συνήθους κατανομής του Weibull είναι 

               

Εάν     τότε προφανώς καθώς αυξάνει η ηλικία του φαινομένου αυξάνει και ο 

ρυθμός βλάβης. Καθώς το     σε αυτή τη περίπτωση τότε και η      πηγαίνει 

στο  . Για     η συμπεριφορά είναι αντίστροφη, δηλαδή καθώς η ηλικία αυξάνει ο 

ρυθμός βλάβης αυξάνεται. Μια ενδιαφέρουσα ιδιότητα της Weibull  είναι ότι η τυχαία 

μεταβλητή    έχει την εκθετική κατανομή με παράμετρο    . 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Weibull  είναι: 

                           για     

και η συνάρτηση επιβίωσης 

                  

2.2.2  Μέση τιμή και διασπορά μιας τυχαίας μεταβλητής 

Εάν Χ μία τυχαία μεταβλητή τότε ονομάζουμε μέση τιμή της Χ και τη συμβολίζουμε 

με Ε[Χ] 

a) Αν η Χ είναι μία απαριθμητή τυχαία μεταβλητή και                    

τότε ορίζεται η 

 

                

 

 

 

b) Αν Χ είναι απόλυτα συνεχής τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας        και αν              
 

  
 

     τότε 
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2.2.3 Ανισότητα του Markov, Schwarz και Chebushev 

 Ανισότητα του Markov 

 

Εάν Χ είναι μια τυχαία μεταβλητή η οποία έχει μη αρνητικές τιμές τότε για 

οποιαδήποτε     

          
    

 
 

 

Για παράδειγμα αν η μέση τιμή της φοίτησης στη ΣΕΜΦΕ είναι 8 χρόνια τότε 

η πιθανότητα ένας φοιτητής να αποφοιτήσει μετά τα 10 χρόνια είναι 

 

          
 

  
      

 

 Ανισότητα του Schwarz 

 

Έστω δύο τυχαίες μεταβλητές με πεπερασμένες δεύτερες ροπές. Τότε 

 

                    

 

 Ανισότητα του Chebushev 

 

Αν Χ είναι μία τυχαία μεταβλητή με μέση τιμή μ και διακύμανση σ2 τότε 

 

              
  

  
 

 

Στη συνέχεια θα δώσουμε μερικά από τα οριακά θεωρήματα των πιθανοτήτων τα 

οποία είναι πολύ σημαντικά για όλα τα φαινόμενα τα οποία εμφανίζονται σαν 

πραγματοποίηση ενός αθροίσματος μεγάλου αριθμού τυχαίων μεταβλητών. 
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2.2.4  Νόμος των Μεγάλων Αριθμών 

Ο Νόμος των Μεγάλων Αριθμών (The Strong Law of Large Numbers) είναι ένα 

από τα πιο γνωστά αποτελέσματα της Θεωρίας Πιθανοτήτων. Σύμφωνα με το 

θεώρημα κάτω από κατάλληλες υποθέσεις, ο δειγματικός μέσος μιας ακολουθίας 

ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών που ακολουθούν μία κοινή κατανομή συγκλίνει 

σχεδόν βεβαίως προς τον θεωρητικό μέσο (τη μέση τιμή) της κατανομής. 

Έστω Χ1,Χ2,...,Χn,... ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές και έστω ότι ισχύει 

  
     

            

 
 

Τότε για κάθε     υπάρχει ένας αριθμός    τέτοιος ώστε  

              
               

όπου   η μέση τιμή των Χ1,Χ2,...,Χn,... 

 

2.2.5  Κεντρικό Οριακό Θεώρημα 

Αν από έναν πληθυσμό που ακολουθεί οποιαδήποτε κατανομή με μέση τιμή μ και 

διασπορά σ2, επιλέξουμε τυχαία δείγματα μεγέθους n και υπολογίσουμε τους μέσους 

τους, τότε για μεγάλα n (θεωρητικά     ) η κατανομή αυτών των δειγματικών 

μέσων είναι κατά προσέγγιση κανονική κατανομή με μέση τιμή επίσης μ και 

διασπορά      . 

Έστω οι τυχαίες μεταβλητές Χ1,Χ2,...,Χn,... ανεξάρτητες και ισόνομες με μέση τιμή μ 

και διασπορά σ2
 .Τότε η κατανομή του  

     

   
 

συγκλίνει στην κανονική κατανομή Ν(0,1) καθώς το    . 
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2.3  Πεπερασμένες Μαρκοβιανές Αλυσίδες 

Τα σημαντικότερα ίσως στοχαστικά μοντέλα στην Επιχειρησιακή Έρευνα είναι 

αυτά που μπορούν να τεθούν κάτω από το γενικό τίτλο πεπερασμένες Μαρκοβιανές 

αλυσίδες. Μπορεί κανείς εύκολα να βρει εφαρμογές των Μαρκοβιανών αλυσίδων σε 

εντελώς διαφορετικές επιστήμες, όπως στην καρκινογένεση, στις τάσεις της αγοράς, 

στους κινδύνους των επιχειρήσεων, στις ασφαλιστικές μεθόδους, στα πληθυσμιακά 

προβλήματα, στη δημογραφία, στην αστρονομία, στη θεωρία αποθήκευσης κ.λ.π. 

Χαρακτηριστικό όλων αυτών των συστημάτων είναι ότι έχουν την ιδιότητα του 

Markov ή την Μαρκοβιανή ιδιότητα. Αυτή με απλά λόγια λέει ότι η πρόβλεψη  της 

μελλοντικής εξέλιξης του συστήματος εξαρτάται από την παρούσα του κατάσταση και 

όχι από το παρελθόν του. Με αυτό εννοούμε ότι όλη η αναγκαία πληροφορία για την 

πρόβλεψη της μελλοντικής συμπεριφοράς περιέχεται στην παρούσα κατάσταση του 

συστήματος. 

Σε αυστηρή μαθηματική έκφραση μια στοχαστική διαδικασία καλείται Μαρκοβιανή, αν 

για κάθε t,t1,t2,…,tk  ισχύει ότι  

                                                        

όπου              . 

H μελέτη των Μαρκοβιανών αλυσίδων γίνεται σε χρόνο διακριτό και σε χώρο 

καταστάσεων πεπερασμένο, γι’ αυτό και αναφερόμαστε σε αυτές ως πεπερασμένες 

Μαρκοβιανές αλυσίδες. Επίσης, ορίζουμε τις υπό συνθήκη πιθανότητες  

                     για                και         

Οι πιθανότητες        είναι η πιθανότητα η μαρκοβιανή αλυσίδα    να μεταβεί 

στην κατάσταση  j δεδομένου ότι την προηγούμενη χρονική στιγμή ήταν στην 

κατάσταση i. Τις         τις ονομάζουμε πιθανότητες μετάβασης της Μαρκοβιανής 

αλυσίδας. Τέλος ορίζουμε τον πίνακα P(t), με πεπερασμένες διαστάσεις όταν ο 

χώρος των καταστάσεων είναι πεπερασμένος. 
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Σχήμα 2.3.1: Πίνακας μετάβασης της Μαρκοβιανής αλυσίδας για το διάστημα [t-1,t) 

Ορισμός 2.3.2 (Στατική Μαρκοβιανή): 

Μια Μαρκοβιανή αλυσίδα καλείται στατική (stationary) ή ομογενής (homogeneous), 

αν η πιθανότητα μετάβασης από τη μία κατάσταση στην άλλη είναι ανεξάρτητη από 

το χρόνο που γίνεται  η μετάβαση. Έτσι για όλες τις καταστάσεις που γίνεται i και j 

                      για κάθε         

Όταν μια Μαρκοβιανή αλυσίδα δεν είναι ομογενής τότε ονομάζεται μη ομογενής. 

 

2.4  Martingales 

Μια εξίσου σημαντική κατηγορία στοχαστικών διαδικασιών είναι αυτή των 

Martingales. Οι ρίζες της μελέτης των Martingales βρίσκονται στα τυχερά παιχνίδια. 

Στην πραγματικότητα η ονομασία Martingale προέρχεται από μια παλιά στρατηγική 

γύρω στα 1815 όπου όταν κάποιος χάνει σε μία παρτίδα ενός τυχερού παιχνιδιού, 

τότε διπλασιάζει το στοίχημα στην επόμενη παρτίδα για να επανακτήσει τα χρήματά 

του. Χαρακτηριστικό παράδειγμα είναι τα πονταρίσματα κόκκινο-μαύρο στη ρουλέτα 

όπου οι πιθανότητα να έρθει κόκκινο ή μαύρο είναι (περίπου) 50%, διότι υπάρχει και 

το 0(zero). 

Τα τυχερά παιχνίδια αποτέλεσαν αντικείμενο μελέτης από τα πολύ παλιά χρόνια 

και είναι γνωστή η αλληλογραφία του Pascal με τον Fermat γύρω τα 1654. Ο όρος 

Martingale για τις στοχαστικές διαδικασίες οφείλεται στον J.Ville (1939). Τα 

Martingales μελετήθηκαν εκτεταμένα από τον Paul Levy (1886-1971) και από τον 

J.L.Doob (1911). 

Σήμερα η θεωρία των Martingales έχει μια εκτεταμένη ανάπτυξη και μεγάλη 

ευρύτητα εφαρμογών από τη θεωρία πιθανοτήτων έως τη μαθηματική ανάλυση και 

σε άλλους χώρους της επιστήμης. Παρακάτω θα εισάγουμε κάποιους βασικούς 

ορισμούς πάνω στη θεωρία των Martingales. 
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Ορισμός 2.4.1 (martingale): 

Μια στοχαστική διαδικασία        
  σε χρόνο διακριτό είναι ένα martingale εάν 

ισχύουν τα παρακάτω 

a)           

b)                       

 

Ορισμός 2.4.2 (martingales σχετικά): 

Έστω        
  και        

  δύο στοχαστικές διαδικασίες σε χρόνο διακριτό. Θα λέμε 

ότι η στοχαστική διαδικασία        
  είναι ένα martingale σε σχέση με τη        

  εάν 

ισχύουν τα ακόλουθα: 

a)           

b)                         και 

c) η    είναι συνάρτηση των           . 

Η τυχαία μεταβλητή      της στοχαστικής διαδικασίας        
  δεν είναι κατά 

ανάγκη μια πραγματική τυχαία μεταβλητή. Μπορεί να είναι για παράδειγμα ένα 

διάνυσμα που τη στιγμή n να περιέχει όλη την απαραίτητη πληροφορία για την 

κατάσταση του οικονομικού περιβάλλοντος της επένδυσης   . 

 

Ορισμός 2.4.3 (supermartingale): 

Έστω μια στοχαστική διαδικασία         
  σε χρόνο διακριτό. Συμβολίζουμε με  

  
             για           

Η στοχαστική διαδικασία        
  θα είναι ένα supermartingale εάν ισχύουν τα 

ακόλουθα 

a)     
      

b)                       

 



 
 

 
32 

 

Παρατηρούμε ότι αν η τυχαία μεταβλητή    είναι το κεφάλαιο μια επένδυσης τότε 

η μέση τιμή του κεφαλαίου μετά την πάροδο ενός χρονικού διαστήματος είναι 

μικρότερο από το κεφάλαιο. Το supermartingale δηλαδή είναι μια διαδικασία η οποία 

κατά «ένα βεβαρημένο μέσο όρο» ελαττώνεται συνεχώς. Τα martingales συνδέονται 

στενά με τις αρμονικές συναρτήσεις στην πιθανοθεωρήτικη θεωρία δυναμικού 

(probabilistic potential theory). H ονομασία των supermartingales προήλθε από το 

γεγονός ότι αυτή η διαδικασία αντιστοιχεί στις υπεραρμονικές συναρτήσεις. 

Ορισμός 2.4.4 (submartingale): 

Έστω μια στοχαστική διαδικασία         
  σε χρόνο διακριτό. Η στοχαστική 

διαδικασία θα είναι ένα submartingale αν ισχύουν τα παρακάτω 

a)     
     όπου   

             

b)                       

 

Παράδειγμα 2.4.5 

Η ονομασία martingale προέρχεται από ένα παιχνίδι στο Μεσαίωνα κατά το οποίο 

η στρατηγική ήταν ο διπλασιασμός του πονταρίσματος μέχρι τη πρώτη νίκη. Ας 

αναλύσουμε αυτό το παιχνίδι με το επόμενο παράδειγμα.  

Ας υποθέσουμε ότι είμαστε παίκτες σε ένα καζίνο και παίζουμε στη ρουλέτα 

κόκκινο μαύρο με μάρκες μπροστά μας, οι οποίες αντιπροσωπεύουν μονάδες 

χρήματος. Εμείς καλούμαστε κάθε φορά να κάνουμε μία επένδυση στην οποία στην 

πρώτη μας ενέργεια καταθέτουμε μία μονάδα χρήματος, η οποία μπορεί να είναι 

οποιοδήποτε ποσό. Έστω ότι έχουμε πιθανότητα p να κερδίσουμε την επόμενη 

χρονική στιγμή τη μονάδα χρήματος που επενδύσαμε και  1-p να τη χάσουμε. Αν 

κερδίσουμε το συνολικό μας κέρδος είναι μία μονάδα χρήματος και σταματάμε την 

επένδυση και αποχωρούμε. Ορίζουμε την τυχαία μεταβλητή: 

 

                                                                            

Βάση των υποθέσεων μας ισχύει ότι 

               και                  
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Μετά το πέρας της χρονικής στιγμής 1 αν έχουμε χάσει, η επένδυσή μας 

συνεχίζεται. Επενδύουμε τώρα δύο μονάδες χρήματος τις οποίες χάνουμε ή 

κερδίζουμε με τις ίδιες πιθανότητες. Ορίζουμε καινούρια τυχαία μεταβλητή 

 

                                                                            

και πάλι ισχύει ότι, 

               και                  

 

Ορίζουμε την τυχαία μεταβλητή 

                                                                           

δηλαδή έχουμε             

 

Για να γίνει η επένδυση τη χρονική στιγμή 2 θα πρέπει να έχει χάσει ο επενδυτής 

τη χρονική στιγμή 1 οπότε      . Αν κερδίσει τη χρονική στιγμή 2 τότε το 

συνολικό κέρδος θα είναι 

            
  
  

  

Όπως παρατηρούμε, αν το      τότε σταματάμε την επένδυση και 

αποχωρούμε. Αν το       τότε θα έχουμε χάσει τη χρονική στιγμή 2 και πρέπει να 

συνεχίσουμε την επένδυση. Συγκεκριμένα, τη χρονική στιγμή 3 διπλασιάζουμε την 

επένδυση στις 4 μονάδες χρήματος. Δηλαδή ορίζουμε τυχαία μεταβλητή 

                                                                            

Με βάση τις υποθέσεις μας έχουμε ότι 

               και                  

Ορίζουμε την τυχαία μεταβλητή, 
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Τότε προφανώς έχουμε 

            

Για να γίνει η επένδυση τη χρονική στιγμή 3 θα πρέπει τις χρονικές στιγμές 1 και 2 

να έχει χάσει ο επενδυτής, δηλαδή       και      . Το δυνατό συνολικό του 

κέρδος τη χρονική στιγμή 3 θα είναι 

             
  
  

  

Αν το      τότε σταματάμε και αποχωρούμε. Η επένδυση συνεχίζεται με τον ίδιο 

τρόπο και έστω        
  η στοχαστική διαδικασία. Ορίζουμε τ τη χρονική στιγμή που 

      για πρώτη φορά. Τότε το τ είναι ένας χρόνος στάσης για τη στοχαστική 

διαδικασία        
  . Παρακάτω ορίζουμε τις τυχαίες μεταβλητές του μοντέλου μας. 

Αφού η επένδυση συνεχίζεται μέχρι τη χρονική στιγμή n αυτό σημαίνει ότι 

                                            

Επίσης, 

                                                            

με βάση τις υποθέσεις μας  

                 και                      με 

                                                                         

Άρα έχουμε ότι  

            
     

  
  

Μπορεί να αποδειχθεί ότι η μέση τιμή διάρκειας της επένδυσης είναι κατά 

Feller(1968): 

                        

 

Αυτό σημαίνει ότι διπλασιάζοντας την επένδυση αναμένεται ότι σε πεπερασμένο 

χρόνο ο επενδυτής θα έχει κερδίσει μία μονάδα χρήματος. 
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2.4.1  Το Επιλεκτικό Θεώρημα Στάσης 

Επανερχόμαστε και πάλι στις στοχαστικές διαδικασίες        
  που είναι 

martingales και σε αυτή την παράγραφο θα παρουσιάσουμε ένα από τα πιο βασικά 

θεωρήματα των martingales τα οποία έχουν ιδιαίτερη αξία και σημασία στα 

χρηματοοικονομικά προβλήματα. Αρχικά, παραθέτουμε την παρακάτω πρόταση. 

 

Πρόταση 2.4.1.1: 

Έστω        
  μια στοχαστική διαδικασία η οποία είναι ένα martingale σε σχέση με 

τη στοχαστική διαδικασία        
 . Αν τ είναι ένας χρόνος στάσης της στοχαστικής 

διαδικασίας        
  τότε το τ είναι ένας χρόνος στάσης και της στοχαστικής 

διαδικασίας        
 . 

 

Θεώρημα 2.4.1.2: 

Έστω        
  μία στοχαστική διαδικασία η οποία είναι ένα martingale και έστω τ 

ένας χρόνος στάσης. Εάν ισχύει ότι 

             και                          

Τότε ισχύει ότι  

            

Δηλαδή η        
  είναι ένα martingale ως προς το χρόνο στάσης τ. 

 

Θεώρημα 2.4.1.3 (Optional Stopping Theorem): 

Έστω        
  μία στοχαστική διαδικασία η οποία είναι ένα martingale και έστω τ 

ένας χρόνος στάσης. Υποθέτουμε ότι ισχύει 

 Ο χρόνος στάσης είναι μια τυχαία μεταβλητή με πεπερασμένες τιμές δηλαδή 
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 Το martingale έχει πεπερασμένη κατά μέτρο μέση τιμή δηλαδή 

          

 

 Ισχύει επίσης η συνθήκη                     τότε συμπεραίνουμε ότι 

            

Δηλαδή η        
  είναι ένα martingale σε σχέση με το χρόνο στάσης τ. 

 

2.4.2  Θεώρημα Σύγκλισης των Martingales 

Θεώρημα 2.4.2.1 (Martingale mean square convergence theorem): 

Έστω        
  μία στοχαστική διαδικασία η οποία είναι ένα martingale και για την 

οποία για κάποια σταθερά k ισχύει ότι 

    
       για όλα τα n 

Τότε η στοχαστική διαδικασία        
  συγκλίνει καθώς το n πάει στο άπειρο σε μια 

τυχαία μεταβλητή Χ και κατά πιθανότητα και κατά τετραγωνικό μέσο 

Δηλαδή, 

                      και                        

επιπλέον  
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3     Ανάλυση αποφάσεων 
Πολλοί άνθρωποι, σχεδόν όλοι, καθημερινά καλούνται να λάβουν αποφάσεις. 

Κάποιες αποφάσεις είναι πολύ εύκολες και γίνονται αυτόματα, άλλες όμως είναι πιο 

απαιτητικές και χρειάζονται αρκετές πληροφορίες για να ληφθούν. Σε πολύ απλές 

αποφάσεις το μυαλό μας κάνει αυτόματα ένα «σχεδιάγραμμα» και σε δευτερόλεπτα 

«παίρνει» την απόφαση που σε εμάς μοιάζει υπερβολικά απλή.  

Ας ορίσουμε ένα παράδειγμα για να το κατανοήσουμε. Έστω ότι κάθε μέρα στη 

δουλειά μας στις έντεκα το πρωί πρέπει να αγοράσουμε κάτι να φάμε και μαζί με 

αυτό ένα μπουκαλάκι νερό. Απέναντι από τη δουλειά μας υπάρχει ένα περίπτερο 

δίπλα σε ένα φούρνο. Εμείς αγοράζουμε από το φούρνο το φαγητό και ζητάμε και 

ένα μπουκαλάκι νερό το οποίο πληροφορούμαστε ότι κοστίζει 0,70 λεπτά του ευρώ. 

Γνωρίζουμε ήδη ότι στο περίπτερο το νερό κοστίζει 0,50 λεπτά του ευρώ και γι’ αυτό 

επιλέγουμε τη φθηνότερη λύση. Φαινομενικά 0,20 λεπτά παραπάνω δεν είναι μεγάλο 

κόστος και δεν θα πλήξει τη τσέπη μας, όμως γιατί επιλέγουμε αυτόματα το 

περίπτερο; Η απάντηση βρίσκεται στο κατά πόσο θα βγούμε κερδισμένοι σε βάθος 

χρόνου. Επίσης, αυτό το παράδειγμα αποτελεί μια υπεραπλουστευμένη παρτίδα 

πόκερ, κάτι που θα συζητήσουμε παρακάτω. 

Η ανάλυση αποφάσεων ασχολείται με τις παραμέτρους και τους παράγοντες που 

λαμβάνουμε υπόψη έτσι ώστε να καταλήξουμε σε ένα συμπέρασμα. Είναι όλες οι 

τεχνικές εκείνες που υποδιαιρούν, απλουστεύουν και μοντελοποιούν ένα πρόβλημα 

σε μικρότερα υπό-προβλήματα  για να πάρουμε στο τέλος την βέλτιστη εφικτή λύση. 

Έτσι δίνεται η δυνατότητα σε αυτόν που θα πάρει την απόφαση, να δει καθαρά το 

πρόβλημα, να αναλύσει δύσκολες καταστάσεις, να ελέγξει όλες τις παραμέτρους και 

να αποκτήσει μια ευχέρεια με παρόμοια προβλήματα. Τα προβλήματα σε μία 

επιχείρηση ή σε μία κοινωνία χωρίζονται σε δύο κατηγορίες: προβλήματα 

αποφάσεων υπό βεβαιότητα και προβλήματα αποφάσεων υπό αβεβαιότητα. 
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Τα προβλήματα υπό βεβαιότητα είναι εκείνα τα προβλήματα που γνωρίζουμε 

καλά όλες τις παραμέτρους και έχουμε ένα ακριβές πλάνο για το που θα κινηθούμε.       

Ο αναλυτής μπορεί να χρησιμοποιήσει πολλές μαθηματικές τεχνικές προκειμένου να 

διαχειριστεί όλες τις παραμέτρους, όπως γραμμικό προγραμματισμό, μη γραμμικό 

προγραμματισμό, ακέραιο προγραμματισμό, πολυκριτηριακή βελτιστοποίηση κ.λ.π. 

Τα προβλήματα υπό αβεβαιότητα (under risk) είναι εκείνα που καλούμαστε να 

προβλέψουμε το αποτέλεσμα, άρα τα μοντελοποιούμε πιιθανοθεωριτικά, και είναι 

αυτά με τα οποία θα ασχοληθούμε. 

3.1 Bayes Theory 

Η στατιστική κατά Bayes  βασίζεται σε μια απλή ιδέα: η μόνη ικανοποιητική 

περιγραφή της αβεβαιότητας μας, επιτυγχάνεται μέσω της πιθανότητας. Η 

αβεβαιότητα υπάρχει καθημερινά στη ζωή μας, δίνει ομορφιά και ενδιαφέρον στην 

καθημερινότητά μας. Η Μπευζιανή προσέγγιση μας δίνει μέσω του υπολογισμού 

πιθανοτήτων ένα ισχυρό εργαλείο να καταλάβουμε, να χειριστούμε και να ελέγξουμε 

την αβεβαιότητα. Ο χρυσός κανόνας έπεται άμεσα: όλες οι άγνωστες ποσότητες 

πρέπει να περιγράφονται δια μέσου πιθανοτήτων. 

Το πλαίσιο στο οποίο κινείται η συμπερασματολογία κατά Bayes  είναι παρόμοιο 

με αυτό της κλασσικής στατιστικής: υπάρχει η παράμετρος θ του πληθυσμού την 

οποία θέλουμε να εκτιμήσουμε, καθώς και η πιθανότητα        η οποία καθορίζει την 

πιθανότητα παρατήρησης διαφορετικών x, κάτω από διαφορετικές τιμές της 

παραμέτρου θ. Όμως η θεμελιώδης διαφορά είναι ότι το θ χρησιμοποιείται σαν τυχαία 

ποσότητα. Αν και αυτή η διαφορά μπορεί να φανεί όχι και τόσο ουσιαστική, οδηγεί σε 

μία τελείως διαφορετική προσέγγιση, ως προς την ερμηνεία, από αυτήν της 

κλασσικής στατιστικής. Στην ουσία η συμπερασματολογία μας θα βασιστεί στην 

      , δηλαδή στην πιθανότητα της κατανομής της παραμέτρου δεδομένης της x 

(δεδομένα) και όχι της x δεδομένης της παραμέτρου. Σε πολλές περιπτώσεις αυτό 

οδηγεί σε περισσότερο φυσιολογικά συμπεράσματα σε σχέση με την κλασσική 

στατιστική.  

3.1.1 Το θεώρημα του Bayes 

Στην βασική του μορφή το θεώρημα του Bayes  είναι απλό και αφορά υπό 

συνθήκη πιθανότητες: 
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Αν Α και Β είναι δύο ενδεχόμενα με       , τότε 

       
          

    
 

Η χρησιμότητα του θεωρήματος του Bayes  σε εφαρμογές πιθανοτήτων είναι ότι 

παρέχει την δυνατότητα αντιστροφής της θέσης των ενδεχομένων. Έτσι, γίνεται 

εμφανές πως η πιθανότητα του Β|Α σχετίζεται με την πιθανότητα του Α|Β. 

Μια μικρή προέκταση του θεωρήματος του Bayes μπορεί να γίνει αν θεωρήσουμε 

τα ενδεχόμενα        , τα οποία διαμερίζουν ένα δειγματικό χώρο  , έτσι ώστε τα 

        για κάθε     και          . Σε αυτή τη περίπτωση θα έχουμε, 

         
             

               

 

Όπου    και    ενδεχόμενα στον δειγματικό χώρο  . 

Παράδειγμα 3.1.1.1: Σε έναν πληθυσμό εφαρμόζεται μία μέθοδος εντοπισμού του ιού 

HIV. Το 10% από τον πληθυσμό αυτό πιστεύεται πως έχει προσβληθεί από τον ιό. 

Από τα αποτελέσματα του τεστ προκύπτει ότι το 90% είναι θετικό στον ιό. Εάν ένας 

ασθενής πάσχει από τον ιό το τεστ έχει πιθανότητα να τον εντοπίσει 90%. Ενώ η 

πιθανότητα το τεστ να βγει αρνητικό σε άτομο υγιές είναι 85%. Ποιες οι πιθανότητες 

να πάρουμε λανθασμένα θετικά και αρνητικά αποτελέσματα από το τεστ; 

Λύση:  Αν θεωρήσουμε Α το ενδεχόμενο ένα άτομο να έχει τον ιό HIV, και Θ το 

ενδεχόμενο το τεστ να δείξει θετικό, τότε έχουμε          και            και 

             . Επίσης, η πιθανότητα το τεστ να είναι θετικό  είναι  

 

                                                          

                            

Ενώ η πιθανότητα το τεστ να βγει αρνητικό είναι προφανώς, 

                           

Επίσης, η πιθανότητα το τεστ να βγει θετικό σε άτομο υγιές είναι, 
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Άρα θα έχουμε, 

                                     

        
            

    
 

        

                    
     

 

                                       
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3.2 Πρόβλημα Επένδυσης Κεφαλαίου στο Πόκερ  

Ας πάρουμε ένα παράδειγμα όπου η κεντρική απόφαση είναι το πού θα 

επενδύσουμε τα χρήματά μας. Ας υποθέσουμε ότι είμαστε παίκτες πόκερ με 

συνολικό κεφάλαιο 10,000$ και καλούμαστε να επιλέξουμε ανάμεσα σε αναμετρήσεις 

των δύο παικτών ή όπως καλείται στην ορολογία του πόκερ head’s up. Θα κληθούμε 

να επιλέξουμε, έπειτα από έρευνα και συλλογή δεδομένων, ποια είναι η πιο 

κερδοφόρα αναμέτρηση  για εμάς, ως παίκτες πόκερ. Αρχικά, θα αναλύσουμε 

κάποιες ορολογίες και τους κανονισμούς κάτω από τους οποίους εξελίσσονται οι 

αναμετρήσεις στο πόκερ.   

Head’s up (hu) είναι το παιχνίδι εκείνο που αναμετριούνται δύο παίκτες μόνο, οι 

οποίοι αγοράζουν ένα συγκεκριμένο και προκαθορισμένο πόσο μαρκών  στην αρχή 

(buy in), χωρίς δυνατότητα επαναγοράς μαρκών,  και ο νικητής στο τέλος αποκομίζει 

το συνολικό χρηματικό έπαθλο. Ας πούμε ότι δύο παίκτες αποφασίζουν να παίξουν 

head’s up των 3,50$, που σημαίνει ότι ο νικητής θα κερδίσει +3,50$ το οποίο είναι και 

το buy in του άλλου παίκτη. Στην πραγματικότητα όμως αν υποθέσουμε ότι το 

παιχνίδι γίνεται σε μια διαδικτυακή πλατφόρμα (online poker) το έπαθλο θα είναι 

μειωμένο αφού ο κάθε παίκτης πρέπει να πληρώσει ένα μικρό ποσό από το buy in, 

της τάξης του 3% με 5%, στην διαδικτυακή πλατφόρμα, ανάλογα με τη «φύση» του 

παιχνιδιού. Με τον όρο «φύση» του παιχνιδιού εννοούμε τους κανόνες κάτω από 

τους οποίους ορίζεται το παιχνίδι, κάτι που θα εξηγήσουμε αμέσως. 

Ας ορίσουμε την έννοια των τυφλών πονταρισμάτων (blinds) σε μια αναμέτρηση 

head’s up. Οι παίκτες ξεκινάνε με κάρτες στο χέρι και ο πρώτος γύρος 

πονταρισμάτων αρχίζει με την τοποθέτηση δύο τυφλών υποχρεωτικών 

πονταρισμάτων από τους δύο παίκτες αντίστοιχα. Κάθε φορά και εναλλάξ ένας 

παίκτης θα τοποθετήσει το μικρό blind και ένας το μεγάλο blind. Αυτό είναι 

υποχρεωτικό και προφανώς γίνεται για να ξεκινήσει ο πρώτος γύρος 

πονταρισμάτων. Ο σκοπός μίας αναμέτρησης head’s up στο πόκερ δεν είναι άλλος 

από το να βγει ένας νικητής. Ο πιο εύκολος τρόπος για να γίνει αυτό είναι  να 

αυξάνουμε τα τυφλά πονταρίσματα (blinds) κάθε μία χρονική περίοδο. Αυτή η 

χρονική περίοδος καθορίζει την «φύση» και την κατάσταση του παιχνιδιού. 

Στο πόκερ βρίσκουμε, κυρίως, τρείς διαφορετικές καταστάσεις παιχνιδιού οι 

οποίες χαρακτηρίζουν τον τρόπο διεξαγωγής και τους όρους της αναμέτρησης 
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(χρόνος αύξησης πονταρισμάτων, αρχικό ποσό μαρκών), κ.λ.π. Αυτές οι 

καταστάσεις ονομάζονται Regular, Turbo και Hyper-turbo. Στην κατάσταση Regular 

τα τυφλά  πονταρίσματα, αυξάνονται κάθε 10 λεπτά, στην turbo κατάσταση κάθε 5 

λεπτά και στην hyper turbo κατάσταση κάθε 3 λεπτά. Τέλος στον παρακάτω πίνακα 

παραθέτουμε τα έπαθλα κάθε αναμέτρησης σε κάθε κατάσταση. Ασφαλώς το ποσό 

που λείπει από κάθε έπαθλο είναι αυτό που πληρώνουν οι δύο παίκτες στην 

διαδικτυακή πλατφόρμα για να παίξουν την αναμέτρηση (γκανιότα). Για παράδειγμα 

όταν επιλέξουμε μία αναμέτρηση των 3,5$ το πόσο που θα πληρώσουμε στην 

διαδικτυακή πλατφόρμα θα είναι 0,21$, συνεπώς το έπαθλο της αναμέτρησης θα 

είναι ελαττωμένο κατά 0,42$ αφού συμμετέχουν δύο παίκτες. Γι’ αυτό λοιπόν, σε μία 

αναμέτρηση head’s up των 3,5$ έπαθλο του νικητή δεν θα είναι 7$ αλλά 7$ - 0,21$ - 

0,21$ = 6,58$. Αυτό συμβαίνει σε κάθε αναμέτρηση σε μία διαδικτυακή πλατφόρμα. 

Τέλος στον παρακάτω πίνακα 3.2.1 παρατηρούμε τα έπαθλα κάθε αναμέτρησης σε 

κάθε κατάσταση. 

 

 
Καταστάσεις Αναμετρήσεων 

hu($) Regular($) Turbo($) Hyper($) 

3,5 6,58 6,64 6,8 

7 13,34 13,42 13,7 

15 28,58 28,78 29,38 

30 57,14 57,56 58,74 

60 114,56 115,34 117,48 

Πίνακας 3.2.1 Έπαθλα των αναμετρήσεων σε κάθε κατάσταση 

 

Φυσικά σε πολλά προβλήματα επιχειρήσεων αλλά και σε καταστάσεις της ίδιας 

της ζωής υπάρχει αβεβαιότητα. Σκοπός μας είναι αυτή την αβεβαιότητα να την 

μετατρέψουμε σε μία μορφή βεβαιότητας. Ο τρόπος που θα μοντελοποιήσουμε το 

πρόβλημά μας και ο τρόπος που θα το προσεγγίσουμε είναι η χρήση πιθανοτήτων 

φυσικά. Όλοι οι μη-ελέγξιμοι παράγοντες και η αβεβαιότητα του προβλήματος στο 

τέλος θα αντιπροσωπεύονται από μία κατανομή πιθανοτήτων. 
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3.3 Μοντελοποίηση του Προβλήματος Επένδυσης 

Μετά από συλλογή και ανάλυση των δεδομένων ενός παίκτη πόκερ, πάνω στις 

τελευταίες του αναμετρήσεις (head’s up) σε όλες τις καταστάσεις παιχνιδιού και σε 

ποικίλα buy in, καταλήξαμε στα αποτελέσματά του πίνακα 3.3.1. 

head's up Ni Pi 

3,5$ 134 0,26 

7$ 158 0,31 

15$ 69 0,13 

30$ 81 0,16 

60$ 72 0,14 

Total 514 1 

Πίνακας 3.3.1 Συνολικός αριθμός αναμετρήσεων και σχετικές πιθανότητες 

 

Στον πίνακα 3.3.1 παραθέτουμε τον συνολικό αριθμό αναμετρήσεων σε κάθε 

στάδιο buy in. Για παράδειγμα, ο συγκεκριμένος παίκτης του προβλήματος  

παρατηρούμε ότι έπαιξε συνολικά 514 head’s up από τα οποία τα 134 ήταν των 3,5$ 

άρα πλήρωσε              . Στην συνέχεια έχουμε 158 αναμετρήσεις των 7$ με 

κόστος               και επίσης 69 αναμετρήσεις των 15$ με κόστος    

             Στις αναμετρήσεις των 30$ και 60$ έχουμε αντίστοιχα,        

       και              . Επίσης στην τρίτη στήλη του πίνακα 3.3.1 βρίσκουμε 

τις σχετικές πιθανότητες των αναμετρήσεων, καθώς μας βοηθάνε να εκτιμήσουμε τις 

«προθέσεις» του παίκτη με βάση την επιλογή των buy in. Για παράδειγμα, 

παρατηρούμε ότι οι αναμετρήσεις των 3,5$ είναι διπλάσιες από αυτές των 15$. Ενώ 

έχει δείξει ιδιαίτερη προτίμηση στις αναμετρήσεις των 7$ αφού καλύπτουν το 30% 

των συνολικών παιχνιδιών. Αναλυτικά,  

       
   

   
                

   

   
                

  

   
            

      
  

   
          και             

  

   
       

Παρακάτω θα εισάγουμε πληροφορίες για τις καταστάσεις των αναμετρήσεων που 

έπαιζε ο παίκτης και τα αποτελέσματά του πάνω σε αυτές. Ο παρακάτω πίνακας 

3.3.2 μας δίνει τις σχετικές πιθανότητες πάνω σε κάθε κατάσταση. Για παράδειγμα, 
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αν ο παίκτης έχει επιλέξει 34 Regular αναμετρήσεις των 7$ από τις συνολικά 158 και  

39 Turbo αναμετρήσεις των 30$ από τις συνολικά 81 τότε οι έχουμε τα εξής 

ενδεικτικά, 

             
  

   
       

            
  

  
      

            
  

  
      

Σύμφωνα με τα δεδομένα μας κατασκευάζουμε τον πίνακα 3.3.2 με όλες τις 

σχετικές πιθανότητες των αναμετρήσεων σε όλες τις καταστάσεις παιχνιδιού. 

  
Αναμετρήσεις($) 

  
3,5 7 15 30 60 

Κ
α

τ
α

σ
τ
ά

σ
ει

ς Regular 0,32 0,22 0,27 0,31 0,58 

Turbo 0,46 0,64 0,55 0,49 0,22 

Hyper 0,22 0,14 0,18 0,20 0,20 

Total 1 1 1 1 1 

Πίνακας 3.3.2 Σχετικές πιθανότητες των καταστάσεων Regular, Turbo και Hyper 

 

Αναλύοντας τα παραπάνω αποτελέσματα του πίνακα παρατηρούμε ότι ο παίκτης 

του συγκεκριμένου προβλήματος, στο buy in των 3,5$ έχει παίξει περίπου 32% 

regular αναμετρήσεις, 46% turbo αναμετρήσεις και 22% hyper αναμετρήσεις. Επίσης, 

φαίνεται ότι επιλέγει να παίζει περισσότερο αναμετρήσεις turbo αφού το ποσοστό του 

εκεί κυμαίνεται περίπου στο 45%-60%. Τέλος διαπιστώνουμε ότι hyper αναμετρήσεις 

είναι οι λιγότερες καθώς το ποσοστό του σε αυτές κυμαίνεται γύρω στο 15% 

περίπου. Επίσης, θα ήταν εύλογο να παρατηρήσουμε ότι σε μία αναμέτρηση πόκερ 

όσο πιο γρήγορα αυξάνονται τα τυφλά πονταρίσματα, τόσο περισσότερο πρέπει να 

ρισκάρουμε τις μάρκες μας. Αυτό γίνεται γιατί όσο μεγαλώνει το blind που 

τοποθετούμε στην αρχή κάθε παρτίδας, τόσο καλούμαστε να χάσουμε από τις 

μάρκες μας. Τέλος σε κάθε αναμέτρηση το άθροισμα των ποσοστών του πίνακα 

3.3.2 πρέπει να είναι ίσο με τη μονάδα. Αυτά τα ποσοστά θα μας βοηθήσουν στη 

πορεία να υπολογίσουμε πόσο κερδισμένος είναι ο παίκτης σε αυτές τις 

αναμετρήσεις και να διαμορφώσουμε κατάλληλα ένα δένδρο απόφασης. 
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Στη συνέχεια θα κατασκευάσουμε ένα πίνακα πιθανοτήτων μεταξύ των 

καταστάσεων των αναμετρήσεων και των buy in των παιχνιδιών. Η ποιοτική μορφή 

του πίνακα 3.3.3 θα είναι η εξής, 

 
Regular Turbo Hyper Pi 

3,5 P(R and 3,5) P(T and 3,5) P(H and 3,5) P(3,5) 

7 P(R and 7) P(T and 7) P(H and 7) P(7) 

15 P(R and 15) P(T and 15) P(H and 15) P(15) 

30 P(R and 30) P(T and 30) P(H and 30) P(30) 

60 P(R and 60) P(T and 60) P(H and 60) P(60) 

 
P(R) P(T) P(H) 

 Πίνακας 3.3.3 Ποιοτικός πίνακας πιθανοτήτων καταστάσεων και αναμετρήσεων 

Είναι προφανές οτι ισχύει,                                               

και                                                                  

Υπολογίζουμε ενδεικτικά τις παρακάτω  πιθανότητες και κατασκευάζουμε τον 

παρακάτω πίνακα 3.3.4 με τις αριθμητικές τιμές. 

                                             

                                       

                                          

                                          

                                          

 

 
Καταστάσεις 

 head's up Regular Turbo Hyper Pi 

3,5 0,083 0,119 0,058 0,26 

7 0,068 0,198 0,043 0,31 

15 0,035 0,072 0,023 0,13 

30 0,049 0,078 0,032 0,16 

60 0,081 0,031 0,028 0,14 

Total 0,316 0,489 0,184 1 

Πίνακας 3.3.4  Πιθανότητες καταστάσεων και αναμετρήσεων  
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Για επαλήθευση έχουμε, 

                       και                          κ.λ.π  

Κατόπιν γνωρίζοντας ότι                                        , 

          και ομοίως           θα υπολογίσουμε τις εξής δεσμευμένες 

πιθανότητες: 

         
            

    
                

            

    
       

         
            

    
       

 

       
          

    
              

          

    
       

       
          

    
       

Ομοίως υπολογίζουμε,  

             ,              ,               

             ,              ,               

             ,              ,               

Εν κατακλείδι, οι τελευταίες δεσμευμένες πιθανότητες των αναμετρήσεων του 

παίκτη θα μας βοηθήσουν καταλυτικά στο να δημιουργήσουμε στην πορεία το τελικό 

δένδρο απόφασης. Αυτό που χρειαζόμαστε είναι τα αποτελέσματα του παίκτη στις 

συνολικές αναμετρήσεις που καταγράψαμε. Σε 514 αναμετρήσεις head’s up 

καταγράψαμε 292 κερδοφόρες από τις οποίες οι 93 ήταν Regular, οι 148 Turbo και οι 

51 Hyper turbo. Παρακάτω παραθέτουμε δύο ποιοτικής φύσεως δένδρα απόφασης 

για τα οποία θα μιλήσουμε αναλυτικότερα παρακάτω, και θα απεικονίσουν πλήρως 

την εικόνα του προβλήματος επένδυσης. Τα δύο αυτά δένδρα απόφασης είναι οι 

πίνακες που καταγράφουμε τις μέχρι τώρα πιθανότητες που βρήκαμε. Στο πρώτο 

δένδρο θα αναπαραστήσουμε τις αναμετρήσεις σε σχέση με τις καταστάσεις Regular, 

Turbo και Hyper, ενώ στο δεύτερο θα εργαστούμε αντίστροφα. Στα δένδρα θα 
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εμφανίζονται μόνο οι υπό συνθήκη πιθανότητες. Στην πορεία θα προσθέσουμε τα 

ποσοστά. 

 

Σχήμα 3.3.5 Ποιοτικό δένδρο απόφασης για το πρόβλημα επένδυσης 
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Σχήμα 3.3.6 Ποιοτικό δένδρο απόφασης για το πρόβλημα επένδυσης 

 

 

Το αμέσως επόμενο βήμα είναι να αποκαλύψουμε τα αποτελέσματα του παίκτη 

στις 514 αναμετρήσεις πόκερ που συμμετείχε το τελευταίο διάστημα. Οι μετρήσεις 

και τα ποσοστά που απεικονίζονται στον παρακάτω πίνακα, συλλέχθηκαν από 

έγκυρη πηγή και αναλύθηκαν πλήρως. Παρακάτω, ο πίνακας 3.3.7 μας πληροφορεί 

για τα αποτελέσματα του παίκτη σε κάθε αναμέτρηση που πήρε μέρος με την μορφή 

ποσοστών. Τα ποσοστά αυτά δηλώνουν πόσο αυξήθηκε ή μειώθηκε το κεφάλαιο 

που διέθεσε σε αυτές τις αναμετρήσεις. 
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Καταστάσεις Αναμετρήσεων 

hu($) Regular(%) Turbo(%) Hyper(%) 

3,5 11,9 25,3 94,2 

7 6,4 21,2 44,6 

15 -25,1 5,9 30,5 

30 29,4 -15 25,8 

60 13,6 2,4 -46,2 

Καμιά επένδυση 0 0 0 

Πιθανότητες Κατ. 0,32 0,49 0,19 

Πίνακας 3.3.7 Αποτελέσματα επιστροφών σε ποσοστά κάθε αναμέτρησης 

Το ερώτημα είναι, πως από τα δεδομένα μας θα περιγράψουμε το πρόβλημα με 

χρήση κατανομών πιθανοτήτων. Πρέπει να σημειωθεί ότι υπάρχουν πολλές 

δυσκολίες περιγραφής προβλημάτων υπό αβεβαιότητα. Τα διάφορα εργαλεία 

στατιστικής και πιθανοτήτων βοηθούν στην κατανόηση των παραγόντων και του 

ρίσκου κάθε απόφασης που εμπλέκεται. Ο κάθε αναλυτής πρέπει να λάβει σοβαρά 

υπόψη τα αποτελέσματα της στατιστικής ανάλυσης για να δώσει ο ίδιος τη λύση. 

Στον πίνακα 3.3.7 προσθέσαμε τις πιθανότητες που αντιπροσωπεύουν τις 

καταστάσεις Regular, Turbo και Hyper  ή αλλιώς όπως υπολογίσαμε και πιο πάνω 

ως          ,            και            . Στην πορεία θα υπολογίσουμε και 

θα τονίσουμε τη σημασία της αναμενόμενης χρηματικής αξίας (Expected Value). 

 

 

3.3.1 Αναμενόμενη χρηματική αξία (EMV) 

Ορισμός 3.3.1.1 (Αναμενόμενη χρηματική αξία): 

Είναι οι χρηματικές αξίες υπό συνθήκη σταθμισμένες με την πιθανότητα να 

πραγματοποιηθεί κάθε ενδεχόμενο και αθροισμένες για κάθε ενέργεια ξεχωριστά. 

 

Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε τις αναμενόμενες χρηματικές αξίες (expected 

monetary value) κάθε αναμέτρησης και στον πίνακα θα αναγραφούν οι σταθμισμένες 

EMV. 
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 EMV(3,5)=                                           

 EMV(7)=                                          

 EMV(15)=                                            

 EMV(30)=                                           

 EMV(60)=                                             

 
Καταστάσεις Αναμετρήσεων 

Exp.Value(%) 

Conditional* 

Exp.Value(%) hu($) Pi Regular(%) Turbo(%) Hyper(%) 

3,5 0,26 11,9 25,3 94,2 20,7 5,38 

7 0,31 6,4 21,2 44,6 21,22 6,37 

15 0,14 -25,1 5,9 30,5 1,95 0,27 

30 0,16 29,4 -15 25,8 6,93 1,04 

60 0,13 13,6 2,4 -46,2 -0,82 -0,11 

Καμιά επ. 

 
0 0 0 0 0 

Πιθ. Κατ. 

 
0,32 0,49 0,19 

  Πίνακας  3.3.1.2  Πίνακας  αναμενόμενων χρηματικών αξιών των αναμετρήσεων 

 

*Οι χρηματικές αξίες στην τελευταία στήλη πολλαπλασιάστηκαν με τις Pi κάθε 

αναμέτρησης για να υπολογιστούν οι σταθμισμένες EMV. 

 

Με μία πρώτη ματιά στα αποτελέσματα παρατηρούμε ότι η καλύτερη επένδυση 

για τον παίκτη θα ήταν οι αναμετρήσεις των 7$ καθώς και των 3,5$. Εκεί ο παίκτης 

έχει  τα μεγαλύτερα ποσοστά και τις αντίστοιχες αναμενόμενες χρηματικές αξίες. 

Όλες οι χρηματικές αξίες έχουν υπολογιστεί με βάση τις υπό συνθήκη πιθανότητες 

κάθε αναμέτρησης ξεχωριστά. Με απλά λόγια, αν ο παίκτης έχει ένα κεφάλαιο της 

τάξης των 10,000$ και αποφασίσει να επενδύσει μόνο σε αναμετρήσεις των 7$, σε 

βάθος χρόνου θα αυξήσει το κεφάλαιό του κατά 6% περίπου. Ενώ στην αντίθετη 

περίπτωση, παρατηρούμε ότι ο παίκτης ζημιώνεται στις αναμετρήσεις των 60$. 

Φυσικά τα παραπάνω νούμερα απεικονίζουν το γεγονός ότι ο παίκτης θα 

ακολουθήσει το ίδιο ακριβώς πλάνο με τα τελευταία 514 παιχνίδια. Παρακάτω θα 

δούμε πως μια ανάλυση με περισσότερες λεπτομέρειες μας δίνει τη δυνατότητα να 

κινηθούμε με ευελιξία στα αποτελέσματά μας. 
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3.3.2  Αναμενόμενο κόστος ευκαιρίας (EOL) 

Ορισμός 3.3.2.1 (Expected Opportunity Loss): 

Είναι τα κόστη ευκαιρίας υπό συνθήκη σταθμισμένα με την πιθανότητα να 

πραγματοποιηθεί κάθε ενδεχόμενο και αθροισμένα για κάθε ενέργεια χωριστά. 

  

Υπάρχουν στιγμές όπου τα αποτελέσματα και οι αναμενόμενες αξίες τους σε μία 

ανάλυση, δεν επαρκούν για κάποιον να πάρει τη σωστή απόφαση. Πολλές φορές 

αυτός που αποφασίζει κάτω από αβεβαιότητα, αισθάνεται καλύτερα όταν η απόφαση 

που θα πάρει ξέρει ότι δεν θα του κοστίσει πολύ «ακριβά». Αυτό είναι στην ουσία το 

κόστος ευκαιρίας, δηλαδή πόσο περισσότερο θα έβγαινες κερδισμένος αν είχες λάβει 

την βέλτιστη απόφαση σε σχέση με την απόφαση που τελικά έχεις λάβει. Για να 

αποφευχθεί μια τέτοια απώλεια προσπαθούμε να μειώσουμε αυτό το κόστος, και 

αποφασίζουμε ξεχωριστά για κάθε μία μεταβλητή. Στον παρακάτω πίνακα 

εμφανίζεται το κόστος ευκαιρίας κάθε αναμέτρησης σύμφωνα με το καλύτερο 

αποτέλεσμα. Για παράδειγμα, το αναμενόμενο κόστος ευκαιρίας στις αναμετρήσεις 

των 7$ θα είναι                                         , ενώ στις 

αναμετρήσεις των 60$ θα έχουμε                                     

      . Τα αποτελέσματα αυτά θα πολλαπλασιαστούν με τις Pi του πίνακα 3.3.1.2 

των αναμετρήσεων για να υπολογίσουμε τα σταθμισμένα κόστη ευκαιρίας. Σύμφωνα 

με τα αποτελέσματά μας κατασκευάζουμε τον παρακάτω πίνακα. 

 

 
Καταστάσεις Αναμετρήσεων 

 EOL(%) hu($) Regular(%) Turbo(%) Hyper(%) 

3,5 29,4-11,9=17,5 25,3-25,3=0* 94,2-94,2=0* 5,6 

7 29,4-6,4=23 25,3-21,2=4,1 94,2-44,6=49,6 14,63 

15 29,4-(-25,1)=54,5 25,3-5,9=19,4 94,2-30,5=63,7 36,85 

30 29,4-29,4=0* 25,3-(-15)=40,3 94,2-25,8=68,4 33,43 

60 29,4-13,6=15,8 25,3-2,4=22,9 94,2-(-46,4)=140,4 42,28 

Καμία επένδυση 29,4-0=29,4 25,3-0=25,3 94,2-0=94,2 39,7 

Πιθανότητες Κατ. 0,32 0,49 0,19 
 Πίνακας 3.3.2.2 Αναμενόμενα κόστη ευκαιρίας αναμετρήσεων 
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Παρατηρούμε την σχέση μεταξύ της αναμενόμενης χρηματικής αξίας και του 

κόστους ευκαιρίας στον παραπάνω πίνακα. Είναι εμφανές ότι η αναμέτρηση που θα 

έχει μεγάλο EMV θα είναι αυτή που θα έχει και μικρό κόστος ευκαιρίας. Πιο 

συγκεκριμένα, σύμφωνα με τον πίνακα 3.3.2.2 το μικρότερο κόστος ευκαιρίας θα το 

έχει η αναμέτρηση των 3,5$. Επομένως περιμένουμε η συγκεκριμένη αναμέτρηση να 

έχει αναμενόμενη χρηματική αξία μεγάλη, γεγονός που συμβαίνει σύμφωνα με τον 

πίνακα 3.3.1.2. 

 

3.3.3  Χρηματική αξία κάτω από τέλεια πληροφόρηση 

Αναρωτιόμαστε τώρα ποιο θα μπορούσε να ήταν το κέρδος μιας επιχείρησης ή 

μιας δράσης, εάν στο μέλλον θα μπορούσαμε να προβλέψουμε με σιγουριά τα 

δεδομένα και επομένως να πραγματοποιούμε πάντα τη βέλτιστη ενέργεια. 

 

Ορισμός 3.3.3.1 (Βέλτιστη ενέργεια): 

Είναι η ενέργεια με τη μεγαλύτερη αναμενόμενη χρηματική αξία (EMV) και επομένως 

το μικρότερο αναμενόμενο κόστος ευκαιρίας (EOL). 

Για να υπολογίσουμε όμως την αξία της τέλειας πληροφόρησης πρέπει να 

χρησιμοποιήσουμε το κριτήριο της αναμενόμενης χρηματικής αξίας. Συγκεκριμένα, η 

αναμενόμενη αξία της τέλειας πληροφόρησης EVPI (Expected Value of Perfect 

Information) υπολογίζεται από τον τύπο: 

 

 
                

                    
   

                  
                  

   
                          

                       
  

                                    

Στο συγκεκριμένο πρόβλημα θα ανατρέξουμε στους πίνακες 3.3.1.2 και 3.3.2.2 για 

να συλλέξουμε το αναμενόμενο κέρδος με τέλεια πρόβλεψη. Επιλέγοντας από κάθε 

στήλη την βέλτιστη χρηματική αξία σταθμισμένη με την αντίστοιχη υπό συνθήκη 

πιθανότητα θα είναι, 
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Ενώ δεδομένου ότι η μεγαλύτερη αναμενόμενη χρηματική αξία θα την έχει η 

αναμέτρηση των 7$ η οποία θα είναι, από πίνακα 3.3.1.2,       , άρα σύμφωνα με 

τον τύπο 

                                  

Θα παρατηρήσουμε ότι το κόστος ευκαιρίας της αναμέτρησης των 7$ θα βρίσκεται 

κοντά στην EVPI που βρήκαμε πιο πάνω. 

 Επομένως, αν το κεφάλαιό μας κυμαίνεται περίπου στις 10,000$ και γνωρίζοντας 

την αναμενόμενη χρηματική αξία της τέλειας πληροφόρησης, μία πολύ χρήσιμη 

πληροφορία θα ήταν 

                      

Που σημαίνει ότι  1,848$ είναι το ανώτερο όφελος από την απόκτηση αυτής της 

πρόβλεψης. Είναι το όριο που δαπανούμε για την απόκτηση της τέλειας 

πληροφόρησης για να έχουμε το αποτέλεσμα που θέλουμε. Παρακάτω παραθέτουμε 

τον ακριβή ορισμό της αναμενόμενης αξίας κάτω από τέλεια πληροφόρηση. 

 

 

Η τιμή της EVPI μας δίνει ένα άνω φράγμα του οφέλους που μπορούμε να 

έχουμε αν αποκτήσουμε την τέλεια πληροφόρηση και επομένως θέτει ένα όριο 

στο χρηματικό ποσό που είμαστε διατεθειμένοι να δαπανήσουμε για την 

απόκτησή της. 
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3.4  Δένδρα αποφάσεων (Decision trees) 

Μέχρι στιγμής έχουμε αναπτύξει δύο κριτήρια αποφάσεων και αναλύσαμε τις 

υπολογιστικές μεθόδους που χρειαζόμαστε. Στην συνέχεια θα παρουσιάσουμε μια 

γενικότερη προσέγγιση περισσότερο πολύπλοκων προβλημάτων απόφασης και θα 

χρησιμοποιήσουμε για το σκοπό αυτό μια γραφική μέθοδο, τα δένδρα αποφάσεων. 

Παρακάτω βλέπουμε το πρώτο δένδρο απόφασης του προβλήματός μας, δίνοντας 

τις αναμενόμενες χρηματικές αξίες κάθε αναμέτρησης σε κάθε κατάσταση ξεχωριστά. 

Φυσικά, δεν ξεχνάμε και το «κλαδί» με όνομα “Καμιά επένδυση” στο οποίο η επιλογή 

είναι να μην δράσουμε καθόλου, γι’ αυτό και απορρίπτεται. 

Το σημείο απόφασης παριστάνεται με ένα τετράγωνο, τον κόμβο απόφασης 

(decision mode). Οι εναλλακτικές αποφάσεις παριστάνονται σαν «μπράτσα» - κλάδοι 

του δένδρου (tree branches) που φύονται από τον κόμβο απόφασης. Συχνά οι 

κλάδοι οδηγούν σε ένα κόμβο ενδεχομένων (event mode) που παριστάνεται με ένα 

κύκλο. Από τον κόμβο ενδεχομένων φύονται επίσης, κλάδοι του δένδρου που 

παριστάνουν ενδεχόμενα δηλαδή γεγονότα που προκύπτουν υπό αβεβαιότητα. Σε 

αυτούς τους κλάδους αποδίδουμε πιθανότητες που αντιστοιχούν στο ενδεχόμενο να 

πραγματοποιηθεί το γεγονός που παριστάνει κάθε κλάδος. Το άθροισμα των 

πιθανοτήτων όλων των κλάδων που φύονται από κάθε κύκλο-κόμβο ενδεχομένων 

πρέπει να αθροίζει στη μονάδα. 

Οι κόμβοι απόφασης (τετράγωνα) και οι κόμβοι ενδεχομένων (κύκλοι) μπορεί να 

εναλλάσσονται με οποιαδήποτε σειρά. Στο τέλος κάθε κλάδου τοποθετείται πάντα το 

υπό συνθήκη κέρδος (χρηματική αξία) που συνδέεται με τις συγκεκριμένες ενέργειες 

και τα ενδεχόμενα που οδηγούν σε αυτό. Η αναμενόμενη χρηματική αξία σε κάθε 

κόμβο ενδεχομένων υπολογίζεται ως η αναμενόμενη χρηματική αξία που σταθμίζεται 

με τις πιθανότητες κάθε ενδεχομένου όπως έγινε στον πίνακα 3.3.1.2. Μέσα στον 

κύκλο κάθε κόμβου γράφεται το άθροισμα των σταθμισμένων αναμενόμενων 

χρηματικών αξιών όλων των ενδεχομένων που ξεκινούν από αυτόν τον κόμβο. 

Ένα δένδρο απόφασης κατασκευάζεται από την αρχή προς το τέλος, ενώ 

επιλύεται από το τέλος προς την αρχή. Στο τέλος της διαδικασίας, ο κόμβος της ρίζας 

του δένδρου (αρχικός κόμβος) περιέχει την αναμενόμενη χρηματική αξία του 

προβλήματος και τα κλαδιά αποφάσεων που επιλέχτηκαν απαρτίζουν το σύνολο των 

βέλτιστων αποφάσεων.  
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Θα κατασκευάσουμε το δένδρο απόφασης. Συγκεκριμένα θα μεταφέρουμε το 

σχήμα 3.3.6 και θα τοποθετήσουμε τα ποσοστά των αναμενόμενων χρηματικών 

αξιών. 

 

 

 

Σχήμα 3.4.1 Δένδρο απόφασης του προβλήματος επένδυσης κεφαλαίου 
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3.4.1 Ανάλυση αποτελεσμάτων 

Το δένδρο απόφασης στο σχήμα 3.4.1 αποτελείται από τρία κλαδιά (branches) 

όπου στο κάθε κλαδί έχουμε πέντε διαφορετικά άλλα κλαδιά που απεικονίζουν τις 

αναμετρήσεις. Στο τέλος κάθε κλαδιού έχουμε τα ποσοστά επιστροφής τα οποία 

υπολογίζονται σύμφωνα με όλα την πιθανότητα κάθε αναμέτρησης. Για να δώσουμε 

ένα παράδειγμα, τα τρία κλαδιά τα οποία απεικονίζουν τις καταστάσεις Regular, 

Turbo και Hyper υπολογίστηκαν αντίστοιχα ως εξής:  

                                                           

                    

                                                         

                    

                                                         

                       

Παρατηρούμε σύμφωνα με το δένδρο απόφασης ότι τη μεγαλύτερη τιμή την 

λαμβάνουμε στο κλαδί της κατάστασης Hyper. Το  ποσοστό αυτό αντιπροσωπεύει 

την αναμενόμενη χρηματική αξία που θα λάβει ο παίκτης αν εξακολουθεί να παίζει 

πάνω στο ίδιο πλάνο. Είναι σημαντικό να τονίσουμε ότι η παραπάνω ανάλυση 

μπορεί να γίνει μόνο με βάση το παρελθόν ενός παίκτη και τα δεδομένα που 

καθημερινά αυτός συλλέγει. Τα αποτελέσματα της ανάλυσης θα του δώσουν τα 

«μονοπάτια» που χρειάζεται για να συνεχίσει να είναι κερδοφόρος.  

Οι αναμετρήσεις των 3,5$ δεν θα πρέπει να ξεπερνούν το 32% του συνολικού μας 

κεφαλαίου αφού όπως βλέπουμε το               . Δηλαδή, αν το κεφάλαιό μας 

είναι 10,000$ θα πρέπει να δαπανήσουμε σε αναμετρήσεις των 3,5$ μόνο τα 3,200$. 

Συνολικά θα παίξουμε 914 αναμετρήσεις των 3,5$ σύμφωνα με τα δεδομένα του 

προβλήματος. Ομοίως, θα κατανέμουμε και τις υπόλοιπες αναμετρήσεις σύμφωνα με 

τις δεσμευμένες πιθανότητες αντίστοιχα. Για παράδειγμα, στις αναμετρήσεις των 7$ 

θα επενδύσουμε όχι πάνω από το 23% αφού             , στις αναμετρήσεις 

των 15$ περίπου το 13% αφού έχουμε ότι              , στις αναμετρήσεις των 

30$ το 17% αφού έχουμε                και στις αναμετρήσεις των 60$ όχι πάνω 

από το 15% μιας και              .Το αποτέλεσμα του δένδρου απόφασης μας 

πληροφορεί ότι η αναμενόμενη χρηματική αξία που θα λάβει ο παίκτης θα κυμαίνεται 

στο 41,6%. 
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3.5 Παράδειγμα Επένδυσης Κεφαλαίου στις Αγορές 

Ας υποθέσουμε ένα σύνηθες παράδειγμα όπου καλούμαστε για ακόμη μια φορά 

να αποφασίσουμε που θα επενδύσουμε το κεφάλαιό μας. Το παράδειγμα θα 

επικεντρωθεί στην διαδικασία που θα ακολουθήσουμε για να καταλήξουμε στην 

τελική μας επιλογή. Ας υποθέσουμε ότι το κεφάλαιο μας είναι 10,000$ και θέλουμε να 

το επενδύσουμε κατάλληλα ανάμεσα σε μετοχές υψηλού κινδύνου (speculative 

stock), σε μετοχές συντηρητικές χωρίς μεγάλες διακυμάνσεις (conservative stock), 

ομόλογα (bonds) και προθεσμιακές καταθέσεις (certificates of deposit). Έχοντας 

πραγματοποιήσει έρευνα και ανάλυση δεδομένων κατάλληλη, συλλέγουμε και 

εκτιμάμε τις επιστροφές κάθε μετοχής ανάλογα με το είδος της οικονομίας που 

επικρατεί. Από την ανάλυση, προκύπτουν τρία βασικά είδη οικονομίας: Strong – η 

οικονομία με δείκτη αύξησης κοντά στο 5%, Stable – η οικονομία με δείκτη αύξησης 

ανάμεσα στο 3% με 4% και η Weak – η οικονομία με δείκτη από 0% μέχρι 2%. 

Οι πληροφορίες που συγκεντρώσαμε ανάγουν την μετοχή υψηλού κινδύνου σε 

μετοχή που επιστρέφει 18% αν η οικονομία είναι δυνατή (Strong) , 10% αν η 

οικονομία είναι ισορροπημένη (Stable) και -5% αν βρισκόμαστε σε αδύναμη 

οικονομία (Weak). Αντίστοιχα, η συντηρητική μετοχή επιστρέφει 13% αν η οικονομία 

είναι δυνατή, 8% αν είναι σταθερή και 1% αν η οικονομία είναι αδύναμη. Η επιστροφή 

των ομολόγων εκτιμάται κοντά στο 4% αν η οικονομία είναι δυνατή, 5% αν είναι 

σταθερή και 6% αν είναι αδύναμη η οικονομία. Τέλος, η προθεσμιακή κατάθεση έχει 

ποσοστό επιστροφής 7% σε περίοδο δυνατής οικονομίας, 3% σε μία σταθερή 

οικονομία και 2% αντίστοιχα. Θα πρέπει να συνυπολογίσουμε και την εναλλακτική 

της Καμιάς Επένδυσης (Do Nothing), που σημαίνει σε αυτή την περίπτωση ότι δεν 

επενδύουμε τα χρήματά μας. Όπως είδαμε κάθε είδος επένδυσης επιστρέφει ένα 

ποσοστό είτε για να αυξήσει είτε για να μειώσει το κεφάλαιό μας.  Αυτά τα ποσοστά 

βρίσκονται στον παρακάτω πίνακα 3.5.1 και εκφράζουν μια πιθανή πληρωμή από το 

κάθε είδος επένδυσης, αν φυσικά επιλέξουμε αυτό. 
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Είδος Οικονομίας 

Είδος επένδυσης Δυνατή(%) Σταθερή(%) Αδύναμη(%) 

Υψηλού Κινδύνου 18 10 -5 

Συντηρητική 13 8 1 

Ομόλογα 4 5 6 

Προθεσμιακή  7 3 2 

Καμιά Επένδυση 0 0 0 
Πίνακας 3.5.1 Ποσοστά επιστροφών των επενδυτικών επιλογών 

Σε τέτοιου είδους προβλήματα υπάρχει ένα ευρύ φάσμα αβεβαιότητας που 

εμφανίζεται κατά την ανάλυση των δεδομένων. Από τη μία πλευρά είμαστε βέβαιοι 

για τα δεδομένα μας αλλά από την άλλη υπάρχει η αβεβαιότητα στην πρόβλεψή μας 

για το ποιο είδος επένδυσης πρέπει να επιλέξουμε με βάση το κεφάλαιο μας. Έχει 

γίνει αναλυτική περιγραφή των διαδικασιών που ακολουθούμε σε τέτοιου είδους 

προβλήματα σε προηγούμενο κεφάλαιο. 

Ένας τρόπος να προσεγγίσουμε το πρόβλημα πιθανοθεωρητικά είναι να 

χρησιμοποιήσουμε εξ’ αρχής τις a priori πιθανότητες για τα είδη των οικονομιών που 

μας δίνονται. Αυτές οι πιθανότητες είναι καθορισμένες και δίνονται από τον τρόπο 

που «μεταφράζεται» η κάθε οικονομία. Δηλαδή, σύμφωνα με το ιστορικό υπάρχει 

10% να έχουμε δυνατή οικονομία, 60% να έχουμε σταθερή οικονομία και 30% να 

έχουμε αδύναμη οικονομία. Στον παρακάτω πίνακα τις τοποθετούμε και 

υπολογίζουμε τις αναμενόμενες χρηματικές αξίες κάθε επενδυτικής κίνησης. 

 

Οι αναμενόμενες χρηματικές αξίες υπολογίστηκαν ως εξής: 

                                                       

                                                   

                                              

                                                  

 

Όπου σύμφωνα με τα παραπάνω, 

              ,                  και                 
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Είδος Οικονομίας 

 Μετοχές Δυνατή Σταθερή Αδύναμη Expected Value 

Υψηλού Κινδύνου 18% 10% -5% 6,3% 

Συντηρητική 13% 8% 1% 6,4% 

Ομόλογα 4% 5% 6% 5,2% 

Προθεσμιακή  7% 3% 2% 3,1% 

Καμιά Επένδυση 0 0 0 0% 

a priori Πιθανότητα 0,1 0,6 0,3 
 Πίνακας 3.5.2 Πρόβλημα επένδυσης με a priori πιθανότητες 

Έπειτα υπολογίζουμε τα αναμενόμενα κόστη ευκαιρίας για να μπορέσουμε να 

συγκρίνουμε τα δεδομένα μας και να επαληθεύσουμε τα αποτελέσματά μας. 

Σύμφωνα με αυτό το κριτήριο θα καταλήξουμε ότι το μεγαλύτερο κόστος ευκαιρίας θα 

εμφανιστεί εκεί που έχουμε την μικρότερη αναμενόμενη χρηματική αξία. Αυτό είναι 

προφανές, διότι όπως έχουμε προαναφέρει κόστος ευκαιρίας είναι αυτό που μας 

δείχνει πόσο περισσότερο κερδισμένοι θα βγαίναμε αν είχαμε λάβει την βέλτιστη 

απόφαση σε σχέση με την απόφαση που ήδη έχουμε λάβει. Στο παρακάτω πίνακα 

υπολογίζουμε αναλυτικά τα αναμενόμενα κόστη  ευκαιρίας. 

 

 
Είδος Οικονομίας 

 Μετοχές Δυνατή Σταθερή Αδύναμη EOL 

Υψηλού Κινδύνου 18-18=0%* 10-10=0%* 6-(-5)=11% 3,3% 

Συντηρητική 18-13=5% 10-8=2% 6-1=5% 3,2% 

Ομόλογα 18-4=14% 10-5=5% 6-6=0%* 4,4% 

Προθεσμιακή  18-7=11% 10-3=7% 6-2=4% 6,5% 

Καμιά Επένδυση 18-0=18% 10-0=10% 6-0=6% 9,6% 

a priori Πιθανότητα 0,1 0,6 0,3 
 Πίνακας 3.5.3 Αναμενόμενα κόστη ευκαιρίας κάθε μετοχής 

Υπολογίζοντας στην πορεία την EVPI, χρησιμοποιούμε το αναμενόμενο κέρδος 

κάτω από τέλεια πληροφόρηση και αφαιρούμε τη αναμενόμενη χρηματική αξία της 

βέλτιστης ενέργειας. Με αυτόν τον τρόπο στο συγκεκριμένο πρόβλημα επένδυσης θα 

έχουμε                                   και αφαιρώντας την βέλτιστη 

EMV προκύπτει                   . 

Παρατηρούμε ότι η EVPI της συντηρητικής μετοχής συμπίπτει με το αντίστοιχο 

κόστος ευκαιρίας της (EVPI=EOL). Επίσης, σύμφωνα με τον πίνακα 3.5.3 

γνωρίζουμε ότι η καλύτερη επιλογή που μπορούμε ανάμεσα στις μετοχές είναι εκείνη 
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με την χαμηλότερη τιμή κόστους ευκαιρίας, και αυτή είναι η μετοχή χωρίς μεγάλες 

διακυμάνσεις. 

Στην συνέχεια θα κατασκευάσουμε τα δένδρα απόφασης τα οποία θα μας 

βοηθήσουν καταλυτικά στο να επιλέξουμε την καλύτερη δυνατή μετοχή προκειμένου 

να αυξήσουμε το κεφάλαιό μας. Το δένδρο απόφασης θα αποτελείται από πέντε 

κλαδιά (branches) εκ των οποίων τα τέσσερα θα αφορούν τις μετοχές μας και το 

πέμπτο θα αντιπροσωπεύει την επιλογή να μην επενδύσουμε. Οι χρηματικές αξίες 

θα αναγράφονται μέσα στους κύκλους, εκεί που τελειώνουν τα κλαδιά, ενώ στο 

τετράγωνο θα βρίσκεται η βέλτιστη επιλογή της επένδυσής μας. 

 

 

 

Σχήμα 3.5.4 Δένδρο απόφασης για το πρόβλημα επένδυσης 
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Παρατηρούμε ότι  η βέλτιστη επιλογή που μπορούμε να κάνουμε για να 

επενδύσουμε το κεφάλαιό μας είναι η συντηρητική μετοχή χωρίς μεγάλες 

διακυμάνσεις. Όπως είναι φυσικό το κλαδί με την επιλογή «Καμιά Επένδυση» 

απορρίπτεται, καθώς δεν αποφέρει κανένα κέρδος. Στην συνέχεια θα διαπιστώσουμε 

πως με βαθύτερη ανάλυση και με τη βοήθεια του θεωρήματος του Bayes θα λάβουμε 

καλύτερα αποτελέσματα στο πρόβλημα επένδυσης. 

Όπως προαναφέραμε σε προηγούμενη παράγραφο, θα μας φανεί χρήσιμος ο 

τύπος του Bayes o οποίος είναι 

         
             

               

 

 

Όπου    και    ενδεχόμενα στον δειγματικό χώρο  . 

Μελέτη δεδομένων από αναλυτές για μεγάλο χρονικό διάστημα, δίνει σημαντικές 

πληροφορίες στην διαδικασία επένδυσης. Έστω ότι ο αναλυτής ορίζει τρία ειδών 

προφίλ για τον επενδυτή που χρειάζεται τις πληροφορίες. Θέτουμε το προφίλ του 

επενδυτή υψηλού ρίσκου (High Risk), τον συντηρητικό επενδυτή (Neutral Risk) 

και τον παθητικό επενδυτή που δεν ρισκάρει καθόλου και προτιμά να τοποθετεί τα 

κεφάλαιό του σε πολύ σίγουρες αποδόσεις (Passive Risk). Θα ορίσουμε ως    τα 

ενδεχόμενα High Risk, Neutral Risk και Passive Risk. Ενώ ως    θα ορίσουμε τα 

ενδεχόμενα που θα απεικονίζουν τα είδη της οικονομίας Strong, Stable και Weak. Για 

παράδειγμα αν η ανάλυσή, μας πληροφορεί ότι τα τελευταία 20 χρόνια σε περίοδο 

δυνατής οικονομίας επενδύουμε 7 στις 10 φορές, κατά 10% είμαστε ουδέτεροι και 

20% δεν επενδύουμε, τότε αυτό θα μπορούσε να γραφτεί ως                     

   ,                            και                                . Με απλά 

λόγια, ο παρακάτω πίνακας 3.5.5 αναπαριστά τρία διαφορετικά προφίλ ενός 

επενδυτή και πως το καθένα επιδρά σε κάθε οικονομία. Το προφίλ του High Risk 

επενδυτή δηλώνει την επένδυση με το περισσότερο ρίσκο. Το προφίλ του Neutral 

Risk επενδυτή δηλώνει πιο ασφαλείς επενδυτικές κινήσεις και το προφίλ Passive 

Risk τον επενδυτή που δεν θέλει να ρισκάρει σε καμιά περίπτωση. Δίνουμε τον 

παρακάτω συγκεντρωτικό πίνακα με όλα τα στοιχεία που συλλέξαμε. 
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Είδη Οικονομιών 

Προφίλ Επενδυτή Strong Stable Weak 

High Risk 0,7 0,6 0,3 

Neutral Risk 0,1 0,3 0,3 

Passive Risk 0,2 0,1 0,4 

Prior Πιθανότητες 0,1 0,6 0,3 

Πίνακας 3.5.5 Σχετικές πιθανότητες για το πρόβλημα επένδυσης 

Υπολογίζουμε, 

                                                

                                             =0,28 

                                                   

Σύμφωνα με τον τύπο του Bayes θα έχουμε, 

                    
                             

            
 

                                                                    

                                                                       

                                                                     

                                                                    

                                                                       

                                                                     

                                                                  

                                                                     

                                                                   

Τα αποτελέσματα που βρήκαμε είναι οι καινούριες υπό συνθήκη πιθανότητες για 

τα είδη οικονομίας, και θα μας βοηθήσουν να κατασκευάσουμε το τελικό δένδρο 

απόφασης. 
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3.6  Δένδρο Απόφασης για το Παράδειγμα Επένδυσης 
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Σχήμα 3.6.1 Τελικό δένδρο απόφασης για το πρόβλημα επένδυσης 
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3.6.1 Ανάλυση Αποτελεσμάτων  

Παρατηρούμε στο τελικό δένδρο απόφασης ότι όλες οι χρηματικές αξίες έχουν 

υπολογιστεί όπως προηγουμένως. Έχουμε διασταυρώσει και τα τρία προφίλ High 

Risk, Neutral Risk και Passive Risk μαζί με όλες τις υπό συνθήκη πιθανότητες των 

οικονομιών. Το συμπέρασμά μας είναι ότι αποτελεσματικότερη και βέλτιστη 

επένδυση που μπορούμε να κάνουμε είναι να βάλουμε το κεφάλαιό μας σε μετοχές 

υψηλού κινδύνου (speculative stock) όταν η οικονομία και το προφίλ του επενδυτή 

μας επιτρέπει να επενδύσουμε. Όταν βέβαια το προφίλ του επενδυτή προτρέπει στο 

να μην επενδύσεις με ρίσκο το κεφάλαιό σου τότε η καλύτερη επιλογή θα είναι τα 

ομόλογα (bonds), ενώ αν ο επενδυτής είναι συντηρητικός προς κάποια επένδυση με 

ρίσκο η βέλτιστη επιστροφή εμφανίζεται σε μετοχές που δεν έχουν μεγάλες 

διακυμάνσεις (conservative stock).  

Τέλος, σύμφωνα με τις τιμές των 

                                                 υπολογίζουμε την συνολική 

αναμενόμενη ποσοστιαία επιστροφή που μας δίνει το δένδρο απόφασης με 

αποτέλεσμα να μπορούμε να εκτιμήσουμε την απόδοση της επένδυσης του 

κεφαλαίου μας. 

 

                                            

 

 

Ας παρατηρήσουμε, ότι το τελευταίο αποτέλεσμα της ανάλυσής μας είναι μεγαλύτερο 

από το 6,4% του δένδρου απόφασης του σχήματος 3.5.4. 
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4   Διαχείριση Κινδύνου (Risk Management) 

Η έννοια ρίσκο ή αλλιώς κίνδυνος (risk) υπάρχει έντονα στην καθημερινή μας ζωή 

και ορίζεται ως εξής: 

«ένα αβέβαιο γεγονός ή κατάσταση που, αν συμβεί, μπορεί να έχει θετικό ή αρνητικό 

αποτέλεσμα» 

PMBOK, 2004  

 

Ο κίνδυνος είναι κάτι που δεν μπορεί να αποφευχθεί ούτε με τον καλύτερο 

σχεδιασμό. Πάντα θα υπάρχει η πιθανότητα να συμβεί και ποτέ κάποιος δεν θα 

μπορέσει να τον αποφύγει με βεβαιότητα. Για το λόγο αυτό θα πρέπει να είμαστε 

προετοιμασμένοι για την αντιμετώπισή του. 

Στην έννοια του ρίσκου εμπεριέχεται και η έννοια της αβεβαιότητας, η οποία 

πολλές φορές επηρεάζει τις αποφάσεις και τις πράξεις ενός ανθρώπου/οργανισμού 

επιφέροντας επιθυμητά ή ανεπιθύμητα αποτελέσματα. Η αβεβαιότητα προκύπτει 

πολλές φορές λόγω: 

 έλλειψης γνώσης κάποιων πραγμάτων (όπως για παράδειγμα την τιμή ενός 

παρόμοιου προιόντος μιας ανταγωνιστικής εταιρίας), 

 πιθανής πολυπλοκότητας της διαδικασίας, 

 ανικανότητας να μετρηθεί με ακρίβεια η φυσική ποσότητα σε χρήματα 

κάποιων πραγμάτων (π.χ. το κόστος της απώλειας μιας ανθρώπινης ζωής) 

και 

 ύπαρξης του παράγοντα «τύχη» στην εμφάνιση κάποιου προιόντος  

 

Η διαφορά μεταξύ ρίσκου και αβεβαιότητας είναι ότι το ρίσκο συμβαίνει σε 

κάποιον άνθρωπο ή επιχείρηση συγκεκριμένα, ενώ η αβεβαιότητα είναι ένα γενικό 
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χαρακτηριστικό που αφορά πολλούς ανθρώπους ή πολλές επιχειρήσεις. Για 

παράδειγμα η πιθανότητα να βρέξει αύριο είναι μια κοινή αβεβαιότητα για όλους, ενώ 

ο κίνδυνος να βραχεί κάποιος αφορά το συγκεκριμένο άτομο δεδομένου ότι θέλει να 

βγει έξω την επόμενη μέρα αλλά δε θέλει να βραχεί.  

Όπως αναφέρθηκε προηγουμένως στον ορισμό του ρίσκου, ο κίνδυνος μπορεί να 

έχει θετικό αποτέλεσμα, δηλαδή να δώσει ευκαιρίες (opportunities), ή να έχει 

αρνητικό αποτέλεσμα, δηλαδή να προκαλέσει απειλές (threats). Οι ευκαιρίες και οι 

απειλές πρέπει να εξετάζονται όχι μόνο στο πλαίσιο της ίδιας της δραστηριότητας 

στην οποία προκύπτουν, αλλά και σε σχέση με τους εμπλεκόμενους (stakeholders) 

που μπορεί να επηρεαστούν. 

Καθώς ο κίνδυνος είναι παρών σε πολλές δραστηριότητες της ζωής μας, η 

διαχείρισή του είναι μια διαδικασία πολύ σημαντική και απαραίτητη. Η διαχείριση 

κινδύνου (risk management) είναι ένας γρήγορα αναπτυσσόμενος κλάδος και 

υπάρχουν πολλές και ποικίλες απόψεις και περιγραφές για το τι αυτή εμπεριέχει, 

πως πρέπει να διεξαχθεί και για ποιο σκοπό. Πολλές φορές δεν έχει συγκεκριμένη 

δομή, αλλά βασίζεται στη λογική, στις προηγούμενες εμπειρίες και γνώσεις και 

φυσικά στο ένστικτο. Η διαχείριση κινδύνου δεν είναι χρήσιμη μόνο σε εταιρίες και 

δημόσιους οργανισμούς, αλλά σε οποιοδήποτε άλλη δραστηριότητα, είτε 

βραχυπρόθεσμη είτε μακροπρόθεσμη, που έχει σκοπό την κερδοφορία. 

Η διαχείριση κινδύνου έγινε αναγκαία και αναπτύχθηκε ταχύτατα λόγω μεγάλων 

και πολύπλοκων έργων που αναπτύχθηκαν διεθνώς στα τέλη της δεκαετίας του ’90. 

Για το λόγο αυτό η διαχείριση του κινδύνου συμπεριλήφθηκε στον κύκλο ζωής ενός 

έργου. 

 

Ως έργο (project) ορίζεται:  

«ένα καθήκον που αναλαμβάνεται να εκπληρωθεί και έχει καθορισμένους στόχους, 

αρχή και τέλος| 

Ξυντάς, 2010 
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4.1 Αξία σε Κίνδυνο (Value at Risk) 

Πως μπορούμε εύκολα να μετράμε τον κίνδυνο χρηματιστηριακών δεικτών και 

μετοχών; Η αποτίμηση του κινδύνου ή κατά την ξένη ορολογία Value at Risk (VAR) 

έχει αναφερθεί από αρκετούς ως η «νέα επιστήμη του Risk Management». Παρόλα 

αυτά δεν είναι ανάγκη να είναι κάποιος επιστήμονας για να χρησιμοποιεί τη μέθοδο 

αυτή. Χρειάζεται μόνο μια καλή σχέση με τα μαθηματικά και τη στατιστική και κάποιες 

βασικές γνώσης σε υπολογιστές.  

Το VAR έχει τις ρίζες του σε κάποιες λιγότερο γνωστές στο ευρύ κοινό οικονομικές 

καταστροφές εταιριών, όπως η Orange County (δεκαετία του ’90) και αρκετές άλλες. 

Η πτώχευσή των εταιριών αυτών απέδειξε πόσο καταστροφικά αποτελέσματα 

μπορεί να έχει μια ελλιπής εκτίμηση του κινδύνου. Στο κεφάλαιο αυτό θα 

προσπαθήσουμε να κοιτάξουμε την ιδέα πίσω από το Value at Risk και έπειτα θα 

αναφερθούμε στις μεθόδους υπολογισμού του.  

Ελάχιστοι είναι οι επενδύτες που αναρωτιούνται τι κίνδυνο διατρέχουν αν 

επενδύσουν σε κάποια μετοχή, κάποιο χαρτοφυλάκιο ή κάποιο δείκτη. Συνήθως ένας 

επενδυτής ενδιαφέρεται για το πόσα μπορεί να κερδίσει από μία επένδυση, όμως 

σπάνια αναρωτιέται τι κίνδυνο διατρέχει. Και αν ακόμα κάποιοι επενδυτές 

προβληματίζονται για τον κίνδυνο που ενέχουν οι επενδύσεις τους, δεν έχουν την 

ευχέρεια να τον αποτιμήσουν ή μάλλον δεν γνωρίζουν κάποιον τρόπο αποτίμησής 

του. Αυτή όμως είναι η βάση του Risk Management. 

Ορισμός 4.1.1(Risk Management): 

Η συνολική διαδικασία αναγνώρισης, ελέγχου και ελαχιστοποίησης των επιδράσεων 

αβέβαιων γεγονότων. 

Συνεπώς στόχος της διαχείρισης του κινδύνου είναι η μείωση του ρίσκου. Η πιο 

διάσημη μέθοδος μέτρησης του κινδύνου είναι η μεταβλητότητα (Volatility). Παρόλα 

αυτά το κύριο πρόβλημα με τη μέθοδο της μεταβλητότητας είναι ότι δεν μας επιτρέπει 

να ελέγξουμε την κατεύθυνση της κίνησης μιας επένδυσης (ανοδική ή καθοδική). 

Για τους επενδυτές, ο κίνδυνος αναφέρεται στην πιθανότητα που υπάρχει να 

χάσουν χρήματα. Έτσι το VAR στηρίζεται σε αυτήν την απλή αναφορά. Δηλαδή η 

αποτίμηση του κινδύνου απαντά σε ερωτήματα του τύπου: Ποιο είναι το χειρότερο 

σενάριο που υπάρχει? Πόσα μπορώ να χάσω σε έναν κακό μήνα? 
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4.1.1   Εισαγωγή στο VaR 

Αρχικά, θα προσδιορίσουμε τρεις βασικές έννοιες κινδύνου αυξανόμενης 

πολυπλοκότητας: 

 Μεταβλητότητα. Το παραδοσιακό μέτρο κινδύνου, που είναι ουσιαστικά 

ανεπαρκές για τον χρηματοοικονομικό κίνδυνο. Αναφέρεται στην τυπική 

απόκλιση των αποδόσεων. Ωστόσο είναι εξαιρετικά παραπλανητική έννοια 

κινδύνου. 

 Value at Risk. Το θεμέλιο των κανονισμών κινδύνου της αγοράς, που αν και 

αναπόφευκτο κάθε άλλο παρά αψεγάδιαστο είναι. 

 Συνεπή μέτρα κινδύνου. Ο προτεινόμενος τρόπος μέτρησης κινδύνου, που 

δυστυχώς ενέχει δύσκολο υπολογισμό. 

Βάσει της διεθνούς τράπεζας Διακανονισμών, η αξία στον κίνδυνο (Value at Risk) 

είναι βιομηχανικό πρότυπο για τον προσδιορισμό της έκθεσης στον κίνδυνο της 

αγοράς σχετικά με τους υπολογισμούς για την επάρκεια κεφαλαιακών αποθεμάτων. 

Η Αξία σε Κίνδυνο, είναι ένα μέτρο της μέγιστης δυνατής αλλαγής στην τιμή ενός 

χαρτοφυλακίου από χρηματοοικονομικά εργαλεία σε δεδομένο επίπεδο 

εμπιστοσύνης. Ας παραθέσουμε ένα παράδειγμα για να αντιληφθούμε πλήρως την 

ιδέα της Αξίας σε Κίνδυνο. 

Έστω ένα χαρτοφυλάκιο περιουσιακών στοιχείων. Η αξία του στην ευρωπαϊκή 

αγορά σήμερα είναι γνωστή, αλλά η αυριανή αξία του άγνωστη. Η επενδυτική 

τράπεζα που διαχειρίζεται το χαρτοφυλάκιο μπορεί να αναφέρει πως έχει Αξία σε 

Κίνδυνο (VaR) 1-ημέρας ίση με €5 εκατομμύρια σε 95% διάστημα εμπιστοσύνης. 

Αυτό σημαίνει πως (προϋποθέτοντας πως θα επικρατούν κανονικές συνθήκες για μια 

ημέρα) η τράπεζα αναμένει, με πιθανότητα 95%, η αξία του χαρτοφυλακίου να μην 

μειωθεί περισσότερο από €5 εκατομμύρια κατά τη διάρκεια 1 ημέρας, με άλλα λόγια: 

υπάρχει πιθανότητα 5% (δηλαδή 100% - 95%) να μειωθεί η αξία του χαρτοφυλακίου 

περισσότερο από €5 εκατομμύρια κατά τη διάρκεια μιας ημέρας. Πιο απλά, η 

τράπεζα μπορεί να αναμένει πως στις 95 περίπου από τις 100 ημέρες συνηθισμένων 

συναλλαγών, το χαρτοφυλάκιο θα έχει απόδοση είτε θετική είτε αρνητική (αλλά οι 

ζημίες δεν θα είναι μεγαλύτερες από €5 εκ. την ημέρα). Αυτό σημαίνει από την άλλη, 

ότι η τράπεζα πρέπει να αναμένει ότι οι απώλειες θα είναι μεγαλύτερες από €5 εκ. σε 

5 από κάθε 100 ημέρες συνηθισμένων συναλλαγών. 
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Επιπλέον, ένας πιο επίσημος ορισμός κατά τον Best (1998) της Αξίας σε Κίνδυνο 

μπορεί να αποτελέσει η φράση: 

«Η Αξία σε Κίνδυνο (Value at Risk) είναι το μέγιστο ποσό χρημάτων που μπορεί να 

απολεσθεί σε ένα συγκεκριμένο χαρτοφυλάκιο κατά τη διάρκεια μιας συγκεκριμένης 

χρονικής περιόδου, δεδομένου ενός επίπεδου εμπιστοσύνης.» 

Συχνά το VaR υπολογίζεται για χρονική περίοδο μιας ημέρας την οποία 

γνωρίζουμε και ως περίοδο διακράτησης (holding period) και συνήθως υπολογίζεται 

με 99% επίπεδο εμπιστοσύνης, που σημαίνει πως υπάρχει 99% πιθανότητα να είναι 

κάποια απώλεια του χαρτοφυλακίου μικρότερη από την ήδη υπολογισμένη VaR. 

Συνεπώς καταλήγουμε σε έναν απλούστερο ορισμό της Αξίας σε Κίνδυνο. 

Το μέγιστο χρηματικό ποσό που μπορεί να χαθεί σε ένα χαρτοφυλάκιο μέσα σε 24 

ώρες, με πιθανότητα 99%. 

Η έννοια της περιόδου διακράτησης είναι αρκετά σημαντική, επειδή βρίσκεται σε 

αναλογία με την Αξία σε Κίνδυνο (VaR). Όσο μεγαλύτερη είναι, τόσο μεγαλύτερη είναι 

και η Αξία σε Κίνδυνο. Επίσης, το διάστημα εμπιστοσύνης είναι εξίσου σημαντικός 

παράγοντας διότι αν μια τράπεζα ορίζει 95% επίπεδο εμπιστοσύνης σημαίνει πως το 

υπόλοιπο 5% αντιστοιχεί σε μία μέρα στις 20, ενώ αν ορίζει 99% επίπεδο 

εμπιστοσύνης σημαίνει πως το υπόλοιπο 1% αντιστοιχεί σε μία ημέρα στις 100, 

δηλαδή σε γεγονότα που συμβαίνουν μια φορά κάθε 4 μήνες περίπου.  

4.1.2  Μειονεκτήματα του VaR 

Πρέπει να τονιστεί πως το VaR  λαμβάνει υπόψη το αποτέλεσμα της 

διαφοροποίησης που πιθανότατα υπάρχει στο χαρτοφυλάκιο. Δηλαδή ο παράγοντας 

μείωσης του κινδύνου συμπεριλαμβάνεται ολοκληρωτικά στο μέτρο VaR. Λόγω του 

Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος  ένα τέλεια διαφοροποιημένο χαρτοφυλάκιο δίδει 

κανονικές αποδόσεις. Σημαντικές αποκλίσεις οφείλονται λόγω ατελών στρατηγικών 

διαφοροποίησης ή λόγω του κινδύνου διαφοροποίησης (diversification risk). 

Επίσης, αν και το VaR μας εμφανίζει ότι μία στις 20 μέρες θα έχουμε μεγαλύτερη 

απώλεια από την υπολογισμένη (επίπεδο εμπιστοσύνης 95%) δεν μας δίνει το 

μέγεθος αυτής της απώλειας. Επομένως, το VaR δεν είναι αυτόνομα επαρκές για την 

αποτελεσματική διαχείριση κινδύνου της αγοράς. 
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Όπως τυπικά υπολογίζεται το VaR παρέχει μια ακριβή στατιστική εκτίμηση της 

μέγιστης πιθανής απώλειας ενός χαρτοφυλακίου όταν οι αγορές συμπεριφέρονται 

φυσιολογικά. Όμως αρκετά συχνά παρατηρούμε ότι οι αγορές δεν συμπεριφέρονται 

«κανονικά», αλλά παρουσιάζουν ακραίες και απροσδόκητες αλλαγές τιμών. Το VaR 

δεν έχει σχεδιασθεί για να αντιμετωπίζει αυτές τις ακραίες αλλαγές τιμών. 

 

4.2  Υπό συνθήκη Αξία σε Κίνδυνο (Conditional VaR)  

Η αναμενόμενη υπό συνθήκη ζημία της υπέρβασης της Αξίας σε Κίνδυνο 

(expected loss conditional on exceeding VaR) ή αλλιώς CVaR, σύμφωνα με τον 

Hallerbach και τον Grootvled, υπονοεί ουδετερότητα στο ρίσκο σε σχέση με το εύρος 

των απωλειών, ένα επιθυμητό χαρακτηριστικό. Ας υποθέσουμε ότι         είναι η 

συνάρτηση πιθανοφάνειας με   το τυχαίο διάνυσμα των τιμών κλεισίματος και    το 

τυχαίο διάνυσμα των αποδόσεων. Έστω ότι   είναι η συνάρτηση κατανομής 

πιθανότητας με                

                     

Όπου   είναι το οριακό σημείο στην κανονική κατανομή το οποίο διαχωρίζει την 

αριστερή ουρά των ζημιών, όπως παρατηρούμε στο παρακάτω σχήμα.         

   

Σχήμα 4.2.1 Γραφική παράσταση κανονικής κατανομής 
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Αν ορίσουμε ως α το ποσοστημόριο της κατανομής των ζημιών θα έχουμε, 

                          

Το CVaR ορίζεται ως εξής: 

η αναμενόμενη απόδοση πέραν από την αξία σε κίνδυνο (value at risk) με δεδομένο 

διάστημα εμπιστοσύνης α, 

                                        

 

Το VaR και CVaR είναι μέτρα ασφαλείας κινδύνου (safety risk measures), δηλαδή 

σε αυτά προσδιορίζεται η ύπαρξη ή το επίπεδο καταστροφής των αποδόσεων με 

στόχο την μεγιστοποίηση της πιθανότητας να είναι οι αποδόσεις υψηλότερες από το 

επίπεδο καταστροφής. Επιπλέον, μόνο το CVaR  είναι συνεπές μέτρο κινδύνου 

(coherent measure of risk). 

 

Ορισμός 4.2.2 (Συνεπή μέτρα κινδύνου): 

Θεωρούμε ένα σύνολο V πραγματικών τυχαίων μεταβλητών. Μια συνάρτηση 

      καλείται συνεπές μέτρο κινδύνου (coherent measure of risk) εάν είναι: 

1. Μονότονη (monotonous):                     

2. Υποπροσθετική (subaddittive):                        

     

3. Θετικά ομογενής (positively homogenous):             

            και  

4. Μεταφραστικά αμετάβλητη (translational invariant):        

              

Όπου Χ,Υ,Z τυχαίες μεταβλητές αποδόσεων (απωλειών και κέρδους) αντίστοιχων 

χαρτοφυλακίων με συγκεκριμένο χρονικό ορίζοντα Τ, ενώ      είναι το μέτρο 

κινδύνου του υποκείμενου χαρτοφυλακίου. Το σημαντικότερο από αυτά τα αξιώματα 

είναι το δεύτερο (subadditivity) που αποτελεί και την κυριότερη αδυναμία του VaR  

έναντι του CVaR. Η υποπροσθετικότητα επιτρέπει ένα χαρτοφυλάκιο που είναι 

σύνολο μικρότερων χαρτοφυλακίων να έχει κίνδυνο που είναι το πολύ ίσος με το 
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άθροισμα των κινδύνων του κάθε μικρότερου χαρτοφυλακίου. Παράδειγμα αποτελεί 

η κατάλληλη διάσπαση ενός χαρτοφυλακίου ώστε να μειωθεί η πιστωτική έκθεση του 

χαρτοφυλακίου ή τα υποχρεωτικά κεφάλαια (capital requirements), χωρίζοντας 

τεχνητά τα διαθέσιμα περιουσιακά στοιχεία σε μικρότερα χαρτοφυλάκια. 

Ακόμη, η αναζήτηση συνεπών μέτρων κινδύνου έχει σκοπό να βρεθούν μέτρα 

που λαμβάνουν υπόψη όχι μόνο τα ποσοστημόρια της κατανομής απωλειών στο 

συγκεκριμένο επίπεδο εμπιστοσύνης α, αλλά επίσης και πληροφορίες σχετικά με την 

αναμενόμενη απώλεια που θα μπορούσε να συμβεί με πιθανότητα μικρότερη του α, 

όπως συμβαίνει και στο CVaR. 

Η συνέπεια θεωρείται απαραίτητη και στην περίπτωση χαρτοφυλακίων που είναι 

εκτεθειμένα σε πιστωτικό και ασφαλιστικό κίνδυνο, καθώς οι κατανομές των 

αποδόσεων συνήθως αποκλίνουν σημαντικά από την κανονική λόγω των 

συνδεόμενων μεγάλων απωλειών με γεγονότα μικρής πιθανότητας, όπως οι κρίσεις. 

 

4.3  Υπολογισμός του VaR 

Είναι εξαιρετικά σημαντικό να αναπτύσσονται μεθοδολογίες που παρέχουν 

ακριβείς εκτιμήσεις του κινδύνου, επειδή τα μέτρα  VaR έχουν πολλές εφαρμογές, 

όπως στη διαχείριση κινδύνου, στην εκτίμηση αποδόσεων από τους διαχειριστές 

κινδύνου καθώς και για ρυθμιστικές απαιτήσεις. 

Κατά τους Engle και Manganelli , αν ο κίνδυνος αγοράς που αναλαμβάνει ένας 

οργανισμός δεν έχει εκτιμηθεί σωστά, αυτό μπορεί να οδηγήσει σε μη 

βελτιστοποιημένη κατανομή κεφαλαίων με αρνητικές συνέπειες στην κερδοφορία ή 

την χρηματοοικονομική σταθερότητα των οργανισμών. Η πρόκληση, από στατιστικής 

πλευράς, είναι πως με τις υπάρχουσες μεθοδολογίες για την εκτίμηση του VaR 

γίνεται αντιληπτό πως οι κατανομές των αποδόσεων δεν είναι σταθερές διαχρονικά. 

Έτσι οι μεθοδολογίες εκτίμησης του VaR χωρίζονται σε τρεις κατηγορίες. 

 παραμετρικές  

 μη παραμετρικές (ιστορική προσομοίωση και υβριδικό μοντέλο) 

 ημιπαραμετρικές  
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Τα αποτελέσματά τους μπορεί να είναι πολύ διαφορετικά, γι’ αυτό πολύ σημαντικό 

ρόλο στην επιλογή του κάθε μοντέλου παίζουν οι υποκείμενες υποθέσεις τους, τα 

μαθηματικά μοντέλα και οι ποσοτικές τεχνικές τους, ώστε ο αναλυτής να επιλέξει 

ποιο μοντέλο είναι πιο κοντά στα πιστεύω και στους αντικειμενικούς του στόχους.  

Επίσης, οι Engle και Manganelli περιγράφουν και τα βασικά χαρακτηριστικά των 

χρηματοοικονομικών δεδομένων τα είναι πως: 

 οι κατανομές για τις χρηματοοικονομικές αποδόσεις είναι λεπτόκυρτες, 

δηλαδή έχουν βαρύτερες ουρές και υψηλότερες κεντρικές τιμές από ότι η 

κανονική κατανομή, κάτι που αντικατοπτρίζεται στον υψηλότερο συντελεστή 

κύρτωσης από αυτόν της κανονικής κατανομής. 

 οι αποδόσεις των μετοχών είναι κατά κανόνα αρνητικά ασύμμετρες και πως  

 τα τετράγωνα των καταλοίπων έχουν σημαντική αυτοσυσχέτιση, δηλαδή οι 

μεταβλητότητες της αγοράς τείνουν να ομαδοποιούνται. 

Ωστόσο ο Best δίνει τρεις βασικές μεθόδους υπολογισμού του VaR και αυτές είναι: 

 η μέθοδος της συνδιακύμανσης 

 η μέθοδος της ιστορικής προσομοίωσης και 

 η μέθοδος της προσομοίωσης Monte Carlo 
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4.3.1   Μέθοδος Συνδιακύμανσης 

Το στατιστικό αυτό μοντέλο στηρίζεται στην υπόθεση πως οι αποδόσεις των 

χρηματοοικονομικών προιόντων είναι κανονικά κατανεμημένες. Αυτή η υπόθεση 

συχνά δεν ισχύει για τα χρηματοοικονομικά δεδομένα καθώς είναι σύνηθες να έχουν 

υψηλές κεντρικές τιμές και παχιές «ουρές» λόγω των συχνότερων ακραίων αλλαγών 

σε σχέση με την κανονική κατανομή. 

 

Σχήμα 4.3.1.1 (αριστερά) Κατανομή με υψηλές κεντρικές τιμές, (δεξιά) τυποποιημένη 

κανονική κατανομή. 

Στο παραπάνω Σχήμα 4.3.1.1 παρατηρούμε δύο κατανομές με διαφορετικούς 

συντελεστές κύρτωσης. Με την διαδικασία της συνδιακύμανσης πρέπει αρχικά να 

προσδιορίσουμε την περίοδο διακράτησης (holding period). Συνήθως αυτή η 

περίοδος είναι μία μέρα αν και υπάρχουν πολλοί λόγοι για να αλλάξει αυτό.  Αρκετοί 

θεωρούν ότι αυτή η περίοδος διακράτησης θα πρέπει να είναι: 

 ίση με τη μέγιστη δυνατή περίοδο ρευστοποίησης του περιουσιακού στοιχείου 

του χαρτοφυλακίου 

 ίση με την περίοδο ρευστοποίησης όλων των περιουσιακών στοιχείων του 

οργανισμού 

 ίση με την περίοδο που το χαρτοφυλάκιο παραμένει σταθερό 

Ο Danielson Jon (1963) αναφέρει πως πολλές υπηρεσίες κανονισμών προτείνουν 

τουλάχιστον 250 ημέρες ως χρονικό παράθυρο. Υπάρχουν τράπεζες που επιλέγουν 

αυτή η περίοδος να είναι μία ημέρα και άλλες ένας χρόνος. Ο Danielson επίσης 

αναφέρει πως τα μέτρα VaR για κανονιστικούς/ρυθμιστικούς παράγοντες 

προτείνονται να έχουν περίοδο διακράτησης 10 ημερών καθώς υπάρχει φόβος 
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κρίσης ρευστότητας όταν ένας χρηματοοικονομικός οργανισμός δεν είναι ικανός να 

ρευστοποιήσει σε 10 ημέρες τα χαρτοφυλάκια. 

Αν υποθέσουμε ότι  για να υπολογίσουμε το VaR μιας ημέρας χρειαζόμαστε 

δεδομένα 250 ημερών, για να μπορέσουμε να έχουμε την ίδια στατιστική 

σημαντικότητα απαιτούνται δεδομένα περίπου 10 ετών. Σύμφωνα με το νόμο της 

κλιμάκωσης (scaling law to convert one day to 10 day), ο οποίος έχει προταθεί από 

την Επιτροπή Εποπτείας του Τραπεζικού Συστήματος Basel, χρειάζονται 2.500 

ημέρες τουλάχιστον για να εκτιμηθεί το 99% VaR 10 ημερών. Επομένως, για να 

αποφύγουμε αυτό το πρόβλημα κάνουμε χρήση του λεγόμενου κανόνα της 

τετραγωνικής ρίζας (square root of time) της περιόδου διακράτησης, όπου το VaR 

μιας μέρας πολλαπλασιάζεται επί την τετραγωνική ρίζα του 10 για να υπολογιστεί το 

VaR για περίοδο διακράτησης 10 ημερών. Οι υποθέσεις που πρέπει να ισχύουν για 

να υπολογιστεί αυτό το γινόμενο είναι οι εξής: 

 οι αποδόσεις να είναι κανονικά κατανεμημένες 

 η μεταβλητότητα (volatility) ανεξάρτητη διαχρονικά και ταυτόσημη για όλες τις 

περιόδους 

 

Προχωρώντας στο υπολογιστικό κομμάτι αυτό που καλούμαστε να κάνουμε είναι 

να βρούμε την τυπική απόκλιση των αποδόσεων του περιουσιακού στοιχείου. Έπειτα 

η τυπική απόκλιση πολλαπλασιάζεται με την τιμή της τυπικής κατανομής που 

αντιστοιχεί δεδομένο επίπεδο εμπιστοσύνης, που συνήθως είναι 99%, και μετά με 

την αξία της θέσης μας ώστε να βρούμε το Value at Risk: 

                    

Η τιμή του VaR δεν θα εξαρτάται μόνο από τη μεταβολή στην τιμή και την περίοδο 

διακράτησης, αλλά και από τη συσχέτιση μεταξύ των περιουσιακών στοιχείων. 

Βασικό πλεονέκτημα της μεθόδου της συνδιακύμανσης είναι η ταχύτητα και ευκολία 

υπολογισμού της. 
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4.3.2  Μέθοδος Ιστορικής Προσομοίωσης 

Ένα βασικό και σημαντικό πλεονέκτημα της μεθόδου ιστορικής προσομοίωσης 

είναι πως δεν απαιτεί συγκεκριμένη κατανομή, όπως κάνει η μέθοδος 

συνδιακύμανσης, που απαιτεί κανονικά κατανεμημένες αποδόσεις, καθώς έχει 

ενσωματωμένα τα χαρακτηριστικά της κατανομής των πραγματικών αποδόσεων του 

περιουσιακού στοιχείου. 

 

Για τον υπολογισμό του VaR με τη μέθοδο ιστορικής προσομοίωσης για μία ημέρα 

απαιτούνται τα ακόλουθα: 

 καταγραφή των αποδόσεων για κάθε περιουσιακό στοιχείο του 

χαρτοφυλακίου κατά τη διάρκεια μιας χρονικής περιόδου. Αυτό ονομάζεται και 

χρονικό παράθυρο 

 υπολογισμός των καθημερινών αποδόσεων του χαρτοφυλακίου 

 ταξινόμηση των αποδόσεων σε αύξουσα σειρά (από τη χαμηλότερη στη 

μεγαλύτερη) 

 την εύρεση της τιμής από τις ήδη ταξινομημένες που θα αντιστοιχεί σε εκείνο 

το ποσοστημόριο του προεπιλεγμένου διστήματος εμπιστοσύνης. Αυτό θα 

αποτελεί και το VaR 

Το συμπέρασμα είναι ότι η μέθοδος ιστορικής προσομοίωσης υποθέτει πως οι 

μελλοντικές τιμές του περιουσιακού στοιχείου αντικατοπτρίζονται επαρκώς στις πιο 

πρόσφατες. Αξίζει να σημειωθεί ότι μια παραλλαγή της μεθόδου ιστορικής 

προσομοίωσης είναι η υβριδική προσέγγιση που προτάθηκε από τους Boudoukh και 

Whitelaw. 

Σύμφωνα με τους Engle και Manganelli αν και η μέθοδος ιστορικής 

προσομοίωσης δεν απαιτεί ρητά κάποια υπόθεση για κάποια συγκεκριμένη κατανομή 

των αποδόσεων του περιουσιακού στοιχείου εμείς παραθέτουμε κάποια στοιχεία που 

πρέπει να έχουμε υπόψη. Υπονοείται πως: 

 Πρώτον, η κατανομή της χρονοσειράς παραμένει αμετάβλητη σε όλο το 

εύρος του χρονικού παραθύρου επεξεργασίας των δεδομένων. Αν 

μεταφέρουμε το παράθυρο κατά μία μέρα τότε η νέα μέρα θα πρέπει να 
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έχει την ίδια κατανομή με την ημέρα που αφαιρέθηκε. Αυτό καθιστά το 

μοντέλο μη συνεπές. 

 Δεύτερον, ο εμπειρικός ποσοτικός εκτιμητής είναι συνεπής μόνο αν το 

μέγεθος του παραθύρου τείνει προς το άπειρο. 

 Τρίτον, το μέγεθος του παραθύρου πρέπει να είναι τόσο μεγάλο ώστε να 

μας διευκολύνει να λαμβάνουμε στατιστικά σημαντικά συμπεράσματα 

(statistical inference). 

Επιπλέον, ας υποθέσουμε πως μια περίοδος χαμηλής μεταβλητότητας οδηγεί σε 

μια περίοδο υψηλής. Τότε οι τιμές της VaR θα είναι υποεκτιμημένες, αφού θα πρέπει 

να περάσει κάποιος χρόνος πριν η νέα μεταβλητότητα ενσωματωθεί επαρκώς στο 

χρονικό μας παράθυρο. Επίσης, με αυτήν τη μέθοδο οι εκτιμήσεις μπορεί να έχουν 

προβλεπόμενα άλματα. Εάν κάποια μέρα, για παράδειγμα, εμφανιστεί μεγάλη πτώση 

σε παράθυρο εύρους 180 ημερών τότε αυτό θα αυξήσει το VaR, όμως μετά από 180 

ημέρες θα κάνει ένα άλμα προς τα κάτω αφού μόλις θα έχει αφαιρεθεί η 

συγκεκριμένη τιμή. 

Τέλος, πρέπει να σημειώσουμε πως καμία μέθοδος δεν είναι μη παραμετρική, 

αφού προτείνεται παραμετρική εξειδίκευση για το ποσοστημόριο. 
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4.4 Παράδειγμα στο Value-at-Risk 

Θα παραθέσουμε ένα παράδειγμα με πραγματικά δεδομένα, τα οποία αντλήθηκαν 

από την εφημερίδα «Η Ναυτεμπορική» για τη χρονική περίοδο 9/3/2004 ως 4/3/2005. 

Χρησιμοποιώντας τις ημερήσιες αποδόσεις του δείκτη FTSE/ASE-20 δημιουργήσαμε 

μια χρονοσειρά με 251 στοιχεία και κατασκευάσαμε ένα ιστόγραμμα συχνοτήτων των 

αποδόσεων. Το ιστόγραμμα των συχνοτήτων φαίνεται στο γράφημα 4.4.1. Αρχικά θα 

παραθέσουμε την μέθοδο της ιστορικής προσομοίωσης και έπειτα την μέθοδο της 

συνδιακύμανσης. 

 

Γράφημα 4.4.1 Ιστόγραμμα συχνοτήτων των αποδόσεων 

 

Μέθοδος Ιστορικής Προσομοίωσης 

Το υψηλότερο σημείο του ιστογράμματος (η μεγαλύτερη στήλη) σημαίνει ότι ο 

δείκτης σημείωσε αύξηση μεγαλύτερη του 1,2%, περισσότερες από 30 ημέρες, ενώ 

μια μέρα σημείωσε μείωση 3,96% (χαμηλότερο σημείο του ιστογράμματος-αριστερά). 

Παρατηρήστε ότι αυτό είναι το χαμηλότερο 5% των καθημερινών αποδόσεων (καθώς 

οι αποδόσεις είναι ταξινομημένες από τα αριστερά προς τα δεξιά, η χειρότερη 
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περίπτωση βρίσκεται πάντα αριστερά). Στο χειρότερο 5% βρίσκονται οι αποδόσεις 

από -1,5% έως -4%. 

Δηλαδή για να βρούμε το χειρότερο 5% των 251 παρατηρήσεων, βρίσκουμε το 

5% του 251 που είναι ίσο με 12,55 ή 13 παρατηρήσεις. Επειδή αυτό είναι το 

χειρότερο 5% όλων των αποδόσεων, μπορούμε να πούμε με βεβαιότητα 95% ότι η 

χειρότερη ζημιά δεν θα ξεπεράσει το -1,5%. Αυτό είναι σε γενικές γραμμές το VaR. Ας 

αναλύσουμε όμως τα αποτελέσματα σε χρηματικούς και ποσοστιαίους όρους: 

 Με 95% βεβαιότητα, αναμένουμε ότι η χειρότερη ημερήσια ζημιά δεν θα 

ξεπεράσει το -1,5%. Αν επενδύσουμε δηλαδή στον δείκτη FTSE/ASE-20 100 

ευρώ είμαστε 95% σίγουροι ότι θα χάσουμε το πολύ 1,5ευρώ           . 

Είναι φανερό ότι το VaR δεν εκφράζει απόλυτα ακριβείς προβλέψεις αλλά αντί 

αυτού κάνει μια πιθανή εκτίμηση. Αν θέλουμε να αυξήσουμε την βεβαιότητά μας 

μπορούμε να μετακινηθούμε αριστερότερα στο ιστόγραμμα. Στην μπάρα που 

βρίσκεται το -4% βρίσκεται το 1% των αποδόσεων: 

 Με 99% βεβαιότητα, προσδοκούμε ότι η χειρότερη ημερήσια ζημιά δεν θα 

ξεπεράσει το 4%. Αν επενδύσουμε δηλαδή 100 ευρώ είμαστε 99% βέβαιοι ότι 

θα χάσουμε το πολύ 4ευρώ (       . 

Το γεγονός ότι χρησιμοποιούμε επίπεδο εμπιστοσύνης 95% ή 99% σημαίνει ότι 

αν έχουμε 100 παρατηρήσεις, έχουμε περιθώριο να κάνουμε 5 το πολύ λάθη ή ένα 

αντίστοιχα. 

 

Μέθοδος Συνδιακύμανσης 

Η μέθοδος συνδιακύμανσης υποθέτει ότι τα στοιχεία μας (αποδόσεις μετοχών, 

δεικτών κ.λπ.) κατανέμονται κανονικά δηλαδή ακολουθούν κανονική κατανομή. Με 

άλλα λόγια απαιτούνται δύο παράγοντες για τον υπολογισμό του VaR: τον 

αναμενόμενο μέσο όρο και την τυπική απόκλιση.  

Η ιδέα πίσω από τη μέθοδο της διακύμανσης-συνδιακύμανσης είναι παρόμοια με 

την ιδέα της ιστορικής προσομοίωσης, εκτός βέβαια ότι χρησιμοποιούμε τη γνώριμη 

σε όλους μας κανονική κατανομή. Το πλεονέκτημα που μας δίνει η κανονική 

κατανομή είναι ότι μας δείχνει αυτόματα που βρίσκεται στην καμπύλη το χειρότερο 
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5% ή 1%. Υπάρχει δηλαδή μια συνάρτηση που δίνει το επιθυμητό επίπεδο 

εμπιστοσύνης σε σχέση με την τυπική απόκλιση. Γνωρίζουμε από την καμπύλη της 

κανονικής κατανομής ότι στο επίπεδο εμπιστοσύνης 95% αντιστοιχεί στον 

συντελεστή -1,65 που βρίσκεται στο αρνητικό μέρος της καμπύλης πάνω στον 

άξονα. Ενώ ο συντελεστής -2,33 μας δίνει το επίπεδο εμπιστοσύνης 99%. Για να 

έχουμε μία εικόνα, σύμφωνα με το παρακάτω γράφημα παρατηρούμε ότι το 68% των 

παρατηρήσεων βρίσκεται στο διάστημα     δηλαδή μεταξύ μιας τυπικής 

απόκλισης. Το 95% των παρατηρήσεων βρίσκεται μεταξύ δύο αποκλίσεων       

και το 99,7% μεταξύ τριών τυπικών αποκλίσεων      . 

 

Γράφημα 4.4.2 Διάγραμμα κανονικής κατανομής 

Στο συγκεκριμένο παράδειγμα σύμφωνα με τα δεδομένα ότι ο δειγματικός μέσος 

είναι           και η τυπική απόκλιση           . Επομένως σύμφωνα με τη 

μέθοδο θα έχουμε: 

Για το διάστημα εμπιστοσύνης 95% 

                               

Για το διάστημα εμπιστοσύνης 99% 

                                

Συμπεραίνουμε ότι, με 95% βεβαιότητα αναμένουμε η χειρότερη ημερήσια ζημιά 

να μην ξεπεράσει το 1,6698%. Δηλαδή αν επενδύσουμε 100 ευρώ στον δείκτη 

FTSE/ASE-20 είμαστε 95% βέβαιοι ότι θα χάσουμε το πολύ 1,669 ευρώ. Επίσης, με 

99% βεβαιότητα, προσδοκούμε ότι η χειρότερη ημερήσια ζημιά δεν θα ξεπεράσει το 
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2,35796%. Αν επενδύσουμε στον δείκτη FTSE/ASE-20 100 ευρώ είμαστε κατά 99% 

βέβαιοι ότι θα χάσουμε το πολύ 2,357 ευρώ. 

 

Μετατροπή μεταξύ χρονικών περιόδων 

Ένα άλλο σημαντικό στοιχείο της μεθόδου είναι το πώς μπορούμε να 

μετατρέπουμε το VaR μιας χρονική περιόδου σε κάποιο ισοδύναμο VaR κάποιας 

άλλης χρονικής περιόδου. Αυτό συμβαίνει γιατί οι επενδύσεις τις περισσότερες φορές 

έχουν μέσο-μακροπρόσθεσμο χαρακτήρα και δεν μας ενδιαφέρει μόνο η ημερήσια 

ζημιά. 

Εξαιτίας της μεταβλητής του χρόνου, οι χρήστες του VaR χρειάζεται να ξέρουν 

πως θα μετατρέψουν μια χρονική περίοδο σε μια άλλη.  Αυτό μπορούμε να το 

πραγματοποιήσουμε βασιζόμενοι σε μια κλασσική ιδέα στα χρηματοοικονομικά. 

Όπως προαναφέραμε και πιο πάνω θα κάνουμε χρήση του κανόνα της τετραγωνικής 

ρίζας. Για παράδειγμα, αν η τυπική απόκλιση των καθημερινών αποδόσεων μιας 

μετοχής είναι 1,01% και οι μέρες διαπραγμάτευσης αυτής στο χρηματιστήριο 20 σε 

ένα μήνα, τότε η μηνιαία τυπική απόκλιση θα είναι: 

                      

Παρόμοια, αν επιθυμούμε να μετατρέψουμε την ημερήσια τυπική απόκλιση σε 

ετήσια τυπική απόκλιση θα πολλαπλασιάσουμε με τη ρίζα του 250. Τέλος, με την 

καινούρια τυπική απόκλιση που βρήκαμε θα υπολογίσουμε το νέο VaR. 

 

Για το διάστημα εμπιστοσύνης 95% 

                            

Για το διάστημα εμπιστοσύνης 99% 

                             
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Επομένως, μπορούμε να πούμε ότι σύμφωνα με τα τελευταία αποτελέσματα, με 

95% βεβαιότητα προσδοκούμε ότι η χειρότερη μηνιαία ζημιά δεν θα ξεπεράσει το 

7,46% ενώ με 99% βεβαιότητα γνωρίζουμε ότι η χειρότερη μηνιαία ζημιά θα φτάσει 

το πολύ το 10,54%. Δηλαδή, στην πρώτη περίπτωση αν επενδύσουμε στον δείκτη 

(FTSE/ASE-20) 100 ευρώ είμαστε 95% βέβαιοι ότι θα χάσουμε το πολύ 7,46% και στη 

δεύτερη περίπτωση με 99% βεβαιότητα ότι θα χάσουμε το πολύ 10,54 ευρώ. 
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