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Εισαγωγή

Οι οµάδες των πλεξίδων (braid groups) ορίστηκαν το 1925 από τον Emil
Artin. Από τότε µελετώνται εκτενώς από τοπολόγους και αλγεβριστές και έχουν
οδηγήσει σε πλούσιες ϑεωρίες µε αρκετές προεκτάσεις. Πέρα από την στενή
σχέση τους µε τις οµάδες µεταθέσεων και µε άλγεβρες όπως οι άλγεβρες Hecke,
οι οµάδες των πλεξίδων χρησιµοποιούνται ως ϐασικό εργαλείο για την µελέτη
των κόµβων και των κρίκων. Επιπλέον, έχουν ευρύτατο πεδίο εφαρµογών στη
χηµεία, τη ϐιολογία και την επιστήµη των υπολογιστών.

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία ασχολούµαστε µε τον ορισµό των οµά-
δων των πλεξίδων και µε την λύση του word problem πάνω σε αυτές. Παρου-
σιάζουµε δεξιοδικά τις λύσεις που έδωσαν, πρώτα ο Garside και στην συνέχεια
ο Dehornoy. Επιπλέον, ακολουθώντας τα ϐήµατα του Dehornoy, αποδει-
κνύουµε την ύπαρξη µιας ολικής διάταξης στην οµάδα των πλεξίδων. Αυτά
παρουσιάζονται στο Κεφάλαια 1 και 2. Στο τρίτο κεφάλαιο αναφερόµαστε σε
δύο κρυπτογραφικά πρωτόκολλα που χρησιµοποιούν τις οµάδες των πλεξίδων
και πιο συγκεκριµένα την δυσκολία επίλυσης του conjugacy problem πάνω σε
αυτές. Κλείνουµε µε µια αναφορά σε δυνατές εφαρµογές των οµάδων πλεξίδων
στην µελέτη της δοµής των πολυµερών.
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Introduction

Braid groups, after being explicitly introduced by Emil Artin in 1925,
have been extensivly studied by topologists and algebraists, which has led
to rich theories with numerus ramifications. Beyond their close relation to
permutation groups and algebras, like Hecke algebras, they are beeing used
as a useful tool for the study of knots and links. Moreover, they have a wide
field of applications like the ones in chemistry, biology or even computer
science.

In this dissertation we present the basic definitions of braid group the-
ory and we study the solution of the word problem. We introduce in detail
the solutions that first Garside gave, and after the one from Dehoroy. Fur-
thurmore, following Dehornoy’s steps, we prove the existance of a linear
ordering in the braid group. The above are presented in Chapters 1 and
2. In the third chapter we mention two cryptographic protocols which use
braid goups and especially the difficulty of solving the conjugacy problem.
Finally, we note a possible application of braid groups in the study of the
structure of polymers.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Βασικές έννοιες και Ορισµοί

Θα ξεκινήσουµε µε κάποιους στοιχειώδεις ορισµούς και ϑεωρήµατα από
την Θεωρία των Οµάδων όπως αυτοί παρουσιάζονται στο [20] και ϑα συνεχί-
σουµε εξετάζοντας πιο συγκεκριµένα την Οµάδα των Πλεξίδων (Braid Group).

1.1 Γενικά

Ορισµός 1.1. Οµάδα 〈G, ∗〉 είναι ένα σύνολο G εφοδιασµένο µε µια διµελή
πράξη ∗, τέτοια ώστε να ικανοποιούνται τα ακόλουθα:

(i) Το σύνολο G να είναι κλειστό ως προς την διµελή πράξη ∗, δηλαδή κά-
ϑε διατεταγµένο Ϲεύγος (a, b) του συνόλου να αντιστοιχίζεται µέσω της
διµελούς πράξης σε ένα στοιχείο που να ανήκει επίσης στο σύνολο.

(ii) Η πράξη αυτή να είναι προσεταιριστική (δηλ. (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗
c), ∀a, b, c ∈ G ).

(iii) Υπάρχει ένα στοιχείο ε στο G τέτοιο ώστε ε ∗ x = x ∗ ε, ∀x ∈ G το
στοιχείο αυτό ϑα καλείται ταυτοτικό για την ∗ στο G (µοναδιαίο σε
πολλαπλασιαστικό συµβολισµό και µηδενικό σε προσθετικό).

(iv) Για κάθε στοιχείο x ∈ G, υπάρχει ένα στοιχείο x−1 στο G µε την ιδιότητα
x ∗ x−1 = x−1 ∗ x = ε. Το στοιχείο x−1 ϑα καλείται συµµετρικό του x
ως προς την πράξη ∗ (αντίστροφο σε πολλαπλασιαστικό συµβολισµό και
αντίθετο σε προσθετικό).

Θα σηµειώσουµε εδώ ότι µία οµάδα δεν είναι απλώς ένα σύνολο G, αλλά
σχηµατίζεται από δύο οντότητες, το σύνολο G µαζί µε τη διµελή πράξη ∗. Για
λόγους όµως απλότητας στην συνέχεια ϑα εγκαταλείψουµε τον συµβολισµό
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< G, ∗ > και ϑα αναφερόµαστε στην οµάδα µόνο µε το κεφαλαίο γράµµα που
συµβολίζει το σύνολο.

Παράδειγµα 1.1. Το σύνολο όλων των µή αρνητικών ακεραίων (συµπεριλαµ-
ϐανοµένου του 0) µε πράξη την + δεν είναι οµάδα. Υπάρχει το ταυτοτικό
στοιχείο για την + που είναι το µηδέν αλλά δεν υπάρχουν τα αντίστροφα.

Παράδειγµα 1.2. Αντίθετα, το σύνολο Z των ακεραίων µε πράξη την +, είναι
οµάδα.

Παράδειγµα 1.3. Το σύνολο όλων των πραγµατικών συναρτήσεων µε πεδίο
ορισµού το R, µε πράξη την πρόσθεση συναρτήσεων είναι οµάδα.

Ορισµός 1.2. Μία οµάδαG λέγεται αβελιανή ή αντιµεταθετική αν για κάθε
a, b ∈ G ισχύει : a ∗ b = b ∗ a.

Η οµάδα που ϑα ασχοληθούµε στην συνέχεια της παρούσας εργασίας δεν
είναι αβελιανή. Ο αναγνώστης είναι πιθανώς εξοικειωµένος µε µή-αντιµετθετικές
πράξεις όπως για παράδειγµα ο πολλαπλασιασµός πινάκων, για τους οποίους
εν γένει δεν ισχύει ότι AB = BA. Τα κρυπτογραφικά πρωτόκολλα που ϑα πα-
ϱουσιάσουµε ϐασίζονται ακριβώς σε αυτό το γεγονός, ότι δηλαδή το conjugacy
problem είναι γενικά δύσκολα επιλύσιµο σε µή-αντιµεταθετικές οµάδες.

Θα µιλήσουµε για το conjugacy problem αναλυτικά σε επόµενο κεφάλαιο.
Εδω ϑα πούµε µόνο ότι το συγκεκριµένο πρόβληµα διατυπώνεται και ως εξής :
΄Εστω G µιά οµάδα και έστω g, h ∈ G ϐρείτε εάν υπάρχει x ∈ G τέτοιο ώστε :
x−1gx = h. Παρατηρούµε εδώ ότι αν η οµάδα είναι αβελιανή τότε : x−1gx =
x−1xg = g και η λύση είναι όλη G αν g = h και το κενό σύνολο αν g 6= h.

Ορισµός 1.3. Το κέντρο µιας οµάδας G είναι το σύνολο όλων των a ∈ G,
για τα οποία ισχύει ax = xa για κάθε x ∈ G, δηλαδή το σύνολο όλων των
στοιχείων της G που αντιµετατίθονται µε κάθε στοιχείο της G.

Εύκολα παρατηρούµε ότι στις αβελιάνες οµάδες το κέντρο ταυτίζεται µε
ολόκληρη την οµάδα. Ο παραπάνω ορισµός δίνεται διότι στην µελέτη των
οµάδων πλεξίδων οδηγούµαστε σε ένα πολύ όµορφο αποτέλεσµα που αφο-
ϱά το κέντρο της συγκεκριµένης οµάδας, το οποίο ϑα εξεταστεί σε επόµενο
κεφάλαιο.

Παράδειγµα 1.4. ΄Εστω το σύνολοMn(R) όλων των πινάκων n×n. Το υποσύ-
νολο του, GLn(R), που αποτελείται από όλους τους αντιστρέψιµους πίνακες
µε πράξη τον πολλαπλασιασµό, είναι οµάδα και µάλιστα µη-αντιµεταθετική.

Ορισµός 1.4. Αν G είναι µια πεπερασµένη οµάδα, η τάξη |G| της G είναι το
πλήθος των στοιχείων της G.

Ορισµός 1.5. Αν ένα υποσύνολο H µιας οµάδας G είναι κλειστό ως προς
την πράξη της οµάδας και είναι και αυτό οµάδα, τότε το H ϑα λέµε ότι είναι
υποοµάδα της G. Θα γράφουµε H ≤ G για να συµβολίσουµε ότι η H είναι
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υποοµάδα της G και γράφοντας H < G ϑα εννοούµε ότι η H είναι γνήσια
υποοµάδα της G, δηλαδή H ≤ G αλλά H 6= G. . Επίσης παρατηρούµε
ότι ∀G το µονοσύνολο {ε} είναι υποοµάδα, η οποία ϑα καλείται τετριµµένη
υποοµάδα της G.

Ισοδύναµα:
΄Ενα υποσύνολο H µιας οµάδας G είναι υποοµάδα της G αν και µόνο αν

1. Το σύνολο είναι κλειστό ως προς τη διµελή πράξη της G.

2. Το ταυτοτικό στοιχείο ε της G ανήκει στο H.

3. Για κάθε a ∈ H ισχύει a−1 ∈ H.

Η απόδειξη της παραπάνω ισοδυναµίας είναι σχετικά απλή και ϐασίζεται
στον ορισµό της υποοµάδας και στις ιδιότητες που προκύπτουν για το ταυτο-
τικό στοιχείο και τα αντίστροφα. Ο αναγνώστης που ενδιαφέρεται µπορεί να
την ϐρεί στο [20].

Παράδειγµα 1.5. ΄Εστω n ∈ N. Ορίζουµε µε Zn την οµάδα, µε πράξη την
πρόσθεση modulo n, που τα στοιχεία της είναι οι κλάσεις υπολοίπου της διαί-
ϱεσης ενός ακεραίου µε n.Σε αντίθεση µε τις υπόλοιπες οµάδες που δώσαµε
προηγούµενως ως παραδείγµατα η Zn είναι πεπερασµένης τάξης και µάλιστα
|Zn| = n.Για να µην υπάρξει περίπτωση σύγχυσης ϑα συµβολίζουµε τα στοι-
χεία της οµάδας Zn µε µία παύλα από πάνω. ΄Εστω η οµάδα Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄}.
Μπορούµε εύκολα να παρατηρήσουµε ότι η µόνη γνήσια, µη τετριµµένη υ-
ποοµάδα της Z4 είναι η {0̄, 2̄}. Πράγµατι έστω το υποσύνολο {0̄, 3̄}. Για το 3̄
έχουµε: 3̄ + 3̄ = 2̄, άρα δεν είναι κλειστό ως προς την πράξη της πρόσθεσης
και άρα δεν είναι υποοµάδα.Συνεχίζοντας µε το προηγούµενο παράδειγµα έ-
χουµε ότι για H = {0̄, 2̄}, το οποίο είναι όντως κλειστό ως προς την πράξη της
πρόσθεσης, περιέχει το ταυτοτικό που είναι το 0̄ και το αντίστροφο του 2̄ που
είναι ο εαυτός του.

Πρόταση 1.1. ΄Εστω G µια οµάδα και έστω a ∈ G. Τότε το

H = {an|n ∈ Z}

είναι µια υποοµάδα της G και µάλιστα είναι η µικρότερη υποοοµάδα της G που
περιέχει το a, δηλαδή, κάθε υποοµάδα που περιέχει το a περιέχει και την H.
Η υποοµάδα H που µόλις ορίσαµε λέγεται κυκλική υποοµάδα της G που πα-
ϱάγεται από το a και συµβολίζεται µε < a >

Απόδειξη. Ελέγχουµε τις συνθήκες του ισοδύναµου του Ορισµού 1.5. Αφού
aras = ar+s για κάθε r, s ∈ Z άρα ϐλέπουµε ότι το γινόµενο δύο στοιχείων
της H ανοίκει πάλι στην H και άρα είναι κλειστό ως προς την πράξη. Επίσης
a0 = ε, άρα ε ∈ H και αν ar ∈ H τότε a−r ∈ H και έχουµε ara−r = a0 = ε.
΄Αρα H ≤ G.
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Ορισµός 1.6. ΄Εστω G µια οµάδα και ai ∈ G για i ∈ I. Η µικρότερη υπο-
οµάδα της G που περιέχει το {ai|i ∈ I} λέγεται η υποοµάδα που παράγεται
από το {ai|i ∈ I}. Αν αυτή η υποοµάδα είναι ολόκληρη η G, τότε λέµε ότι
το {ai|i ∈ I} παράγει την G και τα ai λέγονται γεννήτορες της G. Αν υ-
πάρξει πεπερασµένο σύνολο {ai|i ∈ I} που παράγει την G τότε η G λέγεται
πεπερασµένα παραγόµενη.

΄Εστω A οποιοδήποτε (όχι απαραίτητα πεπερασµένο) σύνολο µε στοιχεία
ai, i ∈ I. Σκεφτόµαστε το A ως ένα αλφάβητο και τα ai ως τα γράµµατα του
αλφαβήτου. Κάθε σύµβολο της µορφής ani , όπου n ∈ Z, είναι µια συλλαβή
και κάθε πεπερασµένη ακολουθία w από συλλαβές είναι µία λέξη. Ορίζουµε
την κενή λέξη ε, η οποία δεν έχει καµµία συλλαβή.

Υπάρχουν δύο ϕυσιολογικοί τρόποι απλοποίησης λέξεων :

• Η αντικατάσταση κάθε συλλαβής ami a
n
i απο την am+n

i .

• Η αντικατάσταση κάθε συλλαβής a0i από την κενή λέξη ε, δηλαδή η
την διαγραφή της a0i από την λέξη. Οι παραπάνω τρόποι ονοµάζονται
στοιχειώδεις συστολές

Ορισµός 1.7. Ονοµάζουµε ανηγµένη λέξη την λέξη στην οποία δεν µπορού-
µε να εφαρµόσουµε καµµία στοιχειώδη συστολή.

Παράδειγµα 1.6. ΄Εστω A = {a1, a2, a3}. Η ανηγµένη µορφή της λέξης
a32a
−1
2 a3a

2
1a
−7
1 είναι η a22a3a

−5
1 .

΄Εστω F [A] το σύνολο όλων των ανηγµένων λέξεων που προκύπτουν από
ένα αλφάβητο A. Θα δείξουµε ότι στο F [A] ορίζεται δοµή οµάδας µε έναν
πολύ ϕυσιολογικό τρόπο.

Πράγµατι έστω w1, w2 στοιχεία του F [A]. Ορίζουµε την πράξη · µε w1 ·
w2 να ορίζεται ως η ανηγµένη µορφή εκείνης της λέξης που προκύπτει αν
τοποθετήσουµε την w2 µετά την w1. ∆ηλαδή η λέξη w1w2. Είναι προφανές οτι
η πράξη αυτή είναι καλά ορισµένη και προσεταιριστική. Επίσης παρατηρούµε
ότι αν w µια λέξη τότε αν σχηµατίσουµε την w−1 γράφοντας µε την αντίθετη
σειρά τις συλλαβές της w και υψώνοντάς τες την κάθε µία στην −1 τότε η λέξη
που ϑα προκύψει ϑα είναι επίσης ανηγµένη και ϑα ισχύει :

ww−1 = w−1w = ε.

Ορισµός 1.8. Η οµάδα F [A] που µόλις περιγράψαµε ϑα καλείται η ελεύθερη
οµάδα που παράγεται από το A.

Επίσης, αν G είναι µία οµάδα και A = {ai} ένα σύνολο γεννητόρων της
και αν η G είναι ισόµορφη µε την F [A] µεσω της απεικόνισης φ : G →
F [A], όπου φ(ai) = ai, τότε η G λέγεται ελεύθερη ως προς A και τα ai
λέγονται ελεύθεροι γεννήτορες της G. Μιά οµάδα λέγεται ελεύθερη αν
είναι ελεύθερη ως προς ένα µη κενό σύνολο A.
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Ορισµός 1.9. Μια απεικόνιση φ µιας οµάδας 〈G, ∗〉 σε µια οµάδα 〈G′, ·〉
λέγεται οµοµορφισµός αν:

φ(a ∗ b) = φ(a) · φ(b)

για κάθε a, b ∈ G.

Θα επιστρέψουµε στην οµάδα Zn των υπολοίπων modulo n. Θεωρούµε
µια απεικόνιση φ από το σύνολο Z των ακεραίων στην Zn που ορίζεται από
την φ(m) = r, όπου r είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης όταν ο m δια n.
Η απεικόνιση που µόλις ορίσαµε είναι οµοµορφισµός. Πράγµατι αρκεί να
δείξουµε ότι :

φ(s+ t) = φ(s) + φ(t)

για κάθε s, t ∈ Z. Απο τον αλγόριθµο της διαίρεσης έχουµε:

s = q1n+ r1 (1.1)

και

t = q2n+ r2 (1.2)

όπου 0 6 ri < n για i = 1, 2. Αν

r1 + r2 = q3n+ r3 (1.3)

µε 0 6 r3 < n τότε, προσθέτοντας κατά µέλη τις (1.1) και (1.2) ϐλέπουµε ότι

s+ t = (q1 + q2 + q3)n+ r3,

άρα φ(s+ t) = r3.
Από τις (1.1) και (1.2) ϐλέπουµε ότι φ(s) = r1 και φ(t) = r2, ενώ από την
(1.3) ϐλέπουµε ότι το άθροισµα r1 + r2 = r3 στην Zn και το Ϲητούµενο έχει
αποδειχθεί.

Θεώρηµα 1.1. ΄Εστω φ ένας οµοµορφισµός µιάς οµάδας G σε µια οµάδα G′.

1. Αν ε είναι το ταυτοτικό στοιχείο τηςG, τότε φ(ε) είναι το ταυτοτικό στοιχείο
ε′ της G′.

2. Αν a ∈ G τότε φ(a−1) = φ(a)−1.

Απόδειξη. ΄Εστω φ ένας οµοµορφισµός της G στην G′. Τότε

φ(a) = φ(aε) = φ(a)φ(ε)

Πολλαπλασιάζουµε µε φ(a)−1 από αριστερά και έχουµε ότι ε′ = φ(ε). ΄Αρα
το φ(ε) πρέπει να είναι το ταυτοτικό στοιχείο ε′ της G′. Παρόµοια από την
ισότητα:

ε′ = φ(ε) = φ(aa−1) = φ(a)φ(a−1)

έχουµε ότι φ(a−1) = φ(a)−1.
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Ορισµός 1.10. ΄Ενας οµοµορφισµός που είναι ένα προς ένα και επί ϑα καλεί-
ται ισοµορφισµός. ΄Ενας ισοµορφισµός µιας οµάδας µε τον εαυτό της λέγεται
αυτοµορφισµός. Τέλος ένας οµοµορφισµός που είναι µόνο επί ϑα καλείται
επιµορφισµός.

Ορισµός 1.11. ΄Εστω φ : G → G′ ένας οµοµορφισµός οµάδων. Το υπο-
σύνολο της G που απεικονίζεται µέσω του φ στο ταυτοτικό στοιχείο ε′ της G′,
λέγεται πυρήνας του φ και συµβολίζεται µε ker(φ).

ker(φ) = {g ∈ G|φ(g) = ε′}

Θεώρηµα 1.2. ΄Εστω G µιά οµάδα. Το σύνολο όλων των αυτοµορφισµών της
G αποτελεί οµάδα µε πράξη τη σύνθεση απεικονίσεων. Την οµάδα αυτή ϑα την
συµβοίζουµε µε Aut(G). ∆ηλαδή:

Aut(G) = {φ : G→ G |φ αυτοµορφισµός}.

1.2 Οµάδες Μεταθέσεων

Ορισµός 1.12. Μετάθεση ενός συνόλου A λέγεται µιά συνάρτση από το A
στο A που είναι ταυτόχρονα ένα - προς - ένα και επί.

Ας ϑεωρήσουµε το σύνολο A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} και έστω µια µετάθεση
του συνόλου τ : A → A τέτοια ώστε : τ(1) = 4, τ(2) = 5, τ(3) = 1, τ(4) =
3, τ(5) = 6, τ(6) = 2.
Ο τρόπος που από εδώ και στο εξής ϑα συµβολίζουµε τις µεταθέσεις ϑα είναι :

τ =

(
1 2 3 4 5 6
4 5 1 3 6 2

)
Παρατηρούµε ότι για ένα σύνολο µε n στοιχεία οι πιθανές µεταθέσεις του

είναι n!. Εστω A ένα µη κενό σύνολο, και έστω SA η συλλογή όλων των µετα-
ϑέσεων του A. Στην συνέχεια ϑα δείξουµε ότι το σύνολο SA αποτελεί οµάδα
µε πράξη τη σύνθεση των µεταθέσεων. Στην συνέχεια του κειµένου, όποτε
αναφερόµαστε στην σύνθεση µεταθέσεων ϑα την καλούµε πολλαπλασιασµό
µεταθέσεων.

Θεώρηµα 1.3. Το σύνολο SA είναι οµάδα µε πράξη τον πολλαπλασιασµό
µεταθέσεων.

Απόδειξη. Αρχικά ϑα δείξουµε ότι ο πολλαπλασιασµός µεταθέσεων αποτελεί
µια διµελή πράξη, και άρα το σύνολο SA είναι κλειστό ως προς την πράξη
αυτή, και στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ένα - ένα τα αξιώµατα της οµάδας.
΄Εστω τ, µ µεταθέσεις του A. Η σύνθεση τµ ορίζεται σχηµατικά ως εξής :

A
µ−−→ A

τ−−→ A
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δηλαδή διαβάζουµε τον πολλαπλασιασµό µεταθέσεων από δεξιά προς τα αρι-
στερά σεβόµενοι την γνωστή σύνθεση συναρτήσεων όπου (f ◦ g)(x) = f(g(x)).
Αρκεί να δείξουµε ότι η τµ είναι ένα-προς-ένα και επί, άρα είναι και αυτή
µετάθεση.
΄Εστω a1, a2 ∈ A και

(τµ)(a1) = (τµ)(a2)

τότε

τ(µ(a1)) = τ(µ(a2))
η τ είναι 1-1
=======⇒

µ(a1) = µ(a2)
η µ είναι 1-1
=======⇒

a1 = a2.

΄Αρα η τµ είναι ένα-προς-ένα.
΄Εστω τώρα κάποιο a ∈ A. Αφού η τ είναι επί του A ϑα υπάρχει ένα a′ ∈ A
τέτοιο ώστε τ(a′) = a. Επίσης, αφού η µ είναι επί του A ϑα υπάρχει ένα
a′′ ∈ A τέτοιο ώστε µ(a′′) = a′. ΄Αρα:

a = τ(a′) = τ(µ(a′′)) = (τµ)(a′′)

και άρα η τµ είναι επί του A. Θα αποδείξουµε στη συνέχεια τα τρία αξιώµατα
της οµάδας :

(i) Αρχικά πρέπει να δείξουµε ότι ο πολλαπλασιασµός µεταθέσεων είναι προ-
σεταιριστικός. ∆ηλαδή πρέπει να δείξουµε ότι για οποιεσδήποτε µεταθέ-
σεις τ, µ, σ ισχύει ότι

[(τµ)σ](a) = [τ(µσ)](a)

για κάθε a ∈ A. Το οποίο ισχύει από την σύνθεση απεικονίσεων.

(ii) Ορίζουµε τώρα την ταυτοτική µετάθεση id τέτοια ώστε id(a) = a για κάθε
a ∈ A. Προφανώς η id δρά ως ταυτοτικό στοιχείο και το δεύτερο αξίωµα
της οµάδας ικανοποιείται.

(iii) Για µια µετάθεση τ ορίζουµε ως τ−1 την αντίστροφη απεικόνιση της τ ,
δηλαδή την µετάθεση µε την οποία αντιστρέφεται η κατεύθυνση της α-
πεικόνισης τ . Για παράδειγµα έστω η µετάθεση τ του συνόλου A =
{1, 2, 3, 4, 5, 6} που δώσαµε στην αρχή της παραγράφου:

τ =

(
1 2 3 4 5 6
4 5 1 3 6 2

)
Τότε :

τ−1 =

(
1 2 3 4 5 6
3 6 4 1 2 5

)
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Η ύπαρξη ακριβώς ενός τέτοιου στοιχείου είναι συνέπεια του γεγονότος
ότι η τ είναι ένα-προς-ένα και επί. Σχηµατικά έχουµε:

1
τ−−→ 4

τ−1

−−−→ 1

2 −−→ 5 −−→ 2

3 −−→ 1 −−→ 3

4 −−→ 3 −−→ 4

5 −−→ 6 −−→ 5

6 −−→ 2 −−→ 6

Στο εξής ϑα συµβολίζουµε µε Σn την οµάδα µεταθέσεων n στοιχείων.
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1.3 Η οµάδα των πλεξίδων

1.3.1 Ιστορικά

Από τους δακτυλίους του Κρόνου µέχρι την αλυσίδα του DNA και από
την γνωστή γυναικεία κοτσίδα µέχρι τις παραδοσιακές Ϲώνες των Μεξικανών
καουµπόυ, για τις οποίες οι K. Murasugi και B. I. Kurpita αφιερώνουν ένα
κεφάλαιο στο [28] µελετώντας τες, οι πλεξίδες ϐρίσκονται σχεδόν παντού. Οι
πλεξίδες για τις οποίες ϑα µιλήσουµε παρακάτω ελάχιστα διαφέρουν από την
εικόνα που ενδεχοµένως έχει στο νού του ο αναγνώστης διαβάζοντας τα παρα-
πάνω παραδείγµατα.

Σχήµα 1.1: Πλεξίδες στα χειρόγραφα του Gauss

Σύµφωνα µε τον M. Epple[18], η πρώτη καταγεγραµµένη µαθηµατική
µορφή της έννοιας των πλεξίδων συναντάται στα γραπτά του Gauss, όταν στις
αρχές του 19ου αιώνα παρατηρούσε την τροχιά του αστεροειδούς Ceres. Αρκε-
τά χρόνια αργότερα ακολουθεί ένα άρθρο του Adolf Hurwitz που δηµοσιεύτη-
κε το 1891 το οποίο αναφερόταν σε διακλαδωµένα καλύµµατα επιφανειών. Η
πρώτη σε ϐάθος µελέτη των πλεξίδων αλλά και ο πρώτος αυστηρός µαθηµατι-
κός ορισµός τους έγινε το 1925 όταν, σύµφωνα µε το [30], µια κλωστοϋφαν-
τουργία παρήγγειλε στον Emil Artin να µελετήσει και να µοντελοποιήσει το
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πλέξιµο των κλωστών. Ο Artin στο [3] διαπίστωσε ότι οι πλεξίδες µε σταθερό
αριθµό n κλωστών συνιστούν οµάδα, την οποία ονόµασε nη οµάδα πλεξίδων
και χρησιµοποίησε για πρώτη ϕορά τον συµβολισµό Bn. ΄Εκτοτε οι πλεξίδες
και οι οµάδες τους µελετώνται εκτενώς από τοπολόγους και αλγεβριστές και
έχουν οδηγήσει σε πλούσιες ϑεωρίες µε αρκετές προεκτάσεις.

Το 1983, ο Vaughan Jones, δουλεύοντας πάνω σε άλγεβρες τελεστών ανα-
κάλυψε νέες αναπαραστάσεις των οµάδων πλεξίδων, από τις οποίες εξήγαγε το
γνωστό πολυώνυµο των κόµβων (Jones polynomial). Η ανακάλυψη του Jones
είχε σαν αποτέλεσµα τη ϱαγδαία αύξηση του ενδιαφέροντος για τις οµάδες
των πλεξίδων. Ανάµεσα στα πιο πρόσφατα αποτελέσµατα στο πεδίο αυτό είναι
η ύπαρξη µιας ολικής διάταξης στην οµάδα Bn των πλεξίδων, που την απέ-
δειξε ο P. Dehornoy το 1991 και η γραµµικότητα1 της Bn που αποδείχθηκε
ανεξάρτητα από τους Daan Krammer[25] και Stephen Bigelow[5].

Σχήµα 1.2: Η πλέξη της γνωστής γυναικείας κοτσίδας

1.3.2 Βασικές Εννοιες

Αρχικά ϑα δώσουµε έναν γεωµετρκό και όχι τόσο αυστηρό ορισµό των
πλεξίδων. Θεωρούµε τον χώρο R3 και έστω τα σηµεία Ai = (i, 0, 0) και
Bi = (i, 0, 1). Μια πολυγωνική καµπύλη, την οποία από εδώ και στο εξής

1Μια οµάδα καλείται γραµµική εάν είναι ισοµορφική µε µια υποοµάδα της GL(n,K) όπου
n ∈ N και K σώµα.
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ϑα καλούµε κλωστή, που ενώνει ένα από τα σηµεία Ai µε κάποιο Bj ϑα ο-
νοµάζεται καθοδική αν κατά την κίνηση ενός σηµείου από το Ai στο Bj κατά
µήκος της κλωστής, η z-συντεταγµένη του µειώνεται µονότονα. Με άλλα λό-
για, οποιοδήποτε οριζόντιο επίπεδο τέµνει την καθοδική καµπύλη ακριβώς µία
ϕορά. Μπορούµε από δω και στο εξής να ϕανταζόµαστε τις κλωστές ως ελαστι-
κές και τα σηµεία Ai, Bi ως γάντζους πάνω στους οποίους είναι στερεωµένες
οι κλωστές.

A1 A2 A3 A4 A5 A6

B1 B5B2 B3 B6B4

Σχήµα 1.3: ΄Ενα παράδειγµα πλεξίδας

Θεωρούµε ότι η ϕορά της «πλέξης» είναι από πάνω προς τα κάτω. Θα ϑεω-
ϱήσουµε ως στοιχειώδεις πλέξεις τις διασταυρώσεις γειτονικών κλωστών και ϑα
ορίσουµε ως ϑετική, την διασταύρωση κατά την οποία η δεξιά κλωστή περνά
πάνω από την αριστερή και ως αρνητική την αντίστροφη.
∆ύο πλεξίδες οι οποίες µπορούν να µετασχηµατιστούν η µία στην άλλη χω-
ϱίς να χρειαστεί να «λύσουµε» τα άκρα τους, ϑα τις ϑεωρούµε ισοδύναµες και
δεν ϑα κάνουµε καµία διάκριση µεταξύ τους. Επίσης, µπορούµε να ορίσουµε
διαισθητικά και µε εναν ϕυσιολογικό τρόπο µια πράξη µεταξύ των πλεξίδων µε
ίσο αριθµό κλωστών. Τοποθετώντας την πρώτη πλεξίδα πάνω απο την δεύτερη
προκύπτει µια καινούργια πλεξίδα. Την σύνθεση αυτή των πλεξίδων ϑα την
ονοµάσουµε στην συνέχεια πολλαπλασιασµό. Τέλος µπορούµε να παρατη-
ϱήσουµε ότι οποιαδήποτε πλεξίδα µπορεί να «λυθεί» εφαρµόζοντας από κάτω
προς τα πάνω τις αντίστροφες πλέξεις της και αυτό που ϑα προκύψει είναι µιά
πλεξίδα(!) χωρίς καµία πλέξη.

Σε αυτό το σηµείο µπορούµε να πούµε πως έχουµε όλα τα απαραίτητα



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΚΑΙ ΟΡΙΣΜΟΙ 19

«συστατικά» προκειµένου να ορίσουµε, µε µαθηµατικό πλέον τρόπο µια δοµή
οµάδας στο σύνολο των πλεξίδων µε n κλωστές. Θα συνεχίσουµε µε τον ορισµό
της οµάδας των πλεξίδων όπως αυτός διατυπώθηκε από τον Emil Artin[4].

Ορισµός 1.13. Για n ≥ 2 η Οµάδα των Πλεξίδων (braid group), που στο
εξής ϑα την συµβολίζουµε µε Bn ορίζεται από την παράσταση:

Bn =

〈
σ1, . . . , σn−1

∣∣∣∣ σiσj = σjσi για |i− j| > 2
σiσjσi = σjσiσj για |i− j| = 1

〉
(1.4)

Η παραπάνω παράσταση καλείται παράσταση του Artin και οι αντίστοιχοι
γεννήτορες, γεννήτορες του Artin. Τα σi, σ−1i παριστάνουν αυτό που διαισθη-
τικά ορίσαµε πρίν ως την στοιχειώδη ϑετική και αρνητική πλέξη αντίστοιχα.
Είναι προφανές ότι η Bn αποτελεί οµάδα µε πράξη τον πολλαπλασιασµό των
πλεξίδων και γεννήτορες τα σ1, . . . , σn−1. Οι σχέσεις στην παράσταση του
Artin είναι γνωστές ως σχέσεις πλεξίδων και απο δώ και στο εξής έτσι ϑα
αναφερόµαστε σε αυτές.

1

...

n

...

σi

i i+ 1 1

...

n

...

σ−1i

i i+ 1

Σχήµα 1.4: Οι γεννήτορες του Artin

Στο παραπάνω σχήµα (Σχ. 1.4) ϐλέπουµε τον ϑετικό γεννήτορα σi και τον
αντίστροφό του σ−1i . Η οµάδα των πλεξίδων δεν είναι εν γένει αντιµεταθετική,
από τις σχέσεις των πλεξίδων ϐλέπουµε ότι σiσj = σjσi µόνο αν |i−j| 6= 1.(ϐλ.
Σχ.1.5)

Το Σχήµα 1.6 παρουσιάζει την δεύτερη σχέση πλεξίδων. Εδώ µπορούµε
να εφαρµόσουµε αυτό που προηγουµένως ορίσαµε διαισθητικά ως ισοδυναµία
πλεξίδων. Πράγµατι, αν ϑεωρήσουµε τις κλωστές που σχηµατίζουν τις πλεξίδες
ελαστικές, τότε µπορούµε να µετατρέψουµε την πρώτη πλεξίδα στην δεύτερη
χωρίς να χρειαστεί να λύσουµε τα άκρα των κλωστών τους.

Προηγουµένως αναφέραµε ότι προκειµένου να ¨λύσουµε¨ µια πλεξίδα αρ-
κεί να εφαρµόσουµε στην αντίθετη ϕορά της πλέξης τις αντίστροφες διασταυ-
ϱώσεις των κλωστών. Αλγεβρικά αυτό µεταφράζεται µε το να υψώσουµε στην
−1 την δοθείσα πλεξίδα και το αποτέλεσµα να το πολλαπλασιάσουµε µε την
αρχική. Θα δώσουµε ένα παράδειγµα:
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1

...

n

...... =

i i+ 1 j j + 1 1

...

n

......

i i+ 1 j j + 1

Σχήµα 1.5: σiσj = σjσi

i i+ 1 i

=

i i+ 1 i

Σχήµα 1.6: Η δεύτερη σχέση πλεξίδων σiσjσi = σjσiσj

Παράδειγµα 1.7. ΄Εστω η πλεξίδα β = σ−11 σ−13 σ2σ
−1
1 σ−13 σ2 τότε η αντίστροφή

της είναι η

β−1 = (σ−11 σ−13 σ2σ
−1
1 σ−13 σ2)

−1

= σ−12 σ3σ1σ
−1
2 σ3σ1.

1.3.3 Η οµάδα των πλεξίδων και η οµάδα µεταθέσεων

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα δείξουµε ότι υπάρχει µια ϕυσική απεικόνιση
από την οµάδα των πλεξίδων Bn στην οµάδα των µεταθέσεων Σn. Το γεγονός
αυτό ϐασίζεται στο ότι αν στις σχέσεις των πλεξίδων προσθέσουµε την σ2i = 1,
τότε έχουµε µια παράσταση2 για την οµάδα µεταθέσεων Σn.

2Η παράσταση αυτή είναι γνωστή και ως παράσταση Coxeter των οµάδων µεταθέσεων.
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1 2 3 4

×

1 2 3 4

=

1 2 3 4

Σχήµα 1.7: ββ−1 = 1

΄Εστω β µια πλεξίδα n κλωστών. Μπορούµε, όπως περίπου κάναµε προη-
γουµένως, να ϑεωρήσουµε ότι κάθε κλωστή ξεκινάει από ένα σηµείο i, δια-
σταυρώνεται µε κάποιες κλωστές και καταλήγει σε ένα σηµείο bi. Θεωρούµε
την µετάθεση π ∈ Σn, τέτοια ώστε :

π =

(
1 2 . . . n
b1 b2 . . . bn

)
Παρατηρούµε εδώ ότι µπορούµε να ορίσουµε την απεικόνιση

ρ : Bn → Σn, µε ρ(β) = π. Εύκολα µπορεί να δείξει κανείς ότι η απεικόνιση
αυτή είναι ένας οµοµορφισµός της Bn στην Σn, ο οποίος µάλιστα είναι και
επί.

Παράδειγµα 1.8. ΄Εστω η πλεξίδα β = σ1σ3σ
−1
2 σ1σ3σ

−1
2 , µε b1 = 4, b2 =

3, b3 = 2, b4 = 4. Τότε η µετάθεση π που αντιστοιχεί στην β είναι η :

π =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
΄Εστω τώρα, αντίστροφα, ότι σε κάθε µετάθεση π ∈ Σn αντιστοιχούµε µία

πλεξίδα, η οποία κατασκευάζεται ως εξής : ενώνουµε µε µία ευθεία γραµµή
το κάθε σηµείο i µε το αντίστοιχο bi και ϕροντίζουµε ώστε όλες οι πιθανές
διασταυρώσεις να είναι ϑετικές.

Ορισµός 1.14. Τις πλεξίδες που κατασκευάζονται µε τον παραπάνω τρόπο ϑα
τις ονοµάζουµε µεταθετικές πλεξίδες (permutation braids). Το υποσύνολο
αυτό των πλεξίδων ϑα το συµβολίζουµε µε Σ̃n και προφανώς έχουµε |Σ̃n| = n!

Με άλλα λόγια ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι το σύνολο των µεταθετικών
πλεξίδων αποτελείται απ΄ όλες εκείνες τις πλεξίδες, όπου κάθε διασταύρωση
είναι ϑετική και κάθε Ϲεύγος κλωστών διασταυρώνεται το πολύ µία ϕορά.

Παράδειγµα 1.9. ΄Εστω τώρα η µετάθεση:
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π =

(
1 2 3 4
4 2 1 3

)
το παρακάτω σχήµα (ϐλ. Σχ. 1.7) ϑα µας ϐοηθήσει να διασαφηνίσουµε λίγο
καλύτερα τον ορισµό.

1 2 3 4

1 2 3 4

→

1 2 3 4

123 4

Σχήµα 1.8: Η κατασκευή µιας πλεξίδας µετάθεσης

Να παρατηρήσουµε σε αυτό το σηµείο ότι ο επιµορφισµός ρ που ορίσα-
µε προηγουµένως διαµερίζει την Bn σε n! κλάσεις ισοδυναµίας, οι εκπρό-
σωποι των οποίων δεν είναι άλλοι από τις µεταθετικές πλεξίδες. Τις πλεξί-
δες που ανήκουν στον πυρήνα του επιµορφισµού ρ ϑα τις ονοµάζουµε αµι-
γείς πλεξίδες (pure braids). Προφανώς για τις αµιγείς πλεξίδες ισχύει ότι
bi = i, ∀i ∈ {1, 2 . . . , n}.

Μια ιδιαίτερη περίπτωση µεταθετικής πλεξίδας είναι αυτή της οποίας όλα
τα Ϲεύγη κλωστών διασταυρώνονται ακριβώς µία ϕορά. Η συγκεκριµένη πλεξί-
δα ϑα µας απασχολήσει πολύ σε επόµενο κεφάλαιο και παίζει σηµαντικό ϱόλο
στην ϑεωρία των πλεξίδων.
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Η λύση του word problem

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα διατυπώσουµε το γνωστό «πρόβληµα της λέξης»
(word problem), καθώς και το «πρόβληµα της συζυγίας»(conjugacy problem).
Τα προβλήµατα αυτά, εκτός του ότι ϑεωρούνται γενικά δύσκολα προβλήµατα
της Θεωρίας των Οµάδων, στην προκειµένη περίπτωση ϑα µας ϐοηθήσουν στην
εφαρµογή των Οµάδων Πλεξίδων στην Κρυπτογραφία. Στις επόµενες ενότητες
αναλύουµε δεξιοδικά δύο από τις σηµαντικότερες λύσεις του word problem,
που απέχουν αρκετά χρόνια µεταξύ τους. Η πρώτη είναι αυτή του Garside
όπως διατυπώθηκε το 1969 στο [22] και η δεύτερη του Dehornoy[11]. Το
conjugacy problem, αν και µας χρησιµεύει στην δηµιουργία των πρωτοκόλλων
δεν αναφερόµαστε στη λύση του.

2.1 Αλγοριθµικά Προβλήµατα της Θεωρίας Οµάδων

Τα προβλήµατα που ϑα διατυπώσουµε παρακάτω χωρίζονται σε δύο γενικές
κατηγορίες. Σχηµατικά ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι στην πρώτη κατηγορία
κατατάσουµε τα προβλήµατα που η απάντηση τους είναι «ναι» ή «όχι», ενώ στην
δεύτερη ως απάντηση έχουµε την εύρεση του Ϲητούµενου στοιχείου.

1. Προβλήµατα Απόφασης (Decision Problems):
∆οθείσης µιάς ιδιότητας P και ενός αντικειµένου O να ϐρείτε εάν το
αντικείµενο έχει την παραπάνω ιδιότητα.

2. Προβλήµατα Εύρεσης (Search Problems):
∆οθείσης µιάς ιδιότητας P και της πληροφορίας ότι υπάρχουν αντικεί-
µενα µε την παραπάνω ιδιότητα, ϐρείτε τουλάχιστον ένα αντικείµενο µε
αυτήν.

23
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Ορισµός 2.1. ΄Εστω µια οµάδα G. ∆ύο στοιχεία g, h στην G ϑα καλούνται
συζυγή αν υπάρχει στοιχείο x ∈ G µε:

xgx−1 = h

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΣΥΖΨΓΙΑΣ :

1. Conjugacy Decision Problem ΄Εστω δύο στοιχεία g, h ∈ G ϐρείτε έαν
υπάρχει κάποιο στοιχείο x ∈ G τέτοιο ώστε : xgx−1 = h.

2. Conjugacy Search Problem ΄Εστω δύο στοιχεία g, h ∈ G, τα οποία είναι
συζυγή. Βρείτε ένα x ∈ G τέτοιο ώστε : xgx−1 = h.

3. Generalized Conjugacy Search Problem ΄Εστω δύο πλεξίδες β1, β2 ∈
Bn, τέτοιες ώστε β2 = β′β1β

′−1 για κάποια β′ ∈ Bm µε m 6 n. Βρείτε
µια πλεξίδα β′′ ∈ Bm τέτοια ώστε β2 = β′′β1β

′′−1.
Η διατύπωση του παραπάνω προβλήµατος γίνεται ειδικά για τις οµάδες
των πλεξίδων διότι ϑα µας χρειαστεί στην συγκεκριµένη του µορφή στο
κεφάλαιο µε τις εφαρµογές των πλεξίδων στην κρυπτογραφία.

Ορισµός 2.2. Η κανονική µορφή µιάς οµάδαςG, µε ένα σύνολο γεννητόρων
S, είναι µια επιλογή µιας συγκεκριµένης λέξης για κάθε στοιχείο g ∈ G.
Να σηµειώσουµε ότι η επιλογή αυτής της λέξης οφείλει να ικανοποιεί δύο
ιδιότητες :

1. Κάθε στοιχείο της οµάδας πρέπει να έχει µία ακριβώς κανονική µορφή

2. ∆ύο οποιαδήποτε στοιχεία που έχουν την ίδια κανονική µορφή πρέπει
να είναι ίσα.

΄Οπως ϑα δούµε στην συνέχεια οι κανονικές µορφές των στοιχείων των
οµάδων, µπορούν να αποδειχθούν χρήσιµοι µηχανισµοί απόκρυψης σε κρυ-
πτογραφικά πρωτόκολλα.

2.1.1 Word Problem

Ο πρώτος που επισήµανε τη σηµασία του προβλήµατος της λέξης ήταν ο
Max Dehn στο [10], ο οποίος µάλιστα το έλυσε για την ϑεµελιώδη οµάδα των
επιφανειών. Ο Artin είναι ο πρώτος που έλυσε το πρόβληµα της λέξης για την
οµάδα των πλεξίδων (και ο πρώτος που το διατύπωσε), Στην συνέχεια ακολού-
ϑησε ο Garside, του οποίου τη λύση ϑα δούµε στην συνέχεια, ο οποίος όχι
µόνο έλυσε το word problem εισάγοντας µια καινούργια λέξη, το τετράγωνο
της οποίας είναι το κέντρο της Bn, αλλά έδωσε επίσης και µία λύση για το
πρόβληµα της συζυγίας. ΄Εκτοτε πολλοί ϐελτίωσαν τη λύση του Garside, ϕτιά-
χοντας πιό γρήγορους αλγόριθµούς, όπως ο Thurston στο [19] ή εισάγοντας
νέους γεννήτορες, όπως οι Birman - Ko - Lee στο [8]. Η λύση που διαφέρει
σε µέθοδο απ’ολες τις προαναφερθήσες είναι αυτή του Dehornoy που ϑα την
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εξετάσουµε στην συνέχεια, ο οποίος εισάγει µια εντελώς καινούργια µέθοδο
επίλυσης του προβλήµατος της λέξης, η οποία όµως αδυνατεί (µέχρι στιγµής)
να δώσει κάποια λύση στο πρόβληµα της συζυγίας.

Word Problem (I):΄Εστω G µια οµάδα και έστω ένα στοιχείο g ∈ G, ϐρείτε
αν ισχύει : g = ε.

Το παραπάνω πρόβληµα διατυπώνεται ισοδύναµα ως εξής :

Word Problem (II):΄Εστω g1, g2 στοιχεία στηνG. Βρείτε αν ισχύει : g1 = g2.

Προφανώς τα δύο προβλήµατα είναι ισοδύναµα ϑέτοντας g = g1g
−1
2 .
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2.2 Κανονική Μόρφη Garside

Στην παρούσα ενότητα ϑα αποδείξουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 2.1 (Θεώρηµα 5 στο [22]). Στην Bn+1 κάθε λέξη W µπορεί να εκ-
ϕρασθεί µοναδικά στην µορφή ∆mĀ

όπου :

• ∆ η ϑεµελιώδης λέξη

• m ∈ Z

• Ā ϑετική λέξη, µοναδικά εκφρασµένη.

Το παραπάνω ϑεώρηµα µας εξασφαλίζει τη δυνατότητα µε άµεσο και γρή-
γορο τρόπο να συγκρίνουµε δύο οποιεσδήποτε λέξεις στην Bn+1 και επί της
ουσίας αποτελεί λύση του word problem.
Προκειµένου να παρουσιάσουµε την απόδειξη του ϑεωρήµατος ϑα χρειαστού-
µε κάποιους ορισµούς και συµβολισµούς καθώς και κάποια ϐοηθητικά λήµ-
µατα και ϑεωρήµατα. Για λόγους απλότητας και για να αποφύγουµε τη συχνή
χρήση του δείκτη n−1 του γεννήτορα σn−1 ϑα δουλέψουµε στην οµάδα Bn+1

ακολουθώντας το παράδειγµα του ίδιου του Garside.

2.2.1 Βασικές Εννοιες, Ορισµοί και Συµβολισµοί

Ορισµός 2.3. Μια λέξη W που αποτελείται από µια ακολουθία γεννητόρων
όπου κανένας αντίστροφος γεννήτορας δεν εµφανίζεται ϑα καλείται ϑετική
λέξη.

Θα συµβολίζουµε µε L(W) το µήκος της λέξης W .

Ορισµός 2.4. ∆ύο ϑετικές λέξεις A,B ϑα λέµε ότι είναι ϑετικά ίσες αν:

1. Είναι ταυτοτικά ίσες (A ≡ B),

2. Αν µπορεί να µετασχηµατιστεί η µία στην άλλη µετα απο µία ακολουθία
ϑετικών λέξεων, τέτοιες ώστε κάθε λέξη της ακολουθίας να προκύπτει
από την προηγούµενη µέσω µιας µοναδικής εφαρµογής τών σχέσεων
πλεξίδων, έτσι ώστε σε κανένα στάδιο του µετασχηµατισµού να µην γί-
νεται χρήση αντίστροφων γεννητόρων.

Αν A ϑετικά ίση µε την B ϑα γράφουµε A
.
= B.

Ορισµός 2.5. Ορίζουµε µε ∆r ≡ ΠrΠr−1 . . .Π1 τη ϑεµελιώδη λέξη τάξης
r+1, όπου µε Πs συµβολίζουµε την αύξουσα ακολουθία γεννητόρων (σ1σ2 . . . σs).
΄Οταν αναφερόµαστε στην Bn+1 ϑα συµβολίζουµε την ∆n µε ∆.
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1 2 3 4

1234

Σχήµα 2.1: Η ϑεµελιώδης λέξη ∆4

Ορισµός 2.6. Αν P ≡ x1x2 . . . xt µια οποιαδήποτε λέξη, όπου το κάθε xi
είναι ένας γεννήτορας ή ο αντίστροφός του, όχι κατ΄ ανάγκη διαφορετικοί µε-
ταξύ τους, ορίζουµε ως αναστροφή της P την λέξη xt . . . x2x1 και ϑα την
συµβολίζουµε µε revP .

Παρατήρηση 2.1. Παρατηρούµε ότι για P , Q τυχαίες λέξεις έχουµε:
revPQ = revP revQ.
Πράγµατι έστω P = x1 . . . xt και Q = y1 . . . ys, τότε :
PQ = x1 . . . xty1 . . . ys ⇒ revPQ = ys . . . y1xt . . . x1 = revQ revP
Επίσης αν P .

= Q τότε revP .
= revQ

Ορισµός 2.7. ΄Εστω W µια ϑετική λέξη και έστω W1,W2, . . . ,Wm το σύνολο
όλων των διακεκριµένων ϑετικών λέξεων που είναι ϑετικά ίσες ως προς την W .
Το σύνολο αυτό ϑα το συµβολίζουµε µε D(W).

D(W ) = {Wi | (Wi ϑετικές λέξεις∧ (Wi
.
= W )∧(Wi 6= Wj),∀i, j ∈ {1 . . .m}}

Προκειµένου να αποσαφηνίσουµε λιγάκι τον παραπάνω ορισµό ϑα δώσου-
µε ένα παράδειγµα:

• ΄Εστω η λέξη W = σ1σ2σ1σ3 στην B4 τότε το D(W ) είναι το σύνολο:
{σ1σ2σ1σ3, σ1σ2σ3σ1, σ2σ1σ2σ3}. Βλ. Σχ 2.2
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σ1σ2σ1σ3 σ1σ2σ3σ1 σ2σ1σ2σ3

Σχήµα 2.2: Οι ισοδύναµες λέξεις

Ο παραπάνω ορισµός καθώς και κάποιοι που ϑα ακολουθήσουν συνδέον-
ται άµεσα µε την αναπαράσταση οµάδων µέσω των γεννητόρων τους σε δια-
γράµµατα Cayley1 . Στην παρούσα εργασία για λόγους απλότητας αλλά και
γιατί τα αποτελέσµατα και τα ϑεωρήµατα που ϑα χρησιµοποιήσουµε περιο-
ϱίζονται σε ένα καθαρά αλγεβρικό επίπεδο, ϑα αποφύγουµε να αναφερθούµε
στην γραφική αναπαράσταση των διαγραµµάτων αυτών.

Ορισµός 2.8. Οι λέξειςW,W1, . . . ,Wm ϑα καλούνται µονοπάτια του D(W ).

Ορισµός 2.9. ΄Εστω W µια οποιαδήποτε ϑετική λέξη. Αν A,X δυο ϑετικές
λέξεις τέτοιες ώστε W .

= AX µε L(A), L(X) > 0 ϑα καλούµε το D(A) κόµβο
του D(W ). Συχνά συµβολίζουµε µε Ȧ τον κόµβο D(A). Αν L(A) = t ϑα λέµε
ότι ο κόµβος Ȧ είναι τάξης t.

Ορισµός 2.10. ΄Εστω W,A,X,B ϑετικές λέξεις στην οµάδα Bn+1

• ΑνW .
= AXB µε L(A), L(B) > 0 ϑα λέµε ότι η X είναι υπο-µονοπάτι

του D(W ).

• Αν L(A) = 0 ϑα λέµε ότι η X είναι αρχικό υπο-µονοπάτι της D(W ).

• ΑνW .
= PXQ, όπου P,Q ϑετικές λέξεις µε L(P ), L(Q) > 0 ϑα λέµε ότι

το υπο-µονοπάτι X ξεκινά στον κόµβο Ṗ

• Αν W .
= RQ

.
= PXQϑα λέµε ότι το υπο-µονοπάτι X τελειώνει στον

κόµβο Ṙ.

Ορισµός 2.11. ΄ΕστωW µια λέξη µήκους l στηνBn+1 και έστω ότι τοD(W ) α-
ποτελείται απόm λέξεις : W1 ≡ σiσjσk...,W2 ≡ σpσqσr..., . . . ,Wm ≡ σxσyσz...

1Παραπέµπουµε τον αναγνώστη που ενδιαφέρεται για τα διαγράµµατα Cayley στο άρθρο
του "On theory of groups", Proc. London Math Soc 1 (1878) 126-33
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Τότε υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία µεταξύ των λέξεων :
W1,W2, . . . ,Wm και των αριθµών P1 ≡ ijk..., P2 ≡ pqr..., . . . , Pm ≡ xyz...,
όπου κάθε αριθµός εκφράζεται στην κλίµακα n και αποτελείται από l ψηφί-
α. Οι αριθµοί Pi, i ∈ {1, ...,m} είναι διακεκριµένοι µεταξύ τους. ΄Εστω Pr ο
µικρότερος εξ΄ αυτών, τότε η αντίστοιχη λέξη Wr ϑα καλείται ϐάση του D(W ).

Ορισµός 2.12. Αν οποιοδήποτε υπο-µονοπάτι του D(W ) είναι η ∆, δηλαδή
αν W .

= A∆B, µε L(A), L(B) > 0 ϑα λέµε ότι η ∆ είναι παράγοντας της W
ή ότι η W περιέχει την ∆.

Ορισµός 2.13. Αν W είναι µια οποιαδήποτε ϑετική λέξη στην Bn+1 που δεν
περιέχει την ∆ ϑα λέµε ότι η W είναι πρώτη ως προς την ∆.

Ορισµός 2.14. Στην Bn+1 έστω R η απεικόνιση του συνόλου των γεννητόρων
στον εαυτό του, R:{σ1, . . . , σn} 7→ {σ1, . . . , σn}, όπου Rσi = σn+1−i. Τότε
έπειτα απο έλεγχο των σχέσεων η R επεκτείνεται σε έναν αυτοµορφισµό στην
Bn+1. Αυτόν τον αυτοµορφισµό συνεχίζουµε να τον συµβολίζουµε µε R και
καλείται ανάκλαση στην Bn+1.

Παρατηρούµε ότι αν P
.
= Q, τότε RP .

= RQ.

Τα δύο ακόλουθα ϑεωρήµατα αφορούν στις ϑετικές λέξεις της Bn+1 και ϑα
µας ϕανούν χρήσιµα στην απόδειξη κάποιων επόµενων ληµµάτων. Η απόδειξη
τους γίνεται µε επαγωγή στο µήκος των λέξεων Q,U και για λόγους συντοµίας
παραλείπεται απο την παρούσα διπλωµατική. Ο αναγνώστης που ενδιαφέρεται
µπορεί να ϐρεί τις αποδείξεις στο [22].

Θεώρηµα 2.2. Στην Bn+1, δοθέντος ότι σiX
.
= σkY για i, k = 1, 2, . . . , n

συνεπάγεται ότι :

( i) Αν i = k, τότε X
.
= Y .

( ii) Αν |i− k| > 2, τότε X
.
= σkZ και Y

.
= σiZ για κάποια λέξη Z.

( iii) Αν |i− k| = 1, τότε X
.
= σkσiZ και Y

.
= σiσkZ για κάποια λέξη Z.

Θεώρηµα 2.3. Στην Bn+1, δοθέντος ότι Xσi
.
= Y σk για i, k = 1, 2, . . . , n

συνεπάγεται ότι :

( i) Αν i = k, τότε X
.
= Y

( ii) Αν |i− k| > 2, τότε X
.
= Zσk και Y

.
= Zσi για κάποια Z.

( iii) Αν |i− k| = 1, τότε X
.
= Zσkσi και Y

.
= Zσiσk για κάποια Z.

Πόρισµα 2.1. ΣτηνBn+1 αν A
.
= P,B

.
= Q και AXB

.
= PY Q µε L(A), L(B) >

0, τοτε X
.
= Y .
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Απόδειξη. Πράγµατι έχουµε ότι AXB .
= PY Q και A .

= P από Θεώρηµα
2.2 έχουµε XB .

= Y Q όµοια επειδή B
.
= Q από Θεώρηµα 2.3 έχουµε ότι

X
.
= Y .

Λήµµα 2.1. Στην Bn+1 για 1 < s 6 t 6 n ισχύει σsΠt = Πtσs−1.

Απόδειξη.

σsΠt = σs(σ1 . . . σs−2)σs−1σs(σs+1 . . . σt)

= (σ1 . . . σs−2)σsσs−1σs(σs+1 . . . σt)

= (σ1 . . . σs−2)σs−1σsσs−1(σs+1 . . . σt)

= (σ1 . . . σs−2)σs−1σs(σs+1 . . . σt)σs−1

= Πtσs−1

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε κάποια λήµµατα και ϑεωρήµατα που αφο-
ϱούν στις ιδιότητες της ϑεµελιώδους λέξης ∆.

Λήµµα 2.2. Στην Bn+1 ισχύουν :

( i) σ1∆t
.
= ∆tσt(t = 1, . . . , n)

( ii) σs∆
.
= ∆Rσs

( iii) σ−1s ∆ = ∆(Rσs)−1

( iv) σs∆−1 = ∆−1Rσs

(v) σ−1s ∆−1 = ∆−1(Rσs)−1

Απόδειξη. (i) Με επαγωγή στο t. Για t = 1 έχουµε:

σ1∆1 ≡ σ1σ1
.
= ∆1σ1

Για t = 2, . . . , n:

σ1∆t ≡ σ1ΠtΠt−1∆t−2
.
= σ1Πt(σ1 . . . σt−1)∆t−2
.
= σ1(σ2 . . . σt)Πt∆t−2 (από Λήµµα 2.1)
.
= ΠtΠt−1σt∆t−2
.
= ΠtΠt−1∆t−2σt
.
= ∆tσt
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(ii) Με επαγωγή στο s απο το (i) για s = 1 έχουµε:

σ1∆
.
= ∆σn ≡ ∆Rσ1

Για s = 2, . . . , n:

σs∆ ≡ σsΠnΠn−1 . . .Πn−s+2∆n−s+1
.
= ΠnΠn−1 . . .Πn−s+2σ1∆n−s+1 (από Λήµµα 2.1)
.
= ΠnΠn−1 . . .Πn−s+2∆n−s+1σn−s+1 (από (i))
≡ ∆σn−s+1
.
= ∆Rσs

Λειπουν οι αποδείξεις των (iii),(iv),(v)

Πόρισµα 2.2. Στην Bn+1 ισχύουν :

1. P∆2m .
= ∆2mP, P∆2m+1 .

= ∆2m+1RP για κάθε ϑετική λέξη P , m ∈ N

2. Q∆2m = ∆2mQ,Q∆2m+1 = ∆2m+1RQ για κάθε λέξη Q, m ∈ Z
Απόδειξη. Θα αρκεστούµε στο να αποδείξουµε το (i) καθώς το παραπάνω πό-
ϱισµα αποτελεί άµεση εφαρµογή του Λήµµατος 2.1

P∆2m ≡ P∆2∆2 . . .∆2︸ ︷︷ ︸
m ϕορες

≡ P (∆∆)(∆∆) . . . (∆∆)︸ ︷︷ ︸
m ϕορες

.
= ∆RP∆ (∆∆) . . . (∆∆)︸ ︷︷ ︸

m-1 ϕορες

(από Λήµµα 2.2)

.
= ∆∆R(RP )(∆∆) . . . (∆∆) (RRP = P )
.
= ∆2mP.

Λήµµα 2.3. Στην Bn+1 έχουµε ότι rev∆
.
= ∆.

Απόδειξη. Με επαγωγή έχουµε:

rev∆1 ≡ revσ1
.
= σ1 ≡ ∆1

΄Εστω ότι ισχύει για r: rev∆r
.
= ∆r. Τότε :

rev∆r+1 ≡ rev{(σ1 . . . σr+1)∆r}
≡ rev∆rrev(σ1 . . . σr+1)
.
= ∆r(σr+1 . . . σ1)
.
= {ΠrΠr−1 . . .Π1}σr+1 . . . σ1
.
= Πrσr+1Πr−1σr . . .Π2σ3Π1σ2σ1

≡ ∆r+1



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. Η ΛΥΣΗ ΤΟΥ WORD PROBLEM 32

Λήµµα 2.4. Στην Bn+1 υπάρχουν ϑετικές λέξεις Xr, Yr τέτοιες ώστε : σrXr
.
=

∆
.
= Yrσr µε r = 1, 2, . . . , n.

Απόδειξη. Με επαγωγή στο r:
Για r = 1 εξ΄ ορισµµού έχουµε ότι :

∆ ≡ ΠnΠn−1 . . .Π1
.
= Y1σ1 όπου Y1 = ΠnΠn−1 . . .Π2

(2.1)

Παρατηρούµε ότι αν f(σ2, σ3, . . . , σt) είναι µια οποιαδήποτε ϑετική λέξη που
περιέχει µόνο τους γεννήτορες σ2, σ3, . . . , σt τότε από Λήµµα 2.1 έχουµε:

Πtf(σ1, σ2, . . . , σt−1)
.
= f(σ2, σ3, . . . , σt)Πt

΄Εστω τώρα ότι σt ένας οποιοσδήποτε εκ των γεννητόρων σ2, σ3, . . . , σn. Συµ-
ϐολίζοντας µε g(σ1, σ2, . . . , σt−1) το Πt−1Πt−2 . . .Π1 έχουµε:

∆ ≡ ΠnΠn−1 . . .Πt+1Πtg(σ1, σ2, . . . , σt−1)
.
= ΠnΠn−1 . . .Πt+1g(σ2, σ3, . . . , σt)Πt
.
= ΠnΠn−1 . . .Πt+1g(σ2, σ3, . . . , σt)(σ1 . . . σt−1)σt

(2.2)

Από τις σχέσεις (2.1), (2.2) έχουµε ότι οι λέξεις Yr υπάρχουν για κάθε r =
1, 2, . . . , n. Θέτουµε Xr = revYr έχουµε για r = 1, 2, . . . , n

σrXr ≡ σrrevYr ≡ rev(Yrσr)
.
= rev∆

.
= ∆ από Λήµµα 2.3

Θεώρηµα 2.4. Στην Bn+1 αν δυο ϑετικές λέξεις είναι ίσες τότε είναι και ϑετικά
ίσες

Η απόδειξη του παραπάνω ϑεωρήµατος ϐασίζεται στο Θεώρηµα του Öre[29]
και παραλείπεται, µπορεί να ϐρεθεί στο [22].

2.2.2 Η απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1

Απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1. (i) ΄Εστω P µια οποιαδήποτε ϑετική λέξη στην
Bn+1 . Από το σύνολο D(P ) επιλέγουµε ένα µονοπάτι µε τα µέγιστα συ-
νεχόµενα υπο-µονοπάτια ∆, έστω t > 0. ΄Εστω τώρα ότι P = ∆tA. Τότε
η A ϑα είναι πρώτη ως προς τη ∆ γιατί διαφορετικά ϑα υπήρχε µονο-
πάτι του D(P ) µε περισσότερα από t συνεχόµενα υπο-µονοπάτια, άτοπο.
Συµβολίζουµε µε Ā τη ϐάση του A και έχουµε: P = ∆tĀ.

(ii) ΄Εστω τώρα W µια οποιαδήποτε λέξη στην Bn+1, τότε :

W ≡W1(x1)
−1W2(x2)

−1 . . .Ws(xs)
−1Ws+1
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όπου κάθε Wr είναι µια ϑετική λέξη µε L(W ) > 0 και κάθε xr ένας
γεννήτορας. Από το Λήµµα 2.4 για κάθε xr υπάρχει µια ϑετική λέξη Xr

τέτοια ώστε : xrXr
.
= ∆⇒ (xr)

−1 = Xr∆
−1

Συνεπώς έχουµε: W = W1X1∆
−1W2X2∆

−1 . . .WsXs∆
−1Ws+1. Με-

τακινούµε τους παράγοντες ∆−1 στα αριστερά (από Πόρισµα 2.2) και
έχουµε: W = ∆−sP , όπου P µια ϑετική λέξη. Από (i) εκφράζουµε την
P στην µορφή ∆tĀ και έχουµε:

W = ∆−s∆tĀ

= ∆mĀ µε t− s = m
(2.3)

(iii) Θα αποδείξουµε τώρα την µοναδικότητα της µορφης (2.3):
΄Εστω

∆mĀ = ∆kB̄ (2.4)

Υποθέτουµε ότι k < m και m − k = t όπου t > 0 από τη σχέση (2.4)
έχουµε ότι ∆tĀ = B̄, από Θεώρηµα 2.4 ∆tĀ

.
= B̄ και άρα η B̄ περιέχει

την ∆, άτοπο.
΄Αρα k ≮ m.
΄Οµοια προκύπτει και ότι m ≮ k και συνεπάγεται ότι k = m. ΄Από τη
σχέση (2.4) έχουµε ότι Ā .

= B̄ και από Θεώρηµα 2.4 έχουµε ότι Ā = B̄,
αλλά κάθε ϑετική λέξη έχει µοναδική ϐάση άρα Ā ≡ B̄.

Στην συνέχεια και µε την ϐοήθεια της ακόλουθης πρότασης ϑα δώσουµε
µια ενδιαφέρουσα απόδειξη για το κέντρο της Bn+1. Να σηµειώσουµε ότι ο
πρώτος που έδωσε µία απόδειξη για το κέντρο της Οµάδας των Πλεξίδων είναι
ο W.L. Chow στο [9].

Πρόταση 2.1. ΄Εστω W µία ϑετική λέξη στην Bn+1 τέτοια ώστε είτε :

( i) W
.
= σ1X1

.
= σ2X2

.
= . . .

.
= σnXn ή

( ii) W
.
= Y1σ1

.
= Y2σ2

.
= . . .

.
= Ynσn

Τότε W
.
= ∆Z για κάποια Z.

Το ϑεώρηµα που ακολουθεί ϐασίζεται επίσης, στο γεγονός ότι έχουµε απο-
δείξει πλέον ότι κάθε λέξη στην Bn+1 µπορεί να γραφεί µοναδικά στην µορφή
∆mĀ.

Θεώρηµα 2.5 (Το κέντρο της Bn+1). ΄Εστω η οµάδα Bn+1.

1. ΄Οταν n = 1 το κέντρο της Bn+1 παράγεται από την ∆.

2. ΄Οταν n > 1 το κέντρο της Bn+1 παράγεται από την ∆2.
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Απόδειξη. Η πρώτη περίπτωση είναι τετριµµένη και το αποτέλεσµα είναι προ-
ϕανές. ΄Εστω τώρα ότι n > 1 και έστωW µια οποιαδήποτε λέξη στο κέντρο της
Bn+1. Τότε, από τον ορισµό του κέντρου, αν X µια λέξη στην Bn+1 έχουµε:

WX = XW (2.5)

Υπάρχουν τρείς πιθανές µορφές της λέξης W :

(α΄) W = ∆pĀ, όπου L(Ā) > 0.

(ϐ΄) W = ∆2m+1.

(γ΄) W = ∆2m.

Θα εξετάσουµε στην συνέχεια µία-µία τις τρείς πιθανές µορφές.

(α΄) Εξετάζουµε πρώτα την περίπτωση όπου W = ∆pĀ, µε L(Ā) > 0. ΄Εστω
Ā = σiAi µε L(Ai) > 0 και έστω |s − i| = 1. Θεωρώντας αρχικά ότι το p
είναι Ϲυγός ϑέτουµε X ≡ σsσi. Τότε από την σχέση (2.5) έχουµε:

∆pσiAiσsσi = σsσi∆
pσiAi

= ∆pσsσiσiAi (από Πόρισµα 2.2)

΄Αρα

σiAiσsσi = σsσiσiAi
Θεώρηµα 2.4
=======⇒ σiAiσsσi

.
= σsσiσiAi

Από Θεώρηµα 2.2 έχουµε ότι σiσiAi
.
= σiσsAs για κάποια As και έτσι από

Πόρισµα 2.1 έχουµε:

σiAi
.
= σsAs (2.6)

Αν ο p είναι περιττός καταλήγουµε στο ίδιο αποτέλεσµα ϑέτοντας X ≡
R(σsσi). Εφαρµόζοντας διαδοχικά τη σχέση (2.6) έχουµε:

σ1a1
.
= σ2A

.
= . . .

.
= σnAn

.
= Ā

΄Αρα από την Πρόταση 2.1 η Ā περιέχει την ∆, το οποίο από τον ορισµό
της Ā είναι αδύνατο. ΄Αρα δεν υπάρχουν λέξεις της µορφής (α΄) στο κέντρο
της Bn+1.

(ϐ΄) Στην περίπτωση που W = ∆2m+1, ϑέτουµε X ≡ σ1. Τότε, από την σχέση
(2.5) έχουµε:

∆2m+1σ1 = σ1∆
2m+1 Πόρισµα 2.2

=======⇒
= ∆2m+1Rσ1

΄Αρα σ1 = Rσ1, άτοπο καθώς n > 1.
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(γ΄) Τέλος ϑεωρούµε την περίπτωση όπου W = ∆2m. Από το Πόρισµα 2.2
έχουµε ότι η σχέση (2.5) ικανοποιείται και άρα οποιαδήποτε λέξη της µορ-
ϕής ∆2m είναι στο κέντρο της Bn+1. Αρα το κέντρο παράγεται από την
∆2.
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2.3 Dehornoy Handle Reduction

Θα ξεκινήσουµε µε κάποιους ϐασικούς ορισµούς προκειµένου να παρου-
σιάσουµε το κεντρικό αποτέλεσµα της συγκεκριµένης παραγράφου

Ορισµός 2.15. ΄Εστω w µια λέξη πλεξίδας. Θα συµβολίζουµε µε w την αντί-
στοιχη πλεξίδα που αναπαρίσταται από την w. ∆ύο λέξεις w,w′ που αναπαρι-
στούν την ίδια πλεξίδα ϑα καλούνται ισοδύναµες και ϑα γράφουµε w ≡ w′.

Ορισµός 2.16. • Θα λέµε ότι µια λέξη w έχει µήκος l αν γράφεται ως
αλληλουχία l γραµµάτων.

• Για 1 6 p 6 q 6 l η λέξη που προκύπτει από την w αν διαγράψουµε
όλα τα γράµµατα πριν από τη ϑέση p και µετά τη ϑέση q ϑα καλείται
(p, q) υπολέξη της w.

• Μια (1, q) υπολέξη της w ϑα καλείται πρόθεµα της w.

2.3.1 Το κεντρικό αποτέλεσµα

Ορισµός 2.17. ΄Εστω w µία µη-κενή λέξη. Θα λέµε ότι το σm είναι το κύριο
γράµµα (main letter) της w αν το σ±1m εµφανίζεται στην w αλλά κανένα άλλο
γράµµα σ±1i µε i > m δεν εµφανίζεται. Θα λέµε ότι η w είναι σ-ϑετική (αντ.
σ-αρνητική) αν το κύριο γράµµα σm της w εµφανίζεται µόνο ϑετικά (αντ.
αρνητικά). ∆ηλ. το σm εµφανίζεται αλλά όχι το σ−1m .

Στόχος µας είναι να αποδείξουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 2.6. Κάθε λέξη πλεξίδας είναι ισοδύναµη µε µία λέξη w η οποία
είναι είτε η κενή, είτε σ-ϑετική είτε σ-αρνητική

Η απόδειξη του παραπάνω ϑεωρήµατος είναι µακροσκελής και ϐασίζεται
στον ακόλουθο ορισµό, καθώς και σε µια σειρά από ισοδύναµες προτάσεις και
λήµµατα. Στο τέλος αυτής της παραγράφου ϑα δούµε πως το συγκεκριµένο
ϑεώρηµα συνδέεται άµεσα µε την ύπαρξη µιας ολικής διάταξης στην Bn.

Ορισµός 2.18. • Θα λέµε ότι µια λέξη πλεξίδας v είναι µια σi-λαβή προ-
σήµου + (αντ. -) αν η v είναι της µορφής σiuσ−1i (αντ. σ−1i uσi) µε την u
να µην περιέχει κανένα γράµµα σ±1j µε j > i. Βλ. Σχ. 2.3.

• Θα λέµε ότι η v είναι µια καλή σi-λαβή αν επιπλέον τουλάχιστον ένα
από τα γράµµατα σi−1, σ−1i−1 δεν εµφανίζεται. ∆ηλ. αν η v δεν περιέχει
καµία σi−1-λαβή.

Με ϐάση τον παραπάνω ορισµό ϑα διατυπώσουµε µια πρόταση ισοδύναµη
του Θεωρήµατος 2.6:

Πρόταση 2.2. Κάθε λέξη πλεξίδας w µε κύριο γράµµα το σm είναι ισοδύναµη
µε µιά λέξη w′ που δεν περιέχει σm-λαβή.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. Η ΛΥΣΗ ΤΟΥ WORD PROBLEM 37

Σχήµα 2.3: Μια σ−1i -λαβή

Πράγµατι, είναι ϕανερό από τον ορισµό της σi-λαβής ότι αν µία λέξη δεν
περιέχει µια σm-λαβή τότε το κύριο της γράµµα σm ϑα εµφανίζεται είτε µόνο
ϑετικά είτε µόνο αρνητικά είτε δεν ϑα έχει κύριο γράµµα και κατ΄ επέκταση
ϑα είναι η κενή λέξη.

Κάθε λέξη που περιέχει µία λαβή, περιέχει και µία καλή λαβή. Ο ισχυρι-
σµός αυτός αποδεικνύεται στη συνέχεια µε τη ϐοήθεια του επόµενου ορισµού
και του ακόλουθου λήµµατος.

Ορισµός 2.19. ΄Εστω µια λέξη w. Θα λέµε ότι η v είναι η πρώτη λαβή στην
w αν η v είναι λαβή και υπάρχουν p, q τέτοια ώστε η v είναι µια (p, q)υπολέξη
της w και δεν υπάρχουν p′, q′ µε q′ < q τέτοια ώστε η (p′, q′)υπολέξη της w να
είναι καλή λαβή.

Η πρώτη λαβή σε µια λέξη w είναι αυτή που ολοκληρώνεται πρώτη όταν
κανείς ξεκινήσει να διαβάζει την w από τα αριστερά.

Λήµµα 2.5. ΄Εστω w µια λέξη πλεξίδας που περιέχει τουλάχιστον µια λαβή.
Τότε η πρώτη λαβή της w είναι καλή λαβή.

Απόδειξη. ΄Εστω q το ελάχιστο µήκος τέτοιο ώστε το πρόθεµα w′ µήκους q να
περιέχει µια λαβή. Από υπόθεση, υπάρχει ένα p τέτοιο ώστε η (p, q)υπολέξη
της w να είναι λαβή, έστω σei uσ

−e
i µε e = ±1. Από κατασκευής, είναι η

πρώτη λαβή της w. Ισχυριζόµαστε ότι αυτή η λαβή (πρώτη) είναι καλή λαβή.
Πράγµατι, έστω ότι αυτό δεν ισχύει. Τότε ϑα υπήρχαν p′, q′ < q τέτοια ώστε η
(p′, q′)υπολέξη της w να είναι µία σi−1-λαβή, το οποίο σηµαίνει ότι το πρόθεµα
µήκους q′ της w περιέχει µία λαβή. ΄Ατοπο λόγω αρχικής επιλογής του q.

Η επόµενη πρόταση είναι ισοδύναµη µε την Πρόταση 2.2 και συνεπώς
ισοδύναµη µε το Θεώρηµα 2.6.

Πρόταση 2.3. Κάθε λέξη πλεξίδας είναι ισοδύναµη µε µια λέξη που δεν περιέ-
χει καλή λαβή.
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Πράγµατι, από τα µέχρι τώρα, παρατηρούµε ότι αν µία λέξη δεν περιέχει
καλή λαβή τότε δεν περιέχει και πρώτη λαβή συνεπώς δεν περιέχει καµία
λαβή. Αυτή είναι η τρίτη ισοδύναµη πρόταση που διατυπώνουµε προκειµένου
να οδηγηθούµε στο επιθυµητό αποτέλεσµα. Μετά την ανάλυση της παρακάτω
µεθόδου ϑα οδηγηθούµε σε µία τέταρτη ισοδύναµη πρόταση, της οποίας η
απόδειξη ϑα µας δώσει το Ϲητούµενο.

2.3.2 Handle Reduction

Η µέθοδος handle reduction παρουσιάστηκε πρώτη ϕορά στο άρθρο του P.
Dehornoy "A Fast Method for Comparing Braids" [11]. Η µέθοδος αυτή έχει
ποικίλες ισοδύναµες µορφές. Εδώ ϑα ασχοληθούµε µε αυτή που αναπτύσσεται
στο [12]. Στόχος µας είναι να απαλλαγούµε από τις καλές λαβές. Θα το
επιτύχουµε αυτό µέσα από µία επαναληπτική διαδικασία που την ονοµάζουµε
αναγωγή λαβών - handle reduction, η οποία ξεκινάει αντικαθιστώντας την
πρωτη λαβή και επαναλαµβάνεται µέχρι να µην έχει µείνει καµία λαβή.

Ορισµός 2.20. (i) ΄Εστω ότι η v είναι µια καλή σi-λαβή, v = σei uσ
−e
i . Η

αναγωγή (reduct) της v ορίζεται ως η λέξη που λαµβάνουµε από την u
αντικαθιστώντας κάθε γράµµα σi−1 µε σ−ei−1σiσ

e
i−1 και κάθε γράµµα σ−1i−1

µε σ−ei−1σ
−1
i σei−1. Βλ. Σχήµα 2.4

(ii) ΄Εστω w µια λέξη που περιέχει τουλάχιστον µια λαβή. Θα συµβολίζουµε
µε red(w) τη λέξη που προκύπτει από την w αν αντικαταστήσουµε την
πρώτη λαβή της w µε την ανάγωγή της.

(iii) Θα γράφουµε redk(w) για red(red(...red(w))...)︸ ︷︷ ︸
k ϕορές

δηλαδή την λέξη που

προκύπτει αν επαναλάβουµε την διαδικασία handle reduction k ϕορές.
Κάθε λέξη της µορφής redk(w) ϑα λέµε ότι προκύπτει από την w µέσω
της µεθόδου first handle reduction.2

Παρατήρηση 2.2. Κάθε λέξη της µορφής σiσ−1i και σ−1i σi είναι µία καλή
λαβή και η αναγωγή της είναι η κενή λέξη. Συνεπώς µπορούµε να πούµε ότι
η handle reduction επεκτείνει την free group reduction.

Λήµµα 2.6. Κάθε καλή λαβή είναι ισοδύναµη µε την αναγωγή της.

Απόδειξη. Στο επόµενο σχήµα είναι σχεδόν ϕανερό γιατί ισχύει το παραπά-
νω. Ωστόσο µια πιό αυστηρή απόδειξη, ϑα δώσουµε στο Λήµµα 2.10, όπου ο
αναγνώστης ϑα µπορέσει να διαπιστώσει και αλγεβρικά τον παραπάνω ισχυρι-
σµό.

2Για λόγους συντοµίας στη συνέχεια του κειµένου ϑα καλούµε τη µέθοδο handle reduction,
παρ’ολα αυτά ο Dehornoy έχει διατυπώσει ισοδύναµες µεθόδους που δεν ξεκινούν µε την πρώτη
λαβή. Ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να ϐρεί περισσότερα στο [13].
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Σχήµα 2.4: handle reduction

Το Θεώρηµα 2.6 προκύπτει από την σύγκλιση (τερµατισµό) της µεθόδου
first handle reduction όπως διατυπώνεται στην παρακάτω πρόταση, η οποία
είναι και η τελευταία ισοδύναµη που διατυπώνουµε προκειµένου να αποδεί-
ξουµε το Θεώρηµα:

Πρόταση 2.4. Για κάθε λέξη w υπάρχει k τέτοιο ώστε η redk(w) να µην περιέ-
χει καµµία λαβή.

Στην συνέχεια ϑα αποδείξουµε την παραπάνω πρόταση ϐασιζόµενοι σε τρία
λήµµατα και σε µερικούς χρήσιµους ορισµούς.

Παρατηρούµε ότι για κάθε n η ταυτοτική απεικόνιση στο {σ1, . . . , σn−1}
επάγει µία εµφύτευση της Bn στην Bn+1, τέτοια ώστε οι οµάδες Bn να διαρ-
ϑρώνουν ϕυσιολογικά ένα επαγωγικό σύστηµα οµάδων. Το ευθύ όριό τους
συµβολίζεται µε B∞. Η B∞ είναι η οµάδα που παράγεται από το άπειρο
σύνολο {σ1, σ2, . . . } και διατηρεί τις σχέσεις πλεξίδων.

Παράδειγµα 2.1. Θα δώσουµε ένα παράδειγµα της µεθόδου handle redu-
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ction σε µία πλεξίδα της B4 καθώς και το αντίστοιχο σχήµα (ϐλ. Σχήµα 2.5):

w = σ3σ2σ1σ2σ
−1
3 σ−12 σ−13 σ−12 σ−11 σ−12 σ−13

red(w) = σ−12 σ3σ2σ1σ
−1
2 σ3σ2σ

−1
2 σ−13 σ−12 σ−11 σ−12 σ−13

red2(w) = σ−12 σ3σ
−1
1 σ2σ1σ3σ2σ

−1
2 σ−13 σ−12 σ−11 σ−12 σ−13

red3(w) = σ−12 σ3σ
−1
1 σ2σ1σ3σ

−1
3 σ−12 σ−11 σ−12 σ−13

red4(w) = σ−12 σ3σ
−1
1 σ2σ1σ

−1
2 σ−11 σ−12 σ−13

red5(w) = σ−12 σ3σ
−1
1 σ−11 σ2σ1σ

−1
1 σ−12 σ−13

red6(w) = σ−12 σ3σ
−1
1 σ−11 σ2σ

−1
2 σ−13

red7(w) = σ−12 σ3σ
−1
1 σ1σ

−1
3

red8(w) = σ−12 σ−11 σ−11

Παρατηρούµε ότι τελικά έχουµε µία σ2-αρνητική λέξη.

2.3.3 Το κεντρικό Λήµµα Α

Ορισµός 2.21. ΄Εστω X ⊆ B∞ και a ∈ X. Θα λέµε ότι µια λέξη πλεξίδας
w προέρχεται από την a στο X, αν για κάθε πρόθεµα u της w η πλεξίδα
aū ∈ X

Παρατηρούµε ότι ακόµα και αν το X είναι πεπερασµένο, λέξεις τυχαίου
µήκους µπορεί να προέρχονται από το X. Για παράδειγµα αν X = {ε, σ1},
τότε ∀k ∈ Z η λέξη (σ1σ

−1
1 )k προέρχεται από το X.

Ορισµός 2.22. • Αν a, b πλεξίδες, ϑα λέµε ότι η a είναι αριστερός διαι-
ϱέτης της b και ϑα συµβολίζουµε µε a 444 b αν για κάποια x ∈ B+

∞
ισχύει b = ax.

• Για b ∈ B+
∞ ϑα συµβολίζουµε µεDiv(b) το σύνολο όλων των αριστερών

διαιρετών της b στην B+
∞

Div(b) = {a ∈ B+
∞ : 1 4 a 4 b}

Λήµµα 2.7 (Κεντρικό Λήµµα Α). Για κάθε λέξη πλεξίδας w υπάρχουν δύο
ϑετικές πλεξίδες a, b τέτοιες ώστε κάθε λέξη της µορφής redk(w) να προέρχεται
από την a στο Div(b). Ισοδύναµα: ∃x ∈ B+

∞ : b = aūx,∀ πρόθεµα u της
redk(w).

Η απόδειξη του Λήµµατος 2.7 ϐασίζεται στα δύο παρακάτω ϐοηθητικά
λήµµατα.

Λήµµα 2.8. Για κάθε λέξη w, υπάρχουν δύο ϑετικές πλεξίδες a, b τέτοιες ώστε
η w να προέρχεται από την a στο Div(b).
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w red(w) red2(w) red3(w)

red4(w) red5(w) red6(w) red7(w)

red8(w)

Σχήµα 2.5: Παράδειγµα της µεθόδου handle reduction
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Απόδειξη. ΄Εστω ότι η w έχει µήκος l και κεντρικό γράµµα το σm. Για
p 6 l έστω wp το πρόθεµα µήκους p της w. Ο Garside έχει δείξει ότι ∀p,
υπάρχουν ακέραιοι dp, ep > 0 τέτοιοι ώστε 1 4 ∆

dp
n+1wp 4 ∆

dp+ep
n+1 . ΄Ε-

στω d := max{d1, . . . , dp}, e := max{e1, . . . , ep}. Τότε για κάθε p έχουµε:
1 4 ∆d

n+1wp 4 ∆d+e
n+1 το οποίο για a = ∆d

n+1 και b = ∆d+e
n+1 συνεπάγεται ότι η

w προέρχεται από την a στο Div(b).

Λήµµα 2.9. ΄Εστω ότι η w προέρχεται από την a στοDiv(b). Τότε εάν η red(w)
υπάρχει, προέρχεται και αυτή από την a στο Div(b).

Η απόδειξη του Λήµµατος 2.9 συνίσταται στην ανάλυση της µεθόδου hand-
le reduction σε πιο απλούς µετασχηµατισµούς, που επι της ουσίας αποτελούν
τις σχέσεις πλεξίδων και στο να δείξουµε ότι το σύνολο των λέξεων που προέρ-
χονται από την a στο Div(b) είναι κλειστό µέσω αυτών των µετασχηµατισµών.
Ο ορισµός των µετασχηµατισµών αυτών µαζί µε τα ακόλουθα δύο λήµµατα
ολοκληρώνει την απόδειξη του Λήµµατος 2.7

Ορισµός 2.23. ΄Εστω w,w′ λέξεις. Θα λέµε ότι η w′ προκύπτει από την w
µέσω του µετασχηµατισµού τύπου 1, 2, 3 ή 4 αν η w′ προκύπτει από την w
αντικαθιστώντας κάποια από τις παρακάτω υπολέξεις µε την αντίστοιχή της.

• τύπος 1: σiσj 7→ σjσi µε |i− j| > 2.

• τύπος 2: σ−1i σ−1j 7→ σ−1j σ−1i µε |i− j| > 2.

• τύπος 3: σ−1i σj 7→ σjσi
−1 µε |i− j| > 2.

ή σ−1i σj 7→ σjσiσ
−1
j σ−1i µε |i− j| = 1.

ή σ−1i σi 7→ ε.

• τύπος 4: σiσ
−1
j 7→ σ−1j σi µε |i− j| > 2.

ή σiσ
−1
j 7→ σ−1j σ−1i σjσi µε |i− j| = 1.

ή σiσ
−1
i 7→ ε.

Λήµµα 2.10. Από κάθε λέξη w, τέτοια ώστε να υπάρχει η red(w) µπορεί να
µεταβεί κανείς από την w στην red(w) µέσω µιας πεπερασµένης ακολουθίας
των µετασχηµατισµών 1-4.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι αν η v είναι µια καλή λαβή και η v′ η ανάγωγή
της, µπορεί να µεταβεί κανείς από την v στην v′ µέσα από µία πεπερασµένη
ακολουθία των µετασχηµατισµών τύπου 1-4. Εξ΄ ορισµού υπάρχουν εκθέτες
d, e = ±1, τέτοιοι ώστε η v να είναι της µορφής:

v = σei u0σ
d
i−1u1σ

d
i−1 . . . ur−1σ

d
i−1urσ

−e
i

όπου οι λέξεις u0 . . . ur περιέχουν µόνο γράµµατα της µορφής σj µε i− j > 2
και τότε από handle reduction έχουµε:

v′ = u0σ
−e
i−1σ

d
i σ

e
i−1u1σ

−e
i−1σ

d
i σ

e
i−1 . . . ur−1σ

−e
i−1σ

d
i σ

e
i−1ur
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Υποθέτουµε αρχικά ότι d = 1 και e = −1 και οι λέξεις v, v′ γίνονται :

v = σ−1i u0σi−1u1 . . . ur−1σi−1urσi

v′ = u0σi−1σiσ
−1
i−1u1 . . . ur−1σi−1σiσ

−1
i−1ur

Η ιδέα είναι να χρησιµοποιήσουµε τους µετασχηµατισµούς 2 και 3 προκειµέ-
νου να µεταφέρουµε το αρχικό γράµµα σ−1i της v στο τέλος.

• Αρχικά το σ−1i περνάει την u0 χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό 3
(i) για τα ϑετικά γράµµατα και τον µετασχηµατισµό 2 για τα αρνητικά.
΄Ετσι έχουµε:

u0σ
−1
i σi−1u1 . . . ur−1σi−1σi

• Με χρήση του µετασχηµατισµού 3 (ii) έχουµε :

u0σi−1σiσ
−1
i−1σ

−1
i u1 . . . ur−1σi−1urσi

• Επαναλαµβάνοντας την ίδια διαδικασία r ϕορές έχουµε:

u0σi−1σiσ
−1
i−1u1 . . . ur−1σi−1σiσ

−1
i−1urσ

−1
i σi

• Εφαρµόζοντας τώρα για τελευταία ϕορά τον µετασχηµατισµό 3 (iii) παίρ-
νουµε την λέξη v′.

Για τις υπόλοιπες περιπτώσεις των d, e τα επιχειρήµατα είναι παρόµοια και
αποδεικνύεται εύκολα ότι µε χρήση µόνο των προαναφερθέντων µετασχηµα-
τισµών ϕτάνουµε στην Ϲητούµενη λέξη

Λήµµα 2.11. ΄Εστω ότι η λέξη w προέρχεται από την a στο Div(b) και η w′

προκύπτει από την w µέσω των µετασχηµατισµών 1-4. Τότε και η w′ προέρχεται
από την a στο Div(b).

Απόδειξη. ΄Εστω λέξη w η οποία προέρχεται από την a στο Div(b). Θα εξε-
τάσουµε την περίπτωση η w′ να προέρχεται από τον µετασχηµατισµό 1, για
τους υπόλοιπους µετασχηµατισµούς η απόδειξη είναι παρόµοια και ακολου-
ϑούνται τα ίδια επιχειρήµατα. ΄Εστω ότι η w′ προκύπτει από την w µέσω του
µετασχηµατισµού 1, δηλ. ∃w1, w2 λέξεις τέτοιες ώστε :

w = w1σiσjw2 και w′ = w1σjσiw2

Θα δείξουµε ότι για κάθε πρόθεµα u της w′ η aū ∈ Div(b).
Από κατασκευή κάθε πρόθεµα της w′ είναι και πρόθεµα της w εκτός της u1 =
w1σj . Αρκεί να δείξουµε ότι 1 4 au1 4 b. ΄Εστω c = aw1 και d = aw1σiσj .
Λόγω κατασκευής έχουµε: c 4 au1 4 d. Πράγµατι :

aw1 4 aw1σj 4 aw1σjσi
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aw1 4 aw1σj 4 aw1σiσj (από σχέσεις πλεξίδων)

Είναι προφανές ότι 1 4 c. Θα δείξουµε ότι d 4 b. Επειδή η w πρόερχεται από
την a στο Div(b) έχουµε ότι ∀ πρόθεµα u της w : aū 4 b. Επίσης έχουµε ότι
d = w1σiσj . Θέτουµε u2 = w1σiσj , τότε το u2 είναι πρόθεµα της w και άρα
aū2 4 b, που συνεπάγεται ότι d 4 b. Παραλείπουµε την απόδειξη για τους
άλλους τρείς µετασχηµατισµούς καθώς είναι παρόµοια.

Απόδειξη του Λήµµατος Α (2.7). ΄Εστωw λέξη. Τότε από Λήµµα 2.8 υπάρχουν
δύο ϑετικές πλεξίδες a, b τέτοιες ώστε η w να προέρχεται από την a στοDiv(b).
Επίσης, από Λήµµα 2.11, αν η w προέρχεται από την a στο Div(b) και η w′

προκύπτει από την w µέσω των µετασχηµατισµών 1-4 τότε και η w′ προέρχεται
από την a στο Div(b). Τέλος, από το Λήµµα 2.10 έχουµε ότι για κάθε λέξη
w, η red(w) όταν υπάρχει µπορεί να προκύψει µέσω των µετασχηµατισµών
1-4. ΄Αρα η red(w) προέρχεται από την a στο Div(b). Επαγωγικά: αν η
redn(w) = wn προέρχεται από την a στο Div(b) τότε και η redn+1(w) =
red(wn) προέρχεται από την a στο Div(b) και το Ϲητούµενο έχει αποδειχθεί.

2.3.4 Το κεντρικό Λήµµα Β

Το λήµµα που ακολουθεί µας επιτρέπει να µετατρέψουµε την γεωµετρική
κλειστότητα του Λήµµατος 2.7 σε ένα αποτέλεσµα τερµατισµού της µεθόδου
handle reduction. ∆ηλαδή ϑα δείξουµε ότι όλες οι λέξεις που προκύπτουν
από την handle reduction παραµένουν "drawn in" σε κάποιο πεπερασµένο
υποσύνολο του µονοειδούς B∞.

Λήµµα 2.12 (Κεντρικό Λήµµα Β). Μία σ-ϑετική λέξη δεν είναι ισοδύναµη µε
την κενή.

Εδώ ϑα πρέπει να σηµειώσουµε ότι στην συγκεκριµένη παράγραφο ϑα
ϑεωρήσουµε ως κύριο γράµµα αυτό µε τον ελάχιστο δείκτη και όχι αυτό µε
τον µέγιστο όπως προηγουµένως. Αυτη η αλλαγή δεν ϑα επηρεάσει το τελικό
µας αποτέλεσµα αλλά µας είναι χρήσιµη προκειµένου να ακολουθήσουµε την
απόδειξη του Dehornoy όπως αυτή περιγράφεται στο πέµπτο κεφάλαιο του
[14].

Πόρισµα 2.3. ΄Εστω a, b ϑετικές πλεξίδες και w µια σ-ϑετική λέξη που προ-
έρχεται από την a στο Div(b). Τότε ο αριθµός των εµφανίσεων του κύριου
γράµµατος της w είναι το πολύ ίσος µε την πληθικότητα του Div(b).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το σm εµφανίζεται r ϕορές στην w και έστω σm1 , . . . , σmr

οι r εµφανίσεις του σm. ΄Εστω επίσης u1, . . . , ur τα προθέµατα της w τέτοια
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ώστε κάθε uj τελειώνει ακριβώς πριν το j-οστό σm στην w.

w = v1︸︷︷︸
u1

σm1v2︸ ︷︷ ︸
u2

σm2v3

︸ ︷︷ ︸
u3

σm3

Από υπόθεση όλες οι πλεξίδες aū ανήκουν στο Div(b). Προφανώς αν j < j′

συνεπάγεται ότι auj 6= auj′ . Πράγµατι από κατασκευή έχουµε uj′ = ujv,
όπου η v περιέχει τουλάχιστον ένα σm και κανένα σ−1m έτσι από Λήµµα Β
έχουµε v̄ 6= 1. ΄Ετσι οι πλεξίδες au1, au2, . . . , aur είναι ανά δύο διαφορετικά
στοιχεία του Div(b) και άρα r 6 card(Div(b)).

Η απόδειξη του Λήµµατος Β που ϑα προσπαθήσουµε να περιγράψουµε
παρακάτω ϐασίζεται σε αυτήν που ο ίδιος ο P. Dehornoy παρουσιάζει στο [14].
Η ίδια η απόδειξη είναι εξαιρετικά συνοπτική αλλά ϐασίζεται σε µια σειρά από
λήµµατα και ορισµούς. Η γενική ιδέα είναι να αποδείξουµε ότι αν µια λέξη
πλεξίδας w περιέχει τουλάχιστον ένα γράµµα σ1 και κανένα σ−11 , τότε ο αν-
τίστοιχος αυτοµορφισµός που ϑα ορίσουµε παρακάτω δεν είναι ο ταυτοτικός
και άρα η λέξη w δεν µπορεί να αναπαριστά την µοναδιαία πλεξίδα.

Για 1 6 n < ∞ ϑα συµβολίζουµε µε Fn την ελεύθερη οµάδα τάξης n µε
γεννήτορες τα {x1, . . . , xn} και µε F∞ την ελεύθερη οµάδα µε γεννήτορες τα
{xi, 1 6 i <∞}.

Ορισµός 2.24. Για i < n, ϑα συµβολίζουµε µε σ̂i τον αυτοµορφισµό της Fn
που ορίζεται ώς :

σ̂i(xk) =


xixi+1x

−1
i για k = i

xi για k = i+ 1

xk για k 6= i, i+ 1

(2.7)

Λήµµα 2.13. Για 1 6 n < ∞ η απεικόνιση σi 7→ σ̂i επεκτείνεται σε έναν
οµοµορφισµό φ, της Bn στην Aut(Fn).

Απόδειξη. Το παραπάνω λήµµα είναι αρκετά γνωστό στην ϐιβλιογραφία. Αρκεί
να δείξει κανείς ότι τα σ̂i ικανοποιούν τις σχέσεις πλεξίδων, δηλαδή:

σ̂iσ̂j(xk) = σ̂j σ̂i(xk), για |i− j| > 2 και ∀ k
σ̂iσ̂j σ̂i(xk) = σ̂j σ̂iσ̂j(xk), για |i− j| = 1 και ∀ k

τα οποία είναι απλά ϑέµα υπολογισµών.

Για κάθε πλεξίδα β, ϑα συµβολίζουµε µε β̂ τον αντίστοιχο αυτοµορφισµό,
ενώ για κάθε λέξη πλεξίδας w, ϑα συµβολίζουµε µε ŵ τον αυτοµορφισµό που
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αντιστοιχεί στην πλεξίδα που αναπαρίσταται από την w.

Για κάθε n, η ταυτοτική απεικόνιση στο σύνολο των γεννητόρων σi επάγει
µια εµφύτευση της Bn στην Bn+1 τέτοια ώστε να µπορούµε να ϑεωρήσουµε
κάθε n-πλεξίδα ως µια ειδική περίπτωση (n+ 1)-πλεξίδας. Με τον ίδιο τρόπο
ϑεωρούµε και την εµφύτευση της Aut(Fn) στην Aut(Fn+1) και έτσι δεν χρειά-
Ϲεται από εδώ και στο εξής να προσδιορίσουµε κάποιο n, ϑα δουλέψουµε µε
τις B∞ και F∞.

Στην συνέχεια ϑα µελετήσουµε τις εικόνες των σ-ϑετικών λέξεων και ϑα
δείξουµε ότι αν η β έχει τουλάχιστον µία σ-ϑετική λέξη w που την αναπαριστά,
τότε ο αυτοµορφισµός β̂ έχει κάποιες συγκεκριµένες ιδιότητες που µπορούν
να ϐρεθούν στις λέξεις β̂(xi).

Ορισµός 2.25. Θα λέµε ότι µια λέξη u είναι ανηγµένη αν δεν περιέχει καµία
υπολέξη της µορφής xix−1i ή x−1i xi και ϑα συµβολίζουµε µε r(u) τη µοναδική
ανηγµένη λέξη που προκύπτει από την u έπειτα από διαδοχικές διαγραφές των
υπολέξεων της µορφής xix−1i και x−1i xi.

Από εδώ και στο εξής ϑα ταυτίσουµε το σύνολο F∞ µε το σύνολο όλων των
ανηγµένων λέξεων των x±11 , x±12 , . . . .

Ορισµός 2.26. ΄Εστω x ένα τυχαίο γράµµα xi ή x−1i , ϑα συµβολίζουµε µε
S(x) το υποσύνολο της F∞ που αποτελείται από όλες τις ελεύθερα ανηγµένες
λέξεις που τελειώνουν µε το γράµµα x.

Θα εξετάσουµε την εικόνα του συνόλου S(x−11 ) µέσω του αυτοµορφισµού
σ̂i
±1.

Ορισµός 2.27. Θα συµβολίζουµε µε sh : F∞ 7→ F∞ τον ενδοµορφισµό που
απεικονίζει x±1k στο x±1k+1 για κάθε k. ΄Εστω f ∈ Aut(F∞) ϑα συµβολίζουµε
µε sh(f) τον αυτοµορφισµό της F∞ που ορίζεται ως εξής :

sh(f)(x1) = x1

sh(f)(xk+1) = sh(f(xk))

Λήµµα 2.14. Κάθε αυτοµορφισµός sh(f) απεικονίζει το S(x−11 ) στον εαυτό του

Απόδειξη. ΄Εστω λέξη w = ux−11 ∈ S(x−11 ). Προφανώς έχουµε ότι u /∈ S(x1)
γιατί διαφορετικά ϑα είχαµε w = u′x1x

−1
1 = u και άρα η w δεν ϑα ανήκε στο

S(x−11 ) γιατί δεν ϑα ήταν ανηγµένη.
Από κατασκευής και λόγω υπόθεσης έχουµε:

sh(f)(ux−11 ) = r(sh(f)(u) · x−11 )
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Πράγµατι :

sh(f)(ux−11 ) = sh(f)(u) · sh(f)(x−11 )

= sh(f)(u) · x−11

= r(sh(f)(u) · x−11 ), γιατί αλλιώς u ∈ S(x1)

΄Εστω ότι sh(f)(ux−11 ) = sh(f)(u)x−11 /∈ S(x−11 ).
Τότε το τελικό γράµµα x−11 στην sh(f)(u)x−11 ϕεύγει από κάποιο γράµµα x1
στην sh(f)(u), το οποίο ϑα προέρχεται από κάποιο x1 στην u. ΄Αρα υπάρχει µιά

ανάλυση της u ως εξής : u = u1x1u2 µε sh(f)(u2) = ε
sh(f)∈Aut(F∞)
=========⇒ u2 = ε

και άρα u ∈ S(x1). ΄Ατοπο.

Λήµµα 2.15. Ο αυτοµορφισµός σ̂i απεικονίζει τα σύνολα S(xi) και S(x−1i ) στο
S(x−1i ).

Απόδειξη. ΄Εστω µία λέξη w = uxei ∈ S(xi) ∪ S(x−1i ) µε e = ±1 και u /∈
S(x−ei ). Τότε από τις σχέσεις 2.7 έχουµε: σ̂i(uxei ) = r(σ̂i(u)xix

e
i+1x

−1
i ). ΄Ε-

στω ότι σ̂i(uxei ) /∈ S(x−1i ).
Αυτό σηµαίνει ότι το τελευταίο γράµµα x−1i στο σ̂i(uxei ) διαγράφεται από κα-
άποιο xi ∈ σ̂i(u), το οποίο ϑα προέρχεται είτε από κάποιο xi+1 ή από κάποιο
xe
′
i στην u.

• ΄Εστω ότι το xi προέρχεται από κάποιο xi+1 στην u, τότε : u = u1xi+1u2
όπου η u2 είναι ανηγµένη λέξη και έχουµε:

σ̂i(ux
e
i ) = r(σ̂i(u1)xiσ̂i(u2)xix

e
i+1x

−1
i )

Τότε από υπόθεση ϑα πρέπει : r(σ̂i(u2)xixei+1) = ε =⇒

σ̂i(u2) = x−ei+1x
−1
i

= σ̂i(x
−1
i+1x

−e
i ).

∆ηλαδή, u2 = x−1i+1x
−e
i το όποίο συνεπάγεται ότι u ∈ S(x−ei ) το οποίο

είναι άτοπο από υπόθεση.

• ΄Εστω τώρα ότι το γράµµα xi προέρχεται από κάποιο xe
′
i στην u. ΄Οµοια

µε προηγουµένως : u = u1x
e′
i u2 µε e′ = ±1. ΄Ετσι έχουµε:

σ̂i(ux
e
i ) = r(σ̂i(u1)xix

e′
i+1x

−1
i σ̂i(u2)xix

e
i+1x

−1
i )

και λόγω υπόθεσης ϑα πρέπει : r(xe
′
i+1x

−1
i σ̂i(u2)xix

e
i+1) = ε =⇒

r(σ̂i(u2)) = xix
−e−e′
i+1 x−1i

= σ̂i(x
−e−e′
i )
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΄Αρα u2 = x−e−e
′

i . Εξετάζουµε τις τέσσερις διαφορετικές περιπτώσεις για
τις διάφορες τιµές των e, e′:
Για e = e′ = 1 έχουµε u2 = x−2i και άρα u = u1xix

−2
i = u1x

−e
i ∈

S(x−ei ) άτοπο.
Για e = 1, e′ = 1 και e = −1, e′ = 1 έχουµε u2 = ε και άρα u = u1x

e′
i =

u1x
−e
i ∈ S(x−ei ) πάλι άτοπο. Και τέλος για e = e′ = −1 έχουµε u2 = x2i

και άρα u = u1x
−e
i και πάλι άτοπο.

΄Αρα σ̂i(uxei ) = σ̂i(w) ∈ S(x−1i ) για κάθε w ∈ S(xi) ∪ S(x−1i ).

Προκειµένου να ολοκληρώσουµε την απόδειξη του Λήµµατος Β ϑα παρα-
ϑέσουµε σε αυτό το σηµείο µία ϐοηθητική πρόταση χωρίς την απόδειξή της, η
οποία µπορεί να ϐρεθεί στο [14].

Πρόταση 2.5. Κάθε πλεξίδα στην Bn µπορεί να αναπαρασταθεί από µία λέξη
η οποία είναι είτα σ1-ϑετική, είτε σ1-αρνητική είτε σ1-ελεύθερη (δηλαδή δεν
περιέχει κανένα σ1).

Η επόµενη πρόταση έπεται άµεσα από το προηγούµενο λήµµα και την
προηγούµενη πρόταση:

Πρόταση 2.6. ΄Εστω ότι στην πλεξίδα β αντιστοιχεί τουλάχιστον µια σ1-ϑετική
λέξη που την αναπαριστά, τότε η λέξη β̂(x1) τελειώνει µε το γράµµα x−11 .

Απόδειξη. Η υπόθεσή µας ϐασίζεται στο γεγονός ότι στον αυτοµορφισµό β̂
αντιστοιχεί µια ανάλυση της µορφής:

β̂ = sh(f0) ◦ σ̂1 ◦ sh(f1) ◦ σ̂1 ◦ · · · ◦ σ̂1 ◦ sh(fp)

Εξ΄ ορισµού έχουµε sh(fp)(x1) = x1 ∈ S(x1) ∀p και σ̂i(x1) = x1x2x
−1
1 ∈

S(x−11 ).
Από λήµµα 2.15 έχουµε ότι ο αυτοµορφισµός σ̂1 ϑα ανοίκει στο S(x−11 ) ενώ
από λήµµα 2.14 έχουµε ότι sh(fp−1) ∈ S(x−11 ) για κάθε p > 1.
΄Αρα έχουµε β̂(x1) ∈ S(x−11 ).

Σε αυτό το σηµείο µπορούµε πλέον να ολοκληρώσουµε την απόδειξη του
Λήµµατος Β, το οποίο σε συνδυασµό µε το Λήµµα Α καθώς και το επόµενο
Λήµµα ϑα µας οδηγήσουν στο Ϲητούµενο.

Απόδειξη Λήµµατος Β (2.12). ΄Εστω µια πλεξίδα β στην οποία αντιστοιχεί µια
σ1-ϑετική λέξη, τότε ο αυτοµορφισµός β̂ δεν απεικονίζει το x1 στο x1 και άρα
δεν είναι ο ταυτοτικός. ΄Αρα η β δεν είναι τετριµµένη και αντίστοιχα δεν είναι
τετριµµένη η λέξη που την αναπαριστά.
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2.3.5 Το κεντρικό Λήµµα C

Το τελευταίο Λήµµα που ϑα παρουσιάσουµε ϑα µας ϐοηθήσει να ολοκλη-
ϱώσουµε την απόδειξη της Πρότασης 2.4 και κατά συνέπεια του Θεωρήµατος
2.6. Το παρακάτω Λήµµα είναι ένα αποτέλεσµα µονοτονίας που µας λέει
ότι κατά τη διαδικασία της µεθόδου handle reduction, κάποια παράµετρος
είτε συνεχώς µειώνεται είτε συνεχώς αυξάνεται. Παρ΄ όλο που η διατύπωση
του Λήµµατος µπορεί να ϕανεί ξένη ως προς τον αρχικο µας στόχο, κατά την
ενσωµάτωση του στην Ϲητούµενη απόδειξη ϑα ϕανεί η χρησιµότητά του.

Ορισµός 2.28. ΄Εστω w µία λέξη µε κύριο γράµµα το σi.

(i) Θα συµβολίζουµε µε h(w) τον αριθµό των σi-λαβών στην w.
Αν επιπλέον h(w) > 1:

(ii) Θα συµβολίζουµε µε e(w) το πρόσηµο της πρώτης σi-λαβής στην w.

(iii) Θα συµβολίζουµε µε π(w) το πρόθεµα της w που τελειώνει µε το πρώτο
γράµµα της πρώτης σi-λαβής της w.

Λήµµα 2.16 (Λήµµα C). ΄Εστω w µία λέξη που προέρχεται από την a στο
Div(b), η οποία περιέχει τουλάχιστον µία λαβή, µε κεντρικό γράµµα το σm και
η πρώτη λαβή της w είναι µια σi-λαβή. ΄Εστω επιπλέον ότι η w′ προκύπτει από
την w µε την µέθοδο της handle reduction για την πρώτη λαβή της w. Τότε
έχουµε τρείς πιθανές περιπτώσεις :

1. h(w′) = h(w) = 0 (η w δεν περιέχει σm-λαβές).

2. h(w′) < h(w) (η πρώτη λαβή της w είναι µια σm-λαβή)

3. h(w′) = h(w) > 1 (η πρώτη λαβή της w δεν είναι µια σm-λαβή αλλά
περιέχει σm-λαβές)

Επιπλέον για την περίπτωση 3, έχουµε e(w′) = e(w) και υπάρχει λέξη
γ(w) που ικανοπποιεί τα παρακάτω:

(α΄) Η γ(w) προέρχεται από την aπ(w) στο Div(b).

(ϐ΄) ΄Εχουµε π(w′) ≡ π(w)γ(w).

(γ΄) Αν i < m, τότε γ(w) = ε.

(δ΄) Αν i = m, τότε η γ(w) περιέχει ένα γράµµα σ−e(w)i και δεν περιέχει

γράµµα σe(w)i .

Η απόδειξη του Λήµµατος είναι τεχνική και αρκετά εκτενής και ϑα προ-
τιµήσουµε να µην την παρουσιάσουµε εδώ. Ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης
µπορεί να τη ϐρεί στο [12].
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2.3.6 Η απόδειξη του Θεωρήµατος 2.6

Πλέον µπορούµε να αποδείξουµε την Πρόταση 2.4 και κατά συνέπεια το
Θεώρηµα 2.6.

Απόδειξη Πρότασης 2.4. Υπενθυµίζουµε την πρόταση, την οποία ϑα αποδεί-
ξουµε µε επαγωγή στο m > 1:

Για κάθε λέξη w µε κεντρικό γράµµα3 το σm, υπάρχει k τέτοιο ώστε η redk(w)
να µην περιέχει καµία λαβή.(Συνεπώς η redk+1(w) δεν υπάρχει.)

• Γιαm = 1 τα µόνα πιθανά γράµµατα στην w είναι τα σ1, σ−11 συνεπώς η
µέθοδος handle reduction, είναι επί της ουσίας η αναγωγή των ελεύθε-
ϱων οµάδων, δηλαδή η αντικατάσταση των σ1σ−11 και σ−11 σ1 µε την κενή
λέξη ε. Το Ϲητούµενο αποτέλεσµα είναι προφανές µε k 6 l(w)

2 . ΄Οπου
l(w) το µήκος της λέξης w.

• ΄Εστω m > 2 και έστω µε εις άτοπο ότι η w είναι µία λέξη µε κεντρικό
γράµµα το σm τέτοια ώστε η redk(w) υπάρχει για κάθε k. Για λόγους
συντοµίας ϑα συµβολίζουµε µε wk την redk(w).
Απο το Λήµµα C, οι αριθµοί h(wk) ϕτιάχνουν µια ϕθίνουσα, τελικά
σταθερή ακολουθία. ∆ηλαδή ∃n ∈ N τέτοιο ώστε ∀ k > n, h(wk) = h.
Από υπόθεση η wk+1 προκύπτει από την wk διαγράφοντας την πρώτη
λαβή της wk η οποία είναι είτε µια σm-λαβή είτε µια σi-λαβή για κάποιο
i < m. ΄Εστω K το σύνολο όλων των k για τα οποία η πρώτη λαβή της w
είναι µια σm-λαβή.
- Αρχικά ισχυριζόµαστε ότι το K είναι άπειρο. Πράγµατι έστω k ένας
οποιοσδήποτε µη αρνητικός ακέραιος. Τότε έχουµε:

wk = v0σ
e
mv1σ

e
mv2 . . . vr−1σ

e
mvrv

όπου το v είτε ξεκινάει µε σ−em ⇒ h > 0 είτε είναι η κενή λέξη⇒ h = 0.
Από κατασκευή, το κεντρικό γράµµα κάθε λέξης vj είναι κάποιο σm′
µε m′ < m. ΄Ετσι από επαγωγική υπόθεση έχουµε ότι για κάθε j έναν
ακέραιο kj τέτοιον ώστε η redkj (vj) να µην περιέχει καµία λαβή. ΄Εστω
τώρα k′ = k + k0 + · · ·+ kr−1 + kr. Τότε από κατασκευής ϑα έχουµε:

wk′ = redk0(v0)σ
e
mred

k1(v1)σ
e
m . . . red

kr−1(vr−1)red
kr(vr)v

Αν η v είναι η κενή λέξη, τότε η wk′ δεν ϑα περιέχει λαβή, το οποίο αντι-
τίθεται στην αρχική µας υπόθεση ότι η ακολουθία (wk)k>0 είναι άπειρη.
΄Αρα η v ξεκινάει µε σ−em και η πρώτη λαβή της wk′ είναι µια σm λαβή.
Συνεπώς ϐρήκαµε ένα k′ µε k′ > k και άρα το K είναι άπειρο.

3Να σηµειώσουµε σε αυτό το σηµείο ότι επιστρέφουµε στον αρχικό µας ορισµό του κεντρικού
γράµµατος, αυτού δηλαδή µε το µέγιστο δείκτη
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- Από την άλλη µεριά ισχυριζόµαστε οτι τοK είναι πεπερασµένο. Πράγ-
µατι, έστω a, b ϑετικές braids, τέτοιες ώστε η w, καθώς και όλες οι wk,
λόγω λήµµατος Α να προέρχονται από την a στο Div(b). Εφαρµόζουµε
το Λήµµα C στην wk και λόγω υπόθεσης είµαστε πάντα στην περίπτω-
ση 3. ΄Εστω e η κοινή τιµή όλων των e(wk) για κάθε k, και έστω γ η
άπειρη λέξη γ(w0)γ(w1) . . . . Από κατασκευή, η λέξη γ προέρχεται από
την aπ(w) στο Div(b), δεν περιέχει γράµµα σem και περιέχει ακριβώς
ένα γράµµα σ−em για κάθε k ∈ K. Από το Πόρισµα 2.3 του Λήµµατος Β
έχουµε ότι ο αριθµός τέτοιων γραµµάτων και άρα η πληθικότητα του K
είναι το πολύ ίση µε την πληθυκότητα του Div(b). Συνεπώς το σύνολο
K είναι πεπερασµένο.

Τελικά έχουµε ότι η υπόθεση της ύπαρξης µιας λέξης w µε κεντρικό γράµµα
το σm τέτοια ώστε η redk(w) να υπάρχει για κάθε k είναι αντιφατική και οδηγεί
σε άτοπο.

Η απόδειξη της παραπάνω πρότασης οδηγεί άµεσα και στην απόδειξη του
Θεωρήµατος 2.6 µέσω των αντίστοιχων ισοδύαµων προτάσεων που διατυπώθη-
καν κατά τη διάρκεια του κεφαλαίου. Παρατηρούµε ότι αν για κάθε λέξη w,
µε κεντρικό γράµµα κάποιο σm υπάρχει ένα k τέτοιο ώστε η redk(w) να µην
περιέχει κάποια λαβή, τότε προφανώς και δεν ϑα περιέχει κάποια σm-λαβή
και κατ΄ επέκταση ϑα είναι είτε σ-ϑετική, είτε σ-αρνητική είτε η κενή.

Το ενδιαφέρον αυτής της πρότασης δεν εξαντλείται στην επίλυση του word
problem, αλλά όπως ϑα δούµε στην συνέχεια, χρησιµεύει στο να ορίσουµε µια
(ολική) διάταξη στην Οµάδα Πλεξίδων.

Πρόταση 2.7. Για δύο οποιεσδήποτε πλεξίδες β, β′ ϑα λέµε ότι β < β′ αν και
µόνο αν η λέξη που αναπαριστά την β−1β′ είναι σ-ϑετική. Η σχέση ¨<¨ που
ορίσαµε είναι µια γραµµική(ολική) διάταξη στην B∞.

Η παραπάνω πρόταση διατυπώνεται ως πόρισµα στο [11] το οποίο είναι
και το πρώτο άρθρο του Dehornoy που παρουσιάζεταιι η µέθοδος handle re-
duction. Παρακάτω ϑα δείξουµε ότι η σχέση που µόλις ορίσαµε αποτελεί
πράγµατι µια ολική διάταξη στην Bn.

Ορίζουµε ως ολική διάταξη σε ένα σύνολο Ω µια σχέση< που ικανοποιεί
τα παρακάτω:

(i) Για κάθε x ∈ Ω → x ≮ x.

(ii) Αν x < y και y < z τότε x < z.

(iii) Για κάθε x, x′ ∈ Ω έχουµε είτε x < x′ είτε x′ < x είτε x = x′.
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Απόδειξη. Η σχέση < που ορίσαµε ικανοποιεί τις ιδιότητες της ολικής διάτα-
ξης.

(i) ΄Εστω β µια πλεξίδα της Bn και έστω ότι ισχύει : β < β τότε β−1β = 1
είναι σ-ϑετική, άτοπο γιατί από Λήµµα Β µιά σ-ϑετική λέξη δεν είναι η
κενή. ΄Αρα β ≮ β.

(ii) ΄Εστω τώρα β1, β2, β3 πλεξίδες της Bn τέτοιες ώστε να ισχύει : β1 < β2
και β2 < β3 ισοδύναµα ϑα έχουµε ότι οι λέξεις που αναπαριστούν τις
πλεξίδες β−11 β2 και β−12 β3 είναι σ-ϑετικές. Τότε, προφανώς, έχουµε ότι η
λέξη που αναπαριστά την β−11 β3 = β−11 β2β

−1
2 β3 είναι σ-ϑετική και άρα

β1 < β3.

(iii) Από την Πρόταση 4.4 έχουµε ότι το γινόµενο δύο οποιονδήποτε πλεξίδων
β, β′ µπορεί να αναπαρασταθεί από µία λέξη που είναι είτε σ1-ϑετική,
είτε σ1- αρνητική, είτε σ1-ελεύθερη. ΄Αρα µπορούµε πάντα να πούµε αν
ισχύει β < β′.

Να συµπληρώσουµε εδώ ότι στο [13] ο Dehornoy ονοµάζει την παραπάνω
διάταξη σίγµα - διάταξη και την χωρίζει σε :

• < αν το κύριο γράµµα είναι αυτό µε το µικρότερο δείκτη

• <Φ αν το κύριο γράµµα είναι αυτό µε τον µέγιστο δείκτη.
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2.4 Birman - Ko - Lee Canonical form

Παρόµοια µε τους γεννήτορες του Artin οι Birman, Ko και Lee στο [8] ει-
σήγαγαν νέους γεννήτορες για τις οµάδες των πλεξίδων όπου και σε αυτούς ένα
Ϲεύγος κλωστών διασταυρώνεται ακριβώς µία ϕορά. Η διαφορά µε τους γεν-
νήτορες αυτούς είναι ότι η διασταύρωση γίνεται µεταξύ δύο τυχαίων κλωστών
και όχι δύο γειτονικών. Στην παρούσα παράγραφο δεν ϑα εξετάσουµε διεξο-
δικά την κανονική µορφή και κατ΄ επέκταση την λύση του word problem που
προτείνουν οι Birman - Ko - Lee, αλλά ϑα αναφερθούµε συνοπτικά στους και-
νούργιους γεννήτορες και ϑα παρουσιάσουµε την καινούργια κανονική µορφή
που εισήγαγαν, η οποία ϐασίζεται και ϐρίσκεται σε πλήρη αναλογία µε αυτή
του Garside.

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε την εναλλακτική παράσταση των Birman-Ko-
Lee (στο εξής BKL) µε ϐάση τους κλασσικούς γεννήτορες του Artin.

Ορισµός 2.29. ΄Εστω η οµάδα Bn και οι κλωστές της t, s µε 1 6 s < t 6 n,
ορίζουµε τον γεννήτορα αts της Bn ως εξής :

αts = (σt−1σt−2 . . . σs+1)σs(σ
−1
s+1 . . . σ

−1
t−2σ

−1
t−1)

στο εξής ϑα αναφερόµαστε στους παραπάνω γεννήτορες ως BKL-γεννήτορες.

Παρατηρούµε εδώ ότι αν η κλασσική παράσταση του Artin για την Bn πε-
ϱιέχει n− 1 γεννήτορες, η παράσταση BKL περιέχει (n−1)(n−2)

2 γεννήτορες.

Αν ϑα ϑέλαµε να ορίσουµε γεωµετρικά τους παραπάνω γεννήτορες, ϑα
λέγαµε ότι η κλωστή που ξεκινάει από το σηµείο t καταλήγει στο s και αντί-
στοιχα αυτή που ξεκινάει από το σηµείο s καταλήγει στο t, ϑεωρώντας, όµοια
µε προηγούµενα, ότι η ϑετική πλέξη είναι αυτή που η δεξιότερη κλωστή περνά
πάνω από την αριστερή.

1 s t n

... ...

αts

1 s t n

... ...

α−1ts

Σχήµα 2.6: Ο BKL-γεννήτορας και ο αντίστροφός του.

Οι γεννήτορες που µόλις ορίσαµε ικανοποιούν τις ακόλουθες σχέσεις :
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1. αtsαrq = αrqαts αν (t− r)(t− q)(s− r)(s− q) > 0.

2. αtsαsr = αtrαts = αsrαtr για 1 6 r < s < t 6 n.

s q r t

=

s q r t

Σχήµα 2.7: Η σχέση αtsαrq = αrqαts για 1 6 s < q < r 6 t.

r s t r s t r s t

Σχήµα 2.8: Η σχέση αtsαsr = αtrαts = αsrαtr για 1 6 r < s < t 6 n.

Με ϐάση τους καινούργιους γεννήτορες και ακολουθώντας πλήρως την λο-
γική του Garside, οι Birman-Ko-Lee ορίσαν µιά καινούργια κανονική µορφή
για τα στοιχεία της οµάδας των πλεξίδων.

Ορισµός 2.30. Θα ορίσουµε ως BKL-ϑεµελιώδη λέξη στην οµάδα πλεξίδων
Bn, µε γεννήτορες τους BKL-γεννήτορες, την λέξη που ορίζεται ώς :

δn = αn,n−1αn−1,n−2 · · ·α2,1 = σn−1σn−2 · · ·σ1

και ϑα την συµβολίζουµε µε δn
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1 2 3 4

Σχήµα 2.9: Η δ4 BKL-ϑεµελιώδης λέξη της B4.

Παρατηρούµε ότι για την νέα ϑεµελιώδη λέξη που ορίσαµε ισχύει :

∆2
n = δnn

∆ηλαδή το κέντρο της Bn είναι, µε χρήση των γεννητόρων BKL, δnn.

Η δn έχει παρόµοιες ιδιότητες µε αυτές της ∆n:

1. Για οποιοδήποτε γεννήτορα αts έχουµε:

δn = αtsA = Bαts

όπου A,B ϑετικές πλεξίδες4 εκφρασµένες στους BKL-γεννήτορες.

2. Για οποιοδήποτε γεννήτορα αts ισχύει :

αtsδn = δnαt+1,s+1

Σε αυτό το σηµείο ϑα διατυπωσουµε ένα ϐασικό ϑεώρηµα των Birman-Ko-
Lee, οι οποίοι ακολουθώντας τα ϐήµατα του Garside, παρουσιάζουν στο [8] µια
κανονική µορφή για την οµάδα Bn µε χρήση των καινούργιων γεννητόρων.

Θεώρηµα 2.7. Κάθε στοιχείο στην Bn που αναπαρίσταται από µία λέξη w
µπορεί να γραφεί µοναδικά στην µορφή:

w = δjnA1A2 . . . Ak

όπου το A = A1A2 . . . Ak είναι ϑετικό, το j είναι µέγιστο και το k ελάχιστο για
κάθε τέτοια αναπαράσταση. Επίσης, τα Ai είναι ϑετικές πλεξίδες που προσδιο-
ϱίζονται µοναδικά µέσω των µεταθέσεων που τις αντιστοιχούν.

Η απόδειξη του ϑεωρήµατος παραλείπεται καθώς είναι εκτενής και παρου-
σιάζει πολλές οµοιότητες µε αυτή του Garside, σε αναλογία µε τους καινούρ-
γιους γεννήτορες. Μπορεί να ϐρεθεί στο [8].

4 ΄Οταν λέµε ϑετικές πλεξίδες εννοούµε αυτές που γράφονται µε χρήση µόνο ϑετικών BKL-
γεννητόρων.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Εφαρµογές στην Κρυπτογραφία

Σε αυτό το κεφάλαιο δεν ϕιλοδοξούµε να παρουσιάσουµε τις τελευταίες
εξελίξεις γύρω από τις πλεξίδες και τις εφαρµογές τους στην κρυπτογραφία.
Θα αναφέρουµε συνοπτικά τα δύο κυριότερα πρωτόκολλα που εισήγαγαν το
ϑέµα καθώς και τους λόγους για τους οποίους επιλέχθηκε η συγκεκριµένη
οµάδα ως πλατφόρµα για την δηµιουργία κρυπτογραφιών πρωτοκόλλων. Να
πούµε µονάχα πως οι ϐελτιωµένες λύσεις του προβλήµατος της συζυγίας που
έχουν παρουσιαστεί τα τελευταία χρόνια πάγωσαν για λίγο το ενδιαφέρον για
τις κρυπτογραφικές πτυχές των πλεξίδων.

56
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3.1 Εισαγωγή στην Κρυπτογραφία

3.1.1 Γενικά

Αν ϑελήσουµε να δώσουµε έναν γενικό ορισµό για την κρυπτογραφία ϑα
µπορούσαµε να πούµε πως είναι η επιστήµη που ασχολείται µε τη µελέτη,
την ανάπτυξη και την χρήση τεχνικών µε στόχο την ασφαλή επικοινωνία. Θα
πρέπει να διευκρινήσουµε πως όταν λέµε ασφαλή επικοινωνία, εννοούµε ότι
το µήνυµα το οποίο ϑέλουµε να µεταφερθεί σε ένα ή και περισσότερα άτοµα,
ϑα διαβαστεί αποκλειστικά από αυτά και οποιοσδήποτε τρίτος ϑελήσει να το
διαβάσει ή και να το αλλοιώσει, δεν ϑα µπορέσει.

Ιστορικά, η κρυπτογραφία ανάγεται στα αρχαία χρόνια και χρησιµοποιεί-
ται σαν µέθοδος ασφαλούς επικοινωνίας µέχρι και σήµερα. Τότε η κρυπτο-
γράφηση ϐασιζόταν κυρίως σε γλωσσικούς µετασχηµατισµους. ∆ηλαδή στην
αντικατάσταση γραµµάτων µε άλλα γράµµατα ή και αριθµούς. Η πρώτη γνω-
στή κρυπτογραφική συσκευή ϑεωρείται η ¨Σπαρτατική Σκυτάλη¨, η οποία ήταν
µια ξύλινη ϱάβδος, ορισµένης διαµέτρου, γύρω από την οποία ήταν τυλιγµένη
ελικοειδώς µια λωρίδα περγαµηνής. Το κείµενο ήταν γραµµένο σε στήλες, ένα
γράµµα σε κάθε έλικα, όταν δε ξετύλιγαν τη λωρίδα, το κείµενο ήταν ακατά-
ληπτο εξαιτίας της αναδιάταξης των γραµµάτων. Το «κλειδί» ήταν η διάµετρος
της σκυτάλης. Μια πλήρης, µη τεχνική καταγραφή της ιστορίας της κρυπτο-
γραφίας µπορεί να ϐρεί κανείς στο ϐιβλίο του Kahn, The Codebreakers, που
όµως σταµατά γύρω στο 1970.

Η εξάπλωση της χρήσης των ηλεκτρονικών υπολογιστών και των επικοι-
νωνιακών συστηµάτων κατα τη δεκαετία του ΄60, έδωσε µια νέα ώθηση στην
µελέτη της επιστήµης της κρυπτογραφίας. Θα µπορούσαµε να πούµε ότι η πιό
εντυπωσιακή εξέλιξη στην ιστορία της, έγινε το 1976 όταν οι Diffie - Hellman
δηµοσίευσαν το άρθρο New Directions in Cryptogrphy[15]. Σε αυτό το άρθρο
εισήγαγαν την επαναστατική ιδέα της κρυπτογράφισης δηµοσίου κλειδιου και
πρότειναν µια καινούργια µέθοδο ανταλαγής κλειδιού η ασφάλεια της οποίας
ϐασίζεται σε ένα δύσκολο µαθηµατικό πρόβληµα, αυτό του διακριτού λογα-
ϱίθµου. Αν και οι συγγραφείς του άρθρου δεν πρότειναν κάποια πρακτική
υλοποίηση της κρυπτογράφησης δηµοσίου κλειδιού, η ιδέα που παρουσία-
σαν ήταν ξεκάθαρη και κίνησε το ενδιαφέρον πολλών µελετητών. ∆ύο χρόνια
αργότερα οι Rivest, Shamir και Adleman στο [31], ανακάλυψαν την πρώτη
πρακτική µέθοδο κρυπτογράφησης δηµοσίου κλειδιού που ϐασίζεται σε ένα
άλλο δύσκολο µαθηµατικό πρόβληµα, αυτό της παραγοντοποίησης µεγάλων
ακεράιων.

Θα δώσουµε κάποιους χρήσιµους ορισµούς για την συνέχεια.

Ορισµός 3.1. Κρυπτογράφηση ονοµάζουµε την διαδικασία µετσαχηµατι-
σµού ενός µηνύµατος µε χρήση κάποιου αλγορίθµου, που ϑα τον ονοµάζουµε
κρυπτογραφικό αλγόριθµο ώστε να αποκρύπτεται η αρχική του µορφή. Η
αντίστροφη διαδικασία που ακολουθούµε προκειµένου να επαναφέρουµε το
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µετασχηµατισµένο µήνυµα στην αρχική του µορφή, ονοµάζεται αποκρυπτο-
γράφηση. Το µήνυµα προς αποστολή ονοµάζεται αρχικό κείµενο ενώ το
µετασχηµεατισµένο µήνυµα κρυπτογραφηµένο κείµενο. Ως κλειδί κρυ-
πτογράφησης ορίζουµε την πληροφορία εκείνη που χρησιµοποιεί ο κρυπτο-
γραφικός αλγόριθµος και καθορίζει τον µετασχηµατισµό του αρχικού κειµέ-
νου σε κρυπτοκείµενο.

Μέχρι και το 1976 η κρυπτογράφηση γινόταν σε γενικές γραµµές µε έναν
συγκεκριµένο τρόπο, που ονοµάστηκε Κρυπτογραφία Συµµετρικού Κλει-
διού. Η διαδικασία αυτής της κρυπτογράφησης ϐασίζεται στην ύπαρξη ενός
και µόνο κλειδιού, το οποίο χρησιµοποιείται τόσο στην κρυπτογράφηση όσο
και στην αποκρυπτογράφηση του µηνύµατος. Το κλειδί αυτό ϑα πρέπει να
είναι γνωστό µόνο στα συναλλασσόµενα µέρη

Σχήµα 3.1: Κρυπτογράφηση Συµµετρικού Κλειδιού

3.1.2 Κρυπτογραφία ∆ηµοσίου Κλειδιού

Η κρυπτογράφηση δηµοσίου κλειδιού (Public Key Cryptography) ή
ασύµµετρου κλειδιού (Asymmetric Cryptography) παρέχει ένα εντελώς
διαφορετικό µοντέλο διαχείρισης των κλειδιών κρυπτογράφησης. Η ϐασική ι-
δέα είναι ότι ο αποστολέας και ο παραλήπτης δεν µοιράζονται ένα κοινό µυστι-
κό κλειδί όπως στην περίπτωση της κρυπτογράφησης συµµετρικού κλειδιού,
αλλά διαθέτουν διαφορετικά κλειδιά για διαφορετικές λειτουργίες.

Συγκεκριµένα κάθε χρήστης διαθέτει δύο κλειδιά κρυπτογράφησης: το
ένα ονοµάζεται ιδιωτικό κλειδί (private key) και το άλλο δηµόσιο κλειδί
(public key). Το ιδιωτικό κλειδί ϑα πρέπει ο κάθε χρήστης να το προφυλάσσει
και να το κρατάει κρυφό, ενώ αντιθέτως το δηµόσιο κλειδί µπορεί να το ανα-
κοινώνει σε όλη την διαδικτυακή κοινότητα ή σε συγκεκριµένους παραλήπτες.

Τα δύο αυτά κλειδιά (ιδιωτικό και δηµόσιο) έχουν µαθηµατική σχέση µε-
ταξύ τους. Εάν το ένα χρησιµοποιηθεί για την κρυπτογράφηση κάποιου µη-
νύµατος, τότε το άλλο χρησιµοποιείται για την αποκρυπτογράφηση αυτού. Η
επιτυχία αυτού του είδους κρυπτογραφικών αλγορίθµων ϐασίζεται στο γεγονός
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ότι η γνώση του δηµόσιου κλειδιού κρυπτογράφησης δεν επιτρέπει µε κανέναν
τρόπο τον υπολογισµό του ιδιωτικού κλειδιού κρυπτογράφησης.

Η κρυπτογράφηση δηµοσίου κλειδιού λύνει ένα σηµαντικότατο πρόβλη-
µα που υπήρχε στους κρυπτογραφικούς αλγόριθµους συµµετρικού κλειδιού.
Συγκεκριµένα, οι κρυπτογραφικοί αλγόριθµοι συµµετρικού κλειδιού χρησι-
µοποιούν ένα κοινό µυστικό κλειδί, το οποίο το γνωρίζουν τόσο ο αποστολέας
του κρυπτογραφηµένου µηνύµατος όσο και ο παραλήπτης. Αυτό το κοινό
µυστικό κλειδί χρησιµοποιείται κατά την διαδικασία κρυπτογράφησης και α-
ποκρυπτογράφησης του µηνύµατος. Προκύπτει όµως το εξής πρόβληµα: Εάν
υποθέσουµε ότι το κανάλι επικοινωνίας δεν είναι ασφαλές, τότε πως γίνεται
ο αποστολέας να στείλει το κλειδί κρυπτογράφησης στον παραλήπτη για να
µπορέσει αυτός µε την σειρά του να αποκρυπτογραφήσει το µήνυµα· Αυτό το
πρόβληµα είναι ιδιαίτερα έντονο στις σύγχρονες ψηφιακές επικοινωνίες όπου
σε πολλές περιπτώσεις ο αποστολέας δεν γνωρίζει καν τον παραλήπτη και α-
πέχει από αυτόν αρκετές χιλιάδες χιλιόµετρα. Οι κρυπτογραφικοί αλγόριθµοι
δηµοσίου κλειδιού λύνουν αυτό το πρόβληµα και ανοίγουν νέους δρόµους για
εφαρµογές της κρυπτογράφησης.

Σχήµα 3.2: Κρυπτογράφηση ∆ηµοσίου Κλειδιού
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3.1.3 Μία ταχυδροµική αναλογία

Για να κατανοήσουµε καλύτερα τις διαφορές µεταξύ συµµετρικής και α-
σύµµετρης κρυπτογράφησης, µπορούµε να ϕανταστούµε δύο ανθρώπους, την
Alice και τον Bob που ϑέλουνε να ανταλλάξουνε κρυφά µηνύµατα µέσω του
ταχυδροµείου.

Με ένα σύστηµα συµµετρικού κλειδιού, η Alice πρώτα ϐάζει το µυστικό
µήνυµα που ϑέλει να στείλει σε ένα κουτί, το οποίο κλειδώνει µε µία κλειδαριά
για την οποία έχει το κλειδί. Στη συνέχεια το στέλνει στον Bob µέσω ταχυδρο-
µείου. ΄Οταν ο Bob λάβει το µήνυµα, χρησιµοποιεί ένα κλειδί πανοµοιότυπο
µε αυτό της Alice (το οποίο έχει αποκτήσει προηγουµένως, ίσως σε πρόσωπο
µε πρόσωπο συνάντηση µε την Alice) για να ξεκλειδώσει και να διαβάσει το
µήνυµα. Στη συνέχεια ο Bob µπορεί να χρησιµοποιήσει το ίδιο λουκέτο για
να στείλει την κρυφή του απάντηση στην Alice.

Σε ένα σύστηµα ασύµµετρου κλειδιού, η Alice και ο Bob έχουν ξεχωριστές
κλειδαριές. Πρώτα, η Alice Ϲητάει από τον Bob να της στείλει το ξεκλείδωτο
λουκέτο του µέσω απλού ταχυδροµείου, ενώ το κλειδί για το λουκέτο αυτό
το κρατάει ο Bob για τον εαυτό του. ΄Οταν η Alice το λάβει, το χρησιµοποιεί
για να κλειδώσει ένα κουτί το οποίο περιέχει το µήνυµά της και στέλνει το
κλειδωµένο κουτί στον Bob. ΄Οταν αυτός το λάβει, είναι ο µόνος που έχει το
κλειδί για το λουκέτο, και άρα ο µόνος που µπορεί να το διαβάσει. Για να
απαντήσει στην Alice, ϑα πρέπει αντίστοιχα και αυτός να πάρει ένα ανοιχτό
λουκέτο από την Alice.

Το κρίσιµο πλεονέκτηµα που µας προσφέρει η ασυµµετρική κρυπτογρα-
ϕία είναι ότι η Alice και ο Bob δεν χρειάζεται να ανταλλάξουν κλειδιά. Αυτό
αποτρέπει κάποιον τρίτο (ίσως, στο παράδειγµά µας, κάποιον διεφθαρµένο
ταχυδροµικό υπάλληλο) από το να υποκλέψει το κλειδί καθώς αυτό µεταφέ-
ϱεται, κάτι το οποίο ϑα επέτρεπε σε αυτόν τον τρίτο να κατασκοπεύει όλα τα
µελλοντικά µηνύµατα µεταξύ του Bob και της Alice. Οπότε, στο σύστηµα δη-
µοσίου κλειδιού, η Alice και ο Bob δε χρειάζεται να εµπιστεύονται ιδιαίτερα
το ταχυδροµείο (και γενικά τον οποιοδήποτε δίαυλο επικοινωνίας).
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3.2 Οι οµάδες των πλεξίδων ως υπόβαθρο για κρυ-
πτογραφικά πρωτόκολλα

Προκειµένου να επιλέξουµε µία οµάδα, ως πλατφόρµα - υπόβαθρο για
τν κατασκευή ενός κρυπτογραφικού πρωτοκόλλου πρέπει να πληρεί κάποιες
προϋποθέσεις τις οποίες ϑα εκθέσουµε συνοπτικά παρακάτω:

1. Αρχικά απαιτούµε η οµάδα G να είναι επαρκώς «γνωστή», δηλαδή µελε-
τηµένη.

2. Επίσης, ϑέλουµε το word problem να έχει λύση και µάλιστα γρήγορη,
µέσω κάποιου ντετερµινιστικού αλγορίθµου. Ακόµα, η οµάδα ϑα πρέπει
να έχει µία εύκολα υπολογίσιµη κανονική µορφή για τα στοιχεία της.

3. Θα πρέπει να υπάρχει µία µέθοδος συγκάληψης των στοιχείων της G,
τέτοια ώστε να είναι εδύνατο να υπολογίσει κανείς τα x και y αν του
δοθεί η τιµή του xy. Η ύπαρξη µιας κανονικής µορφής µας επιτρέπει
να έχουµε µία τέτοια µέθοδο.

4. Θα πρέπει ο αριθµός των στοιχείων µήκους n να αυξάνει σε εκθετικό
χρόνο σε σχέση µε το n.

Οι οµάδες των πλεξίδων ϕαίνεται πως ικανοποιούν όλες τις παραπάνω ι-
διότητες. Η ιστορία λέει πως όταν οι συγγραφείς του [2] επινόησαν το κρυπτο-
γραφικό τους πρωτόκολλο, απευθήνθηκαν στην Joan Birman προκειµένου να
τους υποδείξει µία µη-αβελιανή οµάδα, η Birman τους πρότεινε, όχι τυχαία
για εκείνη την περίοδο, την Οµάδα των Πλεξίδων. Πράγµατι οι οµάδες αυτές
ικανοποιούν τις παραπάνω ιδιότητες και για κάποια χρόνια ο ενθουσιασµός
για την οµάδα αυτή ως πλατφόρµα για πρωτόκολλα υπήρξε µεγάλος. Κάποιες
ϐελτιωµένες λύσεις του προβλήµατος της συζηγίας έκαµψαν τον τελευταίο και-
ϱό αυτόν τον ενθουσιασµό. Η ύπαρξη όµως άλυτων ακόµα προβληµάτων στην
Οµάδα των Πλεξίδων αφήνει ανοιχτά ενδέχοµενα ως προς την εφαρµογή τους
στην Κρυπτογραφία.
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3.3 Το πρωτόκολλο ανταλλαγής κλειδιών των I. An-
shel, M. Anshel, D. Goldfeld

3.3.1 The algebraic key establishment protocol

Η γενική µορφή του αλγεβρικού πρωτοκόλλου ϑεµελίωσης κλειδιού είναι
η εξής :

΄Εστω µια πεντάδα (U ,V , β, γ1, γ2), όπου οι U , V είναι (εφικτά) υπολογί-
σιµα µονοειδή1 και

β : U × U −→ V , γi : U × V −→ V (i = 1, 2)

υπολογίσιµες συναρτήσεις που ικανοποιούν τις παρακάτω ιδιότητες :

(i) Για κάθε x, y1, y2 ∈ U ,

β(x, y1 · y2) = β(x, y1) · β(x, y2).

(ii) Για κάθε x, y ∈ U ,

γ1(x, β(x, y)) = γ2(y, β(x, y)).

(iii) ΄Εστω y1, y2, . . . , yk ∈ U και β(x, y1), β(x, y2), . . . , β(x, yk) δηµόσια για
κάποιο κρυφό στοιχείο x ∈ U . Τότε, γενικά, δεν είναι εφικτό να προσ-
διορίσει κανείς το στοιχείο x.

Στην Alice ανατίθεται δηµόσια ένα υπο-µονοειδές2 SA ⊆ U και αντίστοι-
χα στον Bob ανατίθεται δηµόσια ένα υπο-µονοειδές TB ⊆ U . ΄Εστω ότι το
SA παράγεται από τα στοιχεία {s1, s2, . . . , sm} και το TB απο τα στοιχεία
{t1, t2, . . . , tn}.

Το πρωτόκολλο έχει ως εξής :

• Η Alice επιλέγει ένα κρυφό στοιχείο a ∈ SA και στέλνει τα στοιχεία :

β(a, ti) i = 1, . . . , n

• ΄Οµοια ο Bob επιλέγει ένα κρυφό b ∈ TB και στέλνει τα στοιχεία :

β(b, si) i = 1, . . . ,m

1Να σηµειώσουµε σε αυτό το σηµείο ότι µονοειδές είναι ένα σύνολο S εφοδιασµένο µε µία
διµελή πράξη ∗ τέτοια ώστε να ικανοποιούνται οι ιδιότητες (i)και (ii) αλλά όχι η (iii) του ορισµόυ
της Οµάδας (1.1)

2Ο ορισµός του υπο-µονοειδούς σε σχέση µε το µονοειδές ϐρίσκεται σε πλήρη αντιστοιχία
µε αυτόν της υποοµάδας σε σχέση µε την οµάδα.
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Από την ιδιότητα (iii) εξασφαλίζεται ότι, παρ΄ όλη την αποστολή των β(a, ti) και
β(b, si) µέσω ενός δηµόσιου καναλιού, τα στοιχεία a, b παραµένουν κρυφά.

• Η Alice µέσω της ιδιότητας (i) µπορεί και υπολογίζει το στοιχείο

β(b, a)

και το στοιχείο

γ1(a, β(b, a))

• Αντίστοιχα ο Bob υπολογίζει τα στοιχεία

β(a, b) και γ2(a, β(a, b))

• Τέλος από την ιδιότητα (ii) ϐλέπουµε ότι

κ = γ1(a, β(b, a)) = γ2(a, β(a, b))

Το οποίο µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως το κοινό κλειδί.

3.3.2 Εφαρµογή του πρωτοκόλλου σε οµάδες

Το παρακάτω αποτελεί ειδική περίπτωση του πρωτοκόλλου που µόλις πε-
ϱιγράψαµε. Εδώ έχουµε U = V = G, όπου η G είναι µία οµάδα. ΄Οπως και
προηγουµένως,η Alice και ο Bob επιλέγουν και δηµοσιοποιούν δύο πεπερα-
σµένα παραγόµενες υποοµάδες SA και TB αντίστοιχα.

SA = 〈s1, s2, . . . , sm〉, TB = 〈t1, t2, . . . , tn〉

Εδώ η συνάρτηση β : G × G → G επιλέγουµε να είναι η συζυγία

β(x, y) = x−1yx

και οι συναρτήσεις γ1, γ2 : G × G → G να είναι οι ακόλουθες :

γ1(x, y) = x−1y και γ2(x, y) = y−1x

Οπως προηγουµένως,η Alice και ο Bob επιλέγουν δύο κρυφά στοιχεία a ∈ SA
και b ∈ TB αντίστοιχα.

• Η Alice ξεκινάει το πρωτόκολλο υπολογίζοντας, ξαναγράφοντας και στέλ-
νοντας τα στοιχεία β(a, ti) για i = 1, . . . , n ⇒

a−1t1a, a
−1t2a, . . . , a

−1tna
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• ΄Οµοια ο Bob υπολογίζει, ξαναγράφει και στέλνει τα στοιχεία :

b−1s1b, b
−1s2b, . . . , b

−1snb

Εδώ πρέπει να πούµε ότι κάποιος εχθρικός παρατηρητής που παρακολουθεί
το δηµόσιο κανάλι προκειµένου να προσδιορίσει τα a, b πρέπει να µπορέσει
να λύσει τα συστήµατα συζυγών εξισώσεων. Γι΄ αυτό το λόγο όταν η Alice και
ο Bob ξαναγάφουν τα στοιχεία β(a, ti) και β(b, si), ϕροντίζουν ώστε η µορφή
τους να είναι τέτοια, που να µην µπορεί κάποιος να αναγνωρίσει τα a και b
απο τα στοιχεία που στέλνονται µέσω του δηµόσιου καναλιού.

Υπενθυµίζουµε ότι ο συζυγής του γινοµένου δύο στοιχείων είναι ίσος µε το
γινόµενο των συζυγών αυτών των στοιχείων, από την ιδιότητα (i).
΄Ετσι η Alice υπολογίζει :

β(b, a) = b−1ab.

Και ο Bob:

β(a, b) = a−1ba.

Τέλος, υπολογίζοντας η Alice το

κ = γ1(a, β(b, a)) = a−1b−1ab

και ο Bob το

κ = γ2(b, β(b, a)) = a−1b−1ab.

Σε αυτό το σηµείο κάθε χρήστης έχει στην κατοχή του το κοινό, µυστικό κλειδί
κ, γραµµένο συνήθως σε διαφορετική µορφή ο καθένας. Η ύπαρξη όµως ενός
υπολογικστικά γρήγορου αλγορίθµου ώστε να µπορούµε να µετατρέπουµε
κάθε λέξη στην κανονική της µορφή, η οποία επιπλέον είναι και µοναδική,
επιτρέπει στους χρήστες να τον εφαρµόσουν και τέλος να έχει ο καθένας ένα
κοινό, πανοµοιότυπα γραµµένο, κλειδί.
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3.4 Το πρωτόκολλο των Ko, Lee, Cheon, Han, Kang
και Park

Το πρωτόκολλο αυτό παρουσιάστηκε από τους K.H. Ko, S.J. Lee, J.H.
Cheon, J.W. Han, J. Kang και C. Park στο [24] λίγο µετά απο αυτό των An-
shel, Anshel & Goldfeld.

Θα ξεκινήσουµε µε κάποιους χρήσιµους ορισµούς και µε την περιγραφή
του κρυπτοσυστήµατος δηµοσίου κλειδιού του El-Gamal[17], το οποίο µοιάζει
αρκετά µε το κρυπτοσύστηµα που ϑα παρουσιάσουµε στην συνέχεια.

Ορισµός 3.2. Μία συνάρτηση f : X → Y λέγεται µονόδροµη συνάρτηση
(one-way function), αν είναι ¨εύκολο¨ να υπολογίσουµε τις τιµές f(x) για κάθε
x ∈ X αλλά υπολογιστικά ¨δύσκολο¨ να ϐρεθεί η αντίστροφή της. ∆ηλαδή να
υπολογίσουµε οποιοδήποτε x αν µας δοθεί µονάχα το f(x).

Ορισµός 3.3. Μία µονόδροµή συνάρτηση ϑα ονοµάζεται trapdoor-µονόδροµη
συνάρτηση αν, δεδοµένου ότι µας δίνεται µια συγκεκριµένη πληροφορία, γνω-
στή και ως trapdoor πληροφορία, καθίσταται εύκολο να υπολογιστεί η αντί-
στροφη της.

Ορισµός 3.4. ΄Εστω G µια πολλαπλασιαστική οµάδα. ∆οθέντα τα στοιχεία
g, gx, gy της οµάδας, να υπολογιστεί το gxy. Το πρόβληµα που µόλις διατυ-
πώσαµε είναι γνωστό ως Diffie-Hellman Problem.

Να παρατηρήσουµε εδώ πως προκειµένου να υπολογίσει κανείς το gxy

πρέπει να µπορεί να ϐρεί τα x, y από τις τιµές των gx και gy το οποίο είναι
γενικά δύσκολο.

Στη συνέχεια ϑα περιγράψουµε το κρυπτοσύστηµα του El-Gamal.

EL-GAMAL ΚΡΥΠΤΟΣΥΣΤΗΜΑ ∆ΗΜΟΣΙΟΥ ΚΛΕΙ∆ΙΟΥ

1. ∆ηµιουργία κλειδιού

• Η Alice επιλέγει µια κυκλική οµάδα G τάξης q

• Η Alice επιλέγει τυχαία ένα x ∈ {1, . . . , q − 1}.
• Η Alice υπολογίζει h = gx.

• Η Alice δηµοσιοποιεί το (h,G, q, g) ως το δηµόσιο κλειδί της και
κρατά το x ως το ιδιωτικό.

2. Κρυπτογράφηση ΄Εστω m το µήνυµα που ϑέλει να στείλει ο Bob στην
Aliceµε χρήση του δηµοσίου κλειδιού της, (h,G, q, g).

• Ο Bob επιλέγει τυχαία ένα y ∈ {1, . . . , q − 1} και υπολογίζει :
c1 = hy.
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• Επίσης ο Bob υπολογίζει το κοινό κλειδί s = hy.

• Ο Bob µετατρέπει το µήνυµα m σε m′ ∈ G.

• Ο Bob υπολογίζει c2 = m′s = m′hy.

• Τέλος ο Bob στέλνει το κρυπτογραφηµένο µήνυµα (c1, c2).

⇒ (c1, c2) = (gy,m′hy) = (gy,m′gxy)

Να σηµειώσουµε ότι µπορεί κανείς εύκολα να υπολογίσει το hy αν γνω-
ϱίζει το m′ και έτσι το y αλλάζει κάθε ϕορά και γι΄ αυτό ονοµάζεται
εφήµερο κλειδί.

3. Αποκρυπτογράφηση

• Η Alice υπολογίζει το κοινό κλειδί s = cx1

• Η Alice υπολογίζει m′ = c2s
−1.

⇒ m′ = c2s
−1 = m′hys−1 = m′(gx)y(gxy)−1 = m′

• Τέλος µετατρέπει το m′ ∈ G σε m.

3.4.1 Ιδιότητες του πρωτοκόλλου

1. Το σχήµα ανταλλαγής κλειδιού ϐασίζεται σε µιά παραλλαγή του conju-
gacy problem η οποία µοιάζει µε το πρόβληµα των Diffie-Hellman και
το κρυπτοσύστηµα κατασκευάζεται από αυτό το σχήµα συνεπώς συµπε-
ϱιφέρεται παρόµοια µε αυτό του El-Gamal.

2. Το κρυπτοσύστηµα δηµοσίου κλειδιού που παρουσιάζεται στην συνέχεια
δεν είναι ντετερµινιστικό, δηλαδή το κρυπτοκείµενο εξαρτάται και από
το απλό κείµενο και από την πλεξίδα που επιλέχθηκε τυχαία κάθε ϕορά.

3. Η επέκταση του αρχικού µηνύµατος είναι το πολύ 4 προς 1.

4. Υπάρχουν δύο παράµετροι p, n στο κρυπτοσύστηµα τέτοιοι ώστε το µή-
κος του µηνύµατος να γίνεται pnlogn. Η κρυπτογράφηση και η απο-
κρυπτογράφηση γίνονται σε χρόνο O(p2nlogn).

3.4.2 Η µονόδροµη συνάρτηση

Οι δηµιουργοί του πρωτοκόλλου προτείνουν µια µονόδροµη συνάρτηση η
οποία ϐασίζεται στην δυσκολία επίλυσης του Generalized Conjugacy Search
Problem. Επίσης προτείνεται µιά συµφωνία για το κλειδί και ένα Κρυπτο-
σύστηµα ∆ηµοσίου Κλειδιού µε χρήση της συγκεκριµένης συνάρτησης. ∆εν
προτείνεται κάποιο σχήµα ψηφιακής υπογραφής.
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Να σηµειώσουµε σε αυτό το σηµείο ότι κατά την εκτέλεση των πρωτοκόλλων
όλες οι πλεξίδες ϑεωρούµε ότι υπολογίζονται σε κάποια κανονική µορφή και
έτσι είναι δύσκολο αν είναι γνωστή κάποια πλεξίδα ab ∈ Bn να υπολογιστούν
τα a, b.

΄Εστω δύο υποοµάδες LBl και RBr της Bl+r, όπου:

LBl = 〈σ1, . . . , σl−1 | σχέσεις πλεξίδων〉

RBr = 〈σl+1, . . . , σr+l | σχέσεις πλεξίδων〉

Η LBl είναι η υποοµάδα της Bl+r που αποτελείται από τις πλεξίδες που
δηµιουργούνται από τις l πρώτες κλωστές ενώ η RBr αποτελείται από τις πλε-
ξίδες που δηµιουργούνται από τις υπόλοιπες r κλωστές.

Επίσης, για κάθε a ∈ LBl και για κάθε b ∈ RBr ισχύει ότι ab = ba,
το οποίο προκύπτει άµεσα από τις σχέσεις πλεξίδων και από το γεγονός όλα
τα στοιχεία της LBl αντιµετατίθενται µε τα στοιχεία της RBr. Ορίζουµε την
µονόδροµη συνάρτηση:

f : LBl ×Bl+r → Bl+r ×Bl+r, µε
f(a, x) = (axa−1, x)

Η οποία είναι πράγµατι µονόδροµη διότι δοθέντος ενός Ϲεύγους (a, x) είναι
απλός ο υπολογισµός του axa−1 αλλά όλες οι γνωστές επιθέσεις3 για τον υπο-
λογισµό του a µέσω του (axa−1, x), είναι εκθετικού χρόνου. Συγκεκριµένα η
µονόδροµη συνάρτηση που µόλις ορίσαµε ϐασίζεται στο "Generalized Conju-
gacy Search Problem"

Η ασφάλεια του σχήµατος συµφωνίας κλειδιού (key agreement scheme)
καθώς και του Κρυπτοσυστήµατος ∆ηµοσίου κλειδιού ϐασίζονται στο παρακά-
τω πρόβληµα:

• [Βασικό Πρόβληµα] ΄Εστω x, y1, y2 στοιχεία στην Bl+r τέτοια ώστε y1 =
axa−1 και y2 = bxb−1 για κάποια κρυφά στοιχεία a ∈ LBl και b ∈ RBr.
Να υπολογιστεί το by1b−1 = (ay2a

−1 = abxa−1b−1).

∆εν γνωρίζουµε αν το πρόβληµα που µόλις διατυπώσαµε συνεπάγεται το "Ge-
neralized Conjugacy Search Problem", αν και το τελευταίο συνεπάγεται το
πρώτο.

Ο ϱόλος του x είναι αντίστοιχος µε αυτόν του g στο Πρόβληµα των Diffie-
Hellman, όπου καλούµαστε να υπολογίσουµε τα gx, gy από το gxy. Προ-
κειµένου να ¨δυσκολέψουµε¨ το ϐασικό µας πρόβληµα , απαιτούµε το x να

3Γνωστές µέχρι τη στιγµή που γραφόταν το συγκεκριµένο άρθρο (2000)
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Σχήµα 3.3: Μια πλεξίδα της µορφής x1x2z

είναι επαρκώς πολύπλοκο, αποφεύγοντας τις πλεξίδες της µορφής x1x2z οπου
x1 ∈ LBl, x2 ∈ RBr και z ∈ Bl+r ώστε η z να αντιµετατίθεται και µε την LBl
και µε την RBr.
΄Εστω λοιπόν ότι το x µπορούσε να αναλυθεί στην µορφή: x1x2z τότε ϑα είχαµε

by1b
−1 = baxa−1b−1 = bax1x2za

−1b−1 = ax1a
−1bx2b

−1z = y1y2z

΄Αρα ϑα µπορούσαµε να υπολογίσουµε το by1b−1 χωρίς να χρειάζεται να ξέ-
ϱουµε τα a, b γιατί ϑα είχαµε

y1 = axa−1 = (axa−1)x2z και y2 = bxb−1 = x1(bx2b
−1)z

3.4.3 Η Συµφωνία Κλειδιού

1. Προπρασκευαστικό Βήµα: Επιλέγεται ένα κατάλληλο Ϲευγάρι ακε-
ϱαίων (l, r) και µιά επαρκώς πολύπλοκη (l + r)-πλεξίδα, x ∈ Bl+r και
δηµοσιέυονται.

2. Η συµφωνία του κοινού κλειδιού:

(i) Η Αλίκη επιλέγει µια τυχαία, κρυφή πλεξίδα a ∈ LBl και στέλνει
στον Bob: y1 = axa−1

(ii) Αντίστοιχα ο Bob επιλέξει µια τυχαία, κρυφή πλεξίδα b ∈ RBr και
στέλνει στην Αλίκη το στοιχείο y2 = bxb−1.

(iii) Η Αλίκη λαµβάνει το y2 και υπολογίζει το κοινό κλειδί κ = ay2a
−1.

(iv) Ο Bob λαµβάνει το y1 και υπολογίζει και αυτό το κοινό κλειδί κ =
by1b

−1.

Επειδή γνωρίζουµε ότι ab = ba για a ∈ LBl και b ∈ RBr, έχουµε:

ay2a
−1 = a(bxb−1)a−1 = b(axa−1)b−1 = by1b

−1 = κ

και άρα έχουµε ένα κοινό κλειδί, που λόγω του ότι οι πλεξίδες γράφονται από
τον κάθε χρήστη σε µία κοινή κανονική µορφή, τα κλειδιά είναι πανοοιότυπα.
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3.4.4 Κρυπτογράφιση ∆ηµοσίου Κλειδιού

Με χρήση του συστήµατος συµφωνίας κλειδιού που µόλις περιγράψαµε,
κατασκευάζουµε ένα καινούργιο Κρυπτοσύστηµα ∆ηµοσίου Κλειδιού.

Θα χρειαστούµε δύο ορισµούς :

Ορισµός 3.5. Συνάρτηση κατακερµατισµού (hash function) ονοµάζεται
µια οποιαδήποτε συνάρτηση απεικονίζει δεδοµένα αυθαίρετου µεγέθους σε
δεδοµένα καθορισµένου (µικρότερου) µεγέθους.

Ορισµός 3.6. ΄Εστω x1, x2 ∈ {0, 1}k η πράξη ⊕ µεταξύ των δύο στοιχείων,
δίνει αποτέλεσµα ένα x ∈ {0, 1}k όπου η συντεταγµένη i του x είναι 1 αν
και µόνο αν τα ψηφία των x1 και x2 στην ϑέση i είναι διαφορετικά, αλλιώς
είναι 0. Η πράξη ⊕ είναι αντιµεταθετική και προσεταιριστική. Επίσης, ισχύει :
x⊕ 0 = 0⊕ x = x και x⊕ x = 0.

Παράδειγµα 3.1. 10011⊕ 01010 = 11001.

Το Κρυπτοσύστηµα όπως παρουσιάζεται στο [24].

΄Εστω µια συνάρτηση κατακερµατισµού

H : Bl+r → {0, 1}k

1. Η δηµιουργία του κλειδιού

(α΄) Η Αλίκη επιλέγει µία επαρκώς πολύπλοκη (l+ r)-πλεξίδα x ∈ Bl+r.
(ϐ΄) Επίσης, επιλέγει και µία πλεξίδα a ∈ LBl.
(γ΄) Το δηµόσιο κλειδί είναι το (x, y), όπου y = axa−1. Το ιδιωτικό

κλειδί είναι η πλεξίδα a.

2. Η κρυπτογράφιση
΄Εστω ένα µήνυµα m ∈ {0, 1}k και έστω και το δηµόσιο κλειδί (x, y)

(α΄) Ο Bob επιλέγει µια τυχαία πλεξίδα b ∈ RBr
(ϐ΄) Το κρυπτοκείµενο είναι το Ϲευγάρι (c, d), όπου c = bxb−1 και d =

H(byb−1)⊕m.

3. Η αποκρυπτογράφιση
΄Εστω, τέλος, ένα κρυπτοκείµενο (c, d) και ένα ιδιωτικό κλειδί a, απο-
κρυπτογραφούµε υπολογίζοντας : m = H(aca−1)⊕ d.

Επειδή οι πλεξίδες a και b αντιµετατίθενται, έχουµε:

ava−1 = abxb−1a−1 = baxa−1b−1 = byb−1

έτσι

H(aca−1)⊕ d = H(byb−1)⊕H(byb−1)⊕m = m

έτσι, η αποκρυπτογράφιση αποκαλύπτει το αρχικό µήνυµα m.
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Εφαρµογή των πλεξίδων στην µελέτη της διαπλοκής των

πολυµερών

Οι πολυµερικές αλυσίδες είναι µακριά εύκαµπτα µόρια που δεν µπορούν
να διαπεράσουν το ένα το άλλο [32]. Για αυτόν τον λόγο, σε ένα τήγµα πολυ-
µερούς που αποτελείται από πολλές πολυµερικές αλυσίδες, αυτές επιβάλλουν
τοπολογικά εµπόδια η µία στην άλλη. Αυτά τα τοπολογικά εµπόδια, απο-
καλούνται διαπλοκές και επηρρεάζουν την διαµόρφωση και την κίνηση των
αλυσίδων µέσα σε ένα τήγµα πολυµερούς.

Ο Edwards [32] έδειξε ότι η κίνηση των πολυµερικών αλυσίδων σε ένα
τήγµα µπορεί να µελετηθεί χρησιµοποιώντας το µοντέλο σωλήνα. Πιο συγ-
κεκριµένα, ϑεώρησε ότι τα τοπολογικά εµπόδια που επιβάλλουν οι γειτονικές
αλυσίδες σε µία συγκεκριµένη αλυσίδα περιορίζουν την κίνησή της σε µία
σωληνοειδή περιοχή. ΄Ετσι, η κίνηση της αλυσίδας σε µικρή κλίµακα είναι
περιορισµένη στην τάξη µεγέθους της διαµέτρου του σωλήνα, και η κίνη-
ση σε µεγάλη κλίµακα γίνεται έρποντας κατά µήκους του άξονα του σωλήνα
της. Ο κεντρικός άξονας αυτού του σωλήνα λέγεται πρωταρχικό µονοπάτι
(primitive path). Οι Χ. Τζουµανέκας και ∆. Θεοδώρου στο [33], ακολουθώντας
την οπτική του Edwards, εισήγαγαν τον αλγόριθµο CReTA για την αναγωγή
µίας ατοµιστικής προσοµοίωσης πολυµερούς, παραγόµενης από υπολογιστή
σε ένα (δίκτυο διαπλοκής) πρωταρχικών µονοπατιών (Εικ. Α΄.1). Με αυτόν τον
αλγόριθµο, το πρωταρχικό µονοπάτι προσεγγίζεται από το µικρότερο µονοπά-
τι που κατασκευάζεται κρατώντας τα άκρα της αλυσίδας σταθερά ενώ κανείς
συνεχώς σφίγγει τις αλυσίδες (ελαττώνοντας το µήκος κάθε αλυσίδας), χωρίς
να επιτρέπει στις αλυσίδες να διαπερνούν η µία την άλλη. Εφαρµόζοντας
αυτήν τη κατασκευή για όλες τις αλυσίδες καταλήγουµε σε µία αδροποιηµέ-
νη (coarse grained) εικόνα του πολυµερικού τήγµατος η οποία διατηρεί και
αποκαλύπτει τα τοπολογικά χαρακτηριστικά του.
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Σχήµα Α΄.1: (α) Αντιπροσωπευτικό ατοµιστικό δείγµα PE (πολυαιθυλενίου)
και (ϐ) το αντίστοιχο παραγόµενο δίκτυο

Προκειµένου να µελετήσει κανείς τα τοπολογικά χαρακτηριστικά του πο-
λυµερούς, αν οι πολυµερικές αλυσίδες είναι κλειστές, τότε µπορεί να εφαρµό-
σει τις γνωστές µεθόδους από την Θεωρία Κόµβων. Αυτό γίνεται µε την χρήση
τοπολογικών αναλλοίωτων, όπως για παράδειγµα, ο αριθµός περιέλιξης, το
πολυώνυµο Jones, κλπ.

Οι κόµβοι και οι κρίκοι σχετίζονται άµεσα µε τις πλεξίδες, εφόσον ενώ-
νοντας τα αντίστοιχα άκρα µίας πλεξίδας µε απλά τόξα παίρνουµε έναν κόµβο
ή έναν κρίκο. Θα είχε µεγάλο ενδιαφέρον να χρησιµοποιήσουµε πλεξίδες
για την µελέτη της διαπλοκής των πολυµερών, καθώς ϑα µπορούσαν να µας
δώσουν πολύ περισσότερη πληροφορία από τα µέτρα που χρησιµοποιούνται
συνήθως. Το πρώτο ϐήµα σε µία τέτοια µελέτη είναι να αντιστοιχίσουµε µία
πλεξίδα σε µία διαµόρφωση ενός δείγµατος πολυµερούς, όπως δίνεται µετά
την εφαρµογή του αλγορίθµου CReTA, και στη συνέχεια να αναγνωρίσουµε
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µία λέξη που αντιστοιχεί σε αυτήν την πλεξίδα. ΄Εστω ότι για ένα πολυµερές
µας έχουν δοθεί ν λέξεις (που αντιστοιχούν σε ν διαφορετικές διαµορφώσεις),
π.χ. ν = 10. Φέρνοντας την κάθε λέξη στην κανονική της µορφή µπορεί
κανείς συγκρίνοντάς τες, κάνοντας χρήση κάποιοιυ γνωστού αλγορίθµου επί-
λυσης του word problem να ανιχνεύσει τα (αλγεβρικά) κοινά χαρακτηριστικά
σε αυτές τις λέξεις, τα οποία ϑα σχετίζονται µε τις ϕυσικές ιδιότητες του συγ-
κεκριµένου πολυµερούς. Στη συνέχεια, κάνοντας το ίδιο για ένα διαφορετικό
πολυµερές, µπορεί κανείς να συγκρίνει τις λέξεις των δύο διαφορετικών πολυ-
µερών και να ϐρεί αλγεβρικές διαφορές οι οποίες ϑα αντανακλούν στις ϕυσικές
ιδιότητες αυτών των πολυµερών.
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