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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

 

Ο ορισμός, η ταξινόμηση και η απόδειξη συνιστούν την τριλογία των μεθόδων της 

ανάπτυξης και της συστηματικής παρουσίασης της Φυσικοχημείας. 

Με τον ορισμό αποκαλύπτουμε το λογικό βάθος μιας έννοιας και κατ’αυτό την 

καθιστούμε σαφή. 

Με την ταξινόμηση οριοθετούμε το λογικό πλάτος μιας έννοιας και κατ’αυτό την 

καθιστούμε ευκρινή. 

Σαφής και ευκρινής είναι οι δυο συνιστώσες του όρου ακριβής προκειμένου περί 

χαρακτηρισμών που αφορούν έννοιες. Κάθε επιστήμη επιδιώκει να διαμορφώσει 

ακριβείς έννοιες για το γνωστικό της αντικείμενο. 

Οι αποσαφηνίσεις και οι διευκρινίσεις γίνονται με τη χρήση λογικών κρίσεων. Αυτές 

οι λογικές κρίσεις πρέπει να είναι τεκμηριωμένες, κάτι που επιτυγχάνεται μόνο μέσω 

αποδείξεων. Απόδειξη είναι η παραγωγή της αλήθειας ή της πιθανότητας μιας κρίσης 

από άλλες κρίσεις αληθείς ή πιθανές. 

Η συνεισφορά της παρούσας διατριβής σε κάθε μια από αυτές τις τρεις συνιστώσες 

του γνωσιοθεωρητικού «είναι» της φυσικοχημείας συνίσταται –κυρίως, αλλά όχι 

μόνο– στο ότι: 

 ως προς τον ορισμό, αναδεικνύει γενικά την έννοια και τη σημασία των 

φορμαλιστικών ορισμών στη Φυσικοχημεία και ειδικότερα επιλύει τον γρίφο 

για τα πολλά, διαφορετικά δέλτα της Φυσικοχημείας. 

 ως προς την ταξινόμηση, διερευνά τα είδη και τις δυνατότητες των κλιμάκων 

μέτρησης και επιχειρεί μια αλγεβρική θεώρηση της διατακτικής ταξινόμησης, 

της γνήσιας ταξινόμησης και της καταχρηστικής ταξινόμησης. 

 ως προς την απόδειξη, επισημαίνει το θέμα των ατοπημάτων στις μαθηματικές 

αποδείξεις της Φυσικοχημείας και ειδικότερα αποκαλύπτει το ζήτημα της 

αλόγιστης χρήσης του κυκλικού κανόνα του Διαφορικού Λογισμού στη 

Φυσικοχημεία. 
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SUMMARY 

 

 

 

Definition, classification and proof constitute the trilogy of methods of development and 

systematic presentation of Physical Chemistry. 

Through definition we disclose the logical comprehension of a concept and therefore we 

make it clear. 

Through classification we delimit the logical extension of a concept and therefore we make it 

perspicuous. 

Clear and perspicuous are the two constituents of the term strict pertaining to 

characterisations regarding concepts. Every science aims at constructing strict concepts for 

its gnostic subject. 

Clearness and perspicuousness take place through the use of logical judgments. Those logical 

judgements have to be documented, which is achieved only through proofs. Proof is the 

deduction of truth or of the probability of a judgement from other true or probable 

judgements. 

The contribution of this present thesis to each one of the three constituents of the 

conceptual status of Physical Chemistry consists –mainly, but not exhaustively– of the 

following: 

 As far as definition is concerned, it highlights in general the concept and the 

meaning of the formalistic definitions in Physical Chemistry and in particular it solves 

the riddle of the many, different delta of Physical Chemistry. 

 As far as classification is concerned, it investigates the species and the capabilities of 

the scales of measurement and attempts an algebraic consideration of ordinal 

classification, perfect classification and imperfect classification. 

 As far as proof is concerned, it identifies the case of mistakes in mathematical proofs 

of Physical Chemistry and more specifically it reveals the issue of the thoughtless use 

of the cyclic rule of Differential Calculus in Physical Chemistry. 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

 

 

Ο ορισμός, η ταξινόμηση και η απόδειξη συνιστούν την τριλογία των μεθόδων της 

ανάπτυξης και της συστηματικής παρουσίασης της Φυσικοχημείας. 

Με τον ορισμό αποκαλύπτουμε το λογικό βάθος μιας έννοιας και κατ’αυτό την 

καθιστούμε σαφή. 

Με την ταξινόμηση οριοθετούμε το λογικό πλάτος μιας έννοιας και κατ’αυτό την 

καθιστούμε ευκρινή. 

Σαφής και ευκρινής είναι οι δυο συνιστώσες του όρου ακριβής προκειμένου περί 

χαρακτηρισμών που αφορούν έννοιες. Κάθε επιστήμη επιδιώκει να διαμορφώσει 

ακριβείς έννοιες για το γνωστικό της αντικείμενο. 

Οι αποσαφηνίσεις και οι διευκρινίσεις γίνονται με τη χρήση λογικών κρίσεων. Αυτές 

οι λογικές κρίσεις πρέπει να είναι τεκμηριωμένες, κάτι που επιτυγχάνεται μόνο μέσω 

αποδείξεων. Απόδειξη είναι η παραγωγή της αλήθειας ή της πιθανότητας μιας κρίσης 

από άλλες κρίσεις αληθείς ή πιθανές. 

Στα ακολουθούντα επιχειρείται μια διεξοδική διερεύνηση του μεθοδολογικού 

τρίπτυχου ορισμός, ταξινόμηση και απόδειξη που αποτελεί τον εννοιολογικό 

«σκελετό» της ανάπτυξης και της συστηματικής παρουσίασης της Φυσικοχημείας. 
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ΜΕΡΟΣ ΠΡΩΤΟ :   ΟΡΙΣΜΟΣ
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1.1  Τι είναι ο ορισμός; 

Είναι εξαιρετικά απίθανο το να συναντήσει κανείς, ακόμη και σήμερα, μια 

συστηματική διαπραγμάτευση του ορισμού, που να μην ξεκινάει από τις σχετικές 

απόψεις του Αριστοτέλη: 

«ὁρισμός οὐσίας τινός γνωρισμός» (Ἀριστοτ. Ἀναλ. ὓστ. 90 d 30), «ὁρισμός – τοῦ τί 

ἐστι καί οὐσίας» (αὐτόθι) και «ὁρισμός ἐστι λόγος ὁ τό τί ἦν εἶναι σημαίνων» 

(Ἀριστοτ. Τοπ. 154 a 31). Και που να μην αναγνωρίζει το ότι, ιστορικά πρώτος ο 

Σωκράτης έδειξε με τη διδασκαλία του τη μεγάλη σημασία του ορισμού για τη 

διασφάλιση και τη βάσανο της αλήθειας. 

Από την εποχή του Σωκράτη μέχρι σήμερα, η διερεύνηση θεμάτων που αφορούν τον 

ορισμό, έχει να παρουσιάσει ένα κυριολεκτικά αχαρτογράφητο πλήθος απόψεων [2-

11]. Πάντως, κοινός τόπος σε όλες αυτές τις αναρίθμητες, ετεροθαλέστατες απόψεις 

είναι το ότι ο ορισμός αποσαφηνίζει μια έννοια εντοπίζοντας και αποδίδοντας σε 

αυτήν τα ουσιώδη (εννοιολογικά) γνωρίσματά της, δηλαδή το λογικό βάθος της. 

Γνωρίσματα μιας έννοιας είναι τα στοιχεία που την συναπαρτίζουν, και λογικό βάθος 

της, είναι το σύνολο αυτών των γνωρισμάτων. Λ.χ. γνωρίσματα της έννοιας τρίγωνο 

είναι: σχήμα, επίπεδο, ευθύγραμμο, περατούμενο σε τρεις γραμμές ανά δυο 

τεμνόμενες. Αυτά είναι τα κοινά χαρακτηριστικά όλων των παραστάσεων τριγώνου 

(δηλαδή το λογικό βάθος του), που συναντάμε πάγια σε κάθε περίπτωση τριγώνου 

και κατ’αυτό συναποτελούν την ουσία της έννοιας του τριγώνου. Και αυτή ακριβώς 

είναι η σημασία του όρου τρίγωνο. 

Έννοια, ουσία και σημασία στις οποίες αναφερθήκαμε φευγαλέα στα παραπάνω, είναι 

από τα κεντρικότερα θέματα οξύτατης και ασίγαστης φιλοσοφικής αντιπαράθεσης 

σχετικά με τον ορισμό. Μια ιδέα για το πόσο περίπλοκη είναι η κατάσταση με τις 

φιλοσοφικές διενέξεις πάνω σε αυτά τα θέματα, θα  μπορούσε κανείς να πάρει, 

σχετικά λ.χ. με τη σημασία, από το μνημειώδες σύγγραμμα των C.K. Ogden and I. A. 

Richards: “The meaning of meaning”, 8
th

 ed., Mariner Books, 1989. Ήδη και από 

αυτόν-τούτο τον τίτλο ακόμη του εν λόγω συγγράμματος, - που πρωτοκυκλοφόρησε 

το 1923 και έκτοτε καθιερώθηκε ως κλασικό έργο που η αξία του παραμένει 

διαχρονικά αμείωτη – προϊδεάζεται ο αναγνώστης για το ότι το θέμα της σημασίας δε 

θα πρέπει να είναι από τα αυτονόητα. Σε αυτή λοιπόν την περί της σημασίας 

μονογραφία, αναλύονται ούτε μια, ούτε και δυο μόνον, αλλά 16 (δεκαέξι!) 

διαφορετικές εκδοχές της σημασίας. Και σε όλη την έκταση των 396 σελίδων της, 
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βασική θέση της είναι ότι «η γλώσσα είναι το πιο σημαντικό από όλα τα εργαλεία του 

πολιτισμού». Από τα κυριότερα θέματα που αναλύει αυτή η μονογραφία είναι το 

δίπολο ορισμός – γλώσσα. 

 

1.2  Γλωσσικά επίπεδα: γλώσσα και μεταγλώσσα. 

Οι ορισμοί φύσει ανήκουν στη μεταγλώσσα. Ο όρος μεταγλώσσα εισήχθη από τον R. 

Jacobson και χαρακτηρίζει μια γλώσσα που χρησιμοποιείται για να περιγράψει ή να 

αναλύσει μια άλλη γλώσσα. Εν τοιαύτη περιπτώσει η μελετώμενη γλώσσα είναι μια 

γλώσσα-αντικείμενο (και κατ’ αυτό λέγεται και αντικειμενική γλώσσα) και η 

μεταγλώσσα στην οποία γίνεται η μελέτη είναι μια γλώσσα-πλαίσιο. Λ.χ. σε ένα 

εγχειρίδιο εκμάθησης της Γαλλικής για ελληνόφωνους, η Γαλλική είναι η 

αντικειμενική γλώσσα (γλώσσα-αντικείμενο) και η Ελληνική είναι η μεταγλώσσα 

(γλώσσα-πλαίσιο). Όμως, σε ένα εγχειρίδιο της Ελληνικής για ελληνόφωνους 

μαθητές, η Ελληνική παίζει και τους δυο αυτούς ρόλους. Οι εκφράσεις σε μια 

μεταγλώσσα, για λόγους αντιδιαστολής ως προς εκείνες της αντικειμενικής γλώσσας, 

στον γραπτό λόγο επισημαίνονται συνήθως με τη χρήση πλαγιαστών γραμμάτων 

(italics), ή εισαγωγικών. 

Στην απλούστερη των περιπτώσεων η μεταγλώσσα χρησιμοποιείται για να 

περιγράψει ή να αναλύσει τη γλώσσα της καθημερινότητάς μας, δηλαδή τη 

φυσική/πραγματική γλώσσα, με την οποία επικοινωνούμε μεταξύ μας. Ενόψει αυτών 

η φυσική γλώσσα θα μπορούσε –κατά κάποια έννοια– να θεωρηθεί ως ένα κείμενο, 

και η μεταγλώσσα ως ένα σχόλιο πάνω σε αυτό το κείμενο. 

Μια φυσική γλώσσα έχει δυο πλευρές: 

(α) τη συντακτική, δηλαδή ένα σύνολο κανόνων που περιγράφουν ποιοι είναι οι 

επιτρεπτοί τρόποι για την κατασκευή λέξεων και προτάσεων, χωρίς την παραμικρή 

αναφορά σε ερμηνείες λέξεων και προτάσεων, 

(β) τη σημασιολογική (ή σημαντική), δηλαδή την απόδοση νοήματος στις λέξεις και 

προτάσεις και τελικά την απόδοση αληθοτιμής στις προτάσεις. 

Αυτός ο δυισμός αντικατοπτρίζει και αντικατοπτρίζεται σε μια θεμελιώδη αντίθεση 

του συνόλου της Λογικής: την αντίθεση ανάμεσα στις συντακτικές έννοιες και τις 

σημασιολογικές έννοιες. Οι πρώτες σχετίζονται με τη σύνταξη των προτάσεων και 

τον μηχανικό τρόπο παραγωγής τους από άλλες. Τέτοιες είναι οι έννοιες αξίωμα, 

αποδεικτικός κανόνας, απόδειξη, κτλ. Οι δεύτερες είναι όσες έχουν σχέση με τη 

σημασία, δηλαδή με την αλήθεια ή το ψεύδος των προτάσεων. Τέτοιες είναι οι 
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έννοιες αποτίμηση, μοντέλο, κτλ. Τις περισσότερες φορές σε μια συντακτική έννοια 

αντιστοιχεί μια σημασιολογική έννοια και αντίστροφα, με αποτέλεσμα να υπάρχουν 

δυο συμπληρωματικοί τρόποι αντιμετώπισης των προβλημάτων. Τα θεωρήματα 

πληρότητας της Λογικής μάς εγγυώνται την ισοδυναμία των δυο αυτών 

προσεγγίσεων (συντακτικής και σημασιολογικής). 

Η διάκριση ανάμεσα στη μεταγλώσσα και την αντικειμενική γλώσσα είναι 

επιβεβλημένη σε κάθε αυστηρή συλλογιστική διαδικασία. Μια απρόσεκτη μίξη της 

αντικειμενικής γλώσσας με τη μεταγλώσσα οδηγεί στα λεγόμενα σημασιολογικά 

παράδοξα. Μολονότι όμως η διάκριση ανάμεσα στη μεταγλώσσα και την 

αντικειμενική γλώσσα πρέπει να τηρηθεί απαρέγκλιτα σε τεχνικές αναλύσεις 

συναφών θεμάτων, γεγονός παραμένει ότι στην πράξη χρησιμοποιείται μια και η 

αυτή φυσική/πραγματική γλώσσα για όλες τις χρήσεις (και αντικειμενικής γλώσσας 

και μεταγλώσσας). Δηλαδή, η καθημερινή γλώσσα των διαλόγων επικοινωνίας μας 

είναι ένα μίγμα (αντικειμενικής) γλώσσας και μεταγλώσσας. 

Κατά τον R. Carnap είναι πάντοτε εφικτή η μετατόπιση από τον υλικό τρόπο στον 

τυπικό τρόπο, λ.χ. από το «κάθε οδοντογιατρός είναι ένας γιατρός για δόντια», στο 

«οδοντογιατρός» σημαίνει «γιατρός δοντιών». Η αλλαγή αυτή είναι σημαντική σε 

συζητήσεις για τα συνώνυμα και για τη διάκριση αναλυτικών-συνθετικών 

προτάσεων. Η διάκριση του Carnap αντιστοιχεί στη διάκριση χρήσης-μνείας. Λ.χ. 

ομιλούμε με τον τυπικό τρόπο (μνημονεύουμε μια γλωσσική έκφραση), όταν 

αποδίδουμε μια ιδιότητα σε μια λέξη ή κάποιον άλλο εκφραστικό τύπο, όπως είναι η 

ορθογραφία, η προφορά, το νόημα, μια γραμματική κατηγορία, ή όταν 

χρησιμοποιούμε ένα δείγμα έκφρασης ανορθόγραφα, με λανθασμένη προφορά ή 

εσφαλμένα. 

 

1.3 Τι είναι αυτό που ορίζουμε με τους ορισμούς; 

Υπάρχουν τρεις βασικές «σχολές» σχετικά με το τι είναι αυτό που ορίζουμε με τους 

ορισμούς: η πραγματοκρατία (realismus),  η εννοιοκρατία (conceptualismus) και η 

ονοματοκρατία (nominalismus). Οι ομόλογοι αυτών των σχολών ορισμοί, ήτοι οι 

πραγματοκρατικοί/ρεαλιστικοί ορισμοί, οι εννοιοκρατικοί/κονσεπτουαλιστικοί 

ορισμοί και οι ονοματοκρατικοί/νομιναλιστικοί ορισμοί, έχουν ως αντικείμενό τους 

αντιστοίχως πράγματα, έννοιες και όρους. Δηλαδή: κατά τους 

πραγματοκράτες/ρεαλιστές αυτό που ορίζεται είναι τα πράγματα, κατά τους 
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εννοιοκράτες/κονσεπτουαλιστές αντικείμενο του ορισμού είναι οι έννοιες και κατά 

τους ονοματοκράτες/νομιναλιστές στόχος των ορισμών είναι οι όροι. 

Έτσι λ.χ. κατά τους νομιναλιστές όταν λέμε ότι «αεροπλάνο είναι ένα όχημα που 

μπορεί να παραμένει και να μετακινείται πάνω από την επιφάνεια της γης», τότε 

εκείνο που ορίζουμε δεν είναι το αντικείμενο αεροπλάνο, αλλά ο όρος αεροπλάνο. Η 

επιχειρηματολογία τους επ’αυτού είναι ότι ένα αεροπλάνο μπορούμε να το 

κατασκευάσουμε, να το απογειώσουμε, να το καταρρίψουμε, κλπ, αλλά όχι και να το 

ορίσουμε. Κατά τους νομιναλιστές, μια ορθή μορφή αυτού του ορισμού θα μπορούσε 

να ήταν λ.χ. ότι «με τον όρο αεροπλάνο ονομάζουμε ένα όχημα που μπορεί να 

παραμένει και να μετακινείται πάνω από την επιφάνεια της γης». 

 

1.4 Είδη ορισμών. 

Κατ’αρχάς διακρίνουμε τους καθαυτό ορισμούς από τους οιονεί ορισμούς. Οι πρώτοι 

είναι άρτιοι ορισμοί στην έννοια ότι έχουν ως στόχο την ταυτοποίηση του οριστέου 

μέσω ανάδειξης των λογικών γνωρισμάτων του, ενώ οι δεύτεροι είναι ατελείς 

σκιαγραφήσεις βασιζόμενες σε κάποια από τα χαρακτηριστικά του, τα οποία όμως 

δεν επιλέγονται με κριτήρια πληρότητας της περιγραφής, αλλά με τη βλέψη τού να 

τονιστεί κάποιο μέρος του οριστέου όλου. 

Υπάρχει ένα μεγάλο πλήθος ειδών καθαυτό ορισμών, που αντιστοιχούν σε διάφορες 

μεθοδολογικές τεχνοτροπίες τού ορίζειν. 

Ενδεικτικά αναφέρουμε με αλφαβητική σειρά κάποια από τα δημοφιλέστερα τέτοια 

είδη: 

1. αναδρομικός, 

2. αναλυτικός, 

3. απαριθμητικός, 

4. ερμηνευτικός, 

5. ετυμολογικός, 

6. καταδεικτικός, 

7. κατασκευαστικός, 

8. λελυμένος, 

9. οπερασιον(αλ)ιστικός, 

10. πεπλεγμένος, 

11. περιοριστικός, 

12. προσεχούς γένους και ειδοποιού διαφοράς, 
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13. συμβασιογενής, 

14. συμφραστικός, 

15. συνεκδοχικός, 

16. συνθετικός, 

17. συντονιστικός, 

18. ταυτολογικός, 

19. υπομνηματιστικός, 

20. φορμαλιστικός, 

21. χρησιγενής, 

κ.ά. 

Ακόμη, εκτός από τα γενικού ενδιαφέροντος είδη καθαυτό ορισμών, υπάρχουν και 

ειδικότερης χρήσης και τεχνικότερου χαρακτήρα επώνυμοι καθαυτό ορισμοί, όπως 

λ.χ. οι ορισμοί S.C. Pepper, ορισμοί V.F. Lenzen, ορισμοί C.I. Lewis, κτλ. 

Εξάλλου, μεγάλη είναι και η ποικιλία ειδών των οιονεί ορισμών, όπως ενδεικτικά και 

κατά αλφαβητική σειρά είναι λ.χ. τα εξής: 

1. γενίκευση, 

2. δειγματισμός, 

3. διάκριση, 

4. κατάταξη, 

5. μετωνυμία, 

6. περιγραφή, 

7. ρητορία, 

8. σκιαγραφία, 

9. σύγκριση, 

10. συνωνυμία, 

κ.ά. 

Εξυπακούεται ότι το κάθε είδος ορισμού έχει και τους δικούς του κανόνες που 

διέπουν τη λειτουργία του. 

Επισημαίνουμε ότι οι προηγηθείσες απαριθμήσεις ειδών ορισμού συμφύρουν σε 

αλφαβητική παράθεση είδη που αφορούν ετεροθαλέστατα ταξινομικά σχήματα των 

ορισμών. 

Τελικά το πρώτιστο προφανές δίδαγμα, από την απλή ανάγνωση και μόνον των 

σχετικών καταλόγων ειδών ορισμού, είναι ότι σε κάθε περίπτωση δεν πρέπει να λέμε 
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ο ορισμός, αλλά ένας (ακόμη) ορισμός για το εκάστοτε θέμα μας. Έτσι λ.χ. για την 

ενθαλπία έχουμε τους ορισμούς: 

(i) dH    dqp,rev , 

(ii)   H    U+pV , 

(iii)   H    A[-p, -S] , 

(iv)   H     
      

      
 
   

 , 

κ.ά. 

Όλα τα γένη ορισμών (δηλαδή: πραγματοκρατικοί, εννοιοκρατικοί και 

ονοματοκρατικοί), καθώς και όλα τα είδη τόσο των καθαυτό ορισμών, όσο και των 

οιονεί ορισμών, συναντώνται στη Φυσικοχημεία. Λ.χ. ο κατά  J. Zernike [12, 13] 

ορισμός της εικονικής φάσης στα πλαίσια του κανόνα των φάσεων, είναι τυπικό 

παράδειγμα ονοματοκρατικού ορισμού. Ο καθαυτό ορισμός κατά τον οποίο: «το 

θερμοδυναμικό δυναμικό που ταυτοποιεί την κατάσταση ισορροπίας ενός απλού, 

κλειστού συστήματος υπό p, S = const., λέγεται ενθαλπία», είναι κατά το είδος 

συνθετικός. Όταν λέμε ότι: «εντασιακά είναι μεγέθη όπως η θερμοκρασία T, η πίεση 

p, κ.ά.», τότε χρησιμοποιούμε έναν οιονεί ορισμό που κατά το είδος είναι 

δειγματισμός.  

Πάντως, ιδιαίτερο ενδιαφέρον για τη Φυσικοχημεία παρουσιάζουν οι περιπτώσεις του 

οπερασιοναλιστικού ορισμού και του φορμαλιστικού ορισμού, στις οποίες θα 

αναφερθούμε ειδικότερα στις αμέσως επόμενες δυο ενότητες του παρόντος μέρους. 

 

1.5 Οπερασιοναλιστικοί ορισμοί στη Φυσικοχημεία. 

      1.5.1 Προσημείωση 

Ο οπερασιοναλισμός (operationalismus) είναι η «σχολή» φιλοσοφίας της επιστήμης 

που εγκαθίδρυσε ο Αμερικανός φυσικός P.W. Bridgman [(1882-1962),  βραβείο 

Nobel Φυσικής το 1946] κωδικοποιώντας γνωσιοθεωρητικές και οντολογικές απόψεις 

που οι ρίζες τους ανευρίσκονται στην κλασική αρχαιότητα. 

Ο Bridgman εισήγαγε τον οπερασιοναλισμό το 1927 με το σύγγραμμά του “The 

Logic of Modern Physics” (Macmillan), ως φιλοσοφία της επιστήμης που ανάγει τη 

θεωρητική γνώση σε εμπειρικές διαδικασίες μέτρησης. Κατά τον οπερασιοναλισμό το 

νόημα μιας έννοιας είναι συνώνυμο με ένα αντίστοιχο σύνολο πράξεων. Αρχικά ο 

οπερασιοναλισμός πρόβαλλε το αίτημα οι πράξεις αυτές να είναι οπωσδήποτε 
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φυσικές (και όχι νοητικές), ενώ ειδικά για τις επιστημονικές έννοιες οι πράξεις να 

είναι διεργασίες μέτρησης (δηλαδή πράξεις που χρησιμοποιούν όργανα), γιατί –κατά 

τον οπερασιοναλισμό– τη φυσική πραγματικότητα την εκφράζουν εκείνες μόνο οι 

έννοιες που μπορούν να προσδιοριστούν πειραματικά. Αργότερα ο Bridgman, 

ανταποκρινόμενος σε επισημάνσεις αδυναμιών της θεωρίας του, μετρίασε αυτές τις 

απαιτήσεις του αναθεωρώντας τις αφετηριακές εμμονές του για ταύτιση των εννοιών 

με πράξεις [14]. 

Με την πάροδο του χρόνου, εκτός από τη μετεξέλιξη αυτού-τούτου του αυθεντικού 

οπερασιοναλισμού του ίδιου του Bridgman, παρουσιάστηκαν διάφορες μεταλλάξεις 

του, όπως λ.χ. είναι οι ποικίλες μορφές επιμειξίας του με το συμπεριφορισμό 

(behaviorismus) των E.C. Tolman, S.S. Stevens, B.F. Skinner κ.ά., ή οι συνυπάρξεις 

του με αρκετές εκδοχές του λογικού θετικισμού (logical positivismus). 

Πάντως κοινός τόπος όλων αυτών των παραλλαγών του οπερασιοναλισμού είναι το 

ότι οδηγούν αναπόφευκτα σε υποκειμενικά ιδεαλιστικά συμπεράσματα: αν στις 

έννοιες βλέπουμε μόνο τις πράξεις μας της μέτρησης, τότε και η παραδοχή των ίδιων 

των αντικειμένων, ανεξάρτητα από τις διαδικασίες των μετρήσεων, αποδεικνύεται 

παράλογη. Η θέση του Bridgman επ’ αυτού είναι ξεκάθαρη: «τα πράγματα είναι στην 

ουσία δικά μας κατασκευάσματα» [15-20]. 

       1.5.2 Το «πιστεύω» του οπερασιοναλισμού. 

Θα μπορούσαμε να κωδικοποιήσουμε σε έναν κατάλογο δέκα προτάσεων – θέσεων 

το «πιστεύω» του οπερασιοναλισμού, ως εξής: 

(I) Η παρατήρηση είναι η πηγή και το αντικείμενο της επιστήμης. 

(II) Τίποτε δεν είναι πραγματικό αν δεν μπορεί να γίνει μέρος της ανθρώπινης 

εμπειρίας. Το σύνολο της επιστήμης αφορά την εμπειρία και μόνο και όχι 

μια ανεξάρτητη πραγματικότητα. Δηλαδή η φυσική πραγματικότητα είναι 

απλώς ένας τομέας της ανθρώπινης εμπειρίας. 

(III) Οι υποθέσεις και οι θεωρίες της επιστήμης δεν είναι τίποτε άλλο από 

συμπυκνωμένη εμπειρία, δηλαδή επαγωγικές συνθέσεις επιμέρους 

συμπερασμάτων από πειραματικά δεδομένα. 

(IV) Οι επιστημονικές θεωρίες δεν εφευρίσκονται αλλά ανακαλύπτονται. 

Μπορούν να εντοπισθούν σε σύνολα εμπειρικών δεδομένων, όπως λ.χ. σε 

πίνακες εργαστηριακών μετρήσεων. Η θεωρητική προσέγγιση και η 

επινόηση πολύ λίγο ρόλο μπορούν να παίξουν στην επιστήμη. 
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(V) Ο σκοπός της διατύπωσης υποθέσεων και της θεωρητικής ανάλυσης είναι 

η συστηματοποίηση ενός μέρους του διαρκώς αυξανόμενου 

πληροφοριακού πλούτου της ανθρώπινης εμπειρίας και η πρόβλεψη 

ενδεχόμενων νέων εμπειριών. Σε καμιά περίπτωση δεν επιχειρεί κανείς να 

εξηγήσει την πραγματικότητα. Και πολύ περισσότερο δεν αποσκοπεί στο 

να εκμαιεύσει την ουσία των πραγμάτων. 

(VI) Οι υποθέσεις και οι θεωρίες που αναφέρονται σε μη παρατηρήσιμες 

οντότητες, όπως λ.χ. το πεδίο, στερούνται φυσικού περιεχομένου. Απλώς 

και μόνο αποτελούν μαθηματικές γέφυρες μεταξύ πραγματικών ή δυνατών 

παρατηρήσεων. Οι τέτοιες υπερ-εμπειρικές οντότητες δεν αναφέρονται σε 

πραγματικά μεν, πλην όμως διαισθητικώς απροσπέλαστα αντικείμενα, 

αλλά είναι απλώς βοηθητικές συμβάσεις στερούμενες αναφοράς στην 

πραγματικότητα. 

(VII) Οι υποθέσεις και οι θεωρίες της επιστήμης δεν είναι περισσότερο ή 

λιγότερο αληθείς ή κατάλληλες. Δοθέντος ότι δεν αντιστοιχούν σε 

ανεξαρτήτως υπάρχουσες οντότητες, τελικά είναι μόνο περισσότερο ή 

λιγότερο απλοί και αποτελεσματικοί τρόποι συστηματοποίησης και 

εμπλουτισμού της εμπειρίας μας, παρά συνιστώσες μιας εικόνας του 

κόσμου. 

(VIII) Κάθε σημαντική έννοια πρέπει να ορίζεται. Επομένως, κάθε συστηματική 

διαπραγμάτευση επιστημονικού θέματος, θα πρέπει να ξεκινά ορίζοντας 

τους όρους-κλειδιά. 

(IX) Αυτό που αποδίδει σημασία είναι ο ορισμός. Ένα σύμβολο που δεν έχει 

ορισθεί, στερείται φυσικής σημασίας και επομένως μπορεί να υπεισέρχεται 

στην επιστήμη μόνο ως μια βοηθητική μαθηματική συντομογραφία. 

(X) Ένα σύμβολο αποκτά φυσική σημασία μόνο μέσω ενός 

οπερασιοναλιστικού ορισμού. Ενόσω δεν ορίζεται σε όρους δυνατών 

εμπειρικών διεργασιών είναι χωρίς νόημα και ως εκ τούτου πρέπει να 

απορρίπτεται. 

Αυτές οι «δέκα εντολές του οπερασιοναλισμού» μπορούν να ομαδοποιηθούν σε 

ενότητες ως εξής: 

 παρατήρηση και πραγματικότητα (θέσεις Ι και ΙΙ), 

 φύση των επιστημονικών ιδεών (ΙΙΙ,  ΙV), 
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 σκοπός των επιστημονικών ιδεών (V), 

 θεωρητικές έννοιες και αλήθεια (VI, VII), 

 τα πάντα ορίζονται (VIIΙ, IX), 

 ιδιοσυγκρασιακά χαρακτηριστικά του οπερασιοναλιστικού ορισμού (Χ). 

Περαιτέρω, θα σχολιάσουμε στα πλαίσια αυτών των ενοτήτων τις προαναφερθείσες 

δέκα «αρχές-δόγματα» που κωδικοποιούν την τυπική εκδοχή του οπερασιοναλισμού 

στη Φυσικοχημεία, με στόχο να αναδείξουμε τις δομικές αδυναμίες αυτής της σχολής 

φιλοσοφίας της επιστήμης. 

 

1.5.2.1 Παρατήρηση και πραγματικότητα. 

Η πρόταση (Ι) που αναγορεύει την παρατήρηση σε πηγή και αντικείμενο της 

επιστημονικής γνώσης, είναι μερικώς αληθής: όντως, δεν υπάρχει αμφιβολία ότι η 

παρατήρηση μας προσπορίζει γνώση. Όμως, η επιστήμη προχωράει παραπέρα, 

επινοώντας ιδέες που δεν προκύπτουν άμεσα από την κοινή εμπειρία, όπως λ.χ. τα 

μεσόνια ή ο νόμος της αδράνειας. 

Η πρόταση (ΙΙ) ουσιαστικά επιχειρεί να παρακάμψει την έννοια της πραγματικότητας. 

Στην καλύτερη περίπτωση επιδιώκει να περιθωριοποιήσει τον ρόλο της σχετικά με 

την επιστημονική έρευνα. 

Πριν την έλευση του οπερασιοναλισμού, ο τυπικός/μέσος επιστήμονας είχε την 

άποψη ότι χειρίζεται πραγματικές οντότητες ή ότι οι ιδέες του αφορούσαν τέτοια 

πράγματα. Άλλωστε, ακόμη και τώρα, αυτό εξακολουθεί να κάνει. Μόνο όμως που 

τώρα, ενώ αυτό ακριβώς κάνει όταν ερευνά ως επιστήμονας, αντίθετα όταν χρειαστεί 

να τοποθετηθεί για τέτοια ζητήματα από φιλοσοφικής σκοπιάς, τότε αυτοαναιρείται: 

σε τέτοιες περιπτώσεις ο πρακτικά ρεαλιστής επιστήμονας μεταλλάσσεται σε 

θεωρητικά εμπειριστή. 

Αυτή η δυσπιστία για την έννοια της πραγματικότητας, εκτιμάται πως έχει 

κληρονομηθεί από τον I. Kant και τους Βρετανούς εμπειριστές – μέσω των θετικιστών 

και των πραγματιστών – οι οποίοι αρνούνταν τη δυνατότητα του να συλλάβει ο 

άνθρωπος την ουσιαστική πραγματικότητα που υπόκειται της εφήμερης ανθρώπινης 

εμπειρίας. 

Καμιά επιστημονική θεωρία δεν δέχεται ότι το αντικείμενό της συνίσταται, ή 

περιορίζεται αποκλειστικά και μόνο, από αισθήσεις, σκέψεις ή ανθρώπινες δράσεις: 

οι επιστημονικές θεωρίες αφορούν τη φυσική πραγματικότητα και αποτελούν μια 
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ριζική επέκταση και εμβάθυνση της ανθρώπινης εμπειρίας. Έτσι λ.χ. ο αστροφυσικός 

που μελετά τις θερμοπυρηνικές αντιδράσεις στο εσωτερικό των άστρων,  αυτό που 

κάνει δεν είναι το να διεισδύει εμπράκτως στο εσωτερικό τους, παρά μόνο νοερά. Δεν 

έχει άμεση κατ’αίσθηση εμπειρία των αντικειμένων της μελέτης του. Όμως πιστεύει, 

ή τουλάχιστον ελπίζει, ότι οι θεωρίες του έχουν ομόλογο πραγματικό έρεισμα. Και 

ασφαλώς αυτή του η πίστη, ή μάλλον η ελπίδα, δεν είναι ανυπόστατη: σε αντίθεση με 

τη μεταφυσικίζουσα αντίληψη που έχει επ’αυτού ο οπερασιοναλισμός, ο επιστήμονας 

ελέγχει τις θεωρίες του αντιπαραβάλλοντάς τες ως προς τα παρατηρησιακά δεδομένα, 

πολλά από τα οποία μπορεί να έχουν συλλεγεί υπό το πρίσμα αυτών – τούτων 

ακριβώς των ίδιων των θεωριών που επιχειρεί να ελέγξει. 

Με άλλα λόγια: ενώ οι εμπειρίες διαφοροτάτων τύπων χρειάζονται για να ελέγξουμε 

τις επιστημονικές μας ιδέες, επ’ουδενί αποτελούν την καθοριστική αναφορά τους. Η 

τελική αναφορά κάθε επιστημονικής ιδέας είναι μια πραγματική οντότητα. 

 

1.5.2.2 Φύση των επιστημονικών ιδεών. 

Η πρόταση (ΙΙΙ), σχετικά με τη φύση των επιστημονικών υποθέσεων και θεωριών, 

ουσιαστικά αυτό που κάνει είναι το να προεκτείνει μέχρι την επιστήμη αυτό που 

ισχύει για ένα μέρος της συνηθισμένης γνώσης. Και όντως είναι αληθές ότι πολλές 

γενικές δηλώσεις είναι επαγωγικές συνθέσεις εμπειρικών δεδομένων. Όμως είναι 

λάθος η άποψη, ότι κάθε γενική επιστημονική ιδέα σχηματίζεται επαγωγικά από 

ατομικές εμπειρίες ή παρατηρήσεις. Λ.χ. αν εξετάσουμε τις μαθηματικές διατυπώσεις 

της Φυσικοχημείας της στερεάς κατάστασης, θα διαπιστώσουμε ότι οι πιο πολλές από 

αυτές περιλαμβάνουν περισσότερο ή λιγότερο εκλεπτυσμένες θεωρητικές έννοιες 

πολύ απόμακρες από την άμεση εμπειρία. Γενικά, η πραγματικότητα είναι ότι οι 

υποθέσεις και οι θεωρίες, αντί να θεωρούνται ότι απλώς συνοψίζουν εμπειρικά 

δεδομένα, «παράγουν» εμπειρία με το που υποδεικνύουν καινούριες παρατηρήσεις 

και νέα πειράματα. Μάλιστα, αυτή δεν είναι και η πιο σημαντική προσφορά των 

υποθέσεων και των θεωριών: τις υπολογίζουμε πρωταρχικά γιατί μας δίνουν τη 

δυνατότητα να σκιαγραφήσουμε την πραγματικότητα και να την ερμηνεύσουμε έστω 

και μερικώς. 

Γεγονός είναι, πως τίποτε δεν μπορεί να εξηγηθεί λέγοντας απλώς ότι αυτό είναι ένα 

δεδομένο της εμπειρίας ή διαβεβαιώνοντας ότι μια δήλωση που κάνουμε σχετικώς, 

είναι ένα πακέτο συμπυκνωμένης εμπειρίας. Άλλωστε η εμπειρία καθεαυτή είναι κάτι 

που πρέπει να εξηγηθεί, και η όποια ερμηνεία είναι αρμοδιότητας της θεωρίας. 
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Δηλαδή, οι επιστημονικές θεωρίες δεν αποτελούν παθητικές συνόψεις της εμπειρίας, 

αλλά με το που προτείνουν ερμηνείες μας δίνουν τη δυνατότητα να γνωρίσουμε ένα 

κάποιο μέρος της πραγματικότητας. Και φυσικά, οι εκάστοτε θεωρίες που 

διαμορφώνονται στα πλαίσια μιας και μόνης συγκεκριμένης επιστήμης, δεν μπορούν 

να τελεσφορήσουν λειτουργώντας μεμονωμένα, γιατί κάθε ανθρώπινη εμπειρία είναι 

συνισταμένη πολλών επιμέρους συνιστωσών, που εκτείνονται από το φυσικό μέχρι το 

πνευματικό επίπεδο, έτσι ώστε μια ορθή ερμηνεία της να απαιτεί τη συνεργασία 

φυσικών, χημικών, φυσικοχημικών, βιολογικών, ψυχολογικών και ψυχοκοινωνικών 

θεωριών. Εν ολίγοις, οι επιστημονικές ιδέες πηγαίνουν πολύ μακρύτερα από την 

εμπειρία και είναι για αυτό ακριβώς το ότι μπορούν να συμβάλλουν στην ερμηνεία 

της εμπειρίας. Κατά ταύτα το τρίτο από τα δέκα δόγματα της κατεστημένης 

φιλοσοφίας της επιστήμης, δηλαδή του οπερασιοναλισμού, είναι λάθος. Επιπλέον 

όμως είναι και αποπροσανατολιστικό, καθώς ενισχύει τον μύθο ότι, ενώ όλα τα 

πειράματα είναι σημαντικά, καμιά θεωρία δεν είναι απαραίτητη. 

Η πρόταση (IV) είναι ουσιαστικά μια συνέπεια της πρότασης (ΙΙΙ): αν οι θεωρίες 

είναι επαγωγικές συνθέσεις, τότε δεν δημιουργούνται, αλλά απλώς 

συναρμολογούνται με συνάρθρωση συμπερασμάτων από εμπειρικά καθέκαστα, κατά 

τρόπο ανάλογο λ.χ. εκείνου που ένα σύννεφο δημιουργείται από συσσώρευση 

σταγονιδίων νερού. Το λάθος αυτής της θέσης είναι άμεση συνέπεια του λάθους της 

πρότασης (ΙΙΙ), αλλά μπορεί να διαπιστωθεί και ανεξάρτητα από αυτό πολύ εύκολα, 

αρκεί να σκεφθούμε ότι κάθε θεωρία περιλαμβάνει και έννοιες που δεν υπεισέρχονται 

στα δεδομένα που χρησιμοποιούνται για τον έλεγχό της. Έτσι λ.χ. στη Μηχανική του 

συνεχούς χρησιμοποιείται η έννοια της εσωτερικής τάσης, η οποία όμως επειδή δεν 

είναι παρατηρήσιμη, δεν εμφανίζεται στα πειραματικά δεδομένα ούτε για να 

υποστηρίξει, ούτε και για να υπονομεύσει κάθε μερικότερη υπόθεση, που αφορά την 

οριστική μορφή του τανυστή τάσης. Εξάλλου, σε κάθε σύνολο δεδομένων, μπορεί να 

αντιστοιχηθεί ως συμβατό ένα αναρίθμητο πλήθος θεωριών. 

Και ενώ υπάρχουν πάμπολλοι δρόμοι που οδηγούν από τα δεδομένα σε θεωρίες, 

αντίθετα η πορεία από τις βασικές παραδοχές μιας θεωρίας προς τις ελέγξιμες 

συνέπειές της είναι μονόδρομος. Δηλαδή, ενώ η επαγωγή είναι διφορούμενη, 

αντίθετα η απαγωγή είναι μονοσήμαντη. Τελικά, οι επιστημονικές θεωρίες, μακράν 

του να είναι πάντοτε, κυρίως ή αποκλειστικώς, επαγωγικές συνθέσεις, είναι πάνω από 

όλα δημιουργίες, που ασφαλώς και υπόκεινται σε εμπειρικό έλεγχο αξιοπιστίας, αλλά 

πάντως που δεν υποβαθμίζεται από κάτι τέτοιο η αξία τους ως δημιουργιών. 
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1.5.2.3 Σκοπός των επιστημονικών ιδεών. 

Η πρόταση (V), που αφορά τον σκοπό των επιστημονικών ιδεών, είναι μονόπλευρη 

και προϋποθέτει ότι οπωσδήποτε υπάρχει ακριβώς ένας – μόνον – στόχος. Βέβαια 

είναι αληθές το ότι η συστηματοποίηση είναι μια από τις βλέψεις της 

θεωρητικοποίησης, αλλά όμως δεν είναι και η μοναδική. Γιατί καμιά 

συστηματοποίηση δεν επαρκεί για να εξηγηθεί το γιατί τα πράγματα εξελίσσονται με 

τον τάδε τρόπο και όχι με έναν άλλο διαφορετικό τρόπο. Ενόψει του να εξηγήσουμε 

κάτι, πρέπει να παράξουμε δηλώσεις που το περιγράφουν και είναι αυτή ακριβώς η 

παραγωγή που απαιτεί προκείμενες προτάσεις, που πηγαίνουν πιο μακριά από αυτό 

που επιχειρείται να εξηγηθεί. Και η κύρια λειτουργία των επιστημονικών θεωριών 

είναι να μας προμηθεύει ερμηνείες για τα γεγονότα. 

Όμως, υπάρχουν επιφανειακές ερμηνείες και ερμηνείες σε βάθος. Οι τελευταίες 

αυτές, απαιτούν συλλογιστικούς μηχανισμούς που ξεφεύγουν από τις αντιλήψεις που 

δημιουργεί η κατ’αίσθηση εποπτεία των πραγμάτων. Έτσι, για να πετύχουμε στην 

επιστήμη ερμηνείες σε βάθος θα πρέπει να επινοήσουμε προσφυείς θεωρίες σε βάθος, 

δηλαδή μη φαινομενολογικές θεωρίες που να υπερακοντίζουν και την εμπειρία αλλά 

και τις αβαθείς θεωρίες τύπου μαύρου κουτιού. Αλλά τότε, η επιστήμη στο βαθμό 

που υπερβαίνει την εξωτερική/επιφανειακή θεώρηση – η οποία ναι μεν είναι 

αναγκαία, αλλά όμως δεν είναι επαρκής – υπονομεύει την εγκυρότητα της πρότασης 

(V). 

 

1.5.2.4 Θεωρητικές έννοιες και αλήθεια. 

Η πρόταση (VI) αποτελεί δόγμα όχι μόνο τού οπερασιοναλισμού, αλλά και της 

συμβατοκρατίας (conventionalismus) καθώς και του πραγματισμού. Άλλωστε ο 

οπερασιοναλισμός θεωρείται ότι είναι η φιλοσοφία της επιστήμης του πραγματισμού. 

Αν υιοθετηθεί αυτό το δόγμα, τότε καταπίπτει το μεγαλύτερο μέρος των αναφορών 

των φυσικών επιστημών και στη θέση τους απομένει μόνο στεγνός μαθηματικός 

λογισμός. Και αν μια επιστημονική θεωρία δεν αφορά μια κλάση φυσικών 

συστημάτων, τότε εξ ορισμού δεν μπορεί να χαρακτηρίζεται φυσική θεωρία. 

Πάντως, παρά το ότι η πρόταση (VI) είναι διάτρητη από αδυναμίες, θα πρέπει να της 

αναγνωριστεί η τιμή της αμφισβήτησης του αφελούς ρεαλισμού: οδηγεί στην 

κατανόηση του ότι οι επιστημονικές θεωρίες δεν είναι φωτογραφικές 
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αναπαραστάσεις της πραγματικότητας, αλλά ότι εμπλέκουν δραστικές απλοποιήσεις 

που οδηγούν σε εξιδανικευμένα μοντέλα για τα καθέκαστα. 

Η πρόταση (VII), που επιδιώκει να απαλείψει την έννοια της αλήθειας, είναι 

χαρακτηριστικό δόγμα της συμβατοκρατίας. Κατά τούτο, αφού η επιστήμη δεν αφορά 

πραγματικά αντικείμενα, έπεται ότι και οι προτάσεις της δεν έχει νόημα να 

εξετάζονται αν είναι λιγότερο ή περισσότερο αληθείς (ή ψευδείς) τύποι. Όμως ένα 

τέτοιο δόγμα δεν είναι συμβατό με την πρακτική του επιστήμονα, είτε αυτός είναι 

θεωρητικός, είτε είναι πειραματικός. Πράγματι, όταν ο θεωρητικός επιστήμονας 

παράγει ένα θεώρημα, τότε ισχυρίζεται ότι αυτό το θεώρημα είναι αληθές στα 

πλαίσια της θεωρίας στην οποία ανήκει. Και όταν ο πειραματικός επιστήμονας 

επιβεβαιώνει αυτό το θεώρημα στο εργαστήριο, τότε αυτός συμπεραίνει ότι η 

θεωρητικής προέλευσης δήλωση είναι αληθής, τουλάχιστον μερικώς, σε σχέση με τα 

αντίστοιχα εμπειρικά δεδομένα. Σίγουρα πάντως, τόσον ο θεωρητικός, όσον και ο 

πειραματικός επιστήμονας χρησιμοποιούν την έννοια της αλήθειας και θα ήταν 

τουλάχιστον άδικο το να λεχθεί ότι την αντιπαρέρχονται. 

Ασφαλώς οι αλήθειες που κατακτά η επιστήμη έχουν σχετικό χαρακτήρα, στην 

έννοια ότι ισχύουν σε αναφορά προς κάποια σύνολα προτάσεων, τα οποία 

εκλαμβάνονται προς τούτο ως υπεράνω κριτικής στα πλαίσια των συμφραζομένων 

του συγκεκριμένου επιστημονικού πεδίου. Ακόμη παραπέρα, είναι επιπλέον και 

μερικές ή προσεγγιστικές αλήθειες, καθότι η επιβεβαίωσή τους είναι πάντοτε μερική 

και επιπροσθέτως πρόσκαιρη. Όμως, η επιστημονική αλήθεια, ενόσω δεν 

καταρρίπτεται, δεν λειτουργεί ως αυταπάτη με χαρακτήρα σχετικό και μερικό. 

Εξάλλου χαρακτηριστικά όπως εκείνα της απλότητας και της αποτελεσματικότητας, 

τα οποία προτείνει ο πραγματισμός ως υποκατάστατα της αλήθειας, γεγονός 

αναμφισβήτητο είναι ότι δεν υπάρχουν υποχρεωτικά σε κάθε επιστημονική θεωρία. 

Έτσι, σε ό,τι αφορά την απλότητα είναι προφανές ότι οι βαθύτερες επιστημονικές 

θεωρίες, όπως λ.χ. η γενική σχετικότητα και η κβαντική μηχανική, φύσει είναι 

περίπλοκες. Και η πρακτική αποτελεσματικότητα μπορεί να επιτευχθεί μόνον κατά το 

πέρασμα στην εφαρμοσμένη επιστήμη ή την τεχνολογία. Είτε απλή, είτε περίπλοκη, 

μια επιστημονική θεωρία δεν είναι αφεαυτής ούτε αποτελεσματική, ούτε 

αναποτελεσματική, αλλά απλώς περισσότερο ή λιγότερο αληθής. Μια ανεπεξέργαστη 

στις λεπτομέρειές της θεωρία, όταν εφαρμοσθεί με επιδεξιότητα σε πρακτικά 

ζητήματα, μπορεί να αποδειχτεί το ίδιο αποτελεσματική με μια πολυδουλεμένη και 

εκλεπτυσμένη θεωρία. Σε κάθε περίπτωση, η αποτελεσματικότητα δεν είναι 
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ιδιοσυγκρασιακό χαρακτηριστικό των θεωριών.  Είναι μια ιδιότητα του διπόλου 

«προθέσεις-μέσα», που κρίνεται μόνο σε σχέση με την επίτευξη των τιθέμενων 

στόχων. Ενόψει αυτών και η πρόταση (VII) του οπερασιοναλισμού είναι λανθασμένη. 

 

1.5.2.5 Τα πάντα ορίζονται. 

Η πρόταση (VIII), που αξιώνει ότι κάθε έννοια θα πρέπει εξ υπαρχής να ορίζεται, 

είναι προφανώς άστοχη. Μια έννοια, αν ορίζεται, δομείται σε όρους άλλων εννοιών, 

οπότε εκ των πραγμάτων κάποιες από αυτές παραμένουν ανόριστες. Λ.χ. οι έννοιες 

της μάζας και της δύναμης, στα πλαίσια της Νευτώνιας Μηχανικής, είναι 

πρωταρχικές και ανόριστες. Αυτό όμως δε σημαίνει ότι είναι σκοτεινές ή 

απροσδιόριστες, γιατί στην πραγματικότητα συγκεκριμενοποιούνται μέσα από ένα 

πλήθος τύπων στους οποίους υπεισέρχονται. Γενικά μια καλώς θεμελιωμένη θεωρία 

δεν ξεκινάει αναπτύσσοντας μια δέσμη ορισμών (λάθος που λ.χ. χαρακτηρίζει την 

συντριπτική πλειοψηφία των «συγγραμμάτων σειράς» της Θερμοδυναμικής, όπου το 

παραδοσιακό σενάριο ανάπτυξής τους επιτάσσει το να αρχίζουν με ένα μακρύ 

κατάλογο ορισμών εννοιών που, επί τέλους, σε αυτό το τόσο πρώιμο στάδιο είναι 

ανέφικτο να αναλυθούν αποτελεσματικά και σε βάθος), αλλά αντίθετα παραθέτοντας 

έναν κατάλογο με ανόριστες / πρωταρχικές έννοιες. Αυτές ακριβώς οι έννοιες 

αποτελούν τους θεμέλιους λίθους που συναρμοζόμενοι με έννοιες της Λογικής και 

των Μαθηματικών, υπεισέρχονται διαρκώς σε κάθε στάδιο άρθρωσης μιας θεωρίας. 

Συνιστούν τις βασικές, ουσιώδεις έννοιες μιας θεωρίας, αυτές ακριβώς χωρίς τις 

οποίες δεν μπορεί να οικοδομηθεί η θεωρία. Όλες οι άλλες έννοιες, δηλαδή αυτές που 

ορίζονται συναρτήσει των πρωταρχικών, εκ των πραγμάτων είναι λογικώς 

δευτερογενείς. Επομένως, η πρόταση/δόγμα (VIII), που απερίσκεπτα υιοθετείται από 

την πλειοψηφία των συγγραμμάτων, είναι εσφαλμένη. 

Η πρόταση (ΙΧ), που αφορά τη διαδικασία απόδοσης σημασίας σε ένα σύμβολο, δεν 

είναι καθολικής ισχύος. Οι ορισμοί αποδίδουν μεν σημασία, αλλά υπό την 

προϋπόθεση ότι έχουν διαμορφωθεί σε όρους συμβόλων που έχουν καθεαυτά μια 

σημασία. Και τέτοια ορίζοντα σύμβολα, δεν μπορούν να σημασιοδοτηθούν μέσω των 

ορισμών, ακριβώς γιατί είναι ορίζοντα και όχι οριζόμενα. Επομένως θα πρέπει να 

καταφύγουμε σε κάποιο άλλο μεθοδολογικό μέσο, διάφορο του ορισμού, ώστε να 

σκιαγραφήσουμε τη σημασία των ανόριστων και βασικών επιστημονικών συμβόλων. 

Ενόψει αυτών, ό,τι καλύτερο μπορούμε να κάνουμε είναι να συνεκτιμήσουμε και τις 

τρεις βασικές συνθήκες που πρέπει να ικανοποιεί ένα σύμβολο, δηλαδή: 
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(1) μαθηματικές συνθήκες, ήτοι τις μαθηματικές ιδιότητες που υποθέτουμε ότι 

έχει, 

(2) σημαντικές συνθήκες, δηλαδή το φυσικό αντικείμενο ή την ιδιότητα που 

υποτίθεται ότι απεικονίζει, 

(3) φυσικές συνθήκες, ήτοι τις σχέσεις που θεωρείται ότι το συνδέουν με άλλα 

σύμβολα της θεωρίας, τα οποία έχουν καθορισμένη σημασία. 

Δοθέντος ότι κάθε τέτοια συνθήκη αντιστοιχεί ουσιαστικά σε ένα αξίωμα ή αίτημα, 

διαπιστώνουμε ότι ο στόχος του να αποδώσουμε φυσικές σημασίες κατά ένα 

μονοσήμαντο τρόπο, επιτυγχάνεται μόνο μέσω αξιωματικοποίησης της θεωρίας στην 

οποία ανήκουν τα σύμβολα που μας ενδιαφέρουν. Έτσι λ.χ. στη Μηχανική του 

συνεχούς υπεισέρχεται ως πρωταρχικό σύμβολο το ‘Τ’ που συμβολίζει μια έννοια – 

αυτή της εσωτερικής τάσης – η οποία έχει καθορισμένη μαθηματική ταυτότητα (είναι 

ένα τανυστικό πεδίο σε μια τετραδιάστατη πολλαπλότητα) και μια καθορισμένη 

αναφορά (είναι μια ιδιότητα ενός σώματος). Αυτή η τελευταία παραδοχή, σημαντικού 

χαρακτήρα, δεν είναι μια σύμβαση όπως ένας ορισμός, αλλά μια υπόθεση. Στην 

πραγματικότητα μπορεί να αποβαίνει κενή αντικρίσματος, ενώ επιπλέον εξ όσων 

γνωρίζουμε δεν υπάρχουν συνεχή υλικά σώματα. Όμως η θεωρία κάνει την παραδοχή 

ότι τέτοια πράγματα υπάρχουν. Και αν η θεωρία δουλεύει, τότε τα φερώνυμα σώματα 

θα πρέπει να είναι, τουλάχιστον κατά προσέγγιση, συνεχή. 

Εν κατακλείδι, αυτό που αποδίδει φυσική σημασία σε ένα πρωταρχικό φυσικό 

σύμβολο, δεν είναι ένας ορισμός, αλλά μια ολόκληρη θεωρία με τα τρία συστατικά 

της: τις μαθηματικές, τις σημαντικές και τις φυσικές συνθήκες. Άλλωστε και αν ακόμη 

η θεωρία αποδειχθεί λανθασμένη, οι πρωταρχικές της έννοιες θα εξακολουθούν να 

έχουν μια καθορισμένη σημασία και αυτό άσχετα με το ότι θα βρεθούν χωρίς πεδίο 

εφαρμογής. Σε κάθε περίπτωση πάντως, η πρόταση/δόγμα (ΙΧ) είναι λανθασμένη 

γιατί μόνον τα δευτερογενή σύμβολα αποκτούν σημασία μέσω ορισμών. 

 

1.5.2.6 Ιδιοσυγκρασιακά χαρακτηριστικά του οπερασιοναλιστικού ορισμού. 

Κατά τον οπερασιοναλιστικό ορισμό, στο στερεότυπο 

Dfd    Dfn 

όπου με Dfd συμβολίζουμε το οριζόμενο (Definiendum) και με Dfn συμβολίζουμε το 

ορίζον (Definiens), αποκλειστικό περιεχόμενο του ορίζοντος (Dfn) είναι παν ό,τι 

προκύπτει από μια διαδικασία μέτρησης (φυσικής/πρακτικής ή νοητικής/θεωρητικής) 

και μόνον αυτό. 
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Ο οπερασιοναλιστικός ορισμός είναι εμβληματικό μεθοδολογικό στοιχείο του 

οπερασιοναλισμού: είναι ένα σήμα κατατεθέν που συναιρεί, εξόχως συμπυκνωμένα, 

όλα τα χαρακτηριστικά του οπερασιοναλισμού. Ως εκ τούτου, και με δεδομένη τη 

δημοτικότητα του Οπερασιοναλισμού στη Φυσικοχημεία, αποτελεί το συνηθέστερο 

είδος ορισμού στη Φυσικοχημεία. Πράγματι, από τις στοιχειωδέστερες γνώσεις της 

Χημείας (όπως λ.χ. ότι «όξινο είναι το διάλυμα που μετατρέπει το κυανό βάμμα του 

ηλιοτροπίου σε κόκκινο», κλπ), μέχρι τις πιο θεμελιώδεις γνώσεις της Φυσικοχημείας 

(όπως λ.χ. ότι: 

     ΔΗ   qp 
 απλό κλειστό αντιστρεπτή  

 σύστημα, σύστημα,  διεξαγωγή  

όπου η ενθαλπία ορίζεται οπερασιοναλιστικά μέσω της περιγραφής μιας τυπικής 

πειραματικής διαδικασίας μέτρησης ποσού θερμότητας με θερμιδόμετρο ανοιχτού 

τύπου), ο οπερασιοναλιστικός ορισμός χρησιμοποιείται πολύ περισσότερο συχνά από 

οποιοδήποτε άλλο είδος ορισμού. 

Μια ακραία μεν, αλλά πολύ γλαφυρή, εκδοχή του τι σημαίνει οπερασιοναλιστική 

αντίληψη περί ορισμού, έχουμε λ.χ. στο εξής υποθετικό παράδειγμα παρωδίας 

οπερασιοναλιστικού ορισμού για το μήκος: «Ο όρος μήκος σημαίνει ό,τι προκύπτει 

από την εξής διαδικασία: παίρνουμε μια μεζούρα και την τοποθετούμε στο 

αντικείμενο που θέλουμε να μετρήσουμε το μήκος του με τέτοιο τρόπο, ώστε το ένα 

άκρο της μεζούρας να συμπίπτει με το ένα άκρο του αντικειμένου. Ακολούθως 

σημειώνουμε πάνω στο αντικείμενο το σημείο στο οποίο αντιστοιχεί το άλλο άκρο 

της μεζούρας και στη συνέχεια μετακινούμε επί του αντικειμένου και κατά ευθεία 

γραμμή τη μεζούρα, μέχρις ότου η αρχή της συμπέσει με το σημάδι που κάναμε. 

Αυτή τη διαδικασία την επαναλαμβάνουμε όσες φορές χρειαστεί για να καλυφθεί 

ακριβώς η μετρούμενη διάσταση. Στο τέλος απαριθμούμε το πόσες φορές 

επαναλήφθηκε αυτή η πράξη, προσθέτοντας και το κλάσμα της μεζούρας που κατά 

την τελική πράξη της διαδικασίας της μέτρησης αντιστοιχούσε στο άλλο άκρο του 

αντικειμένου. Ο αριθμός που προκύπτει με αυτόν τον τρόπο αποτελεί το μήκος του 

αντικειμένου στις μονάδες μέτρησης που είναι βαθμονομημένη η μεζούρα». Παρά 

την υπερβολή που χαρακτηρίζει αυτό το παράδειγμα, γεγονός είναι ότι έτσι 

αποδίδεται εναργέστατα η θεμελιώδης σύγχυση που διέπει τον οπερασιοναλιστικό 

ορισμό, κατά την οποία δεν γίνεται διάκριση μεταξύ δυο διαφορετικών 

μεθοδολογικών διεργασιών: από τη μια του ορισμού (που είναι μια καθαρά 

εννοιολογική διεργασία και που, επιπροσθέτως, δεν εφαρμόζεται σε πρωταρχικές 
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έννοιες) και από την άλλη της μέτρησης (που είναι μια διεργασία όχι μόνον εμπειρική, 

αλλά επί πλέον και εννοιολογική). 

Οι πρώιμες απόψεις του Bridgman για τον οπερασιοναλιστικό ορισμό αποτέλεσαν στόχο 

οξύτατης κριτικής για την ακαταλληλότητά τους ως προς το να διαπραγματευτούν 

θεωρητικές έννοιες της επιστήμης. Αυτό οδήγησε τον Bridgman σε αναθεώρηση των 

αφετηριακών θέσεών του, που περιόριζαν ασφυκτικά και άκαμπτα τον χώρο των 

αποδεκτών πράξεων αποκλειστικά και μόνο σε πρακτικούς χειρισμούς και δη σε πειράματα 

και μετρήσεις. Έτσι χαλάρωσε τους σχετικούς περιορισμούς και διεύρυνε το σύνολο των 

αποδεκτών πράξεων προσκυρώνοντας σε αυτές και νοητικές πράξεις (πειράματα 

σκέψης/δράσεις «του χαρτιού και του μολυβιού» [21-27]). Αυτές όμως οι τροποποιήσεις 

του οπερασιοναλιστικού ορισμού, που αποτελεί εμβληματικό χαρακτηριστικό του 

οπερασιοναλισμού, επέφεραν μοιραίους κραδασμούς στο όλο οικοδόμημα του 

οπερασιοναλισμού: οδήγησαν στη διαμόρφωση ενός συνονθυλεύματος ετερόκλιτων 

δογμάτων που στο σύνολό του διέπεται από μια εγγενή απροσδιοριστία. Τελικά, ο 

οπερασιοναλιστικός ορισμός σε κάθε εκδοχή του (από την αφετηριακή, απόλυτα 

περιοριστική, μέχρι και την ηπιότερη από τις μεταγενέστερες, χαλαρότερες διασκευές 

του), βαρύνεται από ελαττώματα εξ αιτίας των οποίων τίθεται σε αμφισβήτηση 

ακόμη και το εάν και κατά πόσον νομιμοποιείται το να θεωρείται ως είδος ορισμού. 

 

1.6 Φορμαλιστικοί ορισμοί στη Φυσικοχημεία. 

1.6.1 Είδη μαθηματικών τύπων που υπεισέρχονται στη Φυσικοχημεία. 

Οι μαθηματικοί τύποι που εμφανίζονται στη Φυσικοχημεία διακρίνονται σε εκείνους 

που υπεισέρχονται στις αρχικές παραδοχές και σε εκείνους που υπεισέρχονται στα 

λογικά συμπεράσματα των αρχικών παραδοχών. Οι αρχικές παραδοχές περιλαμβάνουν 

υποθέσεις, όρους σημαντικής, δεδομένα και ορισμούς. Τα λογικά συμπεράσματά τους 

εξάγονται με διαδοχικούς μαθηματικούς μετασχηματισμούς των αρχικών παραδοχών. 

Οι υποθέσεις, είτε γενικές, είτε μερικότερες, πηγαίνουν μακρύτερα από μια απλή 

περιγραφή παρατηρούμενων καταστάσεων: είναι εικασίες για θέματα που θεωρούνται 

ότι πράγματι υφίστανται, ανεξάρτητα με το αν, ή όχι, οι σχετικές καταστάσεις είναι 

ολικώς ή μερικώς παρατηρήσιμες. Τέτοιες υποθέσεις είναι λ.χ. ότι η μάζα διατηρείται 

ή ότι η μηχανική τάση ενός σώματος είναι επιδεκτική αναπαράστασης από ένα 

πραγματικό και φραγμένο τανυστικό πεδίο. Μερικές από τις υποθέσεις είναι καθαρά 

μαθηματικής φύσεως στην έννοια ότι καθορίζουν τα μαθηματικά χαρακτηριστικά των 

οικείων εννοιών, όπως λ.χ. τα στοιχεία συμμετρίας ενός τανυστή. Άλλες πάλι έχουν 
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μια περισσότερο ή λιγότερο άμεση φυσική σημασία, στην έννοια ότι αφορούν 

ιδιότητες πραγματικών συστημάτων. 

Οι πιο σημαντικές από τις υποθέσεις είναι ασφαλώς οι δηλώσεις νόμων. Μια δήλωση 

νόμου αποσκοπεί στο να αναδείξει τρόπους ύπαρξης και αλλαγής των φυσικοχημικών 

συστημάτων. Δεν μεταφέρει πληροφορίες για συγκεκριμένες – εξατομικευμένες 

καταστάσεις και ούτε διέπεται από την ενδεχομένως μεροληπτική οπτική ενός 

ορισμένου παρατηρητή: μια δήλωση νόμου είναι καθολικού χαρακτήρα και ελεύθερη 

από δεσμεύσεις σχετικές με παρατηρητή. Έτσι, λ.χ., καταστατικές εξισώσεις, 

εξισώσεις ρυθμού χημικών αντιδράσεων, εξισώσεις μεταβολής θερμοδυναμικών 

ιδιοτήτων συναρτήσει της θερμοκρασίας, κ.ά., χαρακτηρίζονται ως δηλώσεις νόμων 

στο βαθμό που εντάσσονται σε τεκμηριωμένες θεωρίες. Όλες οι υπόλοιπες υποθέσεις, 

εκτός από τις δηλώσεις νόμων, χαρακτηρίζονται ως επικουρικές υποθέσεις και τέτοιες 

είναι λ.χ. αρχικές συνθήκες, περιορισμοί, οριακές συνθήκες, κ.α. 

Κάθε υπόθεση θεωρείται ότι είναι μαθηματικοποιήσιμη. Όμως μια μαθηματική 

διατύπωση, από μόνη της δε μας λέει τίποτε για τη φυσική σημασία του τύπου που 

την δηλώνει. Έτσι, λ.χ., ο τύπος    -
 

   από μόνος του δεν σημαίνει τίποτε από 

φυσικοχημικής σκοπιάς. Σε τέτοιες περιπτώσεις μιλάμε για σημαντικώς 

απροσδιόριστο τύπο. Η μετάπτωση ενός τέτοιου τύπου στην κατηγορία των 

σημαντικώς προσδιορισμένων, γίνεται με την προσάρτηση πρόσθετων παραδοχών 

σχετικά με κάποια από τα σύμβολα που περιλαμβάνει. Τέτοια λ.χ. θα μπορούσε να 

ήταν η δήλωση ότι με En συμβολίζουμε την ενέργεια ενός υδρογονοειδούς ατόμου 

στη στάθμη n. Προφανώς, ο ίδιος τύπος με διαφορετικά συμφραζόμενα, θα μπορούσε 

να έχει μια εντελώς διαφορετική φυσική σημασία. Αυτές οι πρόσθετες παραδοχές, 

που νοηματοδοτούν από σκοπιάς φυσικής σημασίας τους τύπους, είναι οι όροι 

σημαντικής. 

Τα δεδομένα, δηλαδή δηλώσεις για τις διαπιστώσεις της παρατήρησης και του 

πειράματος, είναι ένα ακόμη είδος αρχικών παραδοχών. Έχουν χαρακτήρα αρχικών 

παραδοχών στην έννοια ότι προϋποτίθενται της παραγωγής κάποιων λογικών 

συμπερασμάτων. Όμως τα δεδομένα δεν συλλέγονται από την εμπειρία και μόνον: 

αντίθετα, τα δεδομένα που μπορούν να υπεισέλθουν σε μια επιστημονική θεωρία, 

οφείλουν να έχουν αναζητηθεί και αξιολογηθεί συσχετισμένα με τη θεωρία, κάτι που 

σημαίνει ότι δεν είναι απλώς και μόνο άμεση έκφραση των αισθητηριακών 

διαπιστώσεων του παρατηρητή. 
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Το τέταρτο είδος αρχικών παραδοχών είναι οι ορισμοί. Από τυπικής σκοπιάς 

θεωρούμενοι οι ορισμοί, δεν είναι τίποτε παραπάνω από μια γλωσσική σύμβαση, 

δηλαδή κανόνες χειρισμού συμβόλων, οι οποίοι δεν μας λένε τίποτε για τη φύση. 

Βέβαια αυτός ο συμβατικός χαρακτήρας των ορισμών, δεν τους καθιστά και 

αυθαίρετους: το τι και το πώς θα οριστεί κάτι, ή το αν θα παραμείνει ανόριστο στα 

πλαίσια μιας θεωρίας, είναι κάτι που αποφασίζεται στο στάδιο της επαναδιατύπωσής 

της και ρυθμίζεται από καθορισμένα κριτήρια όπως λ.χ. η γενικότητα και η 

αποδοτικότητα των σχετικών εννοιών [28]. 

Εδώ θα πρέπει να επισημάνουμε τη διαφορά ανάμεσα στους ορισμούς και τις 

υποθέσεις (ειδικότερα μάλιστα τις υποθέσεις που είναι δηλώσεις νόμων): ενώ οι 

ορισμοί συσχετίζουν έννοιες, οι υποθέσεις συσχετίζουν δηλώσεις με την 

πραγματικότητα. Επομένως, ενώ οι ορισμοί μπορούν να υποβληθούν  μόνο σε 

εννοιολογική κριτική, οι δηλώσεις νόμων υπόκεινται επιπλέον και σε πειραματικούς 

ελέγχους. Και παρά το, εκ πρώτης όψεως, αυτονόητο αυτού του στοιχείου 

διαφορισμού, γεγονός είναι ότι συχνά καταστρατηγείται. Λ.χ. η περιώνυμη 

επαναδιατύπωση της κλασικής Μηχανικής από τον Mach, πάσχει – τουλάχιστον εν 

μέρει – από την αδυναμία διάκρισης μεταξύ υποθέσεων (όπως λ.χ. οι νόμοι του 

Newton για την κίνηση) και ορισμών. 

Πάντως, σε όποιο είδος και αν εντάσσεται, ένας τύπος είναι μια δήλωση που 

εκφράζεται με μια πρόταση, η οποία ανήκει σε κάποια γλώσσα (σε διασταλτική 

εκδοχή του όρου γλώσσα). Οι προτάσεις είναι γλωσσικά αντικείμενα, ενώ οι 

δηλώσεις είναι εννοιολογικά αντικείμενα. Μια και η αυτή δήλωση μπορεί, συχνά, να 

εκφρασθεί με πολλές, πολύ διαφορετικές προτάσεις. Οι δηλώσεις διέπονται από έναν 

δικό τους Λογισμό: τον Κατηγορικό Λογισμό. Αυτός ο Λογισμός συστηματοποιεί τους 

κανόνες απαγωγικού συμπερασμού, όπως λ.χ. 

Pα ˫ ( x) Px 

που σημαίνει ότι: το ότι το στοιχείο α έχει την ιδιότητα Ρ συνεπάγεται ότι υπάρχει 

ένα τουλάχιστον αντικείμενο που ερμηνεύει παραδειγματικά αυτή την ιδιότητα. 

Επισημαίνουμε ότι το Ρ είναι βωβή μεταβλητή: συμβολίζει κάθε ιδιότητα, είτε 

φυσικοχημικού ενδιαφέροντος, είτε όχι. Ο Κατηγορικός Λογισμός είναι ένας κλάδος 

της Λογικής, της επιστήμης που προϋποτίθεται σε κάθε επιστημονική δραστηριότητα 

και την οποία κανένα πείραμα δεν μπορεί να απορρίψει. Ο λόγος για αυτή την 

ιδιαιτερότητα της Λογικής, είναι το ότι αυτή δεν ασχολείται με τα επί μέρους 



36 
 

στοιχεία της φυσικής πραγματικότητας, αλλά με δηλώσεις, καθώς και τους 

μετασχηματισμούς δηλώσεων, πάντοτε όμως ανεξάρτητα από το περιεχόμενό τους 

[29]. 

 

1.6.2 Μαθηματικά και φορμαλιστικοί ορισμοί στη Φυσικοχημεία. 

Ο ρόλος των Μαθηματικών στη Φυσικοχημεία είναι διπλός: διαμόρφωση 

φυσικοχημικών εννοιών και υπολογισμός τιμών φυσικοχημικών μεγεθών. Λ.χ. δεν 

μπορεί να εννοηθεί η έννοια του ρυθμού χημικής αντίδρασης ερήμην της έννοιας της 

παραγώγου, ούτε και να γίνεται λόγος για τον υπολογισμό του ανταλλασσόμενου 

έργου κατά την πραγματοποίηση μιας φυσικοχημικής μεταβολής χωρίς τη χρήση ενός 

(επικαμπύλιου) ολοκληρώματος. Οι μαθηματικές έννοιες δεν είναι απλώς βολικά και 

χρήσιμα εργαλεία για τη Φυσικοχημεία: αποτελούν τον εσώτατο πυρήνα των 

φυσικοχημικών εννοιών και μεθόδων. Και αυτή ακόμη η απλούστερη πρόβλεψη για 

την αυθόρμητη εξέλιξη μιας φυσικοχημικής μεταβολής, θα ήταν αδύνατη χωρίς τη 

συμπερασματολογική δυνατότητα που είναι έμφυτη στον οικείο μαθηματικό 

εξοπλισμό της Φυσικοχημείας. Μάλιστα αυτή η δυνατότητα είναι τόσο μεγάλη, και 

τα οφέλη από την αξιοποίησή της τόσο πολλά, ώστε συχνά να ταυτίζεται η 

Θεωρητική Φυσικοχημεία με υπολογιστικές διαδικασίες και να παραθεωρείται ο 

ρόλος των Μαθηματικών σε αυτή-τούτη τη διαμόρφωση των φυσικοχημικών εννοιών 

και θεωριών. 

Μια φυσικοχημική έννοια διαφέρει από την υποκείμενή της μαθηματική έννοια ως 

προς δυο βασικά χαρακτηριστικά: (1) κάθε φυσικοχημική έννοια αφορά κάποιο 

φυσικοχημικό σύστημα και (2) κάθε φυσικοχημική έννοια υπεισέρχεται σε έναν, 

τουλάχιστον, φυσικοχημικό νόμο. Αντίθετα, οι μαθηματικές έννοιες ούτε έχουν 

εξωμαθηματικές αναφορές και ούτε υπακούουν σε εξωμαθηματικούς νόμους. Στη 

θέση της φυσικοχημικής έννοιας μπορεί να είναι μια οποιαδήποτε προφυσικοχημική, 

εξωμαθηματική έννοια, όπως λ.χ. μια έννοια της Φυσικής. Ενδεικτικά ας θεωρήσουμε 

τη σχέση «βαρύτερο ή ισοβαρές» και ας τη συμβολίσουμε με Η. Κρινόμενη από 

φορμαλιστικής σκοπιάς αυτή η σχέση, δηλαδή εξεταζόμενη ως προς τον μαθηματικό 

«σκελετό» της, δεν είναι τίποτε άλλο από μια σχέση διάταξης ≥ ορισμένη σε κάποιο 

σύνολο Β μη συγκεκριμενοποιούμενων στοιχείων. Δηλαδή έχουμε H  B x B όπου   

H  {σχέσεις διάταξης}. Για να διαμορφωθεί η Η, από σκέτη μαθηματική σχέση σε 
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φυσική σχέση, θα πρέπει (1) το σύνολο Β να συγκεκριμενοποιηθεί ως σύνολο 

φυσικών σωμάτων και (2) να εφοδιαστεί αυτό το Β με την Η. 

Η περίπτωση της συνάρτησης βάρος είναι ακόμη πιο παραστατική – από ό,τι η 

προαναφερθείσα αντίστοιχη σχέση – γιατί υπάρχουν αναρίθμητοι τρόποι να 

αναπαραστήσουμε φορμαλιστικά το βάρος (όπως άλλωστε και κάθε άλλο φυσικό ή 

φυσικοχημικό, κτλ., μέγεθος). Λ.χ. το βάρος ενός σώματος bB σε ένα πεδίο 

βαρύτητας gG, σχετικά ως προς ένα φυσικό σύστημα αναφοράς kK και με μονάδα 

μέτρησης uUw είναι ένας θετικός αριθμός w, που προκύπτει ως τιμή μιας 

συνάρτησης με συναρτησιακή σχέση W(b, g, k, u) = w. Δηλαδή το βάρος γενικά, για 

οποιοδήποτε σώμα και όχι για ένα συγκεκριμένο σώμα, είναι αυτή η συνάρτηση και 

όχι οποιαδήποτε από τις τιμές της. Αυτή η συνάρτηση έχει πεδίο ορισμού το 

καρτεσιανό γινόμενο B x G x K x Uw και πεδίο τιμών το σύνολο των θετικών 

πραγματικών αριθμών ℝ+
, ήτοι 

W   B x G x K x Uw  ℝ+
 

και σε κάθε τετράδα (b, g, k, u), όπου bB, gG, kK και uUw αντιστοιχίζει ένα, το 

πολύ, w. Περαιτέρω το βάρος W είναι τέτοιο ώστε W(b, g, k, u) = mẌ, όπου m είναι η 

μάζα του σώματος b και Ẍ η επιτάχυνση της βαρύτητας. Κατά αντίστοιχο τρόπο, κάθε 

άλλο φυσικό (ή φυσικοχημικό, κτλ.) μέγεθος, στη φορμαλιστική θεώρησή του έχει 

μια ανάλογη μαθηματική δομή: είναι κάποια συνάρτηση με πεδίο ορισμού ένα 

καρτεσιανό γινόμενο δυο – τουλάχιστον – παραγόντων εκ των οποίων ο ένας είναι 

ένα σύνολο φυσικών συστημάτων κάποιου είδους και ο άλλος ένα σύνολο μονάδων. 

Γενικά οι φορμαλιστικοί ορισμοί εισάγουν το οριζόμενο (Dfd) με ένα ορίζον (Dfn) 

που είναι μια μαθηματική σχέση. Προφανώς το ορίζον δίνεται στην τελική 

μαθηματική διατύπωσή του, δηλαδή σε μορφή έτοιμη προς εφαρμογή, χωρίς 

αναδρομή στον τρόπο θεμελίωσής του. Για να κατανοήσουμε αυτή την επισήμανση, 

ας πάρουμε για παράδειγμα τον εξής φορμαλιστικό ορισμό της ενθαλπίας για 

θερμοδυναμική απεικόνιση κατά συνάρτηση Helmholtz A 

H   A[-p, -S] 

που λέει ότι: ενθαλπία Η για θερμοδυναμική απεικόνιση κατά συνάρτηση Helmholtz 

Α, είναι εκείνος ο μερικός μετασχηματισμός Legendre, της Α, που αλλάζει από τις 

φυσικές μεταβλητές της Α τον όγκο V και τη θερμοκρασία Τ, βάζοντας στη θέση τους 

τις συζυγείς τους κατά Α, που είναι η αρνητική πίεση –p και η αρνητική εντροπία –S 

αντιστοίχως. Εδώ λοιπόν το ορίζον, που είναι το A[-p, -S], αναφέρεται κατευθείαν 
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στους μετασχηματισμούς Legendre χωρίς να αναλύει λ.χ. ότι οι μετασχηματισμοί 

Legendre είναι ειδική περίπτωση μετασχηματισμών επαφής, και αυτοί με τη σειρά 

τους είναι ειδική περίπτωση άλλης κατηγορίας μετασχηματισμών, κτλ, μέχρις ότου 

αχθεί η διατύπωση σε πρωτεϊκές μαθηματικές έννοιες. Ευνόητο είναι ότι αν δεν 

ακολουθούνταν μια τέτοια τακτική, τότε θα πλατείαζαν αφόρητα τουλάχιστον εκείνοι 

από τους φορμαλιστικούς ορισμούς που βασίζονται σε πολύ δομημένες μαθηματικές 

έννοιες, όπως εν προκειμένω οι μετασχηματισμοί Legendre. Ενώ στο παράδειγμα του 

φορμαλιστικού ορισμού που προαναφέραμε για το βάρος, το λογικό βάθος της 

μαθηματικής έννοιας στην οποία βασίζεται το ορίζον, είναι τόσο μικρό, ώστε ο 

σχετικός φορμαλιστικός ορισμός διατυπώνεται απευθείας σε όρους θεμελίωσής της. 

Η βασικότερη των προϋποθέσεων για έναν εύστοχο φορμαλιστικό ορισμό, είναι το να 

μην παραμορφώνεται η μαθηματική έννοια στην οποία βασίζεται το ορίζον. Και ενώ 

μια εύστοχη επιλογή και σωστή χρήση της, καθιστά τους φορμαλιστικούς ορισμούς 

υπόδειγμα επιστημονικής αυστηρότητας, αντίθετα ένας αδέξιος χειρισμός της 

προκαλεί δυσανάλογα μεγάλη αμφισημία σχετικά με το οριζόμενο, και υποβαθμίζει 

την αξιοπιστία ενός είδους ορισμού, που κατά τα λοιπά, ως εκ της μαθηματικής 

τεχνοτροπίας του, φύσει ασκεί υποβολή για το κύρος του. Δυστυχώς, όπως συμβαίνει 

παντού αλλού όπου τα Μαθηματικά χρησιμοποιούνται ως εργαλείο, έτσι και στη 

Φυσικοχημεία, τα σχετικά ολισθήματα είναι τέτοια και τόσα, ώστε η μαθηματική 

κοινότητα να έχει επινοήσει απαξιωτικούς χαρακτηρισμούς, όπως «φυσικούρα», 

«χημικούρα», κλπ, για να στηλιτεύσουν τέτοια ατοπήματα, οφειλόμενα σε άστοχη 

χρήση των Μαθηματικών, από φυσικούς, χημικούς, κλπ, αντιστοίχως. 

Ένα τέτοιο θέμα, κεντρικότατης σημασίας για την κατανόηση της Φυσικοχημείας, 

αναλύεται διεξοδικά στην αμέσως επόμενη παράγραφο. 

 

1.6.3 Τα πολλά διαφορετικά δέλτα της Φυσικοχημείας [30]. 

1.6.3.1 Εισαγωγή. 

Τα γράμματα του ελληνικού αλφαβήτου δέλτα κεφαλαίο και δέλτα πεζό 

χρησιμοποιούνται στη Φυσικοχημεία είτε εντελώς τυπικά, απλώς και μόνο για να 

συμβολίσουν διάφορα φυσικοχημικά μεγέθη, χωρίς καθόλου μαθηματικά 

συμφραζόμενα, είτε άκρως ουσιαστικά ως τελεστές σε μαθηματικές εκφράσεις. Στην 

πρώτη εκδοχή χρήσης τους, οπότε και συμβολίζονται με πλαγιαστά τυπογραφικά 

στοιχεία (ήτοι με Δ και δ αντιστοίχως), ο ρόλος τους είναι επουσιώδης και η 

συνθετότερη μαθηματική δομή στην οποία εντάσσονται είναι εκείνη της ονοματικής 
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κλίμακας. Στη δεύτερη εκδοχή χρήσης τους, όπου και συμβολίζονται με όρθια 

τυπογραφικά στοιχεία (δηλαδή με Δ και δ αντιστοίχως), ο ρόλος τους είναι πάντα 

ουσιαστικής σημασίας και κάθε ενδεχόμενη ανακρίβεια στην ταυτοποίησή του 

συνεπάγεται εννοιολογικές συγχύσεις. Έτσι είναι δυσάρεστη η διαπίστωση ότι σε 

αυτή τη δεύτερη εκδοχή χρήσης τους (και με εξαίρεση κάποιες συγκεκριμένες, 

επώνυμες αναφορές στη συμβολική των Δ και δ, όπως π.χ. το Δ ως τελεστής Laplace, 

είτε το δ ως δέλτα του Kronecker ή ως συνάρτηση δέλτα του Dirac, κτλ), κατά κανόνα 

παρατηρείται μια ενοχλητική ασάφεια του εκάστοτε ρόλου τους [31], λόγω 

ανεπίτρεπτων ιδιωματικών θεωρήσεών τους, που όμως η υιοθέτησή τους έχει από 

μακρού παγιωθεί στη βιβλιογραφία της Φυσικοχημείας. 

Ήταν το 1987 όταν ο N.C. Craig εισηγήθηκε τον όρο “το δέλτα των χημικών” για να 

ονοματίσει μια ανορθόδοξη χρήση του μαθηματικού τελεστή Δ από τους χημικούς –η 

οποία πάντως, κατά τα λοιπά είχε ήδη πολύ προγενέστερα εντοπιστεί και αναφερθεί 

από άλλους– όπου το Δ επέχει θέση τελεστή (∂/∂ξ)T,p. Όμως αυτή η κατάχρηση 

συμβολισμού σχετικά με τη μαθηματική θεώρηση του Δ δεν είναι η μόνη που 

διαπιστώνεται στα πλαίσια της Φυσικοχημείας. 

Ιστορικά ο τελεστής Δ εισήχθη από τον Euler το 1755. Το επικρατούν στερεότυπο 

της πρόσληψής του είναι ότι αποδίδει την πεπερασμένη μεταβολή 

 ΔΧ   Χτελ   - Χαρχ  (1) 

της τιμής ενός μεγέθους Χ, όπου Χτελ και Χαρχ οι τιμές του Χ στην τελική και την 

αρχική κατάσταση αντιστοίχως. Αλλά η έννοια του ΔΧ, παρά την αφοπλιστική της 

αθωότητα στην εκδοχή του παραπάνω ορισμού, υπεισέρχεται μεταλλαγμένη και 

κυριολεκτικά αγνώριστη σε κάποιες από τις χρήσεις της στη Φυσικοχημεία, 

φτάνοντας να αντιστοιχεί σε έννοια ... μερικής παραγώγου(!) και μάλιστα όχι μόνον 

εκείνη του κατά Craig “δέλτα των χημικών”!... 

Αυτές οι διασκευές αρχίζουν να συντελούνται ήδη προ-φυσικοχημικά σε δυο 

τουλάχιστον στάδια: ένα μέσα σε αυτά-τούτα τα Μαθηματικά και ένα άλλο στη 

Φυσική. Η σύγχυση όμως επιτείνεται περαιτέρω ενδο-φυσικοχημικά στα πλαίσια της 

Χημικής Θερμοδυναμικής κυρίως, αλλά και της Χημικής Κινητικής, όπου πλέον το Δ 

μεταλλάσσεται σε τέτοιο βαθμό, ώστε οι προκύπτουσες παραλλαγές του να μην 

έχουν καμιά σχέση με την αφετηριακή εκδοχή του. 

Ανάλογη σύγχυση όμως επικρατεί στη βιβλιογραφία της Φυσικοχημείας και για τον 

τελεστή δ. Ιστορικά, κατά τις επικρατέστερες των σχετικών απόψεων, θεωρείται ότι 
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το σύμβολο δ εισήχθη από τον Johann Bernoulli (Ι) το 1706 για την επισήμανση ενός 

μικρού μεγέθους. Στη βιβλιογραφία της Φυσικοχημείας το δ έφτασε να ερμηνεύεται 

κατά κανόνα ως ενδείκτης για “απειροστή” (σε αντίθεση με την πεπερασμένη) 

μεταβολή, ενώ ευάριθμες είναι και κάποιες ιδιοσυγκρασιακές εκδοχές θεώρησης του 

δ ως μαθηματικού τελεστή, οι οποίες παρεκκλίνουν ακόμη περισσότερο από την 

αρχική έννοιά του. 

Η σχηματική αντιδιαστολή κατά την οποία το Δ αφορά πεπερασμένες διαφορές και το 

δ απειροστές, εκτός του ότι δεν είναι επαρκώς θεμελιωμένη (ας μην ξεχνάμε επ’ 

αυτού π.χ. το αμφιλεγόμενο της έννοιας του απειροστού για τα Μαθηματικά), χρήζει 

και περαιτέρω διευκρινίσεων σχετικά με το σε ποιες παραλλαγές Δ και δ, από τις 

υπάρχουσες στη βιβλιογραφία, βασίζεται. Διαφορετικά θα έμενε κανείς αμήχανος 

μπροστά στην αντίφαση που θα νόμιζε ότι υπάρχει ανάμεσα σε ένα πλήθος 

εναλλακτικών μαθηματικών διατυπώσεων για δεδομένο εκάστοτε θέμα, όπως π.χ. 

ανάμεσα στις σχέσεις: 

 ΔΑΤ,V < 0 (2) 

και 

 ΔΑΤ,V > 0 (3) 

οι οποίες διατυπώνονται –στη βάση διαφορετικών απόψεων για τη συμβολική του Δ– 

με τον ίδιο ακριβώς στόχο: τη διατύπωση κριτηρίου για το αυθόρμητο των 

φυσικοχημικών μεταβολών σε συστήματα που θερμοδυναμικά περιγράφονται από 

μια πραγματικής τιμής συνάρτηση τριών πραγματικών μεταβλητών 

                         

                                                                                             (4) 

                                 

όπου Τ η θερμοδυναμική θερμοκρασία, V ο όγκος, ξ κάποια παράμετρος ενδεικτική 

του πόσο έχει «προχωρήσει» μια φυσικοχημική μεταβολή (π.χ. τέτοια μπορεί να είναι 

η κατά Th. De Donder έκταση ξ μιας χημικής αντίδρασης, κ.α.) και Α η συνάρτηση 

Helmholtz. 
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1.6.3.2 Εννοιολογικές παραλλαγές του μαθηματικού τελεστή Δ στη Φυσικοχημεία. 

Κατά μια άποψη, οι βασικοί σταθμοί των επάλληλων εννοιολογικών  μεταλλάξεων 

του τελεστή Δ κατά την πορεία του από τα Mαθηματικά μέχρι τα διάφορα μέρη της 

Φυσικοχημείας, χαρτογραφούνται ως εξής: 

    (1) προ-φυσικοχημικά 

 (i) Μαθηματικά. Ανατρέχοντας κανείς στις «πηγές», και μη αρκούμενος σε 

πληροφορίες «από δεύτερο χέρι», διαπιστώνει ότι ο αυθεντικός ορισμός του Δ από 

τον Euler εισηγείται δυο εκδοχές για το Δ : εκείνην της (1) και την ακριβώς αντίθετή 

της  

 ΔΧ   Χαρχ – Χτελ (5) 

γιατί ο Euler θεωρεί διαδοχές τιμών μεγέθους όπου διατακτικά επόμενη είναι η 

αλγεβρικά μικρότερη. Έτσι διαπιστώνουμε ήδη αφετηριακά ένα δυϊσμό στη θεώρηση 

του Δ και ότι σε αυθεντικά Οϋλεριανή (Eulerian) διατύπωση προκρίνεται π.χ. η (3) 

έναντι της (2). 

  (ii) Φυσική. Στη Φυσική γενικά, και ειδικότερα στην Αναλυτική Μηχανική, 

χρησιμοποιείται συχνά η μεθοδολογική τεχνική ανάλυσης με αναφορά σε φανταστικές 

(ως αντίθεση προς τις πραγματικές) μεταβολές. Σε τέτοια πλαίσια και με υιοθέτηση 

του ορισμού (1) στο πνεύμα του ότι αρχική κατάσταση είναι η κατάσταση ισορροπίας 

και τελική κατάσταση μια κατάσταση μη ισορροπίας, προφανώς οδηγούμαστε –ceteris 

paribus- π.χ. και πάλι στη διατύπωση (3) αντί της (2).          

                                                                                                                                                                 

    (2) ενδο-φυσικοχημικά.  

 

Σε δυο από τα μέρη της Φυσικοχημείας ο τελεστής Δ χρησιμοποιείται με τρόπο 

εντελώς ιδιοσυγκρασιακό και οπωσδήποτε μαθηματικώς επιλήψιμο: το ένα είναι η 

Χημική Θερμοδυναμική και το άλλο η Χημική Κινητική. Εδώ έχουμε τρεις –

τουλάχιστον– ιδιωματικές χρήσεις του τελεστή Δ που αντιστοιχούν στις έννοιες:  
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(i) μερικό μολαρικό μέγεθος ανάμειξης  

    

          (6) 

 

όπου Χ εκτασιακό καταστατικό μέγεθος Β χημικά καθορισμένο σώμα και το Δ, στο 

Δmix, στη μαθηματική εκδοχή του. 

(ii) μέγεθος αντίδρασης  

       (α) διαφορικό μολαρικό μέγεθος αντίδρασης  

 

                  (7) 

       (β) ολοκληρωτικό μολαρικό μέγεθος αντίδρασης  

 

                        (8) 

 

(iii) κριτήρια αυθορμήτου και ισορροπίας φυσικοχημικών μεταβολών 

 

                                              (9) 

όπου το η.υ. είναι συντομογραφία για τις λοιπές –πλην της ξ- φυσικές μεταβλητές της 

χαρακτηριστικής συνάρτησης Χ (π.χ. για X ≡ A  λοιπές φυσικές μεταβλητές είναι οι Τ 

και V).  

1.6.3.3 Εννοιολογικές παραλλαγές του μαθηματικού τελεστή δ στη Φυσικοχημεία. 

Η λειτουργία του μαθηματικού τελεστή δ στη Φυσικοχημεία διέπεται τόσον από 

κάποια  γενικά εννοιολογικά γνωρίσματα που αφορούν παραλλαγές του επί 

«μαθηματικού εδάφους», όσον και από κάποια άλλα ειδικά γνωρίσματα που του 

αποδίδονται σε συγκεκριμένες ειδικές φυσικοχημικές χρήσεις του. Επιγραμματικά,τα 

σπουδαιότερα από αυτά είναι τα εξής: 
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    (I) γενικά γνωρίσματα 

(i) το δ ως σύμβολο μικρού μεγέθους  

        (α) Η κατά Bernoulli εκδοχή του δ χαρακτηρίζεται από μια εγγενή 

ασάφεια: ο επιθετικός προσδιορισμός μικρό απηχεί ασαφές κατηγόρημα σε ένα 

μεγάλο πλήθος αναφορών του περιφραστικού όρου μικρό μέγεθος. Αυτή η 

αφετηριακή, σύμφυτη ασάφεια του τελεστή δ επιδεινώθηκε κατά τις μεταγενέστερες 

συσχετίσεις του είτε με τα απειροστά είτε με τα διαφορικά (και δη στα πλαίσια 

ταύτισης των διαφορικών με απειροστά). 

        (β) Στο ίδιο πνεύμα περί μικρού μεγέθους, αλλά τώρα μέσα σε πολύ 

πιο συγκεκριμένα πλαίσια, κινείται η εκδοχή του δ που εισηγήθηκε το 1821 ο Cauchy 

με την γνωστή ως ε/δ θεώρηση της έννοιας του ορίου. Αυτός ο κατά Cauchy ορισμός 

του ορίου δεν απαιτεί να βρούμε ένα βέλτιστο θετικό δ, αλλά απλώς να υποδείξουμε 

ένα οποιοδήποτε δ που να ικανοποιεί τις ανισότητες του ορισμού. Θα μπορούσαμε να 

πούμε ότι σε αυτή την περίπτωση έχουμε να κάνουμε με ένα είδος θεμιτής, 

προδιαγραφόμενης “φραγμένης ασάφειας” του δ (όπου το δ εξαρτάται από τρεις 

παράγοντες : τη συνάρτηση f, τη θέση x0 και το ε). 

(ii) το δ ως σύμβολο μορφώματος Pfaff 

Τα μορφώματα Pfaff είναι παραστάσεις της μορφής  

 u1dx1 + u2dx2 + … + undxn (10) 

όπου οι συντελεστές u1, u2, ... , un  είναι συναρτήσεις των μεταβλητών x1, x2, ... , xn . 

(Πάντως για τα μορφώματα Pfaff χρησιμοποιούνται, εκτός του δ, και άλλα σύμβολα 

με επικρατέστερο  -για τις περιπτώσεις που αυτά αφορούν μη τέλεια διαφορικά-το đ.). 

    (II) ειδικά γνωρίσματα Εκτός των παραπάνω γενικότερου χαρακτήρα ζητημάτων  

εμφανίζονται και κάποια ειδικότερα που απορρέουν από “προσωπικότερες” 

σημειολογικές επιλογές. Ενδεικτικά ως προς αυτό αναφέρουμε τις εξής δυο 

περιπτώσεις [32]: 

 

(i) συμβολική του Α. Μünster 
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Ο Μünster χρησιμοποιεί το δ για να συμβολίσει φανταστικές μικρές μεταβολές και 

ενόσω στα αναπτύγματα κατά σειρά Taylor αρκείται μόνο στο γραμμικό όρο (ενώ 

χρησιμοποιεί αντιστοίχως το Δ για τη διαπραγμάτευση επίσης φανταστικών μικρών 

μεταβολών, αλλά όταν η ανάπτυξη κατά σειρά Taylor επεκτείνεται και σε ανώτερης 

της πρώτης τάξης διαφορικά). 

(ii) συμβολική του Α. Sanfeld 

Ο Sanfeld χρησιμοποιεί το δ τόσο για φανταστικές, όσο και για πραγματικές μικρές 

μεταβολές, αλλά μόνο για το συμβολισμό διαφορών σε ανοικτά συστήματα (κατ΄ 

αντιδιαστολή ως προς το d το οποίο χρησιμοποιεί σε ομόλογες περιπτώσεις, αλλά 

προκειμένου περί κλειστών συστημάτων). 

1.6.3.4 Συμπέρασμα. 

Διευρύνοντας τη σχηματική εισήγηση του Craig για το “δέλτα των χημικών”, 

μπορούμε να πούμε [33] καταχρηστικά –«σεναριογραφική» αδεία– ότι στις 

μαθηματικές εξισώσεις της Φυσικοχημείας υπεισέρχονται –αυτοτελώς ή 

συμμετοχικά– κατά περίπτωση οι εξής, τουλάχιστον, εκδοχές του φενακισμένου 

τελεστή Δ: 

1. το δέλτα των μαθηματικών                     [ (1) (i) ] 

2. το δέλτα των φυσικών                             [ (1) (ii) ] 

3. το δέλτα των χημικών                             [ (2) (ii) ]  

4. το δέλτα των φυσικοχημικών                  [ (2) (i) ] 

που όλα τους διαφέρουν από 

5. το δέλτα των κριτηρίων του αυθορμήτου και της ισορροπίας των φυσικοχημικών  

    μεταβολών                                              [ (2) (iii)] 

Εξάλλου, ο «παλιομοδίτικος» φρούδος τελεστής δ ουσιαστικά είναι κατά περίπτωση 

ένα ασύνειδο d είτε đ και ως εκ τούτου η χρήση του παρέλκει (ξυράφι του Ockham). 
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2.1 Τι είναι η ταξινόμηση; 

Ταξινόμηση είναι η ομαδοποίηση, ή η εξατομικευμένη διαφοροποίηση, των μελών 

ενός συνόλου επί τη βάσει επιλεγομένων προς τούτο γνωρισμάτων [34]. 

Για παράδειγμα, τα τρίγωνα ταξινομούνται σε ορθογώνια, οξυγώνια και αμβλυγώνια 

με κριτήριο το είδος των γωνιών τους. Αν όμως αλλάξουμε ταξινομικό κριτήριο, και 

αντί για το είδος των γωνιών, χρησιμοποιήσουμε τη σχέση μήκους των πλευρών, 

τότε, το ίδιο ακριβώς ταξινομητέο σύνολο, δηλαδή το σύνολο των τριγώνων, 

χωρίζεται σε υποσύνολα κατά διαφορετικό τρόπο: ισόπλευρα, ισοσκελή και σκαληνά 

τρίγωνα.  

Η ταξινόμηση αρθρώνεται περί το λογικό πλάτος μιας έννοιας. Λέγοντας λογικό 

πλάτος μιας έννοιας εννοούμε το σύνολο των αντικειμένων που περιλαμβάνονται 

στην τάξη της. Λ.χ. το λογικό πλάτος της έννοιας κωνικές τομές είναι τα είδη που 

υπάγονται σε αυτήν, δηλαδή ο κύκλος, η έλλειψη, η παραβολή και η υπερβολή. Με 

την ταξινόμηση οριοθετείται το λογικό πλάτος μιας έννοιας, και κατ’αυτό η έννοια 

γίνεται ευκρινής. Εξάλλου, με τον ορισμό αναδεικνύεται, όπως ήδη αναφέραμε, το 

λογικό βάθος μιας έννοιας, και κατ’αυτό η έννοια γίνεται σαφής. Σαφής και ευκρινής 

είναι οι δυο συνιστώσες της συνισταμένης ακριβής, που αποτελεί το «κατηγόρημα-

στόχο» κάθε προσπάθειας για συγκρότηση επιστημονικών εννοιών. Έτσι, η 

ταξινόμηση λειτουργεί αμοιβαίως συμπληρωματικά ως προς τον ορισμό, για το θέμα 

της διαμόρφωσης επιστημονικών εννοιών που να είναι ακριβείς. 

Κατά πλάτος εξεταζόμενες δυο έννοιες μπορούν να έχουν μεταξύ τους μια από τις 

εξής σχέσεις: 

Ι. Τη σχέση της επαλληλίας (έννοιες επάλληλες). 

ΙΙ. και ΙΙΙ. Τη σχέση της υπόταξης και της υπέρταξης (έννοιες υπάλληλες). 

ΙV. Τη σχέση της επαλλαγής (έννοιες επαλλάσσουσες). 

V.  Τη σχέση της συναλληλίας (έννοιες παράλληλες). 

Επάλληλες (ή ταυτοπλατείς) λέγονται οι έννοιες που έχουν το αυτό πλάτος. Λ.χ. 

τρίγωνο ισόπλευρο και τρίγωνο ισογώνιο. 

Υπάλληλες λέγονται εκείνες οι έννοιες, εκ των οποίων η μια περιέχεται στο πλάτος 

της άλλης, οπότε η ευρύτερη λέγεται υπερκείμενη και η στενότερη υποκείμενη. Λ.χ. 

τρίγωνο και σκαληνό τρίγωνο: υπερκείμενη έννοια το τρίγωνο και υποκείμενη έννοια 

το σκαληνό τρίγωνο. 

Επαλλάσσουσες λέγονται δυο έννοιες όταν έχουν μέρος μόνο από το πλάτος τους 

κοινό, και το υπόλοιπο μη κοινό. Λ.χ. ορθογώνια τρίγωνα και ισοσκελή τρίγωνα. 
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Συνάλληλες λέγονται δυο έννοιες όταν υπάγονται μεν (ως «είδη») και οι δυο τους σε 

μια πλατύτερη έννοια («γένος»), αλλά κανένα αντικείμενο της μιας δεν 

περιλαμβάνεται στο πλάτος της άλλης. Λ.χ. ρόμβος και τραπέζιο (αμφότερα 

αποτελούν είδη του γένους τετράπλευρο). 

Με βάση τις σχέσεις κατά πλάτος μπορούμε να στοιχειοθετήσουμε τα εξής τρία είδη 

ταξινομήσεων: 

1. Διατακτική ταξινόμηση, 

2. Γνήσια ταξινόμηση, 

3. Καταχρηστική ταξινόμηση, 

με ταξινομικό κατηγόρημα τις έννοιες ετερότητα, ταυτότητα και παρομοιότητα 

αντιστοίχως, όπως θα εξηγήσουμε αναλυτικά στα ακολουθούντα αμέσως παρακάτω. 

 

2.2  Διατακτική ταξινόμηση 

2.2.1 Έννοια της διατακτικής ταξινόμησης. 

Κατά τη διατακτική ταξινόμηση ενός συνόλου, τα στοιχεία του διευθετούνται ένα-

ένα, κατά παράταξη και με συγκεκριμένο προσανατολισμό. Κάτι τέτοιο προϋποθέτει 

μια διαδικασία μέτρησης, από την οποία προσποριζόμαστε αριθμητικές τιμές για τα 

στοιχεία του ταξινομητέου συνόλου. 

2.2.1.1 Κλίμακες μέτρησης. 

Μέτρηση είναι η αντιστοίχιση αριθμών (ή διανυσμάτων) σε αντικείμενα ή γεγονότα 

κατά τέτοιο τρόπο, ώστε συγκεκριμένες σχέσεις μεταξύ των αριθμών (ή 

διανυσμάτων) να απεικονίζουν καθορισμένες εμπειρικές σχέσεις μεταξύ των 

αντικειμένων ή γεγονότων. 

Ο τρόπος με τον οποίο καθορίζεται μια διαδικασία μέτρησης, οριοθετεί τόσο την 

ερμηνεία, όσο και την ταυτότητα των επιτρεπτών μαθηματικών χειρισμών, των 

ποσοτικών μεγεθών στα οποία οδηγεί η μέτρηση. Αυτό σημαίνει λ.χ. ότι μια 

ποσοτικοποιημένη αναπαράσταση μιας ποιοτικής, εμπειρικής σχέσης μέσω 

δεδομένων από μετρήσεις, νοηματοδοτείται και περαιτέρω αξιοποιείται παραγωγικά 

μέσα σε πλαίσια αυστηρώς προκαθορισμένα, που προδιαγράφονται από την 

εννοιολογική δομή αυτής-τούτης της μέτρησης. Σε σχέση με το τελευταίο αυτό 

χαρακτηριστικό, υπάρχουν ποικίλα ταξινομικά συστήματα των αποτελεσμάτων των 

διαδικασιών μέτρησης. Το πιο διαδεδομένο από αυτά είναι το σύστημα του S.S. 

Stevens που διακρίνει τέσσερα βασικά είδη μετρήσεων (κλίμακες μετρήσεων) 
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ανάλογα με τον πληροφοριακό τους πλούτο: ονοματικές, διατακτικές, διαστημάτων 

και πηλίκων. 

 

2.2.1.1.1 Ονοματική κλίμακα. 

Στην ονοματική κλίμακα οι αριθμοί λειτουργούν συμβαλικά με μοναδικό στόχο να 

επισημάνουν τη διαφορά ενός στοιχείου από κάποιο άλλο, και τίποτε παραπάνω. 

Προφανώς ένας τέτοιος διαφορισμός θα μπορούσε να γίνει το ίδιο αποτελεσματικά αν 

στη θέση αριθμών εχρησιμοποιούντο λ.χ. ονόματα. Προφανώς οι αριθμοί μιας 

ονοματικής κλίμακας δεν είναι επιδεκτικοί ακόμη και των στοιχειωδέστερων 

αριθμητικών πράξεων (π.χ. πρόσθεση, πολλάπλασιασμος, κτλ) ή στατιστικών 

χειρισμών (π.χ. υπολογισμός αριθμητικού μέσου, κτλ) λόγω του ότι αυτά δεν 

προβλέπονται από τη θεσμοθέτηση της ονοματικής κλίμακας. Είναι αυτονόητο το ότι 

αν λ.χ. είχαμε να υποβάλλουμε σε ποιοτικό έλεγχο έξι δείγματα προερχόμενα από 

ισάριθμες, διαφορετικές παρτίδες παραγωγής κάποιου προϊόντος, και ονομάζαμε 

αυτά τα δείγματα με τους αριθμούς 1, 2, 3, 4, 5 και 6 αντιστοίχως, αυτό δεν θα 

σήμαινε και το ότι το δείγμα υπ’αριθμό 4, είναι – για αυτόν και μόνο τον λόγο – εξ 

ορισμού καλύτερης ή χειρότερης ποιότητας από το δείγμα υπ’αριθμό 3. Ούτε θα  

μπορούσαμε να πούμε ότι η διαφορά ποιότητας μεταξύ των δειγμάτων 3 και 1 είναι 

ίση με τη διαφορά ποιότητας των δειγμάτων 4 και 2. Όπως επίσης θα ήταν ανόητο να 

λέμε ότι το δείγμα 6 είναι δυο φορές καλύτερης ποιότητας από το δείγμα 3. 

Γενικά, δεν μπορεί να γίνει λόγος για μαθηματική επεξεργασία τιμών της ονοματικής 

κλίμακας. Ο ρόλος τους περιορίζεται σε βοηθητική χρήση, όπως λ.χ. όταν κατά τη 

στατιστική επεξεργασία υπεισέρχονται σε εκείνες τις μεθόδους που βασίζονται στην 

απλή απαρίθμηση (ήτοι αναφορά του πλήθους των μετρήσεων κάθε συνόλου, κτλ.). 

Παράδειγμα αναφοράς στην ονοματική κλίμακα έχουμε λ.χ. όταν μιλάμε για 

Μαθηματικά Ι, Μαθηματικά ΙΙ, Μαθηματικά ΙΙΙ, κτλ. στα πλαίσια ενός 

προγράμματος σπουδών. Προφανώς στη θέση των λατινικών ψηφίων Ι, ΙΙ, ΙΙΙ, κτλ. θα 

μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν λ.χ. αντιστοίχως τα ελληνικά γράμματα Α, Β, Γ, 

κτλ., χωρίς να αλλάζει τίποτε επί της ουσίας. Αυτονόητο μάλιστα είναι ότι αντί των 

κωδικοποιημένων συντομογραφικών συμβάσεων Ι, ΙΙ, ΙΙΙ, κτλ., ή Α, Β, Γ, κτλ., θα 

μπορούσαμε να υπάρξουμε περιφραστικότεροι στον διαφορισμό μας, λέγοντας αντί 

για Μαθηματικά Ι ότι αναφερόμαστε σε Απειροστικό Λογισμό συναρτήσεων μιας 

μεταβλητής, αντί για Μαθηματικά ΙΙ ότι αναφερόμαστε σε Απειροστικό Λογισμό 

συναρτήσεων πολλών μεταβλητών, κτλ. Μάλιστα με αυτόν τον τρόπο αναδεικνύεται 
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γλαφυρότερα ο άκρως συμβατικός χαρακτήρας της προσφυγής σε ονοματική κλίμακα 

μετρήσεων. Άλλα παραδείγματα αναφοράς σε ονοματική κλίμακα είναι η αρίθμηση 

στις φανέλες αθλητών, η αναφορά σε σύμβαση Ι και σύμβαση ΙΙ σχετικά με τους 

συντελεστές ενεργότητας στη Χημική Θερμοδυναμική των μη ιδανικών διαλυμάτων, 

κτλ. 

 

2.2.1.1.2 Διατακτική κλίμακα. 

Οι αριθμοί μιας διατακτικής κλίμακας, εκτός του ότι επισημαίνουν την ύπαρξη μιας 

διαφοράς μεταξύ των στοιχείων του συνόλου που φέρουν διαφορετικούς αριθμούς 

(κάτι που χαρακτηρίζει και τους αριθμούς της ονοματικής κλίμακας), επιπλέον 

υποδεικνύουν και την κατεύθυνση αυτής της διαφοράς. Δηλαδή υποδεικνύουν προς 

τα πού αυξάνεται ή ελαττώνεται το ποσοτικοποιούμενο κατηγόρημα. Όμως, πέραν 

της σχετικής θέσης τού ενός στοιχείου ως προς ένα άλλο σε αναφορά προς το 

κατηγόρημα αυτό, δεν προσδιορίζουν και το πόσο μεγάλη ή πόσο μικρή είναι αυτή η 

διαφορά. 

Λ.χ. αν τα αποτελέσματα του ποιοτικού ελέγχου, για τα έξι δείγματα στα οποία 

αναφερθήκαμε στην προηγούμενη παράγραφο, οδήγησαν σε μια κατάταξη των 

παρτίδων παραγωγής με χαρακτηρισμούς όπως πρώτη ποιότητα (ποιότητα νο 1), 

δεύτερη ποιότητα (ποιότητα νο 2), κλπ, μέχρι και την έκτη ποιότητα (ποιότητα νο 6), 

τότε έχουμε βέβαια μια ποιοτική κατηγοριοποίηση των παρτίδων παραγωγής. Έτσι η 

δεύτερη ποιότητα είναι καλύτερη από την τρίτη ποιότητα. Όμως, ενώ έχουμε 

υπόδειξη τόσο για την ύπαρξη διαφοράς ποιότητας μεταξύ των παρτίδων, όσο και για 

την κατεύθυνση προς την οποία εκδηλώνεται αυτή η διαφορά, δεν έχουμε καμιά 

απολύτως υπόδειξη σχετικά με το μέγεθος της διαφοράς από μια κατηγορία σε μια 

άλλη κατηγορία ποιότητας. 

Οι δυνατότητες μαθηματικής επεξεργασίας των αριθμών μιας διατακτικής κλίμακας, 

είναι πολύ περιορισμένες. Στα πλαίσια αριθμητικοαναλυτικών χειρισμών, μπορούμε 

βέβαια να αξιοποιήσουμε τις δυνατότητες που παρέχουν οι διάφορες μαθηματικές 

δομές διάταξης (που κατά περίπτωση υπόκεινται στη θεμελίωση μιας διατακτικής 

κλίμακας μέτρησης), αλλά πέραν τούτων ουδέν: λ.χ. δεν μπορούμε ποτέ να 

προσθέσουμε ή αφαιρέσουμε, καθώς και να πολλαπλασιάσουμε ή διαιρέσουμε 

αριθμούς διατακτικής κλίμακας. Από σκοπιάς στατιστικών χειρισμών μπορούμε μεν 

να εφαρμόσουμε εκείνες τις –πάρα πολύ λίγες βέβαια– στατιστικές μεθόδους που 

λειτουργούν ακόμη και με αριθμούς της ονοματικής κλίμακας, αλλά πέραν αυτών 
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είναι μικρές οι δυνατότητες ουσιαστικής στατιστικής επεξεργασίας των αριθμών μιας 

διατακτικής κλίμακας. Η αιτία για αυτό είναι ότι οι αριθμοί μιας διατακτικής 

κλίμακας ενώ μεν υποδεικνύουν τη σχετική θέση ενός στοιχείου ως προς τα υπόλοιπα 

στοιχεία του οικείου συνόλου στα πλαίσια σύγκρισης ως προς κάποια ιδιότητα, όμως 

δεν καθορίζουν και την απόσταση αυτών των θέσεων. Έτσι δεν μπορεί να γίνει χρήση 

στατιστικών μεθόδων, οι οποίες λ.χ. προϋποθέτουν ίσα διαστήματα. Όμως είναι 

επιτρεπτή η χρήση στατιστικών μεθόδων που λ.χ. αφορούν σε στοιχεία κάτω των 

οποίων εμπίπτουν κάποια ποσοστά επί τοις εκατό περιπτώσεων. 

Παραδείγματα χρήσης διατακτικών κλιμάκων έχουμε στις περιπτώσεις 

ποσοτικοποίησης αισθημάτων, συναισθημάτων κλπ. Πάντως ως κλασικό παράδειγμα 

του είδους θεωρείται η εμπειρική σκληρομετρική κλίμακα του F. Mohs. Αυτή η 

κλίμακα υποδεικνύει δέκα βαθμούς σκληρότητας, καθένας των οποίων 

αντιπροσωπεύεται από ένα εκ των πιο διαδεδομένων ορυκτών που εμφανίζει την 

αντίστοιχη σκληρότητα, και έχει ως εξής: 

1. Τάλκης, 

2. Γύψος, 

3. Ασβεστίτης, 

4. Φθορίτης,  

5. Απατίτης, 

6. Άστριος, 

7. Χαλαζίας, 

8. Τοπάζιο, 

9. Κορούνδιο, 

10. Διαμάντι. 

Ο βαθμός 1 αποδίδεται στο πιο μαλακό υλικό της κλίμακας (τάλκης) και ο βαθμός 10 

στο πιο σκληρό υλικό της κλίμακας Mohs (διαμάντι). 

Η χρήση της κλίμακας Mohs βασίζεται σε δύο αρχές: 

μεταξύ δύο σωμάτων το σκληρότερο χαράζει εκείνο που είναι λιγότερο σκληρό, 

όταν δυο σώματα αλληλοχαράζονται ή δεν αλληλοχαράζονται, τότε έχουν την αυτή 

σκληρότητα. 

Η απόσταση μεταξύ των βαθμίδων σκληρότητας στην κλίμακα Mohs δεν είναι 

ομοιόμορφη. Έτσι, με βάση τις τιμές σκληρότητας κατά Mohs δεν μπορούμε να 

πούμε ότι το σώμα που έχει σκληρότητα 6 είναι κατά δυο φορές σκληρότερο από 

εκείνο που έχει σκληρότητα 3, ή ότι η διαφορά σκληρότητας μεταξύ δυο ορυκτών 

που έχουν σκληρότητα 4 και 6 είναι ίδια με τη διαφορά σκληρότητας μεταξύ δυο 

άλλων ορυκτών που έχουν σκληρότητα 7 και 9 αντίστοιχα. 
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2.2.1.1.3 Κλίμακα διαστημάτων. 

Μια κλίμακα διαστημάτων μας δίνει ό,τι και μια διατακτική κλίμακα και επιπλέον και 

το μέγεθος της διαφοράς μεταξύ των βαθμίδων της. Δηλαδή, εκτός από την 

επισήμανση μιας διαφοράς (στην οποία περιορίζεται μια ονοματική κλίμακα) και την 

υπόδειξη της κατεύθυνσης προς την οποία εκδηλώνεται ο σχετικός διαφορισμός 

(όπου και εξαντλείται ο πληροφοριακός πλούτος μιας διατακτικής κλίμακας), η 

κλίμακα διαστημάτων μάς δίνει και το μέτρο αυτής της διαφοράς. Αυτό 

επιτυγχάνεται με την εγκαθίδρυση ενός νόμου που ποσοτικοποιεί την απόσταση κάθε 

μέλους της κλίμακας από μια συμβατική αρχή των μετρήσεων, που την ονομάζουμε 

λειτουργικό μηδέν. Στην απλούστερη των περιπτώσεων τα διαστήματα μεταξύ 

διαδοχικών τιμών έχουν όλα το ίδιο μέτρο. Όμως εκτός από γραμμικής 

κανονικότητας κλίμακες διαστημάτων, υπάρχουν λ.χ. και κλίμακες λογαριθμικής 

διαβάθμισης, κλπ, όπου οι αποστάσεις μεταξύ διαδοχικών βαθμίδων δεν έχουν όλες 

το ίδιο μέτρο. 

Οι ημερολογιακές ενδείξεις λ.χ. αντιστοιχούν σε κλίμακα διαστημάτων. Έτσι, αν 

αναφερθούμε σε τρία γεγονότα που συνέβησαν αντιστοίχως κατά τις χρονολογίες 500 

μ.Χ., 1000 μ.Χ. και 1500 μ.Χ., τότε επισημαίνουμε όχι μόνο τη χρονολογική 

διαφοροποίηση και την κατεύθυνση της χρονικής διαφοράς, αλλά επιπλέον και το 

χρονικό μέγεθος αυτής της διαφοράς. Εδώ έχουμε ότι το χρονολογικά παλαιότερο 

γεγονός αντιστοιχεί στο έτος 500 και το χρονολογικά νεότερο γεγονός αντιστοιχεί 

στο έτος 1500. Ακόμη, κατανοούμε ότι το χρονικό διάστημα, που μεσολάβησε 

μεταξύ του έτους 500 και του έτους 1000, είναι ίσο με το χρονικό διάστημα που 

μεσολάβησε μεταξύ των ετών 1000 και 1500. Οπότε και το χρονικό διάστημα που 

μεσολάβησε μεταξύ των ετών 500 και 1500, είναι διπλάσιο εκείνου μεταξύ των ετών 

500 και 1000. Όμως δεν μπορούμε να πούμε λ.χ. ότι το γεγονός που συνέβη το έτος 

1500 είναι τρεις φορές… πιο επίκαιρο – αν βέβαια ήταν δυνατόν να στοιχειοθετηθεί 

μια τέτοια αξιολογική κρίση! – από εκείνο που συνέβη το έτος 500. Και αυτό γιατί 

υπάρχει μια αν-αντιστοιχία μεταξύ των διαστημάτων που αφορούν τη χρονολογική 

κλίμακα από τη μια μεριά, και από την άλλη μεριά των διαστημάτων της ιδιότητας 

(≡πόσες φορές είναι πιο επίκαιρο) που θελήσαμε να αξιολογήσουμε. Δεν είναι ούτε 

στις προθέσεις, αλλά ούτε και στις δυνατότητες της ημερολογιακής χρονολογικής 

κλίμακας, το να ποσοτικοποιήσει αυτή την ιδιότητα. Εξάλλου, οι κλίμακες 

διαστημάτων στερούνται αυτού που στην ορολογία της περιοχής των πειραματικών 

μετρήσεων λέγεται οργανικό (≡ «πραγματικό») μηδέν και στη θέση αυτού έχουν ένα 
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λειτουργικό (≡ συμβατικό) μηδέν. Η έλλειψη του οργανικού μηδενός απορρέει από το 

ότι η ημερολογιακή χρονολογική κλίμακα δεν κατασκευάστηκε με την προοπτική να 

διαπραγματευθεί το θέμα του τι σημαίνει γεγονός απόλυτα μηδενικής επικαιρότητας 

(αν το τελευταίο τούτο μπορεί να έχει κάποιο νόημα). 

Προφανώς κλίμακες διαστημάτων είναι και οι κλίμακες που αντιστοιχίζουν σε 

λογαριθμική συνάρτηση τη μεταβολή των μεγεθών που ποσοτικοποιούν, όπως λ.χ. η 

κλίμακα pH για την οξύτητα, η κλίμακα decibel (dB) στην Ακουστική, κ.ά. 

Λόγω της παρουσίας ενός αυθαίρετου μηδενός (λειτουργικό μηδέν) στις κλίμακες 

διαστημάτων δεν είναι επιτρεπτός ο πολλαπλασιασμός (δηλαδή ούτε η διαίρεση) 

μεταξύ των αριθμών τους. Όμως, επιτρέπεται η πρόσθεση (δηλαδή και η αφαίρεση) 

μεταξύ αριθμών κλίμακας διαστημάτων. 

Γενικά, το μαθηματικό υπόστρωμα μιας κλίμακας διαστημάτων είναι μια 

διατεταγμένη Αβελιανή ομάδα. 

Το συνηθέστερο παράδειγμα κλιμάκων μέτρησης στη βιβλιογραφία είναι εκείνο των 

θερμοκρασιομετρικών κλιμάκων A. Celsius και G.D. Fahrenheit. Αυτές οι κλίμακες 

χαρακτηρίζονται από τη θεσμοθέτηση ενός συμβατικού λειτουργικού μηδενός, 

διαφορετικού για την καθεμιά τους. Το αυθαίρετο 0°C αντιστοιχεί σε 32°F. Και το 

αυθαίρετο 0°F αντιστοιχεί σε –17,    °C. 

Δοθέντος λ.χ. ότι η θερμοκρασιακή κλίμακα Celsius είναι κλίμακα διαστημάτων (και 

δη ισοδιαστημάτων, στην έννοια ότι το μέτρο της απόστασης δυο οποιωνδήποτε 

άμεσα διαδοχικών τιμών της είναι το ίδιο), στην περίπτωση π.χ. δυο σωμάτων που 

έχουν θερμοκρασίες 21°C και 26°C λέμε ότι υπάρχει η ίδια διαφορά θερμοκρασίας 

που υφίσταται και μεταξύ δυο άλλων σωμάτων που έχουν θερμοκρασίες 64°C και 

69°C. Ακόμη λέμε ότι η αύξηση της θερμοκρασίας από τους 80°C στους 90°C είναι 

διπλάσια της αύξησης από τους 25°C στους 30°C. Προφανώς όμως δεν μπορούμε να 

πούμε ότι ένα σώμα που έχει θερμοκρασία 60°C είναι δυο φορές «πιο θερμό» από 

κάποιο άλλο που έχει θερμοκρασία 30°C, και τούτο γιατί δεν υπήρξε στις προθέσεις, 

αλλά και δεν είναι στις δυνατότητες, αυτών των κλιμάκων να προσδιορίζουν τέτοια 

χαρακτηριστικά (είναι κλίμακες θερμοκρασιών και όχι «κλίμακες θερμότητας»). 

Εκτός από τις θερμοκρασιομετρικές κλίμακες Celsius και Fahrenheit, κλίμακες 

διαστημάτων είναι και οι άλλες εμπειρικές κλίμακες θερμοκρασιών όπως λ.χ. η 

κλίμακα Réaumur. 
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2.2.1.1.4 Κλίμακα πηλίκων. 

Το χαρακτηριστικό που διαφοροποιεί μια κλίμακα πηλίκων από μια κλίμακα 

διαστημάτων είναι ότι στη θέση του λειτουργικού (≡ συμβατικού, αυθαίρετου), 

μηδενός της δεύτερης, η πρώτη διαθέτει ένα οργανικό (≡ «πραγματικό», «απόλυτο») 

μηδέν. 

Χάρη στην ύπαρξη του οργανικού μηδενός, μπορούμε με τους αριθμούς μιας 

κλίμακας πηλίκων να κάνουμε δηλώσεις που αφορούν το πηλίκο των μέτρων των 

ιδιοτήτων που ποσοτικοποιούνται από αυτές τις κλίμακες, όπως λ.χ. ότι αυτό το 

δείγμα είναι 3,5 φορές βαρύτερο από το άλλο, ή ότι εκείνη η χημική αντίδραση είναι 

2,5 φορές ταχύτερη από την άλλη, κτλ. 

Σε κλίμακες πηλίκων μετρώνται μεγέθη όπως η θερμοδυναμική θερμοκρασία, το 

μήκος, η μάζα, το βάρος, η πυκνότητα, κτλ. Συνηθέστερα αναφέρεται ως 

αντιπροσωπευτικό παράδειγμα το μήκος (και αυτό ανεξάρτητα από το φιλοσοφικό 

πρόβλημα για τον καθορισμό του πως μπορούμε να ταυτοποιήσουμε το μηδενικό 

μήκος). 

Η κλίμακα πηλίκων αποτελεί την πληρέστερα δομημένη εκδοχή θεώρησης των 

πειραματικών μετρήσεων. Το μαθηματικό της υπόστρωμα είναι ένα Αρχιμήδειο 

διατεταγμένο πεδίο. 

Σε ό,τι αφορά τη μαθηματική επεξεργασία των ενδείξεων μιας κλίμακας πηλίκων, 

μπορούμε να εφαρμόζουμε το σύνολο των υπολογιστικών τεχνικών που συναντάμε 

στη διαπραγμάτευση πειραματικών δεδομένων. Έτσι, από σκοπιάς 

αριθμητικοαναλυτικών πράξεων, νομιμοποιείται ο πολλαπλασιασμός και η διαίρεσή 

τους. Λ.χ. μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε κάθε μια από τις ενδείξεις 4 inch και 5 

inch για τη μέτρηση κάποιων μηκών σε ίντσες επί 2,54  10
-2

 m/inch και να τις 

μετατρέψουμε στις ενδείξεις 10,16  10
-2

 m και 12,70  10
-2

 m για τη μέτρηση αυτών 

των μηκών σε μέτρα, χωρίς να αλλάξει το ουσιαστικό περιεχόμενό τους. Και βέβαια 

μπορούμε να προσθέσουμε (δηλαδή και να αφαιρέσουμε) αριθμούς που αφορούν σε 

κλίμακα πηλίκων. Από σκοπιάς στατιστικής επεξεργασίας στους αριθμούς μιας 

κλίμακας πηλίκων εφαρμόζεται το σύνολο όλων των γνωστών στατιστικών τεχνικών. 

Ας σημειωθεί ότι τα διάφορα συστήματα μονάδων μέτρησης των φυσικών μεγεθών, 

όπως λ.χ. το SI, διαμορφώνονται με την επιδίωξη της εγκαθίδρυσης κλίμακας 

πηλίκων για τα θεμελιώδη διαστατικώς ανεξάρτητα φυσικά μεγέθη επί των οποίων 

δομούνται. 
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Στον πίνακα που ακολουθεί παρατίθεται συνοπτικά τα βασικά χαρακτηριστικά κάθε 

μιας από τις τέσσερις κλίμακες μέτρησης που αναφέραμε: 

Βασικά χαρακτηριστικά των κλιμάκων μέτρησης 

Κλίμακα Ιδιότητες 

ονοματική υποδεικνύει μια διαφορά 

διατακτική υποδεικνύει μια διαφορά 

υποδεικνύει την κατεύθυνση της διαφοράς 

διαστημάτων υποδεικνύει μια διαφορά 

υποδεικνύει την κατεύθυνση της διαφοράς 

υποδεικνύει το μέγεθος της διαφοράς 

πηλίκων υποδεικνύει μια διαφορά 

υποδεικνύει την κατεύθυνση της διαφοράς 

υποδεικνύει το μέγεθος της διαφοράς 

υποδεικνύει ένα οργανικό μηδέν 

 

2.2.1.2 Απαρίθμηση στατιστικών χειρισμών κατά κλίμακα μέτρησης. 

Ας υποθέσουμε ότι η τυχαία μεταβλητή που μας ενδιαφέρει είναι το μήκος,. Οι 

μετρήσεις του μήκους είναι μετρήσεις σε κλίμακα πηλίκων γιατί τα μέτρα ενός 

μήκους σε δυο διαφορετικά συστήματα μονάδων, σχετίζονται μεταξύ τους μέσω ενός 

σταθερού πηλίκου. Λ.χ. αν x είναι το μέτρο σε cm και y είναι το μέτρο σε inch, τότε    

 

 
 = 2.54. Γενικά η αλλαγή από μια κλίμακα πηλίκου σε μια άλλη κλίμακα πηλίκου, 

πραγματοποιείται με ένα μετασχηματισμό της μορφής y=αx,  όπου α>0. Στη Θεωρία 

Μετρήσεων, τέτοιοι μετασχηματισμοί λέγονται μετασχηματισμοί αντιστοίχισης. 

Έστω τώρα ότι οι πειραματικές παρατηρήσεις μας, αφορούν μετρήσεις θερμοκρασίας 

σε βαθμούς Fahrenheit (ºF). Η μετατροπή από βαθμούς Fahrenheit σε βαθμούς 

Celsius (ºC) γίνεται με ένα μετασχηματισμό αντιστοίχισης της μορφής y=αx+β, όπου  

α>0. Κλίμακες αυτού του τύπου είναι κλίμακες διαστημάτων γιατί εδώ δεν είναι τα 

πηλίκα των μέτρων αμετάβλητα, αλλά αμετάβλητα είναι τα πηλίκα των διαφορών στα 

μέτρα. Λ.χ.  136 ºF = 57 
 

 
 ºC ,   68 ºF = 20 ºC ,   34 ºF = 1 

 

 
 ºC ,   17 ºF = - 8 

 

 
 ºC . 

Διαπιστώνουμε ότι 

    

   
 

   

 
 
  

 

ενώ 
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Όταν οι μετρήσεις αφορούν κλίμακες διαστημάτων ή κλίμακες πηλίκων, οι 

επιτρεπτοί υπολογιστικοί χειρισμοί τους είναι επακριβώς ορισμένοι. Όμως, οι 

μετρήσεις λ.χ. σε κάποια διατακτική κλίμακα παρουσιάζουν πάντοτε προβλήματα 

στους υπολογιστικούς χειρισμούς τους, γιατί κομίζουν περιορισμένες ποσοτικές 

πληροφορίες που επιπλέον έχουν και χαρακτήρα αυθαίρετης αποτίμησης. 

Στα παρακάτω συνοψίζονται κατ’αντιστοιχία τα υπολογιστικώς ενδιαφέροντα 

χαρακτηριστικά κάθε μιας από τις προαναφερθείσες κλίμακες μέτρησης: 

(1) ονοματική κλίμακα. 

(i) μετασχηματισμός αντιστοίχισης: μεταθετική απεικόνιση y=f(x), όπου η  

f(x) είναι συνάρτηση ένα-προς-ένα,  

(ii) μαθηματική δομή: κλασικό σύνολο, 

(iii) επιτρεπτή στατιστική: αριθμός περιπτώσεων, τρόπημα, συσχετίσεις 

σύμπτωσης. 

(2) διατακτική κλίμακα. 

(i) μετασχηματισμός αντιστοίχισης: ισοτονική απεικόνιση y=f(x) όπου η 

f(x) είναι μονότονα αύξουσα συνάρτηση, 

(ii) μαθηματική δομή: ολικά διατεταγμένο σύνολο, 

(iii) επιτρεπτή στατιστική: διάμεσος, εκατοστημόρια, συσχέτιση διάταξης 

τύπου 0. 

(3) κλίμακα διαστημάτων. 

(i) μετασχηματισμός αντιστοίχισης: γραμμική απεικόνιση y=αx+β, 

(ii) μαθηματική δομή: ομοπαραλληλική ευθεία, 

(iii) επιτρεπτή στατιστική: μέσος, τυπική απόκλιση, συσχέτιση διάταξης 

τύπου Ι, συσχέτιση γινομένου ροπών, ανάλυση διακύμανσης, ανάλυση 

παλινδρόμησης. 

(4) κλίμακα πηλίκων. 

(i) μετασχηματισμός αντιστοίχισης: απεικόνιση αναλογίας, 

(ii) μαθηματική δομή: μονοδιάστατος διανυσματικός χώρος, 

(iii) επιτρεπτή στατιστική: το σύνολο των γνωστών στατιστικών τεχνικών. 

Είναι αυτονόητη η σπουδαιότητα του εντοπισμού του είδους της κλίμακας μέτρησης 

(ονοματική, διατακτική, διαστημάτων, πηλίκων, κτλ) στην οποία εντάσσονται τα 
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εκάστοτε πειραματικά δεδομένα, προς αποφυγή χονδροειδών ατοπημάτων κατά τη 

μαθηματική τους επεξεργασία. Από σκοπιάς καθαρά Μαθηματικής, εντοπισμός του 

είδους της κλίμακας μέτρησης σημαίνει σε τελευταία ανάλυση καθορισμός της 

αλγεβρικής δομής των αριθμών που χρησιμοποιούμε. Μόνον όταν είναι πλήρως 

διευκρινισμένη η αλγεβρική δομή των αριθμών που χρησιμοποιούμε μπορούμε να 

τους χειρισθούμε χωρίς τον κίνδυνο διαστρέβλωσης του μηνύματος που μας 

μεταφέρουν. 

2.2.1.3 Κριτική των απόψεων του Stevens για τις κλίμακες μέτρησης. 

Πρέπει να επισημάνουμε ότι η κατηγοριοποίηση που αναφέραμε για τις κλίμακες 

μέτρησης δεν είναι η μοναδική και επί πλέον δεν είναι η λεπτομερειακότερη από τις 

όσες υπάρχουν στη σχετική βιβλιογραφία. Προπάντων όμως θα πρέπει να 

αναφερθούμε στο ότι υπάρχουν αντιρρήσεις για τις σχετικές απόψεις του Stevens. 

Πράγματι, μολονότι οι θέσεις του Stevens  [που πρωτοεμφανίστηκαν το 1946 με την 

εργασία του: Stevens, S.S.: “On the Theory of Scales of Measurement”, Science, 103, 

677-680 (1946)] έχουν καθιερωθεί και υιοθετούνται από ένα σημαντικό ποσοστό των 

ερευνητών, υπάρχουν και οι επιφυλακτικοί ή/και οι τεκμηριωμένα διαφωνούντες με 

κύριο στόχο αμφισβήτησης τη θέση του Stevens, ότι το είδος της κλίμακας μέτρησης 

καθορίζει και τη φύση των επιτρεπτών στατιστικών μεθόδων επεξεργασίας των 

αντίστοιχων πειραματικών δεδομένων. 

Εδώ πρέπει να αναφέρουμε ότι ο S.S. Stevens (1906-1973) δεν ήταν μαθηματικός-

στατιστικολόγος, αλλά ψυχολόγος. Το μνημειώδες, ογκωδέστατο (στην 1
η
 έκδοσή 

του, το 1951, είχε συνολικά xii+1436 σελίδες) σύγγραμμά του “Handbook of 

Experimental Psychology” συνέβαλε πολύ στη διάδοση των απόψεών του για τις 

κλίμακες μέτρησης, αλλά και στην άνοδο της δημοτικότητας των οπερασιοναλιστικών 

ορισμών στις επιστήμες συμπεριφοράς του ανθρώπου. Όμως σε θέματα Στατιστικής 

Συμπερασματολογίας (δηλαδή: Ελέγχου Υποθέσεων και Εκτιμητικής) ο Stevens δεν 

είχε συστηματικό μαθηματικό υπόβαθρο. Παρά ταύτα, οι απόψεις του για 

προσαρμογή ή εφαρμογή κάποιων μεθόδων της Στατιστικής Συμπερασματολογίας στο 

πνεύμα των τεσσάρων κλιμάκων μέτρησης που εισηγήθηκε, γρήγορα καθιερώθηκαν 

ως ερευνητικές πρακτικές στο επιστημονικό του πεδίο. Έτσι, δυο συγγράμματα 

Στατιστικής της δεκαετίας του 1950, αυτά των Siegel [35] και του Senders [36], που 

υιοθέτησαν τις απόψεις του Stevens και διαμόρφωσαν τον «κανόνα» της ερευνητικής 

πρακτικής στην περιοχή των επιστημών της συμπεριφοράς του ανθρώπου, απέβησαν 

οι εγκυρότερες βιβλιογραφικές αναφορές του χώρου. 
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Αλλά, ενστάσεις για τις απόψεις του Stevens δεν έπαψαν ποτέ να διατυπώνονται [37-

45 (απλώς ενδεικτικά)]. Μάλιστα, ακόμη και μεταξύ εκείνων που υιοθέτησαν την 

κατηγοριοποίηση των μετρήσεων σε κλίμακες κατά Stevens, υπάρχει διαφωνία 

σχετικά με το κατά πόσον λ.χ. η έννοια του αριθμητικού μέσου έχει νόημα στη 

διατακτική κλίμακα. Εξάλλου έχουν υποβληθεί και προτάσεις αύξησης του αριθμού 

των κλιμάκων μέτρησης με την εισήγηση νέων κλιμάκων, που αντιστοιχούν σε 

ενδιάμεσες βαθμίδες της ιεραρχίας των μετρήσεων. Έτσι, γίνεται λόγος για μετρήσεις 

που πρέπει να ενταχθούν σε μια νέα κλίμακα μέτρησης που να είναι λ.χ. ενδιάμεση 

μεταξύ της ονοματικής κλίμακας και της διατακτικής κλίμακας, κτλ. Ενδεικτικά 

αναφέρουμε την πρόταση του N.R. Chrisman [46], που διευρύνει την παραδοσιακή 

κατά Stevens άποψη περί τεσσάρων κλιμάκων μέτρησης, εισάγοντας και άλλες 

επιπλέον κλίμακες και καθιστώντας έτσι λεπτομερέστερο το φάσμα των κλιμάκων, 

ώστε να είναι δυνατή η ένταξη σε διακεκριμένες βαθμίδες κάποιων μετρήσεων, για 

τις οποίες έχει επισημανθεί ότι είναι ασαφής η θέση τους στο σύστημα Stevens. Αυτή 

η κατά Chrisman διευρυμένη κατηγοριοποίηση των κλιμάκων μέτρησης, 

περιλαμβάνει τις εξής δέκα κλίμακες μέτρησης (αντί των τεσσάρων κλιμάκων του 

Stevens): (1) Ονοματική, (2) Βαθμιδωτής ένταξης, (3) Διατακτική, (4) Διαστημάτων, 

(5) Λογαριθμική, (6) Εκτατικού λόγου, (7) Κυκλικού λόγου, (8) Παράγωγου λόγου, (9) 

Μέτρου και (10) Απόλυτη. 

2.2.1.4 Θεωρητική τεκμηρίωση των κλιμάκων μέτρησης. 

Η διερεύνηση των λογικών προϋποθέσεων υπό τις οποίες νομιμοποιούνται οι 

διάφορες κλίμακες μέτρησης, έχει οδηγήσει στη διατύπωση τριών κατηγοριών 

θεωρημάτων: θεωρήματα αναπαράστασης, θεωρήματα μοναδικότητας και θεωρήματα 

νοηματοδότησης. Τα θεωρήματα αναπαράστασης εγκαθιδρύουν μια κλίμακα μέτρησης 

διατυπώνοντας τους όρους απεικόνισης ενός διατεταγμένου συνόλου εμπειρικών 

στοιχείων σε ένα αριθμοσύνολο. Τα θεωρήματα μοναδικότητας διερευνούν τις 

ιδιότητες μιας κλίμακας μέτρησης σε όρους των μαθηματικών συσχετισμών που 

συνδέουν δυο εξίσου αποδεκτές αριθμητικές απεικονίσεις εμπειρικών στοιχείων. Τα 

θεωρήματα νοηματοδότησης συγκεκριμενοποιούν τα είδη των εμπειρικών 

συμπερασμάτων που μπορούν να εξαχθούν από την επεξεργασία των μετρήσεων υπό 

το πρίσμα της ανεξαρτησίας από την εκάστοτε συγκεκριμένη κλίμακα μέτρησης. 

Αυτή η τρίτη κατηγορία θεωρημάτων είναι και η πιο περίπλοκη, όπου απόψεις 

διιστάμενες διεκδικούν την πρωτοκαθεδρία σε έναν χώρο που πολύ απέχει ακόμη από 

το να είναι ξεκάθαρος [47-48]. 
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Οι απαρχές της διαπραγμάτευσης τέτοιων ζητημάτων τοποθετούνται σε εργασίες του 

Helmholtz [49] και του Hölder [50], οι οποίοι επεχείρησαν μια αξιωματικού 

χαρακτήρα διαπραγμάτευση εκτασιακών φυσικών μεγεθών, όπως η μάζα και το 

μήκος. Οι επακολουθήσασες σχετικές έρευνες οδήγησαν σε μια αξιόλογη κατανόηση 

των οικείων θεμάτων για πολλά μεγέθη της Κλασικής Φυσικής. Όμως η αντίστοιχη 

έρευνα για πολλά φυσικά μεγέθη της Σχετικιστικής Φυσικής και της Κβαντικής 

Μηχανικής, καθώς και για μεγέθη των Κοινωνικών Επιστημών, επί του παρόντος 

υστερεί και δεν έχει οδηγήσει σε επαρκείς απαντήσεις των σχετικών ερωτημάτων. 

Δυο είναι οι βασικές κατηγορίες μαθηματικών δομών όπου εντάσσονται οι διάφορες 

θεωρίες περί κλιμάκων μέτρησης: οι εκτασιακές δομές και οι συνημμένες δομές. 

Εκτασιακές δομές με μια πράξη αντιστοιχούν σε μετρήσεις μεγεθών όπως λ.χ. η μάζα 

και το μήκος. Αυτές οι δομές είναι και πιο καλά μελετημένες. Ως παράδειγμα ας 

θεωρήσουμε ότι α={Α, Β, …} είναι ένα σύνολο βαρών τα οποία διατάσσονται 

εμπειρικά χρήσει μιας ζυγαριάς με δίσκους και ότι με ≥ συμβολίζουμε αυτή τη 

διάταξη. Αν ορίσουμε μια εμπειρική σχέση συνδιάταξης 0 με τη διεργασία 

«τοποθέτηση δυο αντικειμένων στον ίδιο δίσκο», τότε έχουμε μια εκτασιακή 

μαθηματική δομή  α,  ≥, 0 με μία πράξη. Αν τώρα κάποια προσφυή ποιοτικά 

αξιώματα (όπως π.χ. τα φερώνυμα αξιώματα του Krantz) ισχύουν για την εκτασιακή 

δομή α,  ≥, 0, τότε προκύπτει ότι: 

1. Η δομή έχει μια προσθετική απεικόνιση στους θετικούς πραγματικούς 

αριθμούς, 

2. Τα ζεύγη μοντέλων αυτής της προσθετικής απεικόνισης σχετίζονται μέσω 

πολλαπλασιασμού επί μια θετική σταθερά,  

δηλαδή αυτές οι μετρήσεις εντάσσονται σε μια κλίμακα πηλίκων. 

Έχουν αναλυθεί και εκτασιακές δομές με δυο πράξεις, αλλά πολύ λίγο έχουν 

μελετηθεί εκτασιακές δομές με n πράξεις όπου ≥3. 

Οι συνημμένες δομές διαφέρουν από τις εκτασιακές δομές κατά το ότι σε αυτές 

έχουμε μια εμπειρική διάταξη σε ένα Καρτεσιανό γινόμενο Α1xA2 και η συνδιάταξη 

προκύπτει έμμεσα από συσχετίσεις μεταξύ των παραγόντων. Συνημμένες δομές 

εμφανίζονται στο σύνολο των επιστημών συμπεριφοράς καθώς και των φυσικών 

επιστημών, όπως λ.χ. συμβαίνει με χαρτοπαίγνια που διαφέρουν σε όρους 

πιθανότητας και τα ενδεχόμενα μπορούν να διαταχθούν κατά σειρά προτεραιότητας ή 

με αντικείμενα που διαφέρουν σε μάζα και όγκο και μπορούν να διαταχθούν ως προς 
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ν παράγοντες Α 

την πυκνότητα. Έντονη ερευνητική δραστηριότητα εκδηλώνεται σχετικά με δυαδικές 

συνημμένες δομές A1xA2, ≥ και τριαδικές συνημμένες δομές A1xA2xA3, ≥ που 

επάγουν προσθετικές απεικονίσεις σε ξεχωριστούς παράγοντες. Τέτοιες απεικονίσεις 

αντιστοιχούν σε κλίμακες διαστημάτων. Εξάλλου έχουν επιχειρηθεί και 

πολυωνυμικές απεικονίσεις. 

Ένα ενδιαφέρον θέμα που τελευταία παρουσιάζει μεγάλη ερευνητική κινητικότητα 

αφορά τις πραγματικής τιμής απεικονίσεις μη προσθετικών συστημάτων. Προς αυτή 

την κατεύθυνση, ενώ οι σχετικές αριθμητικές δομές έχουν επαρκώς διερευνηθεί, 

αντίθετα οι αξιωματικοποιήσεις ειδικών απεικονίσεων υπολείπονται αρκετά σε 

ωριμότητα. 

Τα αξιώματα για αυτή την κατηγορία συστημάτων είναι τριών τύπων: αναγκαία 

αξιώματα πρώτης τάξης, αναγκαία αξιώματα δεύτερης τάξης και δομικά αξιώματα. Τα 

αναγκαία αξιώματα πρώτης τάξης υπαγορεύονται από την επιδιωκόμενη απεικόνιση. 

Εδώ το κύριο μέρος της προσπάθειας εστιάζεται στη διατύπωση αναγκαίων 

αξιωμάτων που η πειραματική επιβεβαίωσή τους τα αναδεικνύει σε ποιοτικούς, 

επιστημονικούς νόμους. Τα αναγκαία αξιώματα δεύτερης τάξης υποδεικνύουν τον 

τρόπο με τον οποίο πρέπει να γίνονται οι αριθμητικές απεικονίσεις. Αυτά τα 

αξιώματα συχνά προσφέρουν ενδείξεις σχετικά με τον τρόπο που πρέπει να γίνονται 

οι διαβαθμίσεις στις κλίμακες. Τέλος, τα δομικά αξιώματα προσδιορίζουν τα είδη των 

εμπειρικών δομών που θα ικανοποιούν την απεικόνιση. Αυτά τα αξιώματα 

χρειάζονται και για να αποφευχθούν τετριμμένες δομές, αλλά και για μαθηματική 

αυστηρότητα. 

 

2.2.2 Αλγεβρική θεώρηση της διατακτικής ταξινόμησης. 

Το μαθηματικό υπόβαθρο μιας διατακτικής ταξινόμησης είναι πάντοτε μια αλγεβρική 

σχέση διάταξης. 

Λέγοντας γενικώς νυ-μελής σχέση R σε ένα σύνολο Α, εννοούμε ένα υποσύνολο του 

καρτεσιανού γινομένου AxAx…xA. Έτσι π.χ. μια διμελής σχέση σε ένα σύνολο Α, 

είναι ένα διατεταγμένο ζεύγος R, A, όπου RAxA. Αντίστοιχα μια διμελής σχέση 

από ένα σύνολο Α προς ένα σύνολο Β είναι μια διατεταγμένη τριάδα R, A, B, όπου 

RAxB. Αντιπροσωπευτικό σύνολο μιας διμελούς σχέσης R, A, B είναι το σύνολο 

των διατεταγμένων ζευγών (x, y) στοιχείων του AxB, για τα οποία ισχύει ότι xRy, 

δηλαδή για τα οποία ισχύει ότι το στοιχεία xA βρίσκεται σε σχέση R με το στοιχείο 
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yB. Ο ορισμός της νυ-μελούς σχέσης μεταξύ δυο ή περισσοτέρων συνόλων γίνεται 

κατά τρόπο προφανή με βάση τα ανωτέρω [51]. 

Οι ειδικού τύπου διμελείς σχέσεις R, A με βάση τις οποίες επιτελούνται 

ταξινομήσεις, διέπονται από χαρακτηριστικές ιδιότητες όπως είναι οι εξής: 

1. αυτοπαθής. Μια διμελής σχέση R, A λέγεται αυτοπαθής (ή ανακλαστική) 

τότε, και μόνο τότε, όταν xRx, xA. 

2. συμμετρική. Μια διμελής σχέση R, A λέγεται συμμετρική τότε, και μόνο 

τότε, όταν xRy  yRx. 

3. μεταβατική. Μια διμελής σχέση R, A λέγεται μεταβατική τότε, και μόνο 

τότε, όταν (xRy) ˄ (yRz)  xRz. 

4. αναυτοπαθής. Μια διμελής σχέση R, A  λέγεται αναυτοπαθής τότε, και μόνο 

τότε, όταν xRx, xA. Δηλαδή: τότε, και μόνο τότε, όταν κάθε στοιχείο x 

του Α, δεν βρίσκεται σε σχέση R με τον εαυτό του. 

5. ασυμμετρική. Μια διμελής σχέση R, A λέγεται ασυμμετρική τότε, και μόνο 

τότε, όταν xRy  yRx. 

6. αντισυμμετρική. Μια διμελής σχέση R, A λέγεται αντισυμμετρική τότε, και 

μόνο τότε, όταν (xRy) ˄ (yRz)  x=y. 

Από τα διάφορα είδη σχέσεων διάταξης που υπάρχουν, τρία είναι τα βασικότερα που 

θεμελιώνουν διατακτικές ταξινομήσεις: οιονεί διάταξη, χαλαρή διάταξη και αυστηρή 

διάταξη, οριζόμενα αντιστοίχως ως εξής: 

(α) οιονεί διάταξη. Μια διμελής σχέση R, A λέγεται σχέση οιονεί διάταξης τότε, και 

μόνο τότε, όταν είναι: 

(1) αυτοπαθής, 

(2) μεταβατική. 

Η οιονεί διάταξη λέγεται και προδιάταξη, και συνήθως αποδίδεται με το σύμβολο ≺. 

(β) χαλαρή διάταξη. Μια διμελής σχέση R, A λέγεται σχέση χαλαρής διάταξης τότε, 

και μόνο τότε, όταν είναι: 

(1) αυτοπαθής, 

(2) μεταβατική, 

(3) αντισυμμετρική. 

Η χαλαρή διάταξη λέγεται και διάταξη υπό ευρεία έννοια, και συχνά αποδίδεται με το 

σύμβολο ≤. 
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(γ) αυστηρή διάταξη. Μια διμελής σχέση R, A λέγεται σχέση αυστηρής διάταξης 

τότε, και μόνο τότε, όταν είναι: 

(1) μεταβατική, 

(2) αναυτοπαθής. 

Η αυστηρή διάταξη λέγεται και διάταξη υπό στενή έννοια, και συχνά αποδίδεται με το 

σύμβολο <. Εξάλλου, ένας άλλος τρόπος – λογικά ισοδύναμος του προαναφερθέντος 

– για να εισαχθεί η έννοια της αυστηρής διάταξης είναι ο εξής: μια διμελής σχέση R, 

A λέγεται σχέση αυστηρής διάταξης τότε, και μόνο τότε, όταν είναι: 

(1) μεταβατική, 

(2) ασυμμετρική. 

Κατ’ανάλογο τρόπο, οποιαδήποτε αλγεβρική σχέση μπορεί να εισαχθεί με 

περισσότερους του ενός διαφορετικούς, λογικά ισοδύναμους τρόπους. 

 

2.3  Γνήσια ταξινόμηση. 

2.3.1 Έννοια της γνήσιας ταξινόμησης. 

Όταν διερευνούμε το πλάτος μιας έννοιας με σκοπό να περιγράψουμε τα αντικείμενα 

που περιλαμβάνει, συχνά ανακαλύπτουμε ότι αυτά παρά τα κοινά τους γνωρίσματα 

παρουσιάζουν αξιοσημείωτες (από την άποψη που μας ενδιαφέρει) διαφορές μεταξύ 

τους. Αυτό μας οδηγεί στο να υποδιαιρέσουμε το σύνολό μας σε υποσύνολα, στα 

οποία κατατάσσομε τα διάφορα στοιχεία του με βάση τις στενότερες ομοιότητές τους. 

Έτσι λ.χ. λέμε ότι οι φυσικοί αριθμοί διακρίνονται σε άρτιους και περιττούς, οι 

γωνίες διακρίνονται σε ορθές, οξείες και αμβλείες, κτλ. 

Αυτή η κατηγοριοποίηση βασίζεται σε κάποιο κριτήριο, το οποίο ονομάζουνε 

ταξινομικό κατηγόρημα. Με βάση το εκάστοτε ταξινομικό κατηγόρημα, κάθε στοιχείο 

του ταξινομητέου συνόλου κατατάσσεται σε ένα και μόνο υποσύνολό του. Και από 

εκεί και πέρα θεωρείται ταυτόσημο με κάθε άλλο στοιχείο αυτού του υποσυνόλου, 

ενώ θεωρείται διαφορετικό από κάθε άλλο στοιχείο του αρχικού συνόλου που 

κατατάχθηκε σε κάποιο άλλο υποσύνολο. Αυτή η ταύτιση ή διαφοροποίηση 

στοιχείων που αρχικά ανήκουν στο ίδιο (ταξινομητέο) σύνολο, λειτουργεί στα 

πλαίσια του εκάστοτε ταξινομικού κριτηρίου και μόνο αυτού: λ.χ. οι ακέραιοι αριθμοί 

-2 και 4 εντάσσονται και οι δυο τους στο ίδιο υποσύνολο των ακεραίων, αυτό των 

αρτίων ακεραίων αριθμών, ή σε διαφορετικά υποσύνολα των ακεραίων, και 

συγκεκριμένα το -2 στους αρνητικούς ακεραίους και το 4 στους θετικούς ακεραίους, 
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ανάλογα με το αν αντιστοίχως ταξινομούμε τους ακεραίους σε άρτιους και περιττούς 

ή σε αρνητικούς και θετικούς. 

Μια τέτοια ταξινόμηση, η οποία ομαδοποιεί κατά ταυτότητα τα στοιχεία ενός 

συνόλου σε υποσύνολα ξένα μεταξύ τους και που η ένωσή τους συνιστά το 

ταξινομητέο σύνολο, λέγεται γνήσια ταξινόμηση. 

2.3.2 Αλγεβρική θεώρηση της γνήσιας ταξινόμησης. 

Το μαθηματικό υπόβαθρο μιας γνήσιας ταξινόμησης είναι μια αλγεβρική σχέση 

ισοδυναμίας. 

Μια διμελής σχέση R, A λέγεται σχέση ισοδυναμίας (σύνηθες σύμβολο: ≡)  τότε, 

και μόνο τότε, όταν είναι: 

(1) αυτοπαθής, 

(2) συμμετρική, 

(3) μεταβατική. 

Η πιο απλή και ευρύτερα γνωστή σχέση ισοδυναμίας σε ένα σύνολο Α είναι η σχέση 

«=» της ισότητας στο Α. Πράγματι, για κάθε x, y  Α ισχύει ότι: 

(1) x=x    (αυτοπαθής), 

(2) x=y  y=x   (συμμετρική), 

(3) x=y ˄ y=z  x=z   (μεταβατική). 

Έτσι δικαιολογείται ο χαρακτηρισμός γενικευμένη ισότητα για οποιαδήποτε σχέση 

ισοδυναμίας και βασική ισότητα ειδικά για τη σχέση «=». 

Μέσα σε ένα σύνολο Α που είναι εφοδιασμένο με μια σχέση ισοδυναμίας R, λέμε ότι 

το στοιχείο α είναι ισοδύναμο του στοιχείου β modulo R τότε, και μόνο τότε, όταν 

αRβ. 

Αυτό το συμβολίζουμε με α≡β (mod R). Ο διεθνώς καθιερωμένος λατινικός όρος 

modulo αντιστοιχεί στη μαθηματική έννοια μέτρο. 

Ένα υποσύνολο Β ενός συνόλου Α εφοδιασμένου με μια σχέση ισοδυναμίας R 

λέγεται κλάση ισοδυναμίας ενός στοιχείου x του συνόλου Α τότε, και μόνο τότε, όταν 

είναι το σύνολο (όλων) των στοιχείων του Α που το κάθε ένα τους είναι ισοδύναμο 

του x modulo R. Αυτό συμβολίζεται με kx. Δηλαδή είναι: 

kx = {yA  y≡x (mod R)}. 

Μια οικογένεια μη κενών υποσυνόλων Α1, Α2, ..., Αν ενός μη κενού συνόλου Α 

λέγεται διαμερισμός του Α τότε, και μόνο τότε, όταν τα Α1, Α2, ..., Αν   είναι 

(1) ανά δυο ξένα, και  
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(2) έχουν ένωση το σύνολο Α. 

Δηλαδή όταν: 

(1)                , και 

(2)             . 

Ένας διαμερισμός λοιπόν ενός συνόλου Α είναι μια γνήσια ταξινόμηση των στοιχείων 

του σε κλάσεις, όπου κάθε στοιχείο α του Α τοποθετείται σε μια ακριβώς κλάση. 

Αν Α είναι ένα σύνολο εφοδιασμένο με μια σχέση ισοδυναμίας R, και kα = {x  x≡α 

(mod R)}μια κλάση ισοδυναμίας ενός στοιχείου α του Α, τότε η οικογένεια Ν των 

συνόλων {kα  αΑ} είναι ένας διαμερισμός του Α. Ώστε: με τη βοήθεια της κάθε 

σχέσης ισοδυναμίας R ενός μη κενού συνόλου Α, μπορούμε να ορίσουμε ένα 

διαμερισμό Δ στο Α τοποθετώντας τα μεταξύ τους ισοδύναμα mod R στοιχεία του Α 

στην ίδια κλάση ισοδυναμίας kα. Αν λοιπόν kα μια κλάση ισοδυναμίας του Α ως προς 

την R, τότε kα = {x  x≡α (mod R)} και Δ = {kα  αΑ}. 

Δηλαδή: με μια σχέση ισοδυναμίας R οριζόμενη σε ένα σύνολο Α, οδηγούμαστε σε 

ένα διαμερισμό Δ του Α, αν θέτουμε τα μεταξύ τους ισοδύναμα mod R στοιχεία του 

Α στην ίδια κλάση ισοδυναμίας. Αυτή ακριβώς είναι και η μαθηματική «ανάγνωση» 

μιας γνήσιας ταξινόμησης.  

Αντίστοιχα: κάθε διαμερισμός Δ ενός συνόλου Α, ορίζει μέσα στο Α μια σχέση 

ισοδυναμίας. Αυτό ισχύει γιατί αν θεωρήσουμε μια δυαδική σχέση R με σύνολο 

λύσεων μέσα στο Α το σύνολο {(α, β)  α και β στοιχεία της ίδιας κλάσης 

ισοδυναμίας του Α}, τότε έπεται, ότι η R είναι σχέση ισοδυναμίας μέσα στο Α. 

Πράγματι, τότε: 

(1) η R είναι αυτοπαθής, γιατί τα στοιχεία α και α ανήκουν στο ίδιο υποσύνολο 

του Δ. 

(2) η R είναι συμμετρική, γιατί αν τα στοιχεία α και β ανήκουν στο ίδιο 

υποσύνολο του Δ, τότε και τα στοιχεία β και α ανήκουν στο ίδιο υποσύνολο 

του Δ. 

(3) η R είναι μεταβατική, γιατί αν τα στοιχεία α και β ανήκουν στο ίδιο 

υποσύνολο Θ του Δ, και τα στοιχεία β και γ ανήκουν στο ίδιο υποσύνολο Η 

του Δ, τότε και τα στοιχεία α και γ ανήκουν στο ίδιο υποσύνολο του Δ, γιατί 

Θ=Η. 
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2.4  Καταχρηστική ταξινόμηση. 

2.4.1 Έννοια της καταχρηστικής ταξινόμησης. 

Η καταχρηστική ταξινόμηση μοιάζει κατ’αρχάς με τη γνήσια ταξινόμηση κατά το ότι 

και σε αυτήν έχουμε ομαδοποίηση των στοιχείων του ταξινομητέου συνόλου και 

υπαγωγή τους σε υποσύνολα με κριτήριο κάποιο ταξινομικό κατηγόρημα. Όμως, 

αυτή η ομαδοποίηση στην καταχρηστική ταξινόμηση γίνεται κατά παρομοιότητα, ενώ 

στη γνήσια ταξινόμηση γίνεται κατά ταυτότητα. 

Αποτέλεσμα αυτού είναι το ότι στην καταχρηστική ταξινόμηση έχουμε μη 

μονοσήμαντη ομαδοποίηση των στοιχείων του ταξινομούμενου συνόλου. Έτσι, στις 

γνήσιες ταξινομήσεις έχουμε ένα διακριτό φάσμα κλάσεων ισοδυναμίας με ακριβή 

όρια και πλήρη εναλλαξιμότητα των στοιχείων κάθε κλάσης στα πλαίσια του ρόλου 

που τους αναθέτει η σχέση ισοδυναμίας. Αντίθετα στις καταχρηστικές ταξινομήσεις 

έχουμε ένα συνεχές φάσμα ομάδων στοιχείων/κλάσεων συναφείας, οι οποίες πάντοτε 

εμφανίζουν αλληλεπικαλύψεις και περιορισμένης κλίμακας εναλλαξιμότητα των 

στοιχείων τους στα πλαίσια του ρόλου που τους αναθέτει η σχέση συναφείας. 

Και τελικά, με τις κλάσεις ισοδυναμίας των γνησίων ταξινομήσεων έχουμε 

διαμερισμούς των ταξινομουμένων συνόλων (δηλαδή: οι κλάσεις ισοδυναμίας είναι 

ανά δυο ξένες μεταξύ τους και η ένωσή τους ισούται με το ταξινομούμενο σύνολο), 

ενώ με τις κλάσεις συναφείας των καταχρηστικών ταξινομήσεων έχουμε απλώς 

καλύψεις των ταξινομουμένων συνόλων (δηλαδή: ναι μεν η ένωση των κλάσεων 

συναφείας ισούται με το ταξινομούμενο σύνολο, αλλά όμως αυτές οι κλάσεις δεν 

είναι ανά δυο ξένες μεταξύ τους). 

Η ουσιαστική διαφορά μεταξύ γνήσιας ταξινόμησης και καταχρηστικής ταξινόμησης 

βρίσκεται στο ότι, ενώ οι κλάσεις ισοδυναμίας είναι κλασικά σύνολα, αντίθετα οι 

κλάσεις συναφείας είναι ασαφή σύνολα. Στα κλασικά σύνολα η έννοια του ανήκειν 

() αντιμετωπίζεται μανιχαϊστικά: ένα αντικείμενο x είτε ανήκει σε ένα σύνολο Α 

(δηλαδή, xA), είτε δεν ανήκει στο Α (δηλαδή, xA). Τρίτη εκδοχή, μέσα στα 

πλαίσια των κλασικών συνόλων, δεν υπάρχει. Όμως στα ασαφή σύνολα η έννοια του 

ανήκειν αντιμετωπίζεται ευέλικτα: πέραν της «ασπρόμαυρης» Λογικής που διέπει τα 

κλασικά σύνολα, στα ασαφή σύνολα υπεισέρχεται και η Λογική του «γκρίζου» (και 

μάλιστα σε διάφορες διαβαθμίσεις), καθώς και του «έγχρωμου» φάσματος 

εννοιολογικών αποχρώσεων σχετικά με την ένταξη ενός στοιχείου σε κάποιο σύνολο. 
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Έτσι στην ασαφή συνολοθεωρία υπάρχει μια κλίμακα αναρίθμητων διαβαθμίσεων 

της έννοιας του ανήκειν. 

Σε τέτοιες περιπτώσεις έχουμε να κάνουμε με ασαφή ταξινομικά κατηγορήματα, τα 

οποία βρίσκονται στη βάση κάθε καταχρηστικής ταξινόμησης. Για παράδειγμα, ας 

θεωρήσουμε το κατηγόρημα «κοντός» σε σχέση με το ανάστημα των ανδρών. Το 

κατηγόρημα αυτό ως βάση ταξινόμησης είναι ασαφές, αφού δεν είναι ξεκάθαρο το αν 

ένας άνδρας ύψους λ.χ. 1,70 m είναι κοντός ή όχι. Βέβαια, ένας άνδρας ύψους 1,50 m 

είναι σαφώς κοντός, ενώ ένας άλλος ύψους 2,10 m σίγουρα δεν είναι κοντός. Σχετικά 

ας αναλογισθούμε στη Φυσικοχημεία τη χρήση όρων όπως: διάλυμα αραιό/πυκνό, 

ψυχρό/θερμό, ιδανικό/μη ιδανικό, κτλ, ή αντίδραση βραδεία/ταχεία, ποσοτική/μη 

ποσοτική, κτλ, ή ουσία αδρανής/δραστική, ευδιάλυτη/δυσδιάλυτη, σταθερή/ασταθής, 

κτλ., ή μέτρηση ακριβής/ανακριβής, αξιόπιστη/αναξιόπιστη, κτλ. 

Αυτού του είδους εννοιολογικές εκδοχές, που πρακτικά είναι ασύγκριτα περισσότερες 

από εκείνες των κατηγορημάτων στα οποία περιορίζονται όλες οι κλασικές 

συνολοθεωρίες [52] – από την αφελή Καντοριανή συνολοθεωρία μέχρι και τις πιο 

φιλοσοφημένες αξιωματικές συνολοθεωρίες (λ.χ. N. Bourbaki, ή E. Zermelo and A. 

Fraenkel, ή K. Gödel, P. Bernays and J. Von Neumann, κτλ.) – αντιμετωπίστηκαν για 

πρώτη φορά συστηματικά από τη θεωρία ασαφών συνόλων με την εισαγωγή 

προτασιακών τροποποιητών όπως λ.χ. «πολύ», «περισσότερο», «λιγότερο», 

«εντελώς», «μάλλον», «υπερβολικά», κτλ, που λειτουργούν ως αοριστολογικοί 

φράχτες. Με αυτό τον τρόπο οδηγούμαστε στη δημιουργία ασαφών κατηγορημάτων, 

όπως λ.χ. στο προαναφερθέν παράδειγμα του αναστήματος των ανδρών, μπορούμε να 

έχουμε αναγωγή σε ασαφείς γλωσσικές μεταβλητές του τύπου «πολύ κοντός», 

«μάλλον κοντός», «λίγο κοντός», «λιγότερο κοντός», κτλ. 

 

2.4.2 Αλγεβρική θεώρηση της καταχρηστικής ταξινόμησης. 

Το μαθηματικό υπόβαθρο μιας καταχρηστικής ταξινόμησης είναι μια αλγεβρική 

σχέση συνάφειας. 

Μια διμελής σχέση R, A λέγεται σχέση συνάφειας τότε, και μόνο τότε, όταν είναι: 

(1) αυτοπαθής, 

(2) συμμετρική. 

Παρατηρούμε ότι τόσον οι σχέσεις συνάφειας, όσον και οι σχέσεις ισοδυναμίας είναι 

συμμετρικές, σε αντίθεση με τις σχέσεις διάταξης (όλων των ειδών: οιονεί διάταξη, 
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χαλαρή διάταξη, αυστηρή διάταξη, κτλ.) που δεν είναι συμμετρικές. Αυτή ακριβώς η 

απουσία της συμμετρικής ιδιότητας συντελεί, ώστε οι σχέσεις διάταξης ταξινομικά να 

οδηγούν σε εξατομικευμένες ιεραρχικές κατατάξεις των στοιχείων του ταξινομητέου 

συνόλου, αντί των ομαδοποιήσεων στις οποίες οδηγούν οι σχέσεις ισοδυναμίας και οι 

σχέσεις συνάφειας (σχέσεις ισοδυναμίας  μονοσήμαντες ομαδοποιήσεις, σχέσεις 

συνάφειας  μη μονοσήμαντες ομαδοποιήσεις). 

Όμως, μεταξύ της γνήσιας ταξινόμησης και της καταχρηστικής ταξινόμησης, υπάρχει 

μια καίριας σημασίας διαφορά: τα υποσύνολα στα οποία χωρίζεται το ταξινομητέο 

σύνολο κατά μια γνήσια ταξινόμηση είναι κλασικά σύνολα (δηλαδή σύνολα στη 

συνήθη εννοιολογική εκδοχή του όρου σύνολο), ενώ τα αντίστοιχα υποσύνολα στην 

περίπτωση καταχρηστικής ταξινόμησης είναι ασαφή υποσύνολα. 

Ένα κλασικό σύνολο Α, υποσύνολο του συνόλου αναφοράς Ω, μπορεί να παρασταθεί 

ισοδύναμα μέσω της χαρακτηριστικής συνάρτησης του φΑ ως εξής: 

      1, όταν xA 

φΑ  xΩ  φΑ(x) =    

      0, όταν xA 

ήτοι είναι 

Α = {xΩ  μΑ(x) = 1}. 

Δηλαδή ξεκινάμε από ένα βασικό σύνολο αναφοράς Ω, το οποίο περιέχει όλα τα 

στοιχεία τα σχετικά με την έννοια που θέλουμε να εκπροσωπήσουμε μέσω του 

συνόλου Α. Και στην περίπτωση που το σύνολο Α είναι κλασικό σύνολο, το αν 

ανήκει ή δεν ανήκει κάποιο στοιχείο x του Ω στο Α, είναι απολύτως ευκρινές, οπότε 

κάθε κλασικό σύνολο Α χωρίζει τα στοιχεία του «σύμπαντος» Ω σε δυο πλήρως 

ξεκαθαρισμένες κατηγορίες: 

 στην κατηγορία με τα στοιχεία του Ω που ανήκουν στο Α, και 

 στην κατηγορία με τα στοιχεία του Ω που δεν ανήκουν στο Α. 

Η μετάπτωση από την μια κατηγορία (αυτή των στοιχείων του Ω που ανήκουν στο 

Α), στην άλλη κατηγορία (εκείνη των στοιχείων του Ω που δεν ανήκουν στο Α), είναι 

ευκρινής, απότομη και ξεκάθαρη. Λ.χ. η έννοια «οι φυσικοί αριθμοί που είναι μεταξύ 

7 και 13», αποδίδεται από το κλασικό σύνολο A = {xN  7<x<13} = {8, 9, 10, 

11,12} ή αντίστοιχα από τη χαρακτηριστική συνάρτηση 
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      1, όταν xA = {8, 9, 10, 11,12}, 

φΑ  x N  φΑ(x) =    

      0, όταν xA 

 

όπου N το σύνολο των φυσικών αριθμών. 

Έστω τώρα ότι θέλαμε να διατυπώσουμε στα πλαίσια της κλασικής συνολοθεωρίας 

την ρηματική έκφραση «ήταν καμιά δεκαριά άτομα». Κάτι τέτοιο θα ήταν αδύνατο, 

γιατί αυτή η τόσο «καθημερινή» φράση, με τον προσεγγιστικό-αόριστο χαρακτήρα 

της, αδυνατεί να διαχωρίσει ευκρινώς το σύνολο των φυσικών αριθμών N σε δυο 

ξεκάθαρα διακεκριμένες κατηγορίες στοιχείων (δηλαδή σε αυτά που ανταποκρίνονται 

και σε εκείνα που δεν ανταποκρίνονται στην κατάσταση που υποτυπώνει η λεκτική 

διατύπωση), δοθέντος ότι ο προσδιορισμός «καμιά δεκαριά», δηλαδή «περίπου 

δέκα», δεν έχει ευκρινή – ξεκάθαρα όρια, ενώ τα κλασικά μαθηματικά προϋποθέτουν 

αυτή την ευκρίνεια. 

Η λύση στο πρόβλημα της μαθηματικής αναπαράστασης τέτοιων προσεγγιστικών 

ρηματικών διατυπώσεων, δόθηκε με την έννοια του ασαφούς συνόλου, που 

εγκαθίδρυσε την κατηγοριοποίηση των στοιχείων του συνόλου αναφοράς Ω σε 

υποσύνολα με ασαφή όρια, κάτι που είναι ρεαλιστικότερο από την παραδοσιακή 

διάσπαση του Ω σε υποσύνολα με άκαμπτα όρια, όπως γινόταν ακαδημαϊκά με την 

κλασική συνολοθεωρία. Τα ασαφή σύνολα εισήχθησαν το 1965 με μια μνημειώδη 

φερώνυμη εργασία [53] του Σοβιετό-αζερμπαϊζανό-ιρανό-αμερικανού Lotfi A. 

Zadeh. O Zadeh γεννήθηκε το 1921 στο Μπακού, του τότε Σοβιετικού Αζερμπαϊζάν, 

όπου και έζησε τα 10 πρώτα χρόνια της ζωής του. Το 1931 η οικογένειά του 

μετανάστευσε στο Ιράν, που ήταν η γενέθλια χώρα του πατέρα του. Εκεί έζησε, στην 

Τεχεράνη, μέχρι το 1943, οπότε και μετανάστευσε για τις ΗΠΑ, στις οποίες έφτασε 

τελικά περιπετειωδώς στα μέσα του 1944, όπου σταδιοδρόμησε πανεπιστημιακά και 

όπου εξακολουθεί και ζει μέχρι τώρα. Ως προς τις συστηματικές σπουδές του, 

προπτυχιακές και μεταπτυχιακές, είναι ηλεκτρολόγος μηχανικός. Ο ίδιος 

αυτοπροσδιορίζεται ως «Αμερικανός, μαθηματικά προσανατολισμένος, 

ηλεκτρολόγος μηχανικός Ιρανικής καταγωγής, γεννημένος στη Ρωσία». 

Ο Zadeh εισηγήθηκε στη θέση του κλασικού, δίτιμου συνόλου, ένα ασαφές, πλειότιμο 

σύνολο, όπου η μετάπτωση από την κατηγορία των στοιχείων του Ω που ανήκουν στο 

ασαφές σύνολο Α, στην κατηγορία των στοιχείων του Ω που δεν ανήκουν στο Α, δεν 
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γίνεται απότομα αλλά σταδιακά. Ουσιαστικά δηλαδή επέκτεινε την έννοια της 

χαρακτηριστικής συνάρτησης ενός κλασικού συνόλου 

φΑ  xΩ  φΑ(x)  {0, 1} 

στη συνάρτηση ένταξης ενός ασαφούς συνόλου 

μΑ  xΩ  μΑ(x)  [0, 1] 

όπου ο αριθμός μΑ(x)  [0, 1] δηλώνει τον «βαθμό συμμετοχής» με τον οποίο το 

στοχείο xΩ ανήκει στο ασαφές υποσύνολο Α του Ω. Έτσι έχουμε ότι: 

μΑ(x) = 1, σημαίνει ότι το x ανήκει ολοκληρωτικά στο Α, 

μΑ(x) = 0, σημαίνει ότι το x δεν ανήκει καθόλου στο Α, 

0<μΑ(x)<1, σημαίνει ότι το x ανήκει μεν, αλλά μερικά –δηλαδή σε κάποιο βαθμό – 

στο Α. 

Με αυτό τον τρόπο η έννοια του ανήκειν () γενικεύεται: αντί στο x να αντιστοιχούν 

μόνο οι δυο τιμές 0 (≡ δεν ανήκει) και 1 (= ανήκει) της χαρακτηριστικής συνάρτησης, 

τώρα μπορεί να αντιστοιχεί οποιαδήποτε από τις άπειρες τιμές της συνάρτησης 

ένταξης στο κλειστό διάστημα [0, 1]. 

Όλα αυτά συναρτώνται με το πέρασμα από την Κλασική Αριστοτέλεια Δίτιμη Λογική, 

σε μια νέα Λογική, την Ασαφή Λογική που την εισηγήθηκε, και αυτήν, ο Zadeh στην – 

χρονικά μεταγενέστερη – επίσης μνημειώδη σχετική εργασία του το 1973 [54]. Η 

καθοριστική διαφορά μεταξύ της Κλασικής Δίτιμης Λογικής και της Ασαφούς 

Λογικής έγκειται στο ότι η Κλασική Δίτιμη Λογική δέχεται την αρχή της του τρίτου 

αποκλείσεως (κατά την οποία: «δυο αντιφατικές μεταξύ τους προτάσεις, δεν μπορούν 

να είναι ταυτόχρονα αληθείς»), κάτι που δεν δέχεται η Ασαφής Λογική [55]. Ως προς 

αυτό θα λέγαμε ότι η Ασαφής Λογική αρχίζει, όταν παύει να ισχύει η αρχή της του 

τρίτου αποκλείσεως της Κλασικής Δίτιμης Λογικής. 

Συνοψίζοντας τα ανωτέρω θα λέγαμε: 

 ένα κλασικό σύνολο αναφοράς Ω έχει δυο είδη υποσυνόλων: τα κλασικά και 

τα ασαφή. 

 η έννοια του ασαφούς υποσυνόλου, οριζόμενου μέσω της συνάρτησης ένταξης 

μΑ(x), εμπεριέχει την έννοια του κλασικού υποσυνόλου οριζόμενου μέσω της 

χαρακτηριστικής συνάρτησης φΑ(x), και μάλιστα όταν η μΑ(x) παίρνει μόνο τις 

δυο ακραίες τιμές 0 και 1 του διαστήματος [0, 1], τότε η μΑ(x) ταυτίζεται με 

την φΑ(x) και το Α αποβαίνει ένα σύνηθες κλασικό υποσύνολο του Ω. 
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 η Ασαφής Λογική ξεκινά από την Κλασική Δίτιμη Λογική και την επεκτείνει 

εισάγοντας προσέγγιση, ασάφεια, αοριστία, κτλ., έτσι ώστε το τελικό 

αποτέλεσμα να πλησιάζει περισσότερο την απλότητα και την εκφραστική 

δύναμη της φυσικής γλώσσας, αλλά ταυτόχρονα να διασώζει όσο το δυνατό 

περισσότερο τη μαθηματική δομή της Κλασικής Δίτιμης Λογικής. 

 στην Κλασική Δίτιμη Λογική, για την αληθοτιμή υπάρχουν μόνο δυο εκδοχές: 

αληθής (που συμβολίζεται και με 1) ή ψευδής (που συμβολίζεται και με 0). 

«Τρίτη» εκδοχή αποκλείεται. Αντίθετα, στην Ασαφή Λογική εκτός από τις 

αληθοτιμές αληθής και ψευδής, εισάγονται και αληθοτιμές του τύπου: λίγο 

αληθής, πολύ αληθής, σχεδόν αληθής, όχι εντελώς αληθής, κτλ., που 

αντιστοιχούν ως γλωσσικές σημάνσεις στα εσωτερικά σημεία του κλειστού 

διαστήματος τιμών [0, 1] της συνάρτησης ένταξης μΑ. Κατ’αυτό τον τρόπο με 

την Ασαφή Λογική επιχειρείται η μαθηματική διατύπωση της μιας κάποιας 

«αντικειμενικής υποκειμενικότητας» η οποία χαρακτηρίζει τα ασαφή σύνολα. 

Θα λέγαμε ότι στην «ασπρόμαυρη» νοοτροπία του 0 και του 1 που 

χαρακτηρίζει την Κλασική Δίτιμη Λογική, η Ασαφής Λογική αντιπαραθέτει 

την «έγχρωμη» θεώρηση του πλήρους φάσματος ενδιαμέσων αληθοτιμών, 

συμπεριλαμβανομένων βεβαίως και των ακραίων τιμών «άσπρο» (1) και 

«μαύρο» (0) που αφορούν την Κλασική Δίτιμη Λογική. 

Ενόψει αυτών είναι προφανές ότι μια και η αυτή ασαφής έννοια μπορεί να 

υποτυπωθεί από πολλά και διαφορετικά ασαφή υποσύνολα, η δε επιλογή του 

καταλληλότερου ασαφούς συνόλου είναι υποκειμενική, δοθέντος ότι τα όρια ενός 

ασαφούς συνόλου είναι ασαφή και επομένως εξαρτώνται τελικά από την κρίση του 

παρατηρητή. 

Μια ασαφής σχέση R σε ένα (κλασικό) σύνολο αναφοράς Ω είναι μια απεικόνιση μR 

του καρτεσιανού γινομένου ΩxΩ στο κλειστό διάστημα [0, 1]. Κατά ταύτα, η ασαφής 

σχέση συνάφειας, που αποτελεί τον πιο προσφυή μαθηματικό φορμαλισμό για την 

καταχρηστική ταξινόμηση, είναι μια ασαφής σχέση R που έχει τις ιδιότητες: 

(1) μR(xi, xi) = 1, 

(2) μR(xi, xj) = μR(xj, xi). 
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2.5  Καταχρηστικές ταξινομήσεις φυσικοχημικών εννοιών [56]. 

2.5.1 Εισαγωγή. 

Στο μεθοδολογικό τρίπτυχο: ορισμός, ταξινόμηση, απόδειξη, διαμόρφωσης επακριβών 

φυσικοχημικών εννοιών, ο ρόλος της ταξινόμησης είναι η διευκρίνιση των εννοιών 

μέσω της οριοθέτησης του λογικού πλάτους τους [57]. 

Σημασιολογικά ο όρος ταξινόμηση είναι συναρτημένος με τρεις κύριες οικογένειες 

νοητικών ή πρακτικών διεργασιών (ήτοι: εντασιακή ταξινόμηση, εκτασιακή 

ταξινόμηση και κατάταξη) και με τρία διαφορετικά προϊόντα τους (ήτοι: ταξινομικό 

σχήμα, τυπολογία και ταξονομία), χωρίς να υπάρχει αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία 

μεταξύ διεργασιών και προϊόντων [58]. 

Η ορολογία των σχετικών γνωστικών αντικειμένων είναι εισέτι ακαταστάλακτη. 

Π.χ. για την τρίτη από τις προαναφερθείσες οικογένειες διεργασιών, την κατάταξη, 

συχνά χρησιμοποιείται απλώς ο όρος ταξινόμηση, ενώ άλλοι σχετικοί κατά καιρούς 

προταθέντες ή χρησιμοποιηθέντες όροι είναι και οι εξής: διάγνωση [C. Hempel 

(1961), V. Capecchi (1964)], διαγνωστική [V. Capecchi (1964)], ταυτοποίηση [V. 

Capecchi (1964), A. Radford et al. (1974)], κατηγορικός καθορισμός [I. Scheffler 

(1967)], ταυτοποίηση κλάσης [V. Capecchi and F. Moëller (1968)] και προσδιορισμός 

[A. Radford et al. (1974)]. 

Πάντως, κοινός τόπος σε όλες τις εκδοχές ταξινόμησης είναι το ότι έχουμε κάθε 

φορά ένα ταξινομητέο σύνολο, το οποίο υποδιαιρούμε σε υποσύνολα με βάση ένα 

ταξινομικό κατηγόρημα. Αυτό το κατηγόρημα καθορίζει κάποια κριτήρια 

ομοιότητας/διαφοράς μεταξύ των στοιχείων του ταξινομητέου συνόλου και η 

εκμαθηματίκευσή του οδηγεί σε μια αλγεβρική σχέση [59]. Στην απλούστερη 

περίπτωση ταξινομικό κατηγόρημα είναι η ταυτότητα με οικεία αλγεβρική σχέση μια 

σχέση ισοδυναμίας, δηλαδή μια σχέση που έχει τις ιδιότητες αυτοπαθής, συμμετρική 

και μεταβατική. Η αντίστοιχη εκδοχή ταξινόμησης λέγεται γνήσια ταξινόμηση και 

συνίσταται στον διαμερισμό των στοιχείων x ενός μη κενού συνόλου Α σε κλάσεις, 

όπου το κάθε x τοποθετείται σε μια ακριβώς κλάση. 

Αυτή όμως η – στο πνεύμα του ταξινομικού κατηγορήματος – κατά ταυτότητα 

ομαδοποίηση των στοιχείων ενός συνόλου, σίγουρα δεν είναι και η ρεαλιστικότερη 

εκδοχή ταξινόμησης. Στη Φυσικοχημεία π.χ. αντί για ταυτόσημα αντικείμενα, 

συχνότερα ομαδοποιούμε παρόμοια αντικείμενα. Η παρομοιότητα αντιστοιχεί σε 

ασαφή κατηγορήματα [53] συσχετισμού αντικειμένων, που καλύπτουν όλες τις 
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εκδοχές αποτίμησης, μεταξύ ετερότητας και ταυτότητας, στις οποίες μπορεί να 

οδηγήσει μια σύγκριση κατ’αντιπαραβολή μεταξύ δυο αντικειμένων. 

Ορισμένως το φάσμα των αποχρώσεων παρομοιότητας, που ρυθμίζουν τις 

περισσότερες των ταξινομήσεων, αποτελεί ένα εννοιακό συνεχές σχέσεων που 

εκτείνονται από την ετερότητα (όπου βασίζονται οι λεγόμενες διατακτικές 

ταξινομήσεις), μέσω όλων των διαβαθμίσεων παρομοιότητας (όπου αντιστοιχούν οι 

καταχρηστικές ταξινομήσεις), μέχρι την ταυτότητα (όπου θεμελιώνονται οι γνήσιες 

ταξινομήσεις). 

Δηλαδή: στο ένα άκρο έχουμε την ετερότητα, στο άλλο άκρο την ταυτότητα, και 

ανάμεσά τους τις αναρίθμητες διαβαθμίσεις παρομοιότητας που οδηγούν σταδιακά 

από την ετερότητα στην ταυτότητα. Η παρομοιότητα παραλλάσσει μεταξύ των 

χαλαρότερων εκδοχών της (ήτοι την αμυδρή συνάφεια, εν ονόματι επουσιωδών 

κοινών χαρακτηριστικών, μεταξύ διαφορετικών – κατά τεκμήριο – αντικειμένων) από 

τη μια, και των δεσμευτικότερων μορφών της (ήτοι την έντονη συγγένεια, όπου δεν 

γίνεται πλέον διαφορισμός μεταξύ συγκρινομένων αντικειμένων, τα οποία 

κατατάσσονται μεν σε μια και την αυτή κλάση, χωρίς όμως να ταυτίζονται μεταξύ 

τους) από την άλλη, σε μια ανεξάντλητη ποικιλία αναβαθμών ομοιότητας/διαφοράς. 

 

2.5.2 Ιδιοσυγκρασιακά χαρακτηριστικά της καταχρηστικής ταξινόμησης. 

Εποπτικά, μια γλαφυρή απεικόνιση του πώς μια βαθμιαία συσσώρευση 

ανεπαίσθητων διαφορών, μπορεί να οδηγήσει σταδιακά από όμοια σε παρόμοια και 

τελικά σε πλήρως ανόμοια αντικείμενα, μας παρέχουν πολλά από τα έργα του 

Ολλανδού χαράκτη και γραφίστα Maurits Cornelis Escher (1898-1972), όπως π.χ. η 

σειρά ξυλοτυπιών με τον τίτλο «Ουρανός και νερό» που άρχισε να παρουσιάζει το 

1938, κ.ά. [60]. 

Ο Escher στα (εγκεφαλικότατα...) έργα του, κάνει χρήση παράδοξης προοπτικής, 

που σε συνδυασμό με μια ευρηματική επιλογή – καθώς και έναν επιδέξιο χειρισμό – 

ρεαλιστικών λεπτομερειών, οδηγεί σε διατύπωση οπτικών αινιγμάτων. Η 

επινοητικότητά του σε απροσδόκητες μεταμορφώσεις με διφορούμενη εξέλιξη και οι 

ιδιότυπες θεματικές επιλογές του, ατερμόνων διαδικασιών με αμφίδρομες 

μεταλλάξεις, μας χάρισαν κάποιες από τις ευφυέστερες εξεικονίσεις της βαθμιαίας 

αναγωγής δεδομένης μορφής σε άλλη, ριζικά διαφορετική. Σε αυτά τα έργα 

κατατίθεται μια εναργής σκιαγράφηση της πορείας: 

ταυτότητα → παρομοιότητα → ετερότητα 
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σε αντιστοιχία προς συνεχή μετασχηματισμό του ταξινομικού κατηγορήματος. 

Ως ένα άλλο παράδειγμα εξεικόνισης αυτής της διαδικασίας σταδιακής  

διαφοροποίησης μέσω βαθμιαίων αλλαγών σε διαδοχικώς παρόμοια αντικείμενα, 

έστω το εξής: ας θεωρήσουμε το σύνολο των λέξεων της Αγγλικής γλώσσας που 

γράφονται με πέντε γράμματα και ας ονομάσουμε παρόμοιες δυο τέτοιες λέξεις τότε, 

και μόνο τότε, όταν είναι παρώνυμα που διαφέρουν το πολύ-πολύ σε μια θέση. Τότε, 

η λογοπαικτική σπαζοκεφαλιά τού «να αποδειχθεί ότι το άσπρο (white) είναι ... 

μαύρο (black)!», μπορεί να επαναδιατυπωθεί σε όρους της ούτω τεθείσης 

παρομοιότητας ως εξής: να ευρεθεί μια ακολουθία λέξεων της Αγγλικής γλώσσας, 

που να αρχίζει με τη λέξη white και να τελειώνει με τη λέξη black, στην οποία κάθε 

ζεύγος αμέσως διαδοχικών λέξεων να είναι παρόμοιες (στην έννοια του να διαφέρουν 

το πολύ-πολύ σε μια θέση). 

Μια λύση αυτού του ευφυολογήματος είναι και η εξής: 

White → while → whale → shale → shave → stave → stove → store → stork → 

stock → stack → slack → black. 

Στα παραδείγματα που αναφέραμε, αλλά και γενικά σε κάθε περίπτωση 

καταχρηστικής ταξινόμησης, το ταξινομικό κατηγόρημα είναι η παρομοιότητα, που 

μαθηματικά διατυπώνεται ως μια αλγεβρική σχέση συνάφειας. 

Κατά τον συνηθέστερο από τους σχετικούς ορισμούς, μια αλγεβρική σχέση είναι 

σχέση συνάφειας, τότε και μόνο τότε, όταν είναι αυτοπαθής και συμμετρική. Το 

γεγονός ότι η συνάφεια δεν είναι μεταβατική διαφοροποιεί καθοριστικά την 

καταχρηστική ταξινόμηση από τις δυο «ακραίες» εκδοχές ταξινόμησης: τη γνήσια 

ταξινόμηση και τη διατακτική ταξινόμηση. Τόσον η πρώτη από αυτές, που αλγεβρικά 

θεμελιώνεται με μια σχέση ισοδυναμίας, όσο και η δεύτερη, που αλγεβρικά βασίζεται 

σε διάφορες παραλλαγές σχέσεων διάταξης (οιονεί διάταξη, χαλαρή διάταξη, αυστηρή 

διάταξη, κ.ά.), αρθρώνονται περί σχέσεις που είναι (και) μεταβατικές. Και ενώ αυτή η 

διαφοροποίηση ως προς τη διατακτική ταξινόμηση είναι «ευδιάκριτη» (επειδή προς 

τα εκεί έχουμε επιπλέον και το ότι οι πάσης φύσεως αλγεβρικές σχέσεις διάταξης 

οπωσδήποτε π.χ. δεν είναι συμμετρικές), όμως ως προς τη γνήσια ταξινόμηση, μη 

υπαρχούσης άλλης επιπλέον διαφοράς, η διαφοροποίηση σε κάποιες περιπτώσεις 

απαιτεί μια διαφορετική θεώρηση. 

Σε τέτοιες περιπτώσεις, για να γίνεται εμφανέστερη η διαφορά μεταξύ 

καταχρηστικής ταξινόμησης και γνήσιας ταξινόμησης, θα ήταν προτιμότερο να 

εισαχθεί η συνάφεια με τον εξής – λογικά ισοδύναμο – τρόπο: 
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Έστω η πλειότιμη αντιστοιχία   f | D → A,   όπου με F(x) θα συμβολίζουμε το 

εκάστοτε σύνολο των εικόνων δεδομένου xD υπό την αντιστοιχία f. Ορίζουμε τη 

σχέση Rf στο σύνολο D υπό τη συνθήκη: xRfy όταν τα x και y έχουν μια – 

τουλάχιστον – κοινή εικόνα, δηλαδή όταν F(x)∩F(y) ≠ . 

Τότε η σχέση Rf  έχει (και) τις εξής ιδιότητες: 

(1) Η σχέση Rf είναι πάντοτε συμμετρική. Αυτό προκύπτει απλώς από το ότι 

F(x)∩F(y) = F(y)∩F(x). 

(2) Η σχέση Rf είναι αυτοπαθής, τότε και μόνο τότε, όταν η αντιστοιχία f είναι 

παντού ορισμένη στο D. Πράγματι, σε αυτή – και μόνο σε αυτή – την 

περίπτωση, το σύνολο F(x)∩F(x)=F(x) είναι διάφορο του κενού για κάθε 

xD. 

(3) Αν η σχέση Rf  δεν είναι αυτοπαθής για το στοιχείο x [δηλαδή όταν δεν ισχύει 

ότι xRfx, ήτοι όταν F(x)=], τότε η σχέση xRfy δεν ισχύει για κάθε y, γιατί 

F(x)∩F(y)= ∩F(y)=. Αυτό σημαίνει ότι για σχέσεις του τύπου Rf, η μη 

αυτοπάθεια μπορεί να είναι μόνο του εξής είδους: αν η Rf δεν είναι αυτοπαθής 

για το x, τότε αυτό το στοιχείο δεν σχετίζεται με τίποτε.  

(4) Αν η αντιστοιχία F|D→A είναι μια συνάρτηση, δηλαδή αν για κάθε xD, το 

F(x) περιλαμβάνει, το πολύ ένα στοιχείο, τότε η σχέση Rf είναι μεταβατική. 

Όντως, αν έστω ότι xRfy και yRfz, τότε f(x)=f(y) και f(y)=f(z). Άρα f(x)=f(z), 

δηλαδή xRfz. 

Από τα ανωτέρω συνάγεται ότι: 

(i) μια παντού ορισμένη αντιστοιχία f|D→A ορίζει στο D μια σχέση Rf αυτοπαθή 

και συμμετρική, δηλαδή μια συνάφεια. 

(ii) εάν, επιπλέον, η αντιστοιχία f είναι συνάρτηση, τότε η σχέση Rf είναι 

αυτοπαθής, συμμετρική και μεταβατική, δηλαδή μια ισοδυναμία. 

Οι κλάσεις ισοδυναμίας μιας γνήσιας ταξινόμησης αποτελούν σύνολα (στη 

συνήθη, ντετερμινιστική εκδοχή αυτού του όρου) Α, υποσύνολα του ταξινομούμενου 

συνόλου Ω, τα οποία ορίζονται από τη χαρακτηριστική συνάρτηση φΑ που απεικονίζει 

το Ω στο διμελές σύνολο {0, 1}, και όπου για xΩ είναι 

φΑ(x) = 0  αν xA, και 

φΑ(x) = 1  αν xA. 

Ενώ οι κλάσεις συνάφειας μιας συντελεσμένης καταχρηστικής ταξινόμησης είναι 

ασαφή υποσύνολα Α του Ω, τα οποία ορίζονται από μια συνάρτηση ένταξης μΑ που 
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απεικονίζει το Ω στο συνεχές, κλειστό μοναδιαίο διάστημα [0, 1], και όπου για xΩ 

είναι 

μΑ(x) = 0  αν xA, 

μΑ(x) = 1  αν xA,  και 

μΑ(x)  (0, 1) αν το x ενδεχομένως ανήκει στο Α αλλά αυτό δεν είναι 

σίγουρο. 

Για την τελευταία περίπτωση, όσο πλησιέστερη στο 1 είναι η τιμή της μΑ(x), τόσο 

μεγαλύτερη είναι η δυνατότητα του xΑ. Αν Α και Β είναι ασαφή σύνολα με 

συναρτήσεις ένταξης μΑ και μΒ αντιστοίχως, τότε και το συμπλήρωμα Ā (αντιστοίχως 

και το B), η ένωση Α∪Β και η τομή Α∩Β είναι ασαφή σύνολα και οι συναρτήσεις 

ένταξης αυτών για xΩ ορίζονται ως  

μĀ(x) = 1-μΑ(x), 

μΑ∪Β (x) = max(μΑ(x), μB(x)), 

μΑ∩Β (x) = min(μΑ(x), μB(x)). 

Περαιτέρω, η έννοια της συμπερίληψης στα ασαφή σύνολα, AB, ορίζεται ως 

μΑ(x)≤ μB(x) για κάθε xΩ, 

ενώ το κενό ασαφές σύνολο 0 και το ασαφές σύνολο αναφοράς Ω ορίζονται 

αντιστοίχως από τις συναρτήσεις ένταξης 

μ0(x) = 0 και μΩ(x) =1 για κάθε xΩ. 

Μολονότι όλες αυτές οι έννοιες της ασαφούς συνολοθεωρίας ουσιαστικά 

γενικεύουν τις αντίστοιχές τους της ντετερμινιστικής συνολοθεωρίας, οι ούτω 

προκύπτουσες ιδιότητες στα πλαίσια της ασαφούς θεωρίας, δεν είναι κατ’ανάγκην 

ταυτόσημες με εκείνες της ντετερμινιστικής θεωρίας. Έτσι π.χ. για κάποιο ασαφές 

σύνολο Α, μπορούν να ισχύουν ακόμη και σχέσεις όπως Α∩Ā  0 ή ΑĀ, κ.α. 

Ενόψει αυτών είναι προφανής η αναλογία που υπάρχει μεταξύ συνάφειας και 

τοπολογίας [61] στο ίδιο σύνολο και στο σύνολο των κλάσεων συνάφειας. Έτσι, για 

το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων και τη σχέση συνάφειας R, μπορούμε π.χ. για 

έναν τοπολογικό χώρο D, στον οποίο κάθε σημείο x να έχει μια γειτονιά U(x), να 

ορίσουμε ότι xRy, αν yU(x) και xU(y). Ή, για ένα μετρικό χώρο D, μπορούμε να 

ορίσουμε ως γειτονιά U(x) του x μια σφαίρα ακτίνας r, οπότε η σχέση xRy θα είναι 

ισοδύναμη της συνθήκης d(x, y) < r. 
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Κατά ταύτα οι καταχρηστικές ταξινομήσεις επιφέρουν χαλαρή ομαδοποίηση των 

στοιχείων του ταξινομούμενου συνόλου σε κλάσεις συνάφειας με όρια ασαφή και 

«ρευστά». Σε αντίθεση δε με τις γνήσιες ταξινομήσεις που πραγματοποιούν 

διαμερισμό του ταξινομούμενου συνόλου, οι καταχρηστικές ταξινομήσεις οδηγούν σε 

καλύψεις του. Και ενώ στις γνήσιες ταξινομήσεις οι κλάσεις ισοδυναμίας 

καθορίζονται μονοσήμαντα, στις καταχρηστικές ταξινομήσεις οφείλουμε να 

διακρίνουμε μεταξύ συγκροτημάτων συνάφειας (δηλαδή μεγιστοτικών υποσυνόλων 

όπου η συνάφεια είναι παντού ορισμένη) και κλάσεων συνάφειας (όπου η κλάση ενός 

στοιχείου είναι το σύνολο εκείνων των στοιχείων που βρίσκονται σε σχέση 

συνάφειας με αυτό). Τόσον τα συγκροτήματα, όσον και οι κλάσεις συνάφειας ενός 

συνόλου, ορίζουν καλύψεις αυτού του συνόλου, χωρίς βέβαια αυτό να σημαίνει ότι 

κάθε κάλυψη ενός συνόλου ορίζεται με αυτό τον τρόπο. 

 

2.5.3 Πρόβλημα με τις καταχρηστικές ταξινομήσεις στη Φυσικοχημεία. 

Αν εξαιρέσουμε τις διατακτικές ταξινομήσεις, τότε οι καταχρηστικές ταξινομήσεις 

είναι το συνηθέστερο είδος ταξινόμησης φυσικοχημικών εννοιών. Τούτο οφείλεται 

στο ότι, ακόμη και κεντρικής σημασίας έννοιες της Φυσικοχημείας, διέπονται από 

μια ασάφεια, η οποία καθιστά απαγορευτική μια ταξινόμηση κατά ταυτότητα, 

περιορίζοντας τις σχετικές δυνατότητες σε κάποιο αναβαθμό παρομοιότητας. 

Λ.χ. η έννοια της αντιστρεπτότητας (την οποία ο P. Duhem διορατικότατα είχε 

χαρακτηρίσει ως «μια από τις πιο λεπτεπίλεπτες αρχές του συνόλου της 

Θερμοδυναμικής» [62]), είναι ένα χαρακτηριστικότατο παράδειγμα για την 

περίπτωσή μας. Εν προκειμένω δεν θα σταθούμε σε αναλύσεις του τύπου τής κατά 

λογική αντίθεση αντιδιαστολής από την αναντιστρεπτότητα (αντιφατική αντίθεση) και 

τη μη αντιστρεπτότητα (εναντία αντίθεση). Ούτε και σε κάποιες «επιφανείς» από τις 

αναρίθμητες επισημάνσεις, όπως π.χ. για φυσικές μεταβολές (όρος που προτιμούσε ο 

M. Planck σε ομόλογα συμφραζόμενα), ή για διάκριση μεταξύ αντιστρεπτής 

μεταβολής και αντιστρεπτής διεργασίας (που εισηγήθηκε ο E. Guggenheim [63]), και 

λοιπά συναφή καθέκαστα [64], που δημιούργησαν «σχολές» στη σχετική 

προβληματική. Αλλά θα αναφερθούμε στο λογικό είναι του επιθετικού 

προσδιορισμού αντιστρεπτή σε σχέση με τον προσδιορισμό στατικότροπη (ο πρώτος 

εισήχθη από τον S. Carnot το 1824 [65] και ο δεύτερος από τον Κ. Καραθεοδωρή το 

1909 [66]). 
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Ένας προσεκτικός αναγνώστης εύκολα θα διαπίστωνε ότι υπάρχει μεγάλης 

έκτασης διάσταση απόψεων στη σχετική βιβλιογραφία για τη σχέση μεταξύ αυτών 

των δυο όρων. Ας δούμε π.χ. επ’ αυτού τις παρακάτω τοποθετήσεις τριών από τα πιο 

έγκριτα συγγράμματα της Θερμοδυναμικής: 

1. Buchdahl, H.A.: “The Concepts of Classical Thermodynamics”, Cambridge, 

1973. Στη σελίδα 12 διαβάζουμε: «... οι στατικότροπες μεταπτώσεις είναι τω 

όντι αντιστρεπτές. Αλλά επ’ουδενί είναι προφανές ότι, αντιστρόφως, όλες οι 

αντιστρεπτές μεταπτώσεις των θερμοδυναμικών συστημάτων πρέπει να είναι 

στατικότροπες...». 

2. Münster, A.: “Classical Thermodynamics”, J. Wiley, 1970. Εδώ, στη σελίδα 

20 αναφέρεται ότι: «... η έννοια στατικότροπη μεταβολή κατάστασης είναι 

πραγματικά η ίδια με εκείνη της αντιστρεπτής μεταβολής κατάστασης, αλλά οι 

δυο τους είναι διαφορετικές από την άποψη της Λογικής». 

3. Kestin, J.: “A Course in Thermodynamics”, vol. 1, Blaisdell, 1966. Στη σελίδα 

134 υποστηρίζεται η θέση: «... όλες οι αντιστρεπτές διεργασίες είναι 

στατικότροπες, αλλά το αντίστροφο (...) δεν είναι αληθές». 

Εδώ έχουμε τρεις διαφορετικές – και δη μέχρι και αντιδιαμετρικά αποκλίνουσες – 

απόψεις, που αναδεικνύουν εναργώς το σχετικό πρόβλημα. Αφετηρία αυτών των 

αμφισημιών είναι το ότι οι συσχετιζόμενοι όροι έχουν έκαστος περισσότερους του 

ενός ορισμούς, που δεν είναι λογικά ισοδύναμοι μεταξύ τους, οπότε λείπει 

εκατέρωθεν η ακριβής έννοια. Εξάλλου έχουν εγερθεί και ενστάσεις (όπως π.χ. από 

τον Otto Redlich [67]) όχι μόνο για τη γνωσιακή υπόσταση της αντιστρεπτότητας, 

αλλά ακόμη και για αυτή τούτη την αναγκαιότητα της ύπαρξής της. 

Παρ’όλα αυτά, γεγονός είναι ότι για την ισχύ αρκετών από τις εξισώσεις της 

Θερμοδυναμικής, υπάρχει η ρητή απαίτηση για αντιστρεπτότητα. Και η ούτως 

επιβαλόμενη κατηγοριοποίηση, κατά τα ανωτέρω δεν μπορεί να είναι τίποτε 

περισσότερο από μια καταχρηστική ταξινόμηση. 
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3.1  Τι είναι η απόδειξη; 

Στην τριλογία: ορισμός – ταξινόμηση – απόδειξη, το πρώτο μέρος (ο ορισμός) 

αναφέρεται στη διαμόρφωση σαφών εννοιών και το δεύτερο μέρος (η ταξινόμηση) 

αναφέρεται στη διαμόρφωση ευκρινών εννοιών. Με τον ορισμό αναδεικνύουμε το 

λογικό βάθος των εννοιών και με την ταξινόμηση το λογικό πλάτος τους. 

Όμως, αυτές οι αποσαφηνίσεις και διευκρινίσεις γίνονται με τη χρήση κρίσεων. Ως εκ 

τούτου απαιτείται η αναφορά σε τεκμηριωμένες κρίσεις, δηλαδή κρίσεις που να 

βασίζονται σε αποδείξεις. Απόδειξη είναι η παραγωγή της αλήθειας (αντιστ. της 

πιθανότητας) μιας κρίσης από άλλες κρίσεις αληθείς (αντίστ. πιθανές). 

Ο όρος απόδειξη καλύπτει ένα ευρύ φάσμα ερμηνειών, που διαφέρουν μεταξύ τους 

ως προς το βαθμό γενικότητας. Πάντως, σε όλες τις παραλλαγές της έννοιας της 

απόδειξης διακρίνονται καθαρά δυο αντίθετες τάσεις. Η μια τάση καθορίζεται από τη 

σχετικότητα και τον ουσιαστικό χαρακτήρα της έννοιας της αλήθειας, γιατί η αλήθεια 

προϋποθέτει την αντιστοιχία με ένα ορισμένο τμήμα της αντικειμενικής 

πραγματικότητας. Η άλλη τάση συνδέεται με το ότι η απόδειξη πρέπει να εγγυάται 

την αλήθεια της πρότασης. Και εδώ εντοπίζεται η ιδιοτυπία της έννοιας της 

απόδειξης που τη διακρίνει από μια ευρύτερη κλάση διαδικασιών, οι οποίες είναι οι 

επιβεβαιώσεις θέσεων που μπορούν να έχουν ένα μεγαλύτερο ή μικρότερο βαθμό 

πειστικότητας. Η έννοια της απόδειξης πρέπει να υπηρετεί την απόλυτη επιβεβαίωση 

της αλήθειας της αποδεικτέας κρίσης και για αυτό έχει παραγωγικό χαρακτήρα. Αυτή 

η τάση οδηγεί σε διαρκώς και μεγαλύτερη τυποποίηση της έννοιας της απόδειξης. 

Από τις δυο λοιπόν προαναφερθείσες ως αντιπαρατιθέμενες τάσεις θεώρησης της 

έννοιας της απόδειξης, η μια προσανατολίζεται προς τα ουσιαστικά χαρακτηριστικά 

της, ενώ η άλλη εντοπίζεται στα τυπικά στοιχεία της. 

Η αντιδιαστολή των ουσιαστικών από τις τυπικές πλευρές της έννοιας της απόδειξης 

γίνεται εναργέστερα αντιληπτή κατά τη σύγκριση της πλατιάς με τη στενή έννοια της 

απόδειξης. 

Στην πλατιά εκδοχή, ως απόδειξη θεωρείται κάθε διαδικασία προσδιορισμού της 

αλήθειας μιας κρίσης (που αποτελεί το συμπέρασμα της δοσμένης απόδειξης) τόσο 

με τη βοήθεια λογικών επιχειρημάτων, όσο και με την αισθητηριακή αντίληψη 

φυσικών αντικειμένων και φαινομένων. Αυτά ακριβώς τα χαρακτηριστικά έχουν π.χ. 

οι αποδείξεις ενός μεγάλου μέρους δηλώσεων των φυσικών επιστημών. Και μολονότι 

όλες αυτές οι αποδείξεις περιλαμβάνουν και απαγωγικά τμήματα, οι συναγωγές τους, 
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που συνδέουν την αναφορά στην εμπειρία με το αποτέλεσμα της απόδειξης, 

ουσιαστικά είναι επαγωγικές, αφού πρόκειται για διαδικασία όπου το γενικό 

συμπέρασμα προκύπτει από επιμέρους προκείμενες, κάτι που επιτελείται – αν και όχι 

πάντα ευδιάκριτα – σύμφωνα με τους κανόνες της επαγωγικής λογικής. 

Αντίστοιχα, στη στενή εκδοχή της έννοιας απόδειξη, που είναι χαρακτηριστική για τις 

απαγωγικά διατυπούμενες επιστήμες (δηλαδή: τη Λογική, τα Μαθηματικά, και εκείνα 

από τα μέρη της Θεωρητικής Φυσικής και Φυσικοχημείας που έχουν φτάσει στο 

στάδιο ωριμότητας που τους επιτρέπει διαμόρφωση κατά το πρότυπο των 

Μαθηματικών), είναι μια αλυσίδα ορθών συναγωγών που οδηγούν από ορθές 

προκείμενες (δηλαδή: αρχικές για τη δοσμένη απόδειξη προτάσεις), στις προτάσεις 

που αποδεικνύονται (δηλαδή, στα συμπεράσματα). Η ορθότητα των αφετηριακών – 

προκείμενων προτάσεων δεν πρέπει να θεμελιώνεται στην ίδια απόδειξη, αλλά 

πρέπει, κατά κάποιο τρόπο, να καθορίζεται εκ των προτέρων. Η συνεπής ανάπτυξη 

αυτής της παραδοσιακής αντίληψης (που έλκει την καταγωγή της από τον 

Αριστοτέλη) περί απόδειξης, η οποία είναι συναρτημένη με την αξιωματική μέθοδο, 

απαιτούσε έναν ακριβέστερο προσδιορισμό τους. Κάτι τέτοιο πήγε να γίνει με την 

επανεξέταση των εννοιών της απόδειξης και της αξιωματικής μεθόδου από τον D. 

Hilbert στο μεταίχμιο του 19
ου

 προς τον 20
ο
 αιώνα, αλλά όπως διαπιστώθηκε εκ των 

υστέρων η σχετική πρόταση δεν ήταν ως το τέλος συνεπής. Ειδικά για το πρόβλημα 

της μη αντιφατικότητας των επιστημονικών θεωριών, το Hilbert πρότεινε ένα 

πρόγραμμα τυποποίησης της απόδειξης σε απαγωγικές θεωρίες, που προϋπέθετε όχι 

μόνο την ρητή αναφορά όλων των αρχικών εννοιών και των αρχικών προτάσεων 

(δηλαδή των αξιωμάτων) της κάθε δοσμένης θεωρίας, αλλά και την επίσης ρητή 

υπόδειξη όλων των λογικών μέσων που χρησιμοποιούνται κατά την αποδεικτική 

διαδικασία στα πλαίσια αυτής της θεωρίας. Με αυτό τον τρόπο, το ζήτημα της 

ορθότητας της απόδειξης αποκτά αντικειμενικό χαρακτήρα. Αποδείχτηκε ότι είναι 

δυνατό να παρασταθεί μια επιστημονική θεωρία με τη μορφή κάποιου Λογισμού ή 

ενός τυπικού συστήματος που αποτελείται από τύπους, οι οποίοι λαμβάνονται από 

τους τύπους ενός αρχικού αποθέματος αξιωμάτων με την καθαρά μηχανική εφαρμογή 

των κανόνων απαγωγικού συμπερασμού [68-72]. 

Η συνεπής τυποποίηση της έννοιας της απόδειξης δημιουργεί δυνατότητα 

μεταβίβασης ορισμένων διανοητικών διεργασιών στους υπολογιστές. Ωστόσο, αυτό 

δεν σημαίνει ότι είναι δυνατόν όλες οι ουσιαστικές πλευρές της έννοιας της απόδειξης 

να αναχθούν στις τυπικές. Οι κανόνες συναγωγής, αν και έχουν να κάνουν με τυπικά 
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αντικείμενα, δηλαδή με τύπους, εν τούτοις διατυπώνονται σε μια ουσιαστική γλώσσα 

και όλα τα προβλήματα που αφορούν τη φύση των Τυπικών Λογισμών συνολικά 

τοποθετούνται και λύνονται εν τέλει με καθαρά ουσιαστικά μέσα. 

Εξάλλου, διαπιστώθηκε ότι ο στόχος της πλήρους και ταυτόχρονα μη αντιφατικής 

τυποποίησης, ακόμη και σχετικά απλών μαθηματικών θεωριών, είναι κατ’αρχήν 

ανέφικτος, γιατί πάντα θα υπάρχει σε αυτές τις απόπειρες «ένα μη τυποποιούμενο 

υπόλοιπο» (Gödel, 1931). Επιπροσθέτως, καμιά τυποποίηση των απαγωγικών 

θεωριών δεν εξαλείφει το πρόβλημα της ερμηνείας, δηλαδή της συσχέτισης με κάποια 

περιγραφόμενη από αυτή, και εκτός αυτής πραγματικότητα, η αντιστοιχία της οποίας 

μπορεί να είναι σε τελευταία ανάλυση, η βάση της αλήθειας της θεωρίας συνολικά 

[73-77]. 

Επισκοπώντας ολόκληρο το φάσμα των εννοιολογικών εκδοχών του όρου απόδειξη, 

εύκολα διαπιστώνουμε ότι η πιο ευδιάκριτη αδρομερής ταξινομική τομή του, είναι 

εκείνη που χωρίζει τις αποδείξεις σε φυσικές αποδείξεις [78] και σε μαθηματικές 

αποδείξεις [79-87]. 

 

3.2  Φυσικές αποδείξεις. 

3.2.1  Επαγωγισμός. 

Κατά τη φυσική απόδειξη βασιζόμαστε σε μια σειρά από επιμέρους πειραματικά 

δεδομένα για να διατυπώσουμε επαγωγικά κάποια (λιγότερο ή περισσότερο γενικά) 

συμπεράσματα, που αποβαίνουν τα δομικά συστατικά θεωριών, οι οποίες με τη σειρά 

τους ελέγχονται και τροποποιούνται υπό το πρίσμα νέων πειραματικών δεδομένων, 

σε μια πορεία συστηματικής επαναδιαπραγμάτευσης των εκάστοτε συμπερασμάτων. 

Η επαγωγή συνοψίζεται σε μια γενικευτική κρίση (όπως λ.χ. ότι: κατά τη θέρμανση 

των αερίων υπό σταθερό όγκο, αυξάνεται η πίεσή τους), που προκύπτει από τη 

μελέτη πολλών (αλλά όχι όλων των θεωρητικά δυνατών) παρατηρήσεων και 

πειραμάτων για την εξακρίβωση ενός φαινομένου ή μιας σχέσης [όπως λ.χ. στο 

παράδειγμά μας, της σχέσης p=f(T) για τα αέρια] και όπου αυτή η γενικευτική κρίση 

μπορεί να στοιχειοθετήσει πρόβλεψη του ίδιου φαινομένου ή επιβεβαίωση της ίδιας 

κρίσης. Στην επαγωγή τα δεδομένα της εμπειρίας οδηγούν στο γενικό ή επάγουν το 

γενικό, και είναι για αυτό το λόγο που οι επαγωγικές γενικεύσεις συνήθως 

θεωρούνται ως εμπειρικές αλήθειες ή εμπειρικοί νόμοι. Όμως σε σχέση με το 

«άπειρο» των υλοποιήσεων στην πράξη αυτών που περιλαμβάνει ο νόμος, η πρακτικά 

καταγραφόμενη πραγματική εμπειρία είναι πάντα ατελής και ελλιπής. Αυτή ακριβώς 
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η ιδιομορφία της περιορισμένης μερικής εμπειρίας διέπει το περιεχόμενο της 

επαγωγής, κάνοντάς την προβληματική. Γιατί δεν μπορούμε να μιλάμε με αξιοπιστία 

για την αλήθεια της επαγωγικής γενίκευσης ή για τη λογική της τεκμηρίωση, 

δοθέντος ότι κανένας πεπερασμένος αριθμός επιβεβαιωτικών παρατηρήσεων, δεν 

μπορεί ποτέ από μόνος του να τεκμηριώσει ικανοποιητικά την αναγκαιότητα. 

Με την έννοια αυτή, η επαγωγή συνιστά διαμόρφωση ενός κανόνα, που αναμένεται 

ότι θα τον επιβεβαιώνουν όλες οι μελλοντικές υλοποιήσεις του ίδιου φαινομένου, 

ενόσω αυτές εκάστοτε θα βασίζονται σε κάποιο σύστημα αξιόπιστων παρατηρήσεων 

ή πειραμάτων. Αντικειμενική βάση της επαγωγής είναι οι νομοτέλειες της φύσης και 

της κοινωνίας. Υποκειμενική βάση της επαγωγής είναι η γνωσιμότητα αυτών των 

νομοτελειών με τη βοήθεια λογικών ή στατιστικών σχημάτων επαγωγικών 

συμπερασμών. Τα λογικά σχήματα χρησιμοποιούνται όταν υποτεθεί, με βάση τα 

αποτελέσματα των παρατηρήσεων ή των πειραμάτων, ότι τα φαινόμενα δεν είναι 

τυχαία. Τα στατιστικά σχήματα βασίζονται στην υπόθεση ότι «είναι τυχαία τα 

φαινόμενα». Οι στατιστικές υποθέσεις είναι υποθέσεις για τους θεωρητικούς νόμους 

της κατανομής των τυχαίων γνωρισμάτων ή της εκτίμησης των παραμέτρων που 

καθορίζουν τις υποθετικές κατανομές στα εξεταζόμενα σύνολα. Το πρόβλημα της 

στατιστικής επαγωγής είναι η εκτίμηση των επαγωγικών υποθέσεων ως συναρτήσεων 

των δειγματοληπτικών αξιολογήσεων, καθώς και η αποδοχή ή η απόρριψη των 

υποθέσεων αυτών με βάση τις σχετικές αξιολογήσεις. 

Ιστορικά, το πρώτο σχήμα λογικής επαγωγής είναι η απαριθμητική επαγωγή. Η 

επαγωγή αυτή προκύπτει όταν στα ειδικά περιστατικά παρατηρείται κάποια 

κανονικότητα (λ.χ. επανάληψη ιδιοτήτων, σχέσεων, κλπ.), που επιτρέπει να 

κατασκευαστεί μια αρκετά αντιπροσωπευτική αλυσίδα ειδικών συλλογισμών, με την 

οποία διαπιστώνεται η κανονικότητα αυτή. Όταν δεν υπάρχουν αντιπαραδείγματα, 

μια τέτοια αλυσίδα γίνεται τυπική βάση για το γενικό συμπέρασμα. Δηλαδή, αυτό 

που είναι αληθινό για παρατηρούμενα περιστατικά, αναμένεται ότι θα αληθεύει και 

για το επόμενο ή για όλα τα περιστατικά που είναι όμοια με αυτό. Στην περίπτωση 

που ο αριθμός όλων των δυνατών όμοιων περιστατικών συμπίπτει με τον αριθμό των 

περιστατικών που εξετάστηκαν, λέμε ότι η επαγωγική γενίκευση αποτελεί 

εξαντλητική έκθεση για τα γεγονότα. Μια τέτοια επαγωγή ονομάζεται πλήρης ή 

τέλεια επαγωγή, εφόσον αυτή εκφράζεται με το σχήμα του επαγωγικού 

συμπεράσματος. Αν όμως ο αριθμός των όμοιων περιστατικών είναι «άπειρος», τότε 

πρόκειται για ελλιπή ή ατελή επαγωγή. 
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Η ελλιπής επαγωγή λέγεται επιστημονική αν, εκτός από την τυπική, δίνεται και η 

πραγματική βάση της επαγωγής με την απόδειξη ότι δεν είναι τυχαία η 

παρατηρούμενη κανονικότητα (λ.χ. με την υπόδειξη των σχέσεων αιτίας-

αποτελέσματος, που γεννούν αυτή την κανονικότητα). Τα σχήματα των 

συλλογιστικών συμπερασμάτων, που προτείνονται από τη λογική της επαγωγής για 

τη «σύλληψη» των σχέσεων αιτίας-αποτελέσματος, είναι εκείνα που αποτελούν την 

ταυτότητα του εκάστοτε επαγωγισμού. Από όλες τις εκδοχές επαγωγισμού, δυο είναι 

οι χαρακτηριστικότερες: ο επαγωγισμός του F. Bacon [88] και ο επαγωγισμός του 

J.S. Mill [89]. 

Ο επαγωγισμός του F. Bacon (1561-1626) έχει ως αφετηριακή θέση το ότι η γνώση 

των φυσικών νόμων βασίζεται στο πείραμα. Κατά τον Bacon δεν υπάρχει τίποτε στη 

φύση εκτός από υλικά αντικείμενα που ενεργούν σύμφωνα με σταθερούς νόμους. 

Αυτοί οι νόμοι είναι «μορφές». Λ.χ. ο Bacon θεωρούσε ότι η «μορφή» για την 

περίπτωση της θερμότητας είναι η κίνηση μικροσκοπικών σωματιδίων που 

απαρτίζουν ένα σώμα. Η επαγωγή αναζητά να δείξει ότι ορισμένοι νόμοι είναι 

εντελώς γενικοί, καθολικοί στην εφαρμογή. Στο παράδειγμά του, όταν κάτι 

θερμαίνεται, υπάρχει μια μετρήσιμη μεταβολή στην κίνηση των σωματιδίων που 

συνιστούν το σώμα. 

Ο Bacon θεωρούσε ότι η επαγωγή ακολουθεί την εξής διαδικασία: κατ’αρχάς 

αναζητούμε εκείνες τις περιπτώσεις, όπου δεδομένων κάποιων μεταβολών, έπονται 

σταθερά ορισμένες άλλες. Στην περίπτωσή μας, αν συμβούν ορισμένες μεταβολές 

στη μορφή, δηλαδή στην αιτία της θερμότητας (που είναι η κίνηση σωματιδίων), 

επακολουθεί πάντοτε θερμότητα. Επιδιώκουμε να βρούμε όλα τα «θετικά 

παραδείγματα» της μορφής που προκαλεί το αποτέλεσμα αυτής της μορφής. Κατόπιν, 

διερευνούμε τα «αρνητικά παραδείγματα», δηλαδή περιπτώσεις όπου, καθώς 

απουσιάζει η μορφή, δεν συμβαίνει ποιοτική μεταβολή. Κατά τη λειτουργία αυτών 

των μεθόδων, είναι σημαντικό να προσπαθούμε να παραγάγουμε πειραματικώς 

«προνομιακά παραδείγματα», που κάνουν ιδιαίτερη εντύπωση ή τυπικά 

παραδείγματα του υπό διερεύνηση φαινομένου. Τέλος, σε περιπτώσεις όπου το υπό 

μελέτη αντικείμενο είναι παρόν κατά το μάλλον ή ήττον, πρέπει να είμαστε σε θέση 

να εξετάσουμε γιατί συμβαίνουν αυτές οι μεταβολές. Στο παράδειγμα που 

αναφερόμαστε, οι ποσοτικές μεταβολές στη θερμότητα, θα συσχετιστούν με τις 

ποσοτικές μεταβολές στην ταχύτητα της κίνησης των σωματιδίων. Αυτή η μέθοδος 

συνεπάγεται ότι σε πολλές περιπτώσεις μπορούμε να επινοήσουμε εργαλεία για να 
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μετρήσουμε τις ποσοτικές μεταβολές. Και οι επινοήσεις αυτές αποτελούν την 

επιζητούμενη έκβαση της επιστημονικής έρευνας, επειδή η κατοχή τους βελτιώνει τη 

ζωή του ανθρώπου [90]. 

Ο επαγωγισμός του J.S. Mill (1806-1873), ξεκινά με την θέση ότι, παρά τα όσα 

υποστηρίζουν οι ορθολογιστές, η επιστήμη δεν είναι αποδεικτική στη βάση ενορατικά 

συλλαμβανόμενων προκείμενων. Ο λόγος με την έννοια της απαγωγικής λογικής, δεν 

είναι μια λογική της απόδειξης, αλλά μια λογική της συνέπειας. Τα βασικά αξιώματα 

κάθε επιστήμης συνάγονται βάσει γενικεύσεων, οι οποίες αφορμώνται από την 

εμπειρία. Τα αξιώματα είναι γενικά και ορίζουν ένα εύρος δυνατών υποθέσεων 

σχετικά με το επιμέρους αντικείμενο στο οποίο εφαρμόζονται. Είναι τότε έργο του 

πειράματος και , εν γένει, της παρατήρησης να αποκλείσει τις ψευδείς υποθέσεις και 

να προσδιορίσει ποια υπόθεση είναι αληθής. Τα αξιώματα συνάγονται όχι μέσω μιας 

τέτοιας διαδικασίας αποκλεισμού, αλλά μέσω επαγωγής με απλή καταμέτρηση: ο 

Mill υποστηρίζει ότι στη βάση της εμπειρίας η μέθοδος αυτή γίνεται περισσότερο 

αξιόπιστη, όσο γενικότερη είναι η υπόθεση την οποία καλείται να δικαιολογήσει. 

Όμως, όπως και ο Hume, έτσι και ο Mill υποστηρίζει ότι για κάθε γενίκευση από την 

εμπειρία, οι ενδείξεις δεν γίνεται ποτέ να είναι αρκετά επαρκείς, ώστε να εξοβελίσουν 

κάθε δυνατότητα αμφισβήτησης [91]. 

Ο Mill υπήρξε ένας ικανός προπαγανδιστής μερικών επαγωγικών μεθόδων, οι οποίες 

είχαν συζητηθεί από τους Duns Scotus, Ockhan, Hume, Herschel, και άλλους. Η 

συμβολή του υπήρξε τέτοια, ώστε οι μέθοδοι αυτές έγιναν γνωστές ως οι «Μέθοδοι 

του Mill» της πειραματικής έρευνας. Ο Mill τόνισε τη σημασία των φερώνυμων 

μεθόδων στην ανακάλυψη επιστημονικών νόμων. Μάλιστα, σε διάρκεια μιας 

συζήτησης με τον Whewell, ο Mill έφτασε στο να ισχυριστεί ότι, κάθε αιτιώδης 

νόμος, που είναι γνωστός στην επιστήμη, ανακαλύφθηκε «με διαδικασίες, που 

ανάγονται στη μια ή στην άλλη από αυτές τις μεθόδους». 

Ο Mill διαπραγματεύθηκε τέσσερις επαγωγικές μεθόδους. Αυτές μπορούν να 

παρασταθούν συνοπτικά ως εξής: 

 

Ι. Συμφωνία. 

Περίσταση 1 

Προηγούμενες Συνθήκες ABEF 

Φαινόμενα abe 
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Περίσταση 2 

Προηγούμενες Συνθήκες ACD 

Φαινόμενα acd 

 

Περίσταση 3 

Προηγούμενες Συνθήκες ABCE 

Φαινόμενα afg 

  

Συμπέρασμα: Άρα είναι πιθανόν, ότι το Α είναι η αιτία του a. 

 

IΙ. Διαφορά. 

Περίσταση 1 

Προηγούμενες Συνθήκες ABC 

Φαινόμενα a 

 

Περίσταση 2 

Προηγούμενες Συνθήκες BC 

Φαινόμενα - 

   

Συμπέρασμα: Άρα το Α είναι απαραίτητο μέρος της αιτίας του a. 

 

IIΙ. Συνακόλουθες παραλλαγές. 

Περίσταση 1 

Προηγούμενες Συνθήκες A
+
BC 

Φαινόμενα a
+
b 

 

Περίσταση 2 

Προηγούμενες Συνθήκες A
0
BC 

Φαινόμενα a
0
b 

 

Περίσταση 3 

Προηγούμενες Συνθήκες A
-
BC 

Φαινόμενα a
-
b 

  

Συμπέρασμα: Άρα το Α και το a συνδέονται αιτιακά. 
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ΙV. Υπόλοιπα. 

Περίσταση 1 

Προηγούμενες Συνθήκες ABC 

Φαινόμενα abc 

 

Περίσταση 2 

Προηγούμενες Συνθήκες το Β είναι η αιτία τού 

Φαινόμενα b 

 

Περίσταση 3 

Προηγούμενες Συνθήκες το C είναι η αιτία τού 

Φαινόμενα c 

  

Συμπέρασμα: Άρα το Α είναι η αιτία του a. 

 

Ο Mill διαπραγματεύθηκε επίσης και μια πέμπτη μέθοδο, μια ενιαία μέθοδο 

συμφωνίας (Ι) και διαφοράς (ΙΙ), στην οποία αυτές οι δυο μέθοδοι συνδυάζονται σε 

ένα και μοναδικό σχήμα. 

Από τις παραπάνω τέσσερις μεθόδους, ο Mill ισχυρίστηκε ότι η μέθοδος της διαφοράς 

είναι η πιο σημαντική. Επεσήμανε ότι η συνθήκη Α και το φαινόμενο a συνδέονται 

αιτιακά μόνο όταν οι δυο περιστάσεις διαφέρουν σε μια, και μόνο μια, συνθήκη. 

Αλλά, αν επεβάλαμε αυτόν τον περιορισμό, καμμιά αιτιώδης σχέση δεν θα μπορούσε 

να αποκαλυφθεί με την εφαρμογή της μεθόδου της διαφοράς.  

Η περιγραφή των δυο περιστάσεων περιλαμβάνει αναφορά είτε σε διαφορετικούς 

τόπους, είτε σε διαφορετικούς χρόνους, είτε και στα δυο. Αλλά, εφόσον δεν υπάρχει  

a priori λόγος να αποκλείσουμε από τον πίνακα των συνθηκών τη θέση στο χώρο και 

στο χρόνο, δεν είναι δυνατό δυο περιστάσεις, που διαφέρουν ως προς την εμφάνιση 

ενός φαινομένου, να διαφέρουν επίσης σε μια και μόνο συνθήκη.  

Άλλη μια δυσκολία με τη μέθοδο της διαφοράς, έγκειται στο ότι όλες οι συνθήκες 

είναι ισοδύναμες. Όμως, αν όλες οι συνθήκες ήταν ισοδύναμες, τότε μόνο θα 

μπορούσε να καθοριστεί μια κατάλληλη περίσταση, όταν θα περιγράφαμε την 

κατάσταση ολόκληρου του σύμπαντος σε μια δεδομένη στιγμή. Επ’αυτού η άποψη 

του Mill ήταν ότι η χρησιμότητα της μεθόδου της διαφοράς ως μεθόδου ανακάλυψης 
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εξαρτάται από την παραδοχή ότι, για κάθε επιμέρους έρευνα, πρέπει να λαμβάνεται 

υπόψη μόνο ένας μικρός αριθμός συνθηκών. 

Τελικά ο Mill ισχυρίστηκε πως απέδειξε ότι, ένα επαγωγικό επιχείρημα με απλή 

απαρίθμηση από επαγωγικές προκείμενες, αποδεικνύει ότι ο νόμος της αιτιώδους 

σχέσης είναι μια αναγκαία αλήθεια. Αλλά αυτή η «απόδειξη» του Mill δεν είναι ορθή. 

Καμιά αναφορά στην εμπειρία, στον τρόπο με τον οποίο υπάρχουν τα πράγματα, δεν 

αποδεικνύει ότι τα πράγματα δεν θα μπορούσε να είναι διαφορετικά. 

Ο επαγωγισμός του Mill αμφισβητήθηκε ήδη επί των ημερών του, αρχής γενομένης 

με την κριτική που του άσκησε ο W.S. Jevons (1832-1882). Ο Jevons ισχυρίστηκε ότι 

για να επιβεβαιώσουμε μια υπόθεση, πρέπει να κάνουμε δυο πράγματα. Πρώτα 

πρέπει να δείξουμε ότι αυτή δεν είναι ασυνεπής προς άλλους καλά επιβεβαιωμένους 

νόμους. Και μετά πρέπει να δείξουμε, ότι οι συνέπειές της συμφωνούν με αυτό που 

παρατηρείται. Αλλά για να δείξουμε ότι μια υπόθεση έχει συνέπειες που συμφωνούν 

με ό,τι παρατηρείται, απαιτείται να χρησιμοποιηθούν απαγωγικά επιχειρήματα. Η 

κριτική του Jevons κατέρριψε τον ισχυρισμό του Mill περί του ότι η επιβεβαίωση των 

υποθέσεων γίνεται με την ικανοποίηση ενός επαγωγικού σχήματος [92]. Ο Jevons 

αντιτάχτηκε στον επαγωγισμό του Mill υποστηρίζοντας μια υποθετικο-απαγωγική 

άποψη της επιστήμης στα πλαίσια απόψεων που είχαν ξεκινήσει ήδη από τον 

Αριστοτέλη και επαναδιατυπώθηκαν από τους Galileo, Newton, Herschel, Whewell, 

κ.α. 

Ενόψει αυτών, και με δεδομένη την αντιδιαστολή της φυσικής επαγωγής από την 

μαθηματική επαγωγή, η φυσική επαγωγή – σε οποιαδήποτε από τις ποικίλες εκδοχές 

της – υπόκειται ολοκλήρου του φάσματος των φυσικών αποδείξεων. 

 

3.2.2  Διαψευσιοκρατία. 

Κατά τον επαγωγισμό, η διαρκής προσκόμιση και νέων πειραματικών δεδομένων που 

να επαληθεύουν και αυτά μια επιστημονική θεωρία, επαυξάνει την αξιοπιστία αυτής 

της θεωρίας. Από την άλλη όμως, τίποτε δεν αποκλείει το να προκύψει σε κάποια 

στιγμή και μια νέα πρακτική διαπίστωση που θα αντίκειται στη θεωρία. Δηλαδή, όσα 

πολλά και αν είναι τα εμπειρικά δεδομένα που επαληθεύουν μια επιστημονική 

θεωρία, σίγουρα ποτέ δεν μπορούν να μας βεβαιώσουν ότι εκμηδενίστηκε η 

δυνατότητα ενός πειραματικού αποτελέσματος, που θα αναιρεί τη θεωρία. Αναλύσεις 

και διερευνήσεις αυτής της βασικής θέσης, οδήγησαν στη διαμόρφωση ενός πλήθους 

σχετικών θεωριών, επιφανέστερη των οποίων είναι η διαψευσιοκρατία. 
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Εισηγητής της διαψευσιοκρατίας είναι ο K.R. Popper (1902-1994). Ο Popper, σε 

αντίθεση με το κριτήριο επαληθευσιμότητας των λογικών θετικιστών, υποστήριξε ότι 

οι επιστημονικές θεωρίες δεν είναι αποδείξιμες, αλλά είναι αναιρέσιμες. Η θέση του 

αυτή απετέλεσε τον πυρήνα της δικής του λύσης στο πρόβλημα του διαχωρισμού της 

επιστημονικής γνώσης από την μη επιστημονική γνώση. Κατά τον Popper το κριτήριο 

της οριοθέτησης των εμπειρικών επιστημών από τις ψευδοεπιστήμες και τη 

μεταφυσική είναι η διαψευσιμότητα [93]. 

Σύμφωνα με τη διαψευσιοκρατία, η επιστήμη αναπτύσσεται, και ίσως προσεγγίζει και 

την αλήθεια, όχι μέσω συσσώρευσης υποστηρικτικών τεκμηρίων, αλλά μέσω ενός 

ατέλειωτου κύκλου προβλημάτων, προσωρινών λύσεων – μη δικαιολογημένων 

εικασιών – και εξάλειψης των λαθών. Δηλαδή, μέσω του σθεναρού ελέγχου των 

παραγωγικών συνεπειών και της ανασκευής των υποθέσεων που αποτυγχάνουν [94]. 

Από τη στιγμή που οι εικασίες δεν είναι συναγωγές και οι ανασκευές δεν είναι 

επαγωγικές, δεν υπάρχει επαγωγική συναγωγή ή επαγωγική λογική. 

Σύμφωνα με τον Popper, με μόνο το επιχείρημα ότι όσοι κύκνοι έχουν παρατηρηθεί 

μέχρι στιγμής συμβαίνει να είναι άσπροι, δεν δικαιούμαστε να συμπεράνουμε ότι 

γενικά, όλοι οι κύκνοι πρέπει να είναι άσπροι. Κάλλιστα θα μπορούσε ο επόμενος 

κύκνος που θα συναντήσουμε να είναι… μαύρος(!), εν ονόματι του σκεπτικού ότι 

μετά από τόσες και τόσες αδιάλειπτες εμφανίσεις άσπρων κύκνων και την μέχρι 

τούδε συνεχή απουσία μαύρων κύκνων, «μήπως πια ήρθε ο καιρός να εμφανιστεί –

επιτέλους– και ένας… μαύρος κύκνος;» Για την ιστορία αναφέρουμε ότι τελικά 

μαύροι κύκνοι υπάρχουν και ανακαλύφθηκαν στην Αυστραλία. Κατά ταύτα, σε 

αντίθεση με το κριτήριο της επαληθευσιμότητας των λογικών θετικιστών, ο Popper 

υποστήριξε ότι το χαρακτηριστικό της επιστημονικής μεθόδου είναι η 

διαψευσιμότητα. 

Ενδεικτικά, κάποια παραδείγματα διαπίστωσης «μαύρων κύκνων» στη Χημεία είναι 

λ.χ. και οι περιπτώσεις των εξής χημικών αντιδράσεων: 

Ni 

                       Xe + 2F2                         XeF4                           (1) 
  αυτόκλειστο 

                                CH4 + HS 3F SbF5  →  CH5
+ + FS 3 Sb 5

-
               (2) 

                                                ηλιακό φως 

                Cl2 + CH3COOH                           CH2ClCOOH + HCl↑          (3) 



91 
 

Με την (1) διαψεύστηκε η άποψη ότι δήθεν τα ευγενή αέρια δεν δίνουν χημικές 

αντιδράσεις, η οποία ήταν μια γενίκευση που είχε διατυπωθεί επί τη βάσει φυσικής 

επαγωγής [95]. 

Με την (2) κατερρίφθη η άποψη ότι τάχα το μεθάνιο είναι αδρανές ως προς τα οξέα 

και τις βάσεις, που ήταν και αυτή ως γενίκευση προϊόν φυσικής επαγωγής [96]. 

Με την (3) αναιρέθηκε η θέση για το δήθεν αδύνατο της α-αλογόνωσης των άκυκλων 

κορεσμένων μονοκαρβοξυλικών οξέων [97]. Η πραγματοποίηση της (3) από τους 

Dumas και Laurent το 1838, απετέλεσε έναν χημικό «μαύρο κύκνο» ως προς τις τότε 

κρατούσες απόψεις που είχαν διαμορφωθεί με φυσική επαγωγή (και μάλιστα είχαν 

και την επίφαση θεωρητικής τεκμηρίωσης από θεωρίες εκείνης της εποχής, όπως 

εκείνη του Berzelius κατά την οποία δήθεν ήταν αδύνατο το «ηλεκτραρνητικό» 

χλώριο να αντικαταστήσει το «ηλεκτροθετικό» υδρογόνο). 

Εδώ θα πρέπει να επισημάνουμε ότι η αρχή της διαψευσιμότητας, που προτάθηκε από 

τον Popper ως κριτήριο για τη διάκριση της επιστήμης από την ψευδοεπιστήμη (ως 

συζυγές ομόλογο, όπως ήδη αναφέραμε, της αρχής της επαληθευσιμότητας που 

πρόβαλλε ο λογικός εμπειρισμός), δεν πρέπει να συγχέεται με την έννοια της 

διάψευσης ως επιστημονικής μεθόδου με την οποία διαπιστώνεται το ψεύδος μιας 

υπόθεσης ύστερα από πειραματικό ή θεωρητικό έλεγχο. 

Μεμονωμένες εμπειρικές υποθέσεις μπορούν να υπόκεινται απευθείας σε διάψευση 

και να απορρίπτονται είτε βάσει των σχετικών πειραματικών δεδομένων, είτε επειδή 

δεν συμφωνούν με τις θεμελιακές επιστημονικές θεωρίες. Ωστόσο, τα συστήματα 

υποθέσεων που είναι συγκροτημένα σε επιστημονική θεωρία,  μόνο σε σπάνιες 

περιπτώσεις μπορούν να υποστούν οριστική διάψευση. Ο συστηματικός – ιεραρχικός 

χαρακτήρας της οργάνωσης της σύγχρονης επιστημονικής γνώσης, περιπλέκει και 

δυσχεραίνει τον έλεγχο των αναπτυγμένων και αφηρημένων θεωριών. Ο έλεγχος 

παρόμοιων θεωρητικών συστημάτων προϋποθέτει την εισαγωγή συμπληρωματικών 

μοντέλων και υποθέσεων, καθώς και την επεξεργασία θεωρητικών προτάσεων, 

πειραμάτων σκέψης, κ.ο.κ. Τα προβλήματα που προκύπτουν στην πορεία του 

ελέγχου, και που οφείλονται στη μη σύμπτωση των θεωρητικών προγνώσεων με τα 

αποτελέσματα των πειραμάτων, μπορούν καταρχήν να λύνονται με κατάλληλες 

διορθώσεις ορισμένων τμημάτων του εξεταζόμενου θεωρητικού συστήματος. Για τη 

διάψευση μιας θεωρίας είναι απαραίτητη, τις περισσότερες φορές, μια εναλλακτική 

θεωρία: μόνο αυτή (και όχι τα αποτελέσματα των πειραμάτων αυτά καθαυτά) είναι 

ικανή να διαψεύσει και να ανασκευάσει την υπό εξέταση θεωρία. Άρα, μόνο στην 
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περίπτωση όπου υπάρχει μια θεωρία που εξασφαλίζει την περαιτέρω πρόοδο της 

γνώσης, δικαιολογείται μεθοδολογικά η εγκατάλειψη της προηγούμενης 

επιστημονικής θεωρίας. 

Σε αντίθεση με την δημοτικότητα που γνώρισε η αρχή της διαψευσιμότητας του 

Popper, κάποιες άλλες απόψεις του, συναρτώμενες με την έννοια της φυσικής 

απόδειξης, δεν έτυχαν ανάλογης αποδοχής (χωρίς αυτό να σημαίνει ότι –έστω και με 

την επικριτική διερεύνησή τους από διαφωνούντες ως προς τις απόψεις του Popper – 

δεν συνέβαλαν ουσιαστικά στην περαιτέρω διαμόρφωση των απόψεων για τη φυσική 

απόδειξη). Στο επίκεντρο των σχετικών αναλύσεων βρίσκονται οι απόψεις του 

Popper σχετικά με το ποιά είναι τα κριτήρια με τα οποία οι επιστήμονες επιλέγουν 

μεταξύ ανταγωνιστικών συνόλων αληθοφανών θεωριών. 

Για την επιλογή θεωριών ο Popper αρχικά εισηγήθηκε ένα κριτήριο απλότητας (οι 

απλούστερες και πιο «κομψές» θεωρίες είναι προτιμητέες) και μετά ένα κριτήριο 

αληθομοιότητας (όρος που εισήχθη από τον Popper το 1960 για να εξηγήσει την ιδέα 

ότι μια θεωρία μπορεί να έχει καλύτερη αντιστοίχιση με την πραγματικότητα, ή να 

είναι πιο κοντά στην αλήθεια, ή να έχει περισσότερη αληθοφάνεια από κάποια άλλη 

θεωρία). Και τα δυο αυτά κριτήρια προκάλεσαν έντονες αντιπαραθέσεις εξαιτίας 

προβλημάτων στη διαμόρφωση ικανοποιητικών ορισμών [98]. Και είναι γεγονός ότι 

ο Popper παραδέχτηκε τις βασικότερες των επισημάνσεων για τις τέτοιες αδυναμίες 

των κριτηρίων του. 

Με τον Popper, και σε σχέση με τη φυσική απόδειξη, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι 

κλείνει ένας (ακόμη) κύκλος του Θετικισμού ως φιλοσοφίας της επιστήμης. Η 

διάδοχη κατάσταση ήταν εκείνη της συνεκδοχικά αναφερόμενης ως θεωρίας της 

λογικής ανασυγκρότησης, στην οποία πρωταγωνίστησαν οι P.W. Bridgman (1882-

1961), R. Carnap (1891-1970), E. Nagel (1901-1985) και C. Hempel (1905-1997). Ο 

Bridgman, όπως ήδη έχουμε αναφέρει, υπήρξε ο εισηγητής του οπερασιοναλισμού. Ο 

Carnap είναι από τους βασικούς εκπροσώπους του Κύκλου της Βιέννης. Συνέβαλε 

αποφασιστικά στη διαμόρφωση της σημασιολογίας και της φιλοσοφίας της 

επιστήμης, καθώς και στη θεμελίωση των νόμων των πιθανοτήτων και της 

επαγωγικής λογικής [99]. Ο Nagel πρόσφερε οξυδερκέστατες αναλύσεις της λογικής 

της επιστημονικής εξήγησης, της εθιμικής οικουμενικότητας, της αιτιότητας, καθώς 

και της δομής και του γνωστικού υποβάθρου των επιστημονικών θεωριών [100]. Ο 

Hempel παρήγαγε ρηξικέλευθο έργο στη λογική ανάλυση των εννοιών της 

επιβεβαίωσης και της επιστημονικής ερμηνείας [101]. 
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Η άποψη της θεωρίας της λογικής ανασυγκρότησης αποτέλεσε την –κατά κάποιο 

τρόπο – «ορθοδοξία» της φιλοσοφίας της επιστήμης κατά τα πρώτα χρόνια μετά το 

Β´ παγκόσμιο πόλεμο. «Αιρετικές» απόψεις, που αμφισβήτησαν έντονα αυτή την 

ορθοδοξία, εμφανίστηκαν κατά τα τέλη της δεκαετίας του 1950 και κατά τη δεκαετία 

του 1960. Ήταν τότε που οι κριτικοί επιτέθηκαν με σφοδρότητα ενάντια στη διάκριση 

παρατηρησιακό επίπεδο – θεωρητικό επίπεδο, στο πρότυπο ερμηνείας του 

υπερκαλύπτοντα νόμου, στην εικόνα του «διχτυού ασφαλείας» για τις θεωρίες, στην 

αρχή της επιβεβαίωσης από περιστάσεις και στην άποψη περί επιστημονικής προόδου 

της μορφής «κινέζικο κουτί», που ήταν οι προκλητικότερες από τις βασικές θέσεις της 

θεωρίας της λογικής ανασυγκρότησης. Επιφανέστεροι των «αιρετικών» αποδείχτηκαν 

οι P. Feyerabend (1924-1994), N. Goodman (1906-1998), S. Toulmin (1922-2009) 

και H. Feigl (1902-1988). Ο Feyerabend είναι ένας αυτοδίδακτος «αναρχικός», που 

αντιτίθεται στην αναζήτηση κανόνων αντικατάστασης των θεωριών και στις 

«ορθολογικές ανασυγκροτήσεις» της επιστημονικής προόδου. Οι απόψεις του 

Feyerabend συνοψίζονται στο ότι «τα πάντα επιτρέπονται» και στο ότι το 

χαρακτηριστικό της δημιουργικότητας στην επιστήμη είναι ο πολλαπλασιασμός των 

θεωριών. Σε συνέπεια με αυτόν του τον προσανατολισμό, το σημαντικότερο έργο του 

επιγράφεται «Ενάντια στη Μέθοδο» (Against Method, Verso, 1975). Από τις πιο 

πολυσυζητημένες θέσεις του είναι και το ότι «οι παρατηρησιακές αναφορές είναι 

παρασιτικές ως προς τις θεωρίες» [102]. Ο Goodman καταγγέλλει την 

αναλυτικότητα, καθώς και συναφείς προς αυτήν έννοιες. Το έργο του μπορεί να 

ιδωθεί ως μια σειρά διερευνήσεων σχετικά με το πώς να κάνουμε φιλοσοφία χωρίς 

αυτές τις έννοιες. Κεντρικό του ενδιαφέρον είναι το πώς τα σύμβολα δομούν 

γεγονότα, καθώς και τη δική μας κατανόηση των γεγονότων. Η ερευνητική του 

δραστηριότητα εκτός από τη Γνωσιολογία, εντάσσεται και στη Μεταφυσική και την 

Αισθητική [103]. Ο Toulmin σκιαγράφησε μια ανασυγκρότηση της επιστημονικής 

ανάπτυξης σε κατηγορίες και υποστήριξε την άποψη ότι δραστικές εννοιολογικές 

αλλαγές συνοδεύουν συχνά την αντικατάσταση μιας περιεκτικής θεωρίας από μια 

άλλη [104]. Ο Feigl μετείχε στις δραστηριότητες του Κύκλου της Βιέννης (1924-

1930) και άσκησε την κριτική του στη θεωρία της λογικής ανασυγκρότησης του 

επιστημονικού ρεαλισμού [105]. 

Οι πολυάριθμες κριτικές κατά της «ορθοδοξίας», εκτός από «αιρέσεις» οδήγησαν και 

σε εναλλακτικές προτάσεις ως προς τη λογική ανασυγκρότηση της επιστήμης. Έτσι 

εμφανίστηκαν και εκείνοι που πίστεψαν, ότι κάποιο ζωτικό στοιχείο χάνεται, όταν η 
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επιστήμη ανασυγκροτείται με τις κατηγορίες της Τυπικής Λογικής. Φαινόταν σε 

αυτούς ότι οι προτεινόμενες «ορθόδοξες» αναλύσεις της «θεωρίας», της 

«επιβεβαίωσης» και της «αναγωγής» πολύ λίγο έμοιαζαν με την πραγματική 

επιστημονική πρακτική. Από τις σχετικές παρεμβάσεις ξεχωρίζουν εκείνες του T. 

Kuhn (1922-1996), του I. Lakatos (1922-1974) και του L. Laudan (γενν. 1941). Ο 

Kuhn άσκησε ισχυρή επίδραση στο χώρο της φιλοσοφίας της επιστήμης με το – 

χρονικά – δεύτερο βιβλίο του «Η δομή των επιστημονικών επαναστάσεων» (“The 

Structure of Scientific Revolutions”) που κυκλοφόρησε το 1962. Εκεί υποστήριξε την 

άποψη ότι η επιστημονική σκέψη ορίζεται με βάση «παραδείγματα» (paradigms), τα 

οποία περιέγραψε με διάφορους τρόπους ως παραδειγματικές μήτρες ή υποδείγματα, 

δηλαδή εννοιολογικές κοσμοεικόνες αποτελούμενες από τις πεποιθήσεις, τις αξίες και 

τις τεχνικές που μοιράζονται τα μέλη μιας δεδομένης κοινότητας. Κατά τον Kuhn, οι 

επιστήμονες αποδέχονται ένα κυρίαρχο παράδειγμα στην «κανονική επιστήμη» και 

προσπαθούν να το επεξεργαστούν εκλεπτύνοντας τις θεωρίες και τους νόμους του, 

λύνοντας διάφορα προβλήματα και επιτυγχάνοντας πιο ακριβείς μετρήσεις των 

σταθερών. Όμως, κάποια στιγμή, οι προσπάθειές τους μπορούν να ενεργοποιήσουν 

ανωμαλίες. Αυτές αναδύονται με δυσκολία, εναντίον ενός υποβάθρου προσδοκιών 

που παρέχει το παράδειγμα. Η συσσώρευση ανωμαλιών πυροδοτεί μια κρίση που 

μερικές φορές επιλύεται από μια επανάσταση που αντικαθιστά το παλιό παράδειγμα 

με καινούριο. Με αυτό τον τρόπο, ο Kuhn αμφισβήτησε την παραδοσιακή αντίληψη 

για την επιστημονική πρόοδο ως μια βαθμιαία, σωρευτική απόκτηση γνώσης [106]. Ο 

Lakatos, παρότι επαίνεσε τον Kuhn για την έμφαση που έδινε στα περί της συνέχειας 

της επιστήμης, του άσκησε κριτική για το ότι χρησιμοποίησε τα επαναστατικά 

επεισόδια ως περιστάσεις «μυστικιστικής μεταστροφής». Κατά τον Lakatos, ο Kuhn 

είχε περιγράψει την ιστορία της επιστήμης ως μια ανορθολογική διαδοχή περιόδων 

ορθολογικότητας. Το πρότυπο επιστημονικής προόδου του Lakatos είναι μια 

ορθολογική ανασυγκρότηση της επιστήμης. Δεν είναι απαραίτητο να ταιριάζει με 

κάθε επεισόδιο της ιστορίας της επιστήμης. Πρέπει όμως να υπάρχει μια κατά 

προσέγγιση συμφωνία, τουλάχιστον για κάποια επεισόδια [107]. O Laudan επέκρινε 

τις παραδόσεις του Θετικισμού, του Ρεαλισμού και του Σχετικισμού και, 

κατ’αντιστοιχία με τη θεωρία των «ερευνητικών προγραμμάτων» του Lakatos, 

εισηγήθηκε τη θεωρία των «ερευνητικών παραδόσεων». Το πρότυπο του Laudan 

παριστά την επιστήμη ως μια δραστηριότητα επίλυσης προβλημάτων. Σύμφωνα με 

τον Laudan, τα επιστημονικά προβλήματα μπορούν να υποδιαιρεθούν σε εμπειρικά 
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προβλήματα και σε εννοιολογικά προβλήματα. Τα εμπειρικά προβλήματα είναι 

ουσιώδεις ερωτήσεις για τη δομή ή τις σχέσεις των αντικειμένων της περιοχής. 

Εννοιολογικά προβλήματα είναι τα προβλήματα, που εμφανίζονται όταν έχουμε 

ασυμβίβαστες ή από κοινού αβάσιμες θεωρίες, ή όταν υπάρχει ασυμφωνία ανάμεσα 

σε μια θεωρία και στις μεθοδολογικές προϋποθέσεις της περιοχής [108]. Οι νεότερες 

εξελίξεις στο θέμα των φυσικών αποδείξεων είναι έργο φιλοσόφων της επιστήμης 

όπως οι  I. Hacking (γενν. 1936), B.C. Van Fraasen (γενν. 1941), R. Boyd (γενν. 

1942), C. Glymour (γενν. 1942), κ.ά. 

Η παρουσία στη βιβλιογραφία της Φυσικοχημείας, θέσεων όπως οι προαναφερθείσες, 

είναι πλέον συνειδητά έκδηλη. Έτσι λ.χ. έχουμε απερίφραστες τοποθετήσεις 

Ποππεριανής [Popperian (από το όνομα του K. R. Popper)] θεώρησης [109], 

Λακατοσιανής [Lakatosian (από το όνομα του I. Lakatos)] οπτικής [110], Κουνιανής 

[Kuhnian (από το όνομα του T. Kuhn)] αντίληψης [111], κ.ά. 

 

3.3 Μαθηματικές αποδείξεις. 

3.3.1 Τυπικές μαθηματικές αποδείξεις. 

Οι τυπικές [ή τυποκρατικές, ή φορμαλιστικές (formal)] μαθηματικές αποδείξεις, δεν 

διατυπώνονται σε «φυσικές» γλώσσες της καθημερινής χρήσης για επικοινωνία και 

συνεννόηση των ανθρώπων σε θέματα κοινωνικής συμβίωσης, αλλά σε τεχνητές, 

τυπικές γλώσσες. Τυπική γλώσσα (ή: φορμαλιστική γλώσσα) είναι μια γλώσσα στην 

οποία η γραμματική δομή και ερμηνεία (αν υπάρχει) μιας έκφρασης, προσδιορίζονται 

μέσω επακριβώς καθορισμένων κανόνων, που αφορούν μόνο στη μορφή ή στο σχήμα 

των συμβόλων τα οποία την συγκροτούν (και όχι λ.χ. στην πρόθεση του ομιλητή). Οι 

κανόνες αυτοί είναι πεπερασμένοι και αποτελεσματικοί (έτσι ώστε να υπάρχει ένας 

αλγόριθμος που κανονίζει το αν μια έκφραση είναι ένας ορθά σχηματισμένος τύπος 

της γλώσσας) και οι σχετικές γραμματικές εκφράσεις είναι κατά μοναδικό τρόπο 

αναγνώσιμες, δηλαδή παράγονται μέσω των κανόνων της τυπικής γλώσσας με ένα 

μόνο τρόπο. Με τη χρήση μιας τυπικής γλώσσας σε μια μαθηματική απόδειξη 

διασφαλίζεται το μονοσήμαντο των αναφερόμενων όρων και αποτρέπονται οι 

εννοιολογικές αμφισημίες [112]. 

Η εικόνα που εμφανίζει εξωτερικά μια τυπική μαθηματική απόδειξη, είναι εκείνη 

ενός «δάσους» από σύμβολα, χωρίς καμια απολύτως παρουσία λέξεων φυσικής 

γλώσσας και χωρίς καμιά συμμετοχή επικουρικών παραστάσεων (όπως λ.χ. σχήματα, 

διαγράμματα, κτλ), υποβοηθητικών της κατ’αίσθηση εποπτείας. Χαρακτηριστικό 
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δείγμα τυπικής μαθηματικής απόδειξης είναι η απόδειξη της αριθμητικής πρότασης 

«1+1=2» από τους B. Russel και A. Whitehead στο σύγγραμμά τους «Principia 

Mathematica» (1910), η οποία εκτείνεται σε 362 σελίδες αμιγώς φορμαλιστικών 

συλλογισμών. 

Τυποκρατία (ή φορμαλισμός), στην ευρύτερη δυνατή εννοιολογική εκδοχή αυτού του 

όρου, είναι η προτίμηση της μορφής σε σχέση με το περιεχόμενο στις διάφορες 

σφαίρες της ανθρώπινης δραστηριότητας. Ειδικά στα Μαθηματικά, η Τυποκρατία 

είναι μια από τις τρεις αναγνωριζόμενες ως κλασικές «σχολές» θεμελίωσης των 

Μαθηματικών: Λογικολογισμός, Διαισθητισμός και Τυποκρατία, με ηγετικές 

φυσιογνωμίες αντίστοιχα τους B. Russel (1872-1970), L.E.J. Brouwer  (1881-1966) 

και D. Hilbert (1862-1943). Τυπικές μαθηματικές αποδείξεις εμφανίζονται κατ’αρχήν 

και στις τρεις αυτές σχολές. Γεγονός όμως είναι ότι ειδικότερα για τη σχολή Hilbert, 

η τυπική μαθηματική απόδειξη επέχει εμβληματικό ρόλο. 

Στα πλαίσια της θεμελίωσης των Μαθηματικών, η τυποκρατία δεν είναι μια ενιαία 

σχολή. Κατά τον M. Resnik [113] μπορούμε να διακρίνουμε τρία είδη τυποκρατίας: 

(1) τυποκρατία-παιχνίδι (game formalism), (2) περατοκρατισμός (finitism) και (3) 

τυποκρατία με αντικείμενο όχι μαθηματικές οντότητες, αλλά μαθηματικές θεωρίες 

(theory formalism). 

Χαρακτηριστικός εκπρόσωπος του πρώτου από τα τρία προαναφερθέντα είδη 

τυποκρατίας είναι ο J. Tomae [114]. Κατά τον Tomae, κάθε επιμέρους μαθηματική 

περιοχή, δεν αποτελεί μια θεωρία χρήσης των συμβόλων της, γιατί το αντικείμενο του 

παιχνιδιού δεν είναι οι κανόνες του, αλλά η δυναμική τακτοποίηση και ταξινόμηση 

αυτών των συμβόλων στα πλαίσια των κανόνων. Όπως οι κανόνες του σκακιού δεν 

αποτελούν μέρος κάποιας συγκεκριμένης παρτίδας σκακιού, έτσι και οι κανόνες 

χρήσης των μαθηματικών συμβόλων δεν αποτελούν μέρος της αντίστοιχης 

συγκεκριμένης μαθηματικής πράξης. Οι κανόνες του σκακιού είναι το αποτέλεσμα 

συμφωνίας και με αυτή την έννοια θα μπορούσαν να αντικατασταθούν από άλλους. 

Οι κανόνες για τη συνδυαστική χρήση των μαθηματικών συμβόλων, αντιστοιχούν σε 

a priori ιδιότητες της νόησης και για αυτό δεν είναι αντικαταστάσιμοι. Η βασική 

αδυναμία της τυποκρατίας-παιχνίδι είναι ο μη ακριβής καθορισμός της φύσης των 

κανόνων διεξαγωγής του «μαθηματικού παιχνιδιού». Αυτήν ακριβώς την αδυναμία 

προσπάθησαν να αποφύγουν και ο περατοκρατισμός με βασικό εκπρόσωπό του τον 

Hilbert και η τυποκρατία των μαθηματικών θεωριών με βασικό εκπρόσωπό της τον 

Curry. 



97 
 

Ο περατοκρατισμός αποτελεί τον πυρήνα των ερευνητικών δραστηριοτήτων του 

Hilbert, κατά την όγδοη και τελευταία από τις οκτώ χρονικές φάσεις (αυτήν που 

εκτείνεται από το 1922 μέχρι το 1939) στις οποίες περιοδολογείται το έργο του. Τότε 

διαμορφώθηκε το φερώνυμο πρόγραμμα (πρόγραμμα Hilbert) ως πρόταση λύσης της 

κρίσης που είχε ξεσπάσει στο θέμα της θεμελίωσης των Μαθηματικών, όπου οι 

σχετικές απόπειρες είχαν προσκρούσει σε παράδοξα και ασυνέπειες [115]. Η 

πρόταση του Hilbert για την ασφαλή θεμελίωση του συνόλου των Μαθηματικών 

συνίστατο στην τυποποίηση όλων των Μαθηματικών: όλες οι μαθηματικές δηλώσεις 

θα διατυπωνόντουσαν σε μια ακριβή τυπική γλώσσα και θα διαχειριζόντουσαν 

σύμφωνα με καλά ορισμένους κανόνες. Όλες οι υφιστάμενες μαθηματικές θεωρίες θα 

θεμελιωνόντουσαν σε ένα πεπερασμένο, πλήρες σύνολο αξιωμάτων και θα 

επιχειρείτο μια απόδειξη του ότι αυτά τα αξιώματα ικανοποιούσαν την απαίτηση 

συμβιβαστότητας. Η συμβιβαστότητα των περιπλοκότερων θεωριών, όπως λ.χ. της 

Πραγματικής Ανάλυσης, θα μπορούσε να αποδειχτεί σε όρους απλούστερων 

συστημάτων. Και τελικά η συνέπεια του συνόλου όλων των Μαθηματικών, θα 

μπορούσε να αναχθεί σε εκείνη της Βασικής Αριθμητικής. Όμως, πολλοί πιστεύουν 

ότι τα δυο θεωρήματα απληρότητας που απέδειξε ο K. Gödel (1906-1978) το 1931, 

καταδεικνύουν ότι το πρόγραμμα Hilbert είναι ανέφικτο (μολονότι υποστηρίζεται και 

η άποψη ότι με τα θεωρήματα απληρότητας του Gödel, ίσως δεν έχει αποδειχτεί με 

οριστικό τρόπο η μη βασιμότητα του προγράμματος Hilbert). 

Η τυποκρατία των μαθηματικών θεωριών του Curry [116] δείχνει να αντιπαρέρχεται 

την κλασική αντίρρηση – που βασίζεται στα θεωρήματα απληρότητας του Gödel – 

προς την τυποκρατία εν γένει, ως σχολής θεμελίωσης των Μαθηματικών. Αυτή η 

αντίρρηση θα ευσταθούσε εν προκειμένω, αν τα αποτελέσματα του Gödel σήμαιναν 

ότι υπάρχουν όροι φ στα πλαίσια ενός κατά Curry στοιχειώδους τυπικού συστήματος, 

που είναι τέτοιοι ώστε ούτε η στοιχειώδης πρόταση ˫φ, ούτε και η στοιχειώδης 

πρόταση  ˫όχι φ να είναι αλήθειες του. Κάτι τέτοιο όμως δεν έχει αποδειχτεί. 

 

3.3.2  Άτυπες μαθηματικές αποδείξεις. 

Οι άτυπες [ή ανεπίτυπες (informal)] μαθηματικές αποδείξεις διατυπώνονται σε 

«φυσικές» γλώσσες με ταυτόχρονη χρήση μαθηματικών τύπων, σχημάτων, πινάκων 

με αριθμητικά δεδομένα, κ.ά. Οι άτυπες μαθηματικές αποδείξεις είναι το σύνηθες 
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είδος μαθηματικών αποδείξεων που συναντάμε στην εν γένει βιβλιογραφία των 

Μαθηματικών. 

Από μιας σκοπιάς θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε ότι μια άτυπη απόδειξη είναι – 

κατά κάποιο τρόπο – μια «προσεγγιστική», και πιο φιλική προς τον χρήστη, απόδοση 

μιας τυπικής απόδειξης, η οποία υπόκειται της άτυπης απόδειξης. Οι τυπικές 

αποδείξεις είναι συνήθως πολύ λεπτομερειακές και κάπως «σκοτεινές» στη 

διατύπωσή τους. Στόχος μιας άτυπης απόδειξης είναι να κοινολογήσει τους 

ουσιαστικούς λόγους για τους οποίους ισχύει ένα συγκεκριμένο αποτέλεσμα. Έτσι 

αναδεικνύει όσο γίνεται παραστατικότερα τα πιο σημαντικά βήματα της 

επιχειρηματολογίας, αλλά παραλείπει τις τετριμμένες λεπτομέρειες και τις 

επουσιώδεις διευκρινίσεις, παραδίδοντας έτσι εμφαντικά τονισμένο τον συλλογιστικό 

σκελετό στον αναγνώστη, ώστε να μπορέσει αυτός απρόσκοπτα να κατανοήσει την 

ουσία της αποδεικτικής διαδικασίας. Η άτυπη απόδειξη δίνει έμφαση στην 

αποτελεσματικότητα της κοινολόγησης της αποδεικτικής επιχειρηματολογίας. Και 

προς τούτο, επιστρατεύει εποπτικό υλικό από λέξεις, σύμβολα, διαγράμματα, 

αναλογίες, κλπ., ώστε να αναδείξει όσο το δυνατό γλαφυρότερα το σκεπτικό της 

τεκμηρίωσης του συμπεράσματος. 

Είναι αρκετά περίπλοκο θέμα το να ορίσουμε τι είναι αυτό που κάνει μια απόδειξη να 

είναι «καλή», όπως περίπλοκο είναι και το να ορίσουμε π.χ. την καλή εικαστική ή 

λογοτεχνική, κλπ., δημιουργία. Πάντως μια τέτοια αξιολογική κρίση δεν μπορεί να 

διατυπωθεί ερήμην του ποιοί είναι οι αποδέκτες της απόδειξης. Προφανώς το ύφος 

της διατύπωσης, η λεπτομερειακότητα των διευκρινίσεων, κτλ, μιας απόδειξης που 

απευθύνεται σε ειδικούς κάποιας περιοχής των Μαθηματικών, πιθανότατα δεν θα 

ήταν καλώς ανεκτό και θα προκαλούσε άπωση σε εκείνους που δεν είναι ειδικοί σε 

αυτό το γνωστικό αντικείμενο. Οπωσδήποτε, η αισθητική διάσταση στη συνολική 

αποτίμηση μιας απόδειξης, είναι βασική πτυχή αξιολόγησης. Ο P. Erdös (1913-1996), 

μαθηματικός εξαιρετικά παραγωγικός σε αποδείξεις υψηλού αισθητικού επιπέδου, 

συνήθιζε να λέει για όσες από τις αποδείξεις θεωρούσε ως ιδιαίτερα κομψές, ότι 

αυτές προερχόντουσαν από «Το Βιβλίο» (“The Book”), έναν υποθετικό τόμο που 

περιείχε τις πιο ωραίες μεθόδους απόδειξης για κάθε θεώρημα. Μάλιστα, αυτή του η 

έκφραση έγινε παροιμιώδης στα Μαθηματικά και έχει εμπνεύσει ακόμη και τίτλους 

σχετικών συγγραμμάτων [117]. 

Ένα άλλο λεπτό θέμα σχετικά με τις άτυπες μαθηματικές αποδείξεις είναι και το 

σχετικό με την έκταση της ανάπτυξής τους. Σε κάθε περίπτωση αναζητείται η χρυσή 
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τομή μεταξύ τού, από την μια να παρατίθενται πολλές λεπτομέρειες, οπότε να 

ελλοχεύει ο κίνδυνος να αποβεί κουραστική η απόδειξη και να συσκοτιστούν τα 

κεντρικά νοήματα από επουσιώδη παραθέματα, και από την άλλη να αποσιωπώνται – 

λόγω λακωνικότητας – χρήσιμες αναφορές, οπότε υπάρχει το ενδεχόμενο να μην 

γίνεται κατανοητή η απόδειξη. 

Προφανώς οι άτυπες αποδείξεις «υστερούν» έναντι των τυπικών αποδείξεων, ως προς 

το ότι είναι εκτεθειμένες σε αμφισημίες και παράδοξα που απορρέουν από τη φυσική 

γλώσσα στην οποία διατυπώνονται. Όμως, υπερτερούν έναντι των τυπικών 

αποδείξεων ως προς την αμεσότητα του τρόπου σκέψης, που τις κάνει προσιτότερες 

από τις δύσκαμπτες αλγοριθμικές επιχειρηματολογίες, οι οποίες διατυπώνονται 

αφύσικα σε κάποια τεχνητή γλώσσα. Είναι για αυτό τον λόγο που, μολονότι κάθε 

άτυπη απόδειξη θα μπορούσε – κατ’αρχήν – να μετατραπεί σε μια τυπική απόδειξη, 

κάτι τέτοιο γίνεται σπάνια στη μαθηματική πρακτική. 

 

3.3.3  «Τρίτος δρόμος» για τις μαθηματικές αποδείξεις; 

Τυπικές και άτυπες είναι τα δυο κλασικά είδη μαθηματικής απόδειξης. Όμως, κατά τη 

δεκαετία του 1990, διατυπώθηκαν απόψεις κατά τις οποίες οι τυπικές, μαζί με τις 

άτυπες αποδείξεις κατατάσσονται σε μια και την αυτή κατηγορία, την κατηγορία των 

θεωρητικών (ή: αυστηρών) μαθηματικών αποδείξεων, στην οποία αντιπαρατίθεται μια 

άλλη κατηγορία, η κατηγορία των πρακτικών (ή: μη-αυστηρών) μαθηματικών 

αποδείξεων. Η κατηγορία των πρακτικών μαθηματικών αποδείξεων έχει το λίκνο της 

στα λεγόμενα πειραματικά Μαθηματικά, αυτά στα οποία η συμμετοχή των 

υπολογιστών στην αποδεικτική διαδικασία έχει αποφασιστικό ρόλο. 

Απαρχή των σχετικών συζητήσεων θεωρείται το πολυσυζητημένο άρθρο του J. 

Horgan «Ο θάνατος της απόδειξης» (“The Death of Proof”), που δημοσιεύτηκε το 

1993 [118]. Πηγή έμπνευσης για τις σχετικές απόψεις του Horgan υπήρξε το γεγονός 

της καθοριστικής συμβολής ηλεκτρονικών υπολογιστών στη δημιουργία αποδείξεων 

τεράστιας έκτασης όπως λ.χ. για το θεώρημα των τεσσάρων χρωμάτων, το πρόβλημα 

των αριθμών Ramsey στη συνολοθεωρία, κ.ά. 

Το θεώρημα των τεσσάρων χρωμάτων αποδείχτηκε το 1976 από τους K. Appel και 

W. Haken [119]. Το πρόβλημα των αριθμών Ramsey στη συνολοθεωρία επιλύθηκε σε 

πρώτη φάση το 1995 από τους S. Radziszowski και B. McKay [120]. Αντίστοιχης 

«τεχνοτροπίας» αποδείξεις έχουμε στις περιπτώσεις λ.χ. της τελευταίας εικασίας του 

Fermat, που πρωτο-ανακοινώθηκε το 1993, αλλά λόγω αδυναμιών που της 
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επισημάνθηκαν, επαναδιατυπώθηκε και ξαναπαρουσιάστηκε διορθωμένη το 1995, 

από τον A. J. Wiles [121] και του θεωρήματος της ταξινόμησης των πεπερασμένων 

απλών ομάδων, που η «επί του παρόντος οριστική» εκδοχή απόδειξής του 

συμπληρώθηκε το 2004 από τους M. Aschbacher και S.D. Smith [122]. 

Ενδεικτικά ως προς την περιπλοκότητα, την έκταση και την πέραν των ανθρωπίνων 

δυνατοτήτων δυσκολία «χειρωνακτικού» χειρισμού τέτοιου είδους αποδείξεων, 

αναφέρουμε λ.χ. ότι η «εποποιία» της απόδειξης του θεωρήματος της ταξινόμησης 

των πεπερασμένων απλών ομάδων εξελίσσεται και εκτείνεται σε δεκάδες χιλιάδες 

σελίδες, μερικών εκατοντάδων άρθρων σε ειδικά περιοδικά, που έχουν συγγραφεί 

από περίπου 100 συγγραφείς και έχουν δημοσιευτεί κυρίως μεταξύ του 1955 και του 

2004. Στη δεκαετία του 1990 οι D. Gorenstein, R. Lyons και R. Solomon 

δημοσίευσαν σταδιακά μια αναθεωρημένη και απλουστευμένη επιτομή τής μέχρι τότε 

θεωρούμενης ως απόδειξης αυτού του θεωρήματος, η οποία όμως μολονότι 

εκτεινόταν σε 6 ολόκληρους τόμους, διαπιστώθηκε ότι εμπεριείχε μερικά σημαντικά 

χάσματα. Και μόλις το 2004, οι M. Aschbacher και S.D. Smith δημοσίευσαν ένα 

δίτομο συμπλήρωμα, που κάλυπτε αυτά τα χάσματα της απόδειξης. Προφανώς, 

τέτοιου είδους αποδείξεις ξεφεύγουν από τα ανθρώπινα μέτρα, τόσο ως προς την 

πραγματοποίησή τους, όσο και ως προς την επαλήθευσή τους. Δοθέντος όμως ότι τα 

προγράμματα των υπολογιστών υπόκεινται σε σφάλματα (άλλωστε τέτοιου τύπου 

σφάλματα έχουν υπεισέλθει επανειλημμένα κατά το παρελθόν στο ιστορικό 

αποδείξεων σαν αυτές στις οποίες αναφερόμαστε), η μαθηματική κοινότητα οφείλει 

να αντιμετωπίζει με επιφυλακτικότητα τους σχετικούς ισχυρισμούς και να μην τους 

εκλαμβάνει ως τίποτε περισσότερο από προσωρινά αληθείς. 

Ενόψει του χρονοβόρου χαρακτήρα τέτοιων αποδεικτικών διαδικασιών αλλά και του 

απαγορευτικού κόστους των σχετικών υπολογισμών, έχει εκδηλωθεί από κάποιους 

μαθηματικούς μια στάση ενστερνισμού οιονεί αιρετικών απόψεων για την 

εγκυρότητα των μαθηματικών προτάσεων, όπως αυτή νοείται στα λεγόμενα ημι-

αυστηρά Μαθηματικά. Σε ένα άρθρο του μαθηματικού Doron Zeilberger [123], που 

δημοσιεύτηκε το 1993 στο Notices of the American Mathematical Society υπό τον 

τίτλο «Θεωρήματα προς πώληση: Η αυριανή κουλτούρα των ημι-αυστηρών 

Μαθηματικών» (“Theorems for a Price: Tomorrows Semi-Rigorous Mathematical 

Culture”) διατυπώνεται η εκτίμηση ότι, από ελεύσεως αποδείξεων με υπολογιστές 

και δοθέντος ότι κάποιες απόλυτες αποδείξεις αποβαίνουν όλο και δαπανηρότερες, 

τελικά οι μαθηματικοί εξωθούνται όλο και περισσότερο στο να χρησιμοποιούν 
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αποδείξεις που θα είναι λιγότερο πλήρεις, αλλά θα κοστίζουν φθηνότερα. Δηλαδή, ότι 

οι μαθηματικοί θα φτάσουν να αποδεχτούν αυτή την ημι-αυστηρότητα ως νόμιμη 

μορφή μαθηματικής επικύρωσης. 

Η απάντηση σε αυτές τις θέσεις του Zeilberger ήταν άμεση και οξεία: το 1994 ο 

μαθηματικός G. Andrews δημοσίευσε [124] στο Mathematical Intelligencer ένα 

άρθρο με τον περιφρονητικό τίτλο «Ο θάνατος της απόδειξης; Ημι-αυστηρά 

Μαθηματικά; Θα πρέπει να αστειεύεστε!» (“The Death of Proof? Semi-Rigorous 

Mathematics? You’ve got to be kidding!”), όπου υποστήριζε ότι οι εκτιμήσεις του 

Zeilberger είναι τουλάχιστον μη πειστικές. Επηκολούθησε σωρεία άρθρων που 

συμμερίζονταν τις απόψεις του Andrews και υποστήριζαν ότι οι φτηνές, μη-αυστηρές 

αποδείξεις μακροπρόθεσμα θα μπορούσαν να αποβούν δαπανηρότατες. 

Εδώ θα πρέπει να επισημάνουμε πως, το ότι κάποια μαθηματική απόδειξη 

συναρτάται με τη χρήση υπολογιστών, δεν σημαίνει υποχρεωτικά ότι είναι μη-

αυστηρή απόδειξη. Πράγματι, σύγχρονες εξελίξεις στο θέμα της απόδειξης, έχουν 

οδηγήσει στη διαμόρφωση τεχνικών απόδειξης, όπως λ.χ. η λεγόμενη μηδενικής 

γνώσης απόδειξη [125], η ολογραφική απόδειξη [126], κ.ά., οι οποίες χρησιμοποιούν 

επικουρικά τους υπολογιστές αλλά όχι σε ρόλο και έκταση που να τις μεταθέτουν από 

θεωρητικές/αυστηρές σε πρακτικές/μη-αυστηρές αποδείξεις. Παραμένουν 

παραδοσιακές αποδείξεις, που λειτουργούν στα πλαίσια των κλασικών Μαθηματικών 

με τα απόλυτα κριτήριά τους για την αξιοπιστία των δηλώσεων, και δε σχετίζονται με 

τα πειραματικά Μαθηματικά και τα χαλαρά κριτήριά τους για την εγκυρότητα των 

κρίσεών τους. 

Γεγονός όμως είναι ότι, σε κάποιους επιστημονικούς κύκλους, τα πειραματικά 

Μαθηματικά έχουν γίνει αποδεκτά. Λ.χ. αυτό συμβαίνει σε πεδία προσανατολισμένα 

σε γραφικές παραστάσεις όπως είναι η θεωρία του χάους, η μη-γραμμική δυναμική, 

κ.ά. Έτσι, όλο και περισσότεροι μαθηματικοί αναγνωρίζουν τις δυνατότητες των 

υπολογιστών, τουλάχιστον ως μέσου για την κοινολόγηση και διάδοση των 

μαθηματικών εννοιών. Όμως, κάποιοι ζηλωτές των πειραματικών Μαθηματικών, 

προχωρούν πολύ παραπέρα: αμφισβητούν την άποψη ότι οι θεωρητικές αποδείξεις θα 

πρέπει να οριοθετούν το ανώτατο επίπεδο αξιοπιστίας της απόδειξης, και 

υποστηρίζουν ότι η εγκυρότητα κάποιων μαθηματικών προτάσεων μπορεί να 

τεκμηριωθεί καλύτερα αν αυτές συγκριθούν με πειράματα που τρέχουν στους 

υπολογιστές, παρά με τα φαινόμενα του πραγματικού κόσμου. Και τελικά 

αναγορεύουν τα πειραματικά Μαθηματικά σε μια «αυτόνομη» γνωστική περιοχή, 
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όπου διατυπώνονται πρακτικές αποδείξεις, ισότιμες των κλασικών θεωρητικών 

αποδείξεων, χωρίς ταυτόχρονα να υπόκεινται σε έλεγχο από τα κριτήρια που έχουν 

θεσμοθετηθεί για τη μαθηματική αλήθεια στα παραδοσιακά Μαθηματικά. 

Πάντως, επί του παρόντος η πλειοψηφία της μαθηματικής κοινότητας εκδηλώνει την 

ανησυχία της για το ότι, τυχόν αναγνώριση των πειραματικών Μαθηματικών ως 

πλήρως έγκυρης ερευνητικής δραστηριότητας, ενδέχεται να επισκιάσει το γεγονός ότι 

τα αποτελέσματά τους δεν πληρούν τις προδιαγραφές μιας θεωρητικής απόδειξης. 

Και έτσι υπάρχουν εισηγήσεις για ακριβή και επώνυμο διαχωρισμό των μαθηματικών 

προτάσεων [127], σε εκείνες που προέρχονται από αυστηρές αποδείξεις και τις άλλες 

που είναι προϊόντα ευρετικών επιχειρημάτων (όπως λ.χ. είναι τα προϊόντα μη-

αυστηρών αποδείξεων στα πλαίσια των πειραματικών Μαθηματικών). 

Θα πρέπει πάντως να επισημανθεί ότι, άσχετα με το αν μέσα στα ίδια τα Μαθηματικά 

είναι υπό αμφισβήτηση η νομιμοποίηση, ως ισότιμων με τις θεωρητικές, των 

πρακτικών αποδείξεων, τα «προϊόντα» τους όμως (όπως λ.χ. αποτελέσματα 

σχινοτενών υπολογισμών) χρησιμοποιούνται κατά κανόνα χωρίς επιφύλαξη από την 

Υπολογιστική Φυσικοχημεία, καθώς και κάθε άλλη επιστήμη που χρησιμοποιεί τα 

Μαθηματικά ως εργαλείο. 

Ως προς το «ιδεολογικό» στίγμα του κινήματος των πρακτικών αποδείξεων, οι 

σχετικές διερευνήσεις συγκλίνουν ότι είναι αυτό της φιλοσοφίας του Lakatos [128]. 

Εκτιμάται ότι στην ευρεία διάδοση των ιδεών του Lakatos μεταξύ των μαθηματικών, 

συνέβαλε αποφασιστικά το βιβλίο των P.J. Davis και R. Hersh: «Η μαθηματική 

εμπειρία», που πρωτοκυκλοφόρησε το 1981 [129]. Η ενθουσιώδης παρουσίαση των 

απόψεων του Lakatos μέσα από αυτό το βιβλίο, συνετέλεσε στο να επισκιαστούν οι 

αδυναμίες τους και να υπερεκτιμηθεί το πεδίο των εφαρμογών τους στο θέμα των 

μαθηματικών αποδείξεων. Η πολύκροτη φιλοσοφία του Lakatos για την ιστορία, τη 

μεθοδολογία και τη φιλοσοφία της μαθηματικής επιστήμης, διατυπώθηκε στη 

διδακτορική διατριβή του στο Cambridge, το 1961. Ακολούθως δημοσιεύτηκε σε 

τέσσερα μέρη στο The British Journal for the Philosophy of Science, 14, 1963-1964. 

Όμως σαν βιβλίο ευρείας κυκλοφορίας, πρωτοεκδόθηκε το 1976, 2 χρόνια μετά τον 

θάνατό του, υπό τον τίτλο «Αποδείξεις και ανασκευές» [107 (i)] από τους μαθητές 

του John Worrall και Elie Zahar με κάποιες παρεμβάσεις-προϊόντα της εν τω μεταξύ 

επαναδιατύπωσης μερικών αρχικών θέσεών του από τον ίδιο τον Lakatos – στην 

εκδοχή της διδακτορικής διατριβής του το 1961. Το βιβλίο έχει τη μορφή διαλόγου 

ανάμεσα σε έναν καθηγητή και τους μαθητές του, με τον οποίο προτείνονται 



103 
 

διάφορες λύσεις σε ορισμένα μαθηματικά προβλήματα και εξετάζεται η ισχύς και η 

αδυναμία των προτεινόμενων λύσεων. Από τη συζήτηση προκύπτουν ορισμένα 

φιλοσοφικά προβλήματα καθώς και προβλήματα σχετικά με τη φύση τής 

μαθηματικής ανακάλυψης και δημιουργικότητας. 

Ο Lakatos μάχεται την κλασική αντίληψη ότι η μαθηματική ανακάλυψη είναι η 

σταθερή συσσώρευση καθιερωμένων αληθειών. Επιχειρεί να τεκμηριώσει την άποψη 

ότι η επαλήθευση στα Μαθηματικά δεν έχει το χαρακτήρα του απαγωγικού 

συμπερασμού που διέπει την Ευκλείδια Γεωμετρία και αμφισβητεί τη μαθηματική 

τυποκρατία. Συστηματικά προβάλει την αξία της ευρετικής ανασκευής στη διαδικασία 

των διαδοχικών βελτιώσεων των δημιουργικών υποθέσεων, με την οποία θεωρεί ότι 

εξελίσσονται τα Μαθηματικά. 

Η προσέγγιση του Lakatos θεωρήθηκε σαν απόπειρα εξέτασης των Μαθηματικών 

από τη σκοπιά του Popper: εισηγήθηκε μια κριτική στον απαγωγισμό των 

Μαθηματικών, αντίστοιχη της κριτικής του Popper στον επαγωγισμό των φυσικών 

επιστημών. Πάντως, παρά την αδιαμφισβήτητη επίδραση που άσκησαν οι απόψεις 

του Lakatos ως ιδεολογική πλατφόρμα του κινήματος των πρακτικών αποδείξεων στα 

Μαθηματικά, γεγονός είναι ότι μια νηφάλια αποτίμηση των δυνατοτήτων τους, 

μετριάζει τον ενθουσιασμό των θιασωτών της. Πράγματι, δεν είναι δύσκολο να 

εντοπίσει κανείς περιπτώσεις όπου η βελτίωση της μαθηματικής θεωρίας 

συντελέστηκε κατά τρόπο ριζικά διαφορετικό από εκείνον των ευρετικών ανασκευών 

του Lakatos. Είναι για αυτό που η κριτική έφτασε μέχρι και στο σημείο να 

επισημαίνει, ότι το πολυσυζητημένο βιβλίο του Lakatos «Υποθέσεις και ανασκευές» 

είναι μεν πολύ ενδιαφέρον, αλλά και καθοριστικά παραπλανητικό όσον αφορά τα 

Μαθηματικά εν γένει. 

 

3.4  Σύγκριση των φυσικών αποδείξεων με τις μαθηματικές αποδείξεις. 

Λέγοντας απόδειξη κατά κανόνα το μυαλό μας πάει, αυτόματα και συνειρμικά, στα 

Μαθηματικά, μολονότι ξέρουμε πολύ καλά ότι αποδείξεις υπάρχουν και εκτός των 

Μαθηματικών. Και κατά τη σχετική διεξοδική ανάλυση που προηγήθηκε, είναι 

αδιαμφισβήτητο γεγονός ότι η έννοια της απόδειξης στα Μαθηματικά, αυτό δηλαδή 

που ήδη αναφέραμε ως μαθηματική απόδειξη, διαφέρει από την έννοια της απόδειξης 

στις λοιπές επιστήμες, δηλαδή από αυτό που προαναφέραμε ως φυσική απόδειξη. 

Το στερεότυπο που έχει στο μυαλό του ο «μέσος» επιστήμονας για τη σχέση μεταξύ 

μαθηματικής απόδειξης και φυσικής απόδειξης, είναι ότι η μαθηματική απόδειξη 
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αποτελεί μια αμιγώς λογική συναγωγική διαδικασία, ενώ η φυσική απόδειξη είναι 

προϊόν φυσικής επαγωγής. Ως εκ τούτου, η μαθηματική απόδειξη θεωρείται 

«απόλυτη» και ανώτερη επιφυλάξεων ή αμφιβολιών, ενώ η φυσική απόδειξη κρίνεται 

ως επισφαλής και υποκείμενη σε αναίρεση ευθύς ως διαπιστωθεί ότι ένα καινούριο 

δεδομένο διαψεύδει την εν αποδείξει πρόταση. Έτσι, στο «χρηματιστήριο» των 

αποδείξεων, η φυσική απόδειξη αποβαίνει ο «φτωχός συγγενής» της μαθηματικής 

απόδειξης. 

Με τη μαθηματική απόδειξη ποριζόμαστε αλήθειες πέραν πάσης αμφιβολίας. Ενώ με 

τη φυσική απόδειξη διατυπώνουμε αλήθειες πέραν ευλόγου αμφιβολίας. Το 

συμπέρασμα μιας (ορθής) μαθηματικής απόδειξης είναι διαχρονικά άτρωτο και ισχύει 

για πάντα. Ενώ το συμπέρασμα μιας φυσικής απόδειξης είναι εφήμερα αποδεκτό και 

ισχύει μόνο ενόσω δεν επισημαίνεται κάποια αντένδειξη. Σε σχέση ακριβώς με αυτή 

την αντιδιαστολή είναι κατανοητές αντιθετικές περιφράσεις, όπως λ.χ. η «αταραξία 

του Πυθαγόρα» και η «αγωνία του Berzelius», πλασμένες επί ταυτού για να 

αποδώσουν παραστατικά τη διαφορά κατηγορηματικότητας και επιφύλαξης, που 

διέπει τη σχέση αντιστοίχως μεταξύ της μαθηματικής απόδειξης και της φυσικής 

απόδειξης. Κατά ταύτα, ο Πυθαγόρας πέθανε «ξέγνοιαστος» για την τύχη που θα είχε 

το φερώνυμο θεώρημά του, που το απέδειξε περί το 500 π.Χ., και με την πεποίθηση 

ότι αυτό θα ισχύει αιωνίως. Ενώ ο Berzelius (1779-1848), γνώρισε ήδη όντας εν ζωή, 

το 1838, την απογοήτευση της απόρριψης της θεωρίας του για το αδύνατο της          

α-αλογόνωσης των άκυκλων κορεσμένων μονοκαρβοξυλικών οξέων, την οποία είχε 

τεκμηριώσει σε φυσική απόδειξη. Ήρκεσε προς τούτο η παρασκευή CH2ClCOOH 

από επίδραση Cl2 σε CH3COOH, που πραγματοποιήθηκε το 1838 από τους Dumas 

και Laurent, και απετέλεσε – όπως στα περί διαψευσιοκρατίας ήδη αναφέραμε – 

περίπτωση «μαύρου κύκνου» για τη Χημεία. 

Ένας γλαφυρός τρόπος για να αναδειχτεί η διαφορά φυσιογνωμίας μεταξύ της 

φυσικής απόδειξης και της μαθηματικής απόδειξης, είναι με αναφορά στον τρόπο με 

τον οποίο επιλύεται το «πρόβλημα της ακρωτηριασμένης σκακιέρας» στα πλαίσια 

κάθε μιας από αυτές τις μεθόδους: Από μια σκακιέρα αποκόπτουμε τα λευκά 

τετράγωνα των ομόλογων απέναντι γωνιών της (δηλαδή τα τετράγωνα α8 και θ1), 

οπότε τις απομένουν 62 τετράγωνα. Μετά παίρνουμε 32 πούλια του γνωστού 

παιχνιδιού ντόμινο, μεγέθους τέτοιου ώστε το καθένα τους να καλύπτει ακριβώς δύο 

τετράγωνα της σκακιέρας. Ενόψει αυτών, το «πρόβλημα της ακρωτηριασμένης 

σκακιέρας» διατυπώνεται ως εξής: μπορούμε να διευθετήσουμε τα 31 πούλια του 
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ντόμινο κατά τέτοιον τρόπο, ώστε να καλύπτονται και τα 62 εναπομείναντα 

τετράγωνα της σκακιέρας; 

Ας δούμε τώρα με ποιόν τρόπο θα μεθόδευε την επίλυση του προβλήματός μας κάθε 

μια από τις δυο υπό σύγκριση προσεγγίσεις: 

(1) φυσική απόδειξη. Η φυσική απόδειξη είναι μια πειραματική απόδειξη. Στην 

περίπτωσή μας θα είχαμε αλλεπάλληλες προσπάθειες με συνεχείς δοκιμές 

αναδιατάξεων, όπου στερεότυπα θα διαπιστώναμε ότι αποδεικνύεται ανέφικτη η 

κάλυψη των 62 τετραγώνων της ακρωτηριασμένης σκακιέρας από τα 31 πούλια του 

ντόμινο. Οπότε θα οδηγούμασταν στο συμπέρασμα ότι πιθανότατα (όχι όμως και 

σίγουρα), δεν είναι δυνατή μια τέτοια κάλυψη. Όμως, αυτό μας το συμπέρασμα, δεν 

μπορούμε να υποστηρίξουμε με απόλυτη βεβαιότητα ότι είναι και αμετάκλητα 

σωστό. Γιατί δεν μπορεί να αποκλειστεί το ενδεχόμενο, του να επιτευχθεί μελλοντικά 

η επιζητούμενη κάλυψη με κάποια διάταξη, από τις εκατομμύρια διαφορετικές που 

ακόμη δεν δοκιμάστηκαν. Διασταλτικά, θα λέγαμε ότι σε μια φυσική απόδειξη, πάντα 

επικρέμαται ο κίνδυνος ανασκευής της, δοθέντος ότι είναι βασισμένη σε 

πεπερασμένα το πλήθος πειραματικά δεδομένα, που δεν μπορεί να βεβαιώσει κανείς 

ότι εξαντλούν όλες τις δυνατές περιπτώσεις. 

(2)  μαθηματική απόδειξη. Η μαθηματική προσέγγιση στο πρόβλημα, δεν σχετίζεται 

με πειραματικές προσπάθειες. Βασίζεται, αποκλειστικά και μόνο, σε συλλογιστικές 

διαδικασίες και στοχεύει σε ένα ορθό συμπέρασμα αποδοχής πέραν πάσης 

αμφιβολίας. Μια τέτοια αποδεικτική διαδικασία είναι λ.χ. και η εξής: 

(α) τα δυο τετράγωνα που αφαιρέθηκαν από τη σκακιέρα, ήταν και τα δυο 

λευκά, οπότε απέμειναν 30 λευκά τετράγωνα και 32 μαύρα, 

(β) κάθε πούλι του ντόμινο καλύπτει δυο γειτονικά τετράγωνα, που είναι 

ετερόχρωμα, 

(γ) έτσι, όποια και αν είναι η συγκεκριμένη διάταξη, τα 30 πούλια που θα 

διευθετηθούν πρώτα, θα καλύπτουν 30 λευκά και 30 μαύρα τετράγωνα, 

(δ)  επομένως πάντα θα περισσεύουν ένα πούλι και δυο μαύρα τετράγωνα, 

(ε) επειδή όμως κάθε πούλι καλύπτει δυο γειτονικά τετράγωνα που είναι 

ετερόχρωμα, και εμάς μας περισσεύουν δυο ομοιόχρωμα τετράγωνα, 

συμπεραίνουμε ότι η πλήρης κάλυψη της ακρωτηριασμένης σκακιέρας 

είναι αδύνατη. 

Το παράδειγμα αυτό υποτυπώνει εναργέστατα τη διαφορά «φιλοσοφίας» μεταξύ της 

φυσικής απόδειξης και της μαθηματικής απόδειξης. 
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3.5  Αποδείξεις στη Φυσικοχημεία. 

3.5.1 Είδη αποδείξεων στη Φυσικοχημεία. 

Η Φυσικοχημεία, ως δεόντως «μαθηματικοποιημένη» επιστήμη, εμφανίζει και τους 

δυο προαναφερθέντες βασικούς τύπους αποδείξεων: φυσικές αποδείξεις και 

μαθηματικές αποδείξεις. 

Σε ό,τι αφορά τις αποδείξεις που βασίζονται σε πειραματικά δεδομένα, κεντρικό 

πρόβλημα είναι η διασφάλιση της κατάστρωσης επιστημονικού σχεδίου λήψεως 

αξιόπιστων μετρήσεων και της εν συνεχεία επιλογής τής κατά περίπτωση 

ενδεδειγμένης μαθηματικής επεξεργασίας τους. Η σχετική βιβλιογραφία, που αφορά 

τις περιοχές Σχεδιασμός πειραμάτων [130] και Χημειομετρική [131] είναι αχανέστατη. 

Η περιεκτικότερη δυνατή επιτομή των θεμελιακών θέσεών της, συνοψίζεται σε δυο 

αρχές, έναν κανόνα και μια αποτίμηση, ως εξής: 

 αρχή πρώτη: ο κατάλληλος σχεδιασμός πειράματος είναι πιο σημαντικός από 

την προσφυή μαθηματική επεξεργασία. 

 αρχή δεύτερη: ούτε η πιο προσεγμένη μαθηματική επεξεργασία δεν μπορεί να 

δώσει το «φιλί της ζωής» σε «κλινικώς νεκρά» πειραματικά δεδομένα, τα 

οποία είναι τέτοια επειδή ακριβώς ελήφθησαν ερήμην σχεδιασμού 

πειραμάτων. 

 κανόνας: συχνά το ενδεδειγμένο σχέδιο πειράματος δεν είναι κάποιο από τα 

πρότυπα σχέδια που βρίσκονται έτοιμα στη σχετική βιβλιογραφία, αλλά ένα 

σχέδιο που θα πρέπει να επινοηθεί επί ταυτού για τις ανάγκες και τις 

ιδιομορφίες του συγκεκριμένου ειδικού προβλήματος. 

 αποτίμηση: η πειραματική επιστημονική έρευνα οργανώνεται και διεξάγεται, 

εκτός προδιαγραφών σχεδιασμού πειραμάτων, τόσο χαοτικά, ώστε η 

αποτελεσματικότητά της μπορεί να εκτιμάται με μια τιμή της τάξεως του 2%. 

Σε ό,τι αφορά τις αποδείξεις αμιγώς μαθηματικού χαρακτήρα, ισχύουν και για τη 

Φυσικοχημεία οι επιφυλάξεις των «καθαρόαιμων» μαθηματικών για την 

«ταλαιπωρία» στην οποία υποβάλλονται τα Μαθηματικά, όταν χρησιμοποιούνται ως 

εργαλεία σε διάφορες επιστήμες. Ένας από τους σχετικούς δηκτικούς αφορισμούς, 

θέλει την τέτοια βάναυση μεταχείριση των Μαθηματικών από μή μαθηματικούς, 

εδραζόμενη στις εξής τρεις «αρχές»: 
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(1) «αρχή» της εναλλαγής στις διαδικασίες ορίου: αθροίσματα, παράγωγοι, 

ολοκληρώματα, κλπ, εκτελούνται με όποια σειρά βολεύει ώστε να γίνουν ευκολότερα 

οι υπολογισμοί. 

(2)  «αρχή» της αναλογίας μεταξύ διακριτών δεικτών και συνεχών δεικτών: ιδιότητες 

που ισχύουν για αθροίσεις, ισχύουν επίσης και για ολοκληρώσεις. 

(3)  «αρχή» της απροϋπόθετης σύγκλισης: όλες οι σειρές και τα ολοκληρώματα είναι 

συγκλίνοντα. 

Παρά την εμπρόθετη υπερβολή ρητορίας που – εντυπωσιασμού ένεκεν – 

χαρακτηρίζει τέτοια ευφυολογήματα, γεγονός παραμένει πως είναι τόσο μεγάλη η 

ποικιλία παραβάσεων της μαθηματικής δεοντολογίας που χαρακτηρίζει τη χρήση των 

Μαθηματικών στη Φυσικοχημεία, ώστε πάντα να υπάρχει και κάτι ακόμη που να 

διαφεύγει της σκωπτικής κριτικής τους. Ας δούμε ένα σχετικό παράδειγμα, που 

αφορά ένα από τα συνηθέστερα μαθηματικά ατοπήματα στη Φυσικοχημεία. 

Έστω Ζ μια θερμοδυναμική ιδιότητα ενός τέτοιου συστήματος που η κατάστασή του 

να μπορεί να περιγραφεί πλήρως από την πίεση p, τον όγκο V και τη θερμοκρασία Τ, 

όπου μόνο δυο από αυτές τις τρεις μεταβλητές να είναι ανεξάρτητες. Έτσι μπορούμε 

να γράψουμε λ.χ. 

Z =  (p,T) 

οπότε 

    
  

  
 
 

    
  

  
 
 
   (1) 

ή 

Z = φ(V,T) 

οπότε 

    
  

  
 
 
    

  

  
 
 
   (2) 

 

Εξάλλου, ως εκ του ότι 

V = F(p,T) 

είναι και 

    
  

  
 
 

    
  

  
 
 
   (3) 

Από την (2), λόγω της (3), παίρνουμε 
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    (4) 

Έτσι, από τις (1) και (4) προκύπτει ότι 

 
  

  
 
 

  
  

  
 
 
 
  

  
 
 
  

  

  
 
 

 (5) 

Είναι συνήθης τακτική στη βιβλιογραφία της Φυσικοχημείας, να εξάγεται αδόκιμα η 

(5) απευθείας από την (2), με μια διαδικασία δυο βημάτων, ήτοι: πρώτα «διαιρούμε 

και τα δυο μέλη της (2) δια dT» και μετά επιβάλλουμε τον περιορισμό p=const. Κάτι 

τέτοιο όμως είναι μαθηματικά επιλήψιμο. 

Έτσι, ο προαναφερθείς παιγνιώδης αφορισμός, ο σχετικός με τη βάναυση μεταχείριση 

των Μαθηματικών (και) από τους φυσικοχημικούς, παρά την «πληθωρικότητά» του, 

αποδεικνύεται ανεπαρκής να καλύψει κάποιες ακόμη πτυχές του προβλήματος που 

κριτικάρει. Και θα πρέπει προς τούτο να συμπληρωθεί με μια επιπλέον «αρχή», 

προσφυή στο ύφος του, την εξής: 

(4)  «αρχή» της αδιακρισίας μεταξύ πεπερασμένων και απειροστών μεγεθών: τα 

απειροστά μπορούν να προστίθενται, να αφαιρούνται, να πολλαπλασιάζονται, να 

διαιρούνται, κτλ., ακριβώς όπως συμβαίνει με τα πεπερασμένα μεγέθη. 

Εκτός όμως όλων αυτών, υπάρχει και η κατηγορία των μαθηματικώς ανεπαρκών 

αποδείξεων στη Φυσικοχημεία. Ένα χαρακτηριστικό τέτοιο παράδειγμα είναι η 

περίπτωση της τεκμηρίωσης του ότι τα διαφορικά του έργου W και της θερμότητας 

Q, δεν είναι τέλεια διαφορικά (αλλά είναι μορφώματα Pfaff) σε αντίθεση με τα 

διαφορικά των καταστατικών ιδιοτήτων που είναι τέλεια διαφορικά. Είναι ιδιαίτερα 

εντυπωσιακή η διαπίστωση ότι για το σχετικό θέμα, και όταν ακόμη επιχειρείται στη 

βιβλιογραφία κάποια τεκμηρίωση (γιατί αρκετές φορές ούτε καν αυτό συμβαίνει), δεν 

παρέχεται επαρκής μαθηματική δικαιολόγηση. Συνήθως επιδεικνύεται ο υπολογισμός 

ενός επικαμπύλιου ολοκληρώματος για το διαφορικό του έργου καθώς 

κατ’αντιστοιχία και προς σύγκριση και του διαφορικού μιας καταστατικής 

ιδιότητας (όπου ως τέτοια επιλέγεται συνήθως ο όγκος V) σε δυο διαφορετικές 

διαδρομές που έχουν τα ίδια περατωτικά σημεία. Και με το που διαπιστώνεται ότι 

W(διαδρομή 1)  W(διαδρομή 2) συμπεραίνεται ορθά ότι όντως το διαφορικό του έργου δεν 

είναι τέλειο διαφορικό. Όμως ως εκ του ότι προκύπτει πως ΔV(διαδρομή 1) = ΔV(διαδρομή 2) 

δεν συνάγεται ότι το διαφορικό του όγκου είναι τέλειο, για τον απλούστατο λόγο ότι 
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αυτό δεν διαπιστώθηκε για όλες τις δυνατές διαδρομές μεταξύ των δεδομένων 

περατωτικών σημείων, αλλά μόνο για τις δυο συγκεκριμένες που ελέγχθηκαν, οπότε 

το σχετικό αποτέλεσμα μπορεί να είναι απλώς συμπτωματικό και να μην έχει γενική 

ισχύ. 

Μια μαθηματικώς ορθή και σε επίπεδο ικανής και αναγκαίας συνθήκης 

διατυπούμενη λύση στο πρόβλημα σχετικά με τα dW και dQ, προκύπτει με τη 

χρήση της συνθήκης αμοιβαιότητας [132] στην παραγώγιση των συντελεστών 

γραμμικών διαφορικών μορφών πρώτης τάξης, ως εξής: 

Θεωρούμε μια διεργασία σε ένα απλό, κλειστό σύστημα, όπου το ανταλλασσόμενο 

έργο δίνεται από τη σχέση 

            
  

  
 
 
    

  

  
 
 

    (6) 

Αν το (6) ήταν τέλειο διαφορικό, τότε κατά τη συνθήκη αμοιβαιότητας θα έπρεπε 

 
 

  
  

  

  
 
 
 
 

  
 

  
  

  

  
 
 

 
 

  

το οποίο ανάγεται σε 

 
  

  
 
 
   

 

  
 
  

  
 
 
 
 

   
 

  
 
  

  
 
 

 
 

 

Το θεώρημα του Schwarz εξασφαλίζει ότι (υπό κάποιες συνθήκες ύπαρξης και 

συνέχειας, οι οποίες ικανοποιούνται εν προκειμένω) η σειρά παραγώγισης δεν παίζει 

ρόλο και μπορεί να αναδιαταχθεί. Έτσι η τελευταία σχέση συνεπάγεται ότι γενικά θα 

πρέπει 

 
  

  
 
 

   

κάτι το οποίο όμως δεν είναι αληθές. Επομένως το διαφορικό του έργου  δεν είναι 

τέλειο διαφορικό, αλλά είναι μόρφωμα Pfaff και για αυτό δεν συμβολίζεται ως dW, 

αλλά με κάποιον άλλο τρόπο ώστε να επισημαίνεται αυτή του η ιδιαιτερότητα, με 

επικρατέστερο τον συμβολισμό đW. 

Αντίστοιχα, για την απόδειξη του ότι το διαφορικό της θερμότητας είναι μόρφωμα 

Pfaff, μπορούμε να θεωρήσουμε μια μη ισόχωρη διεργασία σε ένα απλό, κλειστό 

σύστημα για την οποία 

dU = dQ +đW = dQ-pdV 

Θεωρώντας U = Φ(V,T) έχουμε 
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          (7) 

δηλαδή 

    
  

  
 
 
       

  

  
 
 
    

Η συνθήκη αμοιβαιότητας απαιτεί 

 
 

  
 
  

  
 
 
 
 

  
 

  
    

  

  
 
 
  

 

  
  

  
 
 
  

 

  
 
  

  
 
 
 
 

 

που συνεπάγεται ότι 

 
  

  
 
 

   

κάτι που δεν ισχύει γενικά. Επομένως το διαφορικό της θερμότητας δεν είναι τέλειο 

διαφορικό, αλλά είναι μόρφωμα Pfaff και για αυτό δεν συμβολίζεται ως dQ, αλλά με 

έναν τρόπο που να επισημαίνεται αυτή του η ιδιαιτερότητα, με επικρατέστερο τον 

συμβολισμό đQ. 

 

3.5.2 Αλόγιστη χρήση του κυκλικού κανόνα του Διαφορικού Λογισμού στη 

Φυσικοχημεία [133]. 

3.5.2.1 Περίληψη. 

Ο όρος κυκλικός κανόνας είναι ο συνηθέστερος από ένα πλήθος ομόλογων 

χαρακτηρισμών που χρησιμοποιούνται στη βιβλιογραφία της Φυσικοχημείας (και 

ειδικότερα της Χημικής Θερμοδυναμικής) για να αποδώσουν το περιεχόμενο ενός και 

του αυτού – επουσιώδους για τα Μαθηματικά – τύπου, που αφορά στην παραγώγιση 

συναρτήσεων πολλών μεταβλητών. Ο κανόνας αυτός, ουδέποτε είχε βαρύνουσα 

σημασία για τα Μαθηματικά, όπου η παρουσία του εξαντλείται αποκλειστικά και 

μόνο ως προτεινόμενης προς απόδειξη σχέσης σε τετριμμένες ασκήσεις Διαφορικού 

Λογισμού συναρτήσεων πολλών μεταβλητών. Αντίθετα, στη Φυσικοχημεία έχει 

αστήρικτα υπερεκτιμηθεί και περιέργως προβάλλεται βαρύγδουπα, έστω και αν 

τελικά ουδόλως αξιοποιείται επ’ωφελεία της ανάπτυξης κάποιου δομικού της 

στοιχείου. Εκτός αυτού όμως, στη φυσικοχημική βιβλιογραφία ο κυκλικός κανόνας 

υφίσταται και βάναυση κακοποίηση της εννοιολογικής του φυσιογνωμίας. Κατά 

ταύτα, και αφού αρχικά αποκατασταθεί η εννοιολογική αρτιότητα του κυκλικού 

κανόνα, μετά επιβάλλεται να δραστηριοποιηθεί το επιστημολογικό ξυράφι του 

Ockham για τη διευθέτηση της αμφιλεγόμενης ενασχόλησης με αυτόν τον κανόνα. 
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3.5.2.2 Εισαγωγή. 

Η παθολογία της στρεβλής εκμαθηματίκευσης των φυσικοχημικών εννοιών έχει 

καταγραφεί ως προς δύο – κυρίως – εκφάνσεις της: αφενός μεν με την 

αντιδεοντολογική παράβαση της μαθηματικής αυστηρότητας και αφετέρου την 

υπερβολική εκζήτηση μαθηματικού φορμαλισμού. Αλλά, όχι λιγότερο αξιοπρόσεκτη 

είναι και μια τρίτη εκδοχή της: αυτή που αφορά την αλόγιστη χρήση (ενδεχομένως) 

προσφυών Μαθηματικών, αλλά κατά τρόπο που δεν αξιοποιούνται δεόντως οι 

δυνατότητές τους. Χαρακτηριστικό παράδειγμα (και) αυτής της τρίτης εκδοχής 

κατάχρησης των Μαθηματικών στη Φυσικοχημεία είναι ο κυκλικός κανόνας του 

Διαφορικού Λογισμού [134]. Όπου, ενώ η συντριπτική πλειοψηφία των 

συγγραμμάτων Φυσικοχημείας δεν παραλείπει να κάνει ειδική παρουσίασή του (και 

κατ’αυτόν τον τρόπο υπόρρητη μνεία της αναγκαιότητάς του ως στοιχείου 

κατάρτισης για τη μαθηματική επάρκεια του φυσικοχημικού), σπάνια ή και καθόλου 

– στα ίδια αυτά συγγράμματα –χρησιμοποιείται μετά σε εφαρμογές, όπου 

αναντίρρητα μπορεί να παράσχει την κομψότερη λύση. Έχουμε δηλαδή την αντίφαση 

της σπατάλης ύλης για δημιουργία μαθηματικού υποβάθρου, που όμως στη συνέχεια 

μένει παροπλισμένο και αναξιοποίητο. 

 

3.5.2.3 Ο κυκλικός κανόνας του Διαφορικού Λογισμού 

Κατά την επικρατέστερη – στη βιβλιογραφία συγγραμμάτων Φυσικοχημείας – 

διατύπωση του κυκλικού κανόνα του Διαφορικού Λογισμού έχουμε ότι: «Αν   

F(x,y,z) = 0, τότε  
  

  
 
 
 
  

  
 
 
 
  

  
 
 
 = - 1». Προσέτι, οι συνηθέστερες εναλλακτικές, 

λογικά ισοδύναμες αποδόσεις του συμπεράσματος αυτής της υποθετικής πρότασης 

είναι μέσω των τύπων: 

 
  

  
 
 
  

 
  

  
 
 

 
  

  
 
 

 ,     είτε     
  

  
 
 
  

  

  
 
 
 
  

  
 
 

   

Και ενώ αυτά αναπτύσσονται λεπτομερειακά, σε ένα αμέσως επόμενο στάδιο όπου 

ζητείται π.χ. να αποδειχτεί ότι 

«αν    
 

  
             ,   όπου α, b και R σταθερές, 

τότε  
  

  
 
  

 
  

   
 
 
 
   

  
 
 

  -1 » 
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αφελώς πραγματοποιείται απόδειξη μέσω μιας άκομψης διαδικασίας (η οποία 

αποβαίνει και σχινοτενής στην περίπτωση που η εξίσωση αναφοράς δεν είναι τόσο 

απλή, όσο η προκείμενη) αναλυτικού υπολογισμού κάθε μιας από τις μερικές 

παραγώγους που υπεισέρχονται στον αποδειχθησόμενο τύπο, αντί της απλής 

παραπομπής στον κυκλικό κανόνα. 

Το πρόβλημα με το συγκεκριμένο παράδειγμα συνίσταται απλώς στο ότι δεν 

αξιοποιήθηκε ο κυκλικός κανόνας (ο οποίος άλλωστε, αν είχε συνειδητά ενταχθεί 

στην ανάπτυξη του γνωστικού αντικειμένου θα είχε αφεαυτού ακυρώσει τέτοιου 

είδους «ασκήσεις»). 

Όμως, το ακόμη πιο ουσιαστικό πρόβλημα – το οποίο μάλιστα πιθανότητα αφορά 

όλες τις περιπτώσεις παρουσίας του κυκλικού κανόνα στην εν γένει βιβλιογραφία της 

Φυσικοχημείας (και όχι μόνον σε αυτή των συγγραμμάτων) – εντοπίζεται στην 

έλλειψη κατανόησης του πόσο «μετράει» και τι ακριβώς λέει αυτός ο κανόνας. 

Σχετικά με το πόσο «μετράει» ο κυκλικός κανόνας, μια νηφάλια αποτίμησή του –σε 

αντίθεση με τις άκριτες υπερβολές που απερίσκεπτα αφθονούν στις φυσικοχημικές 

προσεγγίσεις του, και οι οποίες φθάνουν μέχρι του σημείου να τον αναγορεύουν 

ακόμη και σε … θεώρημα(!) [135]– συνίσταται στο ότι αυτός δεν είναι τίποτε 

παραπάνω από έναν απλό τύπο «του σωρού», από εκείνους που ζητείται η απόδειξή 

τους σε στοιχειώδεις ασκήσεις παραγώγισης συναρτήσεων πολλών μεταβλητών. 

Ουδέποτε διαδραμάτισε κάποιον ρόλο στην εξέλιξη του Διαφορικού Λογισμού 

συναρτήσεων πολλών μεταβλητών και ούτε και τώρα υπεισέρχεται στη θεωρητική 

ανάπτυξη αυτού του αντικειμένου στα σύγχρονα οικεία συγγράμματα. 

Όσον αφορά το τι ακριβώς λέει ο κυκλικός κανόνας, αυτό είναι κάτι που μπορεί να 

απαντηθεί μόνον όταν οριοθετηθεί το λογικό βάθος των εννοιών του. Μια διερεύνηση 

προς αυτή την κατεύθυνση αναδεικνύει ότι το σύνολο των ικανών και αναγκαίων 

συνθηκών για την ισχύ του κυκλικού κανόνα είναι εκείνο που διέπει το θεώρημα της 

πεπλεγμένης συνάρτησης [136]. Για την περίπτωσή μας [όπου υπόρρητα θεωρείται ότι 

η συνάρτηση F(x,y,z) = 0 είναι επιλύσιμη ως προς κάθε μια από τις μεταβλητές x, y 

και z], οι περί ων ο λόγος ικανές και αναγκαίες συνθήκες σε σχέση προς κάποιο 

σημείο (x0, y0, z0) είναι: 

(i)   F(x0, y0, z0) = 0, 

(ii) F  C
1
 [δηλαδή η F να έχει συνεχείς μερικές παραγώγους πρώτης τάξης στη 

δεδομένη γειτονιά του (x0, y0, z0)], 
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(iii) Fx(x0, y0, z0)  0,  Fy(x0, y0, z0)  0,  Fz(x0, y0, z0)  0.   

Ενόψει αυτού του πλαισίου συνθηκών, κατά το τρίπτυχο θεώρημα – πόρισμα – 

άσκηση, έχουμε ότι: 

(α)  θεώρημα. Το θεώρημα της πεπλεγμένης συνάρτησης μας τεκμηριώνει την 

επιλυσημότητα της F(x,y,z) = 0 ως προς κάθε μια από τις μεταβλητές x, y και z. 

(β)    πόρισμα. Από το θεώρημα της πεπλεγμένης συνάρτησης, ποριζόμαστε το ότι 

 
  

  
 
 

  
  

  
            

  

  
 
 
  

  
  

            
  

  
 
 

  
  
  

      

 (γ)    άσκηση. Άμεση συνέπεια αυτού του πορίσματος είναι το ότι 

 
  

  
 
 

 
  

  
 
 
 
  

  
 
 

    

Εκείνο που εν προκειμένω πρέπει να ληφθεί υπόψη σε σχέση με όλα αυτά είναι το ότι 

για δεδομένη εξίσωση F(x,y,z)=0, δεν έπεται πως υποχρεωτικά αντιστοιχεί και σε 

κάποια συνάρτηση. Απλώς, αυτό που κάνει η εξίσωση F(x,y,z)=0 είναι ότι όντως 

εκφράζει πάντοτε μια σχέση: εκείνη των τριάδων (x,y,z) που ικανοποιούν την 

εξίσωση. Έτσι τίθεται το ερώτημα: πότε η σχέση που ορίζεται από την F(x,y,z)=0 

αντιστοιχεί και σε συνάρτηση; Δηλαδή πότε η εξίσωση F(x,y,z)=0 μπορεί να επιλυθεί 

ως προς z συναρτήσει των x και y παράγοντας κάθε φορά και μια μοναδική λύση; Το 

θεώρημα της πεπλεγμένης συνάρτησης αντιμετωπίζει αυτό το ερώτημα τοπικά. Μας 

λέει ότι υπό ορισμένες συνθήκες για δεδομένο σημείο υπάρχει μια γειτονιά του 

(x0,y0,z0) τέτοια ώστε σε αυτή τη γειτονιά η σχέση F(x,y,z)=0 να εκφράζει όντως και 

μια συνάρτηση z= (x,y) [αντίστ. y=φ(z,x) ή/και x=Φ(y,z)]. Στα παραπάνω, για τον 

μαθηματικό πρωταγωνιστικό ρόλο παίζουν τεχνικοί όροι όπως τοπικά, γειτονιά, κ.α., 

που όμως – ατυχώς, ατυχέστατα – για τον φυσικοχημικό κατά κανόνα είναι «ψιλά 

γράμματα» και οι οποίοι απομυθοποιούν τον κυκλικό κανόνα οριοθετώντας συν τοις 

άλλοις και την περιοχή ισχύος του [αρκεί π.χ. προς τούτο να σκεφτεί κανείς τη 

διακύμανση της μονοτονίας συναρτήσεων που ορίζονται από μορφώματα όπως το 

 
  

  
 
 
κτλ, για να αντιληφθεί το πόσο κακής ποιότητας Φυσικοχημεία υπηρετείται από 

τις σχετικές αδέξιες χρήσεις του κυκλικού κανόνα…]. 

Το θεώρημα της πεπλεγμένης συνάρτησης (ομού με το – στενά συνυφασμένο μαζί του 

– θεώρημα της αντίστροφης συνάρτησης) είναι ένα από τα παλαιότερα και 

σημαντικότερα θέματα των νεότερων Μαθηματικών. Η βασική του ιδέα 

πρωτοεμφανίζεται στα γραπτά του Isaac Newton (1642-1727). Περαιτέρω η έννοια 
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της πεπλεγμένης παραγώγισης υπάρχει στο έργο του Gottfried Leibniz (1646-1716). 

Εξάλλου ο Joseph Luis Lagrange (1736-1813) διατύπωσε ένα θεώρημα που 

ουσιαστικά αποτελεί παραλλαγή του θεωρήματος της αντίστροφης συνάρτησης. 

Πάντως, ως εισηγητής του θεωρήματος της πεπλεγμένης συνάρτησης αναγνωρίζεται ο 

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), δοθέντος ότι υπήρξε ο πρώτος που το 

προσέγγισε με αποδεκτή μαθηματική αυστηρότητα. 

Στη μεταγενέστερη ιστορική διαδρομή του, το θεώρημα της πεπλεγμένης συνάρτησης 

επαναδιατυπώθηκε αρκετές φορές, τόσο ως προς την κατεύθυνση της αυστηρότητας 

στη διατύπωση, όσο και ως προς την κατεύθυνση της γενίκευσης των δομών αναφοράς 

του (Ευκλείδειοι χώροι, πολλαπλότητες Riemann, χώροι Banach, κτλ). Έτσι έχουμε 

φτάσει να μιλάμε πλέον όχι για ένα μόνο θεώρημα της πεπλεγμένης συνάρτησης, 

αλλά για μια ολόκληρη οικογένεια ομόλογων θεωρημάτων που όλα μεν εκφράζουν 

την ίδια βασική ιδέα, αλλά το καθένα τους ανάγεται σε διαφορετικό πλαίσιο 

συνθηκών. Στους κορυφαίους των κατά καιρούς αναμορφωτών του συγκαταλέγονται 

και ο Ulisse Dini (1845-1918), που πραγματοποίησε τη γενίκευσή του από τη 

διατύπωση για δυο πραγματικές μεταβλητές (όπου η υπόθεση της γενικότερης 

διατύπωσης περί μη ιδιομορφίας του Ιακωβιανού πίνακα, ανάγεται στην απλή 

απαίτηση του να είναι διάφορη του μηδενός μια μερική παράγωγος πρώτης τάξης), σε 

διατύπωση για οσεσδήποτε πραγματικές μεταβλητές, καθώς και οι John Nash    

(1928-    ) [137] και Jürgen Moser (1928-1999) [138], που με το ούτω καλούμενο 

κατά Nash-Moser θεώρημα της πεπλεγμένης συνάρτησης (που και αυτό υπάρχει σε 

διάφορες παραλλαγές!) διεύρυναν εντυπωσιακά το πεδίο των εφαρμογών του. 

Με δεδομένη την υπαγωγή του κυκλικού κανόνα στο πεδίο εφαρμογών τού 

θεωρήματος της πεπλεγμένης συνάρτησης, μια στοιχειώδης εξοικείωση με τις 

γενικευμένες εκδοχές αυτού του θεωρήματος θα απέτρεπε ατοπήματα όπως π.χ. 

εκείνο της εισήγησης ή/και υιοθέτησης του αδόκιμου ονόματος «κανόνας του -1» για 

τον κυκλικό κανόνα [139]. Μια διευρυμένη θεώρηση του κυκλικού κανόνα 

αποκαλύπτει ότι το -1 στο δεύτερο μέλος του σχετικού τύπου αφορά τις περιπτώσεις 

όπου έχουμε περιττό πλήθος μεταβλητών [τέτοια είναι π.χ. η περίπτωση της 

F(x,y,z)=0]. Για άρτιο πλήθος μεταβλητών [όπως π.χ. για μια συνάρτηση 

Φ(x,y,z,w)=0], το γινόμενο των σχετικών μερικών παραγώγων πρώτης τάξης ισούται 

με +1 (και όχι με -1). 

Πάντως, αποτελεί στοιχείο εκζήτησης του μαθηματικού φορμαλισμού το να αίρεται  

– στη βιβλιογραφία της Φυσικοχημείας – η διαπραγμάτευση του κυκλικού κανόνα σε 
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επίπεδο πεπλεγμένων συναρτήσεων, όταν οι (καθ’ εικασία) εφαρμογές του αφορούν 

λελυμένες συναρτήσεις. 

 

3.5.2.4 Συμπέρασμα. 

Ορισμένως, η αδόκιμη αναφορά στον κυκλικό κανόνα συναιρεί, στα πλαίσια ενός και 

του αυτού τετριμμένου μαθηματικού τύπου, και τις τρεις προαναφερθείσες στην 

Εισαγωγή του παρόντος εκδοχές κατάχρησης των Μαθηματικών στη Φυσικοχημεία. 

Ειδικά πάντως ως προς την τρίτη από αυτές τις εκδοχές, το επιστημολογικό ξυράφι 

του Ockham θα πρέπει να επιστρατευθεί προς την κατεύθυνση απαλοιφής είτε του 

κυκλικού κανόνα, ως πλεονάζοντος στοιχείου της μαθηματικής προπαιδείας του 

φυσικοχημικού ενόσω αυτός ο κανόνας δεν εφαρμόζεται όπου δει, είτε εκείνων από 

τις αναλυτικές διαπραγματεύσεις σε γλώσσα Απειροστικού Λογισμού που 

αποβαίνουν παλιλλογίες αν εφαρμοστεί δεόντως ο κυκλικός κανόνας. 
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ΣΥΜΒΟΛΗ ΤΗΣ ΠΑΡΟΥΣΑΣ ΔΙΑΤΡΙΒΗΣ ΣΤΟ ΔΙΕΡΕΥΝΟΥΜΕΝΟ ΘΕΜΑ 

 

 

Η τελευταία ενότητα καθενός από τα τρία μέρη της παρούσας διατριβής [ήτοι, Μέρος 

πρώτο: §1.6.3, Μέρος δεύτερο: §2.5 και Μέρος τρίτο: §3.5.2], αποτελεί αυτούσια 

ανακοίνωση σε συνέδριο ή δημοσίευση σε περιοδικό, πρωτότυπης έρευνας. 

Όμως εκτός αυτών, η διατριβή σε κάθε μέρος της εισηγείται και επιπλέον άλλα νέα 

στοιχεία θεώρησης του θέματός της. 

Ιδιαίτερα έντονη είναι η παρουσία τέτοιων στοιχείων στα περί φορμαλιστικών 

ορισμών στη Φυσικοχημεία (Μέρος πρώτο της διατριβής), στα περί κλιμάκων 

μέτρησης και αλγεβρικής θεώρησης της διατακτικής ταξινόμησης, της γνήσιας 

ταξινόμησης και της καταχρηστικής ταξινόμησης (Μέρος δεύτερο της διατριβής), και 

στα περί μαθηματικών αποδείξεων και περί αποδείξεων στη Φυσικοχημεία (Μέρος 

τρίτο της διατριβής).  
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