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ΠΡΟΛΟΓΟ 

 

Έλα απ’ηα πξνβιήκαηα πνπ αληηκεησπίδνπλ νη εξεπλεηέο θαηά ηε δηαδηθαζία 

ηεο αλάιπζεο απνθξηηηθώλ επηθαλεηώλ είλαη όηη ε εθζεηηθή αύμεζε ηνπ πιήζνπο ησλ 

εθηειέζεσλ ζηνπο ζρεδηαζκνύο ηελ θάλεη ηδηαίηεξα ρξνλνβόξα θαη αληηνηθνλνκηθή. 

ηελ παξνύζα εξγαζία πεξηγξάθνληαη ζρεδηαζκνί ηξηώλ επηπέδσλ νη νπνίνη 

ζπκβάινπλ ζηελ επίιπζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο. 

ην πξώην θεθάιαην γίλεηαη κηα εηζαγσγή ζηνπο παξαγνληηθνύο ζρεδηαζκνύο  

θαη παξνπζηάδνληαη ζπλνπηηθά νη ζρεδηαζκνί δύν θαη ηξηώλ επηπέδσλ. ην δεύηεξν 

θεθάιαην εηζάγεηαη ε έλλνηα ησλ απνθξηηηθώλ επηθαλεηώλ θαη ηα θξηηήξηα 

αμηνιόγεζεο ησλ ζρεδηαζκώλ. ην ηξίην θαη ην ηέηαξην πεξηγξάθνληαη νη Box-

Behnken ζρεδηαζκνί, νη κηθξνί Box-Behnken ζρεδηαζκνί θαζώο θαη νη κε πιήξεηο 

ζρεδηαζκνί θαηά κπινθ. Σέινο ζην πέκπην θεθάιαην παξνπζηάδνληαη νη βέιηηζηνη 

ζρεδηαζκνί ηξηώλ επηπέδσλ γηα απνθξηηηθέο επηθάλεηεο θαη θάπνηα παξαδείγκαηα. 

Θα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνλ επηβιέπνληα θαζεγεηή κνπ θύξην Υξ. 

Κνπθνπβίλν γηα ηελ πνιύηηκε βνήζεηα θαη ζπκβνιή ηνπ ζηελ νινθιήξσζε ηεο 

εξγαζίαο απηήο, ηε ζπλάδειθν, κα πάλσ απ’όια θίιε κνπ ππ.δηδάθηνξα Άλλα 

θνύληδνπ γηαηί ρσξίο ηηο ζπκβνπιέο θαη ηελ θαζνδήγεζή ηεο ε εξγαζία απηή δελ ζα 

είρε πξαγκαηνπνηεζεί. Σέινο λα επραξηζηήζσ ηε ζύληξνθν κνπ Φαίε γηα ηελ 

ακέξηζηε ζηήξημε θαη θαηαλόεζε πνπ επέδεημε όιν απηό ην δηάζηεκα.  
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 

ΔΙΑΓΩΓΗ ΣΟΤ ΠΑΡΑΓΟΝΣΙΚΟΤ ΥΔΓΙΑΜΟΤ 

 

1.1 Παπαγονηικοί ζσεδιαζμοί 

 

Οη παξαγνληηθνί ζρεδηαζκνί εκθαλίδνπλ πνιύ κεγάιε ρξεζηκόηεηα ζηελ 

αλάιπζε πεηξακάησλ,ζηα νπνία εκπιέθνληαη δηαθνξεηηθνί παξάγνληεο θαη νη 

αιιειεπηδξάζεηο ηνπο. 

Οπιζμόρ: Με ηνλ όξν παξαγνληηθνί ζρεδηαζκνί ελλννύκε όηη ζε θάζε πιήξε 

δνθηκή ή επαλάιεςε ηνπ πεηξάκαηνο εμεηάδνληαη όινη νη δπλαηνί ζπλδπαζκνί ησλ 

επηπέδσλ ησλ παξαγόλησλ. 

Έζησ όηη ππάξρνπλ a  επίπεδα ηνπ παξάγνληα Α θαη b  επίπεδα ηνπ παξάγνληα 

Β,  ηόηε θάζε επαλάιεςε πεξηιακβάλεη όινπο ηνπο ab ζπλδπαζκνύο ησλ επηπέδσλ. Ζ 

αιιαγή πνπ γίλεηαη ζηελ απόθξηζε, από ηελ αιιαγή ζην επίπεδν ηνπ παξάγνληα, 

νλνκάδεηαη επίδξαζε ηνπ παξάγνληα, ε νπνία είλαη θύξηα όηαλ αλαθέξεηαη ζηνπο 

παξάγνληεο πνπ είλαη πξσηαξρηθήο ζεκαζίαο ζην πείξακα. ∆ελ είλαη ιίγεο νη θνξέο 

πνπ, εκθαλίδεηαη αιιειεπίδξαζε κεηαμύ ησλ παξαγόλησλ, απηό ζεκαίλεη όηη ε 

δηαθνξά ζηελ απόθξηζε κεηαμύ ησλ επηπέδσλ ελόο παξάγνληα δελ είλαη ίδηα ζε όια 

ηα επίπεδα ησλ άιισλ παξαγόλησλ. 

Τπάξρνπλ νξηζκέλεο εηδηθέο πεξηπηώζεηο ησλ παξαγνληηθώλ ζρεδηαζκώλ πνπ 

παξνπζηάδνπλ κεγάιν ελδηαθέξνλ, δηόηη ρξεζηκνπνηνύληαη ζε εξεπλεηηθά 

πξνγξάκκαηα θαη επίζεο δηόηη απνηεινύλ ηε βάζε γηα άιινπο ζρεδηαζκνύο 

πεηξακάησλ κε κεγάιε πξαθηηθή αμία. 

 

1.2 2
k 

Παπαγονηικοί ζσεδιαζμοί 

 

Ηδηαίηεξα ζεκαληηθή εηδηθή πεξίπησζε ησλ παξαγνληηθώλ ζρεδηαζκώλ είλαη νη 

2
k
. Πξόθεηηαη γηα ζρεδηαζκνύο ζηνπο νπνίνπο νη k παξάγνληεο ηνπ πεηξάκαηνο 

βξίζθνληαη ζε δύν ζηάζκεο.Απηέο νη ζηάζκεο κπνξεί λα είλαη πνζνηηθέο, όπσο είλαη 

νη δύν ηηκέο ηεο ζεξκνθξαζίαο, ηεο πίεζεο ή ηνπ ρξόλνπ, ή κπνξεί λα είλαη πνηνηηθέο, 

όπσο είλαη δύν κεραλέο, δύν ρεηξηζηέο, ε «ρακειή» θαη «πςειή» ζηάζκε ελόο 

παξάγνληα, ή αθόκα ε παξνπζία θαη απνπζία ελόο παξάγνληα.  
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Σα αζξνίζκαηα ηεηξαγώλσλ γηα ηηο θύξηεο επηδξάζεηο θαη ηηο αιιειεπηδξάζεηο, αλ 

πξόθεηηαη γηα ηζνξξνπεκέλν ζρεδηαζκό, πξνθύπηνπλ απ’ηνλ εμήο γεληθό ηύπν : 

 

SSC = 
( 𝑐𝑖𝑦𝑖)2𝑘

𝑖=1

𝑛  𝑐𝑖
22𝜅

𝜄=1

2

 

 

Αλ ν ζρεδηαζκόο δελ είλαη ηζνξξνπεκέλνο ηόηε : 

 

SSC = 
( 𝑐𝑖𝑦𝑖)2𝑘

𝑖=1

2

 𝑛𝑖𝑐𝑖
22𝜅

𝜄=1

 

 

Ηζνξξνπεκέλνο είλαη έλαο ζρεδηαζκόο όηαλ  𝑐𝑖
2𝜅

𝜄=1  = 0όπνπ 𝑐𝑖  = ± 1, n είλαη ν 

αξηζκόο ησλ επαλαιήςεσλ ηνπ πεηξάκαηνο θαη 𝑦𝑖  νη παξαηεξήζεηο ηεο κεηαβιεηήο 

 

1.3  3
k
 Παπαγονηικοί ζσεδιαζμοί 

 

Οη παξαγνληηθνί θαη νη θιαζκαηηθνί παξαγνληηθνί ζρεδηαζκνί 

ρξεζηκνπνηνύληαη επξύηαηα ζηελ βηνκεραληθή έξεπλα θαη αλάπηπμε. Τπάξρνπλ 

κεξηθέο επεθηάζεηο θαη παξαιιαγέο ησλ ζρεδηαζκώλ απηώλ, πνπ είλαη αξθεηά 

ρξήζηκεο, όπσο είλαη νη ζρεδηαζκνί γηα ηηο πεξηπηώζεηο όπνπ όινη νη παξάγνληεο 

εκθαλίδνληαη ζε ηξεηο ζηάζκεο, δειαδή νη 3
k 

παξαγνληηθνί ζρεδηαζκνί.. Οη 

παξάγνληεο θαη νη αιιειεπηδξάζεηο ζα ζπκβνιίδνληαη κε θεθαιαία γξάκκαηα. Υσξίο 

πεξηνξηζκό ηεο γεληθόηεηαο, κπνξνύκε λα αλαθεξόκαζηε ζηηο ηξεηο ζηάζκεο ησλ 

παξαγόλησλ ζαλ ρακειή, κεζαία θαη πςειή. Απηέο νη ζηάζκεο ζα ζπκβνιίδνληαη κε 

ηα ςεθία 0 (ρακειή), 1 (κεζαία) θαη 2 (πςειή). Κάζε ζπλδπαζκόο αγσγώλ ζηνλ 

3
k
ζρεδηαζκό  ζπκβνιίδεηαη κε k ςεθία, όπνπ ην πξώην ςεθίν  δείρλεη ηελ ζηάζκε 

ηνπ παξάγνληα Α, ην δεύηεξν ςεθίν  δείρλεη ηε ζηάζκε ηνπ παξάγνληα Β, θαη ην k 

ςεθίν  δείρλεη ηε ζηάζκε παξάγνληα Κ.ηνλ 2
k
 ζρεδηαζκό, πξνηηκάκε ηνλ ±1 

ζπκβνιηζκό, επεηδή απηόο δηεπθνιύλεη ηε γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ ζρεδηαζκνύ θαη 

επεηδή απηόο εθαξκόδεηαη άκεζα ζην κνληέιν παιηλδξόκεζεο, ζηελ νκαδνπνίεζε 

θαη ζηελ θαηαζθεπή ησλ θιαζκαηηθώλ παξαγνληηθώλ ζρεδηαζκώλ. 

Ο 3
k 

ζρεδηαζκόο ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά όηαλ καο ελδηαθέξεη ε  θακππιόηεηα 

ζηελ ζπλάξηεζε απόθξηζεο. Ζ πξόζζεζε ηεο ηξίηεο ζηάζκεο  επηηξέπεη ε ζρέζε 
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κεηαμύ ηεο απόθξηζεο θαη θάζε παξάγνληα λα παξηζηάλεηαη από έλα κνληέιν 

δεύηεξεο ηάμεο. Δληνύηνηο, πξέπεη λα ζεσξήζνπκε ηα εμήο δύν ζεκεία: 

1.  Ο 3
k
 ζρεδηαζκόο δελ είλαη ν θαιύηεξνο ηξόπνο γηα λα παξαζηήζνπκε ην 

κνληέιν δεύηεξεο ηάμεο. Οη ζρεδηαζκνί απνθξηηηθήο επηθάλεηαο είλαη θαιύηεξνη γηα 

ην ζθνπό απηό. 

2.  Ο 2
k
 ζρεδηαζκόο πνπ επαπμάλεηαη κε θεληξηθά ζεκεία, είλαη έλαο πνιύ θαιόο 

ηξόπνο γηα λα πάξνπκε κηα έλδεημε ηεο θακππιόηεηαο. Απηόο καο επηηξέπεη λα 

θξαηήζνπκε ην κέγεζνο θαη ηελ πνιύπινθόηεηα ηνπ ζρεδηαζκνύ ρακειά θαη 

ηαπηόρξνλα καο παξέρεη θάπνηα πξνζηαζία ελάληηα ζηελ θακππιόηεηα. 

Ο ζπλήζεο ζπκβνιηζκόο κε ηα ςεθία 0, 1, 2 ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνπο 

ζπλδπαζκνύο αγσγώλ. Έηζη γηα παξάδεηγκα ην 0120 παξηζηάλεη έλαλ ζπλδπαζκό 

αγσγώλ ζε έλαλ 3
4 

ζρεδηαζκό όπνπ ν Α θαη ν D είλαη ζηε ρακειή ζηάζκε, ν Β ζηε 

κεζαία θαη ν C ζηελ πςειή ζηάζκε. Τπάξρνπλ 3
k
 ζπλδπαζκνί αγσγώλ πνπ έρνπλ 3

k
 -

1 βαζκνύο ειεπζεξίαο. Απηνί νη ζπλδπαζκνί αγσγώλ επηηξέπνπλ λα πξνζδηνξίδνπκε 

ηα αζξνίζκαηα ηεηξαγώλσλ γηα ηηο k θύξηεο επηδξάζεηο κε 2 βαζκνύο ειεπζεξίαο ε 

θάζε κηα, ηηο  
𝑘
2
  αιιειεπηδξάζεηο 2 παξαγόλησλ κε 4 βαζκνύο ειεπζεξίαο ε θάζε 

κηα, ή αθόκα ηελ αιιειεπίδξαζε k παξαγόλησλ κε 2
k
 βαζκνύο ειεπζεξίαο. Γεληθά 

κηα αιιειεπίδξαζε h παξαγόλησλ έρεη 2
h
 βαζκνύο ειεπζεξίαο. Αλ ππάξρνπλ n 

επαλαιήςεηο, ηόηε ππάξρνπλ ζπλνιηθά 3k(n-1) βαζκνί ειεπζεξίαο γηα ηνζθάικα. Ζ 

αλάιπζε δηαζπνξάο παξνπζηάδεηαη ζηνλ Πίλαθα 1.1. 

Σα αζξνίζκαηα ηεηξαγώλσλ γηα ηηο θύξηεο επηδξάζεηο θαη ηηο αιιειεπηδξάζεηο 

ππνινγίδνληαη κε ηηο ζπλήζεηο κεζόδνπο γηα ηνπο παξαγνληηθνύο ζρεδηαζκνύο. αλ 

έλα γεληθό θαλόλα αλαθέξνπκε όηη νη αιιειεπηδξάζεηο ηξηώλ παξαγόλησλ θαη 

πςειόηεξεο ηάμεο δελ δηαζπώληαη επηπιένλ. Δληνύηνηο, νπνηαδήπνηε αιιειεπίδξαζε 

h παξαγόλησλ έρεη 2
h-1

 νξζνγώληεο ζπληζηώζεο κε 2 βαζκνύο ειεπζεξίαο ε θάζε κηα. 

Γηα παξάδεηγκα,ε αιιειεπίδξαζε 4 παξαγόλησλ ABCD έρεη 2
4-1

 = 8 νξζνγώληεο 

ζπληζηώζεο κε 2 βαζκνύο ειεπζεξίαο ε θάζε κηα, πνπ ζπκβνιίδνληαη κε ABCD
2
, 

ABC
2
D, AB

2
CD,ABCD, ABC

2
D

2
, AB

2
C

2
D, AB

2
CD

2
 θαη AB

2
C

2
D

2
. Γξάθνληαο απηέο 

ηηο ζπληζηώζεο,ζεκεηώλνπκε όηη ν κνλαδηθόο εθζέηεο πνπ επηηξέπεηαη γηα ην πξώην 

γξάκκα είλαη ην 1.Αλ ν εθζέηεο γηα ην πξώην γξάκκα δελ είλαη 1, ηόηε νιόθιεξε ε 

έθθξαζε πξέπεη λαπςσζεί ζην ηεηξάγσλν θαη νη εθζέηεο λα ππνινγηζζνύλ modulo3. 

Γηα λα ην εμεγήζνπκεαπηό, ζεσξνύκε ηελ εμήο ζπληζηώζα: A
2
BCD = (A

2
BCD)

2
= 

A
4
B

2
C

2
D

2
 = AB

2
C

2
D

2
.Απηέο νη ζπληζηώζεο ηεο αιιειεπίδξαζεο δελ έρνπλ θπζηθή 
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ζεκαζία, αιιά είλαη ρξήζηκεο γηα ηελ θαηαζθεπή πην πεξίπινθσλ ζρεδηαζκώλ. 

Σν κέγεζνο ηνπ ζρεδηαζκνύ απμάλεη γξήγνξα κε ην k. Γηα παξάδεηγκα, έλαο 

3
3
ζρεδηαζκόο έρεη 27 ζπλδπαζκνύο αγσγώλ γηα θάζε επαλάιεςε, έλαο 3

4
 ζρεδηαζκόο 

έρεη 81, έλαο 3
5
 ζρεδηαζκόο έρεη 243 θ.ν.θ. πλεπώο, ζπρλά εθηειείηαη κηα κόλνλ 

επαλάιεςε ηνπ 3
k
 ζρεδηαζκνύ θαη νη αιιειεπηδξάζεηο πςειήο ηάμεο ζπλδπάδνληαη 

γηα λα καο δώζνπλ κηα εθηίκεζε ηνπ ζθάικαηνο. αλ κηα επεμήγεζε, αλ νη 

αιιειεπηδξάζεηο 3 παξαγόλησλ θαη πςειόηεξεο ηάμεο είλαη ακειεηέεο, ηόηε κηα 

επαλάιεςε ηνπ 3
3
 ζρεδηαζκνύ καο εθνδηάδεη κε 8 βαζκνύο ειεπζεξίαο γηα ην ζθάικα 

θαη κηα επαλάιεςε ηνπ 3
4
ζρεδηαζκνύ καο εθνδηάδεη κε 48 βαζκνύο ειεπζεξίαο γηα ην 

ζθάικα. Απηνί είλαη αξθεηά κεγάινη ζρεδηαζκνί γηα k ≥ 3 παξάγνληεο θαη θαηά 

ζπλέπεηα όρη ηόζν εύθνινη ζηε ρξήζε. 

Πίνακαρ 1.1 

Πίνακαρ ANOVA για έναν 3
k
 ζσεδιαζμό(Κοςκοςβίνορ, ηαηιζηικοί ζσεδιαζμοί, 

2005) 

Πεγή Μεηαβνιήο  S.S. d.f. 

Κ Κύξηεο επηδξάζεηο 

  Α SSA 2 

Β SSB 2 

⋮ ⋮ ⋮ 
Κ SSK 2 

 
k
2
  αλληλεπιδράςεισ 

  2-παξαγόλησλ 

  ΑΒ SSAB 4 

AC SSAC 4 

⋮ ⋮ ⋮ 
JK SSJK 4 

 
k
3
  αλληλεπιδράςεισ 

  3-παξαγόλησλ 

  ABC SSABC 8 

ABD SSABD 8 

⋮ ⋮ ⋮ 
IJK SSJJK 8 

⋮ ⋮ ⋮ 

 
k
𝑘
 = 1 αλληλεπίδρας𝜂 

  k-παξαγόλησλ 

  ABC…K SSABC…K 2
k
 

θάικα SSE 3
k
(n-1) 

Οιηθή SST n3
k
 - 1 
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1.4 Ανάμειξη ζηον 3
k
 παπαγονηικό ζσεδιαζμό 

 

Αθόκε θαη όηαλ εθηειείηαη κηα κόλν επαλάιεςε ελόο 3
k
 ζρεδηαζκνύ, ν 

ζρεδηαζκόο απαηηεί ηόζεο πνιιέο παξαηεξήζεηο πνπ είλαη ζρεδόλ απίζαλν όιεο νη 3
k
 

παξαηεξήζεηο λα κπνξνύλ λα γίλνπλ θάησ από νκνηόκνξθεο ζπλζήθεο. Δπνκέλσο, ε 

αλάκεημε ζε blocks είλαη ζπρλά αλαγθαία. Ο 3
k
 ζρεδηαζκόο κπνξεί λα αλακεηρζεί ζε 

3
p
 κε πιήξε blocks, όπνπ p < k. πλεπώο, νη ζρεδηαζκνί απηνί κπνξνύλ λα 

αλακεηρζνύλ ζε ηξία blocks, ελλέα blocks, θ.ν.θ. 

 

1.5 Ο 3
k
 παπαγονηικόρ ζσεδιαζμόρ ζε 3

p
 blocks 

 

Ο 3
k
 παξαγνληηθόο ζρεδηαζκόο κπνξεί λα αλακεηρζεί ζε 3

p
 blocks κε 3

k-p
 

παξαηεξήζεηο ην θαζέλα, όπνπ p< k. Ζ δηαδηθαζία είλαη λα επηιέμνπκε p αλεμάξηεηεο 

επηδξάζεηο λα είλαη αλακεηγκέλεο κε ηα blocks. αλ απνηέιεζκα, αθξηβώο (3
Ρ
-2p-1)/2 

άιιεο επηδξάζεηο αλακεηγλύνληαη απηόκαηα. Απηέο νη επηδξάζεηο είλαη νη 

γεληθεπκέλεο αιιειεπηδξάζεηο ησλ επηδξάζεσλ πνπ επειέγεζαλ αξρηθά. 

Γηα κεγαιύηεξε θαηαλόεζε,παξαζέηνπκε έλα παξάδεηγκα κε έλαλ 3
7
 ζρεδηαζκό 

λα είλαη αλακεηγκέλνο ζε 27 blocks. Αθνύ p = 3, ζέινπκε λα επηιέμνπκε ηξεηο 

αλεμάξηεηεο ζπληζηώζεο ηεο αιιειεπίδξαζεο θαη απηόκαηα ζα αλακεηρζνύλ άιιεο 

[3
3
-2(3)-1]/2 = 10 ζπληζηώζεο. 

Τπνζέηνπκε όηη επηιέγνπκε ηηο ABC
2
DG, BCE

2
F

2
G θαη BDEFG. Σξεηο βαζηθέο 

αληηζέζεηο κπνξνύλ λα θαηαζθεπαζζνύλ από απηέο ηηο επηδξάζεηο θαη ηα 27 blocks 

κπνξνύλ λα παξαρζνύλ κε ηηο κεζόδνπο πνπ πεξηγξάθεθαλ πξνεγνπκέλσο. Οη άιιεο 

10 επηδξάζεηο πνπ αλακεηγλύνληαη κε ηα blocks είλαη: 

 

(ABC
2
DG)(BCE

2
F

2
G) = AB

2
DE

2
F

2
G

2
 

(ABC
2
DG)(BCE

2
F

2
G)

2
 = AB

3
C

4
DEVG

3
 = ACDEF 

(ABC
2
DG)(BDEFG) = AB

2
C

2
D

2
EFG

2
 

(ABC
2
DG)(BDEFG)

2
 = AB

3
C

2
D

3
E

2
F

2
G

3
 = AC

2
E

2
F

2
 

(BCE
2
F

2
G)(BDEFG) = B

2
CDE

3
F

3
G

2
 = BC

2
D

2
C 

(BCE
2
F

2
G)(BDEFG)

2
 = B

3
CD

2
EFG

3
 = CD

2
EF 

(ABC
2
DG)(BCE

2
F

2
G)(BDEFG) = AB

3
C

3
D

2
E

3
F

3
G

3
 = 

AD
2
(ABC

2
DG)

2
(BCE

2
F

2
G)(BDEFG) = A

2
B

4
C

5
D

3
G

4
 = AB

2
CG

2
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(ABC
2
DG)(BCE

2
F

2
G)

2
(BDEFG) = ABCD

2
E

2
F

2
G 

(ABC
2
DG)(BCE

2
F

2
G)(BDEFG)

2
 = ABC

3
D

3
E

4
F

4
G

4
 = ABEFG 

 

Απηόο είλαη έλαο πνιύ κεγάινο ζρεδηαζκόο πνπ απαηηεί 3
7
 = 2187 

παξαηεξήζεηο ηαμηλνκεκέλεο ζε 27 blocks κε 81 παξαηεξήζεηο ην θαζέλα. ηελ 

πξάμε, ζπλήζσο θαηαθεύγνπκε ζε έλαλ θιαζκαηηθό παξαγνληηθό ζρεδηαζκό, ν 

νπνίνο απαηηεί ιηγόηεξεο παξαηεξήζεηο. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 

ΑΠΟΚΡΙΣΙΚΔ ΔΠΙΦΑΝΔΙΔ 

 

2.1  Ανάλςζη αποκπιηικών επιθανειών 

 

Ζ κεζνδνινγία ησλ απνθξηηηθώλ επηθαλεηώλ (response surface methodology ή 

RSM), είλαη κηα ζπιινγή καζεκαηηθώλ θαη ζηαηηζηηθώλ ηερληθώλ πνπ είλαη ρξήζηκεο 

γηα ηε κνληεινπνίεζε θαη αλάιπζε πξνβιεκάησλ ζηα νπνία ε απόθξηζε πνπ 

ελδηαθέξεη επεξεάδεηαη από αξθεηέο κεηαβιεηέο θαη ην αληηθείκελν είλαη λα 

βειηηζηνπνηήζνπκε απηή ηελ απόθξηζε.Αλ ζπκβνιίζνπκε ηελ αλακελόκελε απόθξηζε 

κε E(y) = f(x1, x2) = ε, ηόηε ε επηθάλεηα πνπ παξηζηάλεηαη από ηελ: 

ε = f(x1, x2) 

νλνκάδεηαη απνθξηηηθή επηθάλεηα. 

ηα πεξηζζόηεξα πξνβιήκαηα ηεο κεζνδνινγίαο ησλ απνθξηηηθώλ επηθαλεηώλ 

(RSM), ε κνξθή ηεο ζρέζεο κεηαμύ ηεο απόθξηζεο θαη ησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηώλ 

είλαη άγλσζηε. Έηζη, ην πξώην βήκα ζηε κεζνδνινγία ησλ απνθξηηηθώλ επηθαλεηώλ 

είλαη λα βξνύκε κηα θαηάιιειε πξνζέγγηζε γηα ηελ αιεζηλή ζπλαξηεζηαθή ζρέζε 

κεηαμύ ηνπ y θαη ηνπ ζπλόινπ ησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηώλ. πλήζσο 

ρξεζηκνπνηείηαη έλα πνιπώλπκν κηθξνύ βαζκνύ ζε θάπνηα πεξηνρή ησλ αλεμάξηεησλ 

κεηαβιεηώλ. 

Αλ ε απόθξηζε εθθξάδεηαη θαιά από έλα κνληέιν γξακκηθήο ζπλάξηεζεο ησλ 

αλεμάξηεησλ κεηαβιεηώλ, ηόηε ε πξνζεγγηζηηθή ζπλάξηεζε είλαη ην κνληέιν πξώηεο 

ηάμεο 

y = β0+ β1x1  + β2x2  + ··+βkxk+ε  (1) 

Αλ ζην ζύζηεκα ππάξρεη θακππιόηεηα, ηόηε πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί έλα 

πνιπώλπκν πςειόηεξνπ βαζκνύ, όπσο ην κνληέιν δεύηεξεο ηάμεο 

y =  β0  +  βixi +  βii xi
2k

i=1
k
i=1 +   βij xiji xj + ε  (2) 

ρεδόλ όια ηα πξνβιήκαηα ηεο κεζνδνινγίαο ησλ απνθξηηηθώλ επηθαλεηώλ 

ρξεζηκνπνηνύλ ην έλα ή θαη ηα δύν από απηά ηα πξνζεγγηζηηθά πνιπώλπκα. Βέβαηα, 

είλαη απίζαλν έλα πνιπσλπκηθό κνληέιν λα απνηειεί ινγηθή πξνζέγγηζε κηαο 

αιεζηλήο ζπλαξηεζηαθήο ζρέζεο πάλσ ζε νιόθιεξν ην ρώξν ησλ αλεμάξηεησλ 

κεηαβιεηώλ, αιιά γηα κηα ζρεηηθά κηθξή πεξηνρή απηά ζπλήζσο δνπιεύνπλ αξθεηά 

θαιά. 
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Ζ κέζνδνο ησλ ειάρηζησλ ηεηξαγώλσλ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ εθηίκεζε ησλ 

παξακέηξσλ ζηα πξνζεγγηζηηθά πνιπώλπκα. Ζ αλάιπζε ηεο απνθξηηηθήο επηθάλεηαο 

γίλεηαη ηόηε ζηνπο όξνπο ηεο επηθάλεηαο πνπ πξνζαξκόδεηαη. Αλ ε επηθάλεηα πνπ 

πξνζαξκόδεηαη απνηειεί επαξθή πξνζέγγηζε ηεο αιεζηλήο ζπλάξηεζεο απόθξηζεο, 

ηόηε ε αλάιπζε ηεο επηθάλεηαο πνπ πξνζαξκόδεηαη ζα είλαη πξνζεγγηζηηθά 

ηζνδύλακε κε ηελ αλάιπζε ηνπ πξαγκαηηθνύ ζπζηήκαηνο. 

Οη παξάκεηξνη ηνπ κνληέινπ κπνξνύλ λα εθηηκεζνύλ πνιύ πην απνηειεζκαηηθά 

αλ ρξεζηκνπνηεζνύλ θαηάιιεινη πεηξακαηηθνί ζρεδηαζκνί απνθξηηηθώλ επηθαλεηώλ 

(response surface designs). 

Ζ κεζνδνινγία ησλ απνθξηηηθώλ επηθαλεηώλ είλαη κηα αθνινπζηαθή δηαδηθαζία. 

πρλά, όηαλ είκαζηε ζε έλα ζεκείν ηεο απνθξηηηθήο επηθάλεηαο πνπ είλαη 

απνκαθξπζκέλν από ην βέιηηζην, ππάξρεη κηθξή θακππιόηεηα ζην ζύζηεκα θαη ην 

κνληέιν πξώηεο ηάμεο ζεσξείηαη θαηάιιειν. Ο ζθνπόο καο εδώ είλαη λα νδεγήζνπκε 

ηνλ πεηξακαηηζηή γξήγνξα θαη απνηειεζκαηηθά ζηε γεληθή πεξηνρή ηνπ βέιηηζηνπ. 

Από ηε ζηηγκή πνπ έρεη βξεζεί ε πεξηνρή ηνπ βέιηηζηνπ, έλα πην πεξίπινθν κνληέιν, 

όπσο απηό ηεο δεύηεξεο ηάμεο, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη κπνξεί λα εθηειεζηεί 

κηα αλάιπζε γηα ηνλ εληνπηζκό ηνπ βέιηηζηνπ. Ο ηειηθόο αληηθεηκεληθόο ζθνπόο ηεο 

κεζνδνινγίαο ησλ απνθξηηηθώλ επηθαλεηώλ είλαη λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο βέιηηζηεο 

ζπλζήθεο ιεηηνπξγίαο γηα ην ζύζηεκα ή λα θαζνξίζνπκε κηα πεξηνρή ηνπ ρώξνπ ησλ 

παξαγόλησλ ζηελ νπνία ηθαλνπνηνύληαη νη πξνδηαγξαθέο ιεηηνπξγίαο. Ζ κεζνδνινγία 

ησλ απνθξηηηθώλ επηθαλεηώλ (RSM) δελ ρξεζηκνπνηείηαη αξρηθά γηα λα 

θαηαλνήζνπκε ην θπζηθό κεραληζκό ηνπ ζπζηήκαηνο, παξόιν πνπ ε RSM κπνξεί λα 

βνεζήζεη ζηελ απόθηεζε ηέηνηαο γλώζεο. Δπηπιένλ, ζεκεηώλνπκε όηη ην «βέιηηζην» 

ζηελ RSM ρξεζηκνπνηείηαη κε εηδηθό λόεκα, νη δηαδηθαζίεο «αλάβαζεο ηνπ ιόθνπ» 

ηεο RSM εμαζθαιίδνπλ ζύγθιηζε κόλν ζε έλα ηνπηθό βέιηηζην. 

 

2.2 Η μέθοδορ ηηρ πιο απόηομηρ ανόδος 

 

πρλά, ε αξρηθή εθηίκεζε ησλ βέιηηζησλ ζπλζεθώλ ιεηηνπξγίαο ελόο 

ζπζηήκαηνο απέρεη πνιύ από ην πξαγκαηηθό βέιηηζην. ε απηέο ηηο πεξηζηάζεηο, ν 

αληηθεηκεληθόο ζθνπόο ηνπ πεηξακαηηζηή είλαη λα κεηαθηλεζεί γξήγνξα ζηε γεληθή 

πεξηνρή ηνπ βέιηηζηνπ. Δπηζπκνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε κηα απιή θαη νηθνλνκηθή 

απνδνηηθή πεηξακαηηθή δηαδηθαζία. Όηαλ είκαζηε καθξηά από ην βέιηηζην, ζπλήζσο 
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ππνζέηνπκε όηη έλα κνληέιν πξώηεο ηάμεο είλαη κηα επαξθήο πξνζέγγηζε ηεο 

αιεζηλήο επηθάλεηαο ζε κηα κηθξή πεξηνρή ησλ x. 

Ζ κέζνδνο ηεο πην απόηνκεο αλόδνπ είλαη κηα δηαδηθαζία γηα λα 

κεηαθηλνύκαζηε αθνινπζηαθά θαηά κήθνο ηνπ κνλνπαηηνύ ηεο πην απόηνκεο αλόδνπ, 

δειαδή, ζηελ θαηεύζπλζε ηεο κέγηζηεο αύμεζεο ζηελ απόθξηζε. Φπζηθά, αλ 

επηζπκνύκε ειαρηζηνπνίεζε, ηόηε κηιάκε γηα ηε κέζνδν ηεο πην απόηνκεο θαζόδνπ. 

Σν κνληέιν πξώηεο ηάμεο πνπ πξνζαξκόδεηαη είλαη 

 

y = β 0 +  β i
k
i=1 xi (3) 

 

θαη ε απνθξηηηθή επηθάλεηα πξώηεο ηάμεο, δειαδή, ηα πεξηγξάκκαηα ηνπ 𝑦 , είλαη κηα 

ζεηξά παξαιιήισλ επζεηώλ 

Ζ θαηεύζπλζε ηεο πην απόηνκεο αλόδνπ είλαη ε θαηεύζπλζε ζηελ νπνία ην 𝑦  

απμάλεη πην γξήγνξα. Απηή ε θαηεύζπλζε είλαη παξάιιειε ζηελ θαλνληθή ζηελ 

απνθξηηηθή επηθάλεηα πνπ πξνζαξκόδεηαη. πρλά παίξλνπκε ζαλ ην κνλνπάηη ηεο πην 

απόηνκεο αλόδνπ ηε γξακκή δηα κέζνπ ηνπ θέληξνπ ηεο πεξηνρήο πνπ ελδηαθέξεη θαη 

ηεο θαλνληθήο ζηελ επηθάλεηα πνπ πξνζαξκόδεηαη. Δπνκέλσο, ηα βήκαηα θαηά κήθνο 

ηνπ κνλνπαηηνύ είλαη αλάινγα ησλ ζπληειεζηώλ παιηλδξόκεζεο  𝛽 i . Σν πξαγκαηηθό 

κέγεζνο ηνπ βήκαηνο πξνζδηνξίδεηαη από ηνλ πεηξακαηηζηή θαη βαζίδεηαη ζηε γλώζε 

ηεο δηαδηθαζίαο ή άιισλ πξαθηηθώλ ζεσξήζεσλ. 

Σα πεηξάκαηα εθηεινύληαη θαηά κήθνο ηνπ κνλνπαηηνύ ηεο πην απόηνκεο 

αλόδνπ κέρξηο όηνπ λα κελ παξαηεξείηαη επηπιένλ αύμεζε ζηελ απόθξηζε. Σόηε 

κπνξεί λα πξνζαξκνζηεί έλα λέν κνληέιν πξώηεο ηάμεο, λα πξνζδηνξηζηεί έλα λέν 

κνλνπάηη ηεο πην απόηνκεο αλόδνπ θαη ε δηαδηθαζία ζπλερίδεηαη. Σειηθά, ν 

πεηξακαηηζηήο ζα θζάζεη ζηελ πεξηνρή ηνπ βέιηηζηνπ. Απηό ζπλήζσο δείρλεηαη κε 

ηελ έιιεηςε πξνζαξκνγήο ηνπ κνληέινπ πξώηεο ηάμεο. ην ζεκείν απηό εθηεινύληαη 

επηπξόζζεηα πεηξάκαηα γηα λα πάξνπκε κηα πην αθξηβή εθηίκεζε ηνπ βέιηηζηνπ. 

 

2.3   Κενηπικά ζημεία και έλεγσορ καμπςλόηηηαρ. 

 

Ζ πξόζζεζε θεληξηθώλ ζεκείσλ ζε έλαλ 2
k
 παξαγνληηθό ζρεδηαζκό επηηξέπεη ζηνλ 

πεηξακαηηζηή λα εθηηκήζεη ην θαζαξό πεηξακαηηθό ζθάικα. Ζ πξόζεζε ησλ 

θεληξηθώλ ζεκείσλ επηηξέπεη ηε δηακέξηζε ηνπ αζξνίζκαηνο ηεηξαγώλσλ ησλ 
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θαηαινίπσλ SSE ζε δπν παξάγνληεο. Ο έλαο παξάγνληαο είλαη ην άζξνηζκα ησλ 

ηεηξαγώλσλ πνπ νθείιεηαη ζην θαζαξό ζθάικα SSPE θαη ν άιινο ην άζξνηζκα ησλ 

ηεηξαγώλσλ πνπ νθείιεηαη ζηελ έιιεηςε πξνζαξκνγήο SSLOF. Γειαδή ηζρύεη: 

SSE = SSPE + SSLOF 

Μηα γεληθή αλάπηπμε ησλ παξαπάλσ κπνξεί λα γίλεη ρξεζηκνπνηώληαο έλα 

κνληέιν παιηλδξόκεζεο κε k παξάγνληεο. Έζησ όηη έρνπκε ni, παξαηεξήζεηο γηα ηελ 

απόθξηζε πνπ αληηζηνηρεί ζην i-νζηό επίπεδν ησλ παξαγόλησλ xi, i = 1, 2,..., m θαη j = 

1, 2, ... , ni. Έζησ, επίζεο, yij ε j-νζηή παξαηήξεζε ηεο απόθξηζεο γηα ην xi. Οη 

ζπλνιηθέο παξαηεξήζεηο είλαη n = n1 + n2 + ... + nm. Σν ij-νζηό θαηάινηπν γξάθεηαη: 

 

y i j-y i  = (yi j  -𝑦i) + (𝑦i-y i) 

 

Τςώλνληαο ζην ηεηξάγσλν θαη αζξνίδνληαο σο πξνο i θαη j έρνπκε: 

  (yij

n i

j=1

m

i=1

− y i)
2 =    (yij

n i

j=1

m

i=1

− y
i
)2 +  (y

i
− y i)

m

i=1

 

 

To αξηζηεξό κέινο ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο είλαη ην ζύλεζεο άζξνηζκα 

ηεηξαγώλσλ ησλ θαηαινίπσλ. Ο πξώηνο παξάγνληαο ηνπ δεύηεξνπ κέινπο είλαη ην 

άζξνηζκα ηεηξαγώλσλ ηνπ θαζαξνύ ζθάικαηνο SSPE ελώ ν δεύηεξνο παξάγνληαο 

είλαη απηό πνπ νθείιεηαη ζηελ έιιεηςε πξνζαξκνγήο. ε θάζε επίπεδν ησλ xi 

ππάξρνπλ ni - 1 δηαζέζηκνη βαζκνί ειεπζεξίαο γηα ην θαζαξό ζθάικα. Δπνκέλσο νη 

ζπλνιηθνί βαζκνί ειεπζεξίαο γηα ην θαζαξό ζθάικα είλαη: 

  ni − 1 = n − m

m

𝑖=1

 

Οη βαζκνί ειεπζεξίαο γηα ηελ έιιεηςε πξνζαξκνγήο είλαη m-p, αθνύ ππάξρνπλ 

m επίπεδα ησλ x θαη πξέπεη λα εθηηκεζνύλ p παξάκεηξνη. Ο ζηαηηζηηθόο έιεγρνο γηα 

ηελ έιιεηςε πξνζαξκνγήο είλαη: 

 

F0 = 
𝑆𝑆𝐿𝑂𝐹/(𝑚−𝑝)

𝑆𝑆𝑃𝐸/(𝑛−𝑚)
=

MSLOF

MSPE
 

 

Ζ κέζε ηηκή ηνπ MSPE είλαη ζ
2 
ελώ εθείλε ηνπ MSLOF είλαη: 
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0

12

( ( ) ( ))

( )
2

m

i i i i jk j k

i j j k

n E y x x x

E MSLOF
m

  




 

 


  
 

 

Αλ ην κνληέιν είλαη γξακκηθό ηόηε έρνπκε MLSOF=ζ
2. 

Αλ ην κνληέιν δελ είλαη 

γξακκηθό ηόηε E(MSLOF)>ζ
2
. Αλ ην κνληέιν είλαη γξακκηθό ηόηε ν Fo αθνινπζεί ηελ 

θαηαλνκή Fm-p, n-m. Αλ F0>Fa, m-p, n-m, ηόηε ππάξρεη έιιεηςε πξνζαξκνγήο θαη πξέπεη λα 

αλαδεηήζνπκε έλα κνληέιν κεγαιύηεξεο ηάμεο. 

Πξέπεη λα ηνλίζνπκε ην γεγνλόο όηη γηα λα πξνζαξκόζνπκε έλα κνληέιν 

πξώηεο ηάμεο ρξεζηκνπνηνύκε νξζνγώληνπο ζρεδηαζκνύο. Ζ ρξήζε νξζνγώλησλ 

ζρεδηαζκώλ επηηξέπεη ζηηο επηδξάζεηο ησλ k κεηαβιεηώλ εηζόδνπ λα εθηηκεζνύλ 

αλεμάξηεηα. Δπίζεο, είλαη βέιηηζηνη κε ηελ έλλνηα όηη παξέρνπλ εθηηκήζεηο ειάρηζηεο 

δηαζπνξάο ζηηο ηηκέο ησλ βi.  

 

2.4  Σο μονηέλο δεύηεπηρ ηάξηρ 

 

Όηαλ ν πεηξακαηηζηήο είλαη ζρεηηθά θνληά ζην βέιηηζην, ζπλήζσο απαηηείηαη 

έλα κνληέιν βαζκνύ 2 ή πςειόηεξνπ γηα λα πξνζεγγίζνπκε ηελ απόθξηζε ιόγσ ηεο 

θακππιόηεηαο ζηελ αιεζηλή απνθξηηηθή επηθάλεηα. ηηο πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο, 

ην κνληέιν δεύηεξεο ηάμεο 

y = β 0 +  β ixi +  β ii

k

i=1

k

i=1

xj
2 +   β ij

ji

xixj  

                                                     i<j(4) 

είλαη θαηάιιειν. ηελ παξάγξαθν απηή ζα δείμνπκε πσο ρξεζηκνπνηνύκε απηό ην 

πξνζαξκνζκέλν κνληέιν γηα λα βξνύκε ην βέιηηζην ζύλνιν ησλ ζπλζεθώλ 

ιεηηνπξγίαο γηα ηα x θαη λα ραξαθηεξίζνπκε ηε θύζε ηεο απνθξηηηθήο επηθάλεηαο. 

 

2.5  Πποζδιοπιζμόρ ηος βέληιζηος ζημείος απόκπιζηρ 

 

Τπνζέηνπκε όηη ζέινπκε λα βξνύκε ηα επίπεδα ησλ x1, x2 , . . . ,xk  πνπ 

βειηηζηνπνηνύλ ηελ απόθξηζε πνπ πξνβιέπνπκε. Απηό ην ζεκείν, αλ ππάξρεη, ζα 

είλαη ηνζύλνιν ησλ x1, x2 , . . . ,xk  γηα ηηο νπνίεο νη κεξηθέο παξάγσγνη 
𝜕𝑦 

𝜕𝑥1
=

𝜕𝑦 

𝜕𝑥2
=
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⋯ =
𝜕𝑦 

𝜕𝑥𝑘
= 0. Απηό ην ζεκείν, έζησ x1 ,0 ,  x2 ,0 ,  xk ,0 ,  νλνκάδεηαη ζηάζηκν ζεκείν. Σν 

ζηάζηκν ζεκείν κπνξεί λα παξηζηάλεη (1) έλα ζεκείν ηεο κέγηζηεο απόθξηζεο, (2) έλα 

ζεκείν ηεο ειάρηζηεο απόθξηζεο, ή (3) έλα ζεκείν θακπήο.  

Μπνξνύκε λα πάξνπκε κηα γεληθή ιύζε γηα ην ζηάζηκν ζεκείν. Γξάθνληαο ην 

κνληέιν δεύηεξεο ηάμεο ζε κνξθή πηλάθσλ, έρνπκε: 

y  = β 0 + 𝑥b + 𝑥B𝑥                                              (5) 

Όπνπ: 

𝑥 = 

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑘

 , 𝑏 =

 
 
 
 
𝛽 1
𝛽 2
⋮
𝛽 𝑘 

 
 
 

     θαη B = 

 
 
 
 
 
𝛽 11 𝛽 12/2 ⋯ 𝛽 1𝑘/2

𝛽 22 ⋯ 𝛽 2𝑘/2

   𝑆𝑦𝑚 ⋱

𝛽 𝑘𝑘  
 
 
 
 

 

Γειαδή, ην 𝑏 είλαη έλα (kxl) δηάλπζκα ησλ ζπληειεζηώλ παιηλδξόκεζεο πξώηεο 

ηάμεο θαη Β είλαη έλαο (kxk) ζπκκεηξηθόο πίλαθαο ηνπ νπνίνπ ηα θύξηα δηαγώληα 

ζηνηρεία είλαη νη θαζαξά ηεηξαγσληθνί ζπληειεζηέο (β i i) θαη ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία 

εθηόο ηεο θπξίαο δηαγώληνπ είλαη ην κηζό ησλ κεηθηώλ ηεηξαγσληθώλ ζπληειεζηώλ 

(β i j ,  i≠j). Ζ παξάγσγνο ηνπ y  σο πξνο ην δηάλπζκα 𝑥 ηζνύηαη κε 0, έηζη έρνπκε 

𝜕y 

𝜕𝑥
 = 𝑏 + 2Βx = 0      (6) 

Σν ζηάζηκν ζεκείν είλαη ε ιύζε ηεο εμίζσζεο (6), ή 

x0 =  - 
1

2
Β

-1b                                                (7) 

Δπηπιένλ, αληηθαζηζηώληαο ηελ εμίζσζε (7) ζηελ εμίζσζε (5), κπνξνύκε λα βξνύκε 

ηελ πξόβιεςε ηεο απόθξηζεο ζην ζηάζηκν ζεκείν ζαλ: 

 y 0 = β 0 + 
1

2
x0b                                                (8) 

 

2.6  Υαπακηηπιζμόρ ηηρ μοπθήρ ηηρ αποκπιηικήρ επιθάνειαρ 

 

Όηαλ βξνύκε ην ζηάζηκν ζεκείν, είλαη ζπλήζσο αλαγθαίν λα ραξαθηεξίζνπκε 

ηελ απνθξηηηθή επηθάλεηα ζηελ άκεζε πεξηνρή απηνύ ηνπ ζεκείνπ. Όηαλ ιέκε 

ραξαθηεξίδνπκε, ελλννύκε λα πξνζδηνξίζνπκε αλ ην ζηάζηκν ζεκείν είλαη έλα 

ζεκείν κέγηζηεο ή ειάρηζηεο απόθξηζεο ή έλα ζεκείν θακπήο θαη ηε ζρεηηθή 

επαηζζεζία ηεο απόθξηζεο ζηηο κεηαβιεηέο x1 ,  x2 , . . . ,xk .  

Ο πην άκεζνο ηξόπνο λα ην θάλνπκε απηό είλαη λα εμεηάζνπκε έλα δηάγξακκα 
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πεξηγξάκκαηνο ηνπ πξνζαξκνζκέλνπ κνληέινπ. Αλ ππάξρνπλ κόλνλ δύν ή ηξεηο 

κεηαβιεηέο ηεο δηαδηθαζίαο (νη x) ε θαηαζθεπή θαη ε εξκελεία απηνύ ηνπ 

δηαγξάκκαηνο ηνπ πεξηγξάκκαηνο είλαη ζρεηηθά εύθνιε. Δληνύηνηο, αθόκε θαη όηαλ 

ππάξρνπλ ζρεηηθά ιίγεο κεηαβιεηέο, κηα πεξηζζόηεξν ηππηθή αλάιπζε κπνξεί λα 

είλαη ρξήζηκε. 

Δίλαη ρξήζηκν πξώηα λα κεηαζρεκαηίζνπκε ην κνληέιν ζε έλα λέν ζύζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ κε αξρή ην x0 θαη ηόηε λα πεξηζηξέςνπκε ηνπο άμνλεο απηνύ ηνπ 

ζπζηήκαηνο έσο όηνπ απηνί λα είλαη παξάιιεινη κε ηνπο θύξηνπο άμνλεο ηεο 

πξνζαξκνζκέλεο απνθξηηηθήο επηθάλεηαο 

 

Μπνξνύκε λα δείμνπκε όηη απηό έρεη σο απνηέιεζκα ην πξνζαξκνζκέλν 

κνληέιν: 

y  = y 0 +  ι1w1
2 + ι2w2

2 + ⋯ + ιkwk
2                             (9) 

όπνπ ηα {wi} είλαη νη κεηαζρεκαηηζκέλεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο θαη ηα {ιi} είλαη 

ζηαζεξέο. Ζ εμίζσζε (9) νλνκάδεηαη θαλνληθή κνξθή ηνπ κνληέινπ. Δπηπιένλ, ηα 

{ιi} είλαη νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Β. 

Ζ θύζε ηεο απνθξηηηθήο επηθάλεηαο κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί από ην ζηάζηκν 

ζεκείν θαη ην πξόζεκν θαη κέγεζνο ησλ {ιi}. Πξώηα, ππνζέηνπκε όηη ην ζηάζηκν 

ζεκείν είλαη κέζα ζηελ πεξηνρή εμεξεύλεζεο γηα ηελ πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ 

δεύηεξεο ηάμεο. Αλ ηα {ιi} είλαη όια ζεηηθά, ηόηε ην x0 είλαη έλα ζεκείν ειάρηζηεο 

απόθξηζεο. Αλ ηα {ιi}είλαη όια αξλεηηθά, ηόηε ην x 0 είλαη έλα ζεκείν κέγηζηεο 

απόθξηζεο. Καη αλ ηα {ιi}έρνπλ δηαθνξεηηθά πξόζεκα, ηόηε ην x 0 είλαη ζεκείν 

θακπήο. Δπηπιένλ, ε επηθάλεηα είλαη πην απόηνκε ζηελ θαηεύζπλζε ηνπ w1, γηα ην 

νπνίν ην |ιi| είλαη ην κεγαιύηεξν.  

 

2.7  σεδιαζμοί δεύηεπηρ ηάξηρ και πεπιζηπετιμόηηηα 

 

Δίλαη ζεκαληηθό γηα έλαλ ζρεδηαζκό δεύηεξεο ηάμεο λα έρεη κηα ινγηθά ζηαζεξή 

θαηαλνκή ηεο nVarY(x)/ζ
2
, όπνπ Τ(x) νη πξνβιεπόκελεο ηηκέο ηεο y(x), ζε όιε ηελ 

έθηαζε ηεο πεξηνρήο ηνπ πεηξακαηηθνύ ζρεδηαζκνύ. Μηα ζηαζεξή nVarY(x)/ζ
2
 

παξέρεη ηελ απαηηνύκελε αζθάιεηα ζην όηη ε πνηόηεηα ηεο Τ(x) ζαλ κηα πξόβιεςε 

κειινληηθώλ ηηκώλ απόθξηζεο είλαη πεξίπνπ ε ίδηα ζε όιε ηελ έθηαζε ηεο πεξηνρήο 

ηνπ ελδηαθέξνληνο. Οη Box θαη Hunter (1957) αλέπηπμαλ ηελ ηδέα ηεο 
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πεξηζηξεςηκόηεηαο ηνπ ζρεδηαζκνύ (design rotatability). 

Έλαο ζρεδηαζκόο νλνκάδεηαη πεξηζηξέςηκνο (rotatable), όηαλ ε nVarY(x)/ζ
2
 έρεη 

ηελ ίδηα ηηκή ζε νπνηεζδήπνηε δπν ζέζεηο πνπ έρνπλ ηελ ίδηα απόζηαζε από ην θέληξν 

ηνπ ζρεδηαζκνύ. Με άιια ιόγηα ε nVarY(x)/ζ
2
 είλαη ζηαζεξή ζε ζθαίξεο. 

Ο ζθνπόο ηεο ηδέαο ηεο πεξηζηξεςηκόηεηαο ησλ Box-Hunter ήηαλ λα επηβάιινπλ 

έλαλ ηύπν ζηαζεξόηεηαο ζηε nVary(x)/ζ
2
.  Ζ πεξηζηξεςηκόηεηα αηηηνινγείηαη από ην 

γεγνλόο όηη γηα δπν δηαθνξεηηθέο ζέζεηο ζην ρώξν ζρεδηαζκνύ x1 θαη x2 γηα ηηο νπνίεο 

νη απνζηάζεηο από ην θέληξν ηνπ ζρεδηαζκνύ είλαη ίδηεο, νη πξνβιεπόκελεο ηηκέο 

𝑦 (x1) θαη 𝑦 (x2) πξέπεη λα είλαη εμίζνπ θαιέο, δειαδή λα έρνπλ ίζε δηαζπνξά. 

Πνιιέο ηδηόηεηεο ησλ πεηξακαηηθώλ ζρεδηαζκώλ ζρεηίδνληαη κε ηηο ξνπέο 

ζρεδηαζκνύ. Παξαθάησ, δεδνκέλνπ ηνπ πίλαθα ζρεδηαζκνύ D, 

 

D =  

1 𝑥11 𝑥12 ⋯ 𝑥1𝑘

1 𝑥21 𝑥22 ⋯ 𝑥2𝑘

⋮
1

⋮
𝑥𝑛1

⋮ ⋮
𝑥𝑛2 ⋯ 𝑥𝑛𝑘

  

  

 

 

Οξίδνπκε νξηζκέλεο από ηηο ξνπέο ζρεδηαζκνύ πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ παξαθάησ: 
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θηι. 

Απηέο νη ξνπέο ραξαθηεξίδνπλ ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν είλαη θαηαλεκεκέλα ηα 

ζεκεία ηνπ ζρεδηαζκνύ ζηνλ θ-δηάζηαην ρώξν. Τπό κηα έλλνηα νη ξνπέο ζρεδηαζκνύ 

καο βνεζνύλ ζην λα ραξαθηεξίζνπκε ηε γεσκεηξία ηνπ ζρεδηαζκνύ, ην νπνίν είλαη 

πνιύ ζεκαληηθό. 

Οξίδνπκε σο πεξηηηέο ξνπέο όιεο ηηο ξνπέο γηα ηηο νπνίεο ηνπιάρηζηνλ κηα 

κεηαβιεηή ηνπ ζρεδηαζκνύ είλαη πςσκέλε ζε πεξηηηή δύλακε. 

ηε ζπλέρεηα, γηα ηελ πεξίπησζε ελόο κνληέινπ πξώηεο ηάμεο έλαο ζρεδηαζκόο 

είλαη πεξηζηξέςηκνο αλ θαη κόλν αλ όιεο νη πεξηηηέο ξνπέο κέρξη δεύηεξεο ηάμεο είλαη 

κεδέλ θαη νη θαζαξέο ξνπέο δεύηεξεο ηάμεο είλαη όιεο ίζεο. Γειαδή, 
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(i)=0 

(ij)=0 

(ii)=ι2 

i, j = 1,2,.. . ,  k, i≠j  

Θεσξώληαο όηη νη κεηαβιεηέο εηζόδνπ είλαη θσδηθνπνηεκέλεο έρνπκε όηη ι2 = 1. 

αλ απνηέιεζκα ζηελ πεξίπησζε ηνπ κνληέινπ πξώηεο ηάμεο νη ζπλζήθεο ησλ ξνπώλ 

ζρεδηαζκνύ γηα έλαλ πεξηζηξέςηκν ζρεδηαζκό είλαη ηζνδύλακεο κε ηηο ζπλζήθεο 

ξνπώλ γηα έλαλ ζρεδηαζκό βέιηηζηεο δηαζπνξάο. Πξάγκαηη, γηα έλαλ 2
k
 παξαγνληηθό 

ζρεδηαζκό αλαιπηηθήο ηάμεο κεγαιύηεξεο ή ίζεο ηνπ ΗΗΗ κε θσδηθνπνηεκέλεο 

κεηαβιεηέο εηζόδνπ έρνπκε: 

(i)=0 

(ij)=0 

(ii)=1 

i, j=1, 2, …, k, i≠j  

Σν παξαπάλσ απνηέιεζκα επηβεβαηώλεηαη θαη από ηε ζρέζε nVarY(x)/ζ
2
 = 1+ξx

2
, 

όπνπ ξx ε απόζηαζε ηνπ x από ηελ πεξηνρή ζρεδηαζκνύ. 

ηελ πεξίπησζε ηνπ κνληέινπ δεύηεξεο ηάμεο όιεο νη πεξηηηέο ξνπέο ηάμεο 

κηθξόηεξεο ή ίζεο ηνπ 4 πξέπεη λα είλαη κεδέλ θαη ε θαζαξή ξνπή ηέηαξηεο ηάμεο 

πξέπεη λα είλαη 3 θνξέο κεγαιύηεξε από ηε κηθηή ξνπή ηέηαξηεο ηάμεο, δειαδή: 

(iii)

(iijj)
= 3, i ≠ j 

Γεληθά νξίδεηαη ν ζπληειεζηήο πεξηζηξεςηκόηεηαο Q* ν νπνίνο πεξηγξάθεηαη ζηελ 

εξγαζία ησλ Draper θαη Pukelsheim κε ηίηιν “Another look at rotatability” θαη δίλεηαη 

από ηνλ ηύπν : 

Q* = {tr(𝐴  - V0)
2
}

 
/ {tr(A – V0)

2
} 

Με:  

Α=Ν
-1

Υ΄Υ 

𝛢  = V0 + V2 tr(A V2)  + V4 tr(A V4) 

Καη: Υ είλαη ν πίλαθαο ζρεδηαζκνύ, V0 έλαο πίλαθαο κε 1 ζηε ζέζε (1,1) θαη κεδέλ 

νπνπδήπνηε αιινύ, V2   έλαο πίλαθαο κε (3k)
-1/2

 ζε θάζε κία από ηηο 3k ζέζεηο πνπ 

αληηζηνηρνύλ ζηηο δεύηεξεο ηάμεο ξνπέο θαη κεδέλ ζηηο ππόινηπεο θαη V4 έλαο πίλαθαο 

κε 3[3k(k+2)]
-1/2

 ζηηο k ζέζεηο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο θαζαξέο ξνπέο ηέηαξηεο ηάμεο, 

[3k(k+2)]
-1/2

 ζηηο 3k(k-1) ζέζεηο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο κεηθηέο ξνπέο ηέηαξηεο ηάμεο 

θαη κεδέλ νπνπδήπνηε αιινύ.     
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Μεξηθνί ζρεδηαζκνί δεύηεξεο ηάμεο είλαη νη Κεληξηθνί ύλζεηνη ρεδηαζκνί (CCDs), 

νη 3
k
 Παξαγνληηθνί ζρεδηαζκνί θαη νη Box-Behnken. 

 

2.8  Κενηπικοί ύνθεηοι σεδιαζμοί 

 

Οη Box θαη Wilson (1951) εηζήγαγαλ κηα λέα θιάζε ζρεδηαζκώλ ζηνπο 

3
k
παξαγνληηθνύο ζρεδηαζκνύο, ηελ θιάζε ησλ θεληξηθώλ ζύλζεησλ ζρεδηαζκώλ 

(Central Composite Designs, (CCD)). Έλαο CCD απνηειείηαη από: 

1. Έλαλ πιήξε παξαγνληηθό ζρεδηαζκό ή θιάζκα απηνύ αλαιπηηθήο ηάμεο V, όπνπ 

ηα επίπεδα ησλ παξαγόλησλ είλαη θσδηθνπνηεκέλα ζηηο ηηκέο -1, +1. Απηό ιέγεηαη 

παξαγνληηθό ηκήκα (factorial portion) ηνπ ζρεδηαζκνύ. 

2. nc θεληξηθά ζεκεία (nc > 1). 

3. Γύν αμνληθά ζεκεία ζηνλ άμνλα θάζε κεηαβιεηήο ηνπ ζρεδηαζκνύ ζε απόζηαζε 

α από ην θέληξν ηνπ ζρεδηαζκνύ. Απηό ιέγεηαη αμνληθό ηκήκα (axial portion) ηνπ 

ζρεδηαζκνύ. 

Έηζη ινηπόλ ν ζρεδηαζκόο πεξηιακβάλεη F παξαγνληηθά ζεκεία, 2k αμνληθά 

ζεκεία θαηnc θεληξηθά ζεκεία, γηα λα εθηηκεζνύλ p = (k+l)(k+2)/2 επηδξάζεηο. Ζ 

αθνινπζηαθή θύζε ηνπ ζρεδηαζκνύ είλαη θαλεξή. Σα παξαγνληηθά ζεκεία 

αληηπξνζσπεύνπλ έλαλ ζρεδηαζκό βέιηηζηεο δηαζπνξάο γηα έλα κνληέιν πξώηεο 

ηάμεο. Σα θεληξηθά ζεκεία παξέρνπλ πιεξνθόξεζε όζν αθνξά ηελ ύπαξμε 

θπξηόηεηαο ζην ζύζηεκα. Αλ ππάξρεη θπξηόηεηα ζην ζύζηεκα, ε πξνζζήθε ησλ 

αμνληθώλ ζεκείσλ επηηξέπεη ηελ επαξθή εθηίκεζε ησλ δεπηεξνβάζκησλ όξσλ. 

Σν θιάζκα αλαιπηηθήο ηάμεο V ζπλεηζθέξεη ζε κεγάιν βαζκό ζηελ εθηίκεζε 

ησλ γξακκηθώλ όξσλ θαη ησλ αιιειεπηδξάζεσλ δεύηεξεο ηάμεο. Δίλαη βέιηηζηεο 

δηαζπνξάο γηα απηνύο ηνπο όξνπο. Σα παξαγνληηθά ζεκεία είλαη ηα κόλα πνπ 

ζπλεηζθέξνπλ ζηελ εθηίκεζε ησλ όξσλ αιιειεπίδξαζεο. Σα αμνληθά ζεκεία 

ζπλεηζθέξνπλ ζηελ εθηίκεζε ησλ δεπηεξνβάζκησλ όξσλ. Υσξίο ηα αμνληθά ζεκεία, 

κόλν ην άζξνηζκα ησλ δεύηεξνβάζκησλ όξσλ κπνξεί λα εθηηκεζεί θαη όρη θάζε έλαο 

μερσξηζηά. Σα αμνληθά ζεκεία δελ ζπλεηζθέξνπλ ζηελ εθηίκεζε ησλ όξσλ 

αιιειεπίδξαζεο. Σα θεληξηθά ζεκεία παξέρνπλ κηα εζσηεξηθή εθηίκεζε ηνπ 

ζθάικαηνο (θαζαξό ζθάικα) θαη ζπλεηζθέξνπλ θαη απηά ζηελ εθηίκεζε ησλ 

δεπηεξνβάζκησλ όξσλ. 

Ζ επηινγή ησλ παξακέηξσλ α θαη ncείλαη ηδηαίηεξα ζεκαληηθή. Ζ επηινγή ηνπ α 
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εμαξηάηαη ζε κεγάιν βαζκό από ηελ πεξηνρή ηνπ πεηξάκαηνο, ελώ απηή ησλ nc έρεη 

κεγάιε επηξξνή ζηελ θαηαλνκή ηεο nVar 𝑦 (ρ)/ζ
2
 κέζα ζηελ πεξηνρή ηνπ πεηξάκαηνο. 

Ζ επηινγή θαη ησλ δπν παξακέηξσλ είλαη άξξεθηα ζπλδεδεκέλε κε ηελ ηδηόηεηα ηεο 

πεξηζηξεςηκόηεηαο πνπ εκθαλίδεη ν CCD. 

Γεδνκέλνπ όηη έρνπκε θσδηθνπνηήζεη ηηο κεηαβιεηέο εηζόδνπ είλαη εύθνιν λα 

δεηρζεί όηη γηα ηνλ CCD (εθόζνλ βέβαηα ην παξαγνληηθά ηκήκα ηνπ ζρεδηαζκνύ είλαη 

πιήξεο παξαγνληηθά ή θιάζκα αλαιπηηθήο ηάμεο V) νη πεξηηηέο ξνπέο ζρεδηαζκνύ 

κέρξη θαη ηέηαξηεο ηάμεο είλαη όιεο κεδέλ. Έλαο CCD είλαη πεξηζηξέςηκνο εάλ [iiii] = 

3[iijj] γηα i, j = 1, 2, ..., k κε i ≠ j. Δάλ g είλαη ν παξάγνληαο θιίκαθαο πνπ εθιέγεηαη 

έηζη ώζηε [ii] = 1, ηόηε g = [N/(F+2
α2

)]
1/2

, όπνπ F είλαη ν αξηζκόο ησλ παξαγνληηθώλ 

ζεκείσλ θαη Ν = F+2k+nc είλαη ν ζπλνιηθόο αξηζκόο ζεκείσλ. Έηζη ε ζπλζήθε 

πεξηζηξεςηκόηεηαο γξάθεηαη: 

Fg
4
+2a

4
g

4
=3Fg

4 
ή ηζνδύλακα α=F

1/4
. 

 

Έλαο CCD είλαη νξζνγώληνο αλ ε κηθηή ξνπή ηέηαξηεο ηάμεο [iijj]=ι4 είλαη ίζε κε 

ηε κνλάδα. ε όξνπο ηνπ παξάγνληα θιίκαθα g, ε [iijj] γξάθεηαη: 

 𝑖𝑖𝑗𝑗 =  
𝐹𝑔4

𝑁
=  

𝐹𝑁

(𝐹 + 2𝑎2)2
 

 

Γηα [iijj] = 1 έρνπκε (F+2a
2
)
2
 = FN. Λύλνληαο σο πξνο α ζπκπεξαίλνπκε όηη έλαο 

CCDκπνξεί λα γίλεη νξζνγώληνο εάλ εθιέμνπκε ηελ ηηκή ηεο αμνληθήο απόζηαζεο α λα 

είλαη ίζε κε 𝑎 =  
𝐹𝑁1/2−𝐹

2
 

1/2

. Από ηε δεύηεξε ζπλζήθε γηα λα είλαη ν CCD 

πεξηζηξέςηκνο έρνπκε: 

[iii]

[iijj]
=

F + 2a4

F
= 3, i ≠ j ή α =  F

4
 

 

Ζ πεξηζηξεςηκόηεηα ηνπ CCD δηαηεξείηαη πάληα αλ ηθαλνπνηείηαη ε παξαπάλσ 

εμίζσζε γηα ην α, αλεμάξηεηα από ηνλ αξηζκό ησλ θεληξηθώλ ζεκείσλ. Γηα ηηο 

δηάθνξεο ηηκέο ησλ παξαγόλησλ ηνπ ζρεδηαζκνύ ππάξρνπλ πίλαθεο, όπσο ν 

παξαθάησ, πνπ δίλνπλ ηελ ηηκή ηνπ α έηζη ώζηε ν CCD λα είλαη πεξηζηξέςηκνο. 
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Πίνακαρ 2.1 

Σιμέρ ηος α για έναν πεπιζηπέτιμο CCD(Xπ. Κοςκοςβίνορ, ηαηιζηικοί 

ζσεδιαζμοί, 2005) 

K F n a 

2 4 8+nc 1.414 

3 8 14+nc 1.682 

4 16 24+nc 2.000 

5 32 42+nc 2.378 

5(1/2 θιάζκα) 16 26+nc 2.000 

6 64 76+nc 2.828 

6(1/2 θιάζκα) 32 44+nc 2.378 

7 128 142+nc 3.364 

7(1/2 θιάζκα) 64 78+nc 2.828 

 

Αλ ζέινπκε έλαο CCD λα είλαη νξζνγώληνο όζν θαη πεξηζηξέςηκνο ηόηε  ζέηνπκε    

α  = F
1/4

 θαη πξνζζέηνπκε θεληξηθά ζεκεία πνπ απνδεηθλύεηαη όηη ηθαλνπνηνύλ ηελ 

παξαθάησ ζρέζε: 

nc= 4 F+ 4 – 2k 

όπνπ F ην πιήζνο ησλ παξαγνληηθώλ ζεκείσλ θαη k ην πιήζνο ησλ παξαγόλησλ ηνπ 

ζρεδηαζκνύ. To nc είλαη ίζν κε ηνλ πιεζηέζηεξν αθέξαην πνπ ηθαλνπνηεί ηελ 

παξαπάλσ ζρέζε. 

Ο CCD είλαη έλαο απνηειεζκαηηθόο ζρεδηαζκόο γηα αθνινπζηαθό πεηξακαηηζκό 

θαη επηηξέπεη έλα ινγηθό πνζό πιεξνθνξίαο γηα ηνλ έιεγρν πξνζαξκνγήο, ελώ 

παξάιιεια δελ απαηηεί κεγάιν αξηζκό πεηξακάησλ (runs). Ο ζρεδηαζκόο δηεπθνιύλεη 

κηα ζθαηξηθή πεξηνρή κε πέληε επίπεδα γηα θάζε παξάγνληα θαη a = k
1/2

. Δπίζεο 

δηεπθνιύλεη κηα θπβνεηδή πεξηνρή κε ηξία επίπεδα γηα θάζε παξάγνληα θαη a = 1, αλ 

θαη ε πεξηζηξεςηκόηεηά ηνπ δελ είλαη απαξαίηεηε ηδηόηεηα. ηε ζθαηξηθή πεξίπησζε, 

ν ζρεδηαζκόο είλαη πεξηζηξέςηκνο ή ζρεδόλ πεξηζηξέςηκνο θαη πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ 3-5 θεληξηθά ζεκεία, ελώ ζηελ θπβνεηδή πεξίπησζε 1-2 θεληξηθά 

ζεκεία είλαη αξθεηά. 

 

2.9 Box-Behnken σεδιαζμοί 
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Οη Box θαη Behnken (1960) δεκηνύξγεζαλ κηα νηθνγέλεηα ζρεδηαζκώλ ηξηώλ 

επηπέδσλ γηα ηελ πξνζαξκνγή δεπηεξνβάζκησλ απνθξηηηθώλ επηθαλεηώλ. Ζ 

θαηαζθεπή ηεο θιάζεο απηήο ησλ ζρεδηαζκώλ βαζίδεηαη ζηνπο ηζνξξνπεκέλνπο κε 

πιήξεηο ζρεδηαζκνύο θαηά κπινθ (BIBD). Γηα παξάδεηγκα, έλαο BIBD κε ηξεηο 

αγσγέο θαη ηξία κπινθ δίλεηαη από: 

 

 Αγσγή 1 Αγσγή 2 Αγσγή 3 

Μπινθ 1 Υ Υ  

Μπινθ 2 Υ  Υ 

Μπινθ 3  Υ Υ 

 

θαη πξνέξρεηαη από ηελ θιάζε (u, b, w, r, ι) = (θ, θ(θ-1)/2, 2, θ-1, 1). 

Σν δεπγάξη ησλ αγσγώλ 1 θαη 2 ππνλνεί, ζύκθσλα κε ηελ RSM, όηη νη 

παξάγνληεο ζρεδηαζκνύ Α θαη Β εκπιέθνληαη ζε έλα 2
2
 παξαγνληηθό ζρεδηαζκό, ελώ ν 

ηξίηνο παξάγνληαο C ζηαζεξνπνηείηαη ζηελ ηηκή κεδέλ. Σν ίδην ηζρύεη γηα ηα block 2 

θαη 3 όπνπ νη ηζεθαξηζκέλνη παξάγνληεο εκπιέθνληαη ζε έλα 2
2
 παξαγνληηθό 

ζρεδηαζκό, ελώ ν ηξίηνο παξάγνληαο θημάξεηαη ζην κεδέλ. Έηζη, γηα k = 3 ν BBD 

δίλεηαη από: 

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0

T

D

   

   

 
 

  
 
    

 

Ζ ηειεπηαία ζεηξά ππνλνεί έλαλ ππνπίλαθα θεληξηθώλ παξαηεξήζεσλ. 

Γηα k = 3 ν CCD πεξηέρεη 14+nc runs, ελώ ν BBD 12+nc runs. Γηα k = 4 θαη νη 

δπν ζρεδηαζκνί πεξηέρνπλ 24+nc runs. Γηα k = 5 ν CCD πεξηέρεη 42+nc runs (όηαλ ην 

παξαγνληηθό ηκήκα ηνπ είλαη πιήξεο παξαγνληηθό), ελώ ν BBD 40+nc runs. 

Αληίζεηα κε ηηο πεξηπηώζεηο γηα k = 3, 4, 5 ε θαηαζθεπή ησλ BBD γηα k > 6 

βαζίδεηαη ζηνπο κεξηθώο ηζνξξνπεκέλνπο κε πιήξεηο ζρεδηαζκνύο θαηά κπινθ 

(Partial BIBDs-PBIBDs), (Montgomery). ύκθσλα κε απηνύο, θάζε αγσγή δελ 

εκθαλίδεηαη κε θάζε άιιε ηνλ ίδην αξηζκό θνξώλ. Άξα ζύκθσλα κε ηελ θαηαζθεπή 

ησλ BBDs θάζε παξάγνληαο δελ εκθαλίδεηαη ζε έλα 2
2
 παξαγνληηθό ζρεδηαζκό ηνλ 

ίδην αξηζκό θνξώλ κε θάζε άιιν παξάγνληα. Γηα λα θαηαζθεπάζνπκε έλαλ BBD κε k 

= 6,7 πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλαλ 2
3
 παξαγνληηθό ζρεδίαζκά. 

Οη BBD είλαη ζρεδόλ πεξηζηξέςηκνη θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ k = 4, 7 
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επηηπγράλεηαη ε πεξηζηξεςηκόηεηα. Πξάγκαηη γηα k = 4 είλαη εύθνιν λα δείμνπκε όηη 

όιεο νη πεξηηηέο ξνπέο ζρεδηαζκνύ είλαη κεδέλ, ελώ (iiii) = 12/24 θαη (iijj) = 4/24 γηα i 

δηάθνξν ηνπ j θαη ζπλεπώο (iiii)/(iijj) = 3. Σέινο γηα λα απνθεύγεηαη ην ηδηάδνλ πξέπεη 

λα ρξεζηκνπνηνύληαη 3-5 θεληξηθέο παξαηεξήζεηο. 

 

2.10 Κπιηήπια για ηην αξιολόγηζη πειπαμαηικών ζσεδιαζμών 

 

Σα θξηηήξηα βειηηζηόηεηαο ζρεδηαζκνύ ραξαθηεξίδνληαη από γξάκκαηα ηνπ 

αιθάβεηνπ θαη ιέγνληαη ζπρλά αιθαβεηηθά θξηηήξηα βειηηζηόηεηαο. Σν πην 

δηαδεδνκέλν είλαη απηό ηεο D-βειηηζηόηεηαο (D-Optimality). 

Ζ D- Optimality βαζίδεηαη ζηελ ηδέα όηη ν ζρεδηαζκόο πξέπεη λα εθιέγεηαη ώζηε 

λα επηηπγράλεη ζπγθεθξηκέλεο ηδηόηεηεο ζηνλ πίλαθα ξνπώλ: 

M =  
XTX

n
 

Ο αληίζηξνθνο ηνπ Μ δειαδή Μ
-1

 = n(X
T
X)

-1
 (scaled dispersion matrix) πεξηέρεη 

δηαζπνξέο θαη ζπλδηαζπνξέο ησλ ζπληειεζηώλ παιηλδξόκεζεο θιηκαθνπνηεκέλεο κε 

n/ζ
2
. αλ απνηέιεζκα, έιεγρνο ηνπ πίλαθα ησλ ξνπώλ ζρεδηαζκνύ ζεκαίλεη έιεγρν 

ησλ δηαζπνξώλ θαη ησλ ζπλδηαζπνξώλ. 

Μηα ζεκαληηθή λόξκα ηνπ πίλαθα ησλ ξνπώλ ζρεδηαζκνύ είλαη ε νξίδνπζα, 

δειαδή: 

 𝐌 =  
 𝐗𝐓𝐗 

𝐧
 

όπνπ p ν αξηζκόο ησλ παξακέηξσλ ζην κνληέιν. Κάησ από ηελ ππόζεζε ηεο 

αλεμαξηεζίαο ησλ θαλνληθώλ ζθαικάησλ ηνπ κνληέινπ κε ζηαζεξή δηαζπνξά, ε 

νξίδνπζα ηνπ Υ
Σ
Υ είλαη αληηζηξόθσο αλάινγε πξνο ην ηεηξάγσλν ηνπ όγθνπ ηεο 

πεξηνρήο εκπηζηνζύλεο ησλ ζπληειεζηώλ ηεο παιηλδξόκεζεο. Ο όγθνο απηόο είλαη 

ζρεηηθόο γηαηί αληαλαθιά πόζν θαιά εθηηκάηαη ην ζύλνιν ησλ ζπληειεζηώλ. Μηθξή 

ηηκή ηεο νξίδνπζαο ηνπ Υ
Σ
Υ ζεκαίλεη αλεπαξθή εθηίκεζε ηνπ β ζην κνληέιν. Έλαο D-

βέιηηζηνο ζρεδηαζκόο είλαη εθείλνο γηα ηνλ νπνίν κεγηζηνπνηείηαη ε νξίδνπζα ηνπ Μ, 

δειαδή: 

Μaxδ |Μ| 

όπνπ Max ζεκαίλεη ην κέγηζην πάλσ από όινπο ηνπο ζρεδηαζκνύο. αλ απνηέιεζκα 

νξίδνπκε ηελ D-απνηειεζκαηηθόηεηα (D-Efficiency) ελόο ζρεδηαζκνύ δ σο: 



Σσεδιαζμοί ηπιών επιπέδων ζηην ανάλςζη αποκπιηικών επιθανειών 
 

 
24 

 

1/

| ( ) |

| ( ) |

p

eff

M

M
D

Max





 
   
 

 

Δδώ ην 1/p ινγαξηάδεη γηα ηηο pεθηηκήζεηο παξακέηξσλ πνπ εθηηκώληαη όηαλ θάπνηνο 

ππνινγίζεη ηελ νξίδνπζα ηνπ πίλαθα δηαζπνξάο-ζπλδηαζπνξάο. Ο νξηζκόο ηεο D- 

Efficiency επηηξέπεη ηε ζύγθξηζε ζρεδηαζκώλ πνπ έρνπλ δηαθνξεηηθά κεγέζε 

δείγκαηνο ζπγθξίλνληαο ηηο D- Efficiencies. 

Θεσξνύκε ηνλ ζρεδηαζκό βέιηηζηεο δηαζπνξάο, δειαδή ηνλ νξζνγώλην 

ζρεδηαζκό κε όια ηα επίπεδα ζηα άθξα +/-1 ηεο πεξηνρήο ηνπ πεηξάκαηνο. Ο πίλαθαο 

ξνπώλ ζρεδηαζκνύ είλαη: 

Μ =
XT  X

n
= Ip 

Απνδεηθλύεηαη όηη γηα κνληέια πξώηεο ηάμεο ε βειηηζηόηεηα εθηείλεηαη ζηελ 

νξίδνπζα δειαδή: 

Maxδ |Μ(δ)| = 1 

θαη έηζη γηα απηά ηα απινύζηεξα κνληέια ν ιεγόκελνο ζρεδηαζκόο βέιηηζηεο 

δηαζπνξάο είλαη επίζεο βέιηηζηνο κε ηελ έλλνηα ηεο νξίδνπζαο, δειαδή D-βέιηηζηνο. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 

ΜΙΚΡΟΙ ΒΟΥ-ΒΔΗΝΚΔΝ ΥΔΓΙΑΜΟΙ 

 

3.1 Διζαγώγη ζηοςρ  Box-Behnken ζσεδιαζμούρ 

 

Οη Box-Behnken ζρεδηαζκνί είλαη ζρεδηαζκνί ηξηώλ επηπέδσλ δεύηεξεο ηάμεο 

(SODs) πνπ εηζήγαγαλ νη Box θαη Behnken (1958, 1960), γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ 

κνληέινπ απόθξηζεο δεύηεξεο ηάμεο  

y=  Υβ + ε                                              (1) 

γηα m παξάγνληεο x1, …xm, ζε n εθηειέζεηο όπνπ y είλαη ην n x 1 δηάλπζκα 

απόθξηζεο, ην Υ είλαη έλαο nx p πίλαθαο κνληέιν κε n 1 x p δηαλύζκαηα γξακκώλx= 

(1, x1, ..., xm, x1x2,…, xm-1xm, 
2

1x , ..., 
2

mx ), ην β είλαη έλα p x 1 δηάλπζκα ησλ 

παξακέηξσλ πνπ πξέπεη λα εθηηκάηαη θαη ε είλαη έλα nxl δηάλπζκα ησλ ζθαικάησλ κε 

κεδεληθή κέζε ηηκή θαην πίλαθαο ζπλδηαθύκαλζεο Ηnζ
2
. Οη Box-Behnken ζρεδηαζκνί 

είλαη δηαζέζηκνη γηα 3-12 θαη 16 παξάγνληεο. Οη Box-Behnken ζρεδηαζκνί είλαη 

ζθαηξηθνί ζρεδηαζκνί επεηδή όια ηα ζεκεία ζρεδηαζκνύ είλαη είηε ζε κηα ζθαίξα ή 

ζην θέληξν κίαο ζθαίξαο. Απηνί νη ζρεδηαζκνί ρξεζηκνπνηνύληαη όηαλ ππάξρεη κηθξό 

ή θαζόινπ ελδηαθέξνλ γηα ηελ πξόβιεςε ηεο απόθξηζεο ζηα άθξα, δειαδή ηηο γσλίεο 

ηνπ θύβνπ. Οη Box-Behnken ζρεδηαζκνί είλαη είηε πεξηζηξέςηκνη (γηα εθείλνπο κε 4 

θαη 7 παξάγνληεο) ή ζρεδόλ πεξηζηξέςηκνη. Όινη νη Box-Behnken ζρεδηαζκνί εθηόο 

από απηνύο κε 3 θαη 11 παξάγνληεο είλαη νξζνγώληνη θαηά κπινθ. Γηα έλαλ 

νξζνγώλην θαηά κπινθ ζρεδηαζκό, ε ύπαξμε ησλ κπινθ δελ επεξεάδεη ηνπο 

εθηηκώκελνπο ζπληειεζηέο παιηλδξόκεζεο, θαη σο ηέηνηα ε θύξηα επίδξαζε ηνπ 

κπινθ είλαη λα κεηώζεη δπλεηηθά ην κέγεζνο ηνπ πεηξακαηηθνύ ζθάικαηνο. Σν κπινθ, 

σζηόζν, κεηώλεη ηνλ αξηζκό ησλ βαζκώλ ειεπζεξίαο γηα ηελ εθηίκεζε ηεο ελ δπλάκεη 

κεησκέλεο δηαθύκαλζεο. 

Ζ έλλνηα ηεο πεξηζηξεςηκόηεηαο εηζήρζε από ηνπο Box θαη Hunter(1957),νη 

νπνίνη νξίδνπλ έλα m-δηαζηάζεσλ ζρεδηαζκό πεξηζηξέςηκν εάλ ε πξνβιεπόκελε 

δηαθύκαλζε ζην ζεκείν(x1, ..., xm) είλαη κία ζπλάξηεζε ηνπ  

2 2

1

m

ii
x


 . 

Γειαδή, νη πξνβιεπόκελεο δηαθπκάλζεηο είλαη ίζεογηα όια ηα ζεκεία ζε ίζε 

απόζηαζε από ην θέληξν ηεο πεξηνρήο ηνπ ζρεδηαζκνύ. Ζ πεξηζηξεςηκόηεηα, 

επνκέλσο, είλαη κηα επηζπκεηή ηδηόηεηα γηα θάζε πεηξακαηηθό ζρεδηαζκό. Έδεημαλ όηη 
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νη αθόινπζεο ζπλζήθεο είλαη αλαγθαίεο ώζηε ηo n –ζεκείν ηνπ SOD λα κπνξεί λα 

ζηξέθεηαη: 

3 2 3 2( ) 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

0,

i i i j i j i j i j k i j k

i j k l

i x x x x x x x x x x x x x x

x x x x

      



      


 

γηαi ≠ j ≠ k ≠ l 

2( ) iii x  ζηαζεξά 

4( ) iiii x   ζηαζεξά 

4 2 2( ) / 3i i jiv x x x    γηα i ≠ j 

 

Σα αζξνίζκαηα ζην (i)-(iv) ιακβάλνληαη πάλσ από ηα n ζεκεία ζρεδηαζκνύ. Οη 

Box-Behnken(1960)ρξεζηκνπνίεζαλ ηνλ όξν ζρεδόλ πεξηζηξέςηκνο γηα κηα 

θαηεγνξία ζρεδηαζκώλ πνπ πιεξνύλ ηηο ζπλζήθεο (i)-(iii), ελώ έρνπλ

4 2 2( ) / 3i i jiv x x x   γηα ην (iv). Οη Box θαη Behnken ζρεδηαζκνί θαη νη θεληξηθνί 

ζύλζεηνη ζρεδηαζκνί Box θαη Wilson(1951) (ππό ηελ θαηάιιειε επηινγή απόηα 

επίπεδα ηνπ παξάγνληα) είλαη πεξηζηξέςηκνη ή ζρεδόλ πεξηζηξέςηκνη θαη είλαη 

νξζνγώληνη. Δπηπιένλ, πιεξνύλ νξηζκέλα θξηηήξηα πνπ θξίλνληαη απαξαίηεηα γηα ην 

ζρεδηαζκό ηεο απνθξηηηθήο επηθάλεηαο(Box θαηDraper , 1975, 1987). Από ηνπο 

17ζρεδηαζκνύο ΒΒ, 10 έρνπλ θαηαζθεπαζηεί από ηνλ ηζνξξνπεκέλν κε πιήξε 

ζρεδηαζκό θαηα κπινθ (BIBDs) θαη επηά έρνπλ θαηαζθεπαζηεί κεξηθώο από BIBDs 

(PBIBDs). Παξαθάησ ζα δείμνπκε όηη θαη νη επηά ζρεδηαζκνί ΒΒ πνπ έρνπλ 

θαηαζθεπαζηεί από PBIBDs κπνξνύλ λα βειηησζνύλ σο πξνο ηελ πεξηζηξεςηκόηεηα 

θαζώο θαη σο πξνο ηα θξηηήξηα  D- θαη G-βειηηζηόηεηαο. Δπηπιένλ αλαθέξνπκε ηνπο 

νξζνγώληνπο θαηά κπινθ ζρεδηαζκνύο γηα 5, 8, 9, 11 θαη 13 παξάγνληεο, θαζώο θαη 

έλαλ ΒΒ ζρεδηαζκό κε 11 παξάγνληεο πνπ όκσο δελ είλαη νξζνγώληνο θαηά κπινθ. 

 

3.2 Μικποί Box-Behnken ζσεδιαζμοί 

 

ην θεθάιαην απηό παξνπζηάδεηαη κηά κεζνδνο θαηαζθεπήο κηθξώλ Box-

Behnkenζρεδηαζκώλ ε νπνία δεκνζηεύηεθε ην 2011 απ’ηνπο Tian-Fang Zhang, Jian-

FengYang θαη Dennis J. K Linκε ηίηιν “Small Box-Behnken Designs”. 

Δμεηάδνληαη k παξάγνληεο, x1,.,., xK γηα λα πξνζδηνξηζηεί ε επίδξαζή ηνπο ζε κηα 

κεηαβιεηή y. πρλά πξνζεγγίδνπκε ηηο ζπλαξηεζηάθεο ζρέζεηο ζε κία πεξηνξηζκέλε 
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πεηξακαηηθή πεξηνρή από κία πνιπσλπκηθή αλαπαξάζηαζε. Ξεθηλάκε κε ην πξώηεο 

ηάμεο κνληέιν: 

yt = β0 +β1x1t+βθxkt+ εt 

όπνπ t=1,…,n, είλαη ν αξηζκόο ησλ γξακκώλ, θαη εt, είλαη ν όξνο ζθάικαηνο ζηε t 

γξακκή κε κεδεληθή κέζε ηηκή θαη δηαθύκαλζε ζ
2
. Δάλ ππάξρεη έιιεηςε 

πξνζαξκνγήο, κπνξνύλ λα πξνζηεζνύλ πεξηζζόηεξεο εθηειέζεηο γηα λα επηηξαπεί ην 

πιήξεο δεύηεξεο ηάμεο κνληέιν, 

𝑦𝑡 = 𝛽0 +  𝛽𝑖𝑥𝑖𝑡 +  𝛽𝑖𝑖𝑥𝑖𝑡
2 +   𝛽𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑡𝑥𝑗𝑡

𝑘

𝑗>1

𝑘

𝑖=1

𝑘

𝑖=1

𝑘

𝑖=1

+ 𝜀𝑡  

Τπάξρεη έλα ζύλνιν (k + 2) (θ + 1)/2 παξάκεηξσλ πνπ πξέπεη λα εθηηκεζνύλ, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ελόο ζηαζεξνύ όξνπ, k όξσλ πξώηεο ηάμεο, k ηεηξαγσληθώλ 

όξσλ, θαη k(k - l)/2 όξσλ αιιειεπίδξαζεο. Οη Box θαη Hunter είλαη δύν από ηνπο πην 

δεκνθηιείο επηζηήκνλεο όζνλ αθνξά ην ζρεδηαζκό ηεο απόθξηζεο δεύηεξεο 

ηάμεο.Απηνί νη ζρεδηαζκνί έρνπλ θάπνηεο επηζπκεηέο ηδηόηεηεο, όπσο είλαη, ε 

νξζνγσληόηεηα θαη πςειή απνδνηηθόηεηα. Σν πιήζνο εθηειέζεσλ ησλ ζρεδηαζκώλ 

απηώλ απμάλεηαη ξαγδαία θαζώο ν αξηζκόο ησλ παξαγόλησλ k απμάλεηαη. Όζνλ 

αθνξά ηνλ ζρεδηαζκό  Box-Behnken, ιίγα είλαη γλσζηά γηα ηε κείσζε ηνπ κεγέζνπο. 

ην θεθάιαην απηό ζα παξνπζηάζνπκε ην πσο κπνξνύλ θαηαζθεπαζηνύλ Box-

Behnken ζρεδηαζκνί κε θαιέο ηδηόηεηεο αιιά κηθξόηεξν αξηζκό εθηειέζεσλ από ηνπο 

αξρηθνύο. 

 

3.3 Δναλλακηική ανηικαηάζηαζη 

 

Ο ζρεδηαζκόο Box-Behnken, πνπ πξνηείλεηαη από ηνπο Box θαη Benken (1958), 

πξνθύπηεη από ην ζπλδπαζκό παξαγνληηθώλ ζρεδηαζκώλ δύν επηπέδσλ θαη κε-

πιήξσλ ζρεδηαζκώλ θαηά κπινθ. Γηα παξάδεηγκα, έλαο κπινθ ζρεδηαζκόο κε έμη 

αγσγέο θαη έμη κπινθ δίλεηαη από ην παξαθάησ: 
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0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

* * *

* * *

* * *

* * *

* * *

* * *

 
 
 
 
 
 
 
 
   

 

Παίξλνπκε ηηο έμη ζηήιεο σο έμη παξάγνληεο εηζόδνπ, x1x2, x3, x4, x5, x6 ζε κηα κειέηε 

απνθξηηηθήο επηθάλεηαο. Αληηθαζηζηνύκε ηνπο ηξεηο αζηεξίζθνπο ζε θάζε κπινθ κε 

έλα 2
3
 πιήξε ζρεδηαζκό θαη εηζάγνπκε κηα ζηήιε κε κεδεληθά όπνπ ν αζηεξίζθνο δελ 

εκθαλίδεηαη. Δπαλαιακβάλνληαο ηε δηαδηθαζία γηα θάζε κπινθ θαη πξνζζέηνληαο 

ιίγα θεληξηθά ζεκεία νδεγνύκαζηε ζηνλ αθόινπζν Box-Behnken ζρεδηαζκό κε k = 6 

παξάγνληεο. Ο ζρεδηαζκόο πνπ πξνθύπηεη έρεη 48 γξακκέο ζπλ ηα θεληξηθά ζεκεία. 

1 1 0 1 0 0

0 1 1 0 1 0

0 0 1 1 0 1

1 0 0 1 1 0

0 1 0 0 1 1

1 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0

  

  

   

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 








 

  


 

 

εκείσζε: (± 1, ± 1, ± 1) ππνδειώλεη όινπο ηνπο 2
3
 ζπλδπαζκνύο ησλ επηπέδσλ -1 

θαη +1. 

Οη Box θαη Behnken (1958) αληηθαηέζηεζαλ ηηο αγσγέο ζε θάζε κπινθ κε ηνλ 

ίδην ζρεδηαζκό (ζπλήζσο 2
2
ή 2

3
). Κξαηώληαο ακεηάβιεηε δνκή ζηνλ BIBD (ή 

PBIBD), ην κέγεζνο ησλ εθηειέζεσλ ηνπ ζρεδηαζκνύ πνπ πξνθύπηεη κπνξεί λα είλαη 

κηθξόηεξν, εάλ ρξεζηκνπνηνύληαη ελαιιαθηηθνί ζρεδηαζκνί. Ωο ραξαθηεξηζηηθό 

παξάδεηγκα, εμεηάδνπκε ηνλ παξαπάλσ ζρεδηαζκό γηα k = 6. Γηαηξνύκε πξώηα ηα έμη 

ηεηξάγσλα ζε δύν ηκήκαηα. Αο ππνζέζνπκε όηη έρνπκε ζέζεη ηηο πξώηεο δύν νκάδεο 

σο κέξνο I θαη ην ππόινηπν σο κέξνο II. Οη ηξεηο αγσγέο ηνπ θάζε κπινθ ζην Μέξνο Η 

αληηθαζίζηαληαη από ην 2
3 

ζρεδηαζκό, ελώ νη αγσγέο ζε θάζε κπινθ ζην κέξνο II 

αληηθαζίζηαληαη από έλα 2III
3−1 ζρεδηαζκό.  
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 ±1 ±1 0 ±1 0 0   23 

 0 ±1 ±1 0 ±1 0    

 0 0 ±1 ±1 0 ±1    

 ±1 0 0 ±1 ±1 0    

 0 ±1 0 0 ±1 ±1   2III
3−1 

 ±1 0 ±1 0 0 ±1    

 

ην κέξνο I, (± 1, ± 1, ± 1) δειώλεη ηνπο 2
3
 ζπλδπαζκνύο ησλ επηπέδσλ -1 θαη +1, 

ελώ ζην κέξνο ΗΗ, (± 1, ± 1, ± 1) είλαη ε ζύληνκε κνξθή ηνπ 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

 

 

 

 
 
 
 
 
 

, πνπ είλαη 

έλαο2III
3−1 παξαγνληηθόο ζρεδηαζκόο.Ο λένο ζρεδηαζκόο ζα έρεη 32 εθηειέζεηο ζπλ 

κεξηθά θεληξηθά ζεκεία, ζε ζύγθξηζε κε ηηο 48 εθηειέζεηο ηνπ αξρηθνύ Box-Behnken 

ζρεδηαζκνύ. 

 

3.4 Καηαζκεςή και ζύγκπιζη 

 

ηε ζπλέρεηα ζα παξνπζηάζνπκε ηε κέζνδν θαηαζθεπήο ησλ κηθξώλ Box-Behnken 

ζρεδηαζκώλ. Ζ κέζνδνο θαηαζθεπήο πεξηιακβάλεη ηα εμήο ηξία βήκαηα: 

Βήμα 1: (Καηαζθεπή κπινθ ζρεδηαζκώλ).Οη κε-πιήξεηο ζρεδηαζκνί θαηά 

κπινθ πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη πξέπεη λα ηθαλνπνηνύλ ηηο αθόινπζεο ηδηόηεηεο: 

 (i) θάζε κπινθ πεξηέρεη όρη πεξηζζόηεξν από ηξεηο αγσγέο, 

 (ii) θάζε δεύγνο αγσγώλ πξέπεη λα ζπκπίπηεη ζε θάπνην κπινθ, αιιά όζν ην 

δπλαηόλ ιηγόηεξεο θνξέο. 

Βήμα 2: (Αγσγέο αληηθαηάζηαζεο) Υξεζηκνπνηνύκε έλαλ θαηάιιειν 

παξαγνληηθό ζρεδηαζκό γηα λα αληηθαηαζηήζνπκε ηηο αγσγέο ηνπ θάζε κπινθ. Δάλ ην 

κέγεζνοηνπ κπινθ είλαη δπν, ηόηε πηνζεηείηαη έλαο 2
2 
ζρεδηαζκόο. Δάλ ην κέγεζνο ηνπ 

κπινθ είλαη ηξία, πηνζεηείηαη είηε έλαο 2
3
 είηε έλαο 2III

3−1ζρεδηαζκόο. 

Βήμα 3: (Πξόζζεζε θεληξηθώλ ζεκείσλ.) Μεξηθά θεληξηθά ζεκεία, εάλ είλαη 

επηζπκεηό, κπνξνύλ λα πξνζηεζνύλ γηα λα εθηηκεζεί ν ζπλνιηθόο κέζνο. 
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Γηα θάζε BIBD (ή PBIBD)πνπ επηιέγεηαη ζην Βήκα 1, αο είλαη ην b0 ν αξηζκόο ησλ 

κπινθ κε ηξεηο αγσγέο θαη ην b1 ν αξηζκόο ησλ κπινθ ζηα νπνία νη αγσγέο έρνπλ 

αληηθαηαζηαζεί από έλαλ ζρεδηαζκό 2
3
. ηε ζπλέρεηα, νη αγσγέο ζηα ππόινηπα b0 - b1 

κπινθ ζα αληηθαηαζηαζνύλ από έλαλ ζρεδηαζκό2III
3−1. Να ζεκεησζεί όηη ν ζπλνιηθόο 

αξηζκόο ησλ παξακέηξσλ ζην κνληέιν δεύηεξεο ηάμεο είλαη (k + 2)(k + 1)/2 - 1 

(εθηόο από ην ζηαζεξό όξν ). Ζ αληζόηεηα: 

4 b0 − b1 + 8b1 ≥
 k + 2 (k + 1)

2
− 1 

ηζρύεη αλ νBox-Behnken είλαη ηθαλόο λα εθηηκήζεη όιεο ηηο παξακέηξνπο ζε απηό ην 

κνληέιν (εθηόο από ην ζηαζεξό όξν). b* = [((k + 2) (k + l) / 2 - 1) / 4 – b0] ν 

κηθξόηεξνο αθέξαηνο bi πνπ ηθαλνπνηεί ηελ αληζόηεηα (4).Αλαθέξνπκε κεξηθέο 

ρξήζηκεο  ιεπηνκέξεηεο γηα ηελ πινπνίεζε ηνπ δεύηεξνπ βήκαηνο: 

 

Πίνακαρ3.1 

ςνολικά ζημεία (εκηόρ απόκενηπικά ζημεία) και D- αποηελεζμαηικόηηηα 

Number 

offactors k 

Number of parameters 

 Total points n 

  

D-efficiency 

  

 

p = 
 𝑘+2 (𝑘+1)

2
− 1 

BBD NBD SBBD BBD NBD SBBD 

3 9 12 - 12 96.29 - 96.29 

4 14 24 
- 

16 
98.70 - 82.34 

5 20 40 40 24 97.16 91.55 70.29 

6 27 48 48 32 92.72 95.51 77.21 

7 35 56 56 40 98.07 98.07 82.85 

8 44 192 128 56 95.94 96.84 82.14 

9 54 120 96 60 93.09 96.95 79.91 

10 64 160 160 76 91.54 96.30 70.77 

11 77 175 176 96 97.62 95.91 82.34 

 

Βήμα 2α: Γηα ηα ζηαζεξά b* κπινθ, ππνινγίδνπκε ην D-efficiency (D-

απνηειεζκαηηθόηεηα) (D-eff) ηνπ πίλαθα ξνπώλ Μ = Z'Z / n, όπνπ ην Ε είλαη ν 

πίλαθαο κνληέινπ. Γηα κηα δίθαηε ζύγθξηζε, ζεσξνύκε ην D-eff σο  𝑍 ′𝑍   
1/𝑝

/𝑛, 

όπνπ 𝑍  είλαη ν πίλαθαο Ε δηνξζσκέλνο κε ηε κέζνδν ησλ Nguyen θαη Borkowski 

(2008). Άιινη ηύπνη D-απνηειεζκαηηθόηεηαο (γηα παξάδεηγκα, Kiefer, 1960) κπνξνύλ 

επίζεο λα ρξεζηκνπνηεζνύλ. Δάλ ν πίλαθαο είλαη νκαιόο, πεγαίλνπκε ζην Βήκα 2β. 

Γηαθνξεηηθά επηιεγνύκε έλα λέν κε ηζόκνξθν b* κπινθ γηα λα επαλαιάβνπκε ηελ 
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παξαπάλσ δηαδηθαζία (δύν δηαθνξεηηθά b* κπινθ θαινύληαη ηζόκνξθα εάλ νη 

πίλαθεο ξνπώλ ηνπο είλαη όκνηνη). Αλ δελ ππάξρεη νκαιόο πίλαθαο, κεηά από κηα 

αλαδήηεζε κεηαμύ όισλ ησλ κε-ηζόκνξθσλ b* κπινθ, πεγαίλνπκε ζην Βήκα 2γ. 

Βήμα 2β: Δάλ ν πίλαθαο ξνπώλ είλαη νκαιόο, ςάρλνπκε όια ηα κε-ηζόκνξθα 

b* κπινθ γηα λα ελεκεξώζνπκε ην κπινθ ζρήκα πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ D-eff. Ο 

αιγόξηζκνο ζηακαηά κέρξη λα ζπγθξηζνύλ όια ηα κε- ηζόκνξθα b* κπινθ. 

Βήμα 2γ: Αλ b* <b0 ελεκεξώλνύκε ην b* από ην b* + 1. Δπηιέγνπκε ηα 

πξώηα b*κπινθ θαη πεγαίλνπκε ζην βήκα 2α. Αλ b* = b0, ηόηε επηιέγνπκε όια ηα 

κπινθ θαη ν αιγόξηζκνο ζηακαηά. 

Ωο απνηέιεζκα, ζα ππάξμεη έλα b* κπινθ επηιεγκέλν γηα λα αληηθαηαζηαζεί από έλαλ 

2
3
ζρεδηαζκό θαη ην ππόινηπν ζα πξέπεη λα αληηθαηαζηαζεί από έλα 2III

3−1. Όηαλ b* = 

b0, ην απνηέιεζκα είλαη πξάγκαηη ν αξρηθόο ζρεδηαζκόο Box-Behnken. Οη λένη 

ζρεδηαζκνί εμαζθαιίδνπλ όηη όιεο νη παξάκεηξνη ηνπ κνληέινπ (1) κπνξνύλ λα 

εθηηκεζνύλ κε αξθεηά πςειή απόδνζε, ελώ ν αξηζκόο ησλ γξακκώλ κεηώλεηαη. 

Οη πίλαθεο ξνπώλ γηα ηνπο λένπο ζρεδηαζκνύο έρνπλ ηηο εμήο ηξεηο ηδηόηεηεο. Μπνξεί 

λα απνδεηρζεί όηη δηαηεξνύληαη όιεο νη ηδηόηεηεο νξζνγσληόηεηαο ησλ αξρηθώλ Box-

Behnken ζρεδηαζκώλ. Όπσο έρνπκε νξίζεη θαη πξνεγνύκελα, νη ξνπέο δίλνληαη από 

ηηο εμήο ζρέζεηο: 

 
1

1 n

itt
i x

n 
  , 

 
1

1 n

it jtt
ij x x

n 
  , 

  2

1

1 n

it jtt
iij x x

n 
   θαη νύησ θαζεμήο. 

Μπνξεί λα επαιεζεπηεί όηη: 

1. [i] = 0 θαη 

2.  [ij] = 0, γηα i ≠ j 

3. [ijk] = 4, γηα ηε ζέζε «*» πνπ εκθαλίδεηαη ζην i, j, k ηαπηόρξνλα ζην κέξνο II, 

δηαθνξεηηθά: 

4.  [ijk] = 0, γηα i ≠ j ≠ k, 

5.  [iij] = 0, γηα i ≠ j, 

6.  [iii] = 0. 

7. [ijkl] = 0, γηα i ≠ j ≠ k ≠ l,  [iijk] = 0, γηα γηα i ≠ j ≠ k, [iiij] = 0, γηα i ≠ j. 
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Οη λένη κηθξνί Box-Behnken ζρεδηαζκνί (SBBD) ζπγθξίλνληαη κε ηνπο 

αξρηθνύο Box-Behnken ζρεδηαζκνύο (BBD) θαη ηνπο ζρεδηαζκνύο ησλ ηξηώλ 

επηπέδσλ ησλ Nguyen θαη Borkowski (2008) ζε ζρέζε κε ην ζπλνιηθό αξηζκό 

εθηειέζεσλ θαη ησλ αληίζηνηρσληηκώλ ηεο D-απνηειεζκαηηθόηεηαο. Οη ζπγθξίζεηο 

εκθαλίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 3.1. 

Οη αθόινπζεο παξαηεξήζεηο είλαη ζαθείο από ηνλ πίλαθα 3.1: 

1. (Πιήζνο εθηειέζεσλ). Σν πιήζνο ησλ εθηειέζεσλ γηα ηνλ πξνηεηλόκελν 

SBBD είλαη ζαθώο κηθξόηεξν από ηνλ αξρηθό θαη BBD θαη NBD, εηδηθά γηα 

κεγαιύηεξα k. Γηα παξάδεηγκα, όηαλ ην k = 8, ην πιήζνο ησλ εθηειέζεσλ γηα SBBD 

είλαη πεξίπνπ 25% (56 έλαληη 192) ηνπ αξρηθνύ BBD θαη 50% (56 έλαληη 128) ηνπ 

NBD. Καη είλαη πνιύ θνληά ζηνλ ειάρηζην αξηζκό ζεκείσλ (ν ζπλνιηθόο αξηζκόο ησλ 

παξακέηξσλ πνπ πξέπεη λα εθηηκάηαη). 

2. (Απόδνζε). Οη πξνηεηλόκελνη SBBDs, αθόκε θαη κε πνιύ ιίγεο εθηειέζεηο, 

εμαθνινπζνύλ λα έρνπλ πςειέο ηηκέο D-απνηειεζκαηηθόηεηαο, αλ θαη απηέο είλαη 

ρακειόηεξεο από ηηο αληίζηνηρεο ηηκέο ησλ BBD θαη NBD. Όιεο νη D-efficiencies 

είλαη πάλσ από 70%, γηα παξάδεηγκα. 

 

3.5 Έναρ νέορ αλγόπιθμορ για ηην καηαζκεςή ςτηλόηεπυν διαζηάζευν 

ζσεδιαζμών 

 

Γηα ηελ πξνζαξκνγή ελόο κνληέινπ δεύηεξεο ηάμεο ρξεηάδεηαη λα 

ππνινγίζνπκε ηνλ αληίζηξνθν πίλαθα ηνπ πίλαθα ξνπώλ. Όηαλ ην k είλαη κηθξό, 

κπνξεί λα ππνινγηζηεί εύθνια. Όηαλ ην k απμάλεη, ν ππνινγηζκόο δπζθνιεύεη.Γηα 

παξάδεηγκα, όηαλ ην k = 9 ν πίλαθαο  ξνπώλ είλαη έλαο 54 x 54 πίλαθαο. Ο 

ππνινγηζκόο ηνπ αληηζηξόθνπ ηνπ δελ κπνξεί λα είλαη απιόο. Ο κηθξόο Box-Behnken 

ζρεδηαζκόο έρεη κηα θαιή ηδηόηεηα ζα κπνξνύζακε λα κεηώζνπκε ηελ πξνζπάζεηα 

ππνινγηζκνύ ρσξίδνληαο ηηο παξακέηξνπο ζε νκάδεο. Γηα παξάδεηγκα, γηα k = 9, κε 

ηελ θαηάιιειε νκαδνπνίεζε ησλ παξακέηξσλ πξέπεη κόλν λα ππνινγίζνπκε ηνπο 

αληίζηξνθνπο ελόο 4 x 4 θαη ελόο άιινπ 9x9 πίλαθα. Απηό κπνξεί λα είλαη πνιύ πην 

εύθνιν λα γίλεη ζε αληίζεζε κε ηνλ αληίζηξνθν ηνπ 54 x 54 πίλαθα. Με βάζε ηελ 

νκαδνπνίεζε ησλ παξακέηξσλ, παξνπζηάδνπκε ζηελ ελόηεηα απηήλ έλαλ αιγόξηζκν 

ώζηε λα κεησζεί ζεκαληηθά ν ππνινγηζηηθόο θόξηνο. 
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ύκθσλα κε ηε δνκή ηνπ πίλαθα ζρεδηαζκνύ Υ, κπνξνύκε λα θαηαηάμνπκε ηηο 

παξακέηξνπο ζε νκάδεο, θαζεκία από ηηο νπνίεο κπνξεί λα ππνινγηζηεί αλεμάξηεηα. 

Πάιη, παίξλνπκε k = 9 σο παξάδεηγκα. Έζησ, 

 

1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 1

1 0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 1 1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 0 0 0 1

0 0 1 0 1 0 1 0 0

X

   
 

  
 
   
 
   
   
 

   
  

  
 
   
 

   
   
 

   
    

11

12

13
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22
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24

25

26

27

28

29

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 

όπνπ X11, X12, X13, X21, X22, X23, X24, X25, X26, X27, X28 θαη X29 αληηζηνηρνύλ ζε όια 

ηα κπινθ ηνπ X. εκεηώζηε όηη θάζε X11, X12 θαη X13 αληηθαζίζηαηαη από έλα πιήξεο 

ζρεδηαζκό 2
3
, ην νπνίν θάλεη όιεο ηηο θύξηεο επηδξάζεηο θαη ηηο αιιειεπηδξάζεηο 

νξζνγώληεο ζε θάζε κπινθ. Δλ ησ κεηαμύ, θαζέλα από ηα X21, X22, X23, X24, X25, X26, 

X27, X28 θαη X29 αληηθαζίζηαηαη από έλα 2III
3−1 ζρεδηαζκό, ην νπνίν θαζηζηά όιεο ηηο 

θύξηεο επηδξάζεηο θαη ηηο αληίζηνηρεο αιιειεπηδξάζεηο ηαπηόζεκεο ζε θάζε κπινθ 

ηνπ κέξνπο απηνύ. Γηα παξάδεηγκα ζην κπινθ X21, ε 1ε, 2ε θαη 3ε ζηήιε είλαη «± 1», 

κε απνηέιεζκα νη β1 θαη β23 λα είλαη ηαπηόζεκεο. Δδώ, ην βi ζπκβνιίδεη ηελ θύξηα 

επίδξαζε ηνπ παξάγνληα Xi, ελώ ην βijζπκβνιίδεη ηελ αιιειεπίδξαζε κεηαμύ 

παξαγόλησλ Xi, θαη Xj. Ωο εθ ηνύηνπ, βάδνπκε ηηο β1 θαη β23 ζε κία νκάδα, ηελ νπνία 

ζπκβνιίδνπκε σο  Οκάδα 1. Δίλαη πξνθαλέο όηη ε β1 ηαπηόζεκε πάιη κε ηε β59 ζηνX24 

θαη κε ηε β68 ζην X27. Έηζη, ε β59 θαη ε β68 έρνπλ επίζεο ηεζεί ζηελ Οκάδα 1. Δπεηδή 

νπνηαδήπνηε παξάκεηξνο ζηελ Οκάδα 1, δελ είλαη ηαπηόζεκε κε νπνηαδήπνηε άιιε 

παξάκεηξν ζηα ππόινηπα κπινθ ηνπ κέξνπο ΗΗ, όιεο νη παξάκεηξνη (β1, β23, β59, β68) 

απνηεινύλ ηελ νκάδα 1 κε ηνλ πίλαθα ξνπώλ νκάδαο (GMM) λα είλαη: 
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1

11 123 159 168 5 1 1 1

123 2233 2359 2368 1 1 0 0

159 2359 559 5689 1 0 1 0

168 2368 5689 6688 1 0

5

0 1

1

1
G

   
   
     
   
   
      

 

Οκνίσο, νη αθόινπζεο νθηώ νκάδεο κπνξνύλ λα ιεθζνύλσο εμήο: (β2, β13, β49, β67), 

(β3, β12, β48, β57),(β4, β56, β29, β38), (β5, β45, β27, β18),(β6, β45, β27, β18), (β7, β89, β26, β35), 

(β8, β79, β34, β16) (β9, β78, β15, β24). Κάζε έλα από απηά έρεη ηνλ ίδην πίλαθα ξνπώλ 

νκάδαο G1 όπσο ε Οκάδα 1. 

Ζ πιήξεο νκάδα πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ εθηίκεζε ησλ ηεηξαγσληθώλ όξσλ 

 (β11, β22, β33, β44, β55, β66, β77, β88, β99) ζπκβνιίδεηαη κε: 

 

                 
                 
                 
                 
                 
       

2

1111 1122 1133 1144 1155 1166 1177 1188 1199

1122 2222 2233 2244 2255 2266 2277 2288 2299

1133 2233 3333 3344 3355 3366 3377 3388 3399

1144 2244 3344 4444 4455 4466 4477 4488 4499

1155 2255 3355 4455 5555 5566 5577 5588 5599

1166 2266 3366 4466 5

G 

         
                 
                 
                 

566 6666 6677 6688 6699

1177 2277 3377 4477 5577 6677 7777 7788 7799

1188 2288 3388 4488 5588 6688 7788 8888 8899

1199 2299 3399 4499 5599 6699 7799 9988 9999

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Σέινο, θάζε κία από ηηο ππόινηπεο παξακέηξνπο απνηεινύλ εληαία νκάδα, όπσο ε 𝛽14 

κόλε ηεο. 

εκεηώζηε όηη ν πίλαθαο ξνπώλ Μ γηα έλα ηέηνην ζρεδηαζκό κπνξεί λα αλαιπζεί σο: 

Μ = diag(𝐺1, . . . , 𝐺1       
9

, 𝐺2 , 𝑐1, … , 𝑐9) 

όπνπ diag δειώλεη έλα δηαγώλην κπινθ πίλαθα θαη ci είλαη ζηαζεξέο πνπ αληηζηνηρνύλ 

ζε κεκνλσκέλεο νκάδεο. Γη 'απηό θαη ην κόλν πνπ ρξεηάδεηαη είλαη ν ππνινγηζκόο ησλ 

αληηζηξόθσλ ηνπ G1 (έλαο 4 x 4 πίλαθαο) θαη G2 (9 X 9 πίλαθαο) γηα λα 

πξνζαξκόζνπκε ην κνληέιν. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4 

BOX-BEHNKEN ΥΔΓΙΑΜΟΙ ΚΑΙ ΝΔΟΙ SODs 

 

4.1 IBD (Incomplete block design) Μη πλήπηρ ζσεδιαζμόρ καηά μπλοκ 

 

Μηα ζρέζε ππάξρεη αλάκεζα ζε ζπλδπαζηηθέο δνκέο θαηηνπο IBDS. Οη Box θαη 

Behnken (1958, 1960) εθκεηαιιεύνληαη απηήλ ηε ζρέζε γηα ηελ θαηαζθεπή ηξηώλ 

επηπέδσλ SODs ελώ ν Nguyen (1996) αμηνπνηεί απηή ηε ζρέζε γηα λα θαηαζθεπάζεη 

βέιηηζηνπο ππεξθνξεζκέλνπο ζρεδηαζκνύο. ην παξόλ θεθάιαην ζα πεξηγξαθεί κηα 

δηαδηθαζία βειηίσζεο ησλ ζρεδηαζκώλ Box-Behnken ε νπνία παξνπζηάζηεθε 

απ’ηνπο Nam-Ky Nguyen, John. J Borkowskiκε ηνλ ηίηιν ΄΄New 3-level response 

surface designs constructed from incomplete block designs΄΄ ην 2008.  Δπεηδή νη Box-

Behnken ζρεδηαζκνί έρνπλ θαηαζθεπαζηεί είηε από BIBDs είηε από PBIBDs, 

εμεηάδνπκε ελ ζπληνκία θάπνηεο ζεκαληηθέο έλλνηεο IBD. 

Έλαο (δπαδηθόο) IBD κεγέζνπο (π, k, r) είλαη κηα δηάηαμε από π αγσγέο ζε b = 

πr / k κπινθ κεγέζνπο k < π έηζη ώζηε θάζε αγσγή λα πξνθύπηεη ζε r κπινθ θαη θακία 

αγσγή λα κελ εκθαλίδεηαη πεξηζζόηεξν από κία θνξάζε νπνηαδήπνηε κπινθ. Έλαο 

IBD ιέγεηαη όηη είλαη r / s-αλαιύζηκνο εάλ κπνξεί λα ρσξηζηεί ζε επαλαιεπηηθέο 

γξακκέο (ηνπ κπινθ) θαζέλα από ην νπνίν είλαη έλα IBD κεγέζνπο (π, k, r / s). Έλα I-

αλαιύζηκν IBD είλαη έλα αλαιύζηκν IBD.  

ε θάζε έλα IBD αληηζηνηρεί έλαο πίλαθαο αγσγώλ NΝ΄ = {ιij} κε ιij = r, (i 

=1,…, u) θαη ιij (i≠j) είλαη ν αξηζκόο ησλ κπινθ ζηα νπνία εκθαλίδνληαη νη δύν 

αγσγέο i θαη j. Δπεηδή ην ij είλαη ζηαζεξό (= ukr), ην 
2

ij  ειαρηζηνπνηείηαη αλ 

ιij δηαθέξνπλ ην πνιύ θαηά 1. ρεδηαζκνί κε απηήλ ηελ ηδηόηεηα νλνκάζηεθαλ 

θαλνληθά γξαθήκαηα (RGDS) από ηνπο John θαη Mitchell (1977) νη νπνίνη δειώλνπλ 

όηη νη D-, A-θαη Δ-optimal ζρεδηαζκνί είλαη επίζεο RGDs. Έηζη, ηα RGDS 

πεξηιακβάλνπλ BIBDs (ησλ νπνίσλ ηα ιij δε δηαθέξνπλ) θαη όια ηα PBIBDs ησλ 

νπνίσλ ηα ιij δηαθέξνπλ θαηά 1. Σα RGD είλαη κηα ζεκαληηθή νκάδα, ησλ IBDs θαη 

ππάξρεη ε ππόζεζε όηη νη βέιηηζηνη IBDS είλαη RGDS, αιιά επίζεο επεηδή νη 

πεξηζζόηεξνη IBDS ρξεζηκνπνηνύληαη από ηνπο εξεπλεηέο ζηελ πξάμε, όπσο απηνί 

πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη απόηνπο Box θαη Behnken(1958, 1960) είλαη RGDS. 
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4.2 Η μέθοδορ Box-Behnken (μέθοδορ 1) 

 

Με εμαίξεζε ην ζρεδηαζκό ησλ Box θαη Behnken γηα 11 παξάγνληεο, όινη νη 

ζρεδηαζκνί Box θαη Behnken ζρεκαηίδνληαη κε ππέξζεζε ζηηο αγσγέο ζε θάζε κπινθ 

ηνπ BIBD ή ηνπ PBIBD. Οη Box θαη Behnken ζρεδηαζκνί γηα 11 παξάγνληεο 

ρξεζηκνπνηνύλ έλα ½ θιάζκα ελόο 2
5
παξαγνληηθνύ. Γηα παξάδεηγκα, ν ζρεδηαζκόο 

Box θαη Behnken γηα 6 παξάγνληεο δνκήζεθε κε ππέξζεζε ελόο 2
3 

παξαγνληηθνύ επί 

ηηο αληίζηνηρεο αγσγέο (0, 1, 2, 3, 4, 5) ησλ κπινθ ηνπ παξαθάησ PBIBD κεγέζνπο (6, 

3, 3):(0 13), (1 24), (2 35), (3 40), (4 51), (5 02). Ο πίλαθαο ΝΝ΄ ηνπ PBIBD(πνπ 

είλαη επίζεο έλα RGD)έρεη 3 ζηελ δηαγώλην θαη είηε 1 ή 2, σο όρη-δηαγώληα ζηνηρεία. 

Σν απνηέιεζκα ηνπ ζρεδηαζκνύ ΒΒ γηα 6 παξάγνληεο(ρσξίο θεληξηθά ζεκεία) είλαη: 

 

±1 ±1 0 ±1 0 0 

0 ±1 ±1 0 ±1 0 

0 0 ±1 ±1 0 ±1 

±1 0 0 ±1 ±1 0 

0 ±1 0 0 ±1 ±1 

± 1 0 ±1 0 0 ±1 

 

 

όπνπ ην 0 ζπκβνιίδεη έλα δηάλπζκα ζηήιεο νθηώ κεδεληθώλ θαη (±1±1±1) ζπκβνιίδεη 

ηα νθηώ ζεκεία ζε έλα 2
3 

παξαγνληηθό ζρεδηαζκό. Γελ είλαη δύζθνιν λα εμαθξηβσζεί 

όηη απηόο ν SOD είλαη ζρεδόλ πεξηζηξέςηκνο κε 
2 2 32i i ijx x  όπνπ ηα ιij είλαη ηα 

ζηνηρεία ηνπ (2). Έηζη
4 24ix   γηα ιij =r = 3,θαη 

2 2 8i jx x   θαη 16 γηα ιij= 1 θαη2, 

αληηζηνίρσο, ηα νπνία κε ηε ζεηξά ηνπο απνδίδνπλ 
4 2 2/ / 3i i j ijx x x r     θαη 

3

2 . 

Σν κέηξν ηεο πεξηζηξεςηκόηεηαο Q* απηνύ ηνπ Box – Behnken ζρεδηαζκνύ είλαη 

0,9905. Οη Box – Behnken ζρεδηαζκνί γηα 4 θαη 7 παξάγνληεο, σζηόζν, είλαη 

πεξηζηξέςηκνη (δει., ην Q*=1), όπσο θαηαζθεπάδνληαη από έλα BIBDκε r/ι =3. 

 

4.3 Η γενικεςμένη Box-Behnken μέθοδορ (Μέθοδορ II) 

 

Ο Box-Behnken ζρεδηαζκόο κε έμη παξάγνληεο γξάθεηαη επίζεο σο εμήο: 
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-1 ±1 0 ±1 0 0 

0 -1 ±1 0 ±1 0 

0 0 -1 ±1 0 ±1 

-1 0 0 ±1 ±1 0 

0 -1 0 0 ±1 ±1 

-1 0 ±1 0 0 ±1 

1 ±1 0 ±1 0 0 

0 1 ±1 0 ±1 0 

0 0 1 ±1 0 ±1 

1 0 0 ±1 ±1 0 

0 1 0 0 ±1 ±1 

1 0 ±1 0 0 ±1 

 

όπνπ κε -1, 0 θαη 1 ζπκβνιίδνπκε ηα δηαλύζκαηα ζηήιεο ηεζζάξσλ -1, ηνπ 0 θαη ηνπ 

1 αληίζηνηρα, θαη (±1 ±1) αληηπξνζσπεύεη έλα 2
2
 παξαγνληηθό ζρεδηαζκό. Από ηελ 

παξαηήξεζε απηή, κπνξνύκε λα πνύκε επίζεο όηη ν παξαπάλσ ζρεδηαζκόο Box θαη 

Behnken δνκήζεθε από ηνλ αθόινπζν 
6

2
 αλαιύζηκν IBD κεγέζνπο (6, 3, 6): (0 1 3), 

(1 2 4), (2 3 5), (3 0 4), (5 4 1), (5 0 2), (0 1 3), (1 2 4), (2 3 5), (3 4 0), (4 5 1), (5 0 2), 

όπνπ ε πξώηε αγσγή ζηελ πξώηε επαλάιεςε ησλ κπινθ (κπινθ 1-6) αληηζηνηρεί ζε 

έλα δηάλπζκα ζηήιεο ηεζζάξσλ - l θαη ε πξώηε αγσγή ζηε δεύηεξε επαλάιεςε 

ησλ κπινθ (κπινθ 7-12) αληηζηνηρεί ζε έλα δηάλπζκα ζηήιεο ηεζζάξσλ l ελώ ε 

δεύηεξε θαη ηξίηε αγσγή ζε θάζε κπινθ αληηζηνηρνύλ ζε έλα 2
2 

παξαγνληηθό 

ζρεδηαζκό. Απηόο ν IBD ζρεδηαζκόο 6 παξαγόλησλ αλήθεη ζε κία θαηεγνξία IBD 

πνπ ζπκβνιίδνπκε ζαλ IBD*. Οξίδνπκε IBD* ή RGD* σο έλα r/2-αλαιύζηκν IBD ή 

RGD πνπ έρεη ηελ ηδηόηεηα ν αξηζκόο ησλ θνξώλ όπνπ ε πξώηε αγσγή i ζε έλα 

κπινθ (ή ζε πνιιά κπινθ) ζπλππάξρεη κε ηηο ππόινηπεο αγσγέο ζην ίδην(ζηα ίδηα) 

κπινθ ησλ δύν επαλαιεπηηθώλ ζπλόισλ είλαη ίζνο. Γηα παξάδεηγκα, ζηελ 

πξναλαθεξζείζα IBD*, κπνξνύκε λα δνύκε όηη ν αξηζκόο όπνπ ε αγσγή 0 

ζπλππάξρεη κε ηελ αγσγή 3 ζηα κπινθ 1-6 ηζνύηαη κε ηνλ αξηζκό θνξώλ όπνπ ε 

αγσγή 0 ζπλππάξρεη κε ηελ αγσγή 3 ζηα κπινθ 7-12. Αλ απηή ε ηδηόηεηα δελ ηζρύεη, 

ηόηε ε ζπλζήθε (i) γηα ηελ πεξηζηξεςηκόηεηα δε ζα ηζρύεη όπσο 
2 0i jx x   

Έλαο IBD* κεγέζνπο (π, k, r) κπνξεί πάληα λα ζρεκαηίδεηαη από δύν αληίγξαθα 

ελόο IBD κεγέζνπο {π, k, r/2). Ωζηόζν, απηό δελ είλαη ν θαιύηεξνο ηξόπνο γηα ηελ 
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θαηαζθεπή. Γηα παξάδεηγκα, ην παξαπάλσ IBD* ην νπνίν πεξηέρεη δύν αληίγξαθα ηνπ 

RGD κεγέζνπο (6, 3,3) δελ απνηειεί RGD. Ο πίλαθαο 'NN  είλαη: 

6 2 2 4 2 2

2 6 2 2 4 2

2 2 6 2 2 4

4 2 2 6 2 2

2 4 2 2 6 2

2 2 4 2 6 6

 
 
 
 
 
 
 
  
 

 

Σώξα, εμεηάδνπκε ην αθόινπζν RGD*:(1 03), (4 12), (3 25), (3 04), (5 41), (2 50),(1 

02), (1 43), (3 24), (3 05), (5 40), (2 51). Ο πίλαθαο 'NN ΄είλαη: 

6 2 2 3 2 3

2 6 3 2 3 2

2 3 6 2 2 3

3 2 2 6 3 2

2 3 2 3 6 2

3 2 3 2 2 6

 
 
 
 
 
 
 
  
   

Ο ζρεδηαζκόο δεύηεξεο ηάμεο ζε έμη παξάγνληεο πνπ θαηαζθεπάζηεθε από 

RGD* είλαη ν ζρεδηαζκόο D636. Φαίλεηαη όηη ην κπινθ 1ηνπ RGD* ρξεζηκνπνηείηαη 

γηα ηελ θαηαζθεύε ησλ εθηειέζεσλ 1-4 ηνπ SOD απηνύ, θιπ. Απηόο ν SOD είλαη 

ζρεδόλ-πεξηζηξέςηκνο κε 
2 2 22i j ijx x   όπνπ ιij είλαη ηα ζηνηρεία ηνπ (4). Έηζη, 

4 24ix  γηα ιii= r= 6θαη 
2 2 8i jx x  θαη 12 γηα ιij= 2 θαη 3 απνδίδνληαο

4 2 2/ / 3i i j ijx x x r    θαη 2, αληίζηνηρα. Σν κέηξν ηεο πεξηζηξεςηκόηεηαο Q* ηνπ 

SOD είλαη 0,9959 ην νπνίν είλαη αλώηεξν ηνπ 0,9905 ηνπ αληίζηνηρνπ ζρεδηαζκνύ 

Box θαη Behnken. 

Ζ κέζνδνο ρξεζηκνπνίεζεο ελόο ΗΒD* κεγέζνπο (π, k, r) γηα ηελ θαηαζθεπή 

ελόο SOD π παξαγόλησλ ζα αλαθέξεηαη ζηελ ελόηεηα απηή σο ε γεληθεπκέλε Box-

Behnken κέζνδνο ή Μέζνδνο II. Ζ κέζνδνο απηή απνηειείηαη από ηα αθόινπζα 

βήκαηα: 

1. Καηαζθεπάδνπκε έλα (r/2-αλαιύζηκν) IBD* ηνπ κεγέζνπο (π, k, r). 

2.Τπεξζέηνπκε έλα δηάλπζκα ζηήιε από 2
k-1 

ζηνηρεία κε –l επάλσ ζηελ πξώηε αγσγή 

ζην κπινθ ηνπ πξώηνπ ζπλόινπ θαη έλα δηάλπζκα ζηήιε από 2
k-1 

ζηνηρεία κε l επάλσ 

ζηελ πξώηε αγσγή ζην κπινθ ηνπ δεύηεξνπ ζπλόινπ. 
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3. Τπεξζέηνπκε έλα 2
k-1

 παξαγνληηθό επάλσ ζηηο ππόινηπεο αγσγέο ζε θάζε κπινθ. 

4.Τπεξζέηνπκε έλα δηάλπζκα ζηήιε από 2
k-1 

ζηνηρεία κε 0 επάλσ ζε αγσγέο πνπ 

ιείπνπλ ζε θάζε κπινθ. 

Ωο έλα επηπιένλ παξάδεηγκα, ν ζρεδηαζκόο D736 είλαη έλαο SOD κε 7 

παξάγνληεο πνπ θαηαζθεπάζηεθε κε ηε Μέζνδν II από έλα BIBD* ηνπ κεγέζνπο (7, 

3, 6): (0 24), (0 13), (5 06), (125), (6 14), (2 36), (3 45),(0 25), (0 13), (0 46), (1 24), 

(1 56), (2 36), (3 45). Όπσο νη Box θαη Behnken ζρεδηαζκνί, όινη νη SODs 

θαηαζθεπάδνληαη κε ηε Μέζνδν II είηε είλαη πεξηζηέςηκνη ή ζρεδόλ- πεξηζηέςηκνη, 

επίζεο, είλαη ζθαηξηθνί. 

 

Παπαηηπήζειρ. 

 

1. Έλαο ηξηώλ επηπέδσλ SOD θαηαζθεπαζκέλνο από έλαλ ΗΒD κεγέζνπο (π, k, r) 

ρξεζηκνπνηώληαο ηε Μέζνδν Η έρεη 2
k
b εθηειέζεηο ηέηνηεο ώζηε 

2 4 2k

i ix x r    

θαη 
2 2 2k

i j ijx x  . Έλαο ηξηώλ επηπέδσλ SOD θαηαζθεπαζκέλνο από έλα ΗΒD* 

κεγέζνπο (π, k, r) ρξεζηκνπνηώληαο ηε Μέζνδν II έρεη 2
k-l

b εθηειέζεηο ηέηνηεο ώζηε 

2 4 12k

i ix x r   θαη 
2 2 12k

i j ijx x  . Οπόηε ηα κε δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ 

πίλαθα NN΄ ησλ IBDS πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζα είλαη κε κεδεληθά. Γηαθνξεηηθά, 

θάπνηα 
2 2

i jx x  ζα είλαη κεδέλ θαη ν X'X πίλαθαο ηνπ SOD ζα είλαη ηδηάδσλ. Δπεηδή ν  

(X'X)
-1

 είλαη ζπλάξηεζε ηνπ (NΝ)
-1

, κηα επηπιένλ απαξαίηεηε πξνϋπόζεζε γηα 

απηνύο ηνπο IBDS είλαη λα ηζρύεη |NN| ≠ 0. Γηα παξάδεηγκα, ν αθόινπζνο RGD* 

κεγέζνπο (8, 4, 6): (2 0 7 4), (5 4 6 3), (5 7 1 0), (2 6 1 5), (3 4 1 2 ), (3 7 0 6), (3 0 4 

1), (5 6 4 0), (2 1 6 0), (2 7 5 4), (3 2 7 6), (7 5 3 1) απνηπγράλεη λα θαηαζθεπάζεη έλα 

SOD 8 παξάγνλησλ επεηδή |NN| = 0. 

2. Τπάξρεη έλαο θαιόο ιόγνο γηαηί είλαη ζθόπηκν λα πεξηνξηζηνύκε ζε απηήλ ηελ 

θιάζε από RGD θαηά ηελ επηινγή ησλ IBDS γηα ηελ θαηαζθεπή SODs κε ηε κέζνδν 

II. Αλάκεζα ζε όινπο ηνπο SODs θαηαζθεπαζκέλνπο από ΗΒD* κεγέζνπο (π, k, r) 

ρξεζηκνπνηώληαο ηε Μέζνδν II, νη Α-, D-, θαη E- optimal SODs πξέπεη λα 

πξνέξρνληαη από IBD* πνπ είλαη RGD. Αλ e1, e2, …, ep είλαη νη κε κεδεληθέο 

ηδηνηηκέο ηνπ X'X ελόο SOD θαηαζθεπαζκέλν από IBD* κεγέζνπο (π, k, r), ηόηε 

tr(Υ'Υ) = ie  ε νπνία είλαη ζπλάξηεζε ηνπ 
2 2 1( ) 2k

i j ijx x kr const     . 
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Δπίζεο, tr (Υ'Υ)
2
 = 

2

ie ε νπνία είλαη κηα ζπλάξηεζε ηνπ 
2 2 2 1 2( ) 2k

i j ijx x    . 

Απηή ε πνζόηεηα ειαρηζηνπνηείηαη όηαλ ν IBD είλαη RGD. Έρνπκε ηόηε έλα 

ζρεδηαζκό ηνπ νπνίνπ ηα ei είλαη ηόζν ίζα όζν είλαη δπλαηόλ θαη ηζρύεη 
2

ie
=ζηαζεξά. Καηά κία έλλνηα, απηό είλαη κηα πξνζέγγηζε ηνπ θξηηεξίνπ Α-

βειηηζηόηεηαο, ην νπνίν απαηηεί ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 
1

ie ή ηεο D-

βειηηζηόηεηαο, ην νπνίν απαηηεί ηε κεγηζηνπνίεζε ηνπ 
1

ie . 

3. Ο πίλαθαο αγσγώλ ελόο  IBD ν νπνίνο έρεη πξνθύςεη από δύν αληίγξαθα ελόο 

άιινπ IBD κε πίλαθα αγσγώλ ηνλ  ΝΝ’ είλαη  2ΝΝ’. Απηό ζεκαίλεη όηη ν IBD απηόο 

δελ είλαη απαξαίηεηα RGD. Σν γεγνλόο απηό εμεγεί πσο νη επηά ΒΒ ζρεδηαζκνί πνπ 

θαηαζθεπάδνληαη από PBIBDs κπνξνύλ λα βειηησζνύλ. 

 

4.Σα RGD* δελ είλαη πάληα δηαζέζηκα γηα θάζε κέγεζνο, όπσο γηα παξάδεηγκα γηα ηα 

κεγέζε (5, 3, 6), (9,4, 8), (14, 4, 8) θαη (15, 4, 8). 

 

4.4 Νέοι ζσεδιαζμοί δεύηεπηρ ηάξηρ 

 

Ο γελλήηνξαο θάζε λένπ SOD απνηειείηαη από ηξεηο αξηζκνύο νη νπνίνη αληηζηνηρνύλ 

ζηηο ηξεηο παξακέηξνπο ηνπ πξνθύπηνληνο ΗΒD* κεγέζνπο (π, k, r). Δθηόο από δύν 

SODs (D934 θαη D1645), ν αξηζκόο ησλ  θεληξηθώλ ζεκείσλ n0 πνπ πξνζηέζεθε ζε 

θάζε λέν SOD είλαη ν αξηζκόο πνπ ζπληζηάηαη από ηνπο Box θαη Behnken (1958, 

1960). Οη θαηλνύξηνη SODs αλήθνπλ ζε ηξεηο θαηεγνξίεο: (i) απηνύο πνπ ιακβάλνληαη 

από BIBDs, (ii) εθείλνπο πνπ ιακβάλνληαη από ηνλ ΗΒD* κε κπινθ κεγέζνπο 3, θαη 

(iii) εθείλνπο πνπ ιακβάλνληαη από ΗΒD * κε κπινθ κεγέζνπο 4. 

Έλα ηζνξξνπεκέλν k x k κπινθ είλαη έλαο επηιύζηκνο BIBD κεγέζνπο (k
2
, k, k + 1) 

κε ι = 1. Ο Box θαη Behnken ζρεδηαζκόο γηα 4 (= 2
2
) παξάγνληεο δνκήζεθε 

ρξεζηκνπνηώληαο ηε Μέζνδν Η ζε έλα 2 x 2 ηζνξξνπεκέλν κπινθ (0 1), (2 3), (0 3), (1 

2), (0 2), (3 1 ). Οκνίσο, νη λένη SODs γηα k
2
 παξάγνληεο κπνξνύλ λα 

θαηαζθεπαζζνύλ από έλα k x k ηζνξξνπεκέλν κπινθ όπνπ ην k = 3, 4, 5, 7 θαη 9. Ο 

SOD πνπ πξνθύπηεη έρεη 
4 2 ( 1)k

ix k   θαη 
2 2 2 2k k

i jx x    όπνπ ι = 1. Έηζη, 

4 2 2/ 1i i jx x x k   . Ζ Μέζνδνο Η κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα δεκηνπξγήζεη 
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SODs κε 9 θαη 16 παξάγνληεο  (D934 θαη D1645) από k x k ηζνξξνπεκέλα κπινθ γηα 

k = 3 θαη 4. Ζ Μέζνδνο Η κπνξεί επίζεο λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα δεκηνπξγήζεη έλαλ 

13-παξαγόλησλ SOD (D1344) από έλαλ BIBD κεγέζνπο (13,4, 4). Απηόο ν SOD 13 

παξαγόλησλ θαη νη ζρεδηαζκνί D934 θαη D1645 έρνπλ επίζεο αλαθεξζεί αλεμάξηεηα 

από ηνπο Crosier (1991) θαη Mee (2000), αληηζηνίρσο. 

ην πξνεγνύκελν ηκήκα, ε κέζνδνο II ρξεζηκνπνηήζεθε κε IBD* κε κπινθ 

κεγέζνπο 3 γηα λα δεκηνπξγήζεη ην λέν 6 - θαη 7-παξαγόλησλ SODs (D636 θαη 

D736). Απηή ε κέζνδνο κπνξεί επίζεο λα ρξεζηκνπνηεζεί κε άιια IBD* κε κπινθ 

κεγέζνπο 3 γηα λα δεκηνπξγεζνύλ λένη SODs γηα 5 θαη 8 παξάγνληεο (D536, D8312 

θαη D8318). 

Ζ κέζνδνο II κπνξεί επίζεο λα ρξεζηκνπνηεζεί κε IBD* κε κπινθ κεγέζνπο 4 

γηα λα δεκηνπξγήζεη λέα SODs γηα 8-12 παξάγνληεο (D848, D948, D1048, D1148 θαη 

D1248). 

 

4.5 Box –Behnken οπθογώνιοι καηά μπλοκ ζσεδιαζμοί και νέοι SODs 

 

Οη απαηηήζεηο ησλ νξζνγώλησλ θαηά κπινθ πεηξακαηηθώλ ζρεδηαζκώλ έρνπλ 

δνζεί από ηνπο Box θαη Hunter (1957) θαη ηνλ Nguyen (2001). Οη Box θαη Behnken 

(1960) απαξηζκνύλ θαηαζηάζεηο όπνπ κπνξνύλ λα θαηαζθεπαζηνύλ SODs  κε ηε 

κέζνδν Η νη νπνίνη ζα είλαη νξζνγώληνη θαηά κπινθ κε ηε κέζνδν Η: 

(i) όηαλ επαλαιεπηηθά ζύλνια κπνξνύλ λα βξεζνύλ ζηνλ πξνθύπησλ IBD. Ο 

SOD θαηαζθεπάδεηαη από k x k ηζνξξνπεκέλα κπινθ πνπ εκπίπηνπλ ζε απηή ηελ 

θαηεγνξία. Γηα παξάδεηγκα, θάζε αληηγξαθή ηνπ 2 x 2 ηζνξξνπεκέλνπ κπινθ (0 

1), (2 3),(0 3), (1 2),(0 2), (1 3) ην νπνίν ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ 

4-παξαγόλησλ Box θαη Behnken ζρεδηαζκνύ απνηειεί έλαλ νξζνγώλην θαηά 

κπινθ ζρεδηαζκό. 

(ii) όηαλ ε ζπληζηώζα 2
3 

ή 2
4
παξαγνληηθό κπνξεί λα δηαηξεζεί ζε δύν 

νξζνγώληνπο θαηά κπινθ από ηελ πςειόηεξε ζεηξά αιιειεπίδξαζεο 

(iii) όηαλ ακθόηεξα ηα (i) θαη (ii). Γηα παξάδεηγκα, ην 3 x3 ηζνξξνπεκέλν κπινθ 

πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ θαηαζθεπή D934 έρεη ηέζζεξηο επαλαιήςεηο. Κάζε 

επαλάιεςε κπνξεί λα δηαηξεζεί ζε δύν νξζνγώληα κπινθ. Έηζη, απηόο ν SOD 

κπνξεί λα δηαηξεζεί ζε νθηώ νξζνγώληα κπινθ. Οκνίσο, ν D1645 δηαζέηεη πέληε 
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επαλαιήςεηο. Κάζε επαλάιεςε κπνξεί λα δηαηξεζεί ζε δύν νξζνγώληα κπινθ. 

Έηζη, απηόο ν SOD κπνξεί λα δηαηξεζεί ζε 10 νξζνγώληα  κπινθ. 

Οη αλσηέξσ θαηεπζπληήξηεο γξακκέο ηζρύνπλ γηα όινπο ηνπο λένπο SODs 

θαηαζθεπαζκέλνπο κε ηε κέζνδν Η(δειαδή D934, D1344 θαη D1645). Γελ ηζρύνπλ 

γηα ηνπο λένπο SODs πνπ παξάγνληαη από IBD* κε κπινθ κεγέζνπο 3, κε ηε κέζνδν 

ΗΗ (δειαδή D536, D636, D736, D8312 θαη D8318). Σν D536, D636 θαη D736, 

σζηόζν, κπνξεί λα δηαρσξηζηεί ζε δύν νξζνγώληα κπινθ από ηνλ CUT αιγόξηζκν 

ηνπ Nguyen(2001)  

0 0 0 0 0 0 
 

0 0 0 0 0 0 
 

-1 1 1 1 1 1 
 

-1 1 -1 -1 -1 -1 

0 0 0 0 -1 1 
 

-1 -1 -1 1 1 1 
 

0 0 0 0 0 0 
 

0 0 1 1 -1 -1 

-1 -1 -1 -1 0 0 
 

0 0 1 1 -1 1 
 

0 0 0 0 0 0 
 

1 1 0 0 -1 1 

1 
  

1 -1 -1 0 0 
 

-1 1 0 0 0 0 
 

0 0 -1 -1 1 1 
 

0 0 -1 1 0 0 

0 0 -1 1 -1 -1 
 

1 1 0 0 1 1 
 

-1 -1 0 0 -1 1 
 

0 0 0 0 0 0 

1 -1 0 0 1 1 
 

0 0 -1 -1 0 0 
 

-1 -1 1 -1 0 0 
 

1 1 0 0 0 0 

                           
0 0 0 0 0 0 

 
0 0 0 0 0 0 

 
-1 1 -1 -1 -1 

-
1 

 
-1 1 1 1 1 1 

0 0 0 0 -1 1 
 

-1 -1 -1 1 1 1 
 

0 0 0 0 0 0 
 

0 0 1 1 -1 -1 

1 1 1 1 0 0 
 

0 0 -1 -1 -1 1 
 

0 0 0 0 0 0 
 

-1 -1 0 0 -1 1 

1 1 -1 -1 0 0 
 

-1 1 0 0 0 0 
 

0 0 -1 -1 1 1 
 

0 0 -1 0 0 0 

0 0 -1 1 1 1 
 

-1 -1 0 0 -1 -1 
 

1 1 0 0 -1 1 
 

0 0 0 0 0 0 

1 -1 0 0 1 1 
 

0 0 -1 -1 0 0 
 

-1 -1 1 -1 0 0 
 

1 1 0 0 0 0 
 

 
                           

Ζ κέζνδνο ηνπ δηαρσξηζκνύ ησλ SODs πνπ δεκηνπξγήζεθε από IBD* κε κπινθ 

κεγέζνπο 4 (δειαδή D848, D948, D1048, D1148 θαη D1248) κπνξεί λα εμεγεζεί κε 

έλα παξάδεηγκα. Δμεηάδνπκε ηνλ ζρεδηαζκό D1148 ν νπνίνο πεξηέρεη ηα αθόινπζα 

νθηώ ζεκεία ζρεδηαζκνύ (πνπ παξάγεηαη από ην κπινθ (6 904)): 

-1 0 0 0 -1 0 -1 0 0 -1 0 

-1 0 0 0 -1 0 -1 0 0 1 0 

-1 0 0 0 1 0 -1 0 0 -1 0 

-1 0 0 0 1 0 -1 0 0 1 0 

1 0 0 0 -1 0 -1 0 0 -1 0 

1 0 0 0 -1 0 -1 0 0 1 0 

1 0 0 0 1 0 -1 0 0 -1 0 

1 0 0 0 1 0 -1 0 0 1 0 

 

Σα ζεκεία 1,4, 6 θαη 7 πεξηιακβάλνπλ έλα κηζόθιάζκα ηνπ 2
3
παξαγνληηθνύ γηα 

παξάγνληεο 1,5 θαη 10. Σα ππόινηπα ηέζζεξα ζεκεία πεξηιακβάλνπλ ην άιιν κηζό-
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θιάζκα. Μπνξνύκε λα αληηζηνηρήζνπκε ην πξνεγνύκελν κε ην πξώην κπινθ θαη ην 

ηειεπηαίν κε ην δεύηεξν κπινθ. 

 

4.6  Αποηελέζμαηα 

 

Ο Πίλαθαο 1 ζπλνςίδεη πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηελ θαηαζθεπή ησλ IBDS θαη 

πεξηέρεη κηα ζύγθξηζε ησλ ΒΒ ζρεδηαζκώλ κε ηνπο αληίζηνηρνπο λένπο SODs ζε κηα 

ζθαίξα αθηίλαο 1 σο πξνο ηα αθόινπζα θξηηήξηα: 

(i) Q θξηηήξην ηεο πεξηζηξεςηκόηεηαο. Σν Q* είλαη έλα ζηαηηζηηθό R
2
 γηα ηελ 

παιηλδξόκεζε ηεο δεύηεξεο θαη ηεο ηέηαξηεο ηάμεο ηνπ πίλαθα ξνπώλ Μ = Υ'Υ/n 

επί ησλ αληίζηνηρσλ ξνπώλ γηα έλαλ ππνζεηηθό πεξηζηξέςηκν SOD. Έηζη, αλ έλαο 

SOD είλαη πεξηζηξέςηκνο, ηόηε Q*=1, ελώ εάλ ν SOD είλαη ζρεδόλ πεξηζηξέςηκνο, 

ηόηε ην Q* ζα είλαη θνληά ζην 1. Καη 'αλαινγία, θαζώο νη ηδηόηεηεο πεξηζηξνθήο 

γίλνληαη θησρόηεξεο, ην Q* ζα πξνζεγγίζεη ην 0.Ο ππνινγηζκόο ηνπ Q* 

πεξηγξάθεηαη ζηνπο Draper θαη Pukelsheim(1990). Σν Q* είλαη ακεηάβιεην όηαλ 

έλα ή πεξηζζόηεξα θεληξηθά ζεκεία πξνζηίζεληαη ζην ζρεδηαζκό (Khuri θαη 

Cornell) (1996) 

(ii) |Μ| όπνπ ην Μ είλαη ν πίλαθαο ξνπώλ θαη ε άκεζα ζπζρεηηδόκελε D-

απνδνηηθόηεηα D-eff= 100(|M|
1/p

)/n όπνπ ην p είλαη ν αξηζκόο ησλ παξακέηξσλ 

ηνπ κνληέινπ. 

(iii) G-efficiency =100p/dmax, όπνπ d είλαη ε πξόβιεςε ηεο θιηκαθνύκελεο 

δηαθύκαλζεο ζην ζεκείν(x1,…., xm) πνπ ππνινγίδεηαη σο d =x'M
-1

x.εκεηώλεηαη 

όηη ε ρσξίο θιίκαθα πξόβιεςε ηεο δηαθύκαλζεο ζην ζεκείν x είλαη dζ
2
/n. Ζ dmax 

ππνινγίδεηαη όρη γηα νιόθιεξν ην ρώξν x ηνπ ζρεδηαζκνύ, αιιά πάλσ από ηελ 

έλσζε ησλ δύν ζπλόισλ A U B όπνπ ην Α είλαη ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ 3
m

(x1,…., 

xm) ηέηνηα ώζηε xi=0, ±1/ 𝑚 γηα i = 1 ..., m θαη Β είλαη ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ 

(x1,…., xm) επί ηεο επηθαλείαο ηνπ m-δηαζηάζεσλ έηζη ώζηε νη i ζπληεηαγκέλεο λα 

είλαη 0 θαη νη ππόινηπεο m-i ζπληεηαγκέλεο είλαη ± 1 𝑚 − 1. Αλ ν ρώξνο ηνπ 

ζρεδηαζκνύ ήηαλ έλαο ππεξθύβνο, ζα αξθνύζε λα εμεηαζηνύλ κόλν ηα 

παξαγνληηθά ζεκεία ηνπ ζπλόινπ Α, επεηδή ηα ζεκεία Α ππνζηεξίδνπλ έλα 

βέιηηζην ζρεδηαζκό (Lucas, 1976). Ωζηόζν,επεηδή ν ρώξνο ηνπ ζρεδηαζκνύ είλαη 

ζθαηξηθόο, ηα ζεκεία Α δελ ππνζηεξίδνπλ απαξαηηήησο έλα βέιηηζην ζρεδηαζκό. 

Έηζη, ε κεγίζηε θιηκαθνύκελε εθηηκώκελε δηαθύκαλζε κπνξεί πνιύ πηζαλόλ λα 
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ζπκβεί ζε έλα ζεκείν επί ηεο επηθαλείαο ηεο ζθαίξαο θαη δελ πεξηέρεηαη ζην 

ζύλνιν Α. Απηόο είλαη ν ιόγνο ηεο αλαδήηεζε γηα ην κέγηζην ηνπ d πάλσ ζην 

ζύλνιν Β ηνπ νπνίνπ όια ηα ζεκεία απιώλνληαη ζηελ ζθαηξηθή επηθάλεηα. 

Πίνακαρ 1 

ςγκπίνονηαρ ηοςρ ΒΒ ζσεδιαζμούρ και ηοςρ νέοςρ SODs 

     m p Σχεδιασμός (υ, k, r) r/𝜆𝑖𝑗  n+𝑛0 Q* |M| D-eff G-eff APV 

5 21 BB (5,2,4) 4(10) 40+6 0,9974 1,54E-27 77,30 83,00 14,97 

  
D536 (5,3,6) 

 
40+6 0,9911 4,68E-28 73,04 43,48 17,60 

6 28 BB
C
 (6,3,3) 

 
48+6 0,9905 2,67E-41 76,73 62,22 22,46 

  
D636 (6,3,6) 

 
48+6 0,9959 5,95E-41 78,95 70,71 21,27 

7 36 BB (7,3,3) 3(21) 56+6 1,0000 7,98E-57 83,88 92,90 26,59 

  
D736 (7,3,6) 3(21) 56+6 1,0000 7,98E-57 83,23 92,90 26,59 

8 45 D8312
a
 (8,3,12) 4(16)3(12) 128+8 0,9983 5,64E-76 85,76 91,08 34,18 

  
D848 (8,4,8) 

 
128+8 0,9974 3,71E-76 84,97 69,43 34,90 

  
BB

b
,
c
 (8,3,9) 

 
192+16 0,9974 2,07E-76 83,88 71,01 35,27 

  
D8318

a
 (8,3,18) 

 
192+16 0,9993 4,26E-76 85,23 90,50 34,11 

9 55 BB
C
 (9,3,5) 

 
120+10 0,9924 

7,25E-
100 82,24 78,11 46,44 

  
D934 (9,3,4) 4(36) 96+8 0,9985 6,50E-99 85,29 87,53 43,27 

  
BB

b
,
c
 (9,4,4) 4(18)2(18) 144+10 0,9927 

2,24E-
101 77,20 16,81 78,40 

  
D948 (9,4,8) 

 
144+10 0,9982 7,84E-99 85,88 65,93 43,59 

10 66 BB
C
 (10,4,4) 4(30)2(15) 160+10 0,9928 

3,64E-
126 82,72 65,39 58,99 

  
D1048 (10,4,8) 

 
160+10 0,9982 

9,87E-
125 86,96 76,39 53,25 

11 78 BB
a
 (11,5,5) 

 
176+12 0,9996 

7,48E-
154 88,32 76,60 62,84 

  
D1148 (11,4,8) 

 
176+12 0,9977 

1,93E-
154 86,80 77,20 64,93 

12 91 BB
b
 (12,4,4) 

 
192+12 0,9962 

1,51E-
187 86,97 84,80 77,45 

  
D1248 (12,4,8) 

 
192+12 0,9980 

4,38E-
187 87,99 84,80 76,07 

13 105 D1344 (13,4,4) 4(78) 208+12 0,9990 
5,10E-

223 89,47 90,25 87,50 

16 153 BB
b
 (16,4,6) 6(96)3(24) 384+12 0,9935 

1,80E-
356 87,39 82,88 142,45 

  
D1645 (16,4,5) 5(120) 320+10 0,9974 

6,54E-
354 90,82 88,84 133,10 

 

a
 Oη ζρεδηαζκνί απηνί δελ κπνξνύλ λα είλαη νξζνγώληνη 

b
Απηνί νη δπν Box θαη Behnken ζρεδηαζκνί είλαη από ηνπο Box θαη Behnken (1958) 

c
 Απηνί νη επηά ζρεδηαζκνί Box θαη Behnken (θαηαζθεπαζκέλνη από PBIBDs) έρνπλ 

βειηησζεί σο πξνο ηαQ*, |M| θαη G-απνδνηηθόηεηαο. 
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(iii) APV= ε κέζε δηαθύκαλζε θιηκαθνύκελε πξόβιεςεο.Γειαδή,ην APV είλαη ν 

κέζνο όξνο ηνπ d όισλ ησλ ζεκείσλ ζηε κνλαδηαία ζθαίξα. Ο ππνινγηζκόο ηνπ 

θάζε APV πεξηιακβάλεη αξηζκεηηθή εθηίκεζε ηνπ θαηαιιήινπ πνιιαπινύ 

νινθιεξώκαηνο πνπ πεξηιακβάλεη ην κεηαζρεκαηηζκό ζε ππεξζθαηξνεηδείο 

ζπληεηαγκέλεο (βι.Borkowski, 1995α, 1995β, 2003). 

Όπσο όιεο νη Q* ηηκέο ηνπ Πίλαθα 1 δείρλνπλ ηόζν θνληά ζην 1, είλαη δύζθνιν 

λα δνύκε κηα βειηίσζε πνπ αληηπξνζσπεύεηαη από ηελ αύμεζε Q*από 0,9905 ζε 

0,9959. Σν ρήκα 1 παξέρεη γξαθήκαηα πνπ δείρλνπλ ηελ αζηάζεηα ησλ πξνβιέςεσλ 

ησλ απνθιίζεσλ ησλ επηιεγκέλσλ ζρεδηαζκώλ Box-Behnken θαη ησλ λέσλ SODs. 

Κάζε γξάθεκα είλαη κία γξαθηθή παξάζηαζε ησλ αθηηλώλ 2000 ηπραίσλ ζεκείσλ 

ζηελ m-δηαζηάζε κνλαδηαίαο ζθαίξαο επί ησλ θιηκαθσηώλ πξνβιεπόκελσλ 

δηαζπνξώλ. Ο κέζνο όξνο ησλ δηαθπκάλζεσο πξόβιεςεο ηνπ δείγκαηνο (SAPVs) 

ππνινγίδεηαη από απηά ηα 2000 ζεκεία ηα νπνία εκθαλίδνληαη επίζεο ζην ζρήκα. 1. 

Απηή ε Monte Carlo κέζνδνο έρεη πξνηαζεί από ηνλ Borkowski(2003) γηα λα 

εθηηκεζεί ε αθξηβήο αμηνιόγεζε ησλ ηηκώλ APVγηα ηα ζρέδηα σο απάληεζε γηα ηνλ 

ππεξθύβν. Όπσο αλακελόηαλ, νη SAPVs είλαη πνιύ θνληά ζηηο αθξηβείο ηηκέο APV 

πνπ δίδνληαη ζηνλ Πίλαθα1. 

Ζ κέζνδνο Monte Carlo είλαη επίζεο ρξήζηκε γηα ηε γξαθηθή κειέηε ησλ 

ηδηνηήησλ ηεο δπλαηόηεηαο πεξηζηξεςηκόηεηαο ελόο ζρεδηαζκνύ. πγθεθξηκέλα, ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ελόο πην πεξηζηξέςηκνπ ζρεδηαζκνύ ζα είλαη ιηγόηεξν απόηνκε 

από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ελόο ιηγόηεξν πεξηζηξέςηκνπ ζρεδηαζκνύ.Φπζηθά, ην 

γξάθεκα ελόο πεξηζηξέςηκνπ ζρεδηαζκνύ είλαη απιά κηα θακπύιε, επεηδή ε 

δηαθύκαλζε πξόβιεςεο είλαη ζηαζεξή γηα θάζε αθηίλα. Δπάλσ ζε όια ηα γξαθήκαηα 

ζην ζρήκα 1 είλαη ηα δηαγξάκκαηα δηαζπνξάο δηαθύκαλζεο (VDGs) γηα ηελ ειάρηζηε 

θαη κέγηζηε θιίκαθα πξόβιεςεο ησλ δηαθπκάλζεσλ πνπ ζρεηίδνληαη κε θάζε ηηκή ηεο 

αθηίλαο. Οη VDGs, σο εθ ηνύηνπ, παξέρνπλ αλώηεξα θαη θαηώηεξα όξηα γηαηε 

κεηαβιεηόηεηα ηεο θιίκαθαο ησλ δηαθπκάλζεσλ. Σν Sm ππνδειώλεη ηελ m-δηάζηαηε 

ζηε κνλαδηαία ζθαίξα. Έπεηηα, ε αλαινγία ηνπ όγθνπ ηνπ Sm πνπ πεξηέρεηαη ζηελ 

ππν-ζθαίξα αθηίλαο ξ (0 ≤ ξ ≤ 1) είλαη απιά ξ
m

. Έηζη, γηα m = 12, ζα πεξηκέλακε 

99% (99,9%) ηπραία ζθαηξηθά ζεκεία λα έρνπλ ξ >. 68 (.56), θαη γηα ην m = 16, ζα 

πεξηκέλακε ην 99% (99,9%) ησλ ηπραίσλ ζθαηξηθώλ ζεκείσλ λα έρνπλ ξ > .75 (.65). 

Απηό αληηθαηνπηξίδεηαη ζηνλ 12 - θαη 16-παξάγνληα ζην ρήκα. 1. Έρνληαο ηα VDGs 
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παξέρνπλ πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηα όξηα γηα ηε κηθξόηεξε αθηίλα πνπ δελ 

παξαηεξήζεθαλ ζηα ηπραία δείγκαηα ησλ 2.000 ζεκείσλ. 
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σήμα. 1.Γιαγπάμμαηα πος δείσνοςν ηην ελάσιζηη, ηη μέγιζηη και ηην μεηαβληηόηηηα 

ηηρ ππόβλετηρ ηυν διακςμάνζευν οπιζμένυν ΒΒ ζσεδιαζμών και ηυν νέυν SODs. 

 

Μπνξεί λα θαλεί από ηνλ Πίλαθα 1 θαη ην ρήκα. 1 όηη D636, D8318, D934, 

D948, D1048, D1248 θαη D1645 είλαη θαιύηεξνη από ηνπο αληίζηνηρνπο ζρεδηαζκνύο 
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Box-Behnken (εθείλνη πνπ θαηαζθεπάδνληαη από PBIBDs) από ηελ άπνςε ηεο 

δπλαηόηεηαο πεξηζηξεςηκόηεηαο θαζώο θαη ησλ APV, D-θαη G-efficiency.  

Μπνξεί επίζεο λα θαλεί από ηνλ Πίλαθα 1 όηη ε ηηκή Q* ηνπ παξαγόκελνπ 

SOD είλαη θνληά ζην 1, εάλ νη r / ιij ηηκέο ησλ ΗΒD είλαη θνληά ζην 3 θαη γίλνληαη 1 

αλ όιεο νη r / ιij ηηκέο γίλνληαη 3 όπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ 7-παξαγόλησλ Box-

Behnken ζρεδηαζκνύ θαη D736. Οη SODs δεκηνπξγνύληαη από IBDS κε πςειή ηηκή 

ηνπ r / ιij (θάηη πνπ ζπκβαίλεη όηαλ ην k είλαη κηθξό ζε ζρέζε κε ην π), όπσο ν 5-

παξαγόλησλ Box-Behnken ζρεδηαζκόο, D934, D1344 θαη D1645 ζα πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηνύληαη κε πξνζνρή. Ο αθόινπζνο πίλαθαο δίλεη ηελ θαηαλνκή ησλ 

επηπέδσλ ηνπ παξάγνληα ηνπ θάζε δεύγνπο ησλ παξαγόλησλ γηα ηνπο ηέζζεξηο απηνύο 

ζρεδηαζκνύο. 

BB ρεδηαζκόο 

 (5-παξάγνληεο) D934 (9-παξάγνληεο) 

 
D1344 (13-παξάγνληεο) 

 

D1645 

(16-παξάγνληεο) 

                   level -1 0 1 
 

level -1 0 1 
 

level -1 0 1 
 

level -1 0 1 

-1 1 6 1 
 

-1 2 12 2 
 

-1 4 24 4 
 

-1 4 32 4 

0 6 18 6 
 

0 12 48 12 
 

0 24 108 14 
 

0 4 186 4 

1 1 6 1 
 

1 2 12 2 
 

1 4 24 4 
 

1 4 32 4 

 

Απηέο νη θαηαλνκέο είλαη πνιύ αλνκνηνγελείο, ιόγσ ηνπ πςεινύ πνζνζηνύ ησλ 

0 γηα θάζε παξάγνληα. Ωο εθ ηνύηνπ, νη πεηξακαηηζηέο ζα πξέπεη λα εμεηάζνπλ κόλν 

απηνύο ηνπο ηέζζεξηο ζρεδηαζκνύο θαηά ηε κειέηε αιιειεπηδξάζεσλ. Δλαιιαθηηθέο 

ιύζεηο γηα ηνλ 5-παξαγόλησλ Box - Behnken ζρεδηαζκό, D934, D1344 θαη D1645 

πνπ ζα κπνξνύζαλ λα εμεηαζηνύλ είλαη ν D536 (παξά ην ρακειόηεξν Q * ζε 

ζύγθξηζε κε ην ζρεδηαζκό 5-παξαγόλησλ BB), ν D948 θαη νη 13 θαη 16-παξαγόλησλ 

SODs (θαηαζθεπαζκέλνη από ζπκκεηξηθά RGDs κε κπινθ κεγέζνπο 5).  

 

4.7 ςμπεπαζμαηικέρ παπαηηπήζειρ 

 

Ζ παξαπάλσ δηαδηθαζία αλαθέξεη 13 λένπο SODs κε 5-16 παξάγνληεο. Έληεθα 

από ηνπο 13 λένπο SODs (ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ εθείλνπ κε 11 παξάγνληεο) κπνξνύλ 

λα είλαη νξζνγώληνη θαηά κπινθ. Όινη νη επηά ζρεδηαζκνί Box-Behnken 

θαηαζθεπάζηεθαλ από PBIBDs (Βιέπε Πίλαθα 1) έρνπλ βειηησζεί από λένπο SODs 

σο πξνο ηε δπλαηόηεηα πεξηζηξεςηκόηεηαο θαζώο θαη ζηηο APV, D -θαη G-efficiency. 

Σόζν νη λένη SODs όζν θαη νη Box θαη Behnken ζρεδηαζκνί κνηξάδνληαη έλαλ αξηζκό 

ηδηνηήησλ πνπ ζεσξείηαη επηζπκεηό γηα έλα ζρεδηαζκό απνθξηηηθήο επηθάλεηαο ην 
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νπνίν απαηηεί κόλν έλαλ ειάρηζην αξηζκό επηπέδσλ γηα θάζε παξάγνληα, έρνληαο 

απιέο κνξθέο δεδνκέλσλ, πνπ κπνξεί λα είλαη πεξηζηξεςηκόο ή ζρεδόλ-

πεξηζηξεςηκόο, κε ηελ ηθαλόηεηα λα είλαη νξζνγώληνο θαηά κπινθ, εμαζθαιίδνληαο 

ηελ απιόηεηα ηνπ ππνινγηζκνύ. 

Έληεθα από ηνπο 13 λένπο SODs θαη όινη νηζρεδηαζκνί Box- Behnken εθηόο 

από έλα γηα ηνλ 11-παξαγόλησλ κπνξεί λα είλαη νξζνγώληνη. Όηαλ ν νξζνγώληνο θαηά 

κπινθ ζρεδηαζκόο δελ είλαη θξίζηκεο ζεκαζίαο, όπσο ζηελ πεξίπησζε ησλ 

πεηξακάησλ ζρεηηθά κε ηα ππνινγηζηηθά κνληέια πνπ πεξηιακβάλνπλ έλα κεγάιν 

αξηζκό παξαγόλησλ, νη πεηξακαηηζηέο ελζαξξύλνληαη λα ρξεζηκνπνηνύλ ην Box-

Behnken ζρέδηαζκό κε 11 παξάγνληεο θαη άιινπο ηύπνπο Box-Behnken ζρεδηαζκώλ.  

Ζ κέζνδνο II πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα λα παξάγεη πεξηζζόηεξνπο από ηνπο 

λένπο SODs είλαη αξθεηά γεληθή θαη κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα παξάγεη SODs 

γηα άιινπο αξηζκνύο ησλ παξαγόλησλ.Σν RGD*  κεγέζνπο (6, 4, 8), (7,4, 8) θαη (8, 4, 

10) ιακβάλεηαη γηα λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε δεκηνπξγία ζπκπιεξσκαηηθώλ SODs. 

Φπζηθά, απηνί νη SODs απαηηνύλ πεξηζζόηεξεο εθηειέζεηο από ό, ηη νη D636, D736 

θαη D848. ηελ παξνύζα εξγαζία, έρνπκε δηεξεπλήζεη ελ κέξεη ηε ρξήζε ησλ IBDS 

ζηελ θαηαζθεπή SOD. Αλακέλνπκε ηελ αλάγθε γηα πεξαηηέξσ έξεπλα γηα ηε κειέηε: 

(i) ησλ ηδηνηήησλ ησλ RGD* θαη ηε κέζνδν θαηαζθεπήο ηνπο, ζπλδπαζηηθά 

θαζώο θαη αιγνξηζκηθά. Σν εξώηεκα ζρεηηθά κε ηελ ύπαξμε ηνπ RGD * ηνπ 

κεγέζνπο (π, k, r) κε r < 2k θαη | NN' | ≠ 0 παξακέλεη αλαπάληεην. 

(ii) ηε ρξήζε ησλ άληζσλ επαλαιακβαλόκελσλ IBDS ζηελ θαηαζθεπή SOD. Ζ 

RGD* ηνπ κεγέζνπο (8, 4, 6), ηνπ νπνίνπ | NN' | = 0 κπνξεί ζηελ πξαγκαηηθόηεηα 

λα απμεζεί κε έλα επηπιένλ κπινθ (0 2 3 5). Σν απνηέιεζκα IBD έρεη | NN' | ≠ 0 

θαη εμαθνινπζεί λα έρεη δύν δηαθνξεηηθέο αγσγέο. Θα κπνξνύζε θαλείο λα 

θαηαζθεπάζεη έλαλ SOD από ην αλαθεξόκελν RGD* κε ηε Μέζνδν II θαη λα 

πξνζηεζνύλ ζε απηόλ ηνλ SOD 16 εθηειέζεηο πνπ αληηζηνηρνύλ ζην πξόζζεην 

κπινθ. 

(iii)  ηε ρξεζηκνπνίεζε ησλ θιαζκαηηθώλ παξαγνληηθώλ κε RGD* ζηελ 

θαηαζθεπή SOD. εκεηώλεηαη όηη έλα 2
4-1

 θιάζκα κε BIBD* ηνπ κεγέζνπο (11, 5, 

10), ην νπνίν απνηειείηαη από δύν αληίγξαθα ηνπ BIBD κεγέζνπο (11,5, 5), ζα 

νδεγήζεη ζηνλ 11-παξαγόλησλ Box - Behnken ζρεδηαζκό. 

(iv) η ε ζρέζε κεηαμύ IBDs κε άληζα κεγέζε κπινθ θαη άιισλ SODs. Μπνξεί 

εύθνια λα θαλεί όηη ην επαπμεκέλν δεύγνο γηα ηνλ 5-παξαγόλησλ ζηνλ πίλαθα 1 
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ηνπ Morris (2000) ζρεηίδεηαη κε ηνλ αθόινπζν ΗΒD: (3), (0 1), (4 0), (1 2), (2 4), (0 

2 3) θαη (2 1 4). Απηόο ν ΗΒD έρεη r = 3 θαη ιij= 1. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5 

ΒΔΛΣΙΣΟΙ ΥΔΓΙΑΜΟΙ ΣΡΙΩΝ ΔΠΙΠΔΓΩΝ ΓΙΑ ΣΗ ΜΔΛΔΣΗ 

ΑΠΟΚΡΙΣΙΚΩΝ ΔΠΙΦΑΝΔΙΩΝ 

 

5.1 Βέληιζηοι ζσεδιαζμοί ηπιών επιπέδυν για αποκπιηική επιθάνεια ζε ζθαιπικέρ 

πειπαμαηικέρ πεπιοσέρ 

 

Οη Βνx θαη Behnken (1958, 1960) πξόηεηλαλ ηε ρξήζε ζρεδηαζκώλ ηξηώλ 

επηπέδσλ γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ κνληέινπ δεύηεξεο ηάμεο κε ηξεηο ή πεξηζζόηεξνπο 

παξάγνληεο. Σα εθαηνληάδεο ηερληθά άξζξα ζε πεξηνδηθά πνπ έρνπλ ρξεζηκνπνηήζεη 

πηζηνπνηνύλ ηε δεκνηηθόηεηά ηνπο. Ωζηόζν, ε βηβιηνγξαθία πξνζθέξεη ιίγε 

θαζνδήγεζε ζρεηηθά κε ηελ πξνζαξκνγή απηώλ ησλ ζρεδηαζκώλ γηα εθαξκνγέο κε 

κίγκα επηπξόζζεησλ παξαγόλησλ ή πνηνηηθώλ κεηαβιεηώλ. ην θεθάιαην απηό ζα 

παξνπζηάζνπκε ηελ απιόηεηα θαη ηελ επειημία πνπ παξέρνπλ νη ζρεδηαζκνί ηξηώλ 

επηπέδσλ γηα ηελ πξνζαξκνγή ελόο κνληέινπ δεύηεξεο ηάμεο ζε δηάθνξεο 

πεηξακαηηθέο θαηαζηάζεηο όπσο παξνπζηάζηεθε ζηελ εξγαζία ηνπ RobertW. Mee κε 

ηίηιν “Optimal Three-Level Designs For Response Surfaces In Spherical 

Experimental Regions”, 2007. 

ε αληηθαηάζηαζε ηεο κείσζεο ηνπ εύξνπο ησλ επηπέδσλ γηα θάζε παξάγνληα 

θαη ηεο εμεξεύλεζεο ελόο κηθξόηεξνπ ππεξθύβνπ ραξαγκέλνπ ζε κία ππεξζθαίξα, 

ππνζέηνπκε κηα ζθαηξηθή πεξηνρή ζρεδίαζεο, ε νπνία επηηξέπεη ηελ εμεξεύλεζε θάζε 

παξάγνληα κε αζθάιεηα ζε επξύηεξν θάζκα. 

Ζ θαηαζθεπή απηώλ ησλ ζρεδηαζκώλ ζα βαζίδεηαη ζηε βέιηηζηε ζρεδίαζε ησλ 

ππάξρνπζσλ αιγνξίζκσλ πνπ ρξεζηκνπνηνύλ έλα αξρηθό ζύλνιν ππνςεθίσλ πνπ 

παξέρνληαη από ην ρξήζηε. Σα SAS’s ProcOptex, Design expert θαη Minitab είλαη όια 

θαηάιιεια γηα ην έξγν, θαζώο επίζεο θαη νη εμεηδηθεπκέλνη βέιηηζηνη αιγνξηζκηθνί 

ζρεδηαζκνί ησλ Goos θαη Vandebroek (2001, 2003, 2004). Καηά ηελ θαηαζθεπή D- 

optimal ζρεδηαζκώλ, γηα κία ζθαηξηθή πεξηνρή, ην ππνςήθην ζεη δελ ζα πξέπεη λα 

είλαη πιήξεο 3
t
 παξαγνληηθό, όπνπ ην t ζπκβνιίδεη ηνλ αξηζκό ησλ παξαγόλησλ, αιιά 

κάιινλ κηα ηδηαίηεξε ππννκάδα (ηξνρηά) όισλ ησλ ζεκείσλ ζηελ ίδηα απόζηαζε από 

ην θέληξν. Ζ επόκελε παξάγξαθνο ζα δείμεη πνηεο νκάδεο είλαη νη θαιύηεξνη 

ππνςήθηνη γηα 4-12 παξάγνληεο. 

Σν D-Optimality θξηηήξην ηνλίδεη κε αθξίβεηα ηνπο εθηηκώκελνπο ζπληειεζηέο ηνπ 

ζεσξεηηθνύ πξόηππνπ θαη κπνξεί λα παξακειήζεη ζνβαξά ραξαθηεξηζηηθά άιισλ 
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ζεκαληηθώλ ζρεδηαζκώλ. Δλαιιαθηηθά θξηηήξηα βειηηζηνπνίεζεο ειαρηζηνπνηνύλ 

είηε ηε βέιηηζηε πξόβιεςε ηνπ κέζνπ όξνπ δηαθύκαλζεο (Η-optimality) ή ηε κέγηζηε 

δηαθύκαλζε πξόβιεςεο πάλσ από ηελ πεξηνρή ζρεδίαζεο (G-optimality). Οη Box θαη 

Behnken (1960, ζει.. 472f.) ζαθώο ελδηαθέξνληαλ γηα ηελ πξόβιεςε ηεο ζπλνρήο ηεο 

δηαθύκαλζεο πάλσ από ηελ πεξηνρή ζρεδίαζεο. Πξόηεηλαλ ν αξηζκόο ησλ θεληξηθώλ 

ζεκείσλ λα είλαη ηέηνηνο ώζηε λα επηηπγράλεηαη νκνηόκνξθε αθξίβεηα θαζώο θαη λα 

γίλεηαη αμηνιόγεζε ησλ ζρεδηαζκώλ δεύηεξεο ηάμεο (βι. Myersetal (1992)).πλήζσο 

νη Η-optimal ζρεδηαζκνί απαηηνύλ πεξηζζόηεξα θεληξηθά ζεκεία απ’όηη νη D-optimal 

Παξά ηνλ ηίηιν ηνπ, ν Bisgaard (1997) δελ είλαη θξηηηθόο ηνπ ζρεδηαζκνύ ησλ ηξηώλ 

επηπέδσλ. Αληίζεηα, θξηηηθάξεη ηελ αλαπνηειεζκαηηθόηεηα : 

 (i)  ηνπ λα ρξεζηκνπνηνύληαη 3
t
 παξαγνληηθνί ζρεδηαζκνί θαη 3

t-s
 θιαζκαηηθνί 

παξαγνληηθνί ζρεδηαζκνί γηα ηελ εθηίκεζε πξώηεο θαη δεύηεξεο ηάμεο κνληέισλ θαη  

(ii) ηεο δηεμαγσγήο κεγάισλ πεηξακάησλ αληί κηα ζεηξά από κηθξόηεξα 

πεηξάκαηα. Γηα ηνπο ζθνπνύο ηεο δηαινγήο, θνξεζκέλνη πξώηεο ηάμεσο, ηξηώλ 

επηπέδσλ νξζνγώληνη ζρεδηαζκνί ππάξρνπλ γηα θάζε t, (Βι. Mee (2002)), ελώ 

θνξεζκέλνη νξζνγώληνη ζρεδηαζκνί, δύν επηπέδσλ ππάξρνπλ κόλν γηα t = 3,7,11, ... 

Έηζη, νη ηξηώλ επηπέδσλ ζρεδηαζκνί παξέρνπλ πιήξσο απνηειεζκαηηθνύο 

ζρεδηαζκνύο γηα λα θαζνξίζνπλ ηελ θαηεύζπλζε ηεο πην απόηνκεο αλόδνπ. Δπίζεο, 

όπσο δείρλεη απηό ην άξζξν, νη ηξηώλ επηπέδσλ ζρεδηαζκνί γηα ηνλ ππνινγηζκό ελόο 

δεύηεξεο ηάμεο κνληέινπ ζε κία ζθαηξηθή πεξηνρή κπνξεί λα θαηαζθεπαζηνύλ γηα 

νπνηνδήπνηε αξηζκό παξαγόλησλ t θαη κέγεζνο κεηαβιεηήο, εθόζνλ ην n είλαη 

κεγαιύηεξν ή ίζν πξνο ηνλ αξηζκό ησλ παξακέηξσλ πνπ εθηηκώληαη. 

 

5.2 Βαζικέρ έννοιερ για ηοςρ βέληιζηοςρ ζσεδιαζμούρ 

 

Οπνηνζδήπνηε ζρεδηαζκόο δεύηεξεο ηάμεο D-optimal γηα t παξάγνληεο ζε κία 

ζθαηξηθή πεξηνρή πξέπεη λα νξίδεηαη εμ΄νινθιήξνπ από ηε δεζκεπκέλε ππεξζθαίξα 

θαη ην θέληξν, ρσξίο άιια εζσηεξηθά ζεκεία. Ζ D-efficiency είλαη ππνινγηζκέλε 

ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ ηύπν: 

 

D − efficiency = [|𝑋′𝑋/𝑛|/𝐷 ]1/𝑝 , 
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όπνπ ην Υ ππνδειώλεη ηoλ n x p δεύηεξεο ηάμεο πίλαθα κνληέιν γηα έλαλ t 

παξαγνληηθό ζρεδηαζκό D ν νπνίνο πεξηνξίδεηαη ζηε κνλαδηαία ππεξζθαίξα (δει., ηα 

δηαγώληα ζηνηρεία ηεο (DD’ ≤ 1), p = (t + 1) (t + 2) / 2, θαη  

( 2) 12 ( 1) ( 2) ( 3)t p t t pD t t t   

                    (1) 

(Hardin θαη Sloane (1993)). 

Ζ ειαρηζηνπνίεζε ηεο κέζεο πξόβιεςεο δηαθύκαλζεο είλαη έλα θξίζηκν θξηηήξην γηα 

ηε βέιηηζηε απνθξηηηθή επηθάλεηα ησλ εθαξκνγώλ. Σν θξηηήξην απηό είλαη γλσζηό 

από πνιιέο ζπλώλπκεο νλνκαζίεο, ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ Η-, IV-, Q-, θαη V-

optimality. Ζ I-efficiency γηα δεύηεξεο ηάμεο ζρεδηαζκνύο κε «DD’ ≤ 1 ππνινγίδεηαη 

σο Η-efficiency = I∞/trace[M(X’X)
-1

n] όπνπ 

2 2 2

2 2

( 1) ( 2)( 4 8)

2( 4){ 5 10 4}

t t t t
I

t t t t


   


   
 

θαη Μ είλαη ν πίλαθαο  p x p γηα ηελ ζθαίξα (Hardin θαη Sloane (2001)). 

Σεο ίδηαο κνξθήο ζρεδηαζκνί όπσο νη D-Optimal είλαη θαη’νπζία θαη I-Optimal 

(Hardin θαη Sloane (1993, 2001)), κε ηε κόλε δηαθνξά λα είλαη ε αλαινγία ησλ 

θεληξηθώλ εθηειέζεσλ. Αθήλνπκε ην nB (nc) λα ραξαθηεξίδεη ηνλ αξηζκό ησλ 

ζεκείσλ ηνπ ζρεδηαζκνύ γηα ην όξην (ην θέληξν), έηζη ώζηε ε n= nΒ + nc. Ο βέιηηζηνο 

nc εμαξηάηαη από ηνλ αξηζκό ησλ παξακέηξσλ p = (t + l) (t + 2) / 2. O D- νptimal 

απαηηεί nc = n/p, ή ηζνδύλακα nc= nΒ / (p-1), ελώ νη Hardin θαη Sloane (2001) έδεημαλ 

όηη ε I-efficiency είλαη πςειόηεξε όηαλ: 

nc = 

4𝑡 𝑡2+ 5𝑡+10 − 16

(𝑡−1)(𝑡+2)(𝑡2+4𝑡+8)
𝑛 ≈2.06nB/(p-1) 

Ζ ζηελή ζρέζε κεηαμύ D-Optimal θαη I-Optimal εδώ ππνδειώλεη όηη νη I-

efficient ζρεδηαζκνί κπνξνύλ λα ιεθζνύλ από ηελ αλαδήηεζε γηα έλα D- Optimal 

ζρεδηαζκό θαη ζηε ζπλέρεηα ξπζκίδνληαο ηνλ αξηζκό ησλ επαλαιήςεσλ ηνπ 

θεληξηθνύ ζεκείνπ. 

ην θεθάιαην απηό ζεσξνύκε D-Optimal θαη Η-Optimal ζρεδηαζκνύο σο ζρεδηαζκνύο 

δεύηεξεο ηάμεο ζε κία ζθαηξηθή πεξηνρή ππό ηε ζπλζήθε όηη θάζε παξάγνληαο είλαη 

ζε ηξία επίπεδα. ε πνιιέο εθαξκνγέο, ε πξνζηηζέκελε επθνιία ηνπ πεξηνξηζκνύ ηνπ 

αξηζκνύ ησλ επηπέδσλ γηα θάζε παξάγνληα ζα αληηζηαζκίζνπλ ηελ απώιεηα ηεο 

απνηειεζκαηηθόηεηαο ηεο δηαθύκαλζεο πνπ πξνθύπηεη από ηνλ πεξηνξηζκό απηό. Οη 

Mitchel θαη Bayne (1978) δηεξεύλεζαλ ηνπο ζρεδηαζκνύο δεύηεξεο ηάμεο D-optimal 

ηξηώλ επηπέδσλ γηα ηηο πεξηνρέο ππεξθύβνπ. Σα απνηειέζκαηα εδώ δηαθέξνπλ θαη 
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είλαη απινύζηεξα εμαηηίαο ηνπ ζρήκαηνο ηεο πεηξακαηηθήο πεξηνρήο. Όπσο ζηνπο 

Mitchel θαη Bayne, είλαη ρξήζηκν λα δηαηξεζνύλ νη 3
t 
ζπλδπαζκνί αγσγώλ ζηoλ πιήξε 

παξαγνληηθό ζε ηξνρηέο ησλ δηάθνξσλ αθηίλσλ. Μία ηξνρηά πεξηέρεη όια ηα ζεκεία 

ζηελ ίδηα απόζηαζε από ην θέληξν. Γηα παξάδεηγκα, γηα t = 2, ππάξρνπλ δύν ηξνρηέο, 

ε θαζεκία κε ηέζζεξα ζεκεία (βιέπε ρήκα 5.1). Γηα t = 3, ππάξρνπλ ηξεηο ηξνρηέο: ε 

πξώηε ηξνρηά απνηειείηαη από έμη αμνληθά ζεκεία, ε δεύηεξε ηξνρηά από 12 πιεπξηθά 

ζεκεία θαη ε ηξίηε ηξνρηά από νθηώ παξαγνληηθά γσληαθά ζεκεία. Γεληθά γηα t, ε 

δησλπκηθή επέθηαζε  

1
3 (1 2) 1 2

tt t k

k

t

k

 
     

 
  

απνθαιύπηεη όηη, επηπξνζζέησο πξνο ην κνλαδηθό ζεκείν ζην θέληξν, ππάξρνπλ t 

ηξνρηέο, κε 2k
t

k

 
 
 

ζεκεία ζηελ k-ηξνρηά (k = 1,2, ..., t). Γηα θάζε k = 2, ..., t - 1, ηα 

ζεκεία ζηελ k-ηξνρηά ζπλ ην θεληξηθό ζεκείν αληηγξάθνπλ θόξκεο δεύηεξεο ηάμεο 

ζρεδηαζκνύ πνπ ηθαλνπνηεί πξνθαλώο ηελ πξνϋπόζεζε, όηη όια ηα ζεκεία βξίζθνληαη 

ζην όξην ή ζην θέληξν, κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη ηα επίπεδα ηνπ παξάγνληα 

θιηκαθώλνληαη, έηζη ώζηε ε k-ηξνρηά λα είλαη ζην όξην ηνπ ζρεδηαζκνύ ηεο 

πεξηθέξεηαο. Δθηόο από ηα κηθξά t, ιακβάλνληαο όια ηα ζεκεία ζηελ k-ηξνρηά 

απαηηεί ππεξβνιηθά κεγάιν nb. Ζ επόκελε παξάγξαθνο ζρνιηάδεη πώο νη Box θαη 

Behnken (1960) πξόηεηλαλ ηε ιήςε ελόο ππνζπλόινπ ησλ ζεκείσλ ζηελ k-ηξνρηά. 

σήμα 5.1 

 

¨Έναρ απλόρ 3
2
 σεδιαζμόρ πος δείσνει ηιρ δύο ηποσιέρ ηυν ζημείυν. 

 



Σσεδιαζμοί ηπιών επιπέδων ζηην ανάλςζη αποκπιηικών επιθανειών 
 

 
56 

 

Οη θεληξηθνί ζύλζεηνη ζρεδηαζκνί (CCDs) είλαη βαζηζκέλνη ζηελ πξώηε θαη 

ζηελ t-ηξνρηά (δειαδή, 2
t
 αμνληθά θαη 2

t
 παξαγνληηθά ζεκεία) ζπλ ηηο επαλαιήςεηο 

ζην θεληξηθό ζεκείν. Απηνί νη ζρεδηαζκνί δελ πιεξνύλ ηηο πξνϋπνζέζεηο γηα ηελ D-

optimality θαη πξνζθέξνπλ πνιύ θαθή αθξίβεηα γηα θαζαξνύο ηεηξαγσληθνύο 

ζπληειεζηέο εθηόο εάλ επαλαιεθζνύλ ηα αμνληθά ζεκεία. Οκνίσο, ν Morris (2000) 

πξόηεηλε κηα ζεηξά ηξηώλ επηπέδσλ δεύηεξεο ηάμεο ζρεδηαζκώλ πνπ απνηεινύληαη 

από έλα αξρηθό θιάζκα ηνπ 2
t
, ζπλ ηα επαπμεκέλα δεπγάξηα ησλ ζεκείσλ πνπ 

βξίζθνληαη ζε δηάθνξεο εζσηεξηθέο ηξνρηέο. Δλώ νη ζρεδηαζκνί ηνπ είλαη θαηάιιεινη 

γηα δηαδνρηθό πεηξακαηηζκό ζε κία πεξηνρή ππεξθύβνπ, δελ είλαη απνηειεζκαηηθνί 

γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ παξακέηξσλ ή ηελ πξόβιεςε ηεο απόθξηζεο γηα ζθαηξηθέο 

πεξηνρέο. Δάλ ε πεξηνρή πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη ζθαηξηθή, νη ζρεδηαζκνί ηξηώλ 

επηπέδσλ πνπ πεξηιακβάλνπλ ηα παξαγνληηθά ζεκεία ζηελ k-ηξνρηά πξέπεη λα 

απνθεύγνληαη. 

 

5.3 σεδιαζμοί Box-Behnken 

 

Οη Box θαη Behnken (BB) (1958, 1960) πξόηεηλαλ 17 ζρεδηαζκνύο ηξηώλ 

επηπέδσλ γηα ηελ εθηίκεζε ελόο κνληέινπ δεύηεξεο ηάμεο κε t παξάγνληεο. Γηα 3-5 

παξάγνληεο, νη ζρεδηαζκνί ησλ Box θαη Behnken πεξηιακβάλνπλ όια ηα 
22

2

t 
 
 

 

ζεκεία από ηε δεύηεξε ηξνρηά. Γηα έμη ή πεξηζζόηεξνπο παξάγνληεο, θάζε 

ζρεδηαζκόο πεξηέρεη κόλν έλα ππνζύλνιν ηεο k-ηξνρηάο, κε  k>2: 

•Οη Box θαη Behnken ρξεζηκνπνίεζαλ αηειείο κπινθ ζρεδηαζκνύο (IBD) κε 

κπινθ κεγέζνπο k γηα λα επηιέμνπλ έλα ππνζύλνιν ησλ 
t

k

 
 
 

ζπλδπαζκώλ. Όπνηε 

ήηαλ δπλαηόλ, νη Box θαη Behnken ρξεζηκνπνίεζαλ ηζνξξνπεκέλν IBD. ε άιιεο 

πεξηπηώζεηο, ρξεζηκνπνίεζαλ θαλνληθά γξαθήκαηα ζρεδηαζκώλ IBD όπνπ όια ηα 

δεύγε ησλ επηπέδσλ ηεο αγσγήο εηζέξρνληαη καδί ζε έλα κπινθ είηε γηα ι ή γηα  

ι + 1 κπινθ (John Mitchell θαη (1977)). 

• Γηα Box θαη Behnken ζρεδηαζκνύο κε k ≥ 5 (δειαδή, t = 11 θαη 16), κόλν έλα 

κηζό θιάζκα ηνπ θάζε ζεη  2
k
 εθηειέζεσλ ρξεζηκνπνηήζεθε. 
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Γηα παξάδεηγκα, γηα t = 11, ε πιήξεο 5ε ηξνρηά πεξηέρεη 

5 5
11

2 462 2 14,784
5

 
   

 
 ζεκεία, ελώ ν αληίζηνηρνο ζρεδηαζκόο Box θαη Behnken 

απαηηεί κόλν 
5 111 2 176Bn     ζεκεία. Ο Crossier (1991) πξνζζέζεη επηπιένλ δύν 

ζρεδηαζκνύο ηύπνπ Box- Behnken γηα t = 9 θαη 13 πνπ ρξεζηκνπνηνύλ ηζνξξνπεκέλν 

IBD. O πίλαθαο 5.1 παξνπζηάδεη κηα πεξίιεςε όισλ ησλ ζρεδηαζκώλ Box-Behnken 

θαη Crossier θαζώο θαη ηελ απνηειεζκαηηθόηεηά ηνπο. ε θάζε πεξίπησζε, ην D-

Optimality θαη ην I-Optimality ηνπ nc αληηζηνηρνύλ ζε ζηξνγγπινπνηήζεηο 
/ ( 1)Bn p 

θαη 
2.06 / ( 1)Bn p 

, αληίζηνηρα, πξνο ηνλ πιεζηέζηεξν αθέξαην αξηζκό. Αμίδεη λα 

ζεκεησζνύλ νη πςειέο απνδόζεηο γηα απηνύο ηνπο ζρεδηαζκνύο. Απηό ζεκαίλεη όηη, 

γηα απηά ηα κεγέζε ζρεδηαζκνύ, ν πεξηνξηζκόο ησλ ζρεδηαζκώλ ηξηώλ επηπέδσλ δελ 

έρεη επεξεάζεη νπζηαζηηθά είηε νύηε ηε D- νύηε ηελ I-efficience. 

 

ΠΙΝΑΚΑ 5.1 

Πεπίλητη ηηρ θέζηρ ηυν Box και Behnken (1958, 1960) και ηυν ζσεδιαζμών ηος 

Crossier (1991).  σεδιαζμοί, με D-Optimal και Ι-Optimal απιθμό κενηπικών 

εκηελέζευν ζε επαναλήτειρ 

 

   
Number of runs Efficiency (%) 

t 
Design 

structure p nB nc D-eff. I-eff. 

3 BIB: 3 x 22 10 12 1 97.00 82.64 

    
3 93.82 95.25 

4 BIB: 6 x 22 15 24 2 99.92 93.36 

    
4 97.17 99.83 

5 BIB: 10 x 22 21 40 2 98.83 93.83 

    
4 97.50 99.02 

6 RG: 6 x 23 28 48 2 94.61 88.82 

    
4 93.25 89.83 

 
BIB: 10 x 23 28 80 3 99.48 95.71 

    
6 98.41 98.99 

7 BIB: 7 x 23 36 56 2 99.93 98.67 

    
3 99.35 99.95 

8 RG:24 x 23 45 192 4 97.91 93.37 

    
9 97.21 95.92 

 
BIB: 14 x 24 45 224 5 99.06 95.82 

    
10 98.45 98.08 

9 BIB: 12 x 23 55 96 2 98.93 96.91 
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4 98.18 98.11 

 
RG: 15 x 23 55 120 2 95.06 89.62 

    
4 94.72 91.55 

 
RG: 9 x 24 55 144 3 92.96 84.71 

    
5 92.56 85.49 

 
BIB: 18 x 24 55 288 5 99.81 97.40 

    
11 99.22 99.62 

10 RG: 10 x 24 66 160 2 93.56 85.46 

    
5 93.04 87.31 

 
BIB: 15 x 24 

 
4 100.00 98.75 

    
8 99.42 99.99 

11 BIB: 11 x 25-1 78 176 2 99.57 97.26 

    
5 99.08 99.12 

12 RG: 12 x 24 91 192 2 97.12 94.01 

    
4 96.86 95.21 

13 BIB: 13 x 24 105 208 2 99.11 97.46 

    
4 98.82 98.42 

16 RG: 24 x 24 153 384 3 93.83 89.38 

    
5 93.66 89.64 

 
BIB: 16 x 26-1 153 512 3 100.00 99.05 

    
7 99.78 100.00 

Ο ππώηορ ζσεδιαζμόρ για κάθε t (εκηόρ από t =8, 9, και 13)εμθανίζεηαι από ηοςρ 

Box και Behnken(1960). Οι ππώηοι ζσεδιαζμοί για t=9 και t=13 είναι από ηον 

Crossier(1991). Όλοι οι άλλοι ζσεδιαζμοί εμθανίζονηαι από ηοςρ Box και 

Behnken(1958). Η ππώηη (δεύηεπη) αξία nc πος αναθέπεηαι εδώ για κάθε 

ζσεδιαζμό είναι D-Optimal (I-Optimal). BIB=ιζοπποπημένο αηελέρ μπλοκ. 

RG=κανονικό γπάθημα. 

 

Οη ζρεδηαζκνί Box θαη Behnken βαζηζκέλνη ζε θαλνληθό γξάθεκα LBD έρνπλ 

ρακειόηεξε απόδνζε από ό, ηη νη ζρεδηαζκνί κε βάζε ηζνξξνπεκέλν IBD επεηδή 

παξέρνπλ άληζε (θαη θαηά κέζν όξν ρακειόηεξε) αθξίβεηα γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ 

ζπληειεζηή αιιειεπίδξαζεο. (Απηό είλαη έλα ηδηαίηεξν κεηνλέθηεκα γηα γηα ηηο 

εθαξκνγέο ησλ εύξσζησλ παξακεηξηθώλ ζρεδηαζκώλ όπνπ καο ελδηαθέξνπλ νη 

αιιειεπηδξάζεηο ειέγρνπ ζνξύβνπ. Γηα ηνπο Box θαη Behnken ζρεδηαζκνύο κε 

γλώκνλα ηνλ ηζνξξνπεκέλν IBD, ν ζρεδηαζκόο είλαη πεξηζηξέςηκνο, αλ θαη κόλν αλ k 

= (t + 2) / 3 (βιέπε Box θαη Behnken, (1960, ζει.. 472)). Έηζη, νη Box θαη Behnken 

ζρεδηαζκνί κε βάζε ηνλ ηζνξξνπεκέλν ΗΒD κε (t = 4, k = 2), (t = 7, k = 3), (t = 10, k 

= 4), θαη (t = 16, k = 6 ) είλαη βέιηηζηνη ζρεδηαζκνί, αλ θαη νη ζρεδηαζκνί γηα t = 10 

θαη 16 απαηηνύλ πάξα πνιιέο εθηειέζεηο γηα λα είλαη ρξήζηκνη. 
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Δλώ δελ ππάξρεη θαλέλαο πεξηζηξεςηκόο ζρεδηαζκόο ηξηώλ επηπέδσλ όηαλ (t+2) / 3 

δελ είλαη αθέξαηνο, κε ηε ρξήζε ελόο ηζνξξνπεκέλνπ ΗΒD κε k = ( t + 2) / 3 γηα λα 

πξνζδηνξίζεη ην ππνζύλνιν ησλ ζεκείσλ νξίνπ πάληα παξάγεη έλαο ΒΒ ζρεδηαζκόο 

κε πνιύ πςειή απόδνζε. Σν θύξην κεηνλέθηεκα απηώλ ησλ ζρεδηαζκώλ είλαη ε 

αθακςία ηνπ κεγέζνπο ηνπ ζρεδηαζκνύ.  

 

5.4 D-Optimal ζσεδιαζμοί ηπιών επιπέδυν  

 

Δξεπλνύκε ηώξα ην βέιηηζην γηα ηνπο ζρεδηαζκνύο ηξηώλ επίπεδσλ κεγέζνπο n 

από p ζην 2p ή κεγαιύηεξν. Ζ ππόζεζε κε ηέζζεξηο παξάγνληεο εμεγείηαη 

ιεπηνκεξώο. Γηα t = 5-11 παξάγνληεο, αλαθέξνπκε απιά ηελ θαιύηεξε επηινγή γηα ην 

ππνςήθην ζεη D-efficiencies γηα ηελ εθηέιεζε δηαθόξσλ κεγεζώλ.  

 

5.4.1 D-Optimal ζσεδιαζμοί για t = 4 παπάγονηερ 

 

Ο 3
4
 πιήξεο παξαγνληηθόο ζρεδηαζκόο απνηειείηαη από 81 ζεκεία. Σα x1, x2, 

x3, x4 ππνδειώλνπλ ηνπο ηέζζεξηο παξάγνληεο. Αλ ηα επίπεδα επηθεληξώλνληαη 

πεξίπνπ ζην κεδέλ, ε απόζηαζε ελόο ζεκείνπ ζηνλ ζρεδηαζκό από ην θέληξν δίλεηαη 

από 
2 2 2 2

1 2 3 4d x x x x    . Σππηθά, ηα επίπεδα θσδηθνπνηνύληαη (-1, 0, 1). 

Υξεζηκνπνηώληαο απηή ηελ θσδηθνπνίεζε, ε απόζηαζε από ην θέληξν ζρεδηαζκνύ 

δείρλεηαη γηα θάζε έλα από ηα 81 ζεκεία ηνπ πιήξνπο παξαγνληηθνύ ζρεδηαζκνύ ζην 

ρήκα 5.2. Βιέπνπκε όηη ηα ζεκεία δηαλέκνληαη ζην θέληξν θαη ζε ηέζζεξηο ηξνρηέο 

ζε απνζηάζεηο 1, 2, 3,  θαη 4( 2) , κε 8, 24, 32, θαη 16  ζεκεία γηα θάζε κία, 

αληίζηνηρα. 

Γηα λα πξνζδηνξηζηεί έλαο D-optimal ζρεδηαζκόο ηξηώλ επηπέδσλ κε έλα 

δεδνκέλν αξηζκό εθηειέζεσλ n, αξρίδεη κε έλα (κεγαιύηεξν) ζύλνιν ππνςήθησλ 

ζεκείσλ από ηα νπνία έρνπλ επηιεγεί ηα βέιηηζηα ππνηκήκαηα. Γηα παξάδεηγκα, ζα 

κπνξνύζακε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε όια ηα ζεκεία από ηηο ηξνρηέο 1 θαη 2 θαη ην 

θεληξηθό ζεκείν, ζαλ ππνςήθην ζεη ζεκείσλ. Aπηό ζα έδηλε έλα ππνςήθην ζεη 33 

ζεκείσλ. Απηό είλαη έλα από ηα ηξία ελαιιαθηηθά ππνςήθηα ζεη πνπ αλαθέξνληαη 

παξαθάησ. Γηα ηε ζύγθξηζε ησλ «βέιηηζησλ» ζρεδηαζκώλ πνπ βξέζεθαλ από 

δηαθνξεηηθά ππνςήθηα ζύλνια, είλαη αλαγθαίν λα πξνζαξκόζνπκε ηελ θιίκαθα ησλ 

επηπέδσλ έηζη ώζηε ηα ζεκεία λα βξίζθνληαη ζην εζσηεξηθό ή ζην ζύλνξν ηεο 
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ππνηηζέκελεο πεξηνρήο ηνπ ζθαηξηθνύ ζρεδηαζκνύ. Αλ πάξνπκε ηελ πεξηνρή 

ζρεδίαζεο κηαο ππεξζθαίξαο κε αθηίλα 1, ηόηε ηα ππνςήθηα 33-ζεκεία πνπ 

απνηεινύληαη από ζεκεία ηνπ θέληξνπ, ηεο ηξνρηάο 1, θαη ηεο ηξνρηάο 2 

θιηκαθώλνληαη έηζη ώζηε ηα ρακειά, κεζαία, θαη πςειά επίπεδα είλαη − 
1

2
, 0 𝜅𝛼𝜄  

1

2
   

αληίζηνηρα. ε θάζε πεξίπησζε, ε θιηκάθσζε δηαβεβαηώλεη όηη ηα ζηνηρεία από ηελ 

εμσηεξηθή ηξνρηά βξίζθνληαη ζε θάζε ππνςήθην ζύλνιν γηα ηε κνλαδηαία ζθαίξα θαη 

ηα ππόινηπα ζεκεία πνπ βξίζθνληαη όια κέζα ζηε κνλαδηαία ζθαίξα.  

 

 

σήμα 5.2 

Σποσιέρ για ένα πλήπη 3
4
 παπαγονηικό ζσεδιαζμό με ηα επίπεδα (-1, 0, 1). 

 

 

 

Σα ηξία ππνςήθηα ζεη γηα t = 4 παξάγνληεο είλαη: 

1. Οη ηξνρηέο 2 θαη 1, θαζώο θαη ην θέληξν (33 ζεκεία). Σα επίπεδα είλαη 

θσδηθνπνηεκέλα ζαλ 0 θαη ±  1/2.. 

2. Οη ηξνρηέο 3, 2. θαη 1, ζπλ ην θέληξν (65 ζεκεία). Σα επίπεδα είλαη 

θσδηθνπνηεκέλα ζαλ 0 θαη ±  1/3. 

3. Ο πιήξεο 3
4
 (81 ζεκεία). Σα επίπεδα είλαη θσδηθνπνηεκέλα ζαλ 0 θαη ±  1/4, 

έηζη ώζηε ε ηέηαξηε ηξνρηά λα βξίζθεηαη ζηε κνλαδηαία ζθαίξα θαη όια ηα άιια 

ζεκεία είλαη εζσηεξηθά. 

Γηα ηελ εθηέιεζε ελόο δεδνκέλνπ ππνςεθίνπ ζεη θαη ελόο ζρεδηαζκνύ n 

κεγέζνπο, θάπνηνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη ηε κέζνδν Fedorov όπσο εθαξκόδεηαη 

ζηελ SAS’s (2004) ProcOptex, ή θάπνην παξόκνην αιγόξηζκν, γηα λα βξεη ην 
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θαιύηεξν ππνζύλνιν. Γηα παξάδεηγκα, κε ην 33-ζεκείσλ ππνςήθην ζεη θαη n = 26, ε 

έμνδνο γηα ηνλ θαιύηεξν ζρεδηαζκό εκθαλίδεηαη ζηνλ Πίλαθα 5.2. Ζ ηειεπηαία ζηήιε 

δείρλεη ηελ ζπρλόηεηα γηα θάζε ππνςήθην ζεκείν ζηνλ βέιηηζην ζρεδηαζκό ηνπ 

κεγέζνπο 26 εθηειέζεσλ. εκεηώλεηαη όηη, γηα ηελ βειηηζηνπνίεζε ηνπ ζρεδηαζκνύ, 

24 ζεκεία (νιόθιεξε ε δεύηεξε ηξνρηά) εκθαλίδνληαη θάζε θνξά, θαη ην θεληξηθό 

ζεκείν έρεη ζπρλόηεηα 2. 

Γηα θάζε ππνςήθην ζύλνιν θαη αξηζκό εθηειέζεσλ n (εδώ θαη αξγόηεξα), ην 

πην απνηειεζκαηηθό D-ππνζύλνιν εληνπίζηεθε ρξεζηκνπνηώληαο ProcOptex κε ηε 

κέζνδν Fedorov θαη 100 ή πεξηζζόηεξεο επαλαιήςεηο. Σν ρήκα 5.3 δείρλεη ηελ D-

efficiency γηα n = 15 (θνξεζκέλνο ζρεδηαζκόο) έσο n = 34 γηα θάζε ππνςήθην ζεη. Οη 

D-efficiencies ππνινγίζηεθαλ ζε ζρέζε κε ην ζεσξεηηθό άλσ θξάγκα (1) πνπ δελ 

είλαη ζπλήζσο επηηεύμηκν γηα έλα ζπγθεθξηκέλν n. 

Γηα ην 33-ζεκείσλ ππνςήθην ζεη θαη n = 26, o D-optimal ζρεδηαζκόο είλαη ν 

ζρεδηαζκόο Box-Behnken κε nc = 2 θαη απόδνζε = 99,92% (βιέπε Πίλαθα 5.2). Γηα 

ην ίδην ζύλνιν ππνςεθίσλ θαη n< 26, o D-optηmal ζρεδηαζκόο είλαη πάληα έλα 

ππνζύλνιν ηνπ ζρεδηαζκνύ Box-Behnken, ελώ γηα n> 26, ν ζρεδηαζκόο πεξηιακβάλεη 

δηπιόηππα ησλ ζεκείσλ Box-Behnken. Γειαδή, γηα ζύλνιν ππνςήθησλ 1, ην 

βέιηηζην ππνζύλνιν πεξηιακβάλεη κόλν βαζκνύο από ηε δεύηεξε ηξνρηά θαη ην 

θέληξν. Αλ θαη δελ θαίλεηαη ζην ρήκα 5.3, από n = 35 έσο 51, ε D-efficiency 

απμάλεη ζην n=51, ν ζρεδηαζκόο ηνπ D-optimal είλαη κηα πιήξεο αληηγξαθή ηεο 

δεύηεξεο ηξνρηάο ζπλ 3 εθηειέζεηο ζην θέληξν. 

Γηα ην ππνςήθην ζεη 2 κε 65 ζεκεία, ε πςειόηεξε D-efficiency εκθαλίδεηαη γηα 

n = 34. Απηόο ν ζρεδηαζκόο απνηειείηαη από ην ζύλνιν ηεο ηξίηεο ηξνρηάο ζπλ nc = 2. 

Κάζε κηθξόηεξνο ζρεδηαζκόο πνπ έρεη επηιερζεί από απηό ην ππνςήθην ζύλνιν είλαη 

έλα ππνζύλνιν απηνύ ηνπ ζρεδηαζκνύ. ην ζρεδηαζκό δελ πεξηιακβάλνληαη ζηνηρεία 

από εζσηεξηθέο ηξνρηέο. Γηα n> 34, νη D-efficiencies αξρηθά κεηώλνληαη όζν ηα 

ζεκεία ηεο ηξίηεο ηξνρηάο δηπιαζηάδνληαη. 

Γηα ην πιήξεο 3
4
 ππνςήθην ζεη, νη ζρεδηαζκνί απαξαηηήησο πεξηιακβάλνπλ ηα 

ζεκεία από πνιιαπιέο ηξνρηέο, δηόηη ε εμσηεξηθή ηξνρηά πεξηέρεη κόλν δύν επίπεδα 

γηα θάζε παξάγνληα. Όπσο θαίλεηαη από ην ρήκα 5.3, όινη νη ζρεδηαζκνί πνπ 

ιακβάλνληαη από απηό ην ζύλνιν ππνςεθίσλ έρνπλ θαηώηεξεο D-efficiencies. 

Πεξηιεπηηθά, ν D-optimal ηεζζάξσλ παξαγόλησλ,ζρεδηαζκόο ηξηώλ επηπέδσλ γηα n< 
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26 είλαη ππνζύλνιν ηνπ ζρεδηαζκνύ Box-Behnken, θαη γηα n> 26, ζπλεπάγεηαη ηελ 

επαλάιεςε ησλ ίδησλ ζεκείσλ. 

 

σήμα 5.3 

D-Efficiencies ζσεδιαζμόρ ηπιών επιπέδυν για ηέζζεπιρ παπάγονηερ 

Καηαζκεςαζμένο από ηα ςποτήθια ζεη, αποηελείηαι από ζημεία πάνυ από ηιρ 

ηποσιέρ k = 2, 3, και 4. 

 

 

5.4.2 D-optimal ζσεδιαζμοί για t= 5-12 παπάγονηερ 

 

Δθηεηακέλεο έξεπλεο έγηλαλ γηα λα πξνζδηνξηζηεί ην θαιύηεξν ππνςήθην ζεη 

πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ην ζρεδηαζκό ηξηώλ επηπέδσλ κέρξη θαη 12 παξάγνληεο. 

Δπεηδή ν ζρεδηαζκόο D-optimal απνηειείηαη πάληνηε από εθηειέζεηο κίαο εληαίαο 

ηξνρηάο ζεκείσλ, ζπλ ηηο επαλαιήςεηο ηνπ θεληξηθνύ ζεκείνπ, ε θαηαζθεπή απηώλ 

ησλ ζρεδηαζκώλ από επαγγεικαηίεο απινπνηείηαη κε ηνλ πεξηνξηζκό ηνπ ππνςήθηνπ 

ζεη πνπ έρεη νξηζηεί ζε κηα εληαία ηξνρηά, ζπλ ην θεληξηθό ζεκείν. Σν πξνηηκώκελν 

ππνςήθην ζεη θαζνξίδεηαη ζηνλ πίλαθα 5.3 γηα t = 5-12 παξάγνληεο. Γηα t =5 

παξάγνληεο, ε πξνηηκώκελε ηξνρηά γηα ην ζύλνιν ππνςεθίσλ εμαξηάηαη από ην 

κέγεζνο ησλ εθηειέζεσλ. Γηα n = 42, ν ζρεδηαζκόο Box-Behnken, ν νπνίνο 

απνηειείηαη από νιόθιεξε ηε δεύηεξε ηξνρηά, είλαη D-optimal. Γηα 32 ≤ n≤ 41, ν 

ζρεδηαζκόο D-optimal απνηειείηαη από έλα ππνζύλνιν ηεο δεύηεξεο ηξνρηάο. 

Ωζηόζν, γηα n ≤31, νηζρεδηαζκνί D-optimal απνηεινύληαη από ζεκεία ηεο ηξίηεο 

ηξνρηάο. 
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Πίνακαρ 5.2 

D-Optimal ζσεδιαζμόρ με εκηελέζειρ μεγέθοςρ n = 26 καηαζκεςαζμένο από ένα 

ςποτήθιο ζεη ηυν 33 ζημείυν 

Candidate point  no x1 X2 X3 X4 Frequency 

1 -0.70711 -0.70711 0 0 1 

2 -0.70711 0 -0.70711 0 1 

3 -0.70711 0 0 -0.70711 1 

4 -0.70711 0 0 0 0 

5 -0.70711 0 0 0.70711 1 

6 -0.70711 0 0.70711 0 1 

7 -0.70711 0.70711 0 0 1 

8 0 -0.70711 -0.70711 0 1 

9 0 -0.70711 0 -0.70711 1 

10 0 -0.70711 0 0 0 

11 0 -0.70711 0 0.70711 1 

12 0 -0.70711 0.70711 0 1 

13 0 0 -0.70711 -0.70711 1 

14 0 0 -0.70711 0 0 

15 0 0 -0.70711 0.70711 1 

16 0 0 0 -0.70711 0 

17 0 0 0 0 2 

18 0 0 0 0.70711 0 

19 0 0 0.70711 -0.70711 1 

20 0 0 0.70711 0 0 

21 0 0 0.70711 0.70711 1 

22 0 0.70711 -0.70711 0 1 

23 0 0.70711 0 -0.70711 1 

24 0 0.70711 0 0 0 

25 0 0.70711 0 0.70711 1 

26 0 0.70711 0.70711 0 1 

27 0.70711 -0.70711 0 0 1 

28 0.70711 0 -0.70711 0 1 

29 0.70711 0 0 -0.70711 1 

30 0.70711 0 0 0 0 

31 0.70711 0 0 0.70711 1 

32 0.70711 0 0.70711 0 1 

33 0.70711 0.70711 0 0 1 

 

Γηα t = 6-10 παξάγνληεο, ν ζρεδηαζκόο D-optimal είλαη έλα ππνζύλνιν ηεο 

ηξίηεο ηξνρηάο, ηνπιάρηζηνλ γηα εθηειέζεηο κεγέζνπο κέρξη ην δηπιάζην ηνπ κεγέζνπο 

ηνπ θνξεζκέλνπ ζρεδίνπ. (δει., n ≤ 2p). Οη D- efficiencies επηηπγράλνληαη γηα 

δηαθνξεηηθά κεγέζε εθηειέζεσλ όπσο θαίλνληαη ζην ρήκα 5.4. Αθόκε θαη γηα t = 11 

παξάγνληεο, ν k = 3 πξνηηκάηαη γηα n ≤ 110, ελώ γηα n κεηαμύ 120 θαη 150, ππάξρεη 
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κηθξή δηαθνξά ζηηο D-efficiencies γηα βέιηηζηα ππνζύλνια από ηελ ηξίηε θαη ηέηαξηε 

ηξνρηά. Γηα n> 150, ρξεζηκνπνηείηαη k = 4, ή αθόκε θαη k = 5 γηα n θνληά ζην 178 (αλ 

θαη ε επαξθήο αλαδήηεζε κεγάισλ ππνςήθησλ ζπλόισλ πνπ απνηεινύληαη από ηα 

ζεκεία ηεο ηξνρηάο 4 ή 5 ζα απαηηήζεη πεξηζζόηεξν ρξόλν). Γηα t = 12, ε ηέηαξηε 

ηξνρηά παξάγεη πην απνδνηηθνύο ζρεδηαζκνύο από ηελ ηξίηε ηξνρηά. Οη D- efficiencies 

ρξεζηκνπνηώληαο ην k = 4 θπκαίλνληαλ από 72,2% γηα ηνλ θνξεζκέλν ζρεδηαζκό έσο 

92,5% ζε n = 160. 

Πίνακαρ 5.3. 

Πποηεινόμενερ ηποσιέρ ςποτήθιυν ζεη για D-Optimal ζσεδιαζμό ηπιών 

επιπέδυν, μεγέθοςρ n 

t k=2 k=3 k=4 

3 n≥10 
  4 n≥15 
  5 n≥32 21≤n≤31 

 6 
 

n≥28 
 7 

 
n≥36 

 8 
 

n≥45 
 9 

 
n≥55 

 10 
 

66≤n≤140 
 11 

 
78≤n≤110 (see text) 

12 
  

n≥91 

13-15 
  

(see text) 

 

σήμα 5.4 

D-Efficiencies ζσεδιαζμοί ηπιών επιπέδυν για t= 6-11 παπάγονηερ καηαζκεςαζμένο από 

ηα ςποτήθια ζεη αποηελούμενο από ζημεία ηηρ k=3
ηρ 

ηποσιάρ. 
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5.5  Μεπολητία από ηπίηηρ-ηάξηρ όποςρ και έλεγσορ έλλειτηρ πποζαπμογήρ 

 

Δάλ έλαο ζρεδηαζκόο δελ είλαη θνξεζκέλνο, ηόηε νη βαζκνί ειεπζεξίαο ηνπ 

ζθάικαηνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα λα δηεξεπλεζεί ε επάξθεηα ηνπ κνληέινπ 

θαη ίζσο αθόκε θαη λα εθηηκεζνύλ θάπνηνη πξόζζεηνη όξνη.Αλ έρνπκε επαλάιεςε, 

ηόηε κπνξεί λα εθηειεζηεί έλαο ηππηθόο έιεγρνο έιιεηςεο πξνζαξκνγήο, κνινλόηη ε 

θαηαλνκή ηεο D-optimal nc = n / p εθνδηάδεη γεληθά πνιύ κηθξή επαλάιεςε γηα λα 

είλαη ρξήζηκε. Όπσο αλαθέξζεθε ζηελ εηζαγσγή, νη I-optimal ζρεδηαζκνί είλαη 

θαιύηεξνη ζηνλ ηνκέα απηό. Έηζη, πνηνί ηύπνη κπνξεί λα αληρλεπζνύλ; Ο έιεγρνο γηα 

ηελ έιιεηςε πξνζαξκνγήο ηνπ κνληέινπ ηεο δεύηεξεο ηάμεο βαζίδεηαη ζπλήζσο ζηελ 

εμέηαζε ηεο αλάγθεο γηα ηξίηεο ηάμεο όξνπο, δειαδή, xi
3
, xi

2
xj, θαη xixjxl όξνπο 

(Draperetal. (1994)). Οη ζρεδηαζκνί ηξηώλ επηπέδσλ δελ έρνπλ θακία δπλαηόηεηα λα 

αληρλεύνπλ θαζαξά θπβηθνύο όξνπο, κε (-1,0,1) θσδηθνπνίεζε 
3

j jx x . Ζ θαηάζηαζε 

είλαη θαιύηεξε γηα ηνπο όξνπο ηεο ηξίηεο ηάμεο πνπ αθνξνύλ αιιειεπηδξάζεηο. Ζ 

ζηήιε 
2

i jx x ζπζρεηίδεηαη ζεηηθά κε ηε xj, αιιά ε παξνπζία ησλ εθηειέζεσλ γηα ηηο 

νπνίεο x
3

jxj≠xj παξέρεη θάπνηα ηθαλόηεηα ζηελ αλίρλεπζε ηέηνησλ αιιειεπηδξάζεσλ. 

Γειαδή, εάλ έλαο ηεηξαγσληθόο όξνο κε γξακκηθή αιιειεπίδξαζε ππάξρεη αιιά 

παξαιείπεηαη από ην κνληέιν καο, ζα κεξνιεπηήζεη ζηε γξακκηθή εθηίκεζε 

απνηειέζκαηνο γηα ηνλ παξάγνληα j ζηε ληνζηή. Ωζηόζν, ζπκπεξηιακβαλνκέλεο ηεο 

ζηήιεο 
2

i jx x γηα δηάθνξεο (i,j), κπνξεί λα ζεσξεζνύλ σο απνδείμεηο.  

Σειηθά, έλαο ζρεδηαζκόο ηξηώλ επηπέδσλ θαηαζθεπαζκέλνο από ηελ ηξνρηά k- γηα 

k≥3 κπνξεί λα αληρλεύζεη ηελ παξνπζία θάπνηνπ παξάγνληα ηξηώλ αιιειεπηδξάζεσλ. 

Τπνινγίδνληαο ηνλ ηαπηόζεκν ηνπ πίλαθα (όπσο ν Draper (1994)) δείρλεη ζαθώο ηελ 

πηζαλή κεξνιεςία από θάζε όξν ηεο ηξίηεο ηάμεο.  

Ο Srinivas (1995) αλαθέξεη έλα πείξακα βαζηζκέλν ζε έμη παξάγνληεο ζρεδηαζκνύ κε 

nB = 48 θαη nC = 6. Έμη επαλαιακβαλόκελα θεληξηθά ζεκεία είλαη πεξηζζόηεξα 

απ’όζα νη D- optimality ή I-optimality απαίηνπλ, όκσο εηλαη επεξγεηηθά γηα ηνλ 

έιεγρν έιιεηςεο πξνζαξκνγήο. Σν πείξακα πεξηγξάθεη κηα δηαδηθαζία δύκσζεο γηα 

ηελ παξαγσγή αηζαλόιεο.Ο θύξηνο ζρεδηαζκόο πεξηιάκβαλε έμη κεζαίεο ζπληζηώζεο 

πνπ κειεηήζεθαλ ζηηο 54 εθηειέζεηο από έλα ζρεδηαζκό Box-Behnken. Γηα θάζε κία 

από απηέο ηηο 54 εθηειέζεηο, ε αληαπόθξηζε ήηαλ ε κέγηζηε παξαηεξνύκελε 
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παξαγσγή αηζαλόιεο πνπ επηηεύρζεθε ζε έλα κηθξό πείξακα ζην pΖ θαη ηε 

ζεξκνθξαζία. 

Φαίλεηαη λα ππάξρνπλ ζθάικαηα ζε έμη ζπλδπαζκνύο αγσγώλ 3, 19, 23, 26, 33, θαη 

43 ηνπ Srinivas.Δμαιείθσληαο απηέο ηηο έμη γξακκέο θαη ηελ πξώηε εθηέιεζε ηνπ 

θεληξηθνύ ζεκείνπ (γξακκή 49), ε νπνία είλαη κηα αθξαία ηηκή,παξακέλεη έλαο κε 

ηζνξξνπεκέλνο ζρεδηαζκόο κε nB = 42 θαη nc = 5. ηελ ηνπνζέηεζε κηαο δεύηεξεο 

ηάμεο κνληέινπ κε ηηο 47 εθηειέζεηο, παξαηεξνύκε ζεκαληηθή έιιεηςε πξνζαξκνγήο 

(βι. Πίλαθα 5.4). Απμάλνληαο έλα κνληέιν δεύηεξεο ηάμεο κε ηε ρξήζε ηεο πξνο ηα 

εκπξόο επηινγήο, ππνινγίδνληαο όινπο ηνπο επηιέμηκνπο όξνπο ηεο ηξίηεο ηάμεο πνπ 

είλαη ππνινγηζκέλνη από απηό ην ζρεδηαζκό, πέληε όξνη πξνζηέζεθαλ: 1 4 5x x x , 
2

4 6x x , 

2

1 5x x , 
2

5 1x x , 
2

3 4x x .Απηό ην κνληέιν έρεη R
2
= 95,3% θαη έιιεηςε πξνζαξκνγήο F =3,48 

{p-value> 0.05). Δμαηηίαο ηνπ όηη είλαη ηαπηόζεκεο ησλ ηεζζάξσλ πεξηιακβαλνκέλσλ

2

i jx x όξσλ κε ηνπο όκνηνπο όξνπο πνπ δελ πεξηιακβάλνληαη, θαη πξνζζέηνληαο ηνπο 

πεξηζζόηεξνπο όξνπο ηξίηεο ηάμεο, ππάξρεη κεγάιε αζάθεηα ζρεηηθά κε ην ζσζηό 

κνληέιν. 

Πίνακαρ5.4 

 Μονηέλο δεύηεπηρ ηάξηρ, με 47 εκηελέζειρ από Srinivas (1995) 

 

Source DF Sum of Mean F ratio Prob > F 

Analysis of variance 

Model 27 0.02204393 0.000816 1.8212 0.0897 

Error 19 0.00851756 0.000448 
  C. Total 46 0.03056149 

   Lack Of Fit 

Lack Of Fit 15 0.00837036 0.000558 15.1637 0.0088 

Pure Error 4 0.00014720 0.000037 
  Total Error 19 0.00851756 
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Πίνακαρ 5.5 

Απώλεια ηηρ D-Efficiency από ηοςρ πεπιοπιζηικούρ παπάγονηερ ηπιών επιπέδυν 

 
n = p n = p + 5 

t 

D-eff for 

3-level 

design 

D-eff for 

many-level 

design 

Efficiency 

ratio 

D-eff for 

3-level 

design 

D-eff for 

many-level 

design 

Efficiency 

ratio 

4 0.7923 0.9707 0.82 0.9126 0.9972 0.92 

5 0.8281 0.9747 0.85 0.8853 0.9979 0.89 

6 0.8703 0.9994 0.87 0.9208 0.9968 0.92 

7 0.8780 0.9737 0.90 0.9244 0.9444 0.98 

 

Αθόκα θη έηζη, απηόο ν ζρεδηαζκόο απνθαιύπηεη όηη ην κνληέιν δεύηεξεο ηάμεο είλαη 

ειιηπέο θαη κεξηθνί όξνη ηξίηεο ηάμεο ηεο κνξθήο 
2

i jx x  ζα κπνξνύζαλ λα βειηηώζνπλ 

ην κνληέιν. Μαζαίλνληαο πεξηζζόηεξα ζα απαηηνύζε πξόζζεηα δεδνκέλα. 

ε πεξηπηώζεηο όπσο απηή κε ζνβαξή έιιεηςε πξνζαξκνγήο, κπνξεί θαλείο λα 

ρξεηαζηεί έλα ζρεδηαζκό ηξίηεο ηάμεο.Οη D-optimal ζρεδηαζκνί ηξίηεο ηάμεο 

απνηεινύληαη από ζεκεία ζηηο δύν ζθαίξεο, κε ηελ εζσηεξηθή ζθαίξα λα έρεη αθηίλα 

ην 50-60% ηεο αθηίλαο ηνπ νξίνπ ηεο ζθαίξαο (Farrell (1967)). Ζ βέιηηζηε αύμεζε 

ελόο Box-Behnken ζρεδηαζκνύ ή ελόο CCD κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί 

ρξεζηκνπνηώληαο εκπνξηθά δηαζέζηκν ινγηζκηθό. 

 

5.6 Απώλεια ηηρ απόδοζηρ λόγυ ηος πεπιοπιζμού ηυν ζσεδιαζμών ηπιών 

επιπέδυν  

 

Αλ θαη νη ζρεδηαζκνί ηξηώλ επηπέδσλ είλαη δεκνθηιείο, αλ αλαινγηζηεί θαλείο 

ηνπο ζρεδηαζκνύο κε πεξηζζόηεξα επίπεδα, κπνξνύκε λα επηηύρνπκε πςειόηεξεο 

απνδόζεηο, εηδηθά γηα ζρεδόλ θνξεζκέλνπο ζρεδηαζκνύο. Γηα λα εθηηκεζεί ε απώιεηα 

ηεο απόδνζεο από ηνλ πεξηνξηζκό, είλαη απαξαίηεην λα ςάμνπκε γηα D-optimal θαη I-

optimal ζρεδηαζκνύο κέζα ζηε ζθαίξα θαη ζηε ζπλέρεηα λα ζπγθξίλνπκε ηηο 

απνηειεζκαηηθόηεηεο ζρεδηαζκώλ ηξηώλ επηπέδσλ θαη πνιιώλ επηπέδσλ. Ο Πίλαθαο 

5.5 ζπλνςίδεη ηα απνηειέζκαηα. Ζ ζρεηηθή D-efficiency, ππνινγίδεηαη σο ε αλαινγία 

ησλ δύν D-efficiencies, όπνπ αληαλαθιά ηελ απώιεηα ηεο απνηειεζκαηηθόηεηαο ιόγσ 

ηνπ πεξηνξηζκνύ ηξηώλ επηπέδσλ. 

Ο θνξεζκέλνο ζρεδηαζκόο κε t = 4 έρεη ηε ρεηξόηεξε απόδνζε 

απνηειεζκαηηθόηεηαο ζηνλ Πίλαθα 5.5. (Σν ζρήκα 5.4 δείρλεη όηη ρεηξνηεξεύεη ε 

αλαπνηειεζκαηηθόηεηα γηα θνξεζκέλν ζρεδηαζκό t> 7.) Δπηπρώο, ε απώιεηα ηεο 
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απνηειεζκαηηθόηεηαο ησλ ζρεδηαζκώλ ηξηώλ επηπέδσλ κεηώλεηαη θαζώο ν αξηζκόο 

ησλ επηπιένλ εθηειέζεσλ n-p απμάλεηαη. Γηα παξάδεηγκα, ζε t = 7 θαη n = 41 (= p + 

5), ε απώιεηα ηεο απνηειεζκαηηθόηεηαο είλαη κόλν 2%. Καηαιήγνπκε ζην 

ζπκπέξαζκα όηη νηζρεδηαζκνί ηξηώλ επηπέδσλ δεύηεξεο ηάμεο κπνξεί λα είλαη αξθεηά 

απνηειεζκαηηθνί, εθόζνλ ν ζρεδηαζκόο δελ είλαη ζρεδόλ θνξεζκέλνο. 

O I-efficiency ζρεδηαζκόο ηξηώλ επηπέδσλ ζε ζρέζε κε ηνλ θαιύηεξν 

ζρεδηαζκό JMP εκθαλίδεηαη ζηνλ Πίλαθα 5.6. Οη ζρεδηαζκνί ηξηώλ επηπέδσλ ζηνπο 

νπνίνπο ν Πίλαθαο 5.6 βαζίδεηαη, ιήθζεθαλ κε ηελ πξνζζήθε κηαο εθηέιεζεο ζε 

θαζέλα από ηνπο D-optimal ζρεδηαζκνύο ηξηώλ επηπέδσλ θαη αληηπξνζσπεύνληαη 

ζηνλ Πίλαθα 5.5 [εθηόο από ηελ πεξίπησζε ηνπ (t = 4, n= 21), όπνπ ( nB = 18, nC = 3) 

είλαη I-optimal.Eθεί πξνζζέζακε δύν εθηειέζεηο ζηε 19ε εθηέιεζε D-optimal 

ζρεδηαζκνύ].Απηό έγηλε επεηδή δελ έρνπκε βνιηθό ηξόπν γηα ηελ αλαδήηεζε 

ζθαηξηθώλ ζρεδίσλ Η-optimal από έλα ζύλνιν ππνςήθησλ ζεη. 

 

Πίνακαρ 5.6 

 Απώλεια I-Efficiency από ηοςρ πεπιοπιζηικούρ παπάγονηερ ζε ηπία επίπεδα 

 
n = p +1 n = p + 6 

t 

I-eff for 

3-level 

design 

I-eff for 

many-level 

design 

Efficiency 

ratio 

I-eff for 

3-level 

design 

I-eff for 

many-level 

design 

Efficiency 

ratio 

4 0.3727 0.9429 0.40 0.7628 0.7628 0.79 

5 0.6658 0.9488 0.70 0.7823 0.7823 0.79 

6 0.7443 0.9999 0.74 0.8408 0.8408 0.84 

7 0.7471 0.9487 0.89 0.8510 0.8510 0.86 

 

Οη απνδνηηθνί απηνί ζρεδηαζκνί ζπγθξίλνληαη κε ζθαηξηθνύο βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνύο 

δεύηεξεο ηάμεο πνπ έρνπλ βξεζεί..Μνινλόηη νη I-efficiencies ζηνλ Πίλαθα 5.6 είλαη 

πνιύ κηθξόηεξεο από ηηο D-efficiencies ζηνλ Πίλαθα 5.5, ην ζπλνιηθό ζρήκα είλαη ην 

ίδην. Ζ απώιεηα ηεο απνηειεζκαηηθόηεηαο είλαη κεγαιύηεξε (60%) γηα ην κηθξόηεξν 

ζρεδηαζκό (t = 4, n = 16), αιιά κόλν 14% γηα ην κεγαιύηεξν ζρεδηαζκό (t = 7, n = 

42) όπσο παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.6. Οη απνδόζεηο γηα πξαγκαηηθά I-optimal 

ζρεδηαζκνύο ηξηώλ επηπέδσλ κπνξεί λα είλαη θαιύηεξνη από ό, ηη ν Πίλαθαο 5.6 

δείρλεη γηαηί έρνπκε βαζηζηεί ζε κηα D-optimal αλαδήηεζε δηαδηθαζίαο γηα ηελ 

απόθηεζε νξηαθώλ ζεκείσλ γηα απηνύο ηνπο ζρεδηαζκνύο ηξηώλ επηπέδσλ. Οκνίσο, ε 

βειηίσζε ηεο απνηειεζκαηηθόηεηαο γηα ηνπο ζρεδηαζκνύο πνιιώλ επηπέδσλ κπνξεί 
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επίζεο λα ππνηηκεζεί ειαθξώο, δηόηη πεξαηηέξσ έξεπλα κπνξεί λα επηηύρεη θαιύηεξα 

απνηειέζκαηα από ό, ηη απηά πνπ έρνπλ βξεζεί. 

Κάπνηνο κπνξεί επίζεο λα ρξεζηκνπνηήζεη έλα γξάθεκα δηαζπνξάο 

δηαθύκαλζεο γηα λα εθηηκήζεηηε ζπλέπεηα ηνπ πεξηνξηζκνύ ζε έλα ζρεδηαζκό ηξηώλ 

επίπεδσλ. Σν ρήκα 5.5 ζπγθξίλεη ηξεηο ζρεδηαζκνύο γηα t = 6 παξάγνληεο κε nB = 48 

θαη nc = 4, νη νπνίνη είλαη ε θαηαλνκή ηνπ I-optimal γηα n = 52. Ο ζρεδηαζκόο Box-

Behnken, κε I-efficiency = 89,83% (βιέπε Πίλαθα 5.1), είλαη o θησρόηεξνο από ηνπο 

ηξεηο, κε κηα επξύηεξε πεξηνρή γηα ηε δηαθύκαλζε ζε θάζε αθηίλα. Έλαο πην 

απνηειεζκαηηθόο ζρεδηαζκόο ηξηώλ επηπέδσλ ειήθζε από ηελ αλαδήηεζε γηα έλα D-

optimal ζρεδηαζκό κε n = 50 θαη θαηόπηλ ηελ πξνζζήθε δύν επηπιένλ εθηειέζεσλ 

θεληξηθνύ ζεκείνπ. Απηόο ν ζρεδηαζκόο έρεη I-efficiency = 94,75% θαη ε κέγηζηε 

δηαθύκαλζε ηεο είλαη 11% ρακειόηεξε από ηελ ζρεδίαζε Box-Behnken, θνληά ζην 

όξην ηνπ ζρεδηαζκνύ. Ο πην Η-optimal ζρεδηαζκόο έρεη έλα εύξνο δηαθύκαλζεο 

(κέγηζηε δηαθύκαλζε-ειάρηζηε δηαθύκαλζε) ν νπνίνο είλαη θαηά 45% κηθξόηεξνο από 

ην εύξνο γηα ην ζρεδηαζκό Box-Behnkenζε θάζε αθηίλα. Ωζηόζν, εάλ θάπνηνο δε 

ζέζεη πεξηνξηζκνύο ζρεηηθά κε ηνλ αξηζκό ησλ επηπέδσλ γηα θάζε παξάγνληα, έλαο I-

optimal ζρεδηαζκόο κπνξεί λα βξεζεί όηη είλαη πεξηζηξέςηκνο. Ο ζρεδηαζκόο ηξηώλ 

επηπέδσλ I-efficient έρεη 29% πςειόηεξε κέγηζηε δηαθύκαλζε (θαη 6,2% πςειόηεξε 

κέζε δηαθύκαλζε) ζην όξην αθηίλαο ηνπ  3, από όηη ν πεξηζηξέςηκνο I–optimal 

ζρεδηαζκόο. Νσξίηεξα αλαθέξζεθε όηη νη Box-Behnken ζρεδηαζκνί δελ βαζίδνληαη 

ζην νηη νη ηζνξξνπεκέλνη αηειείο ζρεδηαζκνί θαηα κπινθ έρνπλ άληζε αθξίβεηα ζηηο 

αιιειεπηδξάζεηο. Γη’ απηόλ ηνλ Box-Behnken ζρεδηαζκό, 
2( ) / 8ijVar b   γηα ηηο 12 

αιιειεπηδξάζεηο θαη ζ
2
/16 γηα ηηο άιιεο ηξεηο. Ο πην απνηειεζκαηηθόο ζρεδηαζκόο 

ηξηώλ επηπέδσλ έρεη κηθξόηεξε δηαθνξά, κε 
2( ) / 8ijVar b   γηα 9 αιιειεπηδξάζεηο 

θαη ζ
2
/12 γηα ηηο άιιεο έμη. Ο I-optimal ζρεδηαζκόο έρεη 

2( ) / 9ijVar b   γηα όιεο ηηο 

15 αιιειεπηδξάζεηο, ελώ έλαο ηέηνηνο ζρεδηαζκόο είλαη ζεσξεηηθά βέιηηζηνο. Λίγνη 

πεηξακαηηζηέο ζα ρξεζηκνπνηήζνπλ έλαλ ζρεδηαζκό πνπ απαηηεί δεθάδεο επίπεδα γηα 

θάζε παξάγνληα. 

Από ηηο ζπγθξίζεηο απηέο πξνθύπηεη όηη νη θνξεζκέλνη ζρεδηαζκνί ζρεδόλ 

ππνθέξνπλ πεξηζζόηεξν από ηελ αλαπνηειεζκαηηθόηεηα επηβνιήο πεξηνξηζκνύ ηνπ 

παξάγνληα ηξηώλ επηπέδσλ. 
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σήμα 5.5 

 Γπάθημα διακύμανζηρ διαζποπάρ για ηπειρ 6-παπαγόνηυν ζσεδιαζμούρ μεγέθοςρ n = 

52: Box-Behnken ζσεδιαζμόρ, I-Efficiency ηπιών επιπέδυν ζσεδιαζμόρ, Ι-Optimal 

ζσεδιαζμόρ. 

 

 

 

Μηθξνί ζρεδηαζκνί ηξηώλ επηπέδσλ κε έμη ή επηά παξάγνληεο πεγαίλνπλ θαιύηεξα 

από εθείλνπο κε t  ≤ 5. Ωζηόζν, αθόκε θαη κε κεγαιύηεξα t θαη n, όπσο ζην ζρήκα   

5.5, ε έιιεηςε δπλαηόηεηαο πεξηζηξνθήο γηα ζρεδηαζκνύο ηξηώλ επηπέδσλ γεληθά ζα 

απμήζνπλ ηελ κέζε δηαθύκαλζε ειαθξά θαη ηε κέγηζηε δηαθύκαλζε θπξίσο. 

 

5.7 Παπαδείγμαηα για ζσεδιαζμούρ ηπιών επιπέδυν για πιο ζύνθεηερ εθαπμογέρ 

 

O βέιηηζηνο ζρεδηαζκόο αιγνξίζκσλ παξέρεη έλα πξαθηηθό κέζν γηα ηελ θαηαζθεπή 

ηνπ ζρεδηαζκνύ ζε ξπζκίζεηο όρη ζπλεζηζκέλεο. Ο πεξηνξηζκόο παξαγόλησλ ζε ηξία 

επίπεδα πξνζζέηεη απιόηεηα ζηελ εθαξκνγήο ηνπ ζρεδηαζκνύ, ζπρλά ρσξίο λα 

επεξεάδεη ζνβαξά ηελ απνδνηηθόηεηα. ε απηή ηελ παξάγξαθν, παξνπζηάδνληαη δύν 

εθαξκνγέο. Ζ πξώηε έρεη ιεθζεί από ηνλ Vuchkov (1981) θαη πεξηιακβάλεη ηξεηο 

πνζνηηθνύο παξάγνληεο ζπλ ηξεηο αλάκεηθηνπο παξάγνληεο. Καη ην δεύηεξν 

παξάδεηγκα πεξηιακβάλεη ηόζν πνηνηηθνύο όζν θαη πνζνηηθνύο παξάγνληεο.  
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5.7.1 Παπάδειγμα με διεπγαζία και μείγμα παπαγόνηυν 

 

Σν πείξακα ησλ Vuchkovetal. (1981) αθνξά ηελ επηινγή ελόο ζρεδηαζκνύ δεύηεξεο 

ηάμεο κε 30 εθηειέζεηο γηα∙ ηξεηο κεηθηνύο παξάγνληεο θαη ηξείο ησλ νπνίσλ ηα 

επίπεδα ζα κπνξνύζαλ λα νξηζηνύλ αλεμάξηεηα. Ο πεξηνξηζκόο x1+x2+x3 = 1 παξάγεη 

ηόζν πνιιέο ηδηαηηεξόηεηεο γηα ην ζπλεζηζκέλν δεύηεξεο ηάμεο κνληέιν. 

 

Πίνακαρ 5.7 

D-Optimal ηπιών επιπέδυν δεύηεπηρ ηάξηρ ζσεδιαζμόρ για 3 ανάμεικηοςρ παπάγονηερ 

και 3 άλλοςρ παπάγονηερ 

Point x1 x2 x3 x4 x5 x6 

1 0.0 0.0 1.0 0.000 -0.707 -0.707 

2 0.0 0.0 1.0 0.000 -0.707 0.707 

3 0.0 0.0 1.0 -0.707 0.000 0.707 

4 0.0 0.0 1.0 0.707 0.000 -0.707 

5 0.0 0.0 1.0 -0.707 0.707 0.000 

6 0.0 0.0 1.0 0.707 0.707 0.000 

7 0.0 0.5 0.5 0.000 0.000 0.000 

8 0.0 0.5 0.5 0.000 -0.707 0.707 

9 0.0 0.5 0.5 0.707 0.000 0.707 

10 0.0 0.5 0.5 -0.707 -0.707 0.000 

11 0.0 1.0 0.0 0.000 -0.707 -0.707 

12 0.0 1.0 0.0 0.000 -0.707 0.707 

13 0.0 1.0 0.0 0.000 0.707 0.707 

14 0.0 1.0 0.0 -0.707 0.000 -0.707 

15 0.0 1.0 0.0 0.707 0.000 -0.707 

16 0.0 1.0 0.0 -0.707 0.707 0.000 

17 0.0 1.0 0.0 0.707 0.707 0.000 

18 0.5 0.5 0.5 0.000 0.000 0.000 

19 0.5 0.5 0.5 0.000 0.707 0.707 

20 0.5 0.5 0.5 -0.707 0.000 -0.707 

21 0.5 0.5 0.5 0.707 -0.707 0.000 

22 0.5 0.5 0.0 0.000 0.707 -0.707 

23 0.5 0.5 0.0 -0.707 0.000 0.707 

24 0.5 0.5 0.0 0.707 -0.707 0.000 

25 0.5 0.0 0.0 0.000 -0.707 -0.707 

26 1.0 0.0 0.0 0.000 -0.707 0.707 

27 1.0 0.0 0.0 0.707 0.000 -0.707 

28 1.0 0.0 0.0 0.707 0.000 0.707 

29 1.0 0.0 0.0 -0.707 0.707 0.000 

30 1.0 0.0 0.0 0.707 0.707 0.000 
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Έλα κέζν γηα ηελ απνθπγή απηώλ ησλ κνλαδηθνηήησλ είλαη λα γξάςνπκε ην κνληέιν 

ζε πέληε κόλν παξάγνληεο, γηα παξάδεηγκα x2,…,x6, εμαηηίαο ηνπ επίπεδνπ ηνπ x1=1 - 

x2 – x3. Αλη'απηνύ, ν Vuchkovetal. (1981) απέθπγε απηέο ηηο ηδηνκνξθίεο κε εμαίξεζε 

ην ζεκείν ηνκήο, κε θαζαξά ηεηξαγσληθνύο όξνπο γηα ηνπο αλάκεηθηνπο παξάγνληεο, 

θαη ηνπο γξακκηθνύο όξνπο γηα ηνπο άιινπο παξάγνληεο. Ζ πξνθύπηνπζα (Scheffe 

θαλνληθή) κνξθή γηα ην δεύηεξεο ηάμεο κνληέιν είλαη 

3 6 5 6
2

1 4 1 1

( ) i i ii i ij i j

i i i j i

E y x x x x  
    

      

Σν ππνςήθην ζύλνιν πεξηιακβάλεη ην γηλόκελν ηνπ ζρεδηαζκνύ ηνπ lattice δεύηεξεο 

ηάμεο έμη ζεκείσλ γηα ηνπο κεηθηνύο παξάγνληεο {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (. 5, .5, 

0), (.5, 0, .5), (0, .5, 5)}for the rubber factors και 3
3
 παξαγνληηθό γηα ηα άιια 

ζπζηαηηθά. Θα αλαζεσξεζεί ην ππνςήθην ζεη κε εμαίξεζε ηελ ηξίηε ηξνρηά ηνπ 3
3
 

θαη ζα αλαθιηκαθσζεί έηζη ώζηε ε δεύηεξε ηξνρηά λα ηαηξηάδεη κε ηελ κνλαδηαία 

ζθαίξα. Απηό ην ππνςήθην ζεη δηαζέηεη 6 x 19 = 114 ζπλδπαζκνύο αγσγώλ. O D-

optimal κε 30-εθηειέζεηο, ζρεδηαζκόο ηξηώλ επηπέδσλ κε 
2 2 2

4 5 6 1x x x  θαίλεηαη ζηνλ 

Πίλαθα 5.7 θαη απνηειείηαη από: 

 Μεηθηό ζπλδπαζκό παξαγόλησλ: 19 θαζαξά κίγκαηα θαη 11 κίγκαηα 50/50, ηα 

νπνία είλαη παξόκνηα κε ηα 20 θαζαξά θαη 10 δπαδηθά κίγκαηα γηα ηνλ 

Vuchkovetal. 

 Γηαδηθαζία ζπλδπαζκνύ παξαγόλησλ: 28 πόληνπο από ηε δεύηεξε ηξνρηά θαη 

επαλαιήςεηο ζε δύν θεληξηθά ζεκεία. Όπσο ήηαλ αλακελόκελν, δελ ππάξρνπλ 

ζεκεία από ηελ πξώηε ηξνρηά. 

Αο ππνζέζνπκε αλη’ απηνύ όηη έλαο ρξεζηκνπνηεί ην ίδην (6 x 27 = 162 

εθηειέζεηο) ππνςήθην ζύλνιν όπσο ησλ Vuchkov et al (1981), κε ηε δηεξγαζία 

παξαγόλησλ λα θιηκαθώλνληαη γηα λα έρνπλ επίπεδα 1/ 3  θαη 0.Ο θαιύηεξνο 

ζρεδηαζκόο ProcOptex βξίζθεη λα έρεη D-efficiency: 

 3% πςειόηεξν από ό, ηη δηαδνρηθά θαζνξίδεη ν ζρεδηαζκόο. Όπσο ήηαλ 

αλακελόκελν, είλαη ειαθξώο θαιύηεξα λα επηιέμνπκε έλα optimal ζρεδηαζκό 

κε 30 εθηειέζεηο από ηνπ λα ρξεζηκνπνηεζεί ηνλ αθνινπζηαθό ζρεδηαζκό 

κεγέζνπο 30 ησλ Vuchkovetal. (1981). 

 21% ρακειόηεξε από ηελ D-optimal ηξηώλ επηπέδσλ, ζρεδηαζκόο ζηνλ 

Πίλαθα 5.7. 
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Έηζη, κηα ζθαηξηθή πεξηνρή, κε εμαίξεζε ηελ ηξίηε ηξνρηά παξάγεη έλαλ πην 

απνηειεζκαηηθό ζρεδηαζκό. Σν D-optimal ηξηώλ επηπέδσλ είλαη πεξηζζόηεξν από 

99% απνηειεζκαηηθό ζε ζύγθξηζε κε ην D-optimal ζρεδηαζκό πνπ βξέζεθε 

ρξεζηκνπνηώληαο ην πξόγξακκα JMP πεξηνξηζκέλν από 
2 2 2

4 5 6 1x x x  , αιιά δελ 

πεξηνξίδεηαη ζε ηξία επίπεδα. 

 

5.7.2 Παπάδειγμα ηηρ διαδικαζίαρ και με ποιοηικούρ παπάγονηερ 

 

Αξθεηέο εξγαζίεο έρνπλ γξαθηεί γηα ηελ θαηαζθεπή ζρεδηαζκώλ απνθξηηηθήο 

επηθάλεηαο όηαλ πξέπεη λα πεξηιακβάλνληαη θάπνηνη πνηνηηθνί παξάγνληεο. Ο 

βέιηηζηνο ζρεδηαζκόο είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκνο εδώ επεηδή ηα κνληέια γηα λα 

εθηηκεζνύλ εμαξηώληαη όρη κόλν από ηνλ αξηζκό ησλ πνζνηηθώλ θαη πνηνηηθώλ 

παξαγόλησλ, αιιά θαη από ηνπο ηύπνπο αιιειεπίδξαζεο ησλ όξσλ πνπ 

πεξηιακβάλνληαη. Σν κνληέιν δεύηεξεο ηάμεο είλαη: 

5 4 5 4
2

0

1 1 1 1

( ) i i ij i j ii i

i i j i i

E y x x x x   
    

       

κε 20 όξνπο, θαη ην ζύλνιν ησλ ππνςεθίσλ ηνπο ζεη έρεη 50 ζεκεία ην πεξηζηξέςηκν 

CCD ζε θάζε επίπεδν ηνπ x5. Τπάξρνπλ κεξηθνί 24-εθηειέζεσλ ζρεδηαζκνί κε 

ηζνδύλακεο D-efficiencies. Κάζε παξάιεηςε αθνξά έλα ζεκείν, από ην CCD, κε 8 

ζεκεία ζην έλα επίπεδν γηα x5 θαη γηα 16 ζεκεία ζηα άιια επίπεδα. 

Γηα έλα βέιηηζην ζρεδηαζκό ηξηώλ επηπέδσλ, απνθιείνπκε ηελ ηξίηε θαη ηελ 

ηέηαξηε ηξνρηά θαη λα απνθηνύκε έλα ζρεδηαζκό κε ηελ ίδηα απνηειεζκαηηθόηεηα 

όπσο ην θιάζκα ηνπ CCD πνπ βξέζεθε από ηνπο Myers θαη Montgomery. Απηό 

ζπκβαίλεη επεηδή ν 25 εθηειέζεσλ CCD θαη ν Box-Behnken ζρεδηαζκόο είλαη 

ηζνδύλακνη γηα t = 4 κε n = 24, θαη έλα ζεκείν κπνξεί λα δηαγξαθεί. Όπσο θαη κε ηνλ 

CCD, απηόο ν D- optimal ζρεδηαζκόο δηαρσξίδεη ηα ζεκεία, νθηώ πξνο έλα επίπεδν 

θαη 16 πξνο ην άιιν. 
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