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Πρόλογος 
 
 H εργασία στηρίζεται στη µελέτη των σύµµορφων απεικονίσεων,µια 
σηµαντική κατηγορία των µιγαδικών συναρτήσεων,µε εφαρµογές σε προβλήµατα 
απεικόνισης πεδίων και σε προβλήµατα συνοριακών τιµών. 
 Οι σύµµορφες απεικονίσεις αποτελούν ένα σηµαντικό κλάδο των 
µαθηµατικών µε τον οποίο έχουν ασχοληθεί σπουδαίοι µαθηµατικοί.Θεµελιωτής του 
κλάδου θεωρείται ο Κωνσταντίνος Καραθεοδωρή ο οποίος ξεκίνησε τις δηµοσιεύσεις 
εργασιών πάνω στο αντικείµενο στις αρχές του προηγούµενο αιώνα. 
 Η χρησιµότητα των σύµµορφων απεικονίσεων είναι µεγάλη στον κλάδο της 
φυσικής και της µηχανικής (υδροδυναµική, αεροδυναµική, θεωρία ελαστικότητας 
κ.α),καθώς σε πολλές περιπτώσεις δίνουν απλές µεθόδους για να επιλυθούν 
προβλήµατα συνοριακών τιµών που αφορούν στην εξίσωση Laplace.Αυτό οφείλεται 
στη στενή σχέση που υπάρχει µεταξύ ολόµορφων και αρµονικών συναρτήσεων. 
            Η σπουδαιότητα των σύµµορφων απεικόνισεων έγκειται σε µία γεωµετρική 
ιδιότητα που έχουν: να διατηρούν τη γωνία τοµής µεταξύ δύο καµπυλών κατά µέτρο 
και προσανατολισµό.Επίσης, η εξίσωση Laplace παραµένει αναλλοίωτη κάτω από 
µια σύµµορφη απεικόνιση,µε αποτέλεσµα σε ένα φυσικό πρόβληµα να µπορεί να 
απλοποιηθεί ένα αρχικά πολύπλοκο πεδίο. 
 Συνοψίζοντας, στην εργασία γίνεται µελέτη των σύµµορφων απεικονίσεων µε 
τρόπο κατα τον οποίο µετασχηµατίζουν διάφορα πεδία και βοηθούν στη λύση 
προβληµάτων συνοριακών τιµών, δίνοντας ιδιαίτερη έµφαση στον δίσκο και στο άνω 
ηµιεπίπεδο. 
 
              
 
            Τέλος, θέλω προσωπικά να ευχαριστήσω τον κύριο ∆.Κραββαρίτη για την 
υπόδειξη του θέµατος και την βοήθειά του για την εκπόνηση της διπλωµατικής 
εργασίας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
ΣΥΜΜΟΡΦΕΣ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΕΙΣ 

 
1.1 Ορισµός σύµµορφης απεικόνισης 
 
 
 Μια συνάρτηση :f Α ⊂ →ℂ ℂ  είναι ένας σύµµορφος µετασχηµατισµός ή 
σύµµορφη απεικόνιση στο πεδίο D ⊂ Α , αν η f  είναι ολόµορφη στο D  και 

( ) 0f z′ ≠  για κάθε z D∈ . 
 

Παραδείγµατα: i) Η συνάρτηση ( ) zf z e=  είναι σύµµορφη στο ℂ  αφού 

( ) 0,zf z e z′ = ≠ ∀ ∈ℂ . 

ii) Η συνάρτηση 2( )f z z=  είναι σύµµορφη στο \ {0}ℂ . 
 
 
 Έστω f(z) µια ολόµορφη συνάρτηση ορισµένη σε ένα πεδίο D, f ́ (z)≠0 στο D 
και µια λεία καµπύλη : ( ) ( ) ( )C z t x t iy t= +  στο D, η οποία διέρχεται από το σηµείο  

z0  = z(t0), t 0 ∈ (α,β). Η γωνία που σχηµατίζει η εφαπτοµένη της καµπύλης C στο 

σηµείο  z0   µε τον θετικό x άξονα είναι θ και ισχύει ότι 0arg ( )z tθ ′= .  

Αν υποθέσουµε ότι η εικόνα της C µέσω της απεικόνισης w = f(z) είναι η  
C΄: w(t) =  f(z(t)), α≤ t≤β και w 0  η εικόνα του z0 , δηλαδή w 0= f(z(t 0 ))=f(z 0 ), τότε 

παραγωγίζοντας την σύνθετη συνάρτηση έχουµε:  
 

                          ẃ(t 0 )= f΄(z 0 )⋅z΄(t 0 )                              (1) 

 
Η καµπύλη C΄ έχει µια εφαπτοµένη στο σηµείο w 0 , διότι w΄(t 0 )≠0,επειδή 

f ΄(z 0 )≠0 και ź (t 0 )≠0. Εάν 0arg ( )w tθ′ ′= , από την σχέση (1) προκύπτει ότι 

 

                         0arg ( )f zθ θ′ ′= +                                   (2) 
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Η διαφορά των δύο γωνιών φ= θ΄- θ  ονοµάζεται γωνία στροφής της καµπύλης C 
στο σηµείο z0  µέσω της απεικόνισης w =  f(z).  

 Αυτό που µπορούµε να καταλάβουµε από την σχέση (2) είναι ότι όλες οι 
καµπύλες  που διέρχονται από το z0  στρέφονται µέσω της απεικόνισης που έχουµε, 

µε την ίδια γωνία (υπό την προϋπόθεση ότι  f ΄(z)≠0), αφού η γωνία στροφής στο z0  

δεν εξαρτάται από την καµπύλη και είναι πάντα ίση µε 0arg ( )f z′ . 

 Έστω τώρα δύο λείες καµπύλες που βρίσκονται στο D και διέρχονται από το 
σηµείο z0 , οι 1C , 2C  και οι εικόνες τους 1C ΄ και 2C ΄ που διέρχονται από το w 0  µέσω 

της απεικόνισης  w =  f(z). Αν οι εφαπτοµένες των δύο καµπυλών στο σηµείο z0  , 

σχηµατίζουν µε τον άξονα  χ σχηµατίζουν γωνίες 1θ και 2θ  τότε σύµφωνα µε την  

σχέση (2) ισχύει ότι οι γωνίες που σχηµατίζουν οι εφαπτόµενες στις καµπύλες  

1C ΄ και 2C ΄ στο σηµείο w 0= f(z 0 ) είναι:  

 

1 1 0arg ( )f zθ θ′ ′= + και  2 2 0arg ( )f zθ θ′ ′= +  

 
και αφαιρώντας κατά µέλη προκύπτει ότι 
 

2 1 2 1θ θ θ θ′ ′− = − , 

 
συνεπώς αποδείξαµε ότι µια σύµµορφη απεικόνιση διατηρεί την γωνία τοµής 
µεταξύ δύο καµπυλών κατά µέτρο και προσανατολισµό , αφού η γωνία  2θ ΄- 1θ ΄ 

από την καµπύλη  1C ΄ στην καµπύλη 2C ΄ είναι η ίδια σε µέτρο και προσανατολισµό 

µε την γωνία  2θ - 1θ  από την καµπύλη  1C  στην 2C , όπως φαίνεται και στο σχήµα.Οι 

γωνίες σηµειώνονται µε ω. 
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Εφαρµογή  
 
Να δειχθεί ότι η συνάρτηση f(z) = sinz  είναι σύµµορφη στα σηµεία  z1=

2
i

π
+  και 

z 2 =0 και να βρεθεί η γωνία στροφής ω =arg ( )f z′  σε αυτά τα σηµεία. 

 
Λύση: f΄(z) =cosz  άρα η απεικόνιση w = sinz  είναι σύµµορφη παντού εκτός των 

σηµείων 
2

π
ηπ+ , η ∈Z . Άρα η f(z) είναι σύµµορφη στα ζητούµενα σηµεία. 

Τώρα, επειδή cos
2

i ie eθ θ

θ
−+

=  , και µε τη χρήση του υπερβολικού ηµιτόνου, 

sinh
2

z ze e
z

−−
=  θα έχουµε: 

ω = argcos( )
2

i
π

+ = 

( ) ( )
2 2

arg
2

i i i i
e e
π π

+ − +
+

= 
1( )

arg
2 2

i e e π− −
= −  

και argcos0 arg1 0θ= = = . 
 
 

Εφαρµογή  
 

Να βρεθεί η γωνία στροφής ω=arg ( )f z′  της απεικόνισης 
0

0

( )
z z

f z
z z

−
=

−
 στο 

σηµείο 0z  µε 0 0Im 0z y= >  

 

Λύση: Η ( )f z  είναι ολόµορφη στο ℂ \{ 0z } και ισχύει  

0
02

0

( ) ,
( )

z z
f z z z

z z

−′ = ≠
−

 

 

Άρα                                       0
0 0

1
( )

2 2

i
f z

iy y
′ = =− , 

 

οπότε προκύπτει                   0arg ( )
2

f z
π

ω ′= =− . 

 
 
Πρόταση: Αν η f είναι ολόµορφη και αµφιµονοσήµαντη σε ένα πεδίο D , τότε 

( ) 0f z′ ≠  για κάθε z D∈ , δηλαδή η f  είναι σύµµορφη στο D . 
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Απόδειξη: Έστω ότι σε κάποιο σηµείο 0z D∈  έχουµε 0( ) 0f z′ = . Η συνάρτηση 

0( ) ( ) ( )h z f z f z= −  έχει  το 0z  ρίζα τάξης 2η≥ . 

Μέσα στο D  υπάρχει κύκλος 0:C z z r− =  στον οποίο η h  δεν µηδενίζεται, ενώ 

στο εσωτερικό του ισχύει ( ) 0h z′ =  όταν 0z z= . Αν 0 min ( )Ca h z< <  

τότε η συνάρτηση ( )h z a−  έχει  η   ρίζες µέσα στον κύκλο. Επειδή ( ) 0h z′ =  µόνο 

εάν 0z z=  µέσα στον κύκλο C , οι ρίζες αυτές θα είναι απλές. Συνεπώς, 

0( ) ( )f z f z a= +  για τουλάχιστον δύο σηµεία εντός του κύκλου C  αλλά επειδή η 

f  είναι αµφιµονοσήµαντη αυτό είναι άτοπο. 
 
 
 
1.2  Θεώρηµα Riemann 
 
Εφαρµογή 

Έστω 2( )f z z=  και το πεδίο 
1

{ : 1, }
2

iD z re rθ π θ π= = < <  − < < . 

( ) 2 0f z z z D′ = ≠   ∀ ∈  ,δηλαδή η f είναι ολόµορφη στο D .  
1

( ) { : 1 }
4

if D w re rθ θ π= = < <  ,  0 ≤ ≤2 . 

Το συνοριακό τµήµα 
1

1
2

x− ≤ ≤−  απεικονίζεται στο εσωτερικό του ( )f D  ,στο  

1
1

4
u≤ ≤ . Συνεπώς η f  δεν απεικονίζει το σύνορο του D  στο σύνορο του ( )f D . 

 
 
 
 
Έστω ένα πεδίο D  και C  µια κλειστή καµπύλη µέσα στο D , µέσω της απεικόνισης 

:f D →ℂ . Η εικόνα της C  µέσω της απεικόνισης f , δηλαδή η C ′ ,είναι µια 
κλειστή καµπύλη στο w -επίπεδο. 
Αν κατά τη συνεχή κίνηση ενός σηµείου κατά τη θετική φορά πάνω στη C ,η εικόνα 
του στη C ′  κινείται και αυτή κατά τη θετική φορά, τότε θα λέµε ότι η f  διατηρεί τη 
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φορά. Θετική είναι η φορά µε τον οποία κινείται ο παρατηρητής για να βλέπει το 
εσωτερικό της C  στα αριστερά του, δηλαδή η αντίστροφη από την φορά των δεικτών 
του ρολογιού. 
 
Αρχή της αντιστοιχίας των συνόρων 
 
 Έστω D  και G  δύο απλά συνεκτικά , φραγµένα πεδία που έχουν σύνορα τις 
απλές, κλειστές  και τµηµατικά λείες καµπύλες 1C  και 2C  αντίστοιχα. 

 
Θεώρηµα 1: Αν η σύµµορφη απεικόνιση ( )w f z=  είναι αµφιµονοσήµαντη και 
απεικονίζει το πεδίο D  επί του πεδίου G , τότε ισχύει ότι 

α) η ( )f z  µπορεί να επεκταθεί στο D  ώστε να είναι συνεχής 

β) η επέκταση είναι αµφιµονοσήµαντη από τη 1C  επί της 2C  και διατηρεί τη φορά. 

 
Αντίστροφα ισχύει 
 
Θεώρηµα 2: Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση ( )w f z=  είναι ολόµορφη στο D  και 

συνεχής στο D . Η απεικόνιση 1 2:f C C→  είναι αµφιµονοσήµαντη και διατηρεί τη 

φορά. Τότε η συνάρτηση f  είναι αµφιµονοσήµαντη στο D  και απεικονίζει το D  
σύµµορφα επί του G . 
 
 

Εφαρµογή 
 

Έστω ( ) s inf z z=  και { :0 , 0}
2

D z x iy x y
π

= = +   ≤ ≤   > . 

Να βρεθεί το ( )f D . 
Λύση:  

 
Στο σχήµα φαίνεται ότι το πεδίο D  είναι µια ηµιάπειρη λωρίδα. Η f  είναι 
αµφιµονοσήµαντη στο D  και συνεχής στο σύνορο του D . Για 



9 
 

, ( ) sinz x f z x= ∈  ⇒ =ℝ , άρα η f  απεικονίζει το διάστηµα 0,
2

π 
 
  

 του D  επί του 

διαστήµατος [ ]0,1  του ( )f D . 

Για , 0z iy y=   >  έχουµε ( ) sin sinhf z iz i y= = ,το οποίο είναι φανταστικός αριθµός, 
συνεπώς η f  απεικονίζει τον θετικό άξονα y  στον θετικό άξονα υ , ενώ για 

, 0
2

z iy y
π

= +   >  έχουµε ( ) sin cosh
2

f z iy y
π = + =  

 άρα η f  απεικονίζει την 

ηµιευθεία 
2

z iy
π

= +  στο διάστηµα [ ]1,∞ . Οπότε , λόγω του θεωρήµατος της 

αντιστοιχίας των συνόρων, το ( )f D ,όπως φαίνεται και στο σχήµα,είναι το πρώτο 
τεταρτηµόριο. 

 
 
Θεώρηµα Riemann 
 
 Αν D  είναι ένα απλά συνεκτικό πεδίο του επιπέδου διαφορετικό του ℂ , τότε 
υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη σύµµορφη απεικόνιση ( )w f z=  που απεικονίζει το 

D  επί του µοναδιαίου δίσκου 1w < . Η απεικόνιση είναι µοναδική αν για κάποιο 

0z D∈  έχουµε 0( ) 0f z =  και 0( ) 0f z′ > . 

 
Παρατηρήσεις για το θεώρηµα Riemann: α) το θεώρηµα δεν ισχύει  αν D =ℂ  και  
β) το θεώρηµα Riemann εξασφαλίζει την ύπαρξη µιας σύµµορφης απεικόνισης αλλά 
όχι την κατασκευή της. 
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1.3 ∆ιγραµµικοί µετασχηµατισµοί 
 
 Στην ενότητα αυτή θα µελετήσουµε ένα σύνολο στοιχειωδών 
µετασχηµατισµών οι οποίοι έχουν πολλές εφαρµογές και είναι πολύ χρήσιµοι 
σύµµορφοι µετασχηµατισµοί. 
 

• Μετατόπιση 
 
 Έστω µια σταθερά b ∈ℂ . Ο µετασχηµατισµός ( )w f z z b= = +  απεικονίζει 
ένα τυχαίο σηµείο z  του επιπέδου z , στο σηµείο w z b= +  του επιπέδου w . Η 
απεικόνιση αυτή είναι αµφιµονοσήµαντη. Έτσι η εικόνα w z b= +  είναι 
µετατοπισµένη ως προς το αρχέτυπο z  κατά το διάνυσµα b . Το ίδιο ισχύει 
και για όλα τα σηµεία ενός σχήµατος, οπότε µέσου αυτού του µετασχηµατισµού 
µπορεί να µεταφερθεί ολόκληρο το σχήµα κατά το διάνυσµα b . Επειδή όλα τα 
σηµεία µετατοπίζονται κατά το ίδιο διάνυσµα, οι διαστάσεις του σχήµατος δεν 
αλλάζουν. 

 
Ειδικά , αν ο b  είναι πραγµατικός η µετατόπιση γίνεται παράλληλα στον άξονα χ, 
ενώ αν ο b  είναι φανταστικός η µετατόπιση γίνεται παράλληλα στον άξονα y . 
Η αντίστροφη απεικόνιση είναι η  z w b= − . 
 
Παράδειγµα: Η συνάρτηση ( )f z z i= +  µετατοπίζει το τυχαίο σηµείο z  κατά 
το διάνυσµα i  δηλαδή παράλληλα στον φανταστικό άξονα 

 
 

Έτσι η λωρίδα ανάµεσα στις ευθείες 1, 2y y=   =  απεικονίζεται στη λωρίδα 
ανάµεσα στις ευθείες 2 , 3υ υ=   = . 
 
• Στροφή 
 
Έστω σταθερά a ∈ℝ . Τότε, ο µετασχηµατισµός 

( )( ) ia i ia i aw f z ze re e reθ θ+= = = ⋅ =  
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προκαλεί αλλαγή της γωνίας του τυχαίου µιγαδικού z  κατά a . ∆ηλαδή το 
διάνυσµα z  απεικονίζεται στο διάνυσµα w  το οποίο έχει στραφεί ως προς το z  
κατά γωνία a . Επειδή i ae =1 , ισχύει  w z= . 

 
 

Η αντίστροφη απεικόνιση είναι 
iaz we−= . 

 

Παράδειγµα: Η συνάρτηση 2( )
i

f z ze
π

=   προκαλεί στροφή του τυχαίου 

διανύσµατος z κατά 2
a
π

=  

 
 
• Μεγέθυνση 
 
 Έστω 0 ,k k>   ∈ℝ . Ο µετασχηµατισµός ( )w f z kz= =  είναι µια 
αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση του επιπέδου z  επί του επιπέδου w  και 
ονοµάζεται µεγέθυνση. Η απεικόνιση αυτή µεγενθύνει επί k  το µέτρο z  χωρίς 
να του αλλάζει κατεύθυνση. Αν 0 1k< <  τότε έχουµε σµίκρυνση. 
 

Παράδειγµα: Η απεικόνιση 
1

3
w z=  µετασχηµατίζει τον κυκλικό τόπο 3z ≤  

του επιπέδου z στον κυκλικό τόπο 1w ≤  του w  επιπέδου. 
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Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός είναι ο 
1

z w
k

= . 

 
 
• Αντιστροφή 
 

 Ο µετασχηµατισµός 
1

, 0w z
z

=   ≠ είναι σύνθεση των µετασχηµατισµών  

1 2

1
w z

z
= και 1w w= . 

Ο πρώτος µετασχηµατισµός εκφράζει την αντιστροφή ως προς τον µοναδιαίο 
κύκλο  : 1C z = , αφού 1 1w z =  και 1arg argw z=  ενώ ο δεύτερος εκφράζει 

συµµετρία ως προς τον άξονα των πραγµατικών. 
 

 
 
 
• Γραµµικός µετασχηµατισµός 
 
 Η απεικόνιση ( ) , ,w f z az b a b= = +     ∈ℂ  ονοµάζεται γραµµικός 

µετασχηµατισµός. Αν υποθέσουµε ότι ισχύει 0a ≠  και 
ia a e θ=  τότε 
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iw a e z bθ= + , δηλαδή ο µετασχηµατισµός που έχουµε είναι σύνθεση µιας 

µεγέθυνσης, µιας µετατόπισης και µιας στροφής. Η µεγέθυνση γίνεται κατά a , η 

µετατόπιση κατά διάνυσµα b  ενώ η στροφή κατά γωνία arga . Η αντίστροφη 

απεικόνιση είναι η 
1 b

z w
a a

= − . 

 
Ένας διγραµµικός µετασχηµατισµός ή µετασχηµατισµός Mobius έχει τη 

µορφή ( ) , , , , ,
az b d

w f z z a b c d
cz d c

ℂ
+

= =   ≠ −    ∈
+

  (1) 

και ικανοποιούν τη σχέση ab bc≠ , αλλιώς η ( )f z  θα ήταν σταθερή. 
Για να µην προκύψουν συναρτήσεις που ήδη συναντήσαµε, θεωρούµε 0a ≠ και 

0c ≠ . Η (1) µπορεί να γραφεί και στη µορφή 

( ) , , , ,
z a a b d

w f z a a
z c a c
λ λ β β

β

+
= =   =   =   =   ≠

+
  (2) 

( )2( ) 0
a

f z
z

β
λ

β

−′ = ≠
+

.Άρα ο διγραµµικός µετασχηµατισµός είναι σύµµορφος 

στο ℂ  εκτός του σηµείου β− . Το σηµείο β−  είναι πόλος της f .  Επίσης 
θέτουµε ( )f β−  = ∞  και ( )f λ∞ = .  
Ο µετασχηµατισµός  (2)  είναι αµφιµονοσήµαντη  απεικόνιση του \ { }β−ℂ στο 

\ { }λ−ℂ , ενώ η αντίστροφη απεικόνιση είναι η 
w a

z
w

β λ

λ

− +
=

−
. 

 
Επειδή ο διγραµµικός µετασχηµατισµός έχει τρεις παραµέτρους , ,aλ β  
συµπεραίνουµε πως υπάρχουν άπειροι διγραµµικοί µετασχηµατισµοί που 
απεικονίζουν το επίπεδο z  στο επίπεδο w . 
 
Τώρα, παίρνοντας τον µετασχηµατισµό  (2), 

( ) , , , ,
z a a b d

w f z a a
z c a c
λ λ β β

β

+
= =   =   =   =   ≠

+
  ( ) 1

a
f z

z

β
λ

β

 − ⇒ = +   + 
 

και θέτοντας 1 2 3 2
1

1
, , ( )w z w w a w

w
β λ β λ= +  =   = − + , εύκολα καταλαβαίνουµε 

ότι ένας διγραµµικός µετασχηµατισµός είναι µια σύνθεση  
 

� µετατόπισης    1w z β= +  

� αντιστροφής    2
1

1
w

w
=  

� γραµµικού µετασχηµατισµού    3 2( )w a wλ β λ= − +  

 
Συνεπώς ένας διγραµµικός µετασχηµατισµός µπορεί να περιλαµβάνει στροφή, 
µετατόπιση, αντιστροφή και µεγέθυνση. 
 
 



14 
 

Θεώρηµα: Υπάρχει µοναδικός διγραµµικός µετασχηµατισµός που απεικονίζει 
τρία διαφορετικά σηµεία 1, 2 3,z z z  σε τρία διαφορετικά σηµεία 1 2 3, ,w w w . Ο 

µετασχηµατισµός δίνεται από την σχέση 

2 3 2 31 1

3 2 1 3 2 1

w w z zw w z z

w w w w z z z z

− −− −
⋅ = ⋅

− − − −
                 (3) 

 
Απόδειξη: Πρέπει να δείξουµε ότι 1 1 2 2 3 3( ) , ( ) , ( )f z w f z w f z w=    =    =  ορίζουν 

τις τιµές των παραµέτρων , ,aλ β  µονοσήµαντα. 

2 3
2 3

2 3

( )( )

( )( )

z z a
w w

z z

β
λ

β β

− −
− =

+ +
 και 2 1

2 1
2 1

( )( )

( )( )

z z a
w w

z z

β
λ

β β

− −
− =

+ +
 

Άρα,                       2 3 2 3 1

2 1 2 1 3

( )( )

( )( )

w w z z z

w w z z z

β

β

− − +
=

− − +
                                (4) 

Οπότε για ένα τυχαίο z  και ( )w f z=  ισχύει ότι : 

          1 31

3 3 1

( )( )

( )( )

z z zw w

w w z z z

β

β

− +−
=

− − +
                                  (5) 

Απαλείφοντας από την  (4)  και την  (5)  το β  προκύπτει η  (3). 
 
Παρατηρήσεις: 

 

� Αν 1w = ∞ , τότε το πρώτο µέλος της (3) γίνεται 2 3

3

w w

w w

−
−

 

� Αν 1z = ∞ , τότε το δεύτερο µέλος της (3) γίνεται 2 3

3

z z

z z

−
−

 

 

Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί ο σύµµορφος µετασχηµατισµός που απεικονίζει τα σηµεία  

1 2 31, 1, 0z z z= −   =   = στα σηµεία 1 2 31, 1,w w w i= −   =   = −  

 
Λύση: Θεωρώ τυχαίο σηµείο 4z z=  που απεικονίζεται στο σηµείο 4w w= . 

Πρέπει        2 3 2 34 1 4 1

2 1 4 3 2 1 4 3

z z w wz z w w

z z z z w w w w

− −− −
⋅ = ⋅        ⇒

− − − −
 

( 1) 1 0 ( 1) 1 ( )

1 ( 1) 0 1 ( 1) ( )

z w i

z w i

− − − − − − −
⋅ = ⋅      ⇒

− − − − − − −
 

1 1 1 1

2 2

z w i

z w i

+ + +
⋅ = ⋅    ⇒

+
 

( ) ( )
1 1

z i z i
w f z f z

zi iz

− −
= =      ⇒     =

− − +
. 

 
Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί ο σύµµορφος µετασχηµατισµός που απεικονίζει  
α) τα σηµεία -1,0,2  στα σηµεία 0,1,∞  
β) τα σηµεία  0, ,i ∞  στα σηµεία 0,1,2 
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Λύση: α)Από τον τύπο (3)  προκύπτει (βλ. παρατηρήσεις)  

1 2 1
2

1 3 2

w z z
w

w z z

+ +
= ⋅   ⇒ = −

− −
 

 

β) Οµοίως µε (α) 
1 2

1 2

w z z
w

w z i z i
⋅ =     ⇒  =

− − +
. 

 
Πρόταση: Έστω ( )f z  ένας διγραµµικός µετασχηµατισµός. Αν E ⊂ℂ  είναι µια 
ευθεία και K ⊂ℂ  ένας κύκλος στο επίπεδο z , τότε το ( )f E  είναι ευθεία ή 
κύκλος και το ( )f K  είναι ευθεία ή κύκλος στο επίπεδο w . 
 
Απόδειξη: Επειδή ένας διγραµµικός µετασχηµατισµός είναι σύνθεση δύο 
γραµµικών µετασχηµατισµών και µιας αντιστροφής, τότε αρκεί να δείξουµε ότι 

1
( )w f z

z
= = . 

Η εξίσωση της E  στο επίπεδο z  θα είναι της µορφής 0az az b+ + =  όπου 

\ {0}a ∈ℂ και b ∈ℝ . Εάν θέσουµε 
1

z
w

=  τότε προκύπτει ότι 

0bww aw aw+ + =  σχέση η οποία παριστάνει ευθεία αν 0b =  ή κύκλο αν 0b ≠  
Η εξίσωση του K  στο επίπεδο z  θα είναι µορφής 

0 , , , 0azz bz bz k a k a+ + + =    ∈   ≠ℝ  και 2b ak> .  

Έτσι θέτοντας 
1

z
w

=  προκύπτει 0kww bw bw a+ + + =  σχέση η οποία 

παριστάνει κύκλο αν 0k ≠  ή ευθεία αν 0k = . 
 

Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί η εικόνα  της ευθείας 0y =  µέσω του µετασχηµατισµού 

( )
z i

w f z
z i

−
= =

+
 

 
Λύση: Θέτουµε w u iυ= +  και z x iy= + . Οπότε έχουµε  

( 1)

( 1)

x iy i x i y
u i u i

x iy i x i y
υ υ

+ − + −
+ =     ⇒   + =

+ + + +
 

Πολλαπλασιάζοντας την σχέση µε το συζυγή του παρονοµαστή ( 1)x i y− +   
προκύπτει η σχέση :  

δηλαδή 
( )2 2

2 2

1

( 1)

x y
u

x y

+ −
=

+ +
   (2)       και     

2 2

2

( 1)

x

x y
υ

−
=

+ +
     (3) 

Στις  (2)  και  (3) αντικαθιστούµε 0y =  και προκύπτει   
2

2

1

1

x
u

x

−
=

+
   (4)    και     

2

2

1

x

x
υ

−
=

+
   (5)  
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Λύνοντας την  (4)  ως προς x  προκύπτει 2 1

1

u
x

u

+
=

−
  και αντικαθιστώντας στη 

(5) βρίσκουµε 
1 2

1
2 1 1

u
x x

u u

υ υ + = − +     ⇒    =  − −
    (6) 

Με αντικατάσταση της  (6)  στην  (4)  βρίσκουµε ότι 2 2 1u υ+ = , αυτή η 
περιφέρεια κύκλου είναι η ζητούµενη εικόνα. 
 

 

      Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί η σύµµορφη απεικόνιση που απεικονίζει το  µοναδιαίο κύκλο 1z ≤  

στο Im 0w > . 
 
Λύση: Πρέπει να βρούµε ένα διγραµµικό µετασχηµατισµό που να απεικονίζει τα 
σηµεία 1, , 1i −  του επιπέδου z  στα σηµεία 0,1,∞  του επιπέδου w . 

Ο µετασχηµατισµός αυτός είναι της µορφής 
1

1

z
w

z
λ

−
=

+
 αφού απεικονίζει τα 

σηµεία 1,-1 του z  στα σηµεία 0,∞  του w . Τώρα, το i  απεικονίζεται στο 1, 

οπότε ισχύει 
1

1
1

i
i

i
λ λ

−
=    ⇒ = −

+
 . Οπότε ο µετασχηµατισµός 

1

1

z
w i

z

−
=

+
 

απεικονίζει τον κύκλο 1z =  στην ευθεία 0υ= , ενώ το εσωτερικό του, επειδή 

διατηρείται η φορά και σύµφωνα µε προηγούµενο θεώρηµα, απεικονίζεται στο 
άνω ηµιεπίπεδο Im 0w > . 

 
 

 

Εφαρµογή 
 
Ένας ‘‘ φακοειδής’’ τόπος έχει σύνορα δύο περιφέρειες που τέµνονται. Να βρεθεί 
η σύµµορφη απεικόνιση που απεικονίζει τον ‘‘ φακοειδή’’ τόπο σε µια γωνία µε 
κορφή την αρχή των αξόνων. 
 
Λύση: Έστω ότι έχουµε τον φακοειδή τόπο του σχήµατος µε σύνορα τις 
περιφέρειες 1 2,C C  . 
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Επειδή ο µετασχηµατισµός απεικονίζει περιφέρεις του επιπέδου z  σε περιφέρεις 
του επιπέδου w , συµπεραίνουµε ότι τα δύο σηµεία τοµής 1 2,z z   απεικονίζονται 

στα σηµεία 0w =  και w = ∞ , ώστε οι εικόνες 1 2,C C′ ′   να έχουν σηµεία τοµής 

τα σηµεία 0,∞  άρα είναι ευθείες που δίερχονται από την αρχή των αξόνων, αφού 
δύο περιφέρειες µε πεπερασµένη ακτίνα δεν γίνεται να τέµνονται στο∞ . 

 
Συνεπώς, ο ζητούµενος διγραµµικός µετασχηµατισµός είναι της µορφής 

1

2

( ) ,
z z

f z
z z
λ λ

−
=   ∈

−
ℂ  . Επίσης ισχύει 1 2( ) 0 , ( )f z f z=   = ∞ . 

Αξίζει να υπενθυµισθεί πως η γωνία µε την οποία τέµνονται οι δύο περιφέρειες 
είναι ίση µε την γωνία που σχηµατίζουν οι εικόνες τους. 
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Συµµετρικά σηµεία 
 

 Έστω η ευθεία 0az az k+ + = . ∆ύο σηµεία  1 2,z z   είναι συµµετρικά ως προς 

την ευθεία αν και µόνο αν ισχύει 1 2 0az az k+ + = . 

Έστω ο κύκλος 0:C z z r− = . ∆ύο σηµεία 1 2,z z   είναι συµµετρικά ως προς τον 

κύκλο  C  αν και µόνο αν ισχύουν οι σχέσεις 1 0 2 0arg( ) arg( )z z z z− = −   (1) 

και 2
1 0 2 0z z z z r− − = .   (2) 

Το κέντρο 0z  του κύκλου και το ∞  θεωρούνται συµµετρικά ως προς τον C . 

Οι σχέσεις  (1)  και  (2)  γράφονται στην µορφή  2
1 0 2 0( )( )z z z z r− − = .   (3) 

Από τη σχέση  (1)  είναι φανερό ότι τα σηµεία 0 1 2, ,z z z   βρίσκονται στην ίδια 

ηµιευθεία ενώ από τη  (2)  ότι το γινόµενο των αποστάσεων των δύο συµµετρικών 
σηµείων από το κέντρο του κύκλου ισούται µε το τετράγωνο της ακτίνας. Αν το 
σηµείο 1z  βρίσκεται πάνω στον κύκλο C , τότε το συµµετρικό του ταυτίζεται µε 

το 1z . 

 
 
Έστω τώρα ο κύκλος C  και τα συµµετρικά ως προς αυτόν σηµεία 1 2,z z . 

Έστω ότι 1 0 1
iz z reθ= . Τότε επειδή τα  0 1 2, ,z z z   βρίσκονται στην ίδια ευθεία από 

τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει 2 0 2
iz z r e θ= +   και 

2

2
1

r
r

r
= . Έστω ένα τυχαίο 

σηµείο του C , 0
iz z re ϕ= + . Τότε ισχύει: 

1 1 1 1 1 1

2 2 1 2 2

i i i i

i i i i

z z re re r re re z z r r

z z re r e r re re z z r r

ϕ θ ϕ θ

ϕ θ ϕ θ

− − − −
= =   ⇒  = =

− − − −  που είναι µια 

αναπαράσταση τουC . 
 

Αντίστροφα, µια σχέση της µορφής 1
1 2

2

, , 0
z z

k z z k
z z

−
=  ≠  ≥

−
 παριστάνει κύκλο 

για τον οποίο τα 1 2,z z  είναι συµµετρικά. Μπορούµε να βρούµε το κέντρο και την 

ακτίνα του κύκλου συναρτήσει των δύο συµµετρικών σηµείων και του k . 
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2
1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )z z k z z z z k z z k z z z z− = −   ⇒  − − − = − − −  

Άρα ,                        
2

1 21 2
22

.
1 1

k z zz k z
z

k k

−−
− =

− −
 

Αυτή η εξίσωση παριστάνει κύκλο µε κέντρο  
2

1 2
0 21

z k z
z

k

−
=

−
 και ακτίνα 1 2

2
1

k z z
r

k

−
=

−
. 

Ακόµα, 
2

1 0 2 12
( )

1

k
z z z z

k
− = −

−
 και  2 0 2 12

1
( )

1
z z z z

k
− = −

−
, 

συνεπώς 2
1 0 2 0( )( )z z z z r− − = . 

Άρα όντως τα σηµεία 1 2,z z  είναι συµµετρικά ως προς τον κύκλο κέντρου 0z  και 

ακτίνας r . 
o Αν 0k =  τότε η ακτίνα είναι µηδέν οπότε ο κύκλος εκφυλίζεται σε 

σηµείο. 
o Αν 1k =  τότε η ακτίνα γίνεται άπειρη και ο κύκλος γίνεται µια ευθεία. Σε 

αυτή την περίπτωση η εξίσωση 1 2z z z z− = −  είναι η µεσοκάθετος του 

ευθύγραµµου τµήµατος που ενώνει τα σηµεία 1z  και 2z . 

 

Καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι η εξίσωση 1

2

, 0
z z

k k
z z

−
=   >

−
 παριστάνει 

κύκλο ως προς τον οποίο τα  σηµεία 1z  και 2z  είναι συµµετρικά. Η οικογένεια των 

κύκλων που έχουν τα ίδια συµµετρικά σηµεία ονοµάζεται οικογένεια κύκλων του 
Απολλωνίου. 
 
 
Πρόταση (Ιδιότητα διατήρησης της συµµετρίας): Ένας διγραµµικός 
µετασχηµατισµός απεικονίζει συµµετρικά σηµεία ως προς έναν κύκλο σε συµµετρικά 
σηµεία ως προς την εικόνα του κύκλου. 
 
Απόδειξη: Έστω ο κύκλος C  µε τα συµµετρκά ως προς αυτόν σηµεία 1 2,z z    

1

2

: , 0
z z

C k k
z z

−
 =   >

−
 

και ο µετασχηµατισµός 
dw b

z
cw a

− +
=

−
. Χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό στην 

εξίσωση του κύκλου έχουµε 1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )

cz d w az b
k

cz d w az b

+ − +
=

+ − +
 

Αν υποθέσουµε ότι 1 2,
d

z z
c

 ≠ −  τότε, 1 2

2 1

, 0
w w cz d

k k k
w w cz d

− + ′ ′= =   >
− +

. Από αυτή 

τη σχέση συµπεραίνουµε ότι τα σηµεία 1w  και 2w  είναι συµµετρικά του κύκλου C ′ . 
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Αν 1

d
z

c
= −  τότε 1 1( )w f z= = ∞ . Τότε έχουµε 1

2
2

1 az b
w w

k cz d

+
− =

+
 δηλαδή το 2w  

είναι το κέντρο του κύκλου C ′  οπότε τα 1 2,w w  είναι συµµετρικά ως προς τον C ′ . 

Σε ανάλογο συµπέρασµα καταλήγουµε αν 2

d
z

c
= − . 

 

Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί ένας διγραµµικός µετασχηµατισµός που να απεικονίζει το δίσκο 1 2z + ≤  

στο ηµιεπίπεδο Im 3z ≥ . 
 
Λύση: Επειδή τα σηµεία 1−  και ∞  είναι συµµετρικά ως προς τον κύκλο 1 2z + = , 

ενώ τα σηµεία 0  και 6i  είναι συµµετρικά ως προς την ευθεία Im 3z =  ψάχνουµε 
µετασχηµατισµό που θα απεικονίζει τα σηµεία 1, ,1− ∞  του επιπέδου z  στα σηµεία 
6 ,0,3i i  αντίστοιχα του w  επιπέδου. 

 
Επειδή το ∞  απεικονίζεται στο 0 , ψάχνουµε ένα µετασχηµατισµό της µορφής 

a
w

z b
=

+
. Έτσι, χρησιµοποιώντας ότι 6

1

a
i

b
=

− +
 και 3

1

a
i

b
=

+
 καταλήγουµε ότι  

12

3

i
w

z
=

+
. 

 

Εφαρµογή 
 
Να βρεθούν οι διγραµµικοί µετασχηµατισµοί που απεικονίζουν το δίσκο 1z <  στον 

δίσκο 1w <  έτσι ώστε ένα δοσµένο εσωτερικό σηµείο να απεικονίζεται στο κέντρο 

του δίσκου. 
 
Λύση: Έστω το εσωτερικό σηµείο a  και το συµµετρικό του ως προς τον κύκλο 

1z =  , το σηµείο 
1

a
. Από τη στιγµή που γνωρίζουµε ότι το a  απεικονίζεται στο 0 

αυτοµάτως ξέρουµε πως το σηµείο 
1

a
 απεικονίζεται στο ∞  γιατί είναι συµµετρικό 
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του 0 ως προς τον κύκλο 1w = . Εποµένως ο µετασχηµατισµός είναι της µορφής 

1 1

z a z a
w a

azz
a

λ λ
− −

= = −
−−

. 

Επειδή όµως 

1 1
1 1

i i

i i

z a e a e a
w a a a a

az ae e a

ϕ ϕ

ϕ ϕ
λ λ λ λ

−

− − −
=   ⇒ − = = = =

− − −
,  

το οποίο σηµαίνει ότι ,ia e ℝ
θλ θ

−

− =  ∈ . 
Εποµένως οι ζητούµενοι µετασχηµατισµοί είναι της µορφής  

( ) ,
1

i z a
w f z e

az
ℝ

θ θ
−

= =   ∈
−

 

 
 
Σηµείωση: Η λύση είναι µοναδική εκτός της σταθεράς θ . Όµως,  

2

1
( )

1
if a e

a
θ′ =

−
οπότε arg ( )f a θ′ = , δηλαδή µπορεί να υπάρξει πλήρης 

καθορισµός του µετασχηµατισµού αν γνωρίζουµε την παράγωγο της f  στο σηµείο 
a . 
 
 

Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί ο διγραµµικός µετασχηµατισµός ( )w f z=  που απεικονίζει τα άνω 

ηµιεπίπεδο Im 0z >  επί του µοναδιαίου δίσκου 1w <  έτσι ώστε: ( ) 0f i = και 

arg ( )
2

f i
π′ = − . 

 
Λύση: Ο ζητούµενος µετασχηµατισµός είναι της µορφής  

            ( ) ,i z a
f z e

z a
θ θ

−
=   ∈

−
ℝ                  (1) 

Επειδή ( ) 0f i =  η παραπάνω σχέση γίνεται 0i i a
e a i

i a
θ −

=  ⇒  =
−  και a i=  −  

οπότε η σχέση  (1)  γίνεται  ( ) i z i
f z e

z i
θ −

=
+

 . Παραγωγίζοντας αυτήν τη σχέση 

έχουµε 

2 2 2

( ) ( )
2 2

2

( ) 2 2
( ) ( ) ( )

( ) ( ) (2 )

1 1 1
( ) ( )

2 2 2 2

i i
i

i i
i i

i

z i z i ie ie
f z e f z f i

z i z i i

e e
f i e f i e

i
e

θ θ
θ

π πθ θ
θ θ

π

− −

+ − −′ ′ ′=   ⇒  =   ⇒  =    ⇒
+ +

′ ′⇒  = =  =    ⇒  =
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Επειδή όµως θ ∈ℝ , το όρισµα της ( )f i′  είναι 
2

π
θ−  και πρέπει 

0
2 2

π π
θ θ− = −  ⇒ = , οπότε η  ( ) i z i

f z e
z i

θ −
=

+
  γίνεται       . 

 
0( ) i z i z i

f z e
z i z i

− −
= =  

+ +
. 

 
Εφαρµογή  
 
Να βρεθεί  µετασχηµατισµός που απεικονίζει το δίσκο 1z <  στο δίσκο 1w <  έτσι 

ώστε 
1

0
2

f
  =  

 και 
1

arg
2 2

f
π ′ =  

. 

 
Λύση: Ο ζητούµενος διγραµµικός µετασχηµατισµός είναι της µορφής 

1
2 12( )
21

2

i i
z z

w f z e e
z z

θ θ

− −
= = =

−−
   

και επειδή  
1 4

2 3
if e θ

 ′ =  
 τότε πρέπει 

1
arg

2 2
f

π
θ

 ′ = =  
, ο ζητούµενος 

µετασχηµατισµός είναι ο 
2 1

2

z
w i

z

−
=

−
. 

 

Εφαρµογή 

Να δειχθεί ότι ο µετασχηµατισµός , , Im 0i z a
w e a

z a
ℝ

θ θ
−

=   ∈   >
−

  απεικονίζει το 

ηµιεπίπεδο Im 0z >  στον µοναδιαίο δίσκο 1w < . 

 
Λύση: 
 

Ο τόπος ( )Im 0 0 0
2

z z
z y i z z

i

−
>    ⇒  >   ⇒   >   ⇒  − −         (1) 

Λύνω τον µετασχηµατισµό ως προς z ,

i
i

i

z a aw e a
w e z

w ez a

θ
θ

θ

− −
=    ⇔  =

−−
. 
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Αντικαθιστώντας την παραπάνω σχέση στην  (1)  προκύπτει ότι 

0
i i

i i

aw ae aw e a
i

w e w e

θ θ

θ θ

  − −  − − >  − −   
   και αν λάβουµε υπόψη ότι 2 Im 0

2

a a
a

i

−
= >  

έχουµε ότι 2 2 1 1u wυ+ <    ⇔   < . 

 

 
Εφαρµογή 
 
Να βρεθούν οι µετασχηµατισµοί που απεικονίζουν  το µοναδιαίο δίσκο 1z <  επί του 

ηµιεπιπέδου Im 0w > . 
 

Λύση: Η απεικόνιση            1
2

1

, , Im 0i w a
w e a

w a
ℝ

θ θ
−

=   ∈    >
−

                 (1)     

απεικονίζει αµφιµονοσήµαντα το ηµιεπίπεδο 1Im 0w >  στον µοναδιαίο δίσκο 

2 1w < . Άρα η  (1)  απεικονίζει τον µοναδιαίο δίσκο 2 1w <  στο άνω ηµιεπίπεδο 

1Im 0w > . Θέτοντας 2 1,w z w z=   =  προκύπτει           i w a
z e

w a
θ −

=
−

               (2) 

Έτσι, λύνοντας  την  (2)  ως προς w  βρίσκουµε του ζητούµενους µετασχηµατισµούς    

,
i

i

z a ae
w

z e
ℝ

θ

θ
θ

⋅ −
=   ∈

−
. 

 
  

Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί µετασχηµατισµός που απεικονίζει ένα δακτύλιο µη οµόκεντρων κύκλων σε 
δακτύλιο οµόκεντρων κύκλων. 
 
Λύση: Έστω ο κύκλος C  µε κέντρο το σηµείο 0z =  και ακτίνα R  και κύκλος C ′  
µε ακτίνα r R<  και κέντρο το σηµείο a ∈ℝ . ∆ύο σηµεία 1P  και 2P  που είναι 

συµµετρικά ως προς τους δύο κύκλους βρίσκονται στον άξονα των πραγµατικών 
αριθµών όπως φαίνεται και στο σχήµα. 
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Λόγω της συµµετρίας ισχύουν οι σχέσεις :  

2 2
1 2 1 2( )( ) (1) ,x a x a r x x R− − =              =        (2)  

Η εξίσωση ( )2 2 2 2 2 0ax R r a x aR− − + + =  µε θετική ορίζουσα 

( )22 2 2 24R r a aR− + −  διότι R r a− > , έχει ρίζες τα 1x  και 2x . 

Θεωρούµε τον µετασχηµατισµό 1

2

z x
w

z x
λ

−
=

−
, ο οποίος απεικονίζει τους κύκλους 

,C C ′   του επιπέδου z ,σε δύο κύκλους K  και K ′  του επιπέδου w . 

Το σηµείο 2P  απεικονίζεται στο ∞ , ενώ το 1P  που είναι συµµετρικό του ως προς του 

κύκλους ,C C ′  , απεικονίζεται σε σηµείο που είναι συµµετρικό του w = ∞  ως προς 

τους κύκλους K  και K ′  στο επίπεδο w . Συµµετρικό σηµείο όµως είναι το κέντρο 
του κύκλου, οπότε ο µετασχηµατισµός που υποθέσαµε είναι η ζητούµενη απεικόνιση 
αφού απεικονίζει το 1P  στο κοινό κέντρο των κύκλων K  και K ′ . 

 

Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί ένας µετασχηµατισµός που απεικονίζει το πεδίο 

{ : Im 0 , , 0)}D z z z ia R a R= <   + >   > >  σε ένα δακτύλιο µε κέντρο το 0. 

 
Λύση: Πρέπει αρχικά να βρεθούν δύο σηµεία που είναι ταυτόχρονα συµµετρικά ως 
προς την ευθεία Im 0z =  και ως προς τον κύκλο z ia R+ = . Προφανώς αυτά τα 

σηµεία είναι πάνω στον άξονα των φανταστικών  οπότε είναι της µορφής ik  και ik− , 
0k >  λόγω της συµµετρίας ως προς την ευθεία. Επίσης, λόγω της συµµετρίας ως 

προς τον κύκλο ισχύει 2( )( )a k a k R+ − = , οπότε 2 2k a R= − . 

Ο µετασχηµατισµός που ψάχνουµε είναι ο 
z ik

w
z ik

+
=

−
 και αυτό αποδεικνίεται γιατί 

το σηµείο z ik= −  απεικονίζεται στο 0, ενώ το σηµείο z ik=  απεικονίζεται στο ∞ , 
άρα η εικόνα της ευθείας Im 0z =  στο επίπεδο w  είναι ο κύκλος : 1C w = . Οµοίως, 
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αποδεικνύεται ότι ο κύκλος z ia R+ =  απεικονίζεται σε έναν κύκλο 

1 1,
R a k

w R R
R a k

+ −
=   =

+ +
. Από την αρχή της αντιστοιχίας των συνόρων ο σύµµορφος 

µετασχηµατισµός 
z ik

w
z ik

+
=

−
 απεικονίζει το πεδίο D  του επιπέδου z  στον δακτύλιο 

1 1R w< <  του επιπέδου w . 

 
1.4  Στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί 
 
α) Ο µετασχηµατισµός 2( )f z z=  
 
Η παράγωγος ( ) 2f z z′ =  άρα αυτός ο µετασχηµατισµός είναι σύµµορφος σε όλο το 

ℂ  εκτός του 0 .  Αν iw Re φ=  και  iz re θ=  
 2 2 2 2iw z r e R rθ⇒  = =  ⇒ =  και 2φ θ= . 

Άρα η f  απεικονίζει τον κύκλο z a=  στον κύκλο 2w a= , καθώς και µία 

ηµιευθεία, έστω την kθ=  του επιπέδου z , µε αρχή το 0στην ηµιευθεία 2kφ=  του 
επιπέδου w . 
Αν 2( )w u i f z zυ= + = = , τότε ισχύει 2 2( , )u x y x y= −  και ( , ) 2x y xyυ = . 

Άρα η f  απεικονίζει τις οικογένειες υπερβολών του επιπέδου z , 2 2x y C− =  και 
2xy C= , στις οικογένειες ευθειών του επιπέδου w  , u c=  και cυ= . 
Επειδή ( ) 1, (0) 0f i f=  −   =  και (1) 1f =  , η f  απεικονίζει το πρώτο τεταρτηµόριο 
του επιπέδου z  στο άνω ηµιεπίπεδο του επιπέδου w . 

 
Αναλόγως συµπεραίνουµε και ότι η f απεικονίζει το δεύτερο τεταρτηµόριο του 
επιπέδου z  στο κάτω ηµιεπίπεδο του επιπέδου w . 

 
 
β) Εκθετικοί και λογαριθµικοί µετασχηµατισµοί 
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 Η συνάρτηση ( ) ,zf z e z=   ∈ℂ  είναι σύµµορφη σε όλο το ℂ  αφού 

( ) zf z e′ = , δεν είναι όµως αµφιµονοσύµαντη σε όλο το ℂ . Η f  είναι 
αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση στο πεδίο { : }D z x iy yπ π= = + − < ≤ . 

Έστω ότι z x iy= +  και 
iw re φ= . 

Αν ( , ) , ( , )z xw e r x y e x y y=   ⇒ =     φ = . 
Από τις παραπάνω ισότητες  είναι φανερό ότι η f  απεικονίζει µια οριζόντια ευθεία 

,y c c=   ∈ℝ του επιπέδου z  σε µια ηµιευθεία cφ=  µε αρχή το 0 του επιπέδουw  

καθώς και µια ευθεία κατακόρυφη, την x c=  του επιπέδου z , στον κύκλο cw e=  

του επιπέδου w . Οπότε, αν 2 1 2 1, 2c c c c π>       − <  τότε η f  απεικονίζει την 

οριζόντια λωρίδα που έχει σύνορα τις ευθείες 1 2,y c y c=     =  του επιπέδου z  στο 

γωνιακό πεδίο µε γωνία 2 1c cθ= − . 

 
 
Ακόµα, η άπειρη λωρίδα που περιορίζεται από τις 1 2 2 1, ,x c x c c c=     =      >  του 

επιπέδου z απεικονίζεται στον δακτύλιο που ορίζουν οι κύκλοι 1 2,c cw e w e=     =     

του επιπέδου w . 

 
 
γ)Τριγωνοµετρικοί µετασχηµατισµοί 
 
 Έστω ο µετασχηµατισµός ( ) sinw f z z= =  ο οποίος είναι σύµµορφος στο 

διάστηµα Re
2 2

z
π π

− < <  αφού ( ) cos 0f z z′ = ≠ . 

Έστω,                             sin sin cosh cos sinhu i z x y i x yυ+ = = + . 

Αν 
2

a
π

<  τότε η ευθεία x a=  είναι η καµπύλη µε παραµετρικές εξισώσεις 

sin cosh , cos sinhu a y a yυ=       =  
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και χρησιµοποιώντας ότι 2 2cosh sinh 1y y− =  προκύπτει ότι  
2 2

2 2
1

sin cos

u

a a

υ
− =  

δηλαδή µια υπερβολή στο επίπεδο ( , )u υ  µε εστίες τα σηµεία  ( 1,0± ). 

Αν 0,
2

a
π ∈   

, τότε sin cosh 0u a y y= >  , ∀  οπότε η ευθεία x a=  απεικονίζεται στο 

δεξιό κλάδο της υπερβολής. 

Αν ,0
2

a
π ∈ −   

, τότε η ευθεία x a= −  απεικονίζεται στο ευθύγραµµο τµήµα  

0 , 1uυ=    > . Ακόµα , ο άξονας y  απεικονίζεται στον άξονα υ . 
 

 
 

Έστω τώρα µια οριζόντια γραµµή  , 0 ,
2 2

y x
π π

β β=     >    − ≤ ≤ . 

Ισχύει ότι sin cosh , cos sinhu x xβ υ β=     =   ,οπότε  
2

2 2
1

cos h sin h

u υ

β β
+ =  

δηλαδή µια έλλειψη στο επίπεδο ( , )u υ . Η γραµµή y β=  απεικονίζεται στο άνω 
µέρος της έλλειψης. Η γραµµή y β=  −  απεικονίζεται στο κάτω µέρος της έλλειψης. 

Αν 0β =  τότε το ευθύγραµµο τµήµα 0 ,
2 2

y x
π π

=    − ≤ ≤  απεικονίζεται στο 

ευθύγραµµο τµήµα 0 , 1 1uυ=    − ≤ ≤ . 
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Εφαρµογή (εκθετικός µετασχηµατισµός) 
 
Να βρεθεί η εικόνα του πεδίου D  του σχήµατος µέσω της απεικόνισης ( ) zf z e= . 

 
Λύση: Καταρχήν ξέρουµε (0) 1f =  και ( ) 1f π =  − . Επίσης, αν 0x ≤  και 0y =  

ισχύει ότι , 0 1xw e w=  ∈   < ≤ℝ . Εξάλλου, αν 0x =  και 0 y π≤ ≤  τότε 

1w =  και 0 argw π≤ ≤ . Για 0x ≤  και y π=  προκύπτει ότι xw e−=  −  και 

1 0w− ≤ < . 
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Εφαρµογή (Τριγωνοµετρικός µετασχηµατισµός) 
 
 
Να δειχθεί ότι ο µετασχηµατισµός ( ) sinw f z z= =  απεικονίζει το πεδίο 

{ : , 0}
2 2

D z x iy x y
π π

= = +  − < <     >  στο άνω ηµιεπίπεδο. 

 

Λύση: Αν , 0
2

z iy y
π

= − +   ≥  , έχουµε ( ) sin cosh
2

f z iy y
π = − + = −  

, οπότε η f  

απεικονίζει την ηµιευθεία , 0
2

z iy y
π

= − +   >  στο διάστηµα ( ], 1−∞ − . Το διάστηµα 

,
2 2

π π 
 −
  

 απεικονίζεται στο διάστηµα [ ]1,1− . 

Αν  , 0
2

z iy y
π

= +   ≥ , έχουµε ( ) sin cosh
2

f z iy y
π = + =   

, οπότε η f  απεικονίζει 

την ηµιευθεία , 0
2

z iy y
π

= +   >  στο διάστηµα [ )1,∞ . Άρα η f  απεικονίζει το 

σύνορο του D  στον άξονα των πραγµατικών αριθµών και έτσι, από την αρχή της 
αντιστοιχίας των συνόρων , το D  απεικονίζεται στο άνω ηµιεπίπεδο. 
 

 
Εφαρµογή 
 
α) Να βρεθεί µέσω του µετασχηµατισµού zw e=  η εικόνα του πεδίου 

{ Re , , }D a z b a b= < <    ∈ℝ  
β) Να βρεθεί ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το πεδίο 0 Re 1z< <  στο πεδίο 

2 4e w e< < . 

 
Λύση: α) Θεωρώ ένα τυχαίο σηµείο του D , το 

, ,z x iy a x b y= +    < <     −∞ < < +∞ . 

Έτσι ο µετασχηµατισµός µας δίνει 
x iy x iyw e w e e+=   ⇒  =  και επειδή 

xw e=  έχουµε 
a ba x b e w e< <   ⇒  < <  καθώς και επειδή argw y=  

παίρνουµε ότι argy w−∞ < < +∞  ⇒  −∞ < < +∞ . Συνεπώς το ζητούµενο πεδίο 

είναι το , arga be w e z< <     −∞ < < +∞  όπως φαίνεται και στο σχήµα. 
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β) Ο µετασχηµατισµός 1 2w z=  απεικονίζει το πεδίο 0 Re 1z< <  στο πεδίο 

10 Re 2w< <  , ενώ ο µετασχηµατισµός 2 1 2w w= +  απεικονίζει το πεδίο αυτό στο 

πεδίο 2 Re 4z< < . 

Στη συνέχεια, ο 2ww e=  απεικονίζει το πεδίο 2 Re 4z< <  στο πεδίο 
2 4e w e< < .Συνεπώς ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει απευθείας το 

0 Re 1z< <  στο 2 4e w e< <  είναι ο 2 2zw e= + . 

 

Εφαρµογή  
 

Να βρεθεί ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το πεδίο Im
4 2

z
π π

< <  στο άνω 

ηµιεπίπεδο. 
 
Λύση: Η διαδικασία που πρέπει να ακολουθήσουµε είναι η εξής: Πρέπει να 
χρησιµοποιήσουµε τον εκθετικό µετασχηµατισµό ώστε να απεικονίσουµε την λωρίδα 
που είναι κάθετη στον άξονα y  σε γωνία στο επίπεδο w . Στη συνέχεια θα πρέπει να 
στρέψουµε το πεδίο που θα προκύψει ώστε η µια ηµιευθεία που σχηµατίζει την γωνία 
να συµπίπτει µε τον άξονα των πραγµατικών στο επίπεδο w  και στη συνέχει αυτό το 
πεδίο να το κάνουµε ίσο µε το άνω ηµιεπίπεδο. 

Έστω τώρα,  ένα τυχαίο σηµείο του πεδίου, το 

, ,
4 2

z x iy x y
π π

= +     −∞ < < +∞   < < . 

Χρησιµοποιώντας τον εκθετικό µετασχηµατισµό 1
z x iy x iyw e e e e+= = =  

προκύπτει ότι 1 ,xw e x=    −∞ < < +∞  ⇒ 10 w< < +∞  και 

1 1arg , arg
4 2 4 2

w y y w
π π π π

=    < <   ⇒  < <  δηλαδή όπως φαίνεται και στο σχήµα 
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Στη συνέχεια, πρέπει να στρέψουµε το πεδίο που προέκυψε κατά γωνία 
4

π
−  έτσι 

ώστε η µία πλευρά της γωνίας να συµπίπτει µε τον άξονα των πραγµατικών και αυτό 

γίνεται µε τον µετασχηµατισµό 4
2 1

i
w w e

π
−

=  οπότε και προκύπτει το πεδίο του 

σχήµατος 

 

Τέλος, επειδή το πεδίο που έχουµε τώρα είναι το 20 arg
4

w
π

< <  πρέπει να 

χρησιµοποιήσουµε τον µετασχηµατισµό 
4

2w w=  ώστε να τετραπλασιάσουµε την 

γωνία και να απεικονίζεται σε ολόκληρο το άνω ηµιεπίπεδο. 

Οπότε, καταλήγουµε ότι ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το πεδίο Im
4 2

z
π π

< <  

στο άνω ηµιεπίπεδο είναι ο 

4

4 44
iz z i zw e e w e e w e
π

π
− −

  =   ⇒ =  ⇒ = −   
. 

 

Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το πεδίο 0 y π< <  στον µοναδιαίο 
κύκλο. 
 
Λύση: Από την προηγούµενη εφαρµογή µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ο 

µετασχηµατισµός 1
zw e=  απεικονίζει το πεδίο 0 y π< <  στο άνω ηµιεπίπεδο. 

Ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το άνω ηµιεπίπεδο στον µοναδιαίο δίσκο είναι ο 

1
2

1

w i
w

w i

−
=

+
 οπότε ο ζητούµενος µετασχηµατισµός είναι ο 

z

z

e i
w

e i

−
=

+
. 
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Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το δίσκο 3z i+ <  στο ηµιεπίπεδο 

2 Im Rew w> . ∆ίνεται ότι i i− → . 
 
Λύση: Αρχικά θεωρούµε τον µετασχηµατισµό 1w z i= +  ώστε να µετατοπίσουµε τον 

δίσκο για να έχει κέντρο τη αρχή των αξόνων. Στη συνέχεια  παίρνουµε τον 

µετασχηµατισµό 2 1

1

3
w w=  έτσι ώστε να σµικρύνει τον κύκλο για να έχει ακτίνα ίση 

µε το 1. 

 
 
Σύµφωνα µε προηγούµενη εφαρµογή, ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει τον 

µοναδιαίο δίσκο στο άνω ηµιεπίπεδο είναι ο    2
3

2

,
i

i

w a ae
w

w e
ℝ

θ

θ
θ

−
=   ∈

− 
.  

Η σχέση 2 Im Rew w>  περιγράφει το ηµιεπίπεδο που βρίσκεται πάνω από την ευθεία  

2

u
υ>  όπως φαίνεται στο σχήµα 
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Έτσι, ο µετασχηµατισµός  0
3

iw w e ϕ=  απεικονίζει το 3Im 0w >  στο ηµιεπίπεδο 

2 Im Rew w> . Οπότε ο ζητούµενος µετασχηµατισµός είναι ο 

( )

( )
0

3

1
3 ,

1
3

i

i

i

z i a ae
w e

z i e
ℝ

θ

ϕ

θ

θ

+ −
=     ∈

+ −
 

και επειδή i i− →  έχουµε ότι   
0

0 0 2
i

i ii ae a ie e
π

ϕ
ϕ ϕ

  +   =   ⇒  = = . 
 
 

 
 
Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το πρώτο τέταρτο του δίσκου 3z <  

στο πρώτο τεταρτηµόριο. 
 
Λύση: Το πρώτο τέταρτο του δίσκου 3z <  απεικονίζεται στο άνω ήµισυ του 

µοναδιαίου δίσκου µέσω του µετασχηµατισµού 
2

1 9

z
w = . Ο µετασχηµατισµός 

1
2

1

1

1

w
w i

w

−
=

+
 απεικονίζει το άνω ήµισυ του µοναδιαίου δίσκου στο πρώτο 

τεταρτηµόριο. Άρα ο ζητούµενος µετασχηµατισµός είναι  
2

2
1

2 2
1

11 99( )
1 9

1
9

z
w z

w f z i i i
zw z

−− −
= = = =

+ ++
. 

 
 

Εφαρµογή 
 

Να βρεθεί ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το πεδίο }{: 1 , 1 2D z z<    + >  

στον µοναδιαίο δίσκο. 
 

Λύση: Αρχικά θα βρούµε τα σηµεία τοµής των κύκλων 1z =  και 1 2z + = . 
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1 1z zz=  ⇒ =      (1) 

( )( ) ( )( )1 2 1 1 2 1 1 2 1 2z z z z z zz z z+ =   ⇔ + + =   ⇔  + + =   ⇔ + + + =  και 

χρησιµοποιώντας την  (1)  προκύπτει 0z z z z+ =   ⇔  = −  και επειδή 
2

1z =  έχουµε 

ότι 2
1 21 ,z z i z i= −   ⇒  =     =  − , όπου 1z  και 2z  τα σηµεία τοµής. Σχηµατικά,  

 
Τώρα, θα µετασχηµατίσουµε τις περιφέρειες σε ευθείες µέσω του µετασχηµατισµού 

1

z i
w

z i

−
=

+
. Το πεδίο D  αποτελείται από τα σηµεία που βρίσκονται στο εσωτερικό 

της περιφέρειας 1z =  και στο εξωτερικό της περιφέρειας 1 2z + = , οπότε επειδή 

το σύνορο 1z =  απεικονίζεται σε ευθεία και 0i → αρκεί να βρούµε την εικόνα ενός 

ακόµα σηµείου. 

Για 1z =  ο µετασχηµατισµός µας δίνει 
2

1

1 (1 )

1 (1 )(1 )

i i
w i

i i i

− −
= = = −

+ + −
 άρα το σύνορο 

του 1z =  απεικονίζεται στο αρνητικό µέρος του άξονα των φανταστικών αριθµών. 

Οµοίως θα βρεθεί και η εικόνα του συνόρου 1 2z + = . 

( )
( )1

1 2 1 22 1 1 2
2 1 1

2 1 2 2 2 2

ii
z w i

i

− + −− − −
= −   ⇒  = = = +

− + − −
  

το οποίο σηµαίνει ότι για το σηµείο 2 1z = −  ισχύει 1 1Re Im 0w w= <  οπότε ο 

µετασχηµατισµός 1w  απεικονίζει το D  στο πεδίο του σχήµατος 
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Στη συνέχεια, µε τον µετασχηµατισµό 

5

4
2 1

i
w w e

π
−

=  στρέφουµε το πεδίο κατά 

γωνία 
5

4

π
−  ώστε η µια πλευρά της γωνίας που έχουµε να συµπέσει µε τον θετικό 

άξονα των πραγµατικών αριθµών. 

 
Ακόµα, θεωρούµε τον µετασχηµατισµό 

4
3 2w w=  έτσι ώστε να µετασχηµατίσουµε 

το παραπάνω πεδίο σε ολόκληρο το ηµιεπίπεδο 3Im 0w > . 

 

Τέλος, µε τον µετασχηµατισµό 
3

3

,i w a
w e

w a
θ θ

−
=     ∈

−
ℝ  απεικονίζουµε το άνω 

ηµιεπίπεδο στον µοναδιαίο δίσκο 1w < . 

Οπότε, ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το πεδίο }{: 1 , 1 2D z z<    + >  στον 

µοναδιαίο δίσκο είναι ο  
45

4

45

4

,

i

i

i

z i
e a

z i
w e

z i
e a

z i

π

θ

π
θ

−

−

 −   −   + 
=     ∈

 −   −   + 

ℝ
. 

 
 

Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το ήµισυ του δίσκου 

{ }: 1, Im 0D z z z= <    >  στον µοναδιαίο δίσκο. 
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Λύση: Από προηγούµενη εφαρµογή γνωρίζουµε ότι ο µοναδιαίος δίσκος 

απεικονίζεται στο άνω ηµιεπίπεδο µέσω του µετασχηµατισµού 1

1

1

z
w i

z

−
=

+
 . 

Ισχύει 
4 3

2 5 5

i
iφ

  = +  
 οπότε ο µετασχηµατισµός 1w  απεικονίζει το πεδίο D στο 

πρώτο τεταρτηµόριο. Στη συνέχεια, χρησιµοποιούµε τον µετασχηµατισµό 2
2 1w w=  

ώστε να απεικονίσουµε το πρώτο τεταρτηµόριο στο άνω ηµιεπίπεδο. 

 
Τέλος, ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το άνω ηµιεπίπεδο στον µοναδιαίο δίσκο 

είναι ο 2

2

i w
w

i w

−
=

+
. Οπότε ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το πεδίο D  στον 

µοναδιαίο δίσκο 1w <  είναι ο 
2

2 2
2 1

22 2
2 1

1
1 21
1 21

1

z
i i

i w i w iz zz
w i

i w i w iz zz
i i

z

 − −  − − + + += = = =  −
+ + − + − +   +

 

 

Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει ένα φακοειδή πεδίο  που προκύπτει 
από την τοµή δύο κυκλικών δίσκων στο άνω ηµιεπίπεδο. 
 

Λύση: Χρησιµοποιούµε αρχικά τον µετασχηµατισµός 1
1

2

z z
w

z z

−
=

−
 ο οποίος 

απεικονίζει το σηµείο 1z z=  στο 0w =  και το σηµείο 2z z=  στο σηµείο w = ∞ . Ο 

µετασχηµατισµός αυτός, απεικονίζει επίσης τα κυκλικά τόξα του φακοειδούς πεδίου 
σε δύο ηµιευθείες µε αρχή την αρχή των αξόνων και σχηµατίζουν γωνία θ µεταξύ 
τους, όπου θ είναι η γωνία τοµής των εφαπτοµένων σε ένα από τα σηµεία τοµής των 
δύο περιφερειών των κυκλικών δίσκων. ∆ηλαδή ο µετασχηµατισµός απεικονίζει το 
φακοειδές πεδίο του επιπέδου z  στο γωνιακό πεδίο του επιπέδου w . 
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Στη συνέχεια, χρησιµοποθούµε τον µετασχηµατισµό 2 1w w
π

θ=  για να απεικονίσουµε 

το γωνιακό πεδίο που έχουµε στο γωνιακό πεδίο 1argw
φ φ
π π π
θ θ

< < +  το οποίο µε 

τον σχηµατισµό 3 2w e w
φ
π
θ

−
=  απεικονίζεται στο άνω ηµιεπίπεδο. Συνεπώς ο 

ζητούµενος µετασχηµατισµός της άσκησης είναι ο    1

2

z z
w e

z z

π
φ θπ
θ

−  −  =    − 
. 

 

 
Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το πεδίο 1 1z i− − >  στο Im 0w > . 

 
 
Λύση:  

 
Αρχικά, παίρνουµε τον µετασχηµατισµό 1 1w z i= − −  ο οποίος απεικονίζει το πεδίο 

που έχουµε στο εξωτερικό του µοναδιαίου κύκλου. 

Στη συνέχεια χρησιµοποιούµε τον µετασχηµατισµό 2
1

1
w

w
=  ο οποίος απεικονίζει το 

εξωτερικό του µοναδιαίου κύκλου στο εσωτερικό του. Τέλος, επειδή ο 

µετασχηµατισµός 2
3

2

1

1

w
w i

w

−
=

+
 απεικονίζει τον µοναδιαίο κύκλο στο άνω 

ηµιεπίπεδο, συµπεραίνουµε ότι ο ζητούµενος µετασχηµατισµός είναι 
2z i

w i
z i

− −
=

−
. 
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1.5 Μετασχηµατισµός Joukowski 
 

Η απεικόνιση   
1 1

( )
2

w f z z
z

 = = +   
  ονοµάζεται µετασχηµατισµός Joukowski. Η 

συνάρτηση αυτή είναι ολόµορφη στο \ {0}ℂ , µε το σηµείο 0z =  να είναι πόλος και  

επειδή 
2

1 1
( ) 1 0

2
f z

z

 ′ = −  ≠  
στο ℂ  εκτός των σηµείων 1± ,προκύπτει ότι η f  είναι 

σύµµορφη παντού εκτός αυτών των δύο σηµείων. 
Ο µετασχηµατισµός Joukowski είναι πολύ χρήσιµος στην µελέτη  υδροδυναµικών και 
αεροδυναµικών προβληµάτων, διότι µετασχηµατίζει κύκλους σε σχήµατα που 
µοιάζουν µε φτερά αεροπλάνων και βοηθάνε στην µελέτη της ροής του αέρα γύρω 
από ένα φτερό. 

Εύκολα συµπεραίνουµε ότι 
1

( )f z f
z

 =   
 το οποίο σηµαίνει πως δύο σηµεία του 

επιπέδου z , τα 1 2,z z  που έχουν την ιδιότητα 1 2 1z z = , έχουν την ίδια εικόνα στο 

επίπεδο w . Οπότε ο µετασχηµατισµός Joukowski είναι αµφιµονοσήµαντος σε ένα 
πεδίο αν και µόνο δεν υπάρχουν δύο σηµεία 1 2,z z  του πεδίου για τα οποία να ισχύει η 

σχέση 1 2 1z z = . Συνεπώς ο µετασχηµατισµός Joukowski είναι αµφιµονοσήµαντος στα 

πεδία 1 , 1 , Im 0 , Im 0z z z z<     >     >     < . 

Έστω iz re θ=  και w u iυ= + . Χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό Joukowski  
 
 
 

έχουµε  
1 1

cos
2

u r
r

θ
 = +   

 και 
1 1

sin
2

r
r

υ θ
 = −   

. 

Είναι φανερό ότι η απεικόνιση του κύκλου 1z ρ= <  είναι η έλλειψη 
2 2

2 2 1
1 1 1 1
4 4

u υ

ρ ρ
ρ ρ

+ =
     + −        

 

η οποία έχει ηµιάξονες 
1 1

2
aρ ρ

ρ

 = +     
, 

1 1

2
bρ ρ

ρ

 = −    
  και επειδή 2 2 1a bρ ρ− =  έχει 

εστίες τα σηµεία 1± . 
• Αν 1ρ→  η έλλειψη εκφυλίζεται στο διάστηµα [ ]1,1−  του άξονα u  

• Αν 0ρ→  οι άξονες της έλλειψης τείνουν στο άπειρο. 
 

Εποµένως, ο µετασχηµατισµός Joukowski απεικονίζει σύµµορφα το πεδίο 1z > , 

δηλαδή το εξωτερικού του µοναδιαίου κύκλου, στο [ ]\ 1,1−ℂ , αφού
1

( )f z f
z

 =   
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Έστω τώρα iz e θρ=  και 
iw u iv u iv e φ= + = + . Από τις σχέσεις 

1 1
cos

2
u r

r
θ

 = +   
 και 

1 1
sin

2
r

r
υ θ

 = −   
 προκύπτει ότι  

2

2

1
tan tan

1

ρ
φ θ
ρ

−
=

+
. 

Από αυτή τη σχέση καταλαβαίνουµε ότι: 
� Αν το z  διατρέχει τον κύκλο 1z ρ= <  κατά την θετική φορά, τότε το w  

διατρέχει την έλλειψη κατά την αρνητική φορά. 
� Αν το z  διατρέχει τον κύκλο 1z ρ= >  κατά την θετική φορά, τότε το w  

διατρέχει την έλλειψη κατά την θετική φορά 
 

Τέλος, θεωρούµε την ηµιευθεία , 0iaz eρ ρ=   < < ∞ , a  σταθερός. 
Ο µετασχηµατισµός Joukowski απεικονίζει την ηµιευθεία αυτή στην υπερβολή 

2 2

2 2
1,

cos sin 2

u k
a

a a

υ π
− =    ≠  µε εστίες τα σηµεία 1± του άξονα των πραγµατικών και 

ασύµπτωτες tanu aυ= ± . 

 
 

Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί µέσω του µετασχηµατισµού Joukowski η εικόνα του πεδίου 

}{ 21 ,D z ih h h= − > +   ∈ℝ  

 
Λύση: Το σύνορο του D  είναι ο κύκλος K  που έχει κέντρο το σηµείο ih  και 

διέρχεται από τα σηµεία , 1
i

z z
a

= −  = ±  , όπου 21a h h= + + . 

Ο µετασχηµατισµός  Joukowski µπορεί να γραφεί και ως 
2

1 1

1 1

w z

w z

 − − =   + +
 , οπότε 

αυτή η απεικόνιση µπορεί να θεωρηθεί ως σύνθεση των 
2

1
2 1

1

1 1
,

1 1

w z
w w

w z

 + − =    =   − +
. 
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Μέσω της 
2

1

1

1

z
w

z

 − =   +
 ο κύκλος K  απεικονίζεται σε µια ηµιευθεία που συνδέει τα 

σηµεία  0z =   και z = ∞ . Στη συνέχεια , η ευθεία απεικονίζεται µέσω της 

1
2

1

1

1

w
w

w

+
=  

−
 σε ένα τόξο κύκλου K ′  µε άκρα τα σηµεία  +1 και 1− .  

Ο µετασχηµατισµός  Joukowski όµως απεικονίζει το σηµείο z ia=  στο 
1

2

i
w ia ih

a

 = − =  
 οπότε το τόξο K ′  διέρχεται από το σηµείο w ih= . 

 
Εποµένως ο µετασχηµατισµός  Joukowski απεικονίζει σύµµορφα το εξωτερικό του 
κύκλου K  στο εξωτερικό του τόξου K ′ . 
 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι ο  Joukowski για να υπολογίσει την ανυψωτική δύναµη που 
δρα στο φτερό ενός αεροπλάνου χρησιµοποίησε καµπύλες που προέκυψαν από την 
απεικόνιση ενός κύκλου C  που έχει στο εσωτερικό του τον κύκλο K  και εφάπτονται 
στο σηµείο 1z =  − . Η καµπύλη C ′  που προκύπτει µοιάζει µε φτερό αεροπλάνου. 
 

 
 
 

Εφαρµογή 
 
Να δειχθεί ότι ο µετασχηµατισµός  Joukowski απεικονίζει στο άνω ηµιεπίπεδο, το 
πεδίο }{ 1, 0 argD z z π= >    < <  . 

 
Λύση: Θεωρούµε , 0iz e θ θ π=   ≤ ≤  και παίρνουµε τον µετασχηµατισµό Joukowski, 

οπότε   ( )1 1 1
cos

2 2
i i i

i
w e e e

e
θ θ θ

θ
θ− = + = + =  

. 

Επειδή  0 cos 1θ π θ≤ ≤   ⇔  −1≤ ≤  , η εικόνα του άνω ηµικυκλίου είναι το 

διάστηµα [ ]1,1− . 
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Για 
1 1

( )
2

z x f z x
x

 = ∈   ⇒  = +   
ℝ   και όταν το x  διατρέχει το διάστηµα [ )1,∞  ή 

το ( ], 1−∞ − , τότε το ( )f x  διατρέχει το ίδιο διάστηµα. 

Τώρα, ισχυριζόµαστε ότι ο µετασχηµατισµός  Joukowski είναι αµφιµονοσήµαντος 
στο D  και όντως αν πάρουµε δύο σηµεία 1 2,z z D ∈  και ισχύει 1 2( ) ( )f z f z= , τότε  

1 2 1 2 1 2
1 2

1 1
( )( 1) 0z z z z z z

z z
+ = +  ⇒ − − =  

άρα 1 2z z=  ή 1 2 1z z = , όµως 1 2, 1z z >  δεν µπορεί να ισχύει 1 2 1z z =  συνεπώς 

αποδείχθηκε ότι ο µετασχηµατισµός είναι αµφιµονοσήµαντος και σύµφωνα µε την 
αρχή της αντιστοιχίας των συνόρων το πεδίο D  απεικονίζεται στο άνω ηµιεπίπεδο. 

 

 
 

 
Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το πεδίο D  της προηγούµενης 
εφαρµογής στον µοναδιαίο δίσκο. 
 
Λύση: Γνωρίζουµε ότι ο µετασχηµατισµός  Joukowski απεικονίζει το πεδίο D  στο 
άνω ηµιεπίπεδο. Ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το άνω ηµιεπίπεδο στο 

µοναδιαίο δίσκο είναι ο 1
2

1

i w
w

i w

−
=

+
 (όπου 1w  ο µετασχηµατισµός  Joukowski), 

οπότε ο ζητούµενος µετασχηµατισµός είναι ο 
2

2

1 1
2 12

1 1 2 1
2

i z
z izz

w
z iz

i z
z

 − +   − + 
= =  −

  + ++ +   

. 

 
 

Εφαρµογή 
 
Να δείξετε ότι ο µετασχηµατισµός coshw z=  απεικονίζει την ηµιλωρίδα 
0 Im , Re 0z zπ< <    >  στο άνω ηµιεπίπεδο. 
 
Λύση: Η ηµιλωρίδα 0 Im , Re 0z zπ< <    >  απεικονίζεται στο πεδίο  

}{ 1 11, 0 argD w w π= >    < <  µέσω του µετασχηµατισµού 1
zw e= .  
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Στη συνέχεια, ο µετασχηµατισµός Joukowski απεικονίζει το πεδίο αυτό στο άνω 
ηµιεπίπεδο. Συνεπώς ο ζητούµενος µετασχηµατισµός είναι ο  

1
1

1 1 1 1
cosh

2 2
z

z
w w e z

w e

    = + = + =      
. 

 

 
 

 

 
Εφαρµογή 
 
Να δείξετε ότι η ηµιλωρίδα Re 0 , Im 0z zπ− < <    >  απεικονίζεται στο άνω 
ηµιεπίπεδο µέσω του µετασχηµατισµού cosw z= . 
 

 
 
Λύση: Επειδή cos cosh( )z iz= − , ο µετασχηµατισµός cosw z=  είναι σύνθεση των 

µετασχηµατισµών 1w iz=  −  που είναι στροφή του πεδίου που έχουµε  

κατά γωνία 
2

π
−  και του 2 1coshw w=   ο οποίος όπως είδαµε στην προηγούµενη 

εφαρµογή απεικονίζει την ηµιλωρίδα στο άνω ηµιεπίπεδο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΣΥΝΟΡΙΑΚΩΝ ΤΙΜΩΝ 

 
2.1 Προβλήµατα συνοριακών τιµών 
 
Πρόβληµα Dirichlet: Έστω D  ένα πεδίο του 2

ℝ  µε σύνορο Dϑ  και g µια δοσµένη 
συνεχής συνάρτηση στο σύνορο. Το πρόβληµα  Dirichlet συνίσταται στην εύρεση 

µιας συνάρτησης  g  που είναι αρµονική στο D , συνεχής στο D D Dϑ= ∪  και 
ταυτίζεται µε την g  πάνω στο σύνορο, δηλαδή 

 
0u D

u g D

στο

στο ϑ

∆ =     =    
    (1) 

 
Αν το πρόβληµα αυτό έχει λύση, από την αρχή του µεγίστου για αρµονικές 
συναρτήσεις προκύπτει ότι η λύση αυτή είναι µοναδική. 
 

 
 

Πρόβληµα Neumann: Έστω ένα πεδίο D  µε σύνορο Dϑ  και g  µια δοσµένη 
συνεχής συνάρτηση ορισµένη στο σύνορο.  Το πρόβληµα  Neumann συνίσταται στην 

εύρεση µιας συνάρτησης  u  που είναι αρµονική στο D , συνεχής στο  D D Dϑ= ∪  
και της οποίας η παράγωγος ως προς την κατεύθυνση της καθέτου σε κάθε σηµείο 
του συνόρου να ταυτίζεται µε την g , δηλαδή  
 

0u D

u
g D

n

στο

ϑ
στο ϑ

ϑ

∆ =      =    

   (2) 

 
όπου n  το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στο Dϑ  µε κατεύθυνση προς τα έξω. 
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• Στα προβλήµατα Neumann υποθέτουµε ότι το σύνορο Dϑ  είναι αρκετά λείο 
για να υπάρχει το κάθετο ως προς το σύνορο διάνυσµα n . 
 
• Το πρόβληµα  Neumann για να έχει λύση, πρέπει να ικανοποιεί την συνθήκη 
συµβιβαστότητας  

0
D

gds
ϑ

=∫  

 

            η οποία προκύπτει από την σχέση  
D D

u
udxdy ds

nϑ

ϑ

ϑ
∆ =∫∫ ∫   καθώς και 

την σχέση (2) και η φυσική της ερµηνεία είναι η εξής:  Υποθέτουµε ότι ( , )u x y  είναι 

η λύση της στάσιµης κατανοµής θερµοκρασίας εντός του πεδίου. Η συνάρτηση 
u

n

ϑ

ϑ
 

πάνω στο σύνορο παριστάνει την ροή θερµότητας κατά µήκος του. Έτσι, για να 
υπάρχει στάσιµη θερµοκρασία, πρέπει η συνολική ροή θερµότητας κατά µήκος του 
συνόρου να είναι 0. 
 
• Η λύση του προβλήµατος Neumann είναι µοναδική εκτός µιας προσθετικής 
σταθεράς. 
 
Οι προτάσεις που ακολουθούν, είναι πολύ χρήσιµες για την µελέτη προβληµάτων 
συνοριακών τιµών µε τη βοήθεια των σύµµορφων απεικονίσεων. 
 
Πρόταση: Έστω συνάρτηση  ϕ  αρµονική σε ένα πεδίο D ∈ℂ . Τότε η ϕ  
παραµένει αρµονική κάτω από κάθε σύµµορφο µετασχηµατισµό. 
 
Απόδειξη: Έστω ότι το D  είναι απλά συνεκτικό και F  ένας σύµµορφος 
µετασχηµατισµός  όπου      ( ) ( )w u i F z F x iyυ= + = = + . 

Ισχύει ότι υπάρχει ολόµορφη συνάρτηση  f  ορισµένη στο D  τέτοια ώστε 
( ) ( , ) ( , )f z x y iv x yϕ= +   

Έστω ( )1( ) ( ) ( )g w f z f F w−= = . Επειδή η F  είναι σύµµορφη, η g είναι ολόµορφη 

στο ( )F D . Έστω ( ) ( , ) ( , )g w u iv uφ υ υ= + . Τότε από την σχέση ( ) ( )g w f z=  έχουµε  

( )( , ) ( , ) , ( ,u v x u y uφ ϕ υ υ=    

και επειδή Regφ=  η φ  θα είναι αρµονική στο ( )F D . 
 
Πρόταση: Έστω ( ) ( , ) ( , )w F z u x y i x yυ= = +  µια σύµµορφη απεικόνιση ορισµένη 

στο πεδίο D , C  µια λεία καµπύλη στο D  και ( )C F C′ = . Αν η συνάρτηση ( , )x yϕ  

ικανοποιεί τις συνθήκες ( , ) ,x yϕ κ=   όπου κ σταθερά ή 0
n

ϑϕ

ϑ
=  κατά µήκος της C  

τότε η συνάρτηση ( ) ( )( )( , ) , , ,u x u y uυ ϕ υ υΦ =  ικανοποιεί τις συνθήκες 

 ( , )u υ κΦ =  και 0
n

ϑ

ϑ

Φ
=  κατά µήκος της C ′ . 
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Απόδειξη: Αν ϕ κ=  πάνω στη C , τότε φ κ=  πάνω στη C ′ . Αν υποθέσουµε ότι  

0n
n

ϑϕ
ϕ

ϑ
= ∇ ⋅ =  πάνω στη C , όπου ( ),x yϕ ϕ ϕ∇ =  και n  είναι ένα µοναδιαίο 

διάνυσµα κάθετο στη C  στο σηµείο ( ),P x y , τότε είτε 0ϕ∇ =  ,είτε ϕ∇  είναι 

ορθογώνιο στο n . Αν 0ϕ∇ =  τότε ( ), 0u υ∇Φ = Φ Φ = , άρα 0
n

ϑ

ϑ

Φ
= . 

Έστω 0ϕ∇ ≠ , άρα το ϕ∇  είναι ορθογώνιο στο n . Αν 0ϕ∇ = , τότε 

( ), 0u υ∇Φ = Φ Φ = , οπότε 0
n

ϑ

ϑ

Φ
= . 

Έστω 0ϕ∇ ≠ , άρα το ϕ∇  είναι ορθογώνιο στο n  και εποµένως εφαπτόµενο της C  
στο σηµείο P . 
Το ϕ∇  είναι ορθογώνιο στην καµπύλη ( ),x y aϕ =  που περνάει από το P . Η εικόνα 

της καµπύλης ( ),x y aϕ = µέσω της F  είναι η καµπύλη ( ),u aυΦ =  στο επίπεδο w . 

Επειδή η F είναι σύµµορφη, οι γωνίες µεταξύ καµπυλών διατηρούνται , οπότε η C ′  
είναι ορθογώνια της καµπύλης ( ),u aυΦ =  στο P′ . Συνεπώς το ( ),u υ∇Φ = Φ Φ  είναι 

εφαπτόµενο της C ′  στο P′  εποµένως και ορθογώνιο στο µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα 

της C ′  στο P′ , οπότε  0n∇Φ⋅ =  και 0
n

ϑ

ϑ

Φ
=  πάνω στη C ′ . 

 

 
 
Για την λύση προβληµάτων συνοριακών τιµών για ένα πεδίο D  του 2

ℝ , 
χρησιµοποιώντας τις δύο προτάσεις ακολουθούµε την εξής διαδικασία 
• Απεικονίζουµε το πεδίο D  σε ένα απλούστερο D′  µέσω µιας σύµµορφης 
απεικόνισης της µορφής ( ) ( , ) ( , )w f z u x y i x yυ= = + . 

• Μετασχηµατίζουµε τις συνοριακές συνθήκες από το αρχικό πεδίο στο 
καινούργιο. 
• Λύνουµε το πρόβληµα συνοριακών τιµών στο καινούργιο πεδίο D′και η λύση 
του είναι της µορφής ( , )u υΦ . 

• Για να βρούµε την λύση του αρχικού προβλήµατος θέτουµε 
( )( , ) ( , ), ( , )x y u x y x yϕ υ= Φ  και προκύπτει η λύση. 
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2.2 Εφαρµογές σε προβλήµατα συνοριακών τιµών 
 
Εφαρµογή (άπειρη λωρίδα) 
 
Να λυθεί το πρόβληµα Dirichlet 

1

2

0 , ,

( , ) ,

( , )

a x b

a y k y

b y k

ϕ

ϕ

ϕ

   

∆  =        < <     = ∈ =   ,

ℝ  

 
Λύση: Είναι φανερό πως οι συνοριακές τιµές εξαρτώνται αποκλειστικά από το x  
οπότε προφανώς αναζητούµε µια λύση της µορφής ( , ) ( )x y f x a x bϕ =    ≤ ≤ . 
 
Η σχέση 0ϕ∆ =  που έχουµε, γράφεται  ως ( ) 0f x′′ =  συνεπώς η ( )f x  είναι της 
µορφής ( )f x xλ µ= +  ,  όπου λ,µ σταθερές.  Χρησιµοποιώντας τις συνοριακές 
συνθήκες που έχουµε, µετά την διπλή ολοκλήρωση προκύπτει το σύστηµα 

1

2

a k

b k

λ µ

λ µ

 + = + =
 από το οποίο προκύπτουν τα λ και µ οπότε η τελική λύση είναι 

( )2 1
1( , )

k k
x y k x a

b a
ϕ

−
= + −

−
 

 
 

 
Εφαρµογή (γωνιακό πεδίο) 
 
Να λυθεί το πρόβληµα Dirichlet 

1

2

0 , arg ( )

( ,0) , 0

( , ) 0 ,

z a a

x k x

x y k r a

ϕ π

ϕ

ϕ θ

   

∆  =         0 < <  ≤    =  > =   , >   =
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Η argz  είναι αρµονική συνάρτηση καθώς είναι το το φανταστικό µέρος της 
συνάρτησης log z  και είναι σταθερή σε ηµιευθείες µε αρχή το 0. Η λύση που 
ψάχνουµε είναι της µορφής  ( , ) argx y b z cϕ = +  µε ,b c ∈ℝ   αφού έχουµε ότι 

0ϕ∆ = . Χρησιµοποιώντας τις συνοριακές συνθήκες, λύνουµε το σύστηµα που 
προκύπτει για να υπολογίσουµε τα ,b c  και τελικά η λύση είναι  

2 1
1( , ) arg

k k
x y k z

a
ϕ

−
= +  . 

 
Εφαρµογή (δακτύλιος) 
 
Να λυθεί το πρόβληµα 

1 2

1 1

2 2

0 ,

( , ) ,

( , )

r z r

x y k z r

x y k z r

ϕ

ϕ

ϕ

   

∆  =         < <    =   = =   ,  =

 

 
Λύση:  

 
 
Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος είναι ανεξάρτητες της γωνίας οπότε η 
λύση µας θα είναι µια αρµονική συνάρτηση ανεξάρτητη γωνίας, της µορφής  

( , ) ln , ,x y a b z a bϕ = +   ∈ℝ . 

Χρησιµοποιώντας τις συνοριακές συνθήκες που µας δίνει το πρόβληµα υπολογίζουµε 
τις σταθερές ,a b  και προκύπτει η τελική λύση  
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1
1 2 1

2

1

ln

( , ) ( )

ln

z

r
x y k k k

r

r

ϕ

     
= + −

     

 

 

Εφαρµογή (άνω ηµιεπίπεδο) 
 
Να λυθεί το πρόβληµα 

0 1
0 1

1 1

0 , , 0

,
( ,0) , ,

,

x y

a x x
x a a

a x x

ϕ

ϕ

∆ =    −∞ < < ∞  >    −∞ < <  =   ∈       < < ∞ 
ℝ

 

 
Λύση: Γνωρίζουµε ότι η γωνία θ  ισούται µε 1arg( )z x−  

 
 
Η λύση που θέλουµε είναι η συνάρτηση της µορφής  

1( , ) arg( )x y z xϕ λ µ= + −  

η οποία είναι αρµονική στο άνω ηµιεπίπεδο. Τώρα, λόγω των συνοριακών συνθηκών 
που µας δίνει αρχικά το πρόβληµα, πρέπει 

1 0a aλ και λ µ π =      + ⋅ =  

Άρα η λύση του προβλήµατος είναι η  

1 0 1 1

1
( , ) ( )arg( )x y a a a z xϕ

π
= + − − . 

 

Εφαρµογή 
 
Να λυθεί το πρόβληµα Dirichlet 

0 1

1 2

0 , , 0

,

,
( ,0)

,n n

x y

a x x

a x x x
x

a x x

ϕ

ϕ

 

1 

 

∆ =   −∞ < < ∞   >   −∞ < <     − < <  =                    :    − < < ∞ 

 



49 
 

 
Λύση: Όπως στην προηγούµενη εφαρµογή φτιάχνουµε µια συνάρτηση ίδιας µορφής, 
µε την χρήση σειράς 

( ) ( )1
1

1
( , ) arg

n

n m m m
m

x y a a a z xϕ
π

−
=

= + − −∑ . 

Για να είναι αυτή η συνάρτηση η λύση του προβλήµατος πρέπει α) να είναι αρµονική 
για 0y > (δηλαδή στο άνω ηµιεπίπεδο) καθώς και β) να  ικανοποιεί τις συνοριακές 
συνθήκες. 
α)Η συνάρτηση είναι αρµονική στο άνω ηµιεπίπεδο ως το φανταστικό µέρος της 

ολόµορφης            ( )1

1

( ) log
n

m m
n m

m

a a
f z ia z x

π

−

=

 − = + −   ∑ . 

β)Έστω k  µια σταθερή τιµή του m . Αν z x= είναι ένα σηµείο µε 1k kx x x +< < , τότε   

arg( ) 0 1

arg( ) , 1
k

m

z x m k

z x k m nπ

 − =   , ≤ ≤ − =   + ≤ ≤
 .     Άρα 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1
1 1

1 1
1 1

1 1 2 1

1 1
( ,0) arg arg

1 1
0

...

n n

n m m m m m m
m m k

n n

n m m m m
m m k

n k k k k n n k

x a a a z x a a z x

a a a a a

a a a a a a a a

ϕ
π π

π
π π

− −
= = +

− −
= = +

+ + + −

= + − − + − − =

= + − ⋅ + − ⋅ =

= + − + − + + − =

∑ ∑

∑ ∑  

 
το οποίο σηµαίνει ότι η συνάρτηση ( , )x yϕ  όντως ικανοποιεί τις συνοριακές 
συνθήκες του προβλήµατος. 
 
 

Εφαρµογή 
 
Να λυθεί το πρόβληµα 

0 , , 0

3 , 3

7 , 3 1
( ,0)

1 , 1 2

4 , 2

x y

x

x
x

x

x

ϕ

ϕ

∆ =   −∞ < < ∞   >      −∞ < <−        − < <−  =       − < <         < < ∞ 

 

 
Λύση: Το συγκεκριµένο πρόβληµα είναι υποπερίπτωση του προηγούµενου έχοντας 
απλά 0 1 2 3 1 2 33, 7, 1, 4 , 3 , 1, 2a a a a x x x=   =  =   =   = −   = −   = . 

Οπότε η λύση του προβλήµατος είναι  
4 6 3

( , ) 4 arg( 3) arg( 1) arg( 2)

4 6 3
4 tan tan tan .

3 1 2

x y z z z

y y y
arc arc arc

x x x

ϕ
π π π

π π π

= − + + + − − =

         = −  +  −                 + + −
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Μια γενίκευση των παραπάνω είναι η εξής: 
Έστω ένα απλά συνεκτικό πεδίο D  που περιορίζεται από µια απλή, κλειστή και 
τµηµατικά λεία καµπύλη C  και 1 2, ,..., ,nz z z n  σηµεία που βρίσκονται πάνω στη 

C διατεταγµένα. Έστω kC  το τόξο της καµπύλης που βρίσκεται µεταξύ kz  και 

1 , 1,2,..., 1kz k n+   = −  και έστω  nC  το τόξο της καµπύλης που βρίσκεται µεταξύ των 

nz  και 1z . Έστω  1 2, ,..., na a a  σταθεροί αριθµοί στον ℝ . Το πρόβληµα που θέλουµε 

να λύσουµε είναι το ακόλουθο. 
 

1 1

2 2

0

( , )

( , )

( , ) .n n

D

x y a z x iy C

x y a z x iy C

x y a z x iy C

ϕ στο

ϕ για

ϕ για

ϕ για

∆ =    =   = + ∈ =   = + ∈                            : =   = + ∈   

 

 

 
 
Για να λύσουµε το πρόβληµα πρέπει να βρούµε µια σύµµορφη απεικόνιση της 
µορφής ( ) ( , ) ( , )w f z u x y iv x y= = +  του πεδίου D  στο άνω ηµιεπίπεδο Im 0w >  

ώστε τα σηµεία 1 2, ,..., nz z z  να απεικονίζονται στα σηµεία ( ),k ku f z=  

1,2,..., 1k n = −  και το nz  να απεικονίζεται στο nu = ∞ του άξονα των 

πραγµατικών στο επίπεδο w . 
Έτσι λοιπόν, η απεικόνιση ( )f z  δίνει ένα νέο πρόβληµα Dirichlet στο 
άνω ηµιεπίπεδο του οποίου η λύση βρέθηκε σε προηγούµενη εφαρµογή. Αν τώρα 
θέσουµε 0 na a= , η λύση του προβλήµατος είναι  

( ) ( )

( )

1

1 1
1

1

1 1
1

1
( , ) arg ( )

1 ( , )
tan .

( , )

n

n k k k
k

n

n k k
k k

x y a a a f z u

u x y
a a a arc

u x y u

ϕ
π

π

−

− −
=

−

− −
=

= + −  − =

= + −      
−

∑

∑
 

 
Παρατήρηση: Η µέθοδος αυτή χρησιµοποιείται µόνο αν µπορούµε να 
κατασκευάσουµε µια σύµµορφη απεικόνιση από το D  στο άνω ηµιεπίπεδο. Η 
ύπαρξη µιας τέτοιας απεικόνισης εξασφαλίζεται από το θεώρηµα Riemann. 
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Εφαρµογή 
 
Να λυθεί το πρόβληµα  

0, 1

( , ) 0 , , 0

( , ) 1, , 2

i

i

z

x y z e

x y z e

θ

θ

ϕ

ϕ θ π

ϕ π θ π

∆ =   < =   =   < < =   =   < <

 

 
Λύση: Μια σύµµορφη απεικόνιση που απεικονίζει το µοναδιαίο δίσκο του 
προβλήµατος στο άνω ηµιεπίπεδο είναι όπως είδαµε και στην ενότητα των 
σύµµορφων απεικονίσεων η  

( ) ( )

2 2

2 22 2

(1 ) 2 1

1 1 1

i z y x y
w u i i

z x y x y
υ

− − −
= + = = +

+ + + + +
 

Τώρα, είναι εύκολα κατανοητό ότι τα σηµεία z x iy= +  τα οποία βρίσκονται στο 

άνω ηµικύκλιο: 2 2 1 0 , 0x y y+ − =   >  απεικονίζονται στο θετικό ηµιάξονα, ενώ αυτά 
που βρίσκονται στο κάτω ηµικύκλιο απεικονίζονται στον αρνητικό ηµιάξονα. 
 
Έχουµε λοιπόν ένα νέο πρόβληµα στο επίπεδο w  

0 , , 0

( ,0) 0 0

( ,0) 0 , 0

u

u u

u u

υ∆Φ =   −∞ < < ∞  >Φ =  , >Φ =   <

 

  
η λύση του οποίου βρίσκεται χρησιµοποιώντας την εφαρµογή για το άνω ηµιεπίπεδο 
που είδαµε και πριν και είναι  

2 21 ( , ) 1 1
( , ) tan tan

( , ) 2

x y x y
x y arc arc

u x y y

υ
ϕ

π π

− −
=  =  . 

 

Εφαρµογή 
 
Να λυθεί το πρόβληµα του ακόλουθου σχήµατος 

 

 
Λύση: Πρέπει να βρούµε ένα µετασχηµατισµό ο οποίος θα µετασχηµατίζει το 
παραπάνω πρόβληµα στο άνω ηµιεπίπεδο. Ο µετασχηµατισµός που ψάχνουµε είναι ο 
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Joukowski δηλαδή ο 
1 1

( )
2

w f z z
z

 = = +   
 τον οποίο συναντήσαµε πιο πριν και ο 

οποίος µετασχηµατίζει το δοσµένο πρόβληµα στο  
 

 
όπου η λύση του όπως είδαµε και προηγουµένως, είναι  

2 2

1 2
( , ) tan

1
u arc

u

υ
υ

π υ

 Φ =    + −
 

Στη συνέχεια, από τη σχέση 
1 1

( , ) ( , )
2

w u x y i x y z
z

υ
 = + = +   

 έχουµε ότι  

( )
( )

2 2

2 2

1
( , )

2

x x y
u x y

x y

+ +
=

+
   και   

( )
( )

2 2

2 2

1
( , )

2

y x y
x y

x y
υ

+ −
=

+
 

οπότε η λύση του προβλήµατος είναι  

( )
( )( ) ( )

2 2

2 2 2 2 2 2

4 11
( , ) tan .

4 2 2 1

y x y
x y arc

x y x y x y
ϕ

π

 + −  =      + + − + − +  
 

 

Εφαρµογή 
 
Να λυθεί το πρόβληµα για το πεδίο }{ : Im 0 , 5 3D z z z i= <   + >  

0 ,

( ,0) 0

( , ) , 5 3

D

x

x y k z i

ϕ στο

ϕ

ϕ

∆ =     = =  + =

 

 
Λύση: Όπως είχαµε δει στην ενότητα των σύµµορφων απεικονίσεων , ο 

µετασχηµατισµός 
4

4

z i
w

z i

+
=

−
 απεικονίζει το πεδίο D  στο δακτύλιο 

1
1

3
w< < . 
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Η λύση του προβλήµατος στον δακτύλιο είναι 
ln

( , )
ln 3

w
u kυΦ = − , εποµένως η λύση 

που ζητάµε, δηλαδή η λύση στο πεδίο D  είναι  

( )
( )

22

22

44
( , ) ln ln .

ln 3 4 2ln 3 4

x yk z i k
x y

z i x y
ϕ

 + ++  = − = −   −  + − 
 

 
 

Εφαρµογή 
 
Να λυθεί το πρόβληµα για το πεδίο }{ : 5 , 2 2D z z z= <   − >  

0 ,

( , ) 100 , 5

( , ) 200 , 2 2

D

x y z

x y z

ϕ

ϕ

ϕ

∆ =   στο  =   = =   − =

 

 
Λύση: Πρέπει να βρούµε ένα διγραµµικό µετασχηµατισµό ώστε να απεικονίσουµε το 
πεδίο του προβλήµατος σε ένα δακτύλιο. 
∆ύο σηµεία που είναι συµµετρικά ως προς τους κύκλους του πεδίου D  δηλαδή τους 
κύκλους 5z =  και 2 2z − =  ικανοποιούν την εξίσωση  

22 25 50 2x x− + =   ⇒ 1 2

5
, 10

2
x x=     =  

 

Ο διγραµµικός µετασχηµατισµός είναι της µορφής 
10

2 5

z
w

z
λ

−
=

−
 και αν το 5z =  

απεικονίζεται στο 1w = −  τότε το 1λ= −  άρα ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει 

το D  στο D′  είναι ο 
10

2 5

z
w

z

−
=

−
.  

Η λύση του προβλήµατος στο D′  είναι 
ln

( , ) 100 100
ln 2

w
u υΦ = +  ενώ η λύση στο D  

είναι 
ln ( , )

( , ) 100 100
ln 2

w x y
x yϕ = +  µε w u iυ= +   ⇒   

( ) ( )

2 2

2 22 2

2 2 25 50 15
( , ) , ( , )

2 5 4 2 5 4

x y x y
u x y x y

x y x y
υ

+ − +
=     =

− + − +
. 
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Εφαρµογή 
 
Να λυθεί το πρόβληµα 

0 , , 0

( ,0) 1, 1

(0, ) 0 , 1

0 , 0 1, 0 0 1, 0

x y

x x

y y

y x x y
n

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
και

∆ =   > =   > =   >∂ =   < <    =    < <   > ∂

 

 
Λύση: Έχουµε ένα πεδίο(το πρώτο τεταρτηµόριο) το οποίο δεν µας βολεύει για να 
λύσουµε το πρόβληµα. Με χρήση του µετασχηµατισµού 2w z=  µπορούµε να το 
απεικονίσουµε στο άνω ηµιεπίπεδο, ενώ µε τον µετασχηµατισµό sinw arc z=   

µπορούµε να απεικονίσουµε το άνω ηµιεπίεδο στην ηµιάπειρη λωρίδα 

, 0
2 2

u
π π

υ− < <   > . Συνεπώς µε τον µετασχηµατισµό ( )2sinw arc z=   µπορούµε να 

απεικονίσουµε το πρώτο τεταρτηµόριο στο πεδίο ( ), : 0
2 2

D u u
π π

υ υ
   = − < < ,  >    

. 

 

 
Έτσι λοιπόν το αρχικό πρόβληµα συνοριακών τιµών γίνεται  

0 , , 0
2 2

, 0 , 0
2

, 1, 0
2

0 , , 0
2 2

u

u
n

π π
υ

π
υ υ

π
υ υ

π π
υ

∆Φ =   − < < >   Φ − =    >       Φ =    >    ∂Φ =   − < <    = ∂

 

 
Μια λύση Φ του νέου προβλήµατος που προκύπτει στο πεδίο D  είναι η 

( , )u Au BυΦ = +  , Α,Β σταθερές. 

Για την συνοριακή καµπύλη , 0
2 2

u
π π

υ− < <    =  έχουµε ότι (0, 1)n = −  άρα 

0 0( 1) 0n A
n

∂Φ
= ∇Φ⋅  = ⋅ + − =

∂
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οπότε η συνοριακή συνθήκη ικανοποιείται για κάθε ,A B ∈ℝ . 
Από τις άλλες δύο συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος προκύπτει ότι  

, 0
2 2

, 2
2 2

A B

A B

π π
υ

ππ π
υ

     Φ − = − + =     1 1      ⇒   Α =   ,   Β =    2 Φ = + =     

 

άρα, 
1 1

( , )
2

u uυ
π

Φ = +  , οπότε η λύση του αρχικού προβλήµατος είναι 

( )21 1
( , ) Re sin

2
x y arc zϕ

π
 =  +   . 

 
2.3 Πρόβληµα Dirichlet για ένα δίσκο 
 
Ολοκληρωτικός τύπος Poisson - Πυρήνας Poisson 
 
Έστω { }:D z z R= <  και ( )f z  µια ολόµορφη συνάρτηση στο D  και συνεχής στο 

D . Αν z D∈ και 0z ≠ , τότε σύµφωνα µε τον ολοκληρωτικό τύπο του Cauchy 
έχουµε  

1 ( )
( )

2
C

f
f z d

i z

ζ
ζ

π ζ
=

−∫  

µε C  τον θετικά προσανατολισµένο κύκλο z R= . 

Έστω τώρα το συµµετρικό του z  ως προς τον κύκλο C , το 1z . Τότε 
2

1

R
z

z
= . 

Επειδή όµως το 1z  βρίσκεται στο εξωτερικό του C , µε χρήση του θεωρήµατος 

Cauchy-Goursat, προκύπτει ότι  

1

( )
0.

C

f
d

z

ζ
ζ

ζ
=

−∫  

Άρα,                        
1

1 1 1
( ) ( ) .

2
C

f z f d
i z z

ζ ζ
π ζ ζ

  = −     − − ∫    (1) 

Θεωρούµε την ποσότητα 
2 2

2
1

zz

z z z z z z
z

ζζ ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζζζ ζ ζ
ζ

−
− = − = + =

− − − − − −−
     (2). 

Για i iRe z reϕ θζ και=   =  έχουµε 

( )

2 2 2 2

2 2 22 cos

z R r

R Rr rz

ζ

ϕ θζ

− −
=

− − +−
 

αφού η ποσότητα zζ−  παριστάνει την απόσταση των ζ  και z  
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και µε τη χρήση του νόµου των συνηµιτόνων  

2 2 22 cos( ) 0z R Rr rζ ϕ θ− = − −  + >  

Έχουµε ακόµα, ότι id iRe d i dϕζ και ϕ ζ ϕ=   =  άρα η σχέση (1) γράφεται 

( )
( )

2 2 2

2 2

0

1
( ) R .

2 2 cos
iR r

f z f e d
R Rr r

π

ϕ ϕ
π ϕ θ

−
=  

− − +∫  

Αν το πραγµατικό µέρος της ολόµορφης συνάρτησης είναι u  τότε από (1) έχουµε 

( ) ( )
( )

2 22

2 2

0

,1
( , ) ,

2 2 cos

R r u R
u r d r R

R Rr r

π ϕ
θ ϕ

π ϕ θ

−
=   <

− − +∫  

Αυτός ο τύπος λέγεται ολοκληρωτικός τύπος Poisson για την αρµονική συνάρτηση 
u στο δίσκο z R< . 

Η συνάρτηση                
2 2

2 2
( , , )

2 cos( )

R r
P R r

R Rr r
ϕ θ

ϕ θ

−
− =

− − +
  

ονοµάζεται  πυρήνας Poisson. 
 
Ιδιότητες του πυρήνα Poisson 
 
1)Από τη σχέση (2) έχουµε  

( , , )

1
Re .

2

z z
P R r

z zz z

z z z

z zz

ζ ζ
ϕ θ

ζ ζζ ζ

ζ ζ ζ

ζ ζζ

− = +  = + =
− −− −

   + + + = − =      − − − 

 

Η συνάρτηση ( )
z

g z
z

ζ

ζ

+
=

−
 είναι ολόµορφη εντός του δίσκου z R<  . Οπότε το 

πραγµατικό της µέρος που είναι ( , , )P R r ϕ θ−  θα είναι αρµονική συνάρτηση εντός 
του δίσκου. 
 
2)Η συνάρτηση ( , ) 1u r θ =  είναι αρµονική, οπότε από τον ολοκληρωτικό τύπο 

Poisson  προκύπτει 
2

0

1
( , , ) 1

2
P R r d

π

ϕ θ ϕ
π

− =∫  
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3)Για , ,R r θ  σταθερά, η µέγιστη τιµή της [ ]( , , ), 0,2P R r ϕ θ ϕ π− ∈  , λαµβάνεται για 

ϕ θ=  και είναι 
0 2
max ( , , )

R r
P R r

R rϕ π
ϕ θ

≤ ≤

+
− =

−  η οποία για r R→  τείνει στο άπειρο. 

Η ελάχιστη τιµή της ( , , )P R r ϕ θ−  λαµβάνεται είτε για ϕ θ π= +  ή για ϕ θ π= −  

και είναι 
0 2
min ( , , )

R r
P R r

R rϕ π
ϕ θ

≤ ≤

−
− =

+  η οποία για r R→  τείνει στο 0. 

 
 
 
Θεώρηµα λύσης του προβλήµατος Dirichlet για ένα δίσκο 
 
Έστω ( ) , 0 2g θ θ π  ≤ ≤  µια δοσµένη συνεχής συνάρτηση πάνω στον κύκλο 

:C z R=  µε περίοδο 2π . Θεωρούµε την συνάρτηση  
2

0

1
( , ) ( , , ) ( ) , 0

2

( , ) ( )

u r P R r g d r R

u R g

π

θ ϕ θ ϕ ϕ
π

θ θ

 = −  ≤ < =

∫  

Τότε η u  είναι αρµονική στο εσωτερικό του κύκλου z R=  και συνεχής στο .z R≤   

 
Απόδειξη: Η συνάρτηση P  είναι αρµονική ως προς ,r θ  στο εσωτερικό του κύκλου 
C όπως είδαµε στις ιδιότητες πριν, άρα και η συνάρτηση ( , )u r θ  είναι αρµονική στο 
εσωτερικό του κύκλου C . 
Μας µένει λοιπόν να δείξουµε τη συνέχεια της u στον κλειστό δίσκο z R≤ .  

Έστω R ,iae a  ∈ℝ  ένα σταθερό σηµείο πάνω στον κύκλο C . Θα δείξουµε ότι όταν 
r R→ και aθ→ , τότε ( , ) ( )u r g aθ → .Από την 2η ιδιότητα του πυρήνα Poisson 

έχουµε    ( )
2

0

1
( , ) ( ) ( , , ) ( ( )

2
u r g a P R r g g a d

π

θ ϕ θ ϕ ϕ
π

− = − −∫ . 

Έστω ε θετικό. Επειδή η g  είναι συνεχής πάνω στη C , υπάρχει 0β>  τέτοιο ώστε                                     

( ) ( )
2

g g a
ε

ϕ ϕ− <  ∀  

µε aϕ β− < , δηλαδή για κάθε ϕ  τέτοιο ώστε το iR e ϕ
να βρίσκεται στο τόξο 1C  

που φαίνεται στο σχήµα παρακάτω. 
Είναι φανερό ότι 1 2( , ) ( ) ,u r g a I Iθ − = +   µε  

( )12 ( , , ) ( ) ( )
a

a

iI P R r g g a d
β

β

π ϕ θ ϕ ϕ

+

−

= − −∫   

και                         ( )
2

22 ( , , ) ( ) ( )
a

a

iI P R r g g a d
β π

β

π ϕ θ ϕ ϕ

− +

+

= − −∫  . 

Επειδή 0 ( , , )P R r ϕ θ≤ −  για 1r ≤  έχουµε  
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2

1

0

1
( , , ) ( ) ( ) ( , , )

2 4 2

a

a

I P R r g g a d P R r d
β π

β

ε ε
ϕ θ ϕ ϕ ϕ θ ϕ

π π

+

−

≤ − − < − =∫ ∫ . 

 
 
 
Έστω 2 1/C C C= . Είναι φανερό ότι υπάρχει 0m > τέτοιο ώστε για κάθε z εντός του 

γραµµοσκιασµένου τµήµατος όπου 
2

a
β

θ− < και κάθε 2Cζ ∈  να ισχύει 
2

m zζ≤ − . 

Άρα  

( ) ( )2 2 2 22

2 2

21
( ) ( )

2 2

a

a

R r M R r
I g g a d

mz

β π

β

π
ϕ ϕ

π πζ

− +

+

− −
≤ − <

−∫  , 

όπου 
2

max ( ) ( )
C

M g g a
ϕ

ϕ
∈

= −  . Επειδή όµως 2R r R+ <  θα έχουµε 

( )
2

2 2

2

M R r M
I

m m

δ ε−
< < =  

αν r R δ− < , όπου 
4

m

M

ε
δ = . 

Εποµένως,  

1 2( , ) ( )u r g a I Iθ ε− ≤ + <  

για κάθε r  µε r R δ− <  και |
2

β
θ µε θ α  | − < . 

 
Παρατηρήσεις: i) Η λύση του προβλήµατος Dirichlet για τον δίσκο είναι µοναδική 
λόγω της αρχής του µεγίστου µέτρου 
ii) Η λύση του προβλήµατος µπορεί να βρεθεί και µε άλλους τρόπους 
iii) Σε περίπτωση που η g είναι τµηµατικά συνεχής πάνω στον κύκλο C  το θεώρηµα 
γενικεύεται. 
Αν 1R =  από την πρώτη ιδιότητα του πυρήνα Poisson έχουµε  

1

1
( ) Re ( ) , 1

2

z d
u z u z

i z
ζ

ζ ζ
ζ

π ζ ζ
=

+
=   <

−∫  . 
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Εφαρµογή 
 
Να λυθεί το πρόβληµα 

0 , 0 1, 0 2

sin
(1, ) , 0 2

5 4cos

u r

u

θ π

θ
θ θ π

θ

∆ =   < <    < <  =   ≤ ≤ +

 

 
Λύση: Αν ie θζ =   ⇒  

1 1 1 1
sin , cos

2 2i i
θ ζ θ ζ

ζ ζ

     = −     = +        
 

Άρα,            
( )

2

2

1
( )

2 2 5 2
u

i

ζ
ζ

ζ ζ

−
=

+ +
. 

Οπότε, σύµφωνα µε την παρατήρηση (iii) πρέπει για τη λύση του προβλήµατος να 
υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα : 

( )( )
( )( )

2

2
1

11

2 2 2 5 2

z
I d

i i z
ζ

ζ ζ
ζ

π ζ ζ ζ ζ=

− +
=

+ + −∫  

το οποίο προκύπτει 
2 ( 2)

z
I

i z
=

+
. 

Άρα η λύση του προβλήµατος είναι : 

2 2 2

cos
( , ) Re ( , )

2 ( 2) ( 2) 4 cos 4

z y r
u x y u r

i z x y r r

θ
θ

θ
= =   ⇒ =

+ + + + +
. 

 

Εφαρµογή 
 
Να λυθεί το πρόβληµα 

0 , 0 , 0 2

0 , 0
( , )

, 2

u r R

u R
k

θ π

θ π
θ

π θ π

∆ =    < <    < <     ≤ ≤  =      < ≤ 

 

 
Λύση: Η λύση του προβλήµατος είναι το ολοκλήρωµα 

2 2 2

2 2

1
( , )

2 2 cos( , )

R r
u r k d

R Rr r

π

π

θ φ
π φ θ

−
=

− +∫ . 

Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος θέτουµε 
2

2
tan

2 1
t d dt

t

φ θ
φ

−
= ⇒ =

+
 

Άρα προκύπτει 

tan
2 2 2

2 2
2

tan 22 2

2
( , )

12 1
2

1

k R r
u r dt

t t
R Rr

t

θ
π

π θ

θ
π

  −   

  −   

−
=  

− +−
+

∫   το οποίο τελικά µας 

δίνει 
2 2

( , ) tan .
2 sin

k R r
u r arc

Rr
θ

π θ

 −  =     
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2.4 Πρόβληµα Dirichlet για το άνω ηµιεπίπεδο 
 
Ολοκληρωτικός τύπος Schwarz - Πυρήνας Schwarz 
 
Έστω ( )f z  ολόµορφη στο Im 0z >  και συνεχής στο Im 0z ≥ . Υποθέτουµε ότι 
υπάρχουν θετικές σταθερές k και M  τέτοιες ώστε  

( ) , Im 0kz f z M z<   ≥ . 

 
Έστω τώρα [ ],RC C R R= ∪ −  η καµπύλη όπως φαίνεται στο σχήµα, θετικά 

προσανατολισµένη. Αν z  είναι ένα εσωτερικό σηµείο της C , τότε σύµφωνα µε τον 
ολοκληρωτικό τύπο Cauchy έχουµε 

1 ( ) 1 ( )
( )

2 2
R

R

C R

f f t
f z d dt

i z i t z

ζ
ζ

π ζ π
−

= +
− −∫ ∫ . 

Επειδή ( )
k

M
f

R
ζ < , όταν R → ∞  τότε το πρώτο ολοκλήρωµα τείνει στο 0. Άρα 

1 ( )
( ) , Im 0

2

f t
f z dt z

i t zπ

+∞

−∞

=    >
−∫  

Ο παραπάνω τύπος είναι ένας ολοκληρωτικός τύπος Cauchy για το άνω 
ηµιεπίπεδο  Im 0z > . 

Τώρα, επειδή το z  βρίσκεται στο εξωτερικό της καµπύλης C , έχουµε  

1 ( )
0

2

f t
dt

i t zπ

∞

−∞

=
−∫  

άρα ο ολοκληρωτικός τύπος Cauchy γράφεται  

2

1 1 1 1 ( )
( ) ( ) ( ) , 0

2

yf t
f z f t dt f z dt y

i t z t z t zπ π

∞ ∞

−∞ −∞

 = −  ⇒ =   >  − − −∫ ∫ . 

Έτσι, αν ( ) ( , ) ( , )f z u x y i x yυ= +  τότε έχουµε 

( )2 2

1 ( ,0)
( , ) , 0

yu t
u x y dt y

t x yπ

∞

−∞

=     >
− +∫  

Αυτός ο τύπος ονοµάζεται ολοκληρωτικός τύπος Poisson για το άνω ηµιεπίπεδο ή 
ολοκληρωτικός τύπος Schwarz. 
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Η συνάρτηση ( )
( )2 2

,
y

S t x y
t x y

− =
− +

 ονοµάζεται πυρήνας Schwarz. 

Θέτοντας στον τύπο Schwarz ( ), 1u x y =  και ( ),0 1u t =  προκύπτει  

( )1
, 1 , 0 .S t x y dt y

π

∞

−∞

− =    >  ∫  

Η µέγιστη τιµή του πυρήνα σαν συνάρτηση του t  λαµβάνεται για t x=  και ισχύει 

( ) ( ) 1
max , 0, , 0

t
S t x y S y y

y
οταν

∈
− = = → ∞   →

ℝ

. 

 
 

Θεώρηµα λύσης του προβλήµατος Dirichlet για το άνω ηµιεπίπεδο 
 
Έστω ( )f x  µια δοσµένη συνάρτηση συνεχής και φραγµένη στον πραγµατικό άξονα 

Im 0z = . Η συνάρτηση που ορίζεται από τον τύπο  

( )2 2

( )
( , ) , , 0

( ,0) ( ) ,

y f t
u x y dt x y

t x y

u x f x x

π

∞

−∞

 =   −∞ < < ∞  > − + =    −∞ < < ∞ 

∫  

είναι αρµονική στο Im 0z >  και συνεχής στο Im 0z ≥ . 
 

Εφαρµογή 
 
Να επιλυθεί το πρόβληµα Dirichlet για το άνω ηµιεπίπεδο αν η δοσµένη συνάρτηση 
στο σύνορο είναι  

,
( )

0 ,

k a x b
f x

    < <=      διαφορετικά
 . 

 
Λύση: Σύµφωνα µε το θεώρηµα λύσης του προβλήµατος στο άνω ηµιεπίπεδο, η λύση 

είναι 
( )2 2

( , ) .
b

a

y k
u x y dt

t x yπ
=    

− +∫  

Στη συνέχεια λύνουµε: 

22 2

1 1
( , )

1
1

b x

yb

a xa
y

y k k
u x y dt d

y t x
y

ξ
π π ξ

−

−

= ⋅ =  =
+ −  +   

∫ ∫  

tan tan
k b x x a

arc arc
y yπ

 − − =  +     
  

Για την γεωµετρική ερµηνεία της λύσης χρειαζόµαστε το ακόλουθο σχήµα 
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Αν 1 tan
b x

arc
y

θ
−

=   και  2 tan
x a

arc
y

θ
−

=   τότε  

( )1 2( , ) ( , )
k k

u x y x yθ θ θ
π π

= + = . 

 

Εφαρµογή 
 
Να λυθεί το πρόβληµα 

0 , 0

1, 0
( ,0)

0 , 0

( , ) 0

u y

x
u x

x

u x

π

π

∆ =   < <    > =     < =

 

 
Λύση:  Η λωρίδα  0 y π< <  απεικονίζεται σύµµορφα στο άνω ηµιεπίπεδο µέσω της 

συνάρτησης ( )ze iζ ζ ξ η η= = +   , > 0 . 

Οι συνοριακές συνθήκες γίνονται 
1, 1

( ,0)
0 , 1

ξ
υ ξ

ξ

   >=    <
. 

Από το θεώρηµα λύσης του προβλήµατος Dirichlet για το άνω ηµιεπίπεδο έχουµε 

( )2 2
1

1 1 1 1
( , ) tan

2
dt arc

t

η ξ
υ ξ η

π π ηξ η

∞ −
= = −  

− +∫  

Όµως, cosxe yξ=  και sinxe yη=  εποµένως η λύση του αρχικού προβλήµατος 

είναι                         
1 1 cos

( , ) tan
2 sin

xe y
u x y arc

yπ

− −
= −   . 

 

Εφαρµογή 
 
Να βρεθεί µια αρµονική συνάρτηση στο πρώτο τεταρτηµόριο που να ικανοποιεί τις 
συνοριακές συνθήκες 

( ,0) ( ) , 0

(0, ) ( ) , 0

u x f x x

u y g y y

 =   < < ∞ =   < < ∞
 

όπου οι συναρτήσεις  ( ), ( )f x g y  είναι φραγµένες και συνεχείς. 
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Λύση: 

 
Το πρόβληµα µπορεί να χωριστεί σε δύο επιµέρους προβλήµατα όπως φαίνεται στο 
παρακάτω διάγραµµα. 

 
 
Εάν θεωρήσουµε 1( , )u x y  ως λύση του πρώτου προβλήµατος και 2( , )u x y ως λύση 

του δεύτερου, τότε η λύση του αρχικού προβλήµατος είναι  

1 2( , ) ( , ) ( , )u x y u x y u x y= + . 

Για την λύση του πρώτου προβλήµατος θεωρούµε την περιττή επέκταση της ( )f x , 

την �( )f x . Τότε , 
�

( )

�

( )

�

( )

0

1 2 2 22 2 2
0

( ) ( ) ( )
( , )

y f t y f t y f t
u x y dt dt dt

t x y t x y t x yπ π π

∞ ∞

−∞ −∞

−
= = − =

− + − + − +∫ ∫ ∫  

( ) ( )2 22 2
0

1 1
( ) , 0 , 0 .

y
f t dt x y

t x y t x yπ

∞  
 = −   >   >   − + + +  

∫  

Αντίστοιχα, για την λύση του δεύτερου προβλήµατος θεωρούµε την περιττή 

επέκταση της ( )g y , την �( )g y . Τότε , 
�

( )

�

( )

�

( )

0

2 2 2 22 2 2
0

( ) ( ) ( )
( , )

x g t x g t y g t
u x y dt dt dt

t y x t y x t y xπ π π

∞ ∞

−∞ −∞

−
= = − =

− + − + − +∫ ∫ ∫  

( ) ( )2 22 2
0

1 1
( ) , 0 , 0 .

x
g t dt x y

t y x t y xπ

∞  
 = −   >   >   − + + +  

∫  
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2.5 Πρόβληµα Neumann για ένα δίσκο 
 
Έστω :C z R=  και ( )g θ  µια δοσµένη συνεχής συνάρτηση ορισµένη στο κύκλο C  

και έχει την ιδιότητα ( )
2

0

0g d
π

ϕ ϕ=∫ . Θεωρούµε το πρόβληµα Neumann 

 
( )

0 ,

z R

u z R

u
g

ϑ
θ

ϑη
=

∆ =    <  | =

   . 

Έστω iRe ϕζ =  και iz re θ= , όπου r R< . Για σταθερό ζ  η συνάρτηση  

( ) ( )( )2 2, , 2 ln ln 2 cosQ R r R z R R Rr rϕ θ ζ ϕ θ− = − − = − − − + . 

είναι αρµονική στο εσωτερικό του κύκλου C , αφού είναι πραγµατικό µέρος της 
συνάρτησης 2 log( )z ζ− − . Για 0r ≠  , έχουµε  

( )
( )

( )
2

2 2

2 2 cos
, , 1

2 cos

r RrQ R R
P R r

r r R Rr r r

ϕ θϑ
ϕ θ

ϑ ϕ θ

− −  = − = − − − − +
 (1) 

όπου P είναι ο πυρήνας  Poisson. Η συνάρτηση  

( ) ( ) ( )
2

0

1
, , , ,

2
u r Q R r g d A A

π

θ ϕ θ ϕ ϕ
π

= −  +   ∫ σταθερά 

είναι αρµονική, αφού η συνάρτηση Q  είναι αρµονική ως προς r  και θ . 

Επειδή ( )
2

0

0g d
π

ϕ ϕ =∫  τότε λόγω της (1), έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0

1 1
, , , 1 , ,

2 2r

R R
u r P R r g d P R r g d

r r

π π

θ ϕ θ ϕ ϕ ϕ θ ϕ ϕ
π π

 = − − = − ∫ ∫ . 

Άρα για z R=  ισχύει ( ) ( ),ru r gθ θ= . 

Εποµένως η συνάρτηση  

( ) ( )( ) ( )
2

2 2

0

, ln 2 cos
2

R
u r R Rr r g d A

π

θ ϕ θ ϕ ϕ
π

= − − − + +∫  

είναι η λύση του προβλήµατος Neumann για τον κύκλο r R= . 
 
 
2.6 Πρόβληµα Neumann για το άνω ηµιεπίπεδο 
 
Έστω ( )g x συνεχής συνάρτηση στο ℝ  και ικανοποιεί την συνθήκη 

( ) ,ax g x M x<   ∈ ℝ  ,  α>1 

Για σταθερό t ∈ℝ , η συνάρτηση ( )log z t−  είναι αρµονική στο ηµιεπίπεδο Im 0z > , 

οπότε η συνάρτηση  

1
( , ) ln ,u x y z t dt A A

π

∞

−∞

= −  +   ∫ σταθερά 

ή   ( )( )2 21
( , ) ln ( ) ,

2
u x y t x y g t dt A A

π

∞

−∞

= − +  +   ∫ σταθερά  (2) 
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είναι αρµονική στο άνω ηµιεπίπεδο. Από τον παραπάνω τύπο προκύπτει ότι  

( )
( )2 2

1 ( )
,y

yg t
u x y dt

t x yπ

∞

−∞

=
− +∫  

άρα ( ) ( ),0 , 0.yu x g x y=     >  Εποµένως, η σχέση (2) είναι η λύση του προβλήµατος 

Neumann για το άνω ηµιεπίπεδο. 
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