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Πρόλογος 

Σε κλινικές µελέτες και έρευνες, σχετικά µε την οστική ανακατασκευή και την εξέλιξη 
του οστού γενικότερα παρατηρείται µια µικρή απώλεια οστικής µάζας σαν µέρος της 
φυσιολογικής γήρανσης µε συνέπεια τον κίνδυνο καταγµάτων και χρόνιες παθήσεις που 
συχνά ταλαιπωρούν τους ανθρώπους. Η επιστήµη της  Εµβιοµηχανικής, που προέρχεται 
από τη σύµπραξη των επιστηµών της ιατρικής και της µηχανικής, µελετά τέτοια 
προβλήµατα µε σκοπό την αποκατάσταση της λειτουργικότητάς των µελών του 
ανθρωπίνου σώµατος. 

Το φαινόµενο που είναι θεµελιώδες για την ρύθµιση της µηχανικής συµπεριφοράς  των 
οστών ονοµάζεται οστική ανακατασκευή. Είναι µία βιολογική διαδικασία όπου επιφέρει 
αλλαγές στην εσωτερική αρχιτεκτονική και την εξωτερική διάπλαση του οστού λόγω 
αλλαγής στην λειτουργία και το µηχανικό περιβάλλον του. Με δεδοµένη τη ραγδαία 
αύξηση της υπολογιστικής ισχύος και την ανάπτυξη σύγχρονου λογισµικού παρέχεται 
πλέον η δυνατότητα της υπολογιστικής προσοµοίωσης των ιδιοτήτων των οστών και 
πολύπλοκων λειτουργιών τους όπως η οστική ανακατασκευή.. 

Σκοπός της παρούσας διπλωµατικής εργασίας (∆.Ε.) είναι η µελέτη και αξιολόγηση 
διαφορετικών τρόπων µοντελοποίησης της φυσικής διαδικασίας της οστικής 
ανακατασκευής µέσω της υπολογιστικής προσοµοίωσής τους σε απλοποιηµένες 
γεωµετρίες.  

Κλείνοντας θα ήθελα να ευχαριστήσω τον Αναπληρωτή Καθηγητή, της Σχολής 
Μηχανολόγων Μηχανικών του Ε.Μ.Π, κύριο Χριστόφορο Προβατίδη για την 
εµπιστοσύνη που µου έδειξε µε την ανάθεση αυτής της εργασίας καθώς και για τη διαρκή 
του υποστήριξη. Ιδιαίτερες ευχαριστίες θα ήθελα να εκφράσω στους υποψήφιους 
διδάκτορες Κλειώ Βόσου και Ιωάννη Κουκούλη για την πολύτιµη βοήθεια και 
καθοδήγηση που µου παρείχαν καθ’ όλη τη διάρκεια της εργασίας αυτής, καθώς και τα 
υπόλοιπα  µέλη του εργαστηρίου. Τέλος, ευχαριστώ τον επιστήθιο φίλο µου και 
συνάδελφο Γεώργιο Σάββα για την συµπαράστασή του σε αυτή τη προσπάθεια. 
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Περίληψη 

Περίληψη 

Η διερεύνηση του φαινοµένου της οστικής  ανακατασκευής  αποτελει ένα ζήτηµα 
που έχει απασχολήσει διακεκριµένες προσωπικότητες επι σειρά ετών, επιστήµονες µε 
µεγάλο έργο και συνεισφορά στην βελτίωση των συνθηκών διαβίωσης του ανθρώπου. Η 
οστική ανακατασκευή που είναι µία βιολογική διαδικασία όπου επιφέρει αλλαγές στην 
εσωτερική αρχιτεκτονική και την εξωτερική διάπλαση του οστού λόγω αλλαγής στην 
λειτουργία του και τις µηχανικές συνθήκες του περιβάλλοντός. 

Η κατανόηση των µηχανισµών που ενεργοποιούν τη διαδικασία αυτή αποτελεί 
επιτακτική ανάγκη έτσι ώστε να µελετηθούν περιπτώσεις όπως η οστεοπόρωση 
σπονδύλου, το κάταγµα ισχίου ή άλλες παθολογικές καταστάσεις, µε σκοπό την 
αντιµετώπιση τους. 

Λόγω της πολυπλοκότητας του ζητήµατος και της δυσκολίας υλοποίησης 
πειραµατικών µετρήσεων σε οστά in vivo έχουν αναπτυχθεί διάφορες θεωρίες για την 
εξιδανίκευση του φαινοµένου. Αντικείµενο της παρούσας διπλωµατικής εργασίας είναι η 
ανάπτυξη µεθόδου προσοµοίωσης της οστικής ανακατασκευής και η εφαρµογή της σε δύο 
δοκιµές απλοποιηµένης γεωµετρίας. Εφαρµόζοντας κάποιες από τις σηµαντικότερες 
θεωρίες που έχουν αναπτυχθεί, έγινε προσπάθεια σύγκρισης των αποτελεσµάτων µε κύριο 
στόχο να παρατηρηθούν οι οµοιότητες µέσω διαφορετικών προσεγγίσεων αλλά και να 
επισηµανθούν οι διαφορές. 

Αναλυτικότερα, στο Κεφάλαιο 1 επιδιώκεται η εισαγωγή σε ζητήµατα που 
αφορούν την Εµβιοµηχανική Επιστήµη, τις ιδιότητες του οστίτου ιστού και την περιγραφή 
του φαινοµένου της οστικής ανακατασκευής, καθώς και τη διασύνδεση της 
Εµβιοµηχανικής µε τη Μεθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων (Finite Element Method) 
που θα αποτελέσει το υπολογιστικό εργαλείο. 

Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζονται οι βασικότερες θεωρίες οστικής ανακατασκευής 
µαζι µε τη µαθηµατική τους έκφραση πάνω στις οποίες στηρίχθηκαν µετέπειτα πολλές 
µελέτες. 

Στο Κεφάλαιο 3 συγκεντρώνονται ύστερα από βιβιλιογραφική αναζήτηση 
παραδειγµατα υπολογιστικών προσοµοιώσεων βασισµένα στις θεωρήσεις του Κεφαλαίου 
2, που κρίθηκε ότι µεθοδεύσαν και  κατευθύναν την παρούσα ∆ιπλωµατική Εργασία. 
Υπάρχουν αναφορές για εφαρµογή της οστικής ανακατασκευής σε διδιάστατο µοντέλο 
σπονδύλου και ισχίου καθώς και σε τριδιάστατα µοντέλα µακρέων οστών µαζί µε 
αποτελέσµατα τους. Τέλος υπάρχουν προσοµοιώσεις µε µοντέλα πεπερασµένων 
στοιχείων οστών µαζί µε εµφύτευµα. 

Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζεται πλήρως η επαναληπτική µεθοδος της διαδικασίας 
που αναπτύχθηκε και περιλαµβάνει την αριθµητική επίλυση της διαφορικής εξίσωσης 



 

xiv 

οστικής ανακατακευής καθώς και τον αλγόριθµο αντιστοίχισης των αποτελεσµάτων στο 
διακριτό µοντέλο πεπρασµένων στοιχείων. 

Στο Κεφάλαιο 5 γίνεται µελέτη και εφαρµογή της µεθόδου οστικής 
ανακατασκευής βασισµένη σε θεωρία που συνδέει την οστική ανακατασκευή µε το 
µηχανικό µέγεθος της παραµόρφωσης, στις δύο απλές γεωµετρίες.  

Στο Κεφάλαιο 6 επαναλαµβάνεται η ίδια διαδικασία για θεωρία  που συνδέει την 
διέγερση της οστικής ανακατασκευής µε το µηχανικό µέγεθος της πυκνότητας τροπικής 
ενέργειας. 

Στο Κεφάλαιο 7 γίνεται προσµοίωση τη ίδιας διαδικασίας µε χρήση θεωρίας  που 
συνδέει την διέγερση της οστικής ανακατασκευής εκ νέου µε το µηχανικό µέγεθος της 
πυκνότητας τροπικής ενέργειας, βασισµένη όµως σε διαφορετική µαθηµατική έκφραση 
έτσι ώστε να προβλέπεται απορρόφηση οστού σε περίπτωση συγκέντρωσης τάσεων (π.χ 
εµφυτεύµατα). 

Στο Κεφάλαιο 8, τέλος, γίνεται σύγκριση των αποτελεσµάτων και συνολική 
αξιολόγηση τους µε γνώµονα την επαλήθευση του ίδιου φαινοµένου, αυτού της οστικής 
ανακατασκευής. 
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1.1  Εισαγωγή 

Ως Εµβιοµηχανική οριζεται η επιστήµη η οποία εφαρµόζει τις αρχές διαφόρων κλάδων 
της µηχανικής (Στατική, ∆υναµική, Αντοχή των Υλικών, Μηχανική του Συνεχούς Μέσου, 
Μηχανική των Ρευστών, Ροµποτική) στο ανθρώπινο σώµα µε σκοπό την µελέτη και την 
αποκατάσταση της λειτουργικότητάς του είτε µε την ενίσχυση ορισµένων δοµικών µελών 
του είτε µε την ολοκληρωτική αντικατάστασή του. Βασικό υπολογιστικό εργαλείο, πλέον, 
του τοµέα της Εµβιοµηχανικής αποτελεί η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων. 

1.2 Μακροσκοπική δοµή των οστών 

Τα οστά αποτελούν τα µοναδικά «ζωντανά» κατασκευαστικά υλικά. Με τις µηχανικές 
ιδιότητες που διαθέτουν και µε την συµµετοχή τους στις µεταβολικές διαδικασίες του 
οργανισµού, προσφέρουν στο ανθρώπινο σώµα προστασία, κινητικότητα, ευελιξία και 
αντοχή, ενώ αποτελούν µια ανεξάντλητη µεταβολική αποθήκη αλάτων. Είναι ενεργά 
µέλη, µε πολύπλοκη αιµάτωση, θεµέλιο ουσία που αποτιτανώνεται και εξειδικευµένους 
κυτταρικούς πληθυσµούς που είναι υπεύθυνοι για την συνεχή συντήρηση και 
ανακατασκευή τους. 

Η µορφή και το σχήµα των οστών ποικίλει ανάλογα  µε την περιοχή που ευρίσκονται και 
την µηχανική λειτουργία που επιτελούν. ∆ιακρίνονται σε µακρά (π.χ. µηριαίο)  και σε 
βραχέα οστά (π.χ. σπόνδυλος). Παρόλο που το σχήµα των ανθρωπίνων οστών ποικίλει, 
συγκρίσεις µε αντίστοιχα ζώων δείχνουν ότι η αρχιτεκτονική των σπονδυλωτών ειδών 
είναι αρκετά συντηρητική και στερεότυπη. 

Από αρχιτεκτονικής πλευράς υπάρχουν δύο µορφές οστίτου ιστού: το εξωτερικό, 
φλοιώδες (cortical bone) και το εσωτερικό, σπογγώδες και δοκιδώδες οστούν 
(trabecular/cancellous bone) (Σχήµα 1.1).  

 
Σχήµα 1.1 ∆οµή του οστού 

Παρόλο που φλοιώδες και σπογγώδες οστό αποτελούνται από τον ίδιο ιστό και 
µακροσκοπικά έχουν κατά προσέγγιση παρόµοια αρχιτεκτονική, παρουσιάζουν 
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διαφορετική οστική πυκνότητα και µηχανική συµπεριφορά, καθώς σε µικροσκοπική 
κλίµακα φαίνεται ότι είναι ενεργοί ιστοί πού συνεχώς προσαρµόζονται στο µηχανικό 
περιβάλλον τροποποιώντας την σύνθεση και την αρχιτεκτονική τους. Αυτή η ικανότητα 
να αισθάνονται την µηχανική φόρτιση που δέχονται και να αλλάζουν τις δοµές τους 
ανάλογα, καλείται νόµος του Wolff και πρωτοδιατυπώθηκε το 1882. [1], [2] 

1.3 Κυτταρική  δοµή των οστών 

Υπάρχουν τέσσερα είδη κυττάρων που είναι υπεύθυνα για τον σχηµατισµό, για την 
συντήρηση-επιδιόρθωση και για την προσαρµογή του οστίτου ιστού: τα οστεοκύτταρα, οι 
οστεοβλάστες, οι οστεοκλάστες και τα αδιαφοροποίητα κύτταρα.  

Τα οστεοκύτταρα παίζουν σηµαντικό ρόλο στη λειτουργία της προσαρµογής των οστών 
στο µηχανικό τους περιβάλλον και θεωρείται ότι έχουν τη δυνατότητα να µεταφέρουν το 
ερέθισµα µιας ενδεχόµενης αλλαγής των καταπονήσεων που δέχονται τα οστά. 

Οι οστεοβλάστες µε την δράση τους παράγουν οστούν, ενώ οι οστεοκλάστες απορροφούν 
οστούν. Οι δύο αυτοί κυτταρικοί πληθυσµοί ευρίσκονται σε διαρκή συνεργασία και 
ισορροπία αλλά σε περιπτώσεις που ο οργανισµός έχει ανάγκη από πιο ισχυρή 
αρχιτεκτονική δοµή, η οστεοβλαστική δραστηριότητα υπερισχύει της οστεοκλαστικής. 
Αυτή η κυτταρική συνεργασία περιγράφεται µε το φαινόµενο της οστικής ανακατασκευής. 

Τα αδιαφοροποίητα κύτταρα, τέλος, ή, αλλιώς, πρώιµες µορφές οστεοκυττάρων αν 
δεχθούν κατάλληλο ερέθισµα διαφοροποιούνται σε οστεοβλάστες. 

Η οστική θεµέλιος ουσία αποτελείται από οργανικά µακροµόρια (κολλαγόνο) κατά 20%, 
ανόργανα άλατα (κυρίως υδροξυαπατίτης) κατά 70% και τα υγρά της θεµέλιας ουσίας. Το 
οργανικό τµήµα δίδει το σχήµα του οστού και συµβάλει στην αντοχή σε εφελκυσµό και 
απουσία της τα καθιστά εύθρυπτα. Το ανόργανο τµήµα συµβάλει στην αντοχή σε 
συµπίεση και ακαµψία. Η αποτιτάνωση (µετάλλωση) της θεµελίου ουσίας είναι υπεύθυνη 
για τις µηχανικές ιδιότητες του ώριµου οστίτη ιστού. [1], [2] 

Οστική Ανακατασκευή 

Ο οστίτης ιστός παρουσιάζει από την έβδοµη εµβρυϊκή εβδοµάδα και µέχρι τον θάνατο 
µια σηµαντική λειτουργία που ονοµάζεται οστική ανακατασκευή (Bone Remodeling), η 
οποία αναφέρθηκε παραπάνω ως κυτταρική συνεργασία οστεοκλαστών και 
οστεοβλαστών. Αποτέλεσµα αυτής της διαδικασίας είναι η συνεχής απορρόφηση και 
παραγωγή του οστίτη ιστού, µε σκοπό την σωστή ανάπτυξη των οστών, την επιδιόρθωση 
µικρών ζηµιών που προκύπτουν από την καθηµερινή καταπόνηση του σκελετού και την 
διατήρηση της λειτουργικότητας του σώµατος. Μια σχηµατική εικόνα της οστικής 
ανακατασκευής φαίνεται στο Σχήµα 1.2 
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Σχήµα 1.2 Σχηµατικό διάγραµµα οστική ανακατασκευή 

Υπάρχουν τέσσερις διαφορετικές περιπτώσεις οστικής ανακατασκευής: 

Α. Αναπτυξιακή Οστική Ανακατασκευή (Bone Modeling) 

To σχήµα και η αρχιτεκτονική των οστών, κατά τη διάρκεια της ανάπτυξης (µέχρι τα 18 
έτη ηλικίας), αλλάζουν ώστε να προσαρµοστούν στις νέες καταπονήσεις και να µην 
υποστούν κακώσεις από υπερφόρτιση. Η αναπτυξιακή οστική ανακατασκευή λαµβάνει 
χώρα στο περιόστεο µε αποτέλεσµα τα οστά να διογκώνονται. Προκαλεί πάντα θετικό 
ισοζύγιο οστού και µπορεί να επαναενεργοποιηθεί µετά από κάταγµα. Στο Σχήµα 1.3 
φαίνεται σχηµατικά η αναπτυξιακή οστική ανακατασκευή 

Β. ∆ιατήρηση Οστίτου Ιστού 

Αποσκοπεί στη διατήρηση και ανανέωση του ιστού καθ’ όλη τη διάρκεια ζωής του, καθώς 
αντικαθίστανται περιοδικά περιοχές παλαιού ιστού από νέο. Λόγω της συνεχούς 
καταπόνησης και της φυσιολογικής γήρανσης που υφίσταται ο οστίτης ιστός θα πρέπει να 
ανανεώνεται συνεχώς για να µπορεί να διατηρεί τις µηχανικές του ιδιότητες. Υπάρχει ένα 
εύρος τιµών µηχανικής φόρτισης τις οποίες το οστούν αντιλαµβάνεται σαν φυσιολογική 
φόρτιση (καθηµερινή κινητική λειτουργία). Εάν το οστούν φορτίζεται φυσιολογικά τότε 
ευρίσκεται σε συνθήκες ισορροπίας της οστικής ανακατασκευής (ισοζύγιο απορρόφησης 
και παραγωγής οστού) που ενεργοποιείται από ηλεκτρικά φαινόµενα που προκαλούν οι 
µικροπαραµορφώσεις. 
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Σχήµα 1.3 Αναπτυξιακή (Bone Modeling) και προσαρµοστική (Bone Remodeling) 

ανακατασκευή  

Γ. Προσαρµογή Οστίτου Ιστου (Adaptive Bone Remodeling) 

Όταν ένα οστούν δεχθεί αυξηµένη φόρτιση έχει τη δυνατότητα να προσαρµοσθεί στις νέες 
µηχανικές απαιτήσεις. Τότε προκαλείται θετικό ισοζύγιο ανακατασκευής, δηλαδή 
παράγεται περισσότερο οστούν απ’ ότι απορροφάται, και ταυτόχρονα αλλάζει η 
αρχιτεκτονική (κατανοµή οστικής µάζας στο χώρο) και η γεωµετρία του οστού µε 
συνέπεια την αύξηση της µηχανικής αντοχής του. Αντίθετα, όταν η φόρτιση στα οστά 
ελαττώνεται σηµαντικά (π.χ εφαρµογή γύψινου συνδέσµου, µακρόχρονος 
κλινοστασισµός, συνθήκες έλλειψης βαρύτητας) προκαλείται αρνητικό ισοζύγιο 
ανακατασκευής και παρατηρείται ελάττωση της οστικής µάζας. Στο Σχήµα 1.3 φαίνεται 
σχηµατικά η προσαρµογή του οστίτου ιστού. 

Σηµαντική παρατήρηση αποτελεί το γεγονός ότι το αρνητικό ισοζύγιο είναι ταχύτερο και 
πιο δύσκολα αναστρέψιµο απ’ ότι το θετικό.  
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Η σύγχρονη πρόοδος της ορθοπεδικής επιστήµης έκανε δυνατή τη µελέτη της 
προσαρµογής οστίτου ιστού και κάτω από συνθήκες υπερφόρτισής του. Σε αυτήν την 
περίπτωση παρατηρήθηκε ότι τις περισσότερες φορές τα οστά αντιδρούν µε έντονες 
αλλαγές της αρχιτεκτονικής τους και µερικές φορές παρατηρούνται βαρύτατες και 
δυσεπίλυτες επιπλοκές. 

∆. Συντήρηση Οστίτου Ιστού 

Όταν ο οστίτης ιστός δέχεται ασυνήθιστα υψηλές φορτίσεις υφίσταται φαινόµενα 
κόπωσης υλικού (µικροκατάγµατα) και συσσωρευόµενη κόπωση µπορεί να προκαλέσει 
λύση της συνέχειας του οστού (κάταγµα). Η οστική ανακατασκευή προβλέπει ένα 
µηχανισµό αναζήτησης, εντοπισµού και επιδιόρθωσης των µικροκακώσεων 

Γενικά, η οστική ανακατασκευή συνίσταται σε κυκλικές διαβρώσεις των οστικών 
επιφανειών, που ακολουθούνται από παραγωγή νέου οστού. Σε ένα ώριµο σκελετό 
υπολογίζεται ότι υπάρχουν 100.000.000 µικροκατασκευαστικές µονάδες σπογγώδους 
οστού. Η ανακατασκευή τους χαρακτηρίζεται από τον αριθµό των µονάδων που 
βρίσκονται σε ανακατασκευή, τον ρυθµό ανακύκλισής της, δηλαδή την διάρκεια ενός 
πλήρους κύκλου ανακατασκευής, από το βάθος των κοιλοτήτων που σκάβουν οι 
οστεοκλάστες και το πάχος του νέου οστού που παράγουν οι οστεοβλάστες. Η διάρκεια 
του κύκλου της οστικής ανακατασκευής κυµαίνεται ανάλογα µε τον τύπο του οστού και 
είναι 3 – 7 µήνες. Στο σπογγώδες οστό απαιτούνται συνήθως 3 – 4 µήνες, ενώ στο 
φλοιώδες 7 µήνες. 

Στην Αναπτυξιακή οστική ανακατασκευή, η δράση οστεοβλάστων και οστεοκλάστων δεν 
συνδέεται και γρήγορες αλλαγές µπορεί να συµβούν στην ποσότητα το σχήµα και τη θέση 
του οστού. Αντίθετα, στην προσαρµοστική οστική ανακατασκευή, η δράση 
οστεοβλάστων και οστεοκλάστων συνδέεται. Οι αλλαγές στην ποσότητα και το σχήµα του 
οστού είναι µικρές εκτός και αν διαταραχθεί το ισοζύγιο. [1], [2] 

1.4 Μηχανικές ιδιότητες οστίτου ιστού 

Τα οστά παρουσιάζουν σύνθετη µικροσκοπική και µακροσκοπική οργάνωση και έχουν 
συγκεκριµένες, ιδιαίτερες µηχανικές ιδιότητες που τους επιτρέπουν να επιτελέσουν τις 
βασικές τους λειτουργίες και τα διαφοροποιούν από άλλα απλά υλικά. Οι βασικές 
λειτουργίες των οστών είναι η προστασία και η στήριξη των εσωτερικών οργάνων, η 
παροχή περιοχών πρόσφυσης των µυών, η δηµιουργία στέρεων ορθούµενων µονάδων και 
η διευκόλυνση της δράσης των µυών και της κίνησης ολόκληρου του σώµατος. 

Το οστούν είναι σύνθετο υλικό αποτελούµενο από κολλαγόνο και υδροξυαπατίτη. Οι 
κρύσταλλοι του υδροξυαπατίτη διατάσσονται κατά µήκος των ινιδίων κολλαγόνων. Το 
µέτρο ελαστικότητάς του είναι ενδιάµεσο µεταξύ του απατίτη και του κολλαγόνου και η 
αντοχή του είναι υψηλότερη τόσο από τον απατίτη όσο και από το κολλαγόνο, διότι το 
µαλακότερο συστατικό παρεµποδίζει το δυσκαµπτότερο από ψαθυρή ρηγµάτωση ενώ το 
δυσκαµπτότερο υλικό παρεµποδίζει το µαλακό από τη διαρροή. Οι µηχανικές ιδιότητές 
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του µεταβάλλονται µε την ηλικία. Αµφότερα αντοχή και µέτρο ελαστικότητας 
ελαττώνονται περίπου 2% ανά δεκαετία από την ηλικία των 20 µέχρι των 90 ετών. 

Στο Σχήµα 1.4 φαίνονται οι τυπικές καµπύλες τάσεων-παραµορφώσεων οστού 
διαφορετικών φαινόµενων πυκνοτήτων: 

 

 
Σχήµα 1.4 Τυπικές καµπύλες τάσεων-παραµορφώσεων οστού διαφορετικών φαινόµενων 

πυκνοτήτων  

Από το παραπάνω Σχήµα 1.4 παρατηρείται ότι το οστούν είναι σκληρό υλικό και έχει 
καµπύλη τάσεων-παραµορφώσεων παρόµοια µε πολλά άλλα υλικά που είναι γνωστά 
στους µηχανικούς.  

Λόγω του ότι τα οστά έχουν διαφορετική οργάνωση και δοµή στις εγκάρσιες και 
επιµήκεις διατοµές τους, παρουσιάζουν διαφορετική συµπεριφορά όταν φορτιστούν σε 
διαφορετικά επίπεδα, µε τελικό αποτέλεσµα να παρουσιάζουν µεγαλύτερη αντοχή όταν 
φορτίζονται στις διευθύνσεις και στα επίπεδα φυσιολογικής φόρτισης, δηλαδή αποτελούν 
ανισότροπα υλικά  

Μέσα στους µικροχώρους και σωληνίσκους των οστών κυκλοφορούν υγρά που είναι 
υπεύθυνα για τις δύο χαρακτηριστικές γλοιοελαστικές ιδιότητές τους. Εάν εφαρµοσθεί 
σταθερή δύναµη πάνω σε ένα οστικό δοκίµιο αυτό προοδευτικά θα παραµορφωθεί και θα 
προκληθεί στο τέλος µια µόνιµη παραµόρφωση (ερπυσµός), ενώ αντίθετα εάν µε την 
εφαρµογή µιας δυνάµεως προκληθεί µια σταθερή παραµόρφωση τότε µε την πάροδο του 
χρόνου η δύναµη που απαιτείται για να διατηρήσει την παραµόρφωση αυτή ελαττώνεται 
(χαλάρωση). Αυτές οι δύο µηχανικές ιδιότητες παίζουν σηµαντικό ρόλο, όταν 
τοποθετούνται στα οστά υλικά οστεοσυνθέσεως σε περιοχή κατάγµατος και τµήµατα 
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ολικών αρθροπλαστικών στις αρθρώσεις για την θεραπεία της αρθρίτιδας. Επίσης, η 
ευθρυπτότητα και η ευπλαστότητα των οστών αλλάζει σε σχέση µε το ρυθµό φόρτισής 
τους. [1], [2], [15] 

1.5  Βέλτιστος σχεδιασµός του οστού 

Το πλέον αξιοσηµείωτο χαρακτηριστικό του οστού είναι ότι ζει, ισχυρισµός που βασίζεται 
στην κυκλοφορία του αίµατος. Το αίµα µεταφέρει υλικά, προς και από το αυτό, µε 
αποτέλεσµα να µπορεί να αλλάξει, να αναπτυχθεί, ή να µετακινηθεί µε απορρόφηση. 
Αυτές οι διαδικασίες φαίνεται να εξαρτώνται από τις αναπτυσσόµενες µηχανικές τάσεις.  

Ένα οστούν που δε φορτίζεται µπορεί να γίνει ασθενέστερο όπως επίσης και ένα 
υπερφορτιζόµενο οστούν. Υπάρχει µια κατάλληλη περιοχή τάσεων πού είναι βέλτιστη για 
το οστούν. Μαρτυρίες αυτών των βιολογικών δράσεων επικρατούν στην ορθοπεδική 
χειρουργική και την αποκατάσταση. Τοπική συγκέντρωση τάσεων που προέρχονται από 
ανεπιτυχείς κοχλίες σύνδεσης, περικόχλια και πείρους στη χειρουργική των οστών για 
παράδειγµα µπορούν να προκαλέσουν απορρόφηση και να καταλήξουν σε απώλεια αυτών 
των συνδέσεων µε την πάροδο του χρόνου. 

Πολλοί ερευνητές που µελέτησαν τη φυσική διεργασία της οστικής ανακατασκευής, 
διαισθάνθηκαν ότι η εξέλιξη του οστού οδηγεί στον βέλτιστο σχεδιασµό του: βέλτιστο µε 
την έννοια πού είναι οικεία στους µηχανολόγους όταν σχεδιάζουν ελαφρές κατασκευές 
όπως αεροσκάφη και διαστηµόπλοια 

 
Σχήµα 1.5 Επάνω εικόνα: βελτιστοποίηση γεωµετρίας, κάτω εικόνα γεωµετρία οστού 
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Αυτή η έννοια περιλαµβάνει τη µεταβολή του εν γένει σχήµατος της δοµής καθώς και την 
µεταβολή της κατανοµής του υλικού ώστε να επιτευχθεί ελάχιστο βάρος, έτσι ώστε υπό 
συγκεκριµένες συνθήκες φόρτισης να πληρούνται οι απαιτούµενες συνθήκες αντοχής και 
λειτουργικότητας. Μερικές πολύ γνωστές θεωρίες περί βέλτιστου σχεδιασµού 
περιλαµβάνουν (α) τη θεωρία της οµοιόµορφης αντοχής κατά την οποία κάθε τµήµα του 
υλικού έχει την ίδια µέγιστη τάση (µέγιστη ορθή αν είναι ψαθυρό, µέγιστη διατµητική αν 
είναι όλκιµο) υπό δοσµένες συνθήκες φόρτισης και (β) τη θεωρία της «τροχιακής» 
αρχιτεκτονικής (trajectorial architecture), που τοποθετεί υλικό µόνο στις διευθύνσεις 
µεταφοράς δυνάµεων και αφήνει κενά στις υπόλοιπες περιοχές. 

Ο Roux (1895) διατύπωσε για το οστούν το αξίωµα της λειτουργικής προσαρµοστικότητας, 
η οποία σηµαίνει την προσαρµογή ενός οργάνου στην λειτουργία του κατά την επιτέλεση 
αυτής, και το αξίωµα του µέγιστου-ελάχιστου σχεδιασµού, που σηµαίνει ότι η µέγιστη 
αντοχή επιτυγχάνεται µε το ελάχιστο του δοµικού υλικού. Σηµαντικές µελέτες έχουν γίνει 
από την εποχή της διατύπωσης των αξιωµάτων του Roux. Ο ίδιος προτείνει ότι το 
σπογγώδες οστούν αντιπροσωπεύει µια δοµή τροχιών (1895). Ο Pauwels (1948) έδειξε ότι 
η αρχιτεκτονική  της σπογγώδους ουσία είναι πράγµατι τροχιακής µορφής. Η θεωρητική 
κατασκευή του Kummer (1972) ενός τριδιάστατου συστήµατος τροχιών σε ένα µοντέλο 
µηρού οµοιάζει πολύ µε τη δοµή του πραγµατικού οστού. [1], [21], [20]  

1.6 Οστεοπόρωση 

Η οστεοπόρωση είναι η πιο συχνή µεταβολική πάθηση των οστών και χαρακτηρίζεται από 
µείωση της οστικής µάζας και διαταραχή της µικροαρχιτεκτονικής του οστίτου ιστού. 
Αυτό έχει σαν επακόλουθο την ελάττωση της µηχανικής αντοχής και την αυξηµένη 
ευθραστότητα των οστών, τα οποία γίνονται επιρρεπή σε κατάγµατα (Σχήµα 1.6).  

 

 
Σχήµα 1.6 Αύξηση της συχνότητας καταγµάτων λόγω της ελάττωσης της 

οστικής πυκνότητας µε την πάροδο του χρόνου 

Η µηχανική αντοχή του οστού όµως δεν εξαρτάται µόνο από την πυκνότητά του (δηλαδή 
την ανά όγκο ποσότητά του) αλλά και από άλλους παράγοντες (Σχήµα 1.7). Εποµένως, 
σύµφωνα µε τις σηµερινές απόψεις, η οστεοπόρωση είναι όχι µόνο µια ποσοτική 
διαταραχή του οστού, αλλά και ποιοτική µεταβολή που είναι δυνατόν να εκτιµηθεί µε 
απευθείας µετρήσεις των εµβιοµηχανικών ιδιοτήτων του. Στην κλινική πράξη είναι εφικτή 
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µόνο η µέτρηση της οστικής πυκνότητας µε µη παρεµβατικές τεχνικές, ενώ δεν είναι 
δυνατή η ακριβής εκτίµηση των µηχανικών ιδιοτήτων του οστού. 

 

 

Σχήµα 1.7 Μηχανική αντοχή και οστική πυκνότητα συναρτήσει της ηλικίας 

Η βασική αιτία πρόκλησης της οστεοπόρωσης είναι η δηµιουργία ενός µακροχρόνιου 
αρνητικού ισοζυγίου ανακατασκευής του οστού. Η υπερβολική µείωση της οστικής 
ανακατασκευής οδηγεί τελικά σε αύξηση της ευθραυστότητας του οστού.  

 

 
Σχήµα 1.8 ∆ηµιουργία αρνητικού ισοζυγίου στο οστό 

Στο Σχήµα 1.8 φαίνεται ότι το αρνητικό αυτό ισοζύγιο µπορεί να οφείλεται είτε σε 
αυξηµένη οστεοκλαστική δραστηριότητα και συγχρόνως φυσιολογική οστεοβλαστική 
δράση (πράγµα που συµβαίνει κυρίως στην οστεοπόρωση τύπου Ι) είτε σε φυσιολογική 
οστεοκλαστική δράση, αλλά συγχρόνως σε µειωµένη οστεοβλαστική δραστηριότητα 
(συµβαίνει κυρίως στην οστεοπόρωση τύπου ΙΙ). Στην περίπτωση έντονης 
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οστεοκλαστικής δράσης, οι κοιλότητες που δηµιουργούν οι οστεοκλάστες είναι πολύ 
βαθύτερες από το πάχος του οστού που µπορούν να παράγουν οι οστεοβλάστες, πράγµα 
που οδηγεί σε αρνητικό ισοζύγιο. Αυτό συµβαίνει σε ηλικιωµένα άτοµα.  

Το αρνητικό ισοζύγιο, και στις δυο περιπτώσεις, επιφέρει προοδευτική λέπτυνση των 
οστεοδοκίδων και τελικά τις απορροφά τόσο στο σπογγώδες (Σχήµα 1.9(α)), όσο και στο 
φλοιώδες οστό, που η οστική απορρόφηση γίνεται µε προοδευτική σπογγοποίηση του 
ενδοστικού δακτυλίου του φλοιού (Σχήµα 1.9(β)). Με τον τρόπο αυτό ο φλοιός γίνεται 
λεπτότερος και περισσότερο σπογγώδης, ενώ αντίστοιχα, οι οστεοδοκίδες του 
σπογγώδους οστού αραιώνουν και λεπταίνουν. 

 
 

(α)   (β)  

Σχήµα 1.9 (α) Προοδευτική λέπτυνση οστεοδοκίδων, (β) Οστική απορρόφηση που γίνεται µε 
προοδευτική σπογγοποίηση του ενδοστικού δακτυλίου του φλοιού  

1.7 Μέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων στην εµβιοµηχανική 

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων αποτελεί σηµαντικό εργαλείο σε διάφορες 
δραστηριοτήτων του µηχανικού. Αναπτύχθηκε, αρχικά το 1950 στην αεροπορική 
βιοµηχανία και εξακολουθεί να εφαρµόζεται ευρέως µέχρι σήµερα για τον υπολογισµό 
και τη σχεδίαση πολλών σηµαντικών βιοµηχανικών εξαρτηµάτων. Η πρώτη εφαρµογή της 
µεθόδου στον τοµέα της εµβιοµηχανικής έγινε το 1972. Από τότε ο αριθµός των 
εφαρµογών στο συγκεκριµένο τοµέα έχει πολλαπλασιαστεί µε σκοπό τη λεπτοµερειακή 
µελέτη και ανάλυση της µηχανικής συµπεριφοράς των ανθρωπίνων οργάνων.  

Η µελέτη ανθρώπινων µελών εκ φύσεως είναι πολύπλοκο πρόβληµα λόγω του γεγονότος 
ότι βρίσκονται µέσα στον ανθρώπινο οργανισµό και είναι συνεχώς µεταβαλλόµενα. Η 
αύξηση της υπολογιστικής ισχύος των ηλεκτρονικών υπολογιστών, που παρατηρείται στις 
µέρες µας, δίνει τη δυνατότητα µελέτης και ανάλυσης αυτών των σύνθετων 
προβληµάτων. Ειδικότερα στην ορθοπεδική επιστήµη, έχει αποκτήσει µεγάλη σηµασία 
εξαιτίας του ακανόνιστου σχήµατος των οστών, της µεταβλητότητας των µηχανικών τους 
ιδιοτήτων και του ενδιαφέροντος µελέτης των τάσεων που δηµιουργούνται όταν ένα 
εµφύτευµα τοποθετείται σε ένα οστό. Μια περίπτωση εφαρµογής της µεθόδου των 
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πεπερασµένων στοιχείων στην ορθοπεδική παρουσιάζεται στο Σχήµα 1.10 (α) όπου 
φαίνεται ένα παράδειγµα µοντέλου πεπερασµένων στοιχείων που αποτελείται από ένα 
εµφύτευµα ισχίου και την άρθρωσή του. Στην περίπτωση αυτή ασκούνται δυνάµεις σε 
κάποια στοιχεία στην επιφάνεια της κεφαλής του εµφυτεύµατος από την άρθρωση 

 

 

(α) (β) 

Σχήµα 1.10 (α) Μοντέλο ισχίου µε πεπερασµένα στοιχεία (β) Αποτελέσµατα ανάλυσης 
Πεπερασµένων στοιχείων (Π.Σ. σε ένα σπόνδυλο) 

Πέρα από την περίπτωση των εµφυτευµάτων µελετώνται και περιπτώσεις µεµονωµένων 
οστών όπως στο Σχήµα 1.10 (β) όπου φαίνεται το αποτελέσµατα ανάλυσης πεπερασµένων 
στοιχείων (Π.Σ.) σε ένα σπόνδυλο  µε σκοπό την καλύτερη κατανόηση της λειτουργίας 
της σπονδυλικής στήλης και την αντιµετώπιση των ιατρικών προβληµάτων που 
συνδέονται µε αυτήν. 

Η µοντελοποίηση µε πεπερασµένα στοιχεία ιδιαίτερα στην περίπτωση της εµβιοµηχανικής 
δίνει πληροφορίες, σε ορισµένες περιπτώσεις, που τα εργαστηριακά πειράµατα αδυνατούν 
να δώσουν, χωρίς βέβαια να αµελείται η σηµαντική συµβολή των πειραµάτων για την 
επιβεβαίωση των υπολογιστικών µοντέλων. Για παράδειγµα, καθιστά δυνατή τη µελέτη 
ενός τεραστίου εύρους συνθηκών που βοηθά στην καλύτερη και σε βάθος κατανόηση της 
εµβιοµηχανικής οποιουδήποτε συστήµατος. Επιπρόσθετα, παρέχει τη δυνατότητα µελέτης 
διαφορετικών µεθόδων θεραπείας και χειρουργικών επεµβάσεων, χωρίς κανένα κόστος 
για την υγεία του ασθενούς. Έτσι, συνεισφέρει στην επιλογή της καταλληλότερης 
θεραπείας ή χειρουργικής επέµβασης, αλλά και στη βελτίωση των εµφυτευµάτων που 
χρησιµοποιούνται από τους γιατρούς.  
 

1.7.1 Περιγραφή της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων 

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων αποτελεί µια προσεγγιστική µέθοδο της 
αριθµητικής ανάλυσης. Μέσω της µεθόδου αυτής γίνεται φυσική προσέγγιση του 
προβλήµατος διακριτοποιώντας το χώρο σε επιµέρους χωρία (πεπερασµένα στοιχεία) στα 
οποία ορίζονται εξισώσεις που έχουν ακριβή λύση. Εφόσον τα προβλήµατα της µηχανικής 
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του παραµορφώσιµου στερεού περιγράφονται µε διαφορικές εξισώσεις µερικών 
παραγώγων µπορούν να επιλυθούν µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων. Οι 
διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν τα προβλήµατα της µηχανικής προκύπτουν από 
σχέσεις όπως οι ακόλουθες [22], [23]: 
Σύνδεση ανηγµένων παραµορφώσεων-µετατοπίσεων: 

 εx= u
x
∂
∂

, εy= v
y
∂
∂

,εz= w
z
∂
∂

    (1.1) 

και 

 γxy= u v
y x
∂ ∂

+
∂ ∂

, γyz=
w v
y z

∂ ∂
+

∂ ∂
,γzx=

w u
x z

∂ ∂
+

∂ ∂
w u
x z

∂ ∂
+

∂ ∂
    (1.2) 

 
οι οποίες συνοψίζονται ως  ε = Lu  
 
Εξισώσεις συµβιβαστού των παραµορφώσεων: 

 
222

2 2
j iji

j i i j
γεε ∂∂∂

+ =
∂ ∂ ∂ ∂

    (1.3) 

όπου τα i, j είναι x, y ή y, z ή z, x. 
 
Εξισώσεις ισορροπίας: 

 0iyix iz
ix y z Fσσ σ∂∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

   (1.4) 

όπου τα i=x,y,z και Fi  οι εξωτερικές δυνάµεις. 

Κάθε πρόβληµα που εκφράζεται µε διαφορικές εξισώσεις έχει κάποιες συνοριακές 
συνθήκες. Έτσι, και στα συγκεκριµένα προβλήµατα έχουµε φυσικές συνοριακές συνθήκες 
(φορτίσεις κλπ) και βασικές συνοριακές συνθήκες (συνθήκες Dirichlet και Neumann) 
(δεσµεύσεις, στηρίξεις κλπ.). 

Για την αριθµητική επίλυση του προβλήµατος χρησιµοποιείται η αρχή των δυνατών 
έργων [23], 0. Έστω σij και εij είναι οι τανυστές των τάσεων και των ανηγµένων 
παραµορφώσεων αντίστοιχα και Pi, δi είναι τα φορτία και οι δυνατές µετακινήσεις. Το 
έργο που προκαλείται από τα φορτία πρέπει να ισούται µε το δυνατό έργο των 
παραµορφώσεων. ∆ηλαδή: 

 i i ij ij
V

dVPδ σ ε=∑ ∫     (1.5) 

Η εφαρµογή της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων προϋποθέτει το διαχωρισµό του 
πεδίου του προβλήµατος, που καταλαµβάνει κάποιο πεπερασµένο όγκο, σε πεπερασµένο 
αριθµό στοιχείων απλούστερου σχήµατος. Καθένα από τα πεπερασµένα στοιχεία στα 
οποία χωρίζεται το πεδίο του προβλήµατος αποτελείται από κάποιο αριθµό κόµβων, ενώ 
κάθε κόµβος έχει κάποιους βαθµούς ελευθερίας. Το πρόβληµα λοιπόν ανάγεται στην 
απόδοση τιµών σε αυτούς τους βαθµούς ελευθερίας. Τα στοιχεία συνδέονται σε κάποιους 
κοινούς κόµβους που συνεπάγεται κοινούς βαθµούς ελευθερίας στο συγκεκριµένο σηµεία 
για 2 ή περισσότερα πεπερασµένα στοιχεία. Το πρόβληµα µπορεί να διατυπωθεί ως εξής 
[23], 0. 
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[ ]K u F=i       (1.6) 

Όπου u είναι διάνυσµα διάστασης n, όπου n είναι το σύνολο των βαθµών ελευθερίας του 
προβλήµατος. Κάποιοι από τους βαθµούς ελευθερίας είναι δεσµευµένοι και αποτελούν τις 
συνθήκες Dirichlet. Το F είναι επίσης διάνυσµα διάστασης n και περιέχει τις συνοριακές 
συνθήκες των φορτίσεων (πιέσεις  στις πλευρές των στοιχείων, µαζικές δυνάµεις) οι 
οποίες µεταφράζονται µε κοµβικές δυνάµεις ή ροπές, ανάλογα µε το είδος του βαθµού 
ελευθερίας που αναφέρονται, µεταφορά ή στροφή. Ο πίνακας [Κ] έχει διαστάσεις nxn και 
καλείται µητρώο δυσκαµψίας, καθώς δείχνει τη δυσκαµψία του προβλήµατος να 
αντιδράσει σε κάποια εξωτερική φόρτιση- ή αλλιώς την απόκριση του συστήµατος σε 
εξωτερικά αίτια. Περιλαµβάνει δε τη γεωµετρία και τις µηχανικές ιδιότητες των υλικών 
του προβλήµατος. Προκειµένου να επιλυθεί το πρόβληµα επιλύεται το σύστηµα 
[ ]K u F=i ως προς u. Αφού προσδιοριστούν οι τιµές των u  µε κατάλληλες αναγωγές 
µπορούν να προκύψουν και άλλα παράγωγα µεγέθη όπως οι τάσεις. 

Στο Σχήµα 1.11 Σχήµα 1.12παρουσιάζεται η κατάστρωση ενός προβλήµατος µε 
πεπερασµένα στοιχεία. Φαίνεται το πεδίο του προβλήµατος, η διακριτοποίησή του σε 
πεπερασµένα στοιχεία που συνδέονται σε κόµβους καθώς και οι συνοριακές συνθήκες. 

 

 
 

Σχήµα 1.11 Κατάστρωση προβλήµατος µε πεπερασµένα στοιχεία 

1.7.2  Σχηµατισµός µητρώου δυσκαµψίας  

Προκειµένου να σχηµατιστεί ο πίνακας δυσκαµψίας [Κ] της συνολικής κατασκευής 
γίνεται υπολογισµός των επιµέρους τοπικών µητρώων δυσκαµψίας του κάθε 
πεπερασµένου στοιχείου [Κi]. Για τον υπολογισµό των µητρώων απαιτείται ο ορισµός των 
συναρτήσεων µορφής, οι συναρτήσεις µορφής είναι πολυώνυµα. Ανάλογα µε το βαθµό 
των πολυωνύµων λαµβάνεται και ανάλογη τάξη στα στοιχεία. Έτσι κάνοντας χρήση 
πολυωνύµων πρώτου βαθµού, στα στερεά προκύπτουν εξαπλευρικά ισοπαραµετρικά 
στοιχεία 8 κόµβων ή πυραµίδες 4 κόµβων. Αν χρησιµοποιηθούν πολυώνυµα ανώτερης 
τάξης, προκύπτουν στοιχεία περισσότερων κόµβων όπως εξαπλευρικά στοιχεία 20 
κόµβων ή πυραµίδες 10 κόµβων. Μεγαλύτερη τάξη στοιχείων συνεπάγεται και καλύτερη 
ακρίβεια στη λύση, σηµειώνεται  ότι τα ισοπαραµετρικά στοιχεία (8 κόµβων) έχουν 
ιδιαίτερα καλύτερη ακρίβεια σε σχέση µε τις πυραµίδες (4 κόµβων) λόγω του ότι 
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χρησιµοποιείται η αριθµητική ολοκλήρωση µε τη µέθοδο των σηµείων Gauss και δίνεται 
η δυνατότητα υπολογισµού του τασικού και παραµορφωσιακού πεδίου σε σηµεία µέσα 
στον όγκο του και όχι µόνο µίας τιµής ανά στοιχείο. Η ακρίβεια στη λύση µπορεί να 
επιτευχθεί και πυκνώνοντας το πλέγµα των πεπερασµένων στοιχείων όπου και σε αυτή 
την περίπτωση υπάρχει αύξηση των βαθµών ελευθερίας. Η αύξηση της ακρίβειας είτε µε 
την αύξηση της τάξης (περισσότεροι κόµβοι ανά στοιχείο) είτε µε την πύκνωση του 
πλέγµατος (περισσότερα στοιχεία) έχει ως αποτέλεσµα την αύξηση και του υπολογιστικού 
χρόνου. 

1.7.3 Υπολογισµός Ισοπαραµερτικών Πεπερασµένων Στοιχείων 

Τα πολυώνυµα µορφής εκφράζονται σε ένα τοπικό σύστηµα συντεταγµένων (ξ,η,ζ) το 
οποίο έχει κέντρο στο εσωτερικό του στοιχείου. Οι τιµές των συντεταγµένων στο τοπικό 
σύστηµα παίρνουν τιµές από -1 έως 1. Τα πολυώνυµα µορφής παραγωγίζονται εύκολα ως 
προς τα (ξ,η,ζ) και σχηµατίζουν τα µητρώα [Βi] µε τις παραγώγους τους. Στο Σχήµα 1.12 
φαίνονται τα σηµεία ολοκλήρωσης Gauss για ένα διδιάστατο στοιχείο. Για τριδιάστατα 
στοιχεία υπάρχουν τρία τέτοια διατεταγµένα επίπεδα.  

 
 

Σχήµα 1.12 Σηµεία ολοκλήρωσης Gauss σε ένα επίπεδο στοιχείο 

Προκειµένου να αυξηθεί η ακρίβεια ολοκλήρωσης µε τη µέθοδο Gauss αυξάνεται ο 
αριθµός σηµείων ολοκλήρωσης. Ο τελικός τύπος για το σχηµατισµό του µητρώου 
δυσκαµψίας ενός στοιχείου [Κe] είναι: 

[ ] [ ][ ]T
e

V

B D B dVK = ∫     (1.7) 

Ο παραπάνω τύπος µε τη βοήθεια της αριθµητικής ολοκλήρωσης µπορεί να γραφεί σαν 
άθροισµα διακριτών όρων: 

 [ ]
1

( , , ) ( , , ) ( , , )
Tn

e i i i i i i i i i i
i

B D B JK H ξ η ζ ξ η ζ ξ η ζ
=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑   (1.8) 

Οι Hi είναι συντελεστές της ολοκλήρωσης Gauss σε n διακριτά σηµεία µε συντεταγµένες 
(ξi,ηi,ζi), ενώ η J είναι η Ιακωβιανή µετασχηµατισµού από το καθολικό σύστηµα 
συντεταγµένων Χ,Υ,Ζ στο ξ,η,ζ. To [D] είναι το µητρώο ελαστικότητας.  
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1.7.4 Επίλυση του συστήµατος 

Αφού επιλυθεί το σύστηµα [ ]K u F=i προκύπτουν οι τιµές των u. Ας θεωρήσουµε ότι τα 
u είναι µετατοπίσεις στους βαθµούς ελευθερίας  (κατά x,y,z στους κόµβους). Μετά την 
επίλυση, πέραν των µετατοπίσεων χρήσιµα µεγέθη είναι οι παραµορφώσεις και οι τάσεις 
καθώς και διάφορα άλλα παράγωγα µεγέθη. Με αριθµητικές παραγωγίσεις του πεδίου 
είναι δυνατό να υπολογιστούν οι ανηγµένες παραµορφώσεις (ε = Lu) καθώς και οι τάσεις 
στο πεδίο του προβλήµατος (σ= Ε ε). Η κατανοµή του πεδίου των µετατοπίσεων είναι 
συνεχής, δεν ισχύει όµως το ίδιο και για τα παράγωγα µεγέθη τα οποία ενδέχεται να µην 
έχουν συνέχεια. Σε περίπτωση που τα πολυώνυµα µορφής είναι 1ου βαθµού, οι παράγωγοι 
είναι σταθεροί αριθµοί και η κατανοµή τους για κάποιο στοιχείο είναι σταθερή. Φαίνεται 
λοιπόν ότι µε αύξηση της τάξης του µεγέθους των στοιχείων, βελτιώνεται η ακρίβεια των 
αποτελεσµάτων. 

1.8 Αντίστροφος Σχεδιασµός– Ανάπτυξη Ψηφιακού Μοντέλου – Ταχεία 
Κατασκευή Πρωτοτύπων 

Η διαδικασία του αντίστροφου σχεδιασµού (Reverse Engineering – RE) είναι η δηµιουργία 
του συνόλου των τεχνικών δεδοµένων που περιγράφουν πλήρως ένα υφιστάµενο 
αντικείµενο όταν αυτά είναι για διάφορους λόγους ελλιπή, ανύπαρκτα ή απλά δεν είναι 
διαθέσιµα.  

Αφετηρία σε µια τέτοια διαδικασία είναι το πραγµατικό αντικείµενο και ζητούµενο ένα 
τριδιάστατο ψηφιακό µοντέλο (3D CAD Model). Η δηµιουργία ενός τέτοιου µοντέλου, 
αξιοποιούµενο από τα συστήµατα CAD/CAM/CAE, ανοίγει το δρόµο για την περαιτέρω 
ανάλυση (π.χ. µε τη µέθοδο των Π.Σ.) και τη σχεδιαστική και κατασκευαστική 
βελτιστοποίηση του αρχικού αντικειµένου (π.χ. στην περίπτωση µεταλλικού 
εµφυτεύµατος που φαίνεται στο Σχήµα 1.13) 

 

 

Σχήµα 1.13 Μεταλλικό εµφύτευµα ισχίου 

Σε κάποιου ειδικού τύπου προβλήµατα, όπως είναι αυτά που αντιµετωπίζονται στο χώρο 
της ιατρικής και της Εµβιοµηχανικής τεχνολογίας, η κατανόηση ενός φυσικού 
πραγµατικού αντικειµένου µπορεί να έχει µεγάλη σηµασία. Έτσι, ενώ ένα µοντέλο CAD 
σε µια οθόνη H/Y ή κάποια τυπωµένα σχέδια δεν είναι αρκετά για το σκοπό αυτό, ένα 
φυσικό πρωτότυπο στη φυσική του κλίµακα είναι αυτό που µπορεί να δώσει σαφή και 
πραγµατική αντίληψη της µορφής, γεωµετρίας και λειτουργίας του αντικειµένου. 
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Η τεχνολογία της Ταχείας Κατασκευής Προτοτύπων (Rapid Prototyping – RP) δίνει 
ακριβώς αυτή τη δυνατότητα της γρήγορης και µε ακρίβεια κατασκευής ενός φυσικού 
πρωτοτύπου ενός αντικειµένου για το οποίο υπάρχει το τριδιάστατο µοντέλο. Η 
διαδικασία για την κατά το δυνατόν λεπτοµερέστερη τριδιάστατη αποτύπωση της 
γεωµετρίας της υπό εξέταση δοµής µπορεί να γίνει µε τους ακόλουθους τρόπους: 

• Οπτική αναγνώριση (στατικές και δυναµικές εικόνες: π.χ. φωτογραφίες, CCD 
κάµερα) 

• Ψηφιοποίηση µε σαρωτές τύπου laser (laser digitizers) 

• Μηχανική ψηφιοποίηση ακίδας (µηχανές CMM: Coordinate Measuring Machines) 

• Επεξεργασία αρχείων από αξονικούς τοµογράφους (CT) 

• Επεξεργασία ακτινογραφιών  

 



 

Κεφάλαιο 2ο  Ανακατασκευή Οστού: Θεωρίες 
& Μαθηµατικά Μοντέλα
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2.1  Εισαγωγή 

Σηµαντικό έργο στην περιγραφή των µεταβολών στο οστούν, αποτελεί η συλλογή έργων 
του Γερµανού ορθοπεδικού Julius Wolff (1892), o οποίος διατύπωσε τον νόµο 
µετασχηµατισµού των οστών (µεταβολή της αρχιτεκτονικής κάτω από παθολογικές 
µεταβολές της εξωτερικής µορφής και της φόρτισης των οστών). Συµφωνά µε αυτόν το 
νόµο, στο σύγγραµµα του «Das Gesetz der Tranformation der Knochen», η µορφή του 
οστού διαµορφώνεται ανάλογα µε τη λειτουργία του. «Κάθε αλλαγή στην λειτουργία του 
οστού ακολουθείται από κάποιες αλλαγές στην αρχιτεκτονική και εξωτερική διάπλαση σε 
συµφωνία µε τους µαθηµατικούς νόµους» [15].  

Μετά τον Wolff ακολούθησαν πολλοί ερευνητές που είχαν ως στόχο την κατανόηση των 
µηχανισµών που διέπουν την ανακατασκευή του οστού. Παρόλα αυτά, υπάρχουν ακόµα 
ερωτήµατα που απασχολούν την επιστήµη, τα οποία δεν έχουν διασαφηνιστεί πλήρως.   

2.2 Μαθηµατική πρόβλεψη της οστική ανακατασκευής 

Η σχέση µεταξύ της τάσης ή της παραµόρφωσης από τη µια µεριά, και του ρυθµού 
ανακατασκευής από την άλλη δεν έχει, µέχρι στιγµής, ποσοτικοποιηθεί µε ακρίβεια λόγω 
πολυπλοκότητας σε πειραµατικό επίπεδο. 

Από την πληθώρα των θεωριών που εντοπίζονται στη βιβλιογραφία προκύπτουν 
παράγοντες που επηρεάζουν το µηχανισµό ενεργοποίησης οστικής ανακατασκευής σε 
κατάσταση τροπής [1]. Τέτοιοι είναι: 

• Η µεταβολή της διαλυτότητας του υδροξυαπατίτη, αυξανόµενη ή µειούµενη  
εξαρτώµενη από την επιβαλλόµενη τάση ή τροπή. 

• Εξωκυτταρικό υγρό που αντιδρά στις επιβαλλόµενες δυνάµεις. 

• Ευθεία αντίδραση των κυττάρων στην κατάσταση τάσης ή παραµόρφωσης 

• Μαγνητικά πεδία που προκαλούν αντίδραση στο κύτταρο 

• Το πιεζοηλεκτρικό ρεύµα 

• Μικροθράυση του οστού λόγω της επιβαλλόµενης φόρτισης. 

Ένας ή οποιοσδήποτε συνδυασµός αυτών θα µπορούσε να είναι ο µηχανισµός οστικής 
ανακατασκευής, ή ακόµα και ένας τρίτος παράγοντας που µέχρι στιγµής δεν έχει 
καθοριστεί. Από τα ανωτέρω είναι σαφές ότι ένα οστούν αντιδρά ανάλογα µε τις τάσεις 
και τις τροπές που ασκούνται πάνω του. Στο παρελθόν έχουν γίνει απόπειρες καταγραφής 
εξισώσεων για την οστική ανακατασκευή.  
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Ανάµεσα στις µαθηµατικές σχέσεις που έχουν αναπτυχθεί για την µοντελοποίηση του 
φαινοµένου της οστικής ανακατασκευής, κάποιες προσοµοιώνουν το αίτιο και το 
αποτέλεσµα χωρίς ιδιαίτερη έµφαση στο µηχανισµό (φαινοµενολογικά µοντέλα), ενώ 
κάποιες άλλες ενσωµατώνουν τµήµατα των βιολογικών διαδικασιών (µηχανιστικά 
φαινόµενα). Αυτές οι εξισώσεις αναπτύσσονται αναλυτικότερα στις παραγράφους που 
ακολουθούν: 

2.2.1 Kummer (1972) 

( ) ( ) ( )[ ]322
sisiusR σσσσσσα −−−−=    (2.1) 

όπου  

  R, το δυναµικό οστικής ανακατασκευής (θετικό παριστάνει εναπόθεση,  

          αρνητικές τιµές παριστάνουν απορρόφηση) 

  α ,  συντελεστής αναλογίας 

  σi,  πραγµατική τάση 

  σs,  βέλτιστη τάση (η σχέση της µε την αστοχία δίνει το συντελεστή 

           ασφαλείας) 

  σu, κατώτερο όριο ανοχής 

  σο, ανώτερο όριο ανοχής (ισοδύναµο µε το -σu) 

Όπως τονίζει ο Kummer [1], αυτή η σχέση θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί για την 
ανάπτυξη ενός µοντέλου για την πρόβλεψη της ανακατασκευής 

2.2.2 Gjelsvik (1973) 

uPxU −= α   για 0≥P    (2.2) 
uPxU −= β   για 0≤P    (2.3) 

όπου 
  U, ο προς τα έξω ρυθµός κίνησης του οστού κάθετα προς την επιφάνεια του 
  u , µια διαδικασία απορρόφησης που λαµβάνει χώρα σε ένα σταθερό ρυθµό 
       ανεξάρτητα από οποιαδήποτε δραστηριότητα. 
  Px, η κατά τον άξονα x συνιστώσα του διανύσµατος πόλωσης, 14x yxP d σ=   

  α, β, σταθερές έτσι ώστε  α > β > -α       
  d14  ο όρος από το µητρώο πιεζοηλεκτρισµού     
  σyx, η διατµητική τάση 

Σε αυτό το µοντέλο ο Gjelsvik [26] ξεκινά από τη θεώρηση ότι η οστική ανακατασκευή 
εξαρτάται από την ηλεκτρική πόλωση που εισάγεται µέσω των αναπτυσσόµενων τάσεων. 
Το µοντέλο του χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό της συµπεριφοράς του οστού υπό 
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αξονικά καµπτικά φορτία και για την περίπτωση θραύσης κάνοντας κάποιες παραδοχές. 
Θεωρεί ότι η ανακατασκευή είναι κάθετη προς την επιφάνεια, ενώ ο διατµητικός όρος 
είναι η µόνη σηµαντική συνιστώσα στην ανακατασκευή. Το υλικό που αποθηκεύεται είναι 
χωρίς τάσεις και οι αριστερές και δεξιές πλευρές του σώµατος παράγουν πόλωση 
αντίθετου πρόσηµου. Ο Gjelsvik δείχνει ότι η αντίδραση του οστού προβλέπεται ποσοτικά 
µε τον αλγοριθµο ανακατασκευής. 

2.2.3 Cowin (1976)  

Από το 1976-1990 ο Cowin [15] έχει δηµοσιεύσει µια σειρά άρθρων µε άλλους 
συγγραφείς, στα οποία η ελαστικότητα παρουσιάζεται σαν παράγοντας που κυβερνά την 
ανακατασκευή του οστού. Αυτό συµπυκνώνεται σε δύο εξισώσεις που έχουν εφαρµοσθεί 
στην ανακατασκευή: 

( ) ( ) ( )[ ]ooonUC ij
c

ijij εε −= ,     (2.4) 

όπου 
  U,           η ταχύτητα ανακατασκευής της επιφάνειας στην κάθετη προς αυτή 
                           διεύθυνση 

  ( )oCij ,    συντελεστές ρυθµού ανακατασκευής επιφάνειας εξαρτώµενοι από το  

     κάθετο προς την επιφάνεια διάνυσµα και το σηµείο o  

  ( )oijε ,     η τροπή στο σηµείο o  

  ( )oij
cε ,    τανυστής τροπής αναφοράς στο σηµείο για το οποίο δε συµβαίνει  

      καµµία ανακατασκευή 
και 

( ) ( ) ( ) kmijijkmijij eBeee εεεα +Α+=    (2.5) 

όπου, 
  ( ) ( ) ( )eBeAea ijkmijij ,, ε  είναι ιδιότητες υλικού 

  ijε    είναι ο τανυστής των τροπών 

  kmε    είναι  ο τανυστής των µετατοπίσεων στον γενικευµένο νόµο του Hooke 

e  είναι η µεταβολή στο κλάσµα όγκου 
  e     είναι ο ρυθµός µεταβολής του κλάσµατος όγκου 

Η Εξίσωση (2.4) ελέγχει την επιφανειακή ανακατασκευή του οστού, ενώ η δεύτερη (2.5) 
την εσωτερική ανακατασκευή µέσω της αύξησης ή µείωσης του κλάσµατος όγκου του 
εκάστοτε υλικού. Η εσωτερική και εξωτερική ανακατασκευή θεωρούνται ανεξάρτητα, 
όπως προτάθηκε από τον Frost.  
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Γίνεται η παραδοχή ότι ο ρυθµός επιφανειακής ανακατασκευής είναι κάθετος προς την 
επιφάνεια του οστού και είναι ανάλογος της απόκλισης των τοπικών τρόπων µετρηµένων 

από τη στάθµη τιµών αναφοράς ij
cε .  

Ο αλγόριθµος της εσωτερικής ανακατασκευής εγκαθιδρύεται κάνοντας το µητρώο 
δυσκαµψίας ανεξάρτητο από το κλάσµα όγκου του εκάστοτε µητρώου υλικού του οστού. 
Τα µεγαλύτερα προβλήµατα µε αυτήν την εργασία είναι πώς να υπολογίσει κανείς τις 

τροπές ij
cε  που είναι αρχικά παρούσες στο σώµα και τις σταθερές υλικού. Η πειραµατική 

µέτρηση αυτών των τιµών είναι µια πολύ δύσκολη, αν όχι αδύνατη διαδικασία. 

2.2.4 Hart (1983)  

Ο Hart [5] µελέτησε τους βιολογικούς παράγοντες Cij του µοντέλου που ανέπτυξε ο 
Cowin και οι συνεργάτες του για την επιφάνεια ανακατασκευής µε περισσότερη 
λεπτοµέρεια. Αυτό το µοντέλο είναι ανεξάρτητο από το πλήθος των παρόντων 
οστεοβλαστών και οστεοκλαστών, τη δράση τους και την επιφάνεια πάνω στην οποία 
δρουν. Αυτή η δράση συσχετίστηκε µε ένα µηχανισµό τροπής ή δραστηριοποίησης που 
ελέγχει την ανακατασκευή.  

Ο αλγόριθµος επιφανειακής ανακατασκευής είναι λογικός από φυσικής σκοπιάς αλλά οι 
βιολογικές συσχετίσεις γίνονται τυχαία καθώς δεν υπάρχει επαρκής πειραµατική 
πληροφορία. Έτσι, η επιφανειακή ανακατασκευή που προτάθηκε από τον Hart είναι ο 
αλγόριθµος του Cowin εφαρµοσµένος µε χρήση της µεθόδου των πεπερασµένων 
στοιχείων. Αυτός χρησιµοποιήθηκε, για τη γραµµική περίπτωση, στην ακόλουθη µορφή : 

21 CCd +⋅= ε     (2.6) 

Μια επιπλέον δευτεροβάθµια έκφραση ανακατασκευής προτάθηκε ως εξής: 

3
0

2
02

1
0 CCCd +⋅+⋅= εε     (2.7) 

όπου  

  C0
1, C0

2, C0
3, C1, C2 είναι τανυστές εξαρτώµενοι από βιολογικές δράσεις 

  ε   είναι το µητρώο τροπής 

  d   είναι η ταχύτητα της οστικής ανακατασκευής 

Έτσι, δίνοντας τιµές στις φυσιολογικές σταθερές, αυτό το ποσοτικό µοντέλο θα µπορούσε 
να ενσωµατώσει το άγνωστο βιολογικό φαινόµενο µέσα σε ένα µαθηµατικό τύπο 
οδηγώντας σε µία αριθµητική λύση. 

Η εσωτερική ανακατασκευή αντιµετωπίζεται ρύθµιση της τιµής του µέτρου του Young 
εξαρτώµενο από το χρόνο.  
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Η πρόοδος που έγινε από το Hart έγκειται στο ότι συµπεριλαµβάνεται ένας όρος που 
επιτρέπει να συµπεριληφθούν στο µοντέλο ο ρυθµός τροπής και η χρονική διάρκεια. 
Εκτενής αναφορά στο µοντέλο του Hart γίνεται σε επόµενο κεφάλαιο. 

2.2.5 Carter et al. (1986)  

Οι Carter και Fyhie [6] έχουν λάβει την πυκνότητα της ενέργειας της ελαστικής 
παραµόρφωσης σαν τον προεξέχοντα παράγοντα αναπτύσσοντας µία θεωρία που είναι 
δυνατόν να προσαρµοσθεί στη φαινόµενη πυκνότητα, ρ, χρησιµοποιώντας την δρώσα 
τάση, σeff. Σε αυτό το µοντέλο έγινε η παραδοχή ότι το οστούν είναι αυτοπροσαρµοζόµενο 
σε όρους προσανατολισµού των δοκίδων (trabeculae) µε τις κύριες διευθύνσεις των 
τάσεων, και ότι το φλοιώδες οστό είναι µια πιο πυκνή παραλλαγή του σπογγώδους. 
Προκειµένου να διερευνηθεί αυτό, έχει χρησιµοποιηθεί ο ακόλουθος τύπος : 

eff
cσρ ⋅Α=      (2.8) 

Η δρώσα τάση προβλέφθηκε χρησιµοποιώντας είτε κριτήρια αστοχίας είτε ενεργειακά 
κριτήρια, µε c µια σταθερά εξαρτώµενη από το κριτήριο που έχει επιλεγεί. 

Το µοντέλο χρησιµοποιήθηκε για να προβλέψει την πυκνότητα του υπόψη οστού. Εάν το 
ρ τείνει στο µηδέν τότε γίνεται παραδεκτό ότι δεν υπάρχει καθόλου υλικό και τίθεται ένα 
µέγιστο στην πυκνότητα ώστε να συµφωνεί µε τη µέγιστη πυκνότητα του οστού. Ωστόσο, 
το µοντέλο αυτό απεδείχθη ανακριβές σε επιφάνεια πλησίον ενός εµφυτεύµατος που 
µελετήθηκε [Fyhie]. Η θεωρία που παρουσιάστηκε εδώ δεν συµπεριλαµβάνει τον 
προσανατολισµό των δοκίδων παρόλο που η γενικευµένη θεωρία του Fyhie το επιτρέπει. 
Ωστόσο, η πλήρης θεωρία του Fyhie, µέχρι στιγµής, δεν έχει εφαρµοσθεί στην περίπτωση 
της οστικής ανακατασκευής. 

2.2.6 Huiskes (1987)  

Στα άρθρα του ο Huiskes [28] συνδύασε την εργασία των Cowin και Carter προκειµένου 
να παράγει ένα µοντέλο βασισµένο στην πυκνότητα της ελαστικής ενέργειας 
παραµόρφωσης (Stress Energy Density – SED) που προβλέπει ανεξάρτητα την 
επιφανειακή και εσωτερική ανακατασκευή: 

( )ne SSC
dt
dE

−=     (2.9) 

( )nx SSC
dt
dX

−=     (2.10) 

όπου, 

  Ce και Cx είναι σταθερές 
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  S     είναι η πραγµατική τοπική πυκνότητα της ελαστικής ενέργειας  

         παραµόρφωσης, ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅⋅
=

ijij

S
σε2

1  

  Sn   είναι η οµοστατική (homeostatic) πυκνότητα της ελαστικής ενέργειας 
              παραµόρφωσης 

  E     είναι το µέτρο του Young 

  X     είναι η κάθετη προς την επιφάνεια του οστού µετατόπιση. 

Αυτό το µοντέλο χρησιµοποιήθηκε για να προβλέψει την απόκριση της οστικής 
ανακατασκευής σε διδιάστατα µοντέλα Π.Σ. µακρέων οστών προκειµένου να καθοριστεί 
η πυκνότητα τους υπό κάθετες συνθήκες φόρτισης και η ανακατασκευή του οστού µετά 
την χρήση εµφυτεύµατος. Προβλέπει επιτυχώς το αποτέλεσµα της τοποθέτησης ενός 
εµφυτεύµατος µέσα στο οστούν και η αριθµητική λύση επιβεβαιώνεται από πειραµατικά 
αποτελέσµατα. Το µοντέλο δεν συµπεριλαµβάνει οποιεσδήποτε γεωµετρικές µη-
γραµµικότητες και η χρησιµοποιηθείσα µέθοδος δεν εξασφαλίζει σύγκλιση.  

Οι παραπάνω θεωρίες καθώς και µερικές που δεν αναφέρθηκαν για λόγους συντοµίας, 
συνοψίζονται Πίνακα 2.1 που ακολουθεί [1] 

Πίνακας 2.1 Αντιπροσωπευτικός κατάλογος θεωριών οστικής ανακατασκευής 

Κύριοι Ερευνητές Περιγραφή της Θεωρίας Κατηγορία 

Wolff, 1892 Ο Νόµος Μετασχηµατισµού των 
Οστών 

 

 

Frost, 1964 Μοντέλα µεταφοράς φλοιώδους οστού, 
ενδοµυελική οργάνωση 

Φαινοµενολογικά 
µοντέλα 

Pauwels & Kummer, 1968 – 
1972 

Παρατηρήσεις, µαθηµατικά µοντέλα  

Gjelsvik, 1973 Πιεζοηλεκτρικά µοντέλα  

Cowin, Hegedus &Van 
Burkirk, 1976 

Προσαρµοσµένη ελαστικότητα: 
Επιφανειακή, εσωτερική, δοκιδική 

προσαρµογή. Εξαρµογή σε 
υπολογιστικά µοντέλα 

Φαινοµενολογικά 
µοντέλα 

Davy, Hart & Heiple, 1983 Υπολογιστική Εφαρµογή, θεωρία Μηχανιστικά 
µοντέλα 
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βασισµένη στο κύτταρο 

Guzelsu & Saha, 1984 Ηλεκτροµηχανικό µοντέλο  

Carter, Fyhrie, Beaupre & 
Orr, 1986 

Αναπροσαρµογή δοκίδων : 
Αντικειµενικές συναρτήσεις, 
Υπολογιστικές εφαρµογές 

Φαινοµενολογικά 
µοντέλα 

Huiskes, Weinans, 
Gootenboer & Kuiper, 1987 

Πυκνότητα ελαστικής ενέργειας, 
Υπολογιστικές εφαρµογές, Εφαρµογή 

σε εµφυτεύµατα 

Φαινοµενολογικά 
µοντέλα 

McNamara, Prendergast & 
Taylor, 1992 

Επισκευή βλάβης από κόπωση, 
υπολογιστική εφαρµογή 

Μηχανιστικά 
µοντέλα 
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3.1  Εισαγωγή 

Στην υπολογιστική µοντελοποίηση της οστικής ανακατασκευής έχουν προταθεί τρεις 
διαφορετικές αντιµετωπίσεις. 

• Η εξωτερική ανακατασκευή (external remodeling) που περιγράφεται όταν η 
πυκνότητα είναι σταθερή και η εξωτερική γεωµετρία του οστού µεταβάλλεται µε 
το χρόνο(π.χ. προσέγγιση Huiskes et al 1987) 

• Η εσωτερική ανακατασκευή (internal remodeling) που περιγράφεται όταν η 
εξωτερική γεωµετρία είναι σταθερή και η πυκνότητα µεταβάλλεται µε το χρόνο 
(π.χ Weinans et al 1992) 

• Η εσωτερική και η εξωτερική ανακατασκευή συνδυασµένες (π.χ Beaupré et al 
1990) 

3.2 Ιστορικό φόρτισης και αρχιτεκτονική µηριαίου οστού  

Θέλοντας να εξηγήσει την πρόσθετη βιολογική διέγερση που δηµιουργείται από φόρτιση 
σε διαφορετικές κατευθύνσεις ο Carter [6]  (1987) παρουσίασε την προσέγγιση «χωριστής 
φόρτισης» για την πρόβλεψη της οστικής πυκνότητας η οποία και εµπεριέχει το ιστορικό 
πολλαπλής φόρτισης του οστού για κάποια καθορισµένη χρονική περίοδο. 

Σε αυτό το πλαίσιο παρουσίασε µαζί µε τους Orr και Fyhrie µια µελέτη για τη σχέση 
µεταξύ ιστορικού φόρτισης και την αρχιτεκτονική του σπογγώδους µηριαίου οστού. Το 
σχέδιο για την πρόβλεψη της πυκνότητας που χρησιµοποιήθηκε στη µελέτη αυτή διέφερε 
από εκείνα που εφαρµόστηκαν από άλλους ερευνητές (Hart 1984, Huiskes 1987) καθώς 
θεωρούσε ότι το οστό ανακατασκευάζεται προς µια κατάσταση όπου η µηχανική διέγερση 
στον ιστό είναι ανεξάρτητη από την ανατοµική του θέση µέσα στο οστό και καθορίζεται 
από την αθροιστική επίδραση πολλών κύκλων φόρτισης και φορτίσεων από διαφορετικές 
διευθύνσεις. Ο τύπος που χρησιµοποίησαν για την φαινόµενη τοπική πυκνότητα είναι: 

( )Μ

=

Μ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
Κ= ∑

2/1

1

c

i
n ιισρ     (3.1) 

όπου η καθηµερινή φόρτιση έχει αθροιστεί ως c διακριτές συνθήκες φόρτισης. Ο δείκτης i 
συµβολίζει µια συγκεκριµένη τέτοια φόρτιση, n είναι ο αριθµός των κύκλων φόρτισης, σi  

η µέγιστη τάση που εµφανίζεται σε κάποιο κύκλο φόρτισης. Ως κατάλληλη τάση 

θεωρήθηκε η EUenergy 2=σ , µε Ε το µέτρο ελαστικότητας και U την Πυκνότητα 

Τροπικής Ενέργειας. Τέλος, Κ είναι η σταθερά αναλογικότητας και Μ ο συντελεστής 
βαρύτητας για την επίδραση της τάσης. 

Μέθοδοι προσδιορισµού της Μ έχουν δοθεί από τον Whalen (1988) µε προτεινόµενη τιµή 
µεγαλύτερη του 1.0 και µεταξύ 2.0 και 6.0, αλλά εδώ επιλέχθηκαν Μ=1 και Μ=4.  
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Η τιµή της Κ προσδιορίζεται από την αρχική πυκνότητα που τίθεται. Στο παράδειγµα που 

πραγµατοποιήθηκε τέθηκε 30 64,0
cm

g
=ρ . Εκτός από πυκνότητα θεωρήθηκε ίδιο αρχικό 

µέτρο ελαστικότητας Ε ίσο µε 1000MPa και σταθερός λόγος Poisson ν=0,2. 
Εφαρµόζοντας τις συνθήκες φόρτισης στη διδιάστατη γεωµετρία που κατασκευάστηκε για 
την προσοµοίωση του µηριαίου οστού ενός ενήλικα, και αναλύθηκε µε 2042 τετράπλευρα 
και τρίγωνα πεπερασµένα στοιχεία, προκύπτει η πυκνότητα τροπικής ενέργειας κι 
εποµένως η σenergy για κάθε φόρτιση. Έτσι προκύπτουν νέες τιµές πυκνότητας κι εποµένως 

νέο Ε. Για τη συσχέτιση Ε και ρ επιλέχθηκε η σχέση 33790ρ=E κι έτσι προκύπτει ένα 

ετερογενές µοντέλο για το οστό.  

Βασιζόµενοι στην εργασία του Evans (1973) οι Carter-Orr-Fyhrie επέλεξαν ένα 

πεπερασµένο στοιχείο να διατηρεί σταθερή την πυκνότητά του και ίση µε 30 64,0
cm

g
=ρ  

σε όλη τη διάρκεια της δοκιµής (Σχήµα 3.1).  

 

 
Σχήµα 3.1 Το πλέγµα µε πεπερασµένα στοιχεία και οι τρεις συνθήκες φόρτισης που 

χρησιµοποιήθηκαν στην ανάλυση. Το στοιχείο που επιλέχθηκε να έχει πυκνότητα 364.0 −⋅ cmgr  

είναι µαυρισµένο 

 Θεώρησαν c=3 (3 συνθήκες φόρτισης) και n1=n2=n3=1 χωρίς αυτή η επιλογή να 
επηρεάζει τη γενικότητα.. Με τις νέες ιδιότητες υπολογισµένες η ανάλυση πεπερασµένων 
στοιχείων επαναλήφθηκε. Καθορίζεται νέα τιµή της σταθεράς Κ (τέτοια ώστε το 

επιλεγµένο στοιχείο να διατηρεί πυκνότητα 364.0 cm
gr ) και η νέα κατανοµή πυκνότητας 

υπολογίζεται. Η επαναληπτική αυτή διαδικασία συνεχίζεται και λαµβάνεται η κατανοµή 
της πυκνότητας. 
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Όσον αφορά στην ανισοτροπία, σε αντίθεση µε τον Wolff (και τις αντίστοιχες 
παρατηρήσεις του Culmann) που θεωρούσε ότι καθορίζεται από τις κατευθύνσεις των 
κύριων τάσεων που δηµιουργούνται από µια µόνη συνθήκη φόρτισης ή οποιοδήποτε τύπο 
τανυστή τάσεων (Cowin 1986) θεώρησαν µια εναλλακτική προσέγγιση. Συγκεκριµένα, 
πρότειναν ως µέγεθος που εκφράζει τη διέγερση του οστού ώστε να οργανωθεί προς 
συγκεκριµένη διεύθυνση, κι εποµένως αντιστοιχεί σε κατευθυντικές διαφορές της 
δυσκαµψίας και της αντοχής, την κάθετη συνιστώσα της τάσης που δρα σε κάθε στοιχείο: 

lmnlmnnml xyxzyzzyxn τττσσσσ 222222 +++++=   (3.2) 

όπου 

l, m, n είναι τα συνηµίτονα κατεύθυνσης του κάθετου διανύσµατος κάθε στοιχείου 
ως προς ένα σύστηµα συντεταγµένων x,y,z,  
σx, σy,σz είναι οι κύριες ως προς το σύστηµα συντεταγµένων x,y,z 
τxy, τxz, τyz οι διατµητικές τάσεις ως προς το σύστηµα συντεταγµένων x,y,z.  

Για το σύνολο των c φορτίσεων που υποτέθηκαν ο τύπος είναι: 

( ) ( ) ( )
Μ

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∑

/1c

1i

Μ

nti
*
n nm,l,σ/nnnm,l,σ

i
        (3.3) 

µε  ∑
=

=
c

i
it nn

1
. 

Πραγµατοποιήθηκαν τρεις διαφορετικές δοκιµές:  

για c=1 (µία φόρτιση), 

για c=3 και Μ=1,  

για c=3 και Μ=4.  

Οι παράµετροι που ελέγχτηκαν ανά κάθε χρονικό βήµα ήταν: 

( ) ( )[ ]1/22
oldnewelementsel EE100%/N% ∑ −=∆Ε ave     (3.4) 

και 

[ ]∑ −= oldnewelementselave ρρ1/N∆ρ    (3.5) 

όπου,  

 Νel ο αριθµός των στοιχείων στο µοντέλο 

 Εnew, Eold το νέο και το παλιό µέτρο ελαστικότητας κάθε στοιχείου 

 ρnew, ρold η νέα και η παλιά πυκνότητα κάθε στοιχείου. 
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(α) 

 
(β)  

 

 
(γ) 

Σχήµα 3.2 Κατανοµές πυκνοτήτων για (α) την πρώτη (β) τη δεύτερη και (γ) την τρίτη 
περίπτωση φόρτισης 

Σε όλες τις δοκιµές παρατηρήθηκε µεγάλη αλλαγή στο πρώτο βήµα όσον αφορά στο 
µέτρο ελαστικότητας και την πυκνότητα. Από το δεύτερο όµως βήµα και έπειτα οι 
µεγαλύτερες αλλαγές στα %∆Εave και ∆ρave έφτασαν µέχρι 1%. Σε ορισµένα, όµως, 
στοιχεία παρατηρήθηκαν µεγάλες αυξήσεις στην πυκνότητα. Αυτά τα στοιχεία ήταν κοντά 
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στην φλοιώδη διάφυση (κύριο σώµα του φλοιώδους οστού-εκτός των άκρων) και 
αντιπροσώπευαν µια γρήγορη σταθεροποίηση του σπογγώδους οστού (cancellous) σε 
συµπαγές οστό. Επιλέχθηκαν το πρώτο, τρίτο και έβδοµο βήµα για τη λήψη εικόνων των 
διαβαθµίσεων της πυκνότητας και του µέτρου ελαστικότητας.  

 
 

(α)  

 

 
 

(β) 

Σχήµα 3.3 Κατανοµές πυκνοτήτων για περίπτωση πολλαπλής φόρτισης (α) Μ=1.0 και (β) 
Μ=4.0 

Παρατηρήθηκε ότι αυτές ήταν φυσιολογικές για τα βήµατα 1 και 3, αλλά στο έβδοµο 
βήµα ήταν πολύ µεγαλύτερες από αυτές που είχαν παρατηρηθεί παλαιότερα (Brown και 
Ferguson 1980, Evans 1973). Θεωρήθηκε, λοιπόν, ότι οι λύσεις που υπολογίστηκαν 
υποδεικνύουν πως η αρχιτεκτονική του οστού προσεγγίζεται µε λίγα βήµατα. 
Λαµβάνοντας υπόψη µελέτες που αποδεικνύουν ότι το µέτρο ελαστικότητας είναι 
ανάλογο του τετραγώνου της πυκνότητας (Harrigan 1981, Bensusan 1983, Gibson 1985) 
πραγµατοποίησαν επιπλέον δοκιµές µε τη νέα αυτή σχέση Ε και ρ. Συµπέραναν ότι η 
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διαφορά κατανοµής της πυκνότητας µεταξύ τρίτου και έβδοµου βήµατος ήταν πολύ 
µικρότερη για τετραγωνική εξάρτηση του Ε σε σχέση µε την κυβική. Τέλος, µια 
εφαρµογή µε περισσότερες φορτίσεις (π.χ. c=8) και µε διαφορετικό αριθµό κύκλων θα 
µπορούσε να αποδώσει καλύτερα την καθηµερινή φόρτιση κι εποµένως να προσεγγίσει 
καλύτερα τη µορφολογία του οστού 

3.3 ∆ιδιάστατο εµβιοµηχανικό µοντέλο σπονδύλου 

Οι Jovanovic et al. (2004) [8], [7] ερεύνησαν τη δυνατότητα δηµιουργίας βιοµηχανικού 
µοντέλου του οσφυϊκού σπονδύλου L5 το οποίο, σχεδιασµένο σύµφωνα µε τη µηχανική 
φόρτιση που οφείλεται στις καθηµερινές δραστηριότητες, θα αποτελέσει αρχικό µοντέλο 
για την ανάλυση της συµπεριφοράς του οστού µετά την εµφύτευση. Η προσοµοίωση της 
ανακατασκευής που χρησιµοποιήθηκε βασίστηκε στο µοντέλο των Mullender et al. (1994) 
[29] όπου κάθε πεπερασµένο στοιχείο περιέχει ένα αισθητήριο κύτταρο στο κέντρο 
βάρους του. Κάθε τέτοιος αισθητήρας αφού διεγερθεί από κάποια µηχανική φόρτιση, που 
εκκινεί την ανακατασκευή του οστού, στέλνει σήµα που ισοδυναµεί µε ενεργοποίηση της 
διαδικασίας προσαρµογής µε εύρος που εκτείνεται πέρα από τα όρια των στοιχείων µέσα 
στα οποία βρίσκονται τα κύτταρα. Η επίδραση αυτού του σήµατος στην ανακατασκευή 
µειώνεται όσο η απόσταση από τη θέση του κυττάρου-αισθητήρα αυξάνεται. Αυτή η 
υπόθεση περιλαµβάνει την επίδραση όλων των κυττάρων-κελιών ανάλογα µε την 
απόσταση τους από την τοποθεσία που η οστική ανακατασκευή λαµβάνει χώρα. Η 
εξίσωση της οστικής ανακατασκευής µπορεί λοιπόν να εκφραστεί ως: 

( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⋅⋅= ∑

=

k
ρ

UxfB
dt

txd

i

i
n

i
i

1

,ρ
 για cbρρ <<0   (3.6)   

όπου  

n είναι ο αριθµός των πεπερασµένων στοιχείων , 

Ui η πυκνότητα τροπικής ενέργειας στο κέντρο βάρος του πεπερασµένου 

στοιχείου, 

  ρi η πυκνότητα του οστού, 

  k η τιµή διέγερσης αναφοράς και B η σταθερά της οστικής ανακατασκευής. 

 Η fi(x) είναι η συνάρτηση χωρικής επίδρασης που προσοµοιάζει την επιρροή των 

κυττάρων-αισθητήρων στον γειτονικό οστικό ιστό: 

( ) D
xd

i

i

exf
)(

−
=      (3.7) 

όπου di (x) είναι η απόσταση από το κύτταρο-αισθητήρα µέχρι τη θέση x και D το εύρος 

της επίδρασης του κυττάρου-αισθητήρα. 
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 Το µέτρο ελαστικότητας του Young θεωρήθηκε ότι καθορίζεται από την εξίσωση:  

γρ⋅= CE      (3.8) 

µε C, γ σταθερές. 

O Mullender µετέτρεψε τη διαφορική εξίσωση της οστικής ανακατασκευής 
χρησιµοποιώντας σταθερό χρονικό βήµα ∆t στην ακόλουθη µορφή: 

( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⋅⋅⋅∆=∆ ∑

=

k
ρ

UxfBttx
i

i
n

i
i

1
,ρ  για cbρρ <<0  (3.9) 

Νέα τιµή της πυκνότητας κάθε πεπερασµένου στοιχείου µπορεί εποµένως να καθοριστεί 
από την ακόλουθη έκφραση:  

( ) ( ) ( )txtxttx ,,, ρρρ ∆+=∆+    (3.10) 

Η ανακατασκευή σε κάθε πεπερασµένο στοιχείο θεωρείται ότι συγκλίνει είτε όταν ο λόγος 
µεταξύ πυκνότητας τροπικής ενέργειας και οστικής πυκνότητας φτάσει την τιµή της 
προκαθορισµένης διέγερσης αναφοράς Κ είτε όταν η οστική πυκνότητα όλων των 

στοιχείων προσεγγίσει µια από τις οριακές τιµές ( 31,74 g
cm

ρ =  και 301,0
cm

g
=ρ ). 

Η συγκλίνουσα συµπεριφορά της οστικής ανακατασκευής µπορεί να ερευνηθεί µε την 
αντικειµενική συνάρτηση F που καθορίζεται από την ακόλουθη έκφραση: 

∑∑
= =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

m

i

m

i i

i
i kUxf

m
F

1 1
)(1
ρ

               (3.11) 

όπου m είναι ο αριθµός των πεπερασµένων στοιχείων στα οποία η οστική ανακατασκευή 
συνεχίζεται.  

Οι τιµές των παραµέτρων του µοντέλου που χρησιµοποιήθηκαν στη συγκεκριµένη µελέτη 

είναι: ( ) ( )unittimeMPacmgB ⋅= //1 23 ,  ( )23/100 cmgMPaC = , 2=γ , και 

3,0=ν  ο λόγος του Poisson. Ως αρχική πυκνότητα του οστού σε όλα τα πεπερασµένα 

στοιχεία στην έναρξη της προσοµοίωσης της οστικής ανακατασκευής θεωρήθηκε η τιµή 
3

0 8,0 cmg=ρ .  

Οι υπόλοιπες παράµετροι του µοντέλου επιλέχθηκαν έτσι ώστε να εξασφαλιστεί η 
ευστάθεια του αποτελέσµατος της οστικής ανακατασκευής ενώ η τελική δοµή του 
οστικού ιστού να είναι παρόµοια µε την πραγµατική: mmD 5,0= , grjk /006,0= , 

( )unitstimeάέt δεςµονςχρονικ2=∆ . 
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(α) (β) 

Σχήµα 3.4 (α)  Φυσικό µοντέλο σπόνδυλου L5 και (β) τριδιάστατο γεωµετρικό µοντέλο 
σπόνδυλου L5 

Για την δηµιουργία του γεωµετρικού του µοντέλου χρησιµοποιήθηκε ως βάση το φυσικό 

µοντέλο του οσφυϊκού σπονδύλου L5 που φαίνεται στο Σχήµα 3.4 (α) ενώ το τριδιάστατο 
µοντέλο του δηµιουργήθηκε φαίνεται στο Σχήµα 3.4 (β). Το παραπάνω τριδιάστατο 
γεωµετρικό µοντέλο χρησιµοποιήθηκε ως βάση για τη δηµιουργία του αντίστοιχου 
διδιάστατου της κατακόρυφης τοµής του σώµατος του σπονδύλου. Στo διδιάστατο 
µοντέλο έγινε πλέγµα µε τετρακοµβικά ισοπαραµετρικά επίπεδα γραµµικά στοιχεία.  

Σύµφωνα µε έρευνα των Xingua et al. (2002) [8] το σχήµα της κατανοµής της φόρτισης 
είναι συµµετρικά κοίλη παραβολή και το συνολικό µέγεθος της κάθετης δύναµης είναι 
117,3N. Τέλος, οι παραπάνω απαιτήσεις καθόρισαν και τις τιµές των παραµέτρων της 
κατανοµής της φόρτισης των άνω και κάτω άκρων αντίστοιχα του σώµατος του 
σπονδύλου:  

Άνω πίεση Μέγιστη 2
max, /8,4 mmNP u = , Ελάχιστη 2

min, /6,1 mmNP u = , 

Κάτω πίεση Μέγιστη 2
max, /525,4 mmNP l = ,Ελάχιστη 2

min, /325,1 mmNP l =  

Η διαδικασία θεωρήθηκε ότι ολοκληρώθηκε όταν η οστική ανακατασκευή έλαβε τέλος σε 
κάθε πεπερασµένο στοιχείο πράγµα που συνέβη ύστερα από 170 χρονικές επαναλήψεις.  

(α) (β) 

Σχήµα 3.5 Κατανοµή (α) οστικής πυκνότητα και (β) πυκνότητας τροπικής ενέργειας µετά το 
πέρας της οστικής ανακατασκευής 
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Η κατανοµή οστικής πυκνότητας και πυκνότητας τροπικής ενέργειας στο τέλος της 
οστικής ανακατασκευής φαίνεται στο Σχήµα 3.5. 

Επίσης παρουσιάζεται ο λόγος τρέχουσας µάζας m προς αρχική µάζα m0 και η 
αντικειµενική συνάρτηση F κατά τη διάρκεια των 170 επαναλήψεων (Σχήµα 3.6). 

 

 

 
Σχήµα 3.6 (α) Μεταβολή µάζας κατά τη διάρκεια της ανακατασκευής και (β) µεταβολή της 

συνάρτησης F κατά τη διάρκεια της ανακατασκευής 

Μετά την ολοκλήρωση της µελέτης κατέληξαν ότι παρά τις διάφορες απλοποιήσεις και 
υποθέσεις, όπως ο ισχυρισµός ότι το µοντέλο ήταν 2-διάστατο, η πρόχειρη προσέγγιση 
της σχέσης µέτρου ελαστικότητας και πυκνότητας αλλά και η επιλογή της πυκνότητας 
τροπικής ενέργειας ως µηχανικής διέγερσης, η κατανοµή οστικής πυκνότητας που 
προέκυψε ήταν πολύ κοντά στην πραγµατική. 

3.4 Προσοµοίωση της οστικής ανακατασκευής µε βάση τη θεωρία ανάπτυξης 
µικροβλαβών  

Παρατηρήσεις που συσχέτιζαν µικροδοµές του οστού µε την κατάσταση τοπικών τάσεων 
(Ascenzi, 1988) πρότειναν ότι η ανακατασκευή πρέπει να διεγείρεται έτσι ώστε να 
προκύψει η βέλτιστη αντοχή. Την προσέγγιση αυτή παρουσίασαν και εφάρµοσαν οι 
Prendergast, Taylor και McNamara (1992) [9] µε σκοπό την πρόβλεψη παρόµοιας οστικής 
ανακατασκευής µε αυτή που παρατηρήθηκε σε πειράµατα σε ζώα. ∆ηµιούργησαν για 
αυτό το σκοπό ένα ανατοµικό µοντέλο πεπερασµένων στοιχείων  του µπροστινού άκρου 
ενός προβάτου (Σχήµα 3.7).  

Η προσέγγιση που χρησιµοποιήθηκε βασίστηκε στην ιδέα της ύπαρξης σχέσης µεταξύ 
βλάβης σε µορφή µικροραγισµάτων και απόθεσης ή απορρόφησης οστού στις επιφάνειες 
περιόστεου και ενδόστεου και στην επιφάνεια των εσωτερικών πόρων. 

Έγιναν δύο υποθέσεις ώστε να είναι ικανή αυτή η ιδέα να χρησιµοποιηθεί για να 
προβλέψει την προσαρµογή του οστού κατά τη διάρκεια του χρόνου.  
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Σχήµα 3.7 Μοντέλο πεπερασµένων στοιχείων του µπροστινού άκρου ενός προβάτου 

Η πρώτη είναι ότι υπάρχει ένας καταµερισµός της µικροβλάβης στο οστό κατά την 
ισορροπία της ανακατασκευής. Σε µία αύξηση της φόρτισης αυτό το ποσό της 
µικροβλάβης θα αυξηθεί ενώ σε µία µείωση της φόρτισης θα µειωθεί. Η αλλαγή στην 

ποσότητα της βλάβης καλείται ενεργός βλάβη και συµβολίζεται ωeff . Ισχύει:  

effC
dt

dX ω⋅=     (3.12) 

όπου Χ είναι το µέγεθος µιας προσαρµοστικής διαδικασίας και C µια σταθερά.  

Η δεύτερη υπόθεση είναι ότι η διόρθωση της µικροβλάβης καθορίζεται από τη σχετική µε 
τη φυσιολογία τάση. 

 Τα πρώτα αποτελέσµατα υπέδειξαν ένα αρχικό µοτίβο προσαρµογής του οστού παρόµοιο 
µε εκείνο που είχε παρατηρηθεί πειραµατικά χωρίς την ανάγκη χρήσης αυθαίρετα 
διαφορετικών σταθερών για τις επιφάνειες ενδόστεου και περιόστεου. Έτσι, πρότειναν ότι 
ο νόµος της ανακατασκευής που βασίζεται στη βλάβη και επιδιόρθωση δίνει ένα 
καλύτερο µοντέλο για την πρόβλεψη της προσαρµογής του οστού σε σχέση µε 
προηγούµενα µοντέλα. 

Βασιζόµενοι στην υπόθεση ότι η ανάπτυξη µικροβλαβών µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως 
βάση για τη διέγερση της οστικής ανακατασκευής, οι Prendergast και Taylor (1994) 
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παρουσίασαν µια αντίστοιχη προσέγγιση. Μια παράµετρος ω καθορίστηκε ως παράµετρος 
βλάβης µε τιµές από 0 (οστό χωρίς βλάβη) µέχρι 1 (οστό µε κάταγµα):  

fα
αω =      (3.13) 

µε α το µήκος του µικροσπασίµατος και α f το αντίστοιχο µήκος κατά την αστοχία.  

Ως διέγερση για την ανακατασκευή θεωρήθηκε η ακόλουθη ποσότητα: 

t

RE dtω ω
• •

−∞

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠∫     (3.14) 

όπου 

•

ω  είναι ο πραγµατικός ρυθµός παραγωγής βλάβης 
•

REω είναι ο ρυθµός επιδιόρθωσης της βλάβης αυτής.  

Ισχύει επίσης : 
dN
dωω =

•

µε Ν τον αριθµό των κύκλων φόρτισης. 

Ως εξίσωση (µη γραµµική) του ρυθµού βλάβης µπορεί να θεωρηθεί η   

α
ω

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

fNdN
d 1      (3.15) 

όπου Νf ο αριθµός των κύκλων µέχρι την αστοχία. 

 Ο αριθµός των απαιτούµενων κύκλων Nf συνδέεται µε την τάση και την πυκνότητα από 

τις αντίστοιχες σχέσεις: ( ) Α+= σHLogNLog f )(  όπου Η και Α σταθερές του υλικού και 

ρEDNLog f +=)(  µε D, E σταθερές. 

Το µοντέλο αυτό βασίζεται τέλος σε δύο βασικές υποθέσεις. Κατ’ αρχήν ότι υπάρχει ένα 
ποσό µικροσκοπικής βλάβης στο οστό κατά την κατάσταση ισορροπίας της 
ανακατασκευής, και δεύτερον ότι ο ρυθµός επιδιόρθωσης της µικροσκοπικής βλάβης είναι 
µια σταθερά που καθορίζεται µόνο από τη σχετική µε τη φυσιολογία τάση. 

Πραγµατοποιώντας µια µελέτη σύγκρισης του µοντέλου µε βάση την πυκνότητα τροπικής 
ενέργειας και του µοντέλου µε βάση τη βλάβη οι MacNamara et al. (1997) συµπέραναν 

ότι το ποσό 
dN
dω  είναι ισοδύναµο, ως ποσό διέγερσης της ανακατασκευής, µε την 

πυκνότητα τροπικής ενέργειας υψωµένη σε µία δύναµη n/2. Μια τυπική πειραµατική τιµή 
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της n στο φλοιώδες οστό είναι 4,529 η οποία δίνει έναν εκθέτη 25,2
2
=

n
. Αυτό το 

αποτέλεσµα συµφωνεί µε τα πορίσµατα άλλων µελετητών (π.χ. Weinans, Huiskes, 
Grootenboer (1994)) που συµπέραναν ότι η καλύτερη πρόβλεψη επιτυγχάνεται µε την 
πυκνότητα τροπικής ενέργειας υψωµένη σε έναν εκθέτη µεταξύ 2 και 3. Παρόλα αυτά 
κατέληξαν ότι το βασισµένο στη βλάβη µοντέλο έχει ένα βασικό πλεονέκτηµα όσον 
αφορά στη µη γραµµικότητα που απαιτείται στην προσοµοίωση της οστικής 
ανακατασκευής για να αναπαραχθούν τα κλινικά παρατηρούµενα µοντέλα. Η µη 
γραµµικότητα αυτή µπορεί να προσδιοριστεί θεωρητικά για τα µοντέλα µε βάση τη βλάβη 
ενώ σε αυτά της τροπής υποθέτονται εµπειρικές σχέσεις. 

3.5 Προσοµοιώσεις επιφανειακής οστικής ανακατασκευής µηριαίου οστού 

Θεωρώντας ότι το ιστορικό της φόρτισης είναι υπεύθυνο για τη γεωµετρία του 
ανθρώπινου οστού (Pauwels 1965), οι Mittlemeier et al (1994) ερεύνησαν τις συνθήκες 
φόρτισης που είναι υπεύθυνες για τη γεωµετρία της διάφυσης του ανθρώπινου µηριαίου 
οστού. Αξονική θλίψη, στρεπτικές και καµπτικές δυνάµεις εφαρµόστηκαν ανεξάρτητα, 
κατά σειρά ή σε διάφορους συνδυασµούς. Επιπρόσθετα, ιδιαίτερη προσοχή δόθηκε στην 
προσοµοίωση της γραµµής δράσης της αντίστοιχης µυϊκής οµάδας. Αφού κατασκεύασαν 
ένα κατάλληλο πλέγµα πεπερασµένων στοιχείων, εισήγαγαν ένα λεπτό επιφανειακό 
στρώµα στοιχείων στην εξωτερική πλευρά (περιόστεο) του κυλίνδρου που 
χρησιµοποιήθηκε για την προσοµοίωση της διάφυσης του µηριαίου οστού. Τα στοιχεία 
που ανήκαν στο στρώµα αυτό είχαν µέτρο ελαστικότητας 400 φορές µικρότερο από 
εκείνο της κεντρικής δοµής.  

Υπολογίζοντας τις αναπτυσσόµενες τάσεις κατά Von Mises σv και αφαιρώντας µια τάση 

αναφοράς σRef προκύπτει: 

RefvD σσσ −=       (3.16) 

όπου  ( ) ( ) ( )[ ] 2
1

2
13

2
32

2
21 σσσσσσσ −+−+−=v  

Η προκύπτουσα διαφορά τάσης τέθηκε ίση µε ένα θερµοκρασιακό πεδίο που θερµαίνει 
την όλη δοµή κι έτσι διαστέλλεται το λεπτό στρώµα που την καλύπτει. Ο συντελεστής 
θερµικής διαστολής στο λεπτό επιφανειακό στρώµα τίθεται α=1, ενώ στο κεντρικό υλικό 
α=0 κι έτσι µόνο το στρώµα αυτό µπορεί να διαστέλλεται ή να συστέλλεται. Οι θερµικές 
παραµορφώσεις που προκύπτουν αφού αυξηθούν µε ένα λογικό παράγοντα, ώστε να 
εκφραστούν σε ορατές µετατοπίσεις, προστίθενται στις συντεταγµένες των κόµβων της µη 
παραµορφωµένης δοµής. Μετακινώντας το εσωτερικό όριο του στρώµατος, το πάχος του 
παραµένει σταθερό ενώ µεταβάλλεται η κεντρική δοµή.  
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Σαν τυπική µορφή δίαφυσης µηριαίου οστού µοντελοποιήθηκε ένας κυλινδρικός σωλήνας 
µε ύψος ίσο µε 160mm και εξωτερική και εσωτερική διάµετρο ίσες µε 30mm και 15mm 
αντίστοιχα. Το µέτρο ελαστικότητας θεωρήθηκε ίσο µε 20000Nmm-2 και ο λόγος Poisson 
0.3. Το πλέγµα αποτελείται από 3648 κόµβους και 2880 πεπερασµένα στοιχεία. 

Κάποια από τα αποτελέσµατα φαίνονται στο Σχήµα 3.8 και Σχήµα 3.9 

 
Σχήµα 3.8 a. Συνδυαστική Φόρτιση: Μοντέλο υπό αξονική και καµπτική δύναµη. Κατανοµή 

τάσης Von Mises στην τοµή της b. αρχικής δοµής c. βελτιστοποιηµένης δοµής   d. 
βελτιστοποιηµένης δοµής  ύστερα από επιπρόσθετη εισαγωγή στρεπτικής ροπής  e. 

βελτιστοποιηµένης δοµής  ύστερα από ταυτόχρονη επιβολή αξονικής δύναµης, κάµψης, στρέψης 

 

 

Σχήµα 3.9  a Πιο φυσιολογική, ασύµετρη δύναµη προσαγωγού µυ.   Κατανοµή τάσης Von Mises 
στην τοµή της b. βελτιστοποιηµένης δοµής ύστερα από εναλλασσόµενη δύναµη προσαγωγού µυ 
και στρέψη  c.  βελτιστοποιηµένης δοµής ύστερα από ταυτόχρονη δύναµη προσαγωγού µυ και 

στρέψη 

Εφαρµόζοντας το παρόν µοντέλο οστικής ανακατασκευής, συµπέραναν ότι οι 
συνηθισµένες υποθέσεις φόρτισης (θλίψη, στρέψη, κάµψη) αλλά και οι συνδυασµοί 
αυτών (µε διαφορετική µάλιστα χρονική σειρά) δεν είναι ικανές να παράγουν µια 
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µορφολογία αντίστοιχη αυτής που συναντάται στο µηριαίο οστό. Επίσης, η αξονική 
φόρτιση και η επίδραση του σωµατικού βάρους µπορούν να αµεληθούν ως µη 
αποφασιστικοί παράγοντες. Αντίθετα, η σύγκριση του µαθηµατικού µοντέλου µε τρία ex 
vivo δείγµατα µηριαίου οστού (Σχήµα 3.10) έδειξε ότι πρέπει να αναλυθούν οι κύρια 
δρώσες δυνάµεις µε ιδιαίτερη έµφαση στο ρόλο των δυνάµεων από τους µύες ως 
παράγοντες καθορισµού της µορφολογίας.  

 
Σχήµα 3.10 (α) Τοµή µηριαίας διάφυσης µιας 64-χρονης γυναίκας (β) Τοµή µηριαίας 
διάφυσης ενός 19-χρονου άνδρα (γ) Τοµή µηριαίας διάφυσης ενός 81-χρονου άνδρα 

3.6 Τριδιάστατη προσοµοίωση οστικής ανακατασκευής µηριαίου οστού  

Οι Stülpner, Reddy, Starke και Spirakis (1997) [11] πραγµατοποίησαν µια τριδιάστατη 
ανάλυση για το µηριαίο οστό. Θεωρώντας το οστό ισοτροπικό και γραµµικά ελαστικό οι 
τάσεις σ και η παραµόρφωση ε συνδέονταν σύµφωνα µε τη σχέση: 

klijklij C εσ ⋅=      (3.17) 

Ο τανυστής ελαστικότητας C δίνεται από την εξίσωση:  

( )( ) ( )[ ]jljkklijijkl vv
vv

EC δδδδ 21
211

−+
−+

=     (3.18) 

όπου E το µέτρο Young και v ο λόγος Poisson, τα οποία συνδέονται µε την πυκνότητα 
σύµφωνα µε τις σχέσεις (Jacobs 1994) [32]: 

2.5

3.2

0.2 όταν ρ 1.2g/cc2014
       και       ν              

0.32 όταν ρ 1.2g/cc1763
E

ρ
ρ

≤⎧ ⎧
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Ακολουθώντας παρόµοια προσέγγιση µε άλλους ερευνητές (Mikié και Carter 1995) 

εισήγαγαν ως διέγερση ισοδύναµης τροπής την ijij εεε ⋅= και αφαιρώντας από αυτή 

µια τροπή αναφοράς remε υπολόγισαν ένα σφάλµα e της ανακατασκευής: 
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Ν είναι ο συνολικός αριθµός των διαφορετικών περιπτώσεων φόρτισης,  
ο δείκτης I αναπαριστά την i-οστή περίπτωση φόρτισης,  
ni είναι ο αριθµός των κύκλων ανά µέρα της i-οστής φόρτισης,  
mi είναι θετικές τιµές  
erem µια οµοιοστατική τιµή παραµόρφωσης. 

Η ταχύτητα
•

r της ανακατασκευής δίδεται από τη διπλή σιγµοειδή συνάρτηση: 

( ) ( )( )
( )( ){ 1 0

2 0

/ 1 exp           για e>0

/ 1 exp        για e<0

c y e e

c y e e
r e

•
⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦
⎡ ⎤− + − −⎣ ⎦

=    (3.20) 

ενώ για e=0 παίρνει την τιµή 0. 

Για το πλέγµα του µοντέλου χρησιµοποιήθηκαν ισοπαραµετρικά οκτακοµβικά στοιχεια µε 
222 ××  Gauss ολοκλήρωση (Σχήµα 3.11).  

 

 

Σχήµα 3.11 Πρόοψη πλέγµατος πεπερασµένων στοιχείων µε τοµές που δείχνουν τα στοιχεία που 
παρουσιάζονται στα διαγράµµατα πυκνότητας – χρόνου 

Οι τιµές των παραµέτρων που χρησιµοποιήθηκαν είναι: daymc µ101 = , daymc µ22 = , 

3000=γ . Η σηµαντικότερη φόρτιση στο κεντρικό µηριαίο οστό είναι το σύνολο των 

δυνάµεων που αναπτύσσονται κατά τον κύκλο της βάδισης. Παρουσιάζουν δε µέγιστη 
τιµή στα µέσα του κύκλου αυτού.  
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Σχήµα 3.12 ∆ιαγράµµατα της πυκνότητας συναρτήσει του χρόνου για 16 πεπερασµένα στοιχεία 

Η παραπάνω, λοιπόν, µελέτη έδωσε ρεαλιστικά αποτελέσµατα παρόλο που η ανάλυση 
πολλαπλής φόρτισης που έγινε ήταν µια απλοποίηση του πραγµατικού ιστορικού της 
φόρτισης. Ορισµένες δοµές όπως το φλοιώδες οστό στο στέλεχος και οι δοκιδοειδείς 
στηρίξεις κατά πλάτος της κεφαλής του µηριαίου οστού ήταν εµφανείς. Κάποιες άλλες 
όµως δοµές που έχουν παρατηρηθεί στην πραγµατικότητα δεν έγινε εφικτό να εξαχθούν. 
Τέλος, σε σχέση µε αντίστοιχες δισδιάστατες αναλύσεις, η συγκεκριµένη τριδιάστατη 
ανάλυση εµφανίστηκε απαλλαγµένη από ανακρίβειες και αστάθειες. 

 

 

Σχήµα 3.13 Τοµή τριδιάστατου µηριαίου οστού ύστερα από 50, 100 και 300 επαναλήψεις 
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3.7 Προσαρµοστική οστική ανακατασκευή σε περίπτωση εµφυτεύµατος  

Όταν µια πρόσθεση σχεδιάζεται κύριος σκοπός είναι να διατηρηθεί η λειτουργικότητα του 
σχετιζόµενου τµήµατος µε τη µικρότερη απώλεια οστού. Για να επιτευχθεί αυτό πολλοί 
παράγοντες πρέπει να ληφθούν υπόψη: η δυσκαµψία της πρόσθεσης, το σχήµα, το 
τελείωµα της επιφάνειας, επιπρόσθετα υλικά όπως ακρυλικό τσιµέντο, η θέση, κ.α.   

Η περιπροσθετική προσαρµοστική οστική ανακατασκευή ύστερα από ολική 
αρθοπλαστική οστού µπορεί να προσοµοιωθεί σε υπολογιστικά µοντέλα, συνδυάζοντας τη 
θεωρία οστικής ανακατασκευής µε την ανάλυση πεπερασµένων στοιχείων. 
Χρησιµοποιώντας αντιπροσωπευτικά δείγµατα οστών, που είχαν αναλυθεί σε 
προηγούµενες µελέτες µε µέτρηση απορρόφησης ακτινών Χ (DEXA) (Engh et al. 1992, 
1994, 1995) και βιντεοµέτρηση πυκνότητας (McGovern et al,1994), οι Kerner et al. 
(1999) κατασκεύασαν ειδικά τριδιάστατα µοντέλα πεπερασµένων στοιχείων και 
εφάρµοσαν προσοµοιώσεις οστικής ανακατασκευής σε αυτά (Σχήµα 3.14). 

 

 

Σχήµα 3.14 Μοντέλα µε πεπερασµένα στοιχεία του συµπαγούς οστού και του οστού µε εµφύτευµα 

Η προβλεπόµενη απώλεια οστού που προέκυψε από τη µελέτη αντιστοιχίζει πολύ καλά µε 
τις µετρήσεις DEXA. Το ποσό αυτής της απώλειας βρέθηκε να είναι αντίστροφα ανάλογο 
της αρχικής µεταλλικής σύστασης του οστού. Συµπέραναν λοιπόν ότι η ίδια κλινικά 
παρατηρούµενη αναλογία µπορεί να ερµηνευθεί από τη µηχανικά οφειλόµενη 
ανακατασκευή. Αυτή η ανακάλυψη αυξάνει τη χρησιµότητα της εφαρµογής του 
αριθµητικού προ-κλινικού ελέγχου στην ανάλυση της αλληλεπίδρασης µεταξύ 
σχεδιασµού εµφυτεύµατος και αρχικής κατάστασης του οστού. Η οστική ανακατασκευή 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την πρόβλεψη της µορφογένεσης του οστού όπως και των 
αλλαγών που εισάγονται από προσθετικά εµφυτεύµατα οι οποίες µπορεί να παράγουν 
οστεοπόρωση, αστάθειες εµφυτεύµατος κ.α. Το πορώδες του οστού αποτελεί την πιο 
σηµαντική µεταβλητή που επηρεάζεται από τη διαδικασία ανακατασκευής. Για αυτό το 
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λόγο τα περισσότερα µοντέλα χρησιµοποιούν το πορώδες ή ισοδύναµα τη φαινόµενη 
πυκνότητα για τον καθορισµό της κατάστασης ανακατασκευής [13], [12]. 

Οι Doblaré και García παρουσίασαν (2001) µία µελέτη του µηριαίου οστού πριν και µετά 
από ολική αντικατάσταση ισχίου µε βάση µια θεωρία βλάβης - διόρθωσης. Σε αντίθεση µε 
τις προηγούµενες θεωρίες βλάβης όπως αυτή που παρουσιάστηκε ανωτέρω, η ιδέα της 
βλάβης που χρησιµοποίησαν ταυτιζόταν µε το πορώδες χωρίς να υποδηλώνεται κανένα 
είδος πραγµατικού µικροσπασίµατος ή µεταβολικής βλάβης. Εφάρµοσαν το µοντέλο τους 
αυτό σε 4 παραδείγµατα, µία διδιάστατη και µια τριδιάστατη αναπαράσταση του 
ακέραιου, πριν την εµφύτευση, οστού και τις αντίστοιχες αναπαραστάσεις για το οστό 
µετά την εµφύτευση. Για τα µοντέλα χρησιµοποίησαν ανισοτροπικά υλικά. 

 

Σχήµα 3.15 Κατανοµή πυκνότητας και τάσης στο διαδιάστατο µοντέλο ύστερα από 300 ηµέρες 

Για το ακέραιο οστό και τα δύο µοντέλα έδωσαν παρόµοια συµπεράσµατα και 
προέβλεψαν σηµαντικά φυσικά αποτελέσµατα. Για παράδειγµα, το φλοιώδες στρώµα 
προβλέφθηκε αποτελεσµατικά, κάτι που δεν είχε αναπαραχθεί πλήρως σε αντίστοιχες 
µελέτες όπως των Stülpner et al. (1997), που παρουσιάστηκε προηγουµένως, πιθανόν 
λόγω ακατάλληλων φορτίσεων. 

Στο τριδιάστατο µοντέλο, η ευθυγράµµιση της κατεύθυνσης της οστικής µάζας κατά 
µήκος της διάφυσης παράγει µία σχεδόν εγκάρσια ισεντροπική συµπεριφορά που 
ευθυγραµµίζεται επίσης µε τις κύριες διευθύνσεις της τάσης. Το φαινόµενο αυτό δεν 
παρατηρήθηκε στο διδιάστατο µοντέλο. Όσον αφορά στα µοντέλα µετά την εµφύτευση 
παρουσιάστηκε δυνατό να αναπαραχθεί η µικρή διαπλάτυνση του φλοιώδους στρώµατος 
στο περιφερικό άκρο της πρόσθεσης, η απορρόφηση οστού γύρω από την πρόσθεση, 
κυρίως γύρω από την κεντρική περιοχή. Όσον αφορά στην ανισοτροπία παρατηρήθηκε 
µια ελαφρά τροποποίηση του βαθµού ανισοτροπίας στο φλοιώδες στρώµα λόγω της 
εµφύτευσης. Η τροποποίηση αυτή φάνηκε να εξαρτάται από το µέγεθος της διάφυσης, 
εξαιτίας της εξάρτησης του λόγου µεταξύ κάθετων και εφαπτόµενων τάσεων από το 
πλάτος της διάφυσης. Όταν η διάφυση ήταν µεγαλύτερη, η καµπτική δυσκαµψία ήταν 
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επίσης µεγαλύτερη, οι κάθετες τάσεις µειώνονταν σε σχέση µε τις εφαπτόµενες και ο 
συντελεστής ανισοτροπίας µειωνόταν αντίστοιχα. 

 

(α) 

 

(β) 

Σχήµα 3.16 Κατανοµή πυκνότητας από 100 ηµέρες σε πρόσοψη και τοµή (α) στο τριδιάστατο 
µοντέλο ύστερα και (β)στο τριδιάστατο µοντέλο µε εµφύτευµα 

Οι García et al. (2002) παρουσίασαν µια ποιοτική υπολογιστική µελέτη της µακράς 
περιόδου οστικής εξέλιξης, ειδικά του ανθρώπινου µηριαίου οστού όπου διαφορετικοί 
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τύποι εµφυτευµάτων έχουν εφαρµοστεί ώστε να σταθεροποιήσουν διάφορα είδη βλαβών. 
Αρχικά, πραγµατοποίησαν µια συγκριτική ανάλυση µεταξύ δύο προσθέσεων ολικής 
αντικατάστασης ισχίου ευρέως χρησιµοποιούµενων, όπως η Exeter και η SHP. 

 

 
Σχήµα 3.17 Κατανοµή πυκνότητας στο άθικτο οστό µε διαφορετικά πλέγµατα: (a) Πλέγµα για 

χρήση πρόσθεσης Exeter και (b) Πλέγµα για χρήση πρόσθεσης SHP 

Και οι δύο προσθέσεις έδωσαν παρόµοια αποτελέσµατα. Το ποσοστό της απορρόφησης 
οστού εξαιτίας της πρόσθεσης αυξάνεται κοντά στο κεντρικό τµήµα εκτός από το άκρο 
της πρόσθεσης, όπου στην πραγµατικότητα ένας συγκεντρωτής προστίθεται για την 
αποφυγή αυτής της συνέπειας. Στη συνέχεια, µελέτησαν την θεραπεία βλαβών του 
κεντρικού µηριαίου οστού µε εσωτερικές (intramedular) και εξωτερικές (extramedular) 
σταθεροποιήσεις. Ως εσωτερική µελετήθηκε η Gamma nail ενώ ως εξωτερική το 
δυναµικό σύστηµα ισχίου (DHS). Συµπέραναν δε διαφορετικές συµπεριφορές: Για την 
Gamma nail παρατηρήθηκε απορρόφηση οστού µεταξύ καρφιού και βιδών και απόθεση 
οστού σε περιφερικό τµήµα. Για την DHS παρατηρήθηκε απορρόφηση του οστού 
ακριβώς κάτω από την κεφαλή του µηριαίου οστού ενώ απόθεση οστού δίπλα στις 
τέσσερις χρησιµοποιούµενες βίδες. Τέλος, µελέτησαν περιφερικές βλάβες µε θεραπεία 
από πλάκες (LISS plate) ή βίδες (DFN) και συµπέραναν διαφορετική συµπεριφορά. Όσον 
αφορά στη LISS παρατηρήθηκε µια καθαρή απορρόφηση οστού στη ζώνη της βλάβης, 
ενώ µια απόθεση στη ζώνη δίπλα στην πλάκα. Στην DFN παρατηρήθηκε απλά µια 
απορρόφηση οστού στο φλοιώδες στρώµα στην περιοχή της βλάβης. Έτσι, κατέληξαν ότι 
η DFN παράγει µικρότερη απορρόφηση οστού και βοηθά στην καλύτερη κατανοµή της 
τάσης στο οστό. 
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4.1  Περιγραφή υπολογιστικού µοντέλου οστικής ανακατασκευής του R.T.Hart 

Ο Richard Trapnell Hart το 1983 [5] δηµιούργησε τέσσερα προγράµµατα σε γλώσσα 
προγραµµατισµού FORTRAN µε σκοπό την προσοµοίωση, µε τη χρήση της θεωρίας των 
πεπερασµένων στοιχείων, της επίδρασης της παραµόρφωσης, στην ενεργοποίηση και 
εξέλιξη του µηχανισµού οστικής ανακατασκευής (strain-induced bone remodeling). 

 
Σχήµα 4.1 Μηχανισµός Οστικής Ανακατασκευής 

Στα τέσσερα προγράµµατα έδωσε τις ονοµασίες RFEM3D, PLTMOD, MOD3D και 
CRESLT. Το RFEM3D περιλαµβάνει ρουτίνες για την ανάλυση πεπερασµένων στοιχείων 
(Finite Element Analysis) και την ανάλυση της οστικής ανακατασκευής (Remodeling 
Analysis). Στα PLTMOD και MOD3D περιγράφεται και σχεδιάζεται η γεωµετρία της 
δοµής, ενώ το CRESLT γραφική αναπαράσταση των αποτελεσµάτων. 

Στη συνέχεια θα αναλυθεί το πρόγραµµα RFEM3D, γιατί θα αποτελέσει την βάση της 
παρούσας ∆Ε. 

4.1.1 To πρόγραµµα RFEM3D 

Το RFEM3D είναι ένα πρόγραµµα που αποτελείται από περισσότερες από 2500 σειρές 
κώδικα οργανωµένο σε πολλές υπορουτίνες. Τα πεπερασµένα στοιχεία που χρησιµοποιεί 
για την ανάλυση είναι εικοσακοµβικά ισοπαραµετρικά πεπερασµένα στοιχεία (20-node 
isoparametric solid elements), και η µορφή τους φαίνεται στο Σχήµα 4.2 που ακολουθεί. 
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Σχήµα 4.2 20-κοµβικό χωρικό πεπερασµένο στοιχείο 

Η διαδικασία που ακολουθείται περιγράφεται παρακάτω: 

Εισαγωγή δεδοµένων 

Προετοιµασία αποθηκευτικού χώρου για Καθολικό Μητρώο ∆υσκαµψίας 

Συµπλήρωση Καθολικού Μητρώου ∆υσκαµψίας (Συνοριακές Συνθήκες κάθε Στοιχείου 

Υπολογισµός µετατοπίσεων, παραµορφώσεων, τάσεων 

Ανάλυση Οστικής Ανακατασκευής 

Πριν γίνει η ανάλυση του αλγορίθµου της οστικής ανακατασκευής πρέπει να 
διευκρινισθεί ότι, στο συγκεκριµένο πρόγραµµα, υπάρχει διαχωρισµός ανάµεσα σε 
επιφανειακή ή εξωτερική οστική ανακατασκευή (surface or external remodeling) και σε 
εσωτερική ανακατασκευή (internal remodeling).  

Η επιφανειακή οστική ανακατασκευή εστιάζει στους κόµβους (nodes) των πεπερασµένων 
στοιχείων και επιφέρει γεωµετρικές αλλαγές στη µορφή του οστού µέσω της αλλαγής των 
αρχικών συντεταγµένων των κόµβων του. 

Η εσωτερική οστική ανακατασκευή εστιάζει στα πεπερασµένα στοιχεία (elements) και 
επιφέρει αλλαγή στην πυκνότητα τους η οποία συνδέεται άµεσα, µέσω εµπειρικών 
σχέσεων µε τις µηχανικές ιδιότητες (µέτρο ελαστικότητας & λόγος Poisson) του οστού. 

Υπολογιστικά η οστική ανακατασκευή πραγµατοποιείται στα παρακάτω βήµατα 

Υπολογισµός όγκου στοιχείου 

Πραγµατοποίηση Επιφανειακής Ανακατασκευής 

Πραγµατοποίηση Εσωτερικής Ανακατασκευής 

Υπολογισµός νέου όγκου στοιχείου  

Αλλαγή ιδιοτήτων οστού 
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Εισαγωγή ∆εδοµένων 

Ανάλυση Πεπερασµένων 
Στοιχείων 

Παραµορφώσεις 
Στοιχείων 

Εξισώσεις Ρυθµού 
Οστικής Ανακατασκευής 

Νέες ιδιότητες Υλικών 
και Γεωµετρία Μοντέλου 

Επιλεγµένος αριθµός 
επαναλήψεων 

Συνοπτικά από ένα αρχείο εισαγωγής δεδοµένων (Data Input), καθορίζονται η αρχική 
γεωµετρία του µοντέλου, οι ιδιότητες των υλικών, η φόρτιση και η στήριξή του. Ύστερα, 
από την ανάλυση µε πεπερασµένα στοιχεία, προκύπτουν οι µετατοπίσεις, οι 
παραµορφώσεις και οι τάσεις. Μέσω των εξισώσεων του ρυθµού ανακατασκευής 
προβλέπονται οι νέες ιδιότητες υλικού των οστών και η νέα γεωµετρία του µοντέλου. 

Η διαδικασία επαναλαµβάνεται για προεπιλεγµένο αριθµό χρονικών βηµάτων. 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 4.3 Αλγόριθµος ανακατασκευής οστού 

4.1.2 ∆εδοµένα εισόδου στο RFEM3D  

Τα δεδοµένα εισόδου για την εκτέλεση του προγράµµατος δίνοται σε αρχείο κειµένου που 
δηµιουργείται από τον χρήστη, και πρέπει να έχει συγκεκριµένη µορφή. Τα απαραίτητα 
δεδοµένα για τη λειτουργία του προγράµµατος είναι 14 ειδών: 

• Στοιχεία Μοντέλου Πεπερασµένων στοιχείων (Π.Σ.) (Αριθµός Π.Σ. και κόµβων) 
• Πληροφορίες σχετικές µε τους κόµβων (Συντεταγµένες και Στήριξη) 
• Ιδιότητες υλικών 
• Τρόπος σύνδεσης των κόµβων για τη δηµιουργία του πλέγµατος (Συνδετικότητα) 
• Κοµβικές Φορτίσεις (Μέτρο, ∆ιεύθυνση και Αριθµός Κόµβου) 
• Κατανεµηµένες Επιφανειακές φορτίσεις 
• O αριθµός των στοιχείων που υπόκεινται σε Επιφανειακή Ανακατασκευή 
• Ο αριθµός των στοιχείων που υπόκεινται σε Εσωτερική Ανακατασκευή  
• Συνολικός Χρόνος και Χρονικό Βήµα Ανακατασκευής 
• Παράµετρος Επιφανειακής Ανακατασκευής για την Επιφάνεια του Περιόστεου 
• Παράµετρος Επιφανειακής Ανακατασκευής για την Επιφάνεια του Ενδόστεου 
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• Παράµετρος Επιφανειακής Ανακατασκευής για το Όριο Παραµόρφωσης για 
Εναπόθεση Οστού στην Επιφάνεια του Περιόστεου 

• Παράµετρος Επιφανειακής Ανακατασκευής για το Όριο Παραµόρφωσης για 
Εναπόθεση Οστού στην Επιφάνεια του Περιόστεου 

Σηµαντικό πρόβληµα στην εκτέλεση του προγράµµατος είναι η δηµιουργία γεωµετρίας 
και πλέγµατος ιδιαίτερα σε περίπλοκες γεωµετρίες. Επίσης οι παράµετροι των εξισώσεων 
επιφανειακής ανακατασκευής αποτελούν δεδοµένα εισαγωγής από το χρήστη του 
προγράµµατος.  

4.1.3 Υπορουτίνες του RFEM3D 

Πλήρης εικόνα του προγράµµατος µπορεί να αποκτηθεί µε την περιγραφή των 
υπορουτίνων που το αποτελούν. Το πρόγραµµα χωρίζεται σε δύο ενότητες : Την Ανάλυση 
Πεπερασµένων Στοιχείων και την Ανάλυση Οστικής Ανακατασκευής. Κάθε µία ενότητα 
έχει τις δικές της υπορουτίνες. Ακολουθούν τα ονόµατα των υπορουτίνων και ο ρόλος 
τους. 

Α. Ανάλυση Πεπερασµένων Στοιχείων 

 MINPUT   →  Ανάγνωση αρχικών ∆εδοµένων Εισόδου (Συνολικός Αριθµός  

   Κόµβων, Στοιχείων και Υλικών) 

 AINPUT   →  Ανάγνωση υπόλοιπων ∆εδοµένων Εισόδου 

 DENPRP   → Σύνδεση Πυκνότητας και Μηχανικών Ιδιοτήτων 

 RINPUT    → Ανάγνωση ∆εδοµένων Εισόδου που Σχετίζονται µε την  
             Οστική Ανακατασκευή 

 OPTIC2    → ∆ηµιουργία πίνακα για την αποθήκευση του Καθολικού 

   Μητρώου ∆υσκαµψίας 

 DLOADS  → Μετασχηµατισµός Κατανεµηµένων ∆υνάµεων σε Κοµβικές 
             ∆υνάµεις 

 ESTIF       → Σχηµατισµός του Μητρώου ∆υσκαµψίας ανά Στοιχείο 

 OPTZER   → Καθορισµός Συνοριακών Συνθηκών ανά Στοιχείο 

 OPTADD  → Πρόσθεση του Τοπικού Μητρώου ∆υσκαµψίας στον 

             Πίνακα του Καθολικού Μητρώου ∆υσκαµψίας 

 OPTSOL   → Επίλυση Εξισώσεων για την εύρεση των µετατοπίσεων 

 STASTR   → Υπολογισµός Τάσεων και Παραµορφώσεων 

B. Ανάλυση Οστικής Ανακατασκευής 

 VOLUME → Έυρεση Όγκου ανά Στοιχείο 
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 REMS2     → Υπολογισµός Εξωτερικής Ανακατασκευής 

 REMI2      → Υπολογισµός Εσωτερικής Ανακατασκευής 

 ADDEN    → Υπολογισµός Πυκνότητας Στοιχείου λόγω Εσωτερικής   
   Ανακατασκευής 

 ADDREM → Υπολογισµός Συντεταγµένων Κόµβου λόγω Εξωτερικής   
   Ανακατασκευής 

4.2 Υπολογιστική µέθοδος οστικής ανακατασκευής που αναπτύχθηκε 

Η απαραίτητη για την εφαρµογή της οστικής αναπαραγωγής ανάλυση πεπερασµένων 
στοιχείων πραγµατοποιείται στο λογισµικό ANSYS v10.0®. H οστική ανακατασκευή, 
είναι µια διαδικασία που επαναλαµβάνεται για πολλά χρονικά βήµατα, και έχει 
προγραµµατισθεί στην γλώσσα προγραµµατισµού του ANSYS, apdl. 

 

Β ιο λ ο γ ικ ό /Φ υ σ ικ ό  
Φ α ιν ό µ ε ν ο  

Ε ξ ιδ α ν ίκ ευ σ η  

Μ α θη µ α τ ικ ό  
Μ ον τέ λ ο  

∆ ια κ ρ ιτο π ο ίη σ η  

∆ ια κ ρ ιτ ό  
Μ ον τέ λ ο  
F E M  

∆ ια κ ρ ιτή  
Ε π ίλ υ σ η  

 
Σχήµα 4.4 ∆ιαδικασία Μοντελοποίησης Οστικής Ανακατασκευής 

Η υπολογιστική µέθοδος που αναπτύχθηκε (Σχήµα 4.4) στηρίζεται στην εξιδανίκευση του 
φαινοµένου της οστικής ανακατασκευής χρησιµοποιόντας ένα µαθηµατικό µοντέλο όπως 
αυτά που αναφέρθηκαν στο Κεφάλαιο 2. Οι περισσότερες µαθηµατικές σχέσεις  για την 
οστική ανακατασκευή είναι εξισώσεις ρυθµού (rate equations). Είναι συνήθως της µορφής 
: 

)),(,( ttxf
dt
d ρρ

=      (4.1) 

όπου ρ η οστική πυκνότητα και x(t) κάποιο µηχανικό µέγεθος, όπως η τάση, η 
παραµόρφωση, η ενέργεια παραµόρφωσης, µεταβαλλόµενο στο χρόνο. Συνήθως, ο 
ρυθµός µεταβολής οστικής πυκνότητας είναι ανάλογος της διαφοράς µηχανικής διέγερσης 
από κάποια τιµή αναφοράς (threshold). Σε κάποιες άλλες θεωρήσεις υπάρχουν µη-
γραµµική όροι στις εξισώσεις.  

Το µαθηµατικό µοντέλο ολοκληρώνεται από µία σχέση της µορφής : 
rCE ρ=      (4.2) 

που συσχετίζει την οστική πυκνότητα µε το µέτρο ελαστικότητας του οστού. Όπου C και r 
είναι σταθερές. 
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Η διαδικασία διακριτοποιείται αφ’ ενός δηµιουργώντας το µοντέλο του οστού µε τη 
χρήση της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων και αφ’ ετέρου µε την αριθµητική 
επίλυση της διαφορικής εξίσωσης για έναν αριθµό χρονικών βηµάτων. Ζητούµενο είναι η 
διακριτή αυτή επίλυση να επαληθεύει το φυσικό φαινόµενο που αντιπροσωπεύει.   

4.2.1 Αριθµητική επίλυση διαφορικών εξισώσεων 

Θεωρείται η ακόλουθη µη – γραµµική εξίσωση µιας µεταβλητής: 

( )txfx ,=      (4.3)  

Οι συνηθέστερες τεχνικές αριθµητικής ολοκλήρωσης που χρησιµοποιούνται προέρχονται 
από τη σειρά Taylor. Σκοπός κάθε τεχνικής είναι ο κατά προσέγγιση υπολογισµός της 
µεταβλητής x σε χρόνο (t + ∆t) όταν είναι γνωστή η τιµή της x το χρόνο t , δηλαδή η  x(t) 
και το βήµα ολοκλήρωσης ∆t. 

Η ανάπτυξη της συνάρτησης σε σειρά Taylor για µια µικρή µεταβολή ∆t γύρω από την 
τιµή t είναι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ....
!4!3!2

4
4

3
3

2
21 +

∆
+

∆
+

∆
++=∆+

txtxtxtxtxttx    (4.1) 

Οι συνηθέστερες τεχνικές αριθµητικής ολοκλήρωσης διαφέρουν στον αριθµό των όρων 
που χρησιµοποιούν από τη σειρά Taylor. Οι πιο διαδεδοµένες τεχνικές είναι αυτές που 
χρησιµοποιούν έναν και τέσσερις όρους. 

1ης Τάξης Τεχνική ολοκλήρωσης 
Η 1ης Τάξης Τεχνική ολοκλήρωσης είναι γνωστή και σαν τεχνική Euler. Χρησιµοποιεί 
µόνο τον όρο της πρώτης παραγώγου για την εκτίµηση της διορθωτικής ποσότητας ∆x. 

( ) ( ) ( ) ttxtxttx ∆+=∆+     (4.2) 

Αντικαθιστώντας την παράγωγο, 

( )txfx ,=      (4.6) 

προκύπτει η σχέση, 

( ) ( ) ( ) ttxftxttx ∆+=∆+ ,     (4.7) 

Χρησιµοποιώντας τον ανωτέρω τύπο προχωρούµε κατά βήµα ∆t. Η διαδικασία είναι 
επαναληπτική και ξεκινάει από την αρχική συνθήκη, υπολογίζει την κλίση και προχωρεί 
στον υπολογισµό του ∆x και µετά του x(t + ∆t). Η νέα αυτή τιµή χρησιµεύει ως αρχική 
συνθήκη για το επόµενο βήµα υπολογισµού. 

Runge – Kutta 4ης Τάξης 

Η µέθοδος των Runge – Kutta δεν κάνει άµεσο υπολογισµό των παραγώγων και ο 
αλγόριθµός της βασίζεται στις τέσσερις πρώτες παραγώγους. Η σύνοψη της µεθόδου 
περιγράφεται παρακάτω. 

∆εδοµένης της εξίσωσης ( )txfx ,= , υπολογίζονται οι ποσότητες: 
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( )txftK ,0 ⋅∆=      (4.8) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

++⋅∆=
2

,
2
1

01
ttKxftK      (4.9) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

++⋅∆=
2

,
2
1

12
ttKxftK      (4.10) 

( )ttKxftK ∆++⋅∆= ,23      (4.11) 

Η τιµή της µεταβλητής x σε χρόνο (t + ∆t) υπολογίζεται τελικά από τη σχέση 

( ) ( ) ( )3210 22
6
1 KKKKtxttx ++++=∆+    (4.12) 

Η µέθοδος ισοδυναµεί µε σειρά Taylor 4ης τάξης. ∆ιαρκεί τέσσερις φορές περισσότερο 
από την τεχνική πρώτης τάξης αφού η f(x,t) υπολογίζεται τέσσερις φορές σε κάθε βήµα 
και η ακρίβειά της είναι της τάξης (∆t)5. Η Runge – Kutta 4ης Τάξης είναι η πιο 
διαδεδοµένη τεχνική ολοκλήρωσης. 

 Adams-Bashorth 4ης Ταξης 
Μέθοδοι της οι Euler και Runge-Kutta καλούνται µέθοδοι µονού βήµατος επειδή 
χρησιµοποιούν µόνο την πληροφορία από το ένα προηγούµενο σηµείο για να υπολογίσουν 
το διαδοχικό σηµείο. Αυτό σηµαίνει ότι χρησιµοποιείται µόνο το αρχικό σηµείο ( )00 , tx  

για να υπολογιστεί το ( )11 , tx  και γενικά χρειάζεται το ( )κκ tx ,  για να υπολογιστεί το 
( )11 , ++ κκ tx . 

Η µέθοδος Adams-Bashorth αντίθετα, χρησιµοποιεί τα σηµεία ( )33 , −− κκ tx , ( )22 , −− κκ tx , 

( )11 , −− κκ tx  και ( )κκ tx ,  για να υπολογίσει το ( )κκ tx , . Αυτή η µέθοδος, δηλαδή, δεν είναι 
της-εκκινούµενη, αλλά πρέπει να δοθούν τέσσερα αρχικά σηµεία εκ των προτέρων. 

Μια επιθυµητή ιδιότητα της µεθόδου πολλαπλών βηµάτων είναι ότι το τοπικό σφάλµα 
αποκοπής µπορεί να προσδιορισθεί, και της διορθωτικός όρος µπορεί να συµπεριληφθεί 
στον υπολογισµό του επόµενου βήµατος ώστε να βελτιωθεί η ακρίβεια απόκρισης κάθε 
βήµατος. 

Το µέγεθος του βήµατος πρέπει να είναι αρκετά µικρό ώστε να επιτευχθεί ακριβής τιµή 
για το xκ+1, αλλά αρκετά υψηλό ώστε να εξαλειφθούν περιττοί υπολογισµοί. Ο 
συνδυασµός δύο παραγόντων, πρόβλεψης και διόρθωσης, απαιτεί µόνο δύο αποτιµήσεις 
της συνάρτησης ( )txf ,  ανά βήµα. 

Η σύνοψη της µεθόδου ακολουθεί. 

∆εδοµένης της εξίσωσης ( )txfx ,= , για ∆t βήµα ολοκλήρωσης ( )ttt k ∆+=+1κ , 

υπολογίζεται η ποσότητα πρόβλεψης, 

( )κκκκκκ fffftxp 5559379
24 1231 +−+−
∆

+= −−−+   (4.3) 
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για κ=3, 4, . . . , m-1 σε συνολικό χρόνο ολοκλήρωσης (m-1)∆t 

όπου  

( )333 , −−− = κκκ txff      (4.4) 

( )222 , −−− = κκκ txff      (4.5) 
( )111 , −−− = κκκ txff      (4.6) 

( )κκκ txff ,=       (4.7) 

Η τιµή της µεταβλητής x σε χρόνο (t + ∆t) υπολογίζεται από τη σχέση 

( ) ( ) ( )[ ]1112 ,9195
24 ++−− ++−
∆

+=∆+ κκκκκ tpffffttxttx   (4.8) 

Η ακρίβεια της µεθόδου είναι της τάξης (∆t)5 

4.2.2 Κώδικας οστικής Ανακατασκευής που αναπτύχθηκε στη γλώσσα APDL 

Όπως προαναφέρθηκε αναπτύχθηκε κώδικας σε γλώσσα APDL όπου: 

• Θεωρείται αρχική πυκνότητα για κάθε πεπερασµένο στοιχείο που αντιστοιχεί στο 
αρχικό µέτρο ελαστικότητας. 

• Γίνεται ανάλυση πεπερασµένων στοιχείων και υπολογίζονται τα απαραίτητα 
µηχανικά µεγέθη για προκαθορισµένες φορτίσεις 

• Επιλύεται αριθµητικά η διαφορική εξίσωση της οστικής ανακατασκευής και 
υπολογίζεται η νέα πυκνότητα σε κάθε στοιχείο στις απαιτούµενες χρονικές 
στιγµές. 

• Υπολογίζεται νέο µέτρο ελαστικότητας για κάθε Π.Σ. 

• Λόγω της αλλαγής των µηχανικών ιδιοτήτων, µε επίλυση στο ANSYS 
υπολογίζεται η νέα τιµή της µηχανική διέγερση σε κάθε Π.Σ.  

• Η νέα µηχανική διέγερση του στοιχείου χρησιµοποιείται στην διαφορική εξίσωση 
της οστικής ανακατασκευής για το επόµενο χρονικό βήµα. 

• Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται. 

Ακολουθεί στο Σχήµα 4.5 η αναπαράσταση του αλγορίθµου του προγράµµατος που 
αναπτύχθηκε. Από το παρακάτω σχήµα απουσιάζει ο νοητός βρόχος για την επανάληψη 
της διαδικασίας σε κάθε Π.Σ.  
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 ∆εδοµένα Eισόδου 
  
 ∆ηµιουργία Υλικών 
  
 Επίλυση (ANSYS) 
 
 
 
       Έναρξη Οστικής 
     Ανακατασκευής 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    “Τερµατισµός” Οστικής 
                                          Ανακατασκευής 

*DO,k,1,4 

*DO,i,1,3 
Μηχανική ∆ιέγερση 
 
Υπολογισµός f(ρk,i,xk,i(t)) 
 
Αλλαγή στις Ιδιότητες 
 
Επίλυση (ANSYS) 

Μηχανική ∆ιέγερση 
 
Υπολογισµός f(ρb,i,xb,i(t)) 
 
Αλλαγή στις Ιδιότητες 
 
Επίλυση (ANSYS) 

*DO,b,1,2 

*DO,i,4,nsteps

*ENDDO

*ENDDO

*ENDDO

*ENDDO

 
Σχήµα 4.5 Αλγόριθµος Προγράµµατος που αναπτύχθηκε στο ANSYS 

Για να ξεκινήσει η εκτέλεση του κώδικα πρέπει να καθοριστεί η γεωµετρία του οστού. 
Στη συνέχεια πρέπει να γεννηθεί πλέγµα Π.Σ. και να οριστούν οι οριακές συνθήκες. 

∆εδοµένα εισόδου του προγράµµατος αποτελούν 
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• ο συνολικός χρόνος προσοµοίωσης 

• το µέγεθος του βήµατος ανάλυσης 

• οι συντελεστές της διαφορικής εξίσωσης της οστικής ανακατασκευής και 

• οι συντελεστές C και r για τη συσχέτιση µέτρου ελαστικότητας και οστικής 
πυκνότητας. 

Η παραµετροποίηση του κώδικα είναι τέτοια ώστε να µπορεί, χωρίς αλλαγές, να 
εφαρµοσθεί τόσο σε διδιάστατο όσο και τριδιαστατο πρόβληµα, σε οποιαδήποτε 
γεωµετρία, για οποιοδήποτε πλέγµα Π.Σ. και οριακές συνθήκες. 

Η συνθήκη ισορροπίας για την οστική ανακατασκευή σε κάθε στοιχείο, προσδιοριζόµενη 
από την τη θεωρία οστικής ανακατασκευής, είναι : 

0=
dt
dρ  ή maxρρ =  ή minρρ =  

Στους κώδικες που αναπτύχθηκαν έχει τεθεί ως άνω όριο οστικής πυκνότητας η τιµή 

3max 74.1 cm
gr=ρ , ενώ ως κάτω όριο 3min 01.0 cm

gr=ρ  

Η αριθµητική ολοκλήρωση γίνεται µε τη βοήθεια των µεθόδων Runge – Kutta και Adams 
Bashforth 4ης τάξης. Για τα τρία πρώτα βήµατα χρησιµοποιείται η µέθοδος Runge – Kutta, 
ώστε να µπορεί να εκκινήσει η  Adams Bashforth η οποία χρησιµοποιείται σε τα υπόλοιπα 
βήµατα. Έτσι, επιτυγχάνεται γρήγορη σύγκλιση και υψηλή ακρίβεια στο αποτέλεσµα. 
Κατά τη διάρκεια κάθε βήµατος της µεθόδου Runge-Kutta απαιτούνται 4 επιλύσεις στο 
πρόγραµµα ANSYS για τον υπολογισµό των απαραίτητων ενδιαµέσων τιµών, ενώ για 
κάθε βήµα της µεθόδου Adams Bashford απαιτούνται δύο επιλύσεις για τον ίδιο λόγο 

4.3 Παραδείγµατα ελέγχου της κάθε µεθόδου 

Η διαδικασία στην παρούσα διπλωµατική εργασία θα υλοποιηθεί σε δύο απλές 
διδιάστατες γεωµετρικές δοµές που εµφανίζονται στη βιβλιογραφία της οστικής 
ανακατασκευής [31], [30](Σχήµα 4.6): 

• Μια τετράγωνη πλάκα 

• Μια τυπική γεωµετρία ισχίου 
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(α) (β) 
Σχήµα 4.6 ∆ιδιάστατη εφαρµογή  (α) σε τετράγωνη πλάκα  (β) σε τυπική µορφή µακρέως οστού 

Το υλικό που έχει θεωρηθεί και για τις δύο δοµές είναι ισοτροπικό δηλαδή το µέτρο 
ελαστικότητάς του είναι ίσο στις τρεις κατευθύνσεις. Στην αρχική κατάσταση το υλικό 
είναι συµπαγές, σταθερής αρχικής πυκνότητας. Οι οριακές συνθήκες κάθε κατασκευής 
φαίνονται στο Σχήµα 4.6 και θα διατηρούνται σταθερές καθ’ όλη τη διάρκεια της 
προσοµοίωσης. Το µέγεθος που µεταβάλλεται, µέσω της µηχανικής διέγερσης, είναι η 
οστική πυκνότητα κάθε στοιχείου ανεξάρτητα.  

4.3.1 Τετράγωνη πλάκα 

Η διδιάστατη πλάκα είναι διαστάσεων cmcm 1010 × . Εφαρµόζεται, σε αυτήν σταθερή, 
κατανεµηµένη γραµµική πίεση µε αρνητική κλίση στην άνω πλευρά. Η µέγιστη τιµή 
είναι MPap 10max =  στην άνω αριστερή κορυφή και µηδενική στην άνω δεξιά. Στον 

κόµβο που αντιστοιχεί στην κάτω αριστερά κορυφή δεσµεύονται όλοι η βαθµοί 
ελευθερίας του, ενώ σε όλη την κάτω πλευρά εφαρµόζεται κύλιση. 

∆ηµιουργείται πλέγµα µε 4040×  τετρακοµβικά στοιχεία plane 42. Το πεπερασµένο 
στοιχείο plane42 χρησιµοποιείται για τη διδιάστατη µοντελοποίηση στερεών κατασκευών. 
Το στοιχείο αυτό µπορεί να χρησιµοποιηθεί είτε ως επίπεδο στοιχείο (επίπεδη τάση ή 
επίπεδη παραµόρφωση) ή ως αξονοσυµµετρικό στοιχείο. Καθορίζεται δε από 4 κόµβους, 
έχοντας δύο βαθµούς ελευθερίας σε κάθε κόµβο: µετατόπιση στις κατευθύνσεις x και y 
των κόµβων. Στο Σχήµα 4.7 παρουσιάζεται η γεωµετρία του πεπερασµένου στοιχείου 
plane42. 
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Σχήµα 4.7 Γεωµετρία πεπερασµένου στοιχείου plane42 

Γενικά, η πύκνωση του πλέγµατος οδηγεί σε αύξηση της ακρίβειας αλλά και του 
υπολογιστικού κόστους, κάτι που, ειδικά στην συγκεκριµένη περίπτωση που η διαδικασία 
είναι επαναληπτική µπορεί να δηµιουργήσει προβλήµατα. Κρίνεται ότι η συγκεκριµένη 
πυκνότητα πλέγµατος είναι επαρκής. 

Ο λόγος Poisson διατηρείται σταθερός και ίσος µε 0.3, ενώ το διαρκώς µεταβαλλόµενο 
ύστερα από κάθε χρονικό βήµα µέτρο ελαστικότητας κάθε στοιχείου υπολογίζεται 
συναρτήσει της πυκνότητας (Σχήµα 4.8(α)). 

4.3.2 Τυπική γεωµετρία ισχίου 

Η τυπική γεωµετρία ισχίου αποτελεί µια διδιάστατη δοµή πλάτους 2.5cm και µέγιστου 
ύψους 61.25 cm, όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.8(β). Το άνω µέρος καταλήγει σε ηµικύκλιο 
ακτίνας 1.25cm και προσιδιάζει την κεφαλή ενός µακρέως οστού όπως στο µηριαίο.  Στην 
κεφαλή εφαρµόζεται σταθερή πίεση, µε τιµή MPap 5= , ενώ σε όλη την κάτω πλευρά 
κύλιση στον κάτω αριστερά κόµβο δεσµεύονται όλοι οι βαθµοί ελευθερίας . 

Το πλέγµα που δηµιουργείται αποτελείται από 2022 ισοπαραµετρικά διδιάστατα Π.Σ. 
plane42 και επιλέγεται αρχική πυκνότητα 3

0 /8.0 cmgr=ρ  ίση για όλα τα Π.Σ. Ο λόγος 

Poisson διατηρείται σταθερός και ίσος µε 0.3, ενώ το διαρκώς µεταβαλλόµενο ύστερα από 
κάθε χρονικό βήµα µέτρο ελαστικότητας κάθε στοιχείου υπολογίζεται, όπως και στην 
πλάκα. 

  
(α) (β) 

Σχήµα 4.8 Πλέγµα Π.Σ (α) σε τετράγωνη πλάκα  (β) σε τυπική µορφή µακρέως οστού 
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5.1  Ανάλυση µοντέλου εσωτερικής οστικής ανακατασκευής του Hart 

Ο Hart µετά από πειραµατική έρευνα και ανάλυση το 1982 [5] θεώρησε, για το ρυθµό 
µεταβολής της παραµέτρου ανακατασκευής του οστού α, όπως την ονόµασε (remodeling 
parameter rate), µια διαφορική εξίσωση 1ης τάξης ως προς την οστική πυκνότητα. 
Σύµφωνα µε αυτή την εξίσωση, ο ρυθµός µεταβολής της παραµέτρου ανακατασκευής 
εξαρτάται άµεσα από την παραµόρφωση του οστού κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες 
φόρτισης.     

20.4734 4.7334 7.8897 788.94 788.94da a a a
dt

ε ε= − ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅
  (5.1) 

όπου α είναι η παράµετρος ανακατασκευής του οστού και  

         ε η παραµόρφωση 

Η παράµετρος ανακατασκευής συνδέεται άµεσα µε την πυκνότητα του οστού µέσω της 
σχέσης 

( )2.0179 0.892ρ α= ⋅ +     (5.2) 

 Τέλος, σύµφωνα µε τις πειραµατικές µελέτες του Hart, το µέτρο ελαστικότητας 
του οστού υπολογίζεται συναρτήσει της πυκνότητάς του µέσω της σχέσης :  

rE C ρ= ⋅      (5.3) 

όπου 
( )2

3

3.2527 GPaC
gr

cm

=

 και 3r =  

5.2 Ισοδύναµη µορφή της διαφορικής εξίσωσης του Hart 

Στις περισσότερες υπολογιστικές εφαρµογές εσωτερικής οστικής ανακατασκευής που 
αναπτύχθηκαν σε προηγούµενο κεφάλαιο το µηχανικό µέγεθος που θέτει σε λειτουργία 
τον µηχανισµό της οστικής αναπαραγωγής συνδέεται άµεσα µε την µεταβολή της οστικής 
πυκνότητας. 

Παραγωγίζοντας τη σχέση (5.2) ως προς το χρόνο προκύπτει ότι: 

2.0179d d
dt dt
ρ α
= ⋅      (5.4) 

Επιλύοντας την σχέση (5.2) ως προς α και αντικαθιστώντας τη σχέση (5.4) στην σχέση 
(5.1), προκύπτει η σχέση του ρυθµού µεταβολής της οστικής πυκνότητας συναρτήσει της 
παραµόρφωσης:  

( )ρερρρ
⋅+⋅+⋅+⋅−= 9399.778934.17190986.380866.1814278.22 2

dt
d   (5.5) 
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5.3 Αποτελέσµατα της χρήση της σχέσης του Hart σε ράβδο και σύγκριση µε 
βιβλιογραφία. 

Ο Hart παρουσίασε τη µεταβολή των πυκνοτήτων σε µία ράβδο, µοντελοποιηµένη µε 9 
εικοσακοµβικά ισοπαραµετρικά Π.Σ, υπό συνθήκες κάµψης. 

∆ηµιούργησε µία τριδιάστατη δοµή µε διαστάσεις mmmmmm 911 ×× και δεσµεύοντας 
όλους τους βαθµούς ελευθερίας των τεσσάρων κάτω γωνιακών κόµβων εφάρµοσε 
τέσσερις καµπτικές δυνάµεις, µέτρου 0.02 Ν η κάθε µία, στους τέσσερεις άνω γωνιακούς 
κόµβους. 

Θεώρησε 9 διαφορετικά υλικά µε πυκνότητες  µε ηµιτονοειδή κατανοµή καθ’ ύψος, και 
υπολόγισε το µέτρο ελαστικότητας κάθε Π.Σ. µε χρήση της σχέσης (5.3). 

Σκοπός του ήταν να δείξει πώς θα µεταβληθούν οι πυκνότητες των Π.Σ. σε µια χρονική 
µονάδα κατά τη διαδικασία της οστικής ανακατασκευής (Σχέση(5.5)). Τελικά παρατήρησε 
ότι η κατανοµή τους εξοµαλύνθηκε και οι τιµές τους πλησίασαν. 

Το µηχανικό µέγεθος που επηρεάζει την οστική ανακατασκευή κατά τον Hart ήταν 
παραµόρφωση κατά τη διεύθυνση z. 

 
Σχήµα 5.1 Αποτελέσµατα από διδακτορικό Ηart (α) αρχική κατανοµή πυκνοτήτων 9 

στοιχείων (β) τελική κατανοµή 
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Στα πλαίσια της παρούσας διπλωµατικής εργασίας έγινε αναπαραγωγή του ίδιου 
παραδείγµατος ώστε να ελεγχθεί η ορθή µεταφορά του κώδικα FORTRAN σε APDL. Η 
γεωµετρία, τα 9 Π.Σ που αντιστοιχούν σε εννέα διαφορετικά υλικά, οι κοµβικές δυνάµεις 
και η στήριξη φαίνονται στο Σχήµα 5.2 που ακολουθεί. 

1           1           

2           2           

3           3           

4           4          

5           5           

6           6           

7           7           

8           8           

9           9           

9           

XY Z

 
Σχήµα 5.2 Μοντέλο ράβδου κατά τον Hart µε τις οριακές συνθήκες και χρήση εννέα υλικών 

διαφορετικής πυκνότητας 

Χρησιµοποιώντας τις ίδιες τιµές αρχικής πυκνότητας µε αυτές που αναφέρει ο Hart, µετά 
από µια χρονική µονάδα, µε την αριθµητική ολοκλήρωση της Σχέσης (5.5) σε πέντε 
χρονικά βήµατα, προέκυψαν τα αποτελέσµατα  που φαίνονται στο Σχήµα 5.3 που 
ακολουθεί. 

Αριθµός 
Στοιχείου 

t = 0 t = 1 

1 1,739 2,039 
2 1,625 2,035 
3 1,601 2,034 
4 1,670 2,037 
5 1,800 2,042 
6 1,930 2,049 
7 1,999 2,052 
8 1,975 2,051 
9 1,869 2,045  

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1,55 1,65 1,75 1,85 1,95 2,05

Πυκνότητα (gr/cm3)

Α
ρι
θµ
ός

 Σ
το
ιχ
εί
ου

Αρχικό
Τελικό

 
Σχήµα 5.3 Μεταβολές πυκνότητας σε µια χρονική µονάδα 
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Όπως φαίνεται αυξήθηκαν οι πυκνότητες σε όλα τα Π.Σ. αλλά έχουν πλέον πολύ κοντινή 
τιµή, δηλαδή συνεχίζουν να έχουν ηµιτονοειδή κατανοµή πολύ µικρότερου πλάτους. 

5.4 Αλλαγή των σταθερών στη διαφορική εξίσωση του Ηart 

Στη συνέχεια ακολουθεί η µαθηµατική τροποποίηση της υπάρχουσας διαφορικής 
εξίσωσης, ώστε να ενσωµατώσει στοιχεία που αφορούν τις ιδιότητες του οστού και τις 
τελευταίες εξελίξεις στη σχετική µε την οστική ανακατασκευή  έρευνα [15]. 

H Σχέση (5.5) είναι της µορφής:  

( ) ( )ρβεραρ
+⋅=

dt
d   µε α(ρ) >0  (5.6) 

όπου 
( ) 290986.380866.181428.22 ρρρβ ⋅+⋅−=   (5.7) 

 ( ) ρρα ⋅+= 9399.778934.171    (5.8) 

Σε αυτή τη µορφή, φαίνεται ότι το πρόσηµο του ρυθµού µεταβολής της πυκνότητας 
εξαρτάται από το πολυώνυµο 2ου βαθµού β(ρ), για θετική παραµόρφωση ε.  Το β(ρ) 
λοιπόν µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελεί το όριο αναφοράς (threshold) για το αν θα 
αυξηθεί ή θα µειωθεί η οστική πυκνότητα για δεδοµένη µηχανική διέγερση  α(ρ).ε. 

Το όριο αναφοράς β(ρ) εξαρτάται από την πυκνότητα. Συνεπώς για διαφορετική 
πυκνότητα οστού απαιτείται διαφορετική τιµή παραµόρφωσης για το οριακά θετικό 
ισοζύγιο ανακατασκευής.  

Η επίδραση της πυκνότητας στα α(ρ) και β(ρ) αναπαρίσταται γραφικά στο Σχήµα 5.4  
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Σχήµα 5.4 Εξάρτηση (α) συντελεστή α(ρ) και (β) συντελεστή β(ρ) από την πυκνότητα για 

( )3
g0 3.5 cmρ≤ ≤

 

Στο διάγραµµα παραβολικής µορφής (Σχήµα 5.4(β)) φαίνεται το όριο αναφοράς που 
αποτελεί πολυώνυµο 2ου βαθµού ως προς την πυκνότητα. Αν ο όρος β(ρ) είναι θετικός, η 
πυκνότητα συµφωνά µε τη Σχέση (5.6) θα αυξάνεται πάντα για οποιαδήποτε φόρτιση – 
ακόµα και χωρίς φόρτιση. Συµπερασµατικά, η προσέγγιση του Hart (Σχέση 5.6) µπορεί να 
έχει ισχύει µόνο για  εφαρµογή µε καθορισµένα όρια πυκνότητας µεταξύ 1.86gr/cm3 και 
2.68 gr/cm3 όπου ο συντελεστής β(ρ) είναι αρνητικός. όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.5. Αυτό 
έρχεται σε αντίθεση µε αυτό που αναφέρεται στη βιβλιογραφία για την οστική πυκνότητα, 
δηλαδή ότι φτάνει έως 1.8 gr/cm3. 

Όριο Αναφοράς
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Σχήµα 5.5 ∆ιάγραµµα ορίου αναφοράς για πυκνότητες από 38.1 cmgr  έως 32.7 gr cm  
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Θεωρώντας διαφορετικές τιµές παραµόρφωσης πολλαπλασιασµένες µε το συντελεστή 
α(ρ) προκύπτει το Σχήµα 5.6 στο οποίο φαίνεται και η γραφική παράσταση του ορίου 
αναφοράς.  

Μηχανική ∆ιέγερση
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β(ρ)
ε=0.0001
ε=0.0005
ε=0.002
ε=0.004

 
Σχήµα 5.6 Μηχανική διέγερση και όριο αναφοράς συναρτήσει της οστικής πυκνότητας  

Ο όρος ( ) ερα ⋅ αντιπροσωπεύει τη µηχανική διέγερση του οστού και η διαφορά του από 
την αναφορά β(ρ) ενεργοποιεί ποιοτικά (απορρόφηση ή εναπόθεση οστού) και ποσοτικά 
(µέτρο του ρυθµού µεταβολής πυκνότητας) την οστική ανακατασκευή. Ο όρος α(ρ) είναι 
πολυώνυµο 1ου βαθµού ως προς την πυκνότητα και οδηγεί σε γραµµική αύξηση της 
επίπτωσης παραµόρφωσης ίδιας τιµής για στοιχεία µεγαλύτερης πυκνότητας.  
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Σχήµα 5.7 Απαιτούµενη παραµόρφωση για εναπόθεση οστού για διαφορετική οστική πυκνότητα 

Στο Σχήµα 5.7 φαίνεται η απαιτούµενη παραµόρφωση, συναρτήσει της οστικής 
πυκνότητας, σε ένα Π.Σ. οστού για να υπάρχει θετικό ισοζύγιο οστικής ανακατασκευής, 
δηλαδή θετικός ρυθµός µεταβολής της πυκνότητας. Για παράδειγµα, για πυκνότητα οστού 
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2.5 gr/cm3 και µέτρο ελαστικότητας του υλικού 50.8 GPa (Σχέση 5.3) υπάρχει θετικό 
ισοζύγιο ανακατασκευής, για παραµόρφωση περίπου 200 µstrains και άνω. 

Με σκοπό να προσαρµοστεί η Σχέση (5.6) σε βιβλιογραφικά δεδοµένα που αναφέρθηκαν 
παραπάνω, τροποποιείται µέσω της αλλαγής των συντελεστών του πολυωνύµου β(ρ), που 
αντιπροσωπεύει το όριο αναφοράς. Αυτό µπορεί να γίνει µε δύο τρόπους: 

Ρυθµίζοντας το εύρος  πυκνοτήτων (αλλάζοντας την απόσταση µεταξύ των ριζών) 

Ρυθµίζοντας την τιµή της παραµόρφωσης για την οποία υπάρχει οριακά θετικό ισοζύγιο 
συναρτήσει της πυκνότητας (αλλάζοντας την ελάχιστη τιµή του πολυωνύµου, δηλαδή) 
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Σχήµα 5.8 Όριο αναφοράς Β1 και Όριο αναφοράς Β2 

Στο Σχήµα 5.8 η καµπύλη Β1 αποτελεί το όριο αναφοράς για εύρος πυκνοτήτων από 0.01 
έως 1,74 gr/cm3 και η µαθηµατική της έκφραση είναι το πολυώνυµο 2ου βαθµού   

( )( )1( ) 2.03313 0.01 1.74B ρ ρ ρ= − −    (5.9)  

Η καµπύλη Β2 είναι το όριο αναφοράς για εύρος πυκνοτήτων από 0.01 έως 1.74gr/cm3 και 
η µαθηµατική της έκφραση είναι το πολυώνυµο 2ου βαθµού   

( )( )2 ( ) 3.04960 0.01 1.74B ρ ρ ρ= − −    (5.10) 

Η προς, επίλυση αριθµητική, διαφορική εξίσωση τελικά γίνεται: 

( )1( ) 171.934 788.9399d B
dt
ρ ρ ε ρ= + ⋅ + ⋅    (5.11) 

( )2 ( ) 171.934 788.9399d B
dt
ρ ρ ε ρ= + ⋅ + ⋅     (5.12) 

όπου ε, η κατά Von Mises παραµόρφωση κάθε στοιχείου 

         ρ, η πυκνότητα κάθε στοιχείου 
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5.5 Επίλυση και αποτελέσµατα οστικής ανακατασκευής παραµορφωσιακού 
µοντέλου µε αναφορά B1 

Η απαραίτητη για την εφαρµογή της οστικής ανακατασκευής ανάλυση πεπερασµένων 
στοιχείων πραγµατοποιείται στο λογισµικό ANSYS v10.0. H διαδικασία της 
ανακατασκευής, έχει προγραµµατισθεί στην γλώσσα προγραµµατισµού του ANSYS, apdl. 

Η διαδικασία επαναλαµβάνεται για πολλά χρονικά βήµατα. Με σκοπό την επιτάχυνση της 
διαδικασίας, χωρίς την απώλεια της ακριβείας, πρέπει να επιλεχθεί χρονικό βήµα 
κατάλληλου µεγέθους. Γενικά, όσο µεγαλύτερο βήµα επιλεχθεί τόσο µικρότερη είναι η 
ακρίβεια του τελικού αποτελέσµατος ενώ υπάρχει κίνδυνος αστάθειας της µεθόδου. 
Αντίστοιχα, όσο µικρότερο είναι το βήµα πολλαπλασιάζονται οι απαιτήσεις της µεθόδου 
σε υπολογιστική ισχύ.  

Ο Hart στις εφαρµογές τις µεθόδου που πραγµατοποίησε χρησιµοποίησε βήµα µεγέθους 
0.2. Για την εκλογή του κατάλληλου βήµατος, θα γίνουν δοκιµές σε συνολικό χρόνο µιας 
χρονικής µονάδας και θα δοκιµασθούν µε 4 διαφορετικά χρονικά βήµατα. Στο Σχήµα 5.9 
που ακολουθεί φαίνονται τα αποτελέσµατα: 

  
(Step size) = 0.025 (Step size) = 0.05 

  
(Step size) = 0.1 (Step size) = 0.2 

Σχήµα 5.9 Πυκνότητες στοιχείων τετράγωνης πλάκας σε 1 χρονική µονάδα για διαφορετικό 
µέγεθος βηµάτων 

Σε σύγκριση µε το αποτέλεσµα µε βήµα 0.025, για βήµα 0.05 η µέγιστη διαφορά σε 

πυκνότητα στοιχείου είναι της τάξης του 3
710 cm

gr− , ενώ για βήµα 0.1 της τάξης του 
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3
310 cm

gr−  και οι κατανοµές είναι ακριβώς της ίδιας µορφής. Το βήµα 0.2 κρίνεται 

απαγορευτικό καθώς οι κατανοµές είναι διαφορετικές από αυτές που έχουµε για 
µικρότερα βήµατα όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.9 

Η µελέτη επαναλαµβάνεται και για την τυπική γεωµετρία ισχίου για 1 µονάδα χρόνου. 
Λόγω των  µικρότερων διαστάσεων των στοιχείων αλλά και του πιο πυκνού πλέγµατος 
ξεκινά η αναζήτηση του καταλληλότερου βήµατος από µικρότερες τιµές. 

  
(Step size) = 0.025 (Step size) = 0.05 

  
(Step size) = 0.1 (Step size) = 0.2 

 
(Step size) = 0.5 

Σχήµα 5.10 Πυκνότητες στοιχείων τυπικής γεωµετρίας ισχίου σε 1 χρονική µονάδα για 
διαφορετικό µέγεθος βηµάτων. 

Σε σύγκριση µε το αποτέλεσµα µε βήµα 0.025, για βήµα 0.05 η µέγιστη διαφορά σε 

πυκνότητα στοιχείου είναι της τάξης του 3
810 cm

gr−  και οι κατανοµές είναι ίδιες. Για 
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βήµα 0.1 η απόκλιση των πυκνοτήτων είναι της τάξης του 3
410 cm

gr−  και οι κατανοµές 

είναι επίσης ίδιες. Για βήµα 0.2 η µέγιστη απόκλιση είναι πολύ µεγαλύτερη και πλέον 
διαφέρει και η κατανοµή. 

Από τα παραπάνω αποτελέσµατα εξάγεται το συµπέρασµα ότι για σταθερό βήµα 
05.0=∆t  και στις δύο εφαρµογές επιτυγχάνεται η καλύτερη ισορροπία ακρίβεια και 

υπολογιστικού κόστους. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται για συνολικό χρόνο 175 
χρονικών µονάδων δηλαδή πραγµατοποιούνται 3500 χρονικά βήµατα. Κατά τη διάρκεια 
κάθε βήµατος της µεθόδου Runge-Kutta απαιτούνται 4 επιλύσεις στο πρόγραµµα ANSYS 
για τον υπολογισµό των απαραίτητων µηχανικών µεγεθών ενώ για κάθε βήµα της 
µεθόδου Adams Bashforth απαιτούνται δύο επιλύσεις για τον ίδιο λόγο. Έτσι, στο σύνολο 
το ANSYS θα εκτελέσει 70063497234 =×+×  επιλύσεις 

5.5.1 Τετράγωνη πλάκα 

Αρχικά παρατίθενται στο Σχήµα 5.11 οι κατανοµές ισοδύναµων παραµορφώσεων κατά 
Von Mises και πυκνότητας τροπικής ενέργειας για την αρχική κατάσταση (ρ0=0.8gr/cm3, 
Τ = 0) µε δεδοµένες φορτίσεις και στηρίξεις. Όλα τα στοιχεία µε την αρχική πυκνότητα 
έχουν αρχικό µέτρο ελαστικότητας MPaE 16650 ≈  ενώ το µέγιστο µέτρο ελαστικότητας 

που µπορεί να προκύψει είναι MPaE 17135max ≈  

  
(α) (β) 

Σχήµα 5.11 Κατανοµές στην αρχική κατάσταση (α) των ισοδύναµων παραµορφώσεων 
κατά Von Mises και (β) της πυκνότητας τροπικής ενέργειας  

Παρατηρείται στο Σχήµα 5.11 ότι η µέγιστη τιµή ισοδύναµων παραµορφώσεων κατά Von 
Mises είναι 5930µstrains ενώ η µέγιστη τιµή πυκνότητας τροπικής ενέργειας είναι 

0.029 3cm
J

.  

Το όριο αναφοράς Β1(ρ) επιλέχθηκε έτσι ώστε για πυκνότητα 3
0 /8.0 cmgr=ρ  να 

δηµιουργείται θετικό ισοζύγιο ανακατασκευής στα στοιχεία που η ισοδύναµη 
παραµόρφωσή τους είναι 2000µstrain και άνω. Όπως φαίνεται, από το αρχικό διάγραµµα 
παραµορφώσεων κατά Von Mises από τη θέση x=6.6cm και δεξιά θα µειωθούν οι 
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πυκνότητες ενώ αριστερά από αυτό το σηµείο θα αυξηθούν, ύστερα από το πρώτο χρονικό 
βήµα.  

Μετά από 3500 χρονικά βήµατα, τα τελικά διαγράµµατα των ισοδύναµων 
παραµορφώσεων κατά Von Mises και της πυκνότητα τροπικής ενέργειας φαίνονται στο 
Σχήµα 5.12. 

  
(α) (β) 

Σχήµα 5.12 Τελικές κατανοµές (α) των παραµορφώσεων και (β) της πυκνότητα τροπικής 
ενέργειας 

Στο χρόνο Τ=175 παρατηρείται ότι η µέγιστη τιµή της ισοδύναµης παραµόρφωσης κατά 
Von Mises είναι 2300 µstrains, ενώ η µέγιστη τιµή πυκνότητας τροπικής ενέργειας είναι 

0.016 3cm
J .  

Συγκρίνοντας τις αντίστοιχες τιµές για το χρόνο Τ=0 και Τ=175 παρατηρείται ότι ενώ η 
µέγιστη τιµή της ισοδύναµη παραµόρφωσης κατά Von Mises µειώθηκε κατά 3600µStrains 

η µέγιστη τιµή της πυκνότητας τροπικής ενέργειας µειώθηκε κατά 0.013 3cm
J . 

Παρατηρείται, επίσης ότι η µορφή των αντίστοιχων  διαγραµµάτων είναι εντελώς 
διαφορετική από τα αντίστοιχα σε χρόνο Τ=0, γεγονός που αποδεικνύει ότι έχουν επέλθει 
πολλές αλλαγές στις µηχανικές ιδιότητες των στοιχείων. Η τελική κατανοµή των 
πυκνοτήτων φαίνεται στο Σχήµα 5.13. 

Από τις παρακάτω εικόνες φαίνεται ότι η διαδικασία της αριθµητικής προσοµοίωσης της 
οστικής ανακατασκευής δηµιουργεί ασυνέχειες στην κατανοµή της πυκνότητας του 
υλικού, παρατήρηση που έχει επισηµανθεί και στη βιβλιογραφία. Το παράδοξο σε αυτό το 
αποτέλεσµα είναι ότι για να αναπαρασταθεί µια ασυνεχής δοµή, όπως η δοκιδώδης µορφή 
του οστού, χρησιµοποιήθηκε συµπαγές, συνεχές υλικό και οδήγησε τελικώς σε ασυνεχή 
δοµή. 

Οι τελικές µηχανικές ιδιότητες των υλικών ακολουθούν την κατανοµή των πυκνοτήτων µε 
µέγιστο µέτρο ελαστικότητας MPaE 3.17135max = . 
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(α) (β) 

Σχήµα 5.13 Τελική κατανοµή πυκνότητας (α) ανά στοιχείο, (β) µε χρήση µέση τιµής τοπικά 

Συγκεκριµένα, βιβλιογραφικά, δύο τύποι ασυνεχειών παρατηρούνται [17]: 

• Ο πρώτος τύπος («κοντινού πεδίου») εµφανίζεται σε περιοχές κοντά στην 
εφαρµογή κατανεµηµένης φόρτισης και χαρακτηρίζεται από διάταξη ακραίων 
πυκνοτήτων όπου γειτονικά ανασκευασµένα στοιχεία είναι είτε κορεσµένα είτε 
εντελώς απορροφηµένα (διάταξη «σκακιέρας»).   

• Ο δεύτερος τύπος ασυνέχειας («µακρινού πεδίου») εµφανίζεται µακριά από την 
εφαρµογή φόρτισης και χαρακτηρίζεται από περιοχές στοιχείων µε µορφή 
«κολώνας», ενώ γειτονικές περιοχές είναι πλήρως απορροφηµένες 

Πιστεύεται ότι ο δεύτερος τύπος ασυνέχειας είναι µια ακριβής αναπαράσταση της 
φυσιολογίας του οστού, ενώ ο πρώτος τύπος σχετίζεται µε την εφαρµογή της 
διακριτοποίησης των πεπερασµένων στοιχείων. Στο δεύτερο τύπο ασυνέχειας οφείλεται η 
διαφορά στα δύο διαγράµµατα µέσης πυκνότητας και πυκνότητας ανά πεπερασµένο 
στοιχείο, όπως φαίνονται στο Σχήµα 5.13. Αξιοσηµείωτο είναι ότι οι δυο κολώνες 
δηµιουργήθηκαν προς την πλευρά της υψηλής φόρτισης όπου καταπόνηση ήταν 
υψηλότερη. Αντίθετα προς την πλευρά της χαµηλής φόρτισης παρατηρήθηκαν πολύ 
υψηλά ποσοστά απορρόφησης στοιχείων. 

Οι Chen et al. (2006) θεωρώντας ότι το φαινόµενο «σκακιέρας» οφείλεται στην 
προσέγγιση µε βάση τα στοιχεία, προτείνουν µια προσέγγιση µε βάση τους κόµβους. Από 
άλλες βιβλιογραφικές πηγές προβλέπεται ότι για δύναµη  µικρότερη του 1 στη σχέση 
πυκνότητας και µέτρου του ελαστικότητας αποφεύγονται ασυνέχειες αλλά θέλει άπειρο 
χρόνο για να συγκλίνει η διαδικασία (και ανάλογη υπολογιστική ισχύ), ενώ συµφωνά µε 
άλλες αναφορές η σχέση πυκνότητας και µέτρου του Young για οστό προσεγγίζεται 
ικανοποιητικά µόνο για δύναµη µεταξύ 2 µε 3.[30] 

Σηµαντικό µέγεθος για την παρακολούθηση της πορείας της οστικής ανακατασκευής είναι 
η µάζα της πλάκας. Η αρχική µάζα της πλάκας ήταν 8.00gr. Στην πραγµατικότητα  η τιµή 
αυτή αντιστοιχεί σε µάζα (τριδιάστατης πλάκας) µε πάχος 1mm. 
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Χρονική Μεταβολή Μάζας
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Σχήµα 5.14 Χρονική µεταβολή µάζας της τετράγωνης πλάκας 

Στο Σχήµα 5.14 φαίνεται το διάγραµµα µεταβολής της συνολικής µάζας στην πορεία του 
χρόνου. Ενώ, υπήρξε σηµαντική αύξηση στην συνολική µάζα µέχρι τις δύο πρώτες 
χρονικές µονάδες, η τελική µάζα είναι 7.723gr, δηλαδή µειώθηκε κατά 0.277gr ή 3.5%. Η 
µάζα διατηρείται σταθερή από τις 19 χρονικές µονάδες και µετά. 

Στο Σχήµα 5.15 φαίνεται η κατανοµή της πυκνότητας στην τετράγωνη πλάκα για 
διάφορες χρονικές στιγµές της διαδικασίας. 

  
(α)  Τ = 1 (β)  Τ = 2 

  
(γ) Τ = 5 (δ)  Τ = 10 
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(ε)  Τ = 60 (στ)  Τ = 120 

Σχήµα 5.15 Κατανοµή πυκνότητας ανά στοιχείου σε διαφορετικές χρονικές στιγµές 

Σε 5 χρονικές µονάδες οι πυκνότητες των στοιχείων διαφέρουν αρκετά από τις τελικές, 
ωστόσο έχουν ήδη σχηµατιστεί πλήρως οι κολώνες της τελικής δοµής. Μόλις σε 10 
χρονικές µονάδες φαίνεται ότι η κατανοµή οστικών πυκνοτήτων είναι κοντά στην τελική 
πράγµα που δηλώνει ότι η µέθοδος µπορεί να µας δώσει πριν τη σύγκλιση του αλγορίθµου 
σηµαντικές πληροφορίες. Τα Σχήµα 5.15 (ε) και (στ) που παρουσιάζουν τις κατανοµές 
των πυκνοτήτων για τις 60 και 120 χρονικές µονάδες διαφέρουν ελάχιστα. 

5.5.2 Τυπική γεωµετρία ισχίου 

Ακολουθούν τα διαγράµµατα ισοδύναµων παραµορφώσεων κατά Von Mises και 
πυκνότητας τροπικής ενέργειας για την αρχική κατάσταση (ρ0 = 0.8 gr/cm3, Τ = 0) υπό 
συγκεκριµένες συνθήκες φόρτισης που περιγράφονται σε προηγούµενο κεφάλαιο.  

  
(α) (β) 

Σχήµα 5.16 Κατανοµές στην αρχική κατάσταση (α) των ισοδύναµων παραµορφώσεων κατά 
Von Mises και (β) της πυκνότητας τροπικής ενέργειας     

Στο Σχήµα 5.16 Κατανοµές στην αρχική κατάσταση (α) των ισοδύναµων 
παραµορφώσεων κατά Von Mises και (β) της πυκνότητας τροπικής ενέργειας  
παρατηρείται ότι η µέγιστη τιµή ισοδύναµης παραµόρφωσης κατά Von Mises είναι 3255 

µstrains, ενώ η µέγιστη τιµή πυκνότητας τροπικής ενέργειας είναι 0.012 3cm
J . 
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Μετά από 3500 χρονικά βήµατα, τα τελικά διαγράµµατα των παραµορφώσεων και της 
πυκνότητας τροπικής ενέργειας φαίνονται παρακάτω. 

  
(α) (β) 

Σχήµα 5.17 Τελικές κατανοµές (α) των παραµορφώσεων και (β) της πυκνότητα τροπικής 
ενέργειας  

Η µέγιστη τιµή ισοδύναµης παραµόρφωσης κατά Von Mises όπως φαίνεται στο Σχήµα 
5.17 είναι 2200 µstrains, ενώ η µέγιστη τιµή πυκνότητας τροπικής ενέργειας είναι 0.015 

3cm
J . Παρατηρείται ότι οι κατανοµές και των δύο µεγεθών είναι διαφορετικές από τις 

αντίστοιχες αρχικές. 

Η τελική κατανοµή των πυκνοτήτων των πεπερασµένων στοιχείων φαίνεται στο Σχήµα 
5.18 που ακολουθεί: 

  
(α) (β) 

Σχήµα 5.18 Τελική κατανοµή πυκνότητας (α) ανά στοιχείο, (β) µε χρήση µέση τιµής  

τοπικά 

Στο παραπάνω σχήµα παρατηρούνται οι δύο τύποι ασυνεχειών που διαπιστώθηκαν και 
στην περίπτωση της τετράγωνης πλάκας. Στην περίπτωση της τυπικής γεωµετρίας ισχίου, 
βέβαια δηµιουργήθηκε µια κεντρική κολώνα στο µέσο της δοµής λόγω της συµµετρίας 
της φόρτισης και της µικρότερης αναλογίας πλάτους προς ύψος. 

Η αρχική µάζα του µοντέλου ήταν 1.146gr. Στην πραγµατικότητα  η τιµή αυτή αντιστοιχεί 
σε µάζα (τριδιάστατης δοµής) µε πάχος 1mm. Ακολουθεί το διάγραµµα της µάζας στην 
πορεία του χρόνου στο Σχήµα 5.19. 
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Σχήµα 5.19 Χρονική µεταβολή µάζας τυπικής µορφής ισχίου 

Ενώ, αρχικά, υπήρξε αύξηση στην συνολική µάζα µέχρι τις δύο πρώτες χρονικές µονάδες, 
στην συνέχεια παρατηρήθηκε µείωσή της µε υψηλό ρυθµό. Η συνολική τελική µάζα 
διατηρείται σταθερή από τις 10 χρονικές µονάδες και είναι 0.942gr, δηλαδή µειώθηκε 
κατά 0.207gr ή 18%.  

Στο Σχήµα 5.19 φαίνεται η κατανοµή της οστικής πυκνότητας στην τυπική γεωµετρία 
ισχίου για διάφορα χρονικά βήµατα της διαδικασίας 

  
(α)  Τ = 1 (β)  Τ = 2 

  
(γ)  Τ = 5 (δ)  Τ = 10 
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(ε)  Τ = 60 (στ)  Τ = 120 

Σχήµα 5.20 Κατανοµή πυκνότητας ανά στοιχείου σε διαφορετικές χρονικές στιγµές 

Σε 5 µονάδες χρόνου έχει  ήδη δηµιουργηθεί κεντρική κολώνα, ωστόσο οι οστικές 
πυκνότητες σε κάποια Π.Σ. διαφέρουν αρκετά από τις τελικές. Επίσης παρατηρείται ότι 
υπάρχουν στοιχεία που έχουν αποκτήσει τη µέγιστη πυκνότητα ενώ άλλα έχουν 
απορροφηθεί πλήρως, σε αντίθεση µε την κατάσταση σε 2 πρώτες µονάδες όπου µέγιστη 
πυκνότητα ήταν 3334.1 cmgr . Σε 10 µόλις µονάδες χρόνου η κατανοµή της πυκνότητας 
προσεγγίζει την τελικής κατάστασης.  

5.6 Επίλυση και αποτελέσµατα οστικής ανακατασκευής παραµορφωσιακού 
µοντέλου µε αναφορά Β2 

Το όριο αναφοράς Β2 επιλέχθηκε έτσι ώστε για πυκνότητα 3
0 /8.0 cmgr=ρ  να 

δηµιουργείται θετικό ισοζύγιο ανακατασκευής στα στοιχεία που παραµορφώνονται κατά 
3000 µstrain και άνω.  

Η διαδικασία οστικής ανακατασκευής επαναλαµβάνεται και πάλι για συνολικό χρόνο 175 
µε σταθερό βήµα 05.0=∆t .  

5.6.1 Τετράγωνη πλάκα 

Oι κατανοµές ισοδύναµων παραµορφώσεων κατά Von Mises και πυκνότητας τροπικής 

ενέργειας για την αρχική κατάσταση ( 30 8.0 cm
gr=ρ , Τ=0) µε δεδοµένες φορτίσεις και 

στηρίξεις φαίνονται στο Σχήµα 5.16 που προηγήθηκε. 

Όπως φαίνεται από το αρχικό διάγραµµα ισοδύναµων παραµορφώσεων Von Mises, µετά 
το πρώτο χρονικό βήµα, περίπου από τη θέση x=0.5cm και δεξιά οι οστικές πυκνότητες 
θα µειωθούν ενώ αριστερά θα αυξηθούν.  

Μετά από 3500 χρονικά βήµατα, τα τελικά διαγράµµατα των παραµορφώσεων και της 
πυκνότητα τροπικής ενέργειας φαίνονται παρακάτω. 



Κεφάλαιο 5ο                   Παραµορφωσιακό Μοντέλο Οστικής Ανακατασκευής 
 

82 

  
(α) (β) 

Σχήµα 5.21 Τελικές κατανοµές (α) των παραµορφώσεων και (β) της πυκνότητα τροπικής 
ενέργειας  

Σε χρόνο 175 µονάδων παρατηρείται ότι η µέγιστη τιµή της ισοδύναµης παραµόρφωσης 
κατά Von Mises είναι 3500 µstrains, ενώ η µέγιστη τιµή πυκνότητας τροπικής ενέργειας 

είναι 0.04 3cm
J  .  

Η τελική κατανοµή των πυκνοτήτων φαίνεται στο Σχήµα 5.22 

  
(α) (β) 

Σχήµα 5.22 Τελική κατανοµή πυκνότητας (α) ανά στοιχείο, (β) µε χρήση µέση τιµής τοπικά 

Στο παραπάνω σχήµα παρατηρούνται οι δύο τύποι ασυνεχειών που διαπιστώθηκαν και για 
την αναφορά Β1. Επίσης, σχηµατίστηκαν δυο κολώνες στις ίδιες θέσεις που 
σχηµατίστηκαν για αναφορά Β1 µε τη διαφορά ότι είναι µικρότερου πάχους, δηλαδή πιο 
«λεπτές». 

Σηµαντικό µέγεθος για την παρακολούθηση της πορείας της ανακατασκευής είναι η µάζα 
της πλάκας. Στο Σχήµα 5.23 Χρονική µεταβολή µάζας τετράγωνης πλάκας φαίνεται το 
διάγραµµα µεταβολής της συνολικής µάζας στην πορεία του χρόνου  
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Σχήµα 5.23 Χρονική µεταβολή µάζας τετράγωνης πλάκας 

Η τελική µάζα είναι 5.677gr, δηλαδή µειώθηκε κατά 2.323gr ή 29.2%. Η µάζα διατηρείται 
σταθερή από τις 11 χρονικές µονάδες και µετά. Στο Σχήµα 5.24 φαίνεται η κατανοµή της 
πυκνότητας στην τετράγωνη πλάκα σε διάφορα βήµατα της διαδικασίας 

  
(α)  Τ = 1 (β)  Τ = 2 

  
(γ) Τ = 5 (δ)  Τ = 10 
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(ε)  Τ = 60 (στ)  Τ = 120 

Σχήµα 5.24 Κατανοµή πυκνότητας ανά στοιχείου σε διαφορετικές χρονικές στιγµές 

Σε 5 χρονικές µονάδες έχουν ήδη σχηµατιστεί πλήρως οι κολώνες της τελικής δοµής. 
Μόλις σε 10 χρονικές µονάδες η κατανοµή των πυκνοτήτων έχει προσεγγίσει την τελική, 
πράγµα που δηλώνει ότι η µέθοδος µπορεί να δώσει πριν τη σύγκλιση του αλγορίθµου 
σηµαντικές πληροφορίες. Τα Σχήµα 5.24 (ε) και (στ) που αντιπροσωπεύουν τις κατανοµές 
πυκνοτήτων για χρόνο 60 και 120 χρονικές µονάδες, αντίστοιχα, διαφέρουν ελάχιστα από 
την τελική κατανοµή. 

Στη συνέχεια θα παρουσιαστεί η µεταβολή των πυκνοτήτων δύο γειτονικών στοιχείων εκ 
των οποίων το ένα κατέληξε σε µέγιστη και το άλλο σε ελάχιστη πυκνότητα. Τα στοιχεία 
αυτά ανήκουν στην περιοχή που παρατηρείται το φαινόµενο της σκακιέρας. Η θέση τους 
περιγράφεται από τις συντεταγµένες του κέντρου βάρους τους. Συγκεκριµένα, το στοιχείο 
(#1499) έχει κέντρο βάρους (4.625cm, 9.375cm) ενώ το στοιχείο (#1459) έχει κέντρο 
βάρους (4.625cm, 9.125cm) 
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(β) Λεπτοµέρεια διαγράµµατος α 

Σχήµα 5.25 Μεταβολή πυκνοτήτων δύο γειτονικών στοιχείων στη διάρκεια του χρόνου 

Αντίστοιχα στο Σχήµα 5.26 φαίνεται η µεταβολή της πυκνότητας δύο γειτονικών 
στοιχείων που το ένα κατέληξε σε µέγιστη τιµή και ανήκει σε κολόνα και το άλλο σε 

ελάχιστη. Στο στοιχείο µε πυκνότητα 1,74 3cm
gr  όλα τα γειτονικά του είχαν 0.02 3cm

gr  

ενώ στο στοιχείο 0,02 3cm
gr  όλα τα γειτονικά 1,74 3cm

gr . Το στοιχείο (#620) έχει 

κέντρο βάρους (4.875cm, 3.875cm) ενώ το στοιχείο (#621) έχει κέντρο βάρους (5.125cm, 
3.875cm) 
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Σχήµα 5.26 Μεταβολή πυκνοτήτων δύο γειτονικών στοιχείων στη διάρκεια του χρόνου 

5.6.2 Τυπική γεωµετρία ισχίου 

Oι κατανοµές ισοδύναµων παραµορφώσεων κατά Von Mises και πυκνότητας τροπικής 
ενέργειας για την αρχική κατάσταση (ρ0 = 0.8 gr/cm3, Τ = 0) για δεδοµένες φορτίσεις και 
στηρίξεις υπάρχουν στο Σχήµα 5.16 

Μετά από 3500 χρονικά βήµατα, τα τελικά διαγράµµατα των παραµορφώσεων και της 
πυκνότητας τροπικής ενέργειας φαίνονται παρακάτω. 

  
(α) (β) 

Σχήµα 5.27 Τελικές κατανοµές (α) των παραµορφώσεων και (β) της πυκνότητα τροπικής 
ενέργειας  

 

Μέγιστη τιµή ισοδύναµης παραµόρφωσης κατά Von Mises όπως φαίνεται στο Σχήµα 
5.27 Τελικές κατανοµές (α) των παραµορφώσεων και (β) της πυκνότητα τροπικής 
ενέργειας  είναι 3400 µstrains, ενώ η µέγιστη τιµή πυκνότητας τροπικής ενέργειας είναι 

0.038 3cm
J .  

Η τελική κατανοµή των πυκνοτήτων των Π.Σ. στο Σχήµα 5.28 που ακολουθεί: 
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(α) (β) 

Σχήµα 5.28 Τελική κατανοµή πυκνότητας (α) ανά στοιχείο, (β) µε χρήση µέση τιµής τοπικά 

Στο παραπάνω σχήµα παρατηρούνται οι δύο τύποι ασυνεχειών που διαπιστώθηκαν και 
παραπάνω. Σχηµατίστηκε µια κολώνα στην ίδια θέση που σχηµατίστηκε και µε τη χρήση 
της αναφοράς Β1 µε τη διαφορά ότι είναι µικρότερου πάχους, δηλαδή η µέγιστη 
πυκνότητα εντοπίζεται σε λιγότερα στοιχεία. 

Στο Σχήµα 5.29, ακολουθεί το διάγραµµα της µάζας στην πορεία του χρόνου  

Χρονική Μεταβολή Μάζας

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

0 9 18 27 36 45 54 63 72 81 90 99 10
8

11
7

12
6

13
5

14
4

15
3

16
2

17
1

Χρονικές Μονάδες

Συ
νο
λι
κή

 Μ
άζ
α 

(g
r)

 
Σχήµα 5.29 Χρονική µεταβολή µάζας τυπικής γεωµετρίας ισχίου  

Στις πρώτες επαναλήψεις υπήρξε συνεχόµενη µείωση της συνολικής µάζας µέχρι την 
τελική τιµή που είναι 0.707gr, δηλαδή µειώθηκε κατά 0.439gr ή 38.3%. Η µάζα 
διατηρείται σταθερή µε µικρή απόκλιση µόλις από τις 10 χρονικές µονάδες και µετά.  

Στο Σχήµα 5.30 φαίνεται η κατανοµή της πυκνότητας στην τυπική γεωµετρία ισχίου για 
διάφορα βήµατα της διαδικασίας 
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(α)  Τ = 1 (β)  Τ = 2 

  
(γ)  Τ = 5 (δ)  Τ = 10 

  
(ε)  Τ = 60 (στ)  Τ = 120 

Σχήµα 5.30 Κατανοµή πυκνότητας ανά στοιχείου σε διαφορετικές χρονικές στιγµές 

Σε 5 µονάδες χρόνου οι πυκνότητες σε στοιχεία διαφέρουν αρκετά, ωστόσο έχει  ήδη 
δηµιουργηθεί κεντρική κολώνα ενώ υπάρχουν στοιχεία που έχουν αποκτήσει τη µέγιστη 
πυκνότητα και άλλα που έχουν απορροφηθεί πλήρως, σε αντίθεση µε την κατάσταση 
ύστερα από 2 πρώτες µονάδες όπου µέγιστη πυκνότητα ήταν 3394.1 cmgr . Σε 10 µόλις 
µονάδες χρόνου φαίνεται ότι έχει προσεγγιστεί η τελική κατάσταση.  

Στη συνέχεια θα παρουσιαστεί η µεταβολή των πυκνοτήτων δύο γειτονικών στοιχείων εκ 
των οποίων το ένα κατέληξε σε µέγιστη και το άλλο σε ελάχιστη πυκνότητα. Τα στοιχεία 
αυτά ανήκουν στην περιοχή που παρατηρείται το φαινόµενο της σκακιέρας. Πιο 
συγκεκριµένα είναι το στοιχείο (#1760) έχει κέντρο βάρους (1.24cm, 5.79cm) και το 
στοιχείο (#1600) έχει κέντρο βάρους (1.24cm, 5.69cm). 
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Σχήµα 5.31 Μεταβολή πυκνοτήτων δύο γειτονικών στοιχείων στη διάρκεια του χρόνου  

Αντίστοιχα στο Σχήµα 5.32 Μεταβολή πυκνοτήτων δύο γειτονικών στοιχείων στη 
διάρκεια του χρόνου  φαίνεται η µεταβολή της πυκνότητας δύο γειτονικών στοιχείων που 
το ένα κατέληξε σε µέγιστη τιµή και ανήκει σε κολόνα και το άλλο σε ελάχιστη. Στο 

στοιχείο µε πυκνότητα 1,74 3cm
gr  όλα τα γειτονικά του είχαν 0.02 3cm

gr  ενώ στο 

στοιχείο 0,02 3cm
gr  όλα τα γειτονικά 1,74 3cm

gr . Το στοιχείο (#201) έχει κέντρο 

βάρους (1.41cm, 1.76cm) ενώ το στοιχείο (#222) έχει κέντρο βάρους (1.49cm, 1.77cm) 
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Σχήµα 5.32 Μεταβολή πυκνοτήτων δύο γειτονικών στοιχείων στη διάρκεια του χρόνου  

Συγκρίνοντας τα δύο τελευταία σχήµατα γίνεται εµφανές ότι οι ασυνέχειες κολώνας 
εµφανίστηκαν στα υπό εξέταση στοιχεία πριν την εµφάνιση ασυνέχειας τύπου σκακιέρας. 

5.7 Σύγκριση αποτελεσµάτων µε βάση την αναφορά. 

Στις δοκιµές που έγιναν διατηρήθηκαν όλες οι παράµετροι ίδιες και η µόνη τροποποίηση 
ήταν στο πολυώνυµο δευτέρου βαθµού που λαµβάνεται ως αναφορά. Συγκριτικά για 
αναφορά Β1 απαιτείται µικρότερη παραµόρφωση για να υπάρξει εναπόθεση οστού σε 
σχέση µε την αναφορά Β2 για στοιχείο ίδιας πυκνότητας. Το κοινό χαρακτηριστικό και 
στα δύο πολυώνυµα αναφοράς, όπως φαίνεται στο Σχήµα 5.8, είναι ότι µηδενίζονται για 

πυκνότητα στοιχείου 3max 74.1 cm
gr=ρ  και 3min 01.0 cm

gr=ρ .  

Αυτό είχε ίδια επίπτωση στα αποτελέσµατα όλων των δοκιµών : 
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1) Υπάρχουν πολλά στοιχεία µε οστική πυκνότητα 3max 74.1 cm
gr=ρ . 

2) ∆εν υπάρχουν στοιχεία µε οστική πυκνότητα 3min 01.0 cm
gr=ρ αλλά µε πολύ 

κοντινή τιµή (περίπου 3min 0.02 gr
cmρ = ) και πρακτικά θεωρούνται 

απορροφηµένα. 

Το πρώτο συµπέρασµα εξηγείται θεωρώντας ένα στοιχείο µε αυξηµένη πυκνότητα  που 
συνεχίζει να δέχεται µηχανική διέγερση. Η αναφορά του συνεχώς µειώνεται και έτσι 
διατηρείται θετικός ο ρυθµός µεταβολής της πυκνότητας µέχρι να αποκτήσει τη µέγιστη 
πυκνότητας.  

Το δεύτερο συµπέρασµα εξηγείται θεωρώντας ένα στοιχείο µε πολύ µικρή πυκνότητα που 
δέχεται ελάχιστη παραµόρφωση. Καθώς θα τείνει να αποκτήσει πυκνότητα  

3min 01.0 cm
gr=ρ

, το όριο αναφοράς θα τείνει στο µηδέν και συνεπώς ο ρυθµός 
µεταβολής πυκνότητας θα τείνει να γίνει θετικός. 

Στο παράδειγµα της τετράγωνης πλάκας, η διαφορά που παρατηρήθηκε στην τελική 
κατανοµή είναι ότι εµφανίστηκαν πιο «λεπτές» κολώνες για µεγαλύτερη αναφορά, ή 
διαφορετικά πιο «ισχυρές» για µικρότερη µε τις ίδιες οριακές συνθήκες. Μεγάλη σηµασία 
έχει ότι η τοπολογία στις δύο κολώνες είναι ίδια και συνολικά η τελική δοµή όµοια. Στο 
Σχήµα 5.33 φαίνεται µια λεπτοµέρεια από τις τελικές κατανοµές πυκνοτήτων για τις δύο 
διαφορετικές κατανοµές. 

  
(α) (β) 

Σχήµα 5.33 Εστίαση στις κολώνες της τελικής δοµής για (α) αναφορά Β1, (β) αναφορά Β2 

Τα ίδια συµπεράσµατα προέκυψαν και από τη σύγκριση των δοκιµών µε διαφορετική 
αναφορά στην τυπική γεωµετρία ισχίου. Προέκυψε, και πάλι όµοια τελική δοµή µε 
µικρότερη συνολική µάζα και πιο λεπτή κεντρική κολώνα για αναφορά Β2. Στο Σχήµα 
5.34 φαίνεται µια λεπτοµέρεια από τις τελικές κατανοµές πυκνοτήτων για τις δύο 
διαφορετικές κατανοµές. 
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(α) (β) 

Σχήµα 5.34 Εστίαση στις κολώνες της τελικής δοµής για (α) αναφορά Β1, (β) αναφορά Β2 

Όσον αφορά τις τελικές µάζες στην περίπτωση της τετραγωνικής πλάκας ήταν 7,723gr για 
αναφορά Β1 και 5.677gr για αναφορά Β2. ∆ηλαδή η τελική µάζα για αναφορά Β1 
µειώθηκε κατά 3.5% ενώ για αναφορά Β2 κατά 29.2%. Αντίστοιχα στην περίπτωση της 
τυπικής γεωµετρίας ισχίου τις τελικές µάζες στην περίπτωση της τετραγωνικής πλάκας 
ήταν 0.942gr για αναφορά Β1 και 0.707gr για αναφορά Β2. ∆ηλαδή η τελική µάζα για 
αναφορά Β1 µειώθηκε κατά 18.0% ενώ για αναφορά Β2 κατά 38.3%. 

Παρατηρείται ότι και στις δύο γεωµετρίες η τελική τιµή της µάζας για την αναφορά Β2 
είναι µικρότερη. Αυτό συµβαίνει γιατί για το ίδιο µέγεθος µηχανικής διέγερσης, αν αυτό 
βρίσκεται ανάµεσα στις καµπύλες των δύο αναφορών Σχήµα 5.8, µε χρήση της αναφοράς 
Β1 θα γίνει ανάπτυξη οστού ενώ µε χρήση αναφοράς Β2 απορρόφησή του. 
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6.1  Ενέργεια Παραµόρφωσης 

6.1.1 Ενέργεια Παραµόρφωσης λόγω στατικής αξονικής δύναµης. 

Αν σε µία ράβδο ΒΓ µε µήκος L και διατοµή Α, που στερεώνεται στο Β επιβληθεί στο Γ 
µία οµαλά αυξανόµενη δύναµη P, τότε η ράβδος επιµηκύνεται κατά δ. To διάγραµµα P-δ 
(Σχήµα 6.1(α)) χαρακτηρίζει το υλικό από το οποίο αποτελείται η ράβδος.  

 
(α) (β) 

Σχήµα 6.1 ∆ιάγραµµα ∆ύναµης – Επιµήκυνσης (α) Συνολικά (β) στην περιοχή αναλογίας 

Το στοιχειώδες έργο που επιτελεί το φορτίο P καθώς η ράβδος επιµηκύνεται κατά dδ 
είναι: 

   δdPd ⋅=Ε       (6.1) 

και παριστάνεται από το εµβαδό της γραµµοσκιασµένης στοιχειώδους επιφάνειας στο 
Σχήµα 6.1(α). 

Το ολικό έργο Ε που επιτελεί η δύναµη Ρ µέχρι να αποκτήσει η ράβδος µία επιµήκυνση δ1 
είναι: 

∫ ⋅Ρ=Ε 1

0

δ
δd       (6.2) 

Το έργο αυτό, αν δεν υπάρχουν απώλειες (µε τη µορφή θερµότητας), αποθηκεύεται στη 
ράβδο µε τη µορφή ενέργειας. Η ενέργεια αυτή U, λέγεται τροπική ενέργεια. Άρα ισχύει : 

∫ ⋅Ρ==
1

0

δ

δε dW      (6.3) 

Στην περιοχή αναλογίας (Σχήµα 6.1(β)), όπου δ⋅= kP , το έργο Ε που επιτελεί η Ρ (και 
που είναι ίσο µε την ενέργεια W που αποθηκεύεται θα είναι : 

2
10 2

11 δδδ
δ

kdk =⋅⋅=Ε ∫     
(6.4) 

 

112
1 δΡ=Ε      (6.5) 
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Σχήµα 6.2 ∆ιάγραµµα Τάσεων τροπών 

Τα διαγράµµατα του Σχήµα 6.1, εξαρτώνται από το αρχικό µήκος L της ράβδου και το 
εµβαδό της διατοµής Α. Άρα, το έργο Ε και εποµένως η ενέργεια W, εξαρτάται από τα 
µεγέθη αυτά. Για να γίνει το διάγραµµα ανεξάρτητο από τα µεγέθη αυτά, διαιρείται το Ρ 
µε το εµβαδό Α και η µήκυνση δ, µε το αρχικό µήκος L και έτσι δηµιουργείται το 
διάγραµµα τάσεων σ – τροπών ε (Σχήµα 6.2). Αυτό ισοδυναµεί µε τη διαίρεση του έργο Ε 
µε τον όγκο ALV = του υλικού, οπότε η Σχέση (6.3) γράφεται: 

∫ Α
Ρ

=
1

0

δ δ
L

d
V
W       (6.6) 

 

∫ ⋅=
1

0

ε

εσ d
V
W       (6.7) 

όπου ε1 είναι η τροπή που αντιστοιχεί στην επιµήκυνση δ1 ( )L/11 δε = .  

Η τροπική ενέργεια ανά µονάδα όγκου, 
V
W , ονοµάζεται πυκνότητα τροπικής ενέργειας 

και συµβολίζεται µε U: 

∫ ⋅=
1

0

ε

εσ dU       (6.8) 

Η πυκνότητα τροπικής ενέργειας, παριστάνεται από το εµβαδό µεταξύ της καµπύλης σ-ε 
και του άξονα Οε µέχρι την τροπή ε1. Στα ελαστικά υλικά η τάση είναι µονοσήµαντη 
συνάρτηση της τροπής (σ(ε)). Κατά συνέπεια, το ολοκλήρωµα (6.8) δεν εξαρτάται από 
τον τρόπο µεταβολής της τροπής, αλλά από την τελική τιµή ε1. Ακόµα, αν αφαιρεθεί η 
τάση, η τροπή µηδενίζεται και η ενέργεια αποδίδεται πλήρως. Εποµένως η U είναι 
µονοσήµαντη συνάρτηση του ε και η όλη διαδικασία παραγωγής τροπικής ενέργειας είναι 
αντιστρεπτή. 
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Ειδικά αν το υλικό παρουσιάζει γραµµική ελαστική συµπεριφορά, η πυκνότητα τροπικής 
ενέργειας  γράφεται : 

∫ Ε
==

Ε
=⋅=

1

0

2
1

11

2
1

22
1

2

e

dEU
σ

εσ
ε

εε     (6.9) 

Στην περιοχή αναλογίας η πυκνότητα τροπικής ενέργειας εκφράζεται σαν συνάρτηση της 
τελικής τροπής µόνο. Αντιστρέφοντας µπορεί να ειπωθεί ότι ένα υλικό είναι ελαστικό (όχι 
κατ’ ανάγκη γραµµικά ελαστικό) αν η πυκνότητα τροπικής ενέργειας εκφράζεται σαν 
συνάρτηση της τροπής µόνο ( ( )εUU = ), χωρίς να εξαρτάται από την ιστορία φόρτισης. 
Εκείνο που χαρακτηρίζει τα ελαστικά σώµατα, είναι η ιδιότητα τους να επανέρχονται 
στην αρχική κατάσταση ( )0== εσ όταν αφαιρεθούν τα φορτία. Άρα θα έχουµε 
( ) 00 =U . Επιπλέον πρέπει σε κάθε αύξηση της τροπής να αντιστοιχεί µία απορρόφηση 

πρόσθετης ενέργειας και όχι απόδοση ενέργειας από το υλικό. Για να συµβαίνει αυτό, 
πρέπει η U(ε) να είναι θετικά ορισµένη. Αυτό ισοδυναµεί µε το να απαιτηθεί η δεύτερη 
παράγωγος της U(ε) να είναι θετική. Στα ελαστικά υλικά από τη σχέση (6.8) βρίσκουµε : 

σ
ε
=

d
dU      (6.10) 

 

οπότε 

02

2

>Ε=
εd
Ud      (6.11) 

Αν, είτε η διατοµή Α της ράβδου, είτε το µέτρο ελαστικότητας, είτε η αξονική δύναµη Ρ, 
είτε και τα τρία παραπάνω µεγέθη µεταβάλλονται κατά µήκος του άξονα της ράβδου, 
είναι δηλαδή συναρτήσεις της απόστασης x από το άκρο Β, τότε η πυκνότητα τροπικής 
ενέργειας παίρνει διαφορετική τιµή σε κάθε σηµείο της ράβδου. Λαµβάνοντας υπόψη τη 
σχέση (6.9) έχουµε : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )xAxE

xPxxU 2

2

11 2
1

2
1

== εσ    (6.12) 

Σε αυτήν την περίπτωση, η τροπική ενέργεια της ράβδου είναι το ολοκλήρωµα της (6.12) 
στον όγκο V όλης της ράβδου 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )∫ ∫∫∫ ===

L L

Av

dx
xAxE

xPdAdx
xAxE

xPUdvW
0 0

2

2

2

2
1

2
1   (6.13) 

Στα µη ελαστικά υλικά, η τάση δεν είναι µονοσήµαντη συνάρτηση της τροπής ε, αλλά 
εξαρτάται από την προηγούµενη ιστορία της φόρτισης. Αν ένα µη ελαστικό υλικό 
αποφορτιστεί (Σχήµα 6.2), τότε υπάρχει µία παραµένουσα – πλαστική τροπή επ. Άρα µόνο 
το τµήµα της τροπικής ενέργειας που φαίνεται γραµµοσκιασµένο στο Σχήµα 6.2 
αποδίδεται ως έργο, ενώ το υπόλοιπο τµήµα της δεν είναι αντιστρεπτό. 
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Η τιµή της U(ε1) που βρίσκεται παίρνοντας θεε =1 , όπου θε  είναι η τροπή κατά την 

θραύση, ονοµάζεται µέτρο στερρότητας και είναι ίση µε το εµβαδό του ολικού 
διαγράµµατος τάσεων – τροπών και παριστάνει την ενέργεια ανά µονάδα όγκου που 
απαιτείται για να σπάσει το υλικό, χαρακτηρίζει δηλαδή την ολκιµότητα του υλικού. 

6.1.2 Ενέργεια Παραµόρφωσης λόγω ∆ιατµητικών Τάσεων. 

Όταν ένα υλικό υποβάλλεται σε διατµητική τάση τ, η πυκνότητα τροπικής ενέργειας 
µπορεί να εκφραστεί ως εξής : 

∫ ⋅=
1

0

γ

γτ dU      (6.14) 

όπου γ είναι η τελική διατµητική τροπή για την οποία ζητείται η U. Αυτό σηµαίνει ότι η 
τροπική ενέργεια είναι ίση µε το εµβαδό του γραµµοσκιασµένου τµήµατος του 
διαγράµµατος διατµητικών τάσεων – διατµητικών τροπών (Σχήµα 6.3). 

 
Σχήµα 6.3 ∆ιάγραµµα διατµητικής τάσης - παραµόρφωσης 

Για ελαστικό υλικό (γραµµικό, µη γραµµικό), θα έχουµε  

τ
γ
=

d
dU     (6.15) 

Αν το υλικό παρουσιάζει γραµµική ελαστική συµπεριφορά έχουµε από το νόµο του 
Hooke :  

γτ G=     (6.16) 

Αντικαθιστώντας την  (6.16) στην (6.17) βρίσκουµε  

G
GU

22
1

2
1 2

2 ττγγ ===    (6.17) 
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Όταν συνυπάρχει αξονική και διατµητική τάση τότε η πυκνότητα ενέργειας 
παραµόρφωσης είναι το άθροισµα της (6.8) και της (6.15). Στην ελαστική περιοχή η ολική 
πυκνότητα στροφικής ενέργειας είναι το άθροισµα της (6.9) και (6.17). 

6.2 Ανάλυση µοντέλου οστικής ανακατασκευής µε βάση την τροπική ενέργεια 
παραµόρφωσης 

Στη θεωρία οστικής ανακατασκευής που αναπτύχθηκε από τους Huiskes et al. (1987) η 
µεταβολή στην οστική πυκνότητα εκφράζεται σαν συνάρτηση της µηχανικής διέγερσης 
µέσω της ακόλουθης σχέσης: 

( )nUUC
dt
d

−=
ρ     (6.17) 

 όπου,  

        ρ, η οστική πυκνότητα 

       U, η πυκνότητα τροπικής ενέργειας 

       Un, το µέγεθος της πυκνότητας τροπικής ενέργειας που προσδιορίζει το  

              όριο  ανάµεσα σε εναπόθεση ή απορρόφηση οστού 

       C, η παράµετρος που ποσοτικοποιεί την αύξηση ή απώλεια οστού. 

Οι Weinans et al. (1992) και Turner et al. (1997) θέτοντας ρBC =  και kU n ρ=  

τροποποίησαν τη σχέση (6.17) στη µορφή 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= kUB

dt
d

ρ
ρ     (6.18) 

 

Η σχέση (6.18) αποτελεί διαφορική εξίσωση 1ης τάξης για το ρυθµό µεταβολής οστικής 
πυκνότητας µε βάση την πυκνότητα τροπικής ενέργειας (Strain Energy Density-S.E.D). Ο 
ρυθµός µεταβολής οστικής πυκνότητας είναι ανάλογος της διαφοράς µηχανικής διέγερσης 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ
U  από µια τιµή αναφοράς k . 

Οι παράµετροι Β και k παραµένουν σταθερές σε όλη τη διάρκεια της οστικής 
ανακατασκευής. Αν οι συνθήκες φόρτισης προκαλούν µηχανική διέγερση χαµηλότερη 
από την τιµή αναφοράς k, ο ρυθµός µεταβολής της πυκνότητας θα είναι αρνητικός και 
αυτό έχει σαν αποτέλεσµα απώλεια οστού. Αντίθετα, αν η µηχανική διέγερση είναι 
υψηλότερη από την τιµή αναφοράς k, ο ρυθµός µεταβολής της οστικής πυκνότητας είναι 
θετικός και παρατηρείται ανάπτυξη του οστού. 

O ρυθµός µεταβολής της πυκνότητας συναρτήσει της µηχανικής διέγερσης ρU , 
σύµφωνα µε τη εξίσωση (6.18) φαίνεται στο Σχήµα 6.4.  
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ρ  

 
 
 
 
 
 
 
 

                       k                                ρ
U

       

                              
     

Σχήµα 6.4 Ρυθµός Μεταβολής Οστικής Πυκνότητας συναρτήσει της µηχανικής 
διέγερσης 

Ο ρυθµός µεταβολής της οστικής πυκνότητας είναι θετικός για οποιαδήποτε διέγερση 
µεγαλύτερη της τιµής αναφοράς k και αρνητικός για οποιαδήποτε διέγερση µικρότερη της 
τιµής αναφοράς. Από προηγούµενες δηµοσιεύσεις των Huiskes, Weinans και Turner 
δοθήκαν στις παραµέτρους της Σχέσης (6.18) οι ακόλουθες τιµές : 

g
Jk 25.0=  

[ ]( )unitstimeMPa
cm

g
B

⋅

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=

2

3
1  

Το µέτρο ελαστικότητας του οστού υπολογίζεται συναρτήσει της πυκνότητας του µέσω 
της σχέσης :  

rCE ρ⋅=     (6.19) 

όπου στις ίδιες βιβλιογραφικές πηγές έχουν τις τιµές 

 2

3

100
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=

cm
gr

MPaC  

2=r   
Η έννοια του χρόνου εξαρτάται από τις µονάδες της παραµέτρου B. Για σταθερή µηχανική 

διέγερση gr
J25.1 , αφαιρώντας την αναφορά g

J25.0 , η πυκνότητα σε ένα στοιχείο θα 

αυξηθεί κατά 31 cm
gr  σε µία «µονάδα χρόνου» (time unit). Συνεπώς ο ρόλος του Β είναι 

µια σταθερά αναλογίας που εµπεριέχει το χρόνο ενσωµατώνοντας τον στη διαδικασία. 
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Συνεπώς, ο συντελεστής Β εξαρτάται από το στάδιο ανάπτυξης και την ανατοµική θέση 
του οστού. 

Θεωρώντας διαφορετικές τιµές σταθερής πυκνότητας τροπικής ενέργειας δηµιουργήθηκε 
το διάγραµµα για τη µηχανική διέγερση συναρτήσει της οστικής πυκνότητας σε κοινό 
διάγραµµα µε το όριο αναφοράς και παρουσιάζεται στο Σχήµα 6.5 Η µηχανική διέγερση 
συναρτήσει της οστικής πυκνότητας σε κοινό διάγραµµα µε το όριο αναφοράς  
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Σχήµα 6.5 Η µηχανική διέγερση συναρτήσει της οστικής πυκνότητας σε κοινό διάγραµµα µε 

το όριο αναφοράς  

Όπως φαίνεται στο Σχήµα 6.5 Η µηχανική διέγερση συναρτήσει της οστικής πυκνότητας 
σε κοινό διάγραµµα µε το όριο αναφοράς , για τιµή οστικής πυκνότητας ίση µε 0.8gr/cm3 

και πυκνότητα τροπικής ενέργειας περίπου 32.0 cm
J και άνω, υπάρχει θετικό ισοζύγιο 

οστικής ανακατασκευής. Αντίθετα για την ίδια τιµή οστικής πυκνότητας και τιµή 

πυκνότητας τροπικής ενέργειας µικρότερη από 32.0 cm
J  υπάρχει αρνητικό ισοζύγιο 

ανακατασκευής. Γενικεύοντας προκύπτει ότι, αν παραµείνει σταθερή η πυκνότητα 
τροπικής ενέργειας καθώς µειώνεται η οστική πυκνότητα αυξάνεται η µηχανική διέγερση. 
Βέβαια, αν οι συνθήκες φόρτισης διατηρηθούν σταθερές, όσο µεταβάλλεται η πυκνότητα 
σε ένα πεπερασµένο στοιχείο, η αποθηκευµένη πυκνότητα τροπικής ενέργειας δεν µπορεί 
να παραµείνει σταθερή διότι µεταβάλλεται το µέτρο ελαστικότητας. 

Από άλλες πηγές ([6], [16]) στον τύπο συσχέτισης µέτρου ελαστικότητας Ε µε οστική 
πυκνότητα ρ προτείνονται ως τιµές σταθερών στη Σχέση (6.19) οι: 

3

3

3790
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=

cm
gr

MPaC  

  3=r   

Χρησιµοποιώντας διαφορετικούς συντελεστές στην γενική µορφή rCE ρ⋅= , 
µεταβάλλεται το µηχανικό µέγεθος που συµµετέχει στον υπολογισµό της µηχανικής 
διέγερσης ανά στοιχείο παρόλο που η φόρτιση είναι ίδια, όπως φαίνεται στο Σχήµα 6.6. 
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Παρουσιάζονται τα διαγράµµατα ισοδύναµων παραµορφώσεων Von Mises και 
πυκνότητας τροπικής ενέργειας στην αρχική κατάσταση (πριν την έναρξη οστικής της 
ανακατασκευής) στα παραδείγµατα της τετράγωνης πλάκας και της τυπικής γεωµετρίας 
ισχίου. 

 MPaE 2100 ρ⋅=  MPaE 33790 ρ⋅=  

Ισοδύναµη 
Παραµόρφωση 

κατά Von 
Mises 

Πυκνότητα 
τροπικής 
ενέργειας 

 
 (α) (β) 

Σχήµα 6.6 Αρχικό διάγραµµα παραµορφώσεων και πυκνοτήτων τροπικής ενέργειας τετράγωνης πλάκας 

Από το Σχήµα 6.6 προκύπτει ότι στην τετράγωνη πλάκα για MPaE 648.0100 2
0 =⋅=  η 

µέγιστη παραµόρφωση κατά Von Mises που εµφανίζεται είναι 0.154Strains και µέγιστη 

πυκνότητα τροπικής ενέργειας 0.762 3cm
J . Αντίστοιχα, για MPaE 19408.03790 3

0 ≈⋅= , 

η µέγιστη παραµόρφωση κατά Von Mises που εµφανίζεται είναι 0.005Strains και η 

µέγιστη πυκνότητα τροπικής ενέργειας 0.025 3cm
J .  

Παρατηρείται ότι µε την αύξηση του µέτρου ελαστικότητας, δηλαδή την αλλαγή των 
σταθερών στη Σχέση (6.19), οι τιµές και των δύο µηχανικών µεγεθών µειώθηκαν. 

Ακολουθούν τα ίδια Σχήµατα για τη γεωµετρία του ισχίου. 
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 MPaE 2100 ρ⋅=  MPaE 33790 ρ⋅=  

Ισοδύναµη 
Παραµόρφωση 

κατά Von 
Mises 

 

Πυκνότητα 
τροπικής 
ενέργειας 

 
 (α) (β) 

Σχήµα 6.7 Αρχικό διάγραµµα παραµορφώσεων και πυκνοτήτων τροπικής ενέργειας τυπικής γεωµετρίας 
ισχίου 

Οµοίως στην τυπική µορφή ισχίου, για MPaE 640 =  µέγιστη παραµόρφωση Von Misses 

που δέχεται στοιχείο είναι 0.084 και µέγιστη πυκνότητα τροπικής ενέργειας 0.326 3cm
J  

ενώ για MPaE 19400 ≈ , η µέγιστη παραµόρφωση Von Misses που δέχεται στοιχείο είναι 

0.0028 και η µέγιστη πυκνότητα τροπικής ενέργειας 0.01 3cm
J . Είναι προφανές ότι και 

εδώ οι τιµές των µεγίστων των υπό εξέταση µηχανικών µεγεθών µειώθηκαν µε την 
αλλαγή των συντελεστών στην Σχέση (6.19). Συνεπώς, τροποποιώντας τους συντελεστές 
στη Σχέση (6.19) πρέπει να µεταβληθεί κατάλληλα και η τιµή της αναφοράς k της 
διαφορικής εξίσωσης (6.18). Με αυτό το σκεπτικό και µε βάση τη βιβλιογραφία [16] 

επιλέγεται g
Jk 006.0= . Στις ενότητες που ακολουθούν θα γίνουν δοκιµές στα δύο 

παραδείγµατα ελέγχου για τους δύο ακόλουθους συνδυασµούς εξισώσεων: 

Πίνακας 6.1 Εξισώσεις οστικής ανακατασκευής 

(Α) (Β) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅= 25.01

ρ
ρ U

dt
d  

MPaE 2100 ρ⋅=  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅= 006.01

ρ
ρ U

dt
d  

MPaE 33790 ρ⋅=  
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Σηµειώνεται ότι  η σχέση µέτρου ελαστικότητας (Β) µπορεί να θεωρηθεί ισοδύναµη µε 
αυτή που προτάθηκε από τον Ηart και χρησιµοποιήθηκε στο Κεφάλαιο 5. 

6.3 Επίλυση και αποτελέσµατα οστικής ανακατασκευής ενεργειακού µοντέλου µε 
µέτρο ελαστικότητας Α  

H διαφορική εξίσωση της οστικής ανακατασκευής, Σχέση (6.18), επιλύεται µε τη µέθοδο 
που αναπτύχθηκε και παρουσιάστηκε, στο Κεφάλαιο 5. Όπως έγινε και στο προηγούµενο 
Κεφάλαιο, αρχικά διερευνάται το µέγεθος του βήµατος που θα χρησιµοποιηθεί. Σε 
βιβλιογραφικές πηγές προτείνονται τιµές από 01.0=∆t  [8] έως 2=∆t [7]. 

  
(Step size) = 0.025 (Step size) = 0.1 

  
(Step size) = 0.2 (Step size) = 0.5 

 
(Step size) = 1 

Σχήµα 6.8 Πυκνότητες στοιχείων τετράγωνης πλάκας σε 1 χρονική µονάδα για διαφορετικό 
µέγεθος βηµάτων. 
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Για την εκλογή του κατάλληλου βήµατος, έχει επιλυθεί η διαφορική εξίσωση σε συνολικό 
χρόνο 1 χρονική µονάδα, µε 5 διαφορετικές τιµές βήµατος. Στο Σχήµα 6.8 που προηγείται 
φαίνονται τα αποτελέσµατα Στο παραπάνω σχήµα φαίνεται ότι οι κατανοµές των 
πυκνοτήτων διαφοροποιούνται µόνο για βήµα ∆t=1.  

Όσον αφορά τις αριθµητικές τιµές των πυκνοτήτων και θεωρώντας ως βάση τις τιµές που 
ελήφθησαν µε βήµα 0.025 φαίνεται ότι αν το βήµα γίνει ∆t=1 η µέγιστη διαφορά σε 

πυκνότητα Π.Σ. στοιχείου είναι 304.0 cm
gr , ενώ για βήµα ∆t=0.1 είναι της τάξης του 

3
610 cm

gr− . Στο Σχήµα 6.9 φαίνεται η διαφορά στη πυκνότητα για βήµατα 1 και 0.025 σε 

µία µονάδα χρόνου σε 60 τυχαία Π.Σ.. 

 

Σχήµα 6.9 ∆ιαφορά πυκνότητας σε 60 στοιχεία της τετράγωνης πλάκας ύστερα από µία 
µονάδα χρόνου για δύο διαφορετικά βήµατα 

Η ίδια διερεύνηση γίνεται και για την τυπική γεωµετρία ισχίου για 1 µονάδα χρόνου, διότι 
λόγω των  µικρότερων διαστάσεων των Π.Σ. αλλά και του πιο πυκνού πλέγµατος πιθανόν 
να απαιτείται διαφορετικό βήµα. 

  
(Step size) = 0.025 (Step size) = 0.1 
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(Step size) = 0.2 (Step size) = 0.5 

 
(Step size) = 1 

Σχήµα 6.10 Πυκνότητες στοιχείων τυπικής γεωµετρίας ισχίου σε 1 χρονική µονάδα για 
διαφορετικό µέγεθος βηµάτων. 

Σε σύγκριση µε το αποτέλεσµα µε βήµα ∆t=0.025, για βήµα ∆t=1 η µέγιστη διαφορά σε 

πυκνότητα στοιχείου είναι µόλις 3
4105 cm

gr−⋅ , ενώ για βήµα ∆t=0.1 της τάξης του 

3
610 cm

gr− . 

Από την παραπάνω µελέτη εξάγεται το συµπέρασµα ότι επιτυγχάνεται ικανοποιητική 
ακρίβεια µε αριθµητική ολοκλήρωση για βήµα ∆t=0.1 και στις δύο εφαρµογές. Η 
διαδικασία επαναλαµβάνεται για συνολικό χρόνο 175 µε σταθερό βήµα ∆t=0.1, που 
συνεπάγεται 1750 επαναλήψεις. Συνολικά, στο ANSYS θα γίνουν 35061747234 =×+×  
επιλύσεις. 

6.3.1  Τετράγωνη πλάκα 

Αρχικό µέτρο ελαστικότητας για όλα τα στοιχεία είναι MPaE 640 = , ενώ το µέγιστο 

µέτρο ελαστικότητας που µπορεί να προκύψει είναι MPaE 76.302max =  

Τα διαγράµµατα παραµορφώσεων κατά Von Mises και πυκνότητας τροπικής ενέργειας 
για την αρχική κατάσταση (ρ0 = 0.8 gr/cm3, Τ = 0) µε δεδοµένες οριακές συνθήκες έχουν 
παρουσιαστεί στο Σχήµα 6.6. 

Συµφωνά µε το όριο αναφοράς στη Σχέση (6.19), για αρχική οστική πυκνότητα 
3

0 /8.0 cmgr=ρ  δηµιουργείται θετικό ισοζύγιο ανακατασκευής στα Π.Σ. µε πυκνότητα 
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τροπικής ενέργειας 0.2 3cm
J  και άνω. Tα τελικά διαγράµµατα των παραµορφώσεων και 

της πυκνότητα τροπικής ενέργειας φαίνονται στο Σχήµα 6.11, παρακάτω. 

  
(α) (β) 

Σχήµα 6.11 Τελικά διαγράµµατα (α) παραµορφώσεων και (β) πυκνότητας τροπικής ενέργειας 

Μέγιστη τιµή ισοδύναµης παραµόρφωσης Von Mises είναι 0.58Strains ενώ η µέγιστη 

τιµή πυκνότητας τροπικής ενέργειας είναι 0.8 3cm
J . 

Η τελική κατανοµή των πυκνοτήτων φαίνεται στο Σχήµα 6.12 που ακολουθεί: 

  
(α) (β) 

Σχήµα 6.12 Τελική κατανοµή πυκνότητας (α) ανά στοιχείο, (β) µε χρήση µέση τιµής τοπικά 

Παρατηρείται ότι, µετά την ολοκλήρωση της οστικής ανακατασκευής, δηµιουργήθηκαν 
τρεις κολώνες προς την πλευρά της υψηλής φόρτισης όπου η καταπόνηση ήταν 
υψηλότερη. Προς την πλευρά της χαµηλής φόρτισης παρατηρήθηκαν υψηλά ποσοστά 
απορρόφησης Π.Σ., δηλαδή Π.Σ. µε την ελάχιστη τιµή οστικής πυκνότητας.  

Σηµαντικό µέγεθος κατά την πορείας της οστικής ανακατασκευής είναι η µάζα της 
πλάκας. Ακολουθεί στο Σχήµα 6.13 διάγραµµα της µάζας στην πορεία του χρόνου. 

Η συνολική τελική µάζα είναι 5.130gr, δηλαδή µειώθηκε κατά 2.870gr,  ή 35.8%. 
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Χρονική Μεταβολή Μάζας
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Σχήµα 6.13 Χρονική µεταβολή µάζας της τετράγωνης πλάκας 

Η µάζα αφού µεταβάλλεται τις πρώτες 80 µονάδες χρόνου στη συνέχεια παραµένει 
σταθερή, ενώ ήδη από τις 52 χρονικές µονάδες µέχρι τις 80 µεταβλήθηκε κατά 2% από 
την τελική. Στο χρονικό διάστηµα µέχρι τις 52 χρονικές µονάδες παρατηρούνται δύο 
απότοµες µειώσεις. Η πρώτη είναι στο διάστηµα 0 έως 6 χρονικές µονάδες και αντιστοιχεί 
σε µείωση κατά 0.7gr και η δεύτερη στο διάστηµα από 20 έως 40 χρονικές µονάδες όπου 
η µάζα µεταβλήθηκε κατά 1.5gr   

Στο Σχήµα 6.14 φαίνεται η κατανοµή της πυκνότητας στην τετράγωνη πλάκα για 
διάφορες χρονικές στιγµές της διαδικασίας. 

  
(α)  Τ = 2 (β)  Τ = 10 

  
(γ)  Τ = 20 (δ)  Τ = 30 
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(ε)  Τ = 60 (στ)  Τ = 120 

Σχήµα 6.14 Κατανοµή πυκνότητας ανά στοιχείου σε διαφορετικές χρονικές στιγµές 

Στο παραπάνω σχήµα φαίνεται σταδιακά στην εξέλιξη του χρόνου πως απορροφήθηκαν οι 
πρώτες περιοχές οστού και πώς σχηµατίζονται οι τρεις κολώνες. Μέχρι χρόνο 20 (Σχήµα 
6.14(γ)), είχε απορροφηθεί η περιοχή Π.Σ. στην πλευρά της χαµηλής φόρτισης ενώ το 
υπόλοιπο οστό δείχνει συµπαγές, πέρα από κάποιες ασυνέχειες κοντά στη φόρτιση. Μετά 
τις 30 χρονικές µονάδες σχηµατίζονται οι τρεις κολώνες. Σε χρόνο 60 χρονικών µονάδων 
η δοµή είναι πολύ καλή προσέγγιση της τελικής κατάστασης. 

Στη συνέχεια στο Σχήµα 6.15 διερευνάται η εξέλιξη της οστικής πυκνότητας σε δύο 
τυχαία γειτονικά στοιχεία τα οποία κατέληξαν το ένα σε µέγιστη και το άλλο σε ελάχιστη 
οστική πυκνότητα και ανήκουν στην περιοχή της σκακιέρας. 
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(β) 

Σχήµα 6.15 Μεταβολή πυκνοτήτων δύο γειτονικών στοιχείων στη διάρκεια του χρόνου 

Τα κέντρα βάρους τον στοιχείων, σε cm, που η πορεία τους εµφανίζεται στα παραπάνω 
διαγράµµατα είναι για το στοιχείο #1372 (2.875, 8.625) και για το στοιχείο #1412 (2.875, 
8.875) 

 Στη συνέχεια, δίνονται τα ίδια διαγράµµατα Σχήµα 6.16 για την περιοχή στο κάτω µέρος 
των κολώνων, για τα στοιχεία µε κέντρα βάρους, σε cm, #534 (3.375, 3.375) και #535 
(3.625, 3.375). 
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(β) 

Σχήµα 6.16 Μεταβολή πυκνοτήτων δύο γειτονικών στοιχείων στη διάρκεια του χρόνου  

Από τα παραπάνω διαγράµµατα παρατηρείται ότι δηµιουργείται πρώτα η ασυνέχεια 
µορφής κολώνας 

6.3.2 Τυπική γεωµετρία ισχίου 

Μετά από 175 χρονικά βήµατα, οι τελικές κατανοµές των παραµορφώσεων κατά Von 
Mises και της πυκνότητας τροπικής ενέργειας φαίνονται στο παρακάτω Σχήµα 6.17. 

  
(α) (β) 

Σχήµα 6.17 Τελικά διαγράµµατα (α) παραµορφώσεων και (β) πυκνότητας τροπικής ενέργειας 

 

Η µέγιστη τιµή ισοδύναµης παραµόρφωσης κατά Von Mises είναι 0.168Strains ενώ η 

µέγιστη τιµή πυκνότητας τροπικής ενέργειας είναι 1.13 3cm
J . 

Η τελική κατανοµή των πυκνοτήτων φαίνεται στo Σχήµα 6.18 που ακολουθεί: 
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(α) (β) 

Σχήµα 6.18 Τελική κατανοµή πυκνότητας (α) ανά στοιχείο, (β) µε χρήση µέση τιµής τοπικά 

Παρατηρούνται οι δύο τύποι ασυνεχειών που αναφέρθηκαν και στο προηγούµενο 
κεφάλαιο, ενώ δηµιουργήθηκε η κεντρική κολώνα στο µέσο της δοµής. Η γενική εικόνα 
είναι παρόµοια µε τις αντίστοιχες του προηγούµενου κεφαλαίου. 

Ακολουθεί διάγραµµα της µάζας στην πορεία του χρόνου στο Σχήµα 6.19. 
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Σχήµα 6.19 Χρονική µεταβολή µάζας της τυπικής µορφής ισχίου 

Η συνολική τελική µάζα είναι 0.724gr, δηλαδή µειώθηκε κατά 0.422gr ή 36,8%. 

Για να σταθεροποιηθεί η τιµή της µάζας χρειάστηκαν 110 µονάδες χρόνου, ενώ µέχρι 
αυτή τη χρονική στιγµή η τιµή της µειωνόταν µε διαρκώς µειούµενο ρυθµό. Στο Σχήµα 
6.20 φαίνεται η κατανοµή της πυκνότητας στην τυπική µορφή ισχίου σε διάφορα βήµατα 
της διαδικασίας 
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(α)  Τ = 2 (β)  Τ = 10 

  
(γ) Τ = 20 (δ)  Τ = 30 

  
(ε)  Τ = 60 (στ)  Τ = 120 

Σχήµα 6.20 Κατανοµή πυκνότητας ανά στοιχείο σε διαφορετικές χρονικές στιγµές 

Σε χρόνο 10 ξεκινούν να εµφανίζονται τα πρώτα Π.Σ. µε την ελάχιστη τιµή οστικής 
πυκνότητας, για να σχηµατιστεί τελικά σε χρόνο 20 η κεντρική κολώνα. Η διαδικασία 
κινείται µε αργούς ρυθµούς. Σε χρόνο 60 χρονικών µονάδων η κατανοµή των τελικών 
πυκνοτήτων είναι κοντά στην τελική κατανοµή που προκύπτει ( Σχήµα 6.20(ε)). 

Στο Σχήµα 6.21 Μεταβολή πυκνοτήτων δύο γειτονικών στοιχείων στη διάρκεια του 
χρόνου φαίνεται η εξέλιξη της τιµή της οστικής πυκνότητας σε δύο γειτονικά στοιχεία τα 
οποία κατέληξαν, το ένα σε µέγιστη και το άλλο σε ελάχιστη τιµή οστικής πυκνότητα. Τα 
στοιχεία αυτά ανήκουν στην περιοχή που εµφανίστηκε η ασυνέχεια µε µορφή σκακιέρας 
και έχουν κέντρα βάρους στις θέσεις #486 (0.985, 4.372) και #10 (1.282, 4.485). 
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Σχήµα 6.21 Μεταβολή πυκνοτήτων δύο γειτονικών στοιχείων στη διάρκεια του χρόνου  

Το αντίστοιχο διάγραµµα ακολουθεί για δύο στοιχεία από την περιοχή του σχηµατισµού 
της κολώνας (Σχήµα 6.22). Τα κέντρα βάρους των  στοιχείων είναι #312 (1.561, 1.700) 
και #401 (1.641, 1.700). 
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Σχήµα 6.22 Μεταβολή πυκνοτήτων δύο γειτονικών στοιχείων στη διάρκεια του χρόνου 

6.4 Επίλυση και αποτελέσµατα οστικής ανακατασκευής ενεργειακού µοντέλου µε 
µέτρο ελαστικότητας Β  

Όπως και στην προηγούµενη ενότητα έτσι και εδώ, αρχικά θα διερευνηθεί το µέγεθος του 
βήµατος που θα χρησιµοποιηθεί και για τους δύο συνδυασµούς σχέσεων που 
αναφέρθηκαν στην Ενότητα 6.2. Για το συνδυασµό (Β) δεν υπάρχουν βιβλιογραφικές 
αναφορές για το χρονικό βήµα. 

Ύστερα από δοκιµές που διεξήχθησαν, παρατηρήθηκε ότι η πυκνότητα για το µέτρο 
ελαστικότητας Β µεταβάλλεται µε µικρότερο ρυθµό µε αποτέλεσµα να καθυστερεί να 
φτάσει σε µια τελική σταθερή δοµή. Αν θεωρηθεί ζητούµενο η τελική σταθερή δοµή, 
χρειάζονται πολλές χρονικές επαναλήψεις και αυξάνεται πολύ το υπολογιστικό κόστος. 
Αυτό οφείλεται στην αύξηση του µέτρου ελαστικότητας που συνεπάγεται µικρότερη τιµή 
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πυκνότητας τροπικής ενέργειας - για την ίδια οστική πυκνότητα και οριακές συνθήκες.  
Αυτό οδηγεί σε µείωση της µηχανικής διέγερσης. Από τα Σχήµατα (6.5) έως (6.8) 
προέκυψε ότι η µείωση στην τιµή της µηχανικής διέγερσης είναι τουλάχιστον κατά µια 
τάξη µεγέθους. Έτσι και ο ρυθµός µεταβολής πυκνότητας κάθε στοιχείου, που είναι 
ανάλογος αυτής της διέγερσης, µειώθηκε αντίστοιχα.  

Για την εκλογή του κατάλληλου βήµατος, δοκιµάστηκαν διαφορετικές τιµές χρονικού 
βήµατος σε σύντοµες επιλύσεις της διαφορικής εξίσωσης για 1 χρονική µονάδα. Στο 
Σχήµα 6.23 που ακολουθεί φαίνονται τα αποτελέσµατα: 

  
(Step size) = 0.025 (Step size) = 0.5 

 
(Step size) = 1 

Σχήµα 6.23 Πυκνότητες στοιχείων τετράγωνης πλάκας σε 1 χρονική µονάδα για διαφορετικό 
µέγεθος βηµάτων. 

Σε σύγκριση µε το αποτέλεσµα µε βήµα ∆t=0.025, για βήµα ∆t=1 η µέγιστη διαφορά σε 

πυκνότητα στοιχείου είναι µόλις 3
8105 cm

gr−⋅ , ενώ οι κατανοµές των πυκνοτήτων είναι 

ίδιες και για τα τρία βήµατα που δοκιµάστηκαν. 

Μετά από αυτό το αποτέλεσµα, δοκιµάστηκαν σε µεγαλύτερο χρόνο, συνολικό χρόνο 8 
µονάδες, επιλύσεις της διαφορικής εξίσωσης µε 4 διαφορετικά χρονικά βήµατα, ακόµα 
µεγαλύτερα από τα προηγούµενα. Στο Σχήµα 6.24 που ακολουθεί φαίνονται τα 
αποτελέσµατα: 
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(Step size) = 1 (Step size) = 2 

  
(Step size) = 4 (Step size) = 8 

Σχήµα 6.24 Πυκνότητες στοιχείων τετράγωνης πλάκας σε 8 χρονικές µονάδες για 
διαφορετικό µέγεθος βηµάτων. 

Σε σύγκριση µε το αποτέλεσµα για οκτώ βήµατα µεγέθους ∆t=1, για ένα βήµα µεγέθους 

∆t=8 η µέγιστη διαφορά σε πυκνότητα στοιχείου είναι 3
4105 cm

gr−⋅ . 

Η µελέτη επαναλαµβάνεται και για την τυπική γεωµετρία του ισχίου για 8 µονάδες 
χρόνου µε 5 διαφορετικά χρονικά βήµατα. 

  
(Step size) = 0.025 (Step size) = 1 
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(Step size) = 2 (Step size) = 4 

 
(Step size) = 8 

Σχήµα 6.25 Πυκνότητες στοιχείων τυπικής γεωµετρίας ισχίου σε 8 χρονικές µονάδα για 
διαφορετικό µέγεθος βηµάτων. 

Σε σύγκριση µε το αποτέλεσµα για 320 βήµατα µεγέθους ∆t=0.025, για 8 βήµατα 

µεγέθους ∆t=1 η µέγιστη διαφορά σε πυκνότητα στοιχείου είναι µόλις 3
9105 cm

gr−⋅ , ενώ 

για ένα βήµα µεγέθους  ∆t=8 της τάξης του 3
6102 cm

gr−⋅ . 

Από τα παραπάνω αποτελέσµατα εξάγεται το συµπέρασµα ότι επιτυγχάνεται 
ικανοποιητική ακρίβεια στην αριθµητική ολοκλήρωση για βήµα ∆t=1 και στις δύο 
εφαρµογές. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται για συνολικό χρόνο 1800 και στις δύο 
περιπτώσεις µε σταθερό βήµα, που συνεπάγεται 1800 επαναλήψεις. Συνολικά στο 
ANSYS θα εκτελεστούν 36061797234 =×+×  επιλύσεις 

6.4.1 Τετράγωνη Πλάκα 

Αρχικό µέτρο ελαστικότητας για όλα τα στοιχεία είναι MPaE 5.19400 = , ενώ το µέγιστο 

µέτρο ελαστικότητας που µπορεί να προκύψει είναι MPaE 8.19965max =  

Τα διαγράµµατα παραµορφώσεων κατά Von Mises και πυκνότητας τροπικής ενέργειας 
για την αρχική κατάσταση (ρ0 = 0.8 gr/cm3, Τ = 0) κάτω από το προκαθορισµένο 
µηχανικό περιβάλλον έχουν παρουσιαστεί παραπάνω. Συµφωνά µε το όριο αναφοράς στη 
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Σχέση (6.18), για πυκνότητα 3
0 /8.0 cmgr=ρ   δηµιουργείται θετικό ισοζύγιο 

ανακατασκευής στα στοιχεία µε πυκνότητα τροπικής ενέργειας 0.0075 3cm
J  και άνω.  

Μετά από 1800 χρονικές µονάδες, τα τελικά διαγράµµατα των παραµορφώσεων και της 
πυκνότητα τροπικής ενέργειας φαίνονται παρακάτω. 

  
(α) (β) 

Σχήµα 6.26 Τελικά διαγράµµατα (α) παραµορφώσεων και (β) πυκνότητας τροπικής ενέργειας 

Μέγιστη τιµή ισοδύναµης παραµόρφωσης Von Mises είναι 0.58Strains ενώ η µέγιστη 

τιµή πυκνότητας τροπικής ενέργειας είναι 0.8 3cm
J . 

Η τελική κατανοµή των πυκνοτήτων φαίνεται στο Σχήµα 6.27 που ακολουθεί: 
 

  
(α) (β) 

Σχήµα 6.27 Τελική κατανοµή πυκνότητας (α) ανά στοιχείο, (β) µε χρήση µέση τιµής τοπικά 

Στην τελική δοµή παρατηρούνται και πάλι οι δύο µορφές ασυνέχειας. ∆ηµιουργήθηκαν 
δύο κολώνες προς την πλευρά της υψηλής φόρτισης όπου η καταπόνηση ήταν υψηλότερη, 
σε αντίθεση µε το αποτέλεσµα της προηγούµενης ενότητας όπου παρατηρήθηκε ο 
σχηµατισµός τριών κολώνων. Σηµειώνεται ότι στο κεφάλαιο 5 δηµιουργήθηκαν κατά την 
προσοµοίωση πάλι δύο κολώνες, ενώ είχε χρησιµοποιηθεί σχεδόν ίδια σχέση για τη 
συσχέτιση µέτρου ελαστικότητας και οστικής πυκνότητας. 

Ακολουθεί διάγραµµα της µάζας στην πορεία του χρόνου και του λόγου µάζας προς την 
αρχική µάζα (Σχήµα 6.28). 
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Σχήµα 6.28 Χρονική µεταβολή µάζας της τετράγωνης πλάκας 

Η συνολική τελική µάζα είναι 4.295gr, δηλαδή µειώθηκε κατά 3.705gr,  ή 46.3%. Η τιµή 
της σταθεροποιείται ύστερα από 1600 µονάδες χρόνου. Μέχρι τις 166 χρονικές µονάδες η 
τιµή της µάζας είναι µεγαλύτερη της αρχικής ενώ µειώνεται µε αργούς ρυθµούς µέχρι την 
σταθεροποίηση της.  

Στο Σχήµα 6.29 φαίνεται η κατανοµή της πυκνότητας στην τετράγωνη πλάκα για 
διάφορες χρονικές στιγµές της διαδικασίας. 

  
(α)  Τ = 20 (β)  Τ = 100 

  
(γ)  Τ = 200 (δ)  Τ = 300 
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(ε)  Τ = 600 (στ)  Τ = 1200 

Σχήµα 6.29 Κατανοµή πυκνότητας ανά στοιχείου σε διαφορετικές χρονικές στιγµές 

Σε 200 µονάδες χρόνου, έχει αρχίσει να απορροφάται ένα ποσοστό των Π.Σ. στην περιοχή 
µικρότερης φόρτισης. Αντίστοιχη εικόνα στην προηγούµενη ενότητα (Σχήµα 6.14) 
εµφανίστηκε σε 10 χρονικές µονάδες. Μέχρι χρόνο 300 µονάδες µέγιστη πυκνότητα Π.Σ. 

είναι 3231.1 cm
gr

. Τέλος σε 600 χρονικές µονάδες έχουν σχηµατιστεί οι δύο κολώνες 
ενώ σε 1200 χρονικές µονάδες η εικόνα της κατανοµής είναι πολύ κοντά στην τελική 
κατάσταση. 

6.4.2 Τυπική γεωµετρία ισχίου 

Μετά από 1800 χρονικές µονάδες, οι τελικές κατανοµές των παραµορφώσεων και της 
πυκνότητας τροπικής ενέργειας φαίνονται στο Σχήµα 6.30. 

  
(α) (β) 

Σχήµα 6.30 Τελικά διαγράµµατα (α) παραµορφώσεων και (β) πυκνότητας τροπικής ενέργειας 

Μέγιστη τιµή ισοδύναµης παραµόρφωσης Von Mises είναι 0.168Strains ενώ η µέγιστη 

τιµή πυκνότητας τροπικής ενέργειας είναι 1.13 3cm
J . 

Η τελική κατανοµή των πυκνοτήτων φαίνεται στo Σχήµα 6.31 που ακολουθεί: 
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(α) (β) 

Σχήµα 6.31 Τελική κατανοµή πυκνότητας (α) ανά στοιχείο, (β) µε χρήση µέση τιµής τοπικά 

Παρατηρούνται και σε αυτή την περίπτωση και οι δύο τύποι ασυνεχειών, ενώ 
δηµιουργήθηκε η κεντρική κολώνα στο µέσο της δοµής. Η εικόνα είναι όµοια µε την 
αντίστοιχες του προηγούµενου κεφαλαίου αλλά και της προηγούµενης ενότητας. 

Ακολουθεί διάγραµµα της χρονικής µεταβολής της µάζας στο Σχήµα 6.32. 
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Σχήµα 6.32 Χρονική µεταβολή µάζας της τυπικής µορφής ισχίου 

Η συνολική τελική µάζα είναι 0.636gr, δηλαδή µειώθηκε κατά 0.510gr ή 44.7%. Η µάζα 
αρχικά αυξήθηκε, στη συνέχεια µειώθηκε µε αργό ρυθµό µέχρι τελικά να σταθεροποιηθεί 
σε 1700 µονάδες χρόνου. Στο Σχήµα 6.33 φαίνεται η κατανοµή της πυκνότητας στην 
τυπική µορφή ισχίου σε διάφορα βήµατα της διαδικασίας 
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(α)  Τ = 20 (β)  Τ = 100 

  
(γ) Τ = 200 (δ)  Τ = 300 

  
(ε)  Τ = 600 (στ)  Τ = 1200 

Σχήµα 6.33 Κατανοµή πυκνότητας ανά στοιχείο σε διαφορετικές χρονικές στιγµές 

Σε χρόνο 200 χρονικών µονάδων ξεκινά η απορρόφηση κάποιων Π.Σ. και σε 600 χρονικές 
µονάδες σχηµατιστεί η κεντρική κολώνα. Η κατανοµή των πυκνοτήτων µοιάζει αρκετά  
µε την τελική κατάσταση που προκύπτει σε χρόνο 1200. 

6.5 Σύγκριση αποτελεσµάτων µε βάση το µέτρο ελαστικότητας 

Η βασική διαφορά ανάµεσα στις δύο σχέσεις για τα µέτρα ελαστικότητα είναι ότι για τη 
σχέση MPaE 33790 ρ⋅=  η µεταβολή της  οστικής πυκνότητας συντελείτε µε πολύ αργό 
ρυθµό µε αποτέλεσµα να απαιτείται τελικά 20πλάσιος χρόνος για να σταθεροποιηθεί η 
τιµή της µάζας και η µορφή της τελικής κατανοµής σε σχέση µε τη χρήση της εξίσωσης 

MPaE 2100 ρ⋅= . 
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Στο διάγραµµα που ακολουθεί (Σχήµα 6.34) φαίνεται η διαφορά της δυσκαµψίας δύο 
στοιχείων ίδιας πυκνότητας για τη χρήση κάθε µίας σχέσης. 

 
Σχήµα 6.34 Μέτρο Ελαστικότητας συναρτήσει οστικής πυκνότητας για (Α) 

MPaE 2100 ρ⋅=  (Β) MPaE 33790 ρ⋅=  

Στην τετραγωνική πλάκα µε τη χρήση του µέτρου ελαστικότητας Α εµφανίστηκαν τρεις 
κολώνες ενώ µε το Β δύο. Όπως φαίνεται στο Σχήµα 6.35 αντί για την 2η και 3η κολώνα, 
στην περίπτωση χρήση του µέτρου ελαστικότητας Β εµφανίζεται µια πιο παχιά κολώνα 
της οποίας η τοπολογία είναι το µέσο της περιοχής που εµφανίστηκαν οι δύο κολώνες 
στην περίπτωση (Α).  

  
(α) (β) 

Σχήµα 6.35 Εστίαση στην ίδια περιοχή της τετράγωνης πλάκας για (α) MPaE 2100 ρ⋅=  και (β) 

MPaE 33790 ρ⋅=  

Στο Σχήµα 6.35(β) φαίνεται ότι η ελαφρώς πιο παχιά κολώνα διακλαδίζεται και µετά 
ενώνεται µε την ασυνεχή µορφή τύπου «σκακιέρας» που βρίσκεται κοντά στη φόρτιση. 
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Στο Σχήµα 6.36 φαίνεται ότι οι δύο πρώτες κολώνες και στις δύο περιπτώσεις ενώνονται 
µε τον ίδιο τρόπο. 

  
(α) (β) 

Σχήµα 6.36 Εστίαση στην ένωση των «κολώνων», (α) MPaE 2100 ρ⋅=  (β) 

MPaE 33790 ρ⋅=  

Αντίστοιχα στην περίπτωση της τυπικής γεωµετρίας ισχίου η τελική µορφή και στις δύο 
περιπτώσεις είναι ίδια όπως φαίνεται στο Σχήµα 6.37 που ακολουθεί.  

  
(α) (β) 

Σχήµα 6.37 Εστίαση στην ίδια περιοχή της τυπικής µορφής µακρέως οστού, (α) 

MPaE 2100 ρ⋅=  (β) MPaE 33790 ρ⋅=  

Όσον αφορά τη µάζα στην περίπτωση της τετραγωνικής πλάκας, οι τελικές τιµές της ήταν 
5,130gr στην πρώτη περίπτωση και 4,295gr στη δεύτερη. Με τη χρήση του µέτρου 
ελαστικότητας Α η συνολική µάζα µειώθηκε κατά 35.8% ενώ µε τη χρήση του µέτρου 
ελαστικότητας Β και η συνολική µάζα µειώθηκε κατά 46.3%. 

Αντίστοιχα οι τελικές τιµές της τυπικής γεωµετρίας ισχίου είναι 0,724gr για τη χρήση του 
µέτρου ελαστικότητας Α και 0,636gr για τη χρήση του µέτρου ελαστικότητας Β. 
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7.1 Εισαγωγή 

Η απορρόφηση οστού είναι ένα σηµαντικό πρόβληµα στην προσθετική εµφύτευση καθώς 
προκαλεί χαλάρωση στη διασύνδεση οστού – εµφυτεύµατος, µε αποτέλεσµα τελικά, να 
εξασθενεί η ευστάθεια του συστήµατος εµφύτευσης. Σκοπός σε αυτό το κεφάλαιο είναι η 
παρουσίαση και εφαρµογή ενός µοντέλου οστικής ανακατασκευής που µπορεί να 
προβλέψει απορρόφηση οστού τόσο σε συνθήκες  χαµηλής όσο και υψηλής φόρτισης. 

Βασισµένοι στο παραδοσιακό µοντέλο των Huiskes [30] και Weinans et al. [28], οι Li et 
al. [16] ανέπτυξαν µία νέα µαθηµατική εξίσωση που συνδέει το ρυθµό µεταβολής της 
οστικής πυκνότητας µε τη µηχανική διέγερση. Η νέα σχέση  έχει ένα επιπρόσθετο όρο 
δευτέρου βαθµού που µπορεί να οδηγήσει σε µείωση της οστικής πυκνότητας σε υψηλά 
επίπεδα φόρτισης. Συνεπώς, το νέο µοντέλο µπορεί να περιγράψει την απορρόφηση οστού 
λόγω υπερφόρτισης, µία δυνατότητα που απουσιάζει από όλα τα άλλα µοντέλα. 

7.2 Περιγραφή µοντέλου οστικής ανάπλασης που προβλέπει απορρόφηση οστού 
σε συνθήκες υπερφόρτισης. 

Στο Κεφάλαιο 6 µελετήθηκε ένα µοντέλο οστικής ανακατασκευής µε µέγεθος µηχανικής 
διέγερσης την πυκνότητα τροπικής ενέργειας που προτάθηκε από τον Weinans και 
βασίστηκε στη µαθηµατική πρόβλεψη του Huiskes.  

Η νέα µαθηµατική εξίσωση που µπορεί να προβλέψει απορρόφηση οστού σε συνθήκες 
υπερφόρτισης, συνδέει επίσης το ρυθµό µεταβολής οστικής πυκνότητας µε τη πυκνότητα 
τροπικής ενέργειας και περιγράφεται µε την ακόλουθη σχέση : 

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= kUDkUB

dt
d

ρρ
ρ    (7.1) 

όπου D µία σταθερά. 

Η Σχέση (7.1) σε σύγκριση µε τη Σχέση (6.18) έχει ένα επιπρόσθετο όρο δευτέρου 
βαθµού που µπορεί να οδηγήσει στη µείωση της οστικής πυκνότητας σε υψηλά επίπεδα 
φόρτισης. Όταν η διέγερση είναι µικρή, ο πρώτος, γραµµικός ως προς την πυκνότητα 
τροπικής ενέργειας, όρος  κυριαρχεί και το µοντέλο συµπεριφέρεται παρόµοια µε αυτό 
που παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 6. Ωστόσο, όταν η διέγερση είναι µεγάλη, ο 
δευτεροβάθµιος όρος επικρατεί, προκαλώντας αρνητικό ρυθµό µεταβολής οστικής 
πυκνότητας, δηλαδή απορρόφηση οστού από υπερφόρτιση.  

Η διαφορά ανάµεσα στις δύο σχέσεις είναι εµφανής στο Σχήµα 7.1. Η διακεκοµµένη 
γραµµή δείχνει το ρυθµό µεταβολής της πυκνότητας συναρτήσει της µηχανικής διέγερσης 

ρU  σύµφωνα µε τη Σχέση (6.18). Φαίνεται ότι ο ρυθµός µεταβολής της οστικής 
πυκνότητας είναι θετικός για οποιαδήποτε διέγερση µεγαλύτερη της αναφοράς k, γεγονός 
που δεν συµφωνεί µε την απορρόφηση οστού που επιφέρει η υπερφόρτιση. Η 
συµπεριφορά του ρυθµού µεταβολής της οστικής πυκνότητας σε σχέση µε την πυκνότητα 
τροπικής ενέργειας αναπαρίσταται µε µία δευτεροβάθµια καµπύλη όπως φαίνεται από τη 
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συνεχή γραµµή στο Σχήµα 7.1 που αντιπροσωπεύει τη Σχέση (7.1). Ο ρυθµός αύξησης 
της πυκνότητας, από ένα όριο διέγερσης και µετά, αρχίζει να ελαττώνεται, µέχρι  τελικά 
να γίνει αρνητικός.  

 
 
ρ  

 
 
 
 
 
 
 
 

                       k                                                                   ρ
U

 

                                      
     

Σχήµα 7.1 Ρυθµός Οστικής Πυκνότητας συναρτήσει της µηχανικής 
διέγερσης για τις δύο εξισώσεις ανακατασκευής. 

7.3 Ανάλυση µοντέλου οστικής ανάπλασης που προβλέπει απορρόφηση οστού σε 
συνθήκες υπερφόρτισης. 

Η σταθερές k, B και D µπορούν να ρυθµίσουν τις κρίσιµες φορτίσεις, που χωρίζουν όλο 
το πεδίο φορτίσεων σε τρεις περιοχές : 

Απορρόφηση οστού λόγω χαµηλής φόρτισης 

∆ηµιουργία οστού σε µέσες φορτίσεις  

Απορρόφηση οστού λόγω υπερφόρτισης 

Αλλάζοντας τις τιµές αυτών των παραµέτρων, µπορεί να µεταβληθεί το σχήµα και η θέση 
της δευτεροβάθµιας καµπύλης ώστε να ταιριάζει µε τη µηχανική συµπεριφορά των 
διαφορετικών ειδών οστού. 

Οι τιµές που δίνονται στις σταθερές αυτές, µε βάση προηγούµενα µοντέλα αλλά και 
µελέτες από τους Li et al., είναι : 

gr
Jk 006.0=  

( )unittimeMpa
cm

gr

B
⋅

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=

2

3

0.1  
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( )unittimeMPa
cm

gr

D
⋅

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

= 2

3

3

45  

Αντικαθιστώντας τις αριθµητικές τιµές των παραπάνω σταθερών προκύπτει η Σχέση 7.2: 
2

006.045006.0 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

ρρ
ρ UU

dt
d    (7.2) 

Το µέτρο ελαστικότητας του υλικού υπολογίζεται συναρτήσει της πυκνότητας µέσω της 
σχέσης :  

rE C ρ= ⋅      (7.3) 

όπου 3

3

79.3
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=

cm
gr

GPaC  και 3r =  

Παραγοντοποιώντας τη Σχέση (7.3) ως προς την πυκνότητα τροπικής ενέργειας προκύπτει 
η Σχέση (7.4) : 
 

00762.054.145
2

−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

ρρ
ρ UU

dt
d    (7.4) 

Το πολυώνυµο 2ου βαθµού ως προς 
ρ
U  που βρίσκεται στο δεύτερο µέλος της Σχέσης (7.4) 

παίρνει θετικές τιµές ανάµεσα στις ρίζες του οπότε προκύπτει το συµπέρασµα ότι για 

02822.0006.0 <<
ρ
U  ισχύει ότι 0>

dt
dρ  δηλαδή υπάρχει δηµιουργία νέου οστού. Για τις 

υπόλοιπες τιµές της πυκνότητας τροπικής ενέργειας το οστό απορροφάται. 

Η σηµαντικότερη διαφορά σε σύγκριση µε άλλες σχέσεις που µελετήθηκαν σε 
προηγούµενα  κεφάλαια έγκειται στο γεγονός ότι υπάρχει άνω όριο στο ρυθµό αύξησης 
της οστικής πυκνότητας : 

( )3maximum 0.005556
 

d gr
dt cm time unit
ρ⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ⋅⎝ ⎠

 για  gr
JU 0171.0=

ρ
 

Θέτοντας στη Σχέση (7.3), για τον υπολογισµό του µέτρου ελαστικότητας, σύµφωνα µε 
άλλες βιβλιογραφικές πηγές τους συντελεστές : 

2

3

100
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=

cm
gr

MPaC  και 2=r  

πρέπει να τροποποιηθούν και οι σταθερές της Σχέσης (7.1), διότι δεδοµένη φόρτιση 
µεταβάλλεται η πυκνότητα τροπικής ενέργειας που σχετίζεται µε το ποσό µηχανικής 
διέγερσης. Σε συµφωνία και µε το Κεφαλαίο 6, επιλέγονται οι συντελεστές : 
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gr
Jk 25.0=  

( )unittimeMpa
cm

gr

B
⋅

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=

2

3

0.1   ( )unittimeMPa
cm

gr

D
⋅

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

= 2

3

3

1  

Αντικαθιστώντας τις αριθµητικές τιµές των παραπάνω σταθερών προκύπτει η Σχέση (7.5): 
2

25.025.0 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

ρρ
ρ UU

dt
d    (7.5) 

 

Παραγοντοποιώντας τη Σχέση (7.5) ως προς την πυκνότητα τροπικής ενέργειας προκύπτει 
η Σχέση (7.6): 

3125.05.1
2

−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

ρρ
ρ UU

dt
d    (7.6) 

Το πολυώνυµο 2ου βαθµού ως προς 
ρ
U  που βρίσκεται στο δεύτερο µέλος της Σχέσης (7.6) 

παίρνει θετικές τιµές ανάµεσα στις ρίζες του οπότε προκύπτει το συµπέρασµα ότι για 

25.125.0 <<
ρ
U  ισχύει ότι 0>

dt
dρ  δηλαδή υπάρχει δηµιουργία νέου οστού. Για τις 

υπόλοιπες τιµές της πυκνότητας τροπικής ενέργειας το οστό απορροφάται. Για το άνω 
όριο στο ρυθµό αύξησης της οστικής πυκνότητας της Σχέσης (7.6) ισχύει: 

( )3maximum 0.25
 

d gr
dt cm time unit
ρ⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ⋅⎝ ⎠

 για  gr
JU 75.0=

ρ
 

Στις ενότητας που ακολουθούν θα γίνουν δοκιµές στα δύο παραδείγµατα ελέγχου για τους 
δύο ακόλουθους συνδυασµούς εξισώσεων: 

Πίνακας 7.1 

(Α) (Β) 

2

25.025.0 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

ρρ
ρ UU

dt
d  

 
MPaE 2100 ρ⋅=  

2

006.045006.0 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

ρρ
ρ UU

dt
d  

 
MPaE 33790 ρ⋅=  

 

Στο Πίνακα 7.1 αναπαρίστανται  οι δύο σχέσεις µέτρου ελαστικότητας συναρτήσει της 
πυκνότητας  
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7.4 Επίλυση και αποτελέσµατα οστικής ανακατασκευής ενεργειακού µοντέλου 
για πρόβλεψη υπερφόρτισης µε µέτρο ελαστικότητας Α 

H διαφορική εξίσωση 1ης τάξης της οστικής ανακατασκευής, επιλύεται µε τη µέθοδο που 
παρουσιάστηκε παραπάνω και εφαρµόστηκε και για τις προηγούµενες σχέσεις. Σε 
βιβλιογραφικές πηγές δεν υπάρχουν αναφορές για το µέγεθος βήµατος επίλυσης στο 
συνδυασµό σχέσεων (A). 

Για την εκλογή του κατάλληλου βήµατος, θα δοκιµασθούν σε µία χρονική µονάδα, 
επιλύσεις της διαφορικής εξίσωσης µε 5 διαφορετικές τιµές χρονικού βήµατος. Στο Σχήµα 
7.1 που ακολουθεί φαίνονται τα αποτελέσµατα των δοκιµών: 

  
(Step size) = 0.025 (Step size) = 0.1 

  
(Step size) = 0.2 (Step size) = 0.5 

 
(Step size) = 1 

Σχήµα 7.2  Πυκνότητες στοιχείων τετράγωνης πλάκας σε 1 χρονική µονάδα για διαφορετικό 
µέγεθος βηµάτων. 
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Οι κατανοµές των πυκνοτήτων είναι ίδιες στην περίπτωση του βήµατος ∆t=0.5 και ∆t=1. 
Στην περίπτωση του βήµατος ∆t=1 και ∆t=0,025 η µέγιστη διαφορά σε πυκνότητα Π.Σ. 

είναι 3156.0 cm
gr .  

Η διερεύνηση επαναλαµβάνεται και για την τυπική γεωµετρία του ισχίου για 1 µονάδα 
χρόνου. 

  
(Step size) = 0.025 (Step size) = 0.1 

  
(Step size) = 0.2 (Step size) = 0.5 

 
(Step size) = 1 

Σχήµα 7.3 Πυκνότητες στοιχείων τυπικής γεωµετρίας ισχίου σε 1 χρονική µονάδα για 
διαφορετικό µέγεθος βηµάτων. 

Σε αυτό το παράδειγµα φαίνεται ότι οι κατανοµές οστικής πυκνότητας είναι ίδιες για όλες 
τις τιµές χρονικού βήµατος. Όσον αφορά τις αριθµητικές τιµές των πυκνοτήτων 
παρατηρείται ότι σε σύγκριση µε τα αποτελέσµατα για βήµα ∆t=0.025, για βήµα ∆t=1 η 
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µέγιστη διαφορά πυκνότητας Π.Σ. είναι 3
4104 cm

gr−⋅ , ενώ για βήµα ∆t=0.1 είναι της 

τάξης του 3
710 cm

gr− . 

Από τα παραπάνω αποτελέσµατα εξάγεται το συµπέρασµα ότι επιτυγχάνεται 
ικανοποιητική ακρίβεια στην αριθµητική ολοκλήρωση για βήµα ∆t=0.025 στην εφαρµογή 
της τετράγωνης πλάκας και ∆t=0.1 στην εφαρµογή της τυπικής µορφής ισχίου. Η 
διαδικασία επαναλαµβάνεται και στις δύο περιπτώσεις για συνολικό χρόνο 175 µε 
σταθερό βήµα. Αυτό συνεπάγεται 7000 επαναλήψεις για την τετράγωνη πλάκα και 1750 
επαναλήψεις για την τυπική µορφή ισχίου. Η συγκεκριµένη δοκιµή είναι η πρώτη η οποία 
έχει διαφορετικό βήµα για την κάθε γεωµετρία. 

7.4.1 Τετράγωνη πλάκα 

Αρχικό µέτρο ελαστικότητας για όλα τα στοιχεία είναι MPaE 640 = , ενώ το µέγιστο 

µέτρο ελαστικότητας που µπορεί να προκύψει είναι MPaE 76.302max =  

Τα διαγράµµατα παραµορφώσεων κατά Von Mises και πυκνότητας τροπικής ενέργειας 
για την αρχική κατάσταση (ρ0 = 0.8 gr/cm3, Τ = 0) κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες 
φόρτισης έχουν παρουσιαστεί στο Σχήµα 6.6 (α) και (β), αντίστοιχα. 

Συµφωνά µε το όριο αναφοράς στη Σχέση (7.6), για πυκνότητα 3
0 /8.0 cmgr=ρ   

δηµιουργείται θετικό ισοζύγιο ανακατασκευής στα στοιχεία µε πυκνότητα τροπικής 

ενέργειας από 0.2 3cm
J  µέχρι 1 3cm

J . Σηµειώνεται ότι στο αρχικό διάγραµµα µέγιστη 

πυκνότητα τροπικής ενέργειας που αποθηκεύεται σε στοιχείο είναι 0.762 3cm
J  και 

παρατηρείται ότι είναι µικρότερη από το άνω όριο θετικού ισοζυγίου.  

  
(α) (β) 

Σχήµα 7.4 Τελικά διαγράµµατα (α) παραµορφώσεων και (β) πυκνότητας τροπικής ενέργειας 

Tα τελικά διαγράµµατα των παραµορφώσεων και της πυκνότητα τροπικής ενέργειας 
φαίνονται στο Σχήµα 7.4. Μέγιστη τιµή ισοδύναµης παραµόρφωσης Von Mises είναι 

0.6Strains ενώ η µέγιστη τιµή πυκνότητας τροπικής ενέργειας είναι 1.23 3cm
J . 
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Η τελική κατανοµή των πυκνοτήτων φαίνεται στο Σχήµα 7.5 που ακολουθεί: 

  
(α) (β) 
Σχήµα 7.5 Τελική κατανοµή πυκνότητας (α) ανά στοιχείο, (β) µε χρήση µέση τιµής τοπικά 

Παρατηρείται ότι δηµιουργήθηκαν δύο κολώνες προς την πλευρά της υψηλής φόρτισης 
όπου η καταπόνηση ήταν υψηλότερη. Προς την πλευρά της χαµηλής φόρτισης 
παρατηρήθηκαν πολύ υψηλά ποσοστά απορρόφησης στοιχείων. Επίσης, φαίνεται ότι η 
δεύτερη κολώνα είναι ιδιαίτερα λεπτή σε σχέση µε την πρώτη. Τέλος, εµφανίζονται 
κάποια στοιχεία σύνδεσης χαµηλά ανάµεσα στις δύο κολώνες σαν ένα λεπτό «δοκάρι». 

Σε αντιπαράθεση µε όλες τις προηγούµενες προσοµοιώσεις, που η πρώτη κολώνα δέσποζε 
στην αριστερή πλευρά της πλάκας όπου καταπονείται περισσότερο το οστό, σε αυτή την 
περιοχή τα στοιχεία έχουν απορροφηθεί. Συνεπώς, η πρώτη κολώνα βρίσκεται 
µετατοπισµένη προς τα δεξιά και είναι εµφανώς πιο παχιά προσφέροντας καλύτερη 
στήριξη, «δικαιολογώντας τη λάθος τοποθέτηση της». Η δεύτερη κολώνα είναι σαφώς πιο 
λεπτή. Τέλος παρατηρούνται κάποια στοιχεία σύνδεσης χαµηλά ανάµεσα στις δύο 
κολώνες σαν ένα λεπτό «δοκάρι». 

Ακολουθεί το διάγραµµα της µάζας στην πορεία του χρόνου στο Σχήµα 7.6.  

Η συνολική τελική µάζα είναι 5.199gr, δηλαδή µειώθηκε κατά 2.801gr,  ή 35%. 

Χρονική Μεταβολή Μάζας
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Σχήµα 7.6 Χρονική µεταβολή µάζας της τετράγωνης πλάκας 
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Η µάζα διατηρείται σταθερή ύστερα από 80 µονάδες χρόνου, ενώ ήδη από τις 52 µονάδες 
διέφερε µόλις 2% από την τελική. Σε χρόνο µέχρι 52 µονάδες παρατηρούνται δύο 
απότοµες µειώσεις στο διάστηµα 0 έως 4 κατά 0.62gr και 20 έως 40 κατά 1.32gr.  

Στο Σχήµα 7.7 φαίνεται η κατανοµή της πυκνότητας στην τετράγωνη πλάκα για διάφορες 
χρονικές στιγµές της διαδικασίας. 

  
(α)  Τ = 2 (β)  Τ = 10 

  
(γ)  Τ = 20 (δ)  Τ = 30 

  

(ε)  Τ = 60 (στ)  Τ = 120 

Σχήµα 7.7 Κατανοµή πυκνότητας ανά στοιχείου σε διαφορετικές χρονικές στιγµές 

 
Στο Σχήµα 7.7(α) φαίνεται ότι σε 2 χρονικές µονάδες έχουν µειωθεί οι πυκνότητες των 
Π.Σ. στις περιοχές χαµηλής  φόρτισης, ενώ έχουν αυξηθεί στις υπόλοιπες, σε σχέση µε 
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την αρχική πυκνότητα,. Ελάχιστη πυκνότητα στοιχείου είναι 3189.0 cm
gr

 και µέγιστη 

3134.1 cm
gr

.  
Αντίστοιχα σε 10 χρονικές µονάδες, έχει απορροφηθεί πλήρως η πρώτη περιοχή οστού 
λόγω χαµηλής φορτίσεως στο δεξί άκρο. Μέγιστη πυκνότητα στοιχείου είναι  

3255.1 cm
gr

.  
Ύστερα από 20 χρονικές µονάδες, έχει απορροφηθεί οστό και στην περιοχή υψηλής 
φορτίσεως στη δεξιά πλευρά. Η µέγιστη πυκνότητα στοιχείου έχει πλέον την τιµή  

363.1 cm
gr

.  
Ύστερα από 30 µονάδες χρόνου, σχηµατίζονται οι κολώνες. Η µέγιστη πυκνότητα 

στοιχείου είναι  374.1 cm
gr

.  

Τέλος, ανάµεσα στο Σχήµα 7.7(ε) και (στ), σε χρόνο 60  και 120 χρονικές µονάδες, η 
δοµή µοιάζει πολύ µε αυτήν της τελικής κατάστασης. 

7.4.2 Τυπική µορφή γεωµετρίας ισχίου 

Τα διαγράµµατα παραµορφώσεων κατά Von Mises και πυκνότητας τροπικής ενέργειας 
για την αρχική κατάσταση (ρ0 = 0.8 gr/cm3, Τ = 0) σε χρόνο κάτω από το προκαθορισµένο 
µηχανικό περιβάλλον έχουν παρουσιαστεί στο Σχήµα 6.8 (α) και (β), αντίστοιχα. 
Σηµειώνεται ότι στο Σχήµα 6.8 (α) µέγιστη πυκνότητα τροπικής ενέργειας που 

αποθηκεύεται σε στοιχείο είναι 0.31 3cm
J  ενώ το όριο για το φαινόµενο της 

υπερφόρτισης είναι 1 3cm
J . Μετά από 175 χρονικές µονάδες, οι τελικές κατανοµές των 

παραµορφώσεων και της πυκνότητας τροπικής ενέργειας φαίνονται στο Σχήµα 7.8. 

  
(α) (β) 

Σχήµα 7.8 Τελικά διαγράµµατα (α) παραµορφώσεων και (β) πυκνότητας τροπικής ενέργειας 

Η µέγιστη τιµή ισοδύναµης παραµόρφωσης κατά Von Mises είναι 0.155Strains ενώ η 

µέγιστη τιµή πυκνότητας τροπικής ενέργειας είναι 0.96 3cm
J . 

Η τελική κατανοµή των πυκνοτήτων φαίνεται στο Σχήµα 7.9 που ακολουθεί: 
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(α) (β) 

Σχήµα 7.9 Τελική κατανοµή πυκνότητας (α) ανά στοιχείο, (β) µε χρήση µέση τιµής τοπικά 

Παρατηρούνται, και πάλι, οι δύο τύποι ασυνεχειών, καθώς και η δηµιουργία της 
κεντρικής κολώνας στο µέσο της δοµής. Η εικόνα είναι όµοια µε τις αντίστοιχες στα 
προηγούµενα κεφαλαία. ∆εδοµένης τις οµοιόµορφης πίεσης 5MPa, δεν παρατηρούνται 
περιοχές απορρόφησης οστού λόγω υπερφόρτισης. Όπως αναφέρθηκε στην Ενότητα 7.2, 
όταν η διέγερση είναι µικρή, ο πρώτος, γραµµικός ως προς την πυκνότητα τροπικής 
ενέργειας, όρος  κυριαρχεί και το µοντέλο συµπεριφέρεται παρόµοια µε αυτό που 
παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 6.  

Ακολουθεί το διάγραµµα της µάζας στην πορεία του χρόνου στο Σχήµα 7.10. 

Χρονική Μεταβολή Μάζας
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Σχήµα 7.10 Χρονική µεταβολή µάζας της τυπικής µορφής ισχίου 

Η συνολική τελική µάζα είναι 0.758gr, δηλαδή µειώθηκε κατά 0.388gr ή 33.8%. Για την 
πλήρη σταθεροποίηση της τιµής της µάζας χρειάστηκαν 160 χρονικές µονάδες. Μέχρι 
εκείνο το χρονικό σηµείο η µάζα µειωνόταν µε διαρκώς µειούµενο ρυθµό. Στις 58 
χρονικές µονάδες η µάζα διαφέρει µόλις 3% από την τελική.   

Στο Σχήµα 7.11 φαίνεται η κατανοµή της πυκνότητας στην τετράγωνη πλάκα σε διάφορα 
βήµατα της διαδικασίας 
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(α)  Τ = 2 (β)  Τ = 10 

  
(γ) Τ = 20 (δ)  Τ = 30 

  
(ε)  Τ = 60 (στ)  Τ = 120 

Σχήµα 7.11 Κατανοµή πυκνότητας ανά στοιχείο σε διαφορετικές χρονικές στιγµές 

Από τις 10 χρονικές µονάδες απορροφούνται οι πρώτες περιοχές µε Π.Σ. για να 
σχηµατιστεί τελικά σε χρόνο 20 χρονικών µονάδων η κεντρική κολώνα. Η διαδικασία 
κινείται µε αργούς ρυθµούς. Εικόνα κοντινή στην τελική κατάσταση προκύπτει σε 60 και 
120 χρονικές µονάδες (Σχήµα 7.11(ε)). 

7.5 Επίλυση και αποτελέσµατα οστικής ανακατασκευής ενεργειακού µοντέλου 
για πρόβλεψη υπερφόρτισης µε µέτρο ελαστικότητας B 

Σε βιβλιογραφικές πηγές δεν υπάρχουν αναφορές για το µέγεθος βήµατος επίλυσης στο 
συνδυασµό σχέσεων (B) που αναφέρθηκαν στην Ενότητα 7.3.  
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Για την εκλογή του κατάλληλου βήµατος, πραγµατοποιήθηκαν σε συνολικό χρόνο 1 
χρονική µονάδα, επιλύσεις της διαφορικής εξίσωσης µε 5 διαφορετικές τιµές χρονικών 
βηµάτων. Στο Σχήµα 7.12 που ακολουθεί φαίνονται τα αποτελέσµατα: 

  
(Step size) = 0.025 (Step size) = 1 

  
(Step size) = 2 (Step size) = 4 

 
(Step size) = 8 

Σχήµα 7.12 Πυκνότητες στοιχείων τετράγωνης πλάκας σε 8 χρονικές µονάδες για 
διαφορετικό µέγεθος βηµάτων. 

Σε σύγκριση µε το αποτέλεσµα που εξήχθει µε 320 βήµατα µεγέθους ∆t=0.025, για βήµα  

µεγέθους ∆t=1 η µέγιστη διαφορά στην τιµή οστικής πυκνότητας Π.Σ. είναι 3
610 cm

gr− , 

ενώ για ένα βήµα µεγέθους ∆t=8 είναι 3007.0 cm
gr . 

Η µελέτη επαναλαµβάνεται και για την τυπική γεωµετρία του ισχίου για 8 χρονικές 
µονάδες.  
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(Step size) = 0.025 (Step size) = 1 

  
(Step size) = 2 (Step size) = 4 

 
(Step size) = 8 

Σχήµα 7.13 Πυκνότητες στοιχείων τυπικής γεωµετρίας ισχίου σε 8 χρονικές µονάδες για 
διαφορετικό µέγεθος βηµάτων. 

Σε σύγκριση µε τα αποτελέσµατα που εξήχθησαν µε τη χρήση βήµατος ∆t=0.025, για 

βήµα ∆t=1 η µέγιστη διαφορά σε πυκνότητα στοιχείου είναι µόλις 3
9105 cm

gr−⋅ , ενώ για 

ένα βήµα ∆t=8 είναι 3
6102 cm

gr−⋅ . 

Τελικά η οστική ανακατασκευή υπολογίστηκε µε βήµα ολοκλήρωσης 5.0=∆t  και στις 
δύο εφαρµογές. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται για συνολικό χρόνο 1800 µε σταθερό 
βήµα, που συνεπάγεται 3600 επαναλήψεις, ενώ στο ANSYS θα πραγµατοποιηθούν 

72063597234 =×+×  επιλύσεις για κάθε παράδειγµα 
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7.5.1 Τετράγωνη πλάκα 

Αρχικό µέτρο ελαστικότητας για όλα τα στοιχεία είναι MPaE 5.19400 = , ενώ το µέγιστο 

µέτρο ελαστικότητας που µπορεί να προκύψει είναι MPaE 8.19965max =  

Συµφωνά µε το όριο αναφοράς στη Σχέση (7.6), για πυκνότητα 3
0 /8.0 cmgr=ρ   

δηµιουργείται θετικό ισοζύγιο ανακατασκευής στα στοιχεία µε πυκνότητα τροπικής 

ενέργειας από 0.0075 3cm
J  µέχρι 0.0358 3cm

J . Σηµειώνεται ότι στο αρχικό διάγραµµα 

µέγιστη πυκνότητα τροπικής ενέργειας που αποθηκεύεται σε στοιχείο είναι 0.051 3cm
J , 

πράγµα που συνεπάγεται ότι από το πρώτο, κιόλας, χρονικό βήµα σε Π.Σ. που ασκείται 
υψηλή φόρτιση θα µειωθεί η πυκνότητα µέχρι τελικά να απορροφηθούν, αφού η µέγιστη 
πυκνότητα τροπικής ενέργειας είναι έξω από το παραπάνω διάστηµα. 

Tό τελικό διάγραµµα της πυκνότητα τροπικής ενέργειας φαίνεται στο Σχήµα 7.14. 

  
(α) (β) 

Σχήµα 7.14 Τελικό διάγραµµα πυκνότητας τροπικής ενέργειας (α) µε διαβάθµιση µέχρι µέγιστη 

τιµή, (β) µε διαβάθµιση µέχρι 0.034 3cm
J  

Στο Σχήµα 7.14(α) υπάρχει µόνο µια µικρή περιοχή µε χρωµατική διαβάθµιση ανάλογα µε 
την αποθηκευµένη πυκνότητα τροπικής ενέργειας. Σε αυτή την περιοχή έχουν 
αποθηκευτεί µεγάλα ποσά πυκνότητας τροπικής ενέργειας. Αυτό συµβαίνει γιατί στην 
περιοχή αυτή ασκείται υψηλή φόρτιση και συγχρόνως το οστό έχει απορροφηθεί (πολύ 
µικρό µέτρο ελαστικότητας). Άρα από αυτό το διάγραµµα φαίνεται ποια περιοχή 
υποχωρεί λόγω υπερφόρτισης. Για τα υπόλοιπα στοιχεία δεν υπάρχει κάποια ένδειξη. Αν 

γίνει διαβάθµιση στο χρωµατισµό µέχρι 0.034 3cm
J  προκύπτει το Σχήµα 7.14(β) 

Η τελική κατανοµή των πυκνοτήτων φαίνεται στο Σχήµα 7.15 που ακολουθεί: 
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(α) (β) 

Σχήµα 7.15 Τελική κατανοµή πυκνότητας (α) ανά στοιχείο, (β) µε χρήση µέση τιµής τοπικά 

Από τις παραπάνω εικόνες φαίνεται ότι η συγκεκριµένη προσοµοίωση έχει επιφέρει 
απορρόφηση οστού σε τρεις κύριες περιοχές είτε λόγω υπερφόρτισης είτε λόγω χαµηλής 
φόρτισης. ∆ηµιουργήθηκε µία µεγάλη κολώνα προς την πλευρά της υψηλής φόρτισης 
(πλησιέστερα στην αριστερή πλευρά). Μπορεί να θεωρηθεί ότι καθ’ ύψος χωρίζεται σε 
τέσσερα τµήµατα, που ανάµεσα τους έχει απορροφηθεί πλήρως το οστό και καταλήγουν 
στην περιοχή µε ασυνέχειες τύπου σκακιέρας. Σε αντιπαράθεση µε όλες τις προηγούµενες 
προσοµοιώσεις, για πρώτη φορά έχει απορροφηθεί υλικό σε θέση φορτίσεως (υψηλή 
φόρτιση άνω αριστερά) 

Ακολουθεί διάγραµµα της µάζας στην πορεία του χρόνου στο Σχήµα 7.16  

 Χρονική Μεταβολή Mάζας
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Σχήµα 7.16 Χρονική µεταβολή µάζας της τετράγωνης πλάκας 

Η συνολική τελική µάζα είναι 4.186gr, δηλαδή µειώθηκε κατά 3.814gr,  ή 47.7%. Η τιµή 
της µάζας µειώνεται µε σταθερό ρυθµό από 0 έως 800 χρονικές µονάδες. Από εκείνο το 
χρονικό σηµείο και έπειτα η τιµή της µειώνεται µε διαρκώς µειούµενο ρυθµό µέχρι τελικά 
να σταθεροποιηθεί  σε συνολικά 1600 µονάδες χρόνου.   
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Στο Σχήµα 7.17 φαίνεται η κατανοµή της πυκνότητας στην τετράγωνη πλάκα για 
διάφορες χρονικές στιγµές της διαδικασίας. 

  
(α)  Τ = 20 (β)  Τ = 100 

  
(γ)  Τ = 200 (δ)  Τ = 300 

  

(ε)  Τ = 600 (στ)  Τ = 1200 

Σχήµα 7.17 Κατανοµή πυκνότητας ανά στοιχείο σε διαφορετικές χρονικές στιγµές 

Στο Σχήµα 7.17(α) φαίνεται ότι σε 20 χρονικές µονάδες, σε σχέση µε την αρχική 
πυκνότητα, έχουν µειωθεί οι πυκνότητες των στοιχείων στις περιοχές χαµηλής  φόρτισης, 
ενώ έχει απορροφηθεί πλήρως η πρώτη περιοχή οστού υπό την επίδραση υψηλής 

φορτίσεως στο άνω αριστερά άκρο. Μέγιστη πυκνότητα στοιχείου είναι 3908.0 cm
gr .  
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Σε 100 χρονικές µονάδες, αρχίζει να απορροφάται οστό και στην περιοχή χαµηλής 

φορτίσεως στο άνω δεξιά άκρο. Μέγιστη πυκνότητα στοιχείου είναι  3300.1 cm
gr . 

Ύστερα από 200 χρονικές µονάδες, έχει απορροφηθεί πλήρως η περιοχή όπου ασκείται η 

χαµηλότερη πίεση. Η µέγιστη πυκνότητα στοιχείου έχει πλέον την τιµή  3669.1 cm
gr .  

Σε 300 µονάδες χρόνου, αρχίζει να απορροφάται οστό και σε µια τρίτη περιοχή προς την 

πλευρά που ασκείται υψηλή πίεση. Η µέγιστη πυκνότητα στοιχείου είναι  374.1 cm
gr . 

Στο Σχήµα 7.17(ε), σε χρόνο 600 µονάδες, αρχίζει να διαχωρίζεται η µέχρι πρότινος 
συµπαγής δοµή που σχηµατίστηκε από τις τρεις απορροφηµένες περιοχές και να 
εµφανίζονται κάποιες ασυνέχειες. Τέλος το Σχήµα 7.17(στ) σε χρόνο 1200 µονάδες, 
αποτελεί καλή προσέγγιση της τελικής κατάστασης.  

7.5.2 Τυπική µορφή ισχίου 

Τα διαγράµµατα παραµορφώσεων κατά Von Mises και πυκνότητας τροπικής ενέργειας 
για την αρχική κατάσταση ( 3

0 /8.0 cmgr=ρ , 0=T ) σε χρόνο  κάτω από το 

προκαθορισµένο µηχανικό περιβάλλον έχουν παρουσιαστεί παραπάνω. Σηµειώνεται ότι η 

µέγιστη πυκνότητα τροπικής ενέργειας που αποθηκεύεται σε στοιχείο είναι 0.011 3cm
J  

ενώ το όριο για το φαινόµενο της υπερφόρτισης είναι 0.051 3cm
J , δηλαδή είναι µέσα στο 

διάστηµα τιµών που ορίζει θετική ισοζύγιο ανακατασκευής. 

Μετά από 1800 χρονικές µονάδες, οι τελικές κατανοµές των ισοδύναµων 
παραµορφώσεων κατά Von Mises και της πυκνότητας τροπικής ενέργειας φαίνονται στο 
Σχήµα 7.18. 

  
(α) (β) 

Σχήµα 7.18 Τελικά διαγράµµατα (α) παραµορφώσεων και (β) πυκνότητας τροπικής ενέργειας 

Μέγιστη τιµή ισοδύναµης παραµόρφωσης Von Mises είναι 0.155Strains ενώ η µέγιστη 

τιµή πυκνότητας τροπικής ενέργειας είναι 0.96 3cm
J . 
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Η τελική κατανοµή των πυκνοτήτων φαίνεται στo Σχήµα 7.19 που ακολουθεί: 

  
(α) (β) 

Σχήµα 7.19 Τελική κατανοµή πυκνότητας (α) ανά στοιχείο, (β) µε χρήση µέση τιµής τοπικά 

Από τις παραπάνω εικόνες φαίνεται ότι στη συγκεκριµένη προσοµοίωση έχει 
δηµιουργηθεί µία κύρια «κολώνα» όπως συνέβη και στα άλλα µοντέλα και έχει 
απορροφηθεί το οστό γύρω από αυτή, µε µόνη διαφορά ότι χρειάστηκε περισσότερος 
χρόνος για να σταθεροποιηθεί η δοµή. ∆εδοµένης τις οµοιόµορφης πίεσης 5MPa, δεν 
παρατηρούνται περιοχές απορρόφησης οστού λόγω υπερφόρτισης. Όπως αναφέρθηκε 
στην Ενότητα 7.2, όταν η διέγερση είναι µικρή, ο πρώτος, γραµµικός ως προς την 
πυκνότητα τροπικής ενέργειας, όρος  κυριαρχεί και το µοντέλο συµπεριφέρεται παρόµοια 
µε αυτό που παρουσιάστηκε στην Ενότητα 6.4.2. ∆εν συνέβη το ίδιο στην περίπτωση της 
τετράγωνης πλάκας όπου η κατανεµηµένη πίεση είχε µέγιστη τιµή 10MPa. 

Ακολουθεί διάγραµµα της µάζας στην πορεία του χρόνου στο Σχήµα 7.20. 

 Χρονική Μεταβολή Mάζας
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Σχήµα 7.20 Χρονική µεταβολή µάζας της τυπικής µορφής ισχίου 

Η συνολική τελική µάζα είναι 0.622gr, δηλαδή µειώθηκε κατά 0.524gr ή 45.7%. Η µάζα 
αρχικά αυξήθηκε και στη συνέχεια µειώθηκε µε αργό ρυθµό µέχρι τελικά να 
σταθεροποιηθεί σε 1700 µονάδες χρόνου. Στο Σχήµα 7.21 φαίνεται η κατανοµή της 
πυκνότητας στην τυπική µορφή ισχίου σε διάφορα βήµατα της διαδικασίας 
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(α)  Τ = 20 (β)  Τ = 100 

  
(γ) Τ = 200 (δ)  Τ = 300 

  
(ε)  Τ = 600 (στ)  Τ = 1200 

Σχήµα 7.21 Κατανοµή πυκνότητας ανά στοιχείο σε διαφορετικές χρονικές στιγµές 

Η διαδικασία κινείται µε αργούς ρυθµούς και χρειάζονται χρόνο 600 µονάδες χρόνου για 
να σχηµατιστεί η κεντρική κολώνα (Σχήµα 7.21(ε)). Σε 1200 µονάδες χρόνου, 
προσεγγίζεται η τελική δοµή. 

7.6 Σύγκριση αποτελεσµάτων µε βάση τους συνδυασµούς σχέσεων Α και Β 

Η βασική διαφορά ανάµεσα στους δύο συνδυασµούς σχέσεων είναι ότι για τη σχέση 
MPaE 33790 ρ⋅=  (συνδυασµός Β) η µεταβολή της  οστικής πυκνότητας συντελείτε µε 

πολύ αργό ρυθµό µε αποτέλεσµα να απαιτηθεί 20πλάσιος χρόνος για να σταθεροποιηθεί η 
µάζα και η τελική κατανοµή της δοµής σε σχέση µε τη χρήση της εξίσωσης 

MPaE 2100 ρ⋅=  (συνδυασµός Α). Οι συνδυασµοί όµως (Α) και (Β) πέρα από την 
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διαφορά στη συσχέτιση µέτρου ελαστικότητας και οστικής πυκνότητας, είχαν και 
διαφορετικό όριο για την απαιτούµενη µηχανική διέγερση κατά την οποία τα Π.Σ. 
«υπερφορτίζονται». Όπως επισηµάνθηκε από το Κεφάλαιο 6 τροποποίηση στους 
συντελεστές της σχέσης rE C ρ= ⋅  επιβάλει αλλαγή και στους συντελεστές της εξίσωσης 
ρυθµού. Τονίζεται λοιπόν, ότι εξαιτίας αυτής της τροποποίησης για το συνδυασµό (Α) το 
περιθώριο ανάπτυξης του οστού λόγω του ορίου υπερφόρτισης είναι µεγαλύτερο σε σχέση 
µε το συνδυασµό (Β). 

Όσον αφορά την τετράγωνη πλάκα µε τη χρήση του µέτρου ελαστικότητας Α 
εµφανίστηκαν δύο κολώνες ενώ µε τη χρήση του µέτρου ελαστικότητας Β δηµιουτγήθηκε 
διαφορετική δοµή.  

Όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.22 που ακολουθεί, στην περίπτωση (Β) εµφανίζεται πιο παχιά 
κολώνα της οποίας η τοπολογία είναι στο µέσο της περιοχής που εµφανίστηκαν οι δύο 
κολώνες στην περίπτωση (Α). 

  
(α) (β) 

Σχήµα 7.22 Εστίαση στην ίδια περιοχή της τελικής δοµής για τετράγωνης πλάκας για (α) 

MPaE 2100 ρ⋅=  και (β) MPaE 33790 ρ⋅=  

Η ελαφρώς πιο παχιά κολώνα διακλαδίζεται και µετά ενώνεται µε την ασυνεχή µορφή 
τύπου «σκακιέρας» που βρίσκεται κοντά στη φόρτιση. Και στο Σχήµα 7.22(α), όµως 
φαίνεται ότι υπάρχει υποστήριξη ανάµεσα στις δύο κολώνες µέσω µίας οριζόντιας ένωσης 
στοιχείων.  

Η τελική µάζα στην πρώτη περίπτωση είναι 5,199gr, δηλαδή κατά 35.0% ενώ στη δεύτερη 
περίπτωση η συνολική µάζα µειώθηκε κατά 47.7% καταλήγοντας στα 4,186gr 

Στο Σχήµα 7.23 φαίνεται ότι οι πρώτες κολώνες και στις δύο περιπτώσεις ενώνονται µε 
την αριστερή περιοχή υψηλής φόρτισης αλλά και  είναι µετατοπισµένες, κάτι που δεν 
συνέβη σε καµία άλλη περίπτωση. Στην περιοχή που έχουν απορροφηθεί στοιχεία 
δέσποζε πάντα η πρώτη κολώνα. 
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(α) (β) 

Σχήµα 7.23 Εστίαση στην άνω αριστερά περιοχή της τελικής δοµής 

για (α) MPaE 2100 ρ⋅=  (β) MPaE 33790 ρ⋅=  

Παρά την κοινή µετατόπιση στις δύο δοµές υπάρχει διαφορά. Στο Σχήµα 7.23(β) έχει 
απορροφηθεί πλήρως το άνω αριστερά άκρο που ήταν και θέση υψηλής φόρτισης για 
πίεση 6.5 ΜPa και άνω. Η απορρόφηση αυτής της περιοχής οδήγησε στη δηµιουργία της 
δοµής µε µια κεντρική κολώνα που διακλαδίζεται.  

Σχετικά µε την τυπική γεωµετρία ισχίου η τελική µορφή και στις δύο περιπτώσεις είναι 
ίδια µε µόνη διαφορά ότι για την χρήση του µέτρου ελαστικότητας Α η τελική µάζα ήταν 
πιο µεγάλη. Πιο συγκεκριµένα, η τελική µάζα στην πρώτη περίπτωση είναι 0,758gr ενώ 
στη δεύτερη 0,622gr. 

Μια λεπτοµέρεια της τελικής δοµής και για τα δύο µέτρα ελαστικότητας φαίνεται στο 
Σχήµα 7.24 που ακολουθεί.  

  
(α) (β) 

Σχήµα 7.24 Εστίαση στην ίδια περιοχή της τυπικής µορφής µακρέως οστού, (α) 

MPaE 2100 ρ⋅=  (β) MPaE 33790 ρ⋅=  

∆εδοµένης τις οµοιόµορφης πίεσης 5MPa, δεν παρατηρούνται περιοχές απορρόφησης 
οστού λόγω υπερφόρτισης, δεν συνέβη, όµως το ίδιο στην περίπτωση της τετράγωνης 
πλάκας όπου η κατανεµηµένη πίεση είχε µέγιστη τιµή 10MPa Όπως αναφέρθηκε στην 
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Ενότητα 7.2, όταν η διέγερση είναι µικρή, ο πρώτος, γραµµικός ως προς την πυκνότητα 
τροπικής ενέργειας, όρος  κυριαρχεί. Ο δεύτερος όρος πιθανόν επηρέασε να το άνω µέρος 
της κολώνας όπου φαίνεται µία µικρή περιοχή µε απορροφηµένα στοιχεία που προκαλούν 
ένα διαχωρισµό στην κολώνα (Σχήµα 7.24(β)). 
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8.1  Καταγραφή Προσοµοιώσεων Οστικής Ανακατασκευής. 

Στον Πίνακας 8.1 καταγράφονται όλες οι δοκιµές που πραγµατοποιήθηκαν στην 
τετράγωνη πλάκα και στην τυπική γεωµετρία ισχίου και παρουσιάστηκαν αναλυτικά 
στα προηγούµενα κεφάλαια. 

Πίνακας 8.1 ∆οκιµές που πραγµατοποιήθηκαν 

Μέθοδος 

Σχέση Μέτρου 
Ελαστικότητας 
& Πυκνότητας 

(MPa) 

Όριο Αναφοράς 

Όριο 
Απορρόφησης 

λόγω 
υπερφόρτισης 

Συνολικός Χρόνος
(χρονικές 
µονάδες) 

33252.7ρ  3000µstrain για 
ρ=0.8gr/cm3 - 175 Παραµορφωσιακό 

Μοντέλο 33252.7ρ  2000µstrain για 
ρ=0.8gr/cm3 - 175 

2100ρ  grJ25.0  - 175 Ενεργειακό 
Μοντέλο 

 
33790ρ  grJ006.0  - 1800 

2100ρ  grJ25.0  grJ25.1  175 Ενεργειακό 
Μοντέλο µε 
υπερφόρτιση 

33790ρ  grJ006.0  grJ0282.0  1800 

8.2 Σύγκριση των µεθόδων οστικής ανακατασκευής ως προς την χρονική 
πορεία 

Για την περεταίρω αξιολόγηση των αποτελεσµάτων, πέρα από την εικόνα της 
κατανοµής των οστικών πυκνοτήτων στα διάφορα στάδια ανακατασκευής, ελέγχθηκε 
και η συµπεριφορά της οστικής ανακατασκευής ως προς την πορεία σύγκλισής της µε 
χρήση της συνάρτησης F η οποία καθορίζεται από την ακόλουθη έκφραση: 

1

1 m
i

i

dF
m dt

ρ
=

= ⋅∑      (8.2) 

όπου m είναι ο αριθµός των πεπερασµένων στοιχείων εντός των οποίων η οστική 
ανακατασκευή συνεχίζεται, δηλαδή η τιµή της πυκνότητάς του δεν έχει φτάσει την 
ανώτερη ή την κατώτερη τιµή. Ζητούµενο για την F είναι να τείνει στο µηδέν, γιατί 
αυτό σηµαίνει ότι οι τιµές των πυκνοτήτων των στοιχείων έχουν ισορροπήσει σε µία 

τελική κατάσταση µε πυκνότητα µεταξύ 3min 01.0 cm
gr=ρ  και 3max 74.1 cm

gr=ρ  

8.2.1  Παραµορφωσιακό µοντέλο 

Στο παραµορφωσιακό µοντέλο, ο µέσος απόλυτος ρυθµός µεταβολής οστικής 
πυκνότητας των στοιχείων δε αναµένονται να φτάσει στο µηδέν γιατί όσα στοιχεία 
έχουν πρακτικά απορροφηθεί δε θα έχουν αποκτήσει την τελική τιµή 

3min 01.0 cm
gr=ρ . Αυτό έχει συµβεί γιατί η αναφορά β(ρ) λόγω της εξάρτησής της 
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από την πυκνότητα τείνει στο µηδέν για  301.0 cm
gr→ρ , έτσι υπάρχει δυσκολία 

στο να σταθεροποιηθούν αυτά τα στοιχεία στην τιµή 3min 01.0 cm
gr=ρ , όπως 

αναφέρεται και στο Κεφάλαιο 5. Επί της ουσίας, τα στοιχεία αυτά µπορούν να 
θεωρούνται πλήρως απορροφηµένα. Στη συνέχεια, παρατίθενται και για τις δύο τιµές 
αναφορών που χρησιµοποιήθηκαν στο παραµορφωσιακό µοντέλο τα διαγράµµατα 
της συνάρτησης F,   
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Σχήµα 8.1 Χρονική µεταβολή της συνάρτησης F για αναφορά ίση µε (α) 3000µstrain και (β) 2000µstrain για 
τετράγωνη πλάκα (κάθετος άξονας: τιµή της F) 
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Σχήµα 8.2 Χρονική µεταβολή της συνάρτησης F για αναφορά ίση µε (α) 3000µstrain και (β) 2000µstrain για 
τετράγωνη πλάκα (κάθετος άξονας: τιµή της F) για ισχίο 

Στα Σχήµατα 8.1 και 8.2 παρατηρείται ότι η συνάρτηση F συγκλίνει και στις τέσσερις 
περιπτώσεις και σε χρόνο αρκετά µικρότερο του συνολικού. 

8.2.2 Ενεργειακό µοντέλο 

Στη συνέχεια παρατίθεται τα διαγράµµατα της συνάρτησης F και για τα δύο µέτρα 
ελαστικότητας που δοκιµάστηκαν τόσο στο ισχίο όσο και στην τετράγωνη πλάκα..  
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Σχήµα 8.3 Χρονική µεταβολή των συναρτήσεων F µε µέτρο ελαστικότητας (α) 2100E ρ=  και (β) 
33790E ρ= για τετραγωνική πλάκα 
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Σχήµα 8.4 Χρονική µεταβολή των συναρτήσεων F µε µέτρο ελαστικότητας (α) 2100E ρ=  και (β) 
33790E ρ= για τυπική γεωµετρία ισχίου 

Παρατηρείται ότι και στα τέσσερα διαγράµµατα η µέθοδος έχει συγκλίνει. Η  επιλογή 
των συντελεστών στη σχέση µέτρου ελαστικότητας συναρτήσει της πυκνότητας 
αποτέλεσε το σηµαντικότερο παράγοντα για τον απαιτούµενο χρόνο σύγκλισης. Για 

33252.7E ρ=  ο µέγιστος µέσος ρυθµός µεταβολής πυκνότητας των στοιχείων είναι 

µία τάξη µεγέθους µικρότερος τον αντίστοιχο για 2100E ρ=  

Σε σύγκριση µε το παραµορφωσιακό µοντέλο µε 33252.7E ρ= ,  για το ενεργειακό 

µοντέλο µε  33790E ρ=  απαιτείται περίπου 100 φορές µεγαλύτερος χρόνος µέχρι την 
σταθεροποίηση της τιµής της F. Από αυτό εξάγεται το συµπέρασµα ότι υπάρχει και η 
ίδια αναλογία στο µέγεθος της µίας µονάδας χρόνου ανάµεσα στα δύο µοντέλα, 
δηλαδή στο παραµορφωσιακό µοντέλο η µονάδα χρόνου πρέπει να είναι 100 φορές 
µεγαλύτερη από το ενεργειακό µοντέλο περιγράφοντας το ίδιο φαινόµενο το 
φαινόµενο της οστικής ανακατασκευής.  
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Στην περίπτωση της τετραγωνικής πλάκας παρατηρείται συντοµότερη σύγκλιση από 
ότι στο ισχίο. Σε αυτό συµβάλει το πυκνότερο πλέγµα και οι µικρότερες διαστάσεις 
των  στοιχείων 

8.2.3 Ενεργειακό µοντέλο που προβλέπει υπερφόρτιση 

Στο µοντέλο αυτό προβλέπεται να δηµιουργηθούν ανωµαλίες από τα στοιχεία πού 
τείνουν να απορροφηθούν από υπερφόρτιση διότι θα έχουν πολύ υψηλή πυκνότητα 
τροπικής ενέργειας και συγχρόνως µικρή οστική πυκνότητα. Έτσι θα έχουν πολύ 
υψηλή µηχανική διέγερση οπότε η απόκριση της F πιθανόν να παρουσιάζει απότοµες 
µεταβολές. 

Στη συνέχεια παρατίθενται τα διαγράµµατα των τιµών της συνάρτησης F για την 
τετράγωνη πλάκα και το ισχίο. 

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0 9 18 27 36 45 54 63 72 81 90 99 10
8

11
7

12
6

13
5

14
4

15
3

16
2

17
1

Χρονικές Μονάδες  

0
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06

0
12

0
24

0

36
0

48
0

60
0

72
0

84
0

96
0

10
80

12
00

13
20

14
40

15
60

16
80

Χρονικές Μονάδες  

(α) (β) 

Σχήµα 8.5 Χρονική µεταβολή της F µε µέτρο ελαστικότητας (α) 2100E ρ=  και (β) 33790E ρ=  για την 

τετραγωνική πλακά 
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Σχήµα 8.6 Χρονική µεταβολή της F µε µέτρο ελαστικότητας (α) 2100E ρ=  και (β) 33790E ρ=  για την τυπική 

γεωµετρία ισχίου 

Παρατηρείται ότι και στα τέσσερα διαγράµµατα η µέθοδος έχει συγκλίνει. Η επιλογή 
των συντελεστών στη σχέση µέτρου ελαστικότητας συναρτήσει της πυκνότητας 
αποτέλεσε το σηµαντικότερο παράγοντα για τον απαιτούµενο χρόνο σύγκλισης όπως 
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και στην περίπτωση του ενεργειακού µοντέλου χωρίς τον δευτεροβάθµιο όρο για 
πρόβλεψη υπερφόρτισης. 

8.3 ∆είκτης δυσκαµψίας 

Οι Zhao και Hornby (1998) [8] εισήγαγαν τη γενική ιδέα του δείκτη αποδοτικότητας 
υλικού (material efficiency indicator) για την αξιολόγηση µιας κατασκευής από την 
οπτική γωνία του σχεδιασµού κατασκευής µέγιστης δυσκαµψίας. Πρότειναν ότι η 
µέση δυσκαµψία της κατασκευής ανά µονάδα όγκου µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να 
εξαχθεί το πόσο αποτελεσµατικά χρησιµοποιήθηκε το δοµικό υλικό.  

Στην περίπτωση της οστικής ανακατασκευής η µέση δυσκαµψία της κατασκευής ανά 
µονάδα µάζας µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να εκφράσει το πόσο αποδοτικά 
χρησιµοποιήθηκε το δοµικό υλικό του οστού. Καθώς η ολική δυσκαµψία µιας 
κατασκευής είναι αντιστρόφως ανάλογη του συνολικά παραγόµενου έργου από όλες 
τις εξωτερικές φορτίσεις στην κατασκευή, ο δείκτης δυσκαµψίας των αποτελεσµάτων 
µπορεί να οριστεί ως: 

  ss
E MW

K
⋅

=
1      (8.10) 

όπου s
EW  είναι το συνολικά παραγόµενο έργο από όλες τις εξωτερικές δυνάµεις στην 

τρέχουσα δοµή και sM είναι η µάζα της τρέχουσας δοµής. 

Ακολουθούν δύο πίνακες που περιλαµβάνουν για κάθε σχέση οστικής 
ανακατασκευής την τιµή του δείκτη δυσκαµψίας τόσο για την τετράγωνη πλάκα όσο 
και για την τυπική γεωµετρία ισχίου 

Πίνακας 8.2 ∆είκτης ∆υσκαµψίας για την τετράγωνη πλάκα 

∆είκτης ∆υσκαµψίας 

( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⋅ grJ
cm3

 
Μεθοδος 

Σχέση Μέτρου 
Ελαστικότητας 
& πυκνότητας 

(MPa) 

Όριο Αναφοράς 

Πλάκα Ισχίο 

3000µstrain για 
ρ=0.8gr/cm3 3.815 Ε-03 2.21 E-01 Παραµορφωσιακό 

Μοντέλο 
33252.7ρ  2000µstrain για 

ρ=0.8gr/cm3 4.944 E-03 2.82 E-01 
2100ρ  grJ25.0  1.139 Ε-04 5.447 E-03 Ενεργειακό 

Μοντέλο 33790ρ  grJ006.0  6.268 E-03 3.12 E-01 
2100ρ  grJ25.0  1.13 Ε-04 5.456 E-03 Ενεργειακό 

Μοντέλο για 
υπερφόρτιση 

33790ρ  grJ006.0  5.8 E-08 3.09 E-01 

Σηµαντικός παράγοντας στη σύγκριση του δείκτη δυσκαµψίας διαφορετικών 
µεθόδων είναι η  σχέση µέτρου ελαστικότητας και οστικής πυκνότητας. ∆εδοµένης 
της σταθερής φόρτισης, για µέτρο ελαστικότητας ίσο µε 33790ρ  και 33252.7ρ το 
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συνολικά παραγόµενο έργο εξωτερικών δυνάµεων είναι µικρότερο από την 
περίπτωση όπου χρησιµοποιείται µέτρο ελαστικότητας ίσο µε 2100ρ  

Το µοντέλο του ισχίου, σε σχέση µε αυτό της πλάκας για τις αντίστοιχες 
προσοµοιώσεις, έχει µεγαλύτερο δείκτη δυσκαµψίας δεδοµένου ότι η τελική 
συνολική µάζα είναι µικρότερη (λόγω διαστάσεων) και το συνολικό έργο εξωτερικών 
δυνάµεων µικρότερο (λόγω µικρότερης φόρτισης). 

Στον παραπάνω πίνακα φαίνεται ότι στην περίπτωση του µοντέλου υπερφόρτισης ο 
δείκτης δυσκαµψίας είναι πολύ µικρός δεδοµένου ότι στην περιοχή που ασκείται 
υψηλή φόρτιση το οστό έχει απορροφηθεί και έχουν αποθηκευτεί µεγάλα ποσά 
πυκνότητας τροπικής ενέργειας.  

8.4 Γενικά Συµπεράσµατα 

Αρχικά παρατίθενται στο Σχήµα 8.7 και Σχήµα 8.8 αντίστοιχα, οι τελικές δοµές που 
προέκυψαν από το σύνολο των δοκιµών που πραγµατοποιήθηκαν. 

Παραµορφωσιακό 
µοντέλο 

  

Ενεργειακό 
Μοντέλο 

 

Ενεργειακό 
Μοντέλο για 
υπερφόρτιση 

  

Σχήµα 8.7 Τελικές δοµές για το παράδειγµα της τετράγωνης πλάκας για όλες τις δοκιµές που έγιναν 



Κεφάλαιο 8ο       Αξιολόγηση Και Σύγκριση Μεθόδων Οστικής Ανακατασκευής 
 

161 

 
 

Παραµορφωσιακό 
µοντέλο 

 

Ενεργειακό 
Μοντέλο 

 

Ενεργειακό 
Μοντέλο για 
υπερφόρτιση 

Σχήµα 8.8 Τελικές δοµές για το παράδειγµα της τυπικής γεωµετρίας ισχίου για όλες τις δοκιµές που έγιναν 

Από τη σύγκριση των τελικών δοµών, στην περίπτωση της πλάκας, που προέκυψαν 
από τις δύο δοκιµές που πραγµατοποιήθηκαν µε το παραµορφωσιακό µοντέλο 
οστικής ανακατασκευής εξάγεται το συµπέρασµα ότι το όριο αναφοράς καθόρισε τη 
µορφή της τελικής δοµής (πάχος τελικής κολώνας). Η διαφορά στο αποτέλεσµα δεν 
αναιρεί απαραίτητα την ορθότητα σε κάποια από τις δύο υποθέσεις. Το όριο 
αναφοράς µπορεί να θεωρηθεί ότι εξαρτάται από την τοπολογία, το είδος και το 
στάδιο ανάπτυξης του οστού, ενώ η εικασία ότι διαφέρει ανάλογα µε τον οργανισµό 
δεν µπορεί να αντικρουστεί. 

Παρατηρείται επίσης, ότι και στα δύο µοντέλα που χρησιµοποίησαν την πυκνότητα 
τροπικής ενέργειας, αύξηση του µέτρου ελαστικότητας οδήγησε στη συσσωµάτωση 
των κολώνων. 
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Στον Πίνακας 8.3 που ακολουθεί φαίνονται οι τελικές τιµές µάζας για όλες τις 
δοκιµές τόσο για την τετράγωνη πλάκα όσο και για την τυπική γεωµετρία ισχίου. 

Πίνακας 8.3 Τελική µάζα για όλες τις δοκιµές και τις γεωµετρίες 

Τελική Μάζα 
( )gr  Μεθοδος 

Σχέση Μέτρου 
Ελαστικότητας 
& πυκνότητας 

(MPa) 

Όριο Αναφοράς 
Πλάκα Ισχίο 

3000µstrain για 
ρ=0.8gr/cm3 5.677 0.707 Παραµορφωσιακό 

Μοντέλο 
33252.7ρ  2000µstrain για 

ρ=0.8gr/cm3 7.723 0.942 
2100ρ  grJ25.0  5.130 0.724 Ενεργειακό 

Μοντέλο 33790ρ  grJ006.0  4.295 0.636 
2100ρ  grJ25.0  5.199 0.758 Ενεργειακό 

Μοντέλο για 
υπερφόρτιση 

33790ρ  grJ006.0  4.126 0.622 

Από τον παραπάνω πίνακα, φαίνεται ότι η χρήση δευτεροβάθµιου όρου για πρόβλεψη 
υπερφόρτισης δεν οδήγησε σε διαφορετικές τελικές µάζες σε σχέση µε το µοντέλο 
που έλαβε υπόψη του µόνο την πυκνότητα τροπικής ενέργειας µε γραµµικό 
συσχετισµό.  

Τελικά, παρατηρείται ότι στα ενεργειακά µοντέλα στην πλάκα προέκυψαν 
παραπλήσιες µάζες αλλά διαφορετικές µορφές, ενώ στην τυπική γεωµετρία ισχίου 
είναι κοντινές και οι τιµές της τελικής µάζας αλλά και η τελική µορφή. Αυτό 
οφείλεται στη µακρόστενη γεωµετρία και τη συµµετρίας της φόρτισης κατά τον 
άξονα y στην περίπτωση του ισχίου.  

Εν κατακλείδι, έχει µεγάλη σηµασία ο προσδιορισµός των ρεαλιστικών φορτίσεων 
(ακόµα και το ίδιο το βάρος των οστών) καθώς και η ρύθµιση συντελεστών που να 
πιστοποιούνται από πειραµατικά αποτελέσµατα και όχι από προσεγγίσεις για την 
εφαρµογή των υπό µελέτη θεωριών σε «πραγµατικά οστά»,.   
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