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Πρόλογος 

 

Ο κλάδος της µηχανικής εµφανίζει µεγάλο εύρος εφαρµογών τόσο ως αυτόνοµη 

επιστήµη όσο και σε συνδυασµό µε κλάδους άλλων επιστηµών. Στα πλαίσια αυτά, ευρεία 

εφαρµογή παρουσιάζει  τα τελευταία χρόνια ο κλάδος της εµβιοµηχανικής που επιδιώκει 

να συνδυάσει τις γνώσεις µηχανικής και ιατρικής, προσανατολισµένες προς όφελος του 

ανθρώπου. Το φυσικό αντικείµενο µελέτης, για παράδειγµα ένα ανθρώπινο οστό, 

προσοµοιώνεται µέσω ενός υπολογιστικού µοντέλου, η µελέτη του οποίου προσφέρει 

αξιόλογα συµπεράσµατα για το πρώτο.  Τη µεγαλύτερη ώθηση στην προσπάθεια αυτή 

προσέφερε αναµφισβήτητα η ραγδαία τεχνολογική εξέλιξη των υπολογιστών, η οποία 

κατέστησε δυνατή και σύντοµη τη µαθηµατική επίλυση των αντίστοιχων µοντέλων. Στην 

εργασία αυτή µελετάται η ιδιότητα των οστών να αντιδρούν στη µηχανική φόρτιση που 

δέχονται στην επιφάνειά τους, γνωστή ως οστική ανακατασκευή. Στα πλαίσια, λοιπόν, της 

παραπάνω µελέτης, επιχειρήθηκε η ανάπτυξη ενός µοντέλου για τη µελέτη της οστικής 

ανακατασκευής και η εφαρµογή του σε διδιάστατη προσεγγιστική τοµή σπονδύλου αλλά 

και σε τριδιάστατη πραγµατική γεωµετρία. Σκοπός της εργασίας αυτής είναι η ανάλυση 

του µηχανισµού της οστικής ανακατασκευής, η διερεύνηση των παραµέτρων της 

διαφορικής εξίσωσης που τη διέπει και η εξαγωγή χρήσιµων συµπερασµάτων για την 

µετέπειτα εφαρµογή της σε διαφορετικές συνθήκες φόρτισης και σε διαφορετικές 

γεωµετρίες.  

Κλείνοντας θα ήθελα να ευχαριστήσω τον Αναπληρωτή Καθηγητή του τµήµατος 

Μηχανολόγων Μηχανικών του Ε.Μ.Π κύριο Χριστόφορο Προβατίδη για την 

εµπιστοσύνη που µου έδειξε στην ανάθεση της ακόλουθης εργασίας και τη συνεργασία 

που αναπτύχθηκε. Ιδιαίτερες ευχαριστίες  θα ήθελα να εκφράσω στους υποψήφιους 

διδάκτορες Κλειώ Βόσου και Ιωάννη Κουκούλη για την πολύτιµη βοήθεια και 

καθοδήγηση που µου παρείχαν σε όλη τη διάρκεια της εργασίας αυτής καθώς και τα 

υπόλοιπα µέλη του εργαστηρίου. Τέλος, θα ήθελα να ευχαριστήσω το συνάδελφο και 

εκλεκτό φίλο Ευστράτιο Σπαθάρη για τη διαρκή υποστήριξη που µου παρείχε, αλλά και 

για την αρµονική συνεργασία τόσων χρόνων.  
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Περίληψη 

Βασικό αντικείµενο µελέτης της παρούσας διπλωµατικής εργασίας αποτελεί η 

ιδιότητα του οστίτη ιστού να ανακατασκευάζεται ανάλογα µε τις µηχανικές συνθήκες του 

περιβάλλοντός του. Η ιδιότητα αυτή ονοµάζεται οστική ανακατασκευή (Bone 

remodeling) και είναι υπεύθυνη, πέραν της προσαρµογής στο µηχανικό ερέθισµα, και για 

την ανάπτυξη, τη διατήρηση και τη συντήρηση του οστού. Η αρκετά ενδιαφέρουσα αυτή 

ιδιότητα εξαρτάται από δύο ειδών παράγοντες, αρκετά διαφορετικούς µεταξύ τους. Το 

πρώτο είδος περιλαµβάνει βιολογικούς παράγοντες, όπως οι ορµονικές µεταβολές ενώ το 

δεύτερο περιλαµβάνει µηχανικούς παράγοντες, όπως οι φορτίσεις. Το οστό, 

ανταποκρινόµενο στις µηχανικές φορτίσεις, υφίσταται µορφολογικές αλλαγές 

τροποποιώντας την εξωτερική γεωµετρία του (surface remodeling) και πολύ περισσότερο 

µεταβάλλοντας την εσωτερική δοµή του µέσω αλλαγών στην οστική του πυκνότητα 

(internal remodeling). Το ζήτηµα της οστικής ανακατασκευής λόγω της σύνθετης φύσης 

του, έχει απασχολήσει κατά καιρούς µελετητές από διάφορους επιστηµονικούς κλάδους. 

Αρχικά, οι περισσότερες προσπάθειες ήταν προσανατολισµένες στην ποιοτική προσέγγιση 

του όλου προβλήµατος και η εξαγωγή συµπερασµάτων ως προς το ποιο µηχανικό µέγεθος 

αποτελεί τη διέγερση που εγείρει την ανακατασκευή. Προτάθηκαν διάφορα µοντέλα 

προσοµοίωσης της οστικής ανακατασκευής, µε κύρια διαφορά τους το µηχανικό µέγεθος 

γύρω από το οποίο αναπτύσσεται η εκάστοτε θεωρία. Κύρια παραδείγµατα τέτοιων 

θεωριών αποτελούν το παραµορφωσιακό µοντέλο, το τασικό µοντέλο, το µοντέλο 

πυκνότητας τροπικής ενέργειας και η θεωρία των µικροβλαβών. Η πρόοδος όµως της 

επιστήµης των υπολογιστών τις τελευταίες δεκαετίες, κατέστησε δυνατή και την 

προσπάθεια ποσοτικής συσχέτισης µηχανικής διέγερσης-οστικής ανακατασκευής. Στα 

πλαίσια της συγκεκριµένης διπλωµατικής εργασίας, µελετήθηκε το µοντέλο πυκνότητας 

τροπικής ενέργειας ως προς τη διαφορική εξίσωση που αντιπροσωπεύει την εσωτερική 

οστική ανακατασκευή αλλά και ως προς την εφαρµογή του σε βραχέα οστά.    

Στο Κεφάλαιο 1, περιγράφεται αναλυτικά η µορφολογία του οστίτη ιστού και οι 

µηχανικές του ιδιότητες. Με τον τρόπο αυτό παρατίθενται τα κύρια στοιχεία τόσο 

βιολογίας όσο και µηχανικής που συσχετίζονται µε το υπό µελέτη φαινόµενο.  

Εφόσον η εφαρµογή του περιγραφόµενου µοντέλου σε βραχέα οστά αποτελεί το 

κυρίως µέρος της εν λόγω έρευνας επιχειρείται στο Κεφάλαιο 2 µια συνοπτική περιγραφή 

της ανατοµίας των σπονδύλων, οι οποίοι αποτελούν κύριο εκπρόσωπο βραχέων οστών.  

Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζονται µε χρονολογική σειρά οι βασικές θεωρίες 

οστικής ανακατασκευής ενώ συνοδεύονται και από µια συνοπτική αξιολόγησή τους.  

Στο Κεφάλαιο 4 καταγράφονται µερικές από τις σηµαντικότερες πειραµατικές 

µελέτες γύρω από την ανακατασκευή των οστών και τα κύρια υπολογιστικά µοντέλα 



 

 

προσοµοίωσής της. Επιπρόσθετα, πραγµατοποιείται µία εµβάθυνση ως προς τα 

προβλήµατα των χρησιµοποιούµενων υπολογιστικών µεθόδων, την προσέγγιση της 

ανακατασκευής ως διαδικασίας βελτιστοποίησης αλλά και της χρησιµότητάς της στην 

έρευνα γύρω από ιατρικά εµφυτεύµατα.  

Στο Κεφάλαιο 5 παρουσιάζεται εκτενώς το χρησιµοποιούµενο µοντέλο οστικής 

ανακατασκευής βασισµένο στην πυκνότητα τροπικής ενέργειας και πραγµατοποιείται µια 

πρώτη ανάλυση της διαφορικής εξίσωσης που το διέπει.  

Το Κεφάλαιο 6 παρουσιάζει τη µέθοδο αριθµητικής επίλυσης που 

χρησιµοποιήθηκε για την εφαρµογή της παραπάνω διαφορικής εξίσωσης  σε γεωµετρικά 

σχήµατα προσεγγιστικής τοµής αλλά και πραγµατικού σπονδύλου.  

Η εφαρµογή της διαφορικής εξίσωσης στα προαναφερόµενα σχήµατα προϋποθέτει 

τον υπολογισµό  των αντίστοιχων µηχανικών µεγεθών στο εσωτερικό των γεωµετριών 

αυτών. Για να είναι κάτι τέτοιο υλοποιήσιµο, απαιτείται η διακριτοποίηση της συνολικής 

γεωµετρίας σε επιµέρους µικρότερες γεωµετρίες. Το υπολογιστικό εργαλείο που 

χρησιµοποιήθηκε για το σκοπό αυτό είναι η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων (finite 

element method) και περιγράφεται διεξοδικά στο Κεφάλαιο 7.  

Το Κεφάλαιο 8 περιλαµβάνει την εφαρµογή της οστικής ανακατασκευής σε 

διδιάστατο µοντέλο σπονδύλου, τη µελέτη της εισαγωγής µη γραµµικοτήτων στη 

διαφορική της εξίσωση και την αξιολόγηση των εξαγόµενων αποτελεσµάτων. 

 Στο Κεφάλαιο 9 παρουσιάζεται η εφαρµογή του µοντέλου της οστικής 

ανακατασκευής σε πραγµατικό τριδιάστατο σπόνδυλο, η µελέτη εκκίνησης της 

διαδικασίας µε διαφορετικό αρχικό υλικό και η αξιολόγηση των αντίστοιχων 

αποτελεσµάτων.  

Τέλος, στο Κεφάλαιο 10 συνοψίζονται τα βασικά συµπεράσµατα της 

προηγηθείσας µελέτης έτσι ώστε να είναι διαθέσιµα για περαιτέρω έρευνα της οστικής 

ανακατασκευής προς κάθε κατεύθυνση, µε γνώµονα τη βελτίωση της ανθρώπινης ζωής. 
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1.1 Εισαγωγή – Μορφολογία και σύσταση οστού 

Η Εµβιοµηχανική και γενικότερα η βιοϊατρική τεχνολογία είναι ένας σύγχρονος 

κλάδος των επιστηµών ο οποίος επιδιώκει να συνδυάσει τις γνώσεις της ιατρικής και της 

µηχανικής µε σκοπό την πρόβλεψη και θεραπεία και, σε ένα ευρύτερο πλαίσιο, τη 

βελτίωση της ανθρώπινης ζωής [1]. 

Στην παρούσα εργασία, αντικείµενο µελέτης αποτελούν τα ανθρώπινα οστά. Τα 

οστά είναι ιδιαίτερα ενεργά όργανα µε πολύπλοκη αιµάτωση, θεµέλιο ουσία που 

αποτιτανώνεται και εξειδικευµένους κυτταρικούς πληθυσµούς (οστεοκύτταρα, 

οστεοβλάστες και οστεοκλάστες κ.λ.π.) που είναι υπεύθυνοι για τη συνεχή συντήρηση και 

ανακατασκευή τους. Βασικές λειτουργίες των οστών είναι: προστασία και στήριξη 

εσωτερικών οργάνων, παροχή περιοχών πρόσφυσης των µυών, δηµιουργία στέρεων 

αρθρούµενων µονάδων και διευκόλυνση της δράσης των µυών και της κίνησης 

ολόκληρου του σώµατος. 

Η µορφή των οστών ποικίλει ανάλογα την περιοχή που ευρίσκονται και τη 

µηχανική λειτουργία που επιτελούν. ∆ιακρίνονται σε µακρά (π.χ. µηριαίο οστό, κνήµη) 

και σε βραχέα αυλοειδή οστά (π.χ. µετακάρπια και σπόνδυλοι) και σε επίπεδα οστά (π.χ. 

οστό της ωµοπλάτης) [2].  

Από αρχιτεκτονικής πλευράς, υπάρχουν δύο µορφές οστίτη ιστού:  

• Το φλοιώδες οστό και  

• Το σπογγώδες οστό  

Το 80% των οστών αποτελείται από φλοιώδες οστό. Και οι δύο µορφές οστού 

έχουν την ίδια σύσταση και δοµή, αλλά η πυκνότητα του φλοιώδους είναι πολύ 

µεγαλύτερη από αυτή του σπογγώδους (η µέγιστη πυκνότητα που µπορεί να φτάσει το 

σπογγώδες οστό ισούται περίπου µε την πυκνότητα του φλοιώδους). Αυτό έχει ως 

συνέπεια να διαφέρει και το πορώδες τους. Ως πορώδες (porosity) ενός υλικού  ορίζεται ο 

λόγος των εσωτερικών κενών προς το συνολικό όγκο του. Όντως το φλοιώδες οστό έχει 

µικρότερο πορώδες (≈10%) σε σχέση µε το σπογγώδες (50-90%). Τέλος, το σπογγώδες 

οστό συχνά έχει υψηλότερο ρυθµό µεταβολικής δραστηριότητας και φαίνεται να 

ανταποκρίνεται καλύτερα στις µεταβολές των µηχανικών φορτίσεων. 

Η διάφυση των µακρών υαλοειδών οστών αποτελείται από έναν εξωτερικό 

κύλινδρο φλοιώδους οστού που περιβάλλει τον µυελικό αυλό και έχει µικρή ποσότητα 

σπογγώδους οστού. Στις µεταφύσεις των ίδιων οστών το πάχος του φλοιώδους οστού 

λεπτύνεται, και µεγάλη ποσότητα σπογγώδους οστού καταλαµβάνει τη µυελική 

κοιλότητα. Τα βραχέα και πλατέα οστά αποτελούνται από σπογγώδες οστό που 

περιβάλλεται από µία λεπτή επιφάνεια φλοιώδους οστού. 
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Κατά την ανάπτυξη του οστού, τα κατάλληλα κύτταρα (οστεοβλάστες) 

σχηµατίζουν επιφάνειες από µη αποτιτανωµένη θεµέλιο ουσία, το οστεοειδές, πάνω στις 

επιφάνειες της ήδη αποτιτανωµένης ουσίας. Σηµειώνεται εδώ ότι µε τον όρο αποτιτάνωση 

εννοούµε την εναπόθεση στους ιστούς αλάτων ασβεστίου. Αµέσως  µετά το σχηµατισµό 

του το οστεοειδές µεταλλώνεται.  Το οστεοειδές είναι µαλακό, εύπλαστο και παρουσιάζει 

µειωµένη µηχανική αντοχή. Έτσι, σε παθολογικές καταστάσεις όπου δε γίνεται 

µετάλλωσή του ۤ παρουσιάζονται κατάγµατα (οστεοµαλακία) και παραµορφώσεις 

(ραχιτισµός).   Ως προς τη σύστασή του, το οστεοειδές αποτελείται από ένα δίκτυο ινών 

κολλαγόνου τύπου Ι, που βρίσκεται σε ένα περιβάλλον από γλυκοζαµινογλυκάνες, οι 

οποίες περιέχουν ειδικές γλυκοπρωτεϊνες (για παράδειγµα οστεοκαλσίνη). Ανάλογα µε 

τον τρόπο που διατάσσονται οι ίνες κολλαγόνου, για να σχηµατίσουν το οστεοειδές, 

διακρίνονται δύο τύποι µεταλλωµένου οστού: 

• άµορφο ή δικτυωτό. Πρόκειται για ανώριµο, πρωτογενές οστό, µε ακανόνιστη διάταξη 

των ινών κολλαγόνου και µετάλλωση. Παρουσιάζεται στον εµβρυϊκό και 

αναπτυσσόµενο σκελετό (µέχρι το 3-4 ηλικιακό έτος) αλλά και στη µεταφυσική 

πλευρά της επίφυσης. Επίσης, σε περιπτώσεις αυξηµένου οστικού µεταβολισµού όπως 

σε κατάγµατα, µεταβολικά νοσήµατα των οστών, νεοπλάσµατα και φλεγµονώδεις 

παθήσεις.  

•  πεταλώδες. Πρόκειται για ώριµο, δευτερογενές οστό, µε κανονική διάταξη των ινών 

κολλαγόνου και µετάλλωση 

 

Σχήµα 1.1 Μακρύ οστό (επάνω) και δοµή του οστέινου ιστού (κάτω) 
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Το άµορφο οστό αντικαθίσταται γρήγορα από ώριµο πεταλώδες οστό που 

παρουσιάζει µικρότερη κυτταροβρίθεια και µεταβολική δραστηριότητα, ταυτόχρονα όµως 

και µεγαλύτερη µηχανική αντοχή. 

Στο Σχήµα 1.1 φαίνεται η δοµή ενός µακρέως οστού. Τα κύτταρα που είναι 

υπεύθυνα για το σχηµατισµό, συντήρηση-επιδιόρθωση και προσαρµογή του οστίτη ιστού 

µπορούν να ταξινοµηθούν σε τέσσερα είδη, ως ακολούθως: 

o Αδιαφοροποίητα κύτταρα ή πρώιµες µορφές κυττάρων. Πρόκειται για µικρά, 

µονοπύρηνα και µε λίγα οργανίλια κύτταρα που βρίσκονται στα κανάλια των οστών, 

στο ενδόστεο και το περιόστεο. Αν δεχθούν κατάλληλο ερέθισµα διαφοροποιούνται 

σε οστεοβλάστες . 

o Οι οστεοβλάστες είναι κυβοειδή κύτταρα µε ένα συνήθως έκκεντρο πυρήνα, 

περιέχουν µεγάλο αριθµό συνθετικών οργανιλίων, εκτεταµένο ενδοπλασµατικό δίκτυο 

και µεµβράνες του Golgi. Βρίσκονται πάνω στις ελεύθερες οστικές επιφάνειες και 

όταν διεγερθούν αλλάζουν σχήµα (στρογγυλό, ελλειψοειδές ή πολυεδρικό), 

σχηµατίζουν νέα οστική οργανική θεµέλιο ουσία και ρυθµίζουν την αποτιτάνωση. 

Παρουσιάζουν κυτταροπλασµατικές προσεκβολές που επεκτείνονται µέσα στην 

αποτιτανωµένη θεµέλιο ουσία και φέρνουν σε επικοινωνία τους οστεοβλάστες µε τα 

οστεοκύτταρα. Όταν απενεργοποιηθούν, λαµβάνουν επίπεδο σχήµα και σχηµατίζουν 

τα επενδυµατικά κύτταρα των ελεύθερων οστικών επιφανειών ή αυτοπεριβάλλονται 

από αποτιτανωµένη θεµέλιο ουσία και µετατρέπονται σε οστεοκύτταρα.     

o Οι οστεοκλάστες σχηµατίζονται από συνένωση πολλαπλών µονοπύρηνων 

κυττάρων που προέρχονται από το µυελό των οστών (αιµοποιητικό σύστηµα). Είναι 

µεγάλα, ανώµαλου σχήµατος κύτταρα µε πολλούς πυρήνες ενώ το κυτταρόπλασµά 

τους περιέχει πολλά µιτοχόνδρια που δίνουν στους οστεοκλάστες την απαραίτητη 

ενέργεια για την κύρια λειτουργία τους: την απορρόφηση οστού. Βρίσκονται στις 

οστικές επιφάνειες του ενδόστεου, του περιόστεου και των Αβέρσειων συστηµάτων 

και επικάθονται πάνω στη θεµέλιο ουσία. Όταν τελειώσουν την απορροφητική τους 

δραστηριότητα έχουν τη δυνατότητα είτε να µετακινηθούν σε παρακείµενη οστική 

επιφάνεια, ή να διαιρεθούν σε πολλαπλά µονοκύτταρα κύτταρα. Το βασικότερο 

µορφολογικό χαρακτηριστικό ενός ενεργού οστεοκλάστη είναι η σύνθετη αναδίπλωση 

της κυτταροπλασµατικής µεµβράνης του προς την πλευρά της απορροφούµενης 

ουσίας. Η αναδίπλωση αυτή σχηµατίζει ένα σύνθετο όξινο µικροπεριβάλλον όπου 

υπάρχει µεγάλη συγκέντρωση ιόντων υδρογόνου και πρωτεολυτικά ένζυµα. Στο 

περιβάλλον αυτό αφαιρούνται τα µεταλλικά ιόντα από τη θεµέλιο ουσία, η οποία 

διαλύεται στη συνέχεια από τα ένζυµα. Στα σπογγώδη οστά, από ένα οστεοκλάστη 

σχηµατίζεται µια χαρακτηριστική κοιλότητα, ενώ στα φλοιώδη, από πολλαπλούς 

οστεοκλάστες σχηµατίζεται ο κοπτικός κώνος του Αβέρσειου συστήµατος. 
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o Τα οστεοκύτταρα αποτελούν το 90% των κυττάρων του ώριµου σκελετού. Έχουν 

ελλειψοειδές σχήµα και εµφανίζουν µεγάλο αριθµό κυτταροπλασµατικών 

προσεκβολών, οι οποίες τους επιτρέπουν να επικοινωνούν µε τα άλλα οστεοκύτταρα 

της αποτιτανωµένης θεµελίου ουσίας και µε τους οστεοβλάστες των ελεύθερων 

επιφανειών και της οργανικής θεµελίου ουσίας. Η επικοινωνία αυτή είναι πολύ 

σηµαντική για την οµοιοστασία του ασβεστίου αλλά και τη  

o διακίνηση και τη ροή των υγρών µέσα στον οστίτη ιστό (γλοιοελαστικές ιδιότητες 

οστού, ηλεκτρικά φαινόµενα). Ουσιαστικά, τα οστεοκύτταρα έχουν τη δυνατότητα 

µεταφοράς «µηνυµάτων» σχετικών µε αλλαγές του µηχανικού περιβάλλοντος και των 

καταπονήσεων των οστών κι έτσι επηρεάζουν σηµαντικά την προσαρµογή των οστών 

όπως αυτή θα αναλυθεί παρακάτω.   

Όπως είναι φανερό από όσα αναφέρθηκαν παραπάνω, οι οστεοβλάστες παράγουν 

οστό ενώ οι οστεοκλάστες απορροφούν οστό. Οι δύο αυτοί οργανισµοί βρίσκονται, υπό 

φυσιολογικές συνθήκες, σε µία διαρκή συνεργασία και ισορροπία: όσο οστό απορροφάται 

τόσο οστό παράγεται. Σε περιπτώσεις προσαρµογής του σκελετού σε νέες συνθήκες 

µηχανικής καταπόνησης όπου ο σκελετός έχει ανάγκη από υψηλότερη µηχανική αντοχή, η 

οστεοβλαστική δραστηριότητα υπερισχύει της οστεοκλαστικής (εναπόθεση οστού). 

Αντίθετα, σε περιπτώσεις µειωµένων µηχανικών απαιτήσεων η οστεοκλαστική 

δραστηριότητα είναι αυτή που θα υπερισχύσει της οστεοβλαστικής (απορρόφηση οστού). 

Η δοµή του οστού, γενικά, αλλάζει ανταποκρινόµενη στην εφαρµοζόµενη φόρτιση, στην 

ακινητοποίηση, στις ορµονικές µεταβολές και σε άλλους παράγοντες. Το οστό υφίσταται 

µορφολογικές αλλαγές ανταποκρινόµενο στις µηχανικές φορτίσεις τροποποιώντας την 

εξωτερική γεωµετρία του και πολύ περισσότερο µεταβάλλοντας την εσωτερική δοµή του. 

Η λειτουργία του οστού που είναι υπεύθυνη για την ανάπτυξη, τη διατήρηση, τη 

συντήρηση αλλά και την προσαρµογή του στο µηχανικό ερέθισµα ονοµάζεται Οστική 

Ανακατασκευή (Bone Remodeling). Η ικανότητα του σκελετικού συστήµατος του 

ανθρώπου να αυτορυθµίζεται ώστε να ανταπεξέλθει στις δοµικές του απαιτήσεις 

απασχόλησε από νωρίς αρκετούς επιστήµονες (ανατοµιστές, φυσικούς και µηχανικούς) 

χωρίς ωστόσο αρχικά να έχει βρεθεί µια αριθµητική σχέση προσοµοίωσης της οστικής 

ανακατασκευής.  

1.2 Μηχανικές ιδιότητες οστού 

1.2.1 Μηχανική αντοχή-δυσκαµψία  οστού και δηµιουργία καταγµάτων 

Η οστική θεµέλιος ουσία αποτελείται από οργανικά µακροµόρια (20% του 

συνολικού οστικού βάρους), ανόργανα άλατα, κυρίως υδροξυαπατίτη, (70%) και υγρά (8-

10%). Το οργανικό τµήµα του οστού, του δίδει το σχήµα του και συµβάλλει στην αντοχή 

του σε εφελκυσµό. Το ανόργανο τµήµα συµβάλει στην αντοχή του σε συµπίεση. Το µέτρο 
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ελαστικότητας του υδροξυαπατίτη είναι πολύ µεγαλύτερο (δύο τάξεις µεγέθους) από 

εκείνο του κολλαγόνου, ενώ το µέτρο ελαστικότητας του οστού έχει ενδιάµεση τιµή. Ως 

σύνθετο όµως υλικό, το οστό έχει υψηλότερη αντοχή τόσο από τον απατίτη όσο και από 

το κολλαγόνο. Εάν αφαιρεθεί το ανόργανο τµήµα, τα οστά γίνονται ιδιαίτερα εύκαµπτα 

και είναι δυνατόν να στρεβλωθούν ή να καµφθούν χωρίς να συµβεί κάταγµα. Όταν 

αφαιρεθεί το οργανικό τµήµα τα οστά γίνονται ιδιαίτερα εύθρυπτα. Η αποτιτάνωση 

(µετάλλωση) της θεµελίου ουσίας είναι υπεύθυνη για της µηχανικές ιδιότητες του ώριµου 

οστίτη ιστού (αντοχή και δυσκαµψία). Η ωρίµανση της θεµελίου ουσίας συνεπάγεται 

αύξηση της δυσκαµψίας του οστού, γεγονός που εξηγεί και τη διαφορετική µηχανική 

συµπεριφορά των οστών των παιδιών όταν υφίστανται κάταγµα (σπάσιµο οστού). 

 Η µηχανική συµπεριφορά των οστών εξαρτάται από την αντοχή τους, τα 

γεωµετρικά τους χαρακτηριστικά και από τον τύπο, την ταχύτητα και τη συχνότητα της 

φόρτισης. Κατά τη διάρκεια της καθηµερινής δραστηριότητας και κάτω από συνθήκες 

αυξηµένων µηχανικών καταπονήσεων τα οστά δέχονται την επίδραση δυνάµεων και 

ροπών. Οι γενικευµένες αυτές δυνάµεις επιδρούν πάνω στα οστά προς διάφορες 

κατευθύνσεις και προκαλούν διάφορου τύπου φορτίσεις: εφελκυσµό, θλίψη, διάτµηση, 

κάµψη, στρέψη ή και συνδυασµό τους.  

� Εφελκυσµός 

Η εφαρµογή εφελκυστικών δυνάµεων σε ένα οστό έχει ως αποτέλεσµα την ανάπτυξη 

συµµετρικών εσωτερικών τάσεων και παραµορφώσεων που οδηγούν σε επιµήκυνση και 

λέπτυνση του οστού. Κατάγµατα από την επίδραση εφελκυστικών δυνάµεων 

εµφανίζονται σε οστά µε µεγάλη αναλογία σπογγώδους οστού (π.χ. αποσπαστικό κάταγµα 

πτέρνας-Αχίλλειου). 

� Θλίψη 

Η εφαρµογή θλιπτικών δυνάµεων σε ένα οστό έχει ως αποτέλεσµα την ανάπτυξη 

συµµετρικών εσωτερικών τάσεων και παραµορφώσεων που οδηγούν σε βράχυνση και 

διεύρυνση του οστού. Κατάγµατα από την επίδραση θλιπτικών δυνάµεων εµφανίζονται σε 

σπογγώδη οστά (π.χ. σπόνδυλοι) ή στις µεταφύσεις µακρών οστών (π.χ. µηριαίο). 

� ∆ιάτµηση 

Η εφαρµογή διατµητικών δυνάµεων σε ένα οστό έχει ως αποτέλεσµα την ανάπτυξη 

εσωτερικών διατµητικών τάσεων και παραµορφώσεων. Στην πραγµατικότητα, όταν 

εφαρµόζονται φορτία θλίψης και στρέψης σε ένα οστό ۟ένα µέρος τους µετατρέπεται σε 

διατµητικά φορτία. Κατάγµατα από την επίδραση διατµητικών δυνάµεων εµφανίζονται σε 

φλοιώδη οστά (π.χ. κατάγµατα των µηριαίων και κνηµιαίων κονδύλων).  

� Κάµψη 

Η εφαρµογή καµπτικών φορτίων έχει ως αποτέλεσµα την κάµψη των οστών γύρω από ένα 

άξονα. Όταν ένα οστό κάµπτεται υφίσταται ένα συνδυασµό εφελκυστικών δυνάµεων από 
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τη µία πλευρά του ουδέτερου άξονα και θλιπτικών από την άλλη (κατά µήκος του 

ουδέτερου άξονα δεν αναπτύσσονται πιέσεις και παραµορφώσεις). Το µέγεθος των 

πιέσεων και παραµορφώσεων είναι ανάλογο της απόστασής τους από τον ουδέτερο 

άξονα. Κατάγµατα από κάµψη εµφανίζονται κυρίως σε µακρά οστά. 

� Στρέψη 

Υπό την εφαρµογή στροφικών καταπονήσεων το οστό τείνει να περιστραφεί γύρω από 

έναν άξονα, ενώ στο εσωτερικό του αναπτύσσονται στροφικές ροπές. Ακόµη, 

αναπτύσσονται διατµητικές τάσεις και παραµορφώσεις σε επίπεδα κάθετα και παράλληλα 

στον άξονα στρέψης και θλιπτικές τάσεις και παραµορφώσεις σε επίπεδα διαγώνια προς 

τον ίδιο άξονα. Κατάγµατα από στρέψη λαµβάνουν χώρα σε µακρά αυλοειδή οστά (π.χ. 

κνήµη, µηριαίο) 

 Κατάγµατα µπορούν να συµβούν είτε µε την εφαρµογή ενός φορτίου το οποίο θα 

υπερβαίνει την αντοχή του συγκεκριµένου οστού ή µε την εφαρµογή µικρότερων 

επαναλαµβανόµενων φορτίων (κόπωση υλικού). Στον οστίτη ιστό µε την επίδραση 

επαναλαµβανόµενων φορτίσεων προκαλείται κυτταρική νέκρωση, µικροκάκωση και 

άθροιση µικροκαταγµάτων. Το φαινόµενο της κόπωσης στα οστά δεν εξαρτάται µόνο από 

το µέγεθος του φορτίου και τον αριθµό των επαναλήψεων, αλλά και από τη συχνότητα 

των φορτίσεων. Η τελευταία εξάρτηση οφείλεται στη λειτουργία της οστικής 

ανακατασκευής: όταν η συχνότητα εφαρµογής φορτίων είναι µικρή, δίδεται στο οστό ο 

απαιτούµενος χρόνος για ανίχνευση και επιδιόρθωση της βλάβης [1]. 

1.2.2 Μηχανικές  ιδιότητες φλοιώδους  οστού 

Το φλοιώδες οστό είναι ένα ιξωδοελαστικό υλικό του οποίου οι ιδιότητες 

εξαρτώνται από το ρυθµό φόρτισης.  

 

Σχήµα 1.2 Επίδραση ρυθµού παραµόρφωσης στην αντοχή σε εφελκυσµό και το µέτρο 

ελαστικότητας φλοιώδους οστού 
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Το µέτρο ελαστικότητας και η µέγιστη αντοχή, όπως παρουσιάζεται στο Σχήµα 

1.2, είναι κατά προσέγγιση ανάλογα προς το ρυθµό παραµόρφωσης υψωµένο στη δύναµη 

του 0,06. Έτσι, για ένα µεγάλο εύρος ρυθµών παραµόρφωσης, η µέγιστη αντοχή αυξάνει 

µε ένα συντελεστή περίπου 3 ενώ το µέτρο ελαστικότητας µε ένα συντελεστή περίπου 2. 

Επίσης, η συµπεριφορά τάσεων και παραµορφώσεων εξαρτάται από τον τύπο της 

φόρτισης αλλά και τον προσανατολισµό της µικροδοµής του οστού ως προς τη διεύθυνση 

φόρτισης. Το φλοιώδες οστό παρουσιάζει µεγαλύτερη αντοχή σε θλίψη, µικρότερη σε 

εφελκυσµό και ακόµα µικρότερη σε διάτµηση. Ακόµη έχει βρεθεί ότι τα µακρά οστά, η 

διάφυση των οποίων αποτελείται σε µεγάλο βαθµό από φλοιώδες οστό, ανθίστανται 

καλύτερα σε τάσεις κατά τη διεύθυνση του άξονά τους παρά κατά την ακτινική 

κατεύθυνση. Όπως γίνεται λοιπόν εύκολα αντιληπτό το οστό είναι ανισοτροπικό υλικό. 

Στον Πίνακας 1.1 παρουσιάζονται ενδεικτικά οι τιµές των µέτρων ελαστικότητας για 

φλοιώδες µηριαίο οστό ενηλίκων: 

Πίνακας 1.1 Μέτρα ελαστικότητας φλοιώδους οστού του µηρού 

Μέτρο Ελαστικότητας Τιµή Μέτρου Ελαστικότητας (GPa) 

∆ιαµήκες 17,0 

Εγκάρσιο 11,5 

∆ιατµητικό 3,3 

Τέλος, οι µηχανικές ιδιότητες του φλοιώδους οστού εξαρτώνται και από την 

ηλικία. Τόσο η αντοχή όσο και το µέτρο ελαστικότητας ελαττώνονται περίπου 2% ανά 

δεκαετία από την ηλικία των 20 µέχρι την ηλικία των 90 ετών. 

1.2.3 Μηχανικές  ιδιότητες σπογγώδους  οστού 

Ο κύριος παράγοντας που επηρεάζει τις µηχανικές ιδιότητες του σπογγώδους 

οστού είναι η φαινόµενη πυκνότητά του. Η τελευταία ορίζεται ως ο λόγος µάζας προς τον 

κύριο όγκο (συνυπολογισµένων των κενών) και επηρεάζει τις ιδιότητες του σπογγώδους 

οστού, για δοκιµή σε θλίψη, σύµφωνα µε τις ακόλουθες σχέσεις: 

   βρσ ⋅= Ac    (Σχέση 1.1)     και     γρ⋅= CEc   (Σχέση 1.2) 

όπου σc είναι η αντοχή του σπογγώδη οστού σε θλίψη ενώ Ec το µέτρο ελαστικότητας του 

σπογγώδη οστού σε θλίψη. Ο συντελεστής β είναι περίπου ίσος µε 2 ενώ ο συντελεστής γ 

λαµβάνει τιµές µεταξύ 2 και 3. Γραφικά οι σχέσεις 1.2.1 και 1.2.2 λαµβάνουν την µορφή 

του Σχήµα 1.3: 
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Σχήµα 1.3 Αντοχή σε θλίψη & µέτρο ελαστικότητας σπογγώδους οστού συναρτήσει της 

φαινόµενης πυκνότητας 

∆οκιµές που πραγµατοποιήθηκαν σε σπογγώδες οστό έδειξαν ότι η αντοχή του σε 

εφελκυσµό καθώς και το µέτρο ελαστικότητάς του σε εφελκυσµό είναι περίπου ίδια µε τα 

αντίστοιχα της θλίψης. Μελετώντας τις Σχέσεις 1.1 και 1.2 µπορούµε να συµπεράνουµε 

το εξής: µικρή µεταβολή στη φαινόµενη πυκνότητα του σπογγώδους οστού µπορεί να 

προξενήσει µεγάλες αλλαγές στο µέτρο ελαστικότητας και την αντοχή. 



11 

Κεφάλαιο 2ο  Ανατοµία σπονδυλικής 

στήλης και οστεοπόρωση 
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2.1 Σπόνδυλος και σπονδυλική στήλη 

Η σπονδυλική στήλη (Σ.Σ.) είναι το βασικό τµήµα του αξονικού σκελετού και 

φέρει το βάρος του κορµού του σώµατος. Σχηµατίζει µια σειρά φυσικών καµπυλών που 

βοηθούν στην ισορροπία και στην απορρόφηση των κραδασµών. Αποτελείται από πολλά 

οστά, τοποθετηµένα το ένα πάνω στο άλλο µε κανονικό τρόπο, τα οποία ονοµάζονται 

σπόνδυλοι. Οι σπόνδυλοι έχουν διαφορετικά σχήµατα στα διαφορετικά σηµεία της Σ.Σ., 

ανάλογα µε τη λειτουργία τους [35]. 

Γενικά, γίνονται σταδιακά ευρύτεροι και παχύτεροι προς το κάτω µέρος της Σ.Σ.. 

Στο ανθρώπινο έµβρυο, η Σ.Σ. αποτελείται από 33 σπονδύλους: 7 στην αυχενική περιοχή, 

12 στη θωρακική, 5 στην οσφυϊκή, 5 στην ιερή περιοχή και 4 ή 5 στην κοκκυγική περιοχή 

(το άκρο της Σ.Σ.). Οι αυχενικοί είναι οι µικρότεροι και οι πιο ευκίνητοι. Οι θωρακικοί 

αντιστοιχούν στην περιοχή της πλάτης και είναι πιο ογκώδεις και λιγότερο ευκίνητοι από 

τους αυχενικούς. Οι ιεροί είναι συνοστεωµένοι µεταξύ τους. Κατά την ανάπτυξη οι ιεροί 

σπόνδυλοι ενώνονται για να σχηµατίσουν το ιερό οστό, που είναι πολύ ανθεκτικό και 

χρησιµεύει ως βάση της σπονδυλικής στήλης. Οι κοκκυγικοί ενώνονται συνήθως για να 

σχηµατίσουν ένα ή δύο οστά του κόκκυγα. Η σπονδυλική στήλη των ενηλίκων έχει 

εποµένως 26 ή 27 σπονδύλους µετά την ένωση του ιερού οστού και του κόκκυγα. 

 

Σχήµα 2.1 Σπονδυλική στήλη του ανθρώπου 
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Κάθε σπόνδυλος έχει ένα συµπαγές σώµα, το κέντρο, από το οποίο ξεκινά το νευρικό 

τόξο που περικλείει ένα άνοιγµα, το σπονδυλικό τρήµα. Στη σπονδυλική στήλη, τα 

ανοίγµατα αυτά, συλλογικά σχηµατίζουν το σπονδυλικό σωλήνα, µέσα στον οποίο 

υπάρχει ο νωτιαίος µυελός. Από το νευρικό τόξο ξεκινούν πολλές οστέινες προεκτάσεις, 

που καλούνται αποφύσεις, των οποίων οι επίπεδες άκρες (έδρες) αρθρώνονται µε άλλους 

σπονδύλους και µε τα πλευρά. Μεγάλο µέρος της επιφάνειας αυτών των αποφύσεων 

αποτελεί τόπο ένωσης για συνδέσµους και τένοντες. 

Οι δύο πρώτοι αυχενικοί σπόνδυλοι, που ονοµάζονται άτλαντας (ατελής σπόνδυλος) 

και άξονας, αρθρώνονται µε το κρανίο. Ευρείες αρθρωτικές επιφάνειες στον άτλαντα 

επιτρέπουν στο κεφάλι να κινείται πάνω-κάτω, ενώ ο οδοντοειδής γόµφος του άξονα 

προβάλλεται µέσα από τον άτλαντα και λειτουργεί ως άξονας για το κρανίο, επιτρέποντας 

την πλευρική περιστροφή του λαιµού. Οι επτά αυχενικοί σπόνδυλοι έχουν ένα µικρό 

άνοιγµα, το εγκάρσιο τρήµα, σε κάθε πλευρά. Τα δύο αυτά ανοίγµατα φέρουν τις 

σπονδυλικές αρτηρίες που τροφοδοτούν τον εγκέφαλο. 

Οι δώδεκα θωρακικοί σπόνδυλοι είναι γενικά πιο ανθεκτικοί από τους αυχενικούς. 

Παρέχουν έδρες για την άρθρωση 12 ζευγών πλευρών, που µαζί µε το στέρνο αποτελούν 

το σχεδόν θολωτό τοίχωµα της θωρακικής κοιλότητας. Το τοίχωµα αυτό χρησιµεύει για 

την προστασία της καρδιάς και των πνευµόνων. Οι κινήσεις των πλευρών συµβάλλουν 

ακόµη και στο µηχανισµό της αναπνοής.  

Οι οσφυϊκοί σπόνδυλοι πρέπει να στηρίζουν ολόκληρο το βάρος του πάνω σώµατος 

και είναι ανάλογα ευρείς και ανθεκτικοί. Αντιστοιχούν στην περιοχή της µέσης και έχουν 

αρκετή ευκινησία. Οι βραχείες τους παχιές αποφύσεις είναι σηµεία σύνδεσης για τους µυς 

της πλάτης. Τέλος, ο πέµπτος οσφυϊκός σπόνδυλος ενώνεται µε το τριγωνικό ιερό οστό, 

που µε τη σειρά του ενώνεται µε την πυελική ζώνη.   

2.2 Οστεοπόρωση 

Η Οστεοπόρωση [3] αποτελεί πάθηση  κατά την οποία ο οργανισµός αδυνατεί να 

εναποθέσει νέα ποσότητα του οστού στη θέση αυτού απορροφάται. Χαρακτηρίζεται από 

χαµηλή οστική µάζα αλλά και διαταραχή της µικροαρχιτεκτονικής του οστίτη ιστού. 

Κατά την οστεοπόρωση, η οστική πυκνότητα µειώνεται κάτω από ένα κρίσιµο όριο ενώ 

αρχίζουν να εµφανίζονται ποικίλα προβλήµατα όπως µείωση του αναστήµατος, πόνος 

στην πλάτη και τη µέση, αύξηση της οστικής ευθραυστότητας και αυξηµένος κίνδυνος 

κατάγµατος (µειωµένη αντοχή των οστών). 
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Σχήµα 2.2 Κύρια σηµεία εκδήλωσης οστεοπόρωσης 

Η οστεοπόρωση, όπως φαίνεται  στο Σχήµα 2.2, εκδηλώνεται κυρίως: 

• στους σπονδύλους 

• στον καρπό 

• στην κεφαλή του µηριαίου οστού 

Εδώ, θα πρέπει να γίνει µια διάκριση µεταξύ αληθούς οστεοπόρωσης (οστεοπόρωση 

τύπου I) και  φυσιολογικών οστεοπενιών (οστεοπόρωση τύπου II). Ο Πίνακας 2.1 

παρουσιάζει τα κύρια χαρακτηριστικά  τους .  

Πίνακας 2.1 ∆ύο Τύποι Οστεοπόρωσης 

 Οστεοπόρωση τύπου I Οστεοπόρωση τύπου II 

Ηλικίες 51-75 >70 

Αναλογία 

Γυναίκες/Άνδρες 
6:1 2:1 

Είδος οστικής   απώλειας Σπογγώδες Οστό 
Σπογγώδες & Φλοιώδες 

Οστό 

Ρυθµός εξέλιξης Ταχύς Όχι Ταχύς 

Αίτια 
Εµµηνόπαυση / Προδιαθεσικοί 

Παράγοντες 

Παράγοντες σχετιζόµενοι 

µε τη γήρανση 

 Κατά την οστεοπόρωση τύπου I εµφανίζεται µεγάλη ευθραυστότητα στο οστό µε 

αποτέλεσµα να προκαλούνται κατάγµατα σχεδόν αυτόµατα κατά τη φυσιολογική 

σωµατική δραστηριότητα (κυρίως στη Σ.Σ.). Επίσης, εµφανίζεται έντονη ραχιαλγία και 
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προοδευτική απώλεια του αναστήµατος που συνοδεύεται από κύφωση ως αποτέλεσµα της 

σφηνοειδούς παραµόρφωσης των ανωτέρω, συνήθως, θωρακικών σπονδύλων.  

Στην οστεοπόρωση τύπου II, η οστική µάζα και αντοχή µειώνονται ως απάντηση στη 

µείωση της φυσικής δραστηριότητας και της µυϊκής ισχύος. Τα κατάγµατα  που 

προκαλούνται κατά την οστεοπενία αποτελούν µια βασική αιτία νοσηρότητας και 

αυξηµένης θνητότητας της τρίτης ηλικίας. 

Όπως γίνεται κατανοητό η οστεοπόρωση αποτελεί µια διαταραχή που σχετίζεται 

µε την ποσότητα της οστέινης ουσίας και την κατανοµή της στο σκελετό. Εφόσον ο 

οστίτης ιστός χαρακτηρίζεται από συνεχή ανακατασκευαστική δραστηριότητα, η 

αναφερόµενη ποσοτική διαταραχή οφείλεται είτε σε αυξηµένη οστική απώλεια ή σε 

ελαττωµένη απόθεση οστέινης ουσίας φυσιολογικής σύστασης. Η διαταραχή του 

ισοζυγίου σύνθεσης-απορρόφησης (remodeling imbalance) προκύπτει λόγω 

δυσλειτουργίας της σύζευξης µεταξύ οστεοβλαστικής και οστεοκλαστικής 

δραστηριότητας λόγω µεταβολών στην έκλυση ορµονών. Η οστεοπόρωση δεν είναι µόνο 

µία ποσοτική διαταραχή του οστού, αλλά και ποιοτική µεταβολή του που θα µπορούσε να 

υπολογιστεί µε µετρήσεις των εµβιοµηχανικών ιδιοτήτων του. 
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Κεφάλαιο 3ο  Γενικά για τα µοντέλα 

οστικής ανακατασκευής  
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3.1 Θεωρίες οστικής ανακατασκευής 

Στο Κεφάλαιο αυτό παρατίθενται, αναφορικά, οι γενικές ιδέες των κύριων 

θεωριών της οστικής ανακατασκευής και γίνεται αξιολόγησή τους. Η οστική 

ανακατασκευή, όσον αφορά στην ανάλυσή της θα µπορούσαµε να πούµε ότι παρουσιάζει 

δύο διαφορετικές πλευρές: τη βιολογική και τη µηχανική. Το αίτιο της ανακατασκευής του 

οστού είναι το µηχανικό περιβάλλον του ενώ ο µηχανισµός της ανακατασκευής συνδέεται 

µε τη βιολογική πλευρά της. Με γνώµονα την πλευρά που εξετάζουν τα µοντέλα της 

οστικής ανακατασκευής µπορούν να χωριστούν σε δύο κατηγορίες, τα φαινοµενολογικά 

και τα µηχανιστικά µοντέλα 

3.1.1 Φαινοµενολογικά µοντέλα 

Τα µοντέλα αυτά προσπαθούν να προσοµοιάσουν το αίτιο και το αποτέλεσµα της 

ανακατασκευής (µηχανική πλευρά) χωρίς ιδιαίτερη έµφαση στο µηχανισµό. Κυριότερα εξ 

αυτών είναι τα παρακάτω: 

� Frost (αρχές 1960)   

 

Ο Frost χρησιµοποίησε τη θεωρία της κάµψης του ουδέτερου άξονα για 

να διατυπώσει µερικές κλινικές παρατηρήσεις επανευθυγράµµισης 

οστού. Επαναλαµβανόµενα µη-τετριµµένα δυναµικά φορτία προκαλούν 

παραµορφώσεις που στη συνέχεια παράγουν µετατοπίσεις. 

• Cowin et al (1976) 

Θεωρία της ελαστικής προσαρµοστικότητας 

• Carter et al (1986) 

Αναπροσαρµογή δοκίδων: αντικειµενικές συναρτήσεις, υπολογιστικές εφαρµογές 

• Huiskes et al (1987) 

Θεωρία της πυκνότητας τροπικής ενέργειας (Strain Energy Density) 

• Mattheck (1991) 

 Ελαχιστοποίηση συγκέντρωσης τάσεων         

3.1.2 Μηχανιστικά µοντέλα 

Στα µοντέλα αυτά ενσωµατώνονται τµήµατα των βιολογικών διαδικασιών της 

οστικής ανακατασκευής. Παραδείγµατα τέτοιων µοντέλων είναι τα ακόλουθα: 

• McNamara et al (1992) 

Επισκευή βλάβης από κόπωση 
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• Hart et al (1983-1995) 

Υπολογιστική εφαρµογή, θεωρία βασισµένη στο κύτταρο 

3.2 Επισκόπηση κύριων θεωριών οστικής ανακατασκευής 

Είναι σαφές ότι ένα οστό αντιδρά σύµφωνα µε τις φορτίσεις που ασκούνται πάνω 

του, παρόλο που µέχρι σήµερα υπάρχουν λίγες πειραµατικές ενδείξεις ως προς τις τιµές 

του µηχανικού µεγέθους που επηρεάζουν τη διαδικασία της οστικής ανακατασκευής. 

Σύµφωνα µε τον Frost, παραδείγµατος χάριν η ελάχιστη δρώσα παραµόρφωση, κάτω από 

την οποία δε λαµβάνει χώρα ανακατασκευή, έχει τιµή κοντά στο 0,2%. Παρά την έλλειψη 

ποσοτικών πειραµατικών δεδοµένων, έχουν γίνει κάποιες εργασίες ως προς τις 

επικρατούσες εξισώσεις για ανακατασκευή. 

Οι θεµελιώδεις θεωρίες χρονολογικά συνοψίζονται στις: 

 
Gjelsvik (1973) 

Σε αυτό το µοντέλο ο Gjelsvik [26] θεωρεί ότι η ανακατασκευή 

εξαρτάται από την ηλεκτρική πόλωση που εισάγεται από τις 

παρούσες τάσεις και ότι προβλέπεται ποσοτικά µε τον ακόλουθο 

αλγόριθµο ανακατασκευής: 

•

−⋅⋅= uxPaU    για  0≥P     (σχέση 3.1) 
•

−⋅⋅= uxPU β    για  0<P     ( σχέση 3.2) 

όπου: 

U είναι ο προς τα έξω ρυθµός κίνησης του οστού, κάθετα προς την επιφάνειά του 
•

u  είναι η διαδικασία απορρόφησης που λαµβάνει χώρα µε σταθερό ρυθµό, ανεξάρτητα 

από οποιαδήποτε δραστηριότητα. 

xP είναι η κατά τον άξονα x συνιστώσα του διανύσµατος πόλωσης: yxx dP σ⋅= 14  

α, β είναι σταθερές έτσι ώστε αβα −>>   

14d είναι ο όρος από το µητρώο πιεζοηλεκτρισµού 

yxσ είναι η διατµητική τάση 

 

Cowin (1976) 

Ο Cowin [15] έχει δηµοσιεύσει µια σειρά άρθρων 

χρησιµοποιώντας την ελαστικότητα σαν παράγοντα που 

κυβερνά την ανακατασκευή του οστού. Οι εξισώσεις που 

εφάρµοσε στην ανακατασκευή είναι οι ακόλουθες: 

Για την εξωτερική ανακατασκευή (αφορά τις επιφάνειες του οστού): 

[ ])()(),( ooonCU c
ijijij εε −=    (σχέση 3.3) 

όπου: 



Κεφάλαιο 3                           Γενικά για µοντέλα οστικής ανακτασκευής  

21 

U είναι η ταχύτητα ανακατασκευής της επιφάνειας στην κάθετη σε αυτή διεύθυνση 

)(oCij είναι οι συντελεστές ρυθµού ανακατασκευής επιφάνειας εξαρτώµενοι από το n, το 

κάθετο προς την επιφάνεια διάνυσµα και το σηµείο o  

( )οε ij  είναι η παραµόρφωση στο σηµείο o  

( )οε c
ij  είναι ο τανυστής παραµόρφωσης στο σηµείο o για τον οποίο δε συµβαίνει καµία 

ανακατασκευή 

και για την εσωτερική ανακατασκευή (αφορά την οστική πυκνότητα): 

kmijijkmij eBeee εεεα ιξ )()()( +Α+=
•

   (σχέση 3.4) 

όπου 

)(,)(),( eBee ijkmijεα ιξΑ είναι ιδιότητες του υλικού 

ijε είναι ο τανυστής των παραµορφώσεων 

kmε είναι ο τανυστής των µετατοπίσεων στο γενικευµένο νόµο του Hooke 

eείναι η µεταβολή στο κλάσµα όγκου 
•

e είναι ο ρυθµός µεταβολής του κλάσµατος όγκου 

Η µεγαλύτερη δυσκολία σε αυτό το µοντέλο είναι ο υπολογισµός των παραµορφώσεων 
c
ijε που είναι αρχικά παρούσες στο σώµα και τις σταθερές του υλικού. Η πειραµατική 

µέτρηση αυτών των τιµών αποτελεί ιδιαίτερα δύσκολη διαδικασία. 

 
Hart (1983) 

Μελετώντας τους παράγοντες ijC του µοντέλου του Cowin, ο Hart [5] 

πρότεινε την εισαγωγή της εξάρτησης από το πλήθος των παρόντων 

οστεοβλαστών και οστεοκλαστών, τη δράση τους και την επιφάνεια 

πάνω στην οποία δρουν. Η δράση αυτή συσχετίστηκε µε ένα 

µηχανισµό παραµόρφωσης που ελέγχει την ανακατασκευή. 

Η επιφανειακή ανακατασκευή που προτάθηκε από τον Hart είναι ο ακόλουθος 

αλγόριθµος:  

21 CCd +=
•

ε       (σχέση 3.5) 

Μια επιπλέον δευτεροβάθµια έκφραση ανακατασκευής που προτάθηκε ήταν η εξής: 

0
3

0
2

20
1 CCCd ++=

•

εε     (σχέση 3.6) 

όπου: 
0
1C , 0

2C , 0
3C , 1C , 2C είναι τανυστές εξαρτώµενοι από βιολογικές δράσεις 

ε  είναι το µητρώο παραµόρφωσης 
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•

d  είναι η ταχύτητα της οστικής επιφανείας 

Τα πλεονεκτήµατα αυτού του µοντέλου είναι ότι θα µπορούσε να ενσωµατώσει το 

άγνωστο βιολογικό φαινόµενο σε ένα µαθηµατικό τύπο και ότι εισάγει το ρυθµό τροπής 

και τη χρονική διάρκεια. Το µεγάλο µειονέκτηµα είναι ότι οι βιολογικές σταθερές 

χρειάζονται πολλά πειραµατικά δεδοµένα για να προσδιοριστούν 

 

 
Carter (1986) 

Οι Carter και Fyhrie, [6] λαµβάνοντας την πυκνότητα τροπικής 

ενέργειας ως τον κύριο παράγοντα της ανακατασκευής, 

χρησιµοποίησαν την αντίστοιχη δρώσα τάση effσ και ανέπτυξαν µία 

θεωρία που είναι δυνατόν να προσαρµοσθεί στη φαινόµενη οστική 

πυκνότητα του οστού. 

Ο τύπος για την οστική ανακατασκευή είναι: 
c
effσρ Α=      (3.7) 

όπου: 

Α σταθερά και effσ η δρώσα τάση. 

Η δρώσα τάση effσ προβλέφθηκε χρησιµοποιώντας είτε κριτήρια αστοχίας είτε 

ενεργειακά κριτήρια ενώ c είναι µια σταθερά εξαρτώµενη από το κριτήριο που επιλέξαµε 

Οι κύριες παραδοχές αυτού του µοντέλου είναι ότι: 

� το οστό είναι αυτό-προσαρµοζόµενο σε όρους προσανατολισµού των δοκίδων 

(trabeculae) µε τις κυρίες διευθύνσεις των τάσεων  

� το φλοιώδες οστό είναι µια πιο πυκνή παραλλαγή του σπογγώδους 

Παρόλα αυτά, το παραπάνω µοντέλο αποδείχθηκε  ανακριβές στην επιφάνεια πλησίον 

εµφυτευµάτων που µελετήθηκε από τον Fyhie. 

 

Huiskes(1987) 

Ο Huiskes [28], [30]συνδυάζοντας την εργασία των Cowin και 

Carter παρήγαγε ένα µοντέλο βασισµένο στην Πυκνότητα τροπικής 

ενέργειας που προβλέπει ανεξάρτητα την επιφανειακή και 

εσωτερική ανακατασκευή: 

Ο βασικός τύπος που συνδέει την µεταβολή του µέτρου ελαστικότητας µε την πυκνότητα 

τροπικής ενέργειας είναι        

( )ne SSC
dt

dE
−=       (σχέση 3.8) 
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( )nx SSC
dt

dX
−=       (σχέση 3.9) 

όπου: 

Ce και Cx είναι σταθερές 

S είναι η πραγµατική τοπική πυκνότητα τροπικής ενέργειας )
2

1
( ijij εσ=  

Sn είναι η οµοστατική πυκνότητα τροπικής ενέργειας (αναφορά) 

Ε είναι το µέτρο του Young και 

X είναι η κάθετη προς την επιφάνεια του οστού µετατόπιση 

Το µοντέλο αυτό, το οποίο κυρίως χρησιµοποιήθηκε για την πρόβλεψη της οστικής  

ανακατασκευής µετά από την εµφύτευση µιας πρόσθεσης, συγκλίνει προς τα πειραµατικά 

αποτελέσµατα. Η χρησιµοποιηθείσα µέθοδος δεν συµπεριλαµβάνει οποιαδήποτε 

γεωµετρική µη γραµµικότητα και δεν εξασφαλίζει τη σύγκλιση. Η επίδραση του χρόνου 

συµπεριλαµβάνεται στο µοντέλο αλλά έχει µικρή επίδραση καθώς περιορίζεται απλά στη 

θεώρηση της τελικής θέσης. 
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4.1 Ιστορική αναδροµή στις πρώτες θεωρίες οστικής ανακατασκευής 

Η σχέση µεταξύ των µηχανικών τάσεων και της µορφολογίας του οστού 

αποτέλεσε κεντρικό ζήτηµα στην σκελετική φυσιολογία για παραπάνω από έναν αιώνα. 

Οι περισσότεροι µελετητές που προσπάθησαν να εξηγήσουν την κατανοµή της  

φαινόµενης πυκνότητας και την ανισοτροπία του οστού θεώρησαν είτε µια στατική 

φόρτιση ή µια µόνο τυπική (ή χρονικό µέσο όρο) συνθήκη φόρτισης στην οποία το οστό 

εκτίθεται σε επαναλαµβανόµενη βάση.  

Η πρώτη σχετική θεωρία προτάθηκε από τον Γερµανό ανατοµιστή Jullius Wolff 

(1870) και αναλύθηκε λεπτοµερέστερα από τον ίδιο σε µια µονογραφία (1892). Ο «νόµος 

του Wolff», όπως ονοµάστηκε αυτή η θεωρία, υποστήριζε ότι το οστό αντιδρά στις 

µηχανικές απαιτήσεις που εµφανίζονται σε αυτό από φόρτιση και µυϊκή δράση. Σε µία 

αύξηση λειτουργίας ή απαίτησης το οστό αντιδρά µε εναπόθεση, ενώ σε µία µείωση µε 

απορρόφηση οστού µε τρόπο τέτοιο ώστε να προσεγγίζεται η ελάχιστη απαιτούµενη µάζα 

που αντέχει την φόρτιση. O Wolff, όπως ήταν φυσικό, προσέγγισε την ανακατασκευή 

ποιοτικά και όχι ποσοτικά εξαιτίας της µεγάλης απαιτούµενης υπολογιστικής ισχύος.  

Αργότερα, παρόλο που πολλοί ερευνητές, (π.χ. ο D’arcy Thompson (1952)), 

αποδέχτηκαν το νόµο του Wolff , κλινικές ενδείξεις δηµιούργησαν κάποιες αµφιβολίες. 

Για παράδειγµα, παρατηρήθηκε ότι οστό «εξαφανιζόταν» εύκολα γύρω από κάποιες 

ορθοπεδικές βίδες και µοσχεύµατα όπου υπερβολικές συγκεντρώσεις τάσης αναµενόταν 

να εµφανισθούν. Κάτι τέτοιο οδήγησε στο συµπέρασµα ότι το οστό θα πρέπει είτε να 

είναι ευαίσθητο στον τύπο της εφαρµοζόµενης φόρτισης ή να υπάρχει ένα άνω επίπεδο 

αποκοπής φόρτισης πάνω από το οποίο αλλάζει η απόκρισή του. 

Η ερµηνεία του Bassett (1965) πάνω στον νόµο του Wolff είναι ότι, δεδοµένης της 

µορφής του, τα στοιχεία του οστού µετατοπίζουν τον εαυτό τους στη διεύθυνση της 

πίεσης λειτουργίας και αυξάνουν ή µειώνουν την µάζα τους µε σκοπό να 

αντικατοπτρίσουν το µέγεθος της πίεσης λειτουργίας. Θεώρησε λοιπόν, ότι η «µηχανική 

απαίτηση» που παρουσιάζεται στο νόµο του Wolff είναι η πίεση ή µε άλλα λόγια οι τάσεις 

που εµφανίζονται στο οστό κατά τη λειτουργία του. Επίσης, υποστήριξε ότι είναι γνωστό, 

τόσο κλινικά όσο και πειραµατικά, ότι µία κοίλη περιοχή θα ενισχυθεί ενώ µια κυρτή θα 

αποδυναµωθεί. 

Την ίδια χρονιά, οι Epker και Frost (1965), που ήταν πρωτεργάτες της σχετικής 

θεωρίας, διατύπωσαν τη θεωρία ότι ο σχηµατισµός νέου οστού εµφανίζεται µόνο σε 

επιφάνειες περιοχών που γίνονται περισσότερο κοίλες λόγω της φόρτισης ενώ η 

απορρόφηση σε περιοχές που γίνονται κυρτές. Στα συµπεράσµατα τους κατέληξαν 

µελετώντας τις δύο συχνότερα ερευνώµενες περιπτώσεις: α) ορθοπεδική: ευθυγράµµιση 

µη ευθυγραµµισµένου µηριαίου οστού µε αξονική φόρτιση και β) ορθοδοντική: 
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περιστροφή κεντρικού κοπτήρα µε φόρτιση κάθετη στον άξονά του. Θεώρησαν µάλιστα 

ότι ο ίδιος µηχανισµός καλύπτει και τις δύο περιπτώσεις. 

Ο Currey (1968) ερευνώντας τη θεωρία του Bassett αλλά και αυτή των Epker και 

Frost κατέληξε ότι παρουσιάζουν ελαττώµατα. Πρότεινε, λοιπόν, το ακόλουθο µοντέλο, 

το οποίο θεώρησε ότι καλύπτει όλες τις κλινικές περιπτώσεις. Η θεωρία στην οποία 

στηρίζεται το µοντέλο αυτό απαιτεί να είναι γνωστό το «δίκτυο τάσης», όπως το ονόµασε, 

δηλαδή το πρόσηµο της αξονικής συνισταµένης της τάσης. Το πρόσηµο αυτό καθορίζει, 

σύµφωνα µε τον πίνακα 4.1, τη διαδικασία της ανακατασκευής, µε τα σύµβολα C και Τ να 

εκφράζουν θλίψη (Compression) και εφελκυσµό (Tension) αντίστοιχα. 

Πίνακας 4.1  Μοντέλο οστικής ανακατασκευής του Currey 

 

 

 

 

 C T 

C > Α S 

C < S A 

όπου το σύµβολο C > δηλώνει ότι η τοπική τάση στην επιφάνεια του οστού είναι 

περισσότερο θλιπτική σε σχέση µε την περιοχή κάτω από αυτή. Τα  σύµβολα A και S 

δηλώνουν πότε προστίθεται (Added) ή πότε αφαιρείται (Subtracted) οστό. 

Αργότερα, οι Chamay και Tschantz (1972) υποστήριξαν ότι όταν ένα οστό 

κάµπτεται κάτω από µια µηχανική φόρτιση τροποποιεί τη δοµή του µε απόθεση οστού 

στην κοίλη επιφάνεια και απορρόφηση οστού στην κυρτή.  

Αξιοσηµείωτη είναι η προσέγγιση των Wright και Yettram (1979) οι οποίοι και 

έλεγξαν την ισχύ των θεωριών των Currey, Bassett και Epker-Frost στις δύο περιπτώσεις 

που προαναφέρθηκαν: την ορθοπεδική και την ορθοδοντική. Στην ορθοδοντική περίπτωση 

ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει ο συσχετισµός της οστικής ανακατασκευής µε τις 

κύριες διευθύνσεις ανάπτυξης της µικροδοµής του οστού. Οι Wright και Yettram, καθώς 

δεν είχε εξακριβωθεί ως τότε ποιες είναι οι διευθύνσεις αυτές, θεώρησαν ότι υπάρχουν 

δύο πιθανές διευθύνσεις: α) η παράλληλη στον άξονα συµµετρίας του οδόντος και β) η 

κάθετη στο επίπεδο της πλάκας µε την οποία προσοµοίωσαν τον οδόντα. Νωρίτερα, ο 

Wright (1975) έδειξε ότι στην περίπτωση της ορθοδοντικής δύναµης έχουµε διέγερση 

προς ανακατασκευή του σχετικού οστικού ιστού, ενώ στη δύναµη κατά τη µάσηση καµία 

δοµική αλλαγή δε λαµβάνει χώρα. Ανάλογα µε την διεύθυνση ανάπτυξης του οστού 

παρατήρησαν τα ακόλουθα: Για την παράλληλη διεύθυνση οι θεωρίες των Bassett και 

Epker-Frost δε συµφωνούσαν µε τα αποτελέσµατα τους ενώ αυτή του Currey 

συµφωνούσε µόνο κατά το άνω τµήµα που βρισκόταν συνολικά σε δίκτυο εφελκυσµού (η 

πάνω πλευρά δεχόταν µεγαλύτερη, κατά µέτρο, εφελκυστική τάση από τη θλιπτική τάση 
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που δεχόταν η κάτω πλευρά). Για την κάθετη διεύθυνση µόνο η θεωρία των Epker-Frost 

επιβεβαιώθηκε. Συµπέραναν λοιπόν τα ακόλουθα: Αν και οι Epker και Frost δεν έλαβαν 

υπόψη τους τον προσανατολισµό ανάπτυξης του οστού οι διαθέσιµες ενδείξεις φανέρωναν 

ότι η εσωτερική δοµή του οστού πιθανόν να παίζει σηµαντικό ρόλο στην διαδικασία 

ανακατασκευής. Εποµένως θεώρησαν αµφίβολο το κατά πόσο η θεωρία των  Epker και 

Frost ήταν, ως είχε, απόλυτα ικανοποιητική. Η θεωρία του Bassett, παρόλο που 

περιορίζεται στις οστικές επιφάνειες του περιόστεου, απέτυχε να προβλέψει σωστά την 

ανακατασκευή και στις δύο περιπτώσεις. Τέλος, αν και τα αποτελέσµατα που ελήφθησαν 

έδειξαν να υποστηρίζουν την υπόθεση του Currey, θεωρήθηκε απαραίτητη περαιτέρω 

έρευνα. 

Στην ορθοπεδική περίπτωση εξέτασαν τόσο το περιόστεο όσο και το ενδόστεο και 

συµπέραναν ότι η θεωρία του Bassett, αν ληφθεί υπόψη και το περιόστεο, δεν ισχύει όπως 

είχε επισηµάνει και ο Currey. Αντίθετα, η θεωρία του Currey αλλά και αυτή των Epker-

Frost έδειξαν να προβλέπουν σωστά την ανακατασκευαστική απόκριση του οστού. 

∆ιατύπωσαν ωστόσο τις αµφιβολίες τους για το κατά πόσο ευθύνεται µόνο η δύναµη στην 

κεφαλή ενός κακώς ευθυγραµµισµένου µηριαίου οστού, και όχι και η αναδιάταξη των 

µυών λόγω της κακής ευθυγράµµισης του, για τη διέγερση της οστικής ανακατασκευής.  

4.2 Ιστορική αναδροµή στις υποθέσεις σχετικά µε τους µηχανισµούς που εκκινούν 
την οστική ανακατασκευή 

Παράλληλα µε τις θεωρίες οστικής ανακατασκευής αναπτύχθηκαν υποθέσεις 

σχετικά µε τους µηχανισµούς που προκαλούν την ανακατασκευή του οστού. 

Η πρώτη υπόθεση προτάθηκε από τον Γερµανό χειρούργο Roux (1885) ο οποίος 

υποστήριξε ότι τα κύτταρα του οστίτη ιστού λειτουργούν ως «αισθητήρες» µηχανικής 

φόρτισης και αντιδρούν σε αυτή τη διέγερση σε επίπεδο κυττάρου εκκινώντας την οστική 

ανακατασκευή. Πράγµατι, πλέον, είναι γνωστό ότι αυτοί οι «αισθητήρες» είναι 

ειδικευµένα κύτταρα, οι οστεοβλάστες και οι οστεοκλάστες, που λειτουργούν ως ρυθµιστές 

της οστικής ανακατασκευής αυξάνοντας ή µειώνοντας την οστική µάζα αντίστοιχα. Οι 

µεταβολές στην οστική µάζα µπορούν να πραγµατοποιηθούν µε αλλαγή της οστικής 

πυκνότητας (εσωτερική ανακατασκευή οστού – internal remodeling) ή της γεωµετρίας  

του οστού (εξωτερική ανακατασκευή οστού – surface or external remodeling). Έτσι, 

σήµερα έχουν οριστεί δύο είδη ανακατασκευής: εσωτερική, όπου οι ιδιότητες του υλικού 

µεταβάλλονται µε το χρόνο και εξωτερική όπου το σχήµα ή η γεωµετρία του οστού 

µεταβάλλεται µε το χρόνο. Υπολογιστικά έχουν προταθεί 3 διαφορετικά είδη 

προσοµοίωσης της συνολικής οστικής ανακατασκευής: 

� Η εξωτερική ανακατασκευή (external remodeling) περιγράφεται όταν η πυκνότητα 

είναι σταθερή και η εξωτερική γεωµετρία του οστού µεταβάλλεται µε το χρόνο 

(π.χ. προσέγγιση Huiskes et al. 1987) 
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� Η εσωτερική ανακατασκευή (internal remodeling) περιγράφεται όταν η εξωτερική 

γεωµετρία είναι σταθερή και η πυκνότητα µεταβάλλεται µε το χρόνο (π.χ Weinans 

et al. 1992) 

� Ο συνδυασµός των δύο παραπάνω µοντέλων (εσωτερική και η εξωτερική 

ανακατασκευή συνδυασµένη (π.χ Beaupré et al. 1990) 

Παρόλο που λαµβάνουν χώρα και οι δύο αυτές διαδικασίες σε ένα ενήλικο άτοµο, 

οι γεωµετρικές αλλαγές είναι ελάχιστες σε σχέση µε την εσωτερική προσαρµογή. Για το 

λόγο αυτό είναι σύνηθες να µελετάται σε περισσότερο βάθος η εσωτερική ανακατασκευή. 

Κλινικές ενδείξεις οδήγησαν στην υπόθεση ότι η θλίψη συνεπάγεται απορρόφηση 

οστού, ενώ ο εφελκυσµός εναπόθεση. Για παράδειγµα, ο Ackerman (1966) µοσχεύοντας 

ζευγάρια µαγνητών διαφορετικής ελκτικής δύναµης σε στέρνα περιστεριών παρατήρησε 

απορρόφηση οστού του στέρνου µεταξύ των αντίθετων πλευρών του µαγνητικού πεδίου. 

Παρόλα αυτά, η απορρόφηση οστού δεν έδειξε να εξαρτάται από το µέγεθος της 

εφαρµοζόµενης πίεσης στις διάφορες δοκιµές, ενώ φάνηκε να εξαρτάται από τη διάρκεια 

των πειραµάτων. 

Στις αρχές του εικοστού αιώνα, ο Koch (1917) εφάρµοσε ένα µοντέλο απλής 

δέσµης ακτινών, ενώ ,αργότερα, ο Fessler (1951) ανέλυσε ένα φυσιολογικό µηριαίο οστό 

χρησιµοποιώντας µια φωτοελαστική προσέγγιση δύο διαστάσεων. Πιο πρόσφατα, οι 

Williams και Svensson (1971) χρησιµοποίησαν επίσης την φωτοελαστική προσέγγιση σε 

τρεις όµως διαστάσεις. Ακόµη, ο Rybicki (1972) πραγµατοποίησε µία ανάλυση 

χρησιµοποιώντας ένα µοντέλο παρόµοιο µε του Fessler, λαµβάνοντας όµως υπόψη τόσο 

τις δυνάµεις στην κεφαλή του µηριαίου οστού όσο και αυτές της σύνδεσης µε τους µύες. 

Τέλος, ο Gjelsvik (1973) εφάρµοσε έναν απλής δέσµης ακτινών τύπο τεχνικής ανάλυσης 

για τη µελέτη ενός κακώς ευθυγραµµισµένου µακρού οστού. 

Σε µια προσπάθεια να καθορίσουν ποιοι πιθανοί µηχανισµοί ελέγχου είναι 

σηµαντικοί για την οστική ανακατασκευή οι McDonald, Yettram και MacLeod (1994) 

πραγµατοποίησαν µία in vivo µελέτη σε κουνέλια. Συνεχείς και ασυνεχείς φορτίσεις 

εφαρµόστηκαν στο κνηµιαίο οστό κουνελιών µε διάφορες τιµές µέγιστης φόρτισης. 

Επιπλέον, εξετάστηκαν ειδικές δυνάµεις που χρησιµοποιούνται ως θεραπευτική αγωγή 

στην ορθοδοντική. Συνοπτικά προέκυψαν τα ακόλουθα συµπεράσµατα:  

• στη δυναµική φόρτιση το σχήµα της καµπύλης δύναµης-χρόνου είναι µικρής 

σηµασίας παράγοντας, 

• η απόκριση εξαρτάται από τη συχνότητα και µάλιστα για υψηλότερες συχνότητες 

η απόκριση είναι µεγαλύτερη από εκείνη της συνεχούς φόρτισης. 

Επίσης, δεν παρατηρήθηκε καµία στατιστική σηµασία µεταξύ της θεραπευτικής 

αγωγής µε «απότοµη φόρτιση-αργή εξασθένιση» και «αργή φόρτιση-γρήγορη 



Κεφάλαιο 4                      Μελέτες σχετικές µε την οστική ανακτασκευή 

31 

εξασθένιση». Σε όλες τις περιπτώσεις περισσότερο οστό εναποτέθηκε στα µη ώριµα 

υποκείµενα του πειράµατος σε σχέση µε τα ενήλικα. Για τη συνεχή φόρτιση η απόκριση 

ήταν συνάρτηση της τιµής της φόρτισης. Τέλος, όσον αφορά στην οστεοκλαστική δράση, 

η εφαρµογή περιοδικής φόρτισης στα ενήλικα ζώα οδήγησε σε ισχυρότερη απορρόφηση 

οστού σε σχέση µε τη στατική φόρτιση. Η διαφορά αυτή ήταν τόσο µεγαλύτερη όσο ο 

αριθµός των κύκλων φόρτισης ανά λεπτό αυξανόταν. Παρόλο που στα ενήλικα ζώα 

εµφανίστηκε µεγαλύτερη οστεοκλαστική δράση σε σχέση µε τα ανώριµα, η στατιστική 

σηµασία ήταν ελάχιστη. 

Αυστηρές µαθηµατικές εκφράσεις που συνδέουν τον τανυστή των τάσεων µε την 

τοπική οστική πυκνότητα και ανισοτροπία παρουσιάστηκαν από τους Cowin και Hegedus 

(1976), ενώ στο αντίστοιχο µοντέλο τους οι Fyhrie και Carter (1986) θεώρησαν την 

ανακατασκευή του οστού ως µια διαδικασία βελτιστοποίησης όπου ο οστικός ιστός 

ρυθµίζει τη δοµή και πυκνότητα του σύµφωνα µε την κατάσταση τάσης - παραµόρφωσης. 

Θέλοντας να εξηγήσει την πρόσθετη βιολογική διέγερση που δηµιουργείται από φόρτιση 

σε διαφορετικές κατευθύνσεις ο Carter (1987)  παρουσίασε την προσέγγιση «χωριστής 

φόρτισης» για την πρόβλεψη της οστικής πυκνότητας η οποία και εµπεριέχει το ιστορικό 

πολλαπλής φόρτισης του οστού για κάποια καθορισµένη χρονική περίοδο. 

Τελικά οι περισσότεροι ερευνητές έχουν ξεκάθαρα υποστηρίξει ή έµµεσα 

υπολογίσει ότι η κατανοµή της µάζας του οστού βελτιστοποιείται µε αναφορά κάποιο 

µέγεθος της τοπικής τάσης. Έτσι, προκύπτει ότι υψηλές τιµές τάσης θα αντιστοιχούν σε 

αυξηµένη πυκνότητα οστού, ή αυξηµένο πάχος φλοιώδους οστού, και αντίστροφα.  

 

4.3  Υπολογιστικά µοντέλα προσοµοίωσης οστικής ανακατασκευής  

4.3.1 Με βάση την πυκνότητα τροπικής ενέργειας  

Carter – Orr – Fyhrie  

Μελετώντας τη διέγερση από φόρτιση σε διαφορετικές κατευθύνσεις, όπως 

προαναφέραµε, ο Carter παρουσίασε µαζί µε τους Orr και Fyhrie (1989) [6] µια µελέτη 

για τη σχέση µεταξύ ιστορικού φόρτισης και την αρχιτεκτονική του σπογγώδους µηριαίου 

οστού. Το σχέδιο για την πρόβλεψη της πυκνότητας που χρησιµοποιήθηκε στη µελέτη 

αυτή διέφερε από εκείνα που εφαρµόστηκαν από άλλους ερευνητές (Hart 1984, Huiskes 

1987) καθώς θεωρούσε ότι το οστό ανακατασκευάζεται προς µια κατάσταση όπου η 

µηχανική διέγερση στον ιστό είναι ανεξάρτητη από την ανατοµική του θέση µέσα στο 

οστό και καθορίζεται από την αθροιστική επίδραση πολλών κύκλων φόρτισης και 

φορτίσεων από διαφορετικές διευθύνσεις.  

Ο τύπος που χρησιµοποίησαν για την φαινόµενη τοπική πυκνότητα είναι: 
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i

n ιισρ       (σχέση 4.1) 

όπου η καθηµερινή φόρτιση έχει αθροιστεί ως c διακριτές συνθήκες φόρτισης. Ο δείκτης i 

συµβολίζει µια συγκεκριµένη φόρτιση, n είναι ο αριθµός των κύκλων φόρτισης, σi  η 

µέγιστη τάση που εµφανίζεται σε κάποιο κύκλο φόρτισης (ως κατάλληλη θεωρήθηκε η 

σenergy= EU2 ) µε Ε το µέτρο ελαστικότητας και U την Πυκνότητα Τροπικής Ενέργειας 

(Strain Energy Density) ενώ Κ είναι η σταθερά αναλογικότητας και Μ ο συντελεστής 

βαρύτητας για την επίδραση της τάσης. Μέθοδοι προσδιορισµού της Μ έχουν δοθεί από 

τον Whalen (1988) µε προτεινόµενη τιµή µεγαλύτερη του 1,0 και µεταξύ 2,0 και 6,0,αλλά 

εδώ επιλέχθηκαν Μ=1 και Μ=4. Η τιµή της Κ προσδιορίζεται από την αρχική πυκνότητα 

που θέτουµε. Στο παράδειγµα που πραγµατοποιήθηκε τέθηκε 30 64,0
cm

g
=ρ . Εκτός από 

πυκνότητα θεωρήθηκε ίδιο αρχικό µέτρο ελαστικότητας Ε ίσο µε 1000MPa και σταθερός 

λόγος Poisson ν=0,2. Εφαρµόζοντας τις συνθήκες φόρτισης στη διδιάστατη γεωµετρία 

που κατασκευάστηκε για την προσοµοίωση του µηριαίου οστού ενός ενήλικα, και 

αναλύθηκε µε 2042 τετράπλευρα και τρίγωνα πεπερασµένα στοιχεία, προκύπτει η 

πυκνότητα τροπικής ενέργειας κι εποµένως η σenergy για κάθε φόρτιση. Έτσι προκύπτουν 

νέες τιµές πυκνότητας κι εποµένως νέο µέτρο ελαστικότητας. Ως τύπος συσχέτισης 

µέτρου ελαστικότητας (Ε) και οστικής πυκνότητας (ρ) επιλέχθηκε ο τύπος 

33790ρ=E        (σχέση 4.2) 

κι έτσι προκύπτει ένα ετερογενές µοντέλο για το οστό.  

Βασιζόµενοι στην εργασία του Evans (1973) οι Carter et al. επέλεξαν ένα 

πεπερασµένο στοιχείο που διατηρεί σταθερή την πυκνότητά του και ίση µε 

30 64,0
cm

g
=ρ  σε όλη τη διάρκεια της δοκιµής. Θεώρησαν 3 συνθήκες φόρτισης (c=3) 

και n1=n2=n3=1 χωρίς αυτή η επιλογή να επηρεάζει τη γενικότητα.. Με τις νέες ιδιότητες 

υπολογισµένες η ανάλυση πεπερασµένων στοιχείων επαναλήφθηκε. Καθορίζεται νέα τιµή 

της σταθεράς Κ (τέτοια ώστε το επιλεγµένο στοιχείο να διατηρεί πυκνότητα ρ0) και η νέα 

κατανοµή πυκνότητας υπολογίζεται. Η επαναληπτική αυτή διαδικασία συνεχίζεται και 

λαµβάνεται η κατανοµή της πυκνότητας. Όσον αφορά στην ανισοτροπία, σε αντίθεση µε 

τον Wolff (και τις αντίστοιχες παρατηρήσεις του Culmann) που θεωρούσε ότι καθορίζεται 

από τις κατευθύνσεις των κύριων τάσεων που δηµιουργούνται από µια µόνη συνθήκη 

φόρτισης ή οποιοδήποτε τύπο τανυστή τάσεων (Cowin 1986), θεώρησαν µια εναλλακτική 

προσέγγιση. Συγκεκριµένα, πρότειναν ως µέγεθος που εκφράζει τη διέγερση του οστού 

ώστε να οργανωθεί προς συγκεκριµένη διεύθυνση, κι εποµένως αντιστοιχεί σε 
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κατευθυντικές διαφορές της δυσκαµψίας και της αντοχής, την κάθετη συνιστώσα της 

τάσης που δρα σε κάθε στοιχείο: 

lmnlmnnml xyxzyzzyxn τττσσσσ 222222 +++++=    (σχέση 4.3) 

µε l, m, n να είναι τα συνηµίτονα κατεύθυνσης του κάθετου διανύσµατος κάθε στοιχείου 

ως προς ένα σύστηµα συντεταγµένων x, y, z, ενώ σx, σy, σz είναι οι κύριες και τxy, τxz, 

τyz οι διατµητικές τάσεις ως προς το σύστηµα συντεταγµένων x, y, z. Για το σύνολο των c 

φορτίσεων που υποτέθηκαν ο τύπος είναι: 

( ) ( ) ( )
Μ

=

Μ









= ∑

/1

1

* ,,/,,
c

i
ntin nmlnnnml

i
σσ     (σχέση 4.4) 

µε  ∑
=

=
c

i
it nn

1
. 

Πραγµατοποιήθηκαν 3 διαφορετικές δοκιµές: για c=1 (µία φόρτιση), για c=3 και 

Μ=1, για c=3 και Μ=4. Οι παράµετροι που ελέγχθηκαν ήταν: 

( ) ( )[ ] 2/1
2/%100% ∑ −=∆Ε oldnewelementselave EEN

 (σχέση 4.5) 

 και 

[ ]∑ −=∆ oldnewelementselave N ρρρ /1
    (σχέση 4.6) 

Σε όλες τις δοκιµές παρατηρήθηκε µεγάλη αλλαγή στο πρώτο βήµα όσον αφορά 

στο µέτρο ελαστικότητας και την πυκνότητα. Από το δεύτερο όµως βήµα και έπειτα οι 

µεγαλύτερες αλλαγές στα  %∆Εave και ∆ρave έφτασαν µέχρι 1%. Σε ορισµένα όµως 

στοιχεία παρατηρήθηκαν µεγάλες αυξήσεις στην πυκνότητα. Αυτά τα στοιχεία ήταν κοντά 

στη φλοιώδη διάφυση (κύριο σώµα του φλοιώδους οστού – εκτός των άκρων) και 

αντιπροσώπευαν µια γρήγορη σταθεροποίηση του σπογγώδους οστού (cancellous) σε 

συµπαγές οστό. Επιλέχθηκαν το πρώτο, τρίτο και έβδοµο βήµα για τη λήψη εικόνων των 

διαβαθµίσεων της πυκνότητας και του µέτρου ελαστικότητας. Παρατηρήθηκε ότι αυτές 

ήταν φυσιολογικές για τα βήµατα 1 και 3, αλλά στο έβδοµο βήµα ήταν πολύ µεγαλύτερες 

από αυτές που είχαν παρατηρηθεί παλαιότερα (Brown και Ferguson 1980, Evans 1973). 

Θεώρησαν λοιπόν ότι οι λύσεις που υπολογίστηκαν υποδεικνύουν πως η αρχιτεκτονική 

του οστού προσεγγίζεται µε λίγα βήµατα. Λαµβάνοντας υπόψη µελέτες που αποδεικνύουν 

ότι το µέτρο ελαστικότητας είναι ανάλογο του τετραγώνου της πυκνότητας (Harrigan 

1981, Bensusan 1983, Gibson 1985) πραγµατοποίησαν επιπλέον δοκιµές µε τη νέα αυτή 

σχέση µέτρου ελαστικότητας και πυκνότητας. Συµπέραναν ότι η διαφορά κατανοµής της 

πυκνότητας µεταξύ τρίτου και έβδοµου βήµατος ήταν πολύ µικρότερη για τετραγωνική 
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εξάρτηση του Ε σε σχέση µε την κυβική. Τέλος, µια εφαρµογή µε περισσότερες φορτίσεις 

(π.χ. c=8) και µε διαφορετικό αριθµό κύκλων θα µπορούσε να αποδώσει καλύτερα την 

καθηµερινή φόρτιση κι εποµένως να προσεγγίσει καλύτερα τη µορφολογία του οστού. 

Harrigan – Hamilton [33] 

Οι Harrigan και Hamilton (1992) πραγµατοποίησαν µία µελέτη προς αυτή την 

κατεύθυνση µε σκοπό να αναγνωρίσουν κάποιες από τις αιτίες της ασταθούς 

συµπεριφοράς στις προσοµοιώσεις της οστικής ανακατασκευής. Συγκεκριµένα, επιδίωξαν 

να ξεκαθαρίσουν ποτέ οι αστάθειες που εµφανίζονται σε κάποιες προσοµοιώσεις 

οφείλονται στη φυσική διαδικασία ανακατασκευής του οστού, στις εξιδανικεύσεις και 

προτάσεις που χρησιµοποιούνται ώστε να χαρακτηριστεί µαθηµατικά η οστική 

ανακατασκευή ή στις προσεγγίσεις που χρησιµοποιούνται για να εφαρµόσουν το 

µαθηµατικό χαρακτηρισµό σε µια αριθµητική προσοµοίωση. Οι Harrigan και Hamilton 

χρησιµοποίησαν σε αυτή τους τη µελέτη αντί για τη γνωστή εκθετική σχέση µέτρου 

ελαστικότητας – πυκνότητας την ακόλουθη σχέση:   nE φ⋅Κ=  

όπου φ είναι η ογκοµετρική πυκνότητα του σκληρυνόµενου µε ασβέστιο ιστού 

(Beaupré et al 1990),  

ο συντελεστής Κ είναι µια σταθερά αναλογίας και  

ο n ένας εκθέτης 

 προκύπτουν δε και οι δύο από καµπύλες πειραµατικών πληροφοριών.  

Η διέγερση που χρησιµοποίησαν για την ανακατασκευή είναι: mt

U
U

φ
= ,όπου U η 

πυκνότητα τροπικής ενέργειας και m εκθέτης. Η διαφορική εξίσωση που χρησιµοποίησαν 

για την αλλαγή της πυκνότητας ήταν:  

)( AUR
t t −⋅=

∂
∂φ

       (σχέση 4.7) 

όπου R σταθερά αναλογίας και 

         Α η τιµή ισορροπίας της πυκνότητας τροπικής ενέργειας προσαρµοσµένης στη 

µικροδοµή (τιµή αναφοράς). 

Εφαρµόζοντας αυτές τις σχέσεις αρχικά για αξονική φόρτιση και στη συνέχεια για 

καµπτική ροπή συµπέραναν ότι για ένα είδος διαταραχών (ορθογωνικές) αναγκαία 

συνθήκη ευστάθειας, δηλαδή ικανότητας του οστού να φτάνει αλλά και να διατηρεί µια 

σταθερή δοµή, είναι ο εκθέτης n να είναι µικρότερος του m. 

Ωστόσο η σχέση mn < δεν αποτελεί και ικανή συνθήκη, καθώς θα πρέπει η ευστάθεια του 

συστήµατος να ελεγχθεί και σε άλλου είδους διαταραχές µε ευστάθεια ή αστάθεια για 

διαφορετικές σχέσεις των n και m. Εφόσον δε χρησιµοποιήθηκαν αριθµητικές 
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προσεγγίσεις, οι αστάθειες που εµφανίστηκαν δεν οφείλονται σε αριθµητικές µεθόδους. 

Επίσης, οι αστάθειες αυτές δεν εµφανίζονται in vivo εποµένως δεν οφείλονται στις 

φυσικές διαδικασίες ανακατασκευής. Κατέληξαν, λοιπόν, ότι οι αστάθειες που 

παρουσιάζονται σε ορισµένες προσοµοιώσεις της οστικής ανακατασκευής οφείλονται 

(τουλάχιστον για τα παραδείγµατα που µελετήθηκαν) στη µαθηµατική µοντελοποίηση 

που χρησιµοποιείται. 

4.3.2 Με  βάση στη θεωρία των µικρορωγµατώσεων 

Prendergast, Taylor και McNamara (1992) [9] 

Παρατηρήσεις που συσχέτιζαν µικροδοµές του οστού µε την κατάσταση τοπικών 

τάσεων (Ascenzi) πρότειναν ότι η ανακατασκευή πρέπει να διεγείρεται έτσι ώστε να 

προκύψει µια βέλτιστη αντοχή. Την προσέγγιση αυτή παρουσίασαν και εφάρµοσαν οι 

Prendergast, Taylor και McNamara (1992) µε σκοπό την πρόβλεψη παρόµοιας οστικής 

ανακατασκευής µε αυτή που παρατηρήθηκε σε πειράµατα σε ζώα. ∆ηµιούργησαν για 

αυτό το σκοπό ένα ανατοµικό µοντέλο πεπερασµένων στοιχείων του µπροστινού άκρου 

ενός προβάτου. Η προσέγγιση που χρησιµοποιήθηκε βασίστηκε στην ιδέα της ύπαρξης 

σχέσης µεταξύ βλάβης σε µορφή µικρορωγµατώσεων και απόθεση/απορρόφηση οστού 

στις επιφάνειες περιόστεου και ενδόστεου και στην επιφάνεια των εσωτερικών πόρων. 

Έγιναν επίσης δύο υποθέσεις ώστε να είναι ικανή αυτή η ιδέα να χρησιµοποιηθεί για να 

προβλέψει την προσαρµογή του οστού κατά τη διάρκεια του χρόνου. Η πρώτη είναι ότι 

υπάρχει ένας καταµερισµός της µικροβλάβης στο οστό κατά την ισορροπία της 

ανακατασκευής. Σε µία αύξηση της φόρτισης αυτό το ποσό της µικροβλάβης θα αυξηθεί 

ενώ σε µία µείωση της φόρτισης θα µειωθεί. Η αλλαγή στην ποσότητα της βλάβης 

καλείται ενεργός βλάβη και συµβολίζεται ωeff. Ισχύει: 

effC
dt

dX
ω⋅=        (σχέση 4.8) 

όπου Χ είναι το µέγεθος µιας προσαρµοστικής διαδικασίας και 

         C µια σταθερά. 

Η δεύτερη υπόθεση είναι ότι η διόρθωση της µικροβλάβης καθορίζεται από τη σχετική µε 

τη φυσιολογία τάση. Τα πρώτα αποτελέσµατα υπέδειξαν ένα αρχικό µοτίβο προσαρµογής 

του οστού παρόµοιο µε εκείνο που είχε παρατηρηθεί πειραµατικά χωρίς την ανάγκη 

χρήσης αυθαίρετα διαφορετικών σταθερών για τις επιφάνειες ενδόστεου και περιόστεου. 

Έτσι, πρότειναν ότι ο νόµος της ανακατασκευής που βασίζεται στη βλάβη και 

επιδιόρθωση δίνει ένα καλύτερο µοντέλο για την πρόβλεψη της προσαρµογής του οστού 

σε σχέση µε προηγούµενα µοντέλα. 
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Βασιζόµενοι στην υπόθεση ότι η ανάπτυξη µικροβλαβών µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως 

βάση για τη διέγερση της οστικής ανακατασκευής, οι Prendergast και Taylor (1994) 

παρουσίασαν µια αντίστοιχη προσέγγιση. 

Μια παράµετρος ω καθορίστηκε ως παράµετρος βλάβης µε τιµές από 0 (οστό χωρίς 

βλάβη) µέχρι 1 (οστό µε κάταγµα):  

fα
α

ω = µε α το µήκος της µικρορωγµής και αf το αντίστοιχο µήκος κατά την αστοχία.  

Ως διέγερση (stimulus) για την ανακατασκευή θεωρήθηκε η ακόλουθη ποσότητα: 

( )
t

RE dtω ω
−∞

−∫ ɺ ɺ       (σχέση 4.9) 

όπου
•

ω είναι ο πραγµατικός ρυθµός παραγωγής βλάβης ενώ  

       REω
•

είναι ο ρυθµός επιδιόρθωσης της βλάβης αυτής.  

Ισχύει επίσης: 
dN

dω
ω =
•

µε Ν τον αριθµό των κύκλων φόρτισης.  

Ως εξίσωση (µη γραµµική) του ρυθµού βλάβης µπορεί να θεωρηθεί η  

α
ω











=

fNdN

d 1
      (σχέση 4.10) 

όπου Νf ο αριθµός των κύκλων µέχρι την αστοχία. 

Ο αριθµός των απαιτούµενων κύκλων Nf συνδέεται µε την τάση και την πυκνότητα από 

τις αντίστοιχες σχέσεις: 

( ) Α+= σHLogNLog f )(     (σχέση 4.11) 

όπου Η και Α σταθερές του υλικού και 

  ρEDNLog f +=)(     (σχέση 4.12) 

µε D,E σταθερές. 

Το µοντέλο αυτό βασίζεται τέλος σε δύο βασικές υποθέσεις: 

� Υπάρχει ένα ποσό µικροσκοπικής βλάβης στο οστό κατά την κατάσταση 

ισορροπίας της ανακατασκευής 

� Ο ρυθµός επιδιόρθωσης της µικροσκοπικής βλάβης είναι µια σταθερά που 

καθορίζεται µόνο από τη σχετική µε τη φυσιολογία τάση. 

Πραγµατοποιώντας µια µελέτη σύγκρισης του µοντέλου µε βάση την πυκνότητα τροπικής 

ενέργειας και του µοντέλου µε βάση τη βλάβη οι MacNamara et al. 1997 συµπέραναν ότι 



Κεφάλαιο 4                      Μελέτες σχετικές µε την οστική ανακτασκευή 

37 

το ποσό 
dN

dω
 είναι ισοδύναµο, ως ποσό διέγερσης της ανακατασκευής, µε την πυκνότητα 

τροπικής ενέργειας υψωµένη σε µία δύναµη n/2. Μια τυπική πειραµατική τιµή της n στο 

φλοιώδες οστό είναι 4,529 η οποία δίνει έναν εκθέτη 25,2
2
=

n
.  

Αυτό το αποτέλεσµα συµφωνεί µε τα πορίσµατα άλλων µελετητών (π.χ Weinans, Huiskes, 

Grootenboer 1994) που συµπέραναν ότι η καλύτερη πρόβλεψη επιτυγχάνεται µε την 

πυκνότητα τροπικής ενέργειας υψωµένη σε έναν εκθέτη µεταξύ 2 και 3. Παρόλα αυτά 

κατέληξαν ότι το βασισµένο στη βλάβη µοντέλο έχει ένα βασικό πλεονέκτηµα όσον 

αφορά στη µη γραµµικότητα που απαιτείται στην προσοµοίωση της οστικής 

ανακατασκευής για να αναπαραχθούν τα κλινικά παρατηρούµενα µοντέλα. Η µη 

γραµµικότητα αυτή µπορεί να προσδιοριστεί θεωρητικά για τα µοντέλα µε βάση τη βλάβη 

ενώ σε αυτά της τροπής υποθέτονται εµπειρικές σχέσεις. 

4.3.3 Σε µηριαίο οστό 

Stülpner et al 1997 [11] 

Παρόλο που οι µελέτες σε διδιάστατη γεωµετρία είναι χρήσιµες και προσφέρουν 

µια καλύτερη κατανόηση της οστικής ανακατασκευής είναι πολύ σηµαντική η 

πραγµατοποίηση αντίστοιχων µελετών σε πλήρη τριδιάστατη κατάσταση για δύο κύριους 

λόγους:  

Πρώτον, η πραγµατική γεωµετρία του οστού είναι τριδιάστατη εποµένως κάθε 

διδιάστατη µελέτη αναπαριστά ουσιαστικά µια προσέγγιση της πραγµατικής κατάστασης. 

∆εύτερον, οι διδιάστατες αναλύσεις δεν προσφέρουν τη δυνατότητα µελέτης των 

επιδράσεων µιας «εκτός πλάκας» φόρτισης.  

Προς αυτή την κατεύθυνση, οι Stülpner, Reddy, Starke και Spirakis (1997) 

πραγµατοποίησαν µια τριδιάστατη ανάλυση για το µηριαίο οστό. Τριδιάστατα πλέγµατα 

πεπερασµένων στοιχείων του µηριαίου οστού είχαν αναπτυχθεί και από τους Huiskes et al 

(1992) και Poss et al (1988) χωρίς όµως να αναπτυχθεί κάποια ανάλυση ανακατασκευής 

στα µοντέλα αυτά. Θεωρώντας οι Stülpner et al. το οστό ισοτροπικό και γραµµικά 

ελαστικό η τάση σ και η παραµόρφωση ε συνδέονταν σύµφωνα µε τη σχέση 4.13: 

klijklij C εσ ⋅=            (σχέση 4.13) 

Ο τανυστής ελαστικότητας C δίνεται από τη σχέση 4.14: 

( )( )
( )[ ]jljkklijijkl vv

vv

E
C δδδδ 21

211
−+

−+
=   (σχέση 4.14) 
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 όπου E το µέτρο ελαστικότητας και v ο λόγος Poisson, τα οποία συνδέονται µε την 

πυκνότητα σύµφωνα µε τις σχέσεις (Jacobs 1994): 

ότανρ≤1.2g/cc  
 

όταν ρ≥1.2 g/cc
     

Ακολουθώντας παρόµοια προσέγγιση µε άλλους ερευνητές (Mikié και Carter 

1995) εισήγαγαν ως διέγερση ισοδύναµης τροπής την ijij εεε ⋅= και αφαιρώντας από 

αυτή µια τροπή αναφοράς remε υπολόγισαν ένα σφάλµα e της ανακατασκευής:
 

( ) i
i

mN

i

m

remiine

1

1









−= ∑

=

εε       (σχέση 4.15) 

όπου  

Ν είναι ο συνολικός αριθµός των διαφορετικών περιπτώσεων φόρτισης,  

ο δείκτης I αναπαριστά την i-οστή περίπτωση φόρτισης,  

ni είναι ο αριθµός των κύκλων ανά µέρα της i-οστής φόρτισης,  

mi είναι θετικές τιµές και  

erem µια οµοιοστατική τιµή παραµόρφωσης.  

Η ταχύτητα r
•

της ανακατασκευής δίδεται από τη διπλή σιγµοειδή συνάρτηση: 

για  e>0 

για  e<0 
 

ενώ για 0=e παίρνει την τιµή 0. 

Ενδεικτικές τιµές των χρησιµοποιούµενων παραµέτρων είναι: daymc /101 µ= , 

daymc /22 µ= , 3000=γ . 

Η σηµαντικότερη φόρτιση στο κεντρικό µηριαίο οστό είναι το σύνολο των 

δυνάµεων που αναπτύσσονται κατά τον κύκλο της βάδισης. Παρουσιάζουν δε µέγιστη 

τιµή στα µέσα του κύκλου αυτού. Η παραπάνω, λοιπόν, µελέτη έδωσε ρεαλιστικά 

αποτελέσµατα παρόλο που η ανάλυση πολλαπλής φόρτισης που έγινε ήταν µια 

απλοποίηση του πραγµατικού ιστορικού της φόρτισης.  

5,2

2,3

2014

1763
{

ρ

ρ
=E
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Ορισµένες δοµές όπως το φλοιώδες οστό στο στέλεχος και οι δοκιδοειδείς 

στηρίξεις κατά πλάτος της κεφαλής του µηριαίου οστού ήταν εµφανείς. Κάποιες άλλες 

όµως δοµές που έχουν παρατηρηθεί στην πραγµατικότητα δεν έγινε εφικτό να εξαχθούν. 

Τέλος, σε σχέση µε αντίστοιχες δισδιάστατες αναλύσεις, η συγκεκριµένη τριδιάστατη 

ανάλυση εµφανίστηκε απαλλαγµένη από ανακρίβειες και αστάθειες µε τη µορφή πολύ 

µεγάλων διαβαθµίσεων πυκνότητας και διατάξεις µε µορφή «σκακιέρας» (εναλλαγή 

µέγιστης και ελάχιστης πυκνότητας σε γειτονικά πεπερασµένα στοιχεία τα οποία αν 

χρωµατιστούν µε µαύρο και άσπρο χρώµα αντίστοιχα εµφανίζουν µορφή σκακιέρας). 

Doblaré και García 2001 [13] 

Οι Doblaré και García παρουσίασαν (2001) µία µελέτη του µηριαίου οστού πριν 

και µετά από ολική αντικατάσταση ισχίου µε βάση µια θεωρία βλάβης-διόρθωσης. Σε 

αντίθεση µε τις προηγούµενες θεωρίες βλάβης όπως αυτή που παρουσιάστηκε ανωτέρω, η 

ιδέα της βλάβης που χρησιµοποίησαν ταυτιζόταν µε το πορώδες χωρίς να υποδηλώνεται 

κανένα είδος πραγµατικού µικροσπασίµατος ή µεταβολικής βλάβης. Εφάρµοσαν το 

µοντέλο τους αυτό σε 4 παραδείγµατα, µία διδιάστατη και µια τριδιάστατη αναπαράσταση 

του ακέραιου οστού, πριν την εµφύτευση, και τις αντίστοιχες αναπαραστάσεις για το οστό 

µετά την εµφύτευση.  

Για το ακέραιο οστό και τα δύο µοντέλα έδωσαν παρόµοια συµπεράσµατα και 

πρόβλεψαν σηµαντικά φυσικά αποτελέσµατα. Για παράδειγµα, το φλοιώδες στρώµα 

προβλέφθηκε αποτελεσµατικά, κάτι που δεν είχε αναπαραχθεί πλήρως σε αντίστοιχες 

µελέτες όπως των Stülpner et al. (1997), που παρουσιάστηκε προηγουµένως, πιθανόν 

λόγω ακατάλληλων φορτίσεων. 

Στο τριδιάστατο µοντέλο, η ευθυγράµµιση της κατεύθυνσης της οστικής µάζας 

κατά µήκος της διάφυσης παράγει µία σχεδόν εγκάρσια ισεντροπική συµπεριφορά που 

ευθυγραµµίζεται επίσης µε τις κύριες διευθύνσεις της τάσης. Το φαινόµενο αυτό δεν 

παρατηρήθηκε στο διδιάστατο µοντέλο.  

Όσον αφορά στα µοντέλα µετά την εµφύτευση παρουσιάστηκε δυνατό να 

αναπαραχθεί η µικρή διαπλάτυνση του φλοιώδους στρώµατος στο περιφερικό άκρο της 

πρόσθεσης, η απορρόφηση οστού γύρω από την πρόσθεση, κυρίως γύρω από την 

κεντρική περιοχή.  

Όσον αφορά στην ανισοτροπία παρατηρήθηκε µια ελαφρά τροποποίηση του 

βαθµού ανισοτροπίας στο φλοιώδες στρώµα λόγω της εµφύτευσης. Η τροποποίηση αυτή 

φάνηκε να εξαρτάται από το µέγεθος της διάφυσης, εξαιτίας της εξάρτησης του λόγου 

µεταξύ κάθετων και εφαπτόµενων τάσεων από το πλάτος της διάφυσης. Όταν η διάφυση 

ήταν µεγαλύτερη, η καµπτική δυσκαµψία ήταν επίσης µεγαλύτερη, οι κάθετες τάσεις 

µειώνονταν σε σχέση µε τις εφαπτόµενες και ο συντελεστής ανισοτροπίας µειωνόταν 

αντίστοιχα. 
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4.3.4 Εφαρµογή οστικής ανακατασκευής σε εµφυτεύµατα-προσθέσεις 

Όταν µια πρόσθεση σχεδιάζεται κύριος σκοπός είναι να διατηρηθεί η 

λειτουργικότητα του σχετιζόµενου τµήµατος µε τη µικρότερη απώλεια οστού. Για να 

επιτευχθεί αυτό παράγοντες όπως η δυσκαµψία, το σχήµα και η θέση τοποθέτησης της 

πρόσθεσης, το τελείωµα της επιφάνειας και επιπρόσθετα υλικά όπως ακρυλικό τσιµέντο 

πρέπει να ληφθούν υπόψη. 

Η απορρόφηση οστού αποτέλεσε σηµαντικό πρόβληµα στις προσθέσεις µηριαίου 

οστού χωρίς ακρυλικό τσιµέντο οι οποίες και απαιτούν µεγαλύτερη ακρίβεια σε σχέση µε 

τα εµφυτεύµατα ακρυλικού τσιµέντου (επειδή πρέπει να γεµίσουν το εσωτερικό κανάλι 

του µηριαίου οστού). ∆εδοµένου ότι τα υλικά των προσθέσεων συνήθως έχουν ένα πολύ 

µεγαλύτερο µέτρο ελαστικότητας σε σχέση µε το οστό που τις υποστηρίζει (ακόµη και 10 

φορές µεγαλύτερο), ένας βαθµός προστασίας έναντι τάσεων είναι αναπόφευκτος. Η 

προκύπτουσα, λοιπόν, µείωση των πιέσεων αντιστοιχεί σε παρατηρούµενες περιοχές 

απορρόφησης οστού και εποµένως αστοχία του εµφυτεύµατος 

Ανάλυση της επίδρασης διαφορετικών τύπων εµφυτευµάτων ισχίου στην αλλαγή 

της µηχανικής φόρτισης και της οστικής ανακατασκευής στο µηριαίο οστό έχει 

πραγµατοποιηθεί από τους Wiade et al (2003). Η συγκεκριµένη έρευνα απέδειξε 

πειραµατικά και θεωρητικά ότι η µικρότερη κλινική επιτυχία του εµφυτεύµατος Muller-

Curved σε σχέση µε το Lubinus SPII οφείλεται στη διαφορετική διαδικασία προσαρµογής 

που προκαλούν οι διαφορετικές συνθήκες µετά την εµφύτευση. 

Οι García et al. (2002) παρουσίασαν µια ποιοτική υπολογιστική µελέτη της 

µακράς περιόδου οστικής εξέλιξης, ειδικά του ανθρώπινου µηριαίου οστού όπου 

διαφορετικοί τύποι εµφυτευµάτων έχουν εφαρµοστεί ώστε να σταθεροποιήσουν διάφορα 

είδη βλαβών.  

Αρχικά, πραγµατοποίησαν µια συγκριτική ανάλυση µεταξύ δύο προσθέσεων 

ολικής αντικατάστασης ισχίου ευρέως χρησιµοποιούµενων, όπως η Exeter και η SHP. Και 

οι δύο προσθέσεις έδωσαν παρόµοια αποτελέσµατα, το ποσοστό της απορρόφησης οστού 

εξαιτίας της πρόσθεσης αυξάνεται κοντά στο κεντρικό τµήµα εκτός από το άκρο της 

πρόσθεσης όπου στην πραγµατικότητα ένας συγκεντρωτής προστίθεται για την αποφυγή 

αυτής της συνέπειας.  

Στη συνέχεια, µελέτησαν την θεραπεία βλαβών του κεντρικού µηριαίου οστού µε 

εσωτερικές (intramedular) και εξωτερικές (extramedular) σταθεροποιήσεις. Ως εσωτερική 

µελετήθηκε η Gamma nail ενώ ως εξωτερική το δυναµικό σύστηµα ισχίου (DHS). 

Συµπέραναν δε διαφορετικές συµπεριφορές: Για την Gamma nail παρατηρήθηκε 

απορρόφηση οστού µεταξύ καρφιού και βιδών και απόθεση οστού σε περιφερικό τµήµα. 

Για την DHS παρατηρήθηκε απορρόφηση του οστού ακριβώς κάτω από την κεφαλή του 

µηριαίου οστού ενώ απόθεση οστού δίπλα στις τέσσερις χρησιµοποιούµενες βίδες.  
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Τέλος, µελέτησαν περιφερικές βλάβες µε θεραπεία από πλάκες (LISS plate) ή 

βίδες (DFN) και συµπέραναν διαφορετική συµπεριφορά. Όσον αφορά στη LISS 

παρατηρήθηκε µια καθαρή απορρόφηση οστού στη ζώνη της βλάβης, ενώ µια απόθεση 

στη ζώνη δίπλα στην πλάκα. Στην DFN παρατηρήθηκε απλά µια απορρόφηση οστού στο 

φλοιώδες στρώµα στην περιοχή της βλάβης. Έτσι, κατέληξαν ότι η DFN παράγει 

µικρότερη απορρόφηση οστού και βοηθά στην καλύτερη κατανοµή της τάσης στο οστό. 

Σε αντιστοιχία µε τα εµφυτεύµατα ισχίου, για τον ανασχηµατισµό του γονάτου 

γίνεται αντικατάσταση µιας νοσηρής ή φθαρµένης επιφάνειας της άρθρωσης µε µία 

τεχνητή. Αυτή η µορφή θεραπείας θεωρείται αποδεκτή και επιτυχηµένη. Τα εµφυτεύµατα 

από υψηλής πυκνότητας πολυαιθυλένιο (UHMWPE) και µεταλλικά εξαρτήµατα 

άρθρωσης εµφάνισαν µειονεκτήµατα όταν εφαρµόστηκαν σε νεαρά, πιο ενεργητικά άτοµα 

και σε όσα ήταν παχύσαρκα. Υψηλές φορτίσεις οδηγούσαν σε φθορά το UHMWPE κάτι 

που µπορούσε να οδηγήσει και σε φλεγµονώδη αντίδραση του ιστού. Ο συνδυασµός 

αυτών των µηχανικών και βιολογικών φαινοµένων οδηγούσε σε αστοχίες υλικού και 

χαλάρωση της σύνδεσης. Έτσι σε έρευνα που παρουσίασαν οι Wevers, Dujovne, 

Guzzwell και Cooke (1991) µελέτησαν τη βελτίωση του σχεδιασµού εµφυτευµάτων µέσω 

της ανάλυσης της µορφολογίας, της σκληρότητας του κνηµιαίου οστού και των 

χαρακτηριστικών αντοχής του σε φόρτιση. Θεώρησαν λοιπόν ότι ο σχεδιασµός και ο 

έλεγχος της διαδικασίας θα πρέπει να έχει την ακόλουθη ροή: οι πληροφορίες και γνώσεις 

που υπάρχουν για τη φυσιολογία του οστού καθώς και κλινικά αποτελέσµατα 

εµφυτευµάτων συνδυάζονται για το σχεδιασµό του νέου εµφυτεύµατος. Ακολουθεί η 

ανάλυση πεπερασµένων στοιχείων, ο έλεγχος εγκυρότητάς της και τέλος η παραγωγή 

πρωτοτύπου. Στη συνέχεια ακολουθεί εφαρµογή αυτού (ζώα, κλινική) η οποία λειτουργεί 

και ως ανάδραση για τη βελτίωση του σχεδιασµού. 

Ένα παράδειγµα των νέων συνθηκών φόρτισης που εµφανίζονται µετά την 

εµφύτευση είναι το εξής: Τα µοντέλα που χρησιµοποιήθηκαν έδειξαν ότι το πιο κεντρικό 

επιφυσιακό φλοιώδες οστό δέχεται φόρτιση ενώ πριν την εµφύτευση το ακέραιο κνηµιαίο 

κεντρικό φλοιώδες οστό (επίφυση) δεν είχε. Παρόλα αυτά οι αναπτυσσόµενες τάσεις 

παραµένουν πολύ µικρότερες από την αντοχή των χρησιµοποιούµενων υλικών. 

Συµπέραναν επίσης ότι οι τεχνητές αντικαταστάσεις θα πρέπει να ταιριάζουν µε τα 

χαρακτηριστικά του φυσικού κνηµιαίου οστού το οποίο δε συνέβαινε µε τα έως τότε 

σχέδια ολικού ανασχεδιασµού γονάτου. Υλικά όπως κράµατα κοβαλτίου – χρωµίου ή 

τιτάνιο είναι πολύ πιο δύσκαµπτο από το οστό και οδηγούν σε αύξηση της δυσκαµψίας 

και µη φυσιολογική φόρτιση. Ο σχεδιασµός λοιπόν νέων εµφυτευµάτων θα πρέπει να 

ρυθµιστεί έτσι ώστε να αναπαριστά καλύτερα τη φυσιολογία του κνηµιαίου οστού και να 

προσδίδει βελτιωµένη απόδοση και µακροζωία. Παράδειγµα της συγκεκριµένης 

προσέγγισης αποτελεί και ο σχεδιασµός της εύκαµπτης πλάκας που προτείνεται στη 

συγκεκριµένη µελέτη. 
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Η περιπροσθετική προσαρµοστική οστική ανακατασκευή ύστερα από ολική 

αρθοπλαστική οστού µπορεί να προσοµοιωθεί σε υπολογιστικά µοντέλα, συνδυάζοντας τη 

θεωρία οστικής ανακατασκευής µε την ανάλυση πεπερασµένων στοιχείων. 

Χρησιµοποιώντας αντιπροσωπευτικά δείγµατα οστών, που είχαν αναλυθεί σε 

προηγούµενες µελέτες µε µέτρηση απορρόφησης ακτινών Χ (DEXA) (Engh 1992, 1994, 

1995) και βιντεοµέτρηση πυκνότητας (McGovern et al. 1994), οι Kerner et al. 1999 

κατασκεύασαν ειδικά τριδιάστατα µοντέλα πεπερασµένων στοιχείων και εφάρµοσαν 

προσοµοιώσεις οστικής ανακατασκευής σε αυτά. Η προβλεπόµενη απώλεια οστού που 

προέκυψε από τη µελέτη αντιστοιχίζεται πολύ καλά µε τις µετρήσεις DEXA. Το ποσό 

αυτής της απώλειας βρέθηκε να είναι αντίστροφα ανάλογο της αρχικής µεταλλικής 

σύστασης του οστού.  

Συµπέραναν λοιπόν ότι η ίδια κλινικά παρατηρούµενη αναλογία µπορεί να 

ερµηνευθεί από τη µηχανικά οφειλόµενη ανακατασκευή. Αυτή η ανακάλυψη αυξάνει τη 

χρησιµότητα της εφαρµογής  του αριθµητικού προ-κλινικού ελέγχου στην ανάλυση της 

αλληλεπίδρασης µεταξύ σχεδιασµού εµφυτεύµατος και αρχικής κατάστασης του οστού. Η 

οστική ανακατασκευή µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την πρόβλεψη της µορφογένεσης του 

οστού όπως και των αλλαγών που εισάγονται από προσθετικά εµφυτεύµατα οι οποίες 

µπορεί να παράγουν οστεοπόρωση, αστάθειες εµφυτεύµατος κ.α. Το πορώδες του οστού 

αποτελεί ην πιο σηµαντική µεταβλητή που επηρεάζεται από τη διαδικασία 

ανακατασκευής. Για αυτό το λόγο τα περισσότερα µοντέλα χρησιµοποιούν το πορώδες ή 

ισοδύναµα τη φαινόµενη πυκνότητα για τον καθορισµό της κατάστασης ανακατασκευής.  

Σε µελέτη σχετικά µε τη σχέση της δοµής των ακτινογραφιών και τις αλλαγές στην 

οστική πυκνότητα που πραγµατοποίησαν οι Wilding et al (1994) κατέληξαν στα 

ακόλουθα συµπεράσµατα:  

• Ο προσανατολισµός της διαβάθµισης στην ακτινογραφία εµφανίζεται να αναπαριστά 

τους κύριους προσανατολισµούς των δοκίδων του οστού. 

• Η κλασµατική δοκιδοειδής διάσταση του οστού ίσως είναι ένας χρήσιµος δείκτης των 

ηλιακών αλλαγών λόγω της οστεοπόρωσης. 

• Το οστό µεταβάλλεται αποκρινόµενο στην παρουσία ενός εµφυτεύµατος, ιδιαίτερα 

στην περιοχή του οστού πλησιέστερα στο «λαιµό» του εµφυτεύµατος. 

• Τέλος, οι αλλαγές στο οστό που υποστηρίζει τα εµφυτεύµατα δείχνουν να 

εµφανίζονται ανεξάρτητα στον ίδιο ασθενή. 

4.3.5 Σε σπόνδυλο 

Xinghua et al (2002) [8] 
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Βασιζόµενοι στα µοντέλα των Weinans et al. (1992) και Mullender et al. (1994), 

που περιγράφηκαν πιο πάνω, οι Xinghua et al. (2002) εισήγαγαν δύο µη-γραµµικότητες 

στη σχέση της οστικής ανακατασκευής: το συντελεστή ανακατασκευής B(t) και το βαθµό 

της µη-γραµµικής εξίσωσης ανακατασκευής α.  

Πρότειναν λοιπόν το ακόλουθο τροποποιηµένο µοντέλο: 

( ) ( ( ) ( ) )1
),(

1

−⋅⋅= ∑
=

αβ
ρ

i

N

i
i xftB

dt

txd
    (σχέση 4.16) 

και     cbx ρρ ≤< )(0  

  µε Ν των αριθµό πεπερασµένων κελιών και 

     α σταθερό συντελεστή. 

Όπου     
( )
k

iU

i

a
i ρ

β =     και   ( )∑
=

=
n

i
ia UnU

1

1  µε  

n τον αριθµό των υποθέσεων φόρτισης και  

Ui τη φαινόµενη πυκνότητα τροπικής ενέργειας για την υπόθεση φόρτισης i. 

Το µοντέλο τους αυτό το εφάρµοσαν σε δύο περιπτώσεις: µία πλάκα µε κεκλιµένη 

φόρτιση και ένα 2-διάστατο µοντέλο της τοµής ενός σπονδύλου.  

Για τον συντελεστή B(t) επιλέχθηκε η έκφραση: 

T
t

T BeBBtB +−= 02,0
0 /)()(  (σχέση 4.17) 

όπου Β0 είναι η αρχική (µέγιστη) τιµή του Β και ΒΤ η τελική (ελάχιστη) τιµή.  

Η πρώτη περίπτωση της πλάκας είναι ίδια µε εκείνη που εφαρµόστηκε παλαιότερα 

από τους Mullender et al. (1994). Στη δεύτερη περίπτωση του σπονδύλου εφαρµόστηκαν 

 
Σχήµα 4.1  Μοντέλο σπονδύλου που χρησιµοποιήθηκε από τους Xinghua et al (2002) 
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φορτίσεις αντιπροσωπευτικές για το σπόνδυλο σε νεαρό και σε ηλικιωµένο άτοµο.Το 

µοντέλο του σπονδύλου που χρησιµοποιήθηκε ήταν δε αυτό το σχήµατος 4.1. 

Jovanovic et al (2004) Κεφάλαιο 1ο[7] 

Η γνώση των µηχανισµών της οστικής ανακατασκευής είναι ιδιαιτέρως σηµαντική 

για τον σχεδιασµό εµφυτευµάτων καθώς µας καθιστά ικανούς να ελέγξουµε τη 

συµπεριφορά του οστικού ιστού κάτω από τις νέες συνθήκες µηχανικής φόρτισης, µετά 

την εµφύτευση, οι οποίες και αρχικοποιούν την ανακατασκευή. Η εφαρµογή αυτή 

αποτέλεσε αντικείµενο αρκετών ερευνών όπως των Huiskes et al. 1987, Martinez et al. 

1998 και Waide et al. 2003. Στα πλαίσια της ίδιας αρχής οι Jovanovic et al. 2004 

ερεύνησαν τη δυνατότητα δηµιουργίας βιοµηχανικού µοντέλου του οσφυϊκού σπονδύλου 

L5 το οποίο, σχεδιασµένο σύµφωνα µε τη µηχανική φόρτιση που οφείλεται στις 

καθηµερινές δραστηριότητες, θα αποτελέσει αρχικό µοντέλο για την ανάλυση της 

συµπεριφοράς του οστού µετά την εµφύτευση.  

Η προσοµοίωση της ανακατασκευής που χρησιµοποιήθηκε βασίστηκε στο 

µοντέλο των Mullender et al. 1994 [29] όπου κάθε πεπερασµένο στοιχείο περιέχει ένα 

αισθητήριο κύτταρο στο κέντρο βάρους του. Κάθε τέτοιος αισθητήρας αφού διεγερθεί 

από κάποια µηχανική φόρτιση, που εκκινεί την ανακατασκευή του οστού, στέλνει σήµα 

που ισοδυναµεί µε ενεργοποίηση της διαδικασίας προσαρµογής µε εύρος που εκτείνεται 

πέρα από τα όρια των στοιχείων µέσα στα οποία βρίσκονται τα κύτταρα. Η επίδραση 

αυτού του σήµατος στην ανακατασκευή µειώνεται όσο η απόσταση από τη θέση του 

κυττάρου-αισθητήρα αυξάνεται. Αυτή η υπόθεση περιλαµβάνει την επίδραση στην 

ανακατασκευή όλων των κυττάρων – κελιών ανάλογα µε την απόσταση τους από την 

τοποθεσία που η οστική ανακατασκευή λαµβάνει χώρα. Η εξίσωση της οστικής 

ανακατασκευής µπορεί λοιπόν να εκφραστεί ως: 

( ) 







−⋅⋅= ∑

=

k
U

xfB
dt

txd

i

i
n

i
i ρ

ρ

1

),(
      (σχέση 4.18) 

µε  cbρρ ≤<0  

όπου n είναι ο αριθµός των πεπερασµένων στοιχείων,  

         Ui η πυκνότητα τροπικής ενέργειας στο κέντρο βάρος του πεπερασµένου στοιχείου, 

          ρi η πυκνότητα του οστού,  

          k η τιµή διέγερσης αναφοράς και  

          B η σταθερά της οστικής ανακατασκευής.  
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Η συνάρτηση fi (x) είναι η συνάρτηση χωρικής επίδρασης που προσοµοιάζει την επιρροή 

των κυττάρων-αισθητήρων στον γειτονικό οστικό ιστό: 

( ) D

xd

i

i

exf
)(

−
=  

όπου di (x) είναι η απόσταση από το κύτταρο-αισθητήρα µέχρι τη θέση x και  

         D το εύρος της επίδρασης του κυττάρου-αισθητήρα.  

Το µέτρο ελαστικότητας του Young θεωρήθηκε ότι καθορίζεται από την εξίσωση:  

 γρ⋅= CE  

µε C, γ σταθερές και  

      ρ η οστική πυκνότητα. 

O Mullender µετέτρεψε τη διαφορική εξίσωση της οστικής ανακατασκευής 

χρησιµοποιώντας σταθερό χρονικό βήµα ∆t στην ακόλουθη µορφή: 

( ) 







−⋅⋅⋅∆=∆ ∑

=
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xfBttx
i

i
n

i
i ρ

ρ
1

),(   (σχέση 4.19) 

cbρρ ≤<0  

Νέα τιµή της πυκνότητας κάθε πεπερασµένου στοιχείου µπορεί εποµένως να καθοριστεί 

από την ακόλουθη έκφραση:  

),(),(),( txtxttx ρρρ ∆+=∆+  

Η ανακατασκευή σε κάθε πεπερασµένο στοιχείο θεωρείται ότι συγκλίνει όταν µία από τις 

ακόλουθες τρεις συνθήκες ικανοποιηθεί : 

(i) ο λόγος µεταξύ πυκνότητας τροπικής ενέργειας και οστικής πυκνότητας φτάσει την 

τιµή της προκαθορισµένης διέγερσης αναφοράς Κ,  

(ii) επιτευχθεί η πυκνότητα του φλοιώδους οστού ρ=ρcb, 

(iii) εµφανισθεί πλήρης απορρόφηση οστού πεπερασµένου στοιχείου 301,0
cm

g
=ρ . 

Η συµπεριφορά σύγκλισης της οστικής ανακατασκευής µπορεί να ερευνηθεί µε την 

αντικειµενική συνάρτηση F που καθορίζεται από την ακόλουθη έκφραση:  

∑∑
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     (σχέση 4.20) 
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όπου m είναι ο αριθµός των πεπερασµένων στοιχείων στα οποία η οστική ανακατασκευή 

συνεχίζεται.  

Οι τιµές των σταθερών παραµέτρων του µοντέλου που χρησιµοποιήθηκαν στη 

συγκεκριµένη µελέτη είναι:  

mmD 5,0=  

( ) ( )unittimeMPacmgB ⋅= //1
23

, 

3/74,1 cmgcb =ρ , 

( )23/100 cmgMPaC = , 

2=γ , 

3,0=ν ο λόγος του Poisson, 

3
0 /8,0 cmg=ρ η πυκνότητα του οστού σε όλα τα πεπερασµένα στοιχεία στην έναρξη 

της προσοµοίωσης της οστικής ανακατασκευής.  

Οι υπόλοιπες παράµετροι του µοντέλου επιλέχθηκαν έτσι ώστε η ευστάθεια της 

οστικής ανακατασκευής να παραχθεί ενώ η τελική δοµή του οστικού ιστού να είναι 

παρόµοια µε την πραγµατική.  

Για την εξαγωγή του γεωµετρικού τους µοντέλου οι Jovanovic χρησιµοποίησαν ως 

βάση ένα φυσικό µοντέλο του πέµπτου οσφυϊκού σπονδύλου Ο5. Το τριδιάστατο µοντέλο 

του παράχθηκε στο περιβάλλον του γεωµετρικού µοντελοποιητή Mechanical Desktop 6 

από αυτόµατο γενετή γεωµετρικών µοντέλων σπονδύλων που παρουσιάστηκε σε 

παλαιότερη εργασία τους (2002).Το παραπάνω τριδιάστατο γεωµετρικό µοντέλο 

χρησιµοποιήθηκε ως βάση για τη δηµιουργία του διδιάστατου γεωµετρικού µοντέλου της 

κατακόρυφης τοµής του σώµατος του σπονδύλου. Αντίστοιχα, το παραπάνω διδιάστατο 

µοντέλο χρησιµοποιήθηκε ως βάση για τη γένεση πλέγµατος επίπεδων γραµµικών 

ισοπαραµετρικών στοιχείων µε κόµβους σε κάθε γωνία. Η διαδικασία θεωρήθηκε ότι 

ολοκληρώθηκε όταν η οστική ανακατασκευή έλαβε τέλος σε κάθε πεπερασµένο στοιχείο. 

Παρά τις διάφορες απλοποιήσεις και υποθέσεις, όπως ο ισχυρισµός ότι το µοντέλο ήταν 

διδιάστατο, η πρόχειρη προσέγγιση της σχέσης µέτρου ελαστικότητας και πυκνότητας 

αλλά και η επιλογή της πυκνότητας τροπικής ενέργειας ως µηχανικής διέγερσης, η 

κατανοµή οστικής πυκνότητας που προέκυψε ήταν πολύ κοντά στην πραγµατική. 

4.3.6 Προβλήµατα υπολογιστικών µεθόδων 

Ενώ οι προβλέψεις των διάφορων θεωριών οστικής ανακατασκευής είχε γίνει 

αντικείµενο πολλών µελετών, η ευστάθεια των µαθηµατικών µοντέλων που 
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χρησιµοποιήθηκαν για να εξάγουν αυτές τις θεωρίες δεν είχαν µελετηθεί ευρέως (Weinans 

et al. 1989, Carter et al. 1989). 

∆ύο τύποι ασυνεχειών έχουν παρατηρηθεί στις αριθµητικές προσοµοιώσεις της 

οστικής ανακατασκευής (Weinans 1992, Jacobs 1995). Ο πρώτος τύπος («κοντινού 

πεδίου») εµφανίζεται σε περιοχές κοντά σε εφαρµογή κατανεµηµένης φόρτισης και 

χαρακτηρίζεται από διάταξη «σκακιέρας» της πυκνότητας όπου γειτονικά ανασκευασµένα 

στοιχεία µπορούν είτε να είναι κορεσµένα ή εντελώς απορροφηµένα.  

Ο δεύτερος τύπος ασυνέχειας («µακρινού πεδίου») εµφανίζεται µακριά από την 

εφαρµογή φόρτισης και χαρακτηρίζεται από περιοχές στοιχείων µε µορφή «κολώνας», 

ενώ γειτονικές περιοχές είναι πλήρως απορροφηµένες. Πιστεύεται ότι ο δεύτερος τύπος 

ασυνέχειας είναι µια ακριβής αναπαράσταση της φυσιολογίας του οστού, ενώ ο πρώτος 

τύπος σχετίζεται µε την εφαρµογή της διακριτοποίησης των πεπερασµένων στοιχείων. Οι 

Chen et al. (2006) θεωρώντας ότι το φαινόµενο «σκακιέρας» οφείλεται στην προσέγγιση 

µε βάση τα πεπερασµένα στοιχεία (elements), εφάρµοσαν µια προσέγγιση µε βάση τους 

κόµβους (nodes) και σύγκριναν τα αποτελέσµατα των δύο προσεγγίσεων. Επίσης, 

σύγκριναν τις αριθµητικές µεθόδους σύγκλισης Euler προς τα εµπρός (forward-method) 

και Adams-Bashforth πρώτης τάξης ως προς την ακρίβεια που παρέχουν αλλά και τον 

απαιτούµενο χρόνο σύγκλισης.  

Θεώρησαν ως εξίσωση της οστικής ανακατασκευής την:  
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Ο απλούστερος αριθµητικός αλγόριθµος για την επίλυση της είναι η προς τα εµπρός 

µέθοδος Euler που δίνεται από: nnn fh+=+ ρρ 1 ,µε nn tth −= +1 να είναι το µέγεθος 

του βήµατος, )( nn tρρ = και ),( nnn tff ρ= . 

Η µέθοδος αυτή δε συστήνεται για οποιαδήποτε πρακτική χρήση καθώς: (α) δεν 

είναι ιδιαίτερα ακριβής και (β) δεν είναι ιδιαίτερα ευσταθής. Έτσι, εισήγαγαν την Adams-

Bashforth πρώτης τάξης: 

 
001 fh+= ρρ
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nnnn ffhρρ

 

µε 1≥n  , που χρησιµοποιεί τις λύσεις στις χρονικές στιγµές t n-1 και t n για να 

προσεγγίσει τη λύση στην t n+1. Επειδή οι λύσεις στις στιγµές t n-1 και t n είναι ήδη 

διαθέσιµες, δεν απαιτείται κανένα επιπλέον υπολογιστικό κόστος.  

Συµπέραναν τα ακόλουθα: Η «µακρινού πεδίου» ασυνέχεια εµφανίστηκε και στις 

δύο προσεγγίσεις κι έτσι θεωρήθηκε ότι είναι ακριβής αναπαράσταση της µορφολογίας 
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του οστού. Στη βασισµένη στα στοιχεία προσέγγιση η κατανοµή της πυκνότητας είχε 3 

κολώνες, ενώ στη βασισµένη στους κόµβους προσέγγιση είχε 2 κολώνες ۛκατανοµή που 

θεωρείται και πιο ακριβής. Η «κοντινού πεδίου» ασυνέχεια εµφανίστηκε µόνο στη 

βασισµένη στα στοιχεία προσέγγιση και θεωρήθηκε ότι σχετίζεται µε την εφαρµογή της 

διακριτοποίησης των πεπερασµένων στοιχείων. Παρόλα αυτά η βασισµένη στους κόµβους 

προσέγγιση απαιτούσε περίπου πέντε φορές περισσότερο υπολογιστικό κόστος. Τέλος, 

υποστήριξαν ότι η µέθοδος πρώτης τάξης Adams-Bashforth είναι ταχύτερη και 

ακριβέστερη από την Euler. Εποµένως, πρότειναν ως καταλληλότερη ανάλυση της 

οστικής ανακατασκευής τη βασισµένη στους κόµβους προσέγγιση σε συνδυασµό µε τη 

µέθοδο αριθµητικής επίλυσης Adams-Bashforth πρώτης τάξης.   

4.3.7 Οστική Ανακατασκευή ως βελτιστοποίηση 

Ο αλγόριθµος που παρουσίασαν οι Bendsøe και Kikuchi(1988), για τα 

προβλήµατα βελτιστοποίησης τοπολογίας, όταν εφαρµόστηκε για τον προσδιορισµό της 

κατανοµής του οστού έδειξε να υποστηρίζει τις υποθέσεις του Wolff. Μια πρώτη 

πρωτοτυπία που εµφανίστηκε εδώ ήταν η µετατροπή του αρχικού προβλήµατος σε ένα 

πρόβληµα κατανοµής υλικού, όπου σύνθετα υλικά χρησιµοποιήθηκαν ως το βασικό 

υλικό. Μια άλλη πρωτοτυπία ήταν η εφαρµογή της θεωρίας οµογενοποίησης (Bensoussan, 

Lions, Papanikolau 1978 και Murat,Tartar 1997) για τον καθορισµό των µακροσκοπικών 

ιδιοτήτων υλικού από τα µικροσκοπικά συστατικά υλικού (Allaire 2002, Bendsøe 1989, 

Diaz-Sigmund 1992, Pedersen 1989). Η προσέγγιση αυτή ακολουθήθηκε και για την 

επίλυση προβληµάτων ανακατασκευής όπως στις µελέτες των Bagge (2000), Fernandes et 

al. (1998), Pedersen (1999) και των Machado-Trabucho (2004) κι επίσης έδωσε 

αποτελέσµατα σε συµφωνία µε το νόµο του Wolff (προσανατολισµός ανισοτροπίας 

ανάλογος µε την κατανοµή των τάσεων). 

Folgado et al. (2004) [34] 

Η οστική ανακατασκευή σε πολλές µελέτες έχει προσοµοιωθεί ως διαδικασία µε 

βάση προσεγγίσεις βελτιστοποίησης. Έχουν παρουσιαστεί διάφορες αντικειµενικές 

συναρτήσεις ως παράγοντες βελτιστοποίησης, µεταξύ των οποίων: α) η κατανοµή µιας 

σταθερής µάζας του οστικού ιστού βελτιστοποιείται µε σκοπό την ελαχιστοποίηση της 

τροπικής ενέργειας στη δοµή του οστού, β) το βάρος ελαχιστοποιείται για µία δεδοµένη 

δυσκαµψία της δοµής του οστού, γ) ένα άθροισµα της συνολικής λανθάνουσας ενέργειας 

µε συντελεστές βαρύτητας και ένα σύστηµα µέτρησης της µάζας στη δοµή του οστού 

χρησιµοποιούνται ως συνάρτηση βελτιστοποίησης. 

Η οστεοπόρωση είναι µια ασθένεια που οδηγεί σε µείωση της οστικής µάζας, 

αυξάνοντας τον κίνδυνο βλάβης ακόµη και για µικρές φορτίσεις. Σε σχετική έρευνά τους 

οι Folgado et al. (2004) µελέτησαν τη συµπεριφορά του οστού εξαιτίας της µείωσης της 

µάζας του λόγω της οστεοπόρωσης. Το µοντέλο οστικής ανακατασκευής που 
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χρησιµοποίησαν βασίζεται στη βελτιστοποίηση της δοµής και είχε παρουσιαστεί από τους 

Fernandes et al. (1999). Το µοντέλο αυτό συνδυάζει ένα κριτήριο δυσκαµψίας µε 

µεταβολικούς παράγοντες για τον έλεγχο της οστικής µάζας. Συγκεκριµένα, το πρόβληµα 

της ανακατασκευής θεωρήθηκε ότι σε διακριτή µορφή µπορεί να εκφραστεί ως: 

 ( )







⋅+∑

=

NC

P

PPP

q
qVuf

1
,

min βα
θ

   (σχέση 4.21) 

όπου οι µετατοπίσεις u
P
 είναι λύσεις του συνόλου των ακόλουθων σχέσεων:  

PP fuqK =),( θ όπου  

Pf το σύνολο των φορτίσεων επιφανείας, 

NC ο αριθµός των εφαρµοζόµενων φορτίσεων, 

P η κάθε φόρτιση και  

V το συνολικό ποσό της οστικής µάζας. 

Οι σχεδιαστικές παράµετροι q είναι οι παράµετροι κελιών (a για κλειστό κελί και b για 

ανοικτό) και ισχύει: 10 ≤≤ iq , ενώ θ είναι ο προσανατολισµός κάθε κελιού. Για τους 

συντελεστές βαρύτητας κάθε φόρτισης Pa ισχύει: ∑
=

=
NC

P

P

1

1α . 

Τέλος, χρησιµοποιήθηκε η µεταβλητή β που αντιστοιχεί στο µεταβολικό κόστος της 

απόθεσης οστού για κάθε ξεχωριστό άτοµο και περιλαµβάνει βιολογικούς παράγοντες 

όπως ηλικία, ορµονική κατάσταση, ασθένεια κλπ. Στη συγκεκριµένη περίπτωση η β 

αντιστοιχεί σε υψηλό επίπεδο οστεοπόρωσης κι έτσι σε χαµηλή τιµή οστικής µάζας. Οι 

συνθήκες ισορροπίας όπου δε λάµβανε χώρα καµία ανακατασκευή ήταν δε οι ακόλουθες: 

( ) ( )
0

,

1

=








∂
∂

−
∂

∂∑
=

NC

P i

P

i

PP

q

qV
u

q

qK
ua β

θ
  και  

( )
0

,

1

=







∂

∂∑
=

NC

P

PPP u
qK

ua
θ
θ
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Ακόµη, το σπογγώδες οστό µοντελοποιήθηκε από ένα πορώδες υλικό µε περιοδική 

ορθοτροπική µικροδοµή, εφαρµόζοντας διαφορετικές αλλαγές των ελαστικών ιδιοτήτων 

σε διαφορετικές κατευθύνσεις υλικού. Χρησιµοποιήθηκαν 2 διαφορετικές µικροδοµές στο 

µοντέλο αυτό: ένα κλειστό µοναδιαίο κελί (κυβικό µε πρισµατική κοιλότητα) και ένα 

ανοιχτό µοναδιαίο κελί για µία καλύτερη προσέγγιση. Στη συνέχεια το µοντέλο αυτό 

εφαρµόστηκε για τη µελέτη ενός ανθρώπινου σπονδύλου.  
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Σχήµα 4.1 Κλειστό κελί Σχήµα 4.2 Ανοιχτό κελί 

Ισχύει 10 ≤< µ  µε 10 << µ  για το σπογγώδες οστό και 1=µ  για το φλοιώδες 

οστό. 

 

Σχήµα 4.3 Μοντέλο υλικού για το σπογγώδες οστό σύµφωνα µε Folgado et al(2004) 

Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι όταν το επίπεδο οστεοπόρωσης αυξάνεται (αύξηση 

µεταβλητής β),οι ιδιότητες του υλικού ευθυγραµµίζονται µε την κατεύθυνση της 

κυρίαρχης φόρτισης έχοντας µικρότερη µείωση της δυσκαµψίας από ότι στις άλλες 

κατευθύνσεις. Συνεπώς, όταν η ολική οστική µάζα µειώνεται ۛ η διαφορά µεταξύ 

µηχανικών ιδιοτήτων σε διαφορετικές κατευθύνσεις ορθοτροπίας αυξάνεται. Τέλος, 

παρατηρήθηκε ότι τα ανοιχτά κελιά έδωσαν πιο ρεαλιστικά αποτελέσµατα σε σχέση µε τα 

κλειστά. 

4.3.8 Εξωτερική ανακατασκευή οστού 

Θεωρώντας ότι το ιστορικό της φόρτισης είναι υπεύθυνο για τη γεωµετρία του 

ανθρώπινου οστού (Pauwels 1965), οι Mittlemeier et al. 1994 [10] ερεύνησαν τις 

συνθήκες φόρτισης που είναι υπεύθυνες για τη γεωµετρία της διάφυσης του ανθρώπινου 

µηριαίου οστού. Αξονική θλίψη, στρεπτικές και καµπτικές δυνάµεις εφαρµόστηκαν 
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ανεξάρτητα, κατά σειρά ή σε διάφορους συνδυασµούς. Επιπρόσθετα, ιδιαίτερη προσοχή 

δόθηκε στην προσοµοίωση της γραµµής δράσης της αντίστοιχης µυϊκής οµάδας. Αφού 

κατασκεύασαν ένα κατάλληλο πλέγµα πεπερασµένων στοιχείων, εισήγαγαν ένα λεπτό 

επιφανειακό στρώµα στην εξωτερική επιφάνεια (περιόστεο) του κυλίνδρου που 

χρησιµοποιήθηκε για την προσοµοίωση της διάφυσης του µηριαίου οστού. Το στρώµα 

αυτό είχε µέτρο ελαστικότητας 400 φορές µικρότερο από εκείνο της κεντρικής δοµής. 

Υπολογίζοντας τις αναπτυσσόµενες τάσεις κατά Von Misses σv και αφαιρώντας µια τάση 

αναφοράς σRef προκύπτει: 

fvD Reσσσ −=       (σχέση 4.22) 

 όπου  ( ) ( ) ( )[ ] 2
1

2
13

2
32

2
21 σσσσσσσ −+−+−=v  

Η προκύπτουσα διαφορά τάσης τέθηκε ίση µε ένα θερµοκρασιακό πεδίο που 

θερµαίνει την όλη δοµή κι έτσι διαστέλλεται το λεπτό στρώµα που την καλύπτει. Ο 

συντελεστής θερµικής διαστολής στο λεπτό επιφανειακό στρώµα τίθεται α=1, ενώ στο 

κεντρικό υλικό α=0 κι έτσι µόνο το στρώµα αυτό µπορεί να διαστέλλεται ή να 

συστέλλεται. Οι θερµικές παραµορφώσεις που προκύπτουν αφού αυξηθούν µε ένα λογικό 

παράγοντα, ώστε να εκφραστούν σε ορατές µετατοπίσεις, προστίθενται στις 

συντεταγµένες των κόµβων της µη παραµορφωµένης δοµής. Μετακινώντας το εσωτερικό 

όριο του στρώµατος, το πάχος του παραµένει σταθερό ενώ µεταβάλλεται η κεντρική 

δοµή. Εφαρµόζοντας το µοντέλο αυτό, συµπέραναν ότι οι συνηθισµένες υποθέσεις 

φόρτισης (θλίψη, στρέψη, κάµψη) αλλά και οι συνδυασµοί αυτών (µε διαφορετική 

µάλιστα χρονική σειρά) δεν είναι ικανές να παράγουν µια µορφολογία αντίστοιχη αυτής 

που συναντάται στο µηριαίο οστό. Επίσης, η αξονική φόρτιση και η επίδραση του 

σωµατικού βάρους µπορούν να αµεληθούν ως µη αποφασιστικοί παράγοντες. Αντίθετα, η 

σύγκριση του µαθηµατικού µοντέλου µε τρία ex vivo δείγµατα µηριαίου οστού έδειξε ότι 

πρέπει να αναλυθούν οι κύρια δρώσες δυνάµεις µε ιδιαίτερη έµφαση στο ρόλο των 

δυνάµεων από τους µύες ως παράγοντες καθορισµού της µορφολογίας 
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5.1  Πυκνότητα τροπικής ενέργειας 

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται µια ανάλυση για το µέγεθος της πυκνότητας 

ελαστικής ενέργειας παραµόρφωσης που θα βοηθήσει στην κατανόηση της έννοιάς του. 

[18]. 

Αν εφαρµοστεί µία αξονική δύναµη P (εφελκυστική ή θλιπτική) σε µία ράβδο 

µήκους L και διατοµής A η ράβδος θα επιµηκυνθεί κατά dδ (ή θα συµπιεστεί κατά dδ αν 

πρόκειται για θλίψη). Το διάγραµµα P-δ χαρακτηρίζει το υλικό από το οποίο αποτελείται 

η ράβδος. Το στοιχειώδες έργο δε που παράγει το φορτίο P καθώς η ράβδος επιµηκύνεται 

κατά dδ είναι το εξής: 

δδε dP ⋅=       (σχέση 5.1) 

και δίνεται από το εµβαδό της γραµµοσκιασµένης στοιχειώδους επιφάνειας του 

διαγράµµατος P-δ στο Σχήµα 5.1: 

 

Σχήµα 5.1 ∆ιάγραµµα P-δ. 

Το ολικό έργο ε που παράγει η φόρτιση P µέχρι η ράβδος να αποκτήσει µία 

επιµήκυνση δ1 είναι: 

∫ ⋅=
1

0

δ
δε dP

     (σχέση 5.2) 

 Αν δεν υπάρχουν απώλειες (ως θερµότητα) το έργο αυτό αποθηκεύεται στη ράβδο 

µε τη µορφή ενέργειας. Η ενέργεια αυτή, έστω W, καλείται τροπική ενέργεια. Εποµένως 

ισχύει: 

∫ ⋅==
1

0

δ
δε dPW

    (σχέση 5.3) 

 Στην περιοχή αναλογίας του διαγράµµατος P-δ (Σχήµα 5.2), όπου δ⋅= kP ,το 

έργο ε θα είναι: 
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11
2

10 2

1

2

11

δδδδε
δ

Pkdk ==⋅⋅= ∫
   (σχέση 5.4) 

 

Σχήµα 5.2 Περιοχή αναλογίας διαγράµµατος P-δ 

Τα παραπάνω διαγράµµατα εµφανίζουν εξάρτηση από το αρχικό µήκος L της 

ράβδου και το εµβαδό της διατοµής Α. Εποµένως, το έργο ε άρα και η ενέργεια W 

εξαρτάται από αυτά τα µεγέθη. Για να γίνει το διάγραµµα  P-δ ανεξάρτητο, διαιρείται το 

φορτίο P µε το εµβαδό Α ενώ η µήκυνση δ µε το αρχικό µήκος  L. Έτσι προκύπτει το 

διάγραµµα τάσεων-παραµορφώσεων (τροπών), σ-ε. Ένα τυπικό τέτοιο διάγραµµα για 

φλοιώδες και για σπογγώδες οστό διαφορετικών φαινοµένων πυκνοτήτων παρουσιάζεται 

στο σχήµα 5.3:  

 

Σχήµα 5.3 ∆ιάγραµµα τάσεων-παραµορφώσεων για σπογγώδες και φλοιώδες οστό 

Η κλήση των καµπυλών στο Σχήµα 5.3, στην περιοχή της ελαστικής 

παραµόρφωσης αντιπροσωπεύει τη δυσκαµψία του οστού. Όπως φαίνεται λοιπόν από τις 

παραπάνω καµπύλες, ο φλοιώδης οστίτης ιστός είναι πιο δύσκαµπτος, αντέχει 

µεγαλύτερες πιέσεις και παραµορφώνεται λιγότερο σε σχέση µε τον σπογγώδη. Ο 
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σπογγώδης ιστός λόγω της πορώδους σύστασής του έχει µεγαλύτερη δυνατότητα 

απορρόφησης ενέργειας. 

Η µετάβαση αυτή από το διάγραµµα P-δ στο διάγραµµα σ-ε, και η διαίρεση µε Α 

και L των P και δ αντίστοιχα, ισοδυναµεί µε διαίρεση του έργου ε µε τον όγκο 

LAV ⋅= του υλικού εποµένως προκύπτει: 

∫∫ ⋅=⋅=
11

00

εδ
εσ

δ
d

L

d

A

P

V

W
    όπου   

L

d
d

δ
ε =  (σχέση 5.5) 

και ε1 είναι η τροπή που αντιστοιχεί στην επιµήκυνση δ1  

Η τροπική ενέργεια ανά µονάδα όγκου, 
V

W
, ονοµάζεται πυκνότητα τροπικής 

ενέργειας (Strain Energy Density) και αν τη συµβολίσουµε µε U ισχύει: 

∫ ⋅=
1

0

ε
εσ dU       (σχέση 5.6) 

 Εάν το υλικό παρουσιάζει γραµµική ελαστική συµπεριφορά ισχύει εσ ⋅= E  και η 

πυκνότητα τροπικής ενέργειας γράφεται: 

E

E
dEU

22
1

2

2
1

11

2
1

0

1 σ
εσ

ε
εε

ε
=⋅=

⋅
=⋅⋅= ∫   (σχέση 5.7) 

Είναι γεγονός ότι οι περισσότερες κατασκευές λειτουργούν κάτω από το όριο 

αναλογίας του διαγράµµατος σ-E εποµένως έχουν γραµµική ελαστική συµπεριφορά. Αν 

µελετήσει κάποιος το παραπάνω διάγραµµα σ-E για το οστό θα παρατηρήσει ότι για 

συνήθεις φορτίσεις όπως αυτές που αναφέρονται στη βιβλιογραφία (µερικά MPa) το οστό 

βρίσκεται στη γραµµικά ελαστική περιοχή. Εξάγεται, λοιπόν, το συµπέρασµα ότι η 

παραπάνω σχέση για την πυκνότητα τροπικής ενέργειας βρίσκει εφαρµογή στην 

εµβιοµηχανική του οστίτη ιστού. 

 Σηµειώνεται εδώ ότι από τον ορισµό της πυκνότητας τροπικής ενέργειας 

προκύπτει ότι πρέπει σε κάθε αύξηση της τροπής να αντιστοιχεί µια απορρόφηση 

πρόσθετης ενέργειας και όχι απόδοση ενέργειας από το υλικό. Για να ισχύει αυτό θα 

πρέπει η U(e) να είναι θετικά ορισµένη. Αυτό ισοδυναµεί, για τη συγκεκριµένη 

περίπτωσή, µε την απαίτηση η δεύτερη παράγωγος της U(e) να είναι θετική. ∆ηλαδή: 

E
d

Wd

d

dW
=⇒= 2

2

ε
σ

ε
    (σχέση 5.8) 

και προφανώς η απαίτησή αυτή ικανοποιείται πάντα εφόσον είναι   0>E .  

Εάν, είτε η διατοµή Α της ράβδου, είτε το µέτρο ελαστικότητας, είτε η αξονική 

δύναµη Ρ, είτε και τα τρία παραπάνω µεγέθη µεταβάλλονται κατά µήκος του άξονα της 
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ράβδου, είναι δηλαδή συναρτήσεις της απόστασης x από το άκρο της ράβδου, τότε η 

πυκνότητα τροπικής ενέργειας λαµβάνει διαφορετική τιµή σε κάθε σηµείο. Λαµβάνοντας 

υπόψη τη σχέση (5.7) προκύπτει : 

  ( ) ( ) ( )
( ) ( )xAxE

xP
xxU

2

2

11 2

1

2

1
== εσ     (σχέση 5.9) 

Στην περίπτωση αυτή, η τροπική ενέργεια είναι το ολοκλήρωµα της (5.9) στον όγκο 

V όλης της ράβδου: 

 
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )∫ ∫∫∫ ===
L L

Av

dx
xAxE

xP
dAdx

xAxE

xP
UdvW

0 0

2

2

2

2

1

2

1
  (σχέση 5.10) 

Στα µη ελαστικά υλικά, η τάση δεν είναι µονοσήµαντη συνάρτηση της τροπής ε, αλλά 

εξαρτάται από την προηγούµενη ιστορία της φόρτισης. Αν ένα µη ελαστικό υλικό 

αποφορτιστεί, τότε υπάρχει µία παραµένουσα – πλαστική τροπή επ. Έτσι, µόνο ένα µέρος 

της τροπικής ενέργειας αποδίδεται ως έργο, ενώ το υπόλοιπο τµήµα της δεν είναι 

αντιστρεπτό. 

Η τιµή της U(ε1) που προκύπτει παίρνοντας θεε =1 , όπου θε  είναι η τροπή κατά την 

θραύση, ονοµάζεται µέτρο στερρότητας και είναι ίση µε το εµβαδό του ολικού 

διαγράµµατος τάσεων – τροπών. Η τιµή αυτή παριστάνει την ενέργεια ανά µονάδα όγκου 

που απαιτείται για να σπάσει το υλικό, χαρακτηρίζει δηλαδή την ολκιµότητα του υλικού. 

Στην περίπτωση ενός υλικού που υποβάλλεται σε διατµητική τάση τ, η πυκνότητα 

τροπικής ενέργειας µπορεί να γραφεί ως εξής : 

   ∫ ⋅=
1

0

γ

γτ dU       (σχέση 5.11) 

όπου γ είναι η τελική διατµητική τροπή για την οποία ζητείται η U. Αυτό σηµαίνει ότι 

η τροπική ενέργεια είναι ίση µε το εµβαδό του γραµµοσκιασµένου τµήµατος του 

διαγράµµατος διατµητικών τάσεων – διατµητικών τροπών (Σχήµα 5.4). 
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Σχήµα 5.4 ∆ιάγραµµα διατµητικής τάσης - παραµόργωσης 

Στην περίπτωση ελαστικού υλικού (γραµµικό, µη γραµµικό), θα έχουµε  

  τ
γ

=
d

dU
     (σχέση 5.12) 

Εάν το υλικό παρουσιάζει γραµµική ελαστική συµπεριφορά έχουµε από το νόµο του 

Hooke :  

  γτ G=      (σχέση 5.13) 

Αντικαθιστώντας την  (5.13) στην (5.14) βρίσκουµε  

 
G

GU
22

1

2

1 2
2 τ

τγγ ===     (σχέση 5.14) 

Όταν συνυπάρχει αξονική και διατµητική τάση τότε η πυκνότητα ενέργειας 

παραµόρφωσης είναι το άθροισµα της (5.6) και της (5.11). Τέλος, για την ελαστική 

περιοχή, η ολική πυκνότητα στροφικής ενέργειας είναι το άθροισµα της (5.7) και (5.14). 

5.2 Επισκόπηση µοντέλου οστικής ανακατασκευής  

Το 1987 ο Huiskes συνδυάζοντας την εργασία των Cowin και Carter παρήγαγε ένα 

µοντέλο βασισµένο στην πυκνότητα της τροπικής ενέργειας παραµόρφωσης (Strain 

Energy Density) για την πρόβλεψη της εσωτερικής και εξωτερικής ανακατασκευής του 

οστού. Θεώρησε ότι η οστική πυκνότητα αποτελεί τον παράγοντα που χαρακτηρίζει τις 

µηχανικές ιδιότητες του οστού ενώ η πυκνότητα τροπικής ενέργειας αποτελεί τη διέγερση 

για την αλλαγή τους (µέσω αλλαγών στην οστική πυκνότητα). 
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 Σε µετέπειτα µελέτες του µε τους Weinans et al. (1992) [30], [29] αλλά και τους 

Mullender et al. (1994) παρουσίασαν την ακόλουθη διαφορική εξίσωση οστικής 

ανακατασκευής: 

d U
B k

dt

ρ
ρ

 
= ⋅ − 

 
    (σχέση 5.16) 

όπου U είναι η πυκνότητα τροπικής ενέργειας στη συγκεκριµένη τοποθεσία (π.χ. κάθε 

πεπερασµένο στοιχείο), 

ρ η πυκνότητα του οστού στη θέση αυτή,  

k η τιµή διέγερσης αναφοράς και  

B ο συντελεστής της οστικής ανακατασκευής.  

Σε σχετική µελέτη του (2000) ο Huiskes  παρουσίασε ένα υπολογιστικό µοντέλο 

της µεταβολικής διαδικασίας του οστού εξηγώντας τη σηµασία και την 

προσαρµοστικότητα της αρχιτεκτονικής του σπογγώδους οστού ως µια βέλτιστη µηχανική 

κατασκευή. Τέλος, συµπέρανε ότι η µηχανική ανάδραση είναι ένας αποτελεσµατικός 

ρυθµιστής της σύνθετης βιοχηµικής µεταβολικής διαδικασίας. 

5.2.1 Ανάλυση της  διαφορικής εξίσωσης οστικής ανακaτασκευής 5.16 

Εξετάζοντας τη διαφορική εξίσωση 1ης τάξης, (5.16) της οστικής ανακατασκευής 

µε βάση την πυκνότητα τροπικής ενέργειας µπορούµε να κάνουµε την ακόλουθη 

παρατήρηση: Η ποσότητα U ανά πεπερασµένο στοιχείο διαιρείται µε την πυκνότητα του 

πεπερασµένου στοιχείου i πριν συγκριθεί µε την τιµή της αναφοράς k. Αυτό σηµαίνει ότι 

η αναφορά k είναι ‹‹οικουµενική›› καθώς δεν αφαιρείται απλά από την πυκνότητα 

τροπικής ενέργειας αλλά λαµβάνει υπόψη της και την πυκνότητα του κάθε πεπερασµένου 

στοιχείου. Όπως ακριβώς η πίεση εκφράζει την επίδραση που έχει η άσκηση µιας δύναµης 

λαµβάνοντας όµως υπόψη τη διατοµή στην οποία ασκείται, έτσι και η αναφορά k 

εκφράζει την επίδραση που έχει στην πυκνότητα ενός υλικού η πυκνότητα τροπικής 

ενέργειας, λαµβανοµένης όµως υπόψη και της πυκνότητας του υλικού. Ο λόγος 
ρ
U  

εκφράζει, λοιπόν, το ποσοστό της αποθηκευµένης ενέργειας λόγω παραµόρφωσης (και 

άρα το µέγεθος της καταπόνησης) προσαρµοσµένο όµως στην πυκνότητα του στοιχείου.  

Εποµένως: 

• Σε στοιχεία µε µικρότερη πυκνότητα σε σχέση µε άλλα, αρκεί µικρότερη πυκνότητα 

τροπικής ενέργειας ώστε να ξεπεράσουν την τιµή της αναφοράς k και να αυξήσουν 

την πυκνότητά τους ή αντίστροφα η αναφορά k να ξεπεράσει την ποσότητα 
ρ
U
και 

να µειώσουν την πυκνότητά τους. Αντίθετα, στοιχεία µε µεγαλύτερη πυκνότητα θα 
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αυξήσουν ή θα µειώσουν την πυκνότητά τους για µεγαλύτερες τιµές της πυκνότητας 

τροπικής ενέργειας.  

Από τη διαφορική εξίσωση της οστικής ανακατασκευής προκύπτει ότι για ένα πολύ 

µικρό χρονικό διάστηµα ∆t η αντίστοιχη µεταβολή της οστικής πυκνότητας ∆ρ θα είναι:  












−⋅⋅∆=∆ k

U
Bt

ρ
ρ     (σχέση 5.17) 

εποµένως η σταθερά αναλογίας B εκφράζει την αναλογία µε την οποία το άθροισµα των 

διαφορών 











− k

U

ρ
, για κάθε πεπερασµένο στοιχείο, προκαλεί αλλαγή ∆ρ στην οστική 

πυκνότητα σε χρονικό διάστηµα ∆t. Αποτελεί λοιπόν δείκτη του ρυθµού µεταβολής της 

πυκνότητας του οστού και άρα της ταχύτητας µε την οποία εξελίσσεται το φαινόµενο.  

Η νέα τιµή της πυκνότητας κάθε πεπερασµένου στοιχείο καθορίζεται από την 

ακόλουθη έκφραση: 

( ) ( ) ( )txtxttx ,,, ρρρ ∆+=∆+    (σχέση 5.18) 

Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν παραπάνω για το µοντέλο της οστικής 

ανακατασκευής µε βάση την πυκνότητα τροπικής ενέργειας αλλά και για τη φυσιολογία 

του οστίτη ιστού, είναι προφανές ότι έχει γίνει η εξής υπόθεση: το οστό διαθέτει 

αισθητήρες (οστεοβλάστες, οστεοκλάστες) οι οποίοι µπορούν να εντοπίσουν ένα 

µηχανικό σήµα (πυκνότητα τροπικής ενέργειας) και να εκκινήσουν τοπικούς οστικούς 

µετασχηµατισµούς. Συνδυάζοντας τη θεωρία της ανακατασκευής µε τη µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων (FEM) µπορούµε να προσεγγίσουµε τους µετασχηµατισµούς 

αυτούς.  

5.3 Μέτρο ελαστικότητας οστού  

Αφού επιλεγεί η διαφορική εξίσωση της ανακατασκευής αποµένει ο τύπος της 

συσχέτισης φαινόµενης οστικής πυκνότητας ρ και µέτρου ελαστικότητας Ε σε κάθε 

πεπερασµένο στοιχείο. Η γενική µορφή της σχέσης που συνδέει τα δύο αυτά µεγέθη είναι:    

γρ⋅= CE      (σχέση 5.19) 

Η σχετική µε την οστική ανακατασκευή βιβλιογραφία αναφέρει δύο βασικές τέτοιες 

σχέσεις για ισοτροπικό µοντέλο: 

• Η πρώτη συσχετίζει το µέτρο ελαστικότητας [6], [16] µε τον κύβο της οστικής 

πυκνότητας και είναι η ακόλουθη: 

33790 ρ⋅=E      (σχέση 5.20) 
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• Η δεύτερη συσχετίζει το µέτρο ελαστικότητας [7], [8]µε το τετράγωνο της οστικής 

πυκνότητας και είναι η ακόλουθη: 

2100 ρ⋅=E      (σχέση 5.21) 

5.4 Σύγκλιση αριθµητικής διαδικασίας οστικής ανακατασκευής 

Η διαδικασία της οστικής ανακατασκευής συνεχίζεται µε τον προαναφερθέντα 

τρόπο εωσότου να ισορροπήσει σε όλα τα πεπερασµένα στοιχεία. Η συνθήκη ισορροπίας 

είναι καθορισµένη από τη θεωρία της οστικής ανακατασκευής και είναι η ακόλουθη: 

0=
dt

dρ
     (σχέση 5.22) 

Ικανοποιείται δε, σε κάθε πεπερασµένο στοιχείο, αν ισχύει ένα από τα ακόλουθα: 

• k
U

=
ρ

 

• minρρ =  

• maxρρ =  
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Κεφάλαιο 6ο Αριθµητική επίλυση Adams 

Bashforth - Runge Kutta 
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6.1 Εισαγωγή στην Αριθµητική Ανάλυση 

Η διαφορική εξίσωση της οστικής ανακατασκευής αν και είναι πρώτης τάξης είναι 

σε πεπλεγµένη µορφή : 

( , )
d U

B k g t
dt

ρ
ρ

ρ
 

= ⋅ − = 
 

    (σχέση 6.1) 

Πρόκειται για πρόβληµα οριακών τιµών ή αλλιώς συνοριακών τιµών (boundary 

value problem) καθώς η αριθµητική επίλυση της διαφορικής εξίσωσης της οστικής 

ανακατασκευής έχει καθορισµένες τιµές της πυκνότητας ρ για t=0, ίση µε  

σταθερορ =)0( . 

Ως αριθµητική επίλυση της διαφορικής εξίσωσης µε προκαθορισµένη αρχική 

συνθήκη 0)0( ρρ =  εννοούµε την αναζήτηση µιας συνάρτησης )(tρ  που θα ικανοποιεί 

τις δύο παραπάνω εξισώσεις, ορισµένης σε ένα κλειστό διάστηµα [ ]βα ,  µε α=t0 

(συνήθως t0=0) και β=tολικό. Αναζητώντας αριθµητικά µία λύση )(tρ , που είναι αδύνατο 

να βρεθεί αναλυτικά, δηλαδή στη µορφή συνάρτησης )(tf  στόχος µας είναι να βρεθούν 

οι τιµές της )(tf  σε διακριτές θέσεις-σηµεία του διαστήµατος [ ]όtt ολικ,0 . Υπεισέρχεται 

εποµένως η έννοια της διακριτοποίησης ή διακριτής διαχείρισης της λύσης. Το διάστηµα 

[ ]όtt ολικ,0  διακριτοποιείται σε N υποδιαστήµατα χρησιµοποιώντας N+1 διακριτά σηµεία ti 

,ι=0,…,N, όπου t0=t(0) και tN=tολικό. ∆εν είναι υποχρεωτικό τα σηµεία αυτά να 

ισαπέχουν, η υπόθεση όµως ότι αυτά ισαπέχουν βοηθά αρκετά την αριθµητική επίλυση.   

Θεωρούµε λοιπόν ότι ισχύει: titti ∆⋅+= 0  µε  Ni ,...,2,1,0=   και  
N

tt
t ό 0−
=∆ ολικ το 

σταθερό βήµα διακριτοποίησης. 

Μέσω της διακριτοποίησης, αναζητούµε τις τιµές της συνάρτησης-λύσης στα N+1 

διακριτά σηµεία ti , Ni ,...,0= . Συµβολίζουµε µε ρi τις τιµές-λύσεις που προκύπτουν από 

την αριθµητική επίλυση της διαφορικής εξίσωσης της ανακατασκευής στα N+1 

παραπάνω διακριτά σηµεία. Η διαφορά ανάµεσα στην αριθµητικά υπολογισµένη τιµή ρi 

της συνάρτησης και στην πραγµατική της τιµή (έστω ρ(ti)) καλείται σφάλµα 

διακριτοποίησης ή τοπικό σφάλµα αποκοπής (discretization ή truncation error). Ισχύει 

δηλαδή: 

( )ii tρρε −=       (σχέση 6.2) 

Ο µόνος παράγοντας που επηρεάζει το σφάλµα αποκοπής είναι η µέθοδος της 

αριθµητικής επίλυσης που θα επιλέξουµε. 
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Αντίθετα υπάρχει κι ένα άλλο σφάλµα, το σφάλµα στρογγυλοποίησης (round-off 

error), το οποίο εξαρτάται από τα χαρακτηριστικά των υπολογιστικών µέσων (υλικό, 

hardware) που χρησιµοποιούµε. Το σφάλµα αυτό οφείλεται στη στρογγυλοποίηση των 

αριθµών µε περισσότερα σηµαντικά δεκαδικά ψηφία από εκείνα που µπορεί να 

αποθηκεύσει ο ηλεκτρονικός υπολογιστής. Γενικά, αγνοούµε το σφάλµα αυτό και 

επικεντρωνόµαστε στο σφάλµα αποκοπής και τις µεθόδους ελαχιστοποιήσεώς του 

(επιλογή κατάλληλης µεθόδου αριθµητικής επίλυσης και της τιµής του βήµατος ∆t). 

Οι µέθοδοι αριθµητικής ολοκλήρωσης συνήθων διαφορικών εξισώσεων διακρίνονται, 

µεταξύ άλλων, σε: 

• Μεθόδους απλού βήµατος ή ενός βήµατος (one-step methods) 

• Μεθόδους πολλών ή πολλαπλών βηµάτων (multi-step methods) 

Οι µέθοδοι απλού βήµατος (χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί η µέθοδος Runge-

Kutta) επιτρέπουν τον υπολογισµό της τιµής ρi+1  της λύσης στο σηµείο ti+1  µε 

πληροφορία η οποία αντλείται µόνο από το διάστηµα [ ]1, +ii tt . Αντίθετα, οι µέθοδοι 

πολλαπλών βηµάτων (χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί η µέθοδος Adams-Bashforth) 

απαιτούν πληροφορία για τιµές ρ και έξω από το διάστηµα [ ]1, +ii tt . Η µέθοδος 

αριθµητικής επίλυσης που επιλέχθηκε για τη διαφορική εξίσωση της οστικής 

ανακατασκευής είναι η µέθοδος Adams-Bashforth τέταρτης τάξης. Εφόσον όµως 

πρόκειται για µια µέθοδο πολλαπλών βηµάτων, δεν είναι αυτό-εκκινούµενη διαδικασία, 

αλλά απαιτεί τον υπολογισµό των ρ1, ρ2, ρ3 (πέραν της ρ0 που είναι γνωστή ως αρχική 

συνθήκη) πριν την εκκίνησή της. Αυτή η απαίτηση µπορεί να ικανοποιηθεί µε τη χρήση 

µιας µεθόδου ενός βήµατος, για παράδειγµα εδώ επιλέχθηκε η Runge-Kutta τέταρτης 

τάξης, για τα τρία πρώτα βήµατα της επίλυσης.  

Εδώ θα πρέπει να γίνει η εξής διευκρίνιση: τα βήµατα της επίλυσης δε θα πρέπει να 

συγχέονται µε τα βήµατα που χρησιµοποιεί κάθε µέθοδος για να υπολογίσει τις τιµές της 

πυκνότητας σε κάθε βήµα της επίλυσης. Ο αριθµός των βηµάτων της επίλυσης προέρχεται 

από τη διαίρεση του συνολικού χρόνου που θεωρούµε ότι χρειάζεται η διαφορική 

εξίσωση της ανακατασκευής για να συγκλίνει. 

Παρακάτω παρατίθενται ορισµένα στοιχεία για τις δύο αυτές µεθόδους αριθµητικής 

επίλυσης που επιλέχθηκαν στην ακολουθούµενη διαδικασία. 

6.1.1 Μέθοδοι πολλαπλών βηµάτων - Adams-Bashforth τέταρτης τάξης 

Οι µέθοδοι πολλαπλών βηµάτων χωρίζονται σε µεθόδους ανοιχτής και κλειστής 

ολοκλήρωσης. Η ουσιαστική διαφορά τους, για την περίπτωσή µας, είναι ότι µια µέθοδος 

κλειστής ολοκλήρωσης θα συµπεριλάβει στην παρεµβολή που θα χρησιµοποιήσει και το 
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σηµείο ( )11, ++ iit ρ  για τον υπολογισµό της ίδιας της ρi+1. Για αυτό το λόγο το σχήµα της 

κλειστής ολοκλήρωσης ονοµάζεται πεπλεγµένο ενώ το σχήµα της ανοιχτής ολοκλήρωσης 

ονοµάζεται ρητό. Όπως γίνεται αντιληπτό, σε επίπεδο απλότητας εφαρµογής υπερτερεί 

σαφώς το σχήµα της ανοιχτής ολοκλήρωσης, σε επίπεδο όµως σφάλµατος αποκοπής η 

σύγκριση αποβαίνει υπέρ του σχήµατος κλειστής ολοκλήρωσης.  

Για να συνδυάσουµε τα πλεονεκτήµατα των δύο µεθόδων αλλά και να 

µετριάσουµε τα µειονεκτήµατα τους χρησιµοποιούµε τις µεθόδους πρόβλεψης-διόρθωσης 

(prediction-corrector). Τέτοια µέθοδος είναι και η Adams-Bashforth τέταρτης τάξης η 

οποία αρχικά προβλέπει την τιµή της ρi+1 µέσω ενός σχήµατος ανοιχτής ολοκλήρωσης και 

στη συνέχεια διορθώνει τη µορφή αυτή µε ένα επαναληπτικό σχήµα κλειστής 

ολοκλήρωσης. Η προβλεπόµενη τιµή από την ανοιχτή ολοκλήρωση για την ρi+1  είναι 

απαραίτητη για την κλειστή ολοκλήρωση καθώς η τελευταία απαιτεί τον προσδιορισµό 

της τιµής της συνάρτησης gi+1 .  

Αν θεωρήσουµε ότι τα βήµατα αυτά είναι s+1 το πλήθος, τότε η νέα πυκνότητα 

για το βήµα i+1  θα είναι για την περίπτωση της ανοιχτής ολοκλήρωσης που αποτελεί την 

πρόβλεψη: 

( ) irytgbt jiji

s

j
jii ≤≤∆+= −−

=
+ ∑ 0,,

0
1 ρρ    (σχέση 6.3) 

όπου : 

( )
( )

( ) sjduiu
jsj

b
s

jii

j

j ,...,0,
!!

1 1

0 ,0
=+Π

−
−

= ∫ ≠=
   (σχέση 6.4) 

Επιλέγοντας Adams-Bashforth τέταρτης τάξης προκύπτει ότι: 341 =⇒=+ ss  και 

αντικαθιστώντας το στις παραπάνω εξισώσεις καταλήγουµε στην ακόλουθη µορφή για 

την πρόβλεψη: 

)9375955(
24 3211 −−−+ −+−
∆

+= iiiiii gggg
t

ρρ    (σχέση 6.5) 

Το σφάλµα αποκοπής για την ανοιχτή ολοκλήρωση τέταρτης τάξης θα είναι O(∆t5), 
δηλαδή όρος ανάλογος του ∆t5. 

Για την περίπτωση της κλειστής ολοκλήρωσης που αποτελεί τη διόρθωση έχουµε επίσης: 

( ) irytgbt jiji

s

j
jii ≤≤∆+= −−

=
+ ∑ 0,,

0
1 ρρ    (σχέση 6.6) 

 όπου όµως: 
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( )
( )

( ) sjduiu
jsj

b
s

jii

j

j ,...,0,1
!!

1 1

0 ,0
=−+Π

−
−

= ∫ ≠=
  (σχέση 6.7) 

Εφόσον η ολοκλήρωση είναι τέταρτης τάξης προκύπτει και πάλι ότι: 341 =⇒=+ ss  και 

αντικαθιστώντας το στις παραπάνω εξισώσεις καταλήγουµε στην ακόλουθη µορφή για τη 

διόρθωση: 

)5199(
24 2111 −−++ +−+
∆

+= iiiiii gggg
t

ρρ    (σχέση 6.8) 

Το σφάλµα αποκοπής για την ανοιχτή ολοκλήρωση τέταρτης τάξης θα είναι επίσης 

O(∆t5), δηλαδή όρος ανάλογος του ∆t5.  

6.1.2 Μέθοδος Runge-Kutta τέταρτης τάξης 

Όπως είπαµε και παραπάνω για την εκκίνηση της Adams-Bashforth είναι 

απαραίτητο να προηγηθούν αρχικά 3 βήµατα (της επίλυσης) µε τη µέθοδο Runge- Kutta. 

H εξίσωση που δίνει τη νέα πυκνότητα µετά από ένα βήµα για τη Runge-Kutta τέταρτης 

τάξης είναι η εξής: 

)22(
6 43211 kkkk
t
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Το τοπικό σφάλµα αποκοπής και για την Runge-Kutta τέταρτης τάξης είναι 0(∆t5), 

δηλαδή όρος ανάλογος του ∆t5. 

Τελικά, η µέθοδος που θα ακολουθηθεί για την αριθµητική επίλυση της 

διαφορικής εξίσωσης είναι η εξής: αφού πραγµατοποιηθεί για τα τρία πρώτα χρονικά 

βήµατα η διαδικασία που µόλις αναφέραµε για τη Runge-Kutta, η αριθµητική επίλυση για 

τα υπόλοιπα βήµατα της διαδικασίας µέχρι τον τελικό χρόνο θα γίνει µε τη µέθοδο 

Adams-Bashforth,  
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7.1  Μέθοδος πεπερασµένων στοιχείων  

Το πρόβληµα της κατανοµής διάφορων εξωτερικών µεγεθών στο εσωτερικό ενός 

σώµατος συνδέεται άµεσα µε τις ακόλουθες υπολογιστικές µεθόδους: 

• Πεπερασµένων στοιχείων 

• Πεπερασµένων διαφορών/όγκων 

• Συνοριακών στοιχείων 

 Γενικά, οι προσεγγιστικές αυτές µέθοδοι, που βασίζονται στα ενεργειακά 

θεωρήµατα, προσφέρουν µεγάλες δυνατότητες και δίνουν λύσεις σε σηµεία που οι 

υπόλοιπες µέθοδοι αδυνατούν. Βασικό χαρακτηριστικό των προσεγγιστικών µεθόδων 

είναι η ανάγκη προσδιορισµού ενός παραδεκτού πεδίου (για παράδειγµα µετατοπίσεων) 

µέσω συναρτήσεων που ορίζονται σε όλο το σώµα και ικανοποιούν κάποιες συνθήκες στα 

σύνορα. Έτσι, το αρχικό πρόβληµα του προσδιορισµού του πεδίου των µετατοπίσεων σε 

κάθε σηµείο του σώµατος (άπειρος βαθµός ελευθερίας κίνησης) µετασχηµατίζεται στο 

πρόβληµα προσδιορισµού πεπερασµένου αριθµού άγνωστων συντελεστών. Προκύπτει, 

λοιπόν, µια προσεγγιστική λύση στο αρχικό πρόβληµα. 

Όταν το σύνορο του σώµατος είναι απλό, η κατασκευή των συναρτήσεων που 

ικανοποιούν τις συνθήκες στα σύνορα είναι σχετικά απλή υπόθεση. Όταν όµως το σύνορο 

γίνει πολύπλοκο, η ικανοποίηση των οριακών συνθηκών γίνεται σχεδόν αδύνατη. Η 

δυσκολία αυτή ξεπερνιέται µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων. Σύµφωνα µε τη 

µέθοδο αυτή το σώµα χωρίζεται σε ένα πλήθος περιοχών που καλούνται στοιχεία. Οι 

συναρτήσεις µορφής που χρησιµοποιούνται µέσα στα στοιχεία είναι απλές και συνήθως 

πολυωνυµικής µορφής.  

Εφόσον τα προβλήµατα της µηχανικής του παραµορφώσιµου στερεού 

περιγράφονται µε διαφορικές εξισώσεις µερικών παραγώγων µπορούν να επιλυθούν µε τη 

µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων. Οι διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν τα 

προβλήµατα της µηχανικής προκύπτουν από σχέσεις όπως οι ακόλουθες [22], [23]: 

Σύνδεση ανηγµένων παραµορφώσεων-µετατοπίσεων: 

εx= 
u

x

∂
∂

, εy= 
v

y

∂
∂

,εz= 
w

z

∂
∂

     (σχέση 7.1) 

και 
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οι οποίες συνοψίζονται ως   uε i = L    (σχέση 7.3) 

Εξισώσεις συµβιβαστού των παραµορφώσεων: 

222

2 2

j iji

j i i j

γεε ∂∂∂
+ =

∂ ∂ ∂ ∂
        (σχέση 7.4) 

όπου τα i, j είναι x, y ή y, z ή z, x. 

Εξισώσεις ισορροπίας: 

0
iyix iz

ix y z F
σσ σ∂∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

      (σχέση 7.5) 

όπου τα i=x,y,z και Fi  οι εξωτερικές δυνάµεις. 

Κάθε πρόβληµα που εκφράζεται µε διαφορικές εξισώσεις έχει κάποιες συνοριακές 

συνθήκες. Έτσι και στα συγκεκριµένα προβλήµατα έχουµε φυσικές συνοριακές συνθήκες 

(φορτίσεις κλπ) και βασικές συνοριακές συνθήκες (συνθήκες Dirichlet και Neumann) 

(δεσµεύσεις, στηρίξεις κλπ.). 

 Για την αριθµητική επίλυση του προβλήµατος χρησιµοποιείται η αρχή των 

δυνατών έργων [24], [25]. Έστω σij και εij είναι οι τανυστές των τάσεων και των 

ανηγµένων παραµορφώσεων αντίστοιχα και Pi, δi είναι τα φορτία και οι δυνατές 

µετακινήσεις. Το έργο που προκαλείται από τα φορτία πρέπει να ισούται µε το δυνατό 

έργο των παραµορφώσεων. ∆ηλαδή: 

i i ij ij
V

dVPδ σ ε=∑ ∫     (σχέση 7.6) 

Η εφαρµογή της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων προϋποθέτει το 

διαχωρισµό του πεδίου του προβλήµατος, που καταλαµβάνει κάποιο πεπερασµένο όγκο, 

σε πεπερασµένο αριθµό στοιχείων απλούστερου σχήµατος. Καθένα από τα πεπερασµένα 

στοιχεία στα οποία χωρίζεται το πεδίο του προβλήµατος αποτελείται από κάποιο αριθµό 

κόµβων, ενώ κάθε κόµβος έχει κάποιους βαθµούς ελευθερίας. Το πρόβληµα λοιπόν 

ανάγεται στην απόδοση τιµών σε αυτούς τους βαθµούς ελευθερίας. Τα στοιχεία 

συνδέονται σε κάποιους κοινούς κόµβους που συνεπάγεται κοινούς βαθµούς ελευθερίας 

στο συγκεκριµένο σηµεία για 2 ή περισσότερα πεπερασµένα στοιχεία. Το πρόβληµα 

µπορεί να διατυπωθεί ως εξής [24], [25]: 

[ ]K u F=i       (σχέση 7.7) 

Όπου u είναι διάνυσµα διάστασης n, όπου n είναι το σύνολο των βαθµών ελευθερίας του 

προβλήµατος. Κάποιοι από τους βαθµούς ελευθερίας είναι δεσµευµένοι και αποτελούν τις 

συνθήκες Dirichlet. Το F είναι επίσης διάνυσµα διάστασης n και περιέχει τις συνοριακές 

συνθήκες των φορτίσεων (πιέσεις  στις πλευρές των στοιχείων, µαζικές δυνάµεις) οι 
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οποίες µεταφράζονται µε κοµβικές δυνάµεις ή ροπές, ανάλογα µε το είδος του βαθµού 

ελευθερίας που αναφέρονται, µεταφορά ή στροφή. Ο πίνακας [Κ] έχει διαστάσεις nxn και 

καλείται µητρώο δυσκαµψίας, καθώς δείχνει τη δυσκαµψία του προβλήµατος να 

αντιδράσει σε κάποια εξωτερική φόρτιση- ή αλλιώς την απόκριση του συστήµατος σε 

εξωτερικά αίτια. Περιλαµβάνει δε τη γεωµετρία και τις µηχανικές ιδιότητες των υλικών 

του προβλήµατος. Προκειµένου να επιλυθεί το πρόβληµα επιλύεται το σύστηµα 

[ ]K u F=i ως προς u. Αφού προσδιοριστούν οι τιµές των u  µε κατάλληλες αναγωγές 

µπορούν να προκύψουν και άλλα παράγωγα µεγέθη όπως οι τάσεις. 

 Στο Σχήµα 7.1 παρουσιάζεται η κατάστρωση ενός προβλήµατος µε πεπερασµένα 

στοιχεία. Φαίνεται το πεδίο του προβλήµατος, η διακριτοποίησή του σε πεπερασµένα 

στοιχεία που συνδέονται σε κόµβους καθώς και οι συνοριακές συνθήκες. 

 

Σχήµα 7.1 Κατάστρωση προβλήµατος δοκού σε εφελκυσµό µε τριγωνικά πεπερασµένα                         

στοιχεία 

7.1.1 Μητρώο  δυσκαµψίας Κ 

Προκειµένου να σχηµατιστεί ο πίνακας δυσκαµψίας [Κ] της συνολικής 

κατασκευής γίνεται υπολογισµός των επιµέρους τοπικών µητρώων δυσκαµψίας του κάθε 

πεπερασµένου στοιχείου [Κi]. Για τον υπολογισµό των µητρώων απαιτείται ο ορισµός των 

συναρτήσεων µορφής. Ανάλογα µε το βαθµό των πολυωνύµων λαµβάνεται και ανάλογη 

τάξη στα στοιχεία. Έτσι κάνοντας χρήση πολυωνύµων πρώτου βαθµού, στα στερεά 

προκύπτουν εξαπλευρικά ισοπαραµετρικά στοιχεία 8 κόµβων ή πυραµίδες 4 κόµβων. Αν 

χρησιµοποιηθούν πολυώνυµα ανώτερης τάξης, προκύπτουν στοιχεία περισσότερων 

κόµβων όπως εξαπλευρικά στοιχεία 20 κόµβων ή πυραµίδες 10 κόµβων. Μεγαλύτερη 

τάξη στοιχείων συνεπάγεται και καλύτερη ακρίβεια στη λύση, σηµειώνεται  ότι τα 

ισοπαραµετρικά στοιχεία (8 κόµβων) έχουν ιδιαίτερα καλύτερη ακρίβεια σε σχέση µε τις 

πυραµίδες (4 κόµβων) λόγω του ότι χρησιµοποιείται η αριθµητική ολοκλήρωση µε τη 

µέθοδο των σηµείων Gauss και δίνεται η δυνατότητα υπολογισµού του τασικού και 

παραµορφωσιακού πεδίου σε σηµεία µέσα στον όγκο του και όχι µόνο µίας τιµής ανά 

στοιχείο. Η ακρίβεια στη λύση µπορεί να επιτευχθεί και πυκνώνοντας το πλέγµα των 

πεπερασµένων στοιχείων όπου και σε αυτή την περίπτωση υπάρχει αύξηση των βαθµών 
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ελευθερίας. Η αύξηση της ακρίβειας είτε µε την αύξηση της τάξης (περισσότεροι κόµβοι 

ανά στοιχείο) είτε µε την πύκνωση του πλέγµατος (περισσότερα στοιχεία) έχει ως 

αποτέλεσµα την αύξηση και του υπολογιστικού χρόνου . 

7.1.2 Υπολογισµός Ισοπαραµετρικών Πεπερασµένων Στοιχείων 

Τα πολυώνυµα µορφής εκφράζονται σε ένα τοπικό σύστηµα συντεταγµένων (ξ,η,ζ) το 

οποίο έχει κέντρο στο εσωτερικό του στοιχείου. Οι τιµές των συντεταγµένων στο τοπικό 

σύστηµα παίρνουν τιµές από -1 έως 1. Τα πολυώνυµα µορφής παραγωγίζονται εύκολα ως 

προς τα (ξ,η,ζ) και σχηµατίζουν τα µητρώα [Βi] µε τις παραγώγους τους. Στο Σχήµα 7.2 

φαίνονται τα σηµεία ολοκλήρωσης Gauss για ένα διδιάστατο στοιχείο. Για τριδιάστατα 

στοιχεία υπάρχουν τρία τέτοια διατεταγµένα επίπεδα.  

 

 

Σχήµα 7.2 Σηµεία ολοκλήρωσης Gauss σε ένα επίπεδο στοιχείο 

Προκειµένου να αυξηθεί η ακρίβεια ολοκλήρωσης µε τη µέθοδο Gauss αυξάνεται ο 

αριθµός σηµείων ολοκλήρωσης.  

Ο τελικός τύπος για το σχηµατισµό του µητρώου δυσκαµψίας ενός στοιχείου [Κe] είναι: 

[ ] [ ][ ]T
e

V

B D B dVK = ∫    (σχέση 7.8) 

Ο παραπάνω τύπος µε τη βοήθεια της αριθµητικής ολοκλήρωσης µπορεί να γραφεί σαν 

άθροισµα διακριτών όρων: 

 [ ]
1

( , , ) ( , , ) ( , , )

Tn

e i i i i i i i i i i
i

B D B JK H ξ η ζ ξ η ζ ξ η ζ
=

   =    ∑  (σχέση 7.9) 

Οι Hi είναι συντελεστές της ολοκλήρωσης Gauss σε n διακριτά σηµεία µε συντεταγµένες 

(ξi,ηi,ζi), ενώ η J είναι η Ιακωβιανή µετασχηµατισµού από το καθολικό σύστηµα 

συντεταγµένων Χ,Υ,Ζ στο ξ,η,ζ. To µητρώο [D] καλείται µητρώο ελαστικότητας.  
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7.1.3 Επίλυση του συστήµατος 

Αφού επιλυθεί το σύστηµα [ ]K u F=i προκύπτουν οι τιµές των u. Ας θεωρήσουµε 

ότι τα u είναι µετατοπίσεις στους βαθµούς ελευθερίας  (κατά x,y,z στους κόµβους). Μετά 

την επίλυση, πέραν των µετατοπίσεων χρήσιµα µεγέθη είναι οι παραµορφώσεις και οι 

τάσεις καθώς και διάφορα άλλα παράγωγα µεγέθη. Με αριθµητικές παραγωγίσεις του 

πεδίου είναι δυνατό να υπολογιστούν οι ανηγµένες παραµορφώσεις (σχέση 7.3) καθώς και 

οι τάσεις στο πεδίο του προβλήµατος ( σ Ε εi = ). Η κατανοµή του πεδίου των 

µετατοπίσεων είναι συνεχής, δεν ισχύει όµως το ίδιο και για τα παράγωγα µεγέθη τα 

οποία ενδέχεται να µην έχουν συνέχεια. Σε περίπτωση που τα πολυώνυµα µορφής είναι 

1ου βαθµού, οι παράγωγοι είναι σταθεροί αριθµοί και η κατανοµή τους για κάποιο 

στοιχείο είναι σταθερή. Φαίνεται λοιπόν ότι µε αύξηση της τάξης του µεγέθους των 

στοιχείων, βελτιώνεται η ακρίβεια των αποτελεσµάτων [4]. 

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων µπορεί να υπαχθεί στις µεθοδολογίες Ritz 

ή Galerkin (προσεγγιστικές ενεργειακές µέθοδοι βασιζόµενες στην αρχή του ελαχίστου 

της δυναµικής ενέργειας ή στην αρχή των δυνατών έργων), παρουσιάζει όµως επιπλέον τα 

ακόλουθα πλεονεκτήµατα: 

• ∆εν απαιτείται η ικανοποίηση συνθηκών στα όρια του σώµατος ενώ οι 

συναρτήσεις είναι απλούστερες 

• Οι ολοκληρώσεις γίνονται σε κάθε στοιχείο χωριστά (εκτός στοιχείου η τιµή 

τους είναι µηδέν) κι έτσι το αποτέλεσµα προκύπτει εύκολα µε αναλυτικό 

τρόπο ή για πιο σύνθετες περιπτώσεις µε αριθµητική ολοκλήρωση. 

Η ονοµασία πεπερασµένα στοιχεία (Π.Σ) προέρχεται από την υποδιαίρεση του 

πεδίου λύσης ενός προβλήµατος σε n=1,2,… στοιχειώδεις όγκους nV ,επιφάνειες nA και 

µήκη nL στα οποία και εφαρµόζεται η µέθοδος Ritz.  

Στην περίπτωση ενός δικτυώµατος θα µπορούσαµε να παραθέσουµε τον ακόλουθο 

πίνακα που περιγράφει τη διαδικασία η οποία ακολουθείται για την εφαρµογή της 

µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων: 

Πίνακας 7.1 ∆ιαδικασία Υποδιαίρεσης και Επανένωσης Πεπερασµένων Στοιχείων 

1. Εισαγεται ένα καθολικό (χωρόδετο) σύστηµα καρτεσιανών συντεταγµένων. 

2. Τοποθετείται το σώµα (δικτύωµα) στο καθολικό σύστηµα συντεταγµένων. 

3. Ορίζεται σε κάθε ράβδο ένα πεπερασµένο στοιχείο µήκους nL, θέτοντας αυτή 

κόµβους. 

4. Εισάγονται, σε κάθε κόµβο, οι καθολικοί βαθµοί ελευθερίας που 
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αντιστοιχούν στους κόµβους του πεπερασµένου στοιχείου. 

5. Σε κάθε πεπερασµένο στοιχείο εισάγονται οι (τοπικοί) βαθµοί ελευθερίας στο 

τοπικό καρτεσιανό σύστηµα και υπολογίζονται τα µητρώα µάζας Μ, δυσκαµψίας Κ 

και τα διανύσµατα µετατοπίσεων u και δυνάµεων f και r. 

6.Από τους τοπικούς βαθµούς ελευθερίας δηµιουργείται µητρώο αντιστοιχίας  
n
Β µεταξύ τοπικών-καθολικών βαθµών ελευθερίας. 

7.Οι συνεισφορές κάθε Π.Σ. στα προαναφερθέντα µητρώα του βήµατος 5 

τοποθετούνται στα αντίστοιχα νέα µητρώα µε βάση το µητρώο αντιστοιχίας B 

8.Στο προκύπτον σύστηµα εξισώσεων που έχει την ακόλουθη µορφή: 













+=⋅+⋅⋅
••

rfuKuMuTδ εφαρµόζονται οι οριακές συνθήκες και επιλύεται. 

 Ήδη από τα τέλη της δεκαετίας του ’70 είχε αρχίσει να εκδηλώνεται µια έντονη 

ενασχόληση µε την εφαρµογή των υπολογιστικών µεθόδων στις επιστήµες της 

Βιοϊατρικής Τεχνολογίας και Εµβιοµηχανικής. Λόγω της πολυπλοκότητας που εµφανίζει 

το ανθρώπινο σώµα, η εφαρµογή των µεθόδων αυτών έγινε δυνατή µόνο όταν οι 

ηλεκτρονικοί υπολογιστές απέκτησαν υψηλές επιδόσεις. Εκείνο που διαφοροποιεί τα 

πράγµατα, κατά την εφαρµογή της µεθόδου των Π.Σ. στοιχείων για την οστική 

ανακατασκευή, είναι ότι δε µπορούµε να εξετάσουµε ένα τµήµα του ανθρώπινου 

σκελετού σαν ένα απλό τµήµα µιας κατασκευής, Το πρόβληµα γίνεται πλέον γεωµετρικά 

µη γραµµικό και η εφαρµογή της µεθόδου των Π.Σ. γίνεται επαναληπτικά (ανά ορισµένα 

χρονικά βήµατα).  Η µοντελοποίηση µε πεπερασµένα στοιχεία δίνει πληροφορίες που τα 

εργαστηριακά πειράµατα αδυνατούν να δώσουν. Για παράδειγµα, καθιστά δυνατή τη 

µελέτη ενός τεραστίου εύρους φυσιολογικών συνθηκών που βοηθά στην καλύτερη και σε 

βάθος κατανόηση της εµβιοµηχανικής του συστήµατος. Επιπρόσθετα, παρέχει τη 

δυνατότητα µελέτης διαφορετικών µεθόδων θεραπείας και χειρουργικών επεµβάσεων, 

χωρίς κανένα κόστος για την υγεία του ασθενούς. Έτσι, συνεισφέρει στην επιλογή της 

καταλληλότερης θεραπείας ή χειρουργικής επέµβασης, αλλά και στη βελτίωση των 

εµφυτευµάτων που χρησιµοποιούνται από τους γιατρούς. 

7.2 Χρήση Πεπερασµένων Στοιχείων στην οστική ανακατασκευή 

Στις µέρες µας υπάρχει πληθώρα εµπορικών προγραµµάτων ηλεκτρονικού 

υπολογιστή για την επίλυση προβληµάτων µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, 

µεταξύ των οποίων τα ANSYS, ABAQUS, DYTRAN, NASTRAN, PATRAN, SOLVIA. 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία έχει χρησιµοποιηθεί το εµπορικό πρόγραµµα 
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ANSYS 10.0® οπότε η ανάλυση που ακολουθεί είναι προσανατολισµένη σε αυτό το 

πρόγραµµα. 

Γενικά, για τη µοντελοποίηση µιας κατασκευής µε Π.Σ. ακολουθούνται τα εξής 

βήµατα: 

1. Κατασκευή της γεωµετρίας 

Το στάδιο αυτό µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε τρεις τρόπους: 

• ∆ηµιουργία κρίσιµων σηµείων ελέγχου (keypoints), από αυτά  δηµιουργία 

γραµµών (lines), στη συνέχεια από τις γραµµές δηµιουργία επιφανειών 

(areas) και τελικά από τις επιφάνειες κατασκευή όγκων (volumes). 

• Κατασκευή απευθείας όγκων ή επιφανειών, είτε από σηµεία χωρίς τη 

δηµιουργία γραµµών ή δίνοντας διαστάσεις 

• Κατασκευή γεωµετρίας στο περιβάλλον ενός σχεδιαστικού προγράµµατος 

CAD και στη συνέχεια εισαγωγή της στο πρόγραµµα των πεπερασµένων 

στοιχείων ANSYS 

2. Επιλογή του είδους των Π.Σ. και διακριτοποίηση της γεωµετρίας 

Το είδος του Π.Σ. καθορίζεται από τις ανάγκες της ανάλυσης που έχει επιλεγεί. 

Σύµφωνα µε την επικείµενη ανάλυση γίνεται η επιλογή του Π.Σ. από τη 

βιβλιοθήκη του ANSYS και ακολουθεί η διακριτοποίηση της γεωµετρίας. 

Αυτό µπορεί να γίνει είτε µε εισαγωγή επιθυµητών διαστάσεων των Π.Σ. από 

το χρήστη ή από το ίδιο το πρόγραµµα (αυτόµατο πλέγµα, ορισµός επιθυµητών 

διαµερίσεων σε γραµµές ή µεγέθους στοιχείων, Smart Size-προσαρµογή του 

πλέγµατος στη γεωµετρία).  

3. Ορισµός φυσικών και µηχανικών ιδιοτήτων των υλικών και επιβολή των 

οριακών συνθηκών 

Γενικά, οι µηχανικές και φυσικές ιδιότητες των υλικών ορίζονται 

µονοσήµαντα. Οι ιδιότητες που απαιτούνται σε κάθε περίπτωση είναι 

διαφορετικές και εξαρτώνται από την φύση της ανάλυσης. Στην γενικότητά 

τους είναι το µέτρο ελαστικότητας και ο λόγος Poisson (γραµµική στατική 

ελαστική ανάλυση). Επίσης και στην περίπτωση των οριακών συνθηκών 

υπάρχει εξάρτηση τόσο από την φύση της ανάλυσης όσο και από την φύση 

των Π.Σ., τα οποία καθορίζουν τους βαθµούς ελευθερίας. 

4. Επιλογή του τρόπου επίλυσης και επίλυση 

Ανάλογα µε τις απαιτήσεις του προβλήµατος καθορίζεται και η επιλογή του 

τρόπου επίλυσης. Όσον αφορά στην επίλυση είναι δυνατή η χρήση επιλύτης 
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ευθείας επίλυσης αλλά και ορισµένων επαναληπτικών αλγορίθµων επίλυσης. 

Στην πρώτη περίπτωση ο υπολογιστικός χρόνος είναι περισσότερος όπως και 

οι απαιτήσεις σε µνήµη υπολογιστή αλλά τα αποτελέσµατα ακριβέστερα. 

Συνεπώς σε µικρά µοντέλα (λίγων βαθµών ελευθερίας) είναι προτιµότερη η 

ευθεία επίλυση.  

5. Ανάγνωση αποτελεσµάτων και γραφική παρουσίασή τους  

Υπάρχουν πολλοί τρόποι να δει κανείς τα αποτελέσµατα της επίλυσης. Για 

παράδειγµα µπορεί να επιλεχθεί παρουσίαση των αποτελεσµάτων στους 

κόµβους (Nodal Solution) ή στα Π.Σ. (Element Solution). Στους κόµβους 

δίνεται η τιµή του µέσου όρου που προκύπτει από τα Π.Σ στα οποία είναι 

κοινός ο κόµβος και έχει συνεχή τιµή. Στα Π.Σ. δίνεται µία τιµή ανά στοιχείο,  

(στα ισοπαραµετρικά µπορεί να επιλεγεί παρουσίαση αποτελεσµάτων στα 

σηµεία Gauss). Τέλος, υπάρχει η αρκετά χρήσιµη δυνατότητα επιλογής του 

Element Table µέσω του οποίου µπορούµε να κάνουµε οµαλοποίηση των 

αποτελεσµάτων βγάζοντας µέσους όρους (Element Table Average). 
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Κεφάλαιο 8ο  Εφαρµογή οστικής 

ανακατασκευής σε διδιάστατο µοντέλο 

σπονδύλου 
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8.1 Παρουσίαση διδιάστατου µοντέλου προσοµοίωσης σπόνδυλου 

Το διδιάστατο γεωµετρικό µοντέλο του σπονδύλου που φαίνεται στο Σχήµα 8.1 

χρησιµοποιήθηκε ως βάση για τη δηµιουργία του διδιάστατου υπολογιστικού µοντέλου 

που χρησιµοποιήθηκε. Σηµειώνεται ότι το παραπάνω µοντέλο αντιπροσωπεύει τον πέµπτο 

οσφυϊκό σπόνδυλο Ο5. 

 

Σχήµα 8.1 ∆ιδιάστατο µοντέλο προσοµοίωσης πέµπτου οσφυϊκού σπονδύλου Ο5 

Για τη διακριτοποίηση της γεωµετρίας του διδιάτατου σπονδύλου επιλέχθηκαν 

πεπερασµένα στοιχεία τύπου επίπεδης εντατικής κατάστασης (plane42). Το πεπερασµένο 

στοιχείο plane42 χρησιµοποιείται για τη διδιάστατη µοντελοποίηση στερεών κατασκευών 

επίπεδης κατάστασης, είτε παραµορφωσιακής είτε εντατικής αλλά ακόµα και στην 

περίπτωση αξονοσυµµετρικής κατασκευής. Καθορίζεται από 4 κόµβους, έχοντας δύο 

βαθµούς ελευθερίας σε κάθε κόµβο: µετατόπιση στις κατευθύνσεις x και y των κόµβων. 

Στο Σχήµα 8.2 παρουσιάζεται η γεωµετρία του πεπερασµένου στοιχείου plane42: 

 

                  Σχήµα 8.2 Γεωµετρία πεπερασµένου στοιχείου plane42 

Το πλέγµα που δηµιουργήθηκε στο χρησιµοποιούµενο µοντέλο αποτελείται από 

11070×  Π.Σ., συνολικά 7700, που δηµιουργεί µοντέλο µε 15.762 βαθµούς ελευθερίας.. 
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Η φόρτιση της τοµής του σώµατος του σπονδύλου, η οποία οφείλεται στις 

καθηµερινές δραστηριότητες, εξαρτάται από το στάδιο ανάπτυξης του ατόµου. Σε 

διαφορετικά στάδια ανάπτυξης το οστό έχει διαφορετική δοµή κι εποµένως παρουσιάζει 

και διαφορετικές διαδικασίες προσαρµογής στο µηχανικό του περιβάλλον.  Έτσι 

επιλέχθηκε να πραγµατοποιηθούν δύο διαφορετικές δοκιµές: µία για νεαρό άτοµο (20-25 

χρονών) και µία για ηλικιωµένο άτοµο (60-65 χρονών). 

Οι επιβαλλόµενες φορτίσεις για τις περιπτώσεις που µελετήθηκαν παρουσιάζονται  

αναλυτικά στα υποκεφάλαια 8.1.1 και 8.1.2. Τέλος, σηµειώνεται ότι για τη στήριξη της 

κάτω πλευράς του σπονδύλου που αντιπροσωπεύει την κάτω επιφυσιακή πλάκα 

θεωρήθηκαν αρθρώσεις στα δύο της άκρα. 

8.1.1 Νεαρό άτοµο 

Η φόρτιση που αντιστοιχεί σε νεαρό άτοµο σύµφωνα µε τη βιβλιογραφία (Xinghua 

2002) είναι θλιπτική πίεση µε µορφή συµµετρικής κοίλης παραβολής τόσο στη άνω όσο 

και την κάτω επιφυσιακή πλάκα. Οι µέγιστες και ελάχιστες τιµές του πολυωνύµου της 

πίεσης διαφέρουν για την άνω και την κάτω πλάκα µε τις µικρότερες τιµές να 

εµφανίζονται στην τελευταία. Τα αντιπροσωπευτικά πολυώνυµα µαζί µε τα διαγράµµατά 

τους είναι τα ακόλουθα: 

Άνω επιφυσιακή πλάκα  

586695566,5325444555,0006641726,0 2 +⋅−⋅= xxy   (σχέση 8.1) 
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Σχήµα 8.3  Πολυώνυµο φόρτισης στην άνω επιφυσιακή πλάκα νεαρού ατόµου 

 Σηµειώνεται ότι ως αρχή των αξόνων, η οποία αντιστοιχεί στην τιµή 0 του 

οριζόντιου άξονα, έχει θεωρηθεί το αριστερό άκρο της κάτω επιφυσιακής πλάκας. Από 

την εφαρµογή του παραπάνω πολυωνύµου στην άνω επιφυσιακή πλάκα του σπονδύλου 
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νεαρού ατόµου προκύπτει  µέγιστη πίεση άνω επιφυσιακής πλάκας: 
2

max, 4,8 /up N mm= και ελάχιστη πίεση άνω επιφυσιακής πλάκας: 2

min,
/6,1 mmNp

u
= . 

 Κάτω επιφυσιακή πλάκα  
20,005331 0,2612 4,525y x x= ⋅ − ⋅ +    (σχέση 8.2) 
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Σχήµα 8.4 Πολυώνυµο φόρτισης στην κάτω επιφυσιακή πλάκα νεαρού ατόµου 

Από την εφαρµογή του παραπάνω πολυωνύµου στην κάτω επιφυσιακή πλάκα του 

σπονδύλου νεαρού ατόµου προκύπτει η µέγιστη εφαρµοζόµενη πίεση κάτω επιφυσιακής 

πλάκας στα άκρα της: 2

max,
/525,4 mmNp

l
= και η ελάχιστη πίεση κάτω επιφυσιακής 

πλάκας στο κέντρο : 2

min,
/325,1 mmNp

l
=  

Σηµειώνεται ότι το συνολικό µέγεθος της κάθετης φόρτισης που δέχεται ο 

σπόνδυλος O5 νεαρού ατόµου είναι, τόσο για την άνω όσο και για την κάτω επιφυσιακή 

πλάκα, ίση µε F=-117,3 Ν.  

Τα παραπάνω δύο πολυώνυµα φόρτισης ασκούµενα στις επιφυσιακές πλάκες του 

υπό µελέτη σπονδύλου δίνουν, µέσω του προγράµµατος ANSYS, την ακόλουθη µορφή 

(Σχήµα 8.5). Σηµειώνεται ότι οι τιµές της πίεσης δίνονται σε MPa. 
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Σχήµα 8.5 Φορτίσεις άνω και κάτω επιφυσιακής πλάκας νεαρού ατόµου 

8.1.2 Ηλικιωµένο άτοµο  

Η φόρτιση που αντιστοιχεί σε ηλικιωµένο άτοµο σύµφωνα µε τη βιβλιογραφία 

(Xinghua 2002) είναι θλιπτική πίεση µε µορφή συµµετρικής κυρτής παραβολής τόσο στη 

άνω όσο και την κάτω επιφυσιακή πλάκα. Οι µέγιστες και ελάχιστες τιµές του 

πολυωνύµου της πίεσης διαφέρουν για άνω και κάτω πλάκα µε τις µικρότερες τιµές να 

εµφανίζονται στην τελευταία. Τα αντιπροσωπευτικά πολυώνυµα µαζί µε τα διαγράµµατά 

τους παρουσιάζονται στα σχήµατα που ακολουθούν (Σχήµα 8.6 - Σχήµα 8.8) 

Άνω επιφυσιακή πλάκα  
20,001972 0,09653 0,88666y x x= − ⋅ + ⋅ +    (σχέση 8.3) 
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Σχήµα 8.6 Πολυώνυµο φόρτισης στην άνω επιφυσιακή πλάκα ηλικιωµένου ατόµου 
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Από την εφαρµογή του παραπάνω πολυωνύµου φόρτισης στην άνω επιφυσιακή 

πλάκα του σπονδύλου ηλικιωµένου ατόµου προκύπτει η µέγιστη εφαρµοζόµενη πίεση 

άνω επιφυσιακής πλάκας στο κέντρο της: 2

max,
/07,2 mmNp

u
= και ελάχιστη πίεση άνω 

επιφυσιακής πλάκας στα άκρα: 2

min,
/12,1 mmNp

u
=  

Κάτω επιφυσιακή πλάκα  
20,001699 0,08326 0,9300y x x= − ⋅ + ⋅ +    (σχέση 8.4) 

 

Σχήµα 8.7 Πολυώνυµο φόρτισης στην κάτω επιφυσιακή πλάκα ηλικιωµένου ατόµου 

Από την εφαρµογή του παραπάνω πολυωνύµου φόρτισης στην κάτω επιφυσιακή πλάκα 

του σπονδύλου ηλικιωµένου ατόµου προκύπτει η µέγιστη πίεση κάτω επιφυσιακής 

πλάκας: 2

max,
/95,1 mmNp

l
= και ελάχιστη πίεση κάτω επιφυσιακής πλάκας: 

2

min,
/93,0 mmNp

l
=  

Σηµειώνεται ότι το συνολικό µέγεθος της κάθετης φόρτισης που δέχεται ο σπόνδυλος Ο5 

ηλικιωµένου ατόµου είναι, τόσο για την άνω όσο και για την κάτω επιφυσιακή πλάκα, ίση 

µε F= - 41,87 Ν.  

Τα παραπάνω δύο πολυώνυµα φόρτισης ασκούµενα στις επιφυσιακές πλάκες του 

µελετώµενου σπονδύλου δίνουν, µέσω του προγράµµατος ANSYS, την ακόλουθη µορφή 

του σχήµατος 8.8. Σηµειώνεται ότι οι τιµές της πίεσης δίνονται σε MPa. 
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Σχήµα 8.8 Φορτίσεις άνω και κάτω επιφυσιακής πλάκας ηλικιωµένου ατόµου 

8.2 Παρουσίαση αποτελεσµάτων του διδιάστατου µοντέλου σπονδύλου  

8.2.1 Νεαρό άτοµο (µοντέλο χωρίς εισαγωγή µη γραµµικοτήτων) 

Αποτελέσµατα της µηχανικής ανάλυσης του µοντέλου του σπονδύλου µε αρχική οστική 

πυκνότητα 0,8g/cm3  

Αρχικά εφαρµόζεται στο διδιάστατο σπόνδυλο η πίεση που αντιστοιχεί στην 

τυπική φόρτιση που δέχεται ο ανθρώπινος σπόνδυλος νεαρού ατόµου. Στο Σχήµα 8.9 που 

ακολουθεί, παρουσιάζονται οι κατανοµές της πυκνότητας τροπικής ενέργειας (Strain 

Energy Density) και των ισοδύναµων παραµορφώσεων κατά Von Mises του οστού µε την 

αρχική του πυκνότητα. 

  
(α)                                                                                    (β) 

Σχήµα 8.9 Πυκνότητα τροπικής ενέργειας (α) και παραµορφώσεις κατά Von Mises (β) του οστού µε την αρχική 

πυκνότητα (0,8 g/cm3) 
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Σηµειώνεται ότι η µέγιστη εµφανιζόµενη πυκνότητα τροπικής ενέργειας είναι 

3,266 J/cm3 (ή 3,266 MPa), ενώ η ελάχιστη είναι περίπου ίση µε 0,011 J/cm3. Η µέγιστη 

παραµόρφωση κατά Von Mises είναι περίπου 0,356 strains (δηλαδή 35,62%) ενώ η 

ελάχιστη είναι περίπου ίση µε 0,018 strains (δηλαδή 1,77%). Τόσο οι µέγιστες 

παραµορφώσεις όσο και οι µέγιστες πυκνότητες τροπικής ενέργειας εµφανίζονται κοντά 

στις στηρίξεις ενώ οι ελάχιστες στο κέντρο του σπονδύλου. 

Έναρξη της αριθµητικής επίλυσης της διαφορικής εξίσωσης της οστικής ανακατασκευής 

Οι πυκνότητες τροπικής ενέργειας που προέκυψαν από την αρχική κατάσταση του 

οστού, εισάγονται στη διαφορική εξίσωση της ανακατασκευής 
d U

B k
dt

ρ
ρ

 
= ⋅ − 

 
 και 

υπολογίζονται νέες οστικές πυκνότητες. Από βιβλιογραφία (Xinghua 2002 και Jovanovic 

2004) ο συντελεστής B λαµβάνει την τιµή 
( )

( )unittimeMPa

cmg

⋅

23/
1  ενώ η αναφορά k λαµβάνει 

την τιµή 
g

J
25,0  . Επιλέχθηκε επίσης χρονικό βήµα 0,06 και 1400 επαναλήψεις που 

αντιστοιχούν σε χρόνο 84 χρονικές µονάδες. Μονάδα χρόνου θεωρείται το 1 time unit και 

συνδέεται άµεσα µε το χρόνο ανά τον οποίο γίνεται η παρατήρηση της οστικής 

ανακατασκευής  Στη συνέχεια, υπολογίζουµε, από τη διαφορική εξίσωση της 

ανακατασκευής, νέες πυκνότητες και από αυτές νέα µέτρα ελαστικότητας. Στα νέα µέτρα 

ελαστικότητας που προκύπτουν εφαρµόζουµε ξανά τη φόρτιση του σπονδύλου.  

Οι νέες τιµές πυκνότητας τροπικής ενέργειας που προκύπτουν εισάγονται ξανά 

στη διαφορική εξίσωση και δίνουν νέες µεταβολές οστικής πυκνότητας. Η διαδικασία 

επαναλαµβάνεται για τον προκαθορισµένο αριθµό χρονικών µονάδων στις οποίες η 

διαδικασία οστικής ανακατασκευής αποτελεί αντικείµενο µελέτης. 

 Ύστερα από 1400 επαναλήψεις που αντιστοιχούν σε χρόνο 84 χρονικές µονάδες 

το διάγραµµα της πυκνότητας τροπικής ενέργειας και των παραµορφώσεων κατά Von 

Mises έχουν τη µορφή του Σχήµα 8.10: 
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(α) (β) 

Σχήµα 8.10 Τελική κατανοµή (α) πυκνότητας τροπικής ενέργειας και (β) ισοδύναµων παραµορφώσεων 

κατά Von Mises 

 Η µέγιστη πυκνότητα τροπικής ενέργειας (στην περιοχή του κόκκινου χρώµατος 

το δεξί άκρο) έχει τιµή 1,541 J/cm3 ενώ η ελάχιστη τιµή της (στην περιοχή µε το µπλε 

χρώµα στην αριστερή πλευρά) είναι 0,291E-5 J/cm3. Η µέγιστη ισοδύναµη παραµόρφωση 

κατά Von Mises έχει τιµή 0,494 strains(περίπου 49,39%), ενώ η ελάχιστη τιµή της είναι 

0,023 strains(περίπου 2,3%). 

  

(α) (β) 

Σχήµα 8.11 Τελική κατανοµή οστικής πυκνότητας ύστερα από 1400 επαναλήψεις (α) µέση τιµή (β) ανά Π.Σ. 

Οι τελικές πυκνότητες που προέκυψαν ύστερα από 1400 επαναληπτικά βήµατα 

παρουσιαζόµενες ως µέσος όρος των γειτονικών Π.Σ. και ανά Π.Σ. φαίνονται στο Σχήµα 

8.11. Αν συγκρίνουµε το τελικό διάγραµµα πυκνότητας τροπικής ενέργειας και αυτό των 

τελικών πυκνοτήτων παρατηρούµε ότι οι µεγαλύτερες τιµές των πυκνοτήτων 

εµφανίζονται αντίστοιχα στις περιοχές µε µέγιστη τροπική ενέργεια και υπάρχει µια 
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γενικότερη µεταξύ τους αντιστοιχία. Το διάγραµµα των πυκνοτήτων που παρουσιάζεται 

στο Σχήµα 8.11(α) καταδεικνύει το σχηµατισµό οχτώ κολώνων εκ των οποίων έξι βασικές 

µε µεγαλύτερες τιµές πυκνότητας προς την κεντρική τους περιοχή, σταδιακά µειούµενη 

προς την άνω και την κάτω επιφυσιακή πλάκα. Επίσης, στο κέντρο του σπονδύλου 

εµφανίζονται και κολώνες µικρότερης πυκνότητας που συνδέουν τις βασικές µε την άνω 

και κάτω επιφυσιακή πλάκα. Η µέγιστη τιµή οστικής πυκνότητας είναι ίση µε αυτή του 

φλοιώδους οστού δηλαδή 1,74 g/cm3 (ανώτερο όριο πυκνότητας που τέθηκε), ενώ η 

ελάχιστη τιµή οστικής πυκνότητας είναι 0,01 g/cm3 (κατώτερο όριο πυκνότητας που 

τέθηκε). 

Αντίστοιχα στο Σχήµα 8.11(β) παρουσιάζονται ξανά οι τελικές οστικές πυκνότητες 

αυτή τη φορά όµως παρουσιασµένες ανά πεπερασµένο στοιχείο. Στην εικόνα αυτή είναι 

περισσότερο εµφανής η δοκιδωτή µορφή του σπογγώδους οστού. Σε αντίθεση µε την 

προηγούµενη εικόνα εδώ εµφανίζεται το φαινόµενο «σκακιέρας» που έχει αναφερθεί στο 

Κεφάλαιο 3.  

Συγκρίνοντας τις δύο εικόνες της κατανοµής της οστικής πυκνότητας παρατηρούµε τα 

ακόλουθα: 

• Στο Σχήµα 8.11(β) µε πυκνότητες ανά πεπερασµένο στοιχείο εµφανίζονται 

µέγιστες πυκνότητες και σε άλλες δύο κολώνες πέρα των βασικών. Στο Σχήµα 

8.11(α) µε τον µέσο όρο των πυκνοτήτων δεν παρατηρείται το φαινόµενο αυτό 

καθώς τα γειτονικά τους στοιχεία έχουν µικρές τιµές οστικής πυκνότητας κι έτσι ο 

µέσος όρος είναι αρκετά µικρότερος των µέγιστων τιµών. 

• Στις βασικές κολώνες το εύρος των περιοχών µε µέγιστες τιµές πυκνότητας είναι 

µεγαλύτερο για την κατανοµή ανά πεπερασµένο στοιχείο σε σχέση µε την 

κατανοµή µε βάση τον µέσο όρο. Αιτία είναι και πάλι η µικρή τιµή των γειτονικών 

στοιχείων που µειώνει σηµαντικά τη µέση τιµή των πυκνοτήτων. Τέλος, στην 

κατανοµή ανά στοιχείο παρατηρείται  σύνδεση των περιοχών µε µέγιστες 

πυκνότητες µεταξύ των γειτονικών κολώνων. 

• Η περιοχή στοιχείων µε τη µικρότερη οστική πυκνότητα (µπλε χρώµα) είναι 

επίσης µεγαλύτερη για την κατανοµή ανά στοιχείο. Και εδώ αιτία είναι τα 

γειτονικά στοιχεία, τα οποία, στην κατανοµή µε βάση τον µέσο όρο, έχοντας 

µεγαλύτερη οστική πυκνότητα επηρεάζουν τα στοιχεία αυτά.    

Στο Σχήµα 8.12 παρουσιάζονται κατανοµές οστικής πυκνότητας ανά πεπερασµένο 

στοιχείο για ορισµένες ενδιάµεσες επαναλήψεις. Αυτές είναι οι εξής: 34, 84, 167, 334, 

500, 834 και 1334. Οι επαναλήψεις αυτές πολλαπλασιαζόµενες µε το χρονικό βήµα 0,06 

χρονικές µονάδες δίνουν τους αντίστοιχους χρόνους ανακατασκευής: 2,04 χρονικές 

µονάδες, 5,04 χρονικές µονάδες, 10,02 χρονικές µονάδες, 20,04 χρονικές µονάδες, 30 
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χρονικές µονάδες, 50,04 χρονικές µονάδες και 80,04 χρονικές µονάδες. Τέλος, για 

σύγκριση µε την τελική κατάσταση, παρατίθεται στο ίδιο σχήµα και η τελική κατανοµή 

πυκνότητας µετά από τις 1400 επαναλήψεις (συνολικός χρόνος 84 χρονικές µονάδες) 

  

(α) 34 επαναλήψεις (β)  84 επαναλήψεις 

  

(γ)  167 επαναλήψεις (δ) 334 επαναλήψεις 

  

(ε) 500 επαναλήψεις (στ) 834 επαναλήψεις 
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(ζ)  1334 επαναλήψεις (η)  1400 επαναλήψεις 

Σχήµα 8.12  Κατανοµή οστικής πυκνότητας ανά Π.Σ. σε διαφορετικές χρονικές στιγµές της διαδικασίας 

Για την κατανοµή της οστικής πυκνότητας ύστερα από 34 επαναλήψεις (Σχήµα 8.12 

(α)) παρατηρούµε τα εξής: οι µέγιστες πυκνότητες (κόκκινο χρώµα και ρ=1,74 g/cm3) 

εµφανίζονται µόνο κοντά στην περιοχή που εφαρµόσαµε τις αρθρώσεις (δύο ακραίοι 

κόµβοι της κάτω επιφυσιακής πλάκας). Ακόµα, δεν έχει σχηµατιστεί καµία κολώνα 

µεγίστης πυκνότητας. Όσον αφορά στην ελάχιστη πυκνότητα, αυτή δεν έχει την τιµή του 

κατώτερου ορίου της αλλά έχει περίπου την τιµή 0,35 g/cm3 (κατώτερο όριο περιοχής 

σκούρου µπλε χρώµατος). Η αρχική πυκνότητα του σπονδύλου µε τιµή 0,8 g/cm3 

βρίσκεται κοντά στο άνω όριο της περιοχής του γαλάζιου χρώµατος. Εποµένως τα 

στοιχεία µε τυρκουάζ χρώµα έχουν αυξήσει την πυκνότητά τους (έως 0,9679 g/cm3) ενώ 

στοιχεία µε γαλάζιο χρώµα έχουν µειώσει την πυκνότητά τους (έως 0,6591 g/cm3). Η 

περιοχή µε πράσινο χρώµα περιέχει στοιχεία που έχουν αυξήσει την πυκνότητά τους έως 

1,122 g/cm3. Τα στοιχεία µε ανοιχτό πράσινο χρώµα έχουν αυξήσει την πυκνότητά τους 

µέχρι 1,277 g/cm3, τα στοιχεία µε κίτρινο χρώµα έχουν αυξήσει την πυκνότητά τους µέχρι 

1,431 g/cm3 και τα στοιχεία µε χρώµα πορτοκαλί έχουν αυξήσει την πυκνότητά τους 

µέχρι 1,586 g/cm3. Αντιθέτως, τα στοιχεία µε ανοιχτό µπλε χρώµα έχουν µειώσει την 

πυκνότητά τους έως 0.5046 g/cm3. Καταλήγουµε εποµένως στο εξής συµπέρασµα 

παρατηρώντας την κατανοµή των πυκνοτήτων: Ο σπόνδυλος έχει µειωµένη πυκνότητα 

στο κέντρο του ενώ αυξηµένη κοντά στις πλαϊνές πλευρές του. Παρατηρείται παρόλα 

αυτά µείωση πυκνότητας σε µια περιοχή στις πλαϊνές πλευρές κοντά στους αρθρωµένους 

κόµβους.     

Ύστερα από 84 επαναλήψεις (Σχήµα 8.12 (β)) παρατηρούµε τα ακόλουθα: µικρή 

αύξηση της περιοχής µε ελάχιστη πυκνότητα που είχε επισηµανθεί κοντά στην άρθρωση 

ενώ αρχίζουν να σχηµατίζονται δύο ακραίες κολώνες µε αυξηµένη οστική πυκνότητα. 

Όσον αφορά στην ελάχιστη πυκνότητα, έχει πάρει την τιµή του κατώτερου ορίου οστικής 



Κεφάλαιο 8           Εφαρµογή οστικής ανακατασκευής σε διδιάστατο µοντέλο σπονδύλου 

92 

πυκνότητας δηλαδή 0,010g/cm3. Επιπρόσθετα, παρουσιάζεται µια αύξηση πυκνοτήτων 

προς το εσωτερικό του σπονδύλου. Σηµειώνεται εδώ ότι εφόσον έχουν επιτευχθεί και τα 

δύο άκρα του εύρους πυκνοτήτων οι υπόλοιπες εικόνες είναι άµεσα συγκρίσιµες 

χρωµατικά, καθώς τα όρια κάθε χρώµατος θα είναι σταθερά. 

Επιλέξαµε επίσης να πάρουµε εικόνα των πυκνοτήτων ύστερα από 167 επαναλήψεις. 

Ύστερα από 167 επαναλήψεις (Σχήµα 8.12 (γ))  και για την αντίστοιχη κατανοµή 

πυκνότητας παρατηρούµε κυρίως τα ακόλουθα: οι περιοχές µε ελάχιστη πυκνότητα στα 

κάτω άκρα του σπονδύλου έχουν αυξηθεί ενώ στις κολώνες µε αυξηµένη πυκνότητα, που 

είχαν παρατηρηθεί ήδη στις 84 επαναλήψεις, αρχίζουν να εµφανίζονται και στοιχεία µε 

πυκνότητα ίση µε το άνω όριο (1,74 g/cm3). 

Η κατανοµή της πυκνότητας µετά από 334 επαναλήψεις (Σχήµα 8.12 (δ))  µας οδηγεί 

στα ακόλουθα συµπεράσµατα: Οι περιοχές µε ελάχιστες πυκνότητες στα κάτω άκρα του 

σπονδύλου έχουν αυξηθεί, ενώ αρχίζουν να δηµιουργούνται περιοχές ελάχιστης 

πυκνότητας και στα άνω άκρα του. Επίσης, έχουν σχηµατιστεί περιοχές ελάχιστης 

πυκνότητας και στο εσωτερικό του σπονδύλου. Παράλληλα µε το σχηµατισµό αυτό 

εµφανίζονται και έξι εσωτερικές κολώνες µε αυξηµένη πυκνότητα. Τέλος, στις δύο 

ακριανές κολώνες έχουν αυξηθεί τα στοιχεία µε µέγιστη οστική πυκνότητα. 

Σε χρόνο 30 χρονικές µονάδες, ο οποίος αντιστοιχεί σε 500 επαναλήψεις (Σχήµα 8.12 

(ε)), η κατανοµή της οστικής πυκνότητας µπορεί να περιγραφεί συνοπτικά από τα εξής: 

έχει αρχίσει να εµφανίζεται το φαινόµενο «σκακιέρας», δηλαδή γειτονικά Π.Σ. µε µεγάλες 

διαφορές πυκνότητας. Οι εσωτερικές κολώνες που είχαν παρατηρηθεί έχουν λεπτύνει 

αλλά περιλαµβάνουν στοιχεία µε αυξηµένες πυκνότητες (κίτρινο και κόκκινο χρώµα). Τα 

στοιχεία των εξωτερικών κολώνων που βρίσκονται κοντά στην άνω επιφυσιακή πλάκα 

έχουν αυξήσει την πυκνότητά τους (περιοχή κόκκινου χρώµατος), ενώ έχουν αυξηθεί και 

οι περιοχές ελάχιστης πυκνότητας στο εσωτερικό του σπονδύλου. Τέλος, έχουν 

σχηµατιστεί µικρότερες κολώνες στο εσωτερικό του σπονδύλου οι οποίες συνδέουν τις 

κύριες κολώνες µε την άνω και κάτω επιφυσιακή πλάκα.  

Μετά την ολοκλήρωση 834 επαναλήψεων (Σχήµα 8.12 (στ)) τα συµπεράσµατα που 

εξάγονται είναι τα παρακάτω: η δοκιδωτή δοµή του σπογγώδους οστού είναι περισσότερο 

εµφανής ενώ έχουν αυξηθεί οι περιοχές µε ελάχιστες πυκνότητες στο εσωτερικό του 

σπονδύλου. Έχουν σχηµατιστεί πλέον οκτώ κύριες κολώνες µε µέγιστη πυκνότητα, εκ των 

οποίων οι τέσσερις ακριανές είναι περισσότερο ενισχυµένες. Επίσης έχουν δηµιουργηθεί 

έξι µικρές, σχεδόν οριζόντιες, κολώνες που συνδέουν τις κύριες κολώνες µεταξύ τους στο 

κέντρο του σπονδύλου. Οι δευτερεύουσες κολώνες που συνέδεαν τις κεντρικές κολώνες 

µε τις επιφυσιακές πλάκες έχουν ενισχυθεί, ενώ εκείνες που συνέδεαν τις ακριανές µε την 

άνω επιφυσιακή πλάκα έχουν απορροφηθεί. Τέλος, οι ακριανές κολώνες τείνουν να 

ενωθούν µε τις διπλανές τους όσο πλησιάζουν προς τις επιφυσιακές πλάκες. 
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Λίγα βήµατα πριν ολοκληρωθεί η δοκιµή, και συγκεκριµένα στις 1334 επαναλήψεις 

(Σχήµα 8.12 (ζ)), η κατανοµή της οστικής πυκνότητας διαφέρει ελάχιστα από την 

αντίστοιχη για τις 834 επαναλήψεις. Οι ακριανές κολώνες δεν εµφανίζουν καµία αλλαγή 

ενώ πολύ µικρές αλλαγές εµφανίζονται στο εσωτερικό του σπονδύλου. 

8.2.2 Νεαρό άτοµο-µοντέλο µε εισαγωγή µη γραµµικοτήτων 

Ανάλυση µη γραµµικοτήτων στην εξίσωση οστικής ανακατασκευής 

Στη βιβλιογραφία (Xinghua 2002), όπως προαναφέρθηκε, εµφανίζεται η εισαγωγή 

δύο µη γραµµικοτήτων στη διαφορική εξίσωση της οστικής ανακατασκευής: ενός 

συντελεστή α και ενός εκθετικά εξαρτηµένος από το χρόνο συντελεστή B(t). Ο 

συντελεστής α εισάγεται στη διαφορική εξίσωση ως δύναµη στον όρο 
k

U

⋅ρ
 ενώ ο 

συντελεστής Β(t) αντικαθιστά το σταθερό συντελεστή αναλογίας B. Προκύπτει δε η 

διαφορική εξίσωση της Σχέσης 8.5 : 
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      (σχέση 8.5) 

8.2.2.1 Σταθερός συντελεστής αναλογίας B 

Αν θεωρήσουµε σταθερό συντελεστή Β στη Σχέση 8.5 προκύπτει η Σχέση 8.6: 
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Αν θεωρήσουµε και τιµή για τον συντελεστή α ίση µε 1, η Σχέση 8.6 γίνεται  
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     (σχέση 8.7) 

Η Σχέση 8.7 εκφυλλίζεται στο µοντέλο χωρίς γραµµικότητες που περιγράψαµε στο 

προηγούµενο κεφάλαιο.  

Συγκρίνοντας τη Σχέση 8.7 µε το µοντέλο εκείνο, παρατηρούµε ότι το εσωτερικό της 

αγκύλης είναι πλέον διαιρεµένο µε την αναφορά k. Εποµένως, για να είναι όµοια τα δύο 

µοντέλα θα πρέπει ο συντελεστής B να πολλαπλασιαστεί µε την αναφορά 
g

J
25,0 , οπότε 

προκύπτει νέα τιµή του συντελεστή Β ίση µε 
( )

( )unittimeMPa

cmg

⋅

23/
25,0 . Τα αποτελέσµατα 

που προκύπτουν είναι ίδια λοιπόν µε εκείνα του Κεφαλαίου 8.2. Όπως επισηµάνθηκε και 

στο Κεφάλαιο 4.3.2, από πειράµατα που πραγµατοποιήθηκαν σύµφωνα µε το µοντέλο των 
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µικρο-ρωγµατώσεων (McNamara et al 1992) η τιµή α=2,25 προσεγγίζει καλύτερα την 

πραγµατική κατάσταση του σπονδύλου. Η αύξηση του βαθµού µη γραµµικότητας α της 

διαφορικής εξίσωσης της οστικής ανακατασκευής µπορεί να αυξήσει αρκετά την 

απορρόφηση της τοπικής πυκνότητας όπου η µηχανική διέγερση 
ρ
U
είναι πολύ µικρότερη 

από την τιµή αναφοράς k , κάτι που υπονοεί την ενίσχυση της οστεοκλαστικής 

δραστηριότητας. Μπορεί όµως ακόµη να αυξήσει την προσθήκη τοπικής πυκνότητας 

όπου η µηχανική διέγερση είναι πολύ µεγαλύτερη της τιµής αναφοράς, κάτι που υπονοεί 

την ενίσχυση της οστεοβλαστικής δραστηριότητας. Ως εκ τούτου, τα κινητικά της 

διαδικασίας της ανακατασκευής µεταβάλλονται. Η ενίσχυση της οστεοκλαστικής 

(οστεοβλαστικής) δραστηριότητας µπορεί να είναι διαφορετική ανάλογα µε την ηλικία ή 

την ανατοµική πλευρά. Έτσι, υποθέσαµε ότι το οστό σε διαφορετικές ανατοµικές πλευρές 

ή σε διαφορετικά στάδια ανάπτυξης µπορεί να αντιστοιχεί σε διαφορετικούς βαθµούς µη 

γραµµικότητας. Ο συντελεστής α µπορεί να αναπαριστά µια έννοια εξέλιξης και θα ήταν 

χρήσιµος στη µελέτη της ανάπτυξης και εξέλιξης του οστού. Στα πλαίσια της εργασίας 

αυτής πραγµατοποιήθηκε µία δοκιµή παρόµοια µε αυτή του Κεφαλαίου 8.2, µε Β σταθερό 

(και ίσο µε 
( )

( )unittimeMPa

cmg

⋅

23/
25,0  για τη διατήρηση της αντιστοιχίας) , αλλά µε α=2,25 

αυτή τη φορά.  

Αποτελέσµατα µηχανικής ανάλυσης του µοντέλου του σπονδύλου µε αρχική οστική 

πυκνότητα 0,8g/cm3 

Ύστερα από 1400 επαναλήψεις που αντιστοιχούν σε χρόνο 84 χρονικές µονάδες 

το διάγραµµα της πυκνότητας τροπικής ενέργειας και των παραµορφώσεων κατά Von 

Mises έχουν τη µορφή που φαίνεται στο Σχήµα 8.13: 

  

(α) (β) 

Σχήµα 8.13 Τελική κατανοµή (α) πυκνότητας τροπικής ενέργειας και (β) ισοδύναµων παραµορφώσεων κατά Von 

Mises 
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 Η µέγιστη πυκνότητα τροπικής ενέργειας (στην περιοχή του κόκκινου χρώµατος 

το δεξί άκρο) έχει τιµή 1,674 J/cm3 ενώ η ελάχιστη τιµή της (στην περιοχή µε το µπλε 

χρώµα στην αριστερή πλευρά) είναι 0,756E-5  J/cm3. Συγκρινόµενη µε την αντίστοιχη για 

α=1, η κατανοµή πυκνότητας τροπικής ενέργειας εµφανίζει µεγαλύτερη µέγιστη τιµή και 

ταυτόχρονα µεγαλύτερη ελάχιστη τιµή. Η µέγιστη παραµόρφωση κατά Von Mises έχει 

τιµή 0,2883 strains (28,83%), ενώ η ελάχιστη τιµή της είναι 0,0351 strains (3,51%). Για 

καλύτερη σύγκριση των τελικών παραµορφώσεων µεταξύ των δύο µοντέλων 

παρουσιάζουµε τις τελικές παραµορφώσεις για α=2,25 προσαρµοσµένες όµως στο 

χρωµατισµό των περιοχών παραµορφώσεων για α=1 (Σχήµα 8.14). Προκύπτει λοιπόν από 

παρατήρηση του ότι εµφανίζονται µικρότερες τελικές παραµορφώσεις για εκθέτη α=2,25. 

 

Σχήµα 8.14 Παραµορφώσεις κατά Von Mises προσαρµοσµένες στο εύρος των αντίστοιχων 

για α=1 

Οι τελικές πυκνότητες που προέκυψαν ύστερα από 1400 επαναληπτικά βήµατα 

παρουσιαζόµενες ως µέσος όρος των γειτονικών στοιχείων (Σχήµα 8.15(α)) και ανά 

πεπερασµένο στοιχείο (Σχήµα 8.15(β)) έχουν την ακόλουθη κατανοµή: 

  

(α) (β) 

Σχήµα 8.15 Τελική κατανοµή οστικής πυκνότητας ύστερα από 1400 επαναλήψεις 
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Αν συγκρίνουµε το τελικό διάγραµµα πυκνότητας τροπικής ενέργειας και αυτό 

των τελικών πυκνοτήτων παρατηρούµε ότι οι µεγαλύτερες τιµές των πυκνοτήτων 

εµφανίζονται αντίστοιχα στις περιοχές µε µέγιστη τροπική ενέργεια και ότι υπάρχει µια 

γενικότερη µεταξύ τους αντιστοιχία. Η κατανοµή των πυκνοτήτων που παρουσιάζεται στο 

Σχήµα 8.15 καταδεικνύει το σχηµατισµό οχτώ κολώνων εκ των οποίων έξι βασικές µε 

µεγαλύτερες τιµές πυκνότητας προς την κεντρική τους περιοχή, σταδιακά µειούµενη προς 

την άνω και την κάτω επιφυσιακή πλάκα. Συγκρινόµενη µε την αντίστοιχη κατανοµή για 

α=1, η πυκνότητα ανά πεπερασµένο στοιχείο µας οδηγεί στα ακόλουθα συµπεράσµατα: οι 

οριζόντιες κολώνες που ένωναν τις βασικές δεν εµφανίζονται για α=2,25. Αντίθετα, οι 

γειτονικές εσωτερικές κολώνες πλησιάζουν σταδιακά και ενώνονται µεταξύ τους στο 

κέντρο του σπονδύλου. Επίσης, οι δύο ακριανές κολώνες βρίσκονται ακόµη πιο κοντά 

στις εξωτερικές πλευρές του σπονδύλου. Τέλος παρατηρούνται µεγαλύτερες τιµές οστικής 

πυκνότητας κοντά στα σηµεία σύνδεσης των κολώνων µε τις επιφυσιακές πλάκες. Η 

µέγιστη τιµή οστικής πυκνότητας είναι ίση µε αυτή του φλοιώδους οστού δηλαδή 1,74 

g/cm3 (ανώτερο όριο πυκνότητας που τέθηκε), ενώ η ελάχιστη τιµή οστικής πυκνότητας 

είναι 0,01 g/cm3 (κατώτερο όριο πυκνότητας που τέθηκε). 

Στο παρακάτω Σχήµα 8.16 παρουσιάζονται κατανοµές οστικής πυκνότητας ανά 

πεπερασµένο στοιχείο για τις ίδιες ενδιάµεσες επαναλήψεις µε εκείνες που επιλέχθηκαν 

για α=1. Αυτές είναι οι εξής: 34, 84, 167, 334, 500, 834 και 1334. Οι επαναλήψεις αυτές 

πολλαπλασιαζόµενες µε το χρονικό βήµα 0,06 χρονικές µονάδες δίνουν τους αντίστοιχους 

χρόνους ανακατασκευής: 2,04 χρονικές µονάδες, 5,04 χρονικές µονάδες, 10,02 χρονικές 

µονάδες, 20,04 χρονικές µονάδες, 30 χρονικές µονάδες, 50,04 χρονικές µονάδες και 80,04 

χρονικές µονάδες. Τέλος, για σύγκριση µε την τελική κατάσταση, παρατίθεται στο ίδιο 

σχήµα και η τελική κατανοµή πυκνότητας µετά από τις 1400 επαναλήψεις (συνολικός 

χρόνος 84 χρονικές µονάδες) 

  

(α) 34 επαναλήψεις (β)  84 επαναλήψεις 
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(γ)  167 επαναλήψεις (δ) 334 επαναλήψεις 

  

(ε) 500 επαναλήψεις (στ) 834 επαναλήψεις 

  

(ζ)  1334 επαναλήψεις (η)  1400 επαναλήψεις 

Σχήµα 8.16  Κατανοµή οστικής πυκνότητας ανά Π.Σ. σε διαφορετικές χρονικές στιγµές της διαδικασίας 

Για την κατανοµή της οστικής πυκνότητας ύστερα από 34 επαναλήψεις (Σχήµα 

8.16 (α)) παρατηρούµε τα εξής: οι µέγιστες πυκνότητες (κόκκινο χρώµα και ρ=1,74 

g/cm3) δεν εµφανίζονται µόνο κοντά στην περιοχή που εφαρµόσαµε τις αρθρώσεις (δύο 

ακραίοι κόµβοι της κάτω επιφυσιακής πλάκας) αλλά και στα µέσα των δύο ακραίων 
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πλευρών του σπονδυλικού σώµατος. Αρχίζουν λοιπόν να σχηµατίζονται οι ακριανές 

κολώνες σε αντίθεση µε τη δοκιµή για α=1 όπου καµία κολώνα µεγίστης πυκνότητας δεν 

είχε σχηµατιστεί στον αντίστοιχο χρόνο. Όσον αφορά στην ελάχιστη πυκνότητα, αυτή δεν 

έχει την τιµή του κατώτερου ορίου της αλλά έχει περίπου την τιµή 0,3083 g/cm3 

(κατώτερο όριο περιοχής σκούρου µπλε χρώµατος). Για α=1 είχε προκύψει µεγαλύτερη 

τιµή ελάχιστης πυκνότητας (περίπου 0,35 g/cm3). Η αρχική πυκνότητα του σπονδύλου µε 

τιµή 0,8 g/cm3 βρίσκεται κοντά στο κάτω όριο της περιοχής του τυρκουάζ χρώµατος. 

Εποµένως τα στοιχεία µε τύρκουαζ χρώµα έχουν αυξήσει την πυκνότητά τους (έως 0,9446 

g/cm3) ενώ στοιχεία µε γαλάζιο χρώµα έχουν µειώσει την πυκνότητά τους (έως περίπου 

0,6265 g/cm3). Η περιοχή µε πράσινο χρώµα περιέχει στοιχεία που έχουν αυξήσει την 

πυκνότητά τους έως 1,104 g/cm3. Τα στοιχεία µε ανοιχτό πράσινο χρώµα έχουν αυξήσει 

την πυκνότητά τους µέχρι 1,263 g/cm3, τα στοιχεία µε κίτρινο χρώµα έχουν αυξήσει την 

πυκνότητά τους µέχρι 1,422 g/cm3 και τα στοιχεία µε χρώµα πορτοκαλί έχουν αυξήσει 

την πυκνότητά τους µέχρι 1,581 g/cm3. Αντιθέτως, τα στοιχεία µε ανοιχτό µπλε χρώµα 

έχουν µειώσει την πυκνότητά τους έως 0,467 g/cm3 Καταλήγουµε εποµένως στο εξής 

συµπέρασµα παρατηρώντας την κατανοµή των πυκνοτήτων: Ο σπόνδυλος έχει µειωµένη 

πυκνότητα στο κέντρο του ενώ αυξηµένη κοντά στις πλαϊνές πλευρές του. Παρατηρείται 

παρόλα αυτά µείωση πυκνότητας σε µια περιοχή στις πλαϊνές πλευρές κοντά στους 

αρθρωµένους κόµβους.     

Ύστερα από 84 επαναλήψεις (Σχήµα 8.16 (β)) παρατηρούµε τα ακόλουθα: µικρή 

αύξηση της περιοχής µε ελάχιστη πυκνότητα που είχε επισηµανθεί κοντά στις αρθρώσεις 

ενώ αρχίζουν να σχηµατίζονται δύο ακραίες κολώνες µε αυξηµένη οστική πυκνότητα. Οι 

κολώνες αυτές περιέχουν και στοιχεία µε τη µέγιστη πυκνότητα 1,74 g/cm3 σε αντίθεση 

µε τις αντίστοιχες κολώνες για α=1. Επιπρόσθετα αρχίζουν να σχηµατίζονται και δύο 

εσωτερικές κολώνες µε αυξηµένη οστική πυκνότητα. Όσον αφορά στην ελάχιστη 

πυκνότητα, έχει πάρει την τιµή του κατώτερου ορίου οστικής πυκνότητας δηλαδή 

0,01g/cm3. Ακόµη η περιοχή µε ελάχιστες πυκνότητες στο κέντρο του σπονδύλου είναι 

µεγαλύτερη συγκρινόµενη µε εκείνη για α=1. Σηµειώνεται εδώ ότι εφόσον έχουν 

επιτευχθεί και τα δύο άκρα του εύρους πυκνοτήτων οι υπόλοιπες εικόνες θα είναι άµεσα 

συγκρίσιµες χρωµατικά, καθώς τα όρια κάθε χρώµατος θα είναι σταθερά. 

Ύστερα από 167 επαναλήψεις (Σχήµα 8.16 (γ)) και για την αντίστοιχη κατανοµή 

πυκνότητας παρατηρούµε κυρίως τα ακόλουθα: οι περιοχές µε ελάχιστη πυκνότητα στα 

κάτω άκρα του σπονδύλου έχουν αυξηθεί ενώ έχουν εµφανιστεί τέτοιες περιοχές και στο 

κέντρο του σπονδύλου µεταξύ των βασικών κολώνων. Οι βασικές κολώνες µε αυξηµένη 

πυκνότητα που έχουν σχηµατιστεί είναι ήδη έξι, τέσσερις από τις οποίες περιέχουν και 

στοιχεία στην περιοχή µέγιστης πυκνότητας. Αντίθετα, για α=1, οι βασικές κολώνες που 

είχαν σχηµατιστεί στον αντίστοιχο χρόνο ήταν µόνο οι δύο ακριανές.  



Κεφάλαιο 8           Εφαρµογή οστικής ανακατασκευής σε διδιάστατο µοντέλο σπονδύλου 

99 

Μετά από 334 επαναλήψεις (Σχήµα 8.16 (δ)),  έχουν προκύψει τα ακόλουθα 

συµπεράσµατα: Η κατανοµή της οστικής πυκνότητας προσεγγίζει αρκετά την τελική της 

µορφή, σε αντίθεση µε εκείνη για α=1, για τον ίδιο χρόνο. Η δοκιδωτή µορφή του 

σπογγώδους οστού (και το συσχετιζόµενο µε αυτή φαινόµενο της «σκακιέρας») είναι 

πλέον έκδηλη. Τέλος, έχουν εµφανιστεί στο κέντρο του σπονδύλου δύο οριζόντιες 

κολώνες που ενώνουν τις γειτονικές βασικές µεταξύ τους. Σηµειώνεται ότι οι κολώνες 

αυτές έχουν µεγαλύτερο µήκος συγκρινόµενες µε εκείνες που εµφανίζονται στην τελική 

κατανοµή πυκνότητας για α=1. 

Σε χρόνο 30 χρονικές µονάδες, ο οποίος αντιστοιχεί σε 500 επαναλήψεις (Σχήµα 

8.16 (ε)), η κατανοµή της οστικής πυκνότητας εµφανίζει µικρή αλλαγή σε σχέση µε τις 

334 επαναλήψεις ενώ µπορεί να περιγραφεί συνοπτικά από τα εξής: Οι εσωτερικές 

βασικές κολώνες που είχαν παρατηρηθεί έχουν ενισχυθεί, όπως επίσης και τα σηµεία 

ένωσης των κολώνων µε τις επιφυσιακές πλάκας. Τα στοιχεία που ανήκουν στην περιοχή 

ελάχιστης πυκνότητας έχουν αυξηθεί, ενώ οι οριζόντιες κολώνες που ενώνουν τις βασικές 

κοντά στην άνω επιφυσιακή πλάκα δείχνουν να έχουν απορροφηθεί. 

 Μετά την ολοκλήρωση 834 επαναλήψεων (Σχήµα 8.16 (στ)) τα συµπεράσµατα 

που εξάγονται είναι τα παρακάτω: εµφανίζονται πολύ µικρές διαφορές σε σχέση µε την 

κατανοµή οστικής πυκνότητας στις 500 επαναλήψεις. Οι βασικές κολώνες µε µέγιστη 

πυκνότητα συνεχίζουν να αυξάνουν την πυκνότητα τους, ενώ παρατηρείται και µια 

σχετική ελάττωση πυκνότητας σε περιοχές µε χαµηλές τιµές πυκνότητας (κοντά στις 

ακριανές βασικές κολώνες). Επίσης έχουν δηµιουργηθεί έξι µικρές σχεδόν οριζόντιες 

κολώνες που συνδέουν τις κύριες κολώνες µεταξύ τους στο κέντρο του σπονδύλου. Οι 

δευτερεύουσες κολώνες που συνέδεαν τις κεντρικές κολώνες µε τις επιφυσιακές πλάκες 

έχουν ενισχυθεί ενώ εκείνες που συνέδεαν τις ακριανές µε την άνω επιφυσιακή πλάκα 

έχουν απορροφηθεί Τέλος, οι ακριανές κολώνες τείνουν να ενωθούν µε τις διπλανές τους 

όσο πλησιάζουν προς τις επιφυσιακές πλάκες. 

Λίγα βήµατα πριν ολοκληρωθεί η δοκιµή, και συγκεκριµένα στις 1334 

επαναλήψεις (Σχήµα 8.16 (ζ)), η κατανοµή της οστικής πυκνότητας διαφέρει ελάχιστα 

από την τελική µορφή της. Οι βασικές κολώνες αυξάνουν την πυκνότητά τους κινούµενες 

προς τις δύο επιφυσιακές πλάκες, ενώ στοιχεία περιοχών µε χαµηλές πυκνότητες 

εµφανίζουν µετάβαση σε περιοχές χαµηλότερης πυκνότητας. 

8.2.2.2 Χρονικά µεταβαλλόµενος συντελεστής αναλογίας B(t) 

Επίσης, από τη βιβλιογραφία (Xinghua 2002) προτάθηκε η χρήση εκθετικά 

µεταβαλλόµενου συντελεστή B(t) για γρηγορότερη σύγκλιση. Η µορφή του B(t) που 

εισήχθη στο µοντέλο του σπονδύλου νεαρού ατόµου ήταν η εξής: 

( ) T
t

T BeBBtB +−= 02.0
0 /)(       (σχέση 8.8) 

µε ( ) ( )unittimeMPacmgBT ⋅⋅= //01,0
23  και  ( ) ( )unittimeMPacmgB ⋅⋅= //0,1

23
0  
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Πραγµατοποιήθηκαν δύο δοκιµές, µία για εκθετικά µεταβαλλόµενο συντελεστή 

B(t) και α=1 και µία για εκθετικά µεταβαλλόµενο συντελεστή B(t) και α=2,25. 

Σηµειώνεται ότι, και στις δύο δοκιµές, η τελική τιµή του Β ύστερα από τις 1400 

επαναλήψεις που πραγµατοποιήθηκαν κατά τις δοκιµές (αντίστοιχος χρόνος 84 χρονικές 

µονάδες) ήταν ( ) ( )unittimeMPacmgB ⋅⋅= //19451,0
23

0 . 

Αποτελέσµατα µηχανικής ανάλυσης του µοντέλου του σπονδύλου µε αρχική οστική 

πυκνότητα 0,8g/cm3 B(t) εκθετικά µεταβαλλόµενο και α=1 

Ύστερα από 1400 βήµατα που αντιστοιχούν σε χρόνο 84 χρονικές µονάδες, µε 

B(t) εκθετικά µεταβαλλόµενο όπως ορίστηκε παραπάνω και α=1, το διάγραµµα της 

πυκνότητας τροπικής ενέργειας και των παραµορφώσεων κατά Von Mises έχουν τη 

µορφή του Σχήµα 8.17: 

  

(α) (β) 

Σχήµα 8.17 Τελική κατανοµή της (α) πυκνότητας τροπικής ενέργειας και (β) Ισοδύναµων 

παραµορφώσεων κατά Von Mises 

Η µέγιστη πυκνότητα τροπικής ενέργειας (στην περιοχή του κόκκινου χρώµατος 

το δεξί άκρο) έχει τιµή 1,532 J/cm3 ενώ η ελάχιστη τιµή της (στην περιοχή µε το µπλε 

χρώµα στην αριστερή πλευρά) είναι 0,278E-5  J/cm3. Συγκρινόµενη µε την αντίστοιχη για 

B σταθερό και α=1, η κατανοµή πυκνότητας τροπικής ενέργειας εµφανίζει λίγο µικρότερη 

µέγιστη τιµή και ταυτόχρονα λίγο µικρότερη ελάχιστη τιµή. Η µέγιστη παραµόρφωση 

κατά Von Mises έχει τιµή 0,4001 strains (40,01%), ενώ η ελάχιστη τιµή της είναι 0,0226 

strains (2,26%). Για καλύτερη σύγκριση των τελικών παραµορφώσεων µεταξύ των δύο 

µοντέλων παρουσιάζουµε τις τελικές παραµορφώσεις για α=1 και B(t) προσαρµοσµένες 

όµως στο χρωµατισµό των περιοχών παραµορφώσεων για α=1  και B σταθερό. Εξάγεται 

το αντίστοιχο Σχήµα 8.18: 
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Σχήµα 8.18  Παραµορφώσεις κατά Von Mises προσαρµοσµένες στο εύρος των 

αντίστοιχων για α=1 και B σταθερό 

Προκύπτει λοιπόν από το Σχήµα 8.18 ότι εµφανίζονται µέγιστες και ελάχιστες τελικές 

παραµορφώσεις µικρότερης τιµής για εκθετικά µεταβαλλόµενο B(t). 

Οι τελικές πυκνότητες που προέκυψαν ύστερα από 1400 επαναληπτικά βήµατα 

παρουσιαζόµενες ως µέσος όρος των γειτονικών στοιχείων (Σχήµα 8.19 (α)) και ανά 

πεπερασµένο στοιχείο (Σχήµα 8.19 (β) )έχουν την ακόλουθη κατανοµή: 

  

(α) (β) 

Σχήµα 8.19 Τελική κατανοµή οστικής πυκνότητας ύστερα από 1400 επαναλήψεις 

Το διάγραµµα των πυκνοτήτων που παρουσιάζεται στο Σχήµα 8.19  (α)και(β) 

καταδεικνύει το σχηµατισµό οχτώ κολώνων εκ των οποίων έξι βασικές µε µεγαλύτερες 

τιµές πυκνότητας προς την κεντρική τους περιοχή, σταδιακά µειούµενη προς την άνω και 

την κάτω επιφυσιακή πλάκα. Συγκρινόµενη µε την αντίστοιχη κατανοµή για B σταθερό, η 

οστική πυκνότητα παρουσιάζει µεγάλη οµοιότητα. Ελάχιστες διαφορές παρατηρούνται 

γύρω από τις βασικές κολώνες όπου µερικά στοιχεία µε χαµηλότερες πυκνότητες 
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εµφανίζονται σε διαφορετικά εύρη πυκνοτήτων, αλλά και σε ορισµένα στοιχεία της 

περιοχής µεγίστων πυκνοτήτων που εµφανίζουν λίγο διαφορετικές τιµές. Έτσι 

οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι η εισαγωγή του εκθετικού συντελεστή B(t), µε 

διατήρηση της τιµής α=1, επηρεάζει ελάχιστα την τελική κατανοµή των πυκνοτήτων. 

Στο παρακάτω Σχήµα 8.20 παρουσιάζονται κατανοµές οστικής πυκνότητας ανά 

πεπερασµένο στοιχείο για τις ίδιες ενδιάµεσες επαναλήψεις µε εκείνες που επιλέχθηκαν 

για α=1 και Β=
( )

( )unittimeMPa

cmg

⋅

23/
25,0 . Αυτές είναι οι εξής: 34, 84, 167, 334, 500, 834 και 

1334. Οι επαναλήψεις αυτές πολλαπλασιαζόµενες µε το χρονικό βήµα 0,06 χρονικές 

µονάδες δίνουν τους αντίστοιχους χρόνους ανακατασκευής: 2,04 χρονικές µονάδες, 5,04 

χρονικές µονάδες, 10,02 χρονικές µονάδες, 20,04 χρονικές µονάδες, 30 χρονικές µονάδες, 

50,04 χρονικές µονάδες και 80,04 χρονικές µονάδες. Τέλος, για σύγκριση µε την τελική 

κατάσταση, παρατίθεται στο ίδιο σχήµα και η τελική κατανοµή πυκνότητας µετά από τις 

1400 επαναλήψεις (συνολικός χρόνος 84 χρονικές µονάδες) 

  

(α) 34 επαναλήψεις (β)  84 επαναλήψεις 

  

(γ)  167 επαναλήψεις (δ) 334 επαναλήψεις 
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(ε) 500 επαναλήψεις (στ) 834 επαναλήψεις 

  

(ζ)  1334 επαναλήψεις (η)  1400 επαναλήψεις 

Σχήµα 8.20  Κατανοµή οστικής πυκνότητας ανά Π.Σ. σε διαφορετικές χρονικές στιγµές της διαδικασίας 

Για την κατανοµή της οστικής πυκνότητας ύστερα από 34 επαναλήψεις (Σχήµα 

8.20 (α)) παρατηρούµε τα εξής: έχουν εµφανιστεί τόσο η µέγιστη πυκνότητα (κόκκινο 

χρώµα και ρ=1,74 g/cm3) όσο και η ελάχιστη πυκνότητα (µπλε χρώµα και ρ=0,01 g/cm3). 

Σηµειώνεται ότι η τελευταία δεν είχε εµφανιστεί στον αντίστοιχο χρόνο για B σταθερό. 

Επίσης, προσεγγίζει σε µεγάλο βαθµό την κατανοµή πυκνότητας ύστερα από 167 

επαναλήψεις για α=1 και B σταθερό. ∆εδοµένου ότι οι τελικές κατανοµές πυκνότητας 

είναι αρκετά κοντινές για τα δύο µοντέλα, συµπεραίνουµε ότι µε συντελεστή Β εκθετικά 

µεταβαλλόµενο δείχνει να προσεγγίζεται γρηγορότερα η τελική κατανοµή πυκνότητας.  

Ύστερα από 84 επαναλήψεις (Σχήµα 8.20 (β)) παρατηρούµε ότι η κατανοµή της 

οστικής πυκνότητας προσεγγίζει σε µεγάλο βαθµό την κατανοµή πυκνότητας στις 334 

επαναλήψεις για α=1 και Β=
( )

( )unittimeMPa

cmg

⋅

23/
25,0 . Για το χρονικό βήµα 167 (Σχήµα 

8.20 (γ)) και την αντίστοιχη κατανοµή πυκνότητας παρατηρούµε ότι προσεγγίζει σε 

µεγάλο βαθµό την κατανοµή πυκνότητας στις 834 επαναλήψεις για α=1 και B σταθερό. 
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Συγκεκριµένα δείχνει να βρίσκεται, ως προς την εξέλιξη, ένα στάδιο πριν καθώς δεν έχει 

σχηµατιστεί πλήρως η δοκιδωτή µορφή του σπογγώδους οστού.   

Μετά από 334 επαναλήψεις (Σχήµα 8.20 (δ)) προκύπτει ότι η κατανοµή της 

οστικής πυκνότητας προσεγγίζει σε µεγάλο βαθµό την κατανοµή στις 1334 επαναλήψεις 

για α=1 και Β σταθερό. 

Σε χρόνο 30 χρονικές µονάδες, ο οποίος αντιστοιχεί σε 500 επαναλήψεις (Σχήµα 

8.20 (ε)), η κατανοµή της οστικής πυκνότητας δεν εµφανίζει ουσιαστικές αλλαγές σε 

σχέση µε τις 334 επαναλήψεις. Οµοίως, µετά την ολοκλήρωση 834 επαναλήψεων (Σχήµα 

8.20 (στ))  η κατανοµή των πυκνοτήτων έχει προσεγγίσει την τελική κατανοµή κι έτσι και 

στην αντίστοιχη κατανοµή πυκνότητας στις 1334 επαναλήψεις (Σχήµα 8.20 (ζ))  

διατηρείται η ίδια µορφή. 

Αποτελέσµατα µηχανικής ανάλυσης του µοντέλου του σπονδύλου µε αρχική οστική 

πυκνότητα 0,8g/cm3 B(t) εκθετικά µεταβαλλόµενο και α=2,25 

Επαναλάβαµε την ίδια δοκιµή µε πριν για Β(t) εκθετικά µεταβαλλόµενο, αυτή τη 

φορά όµως µε εκθέτη α=2,25. Ύστερα από 1400 βήµατα που αντιστοιχούν σε χρόνο 84 

χρονικές µονάδες το διάγραµµα της πυκνότητας τροπικής ενέργειας και των 

παραµορφώσεων κατά Von Mises έχουν τη µορφή που φαίνεται στο Σχήµα 8.21: 

  

(α) (β)  

Σχήµα 8.21 Τελική κατανοµή της (α) πυκνότητας τροπικής ενέργειας και (β) Ισοδύναµων 

παραµορφώσεων κατά Von Mises 

  Η µέγιστη πυκνότητα τροπικής ενέργειας (στην περιοχή του κόκκινου χρώµατος 

το δεξί άκρο) έχει τιµή 1,653 J/cm3 ενώ η ελάχιστη τιµή της (στην περιοχή µε το µπλε 

χρώµα στην αριστερή πλευρά) είναι 0,606E-5 J/cm3. Η µέγιστη παραµόρφωση κατά Von 

Mises έχει τιµή 0,4834 strains (48,34%), ενώ η ελάχιστη τιµή της είναι 0,0330 strains 

(3,30%). 
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Οι τελικές πυκνότητες που προέκυψαν ύστερα από 1400 επαναληπτικά βήµατα 

παρουσιαζόµενες ως µέσος όρος των γειτονικών στοιχείων (Σχήµα 8.22(α)) και ανά 

πεπερασµένο στοιχείο (Σχήµα 8.22(β)) έχουν την ακόλουθη κατανοµή: 

  

(α) (β) 

Σχήµα 8.22 Τελική κατανοµή οστικής πυκνότητας ύστερα από 1400 επαναλήψεις 

Αν συγκρίνουµε το τελικό διάγραµµα οστικής πυκνότητας µε τις κατανοµές των 

µοντέλων που παρουσιάστηκαν παραπάνω παρατηρούµε τα ακόλουθα: Ο σχηµατισµός 

των εσωτερικών κολώνων οµοιάζει µε τον αντίστοιχο για Β σταθερό και α=2,25. 

Εµφανίζονται δηλαδή οι ακριανές κολώνες πολύ κοντά στις πλευρές του σπονδύλου ενώ 

οι αµέσως επόµενες εσωτερικές κολώνες συνδέονται στο µέσο του σπονδύλου. Όσον 

αφορά στο κέντρο του σπονδύλου οι βασικές κολώνες εµφανίζονται να έχουν µεγαλύτερο 

µήκος ενώ οι δευτερεύουσες κολώνες που τις συνδέουν µε τις επιφυσιακές πλάκες είναι 

µικρότερες. Επίσης εµφανίζεται µία νέα κάθετη κολώνα στο κέντρο του σπονδύλου, ο 

σχηµατισµός της οποίας (και η στήριξη που προσφέρει) είναι υπεύθυνος για τις 

µικρότερες τιµές πυκνότητας στις γειτονικές κεντρικές κολώνες. Η κάθετη αυτή κολώνα 

συνδέεται µέσω µιας διακλάδωσης µικρών, δευτερευουσών, κολώνων µε την κάτω 

επιφυσιακή πλάκα. Παρατηρώντας τις κατανοµές στο Σχήµα 8.22 παρατηρούµε µια µικρή 

διαταραχή της συµµετρικότητας του σχήµατος. Η διαταραχή αυτή είναι περισσότερο 

έκδηλη στην κατανοµή των παραµορφώσεων στο Σχήµα 8.21(β) και οφείλεται στο πλέγµα 

που χρησιµοποιήθηκε για τη διακριτοποίηση του σπονδύλου σε Π.Σ. σε συνδυασµό µε 

την κατασκευασµένη γεωµετρία του ίδιου του σπονδύλου. Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι το 

µοντέλο αυτό είναι περισσότερο ευαίσθητο, συγκρινόµενο µε τα προηγούµενα 

παρουσιασµένα, στο χρησιµοποιούµενο πλέγµα. 

Στο Σχήµα 8.23 παρουσιάζονται κατανοµές οστικής πυκνότητας ανά πεπερασµένο 

στοιχείο για ορισµένες ενδιάµεσες επαναλήψεις. Αυτές, όπως και τα προηγούµενα 

µοντέλα, είναι οι εξής: 34, 84, 167, 334, 500, 834 και 1334. Οι επαναλήψεις αυτές 

πολλαπλασιαζόµενες µε το χρονικό βήµα 0,06 χρονικές µονάδες δίνουν τους αντίστοιχους 
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χρόνους ανακατασκευής: 2,04 χρονικές µονάδες, 5,04 χρονικές µονάδες, 10,02 χρονικές 

µονάδες, 20,04 χρονικές µονάδες, 30 χρονικές µονάδες, 50,04 χρονικές µονάδες και 80,04 

χρονικές µονάδες. Τέλος, για σύγκριση µε την τελική κατάσταση, παρατίθεται στο ίδιο 

σχήµα και η τελική κατανοµή πυκνότητας µετά από τις 1400 επαναλήψεις (συνολικός 

χρόνος 84 χρονικές µονάδες) 

  

(α) 34 επαναλήψεις (β)  84 επαναλήψεις 

  

(γ)  167 επαναλήψεις (δ) 334 επαναλήψεις 

  

(ε) 500 επαναλήψεις (στ) 834 επαναλήψεις 
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(ζ)  1334 επαναλήψεις (η)  1400 επαναλήψεις 

Σχήµα 8.23  Κατανοµή οστικής πυκνότητας ανά Π.Σ. σε διαφορετικές χρονικές στιγµές της διαδικασίας 

Για την κατανοµή της οστικής πυκνότητας ύστερα από 34 επαναλήψεις (Σχήµα 

8.23 (α)) παρατηρούµε τα εξής: έχουν σχηµατιστεί οι δύο βασικές ακριανές κολώνες µε 

µέγιστη πυκνότητα ενώ αρχίζουν να σχηµατίζονται και δύο εσωτερικές κολώνες µε 

αυξηµένη πυκνότητα. Παρατηρούνται επίσης λίγα µεµονωµένα στοιχεία µε µέγιστη 

πυκνότητα εντός των δύο πλαϊνών περιοχών µε ελάχιστη πυκνότητα.  

Ύστερα από 84 επαναλήψεις (Σχήµα 8.23 (β)) παρατηρούµε ότι η κατανοµή της 

οστικής πυκνότητας αρχίζει να προσεγγίζει την τελική. Η εσωτερική κολώνα που 

σχηµατίστηκε έχει µικρότερες τιµές πυκνότητας από τις υπόλοιπες βασικές.  

Ύστερα από 167 επαναλήψεις (Σχήµα 8.23 (γ))  και για την αντίστοιχη κατανοµή 

πυκνότητας παρατηρούµε ότι η κεντρική κολώνα έχει αποκτήσει κι αυτή στοιχεία που 

ανήκουν στην περιοχή µέγιστης πυκνότητας. Επίσης, εµφανίζεται µείωση της οστικής 

πυκνότητας γύρω από τις γειτονικές στην κεντρική βασικές κολώνες. 

Από τις 500 επαναλήψεις έως και την ολοκλήρωση της δοκιµής (Σχήµα 8.23 (δ)-

(η)), παρατηρούνται πολύ µικρές διαφοροποιήσεις στις οστικές πυκνότητες των 

πεπερασµένων στοιχείων, οπότε θεωρούµε ότι η κατανοµή της οστικής πυκνότητας έχει 

καταλήξει στην τελική της µορφή. 

Αποτελέσµατα µηχανικής ανάλυσης του µοντέλου του σπονδύλου µε αρχική οστική 

πυκνότητα 0,8g/cm3 B(t) εκθετικά µεταβαλλόµενο µε διαφορετική εξίσωση και α=2,25 

Ο συντελεστής B(t) µπορεί να εξισωθεί µε διάφορες µορφές συνάρτησης και ο 

εκθέτης α µε διάφορες σταθερές τιµές, κάτι που µπορεί να ρυθµίσει πιο αποτελεσµατικά 

τις διαδικασίες ανακατασκευής των οστών σε διαφορετικά στάδια ανάπτυξης ή σε 

διαφορετικές ανατοµικές θέσεις. Στα πλαίσια αυτής της προσέγγισης πραγµατοποιήθηκε 

µία επιπλέον δοκιµή. Επιλέχθηκε τιµή εκθέτη α=2,25 και συντελεστής B(t) που δίνεται 

από την ακόλουθη σχέση:  
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( ) )/()( 02.0
0 T

t
T BeBBtB +−=      (σχέση 8.9) 

µε ( ) ( )unittimeMPacmgBT ⋅⋅= //01,0
23  και  ( ) ( )unittimeMPacmgB ⋅⋅= //0,1

23
0  

Σηµειώνεται ότι η τελική τιµή του Β ύστερα από 1400 επαναλήψεις (αντίστοιχος χρόνος 

84 χρονικές µονάδες) ήταν ( ) ( )unittimeMPacmgB ⋅⋅= //18417,0
23

0  Προέκυψαν δε τα 

αποτελέσµατα που φαίνονται στο Σχήµα 8.24 για την κατανοµή της πυκνότητας τροπικής 

ενέργειας και την κατανοµή της οστικής πυκνότητας: 

 
 

(α) (β) 

Σχήµα 8.24 Τελική κατανοµή της (α) πυκνότητας τροπικής ενέργειας και (β) Ισοδύναµων 

παραµορφώσεων κατά Von Mises 

Αντίστοιχα στο Σχήµα 8.25 φαίνονται οι κατανοµές οστικής πυκνότητας ανά στοιχείο και 

σε µορφή µέσου όρου 

  

(α) (β) 

Σχήµα 8.25 Τελική κατανοµή οστικής πυκνότητας ύστερα από 1400 επαναλήψεις 

Από το Σχήµα 8.24 και Σχήµα 8.25 παρατηρούµε ότι η κύρια µεταβολή που 

επέφερε η αλλαγή της εξίσωσης του συντελεστή B(t) είναι η εµφάνιση της κεντρικής 
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κάθετης κολώνας µε µικρότερες τιµές πυκνοτήτων σε σχέση µε πριν. Ταυτόχρονα, οι 

δευτερεύουσες κολώνες που τη συνδέουν µε την άνω επιφυσιακή πλάκα εµφανίζονται να 

έχουν µεγαλύτερες πυκνότητες και µικρότερο µήκος. Τέλος, παρατηρείται έλλειψη 

δευτερευουσών κολώνων που να συνδέουν την κεντρική κολώνα µε την κάτω επιφυσιακή 

πλάκα. 

Στο Σχήµα 8.26 παρουσιάζονται οι τρεις διαφορετικές µορφές του συντελεστή Β 

που παρουσιάστηκαν. Η κίτρινη γραµµή αναπαριστά τη µορφή σταθερού Β, η µπλε 

γραµµή τη µορφή ( ) T
t

T BeBBtB +−= 02.0
0 /)( ενώ η µωβ γραµµή τη µορφή 

( ) )/()( 02.0
0 T

t
T BeBBtB +−= . 

0
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Σχήµα 8.26 ∆ιαφορετικές µορφές συντελεστή Β συναρτήσει του χρόνου 

8.2.3 Ηλικιωµένο άτοµο.  

Αποτελέσµατα µηχανικής ανάλυσης του µοντέλου του σπονδύλου µε αρχική οστική 

πυκνότητα 0,8 g/cm3.  

Στην έκτη δοκιµή που πραγµατοποιήθηκε, µελετήσαµε το διδιάστατο σπόνδυλο 

υπό την φόρτιση που δέχεται ο ανθρώπινος σπόνδυλος ηλικιωµένου ατόµου, όπως αυτή 

έχει υπολογισθεί και αναλυθεί παραπάνω. Έτσι, µελετήσαµε την επίδραση που έχει το 

είδος της φόρτισης στην εσωτερική ανακατασκευή του σπονδύλου. 

Αρχικά εφαρµόζεται στο διδιάστατο σπόνδυλο η πίεση που αντιστοιχεί στην 

τυπική φόρτιση που δέχεται ο ανθρώπινος σπόνδυλος ηλικιωµένου ατόµου. Στο Σχήµα 

8.27 που ακολουθεί, παρουσιάζονται οι κατανοµές της πυκνότητας τροπικής ενέργειας 

του οστού (Strain Energy Density) και των ισοδύναµων παραµορφώσεων κατά Von Mises 

µε την αρχική του πυκνότητα. 
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(α)                                                                                    (β) 

Σχήµα 8.27 Πυκνότητα τροπικής ενέργειας (α) και παραµορφώσεις κατά Von Mises (β) του οστού µε την 

αρχική πυκνότητα (0,8 g/cm3) 

Σηµειώνεται ότι η µέγιστη εµφανιζόµενη πυκνότητα τροπικής ενέργειας είναι 

0,2665 J/cm3, ενώ η ελάχιστη είναι περίπου ίση µε 0,275Ε-3 J/cm3. Η µέγιστη 

παραµόρφωση κατά Von Mises είναι 0,1072 strains (10,72%) ενώ η ελάχιστη είναι ίση µε 

0,0035 strains (0,35%). Τόσο οι µέγιστες παραµορφώσεις όσο και οι µέγιστες πυκνότητες 

τροπικής ενέργειας εµφανίζονται κοντά στις στηρίξεις. Οι παραπάνω κατανοµές 

συγκρινόµενες µε τις αντίστοιχες για φορτίο νεαρού ατόµου δίνουν τα ακόλουθα: οι 

µέγιστες πυκνότητες τροπικής ενέργειας αλλά και οι µέγιστες παραµορφώσεις έχουν 

µικρότερες τιµές σε σχέση µε εκείνες του νεαρού ατόµου. Ο λόγος είναι ότι οι µέγιστες 

πιέσεις ασκούνται πλέον στο κέντρο των επιφυσιακών πλακών κι έτσι δεν ενισχύεται το 

τοπικό φαινόµενο αυξηµένων τιµών κοντά στις αρθρώσεις. Επίσης, στο κέντρο του 

σπονδύλου δεν εµφανίζονται πλέον ελάχιστες τιµές αλλά, αν εξαιρέσουµε τις περιοχές 

γύρω από τις αρθρώσεις, οι µέγιστες.  

Έναρξη της αριθµητικής επίλυσης της διαφορικής εξίσωσης της οστικής ανακατασκευής 

Οι πυκνότητες τροπικής ενέργειας που προέκυψαν από την αρχική κατάσταση του 

οστού, εισάγονται στη διαφορική εξίσωση της ανακατασκευής 
d U

B k
dt

ρ
ρ

 
= ⋅ − 

 
 και 

υπολογίζεται η απαιτούµενη αλλαγή πυκνότητας ∆ρ. Ο συντελεστής B λαµβάνει την τιµή 

( )
( )unittimeMPa

cmg

⋅

23/
1  ενώ η αναφορά k λαµβάνει την τιµή 

g

J
25,0  . Επιλέχθηκε επίσης 

χρονικό βήµα 0,06 και 1400 επαναλήψεις που αντιστοιχούν σε χρόνο 84 χρονικές 

µονάδες. Ύστερα από 1400 επαναλήψεις το διάγραµµα της πυκνότητας τροπικής 
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ενέργειας και των παραµορφώσεων κατά Von Mises έχουν τη µορφή που φαίνεται στο 

Σχήµα 8.28. 

  

(α) (β) 

Σχήµα 8.28 Τελική κατανοµή της (α) πυκνότητας τροπικής ενέργειας και (β) Ισοδύναµων παραµορφώσεων κατά Von 

Mises 

  Η µέγιστη πυκνότητα τροπικής ενέργειας (στην περιοχή του κόκκινου χρώµατος 

το δεξί άκρο) έχει τιµή 0,811 J/cm3 ενώ η ελάχιστη τιµή της (στην περιοχή µε το µπλε 

χρώµα στην αριστερή πλευρά) είναι 0,223E-5  J/cm3. Η µέγιστη παραµόρφωση κατά Von 

Mises έχει τιµή 0,559 strains (περίπου 55,95%), ενώ η ελάχιστη τιµή της είναι 0,023 

strains (περίπου 2,3%). Συγκρίνοντας µε τις αντίστοιχες τιµές για νεαρό άτοµο, 

παρατηρούµε ότι τόσο οι ελάχιστες όσο και οι µέγιστες τιµές είναι µικρότερες στην 

περίπτωση του ηλικιωµένου ατόµου.   

 
 

(α) (β) 

Σχήµα 8.29 Τελική κατανοµή οστικής πυκνότητας ύστερα από 1400 επαναλήψεις 

Οι τελικές πυκνότητες που προέκυψαν ύστερα από 1400 επαναληπτικά βήµατα 

παρουσιαζόµενες ως µέσος όρος των γειτονικών στοιχείων (Σχήµα 8.29 (α)) και ανά 

πεπερασµένο στοιχείο (Σχήµα 8.29 (β)). 
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Αν συγκρίνουµε το τελικό διάγραµµα πυκνότητας τροπικής ενέργειας και αυτό 

των τελικών πυκνοτήτων παρατηρούµε ότι οι µεγαλύτερες τιµές των πυκνοτήτων 

εµφανίζονται αντίστοιχα στις περιοχές µε µέγιστη τροπική ενέργεια και ότι υπάρχει µια 

γενικότερη µεταξύ τους αντιστοιχία. Το διάγραµµα των πυκνοτήτων που παρουσιάζεται 

στο Σχήµα 8.29 (α) καταδεικνύει το σχηµατισµό οκτώ κολώνων εκ των οποίων έξι 

βασικές µε µεγαλύτερες τιµές πυκνότητας. Οι δύο από τις έξι αυτές κολώνες εµφανίζονται 

στο κέντρο του σπονδύλου και είναι κάθετες ενώ οι τέσσερις γειτονικές τους εµφανίζουν 

καµπυλότητα. Οι δύο ακριανές κολώνες έχουν τιµές πυκνοτήτων µικρότερες από το κάτω 

όριο της περιοχής µεγίστων πυκνοτήτων ενώ εµφανίζουν έντονη καµπυλότητα. 

Σχηµατίζονται επίσης, οκτώ δευτερεύουσες κολώνες µε µικρότερη πυκνότητα που 

συνδέουν τις βασικές κολώνες µε τις επιφυσιακές πλάκες. Τέλος, εµφανίζονται και 10 

οριζόντιες κολώνες µε µικρές πυκνότητες (στην περιοχή του ανοικτού µπλε χρώµατος) 

που συνδέουν βασικές και δευτερεύουσες κολώνες µεταξύ τους. Η µέγιστη τιµή οστικής 

πυκνότητας είναι ίση µε αυτή του φλοιώδους οστού δηλαδή 1,74 g/cm3 (ανώτερο όριο 

πυκνότητας που τέθηκε), ενώ η ελάχιστη τιµή οστικής πυκνότητας είναι 0,01 g/cm3 

(κατώτερο όριο πυκνότητας που τέθηκε).Αντίστοιχα στο Σχήµα 8.29 (β) παρουσιάζονται 

ξανά οι τελικές οστικές πυκνότητες αυτή τη φορά όµως ανά πεπερασµένο στοιχείο.  

Στο παρακάτω Σχήµα 8.30 παρουσιάζονται κατανοµές οστικής πυκνότητας ανά 

πεπερασµένο στοιχείο για ορισµένες ενδιάµεσες επαναλήψεις. Αυτές είναι οι εξής: 34, 84, 

167, 334, 500, 834 και 1334. Οι επαναλήψεις αυτές πολλαπλασιαζόµενες µε το χρονικό 

βήµα 0,06 χρονικές µονάδες δίνουν τους αντίστοιχους χρόνους ανακατασκευής: 2,04 

χρονικές µονάδες, 5,04 χρονικές µονάδες, 10,02 χρονικές µονάδες, 20,04 χρονικές 

µονάδες, 30 χρονικές µονάδες, 50,04 χρονικές µονάδες και 80,04 χρονικές µονάδες. 

Τέλος, για σύγκριση µε την τελική κατάσταση, παρατίθεται στο ίδιο σχήµα και η τελική 

κατανοµή πυκνότητας µετά από τις 1400 επαναλήψεις (συνολικός χρόνος 84 χρονικές 

µονάδες). 

  

(α) 34 επαναλήψεις (β)  84 επαναλήψεις 
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(γ)  167 επαναλήψεις (δ) 334 επαναλήψεις 

  

(ε) 500 επαναλήψεις (στ) 834 επαναλήψεις 

  

(ζ)  1334 επαναλήψεις (η)  1400 επαναλήψεις 

Σχήµα 8.30  Κατανοµή οστικής πυκνότητας ανά Π.Σ. σε διαφορετικές χρονικές στιγµές της διαδικασίας 

Για την κατανοµή της οστικής πυκνότητας ύστερα από 34 επαναλήψεις (Σχήµα 

8.30 (α)) παρατηρούµε τα εξής: οι µέγιστες πυκνότητες εµφανίζονται τοπικά στις 

αρθρώσεις και παίρνουν τιµές µέχρι ρ=0,97 g/cm3 (άνω όριο περιοχής κόκκινου 

χρώµατος). Ακόµη, δεν έχει σχηµατιστεί καµία κολώνα µεγίστης πυκνότητας. Όσον 

αφορά στην ελάχιστη πυκνότητα, αυτή δεν έχει την τιµή του κατώτερου ορίου της αλλά 

έχει περίπου την τιµή 0,31 g/cm3 (κατώτερο όριο περιοχής σκούρου µπλε χρώµατος). Η 
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αρχική πυκνότητα του σπονδύλου µε τιµή 0,8 g/cm3 βρίσκεται κοντά στο άνω όριο της 

περιοχής του κίτρινου χρώµατος. Εποµένως, µε εξαίρεση την περιοχή στις αρθρώσεις, 

όλα τα στοιχεία έχουν µειώσει την πυκνότητά τους. Μικρότερη µείωση εµφανίζεται στο 

κέντρο του σπονδυλικού σώµατος και στα µέσα των πλευρών του, δηλαδή στα στοιχεία 

γαλάζιου χρώµατος, όπου εµφανίζονται τιµές πυκνότητας από ρ=0,53 g/cm3 έως περίπου 

ρ=0,45 g/cm3. Οι ελάχιστες πυκνότητες εµφανίζονται στις περιοχές πάνω από τις 

αρθρώσεις και στα ακριανά στοιχεία της άνω επιφυσιακής πλάκας. 

Ύστερα από 84 επαναλήψεις (Σχήµα 8.30 (β)) παρατηρούµε τα ακόλουθα: µικρή 

αύξηση της περιοχής µε ελάχιστη πυκνότητα που είχε επισηµανθεί κοντά στις αρθρώσεις 

ενώ αρχίζουν να σχηµατίζονται δύο ακραίες κολώνες µε αυξηµένη οστική πυκνότητα 

κοντά στην κάτω επιφυσιακή πλάκα. Όσον αφορά στην ελάχιστη πυκνότητα, έχει πάρει 

την τιµή του κατώτερου ορίου οστικής πυκνότητας δηλαδή 0,01g/cm3. Επιπρόσθετα, 

παρουσιάζονται στα µέσα των επιφυσιακών πλακών και των πλευρών του σπονδυλικού 

σώµατος περιοχές µε αυξηµένες πυκνότητες (περιοχή τυρκουάζ χρώµατος). Σηµειώνεται 

επίσης, ότι η ελάχιστη πυκνότητα έχει φτάσει το κατώτερο όριο που είχε τεθεί (0,01 

g/cm3) ενώ η µέγιστη έχει φτάσει µέχρι 1,269 g/cm3. 

Επιλέξαµε επίσης να πάρουµε εικόνα των πυκνοτήτων ύστερα από 167 

επαναλήψεις. Ύστερα από 167 επαναλήψεις (Σχήµα 8.30 (γ)) και για την αντίστοιχη 

κατανοµή πυκνότητας παρατηρούµε κυρίως τα ακόλουθα: Οι περιοχές µε αυξηµένες 

πυκνότητες που είχαν παρατηρηθεί στα µέσα των πλευρών του σπονδυλικού σώµατος 

έχουν ενωθεί σχηµατίζοντας τις δύο ακριανές κολώνες. Οι κολώνες αυτές παρουσιάζουν 

µέγιστες τιµές πυκνότητας στην περιοχή χρώµατος πορτοκαλί (από 0,989g/cm3 έως 

1,129g/cm3), ενώ αρχίζουν να δηµιουργούνται περιοχές ελάχιστης πυκνότητας προς το 

κέντρο του σπονδύλου και προς το µέσω της άνω επιφυσιακής πλάκας. Σηµειώνεται ότι η 

µέγιστη εµφανιζόµενη πυκνότητα έχει φτάσει την τιµή 1,423 g/cm3. 

Η κατανοµή της πυκνότητας µετά από 334 επαναλήψεις (Σχήµα 8.30 (δ)) οδηγεί 

στις ακόλουθες παρατηρήσεις: τα στοιχεία των ακριανών κολώνων παρουσιάζουν αύξηση 

στις πυκνότητες τους ενώ έχουν αρχίσει να σχηµατίζονται επιπλέον τέσσερις κολώνες 

αυξηµένης οστικής πυκνότητας και δευτερεύουσες κολώνες σύνδεσης. Οι περιοχές 

ελάχιστης πυκνότητας έχουν αυξηθεί ενώ παρατηρείται περιοχή χαµηλής πυκνότητας στο 

κέντρο του σπονδύλου (τιµές πυκνότητας από 0,362 g/cm3 έως 0,186 g/cm3). Τέλος, 

σηµειώνεται ότι η µέγιστη εµφανιζόµενη πυκνότητα έχει φτάσει την τιµή 1,595 g/cm3. 

Σε χρόνο 30 χρονικές µονάδες, ο οποίος αντιστοιχεί σε 500 επαναλήψεις (Σχήµα 

8.30 (ε)), η κατανοµή της οστικής πυκνότητας µπορεί να περιγραφεί συνοπτικά από τα 

εξής: έχουν σχηµατιστεί και οι οκτώ κολώνες αυξηµένης πυκνότητας. Οι κεντρικές και οι 

ακριανές κολώνες εµφανίζουν µικρότερες τιµές πυκνοτήτων από τις υπόλοιπες τέσσερις. 

Οι περιοχές ελάχιστης πυκνότητας έχουν αυξηθεί και καταλαµβάνουν τους χώρους 
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µεταξύ των βασικών κολώνων. Τέλος, η µέγιστη εµφανιζόµενη πυκνότητα έχει φτάσει το 

άνω όριο που είχε τεθεί (ρ=1,74 g/cm3) 

Μετά την ολοκλήρωση 834 επαναλήψεων (Σχήµα 8.30 (στ)) τα συµπεράσµατα 

που εξάγονται είναι τα παρακάτω: οι κεντρικές κολώνες αλλά και οι γειτονικές τους έχουν 

περάσει στην περιοχή µεγίστων πυκνοτήτων, ενώ είναι πλέον εµφανής η δοκιδωτή µορφή 

του σπογγώδους οστού. Οι περιοχές σύνδεσης των κολώνων µε τις επιφυσιακές πλάκες 

εµφανίζουν στοιχεία µε αυξηµένη πυκνότητα (περιοχή πράσινου χρώµατος) και γειτονικά 

τους στοιχεία µε ελάχιστη πυκνότητα (περιοχή µπλε χρώµατος). 

Λίγα βήµατα πριν ολοκληρωθεί η δοκιµή, και συγκεκριµένα στις 1334 

επαναλήψεις (Σχήµα 8.30 (ζ)), η κατανοµή της οστικής πυκνότητας διαφέρει ελάχιστα 

από την αντίστοιχη για τις 834 επαναλήψεις ενώ προσεγγίζει σε µεγάλο βαθµό την τελική 

κατανοµή των οστικών πυκνοτήτων. 

8.3 Κριτήρια αξιολόγησης αποτελεσµάτων 

Πέρα από την εικόνα της κατανοµής των οστικών πυκνοτήτων στα διάφορα 

στάδια ανακατασκευής σε κάθε δοκιµή, είναι χρήσιµα και τα ακόλουθα κριτήρια για την 

αξιολόγηση των αποτελεσµάτων:  

• Κριτήριο µάζας 

Με τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, και σύµφωνα µε την υπάρχουσα 

εξίσωση ανακατασκευής, κάθε στοιχείο µπορεί να επιδράσει στη µεταβολή µόνο του 

εαυτού του. Η διαφορική εξίσωση της ανακατασκευής εφαρµόζεται ξεχωριστά σε κάθε 

πεπερασµένο στοιχείο. Με χρήση του κριτηρίου µάζας λοιπόν, ελέγχεται εάν το τελικό 

αποτέλεσµα θα είναι παρόµοιο µε την πραγµατική κατανοµή πυκνότητας και θα έχει τα 

χαρακτηριστικά ελάχιστης απαιτούµενης µάζας. 

• Κριτήριο δυσκαµψίας [8] 

Οι Zhao και Hornby (1998) εισήγαγαν τη γενική ιδέα του δείκτη αποδοτικότητας υλικού 

(material efficiency indicator) για την αξιολόγηση µιας κατασκευής από την οπτική γωνία 

του σχεδιασµού κατασκευής µέγιστης δυσκαµψίας. Πρότειναν, ότι η µέση δυσκαµψία της 

κατασκευής ανά µονάδα όγκου µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να εξαχθεί συµπέρασµα για 

το πόσο αποτελεσµατικά χρησιµοποιήθηκε το δοµικό υλικό. Εφόσον η φαινόµενη 

πυκνότητα του οστού είναι µια ρυθµιζόµενη τιµή, συγκεκριµένα µεταξύ 

301,0
cm

g (καθόλου οστό) και 374,1
cm

g (φλοιώδες οστό), στην περίπτωση της 

οστικής ανακατασκευής η µέση δυσκαµψία της κατασκευής ανά µονάδα µάζας µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για να εκφράσει το πόσο αποδοτικά χρησιµοποιήθηκε το δοµικό υλικό 

του οστού. Καθώς η ολική δυσκαµψία µιας κατασκευής είναι αντιστρόφως ανάλογη του 
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συνολικά παραγόµενου έργου από όλες τις εξωτερικές φορτίσεις στην κατασκευή, ο 

δείκτης δυσκαµψίας των αποτελεσµάτων µπορεί να οριστεί ως: 

ss
E MW

K
⋅

=
1

     (σχέση 8.10) 

όπου s
EW  είναι το συνολικά παραγόµενο έργο από όλες τις εξωτερικές δυνάµεις στην 

τρέχουσα δοµή και sM είναι η µάζα της τρέχουσας δοµής. Το παραγόµενο έργο ανά Π.Σ. 

µπορεί να υπολογιστεί από την πυκνότητα τροπικής ενέργειας ενώ ο δείκτης δυσκαµψίας 

έχει µονάδες 
gJ

cm

⋅

3

. 

• Αντικειµενική συνάρτηση F 

Η συµπεριφορά της οστικής ανακατασκευής ως προς τη σύγκλιση µπορεί να µελετηθεί, 

επίσης, από την συνάρτηση F η οποία καθορίζεται από την ακόλουθη έκφραση: 

∑
=









−⋅=

m

i i

i k
U

m
F

1

1

ρ
    (σχέση 8.11) 

όπου m είναι ο αριθµός των πεπερασµένων στοιχείων εντός των οποίων η οστική 

ανακατασκευή συνεχίζεται, δηλαδή η τιµή της πυκνότητάς του δεν έχει φτάσει την 

ανώτερη ή την κατώτερη τιµή.  

8.4 Αξιολόγηση αποτελεσµάτων 

8.4.1 Νεαρό άτοµο χωρίς εισαγωγή µη γραµµικοτήτων 

• ∆ιάγραµµα Μεταβολής Μάζας 

Το διάγραµµα της συνολικής µάζας του σπονδύλου για τα διάφορα χρονικά 

βήµατα φαίνεται στο Σχήµα 8.31: 
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Σχήµα 8.31 ∆ιάγραµµα συνολικής µάζας σπονδύλου 

Η αρχική συνολική µάζα του σπονδύλου έχει τιµή 856,120 mg.Ύστερα από το 

πρώτο βήµα της Runge-Kutta η µάζα έχει µειωθεί σε 854,750 mg Οµοίως, από το δεύτερο 

βήµα και έπειτα παρατηρούµε ότι η συνολική µάζα του σπονδύλου µειώνεται κατά τη 

διάρκεια των 1400 επαναλήψεων και καταλήγει στην τελική τιµή 354,99 mg.  

To διάγραµµα της µεταβολής της µάζας, Μ, έχει περιοχές µε διαφορετική κλίση 

που αντιπροσωπεύουν διαφορετικό ρυθµό µείωσης. Αρχικά ο ρυθµός µείωσης της µάζας 

είναι έντονος. Αυτό συµβαίνει για τις πρώτες 50 περίπου επαναλήψεις (αντίστοιχος 

συνολικός χρόνος 3 χρονικές µονάδες) και η µορφή του διαγράµµατος είναι αυτή που 

φαίνεται παρακάτω Σχήµα 8.32: 
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Σχήµα 8.32 ∆ιάγραµµα της µάζας του σπονδύλου στις 50 πρώτες επαναλήψεις 

Ξεκινώντας από µάζα Μ0=856,120 mg ύστερα από 50 επαναλήψεις καταλήγουµε σε µάζα 

558,835 mg. Έχουµε δηλαδή µείωση περίπου 34,72% στη συνολική µάζα του σπονδύλου.  
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Στη συνέχεια, ακολουθεί µία περιοχή που µπορεί να χωριστεί σε δύο υπο-περιοχές, η 

πρώτη από τις οποίες στρέφει τα κοίλα προς τα άνω, ενώ η δεύτερη στρέφει τα κοίλα προς 

τα κάτω και φαίνεται στο Σχήµα 8.33.  
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Σχήµα 8.33 ∆ιάγραµµα της µάζας του σπονδύλου από τις 51 έως τις 265 επαναλήψεις 

Η περιοχή αυτή λαµβάνει χώρα περίπου µέχρι τις  265 επαναλήψεις όπου η µάζα 

του σπονδύλου έχει τιµή 520,815 mg. Προκύπτει δηλαδή ότι ύστερα από 265-50=215 

επαναλήψεις υπάρχει µείωση µόλις 6,8 % της συνολικής µάζας η οποία και παρουσιάζεται 

στο Σχήµα 8.33. 

Επιλέξαµε επίσης ένα σηµείο για τη µελέτη της ανακατασκευής λίγο πριν η 

συνάρτηση της µάζας µπει στην τελευταία περιοχή της σύγκλισης. Το σηµείο αυτό 

αντιστοιχεί στις 475 επαναλήψεις και σε µάζα σπονδύλου 429,389 mg. Η περιοχή στην 

οποία ανήκει το σηµείο αυτό µπορεί να προσεγγιστεί από συνάρτηση γραµµικής µείωσης 

της µάζας. Παρατηρείται λοιπόν µία µείωση 18,13 % της συνολικής µάζας του σπονδύλου 

µέσα σε 210 βήµατα. Συγκρινόµενη µε τη µείωση της προηγούµενης περιοχής (6,8 %) και 

εφόσον ο αριθµός των ενδιάµεσων επαναλήψεων για την περιοχή που µελετάµε είναι 

µικρότερος (215 και 210 αντίστοιχα) καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι σε αυτή την 

περιοχή υπάρχει µεγαλύτερος ρυθµός µείωσης. Το αντίστοιχο διάγραµµα µείωσης της 

µάζας από τις 266 έως τις 475 επαναλήψεις  δίνεται στο Σχήµα 8.34: 
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Σχήµα 8.34 ∆ιάγραµµα του σπονδύλου από τις 266 έως τις 475 επαναλήψεις 

Τέλος, ακολουθεί η περιοχή της σύγκλισης γύρω από την τελική τιµή της µάζας 

(=354,992 mg).H περιοχή αυτή ουσιαστικά διαρκεί για 567 χρονικά βήµατα, από τις 834 

έως τις 1400 επαναλήψεις. Σε όλο αυτό το διάστηµα παρατηρείται µείωση της συνολικής 

µάζας του σπονδύλου από 357,404 mg σε 354,992 mg, δηλαδή µόλις κατά 0,675 %. 
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Σχήµα 8.35 ∆ιάγραµµα του σπονδύλου από τις 476 έως τις 1400 επαναλήψεις 

Στο παραπάνω διάγραµµα (Σχήµα 8.35) παρουσιάζουµε το υπόλοιπο της 

προηγούµενης περιγραφείσας περιοχής (από 476 έως και 833 επαναλήψεις) και την 

περιοχή της σύγκλισης (834 έως 1400 επαναλήψεις). Από τη µορφή του σχήµατος 8.4.5 

είναι φανερό ότι η διαδικασία οδηγείται προς τη σύγκλιση. Παρόλα αυτά, παρουσιάζεται 

µια διαφορά 0,01 mg µέσα στις τελευταίες 10 επαναλήψεις 
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• ∆ιάγραµµα πηλίκου τρέχουσας µάζας προς την αρχική 

Στο Σχήµα 8.36 παρουσιάζεται ο λόγος των µαζών Μ/Μ0 κατά τη διάρκεια του 

χρόνου. Προφανώς, η µορφή αυτού του διαγράµµατος είναι ακριβώς ίδια µε αυτή του 

διαγράµµατος της µάζας, µε τη διαφορά ότι το σύνολο τιµών είναι αδιαστατοποιηµένο ως 

προς την αρχική µάζα του σπονδύλου Μ0. Σηµειώνεται ότι ο λόγος µαζών στην πρώτη 

επανάληψη είναι 0,998 ενώ στην τελευταία επανάληψη είναι ίσος µε 0,415. Το 

πλεονέκτηµα που προσφέρει αυτό το διάγραµµα είναι ότι παρέχει τη δυνατότητα της 

εύρεσης της ποσοστιαίας µείωσης της µάζας του σπονδύλου σε κάθε επανάληψη. 
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Σχήµα 8.36 ∆ιάγραµµα λόγου µάζας του σπονδύλου 

• ∆ιάγραµµα συνάρτησης F 

Το διάγραµµα της συνάρτησης F παρουσιάζεται στο Σχήµα 8.37. Η συνάρτηση F 

ξεκινά, µετά την πρώτη επανάληψη, µε τιµή ίση περίπου µε 0,680 J/g. Η τιµή αυτή 

αποτελεί και τη µέγιστη κατά τη διάρκεια των χρονικών βηµάτων που ακολουθούν (1400 

χρονικά βήµατα). 
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Σχήµα 8.37 ∆ιάγραµµα αντικειµενικής συνάρτησης F 

Ύστερα από 71 επαναλήψεις η τιµή της F έχει φτάσει στην τιµή 0,02538 J/g. Παρουσιάζει 

λοιπόν µια µείωση 96,27%. Το αντίστοιχο διάγραµµα για τις πρώτες 71 επαναλήψεις 

παρουσιάζεται στο Σχήµα 8.38. 
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Σχήµα 8.38 ∆ιάγραµµα αντικειµενικής συνάρτησης F για τις επαναλήψεις 1 έως 71 

 Έπειτα η F αυξάνεται (ένδειξη ότι η διαδικασία δεν έχει συγκλίνει ακόµα) µέχρι 

τις 331 επαναλήψεις όπου φτάνει την τιµή 0,167 J/g. Στη συνέχεια ξεκινά να µειώνεται 

πάλι µέχρι τις 720 επαναλήψεις όπου έχει τιµή 0,021 J/g. Παρόλα αυτά υπάρχουν µικρές 

αυξοµειώσεις µεταξύ διαδοχικών επαναλήψεων όπως φαίνεται στο Σχήµα 8.39. 
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Σχήµα 8.39 ∆ιάγραµµα αντικειµενικής συνάρτησης F για τις επαναλήψεις 72 έως 722 

 Η F συνεχίζει να µειώνεται και µετά τις 1300 επαναλήψεις δείχνει να ξεκινά να 

συγκλίνει. Στις 1400 επαναλήψεις έχει φτάσει στην τιµή 1,15 Ε-3 J/g όπως παρουσιάζεται 

στο Σχήµα 8.40. 
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Σχήµα 8.40 ∆ιάγραµµα αντικειµενικής συνάρτησης F για τις επαναλήψεις 723 έως 1400 

Όπως προαναφέραµε η τιµή της συνάρτησης F υπολογίζεται ως το άθροισµα των 

απολύτων τιµών των διαφορών µεταξύ διέγερσης και αναφοράς σε κάθε Π.Σ στο οποίο 

συνεχίζεται η ανακατασκευή, προς το πλήθος των στοιχείων αυτών. Το πλήθος αυτό, 

όπως είναι λογικό, µειώνεται µε την πάροδο του χρόνου καθώς ορισµένα στοιχεία 

φτάνουν στο ανώτερο ή το κατώτερο όριο πυκνότητας ή ισορροπούν ως προς την 

αναφορά κι έτσι αποκλείονται από τους υπολογισµούς της F.  
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Όπως έχουµε προαναφέρει η εξίσωση της οστικής ανακατασκευής για κάθε Π.Σ. 

είναι:
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 η οποία µετασχηµατίζεται, στο χρονικό διάστηµα ενός αρκετά 

µικρού βήµατος, στην: 
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ρ . Η µέση µεταβολή της πυκνότητας για τα 

στοιχεία m στα οποία συνεχίζεται η ανακατασκευή (και εποµένως απαιτούν µεταβολή 

στην πυκνότητά τους) θα είναι: 
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Εφόσον ∆t=0,06 και ( ) ( )unittimeMPacmgB ⋅⋅= //0,1
23  είναι κοινά για όλα τα 

πεπερασµένα στοιχεία, σε όλη τη διάρκεια του πειράµατος, προκύπτει ότι:  
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µέση απαιτούµενη αλλαγή πυκνότητας (αύξηση ή µείωση) σε χρονικό διάστηµα ∆t. Ο 

όρος αυτός όµως είναι η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης F σε συγκεκριµένο χρονικό 

βήµα µετάβασης από µια επανάληψη στην αµέσως επόµενή της. Άρα, ισχύει ότι  
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διαφορά διέγερσης-αναφοράς που καλύφθηκε µέχρι τον τερµατισµό της διαδικασίας. 
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Σχήµα 8.41 Μέση απαιτούµενη αλλαγή πυκνότητας για κάθε πεπερασµένο στοιχείο έτσι 

ώστε η διαδικασία να συγκλίνει 

Θεωρώντας ότι η ανακατασκευή έχει συγκλίνει, το εµβαδόν που περιέχεται µεταξύ 

της καµπύλης της F και του άξονα του χρόνου στο Σχήµα 8.41 δίνει, για Β=1, τη µέση 
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απαιτούµενη αλλαγή πυκνότητας (είτε αύξηση, είτε µείωση) για το σπόνδυλο µέχρι η 

διαδικασία της οστικής ανακατασκευής να τερµατιστεί.  

• ∆είκτης δυσκαµψίας 

Για την τελική δοµή ύστερα από 1400 επαναλήψεις το συνολικό έργο προέκυψε περίπου 

ίσο µε 782,02 J/cm3 και εποµένως ο τελικός δείκτης δυσκαµψίας είναι 

=K
gJ

cm

⋅
⋅ −

3
3106,3 . 

8.4.2 Νεαρό άτοµο µε  εισαγωγή µη γραµµικοτήτων 

8.4.2.1 Σταθερός συντελεστής Β και δείκτης α=2,25 

• ∆ιάγραµµα Μεταβολής Μάζας 

Το διάγραµµα της συνολικής µάζας του σπονδύλου για τα διάφορα χρονικά 

βήµατα είναι αυτό που φαίνεται στο Σχήµα 8.42: 
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Σχήµα 8.42 ∆ιάγραµµα συνολικής µάζας σπονδύλου για Β σταθερό και α=2,25 

Η αρχική συνολική µάζα του σπονδύλου έχει τιµή 856,12 mg.Ύστερα από το 

πρώτο βήµα της Runge-Kutta η µάζα έχει µειωθεί σε 854,06 mg Οµοίως, από το δεύτερο 

βήµα και έπειτα παρατηρείται ότι η συνολική µάζα του σπονδύλου µειώνεται κατά τη 

διάρκεια των 1400 επαναλήψεων και καταλήγει στην τελική τιµή 353,64 mg.  

Συγκρινόµενο µε το αντίστοιχο διάγραµµα για α=1, το Σχήµα 8.42 οδηγεί στα ακόλουθα 

συµπεράσµατα: Η τελική µάζα του σπονδύλου εµφανίζεται µικρότερη σε σχέση µε το 

µοντέλο για α=1 κατά 1,35 mg δηλαδή κατά 0,16% της αρχικής µάζας του σπονδύλου. 

Ακόµη, η µάζα του σπονδύλου εµφανίζεται να έχει πιο απότοµη κλίση στις 300 πρώτες 

επαναλήψεις παρουσιάζοντας µία µείωση µάζας περίπου 56,7% έναντι 40,97% του 

µοντέλου χωρίς την εισαγωγή µη γραµµικοτήτων. Έτσι όπως φαίνεται και από Σχήµα 8.42 
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προσεγγίζει σε  λιγότερες επαναλήψεις την τελική της τιµή. Σηµειώνεται ότι η τελική 

µάζα δεν έχει σταθεροποιηθεί απόλυτα αλλά παρουσιάζει µια απόκλιση 0,051 mg µέσα 

στις τελευταίες 10 επαναλήψεις. 

• ∆ιάγραµµα πηλίκου τρέχουσας µάζας προς την αρχική 

Στο Σχήµα 8.43 παρουσιάζεται ο λόγος των µαζών Μ/Μ0 κατά τη διάρκεια των 

επαναλήψεων. Ο λόγος µαζών στην πρώτη επανάληψη είναι 0,998 ενώ στην τελευταία 

επανάληψη είναι ίσος µε 0,413. Στις πρώτες 300 επαναλήψεις ο λόγος των µαζών 

βρίσκεται ήδη στην τιµή 0,433.  
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Σχήµα 8.43 ∆ιάγραµµα λόγου µάζας του σπονδύλου για Β σταθερό και α=2,25 

• ∆ιάγραµµα συνάρτησης σύγκλισης F 

Η αντικειµενική συνάρτηση F µετά την εισαγωγή της µη γραµµικότητας του 

εκθέτη α λαµβάνει πλέον την ακόλουθη µορφή: 
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     (σχέση 8.12) 

όπου  m είναι ο αριθµός των πεπερασµένων στοιχείων στα οποία συνεχίζεται η 

ανακατασκευή δηλαδή δεν έχει ικανοποιηθεί σε αυτά κανένα από τα κριτήρια ισορροπίας 

όπως έχουν οριστεί στο Κεφάλαιο 5.4. Όπως προαναφέραµε ο συντελεστής α λαµβάνει 

την τιµή 2,25. 

Το διάγραµµα της συνάρτησης F παρουσιάζεται στο Σχήµα 8.44 που ακολουθεί. 

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση F ξεκινά αρχικά, µετά την πρώτη επανάληψη, µε τιµή ίση 

περίπου µε 0,659 J/g. Η τιµή αυτή είναι µικρότερη της αντίστοιχης του µοντέλου µε α=1 

κατά 3,13%. Η οµοιότητα που παρουσιάζουν τα δύο µοντέλα είναι ότι η συνάρτηση F ενώ 

µειώνεται ξαφνικά αρχίζει να αυξάνεται µέχρι µιας τιµής κοντά στa 0,15 J/g και στη 

συνέχεια κατευθύνεται προς τη σύγκλιση. Η κύρια διαφορά τους είναι ότι για α=2,25 η 
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συνάρτηση F δείχνει να συγκλίνει αρκετά νωρίτερα, προσεγγίζοντας ασυµπτωτικά τον 

οριζόντιο άξονα λίγο µετά τις 300 επαναλήψεις (η αντίστοιχη συµπεριφορά της F στο 

µοντέλο µε α=1 εµφανιζόταν λίγο µετά τις 900 επαναλήψεις). Στις 1400 επαναλήψεις η 

αντικειµενική συνάρτηση F έχει φτάσει στην τιµή 5,81 E-5 J/g , η οποία είναι 2 τάξεις 

µεγέθους µικρότερη της αντίστοιχης του γραµµικού µοντέλου. 
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Σχήµα 8.44 ∆ιάγραµµα αντικειµενικής συνάρτησης F για Β σταθερό και α=2,25 

• ∆είκτης δυσκαµψίας 

Για την τελική δοµή ύστερα από 1400 επαναλήψεις το συνολικό έργο προέκυψε περίπου 

ίσο µε 775,06 J/cm3 δηλαδή 0,89% µικρότερο του αντίστοιχου έργου για α=1. Προκύπτει 

λοιπόν ο Πίνακας 8.1. 

Πίνακας 8.1 ∆είκτης δυσκαµψίας K για α=1 και α=2,25 

και ποσοστιαία διαφορά τους 

∆υσκαµψία (cm3/ J g) 

 

α=1                                                   3,6 Ε-3 

 

α=2,25                                             3,65 Ε-3 

 

Ποσοστιαία διαφορά                              5% 
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Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι για α=2,25 έχει χρησιµοποιηθεί πιο αποδοτικά, κατά 5%, το 

δοµικό υλικό του οστού (µεγαλύτερος δείκτης δυσκαµψίας). 

8.4.2.2  Εκθετικά µεταβαλλόµενος συντελεστής Β και δείκτης α=1 

• ∆ιάγραµµα Μεταβολής Μάζας 

Για συντελεστή Β προσδιοριζόµενο από τη σχέση: ( ) T
t

T BeBBtB +−= 02.0
0 /)(  µε 

( ) ( )unittimeMPacmgBT ⋅⋅= //01,0
23  και  ( ) ( )unittimeMPacmgB ⋅⋅= //0,1

23
0 και για 

εκθέτη α=1, το διάγραµµα της συνολικής µάζας του σπονδύλου για τα διάφορα χρονικά 

βήµατα είναι αυτό που φαίνεται στο Σχήµα 8.45. 
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Σχήµα 8.45 ∆ιάγραµµα συνολικής µάζας σπονδύλου για Β(t) εκθετικά µεταβαλλόµενο και α=1 

Η αρχική συνολική µάζα του σπονδύλου έχει τιµή 856,120 mg. Ύστερα από το 

πρώτο βήµα της Runge-Kutta η µάζα έχει µειωθεί σε 823,813 mg. Οµοίως, από το 

δεύτερο βήµα και έπειτα παρατηρούµε ότι η συνολική µάζα του σπονδύλου µειώνεται 

κατά τη διάρκεια των 1400 επαναλήψεων και καταλήγει στην τελική τιµή 350,719 mg. 

Συγκρινόµενο µε το αντίστοιχο διάγραµµα για α=1, το Σχήµα 8.45 οδηγεί στα ακόλουθα 

συµπεράσµατα: Η τελική µάζα του σπονδύλου εµφανίζεται µικρότερη σε σχέση µε το 

µοντέλο για α=1 κατά 4,273 mg δηλαδή κατά 4,99% της αρχικής µάζας του σπονδύλου. 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι ενώ η αλλαγή της µη γραµµικότητας του εκθέτη α επηρέασε 

ελάχιστα την τελική µάζα, η εισαγωγή του Β(t) επέφερε σηµαντική αλλαγή στη µάζα του 

σπονδύλου. Ακόµη, η µάζα του σπονδύλου εµφανίζεται να έχει πιο απότοµη κλίση στις 

200 πρώτες επαναλήψεις παρουσιάζοντας µία µείωση µάζας περίπου 57,76% έναντι 

37,26% του µοντέλου χωρίς την εισαγωγή µη γραµµικοτήτων. Στις 200 επαναλήψεις η 

τιµή της µάζας του σπονδύλου απέχει µόλις 1,28% µείωση της αρχικής µάζας από την 

αντίστοιχη τιµή στις 1400 επαναλήψεις. Έτσι όπως φαίνεται και από το Σχήµα 8.45 
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προσεγγίζει σε  λιγότερες επαναλήψεις την τελική της τιµή. Η µάζα δεν έχει συγκλίνει 

ούτε σε αυτό το µοντέλο απόλυτα. Σηµειώνεται ότι µέσα στις τελευταίες 10 επαναλήψεις 

παρατηρείται µια διαφορά 0,0004 mg. 

• ∆ιάγραµµα πηλίκου τρέχουσας µάζας προς την αρχική 

Στο Σχήµα 8.46 παρουσιάζεται ο λόγος των µαζών Μ/Μ0 κατά τη διάρκεια των 

επαναλήψεων. Ο λόγος µαζών στην πρώτη επανάληψη είναι περίπου 0,9623 ενώ στην 

τελευταία επανάληψη είναι ίσος µε 0,4097. Στις πρώτες 200 επαναλήψεις ο λόγος των 

µαζών βρίσκεται ήδη στην τιµή 0,4225.  
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Σχήµα 8.46 ∆ιάγραµµα λόγου µάζας του σπονδύλου για Β εκθετικά  µεταβαλλόµενο και α=1 

• ∆ιάγραµµα συνάρτησης σύγκλισης F 

Το διάγραµµα της αντικειµενικής συνάρτησης F παρουσιάζεται στο Σχήµα 8.47.  
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Σχήµα 8.47 ∆ιάγραµµα αντικειµενικής συνάρτησης F για Β(t) εκθετικά µεταβαλλόµενο και 

α=1 
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Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση F ξεκινά, µετά την πρώτη επανάληψη, µε τιµή ίση 

περίπου µε 0,658 J/g. Η τιµή αυτή είναι µικρότερη της αντίστοιχης του µοντέλου µε α=1 

κατά 3,22%. Η οµοιότητα που παρουσιάζουν και τα τρία µοντέλα που έχουν αναλυθεί έως 

τώρα είναι ότι η συνάρτηση F ενώ µειώνεται, ξαφνικά αρχίζει να αυξάνεται µέχρι µιας 

τιµής κοντά στα 0,15 J/g και στη συνέχεια κατευθύνεται προς τη σύγκλιση. Σε σχέση µε 

το µοντέλο για Β σταθερό και α=1 το συγκεκριµένο µοντέλο που µελετάται συγκλίνει 

σαφώς γρηγορότερα. Αν συγκριθεί µε το µοντέλο για Β σταθερό και α=2,25, παρόλο που 

η µάζα έδειξε να συγκλίνει νωρίτερα۟ η συνάρτηση F δείχνει να συγκλίνει λίγο αργότερα. 

Στις 1400 επαναλήψεις η αντικειµενική συνάρτηση F έχει φτάσει στην τιµή 8,56 E-5 J/g , 

η οποία είναι 2 τάξεις µεγέθους µικρότερη της αντίστοιχης του γραµµικού µοντέλου και 

µεγαλύτερη κατά 47,33% της αντίστοιχης τιµής για Β=0,25 και α=2,25. 

• ∆είκτης δυσκαµψίας 

Για την τελική δοµή ύστερα από 1400 επαναλήψεις το συνολικό έργο προέκυψε περίπου 

ίσο µε 792,054 J/cm3 δηλαδή 1,28% µεγαλύτερο του αντίστοιχου έργου για α=1. 

Πολλαπλασιαζόµενο όµως το παραπάνω έργο µε τη µικρότερη τελική µάζα που προέκυψε 

για το µοντέλο αυτό, δίνει ίδια τιµή δυσκαµψίας µε το γραµµικό µοντέλο, δηλαδή 

=K
gJ

cm

⋅
⋅ −

3
3106,3 . 

8.4.2.3  Εκθετικά µεταβαλλόµενος συντελεστής Β και δείκτης α=2,25 

• ∆ιάγραµµα Μεταβολής Μάζας 

Το διάγραµµα της συνολικής µάζας του σπονδύλου για τα διάφορα χρονικά 

βήµατα είναι αυτό που φαίνεται στο Σχήµα 8.48. 
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Σχήµα 8.48 ∆ιάγραµµα συνολικής µάζας σπονδύλου για Β(t) εκθετικά µεταβαλλόµενο και 

α=2,25 
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Η αρχική συνολική µάζα του σπονδύλου έχει τιµή 856,120 mg.Ύστερα από το 

πρώτο βήµα της Runge-Kutta η µάζα έχει µειωθεί σε 822,027 mg Οµοίως, από το δεύτερο 

βήµα και έπειτα παρατηρούµε ότι η συνολική µάζα του σπονδύλου µειώνεται κατά τη 

διάρκεια των 1400 επαναλήψεων και καταλήγει περίπου στην τελική τιµή 345,50 mg.  

Συγκρινόµενο µε τα προηγούµενα µοντέλα, το Σχήµα 8.48 οδηγεί στα ακόλουθα 

συµπεράσµατα: Η τελική µάζα του σπονδύλου εµφανίζεται µικρότερη σε σχέση µε όλα τα 

µοντέλα και παρουσιάζει τη µεγαλύτερη διαφορά από το µοντέλο για α=1, κατά 9,49 mg, 

δηλαδή κατά 1,11% της αρχικής µάζας του σπονδύλου. Η µάζα του σπονδύλου 

εµφανίζεται να έχει αρκετά απότοµη κλίση στις 10 πρώτες επαναλήψεις παρουσιάζοντας 

µία µείωση µάζας περίπου 35,8%. Σηµειώνεται ότι για τα προαναφερθέντα µοντέλα η 

µεγαλύτερη αντίστοιχη µείωση ήταν περίπου 32,48% για το µοντέλο µε Β(t) εκθετικά 

µεταβαλλόµενο και α=1. Έτσι όπως φαίνεται και από το Σχήµα 8.48 προσεγγίζει σε  

λιγότερες επαναλήψεις την τελική της τιµή. Σηµειώνεται ότι από τις 668 επαναλήψεις η 

µάζα έχει συγκλίνει στην τελική τιµή της, κάτι που δεν είχε συµβεί σε κανένα από τα 

προηγούµενα µοντέλα. 

• ∆ιάγραµµα πηλίκου τρέχουσας µάζας προς την αρχική 

Στο Σχήµα 8.49 παρουσιάζεται ο λόγος των µαζών Μ/Μ0 κατά τη διάρκεια των 

επαναλήψεων. Ο λόγος µαζών στην πρώτη επανάληψη είναι 0,960 ενώ στην τελευταία 

επανάληψη είναι ίσος µε 0,404. Στις πρώτες 10 επαναλήψεις ο λόγος των µαζών 

βρίσκεται ήδη στην τιµή 0,642.  
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Σχήµα 8.49 ∆ιάγραµµα λόγου µάζας του σπονδύλου για Β εκθετικά µεταβαλλόµενο και α=2,25 

• ∆ιάγραµµα συνάρτησης σύγκλισης F 

Το διάγραµµα της αντικειµενικής συνάρτησης F παρουσιάζεται στο Σχήµα 8.50. 

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση F ξεκινά αρχικά, µετά την πρώτη επανάληψη, µε τιµή ίση 

περίπου µε 0,837 J/g. Η τιµή αυτή είναι η µεγαλύτερη παρουσιαζόµενη σε σχέση µε τα 
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υπόλοιπα µοντέλα. Μια πρώτη οµοιότητα που παρατηρείται µεταξύ του µοντέλου αυτού 

και των υπολοίπων είναι ότι η συνάρτηση F, παρουσιάζει παρόµοια συµπεριφορά, µε 

αρχική µείωση που ακολουθείται από αύξηση και στη συνέχεια σύγκλιση. Παρόλα αυτά, 

η αντικειµενική συνάρτηση F µειώνεται αρκετά στις 14 πρώτες επαναλήψεις έως 0,084 

J/g αλλά στη συνέχεια αυξάνεται επίσης µε µεγάλο ρυθµό φτάνοντας στις 38 επαναλήψεις 

την τιµή 0,56 J/g. Συγκρινόµενο µε το µοντέλο για B σταθερό και α=2,25, το 

συγκεκριµένο µοντέλο εµφανίζει µια πιο αργή προσέγγιση µέχρι τις 430 επαναλήψεις, στη 

συνέχεια όµως συγκλίνει αρκετά νωρίτερα. Στις 1400 επαναλήψεις η αντικειµενική 

συνάρτηση F έχει φτάσει στην τιµή 7 E-10 J/g, η οποία είναι 5 τάξεις µεγέθους µικρότερη 

από την  καλύτερη σύγκλιση µέχρι τώρα, την οποία είχε προσφέρει το µοντέλο µε α=2,25 

και Β σταθερό. 
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Σχήµα 8.50 ∆ιάγραµµα αντικειµενικής συνάρτησης F για Β εκθετικά µεταβαλλόµενο και 

α=2,25 

• ∆είκτης δυσκαµψίας 

Για την τελική δοµή ύστερα από 1400 επαναλήψεις το συνολικό έργο προέκυψε 

περίπου ίσο µε 778,31 J/cm3 δηλαδή 0,47% µικρότερο του αντίστοιχου έργου για α=1 και 

Β σταθερό. Ο συντελεστής δυσκαµψίας λαµβάνει την τιµή =K
gJ

cm

⋅
⋅ −

3
310719,3 . 

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι το µοντέλο για Β εκθετικό και α=2,25 προσφέρει καλύτερη και 

γρηγορότερη σύγκλιση αλλά και µεγαλύτερη δυσκαµψία. Για το λόγο αυτό επιλέγεται και 

για την εφαρµογή σε τριδιάστατο σπόνδυλο του κεφαλαίου 9. 
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8.4.3 Ηλικιωµένο άτοµο 

∆ιάγραµµα Μεταβολής Μάζας 

Το διάγραµµα της συνολικής µάζας του σπονδύλου για τα διάφορα χρονικά 

βήµατα είναι αυτό που φαίνεται στο Σχήµα 8.51: 
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Σχήµα 8.51  ∆ιάγραµµα συνολικής µάζας σπονδύλου ηλικιωµένου ατόµου για Β σταθερό και α=1 

Η αρχική συνολική µάζα του σπονδύλου έχει τιµή 856,120 mg.Ύστερα από το 

πρώτο βήµα της Runge-Kutta η µάζα έχει µειωθεί σε 851,055 mg. Παρατηρείται ότι σε 

σχέση µε το αντίστοιχο µοντέλο νεαρού ατόµου σηµειώνεται µεγαλύτερη µείωση λόγω 

των µειωµένων µηχανικών απαιτήσεων που επέφερε η νέα φόρτιση. Οµοίως, από το 

δεύτερο βήµα και έπειτα παρατηρούµε ότι η συνολική µάζα του σπονδύλου µειώνεται 

κατά τη διάρκεια των 1400 επαναλήψεων και καταλήγει περίπου στην τελική τιµή 262,53 

mg. Η τελική µάζα του σπονδύλου εµφανίζεται µικρότερη σε σχέση µε του νεαρού 

ατόµου κατά 92,462 mg. δηλαδή 10,8% της αρχικής µάζας του σπονδύλου. 

• ∆ιάγραµµα πηλίκου τρέχουσας µάζας προς την αρχική 

Στο Σχήµα 8.52 παρουσιάζεται ο λόγος των µαζών Μ/Μ0 κατά τη διάρκεια των 

επαναλήψεων. Ο λόγος µαζών στην πρώτη επανάληψη είναι 0,9941 ενώ στην τελευταία 

επανάληψη είναι ίσος περίπου µε 0,3067.  
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Σχήµα 8.52 ∆ιάγραµµα λόγου µάζας του σπονδύλου ηλικιωµένου ατόµου για Β σταθερό και α=1 

• ∆ιάγραµµα συνάρτησης σύγκλισης F 

Το διάγραµµα της αντικειµενικής συνάρτησης F παρουσιάζεται στο Σχήµα 8.53:  
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Σχήµα 8.53 ∆ιάγραµµα αντικειµενικής συνάρτησης F ηλικιωµένου 

ατόµου για Β σταθερό και α=1 

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση F έχει την ίδια συµπεριφορά µε την αντίστοιχη του 

νεαρού ατόµου για το ίδιο µοντέλο. Ξεκινά αρχικά, µετά την πρώτη επανάληψη, µε τιµή 

ίση περίπου µε 0,872 J/g. Η τιµή αυτή είναι µεγαλύτερη από την αντίστοιχη του νεαρού 

ατόµου. Στις 1400 επαναλήψεις η αντικειµενική συνάρτηση F έχει φτάσει στην τιµή 0,254 

Ε
-3 J/g. 

• ∆είκτης δυσκαµψίας 

Για την τελική δοµή ύστερα από 1400 επαναλήψεις το συνολικό έργο προέκυψε 

περίπου ίσο µε 590,955 J/cm3 δηλαδή 24,43% µικρότερο του αντίστοιχου έργου για νεαρό 
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άτοµο. Ο συντελεστής δυσκαµψίας λαµβάνει την τιµή =K
gJ

cm

⋅
⋅ −

3
3109,6 . 

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι για ηλικιωµένο άτοµο υπάρχει περίπου η διπλάσια δυσκαµψία. 

• Έλεγχος βήµατος 

Σύµφωνα µε τη βιβλιογραφία (Xinghua 2002) το χρησιµοποιούµενο βήµα για την 

αριθµητική επίλυση είναι 0,03. Πραγµατοποιήσαµε µία δοκιµή για βήµα 0,03 και 

συγκρίναµε την συνολική µάζα σε κάθε επανάληψη για τα δύο διαφορετικά βήµατα, 0,03 

και 0,06 αντίστοιχα. Οι διαφορές ήταν της τάξης του 10-6 mg µε εξαίρεση ορισµένα 

αρχικά βήµατα όπου πήρε τιµές της τάξης του 10-4 mg. Η κλίση της µάζας στα βήµατα 

αυτά ήταν πιο απότοµη (όπως αναφέραµε και παραπάνω) και έτσι το µεγαλύτερο βήµα 

(0,06) προσέγγισε µε λίγο µικρότερη ακρίβεια τη συνάρτηση. Οι διαφορές αυτές είναι 

πολύ µικρές και εφόσον οι αναφερόµενες διαφορές µάζας είναι σε mg το βήµα 0,06, που 

επιτάχυνε στο διπλάσιο τους υπολογισµούς, κρίθηκε ικανοποιητικό. Στο ακόλουθο Σχήµα 

8.54 παρουσιάζεται η απόλυτη τιµή της διαφοράς της συνολικής µάζας για τα δύο βήµατα 

µέχρι χρόνο 3 (50 επαναλήψεις):   
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Σχήµα 8.54 ∆ιαφορά συνολικής µάζας µεταξύ βηµάτων 0,03 και 0,06 για τις 50 πρώτες 

επαναλήψεις 
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9.1 Ανάλυση τριδιάστατου µοντέλου σπονδύλου 

Εφόσον η πραγµατική γεωµετρία του σπονδύλου υπάγεται στον τριδιάστατο 

γεωµετρικό χώρο είναι χρήσιµο να επιχειρηθεί η εφαρµογή ενός µοντέλου οστικής 

ανακατασκευής σε τρεις διαστάσεις. Αυτό συνεπάγεται την ανάγκη δηµιουργίας ενός 

τριδιάστατου µοντέλου σπονδύλου ακριβούς γεωµετρίας. Για τη δηµιουργία του 

τριδιάστατου µοντέλου πεπερασµένων στοιχείων του σπονδύλου γίνεται χρήση των 

πληροφοριών που δίνονται από αξονικές τοµογραφίες.  

Συνήθης µορφή εξαγωγής των τοµογραφιών αποτελεί η µορφή DICOM (Digital 

Imaging and Communication in Medicine) η οποία υποστηρίζεται, για τη µετέπειτα 

επεξεργασία των τοµογραφιών, από αρκετά εµπορικά προγράµµατα επεξεργασίας 

ιατρικών τοµογραφιών (πχ MIMICS, MedCAD).  

Η επεξεργασία των τοµογραφιών είναι απαραίτητη καθώς κατά τη σάρωση από 

τον τοµογράφο πέρα από τον εξεταζόµενο σπόνδυλο εµφανίζονται και µέρη από 

γειτονικούς σπονδύλους που πρέπει να αφαιρεθούν.  

Με βάση τις φωτεινότητες κάθε εικονοστοιχείου (Hounsfield Unit ή HU) 

προκύπτουν, µε γραµµικό τρόπο, οι αντίστοιχες πυκνότητες των στοιχείων του οστού. Η 

γραµµική σχέση µεταξύ φωτεινότητας και οστικής πυκνότητας εξαρτάται από τον 

τοµογράφο στον οποίο πραγµατοποιήθηκε η εξέταση. Για το συγκεκριµένο τοµογράφο 

που χρησιµοποιήθηκε, έχει βρεθεί από µελέτες στο εργαστήριο, ότι η εξίσωση που 

συνδέει οστική πυκνότητα (BMD) και φωτεινότητα (CT number) είναι της µορφής: 

( ) 072,0001,0 −⋅= numberCTBMD    (σχέση 9.1) 

Το µέτρο ελαστικότητας συνδέεται άµεσα µε την οστική πυκνότητα και συνεπώς 

έµµεσα µε τη φωτεινότητα. Ανάλογα µε την παραδοχή που κάνουµε για το υλικό του 

οστού προκύπτουν και διαφορετικές τιµές µέτρου ελαστικότητας Ε. Θεωρώντας 

ισοτροπικό µοντέλο υλικού και εκθετική συσχέτιση µεταξύ µέτρου ελαστικότητας και 

οστικής πυκνότητας από τη βιβλιογραφία (Morgan et al. 2003 και Viceconti et al. 1998) 

βρέθηκαν οι σχέσεις που συνοψίζονται στον Πίνακα 9.1. 
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Πίνακας 9.1  Σχέση σύνδεσης Πυκνότητας-Μέτρου Ελαστικότητας 

Σχέση Πυκνότητας-Μέτρου 

Ελαστικότητας 
Είδος οστού 

( ) ( )356,1 /73,4 mkgGPaE ρ⋅=  Σπογγώδες 

( ) ( )33 /25,4 mkgGPaE ρ⋅=  Φλοιώδες 

Με την παραδοχή ότι ο σπόνδυλος αποτελείται από 9 διαφορετικά υλικά, 

καταλήγουµε σε 9 διαστήµατα πυκνοτήτων (ένα για κάθε υλικό) και αντίστοιχα µέτρα 

ελαστικότητας ανά υλικό (µε βάση την κεντρική τιµή του εύρους των πυκνοτήτων ανά 

βαθµίδα), όπως παρουσιάζει αναλυτικά ο Πίνακας 9.2. 

Πίνακας 9.2 Μέτρα Ελαστικότητας των εννέα υλικών που συνθέτουν τον 

ανθρώπινο σπόνδυλο2 

Υλικό 
Φωτεινότητα 

(CT number) 

Πυκνότητα 

(BMD) 

(g/cm3) 

Μέτρο Ελαστικότητας 

Ε 

(MPa=106N/mm2) 

1 …-100 0-0,028 1 

2 100-200 0,028-0,128 88 

3 200-300 0,128-0,228 320 

4 300-400 0,228-0,328 642 

5 400-500 0,328-0,428 1556 

6 500-600 0,428-0,528 2062 

7 600-800 0,528-0,728 2861 

8 800-1000 0,728-0,928 3987 

9 1000-1400 0,928-1,328 6100 
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Στην παρούσα διπλωµατική εργασία η διερεύνηση της διαδικασία της οστικής 

ανακατασκευής στον τριδιάστατο οσφυϊκό σπόνδυλο Ο1 έγινε ως εξής: 

Επιλέχθηκαν πεπερασµένα στοιχεία τύπου πυραµίδας solid92 (Σχήµα 9.1) που 

είναι τριδιάστατα πεπερασµένα στοιχεία δεύτερης τάξης (10κοµβικά) και 

κατασκευάστηκε πλέγµα 45.417 στοιχείων.  

 

Σχήµα 9.1   Πεπερασµένο στοιχείο Solid 92 

Το στοιχείο solid92 εκτός από τους τέσσερις γωνιακούς κόµβους (στις συνδέσεις 

των ακµών) έχει άλλους έξι ενδιάµεσους. Με αυτό τον τρόπο µπορεί να αναπαραστήσει 

πιστότερα τις επιθυµητές γεωµετρίες καθώς ακολουθεί την καµπυλότητα της προς 

προσέγγιση γραµµής. Ακόµη, οι βαθµοί ελευθερίας του Solid92 είναι οι µετατοπίσεις 

κατά τους τρεις άξονες του για κάθε κόµβο. Τέλος η δυνατότητα χρήσης ισοπαραµετρικού 

στοιχείου δεν υφίσταται εφόσον δεν µπορεί να γίνει δοµηµένο πλέγµα 

Θεωρήθηκε αρχικά ο σπόνδυλος ως ένα συµπαγές υλικό, µε µέτρο ελαστικότητας 

ενός από τα εννέα υλικά που αναφέρει ο Πίνακας 9.2. Ως αρχική πυκνότητα θεωρήθηκε η 

µέση τιµή του εύρους των πυκνοτήτων που αποτελούν τα όρια του επιλεγµένου υλικού.  

Στην υπάρχουσα γεωµετρία του σπονδύλου και µε επιλεγµένο υλικό, κι εποµένως 

αρχικές τιµές πυκνότητας ρ και  µέτρου ελαστικότητας E, ορίστηκαν οι οριακές συνθήκες. 

Πιο συγκεκριµένα η κάτω επιφυσιακή πλάκα θεωρήθηκε πακτωµένη (δέσµευση όλων των 

βαθµών ελευθερίας των κόµβων που ανήκουν σε αυτή) και στην άνω επιφυσιακή πλάκα 

εφαρµόστηκε οµοιόµορφα κατανεµηµένη δύναµη µέτρου 800Ν  και φοράς προς την κάτω 

επιφυσιακή πλάκα του σπονδυλικού σώµατος. Το εµβαδό της άνω επιφυσιακής πλάκας 

είναι ίσο µε Α= 1234,57 mm2. Εποµένως η πίεση του σπονδύλου έχει µέτρο 

800
0,648

1234,57 

F
P MPa

A
= = ≅     

Θεωρήθηκε ότι οι αποφύσεις του σπονδύλου δεν δέχονται κάποια φόρτιση.  
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Στο Σχήµα 9.2 παρουσιάζεται το µοντέλο του τριδιάστατου οσφυϊκού σπονδύλου 

Ο1 και η εφαρµοζόµενη πίεση. 

 

Σχήµα 9.2 Μοντέλο τριδιάστατου σπονδύλου και εφαρµοζόµενη πίεση 

Σηµειώνεται ότι στη γεωµετρία του πραγµατικού σπονδύλου εµφανίζεται µία 

ασυµµετρία. Η αριστερή πλευρά του σπονδυλικού σώµατος έχει µικρότερο ύψος µε τη 

δεξιά πλευρά. 

Κάτω από τη συγκεκριµένη καταπόνηση το υλικό αναγκάζεται να µεταβάλλει τις 

µηχανικές του ιδιότητες ώστε να ανταπεξέλθει στις µηχανικές απαιτήσεις του 

περιβάλλοντος. Ως αντιπροσωπευτική θεωρία της οστικής ανακατασκευής επιλέξαµε αυτή 

της Πυκνότητας Τροπικής Ενέργειας (Strain Energy Density) όπως περιγράφηκε στα 

προηγούµενα κεφάλαια και ως καταλληλότερο µοντέλο, λόγω καλύτερης σύγκλισης και 

δυσκαµψίας, αυτό µε την εισαγωγή των δύο µη γραµµικοτήτων. 

Μετά την εφαρµογή των οριακών συνθηκών πραγµατοποιείται µια πρώτη επίλυση. 

Οι µεταβολές που προκύπτουν για την πυκνότητα κάθε πεπερασµένου στοιχείου από τη 

σχέση της ανακατασκευής προστίθενται στην αρχική πυκνότητα του οστού (κοινή για όλα 

τα στοιχεία) κι έτσι προκύπτουν οι νέες οστικές πυκνότητες. Ακολούθως, υπολογίζονται 

τα αντίστοιχα µέτρα ελαστικότητας ως εξής: Οι τιµές πυκνότητας που έχουν προκύψει 

τοποθετούνται στα αντίστοιχα όρια των πυκνοτήτων των εννέα υλικών του Πίνακας 9.2 

και λαµβάνεται ως τελική τιµή του Ε αυτή που αντιστοιχεί σε κάθε υλικό. Στη συνέχεια, 

ακολουθεί νέα επίλυση µε τις νέες ιδιότητες υλικού που καθορίστηκαν για κάθε Π.Σ.. 

Αυτή η διαδικασία συνεχίζεται για το χρόνο που επιλέγεται κάθε φορά.  

 Πραγµατοποιήθηκαν 3 διαφορετικές δοκιµές για το συγκεκριµένο σπόνδυλο. Η 

διαφορά των δοκιµών αυτών έγκειται στη διαφορετική τιµή αρχικής πυκνότητας (και 

αντίστοιχου υλικού) που θεωρήθηκε για την εκκίνηση της οστικής ανακατασκευής. 
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• Στην πρώτη δοκιµή θεωρήθηκε ως αρχικό υλικό το έβδοµο καθώς σε αυτό 

παρουσιάζεται η µέση τιµή του εύρους των πυκνοτήτων. Συγκεκριµένα, τέθηκε 

ως αρχική πυκνότητα η κεντρική τιµή µεταξύ των ορίων του έβδοµου υλικού 

δηλαδή 
30 628,0

2

728,0528,0

cm

g
=

+
=ρ .  

• Στη δεύτερη δοκιµή εκκινήσαµε τη διαδικασία µε αρχική τιµή πυκνότητας του 

συµπαγούς τριδιάστατου σπονδύλου αυτή του τρίτου υλικού δηλαδή: 

30 178,0
2

228,0128,0

cm

g
=

+
=ρ . 

• Τέλος, στην τρίτη δοκιµή επιλέξαµε ως αρχική πυκνότητα αυτή του ένατου 

υλικού δηλαδή: 
30 128,1

2

328,1928,0

cm

g
=

+
=ρ . 

Πριν την εφαρµογή της διαφορικής εξίσωσης της οστικής ανακατασκευής στο 

µοντέλο του τριδιάστατου σπονδύλου πρέπει να προηγηθεί ο προσδιορισµός των 

συντελεστών k και B.  

Η σταθερά k της σχέσης της οστικής ανακατασκευής διαµορφώνεται από τις 

συνθήκες της δοκιµής και αντιπροσωπεύει την τιµή εκείνη του λόγου 
ρ
U

 για την οποία 

καµία αλλαγή δεν πρόκειται να προκληθεί στην οστική πυκνότητα (τιµή διέγερσης 

αναφοράς). Είναι λοιπόν προφανές ότι η τάξη µεγέθους της σταθεράς k θα πρέπει να 

προσαρµοστεί στην τάξη µεγέθους των τιµών 
ρ
U

 για να λειτουργεί όντως ως ρυθµιστής 

της µεταβολής της οστικής πυκνότητας. 

Ο συντελεστής B αντιπροσωπεύει την επιρροή που έχει η διαφορά µεταξύ 

διέγερσης και αναφοράς στο ρυθµό µεταβολής της πυκνότητας. Από τη διαφορική 

εξίσωση της οστικής ανακατασκευής 







−⋅= ∑

=

k
U

B
dt

d

i

i
n

i ρ
ρ

1

, πολλαπλασιάζοντας και 

διαιρώντας µε την αναφορά k προκύπτει: 







−⋅⋅= ∑

=

1
1 k

U
kB

dt

d

i

i
n

i ρ
ρ . 

9.1.1 Ορισµός αναφοράς k 

Η τιµή της σταθεράς k σύµφωνα µε τη βιβλιογραφία (Jovanovic 2004) για µέτρο 

ελαστικότητας µεταβαλλόµενο, συναρτήσει της πυκνότητας, από MPa έως GPa είναι 

0,006 J/g (τάξη µεγέθους 10-3). Οι τιµές 
ρ
U

 για τη φόρτιση που έχει επιλεγεί στο 

συγκεκριµένο παράδειγµα είναι µία τάξη µεγέθους µικρότερες των αντίστοιχων τιµών που 
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προκύπτουν από τα παραδείγµατα της βιβλιογραφίας. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι οι 

εφαρµοζόµενες πιέσεις της βιβλιογραφίας ήταν κι αυτές µια τάξη µεγέθους µεγαλύτερες 

της πίεσης που εφαρµόζεται. Μια πρώτη εκτίµηση θα ήταν λοιπόν τάξη µεγέθους 10-4 και 

k=0,0006. Αφού καθορίστηκε η τάξη µεγέθους αποµένει ο ακριβέστερος προσδιορισµός 

της τιµής της σταθεράς k. Η τιµή αυτή της αναφοράς k εφαρµοζόµενη στη διαφορική 

εξίσωσης της οστικής ανακατασκευής προκαλεί µείωση πυκνότητας ακόµα και για τις 

µεγαλύτερες εµφανιζόµενες πυκνότητες τροπικής ενέργειας. Αυτό σηµαίνει ότι η τιµή της 

πρέπει να µειωθεί, και έτσι επελέγη η τιµή k=0,0002.  

9.1.2 Ορισµός  συντελεστή Β 

Ο σταθερός συντελεστής B που προκύπτει, σε αντιστοιχία µε το µοντέλο του 

Mullender, είναι ( ) ( )unittimeMPacmgB ⋅=⋅= //0002,00002,01
23 . Όπως 

προαναφέρθηκε, έχει επιλεγεί µοντέλο µε εκθετικά µεταβαλλόµενο συντελεστή Β(t) οπότε 

προκύπτουν οι αντίστοιχοι συντελεστές:  

( ) ( )unittimeMPacmgB ⋅=⋅= //02,00002,01
23

0 και

( ) ( )unittimeMPacmgBT ⋅= //0001,0
23  

9.2 Παρουσίαση αποτελεσµάτων τριδιάστατου  σπονδύλου 

9.2.1 Εκκίνηση από υλικό 7 ( ρ0=0,628 g/cm3) 

Αρχικά εφαρµόζουµε στον τριδιάστατο σπόνδυλο την πίεση που αντιστοιχεί στην 

φόρτιση που δέχεται ο ανθρώπινος σπόνδυλος. Η φόρτιση αυτή αντιστοιχεί σε πίεση 

0,648 MPa στην άνω επιφυσιακή πλάκα. H κατανοµή των ισοδύναµων τάσεων κατά Von 

Mises που προκύπτει, µετά την εφαρµογή της παραπάνω πίεσης, παρουσιάζεται στο 

Σχήµα 9.3(α). Η µέγιστη τιµή της εµφανιζόµενης τάσης είναι 1,164 MPa.  Η κατανοµή 

των ισοδύναµων παραµορφώσεων κατά Von Mises και της πυκνότητας τροπικής 

ενέργειας δίνονται στο Σχήµα 9.3 (β) και (γ) αντίστοιχα. Η µέγιστη τιµή της 

εµφανιζόµενης παραµόρφωσης είναι  0,411E-3 strains (0,0411%). Τέλος, η µέγιστη τιµή 

της εµφανιζόµενης πυκνότητας τροπικής ενέργειας είναι 2,58 Ε-3 J/cm3 ενώ η ελάχιστη 

είναι 0,235E-15 J/cm3. 



Κεφάλαιο 9     Εφαρµογή της οστικής ανακατασκευής σε τριδιάστατο µοντέλο σπονδύλου 
          
 

143 

  

(α) (β) 

 

(γ) 

Σχήµα 9.3 Τάσεις κατά Von Mises, παραµορφώσεις κατά Von Mises και πυκνότητα τροπικής 

ενέργειας ύστερα από την εφαρµογή της υπάρχουσας πίεσης 

Έναρξη της αριθµητικής επίλυσης της διαφορικής εξίσωσης της οστικής ανακατασκευής: 

Η αύξηση των υπολογισµών κατά το πέρασµα από το διδιάστατο στο τριδιάστατο 

µοντέλο, λόγω µεγαλύτερου πλήθους στοιχείων, αλλά και ο µεγαλύτερος απαιτούµενος 

χρόνος σύγκλισης οδήγησαν στην έρευνα των περιθωρίων αύξησης του χρονικού 

βήµατος. Πραγµατοποιήθηκε µία δοκιµή για χρόνο 0,6 χρονικών µονάδων µε βήµα 0,06 

και µία αντίστοιχη µε βήµα 0,2. Προέκυψαν δε σε τιµές πυκνοτήτων, οι διαφορές που 

παρουσιάζονται στο Σχήµα 9.4: 
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Σχήµα 9.4 ∆ιαφορές πυκνοτήτων για τα πρώτα 32.000 πεπερασµένα στοιχεία µεταξύ 

βηµάτων 0,06 και 0,2 

Έπειτα, πραγµατοποιήθηκε µία επιπλέον δοκιµή για βήµα 0,6 και χρόνο 0,6. Τα 

αποτελέσµατα των πυκνοτήτων συγκρίθηκαν µε εκείνα για βήµα 0,2 και προέκυψαν οι 

διαφορές πυκνότητας στο Σχήµα 9.5. 
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Σχήµα 9.5 ∆ιαφορές πυκνοτήτων για τα πρώτα 32.000 πεπερασµένα στοιχεία µεταξύ 

βηµάτων 0,2 και 0,6 

Τα αποτελέσµατα στο Σχήµα 9.4 κρίθηκαν ικανοποιητικά σε αντίθεση µε εκείνα 

στο Σχήµα 9.5 κι εποµένως επιλέχθηκε βήµα ίσο µε 0,2 χρονικές µονάδες.  

Στη συνέχεια υπολογίζουµε από τη διαφορική εξίσωση της οστικής 

ανακατασκευής τις νέες πυκνότητες και τα νέα µέτρα ελαστικότητας ανάλογα µε την 

περιοχή στην οποία ανήκουν οι νέες τιµές πυκνότητας. Ύστερα από 500 επαναλήψεις 

(αντίστοιχος χρόνος 100 χρονικές µονάδες) οι κατανοµές των ισοδύναµων τάσεων κατά 
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Von Mises, των ισοδύναµων παραµορφώσεων κατά Von Mises και της πυκνότητας  

τροπικής ενέργειας έχουν τη µορφή στο Σχήµα 9.6 (α), (β) και (γ) αντίστοιχα. 

  

(α) (β) 

 

(γ) 

Σχήµα 9.6 Τάσεις κατά Von Mises, παραµορφώσεις κατά Von Mises και πυκνότητα τροπικής 

ενέργειας για αρχικό υλικό το έβδοµο ύστερα από 500 επαναλήψεις 

Οι µέγιστες τάσεις κατά Von Mises εµφανίζονται στην αριστερή πλευρά του 

σπονδυλικού σώµατος. Η µέγιστη εµφανιζόµενη τιµή τάσης (άνω όριο περιοχής κόκκινου 

χρώµατος) είναι 1,873 MPa ενώ η ελάχιστη τιµή της (κάτω όριο περιοχής µπλε χρώµατος) 

εµφανίζεται στις αποφύσεις, οι οποίες είναι αφόρτιστες στην συγκεκριµένη περίπτωση 

µελέτης. 

Οι µέγιστες παραµορφώσεις κατά Von Mises έχουν την ίδια κατανοµή µε αυτή 

των τάσεων. Η µέγιστη τιµή τους είναι 0,309Ε-3 strains= 0,031% . Τέλος, η µέγιστη 

πυκνότητα τροπικής ενέργειας εµφανίζει επίσης παρόµοια κατανοµή και έχει µέγιστη τιµή 

0,389 Ε-3 J/cm3 και ελάχιστη τιµή της είναι 0,138 E-17 J/cm3. 

Η τελική κατανοµή των υλικών όπως προέκυψε ύστερα από 500 επαναληπτικά 

βήµατα έχει τη µορφή που φαίνεται στο Σχήµα 9.7.  



Κεφάλαιο 9     Εφαρµογή της οστικής ανακατασκευής σε τριδιάστατο µοντέλο σπονδύλου 
          
 

146 

 Κάτοψη Πλάγια αριστερή όψη 

Υλικό 1 

  

Υλικό 2 

  

Υλικό 3 

  

Υλικό 4 
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Υλικό 5 

  

Υλικό 6 

  

Υλικό 7 

  

Υλικό 8 
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Υλικό 9 

  

Σχήµα 9.7 Κατανοµή υλικών στο εσωτερικό του σπονδύλου µετά από 100 χρονικές µονάδες 

Από το Σχήµα 9.7 σχήµατα παρατηρούµε τα ακόλουθα: το υλικό 1 εµφανίζεται 

στις αποφύσεις και στα σηµεία σύνδεσης των αποφύσεων µε το σπονδυλικό σώµα. Τα 

υλικά 2, 3 και 4 εµφανίζονται περιφερειακά πάνω στο σπονδυλικό σώµα ενώ τα υλικά 5, 6 

και 7 εσωτερικά αυτών. Το υλικό 6 εµφανίζεται να είναι το πιο συµπαγές. Τα υλικά 8 και 

9 εµφανίζονται περιφερειακά στο σπονδυλικό σώµα, στα σηµεία που αντιστοιχούν στην 

περιοχή µεγίστης τροπικής ενέργειας. Τέλος, το υλικό 9 εµφανίζεται ενισχυµένο στην 

αριστερή πλευρά του σπονδυλικού σώµατος στην περιοχή που υπάρχει η ασυµµετρία που 

αναφέρθηκε πιο πάνω. 

Στο Σχήµα 9.8 παρουσιάζονται οι όγκοι κάθε υλικού ως ποσοστό του συνολικού 

όγκου του σπονδύλου. Σηµειώνεται ότι ο συνολικός όγκος του σπονδύλου είναι 
35,694.62 mmVtot =  
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Σχήµα 9.8 Όγκος κάθε υλικού ως ποσοστό του συνολικού όγκου του σπονδύλου 

Παρατηρούµε ότι το µεγαλύτερο ποσοστό του συνολικού όγκου του υλικού 

καταλαµβάνει το πρώτο υλικό. Το έκτο υλικό εµφανίζεται επίσης µε υψηλό ποσοστό, 

περίπου 30%. Τα υλικά 7 και 5 εµφανίζονται σε ποσοστά 15,9% και 10,58%. Τέλος, τα 
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υλικά 2, 3, 4, 8 και 9 εµφανίζονται σε χαµηλά ποσοστά: από 0,76% έως 1,36%. Στο 

Σχήµα 9.9 παρουσιάζεται η µέση τιµή της πυκνότητας κάθε υλικού µετά την ολοκλήρωση 

της διαδικασίας της οστικής ανακατασκευής. 
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Σχήµα 9.9 Μέση πυκνότητα κάθε υλικού µετά την ολοκλήρωση της διαδικασίας της 

ανακατασκευής 

9.2.2 Εκκίνηση από υλικό 3 ( ρ0=0,178 g/cm3) 

Οι οριακές συνθήκες και σε αυτή την περίπτωση είναι οι ίδιες, συνεπώς και πάλι 

εφαρµόζεται φόρτιση που αντιστοιχεί σε πίεση 0,648 MPa στην άνω επιφυσιακή πλάκα. 

H κατανοµή των τάσεων κατά Von Mises παρουσιάζεται στο Σχήµα 9.10(α) και η µέγιστη 

τιµή της είναι 1,164 MPa. Παρατηρείται ότι η κατανοµή της τάσης, όντας ανεξάρτητη από 

το υλικό, είναι ίδια για εκκίνηση µε το τρίτο υλικό και εκκίνηση µε το έβδοµο υλικό. Η 

κατανοµή των παραµορφώσεων κατά Von Mises και της πυκνότητας τροπικής ενέργειας 

παρουσιάζονται αντίστοιχα στο Σχήµα 9.10 (β) και (γ) αντίστοιχα. Η µέγιστη τιµή της 

εµφανιζόµενης παραµόρφωσης είναι 0,00368 strains ενώ η µέγιστη τιµή της 

εµφανιζόµενης πυκνότητας τροπικής ενέργειας είναι 0,002308 J/cm3 και η ελάχιστη είναι 

0,210 Ε-14 J/cm3. 
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(α) (β) 

 

(γ) 

Σχήµα 9.10 Τάσεις κατά Von Mises, παραµορφώσεις κατά Von Mises και πυκνότητα τροπικής 

ενέργειας ύστερα από την εφαρµογή της υπάρχουσας πίεσης 

Εφαρµογή της πίεσης στην υπάρχουσα γεωµετρία (πριν την έναρξη της αριθµητικής 

επίλυσης της διαφορικής εξίσωσης της οστικής ανακατασκευής) 

Στη συνέχεια υπολογίζουµε από τη διαφορική εξίσωση της οστικής 

ανακατασκευής νέες πυκνότητες και νέα µέτρα ελαστικότητας ανάλογα µε την περιοχή 

στην οποία ανήκουν οι νέες τιµές πυκνότητας. Επειδή η εκκίνηση µε το συγκεκριµένο 

υλικό εµφάνιζε πιο αργή µεταβολή επιλέχθηκαν 750 επαναλήψεις έτσι ώστε να 

προλάβουν να εµφανισθούν και τα εννέα υλικά. Ύστερα από 750 επαναλήψεις 

(αντίστοιχος χρόνος 150 χρονικές µονάδες) οι κατανοµές των ισοδύναµων τάσεων κατά 

Von Mises, των ισοδύναµων παραµορφώσεων κατά Von Mises και της πυκνότητας  

τροπικής ενέργειας έχουν τη µορφή του Σχήµα 9.11 (α), (β) και (γ) αντίστοιχα. 
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(α) (β) 

 

(γ) 

Σχήµα 9.11 Τάσεις κατά Von Mises, παραµορφώσεις κατά Von Mises και πυκνότητα τροπικής 

ενέργειας για αρχικό υλικό το τρίτο ύστερα από 750 επαναλήψεις 

Η µέγιστη εµφανιζόµενη τιµή τάσης (άνω όριο περιοχής κόκκινου χρώµατος) είναι 

1,765 MPa ενώ η ελάχιστη τιµή της (κάτω όριο περιοχής µπλε χρώµατος) εµφανίζεται 

στις αποφύσεις, οι οποίες έχουν θεωρηθεί αφόρτιστες. Οι µέγιστες παραµορφώσεις κατά 

Von Mises έχουν την ίδια κατανοµή µε αυτή των τάσεων. Η µέγιστη τιµή τους είναι 

0,816Ε-3 strains= 0,082%. Τέλος η µέγιστη πυκνότητα τροπικής ενέργειας εµφανίζει 

επίσης παρόµοια κατανοµή και έχει µέγιστη τιµή 0,337 Ε-3 J/cm3 και ελάχιστη τιµή της 

είναι 0,161 E-17 J/cm3. 

Η τελική κατανοµή των υλικών όπως προέκυψε ύστερα από 750 επαναληπτικά 

βήµατα έχει τη µορφή που φαίνεται στο Σχήµα 9.12.  
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 Κάτοψη Πλάγια αριστερή όψη 

Υλικό 1 

  

Υλικό 2 

  

Υλικό 3 

  

Υλικό 4 

  



Κεφάλαιο 9     Εφαρµογή της οστικής ανακατασκευής σε τριδιάστατο µοντέλο σπονδύλου 
          
 

153 

Υλικό 5 

  

Υλικό 6 

  

Υλικό 7 

  

Υλικό 8 
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Υλικό 9 

  

Σχήµα 9.12 Κατανοµή υλικών στο εσωτερικό του σπονδύλου µετά από 150 χρονικές µονάδες 

Από τα σχήµατα κατανοµής των υλικών παρατηρούµε τα ακόλουθα: το υλικό 1 

εµφανίζεται στις αποφύσεις και στα σηµεία σύνδεσης των αποφύσεων µε το σπονδυλικό 

σώµα. Τα υλικά 2, 3, 4 και 5 εµφανίζονται περιφερειακά πάνω στο σπονδυλικό σώµα ενώ 

τα υλικά 6, 7 και 8 εσωτερικά αυτών. Τα υλικά 7 και 8 εµφανίζονται να είναι τα πιο 

συµπαγή. Το υλικό 8 εµφανίζεται κεντρικά σε αντίθεση µε την αντίστοιχη κατανοµή για 

εκκίνηση µε το έβδοµο υλικό. Το υλικό 9 εµφανίζεται περιφερειακά στο σπονδυλικό 

σώµα, στα σηµεία που αντιστοιχούν στην περιοχή µεγίστης τροπικής ενέργειας. Τέλος, το 

υλικό 9 εµφανίζεται ενισχυµένο στην αριστερή πλευρά του σπονδυλικού σώµατος στην 

περιοχή που υπάρχει η τοπική ανωµαλία. 

Στο Σχήµα 9.13 παρουσιάζονται οι όγκοι κάθε υλικού ως ποσοστό του συνολικού 

όγκου του σπονδύλου. Σηµειώνεται ότι ο συνολικός όγκος του σπονδύλου είναι 
35,694.62 mmVtot = . 
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Σχήµα 9.13 Όγκος κάθε υλικού ως ποσοστό του συνολικού όγκου του σπονδύλου 

Παρατηρείται ότι το υλικό 1 εµφανίζεται µε µεγαλύτερο ποσοστό συγκριτικά µε 

το αντίστοιχο για εκκίνηση µε αρχικό υλικό το έβδοµο. Επίσης µε µεγαλύτερο ποσοστό 
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εµφανίζονται τα υλικά 2,3 και 7. Τα υλικά 4 και 9 εµφανίζονται µε κοντινά ποσοστά. 

Τέλος, το υλικό 8 εµφανίζεται µε αρκετά µεγαλύτερο ποσοστό σε σχέση µε την 

προηγούµενη δοκιµή της εκκίνησης µε το έβδοµο υλικό. 

Στο Σχήµα 9.14 παρουσιάζεται η µέση τιµή της πυκνότητας κάθε υλικού µετά την 

ολοκλήρωση της διαδικασίας της οστικής ανακατασκευής  

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Αριθµός Υλικού

Μ
έσ
η

 π
υ
κ
ν
ό
τη
τα

 υ
λ
ικ
ο
ύ

 (
σ
ε 

g
/c

m
^

3)

 

Σχήµα 9.14 Μέση πυκνότητα κάθε υλικού µετά  την ολοκλήρωση της διαδικασίας της 

ανακατασκευής 

Συγκρίνοντας το Σχήµα 9.14 µε το αντίστοιχο Σχήµα 9.9 για εκκίνηση µε το 

έβδοµο αρχικό υλικό παρατηρούνται τα εξής: το πρώτο υλικό εµφανίζεται µε κοντινές 

τιµές µέσης πυκνότητας, 0,01005 g/cm3 για εκκίνηση µε το έβδοµο υλικό και 0,01002 

g/cm3 για εκκίνηση µε το τρίτο υλικό. Το δεύτερο υλικό εµφανίζει µεγαλύτερη µέση 

πυκνότητα κατά 20,73% για εκκίνηση µε το έβδοµο υλικό µε τιµή 0,05970 g/cm3 . Τα 

υλικά 3 και 4 εµφανίζουν κοντινές τιµές, µε το τρίτο υλικό να παρουσιάζει µείωση 1,29% 

ενώ το τέταρτο υλικό αύξηση 0,25% για εκκίνηση µε το τρίτο υλικό. Το πέµπτο υλικό 

παρουσιάζει µεγαλύτερη µέση πυκνότητα κατά 4,3% για εκκίνηση µε το τρίτο υλικό, ίση 

µε 0,39155 g/cm3. Το έκτο, έβδοµο και όγδοο υλικό εµφανίζουν µεγαλύτερη µέση 

πυκνότητα για  εκκίνηση µε το τρίτο υλικό και τιµές 0,47543 g/cm3, 0,61666 g/cm3 και 

0,83106 g/cm3αντίστοιχα. Τα αντίστοιχα ποσοστά είναι 0,96%, 2,88% και 0,65%. Τέλος, 

το ένατο υλικό εµφανίζει µεγαλύτερη µέση οστική πυκνότητα, κατά 0,9%, για εκκίνηση 

µε το έβδοµο υλικό και τιµή 1,09406 g/cm3 . 
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9.2.3 Εκκίνηση από υλικό 9 ( ρ0=1,128 g/cm3) 

Εφαρµογή της πίεσης στην υπάρχουσα γεωµετρία (πριν την έναρξη της ανακατασκευής) 

Με τις ίδιες, και πάλι, συνθήκες φόρτισης, η κατανοµή των τάσεων κατά Von 

Mises που προκύπτει µετά την εφαρµογή της παραπάνω πίεσης παρουσιάζεται στο Σχήµα 

9.15(α). Η κατανοµή των τάσεων, και σε αυτή την περίπτωση, έχει κοινή µορφή και για 

εκκίνηση µε το ένατο υλικό. Η κατανοµή των παραµορφώσεων κατά Von Mises και της 

πυκνότητας τροπικής ενέργειας παρουσιάζονται στο Σχήµα 9.15(β) και (γ) αντίστοιχα. Η 

µέγιστη τιµή της εµφανιζόµενης παραµόρφωσης είναι 1,93 Ε-3. Τέλος, η µέγιστη τιµή της 

εµφανιζόµενης πυκνότητας τροπικής ενέργειας είναι 1,21 Ε-3 J/cm3 ενώ η ελάχιστη τιµή 

της είναι 0,110 Ε-15 J/cm3. 

  

(α) (β) 

 

(γ) 

Σχήµα 9.15 Τάσεις κατά Von Mises, παραµορφώσεις κατά Von Mises και πυκνότητα 

τροπικής ενέργειας ύστερα από την εφαρµογή της υπάρχουσας πίεσης 

Στη συνέχεια υπολογίζουµε από τη διαφορική εξίσωση της οστικής 

ανακατασκευής νέες πυκνότητες και νέα µέτρα ελαστικότητας ανάλογα µε την περιοχή 

στην οποία ανήκουν οι νέες τιµές πυκνότητας. Στα νέα µέτρα ελαστικότητας που 

προκύπτουν εφαρµόζουµε ξανά τη φόρτιση του σπονδύλου.  
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Κατά την πραγµατοποίηση της συγκεκριµένης δοκιµής επιλέχθηκαν 1000 

επαναλήψεις, λόγω παρατηρούµενης πιο αργής µεταβολής Ύστερα από 1000 επαναλήψεις 

(αντίστοιχος χρόνος 200 χρονικές µονάδες) οι κατανοµές των ισοδύναµων τάσεων κατά 

Von Mises, των ισοδύναµων παραµορφώσεων κατά Von Mises και της πυκνότητας  

τροπικής ενέργειας έχουν τη µορφή του Σχήµα 9.16 (α), (β) και (γ) αντίστοιχα.  

  

(α) (β) 

 

(γ) 

Σχήµα 9.16  Τάσεις κατά Von Mises, παραµορφώσεις κατά Von Mises και πυκνότητα τροπικής 

ενέργειας για αρχικό υλικό το έβδοµο ύστερα από 1000 επαναλήψεις 

Οι µέγιστες τάσεις κατά Von Mises εµφανίζονται στην αριστερή πλευρά του 

σπονδυλικού σώµατος, στην περιοχή κάτω από την τοπική ανωµαλία που αναφέρθηκε 

παραπάνω. Η µέγιστη τιµή τάσης (άνω όριο περιοχής κόκκινου χρώµατος) είναι 1,79 

MPa. Οι µέγιστες παραµορφώσεις κατά Von Mises έχουν µέγιστη τιµή 0,386Ε-3 strains= 

0,039%. Η πυκνότητα τροπικής ενέργειας εµφανίζει µέγιστη τιµή 0,342 Ε-3 J/cm3.  

Η τελική κατανοµή των υλικών όπως προέκυψε ύστερα από 1000 επαναληπτικά 

βήµατα έχει τη µορφή που φαίνεται στο Σχήµα 9.17.   

 

 Κάτοψη Πλάγια αριστερή όψη 
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Υλικό 1 ∆εν Εµφανίζεται 

Υλικό 2 ∆εν Εµφανίζεται 

Υλικό 3 

  

Υλικό 4 

  

Υλικό 5 

  

Υλικό 6 
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Υλικό 7 

  

Υλικό 8 

  

Υλικό 9 

  

Σχήµα 9.17 Κατανοµή υλικών στο εσωτερικό του σπονδύλου µετά από 150 χρονικές µονάδες 

Από τα σχήµατα κατανοµής των υλικών παρατηρούµε τα ακόλουθα: δεν έχουν 

εµφανιστεί τα υλικά 1 και 2, καθώς δεν το επέτρεψε ο  χαµηλός, σε σχέση µε το υλικό 

εκκίνησης, ρυθµός µείωσης της οστικής πυκνότητας. Το υλικό 3 εµφανίζεται στις 

αποφύσεις και στα σηµεία σύνδεσης αυτών µε το σπονδυλικό σώµα ενώ τα υλικά 4 και 5 

εµφανίζονται περισσότερο περιφερειακά πάνω στο σπονδυλικό σώµα. Τα υλικά 6 και 7 

εµφανίζονται εσωτερικά αυτών. Τα υλικά 8 και 9 εµφανίζονται περιφερειακά στο 

σπονδυλικό σώµα, στα σηµεία που αντιστοιχούν στην περιοχή µεγίστης τροπικής 

ενέργειας. Τέλος, το υλικό 9 εµφανίζεται ενισχυµένο στην αριστερή πλευρά του 

σπονδυλικού σώµατος στην περιοχή που υπάρχει η τοπική ανωµαλία. 
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Στο Σχήµα 9.18 παρουσιάζονται οι όγκοι κάθε υλικού ως ποσοστό του συνολικού 

όγκου του σπονδύλου. Σηµειώνεται ότι ο συνολικός όγκος του σπονδύλου είναι: 
35,694.62 mmVtot =  

1

2

3

4

5

6

7

8

9

 

Σχήµα 9.18  Όγκος κάθε υλικού ως ποσοστό του συνολικού όγκου του σπονδύλου 

Από το σχήµα 9.18 προκύπτουν τα εξής: δεν έχουν εµφανιστεί τα υλικά 1 και 2, ενώ 

το υλικό 3 δείχνει να έχει αντικαταστήσει το υλικό 1 σε σχέση µε τις προηγούµενες 

δοκιµές (καταλαµβάνοντας τις αποφύσεις και τα σηµεία σύνδεσής τους µε το σπονδυλικό 

σώµα). Τα υλικά 5 και 6 εµφανίζονται µε αυξηµένα ποσοστά σε σχέση µε τη δοκιµή για 

εκκίνηση µε το τρίτο υλικό αλλά παρόµοια µε εκείνα για εκκίνηση µε το έβδοµο υλικό. 

Το υλικό 7 εµφανίζεται µε µικρότερο ποσοστό σε σχέση µε τις προηγούµενες δοκιµές. Το 

υλικό 8 εµφανίζεται µε ποσοστό µικρότερο σε σχέση µε την εκκίνηση µε το τρίτο υλικό 

αλλά µε ποσοστό κοντινό σε σχέση µε την εκκίνηση από το έβδοµο υλικό.   

Στο Σχήµα 9.19 παρουσιάζεται η µέση τιµή της πυκνότητας κάθε υλικού κάθε υλικού 

µετά την ολοκλήρωση της διαδικασίας της οστικής ανακατασκευής 
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Σχήµα 9.19 Μέση πυκνότητα κάθε υλικού µετά την ολοκλήρωση της διαδικασίας της 

ανακατασκευής 

Παρατηρώντας το σχήµα 9.19, οι κύριες διαφορές που εντοπίζονται σε σχέση µε 

τις προηγούµενες δοκιµές είναι οι ακόλουθες: το ένατο υλικό εµφανίζεται µε µεγαλύτερη 

µέση οστική πυκνότητα σε σχέση µε την εκκίνηση από το τρίτο υλικό κατά 7,7% περίπου. 

Το υλικό 7 εµφανίζεται µε µικρότερη µέση οστική πυκνότητα σε σχέση µε την εκκίνηση 

από το έβδοµο υλικό κατά 7,2% περίπου. Τέλος, τα υλικά 4 και 6 εµφανίζονται µε πολύ 

κοντινές τιµές. 

9.3 Αξιολόγηση αποτελεσµάτων τριδιάστατου  σπονδύλου 

9.3.1 Εκκίνηση από υλικό 7 ( ρ0=0,628 g/cm3) 

• ∆ιάγραµµα Μεταβολής Μάζας 

Το διάγραµµα της συνολικής µάζας του σπονδύλου για τα διάφορα χρονικά 

βήµατα είναι αυτό του Σχήµα 9.20. Η αρχική συνολική µάζα του σπονδύλου έχει τιµή 

23,691 g. Ύστερα από το πρώτο βήµα της Runge-Kutta η µάζα αυξάνεται σε 39,178 g. 

Από το δεύτερο βήµα και έπειτα παρατηρούµε ότι η συνολική µάζα του σπονδύλου 

µειώνεται κατά τη διάρκεια των 500 επαναλήψεων και καταλήγει περίπου στην τελική 

τιµή 19,246 g. Η τελική µάζα του σπονδύλου εµφανίζεται µικρότερη σε σχέση µε την 

αρχική κατά 4,445 g. δηλαδή 18,76% περίπου της αρχικής µάζας του σπονδύλου. 

 



Κεφάλαιο 9     Εφαρµογή της οστικής ανακατασκευής σε τριδιάστατο µοντέλο σπονδύλου 
          
 

162 

0

10

20

30

40

50

1 44 87 130 173 216 259 302 345 388 431 474

Επαναλήψεις

Μ
ά
ζα

 σ
π
ο
ν
δ
ύ
λ
ο
υ

 (
σ
ε 

g
)

 

Σχήµα 9.20 ∆ιάγραµµα συνολικής µάζας σπονδύλου για εκκίνηση µε το έβδοµο υλικό 

• ∆ιάγραµµα πηλίκου τρέχουσας µάζας προς την αρχική 

Στο Σχήµα 9.21 παρουσιάζεται ο λόγος των µαζών Μ/Μ0 κατά τη διάρκεια των 

επαναλήψεων. Ο λόγος µαζών στην πρώτη επανάληψη είναι περίπου 1,654 ενώ στην 

τελευταία επανάληψη είναι ίσος περίπου µε 0,812.  
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Σχήµα 9.21 ∆ιάγραµµα λόγου µάζας του σπονδύλου για εκκίνηση µε το έβδοµο υλικό 

• ∆ιάγραµµα συνάρτησης σύγκλισης F 

Το διάγραµµα της αντικειµενικής συνάρτησης F παρουσιάζεται στο Σχήµα 9.22. 
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Σχήµα 9.22 ∆ιάγραµµα αντικειµενικής συνάρτησης F του σπονδύλου για εκκίνηση µε το 

έβδοµο υλικό 

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση F παρουσιάζει µια απότοµη βηµατική αλλαγή κατά 

τη µετάβαση από τις 245 στις 246 επαναλήψεις. Η F ξεκινά, µετά την πρώτη επανάληψη, 

µε τιµή ίση περίπου µε 0,805 J/g και αυτή είναι η µεγαλύτερη εµφανιζόµενη. Στις 500 

επαναλήψεις η αντικειµενική συνάρτηση F έχει φτάσει στην τιµή 0,070 J/g. 

• ∆είκτης δυσκαµψίας 

Για την τελική δοµή ύστερα από 500 επαναλήψεις το συνολικό έργο προέκυψε 

περίπου ίσο µε 2,967 J/cm3. Ο συντελεστής δυσκαµψίας λαµβάνει την τιµή 

=K
gJ

cm

⋅
⋅ −

3
210751,1 .  

9.3.2 Εκκίνηση από υλικό 3 ( ρ0=0,178 g/cm3) 

• ∆ιάγραµµα Μεταβολής Μάζας 

Το διάγραµµα της συνολικής µάζας του σπονδύλου για τα διάφορα χρονικά 

βήµατα είναι αυτό του Σχήµα 9.23: Η αρχική συνολική µάζα του σπονδύλου έχει τιµή 

6,715 g.Ύστερα από το πρώτο βήµα της Runge-Kutta η µάζα αυξάνεται σε 78,632 g. Από 

το δεύτερο βήµα και έπειτα παρατηρούµε ότι η συνολική µάζα του σπονδύλου µειώνεται 

κατά τη διάρκεια των 750 επαναλήψεων και καταλήγει περίπου στην τελική τιµή 24,268 

g. Η τελική µάζα του σπονδύλου εµφανίζεται µεγαλύτερη σε σχέση µε την αρχική κατά 

17,533 g. δηλαδή 3,61 φορές µεγαλύτερη από την αρχική µάζα του σπονδύλου. 

Συγκρινόµενη µε την αντίστοιχη τελική µάζα για εκκίνηση µε το έβδοµο υλικό ως αρχικό, 

παρατηρείται ότι η µάζα είναι 1,26 φορές µεγαλύτερη. Όπως όµως θα διαπιστωθεί 

παρακάτω από τη συνάρτηση F, η διαδικασία για τη συγκεκριµένη δοκιµή απέχει 

περισσότερο από την τελική σύγκλιση. 
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Σχήµα 9.23 ∆ιάγραµµα συνολικής µάζας σπονδύλου για εκκίνηση µε το τρίτο υλικό 

• ∆ιάγραµµα πηλίκου τρέχουσας µάζας προς την αρχική 

Στο Σχήµα 9.24 παρουσιάζεται ο λόγος των µαζών Μ/Μ0 κατά τη διάρκεια των 

επαναλήψεων. Ο λόγος µαζών στην πρώτη επανάληψη είναι περίπου 11,710 ενώ στην 

τελευταία επανάληψη είναι ίσος περίπου µε 3,614.  
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Σχήµα 9.24 ∆ιάγραµµα λόγου µάζας του σπονδύλου για εκκίνηση µε το τρίτο υλικό 

• ∆ιάγραµµα συνάρτησης σύγκλισης F 

Το διάγραµµα της αντικειµενικής συνάρτησης F παρουσιάζεται Σχήµα 9.25 
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Σχήµα 9.25 ∆ιάγραµµα αντικειµενικής συνάρτησης F του σπονδύλου για εκκίνηση µε το 

τρίτο υλικό 

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση F παρουσιάζει µια απότοµη βηµατική αλλαγή κατά 

τη µετάβαση από τις 4 στις 5 επαναλήψεις και άλλη µία κατά τη µετάβαση από τις 45 στις 

46 επαναλήψεις. Η F ξεκινά, µετά την πρώτη επανάληψη, µε τιµή ίση περίπου µε 0,770 

J/g και στην πέµπτη επανάληψη εµφανίζει τη µέγιστη τιµή της 0,987 J/g. Στις 750 

επαναλήψεις η συνάρτηση F έχει φτάσει στην τιµή 0,347 J/g. Συγκρινόµενη, λοιπόν, µε 

την αντίστοιχη αντικειµενική συνάρτηση για εκκίνηση µε το έβδοµο υλικό έχει τιµή µία 

τάξη µεγέθους µεγαλύτερη κι εποµένως απέχει περισσότερο από το µηδενισµό της. 

• ∆είκτης δυσκαµψίας 

Για την τελική δοµή ύστερα από 500 επαναλήψεις το συνολικό έργο προέκυψε 

περίπου ίσο µε 2,4885 J/cm3. Ο δείκτης δυσκαµψίας λαµβάνει την τιµή 

=K
gJ

cm

⋅
⋅ −

3
210656,1 . Συγκρινόµενος µε τον αντίστοιχο για εκκίνηση µε το έβδοµο 

υλικό, ο δείκτης δυσκαµψίας εµφανίζεται 3,16% µικρότερος. Εποµένως, προκύπτει ότι η 

εκκίνηση µε το έβδοµο υλικό έχει εκµεταλλευτεί καλύτερα το δοµικό υλικό του 

σπονδύλου και µάλιστα στα 2/3 των επαναλήψεων. 

9.3.3 Εκκίνηση από υλικό 9 ( ρ0=1,128 g/cm3) 

• ∆ιάγραµµα Μεταβολής Μάζας 

Το διάγραµµα της συνολικής µάζας του σπονδύλου για τα διάφορα χρονικά 

βήµατα είναι αυτό του Σχήµα 9.26: Η αρχική συνολική µάζα του σπονδύλου έχει τιµή 

42,554 g.Ύστερα από το πρώτο βήµα της Runge-Kutta η µάζα αυξάνεται σε 70,472 g. 

Από το δεύτερο βήµα και έπειτα παρατηρούµε ότι η συνολική µάζα του σπονδύλου 

µειώνεται κατά τη διάρκεια των 1000 επαναλήψεων και καταλήγει περίπου στην τελική 
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τιµή 22,586 g. Η τελική µάζα του σπονδύλου εµφανίζεται µικρότερη σε σχέση µε την 

αρχική κατά 19,968 g. δηλαδή 53,08% περίπου της αρχικής µάζας του σπονδύλου. 
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Σχήµα 9.26 ∆ιάγραµµα συνολικής µάζας σπονδύλου για εκκίνηση µε το ένατο υλικό 

• ∆ιάγραµµα πηλίκου τρέχουσας µάζας προς την αρχική 

Το Σχήµα 9.27 δείχνει το λόγο των µαζών Μ/Μ0 συναρτήσει των επαναλήψεων, ο 

οποίος στην πρώτη επανάληψη είναι 1,656 ενώ στην τελευταία 0,531.  
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Σχήµα 9.27 ∆ιάγραµµα λόγου µάζας του σπονδύλου για εκκίνηση µε το ένατο υλικό 
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• ∆ιάγραµµα συνάρτησης σύγκλισης F 

Το διάγραµµα της αντικειµενικής συνάρτησης F παρουσιάζεται στο Σχήµα 9.28 
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Σχήµα 9.28 ∆ιάγραµµα αντικειµενικής συνάρτησης F του σπονδύλου για εκκίνηση µε το 

έβδοµο υλικό 

Η συνάρτηση F εµφανίζει πιο οµαλή συµπεριφορά σε σχέση µε τις προηγούµενες 

δοκιµές. Η F ξεκινά, µετά την πρώτη επανάληψη, µε τιµή ίση περίπου µε 0,989 J/g και 

αυτή είναι η µεγαλύτερη εµφανιζόµενη. Στις 1000 επαναλήψεις η αντικειµενική 

συνάρτηση F έχει φτάσει στην τιµή 0,412 J/g. 

• ∆είκτης δυσκαµψίας 

Για την τελική δοµή ύστερα από 1000 επαναλήψεις το συνολικό έργο προέκυψε περίπου 

ίσο µε 2,946 J/cm3. Ο συντελεστής δυσκαµψίας λαµβάνει την τιµή 

=K
3

2
1 503 10,

cm

J g
−⋅

⋅
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Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται µια συνοπτική σύγκριση των δοκιµών που 

πραγµατοποιήθηκαν και η εξαγωγή των αντίστοιχων συµπερασµάτων.  

10.1 Τοµή σπονδύλου 

Στο Σχήµα 10.1 δίδονται οι τελικές κατανοµές της οστικής πυκνότητας που 

προέκυψαν ύστερα από τις πέντε διαφορετικές δοκιµές: 

  

Β σταθερό και α=1 (νεαρό άτοµο) Β σταθερό και α=2,25 (νεαρό άτοµο) 

  

Β εκθετικά µεταβαλλόµενο και α=1 

(νεαρό άτοµο) 

Β εκθετικά µεταβαλλόµενο και α=2,25 

(νεαρό άτοµο) 

 

Β σταθερό και α=1 (ηλικιωµένο άτοµο) 

Σχήµα 10.1 Κατανοµή οστικής πυκνότητας ύστερα από 1400 επαναλήψεις 
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Συγκρίνοντας τη δοκιµή για συντελεστή Β σταθερό και α=1 και τη δοκιµή για Β 

σταθερό και α=2,25, µπορούµε να εξάγουµε κάποια συµπεράσµατα για τις αλλαγές που 

εισάγει η χρησιµοποίηση της µη γραµµικότητας του εκθέτη α. Όσον αφορά στην τελική 

κατανοµή της οστικής πυκνότητας παρατηρούνται τα ακόλουθα: οι οριζόντιες κολώνες 

που ένωναν τις βασικές δεν εµφανίζονται για α=2,25. Αντίθετα, οι γειτονικές εσωτερικές 

κολώνες πλησιάζουν σταδιακά και ενώνονται µεταξύ τους στο κέντρο του σπονδύλου. 

Ακόµη, οι δύο ακριανές κολώνες βρίσκονται πιο κοντά στις εξωτερικές πλευρές του 

σπονδύλου. Τέλος παρατηρούνται µεγαλύτερες τιµές οστικής πυκνότητας κοντά στα 

σηµεία σύνδεσης των κολώνων µε τις επιφυσιακές πλάκες. Εποµένως, η εισαγωγή της µη 

γραµµικότητας µέσω του εκθέτη α επηρέασε την τελική κατανοµή των οστικών 

πυκνοτήτων. 

Συγκρίνοντας τη δοκιµή για σταθερό συντελεστή Β και α=1 µε εκείνη για εκθετικά 

µεταβαλλόµενο συντελεστή Β και α=1 παρατηρούνται τα ακόλουθα: η τελική κατανοµή 

της οστικής πυκνότητας παρουσιάζει µεγάλη οµοιότητα. Ελάχιστες διαφορές 

παρατηρούνται γύρω από τις βασικές κολώνες όπου µερικά στοιχεία µε χαµηλότερες 

πυκνότητες εµφανίζονται σε διαφορετικά εύρη πυκνοτήτων, αλλά και σε ορισµένα 

στοιχεία της περιοχής µεγίστων πυκνοτήτων που εµφανίζουν λίγο διαφορετικές τιµές. 

Έτσι εξάγεται το συµπέρασµα ότι η εισαγωγή του εκθετικού συντελεστή B(t), µε 

διατήρηση της τιµής α=1, επηρεάζει ελάχιστα την τελική κατανοµή των πυκνοτήτων. 

Συγκρίνοντας το τελικό διάγραµµα οστικής πυκνότητας για εκθετικά 

µεταβαλλόµενο συντελεστή Β και α=2,25 µε τις κατανοµές των µοντέλων που 

παρουσιάστηκαν παραπάνω παρατηρούνται τα ακόλουθα: Ο σχηµατισµός των 

εσωτερικών κολώνων οµοιάζει µε τον αντίστοιχο για Β σταθερό και α=2,25. 

Εµφανίζονται δηλαδή οι ακριανές κολώνες πολύ κοντά στις πλευρές του σπονδύλου ενώ 

οι αµέσως επόµενες εσωτερικές κολώνες συνδέονται στο µέσο του σπονδύλου. Όσον 

αφορά στο κέντρο του σπονδύλου οι βασικές κολώνες εµφανίζονται να έχουν µεγαλύτερο 

µήκος ενώ οι δευτερεύουσες κολώνες που τις συνδέουν µε τις επιφυσιακές πλάκες είναι 

µικρότερες. Επίσης, εµφανίζεται µία νέα κάθετη κολώνα στο κέντρο του σπονδύλου, ο 

σχηµατισµός της οποίας (και η στήριξη που προσφέρει) είναι υπεύθυνος για τις 

µικρότερες τιµές πυκνότητας στις γειτονικές κεντρικές κολώνες. 

Συγκρίνοντας το τελικό διάγραµµα κατανοµής οστικής πυκνότητας για νεαρό και 

για ηλικιωµένο άτοµο χωρίς εισαγωγή µη γραµµικοτήτων παρατηρούνται τα εξής: Οι 

µέγιστες πυκνότητες στην περίπτωση ηλικιωµένου ατόµου εµφανίζονται στο κέντρο των 

επιφυσιακών πλακών, σε αντίθεση µε εκείνη του νεαρού, κι έτσι δεν ενισχύεται το τοπικό 

φαινόµενο αυξηµένων τιµών κοντά στις αρθρώσεις. Επίσης, εµφανίζονται δύο κάθετες 

κεντρικές κολώνες ενώ οι ακριανές εµφανίζουν µεγαλύτερη καµπυλότητα. Προκύπτει, 
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λοιπόν, ότι διαφορετικού είδους φόρτιση επηρεάζει ανάλογα την κατανοµή των τελικών 

οστικών πυκνοτήτων. 

Στο Σχήµα 10.2 παρουσιάζονται τα διαγράµµατα µεταβολής της µάζας του 

σπονδύλου συναρτήσει των επαναλήψεων: 
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Β εκθετικά µεταβαλλόµενο 
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Σχήµα 10.2 ∆ιάγραµµα συνολικής µάζας του σπονδύλου 

Συγκρίνοντας το διάγραµµα µάζας του µοντέλου µε Β σταθερό και α=1 µε το 

αντίστοιχο διάγραµµα για Β σταθερό και α=2,25 προκύπτουν τα ακόλουθα 

συµπεράσµατα: Η τελική µάζα του σπονδύλου εµφανίζεται µικρότερη σε σχέση µε το 

µοντέλο για α=1 κατά 0,16% της αρχικής µάζας του σπονδύλου, ενώ προσεγγίζει σε 

λιγότερες επαναλήψεις την τιµή της τελικής προκύπτουσας µάζας. 

Συγκρινόµενο µε το αντίστοιχο διάγραµµα για Β σταθερό και α=1, το µοντέλο για 

Β εκθετικά µεταβαλλόµενο και α=1 οδηγεί στα ακόλουθα συµπεράσµατα: Η τελική µάζα 

του σπονδύλου εµφανίζεται µικρότερη σε σχέση µε το µοντέλο για α=1 κατά 4,99% της 

αρχικής µάζας του σπονδύλου. Παρατηρείται λοιπόν ότι ενώ η αλλαγή της µη 

γραµµικότητας του εκθέτη α επηρέασε ελάχιστα την τελική µάζα, η εισαγωγή του Β(t) 

επέφερε σηµαντική αλλαγή στη µάζα του σπονδύλου. 

Συγκρίνοντας το διάγραµµα της µάζας για Β εκθετικά µεταβαλλόµενο και α=2,25 

µε τα υπόλοιπα µοντέλα προκύπτουν τα εξής: Η τελική µάζα του σπονδύλου εµφανίζεται 

µικρότερη σε σχέση µε όλα τα µοντέλα και παρουσιάζει τη µεγαλύτερη διαφορά από το 

µοντέλο για α=1, κατά 1,11% της αρχικής µάζας του σπονδύλου.  

Συγκρίνοντας το διάγραµµα της µάζας νεαρού ατόµου, χωρίς εισαγωγή µη 

γραµµικοτήτων, µε εκείνο του ηλικιωµένου ατόµου προκύπτουν τα παρακάτω: για την 
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περίπτωση ηλικιωµένου ατόµου παρατηρείται µεγαλύτερη µείωση λόγω των µειωµένων 

µηχανικών απαιτήσεων που επέφερε η νέα φόρτιση. Η τελική µάζα του σπονδύλου 

εµφανίζεται µικρότερη σε σχέση µε του νεαρού ατόµου κατά 10,8% της αρχικής µάζας 

του σπονδύλου. 

Στον Πίνακας 10.1 που ακολουθεί φαίνονται οι τελικές τιµές µάζας για το κάθε 

µοντέλο που εξετάστηκε. 

Πίνακας 10.1 Τελική µάζα σπονδύλου για τις πέντε πραγµατοποιούµενες δοκιµές 

∆οκιµή 
Τελική µάζα σπονδύλου 

(σε mg) 

Νεαρό άτοµο µε Β σταθερό και α=1 355,0 

Νεαρό άτοµο µε Β σταθερό και α=2,25 353,6 

Νεαρό άτοµο µε Β εκθετικό και α=1 350,7 

Νεαρό άτοµο µε Β εκθετικό και α=2,25 345,5 

Ηλικιωµένο άτοµο µε Β σταθερό και α=1 262,5 

Από τον πίνακα αυτόν προκύπτει ότι µικρότερη µάζα σπονδύλου, για νεαρό άτοµο, 

προκύπτει για Β εκθετικά µεταβαλλόµενο και α=2,25. Ακόµη, για ηλικιωµένο άτοµο, 

λόγω διαφορετικού είδους φόρτισης και µικρότερων τιµών, προκύπτει πολύ µικρότερη 

τελική µάζα σε σχέση µε τις αντίστοιχες για νεαρό άτοµο. 

Στο Σχήµα 10.3 παρουσιάζονται σε κοινό διάγραµµα οι αντικειµενικές συναρτήσεις 

F που προέκυψαν για κάθε µοντέλο. Η µπλε γραµµή αντιπροσωπεύει το µοντέλο µε α=1 

και B σταθερό, η τυρκουάζ για α=2,25 και Β σταθερό, η κίτρινη για α=1 και Β εκθετικά 

µεταβαλλόµενο και η κόκκινη για α=2,25 και Β εκθετικά µεταβαλλόµενο.   
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Σχήµα 10.3 Αντικειµενικές συναρτήσεις F (σε J/g) ως προς τις επαναλήψεις για τα τέσσερα 

µελετώµενα µοντέλα νεαρού ατόµου 

Συγκρίνοντας την αντικειµενική συνάρτηση F για µοντέλο µε Β σταθερό και α=1 

µε εκείνη για Β σταθερό και α=2,25 προκύπτει ότι για α=2,25 είναι κατά 2 τάξεις 

µεγέθους µικρότερη της αντίστοιχης του γραµµικού µοντέλου.. 

Συγκρίνοντας την αντικειµενική συνάρτηση F για Β εκθετικά µεταβαλλόµενο και 

α=1 µε τα δύο µοντέλα που συγκρίθηκαν προηγουµένως προκύπτει ότι είναι 2 τάξεις 

µεγέθους µικρότερη της αντίστοιχης του γραµµικού µοντέλου και µεγαλύτερη κατά 

47,33% της αντίστοιχης τιµής για Β σταθερό και α=2,25. 

Για την περίπτωση της χρήσης συντελεστή Β εκθετικά µεταβαλλόµενου και 

εκθέτη α=2,25 προκύπτει ότι στις 1400 επαναλήψεις η αντικειµενική συνάρτηση F έχει 

φτάσει στην τιµή 7E-10 J/g, η οποία είναι 5 τάξεις µεγέθους µικρότερη από την  καλύτερη 

σύγκλιση µέχρι τώρα, την οποία είχε προσφέρει το µοντέλο µε α=2,25 και Β σταθερό. 

Εξάγεται λοιπόν το συµπέρασµα ότι τόσο ο εκθέτης α όσο και ο εκθετικά 

µεταβαλλόµενος συντελεστής Β βελτιώνουν τη σύγκλιση της µεθόδου. 

Στον  

 

Πίνακας 10.2 παρουσιάζεται ο δείκτης δυσκαµψίας Κ για τις πέντε 

πραγµατοποιούµενες δοκιµές:  
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Πίνακας 10.2 ∆είκτης δυσκαµψίας Κ για τις πέντε πραγµατοποιούµενες δοκιµές 

∆οκιµή ∆είκτης δυσκαµψίας (σε cm3/Jg) 

Νεαρό άτοµο µε Β σταθερό και α=1                       3,60 Ε-3 

Νεαρό άτοµο µε Β σταθερό και α=2,25                       3,65 Ε-3 

Νεαρό άτοµο µε Β εκθετικό και α=1                       3,60 Ε-3 

Νεαρό άτοµο µε Β εκθετικό και α=2,25                       3,72 Ε-3 

Ηλικιωµένο άτοµο µε Β σταθερό και α=1                       6,90 Ε-3 
 

Συγκρίνοντας το µοντέλο για Β σταθερό και α=1 µε το αντίστοιχο για Β σταθερό 

και α=2,25 εξάγεται ότι: για α=2,25 έχει χρησιµοποιηθεί πιο αποδοτικά, κατά 5%, το 

δοµικό υλικό του οστού (µεγαλύτερος δείκτης δυσκαµψίας). Εποµένως ο εκθέτης α 

επηρεάζει σηµαντικά τη δυσκαµψία του οστού. Συγκρίνοντας το µοντέλο για Β σταθερό 

και α=1 µε το αντίστοιχο για Β εκθετικά µεταβαλλόµενο και α=1 προκύπτει το ακόλουθο 

συµπέρασµα: η εισαγωγή της µη γραµµικότητας του συντελεστή Β δεν επηρεάζει το 

δείκτη δυσκαµψίας του οστού. Συγκεκριµένα, η τελική µάζα του σπονδύλου εµφανίστηκε 

µειωµένη για Β εκθετικά µεταβαλλόµενο, αλλά η αύξηση του παραγόµενου έργου των 

εξωτερικών δυνάµεων οδήγησε σε ίδια τιµή του δείκτη δυσκαµψίας. Συγκρίνοντας το 

µοντέλο για Β εκθετικά µεταβαλλόµενο και α=2,25 µε τα υπόλοιπα µοντέλα προκύπτει ότι 

παρέχει µεγαλύτερη δυσκαµψία στο οστό.  

10.2 Τριδιάστατος σπόνδυλος 

Στο Σχήµα 10.4 παρουσιάζονται τα ποσοστά όγκου κάθε υλικού ως προς το 

συνολικό όγκο του σπονδύλου για τις 3 δοκιµές που πραγµατοποιήθηκαν:  
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Σχήµα 10.4 Ποσοστό όγκου κάθε υλικού ως προς το συνολικό 

Συγκρίνοντας τη δοκιµή για εκκίνηση µε το έβδοµο υλικό σε σχέση µε εκκίνηση 

µε το τρίτο υλικό εξάγονται τα παρακάτω: για εκκίνηση µε το τρίτο υλικό, το υλικό 1 

εµφανίζεται µε µεγαλύτερο ποσοστό συγκριτικά µε το αντίστοιχο για εκκίνηση µε αρχικό 

υλικό το έβδοµο. Επίσης, µε µεγαλύτερο ποσοστό εµφανίζονται τα υλικά 2, 3 και 7. Τα 

υλικά 4 και 9 εµφανίζονται µε κοντινά ποσοστά. Τέλος, το υλικό 8 εµφανίζεται µε αρκετά 

µεγαλύτερο ποσοστό σε σχέση µε την προηγούµενη δοκιµή της εκκίνησης µε το έβδοµο 

υλικό. Συγκρίνοντας τη δοκιµή για εκκίνηση µε το ένατο υλικό σε σχέση µε τις 

προηγούµενες δοκιµές εξάγονται τα εξής: δεν έχουν εµφανιστεί τα υλικά 1 και 2, ενώ το 

υλικό 3 δείχνει να έχει αντικαταστήσει το υλικό 1 σε σχέση µε τις προηγούµενες δοκιµές 

(καταλαµβάνοντας τις αποφύσεις και τα σηµεία σύνδεσής τους µε το σπονδυλικό σώµα). 

Τα υλικά 5 και 6 εµφανίζονται µε αυξηµένα ποσοστά σε σχέση µε τη δοκιµή για εκκίνηση 

µε το τρίτο υλικό αλλά παρόµοια µε εκείνα για εκκίνηση µε το έβδοµο υλικό. Το υλικό 7 

εµφανίζεται µε µικρότερο ποσοστό σε σχέση µε τις προηγούµενες δοκιµές. Το υλικό 8 
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εµφανίζεται µε ποσοστό µικρότερο σε σχέση µε την εκκίνηση µε το τρίτο υλικό αλλά µε 

ποσοστό κοντινό σε σχέση µε την εκκίνηση από το έβδοµο υλικό. 

Στο Σχήµα 10.5 φαίνεται η µέση οστική πυκνότητα των στοιχείων που ανήκουν στο 

κάθε υλικό και για τις τρεις περιπτώσεις που εξετάστηκαν.   
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Σχήµα 10.5 Μέση οστική πυκνότητα κάθε υλικού (σε g/cm3) 

Συγκρίνοντας τις µέσες οστικές πυκνότητες των υλικών για εκκίνηση µε το 

έβδοµο υλικό και για εκκίνηση µε το τρίτο υλικό εξάγονται τα ακόλουθα συµπεράσµατα: 

το πρώτο υλικό εµφανίζεται µε κοντινές τιµές µέσης πυκνότητας, ενώ το δεύτερο υλικό 

εµφανίζει µεγαλύτερη µέση πυκνότητα κατά 20,73% για εκκίνηση µε το έβδοµο υλικό. 
Τα υλικά 3 και 4 εµφανίζουν επίσης κοντινές τιµές. Το πέµπτο υλικό παρουσιάζει 

µεγαλύτερη µέση πυκνότητα κατά 4,3% για εκκίνηση µε το τρίτο υλικό. Το έκτο, έβδοµο 

και όγδοο υλικό εµφανίζουν µεγαλύτερη µέση πυκνότητα για  εκκίνηση µε το τρίτο υλικό. 

Τέλος, το ένατο υλικό εµφανίζει µεγαλύτερη µέση οστική πυκνότητα, κατά 0,9%, για 

εκκίνηση µε το έβδοµο υλικό. Παρατηρώντας τις µέσες οστικές πυκνότητες για εκκίνηση 

µε το ένατο υλικό, εντοπίζονται σε σχέση µε τις προηγούµενες δοκιµές οι ακόλουθες 

διαφορές: το ένατο υλικό εµφανίζεται µε µεγαλύτερη µέση οστική πυκνότητα σε σχέση µε 

την εκκίνηση από το τρίτο υλικό κατά 7,7% . Το υλικό 7 εµφανίζεται µε µικρότερη µέση 

οστική πυκνότητα σε σχέση µε την εκκίνηση από το έβδοµο υλικό κατά 7,2% . Τέλος, τα 

υλικά 4 και 6 εµφανίζονται µε πολύ κοντινές τιµές. Προκύπτει λοιπόν ότι η εκκίνηση µε 

διαφορετικό υλικό επηρεάζει τόσο τα υλικά που θα σχηµατιστούν όσο και τις µέσες 

πυκνότητες που αυτά θα αποκτήσουν. Παρόλα αυτά η επιρροή αυτή δεν είναι ίδια για όλα 

τα υλικά. Τέλος, πολλαπλασιάζοντας τη µέση οστική πυκνότητα κάθε υλικού µε τον όγκο 

του, που προκύπτει από το ποσοστό του όγκου του υλικού επί τον ολικό όγκο, µπορούν να 
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ληφθούν άµεσα προσεγγιστικές τιµές της µάζας καθενός από τα εννέα  υλικά του 

σπονδύλου.  

Στο Σχήµα 10.6 παρουσιάζονται τα διαγράµµατα µεταβολής της συνολικής µάζας 

του σπονδύλου συναρτήσει των επαναλήψεων: 

Εκκίνηση 

µε το 

έβδοµο 

υλικό 
0

10

20

30

40

50

1 44 87 130 173 216 259 302 345 388 431 474

Επαναλήψεις

Μ
ά
ζα

 σ
π
ο
ν
δ
ύ
λ
ο
υ

 (
σ
ε 

g
)

 

Εκκίνηση 

µε το 

τρίτο 

υλικό 0

20

40

60

80

100

1 58 115 172 229 286 343 400 457 514 571 628 685 742

Επαναλήψεις

Μ
ά
ζα

 τ
ο
υ

 σ
π
ο
ν
δ
ύ
λ
ο
υ

 (
σ
ε 

g
)

 



Κεφάλαιο 10           Σύγκριση-Συµπεράσµατα  
          
 

181 
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Σχήµα 10.6 Μάζα του σπονδύλου συναρτήσει των επαναλήψεων  

Από το Σχήµα 10.6 προκύπτουν τα εξής: συγκρίνοντας την τελική µάζα για 

εκκίνηση µε το υλικό 3 σε σχέση µε την αντίστοιχη τελική µάζα για εκκίνηση µε το 

έβδοµο υλικό ως αρχικό, παρατηρείται ότι η µάζα είναι 1,26 φορές µεγαλύτερη. Όπως 

όµως διαπιστώθηκε από τη συνάρτηση F, παρά τις 250 περισσότερες επαναλήψεις που 

πραγµατοποιήθηκαν, η διαδικασία για τη δοκιµή µε αρχικό υλικό το τρίτο απέχει 

περισσότερο από την τελική σύγκλιση (σταθεροποίηση). Όσον αφορά στη δοκιµή µε 

αρχικό υλικό το ένατο, η τελική τιµή της µάζας εµφανίζεται αυξηµένη κατά 17,35 % σε 

σχέση µε την αντίστοιχη για εκκίνηση µε  αρχικό υλικό το έβδοµο ενώ µειωµένη κατά 

6,9% σε σχέση µε την αντίστοιχη τιµή µάζας για εκκίνηση της διαδικασίας µε αρχικό 

υλικό το τρίτο. Σηµειώνεται ότι για εκκίνηση µε το ένατο υλικό πραγµατοποιήθηκαν 1000 

επαναλήψεις. Η µάζα του σπονδύλου που προέκυψε από το µοντέλο εκκίνησης µε το 

έβδοµο υλικό είναι αρκετά κοντινή σε πραγµατικές τιµές του πρώτου οσφυϊκού 

σπονδύλου. 

Πίνακας 10.3 Τελική µάζα σπονδύλου για διαφορετικό υλικό εκκίνησης 

∆οκιµή Τελική µάζα σπονδύλου (σε g) 

Εκκίνηση µε αρχικό υλικό το έβδοµο 19,246 

Εκκίνηση µε αρχικό υλικό το τρίτο 24,268 

Εκκίνηση µε αρχικό υλικό το ένατο 22,586 
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Στον Πίνακας 10.3 παραπάνω φαίνονται οι τελικές τιµές των µαζών του σπονδύλου 

για εκκίνηση από το κάθε υλικό. Το βασικό συµπέρασµα που εξάγεται είναι ότι µικρότερη 

µάζα σπονδύλου, προκύπτει για εκκίνηση µε αρχικό υλικό το έβδοµο. Επίσης 

παρατηρείται ότι και στις τρεις περιπτώσεις το βάρος δεν απέχει από τα όρια βάρους ενός 

φυσιολογικού σπονδύλου. 

Στο Σχήµα 10.7 παρουσιάζονται σε κοινό διάγραµµα οι αντικειµενικές συναρτήσεις F 

των τριών µεθόδων µε διαφορετικό αρχικό υλικό: 
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 Σχήµα 10.7  Αντικειµενικές συναρτήσεις F (σε J/g) ως προς τις επαναλήψεις για τα τρία 
µελετώµενα µοντέλα  

Μια πρώτη διαφορά που εξάγεται από το Σχήµα 10.7 είναι ότι η αντικειµενική 

συνάρτηση F ξεκινά µε τη µικρότερη τιµή για εκκίνηση µε το τρίτο υλικό ενώ µε τη 

µέγιστη για εκκίνηση µε το ένατο υλικό. Από τη µορφή της γραφικής παράστασης είναι 

φανερό ότι η µέθοδος που ξεκινά µε αρχικό υλικό το έβδοµο (µωβ γραµµή) βρίσκεται πιο 

κοντά στη σύγκλιση σε σχέση µε τις υπόλοιπες µεθόδους. Η µέθοδος µε αρχικό υλικό το 

τρίτο (κίτρινη γραµµή) αρχικά εµφανίζει µια αύξηση (από την τέταρτη επανάληψη στην 

πέµπτη) και στη συνέχεια µειώνεται µέχρι σχεδόν το µισό της αρχικής της τιµής. Τέλος, 

το µοντέλο µε αρχικό υλικό το ένατο (µπλε γραµµή) εµφανίζει πιο οµαλή µείωση, 

ταυτόχρονα όµως και πιο αργή σύγκλιση. Πρέπει να πραγµατοποιηθεί στο σηµείο αυτό 

µια διευκρίνιση: οι εµφανιζόµενες τιµές της αντικειµενικής συνάρτησης F 

πολλαπλασιάζονται µε τον συντελεστή Β και δίνουν τη µέση αλλαγή οστικής πυκνότητας. 



Κεφάλαιο 10           Σύγκριση-Συµπεράσµατα  
          
 

183 

Στην περίπτωση του τριδιάστατου σπονδύλου, η τιµή του Β κυµαίνεται από 0,02 έως 

0,0001. Εποµένως, συγκρινόµενη µε την τιµή Β=0,25 του διδιάστατου σπονδύλου, 

προκύπτει ότι ίδιες τιµές της F προκαλούν µικρότερες µεταβολές οστικής πυκνότητας.     

Τέλος, είναι φανερό ότι η επιλογή της αναφοράς k=0,0002 J/g είναι περισσότερο 

προσαρµοσµένη στη δοκιµή µε αρχικό υλικό το έβδοµο. 

Πίνακας 10.4 ∆είκτης δυσκαµψίας Κ για τις τρεις πραγµατοποιούµενες δοκιµές 

∆οκιµή ∆είκτης δυσκαµψίας (σε cm3/Jg) 

Εκκίνηση µε αρχικό υλικό το έβδοµο                       1,751 Ε-2 

Εκκίνηση µε αρχικό υλικό το τρίτο                       1,656 Ε-2 

Εκκίνηση µε αρχικό υλικό το ένατο                       1,503 Ε-2 
 

Από τον Πίνακα 10.2  προκύπτει το εξής: η εκκίνηση µε το έβδοµο υλικό παρέχει 

τη µεγαλύτερη δυσκαµψία από τις άλλες δύο µεθόδους, µε τη µέθοδο εκκίνησης από το 

τρίτο υλικό να εµφανίζει µεγαλύτερη δυσκαµψία σε σύγκριση µε την εκκίνηση από το 

ένατο υλικό. 
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